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Si la Ciencia es un saber y la Filosofia un pensar, la
Filosofia cientifica, en general, y la Psicologia matemd-
tica, en particular, es no un saber pensar, sino un saber y
un pensar. Saber es una cosa relativamente sencilla: con
tiempo y paciencia se puede llegar a ser erudito o sabio,
es decir: a estar enterado de la opinion de los demds o a
poseer conocimientos profundos de una disciplina. Pen-
sar ya no es tan sencillo; pero tampoco es dificil si la
razon elabora correctamente los conceptos, combina los
conceptos en juicios y retine los juicios en conclusiones.
Operar asi con los conceptos es pensar, facultad exclusi-
vamente humana que ejercemos cuando queremos adqui-
rir una verdad o adoptar una resolucién. En el primer
caso—investigacion—el éxito estd en razén directa del
nimero de relaciones entre los elementos de nuestro
pensamiento, y en el segundo—deliberacion—el acto se
adaptard al fin perseguido si hemos captado finamente el
pro y el contra. '

Pero obsérvese que, lo mismo en un caso que en
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FRANCISCO VERA

otro, utilizamos nuestro saber anterior dirigido a colocar

nuestro espiritu en una actitud susceptible de valorar la
representacion dada por la memoria—haciendo renacer
un estado que ya atraves6 nuestra conciencia—, o creada
con materiales intelectuales preexistentes, enlazados por
asociacion de ideas.

Ya Platén habia advertido que saber es recordar, y
asi en el Mendn consigue que geometrice un esclavo, sin
mds que extraer del profundo hontanar de su conciencia
los conocimientos que yacian en estado potencial, deve-
nidos actuales al mdgico conjuro de la mayéutica y des-
cubriendo al propio tiempo el riquisimo contenido de la
«ignorancia» socratica.

Este hecho se presenta al matemdtico en forma de un
proceso mental que pasa por cuatro estados psicologicos
perfectamente definidos: conservacion, evocacion, reco-

‘nocimiento y localizacion del recuerdo; es decir: repre-
sentacion de la imagen reteniéndola a voluntad, asocia-

cion de ideas, aptitud préctica e historia. La conservacién
del recuerdo aparece no como hébito motor, al modo
bergsoniano, sino como facultad de poseer el concepto
del propio recuerdo, teniendo, por consiguiente, derecho

de propiedad psicolégica sobre él; la evocacidén, en

cuanto hay de identidad de fondo intelectual; el recono-
cimiento, reduciendo al minimo los fenémenos sensoriales

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

para caer en brazos de lo inconsciente, y la localizacion,
objetivando el recuerdo y lanzdndolo al exterior.

Para aclarar estas ideas observemos el trabajo mental
del matemaético en sus dos aspectos: analitico y geomé-

trico.
Si quiere demostrar, por ejemplo, que el producto

nin+1)2n-+1)

es divisible por 6, empieza por recordar que si un ntimero
es divisible por 2 y por 3, lo es por 6, y, al ver la expre-
sion, conserva esta verdad empirica: de dos ntimeros con-
secutivos, uno es pary otro impar, y, por tanto, uno es
multiplo de 2, evocando inmediatamente, por asociacion
de ideas, esta otra propiedad de idéntico fondo intelec-
tual que la anterior: de tres niimeros consecutivos, uno es
multiplo de 3; pero como en la férmula que tiene ante la
vista no aparecen tres nuameros consecutivos, busca un
artificio mediante el reconocimiento del recuerdo—aptitud
préctica inconsciente—y, duplicando los factores de su

expresion, obtiene:
2n, 2n+1)=2n+2, 2(2n+1)=4n+2,

coloca entre los dos primeros el tltimo factor del pro-
— 13 —
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ducto dado, y entonces surgen, explicitamente ya, treg
nameros consecutivos:

2n, 2n4-1, 2n42,

y opera con ellos, diciendo: Sies2 5 — 3esn=3 y
2n=6,siloes2 4 1, también queda demostrada 1y
propiedad, y, finalmente, si es 2 7 4 2 — o (n+1)=3
esn+1=3 utilizando de nuevo up saber anterior: Ig
propiedad de dividir a uno de los dos factores de un pro-
ducto un namero que divide a éste y €s primo con el otro
factor. Por altimo, el matematico localiza el recuerdo po-
niéndole un nombre; Euclides, y una fecha: siglo IV antes
de J. C.; es decir: hace historia.

Veamos, ahora, el mecanismo de la demostracion
geomeétrica, en otro ejemplo, sencillo también. S;j quere-
mos probar que el cuadrado construido sobre la hipote-
nusa BC de un tridngulo rectangulo ABC equivale a la
suma de los cuadrados construidos sobre los catetos,
construimos sobre BC e cuadrado BCHK y desde los
vértices Hy K trazamos las perpendiculares HG vy K7 al
lado ABy desde 10s Cy K las paralelas CFy KL,

Hasta ahora, y sélo guiados por la intuicién, hemos
construido el cuadrado que tiene por lado la longitud de

— 14 —
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ere-
la hipotenusa, conservando el recuerdo de lo que qu

. encia la
mos demostrar; acude después a nues’crad cor;(r:rlle;)rcl)csliiién
0 i jo la forma de una desc
evocacion del mismo baj . o
de este cuadrado en partes susceptibles de adaptarse a

cuadrados construidos sobre los catetc?s, para lo cua‘iiri]uec;
cutamos las construcciones auxiliares indicadas, en virtud
de la atencion—tendencia hacia—que supong un preuda -
cimiento, el cual, precisando mds la sensacuﬁn,tayde 2
conservar el recuerdo, y entonces llega el momertlfo' e
lizar éste, es decir: de reconocer que los 'cuatro rla?%ener
rectdngulos ABC, CFH, HLK y KIB son iguales po tener
iguales la hipotenusa y un dngulo agudo, y, por cggs;gSObre
te, los cuadrados GIKL y ACFG son los const{ul 0 sobre
los catetos AB y AC del tridngulo dado. La figura

— 15 —
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M0s apurar mds nuestras observaciones
del matemdtico en su

panorama intelectua], abarca una vi

le impide distinguir Ios et ! $10n de conjunto, que

I €n contra de sy de-
— 16 —
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seo; aseméjase al espectador que en una playa oye el
ruido del mar, integrado por innumerables ruidos peque-
nisimos, aisladamente insonoros, pero que responden el
minimo audible, ya que una suma de ceros sélo puede
ser cero; y como cuando critica los resultados y métodos
del matematico, es también en cierto modo matematico,
no se preocupa de su mecanismo intelectual. El psico-
logo, en cambio, se esfuerza por captar las ideas y proce-
dimientos del matematico, observa su manera de trabajar
y estudia las leyes que rigen sus procesos mentales.
Al matemadtico le interesa el qué, al logico el por qué
y al psicologo el cdmo de los fenOmenos intelectuales.
El primero investiga una verdad de un cierto orden y se
siente satisfecho cuando no encuentra en ella contradic-
cion consigo misma o con otras verdades anteriores, de-
mostradas o admitidas, invadiendo en algiun modo el
campo del 16gico que, en tltimo andlisis, prescinde de la
forma del pensamiento en general—sentido kantiano—
para atender sOlo a principios noéticos. La ciencia del
matematico es exclusivamente especulativa, mientras que
la del 16gico es normativa; y la del psicédlogo, indepen-
diente de una y otra, se limita a estudiar los hechos men-
tales valiéndose de la introspeccion y de las manifesta-
ciones exteriores que acompafan al hecho: los movimien-
tos del cuerpo y el lenguaje, en cuanto pueden servir de

- 17 —
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metodos de introspeccion respecto del pensamiento aj

La captura del hecho menta] ofrece dos grandes jgr'lf(').
Cultades. La primera consiste en la imposibilidad d s
(l:a()rl};opar? determinar sus condiciones en up laborae’éoilil(s)-

0 se hace con el hecho fisico, por s i ,
rr.1<')v1b.le, ¥, por tanto, el trabajo reﬂixivoeiieeizniil’ii)nsleme
Cion tiene qug derivar hacia la reconstitucion del hff)cic-
gor la merr}orla. La otra dificultad radica en la ineluctablg
ependencia entre el observador y el objeto observado

razonamiento.

e I;z ?emca manerta de obviar en parte ambas dificulta-
ner presente que la intro i6
. Speccion no da hec
sm(;Dprocesos CUyo resultado es fijo. s
. rlescmdarr}os, pues, de este resultado en Jlos dos
ﬁ]va plos anteriores, no sélo en cuanto a su calidad obje-
—aspecto mateméatico—, sino también en cuanto a sy

10Z i
ar el problema de |a existencia de un principio vital

indej{)enfﬁente de las fuerzas de la materia.
aritméi)irlmera vista d’iriase que los procesos mentales del
Co y del gedmetra son distintos. Uno opera con

— 18 —
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entes ideales y otro con objetos reales; la Aritmética ma-
neja nameros y la Geometria figuras, localizados aquéllos
en el tiempo y éstos en el espacio; pero obsérvese que el
niimero, como ente abstracto, tiene un origen esencial-
mente concreto, que se olvida en las ultimas etapas de su
evolucion, y asi resulta, en definitiva, que el aritmético,
lo mismo que el gedmetra, opera con conceptos cuya gé-
nesis es de origen afectivo y cordial, aunque el corazon
sea mal consejero cuando se penetra en el campo de la
Ciencia, en cuyo centro arde la llama vertical del pensas
miento puro, porque puede herirse con los alambres de
espino de la razén que defienden la Verdad, como los
dragones de leyenda defienden a las princesas encan-
tadas.

Ya veremos en capitulos sucesivos hasta donde puede
admitirse esta teoria, y observemos ahora que para de-

mostrar que el producto
nn+1y@n41)

es divisible por 6, el analista s6lo ha utilizado verdades
empiricas, comprobables por la experiencia, y verdades
demostradas anteriormente gracias al auxilio de otras,
empiricas también. Los simbolos n y n 4 1 despiertan
inmediatamente la idea de dos numeros enteros cuales-
quiera consecutivos, uno de los cuales es par, y, por

— 19 —
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tanto, divisible por 2, y aunque ya no sucede lo propio
para el 3, el matematico recurre a un artificio—legitimo
dentro del campo operatorio—en virtud de un silogismo
psicoldgico que no es, en definitiva, sino un hecho de
conciencia, un imperativo bioldgico, una necesidad vital,
a diferencia del silogismo logico que, por ser indepen-
diente de nosotros, es s6lo un imperativo de implicacion;
y el analista continta su desarrollo en virtud de un senti-
miento de familiaridad que le permite interpretar lo
desconocido por lo conocido, mediante operaciones sim-
bélicas, verdadera experimentacion mental—el Gedanken-
experiment de Mach—que le conduce al estado de
comprobacién merital a que llegaria si realizase efectiva-
mente aquellas operaciones simbdlicas.

Este hecho aparece con mayor claridad en los méto-
dos del gedémetra, porque opera—al menos en la Geome-
tria -elemental-——haciendo constantes llamamientos a la
intuicion espacial, que no puede prescindir de ciertas
figuras particulares, generalizando después el caso privi-
legiado que le ha servido de punto de partida. La demos-
tracién del teorema de Pitdgoras consiste en descomponer
efectivamente el cuadrado construido sobre la hipotenusa
en partes que cubran las superficies de los cuadrados
construidos sobre los catetos, operacion concreta que se
puede traducir en una abstraccidon sin mas que sustituir

— 20 —
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las 4reas de los cuadrados por los niimeros que las miden
y generalizar psicoldgicamente, es decir: pasar del mundo
de las cosas al de las ideas, de la existencia a la esencia,
de la sensacion, que es dada, a la imagen, que es puesta,
aplicando la ley de causalidad a la percepcidn de las ra-
yas trazadas con tiza en el encerado, y desdoblandola
para quedarnos con la imagen y arrojar al exterior la
causa, mediante un gasto de energia nerviosa intencional.
Sélo asi se puede hablar de generalizacion en Psicologia,
palabra que no tiene sentido fuera del campo de la Lo-
gica, porque el género no es para el psicologo mas que
un individuo. '

e



El concepto de numero
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Sin que sus reflexiones estén presididas por la duda

y metddica cartesiana—en cuyo altimo resultado: cogifo,
ergo sum, hay mds contenido psicoldgico del que se pro-
puso el propio Descartes, puesto que supone la perma-
nencia del yo—el matemdtico es, evidentemente, el ser
mads imparcial, mds sereno, porque no lucha con una rea-
realidad material independiente de su pensamiento, sino
que vive en el mundo de los conceptos, en presencia de
necesidades que se le imponen a pesar suyo, y de las
cuales no puede dudar, aunque se las represente como
A exteriores a su propio yo, que las ha elaborado mediante
sucesivas abstracciones y generalizaciones, hasta llegar a

simbolos tan complicados que hacen necesario un gran

esfuerzo intelectual para encontrarles reminiscencias en
la region de las realidades. '

De aqui, que las conclusiones de la Matematica estén

exentas del cardcter dramético y emocional que ofrecen

los otros resultados cientificos, porque éstos, a causa de

las condiciones del mundo real en que se construyen,

reflejan en cierto modo las cualidades somadticas del in-
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FRANCISCO VERA

vestigador, y le convierten, como queria Kant, en legisla-
dor de la Naturaleza. Por eso en la realidad, que es
irracional, no hay absurdos; el absurdo se da solamente
en.la region de las ideas.

El cientifico vive en el plano de la sensacion, y, por
consiguiente, descubre 1o que le es exterior, mientras que
el matematico opera en la zona de la ideacién, Yy, por
tanto, inventa lo que estaba en su yo, un yo con sentido
de limitacion, un yo no real, sino ideal que, como pro-
ducto del entendimiento, estd, en cuanto conéepto, fuera
deli sujeto pensante. El yo del matematico es la represen-
tacion de un conjunto de representaciones, con un conte-
nido rigurosamente empirico que le obliga a considerarse
a si mismo como objeto de conocimiento, espectador
que contempla una realidad extrafia a su propio espiritu,
a diferencia del 16gico que extrae de su pensamiento las
mismas proposiciones ante las cuales hinca luego la ro-
dilla en tierra para reverenciarlas, cayendo en un estéril
narcisismo que le lleva a una necesidad fria, no vital.

Estg yo matemdtico es el que elabora los conceptos
que sirven de base a su ciencia, por un proceso psicol6-
gico andlogo al que engendra los que constituyen el len-
guaje vulgar. ¢Quién ha visto un perro? Enunciada asi,
esquemdticamente, la pregunta parece trivial; pero, si la
analizamos con espiritu critico, objetivando el juicio y

— 26 —
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despojdndolo de intencionalidad, nos convenceremos de
que nadie ha visto un perro. Todos hemos visto un galgo,
elegante y eldstico, digno de los pinceles de Veldzquez,
y un mastin, solemne y magnifico, guardando un rebafio
extremefio, y un grifén de Pomerania, en cuya fealdad
consiste su belleza, hecho una pelota de lana, en los bra-
zos de una linda mujercita; todos hemos visto un perro
blanco y un perro negro y un perro gris; pero ¢un perro?
Nadie ha visto un perro como concepto, porque €stos no
son de orden perceptivo, y, por consiguiente, no pueden
tomar ninguna forma fenoménica intuitiva.

Precisemos un poco mds estas ideas. Veo un clavel
blanco y otro rojo; pero este mismo rojo lo encuentro en
una puesta de sol y en unos labios de mujer, como aquel
blanco lo observo en una gota de leche, en un copo de
nieve y en la cuartilla en que escribo. Por un lado, hay
claveles; por otro, blanco y rojo, y, sin embargo, los cla-
veles tienen algo comun, no sélo entre si, sino con otros
objetos de los cuales difieren, como por ejemplo, los
lirios y las rosas, de igual manera que en los blancos y
los rojos también existe algo comin: la cualidad de color.
Esta observacién parece autorizarnos a considerar la
Naturaleza como un conjunto de fendémenos idénticosy

no idénticos, cuyo estudio constituye la Ciencia; pero los -

fenémenos son, precisamente, las cosas tal como se nos

— 27 —
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FRANCISCO VERA

ipnr]epsséxstfons, aesﬂ(c)l:c;r: datos inmediatos de }a conciencia
Olros por el mundo exterior ¥y muchas
veces en chtra de nuestra propia voluntad.
| Los animales también perciben como nocotros—y a
VeCes mejor que nosotros—Ilas analogias y diferenc};a
entre las cosas. La abeja distingue mejor que el homb X
las flores que son tiles para fabricar la miel: pero ni »
cerebro—menos desarrollado que e} nuestro’——reaccioSu
bastanfce poderosamente, ni sy entendimiento se apon o
los objetos con la necesaria independencia para apre ? :
en ellos més relaciones que las que interesan morie;tl%r
neamente a su necesidad bioldégica de fabricar miel ::;
hombre, en cambio, observa que, como a pesard- I
Dluralidad de detalles, las flores tienen algo comuin ?ie .
f:o’mp.one la percepcién en sus elementos idénticos o
.lden'txcos, retiene lo idéntico en su representaﬂidr}; "
partiendo asi de las diferentes Jlores perceptibles ;e el’ -
al concepto de flor, m4s rico en extension pero, mads e\(;a
bre en caracteres, porque comprende a tod’os lds clavelp )
a todos los lirios, a todas las rosas, como cada uno ZS’
estos conceptos comprende, a sy vez, a todos los ob'etoe
-reales de cada especie, de tal modo que, cuando clélsifif
camos un hecho bajo un concepto, lo empobrecemos
porque presgindimos de sus caracteres innecesarios al fin’
que perseguimos, Yy, al propio tiempo, lo enriquecemos
)

— 28 —
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porque le hacemos asumir todas las cualidades de esta
clase.
Por un proceso anédlogo pasamos del concepto de flor

al de planta, del de planta al de organismo, del de éste

al de cuerpoy del de cuerpo al de ser, que es el con-

cepto mas amplio, porque comprende a todo lo que es—

incluso al no ser, que también es—y el mds pobre porque

sélo tiene un cardcter.

Pero los conceptos necesitan un vehiculo para poder-
los comunicar: el lenguaje, un nombre sustantivo gene-
ralmente, que es lo dnico que suele quedar en la con-
ciencia. Si preguntamos a un matemadtico qué hay en su
conciencia a proposito de la palabra «numero», es seguro
que, de pronto, no vacile en contestar: «Esa palabra», y
solo en este sentido puede aceptarse la definicién de
Laurent: «Niimero es una locucion y el signo que la re-
presenta» (1); pero si el vocablo suscita en nosotros la
duda, extraemos entonces los conocimientcs almacena-
dos en la memoria bajo el rétulo de aquella palabra para
precisar la respuesta, desandando el camino que tuvimos
que recorrer hasta llegar a la meta donde estaba el

(1) Sur les principes fondamentaux de la Théorie des nonibres
et de la Géometrie, pag. 15.—Paris, Gauthier-Villars, 1911.

— 20 —
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simbolo—oral O escrit n C
! 0—e que se )
PSicoldeico, ondensg un proceso

sus ici i i
P;;rr?)posmlones independientemente de toda lengua
co i .
presCindamom(‘zi es’te aspecto no interesa g] psicélogo
o dam S e €l para observar e] proceso idiomético,
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Los bugilais de' Nueva Guinea establecen una corres-
pondencia un poco mds complicada que la de los balkai-
ris y solo llegan hasta el 10. 1 es el dedo meiique de la
mano izquierda; 2, el anular; 3, el medio; 4, el indice, y
5, el pulgar. Los nameros 6, 7, 8, 9 y 10 representan la
mano cerrada, el codo, el hombro, la tetilla derecha y la
izquierda, respectivamente.

El mismo simbolo de 6 lo tienen los bantus, que di-
cen: «Salta a fa otra mano», y los esquimales designan
el 20 con la frase «Estd consumado un hombre».

Este procedimiento de célculo corpéreo coinzide con
el procesc de forimacidn del yo en el nifio, el cual em-
pieza hablando en tercera persona hasta que, cosnociendo
su propio cuerpo por sensaciones mas estables que todas
las demds, adquiere una cierta conciencia de su unidad,
y entonces se llama «yo».

Las operaciones de los pueblos semisalvajes a fin de
captar la idea de namero son las necesarias para estable-
cer una correspondencia puramente cualitativa entre el
signo y el objeto significado, sin llegar ain al concepto
numérico, que surgird mds tarde, cuando, por sucesivas
repeticiones, fije la memoria el mismo resultado de una
operacion anterior y pueda servir ya, automdticamente,

para célculos futuros.
La coordinacién entre los numeros y las partes del
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FRANCISCO VERA

cuerpo aparece, pues, con claridad, quedando estable-
cida, de hecho, la correspondencia biunivoca entre los
elementos de dos conjuntos; es decir: el cambio de cosa
por cosa que se expone en los tratados modernos de
Aritmética como el mds sencillo punto de partida para
explicar el concepto de ndmero. Si a un nifio le manda-
mos comprar tantas naranjas como monedas de cinco
céntimos le demos, entregard las monedas, una a una, a
medida que reciba las naranjas, una a una también, y el
trueque de una moneda por una naranja, practicado rei-
teradamente, engendrard la idea abstracta de la igualdad
de las multiplicidades intercambiadas; perc este concepto
no adquirird carta de ciudadania mateméatica hasta que,
por abstraccion, se haya convertido en idea general por
una lenta elaboracién psicolégica que pase de la forma-
cidn instantdnea sensorial, comprobable por la experien-
cia, al habito por la observacién de que, cualquiera que
sea la naturaleza de los objetos—-naranjas, en el ejem-
plo—, el resultado siempre es el mismo, v quede definido
el nimero como el ente de razén que representa a todos
los conjuntos de cosas cuyos elementos se pueden cam-
biar uno a uno, es decir: como objeto esquematizado por
un doble proceso de descomposicién y de composicion,
sensible aquélla e intelectual ésta, asumiendo entonces el
nimero, en el mas riguroso sentido kantiano, el cardcter
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de unidad de la sintesis de lo mdltiple de una intuicién
homogénea.

Se verifica, pues, una copula entre la unidad y la plu-
ralidad, de tal modo que todas las variedades posibles de
conjuntos coordinables tienen algo comdan: la coordina-
bilidad o el niimero, como la blancura es el algo comdn
a todas las cosas blancas.

Aquella copula puede interpretarse 1o mismo en tér-
minos aditivos que multiplicativos, como lo demuestra el
hecho relatado por el P. Bourdin en sus QObjeciones a las
Meditaciones de Descartes: <He conocido a una persona
—dice—que, cuando se estaba durmiendo, oy0 las cua-
tro y las contd asi: una, una, una, una; y, ante tal absur-
didad, exclamo: <Este reloj estd loco; ha dado cuatro ve-
ces la una».

Tal absurdo no sélo queda explicado psicologica-
mente, por la relajacion de la atencidn en los prodromos
del suefio que impide las reacciones automdticas ante el
concepto de numero, sino que demuestra la lenta elabo-
racion de la igualdad cuatro veces uno y una vez cuatro:
igualdad de dos conceptos definidos por propiedades di-
ferentes; es decir: que dos conceptos distintos en cuanto
a su comprensién son, no obstante, idénticos desde el

punto de vista de la extensién.
El nimero definido como ente representativo de los
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conjuntos coordinables no es, sin embargo, tal ndmero
en estricto sentido matematico, puesto que la percepcién
de un conjunto, como tal conjunto, indivisible y tnico,
s6lo engendra el concepto de unidad esquematizada—
como el dltimo resultado de la abstraccidn numérica—
pero no el namero propiamente dicho, porque como
el espiritu no puede diferenciar ninguna determinacion es-
pecifica, y, por consiguiente, como el yo no se da cuen-
ta de sus diversas unidades, el concepto de nimero se
desvanece para quedar sélo la unidad como hecho de
conciencia.

Por eso, la relacién puramente cualitativa entre las
colecciones de objetos y las partes del cuerpo del hom-
bre primitivo o del semisalvaje moderno, tuvo que tradu-
cirse en los dbacos de los antiguos chinos o en las filas
de piedrecillas—calculi—de los romanos, que implican
ya la idea de orden, para que el concepto de niimero ad-
quiera categoria matemadtica, y entonces, dadas las unida-
des sucesivamente, la altima coincidird con el ntimero
cardinal del conjunto, y, reciprocamente: dado un con-
jnnto se podrdn separar en el tiempo sus unidades de tal
manera que se corresponda la operacion de la enumera-
cion de todos los elementos del conjunto con la repre-
sentacion mental del formado por esos mismos elementos,
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correspondencia que traduce la sucesién en simultanei-
dad, e inversamente, y entonces los dos hechos de con-
ciencia se yuntaponeny el yo™ aprehende el concepto
numérico ddndole un valor de que carecia el concepto
genérico, a fin de fijarlo en la memoria sin posible ambi-
giiedad para lo futuro.

- 35 —
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La correspondencia entre los elementos de dos con-
juntos supone el proceso psicolégico que representa el
acto de contar, independientemente de la preexistencia
del nimero, y, por tanto, es preciso distinguir los carac-
teres individuales de cada objeto, y, al propio tiempo,
considerarlos como iguales, colocdndose en un punto de
vista unitario que permita al yo darse cuenta de la plura-
lidad; es decir: representarse un todo—primitivamente
caotico—en un hecho de conciencia unico.

De aqui resultan dos especies de unidad: la represen-
tacion del conjunto por un acto de intuicién simple y la
que por sucesivas adiciones forma el ndmero, siendo
ambas susceptibles de fragmentacion.

La génesis del concepto de niumero implica, pues,
discontinuidad, la cual desaparece una vez construido
aquél y, ya objetivado, se presenta al espiritu como una

unidad indivisible.
El conocimiento del ndmero empieza con percepcio-
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FRANCISCO VERA

nes que se traducen en representaciones de objetos, de
las que separamos después idealmente un aspecto par-
ticular para abstraer una accion: la de correspondencia,
como contacto de la realidad objetiva con la mente,
dando origen a la sintesis de la cantidad sin la cualidad.

El acto de contar consiste en percibir separadamente
los diversos elementos de un conjunto escalondndolos

en el tiempo, porque si prescindimos de los elementos.

nos queda la sucesion de momentos, y tenemos entonces
el ntmero ordinal, es decir: el numero no ya impersonal,
sino con el atributo necesario para individualizario me-
diante .un proceso lingiiistico que implica la idea de
tiempo como intuicion a priori y condicién de la percep-
cion sucesiva, andlogo al de ciertos idiomas que recurren
a los mds tortuosos expedientes para referir acontecimien-
mientos no momentdneos, como el sudanés, que para
expresar que no deja de llover, dice: <Llueve, llueve,
llueve», fragmentando el tiempo, desmenuzdndolo con la
repeticion del verbo, mientras que el japonés indica el
mismo hecho con la frase: «Ver el caer de la lluvias,
sustantivando el verbo a falta de pronombres personales.

Esta idea de duracién permite disponer los objetos
en serie, percibiéndolos en instantes distintos que pueden
ordenarse de diversas maneras. Si mando ordenar los
libros de mi biblioteca a la criada, probablemente 1o haria
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por tamafos, o con arreglo al color de las encuaderna-
ciones, 0 segiin cualquiera otro criterio que dificilmente
coincidiria con el que me guid a ordenarlos yo; pero
todas las ordenaciones posibles son igualmente vélidas
en cuanto tienen una finalidad comun: encontrar un libro
determinado en el tiempo minimo, y, por consiguiente,
cuando digo que tengo ordenada mi biblioteca no expreso
otra idea que la de haber fijado la atencidon en ciertas
relaciones que ligan a unos libros con otros—tamano,
encuadernacion, materia, alfabetizacion de autores, etc.—
relaciones que son, precisamente, las que determinan el
orden adoptado.

Este concepto es tan bdsico en Matemética, que varios
de sus mds interesantes capitulos se fundan en él. El mis-
mo concepto de limite, que separa la parte elemental de
la superior, es un concepto de orden, puesto que, dada
una sucesion indefinida de nimeros reales,

decimos que tiene por limite a si desde un cierto valor
de n en adelante la diferencia a, — @ es menor en valor
absoluto que un numero prefijado.

Los nameros se presentan ordenados en la sucesidon
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que llamamos natural por ser la mds familiar; pero no
habria inconveniente alguno en poner primero los nime-
ros pares y después los impares; o el 1, luego los pares,
después los impares miltiplos de 3, a continuacién los
miultiplos de 5 excepto los divisibles por 2 o por3y
detrds de estos los muiltiplos de 7 que no admitieran los
factores 2, 3, 5, etc.; conforme a una ley de acuerdo con
la sucesion de ndmeros primos, 0 segtin cualquiera otra
ley absolutamente arbitraria.

La Aritmética no s6lo podria construirse sin ningtn
inconveniente 16gico, estableciéndose las propiedades de
los nimeros sin encontrar contradiccion alguna, sino que
el proceso psicologico para llegar al concepto de nimero
y el desarrollo de los razonamientos ulteriores serian los
mismos.

Captémoslo, pues, en su forma mds sencilla: 1a suce-
sion natural

y prescindamos, por ahora, del significado de estos pun-
tos suspensivos. Puesto que el orden depende de la rela-
cion que liga a unos nlmeros con otros, el matemdtico
se representa un ‘acto antfes que otro, el cual sigue a
aquél, de tal modo que si el término a precede al b, el &
no puede preceder al a, propiedad exclusiva de las rela-
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ciones seriales. En las relaciones en que no interviene la
idea de orden no se verifica esta propiedad; tal en la
relacion <amistad», pues si Juan es amigo de Pedro,
Pedro lo es de Juan; o en la de «<tamafio»: si la distancia
Madrid-Sevilla es distinta de la Zaragoza-Santander, tam-
bién ésta es distinta de aquélla, mientras que en la rela-
cion «paternal», si Antonio es padre de Fernando, Fer-
nando no es padre de Antonio. Las relaciones seriales
son, pues, asimétricas.

Otra propiedad, llamada transitiva, enlaza a tres tér-
minos de la relacion serial de modo que si a precede a b
y b a c, a precede a c, propiedad que, aplicada a los

-ejemplos anteriores, da: Si Juan es amigo de Pedroy
‘Pedro lo es de Ricardo, no se puede afirmar que Juan es
-amigo de Ricardo, como si la distancia Madrid-Sevilla es

distinta de la Zaragoza-Santander y ésta distinta también
de la Bilbao-Corufia, bien pudiera ocurrir que Madrid
estuviera de Sevilla a la misma distancia que Corufia de

.Bilbao; en cambio, si Antonio es padre de Fernando y

Fernando padre de Joaquin, podemos asegurar que Anto-

.nio no es padre de Joaquin.

'Finalmente, el matemético, siempre colocado en el

.punto de vista empirico ante un conjunto, tiene concien-

cia de un primer elemento al cual no precede ninguno y
de un #ltimo al que no sigue ninguno, y de dos objetos
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FRANCISCO VERA

cualquiera del conjunto a ordenar, uno de ellos debe
necesariamente preceder al otro: propiedad conexa,
como, por ejemplo, la de dos momentos; pero no la de
dos sucesos, porque pueden ser simultineos.

Estas tres propiedades tienen capital importancia psi-
Toldgica, especialmente la asimetria por ser incompatible
con la reciprocidad. La relacién «marido» es asimétrica,
pues si Francisco es marido de Petra, Petra no es marido
de Francisco, mientras que la de <cOnyuge» es reciproca,
y de ella se puede deducir la primera en algunos casos
por desdoblamiento; asi: marido es el cényuge de una
mujer; luego la relacion «<marido» se obtiene de la de
<cOnyuge» limitando la extensién de este concepto a los
hombres, lo que da origen a dos relaciones asimétricas;
pero no se puede hacer esto con las relaciones matem4-
ticas tales como <mayor que», <anterior a», etc.

Estas propiedades son fundamentales no sélo en Arit-
mética sino también en Geometria. Si consideramos dos
puntos A y B en una recta, esta recta queda descom-
puesta en tres partes: la que estd a la izquierda de A, al
que estd entre Ay By la que estd a la derecha de B;
pero los puntos de la recta no podran ordenarse de iz-

Yuierda a derecha si no se aceptan los siguientes postu-

lados establecidos por Russell:
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1.° Si existe algo entre A y B, no hay identidad en-
tre A y B;

2.° Todo lo que est4 entre A y B, estd también entre
ByA;

3.° Todo lo que esté entre A y B, no se puede con~
fundir con A ni, por consiguiente, con B, en virtud del
postulado anterior;

4.° Si X estd entre A y B, todo lo que esté entre A y
X estd también entre A y B;

5° Si X estd entre Ay B,y Bentre X eV, B estd
entre Ae Y, :

6.° SiXe Yestian entre Ay B, X e Y se confunden,
o0 Xesthentre AeY, oentre Y y B;

7° Si Bestd entre Ay X yentredeY, XeV se
confunden en el mismo punto, o X estd entre Be Y, 0 Y
estd entre By X.

Logico y no intuitivo, Russell reconoce, sin embargo,
que estos siete postulados—proposiciones, segin el pala-
din de la Logistica inglesa—son comprobables por la
experiencia, y, por razones de precision, dice que si A
estd a la izquierda de B, los puntos de la recta AB son:

1.° Los que estdn separados de B por A, que los
considera a la izquierda de A; :

2.° El punto A;

3.° Los puntos comprendidos entre A y B;
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4.° El punto B;

5. Los puntos separados de A por B, que considera
a la derecha de B.

Una vez establecido este convenio, dice que X est4
a la izquierda de Y en uno cualquiera de los casos si-
guientes: ,

1. Cuando X e Y estdn ambos a la izquierda de A
e Yentre Xy A4; :

2.° Cuando X estd ala izquierda de A e ¥V se con-
funde con A o con B, o estd entre A y B, o ala dere-
cha de B;

3.° Cuando X se confunde con 4 e Y estd entre
Ay B, o se confunde con B, o estd a la derecha de B;

4.° Cuando X e Y estdn ambos entre A4 y BeYen-
tre Xy B;

5° Cuando X esti enire Ay Be Y se confunde con
B 0 estd a la derecha de B;

6. Cuando X se confunde con Be Y estd a la dere-
cha de B;

7. Cuando Xe Y estdn ambos a la derecha de B y
X estd entre Be Y.

Claro estd que estas propiedades sélo se verifican en
una linea abierta, puesto que en orden ciclico la palabra
«entre> no tiene sentido, ya que, dados tres puntos A4,B,C
€n una circunferencia, se puede ir de uno cualquiera de

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

ellos otro sin pasar por el tercero; pero si son cuatro
los puntos, A, B, X; Y, se pueden separar en dos parejas
(A, B)y (X, Y)si para ir de A a B hay que pasar por X
0 por Y y para ir de X a Y hay que pasar por A o por B.

Esta ordenacién parece estar presidida por un pro-
ceso 16gico, ya que se podia haber adoptado otro criteri.o
cualquiera para establecerla, haciendo depender su vali-
dez no de la materia de que se trata sino de la forma de
lo que se dice; pero observemos que, al dar las definicio-
nes anteriores, el mismo Russell ha olvidado el elemento
subjetivo del minimo esfuerzo, la linea de menor resis-
tencia de la mente para aprehender el concepto, cayendo
de lleno en el campo psicolégico, cuyas vivencias no
pueden fragmentarse.

Ante el problema dela ordenacién el yo no se en-
cuentra en un estado neutro, en un estado intelectual
puro, sino en un estado volitivo que obliga a intervenir
a los nervios eferentes, dirigiendo las reacciones motrices
que corresponden a nuestra actividad y obligandole a
adoptar la posicién mds cémoda.

Si tenemos ahora dos sucesiones ordenadas:

A=(a,aya5 a4 ........ 7 J,
B: (bl’ bz, ba, b4, ........ ’ bll e e e e e s ) y

podemos establecer una correspondencia biunivoca entre
— 47 —
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ellas si al primer elemento de A le hacemos corresponder le corresponde un nimero cardinal que es, precisamente,

el primero de B, y si se corresponden dos elementos el que designa el niimero de objetos del conjunto
a; y b; también se corresponden sus siguientes a,y, y

b;+, y decimos que ocupan el mismo lugar los objetos ‘ . (81,8, 03, ...... > @i ),
correspondientes, resultard que esta relacién goza de las '
propiedades de las seriales, y, por tanto, si disponemos

y reciprocamente:

varias sucesiones en la forma que indica el cuadro si- ky k, ke | A
guiente: @) | (@ a) | (@apas) | (ay ... Gn ).
j k k k k (b)) (01 05) (by by bg) | (by by ba ).
1 ’ o ‘ B (¢y) (€1 ¢) (cy o) |, (cycp oo Cn )l
5 A= a, ag s | (20 N
5 — b, b2 b3 ................... ] ba | T e [[ ............. 1) ...............
C=g¢ Co L ’ S (1) (1 1) (/ 4y I5) (41 n
___________________________________________________________ L ______________ ]] ............................................... SO OOO PPN FSUP OISO OTITE FOOSPSOROTRUION FOSTRTROOON
é L=14 fa fs ‘ I J ! resultando en definitiva el namero cardinal por la doble
ﬁ ............................................... (SN SN N 1 abstraccion de la naturaleza de los objetos del conjunto
é ' y del orden en que estdn colocados.
£= el concepto abstracto del elemento de la sucesion k; es

el nimero de orden del elemento a; de la sucesi6n 4, y {
lo mismo del &; en la B, etc.; de donde resulta que a
todo nimero ordinal a; de la sucesién
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La vida sdlo da multiplicidades limitadas, y, por con-
siguiente, cuando no basta la intuicién sensible directa
para formar el concepto de nidmero, el espiritu acude al
acto complejo de la numeraciéon mediante un automa-
tismo verbal que despierta en la conciencia la idea de
que después de cada nimero hay siempre otro, idea que
constituye la base del concepto de infinito potencial,
cuyo ejemplo mds sencillo es la sucesién de niimeros
enteros.

El concepto de niimero pasa del estado concreto al
abstracto por la creacién de la idea de conjunto, a fin de
comparar multiplicidades, cualitativamente distintas, con
independencia de las cualidades de los objetos, quedando
s0lo una cualidad coman: la cantidad, que, para ser per-
cibida, necesita de la correspondencia biunivoca entre
los objetos de su conjunto y los de otro prefijado: los
dedos de las manos, los miembros del cuerpo, etc., de-

biendo haber sido dificilisimas de ejecutar las <cuentass
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de un numero superior al de elementos de la coleccién-
tipo, hasta que se invent¢ el sistema de subdividir mate-
rialmente 10s objetos a contar en grupos que contuvieran
el mismo nimero de objetos contables y contar después
los grupos; es decir: hasta que se inventd la numeracion,
proceso que ha durado siglos, y que si hoy nos permite
realizar mentalmente ‘las operaciones es porque nuestros
antepasados, luego de muchas experiencias, llegaron a
descubrir empiricamente, uno a uno, los diversos resul-
tados de la operacidn de contar.

La creacion de la palabra contribuy6 poderosamente
al progreso ulterior, en cuanto fijé una idea, sin que de-
bamos preocuparnos ya de si la misma palabra y el mis-
mo signo despiertan la misma sensacion en todos los
hombres. Basta que cada uno de nosotros aplique la
misma palabra y el mismo signo a los mismos objetos—
a fin de eliminar las sensaciones individuales—para que
sea posible el razonamiento cientifico.

Creada la numeracion, la sucesién natural de los nii-
meros representa un conjunto de conjuntos; esto es: un
conjunto de todos los conjuntos posibles con indepen-
dencia de los valores cualitativos de sus elementos que
nos permite, por la agregacién sucesiva de unidades,
hablar de ciertos niimeros, como los expresados en si-
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glos de luz para medir distancias astronémicas, sin que
nos produzcan vértigo intelectual.

Esta operacion es la de sumar, que nace del contacto
de. la inteligencia con la realidad objetiva, ejecutando
materialmente, y con un fin utilitario, la unién de una
pluralidad de objetos a otra pluralidad de objetos, dis-
tintos de los anteriores, para formar una nueva pluralidad
de objetos considerados como de la misma naturaleza:
operacidn posterior a la de reunir un objeto a otro para
servirse de ambos sin preocuparse de si son dos, porque
en este hecho no interviene el concepto de suma, que
implica la idea de numero.

La operacién de sumar es un acto de toma de pose-
sion que el hombre civilizado simplifica manipulando
ciertos simbolos que le permiten ejecutar mentalmente
aquella operacién concreta y comprobar después el re-
sultado; es decir; hacer la comprobaciéon de un hecho,
que en este caso es un razonamiento que nos da a cono-
cer verdades necesarias. '

¢Qué quiere decir esto? ¢Cudl es el contenido de ‘la

palabra «necesidad»? Necesario es, etimoldgicamente, lo

que no puede cesar, definicidén negativa a la que hay que
dar un sentido positivo que satisfaga al psic6logo cuando
estudia el mecanismo del razonamiento matemadtico, y
que el propio Kant dejo en la penumbra. Decir que algo
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es «<necesario» cuando es consecuencia de una causa
dada, equivale a decir que ese algo forma parte de la
cadena de la causalidad, lo cual es compatible con ser
«fortuito» en ciertos casos, de tal modo que la simulta-
neidad de ambos dé origen al <azar», lo que no s6lo no
resuelve el problema, sino que lo desplaza del plano em-
pirico para llevarlo al espinoso campo de la Metafisica
lleno de sombras, de dudas y de vacilaciones.

Es evidente, desde luego, que la <necesidad» mate-
matica no tiene nada que ver con el imperativo intencio-
cional, de deseo, etc., pues si tengo, por ejemplo, necesi-
dad de hacer un viaje, o de descansar, esta necesidad
puede desaparecer, mientras que la necesidad que resulta
de un razonamiento matemdtico es absolutamente for-
zosa, como caracteristica del mismo razonamiento.

Los conceptos de la Matemadtica son serenos, mien-
tras que el razonamiento, por el contrario, es esencial-
mente agitado. Las ideas de numero, de recta, de figura,
etcétera, son elementos psiquicos estdticos, como la luz
cenital, luz quieta que no proyecta sombras, pero en
cuanto interviene la razén para operar con ellos, se trans-
forman en dindmicos, en algo turbulento que escapa
muchas veces a la propia razén. Ante los conceptos, el
espiritu adopta una actitud de impasibilidad, mientras
que ante el razonamiento, el pensador no puede prescin-
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dir de sus cualidades somaéticas; y, sin embargo, una vez

definidos, por ejemplo, los simbolos que forman la ex-
presidn

24+3=5,

ya no puede impedir que cinco sea la suma de dosy
tres, ni tampoco queda autorizado para afirmar, como
Poincaré, que las leyes matemadticas no son verdaderas
ni falsas sino «convenios comodos», a no ser que se
confunda la convencién con la abstraccién y la comodi-
dad con la necesidad.

El razonamiento matemadtico es necesario porque es
una comprobacidn psicoldgica, en cuanto el aritmético o
el geoOmetra opera segun reglas que le coaccionan porque
las conoce gracias a una previa eleccion, a diferencia del
fisico que se limita a registrar las manifestaciones de
fuerzas que son exteriores a él, y asi, mientras éste no
puede concluir sobre la necesidad de un razonamiento
porque la Naturaleza abre ante él el diafragma de sus
fendmenos segun leyes que ignora—y cuyo conocimiento
es, precisamente, lo que se propone—el matematico le-
vanta acta del resultado de su experimentacién mental y
ese resultado es necesario, como hecho de conciencia, si

ha sido correcta la coaccion de aquellas leyes; y enton-
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ces, cuando dice, por ejemplo, que todo tridngulo es
trildtero, ya no cabe preguntar por qué no estando in-
cluida la idea de trildtero en la definicién de tridngulo
es necesario, sin embargo, que el tridngulo sea trildterc,
porque ello equivaldria a pedir una razén de las razones,
una explicacién de las explicaciones, y, por sucesivos
ascensos, se llegaria hasta el principio de razon, del que
no se puede dudar porque su razén radica en el hecho
de estarlo ya admitiendo en cuanto pedimos razén de él.

Apliquemos estas reflexiones a la suma, como opera-
cion aritmética fundamental, para captar el valor de la
comprobacidn psicoldgica como necesidad.

Si nos representamos un conjunto de objetos y un
objeto adherido a €l o un conjunto adherido a un objeto
—el «érase un hombre a una nariz pegado», de Quevedo
—se comprueba empiricamente que, tanto en un caso
como en otro, la multiplicidad final es la primitiva aumen-
tada en una unidad porque la representacién de las dos
multiplicidades n + 1 y 1 + n es inmediata, y podemos,
pues, escribir la igualdad

n+1l=1+4n;

pero en los casos més complicados tenemos que hacer la
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representacion manipulando simbolos y, por consiguiente,
para demostrar la ley conmutativa de la suma, partimos
de la igualdad anterior y decimos que es

R+ DH+1=0+n+1,

puesto que en el primer miembro de ésta se puede susti-
tuir n 4+ 1 por 1 + n, en virtud de aquélla, y asi siguiendo
llegaremos a la igualdad

n+a=a-+n

por recurrencia: el razonamiento matemético por excelen~
cia, segtin Poincaré (1), porque se impone necesariamente
en cuanto afirma la potencia del espiritu que se sabe
capaz de concebir la repeticién indefinida de un mismo
acto en cuanto este acto es una vez posible. <EIl espiritu
—agrega—tiene la intuicidn directa de esta potencia y la
experiencia s6lo puede ser para él una ocasion de ser-
virse de ella y, por tanto, de tener conciencia de la mis-

(1) La Science et I’Hipothése, pagina 19.—Paris, Flamma-
rion, 1908.
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ma> (1), sin que el gran gedmetra francés explique por
qué se impone necesariamente el resultado de la demos-
tracién por recurrencia o método de induccién completa
como no sea por la serie de <«silogismos en cascada» (2),
tales que la conclusion de cada uno sirve de premisa
menor al siguiente y las mayores de todos se pueden
reducir a esta férmula (nica: «Si el teorema es cierto
para n — 1, 1o es para n», cayendo entonces en la con-
tradiccion de apoyarse en el silogismo para encontrar
una verdad nueva, luego de haber sostenido que el silo-
gismo sdlo da tautologias.

Las conclusiones del método de induccion completa
se imponen necesariamente porque el razonamiento sélo
depende del concepto abstracto de ntimero en el sentido
de que cuando pronuncio el frase «un ndamero n cual-
quiera> no predico de él ninguna cualidad, sino que con-
sidero una multiplicidad en blogue, y, por tanto, la ley
conmutativa de la suma es una propiedad general que se
verifica para todos los nuimeros; es decir: rigurosa, en
tanto la palabra «rigor» tiene en Matemdtica un conte-
nido de «precisién» —cortar antes—de limitacién, como
una cortadura; y asi cuando decimos que una propiedad

(1) Loc. cit., pag. 24.
{2) Ibid., pag. 20.
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se verifica para fodes los niimeros, queremos decir «para

cualquier namero», puesto que, rectamente, la frase: «<to-
dos los nimeros»> carece de contenido real y solo tiene

el valor de una metéfora.

Poincaré sostiene también que la comprobacién es
estéril «<porque la conclusién no es mds que la traduccion
de las premisas en otro lenguaje (1). Ya hemos visto el
valor psicolégico y el contenido fecundo de la compro-
baci6én, y en cuanto al razonamiento por recurrencia,
Poincaré descuida la primera parte—Ia comprobacion del
caso para el valor 1 de n—y sélo se detiene en la segun-
da, que implica el salto de lo particular a lo general,
cuando lo mds interesante desde el punto de vista psico-
l6gico estd en la primera parte, puesto que demostrar la
igualdad

n+1=1+n

es afirmar el poder constructivo del espiritu que permite
la generalizacion, sin la cual no es posible la Ciencia, y
le da, al propio tiempo, la garantia de la repeticion inde-
finida porque, partiendo de la igualdad evidente

l4+1=1+4+1,

(1) Loc. cit., pag. 13.
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se termina en la numeracion, como operacion genética
del namero.

La multiplicacion es sdlo un caso particular de Ia
adicién: aquel en que todos los sumandos son iguales.
Sus propiedades fundamentales son la conmutatividad y
la distribucion.

Poincaré demuestra la ley conmutativa del producto
de un modo andlogo a la de la suma, partiendo de 1, y
en cuanto a la distributiva—para multiplicar una suma
por un namero es indiferente efectuar la suma y multipli-
car el resultado por el numero o sumar los productos de
éste por cada uno de los sumandos—es una verdad em-
pirica, ficilmente comprobable, en la que se ve enseguida
el papel que desempefia la intuicion sensorial.

.Si, de un. modo andlogo a la suma, suponemos que
en un producto son iguales sus factores, tenemos la po-
tenciacion, operacion no conmutativa puesto que, por
ejemplo, es

28 +32.

Estas tres operaciones, con sus inversas, son las de la
Aritmética propiamente dicha. A causa de ser conmutati-
vas la adicion y la multiplicacion, sus inversas se yusta-
ponen en una sola: la sustraccién y la division, respecti-
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vamente; pero no asi la potenciacion, que tiene dos
inversas: la radicacién y la logaritmacidn, segun que
el exponente

se pida determinar
la base

dada la potencia y

la base
el exponente

Estas siete operaciones se pueden efectuar directa-
mente—dentro del campo exclusivo de los numeros na-
turales—o por medio de ciertas tablas o dbacos que no
son, en realidad, mas que representaciones materiales
indirectas, como los dedos o los miembros del cuerpo
que, prescindiendo de su naturaleza fisica, asumen la
categoria de colecciones compuestas de unidades inter-
cambiables. La Aritmética de los nuameros enteros es,
pues, como ha dicho Brunschwicg, <una disciplina fisico-
aritmética» (1).

El matemdtico adapta sus pensamientos a los hechos
experimentales y relaciona después unos pensamientos
con otros de tal modo que el valor euristico de su ciencia
depende de la perfecta concordancia entre la deduccion

(1) Les étapes de la Philosophie mathématique, pag. 492, se-
gunda edicion.—Paris, Alcan, 1922.
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FRANCISCO VERA

y la experimentacién hasta el punto de que un des-
acuerdo entre ambas, funesto para el técnico en algiin
caso, es siempre fecundo para el investigador porque,
traducido correctamente, le puede conducir a nuevos
descubrimientos. Tal es el caso del esclavo en el Mendn
platénico, que cree que duplicando el lado del cuadrado
se duplica su drea; pero que, después que Sdcrates le
hizo dudar, <adormeciéndole a la manera de torpedo»,
qued6 en condiciones de descubrir la verdad sin mds

que interrogarle convenientemente.

Platén deduce de aqui que todo lo que sabemos no
son mds que recuerdos. Basta, en efecto, pensar en el
papel que éstos han desempefiado en la construccién de
la Ciencia para comprender el valor de los mismos como
resultado de una previa experimentacién mental; y asi en
las operaciones aritméticas fundamentales hemos visto
que solo se han podido establecer después de una larga
serie de experiencias aisladas hechas con objetos mate-
riales.

La invencidn de los simbolos que llamamos cifras y
su correcto manejo, no s6lo han permitido abordar pro-
blemas que serian penosos de resolver concretamente,
sino que han reforzado el valor objetivo de los resultados
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operatorios, aspecto que tiene el maximo interés desde
elpunto de vista psicoldgico, porque lleva aneja la cues-
tion de la <existencia» de los entes matemadticos, dificil
problema del que nos OCuparemos mds adelante. ’
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Hemos visto cdmo el concepto de ntimero surge de la
necesidad bioldgica de contar, abstrayendo después la
-accidn de correspondencia; es decir: eliminando con el
pensamiento las particularidades de los conjuntos de ob-
jetos y reteniendo su propiedad de coordinabilidad, co-
mun a todos ellos.

Esta abstraccidn, que tiene un evidente cardcter nega-
tivo, solo puede satisfacer al espiritu cuando no se sale
del campo del ndmero natural y de las operaciones fun-
damentales de la Aritmética; pero el hombre no debid
tardar en darse cuenta de que estas operaciones eran
insuficientes no s6lo para la vida préctica sino también
para la vida intelectual. La sustraccion cuando el mi-
nuendo es menor que el sustraendo, la divisién si el
dividendo no es muiiltiplo del divisor y la extraccién de
la raiz de un nimero no potencia perfecta de otro, plan-
tearon el problema de la generalizaciéon del concepto de
nimero.
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Paralelamente a esta necesidad aritmética se presentd
otra de cardcter geométrico: determinar los puntos de
una recta sin posible ambigiiedad de direccion, medir la
diagonal del cuadrado construido sobre la unidad de
longitud, representar todos los puntos del plano y del
espacio, y, avanzando mds, calcular el drea de las super-
ficies que no podian transformarse en un rectdngulo equi-
valente y resolver ciertos problemas de tangentes a cur-
vas en casos dificiles.

Estas cuestiones llevaban aneja la creacién de simbo-
tos adecuados que, independientes del origen concreto
‘del cédlculo matemdtico en los distintos sectores de su
actuacion, permitieron construir una teoria rigurosa que
satisficiese a las exigencias de Gnoseologia para poderles
conceder carta de naturaleza cientifica, pero sin olvidar
su proceso- psicoldégico, indispensable también para su
necesidad vital.

«<Las ideas se me resisten», decia Malebranche; y
Hermite escribia en cierta ocasién a Stieltjes estas pala-
bras en las que el gran analista franceés se muestra mds
psicélogo que matemdtico: «Creo que los ndmeros y las
funciones del Andlisis no son el producto arbitrario de
‘nuestro espiritu; pienso que existen fuera de nosotros con
el mismo caracter de necesidad que las cosas de la reali-
dad objetiva, y que las encontramos, las descubrimos a
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las estudiamos 1o mismo que los fisicos, los quimicos y
los zodlogos»; y en otra ocasion decia a Galois: <Estoy
completamente convencido de que las mds abstractas
especulaciones del Andlisis corresponden a realidades
que existen fuera de nosotros y que algin dia entrardn en
el dominio de nuestro conocimiento» (1). El propio ma-
logrado creador de la teoria de grupos sostenia que <los
analistas quieren disimularlo, pero no deducen, sino que
combinan y comparan, y cuando se aproximan a la ver-
dad lo hacen tropezando a un lado y otro del sitio en
que caen» (2).

Estas vacilaciones, estos tanteos repetidos una y otra
vez, son los que luego cristalizan en un concepto puro
porque el caracter negativo, antes aludido, se transforma
en un acto positivo mediante una penetracion intelectual
que, captando la esencia intima de los objetos del mundo
externo, hace asumir a la representacién un sentido y
una razon por sucesivas experimentaciones mentales, que
son las que permiten la generalizacién como condicion
de la Ciencia.

(1) Correspondance, Paris, Gauthier-Villars, 1905. II, pag. 398

y I, pag. 8.
(2) Tannery(J.); Manuscrits d’Evariste Galois, Paris, Gauthier-

Villars, 1908, pag. 35.
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Esta generalizacién obedece a un mecanismo guiado
por el interés o por la utilidad que inspiran todas las
percepciones, en el cual—si no es automético—la re-
flexion establece ciertas soluciones de continuidad para
formar un sistema que tiende a un fin.

Dicho mecanismo consiste en arrumbar al campo de
la conciencia oscura lo que no nos interesa de momento,
y destacar,en cambio, por medio de una seleccion adecua-
da, los caracteres idénticos de una pluralidad para per-
feccionar y simplificar los datos de la sensacion bruta,
concluyendo en una especie de condensacién que hace
que el espiritu, segun la bella imagen de Ribot, se ase-
meje <a un crisol en cuyo fondo se ha depositado un
residuo de semejanzas comunes, habiéndose volatilizado
las diferencias» (1), con lo cual la conciencia queda en
condiciones de percibir lo que se ha llamado <el esque-
leto del pensamiento» que, revestido después de jugosa
carne conceptual, deviene una disciplina cientifica en la
que tanto la abstraccidn como la generalizacion abando-
nan el periodo prelingiiistico para adentrarse en el campo
fecundo del simbolo.

Pero al estudiar las diversas ampliaciones de los

(1) L’Evolution des idées générales, 5.2 ed.—Paris, Alcan,
1919, pag. 11.
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conceptos matemdticos, el psicdlogo se pregunta c6mo
nutriéndose el espiritu de sensaciones individuales, puede
crear, no obstante, imdgenes que correspondan a todos
los objetos posibles dentro de cada orden de ideas.

Particularizando esta cuestion al caso de la Matemd-
tica, observemos que el numero fraccionario—primera
etapa de la generalizacién aritmética—no es sino el re-
sultado de una operacion material, que consiste en partir,
en romper en pedazos iguales una unidad y darse cuenta
por una parte de los pedazos resultantes, y por otra de
los que se consideran en cada caso determinado. Tene-
mos, pues, dos hechos de conciencia producidos por dos
sensaciones de origen mecdnico: una primera sensacion
extensiva—el denominador de la fraccién—y otra inten-
siva—el numerador—que dan, respectivamente, la cuali-
dad y la magnitud del numero fraccionario, formado ya
por la yuxtaposicién de ambas en una hipdstasis psicolo-
gica que no es una nueva manifestacién, sino un perfec-
cionamiento, un estado de conciencia que corresponde al
fenomeno fisico que ha servido de excitacion.

De este acto tan simple. nace el concepto de fraccion
sin mds que considerar la pareja de nameros naturales
que la representan como un nimero tnico al que se so-
mete después a las mismas operaciones fundamentales
que aquéllos con objeto de que el nuevo ente definido
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comprenda como caso particular a sus progenitores y
pueda servir para resolver cuestiones ante las cuales éstos
confesaron su impotencia, quedando, de hecho, transfor-
mada la unidad primitiva en subunidades derivadas que,
a su vez, forman un conjunto como cualquiera otro y
adquiriendo el derecho a ser bautizado con el mismo
nombre: ndmero, puesto que a la realidad fisica del frac-
cionamiento corresponde la realidad mental de la fraccidn.

De aqui resulta que lo mismo material que intelec-
tualmente una unidad numérica, dividida en diez partes,
por ejemplo, equivale a diez décimos, estableciéndose
entre estos décimos las mismas relaciones que entre los
niimeros enteros, de tal forma que no andan muy desca-
minados los que en el sorteo de Navidad dicen que el
billete tiene veinte décimos puesto que el hdbito ha hecho
asumir a la frase «décimo dz loteria» un sentido horro de
toda significacion numeérica, y, si bien es cierto que quie-
nes se expresan en tal forma bordean un peligroso psita-
cismo fisico-aritmético, tienen razdn, sin embargo, desde
el punto de vista psicologico porque, asi como el enamo-
rado piensa su amor sin transformarlo en objeto de pen-

‘samiento, el jugador de loteria compra el derecho a que

su namero resulte premiado sin que, al adquirir la parti~
cipacidn, tenga en cuenta el denominador de la fraccion
que posee, ni mucho menos la probabilidad de que le
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toque, convirtiéndose en hombre de accién que obedece
a un impulso inconsciente y lo ejecuta—o lo reprime si
le acomete el temor de perder su dinero—por una ten-
dencia ciega, con intervencion de los nervios aferentes
del gran simpatico que dan origen a una emocién como
causa, si no determinante, al menos eficiente de su acti=
tud en cuanto jugador no psicélogo que prescinde de
las condiciones fisiolégicas de la representacion del
ndamero.

Adquirido ya el concepto de fraccidn, la conciencia
establece una conexi6n entre los datos empiricos y el
dinamismo intelectual y hace con los nuevos entes mate-
maticos las mismas combinaciones que con los numeros
naturales, creando una técnica que le permite una econo-
mia de pensamiento. '

Esta economia se acrecienta con el nimero incon-
mensurable cuya psicogénesis es mucho mds compleja
que la del fraccionario porque estd sobrecargada de no-
ciones extrafias a la Aritmética pura.

Como es sabido, fué la Escuela pitagérica la que en-
contré las relaciones que unen las propiedades aritméti-
cas con las geométricas, y asi, por ejemplo, representando
los nameros por puntos alineados, el filésofo de Samos
comprobé que el producto de un namero por si-mismo
es un cuadrado, comprobacién que le condujo al descu-
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brimiento de una entidad geométrica que no era una
suma de puntos.

En efecto, siendo el cuadrado el mds sencillo de
todos los rectdngulos, el mdéds sencillo de todos los cua-
drados es, evidentemente, el construido sobre la unidad
de longitud, y entonces, si se toma por unidad la diago-
nal de este cuadrado, la observacion empirica demuestra
que el 4rea del cuadrado construido sobre esta diagonal
es igual a 2, y al fracasar todos los intentos para descu-
brir el namero cuyo cuadrado fuese 2, quedo herido de
muerte el equilibrio del dogmatismo pitagérico, puesto
que habia que ampliar el concepto de ndmero de tal
'modo que hubiese una correspondencia absoluta entre
este concepto y el de magnitud medible y renunciar, por
consiguiente, a la unidad de la Ciencia, tan amorosamente

-establecida por los griegos, idea intolerable porque era

extrana al sentimiento antiguo del Universo y que crista-

1iz6 en una leyenda, segtin la cual el primero que sacé a

la luz pablica la nocién de lo irracional, perdi6 la vida
en un naufragio <porque lo inexpresable e inimaginable

-debe siempre permanecer oculto» (1), leyenda que ha

inspirado a Spengler estas palabras: «Quien sienta el

(1) Cantor: Vorlesungen iiber Gestchichte der Matematik, 2.2

-edicion.—Leipzig, Teubner, 1907, t. I, pag. 171.
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terror que se manifiesta en este mito—es el mismo terror
que estremecia a los griegos de la época mds floreciente
ante la idea de ensanchar sus mintsculos Estados-ciuda-
des, convirtiéndolos en territorios politicamente organiza-

dos; ante las perspectivas de largas calles en linea recta
y avenidas interminables; ante la astronomia babildnica,
con sus infinitos espacios estelares; ante la idea de salir
del Mediterrdneo con rumbo que ya de antiguo habian
descubierto las naves egipcias y fenicias; es la altima an-
gustia metafisica que les atenazaba el pensar en la diso-
lucion de lo tangible, lo sensible, lo presente, lo actual,

con que la existencia antigua se habia construido como
una cerca protectora, allende la cual yacia no sabemos
qué cosa inquietante, una sima, un elemento primario de
ese cosmos, creado y mantenido en cierto modo artificial<
mente—, quien comprenda ese sentimiento, ha compren~
dido también el sentido méds hondo del namero antiguo,
la medida opuesta a lo inmenso, y ha logrado compene-
trarse con el superior ethos religioso de esa limitacion.
Goethe, al estudiar la naturaleza, ha conecido muy bien
ese sentimiento; y asi se explica su polémica, casi angus-
tiosa contra la Matematica que, en realidad—y esto nadie
todavia lo ha entendido bien—, iba dirigida instintiva-
mente contra la Matemdtica no <antigua», contra et
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calculo infinitesimal, que servia de fundamento a la fisica
en su tiempo» (1).

Este terror griego ante el concepto de nimero irracio-
nal—que llevé a Euclides a afirmar que las distancias
inconmensurables no se comportan como ndmeros—se
explica por el hecho de no ser el niimero una formacién
intelectual pura, sino afectiva; y el deseo de emanciparse
de la inquietud que les producia la disconformidad entre
los niimeros y ciertas magnitudes, les obligé a buscar una

explicacion a las leyes morales que regian su sistema

~ filosdfico e hicieran posible la permanencia del nimero

entero en el lugar privilegiado que ocupaba en la Arit-

metica. .
Por esta causa los griegos no crearon el Algebra, que
supone una concepcion sintética, incompatible con el ca-

racter analista de los filosofos atenienses, sino que fueron

los 4rabes—herederos de los métodos indios—quienes
habian de dar una forma definida, rdpida y segura a los

procedimientos orientales de cdlculo, libertndolos de la
intuicion geométrica y ddndoles rigor, en una fusién de

dos corrientes—Ila india y la griega—que permitiese olvi-

dar el significado de los elementos que se combinan

' (1) La decadenciag de Oriente, traduccion de Manuel G. Mo-
rente.—Madrid, Calpe, 1923, t. I, pag. 106.
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para atender tinicamente al mecanismo de la combina-
cion y considerar las f6rmulas como todos de una sola
pieza.

El Algebra 4rabe no es un progreso sebre la Aritmé-
tica griega, sino una superacion, ya que, relegando a
segundo término los resultados, se preocupa mds del
método constructivo que, ocho siglos después, habia de
permitir a Descartes crear la Geometria Analitica y de-
mostrar al mismo tiempo que el razonamiento es un pro-
ducto étnico considerado desde el punto de vista psico-
logico.

El método para construir el namero irracional con-

siste en establecer una cortadura en el campo de los nu-
meros fraccionaries. Asi, volviendo al ejemplo pitagorico
de la razon entre la diagonal y el lado del cuadrado defi-
nida por Ja igualdad

xX=2,
se consideran, por un lado el conjunto de las fracciones
cuyos cuadrados son mayores que 2, y por otro el de

aquellas cuyos cuadrados sean menores que 2, y se define
€l niamero

x=)z2
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como el limite de separacién de ambos conjuntos, pre-
viamente ordenados en sendas sucesiones monotonas.
Ya no basta, como en el caso de los ntimeros natura-
les y fraccionarios, afiadir un elemento tnico—unidad o
subunidad—para combinarlo con el conjunto definido
anteriormente, sino que es necesario despojar una nocién
de los caracteres que la particularizan y salir del circulo
vicioso en que quedaba encerrado el concepto aristoté-
lico de nimero, puesto que si éste era el simbolo de un
conjunto cuyos elementos son relaciones iguales entre si
y la relacion se ha fcstabl’ecido, precisamente, por una
pareja de nameros, dependiendo su igualdad de la de
ciertas operaciones numeéricas, resulta la nocién mds
complicada adscrita a la mds simple, y, en cierto modo,

supeditada a ella.

Logicamente, el problema queda resuelto con el con-

cepto de paso al limite; pero, desde el punto de vista

psicologico, la antinomia parece inexplicable.
Observemos, sin embargo, que el objeto de la gene-
ralizacién matematica no es el nimero, sino la operacion;
es decir: el acto por el cual el pensamiento transforma
un hecho de conciencia en otro y subordina el simbolo

a la operacién a la que debe su existencia l6gica y for-

mal, de donde resulta que el niimero es la expresion
condensada de una relacién en vez de ser la relacién el
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ente abstracto constituido Por una pareja de nidmeros,
quedando ya liberado de toda preocupacion légica nc;
.sc’)llo el concepto de nimero irracional sino también el de
infinitésimo, puesto que el niimero queda definido por la
posibilidad de la operacién Yy puede servir, en adelante,
para' nhuevas operaciones despojadas de todo caricter
restrictivo, de -tal modo que devengan actuales ciertas
condiciones que se encontraban en estado potencial en
la aparente sencillez del caso particular.

. Estas ideas aparecen con més nitidez cuando se ana-
ll%a el proceso psicolégico para pasar del conjunto de
numeros reales—enteros, fraccionarios e inconmensura-
bles—a los sistemas complejos e hipercomplejos.

El m4s sencillo es e] que da origen a la interpretacion
de las ecuaciones de] tipo

xz—'—lzo,

cuyas soluciones no tienen sentido en el campo real.
Para darselo se ha inventado el simbolo

a—+ b1,

donde @ y & son niimeros reales, e 7 ini
: , un ente defini
la igualdad o per

i2=—1,
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sometiendo después dicho simbolo a las mismas leyes
que los nameros reales.

Pero como estos convenios desplazan el problema al
campo de la Logica, el psicélogo necesita explicarlos
para determinar las relaciones que la expresion-raiz de la
ecuacion

P=—1

pueda tener con otras expresiones conocidas del Algebra,
lo cual es, en el fondo, un circulo de hierro puesto que
seria resolver un problema mediante el mismo problema,
y entonces o se le da una interpretacion nominalista para
hacerlo compatible con la concepcion cartesiana o se
niega la realidad cientifica que quiere explicarse, puesto
que de la igualdad

a+bi=0

no se deduciria

sino

y el simbolo i seria una unidad nueva e independiente
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del Algebra, que no conservaba las reglas del cdlculo
usual.

Gigantes para Don Quijote y molinos de viento para
Sancho, las expresiones imaginarias son ambas cosas a
la vez, y si desde el punto de vista del caballero andante
—nominalismo—se corre el peligro de recibir un golpe
y quedar con la lanza rota, desde el del escudero—rea-
lismo-—Ila Matemdtica no hubiese progresado; pero, al
fin y al cabo, era Sancho quien tenia la razon en aquel
caso particular.

Ni sensible ni racionalmente se podian establecer las
reglas del célculo de niimeros complejos, ni atin quedaba
el recurso de dar aldabonazos en la puerta de la intuicion
porque no responderia. Tales ntimeros eran simplemente
entia rationis, entes ideales sin realidad objetiva que ma-
nejaban los matemdticos de tal modo que las operaciones
efectuadas con ellos no condujeran a ninguna contradic-
cion légica. '

Mucho tiempo estuvieron los nimeros imaginarios
sin salir del campo formal, gracias a la mecanizacion de
las operaciones con simbolos muy condensados, lo que
explica psicoldgicamente que ciertas expresiones alge-
brdicas, desprovistas de sentido real, den origen a hechos
nuevos que pasan inadvertidos hasta que se encuentra el
verdadero significado del simbolo, como correspondiendo
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a una realidad fisica sin la cual se desvirtua el cardcter
natural y fundamental del razonamiento.

Y esto ocurrié hasta que, gracias a la concepcion
de Argand, los niimeros imaginarios tuvieron una repre-
sentacion real: un sector dirigido, dando la razoén a Pas-
cal: <Los numeros imitan al espacio, aunque son de tan
diversa naturaleza»,y que, en el caso de los complejos,
Gergonne los dispone esquemdticamente combinando los
imaginarios con los reales en esta forma:

11

—1i
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Si consideramos las dos expresiones

(a+b6)y(a—0b6) =a>— 6%,
(a+b6i(a—bi)y=a2+ 0%,

Ja primera real y la segunda imaginaria, aquélla indica
que un punto se puede obtener por un corrimiento de
segmentos sin salir de un eje, mientras que ésta afirma
-tal imposibilidad, la cual desaparece en cuanto se haga
una rotacion o se considere el producto

(@a+bi)(@a—bi)

como el simbolo de la construccion de los dos catetos
de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa sea a2 + 62.

Los numeros complejos responden, pues, a una reali-
dad geométrico-cinemdtica mds extensa que la que sim-
bolizan los niimeros reales, realidad empirica que cae,
por consiguiente, en el campo de la Psicologia, s6lo que
no presenta la simplicidad que en el caso de los niumeros
enteros y fraccionarios porque ya hay que manejar
simbolos de simbolos, operacién psicologica gracias a la
cual le fué posible a Cauchy demostrar el teorema funda-

.mental del Algebra—toda ecuacién tiene una raiz—por

consideraciones intuitivas, y, guiado por la interpretacion
geométrica del imaginarismo, puso de manifiesto, una
vez mds, el origen experimental de la Matemdtica y el
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cardcter distintivo de su razonamiento que, psicol6gica-
mente, es un hecho de conciencia.

Rey Heredia—a quien no sélo no se le ha hecho la
justicia que merece, sino que ciertos espiritus atacados
de hispanofobia matemadtica le reprochan el haberse colo-~
cado en el punto de vista de Argand para explicar los
nimeros imaginarios—da la siguiente interpretacién arit-
mética-de los nimeros: <La Aritmética atribuye a la suce-
sién en el tiempo un cardcter intuitivo, segin el cual los
nimeros se desenvuelven siempre en un sentido progre-
sivo en virtud de la sintesis sumatoria que los constituye:
los niimeros en ella carecen verdaderamente de cualidad,
y si alguna tienen, es la positiva, segiin comiinmente se
dice: en la sintesis aritmética, propiamente no hay niime-
ros negativos ni imaginarios. Pero el Algebra, que pres-
cinde de esa cualidad intuitiva del namero, la subordina
inmediatamente a toda la variedad de cualidades impues-
tas a la sucesion por los conceptos del entendimiento: y
para ella no sdlo son posibles los nimeros negativos
sino también los imaginarios.

-No suelen, en verdad, ofrecer los problemas concre-
tos ejemplos de indireccién numérica. El lenguaje comtin
es en este punto muy limitado, y los problemas ordina-
rios no suponen posibilidad de otras soluciones que las
positivas, dando interpretacién natural s6lo en algunos
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casos a los resultados negativos. Todos los problemas
referentes a la fortuna de las personas, versan ordinaria-
mente sobre cantidades o fabidas o debidas, siendo muy
raro formularlos respecto de cantidades meramente depo-
sitadas, y que no afectan directamente al haber ni al
debe, y que, sin embargo, afectan de un modo indirecto
a la situacion de un capital.

Si una cantidad positiva representa el haber y una
negativa el deber, una imaginaria debe expresar un depd-
sifo. La imaginaria negativa significard un deber de este
deposito.

Si en el juego se considera la circunstancia comun
de quedar en fondo de una mano para otra algunas can-
tidades, créditos o deudas, para expresar la verdadera
situacién actual de cada jugador, serd necesario, ademas
de lo positivo (expresion de la ganancia) y de lo nega-
tivo (que significa la pérdida), considerar lo imaginario,
que representara lo retenido en el platillo, que ni es pér-
dida ni ganancia actual, sino aplazada: la imaginaria
negativa serd deuda al platillo, con el cual parece que se
lleva una cuenta exterior, y como extrafia al haber y de-
ber directos que median entre los jugadores> (1).

(1) Teoria transcendental de las cantidades imaginarias.—
Madrid, Imprenta Real, 1865, pag. 46. '
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La utilidad de las expresiones imaginarias es inme-
diata porque suponen para el matemadtico una gran eco-
nomia mental. Asi, por ejemplo, es sabido que la cuerda
coman a dos circunferencias es el eje radical de las
mismas; es decir: el lugar de los puntos desde los cuales
se les puede ftrazar tangentes iguales, y también de los
centros de las circunferencias que las cortan ortogonal-
mente. Si las circunferencias no se cortan, decimos que
la cuerda sigue pasando por los puntos de interseccion,
pero que estos puntos son imaginarios. Las propiedades
indicadas del eje radical subsisten; son propiedades per-
manentes, mientras que ia de ser cuerda comun es solo
una propiedad accidental.

Finalmente, se ha intentado definir el nimero a la
inversa; esto es: partiendo de consideraciones geomeéetri-
cas; y asi Dumont llama ndmero complejo relativo a un
plano orientado a toda <ley de formacion de segmento
rectilineo y de vector, mediante otro segmento u otro
vector» (1), definicién que, desde el punto de vista psi-
cologico, tiene particular interés por apoyarse en el con-
cepto de medida, que es de origen experimental. Se
reduce en el fondo a determinar cudntas unidades de

(1) Théorie générale des nombres.—Paris, Gauthier-Villars,
1914, pag. 51.
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medida estdn contenidas en la longitud a medir, conside-
rando, por consiguiente, el grupo de actos cuyo numero
cuenta; es decir: un proceso mental que, partiendo de
una experiencia, termina en un hecho de conciencia tra-
ducible en simbolos, que, en virtud de las relaciones
reales efectivas de los objetos fisicos que representan,
hacen de la Matemdtica un todo orgdnico por la conexion
de diversos sistemas de conexiones, a las que llega el
espiritu humano mediante un proceso de abstraccién y
generalizacion perfectamente definido.
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Mids claramente que en Aritmética, se observa en
Geometria el cardcter de experimentacion mental que
tiene el razonamiento matemdtico. Creada la Geometria
para medir el suelo por los agrimensores egipcios, puede
decirse que estuvo adherida a ese mismo suelo hasta
principios del siglo XIX en que Gauss suelta las amarras
que la sujetaban a la Fisica, rompe la solucién de conti-~
nuidad que la separaba de la Aritmética y hace de ella.
una ciencia pura dando a sus verdades un caracter logico
tal que «no se sabe ni de qué se habla, ni si lo que se
dice es cierto» (1).

La Geometria no es ya una rama de la Fisica, una
ciencia aplicada, sino .que sus.aplicaciones quedan ak

(1) <«Thus mathematics may be defined as the subjet in wich
we never know what we are talking about, nor whether what we.
are saying is true.> Russell: Infernational morithly, 1901, pag. 84.
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margen de la Ciencia porque la reciproca corresponden-
cio entre la razén y la experimentacion hace de ésta una
especie de inteligencia en acto que adquiere el derecho
de propiedad psicolégica sobre los conceptos geomé-
tricos.

Pero estos conceptos, lo mismo que los de la Arit-
mética, nacen de su equivalencia respecto a una necesi-
dad vital, a un deseo o a un afecto. Tal el concepto de
tridngulo, es decir: de un tridngulo que no sea ni acutdn-
gulo, ni rectdngulo, ni obtusingulo, ni equildtero, ni
isosceles, ni escaleno, sino todos y ninguno de ellos a la

vez, idea general cuya génesis, prefiada de dificultades
para Loke (1), negaba en absoluto Berkeley (2); pero

que se explica psicologicamente por el hecho de ser una

figura geométrica que posee propiedades perfectamente .

determinadas y equivalentes entre si como instrumentos
de experimentacién mental para ciertas investigaciones
cientificas.

Vamos a demostrar, por ejemplo, que la suma de los
dngulos de un tridngulo vale dos reetos. Bien conocido
es el procedimiento: Si por uno de los vértices A del

(1) An Essay concerning Human Understanding.— Londres,
Routlege, (s. a.); lib. IV, cap. VII, § 9, pag. 509. ‘

(2) A Treatise concerning the Principles of Human Knowledge.
Oxford, Clarendon Presse, 1901, t. I, pags. 246 y siguientes.
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tridngulo se traza la recta B’ C’ paralela al lado opuesto,
se tiene: )
ingBBAC=3ang ACB
angC'AB=ang ABC

por alternos internos entre las paralelas B' C’ y B C cor-
tadas por las secantes A C'y A B respectivamente; luego
la suma de los dngulos del tridngulo es igual a la

B AC+ CAB -+ C'AB=2rectos

por ser dngulos formados alrededor de una recta.

c ' R

Analicemos el mecanismo de esta demostraciéon. He-
mos hecho una operacion real: trazar la paralela B' C" a
la B C, y otra mental: transportar con el pensamiento los
angulos ACB y ABC sobre- los B'AC y C"A B, respecti-
vamente, operaciones ambas que sintetizan un proceso
de otras anteriores ejecutadas en realidad.
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Admitiendo que el espacio no ejerce accion defor-
mante sobre los cuerpos, puesto que estamos operando
en el campo de la Psicologia, se ha comprobado empiri-
camente que los dngulos alternos internos comprendidos
entre dos paralelas son superponibles por una adecuada
rotacién en torno al punto medio del segmento de trans-
versal limitado por las paralelas, o que nos permite colo-
car mentalmente los tres dngulos del tridngulo con el
vértice comun, como lo hariamos en la realidad recor-
tando previamente con unas tijeras los dngulos de un
tridngulo de papel. El goniometro con que los medimos
después es la paralela B'C’ al lado BC.

Y el teorema es ya general; es decir: valido para
todos los tridngulos porque nos hemos apoyado en com-
probacionos empiricas anteriores més generales. Si hubié-
mos efectuado el transporte material de los dngulos,
habriamos visto que la propiedad enunciada se verificaba
en el tridngulo particular elegido, pero nos cabria la duda
de si convenia también a cualquier otro tridngulo, mien-
tras que esta duda no es posible con la experimentacién
mental, que hace necesario el razonamiento porque opera
en el presente, y, limitdndose a interpretar lo dado por la
experiencia, toma un cardcter intemporal que lo hace

reversible.
Esta es la diferencia esencial entre el razonamiento
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ristico de los naturalistas, y el que inspira a los politi
¥ pedagogos, que tiende a prevenir los efectos poeos
' Apoyado en Ia experiencia, el razonamient.o geomé-
trico es, pues, necesario porque es general y es general
porque €S necesario, toda vez que resulta de la actividad
constructiva del espirity que da siempre un hecho
comprobable por la conciencia de haber*aplicado couevo’
tamgnte las reglas prdcticas de accion del propi it
del investigador., PP espirty
' El razonamiento silogistico sélo conduce a una nece-
s@a‘d, a una forzosidad que carece de valor fuera de ]a
Logica, mientras que el razonamiento geométrico, preci
samente por abandonar e] campo contemplativé)p ar:;
a‘d’entrarse ep el de la accion directa, establece una rz:la-
(cjnuocr; necesaria e':ntre dos elementos heterogéneos y pro-
generalina propiedad inédita, necesaria vitalmente, y
via io quelz desorienta a primerg vista es que la Geome-
: erar}})gr 0 menqs la Geometria elemental—demuestra
: ;)das CO(; st?zt;ree ne]flzmplos, sobre figuras particulares tra-
s oot 1122 € e encerado_y construye manualmente
rguon, pero esto, lejos de ser una desventaja
qge pondria contingencia en el razonamiento, es un:;
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ventaja que pone necesidad psicoldgica en él, ya que
sobre aquellas figuras, aparentemente privilegiadas, no se
puede reflexionar sin el auxilio de otras comprobaciones
empiricas que nos permiten conocer de antemano el re-
sultado de una experimentacién mental, convertida en
objeto de nuestro pensamiento primero y en hecho de
conciencia después.

Esta generalizacion, que podriamos llamar de primer
grado, permite construcciones imposibles en otros casos
mds amplios y sirve de punto de partida, por consiguien-
te, para abordar éstos. Asi, en el teorema anterior se
funda el computo de los 4dngulos de un poligono, des-
componiendo éste en tantos tridngulos como lados tiene
mediante el trazado de las rectas que unen un punto
cualquiera tomado en el interior del poligono con cada
uno de sus vértices.

De esta operacion materialmente realizada, parte la
experimentacion mental que nos lleva a concluir que si
consideramos todos los tridngulos y de la suma de todos
sus dngulos restamos los reunidos en el vértice comun,
quedan los de las bases, es decir: los del poligono, y
como por otra comprobacién empirica anterior sabemos
que lasuma de los dngulos formados alrededor de un
punto vale cuatro rectos, resulta, en definitiva, que la
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suma de los dngulos de un poligono vale tantas veces
dos rectos como lados tiene menos dos.

Ficilmente se observa que el proceso psicolégico de
esta demostracion es una mezcla de operaciones materia-
les y mentales, de transformaciones sucesivas manual-
mente realizadas unas y simplemente pensadas otras, con
un objeto dnico: conocer la suma de los dngulos de un
poligono.

El paso de unas a otras queda fijado por las palabras
«de donde», <luego», «por consiguiente» y otras andlo-
gas. QGramaticalmente, estas conjunciones—de cum y
Jjungere, juntar con—enlazan dos partes del discurso;
pero desde el punto de vista psicoldgico el enlace es mas
bien una separacion: la que hay entre la operacion real y

la mental, entre la comprobacién del hecho fisico—.

contingente—y la del hecho de conciencia—necesario—
que aprehende el resultado de la operacion. Tanto dichas
conjunciones como las frases <se tiene», <resulta», etc,,
equivalentes a ellas, son, pues, verdaderas cortaduras en
1a labor del pensamiento reflexivo.

Consideremos aun un tercer ejemplo para concluir de
fijar el mecanismo psicoldgico del razonamiento geomé-
trico. También tomado de la Geometaia elemental, es 12
demostracién de este teorema: En todo tridngulo is6sce-
les, los 4ngulos opuestos a los lados iguales son iguales.
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Como se sabe, la demostracién consiste en considerar
un segundo tridngulo A" B’C’, reproduccién exacta del

ABC, y aplicarlo invertido sobre éste de modo que A”.

caiga en A y C’ en B, lo que siempre es posible por ser
el lado A" C’ reproduccién de AC y como los 4ngulos
en Ay A  son el mismo, el lado A'B’ tomar4 la direc-
cion AC, y siendo A’ B’ la reproduccién de AB, que es
igual a AC por hipotesis, el punto B’ caerd en Cy los
dos tridngulos coinciden; luego el dngulo C’ se ha yuxta-
puesto al By como es la reproduccién del C, resulta en
definitiva que los dngulos B y C son iguales.

A A
B S B’ Al

La experimentacion mental es bien patente en este
ejemplo. Todo el mecanismo de la demostracién consiste
en exfoliar el tridngulo con el pensamiento y aplicarlo,
invertido, sobre su propia huella. El dngulo A coincide
consigo mismo y cada uno de sus lados se yuxtapone a
la huella del otro lado que es igual a él. La coincidencia
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del tercer lado es inmediata porque conocemos empirica-
mente la unicidad de la recta que une dos puntos.
La demostracion geométrica es, pues, una construc-

-

cién. Aunque no sea precisa la operacion manual y su

.comprobacién con instrumentos de medida, la construc-
cion mental es indispensable como consecuencia de ac-
ciones externas, de movimientos, puesto que, en tultimo
anélisis, la Geometria no es més que el estudio de los
movimientos de los cuerpos sélidos. Si ‘no hubiera cuer-
pos solidos, no habria espacio ni, por consiguiente,

Geometria, ya que esta ciencia estd fundada en la exis-

tencia de un espacio homogéneo, ilimitado e indefinida-
mente divisible en el que los cuerpos se pueden mover
conservando las propiedades que corresponden al con-
cepto fisico de solidez, conforme a nuestras sensaciones.

Admitida la invariabilidad de forma, la experiencia
nos inspira la de la posibilidad de transportar un cuerpo
de un lugar a otro del espacio, de donde resulta el con-
cepto de distancia, puesto que toda medida de rectas se
reduce a una yuxtaposicion de cuerpos, y para comparar,

'y, por tanto, medir, es necesario interpretar la compara-

cidon con una barra rigida, que se pueda desplazar sin
deformacién, independientemente de la estructura del
espacio en si—problema metafisico y no psicolégico—
toda vez que la experiencia hunca podrd demostrar si
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el espacio tiene estructura euclidea o no-euclidea.

Sabemos que en el éspacio hay curvaturas locales y
que presenta gibas en los arrabales del mundo galdctico
donde existen nebulosas que se hallan a distancias cifra-~
das en ciento cincuenta y doscientos siglos de luz de
nosotros, deformidades todas que dan al Universo uila
estructura granujienta, parecida a la de la superficie de
una naranja; pero aunque sucesivos progresos de la avia-
cion permitan salir de la estratésfera y se puedan cons-
truir vehiculos que lleguen a alcanzar la velocidad de la
luz, no se podria demostrar experimentalmente si el es-
pacio se cierra sobre si mismo.

Puesto que el Universo no coincide con la represen-
tacién empirica que tenemos de €1 y para captar su re-
presentacion es necesario un dinamismo intelectual en
cuya zona apenas podemos penetrar, Einstein propuso
un espacio estacionario y esférico que respondiese al
concepto de continuo tetradimensional espacio-tiempo,
con idénticas propiedades para todos los observadores,
orientando sus ideas en una direccién francamente con-
servadora; pero, al fin, tuvo que volver al punto de par-
tida cuando descubrid que la imposibilidad de un espacio
euclideo resultaba de haber postulado que era estdtico,
terminando por decir que cada cual pensara sobre este
punte lo que quisiera, libertad que viene a dar la razén
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al psicélogo cuando afirma que no le interesa la estruc-
tura euclidea o no-euclidea del espacio, como propiedaq
intrinseca, de la misma manera que no le preocupa si
una recta tiene la propiedad de ser medida en metros o

en varas.
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Al estudiar la invariacién del ntimero, hemos alu-
dido (1) al concepto de limite como concepto de orden.
Esto exige algunos desarrollos para poder analizar el
mecanismo psicologico del razonamiento matematico en
el campo del Célculo infinitesimal.

El paso al limite es una operacién que los principian-~
tes suelen ver rodeada de un halo misterioso, de una
atmosfera esotérica, mistica y mitica a un mismo tiempo,
en ld que sélo se penetra después de una larga y ancha
fatiga mental; un paso, como ‘el de las Termdpilas, eri-
zado de dificultades.

Y, sin embargo, nada més sencillo que franquearlo,
aunque, como en la histdrica batalla, el Jerges de la Ma-
temdtica necesite también, para vencer al Lednidas de la
Ldgica, el auxilio de un Sphialtes. Lo mds lamentable de

(1) Vid. supra, pag. 41.
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FRANCISCO VERA

este simil es que el papel de traidor le toca a la Psico-
logia.

El concepto de paso al limite se introduce en Mate-
matica considerando un numero arbitrario, y observando
que es mayor que la diferencia entre otro nimero fijo
—limite—y una cierta funcién.

Precisemos un poco més. Dada una sucesién indefi-

nida de ntimeros reales

Qg , 84,83, veen ydn, ...

ar

b

decimos que tiene por limite el niimero a si desde un
cierto valor de n en adelante, la diferencia

anr —

€s menor, en valor absoluto, que un ntimero arbitrario (1);
es decir: que, fijado un ndmero positivo e existe un valor
n =i tal que para a, y todos los términos que le siguen,
se verifica

(1) En los tratados antiguos se agregaba «tan pequefio como
Se quiera», frase totalmente superflua, puesto que su contenido
esta en el de la palabra, arbifrario. A pesar de esto, todavia se lee
dicha frase en muchos libros modernos —modernos por la fecha
de su edicién—que son los depositarios de 1o que podnamos
ilamar Matematica ortodoxa.
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a—e<la,<a-+t e,
escribiéndose simbédlicamente

a=lima,.
n— ®

Para convencerse de la existencia de este.limite es
preciso ejecutar material o mentalmente varias experien-~
cias, hecho que realizan no sélo los principiantes, sino
los profesores cuando explican este concepto en cétedra.
Asi, la sucesién

3 5 7 9 2n 41
2;47618’----9 on IR

tiene por limite 1, pues desde el valor n = 51 en ade-
lante se verifica

2n-+1

1
— = —< 0 01.
2n 2n.<

Para fijar en este ejemplo el valor e=0"01, hay
que practicar previamente muchas experiencias de célculo
y comprobar en cada una que hay un valor de la variable
suficientemente préximo a 1 que cumple tal condicion.
El proceso psicolégico que termina en la captacion del
concepto consiste en imaginarse la posibilidad de hacer
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realmente las experiencias que conducen a considerarlas
como hechas.

Si la variable tiende a O entonces se llama infinité-
simo. Por ejemplo: las variables

1
sen x , on
son infinitésimos para x — 0 y n — oo, respectivamente,
pues

senx —0—=—senx, L—O=—1 ,
2n 211
se pueden hacer tan pequefios como se quiera, v. gr. me-
nor que 0’001 desde

x<0°3°26"”, n>10.

El estudio sistemdtico de los infinitésimos pertenece
al Cdélculo diferencial que, por medio de adecuados pasos
al limite, obtiene relaciones cuantitativas mds sencillas
que las que se verifican entre los ndmeros que sirven de
partida, realizando, por consiguiente, una economia de
pensamiento y obedeciendo a la ley bioldgica del minimo
esfuerzo.

Lo que ocurre es que el complicado andamiaje de
simbolos hace olvidar al matemético que estd operarido
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con nameros fijos, unices que el espiritu humano puede
manejar como materiales de construccién, y de aqui los
escollos con que tropezo el Calculo infinitesimal en sus
primeros pasos puesto que, como observa Voss, «se
presento la dificultad de hacerse una representacion que
satisficiera 16gicamente a los infinitésimos, pues mientras
unos los consideraban como cantidades nulas, otros se
las imaginaban, misticamente, como magnitudes que con-
tenian el germen de la cantidad finita a pesar de ser me-
nores que cualquiera otra cantidad concebible (1).

Establecido el concepto de limite, el de derivada,
fundamental en el Calculo, es inmediato.

Y

AN}

Si en la curva M N representada por la funcion
y = f(x) fijamos un punto A y trazamos por €l una recta

(1) Ueber das Wesen der Mathematik, Leipzig, Teubner, 1913,
pagina 47.
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ue corte a lacurva en un segundd punto B, al incre-
(r:lnento A’ B’ = h, dado a la variable cuando se pasa del
punto A al B, corresponde un incremento B C = k de la
funcion. La razén

k

h

es la tangente trigonométrica del 4ngulo .BA C o sea del
dngulo que la secante A B forma con el eje O X. 1

Si hacemos girar la recta A B a}rededlor de A4, e
punto B se va acercando al Ay el B  al A’ los val'Qres
de k y h tienden a O y cuando la secan’te AB’se convierte
en la tangente A 7, desaparece. la razon de mcremer;tqs,
pero queda el dngulo que Ia tangente. forma con e eie
de las X como limite del BAC; es decir: que la’ ta.ngen e
trigonométrica del dngulo que form'a la geométrica con
O X es un namero que coincide precisamente con

1 a
m [
a—>o h
y este limite es lo que se llama derivada de Ia funcidén
y=rx. .
El .concepto de derivada tiene, pues, un origen senso-
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rial, espacial, concreto, que ha sido posible porque nos
hemos imaginado las sucesivas posiciones de la secante
A B hasta coincidir con Ia tangente A Ty hemos visto
aproximarse el punto B al A hasta confundirse con él.
El célculo deviene ya exclusivamente algebraico y el
limite de la razén de] incremento de la funcién al de la
variable asume la categoria de ente analitico que, gracias
a la notacién de Leibnitz, hace posible una gran «<econo-
mia de cuenta>—Oekonomie des Zihlens—como observa
Mach (1) cuando habla de la mecanizacién del calculo
algebrdico conseguida por medio de los simbolos litera-
les que utiliza bara sus demostraciones,

El simbolismo leibnitziano de representar la derivada
de la funcién

y=7r(x

por la razén
k dy
hT dx

cuyos términos son infinitésimos, tiene la ventaja de que
mientras dy y dx estdn aislados, son expresiones estati-

(1) Erkentnnis und Irrtum.—Leipzig, Barth, 1906, pag. 328, y

Die Mechanik in iprer Entwicklung historischkritich dargestellt.
Leipzig, Brockaus, 1912, pag. 462
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cas de magnitudes finitas, es decir: niimeros con los que

se pueden efectuar todas las operaciones aritmeéticas;
pero, en cuanto se considera su cociente, pierden su esta-
tismo y se transforman en algo dindmico cuyo limite es
precisamente lo que hay que determinar.

Por ejemplo: si queremos derivar la funcion

y=xz,

al incremento % de x, corresponderd un cierto incremento
k de y y serd entonces

y+hk=(x+nr=x+2hx+h,

de donde
k=x2+2hx+h—y=2hx+h
y por tanto
k
T:ZX—*—/Z.

Cuando £ tiene por limite O, el primer miembro de
esta igualdad es la derivada de y—que suele represen-
tarse por y'—mientras que el segundo se convierte en 2 x,
luego es

y=2x. -

Si analizamos el mecanismo de este razonamiento,

observaremos la distinta . significacion de los simbolos
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ky h. Hasta pronunciar la palabra liinife, eran tiiimeros
sometidos a las operaciones algebrdicas ordinarias: canti-
dades fijas, quietas, inofensivas; pero en cuanto los colo-
camos en forma de razdn, en cuanto hicimos intervenir el
concepto de limite, perdieron su estatismo y, al hacerse
dindmicos, entraron en el torbellino del razonamiento e
hicieron posible el descubrimiento de una verdad nueva;
pero esta doble significacidn no es simultdnea, sino suce-
siva, gracias a cuyo artificio—que intfoduce en el razona-
miento una momentdnea falta de rigor, una aparente
confusién entre el ser y el devenit, éntre el acto y la po-
tericia—pudo Leibnitz conciliar el aristotelismo, que afir-
ma las cualidades irreductibles de los fendiienos, con €l
mecanicismo cartesiano, que prescinde de ellas, y vencer
la resistencia que opohe a la medida la continuidad de
las magnitudes finitas, descomponiéndolas en infinitési=
mos que, introducidos en el cdlculo como elefitentos
auxiliares, desaparecen en la férmula final y qué no son
los indivisibles de Cavalieri (1), sino «cantidades incom-
parable o indefinidamente pequefias, mds que ufia mag-

(1) <El punto no es una porcion de materia. Una coleccién
infinita de puntos no forma ninguna extension.» Leibnitz: Opera.
Ginebra, Dutens, 1768. (Carta al P. des Bosses, fechada €l 30
de abril de 1709).
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FRANCISCO VERA

nitud dada o asignable, e inferiores a otras, lo que hace
el error menor que otro error dado y, por consiguiente,

despreciable> (1).

Diferente del de Leibnitz es el punto de vista de -

Newton. Aquél considera relaciones numéricas y éste
determina los elementos que componen la trayectoria de
un moévil que describe una curva, y cuando investiga la
derivada de una funcién, afirma que los incrementos de
la variable y de la funcién llegan a anularse, puesto que
<la dltima razén de una cantidad es el término fijo del
que se aleja indefinidamente dicha cantidad considerada
como variable» (2), mientras que Leibnitz supone que.
<las magnitudes son algo, que difieren entre si y que
estdn marcadas de diversos modos en el nuevo Andlisis,.

porque si estuvieran confundidas, se tomarian por ceros>, -

afiadiendo que desprecia los infinitésimos frente a las
cantidades finitas <como los granos de arena con relacidn.
al mar> (3). :

La concepcion de Newton no se compadece con la-
existencia de la derivada puesto que siendo accesible el

(1) Ibidem. (Carta al P. Tournemire, fechada el 23 de octubre

de 1714.) _ .
(2) Evellin: Infini et cuantité.—Paris, Germer-Balliére, 1880, .

pégina 161.
(3) Loc. cit., passim.

— 116 —

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

limite cero de sus términos, desaparece su razén, dificul-
tad a cuyo paso sale con estas palabras: <Se objetard
que, si ciertas razones ultimas de las cantidades son da-
das, andlogamente serdn dadas las ultimas magnitudes,
de suerte que toda cantidad se compondrd de indivisi-
bles, por oposicion a lo que Euclides demostré respecto
de los inconmensurables en el libro X de sus Elementos;
pero la objecion se apoya en una falsa hipétesis: las ulti-
mas razones con las cuales se desvanecen las cantidades
no son, a decir verdad, las razones de las cantidades 1lti-
mas, sino los limites a los que se aproximan incesante-
mente las razones de las cantidades que decrecen sin
limites y a las que se pueden aproximar mds que una
diferencia cualquiera dada, pero que no pueden sobre-
pasar ni aun alcanzar antes de que las partes disminuyen
hasta lo infinito> (1).

Newton, por consiguiente, pasa por algoritmos diver-
sos del estatismo al dinamismo de los incrementos, para
no reducir su teoria al simple cdlculo de errores compen-
sados—que Carnot habia de redescubrir y popularizar
en 1797 con sus Reflexiones sobre la metafisica del cdlculo

(1) Evellin: Loc. cit., pag. 173.
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infinitesimal—como Augusto Comte, poco comprensivo
y menos piadoso, reprocha a Leibnitz (1).

" La diferencia entre Newton y Leibnitz, es en definiti-
va, una diferencia de actitud ante el mismo hecho. El
matemadtico inglés quiere ser prdctico y sustituye los indi-
visibles estdticos de los griegos por magnitudes variables
que se engendran no por sumacion de puntos fij_os, sino
por el movimiento continuo de éstos—fluxién—mientras
que el alemdn, mds fildsofo, considera los infinitésimos
en si mismos. Newton amplia el domilio de la Matemdtica
para encontrar nuevos métodos en las ciencias naturales
—1lo que hoy llamariamos labor de técnico—mientras que
Leibnitz erige su teoria en sistema general de las cosas:
la caracteristica universal, cuyo germen hay que buscarlo
en el Ars magna de nuestro Raimundo Lulio; Newton,
mas psicélogo, tomd como punto de partida el Algebra
cartesiana, y, respetuoso con la tradicion y con la génesis
experimental del método griego, lo continud procurando
esquivar las generalizaciones audaces; Leibnitz, mds 16gi-
co, tendié a las grandes concepciones, y por esto su
método presenta los caracteres de una sintesis; pero la
labor de ambos, encentada en direcciones distintas, con-

(1} La Philosophie positive. Resumen de Emilio Rigolage.—
Paris, Flammarion, (s. a.), tomo I, pag, 84.
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cluyé en el soberbio parto mellizo del Célculo infinitesi-
mal, cuyas dificultades explican los escollos psicologicos
con que tropieza el razonamiento matemético cuando
penetra en la selva de los simbolos demasiado conden-

sados.
Establecido el concepto de derivada es muy ficil ya

el de diferencial, pues siendo

€s

y, por consiguiente,
€
dy={14+—) ydx.
y=(1+)

Ahora bien, cuando dx tiende a cero, como también
es lim e = 0, y, por tanto:

g
lim{l 4—]=1,
( y)

se tiene en el limite:
dy = y'dx ,

| y este infinitésimo es el que se llama diferencial de y, de

cuya expresion resulta para la derivada:
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,_ gy
T dx
que es la forma que se usa en el Célculo diferencial.

El Célculo integral tiene por objeto el problema in-
verso del diferencial y se apoya en el concepto de inte-
gral cuya psicogénesis es también concreta y utilitaria.
Responde a la necesidad de calcular el 4rea de una figura
que no se puede transformar en un rectdngulo equivalente.

v .
B

. ;
X2 X EN Xy X = & x

Consideremos la superficie comprendida entre la curva
AB, el segmento ab y las ordenadas Aa y Bb. Si dividi-
mos el segmento ab en un numero n de partes y trazamos
las ordenadas por los puntos de division, limitdndolas en
los puntos en que corten a la curva y por éstos las para-
lelas a ab, se forma una serie de rectdngulos que cubren
la superficie. El area que se trata de calcular es, pues, la
suma de las 4dreas de estos rectdngulos disminuida o
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aumentada en la de los pequefios tridngulos curvilineos
que separan cada cuadrildtero de la curva. Mientras ma-
yor sea el nimero de rectdngulos, mayor serd también la
aproximacion y si suponemos que son lo suficientemente

numerosos para que el drea de cada uno sea muy peque-

fa, los tridngulos curvilineos serdn infinitésimos y la dife-
rencia entre el 4rea pedida y la suma de las 4reas de los
rectangulos serd despreciable. La intuicién sensorial nos
dice que el limite de este proceso es el drea limitada por
las ordenadas extremas Aa, Bb, el segmento ab y la
curva AB.

Psicolégicamente, no se trata de representarse una
suma de infinitos sumandos iguales a cero, puesto que
esta frase no tiene sentido, sino de comprender que el
drea en cuestién es un limite preexistente, cuya existencia
se comprueba sensorialmente por el sucesivo decreci-

miento de los pequefios tridngulos curvilineos. Por tanto,
si los intervalos

...... y Xn — Xp—y = b — X

son igualesa Ax y muy pequefios, y llamamos y ala
ordenada media, el 4rea de cada rectangulo es

y. x4
y la suma de todos,
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X—Xn

EyAx,

X ”Xo

serd tanto mds aproximada a la pedida cuanto mayor sea
n. Cuando n—> o, Ax es el infinitésimo dx y la expre-
sion anterior se representa por un simbolo especial, lla-
mado integral, y se tiene

X—Xp

Xn
f y dx = lim Zydx.
Xo n—> o

X—ZXo

Hasta aqui el simbolismo nos ha permitido caminar
con paso firme por la zona de los conceptos, pero es
necesario caleular el drea; es decir: asignarle un niimera.

Observemos, para ello, que el érea pedida S varia
con la abscisa x si se supone fija x, , 0 sea: S es una fun-

cion de x tal que
Xn
S (%) :f y dx .
Xo

Si damos a x um incremento infinitamente pequefio dx,
el drea aumentard en la del rectdngulo que fiene por
base dx y por altura la ordenada correspondiente y en la
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de un fridngulo curvilineo; pero como 1a de éste es des-
preciable con respecto a la de aquél, el drea del rectan-~
gulo es

Sx+dx)—Sdx=dSx)—>ydx .-

de donde

ds@x)
dx _y_f(x):

lo que nos dice que la funcién

y=rx

Xn
Sx)= f y dx
Xo

y, definida ya una funcién por su derivada, el problema
de calcular el 4rea se reduce a encontrar la funciéon pri-
mitiva de la dada, sustituir sucesivamente la variable.
X por x, y por x, y restar del segundo valor el primero..

es la derivada de
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Por ejemplo: el 4rea del tridngulo recténgulo OAB s=| L L)oo a1 01,

Jempro: g nguio ¢ 2 Yo 2 s 2 8 2t
Y
: : ~ es decir: la mitad del producto de la base por la altura,
B _ como sabiamos por la Geometria elemental.

Tales son las operaciones englobadas en el simbolo

) ‘ ,
| . . f
= PR

3
& tan numerosas que hacen que la conciencia sufra mu-
L 8 cuya hipotenusa viene dada por la ecuacién chas veces eclipses totales y sea preciso un esfuerzo
L j » de la atencidén para no olvidar el origen empirico que,
3] y =_”_x por sucesivas experimentaciones mentales, se va dilu-
& v cuvos catetos son: b yendo hasta perder aparentemente su valor concreto y
& yeay - quedar reducido al de un signo gréfico.
€3 OA=b, AB=h,
& es .
(3 b b g f»f
Con ydx = — X dx
“ 0 o b
j y como la funcién primitiva de
b h X
i b
£ €8
<. LA,
‘ 2 5
Tesulta
- — 125 —
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Acabamos de ver que el infinitésimo se explica psico-
l6gicamente con gran facilidad. No ocurre o propio con
el transfinito, cuyo concepto ha suscitado vivas polémicas
entre matematicos y filésofos, los cuales no se han puesto
todavia de acuerdo a causa de las numerosas paradojas a
a que da origen.

Procuraremos abordar este problema desde el punto
de vista exclusivamente psicolégico y sin arredrarnos
ante las paradojas, antes bien, agradeciéndolas, porque
en cuanto el espiritu se enfrenta con ellas siente la' nece-
sidad de- experimentar mentalmente con sus términos
contradictorios iniciando un proceso .intelectual que ter-
mina en un concepto que el matemdtico se encarga des-
pués de incorporar a su ciencia.

Hasta ahora, siempre que hemos empleado la palabra
conjunto- ha sido en el sentido- vulgar de coleccion de
objetos; es decir: de conjunto finito, y, por consiguiente,
no ha despertado ninguna inquietud mental, pero si ha-
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blamos de conjuntos infinitos este adjetivo hace remo-
verse las aguas mansas de nuestro espiritu y 1o coloca en
una actitud turbulenta, cuyo mayor peligro no es precisa-
mente la desorientacion, sino la posibilidad de llegar a
conclusiones falsas por un defecto de paralaje.

Para sistematizar las ideas relativas al transinfinito o
al «infinito nuevo»—segin la expresion de Evelin (1)—
es preciso acudir a su creador, Jorge Cantor y seguirle a
través de sus razonamientos. <Llamaremos conjunto—
dice—a toda reunién M de objetos m de nuestra concep-
cion, determinados y distintos, a los que diremos elemen-
tos de M» (2). - ,

Esta definicién, aparte de lo extraordinariamente abs-
tracto de su lenguaje, implica el concepto de Matematica
como estudio de las relaciones que se pueden concebir
entre elementos cualesquiera pensados—en cuanto son
susceptibles de una determinacion que los haga recono-
cibles por la conciencia—siempre que los consideremos
como pertenecientes a una coleccién, concepto de tal
envergadura que los datos de la experiencia se pierden
en el amplio seno de la abstraccion haciendo olvidar que

(1) Véase su trabajo Philosophie et mathématique: UInfine
nouveau, en la <Revue philosophique», febrero de 1898.
- (2) Mathematische Annalem, Bd. XLVI, 1895.
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es la vida préctica la que inspira las operaciones mate-
madticas, y que luego el espiritu, espoleado primero por
las necesidades cientificas, y después por su propia ima-
ginacion, crea las nociones que traduce en simbolos ade-
cuados, cuya manipulacién obedece a leyes previamente
definidas por el matematico.

Ahora bien, los elementos del conjunto cantoriano se
pueden considerar de dos maneras distintas, segun que
se tenga o no en cuenta el orden en que estidn colocados,
dando origen, por tanto, al ntimero ordinal o cardinal,
respectivamante.

Estudiemos primero este caso. <Llamaremos potencia
0 nimero cardinal de M—sigue diciendo Cantor—a la
nocion general que deducimos de M por medio de nues-
tra facultad de pensar, abstraccién hecha de la naturaleza
de los diferentes elementos m y de su orden.»

‘Esta definicién supone una generalizaciéon del con-
cepto clasico de numero cardinal finito por un doble
proceso de abstraccion—el de naturaleza y el de orden—
separando la nocidn ideal de potencia de la concreta de
conjunto.

Cuando éste es finito, aquel proceso no ofrece dificul-
tad alguna puesto que el conjunto estd dado si se enun-
cian todos y cada uno de sus elementos—extension—
como cuando resefiamos los comensales de un banquete,
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o si se expresan las caracteristicas de sus elementos—
comprensidn—estableciendo jerarquias entre ellos, como
hacen las ciencias naturales para definir los géneros y las
especies; pero si ‘el conjunto es infinito, entonces hay
que acudir al principio del terfio excluso, y, confiriendo a
los objetos pensados una realidad psicologica indepen-
diente del tiempo, definir el conjunto infinito mediante
una ley cualquiera no contradictoria que permita incluir

en el conjunto a todos los elementos que la cumplen y

excluir de él a los que no la cumplan.
Pero el principio de exclusion del término tercero se

puede poner en duda cuando se estudia el proceso men-
tal del razonamiento matemadtico en su lucha con el infi-
nito. Por ejemplo, del hecho de que no todos los nime-
ros reales son raices de ecuaciones algebrdicas no se
puede deducir que hay numeros reales que tienen tal
propiedad mientras no se indiquen los numeros no-alge-
brdicos a que nos referimos, ni tampoco es posible que
las demostraciones para los conjuntos infinitos afecten a
su contenido, de tal modo que «cuando definimos un
conjunto infinito, debemos ponernos en guardia contra la
idea de que no sélo conocemos la propiedad caracteris-
tica de sus elementos, sino que éstos se encuentran en el
mismo conjunto y basta pénetrar en ellos, segiin la serie
que forman—como un agente de policia que consulta su
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fichero—para averiguar si en el conjunto existe un ele-
mento de esta o de aquella clase» (1).
Cantor dice despu€s que dos conjuntos M y N son

- equivalentes, y escribe

M~N,

cuando se pueden asociar de tal manera que a cada ele-
mento de uno de ellos corresponda un solo elemento del
otro, estableciendo que la equivalencia. de dos conjuntos
es la condicidn necesaria y suficiente para la igualdad de
sus nameros cardinales o potencias.

Aqui interviene la nocion de correspondencia biuni-
voca que ya hemos explicado al definir la igualdad de
numeros cardinales finitos. En el fondo se reduce a este
hecho: formar sucesivas parejas con un elemento de cada
uno de los dos conjuntos y afirmar que éstos tienen el
mismo nuamero si, continuando el mismo proceso, ambos
conjuntos se agotan simultdneamente, como por ejemplo:
en una reunion de damas y caballeros aseguramos que
hay el mismo numero de aquéllas que de éstos, sin nece-
sidad de contar las personas, si pueden bailar todas ellas
y ninguna sefiora ni ningun caballero se quede sin pareja:
caso sencillisimo de experimentaciéon mental.

(1) Weyl: Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik.—
Math. Zeitschr, Bd, X, 1921.
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Pero cuando se trata de conjuntos infinitos, ¢qué
quiere decir agofar sus elementos? La Matemdtica ha
resuelto la paradoja que crea el verbo agofar en este
caso, diciendo que dos conjuntos M y N tienen la misma

potencia cuando existe un conjunto P de parejas tal que

cada pareja de P contiene un elemento de M y otro de N
y todo elemento de M y de N pertenece a una sola pareja
de P. Asi, el conjunto de los niimeros pares tiene la
misma potencia que el de los nones, puesto que se puede
hacer corresponder a cada niimero non el nimero par
consecutivo.

Esta definicion no satisface, sin embargo, al espiritu
porque cuando no puede establecer una correspondencia
biunivoca entre los elementos de dos conjuntos no ests
autorizado para concluir que éstos no son equivalentes.
Necesitaria demostrar que es imposible toda correspon-
dencia entre ellos, o que, admitida una cualquiera, se
llegaria a una contradiccion.

Es preciso, pues, distinguir el caso en que se sabe
establecer, por lo menos, una correspondencia entre los
elemgntos de un conjunto, del en que se puede demostrar
la existencia de la misma, sin prejuzgar la posibilidad de
hacerla realmente—puesto que existen conjuntos de igual
potencia, y, sin embargo, todavia no ha sido posible
establecer una correspondencia biunivoca entre sus ele-
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mentos—y ambos casos de aquel en que nunca serd po-
sible establecerla.

De la igualdad de potencias resulta que subsisten los
principios de identidad, simetria y transicion—como para
los niimeros representantes de conjuntos finitos—simboli-
zados respectivamente por

M~ N
M~M
N~M

y las operaciones aritméticas se definen ya sin dificultad,
como para los numeros cardinales finitos.

De todos los conjuntos infinitos posibles, el mds sen-
cillo parece ser el de los niimeros naturales

1,2,3,4, ......

cuya potencia representa Cantor por la primera letra del
alefato hebreo con el subindice 0, asi: §8,, demostrando
después que aleph-cero es mayor que todo nimero finito
y es el menor de los niimeros transfinitos.

Para esto es necesario considerar como dada en su
totalidad la sucesion de los numeros enteros y positivos
(1), Io cual es sélo una ilusién sin ningun contenido ex-

M~N

fu~r,
N~P

(1) <Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
M..., zu einen ganzen», dice Cantor textualmente, Mathematische
Annalen, 1895, pag. 481, y afiade después: «die Gesammtheit
aller endlichen Cardinalzalhen», Ibidem, pag. 483.
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FRANCISCO VERA

perimental, un psitacismo matematico, la sustitucion de
una idea real por una idea verbal, un flatus vocis sin
control empirico, que hace posible el razonamiento en el
campo formal; pero nada mas.

En efecto, los puntos suspensivos que escribimos de-
‘trds de unos cuantos simbolos numéricos, y cuya signifi-
cacién parece no ofrecer duda alguna a ningtin matem4-
tico (1), representan la tendencia automdtica a seguir
contando, y, por consiguiente, a considerar la sucesion
de los nameros naturales como indefinida, en un sentido
negativo en cuanto, apoyandose en la nocion de tiempo,
significa la imposibilidad de alcanzar el ultimo término.
«Cuando hablo de todos los niameros enteros—dice
Poincaré—quiero decir todos los nimeros enteros que se
han inventado y todos los que se puedan. inventar un dia;
cuando hablo de . todos los puntos del espacio quiero
decir todos los puntos que se pueden expresar por niime-
ros racionales o por nameros algebrdicos, o por integra-
les, o por cualquier otro modo que se pueda inventar. Y
este se pueda es lo infinito» (2).

El concepto de infinito estd, pues, adscrito al de ex-

(1) Vid. supra, pag. 42.
(2) La logique de I’Infini, en <Derniéres penséess.—Paris,

'Flammarion, 1930, pag. 131.
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tensién concreta, " susceptible de una descomposicién
indefinida, y el se pueda de Poincaré queda limitado por
condiciones bioldgicas que no pueden ser independientes

.del se pueda porque resultaria una idea sin realidad.

El concepto de la sucesion de numeros naturales nace
del de la adicion uno a uno, que es siempre la misma
operacién, como observa Borel, quien se pregunta des-
pués cudl es la naturaleza psicologica y el origen historico
de fal concepto; pero renuncia a darse una respuesta
porque le basta «el acuerdo prdctico entre los matemati-
cos respecto al uso que hacen de estas nociones y la uti-
lidad de la imaginacion del indefinido en los razona-
mientos ldgicos sobre los simbolos que representan el
infinito» (1).

'Histéricamente, la sucesion natural se ha ido enrique-
ciendo con nuevas aportaciones gracias, sobre todo, al
sistema decimal que permite la facil manipulacion de los
grandes numeros, y en cuanto a la naturaleza psicologica .
de tal concepto es sélo una fendencia, como hdbito motor
verbal, y, al propio tiempo, como una direccion especial
de la atencidn, como una orientacién consciente de la
actividad mental, encauzando el interés, como poder de

(1) Lécons sur la théorie des fonctions, 2.2 ed.—Paris, Gau-
thier-Villars, 1914, pag. 179.
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seleccion, por la necesidad de captar la idea de sucesién
de numeros: finita y, a la vez, siempre abierta.

Borel afirma, sin embargo, que «no se puede decir que
la sucesién de numeros enteros es limitada porque des-
pués de todo entero hay otro», afiadiendo que los mate-
maticos dieron a esta antinomia una solucion de hecho,
independiente de toda cuestion metafisica, en el momento
en que utilizaron tal sucesién como si existiera realmente
en su conjunto, y pone como ejemplo la ecuacion

sentx =20

que admite como raices fodos 10s ntimeros enteros, y «la
consideracidn simultdnea de todas estas raices da la ex-
presion de la funcién en forma de producto infinito» (1),
olvidando que, desde el punto de vista psicoldgico, no
existe tal antimonia porque el espiritu no puede concebir
simultdneamente todos los ntimeros enteros, sino sélo un
cierto nimero de raices de la ecuacion, que formard un
producto infinito; es decir: tan grande como se quiera,
Psicologicamente, el infinito es, pues, una limitacion no
prefijada. :

- Los conjuntos que tienen la misma potencia que el de
los nlimeros naturales son numerables, o sea: que se pue-

(1) Loc. cit., pag. 144, nota (1).
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den enumerar sus elementos en el mismo orden que los
niimeros de la sucesién natural, siendo ficil establecer

las férmulas

n+8,=8x,,
Ro T R=—R,,
nR==Ro,
BoNe="%, ,
Bo="H,,

que simbolizan las propiedades fundamentales de los
conjuntos numerables.

Si nos fijamos, en particular, en el conjunto de los
numeros reales comprendidos entre O y 1, este conjunto
se compone de ntmeros racionales e irracionales. Los
primeros forman un conjunto numerable, pero los segun-
dos no (1); deduciéndose en seguida que el conjunto de
todos los nimeros reales del intervalo (0,1) no es nume-
rable, conjunto que se llama el Continuo, y cuya potencia
se representa por la letra gética ¢.

(1) La demostracidn puede verse en la citada obra de Borel,
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La primera propiedad es

f+8,=1t,f+n=1, (n=123,...),

es decir: a todo conjunto que tenga la potencia del Con-
tinuo se le puede sumar un conjunto finito o numerable
sin alterar su potencia.

También es

F— R, =1,

bien entendido que no se puede hablar en general de
una diferencia de dos numeros cardinales cualesquiera
puesto que el conocimiento de las potencias de dos con-
juntos no basta, en general, para determinar su diferen-
cia, y, por tanto, la expresion :

Bo — N

no corresponde a ningan ndmero cardinal definido.

Durante mucho tiempo se crey6 que el Continuo era
ia maxima potencia, pero se ha encontrado otro conjunto
—el de todas las funciones de una variable real—que no
es coordinable con el Continuo ni con ninguna de sus
partes y cuya potencia
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f=2f

es superior a la del Continuo.
Tenemos, pues, tres numeros cardinales transfinitos

xo<£<f

que corresponden al conjunto de todos los numeros na-
turales, al de todos los numeros reales y al de todas las
funciones, respectivamente. ¢Son estos tres los dnicos
nimeros cardinales transfinitos distintos? La Aritmética
transfinita demuestra que son infinitos. '
Examinemos ahora el caso en que interviene la idea

de orden. Como esta idea es arbitraria (1), diremos que
el conjunto estd ordenado si siendo.a y & dos elementos

distintos del conjunto, uno de ellos se considera anterior
al otro. Escribimos '

a<<b
para indicar que a precede a b, convenio al que solo se

le impone la restriccién de cumplir con las condiciones
de asimetria y transicidn (2); es decir: que para todos los

(1) Vid. supra, pag. 42.

(2) Vid. supra, pag. 43.
— 141 —




FRANCISCO VERA

los elementos a, b, ¢ del conjunto, la férmula
a<<b

sea incompatible con la
b<<a
y las
a << b, b<<c
impliquen la
a<c.

Ya hemos visto (1) que la sucesién natural, que es el
ejemplo mas sencillo de ordenacién numeérica, es suscep-
tible de varias ordenaciones. Todos los niimeros raciona-
les se pueden ordenar asi: )

LI U B
1 2-+ 3-+'T ......
e /2 /2y 2/
¢ ] 5 3 x|
S /3 7 3 3
1 > 3 R
4 4 S 4 4
i’l 2 3 4
S 7
1

(1) Vid. supra, pag. 42.
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Para los complejos, poniendo
a+bi<<c+di
si es a<<c, o si, siendo a=¢, es b<d, resulta, por
ejemplo:
243i<C342i<34+5i<4<<D5—16i<5.

También es ordenable el conjunto de todos los na-
meros algebrdicos (1), etc.

En estos ejemplos se advierte claramente la preocu-
pacion de los matemdticos para eliminar la idea de tiem-
po en la ordenacién y dar este concepto en términos de
elemento y elemento; es decir: dado un conjunto C, -cons-
truir una familia F de conjuntos C’ tales que, de dos
conjuntos pertenecientes a C’, uno de ellos esté siempre
contenido en el otro, considerando como F el conjunto
de todos los restos de C, siempre que se entienda por
resto correspondiente al elemento a de C el conjunto de
todos los elementos de C que siguen al a (2).

El pensamiento matemdtico parece haber llegado ya

(1) La demostracion puede verse en Fraenkel: Einfiihrung in
die Mengenlehre, Grundlagen der Math. Wissenschaft in Einzel-
darstellung, Bd, IX, Berlin, 1928.

" (2)" Acerca de este dificil punto de la teoriade conjumtos ha
publicado un notable trabajo C. Kuratowski en los Fundamenta
Mathematicee, tomo Il (1921), pags. 161-171.
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a una region tan abstracta que la misma abstraccién se
pierde en ella, ascendiendo en una marcha asintética,
cuya rama parabdlica no tiene contacto alguno con la
realidad empirica; pero queda un hilo sutil que lo sujeta
a la tierra, y este hilo es, sencillamente, el conjunto

1,2,3,4, ......

de los ntimeros naturales: fecunda matriz que ha parido
toda la Matemdtica. No cabe duda que el ntimero entero
lo hizo Dios, y los demads, son producto del pensamiento
humano.

Cantor designa este tipo devorden por la letra griega
w, el de los ntimeros racionales, por 1 y el de los reales
por A, ordenados los tres segtin sus magnitudes relativas,
y estudia después sus propiedades. En primero tiene pri-
mer elemento, pero no tltimo y es numerable; el segundo
carece de primero y ultimo elemento, también es nume-
rable, y, ademds, denso, es decir: que entre dos de sus
elementos se pueden siempre encontrar mds elementos
del conjunto, y el tercero, tampoco tiene primero ni ulti-
mo elemento y una parte numerable de él es tal que
entre dos cualesquiera de sus elementos existe un ele-
mento de ella. .

Fijémonos en el mds sencillo de estos tres tipos, el o,
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Cuyo inverso, o Sea, el
dos segtin su magnitud

LR} _4v ""3, —2, — 1

’

e;)*tlene primer término, y si tltimo. Su tipo de' orden
@Y, por tanto, el tipo de orden de todos los ni
enteros es *u + o, ‘ s

La propiedad m4 ot
as Caracteristica de 10s nim .
- ni -
nales transfinitos es que falla €ros ordi

El conjunto
Ttw=1,1,2,34,. . .
tiene un prime -
ro pero no 1lti irmi i
dhe ol un ultimo término, mientras
(u—f—l:l,2,3,.....,n }
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tiene primero y ultimo. Por consiguiente, es

t4+o=—w,
definicién contradictoria con la de o, luego tiene que ser
l+wfot1.

Entre los conjuntos ordenados figuran los bien orde-
nados, cuando tanto ellos como cada una de sus partes
contienen un primer elemento. Claro es que los conjuntos
finitos y los infinitos del tipo » son bien ordenados, pero
no asi los de los tipos *w, n y .

Los conjuntos bien ordenados tienen capital impor-
tancia en la Aritmética transfinita y su teoria ha dado
origen a las mas violentas disputas entre los matemaéticos.
Para nuestro objeto basta—esbozadas estas ideas genera-
les—observar el proceso de su generalizacion.

Introducido el simbolo » como <«limite hacia el cual
tienden todos los niimeros n, entendiendo por esto que w
es el primer nimero entero que sigue a todos los nimeros
n» (1), es preciso declararlo superior a fodos los nume-
ros n; de donde se deduce que los conjuntos

(1) Cantor: Loc. cit.
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se representaran, respectivamente, por

o+1, o+2, o-4+3,....

donde estos puntos suspensivos quieren decir que el pro-
ceso indicado se repite una infinidad numerable de ve-
ces, y entonces es muy f4cil interpretar lo simbolos

2w, 204+1, 2042,....;30,....;00

asi como los

® w
m w-t+n n w w
ww, o, o y W, W, e, @

y poniendo

o=Ilimn,
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tendremos finalmente

w
w

€= I1lim w

n—ro
donde « es un simbolo que designa los numeros que, a

su vez, son susceptibles de nuevas ampliaciones.

Finalmente, en cuanto a las relaciones entre los ni-
meros transfinitos cardinales y ordinales, entre las clases
de tipos de orden y las alephs, diremos que si « es un
namero ordinal, es claro que todos los conjuntos orde-
nados de tipo «, tienen igual potencia, y siendo « tam-
bién el tipo de orden del conjunto de todos los nimeros

ordinales ¢ << «, incluido el cero, el nimero cardinal que

corresponde al =y que se designa « es la potencia del
conjunto de todos los niimeros ordinales menores que a.

Los nimeros ordinales transfinitos se pueden dividir
en dos clases, cada una de las cuales esté integrada por
todos los que tengan la misma potencia. Los ordinales
finitos son, por tanto, una excepcion, cuyo conjunto
constituye la clase I de los nimeros ordinales y los « de
los conjuntos bien ordenados, tales que 7= g, forman
la clase II, el imds pequefio de los cuales es, evidente-
mente, el nimero o.
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Si designamos por ®, la potencia del conjunto de
todos los nuimeros de la clase II, se demuestra que es
N, > 8, ¥ que entre éstos no existe ningun numero car-
dinal intermedio, estando ligados por la relacién

8, <= 2%

la cual plantea el mds grave problema de la Matemdtica
para el psicdlogo: el problema del Continuo.
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E+ todas las cuestiones en que interviene el infinito
—infinitésimo o transfinito—existe, como fondo subya-
cente del razonamiento, el Continuo: concepto al que se
ha llegado por aproximaciones sucesivas y cuya forma-
cion obedece al mismo proceso psicolégico que todos
los que maneja la Matemdtica; es decir: que la continui-
dad se nos presenta—siguiendo el método empirico—
como una cualidad inherente a los objetos, independien-
temente de la extension y de la duracion abstractas, del
espacio y del tiempo—conio formas a priori en el mads
puro sentido kantiano—y de la cosa en si, fantasma que
es preciso ahuyentar del modesto plano del empirismo.

Si consideramos un conjunto de sensaciones discre-
tas, en cuanto invaden el campo de nuestra conciencia
percibimos su unidad como un todo complejo, un poco
incoherente primero y mds fijo después pero siempre,
fluctuante: imagen consecutiva que nos obliga a atribuir
un cierto contenido psicologico a la palabra continuadid,
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en tanto supone la exclusién de la idea de hiato o rup-
tura; esto es: continuidad como contigiiidad de los ele-
mentos de un todo y divisibilidad infinita de estos mis-
mos elementos.

Ahora bien, cualquiera que sea el grupo de sensacio-
nes que elijamos—visuales, tactiles, gustativas, etc.—se
impone al espiritu con una cierta intensidad que varia de
unos sujetos a otros y con las disposiciones del momento
en un mismo individuo. Por consiguiente, no basta la
introspeccion para distinguir una sensacién de otra en un
conjunto determinado, sino que es preciso medirlas, no
de una manera directa—lo cual es imposible—sino por
medio de algo que esté unido a la sensibilidad de una
manera regular, que aumente y disminuya con ella y de
cuya medida pueda deducirse la de la sensacion.

Como este problema pertenece a la Psicofisica, nos
limitaremos a indicar aqui que la percepcion de la dife-
rencia entre dos sensaciones obedece a las leyes del
umbral y de la proporcionalidad, entendiendo por umbral
el hecho de que, para que el espiritu se dé cuenta de una
sensacion, es necesario que la intensidad de la excitacion
tenga un cierto nivel, y por proporcionalidad la cantidad
de excitacién que hay que afiadir a un estlmulo para que
percibamos una diferencia minima.

Si nos fijamos en una linea, que es el continuo geo-

— 154 —

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

métrico mds sencillo, se ha demostrado experimental-
mente que cuando dos puntos estdn separados por una
distancia inferior al duplo del umbral es imposible distin-
guir de cualquiera de ellos un tercer punto intermedio.
Como el umbral no tiene limite fijo, no hay inconveniente
alguno en suponer que aquella imposibilidad obedece a
un defecto de percepcion, a fin de hacerla compatible
con el principio de contradiccion y -admitir que entre
dos puntos de una linea existe siempre por lo menos un
punto intermedio.

De aqui parti6 Dedekind para formular su célebre
postulado de la continuidad de la recta, que puede enun-
ciarse asi: «Si una recta estd dividida en dos partes tales
que cada punto pertenezca a una de estas partes y cada
uno de la primera preceda—en un sentido dado de la
recta—a cada punto de la segunda, existe un punto de
separacidon que no es anterior a ninguno de la segunda
parte ni posterior a ninguno de la primera».

Los matemdticos contemplativos de Grecia, que que-
rian razonar con nociones puras, con esencias ideales,
prescindiendo de los objetos sensibles (1) llegaron al

(1) He aqui un pasaje de Platén que descubre el pensamiento
matematico griego: <Advierto ahora cuan bella en si es esta cien-
cia del calculo, y cudn tutil para el designio que nos proponemos,
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concepto de continuidad de la recta cuando dudaron si
el numero se podia considerar como una idea o como un
todo compuesto, si lo inteligible era lo complejo y lo in-
inteligente lo simple, si la parte en si era irracional
—dhoros—y la suma lo irracional—pgrti—para con-
cluir que el nimero es una ‘coleccién de puntos dis-
cretos y la figura geométrica un sistema de magnitudes,
lo que les obligd a admitir que la recta que une un punto
exterior con otro interior a una circunferencia corta a
esta circunferencia, hecho que constituye un caso par-

cuando se estudia por si misma, y no para hacer de ella un nego-
cio. —¢Qué es lo que tanto se admira de ella? —La virtud que
posee para elevar el alma, como acabamos de decir, obligandola
a razonar sobre los numeros tales cuales son en si mismos, sin
tolerar jamas que sus calculos versen sobre numeros visibles y
palpables. Sin duda sabes los versados en esta ciencia. Si en su
presencia tratas de dividir la unidad propiamente dicha, se burlan
de ti y no te escuchan; pero sila divides, ellos la multiplican en
la misma medida, temiendo que la unidad no aparezca tal cual
es, sino como una reunién de partes. —Tienes razén. —Y si se
les pregunta: «;De qué numero hablas? ¢Donde estin esas uni-
dades tales cuales las suponéis, perfectamente iguales entre si,
sin que haya entre ellas la menor diferencia, y que no estan
compuestas de partes?», iqué crees tu que respondan, mi querido
Glaucon? —Creo que responderian que hablan de esos niimeros
que no caen bajo los sentidos y que sélo pueden ser captados
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ticular del postulado de Dedekind si se dividen los pun-
tos de una recta en inferiores y exteriores con respecto a
una circunferencia, y cuya generalizacién consiste en
considerar la recta bajo su doble aspecto: actual y gené-
tico, y el punto, por consiguiente, como limite de separa-
cion en el primer caso y como elemento generador en el
segundo.

Por un procedimiento analogo se pasa de este con-

por el pensamiento. —Pues bien ves, mi querido amigo, que no
podemos pasarnos absolutamente sin esa ciencia, puesto que es
evidente que obliga al alma a servirse del entendimiento para
conocer la verdad. —Verdad es que es maravillosamente ade-~
cuada para producir ese efecto. —Asimismo habrds observado
que los que han nacido calculadores, dotados de espiritu de com-
binacién, tienen mucha facilidad para casi todas las ciencias, y
que Jos mismos espiritus pesados, cuando se han adiestrado sufi-
cientemente en el calculo, consiguen con ello, cuando menos, la
ventaja de adquirir mas facilidad y penetracion. —Asi es. —Por
lo demas, dificil te seria hallar muchas ciencias en cuyo aprendi-
zaje cueste mas proiundizar que en esto. —Bien lo creo. —Asi,
por todas estas razones, no debemos desdeilarla; mas es preciso
aplicar a ella desde muy temprano a los que hayan nacido dota-
dos de un natural excelente. —Consiento en ello. —Adoptémoslo,
pues. Veamos si alguna otra ciencia relacionada con ésta nos
conviene o no. —¢Qué ciencia es esa? ;No sera la Geometria?
—La misma. —Evidentemente nos conviene a lo menos en lo que
se refiere a las operaciones de la guerra. Porque, en igualdad de
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tinuo lineal al de dos dimensiones asociando la imagen
actual de una linea a las diferentes imagenes relativas a
los modos posibles de engendrar la superficie por un
movimiento. Lo mismo puede decirse del continuo de
tres dimensiones, en el cual detenemos el proceso de
_generalizaci(’m para no abandonar el campo empirico, y
volvamos a la teoria de conjuntos antes esbozada.

El primer escollo con que se tropieza al querer apre-

circunstancias, un geografo se entendera mejor que otro cual-
quiera en lo pertinente a sentar un campo, tomar plazas fuertes,
concentrar un ejército, obligarle a hacer todas las evoluciones
acostumbradas en una accion o en una marcha. —Si he de serte
franco, para eso no hacen falta mucha Geometria ni calculo. Lo
que hay que ver es si la parte mas elevada de esa ciencia tiende
a hacer mas facil al espiritu la contemplacién de la idea del bien.
Porque dijimos que ese es el resultado de las ciencias que obligan
al alma a volverse hacia la parte en que esta ese ser, el mas
dichoso de todos los seres, que el alma debe esforzarse en con-
templar de todas las maneras. —Tienes razén. —Por tanto, si la
Geometria mueve al alma a contemplar la esencia de las cosas,
nos conviene; si se detiene en sus accidentes, no nos conviene.
—Sin duda. —Ahora bien; ninguno de cuantos poseen el mas
leve barniz de Geometria nos negara que la finalidad de esa cien-
cia es directamente contraria al lenguaje que emplean los que de
ella tratan. —;Como asi? —Su lenguaje es muy divertido, aunque
no tengas mas remedio que usarlo. Hablan de cuadrar, de pro-
longar, de anadir, y asi sucesivamente, como si realmente opera-
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hender el concepto cantoriano de conjunto infinito es la
ambigiiedad de su contenido, considerado unas veces en
potencia y otras en acto, como devenir—el conjunto de
los nitmeros naturales—o como ser—el de los puntos de
una circunferencia, por ejemplo—-dividiéndose, por tanto,
los conjuntos infinitos en numerables y no numerables.
El mds conocido de éstos dltimos es el Continuo,
nocion intuitiva, sensorial, inherente a la percepcion, que
capta la conciencia por una especie de condensacién de
ias cualidades de los objetos del mundo externo y de

sen, como si todas sus demostraciones tendiesen a la practica,
cuando toda esta ciencia no tiene otro objeto que el conocimiento.
—Verdad es. —Pues convén todavia en otra cosa. — En qué?
—En que tiene por objeto el conocimiento de lo que es siempre,
y no de lo que nace y perece. —Sin dificultad convengo en ello,
porque la Geometria tiene por objeto el conocimiento de lo per-
manente. —Por tanto, atrae al alma hacia la verdad, forma en
ella el espiritu filoséfico, obligandola a dirigir a lo alto sus mira-
das, en lugar de posarlas, como suele decirse, en las cosas terre-
nas. —Nada mas cierto.» — Repiblica, libro VII.

En este pasaje aparece con toda claridad el concepto de nu-
mero como pura relacion—3:ousg—y por eso retrocedieron ante
el inconmensurable, que implicaba la idea del Continuo; y en
cuanto a las figuras geomeétricas solo son, para la ciencia helé-
nica, simbolos cuyo sentido es una propiedad aritmética, punto
de vista idéntico y, a la vez, opuesto al de la Matematica moder-

‘na, segun el aspecto bajo el cual se enfoque.
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eterogeneidad a un todo homogéneo,
tos de nuestros ojos y de nuestras
manos; es decir: por medio de sensaciones tfruiczls;:;
De este continuo ingenuo s€ Pasa al co? in o
rico, mas refinado, que nos permxte represen etx;n ;; e e
de cifras el contintlo sensorial c;)nBLieflgL%x O
lo que hace creer €
gggtr:iin ins(tqrumento transitorio, cuya _ut1111)dadoigg:}
no es despreciable, pero que solamen’ce.det e cumera_
rarse como un medio de estud1a}' _los co?](;mdosu: ere
bles, los cuales constituyen la unica realidad que p

mos alcanzar» (1).
Pero esta actitud es

presion

reduccion de su .h'
gracias a 108 movimien

peligrosa. Si enla conocida ex-

D xR

1] —Xx

ponemos X = — 1, resulta la serie de Grandi

estudiada por Bernouilli, que la califico de «elegante pa-

radoja>».

(1) Loc. cit., pag. 183.
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Como—asociando cada dos términos—dicha serie se
puede también escribir

se tiene una suma no nula formada por sumandos nulos,
una creacién ex-nihilo, especie de demiurgo teratolo-
gico que, como Dios, saca al mundo de la nada.

Grandi lleg6 a la paradoja porque considero la serie
como convergente, de cuyo error deduce Hermann el
corolario de perder la fe en el misterio y prostituir la
Geometria.

Otra famosa paradoja es la de Russell. Consiste en
formar conjuntos de conjuntos que se contengan a si
mismos, y conjuntos que no se contengan a si mismos.
Si consideramos el conjunto de todos los conceptos abs-
tractos, como este conjunto es también un concepto
abstracto, debe contenerse a si mismo como elemento; y
si formamos el conjunto de todos los conjuntos que no
se contienen a si mismos, a él pertenece dicho conjunto;
pero si se le incluye en é€l, se contiene a si mismo, y si
se le excluye no se contiene a si mismo, y por tanto hay
que incluirle; luego el concepto de tal conjunto es con-
tradictorio.

Aparte de que el concepto de conjunto no esta bien
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definido, en todos los razonamientos en que interviene el
Continuo, como infinito actual, se emplea la palabra
todos, que es una palabra tan peligrosa en Matemadtica
que contra ella es necesario tomar fodo género de pre-
cauciones. Juridicamente, diriamos que, para preservar-
nos de sus supercherias, convendria incoarle expediente
de temibilidad antes de declararla inocua. El fininito nu-
mérico por comprension es completamente distinto del
infinito por extension, y asi, cuando hablamos de fodos
los elementos de un conjunto infinito nos apoyamos en
las muletas del concepto de continuidad para poder
andar, cayendo en el equivoco de una virtualidad deter-
minada por una ley de sucesion—puesto que creemos
haber realizado inconscientemente el namero infinito gra-
cias a la palabra fodos como si se tratara de conjuntos
finitos—y olvidando que en el conjunto hay elementos
que no se pueden definir sin que intervenga el propio
concepto de conjunto.

El infinito actual es imposible porque es imposible
concebir el namero irracional, y, por tanto, el Continuo
como algo acabado, hecho, dado, en el sentido de que se
pueda escribir sucesivamente, sin solucion de continuidad,
el numero que se quiera de sus elementos, de modo que
cuando hablamos de fodos los puntos de una recta, debe-
mos entender que en una recta no hay mds puntos que
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los que se marquen en ella, pudiéndose marcar esquema-
ticamente un ntimero indefinido de puntos, puesto que lo
dado no es la recta, sino el continuo sensorial de la
recta.

Esto nos lleva como de la mano al axioma en que se
apoyo Zermelo para establecer su conjunto bien orde-
nado, axioma que habian utilizado los matemaéticos sin
ninguna protesta, pero que suscité.dudas terribles en
cuanto se enuncié explicitamente. Segtin dicho axioma,
en un conjunto cualquiera o en uno de los conjuntos de
un conjunto de conjuntos, se puede siempre escoger !
azar un elemento aunque el conjunto de conjuntos com-
prenda infinitos conjuntos (1).

No es preciso destacar el cardcter de evidencia de

(1) Zermelo di6 a conocer su famoso axioma en su Beweis dass
Jede Menge wohigeordnet werden kann con estas palabras: «Der
vorliegende Beweis beruht auf dem Prinzip, dass es auch fiir eine
unendliche Gesamtheit von Menge immer Zuordnungen gibt, bei
denen jeder Menge eines ihrer Elemente entspricht, oder formal
ausgedriickt, dass das Produkt einer unendlichen Gesamtheit
von Menge, deren jede mindestens ein Element enthdlt, selbst
von Null verschieden ist», afiadiendo luego: <«Dieses logische
Prinzip ldst sich zwar nicht auf ein noch einfacheres zuriickfiihren,
wird aber in der mathematischen Deduktion uberall unbeden-
Klich angewendet.» —Matematische Annalen, tomo LIX (1904,
paginas 514-16.
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PRANCISCO VERA

este axioma cuando se trata de conjuntos finitos; pero si
se considera un conjunto infinito, su aceptacién implica
la ordenacién del Continuo y el fracaso consiguiente del
empirismo matemético.

Russell (1), que ha estudiado detenidamente el axio-
ma, ha sugerido ideas de un gran valor psicoldgico supo-
niendo un millonario que compra un par de calcetines
cada vez que compra un par de zapatos, y nunca en otro
momento distinto, y experimenta tal deseo de comprar
zapatos que acaba por tener , pares de zapatos y R,
pares de calcetines.

El problema es el siguiente: sCudntos zapatos y cudn-
tos calcetines tiene el millonario? Parece natural respon-
der que posee doble nimero de zapatos y calcetines que
pares de cada clase; pero como es

28, = R
puesto que 3, no varia cuando se multiplica por un na-
mero (2), resulta que el millonario tiene R, zapatos y
otros tantos calcetines, y, por consiguiente, el nimero de
zapatos y calcetines es igual al nimero de pares de cada
objeto.

(1) Vid. Introduction d la Philosophie mathématique, traduc-
cion francesa de G. Moreau, cap. XII.—Paris, Payot, 1928.

(2) Vid. supra, pag. 139.
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Pero pensando las cosas un poco més despacio llega-
mos a conclusiones contradictorias. En efecto, como en
el conjunto de zapatos sabemos distinguir el zapato dere-
cho del izquierdo, podemos hacer una seleccion sepa-
rando los zapatos derechos de los izquierdos, seleccion
imposible en el conjunto de calcetines, a menos de admi-
tir la existencia de un conjunto cualquiera con un calcetin
de cada par.

Ahora bien, el conjunto de zapatos se puede ordenar
cogiendo el zapato derecho y luego el izquierdo corres-

pondiente, sin modificar el orden de los pares, mientras

que con los calcetines tendremos, para formar cada par,
que elegir al azar el que hayamos de considerar primero,
y como las elecciones arbitrarias son infinitas, resulta que
no sabemos si es posible una seleccion, incluso teorica-
mente. Nuestro millonario puede, por consiguiente, ase-
gurar que tiene igual nimero de zapatos que de pares de
zapatos, pero no puede decir lo mismo respecto de sus
calcetines.

El problema tiene el mismo fondo que la famosa
cuestion teoldgica de los atributos de Dios, puesto que
los cantorianos establecen el concepto de un conjunto
cuya existencia depende de infinitos elementos no defini-
dos ¥y los tedlogos admiten un ser inimaginable al que
dan la misma vida que a los seres imaginables. Los can-
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torianos quisieron resolver la antinomia aplicando el
principio l6gico de exclusion del término tercero, que
niegan los empiristas puesto-que de la imposibilidad de
una definicion de un conjunto infinito no numerable, no
se puede deducir la verdad de lo contrario, ya que de lo
qué no existe, nada se puede concluir. Batidos en este
reducto, los formalistas, con Hilbert al frente, se han reti-
rado al campo de la Axiomdtica, del que intentan sacar
su teoria con la limpidez con que Minerva broté de la
cabeza de Japiter. :
Los teologos, menos exigentes que Cantor y ‘sus dis-
cipulos, zanjaron el problema de los atributos divinos
prescindiendo de la Ldgica y dando a la existencia de
Dios una interpretacion mistica que les permitiera atri-
buirle cualidades que no poseen los homibres; y asi nues-~
tro Maimonides afirma que <los seres abstractos que no
son cuerpos ni facultades en un cuerpo, sino inteligencias
puras, no admiten el miltiplo» (1), y niega la existencia
de una magnitud infinita cualquiera y de un namero infi-
nito de magnitudes si se quiere que existan todas simul-
tdneamente, agregando que <«nada que sea incorporal
admite la idea de nidmero, a menos que sea una fuerza

(1) Moreh Nebuchim (Guia de los descarriados), 1,74. Ms.
namero 10.289 de la Biblioteca Nacional de Madrid.
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en un cuerpo, de suerte que se puedan numerar las fuer-
zas individuales numerando sus materias o sujetos», para
concluir que «todo lo que estd en potencia, de suerte que
tenga en su esencia misma una determinada posibilidad,
puede, en cierto momento, no existir en actos (1), teoria
que, a través de un puente de ocho siglos, diriase reco-
gida por los intuicionistas actuales para combatir el for-
malismo cantoriano, ya que «la tradicion psicofisiologica
del aristotelismo—como apunta Bonilla y San Martin—
lleva a Maimdnides a consecuencias que coinciden de un
modo singular con las que hoy se estiman como conquis-
tas de la Psicologia. El entendimiento en pofencia es sin-
gular y perecedero, porque no puede existir sin el cuerpo.
El verdadero intelecto es el intelecto en acto, y éste, en
altimo término, es la Voluntad consciente. No hay un
sujeto psicologico que piensa unas veces y otras no; hay
un pensamiento, y este pensamiento es el mismo pensa-
dor, y, a la vez, lo pensado» (2), coincidiendo con lo
dicho por William James, a quien cita: «Si los estados
de conciencia inestables constituyen la realidad directa-
mente sometida a nuestra experiencia y a nuestras verifi-

(1) Loc. cit., 11, 23, prop. 1, II, XVI y XXIII
(2) Historia de la Filosofia espafiola.— Madrid, Victoriano
Suarez, 1911, tomo I, pag. 320.
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FRANCISCO. VERA

caciones (y ni siquiera una escuela lo ha puesto en duda
hasta hoy), la Psicologia, considerada como ciencia natu-
ral, no tiene para qué buscar fuera de ellos un «principio
cognoscente»: ellos son este principio» (1).

Esto nos demuestra claramente que el Anélisis mo-
derno no ha conquistado la autonomia absoluta porque
cuando olvida el proceso mental para establecer los con-
ceptos fundamentales de la Matematica, levanta barreras
infranqueables entre el mundo de la realidad y el mundo
de los simbolos, y éstos solo tienen valor objetivo si
responden a una necesidad bioldgica, independiente del
poder constructivo del pensamiento. Las nociones sus-
ceptibles de una creacion mental 16gica, al margen de la
vida, engendran contradicciones intolerables con las co-
sas, que si son verdaderas por el hecho de exijstir, nece-
tan un testigo, la conciencia, que levante acta e interprete
su vision haciendo una especie de Gramética de las sen-
saciones aplicada a los conceptos matemdticos, y enton-
ces el Continuo, despojado de su manigua verbal, se
reducird a las modestas proporciones de un nuevo resul-
tado de la experimentacion mental, con un fundamento

(1) Précis de Psychologie, traduccion de Baudin y Bertier;
Paris, 1909, pag. 278.
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empirico, refinado en razén directa de los progresos de
la observacién.

Asi lo hemos visto en los dos capitulos anteriores y re-
cibird plena confirmacién en los ultimos en que abordare-
mos uno de los conceptos bésicos de la Matematica mo-
derna—el de grupo—y la espinosa cuestién de la objeti-
vidad matemaética.
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Una de las nociones més fecundas en la Matemdtica,
pues que gracias a ella se han logrado sistematizar sus
dos direcciones—geométrica y analitica—es la nocién de
grupo, cuya génesis plantea un importante problema psi-
colégico: la prioridad del juicio respecto del concepto.

La definicion general de grupo se apoya en la idea
de operacién, y asi dice Bourlet que «un conjunto de
transformaciones constituyen un grupo si comprende la
transformacion idéntica y el producto de un niimero cual-
quiera de transformaciones, asi como la inversa de una
transformacion, forma parte del conjunto» (1).

Esta definicién, demasiado abstracta, necesita algunas
aclaraciones para que los lectores no matematicos puedan
captar su significado y adentrarse después en el campo
de la Psicologia.

(1) Bulletin de la Societé frangaise de Philosophie, tomo Vil
(1907), pag. 225.
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Una transformacion es una correspondencia entre dos
elementos A y B de un conjunto, llamédndose B el trans-
formado de A. Si consideramos, ahora, dos transforma-
ciones Ty T', una de las cuales hace corresponder al
elementa A el B y la otra el B al C, el producto de las
transformaciones Ty 7' es la transformacion que al ele-
mento A le hace corresponder el C. La inversa de la
transformacion T es la que al elemento B le hace corres-
ponder el A. Finalmente, el producto de una transforma-
cion y su inversa, aplicado a una figura, la sustituye por
ella misma: trasformacion idéntica. Una notable propie-
dad de los grupos es la de tener invariantes; es decir:
operaciones que dejan intactas las relaciones que se pue-
den establecer entre los elementos del grupo y cuya ley
de composicion constituye su estructura.

Comprendidas estas definiciones es f4cil ver que la
Geometria se reduce al estudio de los invariantes del
grupo de los movimientos; es decir: de las relaciones que
no cambian en el movimiento de los cuerpos solidos,
independientemente de las que tengan con el mundo ex-
terior, limite alcanzado por un doble proceso psicoldgico
de abstraccion de sensaciones y de generalizacion de la
idea de cuerpo hasta hacerla asumir la categoria de figura
geométrica, de tal modo que cuando decimos, por ejem-
plo, que en un tridngulo isésceles los dngulos opuestos
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a los lados iguales son iguales, no pensamos un tridngulo
determinado, sino uno cualquiera, con absoluta indepen-
dencia de su magnitud y de su posicion.

Obsérvese, en efecto, que los objetos del mundo ex-
terior producen en nosotros diversas clases de sensacio-
nes que ubicuamos en un cierto continente de tal modo
que la nocion de éste queda aislada de las de color, peso,
contacto, etc., hasta llegar al concepto de extension con-
creta primero, y al del espacio vacio despues. Si aquellas
sensaciones no varian cuando estamos quietos, es decir:
cuando no realizamos ningtn esfuerzo muscular, decimos
que el objeto estd fijo y si varian, afirmamos que se mue-
ve, esto es: que experimenta un cambio de posicién o de
estado, segiin que podamos restablecer o no el primitivo
conjunto de sensaciones por desplazamientos adecuados
de nuestro propio cuerpo. En el primer caso, el objeto
no se deforma y en el segundo si.

Por consiguiente, si un objeto colocado en una posi-
cién P’ produce en nosotros un cierto conjunto de sensa-
ciones y pasa sin deformarse de P" a P'"y de P"" a P'",
variardn las sensaciones, pero siempre podremos restituir
las primitivas por un cambio de actitud que nos permita
colocar los diversos miembros de nuestro cuerpo en la
misma posicion relativa inicial respecto del objeto; es
decir: que la transformacion directa de P° en P’’’ es
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también un movimiento; de donde resulta que todos 13
movimientos sin deformacidn constituyen un gru;d)o, com
cepto que aparecia en la definicion como un to 0 cto -
lgjisimo y ahora se presenta al espiritu como la sin esl
ge una serie de hechos idealizados: verdadera extpertl-
i juicios mudos en tanto
ACi ntegrada por juicio :
mentacion mental, i 0
hemos tenido conciencia de estos dos proc:esos intelec
tuales: el formado por la variedad de sensaciones musclsgs
: : !
lares y el constituido por la permanerncia 1de forr(r)l;l)ailet(ej e
i as p
imi S permiten conocer
movimientos, que no [ : s
i ] odemos ase
tri cia, segun las cuales p
métricas de congruencia, > a5
i i cera son iguale
s iguales a una ter
urar que dos figura . . e
gntre si, 0 si se prefiere: que dos figuras 1gua1§§ son due
’ - .
posiciones distintas de una misma flgurg, deflmc(xjonli%re
Russell ha elevado a la categoria de ag}oma. (lal ei&l e
movilidad, sosteniendo que su negallcmn 11mp (1)(:3; aun
Hgi impediria establecer la n
absurdo logico que imp ' .
i ncluir que
i al cualquiera, para co
una magnitud espaci ual Pz 1
dicho axioma es una condicion a priori de la Geometria
métrica (I). . o
Los movimientos conservan las longitudes, los 4dngu

ll. en favor de su
e los argumentos de Russe de
() Eheexr? rrelzfncadmpo de %a Logistica, cgmpletamentgadr;si‘gg’;g
zleesllialcaaneo psicologico en que estamos estudiando el razo )
matematico.
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los y la orientacign de

las figuras; pero hay otras trans-
formaciones que no tie

el guante de la mano derecha que

ner al de la izquierda. FJ grupo de
transformaciones formado por todos los movimientos,

todas las semejanzas y todas las simetrias ha sido llamado

«Crupo fundamental»~—Hauptgrupe—por Klein, en cuyo
famoso programa de

Erlangen (1) establecic que la Geo-
opiedades invariantes respecto de un
transformaciones, de donde resulta
etrias como grupos de transforma-
Upos pueden reducirse a tres: Andli-
proyectiva y Geometria métrica—
Geometria de Euclides—cada una
nde a tres grupos de transforma-
y estudia las propiedades invarian-
€ estos grupos.

la Geometria métrica est4 relacio-
NEs musculares, y respecto a Ja pro-

110 se puede superpo

8rupo cualquiera de
que hay tantas Geom
ciones. Pero estos ar
sis situs, Geometria
nuestra vieja y buena
de las cuales correspo
ciones fundamentales
tes respecto de uno
Hemos visto que
nada con las sensacio

(1) Vergleichende Betrachtungen [ipey Nleuere geametrische
orschiingen, Programm zum Eintritt in

i( die philosophische Faq.
/{ult‘déél872); Abgedruckt(m’it Zusz‘iten) en Math. Ann., 1893, pa--
gina 63.
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yectiva diremos que su fundamento es el de las vistas
estereoscopicas: un punto da origen a dos rayos visuales
que determinan sendas sensaciones en la retina, de tal
modo que no es necesaria la existencia material del
punto para tener su percepcion como hecho de concien-
cia siempre que se tengan los dos rayos. El Analisis
situs, por altimo, prescinde de toda idea cuantitativa, y
asi, por ejemplo, si demuestra que en una linea el punto
B estd entre A y C, ya no le preocupa si la linea ABC es
es recta 0 curva, ni las relaciones que pueda haber entre
las distancias AB y BC; el Andlisis situs es, por tanto,
una Geometria cuatitativa relacionada con las sensacio-
nes téctiles.

La Geometria proyectiva no emplea el concepto de
magnitud ni el de direccion porque la vista es, esencial-
‘mente, el sentido de los colores, y la apreciacion de
relieves y distancias exige esfuerzos musculares; para la
vista no hay orientacién porque el arriba, el abajo, la

derecha, la izquierda, lo cerca y lo lejos no son cosas

que se ven, sino relaciones entre los objetos exteriores y
nuestra posicién en el espacio, 1o que nos hace percibir
de distinto modo un paisaje contemplado normalmente y
por entre las. piernas.

El Andlisis situs s6lo atiende a las relaciones de co-
nexién—orden y continuidad—sistematizando las sensa-

— 178 —

o e Wypmrian e

. “-::‘,‘....N-.,.._ v e

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

ciones de tacto, sentido que puede considerarse como
depdsito de todos los demds, de la misma manera que el
Andlisis situs contiene en potencia a las otras dos Geo-
metrias. :

El concepto de grupo, surgido de la experiencia, ha
conseguido, pues, sistematizar las tres Geometrias que,
desde el punto de vista de su psicogénesis, nacen de
tres conjuntos de sensaciones: musculares, visuales y
_téctiles, estudiando cada una de ellas las propiedades
invariantes respecto de un grupo de transformaciones
fundamentales, que responden a necesidades bioldgicas
inmediatas, puesto que todas las sensaciones de espacio
—.de espacio psicologico—tienden a nuestra conserva-
cién individual provocando las adecuadas reacciones
corporales, directas o reflejas, que permiten el paso de la
representacion psicologica a la geométrica por medio de
una eliminacion de los datos heterogéneos de los senti-
dos, sin que nos asombren las desigualdades entre los
espacios psicoldgicos—anisotropos, heterogéneos y limi-
tados—y el geométrico—is6trepo, homogéneo e ilimitado
—por razones de utilidad, como no nos chocan los bailes
y funciones de teatro dadas en favor de los tuberculosos
pobres, a causa de la diferencia entre el concepto y la
representacion sensible, que queda anulada por el impe-
rativo bioldgico.
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Pasemos al campo analitico. Como se sabe, en todos ) 1.
los libros de Algebra elemental, se resuelve la ecuacién _ 4

de segundo grado . . .
que, sin variar la ecuacién, le da otra forma.

x4+ px+q9g=0 ; A fin de sistematizar el razonamiento, consideremos

: ; a1 ahora la ecuacién de tercer grado
mediante un ndmero auxiliar

»
pt x34px2tgx+r=0.
4 Poniendo
que, sumado a los dos miembros, la transforma en
‘ . __P .
X = — — + X,
. 3
X + L — p—2 _‘q
2 4 ’ : resulta, por una sustitucién elemental
de donde sale ya inmediatamente la doble férmula: " | X3 4 px' +q’ =0
e % . ] it _ g ; que, mediante la igualdad arbitraria
. .« x' = y — _E_
que da los valores de las dos raices de la ecuacion. ._ 3y’
El éxito en la resolucién se debe, evidentemente, a la )
adjuncién (1) del término ‘ se transforma en
: y6+q/}’3——§7:0,
(1) Adjonction es la palabra utilizada por Galois.
— 180 — ’ ‘ ; ' — 181 —

Ceeennteessilll0088888853329988888885

{
d




FRANCISCO VERA

ecuacion de sexto grado que se puede resolver como una
de segundo con respecto a y*.

El truco es andlogo al de la ecuacién cuadrdtica. La
diferencia radica en que en ésta se utiliza un numero
conocido y en la ciibica una ecuacién auxiliar de grado
superior -al de ella, pero que, por una circunstancia for-
tuita, la rebaja de grado. - _

Lagrange se preocupd de esta ecuacion auxiliar—
ecuacidn resolvente—buscando su expresion analitica ge-
neral; pero fué¢ Galois quien, mediante el concepto de
adjuncion, determin6 el grupo de permutaciones entre
las raices de una ecuacion dada que dejan invariante a
toda funcion racional—funcion resolvente—de sus raices.

Apliquemos esto a las dos ecuaciones anteriores. La
funcion mds sencilla es la lineal

y=X 4 ax,.

Si a es un numero cualquiera, los valores distintos de
y se obtienen por las permutaciones de x, y x,, en cuyo
caso vuelve a resultar una ecuacion de segundo grado y
no hemos adelantado nada; pero si ponemos

»

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

resulta la funcion simétrica

Xyt Xo

gue no varia.
Haciendo

a=un,

donde « representa la raiz cuadrada negativa de la uni-
dad, se tiene la funcidn resolvente

y=x, + o x,

que, como no es simétrica, da un segundo valor permu-
tando x,y x,, de modo que si los valores de y son

J’1eJ’z,eS

Vi=X + 2Xs

Yo =X+ a X
y por ser

Xi+X3= —p

los valores de x, y x,, en funcién de y, e y, , son:

e e e e e e i i 5 L i i G5
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Para calcular ahora y, e y, , observemos que es

yo=ays,

porque multiplicando la expresion de y, por z es como si
se permutase x, y X, , y entonces la ecuacién resolvente
es una ecuacion binomia, entre cuyas raices existen cier-
tas relaciones particulares que, en el caso que estamos
analizando, son:

Xy Xy =~ Py
Xy

X, =4 .

I

La ecuacidon binomia es, ahora:
Y= — X)) =Xt — 25 X 4 x?,

funcion simétrica de las raices x, y x, , invariable, por

‘tanto, cuando éstas se permutan, a diferencia de las y, e

¥, Qque eran variables.
Mediante cdlculos muy sencillos, se obtiene

n=-lpr—4g,

x=ay=—|p—4q,
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de donde:

P 2
xl:_.?—}—V%—q ’

‘ p T
x‘-‘:‘_p——.!//—%‘—qy

valores que pueden escribirse en la misma doble férmula
de antes

La funcion y2 —cuadrado de la diferencia de las rai-
ces—se llama discriminante de la ecuacion y desempefia
uno de los m4s notables papeles del Algebra.

El lenguaje analitico exige cdlculos y desarrollos,
acaso intolerables para el lector no matemdtico que capta
mds rdpidamente los conceptos geométricos, perd es ne-
cesario para poder abordar la importancia psicoldgica de
la génesis de la nocion de grupo. La Matemadtica no es,
como queria Augusto Comte, un instrumento de célculo,
sino la tendencia del espiritu humano a sustituir el
calculo por las ideas—observacién de Lejeune-Dirichlet
—a fin de desarrollar la capacidad para el progreso inde-
finido de la Ciencia.
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En la ecuacion general de tercer grado
X+ pxtlgx4+r=0

los calculos son un poco més complicados.
Sus raices se determinan por una funcién

¥ =%, + ax, + bx,

de las mismas y la igualdad

= —"1

3

donde « puede considerarse como una de las raices cua-
dradas de la unidad o como una raiz de la ecuacién

x3 =1,

1+V-3

T2

Y3
2 k]

g —= ——

2 —

a

y la funcién resolvente es
y=X +axXx;+c?x,

que da tres valores distintos por la permutacién circular
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(x, , x; , x5 ); pero multiplicando y por « y por <, se tie-

nen tres valoresy, , a y,, «® y, , que son los mismos que

los obtenidos permutando las raices x, , x, , x5 . '
Transponiendo, ahora, ( x,, x5 ) en y, , resulta:

Ve =X +aXx;+ @® X,

y haciendo la sustitucion circular ( x, , x5, x, ) se tienen
tres valores distintos entre si y de los anteriores, pero
iguales si se multiplica y, por « y por <% de donde resulta
que las raices de la ecuacién de sexto grado forman dos

sistemas
Vi, @y, azyly
Vo, aYs, Yy,

que, elevando al cubo,

2, ey, (@@ y)?,
y23 ’ ((Z }’2)3 ' ((12 y2)3 y

y como y3 e y3 son simétricas respecto de x,, x,, X; e
invariables, por tanto, con la sustitucién circular

(xiyxz)xs) 0o .(x1)x5)xz))

pero variables con la transposicion (x, , x; ), por la cual
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se pasa de un cubo a otro, la ecuacién resolvente se ? Por tltimo, extrayendo una raiz ctibica
puede poner bajo la forma : T

2288283288¢

0 — 9% 0P — 3y) = 0 | n=Va,
0 sea: ‘ A Yo = \3/ 22,

6 — 3 3) 8 3 — ! ' ) .
Yo =0+ 1) Y+ (i ye)* =0, = y conocidos ya los valores de y, se obtienen los

ecuacion equivalente a la de segundo grado

X — — P+t
. = ,
2=+ 4 (hy)r=0 ’
. _ —p+ay+ay
Yy x47= >
en la que se ha puesto . : 3
¥ =z r — —p+a3yl+_a2y2,

cuyos coeficientes (y2 + y3) e ( y, y, ) > —funciones simé- ,
; , . .
tricas de las raices x, , x,, X; — se calculan inmediata- mediante las relaciones

mente en funcion de p, ¢ y 7, asi: X, 4+ x; 4 x p
1 2 3= TP

2~ (=2pP+9pq—~2TNz+(p*—3gp=0; @Fat1=0,
de donde pudiendo expresarse los tres valores x,, x,, X; por la
férmula dnica
—2p*+-9pg —27r (—2p3+9pg—2Tr)? ' — —
= 2 = 2 ) —(P*—3¢. ‘ = _P+\3/Z1+ \3/22
. 3 )
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donde el signo de V/z; queda determinado por la igualdad

Vz, + ¥z =p—39.

Finalmente—y ya terminamos la penosa ascensién
por la drida montafa de la resolucién algebrdica de ecua-
ciones—en la ecuacién de cuarto grado

X4 px3 g+ rx+5s=0,

si la funcion resolvente y tomase 4 | = 24 valores distin-
tos por las permutaciones de las raices x, , x,, X3, X;,
la ecuacién resolvente seria de vigésimocuarto grado e
irreductible y, por tanto, habriamos salido de Maélaga
para entrar en Malagon. Lo que se hace es formar una
funcion resolvente con el mismo truco que antes, gracias
a la ecuacion

xt=1,
es decir:
V=X +axs+ 2 x3+ P x,,

de tercer grado, que ya se sabe resolver por medio de
una raiz cuadrada y otra ciibica.
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Recapitulemos: en la ecuacion de segundo grado, las
las permutaciones de sus raices son dos:

en Ia de tercero son seis;

Xy Xy Xy Xy Xy X; Xy X( Xg
Xy Xg Xy Xy Xo Xy Xg Xy X3

y en la de cuarto, veinticuatro:

Xy Xo X3 Xg  Xg X; Xg X3 Xy Xy X; Xy  X¢ Xg Xg X
Xy Xy Xg Xg Xy Xy Xz Xy XgXo Xy X3 Xy Xg Xg' Xy
Xy Xy X3 X3 X4 X Xg Xy Xg X3 Xy Xg X3 Xg Xy X;
Xy Xg Xy Xg Xy X; Xy Xo  Xo X4 Xg Xz X4 Xg Xg X,
Xy Xg Xg X3 Xo Xy Xy Xg Xg Xy XXy XgX4 Xy X,
Xy X4 X3 Xg Xy X; Xy Xy XgXg X X4 Xy X3 Xg X,

Estos tres conjuntos de permutaciones, son grupos

en el sentido ya definido. El primero se puede considerar
como formado por dos subgrupos

(x; %), (x5 xy),
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permutaciones que dejan invariable la funcidn

yE=(x — X,

habiéndose calculado los valores de x; y x, en funcion
de y, raiz cuadrada adjuntada en los célculos corres-
pondientes al subgrupo de la permutacion idéntica
(x, x); en el segundo, 10s seis valores se separan en dos
sistemas representados simbdlicamente por las funciones
y* e y3 pudiéndose pasar de uno a otro por la transpomgon
( x, , X; ) que es la unica que hace variar y? e y3 gracias a
la raiz cuadrada que entra en ella, la cual permite, al
propio tiempo, reducir la ecuacién de sexto grado a dos
de tercero de forma bindmica, estando el grupo formado
por dos subgrupos invariantes—uno en cada linea—cada
uno de los cuales contiene las mismas permutaciones,
que sélo difieren en la transposicién (x, , x; ), lo cual nos
permite llegar a la permutacion idéntica, y, por altimo el
tercer grupo de permutaciones—grupo de la ecuacion de
cuarto grado—estd compuesto de dos -subgrupos—Ilas

tres primeras y las tres ultimas filas—correspondientes a

la primera raiz cuadrada que solo toma dos valores por-

que permanece invariable para todas las sustituciones
excepto la ( x,, X5 ); las tres filas corresponden a la raiz
clbica; que tiene los tres valores cada uno de los cuales
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representa una fila, pasdndose de una a otra—de un se-
gundo subgrupo a otro segundo subgrupo—por la susti-
tucidn circular ( x, , x5 , x; ); el tercer radical corresponde
a los dos pares de permutaciones de cada fila y sodlo
toma los dos valores correspondientes a la sustitucion
(x¢, X5), (x,, X4 ), Y, finalmente, el cuarto y altimo ra-
dical toma dos valores, uno de 1os cuales es la permuta-

cion idéntica ( x, , x,, X5, X, ) y queda resuelta la ecua-
cion.

No podemos seguir mds adelante. El Algebra, en es-
tado caotico en tiempos de Leibnitz, habia llegado a un
punto muerto a principios de la época moderna. Ya
Tschirnhaus, en 1683, intent6 un método general para
resolver las ecuaciones, pero hasta mediados del siglo XIX
no se pudo abordar el estudio directo de la ecuacion de
quinto grado, gracias a los trabajos de Hermite sobre
funciones elipticas. A la obra de Tschirnhaus, Nova me-
thodus auferendi omnes terminos intermedios ex data
eequatione (1), siguieron las famosas comunicaciones de
Lagrange, a la Academia de Berlin, en 1770, en las que
abandond el método de su antecesor, de reducir la ecua-
cion completa de n-simo grado a una binomia de igual

(1) Acta eruditorum, ll, 204,—Leipzig, 1683.
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grado que se pudiera resolver por radicales, para colo-

carse en el punto de vista de la transformacién de ecua-.

ciones resolventes, estudiando <«la metafisica de la reso-
lucién de las ecuaciones de tercero y cuarto grado» (1)—
resueltas ya por Tartaglia, Cardano, Ferrari y Descartes,
gracias a ingeniosos artificios de cédlculo—hasta llegar a
Abel que, en 1826, demostré que las de grado superior
al cuarto no se podian resolver algebrdicamente—teorema
antes entrevisto por Gauss—que, en vez de ser el colofén
del capitulo sobre la resolucién de ecuaciones, abrio el
diafragma de las mds sorprendentes posibilidades, gracias
a la concepcién genial de Galois, el cual, siendo nifio
atin, a los veintiin afios, la vispera misma del desafio
que por «una infame coqueta»—son sus palabras—Ie
costé la vida, escribié estas palabras definitivas: «De
todos los conocimientos, el andlisis puro es el mas inma-
terial, el mds eminentemente logico, el iinico que no
toma nada de las manifestaciones de los sentidos, de
donde muchos deducen que, en su conjunto, es el mds
metddico y ordenado. Esto es un error: afirmacion que
asombrard a las gentes del mundo que, en general, toman
la palabra «Mateméatica» como sinénima de «regular> y,

(1) Lagrange: Oeuvres, tomo lll, pag. 337.—Paris, Gauthier-
Villars, 1847.
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sin.embargo, en esto, como en todo, la ciencia es la obra
de la mente humana destinada a estudiar mds que a co-
nocer, a buscar mds que a encontrar la verdad. Se conci-
be, en efecto, que un espiritu que tuviera potencia para
percibir de un golpe el conjunto de-las verdades matema-
ticas, podria deducirlas regular y como maquinalmente
de algunos principios combinados por métodos unifor-
mes; pero no es asi. Si la labor del sabio es m4s penosa,
¥, por tanto, mas bella, la marcha-de la ciencia es menos
regular; la ciencia progresa gracias a una serie de combi-
naciones en las que el azar no desempefia el peor papel;
Su vida es bruta y se parece a la de los minerales que
crecen por yuxtaposicion. Esto se aplica no s6lo a la
ciencia, tal como resulta de los trabajos de los sabios,
sino también a las investigaciones de cada uno en par-
ticular> (1). '

Estas palabras de Galois—uno de los analistas mas
finos de la historia de la Matemdatica—son prueba feha-
ciente del razonamiento como experimentacion mental.
Para vencer los obsticulos de la Loégica, el analista, lo
mismo que el fisico, recurre al método experimental.
Hasta el mds moderno de los mateméticos actuales, el

(1) .Papiers inédits de Galois, publicados por ]. Tannery en el
Bulletin des Sciences mathématiques, 1906, pags. 259-60.

- 195 —

R e e e R L S T

TN - e e R,

i

o




¢
|

vwmmmmﬁﬁﬁﬁﬁhﬁ@%%%@Q%@%QQ@%@QQ@Q@@%%388888

FRANCISCO VERA

propio Einstein, cuya obra estd empapada de filosofia,
defiende tal método, a veces a pesar suyo, si se lee entre
lineas su teoria de la Relatividad.

El éxito en Matematica, lo mismo que en las ciencias
naturales, estd dado por la conformidad de la teoria con
la experiencia, y por eso fracas¢ la concepcidn sintetista
que queria construir la Matematica con arreglo a leyes
exclusivamente formales y convencionales. Lo definitivo
en Matemdtica no es intangible, sino que estd sujeto a
revisiones, y asi ha podido decir Duhem que «acaso un
dia, negandose a recurrir a correcciones para restablecer
la armonia entre el esquema teorico y el hecho, llevando
resueltamente la reforma a las proposiciones que un
acuerdo comtin haya declarado intangibles, el sabio cum-~
plird la labor de genio que abre a la teoria un nuevo-
camino» (1).

Esto fué precisamente lo que hizo Galois: tomar de la
realidad un hecho pequefiito, elaborarlo mediante un pro-
ceso de experimentacion mental y hacer surgir el con-
cepto de grupo.

Andlogas reflexionres pueden hacerse en el sector mds

(1) La théorie physique, son objet et sa structure, —Paris, Che-
valier, 1900, pag. 348.
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amplio del Célculo infinitesimal. Como se sabe, las inte-
grales definidas

x
fO Va,x» +a, x»* + ... 4+ andx,

fx dx
0 ]:":aox“—}—axx""‘ oo+ an '

no se pueden calcular elementalmente mds que si los po-
linomios son de primero o segundo grado, lo que no
quiere decir que se renuncie a su estudio cuando es
n > 3. Lo que se hace entonces es dar un rodeo, y asi si
€s, por ejemplo:

x dx
Z = ,
0 Vagx®+a, x*+ a, x + a

es x una cierta funcién f (z) que se puede construir fcil-
mente y, entrando de lleno en el capitulo de las funcio-

nes elipticas, el estudio de la funcién

x =1

permite abordar el de las integrales de todas las funcio-

‘nes de x del tipo anterior; pero al fracasar de nuevo para
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los valores n > 4, damos un nuevo rodeo y nos adentra-
mos en la selva de las funciones abelianas. :

Si, avanzando un poco mds, nos enfrentamos con las
ecuaciones diferenciales, observaremos que, prescindiendo
de unas cuantas, integrables inmediatamente, no aparece
por ninguna parte la relacién que pueda ligar a las otras
con alguna propiedad de las de un tipo ‘conocido, hasta
que Painlevé determind los caracteres especificos de

aquéllas respecto de sus puntos singulares y abrié una |

ventana mds en el magno edificio del Andlisis, habiéndose:
llegado ya a la audacia de explicar el libre albedrio como

-solucion singular del sistema de ecuaciones diferenciales

que pueden plantearse entre los motivos que influyen en
la voluntad.

Pues bien, las ecuaciones diferenciales que se integran
por los métodos cldsicos tienen la propiedad de ser inva-
riantes respecto de un cierto sistema de transformaciones,
y, por tanto, forman un grupo, que, en manos de Sophus
Lie, ha hecho una revolucién en la Matemaética.

El grupo es, pues, un sistema de operacionesy la
posibilidad o imposibilidad de descomponerlo constituye
una propiedad de #hecho, real, material, como la de los
numeros, de la que sélo se diferencia en que el peso
especifico de su simbolismo ha llegado—por hoy— al

maximo grado de condensacién, y si en el Algebra ele-
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mental cada operacion estd representada por un simbolo
tinico, en el Andlisis se refleja en un simbolo de simbolos

"que obliga al matematico a un dinamismo mental que,

por faltarle puntos de apoyo intermedios, lo asemeja a la
marcha de los trenes de lujo que sélo se detienen en las
estaciones principales del trayecto.
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La palabra objetividad—de objeto, res, cosa que tiene
duefio—estd intimamente ligada a la de existencia, en
cuanto significa para el psicélogo una mezcla de causali-
dad inmediata y de intencionalidad. El objeto necesita

h un sujeto, y si en éste desaparece el sentido objetivo, se
anula la diferencia entre el pensamiento y la realidad, y,
por una pérdida de energia nerviosa, deviene la psicaste-
nia caracteristica del formalismo matemaético.

¢Qué significa, entonces, la palabra existencia? ¢Cudl
es el valor objetivo de la Matematica? El ente matem4--
tico, ¢existe s6lo cuando es calculable o basta que su
definicidon no sea contradictoria?

Un nimero racional—7, 2/3, etc.—es un ente que

"tiene propiedades que pudiéramos calificar de personales:
como un individuo, que lo hacen distinguir de todos los.
demds; pero ¢gocurre 1o mismo con el nimero = O el e?
Estos dos numeros famosos no se pueden dar por com-
pleto, pero si calcularlos con la aproximacién que se
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quiera, aunque no se conozca, ni tal vez llegue a cono-
cerse nunca, cual es la cifra que ocupa un lugar bastante
avanzado: el millonésimo, por ejemplo. En este caso, la
dificultad puede soslayarse diciendo que = y e son entes
imperfectamente conocidos, cuya existencia objetiva es
s0lo una esencia como quiere Russell: <Existen pensa-
mientos y sentimientos, objetos espirituales y fisicos, pero
los universales no existen en este sentido, y asi diremos
que subsisten 0 que tienen una esencia, donde <esencia»
-se opone a «existencia» como algo independiente del

tiempo» (1), quedando en los hechos matematicos algo

asi como un «residuo misterioso de objetividad», segiin

expresion de Le Roy (2), quien afirma que el sabio crea

€l hecho porque su espiritu lo talla en la materia amorfa

del Dato y «no es la realidad tal como se aparece a una
intuicién inmediata, sino una adaptacién de lo real a los

-intereses de la préctica y a las exigencias de la vida

social», tesis tan combatida por Poincaré en sus obras

(1) He aqui las palabras textuales de Russell: <Thus thoughts
and.feelings, minds and physical objets exist. But universals do
not exist in this sense; we shall say that they subsist or have
being, where <being» is opposed to <existence» as being timeless.»
The problems of Philosophy.—Londres, Nergate (s. a.), pag. 103.

© '(2) Science et Philosophie, en la «Revue de Métaphysique et

de Morale» (1899), pag. 518.
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de Filosofia cientifica (1), el cual sostiene que lo que, en-

resumen, crea el sabio en un hecho es el lenguaje en el
cual lo enuncia.

Evidentemente, la expresién de un hecho matematico.
es arbitraria, pero la verdad de su contenido se impone
a nuestra conciencia no so6lo con independencia, sino, a.
veces, en contra de nuestra voluntad, aunque la propia
existencia sea, en ultimo analisis, nuestra misma voluntad
objetivada. En el concepto de funcién no interviene nin-
guna combinacién cuantitativa, ni ningan principio 10gi-
co, sino solo la idea de correspondencia entre dos o més
variables ligadas por algo constante: la nocidon de ley
biolégica que el matemdtico aplica lo mismo que el so-
ciologo sin més diferencia que su extension psicoldgica:
individual en aquél y colectiva en éste.

Pero el concepto de correspondencia tiene tal elasti-
cidad que, en manos de Lebesgue ha permitido nombrar
una funcidn no definible analiticamente (2), pero de cuya
existencia duda Borel porque cree que las cuestiones en

(1) Vid. especialmente el cap. lll de La valeur de la Science.—
Paris. Flammarion, 1905.
“(2) Vid. Lebesgue: Sur les fonctions représentables analyque-,
ment, en el <Journal de Mathématiques de Liouvilles, serie VI
tomo 1 (1905), pag. 139.
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que intervienen efectivamente todos los ntimeros transfi-
nitos de la clase [I—y no soélo los -inferiores a uno de
ellos prefijado—caen fuera del dominio de la Matematica.

El punto flaco de esta tesis radica en estar mal defi-
nida la definicion. He aqui, por ejemplo, tres definiciones
del niimcro =

. C
1) =R

2) = = minima raiz positiva de la ecuacion

X x3 x5
S T =0
1! 3! 5!
"+ dx
3) x = S
. . — o I4x

Para entender la primera basta la Geometria elemen-
tal, la segunda exige el conocimiento de la teoria de
series y la tercera el del Cdlculo integral; pero las tres
implican la existencia de un ente en cuanto ninguna de
ellas es contradictoria consigo misma ni con ninguna
“definicién anterior ni con teorema alguno ya demos-
trado; es decir: las tres definiciones son correctas 16gi-
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camente, 10 que no quiere decir que respondan a una
realidad empirica, ya- que el simbolo 1/3, por ejemplo,
tiene sentido si la unidad es una longitud, pero carece de
€l si lo es un hombre, y las tres simbolizan un sistema de

operaciones cada vez mds complicadas que se pueden -

€jecutar con tina aproximacion prefijada, pero sin repre-
sentacion mental directa, sin imagen, y, por tanto, definen
un ente impensable, inexteriorizable, inobjetivable, un
ente mitico, ante el cual se experimenta la sensaciéon de
extrafieza que caracteriza al psicasténico respecto al
mundo exterior.

Estas dificultades aumentan, naturalmente, en la Arit-
meética transfinita, Cuando se habla de fodos los conjuntos
de puntos «no se da ni la ley de esta infinitud—dice Lusin
—ni la manera de nombrarla, Si por un método cual-

-quiera se da un individuo de dicha totalidad, no existe.

ningtin proceso regular para obtenerlo post factum ni aun-
que el vocablo transfinitamente siquiera, por una sintesis
atrevida, adquiera un sentido tan claro y tan universalmen-
te exento de ambigiiedad como el adoptado hoy para la
palabra indefinidamente. No conocemos todavia el medio
de definir la totalidad de los conjuntos de puntos, y
cuando hablamos de ella;, nos imaginamos de hecho los
diversos artificios que se pueden inventar para determinar
los conjuntos muy complicados a falta de una definicion
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finita que permita comprenderlos de golpe; pero cuandp
se trata de la posibilidad humana de crear los procedi-
mientos de determinacién y los sistemas convencionales,
debe desaparecer la asimilacion consciente o inconsciente,
a una totalidad de definicion finita y caemos en el sector
del subjetivismo. Por consiguiente, siendo variable de un
matemdtico a otro la totalidad de los conjuntos de puntos,
esta totalidad solo tiene una existencia puramente verbal
en el campo de la Ciencia objetiva—Ila parte cldsica de
la Matemadtica, por ejemplo—y, por consiguiente, no e's.
posible considerarla como un verdadero ente matemd-
tico» (1).

De aqui resulta que el tan discutido axioma de Zer-
melo carece de contenido psicoldgico porque implica la
existencia de un conjunto cuyos elementos no se pueden
dar por un método de construccion conocido, conjunto
que sélo es una esencia, un being en el sentido russel-
liano.

En resumen, la Matemadtica es una creacién del espi-
ritu humano que depende tanto de éste como de la exis-
tencia del mundo externo. Su punto de partida son ver-
dades empiricas comprobables por actos de experimenta-

cion inmediata que se imponen, por tanto, a la conciencia

{1) Fundamenta Mathematicee, tomo X (1927), pag. 32.
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del hombre normal con una seguridad absoluta; después,
la experimentacidon pasa del estadio manual al mental
por un proceso psicoldgico de abstraccién cuyos resulta-
dos se van condensando en simbolos que representan
oOperaciones o sistemas mds o menos complicados de
operaciones actfuales sin proyeccion hacia un futuro que,
tal vez, nunca devendra presente. Al menos—y en el es-
tado en que la Ciencia, en general, y la Psicologia y la
Matemdtica en particular, se encuentran a la hora pre-
sente—no se entrevé la posibilidad de tal proyeccion
hacia el mafiana, aunque—como ha dicho Arago—el uso
de la palabra <imposible» en Matematica, acuse de im-
prudente a quien la emplea.

El saber matemdtico, de tipo conceptual, crea entes
que son hechos de conciencia desprovistos de todo mis-
terio esotérico porque nacen del conocimiento de la
realidad sensible, de tal modo que cada escalén que
sube es, al propio tiempo, un escaldn que baja, una mi-
rada al pasado para apoyarse en algo conocido anterior-
mente, en algo mds familiar, y poder seguir avanzando
en su lucha con la Verdad, mediante la conquista de
verdades particulares obtenidas por una serie de compro-
baciones que el espiritu agrupa en un momento feliz
aplicando el método deductivo para sistematizar, para
codificar la Matemdtica sin preocuparse de sus posibles
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aplicaciones, con un romanticismo que después aprove-
‘chan la Fisica y las Ciencias naturales, recogiendo el
fruto de la imaginacion creadora del matemdtico atraido
por la Naturaleza, siempre desflorada y eternamente

virgen.
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