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Introduccién.

Iista tesis puede enmarcarse en el &mbito de la teoria de polinomios en espacios de
Banach. No obstante, el lector comprobara que las conexjones con la teoria de la
aproximacion son nUMerosas.

La memoria se encuentra dividida en dos partes. En un principio la teoria de las
complejificaciones desarrollada en la primera parte estaba pensada en cierta medida
para servir de herramienta en la resolucién de problemas especificos en espacios de
Banach reales, a partir de resultados conocidos en espacios de Banach complejos.
En la segunda parte de la memoria se plantea determinar estimaciones optimas de
jas normas de las derivadas de un polinomio en un espacio de Banach real. Sabiendo
que en el caso complejo se conocen con valores 6ptimos algunas estimaciones de este
tipo, se podria intentar aplicar 1a técnica de las complejificaciones para estudiar el
caso real. Sin embargo el rendimiento de esta estrategia no ha sido el esperado.
Esto no supone en modo alguno una pérdida de interés en la teoria de lag comple-
jificaciones. Por otro lado, los problemas propuestos en la segunda parte pueden
estudiarse con resultados razonablemente buenos mediante la aplicacion de otras
técnicas. Como consecuencia de todo esto, las dos partes de la memoria resultan ser
casl independientes,

En el primer capitulo de la memoria realizamos un breve sumario de los resulta-
dos mas elementales sobre la teorfa de polinomios en espacios de Banach, productos
tensoriales e ideales de Banach que serdn usados en capitulos posieriores. Este
capitulo no aporta nada nuevo. Tampoco pretende ser una referencia sobre los te-
mas anteriormente citados para el lector, que por otro lado, se le supone al tanfo de
todo lo que en ¢l se dice. Con este primer capitulo se pretende simplemente dar a
la tesis una idea de completitud y de trabajo autocontenido.

“n la primera parte de la tesis realizamos un estudio de los procesos que nos per-
miten interpretar de forma satisfactoria un espacio de Banach real como subespacio
real de un espacio de Banach complejo. Los resultados originales que alli se exponen

son en gran medida el fruto de la colaboracidn cientifica con Y. Sarantopoulos y
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A. Tonge [48]. Algunos resultados de esta parte también se recogen en [48]. La
tematica estudiada en esta primera parte coincide con la de la tesis doctoral de P.
Kirwan [35]. Fsta coincidencia es extensible a parte del contenido de ambos tra-
bajos. Lste hecho se debe a .una mera coincidencia y se puede asegurar sin ningtin
género de duda que ambos trabajos son totalmente independientes.

Desde un punto de vista algebraico, la complejificacidn de un espacio vectorial
real IV se pnede Hevar esto a cabo en términos de pares ordenados de forma sencilla.
Basta darse cuenta de que el espacio E x I se convierte en un cspacio vectorial
complejo s1 definimos la adicién mediante

(zyy) + (w,v) = (z +u,y +v) Va,y,uve L, (S)
v el producto externc por
(a +b)(z,y) = (az - by, bz + ay) Va,ye E, Va bcR. (P)

Esta es basicamente la dnica definicién posible de complejificacién a nivel algebraico,
no obstante las posibilidades se multiplican a la hora de considerar la complejificacion
de la norma de un espacio de Banach real. Sila estructura del espacio lo permite, por
ejemplo si el espacio se trata de un reticulo de Banach real, existe un procedimiento
estandar que nos permite obtener su version compleja. Efectivamente, si F es un
reticulo de Banach real, entonces la expresion

Il )l = 112 + 1y[))z| Vz,y€ B,

donde la parte derecha se define en términos del calculo funcional (véase por ejemplo
[20, p. 326]) representa una norma compleja y completa en £ X E muy especial:
El espacio £ x E dotado de esta norma constituye la version compleja de F. Para
espacios de Banach reales arbitrarios, también se puede usar el calculo funcional para
definir la complejificacion de su norma recurriendo al hecho de que todo espacio de
Banach es subespacio de un cierto reticulo, en particular de C(BY.), siendo BY. la
bola unidad de £* con la topologia débil* (w™). Es asi como surge nuestro primer
ejemplo de procedimiento natural de complejificacion: el procedimiento de Taylor.
En realidad se pueden definir infinitos procedimientos que como el de Taylor, nos
permiten extender la norma de un espacio de Banach real a su complejificacion de
forma conveniente.

La idea de asociar a cada espacio de Banach real un espacio de Banach complejo
estd motivada por la riqueza del analisis complejo y tiene como principal objetivo
el adaptar en la medida de lo posible las técnicas complejas en la resolucion de

problemas en un contexto real. Fl estudio de las funciones analiticas en un espacio
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de Banach es un problema de interés en el que las técnicas complejas juegan un papel
decisivo. La complejificacién de un espacio de Banach real nos ofrece la posibilidad
de usar técnicas complejas en la demostracion de resultados para funciones analiticas
reales. La idea es basicamente la siguiente: Supongamos que £ y I son dos espactos
de Banach reales y que Ey F son dos complejificaciones de I y F' respectivamente.

Si f es una funcidn analitica en un entorno de xg € £ con valores en f7, entonces

cxiste € > 0 tal
(e e
z) =Y Pux - ),
n=l

para todo = € zy+ ¢k, stendo P, (n € N) un polinomio homogéneo de grado nen £
con valores en I’ v Py una funcién constante. Si ¢s posible extender los polinomios
P, (n € N) al espacio E sin perder control de st norma, entonces la funcién f podra
verse en todo momento como la restriccion de una funcion holomorfa en un cierto
entorno de zq en F: a un entorno de g en F. Bl control sobre la norma de las
extensiones estd asegurado en algunas situaciones (véase [66, Theorem 4.2]). En
esta disertacion no nos limitaremos a desarrollar las bases de una teoria general de
complejificaciones de espacios de Banach, también estudiaremos el problema de la
variacién de la norma de un polinomio o una aplicacién multilineal definidos en un
espacio de Banach real cuando se consideran sus extensiones a una complejificacion
del espacio donde se definen.

En un principio, la motivacion que nos condujo al estudio de los procesos de
complejificacion Tue la obtencién de constantes de polarizacién éptimas para espacios
de Banach reales, a partir de las estimaciones conocidas para espacios de Banach
complejos. La aplicacion directa de las técnicas de complejificacion no siempre
aporta resultados optimos en este sentido, no obstante el estudio de los procesos de
complejificacion tiene un interés intrinseco innegable como lo demuestra la profusion
con que han sido usados por numerosos autores. A titulo de ejemplo mencionaremos
los trabajos de A. Alexiewicz y Orlicz [1], C. Benitez, Y. Sarantopoulos y A. Tonge
(8], J. Bachnak [14], J. Bochnak y . Siciak [158] y A. E. Taylor [686].

La primera parte de la tesis se encuenira a su vez dividida en dos capitulos.
Iy el primero (capitulo 2 de la tesis), sc desarrollan las herramientas bhésicas de la
teoria. Comenzamos dando una definicion mas general de complejificaciéon a nivel
algebraico que la dada en términos de pares ordenados en esta introduccién, Si £
es un espacio vectorial real, su complepﬁcamon algebral(a es un espaclo vectorial
complqo E tal que 7 es subespacio real de E y It = E&iE (véanse los Axiomas

(C1) y (C2)). Haremos hincapié en que la complejificacién algebraica es tnica
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salvo isomorfismos, no obstante veremos también que serd de utilidad interpretar la
complejificacidn desde diversos puntos de vista. Asi hablaremos de complejificacién
por pares ordenados, por productos tensoriales o por operadores lineales.

La complejificacién de un-espacio de Banach no es tan obvia en el sentido de que
las posibilidades ahora son infinitas. Si I/ es un espacio de Banach real, entre todas
las normas que se pueden definir en F calificaremnos de razonables sblo aquellas que
satisfagan ciertas condiciones naturales, a saber, que la norma compleja en E sea
una extension de la norma de £ v que preserve la norma del conjugado de los ele-
mentos de £ (véanse los Axiomas (NR1) y (NR2)). Esta segunda condicién parece
ser la tnica diferencia entre el concepto de norma de complejilicacién razonable de
P. Kirwan y el nuestro. Ei primer ejemplo de norma razonable que encontramos se
debe a A. E. Taylor. Su definicidén vino a enmendar una interpretacion errénea de
la funcién nz(z + 5y) = /||z]|* + |¥]|? como norma compleja en E. La definicidn
de la norma de Taylor (véase la Definicion 2.5) presenta la peculiaridad de no de-
pender de ninguna caracteristica del espacio de Banach que complejifica. Ademas,
los operadores lineales entre dos espacios de Banach E y I se pueden extender a
operadores lineales entre E y F sin alteracién de su norma, cnando se considera
la complejificacion de Taylor cn ambos espacios (Axioma (PC)). La norma de Tay-
lor resulta ser nuestro primer ejemplo de procedimiento natural de complejificacion
(véase la Definicion 2.16).

Usando las distintas interpretaciones de la complejificacion de un espacio vecto-
rial real, se pueden obtener otros ejemplos de procedimientos naturales de comple-
jificacion. Se vera que las normas tensoriales y las normas de ideales de operadores
definen procedimientos naturales de complejificacién. Asi, se vera que entre los pro-
cedimientos de complejificacion notables, el procedimiento de Taylor procede de la
norma tensorial inyectiva, el procedimiento de Bochnak procede de la norma tenso-
rial proyectiva y que el procedimiento de Lindenstrauss-Tzafriri deriva de la norma
del ideal de operadores continuos.

En este capitulo estudiamos también relaciones entre normas razonables. 51 I es
un espacio de Banach real, se prueba que existe una norma razonable en E minima
(la norma de Taylor) y una norma razonable maxima (la norma de Bochnak). Se
prueba también que todas las normas razonables en I son cquivalentes.

El capitulo se cierra con el estudio de dos cuestiones. Por un lado se imvestiga
si todo espacio de Banach complejo es la complejificacion de un cierto espacio de
Banach real de acuerdo con los Axiomas (NR1) y (NR2). Por otro lado se estu-

dia si son intercambiables las operaciones de dualidad y complejificacion para un
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procedimiento natural de complejificacién dado. Se verd mediante un ejemplo no
trivial de N. J. Kalton que la respuesta a la primera cuestion es negativa. En cuanto
al segundo problema, veremos que solo es cierto bajo condiciones muy restrictivas
(véase la Proposicion 2:51).

El segundo capitulo de la primera parte (tercer capitulo de la tesis), esta dedica-
do al estudio de la variacion de la norma de un operador multilineal o un polinomio
definidos entre espacios de Banach reales, cuando se consideran sus extensiones a
las complejificaciones de los espacios donde se definen. Il capitulo comienza por
estudiar el problema de la complejificacion de operadores multilineales y polinomios
desde un punto de vista algebraico. Un resultado elemental (véase por ejemplo {15]
y [66]), demuestra que tanto los operadores multilineales como los polinomios entre
espacios vecloriales reales se pueden extender de forma unica a las complejificacio-
nes de los espacios donde estdn definidos. Las {ormulas (3.2) y (3.3) muestran la
forma que han de tener estas extensiones para operadores multilineales y polino-
mios homogéneos respectivamente. Una simple inspeccién de estas formulas revela
que la complejificacion de un operador multilincal continuo ¢ un polinomio en un
espacio de Banach siguen siendo continuas sea cual sea la complejificacion usada
en los espacios de Banach considerados. Nucstro problema consistira en evaluar
la razon entre la norma de los operadores reales y los complejificados, que natu-
ralmente dependera de la complejificacion que se use. El primer resultado de la
Seccion 2 simplifica el estudio para operadores con valores escalares al probar que
para calcular la norma de la complejificacion de una forma mulitilineal o un polino-
mio homogéneo con valores escalares basta con estudiar su parte real o imaginaria
(véase la Proposicidon 3.8}, Isle resultado serd usado frecuentemente a lo largo de
Jla Seccion 2 del capitulo. En uno de los resultados principales del capitulo, se es-
tablece una estimacion general 6ptima para las normas de las complejificaciones de
las componentes homogéneas de mayor grado de un polinomio (véase la Proposicion
3.15). En concreto, si £ es un espacio de Banach real, v un procedimiento natural
de complejificaciony P = P, + P +...+ P : £ — R es un polinomio, siendo
Py un polinomio k-homogéneo para cada | < & < n y Fy una constante, entonces
12, < 20V PY (n = 1) y || Pact]ly < 272||P)] (n > 2). Estas estimacioncs gene-
ralizan otras semejantes de C. Visser [71] v H.-J. Rack [51]. De la primera de estas
desigualdades se desprende una estimacion para la norma de la complejificacion de
un polinomio homogéneo, estimacién que resulta ser éptima. También se prueba

una estimacidén similar para formas multilineales {véase la Proposicién 3.18). P.
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Kirwan [35] ha estudiado también este tipo de desigualdades de una forma total-
mente independiente. Sus demostraciones estan basadas en una férmula alternativa
a (3.3) (véase la férinula (3.25)]. Mediante este procedimiento se obtienen en gene-
ral peores estimaciones. Veremos que una ligera modificacién de las técnicas de P.
Kirwan proporciona una mejora de sus estimaciones. En cualquier caso, la mejora
no proporciona las constantes optimas.

In los resultados finales de la Seccién 2 del capitulo se presentan algunas estima-
ciones de la norma de la complejificacion de una forma multilineal y un polinomio
homogéneo para procedimientos de complejificacién particulares. El estudio de las
formas multilineales es mas sencillo. Si £ es un espacio de Banach real y L es una
forma multilineal en £", en la Proposicién 3.24 damos estimaciones para la nor-
ma de L cuando se consideran las normas (p). Se prueba que para p > 2, estas
estimaciones son optimas. Iste resultado es extensible al conjunto de normas de
complejificacién p-dominantes, como se muestra en la Proposicion 3.29. Las estima-
ciones asi obtenidas mejoran un resultado de P. Kirwan. Si v es un procedimiento
natural de complejificacién, el valor mds pequeno de la relacién ||E|L,/ |L|| para
toda forma multilineal L en E™ se obtiene para el procedimiento de Bochnak. J.

Bochnak probé [14] que ||E||B = ||Z||. Por el contrario, si se usa la complejificacién
de Taylor, la Proposicién 3.31 demuestra que no existe ningin espacio de Banach
real bidimensional E para el que |||z = || L] para toda forma bilineal L en E.

El estudio de los polinomios homogéneos es mas complicado. La Proposicion
3.33 muestra una ligera mejora de las estimaciones generales para polinomios ho-
mogéneos cuando se consideran procedimientos 2-dominantes. Como consecuencia,
se prueba que si P es un polinomio 2-homogéneo con valores escalares en un espacio
de Banach real y v es un procedimiento de complejificacion 2-dominante, entonces
]|}3!|V = ||P|l. Por el contrario, la Proposicién 3.39 muestra que esto no ocurre para
ningun espacio de Banach si se usa la complejificacion de Taylor. Por otro lado,
ios Ejemplos 3.35 y 3.36 muestran que en general la extensién de polinomios ho-
mogeéneos de grado > 3 no es posible sin alterar su norma, aun usando la norma
de Bochnak. El caso de los polinomios 3-homogéneos no esta estudiado. 5i se logra
probar que éstos se pueden complejificar sin alterar su norma para un cierto pro-
cedimiento de complejificacién, presumiblemente el de Bochnak, entonces se puede
obtener facilmente una caracterizaciéon de los polinomios extremales en un espacio
de Banach real de dimensién 3 (véase la Observacién 3.37).

En la Seccion 3 del capitulo se estudian complejificaciones de polinomios no

homogéneos con valores escalares. P. Erdos ha encontrado una estimacion dptima de
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la norma de la complejificacién de un polinomio en una variable (véase el Teorema
3.45). Nuestro tnico resultado de esta seccién trata de generalizar a polinomios
definidos en un espacio de Banach real este resultado (véase la Proposicion 3.47).
Nuestra constante difiere de la probada por P. Erdds en el caso clasico en un factor
24?2 siendo n el grado del polinomio. Este resultado mejora una estimacién de P.
Kirwan {35, Theorem 5.6].

En lailtima seccién del capitulo, estudiamos el caso de operadores multilincales
y polinomios con valores vectoriales. La falta de un resultado como la Proposicion 3.8
da cuenta de la aparicién de un factor 2 en las estimaciones generales sobre la norma
de la complejificacidén de un operador multilineal y polinomio homogéneo (véanse
la Proposicion 3.49 y el Corolario 3.50). Por otro lado, cuando se trata de espacios
de Hilbert este factor dos se puede reducir a /2 cuando se usan procedimientos
2-dominantes, como se demuestra en la Proposicion 3.52.

La segunda parte de la memoria consta de un solo capitulo (el Capitulo 4)
dedicado al estudio de desigualdades de tipo Bernstein-Markov para polinomios
definidos entre espacios de Banach reales. Todos los resultados originales de este
capitulo se recogen en un proyecto de articulo conjunto con Y. Sarantopoulos [47].
Desde un punto de vista muy general, el problema se puede plantear de la siguiente
manera: Dentro de la clase de los polinomios definidos en un espacio de Banach real
arbitrario, acotados por una cierta mayorante dentro de la bola unidad, se buscan
cotas Optimas para las normas de sus derivadas asi como acotaciones puntuales de
las derivadas en el interior de la bola unidad. Las estimaciones dependeran en todo
momento de las mayorantes que se consideren. El caso mas general, pues engloba
a todos los polinomios salvo un constante de proporcionalidad, se da cuando se
considera una mayorante constante que lomaremos igual a uno por comodidad.
También estudiaremos casos mds restrictivos cotno la mayorante ¢(t} = /1 — 2.

En esta memoria se distinguiran dos problemas. En primer lugar estudiaremos el
problema de determinar estimaciones de la norma de las derivadas de un polinemio
en un espacio de Banach real. Este problema se conoce como preblema de Markov
gracias a la aportacion realizada en su resolucion por los hermanos Markov, para
¢l caso de polinomios en una variable. El otro problema consiste en encontrar
acotaclones puntuales de la norma de las derivadas de un polinomio definido en un
espacio de Banach real, dentro de la bola unidad. Esto sc conoce como preblema
de Bernstein por la contribucién de S. Bernstein al estudio de este problema para
polinomios en una variable.
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La primera seccion de este capitulo esta dedicada a hacer recuento de los resulta-
dos conocidos en el caso cldsico (en una variable) relacionados con estos problemas.
Aungue no aporta ningin resultado original, puede servir de guia a un lector quizd
no muy familiarizado con estos resultados. En esta seccion, asi como en el resto de
la memoria, la norma de un polinomio p en una variable sera siempre su supremo en
el intervalo [—1, 1} y se representard por ||p{(-1,. Hoy en dia, las desigualdades de
Markov en una variable (4.2) y (4.3) son referencias obligadas en muchos aspectos
de la teorfa de la aproximacion. La desigualdad de Bernstein (4.4) también tiene
un peso especifico en la teoria de ia aproximacion. Para derivadas superiores, R.
Duffin y A. C. Schaeffer han proporcionado estimaciones puntuales similares a la de
Bernstein (véase la desigualdad (4.5)).

Si se consideran condiciones mas restrictivas sobre los polinomios, entonces las
estimaciones de los hermanos Markov v de S. Bernstein pueden mejorarse conside-
rablemente. El profesor Turan propuso en 1970 realizar un estudio similar para la
clase de los polinomios p tales que |p(t)] < /1 — ¢? para todo ¢ € [=1,1]. Un afio
mds tarde Q. I. Rahman [53] encontrdé una estimacion éptima para la norma de
la primera derivada de estos polinomios asi como estimaciones puntales de esta en
el interior del intervalo [~1,1]. También estudié el problema de Bernstein-Markov
para los polinomios p tales que |p(t)| < jt| para todo ¢ € [—1,1].

En la segunda seccién del capitulo se estudian ciertas generalizaciones de los
resultados cldsicos. La desigualdad de Markov para la primera derivada (4.2) fue
generalizada al caso de polinomios en £3' por O. G. Kellogg (véase el Teorema

4.19). Usando técnicas complejas, M. Baran [7] dio una demostracidn alternativa
del resultado de O. G. Kellogg, asi como una generalizacién de (4.4) para el caso
de polinomios en varias variables. Y. Sarantopoulos generalizé (4.2) y (4.4) para
polinomios definidos en un espacio de Banach real {véase el Teorema 4.21). El
problema de Markov para la derivada n-ésima de un polinomio de grado n también
es generalizable a espacios de Banach reales con la misma constante que en el caso
cldsico si se considera el polinomio homogéneo asociado a la derivada n-ésima en vez
de la propia derivada (véase la Proposicién 4.30). Por esta razén, a partir de ahora
y mientras no se espccifique lo contrario, al hablar de la derivada k-ésima cn un
punto de un polinomio de grado n (n > k) en un espacio de Banach, nos referiremos
a su polinomio k-homogéneo asociado. El resultado para la derivada n-ésima de un
polinomio de grado n junto con el resultado de Y. Sarantopoulos para la primera
derivada hacen pensar que las desigualdades conocidas en el caso clisico también se

sostienen en general, conjetura establecida por L. A. Harris en el Problema 74 del
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“Scottish Book” [44]. Usando técnicas de Y. Sarantopoulos, probamos que la norma
de la segunda y tercera derivada de un polinomio en un espacio de Banach real esta
acotada por una constante que difiere en un factor V2 y 37941 respectivamente
de la constante encontrada en el caso clasico por los hermanos Markov (véanse las
Proposiciones 4,33 y 4.35). V. 1. Skalyga ha anunciado recientemente en [64] {aunque
no disponemos de demostracion) unas aproximaciones al problema de Markov para
la segunda y tercera derivada, con constantes que difieren de las estimaciones de los
hermanos Markov en factores /2327 y 2'4 respectivamente para valores altos de n.
Por otro lado, encontramos estimaciones puntuales de la segunda y tercera derivada
de un polinomio en el interior de la bola unidad {véanse las Proposiciones 4.33 y
4.35). Estas estimaciones mejoran designaldades similares de V. [. Skalyga.

Si nos restringimos al estudio de polinomios sobre un espacio de Hilbert real, so-
mos capaces de mejorar nuestras estimaciones anteriores para la segunda y lercera
derivada. Usando técnicas diferentes, encontramos una cota superior para la norma
de la segunda v tercera derivada que coincide con la estimacién clasica para polino-
mios de una variable. También obtenernos una estimacion puntual de la norma de la
segunda y tercera derivada sobre la bola unidad que generaliza una desigualdad de
R. Duflin y A. C. Schaeffer mencionada anteriormente (véanse las Proposiciones 4.45
y 4.47). Tenemos cierta evidencia de que las técnicas usadas pueden generalizarse
a derivadas superiores. Esto probatia la ya comentada conjetura de Harris para
espacios de Hilbert. Por dltimo, y sin abandonar el caso de polinomios definidos
en espacios de Hilbert reales, probamos que para derivadas altas de polinomios de
grado suficientemente grande, las estimaciones clasicas de los hermanos Markov se
cumplen con tanta aproximacién como queramos {véase la Proposicion 4.53).

En la tercera y altima parte de este capitulo se estudian desigualdades de tipo
Bernstein-Markov para polinomios en un espacio de Hilbert real H dominados dentro
de la bola unidad por la mayorante w(z) = /1 ~ ||z{|?, V& € By. Los resultados
posteriores generalizan los ya probados por Q. . Rahman para el caso de polinomios
en una vatiable {(véase las Proposiciones 4.59 y 4.62).
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CAPITULO 1
Preliminares.

En este capitulo presentamos un breve sumario de resultados estandar sobre teorta
de polinomios en espacios de Banach, productos tensoriales e ideales de operadores
que seran necesarios para cntender las secciones posteriores. En lo sucesivo, K
denota tanto el cuerpo de los ndmeros reales R como el de los complejos C, mientras
que N representa el conjunto de los niimeros naturales. Los espacios vectoriales o de
Banach seran denotados con las letras mayusculas £, ¥, ¢, H, X e Y. Siempre que
sea determinante se especificard cl cuerpo sobre el que estan definidos, de otra forma
se entendera que pueden ser tanto reales como complejos. Los espacios de Banach
clasicos se referiran con las notaciones estandar, especificando cuando sea preciso si
se trata de las versiones reales o complejas. Asi, usamos por ejemplo Jas notaciones
£,(R) v £,(C) para referirnos al espacio £, real y complejo respectivamente. Cuando

no haya lugar a confusion escribiremos simplemente £,,.

1. Polinomios en espacios de Banach.

Desde el punto de vista algebraico, la definicion que usaremos de polinomio
y polinomio homogéneo entre dos espacios vectoriales (reales o complejos) es la
siguiente:

Definicién 1.1. Se dice que una aplicacién P : £ — F es un polinomio ho-
mogéneo de grado n, o simplemente n-homogéneo, si existe una aplicacion n-lineal
(lineal en cada una de sus n variables) L : ™ — [ tal que I’ es la restriccion de
L ala diagonal de E™, es decir, st P(z) = L{z....,z) para todo z en E. A menudo
escribiremos esta relacién con la notacién abreviada P = L. Asi, un polinomio P
de grado < n en K se define como una suma de la forma P = P, + Po_1 ...+ Fo,
siendo P, un polinomio k-homogéneo con 1 < k£ < n y F; una constante.

No es dificil ver que la Definicidn 1.1 es equivalente al concepto de polinomio
algebraico en varias variables cuando nos restringimos a espacios vectoriales de di-
mension finita. En algunos casos es (til la interpretacién del concepto de polinomio

que acabamos de dar en términos de productos tensoriales (véase la Proposicion

1
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1.18). Si £ y I" son dos espacios vectoriales, usaremos las notaciones P,("17; F'),
L,("E; F)y Poo(E; F') para referirnos respectivamente al espacio de los polinomios
n-homogéneos, al espacio de las aplicaciones n-lineales y al espacio de los polinomios
de grado < n entre £ y F. Cuando n = 0, convenimos en decir que los conjuntos
anteriores representan las funciones constantes en £ 6 E™, segun proceda, con valo-
res en I, El subindice a hace referencia a que se trata de aplicaciones algebraicas.
Si I7 coincide con K, escribiremos simplemente P,("F) , L,("E) y Pna(I) en vez
de P ("E;K), L. ("E;K) y Poo(L; K) respectivamente.

El primer resultado significativo que presentamos sobre teoria de polinomios en
espacios vectoriales establece un isomorfismo algebraico entre el espacio de poli-
nomios n-homogéneos y el de aplicaciones n-lineales simétricas definidos entre dos
espacios vectoriales.

Definicién 1.2. Sean £ y F' dos espacio vectoriales y sea L € L£,(E; £). En-
tonces decimos que L es simétrica si para toda permutacion o de {1,2,... ,n) sc

tiene que
L(xt,. oo h@n) = L2,y Zopmy) Vo € B (1 <k <n).

Denotaremos por £5(™F; F') el espacio de las aplicaciones n-lineales simétricas
entre los espacios vectoriales £y F'. Cuando [ coincida con K escribiremos £5(" )

en vez de £3("F; K).

Proposicién 1.3 (IFérmula de polarizacion). Sean I y I' dos espacios veetoria-
les. Si P € P("E; I} es un polinomio n-homogéneo, entonces existe una inica forma
n-lineal simctrica L € L("E;F) tal que P{z) = L(z,...,z), Ve € 1. Ademds, L
viene dada por

1
Lz, ... 2q) = S Z €1 e Plera + .0+ €nn), (1.1)
para todo x4, ... ,z, € E, donde la swna se toma sobre las 2™ combinaciones posibles

de los ex, con ¢, = +1 (1 <k <n).

Corolario 1.4. La formula (1.1) define un isomorfismo algebraico entre los es-

pacios P, ("5, ) y L € L3("E; ).

Definicién 1.5. Dado P € P,("E; F), llamaremos polar de P a la Gnica forma
n-lineal simétrica L € L("E; F') tal que P = L. En algunas referencias se usa la

notacién L = P.
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En algunos casos es util disponer de una férmula de polarizacion diferente a
la mostrada en (1.1). Sea ry la k-ésima funcion de Rademacher (recuérdese que
ri(t) = sign(sen 2%wt), Vi € [0, 1], donde sign representa la funcion signo). La bien
conocida ortogonalidad: de las funciones ry nos permiten probar ficilmente que si
PeP,("E)y L c LiFE)eslapolar de P, entonces:

L{zy,... z0) = fo r(t) - () P(ri(t)e 4+ ..+ ru{t)z,)dt, (1.2)

para todo z,... ,x, € L.

Si F es un espacio de Banach, denotaremos con || - || g la norma de £, Cuando no
haya lugar a confusién escribiremos simplemente || - ||. Usaremos las notaciones B,
Bg y Sg para referirnos respectivamente a la bola unidad abierta, a la bola unidad

cerrada y a la esfera unidad del espacio . Es deain:

Bp={z€ FE: |z]| <1},
Br={seB: ol <1},
Sg=A{ze li: |zl =1}
Nos limitaremos a partir de ahora a estudiar operadores continuos. Asi, las no-
tactones P,("F; I7), Lo("E F), L2("E; ) y Paa(E; F) serdn reemplazadas por
PE ), LOPEF), L(ME F) y Po(E; F) respectivamente, cuando sélo se con-
sideren aplicaciones continuas. De forma similar, las notaciones P,("E), L.(*F),
L2("EYy Puo(E) se sustituirdn por P("E), L(*F), L5("F) y P.(F) respectivamen-
te. Se comprueba que las siguientes definiciones corresponden a normas completas
en los espacios P (K FYy y L(VE; F):
| P|| = sup{||P(z)||lr: = € Bg} VP& PAE;F),
WL = sup{ E(xy, -2 )llF s 21y . 20 € By YL L("E;F).
Se puede ver que con estas normas los subespacios P(" I [1) y L("E; 1) de P, (F; F)

y L(®E; F') respectivamente, son cerrados, es decir, sc irata a su vez de espacios de
Banach.

1.1. Constantes de polarizacién. Se pucde probar haciendo uso de las for-
mulas de polarizacién (1.1) o (1.2} que el isomorfismo algebraico existente entre
PAME FY y £2("E; 1) es un isomorfismo topoldgico entre P("FE; F) y L5(“F; F).
I‘n concreto se pucde establecer la signiente desigualdad:
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Teorema 1.6. Sean £V y [ espacios de Banach y supongamos que P € P("£; F)
y L € L2("E, F) son tales que L = P. Fntonces

nt
121 < e < el (1.3)

La constante universal »n"/n! no puede ser reemplazada por otra menor en ge-
neral. Si I = /" (m € N), [' = K y definimos el polinomio &, € P{™})
por ®(ty, ... tn) = f1- by, Yt tn) € /T entonces se tiene que ||(1)n!| =
n”/n!l|@,||. El polinomio @, se refiere frecuentemente en la literatura como polino-
mio de Nachbin.

Para espacios de Banach especificos, a menudo es posible una mejora de la des-
igualdad {1.3). En cualquier caso, por el Teorema de Hahn-Banach esta mcjora
es independiente del espacio F. Esto nos permite limitarnos al estudio de polino-
mios con valores escalares sin pérdida de generalidad. Las constantes optimas en la
desigualdad (1.3) para cada espacio de Banach reciben el nombre de constantes de
polarizacion, es decir:

Definicién 1.7 (Constantes de polarizacion). Si £ es un espacio de Banach,
entonces se definen sus constantes de polarizacién K(n; £) (n € N) por

K(rn, E) = inf{c > 0:||L]| < <c|Ll], VL € L3("F)}.

En general cs relevante 1a naturaleza del cuerpo K. El estudio de las constantes
K(n, IY) para espacios concretos constituye una linca de investigacion abierta hoy
en dia. Para mas detalles referimos al lector a [21], [27], [57] y [69]. En esta
memoria no profundizaremos en este problema, nos limitaremos a presentar algunos

resultados que seran de utilidad en capitulos posteriores.

1.2. Polinomios extremales. Segin el Teorema 1.6, para cualquier espacio

de Banach [ se tiene que
1 <Kn,F) < ﬁ
n!
Son de un interés particular los dos casos extremos, es decir cuando K(n, [} = n"/n!
y cuando K{n,E) = 1. Un ejemplo tipico de espacio para el que K{n, F5) = | es
£,{K). En general, cualquicr espacio de Hilbert verifica esta propiedad (véase [6],

(21], [27] v {30]):
Teorema 1.8. Si H es un espacio de Hilbert (real o complejo), entonees

IL) = IZI VLecL£("H). (1.4)
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Ademas, Y. Sarantopoulos y C. Benitez han probado en {8] que cuando K = R,
entonces la identidad (1.4) para n = 2, caracteriza los productos internos reales. Iin
¢l caso complejo no es posible probar un resultado similar. Se puede encontrar un
contraejemplo en [27].

El otro caso extremo (cuando K(n, £) = n"/n!) también ha sido estudiado tanto
en el supuesto real como en el complejo. En cualguier caso, los espacios isométricos
poseen las mismas constantes de polarizacion. Para explotar esta propiedad intro-
ducimos el concepto de distancia de Banach-Mazur y el de representabilidad finita:

Definicion 1.9. Si £ v F' son dos espacios de Banach isomorfos, entonces se
define su distancia de Banach-Mazur por

d(E, F)=inf{||T]|-|T7"]| : T € L(E; F) es un isomorfismo}.

Decimmos que I esta finitamente representado en F si para cada subespacio YV de F
de dimensidn finita y cada ¢ > 0 existe un subespacio X de £ de dimension finita

tal que d(X,Y) <1 +e.

Y. Sarantopoulos ha probado en [58] el siguiente resultado sobre los espacios
de Banach complejos £ para los que C(n, F) = n™/nl. Se incluye ademas una
caracterizacion de los espacios de Banach complejos de dimensidén n que cumplen
esa propiedad:

Teorema 1.10 (Y. Sarantopoulos). Si E es un espacio de Banach complejo
tal que Cln, ) = n*/n!, entonces €} estd finitamenle representado en E. Fs mds,

si £ tiene dimensidn n, entonces Cln, E) = n™[n! si y sdlo si E es isomélrico a £},

En los espacios de Banach £ para los que K(n, E) = n"/nl, los polinomios
cxtremales tienen especial relevancia:

Definicién 1.11. Si £ es un espacio de Banach tal que K(n, E) = n"/nl, se
dice que un polinomio PP € P(*E) es extremal si

(K1) existen elementos zy, ... ,x, € Sg tales que P(z1,...,2,) = |P]], ¥
(152) | P|| = n™/nl| Pl

Y. Sarantopoulos ha demostrado el siguiente resultado sobre polinomios extre-
males en espacios complejos. El resultado demuestra en particular que en £7(C),

el unico polinomio extremal (salvo una constante) es el polinomio de Nachbin &,
(véase [58]):
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Teorema 1.12 (Y. Sarantopoulos). Sea E un espacio de Banach complejo
tal que C(n, E) = n"/n!. Si P € P("E) es extremal y xy,...,2, € Sg son ta-
les que Plxy,...,x,) = n"/nl||P|, entonices el espacio generado por zi,... ,za €s

isométrico a £} . Ademds exisie una constanie ¢ € C tal que
Liziz + . F zpzn) =217 2y,

para todo z € C (1 < k < n). En particular, si F tiene dimension n, toda forma
multilineal alcanza su norma y en consecuencia E es isomélrico a 7. Ademds todos

los polinomios extremales de grado n en F son mulliplos del polinomio ©,,.
P y’t P

El estudio de los espacios de Banach reales F tales que Rin, F) = n™/n! ofre-
ce mas dificultades debido a la imposibilidad de usar las técnicas complejas. Sin
embargo, ¢l caso real ha sido estudiado recientemente en [36] por P. Kirwan, Y. Sa-
rantopouios y A. Tonge. Como en el caso complejo, para espacios de Banach reales
se demuestra que si existen polinomios exiremales de grado n entonces el espacio
contlenc copias isométricas de £7'. Se prueba también que los polinomios exiremales
en espaclos reales de dimension 2 y 3 son los multiplos de ®5 y ®5 respectivamente.
No obstante, para n > 3 los polinomios extremales de grado n no son caracterizados
por ®, al igual que ocurre en el caso complejo.

1.3. Constantes de polarizacién generalizadas. Un problema de nuestro
interés, mas general que el de determinar K(n, F/) es el de estimar las constantes de
polarizacion generalizadas:

Definicién 1.13. Sea £ un espacic de Banach y tomemos n,n;,... ,ny € N
con n =ny + ...+ n,. Entonces se define la constante de polarizacion generalizada

K(n,,...,ns F) como
K(ni,..,ne E)=inf{c: {L{z7", .. a*)| < .:||E||, LeL'("E), o1,..,0x € Brl,

donde L{zT',...,a}*) denota L(z1,...,&1,...  Tpyo o, &k).
——
Ty veces ). VCCCs

Nuestro interés por las constantes de polarizacién generalizadas se verd en el
Capitulo 4, ya que proporcionan estimaciones precisas de la norma de la derivada
de un polinomio homogéneo.

Sea P € P,(F; I}, entonces para cada = € E, D¥ P(z) (2 < k < n) denota la
derivada Fréchet k-ésima de P en z, mientras que D®) P(z) (2 < k < n) representa
el polinomio k-homogéneo asociado a D) P(z) (2 < k < n). La primera derivada
Fréchet de P en z sc representa simplemente por DFP(x), aunque también usaremos
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al notacién gradiente V P(z) en espacios de dimensién finita. Como ya dijimos en la
introduccién, al hablar de la derivada k-ésima de un polinomio P € P{E) (n > k)
en un punto z € E, nos referiremos frecuentemente a D) P(z) en vez de a D) P(x).

La conexién entre el problema de estimar las constantes de polarizacién gene-
ralizadas para un espacio de Banach y ¢l de acolar la norma de la derivada de un
polinomio homogéneo definido sobre el mismo espacio se evidencia en el siguiente

resultado:

Proposicién 1.14. Sea £ un espacio de Banach (real o complejo). Entonces

n o nl
DE Py .oy = k!(k) L™y, ye) Va,yn,...,uk € B
En particular

DWW p(o)y = k!(z) Lz %"y Vz,y€ E.

La determinacion de las constantes K(ny,... . ng F) representa niveles de difi-
cultad diferentes segiin sca K el cuerpo de los ndmeros reales o los complejos. Las
Lécnicas complejas permiten obtener resultados éptimos en general. L. A. Harris ha
encontrado en [27] el valor éptimo de Clny, ... ,ng; #) cn general, para cada espa-
cio de Banach complejo ¥ y cada k-tupla de nimeros naturales (n;,...n;) (véase
también {28]):

Teorema 1.15 (L. A. Harris). See K un espacio de Banach complejo y sean
ni,...,ng nimeres naturales. Stn=ny +...+n; y L € L*("E), entonces

Iz ()

_ : ... 1 T
sup{IL(z}t, .. 2f) ¢ @r,... 2x € B} € R

Tiy

st
3 T T

L.a igualdad en (1.5) se alcanza para el polinomio ¢, definido en E = {7*(C). El
equivalente del Teorema 1.15 para el caso real no se conoce, al menos con constante
oOptima.

2. Productos tensoriales.

St E'y F son dos espacios vectoriales, sea B, ([, I') el espacio de las formas bili-
neales definidas en F x F. Tgualmente, si (' es otro espacio vectorial sea B, (L, F'; ()
el espacio de los operadores bilineales definidos entre & x Iy G. El producto tenso-
rial de dos espacios vectoriales se define como el tinico (salvo isomorfismos) espacio

vectorial que satisface la siguiente propiedad universal:
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Definicién 1.16. Sean E y F espacios vectoriales. Entonces el espacio £ @ F
es el producto tensorial de £ y I si existe un operador bilineal A € B,(E,F; E@F)
tal que para todo espacio vectorial G y todo operador ¢ € B,(F, I'; (i), existe un
operador L € L,{E x F';G) que hace el siguiente diagrama conmutativo:

ExF EFgF

NoA

G

De forma equivalente ¢ = Lo A,

Observaciones 1.17. (i} Dados dos espacios vectoriales £ y F, una descripcion
util de su producto tensorial £ @ F viene dada por el subespacio de B (F, F')*
generado por las aplicaciones

z@y(d) = dlz,y) Vo€ Bo(E, ),

con x € I ey € F. Se prueba facilmente que este espacio verifica la propiedad
untversal anterior con A definida por A(z,y) = 2 ® y para cada (z,y) € £ x I

(ii) Se sigue del diagrama anterior que B,{f, F'; G) es isomorfo a L£,{ £ ® F; &)
para cada espacio vectorial G. En particular B,(L, ') es isomorfo a (£ & F)*.
St f € E*y g€ F*, f® g representa la forma lineal en (£ @ F)* definida por
(J@g)z®y)=f(z)g(y) paraz € Feye I

(iii) La genecralizacién del concepto de producto tensorial entre dos espacios vec-
toriales se extiende de forma trivial al producto de varios espacios. Dado un es-

pacio vectorial £, usaremos la notacidén & £ para referirnos al producto tensorial

E® - QF.

El concepto de polinomio homogéneo entre espacios vectoriales introducido en la
Seccidn 1 se puede interpretar de forma sencilla en términos de productos tensortales

como sigue:
Proposiciéon 1.18. Si [7 y F' son dos espacios vectoriales, entonces P oes un
n
polinomio n-homogéneo entre Il y F si y solo si existe T € L,(QQ £ F) tal que
P(z) = T(z® " ®z) para cada z € E.
2.1. Normas tensoriales razonables. Sean £ y F' dos espacios de Banach.

Ahora los productos z ® y con z e y elementos de E' y [ respectivamente, se con-
sideraran definidos en el espacio de las formas bilineales continuas en £ x F que
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denotaremos por B(E,I"). lgualmente, si G es ofro espacio de Banach entonces
B(E, ;) representa el conjunto de operadores bilineales de ¥ x F en (. De en-
tre todas las normas que podemos introducir en & ® F, nos interesaremos solo en

aquellas que verifiquen ciertas condiciones razonables (véase [61]):

Definicién 1.19. Sean F y F dos espacios de Banach. Decimos que la norma
| lger en £ @ I es una norma tensorial razonable s
(NTRL) llz & yligzr = llzlle-llylir Vee £, Vye F.
(NTR2) (|f @ gll@arn-Neor = 1 flee gl VS € E*, Vge F™

Para simplificar la notacion, a partir de ahora nos referiremos a las normas

tensoriales razonables con el subindice genérico a. Si E y F son dos espacios de

Banach y ||+ |la s una norma tensorial razonable en E® F', entonces E@, F' denotara
la complecién del espacio normado (£ @ F,|j - l|a).
Una primera consecitencia de la Definicion 1.19 es que la norma dual en £ &, F

£s a sU vez una norma tensorial razonable:

Proposicion 1.20. Sean I y [ dos espacios de Banach y sca (|- ||» wna norma
tensorial razonable en E @ F. FEntonces || - [l par).|l.) €8 una norma tensorial

razonable en I5* @ I'* que denotarcmos con || - ||«

Existen dos normas tensoriales razonables notables en el producto tensorial de
cualquier par de espacios de Banach:

Proposicion 1.21. Si F y I son dos espacios de Banach, entonces:

(a) Lrisle une norma tensorial razonable minimal en E® F que denotaremos con
el subindice € y que viene dada por

lufle = sup{I 3 Jolae)blue)i = w=) zx @ u, llells- <1, [[¥flr < 1}
Nos referiremos a esta norma como norma tensorial inyectiva y a £ &, F
como el producto tensorial inyectivo de I y F.
(b) [iziste una norma tensorial razonable mazimal en E@ I que denolaremos con
el subindice 7 y que viene dada por

lullpo. e o= nf Y ol - flgell s v =" o @ ga).
Nos referiremos a esta norma como norma tensorial proyectiva y a E &, F
como cl producto tensorial proyectivo de I/ y F.

El siguiente resultado nos proporciona una representacién de B{ E, F') en términos
del dual de & ®, I para cada par de espacios de Banach E y F:
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Proposicién 1.22. Sean I, I y G espacios de Banach. Entonces la idenlifica-
eion
L{E @, F;G) 3 v« ¢ € B(E, I, G),
definida por o
vz @y) = dle.y) Yeek, VyeF,
define una isomeiria enlre los espacios L(E @, F',G) y B{(E,F; Q).

Corolario 1.23. 5i F y I' son dos espacios de Banach, entonces B(E,F) es
isométrico a (£ &, F)*.

Un resultado equivalente para el dual de £ &, F requiere la introduccién de un
nuevo concepto:

Definicién 1.24. Si E v F son dos espacios de Banach, se dice que una forma

bilineal ¢ € B(FE, I') es de tipo integral si existe una medida de Borel z2 en el espacio
compacto (Bg-, w*) x (Br.,w*), siendo w0” la topologia déhil*, tal que

¢($»y):/g ., f(x)g(y)du(f.g), Yzc & Vyel.

Asi, se tiene lo sigulente:

Proposicion 1.25. 5i [7 y I son dos espacios de Banach, entonces un forma
bilineal ¢ € B(E, I') define un elemento de (E@,F)* si y sdlo st ¢ es de tipo integral.

2.2. Algunas propiedades bdsicas de los productos tensoriales inyecti-
vo y proyectivo.

2.2.1. Dualidad. Veamos primeramente que dados dos espacios vectoriales £y
F el dual de £ @ I se puede expresar en términos del operador “traza”. Denota-
remos por F{I5; F') el conjunto de operadores de rango finito de ¥ en 1, es decir,
el formade por los operadores lineales en L,{E; ') de la forma ¥ " | fi @ 2, donde
fr € L), 21 € F y f @i € LE) viene dado por (fi @ x)(z) = fe(z)ay,
Vo € I, Si K = [ escribimos simplemente F(E).

Definicién 1.26. Sea [£ un espacio vectorial y sea v € F(L) de la [orma v =
Yorey Je @z, con xy,.. L, € Ey fi,..., fm € £, Entonces se define la traza

de u por

trg(u) := ka(xk)
k=1
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Se comprueba de forma elemental que esta definicién de traza coincide con el
concepto clasico de traza de una matriz. La correspondencia

T

E@F3z= ka\@yk — S, € F(I™; E),
k=1
definida por

S = Fluee VI € B
k=1

identifica a E® [ como subespacio isomorfo de £,{F™;, £). Por otro lado, se tiene que
(E@ ) = B,(E,F) = L,(E; F*) y en consecuencia, cada elemento ¢ de (E@ 1)

se puede asociar biunivocamente a un elemento 7, de £,{£; £*}. Entonces se tiene:

Proposicién 1.27 (Dualidad de la traza}. Sean £ y I" espacios vectoriales. St
wE(EQ Y yze E®F, entonces

P(2) = trg(5. 0 T,) = trp(T, 0 5,),
donde o se refiere a la composicion de operadores.
La importancia de la traza también radica en el papel que juega a la hora de eva-

luar el dual de un espacio de operadores. En dimension finita, el siguiente resultado
es facil de ver:

Proposicion 1.28. Sean F y F espacios de Banach de dimension finita y sea
[ {le una norma en L{E; F). 5 se define || - ||ax en L(F7; £} de tal manera que
ollor = sup{l teg(wo)l = w € £ ), o < 1),
entonces (L(E; F), |- )* = (L(F3 )| - o).

La norma tensorial inyectiva se define con la idea de ser la norma dual de la
norma tensorial proyectiva en el sentido de la dualidad de la traza. Se tiene {vease
para mas detalles 6.1 en [19)):

Proposicidon 1.29. 5i I y I son dos espacios de Banach, enlonces
N G U D
@ F = (e, F5Y,
E*® F"— (E®, F).
Curiosamente, la norma tensorial proyectiva no es en general dual de la norma

tensorial inyectiva en el sentido de la dualidad de la traza. No obstante, siempre
que uno de los espacios sea de dimension finita se tiene que:
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Proposicién 1.30. Si K y F son dos espacios de Banach y une de ellos tiene
dimension finita, entonces

CE @ F— (E @ ),
E* @y F— (@, F*Y,
L™ G I {(F@, ).

2.2.2. Cocientes y subespacios. Si E es un espacio de Banach y G es un
subespacio de £, nos podemos preguntar si G @, F' y G @, I’ son subespacios
isomeétricos de & ®, F v I/ @, I respectivamente para cada espacio de Banach F.
De forma sirnilar, s1 ( es un cociente de F, también parece natural preguntarse si
G Q. I'y G @, F son cocientes isométricos de £ &, Fy E @, [ respectivamente
para cada espacio de Banach F'. Los siguiente resultados elementales de la teoria
de productos fensoriales muestran bajo qué condiciones los productos tensoriales
proyectivo e inyectivo preservan subespacios y coclentes. En cuanto al productlo

tensorial proyectivo se tiene lo siguiente (véase por ejemnplo 1.5 y 3.9 en [19]):

Proposicion 1.31. El produclo tensorial proyectivo preserva cocientes. For el

contrario, no preserva subespacios en general, ni siquiera de forma isomorfa.

Los productos tensoriales en los que interviene L {(p) pueden describirse en
términos de funciones integrables Bochner (véase por ejemplo 3.3 en [19():

Proposicion 1.32. Sea {(Q, ) un espacio de medida y sea £ un espacto de
Banach. Entonces Li(p) ©. E = Li(p, E), donde Ly(p, E) representa €l espacio de
las funciones integrables Bochner en (£, 1) con valores en F.

De la proposicién anterior se ve facilmente que L;(p) &, - preserva subespacios.
Grothendieck ha demostrado que sélo los espacios L;(p) presentan esta propiedad
(véase por ejemplo 3.11 en [19)):

Proposicién 1.33. Sea E un espacio de Banach. Entonces IV @, - rvespela su-
bespacios isométricamenic s1 y sélo st E es isomélrico a algmin Li{(p).

Para el producto tensorial inyectivo se tiene lo siguiente {véase por ejemplo 4.3
en {19]):

Proposicién 1.34. El producto tensorial inyectivo preserva subespacios. Por el

conirario, no preserva cocientes, ni siquicra de forma isomorfa,

Sin embargo, como Li(j) ® - preserva cocientes, ¢ es dual para m y C(K) es
en cierto modo dual de £;{z) {al menos sabemos que C(K )™ = L;() para alguna
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medida g por el Teorema de Kakutani), entonces tenemos lo siguiente {consiltese

por ejemplo 4.4 en [19] para los detalles):

Proposicién 1.35. Sean £ y I espacios de Banach. Si I es un cociente de E
con proyeccion @, entonces C(K)} @ I es un cociente de C(K) @. I con proyeccion

id 5 Q.

2.3. Normas tensoriales. Notese que la definicion de la norma tensorial in-
yectiva y proyectiva no esta sujeta a ninguna caracteristica especifica de los espacios
que intervienen. Esta propiedad motiva la definicion de norma tensorial en la clase

Ban de los espacios de Banach.

Definicién 1.36. Una norma tensorial o en {a clase Ban es una correspondencia
que asocia a cada par de espacios de Banach £ y F una norma tensorial razonable
| ||, en £ @ F de tal manera que también se verifica la siguiente propiedad

(U) Si E,F,G, H son dos espacios de Banach, u; € L(F;G) v uy € L{(F; H),
entonces el operador u; @ uz € L(F &, F; G ®, H) definido por

u @ua(z Qy) = wilz) @ualy) Ve c b, Vyel,

verifica que ||y ® uz|lc(Bo.roe.r) < ]l - ||uzll.

Iista condicion se llama a menudo Axioma de Uniformidad.

Observaciones 1.37. (i) La definicién anterior se debe a R. Schatten [60].
(Véase también [19, p. 147]).

(i1) Se puede probar que las normas tensoriales proyectiva e inyectiva verifican
el Axioma (U) y por lo tanto son normas tensoriales en el sentido de la Definicién
1.36 (véase por ejemplo 3.2 y 4.1 en [19]). Entre todas las normas tensoriales, la
proyectiva es la mas grande y la inyectiva la mas pequefia.

2.3.1. Normas tensoriales en el sentido de Grothendieck. Si « es una
noria tensorial en la clase Fin de todos los espacios de Banach de dimensién finita,
hay una forima natural de extender o a una norma tensorial en la clase Ban. Esta
extension se lleva a cabo mediante un procedimiento inductivo y proporciona la
definicion original de norma tensorial de Grothendieck (véase [25]):

Obsérvese quesi F, F' € Finy
entonces ([262 1, ]| -1]a) es un espacio de dimension finita y en consecuencia completo.
Por tanto £ @, F = (L@ F,||-||«). 51 I es un espacio de Banach, Fing denota
el conjunto de subespacios de dimension finita de £. Si £ y F son dos espacios de

| - ||« €s una norma tensorial razonable en £ ® F,

Banach, definimos en primer lugar un orden parcial en Fg x Fr mediante la relacion
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(X,Y) < (X, Y)si X C X eY CY'. Este orden hace del conjunto [ = Fg x Fr
un conjunto dirigido. Dado v € E® I, se puede probar que la red {||u

NBaY N(X.Y)er
es monotona. Efectivamente, si (X,Y) < {X',Y") e i(x x, vy, representan las
inclusiones naturales X «— X" e Y < Y’ respectivamente, entonces siempre que
u€ L@ Mestéen X ®Y se tiene que

lellxigay = (s @ iy (w)lxe.r < fullxs.y
Asl, para cada u € £ @ I se puede definir [|u]]— sin ninguna ambigiiedad por
el = Jim il xeay,

o lo que es lo mismo
ull= = inf{l|u||xa.y : X € Fp, YV €Fr, uc X QVY}

La flecha hace referencia al hecho de que || - | > se define a partir de un procedi-
miento inductivo. Se puede probar que || - [[— es una norma razonable en £ ® F

independientemente de la naturaleza de los espacios de Banach £y . Ademds, o
verifica el Axioma (U). En consecuencia, ‘@ es una norma tensorial en el sentido de
la Definicidon 1.36 (véase por cjerplo {19, p. 149]). Todas las normas tensoriales en
la clase Ban obtenidas a partir de una norma tensorial en Fin mediante un procedi-
miento inductivo de este tipo, se llaman normas tensoriales finitamente generadas.
Dicho de otra forma:

Definicidn 1.38. Decimos que una norma tensorial « en la clase Ban es finita-
mente generata si o = .

Observacién 1.39. Grothendieck sélo considerd en {25] normas tensoriales fi-
nitamente generadas. Por esta razon las normas tensoriales finitamente generadas
también son llamadas normas tensoriales en el sentido de Grothendieck. Como
cabia esperar, las normas tensoriales inyectiva y proyectiva son finitamente gene-
radas (véase por cjemplo 3.2 y 4.1 en {19]), es decir, son normas tensoriales en el
sentido de Grothendieck.

3. Ideales de operadores.

Dados K y F espacios vectoriales, f € £* y z € I', recuérdese que f @ z denota
el elemento de L) F) dado por

f@zle)= fle)z Vee F.

Definicién 1.40. Un ideal de operadores A es un procedimiento que asigna a
cada par de espacios de Banach (F, I) un subespacio A(F; [7) de L(E; F') tal que
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(1) foze A(E; ") Yfe k™, VzelkF.
(I2) Si G y H son espacios de Banach, entonces para cada w € LI ), v €
A{E, F)y we L(G E), se tiene que uvw € A(G; H).

Si ademas se cuenta con un procedimiento o que asocia a cada par de espacios de
Banach (F, F') una norma || - ||, en A(E; F) tal que

(NUY Jf @l = ) - el VS e B, Voe P,

(NI2) Si G y H son dos espacios de Banach, u € L(F;H), » € A(EyF)y w €
£(G: B), entonces lfuvw]ln < ] [o]a - 1],

(NI3) (A(E; FY, |- |l«) es un espacio de Banach,

entonces el par [A,l| - |j.] se lama ideal de operadores de Banach o simplemente

ideal de Banach mientras que la norma || - ||o recibe el nombre de norma de ideal de

Banach.

IEjemplos familiares de ideales de Banach son el ideal de los operadores continuos
con la norma usual (£, - I, el de los operadores compactos [K, || - {|] v el de los
operadores débilmente compactos [W, || - ||]. Otro cjemplo quizd menos habitual de
ideal de Banach es el constituido por los operadores p-sumantes:

Definicién 1.41. Sean Iy F' dos espacios de Banach y sea p tal que | < p < oc.
Entonces se dice que un operador lineal u € L{F;F') es p-sumante si existe una
constante ¢ > 0 de tal manera que para cada nimero natural m y cada eleccion

Ti,..., Ty de elementos de E se tiene que

™

(3 NuwaP)? < - sup{ O | f(i)P)7: | € Bg-} ()

k=1

El infimo de los valores ¢ para los cuales se cumple la desigualdad {7,) se denotara
por ljull-,. Igualmente, el conjunto de los operadores p-sumantes de E en I se
representard por II(Z; F'). Se puede probar comprobar que || - ||, {1 < p < o0)
es una norma completa en I,(E; I} y que el par [L,, || - ||x,] es un ideal de Banach
para cada 1 < p < oo.

Otro ejemplo intercsante de ideal de Banach lo aportan los operadores integrales:

Definicién 1.42. Sean /<y " espacios de Banach y p tal que I < p < co. Deci-
mos que un operador u € L([7; F') es p-integral si existe una medida de probabilidad
¢y operadores a € L(L,(u); F)y b€ L(E; Lo(pt)) tal que el siguiente diagrama cs
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conmutativo: S
E—~ F "

[ a

Leolp) ———— Lylps),
donde 7, : Loo(p) = Lp(p) es la identidad y Jp : F — F** la inyeccién canénica del

espacio F' en su bidual.

El espacio de todos los operadores p-integrales con | < p < oo entre los espacios
de Banach E y F se representard por I,( E; F'). Se puede definir una norma completa
en I,( £; Iy mediante

lull, = inf Jail - 6] Va € £(E: F)

tomandose el infimo sobre todas las medidas de probabilidad y y todos los operadores
a€ L{Ly(pe); F)y be L{X; Loo(1t)) que satisfacen el diagrama de arriba. Se puede
ver ademas que el par [Z,,1] - ||;,] es un ideal de Banach,

3

Otro ejemplo interesante de ideal de Banach es el constituido por los operadores
integrales. Si £y F son dos espacios de Banach, todo operador L € L{E; F) define
una forma lineal 3.1 en L{F ®, F) dada por

Baer(z @y7) = (Jrla)y,

donde Jp : ' — I™* es la inyeccion candnica del espacio £ en su bidual, ¢ € F
e y* € F~*. Entonces, un operador L € L{FE;F') se dice integral si su funcional
asociado 3y.r, en L{(E ®, [™) es continuo respecto a la norma tensorial inyectiva,
es decir, s1 G5 € L{F &, ['"). Ll espacio de los operadores integrales entre £ y I
se representa por Z(L; ). 8i L € L(E; F') es integral, su norma integral se define
mediante ||L|\; == |80l c(pa ). Se puede probar que el par (I, - |I7] es un ideal
de Banach.
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CAPITULO 2
Complejificacién de espacios de Banach reales.

En este capitulo pretendemos hacer un estudio formal de los procedimientos que nos
permiten interpretar de forma satisfactoria un espacio de Banach real como subes-
pacio real de un espacio de Banach complejo. Desde un punto de vista algebraico,
todo espacio vectorial real L se puede considerar subespacio real del espacio com-
plejo £ x E con las operaciones (S) y (P) (véase la pagina ii de la Introduccion). En
primer lugar se vera que salvo isomorfismos no existe otro espacio vectorial complejo
E del que [F sea subespacio real y que cumpla ademds la identidad E = Ea&iE.
También estudiaremos otras representaciones isomorfas ttiles de la complejificacion
por pares ordenados en términos de productos tensoriales e ideales de operadores.

f.a extension de la norma de un espacio de Banach real £ a su complejificacidn
I se puede llevar a cabo de muiltiples formas. TEn una primera aproximacion al
problema se puede usar la definicién de norma reticular compleja tenjiendo en cuenta
¢l hecho de que todo espacio de Banach es subespacio del reticulo C'(B%:). La norma
compleja asf obtenida en E fue introducida por A. E. Taylor (véase [451). La norma
de Taylor cumple ciertas condiciones naturales que exigiremos a todas las normas
de complejificacion rezonables que definamos en E, a saber, que la norma en E sea
una extension de la norma del espacio £y que preserve la norma del conjugado de
los elementos de E.

Otros ejemplos de normas de complejificacion razonables han sido definidos por
A. Alexiewicz y W. Orlicz 1], J. Bochnak [14], P. Kirwan {35], J. Lindenstrauss
y L. Tzafriri (39, p. 81], G. A. Mufioz, Y. Sarantopoulos y A. Tonge [48] y 1. E.
Verbitskil [70] entre otros. La definicién de todos los ejemplos de normas razonables
de complejificacion presentados en las referencias anteriores tienen la peculiaridad de
no depender de los espacios a los que se aplican. Ademads su uso permitc la extensién
de operadores lineales entre espacios de Banach reales sin alteracién alguna de su
norma. Los procedimientos de complejificacién que cumplan estos requisitos son de
especial relevancia y se les llamara procedimientos naturales de complejificacion.

El capitulo estd basicamente dedicado al estudio de mecanismos que nos permi-

tan encontrar de forma sistemalica ejemplos de estos procedimientos. Asi, veremos

19
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que ademas de las normas de complejificacién definidas por pares ordenados, las nor-
mas tensoriales y las normas de ideales de Banach también definen procedimientos
naturales de complejificacién. Asimismo, se prueba que los procedimiento naturales
de complejificacion también se pueden generar por dualidad. En la parte final del
capitulo estudiaremos distintas representaciones de los procedimientos mas usados
(el de Taylor, Bochnak y Lindenstrauss-Tzafriri). El capitulo finaliza con el estu-
dio de algunos problemas asociados a la propia cstructura de las complejificaciones,
entre los que destaca el problema inverso a los procesos de complejificaciéon y un
problema sobre dualidad.

1. Complejificacion algebraica de un espacio vectorial real.

Desde un punto de vista algebraico, la complejificacién de un espacio vectorial
real no ofrece ningun problema. En una primera aproximacion podemos imitar la

forma en que los ndmeros complejos se obticnien a partir de los reales:

1.1. Complejificacién por pares ordenados: St F es un espacio vectarial
real, entonces el producto cartesiano £ x [£ dotado de las operaciones (S) y (P) que
recordamos a continuacion, se puede interpretar como un espacio vectorial complejo:

(59) + (0,0) = (2 wyy +v) Va,y,u,0€ B, )
(o +if)(a,y) = (ax — Py, B+ ay) Va,ye E, Va,feR. (P)

El producto cartesiano E X F con estas operaciones sera referido frecuentemente
con la notacién . La identificacién z — (z,0) representa una aplicacidn lineal real
que nos permite ver el espacio I como subespacio real de E. Ksta identificacion
justifica el uso de la representacion z = z + iy en vez de z = (x,y). También
escribiremos z = Rez e y = Im z y diremos que z e y son respectivamente la parte
veal e imaginarna de z. Si z = z + 1y s un elemento cualquiera de I, definimos su
conjugado de forma candnica por z =z — uy.

Aunque esencialmente lo que acabamos de contar cs la unica delinicion natural de
complejificacion de un espacio vectorial real, la interpretacion por pares ordenados
no siempre sera la mas util para nuestros propdsitos. También interpretaremos por
complejificacién de un espacio vectorial real E cualquier espacio vectorial complejo
isornorfo a I que satisfaga las propiedades de este dltimo resenadas cn el parrafo

anterior. La stguiente definicién recoge esta idea de forma general:

Definicién 2.1. Sea E un espacio vectorial real. Decimos que un espacio vec-

torial complejo £ es complejificacion de I si:
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(Cl) Existe una aplicacién lineal real e inyectiva jz : £ — E.
(C2) E es suma directa de jp(F) e ijp(£), es decir £ = ju(E£) B 1yp(£).

Es facil ver que la definicién de complejificacién que acabarmos de dar es compa-
tible con la interpretacién de complejificacion por pares ordenados:

Proposicién 2.2, Sea £ un espacio vectorial real y sea E = E x E con las
operaciones (S} y (P). Entonces E es una complejificacion en el sentido de la
Definicion 2.1, donde jg viene dada por jp(z) = (z,0), Ve e E.

Como anuncidbamos antes, la interpretacion por pares ordenados de la comple-

jificacion de un espacio vectorial real es esencialmente la inica posible:

Proposicién 2.3. La complejificacion algebraica de un espacio vectorial real es
unica salvo somorfismos.

DEMOSTRACION. Si E es un espacio vectorial real, veremos que toda complejifi-
cacién F de E cs isomorfa a E x F dotado con las operaciones (S) v (P). Sea jp como
en el Axioma (1} v definamos T : Ex I/ — E por T{(z,y) = jp(z)+ijely). Lsfici)
ver que 1" ¢s lineal. Por otro lado, supongamos que T'(z + 1y) = je(z) + ijr(y) =0
para todo z,y € E. Por el Axioma (C2) se tiene que jp(z) = je{y) = 0 y por
{C2) que z = y = 0. En consecuencia T' es inyectivo. Que T es sobreyectivo es
consecuencia inmediata del Axioma (C2). |

A continuacién mostramos otras representaciones utiles de la complejificacién
algebraica de un espacio veclorial real.

1.2. Complejificacién por productos tensoriales: Sea {e1,e;} la base ca-
nénica de R% Dado un espacio vectorial real E, todo elemento de £ @ R? admite
una representacién candnica dnica de la forma z & e; + y 0 €, para cletto z € F e
y € I, I3l espacio £ @ R? dotado de las siguientes operaciones:

(z@er+y@e)+{u@e+Fv@e):=(z+u)®@e +{y+v) O ey, (2.1)
(a+if)lz@er+y@er):=(aw—Py)@e + (Fz+ay)Des (22)
para cada x,y,u,v € E y o, € R, constituye un espacio vectorial complejo. Es

as;

Proposicion 2.4. Sea F un espacio vectorial real y sea E = E®@R? con las
operaciones defintdas en (2.1) y (2.2). Entonces IV es una complejificacion de £ en
el sentido de la Definicion 2.1, donde jg viene dada por jp(z) =2z ® e, Vo € E.
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1.3. Complejificacion por operadores lineales: Dado E espacio vectorial
real, para cada z,y € I representamos con la notacion T, el elemnento de £{R?; E)
definido como '

Trlery =2 vy Teylea) =y
Recordamos que {¢;, ez} es la base candnica de R% Nétese que todos los elementos
de L(R?% E) tienen la forma de T}, para algin z,y € . Es facil ver que el espa-
cio L{R? £} se convierte en un espacio vectorial complejo definiendo las siguientes
OPeraciones:

Tow+ Ty =Toguyse YVo,y,u,0€ b (2.3)
(o +18)Try = Tavpypotoy Yo,y € E, Vo,0eR. (2.4)

s mas:

Proposicién 2.5. Sea I un espacio vectorial real y sca F = L(R% E) con las
operaciones definidas en (2.3) y (2.4). Entonces E es una complejificacion de [V en
el sentido de la Definicion 2.1, donde 5 viene dada por jg(z) = T, Yz € E.

Veamos ahora como definir de forma satisfactoria la complejificacion de un es-

pacio de Banach real:

2. Complejificacién de un espacio de Banach real.

El proceso mediante el cual se definen los nmimeros complejos a partir de los
ntimeros reales es una complejificacion més. Por lo tanto, el proceso de complejifi-
cacién de la norma de un espacio de Banach real no ha de ser sino una generalizacion
del mecanismo que define la norma compleja estandar a partir de la norma usual en
la recta real. En nuestra definicion de la complejificacion de la norma de un espacio
de Banach real partimos de dos propiedades elementales de los numeros complejos,
a saber, que para cada nimero real { se tiene que 1] = |t + 07| y para cada namero
complejo z su conjugado z verifica que |z] = [z}, Asi, entre todas las normas que se
pueden definir en la complejificacién algebraica de un espacio de Banach real, esta-
remos interesados tnicamente en aquellas que satisfacen las siguientes condiciones

naturales {véase [48]):

r es la norma de un espacio de

Definicién 2.6 {Normas razonables). Si | - |

Banach real £y {| ||z es una norma en £, entonces decimos que |-z es una norma

razonable s se cumple:

(NRY) ljlis = ljs(e)liz Vo€ £,



2. PROCEDIMIENTOS NATURALES DE COMPLEJIFICACION 23

(NR2) |lje(2) + ijely)lis = lielz) —uely)lly Yo,y € E.
Diremos que ¢l espacio £ dotado de una norma razonable || - || 5 es una complejifi-
cacion razonable de F.

Dicho de otra forma, una norma razonable es una extension de la norma del
espacio I a su complejificacion E (Axioma (NR1)), que ademas preserva la norma
del conjugado {Axioma (NR2)). Con el objeto de simplificar la notacion, desde
ahora escribiremos @ en vez de jg(z).

Las normas razonables satisfacen otras propiedades elementales de los nimeros
complejos, como por ejemplo que para cada z € C se tiene que [Rez[ < |zl y
| Imz| < |z

Proposicién 2.7. Sca [Y un espacio de Banach real y sea || - ||z una norme
razonable en K. Entonces, para cada x,y € I/ se tiene que

e +iylig = max {z[lg, ylle}-
DEMOSTRACION. Del Axioma (NRI} se obtiene que

2llzlis = iz +w) -+ {2z —w)ilg < lle +wlz + o - wllz
Por tanto, del Axioma (NR2) se sigue que |[z||g < ||z +iy|| 5. Igualmente se prueba
que [lylle < [z + 1y . H

Ademas, las normas razonables construidas a partir de normas completas son tam-
bién completas como cabia esperar, es decir:

Proposicién 2.8. Si E ¢s un espacio de Banach real y || - |5 es una norma
razonable en K, entonces (E, || - ||g) es un espacio de Banach complejo.

DEMOSTRACION. Supongamos que {z,}°2, es una sucesiéon de Cauchy en el
espacio normado (ET, |- liz) tal que z, = @, + iy, con @y,y, € £, ¥n € N. Por
la Proposicion 2.7 las sucesiones {z,}22, v {y=}°2, son también de Cauchy y por
lo tanto convergentes, digamos quc a xg ¢ Yo respectivamente. Es facil ver que

Z, —F 29 = T + 1yo. Ffectivamente
n

12e = 2ollz = lizn — 2o + iy — wo)llg < lizn — ol + llyn = vollz — 0.
O

En [35], P. Kirwan establece la definicién de norma razonable de forma ligera-
mente diferente sustituyendo el Axioma (NR2) por:

(NR2') [|76(2) + tip(v)l| g = max {|lie(=)ll5, |ieW)lz}-
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La Proposicion 2.7 muestra que (NR2) es mas fuerte que (NR2'). Serfa interesante
saber si los Axiomas (NR2) y (NR2'} son equivalentes.

2.1. Primeros ejemplos de normas razonables. Dado un espacio de Bana-
ch E, cuando no haya lugar a confusién simplificaremos a partir de ahora la notacién
- il por || - || para referirnos a su norma.

Il primer ejemplo de norma razonable que presentamos en esta memoria se debe
a A. I Taylor. En [66] (véase también [67]) dado un espacio de Banach real I, se
define en [ la siguiente aplicacion

na(z +iy) = Vel + lyll* Ve,y e L

Es facil verse tentado a interpretar n, como una norma razonable habida cuenta del
parecido que guarda con la norma compleja estandar. De hecho muchos cayeron en
este error al final de los anos 30, pero en realidad n; no es ni siquiera una norma
compleja en general. La aplicacién ny verifica los Axiomas {NR1) y (NR2). Ademas
es facil ver que:

(1) na(2) 2 0¥z € E vy ny(z) =0 si y sélo si z =0,

(2) naolaz) = |alnz(z) Ve e R, Vz € E,y

(3) na(z +w) < nyf2 ) + na{w) Vz,w € E.
Sin embargo, la homogeneidad en sentido complejo (Axioma (2} con a € C) se
satisface solo si exigimos que la norma esté generada por un producto interno:

Proposicion 2.9. Dado F espacio de Banach real, la aplicacion ny es una nor-

ma razonable en 2 st y solo si 17 es un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION. Si E es un cspacio de ilbert, la homogeneidad se prueba de
forma estandar usando la estructura de producto interno del espacio. Por otro lado,
sl

na(Alz +1y)) = Anolz +iy) YA€, Ve,yck,
poniendo A = 1 + 1, se obtiene la identidad del paralelogramo
e =yl + lle +yll* = 20)|=[1* + [W]]*) Va,yc k&,
y en consecuencia, la norma de F se obtiene a partir de un producto interno. ]
Asi pues, los resullados oblenidos por A. E. Taylor referidos a ny solo tienen

sentido en espacios de Hilbert. Para enmendar esta deficiencia, A. E. Taylor sugirié
en (45] a A. D. Michal y M. Wyman la siguientc definicion:

Iz + tylir := sup Vplz)* +o(y)? Vo,ye E. (2.

weB g

g%
a1
R
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Observacién 2.10. Notese que el Teorema de Hahn-Banach nos permite obte-

per la siguiente descripcién alternativa de | - [jr:
Hﬁ+@hx”?Q<V@@V+@wV
wiip* <L

= sup sup |p(x)cost — (y)sent]
ol| g €1 052

= sup sup lw(xcost— ysent)l
612 (][ e <1

= sup |lzcost -~ ysentl). (2.6)
D<E<en
Aunque se trata de un problema estandar, vamos a ver por completitud que
ahora || - ||z si es homogénea en sentido complejo. Iis mas:

Proposicién 2.11. Si E es un espacio de Banach real, entonces || - |7 es una
norma razonable en £.

DEMOSTRACION. En cuanto a la comprobacién de que || - ||z es efectivamente
una norma compleja, el unico punto que requiere detenimiento es el de probar su
homogeneidad en sentido complejo, para lo cual utilizaremos la representacion (2.6).
Sea A € C. Por simplicidad supondremos que A tiene mdédulo 1, es decir, A = ¢
siendo ) el argumento de A, Entonces, teniendo en cuenta la periodicidad de las
funciones sen y cos, para cada r,y € £ se tiene que

Hem(m +1y)||7 = J|rcos§ — ysen 8 + i(zsen§ 4 ycos b)||r

= sup |[z(cosfcost —senflsent)— y(senfcost + cos @sen t)|
0<t<2n

= sup [z cos(t+ 1) —ysen(d + D)) = o + iylr.
0<i<ar

Por otro lado, la comprobacién del cumplimiento de los Axiomas (NR1) y (NR2) es
inmediala. 0]

A partir de ahora nos referiremos a || - ||y como la norma de Taylor. Mds adelante
probaremos algunas propiedades de esta norma que la convierten en una comple-
jificacion notable. En la siguiente seccidn se define el concepto de procedimiento

natural de complejificacion y se dan algunos ejemplos interesantes introducidos des-
de diversos puntos de visia.
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2.2. Procedimientos naturales de complejificacién. Notese que en la de-
finicion de la norma de Taylor no se hace mencidn alguna a las propiedades del
espacio que se complejifica. Se puede decir que la complejificacién de Taylor es un
procedimiento que asigna a cada espacio de Banach rea! E una norma razonable en
FE. La norma de Taylor cumple ademds una propiedad que vamos a exigir a todos los
procedimientos de complejificacion naturales. La propiedad a la que aludimos hace
referencia a la conservacion de la norma de un operador lineal al ser complejifica-
do. Para empezar veamos qué entendemos por esto complelificacion de un operador
lineal. Por su sencillez, dejamos para el lector los detalics de la demostracion del

siguiente resultado

Proposicidn 2.12 (Complejificacion de operadores lineales). Sean I y ' dos
espacios vectoriales reales y sea I € L, (E; F). Entonces cxiste un tinico operador
.lmm/ Lentl, (E F) tal que Li,L = L. Al operador L se le llama complejificacion de

. I's mds, usando las diferentes representaciones de Ly Y I se tiene:
Lz +ay) = L(z) +iL(y) Y(a,y)€ £ x L,
Z(:I:@el +y@Re)=L@idpg: YVe@e +y@e; € FaoR?
L(Tyy) = LoTuy 9Ioy€ LIRYE).
En otras palabras, todo operador lineal entre dos espacios vectoriales reales £
y F admite una sola extensién lineal a sus complejificaciones E y F. Veamos que

para operadores continuos, esta exiensidn sigue siendo posible con continuidad si se

considera la norma de Taylor, es mas:

Proposicién 2.13. Secan E y F dos espacios de Bonach reales y L € L(F; F).
Entonces L ¢ LUE-l7); (P01 ) v ademds || L] = ||L]iz.

L]

DEMOSTRACION. Como [ es una extensién de £, entonces ([ L] > ||L]]. Por otro

lado, s1 z,y € £, entonces

IL(z +iy)fir = || 1(z) +iL(y)llr = sup [|L{x)cost = Liy)sentlr

<4dnm

= sup |L{xcost— ysent)”;: < ||L|| sup
0Lt<2m o<t<2r

LNl + il

i

y por lo tanto [|L]| < || L}]. 0
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La siguiente propiedad general de las normas razonables garantiza la extensién
con continuidad de los operadores lineales entre dos espacios de Banach reales, sean

cuales sean las normas razonables que se consideren:

Proposicién 2.14. Sea E un espacio de Banach real y sea || - ||z une norma

razonable arbitraria en E, enfonces
Iz +iyllr < |l 4yl < 2le +dyllr Vo,y € E. (2.7)

Es mds, el Ejemplo 2.40 demuestra que la desigualdad (2.7) es dptima.

DEMOSTRACION. Paracadat € Ry x,y € E se tiene que

lz + iyl = lle'(z + )|z = [|[(z cost — ysent) + i(xsent + ycost)|z.

Ahora aplicando el Axioma (NR1) y la desigualdad triangular obtenemos

lzcost —ysentlls < e+ iyl < ||zcost — ysent||g + ||asent + ycosti|k,
de donde se sigue facilmente el resultado. O

En particular, la Proposicion 2.14 demuestra que todas las normas razonables
son equivalentes. Este hecho, junto con la Proposicién 2.13, prueba que la extensién
de un operador lineal se puede hacer siempre de forma continua. Ademas se tiene

la siguiente relacion entre la norma del operador y la norma de su extension:

Corolario 2.15. Si £ y F son dos espacios de Banach reales y |||z v |- |5 son
dos normas razonables en £ y F respectivamente, entonces para todo L € L(E; F')
se tiene que L es continuo como operador entre los espacios (B, |- |\g) v (I, ] - ir)

Y HEH < 2| L||. Ademds se verd en el Ejemplo 3.51 que esta desigualdad es dptima.

DEMOSTRACION. Sea z + iy € E tal que |z + iy||z < 1. Entonces usando la
descripcidn alternativa de la norma de Taylor (2.6) junto con {2.7), obtenemos

2t +is)lp < 2156 + in)llr =2 sup || L) cost — Liy)sentls
<t<2m

=2 sup |[L{zcost—ysent)||p <2|L|| sup |jxcost—ysent|g
0<t<2n 0<t<m

=20 LI[ - llz +2yllr < 2L - [z + eyl 5
0

A partir de ahora nos interesaremos casi exclusivamente por los procedimientos
de complejificacion que como el de Taylor preservan la norma de los operadores
lineales al ser complejificados.
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Definicion 2.16. Llamamos procedimienio natural de complejificacion a todo
mecanismo v que asigne a cada espacio de Banach real una norma razonable {| - ||,
en su complejificacion con la siguiente propiedad:

(PC) Si K, F son dos espaci'os'do Banach reales y [ € L(F; F'), entonces su com-
) = (]

Diremos que || - |l, es una norma de complej-iﬁca(:idn natural en Iy que (E, )

plejificacién I

») tiene fa misimna norma que L.

es una complefificacion natural de [2. Ademas denotaremos con ||L

L como elemento de £{(E, |- 1) (<1~ 11.))-

, la norma de

3. Complejificaciones duales.

Dado un espacio vectorial real #, representaremos la complejificacion de I por
(£7)~. Segin la interpretacion por pares ordenados de la complejificacién de un
espacio vectorial real, se tiene que (£")~ = {@ + iy 1 @, ¢ € E™}. Por otro lado,
(E)* consba de formas lineales definidas en E. En principio no es del todo evidente
que el dual de E coincida con la complejificacion de £7. Sin embargo, no es dificil
establecer un isomorfismo algebraico entre estos dos espacios. Veremos también que
si / es un espacio de Banach real y || - || # es una norma razonable en [, entonces
(E I - |z} es una complejificacidn razonable de £, Esto da lugar a la definicion
de las normas de complejificacion duales (véase también [35] v [48]).

Proposicién 2.17. Si E es un espacio veclorial real, entonces la aplicacion

T: () — (E)* dada por
T(p + i)z +iy) = (plz) — d(y)) +ilely) + ¢(z)) Vz,ye B, (2.8)

es un isomorfismo algebraico.

DEMOSTRACION. Se demuestra facilmente que T es lineal. Supongamos ahom
que T(w+i) = 0. Entonces si ponemos y = 0 en (2.8) tenemos que p(z)41¢p(x) = 0,
Vi € I, de donde es inmediato que ¢ = » = 0. Por lo tanto T es inyectiva. Veamos
por ultimo que T es sobreyectiva. 51 f € (E)*, entonces ¢ = Re fi, v ¥ = Im f,
son formas lineales rcales en I, Ademas se ve claramente que Y(p + i¢p) = [, con
lo que se concluye la demostracion. 0

Proposicién 2.18. 5i K es un espacio de Banach real y B = (E,]| || z) es una
complejificacion razonable de E, entonces (£ ) = (F |- lz)* es una complejificacidn

razonable de E*.
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DEMOSTRACION. Definamos jg : E* — (E)" mediante jp-(ip) = ¢ -+ 0. Es
facil ver que jg» verifica los Axiomas {C1) y (C2). Comprobar los Axiomas (NR1)
y (NR2) requiere algo mas de trabajo. I'n primer lugar, si ¢ € E* entonces

lige= (e )H = sup{{( Lp+%U)(9~‘+%y |+ e +ylip < 1)

—Sup{\/ PAely): |z +wlp <1}

< flelles Sup{Hw +%yll7‘ C e+ iyl <11

Pero como por (2.7) la norma de Taylor es la norma razonable mas pequena, entonces

se tiene gue

H?E“ (LP) H(E)* S HL,OHB. .

Por otro lado

e+ (@)li(z)e = sup{llv +i0)(x +i0)): lzlle <1}
= sup{ig(z)|: |lzllz < 1}
= [[¢]| -
Isto prueba que {7« (¢)ll(g). = ll@lle-. En consecuencia jg. cumple el Axioma

{NR1). Para comprobar el cuunplimiento del Axjoma (NR2) nétese que si ¢, € £~
y x,y € I, enfonces

) +i(e(y) - ()]

= (v
(0 +1/) u) — iy (M—ﬁ!)(ﬂ)l
l(@—f + i)z — ty)l.

o — 1) (z + 1y)]

i

Como [z + iyl = ||z — ty|l;, se sigue finalmente que {jp + iwil(ﬁ)* = [l =2l 5
L]

Observacién 2.19. Dado un espacio de Banach real £ y una norma razonable
| - ||z en E, la Proposicién 2.18 nos permite definir en (£*)~ una norma razonable
por medio del isomorfismo YT, cuya expresion viene dada por la identidad

o+ ilian = [T(e + i) (2.9)
Con esta definicidn es evidente que se verifica la igualdad
(B Heeny) = (00 Bp)™ (2.10)

Este comentario sugiere la definicién de norma dual de una norma razonable:



30 2. COMPLEJIFICACION DE ESPACIOS DE BANACH REALES.

Deﬁnigién 2.20. Dado un espacio de Banach real £ y una norma razonable
(-7 en £, definimos la norma dual de || - | como la norma razonable || - I(z-y~
en (£*)~ dada por (2.9). Esta norma verifica la igualdad (2.10). Igualmente, si
vy ¢ son dos procedimientos naturales de complejificacién, decimos que v~ es ¢l
dual de v si para cada espacio de Banach real /0 y cada ¢, ¢ € E* se tiene que
llp + 42|

la siguienie identidad:

o= (T (e + a0}],. Esto garantiza en todo momento el cumplimiento de

o) = (L)

4. Construccién de procedimientos naturales de complejificacion.

((E*)Nv “ ’

Lista seccidn esta dedicada a la construccion de ejernplos de procedimientos natu-
rales de complejificacion. Cada uno de los diferentes enfoques dados de la complejifi-
cacion algebraica de un espacio vectorial real (véase la Seccion 1), sugiere la utiliza-
cién de téenteas especificas para definir procedimientos naturales de complejificacion.
Quizd el método de formacion de procedimientos naturales de complejificacion mas
imtultive sea aquel en el que se interpreta la complejificacion algebraica en términos
de pares ordenados (véase la Seccion 1.1). Iiste método sera descrito en primer lugar.
Si interpretamos la complejificacién algebraica como un producto tensorial (véase la
Seccion 2}, es tentador intentar definir procedimientos naturales de complejificacion
en términos de normas tensoriales. Veremos qgue toda norma tensorial representa
un procedimiento natural de complejificacion. Reciprocamente, veremos que toda
norma razonable en la complejificacion de un espacio de Banach real es una norma
tensorial razonable. Por dltimo, si interpretamos la complejificacion algebraica en
términos de operadores lineales (véase la Seccidn 1.3), veremos que toda norma de

ideal de operadores representa un procedimiento natural de complejificacion.

4,1. Método por pares ordenados. Dado un espacio de Banach real I, sc

puede generar un buen numero de normas razonables en E partiendo de las funciones
nole + iy) 1= (ol + )" Va,ye B (1<p< o).
Las funciones n, {1 < p < oo) no son homogeéneas en sentido complejo en general.
Este problema se soluciona definiendo
iz 4 1y) = sup ny(e(x +ay)) Ve,ye B (1 <p < ool
N<tC2w
Por otro lado, como

1
sup (fcostf +isent”)? =

{ ! (2 < p < oo,
DA A~

258 (12p<)
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habrd que mulliplicar 7, por el factor 2mn(1/2=1/28) con el fin de asegurar el cum-

plimiento del Axioma (NR1). En definitiva se tiene lo siguiente:

Proposicién 2.21. Sea E un espacio de Banach real y p > 1. Entonces la
aplicacion | - || definida por

lo + iyl == 27027120 qup (|l cost — ysent| + |lzsent + yoost]]?) ",

0<t<2n

pura cada x,y € £, es una norma razonable en . Ademds | l|(p) €5 una norma de
complejificacion natural.

Observacién 2.22. Nétese que || - |lioo) = limpyes || - [|() s¢ reduce a |j - ||7. Por

otro lado, la norma || - |1y fue usada por A. Alexiewicz y W. Orlicz en [1] (salvo el

factor de correccién 1/4/2). La norma |- ll(z) fue introducida por J. Lindenstrauss y
I.. Tzalriri en [39, p. 81]. Por esta razén nos referiremos a ella en lo sucesivo con la
notacion || - |z7- En la siguiente seccion haremos un estudio mas detallado de este
procedimiento.

Veremos en seguida la demostracion de la Proposicion 2.21 como caso particu-
lar de un resultado mas general. Se pueden construir mas ejemplos de procedi-
mientos naturales de complejificacion dentro de la interpretacion por pares orde-
nados definiendo una norma sobre la base dc un promedio integral de la funcion
{5 ny(c(z + iy)). Esto es lo que hace P. Kirwan en [35]. Si para cada p,q > 1
Ozwﬂcos 0]F + |sen G\p)QK?’dE))l/q (notese gue ¢z, = | para todo
g > 1), entonces se tiene lo siguiente:

. . _ _]__
definimos ¢, , = (h

Proposicion 2.23. Sea E un espacio de Banach real y p,q > 1. Entonces la
aplicacion || - | p.q) definida por

/g

. 1 /1 [* _
|z + iyl (p.g) := ( / (||;ccost—ysentl|”+[|msent+ycost|[p)qmdt> ;
0

Cpg \ 2T

pava todo x,y € I, es una norma razonable en E. Ademds | - ||(p,q) €5 una norma

P.q)
de complejificacion nalural.

DEMOSTRACION. Que || - ||(,4) €5 una norma compleja ha sido probado por P.
Kirwan en [35, Corollary 2.2). Por otro lado, una simple inspeccion de la definicién
de || - ||¢p,q) muestra que la eleccién de la constante ¢, 4 (1 < p,¢ < o0) es la adecuada
para salvaguardar el cumplimiento del Axioma (NR1). Veamos que | - ||, verifica
también el Axioma (NR2): Como cl integrando en la definicién de |z 4 ty||(sq) €5
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una funcion periddica de periodo 27, realizando la sustitucion ¢ = —s, para z,y € £
se Llene que

1/q

1 1 2
=+ iyllpa = ( / (Jlecost — ysent|” + ”xsent—i—ycost“”)q/PdZ)

Cpg \ 2T
/g

1 1 2m y
B —( / (Ilwcos s + ysen s’ + ||z sen s — y cos Sllp)}/pd?)

Cpg \ 27
= lz = il (p.0)-

Resta probar que la norma || - ||, s una norma de complejificacion natural. Efec-
tivamente, s1 # es otro espacio de Banach real, 2,y € IV v L € L(E; F'}, entonces

(2 + iy)llpay = I 02} + L),

1 1 2ar
= 5(5*/ (“L( )cost—L{y)sent||%+||L{x)sent+ L{y )COStHi‘)wpdt)
?T‘

Cp.q

1/q

1 2r ' /g
<= (o [ Gmcost = ysentlfy = fisent 4y cost) ot

2
=[] HI + 1Yl

¥ en consecuencia ||E1|(m) = || L]l W

Observacién 2.24. Nétese que para cada p > 1, || - |(po) := limgos ||+ lip.g)
se reduce a || - |i(p) COB Cpoo = liMy_yoq €y = 2mMI/27L/PO) En particular ¢ = 1 si
p > 2. Por otro lado, si 1 < ¢ < oo, entonces || - (oo, := HiMpoyeo || - [|(p,q) s€ Teduce
a la norma _

1 1 2 1/q
| + 1yl (oo.q) := %(ﬁ / max{||x cost — ysentf , |«sent + ycost“}th) \
Coong \ 27 Jo

definida para z,y € E, con Ceg = iy ¢ = (= 77 max{] cost], | sen -t{}‘?dz)”".

Finalmente, se ve claramente que || - [|ico00) 1= My g0 || - lpg = || - [I7-
A titulo de ejemplo diremos para terminar esta seccion que P. Kirwan menciona

en {35] un caso mds de norma natural de complejificacion. Se trata de la norma
|- 1l¢r.q) con g > 1 definida por

L1 [ M
@+ wyllir.q) == (27/ Hmcostu—ysenﬂqdi) )

para todo z,y € F. En este caso, para salvaguardar el cumplimiento del Axioma
(NR1) se define ¢, = (& 02” ]cost|“dt)1/q. Obsérvese también que || - |l(7.0) 1=

limyseo || - |l7.q)5 s€ reduce a || - [[iey = { - ||
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4.2. Método por productos tensoriales. Usando la representacion por pro-
ductos tensoriales de la complejificacién de un espacio de Banach, en esta seccién
vamos a ver la eslrecha relacién que existe entre los conceptos de norma razonable
y el de norma tensorial razonable {en el sentido de la Definicién 1.19). Igualmente,
comprobaremos que toda norma tensorial en el sentido de la Definicion 1.36 define

un procedimiento de complejificacién natural.

Proposicién 2.25. Si F es un espacio de Banach real, entonces todas las nor-
mas razonables en £ = E ® £% son normas tensoriales razonables.

DEMOSTRACION. Sea || - ||z una norma razonable en E. Recordamos que hay

que probar las siguientes identidades:

|z @ a
I @ bl ze = Il

5= lzlellalle VzeE, Yael,
Ble Yee B, Whe (&) = £

Ea
Seax € Fy a=aje + aze; € £, Entonces
TRa=ar®ec +a,1®e = (a +ra){z@e).

Por lo tanto, aplicando la homogeneidad de la norma |j - ||z v el Axioma (NR1) se
tiene que

Iz @ allg = ll(ar + daz iz @ 1)l = lar + 20| - [l @ er]|z = [lallglle

k-

Igualmente, como por la Proposicion 2.18 (E, i+ |z)* es una complejificacion razo-
nable de [£™, se {iene que

e @bl = lolle=liblle Vo€ £7, Vbe £,

0

Proposicién 2.26. Sea E un espacio de Banach real. 57 o es una norma ten-
sorial, entonces F = E @, €2 es una complejificacidn natural de F.

DEMOSTRACION. Veremos primero que £ ®, £4 cs un espacio complejo. Todas
las propiedades de la norma se satisfacen de forma trivial salvo la homogeneidad.
Comprobemos que

[A(x +2y)

Feag = Al iz + 1Y Egae

para todo o,y € F y cada A € C. Podemos suponer que A tiene norma 1. Asi, si (!

es el argumento de A, entonces A = €'Y, Por otro lado, s1 u : £2 — £2 es la aplicacién
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tineal representada por la matiz

cosf! —senf
sen @ cosf j°

entonces [Jull = 1 y por lo tanto, aplicando la propiedad de uniformidad (U) se tiene
que
lle(z + Wpeae = [|(xcos — ysen f) + i(x send + ycos Ol eg.e
= llx @ (e1cosf + eysend) + y & (—¢rsen 6 + ey cos Il e ez
= [(tde @ u)(z @ er +y © e2)llpg.z
< lide @ u||r:(E®aeg;E®,,eg)||~T Qe +y® 62“E®afg
= ||l + wlleg.e-
Como esto se cumple para todo nimero real ¢, sc deduce que

nogfy o o m -

e (& +wW)llpgaeg = 12+ WEg,e.

Sea jp: B — L ®, 45 tal que jg(z) =t @ e, Si 2 € F, entonces
76(2) | pa.g = llz @ ellpa.e = lllzlells = llz|le

de donde se sigue el cumplimiento del Axioma (NR1). Definamos ahora la aplicacién

lineal v : £ — £3 mediante v(e)) = ¢; y v(ey) = —ep. Bs facil comprobar que
vl = 1. Entonces, si x, vy € IV, por la propiedad de uniformidad (U} se tiene que
y y Y » P prop i
|z - iy“mﬂeg =llz@e—y® €2/ pgaez

= |(idg @ v)(z @ e1 + Y @ c2)llpa.e
<lide @ ol cipgagipo.g) |z @ e+ y @ call g
= |lz + iy“E@)Oeg-

Se obtiene pues que ||z +1y||pg.z = |2~y gg.e- Por lo tanto se cumple el Axioma
(NR2).

Por ultimo, si L € L(F; F), entonces L:E®, U2 — I @4 03 viene dada por
L=IL® tdg (véase la Proposicion 2.12). Asi, por la propiedad (U} de las se sigue
finalmente que || L|| = ||L]]. 0

Observacién 2.27. Dado un espacio de Banach real F, las normas de comple-
jificaciones naturales en E = E @ {3 generadas por el producto tensorial inyectivo

y el producto tensorial proyectivo tienen un interés especial. De la definicion de las
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normas tensoriales inyectiva y proyectiva (véase la Seccién 2 del Capitulo 1) y por

la Proposicién 2.26, las aplicaciones

2@ 1 +y @ exllpo.r = supllelelple) + p@oled] : Ielle < 1, Ilig <13
y

[z ® €1+ y® el

E@.F = iﬂf{z [eille  [[Arlle: 2@e+y@er = Zl‘k ® Ak}

deflinidas para cada z,y € F, son dos normas de complejificaciones naturales en

E = E ® ¢, Una manipulacién elemental demuestra que || - ||z 2 coincide con la
norma de Taylor {véase la Proposicion 2.30). Por otro lado, veremos también que la
norma || - | gy, ;2 presenta propiedades extremales notables. Esta norma fue usada
por J. Bochnak en [14], lo que justifica que nos refiramos a ella como norma de

Bochnak. La norma de Bochnak sera representada con la notacion || - |jz.

4.3. Método por operadores lineales. En esta seccién descubriremos la re-
lacién existente entre los conceptos de procedimiento natural de complejificacion y
el de norma de ideales de operadores (véase la Seccion 3 del Capitulo 1). Veremos
que si interpretamos la complejificacion de un espacio de Banach real en términos
de operadores lineales, entonces las normas de ideales de operadores generan proce-
dimientos de complejificacion naturales.

Proposicién 2.28. Sea E un espacio de Banach real y sea o una norma de
ideales de operadores. Entonces I8 = L(€5; E) dotado con la norma || - ||« es una
complejificacion natural de F.

DEMOSTRACION. Si « es una norma de ideal de Banach, recordamos que de

acuerdo con la Definicion 1.40 se tiene que

{a) para cada a € £ y z € I, cntonces |l @ . = |la|| - |jz]|, ¥

(h) si I es un espacio de Banach real, u € L(£3;63), T € L FE) y v e L(E; F),

enfonces
loTulle < ol 7o - flul)-

Nétese quesia € 3y z € E, entonces el operador a®@x € L{£2; £) (véase la Seccion
3 del Capitulo 1) viene ahora dada por

(e@z)(b) =<ab>z VYbe il

donde < a,b > representa el producto interno en €2 aplicado entre a y b.
Probaremos primero que || - ||, es una norma compleja en £. Se puede demos-

trar facilmente que se cumplen todos los axiomas que definen una norma compleja,
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aunque quizd fa homogeneidad compleja de || - 1], requicre algo més de detenimiento.
Hemos de probar que

Mz +yllla = (A - |2 + iyl
para todo 2,y € £y A € C. Como siempre basta tomar X de médulo 1, por ejemplo

A = e siendo 0 € R su argumento. La aplicacion lineal u : £2 — {3 dada por la

cosf senf
—send cosd

tiene norma . Por lo tanto, de (b} se sigue que

matriz

HGM(IE -+ ?U)“cx = HTxcosﬁ’wy sen 8,7 sen 4y cosé’”o
= [Teytella < | Teglls - [l = {le + dylla.
Pero como esto es clerto para cada ndmero real 8, en realidad tiene que haber
igualdad. Dicho de otra forma ||e(z + iy)|la = ||z + 1ylla.
Si ahora jg : £ L{43; E) csta definida por jg(z) = Thp, de (a) se sigue que

Hip(@)le = [1(1,0) @ zflo = (1, O)fig - f=h = =,
lo cual demuestra el Axioma {NR1). Por otro lado, si definimos v : £3 — {2 mediante
vier) = e y v{eg) = —ey, entouces |[vl = 1. Pero aplicando (b) una vez mds se
obtiene
& = tylla = [17s,-yllo = [Tl
S el - 1ol = llz + iylla,

para cada x,y € F, de donde se deduce inHLedia.tanlent<_: el Axioma {NR2).

Finalmente, si L € L(E; I7) entonces I, : (LB B Nle) — (L0550 1la)
viene dado por L(T'} = LT para cada T € L(£3; E) (véasc la Proposicién 2.12). Pero
como

IECT) = ILT 1 < 120 17

L||. Esto demuestra el Axioma (PC). tJ

entonees || ]| <

5. Complejificaciones notables.

5.1. La complejificacién de Taylor. Como veremos a continuacién, uno de
Jos aspeclos mas interesantes de la complejificacion de Taylor es que coincide con la
norma reticular {véase la introduccion del capitulo} en espacios C{K). Ademas se

tiene que
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En este sentido, nétese que todo espacio de Banach real £ puede considerarse como
un subespacio de un cierto C'(K). Efectivamente, dado que Bg- es compacto, si
para cada x € E definimos f; € C(Bg.) por f.(¢) = ¢(x), entonces la aplicacién
r — f, es una isometria por el Teorema de Hahn-Banach.

Proposicién 2.29. Sea F un espacio de Banach real. St E se considera como
subespacio de un cierto C'(K), entonces la complejificacion reticular y la de Taylor
coinciden en E. En particular, si E es un C(K), su complejificacidn relicular
coincide con la de Taylor.

DEMOSTRACION. Si z,y € E, entonces

x4+ iylloesge) = e +ifulloc@s = 11 + 1) loamen
= sup (Il + ()7

leilge <1

= sup ()24 p(y)

lleell 2+ <1

3

Como anuncidbamos en la Seccidn 4.2, la norma. de Taylor puede expresarse en
términos de la norma tensorial inyectiva:

Proposicién 2.30. Sea £ un espacio de Banach real. Entonces la complejifi-
cacion [ = F &, 12 es la complejificacion de Taylor.

DEMOSTRACION. Sea z,y € E. Entonces

lz@er+y @ eallpg.g = sup{lo(z)ar + o(y)as] : [lelles <1, |[{ar,as)llz < 1}
=sup{ve(z)? + o) |lolls <1}

= [lz +wllr.

O

La norma de Taylor también puede expresarse en términos de una norma de ideales
de operadores:

Proposicién 2.31. La norma de Taylor procede del ideal de Banach [L,] - ||].
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DEMOSTRACION. La demostracion se sigue de la identidad

Loyl = sup [[Toylaer + bes)||

a?+b?=1
= sup [lax + byl
a2 bt
= sup f{lzcost —ysent|
0<t<en
o byl
para cada r,y € L. 1

Otro aspecto notable de la complejificacion de Taylor es que en virtud de la desigual-
dad (2.7), dado un espacio de Banach real E, de entre todas las normas razonables
que podemos definir en E, la norma | - |7 es la mas pequeiia. A continuacién estu-
diamos una complejificacién con propiedades extremales opuestas en este senlido a
la complejificacion de Taylor:

5.2. La complejificacién de Bochnak. Dado un espacio de Banach real 7,
recordamos que la norma de Bochnak viene dada por €] producto tensorial proyectivo

en F @ (3 (véase la Seccién 4.2), es decir
=+ iylls = inf{llexls - el sz @ e+ y@en =Y @ ® A}

Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.32 es que la complejificacién de
Bochnak proporciona la complejificacion reticular de los espacios Li(p) reales. Fn
particular

(6(R))s = 4(0).

S1 E es un espacio de Banach real, vimos en la Proposicién 2.25 que toda norma
razonable en f5 = E @ % es una norma tensorial razonable. Pero el producto
tensorial proyectivo es la norma tensorial razonable mas grande (véase la Seccidn 2
del Capitulo 1). Asi pues se tiene para || - ||z propiedades extremales antagénicas a

las de || - [|r:

Proposicion 2.32. 5¢ F es un espacio de Banach real, entoneces la norma de

Bochnak cs la mayor norma razonable que se puede definir en E.

Esta caracterizacion de la norma de Bochnak como la norma razonable mas
grande que podemos definir en la complejificacién de un espacio de Banach nos
permilird encontrar otra representacion de la norma de Bochnak en términos de

funcionales sobre F.
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Proposicién 2.33. Sea I un espacio de Banach real. 5S¢ definimos

o+ dyllv = sup{|f(e +iy)l s [ € La(E), fisllemo < 1),

para cada x,y € E, entonces || - [ly es una norma razonable en k.

DEMOSTRACION. La comprobacién de que || - || es una norma compleja es un
ejercicio elemental que dejamos para cl lector. También es fdcil probar que | - |lv
verifica el Axioma (NR1). Efectivamente, si @ € £ entonces para toda f € L(E)
tal que || fi ez < 1, se tiene que |f(z)| < {|z|l. Esto prucba que ||z]lv < |z]|.
Por otro lado

P

v =sup{[f(e)]: fe Lal), Ifelleamo <1}

2 sup{|f(z)[: [ € L(E), [Me@ <1}

= sup{|f(x)t: f e L(E), [flle <11 = =i,
con lo cual ||zlly = ||z||. Para ver que || - ||v verifica el Axioma (NR2) nétese que
st g,h € By ||(g 4+ ih)illemg <1, entonees |[(g — h)j| ez < 1. El Axioma

(NR2) se sigue pues de la relacién |(g + ih)(z + 1y)| = [{g — ih)(z — iy)] para cada
r,y € k. ]

Ik

Observacién 2.34. La norma || - ||v ha sido usada por I. E. Verbitskii (véase
[70]), por esta razdén nos referiremos a ella temporalmente como norma de Verbits-
kii. No obstante, el siguiente resultado establecido por 1. E. Verbitskii [70] (véasc
también |35, Proposition 3.6]) revela que la norma de Verbitskii no es sino otra
manifestacion de la norma de Bochnak.

Proposicién 2.35. Sea £ un espacio de Banach real. Si || - ||g es una norma
razonable en IV, enlonces

le+iyliz <z +iylly Va,ye E.
En olras palabras, || - ||v es la norma razonable mds grande que podemos definir en
Iy porlo tanto || - ||v = || - Is-

DEMOSTRACION. Sea x,y € L. Entonces

Iz + iyl g = sup{ | fla +ay)| : £ € LOE), Nf ez < 1)

<sup{[f(z +1y)l: [ € Lo(E), fizleEg <1}
= ||z + 1y||v.
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Por la definicién de norma integral (véase el final de la Seccién 3 del primer
Capitulo}, teniendo en cuenta que (€2 = 2 v la dualidad existente entre las normas
T ¥ €, aun es posible una representacion mas de la norma de Bochnak en términos
de una norma de ideales de operadores:

Proposicién 2.36. S5t K es un espacio de Banach real, entonces
de la norma integral.

[ ||s procede

La norma de Bochnak no es facil de calcular en la mayoria de los casos. [l
siguiente resultado nos proporciona una cota superior de ||z + ¢yl| . donde @,y son
elementos de un espacio de Banach real [

Proposicién 2.37. Sea I un espacio de Banach real y sea || - ||z una norma

razonable en E. [Fntonces, para cada x,y € E sec tiene que

|z + iyl < 0<igl<f2 (llxcost — ysent|[g + |[zsent + ycost||y). {2.11)

DEMOSTRACION. Sea f tal que 0 < ¢ < 27, De la homogeneidad de
deduce que

i se

le*(a + iy)|

Iz + iyl = 5= |{zcost —ysent)+ t(xseni + ycost)p.

Pero usando la desigualdad triangular se obtiene que
iz + 1yl < [jzcost — ysent| + ||zsent + ycost],

para cada ¢ tal que 0 <1 < 27. i resultado se sigue pues inmediatamente. [

Observacién 2.38. Si B representa la aplicacion definida en £ dada por la par-
te derecha de la desigualdad (2.11), es facil comprobar que B cumple todos los axio-
mas que definen una norina compleja salvo quiza la propiedad triangular. Ademas
B también satisface los Axiomas (NR1} y (NR2). Por lo tanto, seria interesante
saber si la aplicacién

Bz 4 iy) = . i].1<f2 (lzcost — ysent|| + ||xsent + yeost|]) Ve,y€ B,
) <t<2w
es una norma en L, en cuyo caso coincidiria con la norma de Bochnak. No obstante,

se pueden dar egjemplos que prueban que en general esto no es asi.

Ejemplo 2.39. Sea £ = £2, & R el espacio R? con la norma, [[(11,12,t3)||g =
max{|t1|, [t2|} + |t3]. Entonces B no verifica la propiedad triangular en 5.
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DEMOSTRACION. Sea ey = {1,0,0), ez = (0,1,0) y e5 = (0,0,1). Entonces

Bley +iex) = inf {|(cost,—sent,0))|z + li(sent,cost,0)]| g}

s 0<t<2n

- =2 inf max{|cost|,|sent|} = V2.
o<t <2

Es inmediato que B{e;) = 1. Por otro lado

Bley + €3 +1ey) = Ué&fh{ﬂ(cost, —sent,cost)|lg + |[(sent, cost,sent)flg}

soni|} + |cost]+ |sent} = 2V/9.

= inf {'Zmax{lccos f
D<1<2m

-

Por {o tanto,
Bley + e3 +1ez) = W2>1+V2= Bles) + Bley + tey).
D
Nota: Agradezco al Prol. Juan Ferrera Cuesta por su orientacion en la busca
del ejemplo anterior.

Por tltimo veremos que la desigualdad (2.7) es dptima y que la norma de Bochnak
representa el caso extremo:

Ejemplo 2.40. Sea E = £3(R). Entonces |le; +ieallp = 2 v ||er + tegljr = 1.

DEMOSTRACION. Que |le; + iez]lr = 1 es elemental. Por otro lado, de la Pro-
posicion 1.23 se tiene que (£2 @, £2)* cs isométrico a B(#2,£2). Ahora bien, B{£3, £%)
es isométrico a £(£%;£2). Los elementos de /2 ¢ (3 se identifican con matrices 2 x 2.
Fn particular e; 4 i¢y se identifica con la matriz identidad 2 x 2, f;. Por la dualidad
de la traza (véase la Seccién 3 del Capitulo 1) se tiene que

llex +iezllp = sup{itr(lv) « il <13
= sup{{tr(v): [pllgae <1}

Tomando v = [; se ve que |ley + ieq||g > 2 y por lo tanto {ley + ieal|s = 2. D

5.3. La complejificacion de Lindenstrauss-Tzafriri. Si £ es un espacio de
Banach real, recordemos que la norma de Lindenstrauss-Tzafrirl en £ coincide con

la norma |} - }|(2) ¥ por lo tanto viene dada por

llz +iyjler = sup {||lzcost —ysent| -+ lesent + ycos t][*}'/2,
0<t<2n

para cada z,y € K. Uno de los aspectos mas interesantes de esta norma es que
la complejificacion de un espacio de Hilbert real produce un espacio de Hilbert
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complejo. S1 H es un espacio de Hilbert real, usando su estructura de producto
interno se ve facilmente que

e + iyller = VIalF FTlE Va,y € 4.

Por lo tanto, la norma de Lindenstrauss-Tzafriri coincide con la norma n, definida,
por A. E. Taylor a finales de los anos 30 para espacios de Hilbert. La tdentidad
anterior miuestra claramente que la norma de Lindenstrauss-Tzafriri en espacios

La{y) no es sino su complejificacion reticular. En particular

P

(ﬂQ(R))LT - EQ(_C)‘

Propaosicion 2.41. Sea E un espacio de Banach real y p tal qgue 1 < p < oo.
[intonces
”33' + iy”(p} < “"’3 + Z.."i"”(Z] < 211/2_1/13*“1’ + 2lL’”(;}}?
pare cada x,y € K.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que p > 2. Entonces si z = x + iy, por
la desigualdad de Holder se tiene que

{2y = sup (Jlzcost —ysent||* + |jzsent + ycost||*)?
0<t<ar

< 21271 qup ({lzcost — ysent]]? -+ {|losent + y(:osf||p):”’

0<t<n
= 21372 ).
Si 1< p < 2, aplicando la monotonfa de las normas £, encontramos gue
Nzlley = sup (flzcost —ysent)|® + ||l sent + ycos t||(‘)‘)l/2
0<t<an

< sup (flzcost —ysent|l” + llzsent + ycos tﬂp)l/p
0<t 2w

= 2177 2]l ).
La otra desigualdad se prueba de forma similar. 3

En espacios de Hilhert, la norma de Lindenstrauss-Tzafriri admite una represen-

tacidn en funcidn de la norma de ideales de operadores 2-sumantes:

Proposicidon 2.42. Si H es un espacio de Hilbert real, cnionces

Vilell* + vl = llz + dyller = llz + i,

para cada x,y € H.
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DEMOSTRACION. Simplemente hay que tener en cuenta que en £(£3; H } la norma
9-sumante 7 coincide con la norma de Hilbert-Schmidt (véase [20]). O

Para espacios de Banach arbitrarios se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.43. Sea F un espacio de Banach real y sea p tal que 1 < p < o0,
Fnlonces

) |+ gyl st 2
fx + iyl < { e+ iyfle, s 1

para cada x,y € I,

DEMOSTRACION. Sea ¢ € R arbitrario y supongamos primero que p > 2. Ep-
tonces

[l cost ~ ysent||”+|jzsent + ycostlF
= T y(cost, —sen )P + | Teg(sent, cos )|
<z +ayllt sup (lacost - bsentl? + |asen t + bcos t|?)
a?4h2=1

= flo + iyl sup (Jcos(s -+ ) + |sen(s + ).
Comno esto es cierto para todo £, se tiene que
L
sup ({cosulP + {senulP)r =1 (p > 2),

v entonces el resultado se cumple para todo p con 2 < p < co. Si tomamos p con
L < p <2 por la Proposicién 2.41 se tiene que [z + 1yi¢,) < ||z + tyll(z). Por otro
lado, se ve de la definicién de norma p-sumante que ||z + iyl|;2) < [l + 1ylis,. Por
lo tanto queda probado lo que buscabamos. |

6. Problemas inherentes a las complejificaciones.

En esta seccion discutivemos basicamente dos problemas relacionados con las
complejificaciones. Por un lado estudiaremos el problema inverso a la complejifi-
cacion, es decir, dado un espacio de Banach complejo F', se trata de encontrar un
espacio de Banach real I y un procedimiento natural de complejificacion » tales que
(£}, = F. A este problema nos referiremos con el término descomplejificacidn de
espacios de Banach. Por otro lado, dado un procedimiento natural de complejifica-
cién v y un espacio de Banach real F., veremos bajo qué condiciones el isomorfismo

natural T existente entre (£, |- {[,)* y ()7, 1+ () (véase la Proposicién 2.17) es
una isometria.
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6.1. Descomplejificacién de espacios de Banach. En términos algebraicos
todo espacio vectorial complejo se puede expresar como la complejificacidn de un
espacto vectorial real: '

Proposicién 2.44. Sea F un espacio veclorial complejo y sea B ={c¢;: j€ J}
una base de F', donde J es un conjunto de indices. Entonces el espacio vectorial real

L generado por las combinaciones lineales reales de los elementos e; (7 € J) es tal

que I = F.

DEMOSTRACION. El Axioma {C1) se satisface de forma inmediata siendo jg la
inclusién £ <+ F. Si z € F, entonces existe m € N tal que z = Y7 (o + 18 )¢y,
para clertos indices jy € J (1 < k < m) y clertos ndmeros reales o, 3; (1 <
E < m}. Asi, z se puede escribir como 2 = ¢ 4 iy siendo x = 37 ope,, € [ e
Y ney Brej. € E. Ademas, si suponemos que z = 0, entonces ey + 13, = 0
(1 <k <m),dedonde ap = 8 =0 (1 <k <m). En consecuencia x = y = 0. Esto
prueba que F = E & F, es decir, el Axioma {(C2). O

i

El problema de descomplejificar un espacio de Banach no tiene en general una

solucion positiva. Par verlo nos serd util el concepto de espacio conjugado:

Definicion 2.45. Se llama conjugado de un espacio de Banach coruplejo £y lo
denotamos con £ al espacio £ dotado del producto exterior alternativo dado por
Az = Az para cada A € Cy cada z € £. Decimos que £ es un espacio conjugado

sl es 1somorfo a su conjugado.

Los espacios complejificados mediante procedimientos naturales de complejifica-

cién son espacios conjugados, es mas:

Proposicion 2.46. Sea F un espacio de Banach real y v un procedimiento na-

tural de complejificacion. Entonces (E), y (E), son isomélricos.

DEMOSTRACION. Se define la aplicacién 7' : E = F mediante T(x +4y) = v —iy
para cada z,y € £. Se deja al lector la comprobacion de que T es efectivamente un
isomorfismo algebraico. Ahora bien, por el Axioma (NR2) se comprueba directa-
T{z +ay)ll, = lz —dy

T es una isometria. 1

mente que | {, = ilz + iy)|. para cada x,y € F. Por lo tanto,
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N. J. Kalton proporciona en {32] un ejemplo no trivial de espacio de Banach
complejo que no es conjugado:

Ejemplo 2.47. Sea w el conjunio de lus sucesiones de numeros complejos y
supongamos que f : 10,00} — C es la funcién dada por f,(1) = t'*** para cada
1 >0 cona € R, Sea Q, : £, — w lo aplicacion que hace corresponder o cada

z = (zZp)nen € &y la sucesion Qu(z) definida como

Qo{2), = znf,:,(log ”2“2> Vn € N.

|2

Convenimos en tomar como cero la parte derecha cuando z, = 0. Si definimos ahora
Zy(a) como el espacio de pares (zq,29) € £y X w tales que

(21, 22 Mo = flzalle, + liz2 = Lalz)lle, < o0,

entonces Za(a) es un espacio de Banach para una cierta norme equivalente a la
cuasi-norma || - |lo (véase también [33]). Ademds se prueba en [32, Corollary 3]
que Zy(a) no es isomorfo a su conjugado cuando o # 0. En consecuencia, por la
Proposicion 2.46 el espacio Zy{c) no puede obtenerse como complejificacion de un
espacio de Banach real por un procedimiento natural de complejificacion.

6.2. Scbre el isomorfismo natural T. En esta seccidn veremos que dado
un espacio de Banach real F y un procedimiento natural de complejificacion v,
el isomorfismo natural T define una isometria entre (£, | - )™y (B0 - )
exclusivamente cuando £ es un espacio de Hilbert real. En ese caso la isometria tiene
lugar cuando se usa la complejificacion de Lindenstrauss-Tzafriri. Introduciremos
antes de nada en nuestra terminologia los conceptos de procedimientos 2-dominantes
y 2-dominados (véase también la Definicion 3.26):

Definiciéon 2.48. Decimos que un procedimiento natural de complejificacion v
es 2-dominante si para cada espacio de Banach real I se tiene que jz + iyl|, >
Vlell* + lyl)? para todo z,y € E. Igualmente decimos que v es 2-dominado si para
cada espacio de Banach real F se tiene que ||z +iy)l, < /)2l +llyi]* para todo
z,y € F.

Observacién 2.49. Una simple inspeccién de la definicién de la norma de
Lindenstrauss-Tzafriri revela que da lugar a un procedimiento natural de comple-
jificacién 2-dominante. Il procedimiento de Bochnak también lo es evidentemente
por tratarse del procedimiento natural de complejificacion mis grande. La Propo-
sicion 2.43 muestra que los procedimientos p-sumantes con 1 < p < 2. también
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son Z-dominantes. Por
dominado.

otro lado, el procedimiento de Taylor es evidentemente 2-

Ion la demostracion usaremos también el siguiente lema:

Lema 2.50. S¢ E ¢s un espacio de Banach real y [, g € F*, entonces

sup  N(f vighwFig)l = sup {ljaf +ball> + bf - agi?}'"”.

N2+l =1

DEMOSTRACION,

a?+b?=1

1/2
sup (S 4ig)at iyl = sup {[f(:ﬂ)~g(y)12+[f(y)+g(w)]2}

Nl Hiwh? =1

li

Proposicién 2.51.
gamos que o hien v es 2

i=][? gl =1

sup sup {a[f(fr)“ ()] + blf (v )+9(?)]}

ell? +lgll? =1 024471

sup  sup {(af tbg)lz) + (bf — ag)(y)}

a? 4621 [zl +[yl[2 =1

sup sup sup {(af +bgj{cxy+ (bf — ag)(riy)}

a?4b2=1 [lal|=llyli=1 24 =1

1/2
sup sup {[af(tl + bg(@))* + [bf (y) — ag(y)]” }

o2 462 =1 flaf |=I|y]/=1

sup {llaf +bll* + Ibf ~ ag)®}"”.

al4b2=1

[

Sea v un procedimiento natural de complejificacion y supon-
2-dominante o v es 2-dominado. Entonces, para cada £5pacio

de Banach real E, el isomorfismo natural U entre ((E£*Y~]0-1L) y ((£)%1 - i)

es una isometria solo cuando I es un espacio de Hilbert real. Es mds, si F es un

espacio de Hilbert y T

Lindenstrauss-Tzafriri.

es una isometria, entonces || - ||, coineide con la norma de

DEMOSTRACION, Supongamos primero que v s 2-dominado v que el isomorfis-
mo ¥ entre (£*)™ y (£)* es una isometr{a. Si p,1 € £, entonces por el Lema 2.50

se tiene que

lell? + 10 = o 4 il = llg + 05, = sup o+ i) (a + iy)f

= sup

llz+iy]] g=1

e+ i) +ay)l* = sup ([lag +b0|l* + b — a|*).

lloffz+juf =1 w btz
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S1 tomamos a = b = —\;—5, entonces las desigualdades anteriores 1mplican que

llell® + il > II99+¢H2+HLP l*)-

Obsérvese que si v fuera 2—(.10minante, entonces la dltima desigualdad invertiria su
sentido. In cualquier caso nos encontramos ante una caracterizacién de los espacios
definidos por productos internos (véase [18, p. 117]), asi que E es un espacio de
Hilbert real. Veamos ahora que |z + iy, = {|z + 1y|lzr = Vl[1* + [lyli* para todo

x,y € E. Si suponemos que v es 2-dominado, entonces para cada z,y € & se tiene

que
le+iyl, =  sup Ne+ip)z+iy)lz  sup Jelz) - &ly)l
||‘v°+i11’H(E)*Sl ||(,9+i7,(f}||(§), <1
. 1 .
> supete) = w(y)l = (127 + llyl*)? = e+l

[t +lwH? <1
Por tanto ||z +iyll. = /||=]|? + |ly]|?. Siv se trata de un procedimiento 2-dominante,
se llega a la misma conclusién de forma similar. u

6.3. Otros problemas inherentes a las complejificaciones. S5i £ es un
espacio de Banach real y 7 un subespacio suyo, podria pensarse que para cada
procedimiento natural de compleiificacion v se tiene que (F || -

») s un subespacio

. No obstante esto no ocurre en general. De la definicion de la norma de
Taylor es inmedmto que {F, | - |l7) si es un subespacio de (E Il ) (véase también
la Proposicion 1.34). Con més generahdad s1py ¢ son tales que 1 < p,g¢ < oo,
entonces es facil de probar que (F - ) ¥ F i - |l¢r,gy) son subespacios de
(E, -l y (E, | - l¢r,0)) respectivamente. No obstante, esto no se cumple para la
complejificacion de Bochnak (véase la Proposicion 1.31).

Por otro lado, los espacios cocientes tampoco se preservan por complejificacion
en el siguiente sentido. Si /' es un cociente del espacio de Banach real £, entonces
(F,| - 1].) no tiene por qué ser un cociente de (£, | - |l.). Esto es lo que ocurre
para el procedimiento de Taylor (véase la Proposicidn 1.34). Por el contrario, las
propiedades generales del producto tensorial proyectivo aseguran que (F, || -||5) sea

siempre un cociente de (E, || - |8) (véase la Proposicién 1.31).
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CAPITULO 3
Complejificacién de polinomios y formas multilineales.

Un resultado estiandar (véase la Proposicién 3.1) prueba que dados dos espacios
vectoriales reales £ y # v un operador n-lineal L & L,("E; F), existe un dnico
operador n-lineal Le L E; ]3) que extiende L a la complejificacion algebraica de
£y F. Al operador L se le lama complejificacion de L. Una consecuencia de este
resultado es que si P es un polinomio homogéneo en P("F; F) entre los espacios
vectoriales reales & y /. entonces existe un dnico polinomio P e P("E; F) que
extiende P a la complejificacién algebraica de E y F' (véase la Proposicién 3.3). Al
polinomio P se le Ylama complejificacion de P. $i E y F son dos espacios de Banach
reales y |||z v || | 7 son dos normas razonables en E y I respectivamente, entonces
veremos que las extensiones de todo operador en L(*E; I} y P.(F; £) son también
continuas. Ahora bien, la norma de los operadores complejificados va a depender
de la comple)ificacion que se utilice. En este capitulo veremos de qué forma varia
la norma de la complejificacion de un operador multilineal o un polinomio entre
espacios de Banach reales y hasta qué punto podemos conseguir que la extension
conserve Ja norma de la aplicacion real, cuando se usan varios procedimientos de
complejificacion.  Fu este sentido han trabajado numerosos autores como A. K.
Taylor (66], J. Bochnak y J. Siciak [15], R. Aron, B. Beauzamy y P. Enflo {3], M.
Lacruz {38], P. Kirwan [35] y G. A. Munoz, Y, Sarantopoulos y A. Tonge [48].

1. Complejificacién algebraica de polinomios y operadores multilineales.

Dado un operador multilineal definido entre espacios vectoriales reales, su exten-
s10n queda determinada de forma vinica por linealidad. Ya se vio en la Proposicién
2.12 como funciona la extensién compleja para el caso de operadores lineales. Vea-
mos como llevar a cabo la extensién de operadores bilineales. Sean £ y F dos
espacios vectoriales reales y L € L,(*E; F'). Entonces para zg,yx € £ (k= 1,2), la
extensién lineal I de L viene dada por

L{wy + iy, @2 + dya) = Llr. 2a) — Ly, ye) + ilL(ey, 12} + L, 22)]
= L{x1,22) ~ L{y1, y2) + 1[L{z1, y2) + Ly, x5)). (3.1)

49
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Se comprueba facilmente que L es efectivamente un operador bilineal en £, (3£ I},
La generalizacion de este razonamiento proporciona la extensidn de un operador
multilineal arbitrario (véase por ejemplo [15, Theorem 3)):

Proposicion 3.1, Si E y I’ son dos espacios vectoriales reales y L € L (" F; ﬁ]
entonces el inico operador n-lineal L definido entre L™ y a que extiende L a B"
viene dado por

E(;rcf AT, 2o A ) Z 2= S L LTy, (3.2)
donde &), 2} € E yla suma se extiende a las 27 elecciones independientes de g, = 0,1
(1 <k <n).

Se observa que ¢! operador complejificacién preserva la simetria de los elementos
de L2(" 85 F7):

Corolario 3.2. 57 I/ y I" son espacios vectoriales reales y L € LM, F7), en-
tonces L € L3("E; 7).

Se puede obtener un resultado similar para polinomios. Primero veamos cdmo
se extienden para un caso sencillo. Si Iy I’ son dos espacios vectoriales reales,
P e PPE;FYy L ¢ L3{°F; F) es la polar de P, entonces de (3.1) se deduce
directamente que la extension compleja de P viene dada de forma unica por

Blo +iy) = P(x) — P(y) +2iL(z,y) Va,y€ L.
Para e] caso general se tiene lo siguiente (véase por ejemplo [66, p. 313}

Proposicion 3.3, S5i I y [ son dos €5PACLos vectoriales reales y P € P, (" E; F'),

entonces el unico polinomio n-homogénco P definido entre E Y F que extiende P oa
E viene dado por

In/2]
Plz +iy) =) (1) ( ) (a2

k=0
f(n—1)/2] n

i Y (—1)*‘(% )1( S Ry B (3.3)
k=0

lqualmente, st P € PuF; F) estal que P =Y, o Prcon P € Po("E; I") (0 <k <
n}, entonces P tiene una inice extensidn compleja P determinada por P =3 Pi,
donde P = F,.

Estas dos proposiciones sugieren la siguiente definiciéon:
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Definicién 3.4. Si L € L ("E;F)y P € Pu("E; F), se definen sus complejifi-
caciones I, y P como el tinico operador n-lineal Lekl, ( E; F) y el unico polinomio
n- homogeneo PcP, (" E; F) que extiende [ y P a En y E respectivamente, con
valores en #. Notese que L y P vienen dados por (3.2) y (3.3). lgualmente, si
P & Puu(E; F), su complejificacion es el tinico polinomio Pe Pool(E; F) que ex-

tiende I? a los espacios E y I,

Ejemplo 3.5. La complejificacién de polinomios en R™ (m € N) consiste sim-
plemente en sustituir las variables reales por variables complejas. Ast, si P es un
polinomio en m variables reales, entonces

!:-;(7: +iy) = Plz) + g1y oo s T + tYm),
para cada T = (T3 ... ,Zm) ey = (Y1 ..., Ym) en R™.

Observacidon 3.6. Para cada par de espacios vectoriales reales £ y /', teniendo
en cuenta la unicidad de las extensiones, se sigue de forma trivial que el operador
complejificacién ~ define una aplicacién lineal real entre L,(*F; F)y L,("F; I7) por
un lado y Poo(F; F)y Po.(E; F) por otro. En otras palabras

(OﬂLl + ﬁLg)N = (,‘{L1 -4 ﬂLQ VLl, L2 < ﬁa(nE', F), VO&,,@ < R,

(aPy + 3P = aP + 8P, VP, P € Poo(ls F), Va,BeR.
En virtud del Corolario 3.2 y la Proposicion 3.3, el operador complejificacion
restringido a £3("E; F) y P.("E; F) toma valores en Li("E; F) y P, ("E; F), res-

pectivamente. Por otro lado, si G es otro espacio vectorial real, usando la unicidad

~

de las extensiones se tiene también que
(PP =P Py YPLP € Pol(PELF),
(PLo Py~ = Pio Py VP EP.L"E:F), VP e Po.('FiG),

donde - representa el producto usual de operadores y o se refiere a su composicién.

2. Complejificacion de operadores con valores escalares.

['n esta scccion comenzarmos el estudio comparativo de las normas de un opera-
dor multilineal o un polinomio homogéneo con las normas de sus complejificaciones
respectivas para varios procedimientos naturales de complejificacion. Nos limitare-
mos al estudio de operadores con valores cscalares, que es mas sencillo de tratar
gracias a la Proposicion 3.8. Sea F un espacio de Banach real y sea v un procedi-
micnto natural de complejificacion. Para cada L € L("E) y P € P(”E) denotemos
con 12l v I

» la norma de L y P como operadores definidos en E, )™y
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(E, |l - |l) respectivamente. Para empezar, es evidente que las normas de las exten-
siones de L y P verifican que ||L]|, > | L]l y ||Pll. = ||P]l. Por otro lado, buscamos

constantes M, y M, tales que

1Ll < MiJILY VI e L("E), (3.4)
|Pll, < M| P VP € P("E). (3.5)

El valor éptimo de las constantes en las desigualdades (3.4) y (3.5) depende del
procedimiento de complejificacion usado y del espacio que se considere. Esto motiva
las siguientes definiciones:

Definicién 3.7. Dado un espacio de Banach real E y un procedimiento natural
de complejificacion v, sc definen las constantes £,(n; £) y P.(n; £) como los valores
optimos de M, y M, en (3.4) y (3.5) respectivamente, es decir

L,(n; BY = inf{M, : ||L|l. < M|LY, VL € L("EY},
P,(n; B) == inf{My : ||P||, < M||P||, VP € P("E)}.

Nuestro primer resultado nos permite limitarnos a la parte real o imaginaria de
la complejificacién de operadores en £("E) ¢ P("E) a la hora de estimar su norma.
Nétese antes de nada que si L € £(*E) {respectivamente P € P("E)), entonces Re L
y Im L (respectivamente Re P y Im P) son dos formas n-lineales en ™ cn sentido

real (respectivamente dos polinomios n-homnogéneos en F en sentido real).

Proposicién 3.8. Sea £ un espacio de Banach real y v un procedimiento na-
tural de complejificacién. Entonces para cada L € L("E) y P € P("E) se tiene
que

10l = I Re Zlj, = 11 2],
(121l = [[Re Pll, = {[ Im F],,.

DEMOSTRACION. Dado x; + iy, € F (1 <k < n), siempre se puede encontrar
un numero real £, tal que

e”f(ml F Y1y Ty YR = |E(a:] + Yy, Ty )]
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Fntonces,
(21 4 1Yty s o+ tya)| = E((ii-’%(l'l i), e (T, + Wn))
= Re L(e" (21 4 1m1), - -, €7 (2 + i)
< I Re Elllie™s (@ + iyl - e (za + i) |

= | Re Llullzy + 2l - - flon + iym

V-

que || L], = {|Re L||,. Igualmente se tiene ||L|l, = ||Im L||,. El mismo argumento
funciona para polinomios homogéncos. O

2.1. Estimaciones para un procedimiento de complejificacion genérico.
El resuitado central de esta seccion es una version general de una desigualdad muy
conocida en Teoria de la Aproximacidon. Se trata de la desigualdad de Chebyshev
sobre el coeficiente del término de mayor grado en un polinomio:

Teorema 3.9 (Desigualdad de Chebyshev). Si p(t) = S 1., axt®, ¥t € R es un

polinomio real de grado > n (n > 1), entonces

n—1
| < 27 max ip(t)]- (3.6)

Ademds, el resultado es oplimo pues la iguaeldad se alcanza para el polinomio de
Chebyshev de la primera especie de grado n definido en el intervalo [—1,1] por
T.(t) = cos(narccost), ¥Vt € [-1,1].

Un antiguo resultado de V. Markov (véase [49, p.56]) nos permite disponer de
estimaciones éptimas para los otros coeficientes del polinomio real p = >°7 - axt*.
En particular se tiene que

ooy | < 2772 t. 7
|- = 2777 max [p(t]] (3.7)
Usando una técnica de C. Visser, se prueba las siguientes extensiones de (3.6) y

(3.7}

Teorema 3.10. Sea P = P, +...+ P : {7 (R) — R un polinomio de grado < n
con Py, € P(MM(R)) (0 < k < n). Entonces

[Bllr = sup [Pa(e®,... &) < 27 Plla@) (72 1), (3.8)
\<kem s
”pn—lHT = O‘:SIJ‘}()2 |Pn_1(€ﬁl, Ca ,Bitm) S 2n_2||P”g:gé(R) (n 2 2) (39)
i Sir

1<k<m
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Observacidn 3.11. Noétese que en las igualdades de (3.8) v (3.9) hemos usado el
hecho de que la norma de Taylor proporciona la complejificacion reticular de £7 (R)
(véase la Proposicion 2.29). Por otro lado, la desigualdad {3.8) se debe a C. Visser
[71], mientras que H.-J. Rack obtuvo (3.9) en [51] a partir dc una modificacién de
la demostracion de C. Visser (véase también [52] y [55]).

2.1.1. Una primera aplicacién. La desigualdad (3.8) puede aplicarse para
obtener una cota inferior optima de la norma de un polinoniio con coeficientes reales
en varlas variables en funcién de los coelicientes de los términos de mayor grado.
Este problema ya ha sido investigado previamente por varios autores (véase [3], [4]
y [8]}). Todo polinomio P de grado n en K™ con coeficiente en K puede escribirse
de la siguiente forma candnica:

Pty otm) = 3 adf+ Y ant) o thm Yt 1,) €KY, (3.10)
i=1 [N|<n
donde N = (Ny,...,N,) € N* |N| = Ny 4+ ...+ N, y las m-tuplas N tales que
|&| = n tienen al menos dos componentes distintas de cero. Si P se escribe en
términos de sus componentes homogéneas, es decir P = P, + ...+ Fy con P, €
P.(*K™) (0 < k < m), se ha probado en [4] (véase también [5] y el Teorema 1.1 de
13]) que

s

ST lal < sup [Pule, e = Pl (3.11)
. o<ty <2
i=1 1<k<m
Una estimacion similar has sido probada para el caso en que K = R (véase el
Teorerna 1.6 en [3]):
D gl <27 sup [P(th, . te)l = 270 Pl m). (3.12)
= —1<e, <1
1<k<m

No obstante, usando la desigualdad (3.8) junto con la estimacidn (3.11), la constante
2°%2n? en (3.12) puede mejorarse considerablemente como sigue:

Proposicién 3.12. Seca P un polinomio de grado n en R™ con coeficientes reales

que supondremos escrito en la forma (3.10). Entonces

—1<t <l
1<k<m

D agl <27 sup [P(hy el = 2 Pllen -
i=1
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Ademds la constante 2" 1 es dptima pues la igualdad se alcanza para el polinomio
definido por Plte, ... jtw) = > oo, Tulte) Y(ti, ... 1 2m) € R™, donde T, es el poli-

nomio de Chebyshev de grado n de la primera especie,

2.1.2. Estimaciones generales para formas multilineales y polinomios
homogéneos. Como veremos a continuacion, las desigualdades (3.8) y (3.9) se
puedern probar en un contexto mas general utilizando una cxtension de la técnica de

(. Visser. Antes necesitaremos dos lemas elementalcs:

Lema 3.13. Pare cada par de nimeros enteros p y n se cumple la siguiente

relaction ortogonal:

: I sik=mn (mod?2n) .
_vptkerin
(= 1) - { 0 sik#£n (mod2n). (3.13)

DEMOSTRACION. Sea « = (" A™/"  Entonces

2n—1 2n—1 2n-1 2n—1t
Z(_l)peik:ﬂﬁ/'n _ Z iPT gikpT/n _ Z[e:‘(mrk)ﬂn]p = Z a”. (3.14)
p=0 p=0 p=0 p=0

Supongamos que k = n (mod 2n). Entonces existe m entero tal que k = 2nm +n,
es decir, (n + k)/n es par y en consecuencia ¢ = 1. Por lo tanto, el resultado se
obtiene de la identidad (3.14). Siahora k # n (mod 2n), entonces k& # 2nm+n para
cada m entero, lo que implica que (n + k)/n no es un nimero entero par. Entonces
a#ly Zizgl a? = (1 — a*")/{1 — a), pero como a*" = |, entonces el resultado se

sigue de (3.14). O

Por su simplicidad dejamos al lector la demostracion del siguiente lema:

Lema 3.14. Para cada numero complejo A y cadae n € N se tiene que
sup (Ae™ 4 Ae ™ = 21).
t
Proposicion 3.15. Sca E un espacio de Banach real y v un procedimiento na-

tural de complejificacion. Si P € P,(E) es tal que P = %7 _ Pr con P; € P(*E)
(0 <k < n), entonces

”ﬁn IS 271_1“10” (n = l)a (3'15)
Pl <272 P (n 22, (3.16)

Ademds las desigualdades (3.15) y (3.16) son dptimas en general, alcanzdndose la
igualdad para [ =R y P = T,.
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DEMOSTRACION. Tomemos z = z+iy € (£, || - ||,) tal que ||z]], = 1. Definamos
el polinomio trigonométrico f de grado < n mediante la identidad

- i 5 il n '
) = P(% = P(zcost —ysent) = z are’™, (3.17)
k=—n
Obscrvese que
1~ I =
T %Pn(z), Gy = Uy = Q—HPH(E) y (3.18)
I = 1 =
Gpn.1 = -1 Pn—l(z)a T_(n-1) = (o1 = é"?';':fpnfl(f)- (3-19)
Como sup, ||z cost — ysent|| = ||z]|r < |iz|l, = 1, se tiene que
Ol 1Pl vieR. (3.20)
Ahora usando (3.17), (3.18) y la féormula (3.13) se deduce que
1 2n—1 . 1 2n—1 n
- 1V F(t 2y — 1) oik{t+pmin)
s > Pt p ) = 5= D (1) ) e
p=0 p=0 k=—n
n 1 2n—1
o - ikpm/n
= Z aie l?n Z( 1)Pe™? ]
k=—n p:D
tnt —nt L~ int l & —int
=g, fa_,e = Q—HPn(z)e + 27P,1(z)€ .

Considerando (3.20) junto con la identidad anterior, encontramos que

sup | Pa(2)e™ + Pa(z)e ™| < 2| ).
t

Por otro lado, puesto que ﬁ(%) = ﬁn(z), por ¢l Lema 3.14, tenemos que

sup |ﬁn(2)ei’lt + ﬁn(é)c"’;m[ = sup Ifﬂl(z)emt + ﬁn(z)e_mﬂ = Q\ﬁn(zﬂ,
¢ i

de donde se sigue inmediatamente la desigualdad (3.15).
Para demostrar {3.16) procedemos como en la demostracién de (3.15), pero usan-

do (3.17), (3.19) y la {6rmula (3.13) con n — 1 en lugar de n. O

De las desigualdades (3.15) y (3.16) se deduce una generalizacién inmediata de
las estimaciones (3.6) y (3.7). A saber, si P = Y [ (P con B € PE) (0 <
k < n) es un polinomio de grado < n en un espacio de Banach real F, entonces
Pl < 2P|l y | Pasy]] < 2°72||PI}. Pero eslas estimaciones generales sobre

las normas de P, y P,_; son facilmente deducibles a partir de las correspondientes
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estimaciones para el caso de polinomios en una variable, es mads, tambien se dispone

de estimaciones dptimas de la norma de las otras componentes homogéneas de F:

Teorema 3.16 (V. Markov). Sea I un espacio de Banach real y supongamos
que P =31 P € Po(E), donde P, € P(*E) (0 < k <n). Entonces, si k >}

o op M = 1) in—kes 3.91
| Pell <2 e [Pl sin €5 par, (3.21)
rb-‘\ 2 ,"

-1 nt+k—1 1 ,
L k')((”‘;“l)’ ) |P| sin—k es impar. (3.22)
(o=

o il L
Mkl = 2

DEMOSTRACION. El resultado se demuestra reduciendo el problema al caso de
polinomios en una variable. Efectivamente, sea ¢ Bp y definamos el polinomio
pl) = Plte) = Ty Pe(s)". Entonces max_scigt [p(t)] < [|P]| y por o tanto
hasta aplicar las estimaciones cldsicas (véase [49, p. 56]) a los coeficientes de p para
obtener lo buscado. 0J

Observacién 3.17. En el caso complejo las estimaciones (3.21) y (3.22) pue-
den simplificarse sensiblemente. Si E es un espacio de Banach complejoy P =
Soio Pi € Pu(F) con Py € P(*E) (0 < k < n), entonces ||Pl| < ||P]| (véase por
ejemplo [20, p. 330]). Por otro lado, si ahora E es un espacio de Banach real, de la
desigualdad || P,[l < (| P| se deduce una estimacién éptima de la norma de la deri-

vada n-ésima de un polinomio en un espacio de Banach real (véase la Proposicion
4.30),

La desigualdad (3.15) se cumple en particular para los polinomios homogéneos.
Ademas una ligera modificacion de su demostracion prueba un resultado similar
para formas multilineales:

Proposicion 3.18. Sea F2 un espacio de Banach real y v un procedimiento na-
tural de complejificacion. FEntonces para cada P € P("E) y L € L("F) se tiene

1P, <2 4Pl (3.23)
L], < 2" \L]. (3.24)
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DEMOSTRACION. La desigualdad (3.24) se prucha a partir de la demostracion
de la Proposicién 3.15, sélo que redefiniendo (3.17) de la siguiente forma

1t 5 il 1 s it
~ 71’ + ze Zpe’ + Z,€
J) = L(Fme T )
= L{zycosl —y sent, ...,z cosl — y, sent)
— Z akem)

k=-n

para zx = &y + 1y € [ con Jzelle = 1 {1 < k& < n) y teniendo en cuenta que ahora

“nzg_l';L(zl"”’zn)ya“n:&n:%L(élq...gin)- O

Como veremos en el siguiente ejemplo, las desigualdades (3.23) y (3.24) son
optimas. Ademas la desigualdad (3.24) tampoco se puede mejorar aun considerando
solamente formas multilineales simétricas. Por iltimo, la constante 272 en (3.16)

no se puede mejorar aunque se consideren polinomios de grado exactamente n:

Ejemplo 3.19. Para cada 1 < m < n definimos el polinomio P, ¢ P(™{%)
mediante lo formula

Pz} = Re(x + ix9)™ Va = (z,22) € £2.

Sea L,, la polar de P, (I < m < n). Entonces si usamos la complejificacion de
Taylor se tiene

(a) “EHHT = 2"H| Pt

(b) (Ll = 2% Lo
(C) ]in’lt%U"' Hl')n—lHT/HtPn -+ Pn—] H - 271,—2“
DEMOSTRACION. Como P!l = L,.(1,0) = 1, entonces segun el Teorema 1.8
tenemos que || L. = [|P.|| = L. Por otro lado, para cada * = (21,25} € R? ¢

y = (y1,42) € R?, sc tiene que L, (x™ 3% = Re(z; +122)™ (g1 + 132)*F. Por lo
tanto, de (3.3} sc deduce que
(]

Re Py + iy) = Re { (—1}‘“(:;;)(:1:1 ) T iy i) R
k=0 -

NE

Tomemos z = (1,0) ¢ y = (0,1). Entonces |z + iy|ly = supg ||(cos O,sen )|z = 1 y

(3]
Re P ((1,0) +i(0,1)) = (;’D =2m L

k=0

wi3
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271 de donde

Por lo tanto, por la Proposicién 3.8 tenemos Hﬁm“T = | Re Pollr >
se sigue que

|Lallr 2 | Pullr 2 277 i Prll = 277" [ L]
No obstante, segiin (3.23) las desigualdades anteriores se convierten en igualdades:

Lol = 2" "Ll v IPnllr =277 [ Pl

Tomando ahora m = n obtenemos (a} y (b). Para demostrar (¢) veamos que para
t > 0 se tiene que

6Py + Paci] = 1+ 0.
Como (1F, + £7,—4)(1,0) = 1 + ¢, la norma es al menos 1 + ¢. Por otro lado, si

lzy + 222] < 1 entonces
| Re (t(x1 +1w2)™ + (2 +12)" 1) | < [ + i)™ + (21 4 222)" 7 S 1+ 4,
de tal manera que la norma no puede superar | + {. U

Observacién 3.20. La desigualdad (3.24) ha sido probada de forma indepen-
diente por P. Kirwan en [35, Corollary 5.6]. El mismo autor ha encontrado también
[35, Corollary 5.15] una desigualdad similar a (3.23), pero con la constante 2" que
es ligeramente peor. En ambos casos, la técnica empleada por P. Kirwan estd basa-
da en la siguiente férmula de polarizacion (véase [35, Theorem 5.14]): Si £ es un
espacio de Banach real, P € P("E) y 2,y € I, entonces

— k23

. 9 2n )
Plx +1iy) = T/ P(zcosf 4+ ysen)e™dl. (3.25)
7ty
Una ligera modificacion del argumento usado por P. Kirwan para obtener (3.25) nos
permite probar la siguiente generalizacion:

Proposicién 3.21. Sea E un espacio de Banach real y P =3 7 _, Pr con Py €
PE)Y (0 < k <n). Entonces, para cada x +1y € F se tiene

- gn f2m :
P.(x+1y) = 5 / Pz cos 8 + ysen 0)e™df), (3.26)
Ja
" gn-—1 2m ‘ '
Pooi(z+1y) = 5 / Pz cosb + ysen 0)6’(“_1)9(1?9. (3.27)
2 0

Usando las técnicas de P. Kirwan hemos sido capaces de mejorar la constante 27
obtenida por este autor en fa desigualdad (3.23), no obstante no hemos so capaces
de encontrar aun el valor éptimo demostrado por otros métodos en la Proposicién
3.18.
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Proposicién 3.22. Sea F un espacio de Banach real y P =577 _, Pr con P €
P(*E) (0 <k <n). Enlonces si v ¢s un procedimiento natural de complejificacion,

usando los identidades (3.26) y (3.27) se obtiene

12|, < 2712 Py, (3.28)
[Pl < 2732 P (3.29)

DEMOSTRACION. Sea z +iy € F tal que ||v +1y[|, < 1y definamos el polinomio

trigonométrico T de grado < n como

T(0) = P(zcos + ysend) = Z cre’™ VO CR,
k=-n
donde
1

2

Ck

2n
/ T(D)e ™ dh  (—n <k < n).
0

En particular, por (3.26) se tiene que ¢_, = 27" P,(z + iy). lgualmente, tomando
conjugados en ambos lados de la identidad (3.26) obtenemos también que ¢, =

27" pn(;c + 1y}. Por otro lado, en virtud de la identidad de Parseval,

2
Sl =g [T
2r Jy

Por todo lo anterior

2|ﬁn(m Fay)P27 = e + el

n 1 21!- |
- 2
< kz Jexl® = 5 /. |T(0)]2d0
1 2m (
- |P(z cos & + ysen 0)|2df < ”P||2-
2m Jy

Asl obtenemos
| Pl +iy)| < 277 Y P

de donde 15,1
en la demostracién de (3.28), pero usamos (3.27) en lugar de (3.26) para probar que

ey =277H1 P (z+1y) y conur = 2“"+1ﬁﬂ_1(m +1y). O

L < 27712 P|. Para la demostracion de (3.29) procedemos igual que




2. COMPLEJIFICACION DE OPERADORES CON VALORES ESCALARES. 61

2.2. Estimaciones para procedimientos especificos. Aunque el Ejemplo
3.19 muestra que la constante que aparece en {3.23) y {3.24) es optima en general,
aportando la complejificacion de Taylor el caso extremal, para procedimientos par-
ticulares dicha constante se puede sustituir por otra menor en muchos casos. las
estimaciones para formas multilineales son mas faciles de determinar.

2.2.1. Estimaciones para formas multilineales. Puesto que el procedimien-
to de Bochnak es el mayor de todos los procedimientos naturales de complejificacion,
las mejoras mas sustanciales se produciran utilizando esta complejificacién. Esto es
asi hasta el extremo de poderse extender las formas multilineales sin alteracion de

su norma (véase (14, p. 276|):

Teorema 3.23 (J. Bochnak). 5 £ es un espacio de Banach real, entonces
para cada L € L("E) se tiene que

iLlls = LIl

Usando las normas (p) (1 < p < co) también se consiguen mejoras sustanciales

de Ja desigualdad {3.24):

Proposicién 3.24. Sea I un espacio de Banach real y sea 1 < p < oo. Fnton-
ces para cadan > 2 y L € L(™E) se tiene

~ PRLI s 1< p <43,
1Lllpy < § 2/=¥7L) si 4/3<p<2,
2+ =1Ll sio 2<p<oo .

DEMOSTRACION. Primero estudiamos el caso n = 2. Si 1, T2, Y1, Y2 € E enton-
ces

| Re L(2y + iys, 22 + ia)| = | L(z1,22) — L{y1, 1)

SHL - izl + Tyl - Hyell)-

511 < p<4/3, entonces por la Proposicién 2.7 se tiene que

el - Neall + gl - loall < (il + Lyal) ez + 292l
y por lo tanto, usando la desigualdad de Hélder obtenemos
1l 2l + [l - Hoell < 2% (e + U 7) 7 2 + izl
<22y + il + iall )

Asi, para 1 < p < 4/3, la Proposicién 3.8 prueba que H}:H(p) < 2Y2|L).
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Ahora, para 4/3 < p < 2, la designaldad de Hélder y la monotonicidad de las
normas ¢, demuestran que

el - ezl + Dl - vl < Claal? 4 ™)' Gl + flyali”)
(

e |” 4 My lP) 7 (leall? + Dy l)
22(1/1)—&/2)}

<

(AN

[z mligilize + il -
Por lo tanto, para 4/3 < p < 2, por ia Proposicion 3.8 se tiene que |IE|L(P) <
)
Para terminar, sea 2 < p < oo. Como % + é < 1, por la desigualdad de lolder
generalizada obtenemos
ol — 1/ 1/
el - il + ol - Noell < 2722 (l)l® + wall?) " (lell” + Ny2li?) "
< 2 M ey =il lze + ivall ),
y usando de nuevo la Proposicién 3.8, HEH(P] < MY L.
Para valores mas altos de n razonamos por induccién. Definamos

UG 1 < p <43,
KW= ¢ gri2=2lr g 4/3 < p <2,
gnfp'-1 si 2< p<oc,

Si L € L£(*L), entonces para cada z € I fijo la aplicacién F(zy,... ,2.01) 1=
L{xy,... y2n_1,2) define una forma (n — 1)-lineal continua en & que denotaremos
con £, Para zp + 1yp € £ (1 <k < n), la hipdtesis de induccién y la Proposicion
3.8 dan
1 Re L(:L'l + iyls ce Ty F lyﬂN
:] Re Fro (z1+ iy, ooy @ae1 Fiyamr) = Im Fy (21 + iy, ooy Ty + r'-ynil)!

(I Re Il + Hm Pyl e+ ivili - lleann + iyneill )
<K

PN Nzl + gl e+ il 2aay + it llm)-

Ahora aplicando una vez mas la desigualdad de Holder,

/ 22|z, + 0 I st 1 <p<?
T < U (e 1P e ) 2 WEn T Wnll(p) =P =4
“771H + Hyn“ <2 (HLn“ + ”ynH ) > o1/p H:cﬂ + Z-ynn(p) si 2<p<oo.
Il resultado se sigue pues claramente por induccion. Ll

En el siguiente ejemplo vernos que las estimaciones cncontradas en la proposicion
anterior son optimas cuando p > 2:
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Ejemplo 3.25. Sea P, : {3 — R el polinomio definido en el Ejemplo 3.19 y Ly,

su polar. Entonces para cada p > 2 se liene
1Lallipy = I Palloy = 27| Pal] = 27| L]

DEMOSTRACION. Para cada p > 2 pongamos z = (27V/7,0) e y = (0,271/7),

Euntonces [jx +ayllpy =1y
B [n/2] n .
Re P(2 4+ 1y) = Z (Zk) gnfp _ gn-lg=nfp _ op=1
k=0
Asi, por la Proposicion 3.8 se tlene que HPnH(p) = || Re IN%H(I,} > 97/#'=1 En conse-
cuencia
Ll = | Pally > 2771 = 22| Py = 2271 L.

Pero las desigualdades reciprocas también son clertas por la Proposicion 3.24, obte-

nicndose asi la igualdad. O

P. Kirwan ha obtenido una desigualdad similar a la probada en la Proposicion
3.24 para p > 2, pero su constante, 27" es ligeramente peor (véase [35, Theorem
5.9]). Sin embargo, su resultado estd enunciado en el contexto mas amplio de las
complejificaciones p-dominantes:

Definicién 3.26. Sea £ un espacio de Banach real y sea || - ||z una norma
razonable en F. Decimos que || - ||z es una norma p-dominante con 2 < p < oo si

o iyl = {2+ ule Y Yey e E.

Dado un procedimiento natural de complejificacion v, decimos que es p-dominante
{2 < p < o) si para cada espacio de Banach £ se tiene que || - ||, es p-dominante
en [,

Observacion 3.27. Notese que en la definicién anterior no hemos considerado
los p menores que 2. En realidad no tiene sentido hablar de complejificaciones p-
dominantes con 1 < p < 2. Efectivamente, sea £ un espacio de Banach real y sea

| - |l # tna norma razonable en [ p-dominante. Entonces, para cada z € Sp sc tiene
2 .
N7 = |l + irlg > ol/r,
de donde es immediato que p > 2.

Las normas (p) (2 < p < o0) definen los procedimientos p-dominantes mas
pequenos:



64 3. COMPLEJIFICACION DE POLINOMIOS Y FORMAS MULTILINEALES

Proposicidn 3.28. Sea v un procedimiento natural de complejificacion p-domi-
nanle (2 < p < oo). Entonces dado un espacio de Banach real F se tienc que

lz + iyl < o+ eyl Vo,ye £

DEMOSTRACION. Sca F un espacio de Banach real, 2,y € £ y p > 2. Entonces
para cada 8 € R se tiene

lz + 1yl = || (e + iy)||, = ||(xcosf — ysend) + i(xsend + ycos ),

> {||:c cosl — ysenb||” + ||xsenl + yCosOH?’}l/’)’

de donde se sigue que

llz + iyl > sup {|lzcos 0 — ysen 8||” + |z send + y cos OHP}UP = ||z + 1yl
&

Para p = 00, nétese que || - {|(o0) €s en realidad la norma de Taylor, en consecuencia,

por la Proposicion 2.14 es la norma razonable mas pequena en I, ]

Usando la terminologia de procedimientos p-dominantes, el resultado que aca-
bamos de probar nos proporciona la siguiente generalizacion de la Proposicion 3.24
(comparar con {35, Theorem 5.9]):

Proposicién 3.29. Sea v un procedimienio natural de complejificacion p-domi-
nante (2 < p < 00). Entonces para cada espacio de Banach reel K y cada L € L(™E)
se liene que

\Z||, < 27 L.

Si bien las formas multilineales se pueden extender sin alterar su norma cuan-
do se usa la complejificacion de Bochnak (véase el Teorema 3.23), cuando se usa
la complejificacion de Taylor, un resultado similar para formas bilineales no se da
jamas, al menos en espacios bidimensionales. Para demostrar esto probaremos un
resultado previo en el que se usard la siguiente notacién: Si £y I son dos es-
pacios de Banach sobre K, T € L(FE;I") y L € L(™F), entonces L ol se define
mediante Lo T(xy,...,z,) = L{T(21),...,T(z.)) para todo zx € E (1 <k <n).

Evidentemente Lo T € L{"[) y [oT =LoT. Ademés, Lo < ||LIj - |IT

|Tl

Lema 3.30. 5i I y I' son espacios de Banach isomorfos y v cs un procedimiento
natural de complejificacion, entonces

Ko(ny F) < (d(E, F)"K.,(n; E),

donde d(E, I') denota la distancia de Banach-Mazur y K = L ¢ P (recucrdese la
Definicion 3.7).
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DEMOSTRACION. Supongamos que K = £ {la demostracién para X = P es
idéntica). Sea ¢ > 0 arbitrario. Entonces existe un isomorfismo 7' € L(£; I') tal que
TN |T7' € d(E, F')+ €. Sea ahora L € L("F'). Evidentemente ||F:1]],, =T,
v como [ oT € L("F}, se sigue que

Il < ILaT), - |77 1"
<{L{m B) + O Lo T 771"
< (L B) + T 17 - L)
< (Lo(n; B) + )(d(E, F) + o)"|| L.

De esta manera hemos probado que L£,(n; F') < (L,(n; E} + e){d(F, F) + ¢)" para
todo € > 0, de donde el resultado buscado se sigue inmediatamente. ]

Proposicidn 3.31. No eziste ningin espacio de Banach real bidimensional
tal que ||L||r = |IL||, para cada L € L(*E).

La demostracién se basa en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.32. Sea L € L5(342) la forma bilineal definida por
L{z,y) = 21y1 + 2192 + Tays — T2l
para cada o = (@), x4) ey = (y1,y2) en R% Entonces HEH; > | L]\
DEMOSTRACION. Es claro que ||L|} = || P|| = 1. Por otro lado, se tiene que
Pla 4iy) = (1 + i) + 2z +ipa) (e +ige) — (22 + iy2)”.

St ponemos r = (-\%—210) ey = (0, %), entonces |jz+iyllr =1y |P(z+iy)| = |1+i] =
V2. Por lo tanto, || L{lr > |IL]. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.31. Sea F un espacio de Banach real

bidimensional. Supongamos que [|L|| = ||L|r para cada L € £(2E). Por lo tanto
Lr(2; E) = 1. El Ejemplo 3.19 prueba que

2= L4(2 ) < (d(E, ).

Si ponemos F = {3 en el Lema 3.30, entonces deducimos asi que a( £, £2) = /2, de
donde E = ¢2 (véase la Proposicion 37.4 en [68]). Por lo tanto, se puede tener la
condicién || L] = “Z“T para cada L € L(*F) sélosi F = £2. Sin embargo, el Ejemplo
3.32 proporciona una forma bilineal simétrica L € £°(362) tal que ||Lljz > IL]. O
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2.2.2. Estimaciones para polinomios homogéneos con valores escalares.
Las técnicas usadas en la demostracién de las Proposiciones 3.24 v 3.29 no son
aplicables a polinomios homogeneos, salvo a aquellos de grado 2. Nétese que en
este caso, la norma de la complejificacion de todo polinomio 2-homogénco por un
procedimiento 2-dominante coincide con la norma del polinomio. Eu el caso general
no somos capaces de demostrar un resultado equivalente a la Proposicidon 3.24, pero
si podemos mejorar ligeramente la estimacién general (3.23):

Proposicién 3.33. Sea v un procedimiento de complejificacion 2-dominante.
Entonces para cada espacio de Banach real E y cada P € P("F) se tene que

NPl < 2°73|P|| sin es par, (3.30)
||175 v < 2”_3/2”]3“ st 1 es tmpar, (3.31)

DEMOSTRACION. Dado que la complejificacién de Lindenstrauss-Tzafriri es el
procedimiento de complejificacién natural 2-dominante mas pequeno, bastard con
estudiar el caso en que v = (2) = LT.

Sea z —x 41y € E tal que ||zl|zr = 1 y definamos igual que en la demostracién
de la Proposicion 3.15 el polinomio trigonométrico de grado < n dado por

ke

{

R ,
f(t) = (:E———}_Z—%f——) = P(zcost — ysent) = Z are™ VicR. (3.32)

k=—n

Sabemos que |f(t)| < | P||, ¥Vt € R, as{ que usando la definicién de || - ||;2) tenemos,

=|P(xcos(t -+ p—?) — ysen(? + %))l
¥
+ | P(asen(t + Er—) + ycos(t + Pg))'
n
<||P|lsup (|lx cos s — ysen s|\™ + ||z sen s + y cos s||")

<SP e + eyl = 1121 (3.33)
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Ahora usando la definicién de f, la relacién ortogonal (3.13) y las identidades (3.18),
se deduce que

2n—1 2n—1 7
1 n.ow 1

- ERRY:N Nty ERY: ik(t+(p+n/2)n/n)
= () )= D (S ) we
p=0 p=0 k=—n
n 1 2n—1
— Z akeik(t+n/2) {2 Z [—l )peikp'rr/n]
n
k=—mn p=0

in(t4m/2) + t/2)

=a,c a_, e

1 -~ o o
— Q_HPn(z)emsemvr/Z n 2_n '11(5)€—Int6_tnﬂ/2. (334)
De la demostracién de la Proposicion 3.15 también sabemos que
1 2n—1 = . _ -
o (=1 flt+p) = - Pulz)e™ + — P.(2)e”™, (3.35)
n L n
Sea e = (—1)* paran = 2k 6 n = 2k+ 1. Si multiplicamos (3.34) por € y le sumamos
(3.35) obtenemos
2n—1

Sy {f(t Pl (t+ (4 5)7)

p=0

= %ﬁn(Z)elm[l + 66””/2] -+ ilzpn(z)e—iﬂt [l + 66—1'7177/2]'

Pero teniendo en cuenta (3.33) se signe que

1 ~ X : 1 . .
sup {z—npn(z)emt[l -+ 6(2””/2] + 2—nPn(2)e_m [1 + ee_m”/z}} <2,
1

Finalmente, si n = 2k, entonces 1 + ee™™/2 = 1 4+ ¢e™"/2 = 2.y en consecuencia la
desigualdad (3.30) se sigue del Lema 3.14. Por otro lado, si n = 2k + 1, entonces
| 4+ ce™? =144y 14 e ™/? =1 -4 Porlo tanto, aplicande una vez més el
Lema 3.14 se tiene la desigualdad (3.31). 0

Corolario 3.34. Sea v un procedimiento de complejificacion 2-dominante. In-
tonces para cada espacio de Banach real E y cada P € P(*E) se tiene que

I1P{l, = |P|.

A la vista del Corolario 3.34, nos podemos preguntar si existe algin procedi-
miento natural de complejificacion para el que se tenga un resultado similar pero
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para polinomios homogéneos de grados mnayores que 2. Los siguientes ¢jempios de-
muestran que esto no es posible en general para polinomios de grado > 4 aunque se
considere la comnplejificacion de Bochnak.

Ejemplo 3.35. Definamos el polinomio homogineo Py, : 1 — R mediante la

e

formula
Pim(z) = [(Tf —a3)* — (25— 4331)2] " V= (L wg,as, ) € 4

Pl = 1 para cada m € N, pero liny, o Hﬁlmﬂg = 0.

Se tiene gue

DEMOSTRACION. Como |a® 6% < 1 slempre que @, b € [—1, 1], se ve claramente
= 1 para todo m € N. Sea ahora z; = (1,1, 1/\/56”/4, i/\/ieﬂ"/") e E?v‘*m
y escribamos zp = zo+1yg con xo = (1,0, 1/2, - 1/2) ey = (0,1, 1/2,1/2). Entonces
de la Proposicion 2.37 se deduce que

que {[ Py |

|zo]lB < iI}f{Hl‘[} cost — yosen ii|., + l|zosent 4 yocost]|w }

< %(nxo — olloe + 0 + vol)

= "\%(H(la ~1,0, = oo + 1.1, 1 0)[o0) = V2.

Asl pues

=R ([ 22 _ lr;g ;y2]™
LY 1% ;

Iz AN T F53-
= 37T = END —_ s ,
H 4771“8 - ||20H4Bm - qm kf])

y en consecuencia lim,, e || Pan|ls = o0. Un resultado similar para los grados no

mulitiplos de 4 se obtiene considerando los siguientes polinomios:
Pymy1 1 £, — R definido por Py (@) = [(2f — 23} — (25 — :33)2]1”;1?5,
Purnya 5& — R definido por  Pynia(z) = [(1f - 15)2 - (.1?% - .Tﬁ)z}mflf{,l‘g,
(2 :

Plrys €ZO — R defintdo por Py ia(z) = [(1% - .1'%)2 —~ {x:

Modificando el Ejemplo 3.35 se puede conseguir una divergencia més rapida del
[Pulls/ll Pl (n € N). En el siguiente ejemplo dejamos indicado como

coclente
hacerlo al menos para n de la forma n = 2™ (m > 3). Nétese que en el Ejemplo
3.35 se encontrd que

1Pl5
[T

2 (lr?,)”/{l,
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para todo n muiltiplo de 4 y en particular para los n de la forma n =27 (m > 3).

Ejemplo 3.36. Definimos por recurrencia Qgm : {2, — R (m € N) mediante

las siguientes formulas:
Qa(x1, a) = 45% — :1;31
Qunl(Ty,. .o xgm) = Qomer (T4, ., Tym—1 )2 — Qam—r (Tgmet g, .., Tam ).
Por otro lado, definimos los elementos Zom (m € N) de (E%Z)B mediante
Zy=1(z1,z0) con z =1, zy=1 param =],

Zym = (21,... ,29m) OB Zgm-1y; = 2™ (1 <5 <2™Y) param > 1.
Entonces se prueba por induccion que Qoem (m € N) es un polinomio homogéneo de
norma | en P(* 20, que || Zynlls < V2 (m € N), y que

1@alls _ 55y o 1Qn(zn)]
Q. ™ 1 Zall%

para todo n de la forman = 2" conm > 3.

[F2]

Vv

> (1'39)™4,

T

Observacién 3.37. Usando la conocida caracterizacion de los polinomios ex-
tremales en espacios complejos de dimensién finita de Y. Sarantopoulos (véase el
Teorema 1.12), P. Kirwan, Y. Sarantopoulos y A. Tonge observan en {36] que del
hecho de que los polinomios 2-homogéneos se puedan complejificar sin alterar su nor-
ma usando procedimientos 2-dominantes, se infiere que los polinomios 2-homogéneos
extremales en espacios reales de dimension 2 son proporcionales a ®,. Efectivamen-
te, sea [ un espacio de Banach real de dimensiéon 2 y P € P(*E) un polinomio
extremal. Supongamos que L € L£*(*E) es la polar de P, entonces ||L|| = 2{|P.

Por otro lado sabemos que L = || P||, luego ||LHB = ZHPHB Por
tanto, . P es extremal en (E& IE ”B) y en consecuencia, por el Teorema 1.12 se deduce
que (F, |- ilB) = €3(C) y que P es proporcional a ®,. Naturalmente se tendré lo

mismo para P. Seria intercsante probar que los polinomios 3-homogéneos se pueden
complejificar también sin alterar su norma de acuerdo al procedimiento de Bochnalk,
es decir, si If es un espacio de Banach real y P € P(*F), entonces HﬁHB = |7}
Esto probaria que los polinomios extremales de grado 3 en espacios de dimension
3 son proporcionales a ®3. P. Kirwan, Y. Sarantopoulos y A. Tonge llegan a es-
ta conclusion en [36] usando métodos totalmente diferentes. Como deciamos en la
Seccion 1.2 del Capitulo 1, estos mismos autores establecen en [36] que, a diferencia
del caso complejo, en los espacios reales existen ejemplos de polinomios extremales

de grado n ajenos a ®, para n > 3. La imposibilidad de complejificar polinomios
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n-homogéneos con n > 3 preservando su norma daria cuenta de esta propiedad de
los espacios de Banach reales.

Si para los procedimientos 2-dominantes siempre podemos complejificar poli-
nomios 2-homogéneos preservando su norma, usando la complejificacion de Taylor
no existe espacio de Banach real para el que se pueda complejificar un polinomio
2-homogéneo sin alterar su norma. Para probar esto necesitaremos el siguiente re-
sultado:

Lema 3.38. Sca E un espacio de Banach real y sea n € N. Entonces pare cada
P e P("E) se tiene que

| Pl < nflPliz.
En particular, si P € P(*E), entonces || L]} < HISHT; donde L € L°(*F) con L=Pr.

DEMOSTRACION. Sea S{#) := Pz cos0 + iysen §), donde z,y € Sg. Entonces

S es un polinomio trigonométrico complejo de grado < n. Como

||z cos § + iy sen O||r = sup ||z cos@cos ¢ + ysenfsen i < 1,
&

se tiene que |S(9)| < 1P|l para todo nimero rcal 0. Usando ahora la conocida
desigualdad de Bernstein para polinomios trigonométricos {véase el Teorema 4.3),
se sigue que

ﬁanﬁ"%ﬂl=190Dl§rw%pﬁﬂﬁﬂf§nﬂﬁﬂﬁ

donde I € L*("E) representa la polar de P. Por lo tanto |L{z"'y)] < J|ﬁ|[7 para
todo z,y € S, v en consecuencia el resultado se sigue. 1

Proposicién 3.39. No cxiste ningiin espacio de Banach real E tal que ||P|| =

1Pllz, para cada P € PE).

DEMOSTRACION. Supongamos que ||P|| = “INJHT para cada P € P(*E}. Enton-
ces, s1 L € £5(*F) representa la polar de P, por el Lema 3.38, tenemos que

P = Il = |Pllr VP e PE).

Fisto implica que I es un espacio de Hilbert real (véase el comentario inmediata-
mente posterior al Teorema 1.8). Pero cuando F es un cspacio de Hilbert real, el
Ejemplo 3.19 muestra que existe un polinomio [ € P(*£) tal que [|ﬁ}|p = 2P|,
luego el enunciado liene que ser cierto. &
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Las desigualdades (3.30) y (3.31) pueden ser mejoradas considerablemente si
suponemos que la norma del espacio £ procede de un producto interno. Efectiva-
mente, si H cs un espacio de Hilbert real sabemos que (H, | |lr7) es un espefx\cio de
[lilbert complejo. Por otro lado, si L € L("H) y P € P(*H) son tales que L = P,
entonces ||L|| = | P||. Ademas, sabemos que I es la polar de P (véase el Corolario
3.2). Por lo tanto, el Teorema 1.8 nos garantiza que (Lot = || Pz Asf, de la Pro-
posicién 3.24 y teniendo en cuenta que el procedimiento de Lindenstrauss-Tzafriri

es el procedimiento 2-dominante mds pequefio, se obtiene la siguiente estimacidn:

Proposicion 3.40. 8¢ H es un espacto de Hibert real, v es un procedimiento
2-dominante y P & P(*H), entonces

1P]l, < 20272 Py

Si se considera la complejificacién de Bochnak, entonces teniendo en cuenta el
Teorema 3.23 v que la constante de polarizacién del espacio es 1, se tiene:

Proposicién 3.41. Si H es un espacio de Hilbert real y P € P("H), entonces
I1Plls = |IP|.

3. Complejificacién de polinomios no homogéneos.

Ninguna de las técnicas usadas hasta el momento para estudiar la complejifica-
cion de polinomios homogéneos es aplicable al estudio de polinomios no homogéneos.
Por esta razon dedicamos una seccion a este problema. El caso de polinomios en
una variable ha sido estudiado exhaustivamente por diversos autores. Para empezar
sefialamos el siguiente resultado de S. N. Bernstein |9] (véase también [41, p. 42]):

Teorema 3.42 (S. N. Bernstein). 5t p es un polinomio de grado < n en una

variable con coeficientes complejos, entonces para cada nimero complejo z se liene
< b)Y me .

) < 0t B s 1900 (3.30)

donde a y b son los semiejes de la elipse que pasa por z y tiene sus focos en 1 y —1.

Si |\pllp v ||plli=1,1) representan el maximo de |p| sobre el disco unidad en el plano
complejo I y sobre ¢l intervalo [—1, 1] respectivamente, entonces el Teorema 3.42
proporciona una estimacién del cociente ||pllp/l[pll(~1,1y- Efectivamente, considere-
mos la elipse de semiejes @ = /2y b =1, y con focos en 1 y —1. Como D estd

contenido en dicha elipse, aplicando el Principio del Médulo Maximo a {3.36) se
obtiene lo siguiente:
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Corolario 3.43. Sea p un polinomio de grado < n en una variable con cocfi-
cientes complejos, entonces

Iollo < (1 + V3 lplli-1.. (3.37)

Observacién 3.44. J. Siciak [62] ha generalizado (3.37) para polinomios en
varias variables complejas. Su resultado mejora ademads el Teorema 2.1 en [3]. M.
Lacruz ha encontrado en [38, Theorem 5.7.7] estimaciones andlogas a {3.37) para
polinomios en reticulos de Banach reales. Con mas gencralidad, P. Kirwan {35,
Theorem 5.16) ha obtenido estimaciones similares para polinomios en un espacio de
Banach real.

Para el caso de polinomios con coeficientes reales; un resultado de P. Frdos [24]

nos permite mejorar considerablemente la desigualdad (3.37).

Teorema 3.45 (P. Erdés). Sea p un polinomio de grado < n en una variable
con coeficientes reales, enfonces

Ipile < (T} - Ipll-s -
donde T, es el polinomio de Chebyshev de primera especie de grado n e 1 es la unidad

imaginaria.

iin nuestro unico resultado de esta seccién, cuya demostracion es similar a la del
Teorema 5.7.7 en [38], probamos una generalizacién del Teorema 3.45 para el caso
de polinomios definidos en un espacio de Banach real. Necesitaremos la sigulente
extensién de un resultado conocido para polinomios en una variable (véasc {38,
Lemma 7.7.3)):

Lema 3.46. Sea E un espacio de Banach complejo y sea P € Po(E). Entonces
I
1P| < ;;max{lP(xH el < ).

Proposicion 3.47. Sea v un procedimiento natural de complejificacion. Enton-
ces para cada espacio de Banach real I y cada P € P("F) sc liene
1Pl < 2" 2@ 2] (3.38)
donde 2% T, (D] < 1/2[(2 +V2)" + (2 - V2)].
DEMOSTRACION. Sea € > 0. Por el Lema 3.46 existe = = = + iy € £ tal que
ol < J v

@uﬂzﬁw+wnzu—dQ%)nﬂr
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Como el polinomio ¢(t) := P{x + ty) tiene coeficientes reales, por el Teorema 3.45

se tiene que

< i
max lg(2)| < (0] max, la(0)]
Por otro lado, si —1 < { < 1, entonces
lz+tyll = P lcp () +to(y)| < VI T2 sup /() + ¢2y) < V2z+iylir < L.
e L,DEB[p

Esto prueba que max_<;<1jq(t)] < || P|l, de donde

(- a(J5) 1Pl 1P+ i)l = i) < i)
<ITL @ max (g(0)] < |T())- [ P])-
Por lo tanto, para cada ¢ > 0 se tiene que
1Pllr < (1=~ T )] - (| P,

lo que completa la demostracidn. |

Observaciones 3.48. (i) R. Aron, P. Enflo y B. Beauzamy (3, Theorem 2.1] han
obhtenido estimaciones similares para polinomios en £%{R), usando la complejifica-
cién usual, que en este caso es la de Taylor. Su constante es 1/2{2-4+v2)"+(2—v/2)"]

(ii) M. Lacruz ha obtenido estimaciones similares para polinomios en reticulos
de Banach reales con constante 1/2[3\/§ +4)" + (3\@ - 4)m.

(iii) P. Kirwan ha estudiado este problema [35, Theorem 5.16] para el caso de
polinomios definidos en un espacio de Banach real. La constante que obtiene es

1/2020/2 4+ 2" 4 (22 - 2)"].
4. Complejificacién de operadores con valores vectoriales.

El caso de formas multilineales y polinomios homogéneos con valores escalares
es mas facil de estudiar gracias a la Proposicion 3.8. En ausencia de un resultado
similar para aplicaciones multilineales y polinomios homogéneos con valores vecto-
riales, no hemos sido capaces de generalizar las Proposiciones 3.15 v 3.18 sin alterar
las constantes, salvo cuando se usa la complejificacién de Taylor. Si se usan pro-
cedimientos de cotnplejificacion diferentes en los espacios de Banach reales I/ y I,
ya indicamos en ¢l Corolario 2.15 que en general es inevitable el incremento de la
norma de la complejificacion de un operador lineal en £{#; #'} hasta en un factor
2. Este factor 2 aparece también a la hora de complejificar polinomios homogéneos
en P("E; F) y formas n-lineales en L("E; F). Para facilitar el estudio de estos

problemas introduciremos la siguiente notacién: Si vy y vy son dos procedimientos
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naturales de complejificacion, entonces HH],,FH,2 y HP’

by —bi ropreqentan respecti-
vamente la norma de [ y F como operadores de ﬁ, [[-1l.,) en (F [ -1

vy - Cuando
v = 1y = v escribiremos “LHV y |[P[|U en vez de [|L-H‘,_},, y H! Il.—v, respectivamente.

Proposicién 3.49. Sean E y I espacios de Banach recles y sean vy y vy dos
procedimientos naturales de complejificacion.

{a) St P e Po(E F) tal que P{z) =3 1 Pu(z), con P, € P("E; F) (0 <k < n),
enfonces
HP”HM*H& S zn“P”‘
HPﬂ_l Vi < gn—lHP”'

(b) Si L € L("E, F), entonces || Lil, o, < 2| L]

Para el caso en que vy = v; = T, las constantes pueden reducirse en un factor

DEMOSTRACION. Sea z = z+iy € E tal que 2|
trigonométrico f igual que en la demostracion de la Proposicién 3.15. Ahora f es un

s = 1 v definamos el polinomio

polinomio con valores vectoriales, pero las relaciones sobre los cocficientes ax (1 <
k < n) se siguen cumpliendo igualmente. De hecho la demostracion se desarrolla

idénticamente a la de ta Proposicion 3.15 hasta que llegamos a la desigualdad
sup |Pa(2)e™ + Po(2)e™| < 2| P
Ahora el Lema 3.14 ya no es aplicable v es entonces cuando hay que introducir un
factor 2. Por (2.7) se tiene que
sup || Pa(2)e™ + Pa(2)e ™ = 2 Pal2)lir > 1Fa(2) s

Se ve también que si v = vy = T, entonces no hace falta introducir un factor 2.
O

De la Proposicién 3.49 se deduce inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 3.50. Secan vy y vs dos procedimientos naturales de complejificacion.
Entonces para cada par de espacios de Banach reales 1/ y F se tiene

Bl s < 24P\ WP € P ES FY,
[l < LI YL € L(7E; 1), (3.39)
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La estimacién (3.39) ha sido probada también por P. Kirwan (véase [35, Coro-
llary 5.6]). El siguiente ejemplo nos proporciona un caso extremal en el que se da la
igualdad en las estimaciones del Corolario 3.50:

Ejemplo 3.51. St £ = F = £3, definamos P € P("E; F) como
P(z) = (Re(z) +iz2)", Im(zy + 122)") Vz = (21,72) € {2
I'ntonces, st L es la polar de P se tiene que
1Pll7s =221PIl y N\ Zllrss = 2*I|L].

DEMOSTRACION. Se ve fdcilmente que ||L]| = ||P]| = 1. Como
Lz y**) = (Re(:r1 Fizg)"H (yr + dye)?, Iy + izg) " (y, + iyg)%),

entonces (3.3) implica que
Reﬁ(w + 1)
[n/2] n
=) (-1 (%) (RE(CH +i22)" (Y + 1), Im(ay + i) (1 + iy?)zk),

donde x = (xy,22) € &5 e y = (y1,y2) € £2. Tomemos = = e; e y = e,. Entonces

|z + iy|lzr = sup ||(cos 8, sen e =1,
6

[n/2]
Re P(Cl -+ 2.82) = Z (;€>€1 = Qn_lel. (340)

[gualmente se puede probar que
B L
ImP(ey +ie) = Y (2k N l)eg = 2""e,. (3.41)

k=0
Por lo tanto, ||P|7op > |1 P (1 + ie2) ||l = 2" |ey + ies||p = 27, es decir

1 Zl|75 = | Pllrss > 2°P| = 2°|IL

Pero como por la Proposicién 3.49 se sabe que
[Pllros <2°UPL y ILlros < 2L,
entonces las desigualdades anterjores se convierten en igualdades y se llega a

[Lllrwp = [ Plirsp = 2P| = 2"{ L.
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0

Las constantes del Corolario 3.50 pueden mejorarse para espacios concretos. Si
nos limitamos a espacios de Hilbert, entonces todas las constantes se pueden reducir

en el factor multiplicativo 2-(*+1/2 {comparar con las Propoesiciones 3.24 y 3.40):

Proposicién 3.52. Sea v un procedimiento de complejificacion 2-dominante.
Entonces para cada par de espacios de Hilbert veales Hy y Hy y cada L € L("Hy; Ha),
se liene que

L, < 20072 Ly, (3.42)
Ademads st P € P("H,; H;), entonces
1P, < 2007 Py, (3.43)

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 3.28basta hacer el estudio para el proce-
dimiento de Lindenstrauss-Tzafrirl. En ese caso, para probar la desigualdad (3.42)
nétese que L(™H,; Hy) es isométrico al espacio L™ TIT x Hy; R) vy apliquesce a este
ultimo la Proposicién 3.24. Asi, la desigualdad (3.43) se sigue de la desigualdad
(3.42) teniendo en cuenta que {Hy, ||+ [z7) y (Ha, || - llu7) son espacios de Hilbert y
en consecuencia su constante de polarizacion es 1 (véase el Teorema 1.8). U

La constante 20>=1/2 en (3.42) y (3.43) es éptima:

Ejemplo 3.53. See H) = I, = {3, P € P("H; H,) el polinomio del Ejemplo
351y L€ L(MH; Hy) su polar, entonces
L

1Pl pr = 20972 Py || Dl = 20792 L)

DEMOSTRACION. Sea z = 1/v2¢; e y = 1/v/2¢,, entonces ||z + iy||zr = 1. Ya
se vio que || P| = 1. Ademds, por (3.40) v (3.41) se tiene que

1P\l = WPz +iy)fler = 272 Pley +iey)|| = 20702 ey + dealjp = 207D/,

Esto iltimo, junto con la designaldad {3.43), prueba la primeraigualdad. La segunda
es inmediata teniendo en cuenta que por ser todos los cspacios considerados de
Hilhert, el Teorema 1.8 es aplicable. O

Observaciones 3.54. (i) La desigualdad {3.42) fue obtenida por A. I. Taylor
en [66, pp. 313-314] con técnicas diferentes, sin embargo en su demostracion se
exigia que L fuera simétrica. De todos modos, obsérvese que la desigualdad (3.43)
si se infiere del resultado de A. K. Taylor.
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{11} Por otro lado, D. H._Hyers establecio erréncamente en [31, p. 435] que
dados dos espacios de Hilbert reales H, y H,, la extension L : ﬁ{’ — ﬁ‘z de cual-
quier operador n-lineal L € L£(™H;; H;) preserva su norma bajo el procedimiento
de Lindenstrauss-Tzafriri. En realidad esto sdlo es posible en general para formas
bilineales.
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Parte 2

Desigualdades polinomiales.






CAPITULO 4
Desigualdades polinomiales en espacios de Banach reales.

i este capitulo se investiga el problema de encontrar cotas superiores para la norma
de las derivadas de un polinomio definido entre espacios de Banach arbitrarios,
cuando se satisfacen ciertas condiciones sobre la bola unidad del dominio. Este
tipo de problemas son de gran interés en Teorfa de Ja Aproximacién y la Teoria de
Funciones Analiticas en espacios de Banach. Los problemas estudiados en esta parte
de la tesis admiten una formulacién conjunta elemental en términos de polinomios

dominados por mayoeranfes funcionales:

Definicién 4.1. Se dice que una funcién positiva ¢ : [—=1,1] — R* es mayorante
de un polinomio P definido entre Jos espacios de Banach E y F s

1P(z)] < o(lj2]l) Yz e B

Kl conjunto de los polinomios continuos de grado < n definidos entre los espacios
de Banach I y /" acotados por una mayorante funcional ¢ sobre la bola unidad se
denotara por P#(E; £). Cuando F coincida con el cuerpo K escribiremos P?( E) en
vez de PP(E;R).

Si /0 v F son espacios de Banach reales, en este capitulo nos ocupamos del pro-
blema consistente en determinar cotas superiores para las normas de las derivadas
de un polinomio perteneciente a la clase P#(E; F'), siendo ¢ una cierta mayoran-
te funcional. lLa situacion mas general se da cuando la mayorante es una funcién
constante. Fste caso incluye a todos los polinomios salvo una constante. Con el
objetivo de simplificar nuestros cdlculos, consideraremos que las mayorantes cons-
tantes son idénticamente 1. También estudiaremos el caso de polinomios dominados
por una mayorante no constante. kn particular se investigara el caso de la mayo-
rante p(t) = V1 — (2, ¥t € [—1,1]. Con mas precision, si £y  son dos espacios de
Banach reales, en este capitulo:

(1} Se obtienen cotas superiores para Ja norma de un polinomio en la clase
1 A
PLE; FY.
(2) Se obtienen cotas puntuales superiores en Bg para la norma de las derivadas
de un polinomio en P E; F).
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{3} Se obiienen cotas similares a las descritas en los puntos anteriores para poli-
nomios en PE(E; [7).

Las desigualdades aludidas en el punto (1) son conocidas como desigualdades de
Markov gracias a la contribucion de los hermanos Markov al estudio de aquel pro-
blema para polinomios en una variable. Por otro lado, la aportacién de S. Bernstein
en la obtencidn de cotas puntuales para las derivadas de polinomios en una variable,
justifica que las desigualdades anunciadas en el punto (2) sean {lamadas desiqual-
dades de Bernstein. Por razones obvias, las desigualdades mencionadas en {3) se
llaman desigualdades de tipo Bernstein-Markov para polinomios con mayoranies.

Los problemas para polinomios en una variable se llamaran frecuentemente pro-
blemas en el caso cldsico. En la primera parte del capitulo presentamos un breve
resumen de resuliados cldsicos para polinomios en una variable relacionados con los
problemas de Bernstein-Markov. Las desigualdades de Markov (4.2) ¥ (4.3) que alli
se presentan proporcionan cotas superiores 6ptimas para las normas de las derivadas
de un polinomio en PL({R}. Las designaldades de tipo Bernstein {4.4) y (4.5) para
polinomios en P!(R) proporcionan mejoras considerables, en el interior del inter-
valo unidad [-1,1], de las estimaciones de los hermanos Markov. Su importancia
también radica en el hecho de que son el punto de partida de una de las dewnostra-
ciones mas sencillas de las desigualdades (4.2) v {4.3) respectivamente (véanse los
Teoremas 4.9 y 4.12). Por otro lado, también se dan estimaciones épiimas y buenas
estimaciones puntuales en (4.14) y (4.15) respectivamente, para las normas de las
derivadas de polinomios en la clase P#(R).

Los resultados presentados en esta primera seccién motivan su generalizacion pa-
ra los polinomios pertenecientes a las clases P2 E; F'y y P¢(£; F), donde £ y I son
espacios de Banach reales. En cuanto a la clase PL(E; I'), existe una generalizacién
de Y. Sarantopoulos de (4.2) v (4.4) para la primera derivada (véase el Teorema
4.21). También se puede probar {4.3) para la derivada n-ésima de un polinomio
en PL(E; F) (véase 4.30). Estos hechos nos permiten especular con la posibilidad
de que (4.3) sea cierta para la derivada k-ésima de un polinomio en PL{E; I") con
1 < k < n (véase el comentario al Problema 74 en [44]).

[En la segunda seccidn, se generalizan algunas desigualdades clasicas de Bernstein-
Markov para polinomios en P} F; F'). Se da una cota superior de la norma de la
segunda y tercera derivadas de un polinomio en PL(fZ; F') que difiere en factores /2
y 3'7941de las constantes conocidas en el caso clasico. Ademas se dan estimaciones
puntuales para la segunda y tercera derivadas de un polinomio en PL(E; F') sobre
la bola unidad de £ {véanse las Proposiciones 4.33 vy 4.35). Cuando se trata de
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polinomios definidos en un espacio de Hilbert real, mejoramos nuestras desigual-
dades anteriores para la segunda y tercera derivadas. En realidad encontramos la
mejor estimacion posible para la norma de la segunda y tercera derivada, es decir,
generalizamos (4.3) para k = 2y k = 3. Ademads obtenemos una estimacion puntual
que generaliza {4.5) para la segunda y la tercera derivada (véanse las Proposiciones
4.45 y 4.47). En la demostracién de estos resultados damos también la idea para
la generalizacién de (4.3) y (4.5) para cualquier derivada de un polinomio en un
espacio de Hilbert real. En la dltima parte de la seccidn, se aportan estimaciones
asintéticamente éptimas, cuando n tiende a infinito, de la norma de las derivadas
(n — k)-ésimas de polinomios de grado n definidos en un espacio de Hilbert real
(véase la Proposicién 4.53).

Para los polinomios pertenecientes a la clase P?(E; F'), aportamos generaliza-
ciones de (1.14) y (4.15) con desigualdades idénticas a las cldsicas, para el caso en
que £ es un espacio de Hilbert real.

Todos los resultados de las secciones siguientes estaran enunciados sin pérdida
de generalidad para polinomios con valores escalares. Una consecuencia elemental
del teorema de Hahn-Banach lo justifica:

Proposicion 4.2. Sean E y F' espacios de Banach reales y consideremos una
funeion ¢ 1 [=1,1] = R*. Si para cada © € Bg existen nimeros reales positivos

O (@) y O3 (a) tales que
|09 P(@)llpinry < CF(e) WP € PHE),

entonces

IDW P()lermry < CF () VP € PUESF),
1DW P(2)llper < CF(x) VP € PEEF).

1. Desigualdades de Bernstein-Markov en una variable.,

En esta seccion introduciremos los resultados més conocidos relacionados con
los problemas de Bernstein-Markov para polinomios en una variable, algunos de los
cuales seran generalizados en secciones posteriores. Comenzamos por presentar dos

resultados estandar en teorfa de la aproximacién que seran de vital importancia en
nuestro trabajo.
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Teorema 4.3 (Desigualdad de Bernstein). Sea 7'(0) = .;_, cxe™ un po-
linomio trigonométrico complejo de grado < n tal que supyeg |T(8)] < 1. Entonces

sup |T'(8)] < n.
geR

La siguiente version fuerte de la desigualdad de Bernstein para polinomios tri-

gonométricos reales serd también util en las proximas secciones:

Teorema 4.4 (Desigualdad de Szegd). Sea 1'(0) = >7_, cue™ un polino-
mio rigonometrico real de grado < n tal que supyep [T(0) < 1. Entonces
sup (R?T(0)* + T'(6)*) < n’. (4.1)
Pek

La desigualdad anterior fue demostrada por primera vez por J. G. Van der Corput
y G. Schaake [17], aunque se deducia de forma implicita de una desigualdad anterior
de G. Szego [65].

1.1. Desigualdades de Bernstein-Markov para polinomios en una va-
riable. |l problema de dar una estimacion genérica de la norma de la derivada
de un polinomio surgio curiosamente a propuesta de un quimico y no de un ma-
teratico. ue D, Mendeleev, autor del sistemna periddico de los elementos, quien
estudio por primera vez este problema. No vamos a entrar en detalles de los motivos
gue llevaron a Mendeleev a estudiar un problema de este tipo, nos limitaremos a
decir que en un punto determinado de sus investigaciones, Mendeleev se percato de
la utilidad que para su trabajo suponia el poder tener una estimacion precisa de lo
grande que puede hacerse la derivada de un polinomio de grado 2 definido en un
cierto intervalo {a, 3]. Las estimaciones de la derivada de un polinomio p en [a, 3]

p“[ﬂ',ﬁ] = SUP¢¢[a,3 |P(i)|
De hecho, ||p||ja,s aparece siempre como un faclor multiplicativo en las estimaciones

dependen de su norma sobre el intervalo [, 3], es decir, de |

de la derivada de p. Con el objetivo de simplificar los calculos, consideraremos sélo
polinomios que verifiquen la condicion ||p|[f,5) < 1. Es mas, el cambio de variable
t = la+ 3 — (o — B)}/2, reduce el problema (salvo la constante (3 — a)/2) al de
determinar una cota para |p'(¢)| con t € [—1,1], slempre que p pertenczca a la clase
PHR). La respuesta que dio Mendeleev a este problema para polinomios de grado
2 en la clase Py (R) fue la designaldad |p'{t)| < 4, ¥t € [-1,1]. Es mas, 4 es la mejor
constante posible ya que la igualdad se alcanza para el polinomio p(f) == 1 - 2t%.

Nétese que |p{t)] < 1, Vi e [—1,1] y [p'{£1)| = 4. Como cra de esperar, Mendeleev
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transmitié su descubrimiento a la comunidad matematica. En 1889 el matematico
raso A. A. Markov encontrd una generalizacién del resultado de Mendeleev para

polinomios de grado arbitrario n en la clase PL(R):

Teorema 4.5 (A. A. Markov). Sea p un polinomio en PL(R). Entonces
P -y < 0. (4.2)

La designaldad (4.2) es éptima para la clase PL(R), alcanzdndose la igualdad
para e} polinomio de Chebyshev de grade n de la primera especie T,. Es mas, la
desigualdad para T, s6lo se alcanza en los extremos del intervalo [-1,1]. El trabajo
original de A. A, Markov fue publicado en ruso [42] en 1889. En [13] se recoge una
muestra de algunos de los resultados mas importantes relacionados con este tema,
incluyendo una demostracién simple de (4.2).

Una vez resuelto el problema de encontrar una cota éptima para la derivada de
un polinomio, es natural preguntarse qué tipo de estimacion satisfacen las derivadas
superiores. La respuesta a esta cuestién no tardod en aparecer y fue precisamente un
hermano de A. Markov, V. A. Markov, quien dio {a solucidn en 1892:

Teorema 4.6 (V. A. Markov). Sea p un polinomio en PL(R). Entonces

n*(n?—1)---(n? — (k= 1)*
P9 < 1) = e m i) (43)

Naturalmente, la constante que aparece en (4.3) es optima y la igualdad sdlo
se alcanza para T, en los extremos del intervalo (—1,1]. Nétese que para k =1 la
designaldad (4.3) se reduce a (4.2). El trabajo original de V. A. Markov fue publicado
en ruso en 1892. En 1916 aparecio una versién en alemén del mismo [43]. Han
aparecido con posterioridad demostraciones mas sencillas de la desigualdad (4.3),
entre las que cabe destacar la presentada por S. Bernstein usando un argumento
variacional (véase los trabajos completos de S. Bernstein {10]) y sobre todo la de R.
Duffin y A. C. Schaeffer [22].

Il problema de estimar la derivada de un polinomio da mucho mas de si, si lo que
buscamos es dar una estimacién de la derivada en un punto fijo. Si{; € [—1,1], el
problema que nos planteamos ahora es el de determinar el maximo valor que puede
alcanzar p"){#0) {1 < & < n}, siendo p un polinomio en PLHR). En general vamos
a obtener estimaciones mucho mejores que las dadas en (4.2) y (4.3). Usaremos
la siguiente notacidén para referirnos a la mejor estimacion puntval de la derivada
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k-ésima de un polinomio en el interior del intervalo [~1,1]. Dados n,k € N con
n > k escribimos

DE(t) = sup ().

‘ PEFL{R)
segin la desigualdad {4.3), es evidente que szk](i) < TTEH(I), Vi e [~1,1]. La
determinacion de la funcién DY es un problema bastante complicado incluso para
f: = 1, no obstante existen técnicas que nos proporcionan el valor de fo)(t) para cada
t € [-1,1] y k < n. Para la primera derivada no es dificil probar que DI (1) = T/(1)
para cada t € [-1, - cos(n/2n)] U [cos(m/2n), 1} (véase [12]}, sin embargo, esta
identidad no es cierta en todo el intervalo [-1,1]. E. V. Voronovskaja [72] ha
generado un procedimiento que permite encontrar el valor exacto de fo}(t) en el
resto del intervalo [—1, 1] (para ver la forma de Dg_” y Dg” consultese [12]}. Es mas,
es posible incluso obtener el vator de ’Dﬁf"‘](t) para cada ¢t € [=1,1} y cada k < m
{véase [26]). Un problema menos ambicioso pero igualmente interesante consiste en
encontrar una curva sencilla que mayore de Ja forina mas ajustada posible a i
en el intervalo [~1,1]. S. Bernstein probd en 1912 que “Dgl])(t) < n(l — 212,
vVt € (—1,1). Escrito de otra forma se tiene:

Teorema 4.7 (S. Bernstein). Sea p un polinomia en PLR). Enlonces

(Ol < —i\/f—j_t; vie (~1,1). (4.4)

Observacién 4.8. El resultado anterior es una consecuencia inmediata de la
designaldad de Bernstein para polinomios trigonométricos. Para ver esto basta
aplicar el Teorema 4.3 al polinomio trigonométrico definido por # — p{cos0) para

cada p € PHR).

Es posible probar la desigualdad de Markov (4.2) usando (4.4). El lector encon-
irard una demostracién de este resultado cn {34] (véase también el Teorema 3.3.6
en [40]):

Teorema 4.9. Si p € PL_ (R} es tal que |p(t)] < n{l - 1972, Vi ¢ (-1,1),

entonces se tiene que
1P Nimry < n'.

Para derivadas superiores, R. Duffin v A. C. Schaeffer probaron Ia siguiente
desigualdad de tipo Bernstein en el interior del intervalo [—1, 1) (véase [22]):
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Teorema 4.10 (R. Duffin y A. C. Schaeffer). Sea p € Po(R) yt € (—=1,1).

Intonces se tiene que
k 2 dk 2 :]g—
= {(i{% cos nf)) + (EE semn nH) } X (4.5)

Observacién 4.11. De ahora en adelante escribiremos Mff)(t) para denotar la

k dk ] cost
WO < | e

donde t = cos 8.

parte derecha de (4.5), para cada ¢ € (—1,1). Es decir,

) d* 2 d* 2y 1/2
MB ()= [ = “ Vie (=1, 1).
ML () {(dt’“ o8 nﬁ) + (dtk ‘:CHTEO) } €( )

Nétese que si k = 1, M&l}(t) = (1—t*)"Y?, para todo t € (—1,1). También se tiene

que

. nd n2{? 1/2
JME}Z)(T) = ((1 — t2)2 -+ (1 — t2)3> Vi€ (*1,1),

3 2t O\ (2 41—\
M) = {((T——_t?_)g> t ( (1 — 12)5/2 ) } Vte (—1,1).

El Teorema 4.9 admite una generalizacion para derivadas superiores que usa

la estimacion puntual (4.5). De hecho esto constituye lo que posiblemente sea la
demostracion mas sencilla del Teorema 4.6 (véase [22]):

Teorema 4.12 (Duffin y Schaeffer). Sea p un polinomio en P,_(R) (n > k)
tal que |p(t)] < ME(1), Vt € (=1,1), entonces se tiene que

n(n®—1)---(n? — (k- 1)%)
1-3--(2k— 1)

lplli=1,g £ T =

1.1.1. Desigualdades de Bernstein-Markov para polinomios complejos
en una variable. Llegados a este punto vamos a hacer una incursién en el caso
complejo para notar que en este supuesto los resultados obtenidos son diferentes.
Representaremos el disco unidad mediante I, es decir, B = {z € C: |z| < L}
Ademds {|pllp = max.ep |p(z)| representard el maximo valor del médulo de un po-
linomio p en el disco unidad. Si p es un polinomio en P}(C), entonces el principio
del médulo maximo junto con la desigualdad de Bernstein para polinomios trigo-

nométricos prueban que ||p'|lp € n. A diferencia del caso real, ahora si es posible
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generalizar de forma trivial la estimacion obtenida para la primera derivada a deri-
vadas superiores. Efectivamente, aplicando k veces (k < n) ¢l resultado anterior se
fiene:

Teorema 4.13 (S. Berstein). Seca p un polinomio en P1(C), entonces
PWls <nn=1)--(n-k+1). (4.6)

Ademas la constante obtenida en (4.6} es dptima, siendo p(z) = 2" el polinomio
extremal.

1.2. Desigualdades de Bernstein-Markov para polinomios con mayo-
rantes funcionales. El otro problema que nos ocupa en este capitulo consiste en
sustituir la mayorante constante con la gque hablamos venido trabajando hasta ahora
por una mayorante mas complicada. El profesor Turan propuso en una conferencia
celebrada en Varna (Bulgaria) en 1970 el problema correspondiente a la mayorante
() = VT =12, t € [=1,1]. Es decir, si p € PR) y Ly € [—1, 1], Turdn propone
determinar

sup |p'{to)l.
pePX(R)
Un afio mas tarde, Q. I. Rahman publica un articulo [53] en ¢l que se investiga no sélo
el problema propuesto por Turédn, sino también el correspondiente a la mayorante
¥(t) = |th, t € [-1,1]. En el siguiente resultado se da una estimacién éptima de la
norma de la derivada de un polinomio perteneciente a la clase PP(R):

Teorema 4.14 (Q. I. Rahman). Sea p un polinomio en PY(R). Entonces
[P llf-11 < 2(n — 1). (4.7)

La constante en la desigualdad (4.7) no puede ser reemplazada por otra menor.
Efectivamente, si U/, es el polinomio de Chebyshev de segunda especie de grado
n definido por Uy{t) = (1 — t9)""?sen[(n + 1)arccost], ¥1 € [~1,1], entonces la
igualdad en (4.7) se alcanza para el polinomio p,(¢) = (1 — {2){/,,_2(¢). Ademas, la
igualdad solo se alcanza en los extremos del intervalo [—1, 1].

La desigualdad (4.7) puede mcjorarse en los puntos interiores del intervalo [—1, 1].
El siguiente resultado proporciona una estimaciéon mas precisa de [p'(1)| para aquellos
valores de ¢ en el interior de [—1, 1] que s¢ cncuentren lo suficientenente alejados de

los extremos.
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Teorema 4.15 (Q. I. Rahman). Sea p un polinomio en PZ(R). Entonces

|mm§{

Fl hecho de restringir ¢l mimero de polinomios sometidos a estudio también

2

1 — 12

1/2
+n2} vt e (—1,1). (4.8)

repercute en la magnitud de sus coeficientes. Efectivamente, para los polinomios de
Ja clase P#(IR) se puede establecer una cota superior para sus coeficientes mejor que
la del caso general (véase [63] y [54]):

Teorema 4.16 {Q. I. Rahman). Sea p un polinomio en P¢(R) de la forma
p{t) = S 1_, axt®. Fntonces se tiene que |ag| (1 < k < n) estd acotado por ¢l valor
absoluto del coeficiente de ¥ en el polinomio p,(t) = (1 — t))Un_a(t) 6 pa_i(t) =
(1 — t9U,-3(t) (t € [-1,1]) dependiendo de si la diferencia n — k es par o impar
respectivamente.  [in particular, para n > 2 se tiene que |a1] < n —1 y |az| <
{(n—1)2 4 1}/2. Sin >3, entonces |a,| < 2"7% y la,_i| < 2772,

Como ya anunciabamos, Q. I. Rahman proporcioné en [53] resultados semejantes
para la mayorante ¥(t) = |t|, ¥Vt € [—1,1]. En este caso, para valores altos de n,
la mejor estimacién de la norma de la derivada de un polinomio en la clase P¥(R)
coincide basicamente para valores grandes de n con la constante encontrada por A.
A. Markov en el Teorema 4.2 (véase [53]):

Teorema 4.17 (Q. I. Rahman). Sea p un polinomio en PY(R), entonces
1Pl € (0 = 1)% 41 (4.9)

La constante que aparece en (4.9) no puede reemplazarse por otra menor, ya que
la igualdad se alcanza para el polinomio dado por p(t) = t7,_1(1), Vt € R. Ademas
la igualdad se da sdlo en los extremos del intervalo [—1,1]. El siguiente resultado
de Q. I. Rahaman mejora (4.9) para aquellos puntos del interior de [—1,1] que se
encuentran lo suficientemente alejados de los extremos (véase [53]):

Teorema 4.18 (Q. I. Rahaman). Sea p un polinomio en P¥(R). Entonces
7,!2
-t

1/2
IMMS{M*UZ +§ Vie (—11).

Algunos de los resultados presentados en esta introduccién a los problemas de
Bernstein-Markov para polinomios en una variable pueden ser generalizados al caso
de polinomios definidos en un espacio de Banach real. Iiste serd nuestro objetivo en
las siguientes secciones.
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2. Desigualdades de Bernstein-Markov en espacios de Banach reales.

En esta seccién realizaremos algunas generalizaciones a polinomios en espacios
de Banach reales de los problemas de Bernstein-Markov presentados en la seccion
anterior. Como ya indicabamos en la introduccién del capitulo, estudiaremos sélo
polinomios de norma < 1 con el fin de evitar el tener que arrastrar una constante en
todos los cdlculos. A la vista de los resultados ya conocidos y los que se obtendran, se
conjetura que todas las desigualdades que se han presentado en la seccidn precedente

se verifican con las mismas constantes en ¢l caso general.

2.1. Desigualdades de Bernstein-Markov para la primera derivada en
espacios de Banach reales. O. G. Kellogg probé en 1928 {34] que para polinomios
en varias variables (con la norma euclidea) la desigualdad de Markov para la primera
derivada (4.2) sigue cumpliéndose:

Teorema 4.19 (0. G. Kellogg). Sea P un polinomio en PL{7"). kntonces
”vP(E)”ﬁ(gT) S 712 Y & ]?5”_

En 1975, L. A. Harris dio otra demostracion del resultado anterior para espacios
de Hilbert reales en general. Es mds, también encontrd una generalizacién de (4.4)
(véase [27, Theorem 5)):

Teorema 4.20 (L. A. Harris). Sca H un espacio de Hilbert veal y sea PP €
PLHY). Si < -, > denola el producto interno en H, enfonces
n(l — fall'4 < 2,y )/ T PP }
VA Eiik
para cada x € By e y € Sy. Bn particular
61— Plr)? .
| DP(z)|| < min {L__ﬁ 21 < min{ - lg,nz}, (4.10)

N ——
VE=Tel" ) V1=l

IDP(2)yl < min{

para todo x € By .

En 1991, Y. Sarantopoulos generalizé (4.10) para cualquier espacio de Banach
real. Dada la importancia que tienen las técnicas que emplea Y. Sarantopoulos
para resultados posteriores, damos a continuacién una demostracion completa de su

generalizacion:
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Teorema 4.21 (Y. Sarantopoulos). Sea E un espacio de Banach real y P €
PUE). Entonces
1— Pz)? . .
1P < min{ 22T ) cin{ L] )
SRV B | G VI ==l

para cada © € Bg. En particular se liene que [[DP|| < n?.

DEMOSTRACION. Sea 2 € Bp e y € Sg. Definamos T como el polinomio trigo-

nométrico de grado < n dado por

T(9) = P(xcosO +y+/1 — ||z]|*send) VO ¢ R.
Como [z cos @ + y+/1 — ||z[|Zsend|| < 1, VO € R, se tiene que [[T]| < 1. Por otro

lado, aplicando la regla de la cadena

T'(0) = DP(zcos 0 + yy/1 — ||z]|?sen B} —z sen 8 + y+/1 — lz||2cos ) VB e R.

Por tanto, la desigualdad de Bernstein para polinomios trigonométricos implica que

V1= llFDP(x)y] = [T(0)] < n.

De esta forma se llega a o
L e,
PP <t
Sea ahora p el polinomioc en una variable real definido por p(t) = DP(te/{|z|]),
Vi ¢ R (sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ # 0 por continuidad).
Fl polinomio p verifica la desigualdad [p(t)] < n/(l — )72 Vt € (-1,1). Por
tanto, el Teorema 4.9 garautiza que |p(¢)| < n? ¥t € [—1,1]. En particular, si
{ = |lz|l se tiene que [|DP(z)l| < n?. O

Observacién 4.22. Para polinomios en varias variables, Baran 7] ha dado una
demostracion independiente del resultado anterior (aunque mas complicada) usando
técnicas complejas.

2.1.1. Desigualdades de Markov para polinomios sobre conjuntos con-
vexos. Fxiste en la actualidad una linea de investigacion activa gue estudia con
mas generalidad el problema de Bernstein-Markov para la primera derivada de poli-
nomios en espacios de Banach reales. La variante del problema que acabamos de ver
. en el Teorema 4.21 consiste en sustituir en la norma polinomial la bola unidad del
espacio por otro conjunto convexo. Las constantes que aparecen en las desigualdades
del tipo Bernstein-Markov obtenidas de este modo no dependeran solamente de la
naturaleza del espacio que se considere, sino también de la geometr{a del conjunto
convexo:
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Definicién 4.23. Si F es un espacio de Banach, decimos que un subconjunto
K C FE es un cuerpo convexo si K es convexo, cerrado v acotado.

Los siguientes conceptos serdn de utilidad para comprender esta seccién:

Definicién 4.24. Si A es un cuerpo convexo en un espacio de Banach real £,
entonces:

{a) El didmetro de A se define comno

diam({ £} = sup [ja -yl

TyER

(b) El didmetro interior de & se define como

r(K) = sup{r: aq + rBp C K, para algin z, € K’}

{c) Sih e Sg, delinimos

Wi (h) = sup{llz —y|| : v,y € K, @ — y = ch para algin ¢ € R}.

2

Wy = inf{Wg(h): h e Sg}.

(d} 51 P € P,(E), entonces se define su norma respecio de K como

[1Pllx = sup {P(z)].

rER

Dado un espacio de Banach real £ y un cuerpo convexo K, el problema que
se plantca es encontrar una cota para {|{DP(x)| zg), donde P € Pp(E) es tal que
1P|k <1yx €& K. Notese que este problema se reduce al resuello por Y. Saran-
topoulos en el Teorema 4.21 para el caso especial en que R sea la bola unidad del
espaclo. Gran parte de la investigacion que se realiza hoy en dia en este sentido
estd encaminada al estudio del problema en espacios euclideos de dimensién finita.
En dimensién uno los cuerpos convexos son los intervalos compactos de la forma
(@, f]. Sia# By pe Pu(R)es tal que ||plla,g < 1, entonces el cambio de variable

— {o+ 3 — (& — 8)t]/2 junto con el Teorema 4.2 demuestran que

I3

<
=3 a

con igualdad para el polinomio T, .4 definido por 7., ,5(t) = T, (2‘ a=fy, para

n?,

1Pl

! € |a, ). Para dimensiones superiores, C. Coatimelec [16] p;obo en 1966 que dado
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un cuerpo convexo K en £, existe una constante Cx que depende de diam(K'), tal
que para cada polinomio P € P,(#3') con ||Pl|x <1y cada z € K, se tiene que

VP ey < Cxn’.
Tn 1971, R. D. Wilhelmsen [73] probé ¢l siguiente resultado:

Teorema 4.25 (R. D. Wilhelmsen). Sea & un cuerpo convexro en {7 y sea
P c P.(E7) tal que |Pllx < 1. Entonces para cada z € K se tiene que
An?

e 4.12
IV E(@) |l ety < diam{K’) ()

Dado un cuerpo convexo K en £ y P € P,(f%) con ||Pilx < 1, en vista de
la desigualdad (4.12) nos podemos preguntar cual es la mejor constante My en la
desigualdad

Mgn? -
IV P(2) ey < m Vz € By,
R. D. Wilhelmsen sabia por el Teorema 4.19 (véanse también los Teoremas 4.20 y
4.21), que My = 2 cuando K coincide con la bola unidad de 7', Cuando m = I,
el polinomio de Chebyshev 1}, muestra que la constante Mj_; ;) = 2 es optima. Es
mas, A. Krod v Sz. Révész han demostrado recientemente en [37} que no hay ningun
cuerpo convexo en £4' para el que My < 2, es decir, Mg > 2. En definitiva, para

cada cuerpo convexo K en £' se tiene que
2< My <4

R. D. Wilhelmsen conjeturdé que My = 2 para todo cuerpo convexo en £'. Esta
conjetura es cierta y se sigue del Teorema 4.21, cuando K es la bola unidad de
un clerto espacio de Banach in R™, es decir, cuando K tiene simetria central. Sin
embargo, la conjetura no es cierta en general para cuerpos convexos asimétricos,

como lo demuestra el siguiente ejemnplo de L. Bialas-Ciez y P. Goetgheluck (véase
11]);

Ejemplo 4.26. S K = Ag := {(z,y) e R*: 2,y > 0, = +y < 1}, entonces el
polinomio P € Pa(£€3) definido por

Plz,y) = 4(92% — 4y* + 9zy + 2y + 1}/5  V(z,y) € R?,
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verifica que ||[Plla, = 1y [VP(1,0)] g2y = 4v/202/5. Pero como diam{A,) = V2/2,

este ejemplo demuesira que

ﬁ’fﬁo 2

4+/202 /2 /2
‘ 3 %:2\/1.01>2

A. Krod y Sz. Révész [37] han demostrado que la coustante que aparece en
(4.12) se puede reducir por un factor v/2. Esto unido a la estimacién My > 2,
proporciona cl siguiente resultado:

Teorema 4.27 (A. Krod y Sz. Révész). Si K es un cuerpo convero en £3' i
defintmos

D(n,K) = sup{”'\_"P“qg;n)  Pe Py, [Pk <1,
enlonces
2n? 24/2n?
e < D(n, !
diam( &) — (. B} < dzam(h)

Ezxpresado de otra forma sc tiene que 2 < My < 2v/2.

Para polinomios definidos en un espacio de Banach real arbitrario, A. V. An-
drianov [2] ha oblenido la siguiente generalizacién del Teorema 4.25.

Teorema 4.28 (A. V. Andrianov). Sea I un espacio de Benach real y sea K
un cuerpo convero en E. Entonces para cada P € PL,(E) tal que || P||x <1 se tiene

1DP ()] ez <

n
Vo e K.
— r(K) ren

V. 1. Skalyga [64] ha anunciado recientemente (sin demostracion) la siguiente
mejora de la desigualdad anterior:

Teorema 4.29 (V. [. Skalyga). Sea E un espacio de Banach real y sea K un
cuerpo convero en Iv. Fntonces para cada P € Pu(E) tal que ||[Pllx <1 se tience

IDP(2)l| ey € ==2= Vae K,

Nétese en los dos ltimos resultados que diam{K) > Wy > r(A') para cada
cuerpo convexo A en R™.
En el resto de esta memoria nos limitaremos a estudiar el caso en que A" coincida

con la bola unidad del espacio.
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2.2. Desigualdades de Bernstein-Markov para derivadas superiores de
polinomios definidos en espacios de Banach reales. Hemos visto que para
todo espacio de Banach real F y todo polinomio P € PL(£), se tiene que || DP(z)] <
n? = T\V(1), Vo € Bg, donde la constante n? no se puede mejorar en general. No
es dificil obtener estimaciones éptimas para el polinomio homogéneo asociado a la

derivada n-ésima de cualquier elemento de PL{E):

Proposicién 4.30. Si E es un espacio de Banach real y P € PL(E), entonces
1D P()|| < 277l = T (1) Vaz € Be.
La constante TTS_n)(l) no se puede mejorar en general,

DEMOSTRACION. Supongamos que P =37 P, con P, € P(*E). Como por el
Teorema 3.16 se tiene que || P,]} < 2! (véase también (3.16))}, entonces para cada

z,y € Bg, de la Proposicién 1.14 se sigue que
| DM P(z)y| = [DM Py ()y| = n!| Pa(y)] < 2°7'n! = T{M(1).
0

A la vista de estos hechos, parece razonable plantearse la posibilidad de generalizar
la desigualdad (1.3) para eualquier derivada de un polinomio definido en un espacio
de Banach real. Esta cuestion ya fue abierta por L. A. Harris en “The Scottish
Book”, problema 74 en el ano 1975. En la misma referencia, L. A. Harris aporta la
siguiente estimacion de la norma de D& p (k < n)(véase [44]):

Proposicién 4.31 (L. A. Harris). Sea E un espacio de Banach real y sea P €
PHE). Entonces

| DE Pl2)|| < 2% T(1) Yz € Bpg. (4.13)

I’n lo sucesivo veremos que la técnica empleada por Y. Sarantopoulos para probar
(4.11) usada junto con la siguiente generalizacién del Teorema 4.12 nos permite
obtener mejoras sustanciales de la estimacién (4.13) para k& = 2,3. Ademds, para
esos valores de k se obtienen con ta misma demostracion estimaciones puntuales en
el interior de la bola unidad semejantes a las dadas en el Teorema 4.5.

Lema 4.32. 51 P es un polinomio de grado < n — k {(n > k) definido sobre
un espacio de Banach real E tal que |P{z)| < Mgk)(HrH), Vz € Bg, enlonces
|P(x)] < Ték)(l), Yo € B. Recordemos que M}lk)(t)‘ representa la parte derecha de
la desigualdad (4.5) para cada t € (~1,1).
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que x # 0. Sea
z € Bg\{0} y definamos p(t) = P(iz/|z|), ¥t € R. Entonces p es un polinomio en
una variable real de grado < n — k (n > k) tal que |p(t)] < M (1)) = mMPr1),
Yt € (—1,1). En consecuencia, por el Teorema 4.12 {véase [22]) se tiene que |p( )] <
T}Ek)(l.), Yt € [—1,1]. La demostracién se concluye poniendo ¢ = ||z]. O

Proposicién 4.33. Sea £ un espacio de Banach real y P un polinomio ¢n
PYE)}. Entonces, para cada T en By se ticne que

2

DRAP(g min{ e - nllel , T } 4.14
IDEP@N £ min T * T agepre V2 o

En particular, por continuidad de DAP se tiene que ||D Pz)| < \/—M
Vo e BE

DEMOSTRACION. Tomemosz € B ey € Sg. Sea T el polinomio trigonométrico
real de grado < n dado por

T(0) = P{rcos + /1 — |[z|]?ysend) VO R.

Se tiene que

T"(8) =D*P(zcos 0 + /1 — ||z|?ysend)(—zsen + /1 — |1z cos 0)*
— DP(zcos 4 +/1 — ||z||2ysen 0)(z cos + /1 — |lz||*ysend). (4.15)

Por otro lado, como

|z cos @ + /1 —||z|?ysend|| <1 VOeR,

entonces |T'(0)] < 1, para cada ntmero real §. Por tanto, aplicando a 7' la desigual-

dad de Bernstein para polinomios trigonométricos, se tiene que
T"(0)] = (1 = ||=[*) D* Pla)y” — DP(x)e] < n”.

Teniendo en cuenta ahora la desigualdad (4.11), se obtiene una parte del resultado

buscado:

(1= 2D Pl < 0?4 [DP(2)a] < n° —li_'—h
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Para demostrar la otra designaldad implicita en (4.14) apliquemos a Jo anterior la
desigualdad de Holder:
2

DY prayyl < — ol
DR T e

- \/E( ! n Tzznw )1/’2 _ \/_Q_M(z)(“,r”)
- (L= flef[#)* (0 = fj2][*) :

[

Para finalizar, basta con aplicar el Lema 4.32 al polinomio definido en & por w ~»
ﬁ(z)P(u;)y. Yw € I v tomar el supremo sobre todos los elementos y de la esfera
unidad Sg. Se tendrla entonces que HD(‘J)P(r)H < ﬂ’f}gz)(l), Vo € Bg, lo que
completa la demostracion de (4.14). (]

Para derivadas superiores, la técnica empleada en la Proposicion 4.33 se complica
extraordinariamente. No obstante, para la tercera derivada aiun es posible encontrar
resultados interesantes sin demasiado esfuerzo. Primero probaremos el siguiente
lemas:

Lema 4.34. Euziste una sucesion decreciente de niumeros reales positivos
{M,}22, con limile 24/ /21 — 1, tal que para cada n > 3 y cada t € [0,1) se tiene

que

6n?t Jr-n.{.ﬁt'2 + 14 n? ~n2t?)
(1 _ tz}'z (1 _ 32)5/2

3”21‘- : 71(2[2 +1 - n2 + n2i2) 2~ 1f2
’ e M M)
snd (75) () | = e Mo

Para cada n > 3, el numero M, estd dado por

Vit 12n' + 96n° — 4 —4(3n® — 1)V2Int ~ 4202 + 1
o 3n?(4 — n?) '
DEMOSTRACION. Si ¢t € [0,1) y n > 3, entonces por la desigualdad de Iolder

6n?t +ﬂ(5i2 + 1 4 5 —pt?)
(1 _ t2)2 (] —_ 52)5/2

= ‘/5‘{ ;ﬁfﬁﬂz T LR nth)Y}m‘ (4.16)

gase fo

=17 —X S
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Vamos a encontrar una constante C, tal que la desigualdad

6nt 2 .,1(5152 +14nt- n?t?) 24 1/2
(1 —2)? + (1—12)3/?

In?t ‘ 942 111 — 2 4 p2p2)\ ) 2 |

S C‘h{ ( 7 \ + (T?[( + 1 + 1 )\ — (‘rﬂ . J‘M(%)(f)_‘ (417)
(l -— tf-}a / \ kl‘ — J-.),'A / n

se cuinple para cada n > 3 con t € [0,1). Si elevamos al cuadrado cada miembro de

(4.17) y a continuacién simplificamos por {1 — #*)°/n, sc obtiene

360271 — ) + (5t + 14+ n? — )’ < (32[972 =)+ (274 1 —n* 4 112252)2].
Realizando algunos calculos elementales se liega a
[(n* —5n° + 4)CF — n* + 460" — 25] ¢
+ [(=2n" + T + 4)C7 + 20" — 44n? — 10]47
+(n' — Ind + l)(]i —nt =2t —1 > 0.

lista desigualdad es cierta siempre que el discriminante A, ¢ de la expresion bicua-

drada de la izquierda sea negativo. El valor del discriminante esta dado por:
Anc, = 9[(=3n* +120%)CF + (= 120" — 96n° +1)CF + 240n" + 96n7].

El valor mas pequeno de C,, para el cual A, ¢, es negativo esta dado por la unica
raiz posttiva de la ecuacion A, o, = 0. Por lo tanto

C’z-"Gn +48n% — 2 - 2{3n? - 1} ‘m42n?+l-
" St
Teniendo en cuenta {4.16) y (4.17), basta poner M, = 2(,. Para finalizar la

demostracion, usando calculo elemental se comprueba que { M.}, es decreciente

y que lim, M, = 23/ V21 — 1. d

Proposicién 4.35. Sea E un espacio de Banach real y sea P un polinomio
PLE). Enlonces, para cada x en By se tienc

1DV PEI
e o e s
Smini il | B A M, (] } 4.18
(- H [BE (1 = |2y
En part?cular por continuidad de D® P, para cada « € By se tiene | DPP(x)] <

M, - T,
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DEMOSTRACION. Sea 2 € By, y € Sg y definamos T de la misma forma que en

la demostracién de la Proposicion 4.33, es decir

T{8) = PlzcosO + /1 — ||z]]2ysend) VO e R.

Si derivamos (4.15) una vez mas,

T7(8) =D Pz cos 0 + /1 — | 2|2y sen 0)(—zsen 8 + /1 — ||z}|2y cos 0)
—3pBp Placosf + /1 — ||z]|?ysen 0)(—x sen § + V1= |z|?ycos8)
{zcos® + /1 —|{|z||?ysen d).

Ahora, por la desigualdad de Bernstein para polinomios trigonométricos, se obtiene

77(0)] = |(1 = Jj=])?) PR P(2)y - 3/1— =[P - DP Pz
\/l*| |2 DP [<n

de donde se deduce que

(1= (22D Pla)y| < 2+ 3y/1T = [2]2- | DD Pa)|] - |||
+ V122 |DP(2)]|.  (4.19)

Por otro lado, segin la desigualdad (1.3) de los preliminares sobre polinomios, te-
nemos que || P(2)|] < 2D P(z)||. Poniendo esto en (4.19) junto con {4.11) y
(4.14} obtenemos

(1= |27 D P()yl < n® 4 61/1 — [[a] [

Aplicando a a desigualdad anterior el Lema 4.34 se sigue que

6n2fiz | n(5]2l? + 1 +n? = n¥le]?)
(1=—fe?)? Ao
< M, {(M\Q N (n(QHxHQ +1-n?4+ n2|$”2))2}1/2
B (== 7\ (=T
= My MP([l2])).

1D Pyl <

Para finalizar la demostracion de (4.18), procedemos ignal que en la demostracion de
la Proposicidén 4.33, es decir, aplicando el Lema 4.32 al polinomio de grado < n —3
definido en E por w — 5(3)P(w)y, Yw € £ y tomando el supremo sobre todos los
elemnentos y de la esfera unidad Sg. ]
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Corolario 4.36. Si I es un espacio de Banach real y P € PL(E), entonces para
cada v € By lenemos

HﬁwU()H<3ﬂMl1”(”%0?%04?@2¥Uﬁf»2ﬂ.

DEMOSTRACION. Nétese que la Proposicién 4.30 proporciona una estimacién
optima para la derivada tercera de un polinomio de grado 3 en un espacio de Banach
real. Por lo tanto, podemos tomar n > 4 en el enunciado de la Proposicién 4.35.
Como {M, }2 4 es decreciente, es decir, M,, < My para n > 4, entonces

ID® P(2)|| < My - TO(1) 237941 - TS 1) 2 0'2530 - n2(n? - 1)(n?® — 22).
para cada x € Bg. O

V. L. Skalyga ha investigado este tipo de desigualdades [63] y [64]. En [63] el
autor demuestra que para & = 2, la desigualdad (4.3) puede ser generalizada en el
siguiente sentido:

Proposicidn 4.37. Sea P un polinomio en PL({™) (m € N). Fnlonces

n*{n? — | .
H[) ng(zem < T (2) (1) = "'—(—“‘)“ VI - B[T

s}
(3]

En [64] V. I Skalyga enuncia un buen ntimero de resultados relacionados con el
problema de Bernstein-Markov para polinomios en espacios de Banach reales arbi-

trarios, entre los que se encuentran (sin demostracion) las siguientes estimaciones:

Pro osicion 4.38. Sea F un espacio de Banach ‘I‘E’.(Ia""t sea P oun polinomio en
2 Y
(2 ! ]‘: . Entonces ara cada (A1) Bb sc tiene
T K p

2 2f0n? -1
HD(Q)P(.’E || < mm{ w +n||f!,q , z (nn ) + 0.07754714l, (4.20)
(T=f=t*r*> 3 7
6n(n —1) dni(n? — 22
1D P(a) |p<mm{” s bnin = Diiel]l - dnfte” =29 | (4.21)
(T=Tfrt2y2 5 )

Observacion 4.39. En las desigualdades anteriores, nétese que el crecimiento
de las estimaciones para la norma de los operadores p@p y D® P vicne dado por
0'4109-n* y 016 -2n° para la segunda y la tercera derivada respectivamente, mientras
que el de las nuestras cs 04715 - n? y (/2530 - n® para la segunda y para la tercera
derivada respectivamente. No obstante, se pucde comprobar [acilmente que nuestra
estimacion puntual para la norma B(Q)P(m) es mejor que ia estimacion puntual
que aparece implicitamente en (4.20) para cualquier x en la bola unidad Bg. Algo
parecido ocurre para la tercera derivada. En este caso, nuestra estimacién de la

norma de D' ?(z) es mejor que la estimacion puntual que aparece implicitamente
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en (4.21), salvo para una pequeria bola centrada en el origen cuyo radio tiende a
cero cuando n tiende a infinito.

V. 1. Skalyga también enuncia en [64] (sin demostracién) la siguiente estimacion

de la norma de la derivada k-ésima de un polinomio en un espacio de Banach:

Proposicién 4.40. Sea I un espacio de Banach real y P € P{E). Supon-
qamos que | > :r;(lk_l) > w.(zk_l) > o> mflk:kl_gl > 0 son lasn — k + 1 raices del
polinomio TH1 g definimos ., = Minjci<n—k1 [(§ — (mgk-1))2)k/2T,£k)($£k_l))| Y

My he = T';.Ek}(l)/an'k para todo n, k conn > k, entonces para cada x en Bg,

, , [ kk 2l M kP01 [ nh\?
DB P(z)] < mm{mm e ———rYL ; }, (Q) }

La técnica empleada en las Proposiciones 4.33 y 4.35 puede darse por agotada

para la tercera derivada por la complejidad de las operaciones a que da lngar. Una
posible forma de atacar el problema para derivadas superiores consiste en intentar
trasladar en la medida de lo posible al caso real las desigualdades optimas que
se conocen para la norma del polinomio homogéneo asociado a la derivada de un
polinomio en un espacio de Banach complejo. Aunque como veremos las técnicas de
complejificacién no dan buenos resultados, esto nos da pie para introducir qué es lo
que ocurre en el caso complejo.

2.2.1. Desigualdades de Bernstein-Markov en espacios de Banach com-
plejos. Para empezar, la desigualdad (4.6), que refleja el maximo valor que puede
alcanzar el médulo de la derivada de un polinomio en P!(C), no se cumple en general
para espacios de Banach complejos arbitrarios. L. A. Harris probé en 1975 [27] que
la constante que aparece en (4.6) debe ser reemplazada en el caso general por otra
mayor. En el siguiente teorema de L. A. Harris se muestra una version mejorada de
su propio resultado al que aludiamos antes (consuliar [28]):

Teorema 4.41 (L. A. Harris). Sea £ un espacio de Banach complejo y sea
P e PHE). Entonces

| DW Pz < f_%}‘lw s [l £ 1 (4.22)
- n"k!
I1DWP(z))| < mﬂﬁll”‘k st |zt 2 1. (4.23)

Las estimaciones (4.22) v (4.23) son Optimas, alcanzandose la igualdad en ambos
casos para ¢l polinomio de Nachbin @, definido en £ = () y el punto 2z =

(1/n,...,1/n). ’
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Observacién 4.42. La estimacién (4.22) puede ser utilizada para oblener una
estimacién similar para espacios de Banach reales usando técnicas de complejifica-
cién. Efectivamente, sea F un espacio de Banach real, P € P(E) y v un procedi-
miento natural de complejificacion. Entonces, teniendo en cuenta que D) ﬁ(z)]p =
ﬁ{k)P(m), Ve € E, de las desigualdades (4.22} v (3.38) sc sigue que

n"k! ~ n"k!
= (n — A.-)”*’“k;*’”P”U = (n — k)nkjk

No obstante, es facil ver que la constante obtenida de este modo por complejifica-

2T, i),

| D® Py < | D Pla)

ciones es mucho mayor que la dada por L. A. Harris en (4.13).

2.3. Desigualdades de Bernstein-Markov para polinomios en espacios
de Hilbert reales. En esta seccién veremos que la desigualdad de Markov (4.3)
puede ser generalizada al menos para la segunda y tercera derivada de un polinomio
definido sobre un espacio de Hilbert real. Veremos también que en el interior de
la bola unidad es posible mejorar la estimacion dada en {4.3) para bk =2y k =
3. De hecho probaremos que (4.3) se cumple para la scgunda y tercera derivada
de un polinomio definido en un espacio de Hilbert real. Por iltimo, encontramos
una estimacion asintoticamente 6ptima de la norma de las derivadas altas de un
polinomio definido en un espacio de Hilbert real de grado suficientemente grande. La
generalizacion del siguiente resultado cstandar puede ser usado en la demostracion
de las designaldades (4.3} y (4.5) para la segunda derivada de un polinomio definido

en un espacio de Hilbert real. También serda usada mas adelante con otros propositos.

Lema 4.43. Supongamos que f(t} = V1 — 2p(t), para todo t € [=1,1], donde
p € Puct(R). Si(f(1)] <1, para todo t € [—1,1], enlonces

: ny/1 - f{t)?
o)< AT ey (420
V-1t
DEMOSTRACION. Sea T(#) := f{cosf) = |send|p{cos 8}, para cada 8 € R. Por
to tanto 7' es un polinomio trigonométrico de grado < n — 1 tal que T(0) < I, para
todo # € R. Aplicando la desigualdad de Szego al polinomio T se obtiene
n®f(cos 0)% 4 sen® 0 (cos )2 = n?T(0)* + 1'(0)* < n’.

Si ponemos cos @ = ¢ en la desigualdad anterior, entonces (1.24) se sigue. O

Proposicién 4.44. Sea H un espacio de Hilbert real y P € P,_1(H) verificande
la condicion

(1 — ) H*P(2)) <1 Yz € By
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Si definimos f : By — R, por f(z) == (1 — ||z|)"/*P(z), Vz € By, entonces

ny/1 — f{z)?

IDf(=)il < ﬁ

DEMOSTRACION. Sear € By ey € Sy. Si < -,- > es el producto interno en H,
para cada t € R consideramos el vector x + a(t — 3)y € H, donde

< T,y >
a=1-|z[2+ <e,y>* y ﬂ:—a—“l--

Vi € By. (4.25)

Como

o+ alt - Byli* = 1 - a?(1 - £2),
se tiene que ¢ + a(t — B)y € By, para todo t € [—1,1]. Definamos g: [~1,1] = R
mediante

g(t) = flz + ot — B)y) Vi€ [-11]
Sip(t) := Pz + ot — B)y), entonces ap € P,_1(R) y
alt) = flz + alt = B)y) = V1 =z + alt — B)yllPP(z + aft — B)y)
T Bap)(t),
para todo ¢t € [—1,1]. Ademas, por hipitesis se tiene que
g = V1~ lap)t)] <1 Vie[-1,1].
Por lo tanto, por el Lema 4.43 obtenemos
ﬁ%‘ﬂ Vie (—1,1).
Como |B] <1, ¢'(8) = aDf(z)y y ¢(8) = f(z), la desigualdad anterior implica que
Dfyyl < YIZJEPE oL TGl
i L flzfi?

Esto concluye la demostracion de (4.25). i

El siguiente resultado generaliza las desigualdades de Bernstein-Markov (4.3) v
(4.5) para la segunda derivada de un polinomio definido en un espacio de Hilbert
real:

Proposicion 4.45. Sea H un espacio de Hilbert real y sea P un polinomio en
Po{H). Entonces para cada x en By se tiene:

. 4 2 2 /2
1D Py <mind (o el N ,3)(1)} (4.26)
N FA I S Y 2 [
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En particular, por continuidad del operador D\2) P sc tiene que ||ﬁ(2)P(;r)” < 52—{33;;1*)
Vo € BH,

DEMOSTRACION. Seaz € By ey € Sy. Si < -,- > ¢s el producto interno en H,
definimos para cada 1 € R el vector z 4 ot — 3)y € [, como en la demostracién de

la Proposicion 4.44, es decir

o= VIl ey y  p= 002
Como z + ot — By € By para todo t € [—1,1], entonces el polinomio p € Pu(R)
definido por p(t) = Pz + ot — B)y) para todo ¢ € R verifica que ||p|| < 1. Si
aplicamos las desigualdad de tipo Bernstein (4.5) para la segunda derivada a p,
entonces

p(O) < ME() Ve (-1,1),
Iin particular,

— , .4 gy st 1/2
sziD(z)P T)y| = PH ﬁ) < Mff) 3) = o’ ('——_n—’T“— L“__E_—T
( i ( J () NSRS L —qet=)

o1 aplicamos la desigualdad de Schwarz en el dltimo término se obtienc ]]3(2) Plzyyl <

Mgf)(l]'ru) para todo = € By. Para completar la demostracion de (4.26), simple-
mente se aplica el Lema 4.32 al polinomto de grado n — 2 dado por w + D@ P{w)y,

Yw € H y se toma el supremo sobre todos los elementos y de la esfera unidad Sy.
0

Observaciéon 4.46. La proposicién anterior puede ser probada mediante la apli-
cacién de la desigualdad (4.25). Efectivamente, sea y € Sy y definamos Q(z) =
1/nDP(z)y para cada z en H. @ es un polinomio de grado < n — 1, por lo tan-
ta, por (4.11) también satisface la estimacidn (1 ~ {lz[2)/2Q(z)| < 1 para cada
z € By. Definamos una aplicacién f = By = R por f(z) = Q(2)(1 — ||=||})!/2,
Yz € By. Entonces, por la Proposicidn 4.44, la desigualdad de Schwarz y ¢l hecho
de que (/1 ~ f(z)?)? + f(z)? = 1, V2 € By, se sigue
DI(e)y , <w.y>J(2)|

e

1D P(e)y] = n|DQ()y| = n

VIl V=127
< VL= f(@)t | nfell ()

== VI =T=l)7

= M?(f)(H:l”) Ve e By,

nt ?’LZHJZHE 172
S(u—wwv*u=#$w)
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Para completar la demostracién de (4.26), simplemente se aplica el Lema 4.32 al
polinomio de grado n — 2 dado por w — D\® P{w)y, Yw € H y se toma el supremo

sobre todos los elementos y de la esfera unidad Sy.

Tl procedimiento usado en la demostracién de la Proposicién 4.45 puede ser
utilizado para obtener estimaciones analogas de derivadas superiores. Para la tercera

derivada se tiene lo siguiente:

Proposicién 4.47. Sea Il un espacio de Hilbert real y sea P un polinomio en
P H). FEntonces para cada r en By se tiene:
| D P

<mm{l( 3n?ilz| \+(71(2”m”2+1u 2\ n2|tz)\ lWT(s) l

NS AN SR (E ]
(4.27)

En particular, por continuidad del operador D® P se tiene que

n2(n? — 1)(n? — 22 B
1D P2 < T = L l)r_(n ) Vz € By.
5
DEMOSTRACION. Sea ¢ € By e y € Sy. Definimos para cada t € R el vector
@+ alt — By € H, como en la demostracion de las Proposiciones 4.44 y 4.45. Sea
» € P.(R) el polinomio definido por p(t) = P(z + a(t — F)y) para todo t € R.
Sabemos que ||p|] < 1. Si aplicamos la desigualdad de tipo Bernstein (4.5) para la

tercera derivada a p, entonces
1D Play] = 1p"(8)] £ MENB)

3{(3?12 <z, Y >\2+(n(2 < z,y >2—l—a2»—a2n2—'l—n2 < z,y >2)>2}1/2
QNS | B3I O AV (L =dlefi= )™~

(Bt cay>N' B <yt |l -n2+n2nxn2\\“’}”2

~ WA= e/ A (1= =2 |
Considerando la designaldad de Schwarz en el 1iltimo miembro de la desigualdad
anterior se tiene que | D3 P(z)]| < MIP(||z]]), lo que prueba la primera desigualdad
implicita en (4.27). La otra designaldad implicita en (4.27) se demuestra aplicando
el Lema 4.32 al polinomio de grado n — 3 dado por w — D® P(w)y, Yw € H y se
toma el supremo sobre todos los elementos y de la esfera unidad Sy. O

=

Observacién 4.48. La tecnica empleada para probar las Proposiciones 4.45 y
4.47 se muestra extraordinariamente complicada para derivadas superiores a la ter-
cera. No obstante pensamos que tanto la designaldad (4.3) como (4.5) se pueden
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generalizar para cualquier derivada de un polinomio en un espacio de Hilbert real
mediante Ja aplicacién de nuestros métodos. Esto demostraria la conjetura estable-
cida por L. A. Harris en The Scottish Book, Problema 74 (véase [44]).

2.3.1. Desigualdades de Markov para derivadas altas de un polinomio
en un espacio de Hilbert real. En un espacio de Hilbert la norma de un polino-
mio homogéneo coincide con la norma de su polar. En esta seccion aprovechamos
este hecho para obtener estimaciones casi éptirnas para las normas de derivadas altas
de polinomios de grado suficientemente grande. Se usara varias veces la {ormula ya
familiar
nf(n*— 1) (n*— (k- D%

-3 (26— 1)

T(1) = (4.98)

Proposicion 4.49. Si H es un espacio de Hilbert real y P es un polinomio en
PLHH), entonces se tiene la estimacidn

- 1 ~

DEMOSTRACION. Supongamos que P =Y ) _ Py con Po e P("H) (1 <k <n)
y sea Ly € L°(*H) tal que P = Ek (1 <k < n). Sabemos por el Teorema 1.8 que
HPl = || Lell (1 < k& < n). Ademads, de la Proposicién 3.16 se sigue que || P, || < 277!
y | Po_ill <272 Por tanto, para cada z,y € By se tiene

D00 P(a)y] = | DOV Pya)y + DOV P, (2]

< nliLa(zy" ) 4 (n = DI P (y)]
<l Pall + (0= DY Pac]
<l g (e - 1)i2n

)|
(1 + W)T,E”‘”(l).
2n

El resuliado se sigue tomando el supremo sobre todos los elementos y de la bola
unidad Bpy. 1

Nétese que para valores altos de n la estimacién obtenida para la derivada (n-1)-
- . . -1 . . ]
ésima coincide basicamente con TV )(l). Un resultado semejante se obtiene para

la derivada (n-2)-ésima:
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Proposicién 4.50. Si H es un espacio de Hilbert real y P es un polinomio en

PLHH), entonces se tiene la estimacion

2n —2 1 1 ; -
1+ —+ = |T""*(1) Vze By. 4.30
2n --3( +n+2(n—1)> W) Ve H (4:30)

DEMOSTRACION. Supongamos que P = Y r Py, P € P("H) y Ly € Co(FH)
(I <k < n) son ignales que en la demostracién de la proposicién anterior. Teniendo

D=2 P <

en cuenta la estimacion || P, -z|| € n2"2 aportada por la Proposicion 3.16, junto con
las estimaciones ya usadas anteriormente ||P,]| < 2" y || Puzi|| £ 2772 y el hecho
de que por el Teorema 1.8 se tenga || P|| = || L] (1 £ k& < n), entonces para cada

z,y € By obtenemos

D0 playy| = D™D Py (z)y + DD Poi(w)y + DU P Pya(e)y)

<t 2t[( )ty (073 ooy )+ Pecat)]

nin—1)

< (n—2) I+ (= Do+l

< pl2n! ! + £ + b
- 2 2n An-—1)

2n -2 | 1
= 721 1+ ~+ v ).
" ()Qn#S +n+2(nﬁ1)

I%] resultado se sigue tomando el supremo sobre todos los elementos y de la bola
unidad Hy. ]

De las Proposiciones 4.49 y 4.50 obtenemos las siguientes estimaciones:

Corolario 4.51. Sea !f un espacio de Hilbert real y P € Pr(H). Fntonces
D&V Pl = | PP < 17225 - T1(1), (4.31)
| DB p|| = ||ﬁ(n—‘2)P” < 1’5143 - T"=2X(1). (4.32)

DEMOSTRACION. La estimacion {4.31) se deduce de (4.29), teniendo en cuenta
que los casos n = 2,3 estdn ya cubiertos por (4.11) y (4.26), respectivamente y que
1+1/2n £ 9/8 = 1225, Vn > 4. Por otro lado, en (4.32) ya han sido estudiados los
casos n = 3,4 en (4.11) y (1.26), respectivamente. En consecuencia, (4.32) se sigue
de {4.30) v de la siguiente desigualdad evidente

2n —2 1 1 53
14—+ —— ) < 22 < 1’5143 Vi > 5.
271—3( +n+2(n—1)>_35<10 AR




108 4. DESIGUALDADES POLINOMIALIS.
La técnica usada para probar las desigualdades (1.29) v (4.30) no sc agota en el

segundo paso, se puede probar un resultado similar para la derivada n — k (n > k)

con n suficienternente grande. Antes probaremos el siguienle lema:

Lema 4.52. Para cada nimero natural k ezxiste una sucesion de nimeros posi-
tivos {bE}>2, tal que bE — 1y

- ooy !
Tk (1) = 2 1Ebf;.
DEMOSTRACION. De (4.28) se deduce que
it =1 (0P —(n—k-=1)%
1-3---(2(n=k)—1)

T (1=

(k < n). (4.33)

La demostracion es sencilla por induccion a partir de (4.33). Para k = 1 se puede
probar que T7£n_l)(l) = T7(1) = n!27"1, con lo que bastaria con poner b =1, Vn >
1. Supongamos que hemos construido una sucesion {b*}°L, como en el enunciado
del lema, entonces de (4.33) se obtiene

ngn_k_l](l) _ n?(n? ._ e (nP=(n—k—2) _ 7o) q2(n — ft‘)} -1
b3 2n—k—-1)—1) nE= n—=k—1)2
— gn-1 ﬂbk 2n—k) 1 — 9n-1 nl prt1
B k+1D)(2n—k—1) (k+ 1007 7
donde
2n - k) -1
bk+1 e S SO N - ~ 1.
" Qn—kwlbm n2zk+
Como bﬁ“ — 1, la demostracion se da por terminada. O

Proposicién 4.53. Sca H un espacio de Hilbert real y sea k € N. Enlonces
exisle una sucesion de nimeros positivos {af}°, tal que a¥ — 1, de tal manera
n

que para cualquier polinomio P de grado < n definido en H se vertfica la estimacion
iD¢ R P} = DI P < TR D)2

DEMOSTRACION. Operamos de forma similar a como lo hicimos en las demos-
traciones de las Proposiciones 4.29 v 4.30. Sea > = > | _, P& con Py € PH) y
supongamos que Ly € L3(FH) (1 <k < n) es la polar de I, es decir, L, = P. Sea
Agn) la constante que aparece en (3.21) y (3.22) dependiendo de si n— & es par o im-
par respectivamente. Sabemos por la Proposicion 3.16 que || || < Agjl) (L <k <n).
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También sabemos por el Teorema 1.8 que || Pl = |jL}| (1 < k& < n}. Entonces usan-

do la Proposicién 1.14 para las derivadas de los polinomios homogéneos se obtiene

| D=8 P(ay] = | DR P2y + DO By (2)y + ..+ DOY Po_i(2)yl
n— 1 i
< (n —k)! " Lo(aFy* =y + " Loy (2 ) 4+ Pn‘k(y)]
- n—Fk n—k

_1 .
<m—k| (" ) A4 (T Al 4 Al
- —k n-—k

n 1\
+

1 ( -
_ yn- 11 [[ n—k/ A(n) P R Aff_] }
At 271“1 (n:'c) : 271_1 (TL—‘-.IC) *

Por otro lado, es facil ver que

("71)

LI pp—— )
9n-1 (nik) n=r a
pata todo j = 1,...,k. FEfectivamente, si j es par, esto es, si j = 2h para algin
h =1,...,[k/2], entonces
o=t ™) T 2(k =)t (n = 1) n
Si 7 es impar, la demostracion es exactamente la misma. Por lo tanto, poniendo
n-—-1 n-k+1
o [1 n (n¥k) ,th)l e ( n—k ) A(n)k 4 1 A{n)k]
) - n ctn— e n— _n—k+ n— n n—kKj|?
L2 i s s ()

se tlene a —E> 1. Por el Lema 4.33 obtenemos finalmente

”D(n A)P H < akT n—k ( )
O

2.4. Desigualdades de Markov para polinomios homogéneos en espa-
cios de Banach. En esta seccidn usaremos la notacion ¢, . para referirnos al valor
maximo que puede alcanzar la norma de la derivada de un polinomio homogéneo de
norma < | definido en un espacio de Banach real arbitrario. Es decir,

Cnk = iﬂf{HB(k)PH . P e P("P), F espacio de Banach real}.

Si se consideran polinomios de norma arbitraria en un éspacio de Banach real £ se
tendria de forma evidente que

IDEIP|| < e xllPl| VP € P(E).
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Para polinomios homogéncos se puede mejorar considerablemente el orden de la
estimacion para la norma de la derivada k-ésima. lfectivamente, Y. Sarantopoulos
ha probado [59] que ¢, ; es O(n®*/?), mientras que la mejor estimacién en el problema
de Markov para la derivada k-ésima no es mejor que T,Ek)(]) = O(n*"). En particular,
la estimacion que da Y. Sarantopoulos es la siguiente:

Proposicion 4.54 (Y. Sarantopoulos). Sea [J un espacio de Banach real y
sea P &€ P("£) tal que ||Pl| < 1. Entonces

~ n n 2! ek -
R E (k) (7 — &)= R )™ V€ By (4.34)

L. A. Harris ha encontrado recientemente [28] con ayuda de un resultado de P.
Nevai y V. Totik (véase {50, Theorem 3|} una estimacion de ¢, que para valores
altos de n es mejor que la presentada en {4.34). En particular se prueba lo siguiente:

Proposicién 4.55 (L. A. Harris). Sea £ un espacio de Banach real y P €
P("E) tal que {|P]] < 1. Entonces existe una constante absoluta M tal que

| D® P{z)|| < (Mrlogn)F|z||"* Ve Bg. (1.35)

Nétese que la estimacién {4.35) es O((n log n)*), que es mejor que O(n* ). Que
el antor de esta disertacion sepa, no existe ninguna forma sisteratica, a saber una
formula, para determinar el valor de ¢, x. No obstante, L. A. Harris ha desarrollado
recientemente [28] un método numérico para encontrar el valor exacto de ¢, para
cadan > 1. Ademas, L. A. Harris ha dado también [28] una demostracion diferente
de (4.34).

3. Desigualdades de polinomios con mayorantes funcionales.

En esta seccidon veremos que las estimaciones obtenidas en los resultados prece-
dentes sobre la norma de las derivadas de un polinomio en un espacio de Banach
real se pueden mejorar sensiblemente si se considera un conjunto de polinomios mas
restringido. En particular, dado un espacio de Banach real 7, se estudian los polino-
mios £ € P,(E) que verifican la condiciéon |P(z)| < /1 = ||«l|? para cada = € By.
Nos referiremos al conjunto de tales polinomios con la notacion P#([7). Veremos
que esie problema sblo parcce tener sentido para polinomios en espacios de Hilbert y
que en éstos es posible generalizar las desigualdades encontradas por Q. . Rahman
en el caso cldsico (véanse los Teoremas 4.14 y 4.15). Daremos también ejemplos que
muesiren que los resultados obtenidos en el caso clasico para la mayorante definida

por (1) = |t}, Vi € [—=1,1] no se sostienen en ¢l caso gencral.



3. POLINOMIOS CON MAYORANTES FUNCIONALES. 111

Es evidente que los polinomios pertenecientes a la clase P?(IR) tienen raices en
I y —1, o expresado de otra forma, son divisibles por el polinomio 1 — % Algo
parecido les ocurre a los polinomios en la clase P#(Il} para cada espacio de Hilbert
real I,

Proposicién 4.56. Sea H un espacio de Hilberl real y sea P un polinomio
P.H) tal que P{z) = 0 para cade  en Sy. FEntonces eriste un polinomio ()
en Pu—2(F) tal que P(x) = (1 — |[z||*)Q(x), para cada z en H.

DEMOSTRACION. Como P(x) = §[P(z) 4+ P(—z)]+ ;[P(x) — P(—z)] para cada
x € H, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para algin nimero natural
m, o bien P = ZT:U Py, o P = Zf:o Pyrpr con P € ’P(jH) (1 <3 <2m+1),
dependiendo de si n es par o impar respectivamente. Supongamos que n es par, es
decir, n = 2m para algin m € N. Entonces para cada z € H\{0} se tiene

P( ) P?m( )+[2m 2( ) +-[)2($)+1DU

=Py (2 +NHf%1ﬂ) o [l TP ) + 2l P
+ (1= Hall*) Pam—a() + -+ (1= [l 7%) Pol) + (1~ [[z]|P™) Py

=lel W(P‘“‘ ) Pl ot Bl W*P“)

+ (1= l2l®) Pomz(z) + ...+ (1= 2" Pyz) + (1 = ||2]|*™) Ry
=(1 = [« Pam—z() + ...+ (1 = ||2] "5 Po(z) + (1 — ||2f|*™) Py
|2k

Nétese que || - {I** es un polinomio de grado 2k para cada k € N y como

Ll = (1= [l + 2l + 2l 4+ e,

entonces el resultado queda probado. La demostracion es similar para el caso en
que 7 es impar. es decir, n = 2m + 1 para algun m € N, O

Una consecuencia inmediata de este resultado es que para todo espacio de Hilbert
real f, los polinomios de la clase P#(I]) son factorizables por el polinomio definido
por H3r 01— |lz|i%

Corolario 4.57. Sea H un espacio de Hilbert real y sca P € P,(H) tal que

|P{z}| < /1 —||l|?, Vo € By. Entonces existe un polinomio Q de grado <n — 2
tal que P(x) = (1 —||z||*)Q(z), para cada x en H.

Observacién 4.58. Si £ es un espacio de Banach real cuya norma no procede

de un producto iuterno, tenemos cierta evidencia de que la cantidad de polinomios

no triviales en P,{E) que satisfacen la condicién |P{z}| < /1 ~ ||z]|? para todo
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x € Bg no es significativa. Por ejemplo, si P € Py(FE) es uno de esos polinomios,
entonces igual que en la demostracion de la Proposicién 4.56, se prueba que P{z) =
K (1 —|iz]|*) para todo = € E| donde K es una constante tal que |K| < 1. Si P # 0,
entonces || - ||> debe ser un polinomio 2-homogéneo. Pero esto es una propiedad

caracteristica de los espacios cuya norma se deduce de un producto interno.

A partir de ahora nos centraremos en el estudio de polinomios sobre un espacio
de Hilbert rea! dominados por la mayorante ¢(t) = /1 —¢2, V € [-1,1]. Para
empezar demostraremos la siguiente generalizacién del Teorema 4.14:

Proposicién 4.59. Sea H un espar.io de Hilbert veal v sea P € P,(H) tal que
IP(e)] < (1 |2, Vi € By, entonces

|DP(z)]| <2(n—1) Vae€ By. (4.36)

( )(1 — ”(L‘Hz)kllz, Ve e By

DEMOSTRACION. Sea f : By — R tal que f(z) =
=2 < x,y >, Voe,y ¢ H entonces

Como | - ||? es diferenciable Fréchet y D(||{|*)y
para ¢ € Bg\{0} e y € Sy se tiene que

— <r,y> - .
DP(z\y = —===—Ff(z)+ 1 — [lz||PDf(z)y. 4.37
(= B )+ VTP ey (4.57)

Siempre se pnede escribir y como y = T‘H“T‘T”—{—sw, donde w € Sy es tal que < z,w >=
0y r?4 s? =1. Por tanto,

|DP(m)yi§|r1{'\‘/H_) L+ P o re) ol p+ ol VT TelFl 112 ul}

LTS RV = & 2
< (I B pgteel| + 0 fel) Dt uft}

_ =@ V=Tl .
*{{ e e P )"] ~ lel) (}“

Definamos ahora T'(8) = f(zcosf 4+ wsenfd), V8 € R. Por ¢l corolario 4.57 existe
un polinomio Q € Pn_{H) tal que P(z) = (1 — {|=|*)Q(=) para cada = € H. Esto
implica que

= /1 — |lz cos @ + wsen 0]}2Q(z cos § + wsen ()

= /1 —{|z|]?| cos 8]Q (2 cos § + wsen f) Yo € R.
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Es decir, T es basicamente un polinomio trigonométrico de grado < n — 1. Ademas,
como |jz cos @ +wsend|| < 1, V0 € R, por la desigualdad de Bernstein para polino-

mios trigonométricos Lenemos que

T0)| <n -1 VOcR.

Fn particular
|Df(z)w| = |T'(0)] <n -1 (4.39)

Por el Corolario 4.57 la aplicacién definida por S(8) = f(cost9| “) vl € R es
esencialinente un polinomio trigonométrico de grado < n — 1 tal que [S(8)] < 1,
V0 € R. Asi, aplicando una vez mas la desigualdad de Bernstein para polinomios

Df(“‘”gu n)n‘ffﬂ

Si elegimos # € R con la condicién cos § = ||z||, entonces

v1=llzl? |Df(e )“ T

Por otro lado, como P(z) < (1—||z||*)/?, V& € By, entonces |Q{z)] < (1~ |lz]|?)71/2,
Vx € By. Asi, usando el Teorema 4.9 se puede probar que

trigonométricos obtenemos

lS'(QH:\/lnCOSZO <n-1 VfeR.

-1 (4.40)

M <n-1 Vzé& By. (4.41}
1 —|=||?
Finalmente, se sigue de (4.38), usando (4.39), (4.40) y (4.41) que
IDP(z)y| < (n — 1){2le!] + 2}'/2 < 2(n - 1), (4.42)

para x € By\{0} e y € Sir. Por lo tanto
| DP(z)), < 2(n—1) Va € By\{0}.

Por continuidad de D}P, podemos extender el resultado previo a toda la bola unidad
cerrada By, lo que completa la demostracion. ]

Si p, es el polinomio definido por p,(t) = (1 — ), _2(#) = 1/2(T—2(t) — Tu())
para cada t € [—1, 1], donde U,_, es el polinomio de Chebyshev de grado (n—2) de la
segunda especie, ya apuntamos justo después del Teorema 4.14 que |p, ()] < V1 — ¢2
para todo t € [—1,1] y que p'(£1) = 2(n—1), es decir, p, representa el caso extremal
en (4.7) con igualdad para los extremos del intervalo [—1,1]. Se puede encontrar

un ejemplo semejante para polinomios de grado par en un espacio de Hilbert real
arbitrario:
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Ejemplo 4.60. Sca H un espacio de Hilbert real. Sin es un nidmero natural
par y £p i H — R es la aplicacion definida por P(x) = p, (x|} pare cada o € H,
entonces P, es un polinomio de gradon en H tal que |P.(2)] < 1/1 — ||z|]2, Vx € By
y (P ()] = 2(n = 1), Yo € 5.

DEMOSTRACION, Como p, = 1/2(T,—y — T),), de la delinicién de T,,_y y T, se
sigue que p,, es una [uncion par siempre que n también lo sea. Por tanto, p, no tiene
potencias hmpares. Pero todas las potencias pares de || - || son siempre polinomios
homogéneos al ser H un espacio de Hilbert. Esto demuestra que £, es un polinomio
de grado n en H. La condicién |P,(2)| < /1 — |lz||2, para cada 2 en By se obtiene
de forma inmediata. Por otro lado, sabemos que || - || es derivable Fréchet en todos

los puntos excepto el origen y ademas
< :Eﬂy > AL b W A | Ak
——vr e {5 vre .

et
Si @ € H\{0}, entonces DP{z)y = p'(||z|l) < z,y > /|||l para cada y € /I. En
particular si |jz|] = 1, entonces DP(x)y = p(1) < z,y >, de donde ||DP{2)]| =
2{n —1). il

Dijljy =

La estimacion puntual (4.42) obtenida en la demostracidn de la proposicién an-
terior puede mejorarse considerablemente en los puntos de la bola unidad By que
estan suficienternente atejados de la frontera. De hecho podemos generalizar el Teo-
rema 4.15 para el caso de polinomios definidos en un espacio de Hilbert real. Antes

necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4.61. Sca H un espacio de Hilbert real y sea P € P(H) tal que |P(z)| <
/1 = ||zl|? para todo x € By. Si se define f: By — R mediante

flo) 1= —A
RV

Vee By,

entonces
N = )2
M———(71 ) J:(I) VT 3. (4.4-3)
V1=l
DEMOSTRACION. Por el Corolario 4.57 existe un polinomio @ € P,_o(H) tal

que P(x) = (1 - [|2]|))Q(z), Vo € H. Esio prueba que f(z) = /1 — |[2][*Q(«),

Vz € By. Como ademads | f{z)] < 1, Vo € By, la funcion f satisface las condiciones

[Df()]] =

de la Proposicion 4.25. En consecuencia (4.43) se siguc. a
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Proposicién 4.62. Sea I un espacio de Hilbert real y sea P un polinomio en
P, (H) tal que |P(z)] < (1 — {|2||*)V/?, Vz € By. Entonces

/2
lf? 2|
|DP(z)] < {%—i—(nFl) Va € By.
e
DEMOSTRACION. Seax € By ey € Sy. Sidefinimos f como en el lema anterior,
por {4.37) se tiene que

DP(a f&f &)+ VI~ 2D f(x)y

Ahora, teniendo en cuenta (4.43), la desigualdad de Schwarz y el hecho de que
(V1= Fe)) + f(2)* = 1, Vo € By, obtenemos

DRG] < El%—iﬁm' I ERLYEM

Como y € Sy era arbitrario, esto demuestra lo que buscabamos. Ol

Si H cs un espacio de Hilbert real y P =57 Py con Pr € P(*E) (1 <k < n)
es tal que [P, (x)} < /1 — ||2l|2, V2 € By, entonces las desigualdades (3.21) y (3.22)
se pueden mejorar. De hecho, es facil ver que el Teorema 4.16 se puede generalizar
con las mismas constantes para todos los polinomios en la clase P2(H):

Proposicion 4.63. Sea H un espacio de Hilbert real y sea £ un polinomio en
P.(H) tal que |P(x)] < (1 = |l«|))V/%, Yz € By. Si P =3 _, P, con P, € P(*E)
(1 < k < n), entonces ||Pi]| (1 < k < n) estd acotado por el valor absoluto del
cocficiente de 15 en po{l) = (1 — tH)Up_2(t) 0 puoi(t) = (1 —tHYU,a(t) t € [-1,1],
dependic-ndo de st [a difermcia n—=k es par o 1'mpar 7‘espectivam(ntP En partz’rulm*

sin 2 ..3, entoncao “Pn” S 2“ 2 y || Facy|| <277 3.

DEMOSTRACION. Sea x € By y definamos p(t) = = >°r_o Pel(@)t* para
todo t € R. Entonces p es un polinomio en una variable tal quc |p()t < /1 — t? para
todo ¢ € [—1,1]. La demostracién se sigue inmediatamente aplicando el Teorema

4.16 a los coeficientes del polinomio p. U
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Para terminar demostramos por medio de un ejemplo que el Teorema 4.9 para
polinomios p en P,(R) con la condicién Ip(¢)| < |¢], para todo ¢ € [-1,1], no se
cumple en espacios de Banach en general:

Ejemplo 4.64. Sea F = % (R) y definarnos P € P(32) mediante P(xy,z2) =
w} — zf. Entonces |P(z)] < ||z|lo para x € Be, pero DP(x) = 1.
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