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Introducción.

Estatesispuedeenmarcarsecli el ámbito de la teoría de polinomios en espaciosde

l3anach. No obstante,el lector comprobaráque las conexionescon la teoría de la

aproximacionson numerosas.

La níemoriaseencuentradividida en dos partes. En un principio la teoríade las

complejifícacionesdesarroltadaen la primeraparteestabapensadaen ciertamedida

paraservir de herramientaen la resoluciónde problemasespecíficoscii espaciosde

Banach reales,a partir de resultadosconocidosen espaciosde Banachcomplejos.

Lii la segundaparte de la memoriase planteadeterminarestimacionesóptimasde

las normasde tasdíerivadíasde uii polinomioen un espacio(le Banacbreal. Sabiendo
queen el casocomplejose conocencon valoresóptimosalgunasestimacionesdeeste

tipo, se podría intentar aplicar la técnicade las complejificaciojiesparaestudiarel

caso real. Sin embargoel rendimiento de esta estrategiano La sido el esperado.

Esto no suponeen modo alguno unapérdidade interésen la teoría de las comple-

jificaciones. Por otro lado, los problemaspropuestosen la segundapartepueden

estíidiarsecon resultadosrazonablementebuenosmediantela aplicación de otras

teenícas.Comoconsecuenciade todo esto,las dos partesde la niemoriaresultanser

casi independientes.

En el primer capítulode la memoriarealizaníosun brevesumariode los resulta-
(los máselementalessobrela teoríadc polinomiosen espaciosde Banach,productos

tensorialese ideales dc Banachque serán usadosen capítulos posteriores. Este

capítulo no aportanadanuevo. Tampocopretendeserunareferenciasobre los te-

nias anteriormentecitadosparael lector, quepor otro lado, se le suponeal tanto de
todo lo queen él se dice. Con esteprimer capítulo se pretendesimplementedar a

la tesismía. ideadic completitudy de trabajoautocontejíldo.

En la primerapartede la tesisrealizamosun estudiode losprocesosquenosper-

tinten interpretar(le forma satisfactoriaun espaciode I3anachreal comosubespacio
real de un espaciode Banachcomplejo. Los resultadosoriginalesqueallí seexponen

son en gran medida el fruto de la colaboracióncientífica con Y. Sarantopoulosy
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A. Tonge [46]. Algunos resultadosde esta parte también se recogenen [48]. La

temáticaestudiadaen estaprimera parte coincide con la de la tesis doctoral de P.
Kirwaíí [35]. Estacoincidenciaes extensiblea parte del contenidode ambostra-

4?bajos. Este hechose debea -una meracoincidenciay se puedeasegurarsin ningún
y,

génerode dudaque ambostrabajosson totalmenteindependientes.
y,

Desdeun punto de vista algebraico, la complcj¿¿/icaciór¿de un espaciovectorial y,

real E sepuedellevar estoacabo en términosde paresordenadosde forma sencilla. y,.

Basta darse cuentade queeí espacio E x E se convierteen un espaciovectorial —

complejosi definimos la adición mediante 4?

y,

(¾y)+(u,t’)~(x+u.y±v) Vx,y,u,vcE, (5) y,

y el productoexternopor —
a

(a+ib~r,y)=(ax—by,bs+ay) Vz,yeE, ‘Úa,bcR. (P)

Estaes básicamentelaúnicadefinición posibledIC complejificaciónanivel algebraico, y,

y.
no obstantelas posibilidadesse multiplican ala horade considerarla cornplejzficocido —

de la normade un espaciodeBanachreal. Si laestructuradel espaciolo permite,por
ejemplo si el espaciose trata de un retículo de Banac,hreal, existeun procedimiento

estándarque nos permite obtenersu versión compleja. Efectivamente,si E es un 4?

retículo de Banachreal, entoncesla expresión
4?

ka:, ~)IL= ± w24 u Va> y e E, y,

dondela partederechasedefine en términosdel cálculo funcional (véasepor ejemplo

[20, p. 326]) representatina norma complejay completaen E x E muy especial:
*

El espacioE x E dotadode estanorma constituyela versión complejade E. Para
espaciosde Banachrealesarbitrarios,tambiénsepuedeusarel cálculofuncionalpara y,

definir la coniplejificaciónde su norma recurriendoal hecho de quetodo espaciode y,.

Banaches subespaciode un cierto retículo, en particular de C(B<), siendoB§ la e-

bola unidadde U con la topología débil* (ni). Es así corno surgenuestroprimer —

ejemplo de procedimientonatural de complejificación: el procedimientode Taylor. —

En realidad se puedendefinir infinitos procedimientosquecomo el de Taylor, nos

permiten extenderla norma de un espaciode Banachreal a su coníplejificaciónde y,

forma conveniente.

La ideadeasociaracadaespaciode Banachreal un espaciode Banachcomplejo

está motivadapor la riqueza del análisis complejoy tiene como principal objetivo

el adaptaren la medida de lo posible las técnicascomplejasen la resolución de

problemasen un contextoreal. El estudiode las funcionesanalíticasen un espacio
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de Banaclies un problemade interésen el quelas técnicascomplejasjueganun papel

decisivo. La complejificaciónde un espaciode Banachreal nosofrecela posibilidad
de usar técnicascomplejasen la demostraciónde resultadosparafuncionesanalíticas

reales. La ideaes básicamentela siguiente:Supongamosque E yE son dos espacios

de Banachrealesy que E y E son dos complejificacionesde E y F respectivamente.

Si J es unafunción analíticaen un entornode ~o C E con valoresen F, entonces

existe > 0 tal
00

1(x) >3 I-%jx — mg),

n=1

paratodo x G x0 + cE, siendoP~ (u c N) un polinomio homogéneode grado u en E

con valoresen E y E0 unafunción constante.Si es posibleextenderlos polinomios

E,, (u c N) al espacioE sin perdercontrol de sunorma,entoncesla función 1 podrá
verse en todo momentocomo la restricciónde una función holomorfaen un cierto

entorno de x0 en E, a un entornode x0 en E. El control sobrela norma de las

extensionesestá aseguradoen algunassituaciones(véase [66, rflreorem 4.2]). En
estadisertaciónno nos limitaremosa desarrollarlas basesde tina teoría generalde

complejificacionesde espaciosde Banach, tambiénestudiaremosel problemade la
variacion de la norma de un polinomio o unaaplicaciónmultilineal definidosen un

espaciode Banachreal cuandose consideransus extensionesa unacoinplejificación

del espaciodondese definen.
En un principio, la motivación que nos condujo al estudio de los procesosde

complejilicaciónfue la obtenciónde constantesdepolarizaciónóptimasparaespacios
de Hanacb reales,a partir de las estimacionesconocidaspara espaciosde Banach

complejos. La aplicación directa de las técnicas de complejifícaciónno siempre

aporta resultadosóptimosen estesentido,no obstanteel estudio de los procesosde

complejificacióntieneun interésintrinsecoinnegablecomo lo demuestrala profusión

conquelían sido usadospor numerososautores.A título deejemplomencionaremos

los trabajosde A. Alexiewicz y Orlicz [1], C. Benítez,Y. Sarantoponlosy A. Tonge
~8},J. Bochnak [14], J. Bochnak y J. Siciak ~153y A. E. Taylor [661.

La primera parte de la tesis se encuentraa su vez dividida en dos capítulos.

En el primero (capítulo 2 de la tesis),se desarrollanlas herramientasbásicasde la
teoría. Comenzamosdandouna definición másgeneralde complejificacióna nivel

algebraicoque la dadaen términosde paresordenadosen estaintroducción. Si E

es un espaciovectorial real, su complejifícaciónalgebraicaes un espaciovectorial

complejo É tal queE es subespacioreal de E y E = E ~ jE (véanselos Axiomas

((Dl) y (C2)). Haremoshincapié en que la complejifícación algebraicaes uníca
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salvo isomorfismos,no obstanteveremostambiénqueseráde utilidad interpretarla

complejificacióndesdediversospuntos de vista. Así hablaremosde complejificación
por paresordenados,por produétostensorialeso por operadoreslineales.

y,

La complejificaciónde un-espaciode Banachno es tan obvia en el sentidode que

las posibilidadesahorason infinitas. Si E es un espaciode Banachreal,entretodas y.,

las normasquese puedendefinir en E calificaremosde razonablessólo aquellasque

satisfaganciertas condicionesnaturales,a saber,que la norma complejaen E sea —

una extensiónde la norma de E y quepreservela norma del conjugadode los ele- y.

mentosde E (véanselos Axiomas (NR1) y (NR2)). Estasegundacondición parece
ser la únicadiferenciaentreel conceptode norma de complejificaciónrazonablede 4?

*P. Kirwan y el nuestro. El primer ejemplode norma razonablequeencontramosse
y,

debea A. E. Taylor. Su definición vino a enmendaruna interpretaciónerróneade
*

la función na(x + iy) ~xj2+ inH2 como norma complejaen E. La definición

de la norma de Taylor (véasela Definición 2.5) presentala peculiaridadde no de- y,

penderde ninguna característicadel espaciode Banacbque complejifica. Además,

los operadoreslineales entredos espaciosde BanachE y E se puedenextendera —

operadoreslinealesentre E y E sin alteración de su norma, cuando se considera —

la complejificaciónde Taylor en ambosespacios(Axioma (PC)). La norma de ‘l’ay- e
4?

br resultaser nuestroprimer ejemplo de procedimientonatural de complejificación

(véasela Definición 2.16).

Usandolas distintas interpretacionesde la complejificaciónde un espaciovecto- y.

rial real, se puedenobtenerotros ejemplosde procedimientosnaturalesde comnple- y,.

jificación. Se veráquelas normastensorialesy las normasde idealesde operadores

definenprocedimientosnaturalesde complejificación. Asi, se veraqueentrelos pro-

cedimientosde complejificaciónnotables,el procedimientodc ‘lb ylor procedede la

normatensorial inyectiva, el procedimientode Bochnakprocedede la norma tenso-
4?

rial proyectivay queel procedimientodc tindenstrauss-Tzafririderiva de la norma
y,

del ideal deoperadorescontinuos. y,

En estecapítuloestudiamostambiénrelacionesentrenormasrazonables.Si E es

un espaciodeBanachreal, se pruebaque existeunanormarazonableen E mínima

(la norma de rfaylor) y unanorma razonablemáxima(la norma de Boclumak). Se
pruebatambiénquetodas las normasrazonablesen E son equivalentes.

El capítulo se cierra con el estudiode das cuestiones.Por un lado se investiga
si todo espaciode Banaebcomplejo es la complejificaciónde un cierto espaciode

Banachreal de acuerdocon los Axiomas (NR1) y (NR2). Por otro lado se estu-
dia si son intercambiableslas operacionesde dualidad y complejificaciónpara un
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procedimientonatural de complejificacióndado Se verá medianteun ejemplo no

trivial de N. J. Kalton que la respuestaa la primeracuestiónes negativa.En cuanto

al segundoproblema, veremosque sólo es cierto bajo condicionesmuy restrictivas
(véasela Proposición2:51).

El segundocapítulo de la primeraparte(tercercapítulo de la tesis),estádedica-

do al estudio de la variación de la normade un operadormultilineal o un polinomio

(lefínidos entreespaciosde l3anach reales,cuandose consideransus extensionesa

las complejificacionesde los espaciosdondese definen. El capitulo comienzapor

estudiarel problemade la complejificaciónde operadoresmultilinealesy polinomios

desdeun punto de vista algebraico.Un resultadoelemental(véasepor ejemplo[15)
y [66]), demuestraquetanto los operadoresmultilinealescomolos polinomiosentre

espaciosvectorialesrealesse puedenextenderde forma única a las complejificacio-

nes de los espaciosdondeestán definidos. Las fórmulas (3.2) y (3.3) muestranla

forma que han de tener estasextensionespara operadoresniultilinealesy polino-

mios homogéneosrespectivamente,Una simple inspecciónde estasfórmulas revela
que la complejificaciónde un operadorniultilineal continuoo un polinomio en un

espaciode Banachsigilen siendocontinuas sea cual sea la complejificación usada

en los espaciosde Banachconsiderados. Nuestroproblemaconsistirá en evaluar

la razón entre la norma de los operadoresrealesy los complejificados,que natu-

ralmentedependeráde la complejificaciónque se use. El primer resultado de la

Sección2 simplifica el estudioparaoperadorescon valoresescalaresal probar que
paracalcularla norma de la complejificación de unaforma multilineal o un polino-

mio homogéneocon valoresescalaresbastacon estudiarsu partereal o imaginaria
(véasela Proposición3.8). Esteresultadoseráusadofrecuentementea lo largo de

la Sección2 del capítulo. En uno de los resultadosprincipales del capÍtulo, se es-

tableceunaestimacióngeneralóptima paralas normasde las complejificacionesde

las componenteshomogéneasde mayorgrado de un polinomio (véasela Proposición

3.15). En concreto,si E es un espaciode Banacbreal, u un procedimientonatural

(le complejificacióny E = E,. + 1t1 + ... + Pu : E —> R es un polinomio, siendo

fl. un polinomio k-hoinogéneoparacada 1 < k =u y Po unaconstante,entonces

11141k =2”’ u~u (u =1) y E,.—i =~ PL (u =2). Estasestimacionesgene-
ralizanotras semejantesde C. Visser [71] y H.-J. 1{ack [51]. De la primerade estas
desigualdadesse desprendeunaestimaciónparala norma de Ja complejificaciónde

uit polinomio homogéneo,estimaciónque resulta seróptima. También se prueba

una est¶n3acxonsimilar para formas multilineales (véasela Proposición 3.18). 1?.
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Kirwan [353 ha estudiadotanibién este tipo de desigualdadesde una forma total-
menteindependiente.Susdemostracionesestánbasadasen unafórmulaalternativa

a (3.3) (véasela fórmula (3.25)). Medianteesteprocedimientoseobtienenen gene-

ral peoresestimaciones.Veremosqueuna ligera modificación de las técnicasde P.
Rirwan proporcionaunamejora de sus estimaciones.En cualquiercaso, la mejora

no proporcionalas constantesóptimas.
En los resultadosfinales de la Sección2 del capitulosepresentanalgunasestima- —

ciones de la normade la complejificaciónde una forma multilineal y un polinomio

homogéneoparaprocedimientosde complejificaciónparticulares. El estudiode las —
e’ -

formas multilinealeses más sencillo. Si E es un espaciode Banachreal y L es una

forma multilineal en E4, en la Proposición3.24 darnos estimacionespara la nor-
y,

ma de L cuandose consideranlas normas(p). Se pruebaque para p =2, estas
y,estimacionesson optimas. Este resultado es extensibleal conjunto de normasde y.

complejificaciónp-dominantes,comose muestraen la Proposición3.29. Las estima-

cionesasí obtenidasmejoran un resultadode P. I<irwan. Si y es un procedimiento

natural de complejificación,el valor más pequeñode la relación llLh~/llL~l para —

toda forma multilineal L en E4 se obtienepara el procedimientode Bochnak. J.
y,Bochnakprobó [143que IILIIB = HLH. Por el contrario,si se usala complejificación
*

de Taylor, la Proposición3.31 demuestraque no existe ningún espaciode Banach —

real bidimensionalE parael que HLLT = IILII paratoda forma bilineal L en E.
4?

El estudio de los polinomios homogéneoses mas complicado. La Proposición —

3.33 muestrauna ligera mejora de las estimacionesgeneralesparapolinomios ho- —

mogéneoscuandose consideranprocedimientos2-dominantes.Como consecuencia,

se pruebaquesi P es un polinomio 2-homogéneocon valoresescalaresen un espacio

de Banachreal y u es un procedimientodecomplejificación2-dominante,entonces
y,

FIL = [Fu. Por el contrario, la Proposición3.39 muestraqueesto no ocurrepara
4?ningún espaciode Banachsi se usala complejificaciónde Taylor. Por otro lado,

los Ejemplos 3.35 y 3.36 muestranque en generalla extensiónde polinomios ho-

mogéneosde grado > 3 no es posiblesin alterar su norma, aun usandola norma y,,

de Boclumak. El casode los polinomios 3-homogéneosno estáestudiado.Si se logra y.

probar que éstos se puedencomplejificar sin alterar su norma paraun cierto pro- —

cedimientode coníplejificación,presumiblementeel de Bochnak,entoncesse puede

obtenerfácilmente unacaracterizaciónde los polinomiosextremalesen un espacio

de Banachreal de dimensión3 (véasela Observación3.37).
*

En la Sección3 del capítulo se estudiancomplejificacionesde polinomios no
y,-

homogéneoscon valoresescalares.P. Erdóshaencontradounaestímacionoptimade y.

4?

y.

y.’

y.

4?

y.

y.

y.
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la norma de la complejificaciónde un polinomio en unavariable (véaseel Teorema
3.45). Nuestroúnico resultado de esta sección trata de generalizara polinomios

definidos en un espaci¿de Banach real esteresultado(véasela Proposición3.47).

Nuestraconstantedifiere de la probadapor P. Erdésen el casoclásicoen un factor

2~02, siendon el grado del polinomio. Este resultadomejoraunaestimaciónde P.

1<irwan [35, rfheoreín5.61.
En la última seccióndel capítulo,estudiamosel casode operadoresmultilineales

y polinomiosconvaloresvectoriales.La falta de un resultadocomola Proposición3.8

dacuentade la apariciónde un factor 2 eh las estimacionesgeneralessobrela norma

(le la complejificaciónde un operadormultilineal y polinomio homogéneo(véanse

la Proposición3.49 y eí Corolario 3.50). Por otro lado, cuandose trata de espacios

de Hilbert este factor dos se puedereducir a y
1 cuando se usan procedimientos

2-dominantes,como se demuestraen la Proposición3.52.

La segundaparte de la memoria consta de un solo capítulo (el Capítulo 4)

dedicadoal estudio de desigualdadesde tipo Bernstein-Markovpara polinomios

definidos entreespaciosde Banachreales. Todos los resultadosoriginales de este

capítulo se recogenen un proyectode artículoconjuntocon Y. Sarantoponlos[473.

Desdeun punto de vistamuy general,el problemase puedeplantearde la siguiente

manera:Dentro de la clasede los polinomiosdefinidosen un espaciode Banachreal
arbitrario, acotadospor unacierta mayorantedentro de la bola unidad, se buscan

cotasóptimasparalas normasde sus derivadasasí como acotacionespuntualesde

las derivadasen el interior de la bolaunidad. Las estimacionesdependeránen todo

momentode las mayorantesque se consideren.El casomásgeneral, puesengloba~
a todos los polinomios salvo un constantede proporcionalidad,sc da cuando se

considerauna mayoranteconstanteque tomaremosigual a uno por comodidad.
‘Iainhién estudiaremoscasosmasrestrictivos corno la mayorante~(L) 1 — 12.

En estamemoriasedistinguirán dos problemas.En primer lugarestudiaremosel

problemadedeterminarestimacionesde la normade las derivadasde un polinomio

en un espaciode Banachreal. Este problemase conocecorno problema de Markov
gracias a la aportaciónrealizadaen su resolución por los hermanosMarkov, para

ci caso de polinomios en una variable. El otro problema consisteen encontrar
acotacionespuntualesde la norma de las derivadasde un polinomio definido en un

espaciode Banachreal, dentro de la bola unidad. Esto se conocecorno problema

de Ecrusteinpor la contribución de 5. Bernsteinal estudiode esteproblemapara

eolinomiosen unavariable.
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La primerasecciónde estecapítuloestádedicadaahacerrecuentode los resulta- *

dos conocidosen el casoclásico (en unavariable) relacionadoscon estosproblemas.

Aunqueno aportaningún resultadooriginal, puedeservir de guíaa un lector quizá

no muy familiarizadocon estosresultados.En estasección así corno en el restode

la memoria,la norma de un polinomio p en unavariableserásiempresu supremoen

el intervalo [—1, 1] y se representarápor pLí—r,ií. Hoy en día, las desigualdadesde
Markov en una variable (4.2) y (4.3) son referenciasobligadasen muchosaspectos

de la teoría de la aproximación. La desigualdadde Bernstein (4.4) también tiene

un peso específicoen la teoría de la aproximación. Para derivadassuperiores,U..

Dulfin y A. C. Schaefferhanproporcionadoestimacionespuntualessimilaresala de
y,

Bernstein (véasela desigualdad(4.5)).
Si se considerancondicionesmás restrictivassobre los polinomios, entonceslas

*

estimacionesde los hermanosMarkov y de 8. Bernstein puedenmejorarseconside- y,

rablemente.El profesorTurán propusoen 1970 realizar un estudiosimilar parala

clasede los polinomios p tales que ¡p(t)¡ = 1 — t2 paratodo t 6 [—1,1]. Un alio y.-

más tarde Q. 1. Rahman [53] encontró unaestimaciónóptima para la norma de

la primera derivadade estospolinomios así como estimacionespuntalesde estaen

el interior del intervalo [—1,1]. Tambiénestudió el problemade Bernstein-Markov y.

y.
paralos polinomios p talesque p(t)~ < ¡ti para todo t c [—1,13.

En la segundaseccióndel capítulo se estudianciertas generalizacionesde los
y.

resultadosclásicos. La desigualdadde Markov para la primera derivada (4.2) fue y,.

generalizadaal caso de polinomios en ~? por O. O. Kellogg (véase el Téorema

4.19). Usando técnicascomplejas,M. Baran [7] dio unademostraciónalternativa

del resultado de O. O. Kellogg, así como una generalizaciónde (4.4) parael caso

de polinomios en varias variables. Y. Sarantoponlosgeneralizó(4.2) y (4.4) para

polinomios definidos en un espacio de Banachreal (véaseel Teorema4.21). El y.

y,-

problemade Markov parala derivadan-esimade un polinomio de grado u también
y”

es generalizablea espaciosde Banachrealescon la mismaconstantequeen el caso y.

clásicosi seconsiderael polinomio homogéneoasociadoa la derivadan-ésimaen vez y..

de la propia derivada(véasela Proposición4.30). Por estarazón,a partir deahora

y mientrasno se especifiquelo contrario, al hablar de la derivadak-ésirna en un

punto de un polinomio de grado u (u =k) en un espaciode Banach,nosreferiremos

a su polinomio k-homogéneoasociado. El resultadoparala derivadan-ésimade un

polinomio de grado u junto con el resultadode Y. Sarantoponlosparala primera y,

derivadahacenpensarque las desigualdadesconocidasen el casoclásicotambiénse

sostienenen general,conjetiiraestablecidapor L. A. Harris en el Problema74 del y.

y,.

y.

y.

y,

y,

y”

*

y,

y,
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“Scottish Book” ~443.Usandotécnicasde Y. Sarantopoulos,probamosquela norma

de la segunday terceraderivadade un polinomio en un espaciode Banachrealestá
acotadapor una constanteque difiere en un factor 2 y 32941 respectivamente

de la constanteencoútradaen el casoclásico por los hermanosMarkov (véanselas
Proposiciones4.33 y 4.35). Y. 1. Skalygahaanuncíadoreciertementeen[64] (aunque

no disponemosde demostración)unasaproximacionesal problemade Markov para

la segunday terceraderivada,con constantesquedifieren de las estimacionesde los
hermanosMarkov en factores l’2327 y 2’4 respectivamenteparavaloresaltos de u.

Por otro lado, encontramosestimacionespuntualesde la segunday terceraderivada

de un polinomio en el interior de la bola unidad (véanselas Proposiciones4.33 y
4.35). Estasestimacionesmejorandesigualdadessimilaresde V. 1. Skalyga.

Si nos restringirnosal estuchode polinomiossobreun espaciodeHilbert real, so-

mos capacesde mejorarnuestrasestimacionesanterioresparala segunday tercera

derivada. Usandotécnicasdiferentes,encontramosunacotasuperiorparala norma

de la segunday terceraderivadaquecoincidecon la estimacionclásicaparapolino-

míos (le unavariable. rfambiélí obtenemosunaestimaciónpuntualde la normade la

segunday terceraderivadasobrela bola unidad quegeneralizaunadesigualdadde

R. Duifin y A. C. Schaeffermencionadaanteriormente(véanselas Proposiciones4.45
y 4.47). Tenemoscierta evidenciade que las tecnícasusadaspuedengeneralizarse

a derivadassuperiores. Esto probaríala ya comentadaconjetura de Ilarris para

espaciosde Hilbert. Por último, y sin abandonarel caso de polinomios definidos

en espaciosde Ililhert reales,probamosqueparaderivadasaltas de polinomios de

grado suficientementegrande,las estimacionesclásicasde los hermanosMarkov se
cumplencon tanta aproximacioncomo queramos(véasela Proposición4.53).

En la terceray última partede estecapítulo se estudiandesigualdadesde tipo
Bernstein-Markovparapolinomiosen un espaciode Hilbert real JI dominadosdentro

de la bola unidad por la mayorantep(x) = 1 — <¡x¡j2, Vx E B>-~. Los resultados

posterioresgeneralizanlos ya probadospor Q. 1. Rahmanparael casodepolinomios
en una variable (véaselas Proposiciones4.59 y 4.62).
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CAPíTULO 1

Preliminares.

En estecapítulo presentamosun brevesumariode resultadosestándarsobreteoría

de polinomiosen espaciosde Banach,productostensorialese idealesdeoperadores

que seran necesariospara entenderlas seccionesposteriores. En lo sucesivo,K
denotatanto el cuerpode los numerosrealesE comoel de los complejosC, mientras

queN representael conjuntode los númerosnaturales. Los espaciosvectorialeso de

Banachserándenotadoscon las letrasmayúsculasE, E, O, H, X e Y. Siempreque

seadeterminantese especificaráel cuerposobreel queestándefinidos,de otra forma
se entenderáquepuedenser tanto realescomo complejos.Los espaciosde Banach

clásicosse referiráncon las notacionesestándar,especificandocuandoseaprecisosi

se trata de las versionesrealeso complejas.Así, usamospor ejemplo las notaciones
É~(R) y L~(C) J)arareferirnosal espacioL~ real y complejorespectivamente.Cuando

no hayalugar a confusiónescribiremossimplementeLP.

1. Polinomios en espaciosde Banach.

Desde el punto de vista algebraico,la definición que usaremosde polinomio

y polinomio homogéneoentre dos espaciosvectoriales(reales o complejos)es la

siguiemite:

Definición 1.1. Se dice queunaaplicación F : E —* F es un polinomio ho-

mogéneode grado u, o simplementeu-homogéneo,si existeunaaplicaciónn-lineal

(lineal en cadaunade sus u variables)L : E’ —> F tal que F es la restricciónde

L a la diagonalde Et, es decir, si F(x) = L(x , x) paratodo x en E. A menudo

escribiremosesta relacióncon la notaciónabreviadaJi = L. Así, un polinomio P
de grado < u en E se define como unasumade la forma F = E,, + F,>a ... + P0,

siendoF,, un polinomio k-homogéneocon 1 < k =u y F0 unaconstante.

No es difícil ver que la Definición 1.1 es equivalenteal conceptode polinomio

algebraicoen varias variablescuandonos restringimosa espaciosvectorialesde di-

mensionfinita. En algunoscasoses útil la interpretacióndel conceptode polinomio

(flie acabamosde dar en términos de productos tensoriales(véase la Proposición
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1.18). Si E y E son dos espaciosvectoriales,usaremoslas notacionesP,;(~JZ; E),

£«<E; E) y P,,,a(E;E) parareferirnosrespectivamenteal espaciode los polinomios
u-homogéneos,al espaciode las aplicacionesn-linealesy al espaciode los polinomios

de grado < u entre E y E. Cuandon = 0, convenimosen decir que los conjuntos
anterioresrepresentanlas funcionesconstantesen E ó E”, segúnproceda,con valo-

resen E. El subíndicea hacereferenciaa que se trata de aplicacionesalgebraicas.

Si E coincide con 1K, escribiremossimplemente‘P,;(~E) £,,(“E) y P,.JE) en vez

de P«(~E;1K), 4(~E; 1K) y Pwa(E; E) respectivamente.

El primer resultadosignificativo quepresentamossobreteoría de polinomiosen
espaciosvectorialesestableceun isomorfismo algebraicoentre el espaciode poli-

nomios u-homogéneosy el (le aplicacionesu-linealessimétricasdefinidos entredos

espaciosvectoriales.

Definición 1.2. Sean E y E dos espaciovectorialesy sea L E £,jE; E). En-

toncesdecirnosque E es simétricasi paratoda permutaciónu de (1,2,. . . , u) se

tiene que

x,.) = L(xUe),. . . X~(,;)) Vxk E E (1 =k =u).

Denotaremospor £§(“E; E) el espaciode las aplicacionesu-linealessimétricas

entrelos espaciosvectorialesE y E. CuandoE coincidacon E escribiremos£~(~E)

en vez de £~CE;lK).

Proposicion 1.3 (Fórmulade polarización). SeanE y E dosespaciosvectoria-

les. Si E E P(”E; E) es un polinomiou-homogéneo,entoncese.r-istc una única forma

u-lineal simetrica L E £(~E; E) tal que E(s) = L(x,...,:r), Vx E E. Además,E

viene dada por

1

L(xí - x,,) = >3 . . . e,,F(ciíri + . . . + e,,xs), (1.1)

para todo Li :r,, C E, dondela sumasc tomasobre las 2” combinacionesposibles

de los Ck, con Ck =11(1= k <u).
y,,

Corolario 1.4. La fórmula (1.1) define un isomorfismoalgebraico entre los es-

paciosP~CE; F) y L E fICE; E).

Definición 1.5. Dado F E PaQ’E; F), llamaremospolar de P a la únicaforma

u-lineal simétricaL E ~I(”~; E) tal que P = L. En algunasreferenciasse usala

notaciónL = F.



1. POLINOMIOS EN ESPACIOSDE BANACH. a

En algunos casoses util disponer de una fórmula de polarización diferente a

la mostradaen (1.1). Sea rk la k—ésima función de Rademacher(recuérdeseque
rk(t) = sign(sen‘2”wt), VI E [0, 1], dondeSign representala funcióím signo). La bien

conocidaortogonalidadde las funciones ~k nos permiten probar fácilmenteque si

E E Pa(”E) y L G £~(E) es la polar de E, entonces:

L(xí, . . . , r,;) j r
1 (1) ,(t)F(rí(t)¿ri + . . . + r,dt)x,-,)dt, (1.2)

paratodoz~... ,x,,CE.
Si E es un espaciode Banach,denotaremoscon H~ la norrriade E. Cuandono

hayalugar aconfusiónescribiremossimplenente . ¡¡. Usaremoslas notaciones
8E,

y ½parareferirnosrespectivamentea la bola unidad abierta,a la bola unidad
cerraday a la esferaunidaddel espacioE. Es decir:

BE = ½E E ~[< 1)>

BE={XCE: [4=1},

= ½E E : ¡4 = 1}.

Nos limitaremos a partir de ahora a estudiar operadorescontinuos.Así, las no-
taciones P,;(”E; E), £,;(~E; E), C~(~E;E) y 7t,;(E; E) serán reemplazadaspor

P(”E; E), L’(’~ E; E), £S(YIE. E) y P,;(E; E) respectivamente,cuandos¿lo se con-
siderenaplicacionescontinuas. 1)e forma similar, las notacionesPa(~E), £a(~E),

y %,~(E) se sustituiránpor ‘P(”E), £(“E), C>(”E) y ‘P,;(E) respectivamen-

te. Se compruebaque las siguientesdefinicionescorrespondena normascornpletas

en los espaciosJt(E; E) y £(“E; E):

[Fi = sup{IF(x)[F x E Br) VF E P,;(E; E),

[L[ = sup{¡¡L(xi ,...,rs)[p : x
1,... , x,; E B~) VL c £e’E; E).

Sepuedever queconestasnormaslos subespaciosP(”E; E) y £“(“E; E) de ‘P,,(E; E)

y £(“E; E) respectivamente,son cerrados,es decir, se trata a su vez de espaciosde

Banach.

1.1. Constantesde polarización. Se puedeprobar haciendouso de las fór-
mulas de polarización(1.1) o (1.2) que el isomnorfisínoalgebraicoexistenteentre

P(~ E; E) y £§(uE; 77) es un isomorfismotopológico entrePCE; E) y £sCE;E).
En concretose puedeestablecerla siguientedesigualdad:
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Teorema 1.6. SeanE y E espaciosde Banachy supongamosqueP E ‘PCE; E)
y,

y L E £>CE; E) son tales que L = E. Entonces
it

y,HF¡¡ =[L[ =
u! ¡E[. (1.3) y.

La constanteuniversal un/u! no puede ser reemplazada por otra menor en ge-

neral. Si E = L7’ (rn c N), E = 1K y definimos el polinomio 4>,; e P~’L7’)

por 4>(t~, . . . ,t,;,) = tm, <ti, . . . , Im) E L~ entonces se tiene que [tj¡ =

u~/u!¡¡4>,.¡¡. El polinomio 4>,. se refiere frecuentemente en la literatura como polino-

mio de Nachbin.

Para espacios de Banach específicos, a menudo es posible una mejora de la des-

igualdad (1.3). En cualquier caso, por el Teoremna de ilahn-Banach esta mejora

es independiente del espacio E. Esto nos permite limitarnos al estudio de polino-

mios con valores escalares sin pérdida de generalidad. Las constantes óptimas en la

desigualdad (1.3) para cada espacio de Banach reciben el nombre de constantes de

polarización, es decir:
y.

Definición 1.7 (Constantes de polarizaciómi). Si E es un espaciode Banach, y.

y,

entonces se definen sus constantes de polarización 1K(u; E) (u c N) por

K(u, E) = inf{c >0 : ¡¡L =c~¡Z[, VL E £3(”E)j}.
y.

En general es relevante la naturaleza del cuerpo 1K. El estudio de las constantes —

K(u, E) para espacios concretos constituye una línea de investigación abierta hoy y.

en día. Para más detalles referimos al lector a [21], (27], [57] y [69]. En esta
memoria no profundizaremos en este problema, nos limitaremos a presentar algunos y,’

resultados que serán de utilidad en capítulos posteriores.
y.

1.2. Polinomios extremales. Segúnel rfeorema 1.6, para cualquierespacio *

de Banach E se tiene que

1 <1K(u, E) =

Son de un interésparticular los doscasosextremos,es decircuandoK(n, E) —

y cuando 1K(u, E) = 1. Un ejemplo típico de espacioparael que K(u, E) = 1 es

4(K). En general,cualquierespaciode Hilbert verifica esta propiedad(véase[6],

[21], [273 y [30]):

Teorema 1.8. Si H es un espaciode Jfilbert (real o complejo), entonces

= ~¡L-¡IVL E LV(”fJ) (1.4)
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Además,Y. Sarantoponlosy C. Benítezhanprobadoen [8] que cuando1K = IR

entoncesla identidad(1.4) parau = 2, caracterizalos productosinternosreales. En

el casocomplejono es posibleprobarun resultadosimilar. Se puedeencontrarun

contraejeniploCii [27].

El otro casoextrenio (cuando1K(u, E) = u”/u!) tambiénhasido estudiadotanto

en el supuestoreal comoen el complejo. En cualquiercaso,los espaciosisométricos
poseenlas mismasconstantesde polarización. Paraexplotar estapropiedadintro-

ducimosel conceptode distanciade Banach-Mazury el de representabilidadfinita:

Definición 1.9. Si E y E son dos espaciosde Banachisomorfos,entoncesse

define su distanciade Banach-Mazurpor

d(E, E) = inf{[T[ . ¡T~~¡ T c £(E; E) es un isoniorfismo}.

DecimnosqueE estáfinitamente representadoen E si paracadasubespacioY de E
(le (llmensiónfinita y cada e > O existeun subespacioX de E de dimensiónfinita

tal qued(X, Y) =1 + e.

Y. Sarantopoulosha probadoen [58] el siguienteresultado sobre los espacios

de Banachcomplejos E para los que C(n, E) = un/u!. Se incluye ademasuna

caracterizaciónde los espaciosde Banachcomplejosde dimensiónu que cumplen
esapropiedad:

Teorema1.10 (Y. Sarantoponlos).Si E es un espaciode Banach complejo

tal que C(u, E) — uit/u!, entonces~?estáfinitamente representadoen E. Es más
si E tiene dimensionu, entoncesC(n, E) = n”/u! si y sólo si E es isométricoa

En los espaciosde Banach E para los que 1K(u, E) u”/u!, los polinomios

extremalestienenespecialrelevancia:

Definición 1.11. Si E es un espaciode Banach tal que 1K(u, E) = n”/u!, se

dice queun polinomio F E P(”E) es extremalsi

(El) existenelementosXj,... , £,. E 5E talesque É(xj - x,.) = ¡Éj, y

(1t2) ¡P¡ = u”/u!¡ F[.

Y. Sarantopoulosha denmostradoel siguienteresultadosobre polinomiosextre-

males en espacioscomplejos. El resultadodemuestraen particular que en Li’(C),

el único polinomio extremal (salvouna constante)es el polinomio de Nachbin 4>,;

(véase[583):
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Teorema 1.12 (Y. Sarantopoulos). Sea E un espacio de Banach complejo 0’

tal que C(n, E) = u”/n!. Si E c PCE) es extremaly a>.... , a> G SE son ta-

les que P(11,...,x,;) = n~/u!¡¡F[, entoncesel espaciogeneradopor Li ,...,X,, es

isométricoa L7. Ademásexi=teuna constantee E C tal que

L(z1x: + - . . + z,;x,;) = c~ zi .

y,

para todo zk E C (1 < k < n). En particular, si E tiene dimensiónu, toda forma

multilineal alcanza su norma y en consecuenc?aE es isométrico a L7. Ademástodos
los polinomiosextremalesde grado u en E son mifltiplos del polinomio 4>,,.

*

El estudiode los espaciosde Banachreales E tales que R(u, E) — n~/n! ofre-

ce más dificultades debido a la imposibilidad de usar las técnicascomplejas. Sin

embargo,el casoreal ha sido estudiadorecientementeen [36] por P. l<irx-van, Y. Sa-

rantopoulosy A. Tonge. Como en el casocomplejo,paraespaciosde Banachreales

se demuestraquesi existen polinomios extremalesde grado u entoncesel espacio

contienecopiasisométricasde L7. Se pruebatambiénquelos polinomiosextremales

en espaciosrealesde dimensión2 y 3 son los múltiplos de 4>2 y 4>3 respectivamente.

No obstante,parau > 3 los polinomiosextremalesde grado u no son caracterizados

por 4>,. al igual queocurre en el casocomplcjo.

y,

1.3. Constantesde polarización generalizadas.Un problemade nuestro
y,,

interés,másgeneralqueel de determinarIK(n, E) es el de estimarlas constantesde y.

polarizacióngeneralizadas:

Definición 1.13. Sea E un espaciode Banachy tomemosu,u1,... ,uk c N

con u u1 + . . . + uj> Entoncesse definela constantede polarizacióngeneralizada

1K(u1,... , uk; E) como y,,

y,-

IK(ui, . . .,n~ E) :=inf{c : ¡L(x~’ . . .,x~fl¡ =c¡¡L[, L E £>(“ E) a> ,...,írk c Pr),
dondeL(x?’ ,...,xk) denotaL(x1,... ,x1,... ,a> a>).

it veces it, Veco.,

Nuestro interés por las constantesde polarízacion generalizadasse veráen el

Capítulo 4, ya que proporcionanestimacionesprecisasde la norma de la derivada

de un polinomio homogéneo.
SeaF E W(E;E), entoncesparacada ¿y C E, D(k)F(x) (2 =lc =n) denota la

derivadaFréchetk-ésimade 1> en x, mientrasque ñ(kíF(x) (2 =k =u) representa

el polinomio k-homogéneoasociadoa D(k)F(x) (2 < k =u). La primera derivada

Fréchetde F en x se representasimplementepor DF(s), aunquetambiénusaremos
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al notacióngradienteVF(x) en espaciosde dimensiónfinita. Comoya dijimos en la

introducción,al hablarde la derivadak-ésimade un polinomio P c ‘P,,(E) (u =k)
en un punto x c E, nosreferiremosfrecuentementeañ(k>F(x) en vez de aD(k)PQr).

La conexionentré el problemade estimarlas constantesde polarizacióngene-

ralizadasparaun espaciode Banachy el de acotar la norma de la derivadade un

polinomio homogéneodefinido sobreel mismo espaciose evidenciaen el siguiente

resultadio:

Proposición 1.14. SeaE un espaciode Banach (real o complejo). Entonces

D(k?E(x)y ...Yk = k!0L(xitk,yl,.. . ,zW Vx,y1,... ,.yk E E.

fin particular

ñ(k)F(x)y = k!(~)L(x~>kYk) Vx,y E E.

La determinaciónde las constantesK(uí - np> E) representaniveles de difi-

cuRaddiferentessegúnsea 1K el cuerpode los númerosrealeso los complejos.Las

tecnícascomplejaspermitenobtenerresultadosóptimos en general. L. A. Harris ha

encontradoen [27] el valor óptimo de C(ni,... , np> E) en general,para cadaespa-
cio de BanachcomplejoE y cada k-tupla de númerosnaturales(ni,. . . ni) (véase

también [283):

Teorema 1.15 (L. A. Harris). SeaE un espaciode Banach complejo y sean

u1,..., uk numerosnaturales. Si u u1 + ... + ~/c y L c £>(~E), entonces

sup{~L(x~’ . . . ~flk)¡ : £~,... , Lk E BEl =~ . iQíi! ~ (1.5)

La igualdaden (1.5) sealcanzaparael polinomio 4>,. definidoen E = L7\C). El

equivalentedel Teorema1.15 parael caso real no se conoce,al menoscon constante

uptima.

2. Productos tensoriales.

Si E y E son dosespaciosvectoriales,seaB~(E, E) el espaciode las formasbili-
nealesdefinidasen E x E. Igualmente,si C es otro espaciovectorial seaE<jE, E; O)

el espaciode los operadoresbilinealesdefinidosentreEx E y O. El prodncto tenso-

rial de dos espaciosvectorialesse define como el único (salvoisomorfismos)espacio

vectorial quesatisfacela siguientepropiedaduniversal:
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Definición 1.16. SeanE y E espaciosvectoriales. Entoncesel espacioE O F
esel producto tensorialde E y Psi existeun operadorbilineal A E B0(E,E; ESE)
tal queparatodo espaciovectorial O y todo operador4 E B~(E,E; O), existeun

operadorL E É,;(E x E; O) quehaceel siguientediagramaconmutativo:

ExE EsE

L

O

De forma equivalente~ L o A.
y.

Observaciones1.17. (i) DadosdosespaciosvectorialesE y E, unadescripción
y.

útil de su producto tensorial E O E viene dada por el subespaciode B~(E, E)
0’

generadopor las aplicaciones

x® y(~) %(x, y) V~ E B~(E, E),

con x E E e y E E. Se pruebafácilnienteque este espacioverifica la propiedad

universalanterior con A definida por A(x, y) x O y paracada (x, y) E E x E.
(u) Se sigue del diagramaanterior que Ba(E,E; O) es isomorfo aCjE & E; O)

para cada espaciovectorial O. En particular B,;(E, E) es isomorfo a (E o E<.

Si 1 e E0’ y y e E*, f O y representala fornma lineal en (E 0 77)0’ definida por
(f0q)(xoy)=f(x)g(y) paraxcEeye E.

(iii) La generalizacióndel conceptode producto tensorialentredos espaciosvec-
tonales se extiendede forma trivial al producto de varios espacios. Dado un es-

it

pacio vectorial E, usaremosla notación ® E parareferirnosal producto tensorial

E® ~. QE.

El conceptodepolinomio homogéneoentreespaciosvectorialesintroducidoen la y.

Sección1 se puedeinterpretarde formasencillaen términosde productostensoriales

corno sigue:

Proposición 1.18. Si E y 1~’ son dos espaciosvectoriales, entoncesF es un
u

polinomio n-homogéneoentre E y E si y sólo si existe ‘T E 4(0 E; E) tal que
F(x) = T(x® .Q. Ox) para cada x E E.

2.1. Normas tensoriales razonables.Sean E y E dos espaciosde Banach.

Ahora los productosx O y con x e y elementosde E y E respectivamente,se con-

siderarándefinidos en e) espaciode las formas bilineales continuas en E x E que
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denotaremospor B(E, E). Igualmente, si O es otro espaciode Banachentonces
8(2, E; U) representael conjunto de operadoresbilinealesde E x E en O. De en-

tre todas las normasquepodemosintroducir en E o E, nos interesaremossólo en

aquellasque verifiquén - ciertascondlieionesrazonables(véase[61]):

Definición 1.19. Sean E y E dos espaciosde Banacb. Decimosque la norma

¡1 iIn-~r cii E O 7’ es unanorma tensorialrazonablesi

(NTI{l) [x O yi¡E~r ik~tIE [y[g Vx E E, Vy E E.

(NTR2) [fo Y¡l(E®flhI Izar)’ = ¡f¡tn ¡¡qj¡p. VI C £0’ Vg E 1<0’.

Para simplificar la notación, a partir de ahora nos referiremosa las normas
tensor]alesrazonablescon el subíndicegenéricoa. Si E y E son dos espaciosde

Banachy [~,esuna normatensorialrazonableen EQE, entoncesEOaF denotará
la complecióndel espacionormado (E O E, . ¡¡a).

Una primeraconsecuenciade la Definición 1.19 es quela norma dual en E ®a E

es asu vez unanorma tensorialrazonable:

Proposición 1.20. SeanE y E dos espaciosde Banachy sea li~ tía una norma
tensor-ial razonable en E O E. Entonces ¡¡ 1~J~®~u llalá es una norma tensoruzí

razonable en E0’ 0 770’ que denotaremoscon ¡j

Existen dos normastensorialesrazonablesnotablesen el producto tensorialde
cualquierpar de espaciosde Banach:

Proposición 1.21. Si E y E son dos espaciosde Banaeh, entonces:

(a) Existe una norma tensorial razonablemini-mal en £0 E que denotaremoscon

el subíndicee y que viene dada por

sup{< >3#xkÑ4Yk)¡ : u = >3xk 0 Yk, ¡~I¡E’ =~, ¡<‘fin < 1}.

Nos referiremosa esta norma como norma tensoríal muyectíva ‘y a E 0. E

como el productotensorial inyectivo de E y E.
(b) Existe una norma tensorial razonablemaximalen BOE que denotaremoscon

el subíndice ir y que viene dada por

inf{>3 ItXk¡t ¡fYkI¡ : u = >3 xj~ 0

Nos referiremosa esta norma como norma tensorial proyectiva y o E O,. E

co-mo el producto tensorial proyectivo de E y E.

El siguienteresultadonosproporcionaunarepresentaciónde B(E, E) en términos
del dual de E O,. E paracadapar de espaciosde BanachE y E:



y,-

y,

y,

10 1. PRELIMINARES. y,

Proposición 1.22. SeanE, E y O espaciosde Banach. Entoncesla identiflea-

czon
y”

¿(£0,. E; 0)3-u <—> ~ E B(E, E; O), —

definida por

v(x®y)=-~(x.y) WeB, VyEE,

define una isometría entre los espacios[(E 0,. E; O) y 8(E, E; O).

e’

Corolario 1.23. Si £ y E son dos espaciosde I3anach, entonces8(E, E) es
e-,

isométrico a (£0,. E)’ y,

4?
Un resultadoequivalenteparael dual de E 0. E requierela introducciónde un

4?

nuevoconcepto:
y”

Definición 1.24. Si E y E son dos espaciosde Banach,se dice queunaforma

bilineal ~ E 8(E, E) es de tipo integral si existeunamedidade Borel¡ en el espacio

compacto~ w’) ~ (Ép-. , w’), siendlore’ la topologíaelébil’, tal que

~(x,y) f(x)g(y)dp(f~g), Vx E E Vy E E.

Así, se tiene lo siguiente:

Proposición 1.25.Si E y E son dos espaciosdc Banach, entoncesun forma

bilineal ~ E B(E, E) define un elementode (E®< E)’ si y sólo si ~ es de tipo integral.

2.2. Algunas propiedadesbásicasde los productos tensorialesinyecti-

yo y proyectivo.
2.2.1. Dualidad. Veamosprimeramentequedadosdos espaciosvectorialesEy

E, el dual de E0 E se puedeexpresaren términosdel operador “traza”. Denota-

remospor Y(E; E) el conjunto de operadoresde rango finito de E en E, es decir,
el formadopor los operadoreslinealesen 4(E; E) de la forma 2L1 fk 0 a>, donde

fk E 4(E), a>, E E y 1k 0 a>, E 4(E) viene dado por (1k 0 xk)(x) = fp(x)xk,
Vx e E. Si E E escribimossimplementeY(E).

Definición 1.26. SeaE un espaciovectorial y sea u E F(E) de la forma u =

Z7’=~ 1k ®x., con x1,... , x,,. E E y fi,... , Ir,; E £0’. Entoncesse define la traza
de u por

m

trE(u) :=>3 fk(xk).
k=i
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Se compruebade forma elementalque estadefinición de trazacoincide con el

conceptoclásicode trazade unamatriz. La correspondencia
it

E &E 3- z >3 a>. O y,, ~—s5,. E $E0’; E).
k=i

definida por

Sjf) : >3 f(yk)xk Vj~ E 1<0’

identifica a£077 comosubespacioisomorfode 4(F>; E). Por otro lado,se tieneque

(E O 77)0’ = B~(E,E) = EjE; 20’) y en consecuenciacadaelemento~pde (E ® F)0’
se puedeasociarbiunívocamentea un elemento7$ de CjE; E0’). Entoncesse tiene:

Proposicion 1.27 <Dualidadde la traza). SeanE y E espaciosvectoriales. Si

p E (£0 77)0’ y z E E O E, entonces

p(z) = trE(S, o ‘1$) = trF.(T~ oS,.),

dondeo se refiere a la composiciónde operadores.

La importanciade la traza tambiénradicaen el papelquejuegaa la horade eva-

luar el dual de un espaciode operadores.En dimensiónfinita, el siguienteresultado

es fácil de ver:

Proposición 1.28. SeanE y E espaciosde Banach de dimensiónfinita y sea

fi fi,; una norma en [(E; E). Si se define ~ en [(E; E) de tal manera que

sup{ trE(uv)~ : u c [(E; E), ¡IuW,. =1%

entonces([(E; E”), ¡j II~~) ([(1< E), ji .

La norma tensorial inyectiva se define con la idea de ser la norma dual de la

norma tensorialproyectivaen el sentidode la dualidadde la traza. Se tiene (véase
paramásdetalles6.1 en j193):

Proposición 1.29. Si E y 1< son dos espaciosde Banacir, entonces

£0’ o, E —* (Fo,. 1<0’)0’

£0’ ® E0’ ‘4 (£0,. E)0’.

Curiosamente,la norma tensorialproyectivano es en general dual de la norma

tensorial inyectiva en el sentido de la dualidadde la traza. No obstante,siempre
queuno de los espaciosseade dimensiónfinita se tiene que:
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Proposición 1.30. Si E y E son dos espaciosde Banachy -uno de ellos tiene
y,

dimensiónfinita, entonces
y,

E ®,. F’-e (£0’ 0,

E0’ o,. E’—> (E 0< 1<7

EY½E0’’—<Eo E)0’

2.2.2. Cocientes y subespacios.Si E es un espaciode Banaehy O es un

subespaciode E, nos podemospreguntar si O 0,. E y O o, E son subespacios

isométricosde E 0,. 1< y E 0. E respectivamentepara cadaespaciode BanachE.

De forma similar, si O es un cocientede E, tambiénparecenatural pregunta-rsesi

O 0,. 1< y O @s~ E son cocientesisométricosde E 0,. E y E O~ E respectivamente
paracada espaciode BanachE. Los siguienteresultadoselementalesde la teoría

de productos tensorialesmuestranbajo qué condicioneslos productos tensoriales
proyectivo e inyectivo preservansubespaciosy cocientes. En cuanto al producto

tensorialproyectivo se tiene lo siguiente(véasepor ejemplo 1.5 y 3.9 cii [19]):

Proposición 1.31. El producto tensorial proyectivopreservaeoeicntes.Eor el

contrario, no preservasubespaciosen general, ni siquiera de fomna isomorfa.
y,

Los productos tensorialesen los que interviene t~ (~í) pueden describirseen y,.

términosde funcionesintegrablesBochuer<véasepor ejemplo3.3 en [19fl:

Proposición 1.32. Sea ((<y) un espacio de medida y sea E un espacio dc

Banach. EntoncesLi(y) 0,. £ = LíQí, E), dondeLm<~u, E) representael espacio de
las funcionesintegrablesBoehneren (9,p) con valores en E.

De la proposiciónanteriorse ve fácilmentequeLi(y) 0~< preservasubespacios.

Grothendieckha demostradoquesólo los espaciosLi%z) presentanesta propiedad
(véasepor ejemnplo3.11 en [19)): —

Proposición 1.33. Sea£ -un espaciode Banach. EntoncesE ®,. respetasu-

bespaciosisométricarnentcsi y sólo si E es isométrico a algún Li(y).

Parael producto tensorial inyectivo se tiene lo siguiente(véasepor ejemplo4.3

en [19]): y,,

Proposición 1.34. El producto tensorial inyectivopreservasubespacios.Fon el

contrario, no preservacocientes,ni siquiera de forma isomorfa,

Sin embargo,como L
1(¡í) O preservacocientes,e es dual para ir y 0(1<) es

en cierto modo dual de LiQz) (al menossabemosque ()(I<7~ = L,(¡i) paraalguna
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niedidap por el Teoremade Kakutani), entoncestenemoslo siguiente(consúltese

por ejemplo4.4 en [19] paralos detalles):

Proposición 1.35. Sean£ y E espaciosde Banach. Si E es un cociente de E

con proyecciónQ, entonces0(1<) 0£ es un cocientede 0(1<) 0, £ conproyección

ido. Q.

2.3. Normas tensoriales.Nóteseque la definición de la norma tensorialin-

yectivay proyectivano estásujetaaningunacaracterísticaespecíficade los espacios
que intervienen. Estapropiedadmotiva la definición de normatensorialen la clase

Bande los espaciosde Banach.

Definición 1.36. Unanormatensoriala en la- claseBaues unacorrespondencia

queasociaa cada par de espaciosde BanachE y E unanorma tensorial razonable
¡ ¡~ en E o E de tal maneraque tambiénse verifica la siguientepropiedad

(U) Si E, E, O, fi son dos espaciosde Banach,u1 E [(E; O) y u2 E [(E; H),
entoncesel operadoru1 O u2 E [(E 0~ E; O Oa Ji) definido por

u1 Q u2(x O y) = ui(x) O u2(y) Vx c E, Vg E E,

verifica que ¡¡ni O u2¡lc(E® FG® H) =t¡~’t¡ .

Esta condiciónse llama amenudoAxioma de Uniformidad.

Observaciones1.37. (i) La definición anterior se debe a U.. Schatten [60].

(Véasetambién[19, p. 147]).

(u) Se puedeprobar que las normastensorialesproyectivae inyectiva verifican

el Axioma (U) y por lo tanto son normastensorialesen el sentido de la Definición
1.36 (véasepor ejemuplo3.2 y 4.1 en [19]). Entre todas las normas tensoriales,la

proyectivaes la másgrandey la inyectiva la máspequeña.

2.3.1. Normas tensoriales en el sentido de Grothendieck. Si a es una

norma tensorialen la claseYiu de todos los espaciosde Banachdedimensiónfinita,

hay una fornía natural de extendera a una- norma tensorialen la claseBau. Esta

extensión se lleva a cabo medianteun procedimientoinductivo y proporciona la

definición original de norma tensorial(le Crothendieck(véase[25]):

Obsérvesequesi E, E E .Tiu y ¡ ¡~ es unanormatensorialrazonableen EQE,
entonces(E QE, ¡¡ . [<,)es un espaciode dimensiónfinita yen consecuenciacompleto.

Por tanto E 0~-. E = (E O E, [ . ¡i). Si E es un espaciode Banach,YiuE denota

el conjunto de subespaciosde dimensiónfinita de E. Si £ y E son dosespaciosde

l3anach,definirnosen primerlugar un ordenparcialen YE X 74’ mediantela relación
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(X, Y) =(X’, Y’) si X G X’ e Y C Y’. Esteorden hace del conjunto 1 = YE x YE e

un conjuntodirigido. Dadou E EQE, se puedeprobarque la red (¡ u¡¡x®,;y)<xyí~i

es monótona. Efectivamente,si (X, Y) =<X’, Y’) e (x,xj, i(yy’) representanlas

inclusionesnaturalesX ‘—> X’ e Y ~* Y’ respectivamente,emitoncessiempreque

u C E O E estéen X O Y se tiene que

Así, paracada-u E E O E se puededefinir [utt~ sin ningunaambigiiedadpor
hm ¡ut¡x®,;y,

(X,Y)cI

o lo quees lo mismo

inf{~¡u¡¡x®0y : X E YE, Y E Y~, u E X O Y)>

La flecha hacereferenciaal hecho de que . [—a.se define a partir de un procedi-

miento inductivo. Se puedeprobar que ¡ . ¡~ es unanorma razonableen E O E
independientementede la naturalezade los espaciosde BanachE y E. Además,t
verifica el Axioma (U). En consecuencia,t es unanorma tensorialen el sentidode

la Definición 1.36 (véasepor ejemplo [19. p. 149]). Todaslas normastensoria]esen

la claseSanobtenidasa partir de tina normatensorialen Yiu medianteun procedi-

miento inductivo cíe estetipo, se ilamnami normastensorialesfinitamentegeneradas.

J)iehode otra forma:

Definición 1.38. Decimosqueunanormatensoriala en la claseSanes finita-
—4

atentegenerarasí a = a

Observación1.39. Grothendiecksólo consideróen [25] normastensorialesfi-

nitamentegeneradas.Por estarazón las normastensorialesfinitamente generadas

también son llamadasnormnas tensorialesen el sentido de Crothendieck. Como

cabíaesperar, las normas tensorialesinyectiva y proyectiva son finitamente gene-

radas (véasepor ejemplo 3.2 y 4.1 en [19]), es decir, son normastensorialesen el

sentidode Crothendieck. y,’

3. Ideales de operadores.

Dados E y E espaciosvectoriales,f E E
4 y x E 1’, recuérdeseque f Ox denota

el elementode [(E; E) dadopor

fOx(e)=f(e)x VeEE. y,

y.

Definición 1.40. Un ideal de operadoresA es un procedimientoque asignaa

cadapar de espaciosde Banach(E, E) un subespacioAjE; E) de [(E; E) tal que
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(11) fOx EA(E;E) VfcE0’, VxeE.
(12) Si U y II son espaciosde Banach,entoncespara cada u E [(E; II), a

AjE; E) y w E [(U; E), se tiene que urna E AjO; H).

Si ademásse cuentacon un procedimiento~ que asociaa cada par de espaciosde

Banach(E, E) unanorma ¡~,; en AjE; E) tal que

(Mí) LI & x¡¡,; = [fIl ¡lxii Vf E 770’, Vx e E.
(N12) Si O y H son dos espaciosde Banacb,u E [(E; H), a E AjE; E) y ‘ir E

[(O; E), entoncestiuvwiY =11<1 ¡~a¡~ .

(NIS) (A(E; E), I¡ I¡~) es un espaciode Banach,

entoncesel par [A, . t] se llama ideal de operadoresde Banacho simplemente
ideal de Banachmientrasque la norma ¡ j¡~ recibeel nombrede norma de ideal de

Banach.

Ejemplosfamiliaresde idealesde Banachsonel ideal de los operadorescontinuos

con la norma usual [, ¶¡ . [~, el de los operadorescompactos[AS, . [3 y el de los

operadoresdébilmentecompactos[VV,I¡ ¡3. Otro ejemploquizámenoshabitual de
ideal de Banaches el constituidopor los operadoresp-sumantes:

Definición 1.41. SeanE y E dosespaciosdeBanachy seaptal que 1 =p < ~.

Entoncesse dice que un operador lineal u E [(E; E) es p-sumantesí existetina

constantee > O de tal maneraque para cadanúmero natural nr y cada elección
a>,... , a>,. de elementosde E se tieneque

m

(>3 iiuxkit~)’~ < e sup{(>3 If(xk)t~)”~ : f e BR-.} (714)
1 k=1

El ínfimo delosvalorescparalos cualessecumplela desigualdad(ir» se denotará

por ¡u[,.,. Igualmente, el conjunto de los operadoresp-surnantesde E en E se
representarápor FI~(E; E). Se puedeprobar comprobarque ¡1 1K (1 =p < ~)
es unanorma completaen FIjE; E) y queel par [Un, ti . ¡¡,.~] es un ideal de Banaclm

paracada 1 =p < ~ú.

Otro ejemplointeresantede ideal de Banachlo aportanlos operadoresintegrales:

Definición 1.42. SeanE y E espaciosde Banachy p tal que 1 =p =~. Deci-
mos queun operadoru e [(E; E) esp-integralsi existeunamedidade probabilidad

p y operadoresa E [(L~(p); E) y b E [(E; &<p)) tal queel siguientediagramaes
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conmutativo:
77*4

½

donde~ : L~(p) —* L~(p) es la identidady Ip’ : E —> E0’0’ la inyeccióncanónicadel

espacioE en su bidual.

FA espaciocíe todoslos operadoresp-íntegralescon 1 =p < ~ entrelos espacios

deBanachE y E serepresentarápor I~(E; E). Se puededefinir unanormacompleta

en I~(E; E) mediante y,

IIuIk~ := mf ¡¡ah . ¡¡b[ Vu E [(E; E),

tomándoseeí ínfimo sobretodaslas medidasde probabilidadji y todoslos operadores

a c £(L~(jz); 77) y b c £(X; L~(p)) quesatisfacenel diagramade arriba. Se puede

ver ademnásqueel par [Ir, I¡ ¡¡i,.] es un ideal de Banach.

Otro ejemplointeresantede ideal de Banaches el constituidopor los operadores
integrales. Si E y E son dos espaciosde Banach,todo operadorL E [(E; E) define

unaforma lineal It~L en [<E o,. E) dadapor

/3J~L(x ®y4) := (JpLx)§,

dondeL< : E —* E0’0’ es la inyeccióncanónica del espacioE en su bidual, x E E
e y E Et Entonces, un operador L E [(E; E) se dice integral si su funcional

asociadoÑJgL en [(E O,. E0’) es continuo respectoa la norma tensorial inyectiva,

es decir, si ÑFL E [<E 0< E’). El espaciode los operadoresintegralesentreE y E
se representapor I(E; E). Si L E [(E; E) es integral, su normaintegral se define

mediante ¡L¡¡r := I~BJrLIIC(E®~F4). Se puedeprobar queel par [1,11¡~‘~ es un ideal

de Banach.
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CAPíTULO 2

Complejificación de espaciosde Banach reales.

En estecapítulo pretendemoshacerun estudioformal de los procedimientosquenos

liermitelí interpretarde forma satisfactoriaun espaciode Banachreal como subes-real de un espaciode Banachcomplejo. Desdeun punto de vista algebraico,
pacio
todo espaciovectorial real E se puedeconsiderarsubespacioreal del espaciocom-

plejo Ex E conlas operaciones(5) y (P) (véasela página u de la Introducción). En

primerlugarse veráquesalvo isomorfismosno existeotro espaciovectorialcomplejo

E (leí que E seasubespacioreal y quecumplaademásla identidad E = E ib iE.

lambiénestudiaremosotras representaciomíesisomorfasútiles de la complejificación

por paresordenadosen términosde productostensorialese idealesde operadores.

La extensiónde la norma de un espaciode Banachreal E a su complejificación

E se puede llevar a cabo de múltiples formas. En una primera aproximaciónal

problemasepuedeusarla definición de normareticularcomplejateniendoen cuenta
el hechodc quetodoespaciode Banaches subespaciodel retículoC(B§). La norrna
coniplejaasíobtenidaen E fue introducidapor A. E. Taylor (véase[45]). La norma

de rfaylor cumple ciertascondicionesnaturalesqueexigiremosa todas las normas

de complejificaciónrazonablesquedefinamosen E, a saber,que la norma en E sea

unaextensiónde la norma del espacioE y quepreservela norrnadel conjugadode
los elementosde E.

Otros ejemplosde normasde complejificaciónrazonableshansido definidospor
A. Alexiewicz y W. Orlicz [1], J. Bochnak [14], P. Kirwan [35], J. Lindenstrauss

y L. Tzafriri [39, p. 81], 0. A. Muñoz, Y. Sarantoponlosy A. Tonge [483 y 1. E.

Verbitskii [70] entreotros. La definición de todos los ejemplosde normasrazonables
de complejificaciónpresentadosen las referenciasanteriorestienenla peculiaridadde

no dependerde los espaciosa los quese aplican. Ademássu uso permitela extensión
de operadoreslineales entreespaciosde Banachrealessin alteración algunade su

norma. Los procedimientosde complejificaciónquecumplanestosrequisitosson de

especialrelevanciay se les llamaráprocedimientosnaturales dc complejificaczon.

El capítuloestá básicamentededicadoal estudiode mecanismosquenos permi-
tan encontrarde forma sistemáticaejemplosde estos procedimientos.Así, veremos
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queadeniásde las normasde comnpl~jiflcacióndefinidaspor paresordenados,las nor-

mas tensorialesy las normasde idealesde Banachtambiéndefinenprocedimientos
naturalesde complejificación.Asimismo,se pruebaque los procedimientonaturales

de complejificacióntambiénse puedengenerarpor dualidad. En la parte final del

capituloestudiaremosdistintas representacionesde los procedimientosmuás usados

(el de Taylor, Bochnak y Lindenstrauss-Tzafriri).El capítulo finaliza con el estu-

dhO de algunosproblemasasociadosa la propia estructurade las compiejifleaciones,

entre los que destacael problemainverso a los procesosde complejificacióny un

problemasobredualidad, y,

y,’

y.

1. Complejificación algebraicade un espaciovectorial real.
y,-

Desdeun punto de vista algebraico,la comnplejificaciónde un espaciovectorial
real no ofrece ningún problema. En unaprinmeraaproximaciónpodemosimitar la

forma en que los númeroscomplejosse obtienenapartir de los reales:

1.1. Complejificación por pares ordenados: Si E es un espaciovectorial
real, entoncesel productocartesianoE x E dotadode las operaciones(5) y (P) que

recordamosacontinuación,se puedeinterpretarcomo un espaciovectorialcomplejo:

(x,y)+(u,v):=(x+u,y±v) Vx,y,u,VEE. (5)

(a + iQ)(x,y) : = (ax — fly,,Gx + -iy) Vx,y E E, Va,) GR. (P)

El producto cartesianoE x E con estasoperacionesseráreferido frecuentemente

con la notaciónE. La identificaciónx —* (x, 0) representaunaaplicaciónlineal real

que nos permite ver el espacioE como subespacioreal de E. lista identificación

justifica el uso de la representaciónz = x + iy en vez de z = (x, y). También
escribiremos£ = Rez e y = Imz y diremosquex e y son respectivamentela parte

real e imaginariade z. Si z = x + ip es un elementocualquiera de E, definimos su

conjugadode forma canónicapor i = x — mg.

Aunqueesencialmentelo queacabamosde contares la únicadefinición natural de
complejificaciónde un espaciovectorial real, la interpretaciónpor paresordenados

no siempreserála más útil paranuestrospropósitos. ‘lambién interpretaremospor
complejificaciónde un espaciovectorial real E cualquierespaciovectorial complejo

isomorfo a E que satisfagalas propiedadesde este último reseñadasen el párrafo

anterior. La siguientedefinición recogeestaideade fornmageneral:

Definición 2.1. SeaE un espaciovectorial real. Decimos queun espaciovec-

tonal complejo E es complejifmcaciónde E si:
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(Cl) Existe unaaplicaciónlineal real e inyectivajw : E —> E.
(C2) É es sumadirectade JE(E) e ijir(E), es decir E = IE(E) ib iiE(E).

Es fácil ver que la definición de complejificaciónqueacabamosde dar es compa-
tibIe con la interpretaciónde complejificaciónpor paresordenados:

Proposición 2.2. SeaE un espaciovectorial real y sea E = E x E con las

operaciones(5) y (F). EntoncesE es una complejificación en el sentido de la

Definición 2.1< dondejy viene dada por JE(x) = (jj 01, Vx E E.

Comno anunciabamosantes,la interpretaciónpor paresordenadosde la comple-

jilicación de un espaciovectorial real es esencialmentela únicaposible:

Proposición 2.3. La complejifleación algebraicade un espaciovectorial real es

uníca salvo isomorfismos.

DEMOSTRACIÓN. Si E es un espaciovectorialreal, veremosquetodacomplejifi-

caciónE de E es isomorfaaExE dotadoconlas operaciones(5) y (P). SeaSE como

en el Axionma(01) y definamosT : Ex E—> E por T<x,y) = Irn(x)+ijir(y). Es fácil
ver que 1’ es lineal. Por otro lado, supongamosque T<x + iy) = 12(x) + ijnz(y) = 0

para todo x, y E E. Por el Axioma (C2) se tiene que j2(x) = jn(y) = O y por

(C2) que x y 0. En consecuencia-T es inyectivo. Que T es sobreyectivoes
consecuenciainmediatadel Axioma (C2). U

A continuaciónnmostramosotras representacionesútiles de la complejificación

algebraica(le un espaciovectorial real.

1.2. Complejificación por productos tensoriales: Sea{et, ej la baseca-

nonica de IR
2. Dado un espaciovectorial real E, todo elementode E O IR2 adnuite

unarepresentacioncanoncauníca de la forma x O eí + y O e
2 paracierto x E E e

y E E. El espacioE 0 IR
2 dotadode las siguientesoperacmones:

(xOeí+yOe
2)+(u0ei+vOe»:(x+u)Oeí+(y±v)0e2, (2.1)

(a+ifl)(xO e1 +yOe2) : = (ax — fly) Qem + (/Jx +ay) Qe2, (2.2)

para cada- ~-r,y, u, o E E y a,¡3 E IR, constituyeun espaciovectorial complejo. Es

nias:

Proposición 2.4. Sea E un espaciovectorial real y sea E = E O IR
2 can las

operacionesdefinidas en (2.1) y (2.2,7. EntoncesE es una complejíficación de E en

el sentido de la Definición 2.1, dondeIB viene dada por 32(x) = £0 em, Vx C E.
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1.3. Coniplejificación por operadoreslineales: Dado E espaciovectorial

real, paracadax, ‘y e E representamoscon la notaciónT,.,,, el elementode ((IR2; E)
definido como

T4,
2(em)= z y T,.,2(e2) y.

Recordamosque {íú, e2} es la basecanónicade IR
2. Nóteseque todos los elementos

de [(IR2; E) tienenla forma de T,.~
1 para algún x,y e E. Es fácil ver queel espa-

cio ((IR’2; E) se convierteen un espaciovectorial complejodefiniendolas siguientes

operaciones:

~~k2+ T,.,,. := T»+,>1,+,; Vx, y, u, y E E (2.3)

(a + iQ)§&,,.= JÁ,.0y¡3r±,>y Vx,y E E, Va,/3 e IR. (2.4)

& muás:

Proposicion 2.5. Sea E un espacio vectorial real y sea E [(IR
2; E) con las

operacionesdefinidas en (2.3,1 ‘y (2.4). EntoncesE es ‘una complejificación de E en

el sen/ido de la Definición 2.1, dondelE -viene duda por jn(x) = 7$,0, Vx E E.

Veamosahora cómo definir de forma- satisfactoriala complejilicación de un es-

paciode Banachreal:
y.

2. Complejificación de un espaciode Banachreal, y,,

El proceso medianteel cual se definen los numeroscomplejos a- partir de los

numerosrealeses una complejificacionmas. Por lo tanto,el procesode conmplejifl-

caciónde la normade un espaciode Banacli real no ha de sersino unageneralización

del mecanismoquedefinela norma complejaestándarapartir de la normausual en

la recta real. En nuestradefinición de la complejificaciónde la norma de un espacio

de Banachreal partimos de dos propiedadeselementalesde los númeroscomplejos,

a saber,que paracadanúmeroreal / se tiene que ¡t) = It + Oi¡ y para cadanumero

coniplejo z su conjugadoi verifica que ¡< = f¡. Así, entretodaslas normasquese

puedendefinir en la complejificaciónalgebraicade un espaciodeBanachreal, esta-
renios interesadosurncamenteen aquellasque satisfacenlas siguientescondiciones

naturales(véase[48]):

Definición 2.6 (Normasrazonables).Si [~ es la nornma de un espaciode
Banaclmreal E y es unanormaen E, entoncesdecimosque <. [~ es unanorma

razonablesi se cumple:

(NRi) I{X¡¡E = ItJE(£MIÉ Vx E E.
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(N112) I.yr(x) + iJE(Y)I¡É = [jE(x) — ijE(y)IIÉ Vx, y E E.

Diremosqueeí espacioE dotadode unanorma razonable 1W es unacomplejifi-

cacionrazonablede E.

Dicho de otra forma, una noruma razonablees una extensiónde la norma del

espacioE asu complejificaciónE (Axioma (NRl )), queademáspreservala norma

del conjugado(Axioma (NR2)). Con el objeto de simplificar la notación. desde

ahora escribiremosx en vez de jn(x).
Las normasrazonablessatisfacenotraspropiedadeselementalesde los numeros

complejos, como por ejemploque para cada z E C se tiene que 1 Rezt = jz¶ y

1 Imnz¡ =z¡:

Proposición 2.7. SeaE un espacio de Banach real y sea una norma

razonable en E. Entonces,para cada x,y E E se tiene que

tx + iyWt =max {lxt¡E, HY¡¡E}.

DEMOSTRACIÓN. Del Axioma (NRI) se obtieneque

2¡tx¡¡E = [(x + iy) + (x — iy)¡¡~ < ¡x + iy¡¡~ + ¡x —

Por tanto, del Axioma (NR2) se sigue que ¡x¡tE < ¡¡x + iy¡Ip. Igualmentese prueba

que ¡yHE = ¡x + zy[~. U

Además,las normasrazonablesconstruidasa partir de normascompletasson tanm-

bién completascomno cabíaesperar,esdecir:

Proposición 2.8. Si E es un espacio de Eanach real y ¡t ¡‘~ es una norma

razonable en E, entonces(A, 1W) es un espaciode Banach complejo.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que {z,.}~1 es una sucesionde Cauchy en el

espacionormado (A, ¡¡~) tal que z,. = x~, + iy,. con x,., y,. E E, Vn G N. Por

la Proposición2.7 las sucesiones{x,.}~~ y {y,.}g1 son tambiénde Cauclmy y por

lo tanto convergentes,digamnosque a £~ e yo respectivamente. Es fácil ver que

z,, —4 zo = £u + iyo. Efectivamente
it

— zcj¡¡rn = ¡¡x,. — x~ + i(y,. — yo)hIt < tx,. — xotlE + Hy,. — yoWw —4 0.
u

En [35], P. Kirwan establecela definición de norma razonablede fornía ligera-

mentediferentesustituyendoel Axioma (NR2) por:

(NR2’) ¡jE(Y) + ijp(y)¡¡~ > max {tI jw(x) [p, t¡JE(y)Hft}
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La Proposición2.7 muestraque (NP)) es másfuerte que(NR2’). Seríainteresante

sabersi los Axiomas (NR2) y (NP)’) son equvalentes.

2.1. Primeros ejemplosde normasrazonables.Dado un espaciode Bana-

ch E, cuandono hayalugar aconfusión simplificarenmosapartir de ahorala notación

[E por 1 parareferirnosa su norma.
y,

El primer ejemplode normarazonablequepresentamnosen estamemoriasedebe

a A. E. li’av]or. En [66] (véasetambién [67]) (lado un espaciode Bana.chreal E, se

define en A la siguienteaplicación

n2(x + iy) := LxtL
2 + tLytL’2 Vx, y E E.

Es fácil versetentadoa interpretaru
2 corno unanorma razonablehabidacuentadel

parecidoqueguardacon la normacomplejaestándar.De hechomuchoscayeronen

este error al final de los años 30, pero en realidad 122 no es ni siquieraunanorma

complejaen general. La aplícacionu2 verifica los Axiomas (NRA) y (NP)). Además

es fácil ver que:

Ci) n2(z) > 0 Vz E E y n2(z) = O si y sólo si z = O

(2) n2(az) = ofnftz) Va E IR, Vz E E, y

(3) n2(z+ ir) =n2(z) + ndw) Vz,w E E. y.

Sin embargo, la homogeneidaden sentidocomplejo (Axioma (‘2) con a E C) se
satisfacesólo si exigimosque la norma estégeneradapor un producto interno:

Proposición 2.9. Dado E espaciode Banachreal, la aplicación n2 es una nor-

ma razonable en E si y sólo si E es un espaciode Jlilbc-¡t.

DEMOSTRACIÓN. Si E es un espaciode ililbert, la homogeneidadse pruebade

forma. estándarusandola estructurade producto interno del espacio.Por otro lado.

si

n2(A(x+ iy)) = Áfndx + iy) V.N e C, Vx,y E E,

poniendo>~ 1 + i, seobtiene la identidaddel paralelogramo

— yH2 + Ix + ~[2 — 9(HxtI2 + [y¡~2) Va:, y E E,

y en consecuencia,la normade E se obtieneapartir de un producto interno, E

Así pues, los resultadosobtenidospor A. E. ‘L ylor referdos a 122 sólo tie¡ en

sentidoen espaciosde Hiibert. Paraenmendarestadeficiencia,A. E-. Taylor sugirió
en [45] aA. D. Michal y M. Wynian la siguientedefinición:

¡fx + iyj¡x := sup p(x)2 + y(y)2 Vx, y E E. (2.5)
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Observación2.10. Nótesequeel Teoremade Hahn-Banachnos permiteobte-

ner la siguientedescripciónalternativade . ¡y:

[¡x + iy[y sup y(x)’2 + <~í
lYIIrv* <1

= sup sup ~(x) cost — ~(y) sen

= sup sup .p(x cos/ — ysen
(j=t=2,.IYlIw =1

= sup ¡xcost—ysent[. (2.6)
U<t<2,.

Aunque se trata de un problemaestándar,vamosa ver por completitud que

ahora . j¡q. sí es homogéneaen sentidocomplejo. Es más:

Proposición 2.11. Si E es un espaciode Banaehreal, entoncesII ¡Y es una

norma razonable en E.

DEMOSTRACIÓN. En cuantoa la comprobaciónde que [y es efectivamente

unanorma compleja,el único punto que requieredetenimientoes el de probar su
homogeneidaden sentidocomplejo,paralo cual utilizaremosla representación(2.6).

SeaA ~ C. Por simplicidad supondremosque A tiene módulo 1, es decir, A —

siendo O el argumentode A. Entonces,teniendoen cuentala periodicidad de las

fímncionesseny cos, paracadax, y E E se tieneque

He2O(x~~~iy)by=[xcosO—ysenb+i(xsenO+ycosO)¡¡y

= sup jx(cosúcost — senbsent)— y(senOcost+ cosOsent)jj
O<t<2,.

= sup }¡x eos(O+ t) — ysen(O+ /)[ = ¡Y + iy¡~r.
O=t<2,.

Por otro lado, la comprobacióndel cumplimientode los Axiomas (NRI) y (NR2) es

inmediata. E

A partir deahoranos referirenmosa [y como la norma de Taylor. Más adelante

probaremosalgunaspropiedadesde estanorma quela conviertenen una comple-

jificación notable. En la siguientesecciónse define el conceptode procedimiento

natural de complejificacióny se danalgunosejemuptosinteresantesintroducidosdes-

de diversospuntosde vista.
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2.2. Procedimientosnaturalesde cornplejiflcación. Nótesequeen la de-
4?

finición de la norma de Taylor no se hace mención alguna a las propiedadesdel
y.

espacioquese complejifica. Se ‘puededecir que la complejificaciónde Taylor es un y.
procedimientoqueasignaa cadaespaciode Danachreal E unanorma razonableen y.
E. La normadeTaylor cumupleademásunapropiedadquevamosaexigir a todoslos r

procedimientosde complejificaciónnaturales.La propiedada la quealudimos hace *

referenciaa la conservaciónde la norma de un operador lineal al ser complejifica-

do, Paraempezarveamnosquéentendemospor estocomplejificación(le un operador —

lineal. Por su sencillez, dejamospara el lector los detallesde la- demostracióndíel *
4?

siguienteresultado.

Proposición 2.12 (Complejificacióude operadoreslineales). Sean E y E dos
espaciosvectorialesreales y sea L c [jE; E). Entoncesexiste un unico operador

lineal L en [~(E; F) tal que L1s = L. Al operadorL se le llama complejífleaciónde

L.. Es más, usandolas diferentesrepresentacionesde E y E se tiene:

?i(x + iy) = L(x) + íL(-i) V’(x, y) E E x E,

L(x®ei+yQe2)= LOidR2 VxOeí+yOc2E EOR
2,

= L o ~ VIÁ E [(IR2; E).

En otras palabras,todo operadorlineal entredos espaciosvectorialesreales E
y E admiteunasola extensiónlineal a sus complejificacionesE y E. Veamosque

paraoperadorescontinuos,estaextensiónsigue siemido posiblecon continuidadsi se

considerala norma de Taylor es más:
0”

Proposición 2.13. Scan E y E dos espaciosde Banach reales y L E [(E; E).
EntoncesL E [((A, . [jj (E, Y)) y además[L¡[

DEMOSTRACIÓN. Como L es unaextensiónde L, entonces[¡L<¡> HLW Por otro

lado, si x, y E E, entonces

IL(x + iy)[?r = [L(x) + iL(y)¡¡r = sup ¡L(x)cost — L(y)sentj[p
O<t<2,.

= sup ¡L(x cost — ysent)¡¡p. =[L[¡ sup [x cost ysen
O<t<2r 00<2,.

= HLH . ¡¡x -i- iyfl~,
y.

y por lo tanto [L[ =[L¡¡. E
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La siguientepropiedadgeneralde las normasrazonablesgarantizala extensión

con continuidadde los operadoreslinealesentredos espaciosdeBanachreales,sean

cualesseanlas normasrazonablesque seconsideren:

Proposición 2.14. SeaE un espaciode Banach real y sea II ¡p una norma

razonablearbitraria en E, entonces

[x + zzJ[T =jx + iy[~ =2~[x + iy¡¡T Vx, y E E. (2.7)

Es más, el Ejemplo 2.40 demuestraque la desigualdad(2.7) es óptima.

DEMOSTRACIÓN. Para cada te IR y x,y c E se tiene que

[x + iy W = Hett(x + iy})[~ = ¡(xcost — ysent)+ i(xsent + ycost)HÉ.

Ahora aplicandoel Axioma (N1{1) y la desigualdadtriangularobtenemos

cos t — y sent¡IE < [x + iy¡¡~ =Lx cos t — y sentHE + [x sent + y cos t¡tE,

de dondese sigue fácilmenteel resultado. U

En particular, la Proposición2.14 demuestraquetodas las normasrazonables

sonequivalentes.Estehecho,junto conla Proposición2.13,pruebaquela extensión

de un operadorlineal se puedehacersiemprede forma continua. Ademásse tiene
la siguienterelaciónentre la normadel operadory la norma de su extension:

Corolario 2.15. Si E yE son dos espaciosdc Banachrealesy Lt y t¡ [p son

dos normas razonablesen E Y É respectivamente,entoncespara todo L E [(E; E)
se tiene que L es continuo corno operadorentre los espacios(E, 1 ¡¡ir) y (A, t¡ .

y É[ =2¡tLt¡. Ademásse verá en el Ejemplo 3.51 que esta desigualdades óptima.

DEMOSTRACIÓN. Seax + iy E É tal que ¡¡x + iy¡¡~ =1. Entoncesusandola
descripciónalternativade la norma de Taylor (2.6) junto con (2.7), obtenemos

HL(x + iy)j~ =2[L(x + iy)l¡x = 2 sup HL(x)cost — L(y)sent[ir
O<t<2,r

= 2 sup ¡L(xcost — ysentftp =2WLH sup Hxcost— ysent¡¡E
O<t<2,r O<t<2,.

= 2¡¡L[¡ . Itx + iy¡[T =2¡¡L¡¡ . ¡¡x + iy¡¡~.

E

A partir de ahoranos interesaremoscasi exclusivamentepor los procedimientos

de complejifleación que como el de rraylor preservanla norma de los operadores

linealesal ser complejificados.
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Definición 2.16. Llamamos procedimientonatural de comp/ejificación a todo
ymecanismou queasignea cadaespaciode Banachreal unanorma razonablefi

en su complejificacióncon la siguientepropiedad:

(PC) Si E, E son dos espaciosde Banach¡cales y L E [(E; E), entoncessu eom-

plejificación L : (E, ¡ . ¡,,) (1, ¡ . f¡’>) tiene la mismanormnaque L.

Diremoscíue t¡ ¡f.> es urma norma de complejíficaciónnatural en E y que (E. . ¡ <4

es unacomplejíficaciónnatural (le E. Ademásdenotaremoscon ¡¡L¡ la norma de

L como elementode (((E, ¡ . ¡¡<4; (1<, ¡ tú)
4?

3. Cornplejiflcaciones duales.

Dadoun espaciovectorial real E, representaremosla complejificaciónde E0’ por

(E0’)t Segúnla interpretaciónpor pares ordenadosde la complejificaciónde un

espaciovectorial real, se tiene que (E’< = {s + íV’ : ~, < E Ej. Por otro lado,

(E)0’ constade formas linealesdefinidasen E. En principio no es del todoevidente

que el dual de E coincida con la complejificaciónde EL Sin embargo,no es difícil

establecerun isomorfismoalgebraicoentreestosdos espacios.Veremostambiénque

si E es un espaciode ]3anachreal y ¡ ¡ ~ es una normarazonablecmi E, entonces

(E. ¡ . ¡¡p)0’ es una complejificaciónrazonablede EL Esto da lugar a la definición

de las normasde compíejificaciónduales(véasetambién [35] y [48]). -

Proposición 2.17. Si E es u ¿ espacio vectorial real, entoncesla aplicación

7 : (Et —> (E)0’ dada por y.

y.

X(so + iV4(x + iy) := %jx) — «y)) + í(«y) + «x)) Vx,y E E, (2.8)
y.

es un isomorfismoalgebraico.

DEMOSTRACION. Se demnuestrafácilmenteque 7 es lineal. Supongamosahora

queT(y+iV’) = O. Entoncessi ponernosy = O en (2.8) tenemosque« )+iV’(x) = 0,

Vx E E, de dondees inmediatoque~ = = O. Por lo tanto 7 es inyectiva. Veamos

por último queY es sobreyectiva. Si f e (É)4, entoncesp = Ref[~y V’ = lmfí~
son formas lineales realesen E Ademásse ve claramenteque Y(~ + 17) = f, con

lo quese concluyela demostracion. E

Proposición 2.18. Si E es un espaciode Banachreal y E = (E, . ¡¡,~) es una

complejíficaciónrazonablede E, entonces(E)0’ = (E, ¡ . ¡~)0’ es una complejificación

razonable de E0’.
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DEMOSTRACIÓN. Definamos11=: E4 —> (E)4 mediantejir~(y) = p + iO. Es

fácil ver queÁ~ verifica los Axiomas (Cl) y (C2). Comprobarlos Axiomas (NRA)

y (NR2) requierealgo más de trabajo. En primer lugar, si ~ E E4 entonces

= sup{¡Qp+ iO)(x + iy)< : [x + iy[~ =11

sup{ y(x)2 + «y)2 : ¡[x + iy9~ =ti

[Y[n’ sup{[x + zy[T [x + iy[~ =1}.

Perocomopor (2.7) lanormade Taylor es la normarazonablemáspequeña,entonces

se tiene que

Por otro lado

¡¡jEd.SR)I[(É). =sup{¡(yo + iO)(x + iO)[ : [x¡In =1}
= sup{¡y(x)[ : [x[E =1>

Esto pruebaque ¡¡iE~(Y)fl(É). = [y¡jp=. En consecuencia4 cumple el Axioma

(NB.l). Paracomprobarel cumplimientodel Axiomna(NP)) nótesequesi ~, ~‘ G E’
y x,y E E, entonces

— i7)(x + íy)¡ = («x) + «y)) + iQp(y) — «x))
= (Áx) + «y)) — í(«y) —

= V~ + i7)(x iy){.

Como [jx + iy¡j~ = [x — iy¡[~, se siguefinalmenteque½+ ~kI¡(É)’= ¡<Y —

u
Observación2.19. Dado un espaciode Hanachreal E y unanorma razonable

en E, la Proposición2.18 nos permitedefinir cmi (E0’7 unanorma razonable
por mediodel isomorfismoT, cuya expresiónvienedadapor la identidad

½+ i4(n.y : ¡I(p + i«II(ñy. (2.9)

Con estadefinición es evidenteque se verifica la igualdad

Estecomentariosugierela definición de norma dual de unanorma razonable:
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Definición 2.20. Dado un espaciode Banachreal E y una norma razonable

en E, definimos la norma dual de fi ¡<~ como la norma razonablefi .

en (E0’$ dadapor (2.9). Esta norma verifica la igualdad (2.10). Igualmente,si

u y u0’ son dos procedimientosnaturalesde complejificación, decimosque u” es eí

dual de u si para cada espccio de Bauacb real E y cada y. u” G E4 se tiene que

«y + iVjk* := «~½+ í7)WJ. Esto garantiza.cii todo momentoel cumplimiento de
la siguienteidentidad: —

fi fi,,.) = (E, fi . [<40’.

y.-

4. Construcciónde procedimientosnaturalesde coniplejificación.
y.

Estasecciónestádedicadaa la construccióndeejemplosde procedimientosnatu-

ralesde complejificación. Cadaunode los diferentesenfoquesdadosde la complejifm- —

cación algebraicade un espaciovectorial real (véasela Sección1), sugierela utiliza- —-

ción de técnicasespecíficasparadefinir procedimientosnaturalesde complejificación. y.

Quizáel mnétodode formación de procedimientosnaturalesde complejificacionmas
y,

intuitivo seaaquelenel quese interpretala complejificaciónalgebraicaen términos
y.

deparesordenados(véasela Sección1.1). Estemétodoserádescritoen primer lugar. y.

Si interpretamosla complejificaciónalgebraicacomo un producto tensoria.l(véasela —

Sección2), es tentador intentardefinir procedimientosnaturalesde comnplejiflcación

en términos de normnastensoriales.Veremos que toda norma tensorial representa

un procedimientonatural de complejificación. liecíprocamnente,veranosque toda

normarazonableen la complejificaciónde un espaciode Banaclm real es unanorma y.
*

tensorial razonable. Por último, si i nterpretan’mosla complajificaciónalgebraicaen y.-

térmuinosde operadoreslineales (véasela Sccciómi 1.3), veremosque todanorma de —

ideal de operadoresrepresentaun procedimientonatural de complejificación. y.

4.1. Método por pares ordenados.1)ado un espaciode J3anachreal E, se
y,

puedegenerarun buennúmerode normasrazonablesen E partiendode las funciones

n~(x + ¿y) := (fixfi~ + ¡y fiq’/’ Vx, yE E (1 =p < Ñ *

y,
Las funcionesn~ (1 =í =~) no son homogéneasen sentidocomplejo cmi general.

Esteproblemase solucionadefiniemido —-

h~(x + 4’) := sup np(cil(x + ¿y)) Vx. y E E (1 <p =~).

(Kt<2,. y,,

Por otro lado, como

sup (1 costr + ¡ sent¡~) ~= { i~-~ g ~~
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habrá quemnultiplicar ?i~ por el factor
2min(~/’21/p,O) con el fin de asegurarel cum-

plimnientodel Axioma (NR1). En definitiva se tienelo siguiente:

Proposición 2.21., Sea E un espacio de Banach real y p > 1. Entoncesla

aplicación ¡¡ . ¡<~¡> definida por

¡x + U/¡¡(p) 2min(1/2—m/p,O) sup (¡¡x cos t — y sent¡ ~+ ¡lx sent + y cost¡¡~) m/p
Ú<t<2r

pura cada x, y E E, es una norma razonable en E. Además¡¡ K¿ es una norma de

complejificaciónnatural.

Observación2.22. Nóteseque ¡¡ . = lim~>,.~ ¡ . ¡¡~ se reducea ¡¡ ¡~. Por

otro lado, la norma ¡¡ ¡¡~m~ fue usadapor A. Alexiewicz y W. Orlicz en [1] (salvo el

factor de corrección1/vi). La normna ¡¡ ¡(2) fue introducida por J. Lindenstraussy
L. Tzafriri en [39, p. 81]. Por estarazonnos referiremosaella en lo sucesivocon la

notación ¡ ¡J~j. En la siguientesecciónharemnosun estudiomás detalladode este

procediimmiento.

Veremosen seguidala denmostraciónde la Proposición2.21 como casoparticu-

lar de un resultadomás gemeral. Se puedenconstruir más ejemplosde procedi-

muientos naturalesde complejificacióndentro de la interpretaciónpor pares orde-

nados definiendo una norma sobre la basede un pronmediointegral de la función

~ n~je”(x + ¿y)). Esto es lo quehaceP. Kirwan en [35]. Si para cadap,q =1

definimos Cp,q = (~ 17(1coser+ ¡senQ~P)QIvd~)¿¡~(nóteseque C2,q = 1 paratodo

q =1), entoncesse tiene lo siguiente:

Proposición 2.23. Sea E un espacio de Banach real y p,q =1. Entoncesla

apíteación ¡ . ¡t(~~) definida por

¡ + ~ := ~ (~ j ([x cost — ysent[~’ + t¡xsent+ ycos t¡¡P)í/Pdt) m/q

para todo x, y E E, es una norma razonable en E. Además¡¡ ~ es una norma

de. complejificación natural.

DENIOSTItACIÓN. Que ¡¡ ~ es unanorma compleja Ima sido probadopor P.

Kirwan en [35, Corollary 2.2]. Por otro lado, unasimple inspecciónde la definición

de ¡ . ¡¡(p,q) muestraquela elecciónde la constanteCp,q (1 =p, q =~) es la adecuada

parasalvaguardarel cumplimiento del Axioma (NR1). Veamuosque ¡¡ ¡¡<~ verifica

tambiénel Axioma (NR2): Como el integrandoen la definición de ¡jx + iy¡¡(pq) es
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unafunciónperió(lica de periodo2w, realizandola sustitución t = —s, parax,y E E
y

se tiemie que
y,

¡<Y + Z~/<¡(p,q) = i (¡¡x cos/— ¡p’~QP~.(i[2 ysent y’ + ¡<x sent +
c~1k2wJú ycost~~7 al)

_ 1) f2~
vcoss¡tP)h’Pdr)(¡<xcoss+ ysens¡~’ + ¡xsens —

Cp,q k2~ j~
= ¡¡£ — iy[(p,q).

Restaprobarque la normna t¡ ~ es una norrmiade complejificaciónnatural. Efec-

tivamente,si E es otro espaciode Banacbreal,x, y E E y L E [(E; E), entonces

¡ íi(x + ¿y) t¡(p,q) = ¡ L(x) + iL(y) ¡<(pr,>
<2,. (<¡L(x) cost— t(y) sent ¡7~+ ¡ L(x) sent+L(y) cost¡ fl~/Pdi) 1/<)

=HLH$ (1 f~ ([x cos t —ysenQ~ + [x sent + y cost¡¡SY’~dt)1/q

= t¡L ¡ . [x + ~‘y¡¡(pq),

y en consecuencia¡Lj(P1) = ¡ L-<¡. U

Observación 2.24. Nóteseque paracada p =1, ¡¡ . ¡~~> := linmq~ ¡¡ M(p,q)

se reducea ¡¡ ~ comí ~ = limq.+,~cp,q = 9m¡ii(i/2—1/p,O) En particular ~ = 1 si

p =2. Por otro lado si 1 < q < ~, entonces ¡ ¡¡(~) lIff~p...}~ ¡¡ ¡¡(p,q) se reduce
a la norimma

~ ¡-‘2r

[x + Zy[%9) := ~ k~ J mnax{¡ x cosi — ysen t[ , ¡<w sent+ ycos t¡¡}~dt)

definida para x, y E E, con c~q = lirmm~+~. e~,,1 = (f p2~ max{j cost¡, ¡ semít¡}~dt) lfr

Finalmente,se ve claramemiteque ¡ . ~ := iimmmp,q+~ ¡ jpq = ¡¡ ¡ti’.

A título de ejemplodiremosparatermínarestaseccionque P. i<irwan menciona
en [35] un caso más de nornma natural de complejificación. Se trata de la norma

¡ (I,q) con q =1 definida por

¡ + ?Y¡¡(T,q) := ¿(1 J ¡K cosi — y sent¡ Qdt) m/~1

para todo x, y E E. En este caso, parasalvaguardarel cumplimientodel Axioma

(NR1) se define Cq = (~ 17 t cost<’~dt) ~/1 Obsérvesetammbién que t< ¡~~}
~ ¡¡ ¡¡(~7~q), se rediuce a j¡ ¡~~> = ¡t’r.
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4.2. Método por productos tensoriales. Usandola representaciónpor pro-

duetostensorialesde la complejificaciónde un espaciode Banach,en estasección

vamosa ver la estrecharelación queexisteentrelos conceptosde norma razonable

y el de normatensom’ial razonable(en el sentidode la Definición 1.19). Jgualmnente

comprobaremosqíme todanormatensorialen el sentido de la Definición 1.36 define

un procedimientode complejilicaciónnatural.

Proposición 2.25. Si E es un espaciode Banach real, entoncestodas las nor-
mas razonablesen E = E O 4 son normas tensorialesrazonables.

DEMOSTRACIÓN. Sea ¡ ¡~ una norma razonableen E. Recordamnosquehay

queprobar las siguientesidentidades:

¡¡‘O a¡ g~ = ¡Lckirt¡a¡tt Vx E E, Va E 4,
y ob ¡(E)* = ¡YtW.¡lbH~ V9 e E’, Vb e (4)’ = 4.

Seax E E y a = a1e1 + a2e2 E 4. Entonces

xO a Cm £0 e1 + C2 £0 C2 = (am + ia2)(x Oct).

Por lo tanto, aplicandola homogeneidadde la norma ¡¡ . ¡~ y el Axiomna (NRA) se

tiene que

¡Ex o a¡¡~ = ¡¡(Cm + iaj(x O em)¡<~ = ¡Cm + ia2¡ . t¡x 0Cm l¡t = ¡aE¡el ¡<xt¡r.

Igualmente,comopor la Proposición2.18 (E, ¡t Ht) es una eornplejiflcacmomirazo-
nablede E’, se tiene que

tY O b[(Éí. = ~¡¡~.¡[b[p Vv E E’, Vb E 4.
U

Proposición 2.26. SeaE un espacio de I3anach real. Si a es una norma ten-

sorial, entoncesE = E 00 4 es una complejificación natural de E.

DEMOSTRACIÓN. Verenmosprimneroque E 004 es un espaciocomplejo. Todas

las propiedadesde la norma se satisfacende forma trivial salvo la homogeneidad.

Comprobemosque

¡j\(x + iy)l¡~®~~~ = ¡A¡ . ¡x + iy¡¡E®0~2

paratodo x,y e E y cada> E U Podemossuponerque A tiene norma 1. Así, si O

es el argumentode A, entonces> = e’~. Por otro lado, si u : 4 —> 4 es la aplicación



y,

34
4--

2. COMPLEJIFICACIÓN DE ESPACIOSDE BANACH REALES,

iimmeal representadapor la matiz( cosO
senO

— sen
cosO,]’

entonces¡¡u¡< = 1 y por

qne

¡etO(x + iy)<¡~®0~ =

lo tanto, aplicandola propiedadde uniformidad(U) se tiene

y,

¡¡(xcosO— ysen6)+ -i(xsenO+ ycos

= txO(emcosO+eísenO)+yO(—eisenO+e2cosO)t¡p~ú

= ¡(idir O U)(x O ~
3m+ y O ~2)<tE®

0s

¡ idir O u[C(E® ÉF®J~)¡ xO e1 + yO C2[¡E®t2

= t¡x+iy¡tE® ~2.

Como estose cumpleparatodo númeroreal O, se deduceque

tetx + iy)t¡~®0~~ = ¡x +

Sea j¡: E —+ E 004 tal quejp(x) = xO C1. Si £ E E, entonces

= ¡¡xo e~ ¡¡fl®¿2 = ¡¡Y ¡irt¡eí 1 =

de dondesesigue el cumuplirnientodel Axioma(NRl).

lineal u : 4 —4 4 muediantev(em) = e1 y ‘v(e2) =

¡v¡j = 1. Entonces,si x, y E E, por la propiedad(le

y.

Definamosahorala aplicación

—e2. Es fácil comprobarque

uniformidad (U) se tiene que

— 2’y~¡~® (2 = ¡¡Y O Cm — Y O e2t¡BQ%f2

= ¡ (idE O v)(x Ocm + yO e~)¡ ~®0~

=¡¡ide O ~>¡£(E®oÉ~;B®oti)H£ Oci + ~O e2¡ ~s®0¿~

= ¡£ + iYt¡w® (2.

Se obtienepuesque ¡x+¿y¡¡~®~p = ¡£—iy¡¡~®0~2. Por lo tamíto secumpleel Axioma

(NP)).
Por último, si L c [(E; E), entoncesL : E o~ 4 —+ E 00 4 viene dadapor

L = L O id~2 (véasela Proposición2.12). Así, por la propiedad(U) ele las se sigue

finalmenteque [L ¡ = J¡L¡¡. U

Observación2.27. Dado un espaciode Banachreal E, las normasde comnple-

jificacionesnaturalesen E = E 0 4 generadaspor el producto tensorial inyectivo

y el producto tensorialproyectivo tienenun interésespecial.De la definición de las

y,

y,’-

y-



4. CONSTRUCCIÓNDE PROCEDIMIENTOSNATURALES DE COMPLEJIFICACIÓN. 35

normastensorialesinyectivay proyectiva(véasela Sección2 del Capítulo 1) y por

la Proposición2.26, las aplicaciones

<¡Y O em + yO e21¡E®,F= sup{<p(£)«em)+ p(y)«e2)¡ : <[p<¡E’ =1, ¡14’Hti =11

¡[Y Ocm +yOe2WE®=’= inf{Z [. kt¡k’ ¡ÁkH4 : £ Qem +yOe2 = ~£ O MI,

delinidas para cada x, y E It’, son dos normas de complejificacionesnaturalesen

E = E o 4. Una manipulaciónelementaldemuestraque <¡ . [~®<4 coincide con la

normnade rraylor (véasela Proposición2.30). Por otro lado, veremostambiénque la
norma <¡ <¡~®,.~ presentapropiedadesextremmíalesnotables. Estanormafue usada

por i. Bocimnak en [14], lo quejustifica qime nos refiramos a ella como norma de

l3ochnak. La normade Bocbnak serárepresentadacon la notación ¡
4.3. Método por operadoreslineales. En estaseccióndescubriremosla re-

lación existenteentrelos conceptosde procedimientonatural de complejificacióny

el de norma de idealesde operadores(véasela Sección3 del Capítulo 1). Veremos

quesí interpretamosla complejificaciónde un espaciode Banachreal en términos
de operadoreslineales,entonceslas miormasde idealesde operadoresgeneranproce-

dimientos de complejificaciómínaturales.

Proposición 2.28. Sea E un espacio de Banach real y sea a una norma de
ideales de operado-res. EntoncesE = [(4;E) dotado con la norma ¡¡ ¡~0 es una

complejificación natural de E.

DEMOSTRACIÓN. Si a es una norma de ideal de Banach, recordamosque de
acuerdocon la Definición 1.40 se tiene que

(a) paracadaa e 4 y £ E E, entonces[a O £t¡&. = t<aI¡ . ¡¡£¡¡, y
(b) si E es un espaciode Banachreal, u E [(4;4), T e [(4;E) y y E [(E; E),

entonces

t<vTut<0 =<¡v[ . <¡Tt<0 . ¡lu¡t
Nótesequesi a E 4 y ¿r E E, entoncesel operadoraOx E [(4;E) (véasela Sección
3 deI Capítulo 1) vieneahoradadapor

(aox)(b)=<a,b>x Vbe4,
donde< a, b > representael producto interno emí 4 aplicadoentrea y b.

Probaremosprimero que [<[,. es una normacomplejaen E. Se puededemos-

Irar fácilmentequese cumplentodos los axiomasquedefinenunanormnacompleja,
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aunquequizála homogeneidadcomplejade ¡f <k requierealgo más de detenimiento. y’

y,

Hemosde probar que

¡<<x + iy)¡<0 = ¡Al . ¡Vr + iy¡<0,

paratodo x,-y E E y A E C. Comosiemprebastatomar A de módulo 1, por ejemplo
A — e’~ siendoO c R su argumento. La aplicación lineal u-: 4 —+ {~ dadapor la

ni atmiz ( e senO )
y.tiene norma 1. Por lo tamíto,ele (b) se sigile que

e~(x + ¿y) ¡o = ~ ser,OxsenO+v COSO

= <tT,..~uJt,.=[T,.Jf0 . Vr-Mt = <Y + ‘~tk

Pero como esto es cierto para cada numero real O, en realidad tiene que haber

igualdad. Dicho de otra forma ¡eiú(x + ~y)<k= ¡[r + iy[<0.

Si ahoraIr : E —y ((4; E) estádefinidapor jr(x) = ho, de (a) se sigue que

= ¡<(1,0)0 x[t0 = [(i,0~~= . <tx<t =

lo cual demuestrael Axioma(NRI). Por otro lado, si definimos ti : 4 —* 4 mediante

‘v(e1) = e1 y v(e2) = —e2, entomices ¡~v¡< = 1. Peroaplicando (b) una vez mas se

obtiene

— iy[¡0 = ¡¡§Tr,y<to =

=¡[itt, . ¡<22< = tk~ + iy[¡0,

para cadaY, y E E, de dondese deduceinmediatamente,el Axioma (NR2).
Finalmente,si L E ((E; E) entoncesL : ([(4; E), ¡<4) —> ([(4; E), }¡ . ¡<4)

viemie dadopor [<(‘1’)= LT paracadaT G <4: E) (véasela Proposición2.12). Pero

comuo

[t(T)tk = ¡<LT¡<~, = ¡t tt< ‘

entoncest¡~H = t~¡. Esto demnuestrael Axioma (PC) E
y.

5. Co¡nplejiflcaciones notables. y.

5.1. La complelificación de ‘Taylor. Como veremosa continuación,uno de

los aspectosmásinteresantesde la complejificaciónde Taylor es quecoincide con la

norma reticu]ar (véasela introdtmccióndel capitulo) en espacios0(1<). Ademásse
tiene que

= É~(C).
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En estesentido,nótesequetodoespaciode l3anachreal E puedeconsiderarsecomo

un subespaciode un cierto 0(K). Efectivamente,dado que B~. es compacto,si

paracada x E E definiffios /4 E C(B~.) por f~Qp) = p(x), entoncesla aplicación
£ ~* j4 es una isometríapor el Teoremade Hahn-Banacb.

Proposición 2.29. Sea E un espaciode Banach real. Si E se consideracomo

subespaciode un cierto 0(1<), entoncesla complejificación reticular y la de Tuylor

coinciden en E. En particular, si E es un 0(1<), su complejificación reticular

coincide con la de Taylor.

DEMOSTRACIÓN. Si Y,y E E, entonces

¡[x + ¿y¡lCdB5*) = ¡II, + ify¡¡Cc(Bs.) = ¡¡ ([f~<2 + ¡f~i¡
2) 2 <¡Cwdirns.)

= sup (<J4(p2 + f7)p)[2)7

= sup y(£)2 + <y)2.
l~ll¿~ =1

U

Como anunciábamosen la Sección4.2, la norma de Taylor puedeexpresarseen
términosde la norma tensorialinyectiva:

Proposición 2.30. Sea E un espacio de Banach real. Entonces

caczonE = E o~ l~ es la complejificaciónde Taylor.

DEMOSTRACIÓN. Seax,y E E. Entonces

¡[x O e
1 + yO e2HE®12 = sup{¡y(x)ai + cp(y)a2j

la complejzfi-

¡lp[¡n~ Si 1, ¡ (al, a2)H¿2 < l}

— sup{\/9(x)~ + <y)
2: ¡[p¡[t” =11

— ¡[Y + iyE<x.

E

La nornmade Taylor también puedeexpresarseen términosde unanormade ideales

de operadores:

Proposición 2.31. La norma de Taylor procededel ideal de J3anach fE, ¡ .
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DEMOSTRACIÓN. La demostraciónsesigue de la identidad

-= sup ¡7j2(aej + bcí)[
a

2+b2~i

= sup [ox + by[
a2 +b~

e

= sup <1£ vost — y sent[ —
0< t<2,.

= <[x + iy[T, y,
y,

para cadax,y c E. E

Otro aspectonotablede la complejificaciónde Taylor es queen virtud de la desigual-
dad (2.7), dadoun espaciode Banachreal E, de entretodas las normasrazonables

quepodemosdefinir en E, la norma <[ % es la más pequeña.A continuaciónestu-

diamosunacomplejificacióncon propiedadesextremalesopuestasen estesentidoa

la commmplejificación de Taylor:

5.2. La complejificación de Bochnak. Dado un espaciode Banachreal E,

recordarnosquela normade l3oclmnak vienedadapor el producto tensorialproyectivo

en E 04 (véasela Sección4.2), es decir

¡¡x + ¿Y¡¡ir = inf{¡<£k[E . ¡Á<4 : x O ex + Y O e
2 = xj~ O Ák}.

Una consecuenciainmediatade la Proposición1.32 es que la complejificaciónde
Bochnak proporcionala eomnplejificaciónreticular de los espaciosLi(¡í) reales. En

particular

= (1(C).

Si E es un espaciode Banacbreal, vimosen la Proposición2.25 quetodamorma

razonableen E = E O [~ es una nornía tensorial razonable. Pero el producto
tensorialproyectivo es la norma tensorialrazonablemásgramde(véasela Sección2

del Capítulo 1). Así pues se tienepara ¡ ¡<~ propiedadesextremmíalesantagonicasa

las dc ¡ . iT:

Proposición 2.32. 8 E es un espacio de Banaeb real, entoncesla norma de

Bochnakes la mayor norma razonable que sc puededefinir en E.

Esta caracterizaciónde la norma de Boclínak como la norma razonablemás
grandeque podemnosdeflmmir en la coníplejificación de un espaciode l3anacbnos

pernímtiraencomítrarotra representaciónde la norma de Boclmnak en términos de

funcionalessobre E.
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Proposición 2.33.Sea E un espaciode Banac/¿real. Sé definimos

l<x + iy¡Iv := sup{lf(£ + iy)< : 1 E 4(E), <¡fls<Lc(n;cí =1},

para cada x,y E E, entonces<[ y es u-no norma razonable en E.

DEMOSTRACIÓN. La comprobaciónde que

ejercicioelementalquedejarnospara el lector.
verifica el Axioma (NRl). Efectivamente,si x

tal que ¡¡fIs¡tz(E;C) =1, se tiene que f(£)< =
Por otro lado

= sup{ f(x)l

=sup{[f(x)
= sup{ f(£)J

es una nornía complejaes un

Tambiénes fácil probar que ¡j . [<y

c E entoncespara toda 1 E 4(E)
<¡£[<. Esto pruebaque ¡£j¡v = ¡<£[¡.

1 E 4(E), <¡fkE<¡C(L;Q =1}

1 E [(E), ¡f<¡cwí =1

1 E [(E), ¡If¡Wir =1} =

con lo cual ¡¡£[v = ¡jx¡[. Paraver que ¡[ . ¡y verifica el Axioma

si y, fi E E0’ y ¡¡(y + ¿í~)kr[¡Én;c =1, entonces¡¡(y —

(NP)) se sigue pues de la relación (y + ihjx + iy)l = ¡(y —

x, y E E.

(NR2) nóteseque

< 1. El Axioma

— iy)[ paracada

U

Observación2.34. La norma [¡ ¡y ha sido usadapor 1. E. Verbitskii (véase
[70]), por estarazon nos referiremnosaella temporalmemítecomo norma de Verbits-

kii. No obstante,el siguienteresultadoestablecidopor 1. E. Verbitskii [70] (véase

también [35, Proposition 3.6]) revelaque la norma de Verbitskii no es sino otra

manifestaciónde la norma de Bochnak.

Proposición 2.35. SeaE un espacio de Banach real. Si [<[¡A es una norma

razonable en E, entonces

<¡x + iy¡[~ =<¡x + iy<¡v Vx,y e E.

En otras palabras,[ <¡y es la norma razonable másgrande quepodemosdefinir en

E y por lo tanto [ [y = ¡ .

DEMoSTRACIÓN. Seax,y E E. Entonces

¡[Y + zy¡[m = sup{<f(x + iy)¡

< sup{ f(x + iy)j

= ¡[Y + iy¡[
1~.

f E £(É), ¡¡fILw) < l}

1 E 4(É), ¡1í~l<c~.c < 1}

U
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Por la definición de norma integral (véaseel final de la Sección3 del primer

Capitulo), teniendoencuentaque (4)’ = 4 y la dualidadexistenteentrelas normas
w y e, aun es posibleumía represemitacionmitas de la miorma de l3ochnaken terminos

de unanorma de idealesde operadores: y,
y,

Proposición 2.36.S’i E es un espacíode Banachreal, entonces . ¡jn procede y,

de la norma integral, y,

La norma de Bochnah no es fácil de calcular en la mnayoríade los casos. El

siguienteresultadonos proporcionaunacota superiorde <[x + ¿ykir, dondex, y son

elementosde umí espaciode Banachreal E:

Proposición 2.37. Sea E un espacio de Banach real y sea ¡ j<~ una norma

razonable en E. Entonces,para cadaY, y e E se tiene que

[¡Y + iy[~ < mf ([xeost — ysent[¡ir + <Ix semit+ycos/J¡p’). (2.11)
0<t<2r

DEMOSTRACION. Sea t tal que O < t < 2w. i)e la homogeneidadde <[ ¡W se

deduceque

¡<Y + ~Y[¡t = <Ic1t(£ + ~Y)I[k = ¡[(Y cos t — y sent) + ¿(x sent + y cos

Perousandola desigualdadtriangular se obtieneque

[x + iy[~ Si jx cost — y sent[¡ + ¡[x sen/ + ycos

paracada t tal que O < / < 2w. El resultadosesigue puesinmediatamente. fl

Observación 2.38. Si E representala aplicacióndefinidaen É dadapor lapar-

te derechade la desigualdad(2.11), es fácil comprobarqueE cumpletodoslos axio-

masquedefinenunanorma complejasalvo quizá la propiedadtriangular. Además

E tambiénsatisfacelos Axiomas (NRt) y (NR2). Por lo tanto, sería interesante
sabersi la aplicaciómí

y.-

B(x + ¿y) = mf ([x cos/ — y sent<[ + ¡Y sent + ycost¡¡) Vr, y E E, y,,

es unanormaen E, en cuyocasocoincidiríacon la normade Bochnak.No obstante,

se puedendar ejemplosquepruebanqueen generalestono es asi.

Ejemplo 2.39.Sea E = +~ IR el espacioIR3 con la norma, [(/~,~2, t
3)[¡~ =

max{¡tm¡, ¡/2<1 + i3 . En/onces13 no verijica la propiedadtriangular en E.
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DEMOSTRACIÓN. SeaCm = (1,0,0), e2 = (0,1,0> y e3 = (0,0,1). Entonces

B(ei + ¿e2) ini {[(cost, —sent,0)[w + <(sent,cost,0)IIsl

- = 2 mf max{¡costHsent<} = 2.
00<2,.

Es inmediatoqueB(em) = 1. Por otro lado

B(em + e3 + ¿e2) = ¡nf {fl(cos t, — sent,cost)[n 4 [(seut, cost,sent)flu}

= 00<2r {2 max{[ cost<, [sen t[} + [cos t[ + [sen t[ 4 = 2 2.

Por lo tanto,

B(e1+ e3 + ¿e2) 2v”2 > 1 + ‘.¡‘2 = B(e3) + B(ex + ¿e2).

E

Nota: Agradezcoal Prof. Juan PerreraCuestapor su orientaciónen la busca

del ejemploanterior.
Por últimno veremosquela desigualdad(2.7) es óptimay quela normade l3ochnak

representa.el casoextremo:

Ejemplo 2.40. SeaE = 4(R). Entonces<[ei + ie2<[n 2 y [cm+ íe2<[T = 1.

DEMOSTRACIÓN. Que [e; + %e2flT = 1 es elemental. Por otro lado, de la Pro-

posición 1.23 se tieneque(4 0~ 4>” es isométricoa 6(4,4). Ahora bien,6(4,4)
es isométrico a [(4;4). Los elementosde 4 o4 se idemítifican con matrices2 x 2.

En particular e1 + ¿e2 se identificacon la matriz identidad2 x 2,12. Por la dualidad

de la traza (véasela Sección.3 del Capítulo 1) se tiene que

[eí + ie2¡<s = sup{} tr(12-u)[ : <vH1rt2.12) < 1 }
= sup{[ «ti) : <[V¡!L(e2;É2) < 14.

Tonmando~ = ‘2 se ve que ¡<e1 + íe2[B =2 y por lo tanto <e1 + ¿e2<[B = 2. E

5.3. La complejificación de Lindenstrauss-Tzafriri. Si E es un espaciode

Banachreal, recordemosque la normade Lindemmstrauss-Tzafririen E coincidecon

la norma [< ¡(2) y por lo tanto vienedadapor

I<x+iy[lur= sup {¡¡£cost~ysent[I2+lI£sent+ycos/l<2}Í/2,

para cada Y, y e E. Uno de los aspectosmás interesantesde estanorma es que

la comuplejificaciónde un espaciode 1-lilbert real produce un espaciode Flilbert
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complejo. Si 11 es un espaciode Hilbert real, usandosu estructurade producto y.

y.
interno se ve fácilmenteque

y.

¡[x + 2y[LT = [42 + [~42 Vx, y e JI.

Por lo tanto, la normade Lindenstrauss-Tzafriricoincide con ¡a normnau2 definida

por A. E. Tayior a finales de los años 30 para espaciosde Hilbert. La identidad

anterior niuestraclaramenteque la nornma de Lindenstrauss-Tzafririen espacios y..

L2~) no es simio su complejificaciónreticular. En particular —

(/4(R))L’r = É2(C).
y’

y.

y..

Proposición 2.41. SeaE un espaciode Banacl¿ real y p tal que 1 < p < ~. y.
Entonces

y,

¡Y + ¿yfl~> < [¡Y + ¿yfl(2) =QP/21/PYx+ zyIk~y, —

para cada x,y E E.
ti

DEMOSTRACIÓN. Supongamosprimero que p =2. Entoncessi z = £ + íy, por y.,

la desigualdadde Hélder se tiemie que —

= sup (¡¡x cosi — ysent[
2 + [Y sent+ ‘0’

< .>i/2—’1/p -, sen‘“a “ ‘“ -‘ y.sup ~j¡£ cosu—y j~ t ~wsen-~ + y cosLII) y,

0<1<2,.
y.,

y.,

Si 1 <p =2, aplicandola monotoníade las normas/4 encontramosque —

y,

¡<2<1(2) = sup («x cosi —y sent[¡2 + ¡¡Y sent + y cos t[2) 1/2 y.
0<t<2t

j/) y,
< sup (flx cost — y senijy’ + <¡Y sen-t + -y cosí¡y’)’’ y.

0<t<2r
y..

La otra desigualdadse pruebade forma similar. E
y.

En espaciosde Hilbert, la normade Lindenstrauss-Tzafririadmiteunarepresen- y.
tación en función de la norma de ideales(le operadores2-sunmantes: y.

Proposición 2.42.Si JI es un espaciode Ililberí real, entonces
y.

¡¡£¡¡2 + ¡¡y[2 = ¡z + iyt,~ = [Y + ¿y[<4
2, y,

para cada x,y E II.
y,

y.

y.
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DEMOSTRACIÓN. Simplementehayqueteneren cuentaqueen [(4; fi) la norma
2-sumnantemt

2 coincide con la norma de Hilbert-Schmidt (véase(201). E

Paraespaciosde Banacharbitrariosse tiene el siguienteresultado:

Proposición 2.43. SeaE un espaciode Banachreal y seap tal que 1 =y <

Entonces

[x+iy[~) = { ~Y$$~ Si

pa¡a cada x,y E E.

DEMOSTRACIÓN. Sea t E IR arbitrario y supongamosprimero que p > 2. En-

t ommces

«Y cost — ysent¡¡~+[<£ sent+ y cosl[”

<T~,(cosI,— seni)I<~ + <T,,,~(sent,cos

=<¡a~ + iy)¡~ sup (<acost— bsent<~+ asent+ bcost[~)
a

2±b2~m

= <¡x + íyt, sup{[cos(s + t)y’ + <sen(s+ t)<P).
a

Como estoes cierto paratodo 1, se tiene que

sup (<cosuy’ + ¡senu¡~ft = 1 (p =2),
tL

y entoncesel resultadose cumpleparatodo y con 2 =y < ~. Si tomamosy con

1 =n =2, por la Proposición2.41 se tiene que [u: + ZY«Qp) < «Y + ¿YH(2). Por otro
lado, se ve de la definición de normap-sumanteque <[Y + iy«(

2) =<Y + iyj~. Por

lo tanto quedaprobadolo que buscábamos. E

6. Problemasinherentes a las complejificaciones.

En estaseccióndiscutiremosbásicamentedos problemasrelacionadoscon las

coníplejificaciones. Por un lado estudiaremosel problemnainverso a la complejifi-
cacion, es decir, dadoun espaciode Banaehcomuplejo E, se trata de encontrarun

espaciode BanacbrealE y un procedimientonatural de complejificaciónu talesque

(E)~ = E. A esteproblemanos referiremnoscon el término descomplejificaciónde
espaciosde Banach. Por otro lado, dadoun procedimientonatural de complejifica-

cion u y un espaciode Banachreal E, veremosbajo quécondicionesel isomorfismo

natímial X existenteentre (É, <¡ ¡<<40’ y ((E
0’f’~, « . <<4 (véasela Proposición2.17) es

unaisometría.
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6.1. Descomplejificación de espaciosde Banach. En términosalgebraicos
titodo espaciovectorial complejo se puedeexpresarcomo la complejificaciónde un
y,espaciovectorial real:
y.

Proposición 2.44. SeaE un espaciovectorial complejoy seaB = : j E .I}

una base de E, dondeJ es un conjuntodc índices. Entoncesel espacíovectorzoíreal
E generadopor las combinacioneslineales realesde los elementose1 (j E i) es tal

queE = E.

DEMOSTRACIÓN. El Axioma (Cl) se satisfacede forma inrnediatasiendo12 la

inclusión E ‘—* E. Si z E E, entoncesexiste ni c N tal que z = Zk 1(ok + L&k)C-¿h

Inra ciertos índices 1k E J (i < k < tu) y ciertos nuníerosreales ok, Ap (1 <
tú = ni). Así, z se puedeescribir como z = x + ¿y siendo se = ~ E E e

y = ZVLI ,Bkc,í c E. Además,si suponemosque z = 0. entoncesap + ¿Ap = O

(1 =tú =¿n), de dondeak = = 0 (1 =~ Si ni). En consecuenciae = y = 0. Esto
pruebaqueE = E % iE, es decir, el Axioma (C2).

El problemade descomnplejifmcarun espaciode Banachno tiene en generaluna-

solución positi\~a. Par verlo nos sera.útil el comíceptoele, espacioconjugado:

Definición 2.45. Se llamna conjugadode un espaciode ]3anacbcomííplejo E y lo

denotamoscon E al espacioE dotadodel producto exterior alternativo dacio por

A o z = Az paracadaA E C y cadaz E E. Decimosque E es un espacioconjugado

sí es isomorfo a su conjugado.

Los espacioscomplejificadosmmmedianteprocedimientosnaturalesde cornplejifica.-

cion son espaciosconjugados,es mas:
y,>

Proposición 2.46. SeaE un espaciode Banoch real y u un procedimientona-

tural de complejificacíon. Entonces(É)~ y (E),. son ísoniéitricos.
y.

DEMOSTRACIÓN. Sedefine la aplicaciónY : E —± E mediante?T(x+ ¿y) = x — ¿y
paracadax,y E E. Se. dejaal lector la comprobaciónde que[‘es efectivamenteun

isomorfismo algebraico. Ahora bien, por el Axiommia (NR2) se conmpí’iíebadirecta-

menteque ¡¡T(£ + iy)<i~ = ¡<Y — zy<¡,. = j[x + iyflt~ pama- cadase,y E E. Por lo tanto,

[E es una isometría. U
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N. J. Naltomí proporcionaen [32] un ejemplo no trivial de espaciode Banach

complejo queno es conjugado:

Ejemplo 2.47.Sea w el conjunto de las sucesionesde números complejosy

supongamosque 1 : [0.~) —> C es la función dada por f0(t) — para cada

> O con a E E Sea£h. : ¿2 —# w la aplicación que hace correspondera cada
= (z,.)~enc & la sucesión90(z) definida como

~ ¡j) Vn E N.

Convenimosen tomar comocero la par/e derechacuandoz~ = 0. Si definimosahora
Z2(a) como el espaciode pares (zm,z2) E /4 x w tales que

«Vi, z2)fi0 = [<zmfi¿2+ «z2 Qo(zm)fiÉ2 < ~,

entoncesZ2(a) es un espacio de Banach para una cierta norma equivalentea la
cmíasz-nor’nma fi . [<a, (véase también [33]). Ademásse prueba en [32, Corollary 3]

que ¿(a) no es isomorfo a smi conjugado cuandoa ~ 0. En consecuencia,por la
Proposición2.46 el espacio¿(o) no puede obtenersecorno cornplejifleación de un

espaciode Banaehreal por un procedimientonatural de complejificación.

6.2. Sobre el isomorfismo natural T. En esta secciónveremosque dado

un espacio (le Banachreal E y un procedimientonatural de complejificación y
el isomorfismo natural T define una isometríaentre (E, ¡1 [<<4’y ((E’fl, fi [<4
exclusivamentecuandoE es un espaciode Hilbert real. En esecasola isornetríatiene

lugar cuandlose usa la complejificaciónde Lindenstrauss-Tzafriri. Introduciremos
antesde riadaennuestraterminologíalos conceptosdeprocedimientos2-dominantes

y 2-dominados(véasetambiénla Definición 3.26):

Definición 2.48. Decimosque un procedimientonatural de complejificaciónu

es 2-dominantesi paracada espaciode Banacbreal E se tiene que <jx + iyfiv >

<¡42 ~ tkh<2 paratodo x, y c E. Igualmentedecimosqueu es 2-dominadosi para
cada espaciode Banacb real E se tiene que <¡Y + zyt, = ¡¡42 + <MV para todo
x,y c E.

Observación 2.49. Una simnple inspección de la definición de la norma de

Lindenstrauss-Tzafririrevelaque da lugar a un procedimientonatural de comple-

jificación 2-dominante. El procedimientode Bochnak tambiénlo es evidentemente

por tratarsedel procedimientonatural de complejificaciónmnás grande. La Propo-

smcíomx 2.43 mnuestraque los procedimnientosp-sumantescon 1 =p =2, también
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son ‘2-dominantes. Por otro lado, el procedimientode Taylor es evidentemente2-
1~

dominado.
y,

En la demostraciónusaremnostambiénel siguientelema:

Lema 2.50. 5’ E es un espaciode Banaelí real y flg E E0’, entonces

sup (1 + ig)(x + iy)¡ sup {[af + ¿MV + «bf —

lIrW±l!vIk~m a2+b” 1

DEMOSTRACION. —

¡(1 + ig)(x + iy)< {[fCr) g(y)]2 + [1(v) +

— sup sup { a[f(£) -‘-g(y)] + bLf(y) +
~kW±¡lyIk~1 a2#t’> 1

= sup_ sup { (af + bg)(£) + (bf — ag)(y) }442 __ 1 !l’Ik-4-1v112 1

= sup sup_ sup_ { (af+ bg)(cx)* (bf —

a2+b2 rm !HH!Hh’ c2 .4-d2

= sup sup__ {[af(£) 9~ bg(sj3~ + [bf(y) ag(y)]2}

= sup {flaf + bgfl2 + <¡ti ag<¡2}l/V

o
Proposición 2.51. Seau un procedimientonatural de comp/ejificación y ~supon-

gamosque o bienu es 2-dominanteo u es 2-dominado. Entonces,para cada espacio

de J3anach real E, el isomorfismonatural ‘Y entre ((E’fl, <¡ . ¡<4) y ((É)0’, ¡¡ «4)
es una zsometríasolo cuandoE es un espacio de Hilhert real. Es mas, si E’ es un

espacíodc llilbert y ‘Y es una isometría, entonces¡< . fi,, coincide con la norma de

Lindenstrauss-Tzafriri.

DEMOsTRACIÓN. Supongamosprimneroque u es 2-dominadoy queel isoniorfis-

eno‘Y entre(E’)”” y (É)’ es unaisornetría. Si p, ~ E E’, entoncespor el Lema 2.éO

se tiene que

+ ¡}mk}<~ =¡<y’ + ~ = ¡<~ + i4<~ = sup [U~+ ú’)(x + iy)[2

Ilz±íylI~I

<(y’ + ¿t’)(x + ~y)h sup (¡<ay + bzb«2 + «by’ —,,2+62= 1
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Si tomamosa = b ~ entomiceslas desigualdadesanterioresimplican que-Ir

4~+ t,$> 1([¡p + ~2 + [y —

Obsérvesequesi y fuera 2-dominante,entoncesla últimnadesigualdadinvertiría su
sentido. En cualquiercasonosencontramosanteunacaracterizaciónde los espacios
definidios por productos internos (véase [18, p. 117]), así que E es un espaciode

Hilbert real. Veamosahoraque ¡x + ~y<k~= <¡se + iy[f Li’ = ¡Y¡f2 + [¡yf¡2para todo
Y, y E E. Si suponemosqueu es 2-dominado,entoncesparacada Y, y c E se tiene
que

[¡Y + íY¡<,, = sup ¡(y’ + itb)(x + iy)¡ = sup

= su~ ¡y’<4r) — ‘4~(y)¡ = (¡[x<¡2 + ¡¡yH2) ~ > [<se+ iy[¡,,.

Por tanto [£+iy¡¡,, = ¡[x¡[2 + ¡<y<¡2. Si u setratadeun procedimiento2-dominante,

se llega a la mismaconclusiónde forma similar. E

6.3. Otros problemas inherentes a las complejificaciones. Si E es un

espacíode Banach real y E imn subespaciosuyo, podría pensarseque para cada
procedimientonaturalde complejifleaciónu se tiene que(1’, ¡[ . ¡,,) es un subespacio

de (E, ¡[ . ¡<4). No obstanteestono ocurreen general. De la definición de la norma de

Taylor es inmediatoque (E, <¡ ¡Jy) sí es un subespaciode (E, ¡< . t,~) (véasetambién

la Proposición 1.34). Con más generalidad,si p y_q son tales que 1 =p, q =~,

entonceses fácil (le probar que (E, ¡¡ . ¡I(pq)) y (E, ¡[ . <(Tq)) son subespaciosde

(E, ¡[ ¡KA y (E’, [<<(Tg)) respectivamente.No obstante,estono se cumplepara la
complejíficaciónde Bochnak (véasela Proposición1.31).

Por otro lado, los espacioscocientestamnpocose preservanpor complejificación

en el siguientesentido. Si E es un cocientedel espaciode Banachreal E, entonces

E’, [< ¡<4 no tiene por que ser un cocientede (É, ¡[ ¡<4). Esto es lo que ocurre

parael procedimientode Taylor (véasela Proposición 1.34). Por el contrario, las

propiedadesgeneralesdel producto tensorialproyectivo aseguranque (E, ¡ ¡[B) sea

siempreun cocientede (E, ¡ . [<n) (véasela Proposición1.31).
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CAPíTULO 3

Gomplejificación de polinomios y formas multilineales.

Un resultado estándar(véase la Proposición 3.1) pruebaque dados dos espacios
vectorialesreales E y E y mn operador u-lineal L e [a(~E; E), existe un unmco

operadoru-lineal L E [«(~É; É) queextiendeL a la complejificaciónalgebraicade
E y E. Al operadorL se le llama complejificaciónde L. Una consecuenciade este

resultadoes que si E es un polinomio homogéneoen P(~E; E) entrelos espacios

vectorialesrealesE y E, entoncesexiste un único polinonmio A E P(~E; E) que

extiendeE a la complejificaciónalgebraicade E y E (véasela Proposición3.3). Al
polinomio E se le llamna complejificaciónde E. Si E y E sondos espaciosde Banach

realesy <¡ . <¡~ y ¡ . )<~ son dos normasrazonablesen E y E respectivamente,entonces

veremosque las extensionesde todo operadoren £(~E; E) y h(E; E) sontambién

continuas. Ahora bien, la norma de los operadorescomplejificadesva a depender

de la complejificaciónquese utilice. En estecapítulo veremosde qué forma varia

la norma de la complejificaciónde un operador multilineal o un polinomio entre

espaciosde Banaclm reales y hastaqué punto podemoscomíseguirque la extensión

conservela norma de la aplicación real, cuandose usan varios procedimientosde

coínplejificaciómí. E-ii este sentidohan trabajadonumerososautores como A. E.
Taytor [661. J. Bochnaky J. Siciak [15], II. Aron, B. Beauzamyy P. Enfio [3), M.

Lacruz [38]. P. Kirwan [35] y O. A. Muñoz, Y, Sarantopoulosy A. Tonge [48).

1. Complejificación algebraica de polinon-ilos y operadoresmultilineales.

Dado un operadormultilineal definidoentreespaciosvectorialesreales,su exten-

sión quedadeterminadade forma únicapor linealidad. Ya se vio en la Proposición

2.12 cómo funcionala extensióncomplejaparael casode operadoreslineales.Vea-

muos cómo llevar a cabo la extensión de operadoresbilineales. Sean E y E dos

espaciosvectorialesrealesy L e ta QE; E). Entoncespara xk, 9k E E (tú = 1,2), la

extensiónlineal L de L viene dadapor

L(xm + ~ym,£2 + ¿92)= L(xm,£2) ¿(y’, 92) + ¿[L(xm, 92) + L(
91, £2)]

L(xm, £2) L(vm, 92) + i[L(xm, y2) + L(yj, £2)]. (3.1)

49
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Se comupruebafácilmenteque E es efectivamenteun operadorbilineal en 4QÉ; 1).
La generalizaciónde este razonamientoproporciona la extensión de uit operador

multilineal arbitrario (véasepor ejemplo [15, Tbeorenm3]):

Proposición 3.1. Si E y E son dos espaciosvectorialesrealesy L E [~(“E; E),
entoncesel único operadoru-lineal L- definido entre E” y E que extiendeL a E”

viene dado por

L(4 + ~2~{ ~ + i4) = ¿~N~~‘L(x~’ <Vi (3.2)

donde£~, 4 E E y la sumase extiendea las 2” eleccionesindependientesde ek = 0,1

(1< tú < n). y.

Seobservaqueel operadorcomplejificaciónpreservala simetríade los elementos

de <CE; E):

Corolario 3.2. S¿ E y E son espaciosvectoriales reales y L E [ICE; E), en-

tonces L E <(“E; E).

Se puedeobtenerun resultadosimilar parapolinomios. Primero veanmoscorno

se extiendenpara un casosencillo. Si E’ y E son dos espaciosvectorialesreales,

E e P~QE;E) y L c <QE; E) es la polar de J3, entoncesde (3.1) se deduce

directamenteque la extensióncomplejadc P vienedadade forma únicapor

+ iy) = P(£) — P(y) + 2iL(x, y) Vx, y E E.

Parael casogeneralse tiene lo siguiente(véasepor ejemplo (66, p.313]):

Proposición 3.3. Si Ji] y E sondos espaciosvectorialesrealesy E E pa(~lE; E),

entoncesel único polinomio n-homoge-neoE definido entre E’ y E que extiendeE a

E viene dado por

[n/2j

P(x + ¿y) = L(-~l)k ~ L(x~~~~2ky2k)

1V— 11/21

+ (~ <4k (2ki i) L,(xflÁ2k±1>
92k±1). (3.3)

Igualmente,siP E P,,a(E; E) es tal que 1’ = Lb 1% con E,, E P~(”E; E) (0 =~ Si
u), entoncesE tiene una única extensióncomplejaE determinadapor? = Z~O E,,,

dondeE = P0.

Estasdos proposicionessugierem la siguientedefinición:
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Definición 3.4. Si L e [~(“E; E) y E E P~(”E; E), se definen sus complejifi-

cacionesL y P como el único operadoru-lineal L E .C4”E; É) y el único polinomio
n-homogéneoE e hQ’E; E) que extiendeL y E a y E, respectivamente,con

valores en E. Nóteseque L y P vieneil dados por (3.2) y (3.3). Igualmente,si

E’ E 24<,(E; E), su comuplejificaciónes el único polinomio P E P,,~(E; E) queex-

tiende E a los espaciosE y E.

Ejemplo 3.5. La complejificación de polinomios en IR’” (ni E N) consistesim-
plementeen sustituir las variables reales por variables complejas. Así, si P es un

polinomio en tu variables reales, entonces

P(Y + ¿y) = P(£1 + ~ym,... ,£,,~ + iy0,

para cada£=(xm...,£rn)ey=(yx...,ym) en IR”’.

Observacion3.6. Paracadapar de espaciosvectorialesrealesE y E, teniendo

cmi cuentala unicidad de las extensiones,se sigue de forma trivial queel operador

coníplejificación define unaaplicaciónlineal real entre[a(”E; E) y [~CÉ; 1> por

un lado y ‘P,,,~(E; E) y P~,~(E;E) por otro. En otraspalabras

(aLm +fiL27 = aLm +QL2 VL1,L2 E C~(”E;E), Va,fi ER,

(aPi + ¡iP2fl = al1 + uiP2 VP1, E2 e h~(E; E), Va, fi E IR.

En virtud del Corolario 3.2 y la Proposición 3.3, el operador complejificación
restringido a <(“E; E) y Pa(”E; E) toma valoresen <CE; É) y ‘P~CE; E), res-

pectivanmente.Por otro lado, si O es otro espaciovectorial real, usandola unicidad

de las extensionesse tiene tambiénque

(E’1 . P27 = P1~ P2 VF1,P2 e P,%~(j”E;E),

(Pm o = P1 o />2 VP1 E P~~(”E; E), VP2 E %,2C’E; O),

donde. representael producto usual de operadoresy o se refiereasu composición.

2. Complejificación de operadorescon valores escalares.

En esta-seccióncomenzamosel estudiocomparativode las normasde un opera-

dor rnultilineal o un polinomio homogéneocon las normasde sus comnplejificaciones

respectivasparavariosprocedimientosnaturalesde complejificación. Nos limitare-
mos al estudiode operadorescon valoresescalares,quees más sencillo de tratar

graciasa la Proposición3.8. SeaE un espaciode Banachreal y seau un procedi-

miento natural dc complejificación. ParacadaL e [(“E) y E e PQ’E), denotemos

con ¡¡Z¡<4 y ¡¡ k¡¡~ la norma de L y E comno operadoresdefinidos en (E, [¡. ¡<4” y
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(E], ¡¡ . ¡¡<4 respectivamente.Paraempezar,es evidenteque las normuasde las exten-

sionesde L y E verifican que ¡[LI¡~ =[¡L[¡ y ¡P[¡~ = ¡[~¡l• Por otro lado, buscamos

constantesM1 y KL2 talesque —

¡Lw~ =Mm¡<L[j VL e £CE), (3.4)

¡P¡<4 =M2¡¡P[¡ VP e PCE). (3.5)

El valor óptimo de las constantesen las desigualdades(3.4) y (3.5) dependedel
procedimientodecomplejificaciónusadoy del espacioquese considere.Esto motiva

las siguientesdefiniciones:
y.

Definición 3.7. Dado un espaciode Banachreal E y un procedimientonatural

de complejificaciómíu, se definenlas constantesUn; E) y 7%(n; E) como los valores

óptimos de M1 y M2 en (3.4) y (3.5) respectivamemíte,es decir

£~(n; E) := inf{M1 : ¡¡ L¡¡~ =KL1 ¡[4, VL- e
Pju; E) := inf{M2 : ¡<P¡[,, =M2¡[P¡[, VP e PCE)>.

y.
y.

Nuestroprimer resultadonos permite limitarnos a la parte real o inmaginariade

la complejificaciónde operadoresen <“E) ó PCE) a la hora de estimnarsu norma.

Nóteseantesde nadaquesi L e ECE) (respectivamenteE e PQ’E)), entoncesReL

y Ini L (respectivamnenteRe É y len P) son dos formnasu-linealesen E” en sentido

real (respectivamentedos polinommiios n-homnogéneosen E en sentidoreal).

Proposición 3.8. SeaE un espacio de Banach real y u un procedimientona-

tural de complejifleación. Entoncespara cada tú E £(“E) y E e PCE) se tiene

que

= [¡ReÉ¡¡,, = ¡¡ Imn Z¡¡.
P¡<4 = <¡ Re rq,, = <¡ len Pf¡,.

DEMOSTRACIÓN. Dado £~ + ¿9k e É (1 =tú =u), siemprese puedeencomitrar

un numero real t, tal que

etíL(£m+iyl,... ,Y,.+iy~) = ¡L(£1 +iym,... ,x~+¿y,.)<.
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Entonces.

[L<4rm+ np,.. . , Y~, + iy~)[ = ?i(e~*(Ym + iym), . . . , eúT(x~,+ iy<4)
“.1’ . t ‘-o’

Re tve “t£m + iym),. .. , eÑT(x,,+ 2y~))

¡¡Re L¡¡u¡[e’*(£m + iy1)¡<4 . . . ¡<e~(x,. + iy~)[¡~

= ¡ Re Zhv¡¡£m + zyik’ . . . [¡x~+ ¿y~

Es decir, ¡¡L¡¡0 =¡¡ ReL¡¡~. Conmo la desigualdadrecíprocaes evidente,concluimos

que ¡[L[¡~ = ¡¡ ReL%. Igualmentese tiene ¡¡L¡<4 = ¡¡ ImL[¡~. El mismoargumento

funcionaparapolinomios homogéneos.

2.1. Estimacionesparaun procedimientode complejificacióngenérico.

El resultadocentral de estasecciónes unaversióngeneralde unadesigualdadmuy

conoc>dacmi Teoríade la Aproxinmación. Se trata de la desigualdadde Chebyshev
sobreel coeflcientedel términode mayorgrado en un polinomio:

Teorema3.9 (Desigualdadde Chebyshev).Si p(t) = EV0~ Vi E IR es un

polinomio real de grado ~ n (n =1), entonces

¡a,,¡ =2nm max p(i)¡. (3.6)

Además, el resultado es óptimo pues la igualdad se alcanza para el polinomio de

Chebyshevde la primera especie de grado u definido en el intervalo [—1,1] por

(LÁ(t) = cos(uarccost),Vt E [—1,1].

Un antiguo resultadode V. Markov (véase[49, pS6]) nos permite disponerde
estimacionesóptimasparalos otros coeficientesdel polinomio real p = EV0 a,,t~.

En particular se tieneque

Usandounatécnicade C. Visser, se pruebalas siguientesextensionesde (3.6) y
(3.7):

Teorema3.10. SeaE = P~ +.. . + Po : ¿~(R) —> IR un polinomio de grado ~ n

con P,, E P(t(R)) (0 =tú =u). Entonces

¡ EJ r = sup ¡P~(e~”, . . . , eñ~~~)¡ =2”~ ¡¡P¡¡ern(~) (u =1), (3.8)
O=tk=2t

¡ y’ = sup ¡P,,.1 (eUI , . . . , ei
t~~)¡ =2”’2¡¡P¡¡~rn<~

1 (u =2). (3.9)
O=tk=

2r
1<k<rn
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Observación3.11. Nótesequeen las igualdadesde (3.8) y (3.9) hemosusadoel

hechodeque la normnadeTaylor proporcionala complejificaciónreticularde ¿~(R)

(véasela Proposición2.29). Po¿~ otro lado, la desigualdad(3.8) se debea C. Visser

[71], mientrasque H.-~l. Rack obtuvo (3.9) en [51] a partir de unamodificaciómmde

la demostraciónde C. Visser (véasetambién [52] y [55]).

2.1.1,. Una primera aplicación. La desigualdad(3.8) puede aplicarse para

obtenerunacotainferior óptimade la normnade un polimiomniocon coeficientesreales

en varmas variablesen función de los coeficientesde [os términosde mayor grado.

Esteproblemaya La sido investigadopreviamentepor variosautores(véase[3], [4]
y [5]). Todo polinomio P de grado u en con coeficienteen K puedeescribirse

de la siguienteforma canonmca:

m

t~1) = >7 a1t7 + >7 (¿Nt1
1 . . . t~’)§” V(tm, . . ,tm) E K’”, (3.10)

=1 [N~n

donde N = (N
1,... , fW,~) E N”’, ¡N¡ = N1 + ... + ]V~ y las ni-tupías N tales que

¡ túl = u tienen al menos dos componentesdistintas de cero. Si P se escribeen
términos de sus componenteshomogéneas,es decir P = P,, + ... + Po con Pí. E

P~(~K’”) (0 =tú =‘¡u), se ha probadoen [4] (véasetamubién[s]y el Teorema1.1 de

[3<4que

rn

>7 ¡a>[ = sup ¡P~(et¿I. . . . , ea~~) = ¡PHÉ(C> (3.11)
O=t~=2,t

1 <k<~
Una estinmaciónsimilar Imas sido probada para el caso en que K = IR (véaseel

lenrema1.6 en [3]):

>j ¡a 4 < 2”~
2u2 sup ¡P(t

1, . . . , t-rn)¡ = 2”~
2ufl¡P¡¡Érn(~). (3.12)

=~k=1J—l

No obstante,usandola desigualdad(3.8) jumíto con la estimaciómí(3.11), la constante
en (3.12) puedemejorarseconsiderablementecomo sigue:

Proposicion 3.12. Sca P un polinomio de grado u en concoeficientesreales

que supondremosescrito en la forma (3.10). En/onces

it

>7 ¡aj¡ < 2”’ sup ¡P(tm, . . ‘ , M¡ =
vil =t)~
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Ademásla constante2~~m es óptima puesla igualdad se alcanza para el polinomio

definido por P(t1 , . . . , t,,,) = ‘~1 T4t,,) V(t1, . . . , t,~.) E IR’”, dondeT~ es el poli-

no-mío de Ohebyshevde grado u de la primera especie.

2.1.2. Estimacionesgeneralespara formas multilineales y polinomios
homogéneos.Como verenios a continuación, las desigualdades(3.8) y (3.9) se

íuedem probar en un comítexto masgeneralutilizando unaextensiónde la técnicade
O. Visser. Antes necesitaremnosdos lemaselemnentales:

Lema 3.13. Para cada par de númerosenterosp y u se cumple la siguiente
relación ortogonal:

í 2n—m 1 1 si k = u (mod2u) (3.13)

Ñ >7 l)PetkP¶¡fl = ~ si ~ u (mod 2n).

DEMOSTRACIÓN. Seaa — ei(fl±k)ff/~~. Entonces2u—J 27,—m 2n—I>7 ( l)PgkP ~ = >7 e~ e~’>’~/” — >7 [e’~”~~1“‘7 >7 al’. (3.14)

p=u prO p0 prO

Supongamosque tú = u (mod 2u). Entoncesexiste mu enterotal que tú = 2uru + u,

es decir, (u + k)/u es par y en consecuenciaa = 1. Por lo tanto, el resultadose
obtienede la identidad(3.1.4). Si almora tú # u (mod 2n), entoncestú # 2nnm+u para

cadanr entero, lo queimuplica que (u + tú)/n no es un numeroentero par. Entonces

a ~ 1 y Z~Vm a~ — (1 — a2~~)/(1 — a) pero comno a2” = 1, entoncesel resultadose
sigue de (3.14). E

Por su simplicidaddejamosal lector la demnostracióndel siguientelema:

Lema 3.14. Para cada númerocomplejo A y cada u E N se tiene que

sup Ae”” + Áe~”tj = 2<A

Proposición 3.15. Sca E un espaciode Banach real y u’ un procedimientona-
tural de coínplejificación Si P E P.,(E) es tal que P = ELo P,, con ~ e PÚE)

(0 =k Si u), entonces

< 2”’’ ¡¡P¡ (u =1), (3.15)

P~
1 ¡<4 =2w ¡~ P~¡ (u =2). (3.16)

Ademáslas desigualdades(3.15) y (3.16,) son óptimasen general, alcanzándosela
igualdad para E = IR y P = T,,.
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DEMOSTRACIÓN. Tomemos z = £+¿y E (É, ¡¡<4 tal que ¡ z<¡~. = 1. Definamos

el polinomio trigonométricof de grado < u mediantela identidad

1(t) := >7 ze0±ze) = PQrcost— ysent) = >7 a~e . (3.17)
k=—n

Obsérveseque

1—~ 1~-~~
a,, = —P,4z), a..>, = ti,, = —P~(é) y (3.18)

2” 2”
1 1

= Qn—1 P,,m(z), ~—(n—m)= = 2~~í P,,
1(i). (3.19)

Como sup1UY cos t — y sentU = ¡¡zj<T =¡[z¡¡,, = 1, se tiene que

¡f(t)¡ =¡~h V/ E IR. (3.20)
ti

Ahora usando(3.17), (3.18) y la fórmula (3.13) se deduceque

2ri—m mr 1 2n—1 ‘2

2u ~ (—1)~f(t + — >7 (.....í)P >7 ae’~<~~p’2I”~
p=o k=—n

k=—n ake[jj. (l)Peikv’2¡’2]

ini —mt — 1—~-~—P (z)et7~t + —P,.(f)e’>”
t.= ~7d~ + a....,,e — 2” “ 2”

Considerando(3.20) junto con la identidadanterior, encontramosque

sup ¡P,,(z)et7~¿+ P,,(é)e>”t¡ =2”¡¡P¡[.

Por otro lado, puestoque P(é) = P,,(z), por el Lema3.14, tenemosque

sup ¡P,,(z)ei~~¿+ P,,(é)e’>”tI = sup ¡P,,(z)eZ7~í+ P,,(z)e”2t¡ =

de dondese sigue inmediatamentela desigua[dad (3.15).

Parademostrar(3.16) procedemoscomoen la demostraciónde (3.15), pero usan-
do (3.17), (3.19) y la fórmnula (3.13) comí u — 1 en lugar de u. E

De las desigualdades(3.15) y (3.16) se deduceunageneralizacióninmediatade

las estimaciones(3.6) y (3.7). A saber, si 1~> = 2k P,, con E,, E PCE’) (0 =

tú = u) es un polinomio de grado ~ u en un espaciode Banachreal E. entonces

¡¡P,,¡l = 2”~ [~P¡l y <P,>< ¡[ =2”’—fl¡P¡¡. Pero estasestimacionesgeneralessobre

las normasde P,, y P,,—m son fácilmuentededuciblesapartir ele las correspomídíentes
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estimacionespara el caso de polinomiosen unavariable,es más, tambiénse dispone

de estinmacionesóptimasde la miorma de las otras componenteshomogéneasde P:

Teorema3.16 (y. Markov). SeaE un espaciode Banach real y supongamos

que P = >ZVO 1>. c P~(E), dondeP,, e PQ’E) (0 =le =u). Entonces,si le =1

¡P~4¡ ~ 2k—m — 1) ¡PU si u tú es par, (3.21)

~ 1 (u 1)(~~+k.1 1)

!

¡P,,~¡ =2 2 ¡~P~¡ si u — tú es impan (3.22)

DEMOSTRACIÓN. El resultadose demuestrareduciendoel problemaal caso de

polinomios en una variable. Efectivamente,seaY C BE y definamosel polinomio

p(t) = P(t£) = 3~ P,,Qrt. Entoncesmax1<1<1¡p(t)¡ = ¡¡P¡¡ y por lo tanto
bastaaplicar las estimacionesclásicas(véase[49, p. 56]) a los coeficientesdeppara

obtenerlo buscado. E

Observación3.17. En el casocomplejolas estimaciones(3.21) y (3.22) pue-

den simplificarsesensiblemente. Si E es un espaciode Banachcomplejo y P =

EV0 P,, E 2dB]) con Pk E PQE) (0 =le =u), entonces¡¡Pk¡¡ =l¡PI¡ (véasepor
ejemplo [20, p. 330]). Por otro lado, si ahoraE es un espaciode Banachreal, de la

desigualdadUE’QI =¡~P¡~ se deduceunaestinmaciónóptimade la norma de la deri-
vadau-ésimade un polinomio en un espaciode Banachreal (véasela Proposición

4.30).

La desigualdad(3.15) se cump]e en particular para los polinomios homogéneos.

Ademásuna ligera muodificación de su demnostraciónpruebaun resultado similar

paraformasmnultilineales:

Proposición 3.18. SeaE un espaciode Banach real y u un procedimientona-

tural de complejifleación. Entoncespara cada P e ‘PCE) y L e £QlE) se tiene

¡¡~U’/ =~ - (3.23)
LHV < r

1 ¡< L¡¡ . (3.24)
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DEMOSTRACION. La desigualdad (3.24) se pruebaa partir de la demostración

de la Proposición3.15, sólo queredefiniendo(3.17) de la siguienteforma

+ zme.>’ z~e0+
1(t): L(zme 2 2

= L(£
1 cosí — ym sen1, r~ cosí — y” sent)

‘2 y,

>7 a~e’~’, y,
—“

para z~ = Y~ + ¿y~ c E con ¡z~ <4 = 1 (1 Si ~ =u) y teniendoen cuentaque abora

= ±L(zi, . . . , z,~) y 6,~ = IL(im . . . , i”). E

Como veremosen el siguiente ejeniplo, las desigualdades(3.23) y (3.24) son
óptimas. Ademásla desigualdad(3.24) tampocose puedemnejoraraunconsiderando

solamenteformas nmultilinealessimétricas. Por último, la constante2’22 en (3.16)

no sc puedemejorar aunquese considerenpolinomios de grado exactamentea:

Ejemplo 3.19. Para cada 1 < ni _ n definimos el polinomio P,~ e
mediante la fórmula

= Re(£m+ i£2)m V£ = (£í, £2) E cf.
Sea L~, la polar de Pm (1 < tu < u). Entoncessi usamosla complejíficaciónde

Thylor se tiene

(a) ¡P~¡¡ír =

(b) ¡¡L~<¡7’ = 2~>1 <¡
(e) lím1.>g± ‘rí—m ¡ <HtP~ + &— ¡ —

DEMOSTRACIÓN. Como ¡¡[tU = L~(1,0) = 1, entoncessegún el Teorema 1.8

tenemosque ¡¡Lrn¡¡ = hP~H = 1. Por otro lado, para cada Y (£í,£2) e IR
2 e

y = (ym, 92) E IR2, se tienequeL,~(Y~~>?kyQk)= Re(xm+ i£2)”’~~~(ym + ¿
92)Qk. Por lo

tanto, de (3.3) se díedluce que

lyl

Re 144x + ¿y) = Re { >7( í)k(tu)(£ + iY2)”~ 2k(91 + iyQ)}.

lcrO

Tomemos£ = (1,0) e m¡ = (0,1). Entonces¡<~r + iy[j’ = sup0¡¡(cosO,senO)j¿2 = 1 y

(-u

lteÉ~((1,0) + i(0, 1)) = =
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Por lo tanto,por la Proposición3.8 tenemos¡<P~¡¡1 = ¡< ReF4’r ~ 2m—m de donde
se sigue que

iLmUx = ¡Pm¡ T =2
m~mMP~<¡ = 2flLmU.

No obstante,según (3.23) las desigualdadesanterioresse conviertenen igualdades:

¡¡½¡x = 2”’ U Lm 1 y 1Pm <¡y’ = 21’2m ¡¡ Pm ¡
Tomamídoahorau> = n obtenemos(a) y (b). Parademnostrar(c) veamosquepara

> O se tiene que

Como (IP,, + It~)(i,0) = 1 + 1, la norma es al menos1±1. Por otro lado, si

¡Y> + 2Y2¡ =1 entonces

Pc (/(.ri + ¿‘2)” + (£~ + ¿~t’2~m) =¡t(xi + ¿£2)” + (£~ + ¿Y
2rm ¡ =1 + 1,

de tal maneraque la norína no puedesuperar1 + t. U

Observacion 3.20. La desigualdad(3.24) ha sido probadade forma indepen-
(liente por P. Kirwan en [35, Corollary 5.6]. El mismoautor haencontradotambién

[35, Corollary 5.15] unadesigualdadsimilar a (3.23), pero con la constante2” que
es ligeramnentepeor. En amboscasos,la técnicaempleadapor P. Kirwan estábasa-

da emí la siguientefórmula de polarización (véase[35, Theorem5.14<4: Si E es un

espacIode Banaclí real, P E PQlE) y Y,y E E, entonces

¡ .ÁÁ 2” O)e~”
9dO.~£ T ~) = 2mr f P(x cosO+ y sen (3.25)

Una ligera mmmodificacióndel argumentousadopor P. l<irwan paraobtener(3.25) nos
permiteprobar la siguientegeneralízacion:

Proposición 3.21. SeaE un espaciode Banach real y P = 2k P,, con P~ e
PCE) (0 Si ~ Si n). Entonces,para cada Y + ¿y e E se tiene

¿y) = 2” /227 P(£cosO+ysenO)et~~9dO, (3.26)

P,,¡(£ + ¿y) = 2 ¡ P(£cosO+ ysenO)et(?1119d0. (3.27)

Usandolas técnicasde P. Kirwan hemossido capacesde mejorarla constante2”

obtenidapor esteautor en la desigualdad(3.23), no obstanteno hemosso capaces
¿le encontraraun el valor óptinmo demostradopor otros métodosen la Proposición
3. 18.
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Proposición 3.22. Sea E un espaciodc Banaele real y P = >3V
0 II con J-\ E

PQE) (0 =tú =n.). Entoncessi u’ es un procedimientonatural de co-mplcjificaciózi.,
usandolas identidades(3.26) 9(3.27) SC obtiene

U P~ ¡< < 2n.....m/2[~H, (3.28)

< 2”’
3”flP¡. (3.29)

y.

DEMOSTRACION. Sea£ + ¿y E E tal que ¡[r + ¿y <4 =1 y definamosel polinomio

trigonon>étricoT degrado Si n como

?1

= PC cosO+ y senO) = >7 epe VO e E

donde

T(O)etkÚdO (—u =tú =u).2w Jo -

En particular, por (3.26) se tiene quee__ — ‘2.>’P
71(x + ¿y). Igualmente,tomnamído

conjugadosen ambos ladIos dic [a identidad (3.26) obtenemnostanibiém> que c~ =

2”Pjx + ¿y). Por otro lado, en virtud de la identidadde Parseval,

1

>7 ¡c~<
2 = 1— j T(O)¡2d0

1. —“

Por todo lo anterior

2¡P,~(Y + ¿y)<22~~~2’2 = ¡c<42 + c.>,¡2

=É et=j- ¡227 ¡T(O)¡2d0
k=-..fl

1 ¡‘2w
¡ PC cosO+ ysenO) 2d0 =¡< P¡¡2 ti

2w j
0 y,

Así obteneimios

¡IlQr + iy)¡ < 2’2~m/2¡EE’h,

de dondeU It «4 =2~~I/2 ¡¡ P¡< . Parala- demmiostraciómmdIC (3.29) procedemosigual cIne

en la demnostraciónde (3.28), pero usamos(3.27) cmi lugar de (3.26) paraI)Itl)ar dluC

= t’2+
m fl

1...>Qle + ¿y) y c,>~1 = 9-’n+ip (Y + ¿y). u
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2.2. Estimacionespara procedimientos específicos.Aunque eí Ejemplo

:3.19 muestraque la constanteque apareceen (3.23) y (3.24) es óptimna en general,

aportandola complejificaciónde Taylor el casoextrernal,paraprocedimientospar-

ticulares dicha constantese puedesustituir por otra menor en muchoscasos. Las
estimacionesparaformuasmultilinealesson másfáciles íe determnmnar.

2.2.1. Estimacionespara formas multilineales. Puestoqueel procedimien-
to de Bochnakes el mayorde todos losprocedimientosnaturalesde conmplejiflcación,
las mejorasmuássustancialesse produciránutilizando estacomplejificación. Estoes

así hastael extren>o de poderseextenderlas formuasmultilineales sin alteración de

su norma (véase[14, p. 276)):

Teorema 3.23 (.1. Bochnak). Si E es un espacio de Banach real, entonces
para cada L c E(”E) se tiene que

ULUD = ¡Lb.

Usandolas normas(p) (1 ~ p =~) tambiénse consiguenmuejorassustanciales

de la desigualdad(3.24):

Proposición 3.24. SeaE un espaciode Banach real y sea 1 =p =~. Enton-
ces para cada u > 2 y L E E(”E) se tiene

J 2’2/2~ >‘2¡¡LU si 1 < ~ < 4/3,
¡JLM(p) = 2~~/2’2/P’ ¡LJ¡ si 4/3 =p =2,

2’2/PWj<LH si 2<p=oo

DEMOSTRACIÓN. Primero estudiamosel cason = 2. Si x1,.T2,yÉ,y2 E E enton-
ces

FIeL(£m+iym,£
2+iy2)¡ =

=¡L¡l(¡l£mH . ILM¡ + ¡<ym ¡¡ . 1y2¡¡)

Si 1 < p < 4/3 entoncespor la Proposición2.7 se tieneque

Jxm¡¡ ¡<£21 + Uymi¡ b~~l =(InI + lym¡DI£2 + ¿921(p)

y por lo tanto, usandola desigualdadde Hélderobtenemos

¡¡nl . ¡¡£~ ¡¡ + lym ¡< . 1921 =2~h’ (lxm 1k + ¡Ym L~) ‘~j¡£2 + ¿92~(p>

=2WJ¡x¡ + iymh(píl¡x2 + ¿92

p =4/3,la Proposición3.8 pruebaque ~ < 2~/fl¡ j>I~Así, para1 =
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y.

Abora., para 4/3 =p =2, la desigualdadde H¿ldery la monotonicidadde las
normas¼demuestranque

U£2U + ¡Hl h/21¡ =(t¡xíh~ + ¡[ym¡ P)m/P(U U”’ +

=(Un U” + U~í U”) ~“ (¡¡£2¡¡” + ¡<y2¡¡”) 1k

<
22(m/P—l/2)~1 + ¿92U(p)U£2 + i1J2¡¡(p). y,,

y,1

Por lo tanto, para 4/3 =n =2, pOr la Proposición 3.8 se tiemie que ¡~ L¡~(p) =

2’ ““‘UL¡¡.
Para terminar, sea2 < p < ~. Como ‘± ~ < 1, por la desigualdadde llélder —

generalizadaobtenemnos y y— ti

¡£1 ¡k ¡¡£2 U ±¡y’ ¡¡ UY2U =2’ 2/P(l¡YÍ ¡1” + Hm U”) m”” (¡¡£2U” + ¡92 U”) m””< 22/y’—l ~Yí + ~Yí ¡Qfl) ¡~Y2 +

y.

y usandode nuevola Proposición3.8, 1L1~~ =2
2/”—’UL<¡.

Paravaloresmnás altos de n razonamospor inducción. Definamos

2~/2í/2 si í =p =4/3, y.

= 2’2/2..2/P’ si 4/3 =p < ~ ti{
2’2/PQm si 2Sip=~. ti

Si L c E(”E), entomicespara cada Y E E fijo la aplicación Ex(£m,. . . , Ynm)

L(£m,...,.‘n,>< , x) define unaforma (n — 1)-limícal continuaen E quedenotaremos

cori fl. ParaY~ + ¿9p E E (1 =tú =u), la hipótesisde induccióny la Proposición

3.8 (lan

1 Re É(x> + ¿91, ‘r,, + ¿Ml
Re E717.(£m + ¿Ni,...,zr,.~m+ iy,,—m) — Ini E~~(xí + i9~, . . . , n>—í + iyn—m)~

=(U Re É1~ ¡¡(y) + <¡ lmn F~,,1 (Ñ) UY, + ~/Im¡(p) . Ux71~m + iy~~m<¡(y) y,
<Ajm ¡iLU( ¡IY,,{¡ 4~ Uu~U)Uxi + zyíl(p) . . . UXní 4— Z9~im<¡(p).

A hora aplicam>dounavez más la- desigualdadde Hólder, —

=12’’
2Un+iyÑl(~í si í _U£~l< + U~v~H =2k””’ (U:r

7,¡¡” + ~y,,í¡”) 1k , P =2, y.~ 2’’1x~+¿y,~¡l(~í si 2=p <20. y,.

El resultadose sigue puesclaramentepor imídiíccíon. E y.
ti

En. el siguienteejemnplovemnosque las estimnacionesencoimtradasen la proposición ti

y.anterior son óptimascuandop =2:

y,,

ti

ti

y,-

y,’
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Ejemplo 3.25. SeaP,, : -~ R el polinomio definido en el Ejemplo 3.1.9 y L~

su polar. Entoncespara cadap =2 se tiene

= ¡)D ~ — 2n/n’~~m ¡PU = 2n/P~~m¡¡L4U.

DEMOSTRACIÓN. Para cada p =2 pongamnos£ (21¡P,0) e y = (0,

Entonces¡br + ¿y ¡~~} = 1 y

1<21

ReP~(x+ iy) = >7 (~)2—n~~ 2fl—19—n/P —

k=O

Así, por la Proposición3.8 se tiene que ¡E,. ¡~> = U ReP,.<¡(ñ=2”~”’~’. En conse-
e uencia

U L¡~ =U ~ ¡(y) =2<~”> = 2n¡y’....m U P71¡¡ — 2”~”’~’ U L<4¡.

Pero las desigualdadesreciprocastambiénson ciertaspor la Proposición3.24, obte-

ni~ndoseasí la igualdad. E

P. 1’(irwan ha obtenidounadesigualdadsimilar a la probadaen la Proposición

3.24 parap > 2, pero su constante,2””’’, es ligeramentepeor (véase[35, Theorem
5.93). Sim> emnbargo,sim resultadoestá enunciadoen el contextomas amplio de las

complejificacionesp-dominantes:

Definición 3.26. SeaE un espaciode Banachreal y sea ¡p una norma

razonableen E. Decimosque ¡ ¡~ es unanornmap-donminantecon 2 < p =~ssi

UY + ~yV. ={ UxU” + Uy¡<P}mk Vx, y E E.

l)ado un procedinmientonatural de complejificaciónu, decimosque es p-dominante
(2 < p < ~) si paracadaespaciode BanachE se tiene que U <4, es p-dominante

en E.

Observación3.27. Nótesequeen la definición anterior no hemosconsiderado

los p menoresque 2. En realidad no tiene sentidohablar de complejificaciones~

dominantescon 1 =p < 2. Efectivamente,sea E un espaciode Banachreal y sea
¡ ¡~ unanorma razonableen E p-dominante.Entonces,paracada £ e S~ se tiene

U’ + iYU — > 2””’

de dondees inmediatoquep> 2.

Las normas (p) (2 =p =ce) definen los procedimientosp-dominantesmás
pequeños:
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Proposicion 3.28.Seau un procedimientonatural de complejificaciónp-domi- —

nante (2 =p =ce). Entoncesdado un espaciode Banach real E se tiene que
y,

¡Y ±¿9j(~)= ¡Y + ¿y¡¡> Vx, y E E.
y,

DEMOSTRACION. SeaE mm espaciode Banací>real, x, y E E y p =2. Entonces y,
para.cadíaO E IR se tiemie y,

U’ + ¿y¡<4 = ¡tetO(‘ + iy)<¡,. = ¡(x cosO— ysenO)+ i(xsenO4 ycosO)

> {U~cosO — ysenO¡¡” + ¡ xsenO+ ycosOUP}1¡~>,

de dondese sigue que

l¡~ + ¿?J¡¡v =sup {Ux cosO — ysen01” + ¡¡Y senO+ y cosOU”}
11” = ¡ Y + ¿¿11(p).

O

Parap = ce, nóteseque U ¡~} es en realidad la normade Taylor, en commsecuemmcia,

por la Proposición2.14 es la norma razonablemáspequeñacm> E. E

Usandola terminología de procedimientosp-dominantes,el resultadoque aca-

bamosde probar nos proporcionala siguientegeneralizaciónde la Proposición3.24
(comnpararcon [35, Theorem5.9]): y.

Proposición3.29. Seau un procedimientonatural de compíejifleaciónp-domi-

nante (2 =p =ce). Entoncespara cada espaciode Banaelí real E y cada L e U(”E)
y.

se tiene que

Si bien las formas imiultilimícales se puedenextendersin alterar su normíma cuan-

do se usa la complejificaciónde Bochnak (véaseel Teorema3.23), cuandose usa

la complejificaciónde Taylor, un resultadosimilar paraformas bilineales no se da

janmás,al menosen espaciosbidimensionales.Parademostraresto probaremosun

resultadoprevio en el que se usarála siguiente notación: Si E y E son dos es-

pacios de Banacbsobre 1K, T E ((E; E) y tú E U(”E), entoncesL o 1’ se define

muedianteLo T(x
1 - x,,) = tQJ’(x1), . . . , T(x,,)) paratodo ¿r~ e E (1 =tú =n).

Evidentementetú ú T E ((“E) y LoT = tú o T . Ademnás, U tú o ‘~U = ¡¡ tú ¡
Lema 3.30.Si E y E son espaciosde Banaclí isomorfosy u es un procedimiento

umatural de complejijicación, entonces

KÁ}n; E) =(d(E. E))”K$u; E),

donded(E, E) denota la distancia de Banach-A-Iazury A]? = U ó P (rcc-uúrdesela
Definición 3.7).
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DEMOSTRACIÓN. Supongamosque K = U (la demostraciónpara K = 2 es

i(léntica). Seae > O arbitrario. Entoncesexisteun isomorfismoY~ E U(E; E) tal que

~¡T—’f¡=d(E, E) 4-e. SeaahoraL c UCE). Evidentemente¡T”-’~ =

y como LoT E .C(”E), se sigue que

UL¡<4 =¡¡L?ít . UT~’ U”
=(U,,jn; E) + e)U L o ‘l)¡ . ¡§I~m 171

=(4/u; E) + eflT¡<” . ¡[T~m U” ULI¡
=(4(u; E) + e)(d(E,E) + e)”UL¡¡.

De estamanerahemnosprobado queU~(u; E) =(U>(u; E) + e)(d(E,E) + e)” para

to(lo e > 0, de dondeel resultadobuscadose sigue inmediatamente. E

Proposición 3.31. No existe ningún espaciode Banach real bidimensionalE

tal que ¡¡LUT = ¡¡L¡j, para cada L E IQE)

La demnostraciónse basaen el siguienteejemplo:

Ejemplo 3.32. SeaE e tQ4) la forma bilineal definida por

L(x,y) £191 + £192 + £2>Jm — £292

para cada £ = (xm,.r
2) e y = (Vm, 92) en, R

2. Entonces¡¡LI’g’ > fi LU

DEMOSTRACIÓN. Es claro que ¡L¡I = ¡P<¡ = 1. Por otro lado, se tieneque

P(x + ¿9) = (xm + ¿p,)2 + 2(xm + ip<4% + 192) — Qr
2 + ip2)

2.

Si ponemosx = (~, 0) e y = (0,S)~ entonces<¡£±iy¡¡r = 1 y P(x+iy) = ¡1+iP =

2. Por lo tanto, ¡LUx > ¡¡L<¡. E

DEMOSTRACIÓN DE LA PROPOSICIÓN 3.31. SeaE un espaciode Banach real

bidimensional. Supongamosque J¡ L¡J = J¡L¡[r para cadía L E U(2E). Por lo tanto

Ux(2; E) = 1. El Ejemplo3.19 pruebaque

Si ponemosE = 4 en el Lerna 3.30, entoncesdeducimosasí qued(E,4) = x1~, de

donde E = e~ (véasela Proposición 37.4 en [68]). Por lo tanto, se puedetenerla

condición ¡JLJ¡ = J¡L¡¡
1 paracadaL e UQE) sólo si E = 4. Sinembargo,el Ejemplo

3.32 proporcionaunaforma bilineal simnétricaL E U~(
24) tal que ¡IL<¡x > ¡<tj¡. U
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2.2.2. Estimacionesparapolinomios homogéneoscon valoresescalares.

Las técnicasusadasen la demostraciónde las Proposiciones3.24 y 3.29 no son
aplicablesa polinomnios homogéneos,salvo a aquellosde grado 2. Nóteseque en

este caso, la norma de la cotuplejificaciónde todo polimiomio 2-homogéneopor un

íroceelimiento2—domimiamite coincidecon la normadel polinomm>jo. En el casogeneral
no somnoscapacesde denmostrarun resultadoequivalentea la Proposición:3.24, pero

sí podemosmejorar ligeramentela estin>acióngeneral(3.2.3):

Proposición 3.33.Sea u’ un procedimientode complejifleación 2-dominan/e.

Entoncespara cada espaciode Banach real E y cada P E P(”E) se tiene que

U~UM =2’>
21P¡¡ si n es par, (3.30)

U Pt =2’23¡2 ¡ P¡~ si u es impar. (3.31)

DEMOSTRACIÓN. Dado que la complejificación de Lindenstrauss-Tzafriries el
procedimientode complejificaciónnatural 2-domninantemás pequeño,bastarácon

estudiarel casoen queu = (2) = LT.

Seaz = £ + ¿y E E tal que ¡Iz¡¡LT = 1 y definamosigual queen la demostración

de la Proposición3.15 el polinomio trigonométricode grado < n dado por

it

1(1) : ~(ze + ) = PC cosí — y sent) = >7 o,,e’~~ V/ e IR. (3.32)
2

k-n

Sabemnosque<f(t)~ < UPU. VI E E, así queusandola definición de ¡ Uw tenemos,

+ Jf(t + (p + n/2)w)jf(/ + n u

=IP(xcos(t + &~) — ysen(t+
+ P(xsen(t+ ¿~)+ ycos(t+ 11)»

u u
=11sup (Ux coss — ysen~U”+ <¡Y semís+ ycos

=UPU. <<Y + ¿y¡<j$~) —
(3.33)
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Ahora usandola definición de f, la relaciónortogonal (3.13) y las identidades(3.18),
se deduceque

2rr— 1
it mr+ (p±~~)—)

pro

2~—m

— 2u p = u

ik(t+(p+n/2»r/n)
Ú a~e

~>7(¿kC~~
k=—n

/2) [1

— a,.e + a~
71e

P,.(z)ei’2ÉeiflÉ¡2+
1—

— Í,~(z)e’~”> et’2’2¡2
2”

(3.34)

De la demostraciónde la Proposición3.15 tambiénsabemosque

1

2”

1
II+ (3.35)

Seae. = ( 1)~ parau = 2k ó u = 2tú+1. Si multiplicamos(3.34) por e y le sumamos

(3.35) obtenemos

+ p
1)+cf(t + Y +

prO

Á7É (z)eiflt[1 + eet~~’2¡2] +

1P~(é)e”””’ Li + ~

Pero teniendoen cuentaQl. .33) se sigue que

SuP{ J—Pidz)e”~[i + W”~/fl +
2”

Finalmente,si n = 2k, entonces1 + eeifl~~I2 = 1 + ce~~i~~’2/2 — 2 y en consecuenciala

desigualdad(3.30) se sigue del Lenma 3.14. Por otro lado, si u = 2k + 1, entonces

1 + ee”’”1~ — i + i y 1 + ee~’2r/2 = 1 — ¿. Por lo tanto, aplicandouna vez másel

Lema 3.14 se tienela desigualdad(3.31). E

Corolario 3.34. Seau un procedimientode complejificación2-dominante.En-
toncespara cada espaciode Banachreal E y cada P E ‘PQE) se tiene que

U 4. = ¡PU.

A la vista del Corolario 3.34, nos podemospreguntar si existealgún procedi-

2n—1

prO

)PeJCPr/’2j

i

2”

2n—1

n
y=O

[í + }

miento miatural de complejificación para el que se tengaun resultado similar pero
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e

para polinommfios homogéneosde gradosmnayoresque 2. Los siguientesejemuplosde-

muestranque estono es posibleen generalparapolinonmios de grado > 1 aunquese

comísiderela comnplejificaciónde Bochnak. y,

Ejemplo 3.35. Definamosel polinomio bomogeneoP,,,. : —* E median/ela

fórmula
ti

= [(xi — £~)2 — (£2 — ;rI)
2] ‘“ Vs = (:r,. £2, £~>, £4) E Q.

Sc tiene que ¡P4m¡¡ = 1 para cada ni c N, pero Iinu,,..>~ <P4M¡n = ce.

DEMOSTRACION. Como a2—b2¡ =1 siemprequea,b e [—1,1]. seve claramnente
que < P

47j¡ = 1 paratodo ni C N. Seaahora z0 = (1. i, 1/ ~ i/v’
2e~~’/~) E É~

y escribamosz
0 = £o+¿yocon o = (1,0.1/2.M/2) e Yo = (0,1,1/2,1/2). Entonces

de la Proposición2.37 sededuceeíue
y.

Hzo¡<zs =mf {U£o cost — Yo sent< ,-~ + ¡ £o sent + Yo (.05 tU~=j

1 y,
- (¡¡xo — yole0 + U£o 4- yoUco)

9’

1
=—(H(í,—1,o,—l)U~. + U(1,1,1.0)¡Kt) = 2. y.

y.;

Así pues

¡[P47n¡¡~ = ¡P4m(zo) L’ — ¿2)2 j(¿+ i)2} ‘U = (1)711

¡¡zo~m

y en consecuenc>alim,>+e0 UP4m¡ s = ce. Un resultado similar para los grados no
nmfmitiplos de 4 se obtieneconsiderandolos siguientespolinomios:

P4m+m : —> E definido por P4,,>~’ (Y) = L(£~ — 4)2 — (x~ —

—* E definido por /<,.+2(£) = L(x? — £2) — (4 — x~)2j £5£¿3,

P4m+3 : ¿7 —> IR deflumido por P
4,~±3(~)= [(xi r~)

2 — (4 —

Go

E

Modificando el Ejemplo 3.35 se puedeconseguirm>na divergemíciamásrápidadel

cociemíte U P,.¡¡s/ U E,.U (u E N). En el siguiemmte ejemuplo dejamimos indicado commmo

hacerlo al menosparau de la forma it = 2’” (ni =3). Nótese(lime CI> el Ejemplo
:3.35 se em>coí>tró qm>e

U P~ Un > ~

¡“tU -
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paratodo u múltiplo de 4 y en particular paralos u de la forma u = 2’” (ni =3).

Ejemplo 3.36. Definimos por recurrenciaQ2’” : —± R (ni E N) mediante

las siguientesfórmulas:

£2) = 2 2Q2(£m, £m £2,

X~fli) = 92”’-’ (xm, . . . , Y~flL—1) — 9
2rn.—1(£2m—’1±m, . . . ,

Por otro lado, definimoslos elementosZ2m (tu e N) de (É5)n median/e

= (zm,z2) con z1 = 1, z2 = ¿ para in = 1,

= (zm.... , z2m) con z2m—1±g= zge¿27¡2”’ (1 =j =‘~~) para ni > 1.

Entoncesse prueba por inducción que 92’” (ni E N) es un polinomio homogéneode

norma 1 en P(
2mt5), que U72”’I¡s < v’~ (ni E N), y que

¡QnUn — UQ”Un ¡Q,,(z,j¡ > (1’32)”’~,

para todo u de la forman = 2’” con tu >3.

Observación3.37. Usandola conocida caracterízac>onde los polinomiosex-
trenmalesen espacioscomplejosde dimensiónfinita de Y. Sarantoponlos(véaseel

Téorema1.12), P. Kirwan, Y. Sarantopoulosy A. Tonge observanen [36] que del
hecho(le que los polinomios2-homogéneosse puedancomplejificarsin alterar sunor-

ma usandoprocedimmiientos2-dominantes,se infiere quelos polinomios2-homogéneos

extremalesen espaciosrealesde dimensión2 son proporcionalesa b
2. Efectivamen-

te, sea E un espaciode Banachreal de dimensión 2 y P E ‘P(2 E) un polinomio

extrema]. Supongamosque L E US(
2E) es la polar de P, entonces¡¡L ¡ = 2<¡P¡¡.

Por otro lado sabemosque ULUn = UL<¡ y <¡P LB = U~¡¡, luego ¡¡LUn = 2 ¡P ¡~. Por

tanto, E es extremalen (E, U~ ¡<a) y en consecuencia,por el Teorema1.12 se deduce

(INC (E, U n) — É2(C) y que E es proporcional a ~2 Naturalmentese tendrálo
mísmmmopara P. Seria interesanteprobarque los polinomios3-homogéneosse pueden

comuplejilicartambiénsin alterarsu normade acuerdoalprocedimientode l3ochnak,

es decir, si E es un espaciode Banaclí real y E e PQE), entonces¡ P ¡~ =

Esto probaríaque los polinomios extremalesde grado 3 en espaciosde dimensión

3 son proporcionalesa ‘~. P. Kirwan, Y. Sarantopoulosy A. Tonge llegan a es-

ta conclusiónen [36) usandomnétodostotalmentediferentes.Como decíamosen la

Sección1.2 del Capítulo 1, estosmismosautoresestablecenen [36] que,adiferencia

del casocomp]ejo,en los espaciosrealesexisten ejemplosde polinomios extremales

de grado n ajenos a ¾parau > 3. La imposibilidad de complejificar polinomios
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y,

-n-homogeneoscon u > ~3preservandosu norma daríacuentade estapropiedadde
y,los espaciosde Banacbreales. y,

Si para los procedimientos2-dominantessiemprepodenmoscomplejificar poli-
nomios ‘2-Imomnogéneospreservandosu norma,usandola coinplejificaciómmde Taylor

mío existeespaciode Banachreal para el que se puedacomplejificar un polinomio

2-homogéneosin alterar su norma. Paraprobar estonecesitarenmosel siguientere-

sultado:
y,

Lema 3.38.Sea E un espaciode Banachreal y seau E Ni Entoncespara cada

E E P(” E) se tiene que ti

UDPU =n<¡P¡¡x.

En particular, si E E P(2E), entonces«L¡< < ¡P~¡
1, dondeL c U”QE) con tú = E.

ti

DEMOSTRACION. Sea 5(0) := P(x cosO + ¿ysen0), dondeY, y E
5E~ Entonces

5 es umí polinomio trigonomnétricocomuplejode grado ~ n. Como

¡¡YcosO+iysenO¡T=sup~£cosOcosqb+ysen0senqb¡=1,

se tiene que <S(0)¡ = ¡¡P¡¡~ para todo número real 0. Usandoahora la conocida

desigualdadde Bernsteinparapolinomios trigonométricos(véaseel Teorema4.3),

se sigue que

iuL(x”my)¡ = S’(0)¡ =u sup lS(~)¡ =uUP¡¡x,
O

do]>dc tú c US(UE) representala polar de E. Por lo tanto L(£”’y)l < ¡P¡~x para

todo x, y E 5E, y cmi consecuenciael resultadose sigue. E

Proposicion 3.39. No existe ningún espaciode Banach real E tal que ¡P¡¡ =

UPU”’, para cada E E PQE).
ti

DEMOSTRACIÓN. Supongamosque ¡¡P¡~ = ¡P¡¡~ paracadaE E ‘P(2 E). Enton- y,
ces,si 1=E U~(2E) representala I)olar de E, por el Lema 3.38, tenemosque y.

U PU = ¡¡[<4 = U ~<LrVP c PQE).

Esto implica que E es un espaciode Hilbert real (véaseel comentarioinmediata-

menteposterior al Teorema1.8). Perocuando E es un espaciode ililbert real, el

Ejemplo 3.19 muestraqueexiste un polinomio 1’ E P(2E) tal que ¡P[¡’r =

luego el enunciadotiene quesercierto. E
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Las desigualdades(3.30) y (3.31) puedenser mejoradasconsiderablementesi

suponenmosque la norma del espacioE procedede un producto interno. Efectiva-

mneimte, si fi es un espaciode Hilbert real sabemosque (H, ¡ ¡~~) es un espaciode

liilbert comuplejo. Por otro lado, si L E US(UH) y F c ‘PCE’) son talesqueL =

entoncesUL¡~ = U~¡¡ Además,sabemnosque L es la polar de P (véaseel Corolario

3.2). Por lo tanto, elTeorenma1.8 nos garantizaque ¡<L«LT = ¡¡P¡¡LT. Así, de la Pro-
posición 3.24 y teniendoen cuentaque el procedimientode Lindenstrauss-Tzafriri

es el procedimiento2-dominantemáspequeño,se obtienela siguienteestimación:

Proposición 3.40. Si ti es un espaciode Jiilbert real, u es un procedimiento

2-dominantey 1> E PCfi), entonces

Si se considerala complejificaciónde Bochnak,entoncesteniendoen cuentael

‘l’eorema 3.23 y que la comístantede polarizacióndel espacioes 1, se tiene:

Proposición 3.41. Si H es un espaciode ffilbert real y P e PCH), entonces

¡LPUn=UP<¡.

3. Complejificación de polinomios no homogéneos.

Ningunade las técnicasusadashastael momentoparaestudiarla complejifica-

ción de polinomioshomogémíeoses aplicableal estudiode polinomiosno homogéneos.

Por estarazón dedicamosuna seccmona este problema. El caso de polinomios en

una variableba sido estudiadoexhaustivamentepor diversosautores.Paraempezar
señalamosel siguienteresultadode 5. N. Bernstein [9] (véasetambién [41, p.

Teorema3.42 (S. N. Bernstein). Sip es un polinomio de grado < u en una
variable con coeficientescomplejos,entoncespara cada númerocomplejo z se tiene

¡p(z)< = (a + b)” —½W~m¡p(t)¡, (3.36)

dondea y b son los semiejesde la elipseque pasapor z y tiene susfocos en 1 y —1.

Si UpUm} y UpU~—~n representanel máximode p¡ sobreel discounidaden el plano

complejo D y sobreel intervalo [—1,1] respectivamente,entoncesel Teorema3.42
proporcionaunaestimacióndel cocienteUpUn/H~U (-—mml: Efectivamente,considere-

muos la elipsede semiejesa = y b = 1, y con focos en 1 y —1. Como D está

contenidoen dicha elipse, aplicandoel Principio del Módulo Máximo a (3.36) se

obtienelo siguiente:
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Corolario 3.43.Sca p un polinomio de grado < n en una variable con eoefi-

cien/escomplejos,entonces

HpHn =(1 + #)“~pU~í mj. (3.37)

Observación3.44. J. Siciak [62] ha generalizado(3.37) para polinomios en

varias variablescomplejas. Su resultadomejoraademásel Teorema2.1 en [3]. M.

Lacruz ha encontradoen [38, Tbeorem5.7.73 estimacionesanálogasa (3.37) para

polinomios cmi retículosde Banachreales. Con mímás generalidad,P. Kirwan [35.

Tlmeoremmm 5.16] ha obtenidoestimaciomíessimilaresparapolinomnios en un espaciode

I3anacbreal.
y,

Parael casode polinomioscon coeficientesreales,un resultadode P. Erdés [241 —

nos permite nmejorarcomisiderablementela desigualdad(3.37). ti

y,

Teorema3.45 (P. Erd¿s). Seap un polinomio de grado =u en una variable
con coeficientesreales, entonces

donde‘f’~ es elpolinomio de (?hebysherde primera espccir de grado u e ¿ es la unidad

¿maginar¿a. y.

En nuestroúnico resultadode estasección,cuya demostraciónes sinmilara la del

Teorema5.7.7en [38], probamosunageneralizacióndel Teorema3.45 parael caso
de polinomios definidos en un espaciode Banachreal. Necesitaremosla siguiente

extensión de un resultado conocido para polinonmios en umía variable (véase [38,

Lemma7.7.3]):
y.

Lema 3.46. SeaE un espaciode PanadA complejoy seaE c 271(E). Entonces

1
— mnax{¡P(£)¡ : ILrf¡ < r}.r

Proposición 3.47. Seau un procedimientonatural de complejificación. Enton-

ces para cada espaciode I3anach. real E y cada P E P(”E) se ticí e

RUT =2”~ jT(¿) 1 U P¡j (3.38)

donde2”
12¡T,.(¿)< =l/2[(2 + v’~)” + (2— v%].

DEMOsTRACIÓN. Seae > 0. Por eí Lema 3.46 existe z = :r + ¿y E E tal que

_ ‘fi

[P(z)f = P(x + ¿y)¡ =(1— ()
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Como el polinomnio q(t) := P(x + ty) tienecoeficientesreales,por el Teorema3.45

se tiene que

mnax <q(z) =§l;ji~ max

Por otro lado, si 1 =t < 1, entonces

U£+IYU = sup <~(x)+tp(y)¡ = 1 + P sup ~2(x) + ~2(y) =‘.ñl<x+iyUx =1.
~EBe. PEBE

Esto pruebaquemaxm<t<m q(t)< =<¡~U~ de donde

(1 — e) (+)%ñ<T= P(x + ~yV = ¡~W< =max

< T,/í)¡ niax ¡q(t)¡ =¡1/¿)¡ ¡¡PH.

Por lo tanto, paracadae > O se tiene que

¡IPUx =(1 — e~’2”
12¡T,.(i)¡ .

lo quecomupletala den>ostración. E

Observaciones3.48. (i) R. Aron, P. Enflo y B. Beauzamy[3, Theorem2.1] han

obtenido estimacionessimilaresparapolinonmios en ¿;(R), usandola complejifica-

cion usual,queen estecasoes la de Taylor. Suconstantees 1/2[2+ 2)”+(2—v’iYfl
(u) lvi. Lacruz ha obtenidoestimacionessimilaresparapolinomios en retículos

de Banacbrealescon constante1/2[3v’~ + 4)” + (3v1 — 4)”].

(iii) P. Eirwan ha estudiadoesteproblema[35, Theorem5.16] para el casode
polinomios definidos en un espaciode Banachreal. La constanteque obtiene es

l/2[2v1 -1- 2)” + (2 2—2)”].

4. Complejificación de operadorescon valoresvectoriales.

El caso (le formas mnultilinealesy polinomioshomogéneoscon valoresescalares

es masfácil de estudiargracias a la Proposición3.8. En ausenciade un resultado
simnilar paraapl]caclonesmultilinealesy polinomioshomogéneoscon valoresvecto-
riales, no hemossido capacesde generalizarlas Proposiciones3.15 y 3.18 sin alterar

las constantes,salvo cuandose usa la comnplejificaciónde Taylor. Si se usan pro-

cedimnientosde comuplejificacióndiferentesen los espaciosde BanachrealesE y E,

ya indicamosen cl Corolario 2.1.5 queen generales inevitab]eel increnmentode la
norma (le la comuplejificaciónde un operador lineal en £(E; E) hastaen un factor

2. Estefactor 2 aparecetambiéna la hora de comnplejiflcarpolinomnioshomnogéneos

emí ‘P(”F; E) y formas u-lineales en U(”E; E). Para facilitar el estudio de estos

problemasintroduciremosla siguientenotación: Si u~ y u’2 son dos procedimnientos
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naturalesde complejilicación,entomices~ y <P~<Ñl±,/2representan.respecti-
varnentela norma ele L y E comoopera-doresele (E, U . «>~ ) en (E, «4• Cuando

u’1 = tú = u’ escribiremnosU É¡<4 y <P¡<4 en vez de U L-«4~~ y ~ respectivamente.

Proposición 3.49. Sean E y E espaciosde l3anacb ‘reales y seanu’> y u’2 dos

procedimientosnaturales de complejificación.

(a) S~ P E PÁE; E) tal quePC) = Lk Pk(£), conPk E PCE; 1’) (0 =tú =n),
entonces

U—TU Si2”’ U~U•

(b) Si L c U(” E; E), entonces«LU,~1~,2=2”flL~

Para el caso en que u’1 = u’2 = T, las constantespuedenreducinseen un factor
2) y.

DEMOSTRACIÓN. Seaz = x+iy E E tal que <Iz}k,1 = 1 y definamosel polimiomio

trigonométricof igual queen la demostraciónde la Proposición3.15. Ahora f es un

polinomio con valores vectoriales,pero las relacionessobre los coeficientesa~. (1 =

tú =u) se siguen cumpliendoigualmente. De hecho la demostraciónse desarrolla
idénticamentea la de la Proposición3.1.5 hastaque llegamosa la desigualdad

sup<¡P,.(z)et~~f + P,.(%)e~iÚí<¡ =2”<~P<¡.

y.

Ahora el Lemna 3.14 ya no es aplicabley es entoncescuandohay que introducir un

factor 2. Por (2.7) se tiene que y.

sup ¡!P,dz)ei~~L+ F,.C5)ei~fl< = 2UPÁZ)<¡T =¡I&(z)U>2. ti

—

Se ve tambiénque si u1 = u2 T, entoncesmío hacefalta introducir un factor 2.

E

De la Proposición3.49 se deduceinmediatamemíteel siglmientecorolario:

Corolario 3.50. Scanu1 y tú dos procedimientosnaturalesde comnplcjificación.
Entoncespara cada par de espaciosde Banach reales E y E se tiene

UPU ~I»2 =2”U~U VP c P(” E; E)

ULU =2”ULU VL E U(”E; 1?) (3.39)
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La estimación(3.39) ha sido probadatambién por P. Kirwan (véase[35, Coro-

llary 5.63). El siguienteejemplomíos proporcionaun casoextremalen el queseda la

igualdaden las estimacionesdel Corolario 3.50:

Ejemplo 3.51. Si E = E = 4 definamosP c PCE; E) como

l’(x) = (Re(xí + ¿£2), Im(xm + ¿£2)) Vx = (£¡,£2) e 4.
Entonces,si L es la polar dc P se tiene que

= 2”UP¡~ y ¡¡É¡¡r+B =

DEMOSTRACIÓN. Se ve fácilmenteque ¡¡L¡¡ = ¡¡P~¡ = 1. Comno

L(xU2ky2k) = (Re(xm + i£2)n2k(ym+ ¿92)2k Jm(£m + ¿£2)712k(91 + ¿92)2k)

entonces(3.3) implica que

ReP(x+ ¿y)

ln/2J

- >7(~l)kG$~) (Re(£m+ íxtn2k(91 + ¿92)2k, Jm(xm + ¿Y2)(ym + ¿92)2k)

k=o

donde£ = (£m,£2) E 4 e y = (91,92) e 4. TomemosY = e1 e y =

¡¡x + iy~~ = sup ¡(cos0,sen0)¡J~= 1,
0 2

e2. Entonces

y
[n/21

ReP(ci-}-¿e2)= >7
k=O

(~)ei = 2”’e1.

[gualmemítese puedeprobar que

1(71—1)/21

>7
k=O

(2kV )e2 =

Por lo tanto, ¡~ F¡~x.~÷B= ¡¡P(em + ¿e2)¡IB = 2~1 ¡¡em + ¿e2¡¡s rt 2”, es decir

¡¡ÉUT~B = ¡PUT~*B =2”~PJ¡ = 2”ULU.

Pero con>o por la Proposiciómí3.49 se sabeque

y

entonceslas desigualdadesanterioresse conviertenen igualdadesy se llega a

(3.40)

(3.41)

= ¡PPlx4n = 2”¡¡P¡¡ rs 2”UL¡¡.
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E ti

y,

Las constantesdel Corolario 3.50 puedenmejorarseparaespacioscomícretos. Si

nos limitamos aespaciosde iIilbert, entoncestodaslas comistamítesse puedíenreducir

en el factor mnultiplicativo 2<71±1)/2(commlpararcon las Proposiciomies3.24 y 3.40):

Proposición 3.52.Seu u’ un procedimientode compíejificación 2-do-minan/í.

Entoncespara cadapar de espaciosde Ifilbert reales11~ y ‘2 y cada L e U(”if,; TI2),
se tiene que

¡ L¡í, < =i)/2¡¡ L<¡. (3.42)

Ademássi P E P(”íJí; 112), entonces

¡ íI¡ _ < 2~~—m)’2~P¡¡. (3.43)
ti

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición3.28bastahacerel estudioparael proce-

din>iento de Lindenstrauss-Tzafriri.En esecaso,paraprobar la desigualdad(3.42)

mióteseque£CHi; H2) es isomimétricoal espacioU(~t±i[IV x H2; E) y aplidíueseaeste

último la Proposición 3.24. Así, la desigualdad(3.43) se sigue de la desigualdad

(3.42) teniendoen cuentaque (hm. ¡1 ULT) y (ff2, U ¡¡LI) son espaciosde Flilbert y

en consecuenciasu constantede polarizaciones 1 (véaseel Teorema1.8). U

i~a constamíte2(71—1)12 en (3.42) y (3.43) es óptima:

Ejemplo 3.53. Sea H> = fJ~ rs ~ P E P(”Hi; 112) cl polinomio del Ejemplo

3.51 y tú E UCíii; ‘12) su polar, entonces

= 2(~~íí¡2¡ ~U u ¡IL¡¡LT = 2e>-í>
12UL¡i.

DEMOSTRACIÓN. Seax = 1/ 2e
1 e y = 1/ye2, entoncesUY + ¿>J¡¡LT = 1. Ya

se vio que ¡~U = 1. Ademnás,por (3.40) y (3.4i) se tiene que

U P¡¡m’ =U P(£ + ¿y) <LI — 2<~í2 ¡< P(e, + ie2) ¡ rs 2(~~2)íÁ e1 + ¿C2¡<LT =

Estoúltimo, junto comí la desigualdad(3.43), pruebalaprimeraigualdad. La segunda

es inmediata teniendoen cuenta que por ser todos los espaciosconsideradosde

ililbert, el Teorema1.8 es aplicable. U
y.

Observaciones3.54. (i) La desigualdad(3.42) fue obtenidapor A. E. ‘1%/or

en [66, pp. 313—314] comí técnicasdiferentes, sin embargoen su demnostracionse

exigía queL fuera simétrica-. De todos modos, obsérveseque la desigualdad(3.43)

sí se mfere del resultadode A. It Taylor.
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(u) Por otro lado, D. FI. Hyers establecióerrómiean>enteen [31, p. 435] que

dados dos espaciosde Hilbert realesIt y H2, la extensiónL : JJ~ ~ “2 cíe cual—

quier operador u—limieal L E U (“ Hm; H2 ) preservasu normnabajo el proccelimiento
de Lindemistrauss—Tzafriri.En realidad esto sólo es posibleen generalpara fornmas

bi liii e’al<s.
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Parte 2

Desigualdades polinomiales.





CAPíTULO 4

Desigualdadespolinomiales en espaciosde Banach reales.

En estecapítulo se investigael problemade encontrarcotassuperioresparala norma

de las derivadas de un polinomio definido entre espaciosde Banacharbitrarios,

cuandose satisfacenciertas condicionessobre la bola unidad del dominio. Este
tipo de problemnasson de gran interésen Teoríade la Aproximacióny la Teoríade

FuncionesAnalíticasen espaciosde Banach.Los problemasestudiadosen estaparte
de la tesis admiten unaformulaciónconjuntaelemnentalen términos de polinomios

domninadospor mayorantesfuncionales:

Definición 4.1. Se dice queunafunción positiva~: [—1,1] —> es mayorante

de un polinomio P definidoentrelos espaciosde BanachE y E si

HP(x)U =~(Ux<¡) Vx E B~.

El conjuntode los polinomioscontinuosde grado~ n definidosentrelos espacios

de BanachE y E acotadospor una mnayorantefuncional # sobrela bola unidad se
denotarápor 7<(E; E). CuandoE coincida con el cuerpo1K escribiremos‘P~(E) en

vez de P,~(E;R).
Si E y E’ son espaciosde Banachreales,en estecapítulo nos ocupamnosdel pro-

blemna consistentecmi determinarcotassuperioresparalas normmxasde las derivadas
de un polinomio pertenecientea la claseP$(E; E), siendo~ unacierta mnayoran-

te funcional. La situación másgeneralse da cuandola mayorantees una función

constante. Este caso incluye a todos los polinomios salvo una constante. Con el

objetivo de .simnplificar nuestroscálculos,consideraremosque las mayorantescons-
tantesson idénticamente1. Tamubiénestudiaremosel casode polinomiosdominados
por unamayoranteno constante. En particular se investigaráel casode la mayo-

rante p(t) = 1 — (2, ‘4 C [—1,1]. Con másprecisión,si E y E son dos espaciosde
Banachreales,en estecapítulo:

(1) Se obtienen cotas superiorespara la norma de un polinomio en la clase

P$E; E).
(2) Se obtienencotaspuntualessuperioresen B¿ ñarala normnade las derivadas

de un polinomio cm> P,~(E; E).

sm
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(3) Se obtienen cotassimilaresa las descritasen los puntos anterioresparapoli-

nomniosen 2f(E; E).

Las desigualdadesaludidasen el punto (1) son conocidascomo desigualdadesde

Ma-rkovgraciasa la contribución de los hermanosMarkov al estudio de aquelpro-
blemaparapolinonmiosen unavariable. Por otro lado, la aportaciónde 5. Berustein

en la obtencióndie cotas puntuales para las derivadasdepolinomiosen uina variable,

justifica que las desigualdadesanunciadasen el punto (2) seanllamadas des-igual-

¿¿desde Bernstein. Por razonesobvias, las desigualdadesmencionadasen (3) se

llaman desigualdadesde tipo Bernstein-Markovpara polinomioscon mayorantes.

Los problemasparapolinomiosen unavariable se llamnaránfrecimentenientepro-

Nemasen el caso clásico. En la primera parte del capitulo presentamnosun breve

resumende resultadosclásicosparapolinomiosen unavariable relacionadoscon los

problemnasde Bernstein-Markov.Las desigualdadesde Markov (4.2) y (4.3) queallí

se presentanproporcionancotassuperioresóptimasparalas normasde las derivadas

de un polinomnio en P,~jR). Las desigualdadesde tipo Bernstein (4.4) y (4.5) para

polinomios en P$lR) proporcionanmejorascomísiderables,en el interior del inter-
valo unidad [—1,1], de las estimnacio¿>esde los l>ermnanosN-larkov. Su importamicia

tambiénradicaen el hechode queson el punto departidade unade las deunostra-

ciones mnás sencillasde las desigualdades(4.2) y (4.3) respectivamente(véanselos

Teoremas4.9 y 4.12). Por otro lado, tambiénse danestiníacionesóptimasy buenas

estimacionespummtualesen (4.14) y (4.15) respectivamente,paralas normasde las

derivadasde polinomios en la claseP,if(R).

Los resultadospresentadosenestaprimeraseccionmotivansu generalizaciónpa-

ralos polinomiospertenecientesa las clases~,i(~;E) y P~(E;E), doí>deE y E son

espaciosde Banachreales. En cuantoa la claseP,~(E; E), existeunageneralización

de Y. Sarantoponlosde (4.2) y (4.4) parala prin>eraderivada (véaseel Teorema
4.21). También se puedeprobar (4.3) para la derivadan-ésimade un polinomio

en P$E; E) (véase4.30). Estos hechosnos permiten especularcon la posibilidad

de que (4.3) sea cierta parala derivadatú-ésirnade un polinomio en J<(E; E) con
1 < tú < mt (véaseel comentarioal Problema74 en [44fl.

En la segundasección.se generalizanalgunasdesigualdadesclásicasde Bernsteíí>-

Markov para polinomios em P1(E; E). Se da umía tota superior de la norma de la

segunday terceraderivadasde un polinomio en P1(E; E) quedifiere en factores 2

y 3’7941delas constantesconocidascrí eí caso clásico. Además se danestimaciones
puntualespara la segumiday terceraderivadasde un po]imíomnio en P,~(E; E) sobre

la bola unidad de E (véanselas Proposiciones4.33 y 4.35). Cuandose trata de
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polinomios definidos en un espaciode 1Iilbert real, mejoramosnuestrasdesigual-
dades anterioresparala segunday terceraderivadas. En realidad encontramosla

mejor estimaciónposibleparala rmorma de la segunday terceraderivada,es decir,
generalizamos(4.3) paratú rs 2 y tú rs 3. Ademásobtenemosmmna estimaciónpuntual
quegeneraliza(4.5) parala segumíday la terceraderivada(véanselas Proposiciones

4.45 y 4.47). En la demostraciónde estos resultadosdamos tambiénla idea para

la generalizaciónde (4.3) y (4.5) para cualquier derivadade un polinomio en un

espacíode 1-Jilbert real. En la última parte de la seccion, se aportanestimaciones
asintóticamemiteóptimas,cuandon tiendea infinito, de la norma de las derivadas

(u k)-ésimnasde polinomios de grado u definidos en umi espaciode Hilbert real

(véasela Proposición4.53).

Para los polinomios pertenecientesa la claseP,~(E; E), aportamosgeneraliza-

ciones de (4.14) y (4.15) con desigualdadesidénticasa las clásicas,para el caso cmi

que E es umí espaciode Hilbert real.

Todos los resultadosde las seccionessiguientesestaránenunciadossin pérdida

(le generalidadparapolinomios con valoresescalares.Una consecuenciaelemental
del teoremade Hahn—Bamiacl>lo justifica:

Proposición 4.2. SeanE y E espaciosde Banach reales y consideremosuna

función > : [—1,1] ~+ R’~’. Si para cada x e BE existen númerosreales positivos

Cfk)(x) y C$~(~) tales que

¡<D/kl 1~(x)¡¡L(nE) =cf~x~ VP e
= VP e

entonces

< C1”~(x) VP E P$E; E),

¡<í5<k>P(Y)¡<r(UE;F) <Cfk)(x) VP e P$E; E).

1. Desigualdadesde iBernstein-Markov en una variable,

En esta sección introduciremoslos resultadosmás conocidos relacionadoscon

los problemasdeBernstein-Markovparapolinomiosen una variable,algunosde los

cualesserángeneralizadosen seccionesposteriores.Comenzamospor presentardos

resultadosestándaren teoría de la aproximaciónqueserándevital importanciaen

nuestrotrabajo.
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Teorema4.3 (Desigualdad de Bernstein).Sea 1(0) = Zk—o ej un po-

linomio trigonométrico complejo de grado < u tal que supoez[T(0)¡ =1. Entonces

sup ¡T’(0)¡ =í>.. y,

Oca

La siguienteversión fuerte de la desigualdadde Bernsteinparapolinomios tri-

gonométricosrealesserátambién útil en las próximassecciones:

Teorema 4.4 (Desigualdadde Szegd). Sea7(0) = ZLoeke~~0 un po/mo-

mio trigonométrico real de grado < u tal quesup~a¡T( 0) ¡ < 1. . E-rito nees

sup (u2T(0í + T’(0)2) < u2. (4.i)
0611

La desigualdadanterior fime demostradapor primeravez por J. O. Van der Corput

y O. Schaake[17], aunquese deducíade forma implícita de unadesigualdadanterior

de O. Szeg¿[65].

1.1. Desigualdadesde Bernstein-Markov para polinomios en una va-

riable. El problema de dar una estimacióngenérica de la miorma de la derivada

(le uii polinomio surgió curiosamentea propuesta(le un químico y no de un mmma—

tcmmmatmco. Fue D. Meneleleev,autor del sistemumaperiódico ele los elementos,quien

estudiópor primneravez esteproblema. No vamnosaemítraren detallesde los motivos

que llevaromí a Mendeleeva estudiar un problemade este tipo, míos limitaremos a

decirqueen un puntodeterminadode sus investigaciones,Mendeleevse percatóde
la ímtilidad que para-su trabajo supomílael poder temier unaestimaciónprecisade lo

grandeque puede hacersela derivadade un polinomio de grado 2 definido en u>n
cierto intervalo [a, ¡3]. Las estimacionesde la derivadade un polimiomnio p en [a, ¡3]
depemídencíe su miormasobreel intervalo [a, ¡9], esdecir, (le ¡ p ¡ ~ = ~~Ptc[a,Q]¡p( t) ¡
De l>ecl>o, P<¡1

71Ñ1 aparecesiemprecomo un factor mnultiplmcativoen las estimnaciones

(le la dierivadíade p. Con el objetivo de simplificar los cálculos,considerarermiossólo
polinomniosqueverifiquen la condición ¡¡P¡l[~,rí < 1. Es n>ás, el cambiode variable

v-* ja + 13 — (a — 1t~],”2, reduceel problemna(salvo la constante(¡3 — a)/2) al de

determinarunacota para p’(t)¡ con t E [—1,1], siemprequep pertenezcaa la clase

21(R). La respuestaquedio Memmdeleeva este 1)rol)lemaparapolinouuiios de grado
2 en la claseP~(R)fue la desigualdad¡p’(t)¡ =-4, Vt e [—1, 1]. Es niás,4 es la mnejor

comustanteposible va que la igualdadse alcanza.para el polinomio i(t) rs 1 2/2.

Nóteseque ¡p(t)¡ < 1, Vt e [—1,1] y p’(±l)¡ = 4. Comoera de esperar,Mende]eev
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tramísmitiósu descubrimientoa la comunidadmatemática.En 1889 el matemnático

rí>so A. A. Markov encontró itria generalizaciónticí resultadode Mendeleevpara

i>olim>on>ios (le grado arbitrariou en la claseP(1k):

Teorema4.5 (A. A. Markov). Seap un polinomio en ‘P~(R). Entonces

Up’Uí—í mí < >.~2 (4.2)

La desigualdad(4.2) es óptima para la claseP{(R), alcanzándosela igualdad

para el polinomnio de Cbebyshevde grado u de la primera especieit. Es más, la

desigualdadparaT71 sólo se alcanzaen los extremosdel intervalo [—1,1]. El trabajo

original de A. A. Markov fue publicadoen ruso [42] en 1889. En [13] serecogeuna

nmuestrade algunos de los resultadosmás importantesrelacionadoscon este tema

incluyendounademnostraciónsimuplede (4.2).

Una vez resueltoel problemnade encomítrarunacota óptimaparala derivadade
un polinomio,es naturalpreguntarsequétipo deestimaciónsatisfacenlas derivadas

superiores.La respuestaaestacuestiónno tardó en aparecery fue precisamenteun

hermanodeA. Markov, V. A. Markov, quien dio la solución en 1892:

Teorema4.6 (y. A. Markov). Seap un polinomio en ‘P,(R). Entonces

<p(k>~1l11 ~ ydk)(1) — &(u
2 — 1) . . . (u2 — (tú — 1)2

)

Naturalmente,la constanteque apareceen (4.3) es óptima y la igualdad sólo

se alcanzaparaTI’,. en los extremosdel intervalo [—1,1]. Nótesequepara ~ rs 1 la

desigualdad(4.3) se reducea (4.2). El trabajooriginal de V. A. Markov fue publicado

en ruso en 1892. En 1916 aparecióuna versionen alemán del mismo [433. Han

aparecidocon posterioridaddemostracionesmnas sencillasde la desigualdad(4.3),
entre las que cabe destacarla presentadapor 5. Berustein usandoun argumento

varíacional(véaselos trabajoscompletosde 8. Bernstein[10]) y sobretodo la de R.

Duflin y A. C. Schaeffer[22].

El problemade estimnarladerivadade un polinomniodamuchomásde sí, silo que

buscamoses dar unaestimnaciónde la derivadaen un punto fijo. Si to e [—1,1], el

problemaquenos planteaniosahoraes el de determinarel mnáximovalor quepuede

alcanzarp(k)(t
0) (1 =tú =a), siendop un polinomio en P~(R). En general vamos

a obtenerestimacionesmnucho mejoresque las dadásen (4.2) y (4.3). Usaremos

la siguientenotaciónpara referirnosa la mejor estimaciónpuntual de la derivada
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tú-ésimade un polinomio en el interior del intervalo (—1,13. Dados u, tú e N con
u > k escribimos

V$j(t) = sup

Según la desigualdad(4.3), es evidenteque v},kVt) < 7’W(l), V/ E [—1,1]. La

determinaciónde la función V$
7k> es imn problemabastantecomplicadoinclusopara

tú = 1, no obstanteexistentécnicasquenos proporcionanel valor de r$,k>(t) paracada

1 e [—.1,1]y tú =u. Parala primeraderivadano esdifícil probarquefl$,i)(1) = T,§(t)

íara cada 1 E [—1.——cos(w/2n)] U [cos(rr¡2u), 13 (véase [12]), sin embargo,esta
identidad no es cierta en todo el intervalo (—1, 13. E-. V. Voronovskaja [72] ha

generadoun procedimientoque permite encontrarel valor exacto de D%’\t) en el

restodel intervalo [—1, 1] (paraver la forma de ~ y <1 consúltese[12]). Es más,

es posible incluso obtenerel valor de r~kí(t) para cada t e [—1,1] y cada k < u
(véase[26]). Un problemamenosambiciosopero ignainíenteinteresanteconsisteen

emícontraruna curva sencilla que mayorede la formna más ajustadaposiblea

en el intervalo [—1,1]. 5. Berustein probó en 1912 que D$2
1(t) =n(1 — t2y.i/2,

Vt E (—1, 1). Escrito de otra formna se tiene:

Teorema41 (S. Bernstein). Seay un polinomio en P~(R). Entonces 9’
y,-

n —

y,

Observación4.8. El resultadoanterior es una consecuenciainmediatade la

desigualdadde l3ernstein para polinomios trigonométricos. Para ver esto basta

aplicarel Teorema4.3 al polinomio trigonométricodefinido por 0 ~—> p(cos0) para

caday E P,~(R).

Es posibleprobar la desigualdadde Markov (4.2) usando(4.4). El lector encon-

trará unademnostraciónde este resultadoen [34] (véasetambiénel Teoremria3.3.6

en [40]):

Teorema4.9. Si y e r1
1(R) es tal que p(t)l =n(1 — t2<II2, V/ E (—1, 1),

entoncesse tiene que 9’

2

Para derivadassuperiores,11. Duffín y A. O. Schaefferprobaron la siguiente

desigualdadde tipo Bernsteinen el interior del intervalo [—1,1] (véase(223):
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Teorema4.10 (a. Duifin y A. C. Schaeffer). Seap
Entoncesse tiene que

E P~(lR) y t E (—1,1).

~(k)(1)¡ d~inarccost rs { ( ji cosno)
2 + (2+ senuO)}

Observación4.11. De ahoraen adelanteescribiremos

partederechade (4.5), paracada t E (—1,1). Es decir,

M$i(t) paradenotarla

( //k 2

M~t>(t) rs <j~ (jh~ cosnO) + (íjenuo)2}i¡2 Wc (—1,1).

Nótesecíne si tú — 1 .Mtfl(/) — (1 — t1~1¡2, paratodo t E (—1,1).

que

Tambiénse tiemie

Vt E (—1,1),

1—u2_+n2t2)S211¡2
(1 ~t2)5/2

V/ E (—1,1).

El Teorema4.9 admite una generalizaciónpara derivadas superioresque usa
la estimaciónpuntual (4.5). De hecho esto constituye lo que posiblementesea la

(lemimostraciónmássencilladel Teorema4.6 (véase[22]):

Teorema4.12 (Duifin y Schaeffer).Seap un polinomio en W~p(R) (u > tú)

tal que p(t)¡ =M~(t), VI e (—1,1), entoncesse tiene que

¡I~ ¡1—141 =TQ>(i) = 13...(2k—l)

1.1.1. Desigualdadesde Bernstein-Markov para polinomios complejos

en una variable. Llegados a este punto vamosa haceruna incursion en el caso

complejopara miotar que en estesupuestolos resultadosobtenidosson diferentes.

Representaremosel disco unidad medianteD, es decir, ID rs {z E C : ¡z< = 1}.
Además ¡¡p<¡n = maxZED¡p(z)¡ representaráel máximo valor del módulo de un po-

linomio p en el disco unidad. Si p es un polinomio en P,~(C), entoncesel principio

dcl módulo máximo junto con la desigualdadde Bernsteinparapolinomios trigo-

nometricosprueban que ¡p’¡<n ~ u. A diferenciadel caso real, abora si es posible

donde-/ = cosO.

(4.5)

Mk)(t) — ((1 712)2 + n2P)m¡2

(1 —

M~31(t) — _______
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generalizarde forina trivial la estimaciónobtenidapara la primera derivadaaderi-
vadassuperiores.Efectivamente,aplicamwlo tú veces(tú < u) el resultadoanterior se

tiene: y,.
y,

Teorema 4.13 (S. Berstein). Seap un polinomio en 27
1JC), entonces

< n(u —1)... (u — tú + 1). (4.6)

Ademásla comístamíteobtenidaen (.4.6) es óptimna,siendop(z) = z” el polinomio

extremimal.

1.2. Desigualdadesde Bernstein-Markov para polinomios cori mayo-

rantes funcionales. El otro problemaque nos ocupa en estecapitulo comísisteen

sustituir la mayoranteconstantecon la quehabíamosvenidotrabajandohastaabora

por unamayorantemuas complicada.El profesorTurán propusoen unaconferencia

celebradaen Varmía (Bulgaria) en 1970 el problemnacorrespomidiemitea la mmíayoramíte

p(t) = 1 — t2, / E [—11]. Es decir, sip C PK(R) y to E [—1,1]. Turái> PrOPOmIe

eleterni i imar

sup p’(tu)<.
pEP~’(11)

Un añon>ástarde,Q. 1. Rabmanpublicaun articulo [53] en el quese investigano sólo
el problemapropuestopor Turán, sino tambiénel correspondientea la mayorante

V}t) = ¡tI, 1 e [—1,1]. En el siguiemiteresultadose da luía estimmmaciómíóptima de la

norma de la derivadade un polinomio pertenecientea la claseP~f(R):

Teorema4.14 (Q. 1. Rahman). Seap un polinomio en Pf(R). Entonces

¡VU[—i,Ií =2(u i ). (4.7)

La comístantecmi la desigualdad(4.7) no puedeser reemplazadapor otra menor.

Efectivamente,si U
71 es el polinomio de Chebyshevde segundaespeciede grado

u definit por t171(t) = (1 — t2)]/2 sen[(n + 1) arccost], VI E [—1,11,entoncesla.

igualdad cm> (.1.7) se alcanzaparael polimmoimiio p~ (1) = (1 /2)1<2(1). Además,la

igualdad sólo se alcanzacmi los extremos(lel intervalo [— i , i].

La desigumaldací(4.7) puedemmicjorarseen los pumítosi m>terioresdel intervalo [—1,1].

El siguienteresultadoproporcionaunaestimaciónmásprecisade Ii/(t) ¡ paraaquellos
valores(le t en el interior de [—1,11que se encuentrenlo su>ficiemmtemmíentealejadiosde

los extremos,
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Teorema4.15 (9. 1. Rahman). Seap un polinomio en P,~f(R). Entonces

r t2 ~1/2

¡p’(t)¡ =j~ ~2 +n2J Vt E (—1,1). (4.8)
El hecho de restringir el númerode polinomios sometidosa estudio también

repercuteen la magnitudde suscoeficientes.Efectivamente,paralos polinomiosde
la claseP$R) se puedeestablecerunacotasuperiorparasus coeficientesmejorque

la del casogeneral(véase[53] y [54]):

Teorema4.116 (Q. 1. Rahman). Seap vn polinomio en 2f(R) de la forma

p(t) = Z~—u akt. Entoncesse tiene que ¡akl (1 =tú =u) estáacotadopor el valor

absoluto del coeficientede jk en el polinomio p,4t) rs (1 — t2)U,...
2(t) ó pn—m(l) rs

(1 — t
2)U

713(t) (t E [—1,1]) dependiendode si la diferencia u — tú es par o impar

respectivamente.En particular, para u = 2 se tiene que ¡am =u — 1 y ¡a2¡ =

{(n — 1)2 + 1}/2 Si n > 3, entonces a,.¡ =2712 y a,.i¡ =~

Comoya anmunciábanios,Q. 1. Rahmanproporcionóen [53] resultadossemejantes

para la mayorante#t) rs ¡/¡, Vt e [—1,1]. En este caso,paravalores altos de u,

la mnejor estimaciónde la norma de la derivadade un polinomnioen la clase2}R)

coincide básicamentepara valoresgrandesde u con la constanteencontradapor A.

A. Markov en el Teorema4.2 (véase[53]):

Teorema4.17 (9. 1. Rahman).Seap un polinomio en Pt(R), entonces

< (u — 1)2 + 1 (4.9)

La constantequeapareceen (4.9) no puedereemplazarsepor otra menor,ya que

la igualdadse alcanzaparael polinomio dadopor p(t) rs IT,.m(1), ‘4 E IR. Además

la igualdad se da sólo en los extremosdel intervalo [—1,1]. El siguienteresultado

de Q. 1. Rahamanmejora (4.9) para aquellospuntos del interior de [—1,1] quese

encuentranlo suficientememítealejadosde los extremos(véase[53]):

Teorema4.18 (9. 1. Rahan’ian). Seap un polinomio en P~’(R). Entonces

¡p’(t)¡ = {Cn — 1)
2í ~+ } VI e (í,í).

Algunos de los resultadospresentadosen esta introduccióna los problemasde

Bernstein-Markovparapolinomiosen unavariablepuedensergeneralizadosal caso

de polinomiosdefinidosen un espaciode Banachreal. Esteseránuestroobjetivo en

las siguientessecciones.
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2. Desigualdadesde Bernstein-Markov en espaciosde Banach reales.
y,

En estaseccionrealizaremosalgunasgeneralizacionesa polinomios en espacios
de Banacbrealesde los problemasde Bernstein-Markovpresentadoscmi la seccion

anterior. Comoya indicábamnosen la introducción del capítulo, estudiaremossólo

polinomios de miorma< 1 con el fin (le evitar el temíer quearrastrarum>a comístanteemí
todoslos cálculos. A la vistade los resultadosya conocidosy los que se obtendrán,se

conjetuiraquetodaslas desigualdadesquese hamm presemmtadoen lasecciónprecedente

se verifican con las mnismnasconstantesen el casogeneral.

2.1. Desigualdadesde Bernstein-Markov para la prin~iera derivada en

espaciosde Banachreales. O. G. Kelloggprobóen 1928 [34] queparapolinomios
en variasvariables(con la normaenclídea)ladesigualdadde Markov parala primera

derivada(4.2) siguecumpliéndose:

Teorema 4.19 (0. G. Kellogg). Sea E un polinomio en P$L7). Entonces

UVP(x)H¿(ern) =n2 Vx E E
57>

En 1975, L. A. Harris dio otra deimiostracióndel resultadoanterior paraespacios
de Hilbert realesen general. Es más, también encontróumna generalizaciónde (4.4)

(véase[27, Theorem5]):

Teorema 4.20 (L. A. Harris). Sea JI un espacio de ihilbert itaí y sea E e
.Si < ., . > denota el producto interno en 11, entonces

¡DP(x)y< =mm { n(l — Ux¡¡
2+ <x

1y >2) 1 [>(x)
2 , u2},

para cada x e E
51 e y e ~ En particular

¡<DP(x)¡f =mm { u 1 — P(x)2l u 2’I
— <~< ,n~ =mm1 ~ —¡ «u;, (410)

para todo x E E11.

En 1991, Y. Sarantopoulosgeneralizó(4.10) para cualquíierespaciode Banach

real. Dada la imimportancia qume tiermen las técnicasque enípleaY. Sarantopoulos
pararesultadosposteriores,damosa continuaciónunademostracióncomnpleta(le su

gemíeralizacion:
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Teorema4.21 (Y. Sarantoponlos). SeaE un espaciode Banach real y P E
2,1(E). Entonces

— 2~I— x)~2’[ -¡¡DP(x)J¡ =min{~ 1— <uj =min{ u (4.11)

para cada x e B~. En particular se tiene que DP~¡ ~ u
2.

DEMOSTRACIÓN. Seax E BE e y e Sp;’. DefinamosT como el polinomio trigo-

nomnétricode grado < u dado por

T(0) = P(xcosú+y 1— ¡J42senO) VO e IR.

Corno ¡¡xcosú+ y 1 — W¡2sen0~¡=1, VO e IR, se tiene que ¡tTl¡ =1. Por otro
lado, aplicandola reglade la cadena

7(0) = DP(x cosO+ y 1 — ¡}x¡~ sen0)(—xsen0±y 1 — ~xj¡2cosO) VG E IR.

Por tanto, la desigualdadde Berusteinparapolinomnios trigonométricosimuplica que

1 — ~xj¡flDP(x)y¡ rs T’(0)¡ < u.

De estaforma se llega a
JDP(x)¡¡ ~ u

1 — I¡x¡12

Seaahora p el polinomio en una variable real definido por p(/) rs DP(tx/~¡xe),

‘4 E IR (sin pérdidade generalidadpodemossuponerquex ~ O por continuidad).

El polinomio p verifica la desigualdad p(t)j =u/(1 — t2yi/2, Vt e (—1,1). Por

tanto, el Teorema‘1.9 garantizaque p(t)¡ < u2 VI E [—i, 1]. En particular, si

rs ¡~x¡¡ se tiene que ~DP(x)~ =u2. E

Observación 4.22. Parapolinomiosen variasvariables,Baran [7] hadadouna

demostraciónindependientedel resultadoanterior(aunquemáscomplicada)usando

técnicascomplejas.

2.1.1. Desigualdadesde Markov para polinomios sobre conjuntoscon-

vexos. Existe en la actualidaduna línea de investigación activa que estudiacon

mnásgeneralidadel problemade Bernstein-Markovparala primeraderivadade poIl-

miomiosen espaciosdeBanachreales. La variantedel problemaqueacabarnosde ver

en el Teorema4.21 consisteensustituir en la normapolinomial la bola unidad del
espaciopor otro conjuntoconvexo. Lasconstantesqueaparecenen las desigualdades

del tipo Bernstein-Markovobtenidasde estemodo no dependeránsolamentede la
naturalezadel espacioquese considere,sino tambi4nde la geometríadel conjunto

coimvexo:
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Definición 4.23. Si E es un espaciode Banacb.decimnosque un subconjunto

1< c E es un cuerpoconvexosi 1< es convexo,cerradoy acotado.

Los siguientesconceptosseránde utilidad paracomprenderestasección:

Definición 4.24. 51 Ji’ es un cuerpoconvexoen un espaciode Banachreal E,

entonces: —

(a) El diámetrode 1< se defimie comno y,

diam(K) = sup ~x — y~. ti-

vEN y,

9’
(b) El diámetro interior de Ji se define como y,

r(A’) rs sup{r : Lo + nt c E, paraalgún at E EJ. 9’

(e) Si A e ½,definimos

W1jh) rs sup{qx — : x,y e A’, x — y rs eh paraalgún e E R}.
ti

y
VEN rs inf{W,w(h) : A E SE}.

(d) Si P E P,,(E), entoncesse definesu norma respectode Ji’ como

rs sup P(x)~.
y GE

Dado un espaciode Banaclí real E y un cuerpoconvexo 1=’,el problemaque ti

*se planteaes encontraruna cota para ~DP(x)bz(p), domide P e P,.(E) es tal que
9’

¡lPbm< = 1 y x C U. Nótesequeeste problemase reduceal resueltopor Y. Saran- y.
toponiosemí eí Teorema4.21 parael casoespecialen que 1< sea la bola unidad del y,,

espacío. Cran parte de la investigaciónquese realiza hoy en día en estesentido y.

estáencaminadaal estudiodel problemaen espacioscuclideosde dimensiónfinita, y.

En dimnensiómíuno los cuerpos convexosson los intervalos compactosele la forma y.

(a, /3]. Si a ~ ¡3 y p E P,.(R) es tal que ¡jpj<yJ~ =1, entoncesel cambiocíe variable y.

v—* [a + ¡3 — (a — /3)t]/2 junto comí el Teoremmia4.2 demnuestranque 9’
9’

297,

con igualdad para el polinomio T,.,~,0 definido por 7Á,717¡-3(t) :rs T4
27”j), para

1 e [ú,¡3]. Para dimensionessuperiores,C. Coatmelec[16] probó en 1966 que dado
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uní cuerpoconvexo A’ en É~, existeunaconstanteOK que dependede diam(K), tal

queparacadapolinomnio F E P~(~T) con ¡¡4K =1 y cada x E 1<, se tieneque

¡VP(x)[c(ewí =Cí<u2.

Emí 1974, 11. D. Wilhelmm¡sen [73] probó el siguienteresultado:

Teorema 4.25 (R. D. Wilhelmsen). Sea 1< un cuerpo convexo en C~ y sea
E e ‘P

7}~?) tal que ¡~lW < 1. Entoncespara cada x e A’ se tiene que

4u
2

¡VP(x) “z(¿,) =diam(K) (4.12)

Dado un cuerpoconvexo A’ en £T y P E 71d¿T) con ¡¡P¡¡~v ~ 1, en vista de

la desigualdad(4.12) nos podemospreguntarcuál es la mejor constante~ en la

desigualdíadí

1V1
1<u

2

¡VP(x)~¡r(G¡í diam(A’) Vx E Bern.

E. D. Wilbelmsen sabíapor el Teorema4.19 (véansetambiénlos Teoremas4.20 y

4.21), que A’Ij< = 2 cuandoJi’ coincide con la bola unidad de tT~ Cuandom = 1,

el polinomio de Chebyshev~ muestraque la constanteM
1.i,11 = 2 es óptima. Es

mas,A. IKroó y Sz. Révészhan demostradorecientementeen [37] queno hayningún

cuerpoconvexoen ~ parael que M5< < 2, es decir, M~< =2. En definitiva, para
cada cuerpoconvexo1< en se tieneque

2<MK<4.

It D. Wilhelmmísemíconjeturó que Mp: rs 2 paratodo cuerpoconvexo en
tT~ Esta

conjetura es cierta y se sigue del Teorema4.21, cuando A’ es la bola unidad de

un cierto espaciode Banachin ~ es decir, cuando fi tiene simetríacentral. Sin

eníbargo, la conjeturano es cierta en general para cuerposconvexosasimétricos,

como lo demmmuestrael siguienteejeimíplo de L. Bialas-Cie2y P. Goetgheluck(véase

[11]):

Ejemplo 4.26. Si Ji = := {(x, y) E IR2 : x, y- =-0, x + y =1}, entoncesel

polinomio P e %(C~) definido por

P(x, y) rs 4(9x2 — 4W + 9xy + 2y + 1)/5 V(x, y) e IR2,
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y,‘verifica que ¡¡P¡¡á0 = 1 y ¡VP(i,
0)~¡É(t) = 4 202/5. Pero comodiani(áu) = 2/2,

este ejemplo demuestraque

Mi
0 >4__202 2/22 1.01>2.

— 5 4
y,

A. l<roó y Sz. Révész[37] han demostradoque la comístantedíue aparece en

(4.12) se puede reducir por un factor 2. Esto unido a la estimacióniW~< =2. y,

proporcionael siguienteresultado: y,

Teorema4.27 (A. Kroó y Sz. Révész). Si 1< es un cuerpo con-eccoen É~ y

definirnos
e’-

D(u, U) rs sup{¡ VP~¡r<qnj : E E P71(¼”),¡P~ ¡<=11, y.

entonces e’

2u
2 2 2i¿2

< V(n,K) = diamn(I<)
diam(f<) —

Expresadode otra fornía se tiene que 2 =Mx < 2V1. ti

e’;

Para polinomios deflumidos en un espaciode Banach real arbitrario, A. \/, An-

drianov [2] haobtenido la siguientegeneralizacióndel ‘Feorem~a4.25. ti

ti

Teorema4.28 (A. V. Andrianov).Sea E un espaciode Banach real y sea A’ ti

un cuerpo convexoen E. Entoncespara cada P e P,.(E) tal que P¡~ív =1 se tiene e’

y,

¿(E) < 4n2 y,Vr e A’.
— <A’)

y,

y. 1. Skalyga [64] ha amínmíciado reciemítemente(sin demnostraciómm)la siguiente y,

mejorade la desigualdadanterior:
y.

Teorema4.29 (y. 1. Skalyga). SeaE un espaciode í3auach ical y sea fui un

cuerpo convexoen E. Entoncespara cada E e P,,(E) tal que ¡¡1v x =1 sc tiene

¿(E) < 2.64022) Vr e Ji’. 9’

— 146v 9’

9’-

Nóteseen los dos últimos resultadosque diarmí( A’) =Wi< = r( E) para cadía ti

cuerpoconvexo1< cmi 7?.”. e

En el restode estameimioriamíos limitaremosaestudiarel casoen que 1< coimícida

con la bola ummidad del espacio.
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2.2. Desigualdadesde Bernstein-Markov paraderivadassuperioresde

polinomios definidos en espaciosde Banach reales. Hemos visto que para

todoespaciode BanachrealE y todopolinomio P e 2,1(E), se tienequme ¡~DP(x)¡¡ <
2 T4~V1’\ Vr e constanten

2
u ~ B~, dondela no se puedemejorar en general. No
es difícil obtenerestimnaciommesóptimmíaspara el polinormíio homogémícoasociadoa la
(lerivadía u—esimade cualqimier elemmíemítode 2,1(E):

Proposición 4.30. Si E es un espaciode Banach real y P e 2,1(E), entonces

¡h(’On(x)¡¡ =2”1u! — TV>(1) Vr e BE.

La constanteT,H(1) no se puedemejorar en general.

DEMOSTRACIÓN. Suponganiosque P = Z~—0 P¡, con J->, e p(kE), Comopor el
‘feorema 3.16 se tiene que ¡¡P,.¡~ =2’~ (véasetambién(3.16)), entoncesparacada

r,y E B~, de la Proposición1.14 se sigueque

— D~”)J~_ (x)y¡ = u!¡P,.(y) =2’>~u! — §Z,17’>(i).

E

A la vista de estos hechos,parecerazonableplantearsela posibilidadde generalizar

la desigualdad(4.3) paracualquierderivadade un polinomio definido en un espacío

de Bamíaclí real. Esta cuestiónya fue abiertapor L. A. Harris en “The Scottish

Book”, problema74 en el año 1975. En la mismareferencia,L. A. Harris aporta la

siguienteestimaciónde la nornía de ñ(k>P (tú =u)(véase[44]):

Proposición 4.31 (L. A. Harris). SeaE un espaciode Banach real y seaF E

2,1(E). Entonces

¡¡h<kíP(x)H =22k—IT(k)(í) Vr E BE. (4.13)

En lo sucesivoveremosquela técnicaenípleadapor Y. Sarantopouiosparaprobar

(4.11) usadajunto con la siguientegeneralizacióndel rreorema4.12 nos permite

obtenermejorassumstancialesde la estimaciómí (4.13) paratú = 2,3. Además,para
esosvaloresde tú se obtienencon la mnisnmademostraciónestimacionespuntualesen

el interior de la bola unidad semejantesa las dadasen el Teoremna4.5.

Lerna 4.32. Si P es un polinomio de grado ~ n — tú (n =tú) definido sobre

un espacio de Banach real E tal que JP(x)¡ =M~k>(hx¡¡), Vr e BE, entonces

¡P(r)¡ =<>(í), Vr e BE. RecordemosqueM~j(t) representala parte derechade
la desigualdad(4.5) para cada 1 E (—1,1).
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DEMOSTRACIÓN. Sin pérdidade generalidadse puedesuponerque x ~ 0. Sea

x E ÉE\{0J y definamosp(t) = P(tx/[x¡¡), Vt e IR. Entoncesp es un polinomio en

umía variable real de grado =u — tú (u =tú) tal que ¡p(t)~ < M$$(~t~) —

‘4 e (—1.1). En consecuencia,por el 7feorema4.12 (véase[22]) se tieneque ¡p(t)¡ =
fdk)(

1) VI E [—1,1]. La demostraciónse concluyeponiendot = [4. U

Proposición4.33. Sea E un espacio de Banach

2,1(E). Entonces,para cada x en BE se tiene que

¡ ñ<2)P(x)¡¡ ~mm { xj2 + <1

En particular, por continuidad dc D~
2YP se tiene que

Vr E B~.

DEMOSTRACIÓN. Tomemosx E BEey E 5E~ SeaT

real de grado < n dadopor

real y P un poLinomio en

2742)(1)}. (4.14)

Kl

elpolinomio trigonomnétrico

T(0) = P(x cosO+ 1 — ¡[x¡¡2y senO) VG e IR.

Se ti ene (me

T”(O) =D2P(x cosO+ 1 — ¡x[2y senO)(—xsen O +

—DP(xcosb+ 1— ¡x¡¡2ysenO)(wcosO+

1 — [x¡¡2y cos9)2

1 — ¡~r¡¡2y sen0). (4.15)

Por otro lado, como

[xcosO + 1— ¡x¡ 2ysenO¡ =1 VG E IR,
e’

entonces¡71(9) ¡ ~ 1, paracadanúmeroreal O. Por tanto, aplicandoa 7’ la desigual-

dadde Bernsteinparapolinomios trigononiétricos,se tiene que

rs (1 — Lr¡ 2)D2P(x)y2— DP(ír)x¡ ~ n2.

Teniendoen cuentaahorala desigualdad(4.11), seobtiene unapartedel resultado

buscado:

(1 — [rn[2)¡ D2P(x)
9

2[ Kl u~ + DP(x)xj =u2 + Y ¡
_ 1 — ¡42

96

y.

y,’
y,

y,’
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I3ara demostrarla otra desigualdadimnplícita en (4.14) apliquemosa lo anterior la

(lesi gua.lela(l (le Holdey

¡¡>2)

u ¡ Y ¡
[ (:r)-ej Kl +

— -I — lIx~2 (1 — ¡IY¡I2):~/2

= 2 :r¡2)2 + (1 —b~Í2)3 )i/2 rs \/~A4WQJYb).

Parafi miali zar, hasta.con aplicar el Lemíía 4.32 a.l polimiomio definido emi E por ‘w ~>

D(2)P(w)y. Vn: e E y tomar el supremnosobretodos los elementosy de la esfera

unidad Sp> Se tendríaentoncesque ¡D<2)P(x)¡¡ = vQiV(1), Vr E BE, lo que

comupletala eleníostracióm>de (.4.14). U

Paraderivadassuperiores,la técnicaempleadaen la Proposición4.33 se comuplica
extraordinariamente.No obstante,parala terceraderivadaaúnes posibleencontrar

resultadosinteresantessimí deníasiadoesfuerzo. Primero probaremosel siguiente

lemmi a:

Lema 4.34. Existe

{ M,Ljfl?§
3 con límite 2

una sueeston

21—1, tal que para cada u =3 y cada

decreciente de nmimeros reales positivos

E [0,1) se tiene
que

6n
2t :¿(5t2+ 1 + rÚ — n2t2)

(3 —

+ (1 t2)512

Kl _______
(u(2t2 + 1 — u2 +

+ (1— t2)5/2 rs M
71 .

¡‘ara cada ti > 3, el ¿dinero ;Vf,, estádado por

12<’ + 962) —4 — 4(3n
2 — 1) 21<’ —422) + 1

~j2 rs‘7
3u2(4 — im2)

DEMOsTRAcIÓN. Si t E [0, 1) y u ~ 3, entoncespor la desigualdadde Hélder

6n2t u(.5t2 + 1 + 2) — n2P

)

(1— +
(1 — ¿2)5/2

I/6u2tN2
= 2lYu~tív) + (u(5t2;

111j11n
212 ))2}i/2 (4.16)
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y,Vamos a encontrarunaconstanteO,~ tal que la desigualdad y,

~&2t~ (-¿<st2 + 1+ u2 — n2tfl>2)j/22+ (1 t2)512 y,{ y1—Py)

Kl C~{ ( 32)í )2 + (n(2t2 + 1 n2+ <‘it) 2} 1/2 = (.Y~ . M~(t), (4.17)

secumpleparacadan > 3 con 1 e [0. 1). Si elevaniosal cuadradocadamiembrode e’

(4.17) y a comítinuaciónsimplificanmospor (1. — t2)5/n, se obtiene e’
e’

36u2t2(1— t2) + (512 + 1 + 2) — nY)2 Kl ~2 f9n2t2(i — ¡3) + (2t2 + 1 ~ + uit2)2].
ti

Realizandoalgunoscálculoselementalesse llega a
9’

[(u4 — 57¿2 + 4)C,~ — u4 + 462) 25] 4 —

+ {j(—2n4 + 7u2 + 4)(j + 2<’ — 442) — 10] ¡3

+ (u4 — 22) + 1 )C1,~ —- ni’ — 22) — 1 > 0.

IBsta desigualdades cierta siemprequeel discrinmimianteá,
1c~de la expresiónbicua— e’

dradade la izquierdaseanegativo. El valor del discriminanteestádadopor: e’

e’

rs 9 [(—3<’ + 12u
2)64+ (—12n” — 96n2 + 4)O,~ + MOu’ + 96122]. e’

e’-

El valor más pequiemio dIc O,. parael cual A
777c~~ es negativoestádIado por la uinica

raíz positiva de la ecuaciómí rs 0. Por lo tanto e’

— 6<’ + 48u
2 —2--- 2(.3u2 — 1) 21<’ — 42<’ -i-t e’

l2~)
e’

‘Feimiendo en cuemíta (4.16) y (4.17), basta poner AL, rs 2Q. Para finalizar la

demnostración,usando cálculo elenmentalse compruebaquie {A’f
71}$3 es decreciente

y queHm,, M,, rs 2 21—1. E
ti

Proposición 4.35. Sea E un espacio de Banaeh real y sea 1> un polinomio ti

24(E). Entonces,para cada en B~ se tiene ti

e’

¡ ñ~
31P( r) ¡ ¡

Kl [1H11 {(1~I1x1¡2V + ¿í(5J¡i[¡ + 1 ~ u — n¡[ij j 1~,, ‘ÍV(í)}. (4.18)

(1 —

fin particular, por continuidad de D<~>F, para cada x e se tiene ¡D(3) P(r)¡~ =

j$) (1).
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DEMOSTRACIÓN. Sear e BE, y C 5E y definaniosT de la mismaforma queen
la demostraciónde la Proposiciómi4.33, es decir

‘1(0) rs P~rcosO+ 1 — ¡rj¡2y senO) VG E IR.

Si (lerivamnos(4.15) una vez muíás,

T”’(9) It~P(x cosO+ 1 — ~r~2y senO)(—r senO+ 1 — ¡¡xj~2ij cosO)

— 3D~3~P(Y cosí)+ 1 — ¡x ¡2y senO)(—xsenO+ 1 — ¡~Y¡¡2y cosO)

(xcosb+ 1— ¡¡x~¡2ysenO)

Ahora, por la desigualdad(le Bermísteinparapolinomiostrigonomnétricos,se obtiene

= (1 — ¡Y¡¡2)3/2D(31P(Y)y—3 1 — ¡~Y¡¡2 . D~2>P(r)xy

— 1 — [r¡¡~ . DP(r)y~ ~ 2),

de (lon(le se deduceque

(1 -— ¡N2Y12¡D<3)PCr)u~< 2) + 3 1 — ¡~r¡!2 tD~21P(x)¡¡

+ 1 — ¡42 ¡¡DP(Y)H. (4.19)

Por otro lado, segúnla desigualdad(1.3) ele los preliminaressobrepolinomios, te-
ríe¡mios que ¡[D~2) P(r)¡J Kl 2~¡D<2)P(Y)~¡. Poniendoestoen (4.19) junto con (411) y

(4.14) oi)temiemnos

(1 — xH2)31flD<3~P(r)u~ ~ u~ + 6 1 — ~¡x¡2. ¡2 (-n+ ¡Y¡J ).¡¡YH+ u.

Aplicando a la desigualdadanterior el Lema4.34 se sigue que

¡>3) JXx)ut < 6u2 ¡W¡ n(5¡1rb2 + 1 + 2) — u2Lx¡ 2

)

(1 — ¡rW)2 + (1 — 142)5/2

=Al { ( 3u2HYH 2 + (n(21Y12 + ~ — Y) + u2

¡

(1 — ¡x ¡2)5/2

= Al,, . Mel)(HY¡¡).

Parafinalizar la demostraciónde (4.18),procedeniosigual queen la demostraciónde

la Proposición4.33, es decir, aplicandoel Lema4.32 al polinomio de grado Kl n — 3

definido cmi E por -w s—> D(~)P(w)y, Vw E E y tornandoel supremosobretodos los

elementosy de la esferaunidad 5E~ U
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y,----
Corolario 4.36.Si E es un espaciode Banachreal y ¡3 ~ ‘P$jE), entoncespara

cadar E B~ tenemos

Kl 3’7941 . ‘IQ> (1) 0’2530 . <‘(u2 — 1)(u2 — 22).

DEMOSTRACIÓN. Nétese que la l~roposiciómí 4.30 proporciona una estímacion

óptimaparala derivadatercerade umí polinomio de grado 3 en un espaciode Banach
real. Por lo tanto, podenmostomar u > 4 en el enunciadode la Proposición4.35.

Comno { M
2, }~tJ es decreciente,es decir, AL, Kl M~ parau > 4 entonces

¡1 15(~ Per)~ =M4 . <~(1) ~3’794l . ‘f(fl1) 0’2530 . u
2(n2 — 1)(u2 — 22).

paracadar E B~. E

V. 1. Skalygaha investigadoeste tipo de desigualdades[63] y [64]. En [63] el
autor demuestraque paratú = 2, la desigualdad(4.3) puedesergeneralizadaen el

siguientesentido: —

Proposición 4.37. SeaP un polinomio en P,1(t’~) (tu e Nl). Entonces

2

If)(2)P(Y)hl.c&r) Kl T,12~(í ~ — u (2) — 1) Vr E E
1m.

_ 3
En [64] V. 1 Skalygaenunciaun buennúmerode resultadosrelaciomla(ioscomí el

problemade Bernstein-Markovparapolinomios en espaciosde Banachrealesarbi-

trarios,entre los quese emicuentran(sin demostración)las siguiemítesestimaciones:

Proposición 4.38. SeaE un espacio de Banacis real y sea P u polinomio en

P4(fi2). Entonces,para cada ir en BE se tiene

~b(2)p(Y)¡~ =mm { ~+ nI¡irl¡
2 n2(u2 —1) + 0.07754n4}~ (4.20)

(1 — ¡x¡¡2)3/2 3

D~3>P(r) L =muin { u3 +n+6u(n—1)Hir¡¡ 4u4(u2—22)~ (4.21)
(1— H.rb2)5/2 ‘ 52

Observacion 4.39. En las desigualdadesanteriores,nótesequeel crecimiento
de las estimacionesparala norma de los operadoresD~21P y ~ P viene dadopor

0’41 09 u4 y 0’16 u6 parala segunday la terceraderivadarespectivamumente.mmuiemmtras

díne el de las nuestrases 0’4715 u4 y 0’2530 nY parala segunday parala tercera.

derivadarespectivamente.No obstante,se puedecomnprobarfácilnmemmtequenuestra
estimación pumntuual para la norma ñ(2)P(r) es mejor que la estimnaciónpuntual

queapareceimplícitamenteen (4.20) para cualquierir en la bola unidad BE, Algo
parecidoocurre para la terceraderivada. En este caso, nuestraestimaciónde la

norma de 15(3) P(r) es mítejor que la estimmíaciónpuntual queapareceimplícitamente
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en (4.21), salvo parauna pequeñabola centradaen el origen cuyo radio tiendea

cerocuandou tiendea infinito.

y. 1. Skalygatambiénenunciaen [64] (sin demostración)la siguienteestimación
de la normnade la derivadak-ésimnade un polinomnioen un espaciode Banach:

Proposición 4.40. Sea E un espaciode Banach real y P e ‘P,1(E). Supon-

ir1 > ir2 > > (k—i)gamos que í > (k—I> (k—i) k+1 > 0 son las u — tú + 1 raíces del
polinomio tk~~i) Si definimosa,,k = mnini<~<,,k+m I(~ — (4k—.i ))2)k/2T4k)(Y(.kí))¡ ~

ru,,k rs tk>(1)/a%k para todon, tú con u > tú, entoncespara cada ir en BE,

¡¡D(kíP(r)¡¡ =mm { mm {M(í kkfln! rn,kk~!
2u! } <)2}

La técnicaempleadaen las Proposiciones4.33 y 4.35 puededarsepor agotada

parala terceraderivadapor la commíplejidadde las operacionesa queda lugar. Una

posible forma de atacarel problemmíapara derivadassuperioresconsisteen intentar
trasladaren la medida de lo posible al caso real las desigualdadesóptimas que

se conocenparala norma del polinomio honiogéneoasociadoa la derivadade un

polinomio en umí espaciode Banaclí complejo. Aunquecomo veremnoslas técnicasde
complejificaciónno danbuenosresultados,estonos da pie paraintroducir quées lo

queocurre en el casocomplejo.
2.2.1. Desigualdadesde Bernstein-Markov en espaciosde Banachcom-

plejos. Paraempezar,la desigualdad(4.6), que refleja e] máximo valor quepuede
alcanzarel módulode la derivadade un polinomio en P,’JC), no secumpleen general

paraespaciosde Banachcomplejosarbitrarios. L. A. Ilarris probó en 1975 [27] que

la constantequeapareceen (4.6) debeser reemplazadaen el casogeneralpor otra

mayor. En el siguienteteoremade L. A. Harris se muestraunaversionmejoradade
su propio resultadoal quealuelíarmíosamítes (consultar[28]):

Teorema4.41 (L. A. Harris). Sea E un espacio de I3anach complejo y sea

¡~ E PI(E). Entonces

— (u — tú7~kkk si ¡~z¡¡ Kl 1. (4.22)

u~ tú! I»I _

(4.23)

Lasestimaciones(4.22) y (4.23) sonóptimas,alcanzándosela igualdaden amnbos

casos para el polinomnio de Nachbimí ~,, definido en E = Éy(C) y el punto z
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Observaci6n4.42. La estimación(4.22) puedeser utilizadaparaobteneruna

estimaciónsimnilar paraespaciosde Banaclmrealesusando técnicasde compl~jifica-

ción. Efectivamnente,sea E un espaciode Banachreal, E e 2,1(E) y y un procedi-

mientonatural de compiejíflúacíón.Entonces,teniendoen cuentaqueD(kíP(r)~2 =

b(k)P@r),Vr e E, de las desigualdades(4.22) y (3.38) se sigue que

u~tú! n”tú!

D~ ‘P(:r)lI Kl ñ(’~> (r)~,. ~ (u — tútktúk ~ (u — túflktúk2]Tn(i)~

No obstammte, es fácil ver que la constamíteobtemuidade este modo por comnplejífica—

cioneses mnucho mnayorque la dadapor L. A. Jíarrisen (4.13).

2.3. Desigualdadesde Bernstein-Markov para polinomios en espacios

de Hilbert reales. En esta secciónvereniosque la desigualdadde Markov (4.3)

puedesergeneralizadaal menosparala segunday terceraderivadade un polinomio
definido sobre mm espaciode 1Iilbert real. Veremostambiémí que en el interior de
la bola unidad es posible mejorar la estimímación dadaen (4.3) para tú = 2 y tú rs

3; IDe hecho probaremosque (4.5) se cumplepara la segunday terceraderivada
de un polinomio definido en un espaciode Hilbert real. Por últinío, encontramos

una estimacionasintóticamenteóptima de la norma de las derivadasaltas de un

polinomio definidoen un espaciode Hilbert real de gradosuficientementegrande.La

generalizacióndel siguienteresultadoestándarpuedeserusadoen la demostración

de las desigualdades(4.3) y (4.5) parala segundaderivadade umí polinomio definido

emm un espaciodeFlilbert real. Tamubiénserausadamásadelantecon otros propósitos.

Lema 4.43. Supongamosque f(t) = 1 — t
2p(t), pura todo t e ~—l, l~, donde

p C %...
1(IR). Si f(t)j =1, para todo t e [—1,1], entonces

¡J’(t)¡ =~‘ — Vt E (—1,1). (4.24)

1 —

DEMOS’YRACION. Sea T(O) rs f(cos 0) = sen0¡p(cos0), paracada O e IR. Por

lo tanto T es uux polinomio trígonomimétrícode grado Kl u — 1 tal quie T(O) =1, para.

todo O e IR. Aplicammdo la dlesiglialdladl <le Szeg¿al polin~mnic T se obtiene

u
2f(cos0)2 + sen2Of’(cos 9)2 = 2)J(~)2 + ‘10(0)2 Kl u2.

Si ponemoscosO = t en la desigualdadanterior,entonces(4.24) se sigue. U

Proposición 4.44. SeaJI un espaciode Jlilbert real y P e %..í(II) verificando

la condición

(1 — ¡rfl02 ¡ P(r)l Kl 1 Vr e 13,>’.



2. DESIGUALDADES DE BERNSTEIN-MARNd)V EN ESPACIOSDE BANACE REALES. 103

Si definimosf : BH —* IR, por 1(r) rs (1 — ¡¡~¡¡2)m/2P(~), Vr E BH, entonces

¡Df(r)I¡ ~ u 1~f(r)2
1 —

Vr E 13u. (4.25)

DEMOSTRACIÓN. Seair C e y E S~. Si Kl ~ > es el producto internoen

paracada t E IR consideramosel vector ir + a(t — Q)y e II, donde

a= í—~ir¡~+<r,y>2
y

a
Como

¡¡ir + a(t — mti¡t2 rs 1 — a2(1 — ¿2)

se tiene que ir + a(t — ~y e B~, paratodo 1 e [—1,1]. Definanmosy : [—1,1] —> IR

mediamíte

g(t) := f(r + ¿<1 — ¡3)y) VtE [—1,1].

Si p(t) rs P(r + a(t — ny), entoncesap E IF,>
1(R) y

g(t) rs f@c + a(t — ¿3)y) rs <1 — ¡ir + a(t — ¡3)y~¡
2P(ir + a(t —

— 1 — 12(ap)(1),

paratodo 1 e [—1,1]. Además,por hipótesisse tieneque

rs 1 — t2(ap)(t)j =1

Por lo tanto,por el Lema 4.43 obtenemos

¡g’(t)¡ ~ n
1 —

Vt E [—1,11.

VI E (—1,1).

Como ¡/3¡ Kl 1, g’(Ñ) rs aDf(r)y y g(fl) rs 1(r), la desigualdadanterior implica que

¡Df (r)y¡ ~ u 11(r

)

1~~~Ñ2

u 1—f(rV

1 —

Esto concluyela demostraciónde (4.25).

El siguienteresultadogeneralizalas desigualdadesde Bernstein-Markov(4.3) y
(4.5) para la segundaderivadade un polinomio definido emí un espaciode Hilbert

real:

Proposición 4.45. Sea JI un espaciode Jlilbert real y sea P un polinomio en

73,1(H). Entoncespara cada ir en B
1~ se tiene:

rJ2)(i)}

LI

Kl mm { ((1 —MxH
2)2 + (1 ~hxH2)3)1/2 (4.26)
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En particular, por continuidaddel operadorD~2~P setiene que ¡b(2)íyir)¡¡ =~ n~—i) —e’

Vr e B~.

DEMOSTRACIÓN. Seair ~ E
11 e y E

5u Sí Kl , > es el producto interno en II,
definimosparacada1 E IR el vector ir + a(t — ¡J)y E JI, como en la demostraciónde

la Proposición4.44, es decir
a= l—flir¡fl-i-Klr,y< y

a
Como ir + aY — fl}y e paratodo 1 E [—1,1], entoncesel polinomio y E W(R)
definido por p(t) := P(x + a(t — 0)y) paratodo t E IR verifica que ~ =E Si

aplicamoslas desigualdadde tipo Berustein (4.5) para la segundaderivadaa y,

entonces y,

p”(t)¡ =M~21(t) Vt e (—1,1).

En particular,

a2
1DU2>P(.x)y¡ rs ¿<1(fl)J =M$tW) rs aj< 412)2 + t 1~<) 1/2

Si aplicamosla desigualdadde Sclíwarzen el último términoseobtiene ¡ D<21 P(r)y¡ =
Mk21(¡¡irll) para todo ir ~ E». Paracompletarla demnostraciónde (4.26), simuple-

mentese aplicael Lema 4.32al polinomio de grado u —2 dado por mr y-> b(2)P(~w)y,

Vw E Ji y se tomna el supremosobretodos los elementosy de la esferaunidad 5u~
U

Observación4.46. La proposiciónanteriorpuedeserprobadamediantela apli-

cación de la desigualdad(4.25). Efectivamente,seay E 5>” y definamosQ(r) rs

l¡nDP(r)y para cada ir en fi. Q es un polinomio de grado =u — 1, por lo tan-

to, por (4.It) también satisfacela estimnación (1 — ¡Ir¡12)1/flQ(x)¡ = 1 para cada
ir E B>’~ Definamosuna aplicación f : 8>’>’ -—> IR por f(x) rs Q(x)(1 — ~r

Vr e 13H Entonces,por la Proposición4.44, la desigualdadde Schwarzy ci hecho

deque ( 1 — f(x)2)2 + f(x)2 = 1, Vr e E
11, se sigue

¡b(21P( útil rs njDQ( ‘)y¡ rs Df(:r)y Kl ir, y> 1(r

)

+
1 — ¡~i¡fl ( 1 lli¡12)3

Kl u2 1 — f(r)2 u~rb . f(ir)

¡

1~ ¡r¡f~ + ( 1— hl!2)3

+ n21¡ir112 1/2
(1 —

— M$$(brH) VreI3rí.
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Para completarla demnostraciónde (4.26), simplementese aplica el Lema 4.32 al

polinomio de grado u —2 dado por mr ~-* beíF(mr)’y, Vw e II y se toma el supremo
soíre todos los elementosy de la esferaunidad 5».

El procedimientousado en la demostraciónde la Proposición 4.45 puedeser
titilizado paraobtenerestiníacionesanálogasde derivadassuperiores.Parala tercera
derivadase tiene lo siguiente:

Proposición 4.47. SeaII un espaciode Hilbert real y sea P un polinomio en
2,1(H). Entoncespara cada ir en B>’>’ se tiene:

¡ ¡ñ<~~E(ir) 1
Klmitin { {(<1t2¡¡ir¡¡ 2~ (u(2¡IYW+ 1 kr~t¡~~~l;2Hirh2))2}i/2}

(4.27)

En particular, por continuidaddel operadorD~31P se tiene que

u2(u2 — 1)(u2 ~22) —

¡ID P(ir)I! =T$(1) — Vr cE».
DEMoSTRACIÓN. Sea ir e E

11 e y e 5>’>’. Definimos paracada t e IR el vector

ir + a(t — /
3)y e II, comnoen la deniostraciónde las Proposiciones4.44 y 4.45. Sea

p e P,dR) el polinomio (lefinido por p(t) rs P(r + a(t — fl)y) para todo t e IR.
Sabernosque ¡l~li Kl 1. Si aplicaniosla desigualdadde tipo Bernstcin (4.5) parala

terceraderivadaap, entonces

aflñ<~ P(r)y¡ = ¡p”’(13)¡ Kl

rs aB{QI Klx~u>) + (¿<2 <x,y >2-b’2---c?u2+2) < r,y

= ~ <xp)+ (n(3 Kl Y, ‘y ~ ix¡¡2 ~n2-l-n.2¡¡xll2)) 2}i/2

(1 —

Considerandola (lesigualdadde Sclíwarz en el último miembrode la desigualdad
anterior se tieneque b~~)P(r)¡¡ =M$t(¡!r¡!), lo quepruebala primeradesigualdad

implícita en (4.27). La otra desigualdadimplícita en (4.27) se demuestraaplicando

el Lema 4.32 al polinomio de grado n — 3 dado por mr H~ D<3>P(w)y, Vw E U y se

torna el supremosobretodos los elementosy de la esferaumnidad5n’ U

Observación4.48. La técnicaempleadaparaprobar las Proposiciones4.45 y
4.47 se muestraextraordinariamentecomplicadaparaderivadassuperioresa la ter-
cera. No obstantepensaniosque tanto la desigmíaldad(4.3) como (4.5) se pueden
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generalizarpara cualquierderivadade un polinomnio en un espaciode Hilbert real

mediantela aplicaciónde nuestrosmnétodos.Esto demostraríala conjeturaestable-

cida por L. A. Harris en Ihe ScottishBook, Problenía74 (véase[~~1)

2.3.1. Desigualdadesde Markov para derivadasaltas de un polinomio
en un espaciode Hilbert real. En un espaciode Hilbert la normade un polino-

mio homogéneocoimícide con la normnade su polar. En estasecciónaprovechamos

estehechoparaobtenerestinmacionescúsióptimasparalas miormasdederivadasaltas

de polinomios de grado suficientementegrande. Se usaravarias vecesla fórmula ya

familiar

tI(T2 — 1)... (u2 — (tú — 1)2

)

rs

.3..(2tú1) (4.28)

e

Proposición 4.49. Si H es un espacio de Hilbert real y P es un polinomio en

2,1(H), entoncesse tiene la estimación y,

¡ i\ *

¡ñ@11Y(ir)H Kl (,l + #—)TÉ—i)(l) Vir e B». (4.29) e’.

DEMOSTRACIÓN. Supongamosque P = Zk~~ 14 comí E,. e ~ (1 =tú =n)

y sea L,. E £s(kH) tal que E,. rs Lb (1 =tú =u). Sabemospor el Teorema1.8 que

114W rs ¡¡L4 (1 =tú =u). Además,de la Proposición3.16 se sigueque P,,[! =2’~
y l/t-i¡¡ =2’>% Por tanto, paracadar,y c Ñu se tiene

ib(~½iíP(r)y¡= ñ(flí)p (r)y + D(~~’)Pn~m(ir)yI

Kl n!I¡P
7>lI + (mí — 1)’~¡P í

Kl u!2~~i + (u — 1 )!2?>2

= (í± j)T4fl-i~í.

El resultadose sigue tomando el supremosobre todos los elementosy de la bola

unidad B11. U

Nóteseque para valoresaltos (le u la estimnaciónobteímida para la derivada.(mí-1)—

esímacoincide básicamemítecon TI’>
1>(l). Un resultadosemmuejantese obtienepara

la derivada(n-2)-ésima:
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Proposición 4.50. Si JI es un espaciode Hilbert real y P es un polinomio en

2,1<11), entoncesse tene la estimaczon
— 2n --3 <“ u 1 -

¡¡ 15(u—2)p( ) ¡¡ Kl 2u ~+ + 2(u— l))t$(1) Vr E B». (4.30)

DEMOSTRACIÓN. Supongamosque P rs LVo 14, 14 E PCH) y L,. e £s(kH)

(1 =tú =u) son igualesqueen la demostraciónde la proposiciónanterior. Teniendo
en cuentala estimación~(F,,2¡¡ =u2~>

3 aportadapor la Proposición3.16, junto comm
las <~stiinacionesya usadasanteriormente¡¡PM¡ ~

2,,—m y !IP,,i ¡¡ =2’>~ y el hecho
de quepor el Teorema1.8 se tenga ¡P,.!¡ rs ¡¡L,.¡ (1 =tú =u), entoncesparacada

ir, y E Bpj obtenemos

15(~~2)P(ir)y¡ — ¡ñ(>~2íP,4ir)y + D~>
2> P,,..í(r)y + D~~—21p

2 (<ti!

(u —2)! [(u — 2) ¡LÁr
2y~—2)¡ + (u ‘0 ¡L,,.4irtir~2)I + ¡Pn~

2(ti)l]

¡¡~~>h + (u — 1)¡¡P,,., ¡¡ +=(u — 2)! [¿<u— 1

)

4(u

<12127>1 + ~ 2(n~ 1))

— T,t)(1)~fl ~2 +

El resultadose sigue tomandoel supremosobre todos los elemnentosti de la bola

umiidacl B11. E

De las Proposiciones4.49 y 4.50 obtenemoslas siguientesestimaciones:

Corolario 4.51. SeaII un espaciode Hilbert real y P E 2,1(11). Entonces

D~’~—~ Ph — ¡ kn~i)Pl¡ < 1225 . Tt—i)(1), (4.31)

— ¡¡D~’>
21P¡¡ < 15143 . T4~-2)(1). (4.32)

DEMOSTRACIÓN. La estimación(4.31) se deducede (4.29), teniendoen cuenta

que los casosn — 9 3 estánya cubiertospor (4.11) y (4.26), respectivamentey que
1 + i/2u Kl 9/8 = 1225,Vn > 4. Por otro lado, en (4.32) ya han sido estudiadoslos

casos e>’ rs 3.4 en (4.11) y (4.26), respectivamente.En consecuencia,(4.32) se sigue

de (4.30) y de la siguientedesigualdadevidente

2n—2 ( 1 1 ‘\ 53

2u —3 2(u— 1)) =—<1’5143 Vu>5.u 35

E
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La técnicausadaparaprobar las desigualdades(4.29) y (4.30) mío se agotaen el

segundo~ se puedeprobar un resultadosimilar parala díerivadíau — tú (u =tú)

cotí u suficientermmentegrande. Antes probaremosel siguientelemna:

y,
Lema 4.52. Para cada numeronatural tú existe una suceszonde númerosposi-

tinos {14}~,. tal que 14 —* 1 y
Ti

T,j~~> (1) rs 27>ibktú! fl~

DEMOs’FItXCIÓN. De (4.28) se deduceque

— 1)..~ (u2 — (u — tú — 1)2) (tú =u). (4.33)

1 .3...(2(utú) —1)

La demostraciónes sencillapor inducción a partir de (4.33). Para tú rs 1 se puede

probar queT~V’1(1) = §l$(l) — u!2”~, con lo quebastaríacon pomter 14 rs 1 Vn >
1. Supomígamnosquehemosconstruidouna sucesión{i4}~t,. como cmi el enunciado

del lema, entoncesde (4.33) se obtiene

Tf~—~—11(1) — n.2(Y) — 1)... (u2 — (u — tú — 2)2) 2(n — tú) — 1
i.3...(2(n.—tú—1)—i) n2—(u—tú—1)2

= u 2(u — tú) — 1 __ u!
2n~~mbk

tú! 7k + 1)(2u — tú —1) — (tú + 1)!

dioncíe

bk+i2(utú)íbk
_ 2n—tú—1 u>tú+l.

Comno ~‘ ,‘ 1, la denmostraciónse da por terminada. U
Ti

Proposición 4.53. Sca JI un espaciode Hiíbert real y sea tú e N. Entonces

eriste una suces¿onde númerosposítivos {a~}~,. tal que a~ ~> 1, d tal manero
Ti

que para cualquierpolinomio 1’ de grado Kl u definido en U se verifica la estimación

¡¡ D(rik) P(ir)!l rs l¡D(?1k>P(ir)¡ =a7$fl1)¡¡P¡¡.

DEMosTRACIÓN. Operamosde forma similar a como lo hicimnos en las demos-

tracionesde las Proposiciones4.29 y 4.30. Sea 1’ = Z~—o 14 comi P¡, E p(kÍq) y

supongamnosque t,. e Et~ II) (1 =tú Kl u) es la polar de 14, es decir, Lp rs P. Sea

Aj la constantequme apareceen (3.21) y (3.22) depemwlienelode si u—— tú es par o mmi—

par respectivamente.Sabemospor la Proposición3.16 que l¡PpI¡ Kl A$< (1 =tú =u).
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Tambiénsabemospor el Teorenía1.8 que ~ rs ¡ILkI¡ (1 =tú =u). Entoncesusan-
do la Proposición1.14 paralas derivadasde los polinomios homogéneosse obtiene

15(n.-k) P(ir)y¡ — ¡D~~~~)P,1(r)y+ J)~’>
4~fl>í (r)y + . . . +

[(711 )
E (ni ~)A~s +
- (7u-I

)

[1+ 2~—’ (Ti,.) AJ
1 ±.

Por otro lado, es fácil ver que

L,,(irkijfl.k) +
( ni

+ ... +

Qn—m(1)AS),.].

—y O
271-1(1) Ti

para todo j rs 1,... ,k. Efectivamemute,si j es par, esto es, si j rs N¿ paraalgúmí

tú = 1,... , [/<2]. entonces

($[2) 4/Ti) -

2Ti1 (71,.)

tú! (u—/í—1)!

21(tú—j)!h! (n— 1)!

Si j es impar, la demostraciónes exactamentela misma. Por lo tanto, poniendo

41=41+
(:1) 4(a) +

2Tií (77)

+ (~;1t A~~
1 +

kse tiene e.,, --—-> 1. Por el Lema 4.33 obtenemosfinalmente
77

¡!D~’~~~ P(ir) Kl a~T4’>~1 (1).
U

2.4. Desigualdadesde Markov para polinomios homogéneosen espa-

dos de Banach. En estasecciónusaremosla notaciónc,
2~ parareferirnosal valor

maximo quepuedealcanzarla normmía de la derivadade un polinomio homogéneode
:íormna Kl i definido en un espaciode Banachreal arbitrario. Es decir,

= inf{ ñ~~> FIl E E 2(V). E espaciode Banachreal}.

Si se consideranpolimiomios de normaarbitraria en uit éspaciode Banachreal E se

tendríade formmía evidenteque

Kl (mí — tú)!

Kl (u — tú)!

12~

tú!

(~2)Azhí +

0.

1

¡¡~~~
1F¡ =e,,,.~¡P~j VP e 2(TiE).
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Para polinomios homogéneosse puedemnejorar comísiderablementeel orden de la

estimaciónparala norma de la derivadak-ésima. Efectivamente,Y. Sarantopoulos

lía probado[59] quee,,,.es O(u¿k/2),mientrasquelamejorestimaciónen el í)roblema

de Markov parala derivadak~ésimano es mejorqueT4~~(i) = O(n2’j. En particular,

la estimaciónqueda Y. Sarantoponloses la sigumiente:

y,
Proposición4.54 (Y. Sarantoponlos).Sea [2 un espacio de Banaelí real y

sea E E 2012) tal que ¡~ PI! Kl 1. Entonces y,

(uS u~/2 tú! e’

¡¡ñ(k1Í(ir)í¡ ~ ~) (u — tú) (‘1W/2túk/2 ~ Vir e B~. (4.34)
L. A. Harris Ima encontradorecienteimiente~28]con ayudade un resultadode P.

Nevai y V. Totik (véase [50, Theorem3]) míma estimaciónde e,~k que para valores

altos de u esmejor que la presentadaen (4.34). En particular sepruebalo siguiente:

Proposícion 4.55 (L. A. Harris). Sea E un espacio de Banac/í real y P E

73(~42) tal que ¡P¡~ =1. Entoncesexiste una constanteabsolutaAl’ tal que

b~ P(ir)~¡ =(Mn log í¿)~ ¡ir!K~ V:r E 13>’». (4.35)

Nótesequela estimación(4.35) es O((u log u)~), quees mejor queO(uS/2k).Que

el autor de estadisertaciónsepa,no existenímígunaforma sistemnática,a saberuna

fórmula, paradeterminarel valor de c,,p. No obstante,L. A. Harris ha desarrollado

recieímtemnente[28] un métodonumnéricoparaencontrarel valor exacto de e,,
1 para

cadau > 1. Adenmás,L. A. 1-larrisha dadotambién[28] unademostracióndiferente

de (4.34).

3. Desigualdadesde polinomios con mayorantesfuncionales, e’

e’

En estasecciónveremosque las estimnacionesobtemíidasen los resultadosprece- e

dentes sobrela norma de las derivadasde un polimionmio en un espaciode Banach e’

real se puedenmejorarsemísiblementesi secomísideraun commjunto de polinomniosmás 9’

restringido. En particular, dadoun espaciode Banacbreal E, se estudianlos polino- —

9’
míos P E P,,(E) queverifican la comídición P(ir)! Kl 1 — 11irb

2 paracada ir E B,q. —

Nos referirenmosal conjunto de tales polinomios con la notación P,f(E). Veremnos y.

queesteproblemasólo parecetemiersentidoparapolinomiosen espaciosde Hiibert y y,

que en estoses posiblegeneralizarlas desigualdiadesencontradaspor Q. 1. llahman
en el casoclásico (véanselos Teoremas4.14 y 4.15). Daremostambiénejemplosque

muestrenquelos resultadosobtenidosen el casoclásicoparala niayorantedefinida *

por tÓ(t) rs ¡t ~, Vt E [—1,1] no se sostienenen el ca-so gemiera].
ti

e’

e’

e’.

y.

y,

•7

y,.

y,
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Es evidenteque los polinomiospertenecientesa la claseP,f(IR) tienen raícesen

1 y —1, o expresadode otra forma, son (livisibles por el polinomio 1 — t2. Algo

parecidoles ocurrea los polimiomniosen la clase‘P~(II) paracadaespaciode ililbert

rea.l II.

Proposición 4.56. Sea JI un espacio de

h(JJ) tal que P(ir) rs O para cada ir en 5».
en P,,2( E) tal que P(r) rs (1 — ¡1irH2)Q(ir), para

Hilbemt real
Entonces

cada ir en

y sea

existe

‘II.

E un polinomio

un polinomio Q

DEMOSTRACIÓN. Como P(r) rs flP(ir) + P(—r)] + ~[P(r) — P(—r)] paracada

ir e II, podemossuponersin pérdidade generalidadque paraalgún numeronatural

mu, o bien E = Z7~O E
2,. o P = ~ P2k+í con P1 E 73(41) (1 =j =2m + 1),

dependiendode si u es par o impar respectivamente.Supongamosqueu es par,es
(lecir, u = 2m paraalguin m E Nl. Entoncesparacada ir ~ H\{0} se tiene

[‘(ir) rsP2m(ir) + ít7>~2(ir) + ... +

rsP2m(ir) + ¡!ir¡¡
2P

2m~.2(ir) +

+ (1 — ~r¡¡
2)P

27,,.2(:r)+

Ji) 1 \iD

1 2~ir }T’()

+ ¡¡r¡¡
2~~2P

2(r) + ¡rb
2’~Po

+ (1 — ¡!ir¡t’TitP
2(ir) + (1 — ¡lir¡¡

2m)Po

rs¡irk27íijP2m(» )+P
2m-2( ~_)+...+P2( ~_)+ E>

o)

+ (1 — ¡¡irl!
2)P

2,,,.2(r) + . . . + (1 — ¡¡r!¡’hn
2)P

2(ir) + (1 —

— ¡W¡D14m~2&r) + ... + (1 — ¡!r¡!
2m2)P

2(r) + (1 — ¡¡irH
2m)PD.

Nóteseque h ~¡2k es un polinomio de grado 2tú paracada tú E Nl y como

1 — ¡[ir ¡2k rs (1 — ¡ir¡12Y1 + ¡r[¡2 + ¡¡ir¡¡~ + . . . + l¡irL2~fl,
entoncesel resultado quedaprobado. La demostraciones síniilar parael caso en

queu es impar. es decir, u = 2m + 1 paraalgún m e Nl. E

Una consecuenciainmediatade esteresumítadoes queparatodo espaciode Hilbert

real H, los polinomios de la clasegf(H) son factorizablespor el polinomio definido

por II e F—> 1 — ¡Y ¡2:

Corolario 4.57. Sea JI un

¡[‘(ir) Kl 1 — ¡¡42, Vr E B».

tal que P(r) rs (1 — hir¡¡2)Q(ir),

espacio de Hilberí real y sea P e P,,(H) tal que

Entoncesexiste un polinomio Q de grado Kl u — 2

para cada ir en H.

Observación4.58. Si E es un espaciode Banachreal cuya norma no procede

de uimí producto imíterno, temteinoscierta evidenciade que la cantidadde polinomios

no triviales en P$E) quesatisfacenla condición ¡P(r)[ = 1 — ¡ir¡j2 para todo
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ir C BE no es significativa. Por ejemplo,si P e 732(E) es tino de esospolinomnios,

entoncesigual queen la demostraciónde la Proposición4.56, se pruebaque P(r) rs

Ml — ¡KW2) paratodo ir ~ E, donde1< es unaconstantetal que ¡Kl Kl 1. Si P ~ 0,
entonces . ¡2 debeser un polinomio 2-Imomogéneo. Pero esto es una propiedad

característicade los espacioscuya norma se deducede un producto interno.
y,

A partir de almora nos centraremosen el estudiode polinomios sobreun espacio

de Hilbert real dominadospor la mayorantev(t) rs 1 — t2, V e [—1,1]. Para

empezardemostraremnosla siguientegeneralizacióndel Teorema4.14:
e’-

Proposición 4.59. Sea JI un espacio de Ifilbert real y sea P E 73
7(H) tal que

¡P(r)¡ =(1 — ¡¡r¡12)i/2, Vr E B11, entonces

¡¡DP(ir)¡l =2(u — 1) Vr E B». (4.36)

DEMOSTRACIÓN. Seaf : B11 —y IR tal que1(r) rs P(ir)(1 — ¡ir¡12]>i¡
2, Vr E B

11.

Como ¡~ . ¡2 es diferenciableFréchety D(¡lir¡¡
2)y = 2 < r,~ >, Vr,y e II entonces

para ir E B
11j{0} ey c 5» se tiene que

ir,y

>

DP(r)ti = — Kl f(r) 1 — ¡lr¡¡
2D1(irft’. (4.37)

1 — ¡ +

Siemprese puedeescribiry como y rs rH%+smr,donde-ir e 8n es tal que Kl ir,W >

O y r2 + ~2 = 1. Por tanto,

1 DP(r)y¡ =¡rl { ¡lrl¡ ¡J(r)l 1

—

1 — ¡ r¡¡2 + llr¡ lDf(ir)ir¡} + ¡s¡{ ~ — ¡r¡¡2~Dí(ir)u~ }
={[l¡rH¡f(xY + 1—¡ ¡rl¡2 IDI(r)ir¡] 2 + (1 — ¡¡r¡12) [DI(r)w] 2

bir¡l

— hir¡ 2 l¡:rl¡ ¡Df (r)ir¡j ~1 [¡z~írhv]rs { [¡lx l¡ P(r)¡ + 1 — ¡ir 12 + k’ — ¡Ir ¡2)
(4.38)

Definamosahora 7’(O) rs f(r cosO+ mrsenO), VG E IR. Por el corolario 4.57 existe

un polinomio Q e 73,>
2(H) tal que P(x) = (1 — l¡ir¡1

2)Q(r) paracada ir e JI. Esto

implica qume

T(O) = <‘1 — ¡¡ir cosO+ mr senO¡12Q(ir cosO+ mr senO)

rs 1 — l¡ir¡12¡ cosOIQ(r cosO+ mr senO) VO E IR.
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Es decir, T es básicamenteun polinomio trigonométricode grado Kl u — 1. Además,

como ¡¡reosO + mr senO¡j Kl 1, VG e IR, por la desigualdadde Bernsteinparapolino-
inios trigonométricostenemosque

¡J”(G)¡=n—1 VGC IR.

En particular

¡Df(r)mr¡ rs IT’(0)¡ ~ u — 1. (4.39)

Por el Corolario 4.57 la aplicación definida por 5(0) = f(cosO~í), VG e IR es

esencíalmuenteun polinomio trigonométricode grado Kl u — 1 tal que S(O)j =1,

VG E IR. Así, aplicandounavez másla desigualdadde Berustein para polinomios
trigonomnétricosobtenemos

¡ ir Nr
S’(O)I = 1 —cos2O — Kln—1 VGER.

¡lir¡¡

Si elegimosO E IR con la condicióncosO rs ¡jr¡¡, entonces

1 — l¡r¡!2 Df(r)~~±~ Kl n — 1. (4.40)

¡¡irI¡ —

Porotro lado, como P(r) =(1~~l¡rlI2)í/2, Vr E B», entonces¡Q(ir)I =(l~~¡lir¡l2Yi/2,

Vr e B». Así, usandoel Teorema4.9 se puedeprobarque

1 — ¡42 —

Finalmente,se sigue de (4.38), usando(4.39), (4.40) y (4.41) que

IDPK)y¡ =(n — i){21¡rl¡ + 2}m/2 =2(u — 1), (4.42)

parair E B
11\{0} e y e S~. Por lo tanto

¡IDP(r)l! Kl 2(u — 1) Vr e B~~\{0}.

Por continuidadde DF, podemnosextenderel resultadoprevio atoda la bola unidad
cerra(laB11, lo quecompletala demnostración. U

Si p,, es el polinomio definido por p4t) = (1 — t
2)U,,

2(t) rs 1¡2(T,,.2(t) — T,,(t))

paracada t e [—1,13,dondeU,>.2 es el polinomiode Chebyshevde grado (u—2) de la

segundaespecie,ya apuntamosjusto despuésdel Teorema4.14que lp,,(t)I = 1 —

paratodo tE [—1,1] y quep’(±1)= 2(u—1),es decir,p,,representaelcasoextremal

en (4.7) con igualdad paralos extreniosdel intervalo [—1,1]. Se puedeencontrar
un ejemplosemejanteparapolinomios de grado par en un espaciode Hilbert real

arbitrario:
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Ejemplo
par ‘y P,, : II

entoncesE,,

‘y 1 16dM =

4.60. Sea H un espacio de Hitbert real. Si u es un número natural
—* E es la aplicación definida por 11(x) = M¡lirW) para cada ir E ff,

es un polinomio de grado u en H tal que ¡PÁr)J Kl 1 — ¡¡<¡~ Vir E E1>’

2(n — 1), Vii E Sr>’.

DExíoS’LRACIoN . Comno ¡~ = l/2(T~2 — ‘JÁ), cíe la definiciómí de ‘JÁ—2 y T7, se

sigue chíe p,, es una fumíción par siemprequeu tambiénlo sea. Por tanto, rn~ mío tiene

potemíciasimmipares. Pero todas las potenciasparesde . son siemprepolinomios
homogéneosal ser JI un espaciodeHilbert. Esto demuestraqueP,, es un polinomio
de grado u en II. La condición Pdr)¡ = 1 — ¡¡ir{¡

2, para cadair en E>’>’ se obtiene

de forma inmediata. Por otro lado, sabemosque . ~¡es derivableFréclmet en todos

los plintos exceptoel origen y adenmás

Dj~r~’y = <~~> VirG H\{O}, V’yGB.

¡¡4
Si ir e ÍJN<{0}, entoncesDP(r)y = p’(¡lr!l) < ir, ti > 1114 paracada y E [1. En
particular si IIr¡l = 1, entomicesDP(ir)g rs p(l) Kl r.y >, de donde ¡IDP(:r)lI =

2(n —. 1). U

La estimaciónpuntual (4.42) obtenidaen la deniostraciónde la proposiciomían-

tenor puedemnejorarseconsiderablementeen los puntos de la bola unidad B~j que

estánsuficiemitementealejadosde la frontera. De hechopodemnosgeneralizareí ‘Teo-
nema4.15parael caso de polinomniosdefinidosen un espaciode Hilbert real. Antes

necesitamosel siguienteresultado:

Lema 4.61. SeaJI un espaciode Jíiíbert real ysea 1’ e 2,ÁH) tal que P(r)¡ =
1 — l!i112 para todo ir e [3>’~.Si se define f : E>’

1 —* IR mediante

[(ir) := [‘Ye) Vr (E E>’>’,
1—jIxW

2
entonces

(u — 1) 1 — f(r)2
I)f(ir)¡¡ = V- E B~.

1 — l!ir¡f~ (4.43)

que

Vr e

de la

DEMOSTRACIÓN. Por el Corolario 457 existe un polinomio Q
P(r) = (1 — jir!¡flQ(ir), Vm e Ji. Esto pruebaque 1(r) rs

Ji». Corno ademmíás 1(r)! =1, Vr E [3>’>’,la funciómí j satisface
Proposición4.25. En consecuencia(4.43) se sigue.

E 7<2(11) tal
1 —

las condiciones

E

¡mi
4,

y,

*

e
*

•4

*4

e

*4
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Proposición 4.62. SeaII un espacio de Hilbert real y sea P un polinomio en
P,~(iJ) tal que P(ir)¡ =(1 — lir¡¡í)1¡2, Vr E Bn’. Entonces

¡IDP(ir) ¡ ~ { 1 Lxr,2 + (u — 1)2} Vr E E>’>’.

DEMOSTRACIÓN. Seair E B» e y E Sí>’. Sí definimosf comoen el lemaanterior,

por (4.37) se tieneque

= — < ~ > f(r) + 1 — ~ir¡~Df(ir)y.
1 — ¡ir ¡2

Ahora, teniendo en cuenta(4.43), la desigualdadde Schwarzy el hecho de que

1 — f(x)2)2 + f(r)2 rs 1, Vr E [3>’>’, obtenemos

Kl r,y>

¡

¡DP(r)y¡ Kl f(r)¡ + (u — 1) 1 —

1 — ¡!r¡¡2 Mr¡}2¡Df(r)yl
<

1 — ¡lirl¡2 ¡f(r)¡ + (u — 1) 1 —

{ + (n — l)2}.

Comno y E Sí>’ era arbitrario, estodemuestralo quebuscábamos. U

Si JI es mm espaciode Hilbert real y F rs EL 14 con 14 e P(~E) (1 Kl tú Kl u)

es tal que¡P,,(ir)l = 1 — ir¡¡2, Vir E E
11, entonceslas desigualdades(3.21) y (3.22)

se puedenmejorar. De becho, es fácil ver queel Teorema4.16 se puedegeneralizar

con las mnismasconstantesparatodoslos polinomios en la claseP,~(iI):

Proposición 4.63.Sea JI un espaciode Hilberí real y sea P un polinomio en

73,>(H) tal que PÚc)¡ =(1 — ¡ir¡¡¾1/2,Vr E E» Si P = EL 14, con 14 E 73(~E)

(1 = tú =n). entonces ¡¡141 (1 =tú =u) está acotado por el valor absoluto del
coeficientede t~ en pt) = (1 — t

2)U,,
2(t) o p,,’ (t) rs (1 — t

2)U,,
3(t) 1 E [—1,1],

dependiendode si la diferenciau — tú es par o impar, respectivamente.En particular,

se tiene que síu > ~ entoncesl¡Pi¡¡ ~ u —1 ~ ¡¡P2~¡ ={(n — 1)2 + 1}/2. Igualmente,

si u > 3, entoncesW~Ti¡¡ Kl 2~>2 ti ¡¡&~i ¡~ =2~.

DEMosTRAciÓN. Seair E A» y definamospQ) P(tir) rs EL P,.(r)t~ para

todo t e IR. Entoncesp es un polinomio en unavariabletal que ¡p(t)! = 1 — t
2 para

todo t E [—1,1]. La demostraciónse sigue inmediatamnenteaplicandoeí Teorema

4.16 a- los coeficientesdel polinomio p. U
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Para terminar demostranmospor medio de mm ejemploqueel Teorema4.9 para

polinomios p en P,,(R) con la condición p(t)¡ = ¡t~, para todo t e (—1,1], no se

cumpleen espaciosde Banachen general:

Ejemplo 4.64. SeaE rs É~(IR) y definamosP e 73(2~L) medianteP(rm, ir
2) =

2 — 2 Entonces P(r)¡ .~ ~ para ir E pero rs ‘1.
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Finitarnente representado, 5

Forma bilineal de tipo integral, 10
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Fórmula de polarización, 2

Función analítica, iii

Fumuciones de Radernacher, 3

Orad~ente, 7

2i(E’; E). 16
ÍZj(k’; E’). t6

Ideal

de Baimach, 15
de operadores, 14

de operadores

de operadores

de operadores

de operadores

de operadores

de operadores

I(lent i dad
de Parseval, 60

del paralelograimio, 24

Inequalitv

I-1¿3lder, 97

Markov, 94

p-integrales, 16

p-sumantes, 15

compactos, 1.5

continuos, 15

débilmente compactos 15

integrales, 16

Of, I~4~J, 1
K,jíz; E), £,,(n; E), P~(n; E), 52, 64

L, 1
t2(Ifl, t~j©), t~(IR), 4

87

Mayorante (le un poIl riornio, 81

Medid a

de Borel, 10

de probabilidad,15

~2, 24

~, i<, :30

fi firc~í’ 71, 84

fin, véase Norma de Bochnak.
fi’ fimí, 71,87

Hk’~ 92
ls~¡’, véaseNorma de Lindeustrauss

-Tzafriri.

- véaseNormas-(p).

fi ‘ fi(p,q), véase Norínas-(p, q)

véaseNornia de Tayíor.

¡ , véaseNormas—(T, q)
fi ‘ fiv, véaseNorma de Verbitskii.

Norína

de Bochnak, .35

de ideal de. I3anacb, 15

(le. Lindenstrauss-Tzafriri, 31, 41

de. Taylor, 2.5
de Verbitskii. 39

dual, 30
razonable, 22

tensorial

razonable, 9

Norma tensoriaI, 14

Normas

-(T,q), 32

-(y), 31

-(p,q), 31

tú, véase Espacio conjugado.

®Et8
Operadores

p-integrales, 16

p-sunmantes, 1.5

integrales, 16

multílíneníes

algebraicos, 2

continuos,A
simetricos algebraicos, 2

simétricos contimíuos, 3

P,~(E), P$(E; E), véase Mayorante de un po-

linoinio.

Parte real, imaginaria, 20
Polar cíe un polinomio homogéneo, 2

Polinomio

de Chebysbev

de. primera especie, 53

de segunda especie, 88

de Nachbimí, 4

extremal, 5

Po1 inomi os
algebraicos, 2

continuos, 3

Imonwgeneos
algebraicos, 2

continuos, 3
Principio del Módulo Máximo, 71

Procedim coto natural (le complejificación , 28

2—dominado, 2—dominante, 45

y—dominante, 63

t

4,’

w
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dual, 30

Producto tensorial, 8

inyectivo, 9

proyectivo, 9

¡‘(A’), 92

,‘éase Po] it omvi O

HY especme.

‘1 ‘opología débil* , u ,iú

Traza, 10

L/~2~ véasePolinomnio de

da C5
1)CCIC,

T, 28, 43, 45

de Ghebyshev de prime-

Chebyshev de segun-

1’VH’ WÉ(h}. 92
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