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INTRODUCCION

Con frecuencia nos encontramos con una poblacion sobre 1la
que se ha establecido una particién que la divide en S clases, y
el interés no es el de conocer el tamafio de Tas clases que forman
la particidén, sino averiguar el propio nimero S de clases de que
consta dicha poblacién.

Este tipo de problema se le plantea al bidlogo y al gedlogo
cuando necesitan conocer el nimero de especies diferentes gue hay
en una poblacidn de animales o de plantas. Un problema concreto
surge en Genética si se pretende averiguar el nimero de alelos
neutros en un "locus”, en una pobltacion, sabiendo el nlmero de
alelos neutros observados en una muestra. En numismdatica, se
plantea el problema de conocer el nlumero de troqueles que se
utilizaron cuando se acufiaron determinadas monedas. Si esta
informacién se complementa con el conocimiento del ndmero de
monedas emitidas por cada troquel, se pueden sacar conclusiones
sobre la economia del pajs emisor en aquella época.

E1 ndmero de errores en un programa informatico, el nimero
de ficheros repetidos en un archivo, el ndmero de fendmenos
astronémicos en observacidn son otros de 1os numerosos ejemplos
en que es de aplicacién el problema que nos ocupa.

Se trata de uno de los problemas clésicos de la Estadistica,
que no ha sido aln resuelto satisfactoriamente y que mds
dificultades ha encontrado, porque. cualquiera que sea el ndmero
de clases que se han observado, siempre cabe la posibilidad de un
gran numero de clases pequerias que no han sido observadas.

Aungue han sido numerosos los procedimientos ensayados, lo
han sido de modo independiente, por 1o que se echa de menos un
tratamiento unificado.

l.os numerosos campos de aplicabilidad, la aparicidn, en 1os
U1timos afios de nuevos enfoques (Lo(1983 y 1992). Chao(1990, 1991
y 1992), Bunge(1993) y nuevas técnicas,.... nos indujeron a 1levar
a cabo un andlisis del problema.

-10-
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RESUMEN DE OBJETIVOS ALCANZADOS

Para estimar el nimero de especies en una poblacidn, en la
que hay establecida una particidn, cuyas S clases son 1as
distintas especies que la componen, se han disefiado numerosos
modelos, aungque es poca la informacidn comparativa disponible.

Se ha dedicado mds atencidn a aquella situacidén en que 1as
clases son todas del mismo tamafio, 1o que supone admitir la
hipétesis de equiprobabilidad u homogeneidad, es decir, todas las
clases gozan de la misma probabilidad de ser elegidas.

Los estimadores discutidos hasta ahora, especialmente en una
situacion no homogénea, presentan inconvenientes que proporcionan
dudas razonables acerca de las conclusiones experimentales.

E1 problema fundamental es que se desconoce el numero de
especies que no forman parte de 1a muestra, y, por consiguiente,la
probabilidad de esas ‘“especies desconocidas", y cabe 1a
posibilidad de 1a existencia de especies raras.

E1 estimador mas fiable, en el caso de una situacion no
homogénea, es el de Chao-Lee (1992).

Con el fin de conseguir una unificacién en la teoria de
muestreo, siguiendo las directrices marcadas por Bunge' y
Fitzpatrick (1993), hemos sumergido el muestreo de las especies
en una superposicion de procesos de punto.

De este modo, cuando se recorre el intervalo (0,t], se
recubre el muestreo de Poisson. mientras que, si se condiciona la
superposicién al nidmero de sucesos que tienen Tugar en el
intervalo (0.t], se recubre el muestreo muitinomial.

! Bunge, J. y Fitzpatrick, M. "Estimating the Number of Species: A Review".
Journal of American Statistical Association. Marze de 1993.
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Asimismo, si se considera el nimero de especies que hay en
un subintervalo (0,p] condicionado a que hayan tenido Tugar A
sucesos, se recubre el muestreo hipergeométrico.

Nuestro objetivo es, por una parte. conseguir hacer un
tratamiento unificado del problema, y, por otra parte, explicar
la relacidn existente entre los diversos estimadores, como puede
ser la del estimador de Poisson y aquellos otros estimadores
basados en el recubrimiento muestral como el de Darroch.

Suponemos una poblacién infinita en Ta que hay establecida
una particién definida por un nimero desconocido S de especies.

Suponemos ademds que las proporciones de las especies
(también 11amadas "abundancias relativas") estdn representadas por

En un cierto instante, se toma una muestra aleatoria de 1Ta
poblacién, de modo que el tamafio muestral T quede dividido en D
clases formadas por las especies representadas en la muestra.

Consideremos la particion de Ta poblacion formada por la
sucesion My M,,.... M, donde M, representa el nlmero de especies
que aparecen k veces en la muestra.

Designamos por D al nlmerc de especies diferentes que se dan
en la muestra, al que 1lamaremos "diversidad", y por T al tamafio
muestral, de forma que se cumplen las condiciones:

T
D=Y M, (0.1)
i=
yo)
T=Y M, (0.2)
i=i

Se define el recubrimiento muestral, C, como 1a suma de Tas
probabilidades de las clases observadas, segin veremos mas
adelante. Si designamos por C, la suma de las probabilidades de
las especies desconocidas. es C=1-C,.

-13-



Una primera estimacién de C, es la de Good-Turing®:

é = (0.3)

"iL-E’

La superposicién de procesos de punto nos ha permitido
disefiar dos grandes modelos: uno no paramétrico y otro
paramétrico, que introducimos mediante un sistema de axiomas.

I. Modelo no paramétrico

Cuando observamos la superposicion de procesos de Poisson
homogéneos a 1o Targo del intervalo de tiempo (0,t]. tenemos el
modelo de muestreo de Poisson, mientras que. si condicionamos la
superposicion de procesos al tamafio muestral. se obtiene el modelo
multinomial, siendo, en este caso, el tamafio muestral una
constante y la diversidad una variable aleatoria, mientras que,
en el modelo de Poisson, la diversidad es constante y el tamafio
muestral variable.

A) Modelo de Poisson:

En el modelo de Poisson. la variable aleatoria N.(t), que
representa el ndmero de especies de la clase I, que hay en la
muestra en el instante t, se distribuye segun una distribucidn de
Poisson de media A.t.Estimando 1a media de la poblacidn a partir
de la media muestral y apoyandonos en las propiedades de los
primeros nuimeros de ocupacidn. se obtiene el estimador de Poisson
para la probabilidad de especies desconocidas:

24
E=e & (0.4)

de donde se obtiene el estimador de Poisson para S, version de

2 1.J.Good. "The Populations Frequencies of Species and the Estimations of
Populations Parameters”. Journal of the American Statistical Association.
Diciembre de 1953. Volumen 40, Apartados 3 y 4.
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Zelterman:

g =—2L _ (0.5)

Desarrollando en serie de Taylor e* en un entorno de t=0,
se obtiene un nuevo estimador de Poisson que depende del
recubrimiento muestral:

8, = D - D (0.6)

__1(1_ 1 ] ZMZ[;L_%J
T 28 1\ &

B) Modelo multinomial:

Tras comprobar que 1a condicidén necesaria y suficiente para
que se cumpla 1a hipétesis de equiprobabilidad es que sea nulo el
coeficiente de variacién de Pearson de las p,, surgen de modo
natural, bajo la hipdtesis de homogeneidad, los estimadores de
Darroch (S,):

g, = (0.7)

ol

y de maxima verosimilitud(S;), que es la raiz de la ecuacién:

§=—2> _ (0.8)

Mediante un desarrollo en serie de Taylor de e™P+T en
un entorno de p~=1/S, obtenemos el estimador de Chao-Lee para
situaciones no homogéneas, que depende del recubrimiento muestral
y del coeficiente de variacion de Pearson de las p:

+

q,l 2

g = 92 (0.9)

o



El estimador de Chao se basa en Tlos métodos del
recubrimiento muestral. Aplicando a este estimador la técnica de
Lo, consistente en simular una prueba adicional, cuya probabilidad
se deduce de los resultados de las pruebas anteriores, logramos
reducir el sesgo del estimador de la probabilidad de especies
desconocidas. Asi tenemos como estimador de menor sesgo de Py:

e P (0.10)

que da Tugar al estimador homogéneo:

o DT(T+1) (0.11)
(T+1) (T-M,) +2H,

8

y al estimador para situacién no homogénea:

A

A OT(T+1) T(T+1)M, .
11 = = =t = -9 (0.12}
(T+1) (T-M,) +2M, (T+1) (T-M,) +2M,

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor tomando como
variable el tiempo en un entorno de T/S, obtenemos un nuevo
estimador para la situacion no homogénea, que también depende del
coeficiente de variacién de Pearson de ‘1as abundancias relativas,
pero que no se basa en el recubrimiento muestral, sino en la
proporcién de especies que hay en la muestra, D/T.

Procediendo como Chao, obtenemos un primer estimador para
el caso homogéneo, que nos permite realizar una estimacion previa
de S, que utilizamos para estimar el coeficiente de variacion de
Pearson de 1as p,.

Para el caso homogéneo, resulta:

-16-
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S = —= (0.13)
1-2
T
Para situaciones no homogéneas:
5 5
3, = 5 (0.14)

4 (T-D)? (T-1)

donde R, = T‘;—-l—)_k—z k(k-1) E(M) .

Aplicando Ta técnica de Lo a estos estimadores, se obtienen:

5 TE(T+1) (0.15)
2 [(T+1-D) -, ) ]

2 (0.16)

Si atendemos al comportamiento asintdtico del proceso
combinado, que sigue una distribucion de Poisson de media M,
conseguimos un intervalo de confianza para S en una situacion
homogénea del 95°55 %: '

TD g¢<— 10 0.17)

_ <
T-M,+2[H, T-M,-2\/M,

Por otra parte, obtenemos la distribucion aproximada del
vector asintotico M(M,,.... M), que es multinomial de pardmetros
M (T M/S, o M/S), y que nos permite estimar la varianza de los
diversos estimadores, puesto que, al ser todos ellos funciones
diferenciables respecto de los M. se puede determinar su matriz
de covarianzas.

-17-



II. Modelo paramétrico

Se puede 1legar a este modelo a través de la distribucidn
simétrica de Dirichlet, tal como 1o hacen Keener®, Rothman y
Starr. Nuestro modelo parte de Tla distribucidon de Poisson
compuesta con la distribucion gamma, tal como procedi6é Esty
(1985) .

Este modelo nos ha permitido hacer un tratamiento unificado
del problema de las especies. El modelo disenado estd regulado por
la distribucién binomial negativa de parametros BN(A,p), que
corresponde a un “"esquema de contagio” (proceso de Polya para
c=1):

PIN(6)=2/d, Ny (£)50) = AT I L) (LA ™ L (0.18)
L+A

Un mismo parametro, A, va a determinar Tos distintos
procesos de muestreo, dando lugar a los diferentes estimadores de
S. Las abundancias relativas son ahora. variables aleatorias, con
distribucion beta B(A, (S-1)A), de donde se duduce que el cuadrado
del coeficiente de variacion de Pearson de las p, es
aproximadamente igual a 1/A.

E1 estimador de la probabilidad de especies desconccidas
depende, por tanto, del coeficiente de variacidén de Pearson,
obteniéndose:

A ~ 1
ﬁnz[__i)mz[ﬁi)qm (0.19)
UK T

1) Si el muestreo corresponde al esquema de contagio, se
obtiene el estimador de Esty:

5

F T
fp -

s (0.20)
T-M, T-M,

S =

>
o [ 1

3 R.Keener, E.Rothman y N.Starr. "Distributions on Partitions”. The Annals
of Statistics. Volumen 15, n® 4, 1466-1481. 1987.
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2) En el muestreo sin reemplazamiento, tenemos:

s--L0 T
- 1

— (0.21)
T-M, T-M

b I

3) Cuando A tiende a infinito, corresponde al muestreo "con
reemplazamiento”. y resulta el estimador de Darroch:

g-_1D (0.22)

~ ~

7-M,

A diferencia de Esty, que fija el valor del parametro A
previamente, asignandole el valor A=2, porque asi conviene en
numismatica, pretendemos estimar A, teniendo en cuenta el
comportamiento del proceso combinado en la superposicidn de
procesos de punto.

Utilizando el razonamiento de Feller, hemos hallado la
esperanza matemdtica del tiempo de espera hasta 1a primera
renovacion. Compardndola con el resultado obtenido en el andlisis
del proceso combinado, hemos obtenido un estimador de A:
2M,

A‘: ~ -~ ~ ~
M, (InT-1nM,) -2M,

(0.23)

que proporciona una estimacion del cuadradoe del coeficiente de
variacién de Pearson de 1as p,. independiente de la distribucidn
de A:

M, (InT-1nM,) -2M,
o M (nT-1ntt) -2M (0.24)

A-‘?
.{...n'..tz

72 -

By | 2

Asi se resuelve el problema de Chao-Lee, y no hay necesidad
de realizar una estimacidén previa de S bajo la hipotesis de
equiprobabilidad.

Substituyendo estas estimaciones. se consiguen los
estimadores de S, para los diferentes tipos de muestreo.
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A} Muestreo secuencial y completamente aleatorio sin
reemplazamiento: Los estimadores de mayor interés son

8= — Dz@ (0.25)

1_(&) #, (In7-1n#,)
T

~ Az A_ Eed
g, = AfD LM {(InT-1nM,)

r —— (0.26)
T-M, (T-M,) 2M,

que producen la misma estimacion que el de Poisson-Zelterman en
el modelo secuencial:

§=—=2 _ - (0.27)

=

Aunque 1a expresidn de los estimadores (0.25) y (0.26) es
la misma para el muestreo secuencial y el muestreo completamente
aleatorio sin reemplazamiento, el resultado no es el mismo, puesto
que el segundo miembro de (0.26) toma un valor positivo en el
muestreo secuencial, y es negativo en el muestreo completamente
aleatorio sin reemplazamiento. La razén se fundamenta en el hecho
de ser Ta estimacidn de A positiva en el muestreo secuencial, vy,
negativa cuando se trata del muestreo completamente aleatorio sin
reemplazamiento.

También es diferente el resultado del estimador (0.25),
puesto que el exponente en 1a binomial seria:

-A/(1-A).

B) Muestreo completamente aleatorio con reemplazamiento: Los

estimadores de mayor interés son:

[ (0.29)
1_

N [,_,E)
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y el estimador de Poisson, que coincidira con é1:

(0.30)

Varianza de los estimadores:

Se demuestra que D/(1-P;) es un estimador de S de mdxima
verosimilitud.
Como estos estimadores son funciones diferenciables de los
M.. se pueden estimar las varianzas, siendo:
05 ds
Gg= == g (0.31)
$ ;E;EE} oM, oM, *

donde

(0.32)

En forma matricial, se puede expresar del siguiente modo:

o2=L2L! (0.33)
siendo
(25 8s 08
L_(a_%, 2. aM,,) (0.34)

L" es la traspuesta de L y = ={o,) €s la matriz de

covarianzas de l1os M.
Para calcular estos pardmetros, hay que considerar a D y a
T como variables aleatorias dependientes de los M.
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E1 criterio para decidir por uno u otro tipo de distribucidn
estd bqsado en la relacién entre los estimadores de 1la
probabilidad de especies desconocidas de Good-Turing y de Poisson-
Zelterman:

24,

.

1

- Y °

Estos resultados se pueden contrastar con el criterio de
Katz, expuesto por Johnson y Kotz, y que se basa en el estimador:

5

=1
L p¢

donde s? es 1a cuasivarianza, y X la media muestral.

En nuestro caso, este estimador es:

de forma que la esperanza de este valor es aproximadamente I-1,
y su varianza es aproximadamente 2/D, siendo I el indice de
dispersion. Luego:

S K=0, la distribucién correspondiente es la binomial negativa;
Si K<0, se trata de 1a binomial;

Si K=0, la distribucidn que corresponde es la de Poisson.

Otras situaciones particulares son:

a) A=1, que corresponde a la distribucién de Bose-Einstein,

en Cuyo caso
A V1
p |22
° T
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Se trata de una situacidn particular de muestreo secuencial,
con un nivel de heterogeneidad del 100%.

b) A=2, que corresponde al modelo de Esty. en cuyo caso
~ 2
M —

También corresponde a una situacién no homogénea con un
nivel de heterogeneidad del 67%.

¢) A=0, que corresponde al modelo de Ewens, en cuyo caso la
distribucién adecuada es la distribucién log-normal.

Se han Tlevado a cabo estudios del problema de las especies
utilizando la distribucidn inversa-gauusiana como distribucidn de
las abundancias relativas, por 1o que afadimos un capitulo en que
se resume el estado actual de Ta cuestidn, que presenta una nueva
forma de analizar el problema que nos ocupa.
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1. PROBLEMA DE LA ABUNDANCIA DE ESPECIES

1.1. Planteamiento

Supongamos una poblacidn, entre cuyos elementos hay una
particién formada por S clases, y nos interesa precisamente
averiguar el propio numero S de clases.

La poblacién puede ser finita o infinita. Si la poblacidn es
finita. el muestreo puede realizarse con reemplazamiento (muestreo
multinomial) o sin reemplazamiento (muestreo hipergeométrico o de
Bernoulli). Si la poblacidn es infinita, el muestreo puede ser
multinomial o de Bernoulli, o como resultado de la contribucidn
aleatoria de Poisson de cada clase.

Dado un modelo de muestreo, se puede tratar de encontrar S
mediante una formulacidn paramétrica o no paramétrica, y. en cada
uno de los casos, se le puede dar un tratamiento bayesiang o no
bayesiano.

E1 problema del "ndmero de especies" no es sino un caso
particular del clasico problema de "esquema de urnas" o de
"ocupacion aleatoria de S celdas por N bolas".

Se trata de un problema que se resiste a una solucidn
estadistica, ya que cabe la posibilidad de que haya muchas
especies "raras"., que no son observadas.

Hay. para algunos modelos, estimadores apreciables, aunque
aln estd por hacerse un estudio global y comparativo de 1los
diversos modelos.
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1.2. Modelos tebricos

Se puede establecer una primera clasificacién de los modelos
tedricos de muestreo atendiendo al tamafio de la poblacion.

Cuando Tla poblacion es finita. tenemos el muestreo
hipergeométrico y el muestreo de Bernoulli. Si la poblacién es
infinita, se distingue el muestreo multinomial, el muestreo de
Poisson v el de Bernoulli..

En el modelo de muestreo multinomial, el vector aleatorio

N=(N,N,, ...,N;)  tiene una distribucion multinomial caon

funcidn masa de probabitidad dada por:

g
P(N,=n,, ... N,=n) =(n1’ T 'ns)n el A

5
siendo N, el nimero de individuos de la clase k-ésima y ¥ n,=T.
k=1

En el modelo multinomial. se ha dedicado gran atencidén a
aquella situacién en que las clases son todas del mismo tamafio,
situacién que se conoce también como tratamiento homogéneo, que
parte de 1a hipbtesis de homogeneidad, es decir:

Hoiplzpzz_ . =pS=

|-

Son numerosos 10s autores que han aplicado a este modelo 1as
técnicas del recubrimiento muestral. Good, en 1953, a sugerencias
de Turing, fue el primero que propuso, como estimader del
recubrimiento muestral, 1-M;/T. Robbins, Darroch y Ratcliff, Lo y
Chao, entre otros muchos, han desarrollado procedimientos basados
en el recubrimiento muestral.
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E1 modelo de Poisson fue propuesto por Fisher, Corbet y
Willians en 1943, y parte de 1a hipétesis de que el ndmero de
representantes de la clase k-ésima de la muestra es una variable
aleatoria de Poisson de media A,,siendo estas variables indepen-
dientes. Entonces el tamafic muestral T es una variable

5
aleatoria de media At =Y A,t, con:
k=1

5 A n
P[T=n]=e‘“£{1 % (1.2)

Cuando, ademds se supone que las Agon, a su vez, variables
aleatorias, se obtiene el modelo paramétrico, que puede dar Tugar
a varios submodelos, segln sea la distribucidn de las A,.

1.3. Tratamiento paramétrico

Son varios los modelos paramétricos que se han planteado.
Uno de ellos es el que propone Keener®. basado en la distribucion

simétrica de Dirichlet.

Keener parte de una poblacidon infinita en la que hay
establecida una particién definida por un nimero desconocido S de
especies.

Supone ademds que esta poblacidn evoluciona con el tiempo
hasta que Tlas proporciones de especies (también 1lamadas
"abundancias relativas" y representadas por p;.p,..... ps) alcanzan
su equilibrio, que viene determinado por una distribucién
simétrica de las p;, como es Tla distribucién de Dirichlet

4 Keener,R., Rothman.E. y Starr.N. "Distribution on Partitions”. The Annals
of Statistics, Vol. 15, N* 4. Pdg. 1466-1481. 1987,
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En un cierto instante, antes de alcanzar el equilibrio, se
toma una muestra aleatoria de la poblacidn, de modo que el tamafio
muestral T quede dividido en D clases formadas por las especies
representadas en la muestra.

De este modo, la distribucién de esta particién es 1a
distribucién inducida por la mixtura de Tla distribucidn
multinomial con la de Dirichlet, D(A,.... A).

En Genética. por ejemplo, si se consideran como especies 10s
tipos de alelos en un "Jocus" genético. el modelo adecuado
consiste en estimar Tlos pardmetros de wuna familia de
distribuciones definidas sobre particiones.

Se considera la particién de la poblacion formada por 1la
sucesion M.M,, ..., M., donde M, representa el nimero de especies
que aparecen k veces en la muestra.

Designando por D (diversidad) al nlmero de especies
diferentes que se dan en la muestra, y por T al tamafio muestral,
se verifican las condiciones:

T
D=Y M (1.3)
b
D
T=Y jM; (1.4)
71

Si se designa por N; el ndmero de especies que han sido
capturadas de la clase I, admitiendo la distribucitn mixta de la
multinomial con la de Dirichlet de pardmetro A, se obtiene la
distribucién:

5 Py
= = = S By _
PN fe ket 2, _(nﬂ%...ns]rlgh -1I T+SA+1) (1.5)
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de la que se deduce la ecuacion para particiones, que, si se
denota por G(k) el nlmero de sucesos que tienen lugar k veces
(nlmero de especies que aparecen k veces en la muestra), es

™ My
H k+A+1
PIGlk) =M, k=1,2,...] =(g)1i%;J kii”fg;l) (1.6)

Hay. en esta distribucidén, dos pardmetros desconocidos: A
y S, que deben ser: A>-1 y S entero positivo. El pardmetro A se
puede interpretar como una medida del grado de variabilidad:
cuanto mas pequefio sea A, mayor serd la heterogeneidad de las p,.

Esta distribucién puede presentar tres situaciones limites
segin 10s posibles valores de A. Si A-e, 1la distribucién (1.5)
converge débilmente hacia la distribucién de Maxwell-Boltzman,
cuyo estudio realizaron Lewontin y Prout en 1953, y que hemos
planteado desde otra perspectiva.

En esta situacidén, la distribucion de los M, quedaria en la
forma:

P(M=m, k=1,2,...) = —2- L. 1 (1.7)

con las condiciones:

Si A=1, se tiene la distribucidén de Bose-Einstein:

P(N&=nk,k=1,2,...,s)=-(E;%;Ij (1.8)

T
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donde N, es el nlmero de individuos de la especie k observados.
La tercera situacién que es aquella en que A-0 y S-« de
tal forma que As-w, cuya distribucién converge débilmente a la
distribucion de Ewens:
P(G(k) =M, k=1,2,...,9) = W’ (1.9)

s
T+w+1) M,
Mk!k

( r )1

como puede verse en el articulo antes citado de Keener.
E1 tratamiento genérico se hace a partir de 1a distribucion:
ISI ( A+k+1 )
- - _ k=1 Ty
P(N.=n,,k=1,2,...,9) (SA+T+1)

T

(1.10)

que nos da la probabilidad conjunta de que el nlmero de especies
de 1a clase k que son observados sea n,, k=1,2,..., S

A este mismo resultado se 1lega partiendo del modeio
paramétrico que tiene como hase la distribucidn binomial negativa,
en el que nos vamos a apoyar.

Como Tos distintos modelos no son sino aproximaciones unos
de los otros, vamos a tratar de conseguir tratarlos mediante una
teoria de muestreo unificada, trabajo ain sin desarrollar.

En realidad, son dos Tos modelos estocasticos fundamentales
disefados:

1) el modelo multinomial no paramétrico debido a Good-
Toulmin;

2) el modelo paramétrico de Fisher, Corbet vy
Willians.
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1.4. Tratamiento unificado

La idea fundamental de este trabajo es la de hacer un
estudio desde la construccién de una superposicion de procesos
independientes homogéneos de Poisson, con el fin de conseguir una
representacién de los diversos modelos, que permita realizar un
estudio unificado, y., de este modo poder comparar los distintos
resultados.

Comenzaremos por establecer una axiomatica que nos situe
claramente en cada uno de los modelos.

Supongamos que seleccionamos una muestra de tamafio T de una
poblacién que estd formada por S clases, que forman una particidn
de dicha poblacién, donde S es desconocido, asi como se desconoce
a priori la identidad de cada clase.

Admitimos, sin embargo, que, una vez es seleccionada una
clase, ésta puede ser identificada.

E1 resultado del experimento puede ser representado, en
teoria, por el vector aleatorio N= (N,,N,,...,Ng). de modo que
N, representa "el numero de elementos de la clase j-ésima que
forman parte de Ta muestra”.

La dificultad radica en que la clase j-ésima puede no
aparecer en la muestra, en otras palabras: N no es observable,
de modo que 1a clase j-ésima forma parte de Ta muestra si N2>0.

En lugar de trabajar con N ., se trabaja con un vector como

M= (M,M,...,M;) , que si es observable, y, donde M,
representa "el nimero de especies que aparecen r veces en la
muestra". Los M. son los "numeros de ocupacion” o "frecuencias de
frecuencias". como las 1lamé Good.

E1 problema fundamental es el de estimar S a partir de los

Denctamos por D "el ndmero de clases o especies diferentes

que hay en la muestra", y lo 1lamamos "diversidad”, segin hemos
sefialado antes.
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Con el fin de introducir los modelos multinomial y de
Poisson de forma que sea posible unificar el estudio de Tos
muestreos binomial, hipergeométrico, multinomial, de Poisson y de
Bernoulli como aproximaciones unos de otros, vamos a sumergir el
muestreo en una superposicién de procesos de Poisson homogéneos,
1o que equivale a admitir los siguientes axiomas:

Axioma I: La poblacién consta de S especies (S es
desconocido) con abundancias relativas 5= (p;,p;s - - - 1 Pg)
donde

g
Y py=1, o<py<a (1.11)
=1

Axioma II: Se selecciona al azar una muestra de 1a
poblacién, en la que N, representa "el ndmero de miembros de la j-
ésima especie que son seleccionados en la muestra". Se supone que
N; sigue una distribucion de Poisson con pardmetro A, =xp; . Asi

e’ljl§
P(Nj=1/h;) =P (1/2;) = —— (1.12)
La eleccidn del axioma Il supone admitir que
E(N;) =A,;=xp;, (1.13)

es decir, "el ndmero esperado de individuos de la especie j-ésima
es proporcional a la abundancia relativa de esta especie en la
poblacidn". La constante de proporcionalidad representa el numero
total de individuos capturados de entre todas las especies que han
sido seleccionadas.

Una vez admitido el axioma II. los distintos submodelos van
a depender de la distribucidén de tos A, .
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Para representar el “"muestreo de las especies” como una
superposicion de procesos de Poisson en el intervalo de tiempo
(0,t]. con t>0, podemos definir el modelo como la. superposicion

P de S procesos homogéneos independientes. Sean Q;,Q,..... Q; una
sucesion de procesos de Poisson de intensidad 1, a cuyos tiempos
entre 11egadas vamos a designar por Z,,Z,.... Los Z, son variables

aleatorias independientes con distribucidén exponencial de media
1. Definamos a partir del proceso P una sucesidn de procesos
marcados. Para ello, a cada uno de los sucesos del proceso P le
asociamos wuna marca I,,I,,... de modo que Tlas marcas son
independientes unas de otras, teniendo como distribucion:

P{I.=K|=py, k=1,2,...,58 (1.14)

siendo 1as marcas también independientes de 1los tiempos entre
11egadas.

De esta manera, tenemos Tos sucesos marcados I=k, que
definen procesos de Poisson P, de intensidad p,. siendo los sucesos
Pl.Ps. .o, P; independientes.

Definamos la variable aleatoria

Hk,n=EXk,j (1.15)
Fm

donde X, ; es el tiempo que transcurre desde que tiene lugar el
suceso I, ; hasta que se verifica el I, ;.;. siendo X, el tiempo que
transcurre desde el origen de tiempos, 0, hasta que aparece la
primera especie de la clase I, es decir, H,, es 1a suma parcial
n-ésima de las N ;. n=1.2,...

Las variables aleatorias X, ; son, por tanto, los tiempos
entre 1legadas correspondientes al proceso P, son independientes
y tienen una distribucién exponencial de media 1/4,.
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Sea t>0, y definamos la variable aleatoria N, (t) como "el
nimero de elementos H, , que hay en el intervaio (0,t] (lo que
equivale al nimero de individuos de 1a especie I, que han sido
seleccionadas en el periodo (0,t]), podemos establecer Ila
siguiente proposicidn:

Proposicién 1.1: La variable aleatoria N (t) tiene una
distribucién de Poisson de parametro A.t.

Demostracidn:
Xe 1 Xeor oo X j....son Jos  tiempos entre  Tlegadas
correspondientes al proceso P,, y

11
Hyn=3 X 51 k=1,2,..
J=1

los tiempos de espera correspondientes
a) Comprobemos, en primer lugar, que la proposicitn es
cierta para N (t)=0. En efecto:

PN (£) =0] = P[H, st] -P[H,  st] =1-Afe ™ dx=1-e7
t

1o que demuestra la proposicion para N (t)=0.

b) Supongamos ahora que n es un nimero entero positivo. Como
lTos X, ; son no negativos, la sucesién de sumas parciales H, es
una sucesion monétona no decreciente y se verifica que

PN (t)=n) = P[H, ,<t,H ,,>t]

Como

P[H s t] = P[Hk,ns € Hy pin? t] +P[H, .. % t]

se deduce que

P[Nk(t) =H] =P[Hk,n5t] _P[Hk,n+1St]
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Ahora bien, al ser H, , 1a suma de n variables aleatorias que
siguen una distribucidén exponencial de media 1/A,, los H,, son
independientes con una distribucién gamma de parametros

I'(n,1/A,) , luego:

t t
- _ 1 nnel b g f 1
PN (t) =n] -lmm 1o 7™M iy [r(ml)

_tmde™E  (Ab)ne ™

n! n!

r

con 1o cual queda demostrada la proposicidn.
Se puede extender el muestreo de Poisson haciendo que 10s
A, sean, a su vez, variables aleatorias con una cierta
distribucién F, como puede ser la distribucion gamma o la inversa
gaussiana.

La eleccién de una distribucion gamma para los Ajpos lleva
al modeto de Polya, que analizaremos con detalle, asi como la
eleccidén de Ta inversa gaussiana conduce al modelo de Sichel. El
axioma III nos 1leva al modelo de Polya generalizado.

Axioma III: Los{xjg=12 . son independientes y estan
idénticamente distribuidos con una distribucidén comin gamma de
pardmetros (A,1/A), es decir:

F{A) = Al A Lo 22 250, 0<A<», £>0 (1.16)
P(A) ' ¥ F . -

De este modo, A, es tal que E[A;] =1 y Varli;] =1/A.

Observacidén: E1 hecho de que los A, sean independientes no
implica que lo sean los p,, puesto que

p;= A5 (1.17)

s
PO

k=1
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5 g
En efecto, como 2 D= 1 vy )Lk:ka, se verificak = E A‘k’
k=1 k=1

de donde se deduce (1.17).
La eleccidn del axioma III nos 1leva al siguiente resultado:

Proposicién 1.2: Si N;(t) es una variable que sigue una
distribucién de Poisson de parémetro A t, y suponemos que 10os A;
siguen una distribucién gamma T'(A,1/4), la distribucion com-
puesta es la binomial negativa de pardmetros BN[A, A/ (t+A}],
con

PIN;{t}=r/A] =(A+§-1)LE§z)f(th

En efecto. la distribucién compuesta viene dada por:

PNy (t) =z/h) = A £y

_ {‘e'lt(lt)r AA;LA—le—JLA 1 =

/ r! I'a)

- Adt? h A+r-1 oA A+E) = ArL T 1 h x pasr-1_OX =
<IT A {l e dAi TIT (A) (A+e)nrt !e x i E
__AR? 1 T xpasirl g, . AAT{A+r) £ AT
rtI'(A) @ﬁt)r!e xEdx r!tAP(A)(A+t)

=(A+§_l)(th)r(th)A

Se obtiene Ta distribucidn binomial negativa. Si denotamos
por N.(t) el nlmero de individuos de la clase I,. N(t)+A
representa el nimero de individuos de 1a poblacion necesarios para
obtener A individuos de otras clases distintas de I,. lo que
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sucedera si, y sélo, si en la ultima prueba se obtiene un
individuo que pertenece a una especie desconocida, y en 1as
y=N, (t)+A-1 pruebas anteriores habian aparecido N (t)=r individuos
de la especie I,.

P.{t) se interpreta como 1a probabilidad de que el A-ésimo
éxito tenga Tugar en el ensayo A+r. Utiiizando el lenguaje propio
del problema del nimero de especies, P, .(t) es la probabilidad de
que, en el instante t, se obtenga por primera vez A individuos de
especies distintas de I,. habiéndose obtenido r individuos de 1a
especie I,.

Como se desconoce el nimero de especies que no aparecen en
la muestra, debemos tomar la distribucidén truncada en cero, que
es la distribucion de N.(t) condicionada por N(t)>0, puesto que
la especie I, estard en la muestra si N.(t)>0:

C+A L+A A
t+A

PN (£) =z/M, N (£} >0] =(A+§'1)( £ )I( 4 )A | L (1.18)
1-

Si no admitimos el axioma III, estamos ante un proceso puro
de nacimiento, con tasa de crecimiento constante, mientras que
admitir el axioma I1I nos Tleva también a un proceso de nacimiento
puro, pero con tasa de crecimiento variable.

Si el axioma III se substituye por el axioma IV, obtenemos
el modelo de Sichel o de 1a inversa gaussiana, cuya distribuciodn
truncada en el origen fue analizada por Sichel(1986) y Ord(1986).

Axioma IV: LlosiAj. . . son independientes y estan
idénticamente distribuidos teniendo como distribucion
comin 1a inversa Gaussiana de parametros (p,y) .

La distribucién IG fue introducida por Schrédinger en 1915
para estudiar el primer tiempo de paso en el movimiento Browniano.
Su distribucidén truncada en el origen viene dada por:

PI - PI -
P{R=r} =P[Nk.(C) =rl s L= [l 'E'T;L] ,r=1,2,... (1.19)
-e .



El modelo paramétrico nos va a permitir dar un tratamiento
unificado de tos distintos submodelos, que surgen aqui como €asos
particulares.

Para llevar a cabo un tratamiento unificado, necesitamos
analizar los diferentes modelos desde distintos puntos de vista.

Asi, vamos a ver:

A) Introduccién de los diferentes tipos de muestreo
desde el modelo te6rico del esquema de urnas.

B) Generalizacidn atendiendo al esquema de urnas de
Polya.

C) Estudic de 1a distribucion muestral.

D) Andlisis del problema a partir de las ecuaciones
diferenciales.

1.5. Esquema de urnas y modelo de muestreo

Un modo de trabajo conceptual con distribuciones
estadisticas es el esquema de urnas: Se considera una poblacidn
de N individuos (bolas en una urna), que son idénticas salvo en
el color.

Suponemos que b=Np de las bolas son de un mismo color, por
ejemplo, blanco, y que el resto a=Ng son azules, siendo p+q=1.

En una prueba simple, se selecciona una bola de la urna y
se anota su color; la bola se devuelve entonces a ia urna. Asi se
realizan mas pruebas bajo condiciones idénticas a la primera. Si
cada una de las bolas tiene la misma probabilidad de ser extraida
en cada prueba, el experimento corresponde al muestreo aleatorio
simple (o muestreo completamente aleatorio) con reemplazamiento.

Si se realiza una prueba simple durante un gran nimero de
veces, podemos esperar que la proporcion de veces que es
seleccionada una bola blanca se aproxime a Np/N=p; es decir, las
frecuencias relativas del nlimero de bolas blancas seleccionadas
seran f,=q. f,=p.
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Ahora consideremos pares de pruebas; como las condiciones
son idénticas en cada prueba, esperamos que dos bolas blancas
tengan Tugar con una frecuencia relativa de (Np)?/N=p’=f,, f,=q°p
y fi=2pq, ya que podemos seleccionar blanca bien en la primera |,
bien en Ta segunda extraccidn.

Generalizando, si 1levamos a cabo n pruebas. las frecuencias
relativas de J blancas y n-j azules seran:

, fj=(?)qund, j:oll,z,:_,,n, (1.20)

E1 término p'q"™ da la frecuencia relativa de una sucesion

especifica de j blancas y n-Jj azules, siendo (?) el nlmero de

sucesiones.

1.5.1. Aproximacidn de Ta binomial por la distribucidn
de Poisson

Cuando la proporcién p de éxitos en la poblacién es muy
pequefia, si el tamafio muestral es bastante grande como para que
sea np apreciable cuando p es muy pequefo, la distribucidn
binomial tiende a la de Poisson. Concretando, se tiene la
siguiente proposicidn:

Proposicion 1.3: Cuando n--~ , p~0 , np-A, se verifica:

b T ~N-r - AT -
~ ’ —0,1,2,...;1)0.
(2prar-en 2
En efecto:
o\ r.onr . n! AT A v (2m) e Rpntl/z
(Fjpra -5
r (n—r) l r! nft I ‘/(21.:) (n_r)n—r+1/ze—n+rnz



Hemos obtenido la distribucidn de Poisson, que viene dada
por:

p,met Al r-0,1,2,...: 0>0. (1.21)

Por tanto, "cuando la poblacidn es infinita, el muestreo con
reemplazamiento viene descrito por la distribucidn de Poisson™.

1.5.2. Esquema de urnas de Polya

Yamos a modificar las reglas del esquema de urnas anterior,
de forma que, cuando se selecciona una bola de un determinado
color, se devuelven c+l bolas del mismo tipo a la urna. En tal
caso, las pruebas sucesivas pueden dejar de ser independientes,
y la frecuencia relativa de j éxitos en n pruebas es:

f._lzi\Nb(Nb+ic—c)NU(Ng+c)...[Ng+(n-j—1)c](1 22)
77\ 7] N{N+cC) ... (N+nc-c) ‘

Cuando ¢=0, (1.22) se reduce a (1.20), y tenemos el muestreo
con reemplazamiento, cuya distribucidn, cuando N tiende a
infinito, es 1a de Poisson, siendo 1a binomial cuando la poblacioén
es finita.
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1.5.2.1. Aproximacidn de 1a distribucidn hipergeométri-
ca por la binomial

Cuando c=-1, no se devuelve ninguna bola, y tenemos el
muestreo sin reemplazamiento. La distribucion de frecuencias queda
en la forma:

£5= — @ip) ) Qi) 4 (1.23)

donde N® = Ny (N-1)...{(N-n+1),

y J es tal que mdx{0,n-Ng) <j<min(n,Np).

Como ntal = — N (1.23) se puede poner como:

(N-m)-+

I

Esta es la distribucidén hipergeométrica. Cuando N tiende a
infinito, (1.23) tiende a la binomial®.

Luego, "cuando la poblacion es infinita, la distribucidn
binomial describe el muestreo sin reemplazamiento”.

> Vijay K.Rehatgi. "Statistical Inference". Cap.6, apdo. 6.4. John Wiley &
Sons. New York, 1984.
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1.5.2.2. Aproximacidén de Ta hipergeométrica negativa
por 1a binomial negativa

Cuando c=1 en el esquema de urnas, hay un elemento de
"contagio”, puesto que si tiene Tugar un color particular, es mds
facil que tengan Tugar bolas del mismo color.

De (1.22) se deduce:

N 4y [5] dy la-1 (Np+j~1)(Nq+n*~j—1)
.} (V] 1) Y (Ng+n 1 T ?
(J)( p+3-1) U (Ng+n-3-1) _ ; o

N+n-7) A (N+n—j)
n

(1.25)

£y=

donde j=0,1,...n. Se trata de la distribucidn hipergeométrica
negativa.

Cuando N tiende a infinito, 1a distribucidn hipergeométrica
negativa tiende a la binomial negativa.

Luego, "cuando la poblacién es infinita, el esquema de
contagio es descrito por la distribucidn binomial negativa".

1.5.3. Modelio de muestreo secuencial

En vez de seleccionar una muestra de tamafio fijo, se puede
alterar 1a regla de parada y elegir continuar con el muestreo
hasta que se consiga obtener el A-ésimo éxito. Este método de
muestreo se denomina secuencial y tiene gran interés en medicina
y en las pruebas de control de calidad en la industria: se trata
de contar el numero de fracasos hasta que se obtiene el A-&simo
éxito, (cada sucesidn de pruebas debe terminar con el A-ésimo
éxito).

Asi se comporta el proceso de Polya, al que nos conducen 1os
axiomas I, II y III. Corresponde a un esquema de contagio, cuya
distribucion es 1a binomial negativa de parametros BN(A,p). La
frecuencia de r fracasos es:

f_= p?qg*, r=0,1,2,... (1.26)

I

(27
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En el esquema de urnas de Polya, si se afaden c+1 bolas,
segln Tos distintos valores de ¢, se tienen los siguientes modelos
de muestreo:

A) Poblacion finita:

a) Cuando Tla poblacidén es finita y el tiempo
discreto, el muestreo con reemplazamiento esta regido
por la distribucidén binomial de paréametros (T,p).

by Si la poblacidén es finita, el muestreo sin
reemplazamiento estd regido por la distribucidn
hipergeométrica:

c) S1 la poblacion es finita, el esquema de contagio
estd regido por la distribucion hipergeométrica
negativa.

B) Poblaci6n infinita:

a) esguema de contagio: corresponde al caso ¢=1 vy,

cuando la poblacidn es infinita, estd regido por la

distribucién binomial negativa;

b) muestreo aleatorio simple con reemplazamiento:
* corresponde a ¢=0 y. cuando la pobiacién es infinita,

estd regido por la distribucidn de Poisson;

c) muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento:

corresponde a c=-1, que, si la poblacidn es infinita,

estd regido por la binomial.

Los dos G1timos surgen, como caso particular, de la binomial
negativa.
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Los modelos de muestreo finitos: Bernoulli, hipergeométrico
e hipergeométrico multivariado pueden ser aproximados, segln
acabamos de ver, por los modelos de muestreo sin reemplazamiento
(binomial}, con reemplazamiento (Poisson) y esquema de contagio
(binomial negativa).

1.6. Distribucion muestral segin el modelo

Consideremos una poblacion formada por m objetos distintos
a los que 1lamamos "elementos". Vamos a suponer que cada elemento
puede ser identificado por uno de 1os ndmeros 1,2,..., m.

Supondremos también que cada elemento de 1a poblacidn puede
presentar caracteristicas adicionales, conocidas como "atributos”,
de modo que cada elemento de la poblacitn puede tomar un Unico
valor de los diferentes atributos.

Si, en total, hay r atributos, entonces hay asociado a cada
elemento x un vector r-dimensional, h{x)=(h(x}..... h.{(x)). donde
h.(x) es el valor del i-ésimo atributo asociado al elemento x.

Una muestra de tamafio n es una seleccidén de n elementos de
la poblacion. Los elementos que forman parte de la muestra no
tienen por qué ser distintos. La muestra es con reemplazamiento
si los elementos seleccionados son reemplazados cada vez. La
muestra es sin reemplazamiento si los elementos seleccionados no
son reemplazados.

Seleccionar una muestra de tamafio n con reemplazamiento es
equivalente a seleccionar n muestras de tamafio 1, cada una
procedente de la misma distribucién de elementos.

1.6.1. Muestreo completamente aleatorio

Nos interesa conocer la distribucién del vector
M=(M,..... M), que es uno de los problemas que nos interesa
resolver.

Una muestra de tamafio n sin reemplazamiento puede obtenerse
de dos formas distintas: 1) seleccionando los n elementos
secuencialmente; o bien eligiéndolos todos a la vez.
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Representaremos la muestra por la n-upla (x;..... X) .

Cada elemento de 1la poblacién puede tener diversas
caracteristicas 1lamadas atributos, de forma que, a cada muestra
(X, ..., X.) 1e corresponde 1a n-upla formada por 1os vectores de
atributos (h(x)),.... h(x,)).

Se denomina esquema de muestreo a la regla mediante la cual
se seleccionan los elementos de la poblacion que van a formar
parte de Ta muestra.

E1 esquema de muestreo induce sobre el conjunto

g ={(x,, ..., X, | X;entero,1<x;<m)
de todas las n-uplas formadas por elementos del conjunto
{1.2,..., m}, una distribucién de probabilidad.

Cuando el muestreo es sin reemplazamiento, este conjunto se
restringe al subconjunto g, de todas las n-uplas que son
diferentes. '

Hay m" n-uplas con reempiazamiento y (m) =m(m-1)...{(m-(n-1))
sin reemplazamiento para una muestra de tamafio n.

Podemos, de esta forma, disefiar un modelo de muestreo por
medio del vector aleatorio X=(X,,..., X.), que toma valores en g,
6 en g, ¥ cuya distribucién es 1a que corresponda al esquema de
muestreo.

Definicién 1.1: Una muestra de tamafo n es una muestra
completamente aleatoria si el vector X se distribuye uniformemente
sobre su conjunto de posibles valores, es decir, sobre el conjunto
g™, cuando el muestreo es con reemplazamiento, y sobre g, cuando
el muestreo es sin reemplazamiento.

Segin esta definicién, en el muestreo completamente
aleatorio con reempiazamiento, las variables aleatorias X,..... Xn
son independientes y X, tiene una distribucién uniforme sobre el
conjunto {1.2,..., m}.
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En el muestreo completamente aleatorio sin reemplazamiento,
las variables aleatorias X;,...,X, estan también distribuidas
uniformemente sobre el conjunto {1.2,..., m}, pero las variables
| ST X, no son independientes. aunque si son intercambiables, ya
que Tlas variables aleatorias X,,..., X, tienen como densidad
conjunta la siguiente:

£y, oo Xy =m0 (3, .00, %) (1.27)

n n

La diferencia fundamental entre estos modelos de muestreo
es que, en el muestreo con reemplazamiento, Tlas variables

aleatorias X;.X,..... X, son independientes.
En el muestreo completamente aleatorio sin reemplazamiento,
la densidad marginal de X.,.....X, dados X;=x,..... X=X, es:
FXppys v oo r X Ky e oo ) = (00 g By (3,00 a X,) (1.28)

El muestreo  completamente  aleatorio, tanto  con
reemplazamiento como sin reemplazamiento se da cuando Tos
individuos de la poblacidn pueden estar clasificados en una de las
D clases conocidas (I;, I,..... I,} 0 en ninguna de éstas, sino en
otra desconocida, a la que denotamos por I, y suponemos que las
proporciones correspondientes en la poblacidén son p;.p,..... Po Y
P,. entonces, las frecuencias relativas para una muestra formada
por n individuos, en el muestreo con reemplazamiento, viene dada
por términos de la forma:

n!

Elxg, 20,0005 = AT

XD!p§3pf“---p§” (1.29)
que corresponden a los términos del desarrollo de

(13'D+pl+...+p‘,3)n (1.30)

y cuya funcién caracteristica viene dada por
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(P0+pleit1+...+ppeit")n, (1.31)
expresion que nos permite obtener los distintos momentos.

La distribucidn (1.29) es la distribucion multinomial de
pardmetros M,(n.,p,...., py). que corresponde al modelo de muestreo
con reemplazamiento.

Cuando el tamafio muestral es grande, 1os muestreos con y sin
reemplazamiento son esencialmente equivalentes®, tendiendo 1la
distribucién hipergeométrica miltiple a la multinomial.

1.6.2. Muestreo secuencial

Se da el tipo de muestreo secuencial cuando suponemos que
también en Ta poblacion hay una particidn formada por D+1 clases,
pero admitimos que el muestreo contintia hasta que se obtienen A
individuos de la clase desconocida I,, en cuyo caso, las
frecuencias relativas’ son

f(X1=xl, ""XD=XD) =M~**‘(“M!—p1XI...pDXDPQA (1.32)

(A-1) I1x ... xp!

donde x=% x;, siendo cada x;20 y Py=1-p,-p,~...-Pp=1-Dp.

La funcidn caracteristica viene dada por

Pi(L-e e, . +ppeTi)t (1.33)

Se trata de 1la distribucién multinomial negativa de
pardmetros

6 Vijay K. Rohatgi. "Statistical Inference”. Cap.6. Apdo.6.7. Jhon Wiley &
Sons. New York 1984.

7 Alan Stuart & J.Keith Ord. "Kendall's Advanced Theory of Statistics”
Yol.I, Cap.5. Charles Griffin & Company. London 1987.
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MN(A, Dy, 2Pp) « Dy*. +Dp=1-P,. (1.34)

que corresponde al modelo de muestreo secuencial.
Entonces podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.4: En el muestreo secuencial se
verifica:

1) el vector aleatorio N se distribuye segun una
multinomial negativa MN(A.p,....pp)-

1.6.3. Definicién de los nlmeros de ocupacién y del
recubrimiento muestral

Sea M. €] nimero de clases que tienen exactamente r
elementos en Ta muestra. Se define entonces:

g
Definicion 1.2: | M, =Y I[N (t)=r}, r=1,..,T (1.35)
k=1

donde I(X) es Ta funcidn indicador y T el tamafio muestral. Los
M..r=1,2,... son los ndmeros de ocupacidn (nimero de especies que
tienen r representantes en la muestra).

Se define el recubrimiento muestral C como la suma de las
probabilidades de 1as clases observadas. Si utilizamos la funcion
indicador, es:

S
Definicién 1.3: C=Y pIN(t)>0] (1.36)
k=1

Tanto C como los M. son variables aleatorias que varian con
la muestra.
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Se define también C, (suma de las probabilidades de las
especies desconocidas) como:

g
Definicion 1.4: Co =Y, P TN, (t) =0] (1.37)
k=1

Evidentemente se verifica: (=1-C.

Se define también la suma C. de las probabilidades de las
especies que han aparecido r veces en la muestra como:

r

5
Definicid6n 1.5: C, =Y D IIN (£) =r] (1.38)
k=1

Entonces el recubrimiento muestral se puede expresar por:

c=Y C =1-G (1.39)
r=1

Si el muestreo es sin reemplazamiento, la distribucion de

M es 1a hipergeométrica mdltiple de parametros HM(n,M,..... M),
teniendo M. Tla distribucién hipergeométrica con pardmetros
H(n.M..S).

Tenemos que estimar las M. y las C., que no son parametros,
sino variables aleatorias. Veamos entonces qué se entiende por
estimador insesgado de una variable aleatoria:

Definicién 1.6: Un estimador W para estimar una variable

aleatoria V se dice que es insesgado si., y s6lo  si
E(estimador)=E(variable aleatoria).
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Si W es un estimador de 1a variable aleatoria W, 1o

denotaremos por W.

1.7. Introduccién de los modelos a partir de sus
ecuaciones diferenciales

Sea N (t) el numero de nacimientos (individuos) que aparecen
en el intervalo (0,t]1)., y sea T, el tiempo de espera hasta que
tiene Tugar el r-ésimo nacimiento en un proceso puro de nacimiento
con intensidades a;,a;,...

Entonces

P, (t) = PN, (£) =1]

I

es la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

P
P’i (]..40)

E) =
(t) =-a Y+a,, P, (£), r21

y verificando §:~é%.=+my con el fin de que ¥ P, (£) =1.

n

1.7.1. Muestreo con reemplazamiento

Cuando a,=A,>0, siendo r un nimero natural, 10s procesos
de nacimiento son procesos de Poisson con intensidad p,.. Entonces:

N.(t) sigue una distribucién de Poisson de pardmetros A,
y H . sigue una gamma de pardmetros (r,t/i,), es decir:

ALe

rl!

PN, (t) =1] = , reN (1.41)

-50-



es T1a solucidon del sistema de ecuaciones diferenciales basicas,
que corresponde a un proceso de nacimiento puro con tasa de
nacimiento constante.

£ +A.P.  (£), el (1.42)

La funcidn de densidad de los tiempos de espera es:

£y = (r_l)!r!(T_r)!(i;)r'l(l__’_é)T'rit , 0<x<t, (1.43)

Luego, si Tlamamos Ng (t) =N (t) IN () 21, N, (t) sigue
la distribucién de Poisson truncada en cero, de pardmetrod,,
y el tiempo de espera H,, es el estadistico de orden k-ésimo de
una muestra de tamafio T, procedentes de Ta distribucitn gamma
anterior.

1.7.2. Muestreo sin reemplazamiento

Para un nimero natural Ay a,=(a-r)A,, r=0,1,...,4, el
proceso de nacimiento es equivalente a un proceso puro de muerte,
es decir, un proceso de muerte puro con tasa de muerte 1ineal, y
el esquema de urnas correspondiente es el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento.

Las ecuaciones del proceso, al que vamos a denotar por
Jo (L), son:

P o (t) ==Ap, Py(E) +q; Py (L)
Pty =-lrg (&) +(A-1) qu] P, () + (Z+1) q P, (E) +(A-r+1) pp P, (L), OsrsA

La solucién® Timite de estas ecuaciones es

Pbait)=r]=(n;A)qf(1—qV“kf, 0sr<a-1  (1.44)

8 Feller, W. “Introduccién a la Teoria de 1las Probabilidades y sus
Aplicaciones", volumen I, capitulo XVIL, apartado 7. e). LIMUSA. Méjico 1993.

-51-



donde g=t/(A+t).

Luego J (t) es binomial de parédmetros B(B.q). siendo B=n-A.
Esta distribucién se puede obtener también a partir de B procesos
independientes de Poisson. cada uno de ellos con intensidad 1, en
cuyo caso T, serd el nimero de procesos con al menos un suceso en
el intervalo (0,t].

Una variable aleatoria con esta distribucidn también tendra
Tugar si se toman B puntos al azar del intervalo (0,1] y se cuenta
el ndmero r de puntos que hay en el subintervalo (0.q] . o, 1o que
es equivalente, J (t) representa el nlmero de individuos de 1a
especie I, que hay en el subintervalo (0,p].

Como J,(t) debe ser mayor que cero, utilizaremos la
distribucion truncada en cero, por 10 que la distribucidn que rige
el modelo es:

BT (t) =1]=( Z pr(A-p) T girca (1.46)
I

=g

Si A representa el tamafio inicial de la poblacion, como 10s
individuos mueren, el tamafio se reduce en este modelo.

1.7.3. Muestreo secuencial (Proceso de Polya)

E1 proceso de Polya se obtiene como paso al 1limite del
esquema de urnas de Polya, y se trata de un proceso de nacimiento,
no estacionario.

Las ecuaciones diferenciales que dan lugar al proceso son:

A+T
t

P! (t) =-
Ply(ty =0

AP_(£) + A+r-1
_r

AP, (L), rel

con las condicicnes iniciales

P;(0) =1, P,(0) =0, r#A
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La solucién a este sistema fue dada. en primer lugar, por
Yule en la forma:

P, (t) =(§:§)em(1-e-n)rr, y=A,A+1, ... (1.47)

Se trata por tanto, de una distribucidn binomial negativa
de parametros:

BN(A-1;1i;e™t) (1.48)

Esta distribucidn se generaliza dando lugar a la forma:

PN (t) =1] =(A;f;1)(Aft)’( A )A,r=1,2,... (1.49)

en que la vamos a utilizar, y que corresponde a un proceso de
nacimiento purc, con tasa de nacimiento lineal.

1.8. Esquema de trabajo

Hemos disefiado dos modelos de muestreo: uno no paramétrico
y otro paramétrico, del que se deduce el no paramétrico como caso
particular. Por motivos metodoldgicos, vamos a desarrollar, en
primer Tugar, el modelo no paramétrico, aunque mas adelante
veremos como surge del paramétrico. La distribucion binomial
negativa de parametros (A.p) regula el modelo paramétrico, siendo
A el pardmetro que mide el grado de heterogeneidad de 1la
distribucion.

En los apartados 1.5 y 1.6, vimos cOmo Tlos modelos de
muestreo hipergeométrico, de Bernoulli e hipergeométrico
multivariado pueden ser aproximados por las distribuciones
binomial, de Poisson y binomial negativa.
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Por ello, nos vamos a limitar a estudiar el problema de las
especies en poblaciones con un numero infinito de elementos.
Seguiremos el siguiente orden:

1. Modelo no paramétrico:

A) Muestreo de Poisson.
B) Muestreo multinomial.

2. Modelo paramétrico:

A) Muestreo secuenccial, que estd descrito por la
distribucién  binomial negativa; se  obtiene
componiendo 1a distribucidén de Poisson con la gamma.

a) Esquema de contagio (distribucién

binomial negativa)

b) Muestreo con reemplazamiento, regido

por la distribucidn de Poisson. Muestreo

de Maxwell-Boltzman.

¢} Muestreo sin reemplazamiento, que

regula la distribucién binomial.

d) Muestreo de Ewens (A=0).

e) Muestreo de Bose-Einstein (A=1).

3. Nuevo modelo paramétrico: La distribucion inversa gaussiana.

1.9. Resumen del capitulo

Se plantea el problema de las especies, analizando Tlos
principales modelos disefiados. Observamos la no existencia de un
desarrollo unificado. y. siguiendo las directrices marcadas por
J.Bunge y M.Fitzpatrick, tratamos de representar el problema de
las especies desde 1a superposicion de procesos de punto. Con esta
finalidad, se definen los conceptos fundamentales y se establece
una axiomdtica que nos sitda con precision en uno u otro de Tlos
dos modelos que vamos a disefiar:
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a) un modelo no paramétrico, que estd regulado por la

distribucién de Poisson;

b) un modelo paramétrico, regulado por la

distribucién binomial negativa.

El modelo no paramétrico surgird mds adelante del
paramétrico como caso particular, cuando el valor del parametro
tiende a infinito.

Partiendo del concepto de esquema de urnas y del esquema de
urnas de Polya, se obtienen las distribuciones que regulan los
modelos, comprobando como el muestreo hipergeométrico, de
Bernoulli e hipergeométrico multivariado se pueden aproximar por
las distribuciones binomial, de Poisson y binomial negativa,
respectivamente.

Se analizan los modelos también desde sus distribuciones
muestrales, comprobando cémo, en el muestreo completamente
aleatorio con reemplazamiento, la distribucién muestral es la
multinomial. Asimismo, cuandc la muestra es suficientemente
grande, el muestreo sin reemplazamiento tiende también a la
distribucion multinomial.

En el modelo de muestreo secuencial Ta distribucion muestral
es la multinomial negativa.

También son analizados los tres modelos de muestreo a partir
de sus ecuaciones diferenciales, concluyendo que el modelo
secuencial corresponde a un proceso puro de nacimiento con tasa
de crecimiento lineal, el muestreo completamente aleatorio a un
proceso de Poisson., y el muestreo sin reemplazamiento es un
proceso puro de muerte.

De acuerdo con estos resultados, se ha planteado el ésquema
que se debe de seguir en los capitulos posteriores.

E1 muestreo secuencial tiene como distribucion 1a
multinomial negativa. el muestrec completamente aleatorio con
reemplazamiento, la de Poisson, y el muestreo completamente
aleatorio sin reemplazamiento, la binomial.
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I1. MODELO NO PARAMETRICO

2.1. Modelos de muestreo multinomial y de Poisson

Hemos definido el modelo genérico como la superposicion de S
procesos homogéneos independientes P,,P,, ..., P.., en el sentido de
que cada clase I, contribuye proporcionando elementos al muestreo
de acuerdo con el proceso P,.

E1 proceso de muestreo consiste en seleccionar W, especies, D
de las cuales son diferentes (D es la diversidad y W, va a
coincidir con el tamafic muestral), de modo que la especie [
aparece n; veces, la especie I, aparece n, veces,..., la especie
I, aparece n, veces.

La admisién de los axiomas I, II y III nos permite, segln
vimos en el capitulo primero, sunergir el muestreo en una
superposicién de procesos de punto, en este caso, de procesos de
Poisson, de forma que se introducen paralelamente 1os modelos de
Poisson y multinomial, que van a estar regulados, respectivamente,
por las distribuciones

-At
(Akt)re * v D

ri(1-e™™f) 7 T

B (ka) g Pkl
_ka)

P .=

o ri(i-e

segun veremos, donde T es el tamafio muestral.



2.2. Modelo de Poisson

E1 modelo de Poisson fue propouesto por Fisher, Coorbet y
Willians en 1943 en un trabajo sobre las especies de Lepidoptera.
En este modelo, el tamafio muestral es una variable aleatoria con

5
una distribucién de Poisson de media At=Y A,t, de modo que
J=1

el nUmero de individuos de cada clase o especie va a seguir una

distribucidn de Poisson de media A,¢, F=1,2,...,5.

En el primer capitulo, definimos la variable aleatoria N.(t)
como "el nimero de individuos de la especie I, que han sido
seleccionados en el periodo (0.t]", To que nos permitid establecer
la proposicion 1.1:

Proposicion 1.1: La variable aleatoria N(t) tiene
una distribucidén de Poisson de media A.t.

2.2.1. Propiedad aditiva de 1a distribucién de Poisson

Las siguientes proposiciones son el fundamento del modelo de
Poisson:

Proposicién 2.1: Si N(t),...Ns(t) son S variables aleatorias
independientes, todas con distribucién de Poisson de pardmetro
Aet, k=1,2,....S; la variable aleatoria T=N (t)+.. .+N(t) sigue
también wuna distribucién de Poisson de parametro At,en don-
de A+...+Az=2,

Se demuestra esta proposicién teniendo en cuenta que la suma
de S variables aleatorias independientes de Poisson es una
variable de Poisson, cuyo pardmetro es la suma de los parametros
de cada una de las variables.

También es cierta la reciproca:

-59-



Proposicidon 2.2: Si el nimero de especies, T, que hay en 1a
muestra se distribuye segln una distribucién de Poisson de media
Art, el ntmero, N (t), de individuos de Ta clase I, que hay en el
intervalo (0,t] sigue una distribucidn de Poisson de mediaA.t,
siendo las variables N (t) independientes y A=§21k.
Demostracién: Supongamos que el nimero de especies T que hay
en la muestra es una variable aleatoria y no un ndmero fijo, como
sucede cuando observamos los procesos hasta que ha transcurrido
un periodo de tiempo t fijo.
Por e1 teorema de 1a probabilidad total, sabemos que el vector

aleatorio (Ny(t)...., Ns(t)) tiene como distribucidn la multinomial
dada por
BN, (t) =Xy, ..., Ng(E) =xz) =-&51;LLL1f§li-n?...nzsP(T=x1+...+xs)(2.1)
x b x !
)‘lk -

con = ———, ya que es evidente que:

> A

J=1

PN, (t) =x;,...,Ng(t) =x, | T=n) =0

a menos que n=x;t...+X..
Consideremos a T como una variable aleatoria que tiene una
distribucién de Poisson de media At, es decir:

a a e—lt(lt)ﬂ
p(r=m) = 2280, @), ©0

Como A=A, +...+Ag, se verifica que:

Agt=. .. =hgt At

e*rt=g" =e”

Entonces la expresion (2.1} queda en la forma:
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PN (E) =%, ..., Ng(£) =xg) =

_ (ﬁ&+...+x3)LE&J]a (ls]xs e e (AE)RTR
—_— | et et A5 -
. A (x,+...+xg) !

Se trata de 1a distribucién conjunta de S variables aleatorias
independientes, con distribucién de Poisson de pardmetros

At,...,Agt, respectivamente. Luego N (t)..... N;(t)  son

independientes, y N (t) tiene distribucién de Poisson de media

Aktl
Este resultado nos permite afirmar que:

"Cuando observamos la superposicion de S procesos durante el
intervalo (0,t], recubrimos el muestreo de Poisson con pardmetros

H

Aty .., Agt,

La distribucién que rige este modelo, al ser desconocido el
nimero de especies que no forman parte de la muestra, es la
distribucidn de Poisson truncada en cero, a la que designamos por
NS(t) (es N(t) condicionada por N.(t)>0). Su funcién masa de
probabilidad es:

(A t)Te ™
Akt)

Py ,=P(Ng(t)=1) = , r=1,2,... (2.2)

r' (1-e°
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2.2.2. Muestreo con reemplazamiento

E1 modelo formado por la superposicién de S procesos de
Poisson independientes, corresponde a un esquema de urnas con un
muestreo aleatorio con reemplazamiento.

En efecto:

(}th) I’.ik e-lkt

Py, = PN (t) =n,] =

es 1a solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales:

Pr.o (t) = _)"kPk,o (&)
Py (&) = =M Py (&) +Ay Py . (E), 120

con las condiciones iniciales

Peo(0) =1 , P ,(0) =0 ,rzl.

{v, (t), t=0} es un proceso de Poisson de media A,,  Cuyos
tiempos entre 1legadas, X,;. van a ser independientes y con una
misma distribucién exponencial de media 1/A,. Los tiempos de
espera, H, =X, +X,*...+X,, serén también independientes con una
distribucién gamma de parametros {(m,1/A.).

E1 proceso de Poisson satisface las ecuaciones prospectivas:

7y (£) = =Ay Py (£) +A Py, (E)

y las retrospectivas:

P7; (t) =~A,P (£} +Ag Py, (8) '

i, r
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2.2.3. Distribucién de los tiempos entre 1legadas

Los tiempos entre 1legadas, X, ,. X.,.... correspondientes a
cada proceso W, (t), 20! son independientes, teniendo todos
la misma distribucidén: exponencial de media 1/i,, cuya funcidn
de densidad es, por tanto:

Ey, (%) = hge " (2.3)

siendo E(X ;) =li y Var(X, ;) =
k

b

Esto significa que, comenzando por un origen de tiempo
arbitrario. los subsiguientes puntos tienen lugar en los instantes
Xer - Kego o oo s de modo que las variables aleatorias X, son
independientes y tienen todas la misma distribucion.

X, es el tiempo que transcurre, en el proceso P,, desde el
origen de tiempos. 0, hasta que tiene lugar el primer suceso, y,
para j>1. X,; es el tiempo que transcurre, en el proceso P,, desde
que tiene Tugar el suceso (j-1)-ésimo hasta el j-ésimo.

2.2.4. Distribucidn de los tiempos de espera

Los tiempos de espera., H,, representan el tiempo

transcurrido hasta que han tenido Tugar n sucesos, de modo que

Hy n= X+ X, 2+« X 0 D21
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Al ser sumas de n variables aleatorias independientes con
distribucidn exponencial de media 1/4,,10s tiempos de espera son
también variables aleatorias independientes con distribucidn gamma
de parametros (n,1/4y).

Luego la funcién de densidad de los tiempos de espera viene
dada por:

1, t%7 e
ta-1)!

fHk,n( t)

siendo

s
E[H ,] "7, Var [Hy p | _E.

Los tiempos entre 1legadas se expresan en funcidn de Tos
tiempos de espera por las relaciones:

H

Xy 1 Hy, 1 o0 X, 2= Hy o= Hy g0 o o o0 X p=Hy k,n-1

Fys]

La relacién' entre los procesos y los tiempos de espera viene
dada por:

N (t)sn=H,  .>¢t (2.4)

de donde se deduce que

N (t)=n=H <t ¥y Hy . >t (2.5}

n+l

10 que nos dice que "en el intervalo de tiempo (0,t] tienen lugar
exactamente n sucesos si, y sélo si el tiempo de espera hasta que
ha tenido lugar el suceso n-ésimo es menor o igual que t, y el
tiempo de espera hasta el suceso (n+l)-ésimo es mayor que t".

! E Parzen. "Procesos Estocdsticos”. Cap.4, apdo.4.5. Paraninfo. Madrid
1972.
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De Tas ultimas relaciones se deducen:
PN (t)<n]l = P[H ,,>t], n=0,1,2,...
P[N (t)=n] = P[H, ,st] -PlH, ,..st], n=1,2, ...

PN (t)=0] =1-P[H,  <t]

Estas relaciones se pueden exponer por medio de las funciones
de distribucidn:
Fy(o=1-Fyg (£),n=0,1,2,...

ka(t) =FHk,n(t) _FHk,n+1(t) ! Hzlle L]

Py oy =1-Fy, | (t)
2.2.5. Propiedades de 1a distribucion

Segln hemos apuntado antes, al ser desconoccidas las especies
que no aparecen en la muestra, utilizamos la distribucion truncada
en cero:

(A )T heE

—lkt)

P[Nk(t) =I}= (26)

r'{l-e

donde N(t)=N.(t) | N, (t)>0. Se cumplen, por tanto, las siguientes
propiedades:
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;;Pk,ﬁl—Po (2.7
s
2 Per=t (2.8)
e = p, (2.9)
E[N:(t)] = 1_leilkt (2.10)

" 2
BN ()12 - e, (AE (2.11)
1_e Akt 1_e AkE
- * - A’kt _ i.Lt 3
B, = Var [N (t) ] = T 1+A,t T
. Indice de dispersion:
Yo _ _ At
z 1+A,t — (2.12)
* 3 _ (A'kt)?’ _ 3 2
ElNg(e) ] = e (1 1~e‘*kt+ T (2.13)
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2.3. Modelo de Poisson

Un proceso estocdstico puede ser observado bien en un periodo
de tiempo fijo, bien hasta que han tenido Tugar un nimero fijo de
sucesos. En el primer caso, es aleatorio el nlmero de sucesos que
tienen Tugar durante el periodo fijo de tiempo, es decir, es
aleatorio el tamafno muestral T, mientras que, en el dltimo caso,
es aleatoria la amplitud del intervalo de tiempo.

Para situarnos en un proceso de Poisson, supongamos que es
observado durante un intervaio de tiempo fijo (0,L].

Supongamos que se han observado T sucesos durante este periodo
de tiempo en los instantes O<t <t,<. . <t;<L.

Los tiempos entre Tlegadas T=t.-t.,. (r=1,2,.... T} son
independientes y tienen todos la misma distribucion exponencial.

La probabilidad de que aparezca una especie desconocida es:

Poze'lkL (2.14)

Tomando Togaritmos en ambos miembros y sumando desde K=1 hasta
S, resulta:

AL
-AL=1lnp, = -AL=5lnpP, = P,=¢ ° (2.15)

La distribucion del proceso puede ponerse entonces en la
forma:

AL

p,=(ryT_& % _ (2.16)
(S) r!(r—eiSL)

Los ndmeros de ocupacidon en tal modelo, se pueden expresar
por:

ElM,] =spi£)r———€—ft:j- ; (2.17)



Particularizando para los dos primeros numeros de ocupacion,
dividiendo miembro a miembro e igualando en las expresiones
anteriores, se obtiene:

S

AL 2 '
A2 - 7 (2.18)

de donde resulta el estimador de Poisson {(versién de Zelterman):

g -—L2 (2.19)

2.3.1. Nuevo estimador de Poisson

Si desarrollamos en serie e® en un entorno de t=0. y
particularizamos para t=Ar/s, obtenemos también un estimador de
P,:

AL -8
e s =1-AL, (AL)*, (AL)?eD 4 g g (2.20)
[ 25 e [

donde el resto es menor que -%(i%%f

Teniendo en cuenta (2.19) y la relacidn con los dos primeros
nimeros de ocupacidén, se obtiene el estimador de Poisson en la
nueva expresion:
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g, = 2:(9 \“ (2.21)
|

Este estimador puede también expresarse en funcidn de los
recubrimientos muestrales. quedando en la forma:

§, = D (2.22)

Se plantea también, con frecuencia, el interrogante de si un
conjunto de sucesos son realmente de Poisson.

Para determinar si un proceso es de Poisson, se puede realizar
un contraste de bondad de ajuste. También se puede utilizar un
procedimiento cuyo fundamento es l1a relacién entre la realizacion
de sucesos de Poisson y la distribucidn uniforme. '

Sean 0O<ti<t,<...<t, <L las épocas en que tuvieron lugar Tlos
sucesos de Poisson durante (0,L], y consideremos la expresidn

T,=Y t, (2.23)

donde T, es la suma de r variables aleatorias distribuidas
uniformemente en el intervalo (0,L]. Si observamos que la media
y la varianza de una variable aleatoria uniforme en (0,L] vienen
dadas por L/2 y 1%/12, respectivamente, tenemos:

Elr,) =L y vizy = £L° (2.24)
2 = T2
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Por tanto, para n grande, utilizando el teorema central del
limite, 1legamos a la conclusidn de que

T,-rL/2

VrL?/12

Z= (2.25)

sigue una distribucién normal N(O,1).

2.4. Muestreo multinomial

Cuando un proceso de Poisson es observado hasta que han tenido
Tugar un ntmero n fijo de sucesos, ta variable aleatoria T, (tiempo
de espera hasta que aparecen k individuos de la especie I,) es la
suma de k variables aleatorias exponenciales, 1luego su
distribucidn es gamma:

—Agx  ng-1

£ = e X L 0<x<o 2.26
() = S o (2.26)

y. por consiguiente, 1/T, es una variable aleatoria, cuya
esperanza matemdatica es:

A‘k
1) 71 e e iplkent
Etﬁi]-iﬂz e dt = (2.27)

) ey T - LI (2.28)
(p-1) 1 {1-e™) (n-1) T1-e7)
siendo la varianza:
2
1. 4\ 2 = t2 _ £e
V(?k) _E( TIZC) E( Tk] (nk_j_) (nk_z) (ﬂk—l)z (229)
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La proposicién 2.3, ya conocida, que condiciona Ta superposion
de procesos al tamafio muestral, nos conduce al modelo multinomial:

Proposicidn 2.3: Si las variables aleatorias N;.N,....,. Ne
son independientes y tales que cada N, se distribuye segin
una distribucién de Poisson de parametro a,, entogces la
distribucion de (N;.N,,.. N¢} condicionada por =¥ w,,

es multinomial de par%?etros !

IO SR S (2.30)
DAy PIER
Luego: 7=1 7=

"Cuando se condiciona la distribucidn al numero de sucesos T
que tienen lugar en el intervalo de tiempo (0.t]. se recubre el
muestreo multinomial".

2.4.1. Aproximacion de la distribucidén de Poisson a 1a
multinomial

Para determinar la distribucién que va a regular el modelo,
nos servimos de la siguiente proposicién enunciada por Sidney C.
Port?:

Proposicidn 2.4: Sea el vector aleatorio (N, N,....N;) que
sigue una distribucidn multinomial M,(n,p,(n),.... ps(n)), siendo
p(n)=p,(n}+. . .+ps(n), y sean N, i=1,2, .., S variables aleatorias
con distribucién de Poisson de parametros np,(n), siendo los N.”
independientes. Entonces. si np;(n) tiende a A,,se verifica gue:

(2.31)

s like—lk
1imP[N,=%,, ...,N_= =
n-‘gl [ 1754 g XS] 11:]1: Xk!

donde T=n es ahora el tamafio muestral.

25.C. Port. "Theoretical Probability for Applications™. Cap. 29. 29.7. John
Wiley & Sons. Nueva York-1993.
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La demostracidn requiere los cuatro siguientes pasos:

= [np,(m) 1™
I. (1—X)II-1EQ—§——~ = X7 .., Ne=Xg) <

g X -
< [1-p(m) 17=]] _Eﬁiiﬂgll_:
i=1 i*
donde
X=X+...+X;, Xx;20,entero.
Esto es asi por ser
_ _ _ Il 1Er [npp(ﬂ)]xk (1 (n)]7*
PNy =%y, . .. st‘Xs] = Th ! %:Ji %, -pAn
A
donde np,(n) =n—=*— =p,T.
DAy
S5

_ t
II. Si Q<t<l, entonces e G-8 c1-t<ce-t

Utilizando los dqs resultados anteriores, obtenemos:

P(Ny=x,, ..., Ng=X)

” < (1-p(m})~*
P_(W. ,N_g:XS)

(1_§ ) e-npim? [1-p(m] ™t ¢

III. Si np,(n)? tiende a cero, para cada i, se verifica que

im{1- X ) oot st 2

n-—m

lim{(l1-p{n))y™*=1.

T

Por 1o tanto:
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PI-N"I =-X1l L) INC‘:XC'-l
1im—= i =1

T~ P[Ny =%, ...,Ng=x4]

IV. Entonces, como ademds sucede que np;(m) =n—2<— ~4; . S€
PIRF
k=1
verifica:
s A,Xk =g
_ e 1= k€
ﬁgpppg-za,...,Ng-xs]_!I._TE_r_
=1 k

Como corclario de esta proposicion resulta la siguiente
proposicion fundamental en el desarrollo del modelo de muestreo
multinomial que planteamos, puesto que nos dice Ta distribucion
que va a regularlo.

Proposicidén 2.5: La distribucién que regula el modelo
multinomial es 1a distribucién de Poisson de pardmetro p,T. siendo
ahora T el tamafio muestral.

En efecto:
Ya vimos que (N, (t) N(t),..., N.(t)} sigue una distribucion
multinomial de parametros (T,p,(T),..., p(T)}, siendo
A A
p;(T) = —= =-7§
2y
F=1

de tal modo que A,=Tp,(T) =p,T.
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Se obtiene asi Ta distribucidn:

. D X, P T
( T) ke k

LAnP N, (1) =y, . o Nl T) =55] = [ 25

D~ k=1 K

(2.32)

En este modelo, el tamafio muestral T es constante, ya que
hemos condicionado el proceso a la suma de los N(t), que es T.

2.4.2. Probabilidades de especies desconocidas en el

muestreo multinomial

La distribucion de N'(t) condicionada por fiAE(t)=T, que
k=1

corresponde al muestreo con reemplazamiento, es:

(D T) T e ™7

P =P[NAT)=xr/N (T) >0] =
K ) ‘ FT(I-e Px%}

Como P, =e P | resulta:

Luego:

(2.33}

(2.34)



Para estimar P,, buscamos un estimador de C,, o del
recubrimiento muestral 1-C,. Goods' fue el primero en proponer,
a sugerencias de Touring, el siguiente estimador del recubrimiento
muestral:

6 =1-C=M,/T7 es un estimador de las probabilidades de 1las
especies desconocidas (que no aparecen en la muestra), segln vamos
a ver. Luego &, permite estimar la probabilidad del nimero de
especies que no aparecen en la muestra a partir del ndmero de
especies que aparecen una sola vez en la muestra y del tamafio de
ésta. & =M,/T es estimador de C,, pero debemos tener en cuenta
que C, no es un parametro en el sentido habitual, sino en el
sentido en que lo define Lo°.

De acuerdo con esta definicidn, Robbins, realizando una prueba
adicional en el mismo experimento, encuentra un nuevo estimador
insesgado de la probabilidad de especies desconocidas, propiedad
que no cumple el estimador de Good, y demuestra la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.7. &, =M,/T+1 es un estimador insesgado de C,.
Robbins afirma que "W es un buen estimador de V porque, siendo

U=V-W, es E[U=0 y E[U?I<1/(T+1).

! Good. I.J. "The number of new species and fhe increase in Population
Coverage, when a Sampie is Increased" Biometrica, Vol. 40, 1953 y Good, I.J ¥
Toulmin™. Vol. 46, 1956, antes citadas y Toulmin GH. The Bicmetrica, 43, pag. 45-
63

2 Robbins, H. (1968) "Estimating the Total Probability of the Unobserved
Qutcomes of an Experiment". The Anmals of Mathematical Statistics, Vol. 39, Pdg.
256-257. Lo. S. (1992) "From the Species Problem to a General Coverage Problem Via
a New Interpretation™. The Annals of Statistics. 20. 1094-1109.
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2.4.3. Propiedades de los nlmeros de ocupacién

s &k
L. =¥ p“ﬂfe” (2.35)

k=1

En efecto, teniendo en cuenta la definicidn de M. y las
propiedades de Ta esperanza matemdtica, se obtiene:

5

) r
1=Y BN (D) =z E Ao o
k=1

Luego tomamos a M, como estimador de E[M.]. To que expresamos
mediante M,.

2. &=y . (2.36)

En efecto:

S 5 r+1
T - ~
) =Y D HI N (b e Tl 5 PD T opie 231

T £ (r+1)!1 i
3. En particular:
E(cb)=-££- L Ec) =2 | pey =25
T i T
4. ﬁ;%cﬁ,_l (2.37)

Se deduce inmediatamente de (2.36).
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5 E [C] =1-3‘."1§_ (2.38)

Basta con tener en cuenta que C=1-C.

S
6. Y of=—— ¥ kD B, (2.39)

donde

TE = T(T-1) (T-2) .. (T-(r-1}) ¥ k7 =k({k-1){k-2)...(k-{r-1)), r=1,2,3,..

Esta expresién fue ya encontrada por Good’.

)
Luego, como estimador de ¥ p;° tenemos:

i=1

7. Be=——Y 70 EWM) (2.40)

y. en particular:

g, =-——§%——— k(k-1) E(M,) (2.41)

g -2 _ (2.42)

8 Good, I.J. "The Pcpulation Freguenties of Species and the Estimation of
Population Parameters”. Bicmetrica, Vol. 40, Pag. 237-264. 1953, y Good, I.J. ¥
Toulmin, G.H. "The Number of New Species, and the Increase in Population Coverage,

when a Sample is Increased”. Biometrica., Vol. 43, Pdg. 45-63, 1956.
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g
9. E(D] =5-Y} e Pl =g
k=1

S
-y e-PkT} (2.43)

En efecto:

E[D] =E

T T g g T.
AR DS (PxD)° _pr x —p.,T[\—-\ (DT 2
A= X > =
k=1 r=1 k=1 . k=1 r=1 N

A g (DT} s . T T z -p, T = -p, T
3 ey B[S pnngnt S v s 3 e BT, g
i . k=1 k=1 k=1

11. De (2.43) se deduce inmediatamente que D/(1-Py) es un
estimador insesgado de S:

E[ D }=.s (2.44)

2.4.4. Funcidn generadora de momentos de M,

La funcidn generadora de momentos de los M, viene dada por:

5

(t)= s
eu’?;; I[N (t zj] =H [e upk,r+1_‘pk,r] =

=1

Gy, (1) = Ele""]=E

e

s
(8) = s
uEI[Nk £ r]]=H [eupk,r"'l"Pk,r]:

=1

by, (u) = Ele"™|=E
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g
=] [1+(e*-1)p, ] =[1+(e"-1) P ,]°®

k=1

Luego Ta funcidn generadora de momentos de M. es

by (u) =[1+(e"-1} P .]°

(2.45}

Se trata de una distribucidn binomial de pardmetros B(S.P.).

Tomando esperanzas, resulta:

E[M.} =5SP,

de donde podemos estimar P. mediante:

r

Fa) .M"
p ==X
S

Podemos enunciar, por tanto. la siguiente proposicion:

Proposicién 2.8: Los nlimeros de ocupacidon, M., en este
modeto, tienen una distribucién binomial de pardmetros:

(S,P).

Se verifican las siguientes propiedades:

I. E[M,] =P,$=M,
I1. E [M, (M,~1)] = P.5(S-1)
I11. Var [M,] =ﬁ,(1~—{g¥]

Por ser la distribucién de Tos M, binomial,
siguiente proposicion:
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se verifica la



Proposicidn 2.9: La distribucion del vector de posicidn
(M, .... M)  tiene una  distribucién  multinomial
M(T. P o, P;). Estimando Tos P, mediante M./S, Ta
distribucion de (M,,.... M;} es aproximadamente multinomial

2.4.5. Covarianzas

Veamos cudl es la funcién generadora de momentos de la
variable aleatoria bidimensional (M. M).

¢Mh+Mk(u’ v) = [euMnWMx] - E[euI[N,-(T) =h]+ VI[N, (T) =k]] -

al ser las variables intercambiables

s 85
=TI IT [(e #-1) Pi(1-P&)+(e v-1)Pr{1-B5) +(e “+e V-1) Py Py - (e¥*7-1) Py P +1]
h=l k=l

Tomando Togaritmos en los dos miembros. resulta:

i
g

lnd)Mka (u,v) =(e u—l)l\?h +{e V—l)M"k_(euw_l)

Luego 1a funcidn generatriz de momentos es:

f(o m-1)tye(e 1)y (e e 1) Pl

(2.49)

Py, o, (U, V) =€

que es la funcidén generadora de momentos de una distribucion
bivariante de Pcisson, que verifica, por tanto:
Mth
—

(2.50)

I. Cov(M,, M) = -
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IT. Var [M,] =1\?h(1——1%] (2.51)

2.5. Coeficente de Variacidn de las p,

En las aplicaciones prdcticas rara vez se da la hipotesis de
homogeneidad, que consiste en admitir que "todas Jas clases tienen
el mismo tamafio y todos Tos individuos de la poblacion la misma
probabilidad de ser seleccionados", 1o que representamos por

H=:pl:}-'-‘>2:'"pg:i
S

Para encontrar un estimador para una situacién no homogénea,
es necesario tener en cuenta la variacién entre las probabilidades
de 1as clases. E1 coeficiente de variacién de Pearson es una buena
medida de la heterogeneidad de 1a distribucidn de las p,.

Se define el coeficiente de variacion de Pearson de las p,
como:

_ .
~ 1 1142

=5, = E - 2.52
! J St (pk 5) ( :

E1 cuadrado del coeficiente de variacidon de Pearson es, por
tanto, igual a S por la varianza de Tas p,. y. por tante, igual al
producto de S por la suma de Tos cuadrados de ias p, menos 1:

g
92+1=8Y pj (2.53)
=
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=
Como H=R,/(T(T-1)) es un estimador insesgado de Y p?
I=1

teniendo en cuenta la relacidén anterior, se obtiene:

P71 = e (2.54)

de donde resulta, como estimador* del cuadrado del coeficiente de
variacion de Pearson:

A g
2 o S - -
9 —méX{T(T—l) ;k(k 1) E(M,) 1,0} (2.55)

2.6. Estimadores de S

Vamos a considerar dos situaciones, segln se admita o no la
hipbtesis de homogeneidad:
Ho:py=p,=...ps=1/S

2.6.1. Situacion homogénea. Muestreo multinomial

Cuando 1las abundancias relativas son iguales, 1o que
expresaremos diciendo que se cumple 1la hipdtesis H. de
"homogeneidad", es decir. cuando se verifican las igualdades
P=P,=...=p=1/S, el problema ha sido ampliamente tratado y
resuelto satisfactoriamente en algunos casos.

* Chao, A. y Lee,S. "Estmating the Number of Classes via Sample Coverage".
Journal of the Americal Statistical Asscciation. Vol. 87, N° 417, Pag. 210-217.
Marzo de 1992.
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Podemos citar, entre otros muchos, a Lewontin y Prout(1956),
Darroch(1958), Harris(1968) y Holst(1981),...

Dos estimadores son 1os que destacan por su importancia: el
estimador de Darroch y el estimador de mdxima verosimilitud.

Proposicidn 2.9: "Bajo la hipbtesis de homogeneidad, los
momentos centrales de las p, son todos nulos.

En efecto:

g .

Z 1\k . 1

mk= (pk_—g) =0, 51 p1=p2=...=p5=—s
k=1

Proposicion 2.10: Bajo la hipétesis de homogeneidad. se
verifican las siguientes relaciones:

M -
T

=e

eyl

1 o T _ 'E B)
= ~Pi g -
) s)° :

Demostracidn:
La relacion A) es inmediata. En cuanto a B), basta con tener
en cuenta que

m N
1

taln
o =

~ |)_,E>
c:

S
E[M] = L e
1 ; S

Proposicion 2.11: La condicién necesaria y suficiente para
que se verifigue la hipdtesis de homogeneidad es que sea
nulo el coeficiente de variacion de Pearson de 1as p,.

Demostracion: Basta con tener en cuenta la proposicion 2.5 y
la definicidn del coeficiente de variacion.
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2.6.1.1. Estimador de maxima verosimilitud

E1 estimador conocido como de méxima verosimilitud es la

solucion S, de la ecuacion:

p=gl1-e 5] (2.56)

Se trata del estimador de méxima verosimilitud para la
distribucién de particiones de Maxwell-Boltzman, que es 1a
distribucién para particiones en el modelo multinomial cuando se
admite la hipdétesis de homogeneidad, cuyo estudio realizamos a
continuacion.

2.6.1.2. Distribucion de Maxwell-Boltzman

La distribucién de {N(t), k=1,2,..., D} se obtiene a partir de

g
la distribucion de Tos N (t) condicionada por Y N, (t) =T, 1uego
k=1

s
PN (t) =n,] =PIN(t) =n,, k=1,2,...,D/ Y N (t) =T] =
k=1

s -ppt Dyt
(p t)nk e (p t) T—nk =]
_ g k 1! k (T-ny) ! _
-Dpt
T e
(Di t) T
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k=1
nk'
k=1
Si se admite 1a hipétesis de homogeneidad: p,=p,=...=p=1/S. se
obtiene:
= DD! (%)T,nkato

I 2et
k=l

Esta distribucidén es la probabilidad de obtener una muestra
de una poblacidn en 1a que hay una particién formada por S clases
de modo que en dicha muestra hay n, objetos de la poblacion. Ahora
bien, s61o D. de entre las S clases; estardn representadas en la
muestra, luego habrad otras S-D clases no representadas. No todas
las muestras se distinguen unas de otras.

No se sabe qué conjunto de D clases de 1as S que componen 1la
poblacién se encuentran en la muestra, siendo el nlmero de
muestras con D clases diferentes:

Sl
D! (S-D) !

Ademds sucede que no se sabe cudl de entre las D clases
seleccionadas estéd representada n, veces. El ndmero de formas en
que D clases pueden constituir una particion de modo que M, clases
aparezcan k veces es:

I 2!

Segin estos razonamientos, la probabilidad de obtener una
muestra distinguibie es:
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!

D .D
IT =t I &

k=1 =1

P=

= (2.57)

Hemos obtenido asi la funcidén de verosimilitud. Se trata de
la distribucién correspondiente al muestreo multinomial bajo la
hip6tesis de homogeneidad (distribucién de Maxwell-Boltzman), cuyo
estudio realizaron Lewontin® y Prout en 1956.

Veamos que la solucion S, de Ta ecuacion

-z
D=Sh—e 4

es un estimador suficente y de mdxima verosimilitud para S.

Que es suficiente resulta evidente si observamos la expresion
(2.57) de 1a funcidén de verosimilitud, que aparece descompuesta
en producto de dos factores: el factor de la derecha depende de
Sy de D, y el factor de la izquierda, que depende solamente de
las observaciones.

Veamos que se trata de un estimador de maxima verosimilitud,
siguiendo un razonamiento diferente al de Lewntin y Prout.

Tomando logaritmos. resulta la funcidn:

InP=1nl'{s+1) +1nl"(7+1) -1nI' ($-D+1} -
D D
-T1nS-Y. Inl(#+1) =Y 1nl'(n,+1) (2.58)
k=1 k=1

Los G1timos sumandos no dependen de S, por 1o que derivando
con respecto a S. se obtiene:

a1n(P)__I"(s+1)__I"(S—D+1)__T

EE] [ (S+1r—FPt5p+1) =S

5 Lewontin, R.C. and Prout, T. "Estimation of the Number of Diferent Classes
in a Population". Biometrics. 12. pdg. 211-223. Junio de 1956.
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Igualando a cero, y, teniendo en cuenta que

IV(x+1) _ 1 1

1
=l+=—+=+'+—-C
IM'{x+1) 2 3 X

siendo ¢ la constante de Euler-Mascheroni, resulta:

1, 1 1 1 1 T
l+_+_+...+__c_l___.-._ +c_
2 3

S 2 55 50

de donde se deduce:

F2)
i, 1 +"q“1;=§: 1 .7
S5-D+1  S-D+2 S &= S5-D+j 5

F=1
Teniendo en cuenta la relaciont:
Y
D N .S'-!-i
sy - tdx = m—%p
j=1 C°T §5-D+—
S-D+—; 2
A+__1_
resulta: In— 2 - 32
§-p+L S
2
g+ 1 .
Como 2_ . fQA

podemos poner

5 Feller W. "Introduccién a 1a Teoria de Probabilidades y sus Aplicaciones”,
Volumen I, Capitulo IX, apartado 3. M&jice, 1993.
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o T o o _T & _T
ASA=95=> _AD=95=>1—2\=Q§
S-D = S
de donde finalmente:
T
ﬁ=§3[l—e % (2.59)

cuya solucion es el estimador de maxima verosimilitud para, al que
vamos a dentar por S;.

2.6.1.3. Varianza del estimador de maxima verosimilitud

La derivada primera del logaritmo neperiano de 1a funcién de
verosimilitud queda en la forma:

dinp % T
=ln§""ln (S"‘m -—
og ]

puesto que satisface las condiciones de Cramer-Rao.
La varianza del estimador viene dada, en general, por

Var(g) =_—l
E[ 82le
ag? ]
Ahora bien: ¢inp _1__1 , T

Entonces
_Hlnp i, g, Je | 1, T 1
E[ = AT E'[ A_ﬁ] §+ 2 E[.é‘e ] §+ = —
Se
Luego
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Var (&,) = -1 = £
1, T ,1.° T
3t o

L8]

resultando la expresion que dieron Lewontin y Prout:

var(s,) =

(2.60)

eF. Iy
SB

2.6.1.4. Estimador de Darroch

Si utlizamos conjuntamente los resultados A) y B) de la
proposicion 2.8, obtenemos:

. ; . SH M)
E(D) =8-Y e P¥=g-—— =§(1——1)=sé
k=1 T T

de donde, si denotamos a este nuevo estimador por S,, es:

s _ D
S4=va;
que puede ponerse en la forma
[ (2.61)
T-M,

Se trata del estimador de Darroch, que estd basado en el
estimador del recubrimiento muestral de Good-Touring.
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Mas adelante veremos una estimacién de la varianza, que se
obtiene facilmente al estar formado el estimador por combinaciones
Tineales de Tos nimeros de ocupacidn.

W.W. Esty’ estudié 1a eficiencia de los estimadores de Darroch
y de méxima verosimilitud, analizando los estimadores de 10s
respectivos recubrimientos muestrales:

C=1-e ¥ y f=1-

concluyendo que el estimador de Good-Touring es “"bastante
eficiente cuando se le compara con el de maxima verosimilitud”.

2.7. Tiempo de espera hasta la primera renovacidn

Aln cuando 1a superposicion de procesos no fuera un proceso
de renovacion, se puede obtener Ta distribucion del tiempo de
espera hasta la primera etapa de renovacén después de la etapa
cero siguiendo el razonamiento que hace Feller®:

En efecto, la funcién de valor medio de cada proceso es:

m{t) =EIN(t)] =p, T~ L

luego

g
1 T 1 1 Tﬂjz: T _1
=p_ = 4+, . F— = = p = e = (2.62)
My Kt Hq ) L1 8 t o

de donde el tiempo de espera W en el proceso cumulativo es el mas
pequeno de los tiempos de espera W, por lo que

7 Esty. W. W. "The Annals of Statistics™, Vol. 14, N° 3, 1257-1260: 1966.

8 Feller, W. “Introducciéon a la Teoria de Probabilidades y sus
aplicaciones”. Volumen II. LIMUSA, México 1989.
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PIwt] =1-PW<t] =1-(1-eT) =T (2.63)

Entonces

Plwst] =1-e77T (2.64)

Ademds, en el proceso cumulativo, se verifica:

EM =L =L ot-Ta (2.65)
04 r

Como PLW>t]=(Py)°, se verifica que

>
tofl g

(2.66)

2.8. Proceso combinado

Teniendo en cuenta la caracterizacidén de los procesos de
Poisson con relaci6n a l1a superposicidon de procesos que hace
Samuels’, a saber: "la superposicidén de dos procesos de
renovacion independientes es un proceso de renovacién si, y sélo
si los procesos componentes son procesos de Poisson", el proceso
combinado es un proceso de rengvacion.

Ademds, el proceso combinado, N(t). puede aproximarse™ por
Ta suma de un gran numero de variables independientes indicador,
de modo que la distribucidn de N(t) tiende a una distribucion de
Poisson, cuya funcidn generatriz de momentos viene dada por:

10 amueis.S.M. "A Characterization of the Poisson Processes”. J. Appl. Prob.
11, 72-85. 1974,

1 Cox,D.R. & Isham,V. "Point Processes", capitule 4, apartado 4.5. Chapman
& Hall, Londres 1992.
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s

Ve (2) = Bz =T] {1—1-5'1 (1~z)}

k=1

siendo

-g=pwﬁu)=q,Vk.

(2.67)

(2.68)

de modo que, cuando S tiende a infinito, la expresidn anterior
tiende a la funcidn generadora de probabilidades de una variable

de Poisson de pardmetro w.
Por 1o tanto. en nuestro caso serd:

5
Yy (2) = B(z7) =TT {1—kae_p*T(l—z)}
k=1

Tomando logaritmos:

In[by (2)]=Y In{l+p, Te P (z-1) } =

Luego la funcion generadora de probabilidades del
combinado es:

-M, {1-2) e—éor(l—z)

¢N(T) (Z) =e

(2.69)

proceso

(2.70)

que es la funcidn generatriz de probabilidades de un proceso de

Poisson de razon M,=C,T.
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Entonces, como

m(t) =C,T= (2.71)

(=]

t
Hx

los tiempos entre T1legadas, X, correspondientes al proceso
combinado siguen una distribucion exponencial de media 1/C,=T/M,.
y los tiempos de espera hasta que tienen lugar r sucesos siguen
una distribucién gamma de pardmetros (r,T/M)), de modo que
ECW,J=T/M,. donde W, es el tiempo trascurrido hasta obtener 1
especie diferente.

Como N(t)=M,. los M,-1 instantes T,,..... Tay-1 del intervalo
(0.t] en los que ocurren 10s sucesos son variables aleatorias que
tienen 1la misma distribucidn que si fueran los parametros
correspondientes a M, wvariables independientes U, ...Uy.
distribuidas uniformemente en el intervalo (0,t].

Se dice que T, ..., T, SOn los parametros correspondientes
a U... .Uy si Ty, es el menor de los valores entre U, ... Uy. T
es el segundo valor mas pequeno, y asf sucesivamente, siendo T,
el valor mayor entre U,...Uy,. Los M, instantes T.,,..., Tony del
intervalo (0,M;] en los que tienen lugar 10s sucesos, considerados
como variables aleatorias no ordenadas, estan distribuidos
uniformemente y son independientes en el intervalo (0.M,].

La variable aleatoria T,, y la variable aleatoria W.. que
representa el tiempo de espera hasta que tiene Tugar el r-ésimo
suceso, son dos notaciones diferentes para expresar el mismo
concepto. |

Entonces el estadistiico de orden h-ésimo de T,...., Ton. Y.
por tanto, de W,..... W, es el estadistico de orden h-ésimo de
Tiyreo oo Ta,. Qque son variables aleatorias distribuidas

uniformemente en (0.M;1. Luego el estadistico de orden T, sigue
una distribucién beta.
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2.8.1. Comportamiento asintético. Intervalo de
confianza para S

Acabamos de ver que el proceso combinado N(t) se comporta como
un proceso de Poisson homogéneo de media M;, 1o que nos dice que
en el periodo (0,t] se producen M, renovaciones, es decir,
aparecen M, especies diferentes.

Ahora bien, los procesos de punto renovados verifican las
siguientes propiedades asintéticas® para valores grandes de t:

Proposicién 2.12: Sea N (t) un proceso de punto renovado, con
tiempos entre 1legadas X;, independientes y todos con la misma
distribucidn que una variable aleatoria T.

Una expresién asintética para la media m(t)=E[N(L)],

ST w=E[T] <=, es:

-1, (2.72)

y una expresion asintética para la varianza Var[N(t)I.,si son
finitas w=E[7T] y o2=Var[T], es
1ipYarln(e)]l _ of (2.73)
e pd '
Entonces 1a normalidad asint6tica del proceso renovado,

si E[T?] <=, viene dada por

12 parzen.E, "Procesos Estocdsticos”. Capit. 5. apart. 5.3. Ed.Paraninfo.
Madrid 1972.
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N(E)-—= X 1.2
limp|— M <x =ife i dy (2.74)
to= e 2T Y,
W

Luego N(t) estd distribuido asintéticamente con media vy
varianzas asint6ticas dadas por (2.72) y (2.73)".
Aplicando este resultado a nuestro proceso, como

£t A to? ~
p. 1 [..|.3 1
resutta:
M /
|| $Zu,|=1-a (2.75)
A

De aqui, si tomamos « =0/0445, se obtiene el intervalo de

confianza del 95°55% para N(t):

[1,-2 /0 <N(t) <M+2/H] (2.76)

Teniendo en cuenta que =slv(e)]=#,, dividiendo por el tamafio
muestral T, es:

M1"'2T\/E; s(_‘:os ﬁ1+2\/ﬁ1_

Restando de 1, resulta:

3 parzen.E. "Procesos Fstocasticos”. Capitulo 4, 4A. Ed. Paraninfo. Madrid
1972, :
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T -2l 5 TMe2 /B
T T

Invirtiendo y multiplicando por D, se obtiene finalmente:

S > R S— - R— (2.77)
w2/ € T-M-2/F
T T

que es un intervalo de confianza del 95°55% para S, bajo la
hipétesis de equiprobabilidad.

2.9. Muestreo multinomial. Situacion no homogénea

La situacion homogénea ha merecido mas atencidn. Sin embargo,
en la practica, lo mas probable es que nos encontremos con
situaciones no homogéneas. siendo las clases no equiprobables.

Para resolver el problema en una situacion no homogénea, es
conveniente tener en cuenta la variacidn entre las probabilidades
de las diferentes clases, cuyo estudio nos 1o van a proporcionar
los momentos centrales de las abundancias relativas. Necesitamos,
por tanto, conocer la distribucidn de las p,.

En principio, en este modelo, las abundancias relativas son
constantes.

Se puede generalizar el modelo, haciendo que las abundancias
relativas sean variables aleatorias, 1o que haremos en el proximo
capitulo, donde supondremos que Tas A, siguen una distribucidn
gamma.
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2.9.1. Estimador de Chao para situacidén no homogénea

Se trata de obtener el estimador de S en funcidon del
coeficiente de variacion de Pearson de las p,.

Vamos a considerar el estimador del recubrimiento muestral
M

€==-E;. Partiendo ahora de la expresién

5 (2.78)
¢

que se transforma en:

L -5+ ;
& &
~ M\ ‘
al ser ];—C==—E} , resulta:
- g
Sﬁ.— e_ka
5 T &
s=%— kc;l (2.79)
Teniendo en cuenta que
a T
Bl— | =), pxe ™
k=1

-97-



y substituyendo este valor en (2.79), resulta:

&

g
SY p, e TN g7t 1
] 2 b b))

g
sy, e _ka(Pk’ g)
k=1

% (2.80)
é

k=1 -

¢

0l
|

[¥5)
]
oyl

Desarrollando e ™% en serie de Taylor en un entorno

simétrico de centro p=1/S, se obtiene:

-z 2,67 S 2
e =g s 1—z(pk—ij]+zwe (pkni),0<e<l
S & s
y. por tanto:
E T 1
SE e Pk (pk S) =
k=l
T s .ITS 2 2,87 % 2
s T g)ore I ST E e e -
j; K }; k g 2 k;l k S k g
-8 2 2 5-6T7 5 3
=-Te 95 (p —-];) + (p —i) =
2; ks 2 ;; k5
T 2 o-0T 2 o-0T
=-Te Sy2+ T8 Y (1-gp,y = -My2-LE (1-Spy)* =

donde el resto
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(1-8p,)*, 0<B<t (2.81)

es funcidn del momento de tercer orden de las p,.
Acotemos el resto:

2 -8 S
K] = 2—%;2 11-Spyf s
k=1

La O1tima desigualdad es cierta por verificarse la relacion

s

T2 N T? -38p
[1-Sp|° < e '
282 ?:1 25% );.

l-xge™™, ¥x.

Entonces:

282 28e3 2e3

2 2 I]D(Ilﬁ)
|K] < " se3< &

y este dltimo término nos proporciona una cota del error, al
estimar S, suficientemente pequena.

Como nuevo estimador de S, al que denotaremos por S;, ahora
para una situacion no homogénea, hemos obtenido:

3, = +—T(1C;5) 7 (2.82)

oy,

Se trata del estimador de Chao, que depende del coeficiente
de variacidn de Pearson. Es necesario, para evaluarlo, tal como
hace Chao, realizar una estimacidon previa de S utilizando un
estimador homogéneo como el de Darroch, con 1o cual obtenemos:

§ = + ~ 2 -1 (283)




2.9.2. Estimador basado en 1a proporcidén de especies

Veamos un nuevo estimador para la situacién no homogénea, que
depende también del coeficiente de variacidn de Pearson, pero que,
en lugar de estar basado en e] recubrimiento muestral, se define
a partir de la proporcién de especies que aparecen repetidas en
Ta muestra:(T-D)/D.

Partimos de 1a relacidn

5
1-P=1-2 ¥ 2 (2.84)
Sk 1

Como tratamos con procesos estocdsticos, cuyo pardmetro t es
continuo, podemos desarrollar la suma en serie de Taylor en un
entorno de t=0, y particularizando en t=T (condicionando al tamafio
muestral T), puesto que se trata de una exponencial, que converge
en toda la recta real, se obtiene:

5 g
-1 T 4 _ 1 _ L 3 -p,T8
1 321 e 1 Skz;[ ka+21 Di- ST Pke ] o<1<6 {2.85)
por tanto
D_ T T* T3 3 -8,
— = e +
s 5 2 J£§f° ‘f§g;3 k6
donde

Teniendo en cuenta que
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Mo
N
b

se obtiene:
(2.86)

(2.87)

(2.88)

Si suponemos que se verifica la hip6tesis de homogeneidad, es

decir, que todas las p, son iguales, sera nulo el coeficiente de
variacién, y, por tanto, se obtiene el estimador homogéneo basado

en la proporcidén de especies, D/T, que hay en la muestra:

T
2 (2.89)

D
T

Utilizando (2.88) para hacer una estimacidn previa de S, que
nos permita estimar el coeficiente de variacion de las p,.

resulta:
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o T3 R,
= —
4 (T-D)? (T-1)

2.9.2.1. Acotacién del resto

Partimos de

5
73 3 -p, T8

K= _— ek , 0<B<1.
3 giLIDk

Entonces

5 .
T3 3 i T | T\? T Ty

Ks — £ —— < —|=}| «—=—|1In—
GS}; Pr= 253 ss(s) 6.5’( 1\21)

de donde, una cota superior del resto, al estimar S, es:

2
H=SK$%TML£J
1

(2.90)

2.10. Estimadores de menor sesgo para el recubrimiento

muestral

Vamos a utilizar el método de eliminacidn de informacidn de
Lo para reducir el sesgo del estimador del recubrimiento muestral.

2.10.1. Nuevo estimador utilizando el método de Lo

E1 método desarrollado por Shaw Haw Lo consigue reducir el
sesgo del error en la estimacién del estimador de Good-Toulmin,
1o que nos ha permitide reducir el sesgo de los estimadores de

Darroch y de Chao.

¥ Shaw-Hwa Lo. "The Amnals of Statistics™, Vol. 20, N° 2, 1094-1109: 1992.
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La idea de Lo es crear informacign acerca de una cantidad
aleatoria desconocida, eliminando una observacién de la muestra
de dimension T en un cierto instante dado. y comparar la
observacion eliminada con el resto de las T-1 informaciones
restantes.

Fundamentalmente 1o consigue realizando una nueva experiencia
apoyado en 1la equivalencia del “problema de estimar la
probabilidad total de especies desconocidas” y el de “"estimar la
probabilidad de que, en una prueba posterior, se obtenga una
especie desconccida condicionada por los resultados anteriores™.

Por tanto. una vez se han obtenido los T resultados de una
muestra de tamafio T, se detiene el proceso. Entonces se simula una
nueva prueba, la (T+1)-ésima, y se observa el resultado en funcion
de los anteriores. Desconocemos 10 que sucede en esta nueva
prueba, por 1o que debemos estimar el valor esperado a partir de
los datos de que disponemos en las T pruebas realizadas.

2.10.2. Estimadores de la probabilidad de especies
desconocidas

Comenzamos por exponer el proceso que sigue Lo para estimar
la probabilidad total de especies desconocidas.

Suponemos que hay M, especies que han aparecido una sola vez
¥y M, que han aparecido 2 veces.

La probabilidad de que aparezca una especie desconocida se
estima por Cg=M,/T: la probabilidad de que aparezca una especie que
ha aparecido una sola vez se estima por C,=2M,/T: y Ta probabilidad
de que aparezca una especie que ya ha aparecido mds de una vez,
se estima por 1-C;-Ci=1-M;/T-2M,/T.

Entonces, si designamos por M’ el numero de especies que
aparecen una sola vez en la muestra de tamafio T+1, podemos estimar
la esperanza de M", en funcién de que la especie obtenida haya
aparecido una sola vez, mds de una vez o ninguna.

Tendremos :
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iy M. . . .
M~ =M,+1, con probabilidad — $1 no habia aparecido;

- M, 2M, _. .
M7, =M, Ccon probabilidad 1——T1—iT,s1 aparecio mas de una vez;
21,

M°, =M,-1, con probabilidad == si aparecid una sola vez.

E1 valor esperado de M'; condicionado por los valores
M,.M,.... obtenidos es:
2M,

R M, M, 2M
EM’) /(M. My, . .))= (M;+1) —2—}+Ml(1——2}— T2)+(M1—l)

A M, 2M . . .
Si utilizamos M1+—Z§— == como estimador de M";, se obtiene

T
el estimador de C;:
B =2aEIM /M, My, . ] = o M2 M M-2M,
9 e 1 1o Mye v s o T el 7.12_’:9

o zt?ld 2M,
Go = ST (2.91)

Este estimador no es insesgado para estimar C,. Sin embargo
reduce el sesgo de & , al estimar C,. en el orden de o(T?).
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En efecto, el sesgo de la (T-1)-estimacion de orden para
estimar la probabilidad de que el resultado de la siguiente prueba
partenezca a la muestra de tamafio T, viene dado por:

M, M+d
E|—= -2
T T+l }
donde .
M,

& vale 1, con probabilidad -7%, si la especie obtenida no

habia salido antes,

o M, 2M, . .
& vale 0, con probabilidad 1-.3:-_7§a la especie obtenida

habia salido al menos dos veces,

2M,

& vale -1, con probabilidad , $1 la especie obtenida

habia salido una sola vez.

E1 sesgo del error es, por tanto:

Eﬁ_Ml+6]= E(M) EM) E(B) _
T T+l T T+l T+l

_E[M](T+1) -EMIT 1 | E[M] e (-1) 2E[(M] |
- T(T+1) T+1 T T -
E[M] EiM ] 2E[M,] 2 - o(T) (2.92)

T{T+1)  T(T+1)  T(T+1) = T+1
La desigualdad tiene lugar por ser Eﬂﬁg]==é§5[cgl, con &<1.

Fn cambio, el sesgo de la (T+1)-estimacién es del orden de T2,
En efecto, el sesgo de la nueva estimacion serd ahora:
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M o2M, M o2M)
=BT 7 T el (2.93)

{22

donde M," representa el nlmero de especies que aparecen dos veces
entre todas 1as pruebas.
Si tenemos en cuenta que:

b -M<1 ¥ |My-20) <2

con probabilidad 1, Ta espresidon (2.93) estd acotada por
3/(T(T+1)), y, por tanto, el error es de orden (T?).

Mediante el mismo razonamiento, se 1lega a un estimador para
C. con menor sesgo, siendo éste:

8 - (r+l)1\'fr+1+ (r+1) [(z+1) M ,,-(r+2) M)

= s S (2.94)

2.10.2.1. Estimadores de Darroch-Lo y Chao-Lo

Utilizando (2.91), para esimar P,, Tlos estimadores de

5 . 0 M : .
Darroch, &, = % , y Chao, &, = %Jf_c; 42 . mejorados con la técnica
de Lo, que se obtienen, son:
& = ) _ DT {(T+1)
? M, 2M, (T+1) (T-M,) +2M4,
1-2+——=
T T(T+1)

Obtenemos, de este modo, los estimadores que vamos a denominar
de Darroch-Lo y Chao-Lo, respectivamente, y que son mds precisos
que los de Darroch y Chao en cuanto al sesgo:
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DTT:1) (2.95)
(T+1) (T-M,) +2M,

a

(2.96)

9 =

) é\ ]

DT (T+1) . T(T+1) M, BR, i
(T+1) (T-M,) +2M, (T+1) (T-8,) +2M,| (T+1) (T-M,)

2.10.3. Estimador de la proporcidon de especies

Vamos a utilizar el criterio de Lo para mejorar la estimacion
de especies que son extraidas al menos una vez en una muestra de
tamafio T+1. Si designamos por D' el nlmero de especies diferentes
que aparecen en la muestra de tamafio T+1. la esperanza de D’ se
puede estimar en funcidén de si 1a especie obtenida habfa salido
ya 0 no habia sido obtenida antes.

La diversidad, D, tiene como estimacién D, siendo:

D’=D+1, con probabilidad M,/T, si la especie obtenida no habia
aparecido antes,

D"=D. con probabilidad 1-M,/T, si la especie obtenida habia salido
antes.

E1 valor esperado de D', condicionado por 1os resultados de
Ta muestra de tamafic T es, por lo tanto:

_ 1 IS ﬁl _ﬁl __D 1\21
E(D/ (M, M, ..))= ﬁ((D*”(_T)*ﬁ(l _T))- T+1 T(T+1)

es decir:
_ D M
Fo= w1 "D (2.97)

£1 sesgo del error, como sucede en la estimacién de C;. se
reduce también, siendo del orden de (T?).
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Entonces, la proporcién de especies que aparecen al menos una
vez en la muestra de tamafio T+1, reduciendo el sesgo del error,
es:

~

D M,

o1 T (2.98)

1-Fy=1-

2.10.3.1. Estimador de S basada en F,

Se trata ahora de utilizar F, para estimar S en las
expresiones (2.88) y (2.89). E1 estimador que se obtiene para el
nimero de especies tomando F;, es:

- T2 (T+1) 5
= D By (2.99)

Bajo la hipdtesis de homogeneidad. resulta el estimador:

o= —— T (T+l) (2.100)
2 [T(T+1-D) -M,]

Tomando SR,/ (T(T-1)) como estimador de y2+1 , se obtiene:

T (T+1) R,
4(T(T+1-D} -M,]1% (T-1)}

11 —

(2.101)

2.11. Calculo de 1a varianza de los estimadores de S

Los estimadors obtenidos son todos funciones diferenciables
de los M.. 1o que nos permite estimar 1a varianza y. por
consiguiente, el error tipico de Tos mismos. Para ello,
necesitamos hallar la matriz de covarianzas ¢, y 1a varianza del
estimador de S vendra dada por:
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(2.102)

s 3s
Gas= =0
d k=1 h=1 aMk aMh kA
donde
o~ M’\
A&(l——%) , si k=h
Oy = . S (2.103)
—M,\h , si k+h
S

En forma matricial, se puede expresar del siguiente modo:
(2.104)

oi=LXTL’
siendo
{98 95 95
L—(a%, &, &%) (2.105)
es la matriz de covarianzas

L’ es la traspuesta de L y Z =(oy)

de los M.
2.11.1. Expresion de Tos estimadores para el cdlculo
~ Para calcular estos pardmetros, considerando D y T como
variables aleatorias dependientes de los M. Tlos distintos
estimadores deben expresarse en funcién de los M,. E1 estimador de
(2.106)

Darroch-Lo queda en 1a forma:
s, = Q0 k(3 #J(3 k(k-1) My
(Y (k-1 M) kM -1)
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2.12. Ejemplo

Para hacer un estudio comparativo, nos hemos servido del
propio ejemplo que utiliza Chao, que To toma, a su vez, de Holst.

Se trata de un problema de numismatica: Ha sido descubierto
un tesoro formado por 204 monedas, que han sido clasificadas segun
los diferentes tipos de troqueles utilizados en el proceso de
emisidn, y se pretende averiguar el nlmero de troqueles utilizados
en el propic periodo de emisidn de las monedas.

Las frecuencias obtenidas para el reverso han sido: 156
aparecen una sola vez, 19 aparecen dos veces, 2 aparecen tres
veces y 1 aparece cuatro veces. En el anverso, las frecuencias
vienen dadas por: 141 una vez, 26 dos veces, 8 tres veces, 2
cuatro veces, 1 cinco veces, 1 seis veces y 1 siete veces. El
siguiente cuadro resumen recoge los valores obtenidos por 1los
estimadores de mdxima verosimilitud, Darroch, Chao y estimadores
basados en 1as proporciones.

Anverso Reverso
Estimador S cve Error S cve Error
S; 731 0°084 130°6 256 07335 24°8
Ss 756 0°132 145°1 282 0465 649
Se 844 " 186°1 378 " 6h'2
*Se 800 0197 141°8 330 0721 307
xS, 958 " 1587 | 568 " 70°9
Sg 753 0'127 142’8 281 0" 465 327
Sg 838 ! 183°'1 374 " 64’3
xS 797 0°193 1396 | 329  0°700  30°5
*Sh 946 " 15677 563 ! 70°5

Los intervalos de confianza del 44°'5% son:
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I
Para el anverso: (497, 1537)

para el reverso, (235,352}

Todos Jos estimadores homogéneos evaluados caen dentro de los
intervalos. Asi:

731, 756, 800, 754, 797 estdn comprendidos entre 497 y 1537.

256, 282, 330, 281, 329 estédn comprendidos entre 235 y 352.

Observamos c6mo, en el anverso (donde el coeficiente de
variacién de Pearson es pequefio), en Tos estimadores basados en

la proporcién (marcados con-*), es menor el error tipico que en
los de Darroch y Chao.
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2.13. Resumen del capitulo

Se introduce el modelo no paramétrico como la superposicién
de S procesos de punto, que son S procesos de Poisson homogéneos,
que dan lugar a los dos grandes esquemas de muestreo: esquema de
Poisson cuando se observan los procesos durante un intervalo fijo
de tiempo (0,t], y el modelo multinomial, que se obtiene cuando
se continlGa el proceso hasta que tiene lugar un nlmero fijo de
SUCEesos.

“En el primer caso, se obtiene la distribucidn de Poisson de
media A.t, y. en el segundo, se demuestra que la distribucion
tiende a la de Poisson de parédmetro p,T.

Estimando la media poblacional a partir de la media de la
muestra, y utilizando las propiedades de 10s dos primeros ndmeros
de ocupaci6én, se obtiene el estimador de 1la probabilidad
desconocida:

Desarrollando e en serie de Taylor en un entorno de t=0, y
particularizando para t=i/s, resulta un nuevo estimador de
Poisson, que depende de C; y C;:
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y que permite obtener facilmente una expresion de la varianza, ya
que C;. C, ¥y D son funciones diferenciables de Tos M..

Se estudian las propiedades fundamentales del modelo
multinomial, concluyendo:

1. E1 vector M=(M,,..., Mp) tiene una distribucion multinomial
de pardmetros M(T,M/T,..., M/T).
2. Estimando los P, por M,/S. T1a distribucion del vectror M es

multinomial M(T, M, ..., M) .

3. Las p, son constantes, siendo condicidon necesaria y
suficiente para que se verifique 1a hip6tesis de equiprobabilidad
que sea nulo el coeficiene de varjacion de las p.

Surgen, de modo natural, los estimadores homogéneos de Darroch
y de méxima verosimilitud. Este (1timo es el que coresponde a la
distribucién de Maxwell-Boltzman. que se deduce de modo diferente
al que emplearon Lewontin y Prout. dando también la expresion de
la varianza.

Analizando el procesc combinado, se llega a construir un
intervalo de confianza para S, bajo 1a hipbtesis de homogeneidad:

TD < S« TD
T-M +2,/M T-M, -2./M
1 1 1 1

Desarrollando en serie de Taylor e™®*™ en un entorno de p=1/S,

se obtiene, de modo sencillo, el estimador de Chao., que depende
del coeficiente de variacién de Pearson de las p,, el cual, a su
vez depende de S. Por ello, es necesario hacer previamente una
estimacién de S a partir de un estimador homogéneo como el de
Darroch, que se elige por ser, segln demostrd Esty "bastante
eficiente cuando se le compara con el de mdxima verosimilitud".

E1 estimador de Chao se basa en el recubrimiento muestral C,
siendo:
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&= B@A+ T(l:@ 92

C

Desarrollando también e™®T en serie de Taylor, pero ahora,

utilizando t=p,T como variable, se obtiene un nuevo estimador para
una situacion no homogénea., que no depende del recubrimiento
muestral, sino de la proporcidn de especies en 1a muestra:

T

2D (92+1)

1-=
T

S =

Finalmente, hemos aplicado los métodos de Lo para reducir el
sesgo en 1os estimadores de P, y de F,, obteniendo como estimadores

de S de menor sesgo para el caso no homgéneo:

- DT (T+1)
Po(T+1) (T-M) +2M,

T(T+1) M, PR, 1
(T+1) (T-M)) +28, | (T+1) (T-M,)

s - T4 (T+1) K,
Y4 [T(T+1-D) -M,]2 (T-1)
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IIT MODELO PARAMETRICO

3.1. Introduccidn

Hemos representado el "muestreo de las especies” como una
superposicion de procesos de Poisson en el intervalo de tiempo
(0,t]. con t>0, que, al ser desconocidas las especies que no
forman parte de l1a muestra, debemos truncarla en el origen.
Representamos por N,(t) la distribucién truncada en el origen
y por N.(t) Ta distribucidn ordinaria. Sus expresiones son:

(A )T et

PN, (t) =r] = =

(3.1

1

que proporciona la probabilidad de obtener r individuos de Ta
especie I, en el intervalo (0,t1, y

(A )T o™t |

PiNc == P o=t e =Ly — (3.2)
rl {1-e %)

que es la probabilidad de obtener r individuos de la especie
I, en el intervalo (0,t], cuando ya se ha obtenido al menocs un
individuo de 1a clase I,.

Se puede generalizar el modelo haciendo que las A, sean,
a su vez, variables aleatorias con una distribucion comin como
puede ser la gamma de parametros (A,1/A) dando lugar al
modelo de Polya.
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3.2. Proceso de Polya

La eleccion de una distribucién gamma de pardmetros
(A.1/A) para los A nos lleva al proceso de Polya, que pasamos
a analizar con detalle.

E1 proceso de Polya se obtiene fundamentalmente de tomar,
como distribucion de los A, una distribucidn gamma, de tal
modo que Tla distribucidén compuesta es la binomial negativa,
que viene dada por:

P (N (£)=x/A) = ng:rg( E:A)r(th)A , r=1,2,... | (3.3)

Vamos a suponer que las diversas especies constituyen una
particion de la poblacidon, formada por D+1 clases:
L.L..... I,. cuyas especies son conocidas, y una clase I,
compuesta por las especies desconocidas (que no forman parte
de la muestra).

Si realizamos un experimento consistente en Ta selecciodn
aleatoria de individucs de la poblacidn, y realizamos, no un
nimero fijo de pruebas, sinc que continuamos el proceso hasta
que se obtienen por primera vez A especies de la clase I,
habiéndose obtenido antes r-1 individuos de la clase I,
estamos ante el tipo de muestreo secuencial, cuya distribucion
conjunta corresponde a la distribucién multinomial negativa.

La distribucién (3.3) puede, entonces, ser entendida como
la probabilidad del nldmero de fracasos que preceden a A
éxitos, siendo N (t)+A el ndmero total de pruebas necesarias
para conseguir A éxitos, 10 que sucede si en la ultima prueba
resulta éxito, y., en las AN (t)-1 previas ha habido
exactamente N, (t) fracasos en un intervalo de tiempo (0,t].

Se trata de un modelo de muestreo secuencial, en el cual,
en lugar de seleccionar una muestra de tamano fijo T,
alterando la regla de parada, se continda el muestreo hasta
que se consigue el A-ésimo éxito.
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Vamos a considerar “éxito” obtener un individuo
perteneciente a 1a clase I,. De esta forma, la probabilidad de
que N (t) sea igual a r es la probabilidad de obtener r
individuos de la clase I, en A+r pruebas.

Se trata del proceso de Polya, modelo al que conduce el
esquema de urnas de Polya. ES un "proceso de renovacion
ordinario”, aunque también puede ser considerado como "un
proceso puro de nacimiento, no estacionario”

Este proceso se puede analizar mediante el esquema de
urnas de Polya, que consiste en una urna compuesta por b bolas
blancas y a azules. Se extrae una bola al azar, que resulta
ser de un determinado color, y se reemplaza afiadiendo a la
urna ¢ bolas mas del mismo color. Se extrae una nueva bola de
la urna y se repite el mismo procedimiento.

Después de cada extraccidén el nimero de bolas del color
extraido se incrementa en ¢ bolas mas, mientras que el nimero
de bolas del otro color no cambia.

La probabilidad de que, en n=n;*n, extracciones, resulten
n, bolas blancas y n, bolas azules viene dada por:

[ -b/c\( -a/c)

_Um U m )
Pryn= ( —(b+a)/c) (3.4)
n
Si hacemos
b?a =p, bfa =q ¥ bfa =y (3.5)
queda:

: Feller.W., Introduccién a la Teoria de las Probabilidades y sus
Aplicaciones". Volumen I, Capitule XVII. Limusa, México, 1993.
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(—p/y)(—qfv]
Popn “(1_1/75”2 (3.6)

expresion que es vdlida para valores arbitrarios p=0, ¢=0 y y>o0,
no necesariamente racionales, pero verificando p+g=1.

Si n-e,p-0 y y-0,de modo que np-XA,ny-p-t, entonces,
para n fijo, resulta:

P {A%)(#)f‘( L) (3.7)

E1l proceso de Polya se obtiene, por tanto, como paso al
limite del esquema de urnas de Polya, y se trata de un proceso
puro de nacimiento, no estacionario. Las ecuaciones
diferenciales que dan lugar al proceso son:

I} _ _A+r A+r-1
pl(¢t) = _Tf.le(t)+ AP, (t), r21 (3.8)
Pl (t) =0
con las condiciones iniciales
P,{0) =1, P_(0) =0, r#aA (3.9

La solucidn a este sistema fue dada, en primer Tugar, por
Yule en la forma:

P_(£) =(A+§'l)ev*ﬂﬂ(1—e'“)r,r>A (3.10)

Se trata, por tanto, de una distribucidn binomial negativa
de parametros:
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BN(r;A; e™*t)

0, 1o que es equivalente: BN(A,p}, a Ta que 1legamos a partir
de Ta distribucidn de Poisson compuesta con la distribucidn

gamma de 1as A,.

Cuando Ta funcidn de densidad es, como en nuestro caso,
una gamma de parametros A y 1/A, se obtiene l1a forma limite!
de 1a distribucién de Polya para el valor de ¢=1, segln se vio
en el apartado 1.5:

P (AT ) () (3.11)

A-1 t+A t+A

Como es desconocido el nlmero de especies que no aparecen
en la muestra, vamos a tomar la distribucion truncada en cero:

« _[A+r-1 £ \rf A a4 1 B
P’_( A-1 )(t+A) (t+A) 1_(_5_)A , r=1,2,... | {3.12)
A+t
donde T11amamos
Pr = 11-3} =PIU(t)=r] =P [N (t) =rlN (£)>0] (3.13)
4]

siendo P, la suma de Tas probabilidades de las especies
desconocidas.

E1 caso particular en que c=1 corresponde al esquema de
contagio.

Si ¢=0, tenemos el muestrec con reemplazamiento (regido
por la distribucion de Poisson).

Si c=-1, se trata de muestreo sin reemptazamiento, cuya
distribucidn es la binomial, puesto que hemos supuesto que la
poblacidén es infinita.

-120-



3.2.1. Funcién generatriz de probabilidades

Se puede interpretar PIN,(t)] como la distribucién de
probabilidad de obtener N.(t)=r individuos de la especie I,
habiéndose realizado A+N (t) pruebas.

Proposicion  3.1: La  funcién generatriz de
probabilidades de 1a distribucion binomial negativa de
pardmetros A y p viene dada por:

by 0y (2) =pA1-g2)? = , 0<p<L. (3.14)

; A £
. =— , =1 -p=
siendo D ye g D TE

A partir de la funcidn generatriz de probabilidades se
deducen los primeros momentos de esta distribucién:

1. o, =E[N(t)) =i%f =t (3.15)

2. a,=E((N(£)]1?) = LLEralErD)] (3.16)

3. a3=EHN}(w]3}=t+3t%t3+%é?+3§f+§§j (3.17)

La varianza viene dada por:

4. uz=c12==‘€/}ar[I\Tk(t)]=-—(—§—+ﬁt~l—E (3.18)
y el indice de dispersién es:

5, r,=Att.-15, (3.19)

A p
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Observamos una caracteristica de Ta binomial negativa, que
le diferencia de Tas distribuciones binomial y de Poisson: "el
indice de dispersidn es mayor que 1".

La admisidn del axioma III nos ha permitido construir este
modelo paramétrico, cuya distribucion, al ser desconocido el
nimero de individuos que no forman parte de 1a muestra, la
utilizaremos truncada en cero, denoténdola por N,"(t).

P." denota la probabilidad del nimero de representantes de
la clase I. en un proceso en el que, de A+r individuos
seleccionados. ya ha aparecido uno de Ta especie [, en el
intervalo [0,t].

Se verifican las siguientes propiedades para P.":

I. ED:P;=1 (3.20)
IT. i P, = (1-P)) f P} =1-P, (3.21)

3.2.2. Momentos de la distribucidn truncada (N, (t))

. La funcidén generatriz de probabilidades de la distribucion
truncada es:

- _ 1 p vA_ 1
Yoe () (2) = 1—P0(1—qz) - 1op, dmn (20, 0P (3.22)

Los momentos respecto al origen de la distribucidn
truncada correspondiente al procesc k-ésimo, se obtienen, por
tanto. de multiplicar los momentos respecto al origen de la
distribucidn no truncada por
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1_ . 1 (3.23)

Se obtiene asi:

1. Emn)=-t2 L -_F (3.24)

2. B[ (o))]= 1_tP0(1+t+T:-) (3.25)
3. B[N (£)?]= lf;b(t+t2+t3+ i;3+ 3;f+-i;?4 (3.26)
4. var[Ni(t)]= 1:‘:ﬂ[umi— f}%) (3.27)
5. 1(¢t) =1+t+«:§— 1_tP0 (3.28)

También se puede calcular aproximadamente:

6. |l— L |=[e-ArE] 3.29
[Aﬁ (t)] [ A ] ( )

1 1. A+t[, . _ t12[, . 2t]?
7. Var[ﬂm(tﬂ ]~ . [t 1 ?Z] [t 2-25 (3.30)

Si estimamos la media de la poblacién mediante Ta media
muestral, los primeros momentos respecto al origen y la
varianza de la distribucidn truncada, quedan en la forma:
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I sluin]=t--Lt8-1 (3.31)

1+I+_T (332)

I11°. E[(N;(t))2]=(t+t2+t7z_) 1 =%+Lz+ T2

111", Var[N;(t)]=%(1—%+%+?g) (3.33)

3.2.3. Distribucidén del tamafio muestral (T)

En el modelo de muestreo secuencial, el tamafio muestral,
T, es una variable aleatoria. Veamos su distribucidn:

T es suma de D variables aleatorias independientes, todas
ellas con la misma distribucién binomial negativa BN(A,p).
Entonces, si tenemos en cuenta Tas propiedades fundamentales
de 1a binomial negativa: "La suma de variables aleatorias
independientes con distribucidn binomial negativa B(A.p) es
una variable aleatoria también con distribucion binomial
negativa B(DA.p)", segln se demuestra en el apéndice tebrico.

3.3. Propiedades de los numeros de ocupacidn y del
recubrimiento para la distribucidn truncada

Teniendo en cuenta la propiedad:

I

E[M,] = E\[E(M1) ] (3.34)

fijada la diversidad D, resulta:

E[M,] =DP [Ny (t) =r] =S5P[N.(t)=r] (3.35)

Se obtienen asi los siguientes resultados:
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1. E{M,) = L =pP; r=0,1,2,... (3.36)

En efecto:

f

] 1%
E(M,) =E(E Il (L) =r])=ZP[N;(r:) =1l =0 =SP,=DP;
f=1 k=1

oo

Como consecuencia de esta relacidn, se pueden estimar
P.y P.” por medio de:

2 P, = E(Mr);_P") , £=0,1,2,... (3.37)
3. pr=_fr (EUL oy o (3.38)
1-Pp, D

Podemos, entonces, enunciar la siguiente proposicidn:

Proposicion 3.2: FDI] es un estimador insesgado de Pf.

Veamos que la propiedad 1 también es cierta para r=0, es
decir:

4. P“0=§_;__— (3.39)

.

En efecto:
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talty

D 1 D
Py=1-Y Pr=1—§Z;Mr=l-
b

r=1

Si  designamos por M=S-D, el nlmero de especies
desconocidas, tenemos (3.39).
De (3.39) se deduce inmediatamente:

(3.40)

[ a]
|_'l
|
C:U)
1]
talty

Estas propiedades nos proporcicnan una familia de
estimadores de S, ya que las esperanzas de 10s numeros de
ocupacion son proporcionales a los términos del desarrollo de
la distribucién binomial negativa, siendo S la constante de
proporcionalidad:

®

E[M DP
M) _DPr . D L 5.1,2,...

& ,
P P 1-p,

3.3.1. Esperanza de D

Proposicién 3.3: “é%F es un estimador insesgado de

o

S, bajo la distribucidn truncada en cero:

E{(D) =S{1-P,) =D (3.41)

Lo pone de manifiesto la igualdad (3.40).

D/ (1-B,) es un estimador insesgade de S, que va a
depender de t y de A; este (ltimo parametro determina el
coeficiente de variacion de Pearson de las p,, y. por
consiguiente, el grado de heterogeneidad de su distribucion,
segun confirmaremos mds adelante.

-126-



3.4. Vector de ocupacidén y nimeros de ocupacién

Veamos  cudl es la  distribucidon  del vector
N=(N,(t),.. N, (t}). Para ello, vamos a remodelar el esquema
clédsico de urnas, dandole un nuevo enfoque. E1 esquema de
urnas consiste en distribuir una bola al azar en una de 1as S
celdas etiquetadas con Tos numeros 1.2,....S, de modo que Ta
probabilidad de que Ta bola caiga en la celda i-&sima es p;.

E1 nuevo enfoque consiste en observar el valor de un
vector aleatorio X, que puede estar formado por uno de 1os
vectores unitarios e,,....e;, de modo que P(X=e,}=p;.

Identificaremos el suceso X;=e; con el resultado de que "l1a
bola caiga en la celda i-ésima"”. :

Las repeticiones independientes de este experimento vienen
descritas por vectores aleatorios independientes y con 1a
misma distribucion X;.X,..... donde X, es el resultado de 1a i-
ésima prueba.

Definicidon 3.1: E1 vector aleatorio N,(t) en el instante
t, se define como la suma

N, (£)=X, (E)+. . +X, (L),

donde 1a componente j-ésima de N (t) es N,;(t)=N,(t)+.. . +N (L),
y representa el nimero (de entre las n primeras bolas) que hay
en la celda j en el instante t. N,(t) se conoce como "vector
de ocupacidn".

La distribucidn del vector de ocupacidn se concentra en un
conjunto finito S,, que se define como:

g
Sn={xekslxj=1,2, cea.nn, Exj=n}

En el modelo de muestreo secuencial, el vector aleatorio
N ()} sigue la distribucidn multinomial negativa.
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Nos interesa considerar el nimero N, de bolas que que hay
en la celda k en el instante L+H. Sea, por tanto, L+H el
tiempo transcurrido (& numerc de pruebas necesarias) para
tener, por primera vez, H especies de la clase desconocida I,.

Nos interesa estudiar Ta distribucidn del vector aleatorio
N=N;+...+N,, donde N, representa el nimero de individuos de 1a
especie k que hay en el instante L+H.

Si definimos la funcidn indicador I[.(t), que toma el valor
1 si l1a celda k estd ocupada, y cero si no 1o estd, se definen
los "ndmeros de ocupacion", M., de la siguiente forma:

g
M, =Y I[N (t) = 1]
k=1

Sea L+H el tiempo, o0 1o que es equivalente, el ndmero de
pruebas requeridas para conseguir, por primera vez, H
individucs de Ta clase I,, y sea N, (t) el nimero de individuos
de Ta clase I, en el instante L+H.

3.5. Distribucién de los nimeros de ocupacidn

Los nameros de ocupacion (M) son variables aleatorias
definidas a partir de la funcidn indicador, que tienen una
distribucion en el muestreo, que nos interesa conocer. Con
este fin, vamos a estudiar su funcién generadora de
probabilidades.

Para conseguirlo, es conveniente tener en cuenta las
consideraciones de Engen?, que afirma que la media y 1la
varianza de 10s M, vienen condicionadas por las S variables

(Ay, ..., Az}, de modo que la funcidn de densidad £(1) ha de
ser tomada como una aproximacitn, por 1o que:

E[M, | A] =SP,=DP;

2 Engen, S. "Comments on two different approachs to the Analysis of
Species Frequenty Distribution. Biometrica. 33. 205-213.
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Esta aproximacion estd en concordancia con  las
consideraciones de Engen y es la que proporciona la menor
varianza.

3.5.1. Funcidn generadora de probabilidades de M,

Al ser las M, variables intercambiables, se verifica que:

¢MHH=ELfJ£%jﬂ=EL§Im“hq=

D P, P, 1.
—g ul_P0+l—- 1—P0J— (3.42)
D D
=11 |w-1) 1f)rp +1} =[(u—1) lljrp +l} = (3.43)
k1 0 o

que se trata de una distribucién binomial de parametros D y
P

Como 1a funcidn generadora de probabilidades determina, de
manera Unica, la distribucidn, acabamos de demostrar Ila

siguiente proposicion:

Propsicién 3.5: Los numeros de ocupacién, M., son

variables aleatorias  independientes con  una
distribucion binomial de parametros B{(D,P./(1-P,).

Como consecuencia de esta proposicén, se verifica el
siguiente corolario:

Corolario 3.1: La distribucién del vector aleatorio

M=(M, . M,, . ... M,) condicionado por Mp+M+...+M=D, es
multinomial M,(D,P,/(1-P}). ..., Py/ (1-Pg)).
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Si estimamos P, mediante, E[M.1/D, obtenemos una
aproximacién de la funcitn generadora de probabilidades de M.,
que sigue una distribucién binomial de parametros B(D,M./S).

Se tienen, por tanto, las siguientes propiedades, donde
las esperanzas son condicionadas:

DP,
1. EmMy = =y = SP (3.44)
2
2. E[Mr(Mr—l)}=D((f_——;))ir (3.45)
3. ] DV DP (3.46)

)T TR

DP, pp;  DP, P, Y M,
4. varwy - e DEE_ TP (1- 1_P0]-zqr(1-3] (3.47)
5. Ep@ﬂg]=-912;%lfif£, si r#*k (3.48)
6. COV[Mer]=—1\_2§k (3.49)

Veamos ahora cual es la funcién de verosimilitud. Para
ello, partimos del conocimiento de la distribucion de los M,.

3.6. Funcion de verosimilitud

Teniendo en cuenta que Tos M. son independientes y se
distribuyen segln una distribucién binomial de pardmetros
B(D,P./{1-Py), la distribucidn conjunta del vectror (M,,.. M)
condicionada por M;+...+M=D es multinomial de pardmetros
M(D,P/(1-Py). ..., P,/(1-P,)), Tuego 1a funcion de verosimilitud
es:
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- . oy | Y =0 -] Fe | (3.50)
L=P|G(1) =M, ...,G(D) =M, | Y M, =D|=]] 5 .
k=1 =1 o

3.6.1. Estimador de méxima verosimilitud

Tomando Togaritmos en 1os dos miembros de (3.50) se
obtiene:

D
InL=Y M 1nP -DIln(1-F,) (3.51)

r=1

Derivando con respecto a S, queda:

I

alnL Po
EM——D — (3.52)

donde hemos 1lamado P, d = p,

ds

Si estimamos t por T/S en las expresiones de P. y P,
resulta la relacion:

Fr_ AUt-zs) (3.53)

P, S(SA+T)

de donde se deduce:
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2 Pr_ Ta(D-5)
gmﬁ"ﬂmﬁy (3.54)

Por otra parte tenemos:

—

DF DIAL (3.55)

1-P, S[SA+T](1-P,)

Igualando a cero la derivada, resulta:

_TA{(D-3) _ DTAP, (3.56)

S[SA+T| S[SA+T|(1-P,)

de donde, teniendo en cuenta que B, = S22 y i = ATISD) | se
obtiene:
TAPE, I 1= AQ'PQ( D _g (3.57)
SA+T\ S(1-P,) s (1-5, )
Hemos obtenido la siguiente relacion:
dlnr AgP D
oL . 24% ("‘"1—% s) (3.58)
Igualando a cerc la derivada, resulta finalmente:
s D
g = =5 c.q.d. (3.59}

Hemos demostrado Ta siguiente proposicion:

Proposicién 3.6: D/(1-P,) es un estimador de maxima
verosimilitud de S.
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3.6.2. Varianza del estimador

La derivada del logaritmo de la funcidn de verosimilitud
para la distribucion truncada viene dada por la expresién
(3.58), donde el primer factor es independiente de 1las
observaciones, 1o que nos permite afirmar que la cota de
Cramer-Rao es accesible. Se trata, por tanto, de un estimador
uniformemente de minima varianza® (U.M.V.), siendo 1a varianza
e] inverso del factor que multiplica a [D/(1-Py)-S]. es decir:

Py

~ _ S
var(s) = AP,

donde =L 3 M =agp,.
1-P,

Hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicion 3.7: Una estimacién de la varianza del
estimador de maxima verosimilitud de S es

var($) = (3.60)

2| Uy

3.7. Distribucién del ndmero de pruebas

Proposicion 3.8: Sea A un nlmero entero, y designemos como
"éxito" el suceso "obtener un individuo de la clase I,". Sea
Vi A(B)=NA(t)+A "el ndmero Y de pruebas necesarias para
conseguir por primera vez el A-ésimo éxito en una sucesién de
pruebas de Bernoulli, todas con probabilidad p de éxito".

> M. Kendall ¥ A. Stuart. "The Advanced Theory of Statistics", Vol. 2.
17.17. Charles Griffin & Co Ltd. London 1977 (4* Ed.).
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Entonces, 1la variable V. (t)=N_,(t)+A tiene como distribucion
la binomial negativa de pardmetros (A,p) en la forma:

v =115 )

y—A( A

A
— | , y=A,A+1, ...
t+A) 4

Es otra expresidn de la binomial negativa de parametros
(A,p). Cualquiera de las dos acepciones nos llevard al mismo
estimador.

Demostracion: Consideremos el suceso {V, ,=A+r}. Este puede
tener lugar si, y s6lo si la prueba A+r es un éxito, habiendo
resultado exactamente r fracasos en las primeras A+r-1.
pruebas. Entonces se verifica:

P[Vi, a(£) =B+T] = AV 4, (£) SA~1, Vj 5., (E) =1) =

A+r-1 - ¥-1 -
= P{Vi prsr =A-1) P(V 4,,=1} =( il )pa 1(1_p}z=(A—l) (1-p) ¥-4pa

Denotaremos a la distribucién del nlmero de pruebas
truncada en cero por V,'(t), con lo que se obtiene:

vy 1 _{¥-1\] £ \ya A \A 1 _
;ﬂv&(t)-y]-(A_l)(t+A) (t+A) o YRAARL
( t+A

Proposicién  3.9: La  funcién generatriz de
probabilidades de 1a distribucion del ndmero de
pruebas, V,'(t), es 1a binomial negativa truncada en
cero, que viene dada por:

1

B 0<p<l (3.61)

My (2) =(p2)*(1-g2)*
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t
A+t

. .z A
mbién: p=-—£_ , g=1-p=
siendo también: p STT g=1-p

Los primeros momentos de 1a distribucion de 1os tiempos de
espera son ahora:

. - . A _ ¢t A _ t+A
ELVi(0)] = BN (0) )+ Ty =y p s 355 = 5 (3.62)

(t+A)/(1-P,)=S(t+A}/D es el nimero medio de pruebas esperado
para conseguir St/D individuos de 1la clase 1, y SA/D
individuos de la clase I[,.

EIVE(£)?) = = tp (1+t+-g-) (3.63)

y la varianza viene dada por la expresion:

Var[vg (t) ] = 1tP0 (1+t+—£— l-tPo] (3.64)

3.7.1. Tiempos de espera y tiempos entre 1legadas

N(t)=V."-A es el nimero de fracasos que preceden al A-
ésimo éxito en una sucesion de V,'(t) pruebas de Bernoulli con
probabilidad de éxito p, que se puede expresar como

Valt) s X, +X,+...+X, (3.65)

donde x,,x,,...,Xx, son variables aleatorias independientes,

todas ellas con una misma distribucion geométrica de parametro
p=A/(A+t). por lo que serd P(X, ;=r)=pq"' la probabilidad,
truncada en cero, del tiempo de espera necesario para obtener
un individuo de la clase I,.
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Asi, X , es el tiempo de espera necesario para obtener el
primer éxito (primer individuo perteneciente a la clase I
después de la etapa cero en el proceso N'(t)), X, es e
tiempo de espera para un nuevo individuo de la clase I, y asf
sucesivamente.

V. (t) es el ndmero de pruebas necesarias hasta que se
obtiene el A-ésimo individuo perteneciente a 1a clase I,. con
la condicién de que ha aparecide al menos un individuo de 1Ta
clase I,.

Los X, , se pueden poner:

X1 ® Vi, 1r Xe, 2 = Vi 2= Viar - o 0 X 2= Vi a= Vi aa (3.66)

Proposicidon 3.10: Los X, , son los tiempos entre Tlegadas
desde que aparece el (h-1)-ésimo individuo de la clsae I
hasta que aparece el h-ésimo, y siguen una distribucioén
geométrica de razén p=A/(A+t), cuya funcidn generatriz de
probabilidades es:

M(z) =p(l-gz)™* , p= Ay g=1-p.

A+t
En efecto: Sean x;.x,..... X, numeros enteros positivos. ET
suceso
A !r_ i— _ *_ *_ _
[Xew 17X Ky g =X oo X g =X = DY =X Vi X0, Vi p7X X 4]
tiene lugar si, y s6lo si 1as pruebas X;.Xx;+X,..... XptXot . L+

son eéxitos y el resto de Tas primeras pruebas X;....X, son
fracasos.
Asi:

D
P(XJ_:X]_l L. 'XD=XD) =pD(1_p)X1+,..+xD—D=Hp(1_p)x1—1
f k=1

Es evidente que P(X,=x,...,Xp=xp) =0, ST X{,...% N0 son

todos enteros positivos. De este modo:
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D
P(X, =%, ... Xp=xp) =[[p(1-p)™ 1y, (30
k=1

Como se trata de un producto de funciones de los X,
solamente, X,,....X; son independientes.

Al ser P(x,=x) =P(Xp=xp) =p(1-p)* 1, ,(x), Xe1..... X o

tienen 1a misma distribucién que V,,. Por tanto:

A+t

1-p _ t(A+L)
— 2

AZ

E[}Gnh] =

vy Var(X,,) =

3.8. Relacion de 1a distribuciéon beta con 1la
binomial negativa y la binomial.

Si se necesitan al menos n pruebas para obtener el A-ésimo
éxito, entonces el numero de éxitos en n pruebas es A como
maximo.

Si W.(t) sigue una distribucién binomial negativa con
pardmetros BN(A,p), y C.(t) es una distribucién binomial con
pardmetros B(n, p), se dan Tas siguientes relaciones entre
ellas*:

P[Vk(t) sn] =P[Ck(t) ZA]

PV, (£) > n] = P[C, (L) < A]

donde n=A+r.

4 Rohatgi, Vijay K. “Statistical Inference". Capitulo 6, apartado 6.5.
John Wiley & Sons, New York 1984,
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Ademds, Tla binomial negativa esté relacionada con la
distribucién beta por medio de la siguiente expresion’:

P[P, (L) sp]=P[C,(t) 2 4]

donde B, (t) es una beta de pardmetros B(A.n-A+l), y C.(t) es
binomial de pardmetros: B(n,p).
Entonces, los tiempos de espera verifican:

P[Vk(t) sn] =1-—P[V_,c(t) > 1] =1—P[Ck(t) <A}=

= FC,{t) 2A] = P[B,(t) < D]

Como B.(t) sigue una distribucién beta de pardmetros
R(A,A+k) en este caso, se tiene:

P

P“@Hﬂ5A+H=1—ﬂBﬂt)(p]=Bhil)kalﬂfodx=pﬁ=%,

o

Llegamos de nuevo a la expresidn de Py, en funcidn de p.

Dy=p? (3.67)

3.9. Conexidn con el muestreo sin reemplazamiento

Si consideramos el nimero medio de individuos de la clase
I, que hay en el intervalo (0,1], entones, la variable
aleatoria J, (t). que proporciona el nimero de estos individuos
que hay en el subintervalo (0.q] sigue una distribucidn
binomial de parametros B(A.q).

> Rohatgi, Vijay K. "Statistical Inference” John Wiley & Sons. Capitulo
6. apartado 7.5. New York 1984,

-138-



Ji (t) puede definirse como el proceso de punto que
proporciona el ndmero de individuos de la especie I, que hay
en el subintervalo (0,q].

Como hemos supuesto que los sucesos gque tienen Tugar en
los sucesivos puntos de tiempo son independientes, los J (t)
son también independientes entre si.

La distribucién de J (t} es binomial de parametros B(A.q).
y corresponde a un proceso puro de muerte con tasa de muerte
lineat.

Como se desconoce el numero de especies que no forman
parte de la muestra, tomamos también l1a distribucién truncada
en cero. Tenemos asi el proceso de Bernoulli J,(t}, que
verifica:

, At 1 _ AgS
E[dg(t}] = =
§ A¥t 1=P, —B-
Entonces
EXD:J,:(t) = SAq (3.68)
k=1

Podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicidn 3.11: J.(t) es un proceso de Bernoulli, cuya
distribucién es binomial de pardmetros B[A.q/(1-Py)]. que
proporciona la probabilidad del ndmero medio de individuos
pertenecientes a la clase I, que hay en el intervalo (0.q].

Resumiendo: el proceso de Polya N.(t) proporciona el ndmero
de individuos que hay en el intervalo (0,t] cuando se obtiene
por primera vez A individuos pertenecientes a la clase I,
habiéndose obtenido antes N, (t). Nos permite estudiar el
problema del nUmerc de especies cuando el modelo de muestreo
corresponde al esquema de urnas de contagio (c=1).
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E1 proceso de Bernoulli, J.(t). en cambio, proporcicna el
nimero de individuos de Ta especie I, que hay en el
subintervalo (0,q], y va a permitirnos estudiar el modelo de
Tas especies cuando el muestreo es sin reemplazamiento (c=-1),
que analizaremos en el capitulo 4.

3.10. Relaciones entre los diversos paréametros

Antes de buscar estimadores de 1os parametros que
intervienen en esta distribucién, nos interesa establecer
algunas relaciones entre ellos. Asi tenemos:

AM
1. =1 (3.69)
A (5-D)-M,
En efecto:
ﬁ:P‘: AL S_D-o t = M"l uﬁ:#-t:‘q—@
D "' A+t D Avt—A5-D) A  A(S-D)-N, AP -M

2 so- 5.2 (3.70)
De (3.69) se deduce:
(5—1;) A-M, = Ak (S—D)A=ﬁl+if_l =5—D=%+£;1
De Ta expresion de los P, resulta:
3. fa _ Asr_t (3.71)
M, r+1 A+t

En particular, para r=1, se obtiene:
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E (A+l)$—t = _2—2,,{?_

2 A+t A+t 1\21 (A+1)

RS

Podemos, de este modo, expresar p y q en funcién
Unicamente del pardmetro A:

2M
4. =t - 3.72)
AT E, (a) (
5, p=_A__talarl) -2, (3.73)
A+t M, (A+1)
6. Invirtiendo l1a igualdad anterior, se obtiene:
1,1 M aa (3.74)
t A 2M, A
7. Despejando 1/t en la relacidn anterior, queda:
1 =2t (3.75)
t 2M, 24 A '
que relaciona loa dos pardmetros, Ay t.
8. Teniendo en cuenta (3.70) y (3.74), resulta:
- = 72
sop= M M Al (3.76)
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que nos va a proporcionar uno de los estimadores de Chao (el
estimador basado en Tos nimercs de ocupacién).

9. Para r=0, de (3.71} resulta:

~

£ M

2+t (5D A (3.77)

g

3.11. Estimacién de la media de 1a poblacion a
partir de Ta media de la muestra

La distribucién que regula el proceso es la binomial
negativa de pardmetros BN(A,p), con p=A/(A+t). Al ser
desconocido el nUmero de especies que no aparecen en la
muestra, la hemos truncado en cero:

2= M0 () (B 1_tfg_)a
A+t

Una forma de estimar Tos parémetros de la poblacién
consiste en utilizar la media muestral como estimador de la
media de la poblacién. La media muestral es:

Ul"])

D
__ l _
X—Bg kMk_
que es 1a media de la distribucidn truncada; luego:
£ _t _st (3.78)

To que nos dice que T/S es un estimador de S, donde t es el
tiempo de espera hasta obtener SA+T individuos en el instante
t
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3.12. Relaciones cuando se estima t por T/S

Si t=TS se tiene:

ey

1 e T
’ A+t  SA+T

A+t ga+T

[ %)
H)[HE’
1]

v}
Ju

Esta relacidn resulta inmediata, ya que

B, =

E(SA@]:_@;
T\ SA T p

Como consecuencia de 1la relacidn anterior,

enunciar 1a siguiente proposicidn:

(3.79)

(3.80)

(3.81)

podemos

Proposicidn 3.12: En el muestreo secuencial, el estimador

de Good-Turing, M,/T, es menor que Pg.

En efecto: Como O<p<l, pPy=M,/T implica que M,/T es menor

que P,.
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Para demostrar esta propiedad, basta con tomar Togaritmos
en ambos miembros de la relacidn anterior:

~

M
lnP0=ln(—£]—lnp = Alnp+lnp=ln(

~

=

M 1
- nnsio ) - oo

*‘3)|

Veamos un estimador del nimero, M,, de especies

desconocidas:
N M (SA+T)
5 M =8-D= 21—~ (3.83)
1np, = Aln EA =
SA+T
6. Si t=T/S
T 2 (3.84)

sa+T N, (A+1)
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M M
7 p - th, M (3.85)
T SA
En efecto:
~ _ DP _SAt, _p - [A+E] M, _ AM, M _ E M,
M= g, TSR e P TR T —gar SAEt S& 7 82

3.13. Estimadores de S en funcién del parametro A

Si tenemos en cuenta que S=D/{1-P,) y la relaciones (3.83)
y (3.84), se obtienen dos expresiones, (3.87) y (3.88), para
estimar S, gque van a proporcionar una de las soluciones mas
interesantes de nuestro problema:

A ™,
I. g=-10 . 7 1 (3.86)
T-M, T-M, A
En efecto:
S-p_ M & 1 . p_H M _ . p_ SMATH
s T 7-M A s vl A g 7sa

— PSA-TDA = SM, A+TM, = SA(T-M)) = TDA+TM, =
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IT.

MuTltiplicando por A en los dos miembros de (3.86).

I1I.

De (3.75) se obtiene, para S, el estimador:

Iv.

|

5S4 =

DA |,

Y

T-M,

_ M . T (M,-2M,)
2 M, 2M,

|

(3.87)

obtenemos:

(3.88)

(3.89)

3.14. Distribucién de las abundancias relativas (p,)

Las abundancias relativas son,

en este modelo,

variables

aleatorias. cuya distribucidn conviene determinar, puesto que del
grade de heterogeneidad de su distribucidon va a depender el
estimador de S, en concreto de su coeficiente de variacion.

S
Proposicién 3.13: La variable aleatoria Y} A,

distribucion gamma F((S—l)A,fi).
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En efecto, se trata de la suma de S-1 variables aleatorias
independientes, todas ellas con distribucion gamma TI'(A,1/A) por
tanto también sigue una distribucidn gamma de pardmetros:

((S-DA),1/A).

Proposicion 3.14: La variable aleatoria A, A

K] T s

Jei

sigue una distribucidén beta de pardmetros: B[A,(S-1)A)].

A

filj
cada una de las p; se distribuye segin una beta de
parametros B[A, (S-1)A].

Corolario 3.1: Seglin nuestro modelo, es p,= . luego

La proposicién 3.14 y el corolario 3.1 se deducen
inmediatamente de las propiedades de las funciones gamma y beta’
Al seguir las p; una distribucion beta de parametros
B[A. (S-1)A], se verifican las siguientes propiedades:

_ A A _1
I. E{pi —m- S S (396)
i1 VAR N o= A(S-1)A = (5-1) A2 _ S=-1 3.97
(P [SA]2 [SA+1] 5242 [{5A+1] 52 [54+1) ( )
21 _ g-1 1 _ 1[8-1, SA+1]_ A+l
I BRI = mimer v = e |5 Sanr |~ srsaey %)

1v. E 2| - At (3.99)

7 Rao.C.R. (1985). "Linear Statistical Inference and its Applications”. Cap.
3, apdo. 3Ja. New Delhi.
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3.15. Coeficiente de variacidén de Pearson de las p;

E1 cuadrado del coeficiente de variacidén de Pearson viene

definido por

2
Opl

5

Y2 =

Como Tas p; siguen todas la misma distribucion

B[S-1,S(A+1)], 1a varianza de p, es:

2 _ S-1
Pi - g2 [gA+1]
luego:
2_ S-1
Ly o)
Por otra parte

Y2+l = S-1 | . S+5A _ S(A+1)
SA+1 SA+1 SA+1

tenemos también 1a relacidn:

s
Y?+1=85Y pi
i=1

-148-

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)



de donde resulta:

-= (3.104)

En efecto:

g
2_ _S-1 2_ A+l
Y v X PiTggg

Despejando SA+1 e igualando:

S5-1 _ A+l z _ 2 2 - 2 _ .2 o 2
— = =7 (a+1) =8Y pi-Y, Pr=Y*+1-Y_ Dk
Y sz k=1 k=1 k=1

i

i=1

que da Tugar a (3.104).

Si S es suficientemente grande y A finito, el (1timo sumando
de 1a expresidn anterior tiende a cero. En efecto:

oSS .S 1

=

1
SA+1 SA+1 SA+1 A

puesto que, cuando S tiende a infinito

SFA+1 SA+1

-2
A
1o que nos permite enunciar la siguiente proposicion:
Proposicion 3.15: Cuando Ta poblacién es suficientemente
grande, el cuadrado del coeficiente de variacion de Pearson es

igual al inverso del parametro de la distribucion:
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2 =
’Y =

|

Podemos observar cémo la heterogeneidad de 1a distribucion de
las p, es inversamente proporcional al pardmetro. Cuanto mayor es
A, mas homogénea es la distribucidn, dandose el mayor grado de
homogeneidad en el caso en gue A tiende a infinito.

Las conclusiones seran vdlidas para el modelo de Bernoulli.

3.16. Relaciones basadas en el coeficiente de variacion
de las p,

La funcidn generatriz de momentos nos permite obtener Tlas
siguientes relaciones:

- St?(A+1) (3.105)

1. E
A

D
¥ k(k-1) M,
k=2

Demostracion:

D D D
E|Y k(k-1) Mk} =Y k(k-1) E(M,) = Y KPE(M,) =Y KE(M,) =
k=2 k=2 k=1 k

St2

2
=DE[Uk(t)2]"DE[Uk(C)]:D[C+t2+%] 1 p_t -gtestis L st -

Si designamos por R, al primer miembro de (3.105), a partir de
la segunda propiedad se obtiene la siguiente relacion entre A, t

y S:
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St? (a+1) =K,A (3.106)

2. Si hacemos T=St, tenemos:

g= T2 (A1) (3.107)
R, A
gue puede expresarse también en la forma:
£ 52
s= L., T°1 (3.108)
R, R, A
En efecto:
2_ T2 _ T2(A+1l) _»
St?= 5 ol =R A
de dondé se deduce inmediatamente (3.108).
Despejando SA en (3.108}. se deduce:
3, ga= L(A+1) (3.109)

~

R,

Esto permite expresar M,/(SA) en funcion del pardmetro A
solamente:

4. L= — (3.110)
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Llevando este valor a (3.85), se obtienen el estimador
insesgado de P, en las formas:

(3.111)

En funcion del coeficiente de variacidn de Pearson de las p,.

si tenemos en cuenta —& -_1  se obtiene:
A+l y2+1

]v‘n (3.112)

Esta Gltima relacidn muestra cémo la probabilidad de especies
desconocidas depende del coeficiente de variacion de Pearson de
las p.. de tal forma que, cuando el coeficiente de variacidn sea
nulo, estaremos bajo la hipétesis de homogeneidad, pero, si la
distribucién es muy heterogénea. la hipétesis de equiprobabilidad
no es admisible.

Estos resultados nos permiten expresar S en funcidn del
coeficiente de variacién de Pearson en el muestreo multinomial.
Asi obtenemos las expresiones:

7. se—D (3.113)
B
141
T
8 [ =12 ﬁ*} (3.114)
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Se trata. por tanto, ahora de estimar el coeficiente de
variacion de Pearson.

La dificultad estd en que el propio coeficiente de variacidn
de Pearson, cuyo cuadrado es el inverso del coeficiente A, depende
a su vez de S.

g Zs:k(k—-l) (k-2)} E[M,] = St2A [A%E+4 (4A+5E) +BA+6 E] (3.115)
= * ATIF,)

10. Si t=T/S, resulta:

5
- - _ PR P2 At P16 527 F]
& k1) (k-2) EL,] = (3.116)

3.17. Superposicidn de procesos (Proceso combinado)

Tenemos una poblacion formada por S procesos independientes
de punto, que cumplen las condiciones de regularidad dadas por
Cox® e Isham. que. en resumen son:

1) Los puntos de cada uno de los procesos componentes

estan adecuadamente espaciados, de modo que en cada

subintervalo en que dividamos el intervalo (0,t] ., hay al
menos un punto de cada proceso con una probabilidad alta;
esto significa que las épocas de renovacion de cada
proceso individual deben de ser extraordinariamente raras,

de modo que el efecto cumulativo se deba a muchas causas

pequenas: por ello, para cada k, debe ser P(X,=r) pequefio

Y Uy grande.

2) Ninguno de Tos procesos domina al resto.

8 Cox, D.R. e Isham, V. "Point Processes". Chapman & Hall. Londres-1992.
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La superposicion de procesos de Polya truncados en el origen
satisface estas condiciones. Entonces, el procesc combinado, N(t),
puede aproximarse® por l1a suma de un gran nlmero de variables
independientes indicador, de modo que Ta distribucion de N(t)
tiende a una distribucidén de Poisson, cuya funcidn generadora de
probabilidades tiene por expresion:

b u
Vo (2) =EEzYO) =] {1—£ (1—z)} (3.117)
k=1 D
siendo
22 = PU, (£) =1], Vk.

de modo que, cuando D tiende a infinito, la expresidn anterior
tiende a la funcion generadora de probabilidades de una variable

At (8-D)

isson d : 1 =
de Poisson de pardmetro »,

La familia de funciones generadoras de probabilidades del
proceso combinado N(t) es:

SALLSD) (g g
+L

by (2) =& 2

(3.118)

Se trata de la funcidén generatriz de probabilidades de un
proceso de Poisson cuya razon es M=A(5-D)/(A+t). Corresponde a un
proceso de Poisson no homogéneo.

 "Point Processes", capitulo 4, apartado 4.5, "D.R. Cox y V. Isham”,
Chapman & Hall, Londres 1992.
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En efecto: Tenemos D procesos, (U (t), (k=1.2...., Dn.
independientes procedentes de una poblacién en la que hay
establecida una particién formada por S procesos. Los procesos
U (t) cumplen:

Ha,

P[Uk(t)=l]=  k=1,2,...,D

v

Entonces, 1a funcién generatriz de probabilidades de Ta
superposicidén es el producto

~ D
={1+£%-(z-1)} (3.119)

que asintéticamente converge a Ta distribucion de Poisson de razdn
M, .
En efecto, tomando logaritmos. resuita:

~

1n{® s, (2) ) =Dln{1+~%‘~ (z—l)} =M, (z-1) = AEEED) (1) (3.120)

obteniéndose asi 1a funcion generatriz de probabilidades de un
proceso de Poisson de media M,=At(S-D)/(A+t).

_At{s-D) . __
preanliLind

(3.121)

By (2) =€

Acabamos de demostrar la siguiente proposicion:
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~ Proposicidn 3.16: Si N(t) es el proceso combinado, resultado
de la superposicion de D procesos de Polya, que cumplen 1as
condiciones de regularidad. N(t) es un proceso de Poisson no
homogéneo, que tiene como media:

My=AL (S-D)/ (A+t)

3.18. Tiempo de espera hasta la primera renovacidn

Siguiendo, como en el capitulo anterior, el razonamiento de
Feller!®, aun cuando la superposicion de procesos de Polya no sea
un proceso de renovacion, se puede obtener la distribucidn del
tiempo de espera hasta la primera etapa de renovacOn después de
la etapa cero.

En efecto, la funcidn de valor medio de cada proceso es:

mﬂt)=EHﬂ(U]=t=I?
X

luego

|J.=—§=1=’—1—+...+i=s=—i (3.122)

Supongamos un estado estable, es decir, Tos sucesos han estado
ocurriendo durante mucho tiempo. Para el tiempo de espera W, en la
época de renovacidn mads proéxima en el k-ésimo proceso se tiene
entonces aproximadamente

Plw (t)st] =&

K

10 "Introduccién a la Teoria de Probabilidades y sus aplicaciones”, volumen
II. W. Feller, LIMUSA, México 1989.
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E1 tiempo de espera para la primera renovacidn en el proceso
cumulativo, W, es el mas pequefio de los tiempos de espera W, por

lo que
_t
(1__t]...(1__t) ateg S
Uy Kg
Tenemos, por tanto, que:
- -t
P(wrt] =1-P[Ww<t] =1-(1-e *) =e § (3.123)
Entonces
.t
Plwst]l =1-e ¢ (3.124)

Ahora bien, si es N(t) el proceso cumulativo, se verifica:

LS

P,={P[N(t)=0]}=e S =gt (3.125)

luego, si nos fijamos en el comportamiento del proceso compuesto,
N(t), obtenemos el estimador de P,:

B =et (3.126)

donde t es el tiempo de espera necesaric para conseguir, por
primera vez, A individuos de la clase I,.

La funcién de densidad del tiempo de espera hasta la primera
renovacion es:

£ty =e* (3.127)

Cuya esperanza matemdtica es:
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Elw] =1 (3.128)

3.19. Estimador de Poisson

Si tenemos en cuenta que

% _ At (5-D)

t A+t

podemos considerar el proceso combinado como proceso de Poisson
no homgéneo, y aplicar la siguiente proposicon:

Proposicion' 3.17: Sea T, el tiempo de espera hasta que tiene
lugar el suceso k-&simo en un proceso de Poisson no homogéneo,
N(t)., con funcién de valor medio continua, m(t). Con la condicién
de que N(t)=k, los k instantes t,,t,,..., t, del intervalo (0.t] en
que ocurren 10s sucesos, son variables aleatorias que tienen la
misma distribucion que si fueran Tlos parametros ordenados
correspondientes a k variables aleatorias independientes

U Upee s U,. con funcién de distribucién:
F@(m==m(m , Osust. (3.129)
En nuestro caso, al ser m(t)=M,, los M; instantes t,.t,..... T

del intervalo (0,t] en que tienen lugar 1os sucesos son variables
aleatorias con la misma distribucion que los parametros ordenados
correspondientes a M, variables aleatorias U;.U,, ..., Uy, con
funcidén de distribucion:

1 ¢ Parzen. "Procesos Estocdsticos”. Cap.4, apdo. 4.4, Paraninfo. Madrid
1972.
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Foo(u) = u{A+t)

, Osust,.
Uy £ (A+u)

La funcidén de densidad de U; es, por consiguiente:

£, (w) = AR gy,

£ (A+u)?

y la esperanza matematica:

Teniendo en cuenta que

A(A+t)ln(A+t)ﬂq=_ln(P& A+t _,
t A t

y. dado que E[U,J=E[W]=1, por (3.128), se verifica:

de donde se deduce:

y. por tanto:
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(3.133)
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Como, por otra parte, es

t(ar) _ 24 (3.137)

A+t D@

se obtiene finalmente, como estimador de Py:

P,=e ' (3.138)

Se trata de un estimader de la probabilidad de especies
desconocidas. que nos 1leva al estimador de Poisson (versidn de
Zeltermann) .

g 2 (3.139)
1-e %
Este estimador de S no depende del pardmetro de 1la

distribucién, por lo que podemos servirnos de €1 para estimar A.

3.20. Estimador dependiente del recubrimiento muestral

En el apartado 3.5, encontramos el estimador. para el modelo

multinomial, de Py:
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que podemos igualar al de Poisson para obtener asi la relacion
entre el estimador de P, del modelo de Poisson y la de aquellos
otros modelos que se basan en el recubrimiento muestral:

)m (3.141)

En concreto, (3.141) nos muestra la relacién entre los
estimadores para Py de Poisson y de Darroch. Podemos observar, en
primer lugar, que, si A tiende a infinito, los estimadores de
Poisson y de Darroch coinciden.

De (3.141) se deduce también:

e R S Y (3.142)
M, A+l T
y de aqui resuita:
—1n33§
Ard T (3.143)
A 2M,

0 1o que es equivalente:

ari _ M UnT-int) (3.144)

A 2M,

De esta Oltima relacidn se obtiene, para A:
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£- 2% | (3.145)

M, (InT-1nM, ) -2M,

y, para estimar 1/A, su inversa:

M, (lnT-1nM, ) -24,
2M,

2.1 _ 3.146
¥ % ( )

Si estimamos 1/A mediante (3.146) y llevamos esta estimacidn
a (3.86) y (3.87), se obtienen los estimadores mas interesantes
de S, para el modelo de muestreo por "esquema de contagio”, junto
al estimador de Poisson:

5’\12 _ A‘fDA . TMJ’_\ M}_ (1nT-11;1M1) _2M2 (3.147)
f-M, T-8 2M,
y g, = D (3.148)

~ 21‘22
1_(jﬂi)iiTﬂﬁfﬂﬁfa

e

3.21. Otros estimadores dependientes del parametro

Como estimador del cuadrado del coeficiente de variacion de
Pearson, 1/A, hemos obtenido:

M, {(lnT-1nM,) -2,
2M,

1
A
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Ademas de los estimadores seleccionados en el apartado 3.16,
cuyas propiedades les dan preferncia sobre el resto, hemos
encontrado otros tres estimadores de S, que dependen también del
pardmetro A, en concreto de 1/A (cuadrado del coeficiente de
variacion de Pearson de las p,), validos, por lo tanto, para
situaciones no homogéneas.

Hemos comprobado la idea expuesta por Chaoc y Lee: "Si
estimamos el ndmero de clases sin estimar la variacién entre las
probabilidades de las clases. lo que obtendremos es una cota
inferior que nos lleva a la situacion de equiprobabilidad”.

En funcidén de, estos tres estimadores son:

>
M

~

- 72 a2
é\: T:+T(1?7)_—:.];' §=D+&A A+1‘yS’,‘=£A_A+1
2M, 2M, A 2M, A R, A
y, en funcién de Ta estimacion de A, quedan en la forma:
1 8, - Tz\fl+ T(M,-2M,) (M, (InT-1nM, ) -2M,] (3.149)
]
2M, 4 M
A M} (InT-1n¥,
2. g, -p. o nT-1nk)] (3.150)
4 M?
. T2M, (lnT-1nM,
3. g =M 1) (3.151)

2R,M,

12 pnne Chao y Shen-Ming Lee. "Estimating the Number of Classes via Sample
Coverage". Vol.87. n® 417. ASAJA. Marzo de 1992.
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3.21.1. Error tipico de los estimadores

Para obtener una expresién aproximada del error tipico de
estos estimadores, ponemos, tanto D como T, en funcion de 1os
ndmeros de ocupacidn. S es asi una funcidn de (M. M,, .. .. My}, que
es diferenciable. :

Necesitamos 1a matriz de covarianzas de 1os M, que se obtiene
a partir de 1a funci6n generadora de probabilidades.

3.21.2. Calculo de 1a varianza de los estimadores de S

Los nlmeros de ocupacion (M.} son variables aleatorias
definidas a partir de la funcién indicador., cuya funcidn
generadora de momentos analizamos en el apartado 3.5, viendo sus
propiedades fundamentales, que nos permiten obtener la matriz de
covarianzas y, por tanto, una estimacidén de la varianza de 1los
diversos estimadores de S, cuando son funciones diferenciables de
los M. Las varianzas vienen dadas por

_ a5 08
Us—j;}g—aﬂ—k'aﬁhakh (3.152)
donde
M"k(l—%) , 81 k=h
= n A (3.153
B I A )
ﬁ I

En forma matricial. se puede expresar del siguiente modo:
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_{ os as a5
L_(_QE'%T{:’“”M) (3.155)

siendo .

L* es la traspuesta de L y Z=(o) -e5 la matriz de

covarianzas de los M.
Para calcular estos parédmetros, hay que considerar aDy a T
como variables aleatorias dependientes de los M,.

3.22. Resumen del capitulo

Se 1lega al proceso generalizado de Polya a través de 1la
distribucién mixta de Poisson, haciendo que 1as A,se distribuyan
seglin una gamma de pardmetros (A,1/A). E1 proceso de Polya es el
1imite al que tiende el esquema de urnas de Polya. Se trata de un
proceso puro de nacimiento, con tasa de nacimiento lineal, que
corresponde al caso c=1 en el esquema de urnas de Polya, es decir,
a un esquema de muestreo secuencial.

La distribucion que regula el proceso es 1a binomial negativa
de parametros BN(A.q). con p=t/(A+t), truncada en cero:

A+r-1
A-1

a1 -
)qp —l—pA , r=0,1,...

P;=(

A partir de 1la funcidon generatriz de probabilidades se

obtienen 1a media, Tos primeros momentos y las distribuciones de

los nimeros de ocupacion. De las propiedades de estos Gltimos se
obtiene una familia de estimadores de S:
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demostrando que D/(1-P;) es un estimador insesgado de S.

E1 vector aleatorio, cuyas componentes son los nlmeros de
ocupacion, M=(M,...., M) se distribuye segin una multinomial
negativa, y, cuando se le condiciona por Mq+...+Ms=D. sigue una
multinomial de parametros M,(D.M,/D....,M/D).

Resultados importantes son:

~ (M Y5 . :
1. Po=(-3§)ﬁ‘1 es un estimador insesgado de P,.

2.Dos estimadores insesgados de S son:

3. Las abundancias re]ativés son variables aleatorias con
una distribucién beta de pardmetros B[A,(S-1)A].

4. E1 cuadrado del coeficiente de variacion de Pearson de
las P, es aproximadamente igual a 1/A.

5. La funcién de maxima verosimilitud de S es:

D PM:
L(s) = z
kll 1-P,

6. D/(1-Py) es un estimador insesgado de S.

E1 problema fundamental es entonces el de estimar el parametro
A. Para conseguir una estimacién independiente de S, hemos
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considerado el proceso combinado, que. por una parte, en virtud
de la proposicién de Cox™ e Isham, tiende a un proceso de
Poisson de media M,. Asi, hemos conseguido obtener la distribucidn
del tiempo de espera hasta Ta primera renovacion.

A esta misma distribuciéon hemos 1legade, utilizando el
razonamiento que hace Feller'.

Relacionando ambos resultados, se obtiene para P,, como
estimador independiente de A, el estimador de Zelterman:

B,=e

=|8

que, ademds de proporcionarnos el estimador de Poisson para S:

s _ D
ST
l-e 4
cuya varianza es:
2
var($,) = g
A

nos permite obtener un estimador de A independiente de S:

2M,

e ==
M, (InT-1nM,} -2M,

B DR.Cox & V.Isham. "Point Processes”. Cap. 4, apdo. 4.5. Chapman &
Hall.Ipswich 1980.

Y W Feller. "Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplicaciones™.
yol.J1I, Cap.11, apdo.5. LIMUSA. Méjico 1993.
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Esta estimacién de A nos proporciona los estimadores de S:

& D y &= p TM, M, (In?T-1nM) -2M,
- 2, f-M, T-M, 2M,
1-( M ] ¥ (Inf-1ny)
T

En cuanto a la relacidon con los otros modelos de muestreo,
cuando A tiende a infinito, la binomial negativa tiende a Ta
distribucién de Poisson, que regula el muestreo completamente
aleatorio con reemplazamiento.

E1 muestreo sin reemplazamiento es equivalente a tomar A
puntos al azar del intervalo (0,1] y contar el numero de puntos
que hay en el subintervalo (0.q].
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IV MUESTREQ SIN REEMPLAZAMIENTO

4.1. Proceso de Bernoulli

En el capitulo 3, definiamos el proceso J (t). que sigue una
distribucién binomial de parametros A y q. donde A es el opuesto
del parédmetro A que se obtiene en 1a binomial negativa. Denotamos
por J,(t) a la distribucién truncada en cero. y tenemos un proceso
de Bernoulli, cuya funcién masa de probabilidad viene dada por:

p;=(A)_gf<1-—W,r=1,z,... (4.1)
I 1-p2

que proporciona la probabilidad del nimerc de individuos de la
clase I, en el intervalo (0,q]. J,(t) corresponde a un proceso puro
de muerte, segln veremos en el siguiente apartado, que nos va a
permitir estudiar el problema del nimero de especies cuando el
esquema de muestreo es sin reemplazamiento.

Este planteamiento es equivalente a tomar A puntos al azar del
intervalo (0,11 y contar el nlmero de puntos en el intervalo

(0.q].

4.2. Proceso puro de muerte

Dada una poblacién inicial de tamafio A>0, los individuos
mueren con una cierta razén de proporcionalidad, pudiendo su
ndmero, en ocasiones, llegar a ser cero. Si el tamafic de Ta

poblacién es n, sea p, la proporcidn de muerte, que definimos del

siguiente modo:
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La probabilidad de que haya una muerte en el intervalo

(t,t+At) €S pAt+o(at), Yy la probabilidad de que no haya ninguna
muerte es 1-p,At+o(At), ¥ todas las restantes posibilidades

tienen una probabilidad del orden de otAcr).

También vamos a suponer que la ocurrencia de una muerte en el

intervalo (t,t+At) es independiente del tiempo desde que tuvo

lugar Ta Oltima muerte.
Para tal proceso, vamos a deducir' las ecuaciones
diferenciales como sigue. Admitiendo que las transiciones tienen

lugar en los intervalos (0,t] y (¢, e+At) tenemos:
P (t+At) = [1-p At+o{At)]

P (t+At) =P (£} [1-pAt+o(AL)] +p,ALP

o+l

(£)+o(At) , n<a
dando
P,g(t) =_uAPA(t)
P‘Q(t) =IJ'nPn(t) +p‘n+1‘pn+1(t)

En el caso particular en que p,=-n, 138 solucidn a estas
ecuaciones toma la forma:

° B, (L) =(§)e‘“t(1-e't)ﬂ'" , N<A
que es una binomial con parémetro B(A,q). siendo q=e-t.

! Narayan Bhat.U.(1987). "Elements of Applied Stochastic Processes”. Cap.7,
apdo. 7. John Willy. New York.
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La distribucién del tamafio de 1a poblacién en el instante t,
puede obtenerse considerando a los miembros originarios de la
poblacién como iniciadores de una sucesion de Bernoulli.

Supongamos que cada miembro originario tiene wuna vida
distribuida exponencialmente con medial/y. Entonces cada individuo
de la poblacién original tiene una duracién de vida que esta
distribuida exponencialmente con media 1/u, y, para cada individuo
vivo en el instante t, 1a probabilidad de que muera en el

intervalo de tiempo (¢, t+At) €5 pAt+o{AL).

Suponiendo que Ta muerte de un individuo de la poblacidn es
un suceso independiente, para n individuos vivos en el instante
t, Jla distribucién de probabilidad del nlmero de muertes

durante (¢, t+At) puede ponerse como Sigue:
P{ninguno muera durante (¢, t+Ae) }= [1-pAt+o(At)]"=
=1-npAt+o(At)
P{alguien muera durante (e, t+Atr) }=
=nlpAt+o(At)] [1-pAt+o{At)]” 1=
=npAt+o(At)

y P{mueran k (k>1) durante (¢, t+at) }=
(E)n[pAtﬂo(At) 1¥(1~pAt+o(AL) 17 =0{AE).

Estas probabilidades conducen a Tos postulados de un proceso
de muerte, en el que la probabilidad de una muerte antes del
instante t es 1a probabilidad de que la vida de dicho individuo

no pase de t y viene dada por 1-e-t, y 1a probabilidad de que un

individuo no muera en el instante t se puede expresar como e-t.
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Entonces la distribucidn del proceso viene dada por:

pEJ;(t)=r]=(§)(e'?f(};e'”ff , 754 (4.2)

siendo p,=[1-e7%]2. (4.3)

Si Tlamamos g a e, resulta:

PLJL(8) =1] =(§).ﬂi£iti , r=0,1,2.... (4.4)

4.3. Modelo de muestreo

Para un ndmero natural A y a=(A-r)p., r=0,1.2,....A, el
proceso (4.4) es equivalente a un proceso de muerte con tasa de
crecimiento lineal, y el esquema de urnas correspondiente es el
muestreo completamente aleatorio sin reemplazamiento.

Esta distribucidn se puede obtener también a partir de A+r
procesos independientes de Poisson, cada uno de ellos con
intensidad 1, en cuyo caso T, serd el instante en que tiene lugar
el r-ésimo suceso, o bien, T, serd el nlmero de procesos con al
menos un elemento en el intervalo (0,t].

4.4. Funcibn generatriz de probabilidades

La funcidn generatriz de probabilidades de la distribucidn
binomial que regula el proceso {J,"(t)} es: ’

Y (2) = (gz+1l-g}? , 0<g<1 (4.5)

1
1-7,
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Los primeros mogmentos para la distribucion sin truncar son:

1. E[J(t)] =Ag (4.6)
2. var [J,(t) ] =Apg (4.7)
3. E[J.(t)]12=Apg+A?q? (4.8)
4, Il ()] =p<1 (4.9)

Observamos cémo el 1indice de dispersidn, para esta
distribucion, es menor que 1.

Los primeros momentos respecto al origen de la distribucion
truncada correspondiente al procesc k-ésimo, se obtienen, por
tanto, de multiplicar Tlos momentos respecto al origen de la
distribucién no truncada por

1 .1 .2 (4.10)

Se obtiene asi:

1" Bl ()] = 224 (4.11)
, . _ SAq .y _ SAg

2. var [Ja(t) ] ——7;—P+q(A 1) -=229 (4.12)

3. Bl ()12 = 229 (14g(a-1)) (4.13)
. o s _y_.SAg

4", TLTE(£)] =1+q(A-1) - =22 (4.14)
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4.5. Muestreo hipergeométrico y de Bernoulli

En el capitulo primero, vimos que, si la poblacién tiende a
infinito, 1a distribucién hipergeométrica tiende a la binomial.
Luego, cada proceso sigue una binomial, y se verifica, por tanto,
la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2: Si Jy(t)..... Jy(t) son independientes y
siguen una distribucidn binomial B(A,q). la digtribucién
del vector (J,(t}..... J,(t)) condicionada por Y (e} =T
viene dada por: -

D
A
> I1
PlJ, (£) =n,, T, (8) =y, ... | 3 T (£) = 7| = FELA Dk (4.15)
()

Se trata de la distribucién hipergeométrica multivariada.
La demostracidn de esta proposicién es inmediata, ya que:

D
P IH(;? )q”“(l gy A
P|J,(ty=n,,J,(t) =m,, ... | J Aty =T|= XL X =
1 1+ Y2 2 ?:2 k (Dj‘?)qT(l-q)m_T
D
1)
_ ker \ g
DA
ry
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4.6. Distribucidon en el muestreo

En el primer capitulo, vimos que, cuando el tamafio muestral
es grande, la distribucién muestral del muestreo completamente
aleatorio sin reemplazamiento tiende a Tla multinomial de
parametros:

M(D,P,,...,Pp) (4.16)

Se verifican, por tanto, las siguientes propiedaes:

1. E[M,]} =M, =SP, = DP; (4.17)

2. var [#,] =Mr(1—%) (4.18)
D{(D-1) P?

3. Ep@iﬁg—l)}=———t—:;; (4.19)

Teniendo en cuenta la primera propiedad, resulta:

4

1o {A=nlg (4.20)

I+
M, (r+l)p

En particular, para r=1, se tiene:

-2t (4.21)
M, (A-1)

Sl et

y. para r=0, resulta:
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6. £= =% (4.22)
o _ T2{A-1)
. Ry=— . .
7 ; = (4.23)
Demostracion:
P _ I O S D i i
Rz—Eigk(k—l)Mk =E[ (T (£) 12]-E [T () ] -D[E-ﬁ]—?—ﬁ

g -T2 A
Ra=-5 75
Si tenemos en cuenta que M,=sP,=DP;, podemos enunciar la
siguiente proposicion:
Proposicidn 4.3: Si G(k) es el nimero de especies que figuran k

veces en la muestra, la distribucidon de (G(1),..., G(D)) es
aproximadamente multinomial M(D:M;/D...., Mp/D) .

4.7. Estimadores de P,

[. Estimador de Py:

M,
=% (4.24)

SRS

Py =

Esta relacidn es también inmediata:
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1. p=2h, (4.25)

Vedmoslo:

La relacién anterior nos permite enunciar la siguiente
proposicion: '

Proposicion 4.4: En el muestreo completamente aleatorio
sin reemplazamiento, el estimador de Good-Turing, M,/T, es
mayor que P,.

Es suficiente tener en cuenta que O<p<i en Ta relacidn (4.25).

II1. p0=( ]ﬂ (4.26)

En efecto:

=

~ 1
1 - ﬂ -1 = P:ﬂ]rﬁl
T 0 T

N
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4.8. Estimadores de S en funcidn del parametro

De 1a expresién anterior se deduce el estimador de S:

A) s=—2 (4.27)
B
T
Despejandc S en (4.24), se obtiene:
B) s= 2 IHh 1 (4.28)
T-M, T-M, A
c) g- Zh TUL-2M4) 1 (4.29)
2M, 2M, A )

Como q/(1-q)=t/(SA+T), resulta:

de donde:

(A-1) TH,

5=
28,4

Despejando S en la expresidn (4.23), resulta:
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D) s-i;_:Ll (4.30)

(4.31)

En efecto, en las relaciones anteriores (4.21) y (4.22),
despejando g/p e igualando, se obtiene:
1\21 _ 21\?2 _ 1@12 A-1

(S-D)A M, (a-1) 2M, A

4
p

de donde se deduce inmediatamente 4.31.

4.9. Estimadores de S

Como , en este modelo, E[M,] tiene la misma expresién que en
el modelo secuencial, podemos estimar A por medio de (4.39). que
proporciona, para el muestreo sin reemplazamiento, las mismas
expresiones, para 1os estimadores de S, que en el muestreo
secuencial:

I $pe ———2— (4.36)
1_(£]m
T

o TM, M_(lnT-1nM,)

II. Sq= -+ =i = (4.37)
T-M, T-M, 2M,
1. g, = m:l . T(Ml—?Mz) M, (1nT:ln1\21) (4.34)
2M, 2M, 24,
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— (4.38)

IV. 8,0 =D+—% =
I8, 2M, 7
- 2 g2 M (InT-1nM,
V. §, = L2, 22t (InT 1nM,) (4.39)
R, R, M,

Aungue hemos obtenido las mismas expresiones, el resultado es
diferente. En efecto, al estimar el parametro, se obtiene para A
un valor negativo, por 1o que deberiamos haber tomado B=-A como
parametro de 1a binomial. Por este motivo, si mantenemos el mismo
nombre para el pardmetro, resulta la misma expresidn, pero 10s
segundos términos de Tos cuatro (itimos estimadores serdn
negativos. E1 mismo efecto se obtiene en el estimador (4.36).

4.10. Resumen del capitulo

La distribucidon que regula este esquema de muestreo es 1a
binomial de pardmetros B(A.q)., y corresponde a un proceso de
muerte con tasa de muerte lineal.

Cuando el tamafio muestral es suficientemente grande, los dos
tipos de muestreo completamente aleatorio (con reemplazamiento y
sin reemplazamiento), tienen la misma distribucidén muestral.

Podemos distinguir este modelo si observamos que, en é1, el
estimador de Good-Turing, M,/T. es mayor que P,, ya que

R

P, = p

En l1a prdctica, el criterio que adoptamos es el de comparar
los estimadores de las probabilidades desconocidas de Good-Turing
y de Poisson-Zelterman:
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2M,

. M :
Si -3§> e " tenemos el muestreo completamente aleatrio

sin reemplazamiento.

Se puede contrastar este criterio con el de Katz, que consiste
en estimar el indice de dispersién de la poblacidn a partir del
indice de dispersidn de la muestra.

Se obtienen, para estimar S, las mismas expresiones del
muestreo secuencial, aungque el resultado es diferente. En este
modelo, el valor de S serd inferior al valor que se obtiene bajo
la hip6tesis de homogeneidad.
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V MUESTREQO CON REEMPLAZAMIENTO

5.1. Relacién entre 1la binomial negativa y 1la
distribucion de Poisson

Cuando A tiende a infinito, es decir cuando la distribucién
de las p, es homogénea, la binomial negativa tiende a 1la
distribucion de Poisson, segun vemos en la siguiente proposicion:

Proposicién' 5.1: Sea BN(A.r.p) la distribucién binomial

A MK
kU

negativa. Cuando A-« y Ag-A = BN(k,A,p) ~e
En efecto:

La funcién generadora de probabilidades de 1Ta binomial
negativa es:

¢(z)=( p )A (5.1)

Sea A fijo. Cuando p-1, g-0 y A~« de modg que g~A/A
resulta

LW, Felter "Introduccién a 1a Teoria de Probabilidades ¥y sus Aplicaciones”.
Vol. I, Cap. XI, 6. LIMUSA. México. 1993.
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A
p VA A
(1 - — (5.2)

Tomando Togaritmos, el segundo miembro tiende a e -2, que
es la funcidn generadora de probabilidades de Ta distribucidn de
Poisson, cuya funcidn masa de probabilidades truncada en cero es:

pr-_ 8 A% (5.3)

5.2. Funcidn generatriz de probabilidades

La funcidn generatriz de probabilidades de la distribucion de
Poisson truncada que regula el proceso {N (t)} es:

Vapo (2) = 25 e, 450, seR. (5.4)

o

Los primeros momentos para la distribucidn sin truncar son:

1. E[NJAE) ]} =4 (5.5)
2. var [H (t) ] =4 (5.6)
3. E[N(t)]2=A-A2 : (5.7)
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4. TN (tY] =1 (5.8)

Observamos c¢émo el indice de dispersidn, para esta
distribucién, es menor a 1.

‘ Los primeros momentos respecto al origen de la distribucion

truncada correspondiente al proceso k-é&simo, se obtienen., por

tanto, de multiplicar los momentos respecto al origen de la

distribucion no truncada por

1 _ 1 _ 8
1P, 153 D (5.9)
Se obtiene asi:
1. B ()] =23 (5.10)
2. Var [Nf(£)] = l}PD(ld_lTAPD_) (5.11)
' * 3 _ A.+A.2
. . gk
4", TING(8)] = 1ed- o0 (5.13)

5.3. Propiedades de los ndmeros de ocupacion

La distribucién que regula el muestreo con reemplazamiento es
la distribucién de Poisson de pardametro Ay se cumplen las Si-
guientes propiedades:

al I a-h
1. E(ML) =Y E(INAT) =1} = —2A7 e 5.14
(M,) 2; T WD =r)] = =7 (5.14)
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En particular:

ret
0 E[M] =L
! T—"
3 E[M] = D_Aze__k__.
' 2 2(1-e7})
De (5.15) se deduce:
4 1-e* - D2
DX+M,
En efecto:
T -M A= ‘1=b 'A: ﬁl = - _"= DA'
M-M e A=Dle e DA, l-e DRI,

De Ta propiedad anterior resulta:

>-'| =

5. S=D+%

Es inmediatoe, ya que

D _ DA+M, - De M,

S — - A

De (5.16) se deduce:

-187-

(5.15)}

(5.16)

(5.17)

(5.18)



6. l-e-h=__ DA (5.19)

Vedmos1o:
2M,-2M,e*=DA%e™* = g* = 2% o 1-e-ho _ DA _
DA®FTH, TXEF2 M,
Por otra parte:
7. A= 22 (5.20)

M,

En efecto, igualando (5.17) y (5.19), se obtiene (5.20).

8. et=eg B (5.21)

5.4. Estimadores de S

Este modelo se da cuando A tiende a infinito, por lo que el
coeficiente de variacién de Pearson de Tas p, se anula. Luego,
como estimadores de S, tendremos los estimadores homogéneos.

Asi, de las relaciones (5.8), (5.20) y (5.21) se obtienen los
siguientes estimadores para S:

I. s, - T4 (5.22)

puesto que:

Emutn=~3u~§=xs=T=x=

talm



Entonces:

21\?2 =I = 8= T—ﬁl
M, 8 2M,
v
II. 8 =D+
2M,
En efecto:
M M?
§=D+-~1-1-=D+—--1,—
2M,
3
III. &, =L
24 Rz
Vedmoslo:

E[R,] = E[U;(£)2]-E[Ux(£) ] =D(1+12)% - % = DA?

ol

(5.23}

(5.24)

2 2
I GNP &
S K,

Si utlizamos la esperanza matemdtica de M, en el estimador de

méxima verosimilitud, obtenemos:

T ~
~ i M
T
de donde:
Iv. §.=2-10
¢ T-M
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Se trata una vez mas del estimador de Darroch, que esta basado
en el estimador del recubrimiento muestral de Good-Touring.

5.4.1. Estimador de Poisson '

Se conoce como estimador de Poisson el estimador de la forma

- D
S = 150 (5.26)

donde B, (F) es un estimador de "la probabilidad de que una
variable aleatoria con la distribucién mixta de Poisson es igual
a cero” _

Para esta distribucién, el estimador de "la probabilidad de
que el nUmero de especies sea cero” es

By=e™ (5.27)

Si utilizamos (5.20) para estimar t, obtenemos el estimador
de Py:

B=e % (5.28)

- —— (5.29)
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Se trata del estimador de Poisson-Zelterman, cuya varianza
puede obtenerse utilizando Ta expresion (3.60).

5.5. Distribucién de Maxwell-Boltzman

La binomial negativa, en las condiciones indicadas. cuandc A
tiende a infinito, converge a la distribucién de Poisson de
parametro A.

Si condicionamos la distribucidn de (N;(t),..., Ny(t)) por

D
Y wm(t) =T, se obtiene la distribucidn multinomial:
k=1

8
P=PIN(t) =m,k=1,2,...,D/ Y N(t) =T] =

k=1
R
=3 Hpkk: ﬂk*oyl=pkt
! k=1
k=1
Si se admite Ta hipdtesis de homogeneidad: p,=p,=...=ps=1/S, siendo

el nimero de muestras con D clases diferentes, en el capitulo
segundo vimos que Ta distribucidn correspondiente al muestreo
multinomial es la de Maxwell-Boltzman, que proporciona, como
estimacion de S, 1a solucidn S; de la ecuacion

T

D=§L—e_§ (5.31)

cuya varianza, segln vimos es:

var{($,) = ——=2 (5.32)
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(5.32)W.W. Esty® estudié la eficiencia de los estimadores de
Darroch y de mdxima verosimilitud, analizando los estimadores de
los respectivos recubrimientos muestrales:

C=1-e

concluyendo que el estimador de Good-Touring es “"bastante
eficiente cuando se le compara con el de maxima verosimilitud".

6.6. Resumen del capitulo

La distribucidn que regula el muestreo completamente aleatorio
con reemplazamiento, cuando la poblacién es infinita, es Tla

distribucién de Poisson de pardmetro A, siendo g~A/A, cuando p

tiende a 1 y A tiende a infinito.
La distribucién para particiones correspondiente es 1la

distribucién de Maxwell-Boltzman, que da lugar al estimador de

maxima verosimilitud, S;. solucidn de la ecuacidn:

D

T
1-e %

Como A tiende a infinito, se verifica la hipétesis de
equiprobabilidad, y los estimadores de S son todos homogéneos.
Los estimadores de menor varianza son el de Darroch y el de
Poisson, que, en este modelo, deben dar estimaciones muy préximas.

2 Esty. W. W. "The Annals of Statistics™, Vol. 14, N® 3, 1257-1260; 1966.
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VI MUESTREQ DE BOSE-EINSTEIN Y DE EWENS

6.1. Convergencia de la binomial negativa a la serie
logaritmica (Modelo de Ewens)

E1 modelo paramétrico presenta tres casos extremos. uno de 10s
cuales es aquel en que A tiende a infinito, que da origen a la
distribucion de Maxwell-Boltzman, que estudiamos con detalle en
el segundo y quinto capitulo.

Los otros casos extremos son aquellos en que A tiende a cero
6 A=1, y que van a dar lugar a las distribuciones de Ewens y Bose-
Einstein,

Proposicién' 6.1: Sea BN(r:A,p) la distribucion binomial
negativa truncada en cero.

I
Cuando A-0 =-BN1:;A,p)—+—a{%7 . r=1,2,3,...

donde ¢=—0*
log{1-qg)
En efecto:
- [r-1]
BN(zr;a,p) = Al4rr-1) pAgr—=
r! l_.p A

LA Stuart & J. Keith Ord. "Kendall’s Advanced Theory of Statistics”. Vol.
1, Cap. 5. Apdo. 5.28. Charles Griffin & Co. Ltd. Belfast 1983.
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Teniendo en cuenta que

. A -1
= 6.
]A:-I-'gn 1-p*togtp) (6.1)

para lo cual basta con aplicar la regla de 1'HOpital, resulta:

1imBN(r;a,p) =-«-9- |, r=1,2,... (6.2)
A-D s

Se trata de la serie Jlogaritmica, cuya funcion masa de
probabilidad es:

p=-adl  r=1,2,... (6.3)

y cuya funcién generatriz de probabilidades viene dada por:

_ 1 _
P(z) = 10g(1_q)1og(1 gz) (6.4)

E1 modelo de Ewens se caracteriza por tener como distribucidn
a la "serie Togaritmica”.
Los primeros momentos respecto al origen y la varianza son:

- _ _ q( a - 2
a, = aqi a2=._aq ; a3=—-~—-—1-+ ) 7 g = aa(l*-jq-'-q)

p p* D D

By =Var{X) =-(1+aqg) g ; oMy = -aqg (1+g+3ag+2a?);
p-ﬂ-

~ag (1l+dg+g?) +4ag{l-g) +6aig?
p4

w, =

A) Por una parte, tenemos que la esperanza de M. es:
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M o= -D% s (6.5)

En particular:

E(M) = -oDg
q2
E(Mz) = —OLD7

de donde, dividiendo miembro a miembro, resulta:

2M
2 =g (6.6)
Ml
M, M,
Como -o =t =——21
Dg 2M,D
se deduce:
-~ ~ r-1
M {2
P = 1 2 ] .
o Dr[ 7, ] (6.7)

B) Si utilizamos la media muestral para estimar la media de
la poblacién:

T (M,-2M.
-agz..:f = —a;@:——l—a‘——,\—) (68)
p D Dg DM,

Entonces:
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con lo cual:
P:=%%(T¥%)Pl (6.9)
Luego se obtiene asi el estimador de S:
Spo= Dy, T (6.10)

6.2. Distribucibén de Bose-Einstein

La distribucion de Bose-Einstein se obtiene para el valor de
A=1, en cuyo caso se verifica:

Proposicidn 6.2: Sea BN(r:A,p) la distribucion binomial negativa

truncada en cero. Cuando A-1 = BN(r;A,p) ~pg® donde g= A_i-'t
En efecto: Basta con hacer A=l y se obtiene:
P =p(l-p)*? (6.11)

Se trata de una distribucién geométrica, que caracteriza al
modelo de Bose-Einstein. Es. por tanto, la distribucion de los
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tiempos entre 1legadas correspondientes a un proceso de Bernoulli
cuya distribucidn es:

Pr:(A);zﬂL-%)i,r:l,z,... (6.12)
r 1-g

que. al ser desconocidas las especies que no figuran en Tla
muestra, la truncamos en cero.

Esta distribucidén nos proporciona la probabilidad del nimero
de individuos de la clase I, que quedan en el instante t=T.

S1 hallamos la esperanza matemdtica de M, y M, resulta:
D-4,

y q:.._.___

E(Ml) =Dp - D= 5

lw] |,_.:3>

E(M,) =p(1-p)

Dividiendo miembro a miembro tas dos igualdades anteriores e
igualando, se obtiene: '

Ml
de donde:
~ ~ -~ r-1
p, = 2(_“’5%] (6.13)
1 Ml
y
~ ~ r-1i
pr=%(-’-’;”1] (6.14)
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De (6.13) y (6.14) se obtienen Tos estimadores de S:

DZ
S, = 6.15
27 D—M‘l ( )
Y
DM,
S,, = —=* 6.16
28 .M; ( )

6.3. Resumen del capitulo

Las distribuciones de Bose-Einstein y de Ewens son, en
realidad dos casos particulares(extremos) del modelo paramétrico.

Cuando A=0, se obtiene la serie logaritmica, cuya distribucidn
caracteriza al modelo de Ewens, y viene dada por:

I

I
p=-a< |, r=1,2,...
r

para la que hemos obtenido el estimador de S:
T2M, .
S, = ——2_1n-ZL
(T-M)? M

La distribucidn de Bose-Einstein se obtiene para otro caso
limite del pardmetro, A=l, y se caracteriza por tender a la
distribucién geométrica:

P,=p (1-p) 2
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VII MODO DE ACTUACION EN EL MODELO PARAMETRICO

7.1. Anadlisis de resultados

La relacidn que existe entre los estimadores de Poisson y de
Darroch nos permite dar un criterio unificado al problema de las
especies cuando la poblacién es infinita.

En efecto, el andlisis de los tres modelos estudiados y el de
los casos extremos nos ha permitido ilegar a las siguientes
conclusiones:

Proposicion 7.1: E1 estimador de las probabilidades
desconocidas de Good-Turing es:

A) Menor que el de Zelterman, en el muestreo secuencial.

B) Mayor que el de Zelterman, si el muestreo es completamente
aleatorio sin reemplazamiento.

C) Igual que el de Zelterman, si el muestreo es completamente
aleatorio con reemplazamiento.

En efecto: Hemos comprobado en el capitulo 4 que:

~ - ﬁz
M, M, ; )
e——f <e , S1 el muestreo es secuencial,
~ _2ﬁ2
M A - , . . ient
_T > e ; ol €l MUESLTEDU €5 C.d. STIT reempiaZzamento, ¥y
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-2¥,
4,

M, . .
— =€ , 1 el muestreo es c.a. con reemplazamiento.

Como consecuencia de esta proposicion, se tiene la siguiente:

Proposicidén 7.2: E1 valor del pardmetro A es:

A) A>0, en el muestreo secuencial,

B) A<0, en el muestreo c.a. sin reemplazamiento, y

C) A tiende a infinito, en el muestreo c.a. con
reemplazamiento.

Demostracion:

En efecto: Si el muestreo es secuencial, sabemos que:

M,
T

pero esta relacion es equivalente a afirmar que A> 0, puesto
que:

M, A -2M. A n "
1o M o lnd-1nT< S Z=mtimr=iny,) > 2H, o
T M,

>1 » AL 5n w14t 50 o 10 o ave
A a a

2) Si el muestreo es aleatorio simple con reempiazamiento,
por la proposicidén 7.1, sabemos que
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”~ -21@2
B
T
Entonces:
n 20
1 M 7 A8 2 -~ ~
— =e = 1lnM -1lnT= = M, (InT-1nM) =2M, <
T 1
M, (lnT—lnﬁi ) 1
— =1 & =0 e A-x
2M, A
3y Si el

muestreo es

completamente aleatorio

reemplazamiento, por la proposicidn 7.1, sabemos que
i -2,
1 M,
—=2>e !
T
Tuego
w, 2k 24,
Dyt o lxu‘&\l—lni > 2
T

—= < M, (InT-1n¥,) <2, =
Ml

M (lnT-1nM
s _ 1221 101 gwaco
) 2M, A A

Estas conclusiones confirman los resultados obtenidos ya por
N.L.Jhonson' y S.Kotz, que comprobaron cémo cada una de las tres

1 Johnson, N.L & Kotz,S.(1976). "Discrete Distributions”. John Wiley & Sons.
New York.
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distribuciones (binomial negativa, binomial y de Poisson) pueden
ser consideradas como desarrollo de:

[(1+w) -w] 2
siendo, en el caso de la binomial negativa, A>0 y w>0; para la

binomial, -l<w<0 y A<Q. La distribucién de Poisson corresponde a
un caso de Timite intermedio, donde w tiende a cero y A tiende a

infinito, con Aw=A.

Por ello, segin el modelo de que se trate, tendremos:

A) Si el muestreo es secuencial:
A>0 y O<w<l
Si hacemos Q=1+w y P=w, el término (r+l)-ésimo del desarro110
del binomio (l+w-w)™ es

ka2

que es la funci6n masa de probabilidad de la binomial negativa.
que. si hacemos ahora g=P/Q, resulta la binomial negativa en 1la
expresion que hemos venido utilizando:

Tomando como estimador de A:

ZAJ
M’(lnTulnM')—zM

pdemos tomar, como estimador de S, uno cuaquiera de los dos
sigientes:

& = o, ™, M _(Inf-1nM )-28
Y P-M, T-M, 2M,
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0 bien:

>

- D
13 . 21‘?2
1 _( M, ] %, (Inf-Inff,)

b

También se puede tomar el estimador de Poisson:

Las estimaciones que proporcionan estos tres estimadores son
muy préximas.

B) Si el muestreo es completamente aleatorio sin
reemplazamiento:
A<Q y -l<w<(
Si hacemos B=-A>0, -w=p, con lo que g=1-w.
Entonces el término (r+1)-ésimo del desarrollo de (l+w-w)™=(q+p)®
es

B I ~B-r
(7)p=e

que es la funcién masa de probabilidad de una distribucidn
binomial de pardmetros B(B.q).
Si estimamos B por
| _ 2M,
M, (InT-1nM, ) - 24,

_BA=—A=

al ser A<0 en este modelo, es B>0, y podemos utilizar, como
estimadores de S. las mismas expresiones de S, y S;;. s1 bien el
segundo término de S, serd ahora negativo. Al no haber cambiado
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de nombre el pardmetro. A, su estimacidn serd negativa. También
Sy dard una estimacidn inferior a la del modelo secuencial.

C) Si el muestreo es completamente aleatorio con
reemplazamiento, A tiende a infinito, y, como estimadores de S,
se toman:

. A A M
§,=-"2 6 §,=-_2
7-N, A A

7.2. Criterio de Katz

Para seleccionar el modelo, los resultados anteriores
obtenidos de la comparacién de Tos estimadores de Good-Turing y
de Zelterman para la probabilidad de especies desconocidas, se
pueden contrastar por el criterio de Katz, también expuesto por

Johnson y Kotz, y que se basa en la estimacién muestral del

estimador:

K=

donde s? es la cuasivarianza, y X la media muestral.

En nuestro caso, este estimador es:
F(D-1) D
de forma que:

Si K=0, la distribucidn correspondiente es la binomial negativa:

Si K<0, se trata de la binomial;

-206-

L e Bt



Si K=0, la distribucién que corresponde es la de Poisson.

Los distintos valores del parametro A nos permiten analizar
también algunos casos particulares:

a) A=1, que corresponde a la distribucién de Bose-Einstein,
en cuyo caso )

Se trata de una situacién particular de muestreo secuencial,
con un nivel de heterogeneidad del 100%.

b) A=2, que corresponde al modelo de Esty, en cuyo caso

~ 2
M —
7 2]

También corresponde a una situacién no homogénea con un nivel
de heterogeneidad del 70%.

c) A=0, que corresponde al modelo de Ewens, en cuyo caso
la distribucién adecuada es la distribucién log-normal.

Si A=0, se estaria en una situacién con grado miximo de
heterogeneidad. La distribucién adecuada es la de Ewens, y. como
estimador de S, se podria utilizar:

A 1n-L

S——,\n
Yoor-g)T M
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7.3. Ejemplo

Vamos a aplicar estos resultados al ejemplo de

Holst sobre
numismatica que proponemos en el capitulo II.

A) Anverso de las monedas:

)

1

-2M,
= 07647 < 077838 =& M

Sl

Tuego corresponde a un esquema de muestreo secuencial, en que:

A=9/87 = ?2=% =0/101 — 9 =0/318

E1 criterio de Katz confirma este resultado. ya que:

D(f+}f"2) 7

-z 0165 >0
T(Dp-1) D

E] coeficiente de variacién de Pearson es 0°318x100=31'8%

Cualquiera de Tos estimadores que hemos propuesto proporciona
para S un valor aproximado al de Zelterman. Tomemos S,,:

o~

S,, =823
Si utilizamos 1a expresidn de Ta varianza del apartado 3.6.2,

el error tipico del estimador en el muestreo es aproximadamente
igual a:

se =x| 8232 _gsigg
$12 156
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B) Reverso de las monedas:

7 2
1 / / J%;
— =05<06=e ™
T

También corresponde a un esquema de muestreo secuencial, en
que:

A=2/78 = 92 == =0/359 = § =0/59

1
A
El criterio de Katz confirma el resultado:

D (T+R. A
Dl T 62650
T(D-1) D

E1 coeficiente de variacioén de Pearson es (°59x100=59%

Cualquiera de los dos estimadores que hemos propuesto
proporciona para S:

8s, =355

Como estimador del error tipico, resulta:

" l 3552
Cglz— '?‘O? —35 15
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VIII. MODELO DE SICHEL (INVERSA GAUSSIANA)

8.1. Introduccidn

Sichel® y mas tarde Ord® y Whitmore, en Tlugar de Jla
distribucion gamma, utilizaron la distribucién inversa de Gauss
0 distribucién “inversa gaussiana (IG)" en el problema del ndmero
de especies, truncandola también en el origen.

E1 problema fundamental es el de disefiar un modelo adecuado
.que nos permita estimar S a partir de los M, admitiendo los
axiomas I y II, pero, en lugar del III, se admite ahora el axioma
1V:

Axioma IV: LOS{AiG=Lz,.“,s son independientes y estén
jdénticamente distribuidos siendo 1Ta inversa Gaussiana de
parametros (u,v) la distribucién comin.

La distribucién IG fue introducida por Schrédinger en 1915
para estudiar el primer tiempo de paso en el movimiento Browniano.

! H.S. Sichel. "Assintotiscs Efficiencies of three mrthods of estimation for
the inverse Gaussian-Poisson distribution". Biometrika, 69, 467-472. 1986.

2 3K. Ord & G.A. Whitmore. “The Poisson-Inverse Gaussian Distribution as
a Model for Species Abundance". Cmmunications in Statisrics. Part A.-Theory and
Methods, 15, 8h3-871. 1986.
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E1 problema que se planteé Schrédinger consistia en el
movimiento de una particula, restringido a una linea recta,
comenzando en x=0 en el instante t=0.

Su desplazamiento, después de un cierto tiempo t, es la suma
total de Tos desplazamientos debidos a Ta influencia del campo,
que es vt y el desplazamientoy debido a la influencia del
movimiento browniano. Este Ultimo desplazamiento se distribuye de
acuerdo con la ley de Gauss de media 0 y varianza t/ea.

Asi un desplazamiento de y a y+dy tiene de probabilidad:

o A2
o

_* t
nte ay

siendo « 1a mitad de la varianza -2

Ahora el desplazamiento total x es:
X=VvE+y
de modo que la probabilidad de que el desplazamiento quede entre
X y x+dx es
_alx-ve)?

_g._e t dx
nt

Si tomamos la variable aleatoria A , la funcién de densidad
de 1a 1G es

T ' (8.1)

donde y>0 ¥ u>0.

3
La media de esta variable es py la varianza J%ﬂ
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E1 modelo de Sichel consiste en tomar Ta inversa gaussiana
(IG) como distribucion de losi; . de modo que la distribucion
compuesta, inversa gaussiana de Poisson (IGP), va a ser la

representacion de P(r)=P(Y;=r).

La relacién entre los A;y los py viene dada por:

- J
Dy 5

A’k
k=1

8.2. Distribucién inversa gaussiana

(8.2}

La eleccidn del axioma III nos lleva al siguiente resultado:

Proposicidon 8.1: Si N.(t) es una variable que sigue una

distribucion de Poisson de parametro A , es decir:

(At} *
r!

PN () =1]= e Al pn,y) dr

o— &

y A sigue una distribucidon IG, la distribucion de Poisson que
utiliza la inversa gaussiana como distribucidon mixta tiene como

distribucidn de probabilidades:

At) T
It

P[R=1]=P[N (t) =1]=

OQ-—.ﬁB
—

que resulta:
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donde m." es el momento de orden r con respecto al origen de 1a IG

-1
de pardmetros (p, ¥) ¥ u*=(—55+35] 2,
(P
De la expresion (8.3) se deduce que, para hallar las
probabilidades de la IGP, es necesario hallar los momentos de

orden r respecto al origen. Vamos a 1llamar:

At

E

donde 6 = Yy K,(z) designa la funcién de Bessel modificada de

segunda especie de orden v y con argumento z. _
Ademds estos momentos verifican las relaciones recurrentes,
que van a facilitar el cédlculo:
(.  (2r-1)m})

* 2
mr+1=}1~km:-1+ —'Y , r=1,2,...

de donde se obtienen las relaciones de recurencia entre 1las
probabilidades de 1a IGP:

al  Pey o 2r-1

Py = By T(z-1) Y(l""l) P, r=1,2,... (8.4)

Los momentos respecto al origen se obtienen de las relaciones
de recurrencia de las probabilidades anteriores.
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Cuando se aplica para hallar el nimero de especies, debe de
utilizarse, del mismo modo que en Tlos anteriores modelos, 1a
distribucion truncada en el origen, '

P(R=r) = P[N {t)=1] = 1?} = [ Pe | re1,2,... (8.5)
4]

En particular, cuando g tiende a infinito, Ta funcidn de
densidad de 1a IGP tiende a la funcitn:

Y 2 ‘J%
F{A) = 2 - 2 .
(A) (ZW) e (8.6)

que es tal que 1/Aes el cuadrado de una variable normal de media
cero. En este caso, se verifican Tas siguientes propiedades:

1
’, =(~‘2L) 2
(gt
Pr=m; e (:) /2
mn = tml e 20 A
my =1
my=p,

En este 01timo caso, no existe la esperanza matematica de la
variable. Veamos, entonces, como se deducen los estimadores de u
y T en la inversa gaussiana truncada en cero.

A partir de la férmula de recurrencia (8.4) se obtiene:
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9P, _ y{r+l) Py Y5 (8.8)
ap T8 pe l

y 0F WrIW) B yipioyp | virao. (8.9)
dy YH yu?

Tomando Togaritmos, resulta la funcidn:

L=f:ﬁrlnPr—D1n(1—Pn) (8.10)

el

Derivando esta expresion con respecto a ¢ y 7, se obtiene:

?_3# =_|1Y? Sl—Dpzligfl-uMA) (8.11)
y
-%% = uiY Dyp+DTp?- (pi-y) S+ lfik(Yub%-ﬂﬁY-ﬂ@PZ) (8.12)
donde
5> (re1) 8, P (8.13)

Igualando a cero (8.11) y (8.12), se pueden obtener por
métodos numéricos de aproximacidn, Tlas estimaciones de 1los
pardmetros. Hay que tener cuidado. ya que, en algincaso raro,
podria obtenerse algin valor fuera del espacio paramétrico.

Se obtiene la misma expresidon que obteniamos en el modelo
paramétrico para la funcién de méxima verosimilitud de S:
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D
I1 &
_ Dl k-1
L= T TF® (8.14)

de donde se obtiene el estimador insesgado de mdxima verosimilitud
de S:

§=_2D (8.15)

La varianza del estimador también se estima a partir de la
matriz de covarianzas de los M..

E1 proceso para hallar la estimacidn de S consiste en hallar
las soluciones de (8.11) y (8.12) por métodos iterativos partiendo
de los valores iniciales de (8.7).
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APENDICE TEORICO

A.1. Descripcidn de un proceso estocastico

Se denomina proceso estocdstico al experimento aleatorio que
se desarrolla en el tiempo de una manera controlada por medio de
las leyes probabilisticas. En otras palabras, un proceso
estocdstico se puede describir mejor como una familia {wn(e), teT}
de variables aleatorias indexadas. cuyo indice t recorre un
conjunto T.

E1 conjunto de indices T se denomina “"espacio paramétrico”.
Cuando T toma valores enteros, se dice que tenemos un proceso de
pardmetro discreto, mientras que si T es continuo, se considera
un proceso de parametro continuo.

Los valores N(t) que toma el proceso se denominan “"estados”
y el conjunto E de los posibles estados "espacio de estados".

Cuando el proceso es discreto, denotamos el parametro por n,
representando el proceso por {X,.n=0.1.,2,...}. El parametro
natural en Ta mayoria de los problemas que se presentan suele ser
el tiempo, por 1o que, en general, cuando nos refiramos a éste,
lo- 11amaremos "pardmetro de tiempo". Sin embargo, hay ocasiones
en que el pardmetro es el drea de una superficie o el volumen de
una zona del espacio.

Atendiendo a la naturaleza del espacio de estados, los
procesos estocas-ticos se clasifican en "cadenas de Markov" si el
espacio de estados es discreto, y "procesos de Markov" cuando es
continuo.
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Segin sea el pardmetro discreto o continuo, la cadena o el
proceso de Markov se dice "de pardmetro discreto" o "de parametro
continuo”.

Dado un valor del pardmetro t, el proceso estocastico {n(e)!
es una variable aleatoria simple, cuya distribucidn de
probabilidad se puede obtener del mismo modo que la de cualquier
otra variable aleatoria. Ahora bien, como t varia en un espacio
paramétrico T, la simple distribucidn para un determinado t dado
no proporciona informacidn suficiente acerca del proceso.

Para tener informacién completa del proceso, necesitamos
conocer la distribucién conjunta de las variables aleatorias de
la familia {w(e),teT} .

Cuando t es continuo no es posible obtener tal distribucién
conjunta puesto que el nilmerc de miembros de 1la familia es
infinito.

Parece adecuado, ante estas circunstancias, suponer que el
conportamiento de estos procesos puede conocerse estudidndolo en
un conjunto discreto de puntos.

Sea (t,.t,....t), con t<t,<...<t, pertenecientes a T.
Entonces, la distribucidén conjunta del proceso N(t) en estos
puntos puede definirse como:

PIN(t,) Xy, . . o, N(E,) $X,] (A.1)

La forma mas simple para esta distribucidn se obtiene cuando
las variables aleatorias son independientes, en cuyo caso viene
dada por el producto de Tlas distribuciones individuales,
reduciéndose el estudio del proceso al estudio de una variable
aleatoria simple.

A veces no se tiene una descripcidn completa del proceso al
no ser posible el conocimiento de la distribucion conjunta. En
tales casos, sin embargo, es posible conseguir la informacidn
necesaria a partir de Tlas "funciones de distribucion de
transicion”.
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Se trata de funciones de distribucidn condicionales que se
basan en cierta informacién disponible para un valor especifico
del parametro de tiempo del proceso.

Sean t, y t, dos puntos de T tales que t,<t, . Entonces se
define 1a fun-cién de distribucién de transicidn condicional como

F(Xq. %5 by, £1) = P[N(ty) €3, | N} =) (A.2)

Cuando el proceso estocdstico tiene los espacios paramétricos
y de estado discretos, se definen las probabilidades de transicion
como

pim™ = p(X,=7lXx,=1) ,nzm. (A.3)

Para definir el proceso de Poisson, necesitamos introducir
unos conceptos previos:

Definicién A.1: E1 proceso {w(t),tert de parametro continuo
tiene incrementos independientes si N(0)=0, y. para cualquier
coleccidn de indices t,.t,..... t,. 1as variables aleatorias

N(t,)-N(tp), . ... N(t,)-N(t,.)
son independientes.

Definicidn A.2: Se dice que el proceso {n(t),teTt  es homo-
géneo en el tiempo (0 de parametro homogéneo) si 1a funcidn de
distribucidn de transicién dada por (A.2) depende sdélo de la
diferencia t,-t, en lugar de depender de t, y de t,. Entonces se
tiene:

F(XU,X;tD, t0+t) =F(ngxt'ol t) (A‘4)

para t,eT.

" Representaremos 1a expresion (A.4) por F(x,.x;t). La expresidn
correspondiente para el proceso discreto {X,.n=0,1,2...} vendria
dada por P;™.
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Sea F(x,t)} la distribucién incondicional del proceso N(t)
definida como:

F(x,t) =P[N{t) sx] (A.5)

Sea también f(x,) la densidad de probabilidad de N(0). Ahora
puede determinarse F(x,t) a partir de ta densidad de probabilidad
F(x,.x:t) a través de la sencilla relacion

F(X, t) = f F(anx; t) f(XO) dxﬂ (A-6)

X EE

donde E representa el espacio de estados.
La relacién correspondiente, en el caso discreto, tiene la
forma:

pi" =3 pi¥ B’ (A.7)

ies

donde

pi™ = PIX,=7] (A.8)

A.2. Procesos de Markov

Los procesos estocdsticos que tienen lugar en la mayor parte
de las situaciones que se dan en la vida real son tales que, para

un conjunto de pardametros t,.t,..... t, de T, Tas variables
aleatorias X(t;).X(t,)..... X(t,) muestran cierto grado de
dependencia.

El tipo mds simple de dependencia es la "dependencia de primer
orden, que se conoce como “dependencia de Markov", que puede
definirse como sigue:

Consideremos un conjunto de puntos finito (o infinito
contable) (t;.t,,.... t,). te<ti<t,<...<t <t y t,t. pertenecientes a
T, siendo T el espacio paramétrico del proceso {N{t}}.
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Definicién A.3: La dependencia que nos muestra el
proceso {n(e), ters es “dependencia de Markov" si la distribucion
condicional de N(t) para ciertos valores dados de N(ty)..... N(t,)
depende sélo de N(t,). que es el Ultimo valor conocido del
proceso, es decir:

PIX(t) sx | X(t,) =%, X (Epq) =X5 10« X (L) =x,] = (A.9)

=P[Xx(t)sx|x{t,) =x,] =F(x, x;t,, t) (A.10)

Definicidn A.4: Se denominan "procesos de Markov" aquellos
procesos que poseen 1a dependencia de Markov. Por 1o tanto, si,
en un proceso de Markov, se conoce el estado para un valor
especifico del pardmetro t, esta informacidn es suficiente para
predecir el comportamiento del proceso fuera de este punto.

Como consecuencia de (A.10), se cumple también la siguiente
relacion:

F(Xy,Xity, t) = f.F(y.x;r,t)dfﬁz%:Y:to'f) (A.11)
YEE

donde t,<t<cy E es el espacio de estados del proceso N(t).

Cuando el proceso estocastico tiene un espacio de estados y
un espacio paramétrico discretos, resulta:

para n>n>n,>...>n,, siendo n y n;.n, ..., ne pertenecientes al
espacio paramétrico,

(ny, n}

PIX,=FlX, =1, %, =15, ..., X, =1,) =P(X,=71X, =1,) = Py}

Utilizando esta propiedad, para m<r<n resulta:

(o, m

P =Y PUX,=FtX,=1) =P(X,=F | X,=k) P(X, =kl X,=1) =} P{{"" p;f™

keE keg

donde E es el espacio de estados del proceso.
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Las ecuaciones anteiores se denominan "ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov" para el proceso, que son fundamentales para el enfoque
que demos al analizar 1os procesos de Markov.

A.3. Procesos de punto

Definicidn A.5: Un proceso estocdstico, cuyas variables
aleatorias sélo pueden tomar 1los valores enteros 0.1.2.... se
denomina proceso de valores enteros o de punto.

La idea principal de los procesos de punto consiste en el
estudio de colecciones aleatorias de ocurrencias puntuales. Vamos
a suponer que Tlos puntos tienen lugar a lo largo del eje de
tiempo, en principio, aunque también se puede considerar que 1os
puntos tienen Tugar en una cierta regién del espacio.

E1 proceso de punto mds simple es aquel en gue los puntos
tienen Tugar de manera totalmente aleatoria.

Se entiende por proceso de punto un proceso de valores enteros

{N(t), teTt que cuenta el nlmero de puntos en un intervalo,
estando distribuidos Tlos puntos por medio de un mecanismo
estocastico determinado.

Los puntos van a representar los instantes «,,c,, .. en 10s
que han tenido lugar Tos sucesos de un determinado cardcter
especifico, siendo o<v <t <. ..

Se denominan tiempos sucesivos entre 1legadas a las variables
aleatorias

Ty =T, T =TTy, e s Tp=T = Tpar e e (A.12)

Si representamos por N(t) el ndmero de puntos en el intervalo
(0,t], entonces in(t),tert es el proceso de punto de la serie.

Se puede definir un proceso de punto de varias formas, siendo
las mas usuales las que 1o definen:
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a) directamente, como un proceso con incrementos
independientes;

b) deduciendo sus propiedades a partir de las hipétesis
realizadas sobre los tiempos entre 1legadas.

A.4. Procesos de Poisson

E1 “"proceso de Poisson” es un proceso de punto cuyo espacio
de estados es discreto y cuyo espacio paramétrico es continuo.
Introduimos el proceso directamente.

Definicién A.6: Se dice que un proceso de valores enteros
{nN(e), teTt €S un proceso de Poisson con nlmero de ocurrencias
(6 intensidad) v si se cumplen las siguientes hip6tesis:

I. tw(e), ceTi tiene incrementos estacionarios independientes.

II. Para instantes cualesquiera s ¥y t, el nimero N(t)-N(s) de
veces que ha tenido lugar el suceso en el intervalo de s a t tiene
una distribucién de Poisson de media v (e-s).

Luego, para k=0,1,2.... es

PIN(E) -N(s) =k] = envte- W AEB) T, (A.13)
E[N(t)-N(s)] =v{t-s) , Var[N(e)-N{s)] =v(t-s). (A.14)

v representa el nimero medio de ocurrencias por unidad de tiempo
de Tos sucesos que se cuentan.

Aquellos sucesos, cuya funcitn de conteo N(.) sea un proceso
que tiene lugar de acuerdo con un proceso de Poisson con un numero
medio de ocurrenciasv, se dird que son procesos del tipo de
Poisson con intensidad v.

-225-



A.4.1. Procesos de Poisson en el tiempo

Sea el proceso N(t), que representa el nlmero de veces que un
suceso tiene lugar en el intervalo de tiempo (0,t]. Definamos,
para s<t:

P; ;(s,t) =P{N{(¢t) =7 P[N(s) =1]} (A.15)

Supongamos que tiene lugar a lo largo del intervalo de tiempo
(0.t], y sea, para t>0, N(t)="nlmero de sucesos que ocurren en el
intervalo (0,t]" de modo que, para h>0, arbitrariamente pequefio,
N(t+h)-N(t) s6lo toma valores no negativos.

Entonces decimos que el proceso de punto {N(t), t>0} es un
proceso de Poisson si satisface los siguientes axiomas:

Axioma I: N(0)=0, ya que se empieza a contar en el instante
t=0.

Axioma II: E1 proceso N(t) tiene incrementos independientes.
Axioma III: Para todo t>0, O<P[N(t)>0]<l.

Axioma IV: Para todo t=0. se verifica

1im PIN{t+h) -N(t) >22]

=0 (A.16)
n-o FPIN(ETFHI=N(TI =11

Axioma V: E1 proceso de punto N(t) tiene incrementos
estacionarios.

E1 axioma III significa que, en un intervalo cualquiera, tan
pequefio como se desee, hay una probabilidad positiva de que ocurra
un suceso, aunque no hay certeza.

E1 axioma IV dice que, en intervalos infinitamente pequefios,
no pueden tener lugar simultaneamente dos 0 mds sucesos.
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De un proceso de Poisson nos interesa, en principio, el numero
total N(t) de ocurrencias en un intervalo de tiempo de amplitud
t.

Todas las ocurrencias son de Ta misma clase, situdndose cada
ocurrencia en un punto del eje de tiempo.

Se supone que las fuerzas e influencias que rigen el fendmeno
se conservan constantes, de modo que la probabilidad de cualguier
suceso particular es 1a misma en todo intervalo de tiempo de
duracién (o amplitud) t e independientes del desarrollo pasado del
proceso. Esto significa que se trata de un proceso de Markov
homogéneo en el tiempo. Vamos ahora a deducir las probabilidades
basicas:

P, (t)=PIN{t)=n] (A.17)

Supongamos que se trata de un proceso temporal. Elegimos,
entonces. un origen de medicidn del tiempo, decimos que “en la
época t>0 el sistema estd en el estado E, si han tenido lugar
exactamente n saltos entre 0 y t".

Entonces, P,(t) es igual a la probabilidad del estado E, en 1a
época t, pero P (t) puede ser descrito también como Ta
probabilidad de transicion desde un estado arbitrario E; en una
época arbitraria s al estado Ej,, en la época s+t. Siguiendo a
Feller, vamos a traducir esta description informal del proceso a
propiedades de Tas probabilidades P (t).

Para ello, dividamos un intervalo de tiempo de longitud igual
a la unidad en N subintervalos de Tongitud h=1/N. La probabilidad
de alglin salto dentro de estos subintervalos es igual a 1-Pi(h),
y, de esta manera, el ndmero esperado de subintervalos que dan
cabida a algln salto es igual a h*[1-P,(h)].

Cuando h tiende a cero, este nimero converge al nimero
esperado de saltos dentro de cualguier intervalo de longitud
unitaria. Luego se puede suponer que:

AA>0 | A 1[1-P,(h}] A (A.18)
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Un saltc siempre debe conducir desde un estado E; al estado
vecino £, Tuego el numero esparado de subintervalos (de longitud
h) que dan cabida a mas de un salto debe tender a cero.

Luego, cuando k-0, ht[1-P,(h)-P, (h)] ~0

Py(h) =1-Ah+o(h) (A.19)

(A.19) es equivalente a P, (h) =Ah+o(h).
A.4.2. Deduccidn de T1a ley que regula el proceso

1. ET proceso comienza en la época cero desde el estado E,.

2. Las transiciones directas desde un estado E; s6élo son
posibles a Ej,.

3. Cualquiera que sea el estado E; en la época t. 1a
probabilidad de un salto dentro de un intervalo corto de tiempo
entre t y t+h es igual a

Ah+O(h) (A.20)

mientras que la probabilidad de mds de un salto es o(h).

A partir de estos postulados se demuestra formalmente que

P (t)=(rt)nE° (A.21)

n T1!

Con el fin de demostrarlo, supongamos, en primer lugar, que
n21,Y consideremos el sucesoc de que en la época t+h, el sistema

estd en el estado E,.
La probabilidad de este suceso es iqual a P,(t+h) y puede tener
lugar de tres maneras distintas:

1) En la época t, el sistema puede estar en el estado E,

y no hay ningln saito. La probabilidad de esta situacion

es:

-228-



P.(t) P,(h) =P, (t} [1-AR]l +o(h) (A.22)

2) la segunda posibilidad es que, en la época t, el
sistema se encuentre en E,; y ocurra exactamente un salto
entre t y t+h. La probabilidad de esta situacion es:

P, (t) Ah+o(h) (A.23)

3) En la época t. cualquier otro estado requiere mas de
un salto entre t y t+h, y la probabilidad de ese suceso
es o(h).

Como consecuencia se debe cumplir que
P (t+h) =P, (t) (1-Ah)+P, ,{t) Ah+o(h) (A.24)

1o cual puede expresarse en la forma

P (t+h) -P, (t)
h

= AR, (8) +A 8, (8) + 2L (p 25)

Cuando h-o=o(m -0 , y el limite es:
P (t) =-AP,(t)+AP_ ., (t) ,n>1 (A.26)
Para n=0, no se presentan 1a segunda ni la tercera

contingencias que se mencionaron antes y, por lo tanto, la Gltima
formula se reemplaza por

Py{t+h) = P (t) (1L-Ah)+o(h) (A.27)

que tiende a

P’ (ty =AP,(t) (A.28)

A partir de este resultado y de que P,(t)=1, obtenemos:

-

P, (t} se™t (A.29)

-229-



Si substituimos este resultado en (A.26), obtenemos una
ecuacidn diferencial ordinaria en P,(t}:

P (t) =-AP (t)+he ™t (A.30)

que, con P;(0)=0, nos da finalmente:

P (t) =Ate™t (A.31)

Procediendo de igual modo, obtenemos todos Tos términos P,(t);
asi:

P (t) = LAE)" jaae (A.32)

A.5. Tiempos entre 1legadas y tiempo de espera

Cuando se observan sucesos que tienen lugar en el tiempo, en
vez de contar el numero de veces que tiene lugar un determinado
suceso, se acostumbra a medir el periodo de tiempo transcurrido
hasta que tiene lugar un nimero fijo de sucesos. La variable
aleatoria W., que representa el tiempo transcurrido hasta que se
registran r sucesos. es llamada fiempo de espera hasta el suceso
r-ésimo. Entonces se definen también los tiempos entre Tlegadas:

Dados unos sucesos que tienen Tugar en el intervalo (0,t), se
definen los tiempos entre llegadas sucesivos: T1,.T,,... del modo
siguiente:

T, es el tiempo que transcurre desde el instante 0 hasta que
tiene lugar el primer suceso, y, para k>1, T, es el tiempo que
transcurre desde que tiene lugar el (k-1)-ésimo hasta el k-ésimo
Suceso.

Los tiempos entre 1legadas estdn relacionados con 1os tiempos
de espera por:

T1=W1, T2='W'2-W1 ..... Tr='W',.~Wr_1, PR (A.33)



W=T+T,+. . . +T., r>0. (A.34)

La relacidn entre 1os procesos y los tiempos de espera viene
dada por:

N{t)sneW .>t (A.35)

n+l

A.5.1. Distribucidn de los tiempos entre 1legadas

La siguiente proposicién muestra la distribucidn de 1los
tiempos entre 1legadas:

Proposicién A.3: Los tiempos entre 1legadas. T,, T,....
correspondientes al proceso de Poisson {w(t), £20} son variable
aleatorias independientes y tienen 1a misma distribucidn
exponencial de media 1/A.

La funcién de densidad es, por tanto:

£y (x) =Ae™*, x»0; n=1,2,... (A.36)
. _ 1 B 1
siendo E(T,) =5 Y var (T,) iR _ (A.37)

Esto significa que, comenzando por un origen de tiempo
arbitrario, 1os subsiguientes puntos tienen lugar en los instantes
T,,T,.... de modo que las variables aleatorias T, son
independientes y tienen todas Ta misma distribucién.

Demostracion: Teniendo en cuenta la equivalencia de Tos
conjuntos

N(t)=0 y T\ >t
resulta:
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et =P[N(t)=0] =P[T,> t] (A.38)

Luego T, tiene una distribucidn exponencial de media 1/4
Si designamos por fi(x} la densidad de probabilidad de T,,
tenemos:

P[Q>t}=fP[Q>t|ﬂ;u]fﬂu)du=fP[T(buﬂ-TUﬂ=O]fﬂu)du=

=e*t[f (u) =e ¢
f

1o que demuestra que T, es también exponencial de media 1/A ¥
que es inde-pendiente de T,. Para demostrarlo, hemos supuesto la
homogeneidad del proceso de Poisson. Si ahora 1lamamos f,(x) a la
funcién de densidad de T,=T,+T,, por un razonamiento similar
legamos a que T, es exponencial también con la misma media, y, de
este modo se demostraria la proposicién por induccidn.

Supongamos ahora que t es un punto en el que tiene lugar un
suceso. Sea R(t) el tiempo transcurrido hasta que tiene lugar un
nuevo suceso, y sea S(t) el tiempo transcurrido desde que tuvo
lugar el G1timo suceso. Debemos determinar T1a distribucidn de R{t)
y de S{t) para tener un conocimiento completo del proceso.

Proposicidén A.4: La distribucién de R(t) es independiente de
t y viene dada por

PIR(t) £x] =1-e™*% (A.39)

Demostracidn: Sea t, (0<t<t)el instante en que tuvo Tugar el
01timo suceso. E1 suceso {R(t)>x} implica la equivalencia de los
dos sucesos:

R{E)>X} ¥y {Tot-t+x | T > t-1} (A.40)
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dando

PR(t) >X]=P(T > t-t+x | T,>t-1) =

P(T > t-1+X) _ gk (E-Tx) ax
P(T>t-1) @A {t-t)

Proposicidén A.5: La distribucidén S(t) tiene una concentracion
de probabilidad en t y viene dada por

P[S(t) =t]=e™t (A.41)

P[S(t) st]=1%e™** ,0<t (A.42)

Supongamos que hay al menos un suceso que tiene lugar en el
intervalo (0,t]. Entonces x es tal que al menos hay un suceso que
tiene lugar en el intervalo (t-x,t]. Por lo tanto, podemos
escribir:

P[S{t) <x]= P[Al menos hay un suceso en (t-x,t)]=

=1-P[Ningun suceso tiene tugar en (t-x.t)]=

1-e *x (A.43)

Las variables R(t) y S(t) son conocidas como “ecuaciones
prospectivas y retrospectivas”

Como corolario de la proposicion A.2, se obtiene la siguiente
propiedad de la funcidn exponencial:

Corolario A.1: Sea Z una variable aleatoria con distribuciodn
exponencial y sean s, t20. Entonces:

P[T> t+s| T> s} = P;f;t;)s) e et p(mrt] (A.44)
&
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Esta propiedad, que se conoce como "falta de memoria de la
funcidn exponencial" o "propiedad de Markov", en el caso contiuo,
caracteriza a la distribucion exponencial, ya que es ésta la Unica
distribucidn continua con esta propiedad.

En virtud de esta propiedad, cuando trabajamos con procesos de
Poisson, resulta intranscendente si ha tenido o no lugar el Gltimo
suceso.

A.5.2. Distribucién de los tiempos de espera

Los tiempos de espera,-W., representan el tiempo transcurrido
hasta que han tenido Tugar r sucesos, de modo que

W,=T,+T,+...+T, , rzl. (A.45)

Al ser sumas de r variables aleatorias independientes con
distribucion exponencial de media 1/A. Tos tiempos de espera son
también variables aleatorias independientes con distribucion gamma
de pardmetros I'(r,1/A) . Luego la funcidn de densidad de los

tiempos de espera viene dada por:

gr-1 e—l t

fWI(t) =W (A46)

La funcién de distribucidn de los tiempos de espera W, es:

F, (t) =1-eAt|1+M t+.. .+%), t>0; (A.47)

I

La demostracidn resulta inmediata teniendo en cuenta que:

-
[N

1-F, (t) =P[Ww>t] =P[N(t)<z] = e*tiéglf;(AASJ

I

™~

-
[
fu

La funcidn caracteristica es. por tanto:
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b, (u) =(1—i%)_r; (A.49)

de donde resultan inmediatamente:

E(W,) =§,- (A.50)
var(w,) = = (A.51)

A.6. Distribucién binomial negativa. Proceso de Polya

E1 proceso de Polya se obtiene como paso al 1imite del esquema
de urnas de Polya, y se trata de un proceso purc de nacimiento,
no estacionario. Las ecuaciones diferenciales que dan lugar al
proceso son:

7 _ _ A A+r-1
P (L) = T APr(t)+-_—Ew-lEgﬁl(t), rzl (A.52)
pPlo(E) =0
con las condiciones iniciales
P,(0) =1, P_(0) =0, r#A ' (A.53)

LTegamos a esta distribucion a partir de la distribucidn de

Poisson compuesta con la distribucitén gamma de 1as a,.

Cuando 1a funcidn de densidad es, como en nuestro caso, una
gamma de parédmetros A y t/A, se obtiene la forma limite' de la
distribucién de Polya para el valor de c=1:

pe (AT ) () e (A.54)
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que vamos a tomar truncada en cero, ya que desconocemos las
especies que no forman parte de Ta muestra:

oA 25 ) () 1_(2)3 3, (ASS)

A+t

donde 11amamos

Pr =P [U(t)=x] = PN (t) =rIN () >0] (A.56)

p; =
* 1-p,

siendo P, la suma de las probabilidades de 1las especies
desconocidas.

La suma de variables aleatorias independientes con
distribucidn binomial negativa es una variable aleatoria también
con distribucién binomial negativa segln vamos a ver,

Proposicidn A.6: Si N(t) y N,(t) son independientes y
siguen ambas una distribucién binomial negativa de
pardmetros BN(A,p), la suma N, (t)+N;(t) se distribuye
también segin una distribucidn binomial negativa BN(Z2A,p).
Generalizando ese resultado a D procesos, se obtiene:

Proposicidn A.7: Si Ni(t), N(t),.... Ny(t) son D variables

aleatorias independientes, todas con la misma distribucidn

binomial negativa BN(A.p). Ta suma N (L)+N,(t)+.. . +Ny(t)

tiene una distribucidn binomial negativa de parametros

BN(DA.p).

Demostracidn: La funcion generadora de probabilidades de N (t)
es:

p A
(—'—1_-(1- o (A.57)

La funcién generadora de probabilidades de l1a suma de Tlas D
variables independientes N.(t) es el producto de las funciones
generadoras, luego:
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D

o, (u) = H(l =) )“=(—1_—(fﬁ)“ (A.58)

k=1

que es la funcidn generadora de probabilidades de una distribucidn
binomial negativa con parametros (DA,p).

Proposicion A.8: Si N,(t), ..., N,(t) son independientes y siguen
una distribucidn binomial negativaDBN(A,p), 1a distribucion de
(N, (Y. ..., Ny(t)) condicionada por Y wn.(t)=T es

k=1
ﬁD lA+nk-—1)
PN, (£) =m,, N, (t) =n IZD:N(t)—T—¢ (A.59)
1 =1L, 4 =N, ... 2 k B (DA+T—1) ’
T
Demostracion:

D
PN, (t) =n,, N, (&) =n,, .. | Y N (£) =T
k=

D-1
P|N, (t) =n;, .., Ny(t) =T—E Nk(t)‘
k=1 —

D
Y N (t)=T

k=1

D-1
T-3 N lt)
(A+T—2Nk(t) -1] pAgop R

kel 1-p2 a-1 1-p*
DA+T-1 DA _ T 1
( T )p {(1-p) YL
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(A.60)

Proposicién A.9 Si F=(s,....s) Sigue una distribucidn

multinomial negativa MN(a:p,,p,.....pp) . S€ verifica:

D
1) L=Y H, sigue una distribucion binomial negativa B~n(a;1-p),
k=1

donde 1-p=P,.
2) La distribucién del vector F=(H,,...,H;) condicionada por
L=n. es multinomial M,(n.h,,.... hp). con pardmetros hiz-ig.

Demostracidn: Seax=0 un numero entero. Para hallar la
probabilidad P(L=x), necesitamos sumar 1la funcién de densidad
conjunta, que es multinomial, sobre todos los numeros enteros no
negativos x;..... Xy, CUya suma es X.

En virtud del desarrollo en serie de 1a multinomial, resulta:

EE (A+x—1)PH x| X Xp
X1 Xp ([ T e

! 1
Xt Xp=X X Xyte v Xpt

=(A+§_1)Rf(1—55)x, K=X 4 Xy

1o que demuestra 1).
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Veamos la demostracidn de la segunda parte:

ST X+...+X%=X, sera:

P[H =x,,...,Hy=%,, H=x] =P[H, =X, ...,Hy=x,]

PlH=x,, ..., Hy=x,,T=x] =0, 81 X,;+...+X,#*X.

Entonces, para x;*...+x=x, se verifica:

i D CYx:
PLH =Xy, oo Hy=p, Lexd = —— X T | £2] -

SRS
e

x! =
=xl X'H
v e o Xpr iuT

\\

A.6.1. Inmersion del modelo en el muestreo muitinomial

Queremos detener el proceso en el instante L+A, es decir,
cuando aparezcan por primera vez A individuos de la clase I,. Sea
H. el numero de individuos de l1a clase I, que hay en el instante
L+A.

Nos interesa conocer las distribuciones que afectan a H, y a
L en el instante de parada. Para elloc, hacemos uso de 1as
siguientes proposiciones que establece Sidney C. Port!:

Sea, entonces, L+A el tiempo necesario (6, 1o que es igual)
el nlmero de pruebas necesarias par tener A individuos de 1la
especie I,, siendo H, el nimero de individuos de la ciase I; en el
instante L+A. ‘

1 Sidney €. Port. "Theoretical Probability for Applications”. Capitulo 30.
John Wiley & Sons, INC. New York-1994,
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Proposiciéon A.10: L sigue una distribucién binomial

negativa Bw{(a,p,),con A>0. Sea H=(H,,...,H, un vector

aleatorio sobre R° tal que la distribucion

de A=(H,,...,Hy, condicionada por L=n es multinomial
M/ (n. h+..+hy), para todo nzo0.
Entonces, para 1<ksD, (H,....,H) sigue una distribucion

multinomial negativa MN(A,q;+...+q,), donde

_ (1“PD) hj
4 =115, (1-A)

s Y h=h+...+h.

Demostracién: Como la distribucidn de A=(#,,...,H, condicionada
por L=n, es multinomial M,(n.p;..... pp). la distribucion de
(H..... Hp) condicionada por L=n, es multinomial M(n.h,..... he) .

Sean X;....% humeros enteros no negativos y sea x=x;+...+x  su
suma. Sea p=p;+...+p,. Entonces, para x,....x fijos, se verifica:

P(H =x;, ..., Hy=x, | L=n) =
n!

_ X, Xy _
- X1!, . .,X,,,! (n_x) ! pll"'pk (l'h)nxl[nz}ﬂ

Por el teorema de la probabilidad total:

P(X, =X, ..., X =%) =kEP(X1=x1, v s Xpe=x, | L=n) P(L=n) =
=l

Para evaluar la altima suma, consideremos el desarrollo

(1-¢) -A=E(A+H'l)t“

n=x n
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valido para o<t<1. Diferenciando x veces en ambos miembros, se

obtiene:

(a+x-x) , (1-¢t) i ( A+n-1 ) (m)  £7*

n=x I

Como n!/(n-x)t=(n),, si hacemos t=p,{1-p) en la relacidn

anterior, resulta que la suma es

(A+x-1)  (1-p (1-p)) **

De este modo

PH =Xy, ... Ho=X) = P, [*(1-Py)) ™ pi*, .. pp*

k >4
- A+x-1) _, X! (1-5,) h; t
_( X )X1!---Xk!111[1“(1—P0) -1 i (1-Py}4P,

1o que prueba la proposicién.
Proposicién  A.11:  Sea H=(H,,...,H,) un vector con
distribucion multinomial negativa MN (A;p,.....Dp) .
Entonces, para 1sk<r, H=(H,...,H) sigue una distribucion
Py

i :
1- ¥ b,

i=k+1

multinomial negativa My (a,1,,...,t,), donde ;=

Demostracién: Por la proposicién A.10, la distribucidn de
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(H..... Hy)., condicionada por L=n, donde L=H+...+H., es

multinomial ~ M,(n.p,,....p,) con p;=-=5-, teniendo L una

Q

distribucion binomial negativa BN (A, B,) .

E1 vector (H,..... H) tiene una distribucion multinomial

(1_P0).hj

negativa MN(A, g, ..., Q) CON @;=g—m—7rtss
1]

y h=h+...+h,.

Como (1-pPy)) h;=p;, Se sigue que g;= , €.q.d.

lj]
D
1- Y b;

i=k+1

Proposicidn A.12: Sea L+A el nimero de pruebas necesarias para
tener por primera vez exactamente A individuos de la especie I,
y sea H, el nimero de individuos de la clase i después de la

prueba L+A. Entonces H=(H,,...H,) se distribuye segin una

multinomial negativa MN(A h,, ..., hg? .

Demostracidn: La sucesién de pruebas tales que hay un éxito
si aparece un individuo de la especie I, y un fracaso si no es
asi, constituye una sucesién de pruebas de Bernoulli con
probabilidad de éxito P,, y L+A es el instante del H-ésimo éxito
para estas pruebas de Bernoulli. Segun vimos antes. L sigue una
distribucidén binomial negativa BN(A,P,).

Consideremos el suceso [H;=x;...., Hy=%. L=n]. Es evidente que
se trata de un suceso imposible, a no ser que Xx,..... X; sean
ndmeros enteros no negativos cuya suma sea x=x;+...+X,=L.

En tal caso, la prueba L+A debe dar como resultade un individuo
de la especie I, mientras que en las L+A-1 pruebas anteriores,
exactamente x individuos deben pertenecer a la especie
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I, .,1si<r, y exactamente A-1 individuos a la especie I;. Asi:
— — - - (L+A—l)! X Xr A-1
PlH=x,...,X,=x,1L=n} =p,_,, PAPRC AR Di'se.esDr PS
Como
P[L=n]=(A+n—1)Hf(1—Rﬁn
vemos que 1a distribucidn de A=(#,, ..., H,} condicionada por T=n,
L h, h,
es multinomial Ag(n,7f:§;,..., 1_}3)
Entonces, por la proposiciéon A.10, A=(H,,...,H,) Sigue una
distribucién multinomial negativa MN(A h,, ..., ).

A.7. Superposicidon de procesos de renovacidn

Una sucesidn de variables aleatorias S, constituye un proceso
de renovaidon si es de la forma

Sp=Ty+Tp+. . . +T,
siendo las T, variables aleatorias mutuamente independientes con
una distribucién comin F tal que F(0)=0.

Ademés de las T,, se puede definir una variable no negativa S
con una distribucidn propia F;.

Entonces resulta:

S,=8+T +T,+. .. +T

It

E1 proceso de renovacién se 1lama “puro" si S=0 y 0 cuenta
como la ocurrencia nimero cero. En otro caso. se llama "diferido”.
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A la esperanza p=E(T,) se le 1lama "tiempo medio de
recurrencia”.

En la mayor parte de las aplicaciones, las T, se suelen
interpretar como "tiempos de espera”, en cuyo caso a las S, se les
11ama "épocas de renovacion”.

Dados n procesos de renovacion, se puede formar un nuevo
proceso combinando todas sus épocas de renovacién en una sucesion.
En general, el nuevo proceso no es de renovacion, pero se puede
calcular el tiempo de espera W hasta la primera renovacidn
facilmente.

Se demuestra que, bajo condiciones bastante generales como 1as
que establecié Grigelionis en 1963, Ta distribucidn de W es
aproximadamente exponencial, de modo que el proceso combinado esta
muy préximo a un proceso de Poisson.

1. w. Feller. "Introduccién a la Teoria de la Probabilidades y sus Aplicaciones”. Vol. II, Cap.
2, apdo. 6. LIMUSA. México, 3* reimpresidn 1993.
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