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INTRODUCCION

El objeto de estudio de nuestra tesis esta constituido, fundamentalmente, por el
conjunto de aplicaciones del analisis matematico - analisis de funciones reales - en el
desarrollo y formulacion de la teoria econdmica neoclasica, las condiciones que
caracterizan dichas aplicaciones y las consecuencias de caracter matematico y, sobre
todo, econdémico que se pueden derivar de las mismas.

En el capitulo cuarto y el apéndice matematico, sin desviarnos de la linea
seguida a lo largo de todo el trabajo, se considera ampliamente el modelo de cambio
técnico y productividad procedente de la funcion de produccién neoclésica y
desarrollado por R. Solow en 1957 para la economia estadounidense. A partir de su
analisis se sugiere una critica especifica y propia de dicho modelo, vinculada al
incumplimiento de los requisitos formales del Célculo diferencial y a la ausencia de
distincion entre relaciones para incrementos finitos e infinitesimales. Debemos hacer
constar, por tanto, que la segunda parte del titulo de esta tesis responde mas al
analisis critico de una concepcion tedrica determinada que al disefio de un modelo

practico de calculo de determinadas magnitudes.

Nuestra inicial formacion como fisico y posteriores estudios de economia y
matematicas, pueden explicar el interés que nos acerco a esta investigacion y que nos
ha animado, con un razonable temor por la envergadura de los temas a analizar, a
afrontar las dificultades que una tesis de este tipo conlleva. La aproximacion a los
contenidos de este trabajo tuvo que ver con la perplejidad que nos supuso comprobar
la ligereza, pensamos, con la cual se utiliza el calculo diferencial en los programas
académicos de teoria econdmica de nuestras facultades, y la progresiva percepcion
de que determinados enfoques parecian tener su origen en la fisica clasica

( formalizacién matematica diferencial, estudio del equilibrio..).



Sin duda, desde los comienzos de la formalizacion del conocimiento
econdémico, debié parecer muy sugerente la consideracion de la economia como
ciencia de la sociedad ( fisica social), por similitud con la fisica como ciencia de la
naturaleza por antonomasia. Resulta por tanto natural que nuestro estudio lo
vinculemos a la relacién que las matematicas establecen con la fisica, como
referencia historica y metodologica. Utilizaremos la denominacion analisis de
funciones reales en sentido restringido, como la parte del analisis matematico que
comprende el calculo infinitesimal, ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales,

excluyendo la teoria de variable compleja y el andlisis funcional.

El camulo de temas implicados en este trabajo, desde el calculo diferencial y
otros metodos matematicos, hasta la historia del pensamiento econémico, pasando
por la teoria econémica y la fisica clasica ( fundamentalmente), ha obligado a que las
fuentes consultadas y analizadas hayan sido muy dispares y heterogéneas (en los
contenidos, en los enfoques y en la forma). Existen, de todos modos, excelentes
estudios que plantean algunas de las cuestiones vinculadas, de forma central o
tangencial, y que por su relevancia y utilidad en la elaboracion de esta tesis
debemos mencionar de manera especial, independientemente de su inclusion en la
bibliografia final y para mejor situar el marco en el que se ha desenvuelto nuestro
trabajo. Citaremos en primer lugar la enciclopédica Historia del Analisis Economico
de Schumpeter, donde, a pesar de su relativo desorden, se encuentran exhaustivas
referencias, ideas y reflexiones en torno a muchos de los aspectos estudiados. El
libro de J.M. Naredo La economia en evolucion. Historia y perspectivas de las
categorias basicas del pensamiento economico ha suscitado nuestro mayor interés,
en la medida en que aborda de forma rigurosa algunos de los temas analizados en

este trabajo.



La obra de Philip Mirowski More heat than light. Economics as social
physics: Physics as nature’s economics, conecta en gran medida con el &mbito de
nuestro estudio, con los contenidos de caracter mas fisico, y desde unos
planteamientos mas amplios y complejos consideramos que representa una
investigacion del mayor interés en este campo. Dos libros de Mark Blaug La
metodologia de la economia y Teoria econdmica en retrospeccion, nos han aportado
una determinada aplicacion al ambito econdémico de la filosofia de la ciencia, y una
importante vision de la teoria econémica. Nos ha resultado, asimismo, muy sugerente
el agudo enfoque sobre el papel de las matematicas en las elaboraciones econémicas
que se incluye en la obra de H. Katuzian Ideologia y método en economia. Los
Fundamentos del analisis econémico de P. Samuelson y La Teoria del Valor de G.
Debreu, constituyen dos obras fundamentales del pensamiento econdémico
neoclasico, que por su relevancia en el ambito de la teoria del equilibrio, de la
produccion y de la distribucion, son ampliamente consideradas en nuestro trabajo.
Muy relevante es el articulo de R. Solow, Thechnical Change and the Aggregate
Productions Function, que sera analizado extensamente. Igualmente significativos,
pero desde enfoques diferentes, debemos de mencionar los articulos de J. Robinson,
The Productions Functions and the Theory of Capital y de N. Kaldor Alternative
Theories of Distribution, entre otros de los mismos autores. Sin animo de
exhaustividad y para terminar esta breve relacion de textos, que nos han servido de
base y reflexion, conformando en alguna medida nuestra tesis, mencionaremos por
su importancia en el amplio campo de las matematicas el libro de M. Kline: El

pensamiento matematico de la Antigiiedad a nuestros dias.



En el proceso de elaboracion de esta tesis han ido apareciendo, como es ldgico,
nuevos temas vinculados al argumento central de nuestro trabajo. Estos temas, entre
los cuales se podria citar una discusion profunda sobre el caracter cientifico de la
economia, o bien, un analisis exhaustivo de las aplicaciones matematicas en la teoria
econémica ( no solo del calculo infinitesimal), han recibido un tratamiento
incompleto, a veces marginal. Ello ha sido asi, tanto por la necesidad de centrarnos
en el objeto de nuestro estudio, ya de por si suficientemente complejo, como por
nuestras propias limitaciones con relacion a los nuevos temas. No obstante se ha
procurado que el texto final presente la mayor coherencia que nos ha sido posible y

asuma, decorosamente, sus carencias.

Con relacién a algunos aspectos formales, habria que sefialar la inclusién en el
texto de los razonamientos de caracter matematico, a veces con una cierta profusion
de férmulas y relaciones de tipo diverso. Ello es debido a la creencia, quizas
equivocada, de una mayor facilidad en la comprension global de las ideas
expresadas; pensamos que la formalizacibn matematica posee, en si misma,
propiedades que permiten poner en evidencia objetos y relaciones dificiles de captar
mediante una exposicion puramente literaria, en oposicion a la reclusion en
apéndices de los razonamientos matematicos. No seguimos, en este caso, la
afirmacion de Marshall en el sentido de que “el lugar adecuado para las
matematicas en un tratado sobre Economia Politica es donde menos se vean™ ( cit.
por Spiegel 1973, p. 643), aunque compartimos, desde luego, su consciencia de los
abusos a que podria prestarse la economia matematica. Solo incluimos un apéndice

cuyos contenidos consideramos que alterarian notablemente el hilo de la exposicion.



Con relacion a las notas a pié de pagina creemos que la exposicion serd mas
fluida, en la medida que su contenido pueda ser incluido en el texto. Por dltimo,
debemos sefalar que la bibliografia final recoge, de forma exclusiva, los libros o

articulos mencionados o citados a lo largo del texto.

El método que hemos adoptado en este trabajo se puede resumir en los
siguientes puntos:

a) Un estudio comparado de la relacion entre Matematicas ( en especial, Calculo
diferencial) Fisica y Economia, a partir de la especial relacion que se
establece entre las dos primeras y que caracterizamos mediante tres
propiedades especificas, propiedades cuyo cumplimiento tratamos de
verificar para la relacion Matematicas-Economia. A ello se dedica,
especialmente, el capitulo primero.

b) Andlisis de la solidez tetrica de las aplicaciones del Célculo Infinitesimal, a
las variables y funciones econdmicas, con la referencia de las similares
aplicaciones en la fisica clasica. Se trataran en los capitulos segundo (fisica),
y tercero, en especial.

c) Indagacion sobre las consecuencias que se puedan derivar de la falta de
realismo de los supuestos matematicos en la teoria econdémica, y de la
aplicacion impropia de algunas propiedades y teoremas. Se estudiaran en los
capitulos tercero y cuarto.

d) Valoracion del papel de las aplicaciones matematicas en economia, mas alla
de lo estrictamente formal. Se realiza en el capitulo primero y en las

conclusiones, en particular.
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La tesis que tratamos de probar a lo largo de este trabajo, se podria exponer de

forma simplificada, del siguiente modo:

1)

2)

3)

4)

La relacion entre la matematica y la economia es de naturaleza
diferente a la que constituye con la fisica.

La falta de realismo de los supuestos matematicos utilizados en la
teoria econdémica neoclasica, puede condicionar los resultados.
Algunas propiedades y teoremas matematicos pueden ser
instrumentalizados en favor de la demostracion de ciertos resultados
econémicos.

Las matematicas, en general, y en particular el Céalculo diferencial,
contribuyen a la legitimacion de la teoria econdmica neoclasica como

supuesta fisica social.

En definitiva, esta tesis pretende ser una modesta contribucion al analisis

critico de la utilizacion de las matematicas en economia, tanto de sus defectos

formales, como, sobre todo, de las implicaciones econdmicas que conlleva. El hilo

conductor de la misma seria el papel del Célculo diferencial, sus aplicaciones y

consecuencias.

Finalmente, deseo manifestar mi mas profundo agradecimiento al profesor Dr.

D. Carlos Berzosa Alonso-Martinez, director de esta tesis, por la confianza que

depositd inicialmente en nuestras posibilidades de llevar adelante este trabajo, por su

orientacion y pertinentes observaciones, y por su paciencia, de la que ha hecho gala a

lo largo de varios afios.
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CAPITULO PRIMERO. LA NATURALEZA DE LAS RELACIONES ENTRE
MATEMATICAS-FISICA Y MATEMATICAS-ECONOMIA.

En éste capitulo se pretende realizar un analisis comparativo de la relacién
existente entre, por un lado, las matematicas y la fisica, y por otro, las matematicas y
la economia. Partiremos para ello del estudio de la especial relacion que se establece
entre Fisica y Matematicas, de las singulares, creemos, caracteristicas de ésta
relacion. Trataremos de extender estas propiedades al campo de las relaciones de las
matematicas con la economia y se estudiaran las consecuencias que se deriven de

esta generalizacion.

1. LAS MATEMATICAS EN EL DESARROLLO DE LA CIENCIA.

Es universalmente aceptada la idea de que las matematicas constituyen el
lenguaje de las Ciencias. En la medida que una rama del conocimiento humano se
desarrolla, se va estructurando, adopta el lenguaje preciso de las matematicas.

La ultima y definitiva etapa en el desarrollo de cualquier ciencia seria, por
tanto, la matematizacion de la misma, es decir la expresién en términos
matematicamente precisos de leyes contrastadas empiricamente o mediante
observacion. En efecto, desde la célebre afirmacion de Galileo de que el libro de la
naturaleza “estd escrito en lenguaje matemético” ( Galileo Galilei 1623, p. 232),
hasta Heisenberg “ la Matematica es, por asi decir, el lenguaje en que la ciencia
plantea sus problemas y puede formular sus soluciones “ ( Heisenberg W.1955, p.

46), es general su aceptacion.
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Sin embargo, consideramos que esta concepcion de la matematica, y en
particular de la teoria de funciones y del calculo infinitesimal, como lenguaje, es
radicalmente insuficiente para describir la especial relacion existente con la fisica,
relacion que como veremos es mucho mas profunda e importante, y por otro lado, no
es aplicable de igual modo, con similar eficiencia, al resto de las ciencias de la
naturaleza y a la economia y demas ciencias sociales.

Esta idea, de la matematica como lenguaje de las ciencias, seria, en parte, la
manifestacion de una relacion instrumental (estadistica, econometria, algebra
matricial, programacion lineal, andlisis infinitesimal etc,); las matematicas
intervendrian como un instrumento técnico en situacién de exterioridad respecto del
objeto de su intervencion. Asimismo actuarian como forma precisa de expresar
relaciones de dependencia entre magnitudes cuantificables (variables). H. Poincaré
describe estas ideas con claridad “Todas las leyes se extraen de la experiencia, pero,
para enunciarlas, se precisa de una lengua especial; el lenguaje ordinario es
demasiado pobre, y ademas demasiado vago, para expresar relaciones tan
delicadas, tan ricas, y tan precisas” ( Poincaré H. 1910, ed. esp.1946).

Ambas intervenciones, como instrumento exterior y como forma de expresion,
configurarian, de forma conjunta, la relacion que podriamos llamar habitual o normal
entre la matematica y el resto de las ramas del conocimiento: relacion instrumental y
de lenguaje.

Sin embargo, la relacion que mantiene con la fisica es de distinta naturaleza,
no es explicable so6lo en términos de aplicacion instrumental o de forma de
expresion rigurosa. Los conceptos e hipdtesis fisicas no son independientes de las

matematicas, estan indisolublemente ligados a ellas.
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Las hipdtesis fisicas resultan inseparables de su forma matematica,
(considérese el caso simple de la velocidad instantanea, resulta indisoluble del
concepto de derivada respecto del tiempo); Lévy-Leblond, caracteriza ésta relacion
especial mediante dos propiedades, que a nuestro juicio, explican de forma clara
ésta singular situacion, (Apéry R. y otros 1982, ed. esp.1988, p.80). Se trata de la
plurivalencia fisica de las matematicas y del polimorfismo matematico de la
fisica.

La primera propiedad se refiere a la capacidad de un mismo modelo
matematico para expresar relaciones o propiedades fisicas muy diferentes, mientras
que la segunda nos indica como una sola relacion fisica puede ser expresada,
matematicamente, con diversos modelos de diferente grado de complejidad. En
ambas jugaran un papel protagonista las funciones y el célculo diferencial, dada la
especial adecuacion de las variables fisicas a los requerimientos del calculo
infinitesimal y la teoria de funciones. Trataremos de exponer estas propiedades con
una formulacion propia, asi como de indagar sobre su naturaleza, en los apartados
siguientes.

Por el contrario, entendemos que la relacién con el resto de las ciencias
(incluida la economia) sera, fundamentalmente, de aplicacion instrumental, en la
medida en que se puedan definir variables cuantificables, matematizables, y de
aportacion de una forma precisa y rigurosa de expresar relaciones hipotéticas u
observables entre las mismas.

Después de ésta primera aproximacion a la relacion entre matematica y el resto
de las ciencias, se puede entender que sea la fisica el dominio donde mas fértil ha

sido la colaboraciéon de ambas ramas del conocimiento.
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En efecto, desde el siglo diecisiete al diecinueve, las dos ciencias han
progresado al unisono. Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Maxwell, entre
otros, hicieron importantes contribuciones en fisica (mecanica y electromagnetismo,
fundamentalmente) y matematicas (andlisis de funciones, calculo diferencial e
integral). Las dos grandes teorias fisicas del siglo veinte, relatividad y mecéanica
cuantica, han ido ligadas al calculo tensorial y espacios de Hilbert. En cuanto a los
desarrollos mas recientes, cabria mencionar la nueva interrelacion que se produce
con la teorias cuanticas de campos topoldgicas, en la blasqueda de un marco
adecuado para establecer los fundamentos de la Teoria de cuerdas ( Jaffe, A. y
Quinn, F. 1993), y por otro lado, la nueva matematica del caos, que trata de explicar
el comportamiento dinamico de ciertos sistemas complejos no lineales (Stewart, 1.
1989).

En el dominio de la economia, tanto los modelos de equilibrio general, como la
teoria neoclasica de la produccion o los modelos macroecondémicos de crecimiento
utilizan en su formulacion el calculo diferencial y (6) la teoria de ecuaciones
diferenciales, en clara similitud con el proceso seguido en la fisica clasica. Es en la
medida en que éstas técnicas 6 herramientas matematicas han sido disefiadas para el
estudio cuantitativo de los procesos continuos, en la que cabe cuestionarse la
fiabilidad de éstos planteamientos en el &mbito de la teoria econdmica. No seria
extensible, sin embargo, este cuestionamiento a las aplicaciones economeétricas
ligadas a la estadistica y al célculo matricial (modelos input-output), ni a la
aplicacion de los métodos de programacion lineal, por su naturaleza matematica

absolutamente diferente.
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Cuando miramos el terreno del resto de las ciencias sociales, y de la biologia,
podemos apreciar la incapacidad de construir modelos similares a los de la fisica, que
nos permitieran aplicar los mismos métodos del calculo diferencial. Gran parte de los
procesos mas relevantes presentan discontinuidades en el tiempo, o en el espacio
( desde la division celular, a la frontera entre dos clases de tejido organico). Ademas
las observaciones, necesarias para el trabajo tedrico, rara vez son de la misma
precision en este ambito, que las que se realizan en fisica.

En éste sentido, la teoria de las catéastrofes, desarrollada inicialmente por René
Thom (1975), ha abierto nuevas posibilidades para el estudio de estos procesos. En
efecto, dado que se trata de una teoria que estudia singularidades, cuando se aplica a
ciertos problemas del campo de la biologia o incluso de la economia, trata
especificamente de las propiedades de las discontinuidades, sin referirse a ningdn
mecanismo especifico subyacente. Ello la hace especialmente apropiada para el
estudio de sistemas cuyos mecanismos internos no se conocen, y para situaciones en
que las Unicas observaciones fiables se refieren a sus discontinuidades. En éste
sentido se ha llegado a afirmar que esta teoria seria una parte de la biologia tedrica
( Saunders P.T. 1980, ed esp. 1983, p. XI).

Son igualmente sugerentes las posibilidades de aplicacion de esta teoria en
economia; Zeeman E.C. ( 1974) y Balasko Y. (1978), han estudiado desde ésta
Optica el comportamiento inestable de ciertos mercados y el equilibrio econémico,
respectivamente. También en Mas-Colell A. (1985), se estudian problemas ligados a
singularidades y existencia de equilibrio, aunque estos trabajos estan adn en sus

inicios.
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2. FISICA Y ECONOMIA. UNA VISION GENERAL.

La opcion que hemos realizado, de tomar como referencia la relacién con la
fisica, para el estudio del empleo que de las matematicas se hace en economia y
en particular en la teoria econdmica neoclésica, se puede justificar por la indudable
influencia que los métodos aplicados en el desarrollo de la mecanica clasica, de la
fisica del movimiento y de sus causas, tuvieron en gran parte de los economistas a lo
largo del siglo XIX y comienzos del XX. Como indica Naredo “ La creencia en la
universalidad de las elaboraciones de la fisica newtoniana,..encontraba su
justificacion en el caracter absoluto y universal que por aquel entonces se atribuia
a las categorias intuitivas de espacio, tiempo, sustancia o fuerza ( categorias, que
por otro lado, han visto su caracter absoluto y universal puesto en cuestion por la
fisica cuantica y relativista),..Los economistas neoclasicos trataron de elevar el nivel
de su ciencia por este camino, siguiendo las ensefianzas metodoldgicas de las
ciencias fisico-matematicas..” ( Naredo J.M. 1987, pp.186-187). Tedricos como J.B.
Say (1803) y J.S.Mill (1848) representan bien esta corriente. Shumpeter afirma que
exageraron la analogia con las ciencias fisicas, que Mill consider6 como
“ verdaderos modelos “ para la teoria econémica ( Shumpeter J. A., 1954, ed. esp.
1971, p. 599). Naturalmente no fueron los Unicos, a ellos habria que afadir, entre
otros, a Cournot, Jevons, Walras, Marshall, Pareto, Fisher.., y ya en nuestra época,
y de forma destacada a P. Samuelson.

Cournot (1838), propuso el uso de funciones matematicas para describir
aspectos relativos a la demanda, la oferta y los precios, asi como el empleo de la
estadistica para comprobar sus hipotesis. Para este economista la metodologia
matematica constituiria un instrumento fundamental para la contrastacion empirica
del resto de las disciplinas. En este marco Cournot establece la ley de recurrencia
relativa a la posibilidad de trasladar los mismos elementos metodoldgicos de una

ciencia a otra, en particular de la fisica a la economia.
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Estos planteamientos llevaron necesariamente a las teorias del equilibrio
econdmico en claro paralelismo con el equilibrio fisico, si se suponen dadas todas las
variables del problema, haciendo abstraccion de sus variaciones en el tiempo, y al
posterior estudio de la dinamica del sistema y la estabilidad del equilibrio si se
consideran las variaciones temporales.

Asi, por ejemplo, Jevons no solo precisa el estrecho paralelismo metodologico
existente entre las formulaciones econdémicas marginalistas y aquellas de la
mecanica, que le llevan a describir su teoria: “como la mecanica de la utilidad y del
interés propio”, sino que considera que” su método es tan seguro y demostrativo
como aquel de la Cinemética o de la Estatica, e incluso, casi tan evidente como lo
son los elementos de Euclides™ ( Jevons, W. S. The theory of political economy,
1871 p. 21). Debido, quizas, a su superior formacion en matematicas, Marshall
practicé con mas precaucion la economia matematica, fue mucho méas escéptico en
cuanto a sus posibilidades y méas consciente de los abusos a que podia prestarse.

De este modo a lo largo del siglo X1X se comienza a adoptar una metodologia
formalista para elaborar las teorias econdmicas, basada en la utilizacion del analisis
matematico clésico para la formulacion de los modelos. Con un creciente grado de
consistencia se van aplicando a la economia las herramientas del céalculo diferencial e
integral. Se asumen, de forma implicita o explicita, la hipotesis restrictiva de operar
con funciones continuas y suaves para representar funciones de utilidad o de
produccién, con la finalidad de que las técnicas del calculo diferencial sean
aplicables. Las derivadas totales y parciales son empleadas para desarrollar calculos
de maximizacion y minimizacion.

Basandose en estas herramientas tedricas y de calculo se desarrollan, a pesar de
sus limitaciones, los fundamentos matematicos de las teorias de la produccion, del

consumo Yy del equilibrio general.
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Como sefala Pasinetti: “ A partir de este punto comenzé un vasto movimiento
tedrico cuya tarea resulté ser la de ampliar las mismas elegantes herramientas del
andlisis de la utilidad marginal a todas las ramas del andlisis econdémico.” Entre
estas herramientas, sefiala de modo relevante la utilizada por Samuelson (1947), una
funcion matematica a maximizar bajo ciertas restricciones. "Este es el fundamento
del andlisis econémico. Para Samuelson y los marginalistas, toda la Economia
puede reducirse a ese principio ( 'y herramienta matematica)”. (Pasinetti, L. L. 1981,
p. 25).

Es de enorme interés, en cuanto a la relacion que consideramos ( entre fisica y
economia), la obra de Philip Mirowski: More heat than light (1989), donde el autor
trata de descubrir el papel y la influencia de las ciencias de la naturaleza y en
particular de la fisica, sobre los contenidos y estructura de la tradicion ortodoxa en la
teoria economica. A partir de la historia de la ciencia expone como los principios de
conservacion ( de la energia, de la cantidad de movimiento) y los conceptos de
substancia y campo de fuerzas influyeron en el desarrollo de la fisica y la economia,
planteandose la controversia sobre si la teoria econdmica ortodoxa ( neoclasica), se
puede considerar o né comprometida con un planteamiento cientifico.

Evidentemente, la relacion entre la elaboracion neoclasica o marginalista y la
fisica clasica ( mecanica, termodindmica y electromagnetismo del siglo XIX), va
mucho mas lejos de la simple traslacion de los métodos matematicos que se habian
desarrollado de forma paralela a la fisica y habian probado su éxito en la misma
(Célculo infinitesimal, fundamentalmente), y que constituye uno de los temas de
estudio preferente en este trabajo. La relacion 6 inspiracion de la fisica a la
economia ha ido mas alld de las mateméticas e incluye la identificacion entre
conceptos y leyes, de supuesta vigencia en ambos campos, es decir, la transferencia
desde el &mbito de la fisica al de la economia de conceptos y relaciones entre los

Mismos.
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Los economistas neoclasicos trataron de subir el nivel de su ciencia por esta
via, siguiendo las elaboraciones de la fisica y de las matematicas y pretendiendo
configurarla a imagen y semejanza de ellas. Ello exigia encontrar los principios
elementales que aportaran una base universal a las construcciones deductivas
posteriores. Ademas era necesario que todos estos principios se pudieran expresar en
lenguaje matemaético, para que la precision y coherencia de las elaboraciones
teoricas construidas, pudieran ser garantizadas por el prestigio de las matematicas.

Como principios se tomaron las nociones, ya establecidas por los clasicos, de
riqueza, produccién, consumo, capital, sitema econdémico junto a las dos leyes
supuestamente generales del comportamiento econémico (J.S.Mill, A System of
Logic, 1843), la tendencia a preferir una ganancia grande a otra mas pequefia y la
propension a buscar la maxima cantidad de riqueza con un minimo de trabajo y
abnegacion. A estas dos leyes los marginalistas afadieron el principio del

decrecimiento de la utilidad marginal y el de los rendimientos decrecientes.

Irving Fisher, cuya investigacion doctoral Mathematical Investigations in the
Theory of Value and Prices (1892), fue dirigida por el gran fisico J.W. Gibbs ( sus
contribuciones en termodinamica fueron fundamentales, en especial sobre el
equilibrio en substancias heterogéneas), disefio un detallado paralelismo entre
mecanica y economia.

Paul A. Samuelson, casi ochenta afios después, expresa su confianza en los
mismos fundamentos fisicos de la economia cuando afirma: “ En tanto continGen
vigentes las leyes de la termodinamica, seguiré relacionando los insumos con la
produccion; es decir, creyendo en las funciones de la produccion.” ( prefacio a

Ferguson, C.E. “The Neoclassical Theory of Production and Distribution” 1969).
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Fisher, llevando la concordancia entre relaciones y conceptos fisicos vy

econdmicos hasta sus Gltimas consecuencias, elaboro la siguiente tabla de analogias:

MECANICA ECONOMIA
Particula* Individuo*
espacio Mercancias o bienes
fuerza utilidad o desutilidad marginal
trabajo* desutilidad*6 ( utilidad negativa)
energia utilidad

trabajo o energia* = (fuerza)x(espacio)
fuerza vectorial

fuerzas representadas mediante suma de
vectores

trabajo y energia son escalares

La energia total puede ser definida como
la integral con respecto a las fuerzas
aplicadas.

El equilibrio estard donde la energia neta
(energia menos trabajo), es maxima.

Si la energia total es restada del trabajo
total, la diferencia es “potencial” y es un
minimo.

(*) Sefiala las analogias que podrian ser

cuestionables, en algln caso.

utilidad*=(utilidad
marginal)x(mercancia)
utilidad marginal, vectorial

utilidades marginales, representadas por
suma de vectores

desutilidad y utilidad son escalares

La utilidad total disfrutada por el
individuo es la integral con respecto a su
utilidad marginal.

El equlibrio estard donde la ganancia
(utilidad menos desutilidad) es maxima.
Si la utilidad total

desutilidad total, la diferencia representa

es restada de la

las “pérdidas” y es un minimo.
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La tabla anterior ilustra el grado de paralelismo concepual al que se llego; en
un ejercicio de asimilaciéon conceptual y formal de los conceptos y leyes fisicas, que
pasa por alto la diferente naturaleza de tales conceptos y relaciones, intervinientes en
los procesos fisicos y economicos. Diferente naturaleza en relacién a su grado de
matematizacion, de cumplir como variables y funciones las exigencias formales del
andlisis matematico, a pesar de las evidentes dificultades para las variables de
caracter econémico. Por ejemplo, la formulacion de las caracteristicas de la funcién
de demanda realizada por Cournot resultaban insuficientes, dado que no distinguia
entre funciones en general y funciones continuas, ni su definicion de infinitésimo era
muy clara.

También es instructiva, a este respecto, la polémica entre Poincaré y Walras
sobre la medida de la utilidad. Segin expone Schumpeter en su Historia del Analisis
Economico (pagina 1147, edicion en castellano 1971), el gran matematico H.
Poincaré llegd a convencer a Walras de que la utilidad, pese a ser una cantidad, no
es medible. Pero eso no le impulsé a eliminar en la edicion definitiva de sus
Eléments enunciados o implicaciones que afirman lo contrario. Por ejemplo, en la
pagina 103 de dicha edicion (1926), define la rareté ( utilidad marginal) como la
derivada de la utilidad total respecto de la cantidad poseida de un determinado bien,
tomando del campo de la fisica la analogia con la velocidad ( que es la derivada del
desplazamiento respecto del tiempo). Probablemente, Walras, encantado por su
impresionante formalizacion, traté de mantenerla, obviando las razones que
originariamente le habian impulsado a construirla y haciendo caso omiso a las
limitaciones formales que presentaban sus presupuestos.

De este modo se asumen aventuradas y restrictivas hipétesis para operar con
funciones continuas y derivables, que representarian funciones de utilidad o de
produccion, con la finalidad de que las técnicas del calculo diferencial fuesen
aplicables. Las derivadas totales y parciales, como ya hemos sefialado, serian

empleadas para desarrollar calculos de maximizacion y minimizacion.
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La asimilacion a la economia del concepto de campo de fuerzas, hizo posible la
utilizacion de poderosas herramientas matematicas tales como las ecuaciones de
Hamilton o las de Lagrange, al costo de una considerable dificultad en la exacta
determinacion (comprensién) de lo que es realmente conservado (leyes de

conservacion), es decir, del contenido de la formulacion.

Por otro lado, ante el grandioso empefio de hacer que la ciencia econdémica se
construyera a imagen y semejanza de las ciencias fisico-matematicas, a partir de
ciertos conceptos y princios elementales, se obvié que la supuesta generalidad de
tales principios era mucho mas vulnerable que la de aquellos (que servian de
modelo), y que constituian la base de la fisica newtoniana. Ademas los nuevos
conocimientos de la fisica moderna ( teoria de la relatividad restringida y
generalizada y mecéanica cuantica), desde los inicios del siglo XX, fueron
cuestionando el caracter absoluto y universal de las categorias de espacio, tiempo,
masa, fuerza y en general los principios en que se basaban las pretensiones de
universalidad de la mecanica y la geometria de su época, y que como hemos visto
servian de referencia para las elaboraciones tedricas de los marginalistas y de sus
continuadores. En este sentido resultan reveladoras las reflexiones de Mirowski en su
obra citada (1989), sobre como relevantes economistas neoclasicos de nuestra epoca,
Samuelson y Friedman, lo que en realidad hicieron fue imitar en los sesenta del siglo
XX (economia), los sesenta del XIX ( fisica clasica).

¢Porqué el proceso de traslacion de la fisica hacia la elaboracion de la teoria
econdmica se ha limitado a la fisica clasica?. No consideramos, por entenderla fuera
del ambito de esta reflexion y sin relacion con la pregunta que nos hacemos, la
Ilamada econofisica que trata de aplicar nuevas herramientas o procedimientos, de
caracter matematico, como la teoria de las catastrofes (Thom, R. 1972), para
resolver problemas complejos referidos a la bolsa, al mundo de los negocios o

incluso de la teoria del equilibrio.
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La respuesta a la pregunta anterior se podria buscar, entonces, en el propio
proceso de elaboracion de la teoria marginalista. Por un lado el procedimiento de
imitacion de conceptos y leyes, en especial las de conservacién, experimentaria
problemas dificilmente superables cuando aparecen nuevos conceptos y desarrollos
de la fisica, como el incremento de la entropia ligado al segundo principio de la
termodindmica, 0 mas importante adn: la teorias especial y general de la relatividad,
la mecénica cuantica y el principio de incertidumbre.... . Estos desarrollos alteraron
el significado de las leyes de conservacion y el caracter de las categorias basicas que
fundamentaban la fisica newtoniana; H. Poincaré (1952), muestra que so6lo bajo
condiciones muy limitadas los métodos matematicos sefialados anteriormente
podrian ser usados, desarrollandose nuevos instrumentos adecuados a la nueva fisica.
Mirowski, en su obra citada (1989), va mas lejos y sugiere que los fisicos han ido
abandonado las leyes de conservacion, aferrandose a algunas metéforas anticuadas.

Es, ademas, evidente, como la irrupcién de la teoria de la relatividad alteré el
caracter absoluto y universal del tiempo, del espacio y de la relacion entre masa y
energia; la teoria cuantica modificé nuestra concepcion de la naturaleza de la
materia. De éste modo las referencias fundamentales que servian de base a la fisica
de Newton se conmueven y el edificio de la fisica clasica ve restringida su validez
por las elevadas velocidades y las escalas dimensionales muy pequefias ( 0 de otro
modo: mantiene su vigencia para velocidades lejanas a la de la luz y escalas
superiores a la atdbmica y subatémica). Si la transferencia de estas categorias, desde
la fisica clasica a la teoria econdmica, se puede considerar una cuestionable aventura
metodologica  susceptible de critica desde diversos enfoques; la renovada e
hipotética traslacion hacia los conceptos econémicos supuestamente relacionados
con la nueva concepcion del tiempo, espacio, masa, fuerza, trabajo, energia etc.,
(una vez perdido su antiguo caracter universal y absoluto), supondria un auténtico

desmantelamiento del edificio tedrico neoclasico tal y como fue concebido.
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Si a pesar de lo expuesto, sigue gozando de toda consideracion la creencia en
la universalidad y validez de los principios que sustentan a la teoria econémica
neoclasica, y de la cientificidad de sus elaboraciones, no sera por sus cualidades

intrinsecas ni por la coherencia de sus desarrollos.

Sobre la caracterizacion de la economia neoclasica como fisica social, en
cuanto a sus principios y estructuracion matematica interna, por un lado, y su
capacidad de analisis y prediccion de la realidad econdémica, por otro, habria que
afadir a las reflexiones anteriores un estudio sobre la coherencia y el rigor de la
aplicacion del analisis matematico clasico ( Calculo infinitesimal) a las elaboraciones
tedricas de la economia ortodoxa, estudio que se intentara en este trabajo, en el
convencimiento de que la utilizacion de técnicas mateméticas o la mera

matematizacion de una disciplina no es garantia del caracter cientifico de la misma.

En cuanto al caracter analitico y predictivo de la realidad economica, atribuible
a la teoria neoclasica, pensamos con Sanchez Ron: “ No hay ciencia sin capacidad
predictiva. Una capacidad que habitualmente se manifiesta mediante leyes
matematicas, universales dentro de su dominio de aplicabilidad.....No creo que las
disciplinas sociales....hayan llegado todavia, ni que esté claro que lo hagan algun
dia a semejante situacion.” ( el subrayado es nuestro).( Sdnchez Ron 1996, pp. 61-
62).
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3. LANATURALEZA DE LA RELACION ENTRE MATEMATICAS Y
FISICA

En este tercer apartado vamos a tratar de profundizar en la especificidad de las
relaciones entre matematicas y fisica. Esta singular relacién resulta dificil de captar
desde la dptica que de simple lenguaje de la naturaleza, pues desde esta concepcion
nos veriamos obligados a considerar este lenguaje como universal, es decir, como
susceptible de ser aplicado a todas las ramas del conocimiento. Este punto de vista
obligaria a considerar la fisica, donde de manera empiricamente evidente las
matematicas “funcionan mejor”, como diferente de las demas ciencias sélo
cuantitativamente. Adoptaremos el procedimiento de analizar esta relacién a partir
de las propiedades que creemos le son propias y que hemos mencionado en el primer
apartado de éste capitulo, nos referimos a la polivalencia 6 plurivalencia fisica de las

matematicas y al polimorfismo matematico de la fisica.
A partir de éstas propiedades y de la naturaleza de las variables y procesos

fisicos, se ird marcando la frontera que diferenciard esta relacion, que podriamos

considerar privilegiada, de la existente con la economia.
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3.1. El polimorfismo matematico de la fisica.

Los conceptos e hipdtesis fisicas no son independientes de las matematicas, estan
inevitablemente ligados a ellas. Las hipdtesis fisicas resultan inseparables de su
forma matematica, seria dificil encontrar un s6lo concepto fisico no asociado a uno o
varios conceptos matematicos. Asi pues la fisica interioriza las matematicas, guarda
con ella una relacion de constitucion. Ello no significaria que cada concepto fisico
posea una constitucion matematica absoluta que fuese su esencia definitiva. Esta
relacion tendria un caracter dinamico, que se manifiesta en su polimorfismo
matematico. Denominaremos de este modo la propiedad que poseen las leyes y
conceptos fisicos de poseer varias matematizaciones posibles, de ser expresados
matematicamente con diversos modelos de diferente grado de complejidad.

El ejemplo mas sencillo de esta propiedad podria ser la cinematica del
movimiento rectilineo uniforme, que puede concebirse de modo geométrico:
espacios iguales recorridos en tiempos iguales; de modo funcional: dependencia
lineal de la distancia cubierta con relacién al tiempo: S = v t, 0 analiticamente:
velocidad constante o aceleracion nula.

Un ejemplo mas interesante, lo proporcionaria la dindmica del punto material
en un campo de fuerzas conservativo. Las ecuaciones que describen el movimiento
de la particula, se pueden expresar mediante ecuaciones diferenciales ( formulacion
Newtoniana), mediante ecuaciones en derivadas parciales (formulacion
Lagrangiana), o por medio de principios variacionales (principio de minima accion

de Hamilton). En efecto, en el primer caso tendriamos:

2

r :
F= mF, siendo F la fuerza generadora del

movimiento, igual a la derivada segunda respecto del tiempo del vector de posicién

r, de la particula de masa m.
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Esta expresion, que constituye la ley fundamental de la dindmica de Newton,
estaria incluida en la formulacion Lagrangiana, mas general, que se expresaria
mediante un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, como describimos a
continuacion.

Este sistema de i ecuaciones, en derivadas parciales, serian la forma mas
extendida de las Ecuaciones de Lagrange, que describen la dinamica del punto
material y constituyen las ecuaciones generales de la mecanica de Newton.
Engloban a la formulacion anterior y  vienen dadas por las expresiones:

d 12 : : L
—p, =——L, que nos dicen que la derivada o variacion temporal de los momentos

dt ™'~ A
conjugados p, es igual a la derivada parcial respecto de la coordenada generalizada
g, de la funcién de Lagrange L, o Lagrangiana, definida como la diferencia entre las

energias cinética y potencial de la particula.

La tercera formulacion é modelo matematico que vamos a considerar

para describir la misma situacion fisica, estaria basada en el principio de Hamilton,
gue previamente nos exige definir la funcion accién de Jacobi: V = J.OLdt , siendo L

la funcion Lagrangiana, y que nos dice que esta integral serd& maxima o minima
cuando es calculada a lo largo de la trayectoria real, en comparacion con las
calculadas a lo largo de las trayectorias virtuales, ( Bru L. 63, p. 348). Este
planteamiento es mas general que los anteriores y se puede demostrar facilmente

que implica a las ecuaciones de Lagrange.
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Consideramos relevante para el estudio comparativo con la economia que
pretendemos realizar, la exposicion de un tercer ejemplo del polimorfismo
matematico de la fisica, siquiera sea de forma somera. Nos referimos a las distintas
formulaciones 0 modelos matematicos que pueden describir las leyes que regulan el
electromagnetismo. En este caso veremos dos planteamientos, dos niveles de
exposicion. El primero estard basado en tres leyes clasicas: la de Coulomb, que
describe la fuerza de interaccion electrostatica entre particulas cargadas
electricamente, la de Faraday, que nos explica la fuerza electromotriz inducida en un
circuito atravesado por un flujo magnético variable, y la de Ampére, que nos
relaciona la intensidad de corriente eléctrica que circula por un circuito con la

intensidad del campo magnético asociado.

El segundo planteamiento, consiste en el conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales, conocido como ecuaciones de Maxwell (Reitz, J.R. y Milford, F.J. 67 ed.
cast.1969, p. 320). Cada una de ellas representa la generalizacion de algunas
observaciones experimentales, a su vez expresadas por las leyes citadas en el primer

nivel. De este modo tendriamos en éste primer nivel:

QQ,

Ley de Coulomb : F =k 42

, denominando por Q a las cargas eléctricas y

por d a la distancia entre ambas.

do
Ley de Faraday : &= LE , siendo L el coeficiente de induccion, que

multiplica a la derivada temporal del flujo magnético que atraviesa el circuito.

Ley circuital de Ampére: }CHdI =1, nos da la intensidad de corriente I que

recorre un circuito C sometido a una intensidad de campo magnético H.
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Las ecuaciones de Maxwell, conjuntamente, describen cualquier fenémeno
electromagnético. Son expresiones matematicas de leyes experimentales, que
mediante ecuaciones en derivadas parciales, nos relacionan todas las variables fisicas
que aparecen en éste ambito. Representan una generalizacion de las leyes
anteriormente resefiadas, que conforman el primer nivel de modelizacion, y sin duda
constituyen uno de los ejemplos mas acabados de la fuerte relacion entre

matematicas y fisica que estamos estudiando. Se pueden expresar del siguiente

modo:
éD +£D +£D = o sea la divergencia de la funcion vectorial D
@( X @, y & z = p’ g ’

desplazamiento eléctrico, es igual a la densidad de carga que crea el campo. Es una

forma de la ley de Gauss, que a su vez se deduce de la ley de Coulomb.

El segundo grupo de ecuaciones se podria expresar:

(ﬁE ﬁEJT+(£E ﬁEj7+(éE Ly le— (i‘és Ny R +|Z£Bj
O’y z sz y & X 0’3( zJ 0’}( y 0'5/ X - ét X Jﬁ Y ﬁ z

El operador rotacional del vector campo eléctrico E, es igual a la derivada temporal
del vector induccion magnética B, cambiada de signo. Esta seria la forma

generalizada (diferencial), de la ley de induccidn electromagnética de Faraday.

El tercer grupo de ecuaciones, nos dice que el rotacional de la funcién vectorial
intensidad de campo magnético H, es igual a la funcion densidad de corriente

eléctrica J, més la derivada temporal de la funcion desplazamiento eléctrico D.
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Estas ecuaciones representan una extension diferencial de la ley circuital de

Ampeére, ya considerada anteriormente.

Por ultimo tendriamos la ecuacion que manifiesta la no observacién de polos
" . _ o 7 o . . :
magnéticos simples : (4) ng +—B,+—B,=0 , Es decir la divergencia de la

F ' a

funcién vectorial B, induccion magnética, es nula.

En los tres casos de polimorfismo matematico de la fisica que hemos descrito
(movimiento uniforme, dindmica del punto material y electromagnetismo), se
verifica que las diversas formulaciones de una misma ley son rigurosamente
equivalentes, en sentido matematico. No lo son necesariamente en sentido fisico,
donde lo que ocurre es que cada formulacion mas elevada, mas sofisticada
matematicamente, incluye los contenidos de la anterior, serd mas general, incluira
nuevas relaciones y propiedades producto de nuevas observaciones experimentales y
desarrollos tedricos; en un proceso de experimentacion y elaboracion a lo largo del
tiempo.

Debemos de hacer notar algo esencial para las conclusiones posteriores. Nos
referimos a la naturaleza continua de los procesos cinematicos, dindmicos vy
electromagnéticos que se han considerado, y la pertinencia de la utilizacion de
derivadas espaciales y temporales para funciones que describen procesos de dicha
indole. No serd esta la situacion en los procesos econémicos que veremos mas

adelante.
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3.2. Plurivalencia fisica de las matematicas.

El hecho de que un mismo modelo matematico pueda representar muy
diferentes relaciones fisicas ( de forma claramente simétrica a la situacion que
acabamos de exponer, donde un mismo sistema fisico podia ser expresado por
diferentes modelos matematicos), es en si mismo ilustrativo de la especial relacién
que se establece entre ambas ciencias. Esta plurivalencia o polivalencia de un so6lo
instrumento matematico para expresar fendmenos o procesos fisicos muy distintos la
vamos a ilustrar mediante dos ejemplos relevantes. EI primero vendra dado por la
ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes y
homogénea. En efecto, esta ecuacion puede representar, entre otros procesos, las

o . . dii  _di 1. )
oscilaciones eléctricas en un circuito R-L-C: Ldt_2+ RE+E| =0, donde L seria la
inductancia, C la capacidad, R la resistencia e i la intensidad de corriente eléctrica

que recorre el circuito considerado.

Asimismo podria representar ( la misma ecuacion diferencial), las

oscilaciones mecéanicas de un muelle sometido a una deformacion inicial:
d®x X _ _ _ _

mdt_2+ ra+ kx =0, siendo m la masa del muelle, r la resistencia del medio donde
se situa el movimiento, k la constante del muelle, y x el desplazamiento producido.
En ambos casos el fendmeno es transitorio, y la resolucién de la ecuacién diferencial
nos conduce a expresiones formales o funciones, idénticas, que nos relacionan la
intensidad de corriente i que circula por el circuito 6 el desplazamiento x de un punto
del muelle, con el tiempo y los parametros correspondientes ( Puig Adam P. 1967, p.

105-106).
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La igualdad funcional en ambos casos ilustra con claridad la polivalencia del

modelo matematico considerado.

R
i =ije 2 sen(wt + o)

T

X = X,e 2" sen(ot + @)

El segundo ejemplo que vamos a exponer, se refiere a la ecuacion en derivadas
parciales de Poisson, que representa algunos procesos fisicos, diferentes en su
significacion, pero cuya identidad formal es evidente. Por ejemplo la teoria
electrostatica puede ser expresada por la siguiente ecuacion:

o’U 72U U p

P + PE + Pe =g; siendo U el potencial electrostatico, creado por la

densidad de carga p, en un medio con constante dieléctricas,. De modo similar, el
campo gravitatorio creado por una masa de densidad p, puede ser expresado por
una ecuacion en derivadas parciales matematicamente idéntica a la anterior:
/o’U /U /U
03(2 + @2 + szz

gravitatorio.

=—4zp, donde, como es légico, U representa el potencial

La ilusién de una armonia preestablecida de forma, podriamos llamar,
biyectiva, entre conceptos fisicos y matematicos, se disipa al contemplar la
plurivalencia 6 polivalencia fisica de los instrumentos matematicos; réplica de las
matematicas al polimorfismo matematico de la fisica antes analizado. Feynman
(1969), analiza estas identidades formales considerando que las ecuaciones no son
verdaderamente idénticas sino aproximaciones; un mismo modelo matematico
expresa de forma mas o menos precisa, aproxima la realidad fisica mejor o peor en

cada caso.
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En efecto, la ecuacion en derivadas parciales de Poisson, por ejemplo, explica
tanto la electrostatica como la teoria ( estatica ) de la gravitacion, la difusion del
calor y el flujo laminar de un fluido en dos dimensiones, etc.

Sin embargo, una observacion mas profunda de estos variados casos pone de
manifiesto que las ecuaciones, en cada uno de ellos, aunque formalmente idénticas,
no representan con igual grado de “fidelidad” cada fenémeno descrito por las
mismas. La ecuacion que se ha adoptado para la difusion de un conjunto de
corpusculos (distribucion uniforme de los mismos en un medio fisico), es solamente
una aproximacion valida para distancias grandes frente al recorrido libre medio
(estadistico), de dichas particulas. Si se miran las cosas mas de cerca, veriamos que
los corpusculos individuales se desplazan en diferentes direcciones, de modo que la
ecuacion diferencial serd una aproximacién de la realidad.

Mientras los fendmenos transcurran en el espacio de modo razonablemente
suave, lo relevante seran las variaciones de las magnitudes con la posicion en dicho
espacio. Por ello aparecen las derivadas en forma de gradiente o de divergencia, lo
que tipifica a todos los casos de aplicacion de un mismo modelo matematico es que
interviene el espacio y se simplifica y representa la complejidad del problema
estudiado mediante la utilizacion de ecuaciones diferenciales o en derivadas
parciales.

De este modo el espacio seria lo comudn, las derivadas expresarian las
variaciones de las magnitudes con la posicion, en dicho espacio, ademéas de las

variaciones temporales en fendmenos dinamicos.
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3.3. Las matematicas y la especificidad de la fisica.

Es asi, a través de un proceso de aproximacion y abstraccién, como diversos
fendmenos fisicos llevan a matematicas analogas. Es importante observar como éstas
convergencias hacia similares modelos matematicos, conducen a la construccion de
nuevos conceptos fisicos comunes a campos diversos. Asi, por ejemplo, los
conceptos de impedancia y resonancia, desempefian un papel fundamental en todos
los fendmenos oscilatorios (eléctricos, mecanicos, acusticos, etc ), puesto que estan
regidos por ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Esta
importante consecuencia de la plurivalencia de las matematicas argumenta en favor
de la tesis de que lo que fundamenta y constituye a los conceptos fisicos es su

matematizacidn especifica.

De forma reciproca, este fendmeno de plurivalencia no deja de tener su efecto
sobre las propias matematicas, en un desarrollo paralelo de las dos ciencias. La idea
de una preexistencia de las estructuras matematicas respecto de los conceptos fisicos
que permite constituir, no tiene fundamento histérico. Podria bastar para advertirlo el
estudio de la emergencia simultanea y estrechamente interconectada del célculo
diferencial e integral y de la dindmica de Newton, Gandt (1982). Desde el siglo
diecisiete al diecinueve, las dos ciencias progresaron al unisono. Newton, Leibniz,
Euler, Lagrange, Gauss, Maxwell, entre otros, realizaron importantes contribuciones
en fisica (mecénica y electromagnetismo, fundamentalmente) y en matematicas
(anélisis de funciones, calculo diferencial e integral). De igual modo, como hemos
sefialado con anterioridad, las dos grandes teoria fisicas del siglo veinte, relatividad y
mecénica cuéntica han ido ligadas al calculo tensorial y los espacios de Hilbert,

respectivamente.
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En realidad ha existido un doble movimiento contradictorio en el interior de
las matematicas, tendentes por un lado a convertirse en totalmente autonomas
mediante la instalacion de mecanismos propios de desarrollo, y persistiendo, por otro
lado, en encontrar motivaciones y apoyos en la fisica.

Esta tendencia contradictoria, independencia- interdependencia, se mantiene en
la actualidad en casos especialmente interesantes: relacion entre la teoria de las
representaciones de grupos compactos y la utilizacion de los principios de simetria
en fisica cuantica, o bien la relacién entre las teorias cuanticas de campos
topoldgicas y la basqueda de los fundamentos de la teoria de cuerdas ( Jaffe A. y
Quinn F. 1993).

Por otro lado, la singularidad de la fisica en su relacion con las matematicas
resulta dificil de captar, desde una éptica de simple lenguaje de la naturaleza. En
efecto, desde esta concepcion, nos veriamos obligados a pensar este lenguaje como
universal, es decir, como susceptible de ser aplicado todas las disciplinas cientificas.
Este punto de vista obligaria, como sefiala Lévy-Leblond (1982), a considerar la
fisica, donde, de manera empiricamente evidente, las matematicas “funcionan
mejor”, como diferente de las demas ciencias s6lo cuantitativamente. Desde éste
planteamiento, a nuestro juicio erréneo, la diferencia se podria justificar
histéricamente, de modo que la fisica estaria “mas adelantada” que las demas
ciencias, y ello explicaria su grado de matematizacion mas avanzado. Las
implicaciones de esta concepcion, no se nos deben ocultar, pues nos pueden llevar a
justificar la aplicacion (de forma mimética y acritica) a otras ramas del
conocimiento, supuestamente mas atrasadas, entre ellas la economia, los modelos y
métodos matematicos, que tan buen resultado habrian dado en su aplicacion a la

fisica.
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Otra concepcion, incompleta a nuestro juicio, de la especificidad de la
relacion estudiada, situaria la singularidad de la fisica en el objeto de su préctica,
mas que en su situacidn historica. Desde ésta Optica, la fisica, al emprender el estudio
de las estructuras méas profundas de la naturaleza, pondria de manifiesto sus leyes
mas generales, mas “simples” en sentido ontoldgico, y por tanto mas matematizables.

En ambos casos, llegamos a una estructura jerarquizada de las ciencias. La
matematicidad adquiere entonces un caracter normativo y se convierte en criterio de
cientificidad. Sin embargo el propio desarrollo historico de las diferentes ramas del
conocimiento contradice este punto de vista, tanto si se trata de la persistencia como
disciplinas auténomas de ciencias tales como la quimica y la geologia, o de la
aparicion de nuevas disciplinas como por ejemplo, la biologia molecular, en el
ambito de las ciencias de la naturaleza y de la vida, 0 de la economia en las ciencias
sociales.

Estas ciencias disponen de sus propios conceptos y relaciones, que pueden estar
matematizados 0 no, pero cuya coherencia mutua y su relacion con las practicas
experimentales especificas de su dominio, o la contrastacion con la realidad social,
les bastarian para garantizar su cientificidad. No serian las aportaciones que
progresivamente les pudieran realizar las matematicas las que, necesariamente,
les confirieran caracter cientifico. Dichas aportaciones tendrian la forma de
aplicacion, es decir, las matematicas actuarian como un instrumento técnico, en
situacion de exterioridad respecto al objeto de su intervencion. También podrian
actuar como forma precisa de expresar relaciones de dependencia entre magnitudes
cuantificables. Es ésta doble actuacion de las matematicas sobre las ciencias de la
naturaleza o de la sociedad, que, como es logico, no reviste en todas las mismas
caracteristicas ni similar profundidad, y que en lo se refiere a la economia sera objeto

de posteriores analisis, la que podemos considerar relacion tipo o normal.
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Consideramos, sin embargo, que en lo que se refiere a la fisica la relacion que
se establece, ademas de incluir las anteriores caracteristicas, tiene aspectos propios
que le confieren la singularidad que tratamos de establecer. Sera el polimorfismo
matematico de la fisica, con sus progresivas formulaciones de relaciones y
propiedades a crecientes niveles de complejidad, y su propiedad simétrica: la
plurivalencia fisica de las matematicas, la polivalencia de un mismo modelo
matematico para expresar diferentes realidades fisicas; junto con la naturaleza
continua de los procesos dinamicos y electromagnéticos considerados, y por lo
tanto la especial adecuacién de las derivadas espaciales y temporales para las
funciones que describen procesos de dicha indole; lo que en su conjunto, configura
una relacion de naturaleza mas profunda y le otorga unas caracteristicas diferentes y
superiores a las que definen la que hemos denominado relacion de aplicacion.

Esta singular relacion podriamos denominarla de constitucion, es decir la
matematica construye o constituye a la fisica; los conceptos y relaciones fisicas son
inseparables de su forma matematica, en un proceso mutuamente constructivo, y

conjuntamente se desarrollan y enriquecen.
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4. LAS MATEMATICAS Y LA ECONOMIA.

En este apartado analizaremos la relacion existente entre ambos campos del
conocimiento tratando de aproximarnos a su naturaleza, y realizando algunas
comparaciones con la establecida con la fisica, analizada anteriormente. No obstante
el empleo de las matematicas por la economia tiene su propia historia, y conviene

realizar una breve descripcion de la misma.

4.1. Evolucidn historica de la introduccion de métodos matematicos en la
economia

Desde la “Political Arithmetick” de Sir William Petty (1690), hasta los
relativamente recientes intentos de introducir la teoria de las catastrofes ( Zeeman, E.
C. 1974) o la Lobgica Borrosa (Kosko B. Y Satoru I. 1993) en economia, han
transcurrido tres siglos de relaciones mas o menos explicitas y no siempre con igual
fortuna, entre las Matematicas y la Economia.

A lo largo de éste periodo, se ha producido un proceso acumulativo de
incorporacion de los métodos matematicos, hasta el punto que hoy seria dificilmente
concebible algun estudio o desarrollo econémico, tedrico o préctico, que prescindiera
de la utilizacion de algln tipo de instrumento o método matematico. Podriamos decir
gue existe un consenso muy amplio, desde nuestro punto de vista bastante acritico,
sobre la bondad del uso de cualquier procedimiento matematico en la teoria o en la
practica econémica.

Es generalmente asumido que la linea metodologica diferenciadora en cuanto
a la utilizacion sistematica de métodos matematicos a la economia fué trazada por A.
Cournot, quien seria el padre de la economia matematica ( entendiendo por tal, en
sentido amplio, aquel dominio de conocimientos que comprende las diversas
aplicaciones de conceptos y técnicas matematicas a la economia, en particular, a la

teoria econémica) .
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Cournot, con la publicacién de sus “Investigaciones acerca de los principios
matematicos de la teoria de las riquezas” en 1838, utilizd de forma sistematica los
principios generales del célculo diferencial, captando el proceso econdémico en
términos de relaciones funcionales, y obteniendo, en el marco del equilibrio parcial,

el ndcleo de la teoria estatica de la formacion del precio.

Podriamos dividir la historia de la utilizacion de metodos y procedimientos
matematicos en economia en tres periodos: el periodo marginalista, basado en el
analisis matematico clasico y que abarcaria desde 1838 hasta 1947 (publicacion de
los Fundamentos del analisis econémico de P. Samuelson), el periodo conjuntista/
lineal-modelizador, 1948-1959 ( publicacién de la Teoria del Valor de G. Debreu), y
el periodo de integracion que parte en 1960 y continua en nuestros dias (Arrow K. e
Intrilligator M. 1981). Es obvio que existe un solapamiento entre los diferentes
periodos, se trataria de distinguir los tiempos donde el entramado matematico

preeminente fue el indicado ( calculo diferencial, teoria de conjuntos, etc.).

4.1.a) Periodo marginalista. En este periodo comienza a adoptarse una
metodologia formalista para elaborar las teorias econémicas, basada en la utilizacion
del analisis matematico clasico para la formulacion de los modelos. Se puede
caracterizar, en el aspecto formal, por ser un periodo en que, con un creciente grado
de consistencia, se van aplicando a la economia las herramientas del célculo
diferencial e integral. Se asumen, de forma implicita o explicita, la hipdtesis
restrictiva de operar con funciones continuas y suaves para representar funciones de
utilidad o de produccion, con la finalidad de que las técnicas del célculo diferencial
sean aplicables. Las derivadas totales y parciales son empleadas para desarrollar

calculos de maximizacion y minimizacion.
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Basandose en estas herramientas teoricas y de calculo se desarrollan, a pesar
de sus limitaciones, los fundamentos matematicos de las teorias de la produccion, del
consumo Yy del equilibrio general.

No es extrafio que el marginalismo en sus comienzos buscase en la ldgica del
calculo infinitesimal, particularmente en la teoria de los extremos locales de una
funcién, el método basico y técnicamente adecuado para el planteamiento y solucion
de los problemas que se iban abordando, dada la eficacia que tales instrumentos
habian demostrado en la mecanica racional, en el estudio y formalizacién de la fisica
del movimiento y de sus causas.

Este segundo aspecto del marginalismo, el tomar como punto de referencia y
como paradigma a la fisica (como ya hemos visto), tratando de trasladar los
conceptos y formulaciones de la mecéanica tedrica al lenguaje de la economia
( Jevons Walras, Edgeworth, Fisher, Pareto, etc..) incluye al aspecto anterior- uso del
calculo infinitesimal- y explica lo esencial de la relacién entre matematicas y
economia en este periodo.

De forma paradojica, como, asimismo, hemos tenido ocasion de estudiar en el
apartado segundo, cuando se va consolidando el perfil mecanicista de la ciencia
economica (finales del siglo XIX y comienzos del XX), se produce un progresivo
agrietamiento de la fisica clasica (newtoniana). Pocos afios después de que Jevons
( 1871), se congratulara de haber construido una ciencia econémica concebida como
la mecanica de la utilidad y del interés propio se produce el experimento de
Michelson y Morley sobre la medicion de la velocidad de la luz, con sus resultados
contradictorios en el marco de la fisica clasica y que encontrarian explicacion, bajo
unos supuestos muy diferentes, en el nuevo marco teérico de la teoria de la

relatividad formulada por Einstein a partir de 1905.
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Hay que sefialar, por ultimo, que los modelos econdmicos que se inician y
desarrollan en esta etapa que Ilamamos marginalismo, estan intimamente asociados
con una determinada concepcion del proceso econdémico, ni la Unica, ni
necesariamente la mejor. Esta concepcion se podria ilustrar con la definicion de
Robbins, por la que el objeto de la teoria econdmica seria la explicacion de la

asignacion de recursos escasos susceptibles de usos alternativos (Robbins, 1932).

4.1.b) Periodo conjuntista/ lineal-modelizador. Este periodo se caracteriza, desde
el punto de vista matematico, fundamentalmente por dos aspectos. Por un lado se
produce un cambio en las técnicas matematicas utilizadas en la elaboracion del
discurso marginalista. Se utiliza la teoria de conjuntos y la topologia para conseguir
un mayor grado de generalidad en el dominio de funciones posibles.

Por otro lado, cabe incluir en éste periodo el surgimiento de los modelos de
analisis de las dependencias intersectoriales, modelos input-output, gracias a W.
Leontief ( 1941) y de los modelos basados en la programacion lineal (Dantzig,
1949), ambos tributarios a su vez del analisis econométrico.

Se hace sisteméatico el uso de modelos lineales para el tratamiento de
fendmenos no representables por medio de funciones regulares. Los sistemas de
ecuaciones e inecuaciones lineales sustituyen, en alguna medida, a la utilizacion de
las derivadas parciales.

Con relacién al primer aspecto considerado, cabria distinguir entre dos
generaciones de economistas: los marginalistas del periodo anterior, vinculados al
calculo diferencial y ocupados en el analisis del equilibrio parcial, y los neoclasicos
de éste periodo, que podemos situar a partir de Hicks (1939), y de Koopmans (1958),

en el aspecto matematico.
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A pesar de que la teoria econdmica que se estudia es la misma
( fundamentalmente la teoria del equilibrio general ), esta Ultima generaciéon de
autores que en cierto modo culmina con Debreu ( 1959), utiliza de forma profusa la
Topologia, rama de la matematica que junto con los teoremas del punto fijo de
Brouwer y Kakutani (1941) permiten una nueva formulacién de la teoria econdémica
neoclasica y que liberd, en parte, a esta teoria, de su dependencia del célculo
diferencial.

Se podria, en este sentido, afirmar, que el enfoque topoldgico-conjuntista seria
mas adecuado para resolver el problema de la existencia del equilibrio, mientras que
el enfoque basado en la teoria de funciones y el célculo diferencial ( del tipo de
Samuelson, 1947 y de Arrow, 1959), podria serlo para el anélisis de la estabilidad del
equilibrio.

Otro campo en el cual tiene lugar una notable difusion del instrumental
matematico en la economia, durante este periodo, es el de los modelos de
crecimiento, tanto de inspiracion keynesiana ( Harrod-Domar, 1949 y 1946) como de

carécter neocléasico ( Solow, 1956).

En las diferentes formulaciones de éste tipo de modelos dinamicos aparecen,
de forma extensa, las ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales como
herramientas para la representacion de relaciones entre variables econémicas -sus
cambios o variaciones- y de determinacion de magnitudes desconocidas como
funciones del tiempo. Tales funciones actuarian como leyes que regulan la evolucion

temporal de las magnitudes en cuestion.
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Asimismo se desarrolla el concepto de funcion de produccion
macroeconomica en la tradicion neoclasica ( Cobb y Douglas 1928 y Solow 1957,
fundamentalmente), tratando este ultimo de recoger las variaciones producidas por
el cambio técnico. Es de sefialar que dicha funcion se define, en principio, como
continua para todos los valores de trabajo y capital, hipétesis a todas luces irreal y

con las importantes consecuencias que se consideraran.

Se podria incluir también en este periodo ( por consideraciones cronolégicas) la
aparicion de la Teoria de Juegos, que analiza las relaciones econdémicas y sociales de
produccion bajo el enfoque de los juegos de estrategia, Von Neumann (1944) y J.

Nash (1951) estarian entre sus principales iniciadores.

Finalmente, habria que subrayar, que analogamente a lo que sucede en la teoria
del equilibrio econémico general, tambien en los modelos de crecimiento la
utilizacion de las matematicas no tiene una funcion simplemente expositiva 6 de
lenguaje formal, sino que constituyen una herramienta sin la cual no seria posible
llegar a todas las conclusiones que abarca la teoria considerada. Esta idea sera objeto

de continua reflexion a lo largo de este trabajo.

4.1.c. Periodo de integracion. Desde los afios sesenta hasta nuestros dias la
utilizacion de métodos e instrumentos matematicos en economia se ha generalizado
de modo que, préacticamente, todas las ramas de la Matematica han penetrado en
algun campo de la Economia, lo que podria justificar la denominacion de este
periodo. Topologia, Geometria, Andlisis clésico y funcional, Ecuaciones dindmicas
(diferenciales, en diferencias, en derivadas parciales, etc.), intervienen en variados

razonamientos econémicos.
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Las aplicaciones de la Topologia a los estudios sobre existencia del equilibrio
general son fundamentales. La extension del concepto de funcion al de
correspondencia, del de continuidad a la hemicontinuidad, junto con la consideracion
de conjuntos de preferencias y de produccion convexos Yy de los teoremas de
existencia de puntos fijos, han desempefiado un papel esencial en la teoria del

equilibrio general (Debreu, G. 1959).

Asimismo, desarrollos mateméticos  recientes como la Teoria de las
Catéstrofes, la Teoria de Conjuntos Borrosos ¢ Logica Borrosa y la Teoria del Caos,

han sido utilizados en algunos campos de la economia aplicada.

La Teoria de las Catéstrofes, como se ha mencionado en el apartado 1.1, se ha
mostrado apropiada para el estudio de sistemas cuyos mecanismos internos no se
conocen y tales que las Unicas observaciones fiables se refieren a sus
discontinuidades. Zeeman E. C. (1974) y Balasko I. (1978), han estudiado desde
esta Optica el comportamiento inestable de ciertos mercados y el equilibrio
econdémico respectivamente. También en los trabajos de Mas-Colell (1985), se

encuentran estudios sobre singularidades y existencia de equilibrio.

La Teoria matematica del Caos, que considera el comportamiento de sistemas
dindmicos no lineales, se ha tratado de utilizar, desarrollando el concepto de
mecanismos de autorrefuerzo (Arthur W.B. 1988), para explicar la cristalizacion de
un determinado equilibrio en competencia, con exclusién de los demas, cuando

diferentes tecnologias compiten por ganarse el favor de los usuarios.
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La llamada Lo6gica Borrosa ¢ teoria de Conjuntos Borrosos (Kosko, B. Satoru,
1..1993), basada en la superacion de la Idgica binaria 6 negacion del principio del
tercio excluso, desarrolla el concepto de ”grado de pertenencia” a un conjunto y se
estd tratando de aplicar, por ejemplo, a métodos de clasificacion de conjuntos 6

clases de clientes para posible concesion de créditos por entidades financieras.

Asimismo se desarrollan en este periodo algoritmos computacionales para
problemas de programacién no lineal en los trabajos de Abadie(1967), Bazaraa y
Shetty (1979), a la vez que se potencian los desarrollos tedricos sobre este tema en
los trabajos de Intriligator (1973), Beavis y Dobbs (1990), entre otros.

Se podria afirmar que a partir de los afios cincuenta del siglo pasado los
diferentes métodos matematicos se sitGan en una posicién de preponderancia en el
ambito de lo que podriamos llamar la economia academica, reflejandose esta
afirmacion en los trabajos de los ganadores de los premios de Ciencias Econdmicas
que en recuerdo de Alfred Nobel concede el Banco de Suecia desde 1969; trabajos
caracterizados por tener dependencias matematicas muy fuertes ( en su mayor parte
en la tradicion ortodoxa). De hecho de los 49 galardonados hasta la fecha, la
abrumadora mayoria son neoclésicos y 21 de ellos vinculados a la Universidad de
Chicago, lo que parece apuntar hacia la discriminacion de otras corrientes (ver
Feldman, B. 2000: The Nobel Prize...).
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4.2. Caracteristicas de la relacion Matematicas-Teoria econémica.

Este apartado trataremos de caracterizar la relacion entre métodos matematicos
y teoria econdmica a partir de la observacion de posibles propiedades simétricas a
las consideradas en el apartado I. 2, en el estudio de los rasgos fundamentales de la
relacion entre matematicas y fisica. Se trataria de ver si en el &mbito de la teoria
econdmica tienen lugar propiedades similares a las anteriores, que podamos
denominar como polimorfismo matematico de la economia, y plurivalencia
econdmica de las matematicas; lo que nos llevaria a considerar, si asi fuese, que la
matematica establece con la economia un tipo de relacion similar al que le une a la

fisica, al menos en lo que determinen estas propiedades.

En el primer caso estudiaremos la formulacion del equilibrio general, que
admite diferentes matematizaciones, y en el segundo consideramos algin caso de
polivalencia de un modelo matematico valido para distintas situaciones en teoria
econdmica, en concreto el método de Lyapunov para el estudio de la estabilidad del

equilibrio en diferentes sistemas.

El propdsito de este apartado no consiste en una critica a los contenidos
conceptuales ni a las hipotesis de los modelos econdmicos que se consideran, sino
que se trata de estudiar los aspectos formales, la que podemos llamar expresion
matematica de cada modelo, con el objeto de analizar las propiedades sefialadas
tomando como referencia lo ya visto para la fisica. De igual modo, tampoco se hara
hincapié en la critica de las hipdtesis de continuidad o derivabilidad de las funciones

que aparecen, tema que serd tratado en los capitulos siguientes.
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4.2.a. El polimomorfismo matematico de la economia.

Denominaremos de este modo la propiedad, de algunas teorias ¢ paradigmas
econoémicos, que consiste en admitir varias matematizaciones distintas, de poder ser
expresadas con diversos modelos matematicos de diferente grado de complejidad.
Aunque lo esencial de los contenidos en cada formulacion pueda ser igual, sin
embargo la mas sofisticada matematicamente sera mas general, incluira lo relevante
de la anterior, ademas de nuevas relaciones y propiedades que el mas sencillo no
podria recoger.

Vamos a considerar, como ejemplo del polimorfismo en economia, la teoria del
equilibrio general neoclésico, tanto por su relevancia en el marco de una determinada
concepcion del pensamiento econdmico, como en la historia de las aplicaciones
matematicas a la economia. En particular, estudiaremos la existencia del equilibrio
con dos formulaciones matematicas diferentes.

Ledn Walras (1874) fue quien expuso, en primer lugar, que el comportamiento
maximizador de productores y de consumidores puede generar una situacion de
equilibrio entre las cantidades ofertadas y demandadas de cada producto y de cada
factor de la economia. Consideraremos de forma esquematica sus planteamientos y
la formulacion de los mismos.

Todos los mercados se consideran de competencia perfecta; se supone que los
consumidores intentan hacer maxima su utilidad, con la renta de que disponen, que
tienen informacion completa sobre los precios, que los bienes de consumo son
indefinidamente divisibles, asimismo se entiende que la utilidad de cada bien
depende unicamente de la cantidad del mismo (no existen bienes complementarios ni

sustitutivos).
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El precio de una mercancia se expresa por la cantidad de otra que se cambia por
una unidad de ella. Se elige una mercancia para expresar en relacion con ella los
precios de todas las demas (numerario). De este modo si hay en el mercado m
mercancias sus precios quedaran determinados por los (m-1), en términos de una sola
de ellas.

En lo que a la produccién se refiere, se supone que los empresarios estan
informados sobre los precios en todos los mercados y sobre todas las técnicas de
produccion. Los coeficientes de produccién se consideran fijos, es decir las
relaciones entre los factores productivos estan rigidamente determinadas.

En éstas condiciones la competencia perfecta obliga a vender los productos a
precios equivalentes a los costes de produccion. El beneficio del empresario seria
nulo, sus ingresos retribuirdn su trabajo personal y los servicios de los factores
productivos que posea.

Nos interesa, ahora, la determinacion del equilibrio que realiza Walras. Las
incognitas del sistema seran los precios y cantidades de bienes consumidos mas los
precios de los factores productivos utilizados, que nos dara 2n+m-1, incognitas pues
la utilizacion del numerario ( precios relativos), las reduce en una unidad. Hemos de
encontrar igual nimero de ecuaciones independientes, que nos permitan encontrar un
conjunto de soluciones que determinen una situacion de equilibrio general.

El sistema de ecuaciones que utiliza se podria expresar del modo siguiente:

Para cada consumidor se consideran n bienes, cuyas cantidades se expresan por

Xps Xy yeree X3
sus precios respectivos se designan por p,, P, ........... p,; Y sus utilidades marginales
por
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Los factores productivos disponibles seran m, y seran denominados
Vi, Y,.Yns Siendo sus precios w;,w,,...w,. El bien X, se considera como

numerario, de modo que todos los precios, tanto de bienes de consumo como de los

factores productivos se miden con relacion a él, su precio serd: p, =1.

Para hacer méaxima la utilidad, con la renta disponible, los consumidores

compraran tanta cantidad de cada bien como sea precisa para que las utilidades

marginales ponderadas por los precios sean iguales:
M, UM UM : . .
UM, = Up 2 = n = > ", dado que el precio del primer bien es1.
2 3 n

Esta relacion nos da n-1 ecuaciones, que conjuntamente con la ecuacién

n m
presupuestaria o de balance: ZXi p, = Zijj (nos indica que los gastos de cada
i j
consumidor en bienes de consumo son iguales a los ingresos obtenidos por la venta
de sus servicios productivos), hacen n ecuaciones que nos permitirian determinar las
n cantidades compradas en funcion de los precios de los bienes y de los factores,

obteniéndose las n ecuaciones de demanda individuales:

m
X, = Z YiW; =X, P, = XgPg — .. X P, (ECUACION presupuestaria)
i

X, = fn(p2’ p3""pn’Wl’W2""Wn)
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Sumando las funciones de demanda individuales se pueden obtener, en el plano

de la teoria, las n funciones de demanda del mercado:

X, = ZYJ-WJ- —X,P, = XgPgeenn — X, p, (ecuacion del presupuesto para todo
el mercado)
X, :Fz(vaps---pn’WpWZv---Wm) (1)

X, =F, (P, Pg--Ppy s Wy, Wy, W, )

siendo X, la cantidad total demandada del bien i, e Y; la cantidad total del factor

empleada en producir todo tipo de bienes de consumo.

Como en competencia perfecta el costo de produccién de cada bien equivale a
su precio, podemos expresar el precio unitario de cada bien como la suma de los
productos de las cantidades de cada factor precisas para la produccion de una unidad
del bien considerado, por sus precios.

Obtenemos de este modo un nuevo conjunto de n ecuaciones (ecuaciones de

coste de Walras):

Zy“Wj =P =1
1

ZY2jo =P, (2)
1

Siendo los coeficientes y; la cantidad del factor j precisa para producir una unidad del

bien i, es decir los coeficientes técnicos de produccion, considerados fijos.
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Para que exista equilibrio en los mercados de factores productivos, sera preciso
que las magnitudes de los mismos ofertadas sean iguales a las demandadas. Ello
implica que tales cantidades las podemos expresar como suma de las utilizadas en la
produccion de cada bien. A su vez cada sumando sera el producto de la cantidad de
factor o servicio necesario para producir una unidad de dicho bien (coeficiente
técnico), por la totalidad del mismo generada.

De este modo se obtiene el siguiente conjunto de m ecuaciones:

zyilxi =Y,

i-1

ZYizxi =Y, 3)
i=1

iyimxi =Ym

=

Siendo y; los coeficientes de produccion e Y; X; las cantidades totales de

factores y bienes, respectivamente.

Mediante combinaciones lineales de las colecciones de ecuaciones (2) y (3)
n m

se puede obtener la ecuacion primera del conjunto (1): X, + > X;p, =D YW, , es
i=2 i=1

decir la ecuacion presupuestaria para todo el mercado, lo cual indica que los
conjuntos de ecuaciones (1), (2) y (3) son dependientes, una de las relaciones no

aporta informacion que no esté incluida ya en las demas, y se podra excluir.
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El numero de ecuaciones independientes de los tres conjuntos considerados
seria 2n+m-1, igual al nimero de incAgnitas, con lo que se puede considerar, con
todas las condiciones asumidas, que el sistema de ecuaciones global determinara una
solucion de equilibrio general. Esta solucion puede tener sentido algebraico, pero
nada asegura que sea econdémicamente significativa, lo que requiere nuevas

condiciones que se incorporarian al modelo mucho mas tarde (Wald, 1936).

La otra formulacion del equilibrio general que vamos a considerar, en este
estudio sobre el polimorfismo matematico en el ambito de la economia, es la de
Debreu (1959), que hace uso de forma rigurosa de la Topologia en su analisis de la
existencia del equilibrio.

Trataremos de explicar de forma esquematica las ideas fundamentales de esta
formulacién. La estrategia de la demostracion consiste en probar que existe algun
conjunto de precios tal que para ese conjunto los consumidores y productores, al
escoger distribuciones de bienes de consumo y vectores input-output de entre sus
respectivos conjuntos de consumo y produccion, daran lugar a un estado de la
economia en el que los mercados quedaran vacios. Para ello habra que enunciar y
probar un determinado teorema de existencia (adecuado a la formulacién conjuntista
y topologica adoptada, y cuya prueba utiliza el teorema del punto fijo de Kakutani) y
mostrar, asimismo, que el modelo de economia empleado satisface la hipotesis del
teorema. Adoptaremos, en lo que sigue, la notacion de Quirk y Saposnik (1968), con

algunas modificaciones.
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Consideramos una economia donde existen n mercancias, | empresas y m

consumidores. Cada consumidor tiene asociado un conjunto de consumo:

X;,(j=12,....m) 'y cada productor un conjunto de produccion: Y, (k =12,....1),

siendo ambos conjuntos del espacio euclideo n- dimensional.
Admitimos que en la economia hay un volumen de recursos disponibles que
denominamos r, representado por un punto en el espacio euclideo n-dimensional, r:

(r,r,,...r,) siendo r, la cantidad de la i-ésima mercancia en la cantidad de
recursos dada.

Se supone que un estado de la economia, caracterizado por x',y*; es realizable

N — _ mo [
si se verifican: x’eX; , y“eY, , y tambien Y x)->y*-r=0. La
j=1 k=1
realizaciéon de un estado queda definida por la eleccién que cada agente econémico
hace, a partir de su respectivos conjuntos de consumo o de produccién, y por que el
exceso de demanda agregada, incluyendo la dotacién de recursos disponibles, es
igual a cero, lo que significa que todos los mercados han quedado vacios.

Se considera también que los recursos de la economia estan distribuidos entre

los consumidores, siendo r! la representacion de las tenencias del j-ésimo

consumidor de modo que r’ =(nh ) Y er =r . Asimismo los

consumidores seradn accionistas de las empresas, por lo que sus beneficios se

distribuirdn entre los mismos. Si cada consumidor tiene una cartera de valores
i m

s' =(s;.Sj,-S;), se tiene que Zsjk =1, para k=12..l; siendo s; la
j=1

participacion de los beneficios que recibe el j-ésimo consumidor de la k-ésima

empresa.
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Los precios se representan mediante puntos situados en el subconjunto no
negativo del espacio euclideo n-dimensional, lo que permite expresar la

maximizacion del beneficio para la k-ésima empresa mediante el cumplimiento de

la relacion: pe§* > pey* (para todo y* eV, ), elegido un determinado vector
A eY_k, que posea dicha propiedad, y dado un vector de precios p. De forma

analoga el consumidor j-ésimo escogera un vector de consumo X' que tenga la

propiedad de que: )“("ijj ( primer vector de consumo tan preferible al menos

como el segundo), paratodo x! e X_J , ¥ que satisfaga su ecuacién de balance. Si el

total de la riqueza del j-ésimo consumidor es igual al valor de los recursos que posee
mas la participacion que le corresponde en los beneficios distribuidos por las
|
empresas, se puede expresar del siguiente modo: w’' = per’ + Zsjk peyX.
k=1

La ecuacidén de balance del j-ésimo consumidor se puede escribir:
|

pex! <per! +Zsjk pey“ El equilibrio competitivo se puede definir, en
k=1

estas condiciones, como una coleccion de (m+I1+1) puntos del espacio euclideo n-

dimensional: (;Fx_”‘FF ..... WE (m vectores de consumo, | de

produccion y un vector de precios).

Resumiendo lo anterior, se puede afirmar que una coleccion: ((F ),(F ),E)

constituye un equilibrio, si se verifican las siguientes propiedades:

— _ - 4
a) x'Rx) para todo x'eX;, tal que pox’SporJ+stjkpoyk;
=1

b) pey“>pey" paracada y* eV, ; (k=12,...1)
m | [p—

c) Z;x" —kZ; y“<r. (en el caso mas general)
J: =
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Estas propiedades nos representan un estado realizable de la economia en el
que cada consumidor maximiza su utilidad y cada productor elige un vector de

produccion que maximiza el beneficio.

Se define la relacion de exceso de demanda como una correspondencia del
conjunto de los precios en el conjunto de Z = X-Y-r donde X es el conjunto de
consumo agregado, Y es el conjunto de produccién agregado y r es la cantidad de

recursos disponibles, representada por un punto del espacio euclideo n-dimensional.

m |
La correspondencia: E(p) = ZDJ. (p)—ZSk(p) , asocia a un vector de precios
k=1

j=1

dado, un determinado subconjunto de Z generado por la conducta maximizadora del
consumidor y del productor, dado que D;(p)es el conjunto de los consumos que
comprenden los puntos mas preferidos para el j-ésimo consumidor con relacion al

vector de precios p, y S, (p) el conjunto de vectores de produccion que contienen

los puntos de maximizacion del beneficio para el k-ésimo productor, relativos a un
vector precio p.

Esta correspondencia agregada es homogénea de grado cero: E(tp) = E(p),
dado que se verifica en las demandas y ofertas individuales que D;(p) =D, (tp),
para j=12,..m; S, (p)=S(tp), k=12..l; ytuna constante arbitraria mayor que

cero. Esta propiedad de homogeneidad junto con la siguiente relacién, derivada de

las ecuaciones de balance de los consumidores individuales: pez <0, y en alguna

propiedad geomeétrica del producto escalar de vectores, nos permite restringir el
ambito de bdsqueda de los posibles vectores-precios de equilibrio p, al conjunto de

los puntos situados en el ortante positivo del espacio euclideo n- dimensional,

excluido el origen: p>0,;y tales que Z p, =1.
i=1
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Por lo tanto, para encontrar un vector p>0,6 tal que se verifique que
E(p) <0, (precio de equilibrio), solo se precisa estudiar el conjunto de vectores de

precios, interseccién de los no negativos y de aquellos que satisfacen la relacion

anterior: Y p, =1

i=1
La demostracion de la existencia del equilibrio competitivo la realiza Debreu
mediante el siguiente Teorema: Sea Z un conjunto cerrado y limitado en el espacio
euclideo n-dimensional. Si  E(p) es una correspondencia semicontinua
superiormente E : P — Z que aplica cada p € P en un conjunto convexo no vacio,
de modo tal que se verifique peE(p) <0 entonces existe un vector p e P tal que
la interseccion de E () con el ortante negativo del espacio euclideo n-dimensional

es un conjunto no vacio.

Es decir, en las condiciones del teorema, existira un vector de precios p para el
cual los mercados se vaciaran, el exceso de demanda E(p)<0,. Un eshozo de la

demostracion se puede resumir como sigue.

El conjunto P es el de los vectores de precios normalizados y situados en el

ortante positivo, arriba considerados: P :{pzon |Z p, =1 } P serd cerrado,
i=1

limitado y convexo.

Elegimos en un espacio euclideo n-dimensional un conjunto Z' de modo que
sea cerrado, limitado , convexo y tal que contengaa Z, Z < Z'. Como P no es un

conjunto vacio, por hipétesis, n6 lo seran tampoco Z y Z'.
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Definimos M (z) como el conjunto de valores de P que maximizan la funcion

n
(realy continuaenP), zep= z z,p, paracadaz particular. Este conjunto no es
i=1

vacio ( por ser la funcion ze p real y continua) y ademas, por el caracter cerrado y

limitado de P, M(z) es semicontinuo superiormente.

Se construye, ahora, la correspondencia ®:PxZ'— PxZ' del modo siguiente:
®(p,z) =M (2)xE(p). El producto cartesiano de los conjuntos P y Z', es un
conjunto no vacio, cerrado, limitado y convexo del espacio 2n-dimensional, por serlo
los dos conjuntos que le generan. Por otro lado, la correspondencia ® es
semicontinua superiormente. Con ello se satisface la hipotesis del teorema del
punto fijo de Kakutani y existe un par de vectores (p, Z) , tales que se
verifica: peM(2)y ZeE(p).

La primera relacion de pertenencia implica que para cada p € P, se tiene que
peZ < peZ,dadalanaturaleza del conjunto M(z). Lasegunda Z € E(p), implica
que peZ<0. Combinando estas dos implicaciones se sigue que peZ<0, para

todo peP.

n
Dado que pezZ= Z p,;Z, considerando sucesivamente los vectores precio
i=1

unitarios de la forma (1,0,...0)......(0,0.....1), se tiene que Z, <0, para i=1,...n. De
este modo se prueba que el vector Z esta en el ortante negativo del espacio euclideo
n-dimensional, y como 7 e E(p) se verifica para pla conclusion del teorema

formulado por Debreu, es decir la existencia de un vector de precios que anula o hace

negativo el exceso de demanda.
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Habria que hacer algunas consideraciones sobre la aplicabilidad del teorema al
modelo de economia empleado, sobre si dicho modelo satisface las hipdtesis del
teorema. Se puede aceptar que los supuestos realizados sobre los conjuntos de
consumo y de produccién son compatibles con dichas hipétesis. En cuanto al

conjunto utilizado Z=X-Y —r, y la correspondencia de exceso de demanda
E(p) hay que sefialar que, si bien ésta se puede considerar como semicontinua

superiormente ( requisito exigido por el T. de Kakutani), es mas dudosa la
afirmacion de Z como conjunto cerrado y limitado ( ya que X no esta limitado
superiormente), lo que exige algunos razonamientos adicionales que llevan,
finalmente, al cumplimiento de las hipétesis y al establecimiento formal de la

existencia del equilibrio competitivo.

Dos cuestiones diferenciadoras habria que resaltar, con relacion a nuestro
ejemplo de polimorfismo matematico de la economia. En la fisica las diversas
formulaciones de una misma ley o conjunto de relaciones son rigurosamente
equivalentes en sentido matematico, cada formulacion mas elevada, mas
sofisticada matematicamente, implica a la anterior, la contiene y de ella se puede
deducir la primera enunciacion matematica, a la vez que los contenidos fisicos son
mas generales incluyen nuevas relaciones y propiedades, producto de nuevas
observaciones experimentales. Sin embargo en el caso de la economia, ocurre que
los contenidos de las dos formulaciones estudiadas son esencialmente iguales: la
existencia de un sistema de precios para el cual el sistema economico esté en
equilibrio, mientras que la segunda formulacion estudiada, la topoldgica de Debreu,
no equivale matematicamente ni incluye a la primera, de Walras, que no se podria
deducir de ella por los fundamentos matematicos tan diferentes de ambas

formulaciones.
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La segunda cuestion hace referencia al elevado nivel de abstraccion y la
frecuente debilidad de los supuestos en las formulaciones matematicas de la
economia, frente al elevado grado de precision y solidez de las hipotesis de los
teoremas especificos, con orientacion empirica, de las ciencias fisicas. En efecto, en
cuanto a la debilidad de los supuestos en las formulaciones del equilibrio que hemos
considerado, se podria afirmar que la coherencia matematica de la primera ( Walras),
depende fundamentalmente de la existencia de funciones lineales de demanda; en
cuanto al segundo modelo (Debreu), la coherencia formal dependeria en gran medida
de la convexidad de los conjuntos de produccién y de consumo. En lo concerniente
al elevado grado de abstraccion del ultimo planteamiento del problema de la
existencia del equilibrio general que hemos estudiado, consideramos que estd mas
proximo a la logica formal que a la economia; podriamos aplicar en este punto las
afirmaciones de Joan Robinson ( prélogo a Walsh y Gram, 1980), sobre como el uso
de formulaciones matemaéticas en la teoria econémica y su aparente precision ha

degenerado en vaguedad.
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4.2.b. La plurivalencia econdmica de las matematicas.

En este apartado estudiaremos las circunstancias que rodean la representacion,
mediante un mismo modelo matematico, de diferentes desarrollos tedricos de la
economia. Se trata de analizar, con la ayuda de algin ejemplo, si en el ambito de la
economia se puede reproducir esta propiedad ya estudiada para la fisica, y que como
vimos, contribuye a configurar la que consideramos especial relacion con la
matematica.

Esta propiedad, se puede considerar simétrica de la anteriormente estudiada,
donde una misma teoria econdémica viene representado por distintos modelos
matematicos.

Partimos, como ejemplo de la situacion que queremos analizar, del estudio de
la estabilidad o inestabilidad del equilibrio de un sistema, expresado en términos
diferenciales. Para ello utilizaremos el método “directo” de Lyapunov ( 1907), que
nos aclara lo fundamental sobre dicha estabilidad sin que sea necesario resolver el
sistema. Consideraremos la aplicacion de dicho procedimiento al andlisis de la
estabilidad del equilibrio general walrasiano, realizada por Arrow, Block y Hurwicz
( 1959). Posteriormente analizaremos la aplicacion del mismo método de Lyapunov,
al estudio que Baumol y Quandt (1964) han realizado sobre las Ilamadas reglas de
experiencia en la gestion de empresas. En ambos casos veremos que es posible, en
principio, la aplicacion del mismo modelo matematico en casos tan diferentes; sin

embargo, la similitud con la polivalencia matematica en la fisica ser& cuestionable.
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La adecuacion del método de Lyapunov, desarrollado originalmente para el
estudio de la estabilidad de la posicion de equilibrio en sistemas mecanicos, al
estudio de la estabilidad en modelos econémicos, reside en la capacidad de dicho
método de suministrar informacion valiosa sobre problemas planteados mediante
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, cuya solucion suele ser imposible
de encontrar; o sistemas que contienen funciones especificadas solo

cualitativamente, tan frecuentes en modelos econémicos.

El método esta basado en la llamada” funcion de Lyapunov”, que ha de satisfacer
las hipotesis de un determinado teorema, cuya verificacion implicara que el estado de
equilibrio vinculado es globalmente estable. Se podria exponer, esquematicamente,
del modo siguiente:

Teorema. Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales:

%

i F (Y Yo Ya), 1=12,..,n

donde F, =0 para vy, =y,
Supongamos que existe una funcion escalar V(y, =Y., ¥, = Y5, Yo — Vo)

(funcién de Lyapunov), cuyas primeras derivadas parciales con respecto a y; — vy,
para todo i, sean continuas, y ademas se verifique:

a) V >0, si al menos una de las cantidades y, —y; es distinta de cero,y V =0,
sOlosise  tiene y,—y =0, paratodo i.

b) V — +o0 cuando la funcion distancia: Hy —y°

— 400

C) d—V = Z A dlyi —yi) sera negativa, si al menos una de las cantidades

dat  “F oy, -y) dt

(y, — /) es distinta de cero, y ?j—\: =0,solosi y, —yS =0, paratodo i.
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Cumplidas estas condiciones el estado de equilibrio dado por (y;,Y5,...Y;)

sera globalmente estable. Es de sefialar que la proposicion inversa de la del teorema
considerado también es correcta; es decir si el estado de equilibrio es globalmente
estable, entonces existird una funcién de Lyapunov, que cumplira todas las hipotesis
del mismo. Por ello la existencia de dicha funcidon es una condicion necesaria y
suficiente de estabilidad global. Una demostracion rigurosa del teorema se puede
encontrar en Kalman y Bertram (1960). Vamos a considerar, en primer lugar, la
aplicacion del método directo de Lyapunov al estudio del equilibrio general
walrasiano realizada por Arrow, Block y Hurwicz (1959). Adoptamos la hipétesis de
comportamiento de que el precio de cada bien variard en relacion a su exceso de
demanda, es decir que su precio subird ( bajard) cuando su exceso de demanda sea
positivo (negativo). Esta hipétesis refleja el mecanismo concebido por Walras, el
proceso de “tatonnement”, y se puede expresar analiticamente mediante el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:

%:kiEi(plvpzy ----- 1pn)l para i:1’2' """ 1,

representando p, los precios, E; las funciones agregadas de exceso de demanda, y
k; constantes positivas.
Se elige como funcion de Lyapunov, el cuadrado de la distancia euclidea

e e e e C 1 e
modificada: ~ V(p, - p{, P, — PSreess P, — PE) = Zk—(pi -p;)’

i=1 K
Derivando respecto del tiempo ( k, y p, constantes), se tiene:
dv n1 o dp; : : .
E:ZZK—(pi - p; )E, sustituyendo las derivadas temporales de los precios
i=1 0

por las expresiones analiticas que definen el sistema de ecuaciones diferenciales, la

variacion con el tiempo de la funcion considerada sera:

n

dv . n n .
e 22 (P = PO (Py P Py) = 22 DiE (D1 P Do) =2 PPE (P Py Py)

i=1 i=1
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Teniendo en cuenta que en el equilibrio se ha de verificar : Z p,E, =0, se
i=1

obtiene la expresion: dd_\t/ = —22 P E; (P, Pyse- P,), Para la variacion temporal de
i=1

la funcién de Lyapunov.
Por ser las funciones exceso de demanda homogéneas de grado cero
E, (Ap,, 4p,,-Ap,) = E;(p;, P,-., P,), los precios de equilibrio p; todos positivos, y
si se verifica la sustituibilidad bruta (? >0 paratodo i, j;i # ]); se puede probar
i

que las funciones E, (p,,p,..-p,) tienen valor positivo y en consecuencia, la
. : ~oav L. .
variacion temporal considerada: E:_Zz P E; (py, Pyse-P,), sera siempre
i=1

negativa para cualquier vector de precios (p,, p,,..-P,), positivo y no de equilibrio.
- dV 7 - -y - Ve 7 e

Es decir, — sera negativa fuera del equilibrio, anulandose sélo para p, = p;

dt

pues por definicion en el equilibrio E;(p;,....p;) =0. De este modo, la estabilidad

global del equilibrio general vendrd garantizada por el cumplimiento, para las

funciones E, de la sustituibilidad bruta.

Aplicaremos, ahora, el método directo de Lyapunov a una segunda situacion
de estabilidad o inestabilidad del equilibrio en otro ambito econdmico. Se trata del
estudio de las reglas de experiencia en la gestién de empresas. En la medida en que
nunca se dispone de toda la informacion precisa para hallar con exactitud el punto
optimo de funcionamiento de una empresa, tal como indica la teoria econémica,
procede estudiar reglas de experiencia, que orienten sobre las decisiones a tomar, en

la gestién de las mismas.
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Beaumol y Quandt (1964), han desarrollado un tipo de regla empirica que se
podria esquematizar del siguiente modo: se modifica un precio y se observa el
sentido de la variacion de beneficios resultante, si es positiva se insiste en el cambio
de precios en igual sentido, si fuese negativa el precio se altera en sentido inverso, y
si los beneficios se mantienen constantes, no se vuelve a modificar el precio. Se
puede probar que esta regla converge globalmente hacia el punto de equilibrio, si
este existe, y si no se producen desplazamientos de la funcion de beneficios. En lo
que continla adoptamos, con alguna variacion, el procedimiento seguido por

Gandolfo (1971).

Esta regla se puede expresar analiticamente como se indica: ?j—fz g(z), Si
p

p=0,y p=0 en otro caso; ecuacion que nos liga la variacion temporal del precio

con la del beneficio. La funcion g es de signo invariante, es decir, g sera mayor,
igual o menor que cero, segun lo sea (=) . Se supone que la funcion de beneficios
p

(desconocida), es una funcion de p, coéncava hacia abajo, derivable y con un
maximo relativo. Ello implica que: 7= f(p), f'(p)=0 para p=p, y f"<0,

para todo p.

Como 7 = f'(p)p, la ecuacion dindmica que describe el proceso, se puede
escribir (sustituyendo), p=g[f'(p)].
Como funcion de Lyapunov, se elige el cuadrado de la distancia euclidea:

\% :(p_pe)z'
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Su variacion con el tiempo vendra dada por

dd_\t/ =2(p-p,)p=2(p-p,)a[f'(p)].Como la funcion de beneficios f(p) es

concava hacia abajo y tiene un maximo relativo en p = p,, su derivada sera positiva
. dv . . .
para p< p,, Y negativa para p > p,; por lo tanto m tiene signo negativo para

cualquier valor de p fuera del equilibrio, donde valdria cero, lo que demuestra la

estabilidad global.

Si comparamos la propiedad que podemos llamar “ plurivalencia econémica de
las matematicas” con su equivalente en la fisica, encontramos algunas diferencias
notables. En primer lugar podemos apreciar que frente al espacio fisico comuan , que
configura la polivalencia de un mismo modelo matematico para distintos fenOmenos
fisicos, tenemos diferentes espacios formales donde se definen las variables
econdmicas (espacio de precios, espacios de output, etc.). En cuanto a la dinamica de
los procesos habria que sefialar las diferentes concepciones del tiempo: histdrico en
la fisica, frente al tiempo logico o intertemporal adoptado por Arrow-Debreu y la
escuela moderna del equilibrio general, en el pensamiento neoclasico, como indica,
por ejemplo, Ahijado M. (1985).

Las diferencias sefialadas no son triviales, pues desaparece el espacio comun,
la referencia que, se podria decir, conformaba la capacidad de un modelo matematico

para representar distintas realidades.
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En cuanto al grado de fidelidad de las diferentes aproximaciones a la economia
suministradas por un mismo modelo matematico, se puede afirmar que vendra dado,
en gran medida, por la precision ( como ocurria en fisica) con la que las variables
econdmicas y sus relaciones se ajusten a los movimientos reales ( en el tiempo y en
espacio) del contenido de dichas variables. Ello nos conduce, de modo inevitable, a
la reflexion sobre el caracter continuo o no, de los procesos econdmicos que se
consideren y de las variables que los representan, de sus implicaciones sobre la
derivabilidad de las funciones que se definen sobre ellas, y sobre la coherencia
formal de las ecuaciones diferenciales que relacionan dichas derivadas, pero este es

otro tema que merece una consideracion mas detenida.
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4.3. Algunas conclusiones. Las matematicas como legitimacion del discurso

econémico.

En el apartado tercero de este capitulo, al estudiar la relacion entre matematicas
y fisica, llegamos al resultado de que tal relacién viene caracterizada por tres
propiedades que denominamos:
a) Polimorfismo matematico de la fisica
b) Plurivalencia fisica de las matematicas
c) Adecuada integracion de las variables y funciones representativas de
fenomenos fisicos (mecanica y electromagnetismo clasicos), en la
formalizacion del andlisis matematico (calculo, ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales), debido a la continuidad y derivabilidad de tales

variables y funciones.

Estas tres propiedades definen o conforman la que denominamos especial
relacion entre matematicas y fisica (clasica).

Al intentar trasladar estas propiedades al ambito de la relacion entre matematicas
y teoria economica (neoclasica), nos encontramos con una aparente verificacion
formal de las dos primeras. Sin embargo un analisis mas preciso nos sefialaba la
existencia de notables diferencias entre propiedades supuestamente equivalentes. En
relacion con la plurivalencia econémica de las matematicas, tenemos que frente al
espacio fisico comun, marco de referencia de los modelos matematicos aplicados a
diferentes fendmenos fisicos, se observa la utilizacion de espacios abstractos como
campo de definicion de las variables econdmicas. De modo similar se aprecia la
diferencia entre el tiempo fisico y el tiempo légico de la teoria neoclésica, en la

formulacién de los procesos dindmicos.
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En cuanto a la propiedad que denominamos polimorfismo matematico de la
economia, se ha visto que los modelos matematicos que representan una misma
teoria econdmica no se incluyen el mas simple en el mas complejo, ni este se puede
obtener a partir del primero, a pesar de la identidad de los contenidos econémicos,
dada la naturaleza tan diferente de los modelos utilizados ( todo ello con las

limitaciones del caso estudiado), a diferencia de lo que ocurre con la fisica.

Mas importante parece la diferencia que se manifiesta entre el elevado nivel de
abstraccion y la debilidad de los supuestos de los modelos econémicos, frente a la
precision y solidez de las hipdtesis de los modelos matematicos que representan un
mismo fendmeno fisico.

Con relacién al grado de fidelidad con el que un mismo modelo matematico
represente diferentes teorias o conjuntos de relaciones en economia, consideramos
que vendrd dado, fundamentalmente, por la precision con que las variables y
funciones econdmicas se ajusten a los movimientos reales de tales variables-de los
contenidos que representan-(como ocurre en fisica). Ello, como ya hemos
mencionado, estd relacionado con el caracter continuo o discontinuo de tales
procesos y de las variables y funciones que los representan.

Esta dudosa continuidad de las variables representativas de los procesos
econdmicos ( factores productivos, precios, outputs) cuestiona, en principio, la
similitud o paralelismo con los procesos y variables fisicas ( tiempo, espacio, masa,
carga electrica, etc.) e impide que podamos trasladar, sin fuertes reservas, la tercera

de las propiedades citadas al comienzo, al ambito de la economia.
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De este modo se podria afirmar que la relacion que se establece entre
matematicas y economia no es de similar naturaleza a la que liga a aquella con la
fisica, relacion que denomindbamos de constitucidn, es decir, la matematica
construye o constituye a la fisica, los conceptos y relaciones fisicas son inseparables
de su forma matematica, en un proceso mutuamente constructivo, y conjuntamente se
desarrollan y enriquecen. La relacion con la economia serd, sin duda, de caracter mas
modesto; actuara como instrumento técnico en situacion de exterioridad respecto a
los conceptos y relaciones econdmicas, aportando claridad y rigor en la expresion de
los mismos, ademas de contribuir a expresar de forma precisa relaciones de

dependencia entre magnitudes cuantificables.

Sin embargo, el problema de la relacion entre matematicas y economia no se
agota con el estudio de la similitud con la fisica. Las cuestiones vinculadas al
enfoque matematico del analisis econémico, superan el ambito de la polémica sobre
el uso de técnicas matematicas en teoria econdmica. La controversia adquiere unas
proporciones mucho mayores al considerar las implicaciones sobre los métodos y
proyectos de la ciencia econdmica. Como sefiala Katouzian, lo que estaria en juego
seria nada menos que la naturaleza y significacion de la economia misma (
Katouzian H. 1980, ed. esp. 1982, p. 204 ). A ello podriamos afadir el papel
legitimador que la formulacion en términos matematicos, junto con la utilizacién de
este tipo de modelos para la exposicion de las teorias economicas, confiere a los

enfoques que se recubren de este modo.
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En efecto, por un lado, el uso acritico y exhaustivo de técnicas matematicas
puede conducir a concentrar los analisis teoricos en problemas lejanos o imaginarios,
si son susceptibles de tratar con estas técnicas; mientras se puede tender a la
exclusion de importantes cuestiones que no sean facilmente manejables
matematicamente. Es decir, las matematicas se erigen en criterio “orientador” de la
investigacion tedrica. Por otro lado, dada la casi ilimitada capacidad de aplicacion de
algunas técnicas y conceptos de la matematica pura a ciertos problemas (la
estabilidad del equilibrio, la maximizacion de la utilidad de un individuo..) parece
evidente el riesgo de que las formas y técnicas consideradas, determinen los
contenidos del conocimiento economico.

En la misma direccibn opina Georgescu-Roegen; este planteamiento
“...ha llevado a una proliferacion de ejercicios de lapiz y papel y a modelos
econométricos cada vez mas complicados que a menudo solo sirven para ocultar los
problemas econdmicos fundamentales.” ( Georgescu-Roegen N., 1971, pp. 318-319
). En definitiva, el uso de las matematicas, cuando deja de ser un instrumento y se
convierte en un fin en si mismo, nos conduciria hacia una esquizofrenia respecto del
mundo real.

Habria que enfatizar, ademas, que otra consecuencia de tal matematizacion
excesiva seria la consideracion explicita o implicita, de que las teorias econdémicas
-cuando se presentan revestidas con el “adecuado” formalismo matematico- son
universalmente véalidas, independientemente de que sean contrastables o hayan sido
sometidas a algun tipo de validacion. En tal marco, la teoria econémica ortodoxa,
producto, tanto, de sus hipotesis muy restrictivas y ausentes de realismo, como de su
extremada matematizacion, parece reducirse a la busqueda de conjeturas para

demostrar que el mercado conduce a un estado 6ptimo y estable.
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Dos Ultimas cuestiones se nos plantean, ahora. La primera iria en el sentido de
preguntarnos si todos los usos de las matematicas en economia desempefian una
funcién parecida y serian por tanto susceptibles de una misma critica. La segunda
haria alusion al papel de las matematicas en las diferentes corrientes (concepciones),
del pensamiento econdémico. Aunque el proposito de este trabajo es,
fundamentalmente, el estudio del papel del célculo diferencial en la teoria econémica
neoclasica, parece pertinente realizar algunas consideraciones sobre las cuestiones
indicadas.

En relacion con la primera, consideramos que el uso de las técnicas y
modelos matematicos es legitimo, cuando ayuda al analisis, a la exposicion o a la
precision de una determinada teoria. Las formulaciones matematicas de las teorias
econdémicas pueden ayudar a conseguir una claridad y ahorro expresivo que siempre
es deseable. Como hemos sefialado mas arriba, creemos que las matematicas deben
actuar como instrumento técnico en situacion de exterioridad respecto a los
conceptos y relaciones econdmicas, aportando claridad y rigor en la expresion de los
mismos, ademas de contribuir a expresar de forma precisa relaciones de dependencia
entre magnitudes cuantificables. En este sentido, la revolucion en las técnicas de la
economia aplicada ( a partir de la segunda mitad del siglo XX), es decir: la
estadistica economica, la econometria, el andlisis input-output, la planificacion
econdmica, etc., constituye una amplia muestra de notables aplicaciones que, en
general, pueden ser Utiles, en la medida en que sus hipotesis no se alejen de la
realidad y las formas no oculten el fondo de los problemas ( los excesos en la

representacion no anulen la identidad econémica de los modelos).
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En cuanto a la segunda cuestion, sobre el papel y la relacion de las
matematicas con las distintas corrientes o tradiciones, se podria pensar en una
primera aproximacion al tema, que no existen divisiones ideoldgicas formales sobre
ésta cuestion. Nos referimos a que hay economistas matematicos tanto de tradicion
neoclasica ( Samuelson, Solow..), keynesiana- con un caracter mas instrumental-
(Robinson, Kaldor) o marxista ( Morishima o el propio Marx); asi como pueden
encontrarse, igualmente, criticos a los excesos matematicos, en diversos &mbitos
ideologicos.

Sin embargo pensamos que es en la tradicion neoclasica donde el papel y la
relacion con las matematicas (y en particular con el analisis matematico clasico o
calculo infinitesimal), adquiere una funcion distinta y mas relevante, que podemos
caracterizar como pretendidamente legitimadora del discurso econdmico.
Legitimacion que tendria su origen en el mimetismo inicial respecto de la fisica
clasica ( paradigma cientifico por excelencia), y ligada tanto a las demostraciones
de la existencia de equilibrio general ( que permiten a Debreu la afirmacion triunfal:
He demostrado mateméaticamente la superioridad del liberalismo, Figaro-Magazine,
10-3-1984), como a la distribucion de la renta que se deduce de la funcién de
produccion neoclasica (homogénea de primer grado, continua, derivable etc.) y al
predominio de los desarrollos hipermatematizados en la produccion tedrica
dominante en la vida académica.

El marxismo también pudo caer en la tentacion de usar las matematicas
como medio de legitimacion. Marx insinu6 varias veces su intencién de matematizar
El Capital. Durante su vejez realiz6 un serio estudio de las matematicas y en

particular del célculo diferencial ( véase Alcouffe, 1985).
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Posiblemente no fueron, sélo, la falta de tiempo ni las propias dificultades
matematicas, las causas que le impidieron hacerlo, sino también su fidelidad al
método dialéctico. Pretender explicar los procesos sociales (o aspectos de ellos) a
través de formulas o desarrollos matematicos, implicaria la aceptacion de la
existencia de un orden preestablecido, atemporal y bastante lejano, creemos, de la
I6gica que inspird su obra. De todos modos es muy probable, que, por muchos
desarrollos y teoremas que acompafiasen a la teoria marxista, no seria por ello, mas

respetada ni aceptada por el pensamiento académico establecido.

En los capitulos siguientes se tratara de profundizar en algunos de los aspectos
considerados, en particular en el papel que desempefia el analisis matematico y el
calculo diferencial dentro de estos meétodos y las condiciones que limitarian su

aplicabilidad a la formalizacion del conocimiento econémico.
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CAPITULO SEGUNDO. LAS FUNCIONES Y SU APLICABILIDAD

Estudiaremos en este capitulo las condiciones que determinan las aplicaciones
del instrumental del analisis de funciones a la formalizacion matematica de un cierto
desarrollo tedrico. Se trataria de analizar lo que consideramos en el capitulo primero,
tercer aspecto diferenciador de la relacion entre Matematicas-Fisica y Matematicas-
Economia, aquel que afecta a la continuidad y derivabilidad de las variables y
funciones representativas de los procesos econdémicos, propiedades y relaciones de

(‘entre) tales funciones y sus derivadas.

Para ello partiremos de una breve descripcion de los conceptos y resultados del
analisis de funciones de variable real, que consideramos mas relevantes en lo que
atafie a nuestro enfoque. Seguiremos con algunas consideraciones sobre el papel que
las funciones desempefian en la fisica, que de nuevo servird de referencia por la
especial adecuacion de las variables y funciones representativas de los fenémenos
fisicos al Calculo infinitesimal. Entendemos que, contra de lo afirmado por algunos
autores, el desarrollo del analisis infinitesimal no se hizo pensando en su posible
usos para variaciones discontinuas ” No hay exageracion si se afirma que el analisis
infinitesimal ha sido desarrollado teniendo precisamente en vista aplicaciones
finitas” ( Samuelson, P.A. 1947, p. 76, traduccion al castellano 1957).
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1. ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL ANALISIS DE
FUNCIONES.

1.1.Las Funciones y el Calculo Infinitesimal. En lo que sigue se van a considerar,
fundamentalmente, conceptos y resultados referidos a funciones reales de una o
varias variables reales, temas incluidos dentro del calculo infinitesimal y del analisis
matematico. El concepto de funcion, sin duda una de creaciones fundamentales de la
cultura, cuyo origen podemos situar a finales del siglo XVII junto con el célculo
diferencial e integral y posteriormente la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias y el calculo de variaciones, aparece y se desarrolla conjuntamente con la
mecénica clasica.

En efecto el calculo de diferencias ( que hoy llamamos célculo diferencial) fue
publicado por Leibniz en 1684, y el célculo de sumas (o integral), lo fue dos afios
después. La formulacion paralela de lo que Newton llamo6 céalculo de fluxiones,
aparecid en sus Principios matematicos de la filosofia natural en 1686. La
importancia de las funciones como expresion rigurosa de la relacion entre variables,
como nucleo del célculo, viene dada por el hecho de que el método infinitesimal es el
instrumento matematico para describir las cosas que cambian, y los procesos
naturales son esencialmente cambiantes.

En épocas anteriores la matematica era una ciencia estatica. La geometria se
ocupaba, desde los griegos, de las propiedades de las figuras fijas, y el algebra,
introducida por los arabes, se ocupaba ( en gran medida) de determinar el valor de
una variable desconocida ( incognita), pero fija ( resolucién de ecuaciones).

El célculo infinitesimal, al contrario, permitio establecer la relacion entre los
cambios de magnitudes variables, que dependen unas de otras. Es decir apoyandose
en la expresion de la relacion de dependencia entre magnitudes variables
( funciones), obtiene la expresion de las relaciones entre los cambios de dichas

magnitudes, que enuncian en muchas ocasiones leyes naturales de caracter general.
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La maravillosa idea que hizo posible la matematica de lo cambiante consistio
en reducir el tratamiento a los cambios pequefiisimos de las variables. Cambios
infinitamente pequefios, que posteriormente fueron llamados infinitesimales, y que

nos conducen de modo natural al concepto de derivada de una funcion.

1.2 La Derivada y la Continuidad. EI concepto matematico de derivada es una de
las creaciones mas fecundas del andlisis y del conocimiento humano en general. Sin
él no existirian la idea precisa de velocidad ni de aceleracion, ni de densidad de masa
o0 de carga eléctrica, ni de gradiente de un potencial y, por tanto ninglin concepto de
potencial en ninguna rama de la fisica; no habria ecuacién de ondas, ni mecénica, ni
tecnologia....

La descripcion que de la derivada hace Newton en su Principia Mathematica,
como razon ultima, es un ejemplo de rigor y claridad expresado sélo con palabras,
sin simbolo matematico alguno, que no nos resistimos a reproducir “ Pues aquellas
razones Ultimas con las que las cantidades se desvanecen, no son realmente las razones de
las cantidades ultimas, sino limites hacia los que las razones de las cantidades,
disminuyendo indefinidamente, convergen siempre, y a los que se aproximan en menos de
cualquier diferencia dada, pero nunca los superan, ni siquiera los llegan a alcanzar de
manera efectiva hasta que las cantidades han disminuido in infinitum . (Sir Isaac
Newton, 1686, traduccion inglesa 1934, p. 39). La descripcion incluye el concepto
de limite, de elementos diferenciales ( infinitésimos) y precisa que la derivada es el
limite de la raz6n incremental.

La definicion formal de la derivada que hoy utilizamos, tardé todavia mas de
cien afios en desarrollarse, pero como se puede apreciar lo esencial del concepto

viene recogido en la descripcidn de Newton.
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Un requisito necesario, pero no suficiente, para que una funcién tenga derivada
consiste en que tal funcion sea continua. Las funciones continuas constituyen la clase
basica de funciones para las operaciones del analisis matematico, y proporcionan la
expresién matematica de situaciones que aparecen con frecuencia en las ciencias de
la naturaleza: el hecho de que a un pequefio crecimiento de la variable
independiente corresponda un pequefio incremento de la variable dependiente o
funcién. El ejemplo mas claro de este tipo de funciones podria ser las que rigen el

movimiento de los cuerpos s = f(t), y que expresan la dependencia de la distancia

s respecto del tiempo t. Como el tiempo y la distancia son infinitamente divisibles,
son continuos, una ecuacion del movimiento de un cuerpo define entre ellos una
relacion continua, caracterizada por el hecho de que un pequefio incremento en el
tiempo se traduce en un incremento también pequefio en la distancia.

De forma mas general diremos que, dada una funcién arbitraria y = f(x) y un
valor particular de la variable independiente x,, si la funcion representa un proceso
continuo, entonces a valores x que difieran solo ligeramente de x, corresponderan
valores de la funcion f(x) que difieren solo ligeramente del valor f(x,) en el punto
X,. Asi, si el incremento x—x, de la variable independiente es pequefio, el
incremento correspondiente f(x)— f(x,)de la funcion sera tambiéen pequefio. En
otras palabras, si el incremento de la variable independiente (x —x,)tiende a cero,
entonces el incremento f (x) — f(x,)de la funcion debe de aproximase a cero, hecho
que se puede expresar del modo siguiente:

lim g y 50 F(X) = F(X,)]=0

La relacion anterior constituye la definicion de funcion continua en un punto X, .
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Serd continua en un intervalo dado, si es continua en todos los puntos de este
intervalo, es decir, si se verifica la relacion anterior en cada uno de sus puntos. La
imagen grafica de la funcion, su curva representativa, serd entonces continua no

tendra rupturas o discontinuidades.

De modo que si una funcién es continua, podréa ser derivable ( lo contrario sera
siempre cierto), en cada uno de sus puntos. La razon Gltima de Newton se expresa

F (%o +A%,) — T (%)
AX,

formalmente: f'(xo):lim%%{ , en el punto X,. Esto es,

como el limite del cociente o razdn de los incrementos de la funcién y de la variable
independiente, cuando este Ultimo incremento se hace infinitamente pequefio o
tiende a cero.

La funcion f(x) serd derivable en intervalo determinado, si existe el limite
anterior en cada uno de los puntos que constituyen dicho intervalo. La funcion
derivada f’(x) nos da la variacion de f(x) por unidad de x, ante un cambio
infinitesimal de x (Ax — 0), en cada punto. Observese la necesaria divisibilidad
infinita de la variable x. Es decir f'(x) mide la variacion instantanea de f(x) por
unidad de x. Es por tanto un concepto muy distinto de la variacion

AF (%)

media: (
AX

j , 'y de la variacion de f(x)cuando la x se incrementa en una

unidad: [f (x+1) - f(x)], conceptos con los que a veces se les confunde. El ejemplo
que mejor ilustra el concepto de derivada de una funcion se puede considerar que es
el de velocidad instantanea de un mdvil cuya posicion viene dada por una funcion
s(t) dependiente del tiempo. Representar el tiempo por medio del conjunto continuo
de los nimeros reales permite ver el concepto de velocidad instantdnea como un
limite de velocidades promedio en minlsculos periodos de tiempo; he ahi la

derivada.
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El significado geométrico de la derivada es de extraordinario interés por sus
aplicaciones al estudio de las propiedades o del comportamiento grafico de la
funcién de la que procede. La derivada en cada punto nos da el valor de la pendiente
(o inclinacion) de la recta tangente a la curva representativa de la funcion, en dicho
punto. Conocer el signo de dicho valor (positivo o negativo), nos permitira conocer
si la grafica es creciente o decreciente en cada punto. En los puntos donde la grafica
de la funcion no admita tangente no existira derivada. Puede ocurrir, por tanto, que la
funcién sea continua en un punto (no tenga rupturas), y sin embargo no tenga

derivada en el mismo (en general, por presentar la grafica un punto anguloso ).

1.3. Funciones de varias variables .En lo que sigue incluiremos los conceptos y
relaciones basicas, que consideramos Utiles para el objeto de nuestro estudio,
referidas a funciones reales de varias variables reales.

Las funciones de dos variables pueden siempre visualizarse como superficies

en un sistema de coordenadas espaciales. De este modo la funcién z = F(Xx,y)
representa en un sistema de coordenadas rectangulares tridimensional una

superficie, que es el lugar geométrico de los puntos P cuyas coordenadas X, Y, z

satisfacen la ecuacion que define la funcion.
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Si fijamos el valor de y, esto es, si consideramos que la y no varia, F se
convierte en funcién de una Unica variable x. La derivada de ésta funcion con

L . . 0z ... OF
respecto a X, si existe, es la derivada parcial con respecto a X: X’ 0 bién: pv 0
X X

F, (x,y). De modo similar se definiria la derivada parcial con respecto a y.

Como sabemos, en las funciones de una sola variable la existencia de la
derivada en un punto garantiza la continuidad en el mismo. En las funciones de
varias variables, la existencia de derivadas parciales con respecto a cada una de las
variables implica la continuidad con relacién a cada variable separadamente, pero no
supone la continuidad respecto a todas las variables simultdneamente ( Apostol T.M.
1957, ed. esp. 1960, p.103).

Las derivadas parciales nos dan una medida de la variacion de una funcion en
la direccion de cada eje de coordenadas. En efecto, como la funcion F con vy fijo,

representa una curva plana obtenida por la interseccion de la superficie con un plano

paralelo al OXZ a una distancia y de él, la derivada parcial a%x sera la pendiente

0 inclinacion de la recta tangente a la curva interseccion en el punto P de

coordenadas ( X, y). EI mismo proceso se puede seguir fijando la variable x en la

funcién F.
z
P
© . Y
X
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Como se puede apreciar en la figura las derivadas parciales a%x % miden

los coeficientes angulares o pendientes de las rectas tangentes a la superficie

z=F(x,y) en el punto P, trazadas en las dos direcciones ortogonales

correspondientes a los ejes OY y OX respectivamente, por tanto seran asimismo
tangentes a las curvas obtenidas mediante la interseccion de la superficie
considerada y los planos paralelos a los ejes citados y perpendiculares al plano
OXY.

A veces es necesario considerar las derivadas parciales de estas derivadas
parciales; es decir las derivadas parciales de segundo orden. Para funciones de dos
0’z 0’1 01 0%z
ox* ' oxay oyox ' oy?

variables pueden existir cuatro: Se puede probar que, si

estas derivadas son funciones continuas, las segunda y tercera (las llamadas
derivadas cruzadas), coinciden. ( Aleksandrov A. D. y otros, ed. esp. 1973, p.184,
tomo 1).

Como ya hemos considerado, la existencia de las derivadas parciales respecto a
cada una de las variables implica la continuidad de la funcion con relacion a cada
variable por separado, pero no garantiza la continuidad respecto a todas las variables
simultdneamente.

La generalizacion méas conveniente, que supone la continuidad de una funcion
de varias variables y al propio tiempo permite la extension a estas funciones de los
principales teoremas de la teoria de la derivada unidimensional, es la diferencial. Se
define del siguiente modo:

Si todas las derivadas parciales de una funcion

z = F(x,, X,..x,) son continuas (condicion suficiente), entonces existe la diferencial

de z: dz=£dxl+£dx2+ ..... ﬂdxn :szxi
OX, OX, oX, it OX,
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Toda funcion diferenciable sera continua y derivable. Sin embargo la condicion
reciproca no se verifica, la continuidad y derivabilidad de una funcion no implica la
existencia de diferencial, la garantia de su existencia vendra dada por la continuidad
de las derivadas parciales. Para una funcién de dos variables se tiene una condicién
geométrica, de existencia, sencilla. Si la superficie representativa de la funcion
admite plano tangente en un punto, sera diferenciable en él.

En el capitulo primero hemos visto diferentes ejemplos de aplicacion-correcta-
de las derivadas parciales de una funcidn, al estudiar la plurivalencia de las
matematicas y el polimorfismo de la fisica. En el &mbito de la teoria econémica
neoclasica el uso de éste concepto matematico ha sido, como sabemos, de gran
importancia en la formulacién de conceptos como la utilidad marginal de un bien, la
productividad marginal de un factor productivo, o la elasticidad de la demanda de un
determinado bien respecto de su precio.

¢Se ha actuado con el suficiente rigor en el cumplimiento de las condiciones
exigidas?.Creemos que no ha sido asi, pero aln es preciso recordar otros importantes

resultados sobre las propiedades de estas funciones.

1.4 Funciones homogéneas y Teorema de Euler. Al aumentar (o disminuir) las

variables x;,X,,...x, en una determinada proporcion, el valor de la funcion

n

z=F(X,,X,,....X,) puede aumentar (0 disminuir) en mayor, igual 0 menor

proporcion. En el caso en el que el valor de z cambie en la misma proporcién que

las variables serd una funcion homogénea de primer grado o lineal-homogénea:
F(AXAX,..AX,) = AF (X, X,,...X,,)

Estas funciones tienen la importante propiedad de verificar el teorema de Euler,

teorema de relevantes consecuencias, utilizado en la teoria neoclasica de la

produccion.
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La cualidad de homogénea se puede generalizar del modo siguiente: Dada una

funcion  z = F(x,,X,,..X,,), Serd homogénea de grado r, si se verifica la relacion:

F(AXy, A%y, AX) = ATF (X, Xy, X,)

Algunas propiedades de las funciones homogéneas. Si z = F(x,y)es una

funcién lineal homogénea de primer grado (Allen R.G.D., 1938, ed. esp. 1966,

p.308), se puede demostrar:
1) La funcidn se puede expresar en las formas: z = Xgo[%j 0 z= y¢[§}
. . oz 0z . . -
2) Las derivadas parciales 2 y E son funciones dependientes Unicamente de
X

n(5)
larazon | — |.
y

3) Las derivadas parciales directas de segundo orden se pueden expresar en

funcion de las derivadas cruzadas :
oz _y(dz), Oz _x(o%
ox® x | oxoy oy’® y | oxoy

Teorema de Euler (para dos variables). Si la funcion z=F(x,y)es

. . oz oz
homogénea de primer grado se puede expresar: z = x(—j + y(—] .

OX oy
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1.5. Multiplicadores de Lagrange. En relacion a las funciones de varias variables
se pueden plantear diversos problemas sobre maximos y minimos. Una clase de
problemas con notables aplicaciones en fisica y en la teoria econémica neoclasica,
son aquellos en los que es necesario encontrar el maximo (o0 minimo) de una funcion,

para valores de x e y (simplificamos para dos variables), que satisfagan una cierta

relacion (méximos y minimos condicionados). Para resolver estos problemas, de
modo sencillo, se ha desarrollado un procedimiento analitico, el método de los
multiplicadores de Lagrange.

Se trata de hallar el médximo o minimo de z = f(x,y) condicionado a que las
variables (x,y) verifiquen la condicidon ¢(x,y) =0. Supongamos que las funciones
f 'y ¢ son diferenciables. Se considera una nueva funcion
F(x,y) = f(x,y)+ A4(X, y) obtenida a partir de las anteriores, donde A es un nimero
positivo. Para los pares (x,y) que satisfagan ¢(x,y)=0, evidentemente las
funciones F y f coincidiran.

Si tratamos de obtener los extremos de la funcion F(x,y), en ellos se deberan

cumplir las condiciones: o = %: =0 , que aplicadas a la expresion de F nos da el
X
siguiente sistema de dos ecuaciones: ﬁ+ o9 =0, ﬁ+ /1% =0, que nos
OX OX oy oy

permitird encontrar las posibles soluciones (x,y)en funcién del coeficiente A.
Hallado el valor de A, tal que se verifique la condicion ¢(x,y) =0, tendremos el
valor de (x,y) correspondiente al extremo relativo buscado. De forma alternativa,

podemos encontrar una condicién suficiente de extremo relativo condicionado, a

of of
ox _ /oy
¢

a%x‘a—ay'

partir de las ecuaciones que componen el sistema:
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En términos geometricos, el problema de los extremos relativos condicionados
se concreta en la bdsqueda de las crestas y depresiones de la superficie

z = f(x,y)solo alo largo de una curva determinada de la misma; curva definida por

la ecuacion de condicion: ¢(x,y) =0.

I1.2. LAS FUNCIONES Y LA FISICA CLASICA

2.1. Las funciones y los modelos matematicos de la fisica.

2.1.a. Continuidad, derivabilidad y modelos matematicos. Si un modelo pretende
interpretar la realidad fisica, econdémica o en cualquier otro campo del conocimiento,
no cabe duda de que deberd incluir todas las manifestaciones esenciales de la
realidad que trata de explicar, o al menos, tales manifestaciones no deben estar en
contradicciébn  con el mismo; en caso contrario el propio modelo no seria
tedricamente aceptable.

En el ambito de la fisica, los modelos matematicos no serian, Gnicamente, un
conjunto de formulaciones y ecuaciones que describiesen alguna rama de la misma,
sino que se podrian considerar en gran medida, parte integrante de ella misma, dada
la relacion (que denominabamos de constitucion) que se establece entre matematica
y fisica, ya analizada en el capitulo primero. No obstante resultara esclarecedor
comprobar hasta que punto esas manifestaciones esenciales de la realidad fisica se
recogen en los modelos matematicos basados en el analisis de funciones y el calculo
infinitesimal. Nos referimos, en particular, a la continuidad de los procesos
estudiados en la mecanica y electromagnetismo clasicos, y de las variables y

funciones que los describen.
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Las funciones de una o varias variables utilizadas en los modelos fisicos han de
estar definidas en un subconjunto de los nimeros reales, han de ser continuas, y han
de existir las derivadas de una variable o las parciales si se trata de funciones de
varias variables, asi como la diferenciales en su caso. También aparecen vinculadas
al analisis vectorial, dado el caracter vectorial de la mayor parte de los conceptos
fisicos, en los operadores: gradiente, divergencia, rotacional y laplaciana.

Las variables: masa, carga eléctrica, longitud, area, volumen, tiempo
( variables fundamentales), tienen en comun ( en el campo de la fisica clésica, es
decir no relativista ni cuantica), su naturaleza divisible en magnitudes asimilables a
infinitésimos y su capacidad, por tanto, de ser representados por subconjuntos
continuos de nameros reales, (con las propiedades de ordenacion y completitud).
(Aleksandrov A. D. y otros, 1973, p.33, tomo 3).

Las magnitudes fisicas que dependan de alguna(s) de las variables anteriores
(espacio velocidad, fuerza, energia, campo eléctrico, campo magnético, potencial,...)
estaran definidas de forma univoca, sobre algin subconjunto de los nimeros reales y
se tendré verificada la primera condicion de continuidad en cada punto: la existencia
de la funcion en dicho punto.

En la seccion 11.1.2, caracterizdbamos la continuidad de una funcioén en un
punto como el hecho de que a un incremento infinitesimal de la variable
independiente corresponda un incremento infinitesimal de la funcion; que
graficamente se manifiesta como una curva sin rupturas o discontinuidades. Es la
traduccién matematica de lo que Ilamébamos buen ajuste entre el movimiento real de
las magnitudes fisicas y los cambios de las variables y funciones que las

representan.
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Las funciones representativas de las magnitudes fisicas mencionadas arriba
son, en general, de tipo polindbmico, racionales (cociente de polinomios),
trigonométricas, exponenciales o suma y producto de las anteriores. Dado que estas
funciones son continuas ( con las salvedades oportunas, relativas a puntos concretos,
aislados, de posibles discontinuidades), se puede afirmar que siempre existen
subconjuntos de R (nimeros reales) en los cuales las funciones representativas de las
magnitudes fisicas méas relevantes son continuas. Lo anterior se podria extender a
subconjuntos de R o R" para funciones de dos o nvariables. Consideremos algtn
ejemplo de tales funciones:

En el movimiento rectilineo con aceleracion constante el espacio recorrido en

funcién del tiempo viene dado por una expresion polinémica de segundo grado:
1 . . .,
S(t) =s, +V,t +Eat2 . El desplazamiento de un muelle sometido a una deformacion

inicial, o la intensidad de corriente eléctrica que recorre un circuito R-L-C en
régimen transitorio, en funcion del tiempo, vienen dados por el producto de una
expresion exponencial y otra trigopnométrica:

R
i=ie 2t sen(wt + )

r
-t

X = X, 2" sen(wt + @)

como vimos en la seccion 1.3.2.
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Las funciones representativas de magnitudes fisicas continuas seran derivables
si existe el limite del cociente o razon de los incrementos de cada funcién y de su
variable (considerada como independiente), cuando esta ultima se haga infinitamente
pequefia. Ello ocurre en general, salvo en los puntos angulosos, donde la grafica de la
funcion no admite tangente. Desde un punto de vista puramente tedrico seria posible
definir mediante una férmula una funcion continua no derivable en ningin punto,
pero esta funcidn no representaria ninguna relacion fisica y queda fuera de nuestras
consideraciones. La razén ultima de Newton tiene pleno sentido y significado para
las magnitudes de la fisica clasica. No se debe olvidar que el concepto de derivada
nacio ligado al concepto de velocidad instantanea y de la aceleracion de un movil:

As AV dv

) ds ] . .
v(t) =lim —=—" a(t)=Ilim — =— . Cabe insistir en la necesaria
( ) At—0 At dt ( ) At—0 At dt

divisibilidad en infinitésimos de tales variables como requisito previo, también para
la existencia de la derivada. Ello manifiesta el hecho de que la derivabilidad de una
funcién en un punto, garantiza la continuidad en él.

Las funciones representativas de relaciones entre magnitudes fisicas, de los
tipos que hemos considerado mas arriba, en esta seccién, ( polindmicas, racionales,
trigonométricas, exponenciales.....), se puede demostrar que son derivables, es decir
que existe el limite de la razén incremental), de modo relativamente sencillo
(Aleksandrov A. D. y otros, 1973, pp.132y ss. tomo 1), siempre con las salvedades
sefialadas. Ello no significa otra cosa que el hecho de que a partir de la expresion de
la relacion entre magnitudes fisicas implicadas (la funcion), podemos encontrar una
expresion para la razon entre los cambios de dichas magnitudes, una expresion para
la variacion de una de ellas ( la dependiente ), por unidad de la otra (independiente),
cuando los incrementos de la segunda se vuelven infinitamente pequefios o

infinitesimales; que seria la derivada.
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2.1.b. Ecuaciones diferenciales y condiciones de existencia. Diversos problemas
fisicos pueden ser descritos mediante relaciones entre una funcién desconocida y sus
derivadas, (el enfriamiento de un cuerpo, la desintegracion de una substancia
radioactiva, el movimiento de un péndulo), serian ejemplos sencillos de este tipo de
relaciones que constituyen las ecuaciones diferenciales, ecuaciones donde la
incognita es la funcion y que son utilizadas también en ciertos modelos mateméticos
de la economia ( en particular en la teoria del crecimiento).

Consideramos ~ pertinente una descripcion breve de las condiciones
matematicas de existencia de solucion , en este tipo de ecuaciones, y de algun

ejemplo de aplicacion en algin &mbito de la fisica. De forma rigurosa:

2 n
Toda relacion de la forma f[x, y,ﬂ, (; Z N (; nyj =0, que liga una variable
X X

independiente x con una funcién y de ella, y las n primeras derivadas, se llama

ecuacion diferencial ordinaria de orden n. La solucidon general de esta ecuacion

vendra dada, si existe, por un haz de curvas y = F(x,C), que satisface la ecuacion ,

siendo C un parametro que diferencia entre distintas soluciones particulares.

Para ecuaciones diferenciales de primer orden: y'= f(x,y), en forma

normal, la existencia se plantea sen los términos siguientes: ¢ existira una region del

plano tal que, para cada punto de coordenadas X,Y,, sea posible hallar una curva y

solo una que pase por €l y satisfaga la ecuacion diferencial dada?. La respuesta sera

afirmativa si f(x,y), es analitica, es decir desarrollable en serie de Taylor. Esto
constituye el teorema de existencia de Cauchy: Si f(x,y)es analitica ( derivable
cuantas veces se desee), en un cierto dominio al que pertenece el punto x,, Yy, existe
una funcion analitica y s6lo una y(x) que verifica la ecuacion diferencial y tal que se

verifique: y(x,) =Y,-
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Unas condiciones menos restrictivas para la existencia de solucién, vienen
dadas por el método de aproximaciones sucesivas de Picard, y consisten en:
1) Lafuncién f(x,y) es uniformemente continua en una regién del plano D.

2) f(x,y) verifica la condicién de Lipschitz; es decir, existe un nimero

positivo L tal que, para cualquier par de puntos (X,y,) (x,y,), de una

(%, y,) = F(x, )|

misma vertical, tomados en D, se verifica: ‘ ‘< L. Es
yz - yl

decir el incremento relativo medio de la funcion f(x,y)entre dos puntos

cualesquiera de una misma abscisa esta acotado, ( Puig Adam P. 1967,
p. 6-7).

Las funciones que representan alguna relacion entre magnitudes mecanicas o
electromagnéticas, no tienen dificultad para satisfacer estas condiciones de existencia
en la medida en que sean derivables, en general. Serd aceptable bajo cualquier
criterio de contrastacion tedrica, la utilizacion de este procedimiento matematico en
el ambito de la fisica clasica.

Un ejemplo de aplicacién de ecuaciones lineales de primer orden a la fisica
seria el estudio de un circuito con resistencia R, y autoinduccion L, alimentado con
un generador de corriente alterna cuya fuerza electromotriz ( f.e.m.), viene dada por:
Esenwt . La ecuacion diferencial que relaciona la intensidad de corriente que circula

por el circuito y la variaciébn temporal de esta corriente viene dada por:

L%+ Ri = Esenwt . La funcién que hemos denominado f (x,y) en los teoremas de

. ) , di Esenwt—Ri ..,
existencia se expresara en este caso como: a:f combinacion de

funcidn trigonométrica y lineal, con cualquier nimero de derivadas sucesivas; lo que
asegura la existencia de solucion o integral general de dicha ecuacion, que
convenientemente resuelta nos dara la siguiente expresion para la intensidad de

corriente que recorre el circuito, en funcion del tiempo:
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R

—t
it)=Ke - + sen(wt — ), suma de un primer término transitorio y otro

E
VR +0°L?

permanente.

2.1.c. Las funciones de varias variables y su aplicacion a la fisica. En cuanto a la

continuidad y derivabilidad de las funciones de varias variables F(x,,X,,...x,) en

fisica, cabe sefalar los siguientes aspectos:
a) La existencia de las derivadas parciales con respecto a cada una de las variables,
implica la continuidad de la funcion con relacion a cada variable separadamente, pero
no supone la continuidad respecto a todas las variables simultdneamente.
b) Si todas las derivadas parciales de una funcion son continuas, entonces existe la
0

_F dXi
i1 OX,

diferencial de dicha funcion: dF =
c) Toda funcidn diferenciable es continua y derivable.

Vamos a centrar la cuestion de la derivabilidad de estas funciones en fisica, en
un tipo determinado de funcion, la funcion potencial, por su relevancia y la
generalidad de las conclusiones obtenidas.

Un concepto fisico fundamental, expresable mediante una funcién de varias
variables (sus coordenadas de posicion), es el de potencial gravitatorio o el
electrostatico. Esta magnitud esta ligada a las fuerzas conservativas. Esto quiere decir
(para el caso electrostatico), que el trabajo que realiza una fuerza para llevar una carga
eléctrica de un punto a otro, puede escribirse como la diferencia entre los valores que
toma una funcion en dichos puntos ( funcién potencial ) y por lo tanto es
independiente del camino concreto utilizado y nuestro potencial dependera por tanto

solo de la posicion.
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El potencial electrostatico en un punto cualquiera, se podria definir como el
trabajo necesario para traer una unidad de carga positiva desde el infinito (potencial
nulo) hasta el punto considerado. Tanto las fuerzas gravitatorias como las
electrostaticas son conservativas generando, por tanto, las funciones potenciales
correspondientes.

Es razonable aceptar que si estos potenciales U(x,y,z,) o0
V (x,y,z) manifiestan las propiedades gravitatorias o electrostaticas de cada punto

del espacio fisico, expresandolas mediante un escalar, se puedan considerar
funciones continuas, dado, por un lado, el caracter infinitamente divisible de las

coordenadas espaciales que constituyen los dominios o campos de definicion de estas

funciones ( subconjuntos del espacioR®), y por otro, la proximidad entre los
valores del potencial para puntos situados suficientemente cercanos entre si. Es decir,
a un crecimiento infinitesimal de las variables independientes (coordenadas de cada
punto), le correspondera un incremento infinitesimal del potencial.

Las derivadas parciales nos daran, en este caso, las variaciones unitarias del
potencial, al desplazarnos en la direccion de cada eje, cuando el desplazamiento se

hace infinitamente pequefio. Estas variaciones se pueden interpretar como las

componentes de una funcion vectorial, gradiente de U: VU :[QQQJ
oXx oy oz
siendo su direcciéon aquella en la que la funcidn escalar experimenta la variacion
méaxima. Es muy significativo ver la intima ligazon que existe entre el concepto
matematico de derivada ( parcial, en este caso), y el concepto fisico de gradiente de

un potencial escalar ( que no seria posible sin el concepto matematico).
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La existencia del limite de la razén incremental (variaciones del potencial por
unidad de medida en cada direccion), que en definitiva es lo que garantiza la
derivabilidad de la funcién, estd asegurada por la naturaleza del concepto de
potencial: propiedad asociada a cada punto del espacio fisico, y generada por la
presencia de una masa determinada (gravitatorio), o algin tipo de carga eléctrica
(electrostatico). Es l6gico suponer la existencia de las variaciones unitarias de esa
propiedad, al moverse de un punto a otro muy préximo ( salvo en algin caso
singular).

Desde un punto de vista mas formalizado, hay que sefialar que las funciones
potenciales vienen representadas por expresiones matematicas de tipo racional,
irracional o trascendente , pero en cualquier caso derivables formalmente, mediante
el célculo del limite del cociente incremental en cada tipo, y la aplicacion de las

reglas correspondientes. Por ejemplo, para potenciales electrostaticos tenemos:
1 1 : . -
V =KQ| —-—| ; Potencial creado por un dipolo eléctrico en un punto
r-1 r2
situado a distancias r, y r,, respectivamente de las cargas del dipolo.
L0 [J ) o)

27e, R? —r?

; Potencial creado por una carga Q

repartida uniformemente sobre una corona circular de radios r y R, en un punto de su
eje situado a una distancia a del plano de la corona.

Por razones identicas a las consideradas para el potencial podemos aceptar, en
general, como continuas y derivables de nuevo las funciones obtenidas a partir del

potencial.
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En efecto, como sabemos, la funcion vectorial gradiente de un potencial, cuyas
componentes son las derivadas parciales respecto a cada una de las variables, nos da
las variaciones unitarias del potencial a lo largo de cada eje en posiciones
extremadamente proximas, y equivale este gradiente (cambiado de signo), al
concepto fisico de campo eléctrico ( en este caso). Esta funcion vectorial:

E=-VV = —(ﬂ;ﬂ;ﬂj nos expresa la fuerza eléctrica por unidad de cargay es,
ox oy oz

de nuevo, una propiedad de cada punto del espacio fisico explicitada mediante un

vector. Esta propiedad inducida por la presencia de una distribucion de carga

eléctrica (o de masas en el campo gravitatorio), tiene las caracteristicas precisas para

que las funciones que la manifiestan, sean a su vez continuas y derivables, en los

subconjuntos de R*donde se definen.

Caracteristicas que se podrian resumir como: infinita divisibilidad de las
variables donde se define la funcién, y de las magnitudes que dependen de dichas
variables, variacion conjunta de ambas, existencia de los limites de las razones
incrementales 6 variaciones unitarias de las magnitudes consideradas, por unidad de
las variables consideradas independientes en cada caso, cuando tales variables
cambian de modo infinitesimal. Asimismo, se tiene que las funciones representativas
de las componentes de la funcion vectorial gradiente de un potencial, se pueden
expresar mediante férmulas que representan transformaciones continuas y
derivables. La diferencial de una funcion potencial tiene igualmente sentido
matematico, en la medida en que se verifica la condicion suficiente de existencia,

que consiste en la continuidad de las derivadas parciales.
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Un ejemplo ilustrativo de la derivacion de segundo orden de la funcién
potencial y su insercion en una relacion de primordial importancia en la teoria del
campo electromagnético viene dada por la ecuacién de Laplace. Nos da una
condicion que ha de cumplir el potencial en regiones del espacio fisico libres de la
presencia de cargas eléctricas. Expresada en coordenadas rectangulares resulta:
oV oV oWV

2 + 2 + 2!
OX oy 0z

VAV = ecuacién en derivadas parciales de segundo orden que

relaciona la rapidez (primera derivada) del cambio (segunda derivada), del potencial
en las direcciones de las tres componentes.

Un ejemplo relevante de aplicacion del concepto matematico de diferencial de
una funcién de varias variables a la fisica lo tenemos ( también para el potencial
electrostatico), en la expresion integral que nos da la energia electrostatica asociada a

una determinada densidad de carga p(r), en una region del espacio donde el
potencial viene dado por V (r)

v dx+ﬁdy+ﬂdz.
X oy oz

W = j Vj j PV (r)aV., siendo dv ==

(Jordan E. C. y Balmain K. G. 1968, ed. esp. 1973, p. 79-80).

96



2.2. El papel de las funciones y los paradigmas de la fisica clasica.

Para comprender en su globalidad la relacion de las funciones con la fisica
creemos conveniente separar ( de forma claramente artificial), los distintos aspectos
de esta relacion. De ello se trata en lo que sigue, para después terminar este analisis
del papel de las funciones y del calculo diferencial en la fisica, con una breve
exposicion de la formulacion funcional de las dos grandes teorias que constituyen, en

gran medida, la fisica clasica.

2.2.a. El triple papel de las funciones. Consideramos que la relacion de las
funciones reales de variable real con la fisica se podria descomponer, a efectos de
analisis, en un triple cometido o tarea. Un primer papel que las funciones
desempefian seria el de lenguaje, las funciones constituyen la expresion rigurosa de
relaciones de dependencia entre variables fisicas, no es solo una manipulacion de lo
cuantitativo, ni una actuacion instrumental desde el exterior de la fisica ( como
podria ser la estadistica), diriamos que son la parte mas sofisticada del lenguaje
matematico en el sentido que atribuyd Galileo en su famosa frase (ya citada)”..el
libro de la naturaleza esta escrito en lenguaje matematico..”

Un segundo papel de las funciones seria el de nacleo de las leyes fisicas. En
efecto las relaciones fundamentales entre magnitudes fisicas que manifiestan leyes de
la naturaleza, se expresan formalmente mediante funciones, a las que légicamente
hay que afiadir los supuestos o hipétesis adecuadas. Este cometido de las funciones
( contenido en el anterior, el lenguaje), iria mas alla, en el sentido de la afirmacion
de Poincaré,”...Todas las leyes se extraen de la experiencia, pero, para enunciarlas,
se precisa de una lengua especial; el lenguaje ordinario es demasiado pobre, y es
ademas demasiado vago, para expresar relaciones tan delicadas, tan ricas y tan

precisas..”(Poincaré H. 1910).
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Los ejemplos de esta situacidn son extraordinariamente abundantes, abarcarian
desde las leyes del movimiento, la dinamica de Newton, las leyes del
electromagnetismo..., etc.

El tercer papel de las funciones lo podemos definir como soporte de la
relacion de constitucion, que la matematica establece con la fisica y que estudiamos
en el capitulo 1. En efecto, esta relacion estaba caracterizada por el polimorfismo
matematico de la fisica, la plurivalencia fisica de las matematicas y por el caracter
continuo y derivable de los procesos fisicos, susceptible de ser representado
correctamente por el analisis matematico.

Este Gltimo aspecto ha sido tratado en las paginas anteriores y no hay que
insistir en el papel central de las funciones. En cuanto a las dos primeras
caracteristicas mencionadas, recordemos que estaban basadas en los diferentes
modelos matematicos de un mismo proceso fisico (polimorfismo), modelos en los
gue con mayor o menor grado de complejidad intervienen de forma esencial las
funciones; y en relacion a la plurivalencia fisica de las matematicas, cabe subrayar la
necesidad de las funciones y sus derivadas en la construccion de cualquier modelo
plurivalente para diversos procesos fisicos. De este modo las funciones se

constituyen en el soporte fundamental de la relacion Matematica.-Fisica.

2.2.b Las funciones y los paradigmas de la fisica clasica. El analisis con funciones
desempefia un cierto protagonismo en la conformacion de los paradigmas ( en el
sentido de Kuhn), de la fisica clasica (Kuhn T. S. 1962, ed. esp. 1977). Un
paradigma estaria constituido por los supuestos tedricos generales, las leyes y las
técnicas para su aplicacion. La ciencia normal articulard y desarrollara el paradigma
en su empefio por explicar y acomodar algunos aspectos del comportamiento del

mundo fisico real, tal y como se revelan a través de la investigacion.
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Podemos considerar las leyes del movimiento de Newton como parte del
paradigma newtoniano y las ecuaciones de Maxwell formarian parte del paradigma
que constituye la teoria electromagnética clasica. En la medida en que las funciones
expresan formalmente tales ecuaciones y leyes, reside su protagonismo en la

conformacién del paradigma.

En éste sentido, tanto la ecuacion fundamental de la dindmica Newtoniana,

. . d 7 :
expresada mediante las ecuaciones de Lagrange: —p, = ——L; (que nos dicen que

dt ™' A

la derivada o variacion temporal de los momentos conjugados p, es igual a la
derivada parcial respecto de la coordenada generalizada g, de la funcién de
Lagrange L o Lagrangiana, definida como la diferencia entre las energias cinética y

potencial del sistema cuyo movimiento se estudia); como las ecuaciones de Maxwell:

zD +£D +£D = Ley de Gauss
d( X @ y & z p y
ﬁB +£B +£B =0 Expresa la no-existencia de polos magnéticos
0/3( X @/ y O»-Z z p p g
aislados
oB . . .
VxE +E =0 Ley de induccidn electromagnética de Faraday
oD N
VxH " J Ley circuital de Ampere

donde las funciones vectoriales (dependientes, en general, de las coordenadas
espaciales y del tiempo): D, B, E, H y J representan respectivamente, al
desplazamiento eléctrico, a la induccion magnética, al campo eléctrico, al campo
magnético y a la densidad de corriente eléctrica; se podria decir que estan formuladas
sobre la base de funciones de varias variables continuas y derivables y son el

producto de una reformulacion de los paradigmas originales.
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Matematicos como Bernouilli, Euler, Lagrange, Laplace y Gauss, en los
ultimos afios del siglo XVIII y comienzos del XIX, y mas tarde otros como
Hamilton y Jacobi se ocuparon en problemas destinados a mejorar la conexion entre
los paradigmas de la fisica clésica y la naturaleza. Elaboraron desarrollos
matematicos necesarios para aplicaciones que sélo implicitamente se encontraban en
los Principia de Newton. De este modo se produce una reformulacion de los

planteamientos anteriores, equivalente, pero mas general y a la vez mas eficaz.

Las consideraciones anteriores nos permiten un nuevo enfoque sobre dos de
las caracteristicas ( ya estudiadas), que definen la relacién entre matematica y fisica.
Nos referiremos en primer lugar al polimorfismo matematico de la fisica. Como
sabemos, esta propiedad consiste en la capacidad de un fenémeno o ley fisica de
admitir diferentes formalizaciones matematicas. A la luz de lo visto en esta seccion,
se puede apreciar que tales matematizaciones no serian otra cosa que las sucesivas
reformulaciones de los paradigmas originales, en un proceso histérico, cada una de
ellas mas general y mas eficaz en las aplicaciones. Los ejemplos considerados, en el
capitulo primero y anteriormente sobre la dindmica newtoniana y el

electromagnetismo clasico, ilustran suficientemente la cuestion.

La segunda caracteristica de la relacibn matematica-fisica, que consideramos
de nuevo es la, que podemos llamar, fidelidad del ajuste del andlisis de funciones
para la representacion de las leyes y fenomenos fisicos, basada en la continuidad y

derivabilidad de tales funciones.
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La elaboracion, por parte de los fisicos y matematicos mencionados, de las
nuevas reformulaciones formales, de los nuevos desarrollos de los paradigmas
clasicos se realizaron “ pegandose al terreno”, buscando las formas adecuadas a los
fendmenos que se querian representar (fendbmenos que en su esencia tenian las
propiedades de continuidad y derivabilidad). Como sefiala Khun ““..Los Bernouilli,
Euler, Lagrange, Laplace, y Gauss realizaron todos ellos parte de sus trabajos mas
brillantes en problemas destinados a mejorar la concordancia entre el paradigma
de Newton y la naturaleza.” ( Kuhn T. S. 1962, ed. esp. 1977). Esta cita ilustra de
modo conveniente sobre el desarrollo intimamente ligado de los contenidos fisicos y
el formalismo matematico que tuvo lugar; el estrecho paralelismo que se di6 en el
estudio de la matematica y la fisica clasica. De modo que la especial adecuacion del
anélisis matematico a la descripcion de la fisica no es una caracteristica ligada sélo a
la naturaleza de los procesos fisico-naturales, sino que tiene mucho que ver con la

génesis de este cuerpo de la matematica.
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CAPITULO TERCERO. MODELOS ECONOMICOS Y CALCULO
DIFERENCIAL

En este capitulo se continuara con el estudio de las condiciones y
consecuencias que rodean la inclusion de los instrumentos matematicos propios del
analisis de funciones en los modelos econémicos, considerando algunos casos
paradigmaticos. En particular se consideraran la funcién de utilidad, la existencia de
funciones de demanda y algunas cuestiones en torno a la estabilidad del equilibrio y
el calculo diferencial. Dedicaremos el proximo capitulo al estudio de la funcion de
produccion neoclasica y de las condiciones que la envuelven, bajo la Optica de la

utilizacion del calculo infinitesimal.

1. MODELOS ECONOMICOS Y CALCULO DIFERENCIAL

1.1. Las funciones y los modelos econémicos. Consideramos el concepto de modelo
econémico en sentido amplio, como una representacion simplificada mediante una
formulacién matematica de un cierto conjunto de relaciones econdémicas (Sampedro
J. L. 1959). Los modelos han de tratar de representar un fenémeno econémico real
mediante un conjunto de relaciones, y lo han de hacer en términos matematicos. El
modelo puede describir una teoria (modelo de equilibrio general, por ejemplo) o
bien un grupo de relaciones mas simple, o una parte de la teoria en cuestion
(estabilidad del equilibrio), en cualquier caso serian modelos descriptivos o
explicativos en la medida en que pretenden representar la realidad.

Las funciones y en general el anélisis infinitesimal desempefian un papel
primordial en la formulaciéon de éstos modelos ( no asi en los disefiados para la
contrastacion empirica de una teoria econémica, que serian modelos econométricos),
bien por la definicion de ciertos conceptos econdmicos en forma funcional
( funciones de utilidad, de produccion, de exceso de demanda...), bien por la
utilizacion de la derivada de tales funciones para definir y expresar los conceptos

marginales (utilidad marginal, productividad marginal...).
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Ademas de lo anterior, en los modelos dindmicos, es decir aquellos que
representan fendmenos cuyo comportamiento temporal viene descrito  por
ecuaciones funcionales (cuya incognita es una funcion) y en los que las variables
econdémicas dependen del tiempo, se plantea la cuestién de encontrar dicha funcion
desconocida que satisfaga la ecuacion funcional idénticamente; por ejemplo, el
modelo agregado de crecimiento neoclésico de Solow ( 1956 ) . Nos encontramos
ante el problema de la existencia, continuidad y derivabilidad de estas funciones,
cuestion que estudiaremos en los siguientes apartados.

1.2. La controversia sobre el realismo de los supuestos. Una importante
discusion metodologica en economia se origina en torno al problema del realismo de
los supuestos de los modelos y teorias. Es decir, sobre la necesidad o el grado de
realismo exigible a los supuestos e hipdtesis que conducen a la representacion
matematica ( o por medio de otros instrumentos) de una teoria. Consideramos
relevante para nuestro estudio realizar una reflexion sobre esta significativa
polémica. La discusion se puede interpretar, en gran medida, como un
enfrentamiento entre los partidarios del método deductivo y los que lo repudian,
asumiendo alguna forma de induccion l6gica o estadistica, basada en la contrastacion
empirica.

El argumento sobre la falta de realismo de las hipdtesis de la teoria neoclésica
se remonta a los comentarios realizados en 1901 por Henri Poincaré a Walras, sobre
la medida de la utilidad (cit. por Jaffe, W.1977); aunque se puede considerar que la
controversia adquiere con Robbins unos caracteres mas definidos al plantear:
“..cuando se ha comprendido la naturaleza de los postulados béasicos de la teoria del
valor o de la produccion o de la teoria dinamica, no caben extensas disputas sobre
su realismo..basta con enunciarlos para reconocerlos como obvios.” ( Robbins, L.

1932, edicion en castellano 1944, pag 79).
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Esta postura es objetada por Hutchison, para quien los postulados o supuestos
en que se basa la teoria econdémica ortodoxa, por no haber sido verificados ni
verificables, son poco realistas y por tanto el sistema tedrico (hipotético deductivo),
construido sobre tales supuestos irreales es condenable ( Hutchison, T. W. 1960).

La polémica adquiere una mayor dimension con la publicacion de la obra de
Friedman La metodologia de la economia positiva ( 1953), donde el representante
mas notable de la escuela de Chicago, sostiene que las teorias son abstracciones ',
por lo tanto, no pueden juzgarse en funcion del realismo de sus supuestos; una teoria
econdmica sélo podria evaluarse en funcién de la exactitud de sus predicciones, “ Se
supone que las hipdtesis...poseen supuestos y que la conformidad de tales supuestos
con la realidad es la prueba de la validez de las hipdtesis...Esta opinion,
ampliamente defendida, estd fundamentalmente equivocada y es origen de muchos
errores.” (Friedman, M. 1953, traduccion espafiola 1958, pag 367).

En definitiva, el pensamiento de Friedman va en la direccion de que no es
necesario plantearse si los supuestos en se basa la teoria econdémica son realistas o
no. La validez de una teoria vendria dada por el grado de precision de las
predicciones que de la misma se obtengan. Machlup va ain mas lejos, en la misma
linea, al sefialar que la verificacion de las hipotesis fundamentales de una teoria no es
precisa, ya que incluso los supuestos béasicos de la fisica no exigen dicha
verificacion, llegando a afirmar que las tres leyes de la dinamica de Newton son
postulados o reglas de procedimiento en los que no es posible, ni se exige, una
comprobacion experimental ( Machlup, F. 1955, traduccion espafiola 1958, pag.
412). En definitiva Machlup sostuvo, de manera convenientemente pragmatica, que
aun cuando los supuestos fundamentales de una teoria fueran falsos, esta no deberia
considerarse desacreditada mientras una nueva no la desplace. Mientras tanto, los

falsos supuestos pueden ser aceptados como postulados heuristicos.
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Samuelson discrepa de estas opiniones, al plantear que los supuestos de una
teoria econdémica, dicha teoria y las consecuencias implicadas por la misma (o que se
deducen de ella) constituyen un todo integrado; de modo que si los supuestos son
realistas, la teoria y sus implicaciones exhibiran el mismo grado de realismo, o0 bien
el sistema formado por el conjunto sera I6gicamente incoherente ( Samuelson, P. A.
1963).

En el mismo orden de ideas, Gunnar Myrdal al estudiar las causas de los
desequilibrios economicos y los origenes de la pobreza en las regiones menos
desarrolladas, constata las insuficiencias de la teoria economica del desarrollo, y
considera que lo inadecuado del enfoque teérico que hemos heredado radica en los
supuestos, carentes de realismo, en que se ha basado la teoria. En este sentido,
reclama que como condicion previa y exigible a la elaboracion de politicas
econdémicas operativas, con el apoyo de la teoria econdémica, es preciso que los
supuestos sobre los que esta se construya sean realistas. ( Myrdal, G. 1964)

Se podria considerar que esta polémica esta motivada, al menos en parte, por la
ambiguedad del concepto de supuesto, aunque creemos que al margen de la misma lo
esencial del debate permanece. Asi el profesor L. A. Rojo distingue hasta cuatro
tipos de supuestos diferentes: a) Los supuestos de motivacion. b) Los supuestos que
afirman regularidades en la realidad econOmica. c) Supuestos sobre factores
constantes. d) Supuestos especificadores del espacio social sobre el que se propone
la teoria.

En una posicion que se podria considerar ecléctica, Rojo opina que a los
supuestos que expresan regularidades en la realidad econémica ( que consideramos
susceptibles de formulacion matematica), se les debe exigir la contrastacion

empirica; asi como también a los del tercer y cuarto tipo ( Rojo, L. A. 1970).
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No termina con esta breve exposicion la discusion en torno a la necesidad de
incrementar el realismo de las teorias econdmicas y de sus supuestos basicos.
Creemos que existen fundadas razones para considerar esta falta de realismo como
una de las principales causas de la incapacidad de la teoria para afrontar con éxito
los problemas 'y las crisis de la economia, recientes y pasadas.

A ello parece referirse Keynes cuando en el prefacio de su Teoria General
sefiala: “...si la economia ortodoxa esta en desgracia, la razon debe buscarse no en
la superestructura, que ha sido elaborada con gran cuidado por lo que respecta a su
consistencia ldgica, sino en la falta de claridad y generalidad de sus premisas.”
( Keynes, J.M. 1936, edicion en castellano 1943, pag. 9) Mas adelante, en el
capitulo primero de la citada obra insiste: “...Las caracteristicas ....no son las de la
sociedad econdmica en que hoy vivimos, razon por la que sus ensefianzas engafian y

son desastrosas si intentamos aplicarlas a los hechos reales.”” ( pag. 15 op. cit.)

1.3. Los supuestos de naturaleza matematica en los modelos econdémicos.
Entendemos que los supuestos de una teoria econdmica se deben formular a partir de
la observacion del proceso econdmico real; serian los resultados de la induccién
basados en la evidencia empirica disponible, conjeturas acerca de la realidad
econdémica basadas en la informacion y el examen de la misma. En este sentido,
consideramos supuestos de naturaleza matematica aquellas observaciones vy
conjeturas sobre la realidad econdémica, formuladas en términos del andlisis de
funciones o del calculo infinitesimal, que incluirian tanto los supuestos sobre dicha
realidad, precisos para hacer viable la formulacién inicial ( por ejemplo, supuestos
sobre continuidad de una funcién), como aquellos otros incorporados en el proceso
de construccion del edificio matemético que constituye el modelo completo de la

teoria en cuestion.
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Consideramos que en el proceso de elaboracion de tales modelos se suele
forzar la realidad de los procesos economicos para adecuarla o adaptarla a las
exigencias formales del analisis matematico. Al forzar la realidad para adaptarla a
tales exigencias, creemos que se podria incurrir en una notable ausencia de realismo
en los supuestos asi construidos o incorporados.

Pensamos que esto puede ocurrir en la propia definicion de algunas
funciones, en su continuidad, su derivabilidad, en la existencia de funciones
solucion de ecuaciones diferenciales en algunos modelos que las incluyen, y en el
conjunto de relaciones basadas en los conceptos anteriores.

Las consecuencias para las teorias, que se derivarian de esta ausencia de
realismo de los supuestos (que hemos denominado) de naturaleza matematica,
creemos que no serian desdefiables en ningun caso, pudiendo llegar al extremo de
desvirtuarlas en gran medida, y no hacerlas aceptables. Es pertinente a este respecto
citar la opinion de Leontieff, que critica esta forma de economia matematica “....por
levantar una superestructura ostentosa sobre unas débiles bases empiricas e
hip6tesis o supuestos no comprobados y, de esta manera, perdiendo el contacto con
el mundo real. * ( Leontieff, W. 1971)

1.4. Existencia, continuidad y derivabilidad de las funciones en la teoria
econdémica. Las funciones de una o varias variables definidas y utilizadas en los
modelos economicos han de estar definidas en el correspondiente subconjunto de R
o de R", han de ser continuas y han de existir las derivadas de una variable o las
derivadas parciales y diferenciales, si se trata de funciones de varias variables. Todo
ello si se pretende que las hip6tesis y supuestos expresados mediante tales funciones,
reflejen la realidad econdémica que el modelo en el que estan incluidas pretende

describir.
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Las variables: precio de un conjunto de bienes, cantidades ofrecidas o
demandadas de dichos bienes o servicios, factores productivos capital y trabajo,
producto..., no se caracterizan por ser divisibles en magnitudes infinitamente
pequefias (en mayor o menor medida cambiarian su cualidad o significado
economico), asimilables a infinitésimos y tampoco serian susceptibles de formar
conjuntos continuos de nameros reales, con las propiedades ( ya consideradas en el
estudio de las variables fisicas) de ordenacion y complitud. La ausencia de esta
cualidad, dificulta o hace imposible la definicion rigurosa, en conjuntos formados
por valores de dichas variables, de funciones de una o varias variables reales.

Admitiendo que se pudiese definir una trasformacion inyectiva o univoca de un
conjunto de valores reales de una o varias variables (dominio), en otro conjunto que
seria el recorrido de esta funcidn, nos encontrariamos con el problema de su
continuidad.

En la seccion 11.1.2, se caracterizaba la continuidad de una funcién en un punto
como el hecho de que a un incremento infinitesimal de la variable independiente,
corresponda un incremento infinitesimal de la funcion. En términos mas rigurosos, 1o
anterior implica que existe o estd definida la funcion en cada punto del dominio, que
existe el limite en el mismo, y que ambos, valor de definicion y limite coinciden.
Pues bien, parece poco ajustado a la realidad de muchos procesos econémicos que
las variables se puedan considerar que cambian 0 se mueven en términos
infinitesimales ( pensemos en una funcion de produccién F(k,1), dependiente de las
variables capital y trabajo, o una funcion de utilidad U (x;, x,,...x,) dependiente de
las cantidades consumidas de distintos bienes ). Es razonable preguntarse que sentido
econdémico pueden tener incrementos infinitesimales de capital o de trabajo,
variables que cambiarian su cualidad o significado al ser infinitamente divididas, o
de cantidades consumidas de distintos bienes. No parece tener mucha concordancia

con la realidad la consideracién como continuas de tales funciones.

108



Las funciones, de una o varias variables, representativas de relaciones entre
magnitudes econOmicas, serdn derivables (para cada variable, consideradas las
demas constantes), si existe en cada punto del conjunto que se considere, el limite
del cociente de los incrementos de la funcion y de la variable estimada, cuando el
valor de ésta se hace infinitamente pequefio. En realidad sabemos que tal limite mide
la proporcién con la que varia la funcion al cambiar la variable en términos
infinitesimales. La existencia de esta variacion unitaria e infinitesimal que es la
derivada, exige ademas, la continuidad de la funcién.

Esta situacion afectaria, en particular, a los conceptos marginales definidos
mediante derivadas simples o parciales Se podria afirmar que este fundamental
concepto fisico, la derivada, ha sido adoptado por la teoria econdmica sin
demasiados escrupulos.

Conceptos como productividad marginal de los factores productivos capital y

trabajo: Z—E%—T o utilidad marginal de un bien Z—U han sido definidos mediante
X.

derivadas parciales de funciones de dudosa existencia y continuidad:

F(k1+A)-F(k1) _oF

PM, = limite,, , A 3

,  productividad marginal del

trabajo, o bien

U (X X5+ A% X)) =U (XX X,) — OU
AX;—0 AX. OX: ’

UM, = limite utilidad

marginal del bien x;, siendo F(k,lI)y U(x,,...X,) funciones de producciony de

utilidad respectivamente.
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De nuevo habria que subrayar la falta de realismo o de acercamiento a la
realidad de los procesos econdémicos, que subyace bajo la consideracion como
derivables de tales funciones. De modo parecido, la existencia de la diferencial de
alguna funcion de varias variables de significado econémico exige (como vimos en
la seccion 11.1.3), la continuidad de todas las derivadas parciales de dicha funcién, no
solo su existencia, lo cual hace ain mas problematico la consideracion rigurosa de

éste concepto en la teoria econdmica.
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2. ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA UTILIZACION DEL CALCULO
DIFERENCIAL EN LA TEORIA ECONOMICA

En esta seccion tratamos de describir como el uso del analisis matematico en la
teoria econdmica, contribuye de modo substancial a la formulacion de diversas
relaciones de capital importancia en dicha teoria. Algunas de estas relaciones podrian
ser obtenidas por procedimientos mas elementales ( generalmente de carécter
grafico), pero que suponen al menos, la existencia de la funcion cuya curva se
considera ( curvas de indiferencia, isocuantas...) y de tangentes a la misma en cada

punto, lo que implicitamente implica la existencia de derivadas.

2.1. La funcion de utilidad y el comportamiento del consumidor. Se considera
que el comportamiento del consumidor puede tratarse como si su motivacion fuese la
maximizacion de una funcion de utilidad U(x,y) para cantidades x e y de dos
bienes (el razonamiento se podria extender a n), limitado por una restriccion

presupuestaria dada por la ecuacion: p,x+p,y=M, siendo p,y p,

respectivamente, los precios de los bienes. Las condiciones necesarias de méaxima
utilidad pueden ser obtenidas mediante el método de los multiplicadores de
Lagrange ( seccion 1.5 del cap.ll). Consideremos para ello la funcion auxiliar:

F(x,y)=U(X,y)+A(p, X+ p,y—M), a la que aplicamos las condiciones precisas

de extremo: oF _F_ 0, obteniendo las ecuaciones: u +Ap, =0
ox oy OX
% +4p, =0.
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Eliminando el coeficiente A entre ambas ecuaciones llegamos a la relacién que

expresa la condicidén necesaria para que el individuo obtenga, segun el analisis

ou U
neoclésico, su méaxima utilidad : X _ ﬂ, 0 bien:
Pr Py
um,6 UM, : - . . ]
=——=, es decir: las utilidades marginales de las diferentes mercancias
Py Py

ponderadas por sus precios han de ser iguales entre si.

En la obtencién de esta relacién se ha aceptado la existencia, continuidad y
derivabilidad de la funcion de utilidad, que junto con las condiciones de extremos
condicionados para funciones de varias variables y el uso del método de los
multiplicadores de Lagrange, permite la expresion de la citada relacion con el
supuesto rigor del razonamiento matematico. Es de sefialar la artificiosidad del
concepto matematico de utilidad marginal de un bien ( derivada parcial de U
respecto de la cantidad del mismo), como incremento unitario de la satisfaccion
vinculada al consumo adicional de una cantidad infinitesimal de dicho bien,
manteniendo constante el de los demas. Ademéas, como menciona Blaug en su
Economic Theory in retrospect (1985), en referencia al concepto econdémico de
utilidad marginal en la obra de Jevons ( The theory of political economy 1871), “...1a
utilidad marginal no es la derivada de la utilidad con respecto a la cantidad , sino

el incremento diferencial de la utilidad” (pag, 426).
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Es decir, ademas del caracter artificioso que hemos atribuido al concepto de
utilidad y de la supuesta capacidad de tal funcion para ser derivable, consideramos
que no esta bien definido diferencialmente el concepto de utilidad marginal, pues se

U(x+Ax)-U(x)

deberia distinguir entre: UM, =lim n
X

, expresion de la utilidad

x—0

marginal en forma de derivada y [U(x+Ax)-U(x)], incremento de utilidad

incorporado al consumo de la Gltima unidad de un bien. Continta Blaug: *“ El grado
final de utilidad de Jevons es nuestra utilidad marginal dividida por el incremento
marginal....como si se tratara de la utilidad de la unidad marginal, esto puede dar
lugar a errores, la utilidad marginal de la Gltima unidad es la utilidad de cada
unidad, puesto que cualquiera de ellas puede ser la dltima™ ( Blaug, 1985 pag. 426).
También Stigler (1956), sefiala problemas metodoldgicos - en Jevons- al utilizar el
calculo diferencial. A lo anterior habria que afiadir la confusién que se produce a
veces, como explica Bunge (1982), entre conceptos econdmicos, entre ellos la
utilidad, y las variables matematicas mediante las cuales son representados. Esto

ultimo seria extensible a otras nociones de la teoria econdmica.

2.2. La existencia de las funciones de demanda. Vamos a considerar en este
apartado las condiciones matematicas que rodean el proceso de obtencion de las
funciones de demanda del consumidor, en el marco del analisis neoclasico (segun el
enfoque de Samuelson, 1947 y de Hicks, 1946). Con ello se pretende subrayar la
debilidad de los supuestos en que se basa la existencia de tales funciones; sobre las
cuales descansa, en gran medida, la coherencia de las formulaciones de la teoria del

equilibrio neoclasica.
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Se parte de la suposicion de cada el consumidor individual tiene asociada una
funcién de utilidad dependiente de las cantidades consumidas de n bienes, que se
puede derivar dos veces; ademas dicha funcion podra ser maximizada con la
condicién impuesta por su ecuacion de balance ( restriccion presupuestaria). En

efecto se considera que el j-ésimo consumidor, estard caracterizado por una funcion

de utilidad: u’(x,,..x,)y un ingreso M, y tratard de escoger las cantidades de

mercancias. X, ..., X, , tales que u’(x,....x,) >u’(x,,..x,), para toda coleccion

n

de x,,...,X, que satisfaga la ecuacion: x, p, + X, p, +...+ X, p, = M. Para la obtencion

del maximo de la funcién de utilidad, se generalizara el procedimiento del apartado
anterior para n-variables.

Si construimos la funcion de Lagrange para este caso (suprimiendo el superindice
J), tendremos para cada consumidor:

L =u(X;, Xy, X)) + A(X, Py + X, P,... + X, P, — M) ; siendo las condiciones

necesarias de maximo: L, = aL =0; o =0; (i=12,...,n); las condiciones
oX, oA
L, L,.. L, n
. . . o n |—21 Lzz--- LG r
suficientes vienen dadas por la relacion: (-1) >0,
L, L,.. L, r
r r.. r, O

significando L;; las derivadas parciales de segundo orden de la funcion de Lagrange,
y r, las derivadas de la funcion restriccion presupuestaria:

ull u12"' uln pl

Uy Upe Uy P
r=(X,Py+X,P, +..t X, P, —M); en nuestro caso: (-1)"| * ~# an P2
Uy Upee Uy P,

pl p2 pn 0

>0
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Las condiciones de primer orden ( necesarias), constituyen el siguiente sistema

QU(Xy.e-1X,)
OX:

de ecuaciones: +Ap, =0; =u, (X, X, )+ 4Ap, =0, (i=12,....,n)

X Py +X,p, +.e. X, p,—M =0.

Este sistema de n+1 ecuaciones junto con la condicion suficiente, adaptada a
nuestra funcion de Lagrange posibilitan la aplicacion del teorema de la funcién
implicita, lo cual permitira la existencia de funciones en las que las cantidades
demandadas se hallen expresadas en dependencia de los precios y del ingreso del
consumidor; estas serian las funciones de demanda buscadas. El teorema exige que
las funciones de partida u,(x,,..,x,) tengan derivadas parciales continuas en todas
sus variables, lo cual fue un fuerte supuesto inicial que exigimos a las funciones de
utilidad de cada consumidor.

Asimismo el teorema de la funcion implicita nos requiere que el determinante
de orden n+1 formado por las derivadas de las funciones explicitas ( u, y r), sea

distinto de cero en el punto considerado. En efecto, si el consumidor se encuentra en

una situacion en la que maximiza la utilidad, en el punto caracterizado por las
cantidades (x,,X,,...,X,)se verificara dentro de las condiciones de segundo orden

(suficientes), el segundo requisito del teorema considerado:

ull u12"' uln pl
u21 u22"' l'IZn p2
un1 un2"' unn pn

#0.
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Entonces, en un entorno suficientemente pequefio del punto de maximizacion
de la utilidad, se verificard el mismo y existira por tanto una coleccion de funciones
o funcion vectorial:

X, =h(p;, PoseuP,M)  1=12,...,0

2 =hy(Py, PPy M)

que constituiran formalmente las funciones de demanda del consumidor.

Consideramos que la consistencia matematica del proceso seguido y la solidez
de la conclusidon, nada menos que la existencia de funciones de demanda, depende de
una serie de supuestos de muy dudosa cercania con la realidad del proceso
econdmico. Se parte de la existencia de funciones de utilidad para cada consumidor.
Se supone asimismo que son continuas y derivables dos veces, con derivadas
continuas, respecto de cada variable. Se utiliza en el proceso de busqueda de la
funcion de demanda el método de los  multiplicadores de Lagrange y las
condiciones asociadas a sus criterios de maximizacion de la utilidad. La coherencia
del proceso seguido descansa, en gran medida, en la existencia de un punto en el cual
la funcion utilidad es maxima.

Si este punto de méaxima utilidad existe, entonces tiene (al menos formalmente)
sentido el proceso de obtencion de la funcion implicita, dado que el cumplimiento
de las hipdtesis del teorema se basa en la observancia de las condiciones de primer
y segundo orden (necesarias y suficientes) para la obtencion de extremos
condicionados.

Pero estas condiciones, a su vez, estdn sustentadas sobre los supuestos
matematicos iniciales, tan ausentes de realismo, ya mencionados: existencia

continuidad y doble derivabilidad de la funcion de utilidad.
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Habria que afiadir, por ultimo, algunas consideraciones sobre los trabajos de H.
Sonnenschein (1972 y 1973), de R. Mantel (1974) y de G. Debreu (1974), con
relacion a la existencia de funciones de exceso de demanda agregada de una
economia. El tema comin de estos trabajos se podria sintetizar en los siguientes
términos; sabiendo que las funciones de exceso de demanda agregadas son continuas,
homogéneas de grado cero y que cumplen la ley de Walras ( Para cualquier eleccién

del vector de precios p, las funciones exceso de demanda z; han de satisfacer la

siguiente igualdad: Zpizi =0); el problema radica en demostrar el resultado
i=0

reciproco, es decir funciones arbitrarias continuas y homogéneas y que verifican
dicha ley, podian ser consideradas funciones exceso de demanda de alguna
economia, en las que esas funciones se dedujeran de los comportamientos
habitualmente aceptados para consumidores y productores.

H. Sonnenschein muestra la posibilidad de que cualquier funcion continua y
con derivada continua, en el dominio de definicion de los precios relativos, pueda
representar la funcion de exceso de demanda de alguna economia. Rof Mantel
(1974), respondio con una elegante prueba a la conjetura de Sonnenschein, que en
sus propias palabras significd: “..el dltimo paso que faltaba para que el teorema de
Uzawa permitiera concluir que el problema matematico de Kakutani y el econémico
de Walras son equivalentes desde el punto de vista puramente I6gico” (Mantel
1985). Las consecuencias de estos trabajos son muy significativas: la consistencia
del modelo walrasiano es un resultado necesario de la equivalencia logica entre el
modelo de equilibrio general de Walras y los teoremas de punto fijo. La teoria de
Walras del equilibrio general- fundada a partir de datos basicos sobre preferencias,
dotaciones y tecnologias- resulta ser de naturaleza mas matematica que

econémica.
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La demostracién de Mantel superé a la de Sonnenschein porque no se
restringio0 a formas polinébmicas en los precios, utilizando, en cambio,
especificaciones que se desviaban poco de funciones convexas. Posteriormente
Debreu, en el marco de los resultados anteriores, destacd la imposibilidad de
demostrar que el equilibrio econdmico general fuese Unico y estable, a menos que se
recurra a hipotesis extremadamente restrictivas y muy alejadas de la realidad;
resultado al que algunos autores se refieren como “ Sonnenschein-Mantel-Debreu
Theorem ” (por ejemplo Mas-Colell, Whinston, y Green 1995).

Los sofisticados procedimientos matematicos que sostienen los trabajos
anteriores, con un elevado grado de abstraccion, tienen, sin embargo, una notable
dependencia del célculo diferencial. Los supuestos sobre continuidad, derivacion,
derivada continua etc., de las funciones de exceso de demanda, tan discutibles en su
vinculacion con la realidad econémica como en casos anteriores, son parte
fundamental de los desarrollos formales y condicionan en mayor o menor medida

los resultados.

2.3. El Equilibrio neoclasico y el Calculo diferencial.

a) Existencia. Si bien el estudio de la existencia del equilibrio en el analisis
neoclasico se pudo sustraer del célculo ( analisis topoldgico a lo Arrow-Debreu, ya
considerado en el cap. 1), los estudios mas recientes sobre la teoria del equilibrio han
supuesto un retorno al uso del andlisis matematico infinitesimal, junto con otras
sofisticadas herramientas. Es de destacar, en este ambito, la obra de Mas-Colell
(1985 y 1995 especialmente), quien ha utilizado el calculo diferencial para explorar
las condiciones precisas para la existencia de equilibrio en una gran variedad de

contextos.
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Estos nuevos desarrollos emplean la llamada funcion exceso de utilidad, en
lugar de la funcion exceso de demanda, que no es posible definir en todos los casos.
El origen de la funcion exceso de utilidad como instrumento para obtener equilibrios
walrasianos se remonta a Negishi (1960), aunque la mayor difusion de este concepto
es debida a los mencionados trabajos de Mas-Colell, en particular a The Theory of

General Economic Equilibrium: A Differentiable Approach (1985)

Esta Funcion Exceso de Utilidad se podria expresar del modo siguiente:
- ou; (X (1))

&(4) = Z

=1

(X; (A1) —w;), son los componentes de la funcion vectorial

exceso de utilidad : e(A1) = (e,(1),e,(4),...,e,(4)), que transforma un cierto dominio
de valores de A =(4,,4,,...,4,) € A, en el espacio real n-dimensional, e: A - R";
donde: 4, representa el peso del agente i en la economia, w; representa la dotacion

inicial del agente i en el bien j, y x;(4)es la cesta proveniente de la asignacion de

recursos x(A4) que maximiza la funcion de bienestar social W, (X) = Ziiui (x;) -
i=1

Todo ello para una economia de intercambio puro con un ndmero finito de
bienes | y de agentes n, cuyas preferencias vienen representadas por funciones de

utilidad u, concavas estrictamente crecientes y derivables con continuidad hasta el

segundo orden al menos. Hemos considerado pertinente incluir la definicion de la
funcion anterior para mostrar, aunque sea de modo somero, la presencia y doble
implicacion del andlisis diferencial en estos nuevos estudios de la teoria del
equilibrio. Doble implicacion en el sentido de exigencia de las hipdtesis de
continuidad y derivadas continuas a las funciones de utilidad, e inclusion en la propia
definicion de las derivadas parciales de tales funciones, es decir participacion del
calculo diferencial en el desarrollo de los procesos conducentes a la determinacion

de las condiciones de equilibrio.
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b) Estabilidad. El estudio de la estabilidad dindmica de las posiciones de equilibrio
se basa en un mecanismo de ajuste explicito, que dirige el modo en que los precios y
las cantidades demandadas y ofrecidas cambian a lo largo del tiempo, en respuesta a
una perturbacion del equilibrio.

Conceptualmente el problema de la estabilidad se concreta en conocer si la
trayectoria temporal de los precios resulta convergente o no hacia el equilibrio. En
un primer momento se distinguid entre estabilidad global y estabilidad local
( convergencia con condiciones iniciales suficientemente proximas al equilibrio).
Pero tal distincion deja de tener relevancia cuando se muestra que las conclusiones
mas interesantes sirven para ambos casos de estabilidad. En su esencial articulo: “
On the Stability of the Competitive Equilibrium, 11 ” Arrow, Block y Hurwicz
(1959), establecen algunos procedimientos premisas y resultados fundamentales, en
relacion con las condiciones de estabilidad del equilibrio general walrasiano. Una de
las premisas o supuestos que se consideran en este trabajo se refiere a la no exigencia
de diferenciabilidad de la funcién exceso de demanda agregada, bajo el supuesto de
sustituibilidad bruta en la forma de incrementos finitos.

La dificultad que entrafia el manejo de funciones de demanda agregada no
diferenciables ha llevado a afadir el supuesto adicional de diferenciabilidad para
tales funciones, aungue ello suponga restringir el objeto del estudio. En este contexto
mas limitado, se ha elaborado una demostracion sobre la existencia de estabilidad
bajo el ajuste de precios convencional, basada en las condiciones de minimo para una
funcién y utilizando, por tanto, el analisis diferencial ( ver por ejemplo, Segura J.

Analisis microecondémico, 1994).
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Otra aportacion relevante del trabajo de Arrow, Block y Hurwicz, fué la
aplicacion del segundo método de Lyapunov al estudio de la estabilidad del
equilibrio general, -ya considerada con algun detalle en el apartado 3.2.b del capitulo
primero- y que con la inclusion de la hipotesis de sustituibilidad bruta ( expresada en
términos de derivadas parciales) recordemos que consistia, basicamente, en la
definicién de la correspondiente funcién de Lyapunov, que ha de satisfacer las
hipdtesis de un determinado teorema, cuya verificacion implicard que el estado de
equilibrio vinculado es globalmente estable.

Las condiciones matematicas exigidas por la aplicacion del teorema tienen que

ver, basicamente, con la derivacion respecto del tiempo de la funcion de Lyapunov:

V(PyePy) =

ki(p.—pf)z, dependiente de los precios, ademas de la

n
i=1
consideracion del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

dp;.
dt

temporales (infinitesimales), de los precios con las correspondientes funciones de

=k,E;(p,, P,,--P,), que relacionan de modo proporcional las variaciones

exceso de demanda.

La condicion de estabilidad del equilibrio, expresada por el teorema : ?ﬂ_\t/ <0

exige, como vimos, que se verifique la sustituibilidad bruta, es decir:( ? >0 para
i

todo i, j;i # J). Es de destacar ( por su ausencia de realismo o de proximidad con los

procesos econdmicos reales) el uso de la derivada temporal de los precios, que en

rigor significa la variacion de los mismos en cada instante, y de la derivada de las

funciones de exceso de demanda (supuestas continuas) respecto de cada precio, cuya

existencia (de la derivada parcial), implicaria incrementos infinitesimales del

precio correspondiente.
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Si consideramos el enfoque de la estabilidad del equilibrio de Hicks (1946)
-que supuso una generalizacion del concepto de estabilidad estatica de Walras al
caso de multimercado- y segun el cual una posicion de equilibrio competitivo es
perfectamente estable ( o estable en el sentido de Hicks), si el exceso de demanda
para cualquier mercancia es negativo cuando su precio estd por encima del nivel de
equilibrio ( y positivo cuando su precio esta por debajo de su nivel de equilibrio);
también se hace uso del calculo infinitesimal, incorporando el concepto de
diferencial total de cada funcion de exceso de demanda ( lo que obliga a la
existencia de derivadas parciales continuas respecto de cada precio).

Hicks establecid las condiciones necesarias y suficientes, para la existencia de
la estabilidad perfecta, para el caso en las funciones de exceso de demanda sean
continuas y diferenciables. Este procedimiento vincula la estabilidad al estudio de

un sistema de ecuaciones diferenciales, cuya solucién dara la evolucion en el tiempo
de las desviaciones respecto del equilibrio: E(t) =(p, — p;), siendo p; los precios
de equilibrio. Las condiciones de estabilidad dindmica del equilibrio se pueden
indicar, en este enfoque, mediante lim, E(t) =0, expresion que manifiesta el

sentido tan diferente del tiempo ldégico ( el tiempo del analisis neoclasico) y el
tiempo histérico. En cualquier caso, de nuevo nos encontramos con supuestos poco
acordes con los fendmenos econdmicos reales.

Se puede observar como se da, en mayor o menor grado, una dependencia
formal del estudio riguroso de la existencia y estabilidad del equilibrio respecto del
calculo diferencial, no habiendo sido posible en algunos casos, soslayarlo.

A modo de conclusion de esta parte, cabria decir que pareciera como si se
definiesen funciones especificandolas solo cualitativamente; a tales funciones se les
atribuirian (de forma gratuita en muchos casos) las propiedades de existencia (buena
definicion), continuidad, derivabilidad...etc., que les permitirian la aplicacion de los
convenientes teoremas Yy de este modo obtener (de forma supuestamente precisa y

elegante), las conclusiones que previamente se buscaban.
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CAPITULO CUARTO. LA FUNCION DE PRODUCCION NEOCLASICA Y
EL PROGRESO TECNICO

En este capitulo se trata de analizar criticamente desde un enfoque formal
(pero sin duda ligado a los contenidos), basado en el estudio de su formulacion
diferencial, la coherencia de este importante concepto- la funcion de produccion-
uno de los pilares de la teoria econdmica neoclésica, y de su relacion con la

productividad, el cambio técnico y la distribucién de la renta.

1. LA FUNCION DE PRODUCCION Y EL CALCULO DIFERENCIAL.

1.1. Productividad marginal y distribucion del ingreso. En el ambito del analisis

neoclasico se considera la existencia de una funcion z = F(x;,X,,...X,)que nos

expresa la cantidad maxima de producto z, que se puede obtener de un conjunto de

factores productivos (X,...X,),para un nivel de tecnologia dado. El concepto de

funcién de produccidn se suele generalizar, sin excesivas dificultades en este ambito
tedrico, desde el plano microeconémico (empresa), al macroeconémico de toda una
economia.

Esta funcidn, que se define sobre un conjunto de variables, que son a su vez
cantidades fisicas concretas de factores productivos, se considera real, de varias
variables reales, continua y dos veces derivable ( con derivadas parciales de segundo
orden, incluyendo las cruzadas). Sobre estos supuestos o hipdtesis, tan discutibles, se
construyen propiedades y relaciones de capital importancia en el analisis neoclasico.
Samuelson, en sus Fundamentos del analisis econémico ( 1947), considera que no es
necesaria la continuidad de la funcién de produccion para la obtencion de las
principales relaciones vinculadas a la misma; en igual sentido argumenta Segura en
Funcion de produccion macrodistribucion y desarrollo (1969), basandose en el
anterior. Estudiaremos este aspecto con alguna profundidad mas adelante.

Nos interesa, ahora, observar como mediante la aplicacion de las técnicas del
analisis diferencial, sin especial preocupacion por el rigor de tal empleo, se alcanzan

resultados notables en el campo de la teoria econémica neoclasica.
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En efecto si recordamos el concepto de productividad marginal de un factor

oF . F (X, X + A% X, ) = F(X,0%.X,)

50 )
OX. = AX

como el incremento de

producto por unidad de factor, cuando la cantidad utilizada del mismo se incrementa
de forma infinitesimal, no podemos dejar de observar que para que la definicion
tenga sentido seria preciso que el factor en cuestién fuese infinitamente divisible y
su aplicacion al proceso productivo se pudiera dosificar en elementos
infinitesimales.

Pues bien, si obviamos las consideraciones anteriores y se admite que la
funcion de produccion F(l,k)es rigurosamente derivable, se podria aplicar el
método de los multiplicadores de Lagrange (ya utilizado con la funcion de utilidad),
para obtener el maximo de produccion para cantidades limitadas de factores
productivos. De modo que, para dos factores productivos capital y trabajo, la

correspondiente restriccion presupuestaria: p,I + p,k = A, y la funcion auxiliar:
V(I,k) =F(,k)+ A(p,l + p,.k — A) tendremos aplicando las condiciones necesarias

de extremo: g—v—ﬂzo, las ecuaciones: %—'I:wlp, =0, Z—Ewlpk =0.

k ol
Eliminando el coeficiente A4 entre ambas se obtiene la relacion que, segun el analisis

Ta_ T
PP

neoclasico, expresa la condicién de maxima produccion : 0 bien:
PM PM .. . .

—L =——%_ Las productividades marginales de los factores o servicios
P, Py

productivos ponderadas por sus precios seran iguales entre si.
La elegancia formal de la obtencion de esta relacion, como de otras similares,

estd vinculada a la aceptacion ciega de la existencia, continuidad y derivabilidad de

la funcién de produccion.
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Todavia méas importante, desde el punto de vista que nos ocupa, es la
determinacion de la distribucion de la renta entre trabajo y capital a partir de la
utilizacion de funciones homogéneas de primer grado, como representacion de la
funcién de produccién. Esta hipdtesis de homogeneidad lineal para tales funciones,
fue establecida por vez primera por Wicksteed en su Essay on the coordination of the
laws of distribution en 1894 (aunque generalmente se considera a a J. B. Clark en
1899, como el fundador de la teoria neoclésica de la distribucién de la renta);
hipdtesis que nos conduce a las siguientes conclusiones:

Si la funcién z =F(k,l) fuese homogénea de primer grado o linealmente
homogénea, F(rk,rl)=rz (lo que implica rendimientos constantes a escala)

verificaria el teorema de Euler (apartado 1.4 del capitulo I1), y se podria expresar:
oF oF :
Z= m K+ o I, o bien :z=PM, k+PM,I; el producto total se agota cuando

cada factor se paga segun su productividad marginal, o lo que es equivalente, la
remuneracién de los factores trabajo y capital y por tanto la distribucién de la renta,
viene dada por las respectivas productividades marginales. Un concepto de tan
escaso rigor como la productividad marginal determinaria nada menos que la
distribucion de la renta, que quedaria validada o justificada con toda la autoridad que
(supuestamente) le puede conferir el formalismo matematico (mal) utilizado. Desde
otros supuestos matematicos, Shaikh (1990) ha criticado la falta de correspondencia
con la realidad de las distribuciones del ingreso estimadas a partir de funciones de

produccion del tipo que consideramos (funciones agregadas de Cobb-Douglas).
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En resumen, hemos visto como la aceptacion de la existencia de derivadas
parciales de una funcién de produccion y por tanto de las productividades
marginales, nos lleva a dos relaciones de fundamental importancia en la teoria
neoclasica: igualdad de las productividades marginales ponderadas por los precios
de los factores, en el equilibrio productivo, y paralelismo entre las remuneraciones
de trabajo y de capital con las respectivas productividades marginales, si la funcion
se comporta adecuadamente. En lo siguiente se tratara de profundizar algo méas sobre
las caracteristicas de tales funciones y sus variables.

Sobre los contenidos econdmicos implicitos en estas consideraciones y su
relacion con la formalizacion matematica que reciben, escribe Pasinetti: “La teoria
de la productividad marginal no surgié de un examen de los problemas a los que
queria aplicarse: los problemas de la produccién. Vino artificialmente de una
ampliacion a estos problemas de un conjunto de herramientas analiticas ya hechas,
desarrolladas para propositos completamente diferentes... La misma funcion
convexa suavemente diferenciable- llamandola funcion de produccion en vez de
funcién de utilidad-consideraba las mismas derivadas parciales, llamadas ahora
productividades marginales en vez de utilidades marginales.... La produccion ( a
diferencia de la utilidad) debe ser mensurable, lo que implica que las
productividades marginales deben, de hecho, ser iguales ( y no solo
proporcionales) a los precios de los factores. Y dado que el producto neto total al
ser siempre apropiado por alguien puede también escribirse siempre como la suma
de las diversas cantidades de factores multiplicadas por los correspondientes
precios de los factores, las productividades marginales tienen que ser tales que se
podrian sustituir libremente por los precios de los factores sin afectar al
total......Existe un solo tipo de funcién matemética que da este resultado: una
funcion lineal y homogénea; por ello, se supuso que las funciones de produccion

eran lineales y homogéneas” ( Pasinetti L. L. 1981, pp. 29-30, edicion espafiola).
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1.2. La funcién de produccién y el andlisis diferencial. Consideremos de nuevo

una funcion de produccion dependiente de varios factores: z = F(X;,X,,...X,) . En el

marco del andlisis neoclasico se supone que se verifica:

1) Que todos los factores y el producto se pueden medir en términos fisicos, lo
que implica que son perfectamente ( infinitamente divisibles).

2) Que la funcidn es continua y , al menos, dos veces derivable. Ello asegura
que la sustituibilidad entre los factores es continua y que, por tanto, todos son
perfectamente maleables, se puede pasar de una intensidad de factores a otra.

3) Que tales derivadas parciales respecto de cada factor ( de primer y segundo

orden), verifican: F, >0, F, <0; i=1...n. Estas desigualdades indican que la
relacion marginal de transformacion técnica entre factores: RMT,, =—E es

continuamente decreciente.

4) Que es estrictamente concava, es decir que se verifican las siguientes

Fll F12 v Fln

H I:11 I:12 n . . o .
desigualdades: F, <0 ; >0 ; (D" . .. . .|<0. Esta

21 22

I:nl FnZ v F

nn

L ~ . . oF
condicion entrafia que las productividades marginales F =8_’ de todos los

factores, son positivas y decrecientes.

Consideramos que la validez de las anteriores propiedades econdmicas,
atribuidas a la funcion de produccion, esta ligada en gran medida a la formulacion
diferencial con la que se presentan y por tanto a la veracidad de las hipdtesis

matematicas que subyacen bajo tal enunciacion.
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Estas hipdtesis son evidentemente la existencia, continuidad y derivacion de
tales funciones. Consideramos que la hipotesis de continuidad de la funcion de
produccion para los valores de los factores productivos, y en particular para el capital
y el trabajo, es irreal tanto a nivel microeconémico como macroeconémico, debido a
la indivisibilidad de tales factores. Entendemos, asimismo, que desde el analisis
matematico la indivisibilidad anula las condiciones de derivabilidad de las funciones,

y en consecuencia, la posibilidad de determinar la productividades marginales.

La propia existencia de la funcion de produccién, como tal aplicacion uniforme
definida sobre un subconjunto de R", formado por infinitas colecciones de valores

(X, X%,,..X,)de los factores productivos que constituyan un conjunto continuo de

puntos en dicho espacio, consideramos que es discutible. Pero como hemos sefialado
arriba, es la indivisibilidad de las variables la que hace imposible que a un
incremento infinitesimal de los factores corresponda un incremento infinitesimal del
producto, o lo que es igual impide la continuidad de la funcion. Asimismo habria que
hacer notar, que esta falta de divisibilidad de los factores hace poco rigurosa la
consideracién de funciones homogéneas de primer grado (rendimientos constantes a
escala), de tan relevante importancia en el analisis neoclasico. A este respecto sefiala

Shumpeter, en su Historia del Anélisis econdémico, “....los partidarios de la
homogeneidad de primer orden reconocen sin excepcién el obstaculo que opone a
ésta la indivisibilidad o caracter macizo de algun factor o algunos factores, como la
gestion, las vias férreas, los trenes de laminacion. Factores asi no se pueden alterar
en cantidades pequefias......Seria absurdo negar la importancia de tales

indivisibilidades....”” (pagina 1131, edicion espafiola).
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Cabria afiadir, en lo que se refiere a la derivacion de estas funciones, que las
derivadas parciales respecto de cada variable ( productividades marginales) existirian,
de forma rigurosa, en la medida en que tuviese sentido y fuera calculable el limite del
cociente de los incrementos de la funcion y de la variable considerada, cuando el valor
de la misma se hace infinitamente pequefio (manteniéndose constantes el resto de las
variables). Como es evidente la existencia de esta variacion unitaria e infinitesimal,

que es la derivada, exige la continuidad de la funcién.

1.3. La funcion de produccion y la escuela de Cambridge. Naturalmente, aunque
se admitiese las hipotesis formales de continuidad y derivabilidad de la funcion de
produccion, ello no eximiria a la teoria neoclasica y al propio concepto de
productividad marginal de otro tipo de criticas con mucho mayor contenido
econdémico y con la que, consideramos, nuestro enfoque se halla relacionado en
alguna medida. Nos referimos a critica desarrollada en la universidad de Cambridge
en relacion con la teoria de la productividad marginal, ligada a la dificultad de
medir la modificacién en la cantidad de capital cuando el stock de bienes del mismo
se altera, independientemente de las formas concretas en las que el capital se
incorpora en cualquier momento, y que no permitirian atribuirle una productividad
marginal propia. o la imposibilidad de especificar relaciones tecnologicas puras
agregadas sin incluir de alguna forma a los precios (Robinson J. 1955). En relacion a
lo primero sefiala dicha autora “Al estudiante de teoria economica se le ensefia a

escribir x = f(L,K)....Se le alecciona a suponer que todos los trabajadores son

iguales y a medir L en hombres-hora de trabajo; se le menciona la existencia de un
problema de ndimeros indice en cuanto a la eleccion de una unidad de output; y
luego se le apremia a pasar al problema siguiente, con la esperanza de que se
olvidara preguntar en que unidades se mide K. Antes de que llegue a preguntarselo,
ya sera profesor y de este modo se van transmitiendo de generacién en generacion
unos hébitos de pensamiento poco rigurosos.” ( Robinson J. 1965, pagina 85 edicion

espafiola).
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Desde el mismo ambito se critica la posibilidad de que las productividades
marginales calculadas a partir de esa supuesta funcion de produccion, sirvan para
explicar el valor de los salarios y de los beneficios, asi como las fracciones relativas
del producto repartidas al trabajo y al capital (por ejemplo, Kaldor N. 1955-56).

Las criticas anteriores estan inmersas en la que posiblemente ha sido la
polémica méas importante entre economistas del siglo XX. Nos referimos a las capital
controversies entre los dos Cambridge ( Inglaterra y Massachussets), que enfrentaron
a Joan Robinson y Paul Samuelson. Parece pertinente una breve descripcion de sus
aspectos mas significativos, en la medida en que pueda existir alguna relacion con las
hipdtesis de nuestro trabajo. En este sentido y desde el lado neoclasico Ferguson
(1969), expone la controversia en los siguientes términos: “ El problema esencial
puede plantearse en la siguiente forma. Si las funciones de produccion son
uniformemente continuas y continuamente diferenciables en todo lugar, los
resultados neoclasicos valen ( posiblemente en forma un tanto atenuados, si se
toman en cuenta los bienes heterogéneos de capital ). Pero si no hay lugar para la
sustitucion de los factores, salvo al cambiar de un proceso de proporciones fijas a
otro, lo cual implica la existencia de bienes heterogéneos de capital, no pueden tener
vigencia las parabolas neoclasicas simples. ( Ferguson C. E. The Neoclassical
Theory of Production and Distribution, pag. 292-293 ed. en castellano).

J. Robinson (1954) y en parte también N Kaldor y R. Khan, abrieron la
discusion atacando la concepcion misma de la funcion neoclésica de produccion,
concentrando la critica sobre el concepto de capital como factor de produccién, y su
medida, como hemos sefialado mas arriba. P. Sraffa en 1960 mostré que la medida

del capital no es independiente de la distribucion.
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Un tema importante del debate fue el de tratar de esclarecer cuéles son las
condiciones que podrian ser satisfechas para que los bienes de capital heterogéneos
se puedan agregar en una unica cantidad fisica, siendo relevantes a éste respecto las
propuestas de Samuelson sobre la funcion de produccion substituta o subrogada
(1962), y la de Champernowne (1953-54) sobre la construccion de un indice en
cadena como indicador o medida del capital. Las conclusiones alcanzadas ( ver
también Fisher, 1971) se podrian resumir en que las condiciones que deben ser
satisfechas, para la agregacion de bienes de capital heterogéneos, son tan
extraordinariamente restrictivas que excluirian, en la préactica, que una medida fisica
agregada de los bienes capitales se pudiera construir. Sobre este asunto Garegnani
(1970), muestra como una funcion de produccion neoclasica de buen
comportamiento descansa en supuestos y restricciones demasiado exigentes e
irreales.

Otro aspecto relevante de la polémica es el relacionado con el retorno o
reversion de las técnicas. Los criticos de Cambridge ( Inglaterra), argumentan que
no es posible demostrar que una disminucion del tipo de interés, necesariamente,
vaya a alterar la ordenacion de las técnicas disponibles segun su rentabilidad en
sentido unidireccional, de forma que se produzca un aumento de la intensidad de
capital en la economia. Ello seria asi a causa del retorno de las técnicas y su
fendmeno asociado de reversion del capital ( relaciones capital-trabajo méas bajas, en
lugar de mas altas, a medida que el tipo de interés baja), que podria producirse
incluso bajo unas condiciones estrictamente neoclasicas de competencia perfecta,
perfecta informacion, funciones de produccion microeconomicas continuamente
diferenciables y comportamiento maximizador. Se podria afirmar que el fendbmeno
del retorno de las técnicas destruye la coherencia légica de la teoria neoclésica de la

distribucion
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En efecto, si no existe una relacion estrictamente monotona entre las
variaciones del tipo de interés y la relacion capital-trabajo, se debe abandonar la idea
de explicar el tipo de interés en términos de la escasez relativa del capital en la
economia. Ello constituye, a fin de cuentas, la esencia de la teoria del interés basada
en la productividad marginal, habria que abandonar la idea de formular la demanda
de capital como funcion inversa del tipo de interés.

Sraffa (1960), Morishima (1964), Garegnani (1966), e incluso Samuelson
(1966) con posterioridad a Robinson (1956), demostraron definitivamente que puede
haber una reversién de técnicas. Constituirian un “hecho tecnolégico” en el que
puedan existir estructuras productivas, para las cuales no tiene vigencia la relacion
neoclasica, entre la esfera de la produccién y el mercado. Mas especificamente
pueden darse proyectos productivos para los cuales no existe una correspondencia
entre el coeficiente capital-trabajo y el cociente de interés-tasa de salarios. Si esto es
asi, no es cierto, por ejemplo, que la productividad se incremente de acuerdo con la
tasa real de salarios, o que el producto nacional aumentase en la medida en que
descienda el tipo de interés.

Samuelson sintetiza del siguiente modo la reflexion que le produce la irrupcion
del fenomeno de la reversion de las técnicas en el pensamiento neoclésico: “ el
fendmeno del retorno...de la técnica...muestra la simple fabula narrada de Jevons,
Bohm-Bawerk, Wicksell y otros escritores neoclasicos, y también que, a medida que
la tasa de interés disminuye a consecuencia de abstinencia del consumo presente a
favor del consumo futuro, la tecnologia debe cambiar en cualquier sentido mas
indirecta, mas mecanizada, y mas productiva, no puede ser valida
universalmente....Resulta que no hay modo ambiguo de caracterizar diversos
procesos productivos como mas intensos en capital....Si todo esto causa dolores de
cabeza a los nostalgicos de las viejas parabolas de la literatura neoclasica,
deberiamos convencernos a nosotros mismos que los estudiosos no han nacido para
vivir una existencia facil. Deberiamos respetar y valorar los hechos de la vida.”

( Samuelson, 1966, padg.568 y ss.).
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Aceptada la reversion de las técnicas de modo amplio, el debate se sitda en
relacion a si son fendmenos extremadamente probables, como piensan los
economistas de Cambridge - desarrollando teoremas analiticos que expresan las
condiciones necesarias para que el retorno de las técnicas no pueda producirse, y
concluyendo que tales condiciones son tan estrictas que dificilmente se producirén en
el mundo real, hasta el punto de que, en realidad el retorno constituya la norma
(Harcourt, 1972) - o si, por el contrario, son altamente improbables (Eltis, 1973); vy
sobre como medir la significacion empirica de tal retorno en las economias reales.

Mark Blaug, en su obra The Methodology of Economics (1980), sefiala que la
conclusion principal de la controversia sobre el problema de la reversion, seria que
la medicion de la probabilidad del retorno, depende de la medida del grado de
sustituibilidad de los factores en una economia real dada.

Ademaés de la reflexion de Samuelson, citada mas arriba, consideramos
interesante incluir, desde el lado neoclasico, la significativa opinion de Charles
Ferguson expresada en su libro ya mencionado: “ La critica que viene de Cambridge
muestra definitivamente, que puede haber estructuras de produccion en las cuales
las pardbolas de Clark, pueden no valer. EI meollo de la cuestion es que los
economistas pueden ser incapaces de hacer cualesquiera afirmacion relativa a la
relacion de produccién con los insumos competitivos y los mercados de producto.
Creo que pueden hacerlo; pero esta es una expresion de fé..”( Ferguson C. E. 1969,
pag. 308 ed. en castellano).

Thomas Kuhn (1962), ha ensefiado que no es extrafio en la historia de la ciencia
obtener resultados que contradicen la teoria o paradigma dominante. La actitud méas
comudn en estos casos ( hasta que un nuevo y mas satisfactorio paradigma sea
encontrado), es simplemente ignorar los resultados anémalos. Seguramente es lo que

se ha hecho.
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1.4. La funcién de produccién discontinua. En el apartado 4.1 de este capitulo
aludimos a las consideraciones de Samuelson ( 1955), en relacion al cumplimiento de
las principales relaciones sobre determinacion del equilibrio en la empresa
( existencia de al menos una combinacion de factores productivos y de sus
correspondientes precios, donde la funcién alcance el coste minimo de produccién y
el beneficio maximo ), para funciones no necesariamente continuas.

A lo largo de este trabajo hemos tratado de exponer que la formalizacion
diferencial de la teoria econdmica esta basada en supuestos o hipdtesis no
verosimiles ( entre ellos la continuidad de la funcion de produccion ). Consideramos
que la credibilidad o realismo de tales supuestos es relevante, es necesaria, para la
coherencia de los resultados obtenidos mediante dicha formulaciéon diferencial.
Dentro de la frecuentemente artificiosa distincion entre forma y contenidos, se puede
afirmar que nuestro tratamiento ha sido predominantemente formal, y por tanto no
hemos entrado a discutir tales contenidos- esencialmente del analisis neoclasico-
bajo otro enfoque. Valgan estas reflexiones para afirmar que es posible, tanto intentar
la demostracion de determinados resultados mediante el uso de otras técnicas
matematicas, no diferenciales, por no ser aplicables en determinados casos como el
que nos ocupa ( discontinuidad de la funcién de produccién); como cuestionar tales
resultados mediante enfoques diferentes (de caracter neokeynesiano o marxista, por
ejemplo) del aqui utilizado.

Samuelson plantea, en su citado libro, un procedimiento distinto al diferencial
basado en el andlisis de incrementos finitos, para probar la existencia de los citados
equilibrios. Tal procedimiento, segun afirma el propio autor ( pag. 83, ed. en
castellano) esta tomado del que sustenta el principio de Le Chatelier en fisica ( para
el estudio del equilibrio térmico de cuerpos en procesos relacionados con la
absorcion de calor o el enfriamiento; ver por ejemplo Landau L. y otros, Mecénica
y Fisica molecular 1973 ). De nuevo aparece la fisica como referencia, nos
encontramos con métodos matematicos que teniendo éxito en la fisica se trasladan al

campo de la teoria econdémica.
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No obstante creemos que el procedimiento utilizado por el citado profesor,
para demostrar que a partir de una funcién de produccion discontinua se pueden
obtener los mismos resultados que si fuese continua y con derivadas parciales
continuas en todo punto, adolece de algunas contradicciones y en cualquier caso su
validez se limitaria al plano microeconémico ( funcion de produccion para una
empresa).

El método considerado se podria sintetizar para dos factores productivos
(capital y trabajo), sin merma de generalidad, del siguiente modo: Se trabaja con una

funcién z = F(k,Il), que a lo largo de cada linea de nivel no contiene sino un nimero

finito (limitacion muy importante, a nuestro juicio) de puntos de discontinuidad. Se
admite que en cada punto de discontinuidad existen derivadas parciales por la
izquierda y por la derecha -esta hipotesis totalmente necesaria para el desarrollo del
procedimiento que utiliza, pensamos que genera una situacién contradictoria-.
Graficamente la propiedad anterior se podria manifestar mediante la existencia de
tangentes laterales de pendiente finita, a las curvas isocuantas, en cada punto de
discontinuidad (se excluyen discontinuidades infinitas).

En tales condiciones se supone que existe ( veremos después la condicién de

existencia) una pareja de precios (w;,w;), a los que corresponde una combinacién

de factores (k°,1°), que reducen al minimo el costo total de un volumen de
produccion dado: AC>0 , para Az=0 Yy variaciones en la cantidad de factores

utilizados de cualquier signo o incluso nulas; es decir se verifica que para cualquier

punto (k,I) a lo largo de una misma curva isocuanta, se debe  tener
Wk +w’l) > (w'k® +w1°) que equivale a (W, Ak +w’Al)>0 (1), para valores

constantes de la funcion de produccion: F(k°,1°) = F(k® + Ak,1° + Al).
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Sefiala Samuelson, siguiendo el método adoptado ( pag. 74 op. cit., ed. en

castellano), que las condiciones necesarias y suficientes que ha de verificar el
conjunto de precios (w_,w’), para que la relacion (1) sea valida, es decir para que

constituyan precios de equilibrio (minimo coste de produccion), vienen dadas por el

cumplimiento de las desigualdades siguientes:

; y —5 < (2)

ﬁM—WI(()—Em ﬁM—Wlt() Em
ok ok ok ok

indicando los superindices M y m, respectivamente, la mayor y la menor de las

derivadas parciales, por la derecha y por la izquierda en el punto considerado. El
razonamiento anterior matematicamente no es otra cosa que una elaboracion precisa
de concavidad, sin mayor contenido econdémico.
Si en tal punto no hubiese discontinuidad, las derivadas laterales coincidirian y
o
las desigualdades anteriores convergerian hacia la igualdad: x—'z :§—|I: , que nos
k
0
lleva a la igualdad de las productividades marginales ponderadas por los precios de
los factores, como condicion de equilibrio ya obtenida para las funciones continuas y

derivables sin problemas.
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Sin embargo, lo que ahora nos ocupa es el caso en el cual el punto
caracterizado por (k°,1°) sea de discontinuidad. Pues bien, las condiciones
expresadas arriba ( 2), precisas para que tal punto sea de equilibrio, es decir se
verifique: w Ak +w/Al >0 incluyen e implican la existencia de derivadas parciales
por la derecha e izquierda de tal punto de discontinuidad; es decir han de existir los

F(k+Ak ,1)—F(k,1)
Ak

limites del tipo: IimAkHO( j lo que de nuevo exige la infinita

divisibilidad del capital o del trabajo a la izquierda o derecha de punto de
discontinuidad, y la propia existencia de las variaciones infinitesimales y unitarias de
la funcion de produccion, ante la variacion ( en este caso unidireccional ademas de

infinitesimal) de cada factor, que en esencia constituye la derivada parcial lateral.

Nos encontrariamos ante la que consideramos contradictoria situacion de que,
para demostrar que no es necesaria la continuidad ni la derivabilidad de una funcién
de produccion en la obtencion de determinadas relaciones, precisamos de la
existencia de derivadas parciales laterales; en cierto sentido se estaria utilizando (y
por tanto afirmando) aquello que se quiere negar.

Una vez establecido el lugar de las combinaciones de factores que
proporcionan el minimo coste, Samuelson estudia (pag. 77 y ss. op. cit.) también
para el caso discontinuo, las condiciones que determinarian el maximo beneficio.

Para ello establece una funcion 7 = R(z) - A-V(z,w,,w,) diferencia entre ingresos

y costes, que dependera del nivel de produccién y de los precios de los factores

productivos. La produccion sera 6ptima cuando el beneficio es maximo, y se prueba

que ello ocurrira para un conjunto de precios (w.,w’) y de correspondientes

factores (k°,1°), que verifican la siguiente relacion: Aw, Ak + Aw,Al <0 (3), para

variaciones en torno de tales valores.
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La relacion (3) se puede deducir de la considerada anteriormente para costes

minimos: wAk +w,Al >0, y por lo tanto su cumplimiento viene determinado por la

misma relacion de acotacion (2), del cociente de precios entre las razones de las
derivadas laterales superior e inferior. Nos encontrariamos ante una situacién similar
a la anterior ( coste minimo), en tanto que seria precisa la existencia de dichas

derivadas parciales laterales, para la coherencia plena del planteamiento discontinuo.

En definitiva el planteamiento de Samuelson se puede resumir en los siguientes
términos: a partir de una funcidon de produccion microeconémica con un numero
finito de discontinuidades finitas, a lo largo de una misma curva de nivel, puntos que
admiten derivadas parciales laterales, se desarrolla un procedimiento basado en
incrementos finitos de las variables factores productivos, mediante el cual se llega a
unas condiciones de acotacion para el cociente de los precios de equilibrio de los

factores que implican a tales derivadas parciales laterales (2).

La verificacion de dichas condiciones de acotacidn determina el cumplimiento
de las desigualdades que expresan el equilibrio ( condiciones de coste minimo y de
méaximo beneficio, (1) y (3)). En el procedimiento asi disefiado, si el equilibrio se
produce en un  punto donde la funcion es continua, nos aparece la tradicional
relacion entre las productividades marginales y la remuneracion de los factores
productivos, pero si el de equilibrio se sitGa en algun punto de discontinuidad ( algo
aun mas dificil de imaginar, creemos), el método en cuestién nos conduce a las

nuevas relaciones en forma de desigualdades ya conocidas.
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En alguna medida la pretension de ignorar el Calculo diferencial, y la
exigencia de continuidad para la funcién de produccién, no se consigue, porque se
precisa usar el concepto de derivada parcial lateral y por tanto el de limite,
divisibilidad infinita etc,. No obstante, Samuelson admite (pag. 77 op. cit.) que
“....1as discontinuidades de la funcion de produccion pueden introducir algunas
dificultades en el problema del equilibrio general.....Las discontinuidades pueden,
en efecto, dar origen en ciertos dominios a inelasticidades perfectas de demanda;
surge asi la posibilidad...de que las inelasticidades coincidentes conduzcan a la
indeterminacion del precio dentro de ciertos limites.” . Valga esta cita para situar

las cosas en unos términos mas justos.
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2. LA FUNCION DE PRODUCCION Y EL PROGRESO TECNICO

El estudio de la productividad y del cambio técnico a partir de la funcion de
produccidn neoclésica, con el uso intensivo del calculo infinitesimal, nos conduce a
unos resultados aparentemente satisfactorios en cuanto a su supuesta solidez
empirica y por tanto, su vinculacion a la realidad. Trataremos de mostrar, sin
embargo, que el analisis neoclasico de la productividad no esta bien fundamentado.
Lo que se entiende por productividad total o multifactorial es un residuo que queda
después de ajustar en un modelo, la produccion el capital y el trabajo;
posteriormente se utiliza dicho residuo como variable en el proceso de contrastacion.

Veremos que es el propio calculo diferencial y las relaciones entre tasas de
variacion unitarias obtenidas a través del mismo, el que nos lleva al error de
confundir una relacién algebraica entre las variables producto trabajo y capital, con
una ley de produccién expresada mediante funciones derivables (del tipo Cobb-
Douglas), con rendimientos a escala constantes, productividades marginales iguales a
las retribuciones de los factores y progreso técnico neutral. Esta confusién esta en el
origen de la supuesta fuerza empirica del modelo de funcién de produccion
neoclésica, que no seria otra cosa que una imagen estadistica de la constancia de una
determinada relacion.

La conclusion ird en la direccion de que no sélo la base tedrica de las
funciones agregadas de produccion es débil, sino que la contrastacion empirica, a
pesar de su aparente vigor, no aporta razones relevantes que apoyen su validez. La
“teoria” de la irrelevancia de los supuestos de Friedman, no se veria confirmada en
este caso; supuestos (matematicos 0 no) poco acordes con la realidad econémica,

conducirian a resultados igualmente distantes de la misma.
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2.1. Productividad y funcion de produccién. El planteamiento neoclasico de la
productividad desarrolla los conceptos de productividad multifactorial y
productividad del trabajo. La primera aborda la eficacia en la utilizacion de los
recursos y se podria entender como la relacion entre el producto de un pais, un sector
0 una industria y los insumos necesarios para su produccion. EI cambio en la
productividad multifactorial se puede manifestar como una comparacion entre el
crecimiento del producto y los de todos los insumos que intervienen y podria ser un
indicador del progreso técnico. De modo ideal, si se considerasen todos los insumos,
se podria hablar de productividad total o global de los factores; no obstante se
suelen considerar tales términos como sindnimos. En lo que se refiere a la
productividad del trabajo, nos mide la produccion por unidad fisica de trabajo
(numero de trabajadores, horas de trabajo..) y como veremos, su relacion con la
anterior es relevante en el anélisis neoclésico del cambio técnico.

A partir de los afios cincuenta del pasado siglo, en la literatura neoclasica se ha
utilizado el concepto de funcién de produccion en el estudio de la productividad y el
cambio técnico. En un relevante articulo Phelps Brown (1957), aborda algunos de los
problemas relativos a la capacidad de dichas funciones para la representacion de la
economia real: “ Una funcién de produccién muestra que cantidad de un cierto
producto resultara de la utilizacion de los factores productivos disponibles, y sus
derivadas muestran la productividad marginal de esos factores. ¢Nos ha provisto la
funcién de produccion de Cobb-Douglas estimada estadisticamente de los
coeficientes de dicha funcion en el mundo real?

Hemos discutido que en la medida de que los ajustes estadisticos se hagan con
datos historicos, cualesquier coeficientes que se encuentren correspondan con las

participaciones en el ingreso, lo haran por coincidencia.”
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En un trabajo estimado como esencial Technical Change and the Agregate
Production Function (1957), R. Solow disefid un nuevo método de medida de la
contribucion del cambio técnico al crecimiento economico mediante la introduccion
de un término, en la funcion de produccion, que explicaria dicho cambio. Si
consideramos una funcion de produccion agregada, que vendria dada por una
expresion: Q(t) = F[K(t),L(t), A(t))], Solow supone que el progreso técnico A es
exogeno, independiente de los valores tomados por las variables del modelo
(producto, capital y trabajo), y ademas creciente por lo que se constituye en motor
del crecimiento. Se le denominara neutral en el sentido de Hicks y nuestra funcion
adoptara ahora, la forma: Q(t) = A(t)F[K(t), L(t)]. El efecto del progreso técnico
puede ser aislado hallando la diferencia entre la tasa de variacion instantanea y
unitaria del producto y una suma ponderada de tasas de crecimiento equivalentes, de

los factores capital y trabajo.

En efecto, si suponemos la funcion de produccién continua y derivable
respecto de todas sus variables, y la derivamos respecto del tiempo obtenemos:

%_?: AF(K,L)+A{$K +%L} ; dividiendo esta expresion entre el producto

;i AOF ~ AOF/
Y=Q=AF(K,L) se tiene: izé+ YAK K + ALL,

o como los

numeradores son las productividades marginales del capital y del trabajo:

fPMeg
Y

PM, L
Y

< | <.
> | >
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Aceptando la igualdad entre las productividades marginales y los precios de

los factores ( con todas sus implicaciones matematicas y economicas), se llegaria a

Y A ' ' PM, K PM, L
la expresion: 1:é+55+(1—s)£, donde s = —* y (1-s)=——"1—,
Y A K L Y Y
son respectivamente las participaciones del capital y el trabajo en el producto.

De este modo el cambio técnico quedard como un residuo, que en si mismo no
explicaria nada, seria la parte de crecimiento que queda cuando se han eliminado lo
que se consideran efectos conocidos: A = A s5 +(1- s)L

A Y K L

Todavia serd conveniente alguna transformacion de la igualdad anterior para

adecuarla a la forma que adopta Solow en el trabajo citado. Si introducimos la

productividad del trabajo P :Yf y la relacién capital-trabajo R :% a traves de sus

. o P Y L R K L
expresiones en tasas de variaciéon unitarias: —=——— y —=——— (¥)enla
P Y L R K L

férmula del cambio técnico, tendremos finalmente la relacion que ahora nos interesa.

En efecto, é:E+£— S| — R L +(1- s) , simplificando y
A P L R L
. . . : P A R
despejando la tasa de variacion de la productividad, se obtiene: E=K+SE (D)

expresion que explica los incrementos unitarios de la productividad del trabajo como
suma de las tasas de variacion del progreso técnico (o productividad multifactorial),
y de la relacion capital-trabajo ponderada por la participacion del capital en el

producto.

(*)Estas relaciones, exactas para variaciones infinitesimales, son sin embargo sélo aproximadas para
incrementos finitos de las variables, que son los realmente objeto de medida y célculo en economia.
Puede ser un ejemplo de las diferencias entre los tratamientos infinitesimal y finito de determinadas
relaciones y de los resultados también distintos a los que conducen. Parece adecuado exponerlo con

algun detalle en un apéndice.
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Conviene no olvidar que la ecuacion anterior se deduce de los supuestos de una
funcién de produccidon agregada con rendimientos a escala constantes y con la
distribucion de la renta determinada por las reglas de la productividad marginal.

En el trabajo mencionado Solow ajusta datos de capital, trabajo, rentas y
producto de Estados Unidos para el periodo 1909-1949, para distintas funciones, una
de ellas del tipo Cobb-Douglas. Estos datos le permiten calcular series para las tasas
de variacion de la productividad del trabajo y del coeficiente capital-trabajo, ademas

de la participacion del capital en el producto; obteniendo a partir de ellas las series
A g . .
de A utilizando la ecuacion (1), ya que supone que no esta correlacionado con R.

Con la tasa de crecimiento de A(t), Solow obtuvo esta variable como un indice de
progreso técnico. Con éste indice realiz0 varias regresiones, obteniendo para el caso
de la funcién de Cobb-Douglas un altisimo coeficiente de correlacion (0.9996),
coeficiente que indicaria un casi perfecto ajuste entre los datos empiricos y este tipo
de funcién de produccion.

Veremos enseguida que este ajuste tiene mas que ver con una propiedad
matematica ( la constancia de una determinada relacién), y las consecuencias
analiticas que se derivan de ella, que con una concordancia entre la realidad
econdémica y el modelo de produccion considerado.

F. Fisher (1971), indica que los supuestos ““ bajo los que las posibilidades de
produccién de una economia técnicamente diferenciada se pueden representar por
una funcién de produccién agregada, son demasiado limitativos para ser
verosimiles”.  Investiga sobre la sorprendente uniformidad de los resultados
empiricos, observando que cuando la participacion de los salarios es por casualidad
constante, una funcion de produccion Cobb-Douglas se ajusta a los datos,
sugiriendo:”....El aparente éxito de la funcion Cobb-Douglas se debe a la constancia

relativa de la participacion del trabajo.”
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2.2. El cambio técnico como media ponderada de los incrementos de salarios y
beneficios. En este apartado vamos a considerar como a partir de la contabilidad
social, se puede llegar a un modelo similar al de la funcién de produccion agregada
de Solow, de modo que un mismo modelo matematico y econémico se podria
deducir de consideraciones teoricas diferentes; ello tiene unas implicaciones
notables.

En efecto, como demostr6 Shaikh ( Laws of Production and Laws of
Algebra.., 1974), partimos de la identidad entre el producto total y la suma de las

participaciones absolutas de trabajo y capital en el mismo: Q(t) = w(t)L +c(t)K

donde @ y c representan, respectivamente, salario y beneficio medio. Derivando los

dos términos de esta identidad respecto del tiempo se tendria:
(jj—?=a)L+a)L+cK +¢K, dividiendo ambos términos de la identidad entre Q y
agrupando sumandos se llegaria a la  expresion  siguiente:
%s%=(%)%+(%)%+{(%}%+(%jﬂ Ilamando s :% , (1-9) =w7|'

a las participaciones relativas del capital y trabajo en el producto, obtenemos la

igualdad:
Y =(@1- s)£+ s5 +| (- s)2+ sE . Esta identidad se puede interpretar como una
Y L K ® C

descomposicion de la tasa de variacion del producto en tres sumandos, las tasas de
variacion ( ponderadas) de trabajo y capital, y el corchete, que nos representaria la
parte de crecimiento no explicada por la variacion de los factores y que se podria
considerar, con el mismo criterio del apartado anterior, indicador de la contribucion

del progreso técnico al crecimiento de la economia.
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] o A > ¢
De este modo se tendria una tasa de cambio tecnico: A Q- s)ﬁ+ s—, que
® C

aparece como media ponderada de las tasas de variacion de salarios y beneficios.
Si en la identidad que expresa el crecimiento del producto como suma
ponderada, introducimos la productividad del trabajo P y el coeficiente capital-
. : : P Y L R K L
producto R, a través de sus expresiones incrementales —=—-— 'y —=———,
P Y L R K L
se obtiene simplificando y despejando la tasa de variacién unitaria de la

. : N : P A R .. .

productividad del trabajo, la identidad equivalente: E=K+SE’ idéntica a la

expresion obtenida en el apartado anterior (Solow), pero con la tasa de progreso

técnico sefialada arriba.

Se han obtenido expresiones formalmente idénticas para el crecimiento unitario
e infinitesimal del producto y de la productividad del trabajo, a partir en el primer
caso de una funcion de produccién teorica con progreso técnico neutral y tal que
verificase el T. de Euler, y en el segundo tomando como base la identidad contable
entre el producto y su distribucion. Es decir se tendrian las mismas relaciones
econdémico-matematicas a partir de supuestos de partida diferentes. Se podria pensar
que estamos ante un ejemplo de plurivalencia economica de las matematicas
(paralelo a la plurivalencia fisica de las matematicas estudiada en el capitulo
primero), pero no seria asi, dado que las expresiones matematicas comunes (para el
producto y la  productividad) relacionan las mismas variables econémicas, no se
trataria, en este caso, de un mismo modelo formal matematico que relacionase
conjuntos de variables diferentes y que, por tanto, representara fendmenos
econdémicos distintos. La importancia y origen de estas similitudes formales

trataremos de analizarlas a continuacion.
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2.3. Célculo infinitesimal y leyes de produccién.

Las relaciones:
¥=%+(1—5)E+s% 1),y g:%+s% (2), con %=(1—8)%+S% (3), por
haber sido obtenidas a partir de la identidad contable inicial: Y = oL +cK, se
verificaran siempre para cualquier conjunto de datos agregados que satisfagan dicha
identidad ( la verificacion seria exacta para tasas de variacion infinitesimales, para
incrementos finitos se cometera un ligero error, como hemos sefialado en el apartado
2.1, pero no relevante para lo que nos ocupa ). En particular lo haran para conjuntos
de datos de producto, capital, trabajo, salarios y beneficios que, verificando la
identidad de origen, presenten constancia de las participaciones relativas de los
factores en el producto, es decir que sean tales que s=cte= .

Pues bien, para estos conjuntos de datos se deducen resultados muy
interesantes, ya que, integrando la identidad (2) considerada como ecuacién
diferencial en P (seguimos aceptando el cumplimiento de las condiciones
matematicas precisas, obviando el significado econémico de las variables), se llega
a: Ln(P)=Ln(C,A)+Ln(C,R*)=Ln(AC,R®), de donde se obtiene para la
productividad: P = A(t)|C,R* ] (4), siendo C,,C,,C, constantes de integracion.

Si en la relacion (4) multiplicamos ambos miembros por L, se tendra la
siguiente expresion para el producto: Q(t) =Y (t) = A(t)[COKﬁLl’ﬂ] (5)

La expresion (5) nos sugiere las siguientes consideraciones. En primer lugar
hay que aceptar que su deduccion (el proceso de integracion), ha sido posible

gracias a que hemos supuesto la constanciade s = f.
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En segundo lugar se observa que la formula que expresa la relacion obtenida es
homogénea de primer grado en Ky en L, verificara por tanto el teorema de Euler y

las conclusiones que del mismo se obtienen. Es decir, las derivadas parciales

%;% , productividades marginales del capital y trabajo seran iguales a las
remuneraciones ¢ Yy @, por tanto s:ﬂ:%, (1—5):%, seran las

participaciones de los factores en el producto.

Por altimo, el efecto del tiempo es neutral, vendria incorporado en el factor de
. . . A .
desplazamiento A(t) . Dado que el término A es una media ponderada de las tasas

de variacion de los salarios y beneficios (3), parece l6gico esperar que muchas
mediciones de K y de L dieran, empiricamente, una relacion capital-trabajo muy

poco correlacionada con la tasa de variacion de A. Si aceptamos la consideracion

A ] : g : . :
anterior, A se podria considerar una funcion dependiente Unicamente del tiempo, e

jf(t)dt

igualmente le ocurriria a A. En efecto %: f(t)=LnA=e = A=e"0 =g(t);

con lo que tendriamos plenamente justificada la expresion (5), con la separacion del
factor de progreso técnico.

En realidad la funcion obtenida es, de modo quizas sorprendente,
matematicamente idéntica a una funcion de produccién Cobb-Douglas, con
rendimientos a escala constantes, progreso técnico neutral, y que verificase la regla
de la productividad marginal. Veremos, sin embargo, que no puede interpretarse
como una funcion de produccion, ni siquiera como una forma de relacion de

produccion.
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Si rehacemos el camino recorrido vemos que, a partir de una identidad
contable entre producto y rentas de los factores se obtuvo, derivando respecto del
tiempo, una relacion entre tasas de variacion unitarias e infinitesimales, de obligado
cumplimiento para colecciones de datos de producto, capital, trabajo, salarios y
beneficios que verifiquen la identidad inicial. Integrando dicha relacion entre
derivadas, con la condicion fundamental, de la constancia de las participaciones en
el producto, obtenemos una “ auténtica” funcién de produccion del tipo sefialado
que sera satisfecha por todas las colecciones de datos que cumplan la identidad
contable inicial, la constancia de las participaciones relativas y la ausencia de
correlacion significativa entre las tasa de variacion del coeficiente capital-trabajo y el
progreso técnico.

Estas tres condiciones pueden ser satisfechas por colecciones muy variadas de
datos asociados con participaciones constantes, sin que ello signifique que todas ellas
procedan de series de produccion histdricas de algun pais. Desde luego, los datos de
la economia de E.E.U.U. tomados por Solow, al cumplirse las condiciones sefialadas
arriba, verifican una funcion de éste tipo con un elevado grado de correlacion; pero
igualmente se pueden construir colecciones de datos ficticios, que cumpliendo los
requisitos sefialados, también satisfaran un modelo de supuesta funcion de
produccion agregada de Cobb-Douglas. Un ejemplo de esto ultimo lo constituye la
funcién de produccion falsa, que elaboré Shaikh (1974) mediante un modelo
numérico con datos falsos para la productividad y la razén capital-trabajo, pero
respetando la constancia de la participacion relativa de los factores en el producto;
llegando a construir una serie para A(t)y una “funcién de produccion” para dichos
datos (del tipo omnipresente, Cobb-Douglas), y que se ajusta muy bien a los
mismos. Con datos reales de la economia mejicana Valle Baeza (1991), ha realizado
un estudio similar (manteniéndose las constancia de las participaciones relativas) y

obteniendo, asimismo, un ajuste con un altisimo coeficiente de determinacion.
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En realidad en el ajuste realizado por Solow se pueden considerar dos criticas
diferentes, que trataremos de distinguir. Por un lado tendriamos el planteamiento que
se puede resumir del siguiente modo, colecciones de datos de indicadores de
produccion, capital, trabajo, salarios y beneficios, que satisfagan la identidad de
rentas agregadas, y que sean compatibles con la constancia de las participaciones
relativas y la ausencia de correlacion significativa entre las tasas de capital-trabajo y
de progreso técnico, conducen de forma obligada (por que subyace a dichos datos
una relacion matematica de tipo exponencial, que hemos tratado de exponer en el
anterior apartado), a una supuesta funcién de produccion del tipo Cobb-Douglas, que
no se deberia considerar ley de produccion sino relacion matematica implicita a
datos como los que se consideran, y que en cualquier caso adquiriria pleno
significado si las variables ligadas representasen contenidos medibles de forma
homogénea e infinitamente divisibles, es decir si se pudiesen considerar variables
continuas y derivables, lo que, como venimos considerando a lo largo de este trabajo,
entendemos que no se verifica para las variables econémicas en juego. Hay que
recordar, a este respecto, que en el proceso de deduccion de Solow (2.1), desempefia
un papel fundamental el cumplimiento del teorema de Euler, sus requerimientos
formales y sus consecuencias en cuanto a la distribucion del producto.

Por otro lado consideramos que en el estudio (estadistico), para comprobar el
modelo de funcién de produccién, incluido en el trabajo analizado, se actia con una
considerable ligereza estadistica que no es trivial en cuanto a sus consecuencias.
Recordemos que a partir de los datos de la economia de Estados Unidos en el
periodo 1909-1945, Solow construye series de la productividad del trabajo P, del

coeficiente capital-trabajo R, y de la participacion de los beneficios en el producto s.
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Con estas series elabora las tasas de variacion unitarias de la productividad y de
la razon capital-producto para introducirlas, junto con s, en la relacion:
P A R : : .. A
E:KHE (1), y de ella obtener la serie para el cambio tecnologico N

Considerando que el cambio técnico es esencialmente neutral e igualando A(0) =1,

se puede obtener la serie de , parametro del cambio técnico neutral.
El modelo de funcion de Cobb-Douglas que se desea validar se puede expresar
del siguiente modo: P = A(t) f(R) = A(t)C,R” , dividiendo entre A ambos

miembros de la igualdad, P* =%= f(R), (donde f representaria los movimientos

a lo largo de la funcion de produccion y A los desplazamientos de la misma), o bien
P*=C,R”.

Tomando logaritmos se tiene: LogP”™ =« + fLogR (2), siendo « =LogC, y
£ =s. Posteriormente se estudio el coeficiente de correlacion entre las variables

logaritmicas relacionadas en (2), encontrdndose un valor extremadamente alto:
0.9996.

La proximidad a la unidad de dicho valor ya seria indicio de algo extrafio, los
propios errores de medida de las variables implicadas y las aproximaciones de las
operaciones necesarias podrian ser mayores que la diferencia entre el valor obtenido
y la unidad, cuatro diezmilésimas. Estariamos en presencia de una correlacion
perfecta, es decir la funcion de produccion estimada reflejaria de forma ideal el
proceso productivo agregado de una economia, incluyendo las connotaciones de
nuestra funcion en cuanto a productividades marginales y distribucién del producto,
dada la verificacion formal por dicha funcidn de las propiedades de ser diferenciable

y homogénea de primer grado.
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En realidad lo que explica un coeficiente de correlacion tan elevado es lo que
consideramos un error metodolégico en el proceso seguido para validar el modelo.
Como hemos expuesto los valores de la variable A fueron obtenidos a partir de la
relacion (1) %:E—s% , s decir de una diferencia de tasas de las variables
implicadas en el modelo, en la funcién de produccion a considerar, donde aparecen
la productividad y la razén capital-trabajo como variables dependiente e
independiente. Se introduce, con A, una relacion implicita entre ambas variables (P
y R) que es la que origina el elevado coeficiente de correlacion. Ademas, en este
caso, se estima una variable A, y se realiza un analisis estadistico con ella en el
mismo modelo con el cual fue calculada, dado que la expresion (1) nos conduce,
como se ha probado, a una funcion de tipo exponencial como la que se pretende
validar. No parece admisible que una variable calculada con un modelo se emplee
para comprobar el mismo modelo y ello, sin embargo, es lo que se hace.

De este modo, por un lado se obtiene tedricamente un modelo de funcion de
produccion agregada acorde con los planteamientos econdmicos deseados
( rendimientos a escala constantes, distribucion determinada por las productividades
marginales y progreso técnico neutral), y por otro se “valida empiricamente” dicho
modelo mediante el procedimiento sefialado, que permite obtener tan elevados
coeficiente de correlacion entre las variables. Se puede pensar, sin embargo, que el
modelo en cuestidn es una construccion a priori, sin una sélida validacion empirica.
Habria que agregar, por tanto, que en contra de la supuesta solvencia empirica del
modelo considerado, el concepto de funcion de produccion neoclasico afiade a sus
serias insuficiencias tedricas, la ausencia de una comprobacién conveniente, de una

contrastacion empirica rigurosa.
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Por dltimo, parece conveniente preguntarse por la intervencion del célculo
infinitesimal en las deducciones anteriores, en el analisis de la funcion de produccion
y del cambio técnico en la perpectiva neoclésica, y de su contrastacion con los
procesos econdmicos reales. Se podria afirmar que el Calculo desempefia un doble
papel en estos procesos; por un lado, en el desarrollo del cambio técnico y funcién

agregada de produccion de Solow, a partir de una funcién del tipo Y = A(t) f (R)

hasta llegar a las relaciones entre tasas de variacion unitarias del producto, capital y
trabajo, 0 sus equivalentes entre la productividad y el coeficiente capital-trabajo
(relaciones que estan en el origen de la definicion de A como progreso técnico
residual), se incurre en la misma ausencia de rigor y asuncion de hipotesis irreales
gue hemos venido sefialando a lo largo de este trabajo ( de nuevo habria que subrayar
el protagonismo-ahora matematico- de las productividades marginales y del teorema
de Euler en estos desarrollos, sin cuyo concurso no seria posible la obtencion de los
resultados anteriores. Obsérvese, por ejemplo, la necesidad de la igualdad entre
productividad marginal y remuneracion de los factores, para elaborar las
participaciones relativas de los mismos en el producto, uno de los conceptos clave
que conducen a la funcién de Cobb-Douglas).

El anterior seria el papel que podemos llamar tradicional o convencional, pero
junto al mismo se puede apreciar otro uso, vinculado a los desarrollos a partir de la
identidad contable entre producto y rentas del capital y trabajo (Shaikh); aqui se
trata de la obtencion de relaciones entre variaciones temporales de algunas variables,

a partir de la identidad inicial y sin que el significado de las variables determine el
. iy . P A R :
resultado. En el proceso de integracion de la relacion: B :KJF SE' lo esencial era

la constancia de s.
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Admitiendo que las derivadas temporales implicarian relaciones (funciones)
continuas respecto del tiempo, consideramos que el error cometido al utilizar el
calculo infinitesimal en el tratamiento de estas variaciones temporales no introduce
alteraciones substanciales o conceptuales en los resultados donde intervienen. En
este sentido se podria aceptar como diferente del anterior, el empleo que de las
matematicas diferenciales se hace en esta Ultima parte; diferente y clarificador por la
contribucion de las mismas a poner de manifiesto a la funcion de produccion de
Cobb-Douglas, como una ley del Calculo mas que como una ley de Produccion.

Para terminar este capitulo quizds sea adecuado reproducir unas palabras
criticas del propio R. Solow, relativas al uso de las funciones neoclasicas, y que
constituyen todo un ejemplo de flexibilidad y pragmatismo: “ Nunca he pensado en
las funciones de produccién macroeconémicas como un concepto rigurosamente
justificable. A mi modo de ver, son, o bien una parabola ilustrativa, o, de lo
contrario, un simple instrumento para manejar datos, para utilizarlo en tanto dé
buenos resultados empiricos y abandonarlo tan pronto como ocurra lo contrario o

como aparezca algo mejor” ( Solow R., 1967).
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CONCLUSIONES

A lo largo de esta tesis, junto a los temas vinculados al objeto fundamental de
estudio: la aplicacion del célculo infinitesimal a la teoria econdmica neoclasica, las
condiciones que rodearon dicha aplicacién desde sus comienzos y las posibles
consecuencias que se derivan de la misma, han aparecido otros sobre los que se ha
pasado de puntillas, o simplemente se han ignorado. Ello ha sido motivado tanto
por la necesidad de centrarnos sobre los problemas que inicialmente nos
planteamos, como por nuestras propias limitaciones en relacion con estos temas
asociados. No se ha pretendido, como sefialamos en el inicio de esta tesis, un
estudio integral sobre el caracter cientifico de la economia, ni tampoco un analisis
exhaustivo de las aplicaciones matematicas en la economia, por citar dos de las
cuestiones mas importantes que han estado presentes de forma permanente y que
han sido tratadas s6lo de manera parcial. Sin embargo, del estudio efectuado en el
ambito de la relacion teoria econdmica-analisis matematico clasico, consideramos
que se pueden extraer algunas conclusiones de interés. Estando dichas
conclusiones muy interrelacionadas las dividiremos, para una mayor claridad

expositiva, del siguiente modo:

a) La relacion que establece la matematica con la economia es de
naturaleza diferente a la que constituye con la fisica.

b) La ausencia de realismo de los supuestos matematicos, en las teorias
economicas, puede condicionar los resultados o conclusiones de dichas
teorias.

c) Algunas propiedades y teoremas, estrictamente matematicos, son
instrumentalizados en favor de una hipotética demostracion de ciertos
resultados econdmicos.

d) La matematica y en particular el Calculo diferencial, contribuye a la
supuesta legitimacion de la teoria econdmica neoclasica como fisica

social.
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a) La relacion que establece la matematica con la economia es de naturaleza
diferente a la que constituye con la fisica. A pesar de la adopcion, a lo largo del
siglo XIX, de una metodologia formal para la elaboracién de la teoria economica
marginalista, basada en el uso del analisis matematico clésico para la formulacion
de los modelos, a semejanza de los desarrollos de la fisica clasica (como
estudiamos en el primer capitulo), veiamos en el apartado 4.3 del mismo, que el
paralelismo entre las relaciones de la matematica con la fisica y la economia, no
pasaba de ser un espejismo.

En dicha ocasion y partiendo del estudio de tres propiedades que
denominabamos: polimorfismo matematico de la fisica o economia, plurivalencia
fisica 0 econdmica de las matematicas y adecuada integracion de las funciones y
variables representativas (de fisica y economia), en la formalizacion del anélisis
matematico; concluiamos que existian profundas discrepancias entre propiedades
supuestamente equivalentes. Disimilitudes que se podrian sintetizar en las
diferencias entre el espacio fisico, marco de referencia de los modelos
matematicos de la fisica y los espacios abstractos que se usan como dominio de
definicién de las variables econémicas, o entre el tiempo fisico y el tiempo l6gico
de la teoria neoclasica; todo ello en lo que se refiere a la supuesta plurivalencia
comun de las matematicas.

En lo referente al polimorfismo matematico de la fisica o economia se
observd que los modelos matematicos de una misma teoria econdémica no
interrelacionan como lo hacen los modelos supuestamente equivalentes de la fisica.
Maés importante parecia la diferencia entre el elevado nivel de abstraccion y la
debilidad de los supuestos de los modelos economicos frente a la precision y
solidez de las hipdtesis de los modelos matematicos que representan un mismo

fenémeno fisico.
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Con relacion al grado de fidelidad con el que un mismo modelo matemético
representa diferentes teorias o conjuntos de relaciones en economia considerabamos
que venia dado, fundamentalmente, por la precision con que las variables y funciones
econdmicas se ajustan a los movimientos reales de tales variables ( como ocurre en
fisica). Ello, veiamos, esta relacionado con el caracter continuo de tales procesos y
de las variables y funciones que los representan. La dudosa continuidad de las
variables representativas de los procesos econdénomicos cuestionan la similitud o
paralelismo con los procesos y variables fisicas, e impide que se pueda trasladar, sin
fuertes reservas, el calculo infinitesimal al &mbito de la teoria econémica.

De éste modo se podria afirmar que la relacion que se establece entre
matematicas y economia no es de naturaleza similar a la que une matematicas y
fisica, relacion, ésta Gltima, que denominabamos de constitucién, en el sentido de
que la matematica construye o constituye a la fisica, los conceptos y relaciones
fisicas se consideran inseparables de su forma matematica, en un proceso
mutuamente constructivo, desarrollandose y enriqueciéndose de forma conjunta.

La relacion de la matemética con la economia serd, sin duda, de caricter mas
modesto, pero no dejara de ser muy importante. Deberia actuar, pensamos, como
instrumento técnico, en situacion de exterioridad respecto a los conceptos y
relaciones econdmicas, aportando rigor y claridad en la expresion de los mismos,
ademas de contribuir a expresar de forma precisa relaciones de dependencia entre

magnitudes cuantificables.
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b) La ausencia de realismo de los supuestos matematicos, en las teorias
economicas, puede condicionar los resultados o conclusiones de dichas teorias.
Como sefialabamos en el capitulo tercero, los argumentos sobre la falta de realismo
de las hipdtesis de la teoria neoclasica se pueden remontar a los comentarios
realizados en 1901 por H. Poincaré a Walras, sobre la medida de la utilidad ( cit. por
Jaffe, W. 1977). Una extensa lista de notables autores se han ocupado del tema, de
una forma u otra, a lo largo del siglo XX. Desde la irrelevancia de los supuestos de
M. Friedman a los comentarios de Keynes en su Teoria general, sobre la ausencia de
generalidad de sus premisas y las razones por las que considera que la economia
ortodoxa esta en desgracia, estudiamos en dicho capitulo diversos puntos de vista
sobre la cuestion del papel de los supuestos en las teorias y en particular en la teoria
neoclasica.

Considerabamos supuestos de naturaleza matematica aquellas observaciones
0 conjeturas sobre la realidad econdémica formuladas en términos del analisis
matematico clasico o célculo infinitesimal, que incluirian tanto los supuestos sobre
dicha realidad, precisos para hacer viable la formulacién inicial ( por ejemplo,
supuestos sobre la continuidad de una funcién), como aquellos otros incorporados en
el proceso de construccion del edificio matematico que constituye el modelo
completo de la teoria en cuestion. Observdbamos la dificultad de adecuar las
variables y procesos econdmicos a las exigencias formales del analisis
matematico, por la naturaleza no infinitesimal ni continua de las variables y
funciones econdmicas, y por tanto el obstaculo que se interpone para la
consideracion de propiedades matematicas mas avanzadas, como la existencia de
derivadas o diferenciales de las funciones definidas en los modelos desarrollados en
la economia neoclasica. Al forzar la realidad econdmica, para adaptarla a los
requisitos formales del calculo, advertiamos que se podria incurrir en una notable

ausencia de realismo en los supuestos asi construidos o incorporados.
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En las conclusiones siguientes que, de modo un tanto artificial, hemos separado
de la que aqui consideramos, trataremos de la contribucién del Calculo a la
construccion del edificio tedrico neoclasico y de algunos casos muy significativos de
instrumentalizacion del andlisis a favor de algunos resultados concretos. Aqui nos
interesan las consecuencias para las teorias, que se derivarian de esta ausencia de
realismo en los supuestos de naturaleza matemaética. Hasta que punto la falta de
conexion con la realidad de las propiedades que suponemos verifican las variables
y funciones econémicas, determinan negativamente o distorsionan los resultados.

Creemos que las consecuencias no serian desdefiables en ningln caso,
pudiendo llegar al extremo de desvirtuar en gran medida, y hacer dudosamente
aceptables los resultados obtenidos de tal modo. Pero no podemos pensar que todas
las aplicaciones del calculo infinitesimal a la teoria econdmica tienen el mismo
alcance, los mismos efectos, sobre los resultados. Consideramos que se podria
distinguir entre dos tipos de aplicaciones. Aquellas que por tener un carécter
estrictamente instrumental, permitirian una aproximacién mejor o peor, pero en todo
caso no alterarian lo esencial de los resultados. En éste tipo se podrian catalogar los
modelos de calculo de relaciones incrementales ( variaciones finitas tratadas como
infinitesimales), que se analizan en el apéndice. De otro caracter y alcance
extraordinariamente diferente serian las aplicaciones del calculo que a partir de la
asuncion de unos supuestos irreales ( propiedades que no se verifican: continuidad,
derivabilidad etc.) y mediante la aplicacion de los adecuados teoremas, conducen a
resultados de extraordinaria relevancia en el &mbito de la teoria econdmica
neoclasica. En éstos casos la matematica es interiorizada por la economia, afectando
a lo esencial de los resultados obtenidos, como veremos enseguida con mas

detenimiento.
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A esta clase perteneceria, por ejemplo, el modelo de funcion de produccién
neoclésica, supuesta diferenciable, homogénea de primer grado y que permite la
aplicacion del Teorema de Euler, con las conocidas consecuencias sobre la obtencion
de supuestos criterios objetivos de distribucion de la renta. A estos casos parece
pertinente aplicarles la critica, ya citada, de Leontieff *...por levantar una
superestructura ostentosa sobre unas débiles bases empiricas e hipotesis o supuestos
no comprobados y, de esta manera, perdiendo el contacto con el mundo real.”
(Leontieff, W. 1971).

En un lugar intermedio se podrian situar procedimientos o métodos ( que
consideramos instrumentales), como el de los multiplicadores de Lagrange, que si
bién desempefia un papel importante en la deduccion de ciertas condiciones de
optimizacion de la utilidad o la produccion - papel importante, pero no exclusivo, en
la medida en que mediante otros procedimientos se puede llegar a las mismas
condiciones - no llegan a adquirir el protagonismo ni el caracter determinante de las

aplicaciones del tipo anterior y que nos enlazan con la tercera conclusion.

c) Algunas propiedades y teoremas, estrictamente matematicos, son
instrumentalizados a favor de la supuesta demostracion de ciertos resultados
econémicos.

En el marco de esta tesis hemos tratado con algln detalle varias situaciones en
las cuales el protagonismo de ciertas propiedades y (0) teoremas matematicos, en
particular del &mbito del célculo diferencial, llega al punto de convertirse en la
esencia de la demostracion, en el nucleo de la prueba, de algunos resultados
econdmicos. De éste modo lo que en principio era un teorema o propiedad
matematica formal, abstracta, se convierte en el eje de la argumentacion a favor de

unos determinados resultados econémicos.
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No se aplican, las matematicas, como una herramienta que permita conceptuar
o relacionar mejor determinadas ideas econdmicas, sino que adquieren un papel
determinante en la obtencion de éstos resultados, se podria decir que el
procedimiento configura las consecuencias ¢ conclusiones, la forma matematica
establece el fondo econémico. Entendemos que, en estos casos, las matematicas son
instrumentalizadas o utilizadas de modo impropio y objetivamente falaz.

Vamos a considerar tres casos que manifiestan, de forma clara, la situacion que
acabamos de describir. ElI primer caso, enlazando con el apartado b) de estas
conclusiones, hace referencia al Teorema de Euler para funciones linealmente
homogéneas y el papel que desempefia en la teoria neoclasica de la distribucion de

la renta. Efectivamente, la suposicién de z = F(k,l) como funcién continua, con

derivadas parciales y homogénea de primer grado, permite que le sea aplicable

dicho teorema y en consecuencia se pueda expresar como suma de productos:

Z= (Z—Ejk +(68—'I:]I de las cantidades de capital y trabajo por las correspondientes

derivadas parciales. Es decir el producto total se agota cuando cada factor se paga
segun su productividad marginal, o lo que es equivalente, la remuneracion de los
factores trabajo y capital y por tanto la distribucion de la renta, vendria dada por las
respectivas productivides marginales. Lo que nos interesa subrayar, ahora, es el
papel central y determinante del resultado, que protagoniza el citado teorema y el
tipo de funcidn al que se puede aplicar. Como sefiala Pasinetti: “ Existe un solo tipo
de funcion matematica que da este resultado: una funcién lineal y homogénea; por
ello, se supuso que las funciones de produccion eran lineales y homogéneas™ (

Pasinetti L. L. 1981, pag. 30, edicion espafiola).
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El segundo caso de instrumentalizacion que vamos a considerar estd
relacionado, también, con la funcion de produccion neoclasica ( de tipo Cobb-
Douglas) pero bajo el prisma de las relaciones que subyacen a las variables
relacionadas por la misma, y de como tales relaciones pueden ser satisfechas por
variadas colecciones de datos, que nada tienen que ver con datos de produccion, y si
con el cumplimiento de ciertas propiedades matematicas.

En efecto, como vimos en los apartados 2.2 y 2.3 del capitulo cuarto, la

relacion entre tasas de variacion unitarias de la productividad, cambio técnico y
- : : P A R ] :
coeficiente capital-trabajo: E:KJFSE (1) , se podia obtener a partir de la

identidad contable entre rentas: Y = wL +cK (2), siendo, respectivamente, o y cel
salario medio y el tipo medio de remuneracion del capital, mediante el célculo
diferencial y algunas Utiles simplificaciones. La igualdad (1) se verificara para
variados conjuntos de datos de producto, capital, salarios y beneficios que satisfagan
la identidad contable aludida. En particular lo hara para colecciones que ademas de
satisfacer (2) presenten constancia de las participaciones relativas de los factores en

el producto, es decir que sean tales que s =cte = £. De estos conjuntos de datos se
deducian resultados muy interesantes, ya que integrando la relacién (1), considerada
como ecuacién diferencial en P, se obtenia, después de un sencillo proceso, la
funcién: P = A(t)[CORS], multiplicando, finalmente los dos miembros de la igualdad
por L, se llegaba a la siguiente expresion para el producto:
Q) =Y(t) = A(t)[COKﬁLl’ﬁ] (3), donde A(t)representa el progreso técnico
exogeno.

La funcién obtenida es matematicamente idéntica a una funcion de produccion
Cobb-Douglas, homogénea de primer grado en K y L, con rendimientos a escala

constantes, por tanto, y que verifica la regla de la productividad marginal.
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De lo anterior se puede concluir que colecciones de datos de indicadores de
produccion,capital, trabajo, salarios y beneficios que satisfagan la identidad de rentas
agregadas (2), y que sean compatibles con la constancia de la participaciones
relativas de las rentas de capital y trabajo, conducen de forma obligada a una
supuesta funcion de produccion de tipo Cobb-Douglas, porque subyace a dichos
datos una relacion matematica de tipo exponencial (como se expuso en el
apartado 2.3 del capitulo cuarto y aqui se ha indicado de forma somera). Dicha
funcién no se deberia, por tanto, considerar una auténtica ley de produccion sino una
relacion matematica implicita a colecciones de datos del tipo que indicamos. Interesa
destacar que una formula que relaciona datos obtenidos a partir de una identidad, y
con la propiedad de la constancia antes indicada ( y que puede ser satisfecha por muy
variadas colecciones de valores), no puede ser considerada, de ninguna manera, una
auténtica funcién de produccion, que a partir de los datos sobre inputs nos diese el
producto agregado. Como es logico, las colecciones de valores para la economia
estadounidense que utilizd R. Solow en su trabajo Technical Change and the
Agregate Production Function (1957), al verificar la identidad de rentas y la
constancia relativa confirmaron la formula de tipo Cobb-Douglas, como no podia ser
de otra manera, al verificar los datos de dicha economia las propiedades
matematicas precisas para ello ( ademas de alguna ligereza estadistica en el proceso
de contrastacion, como vimos en el capitulo mencionado). Pero igualmente se
pueden construir series de valores ficticios, que cumpliendo las condiciones de
identidad contable y constancia de las participaciones, satisfagan la formula de la
supuesta funcion de produccion. En definitiva, ciertas propiedades matematicas de
algunas series de valores, de facil cumplimiento, se ha pretendido que generen una
ley de produccidn, en lo que parece una utilizacion interesada de dichas propiedades
0 un caso claro de instrumentalizacion del calculo diferencial por parte de la teoria

econémica.
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Un Gltimo caso, de lo que venimos denominando instrumentalizacion del
calculo diferencial, consideraremos brevemente; nos referimos al resultado expuesto
por H. Sonnenschein (1972), que muestra la posibilidad de que cualquier funcion
continua y con derivada continua, en el dominio de definicién de los precios
relativos, pueda representar la funcion exceso de demanda agregada de alguna
economia. En efecto, como se estudio en el apartado 2.2 del capitulo tercero, se
puede demostrar que las funciones que cumplan los requisitos anteriores, utilizando,
entre otros recursos, la propiedad de acotacion de las pendientes de las funciones de
Lipschitz ( calculo diferencial), cumple todas las condiciones para considerar a tal
funcion como exceso de demanda. Lo relevante, desde el punto de vista que nos
ocupa, es el hecho de que el concepto de funcion y el cumplimiento de unas
propiedades formales estrictamente matematicas, sean suficientes para
considerar a las funciones que las verifiquen, componentes de un modelo que se
integra, a su vez, en una determinada concepcion del proceso econdémico, en la teoria

econodmica neoclasica.
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d) La matematica y en particular el Célculo diferencial, contribuye a la
supuesta legitimacién de la teoria econdmica neoclasica como fisica social.
Como considerdbamos en el apartado 4.3 del capitulo primero, se podria
atribuir a las matematicas, y dentro de ellas al Calculo diferencial, una funcion
legitimadora del discurso econémico neoclasico. Legitimacion que tendria su
origen en en mimetismo inicial respecto de la fisica clasica. La relacién entre la
elaboracion marginalista y la fisica clasica ( la fisica del movimiento y sus causas,
del electromagnetismo y la termodinamica del siglo X1X), fue mucho mas alla de
la simple traslacion a la economia de los métodos mateméticos que habian
probado su éxito en la misma; esta relacion incluiria la identificacion entre
conceptos y leyes, de supuesta vigencia en ambos campos. Se trataba, ademas, de
que los principios econémicos se pudieran expresar en lenguaje matematico y sus
relaciones adoptasen formas funcionales, para que la precision y coherencia de
las elaboraciones teoricas pudieran ser garantizadas por el prestigio de las
matematicas. Con los métodos matematicos se intentaria acreditar la credibilidad
de las elaboraciones teoricas, en la conviccion de que las teorias econdmicas
cuando se presentan revestidas con el adecuado formalismo matematico son
universalmente validas. De este modo la teoria econdémica neoclasica se
constituiria como una especie de fisica de la sociedad o fisica social que asumiria
el caracter de verdad absoluta en el marco de la economia. Los contenidos
economicos esenciales que constituyen el nucleo de ésta legitimacion girarian en
torno a las demostraciones de existencia y estabilidad del equilibrio general, por

un lado, y a la teoria neoclasica de la produccion y distribucion, por otro.
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Habria que afadir que en la medida en que el proceso de incorporacion de
matematicas a la economia continué con la Topologia, Programacion lineal y
Estadistica, Teoria de juegos etc., también estas ramas del conocimiento desempefian
un relevante papel en el proceso legitimador que tratamos de describir, proceso, que
aunque ha podido extenderse a otros enfoques de la teoria econémica, creemos que
no con la intensidad, ni el caracter cualitativamente diferente, que ha adquirido en la
teoria neoclasica. Calculo diferencial e hipermatematizacion del discurso econémico,
junto con supuestos alejados de la realidad, serian los rasgos formales, que de forma
simplificada, caracterizarian desde sus comienzos el proceso de legitimacion

considerado.

Para terminar, permitasenos una metafora un tanto abusiva, pero representativa
de algunas de las ideas desarrolladas en esta tesis. Si bien podriamos aceptar, con
Oscar Wilde, que la naturaleza imite al arte -el desarrollo paralelo de la fisica
( tanto clasica como moderna) y de los procedimientos matematicos precisos para
tal desarrollo ( de una indudable belleza formal: calculo diferencial, al principio,
calculo tensorial, espacios de Hilbert, teorias cuénticas de campos topoldgicas...,
posteriormente) iria, al menos, en esa direccion- parece a todas luces excesivo, que

la economia neoclasica ( supuesta fisica social ) se aproxime, siquiera, al arte.
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APENDICE. SOBRE ALGUNAS RELACIONES INCREMENTALES EN
ECONOMIA

En algunos estudios de teoria econdmica, en particular sobre la funcion de

produccion neoclasica, aparecen con alguna frecuencia relaciones entre variables de

: . : W : -
tipo cociente: z = 1, o0 bien: z=—_. Al considerar, tanto en el plano teérico como

X Xy

especialmente en aplicaciones practicas, las relaciones entre las tasas de variacion
temporal (unitarias) de estas variables, se suele utilizar el calculo diferencial para su
obtencion.

En este apéndice veremos que la formula que relaciona dichas tasas de
crecimiento, difiere segun se utilice para su obtencion el calculo diferencial o bien
simples célculos de variaciones finitas; (que consideramos seria lo adecuado para
medir incrementos interanuales unitarios de cualquier variable macroeconémica:
producto, empleo, productividad etc.). Las diferencias en los resultados obtenidos al
medir variaciones finitas, mediante el procedimiento diferencial y el basado en
incrementos finitos, creemos que en ocasiones pueden no ser despreciables, y
explicar en parte ciertas desviaciones en los resultados de estudios sobre funciones
de produccién macrocondémicas con datos de economias reales, considerados en el
capitulo cuarto. Tratareremos de evaluar, asimismo, la cuantia del error cometido al
intercambiar ambos procedimientos.

Veamos, en primer lugar, la obtencion de la relacion entre tasas de variacion

por el método diferencial. Para ello utilizaremos la relacion que define la
productividad del trabajo: P = T (1), si se consideran las tres variables dependientes

del tiempo con una dependencia funcional, continua y derivable, se tiene derivando

respecto del tiempo, como si de un cociente de funciones se tratase:

P _ 5 _LY-YL

dt r @
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Si dividimos los dos miembros de la relacién (2) entre (1) y simplificamos,

obtendremos la formula habitualmente considerada para la relacion entre las tasas de
L)
L) \LAL) (¥) (L
=—1|-1=1,@3
) FHe)e
L

Y
Esta relacion entre las tasas de varicion de la productividad, producto y empleo

L o : P
variacion temporal y unitarias de un cociente: 5=

seria exacta para variaciones infinitesimales de tales macromagnitudes, para

variaciones finitas sera s6lo aproximada, como veremos a continuacion.
: : Y —
En efecto, si partimos de nuevo de P = T y denotamos con los subindices 1y

2, los valores inicial y final, respectivamente, del periodo considerado y medido para

cada variable, tendremos:

ap_p-R L) (L) (L) vl YL YL
P P Y,
(LJ

- (Y:LJ Yl L2 YlLZ YlLZ
Sumando y restando en la relacion anterior la expresion:

L,

Yl I‘l
1 L2

, 'Y agrupando

<

adecuadamente los sumandos se obtiene:

(LA s

-1 -1 -1
se verifica que el cociente: L[k} 1+ﬂ :[1+A—Lj , tenemos
L) L L, L

finalmente la siguiente relacion, entre los incrementos unitarios y finitos, de la

productividad del trabajo, del producto y del empleo:

GG

P L Y L (ALJ
1+ T

168



Podemos apreciar una diferencia entre las formulas infinitesimal (3) y finita
ALY
(4), concretada en el factor: [“Tj . La magnitud del error relativo, cometido al

utilizar la formula (3) con variaciones finitas, cuyo valor absoluto se puede

determinar facilmente:
AY AL
‘ (AY AL] v L
Pl (AP Y L) | . AL
[PJ_(PJ b S AL ALl
= =||1+—|-1 =|—], coincide con el
AP AY AL L L
P Y L
1+A—L
L

incremento unitario y finito del empleo en los mismos términos. Es obvio que las
consideraciones anteriores se pueden extender a cualquier relacién, de tipo cociente,
entre variables econdmicas. Por ejemplo en el capitulo cuarto, al considerar el
estudio de la economia estadounidense realizado por Solow, a partir del modelo de
progreso técnico derivado de la funcion de produccion neoclasica, se utilizan la
y g:%—%, para el coeficiente capital-trabajo y su tasa de

variacion. A las reflexiones sobre dicho estudio ya hechas, habria que afiadir la

relaciones: R :5
L
vinculada a la utilizacion de una relacion infinitesimal con datos de variacion
interanuales ( claramente finitos) . El error de tal aproximacion, seria otro
factor a tener en cuenta con relacion a las conclusiones obtenidas en tal estudio,
aunque, en este caso, con un papel secundario respecto a las consideraciones ya
realizadas y que atafien a la forma de la funcion y el tipo de estudio estadistico que

se efectud.
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Otro tipo de relacion, entre variables econémicas, que consideramos importante
por su frecuente aparicion en problemas de distinta naturaleza, y que conduce a
expresiones diferentes para las tasas de crecimiento unitarias de dichas variables,

segun se siga el procedimiento diferencial o finito, es el que viene dado por la
férmula siguiente: Z = LY_H ; donde Z podria representar la productividad media por

hora de trabajo, en un determinado sector econémico, cuya produccion vendria
indicada por Y, siendo L y H el nimero de ocupados en dicho sector y la jornada
laboral media, respectivamente.

Las expresiones que relacionan las tasas de incremento de las variables

implicadas, se pueden obtener de modo similar al caso anteriormente considerado:

AZ AL AH (ALY AH\Y]'(AY AH ALY (ALY .
—=1l+—F—+ | — | — ———1|-|1+—| |—, (incrementos
z L H L AH Y H L L

finitos).

Una conclusion clara se desprende del contenido de éste apéndice. El uso de
relaciones obtenidas para variaciones infinitesimales con incrementos finitos
(generalmente  interanuales), no  parece conceptualmente  correcto  ni
cuantitativamente conduce a resultados del todo precisos, aunque si aproximados.
Estariamos, de nuevo, en presencia de una aplicacion poco rigurosa de relaciones

infinitesimales, ahora con un caracter mas practico que tedrico.
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