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Prodlogo

En esta memoria se aborda, tanto en el caso nitido como en el difuso, uno de los principales
problemas asociados a la teoria de la decision, como es el de la representacion de las pre-
ferencias. La teoria desarrollada serd utilizada para la mejora de diversas técnicas para la

clasificacién en problemas de teledeteccién.

Un problema de decisién es abordable, cuando permite una respuesta clara y sencilla,
probablemente sin tener en cuenta un modelo abstracto. Sin embargo, los problemas de

decisién complejos requieren de un modelo matematico para su andlisis.

La complejidad de un problema, en el sentido de no poder ser resuelto de forma directa,
puede venir dada por un problema de organizacién de la informacion, aunque el decisor estd
desbordado por la cantidad de informacién, el problema solamente requiere procedimientos
de organizacion de datos, o por la estructura interna del problema, es en este caso cuando
el modelo formal juega un papel esencial en el problema de decisién al mostrar la estructura

interna del problema.

Sin embargo, los modelos matemdticos de estos problemas complejos pueden ser dificiles
de resolver y de interpretar. Por este motivo, en muchas ocasiones se buscan procedimien-
tos de simplificaciéon del modelo que permiten una facil resolucién dando lugar a soluciones
aproximadas, las escuelas americanas clsicas de multicriterio se pueden englobar aqui (ver,

por ejemplo [123]).

Otra alternativa es no tratar de resolver el modelo, sino comprender el problema, entender



su estructura, de modo que el problema pueda ser analizado por medio de un adecuado
software, casi seguro interactuando con el decisor. Los decisores no suelen aceptar ”cajas
negras” en sus procesos de decisién, parcialmente porque ellos conocen la naturaleza compleja

del problema que estdn tratando.

Una de las claves para poder entender un problema de decisién es el conocimiento de los
posibles criterios subyacentes. La teoria cldsica de la dimension es una posibilidad natural
cuando la informacion estd dada en términos de relaciones nitidas: el nimero de criterios
subyacentes debe ser una via para el conocimiento, entendimiento, y toma de decisiones de

dicho problema. Algunas de las aproximaciones algoritmicas conocidas pueden verse en [142].

Cuando se trata con relaciones de preferencia difusas, la biisqueda de una representacion
comprensible para el decisor, es absolutamente necesaria. Una primera propuesta puede ser

encontrada en [94], a partir de la asi llamada ”funcién de dimensién”.

La funcién de dimensién, tal y como aqui va a ser desarrollada, trae al contexto difuso
algunos conceptos fundamentales en la representacién de relaciones de preferencia nitidas.
Hay que puntualizar que incluso en este contexto se presentan dificultades computacionales
que han frenado el desarrollo de dicha teoria en la practica. El trabajo de Yanez-Montero

[142] jugara un papel esencial en este aspecto.
Esta memoria ha sido desarrollada como indicamos a continuacion:

En el capitulo 2 se introduce un nuevo concepto de dimensién para cualquier tipo de
relacién nitida no reflexiva. Esta nueva definicidon dard lugar a nuevas representaciones de las
relaciones de preferencia binaria. Algunas propiedades son desarrolladas, asi como algunos
algoritmos que permiten su calculo. En este capitulo también se presenta el concepto de

dimensién desde diferentes visiones de racionalidad dando lugar a nuevas representaciones.

Una vez definido el concepto de dimensién en el caso nitido, en el capitulo 3 se introduce
la funcién de dimensién de relaciones de preferencia difusas. Algunas propiedades deseables

para dicha funcién son analizadas.



Los capitulos 4, 5 y 6 abordan el problema de clasificacién en teledeteccién. La teledetec-
cién se puede definir como el conjunto de técnicas que permite obtener informacién a distancia
de las areas de la superficie terrestre mediante el andilisis de la energia electromagnética que

las mismas emiten y reflejan.

Los problemas de clasificacién en teledetecciéon son muy complejos debido a diversos facto-
res, como son la climatologia, rotacion de la tierra, altitud de cada uno de los pixels, ademas

de problemas de decisién complejos. Este problema se considera un problema abierto.

En los capitulos 4 y 5 se desarrollan nuevas técnicas para la clasificacién de imagenes
digitales desde diferentes perspectivas teniendo en cuenta la informacién dada por el entorno

de un pixel.

En el capitulo 4 se buscardan en una primera fase regiones homogéneas, teniendo en cuenta
el concepto de variacional de un pixel, posteriormente, en una segunda fase, se determinard

una clasificacion difusa.

En el capitulo 5 se aborda el problema de la clasificacién difusa de imagenes digitales,
para ello se obtendra en una primera fase una clasificacion nitida basada en la coloracién de
un grafo difuso. Al igual que en el anterior capitulo, esta clasificacién nitida dard lugar a una

clasificacién difusa de la imagen digital.

Finalmente, en el capitulo 6 se propone una metodologia para la agregacién de los métodos
de clasificacion vistos anteriormente basada en la representacién de las relaciones de prefe-
rencia. FEn este sentido, la teoria desarrollada en los capitulos 2 y 3 permite analizar este
tipo de problemas proporcionando herramientas validas para el problema de clasificacién. Se

analizan diversos métodos y propiedades.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este capitulo serd el de sentar las bases para una buena compresién de esta
memoria. Para ello, en primer lugar, se hard un breve repaso a los problemas de decisién y
porqué es interesante el andlisis de las preferencias de un decisor. En segundo lugar se veran
algunos conceptos bésicos sobre conjuntos difusos, incertidumbre, y relaciones de preferencia.

Finalmente se plantea el problema de la clasificacién en teledeteccion.

1.1 Problemas de decision

Los problemas de decision estdn presentes en cualquier momento de nuestras vidas. La
mayoria de las veces que nos enfrentamos a uno de estos problemas se utiliza la légica,
intuicién, experiencia, etc ... para tratar de tomar una decisién acertada. Sin embargo,
existen muchas situaciones en las que la incertidumbre, cantidad de informacion, disparidad
de criterios o simplemente complejidad del problema hacen que la razoén, la intuicién o la
experiencia den lugar a decisiones erréneas. Es en estos casos cuando se requiere de un buen
andlisis. Por este motivo surgen los sistemas de ayuda a la decision que permiten analizar
y comprender el problema que el decisor tiene entre manos. Una buena comprensién del

problema incluye la identificacién de los distintos criterios que influyen en la decisién; una
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valoracién adecuada de éstas permitird al decisor tomar mejores decisiones.

Algunos ejemplos de problemas de decisién son:

e Una persona que va a decidir la adquisicién de un coche tendra en cuenta los criterios:

precio, capacidad, estética, consumo, sequridad ...

e Un estudiante que debe decidir qué carrera universitaria elegir tendra que tener en

cuenta aptitudes, salidas, gustos, dificultad ...

e Una familia que debe decidir la compra de una vivienda tendrd que tener en cuenta

precio, zona, confort ...

Todos los problemas de decisién vistos en los ejemplos anteriores son problemas multicri-
terio y, por tanto, la dificultad de la decisién estriba en la existencia de criterios que pueden
ser contradictorios entre si. En estos casos, el problema que se le plantea al decisor es el de

decidir cual de sus alternativas es la mds deseable.

En funcién de las caracteristicas del problema de decisién que se trata de resolver, existen

diversos métodos y planteamientos de ayuda a la decisién. Algunas enfoques son:

Programacion multiobjetivo

La programacion multiobjetivo u optimizacion vectorial es de gran utilidad cuando el marco
decisional estd definido por una serie de objetivos a optimizar que deben satisfacer una serie de
restricciones. Las funciones objetivo serdn modelizadas al igual que las restricciones mediante

programacién matemadtica.

Como en la mayoria de los casos es imposible maximizar todos los objetivos satisfaciendo
las restricciones, la programacion multiobjetivo trata de encontrar y determinar el conjunto

de soluciones eficientes o de Pareto.
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Definicién 1.1. Se dird que una decisién es 6ptima de Pareto si no existe otra decisién que

la mejore en todos los objetivos, siendo al menos en uno mejor estrictamente.

En la literatura se pueden encontrar diversas aproximaciones que tratan de encontrar el
conjunto de soluciones eficientes. Algunas de ellas son el método de las restricciones [74], el

de las ponderaciones [146], el método N.I.S.E. [25], el simplex multicriterio [145], etc.

Programacién de Compromiso

La programacién compromiso fue inicialmente desarrollada por Yu [143] y por Zeleny [145,
144]. La idea bésica de la programacién por compromiso consiste en utilizar un punto ideal
como punto de referencia para el decisor. Teniendo en cuenta que en el punto ideal se maximi-
zan todos los objetivos del decisor, el decisor eligird de entre todos los puntos eficientes aquél
que se encuentre a distancia menor del punto ideal. De esta forma mediante la programacion

compromiso se reduce en cada paso el conjunto de alternativas deseables para el decisor.

En este enfoque la eleccién de la funcién distancia es esencial, y no debe entenderse

unicamente en sentido geométrico, ya que debe contemplar las preferencias del decisor.

Programacién por metas

Uno de los problemas que tienen los enfoques anteriores es la complejidad computacional. A
medida que se incrementa el tamano del problema se hace muy complejo el calculo de todas

las soluciones eficientes.

La programacion por metas cambia la filosofia de optimizacion vista por los anteriores
enfoques. En este nuevo enfoque la idea no es maximizar una funcién sino la de satisfacer una
serie de restricciones (metas). Para ello bastard con determinar niveles minimos de aceptacién

para algunos objetivos, que pasardn a ser parte de las restricciones del problema.
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Desde el articulo pionero de Charnes y Cooper [23] se han desarrollado numerosas técnicas

basadas en programacién por metas, algunas de ellas se pueden encontrar en [108].

Enfoques interactivos multicriterio

En estos enfoques se van mejorando soluciones parciales gracias a la interaccién con el de-
cisor hasta que se llega a una solucién adecuada para todos. Algunos de los més conocidos
algoritmos interactivos en problemas de decisién son: Método STEM [15], Método de Zionts

- Wallenius [150], ELECTRE [112], PROMETHEE [20, 75], y otros muchos.

Los enfoques senalados anteriormente (programacién multiobjetivo, de compromiso, por
metas e interactivo) tienen un denominador comin: en todas ellos se tiene un conocimiento
a priori de los criterios, factores y objetivos del problema de decisién. Sin embargo, existen
otros problemas de decisién en los que los criterios o los objetivos no son conocidos incluso

por el decisor. Veamos algunos ejemplos.

e Supongamos que se tiene que elegir entre varios cuadros cudl de ellos es mas bello. El
concepto de belleza es algo subjetivo a cada persona, por lo tanto, lo que para una
persona puede ser bello, para otra podria no serlo. En este problema de decisién parece

muy complicado establecer unos criterios a priori.

e En problemas de clasificacién en teledeteccién, suele ser habitual tener que discriminar
entre varias fotografias dependiendo de cudl de ellas refleja mejor el objeto que se esta
estudiando. En el problema de decisiéon asociado, los criterios estdn basados en la

experiencia, y en la mayoria de los casos son desconocidos por el fotointérprete.

Un enfoque adecuado a este tipo de problemas es el basado en el andlisis de las preferencias

del decisor.

Asi pues, existen diversas situaciones en las que seria muy interesante determinar cudles

son los criterios, objetivos y factores que influyen en el problema de decision.
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En esta linea aparece el concepto de dimensién (que se analizard en el capitulo 2) [45] en
relaciones de preferencia. El concepto de dimensién en una relacién de preferencias responde
a la idea del ntimero de criterios que explican las preferencias del decisior. Una vez que se

tienen dichos criterios la comprehensién y resolucién del problema se hace més asequible.

Una relacién puede verse como un subconjunto R C X x X. También puede verse como

una funcién

X x X — {0,1}

donde X = {z1,x,... ,2,} representa el conjunto finito de alternativas y uf(z;,z;) = 1

cuando el par (z;,7;) € R, y p'(z;,2;) = 0 en otro caso.

Definicién 1.2. Se dice que R es un orden parcial si verifica las siguientes propiedades:

e No Reflexiva o Antireflexiva (u®(z;,7;) =0 Vz; € X)
e Asimétrica (uf(zi,z;) =1 = pf(z;,z;) =0)

e Transitiva (uf(z;, ;) = pf(zj,zx) = 1 = pl(zi,21) = 1)

1.2 Conceptos Basicos sobre conjuntos difusos

La teorfa de los conjuntos difusos fue introducida por L. A. Zadeh [147] en 1965. Este
nuevo concepto cambié la forma de considerar la ambigiiedad y la imprecision, asi como el
tratamiento de problemas en los que aparece incertidumbre. En las teorias tradicionales se
fuerza a que las representaciones del mundo real que se realizan encajen dentro de modelos
muy precisos, tomando la imprecision como un factor de distorsién. El concepto de conjunto
difuso, asi como el concepto de incertidumbre difusa, supuso una revolucién en contextos

como la teoria de decisién y la clasificacién.
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Por este motivo, es necesario incorporar la imprecisiéon para representar la informacién
en procesos en los que un aumento de la precisién volveria completamente inabordable el

problema.

Incertidumbre

Dependiendo de la situacion, existen muchos tipos de incertidumbre, por ejemplo, cuando se
estd lanzando un dado, acerca de cudl sera el resultado; cuando la gente piensa si le irdn bien
las cosas; cuando una empresa se pregunta cudl serd la demanda de un producto, cuando
alguien dice preferiria no madrugar. Estd claro que en todos estos casos existe lo que se
conoce diariamente como incertidumbre, pero se puede observar que la incertidumbre en los

casos mencionados anteriormente es muy diferente.

En unos casos se tiene incertidumbre probabilistica, por ejemplo no sé cudl serd el resul-
tado cuando se tire el dado, pero se conoce la distribucién de probabilidades, y por tanto se
podrd tomar una decisién que dependa del resultado del dado. Cuando la empresa se pre-
gunta cudl serd la demanda de un producto, estd claro que existe incertidumbre, pero podria
hacer un estudio de series temporales, para poder estimar cudl serd la demanda con un grado
de confianza. Sin embargo cuando alguien dice Preferiria no madrugar la incertidumbre de
esa frase viene dada por la vaguedad que tiene el lenguaje, por las aspiraciones del decisor,
porque en el lenguaje no suelen aparecer verdades absolutas, no existe el si 0 el no como lo
conocemos normalmente en matematicas, en realidad lo que quiere expresar esa persona, es
que sus preferencias irdn evolucionando a medida que vaya pasando la hora de levantarse.

Asi pues, estd claro que existen ademads de la probabilistica otros tipos de incertidumbre.

Cuando en este trabajo se habla de la incertidumbre difusa, se hace referencia a un incer-
tidumbre més subjetiva que objetiva, se hace referencia a una incertidumbre en la forma de
hablar (vaguedad en el lenguaje), a la incertidumbre que aparece cuando se quiere modelizar

una preferencia personal, a los grados de verdad con que ocurren las cosas, etc.
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El concepto de conjunto difuso recoge esta idea.

Conjuntos difusos

Definiciéon 1.3. Sea X un espacio de objetos, no vacio, con un elemento genérico de X que

denotamos por x.

Un conjunto difuso o clase difusa A en X es una funcién ps de X llamada funcion de
pertenencia, que asocia a cada punto de X un nimero real en el intervalo [0,1]. El valor de
wa(z) representa el grado de pertenencia de x a A. Asi cuanto mas cerca esté pa(z) de la
unidad mas alto es el grado de pertenencia de x a A. Claramente la funcién de pertenencia

es la extensién de la funcién caracteristica cldsica de un subconjunto de X (Zadeh [147]).

Definicién 1.4. Sea A conjunto difuso en el universo X. Definimos « corte de A, y lo deno-

tamos por A® al siguiente conjunto: {x € X/pua(z) > a}

Definicién 1.5. Un conjunto difuso A se dice vacio si y sélo si su funcién de pertenencia es

idénticamente 0 en X, esto es pa(z) =0, para todo z € X.

Definicién 1.6. Se dice que dos conjuntos difusos A y B son iguales (A = B) si y s6lo si

pa(z) = pp(z), para todo z € X.

Definicién 1.7. Dubios y Prade [43] definen un nimero difuso como un conjunto difuso en
la recta de nimeros reales. Asi pues un ntimero difuso a, es un conjunto difuso con funcién
de pertenencia p,. Existen diversos tipos de niimeros difusos, a continuacién veremos algunos
de los que mas se han utilizado en la literatura. Esta definicion ha sido criticada por Kerre
[69], que exige que los nuimeros difusos verifiquen algunas propiedades deseables como: la

continuidad de la funcién de pertenencia, convexidad, etc.



Capitulo 1. Introduccion 8

Operadores de conjuntos difusos

Al igual que en el tratamiento de problemas de optimizacién, légica, decisién, etc.. se hace
imprescindible el uso de las operaciones béasicas entre conjuntos como: interseccién, unién,
complementaridad..., para el tratamiento de problemas con incertidumbre difusa es necesario
introducir las principales operaciones entre conjuntos difusos (interseccién ,unién complemen-

taridad ).

L. A. Zadeh sugiri6 la utilizacién de min(yp, 9), max(¢, 1) como extensiéon natural de las

operaciones interseccién y unién en conjuntos nitidos respectivamente.

Pero la naturaleza de los conjuntos difusos permite definir nuevas operaciones. Asi, nos
encontramos autores como Fodor [50], Ovchinnikov [99], Trillas [129], Weber [132] y Yager
[133] entre otros, introducen los operadores T-norma, y T-conorma. Una propiedad funda-
mental de estos operadores es que contienen como caso particular los definidos originalmente

por Zadeh.

Estas nuevas operaciones definidas entre conjuntos difusos (entre las que se destacan
las T-normas y las T-conormas) juegan un papel esencial en los procesos de agregacién de

conjuntos difusos.

T-normas
Las conjunciones que vamos a ver a continuacion sirven como base para definir las intersec-
ciones de subconjuntos difusos de un conjunto dado.

Definicién 1.8. Una funcién 7 : [0,1]2 — [0,1] que verifica

T(l,z) ==z Vz € [0,1] (1.1)
T(z,y) =T(y,z) Vz,yel0,1] (1.2)

T(z,T(y,2)) =T(T(z,y),2) Vz,y,z €[0,1] (1.3)
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T(z,y) < T(u,v) si 0<z<u<l1,0<y<ov<l1

se denomina norma triangular o t-norma.

T-conormas

(1.4)

Las disyunciones que vamos a ver a continuacion sirven como base para definir las uniones

de subconjuntos difusos de un conjunto dado

Definicién 1.9. Una funcién S : [0,1]2 — [0, 1] que verifica

S(0,z) ==z Vz € [0, 1]

S(z,y) = S(y,») Va,y€l0,1]

S(z,S(y,2)) = S(S(z,y), 2) Vz,y,z€[0,1]

S(z,y) < S(u,v) si 0<z<u<l,0<y<wv<l1

se denomina conorma triangular o t-conorma.

[—
ot

—_ =
~N
 — =

—~~ o~ o~ o~
[a—
co

Hemos de senalar que como en el caso de las t-normas (1.5), (1.8) juntas implican S(1,z) =

1 Vzel01].

Ejemplos

Las siguientes funciones son ejemplos de ¢-normas y sus ¢-conormas asociadas.

(1) Ty (z,y) = min{z, y}.

Sl(xay) = méx {xay}

(Zadeh)
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(2) T

=r+y—x-y. (probabilistica)

S3(z,y) = min{z +y, 1}. (Lukasiewicz)

min{z,y}, simix{z,y} =1,
(4) Tu(z,y) =

0, en otro caso.
mix {z,y}, siz=06y=0,

84(]77 y) =
1, en otro caso.

Negaciones

La negacién es una operacién unitaria que identifica el valor verdadero de NOT P de un

proposicion P.

Definicién 1.10. Una funcién n : [0,1] — [0, 1] que satisface n(0) = 1, n(1) = 0 y ademads

es no creciente, se denomina negacion.

Definiciéon 1.11. Una negacién n se denomina estricta si n es continua y estrictamente

decreciente. Se denomina fuerte si es una involucién n(n(z)) =z, Vz €[0,1].

Tripletas de Morgan

Si T es una t-norma, , S una t-conorma y ni, ns dos negaciones estrictas, entonces se pueden

expresar dos tipos de leyes de De Morgan:

Primera ley n1(S(z,y)) = T(n1(x),n1(y)), (1.9)

Sequnda ley no(T(x,y)) = S(na(z),n2(y)). (1.10)
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1.2.1 Agregacion en conjuntos difusos

En esta secciéon haremos un breve repaso sobre la agregacién en conjuntos difusos, que es
esencial en problemas de clasificacién difusa. Los procedimientos de agregacién de informa-
cién estan presentes continuamente en la mayoria de los problemas y decisiones a las que nos

enfrentamos.

En muchos contextos, por ejemplo, la elaboracién de una opinién global, el proceso de
agregacién es esencial. En principio, la tdnica propiedad que se debe exigir a una regla
de agregacion es su capacidad para transformar un conjunto de datos dando lugar a una

representacion maés sencilla.

Existen diversas formas de definir un operador de agregacién. Aqui se propone la siguien-

te:

Definicién 1.12. Un operador de agregacion de dimensién n es toda aplicacion

on 1 [0,1]" — 10, 1],

que verifique las siguientes condiciones (ver, entre otros, los trabajos de Dombi [40, 41]):

[a—y

. ¢ es monotona no decreciente en cada coordenada.

2. ¢, es continua.

Asimismo, consideraremos que una regla de agregaciéon debe agregar un ntmero finito
pero arbitrario de valores, a través de operadores de agregacién apropiados. Tomando como

espacio de valores el intervalo unidad, (lo cual en ningtin modo puede considerarse restrictivo
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en la prictica), una regla de agregacién se puede formalizar como una secuencia de operadores

{¢n :[0,1]" = [0,1]}n>1,

de tal manera que, caso de presentarse al usuario una familia de n valores, (a1,as9,... ,a,),

dicho usuario le aplicaria ¢,, para obtener el valor agregado ¢, (ai,as,... ,a,).

A diferencia de otros enfoques, que estdn interesados en el operador, se seguird la linea
desarrollada por J. Montero [88, 89] donde lo mds importante es la regla de agregacion.
Noétese que en una regla de agregacion pueden ser diferentes los operadores de agregacion ¢,

en funcién de n.

Operadores OWA

En algunos problemas, la ordenacién previa que se permite al decisor o usuario es inica, bien
porque el orden en el que los datos le son aportados tiene un significado esencial, al haber

sido procesados y ordenados los datos, bien porque sélo hay una forma natural de hacerlo.

Los operadores OWA son una importante familia de operadores que suponen el orden
usual en el intervalo unidad. Introducidos por Yager [135, 136], con el intento de englobar
a un buen bloque de agregadores situados entre el operador minimo y el operador mdzimo
(la mayor t-norma y la menor ¢-conorma, respectivamente), su presentaciéon mas usual estd

basada en la ordenacién natural decreciente.

Un operador OWA de dimensién n es un operador

¢:10,1]" — [0,1]
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tal que para cualquier n-upla (ay,... ,a,) le asigna un valor ponderado
n
dlay, ... a,) = Z wia).
i=1

para alguna familia de pesos W = (wq,... ,wy) tal que

1. w; € [0,1] para todo 1 <i <n

2. Z?:l w; = 1

1.3 Relaciones de preferencia difusa

La teoria de los conjuntos difusos permite extender el concepto de relacién binaria del caso
clsico, asignando a cada par ordenado de elementos un nimero en el intervalo unidad que
representa el grado de verdad con el cual los elementos en cuestién pertenecen a la relacion

(ver el trabajo de Zadeh [148]).

Definicién 1.13. Sea X un conjunto dado y (7,S,n) una tripleta de De Morgan modeli-
zando AND, OR y NOT, respectivamente, entonces: Una relacion binaria difusa R es una

funcién R: X x X — [0,1]. !

Esto es, R es una funcién tal que asigna a cada par de puntos a,b € X el valor R(a,b).
Este valor recoge el grado de interaccién entre ¢ y b. En el caso que estamos tratando, X
serd el conjunto de alternativas y R una relacién de preferencia difusa en X entonces R(a,b)
se entiende como el grado en que ’a no es peor que b’. Utilizando la terminologia de los
conjuntos difusos, R es un subconjunto difuso del conjunto X x X, se justifica asi el término

de relacion binaria difusa.

!Llamaremos R a la relacién, pero denotaremos pr cuando nos refiramos a la funcién de pertenencia de

dicha relacién.
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Dada la relacién binaria difusa R es posible definir las relaciones binarias complementario

R y la inversa R~! de una relacién difusa R se definen de la siguiente forma:

R®(a,b) = n(R(a,b)), (1.11)

R~(a,b) = R(b,a), (1.12)

Algunas propiedades bésicas de las relaciones binarias difusas son:

Definicién 1.14. Una relacion binaria R difusa en X se dice que es:

e refleziva si pr(a,a) =1 Va € X.

e irrefleziva si pugr(a,a) =0, Va € X.

e T-antisimétrica si para a # b se tiene T'(ur(a,b), pr(b,a)) = 0.
e asimétrica si T(pr(a,b), pr(b,a)) = 0 para cada a,b € X.

e S-completa si para a # b entonces S(ur(a,b), pr(b,a)) = 1.

o fuertemente S-completa si T(pr(a,b), pr(b,a)) =1Va,be X.

o T-transitiva si

T(MR(a'aC)a/J'R(ca b)) < N'R(a'a b)a Va,b,c € X.

Para mayor informacién acerca de las relaciones de preferencia se puede empezar en J.
Montero y J. Tejada [92], Montero et al. [93], Ovchinnikov [98], S. Ovchinnikov y M. Roubens
[100].
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1.3.1 Estructura de preferencia

La modelizacién de preferencias es una parte fundamental de varios campos aplicados pero

al mismo tiempo tiene interés desde el punto de vista tedrico.

Como ya se indicd anteriormente, en la teoria cldsica de modelizacién de preferencias
(ver, entre otros, el trabajo de M. Roubens y Ph. Vincke [111]), una relacién binaria R
con respecto a cada par de alternativas (a,b) de un conjunto dado X se considera como una

relacion de preferencia débil:

aRb <= a no es peor que b.

Esto implica que R es una relacién refleziva. Asociada a cada relacién de preferencia binaria

R, tenemos las siguientes relaciones:

Preferencia estricta: aPb <= aRb y no bRa.
Indiferencia: alb <= aRb y bRa.
Incomparabilidad: aJb <= no aRb y no bRa.

Orlovsky, Ovchinnikov, Roubens y Fodor han realizado avances importantes,(entre otros,
ver J. C. Fodor [49], J. C. Fodor y M. Roubens [53], [54], S. Ovchinnikov y M. Roubens [100],
S. Ovchinnikov [98]) tratando el problema de definir valores de intensidad estricta a partir de
preferencias difusas débiles. Sin embargo, nuestro objetivo es definir, a partir de los datos,
la estructura de preferencia completa, incluyendo no sélo la preferencia estricta sino también

la indiferencia y la incomparabilidad.
En esta memoria se ha analizado tnicamente la relacién de preferencia estricta.

A continuacién se veran algunas propiedades de las funciones de preferencia difusas que
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serdn ttiles para la comprensién de trabajo.

Definicion 1.15. Una relacién difusa p se dice ag-antisimétrica si R* es antisimétrica para

todo a > ay

Definicion 1.16. Una relacién binaria difusa p definida en un conjunto finito X es max-min

transitiva si

o u(z,y) > Min{pu(z,2);pu(z,y)} Vr,y,z€ X

Entonces es trivial demostrar que

Proposicion 1.1. Una relacion binaria difusa p es maz-min transitiva si y solo si R® es

transitiva Yo € (0, 1]

Esta propiedad es desde luego generalizable para la nocién de relaciones max-* transitivas

(ver Dubois-Prade [42], por ejemplo).

Definicién 1.17. Sea * : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] operacién binaria en [0, 1] (con las propiedades

usuales), entonces diremos que la relacién difusa p es max-* transitiva si y sélo si

w(z,y) > p(w, z) * p(z,y) Vo,y,z € X

Por tanto, la proposicién 1.1 puede generalizarse trivialmente al caso max-* transitivo.

1.4 Teledeteccion

A lo largo del tiempo se han dado varias definiciones sobre el término teledeteccion. Es-
tas definiciones son ligeramente diferentes, pero todas ellas tienen un denominador comin:
obtencion de informacion a cierta distancia sobre el objeto en estudio. Los problemas de

teledeteccion que se van a estudiar en esta memoria estan directamente relacionados con la
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observacién de elementos de la superficie terrestre por medio de la energia electromagnética
reflejada o emitida. Esto nos lleva a definir la teledeteccion como el conjunto de técnicas que
permite obtener informacién a distancia de las dreas de la superficie terrestre mediante el

andlisis de la energia electromagnética que las mismas emiten y reflejan.

Se puede encontrar una introduccién histérica a la teledeteccién en los trabajos de Camp-
bell [22], Chuvieco [24], Simonett [121] y Stone [125], entre otros. Un elemento esencial en
teledeteccién es la habilidad para grabar una imagen de la superficie terrestre; por tanto, el

punto inicial de la evolucién en este campo podria decirse que fue la invencién de la fotografia.

En sentido amplio la teledeteccion no engloba sélo los procesos que permiten obtener una
imagen desde el aire o el espacio, sino también su posterior tratamiento, en el contexto de una
determinada aplicacién. Es de especial interés, entre otros, en los campos de la geografia,
biologia, edafologia, ciencias forestales, agronomia, oceanografia, cartografia e inteligencia

militar.

Como ejemplos concretos de aplicaciones de teledeteccién, se pueden citar:

Catastro y Planeamiento Urbano

e Inventario regional del medio ambiente para preparar estudios de impacto ambiental.
e Cartografia geoldgica para la explotaciéon mineral y petrolifera.

e Verificacion de contenidos de salinidad en las principales corrientes de agua.

e Cartografia térmica de la superficie del mar.

e Verificacion y control de la calidad fisica del agua, turbidez y contenido de algas.

e Cartografia de la cobertura vegetal del suelo.

e Répida evaluacion de condiciones de estrés en la vegetacion, por lo efectos de la sequia

o deforestacion.
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Cartografia de dreas quemadas y seguimiento de los ritmos de repoblacién natural.

Contribucién a la cartografia e inventario de la cobertura y uso del suelo.

Seleccion de rutas 6ptimas para nuevas vias de comunicacién.

Cartografia e inventario de cultivos por especies.

Prediccion del rendimiento de cultivos.

La mayor parte de las aplicaciones arriba reseniadas no son exclusivas de la teledeteccion
espacial, aunque el uso de ésta consigue reducir los costes y el tiempo en obtener resultados.

En breves términos, esta técnica aporta, frente a la fotografia aérea, las siguientes ventajas:

e Cobertura global y periédica de la superficie terrestre. Gracias al uso de
satélites se pueden obtener imagenes repetitivas de la mayor parte de la Tierra, incluso

de 4reas inaccesibles por otros medios ( zonas polares o desérticas, por ejemplo.)

e Vision panordamica. Una sola imagen del satélite NOAA abarca 9 millones de

kilémetros cuadrados.

e Homogeneidad en la toma de datos. Una gran superficie se detecta por el mismo

sensor y en una fraccién muy pequena de tiempo.

e Informacién sobre regiones no visibles del espectro. Los sensores épticos-
electrénicos facilitan imagenes sobre dreas no accesibles con la fotografia convencional:
infrarrojo medio y térmico, etc. A cada imagen analizada se le asigna una serie de
variables, que se llaman bandas espectrales. Estas bandas del espectro proporcionan
una valiosa informacién para estudios medioambientales, registrando problemas imper-
ceptibles al ojo humano. El formato digital de la iméagenes agiliza su tratamiento y

reduce costes para integrar los resultados con otro tipo de cartografia més convencional



Capitulo 1. Introduccion 19

1.4.1 Clasificacion en Teledeteccién

Para la mayoria de usuarios de la teledeteccion, la clasificacién supone la fase mas importante
en el tratamiento de imagenes digitales. Esto es debido a que los datos que se obtienen de
los sensores son medidas relativas, en muchos casos distorsionadas por el clima, atmésfera,
y otras condiciones ambientales. Es decir, estos datos obtenidos no tienen sentido por si
solos, es necesario hacer una interpretacion. Pero si bien no se puede establecer una medida
fisica (como la humedad, temperatura ...) asociada a cada banda existe una alta correlacién
positiva entre las bandas y este tipo de medidas. Por ese motivo la clasificacién digital no
busca patrones concretos que pudieran servir en posteriores estudios, busca patrones validos
para una determinada imagen y un territorio concreto (ver [24, 107]). Asi pues, en un primer
paso es preferible aplicar un algoritmo no supervisado hasta que el aprendizaje del sistema

nos proporcione méas informacién acerca de las clases.
Definicién 1.18. Pixel. Minima unidad discriminante en una imagen digital.

Definicién 1.19. La clasificacién de imagenes digitales es el proceso de asignar pixels a
clases. Cada pixel se trata como una unidad individual compuesta de valores en diferentes

bandas espectrales.

En la mayoria de estudios que se desarrollan para la clasificaciéon de imagenes digitales se
comparan pixels entre si 0 con algunos objetos conocidos, para poder formar grupos de pixels
similares en clases dependiendo de algunas categorias de interés. Estas clases forman regiones
de un mapa o imagen, de forma que después de la clasificacién la imagen digital se presenta
como un mosaico de parcelas (regiones) homogéneas (cada una de ellas normalmente serdn

representadas mediante un color, para poder ser visualizadas por el usuario).
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Dimension en relaciones de

preferencia binarias

En este capitulo se analiza el problema de la representacion de relaciones de preferencia
binarias a partir de su dimensién. Con el fin de evitar las limitaciones del concepto clasico,
se propone un nuevo concepto de dimensién que permite representar no solamente aquellas
relaciones que sean 6rdenes parciales, sino cualquier relacién no reflexiva. Finalmente se ven
algunas propiedades asociadas a este nuevo concepto y se proponen diversos algoritmos para

su calculo.

2.1 El concepto de dimension

Desde un punto de vista normativo, una hipétesis clave en la modelizacién de preferencias
es la de suponer que las preferencias definen un orden lineal estricto (asimétrico, transitivo,
y relacién binaria completa) [111]. En este sentido, las preferencias pueden ser modelizadas
en la recta real. Los 6rdenes lineales estrictos son considerados en la mayoria de los campos
como modelos ideales para los decisores, los cuales son capaces de expresar sus preferencias

como un perfecto discriminador ante cada eleccion binaria. En este caso cualquier problema

20
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de ordenacién de decisiones puede ser resuelto. Sin embargo, estos érdenes lineales estrictos
no se suelen encontrar en el mundo real. La transitividad e incomparabilidad no puede ser
siempre impuesta, ésta es la principal razén por la cual los modelos con alternativas necesi-
tan un estudio con mas detalle para conseguir una mejor representaciéon de las preferencias

individuales, incluyendo la modelizacién difusa (ver [55]).

El concepto de dimensién ha sido muy estudiado en el contexto de las relaciones binarias
nitidas. Una relacién binaria puede verse como un subconjunto R C X x X. También puede

verse como una funcién

X x X — {0,1}

donde X = {z1,z2,... ,2,} representa el conjunto finito de alternativas y uf(z;,z;) = 1

cuando el par (z;,7;) € R, y pf(z;,2;) = 0 en otro caso.

Cuando se tiene que z; Rz, queremos decir que la alternativa z; es estrictamente preferida
a la alternativa z; (ya que el orden que se considera no es reflexivo), también se puede denotar

por z; > x;

Una relacién de preferencias binaria (X, R) tiene asociado, de forma directa un digrafo
Gr = (X, R), donde el conjunto de vértices son las alternativas y los arcos son las relaciones.
A lo largo de la memoria cuando se trate con relaciones de preferencia binarias se hablard

indistintamente del digrafo o de la relacion.

La Teoria de la dimensién fue inicialmente desarrollada por Dushnik-Miller [45] en el ano

1941, y solamente es aplicada a 6rdenes parciales.

Szpilrajn [126] demostré que cualquier orden parcial puede ser representado como intersec-
cién de érdenes lineales. Este resultado fue esencial para la posterior definiciéon de dimensién

dada por Dushnik-Miller (ver [45]).

Definicién 2.1. Dado un orden parcial R. Se define la dimensién de este orden al minimo
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ntmero de érdenes lineales (6rdenes parciales completos) cuya interseccién es R.

Sea R un orden parcial o Poset (Partial Order Set) con dimensién d. Cada elemento

1

x; € X puede ser representado en el espacio (z;

L. xd) € R? de la siguiente forma:

ziRx; <= :ch>ac§C Vke{l,...d} Vz,zjeX

(ver Trotter [130]).

En este trabajo se denotard por [z1, 22, ... ,z,] al orden lineal z1 > z9,... 21 > xp, ... 22 >

Tpyor-Tp—1 > Tp-

La interseccién de érdenes lineales en un poset, permite contemplar las incomparabilidades
en la Teoria de la decisién. La dimensién d de una relacién nitida sugiere la existencia
de d criterios subyacentes, y las coordenadas de cada elemento representan el valor de esa

alternativa respecto a ese criterio.
Teniendo en cuenta esto, el decisor podra entonces buscar criterios subyacentes.

El concepto de dimensién en relaciones de preferencia tiene asociado tres problemas in-

ternos:

(i) Un problema de representacion general: Los érdenes parciales (Las preferencias com-
plejas) tienen que ser representadas en términos de preferencias simples (El operador

interseccion representa los érdenes parciales con los érdenes lineales).

(ii) Un problema de Racionalidad: En la teoria clasica, las preferencias deben ser repre-
sentadas en términos de 6rdenes lineales, que son nuestro niicleo de racionalidad (lo
que en la teoria clasica se entiende como consistencia). La eleccién de este dtomo de

racionalidad debe ser un problema a tener en cuenta.
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(iii) Un problema de eficiencia: Basdndonos en el principio de parsimonia, la representacién
anterior tiene que ser tan simple y compacta como sea posible, por este motivo se busca

la representaciéon minimal.

Desde el punto de vista algoritmico, la Teoria de la dimensién presenta muchas dificulta-
des, Yannakakis [141] demuestra que el problema de determinar la dimensién d de un orden
parcial es un problema NP — duro si la dimensién es mayor o igual que 3. En esta linea el
algoritmo exacto propuesto por Yanez-Montero [142] permite el cilculo de la dimensién para

problemas con dimensiones medias.

Ejemplo 2.1. Sea X = {z1,z9,%3,24} y sea P un poset en X:

P ={xy > x9,23 > x4}

P se puede escribir como interseccién de los siguientes 6rdenes lineales:

Ly = [x1,x9,x3,14] y Ly = [x3,%4,%1,x2] Asi tenemos que dim(P) = 2

@)

@)
@)

Figura 2.1: Representacion de las preferencias del ejemplo 2.1
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2.2 Representacion general de relaciones de preferencia bina-

ria

Como ya se ha dicho anteriormente, la Teoria de la dimensién cldsica (nitida) propone la
representacion de érdenes parciales por medio de érdenes lineales. Entre todas las posi-
bles inconsistencias !, solamente la incomparabilidad es modelizada. Para una modelizacién
mds realista se deberia intentar relajar tanto como sea posible las restricciones acerca de la

relacion.

En una relaciéon binaria R se distinguen, a parte de la incomparabilidad, dos diferentes

clases de inconsistencias no modelizadas por la definicién clasica de dimension:

(a) Ciclos: Un k-ciclo es una secuencia {z1,---,zp} de k alternativas que verifica que

riRz;y1 paratodoi=1,--- |k — 1y ademds zpRx;.

(@) ——()
@/

AN

-~

Figura 2.2: Inconsistencia ciclo

(b) Intransitividad: Esta clase de inconsistencias aparece cuando existen tres alternativas

x1,T9, 3 verificando :x1 Rzy v xoRx3 pero no x1Rxs

'En la teorfa cldsica se entiende como inconsistencia a toda relacién que no sea un orden lineal. Asi

tendremos una inconsistencia cuando aparezcan: intransitividades, incomparabilidad o ciclos
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Figura 2.3: Intransitividad

Parece claro que un 1-ciclo puede ser eliminado (si se impone a la relacién que sea irre-

flexiva) (z,z) ¢ R para todo z € X).

Para eliminar los 2-ciclos se deben chequear todo par de alternativas, para todos los pares
que cumplan (z1,z9) € R entonces (z2,71) ¢ R, es decir, esta relacién de preferencia es

asimétrica.
Podria también pensarse que los 3-ciclos en una relacién de preferencias no puede darse.

Pero para aquellos ciclos de longitud & > 3 se verifica que a mayor longitud del ciclo mas
dificil, y menos realista es eliminar estos ciclos de una relacién de preferencias (El niimero de
alternativas incrementa la posibilidad de que el decisor cometa este tipo de inconsistencias

[87])-

Parece claro que este tipo de inconsistencias (ciclos, intransitividad) no siempre pueden
ser eliminadas en la practica, teniendo en cuenta que el decisor no es capaz de chequear sus
preferencias para fijar nuestro modelo matemaético. Por este motivo se hace necesario dar un

nuevo concepto que permita modelizar este tipo de relaciones.

Se consideran a continuacién dos posibles situaciones para poder entender la aproximacion

que en este capitulo se hace.
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1. X = {z1,22} y Ry de forma que pf (z,15) = pf (29, 71) =0

2. X ={z1,72} y Ry de forma que pf2(zy,29) = pf2 (29, 21) =1

La primera relacién R; que se tiene muestra dos alternativas incomparables, permitiendo
una representacion estdndar con dimensién 2, se puede observar que R; es interseccién de

dos 6rdenes

C ={Ly, Ly}

lineales estrictos Ly = [z1,z2] y Lo = [x9,x1]. Asi se tiene,

Ry =LiN Ly

En la segunda relacién Ry se tiene un ciclo de dos alternativas, por lo que no se puede
tener una representacion como interseccién de dos 6rdenes lineales. Sin embargo se tienen

dos 6rdenes lineales L y Ly que podrian explicar la relacién Rp, si se usa el operador unién:

Ry = L1 U Ly

En ambos ejemplos se puede observar que existen dos criterios. Se obtiene asi que Ry y
Ry son explicados por medio de los 6rdenes lineales L; y Ly operados de distinta forma por

medio de la unién y de la interseccién.

El siguiente resultado demuestra que una relacién de preferencia estricta puede ser re-
presentada en términos de uniones e intersecciones de érdenes lineales (ver [61, 62] y [55]):
mientras la incomparabilidad es explicada mediante la intersecciéon de operadores, la incon-

sistencia (es decir, ciclos y no transitividad) estard explicada con el operador unién.
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Teorema 2.1. Sea X = {x1,...,xz,} conjunto finito de alternativas, y sea

C ={L/L ordenes lineales en X } C X x X

Entonces, para cada relacion binaria no reflexiva R en X existe una familia de ordenes

lineales {Lg}s: C C de forma que
n=UNs
s t

Demostracién 2.1. Por una parte, si R es una relacidn binaria vacia (es decir p®(z;, ;) =

0 V(z;,zj)), R puede ser representado como interseccion de dos ordenes lineales

[:ElaxZ?' .- 7$n717$n] N [IL‘n,IL'n,I,. c 7$27x1]

En otro caso, sea R una relacion binaria no vacia y sea (x;,x;) un par que verifica que
R(,. ) — ; ; 1] 0 LRI
p't(zi, x5) = 1. Entonces definimos el orden parcial RV de la siguiente forma: p'" (z;,z;) =

1y puf? (zg, 1) =0, V(zk,21) # (2i,2;). Obviamente

rR= |J RY

{(é.) /=i R}

donde RY es un orden parcial, por el resultado de Dushnik-Miller cada orden parcial puede
ser representado mediante interseccion de drdenes lineales, asi tenemos que RY = Nk Lg,
entonces,

rR=JNL}

iy k
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Después de demostrarse que toda relacién puede ser representada, mediante uniones in-
tersecciones de 6rdenes lineales, se podrd generalizar el concepto de dimensién, inicialmente

definido tinicamente para una relacién transitiva y no reflexiva.

Definicion 2.2. Sea X un conjunto finito de alternativas. Se define la dimension generali-
zada de una relacién binaria nitida R como el minimo ntimero de diferentes 6rdenes lineales,

Lg; tal que

R=UN L
s t

Como se puede observar en la demostracion del teorema, 2.1 visto anteriormente, la repre-
sentacién minimal para el caso extremo de R = () es obtenida por medio de interseccién de dos
6rdenes lineales, de este modo dim(R) = 2. Para relaciones de preferencia més generales, sin
embargo el procedimiento de la demostracion del teorema 2.1 no necesariamente encuentra
la minima representacién para R. En realidad este procedimiento nos dard una cota superior

para el problema.

A partir de ahora se denota por:

e dim(P): Dimensién de un poset en el sentido cldsico [45]

e Dim(R): Dimensién generalizada de una relacién [64].

Veamos a continuacién los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.2. Sea X = {z1,z9,%3,24} y sea R una relacién binaria en X:

R = {:L‘l > T, T3 > 274}
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Por el teorema 2.1 se tiene la siguiente descomposicion,

R = {(II1 > :EQ}U{IL‘?, > :E4}

Ahora cada uno de estos posets puede escribirse como interseccion de dos érdenes lineales de
forma que obtenemos una cota para la dimensién de R, se sabe que con 3 diferentes érdenes

lineales podemos explicar la relacién R :

R = {[x17$27$37$4] n [IL‘4,IL‘3,I1,$2]} U {[17372747]7273:1] n [$1,I2,I3,$4]}

Sin embargo la relaciéon R define un poset cuya dimension es igual a 2 :

R = {[xlax23x3ax4] N [xg,x4,x1,x2]}

Existe otro caso extremo para el cual el procedimiento empleado en el teorema 2.1 es muy

ilustrativo.

Ejemplo 2.3. Supongamos que se tiene la siguiente relacién R definida de la siguiente forma

pf(zi, ;) = 1,Vi # j. Entonces

Ty > T2 = [$17$27$37"' ,In,1,$n] N [xn,xn,l,--- ,IL‘3,IL‘1,IL‘2]

y en general,

T; > T = [$i7$j7$17"' 7$n717$n] N [ajnaxnfl 73717]77:7]7]'] Vi 75.7
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Se puede concluir que R puede ser recubierto por medio de n - (n — 1) érdenes lineales. Si
n = 3 esta representacion implica el uso de todos los érdenes posibles en X. Sin embargo,
Dim(R) =2, ya que R = [x1 ... 23] U[Zn, - - , 21]-

Ejemplo 2.4. Sea X = {x1,z2,23,24} y sea R una relacién binaria nitida definida por la

siguiente matriz

0101
ge_ |00 10
1000
0110

donde se denota, ,ugf = pf(zi, z;).

El digrafo asociado a esta relacién se puede ver en la siguiente figura.

@) @)

@)

Figura 2.4: Relacién binaria

Esta relacién binaria R puede ser representada mediante la unién de tres posets R, Ra, R3

con las siguientes matrices:
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@)@ @) @)

@) @)

@‘D @)
@)

Figura 2.5: Relacién binaria descompuesta en érdenes parciales

R3

descomposicion en 6rdenes parciales

010 0 0001
go_ [ 0000 e[ 0010
0000 0000
0110 0000
000 0
e[ 0000
1000
0000

31
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Por otra parte, cada uno de estos tres posets puede ser representado como interseccién de los

siguientes 6rdenes lineales:

Rl - [$17$47$27$3] N [IL‘4,IL‘3,IL‘1,I2]
R2 - [$27$37$17$4] N [$1,!E4,IL‘2,I3]

R3 - [$47$37$17$2] N [$2,!E3,!E1,I4]

Para este caso la dimensién generalizada es 3.

Aunque cabria esperar que la idea de dimensién generalizada aqui propuesta coincida con
la definicién clisica en el contexto de érdenes parciales, esto no tiene por que resultar asi.
Ademads, la implementacion practica de la dimensién generalizada es susceptible de la misma
critica fundamental en el caso nitido: su complejidad algoritmica. Posibles cotas pueden

obtenerse sin embargo adaptando los algoritmos desarrollados en [62] y [142].

Es inmediato demostrar, por ejemplo, que
Teorema 2.2. Sea P un orden parcial, enonces Dim(P) < dim(P)

Demostracién 2.2. FEs trival demostrar que Dim(P) < dim(P) si P es un poset, ya que la
representacion minimal para P en el sentido cldsico también nos sirve para dar una cota de

Dim(P).

Sin embargo, es esencial observar que nuevo concepto de dimension generalizada no es una
extension del concepto cldsico de dimension: dado un orden parcial, la representacion gene-
ralizada minimal puede requerir menos érdenes lineales que los que requiere la representacion

clasica, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sea X = {y1, - ,Yn,21, - ,2n} familia finita de 2n alternativas, n > 6, y

consideremos la relacién Py definida como una corona sobre X (ver Trotter [130], pdgina 34):

pfo(yi, z;) = 1sii #jy p'®(z,2') = 0 en otro caso. Se puede ver, e.g., [130]) dim(Ps) =

n. Pero Dim(Ps) < n.
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En efecto, tomemos k, 2 < k < n — 2, y consideremos dos subérdenes parciales P and @)

de Py con

o 1P (yi,zj)=1sii<k<joj<k<i(u"(z,2") =0 en otro caso), y

° NQ(yi,zj) =1sii#jyi,j<koij>k (u?2z) =0 en otro caso).

Es facil comprobar que dim(P) = 2, mientras que dim(Q) = max(k,n — k). Como

Ps=PUQ

se ha logrado una representacién generalizada con

max(k,n—k)+2<mn

ordenes lineales, y todavia algunos de estos 6rdenes pueden estar repetidos, o simplemente

no tratarse de una representacién minimal. En cualquier caso, Dim/(FPs) < dim(Fs).

Teorema 2.3. Sea X = {z1, - ,x,} una familia finita de alternativas, n > 4, y sea P poset

definido en X. Entonces

Dim(P) < dim(P) <n/2

Demostracidon: la primera igualdad es inmediata de las definiciones de dimension clisica

y generalizada; para la segunda desigualdad, ver Trotter [130]. ©

Ademsds, como ya se ha visto, puesto que cada arco se puede representar como interseccion
de dos 6rdenes lineales, Dim(R) < 2n(n — 1) sea cual sea la relacién binaria nitida y no

reflexiva R siendo n = | X|.

Sin embargo, esta nueva definicion del concepto de dimension presenta algunos de los
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problemas que presentaba la definicién clasica, la complejidad algoritmica es alta.

Complejidad del problema

Dada una relacién de preferencias binaria y no reflexiva R C X x X. El problema de la
dimensién generalizada es el de encontrar el minimo nimero Dim(R) de 6rdenes lineales Ly,

tal que

R=UNL
s t

Denotamos por DGDP decision generalized dimension problem al problema de decisién
asociado. Se demostrard que este problema de decisién pertenece a la clase NP, es decir, la
verificacién dada una solucién, a la cuestién ”"Es Dim(R) < k” puede ser hecha en tiempo

polinomial.
Proposicion 2.1. DGDP € NP
Demostracion:

Dada una familia de érdenes lineales Lg; tal que R = |J[) Lst, la verificacién puede ser hecha

en tiempo polinomial y por tanto pertenece a la clase N P. O

Teorema 2.4. DGDP € NP — completo .

Demostracion:

Yannakakis [141] demuestra que el problema de decisién dim(P) < k es NP — completo para

cualquier k fijo, siendo k > 3. De hecho, el problema de decision asociado a la dimension
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cldsica para un orden parcial P, siendo dim(P) > 3, es NP — completo.

Se va a demostrar que para cualquier poset de dimensién 3 se tiene que Dim(P) = dim(P).

Asi se concluird que DG DP es un problema NP — completo.

Sea P poset tal que dim(P) = 3. Se verifica entonces que Dim(P) < dim(P), supongamos

que Dim(P) < 3 y se llegard a una contradiccién.

No puede ser Dim(P) = 1, a no ser que P sea orden lineal, y entonces se tendria que

dim(P) = 1.

Por tanto Dim(P) = 2. Sea k el niimero de uniones asociado a Dim/(P), hay dos casos:

e 1 Caso k = 1 entonces dim(P) = 2 (contradiccién, ya que dim(P) = 3).
e 2 Caso k=2

Para este caso, salvo simetria sélo tenemos dos posibles representaciones:

— P = L} UL, P seria unién de dos 6rdenes lineales distintos, por tanto P no serfa

un poset.

— P=L{U(LYNL}). Es este caso P = L; y entonces dim(P) =1

Asi pues, para posets de dimensién 3 el problema de dimensién cldsico coincide con el nuevo

problema. O

A pesar de todo, se puede conseguir una buena cota para casos medianos mediante la

combinacién de los algoritmos que se presentan en [62] y [142].
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2.3 Concepto de dimensiéon no basado en 6rdenes lineales

La mayor parte de la literatura presupone, y asi se ha supuesto hasta ahora incluso en
esta memoria, que la idea de racionalidad radica tinicamente en la nociéon de orden lineal.
De este modo se puedan representar las alternativas como en la recta real. Sin embargo,
la racionalidad depende del contexto, y puede variar de una aplicacién a otra, o incluso

evolucionar en el tiempo; ver, por ejemplo, Montero-Cutello [30].

Asi pues, no es descabellado pensar que un criterio no tiene porque ordenar las alternativas
como si de un orden lineal se tratara. Por ejemplo, supongamos que se quiere comprar una
casa, y entre muchos criterios, uno de ellos es la calidad del vecindario. Con este criterio
puede ocurrir que sea imposible discriminar entre un barrio en las afueras donde no hay
problemas de ruido, delincuencia etc. y otro barrio, donde las comunicaciones sean mucho
mejores pero se tengan problemas de ruido, aparcamiento. Este criterio podria ser un Poset.
Desde este punto de vista cambiariamos el 4tomo de racionalidad de 6rdenes lineales por el

de 6rdenes parciales.

En general, se puede decir que cada decisor tiene una familia de estructuras de preferencia
que considera absolutamente racionales (por ejemplo, todos los 6rdenes lineales). Esto es lo
que se puede denotar por niucleo de racionalidad. A partir de ahi se define lo que se podria
llamar la familia representable de preferencias (primero como intersecciones de elementos en

el nucleo,caso clasico y luego como uniones de intersecciones, caso generalizado.

No se puede tomar como base de racionalidad cualquier familia de relaciones binarias.
Pero tampoco se debe aceptar sin mas que los érdenes lineales sean el inico punto de partida
posible. Por ejemplo, en [62] se estd de facto admitiendo que todo orden parcial es abso-
lutamente racional (el nicleo de racionalidad no tiene por qué estar formado por relaciones

completas, sino simplemente las que son transitivas).

El siguiente resultado muestra que tenemos un amplio potencial de nicleos de racionalidad

a partir de los cuales cualquier relacién de preferencia sigue siendo representable.
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Teorema 2.5. Sea C familia no vacia de preferencias nitidas definidas sobre una familia

finita de alternativas de modo que

N{R e€C |(a,b) € R} ={(a,b)} V(a,b) € X x X

Entonces cualquier relacion binaria de preferencia puede representarse como union de inter-

secciones de elementos en dicho nicleo.

Demostracion:

Cualquier relacion de preferencia, considerada como un conjunto de alternativas, se puede

representar como unién de las correspondientes intersecciones. O

Teorema 2.6. Sea X finito, y sea C una familia de preferencias asimétricas en X, C C

P(X x X). Denotamos por w: X — X a una permutacion, y supongamos que

CeC—C,eC

para todo m, es decir,

(a,b) € R <= (n(a), 7 (b)) € R,

Se denota por A = {R € [(a,b) € R}. Si |A] > 1 entonces, cualquier relacién binaria

nitida puede ser representada por medio de uniones de intersecciones de elementos en C.
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Demostracion:

Se demostrard que

M C={(ab)}

CeA

Sea C € C, como |A| > 1 existen al menos dos relaciones distintas C'y C' distintas en A.

e Existe C' € A con (¢,d) € C —C"y {c,d}{a,b} = 0. En este caso, es claro que si
(z,y) € C con {z,y} N{a,b} = 0, existird otro C € A tal que (y,z) € Cy, y por tanto,
(z,y) ¢ Cr: si méas que considerar 7 tal que w(a) = a,7(b) = b, 7(y) = ¢, w(x) = d.
Por otra parte si {z,y} N{a,b} # (), existen dos posibilidades: o ni al|c y b||d o existe

una cadena de orden dos que contiene a tres de las cuatro alternativas.

— En el primer caso, es decir, (a,c), (¢, a),(b,d),(d,b) ¢ C, de nuevo podemos ase-

gurar que

(zy) ¢ () C

CeA

— En el segundo caso, o (a,c),(c,d) € R, o (c¢,a),(a,b) € C, o (¢,d),(d,b) € C,
o (a,b),(b,d) € C. Si por ejemplo, (a,c),(c,d) € C, se puede considerar una
permutaciéon 7 tal que w(a) = a,7(b) = b,7(c) = z de forma que (a,z) € Cy
pero (z,a) ¢ C; pero si se considera una permutacién « tal que 7(a) = ¢, w(b) =
d,m(a) = x entonces (z,a) € Cr pero (a,z) ¢ Cr. De forma similar se puede

construir una permutacién de forma que se pueda concluir que

() ¢ () C

CeA

para todos (z,y) # (a,b).
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e En otro caso, en A no existe C’ con la condicién de que {¢,d} N {a,b} # (. En este

caso la relacién C' estd formada por cadenas no transitiva de orden tres.

En esta situacion es ficil ver que:

) RC{(a,b)}

ReA

Asi pues,

N ¢ ={ab)

CeA

Por tanto, lo que se entiende por consistencia en la teoria clasica podria relajarse dando
asi lugar a diferentes nicleos de racionalidad. El caso mas comin es que el decisor defina una
estructura, quedando los elementos sujetos a permutaciones con esa misma estructura basica
(todos los 6rdenes lineales presuponen una representacion en una linea recta, por ejemplo):

la familia C estaria formada por las permutaciones de esa estructura. Es decir, que

ReC=R,eC

para toda R, obtenida como alguna permutacién 7 en el conjunto de alternativas, i.e.,
(a,b) € R <= (n(a),n(b)) € Ry
Hay muchas estructuras nitidas que pueden servirnos como ntcleo de racionalidad. La

familia formada por todos los 6rdenes lineales estd en un extremo, pero observar que, segiin

el resultado anterior, seria licito trabajar incluso con estructuras que contengan ciclos largos
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de alternativas diferentes.

Ejemplo 2.6. En muchas ocasiones un decisor no es capaz de entender, ordenar o chequear
de forma lineal un nimero alto de alternativas, por diversos motivos: O bien porque el
nimero es demasiado alto y le resulta inabordable el problema o bien porque existen algunas
alternativas que son incomparables, o simplemente por la alta probabilidad de equivocarse
a la hora de ordenar. Por estos motivos un posible nicleo de racionalidad méas abordable

podria ser un orden lineal, pero de tamano menor.

Un caso de especial interés podrian estar formado por las permutaciones de ordenes li-

neales de tamano k.

Definicién 2.3. Orden lineal de tamano k
Sea X = {z;...z,} conjunto de alternativas posibles. Una relacién R es un orden lineal

de tamano k si verifica:

e k alternativas estan relacionadas mediante un orden lineal.

e El resto de las alternativas (n-k) son incomparables a todas las alternativas.

O—-O0O-0-0O O 0O O

Figura 2.6: Orden lineal de tamano 4

La familia de permutaciones de todos los érdenes lineales de tamano k pertenece al con-

junto de atomos de racionalidad definidos anteriormente ya que obviamente se verifica:

(a,b) € R <= (n(a),n(b)) € Ry
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En los casos extremos:

e k=1 representamos la relaciéon no reflexiva como el conjunto de preferencias que com-

ponen la relacion.
e k=n tenemos los 6rdenes lineales.

Ejemplo 2.7. Sea X = {z1,z9, 3, 24,25, ¢} conjunto de alternativas y sea R una relacién

binaria nitida definida por la siguiente matriz

010100
001000
ge_| L0000
011000
000001
000000

donde se denota, ,ugf = pf(zi, z;).

Figura 2.7:

Supongamos que se escoge como atomo de racionalidad los 6rdenes lineales de tamano 3.

La interseccién de érdenes lineales de tamano 3 da lugar a poset de tres alternativas:

e Ordenes lineales de tamaiio 3.
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e Relaciones con un solo arco.
e Relaciones transitivas con dos arcos.

e Relacién vacia.

Asi pues, en la representacién propuesta (como uniones de intersecciones) se tendra que
expresar la relaciéon R como unién de érdenes lineales y aristas. Un algoritmo que parece
natural proponer es el de encontrar todos los érdenes lineales de tamano 3 primero, para

luego representar los arcos no contenidos en érdenes lineales de orden 3.
En este ejemplo es facil comprobar que asi se encuentra la representacién éptima.

R puede escribirse como unién de Ry, R2, R3 y R4 donde:

010000
000000
g _ [ L0000
000000
000000
000000

Figura 2.8:
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@G  ®

G &

Figura 2.10:
000 0 O00O0
000 O0O00O0
,uR4 _ 000 O0O00O0
000 O0O00O0
00 00 O0°1
000 O0O00O 0

@) @)

Figura 2.11:

Esta representacién utiliza 5 nicleos de racionalidad distintos ya que

Ry = [1, 35, z6] [ (25, 76, 71]

44
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R= R U RQU R3 U ([x1,$5,x6]ﬂ[$5,$6,$1])

También puede observarse que, para este nucleo de racionalidad, la representacién es

minimal.

En este caso, se puede comprobar que la dimensién generalizada usando como nticleo de

racionalidad ordenes lineales tendria dimensiéon menor.

Esta propiedad no serd cierta en general. La representacion mediante érdenes lineales
podra ser mayor, menor o igual que la representacién mediante 6rdenes lineales de tamano

tres en funcién del caso que tengamos.

Ejemplo 2.8. Otro caso de interés podrian estar formado por las permutaciones de una

estructura jerarquica (ver, [58]).

Cuando se tienen muchas alternativas, una técnica para abordar el problema de dimen-
sién puede ser el de empaquetar aquellas alternativas que se encuentren en un mismo nivel
(entendiendo que entre ellas son incomparables), con la intencién de que los paquetes ahora se
orden de una forma conocida. De este modo se puede estudiar el problema de representacién

de esos paquetes. En esta linea aparecen las estructuras jerarquicas.

Definicion 2.4. Una estructura jerdrquica es un orden parcial R tal que existe una particion

del conjunto de alternativas

X=U_H |/ HNH=0Vi#j
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de modo que

R=[U\_ PJUuPy
donde cada P; define un subposet H; y

Py ={(z,y)/z € Hi,y € Hj,i < j}

Las estructuras jerarquicas se pueden organizar como 6rdenes lineales de posets (cada H;
representard un nivel en X). Si cada uno de estos niveles H; contiene un tnico elemento,
nuestra estructura jerdrquica es un orden lineal. Si &k = 1, se trata de un orden parcial sin

mas.

Teorema 2.7. Sea (X, R) una estructura jerdrquica con k niveles. Entonces

Dim(R) < ,rrllaxk{dim(Pj)}
J=1,

Demostracién: directa gracias a Hiraguchi (ver [58], pagina 136), donde la estructura
organizadora no era necesariamente un orden lineal sino un poset arbitrario (cada P; puede

ser para Hiraguchi un nodo de un orden parcial cualquiera). ¢

En cualquier caso, es facil intuir que dentro de estas estructuras jerarquicas van a aparecer

los patrones de racionalidad en principio més frecuentes.

Observacion. Otra posibilidad a tener en cuenta, como ya se ha comentado, es tratar de
eliminar las inconsistencias que se refieran a ciclos largos (ver [87]). Los ciclos largos son
desde luego muy dificiles de manejar para un decisor estdndar, que debe tener una intuiciéon
simultinea de toda la familia de alternativas. Asi, por ejemplo, se podria admitir dentro de

nuestro ntucleo de racionalidad los ciclos de una determinada longitud. Esto lo podriamos
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lograr considerando como parte del nicleo de racionalidad solamente las cadenas de una
cierta longitud, declarando la incomparabilidad con el resto de alternativas: la representacién
estaria en este caso formada por cajas de tamano acotado. Quizd esta opcién podria ser un
camino para escapar a los problemas de complejidad que el cdlculo de toda dimensién plantea

inicialmente.

2.4 Algoritmo

El concepto de dimensién generalizado permite la representaciéon de cualquier relaciéon no

reflexiva, en esta seccidn se plantean diversas heuristicas para su céalculo.

La idea de orden parcial maximal (ver ver [10, 47, 106, 62]) responde a la imposibilidad
de anadir un arco a la relacién de forma que se sigan manteniendo las propiedades de orden

parcial.

El algoritmo propuesto por Gonzélez-Pachén et al. ([62]) necesita algunos resultados y
modificaciones para poder ser extendido al caso en que tengamos relaciones no reflexivas.
En esta seccién se presenta un algoritmo que encuentra una buena cota mediante el citado

algoritmo combinado con el algoritmo propuesto por Yanez-Montero en [142].

Como se ha visto en la seccién 2.3 de este capitulo, toda relacion no reflexiva puede
representarse como unién de interseccién de érdenes lineales: por tanto, toda relacién se
podré escribir como unién de ordenes parciales. Nuestro objetivo para obtener una cota
de la dimensién serd en una primera fase representar toda relacion mediante uniones de
ordenes parciales mazimales, para luego obtener una representacion por medio de uniones de

intersecciones.

Por tanto, en una primera fase se tratard de empaquetar la mayor cantidad de preferencias
de forma racional, entendiendo por un conjunto de preferencias racionales cuando forman un

poset.
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Antes de mostrar el algoritmo presentado en esta seccién se veran algunas definiciones

basicas.

Definicién 2.5. Dada una relacién binaria no reflexiva R, se define el conjunto de érdenes

parciales contenidos en R y se denota por P(R).

Definicién 2.6. P* Es un orden parcial maximal de R si:

e P* e P(R)

e 1P" € P(R) que verifique que P* C P’

Denotamos por P(R)* = {P* € P(R) P*esmaximal}.

Teorema 2.8. Dada R una relacion no reflexiva, se tiene que

R:UP*

P*cP(R)*
Demostracidn:
Demostraremos solamente que
rc |J P
P*cP(R)*

El otro contenido se tiene trivialmente por la definicién de los P(R)*

Sea (z;,z;) € R, consideramos la relacion R;; = {(x;,z;)}. Esta relaciéon es un orden
parcial es R. Sea R;; un orden maximal de R que contiene a R;; (que siempre existe). De

esta forma tenemos (z;,z;) € R;; € P(R)*. Luego el otro contenido también se da. 0
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Una vez demostrado que toda relacién se puede escribir como unién de posets maximales,

estamos en condiciones de presentar un algoritmo que permite esta representacién.

Este algoritmo utiliza una estrategia voraz: ird anadiendo arcos a la relacién siempre y

cuando sea posible, chequeando las consecuencias al anadir o quitar un arco.
Sea Gr = (X, R) digrafo asociado a la relacién de preferencias R

Denotaremos por m = |R|, al niimero de relaciones binarias, por Cont al niimero de arcos

no asignados, y por H(etiq) = (X, K) al digrafo parcial de G donde:

e K es el conjunto de arcos asignados.

El pseudocddigo del nicleo del algoritmo es el siguiente:
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Proc. Maximal(G,etiq)

Hacer etig(e;) =1
doi:=1m
if (etig(i) = 0) then
etig(i) =1
if (En H(etiq) existen ciclos de longitud 2) then
etiq(i) =0
else
call Transitividad (H(etiq),etiq(i),i;boolean,)
if (boolean = false) then
etiq(i) =0
else
Anadir los arcos necesitados para la transitividad.
end if
end if
end if
enddo

El procedimiento Transitividad calcula la relacién minimal transitiva que contiene a la

relacion de preferencias binaria que estamos modelizando mediante el digrafo H (etiq)
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Proc. Transitividad(H(etiq),etiq(i),i;boolean,)
Chequeo para la existencia de circuitos.
if (Existen ciclos) then (boolean = false y etig(i) = 0)
else
do 1=1,n
do h=1,n
if (etig(l,h) = 1) then
do k=1,n
if (etiq((l,h)) = 1y etig((h,k)) = 1) then
etiq(l,k) =1
if (Adyacen(l, k) # 1) then (boolean = false etiq(i) = 0).
end if
end if
enddo
enddo
enddo
end if
end if

Una vez desarrollado el algoritmo que nos representa una relacién como unién de posets
maximales, basta con aplicar el algoritmo visto en [142] para obtener una cota de la dimensién

definida en este capitulo.

A continuacién aplicamos el algoritmo presentado a una relacidon de preferencias.

Ejemplo 2.9. Sea X = {x1,z2,23,24} y sea R una relacién binaria nitida definida por la
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siguiente matriz

0110
e |00 10
0101
010 0

donde se denota, ,ug = pf(zi, 7).

El digrafo asociado a esta relacién se puede ver en la siguiente figura.

Figura 2.12: Relacién binaria

Supongamos que la ordenacién de arcos es la lexicogréfica. Asi primero ird la arco(1,2),

luego la (1, 3) y asi sucesivamente.

Primera Iteracién. La arco(1,2) se etiqueta.
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1 Tteracién

@) ()

Figura 2.13: Relacién binaria

Segunda Iteracién. La arco(1,3) se etiqueta.

2 Iteracion

Figura 2.14: Relacién binaria

Tercera Iteracién. La arco(2,3) se etiqueta.

93
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3 Iteracion

Figura 2.15: Relacién binaria

Cuarta Iteracién. Al intentar anadir la arco(3,2) se forma un ciclo de tamano dos, por
tanto etiq(3,2) = 0. La arco(3,4) no forma un ciclo de tamano dos, luego en un principio se
etiqueta. Sin embargo cuando llamamos al procedimiento transitividad, la clausura transitiva
no puede formarse, entonces no se etiqueta. Lo mismo pasa con el arco (4,2). Se termina

con todos los arcos, luego este poset es maximal. Cont = 3.

Quinta Iteraciéon. Como C'ont = 3 todavia nos quedan tres arcos por empaquetar. Para
el calculo del siguiente poset maximal, empezamos con un arco que no haya sido etiquetado

como es el (3,2).
Sexta Iteracién. Anadimos el arco (3,4).
Séptima Iteracién. Anadimos el arco (4,2).

La descomposicién hecha da lugar a dos posets maximales R y Ry donde:

0110
o _ |00 10
000 0
000 0
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000 0
| 0000
0101
010 0

R = ([z1,z2,z3,24] N [z4,21,22,23]) U (21,23, 24, 22] N [z3,24,22,21])

Se puede observar que este algoritmo es polinomial, ademdas se podria aplicar la misma
filosofia para desarrollar algoritmos que permitan una representacién como unién de relaciones

que cumplan otras propiedades.

También puede pensarse en desarrollar un algoritmo como el visto en [61] en el que la
union de los posets se hace de forma disjunta. En este algoritmo no se garantiza obtener un

poset maximal tal y como lo hemos definido.

Observacion: Este algoritmo obtiene una representacion de una relaciéon R como unién
de posets maximales. Esta representaciéon no tiene porqué coincidir con la representacién
asociada a la Dim(R), es decir la que minimiza el nimero de érdenes lineales Lgy tal que

R=UnNLgr.

Concretamente en el ejemplo (2.5), al ser R = P un poset sélo el operador interseccién es
utilizado y esta representacion utiliza més érdenes lineales que Dim(P) (Dim(P)= 5 <

dim(P) = 6)).



Capitulo 3

Dimension en relaciones de

preferencia difusas

La mayoria de los problemas de decision asociados a relaciones de preferencia vienen dados en
términos de relaciones de preferencia difusas. Uno de las principales criticas que se le achacan
a las relaciones de preferencia difusas es que son dificiles de comprender e interpretar. Nuestro
objetivo en este capitulo es dar algunas herramientas 1tiles para la comprensién de este tipo

de relaciones a partir del andlisis de su dimension.

Un problema especifico que queremos resolver es el de la comprensién de las preferencias
difusas, dado que gran parte de los problemas de decisién con los que nos encontramos parten

con informacién constituida por preferencias difusas.

Una vez generalizado el concepto de dimensién en la teoria clasica, se puede abordar sin
restricciones de caracter tedrico la definicion de dimensién. Y entonces se podrd abordar el

andlisis de la dimensién para la secuencia de a-cortes de una relaciéon de preferencia difusa.

En este capitulo, al igual que se hacia en el anterior, se recalcard el hecho de que la
idea de dimensién es efectivamente relativa a una idea previa de racionalidad, pero que esa

racionalidad no es unica (ver [30] y otros trabajos relacionados como [88]).

o6
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3.1 Representacion de relaciones de preferencia max-min tran-

sitivas

Dado un conjunto finito X de alternativas, una relacién de preferencias difusas en X es un
subconjunto difuso del producto cartesiano X x X siendo este conjunto caracterizado a través

de su funcién de pertenencia

prX x X —[0,1]

de forma que p(z;, z;) representa el grado con el que la alternativa z; es preferida a x; (ver
[148]). Asumiremos que esta intensidad es referida a la preferencia estricta de forma que

p(z, z;) representa el grado con el que la afirmacién z; > z; es cierta. En consecuencia,

p(xi,zi) =0 Vo € X

Al igual que se tenia en el caso nitido, asociado a una relacién de preferencias difusas
se tendrd un digrafo valorado G = (X, R, ;). Denotaremos de aqui en adelante por p;; =
p(zi, z;). Asi pues, se hablara indistintamente de la relacién de preferencias difusas o de la

matriz u.

Una vez que a € (0,1] ha sido fijado, el a-corte de la relacién de preferencia valorada p

es definido como una relacién binaria nitida R® en X:

ziR%; = plzi,zj) >«
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Ejemplo 3.1. Sea

0 07 08
k=1 03 0 0.6
02 04 0

La relacion difusa definida en X = {z1, 22,23}

Para a = 0.35, se define la relacién binaria nitida R%3° resulta

0 11
R¥=| 9 01
010

o8

Desde luego, R3® no verifica la asimetria, pues existen dos elementos zo,z3 € X tales

que £oR"3 x5 y 3R 15,. Este problema estard presente, en general, para valores bajos de

a. Para estos valores no podremos asignar ninguna dimensién en el sentido clasico, dado que

las relaciones asociadas no definen un orden parcial.

En el ejemplo 3.1 se puede ver que para valores de « superiores a 0.4 desaparecen los

ciclos de orden 2. En general se tiene el siguiente resultado, que se demuestra facilmente.

Proposicion 3.1. Sea R una relacion de preferencias difusas. Entonces R* es asimétrica

para todo o > agy siendo

0z = maxmin{p(zi, ;). ju(z), )}

Sin embargo, el hecho de que @ > a no implica que podamos calcular la dimensién en el

sentido cldsico para R%.
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Ejemplo 3.2. Sea p la relacién difusa en X = {x1,x9,x3} definida por

0 0.7 04
=1 03 0 0.6
0.2 04 0
que verifica que o = 0.4. La relacién
010

RS =| o 01
0 00

no es transitiva:

2511%0.55‘,1;2 ‘,11,2}20.55:53

al no verificar que z; R%z3.

Definicion 3.1. Una relacién binaria difusa p definida en un conjunto finito X es max-min

transitiva si

o u(x,y) > Min{u(z,2);u(2,y)} Vo,y,2 € X distintos

Es ficil demostrar que

Proposicion 3.1. Una relacion binaria difusa i es maz-min transitiva si y solo si R® es

transitiva Yo € (0, 1]

La transitividad de la familia de relaciones nitidas { R*, a € (0, 1]} debe estar relacionada
con la transitividad de la relacién difusa p. Aunque se pueden encontrar en la literatura
diversas formalizaciones de transitividad difusa (ver [91]), la definicién mds extendida es la

max-min transitiva.
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Corolario 3.1. Sea p una relacion difusa max-min transitiva. Entonces R® serd un orden

parcial para todo o > .

Para aquellos casos en los que R® sea un orden parcial (asimétrica, y transitiva) se puede

definir la dimensién d(«). La funcién de dimensién ha sido en este sentido definida como

d:0,1] > N

con d(a) = dim(R®) para aquellos a en que la dimensién esté bien definida.

En la literatura se pueden encontrar diferentes aproximaciones, para tratar el proble-
ma de la dimensién con preferencias difusas en funcién de diferentes puntos de vista. Por
ejemplo, Adnadjevic [2] propone una definicién alternativa para la dimensién de relaciones
de preferencia difusas basadas en la nocién multicadenas, pero asumiendo propiedades de
consistencia fuertes para las relaciones de preferencia del decisor. Por el contrario Ovchin-
nikov [98] propone un concepto de dimensién diferente en términos de una representacién
subyacente (interna) que parece ser demasiado dificil de llevar a cabo por los decisores. La
misma critica se puede hacer a Fodor-Roubens [55] y Doignon-Mitas [39] (ambos basados en

resultados previos de Valverde [131]).

La aproximacién nitida aplicada a todos los a-cortes de una relacién de preferencia, como
la propuesta en [94], parece mds ventajosa para los decisores en la practica, y de hecho se
tendrd en cuenta para obtener cotas operativas. Sin embargo, esta aproximacién requiere las
hipétesis de asimétrica y transitividad para cada « corte. En el caso de que nuestra relacién
de preferencia sea max-min transitiva R% es un orden parcial mientras todos los « cortes no

muestren ciclos de orden 2.
Asi, si 4 es max-min transitiva podemos considerar la dimensién de R* para todo a > ap

Siguiendo a Trotter [130], a partir de la dimensién de un poset cada elemento z € X
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puede ser representado en el espacio

de modo que

z = (zf,... ,xg(a)) e RU) vreX

donde

zRY <— 3>yl Vie{l,...dla)} Vr,yeX

Habria entonces que suponer que existen al menos d(«) criterios subyacentes de tal manera

que todos los elementos de X estan ordenados de acuerdo con cada uno de estos criterios.

En el ejemplo 3.1, as = 0.4 y entonces podemos distinguir los siguientes casos:

e o€ [0.4,0.6)

01 1
R*=1|[0 01
000

d(a) = 1y los tres objetos pueden ser representados en una recta de la siguiente manera:

21 = (0.75)  zo=(0.50) x5 = (0.25)

r1 > T > T3

e € [0.6,0.7)
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011
R*=1000
000

d(a) = 2 y una representacién en el plano podria ser:

z1 = (0.75,0.75) a5 = (0.50,0.25) x5 = (0.25,0.50)

e € [0.7,0.8)

0 01
R*=1000
000

Entonces d(«) = 2, con representacion en el plano del tipo

z1 = (0.50,0.75) a5 = (0.75,0.25) a3 = (0.25,0.50)

e 0 €08,1)

000
R*=100 0
000
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Luego d(a) = 2, con representacién de nuevo en el plano, por ejemplo, con

21 = (0.50,0.50) x5 = (0.75,0.25) 23 = (0.25,0.75)

3 2 1
a € [0.4,0.6)
1
a €1[0.6,0.7) 3
2
1
a €10.7,0.8) 3
2
3
2

Aunque en este ejemplo 3.1 la dimensién d(«) crece con respecto a «, en general esta

tendencia no es cierta. Veamos un ejemplo maés:

Ejemplo 3.3. Sea p la relacién de preferencia difusa en X = {x1,x9,x3, 24, 5,26} dada
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por:

0 4 4
1 0 4
2 3 0
=
1.1 .2
1.1 2
2 1 3
Entonces ag = 0.3 y:

e a€(0.3,04], da)=1
0 1
0 0
RO — 0 0
0 0
0 0
0 0

e o€ (0.4,0.5], dla) =2
0 0
0 0
RO — 0 0
0 0
0 0
0 0

© o oo v

o o o O

o o o o o O

e RS BN

o o O

o o O

o o O

S = B~ Ot o ®

o o O
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o ac (0507, da) =3

RY =
o a€(0.7,0.8], d(e) =2

RY =
o a€(08,1], dla) =2

R =

o o o o o o o o o o o o

o o o o o o

o o o o o o o o o o o o

o o o o o o

o o o o o O o o o o o O

o o o o o O

o o O

o o O

o o o o o O

o o O

o o O

o o o o o o

o o o O o o o O

o o o o o o
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Dada una relacién max-min transitiva, la familia {d(a), @ € (a2, 1]} aporta una informa-
cién bastante compacta y muy 1til para valorar la complejidad del problema tratado, a través
de los criterios implicitos usados por el decisor. Una representacién gréifica de d(a) sobre «
ayudard sin duda a comprender mejor qué tipo de criterios buscamos. En la siguiente figura

presentamos este tipo de gréfico para el ejemplo 3.3.

d(a)
3

Otro problema que aparece en esta aproximacién es cOmo explotar la informacién de la

funcién de dimension

{d(a),a € (az, 1]}



Capitulo 3. Dimension en relaciones de preferencia difusas 67

que parece ser suma de toda la informacién acerca del niumero de criterios subyacentes, y una
representacién gréafica de d(«) versus a permite tener un conocimiento muy amplio acerca del

problema, (quizds tomando informacién ventajosa de algunos indices de dispersion etc [94]).

Sin embargo la hipétesis de que p sea max-min transitiva parece muy restrictiva en la

practica sobre todo cuando el nimero de alternativas (| X|) es suficientemente grande.

3.2 Representacion en el caso general

La teoria cldsica de la Dimensién solo es capaz de representar la incomparabilidad. Sin
embargo, gracias a la introducciéon de la dimensiéon generalizada, se puede representar no
solo la incomparabilidad sino también las inconsistencias que se presentan en una relacién
de preferencia difusas. Se trata de un avance fundamental en el contexto de las preferencias
difusas, donde las dificultades naturales de asignacién de intensidades de preferencias hacen
mas que aconsejable la relajaciéon al maximo de toda restriccién formal. Ademds, atn en
el caso en que nuestra relacién de preferencias sea max-min transitiva, se ha demostrado la
existencia de un valor as entre la inconsistencia y la incomparabilidad. Asi pues para aquellos

valores v > g la representacion podria hacerse sin el uso del operador unién.

Ejemplo 3.1. Sea X = {z1,z9} y denotemos por L; = [z1,22] y L2 = [z, z1] los dos
posibles 6rdenes lineales en X. Sea p la siguiente relacién valorada estricta p(z1,z2) = 0.3 y

p(xe, 1) = 0.4. Esta relacién se representa en la figura 3.1.

0.3

0.4

Figura 3.1: Relacion binaria difusa del ejemplo 3.1

En este caso,
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1. Si @ > 0.3 no existe ciclo en R®, pero dos casos pueden ser distinguidos:

(a) a>04 = pf = =da)=2, R*=LiNLy

00
00
. 00
(b) 03<a<04 = uk ( =d(a) =1, R“= Ly
10

2. Sia <0.3, hay un cicloen R* y

T = Dim(R*) =2, R“=L,UL;y

Es importante observar que se han encontrado tres representaciones bdsicas, que nos

muestran tres aptitudes diferentes del decisor.

De hecho, tres personas con las misma relacién de preferencia p, si las fuerzan a tomar
decisiones nitidas, podrian presentar diferentes caras dependiendo del nivel de exigencia: Si
el decisor no tiene en cuenta bajas intensidades (valores altos de « en el ejemplo anterior),
tendremos alternativas facilmente no comparables; si el decisor es sensible a intensidades
bajas (valores bajos de « en el anterior ejemplo) los ciclos serdn frecuentes; con un apropiado

rango (valores medios para « en el anterior ejemplo), tenemos un orden lineal asociado.

Por supuesto, el tltimo caso permite una decisién directa, pero se observa que los ciclos
formales probablemente introducen una clase especial de stress, diferente al que produce la

no comparabilidad (ver [102, 117]).

Los ciclos largos pueden darse, aunque tengamos un solo criterio por problemas de percep-

cién: sin embargo, cuando tenemos incomparabilidades es por la presencia de varios criterios.

A partir del teorema de representacion 2.1, nada més natural que introducir la nocién de

funcion de dimension generalizada de una preferencia difusa. Por supuesto, la informacién
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realmente relevante serd no tanto el niimero de érdenes necesarios para esa representacién

minimal, sino esa representacién en si misma.

En efecto, la representacién generalizada introducida en el capitulo anterior nos permite

definir la funcion de dimension generalizada:

Definicién 3.2. Dada una relacion de preferencia difusa no reflexiva
prX x X —[0,1]

se define su funcion de dimension generalizada como la aplicacién

D: (0,1] — N
a — D(a) = Dim(R%)

donde Dim(R®) es la dimensién generalizada de R®.

Esta funcién de dimensién generalizada estd, pues, bien definida, aunque no sea exacta-

mente una extensién de la funcién de dimensién vista en la seccién anteriormente.

A continuacién veamos una relacién de preferencia que no es max-min transitiva.

@ 0.4

Figura 3.2: Relacion binaria valorada difusa del ejemplo 6.3

Ejemplo 3.2. Sea X = {z1,z9,23} y supongamos que tenemos la siguiente relacién de
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preferencia

0 04 O
H = 0 0 06
0.7 0 0

Esta relacién no es max-min transitiva ya que min{usi, u12} = 0.4 que es mayor que

p32 =0

Cuatro casos pueden ser considerados (ver que ag = 0):

e Cuando o < 0.4, existe un 3-ciclo en el a-corte asociado, y este a-corte puede ser

representado en términos de 3 érdenes lineales nitidos:

R® = {[z1, 2, 3] N [z3, 21, 2]} U {[z2, 3, 1] N [21, 22, 23]} U {[23, 21, 2] N[22, 23, Z1]}

e Cuando 0.4 < a < 0.6, no tenemos ciclos, pero como xo > x3 y T3 > 1 estdn presentes,

se esta perdiendo zo > x1:

R = {[z2, z3, 1] N [x1, T2, z3]} U {[x3, 21, 22] N[22, 23, 1]}

asi que necesitamos también 3 6rdenes lineales.

e Cuando 0.6 < o < 0.7, se tiene una relacién con un unico par (3, 1)

Ra = [x?nxlax?] N [fL‘Q,fL‘?,,fL'I]

Este poset tiene dimension 2.
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e Cuando a > 0.7, tenemos un poset con incomparabilidades entre todo los pares de

elementos:

Ra - [$1,x2,x3] N [fL‘?,,fL‘Q,(L‘I]

y consecuentemente, 2 érdenes lineales son necesitados.

Podemos ver la funcién de dimensién de esta relacién binaria en la figura 3.3.

0.6 1 «

Figura 3.3: Funcién de dimensién generalizada del ejemplo 6.3

Ejemplo 3.3. Sea X = {z1,z9,23} y u una relacién de preferencia difusa (ver figura 3.4).

0 02 03
=1 04 0 0.6
0.7 01 0
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Figura 3.4: Relacién binaria difusa del ejemplo 3.3

Siete intervalos para el parametro o pueden ser considerados:

1. Cuando o < 0.1, tenemos

01 1
p=11 01
110

Esta relacion tiene ciclos (e.g., z1 > x3,z3 > x1) pero es transitiva. Esta relacién puede

ser obtenida como

R*=L{UL>
donde
0 1 1 0 0 0
pfr=10 0 1 pf2 =110 0
0 0 O 1 1 0
Esto es,

R® = ([z1, T2, z3]) U ([z3, T2, 71])
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y Dim(R%) = 2.

2. Cuando 0.1 < o £ 0.2, R® también tenemos ciclos y la transitividad no se da:

01 1
p=11 01
10 0

En este caso, R® puede ser obtenido como union de dos posets
R*=L1UR;

donde

0 00

pfi=11 0 0

1 00

de forma que tenemos

Ra = ([I1,$2,$3]) U ([:I?g,:l?g,:l?l] N [272,:133,:131])

y Dim(R%) = 3.

3. Cuando 0.2 < a < 0.3, la relacién R* todavia tiene ciclos pero es transitiva de nuevo:

00 1
p=11 01
100
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Aqui,
R =IL3U Ly
donde
0 0 O 0 0 1
pt=1 1 0 1 pf2 =10 1
1 0 0 0 0 O
y

R* = ([z3, 3, 21]) U ([£2, 23, 71])

asi pues tenemos que Dim(R*) = 2.

4. Cuando 0.3 < a < 0.4, el a-corte no tiene ciclos y es transitiva

Ra = L3 = [fL‘Q,fL‘?,,(L'I]

Por lo tanto, Dim(R*) = dim(R*) = 1.

Para valores grandes, o > 0.3,la relacién R® no tendrd ciclo (decimos que una alterna-

tiva es mejor que otra, cuando lo tenemos muy claro).

5. Cuando 0.4 < a < 0.6, la relacién R* empieza a no ser transitiva:

000
p =100 1
100
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y el operador unién es de nuevo necesitado:

R =R3URy
donde
0 00 0 00
p=10 0 0 p =100 1
1 00 0 00

de forma que

R® = ([z2, 3, z1] N [x3, 21, 22]) U ([21, T2, 23] N[22, T3, 21])

y Dim(R*) = 3.

6. Cuando 0.6 < o < 0.7, la relacién R* define el anterior R3 poset:

00 0
=10 0 0
100

R® = [1)2,153,.’,51] N [fL‘g,fL‘l,fIIQ]

y por lo tanto Dim(R%) = dim(R%) = 2.

75
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7. Cuando 0.7 < «, la relaciéon R® es una relacién vacia.

00 0
=10 0 0
00 0

con Dim(R*) = dim(R*) =2y

Ra - [$1,x2,x3] N [fL‘?,,fL‘Q,(L‘I]

La funcién de dimensién generalizada de este ejemplo 3.3 puede verse en la figura 3.5.

D(a)

3

0.1 0.3 0.4 0.6 0.7 1 «a

Figura 3.5: Funcién de dimensién generalizada del ejemplo 3.3
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3.3 Propiedades de la funcién de dimension

Veamos ahora una propiedad interesante para esta funcién de dimensién generalizada, que
indica que de algin modo podemos considerar ”suave”, pues cuando quitemos o anadamos
un arco (en el digrafo asociado a la relacién binaria), la dimensién se modificard a lo mds
en dos. Este resultado en si tendra aplicacién directa cuando los valores {j(x;, z;)}iz; sean
la realizacién de una medida continua A en [0, 1]”(”*1), de modo que no habrd dos valores
iguales, casi seguro, i.e., AM{p(z;, z;) = p(zg, 1)} = 0 para todo (x;, ;) # (g, ;). Asi pues,

se puede ver que salvo una cantidad finita de niimeros la funcién de dimensién es continua.

Ordenamos en la recta real todas las valoraciones de las preferencias entre alternativas,

que seran los posibles puntos donde la funcién de dimensién es discontinua.

0<ar... < Aps(n—2) < Apa(n—1) < 1
Denotamos por RY = {(z,y)pr(z,y) > o;}
Teorema 3.1. En las condiciones especificadas anteriormente, se verifica

Dim(c;—1) — Dim(cy) < 2.

Es decir, al anadir un arco al digrafo que modeliza la relacion de preferencia asociada, la

dimension a lo sumo disminuye en dos unidades.

Demostracion:

Sea (a,b) la relacién anadida, entonces se tiene que R%-! = R% U (a,b).

Sea Dim(R“') = d;. Se representa la relacion R*~! = R* U (a,b).
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Como (a,b) se puede escribir como interseccién de dos érdenes lineales, a lo sumo se

introducen dos érdenes nuevos.
Por tanto se tiene que Dim(c;—1) — Dim(cy;) < d; +2 —d; = 2.

Obsérvese que el peor de los casos, es decir cuando la dimensién mas aumenta, es cuando
(b, a) pertenece a todos los érdenes lineales de la representaciéon R = | J[|Ls. Ya que en
caso de que exista algin Ly en el cual (b,a) ¢ L. Se podria escribir (a,b) como interseccién
de dos drdenes lineales siendo uno de ellos Lgy. Para esta situacidn, se tiene que Dim(a;—1) —

Dim(oy;) < 1.

Teorema 3.1. En las condiciones del teorema anterior se tiene que:

Dim(c;—1) — Dim(cy) > —2

es decir, en el mejor de los casos cuando anadimos un arco la dimension disminuye en dos

unidades.

Demostracion:

Sea (a,b) la relacién que se quita, entonces se tiene que R* = R*~! — {(a,b)}. Sea R¥~1 =

Us Ny Lg; la representacion minimal de R*-!. La relacién complementaria de (a,b) puede

ser representada como unién de dos érdenes lineales, {(a,b)}¢ = Lgb’a) U Lgb’a) (por ejemplo,

{(IIII,IL'Q)}C — [(I;anlaxi%' o axn] U [*,I:na e ax?)ax?axl]) donde:
b,
Lg @) = [aabaxilaxiw"' 7"1"1.”72]
b,
Lg 2 = [‘fI;in72... ,xil,a,b]
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Por consiguiente, se puede hacer la siguiente representacién:

R = [Uy Ny L] N LD U L) = (U 0y (L 0 L] U U, 0y (Lge 0 L))

En esta representacion, a lo sumo, se emplean dos nuevos 6rdenes y el teorema queda asi
demostrado. Ademds, salvo en el caso en que (a,b) € N;Lg para todo ¢, se puede hacer la

representacién de R%*-! con un orden lineal méas que en la representacion minimal de R

A continuacién se ve un lema que serd util para la demostracién de una propiedad que es

deseable a la funcién de dimensién.

Lema 3.1. Sea (X, P) un poset con dim(P) > 3, sea (X, P1) una relacién tal que:

] P+:PU(IL‘Z',:L‘]')
o (ziyz);(w,2;) ¢ P VzeX

o (zj,z);(x,zj) ¢ P Yz eX

Entonces

e PT es un poset.

e dim(P) = dim(P™).
Demostracion:

Al ser z;,z; nodos aislados en la relacién P al anadir la relacién (z;,z;) las propiedades de

transitividad y no reflexividad siguen conservandose. Por tanto P es un poset.
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Sea P = Ny=1,qLg. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que los nodos z;, z; son

contiguos en los érdenes lineales de dicha representacion.

Es facil ver que dim(P") < dim(P) ya que se pueden encontrar d érdenes lineales (los
que generan P) que generen P sin més que cambiar z; por z; de orden cuando aparezcan

en sentido inverso. Asi pues, basta demostrar que dim(P) < dim(PV).

Sea P = Nj=1 4L, como los nodos z;,z; son nodos aislados (salvo por un arco), se puede

encontrar una realizacion Optima para esta relacion que verifique que:

Ly = [z5,25,...]

Ld: [ ,(IIZ',ZE]']

Basta cambiar de orden z;, por z; en el ultimo realizador (obteniendo asi L/, para tener

que P = Np—1 4 1Lk N L), y por tanto dim(P) <d= Dim(P™)

Teorema 3.2. En las hipdtesis del teorema anterior, sea p;; = oy donde x;, x; son nodos

aislados, entonces Dim(«a;) = Dim(oy_1)

Demostracion:

Como p;j = oy se tiene que R*-1 = R™ U (x4, x;)
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Sea RY = Up=1 4P} su realizacién éptima. Al igual que en el lema anterior, se puede
suponer sin pérdida de generalidad que en todos los posets P de esa descomposicién, los

nodos aislados x; y z; sean contiguos.
Escribimos RY-! = Uj—; 4P donde P} = P, U (z;,z;) Vk.

Como se ve en el lema no solamente se tiene que dim(P,) = dim(Py), sino que los

realizadores que minimizan P y P}, son idénticos salvo por el orden de los nodos z; y ;.
Entonces Dim(oy—1) < Dim(oy).
Veamos a continuacién que se tiene la otra igualdad. (Dim(ay_1) > Dim(ay)).

Supongamos que esta desigualdad no se da, entonces es facil comprobar que los mismos
realizadores que nos dan la representacién minimal para R*~! nos dan una representacién
minimal para R*. Esto es una contradiccién que viene de suponer que no se da esa desigual-

dad.

La nueva definicién de dimensién propuesta en este trabajo ademads de presentar propie-
dades de suavidad respecto al numero de relaciones binarias también es suave respecto al
nimero de alternativas. En el siguiente teorema se demuestra que si aumentamos el niimero

de alternativas en una unidad la dimensién no puede dar grandes saltos.

Teorema 3.3. Dada una relacion binaria no reflexiva (X,R) y sea a € X. FEntonces la

relacion binaria (X — {a}, R® = R|x_y,}) verifica que Dim(R") < Dim(R)
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Demostracién:
Dada
r=UNLa
s
representaciéon minimal de R, sean

L = Lst| x—{a}

Es fécil ver que
R = U m L
s t
Asi se tiene que

Dim(R") < Dim(R)

Teorema 3.4. En las condiciones del teorema anterior, si la alternativa “a” no pertenece a

ciclos de orden dos entonces:

Dim(R®) < Dim(R) < Dim(R") + 3
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Demostracidn:
Sea X ={zy, -+ ,z,} conjunto de alternativas, con a = ;. Se puede observar que
R=R|x_{oy UR1URy
donde
Ry = {(21,%i)/(21,2:) € R}
y

R2 = {(:L‘Z',Jil)/(l‘i,ail) S R}

Como la alternativa 1 € X no pertenece a ningun ciclo de orden dos,

{xi/(xiaxl) € R} n{$l/($la$z) = R} = [b

Entonces se pueden considerar los siguientes 6rdenes lineales:

Ly = {(z1,2:) /i > 1} U{(zi, )/ (i, 21), (21, 25) € R}

{(:Ei,fl,‘j)/(flfl,xi), (:El,(L‘j) ERL,I<i< j} U {(aci,xj)/(xi,acl), ((L‘j,(II1) ERy1I<IL ]}

L; =Ri{URyU {(aci,xj)/(xi,acl) € R», ((L‘l,(L‘i) € Rl} U

{(37]',371')/(1'1,371')7 (J?l,IL‘j) ERL,I<i< ]} U {(IL‘j,IL‘Z‘)/(J?i,:L‘l), (:L‘j,:L‘l) ERy1I< 1L ]}
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Ly = {(zi,z1) /i > 1} U{(2i, 25)/ (wi, 1), (w1, 2:1) € R}

{(xi,wj)/(wl,wi), (:L‘l,:L‘Z') ERL,I<i< ]} U {(IL‘Z',J?j)/(J?i,:L‘l), (:L‘Z',Jil) ERy1I<i< ]}

Dados estos tres 6rdenes se tiene que Ry = L7 N L5 y Ry = L5 N L3. Asi pues, se puede

concluir que : Dim(R) < Dim(R|x _{q}) + 3.

Se puede observar que en el caso en que x; pertenezca a algun ciclo de orden dos, se puede

garantizar que la dimensién, a lo sumo, crece en cuatro unidades.

Dim(R) < Dim(R|x_(a)) + 4

Teorema 3.5. Sea R C X x X relacion no reflexiva. Sea X C X* y sea R* C X* x X* una

extension de R a X* Entonces:

Dim(R) < Dim(R*)

Demostracion:

El siguiente resultado se demuestra de forma andloga al teorema 3.3 O
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3.4 Niveles criticos complementarios

Después de todo lo visto anteriormente, la funcién de dimensién generalizada estd bien defi-

nida asignando la dimensién D(«) a cada a-corte R, con a € (0, 1].

Sin embargo, la funcién de dimensién generalizada no captura toda la informacién dada en
la representacion vista anteriormente. Parece obvio de los anteriores ejemplos que diferentes
representaciones dan lugar a la misma dimensién. Dependiendo del valor de «, cada a-corte

de una relacion de preferencia difusa puede ser:

e Un orden completo, es decir, R* en un orden lineal; o

e Orden parcial, es decir, antisimétrica y transitiva pero con algunas inomparabilidades;

(6}

e No transitiva sin ciclos (es decir algunos arcos implicados por la transitividad no apa-

recen); o
e Una Relacién més conflictiva debida a la existencia de ciclos (es decir, secuencia z1, ... , xj
de forma que z; > x;411,¥i = 1,... ,k — 1 and x, > x1; observamos que esta defini-

cién incluye la simetria, es decir, ciclos de orden 2 donde los arcos z; > z; y z; > x;

simultdneamente aparecen).

Por tanto, nada mas natural que intentar determinar niveles criticos que permitan iden-
tificar esas diferentes regiones, de forma similar a como se define el indice g en el contexto
de relaciones max-min transitivas. Por un lado, se ha puntualizado que la relacién puede
simplemente no ser transitiva porque faltan arcos o porque de hecho tengamos algin ciclo.
Asi que la regién de intransitividad se debiera dividir en dos partes, en funcién de si hay ciclos
presentes o no. Ademsds, la regién de inconsistencias debidas a ciclos se puede dividir a su vez
en muchas regiones, dependiendo de la longitud de esos ciclos que aparecen, o simplemente

de la longitud del ciclo més corto (como ya se proponia en [87], cuanto més corto es el ciclo,
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méas conflictiva es la situacién: la presencia de ciclos largos puede deberse sencillamente a
problemas asociados a errores de estimacion). Esta argumentacion nos lleva a introducir una

serie de niveles criticos que complementan al indice ag ya introducido.

Introducimos los siguientes niveles:

Transitividad

No Transitividad

Figura 3.6: Intervalos de transitividad del ejemplo 3.3

1. El niwel de transitividad o, representa el minimo valor tal que R* es transitiva para

todo a > «ay.

Puede chequearse la transitividad de los a-cortes en el ejemplo 3.5

e a € (0.0,0.1]: R“ es transitivo.

e o€ (0.1,0.2]: R* no es transitivo, ya que

p(zs, z2) = 0.1 < min{u(zs,z1) = 0.7, u(z1, z2) = 0.2}

e a € (0.2,0.4]: R“ es transitivo.

e a € (0.4,0.6]: R no es transitivo, ya que

p(ze, 1) = 0.4 < min{u(zg, z3) = 0.6, u(x3, 1) = 0.7}
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e ac (0.6,1.0]: R“ es transitivo.
Aqui, ap = 0.6 (ver figura del ejemplo 3.3).

2. El nivel de k-aciclidad oy, representa el minimo valor de forma que R® no tenga I-
ciclos VI < k para todo a > «ap. Por supuesto, a; = 0 como por hipdtesis tenemos
que: p(z,z) =0,Vr € X, y ap ha sido también definido. Es obvio que (aj)?2, en una
sucesion no decreciente cuyo maximo es un nivel critico denotado como nivel de aciclidad
Qo siendo el minimo valor a partir del cual ya no existen ciclos en R* Va > qqo-

Obviamente, s = ay, n siendo el niimero de elementos en X.

Ademads, nuestra funcién de dimensién generalizada, junto con la secuencia de valores
criticos(ayg, g, . .. , ) da una completa informacién para la representacién de los criterios
y sus inconsistencias asociadas. En particular, podemos asegurar que los a-cortes son posets

para cualquier

a > maz{ag, as}

El nivel de transitividad puede ser ficilmente obtenido por medio del siguiente algoritmo,

cuya complejidad es O(n?):
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ayg =10
doi:=1,n
doj=1n (j#1)
dok=1,n (k#ik+#j)
B = min{puk; pig; }
if (5 < 8) then
ap = max{ao; 5}
endif
enddo
enddo
enddo

Calculo del nivel de transitividad.

88

Si queremos calcular ao,, necesitamos enumerar todos los ciclos posibles definidos X.

Teniendo en cuenta que existen

ciclos de k elementos en X, el niimero total de niimero de ciclos en X es

(k- 1)1

n

> ") —y

k=2 \ K

El nivel de aciclidad puede ser calculado como

(07:%)

max {min{u(xil , :Eiz), s a,u'(wik?xil)}}
C(mil,...,xi

k

Este calculo tiene complejidad exponencial.
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Aciclico

Ciclico

0.3 1

Figura 3.7: Intervalos de aciclidad del ejemplo 3.3

En el ejemplo anteriormente visto (ejemplo 3.3) podemos encontrar tres ciclos de orden

dos posibles y dos de orden tres:

1. C(z1,m2) : min{u(z1,z2) = 0.2; u(z2, 1) = 0.4} =0.2

2. C(x1,23) : min{u(z1,z3) = 0.3; u(zs3,21) = 0.7} = 0.3

3. C(x9,x3) : min{u(ze,z3) = 0.6; u(x3,z2) = 0.1} = 0.1

4. C(z1,22,23) : min{u(z1,z2) = 0.2; u(xe, x3) = 0.6; p(x3,21) = 0.7} = 0.2

5. C(z3,z2,21) : min{u(zs, z9) = 0.1; u(xe, 1) = 0.4; u(x1,23) = 0.3} = 0.1
Aqui,

oo = max{0.2,0.3,0.1,0.2,0.1} = 0.3 = oy
El intervalo de aciclidad es (0.3, 1](podemos verlo en la figura 3.7),mientras algunos ciclos
aparecen en R* para o € (0.0,0.3].

La region Poset, es decir, los valores de « para los cuales R es un poset, del ejemplo 3.3

pueden verse en la figura 3.8: (0.3,0.4] U (0.6,1.0].
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La teoria cldsica no es aplicada a esos dos intervalos, mientras que nuestra version ex-

tendida si ((0.0,0.3] U (0.4, 0.6]).

Poset —

No Poset

0.304 0.6 1

Figura 3.8: Intervalos de Poset del ejemplo 3.3



Capitulo 4

Clasificacion en teledeteccion.
Variacion de la homogeneidad de

los pixels.

En este capitulo se analizara el problema de clasificacion de una imagen obtenida via satélite

para poder desarrollar técnicas de clasificacién no supervisada (ver [3, 4, 5, 7]).

Durante las dos ultimas décadas han aparecido numerosas técnicas para el reconocimien-
to de patrones y clasificacién para la extraccién de informacién de datos procedentes de
teledeteccién. La gran mayoria de estas técnicas son supervisadas y tienen un sistema de

aprendizaje basado en redes neuronales como podemos ver en [19, 80].

Actualmente la clasificacién multiespectral puede realizarse utilizando una gran variedad
de algoritmos, que se pueden clasificar en tres grandes grupos: clasificacién nitida (dentro
de esta clasificacién tenemos dos enfoques: clasificacién supervisada y no supervisada), cla-
sificacion utilizando conjuntos difusos, y enfoques hibridos que utilizan informacién colateral

adicional.

En la clasificacién supervisada [19, 80], la identidad, localizacién y caracteristicas

91
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de algunos tipos de terreno son conocidos a priori, mediante andlisis de fotografias aéreas,
mapas y experiencia personal. El analista intenta encontrar lugares especificos en los datos
que representen ejemplos de estos tipos de terreno conocidos. Estas areas se conocen como
training sites, ya que las caracteristicas de estos tipos de area se suelen determinar mediante
algoritmos de aprendizaje. Cada pixel es evaluado y serd asignado a la clase a la cual tiene
mayor probabilidad de pertenecer. Este procedimiento se conoce como clasificacién nitida ya

que un pixel sélo puede ser asignado a una clase.

En la clasificacién no supervisada: las clases, asi como otras caracteristicas, no son
conocidas a priori. En estos casos se ha de agrupar los pixels con caracteristicas similares

dentro de un cluster de acuerdo con algin criterio determinado (ver [5, 13]).

La clasificacién en teledeteccién debe hacerse de un modo similar a como se hace en la
foto-interpretacién [24, 59, 107]. En primer lugar el foto-intérprete identifica cada regién
homogénea de acuerdo con una serie de criterios: textura, tono, forma etc. Posteriormente,
y una vez determinado el objetivo del estudio, delimita sobre el resto de las fotografias las
zonas que corresponden a ese patrén determinado anteriormente. Este procedimiento tiene,

entre otras la siguiente limitacién (ver [24, 19, 80]):

e La clasificaciéon obtenida no es correcta en este tipo de problemas debido a la natura-
leza de los datos. Para paliar este problema aparece la clasificacién difusa, que puede

utilizarse en combinacién con los dos enfoques vistos anteriormente , ver [19, 59, 80].

Para resolver el problema de clasificacién en teledeteccidon, no se han utilizado en esta

memoria algoritmos supervisados por diversos motivos.

e Los métodos supervisados requieren de informacién a priori, que en muchas ocasiones

no se tiene, al menos en una primera fase.

e Porque son algoritmos computacionalmente lentos, teniendo en cuenta que se quiere

interactuar con el decisor muchas veces hasta lograr buenos resultados.
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e Los datos obtenidos en teledeteccién, no tienen porqué corresponder con medidas fisicas
como la humedad, calor, etc, ya que son medidas ordinales. Estos datos dependen de
muchos factores climatolégicos que influyen en la fotografia. Asi, patrones de una clase
determinada que podemos suponer a priori (en una fotografia de una zona tomada un
dia), puede ser muy diferentes con los patrones de esa misma clase en la misma zona

en una fotografia tomada otro dia.

La mayoria de los algoritmos no supervisados que se usan en teledeteccién, son adapta-
ciones de algoritmos estadisticos clasicos como Dendograma, K-medias etc. Estos algoritmos
no tienen en cuenta el entorno que rodea a un pixel. Esto en principio supone un problema ya
que, en algunas ocasiones, ésta es la tinica forma de encontrar una region homogénea dentro

de una imagen.

El procedimiento que se presenta en este capitulo busca en una primera fase aquellas
regiones que son homogéneas, para ello analiza el entorno que rodea a cada pixel. Estas
regiones se encuentran teniendo en cuenta un nuevo concepto como es el de la variacional
asociada a un pixel. Los pixels de transicién, que no pertenecen a ninguna regién homogénea,
son de esta forma reconocidos. Una vez determinados los pixels de transicién, una clasificacién
nitida es propuesta. De esta clasificacién nitida se obtienen las regiones homogéneas dentro
de la imagen. Estas regiones pueden ser analizadas para obtener el grado de pertenencia de

cada pixel a dicha region.

El problema de la clasificaciéon difusa

Clasificacién y Control han sido tradicionalmente, desde los comienzos de la historia de la
Teoria de Conjuntos difusos [147], los dos campos de mayor desarrollo practico (ver, e.g.,
[17, 149]). De hecho, muchos problemas dentro de cada una de estas dos dreas facilmente
sugieren la aplicacion de conceptos difusos. Algunas veces, una aproximacion difusa parece

ofrecer una simplificacion de una realidad extremadamente compleja, seria el caso en algunos
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problemas de Control; otras veces sin embargo, los conceptos que el decisor tiene en su
mente son difusos por naturaleza en el sentido de que se admiten grados de verificacion, éste
seria el caso de muchos problemas de clasificacién, donde la introduccién de clases nitidas
representan una simplificacion de la realidad excesivamente poco realista, que ficilmente nos

llevara a errdneas interpretaciones de las observaciones que hemos tomado directamente.

En muchas aplicaciones de modelos de clasificacion difusa se parte de una familia de
clases C previamente definidas. La cuestion es entonces determinar para cada objeto z bajo
consideracién, el grado pc(z) en que el objeto x pertenece a la clase C' € C. De esta manera,

se tiene definida una funcién de pertenencia

pe X —[0,1]

para cada clase C' € C (ver, e.g., Roubens [110]).

Desde nuestro punto de vista, esta aproximacién resulta todavia bastante poco realista, ya
que muchos decisores encontrardan serias dificultades para asignar esos grados de pertenencia
a una clase sin tener en cuenta las otras posibilidades de clasificacién. Todo método de
clasificacién es en la practica altamente dependiente de la familia (cerrada) que el decisor
estd forzado a considerar incluso en el contexto nitido, donde el decisor suele revisar todas

las clases antes de escoger una clase concreta como la mas apropiada.

Un concepto clave dentro de clasificacién es por lo tanto la nocién de particion, ya que
aporta una familia estructurada de clases dentro de la cual hemos de movernos (las clases

estan fuertemente inter-relacionadas entre si).

La nocién de particion difusa fue introducida por Ruspini [115] (ver también Bezdek-

Harris [17], Bezdek [16], Butnariu [21], Dumitrescu [44] y Iancu [66]): dada una familia
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discreta C de clases, se supone que para cada objeto z € X bajo consideracion se verifica que

> ne(z) =1

cec

Cada objeto pertenece hasta un cierto punto a cada clase, y el total de pertenencia se dis-
tribuye entre todas las clases. De esta manera se generalizaba trivialmente el concepto de

particién nitido: siempre que se verifique

ne(z) € {0,1}  Vz,vC

entonces cada objeto estard en una unica una clase:

Ve € X = 3C € C/uc(z) = L per(x) = 0,VC" # C

La propuesta inicial de Ruspini [115] representa desde nuestro punto de vista una situacién
deseable en muchas ocasiones, pero aun asi todavia muy restrictiva en la préactica de la
modelizacién difusa. Con frecuencia, las clases difusas no definen una particién de Ruspini,
y es sOlo a través de un largo y tedioso proceso de aprendizaje cuando el decisor puede
realmente definir una particién difusa en el sentido de Ruspini, de tal modo que cada objeto

se encuentra plenamente explicado y sin rastro de informacién superflua.

El modelo ideal para clasificacién en el sentido de Ruspini puede, ademas de ser muy dificil
de conseguir, no ser deseado, al menos en determinados problemas concretos de clasificacion.
Algunos problemas de clasificacién de frutas, por ejemplo, son tales que las restricciones del
mercado imponen un nimero muy grande de clases solapadas, de tal modo que una pieza de

fruta puede estar simultaneamente asociada a varias clases.

Algunas de las dificultades que presenta la nocién de particion de Ruspini pueden ser

parcialmente resueltas con la aproximacién mds débil propuesta por algunos autores (ver
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[127, 128]). En esta memoria se proponen sistemas de clasificacién difusa a través de un mo-
delo agregativo, donde el modelo de Ruspini no serd mas que un modelo aditivo particular.
Entonces podemos tener en cuenta algunos de los resultados que hemos presentado anterior-
mente, y explicar axiomaticamente otras estructuras alternativas para clasificacién, cada una

justificada a través de un agregador concreto (ver [40, 41, 54, 93] y también [140, 11]).

4.1 Modelizacion matematica

Una imagen es un mapa de puntos (pixels), cada uno de los cuales estd caracterizado por
una serie de medidas como pueden ser intensidad del blanco, rojo, azul, altitud, etc. Estas
medidas corresponden a cada una de las bandas a las que se hizo referencia al introducir el

problema de la teledeteccién.

Matematicamente, llamamos P al conjunto de pixels

P={(,j)/ic{l,....,r}je{l,... s}

de una imagen I. Cada pixel es caracterizado por b medidas numéricas. La imagen I puede

ser caracterizada por esos valores numéricos, asi tenemos

1= {77 = (el ) | (ir)) € P}
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4.1.1 Red de pixels
Dada una imagen I = {WJ = (x},j, ...:Ebj) / (i,7) € P}, sea

i’

d: PxP — [0,00)

97

una medida de desemejanza o distancia definida en P. Por ejemplo, se puede suponer sin

pérdida de generalidad la distancia euclidea en IR’:

Observacion. En esta memoria se ha utilizado como funcién distancia la euclidea. Puede

pensarse en otras funciones distancia:

o d(Ti; Ty ) = (|$fj — mi?,j,|) donde k € {1,...b}. En este caso solamente se tiene en

cuenta la informacién dada por la k-ésima banda.

o d(Tij; Ty ) = (Dp—1p |:1:fj - :L“f,J,|) Distancia de Manhatan.

o d(Tij; Ty j) = (\/Zk:l,h(Fk — F})?) donde F = 3, )\;?:I?j es una combinacién lineal

de la imagen digital.

Los pixels adyacentes se definen a partir de un grafo basado en la representacién de

la imagen en el plano. Asi, dos pixels se dird que son adyacentes cuando comparten una

coordenada en comun, siendo la otra contigua.

!Cuando el tamano de las bandas es muy grande, es técnica habitual el disminuir el nimero de bandas

realizando un andlisis factorial transformando la imagen original otra de tamafio menor. Aqui el papel de los

F}, es el de los factores en dicho andlisis.
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Formalmente, se puede asociar el grafo G(I) = (P, E) a la imagen I:

i=i |j—4=1
E={{();@ i) eVxV/vV =71

j=3 li-il=1
Se propone la siguiente definicion.
Definicién 4.1. Dado el grafo G(I) asociado a la imagen [ y la distancia entre pixels d, la

red de pizels es el par N(I) = (G(I),d).

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea N(I) = (G(I),d) lared con r = 3 y s = 4 que aparece en la siguiente

figura. Se incluyen sélo las distancias entre pixels adyacentes.

AR ST C R
) D N \

1.5 2.0 1.9 3.6

Gl\ 1.6 6@ 4.0 /2’3\ 1.8 /29

3,1\ 2.1 /32\ 0.7 /33\ 0.8 /34

Figura 4.1: Red de pixels del ejemplo 4.1
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4.2 Algoritmos variacionales

Uno de los principales problemas que existen en los sistemas de clasificacion de imégenes
digitales es el de determinar regiones homogéneas dentro de la imagen. La mayoria de los
algoritmos de clasificacién obtienen de una forma supervisada [19] una serie de patrones
asociados a cada una de las clases que se desea investigar en la imagen en particular. Una
vez que se tienen estos patrones, se asigna cada uno de los pixels a aquella clase en la que la
distancia sea minima. Sin embargo en estos sistemas de clasificacién no se tiene en cuenta
el entorno que rodea a un pixel. Por este motivo presentamos un algoritmo interactivo que

tiene en cuenta el entorno de los pixels para obtener una buena clasificacion.

Cuando un pixel estd rodeado por otros con las mismas caracteristicas, la heterogeneidad
(medido en este caso como la wvariacional) tanto vertical como horizontal es muy baja. En
estos casos el pixel se encuentra dentro de una regién. Por otra parte cuando un pixel se
encuentra en una frontera la variacion o bien vertical o bien horizontal es muy grande, siendo

detectada por una de estas dos direcciones.

Definicién 4.2. Sea P conjunto de pixels, y sea I imagen asociado a dicho conjunto, defi-

nimos la variacional vertical de la imagen digital (P, ) a la imagen (D Py, D1y, ):

DPye ={(i,5) /i€ {2...,r—1}j€{1,... s}}

DIver = {yi,j / ('La]) € D-P'uer}
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donde

Yij = A(TG-15)> Tap1y)) V¥ (657) € DPper (4.1)

En esta nueva imagen, a cada pixel (i,7) € DP,, de la red le asociamos la distancia que

existe entre los dos pixels adyacentes verticales T; 1 ; y Ti11,;.

Del mismo modo se puede definir la variacional horizontal de una imagen digital.

Definicién 4.3. Sea P conjunto de pixels, y sea I imagen asociado a dicho conjunto, defi-

nimos la variacional horizontal de la imagen digital (P, I) a la imagen (D Py, DIpor):
DPaor = {(i) /i €{L,... 7} j €2, 5 — 1}}
DIhor = {yi,j / (Zaj) € DPhor}

donde

yij = d(TG;-1),TG51)  Sii5) € DPhor (4.2)

En esta nueva imagen a cada pixel de la red le asociamos la distancia que existe entre los

dos pixels adyacentes verticales Z; ;1 y Z; jy1.

Ejemplo 4.1. La imagen que se va a estudiar aqui es una acuarela en papel que se ha
digitalizado via scanner (incluida en el programa MATLAB 6.21 como ejemplo y guardada
en el fichero tree). La fotografia, analizada en [3], se muestra a continuacién. También se

muestran las variacionales vertical y horizontal de dicha imagen.
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Se obtiene la variacional horizontal y vertical de dicha imagen.

Imagen de la variacional vertical de la imagen del matlab
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Imagen de la variacional horizontal de la imagen del matlab

50

100

150

200

250

300

350

400

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Se puede observar que los principales objetos de la imagen quedan claramente identifi-
cados mediante las variacionales horizontal y vertical. Sin embargo, se pueden tener otras
situaciones no tan deseables. Uno de los principales problemas con los que se encuentran en

teledeteccién es el de distinguir entre estas dos situaciones:

e Cuando existe una zona mal definida que gradualmente se confunde con otra zona. Por
ejemplo un bosque que poco a poco se va fundiendo con una zona de mar, en estas

situaciones la frontera tal y como se entiende en el caso nitido no existe.

e Cuando aparece una regién que va cambiando gradualmente de intensidad igual a como
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aparece en la segunda figura.

Primera situacién
@ (o) (30 ()
N N NG

Segunda situacion

OO —()—0)
NN NV

Q
Q

(O—)
()

S
Q

(2)
\2J

Figura 4.2:

Como puede observarse, estas dos situaciones no son distinguibles por la variacional ho-
rizontal y vertical, ya que asignarian la misma variacién a dos situaciones completamente
distintas. Para erradicar este problema es necesario utilizar otras direcciones (menos locales

en este caso). Por este motivo es necesario definir la variacional en un caso mas general.

Definicién 4.4. Dada una red de pixels y una imagen digital (P, I) como la definida an-

teriormente, y un vector v € IN?, definimos la variacional del pixel (i,4) con direccién v

(dij(v)) a:

d Li,)—v)s \L(3,5)+v
ds5(0) = AT “)UT' () +v)) (43)

Definicién 4.5. Dada una imagen digital (P, I):

P={(,j§)/ic{l,....,r}je{l,... s}

1= {755 = (lyont,) | o) € P
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y un vector v = (vy,v9) con vy,vy € IN, se define la variacional de la imagen digital con

direccion v, a la imagen digital (DP,, DI,) definida por:

DP,={(i,j) /ie{l,... .7} je{1,...,5}}

donder'=r—v+1ys =s—vy+1

DI, = {(yi,j / (Za]) € DPU}

donde

Yig = d(x(i,j)—va $(i,j)+v) (4.4)

Dada la definicién de variacional, se puede observar que para el caso particular en que la
direccién v sea (1,0) tenemos la variacional horizontal mientras que para la direccién v = (0, 1)

se tiene la variacional vertical definidas anteriormente. Asi se tiene que DIyer = DIg 1) y

DIhOT‘ — D[(I,O)'

Gréficamente, si se usan las direcciones v = (1,0) y v = (0, 1) se tiene:



Capitulo 4. Clasificacién en teledeteccion. Variacion de la homogeneidad de los pixels. 106

V=(L0)

"\ ° @

La variacional de la imagen es una nueva imagen que representa el movimiento de los

pixels con direcciéon v. Por ejemplo si se calcula la variacional de la imagen con direccién
v = (1,0), se tiene una nueva imagen en la que en cada pixel se ha medido su heterogeneidad
en direccion horizontal. Esta nueva imagen da una idea al decisor de cudles seran las regiones

homogéneas en la imagen que determinaremos posteriormente.

Una vez que se tienen las variacionales de una imagen con direccién (v, ... ,v;) se puede

agregar esa informacién para obtener la imagen frontera.

Definicién 4.6. Sea (P, I) imagen digital, y sean {(DP,,,DI,,) i € {1,... ,k}} variaciona-
les de la imagen digital, se define la frontera de la imagen digital a la imagen (P, FR(I))
definida por:

FR(I) = {(frij) / (i,5) € P}
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donde

frig =@ - y:5) (4.5)

donde ® es un operador de agregacion.

Usando el operador de agregacién media en la imagen del MATLAB para las direcciones

horizontal y vertical obtenemos la siguiente frontera de la imagen.
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Frontera de la imagen del matlab
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4.3 Determinacion de Regiones

La variacional de una imagen digital da una visién general del problema que se esta tratando.
Para cada una de las direcciones en las que se decide hacer el estudio se tiene una salida
diferente en forma de imagen digital. Por ejemplo se tendra dos salidas si se tiene en cuenta

las direcciones vertical y horizontal.

Toda esa informacién debe ser amalgamada para determinar el niimero de regiones diferen-
tes que existen y los diferentes patrones asociados a cada una de ellas. Desafortunadamente,
esta tarea es muy complicada y requiere de una interaccién con el decisor que determinard

unos niveles de aceptacién para la interpretacién de la imagen.

Definicién 4.7. Dada una imagen digital (P, I):

P={(,§)/ie{l,...,rtje{l,. .. s}

1= {(@7 = (aljoeal,) | ) € P}

y dado un nivel de significacién « € IR, se define la imagen digital suavizada de variacion

con direccién v, como la imagen digital (SDP,, SDI,(«)) caracterizada por:

SDP, = {(i,5) /i€ {l,...,r'} je{l,...,s}}

SDI,(a) = {(siy) / (i,4) € SDP,}
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donde

Sij = & (4.6)

De esta forma, todas aquellas variaciones que se produzcan a niveles bajos no seran
consideradas como relevantes en el estudio. La imagen digital suavizada va a ser esencial en
la determinacién de la homogeneidad de los pixels, es decir, para determinar si un pixel se

encuentra en una regién o estd entre varias.

Definicion 4.8. Dada la imagen digital suavizada de variacién con direccién v

(SDP,, SDI,(@))

Se dird que un pixel (i,j) € SDP, tiene heterogeneidad irrelevante respecto dicha

direccién v cuando s; j = 0.

Definicién 4.9. Sean {(SDP,,,SDI,, (¢%))} imagenes digitales suavizadas de variacién con
direcciones (vy,...,v), se dird que un pixel tiene heterogeneidad irrelevante respecto

esas direcciones cuando lo sea para cada una de ellas.

Una vez que se han clasificado los pixels en pixels con heterogeneidad irrelevante y rele-

vante, se estd en condiciones de determinar las regiones homogéneas dentro de una imagen.

Definicion 4.10. Diremos que regiéon R C P x P es homogénea si:

e V(i,j) € R, (i,7) es de heterogeneidad irrelevante.
e Esta rodeada de pixels de heterogeneidad relevante.

Ejemplo 4.2. Sea (P, I) unaimagen digital, de tamano 3x7. Una vez hecha la discriminacién

entre aquellos pixels irrelevantes y de variacién relevante (denotados por 0 y 1 respectiva-
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mente) estamos en condiciones de determinar las regiones homogéneas. A continuacién se ve

el grafo asociado a dicha clasificacion.

e N e U W~ W
@\1/\1/\0/\0/\1/@

D ) R o) o) (1) (¢
OO O OSSO Oy

Figura 4.3: Red de pixels

Como puede verse la region R = {(1,1),(2,1),(2,2)} es una regién homogénea ya que
estd formada por pixels de variacién irrelevante y rodeada por pixels con alta variacién. En

esta red de pixels tenemos cinco regiones homogéneas.

A continuacion se presenta un algoritmo para la determinacion de las regiones utilizando
solamente las direcciones vertical y horizontal. La generalizacién al caso en que se tengan

mas direcciones es directa.
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Entrada de Datos. :Isf,j dondei € {1,...7}, 5 €{1,...s} k€ {l,...b}, {, etc.
Paso 1. Calculo de las imdgenes (D Py, DIyer) y (D Phory, DIjgy).

Se denota por y; ; a los pixels pertenecientes a DI y

por z;; a los pixels pertenecientes a D1Iye;.
Paso 2. Suavizado-Determinacion de las regiones.

Fijar un nivel de significacién « y calcular

(SDPyer(a), SDLyer (@) ¥ (SDPhor (@), SDIner (@)

a (tanto para el vertical como para la horizontal).

Denotamos a los pixels por y7; y zj;.

call Solapamiento

Solapamiento.

doi=1,r

if (y7; A2};) =0 then.
if FEzxiste adyacente asignado then
Analizar todos los valores consecutivos y reordenar.
Region(i,j) = Region(i', j")
else
Asignar a una nueva regién.
Nreg = Nreg + 1
Region(i,j) = Nreg
endif
enddo
enddo
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Proposicion 4.1. La complejidad del algoritmo visto anteriormente es lineal en el nimero

de pizels de la imagen.

Observacion

La determinacién de regiones, asi como la de su frontera es un proceso que va a ser repetido
(interactuando con el decisor) muchas veces en el sistema de clasificacién que se propone. Por
este motivo es muy importante el hecho de que en cada iteracién la complejidad computacional

sea baja.

Una vez finalizado este paso, se han determinado regiones homogéneas a partir del entorno
de cada pixel y de su variacion. Esto permitird tener una visién del problema y ayudara al

decisor a determinar los patrones y el nimero de clases.

Se denotard por R a la matriz que determina la regiéon de cada pixel, de forma que
R; j # 0 identifica la regién a la que pertenece el pixel (7,j) € P. En el caso en que el pixel

no pertenezca a ninguna region se tiene que R; ; = 0.

Una vez determinadas aquellas regiones que son homogéneas dentro de la imagen, se

determinaran los patrones asociados a cada regién.

Definicién 4.11. Dada una imagen digital (P,I) con conjunto de regiones homogéneas
Ri,... ,RNnREG, se dird que h” € IR" es un patrén de la regién Ry, si A” es un elemento

representativo de dicha regién.

El problema de determinar el patrén asociado a una regién es un problema dificil de
resolver. Aun asi, existen diversas formas de determinar patrones que pueden ser aceptados

por el decisor, como por ejemplo:

o W= ) wiTi;.

(i,7)ERy
o I = Z;; donde z;; es un elemento de la k-esima regién que el decisor sabe que esta

bien clasificado.
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e " =®(7;;) V(i,j) € R, donde ® es un operador de agregacién. En este caso el patrén

se obtiene como agregacion de toda la informacién contenida en la regién.

Para una visualizacién de los resultados obtenidos con la clasificacién nitida vista hasta

ahora, se define la visualizacién de la imagen digital.

Definicién 4.12. Sea R la matriz que determina la region de cada pixel, se define la visua-

lizacién de la imagen digital, a la imagen digital (V P, VI) caracterizada por:

VP =A{(i,j) /ie{l,....r"} je{l,... ,s'}}

Vi={fi = W) | ) € VP

donde h_l] = Patron(R(i,j))

4.4 Clasificacion difusa de imagenes digitales

Sea NREG el ntimero de regiones y sean {ﬁ, ... hNREGY el conjunto de patrones asociados
a la imagen digital (V P,V I). Puede ocurrir que algunos de estos patrones sean parecidos al
representar en la imagen original objetos andlogos (una zona boscosa,una zona pantanosa,
etc ...). Por este motivo es necesario una clasificacion que determine el conjunto de clases o
regiones diferentes de la imagen digital. En principio se podria presentar una clasificacion

nitida o difusa.

Como ya se ha comentado antes, parece mucho més adecuada una clasificacién difusa en

problemas de clasificacién en teledeteccidon, ya que las fronteras tal y como se presentan en
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la naturaleza no son nitidas y, por tanto, se tendrdn muchos pixels que no pertenezcan a

ninguna region en particular, estando entre varias.

En la mayoria de los problemas de clasificacién difusa, se plantea, el problema de construir
la funcién de pertenencia asociada a una clase. En esta memoria, se construird la funcién
de pertenencia asociada a una regién basadndose en una medida de semejanza a un patrén de
dicha regién, aunque podrian pensarse en otras formas de construccién como las desarrolladas

en [3].

Con el fin de obtener una clasificacion difusa de algunas de las regiones de interés, se

propone la siguiente metodologia:

Sea h" el patrén asociado a la regién de interés r, para cada una de las b bandas que

caracterizan los pixeles sea ¥ (i, j) el grado de pertenencia de del pixel (,5) € P a la regién

r respecto de la banda k € {1,...,b} se modelizard como un nimero difuso ([42]), por
ejemplo:
( . b
i —R+1 Si Ry<al; <R
e Trapezoidal pl(i,7) = { 1 Si R< xé’j <R
—xi—’j—i—§+1 Si RS:E%-SRO
: b 0
{ 0 Si Ty >R
( .
zl —ap .
L Si ap < zb. < med
e Triangular p(i,5) = { T;g_f;oo Y
—— Si med <z, <al
a¥—med L]
[ 0 Si xf] >’

e Exponencial y Gaussiana [59].

La clasificacién que se ha propuesto hasta ahora en esta memoria construye la funcién
de pertenencia banda a banda. Si se quiere obtener una clasificacién global, bastaria con

agregar [53] a cada una de las clases todas las bandas. Asi se tendria:
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pr(iy§) = ®(pr(i,4), ..., ul(i,5)) V(i) € P

Determinacion del nimero de clases

La determinacion del nimero de clases en problemas de clasificaciéon es un problema muy

estudiado en la literatura y dificil de resolver.

Una posibilidad para la determinaciéon del nimero de clases, es que este niimero sea
determinado por el decisor, el cual tiene informacion sobre el niimero idéneo de clases que
explican perfectamente la imagen digital. En la mayoria de los problemas que hemos resuelto

en esta memoria se ha seguido esta metodologia.

Aunque la metodologia ideal seria un proceso de aprendizaje como el visto en [3, 4], en el
cual se dan medidas sobre la relevancia, redundancia y cubrimiento de las clases, y permiten

asi determinar el niimero éptimo de clases.

Una familia de clases que se pueda considerar buena sera normalmente el fruto de un largo
proceso de aprendizaje, sometido a pruebas que pueden resultar fallidas. Es necesario que
cada solucion que se obtenga pueda ser evaluada de tal modo que se sugieran posibles lineas de
mejora: suprimir clases, definir mixturas de las clases ya existentes o buscar clases realmente
nuevas. Nosotros creemos que junto a los tradicionales andlisis puramente estadisticos los
indices anteriormente introducidos (relevancia, redundancia y cubrimiento) nos van a permitir

mejorar el proceso.

Dado que esos tres indices bdsicos admiten grados de verificacién, el decisor debe deter-
minar hasta qué punto la solucién actual satisface sus aspiraciones. Asi, por ejemplo, si para
determinado pixel (i, 7) € P se tiene que el grado de explicacidn es cero, estd claro que parece
muy necesaria la bisqueda de una clase adicional. En general, una vez eliminadas las clases

poco informativas, si el grado de explicacion de un objeto es suficientemente bajo para el
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decisor, debemos pensar en introducir una nueva clase extra; y si la redundancia entre varias

clases es muy alta, debiéramos pensar en redefinir alguna de estas clases.

4.5 Proceso interactivo de clasificacion

A lo largo de todos los procesos de clasificacion vistos en este capitulo se ha hecho hincapié
en que son procesos interactivos. A continuacién se presenta un algoritmo interactivo que
recoge todos estos procesos. Los algoritmos que se presentan en el capitulo 5 de esta memoria
han sido desarrollados en los lenguajes de programacién Fortran 90, C++ borland builder y
Matlab 6.21. Credndose un entorno amigable para que el decisor pueda agregar la informacién

méas comodamente y decidir en que regiones quiere hacer el estudio.
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Algoritmo de clasificacion variacional. 1 Fase
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Algoritmo de clasificaciéon variacional. 2 Fase
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Entorno del programa de clasificacién basado en la frontera
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A continuacién se presentan algunos de los resultados obtenidos mediante esta metodo-

logia.

4.6 Resultados Computacionales.

Se han aplicado estos algoritmos a dos imagenes ("MATLAB” y "SEVILLA”), de las que

presentamos las figuras de algunas visualizaciones de los resultados.

1. ?MATLAB?”: dibujo estdndar de un drbol que aparece en el MATLAB [5].

e Imagen MATLAB: se trata de una imagen relativamente sencilla, con objetos

reconocibles a simple vista.

e Imagen digital Frontera de la imagen anterior obtenida mediante la agregacién de

la variacionales vertical y horizontal.
e Imagen digital Visualizacion (VP,VI) de la imagen MATLAB
e Funciones de pertenencia a la clase "Mar”: una para cada banda mas la agregacion.
e Funciones de pertenencia a la clase ” Arbol”: una para cada color més la agregacion.

e Funcién de pertenencia agregada de la clase "arbol”, re-escalada para una mejor

visualizacién.

2. ?SEVILLA”: la imagen digital de la regién de Sevilla estudiada en [7], donde se analiza
unicamente el espectro visible (las tres bandas RGB: rojo, verde y azul).
e Imagen original de SEVILLA.
e Imagen digital Frontera de la imagen anterior obtenida mediante la agregacién de
la variacionales vertical y horizontal.
e Imagen digital Visualizacion (VP,VI) de la imagen SEVILLA.

e Funciones de pertenencia a la clase "Secano”: una para cada banda mas la agre-

gacion.
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e Funcidén de pertenencia agregada de la clase ”Secano”, re-escalada.
e Funciones de pertenencia a la clase "Rio”: una para cada color més la agregacion.

e Funcién de pertenencia agregada para la clase "Rio”, re-escalada.

3. "MADRID”: Imagen digital de la sierra de Madrid, donde se analizan las bandas 1-6.

Imagen del espectro visible de MADRID.

Imagen digital Frontera de la imagen anterior obtenida mediante la agregacién de

la variacionales vertical y horizontal.

Funciones de pertenencia a la clase ”Lago”: una para cada banda.

e Agregaciéon de la informacion dada por las cuatro bandas.
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Imagen tomada de MATLAB
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Imagen digital Frontera de la imagen (M ATLAB)
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Imagen digital visualizacion de la imagen (MATLAB)
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Funciones de pertenencia a la clase ”Mar” (MATLAB)
RGB R
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0.6 150 [ 0.6
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02 300
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Funciones de pertenencia a la clase ” Arbol” (MATLAB)
RGB
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0.4

100 200 300
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0.6
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Funcién de pertenencia de la clase ” Arbol” (MATLAB)
RGB

0.98
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0.8

100 =

150

250 [
0.2
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Imagen original de SEVILLA
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Imagen digital Frontera de la imagen (SEVILLA)
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Funciones de pertenencia a la clase ”Secano” (SEVILLA)

RGB R
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Funcién de pertenencia de la clase ”Secano” re-escalada (SEVILLA)
RGB

0.98

0.8

0.2
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Funciones de pertenencia a la clase ”Rio” (SEVILLA)

RGB
0.98 0.98
0.8 0.8
0.6
0.6
0.4
100 200 300 400 500
G
0.98 0.98
50
100
150 0.8 0.8
200
250 |
0.6 0.6
300}
: 0.4
400 0.4

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500



Capitulo 4. Clasificacién en teledeteccion. Variacion de la homogeneidad de los pixels. 135

Funcién de pertenencia de la clase "Rio” re-escalada (SEVILLA)

RGB
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Imagen del espectro visible de MADRID.
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Imagen del espectro no visible de MADRID.
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Visualizacién conjunta de los algoritmos de frontera.
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Funciones de pertenencia a la clase ”Lago”: una para cada banda.
R G
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Funciones de pertenencia a la clase ”Lago”: una para cada banda.

BAND 5 BAND 6
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Agregacion de la informacién dada por las cuatro bandas.
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Capitulo 5

Clasificacion en teledeteccion.

Coloraciéon del grafo difuso

En este capitulo se propone una metodologia no supervisada de coloracién nitida, que sera
considerada en sistemas de clasificacién difusos futuros (ver [8]). Esta metodologia se define
por medio de una coloracién binaria nitida, que permitird encontrar regiones consistentes y

determinar las posibles clases difusas.

Este capitulo esta dividido de la siguiente forma: en la seccién 2 se introduce el grafo
difuso de pixels asociado a la imagen digital. En la seccion 3 se presenta el algoritmo de
estricto de coloracién. Este algoritmo tiene algunos problemas computacionales, y por este
motivo se presenta en la seccién 4 el algoritmo de coloracién relajado. En la seccién 5 esta
coloracion dara lugar a un procedimiento que se aplicard en la clasificacién de una imagen

real ([7]).

Una de las principales criticas que se hacen a los algoritmos de clasificacién de imagenes
digitales en el caso no supervisado, es que la mayoria de ellos no tienen en cuenta la infor-
macion del entorno que rodeaba a un pixel. Por este motivo se desarrollaran técnicas que,

teniendo en cuenta esta informacion, encuentren regiones homogéneas dentro de la imagen.

142
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Debido a la naturaleza de los problemas de clasificacién en teledeteccién, se sugiere el
uso de técnicas basadas en modelos difusos. Este es el caso cuando no se tienen objetos
para ser clasificados. Los objetos, al menos en un sentido estdndar, suelen presentar bordes
claros y bien definidos, y la clasificacién puede ser desarrollada basandose en un andlisis de
frontera y con un conocimiento previo de las formas de los diferentes objetos del estudio.
Por el contrario, muchos problemas de clasificacion de la superficie terrestre usan, referencias

mostrando la graduacién de la clases desde una clase hasta la siguiente.

Asi pues, en muchas situaciones, no existen fronteras bien definidas, y cada clase define
un conjunto difuso sin una forma particular (ver [17]). Por este motivo durante los ultimos
anos se ha producido un incremento en la investigacion de la teoria de los conjuntos difusos

aplicados a los problemas de clasificacién en teledeteccién [57].

Para resolver el problema de clasificacién en teledeteccién se pueden encontrar en la
literatura muchas y diversas aproximaciones. En Amo et al. [5, 7], por ejemplo, se propone
un modelo de clasificacién basado en un modelo outranking modificado [103, 114, 122]. Pero

la informacién de salida suele ser dificil de interpretar por un decisor no cualificado.

Una necesidad principal es desarrollar una técnica de representacién difusa. En particular,
se precisa algin tipo de herramienta de coloracién que permita una imagen consistente e

informativa que mostrase las posibles regiones y grado de pertenencia de las posibles clases.

5.1 Grafo difuso de pixels

Dada una imagen I, un problema estindar de clasificacién nitida es el de la bisqueda de
una buena particiéon del conjunto de pxiels en regiones. Estas regiones seran consideradas
como candidatos para una nueva clase, en el caso en el que la regién sea lo suficientemen-
te homogénea. Asi pues en primer lugar se tratard de determinar una familia de pixels

{Aq,... ,A.} de forma que P = Uj_, Ay, pero A; NA; =0,Vi # 5.



Capitulo 5. Clasificacion en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 144

Una de las claves en el proceso de clasificacién aqui propuesto serd el de la eleccién de la
funcién distancia entre pixels d, sin perdida de generalidad, en este capitulo se va a utilizar
la distancia Euclidea. Por supuesto, otra distancia puede ser tomada en cuenta en futuras
investigaciones. Obviamente el proceso de clasificacién depende fuertemente de la seleccién
apropiada de la distancia, para ser elegida se deberan tener en cuenta todas las caracteristicas

de la imagen asi como los objetivos del la clasificacién que se va a realizar.

Por este motivo el conjunto de pixels P, estd siendo modelizado como un grafo planar di-

fuso cuyos nodos son pixels, descritos por medio de sus coordenadas cartesianas i € {1,... ,r}

yje{l,... s}

El grafo serd planar en el sentido de que dos pixels (4, 7) y (i’, 7") no pueden ser conectados
si|i —id'| 4+ |7 — 7| > 1. Consecuentemente, dos pixels podrian ser adyacentes solamente si

ellos comparten una coordenada, siendo la otra contigua.

La primera definicién de grafo difuso fue propuesta por Kaufmann en [68], desde las
relaciones difusas introducida por Zadeh en [148]. Aunque Rosenfeld introdujo en [109] otra
definicién elaborada, incluyendo nodos difusos y aristas difusos, en este capitulo se tratara

con nodos nitidos y aristas difusos (ver [70]).

Sea G = (V, E) un grafo difuso, donde V es el conjunto de nodos, y E el conjunto de

aristas difusos caracterizados por la matriz p = (145)i jev:

siendo pup : V x V — M su funcién de pertenencia.

Cada elemento p;; € M representa el nivel de intensidad de una arista {i,j} para cada

1,7 € V. En este sentido, un grafo difuso puede ser también denotado como G = (V, ).

El conjunto M es linealmente ordenado de forma que dos valores ji;; < pu, i verifican
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que el nivel de intensidad de la arista {7, j} es menor que el nivel de intensidad de la arista
{#',7'}. El conjunto M permite la graduacion literal del conjunto de aristas; por ejemplo, si

M = {n,l,h} las aristas pueden ser graduados como nulo (n), bajo (I) o alto (h).

Un grafo difuso G puede ser considerado como una generalizacion del grafo G, ya que,
tomando M = {0,1}, G es un grafo nitido si la matrix x es definida como
1 if{i,j} eF

ij = Vi,jev
0 en otro caso

E ={{d@i;;Ti;)} | V

Definicién 5.1. Dada la imagen I, y una distancia d entre pixels, el grafo difuso de pizels
es definido como el par al/) = (P,E).
Teniendo en cuenta la topologia de af/), los pixels del grafo difuso pueden ser también

caracterizados por el conjunto P y las dos matrices r x s, D' y D?, donde

D,{j = d(Tij, Tit1j) V(i,j) € {1,...,r =1} x{1,... s}

Dzj:d(m,aii’jJrl) VE{l,...,’F}X{l,...,S—l}

El proceso de coloracion propuesto en este capitulo estard basado en esta representacion al-

—~—

ternativa, de ahora en adelante se identificars el grafo difuso de pixels G(I) por (r,s, D', D?).

A continuacion se introduce un ejemplo ilustrativo.
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Ejemplo 5.1. Sea (r,s, D', D?) grafo de pixels difusoconr =3, s =4y

3.1 19 3.5
. 1.5 2.0 1.9 3.6 2
= =| 1.6 40 18
1.7 1.8 0.9 1.8
2.1 0.7 0.8

EL grafo de pixels difuso puede verse en la siguiente figura.

DR ()1 () 5

1.7 1.8 0.9 1.8

Figura 5.1: Grafo difuso de pixels del ejemplo 4.1

El algoritmo de coloracién propuesto en la siguiente seccién tiene la ventaja sobre la

representacion alternativa anterior, que muestra la relaciéon de intensidad entre los pixels

adyacentes en el grafo difuso de pixels G(I).

5.2 Algoritmo estricto de Coloracion

Una c-coloracién de un grafo G = (V, E) (ver [101]) es una funcién

C:V — {l,...,c}
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que verifica que C'(v) # C(v') si {v,v'} € E. Una c-coloracién induce una clasificacién nitida

del conjunto de nodos V', asociando a cada color una clase:

Vek)={veV /Cw)=k} kell,...,c}

Una coloracién binaria de un grafo G = (V, E) es un caso particular de una 2-coloracién

col : V. — {0,1}

El objetivo que se persigue es obtener una clasificacion del conjunto de pixels por medio

de una c-coloracién C' del grafo difuso de pixels G(I): el pixel (i,7) € P estard clasificado

como k € {1,... ,c} sisu color es C(i,j) = k.

El problema de coloracién de un grafo difuso puede verse en [104]. Se define la familia de

G, a los grafos nitidos definidos mediante a-cortes del conjunto de aristas

Ea = {{IL?]} / Hi,g > 0[}

Los valores del parametro a seran seleccionados de forma que un sucesivo proceso de
coloracién binario serd aplicado a algunos subgrafos parciales difusos de G(I).

La primera coloracién binaria analiza el conjunto de pixels P clasificando cada pixel como
0 6 1. La segunda coloraciéon binaria es aplicada por separado a cada subgrafo generado por

aquellos pixels coloreados como 0 obteniendo asi las clases 00 y 01, y para el subgrafo generado

por aquellos pixels coloreados como 1, para obtener las clases 10 y 11.

Este proceso jerarquico de coloracion binaria es repetido en el proceso de coloracion
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—~—

estricto. En este sentido una c-coloracién C serd definida en G(I): Si C(i,j) =k, con k =6
por ejemplo, entonces la representacién binaria de K — 1 = 5 es 101, es decir, el pixel (3, j)
serd coloreado tres veces como 1, 0 y 1 respectivamente. En este ejemplo se necesitan tres
procesos binarios de coloracién fijando en cada uno de ellos el primer, segundo y tercer digito

de la representacion binaria de k — 1.

5.2.1 Procedimiento de coloracién binaria

El procedimiento de coloracién binaria clasifica dos pixels adyacentes como 0 y 1 si sélo si
la distancia ente ellos es mayor o igual que un valor prefijado . Esta es una aproximacion
alternativa al problema de clasificacién clasico ya que en la aproximacién clasica dos pixels
serdn clasificados en la misma clase si son similares sin tener en cuenta si son adyacentes o

no.

Formalmente, para definir el primer procedimiento de coloracién binario, dado un valor

a, sea G, el a-corte del grafo difuso G(I):

Ga = (PaEa)

donde

Bo = {{(i,), (i + 1,)} / d}; < o} J{{(0,9), (i,5 + 1)} / di; < o}

El conjunto E, es el conjunto de todos los pares de pixels adyacentes con distancia d

menor que «.

Sea col : P — {0,1} una coloracién binaria de G,. Teniendo en cuenta la topologia
del grafo difuso de pixels, la primera coloracién binaria puede ser obtenida asignando color

arbitrario (70” o ”71”) a un pixel concreto, y definiendo un orden en el cuil cada pixel serd
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coloreado; si se supone, por ejemplo, que el primer pixel es el (1,1) en la parte superior
izquierda de la imagen, los pixels serdn coloreados desde la izquierda hasta la derecha y de

arriba a abajo con un valor de « fijo:

col(i,j)  if dl{j <«

col(i+1,j) =
1—col(i,j) if di; >«

V(i,j) € {1,... ,r =1} x{1,...,s}

col (i, 7) if dlz’j <«

col(i,j+1) =
1—col(i,j) if df; >«

V(i,j) € {1,...,r} x{1,... ,s =1}

Dado un pixel coloreado (i, 7), los pixels adyacentes (i+ 1, j) and (4,7 + 1) son coloreados;
el pixel (i+ 1,7+ 1) puede ser coloreado desde el pixel (i+1,j) y desde el pixel (i,5+1). Una
restriccién natural es que ambos colores deben ser iguales, en otro caso el color serd denotado

como inconsistente

En este sentido, la coloracién binaria es también dependiente del orden particular de
coloracién que hemos escogido: en el anterior ejemplo 4.1, si se elige @« = 3.0 y col(1,1) =0,
entonces col(1,2) =1y col(2,1) = 0; sin embargo, col(2,2) =1 si el pixel (2,2) es coloreado
desde (1,2) pero col(2,2) = 0 si es coloreado desde (2,1). Esta situacién de inconsistencia

necesita ser primero identificada.

Definicién 5.2. Dado el conjunto de pixels P un cuadrado es un subconjunto de cuatro

pixels

sq(i,7) ={(,5); (0 +1,5); (5,5 +1); (0 + 1,7 + 1)}

siendoi € {1,...,r—1}yje{l,...,s—1}.
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Denotaremos entonces por PS el conjunto de todos los cuadrados

PS={sq(i,j) Jic{l,....r—1}je{l,....s—1}}

Definicién 5.3. Dado un grafo difuso de pixels (r,s, D', D?), un cuadrado sq(i,j) € PS
es consistente a nivel a si, dado un color arbitrario col(i,7), el anterior procedimiento de
coloracion binaria asigna el mismo color al pixel (i + 1,7 + 1), tanto si en coloreado desde el
pixel (7,5 + 1) o desde el pixel (i + 1,7). En otro caso se dird que el cuadrado de pixels es

inconsistente.

En el ejemplo 4.1, el pixel sq(1,1) es inconsistente al nivel « = 3.1, pero consistente al

nivel o = 3.2.

Consecuentemente, la anterior coloracion binaria de grafo difuso de pixels depende de la

eleccién del valor a. Puede aparecer dos situaciones extremas:

=~ — 1 .42
o (= maX(z’])ep{le, dl,]}

Si se fija un valor o« > @, entonces toda la imagen es considerada como una clase tinica

(col(i,j) = col(1,1) ¥Y(i,j) € P).
o @=mingjep{d] ;i di;}

En el caso o < a, la imagen parece un tablero de ajedrez, siendo todos los pixels

adyacentes clasificados como 707 y "17:

col(1,1 st (¢ +7) es impar
colli gy = D stlra ey p
1 —col(1,1) en otro caso

En este sentido, solamente el intervalo [«, @] deberia ser considerado. Determinar un nivel

« intermedio apropiado no es una cuestion trivial.
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Dado un nivel «, los cuadrados inconsistentes pueden ser detectados con la funcién binaria

1 sisq(i,j) es inconsistente al nivel «
. . .. 1 2y )

inconsisy(i,j, D", D*) =
0 en otro caso

donde cada valor inconsis,(i,, D', D?) depende de los valores del cuadrado dl{j, d},j 1 d?yj

2
Y diyae

Se puede notar que esta funcién binaria es muy importante, asi que se deberia escoger un
valor apropiado para a. Esta eleccién dard lugar a la coloracion binaria col. Sin embargo la

funcioén inconsisy (i, 7, D', D?) no depende del color particular del pixel (4, 7).

Para la comprensién del Pseudocddigo que se dard a continuacién algunos comentarios

son necesarios. Se introducen cuatro nuevas variables.

1. y1, es definida de forma que y; = 0 si sblo si col(i + 1,7) = col(i,7) (y1 = 1 en otro

caso);
2. yp=0sis6losicol(i+1,j+1)=col(i+1,5) (y2 =1 en otro caso);
3. y3 =0 si solo si col(i,j + 1) = col(i,7) (y3 = 1 en otro caso); y

4. yy = 0sisélosicol(i+ 1,5+ 1)=col(i,j+ 1) (y4 =1 en otro caso).
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function inconsis(i, j,a, D', D?)

y1=0

if(d}; > ) y1=1
y2 =0

if(dzz-i—l,j >a) yp=1
y3 =0

if(d}; > o) s =1
ya =0

if(dl > a) pu=1
nconsis = 0

if(ly1 +y2 — 1| #OA |lys+ys — 1| =0)  inconsis =1

if(ly1 +y2 — 1| =0A|ys +ys — 1| #0)  inconsis =1

Es ficil demostrar que

’inCOﬂS'L.Sa('L.,j,Dl,D2) = mOd(| 1 +92 -1 | + | Y3 +y4 -1 |72)

Definicién 5.4. Dado un valor de «, el grafo difuso de pixels (r, s, D', D?) es consistente al

nivel a si todos los cuadrados sq(i,j) € PS son consistentes al nivel a.

El grafo difuso del ejemplo 4.1 es inconsistente al nivel &« = 3.1, pero es consistente al

nivel o = 4.1.

Definicién 5.5. Dado el grafo difuso de pixels (r, s, D', D?), el nivel de consistencia, deno-

tado como a*, es el méximo valor « € [a, @] para el cual el grafo difuso es consistente.

La existencia de este nivel de consistencia estd siempre asegurada, al menos mientras la
imagen contenga un nimero finito de pixels. Si alguna inconsistencia es detectada para algin
valor de av dado, puede ser introducido un procedimiento decreciente para encontrar un valor

«* menor que asegure la consistencia. Este procedimiento serd inicializado con o = @.
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En el ejemplo 4.1, el cuadrado sq(1,2) es inconsistente al nivel « = @ = 4.0, ya que
col(1,2) = col(1,3) = col(2,2) pero col(2,3) = col(1,3) y col(2,3) = 1 — col(2,2). Este
cuadrado no puede ser consistente para un nivel a € (2.0,4]. Para o = 2.0, sin embargo, el
cuadrado sq(2,1) es inconsistente para cualquier valor de o € (1.8,2.0]. De hecho, puede ser
chequeado que si a = 1.8, el grafo difuso de pixels es consistente siendo inconsistente para

cualquier valor de a € (1.8,4.0]. En este caso, a* = 1.8.

Para determinar o* se busca entre aquellos cuadrados inconsistentes sq(i,7): Si este
cuadrado es inconsistente al nivel «, se puede computar el méximo valor o para el cudl este
cuadrado serd consistente, por medio de una nueva funcién newalpha, que sera evaluada para

cada cuadrado:

function newalphay (i, j, D', D?)
o' =0
1 | r_ g1
if (di; <a A o <d;;) o =d;;
if (d?,j <a A d < dlz’j) o = d?,j
if (0 <o Ao <dj;) o =dj;,
if (df,,; <o Ao <di, ) o =dfy
newalpha = o/

En el ejemplo 4.1, se puede ver que newalphayo(1,2, D', D?) = 2.0 y newalphas (2,1, D', D?) =
1.8.

En este ejemplo, todos los pixels han sido coloreados al principio, después, se ha buscado
el valor a* que asegura la consistencia. Asi pues se tiene a los pixels clasificados en las clases
”0” o ”1”. Se deberia ahora proceder a conseguir un color mas preciso para ambas clases
(la clase 70" debe a su vez ser divida en la clase 700” o 701”). Esto serd realizado de forma
separada, activando alternativamente solo una de las clases que ya estdn coloreadas en una

etapa anterior.
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De la misma forma se procederd en las posteriores etapas, de forma que el anterior proceso
de coloracion binaria es aplicado a aquellos pixels activados, es decir un subconjunto de pixels
P’ C P. Este subconjunto de pixels P’ puede sera caracterizado por una matriz act tal que

act(i,§) = 1,¥(i,j) € P' y act(i,j) =0 V(i,j) & P".

Se puede computar el intervalo [, @] para los pixels activados, por medio del procedimien-
to initalpha(r,s, D', D? act). En el caso en que no existan dos pixels adyacentes activados
el proceso deberia parar. Esta situacién es facilmente detectable en el pseudocddigo que se
muestra a continuacion, donde la menor distancia entre pixels activados « es inicializada como
un valor arbitrariamente grande (la mayor distancia entre pixels activados @ es inicializada

como 0).

initalpha(r,s, D', D?, act)

a =999999.9
a=0
doi=1,r—1
doj=1,5s—-1
if (dj; >@ A act(i, ) *act(i+1,5) =1) @=d;;
if (d7; >@ A act(i,j) *act(i,j +1) =1) @=d;;
if (d},j <a A act(i,j) xact(i+1,5) =1) a= dl{j
if (d?,j <a A act(i,j) xact(i,j+1)=1) a= d%,j
enddo
enddo

De nuevo se puede observar que un cuadrado dado puede ser consistente para un valor «
pero inconsistente para otro valor o/ < a. Aqui un procedimiento decreciente repetido para
el conjunto de cuadrados de pixels PS encontrard el nuevo valor o* asegurando que todos los

cuadrados son hechos consistentes en la nueva coloracién.

La siguiente funcion, consislevel, es el corazon de nuestro algoritmo: esta funcion serd
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evaluada iterativamente obteniendo asi el nivel de consistencia o* para la familia de pixels que
han sido activados. Los inputs del procedimiento consislevel son los pixels del grafo difuso
(r,s, D', D?) y la matriz act. El intervalo [a, @] es evaluado después de que el procedimiento
initalpha sea llamado; el valor que devuelve dicho procedimiento es «*. El pseudocddigo
asociado a consislevel(r,s, D', D%, act), que evaltia el nivel de consistencia a*(act), para un
subconjunto de pixels activados P’ C P, es ahora dado. Hay que observar que inicialmente
cuando act(i,j) = 1 V(i,j) € P, entonces o*(act) = «*, el nivel de consistencia del grafo

difuso de pixels.

function consislevel(r, s, D', D?, act)

call initalpha(r, s, D', D? act, o, @)
if (a < @) then
consistent =0
do while (consistent = 0)
consistent = 1
doi=1,r—1
doj=1,5—1
if (act(i,j) * act(i,j + 1) x act(i + 1,7) x act(i + 1,5 + 1) = 1) then

d? ;) =1) then

if (inconsis(i,j,a,d} ;;d? ;; d} 1

1.0 Yirg> Hig+ 1
consistent =0
@ = newalpha(i, j, D', D? @)
endif
endif
enddo
enddo
enddo
endif

consislevel =@

Siguiendo un orden esténdar en los pixels activados el nivel a*(act) asegura un procedi-
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miento de coloracién binaria valido col tal que:

col(i,j)  V(i,5) € P tal que act(i,j) xact(i +1,j) =1y dll’j < o*(act)

col(i+1,7) =
1 —col(i,j) V(i,7) € P tal que act(i,j) * act(i + 1,7) = 1 and dl{j > a*(act)
y
o col(i,j)  V(i,7) € P tal que act(i,j) xact(i,j+1) =1y dlzj < o*(act)
col (i, j+1) = ’

1 —col(i,j) V(i,j) € P tal que act(i,j) *act(i,j+1) =1y d%j > a*(act)

Todos estos calculos se agruparan en el proceso bincol,(r, s, D', D?, act, col). Este proceso
calcula la coloracion binaria de los pixels activados en el nivel . Este procedimiento se
inicializa col(i,j) =0 V(i,j) € P. El Pseudocédigo de este procedimiento final de coloracién

es el siguiente:
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bincoly(r, s, D', D?, act, col)

doj =25 ! coloracién de la primera fila
if(act(1,j — 1) xact(1,j) = 1) then
col(1,5) = col(1,5 — 1) if (d7 ; > ) col(1,7) =1 —col(1,j — 1)

endif

enddo

do k=2,r ! coloracién de las otras filas
doj=1,n ! coloracién vertical

if(act(k — 1,7) * act(k,j) = 1) then

endif
enddo
doj=2s ! coloracién horizontal desde la izquierda

if(act(k — 1,7 — 1) x act(k,j — 1) x act(k,j) = 1) then

endif

enddo

doj=s—-1,1,—-1 ! coloracién horizontal desde la derecha
if(act(k,j+1)=1 A act(k,j) =1) then

col(k,7) = col(k + 1,7) if (di,j > a) col(k,j) =1—col(k,j+ 1)

endif

enddo

enddo

col(k,j) = col(k —1,7) if (dllc—l,j > a) col(k,j) =1—col(k —1,7)

col(k,j) = col(k,j — 1) if (clz,j_1 > a) col(k,j) =1—col(k,j—1)

Volviendo de nuevo al ejemplo 4.1, y a la asignacién act(i,j) =1V(i,j) E Py a =a* =

1.8, el procedimiento bincol computa la coloracién binaria vista en la figura 5.2.
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Figura 5.2: Primera coloraciéon binaria del grafo de pixels difuso del ejemplo 4.1

Después de una primera etapa, los pixels coloreados son clasificados en dos clases: 0 y 1,

dependiendo de cudl es la distancia considerada entre pixels adyacentes.

5.2.2 Algoritmo estricto de coloracién

El proceso de clasificacion inducido por la coloracion binaria puede ser redefinido, aplicado a

cada matriz act, para clasificar pixels de la clase 0 de la siguiente forma:

1 Vg eP/ealif) =0
act(i, j) =
0 en otro caso

El procedimiento bincol es entonces aplicado con el valor a = consislevel(r, s, D', D?, act).
Los pixels activados serdn clasificados de nuevo como 0 o 1 dando lugar a las clases 700" y

770177 .

Andlogamente, las clases 10 y 11, son definidas cuando este segundo proceso de coloracion



Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 159

es repetido para la clase 1, de forma que cuatro clases son obtenidas: 700”7, 701", 10" y 11.

Los pixels clasificados pueden ser identificados por la funcién:

C: P — {0,1,2,3}

donde C(3, j) es el nimero entero asociado con el nimero binario de la clase.

El mismo procedimiento de coloracién puede ser sucesivamente aplicado a cada familia de
pixels pertenecientes a la misma clase de color, siempre y cuando existan pixels adyacentes
con al menos dos distancias distintas entre ellos. (es decir, siempre que se cumpla que
consislevel(r, s, D', D?, act) > 0). Asi, si este proceso de coloracién es sucesivamente aplicado

t veces, obtendremos 2! clases.

En el caso en que se anada un nuevo nivel de clasificacién, incrementando el pardmetro ¢,
es porque existen al menos dos pixels adyacentes ((,7) y (7', 7')) en la misma clase (C(7,7) =
C(i', ;")) verificando que d((i,7), (i',7")) > a*(act), cuando act(i,j) = act(i',j) = 1; este

nimero de pares serd denotado por adp. En otro caso, el proceso de coloracién para.

El pseudocddigo de este proceso de coloracién, denotado como crucol(r, s, D', D?,C) es

el siguiente;
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crucol(r,s, D', D? C)

col(i,j) =0 V(i,j) € P
act(i,j) =1 V(i,j) € P
C(i,j) =0 VY(,j) €P
adp =1
it =0
do while (adp > 0)
adp =0
do itclass = 0,2 — 1
act(i,j) = 1 V(i,j) € P/ C(i,j) =itclass
0 en otro caso
a = consislevel(r, s, D', DZ,act)
if (&« > 0) then

call bincol(r,s, D', D?, act, a, col)

adp = adp + ...
NG 9); (51 ) adyacentes, act(i, ) = act(i', j') = 18and col(i, j) = col(i', j')}]
endif
enddo
Ci,5) =2 C(i,j) + col(i,§) (i, j) € P
it=1t+1
enddo

Este procedimiento de clasificacién puede verse como un método jerdrquico divisible [46].
Estos métodos de clasificacion empiezan con un cluster que contiene a todos los elementos, y
en cada paso se dividen las clases obteniendo mayor ntimero de clases en la siguiente iteracién.

Si el proceso lo dejasemos correr, finalmente se tendrian tantas clases como objetos.

Aplicando el procedimiento crucol al ejemplo 4.1, se tiene que it = 4, luego al menos

apareceran 2* = 16 clases de color. La coloracién final puede verse en la siguiente figura
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Figura 5.3: Coloracion del grafo difuso de pixels del ejemplo 4.1

5.2.3 Analisis de la complejidad computacional

Es obvio del ejemplo 4.1 que algunas clases pueden ser eliminadas (el nimero de clases de
color es 16, mayor que el niimero de pixels del grafo difuso 12). Esto es debido a la secuencia
de decrecimiento del pardmetro « para cada clase de color. Sin embargo si existen demasiadas
inconsistencias, el valor « puede decrecer de forma que algunos subconjuntos de P pueden

ser coloreados dando lugar a un tablero de ajedrez.

De hecho, el algoritmo anterior crucol no tiene complejidad polinomial. En el peor de los
casos, el nimero it de operaciones esta asociado con el valor r x s — 1 y para este caso, todas

las clases de color excepto una estan vacias.

En el caso limite, cuando ¢ — oo, la coloracién C : P —s {0,1,...,2! — 1} obtenida,
puede ser entendida como una coloracién continua (0, 1). Esta coloracién continua puede ser
vista como una coloracién en blanco y negro de la imagen con la propiedad de que la diferente

intensidad del color de dos pixels adyacentes serd proporcional a la distancia entre ellos.

A pesar de todo, cuando se manejan imdgenes reales, el anterior algoritmo estricto de

coloracion es muy ineficiente desde un punto de vista computacional. Un apropiado decreci-
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miento del pardmetro « permitird un ratio aceptable de cuadrados de pixels inconsistentes.
Este decrecimiento sera el nicleo del algoritmo de coloracién relajado que se introduce en la

siguiente seccion.

5.3 Algoritmo relajado de coloracién

Cuando se trabaja con imdagenes digitales de tamano medio o alto, el nimero de inconsis-
tencias en relacién con el tamano de la imagen suele ser muy pequeno. Sin embargo puede
ocurrir, que cuando se busca en el proceso de decrecimiento el valor a*(act) este sea el valor

0. Consecuentemente los pixels no son clasificados.

Para paliar este problema, se propone relajar las restricciones de consistencia dando lugar
asi a un nuevo procedimiento de coloracién binaria, permitiendo algunas inconsistencias (por
ejemplo un 1 % de cuadrados inconsistentes). La complejidad computacional queda resuelta

fijando un pequeno nimero de iteraciones it (4 o 5, por ejemplo).

Denotamos por incratio como el porcentaje de inconsistencias del proceso de coloracion
binario, es decir el nimero de pixels inconsistentes divididos por (r — 1)(s — 1). Como se
puede observar si permitimos valores grandes de incratio, el valor de o que necesitamos no
decrecerd mucho y necesitaremos por tanto un nimero de clases pequeno. Por otro lado, a

mayor valor de incratio mayor nimero de pixels serdn coloreados erréneamente.

Asi pues, se buscard un valor de compromiso entre estas dos situaciones. Esta solucién
de compromiso debe tener en cualquier caso ratios de inconsistencia pequenos (por ejemplo
del orden de 0.01, de forma que un porcentaje muy pequeno de pixels serdn coloreados de
forma equivocada, en el caso de que la imagen sea grande esa clasificaciéon errénea no podra
ser percibida por el ojo humano). Cada pixel inconsistente deberd entonces ser aislado de

forma que su inconsistencia no induzca més inconsistencias en los pixels adyacentes.

Sea col una coloracién binaria. Inicialmente, col(i,j) = 0 V(i,j) € P, y entonces se
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procederd a asignar nuevos colores a cada pixel. El orden con el que los pixels serdn de nuevo
coloreados serd el mismo que teniamos en el algoritmo estricto de coloracién (de izquierda a

derecha y de arriba a abajo).

En el proceso de coloracién de la primera fila, desde la izquierda hasta la derecha, no se
producirdn inconsistencias, asi como el proceso de coloracién vertical de las columnas desde
la primera. Las inconsistencias, si existen, apareceran cuando una arista horizontal este
siendo chequeado con una arista vertical. Denotaremos por ninc al nimero total de pixels

inconsistentes.

Dados dos pixels horizontales adyacentes activados (k,j7 — 1) y (k,j), ambos coloreados

desde (k — 1,5 — 1) y (k — 1, ) respectivamente, se tiene que

col(k,j —1) =col(k,j) A d%,jfl 2«
col(k,j —1) # col(k,j) A d%,j—l <a

ninc =ninc+1 if V

Para que el proceso de coloracién funcione correctamente, dado un pixel activado (,7) €
P, es muy importante distinguir entre aquéllos que todavia no han sido coloreados, act(i, j) =
2, y aquéllos que han sido coloreados, act(i,j) = 1. Inicialmente act(i,j) = 2, para todos los

pixels activados (i, 7).

Se distinguirdn los pixels activados act(i,7) # 0 de los no activados act(i,j) = 0, en
el primer caso caso act(i,j) = 2 si no han sido coloreados y act(i,j) = 1 cuando lo sean
consistentemente y act(i,7) = —1 en otro caso. Como se ha mencionado anteriormente, estos

pixels inconsistentes deben ser aislados para que no contaminen a los pixels adyacentes.

Un pixel inconsistente puede ser arbitrariamente coloreado. Iteraciones posteriores sua-

vizaran los efectos de esta coloracién arbitraria.

El pseudocddigo del procedimiento de coloracion binaria se da a continuacién.
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apbincol(r,s, D', D?, act, «, col)

doj =25 ! se coloread la primera fila
if(act(1l,j7 — 1) x act(1,j) > 1) then
col(1,7) =col(1,5 — 1) if (olij_1 > a) col(l,j) =1—col(1l,7 — 1)

endif
act(l,j) =1
enddo
do k=2,r ! se colorean el resto de filas
doj=1,s !' coloracién vertical
if(act(k — 1,7) * act(k,j) = 2) then
act(k,j) =1
col(k,j) = col(k —1,7) if (dllc—l,j > a) col(k,j) =1—col(k —1,7)
endif
enddo
doj=25 ! coloracién horizontal desde la izquierda
if(act(k,j — 1) =1 A act(k,j) = 2) then
act(k,j) =1
col(k,j) = col(k,5 —1) if (clz’jf1 >a) col(k,j) =1—col(k,j —1)
endif
if(act(k,j — 1) * act(k,j) = 1) then I chequeamos la inconsistencia de sq(k — 1,7 — 1)

if({ol%’jf1 <aAcollk,j—1)=col(k,j)} Vv {clz’jf1 > aAcol(k,j—1) # col(k,j)}) then
ninc =ninc+1 act(k,j) = —1 o = newalpha(k — 1,7 —1,D', D?, )
col(k,j —1) =col(k—1,5 —1) if (dj_, ; , > ) col(k,j —1) =1 —col(k —1,j — 1)
col(k,j) = col(k —1,7) if (dllcfl,j >d) col(k,j) =1—col(k —1,75)
endif
endif
enddo
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apbincol(r,s, D', D?, act, «, col) (cont.)

doj=s—-1,1,—1 ! coloracién horizontal desde la derecha

if(act(k,j +1) =1 Aact(k,j) = 2) then

act(k,j) =1
col(k,j) = col(k,j +1) if (d ; > @) col(k,j) =1 — col(k,j +1)
endif
if(act(k,j + 1) * act(k,j) = 1) then ! chequeamos la inconsistencia de sq(k — 1, 7)

if({d%yj <aAcol(k,j+1)=col(k,j)} Vv {di,j > aANcol(k,j+1) # col(k,j)}) then
ninc =ninc+1 act(k,j) = —1 o = newalpha(k — 1,7, D', D? «)
col(k,j) = col(k —1,7) if (d,lc_ld. >d) col(k,j) =1—col(k —1,7)

col(k,j+1)=col(k—1,j+1) if (dl,lcfl’jJrl >d) col(k,j+1)=1—col(k—1,7+1)
endif
endif
if (act(k,j) * act(k,j + 1) = 4) then ! nodos aislados

col(k,j + 1) = col(k,j) if (d%,j >a) col(k,j+1)=1—col(k,j)
act(k,j) =1 act(k,j+1)=1
endif
enddo
enddo

Para detener el crecimiento exponencial de las iteraciones del algoritmo estricto, el pardmetro
it debe estar acotado (en este sentido se tiene un control a priori sobre el nimero de parti-

ciones). Se denota por ity dicha cota.

Los diferentes ity; valores de a han sido escogidos teniendo en cuenta los diferentes valores
de las distancias entre pixels. El parametro ity; deber ser elegido teniendo en cuenta muchos
factores. Empiricamente, asi como para mejorar la visualizaciéon de los resultados un valor

razonable es ity = 6
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Una vez se ha fijado el valor de it)/, diferentes valores de o pueden ser elegidos. Denotamos
por aj, con it € {1,... ,itp}, la familia de esos valores. El procedimiento vecalpha devuelve

eso valores en el vector (aq,..., a4, ).

vecalpha(r,s, D', D? ityr, a)
DS ={d}.,d?; (i,j) € P}

Z’J’ l7],

Sea ODS = {ay,as,... ,a,} conjunto ordenado DS
Sea DODS = {by = 0;b1;... ;by} los distintos valores ordenados del conjunto ODS
Sea f; la frecuencia de bj;, j € {0,1,... ,m}
if (m <itps) then
ity =m
do it = 1,ity

it = byt 41

enddo
else
cfr=0 ! frecuencias acumulativas
j=0
do it = 1,ity
bfr=(>it—1)-A
do while (¢fr < bfr)
j=j+1
cfr=cfr+f;
enddo
ity —it+1 = bj
enddo
endif

El pseudocoédigo asociado al algoritmo relajado de coloracién estara basado en los sucesivos
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procedimientos de coloracién binaria relajados para los diferentes niveles «:

apcol(r,s, D', D? ity C)
C(i,j) =0V(i,j)eP
col(i,§) =0 V(i,j) € P

call vecalpha(r,s, D', D? ity o)
do it = 1,ity
do itclass = 0,271 —1
act(i. ) = 2 V(i,j) € P/ Cl(i,j) = itclass
0 en otro caso
call apbincol(r,s, D', D?, act, c;y, col)
enddo
C(i,§) =2 C(i,§) + col(i,5) V(i) € P
enddo

5.3.1 Resultados Computacionales

Se han aplicado estos algoritmos a dos imagenes ("WRITE” , "ESCUDO”, de las que se

presentan las figuras de algunas visualizaciones de los resultados.

1. ”WRITE”: Ejemplo estandar.

e Imagen original.

Clasificacién utilizando 2 colores.

Clasificacion utilizando 4 colores.

Clasificacion utilizando 8 colores

Clasificacion utilizando 16 colores
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e Clasificacion utilizando 32 colores

e Clasificacion utilizando 64 colores

2. "ESCUDO?”: la imagen del escudo de la Universidad Complutense.

e Imagen original del ESCUDO.

Clasificacién utilizando 2 colores.

Clasificacion utilizando 4 colores.

Clasificacion utilizando 8 colores

Clasificacion utilizando 16 colores

Clasificacion utilizando 32 colores

Clasificacion utilizando 64 colores



Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 169

Imagen tomada de WRITE
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Clasificacién utilizando 2 colores. (WRITE)
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0.1




Capitulo 5. Clasificacion en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 171

Clasificacién utilizando 4 colores. (WRITE)

2.5

0.5




Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 172

Clasificacién utilizando 8 colores. (WRITE)
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Clasificacién utilizando 16 colores. (WRITE)

15
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Clasificacién utilizando 32 colores. (WRITE)
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Clasificacién utilizando 64 colores. (WRITE)
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Imagen del ESCUDO de la Universidad Complutense
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Clasificacién utilizando 2 colores. (ESCUDO)

1
0.9
20
0.8
40 5 0.7
- 0.6
60
- 40.5
80 5 10.4
0.3
100
0.2
120 0.1
0

20 40 60 80 100 120



Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 178

Clasificacién utilizando 4 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 8 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 16 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 32 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 64 colores. (ESCUDO)
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5.4 Determinacion de las regiones homogéneas

A partir de los algoritmos introducidos anteriormente, se tiene una clasificacién nitida. Sean

C1, ... Cyi las clases de dicha clasificacion.

Definicién 5.6. Dada una clase C Diremos que region R C P x P es homogénea respecto

a dicha clase si:

i V(la]) € Ra (Zaj) € Ck-

e Estd rodeada de pixels que no pertenecen a C},

De esta forma se obtienen las diferentes regiones homogéneas dentro de la imagen digital.

Ejemplo 5.2. Sea (P, I) una imagen digital, de tamano 3x7. Una vez hecha la clasificacién
utilizando cuatro colores, tenemos cuatro clases: 0, 1, 2, 3. A continuacién se ve el grafo

asociado a dicha clasificacion.

Figura 5.4: Red de pixels

Como puede verse la region R = {(1,1),(2,1),(2,2)} es una regién homogénea respecto

a la clase 2. En esta red de pixels se distinguen diez regiones homogéneas.



Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 184

5.4.1 Resultados Computacionales

Se han determinado las regiones homogéneas a tres imdgenes digitales ("WRITE” , "ESCU-

DO”, ’MATLAB” ) en funcién del niimero de colores usado.

1. ”WRITE”: Ejemplo estandar.

e [magen original.
e Clasificacién utilizando 2 colores.
e Clasificacién utilizando 4 colores.

e (lasificacién utilizando 8 colores
2. "ESCUDO?”: la imagen del escudo de la Universidad Complutense.

e Imagen original del ESCUDO.

Clasificacién utilizando 2 colores.

Clasificacién utilizando 4 colores.

Clasificacion utilizando 8 colores

Clasificacion utilizando 16 colores

Clasificacion utilizando 32 colores

Clasificacion utilizando 64 colores

3. "MATLAB”:

e Imagen original.
e Clasificacion utilizando 2 colores.
e Clasificacién utilizando 4 colores.

e Clasificacion utilizando 8 colores
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Imagen tomada de WRITE
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Clasificacién utilizando 2 colores. (WRITE)
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Clasificacién utilizando 4 colores. (WRITE)
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Clasificacién utilizando 8 colores. (WRITE)
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Imagen del ESCUDO de la Universidad Complutense
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Clasificacién utilizando 2 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 4 colores. (ESCUDO)
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Clasificacién utilizando 8 colores. (ESCUDO)
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Imagen del Matlab
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Clasificacién utilizando 2 colores. (MATLAB)
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Clasificacién utilizando 4 colores. (MATLAB)
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Clasificacién utilizando 8 colores. (MATLAB)
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250 |+

300
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100 150 200 250 300 350

Como puede observarse, con pocos colores se obtiene una clasificacién muy buena y
practicamente idéntica a la original. Si el nimero de colores es suficientemente grande se
tendran tantas regiones homogéneas como se tienen en la fotografia original. Una vez que
se tiene una buena informacion acerca del nimero de clases y sus caracteristicas se estd en

disposicién de realizar una clasificacién difusa (ver [4, 5, 7]).
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5.5 Proceso interactivo de clasificacion

Uno de los principales problemas que aparecen en la clasificaciéon en remote sensing es la de
tratar de clasificar los pixels de una imagen sin informacién previa. El procedimiento visto en
este capitulo, permite clasificar los pixels de una imagen digital teniendo en cuenta el entorno

en que se encuentra.

A medida que se incrementa el nimero de colores, la informacién que se extrae de la
imagen va aumentando, hasta que llega un momento en que dicha informacion se va perdiendo
debido a la gran cantidad de clases. Por este motivo el proceso de clasificacién nitido deberd
parar cuando el decisor vea que la informacién que le proporciona la clasificacién empieza a

disminuir.

Una vez que tenemos informacién acerca de las regiones homogéneas en la imagen digital,
se puede aplicar la metodologia vista en el capitulo anterior para obtener una clasificacién

difusa.

A continuacién se presenta un esquema de cémo quedaria el algoritmo de clasificacién
basado en la coloraciéon de grafos difusos. Ademds de los algoritmos interactivos aqui presen-
tados serian convenientes otros algoritmos de aprendizaje para la determinacién del nimero
de clases que explican el problema. Aqui aparecerdn ideas como la relevancia de una clase,

la redundancia entre varias clases y cubrimiento de los pixels.
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Algoritmo de clasificacion basado en la coloracién. 1 Fase
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datos:
Imagen

Digital (F 1)

Determinacion del
grafo difuso
asociado a la

Imagen.

l

Determinacidn del alfa vy
del ndmero de colores ¥
de las inconsistencias
permitidas.

Algoritmo crudo
relajado.

—

Determinacidn de
las regiones
homogeneas

Es= valida esta
clasificacian

=egunda Fase




Capitulo 5. Clasificacién en teledeteccion. Coloracion del grafo difuso 199

Algoritmo de clasificacion basado en la coloracién. 2 Fase
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Algoritmo de clasificacién basado en la coloracién. 2 Fase
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|
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las regiones para
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Entorno del programa de clasificacién basado en la coloracién

-} Aproximate algorit




Capitulo 6

Clasificacion en teledeteccion.

Agregacion de preferencias.

A lo largo de esta memoria se ha defendido la idea de que un buen modelizador debe ayudar al
decisor a comprender el problema que se le plantea. Las anteriores metodologias propuestas
para resolver problemas de clasificaciéon de imégenes digitales hacen hincapié en que son
procesos interactivos y, por tanto, en muchas de las fases de estos procesos el decisor se
encuentra con problemas complejos de decisiéon. Las técnicas de representaciéon presentadas

en los capitulos anteriores juegan un papel importante en el proceso de ayuda a la decision.

En este capitulo, se va a analizar el problema de clasificacién de una imagen digital ob-
tenida via satélite, desarrollando técnicas de agregacion que permitan mejorar el modelo de
clasificacién no supervisado visto en trabajos anteriores [3, 5, 7]. Sera esencial la representa-

cién de relaciones de preferencia introducidas en los primeros capitulos de esta memoria.

201
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6.1 Relacién de preferencia entre bandas

En esta seccion se agregard la informacién de cada una de las bandas de la imagen digital,
objeto de estudio del problema de teledeteccién. El proceso de agregacion puede hacerse de

forma automaética o teniendo en cuenta las preferencias del decisor.

En los procesos de clasificacién de imégenes digitales vistos en los capitulos 4 y 5 se
obtenia en primer lugar una clasificacién difusa teniendo en cuenta la informacién dada por
cada banda k € {1,...,b}, dando lugar asi al grado de pertenencia (1¥ (4, 7)) del pixel (4, §) al
objeto r. Para obtener el grado de pertenencia (u, (7, 7)) del pixel (7, ) al objeto r, se agregaba
la informacién dada por cada banda utilizando algin operador de agregacién automadtico. Sin
embargo, seria 1til tener en cuenta la informacién dada por las preferencias del decisor en

dicha agregacién.

En el caso de imagenes en el espectro wvisible, la visualizacién de la imagen es posible,
esto hace que la interpretacién de la imagen sea directa y por tanto, la agregacién de los
((ul,...,u)) no sea necesaria. Cada una de estas funciones de pertenencia puede ser inter-
pretada como la intensidad en cada una de las bandas del espectro visible. En esta situacién
la funcién de pertenencia es presentada como una imagen donde el blanco ((0, 0, 0) para cada
una de las bandas R, G, B del espectro visible) representa el grado de pertenencia mas bajo

y el negro ((1,1,1)) representa grado de pertenencia més alto.

En otros casos, puede ocurrir que la imagen no pueda visualizarse y, por tanto, existen

dificultades en la interpretacién y en el andlisis [24]. Es necesaria entonces la agregacién de

los (k... ,i2)).

En el caso en que el nimero de bandas sea muy grande, una de las principales técnicas
se basan en la reduccién del nimero de bandas de la imagen original. En esta linea aparece

el andlisis factorial ([5, 18, 24]), pero surgen otros problemas:

e Se pierde la capacidad de interpretar las nuevas variables, que seran combinacién lineal
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de las b bandas que existian. Se resuelve un problema pero aparece otro més grave, que

es el de la interpretacion, muy importante en problemas de teledeteccién.

e En todos los andlisis factoriales se reduce el niimero de variables conservandose un alto
porcentaje de variabilidad; sin embargo, esto podria ocasionar la pérdida de alguna
banda que fuera imprescindible para clasificar un objeto que se encuentra en una zona

muy pequena y con poca variabilidad.

e En muchas ocasiones, la cantidad de informacién que explica una banda no es cuanti-

ficable, y se necesita la interpretacién de un experto.

Nuestro objetivo en este capitulo serd el de agregar la informacién contenida en cada
banda dando lugar asi a una clasificacion de la imagen digital. Este proceso de agregacién

estard basado en el andlisis de las preferencias del decisor.

No todas las bandas proporcionan una informaciéon simétrica y la importancia de una
banda para identificar un objeto requiere cierta interpretacién, por este motivo es necesario
realizar un andlisis de la importancia de cada banda. En muchos casos, esta agregacién se
hace teniendo en cuenta la ordenacién dada por el foto-intérprete. De esta posible ordenacién

se propone siguiente:

De esta forma se propone la siguiente relacién:

ER"E si la banda k explica mejor el objeto r que la banda k.

El estudio de la representacion de esta relaciéon binaria ayudara a comprender el problema de
preferencias asociado y permitird al decisor resolver el problema de agregacién de las bandas

de una forma mas adecuada.

Es facil que ocurra, que las preferencias del decisor no verifiquen algunas de las propiedades

que se le exigen a la teoria clasica de la dimension. Asi pues, se hara imprescindible, para un
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andlisis de la dimensién, la teoria desarrollada anteriormente que permite la representacién

de cualquier relacién no reflexiva.

Sea (P, I) imagen digital con b bandas (ki, ka,... , k). Supongamos que después de un
andlisis se ha identificado el objeto r, y se ha construido la funcién de pertenencia de dicho

objeto en cada banda (uF).

. 3 3 . . ./ T
A continuacién se construye la relacién binaria R" también denotada como pf'. Esta
relacién de preferencia sobre los objetos normalmente no serd un orden parcial. Se calcula su

dimensién asi como una representacién vélida de dicha dimensién teniendo asi R" = (J () Ls:.

Una vez se tienen los érdenes lineales que explican la relacién de preferencia entre bandas
del decisor, se propone la siguiente agregacion. Si se piensa en una agregacién de las funciones
de pertenencia ¥ k€ {1,...,b} en forma de O.W.A. [135, 136] y se asigna peso w; a aquellas
bandas més preferidas en los 6rdenes lineales y peso w, a las menos preferidas se tiene el

siguiente operador de agregacién O.W.A.:

$lar,... ,ap) =Y %ai

i=1,b

donde:

o W; = Zwo(l) es la suma de los pesos de la banda ¢ en los diferentes 6rdenes lineales.
l

L] W:ZWZ'

Aplicando este operador a las diferentes funciones de pertenencia se tiene que:

pelisd) = Bub(ind), i) = 30 Sk )
P

Asi pues, este procedimiento permite la agregacion banda a banda de la funcién de per-
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tenencia siempre que se cumpla que la relacién de preferencias asociada sea no reflexiva.

Ejemplo 6.1. . Sea (P, I) imagen digital con cuatro bandas (k1, k2, k3, k4). Se ha identifica-
do el objeto r en dicha imagen y se tiene una funcién de pertenencia del objeto r para cada

banda.

Sea X = {k1,ko, ks, ks} y sea R" una relacién binaria nitida obtenida de la comparacién

entre bandas:

0101
g _ [ 0010
1000
0110

donde llamaremos, ,ugfr = p® (ki k;).

El digrafo asociado a esta relacién se puede ver en la siguiente figura.

() (k)

(ks)

Figura 6.1: Relacién binaria del ejemplo 6.1

Esta relacién binaria R" no es transitiva y puede ser representada mediante la unién de

tres posets R, Ro, R3 con las siguientes matrices:
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010 0 000 1
o _| 0000 | 0010
000 0 000 0
0110 000 0
000 0
| 00000
1000
000 0

(ks) (ks)

(ks)

Figura 6.2: Descomposicién en érdenes parciales de la relaciéon binaria del ejemplo 6.1

Por otra parte, cada uno de estos tres posets puede ser representado como interseccion
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de los siguientes 6rdenes lineales:

Ry = [k1, ka, ko, k3] 0 [ky, k3, ki, k2]
Ry = [ka, ks, k1, ka] N[k, ka, ko, ks

R3 = [k4ak3ak1ak2] N [k2,k3,k1,k4]

Suponiendo que esta representacién de preferencias es valida para el decisor, la dimension
es 3. Tendiendo en cuenta la anterior metodologia y suponiendo que el vector de pesos es

w = (4,3,2,1) se tiene la siguiente agregacién:

M6, M, 1, 16
/’LT - GOMT GOMT GOMT GOMT

donde el peso asociado a la banda k; (% = 10+41—E%rtgiﬁfi%%rlo) se ha obtenido como suma de

los pesos de la posiciéon que ocupa ki en los diferentes érdenes lineales.

Dada la representacién anterior, las bandas 1 y 4 tienen mayor importancia (es decir,
explican mejor el objeto r), mientras que las bandas 2 y 3 tienen un peso menor. Puede

observarse en el digrafo de la relacién que 1 y 4 son preferibles a 2 y 3.

Ejemplo 6.2. Sea la imagen digital tomada sobre la sierra de Madrid estudiada en los

capitulos 4 y 5.

Una vez desarrolladas las técnicas propuestas en los capitulos anteriores se obtienen los

objetos a estudiar y para cada una de las bandas las funciones de pertenencia a dichos objetos.

A continuacién se muestran las funciones de pertenencia del objeto lago sobre las diferentes

bandas espectrales de la imagen digital tomada sobre la sierra de Madrid.
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Funciones de pertenencia a la clase ”Lago”: una para cada banda.

0.98

100 094

0.78 086

200

0.78

300 0.58

400 070

0.4
0.62

500
100 200 300 400 500

0.94 0.94

0.86 0.86
0.78 0.78
0.70 0.70
0.62 0.62

0.54 0.54

100 200 300 400 500
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Funciones de pertenencia a la clase ”Lago”: una para cada banda.

BAND 6

500k o e

100 200 300 400 500

0.98

0.94

0.90

0.86

0.82

0.94
20004 078
300 0.70

0.62

0.54

Una vez hecha la clasificacién banda a banda (uf Vk € {1,...,6}) se estd interesado en

agregar esta informacién para obtener una clasificacién difusa de cada pixel en esa clase.

Después de preguntar al decisor cudl de las bandas cree que representa mejor la region

lago se obtiene la siguiente relacién de preferencia:

Rlago

donde se denota, uﬁ-lago = uRlago(ki, kj).

o o O

o o O

o o O

o o o o O
= o o o O O
o o o o o O

Esta relacién es representada por dos érdenes lineales
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L= [kﬁa k4a k5a kla k2a k3] ﬂ[kﬁa k5a k4a k3a k2a kl]
Y por tanto la agregacion es:

Ulago(ia .7) = %u’llago(i’j) + i:u‘lza,go(i’j) + i:u‘?a,go(i’ .7) + %u’?ago(i’ .7) + %u’?ago(i’j) + %:u‘lﬁa,go(i) .7)

que es representada en la siguiente imagen:

0.94

0.86

0.78

0.70

0.62

0.54
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6.1.1 Relacién basada en varios decisores

Si la comparacion entre las bandas la realizan varios especialistas se pueden tener opiniones
y criterios muy diversos, por lo que la relacién de preferencia R" no es vélida para todos.
En esta seccién se tratard de agregar la informacién banda a banda cuando aparecen varios

especialistas en interpretacion de imdgenes digitales.
Nos encontramos de forma natural con un problema de relaciones de preferencias difusas.

Una posibilidad para la construccién de la relacién de preferencias difusas u®" para cada

objeto r:

Wy (k, k") = proporcién de especialistas que prefiere la banda k a la k’ para explicar el objeto r

Ejemplo 6.3. Sea (P,I) imagen digital con tres bandas (R,G, B) correspondientes a las

intensidades color rojo, verde y azul.

Sea X = {R,G, B} y sea p relacién de preferencia

0 04 O
M= 0 0 06
0.7 0 0

Supongamos que esta matriz se ha obtenido con la anterior metodologia. Se puede ob-
servar que, por ejemplo ur(R, B) = 0.4, lo que quiere decir que el 40 % de los intérpretes

prefieren la banda R para interpretar el objeto r que la banda B.

Cuando se analiza este problema desde el punto de vista de la dimensién aparecen cuatro

casos posibles:

e Cuando a < 0.4, se estd en el caso en el que cualquier diversidad de eleccién en los

decisores, provoca un arco el el grafo asociado al corte. Para este caso existe un 3-ciclo
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en el a-corte asociado, y este a-corte puede ser representado en términos de 3 érdenes
lineales nitidos, que explican las diferentes corrientes de pensamientos relacionadas con

este objeto:

R® = {[R,G,B]N[B,R,G]} U{[G,B,R|N[R,G,B]} U{B,R,G]N[G, B, R]}

Primero se divide el conjunto de relaciones en tres Posets (correspondientes a las tres

lineas de pensamiento)

— 40 % prefiere la banda R a la G. (Poset 1)
— 60 % prefiere la banda G a la B. (Poset 2)

— 70 % prefiere la banda B a la R. (Poset 3)
Para este caso W = (%’ %, %)

e Cuando 0.4 < a < 0.6, Para este valor de «, la opinion del 40 % de los decisores no se

considera relevante. Asi solamente se tienen dos opiniones:

— 60 % prefiere la banda G a la B.

— 70 % prefiere la banda B a la R.

No se tienen ciclos, pero como G > B y B > R estan presentes, se estd perdiendo

G > R:

R®={[G,B,R|N[R,G, B} U{[B,R,G] NG, B, R]}

asi que se necesita también 3 ordenes lineales.

liﬁ)

Para este caso W = (24, 247 24
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e Cuando 0.6 < a < 0.7, se tiene un conjunto totalmente ordenado con un solo elemento:

R*=[B,R,G]N[G, B, R]

Este poset tiene dimension 2.

iii)

Para este caso W = (12, 120 12

e Cuando a > 0.7, aparece un poset con incomparabilidades entre todos los pares de

elementos:

R*=R,G,B]N[B,G,R]

y consecuentemente, 2 érdenes lineales son necesitados.

Para este caso W = (%, %, %)

6.1.2 Relacién basada en otros atomos de racionalidad

Como ya se apuntaba en el capitulo 2, ademds de los érdenes lineales existen otras posibi-
lidades de lo que se entiende normalmente por un criterio. Por este motivo se desarrollé en
el capitulo 2 el concepto de dimensién y representacién de preferencias en el caso en que el

atomo de racionalidad sea distinto de un orden lineal.

Del mismo modo a como se ha propuesto anteriormente, la agregacion basada en la
relacién de preferencia entre bandas se puede generalizar al caso en que nuestros atomos de

racionalidad no sean drdenes lineales.

Sean (w, ... ,wp) los pesos de las bandas segin su preferencia en el 4tomo de racionalidad.

Se define el siguiente operador de agregacién O.W.A.:

$la,... ,ap) =Y %ai

i=1,b
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donde:

o Wz = Zwo(l)

l

e W=>W,;

donde o(l) es la posicién que ocupa la banda i-esima en el dtomo de racionalidad [

Aplicando este operador a las diferentes clases de pertenencia de las regiones se tiene:

prlis§) = B i), b0 0)) = 3 SR )
k=1,

Ejemplo 6.4. Sea (P, I) unaimagen digital con cinco bandas X = (kq,... ,ks). Supongamos
que se trabaja con el 4tomo de racionalidad de los 6rdenes lineales de tamano 3. Sea w =
(3,2,1,0,0) pesos correspondientes las bandas ordenadas en nuestro dtomo de racionalidad,
y sea R una relacién binaria nitida que modeliza la relacién de preferencia la banda k; es

preferida a la banda k; para el estudio del objeto r.

010100
001000
g _ [ L0000
0011000
000000
000000

donde se denota, ,ufjfr = pf (ki kj).
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Figura 6.3:

Como se analiza en el capitulo 2 una representaciéon dptima para esta relacién es:

R=[ks,k.ko] |J [kasko ksl (kv ka ko] ([ (v, ks, k] ([ Ko, Ka])

Para esta representacién la agregacién seria W = (%, 367 307 307 307 30° 307 %)

6.2 Relacion de preferencia entre variacionales

En el proceso de clasificacién del capitulo 4, la variacional de una imagen con direccién v
representaba la heterogeneidad de cada pixel en esa direccién. Teniendo en cuenta diferentes
direcciones , que deberan ser determinadas por el decisor, y agregando la informacién obtenida
de una forma adecuada se obtenia una medida general de la no homogeneidad de un pixel,

entendida como la frontera.

Sean frv(i,j) medidas de heterogeneidad del pixel (i,j) asociadas a las direcciones
vy VI €{l,...,k}. A partir de estas medidas se puede construir una medida general (fr(7, j))
de no homogeneidad de un pixel agregando la informacién dada por cada direccién. Asi pues

se tendra:



Capitulo 6. Clasificacién en teledeteccion. Agregacion de preferencias. 216

fT(’i,j) = (I)(f’rvl(ivj)a"' vf’rvk(iaj))

Asociado a este problema de agregacién surge un problema de decision: jcudl de las
direcciones discrimina mejor los objetos dentro de la imagen y, por tanto, debe tener mayor

peso a la hora de medir dicha heterogeneidad?.

De esta forma se puede definir la siguiente relacion:

uRv si la direccion u discrimina mejor los objetos en la imagen digital que la direccion v.

El estudio de la representacion de esta relacién binaria ayudara a comprender el problema
de preferencias asociado y permitird al decisor resolver el problema de agregacién de las

direcciones de una forma mas adecuada.

Ejemplo 6.5. Se quiere agregar la informacion obtenida por las direcciones horizontal, ver-
tical y diagonal (representadas por h,v,d) de la imagen digital de sevilla vista en el capitulo

4.
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Imagen de la variacional vertical de la imagen de Sevilla

300

350

400
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Imagen de la variacional horizontal de la imagen de Sevilla

300

350

400
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Imagen de la variacional diagonal de la imagen de Sevilla

50 [

150

Y | e

300

350

2l

400

Sea R la relacién binaria en X = {d,h,v} que representa la decisién de cual de las
direcciones discrimina mejor los objetos dentro de la imagen. La relacién binaria que modeliza

las preferencias del foto-intérprete son:

0 11
p=1 0 0 0
0 00
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Esta relacién binaria puede ser explicada mediante dos érdenes lineales:

R =[d,h,v]([d,v,h]. Siguiendo la linea desarrollada en la anterior seccién se agrega esta

informacién de la siguiente manera:
fr(i,g) = 3fr(i, ) + 1S §) + 147,590, 5) € P

Sean (wi, ... ,wy) los pesos de las k-direcciones elegidas ((v1,. .. ,v;)) segin su preferencia

en un orden lineal. Una posible agregacién seria:
friig) = 32 )
i=1,k

donde:

e Wi=>", Wo(;) €s la suma de los pesos en los diferentes drdenes lineales.

™ W:ZWi

Se ha aplicado esta metodologia a la imagen digital tomada sobre Sevilla:
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300 &
350

400 88

6.2.1 Relacién basada en varios decisores

La relacién de preferencia entre variacionales puede definirse teniendo en cuenta la opinién
de varios especialistas, de este modo, surge de forma natural un problema de relaciones de

preferencias difusas.

Una posibilidad para la construccién de la relacién de preferencias valoradas es la siguien-

te:
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pr(u,v) = proporcion de especialistas que prefiere la direccion u a la v

Analizado la funcién de dimensién asociada a esta relaciéon asi como la representacion
en cada uno de los casos, una agregacién es posible dando lugar a la frontera de la imagen

digital.

6.2.2 Relacion basada en los objetos.

La aproximacién vista en la anterior seccion, estd basada en la relacion

vRw si la direccion v discrimina mejor los objetos dentro de una fotografia que v.

Sin embargo, en muchas ocasiones, resulta dificil determinar si una direccién discrimina mejor
los objetos que otra, ya que, habra direcciones que discriminen bien unos objetos y otros no,

haciendo compleja la comparabilidad entre direcciones.

Por tanto, puede resultar dificil construir la relacién que denotdbamos anteriormente por

1 (u,v). El objetivo en esta seccién serd el de construir dicha relacién.

Fijados una serie de objetos en la imagen digital, ..., una pregunta mucho mas ficil de
responder es la siguiente: dada una direccion, jdiscrimina mejor un objeto r; que otra?. De

esta forma surge la relacién que se denota por pf:

uR;v st la direccion u discrimina mejor el objeto r; que la direccion v.

Parece légico pensar que esta relacién si va a poder ser construida con facilidad por el
foto-intérprete. El problema que se planea ahora es como agregar las relaciones (Ry,... , Rs)
para obtener la relacién difusa pu® entre direcciones. Para la agregacién de estas relaciones de
preferencia se construye otra relacién de preferencia entre los objetos que aparecen en nuestro

estudio:
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r H 7' siel objeto r es mds relevante es nuestro estudio que el objeto r'.

El estudio y andlisis de este problema de decisién hard posible una agregacion. Al igual que

en las agregaciones anteriores se utilizard un operador de agregacién O.W.A.

Sean (w1, ... ,ws) los pesos de los objetos segin su preferencia en un orden lineal. Se
define el siguiente operador de agregacién O.W.A.:
W.
¢(a17 N 7as) = i;swlai

donde:

o W; = Zwo(l) es la suma de los pesos de los objetos r; en los diferentes érdenes lineales.
l

[ ] W:ZWZ'

Aplicando este operador a las diferentes funciones de pertenencia de se tiene que:



Capitulo 7

Conclusiones y futuras lineas de

Investigacion

7.1 Conclusiones

Los sistemas de ayuda a la decision permiten analizar y comprender el problema que el decisor
tiene entre manos. Una buena comprensién del problema permitird al decisor tomar mejores

decisiones.

Uno de los sistemas de ayuda a la toma de decisiones méas utilizados es el andlisis de
las preferencias del decisor. La modelizacién de las preferencias por medio de funciones de
utilidad, teoria de grafos etc, asi como el andlisis de los criterios permiten en muchas ocasiones

una compresién del problema.

Una de las principales criticas que se le hacen a las relaciones de preferencias, sobre todo
en el caso difuso, es que son muy dificiles de interpretar para el decisor, y en la mayoria de

los casos no se ayuda al decisor a resolver los problemas de decision.

Por este motivo en esta tesis hemos tratado de abordar el problema de la representacion de

224
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preferencias para poder mejorar las técnicas que permiten al decisor entender sus preferencias
y a la vez el problema con el que se enfrenta. En esta linea aparece el concepto de dimension
en relaciones de preferencia, como una buena representacion de relaciones de preferencia

binaria.

La generalizacién de este concepto al caso difuso era hasta ahora es muy restrictiva,
haciéndose posible la generalizaciéon solamente en casos poco reales, ya que se exigen unas
propiedades muy fuertes a la relacion de preferencias difusas. Por este motivo hemos abordado
el problema de la dimensién en relaciones de preferencias, primero en el caso nitido, para luego

poder pasar al caso difuso.

Una vez desarrollada la teoria que permite una mejor comprension de las preferencias, en
esta memoria se ha abordado el problema de la clasificacién no supervisada en teledeteccién.
Para realizar esta clasificaciéon se ha planteado un modelo difuso de clasificacién que permita

representar la realidad de una forma mas flexible.

El problema de la clasificacién en teledeteccion se ha abordado desde dos enfoques dis-

tintos:

e El primero de los enfoques construye, mediante la variacional de una imagen, regiones

homogéneas dentro de la imagen, asi como una posterior clasificacion difusa.

e El segundo de los enfoques, mediante un procedimiento de coloracién del grafo difuso
asociado determina, regiones homogéneas dentro de la imagen, permitiendo al igual que

el anterior enfoque, una clasificacién difusa.

En ambos métodos se emplean diversas técnicas de agregacién tanto autométicas (capitulos

4 y 5), como basadas en la representacién de las preferencias del decisor (capitulo 6).
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7.2 Futuras lineas de Investigacion

Otras aproximaciones para la clasificacién en teledeteccién.

En los métodos de clasificacién desarrollados en esta memoria, se produce una perdida de
informacién al aplicar la funcién distancia entre pixels. Esta funcion distancia comprime la
informacién que se tiene en JRY para tenerla en IR'. Otra aproximacién que surge de forma
natural en este modelo, es aplicar la metodologia vista en los capitulos 4 y 5 a cada banda.
De esta forma se obtendria una clasificacion de las regiones para cada banda. Una vez hecho
esto existen diversas formas de agregar esa informacién para obtener una clasificacion difusa

final. Seria interesante comparar esta nueva metodologia con la desarrollada en esta memoria.

Eleccién de la funciéon distancia y funcién de pertenencia

Los procesos de clasificaciéon presentados en esta memoria son fuertemente dependientes de
la eleccion de la funcién distancia. Seria interesante analizar la funcién distancia segin las

caracteristicas del problema.

También podria analizarse las diferentes posibilidades para la construccién de la funcién

de pertenencia asi como la eleccién de un patrén asociado a una region.

Otros métodos de agregacion basados en relaciones de preferencias

Supongamos que se supiese resolver el problema de agregacién cuando la relacién de prefe-
rencia del foto-interprete fuese un orden lineal. Teniendo en cuenta esta representacién (dada
en forma de 6rdenes lineales) se podria resolver el problema basdndose en las operaciones de

union e interseccién de conjuntos difusos.



Capitulo 7. Conclusiones y futuras lineas de Investigacion 227

Algoritmos Heuristicos para el calculo de la funcién de dimensién

En esta memoria se aborda el problema del cédlculo de la dimensién basandose en la idea de
Poset mazimal. Uno de los problemas que quedan sin resolver es el de como descomponer
la relacién de preferencias de modo que la representaciéon sea minimal. En esta linea podria
pensarse en otros algoritmos heuristicos y exactos que obtengan buenas aproximaciones de

la dimension.

Atomo de racionalidad

Desarrollar algoritmos que permitan la representacién de una relaciéon de preferencias como
uniones de intersecciones de atomos de racionalidad diferentes a érdenes lineales. En esta

linea analizar la complejidad en funcién del &tomo de racionalidad.

La terna de las relaciones de preferencia

A lo largo de esta memoria solamente la preferencia estricta es modelizada, podria pensarse en
desarrollar una teoria en paralelo que permita la representacion de la indiferencia o preferencia

débil.
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