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4 2. Condensados de Bose—Einstein

Resumen

En este capitulo introductorio repasamos la nocién de superfluidez estu-
diando como se concreté a lo largo de los afios en los estudios con la fase
superfluida del “He, y precisando las motivaciones que llevaron a la bisqueda
de condensados de Bose—Einstein gaseosos. Tras repasar brevemente las
lineas de investigacién con condensados desarrolladas en los iltimos afios,
enunciaremos la teoria de campo medio que servird de base para el resto de
esta primera parte.

2.1 Superfluidez y condensaciéon de Bose—Einstein

2.1.1 Antecedentes histdricos

Alrededor del afio 1937, el premio Nobel P. L. Kapitza® perfeccioné las técnicas de
Kammerling—Ohnes para la licuefaccién del helio y concluyé el desarrollo de una
nueva maquina capaz de enfriar el *He por debajo de los 2.2 grados Kelvin. Al
realizar los primeros experimentos con este ingenio, él y sus ayudantes observaron
con asombro que el helio contenido en la maquina compresora se escapaba a
través de los poros del material cerdmico que lo contenia. Desde entonces, a
la propiedad de fluir por aberturas extremadamente pequeias se sumaron otros
descubrimientos: velocidades anémalas para la propagacién del sonido, ausencia
de viscosidad, nula resistencia a objetos que se mueven en su seno, extrainos
mecanismos para la propagacién del calor, etc. Resultaba evidente el hallazgo, si
no de un nuevo estado de la materia, al menos de un nuevo tipo de fase liquida libre
de la inercia y los mecanismos disipativos que atenazan el flujo de otras sustancias,
lo que con el tiempo recibié el nombre de “superfluido”.

He s6lido
He-I
£ Liquido
©
& (ToPo)
He-11 / ee
Liquido }nto?\
2172 K

Fig. 2.1: En la foto de la izquierda vemos a P. Kapitza frente a un experimento con
He-l1. En la grafica de la derecha se esquematiza el diagrama de fases para el
isétopo *He en funcién de la temperatura y la presién.

1 Piotr Leonidovich Kapitza, Kronshtadt 1894—Moscti 1984, curiosamente recibié el premio
Nobel de Fisica en 1978 por sus contribuciones “por sus inventos y descubrimientos en el drea
de la Fisica de bajas temperaturas”.
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Pocos afos antes, entre el 1935 y el 1937 los hermanos Fritz y Heinz London
habian desarrollado una teoria de la superconductividad basada en la existencia
de una “funcién de onda macroscépica”. Hacia el ya 1937 circulaban rumores
sobre el descubrimiento de una nueva clase de transiciones de fase en el “He,
en la cual el calor especifico experimentaba una divergencia®. También por esos
afnos empezaban a aceptarse los resultados del trabajo de S. Bose y A. Einstein
sobre la estadistica de bosones a muy baja temperatura. Finalmente los primeros
resultados sobre superfluidez vieron la luz en sendos articulos de P. Kapitza [69] y
de Allen y Misener [3] en la revista Nature.

En ese mismo ano, pocos meses después, Fritz London tuvo la clara visidon de
aunar todas estas ideas y aventurar la siguiente hipétesis: dado que los d&tomos de
“He son bosones, en la transicién de fase del He—I al He—Il (que atin no tenian esos
nombres) debe participar algdn tipo de condensacién de Bose—Einstein [79]. En
posteriores reuniones con su amigo y fisico experimental L. Tisza, este ultimo dio
un paso mas hacia adelante afirmando [127] que el He—Il debia de estar compuesto
por un fluido ordinario y un fluido extraordinario o superfluido, resultado este tltimo
de la condensacién de los dtomos bosdnicos de “He.

Para entender las ideas de London re-
cordemos brevemente que Einstein predijo
que, en un agregado de bosones indistingui-
bles sin interaccion mutua, estas particulas
tienden a ocupar los niveles de menor energia,
pudiendo alcanzar el estado fundamental un
grado de ocupacién macroscépico si la tem- T>>Tope T<<Tepe
peratura estd por debajo de un valor finito
Tcee. Este fue uno de los aciertos cuanti-
tativos de la hipétesis de London, pues si se
estima el valor de T¢cge para el helio, este
sale del orden de magnitud de la tempera-
tura a la que ocurre la transicion de fase del
He—ll, esto es, T = 2.2K. El segundo acierto surge de la naturaleza coherente del
condensado de Bose—Einstein resultante: al encontrarse la mayoria de los dtomos
en el mismo estado fundamental, la totalidad del sistema puede describirse me-
diante una funcién de onda macroscépica, ¥(r, t). Esta funcién de onda define
un fluido, dado por la densidad de probabilidad |9|?, y el campo de velocidades
v = Varg(¥) que cumple muchas de las propiedades de un superfluido.

El problema de la teoria de London es que llegé en un mal momento, cuando
el formalismo de funciones de onda se empezaba a abandonar en favor de una
Mecanica Cudntica basada en operadores y estados. Ademds, aunque el modelo
de dos fluidos de Tisza servia para explicar cualitativamente ciertos experimentos
y predecir resultados espectaculares (como las ondas de temperatura descubiertas
veinte afios mds tarde), las aportaciones de ambos fisicos carecian de auténticas
predicciones cuantitativas y representaban mas bien el marco teérico en el que se
deberia desarrollar una teorfa consistente sobre el helio liquido.

Fig. 2.2: Por debajo de la tempera-
tura critica, los bosones se
acumulan en el estado fun-
damental.

2 Recordemos brevemente que el calor especifico es la derivada de una propiedad macroscépica
(la energfa interna) y que por tanto en este tipo de transiciones no se produce una discontinuidad
del potencial termodindmico sino una falta de derivabilidad.



6 2. Condensados de Bose—Einstein

En 1941 aparecié un nuevo articulo [77] que cambiaria la mentalidad de los
fisicos que trabajaban en superfluidez. En dicho trabajo, escrito por L. D. Lan-
dau® se desarrolla un nuevo modelo fenomenoldgico para el He-ll. La teorfa de
Landau—Khalatnikov supone la existencia de un estado fundamental para el helio,
que corresponde a la componente superfluida de L. Tisza. Este estado es sus-
ceptible de sufrir perturbaciones localizadas, dotadas de un momento lineal y una
masa efectiva (la de los dtomos involucrados en la excitacién) y que a todos los
efectos se comportan como un gas de " cuasiparticulas”. Es precisamente el gas de
cuasiparticulas el que actua como un fluido ordinario, participando en fenémenos
de transporte, ondas sonoras y fenémenos disipativos.

La teoria de Landau—Khalatnikov supone el primer modelo fenomenoldgico con
predicciones cuantitativas y con una cierta base microscépica. Por ejemplo, rea-
lizando hipétesis bastante sencillas sobre el espectro de excitaciones del estado
fundamental, Landau es capaz de ajustar multitud de fenémenos experimenta-
les como las velocidades andmalas del sonido en el He—ll y la existencia de una
velocidad critica por debajo de la cual el superfluido ni reacciona ni experimenta
fenémenos disipativos.

Sin embargo la escuela de Landau también cometié algunos errores. El mds
sencillo fue negar la posibilidad de que el superfluido exhiba rotacién alguna. Asu-
miendo la naturaleza macroscépica de la funcion de onda colectiva del superfluido
y que el campo de velocidades en Mecanica Cudantica depende de la fase de esta
funcién, Landau llegé a la conclusién errénea de que el flujo de helio debia ser
irrotacional

v=Varg(¥) =V xv=0(1).

Naturalmente, este tipo de flujos excluye cualquier rotacidén excepto algunas co-
rrientes espirales muy lentas en recipientes muy deformados (Véase el Capitulo
6). Este error fue corregido en los afios 60 por R. P. Feynmann, quien formuld
la hipétesis de que la circulacién del superfluido en realidad estd cuantizada y no
tiene por qué ser nula

]{va:m27r, m=0,£1,£2...

de forma que las contribuciones a esta circulacién provienen de singularidades en
la fase de la funcién de ondas.

El segundo error y quizas el mas importante consistié en despreciar los traba-
jos de London sobre superfluidez y desdechar la hipétesis de que la componente
superfluida del He—Il es en realidad un condensado de Bose—Einstein. Recorde-
mos que por aquellos anos el tinico modelo tedrico conocido de condensado de
Bose—Einstein partia de la hipétesis de un gas ideal, sin interaccién, mientras que
el He—l y el He—ll son liquidos donde las interacciones de corto alcance juegan un

3 Lev Davidovich Landau, Baku 1908—Moscii 1968, recibié en 1961 el premio Nobel de Fisica
por sus avances en el estudio de la materia condensada y en particular por sus aportaciones a la
comprensién del hélio liquido.
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papel primordial. Asi pues no es de extrafiar que Landau considerara imposible o
al menos incorrecta la construccidén de una teoria microscépica de la superfluidez
partiendo de la estadistica de bosones.

Sin embargo esta (ltima idea, que podemos denominar el ” programa London",
era la correcta, aunque no precisamente facil de realizar, como demostré N. N.
Bogoliubov en 1947 con un trabajo [10] donde desarrolla la teoria de muchos
cuerpos de un gas o un liquido de bosones. En este articulo se demuestra que las
interacciones no cambian demasiado el fenémeno de la condensacion, limitandose a
introducir correcciones cuantitativas sobre magnitudes como la temperatura critica
o la velocidad del sonido. Ademas la teoria de Bogoliubov resalta por primera vez
la importancia del fenémeno de la condensacién como una ruptura de simetria
que introduce una coherencia, si no total, al menos local en el sistema, donde el
pardmetro de orden surge del valor esperado del operador bosénico (¥(r)) sobre
el estado fundamental del condensado.

Si bien el articulo de Bogoliubov tardé al menos 10 aios en tener algin eco
en la comunidad cientifica, a partir de entonces se vivid una especie de era dorada
en el estudio de la condensacién de Bose—Einstein [53]. Por un lado vemos el
nacimiento de una linea de investigacion dedicada al estudio del *He desde un
punto de vista microscépico, un problema formidable tanto desde el punto de
vista tedrico como por la artilleria computacional necesaria para tratarlo.

Por otro lado nos encontramos una comunidad de cientificos que empiezan a
estudiar el caso mucho mas sencillo de un gas de bosones débilmente interactuante.
Lo que nacié como un modelo académico, facil de manejar, condujo en poco
tiempo a la prediccién de fenédmenos interesantisimos que podemos calificar de
manifestaciones macroscépicas de un sistema cudntico. De esta época destacamos
el trabajo de L. P. Pitaevskii [104], donde se introduce por primera vez de forma
rigurosa el concepto de funcién de onda macroscépica dependiente del tiempo.
Es decir, Pitaevskii ya no se limita a considerar el superfluido como el estado
fundamental estacionario de Bogoliubov y Landau. Antes bien, nos enseha que
el condensado tiene una dindmica propia, que ésta puede ser deducida a partir
de argumentos microscopicos y que responde a la llamada ecuacién de Gross—
Pitaevskii [54, 104]

h2
10 = — 5 AP+ U[Y*Y.

Una ecuacién donde encontramos la interaccién promedio entre dtomos U =
4mwh?as/m originando un término no—lineal nuevo en la Mecénica Cuantica.

El interés por los resultados analiticos derivados de la teoria de condensados
gaseosos llevd a numerosos grupos experimentales a intentar generar estos con-
densados. Esta carrera que comenzd en el MIT en experimentos con hidrégeno
[39] tuvo sus primeros ganadores en los condensados de 8Rb [6] y ?3Na [30].
Desde entonces hemos sido testigos de la realizacion de experimentos bellisimos
en los que se manipulan estos condensados de formas inimaginables. Experimen-
tos que producen vértices observables a simple vista, experimentos de interferencia
entre condensados y auténticas medidas de la fase de la funcién de onda, asi como
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-
S ™

—

Speed of Sound (mm/s)

N & o o

y % % 3. & § @&
Density (10'cm®)

Fig. 2.3: Velocidad de propagacién del sonido en un condensado de sodio alargado a
muy baja temperatura [7] en funcién de la densidad media de la nube atémica.

toda una serie de trabajos que vienen a confirmar la relacién entre superfluidez y
condensacién. En los siguientes capitulos se expondran trabajos tedricos contem-
poraneos (y en algunos casos precursores) de estos experimentos, en los que se
estudian las propiedades rotacionales del condensado y cémo se manifiesta la su-
perfluidez en ellos. Sin embargo, antes de entrar de lleno en materia, repasaremos
algunas de las lineas de investigacidn actuales, detallando cuales son los resultados
experimentales mas relevantes y repasando el formalismo matematico que servird
de base al resto de esta primera parte.

2.1.2 Superfluidez y sonido

Una de las primeras experiencias realizadas con He—ll consistié en estudiar la pro-
pagacion del sonido en el seno del liquido. En un fluido ordinario una onda sonora
consiste en un cambio de la densidad que se desplaza con una cierta velocidad,
uniforme si la perturbacion es pequena. Sin embargo en los trabajos con He—ll se
encontrd que una misma perturbacién es capaz de excitar no una, sino al menos
dos ondas sonoras:

e |a onda ordinaria, con una velocidad de propagacién independiente de la
temperatura; y

e una onda extraordinaria, mas rapida cuanto menor es la temperatura media
y asociada con cambios locales de la temperatura del helio.

El fendmeno de los dos sonidos se explica perfectamente con el modelo de dos
fluidos propuesto por L. Tisza en 1938 [127]. En dicho modelo la componente
normal del He—ll es responsable de la onda ordinaria u onda de presién, mientras
que el superfluido participa en la onda extraordinaria en una cantidad que depende
de su densidad y por tanto de la temperatura. Denotando por ns(x, t) y dns(x, t)
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la densidad de superfluido y las variaciones asociadas a la onda sonora, la teoria
de Landau—Khalatnikov llega a la siguiente ecuacién de ondas inhomogénea para
el sonido extraordinario

828n,
5z = V [e(x, t)Vdns] (2.1)
_ gns(x)
c = — (2.2)

Este mismo modelo para la propagacién del sonido se ha visto corroborado
también en experimentos con condensados gaseosos. En estos experimentos se
produce un solitén gris en el condensado mediante la aplicacién de un ldser de
frecuencia apropiada. Al no imprimir una fase apropiada en la funcién de onda, la
depresién en la densidad da lugar a dos ondas sonoras que se propagan en sentidos
opuestos con velocidad aproximadamente constante. En este caso la cantidad de

Fig. 2.4: Aplicando un laser desintonizado hacia el azul, partimos el condensado en
dos. Esta perturbacién es inestable y da lugar a ondas sonoras cuya velocidad
podemos medir.

atomos no condensadas es demasiado pequeia para excitar el primer sonido, pero
se puede comprobar, en el caso de condensados muy alargados, que pequeias
perturbaciones se propagan de acuerdo con una variante de la ecuacién (2.1). En
la grafica 2.3 mostramos el excelente acuerdo entre el ajuste parabdlico (2.1) y
las medidas experimentales [7] — las pequefias diferencias se deben al cardcter
inhomogéneo del condensado, cuya densidad en equilibrio varia espacialmente.
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Fig. 2.5: Por debajo de una velocidad critica, la agitacién del condensado no tiene
resultados visibles. Por encima de la velocidad, se activa mecanismos disipa-
tivos que dan lugar a la excitacién de 4tomos que pasan a formar parte de la
fraccién no condensada.

2.1.3 Superfluidez y viscosidad

La propiedad més interesante del He—ll, y probablemente la mas espectacular, es su
relativa insensibilidad a perturbaciones externas que no excedan una determinada
intensidad. Por ejemplo, un agitador que se mueva en una cubeta de He-ll lo
hace sin resistencia (y por tanto sin viscosidad aparente) a menos que exceda
una cierta velocidad critica. Esta ausencia de interaccién permite por un lado el
flujo a través de capilares y poros demasiado pequeiios como para que pasen otros
liquidos “mds mojados”; pero ademds da lugar a una relativa estabilidad de las
corrientes circulares que establezcamos en el seno del fluido.

La razén fundamental para la existencia de una velocidad critica la encontramos
en el espectro de excitaciones del superfluido. Recordando la teoria de Landau,
el He—Il se forma a partir de un estado fundamental y sus perturbaciones. Estas
Gltimas son las responsables de la interaccién entre el superfluido y el medio; en
consecuencia, cuando el sistema gana energia o la pierde podemos considerar que
se crean o se destruyen cuantos de excitacion. Lo que Landau supuso y Bogoliubov
confirmé es que el limite de baja energia del espectro del He—ll corresponde a
fonones con un espectro similar al de las ondas electromagnéticas: E(k) = fiw =
hclk|. Esta relacién lineal impide que en el helio se produzcan excitaciones con
una velocidad inferior al cociente entre el cambio de energia y el momento lineal
asociado a la excitacion: v, = AE/|k| = c.

La condicién de Landau se traduce en dos implicaciones prédcticas importante.
Por un lado supongamos que disponemos un experimento de transporte en el que
el He—ll fluya a través de un capilar: siempre que el flujo se produzca a una
velocidad inferior a vimip, = ¢, ninguna impureza u obstdculo podré frenar su flujo
o restarle energia. Por otro lado podemos imaginar un experimento de agitacién,
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donde una o mads palas sacuden el superfluido de una cubeta. De nuevo por la
condicién de Landau, si el agitador se mueve a una velocidad inferior a vpj,, no
experimentard ninguna resistencia, 0 mas bien ésta sera proporcional a la cantidad
de fluido ordinario en el He—ll.

El tamafo habitual de un condensado
(unas pocas micras) convierte los experi-
mentos de transporte en impracticables. La
investigacién actual se ha centrado en el
estudio de la respuesta del condensado a
obstaculos formados normalmente por laseres
desintonizados que se propagan en el con-
densado intentado producir algtn tipo de
agitacion [106]. El resultado medible es que
por debajo de una velocidad de agitacién el
condensado ignora la presencia del ldser y
se acomoda a su movimiento, sin pérdida o
ganancia de energia. Sin embargo, cuando
aumentamos la velocidad del ldser el con-
densado empieza a ganar energia y tempe-
ratura, con el resultado de un incremento en la fraccién de &tomos no condensados
y una disminucién en el tamafio de la nube condensada.

Fig. 2.6: Un l4ser del “color” apro-
piado se comporta como
una cucharilla en el seno del
condensado.

2.1.4 Superfluidez y rotacion

Al agitar el café con una cuchara, al vaciar una bafera o al contemplar el avance
de un remolino sobre la arena, estamos en realidad presenciando la capacidad de
un fluido para experimentar rotacién. La caracteristica comiin a estos ejemplos
es, sin embargo, la tendencia intrinseca del fluido al reposo: los mecanismos disi-
pativos en los liquidos y gases ordinarios son tan poderosos que ninguno de ellos
puede mantener el movimiento giratorio una vez cesan los gradientes de presién
que lo originaron. Asi resulta habitual contemplar cdmo a medida que pasa el
tiempo la velocidad de rotacion decrece y el remolino, o el tornado, experimentan
deformaciones de la linea de rotacién que, inestable, termina por desaparecer.

Haciendo memoria es posible encontrar un conjunto de caracteristicas que
resumen el comportamiento de los fluidos ordinarios. Haciendo particular énfasis
en los fendmenos de rotacién, los puntos que mas nos interesan son:

e Omnipresencia de la viscosidad. La interaccién del fluido (gas o liquido)
consigo mismo y con los elementos circundantes lleva al amortiguamiento
de las corrientes y a fendmenos como el menisco en un capilar.

e Debido precisamente a la viscosidad, necesitamos un gradiente de presiones
inducido externamente para generar y mantener la rotaciéon. La respuesta
del fluido a estos agentes externos suele ser ademds continua: a un par mas
intenso, mayor velocidad angular.
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Fig. 2.7: Representacién de la fase, 6(x) mod 2w, para varias distribuciones de
vortices. Las lineas cerradas son tanto lineas de densidad constante como
lineas de flujo y en la primera gréfica representamos el campo de velocidades.

e En ausencia de turbulencia el fluido gira como lo harfa un sélido rigido,
almacenando energia cinética segin el momento de inercia clasico, propio
de un sélido rigido, /™M = (x? 4 y?).

e El eje de rotacion, lo que constituye el “ojo del huracdn”, es inestable y
sufre modulaciones longitudinales y transversales que inducen una dindmica
no trivial sobre el mismo.

e A medida que nos alejamos del eje de rotacién la velocidad tangencial crece
y luego decrece, de manera que tanto en el ojo de rotacién como en la
periferia el fluido tiende a mantenerse en reposo.

e Sobre el eje de rotacién siempre encontramos fluido que que las fuerzas de
rotacién no han sido capaces de desalojar.

Pese a la abundante literatura sobre el tema, porque resulta dificil encontrar
una definicién precisa de superfluidez. Esto es asi por el término “superfluido”
es en realidad un concepto vago, que se ha formado por contraste, al enfrentar
las propiedades anteriormente enunciadas con los resultados experimentales de
anos de trabajo con del primer superfluido conocido, el He—ll. Dependiendo del
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campo en el que uno trabaje resulta incluso habitual enfatizar o despreciar algunas
propiedades.

Existencia de velocidades criticas: Como mencionamos anteriormente, el su-
perfluido presenta una respuesta anormalmente baja a todo tipo de per-
turbaciones externas y en general éstas deben ser lo bastante intensas co-
mo para inducir cambios significativos. Asi, podemos desplazar lentamente
obstdculos por el fluido sin producir disipacién, pero también necesitamos
girar un condensado muy rapido si deseamos que adquiera momento angu-
lar.

Momentos de inercia anémalos: Cuando intentamos inducir rotacién en un su-
perfluido, éste procura adaptarse con la distribucion de velocidad mads lenta
posible. Un experimento cldsico consiste en girar con velocidad uniforme,
Q, el recipiente que confina al superfluido para medir después el momento
angular adquirido. Definiendo el momento de inercia como el cociente entre
el momento angular, L., y la velocidad angular del recipiente, 2, encontra-
remos que el valor superfluido es notablemente inferior al valor de un liquido
ordinario

Jsuper « [normal — /p(x, v, 2)(x* + y?)dxdydz.

Flujo irrotacional: Un superfluido perfecto presenta un campo de velocidades,
v(x, t) = VO(x, t), que satisface la condicién de Feynmann de cuantizacién
de la circulacién [38, 54, 104]

fv-dl:2m7r, meZ. (2.3)

Vértice o corrientes circulares: La forma mas natural de introducir una rotacién
intensa en un superfluido es por medio de vértices. Un vértice es una linea de
densidad nula alrededor de la cual el superfluido gira con velocidad cuantizada
(2.3). Desde el punto de vista matematico el vértice o la linea de vértice
es un conjunto de puntos sobre el cual no estd bien definido el potencial
de velocidades, v = V(x, t), porque alrededor del vértice 8 presenta una
discontinuidad miiltiplo de 27

%v-dl=fv9-dlz2m7r, me€Z. (2.4)

Como se muestra en la Figura 2.7, esta discontinuidad en realidad es un
artificio matematico, que sélo tiene consecuencias indirectas sobre el campo
de velocidades.

Ceros de la densidad: Desde el punto de vista mds prosaico la linea de vortice
representa simplemente un eje de giro del fluido y por tanto resulta equiva-
lente a un remolino de agua o a un tornado. Sin embargo la singularidad en
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la fase 6(x, t) da lugar a velocidades de rotacién que divergen como v ~ 1/r
a medida que nos acercamos al niicleo del vértice. Esta singularidad da lugar
a la divergencia de la fuerza centrifuga, F ~ mv?/r, capaz de desalojar todo
el superfluido fuera de la linea de rotacién. Asi se cumple que el médulo de
la funcién de ondas y la densidad presentan un cero sobre la linea de vértice,
VP = || = O(r), lo cual compensa desde el punto de vista matematico
la indefinicién de la fase y permite que la funcién de ondas ¥(x, t) tenga
sentido.

Ausencia de viscosidad: La carencia de fenémenos disipativos, o su baja in-
tensidad, tiene como consecuencia inmediata la estabilidad de las corrientes
circulares o vértices. Por analogia tal vez con la superconductividad, éste
ha sido durante mucho tiempo el principal criterio de superfluidez, a la vez
que el més dificil de comprobar.

Anteriormente, §2.1.1, avanzamos que una forma apropiada para describir el
condensado consiste en la representacién de London, donde una dnica funcién
compleja describe la densidad de toda la nube atémica. Esta misma funcién de
onda tiene por un lado una interpretacién cuantica (|| es una densidad de pro-
babilidad, trabajamos con ecuaciones de Schrodinger, etc), y por otro admite una
interpretacion hidrodindmica. Separando fase y mddulo

P(x, t) = /p(x, £)e®>D,

encontramos que la funcién de onda combina una densidad, p, y un campo de
velocidades, v = V6.

La belleza de esta representacién radica en que cada propiedad matematica de
la funcién de onda macroscépica 1(x) se traduce en una caracteristica del flujo
superfluido, y viceversa. En particular, cualquier funcién de onda es susceptible de
albergar lineas de vértice, satisface la condicién de Feynmann (2.3), presenta una
fuerza centrifuga divergente, etc.

Sin embargo es importante insistir que la superfluidez es algo mas en involucra
fenémenos de estabilidad en estas corrientes circulares y la posibilidad de inducirlas
mecanicamente. Pensemos, por ejemplo, que el condensado de Bose—Einstein
ideal, sin interaccién, puede albergar vértices pero éstos no pueden ser generados
mediante rotacion (Véase §3.1.3).

En esta primera parte de la tesis nos interesaremos por la estabilidad de los
vortices en el marco de la teoria de campo medio para el condensado. En esta
teoria la fraccién no condensada (que constituye el fluido ordinario) es despreciable
0 bien se puede tratar desde el punto de vista lineal. Esta situacidn es radicalmente
distinta a la que encontramos en el helio liquido, donde la fracciéon condensada
oscila entre el 10% vy el 20%. En el Capitulo 3 comenzaremos con el estudio
de los vortices en situaciones simétricas. En los Capitulos 4 y 5 estudiaremos
configuraciones realistas de experimentos actuales [87, 81], presentando trabajos
precursores que profundizan en la ruptura de simetria que representa la nucleacién
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de un vértice. Por dltimo en el Capitulo 6 estudiaremos los vértices desde el
punto de vista hidrodindmico, estudiando cémo se manifiesta la superfluidez en el
momento de inercia.

2.2 Teoria de campo medio

2.2.1 Ecuaciones de Schrodinger no lineales en CBE

Al contrario de los modelos que describen nuestro entorno macroscdpico, la Meca-
nica Cudntica es una teoria lineal, en la que los observables fisicos vienen represen-
tados por operadores lineales que actiian sobre un espacio de estados posibles. La
linealidad cobra tal importancia que el espacio de configuraciones se particiona en
una serie de direcciones preferentes dadas por los autovectores de los observables,
de manera que la medicién consiste en revelar el sistema como perteneciente a
uno y sélo uno de estos “autoestados”.

Las consecuencias de este caracter lineal son midltiples. Primero, el estudio
de la realidad microscépica se convierte en algo de naturaleza estadistica, so-
bre un conjunto discontinuo de estados. Asi surgen conceptos como la funcién
de onda, ¥(r), una funcién compleja de variable real donde su médulo, |9(r)|?,
describe la probabilidad de encontrar una particula en una determinada posicion.
Las ecuaciones de evolucién surgen como combinaciones que involucran los di-
versos observables, y las simetrias del sistema caracterizan radicalmente tanto las
ecuaciones como los estados fisicos realizables.

i Cémo llegamos, pues, al mundo fisico que nos rodea, aparentemente conti-
nuo y dominado por los defectos y los fenémenos no—lineales? La transicién se
produce en escalas intermedias entre las dominadas por la Mecdnica Cuanticay la
Fisica Newtoniana. En el mundo mesoscépico encontramos sistemas complejos,
compuestos de multiples elementos —electrones, protones, atomos, moléculas—
que interaccionan entre si mediante las reglas de la Mecdnica Cudntica, pero donde
las ecuaciones comienzan a ser no—locales y no—lineales respecto de los operadores
que las forman. En un segundo plano, la complejidad de estos sistemas, donde se
combinan los estados de muchas particulas, comienza a diluir las particiones que
los observables y las simetrias pudieran realizar sobre el sistema.

En este mundo mesoscépico es donde nos encontramos con las ecuaciones de
Schrodinger no lineales, que rigen la dindmica de uno o mas paquetes de onda y
que dejan de ser lineales en la funcién de onda para incluir dependencias no—lineales
y no—locales en la densidad de probabilidad |4(r)|2.

Las ecuaciones de Schrodinger no lineales surgen de forma natural en el campo
de la Optica al estudiar la propagacién de la luz en un medio de respuesta no—
lineal, pero también han cobrado reciente importancia en la descripcién de los
condensados de Bose—Einstein atémicos. Estos sistemas se componen de atomos
neutros de naturaleza bosénica (**Na, 87Rb, etc) a una temperatura lo bastante
baja como para el estado de minima energia tenga una probabilidad de ocupacién
macroscépica. Elfluido cudntico resultante, o condensado de Bose—Einstein, viene
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descrito por una funcién de onda mesoscépica, ¥(r), y las ecuaciones cudnticas
originales se reducen a una ecuacién de Schrodinger no lineal, que en este contexto
recibe el nombre de ecuacién de Gross—Pitaevskii.

En los siguientes apartados esquematizaré el origen microscépico de la ecuacién
de Gross—Pitaevskii y sus principales propiedades matematicas. Esta introduccién
servird de base para reducciones finito—dimensionales tales como el método va-
riacional o el método de momentos (Capitulo 8), asi como para el estudio de
diversos fenémenos en el condensado, como resonancias (Capitulo 9) y superflui-
dez (Capitulo 6).

2.2.2 La ecuacion de Gross—Pitaevskii

En el marco de la segunda cuantizacién, un agregado diluido de bosones sin grados
de libertad internos viene descrito por un hamiltoniano no—local y no-lineal en el
operador bosénico, W(x)

H = /\U(x)T [—%A-I—V(X, t)| W(x)d"x (2.5)

" %//W(X)TW(V)TU(X—Y)“’(X)W(y)d"xd"y.

Hay dos elementos importantes en este hamiltoniano. El primero es el potencial
que confina todo el gas, V(x,t). Desde el punto de vista experimental dicho
potencial es aproximadamente armdnico, esto es, responde a una forma cuadratica
positiva

V(x t) = %m(wﬁ(t)x2+w§(t)y2 +u2(1)7), (2.6)

cuyas superficies equipotenciales son elipsoides. Cada uno de los tres ejes ortogo-
nales de esta trampa tiene asociada una longitud caracteristica que es la anchura
del paquete de ondas de un bosén aislado en el seno del potencial. Dicha longitud
es funcién de la masa del bosén y de la frecuencia correspondiente, w;,

72
mw;'

ai = =Xy, 2. (2.7)

Desde el punto de vista experimental las trampas que confinan a los con-
densados suelen generarse mediante campos magnéticos [58] y puede que algdn
elemento 6ptico [81]. En cualquier caso se trata de dispositivos bastante flexibles
[58], ajustables para obtener trampas achatadas o alargadas [81], esféricas [4],
axialmente simétricas o completamente deformadas. Desde el punto de vista ma-
tematico resulta conveniente reescribir el potencial de forma que se manifiesten las
simetrias del problema. Introduciremos una medida del confinamiento transversal,
w1, una medida de la deformacién transversa, €, y otra de la elongacién de la
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trampa, y

V(x, t) = %mwi [(1-€)x® + (1 +e)y* +727]. (2.8)

Combinando estos valores obtenemos las siguientes geometrias

€ 0 Geometria
=0 1 Esférica
=0 >1 Oblata
=0 <1 Prolata
#0 #1 Asimétrica

El segundo elemento importante en el hamiltoniano es la interaccion entre bo-
sones. Los experimentos actuales se realizan en un régimen diluido, en el que las
colisiones entre 4tomos son infrecuentes y principalmente eldsticas a dos cuerpos.
Esto nos permite realizar una segunda aproximacién que consiste en reempla-
zar la interaccién no—local por un potencial de contacto efectivo, donde el (nico
parametro libre es la longitud de scattering en onda-s, a,

A a

Ulx—y) =

o d(x—y) = Upd(x—y). (2.9)

Un valor positivo de la longitud de scattering, a > 0, representa un potencial
repulsivo entre bosones que da lugar a configuraciones relativamente estables con
sodio (?3Na) y rubidio (87Rb). Los valores negativos de la longitud de scattering
surgen en el estudio de condensados de litio ("Li) y cesio (}33Cs), y en dtomos
con interacciones ajustables mediante el efecto Feshbach [37].

En el caso atractivo un nimero excesivo de bosones lleva a un colapso del
condensado, a pérdidas por colisiones a tres cuerpos y a formacién de moléculas?,
razones poderosas para el bajo interés experimental por estas especies. Sin em-
bargo este tipo de sistemas poseen interés tedrico porque necesitan de mejores
aproximaciones que la interacciéon de contacto (2.9) para ser modelizados. Asi
son posibles, por un lado, modelos no—locales que tienen en cuenta potenciales
de interaccién mds realistas, y por otro lado existen aproximaciones locales que
tienen en cuenta mds caracteristicas de la interaccién, como son su alcance y su
anisotropfia [42].

En la Tabla 2.1 se muestran los valores de los pardmetros —longitud de scat-
tering y confinamiento— que describen los experimentos mdas relevantes en este
campo.

La bisqueda de los autoestados de hamiltoniano cudntico (2.5), o el estudio
de la evolucién temporal del operador bosdnico

8: W = [H, W] (2.10)

4 Recordemos que a estas temperaturas el estado natural de los &tomos alcalinos de sodio y
rubidio es un sélido metdlico, y el del hidrégeno son moléculas. En el primer caso la baja densidad
del gas limita las colisiones y evita la solidificacién del metal, en el segundo caso alineando los
espines de los 4tomos de hidrégeno se evita la formaciéon de moléculas.
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atomo a (m) w/2m (Hz) axyz (nm) N Ref.

IH 7.2x10°11 w; =390x10%, a;, =161 2x101° [39]
w; =10.2 a; =315

Li —1.44 x 107°  w, = 150.6, ax =310 1x10° [12]
w, = 152.6, a, =3.08
w; = 131.5, a; =3.31

135Cs 4.9 %1079 (?) (?) (?) [74]

2BNa 2.75x107° w, =745 a, =0.768 7x10° [30]
wy, =235 a, =1.37
w, = 410 a, = 1.04

8Rb 577 x107°  w, = 16.62 a; =264 107 [57]
w, = 47 ay = 1.57

8Rb 577 x107°  wy =219 a; =0.728 10° [81, 22]
w, =117 ay =3.15

Tab. 2.1: Longitudes de scattering, a, confinamiento magnético, w;, y nimero maximo
de bosones, N, de diversos experimentos con condensados de Bose—Einstein.

son tareas dificilmente abordables con un nimero de 4tomos realista. Sin embargo
a temperaturas extremadamente bajas, del orden de 100nK, nos encontramos con
que la probabilidad de ocupacién del estado fundamental es tan elevada que po-
demos aproximar el operador bosénico por una funcién de onda compleja, 9¥(r, t),
despreciando los términos restantes que describirdn excitaciones alrededor del es-
tado base, ¢(r, t),

H

/zﬁ [—h—ZA +V(x t)+ %WF] Pd"x (2.11)
2m ' 2 '
N hQ 2 n

+ 0 (N—1/2) . (2.12)

En potenciales independientes del tiempo e imponiendo que los términos des-
preciados sean ortogonales al estado condensado, la maxima precision del desa-
rrollo se alcanza cuando ¥(r, t) es solucién de la ecuacién de Ginzburg—Gross—
Pitaevskii estacionaria [104, 54]

ﬁ2
W0 = | =5 A+ V0 + Lol () (213)

En general es posible realizar una aproximacion similar [20, 19] para estudiar la evo-
lucién temporal de un condensado, obteniéndose entonces la ecuacién de Gross—
Pitaevskii

2

ihosP(x, t) = [—:—mA +V(x, t)+ Uo|¢|2] P(x, t). (2.14)
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Todos estos desarrollos se basan en despreciar la fraccién no condensada del
gas. Uno podria cuestionar hasta qué punto esta aproximacién estd justificada.
La respuesta a esta pregunta es que la mayoria de los experimentos actuales se
desarrollan a temperaturas muy por debajo de la necesaria para la condensacién, en
regimenes donde el fluido “normal” constituye una fraccién muy pequena del gas.
Es tan pequeiia (€ 1%) que la nube no condensada apenas puede detectarse por
medios habituales y uno debe estimar su presencia de forma indirecta, estudiando
la nube condensada, modos normales, atenuaciones, etc. Y tan pequeiia de hecho
que juega un papel marginal en la dindmica del condensado, de forma que la
ecuacién de Gross—Pitaevskii ha servido para describir de forma precisa casi todos
los experimentos realizados a temperaturas por debajo de 0.5T¢gg, donde Tcge
es la temperatura de transicién de fase de gas normal a condensado. Por ejemplo,
mediante la ecuacion (2.14) se han estudiado los modos normales de oscilacién
de la nube condensada [121, 98, 97], la nucleacién de vértices [66] y la estabilidad
de sistemas multicomponente [47], entre otros fenémenos.

En lo sucesivo nos olvidaremos del origen microscépico de la ecuacién de Gross—
Pitaevskii, tomandola como punto de partida con unas leves modificaciones. La
principal consiste en un cambio de unidades. En la ecuacién (2.14) aparecen mu-
chas constantes fisicas, pero sélo unos pocos parametros independientes. Resulta
habitual adimensionalizar la ecuacién tomando como base una frecuencia de la
trampa, w,, la masa de los bosones, m, y la longitud caracteristica del oscilador
arménico, a; = y/h/mw, . Realizando el cambio

X — aix,
t — t/wl,

la nueva ecuacién queda en la forma
B, 1) = =30+ V) + UL | i, o), (215)
con el potencial renormalizado
V(x) = % [(1-e)x*+ (1+e)y? +v77], (2.16)

y un término no lineal proporcional a U = UyN = 4Nwa/ag.

Estas unidades resaltan el caracter altamente no lineal de (2.14) en las apli-
caciones prdacticas. Recordando los valores de la Tabla 2.1 encontramos que la
constante U alcanza valores tan altos como U = 10000. Este es el motivo de que
en muchas ocasiones podamos despreciar el término cinético —%A, efectuando la
que se conoce como aproximaciéon de Thomas—Fermi

pp = {V(x) + Ulp*} 9. (2.17)

Imponiendo la normalizacién apropiada, [ |9| = 1, obtenemos una dnica solucién
para la ecuacién de Thomas—Fermi (2.17)

P o< Vi — V(x), (2.18)
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valida dentro del elipsoide donde el radicando es positivo.

2.2.3 Formulacién de Lagrange

No es dificil demostrar que cada solucién de la ecuacién (2.14) es un punto critico
de una integral de accién

tr tr
5=/ L(x, t)d3rdt:/ L(t)dt, (2.19)
R3 tj

ti

donde la densidad lagrangiana viene dada, salvo una divergencia, por la expresidn

siguiente
o) = 5 (v - 95

2
bR 4V O + Uol (2.20)

En otras palabras, la ecuacién de Gross—Pitaevskii surge del problema variacional

5o W) = 0. conh(x, 1) = i(x). Y{x. r) = br(x). (2.21)

La utilidad de esta formulacién es miiltiple. Primero, descubriendo las simetrias
de la accién (2.19) es posible obtener las cantidades conservadas de la ecuacién.
En segundo lugar, hay ocasiones en las que un método numérico basado en un
principio variacional es preferible a la obtencién directa de soluciones de la ecuacién
en derivadas parciales (2.15) (Ver Capitulo 10). Finalmente, el principio variacional
permite la obtencién de estimaciones analiticas de la funcién de ondas y de sus
propiedades macroscépicas (Seccién 8.1).

En relacién con las cantidades conservadas, nuestra ecuacién tiene tres impor-
tantes. Estas son la energia

ewl = [ { il +viowi+ Lt ax @)
la norma de la funcién de onda
N =191 = [ oo™, (223)
y el momento angular
L= h/z/?(x x V) d"x. (2.24)

La conservacién de la norma surge de la invarianza de la ecuacién bajo transfor-
maciones de fase globales

d
Nl =o. (2.25)
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Para la conservacion de la energia sélo es necesario que la accidn sea invariante
bajo traslaciones en el tiempo

9 =(5). (2.26)

y por (ltimo el momento angular permanece constante al ser proyectado sobre los
ejes de simetria del potencial. Por ejemplo, cuando € = 0 en la ecuacién (2.8),
tenemos que

£=0 = Vix.t)=V(/x2+y2,2.t) = %sz}] —0. (2.27)

2.2.4 Estados estacionarios

Entre las mdltiples configuraciones que puede adoptar el condensado, son de par-
ticular importancia aquellas en las que la distribucién del gas permanece en “re-
poso”. O mas bien deberiamos decir que nos interesan aquellos estados cuya
distribucion de densidad permanece constante. Tales estados se conocen como
ondas solitarias, ondas estacionarias o “estados estacionarios”. Esta es la denomi-
nacién con la que nos quedaremos: un estado estacionario posee su dependencia
temporal factorizada en la forma de una fase global que crece linealmente en el

tiempo
P(x, t) = p(x)e . (2.28)

La constante u suele recibir la denominacién de frecuencia, pero es también el
autovalor no—lineal de la ecuacién que satisface el estado estacionario

W00 = {38+ V() + UDP | v (229)

Findlmente, es posible trabajar con la ecuacién (2.21) para construir un prin-
cipio variacional especifico para estados estacionario, principio que encontraremos
en al menos dos formulaciones bien conocidas. La primera dice que un estado
estacionario es un punto critico de la energia sobre una superficie de norma cons-
tante

OE

)
La segunda formulacién equivalente afirma que un estado estacionario es un punto
critico del funcional de energia libre, F[1],

[¢] = O. (2.30)

N

oF
@[d)] =0, (2.31)
donde la densidad de energia libre viene dada por la siguiente expresion
Fly] = E[¥] — uN[y]. (2.32)

Asi pues, encontramos una ultima interpretacion del autovalor p, como multipli-
cador de Lagrange de la norma dentro del funcional de energia.
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Resumen

En este capitulo estudiamos una familia de defectos topoldgicos conoci-
dos como vértices. Partiendo de la definicién de Iinea de vértice establecida
en el Capitulo 2, pasaremos a estudiar la estabilidad de vértices multicar-
gados en condensados esféricos, situacién que corresponde a los primeros
experimentos de generacion de vértices en condensados [87]. Para el estu-
dio de la estabilidad desarrollaremos un algoritmo basado en la linealizacién
de las ecuacién de campo medio y en el estudio de los autovalores de es-
te desarrollo [44]. Introduciremos las distintas nociones de estabilidad y
demostraremos que un vértice de carga unidad es dindmicamente estable
aunque no energéticamente estable, mientras que un vértice multicargado
es linealmente inestable y puede dividirse sin coste energético en una red de
vértices con carga unidad.

3.1 Soluciones con vorticidad en trampas esféricas

3.1.1 Estados vortice simétricos

Vamos a considerar el caso mas sencillo con interés practico, consistente en tram-
pas con simetria axial (¢ = 0 en el potencial (2.8)) y soluciones también con
simetria axial, formadas por un vértice de carga arbitraria situado sobre el eje
de rotacién del condensado. Como posible medio de estabilizaciéon del vértice
tinicamente tendremos en cuenta la rotacién del potencial confinante.

Para simplificar el tratamiento y enfatizar la simetria axial, plantearemos las
sobre el sistema de referencia que gira con el potencial confinante (Ver §6.1) y
sobre éste utilizaremos coordenadas cilindricas

rn = rcos(6),
r, = rsin(6),
3 = Z.

Sobre estas coordenadas podemos reescribir la ecuacién de campo medio para el
condensado (6.7)

. 1
106 = |~ 320+ 16(6) + UsloF — L. | .
y encontrar expresiones particulares del funcional de energia
1 2 o Uo, 4 - .
El.Q = [ {5IVUP +%@WP + Z Wl - Ly dr. (31)

y del funcional de energia libre

Fl$. Q] = E[4. Q] — uN[¢]. (3.2)
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Buscamos soluciones estacionarias

O:Y(r,z,0,t) = u(r, 2,0, t),

con simetria axial, que sean autoestados del operador momento angular
L(r,z,0,t) = ihGg(r,z,0,t) = mp(r,z,6,t), mé€LZL.

Estas soluciones poseen la dependencias angular y temporal factorizadas en forma
de una fase proporcional al dngulo azimutal

W(r, z,0, t) = e Pt M (r, 7),
y satisfacen una version de la ecuacién de Gross—Pitaevskii modificada para tener
en cuenta las simetrias

190 0 m 15 2 (m)|2 (m) _
32 (r2) + o - M0+ 20+ 42+ GlPF — | 60 =0, (39)

con la normalizacion habitual

// |¢\™ (r, 2)[?2mr drdz = N.
R JO

El tratamiento que haremos de estas ecuaciones sera puramente tridimensional,
sin introducir condiciones de contorno espureas (p. €j. periodicidad [65]). Nos
interesard encontrar los estados de menor energia para cada valor de la vorticidad,
m, asi como la dependencia del espectro de energias respecto de la interaccién,
U = NUjy, y de la velocidad angular, €, los dos Gnicos parametros libres para una
geometria dada.

3.1.2 Biusqueda numérica de estados estacionarios

Debido al caracter no lineal del problema que pretendemos resolver (3.3) no son
muchas las herramientas disponibles para abordarlo. La alternativa mas utilizada
y mas facil consiste en discretizar espacialmente la solucién y plantear un proceso
de minimizacién conocido como evolucién en tiempo imaginario (Véase §10.4.2).
La precisién de la solucién dependerd en gran medida del tipo de discretizacién
empleada —diferencias finitas [28, 99] o métodos espectrales [34]—; sin embargo,
debido a (i) que estos métodos sélo proporcionan soluciones que son minimos de
la energia, (ii) problemas en la convergencia de la evolucién en tiempo imaginario
cuando ©Q # 0, y (iii) la complejidad computacional de los métodos, hasta el
momento sélo se habian alcanzado valores relativamente pequefios del coeficiente
de interaccién, U = 103, alejados de los pardmetros experimentales que se reflejan
en la Tabla 2.1.

Buscando una solucién a estos problemas, hemos desarrollado una nueva técnica
de aproximacién para estos problemas. Desde el punto de vista matematico el
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método consiste en una aproximacién de Galerkin en la se expande la incégnita
utilizando una base ortonormal con vorticidad predeterminada, m. La base la for-
man autoestados del oscilador arménico lineal que resulta de hacer Uy = 0 en la
ecuacién de Gross—Pitaevskii (3.3). En general tomaremos una cantidad suficiente
de modos que contengan al menos el 90% de la energia

PR, 1) 2 e ™ N " ¢, PI(r, 2). (3.4)

El indice abstracto n denota una pareja de ndmeros cudnticos, (n;, n,) que des-
criben los grados de libertad axial y radial del oscilador, y P,Sm) se obtiene multi-
plicando un polinomio de Hermite en la variable z, un polinomio de Laguerre en la
variable r y una gausiana dependiente de ambas variables. Tras aplicar el cambio
de escala p = r x -y las distribuciones de densidad de cada solucién quedan en la
siguiente forma

P,Sm) = CpHn,(2)Ln (p2)rme"mee—(/’2+z2)/2, (3.5a)

C =

1 n,!
s . (3.5b)
VYVT2rn \ T (n, + m))
Introducimos el desarrollo (3.4) en la ecuacion estacionaria (3.3) obteniendo
asi una ecuacién no lineal para los coeficientes de la aproximacién espectral

(El.(m) - QOm— u,) ¢+ UZ A’%?EJC}(C/ =0. (3.6)
ki

Mientras que E[(’") denota simplemente la energia del autoestado R(m) en el os-
cilador arménico lineal, las cantidades Afﬁ:? forman un tensor denso que surge de
integrar cuatro modos sobre todo el espacio

A =om [ POROR PO ard 37)

En principio, dado que conocemos las forma de las funciones P,(m), podriamos
calcular de forma exacta estas integrales, apoyandonos por ejemplo en algdn pro-
grama de cdlculo simbdlico. En la prdctica este método resulta inviable debido a
la aparicién de cocientes, sumas y diferencias con grandes nimeros (tipicamente
factoriales n! del orden de los polinomios involucrados). Una segunda propuesta,
tedricamente exacta, la encontramos en [34, 32] y consiste en utilizar férmulas de
cuadratura gaussiana. Dichas férmulas convierten la integral (3.7) en una suma
finita
Afﬁk? = Z "Jq(pi(m) I5j(m) Pk(m) Pl(m))(rq' zg),
q=1...i+j+k+I
de al menos 2N + 1 términos, donde N es el grado total del polinomio que aparece

en el integrando. Este método se ha aplicado con éxito en [32] para buscar solucio-
nes con hasta 36 modos. Sin embargo cuando uno desea alcanzar pardmetros de
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interaccién elevados, el nimero de modos involucrados se dispara® y la bisqueda
de puntos de cuadratura se convierte en una tarea dificil y computacionalmente
mas inestable que aplicar otros métodos mads sencillos como la regla de Simpson
de orden 4 [120].

Una vez fijamos todas las constantes, E,(m), A,(J”,g Ly una estimacién inicial
para los coeficientes, c,, podemos resolver la ecuacion discreta (3.6) por medio del
método de Newton para sistemas de ecuaciones algebraicas [120]. Sin embargo,
antes de proceder a la obtencién de las soluciones resulta aconsejable realizar
dos simplificaciones que conducen a un menor coste computacional. La primera
simplificacion consiste en darse cuenta de que podemos imponer que la solucion
de minima energia sea real y trabajar por tanto con coeficientes reales, ¢, € R. La
segunda simplificacién consiste en imponer que esa solucién tenga paridad positiva®
respecto del plano XY: esto es, ¢(r,—z) = ¢(r,z). De esta forma eliminamos
modos redundantes de la expansién, ahorrando en memoria y alcanzando valores
mas altos de la autointeraccion que de otra forma serian dificiles de estudiar.

Otra optimizacién importante consiste en descomponer el tensor (3.7) como
producto de otros dos mas pequefios que se obtienen integrando productos de H,
y L, respectivamente [34]. Para ello basta con recordar que los indices {i, Jj, k, /;
del tensor son en realidad indices compuestos {(i, i) . .. } y que las funciones P,('"
se forman a partir del producto de polinomios sobre variables independientes. De
esta forma

Aijki = A

Z zZ
kel Akl

donde
Aty X /HizH;H;HIZdZ-

Aljkl, X / /:’;Em) F}Em) P,Erm) P,fm)27rrdr.
Esta descomposicién resulta esencial al trabajar con un nimero grande de modos,
tanto por el menor coste computacional en el célculo de las integrales, como por el
ahorro de memoria que significa almacenar los tensores pequeiios y no el grande.
Como ejemplo, al trabajar con 40 modos radiales n, = 0...40 y 40 modos axiales
ny, =0...39, el tensor Afj,j} alcanza la friolera de 6, 553.600, 000.000 elementos,
cantidad que rebasa con mucho los limites de cualquier estacion de trabajo potente,
mientras que cada uno de los tensores pequenos contiene tinicamente 2.560.000
ndmeros reales.

Por dltimo debemos resaltar que en todas las etapas del trabajo nos encon-
tramos con el requisito de evaluar polinomios de grados relativamente altos, muy
oscilantes. Esta es una tarea complicada, que involucra sumas de términos con

1 En este trabajo hemos necesitado del orden de 1600 modos para los resultados més precisos.
2 Los estados de paridad positiva tienen menos ceros que los estados de paridad negativa y
por tanto es de esperar que el estado fundamental posea esta simetria.
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Fig. 3.1: Las gréficas (a) y (c) muestran la energia del estado fundamental FEqo, y
el potencial quimico, woo, en funcién de la intensidad de la interaccién. Las
graficas (b) y (c) muestran la evolucién del potencial quimico para distintos
coeficientes de interaccién y distintas vorticidades. El valor del pardmetro U
oscila entre U = 0 (curva superior) y U = 50000 (curva inferior). Los calculos
se han realizado en una trampa con simetria esférica, v = 1, y las cantidades
han sido adimensionalizadas.

signos alternantes y donde las cancelaciones dan lugar a inestabilidades numéricas.
Una respuesta habitual a este problema suele ser el método de Horner [120], com-
parable a las técnicas rapidas para la transformada de Fourier, sin embargo en
este problema incluso el método de Horner proporciona valores imprecisos en las
regiones mads criticas del espacio. La tnica solucién viable que hemos encontrado
son las férmulas de recurrencia que definen los polinomios de Hermite

Ho(x) = 1, (3.8a)
Hi(x) = 2x, (3.8b)
Hn(X) = QXHn_l — 2(” — 1)Hn_2, (38C)
y los polinomios de Laguerre
P o= 1, (3.9a)
P" = 14|ml—x, (3.9b)
pn — 2n+|ml—1—x ﬂl_n+|m|—1 m (3.9¢)
n n
m 2n+|m|+1—x m n+|m| m
e el S (3.9d)

Empleando estas férmulas es posible evaluar establemente los polinomios y encon-
trar algoritmos iterativos para el calculo exacto de las integrales (3.7).
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3.1.3 Resultados en trampas estacionarias

Utilizando las técnicas anteriormente descritas, hemos encontrados los estados de
menor energia para cada rama del espectro con una vorticidad bien definida, m =
0,...,6. Hemos repetido este trabajo con geometrias esféricamente simétricas,
¥ = 1, y con trampas de formas ligeramente alargadas, v = 0.25, y achatadas,
a la vez que variamos la intensidad de la interaccion U = Ng desde O hasta
aproximadamente 50000 en el mejor de los casos.

Los resultados del estudio se resumen en la Figura 3.1 para trampas estacio-
narias, 2 = 0. Resulta importante que, en ausencia de rotacidn, los estados de
mayor energia parecen ajustarse a leyes sencillas, casi lineales

tom(N) =~ Loo(N) 4+ wesr(N)m, (3.10a)
Eom(N) Eqo(N) + @esr(N)m. (3.10b)

1

El primer sumando de esta ley es el potencial quimico del estado fundamental
con m = 0, que en el limite de Thomas—Fermi [26] sigue aproximadamente la ley
w o< N?/5, como se comprueba en la Figura 3.1(c).

El segundo término es mas importante para la evolucién del condensado. Crece
linealmente, como los niveles de energia de un oscilador arménico lineal con una
frecuencia efectiva, wers(N), que decrece con la interaccién. La distribucién apro-
ximadamente equiespaciada de estos niveles es la causa de respuestas resonantes
en un condensado sometido a perturbaciones paramétricas (Véase el Capitulo §9)
y tiene importancia en el comportamiento del condensado a altas velocidades de
rotacion.

3.1.4 Resultados en trampas rotantes

Ahora queremos estudiar las soluciones estacionarias en presencia de rotacion.
Nada mds sencillo: al trabajar con soluciones que son autoestados del operador
momento angular, la rotacién dnicamente supone una contribucién aditiva a la
energia y al potencial quimico. El desplazamiento depende de la vorticidad del
estado en cuestién

Ean(U,Q) = Enm(U,0) — mQ, (3.11a)
Mnm(Uv Q) Mnm(Uv 0) — me2, (3-11b)

y da lugar a una rica fenomenologia que se resume en la Figura 3.2(a).

En primer lugar comprobamos que la eleccién de un sentido de giro para el po-
tencial rompe la degeneracién de las soluciones respecto del signo de la vorticidad,
m: ahora el valor de Q decide qué solucién, ¢(+™ 6 ¢{—™ posee mas energia. La
rotacién también destruye la degeneracién existente en trampas esféricas sobre la
direccién concreta del vértice: cuando v = 1y Q = 0 cualquier eleccién del eje z
es energéticamente equivalente, razén por la que en los experimentos con trampas
esféricas resulta particularmente dificil mantener el vértice en reposo [56].
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Fig. 3.2: Dependencia de los niveles de energia respecto de la velocidad angular,
Eom(U, 2), para un valor fijo de la interaccién (a) U= 0y (b) U ~ 8000, en
un potencial esférico v = 1. Representamos estados de vorticidad creciente,
desde el m = 0 (continua), m = 1 (trazos) hasta el m = 6. (c) Velocidad
de estabilizacién, Qm,, de los estados vortice en trampas esféricas en funcion
de la interaccién, U. Las lineas se disponen en orden de vorticidad creciente,
desde €21 (continua) hasta €2 (linea superior a trazos).

En segundo lugar, por medio del desplazamiento introducido en (3.11) es
posible en transformar los estados de una vorticidad dada en energéticamente
mds favorables que otros. Encontramos asi intervalos de velocidades angulares
(2m, 2m+1) donde la solucién #™ posee menos energia que el resto de sus com-
paneras. Es habitual referirse a las cantidades 2,, con el nombre de velocidades
criticas, y vienen dadas por la diferencia de energia entre parejas de soluciones

Qum = Eo.ms1 — Eom. (3.12)

Sin embargo, aunque podemos hacer que uno de los estados de la familia {¢(™}
tenga menos energia que los demds, no podemos asegurar en general que ese
estado sea el estado fundamental, o tan siquiera un minimo local. De hecho,
mientras que en la seccién §3.2.1 demostraremos que en trampas esféricas es
posible convertir el vértice m = 1 en un estado de minima energia, en el Capitulo
4 demostraremos que en trampas muy alargadas esto resulta imposible.

En tercer lugar, aunque la separacién energética entre los estados ¢ y ¢
se hace pequeia para grandes interacciones, la frecuencia de estabilizacién €2
s6lo se aproxima a cero asintéticamente para U — oo. En consecuencia queda
demostrado numéricamente que el estado fundamental no puede tener vorticidad
en ausencia de rotacion. De hecho es posible una demostracion sencilla de la
misma afirmacién sin mas que comparar las energias de las soluciones ¥, = ¢ y
P = || en el funcional (3.1):

E[¢.Q=0] = E[|¢.2 = 0] + / 6P(V arg#)d"x > E[l#].

Finalmente encontramos un valor critico de la velocidad a partir del cual se
produce una inversion efectiva del espectro de energias. Este valor coincide con
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la minima frecuencia de confinamiento transversal del potencial arménico
Qc=wi(l—¢). (3.13)

Por encima de Q., la fuérza centrifuga debida a la rotacién excede a la fuerza
centripeta debida a la trampa y el condensado escapa a su confinamiento, como
se muestra en la Figura 3.2(a) para el caso lineal, U = 0.

En el caso no lineal el valor de la frecuencia critica 2. teniendo el mismo,
pero antes de llegar a esa velocidad conjeturamos la existencia de una segunda
velocidad, Q:,.5, @ partir de la cual la separacién energética entre distintas vor-
ticidades se vuelve muy pequena. Entre Q5 v Q. el coste energético para la
creacion y destruccion de vértices es virtualmente nulo, y esperamos la aparicion
de dindmicas turbulentas. La nueva velocidad critica viene definida por el limite

Qeurs(U) = lim_ Qm(U). (3.14)

Empleando las ecuaciones (3.13) y (3.10) resulta facil concluir que este limite
coincide con la separacién efectiva entre niveles de energia para valores grandes
de la vorticidad y resulta siempre inferior al valor del problema lineal

Qi’urb = wefF(U) < Qc-

3.2 Estabilidad de vértices en trampas esféricas

3.2.1 Nociones de estabilidad

Hasta ahora hemos encontrado soluciones estacionarias para la teoria de campo
medio del condensado de Bose—Einstein, todas con un valor bien definido de la
tercera componente del operador momento angular, L,. En los siguientes apar-
tados estudiaremos la estabilidad de estas soluciones. Existen diversas acepciones
matematicas del concepto de estabilidad. Aqui nos concentraremos en tres parti-
cularmente utiles por su clara interpretacion fisica.

Estabilidad energética: Decimos que un estado es energéticamente estable cuan-
do constituye un minimo del funcional de energia. Cuando se trata de un
minimo local hablamos de estabilidad energética local o metaestabilidad.

Estabilidad Lyapunov o dinamica: Una configuracién es dindmicamente estable
cuando bajo pequefias perturbaciones el sistema permanece arbitrariamente
préoximo al estado inicial a lo largo de toda la evolucién temporal. Ma-
tematicamente podemos escribir algo del siguiente estilo

||’lIJ(O) - '(/}pert(o)” == ||'(/}(t) - "l}pert(t)“ = 6(6) < 400, Vo < dmoax-

Estabilidad lineal: Se trata de la restriccion del concepto de estabilidad dindmica
a perturbaciones infinitesimales, 6 — 0. Su utilidad radica en que la esta-
bilidad lineal es condicién necesaria para la estabilidad Lyapunov, proporcio-
nando un criterio efectivo de inestabilidad que suele ser facil de comprobar
pues se limita al estudio de ecuaciones lineales.
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Como apuntamos en el caso de la estabilidad lineal, existen relaciones entre
estos criterios que podemos resumir en la siguiente cadena de implicaciones

Energética = Lyapunov = Lineal.

Cada definicién tiene sus ventajas y sus inconvenientes. De las tres, la estabilidad
Lyapunov es la que se acerca mas a la nocién de estabilidad como acotacién de
los cambios que puede sufrir el sistema. La estabilidad lineal es un concepto
relativamente facil de verificar y que sirve como condicién necesaria para los otros
tres criterios: si no hay estabilidad lineal no puede haber estabilidad dindmica. Por
ultimo el andlisis de la energia €s una herramienta bastante limitada, exclusiva de
problemas conservativos y que en el campo de la CBE ha llevado a interpretaciones
erréneas sobre la posibilidad de generar vortices estables en condensados gaseosos
[108].

3.2.2 Ecuaciones de estabilidad lineal

Comenzaremos nuestro estudio en la ecuacidn de Gross—Pitaevskii dependiente del
tiempo (6.7). Separaremos la funcién de onda en suma de la solucién estacionaria,
1o, cuya estabilidad queremos caracterizar, y de una perturbacion infinitesimal,

€Y1,

W(r,z,0,t)

Yo + €Y
= [f(r.z)e"™ +ea(r, z,0,t)] e D1, (3.15)

Introduciendo esta expresion en la ecuacion (6.7) y quedandonos con términos de
orden O(e') obtenemos una pareja de ecuaciones lineales acopladas

idqa = (Hop+iQ0 +2Uf?) a + Uf?e™?mgq, (3.16a)

—id:a = (Ho—iQ08 +2Uf?)a+ Uf?e* a, (3.16b)
con el operador lineal del oscilador arménico, Ho = —3A + 2(v2r?2 + 22) — u(Q),
y la representacién del momento angular en espacio de posiciones L, = —i0g.

Aqui podemos optar por dos “recetas” equivalentes. Una consiste en separar
la perturbacién en parte real y parte imaginaria, @ = a+ ib, y tratar las funciones
ay b como independientes. La otra forma de proceder consiste en mantener
la perturbacién y su compleja conjugada, a y &, y trabajar con ambas como
funciones independientes. Adoptando por sencillez esta tltima manera de proceder,
reescribimos las ecuaciones linealizadas de forma compacta,

/%Wzgmmwzmmw, (3.17)
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empleando las siguientes definiciones

W = (O‘) (3.18a)

a
o, = ((1) _01), (3.18b)

; 2 2 \—2imp
H0+( Q0 + 2UF Uf<e )

H() Uf2e?m®  _iQdy + 2UF?

(3.18¢)

3.2.3 Caracterizacion de los puntos criticos

Para determinar la estabilidad lineal de un estado estacionario necesitamos carac-
terizar la dindmica involucrada en la ecuacién (3.17). La forma mds conveniente
de conseguirlo consiste en buscar una base apropiada donde la ecuacién (3.17)
sea diagonal. En otras palabras, buscamos autoestados, W} = (ux(r), vi(r)), que
cumplan

MWy = BW. (3.19)

Si el operador B posee esta forma de Jordan y todos los autovalores son reales,
entonces una perturbacion arbitraria se puede descomponer en suma de modos

W = ) aeW,, (3.20a)
a(f,t) = D ae™uFt), (3.20b)

todos ellos acotados. Si el operador B carece de esta diagonalizacién, o si en-
contramos autovalores complejos al resolver (3.19), entonces tendremos modos
que creceran polindmica o exponencialmente en el tiempo, y el estado ¢q resultara
lineal, dindmica y energéticamente inestable.

Debemos resaltar que la diagonalizacidn (3.19) estd intimamente relacionada
con otras propiedades del estado perturbado, en particular con la energia. Asociada
a la ecuacion (3.17) encontramos un funcional de energia

Ex(a) = [ 2atoa +Uo (436 + 9’a® + 4lyofas). (3.21)

y un funcional de energia libre con un multiplicador de Lagrange para la norma de
la perturbacién

F(a) = Ex(a) — u,/ la?. (3.22)

Ambos constituyen los términos de orden O(€?) en el desarrollo de (3.1) y (3.2)
alrededor del estado sin perturbar. La diagonalizacién del operador B(£2) implica
que podamos escribir el funcional de energia libre como forma bilineal

Fala) = Y la>XG(Wi), (3.23a)

G(Wy) = /Iukl2 — v = £1. (3.23b)
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A Estabilidad lineal Estabilidad global
Caja no diagonal Inestable Inestabilidad Lyapunov
Autovalor complejo Inestable —
ING(W) < 0 Estable Energéticamente inestable
AG(W) >0, VA Estable Energéticamente estable

Tab. 3.1: Relacién entre la diagonalizacién de las ecuaciones linealizadasy la estabilidad
global y lineal del estado.

Cuando todos los autovalores de la diagonalizacién (3.19) son nimeros reales
positivos, el estado estacionario g resulta ser un minimo del funcional de energia
libre, y por tanto es energéticamente y dindmicamente estable. Cuando no se da
esta condicién, aun podemos encontrar modos neutros, AG = 0, a lo largo de los
cuales la energia permanece constante, y modos negativos, AG < 0, que indican
direcciones de energia decreciente.

Al estudiar el condensado como agregado de muchas particulas empleando la
Teoria Cudntica de Campos, podemos intentar un procedimiento de linealizacion
similar al (3.4) que se conoce como teoria de Bogoliubov [34]. En este contexto,
a y a son operadores lineales en el espacio de Fock de los bosones y buscamos
un desarrollo de estos operadores que diagonalice el funcional de energia libre
(3.21) y las ecuaciones de evolucién. Al final las ecuaciones y los resultados
son formalmente equivalentes y los resultados de estabilidad de la ecuacién en
derivadas parciales (6.7) son trasladables a la teoria basada en operadores.

3.2.4 Algoritmo numérico para el estudio de la estabilidad
lineal

Para discriminar si un estado estacionario cualquiera, ¢{™, es linealmente estable,
debemos decidir si las ecuaciones de evolucidn linealizadas,

poseen soluciones no acotadas. Para ello diagonalizaremos el operador B en un
subespacio finito—dimensional apropiado y clasificaremos las cajas y autovalores
resultantes de la diagonalizacién de acuerdo con la Tabla 3.1, determinando si
el vértice es estable. En caso de inestabilidad es interesante comprobar si ésta
se suprime para algin valor de la velocidad angular, Q. Por dltimo debemos
comprobar que el tamano del espacio finito—dimensional elegido no influye en los
resultados y contrastar el andlisis de estabilidad lineal con simulaciones numéricas
de la evolucién de distintos estados perturbados.

Para realizar esta tarea es conveniente expandir las perturbaciones a y & en
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estados con vorticidad bien definida
(n) ind
7 7(n) _ , u; " (r)e
W= E W™ = E C,,n< V,-(2m_l")(r)ei(2m_”)9 ) . (3.24)

Los operadores lineales definidos en (3.18) conmutan con el operador de momento
angular L, = i0g y por tanto mantienen invariantes los subespacios de vorticidad
definida {VT/,-('")},-. Podemos trabajar con estos subespacios por separado, estu-
diando en cada uno la diagonalizacién de un operador diferente, B,(£2),

AW = B (W™, n > m. (3.25)

definido por medio de las siguientes relaciones

B.() = o0.H. (), (3.26a)
Ha() = Hon(2) + Uy, (3.26b)
oo = (O e ) G269
H" = —%A+%(72r2+22)+g—i+f2—u(0) (3.26d)
U, = Uf"’(i i) (3.26e)

Es necesario insistir en la necesidad de estudiar tanto los autovalores como la
funcién3 G(VT/,E")), pues es su producto el que aparece en el desarrollo de la energia
libre (3.22). Existe una degeneracion en las ecuaciones tal que los modos surgen
en parejas

VT/IEn) VT/IE2m—n)
Funciones | (u{”, vZ™ ) [ (v@™7, uV)
Autovalor Ak — Xk
Medida, G 1 -1

Para evitar confusiones, en lo que sigue, tUnicamente nos fijaremos en el modo
que cumple G > 0, donde ux es la contribucién dominante a la perturbacion. Asf,
diremos que el modo VT/,E”), de vorticidad n, contribuye a la energia en la cantidad
€ = Gk = Xk, que puede ser positiva, negativa o cero.

Para resolver la ecuacion de autovalores (3.25) hemos discretizado ésta en la
base que es producto cartesiano de la utilizada en §3.1.2 para la ecuacién de Gross—
Pitaevskii estacionaria. Utilizando la misma notacién, los modos se expanden en

3 La funcién G(W) surge de una forma bilineal (W;, W) = J(G@igx — vivk)d"x, que no es
definida positiva, pero que juega un papel equivalente al de un producto escalar, definiendo
una pseudo—ortogonalizacién entre los componentes de la base. En este sentido, G(W), es
equivalente a una pseudo—norma o medida del autovector.
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la forma siguiente

(n) Pin 0
W —;ak< 0 )+Zb,(ﬂ2m_n>. (3.27)

Sobre esta base el operador Hg, es diagonal, mientras que el operador U debe
ser evaluado, bien en términos de integrales de la funcién de onda ¢o(r) consigo
misma, o bien empleando un tensor equivalente al definido en la ecuacién (3.7).
En cualquier caso las ecuaciones resultantes son siempre lineales y la dificultad
estriba en construir y diagonalizar una matriz bastante grande. De nuevo resulta
conveniente aplicar simplificaciones operativas, que incluyen la naturaleza real del
estado sin perturbar, f(r, z), y la posibilidad estudiar las perturbaciones con paridad
positiva y negativa por separado.

3.2.5 Resultados analiticos

A continuacién presentamos algunas propiedades interesantes de los autovalores
y autoestados de la ecuacion (3.25) y las propiedades de estabilidad.

Teorema 1 (Coste energético de una inestabilidad exponencial).

Cualquier autovalor que satisfaga la ecuacién (3.25) con una medida no nula
G(W) # 0 debe ser real. Los autovalores complejos involucran modos con medida
G(W) = 0 que desaparecen en la linealizacién de la energia (3.22).

Demostracion. Este teorema se demuestra proyectando la ecuacién (3.25) sobre
el modo W,-(”)J'. Omitiendo los indices resulta una identidad

A/(|u|2—|v|2) - /(UH”u+ Vh/?f"—"\/)+/Uf2|u+v|2
_ /(n—m)Q(|u|2+|v|2), (3.28)

que involucra el autovalor A y una serie de cantidades, todas ellas reales. De aqui
se deduce que si G(u, v) # 0, entonces A también debe ser real, mientras que si
A tiene parte imaginaria distinta de cero entonces G(u, v) = 0. O

De acuerdo con este teorema, las inestabilidades exponenciales se caracterizan
por ser perturbaciones con un coste cero en la energia libre. Desde el punto de
vista matematico estos modos corresponden a una meseta en la energia, con cam-
bios de orden O(e3) y donde, por tanto, el procedimiento de linealizacién resulta
insuficiente. Por ejemplo, si en lugar de estudiar la linealizacién de la ecuacién de
Gross—Pitaevskii (3.17) partimos de la formulacién Lagrangiana §2.21 y desarro-
llamos a segundo orden, obtendremos la accién & = [ L(t)dt correspondiente a
la densidad lagrangiana

L= / %(adt —aa;)d"r+ F(a). (3.29)
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@ (b)

E=O(x3,y"3)

Autovalores positivos y negativos

L

Escape regido por
autovalores complejos

Fig. 3.3: (a) Los autovalores complejos representan “mesetas” donde la energia cam-
bia tan poco que el estudio de las ecuaciones linealizadas no proporcionan
informacién suficiente. (b) Cuando el andlisis de estabilidad revela autovalo-
res negativos, AG < 0, es posible inducir perturbaciones que nos alejan del
estado original sin coste energético alguno. Este mecanismo es responsable de
la vida media de una configuracién cuando tenemos en cuenta la interaccién
del condensado con su entorno y procesos disipativos.

Utilizando (3.23a) comprobamos que los modos con G(W) = 0 desaparecen de
la accién y pareceria que no tienen influencia en la dindmica. Por tanto, aunque
los autovalores complejos indican direcciones de posible inestabilidad, resulta im-
posible discriminar a priori cuando estas inestabilidades tienen “realidad fisica” y
se manifiestan en la dindmica.

Teorema 2 (Condicién suficiente de estabilidad).

Si el hamiltoniano linealizado H es definido positivo, entonces el operador B es
diagonalizable, todos los autovalores son nimeros reales positivos, y el estado
estacionario ¢g es energéticamente estable.

Demostracién. La demostraciéon de este teorema exige Unicamente comprobar
que, debido a la positividad del hamiltoniano, existe una correspondencia biunivoca
entre los autoestados del operador H/20,H/? y las autofunciones del operador
de Bogoliubov, o, H,. Esto es,

HY 26,122 |n) = Aln), (3.30)

si 'y sélo si
o HLHEYD 0y = AH YD | n). (3.31)
|

Teorema 3 (Simplificaciones esenciales en trampas estacionarias).

En la ecuacion (3.25), si 2 = 0 y n > 3m, el hamiltoniano linealizado H, es posi-
tivo, el operador de Bogoliubov B, puede ser diagonalizado y también es positivo.
Ademas, si n > m, cualquier autovalor real de B,, cumple \G > 0.
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Demostracion. La prueba consta de varios pasos y todos ellos se basan en las
definiciones de los operadores linealizados (3.26). En primer lugar se comprueba
que si n > 3m entonces H>*™=" > m > (m—n)Qy H" > 3m > (n — m)Q.
Utilizando este resultado y la positividad del operador U,, es inmediato demostrar
la positividad del operador linealizado H, > 0 y deducir por tanto la ausencia de
modos desestabilizantes. Cuando n > m, la ecuacién (3.28) sirve para demostrar
que los autovalores reales del operador B, tinicamente proporcionan contribuciones
positivas a la energia. O

Aplicando los dos teoremas anteriores al estudio del estado ¢, o €™ nos
encontramos con que cualquier modo con energia negativa debe poseer vortici-
dad 0 < n < m, mientras que las inestabilidades dindmicas Unicamente pueden
encontrarse en los subespacios 0 < n < 3m. Gracias a esta importante simplifi-
cacién sélo necesitamos diagonalizar un ndmero finito de operadores para analizar
la estabilidad del estado estacionario. Debemos sefalar que este resultado es
una generalizacién del obtenido en [123], donde se demuestra que una condicién
suficiente de estabilidad es n? > 4m?, sin tener en cuenta posibles autovalores
complejos.

Teorema 4 (Estabilidad local bajo rotacion).
El operador B,(Q2) depende linealmente respecto de la velocidad angular Q

Bn(Q2) = BA(0) — (n— m)Q. (3.32)

Asi pues, los resultados de la diagonalizacion permanecen invariantes en presencia
de rotacion, salvo por un desplazamiento de los autovalores proporcional a la
vorticidad

AQ) = A(0) = (n — m)Q. (3.33)

Este teorema constituye el nticleo de este capitulo pues plantea la posibilidad
de utilizar la rotacién para convertir determinadas configuraciones dinamicamente
estables en minimos locales del funcional de energia y por tanto en energéticamente
estables. En general debemos comprobar la influencia de estos desplazamientos
numéricamente. Es facil comprobar, sin embargo, que el desplazamiento de los
autovalores es positivo para n < m, de manera que en principio seria posible
eliminar los autovalores negativos para una velocidad de rotacién suficiente.

Este teorema presenta ademas un resultado muy importante: que debido a
que el desplazamiento —(n — m)Q2 es un ndmero real, los autovalores complejos
que encontremos en trampas estacionarias, siguen presentes cuando el potencial
comience a girar, de manera que la presencia de inestabilidades dindmicas es in-
dependiente de la rotacién.
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Fig. 3.4: Autovalores mds bajos del operador By para un vértice centrado de carga
unidad, m = 1 en (a) una trampa esféricamente simétrica, v = 1, y (b) en una
trampa prolata, v = 0.25. Las lineas sélidas representan perturbaciones con
vorticidad n = 0, mientras que las lineas a trazos pertenecen a perturbaciones
con vorticidad n = 2. Los circulos marcan cruces de niveles que resultan dificil
de discriminar numéricamente.

3.2.6 Estabilidad lineal de vortices simétricos

Estabilidad del vortice m = 1 en trampas estacionarias: Partiendo de las
soluciones obtenidas en §3.1.3 hemos estudiado la diagonalizacién del operador,
Bo, el tnico necesario, en virtud del Teorema 3, para conocer si éste vortice es
estable. Este procedimiento se ha repetido para distintos valores de la interaccién
U = UyN, en ausencia de rotacién, Q = 0, llegando a la conclusién de que el
operador de Bogoliubov admite una forma diagonal con autovalores reales.

En la figura 3.4(a) mostramos un subconjunto de los autovalores del operador
By para una trampa simétrica. En la figura 3.5(a) mostramos los minimos autova-
lores para éste y otros operadores, donde se comprueba la validez del Teorema 3.
En primer lugar, resulta clara la existencia de dos autovalores constantes, A = 1
que corresponden a oscilaciones del vértice alrededor del eje Z. En segundo lugar,
apreciamos dos modos neutros A = 0 que corresponden a la arbitrariedad en la
direccién del vértice. Este autovalory la degeneracién que lo originan desaparecen
en la trampa alargada, v = 0.25, como se aprecia en la Figura 3.4. Por (ltimo
encontramos un autovalor negativo en la trampa esférica'y dos o mas en la tram-
pa alargada, correspondientes a perturbaciones que expulsan el vértice fuera del
condensado [108], y cuya forma se muestra en la figura 3.6.

La presencia de autovalores negativos indica ademas que, en trampas estacio-
narias el vortice nunca puede ser un minimo del funcional de energia. Este hecho
puede cobrar importancia en el momento en que consideremos correcciones disi-
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Fig. 3.5: (a) Energias de excitacién mas bajas para modos con distintas perturbaciones
respecto del estado estacionario ¢* en un potencial con simetria esférica
v = 1. Las vorticidades de cada modo aparecen reflejadas junto a la curva
correspondiente en forma de tuplas (n,2m—n). (b) Comparamos la velocidad
critica 1 (linea continua), con los autovalores —Xo (linea de trazos) y A3
(linea superior) en una trampa esférica v = 1.

pativas a la teoria de campo medio, pues la interaccién con elementos externos
(imperfecciones en la geometria de la trampa, dtomos no condensados, colisio-
nes ineldsticas), el sistema serd susceptible de tomar las direcciones de energia
decreciente y abandonar la configuracién del vértice. Asi pues, la existencia de
autovalores negativos condiciona la estabilidad prdctica de una solucién estacio-
naria a la intensidad de los mecanismos disipativos®.

Debemos adem3s resaltar que el niimero de modos energéticamente inestables
(MG < 0) se incrementa con la elongacién de la trampa [Ver Figura 3.4]. Asi,
mientras en trampas esféricas y achatadas («y > 1) sélo existe un autovalor nega-
tivo, en un potencial alargado las excitaciones longitudinales del condensado son
relativamente “econdmicas” y es posible inducir modulaciones sobre la linea de
vértice con un coste nulo, como se esquematiza en la figura 3.3(b). De hecho,
como demostraremos en el Capitulo 4, estos modos dan lugar a la existencia de
vortices deformados estables en trampas rotantes.

Estabilidad del vortice m = 1 en trampas rotantes: En el Teorema 4 de-
mostramos que la rotacion desplaza los autovalores con vorticidades n < my
n > m hacia valores positivos y negativos, respectivamente. Resulta por tanto
viable buscar un rango de velocidades angulares, (Qq,QS), en el cual todos los

4 Sin embargo, a fecha de hoy, ningtin experimento ha revelado la existencia de mecanismos
disipativos que actlien sobre los vortices en tiempos mds cortos que la vida media del condensado,
esto es, unos pocos segundos.
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Fig. 3.6: Perfil de un modo con energia negativa, AG < 0, a altura z = 0. Mostramos la
solucién sin perturbar (¢1, linea de puntos), la componente mas importante del
modo (u, linea continua) y la contribucién mas pequefia (v, linea de trazos) en
funcién del radio, todas ellas reescaladas para facilitar la visualizacién. Resulta
evidente que al sumar ¢1 + eu + eve 2 el vértice se ve desplazado hacia la
periferia del condensado.

autovalores procedentes de la diagonalizacidn (3.19) alrededor del estado ¢; sean
positivos. En este rango de velocidades el vértice simétrico y centrado se convierte
por tanto en un estado energética, dinamica y linealmente estable.

El intervalo de estabilizacion del vértice lo calculamos a partir de los minimos
autovalores de cada operador de Bogoliubov. En el caso de un potencial esférico
y trabajando con un dnico vértice, este intervalo existe, es distinto de cero y viene
dado por las velocidades angulares Q1 = —X¢ y Q5 = A3. Como muestra la figura
3.5(b) resulta ademas que la velocidad necesaria para estabilizar un vértice es
inferior a la necesaria para que éste vortice tenga menos energia que el estado ¢g

Q< Qq paray=1.

Existe por tanto un rango de velocidades velocidades (1, Q1) en el cual el estado
¢1 se convierte en un minimo local de la energia, pero el estado fundamental sigue
careciendo de vorticidad.

Estabilidad del vértice m = 2: Aparte de los estados ¢o y ¢1, también hemos
estudiado configuraciones con vértices multicargados, ¢», ¢3,... En este caso,
por resultados conocidos de otros sistemas esperamos que el vértice multicargado
tenga mads energia que una red de vértices con carga unidad.

Esta prediccion se ve confirmada por el andlisis numérico. En primer lugar
la diagonalizacion de los operadores By y By revela la existencia de un autovalor
negativo, y de dos autovalores negativos y una pareja compleja, respectivamente.
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Los autovalores negativos son demasiado grandes y crecen con la interaccion,
razén por la cual es imposible encontrar un intervalo de velocidades (€, Q5) en el
que se supriman y el estado sea energéticamente estable. Ademas los autovalores
complejos parecen indicar la presencia de inestabilidades dindmicas cuya naturaleza
precisaremos mas adelante.

Este resultado se puede generalizar a otras configuraciones de vértices multi-
cargados, de manera que llegamos a la siguiente conclusién: para velocidades de
rotacién que cumplan

Q<O <Q< Q.

el estado fundamental del condensado posee vorticidad, pero carece de simetria de
rotacién. Como comprobaremos en el Capitulo 4, en este régimen de velocidades
el estado de minima energia se forma a partir de una malla de vértices de carga
unidad. Sin embargo la busqueda de estas configuraciones es tarea harto dificil
(Ver §10.4 y siguientes).

3.2.7 Estabilidad dindmica

Como apuntamos en §3.2.1, una solucién de la ecuacién de Gross—Pitaevskii es
estable Lyapunov cuando al perturbar ligeramente el dato inicial la nueva solucién
permanece “préxima” a la original.

Resulta muy dificil estudiar la estabilidad Lyapunov de una ecuacién de ondas
inhomogénea como la de Gross—Pitaevskii (6.7), o al menos hacerlo de forma
rigurosa. Lo que hemos hecho es comprobar el criterio de estabilidad dinamica
numéricamente, simulando la evolucién de vdértices estacionarios ¢; y ¢» some-
tidos a perturbaciones construidas con diversas proporciones de los modos que
consideramos fuentes de inestabilidad. Estas simulaciones se llevaron a cabo em-
pleando un método “split—step” simetrizado [43] y donde evaluamos la accién de
los operadores utilizando una base de Fourier con 803 modos, sobre una malla
tridimensional uniforme de dimensiones apropiadas.

El resultado principal de este trabajo ha sido comprobar que tanto el vortice de
carga unidad y como el vértice de carga m = 2 son dindmicamente estables. En el
primer caso, al afiadir una contribucién pequefia (0.5% en norma) del modo m =0
(Ver Figura 3.6), observamos que el vortice precesa, pero se mantiene préximo
al origen, lo cual es natural si tenemos en cuenta las leyes de conservacién de la
energia y del momento angular.

El segundo caso es bastante mas espectacular: recordemos que para el vértice
multicargado encontramos autovalores complejos que sugerian inestabilidades li-
neales. Hemos perturbado estas soluciones con pequeias contribuciones del modo
desestabilizador, comprobando que este modo involucra una divisién de la linea de
vortice en el dato inicial, pero que ésta permanece practicamente en la misma con-
figuracién, con ambos vértices girando a igual velocidad alrededor del origen. Asi
pues, aunque existe una tendencia energética del vértice multicargado a desinte-
grarse en dos lineas de vdrtice, esta tendencia no se manifiesta en la dindmica del
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sistema conservativo y sélo puede jugar algln papel cuando tengamos en cuenta
elementos disipativos o perturbaciones externas.

3.3 Conclusiones

Hemos estudiado las soluciones con vorticidad de un condensado de Bose—Einstein
en la aproximacion de campo medio (6.7), en trampas axialmente simétricas tanto
estacionarias como sometidas a rotacién.

En primer lugar buscamos las soluciones de la ecuacién (6.9) que poseen la
minima energia y son autovalores de la tercera componente del operador mo-
mento angular, ¥{™ = f(r, z)e™, empleando desde coeficientes de interaccion
practicamente nulos hasta valores realistas [Tabla 2.1]. Hemos encontrado que
se requiere una velocidad angular distinta de cero para conseguir que el estado
fundamental del condensado posea momento angular.

A continuacién hemos estudiado la estabilidad de las soluciones estacionarias
#™ . Hemos demostrado que el vértice de carga unidad, m = 1, es energéticamente
inestable y que esta inestabilidad puede ser suprimida mediante una velocidad de
rotacion lo bastante elevada. También hemos comprobado que esta inestabilidad
energética no se manifiesta en la dindmica del sistema conservativo, de manera que
pequenas perturbaciones del vdrtice conducen a oscilaciones acotadas del mismo
alrededor del origen.

Por dltimo hemos estudiado la estabilidad de vértices simétricos con carga
igual o superior a m = 2. En este apartado encontramos que un vértice multicar-
gado es siempre una solucién energéticamente desfavorable y que, al contrario que
ocurre con el vértice unidad, no existe un rango de velocidades donde el estado
fundamental sea un vértice simétrico multicargado. Los distintos regimenes que
podemos encontrar son, por tanto

Velocidades | Estado fundamental

[0,1) ¢o, estado sin vorticidad
(21, Q0) ¢1, vortice centrado
(22,9Q,) maltiples vortices

(Q¢urp, 2¢) | turbulencia

(Q¢, 00) no existe estado fundamental

El andlisis de estabilidad lineal también sugiere la presencia de inestabilidades
dindmicas. Un estudio mas detallado de la dindmica de soluciones perturbadas
revela que los autovalores complejos obtenidos en el desarrollo lineal se deben al
coste cero de la separacién del vértice multicargado. Asi, en el marco de la teoria
de campo medio, sin disipaciéon y sometido a la ley de conservacién del momento
angular, el vértice multicargado resulta estable. Todo lo mds una perturbacidon
externa puede dar lugar a la separacién del vértice multicargado en un conjunto de
vértices, pero estos permanecerdn arbitrariamente préximos precesando alrededor
del origen.
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Estos resultados numéricos han sido posibles gracias a la utilizaciéon de un
potente método espectral (§3.1.2) que ha sido optimizado para permitir la utiliza-
cién de 1600 modos 0 mas, lo que representa un paso hacia adelante respecto de
trabajos anteriores.
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Resumen

En este capitulo estudiaremos una familia de experimentos de reciente
realizacién [81, 22] que persiguen la generacién de vértices en condensados
de Bose—Einstein por medio de trampas rotantes muy deformadas. Com-
binando las herramientas del andlisis de estabilidad lineal (Capitulo 3), con
la optimizacién global del funcional de energia (Capitulo 10), estudiaremos
los diferentes regimenes accesibles en estos experimentos. Los resultados
fundamentales son, (i) la existencia de histéresis en el proceso de nucleacién
del vértice debido a la metaestabilizacién del estado sin vorticidad [49], (ii)
la deformacion de las lineas de vértice para acomodar de forma creciente y
casi continua el momento angular [48].

4.1 Introduccion

En los capitulos 3 y 6 hemos estudiado las lineas de vértice y su importancia en
el campo de la superfluidez, como medio del superfluido para adquirir momento
angular y adaptarse a perturbaciones rotantes. En este capitulo estudiaremos
el primer experimento que relaciona vorticidad y rotacién en el contexto de la
condensacién de Bose-Einstein.

Hasta el momento existen dos familias de experimentos importantes en el cam-
po de la generacién de vértices en condensados gaseosos. La primera en orden de
antigiiedad se remonta al ailo 1999 y tiene lugar en los laboratorios del JILA, en
Colorado. Inspirados por las ideas de J. Williams y M. Holland [66] se plantean
una serie de experiencias [87] en las que se disefia la distribucién de fase de un
condensado multicomponente para que albergue un vortice. El problema con estos
trabajos es que al realizarse el disefio de la fase por medios 6pticos y no mecanicos,
aportan muy poca informacién sobre la naturaleza superfluida del condensado, tal
y como la definimos en §2.1.4.

La segunda familia de experimentos importantes tiene lugar en la Ecole Normale
Supérieure (ENS) [81, 22] y consiste en la manipulacién de un condensado en una
trampa que rota con velocidad y deformacién ajustables. La idea es la misma que
subyace a las experiencias con helio superfluido en cubos rotantes: generar vértices
por medios puramente “mecdnicos”. Es en estos trabajos donde queda patente la
relacién entre vorticidad y rotacién, y donde aparecen aplicados por primera vez
conceptos como velocidad critica, medida del momento angular y momento de
inercia.

En los siguientes apartados estudiaremos los experimentos de la ENS desde
un punto de vista tedrico [49, 48], buscando explicacién para los resultados mds
sorprendentes, entre los que se incluyen: (i) la existencia de una histéresis en la
nucleacién de vértices que implica velocidades de rotacién mds grandes de la espe-
radas para estabilizar una linea de vértice; (ii) la observacién de vértices no como
ceros de la densidad, sino como agujeros parcialmente llenos; y (iii) el crecimiento
casi continuo del momento angular a partir de la nucleacién del primer vértice, sin
apreciarse cuantizacién alguna del mismo.
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Fig. 4.1: (c-g) Vistas superiores de un condensado real con cero, uno y hasta cuatro
vértices, tal y como son vistos en el experimento de la ENS [81]. (a-b)
Representaciones detalladas del grado de contraste de los vértices.

Otros trabajos han contribuido a la descripcidn tedrica de los experimentos de
la ENS. En la referencia [124] se estudia analiticamente la dindmica de las Ifneas
de vértice, obteniéndose las energias de los modos de deformacién de las mismas.
En la referencia [35] se confirma numéricamente la existencia de estos modos. Y
por tltimo en la referencia [29] los autores obtienen una condicién necesaria para
que perturbaciones externas induzcan algtin tipo de deformacién en el condensado.
En todos estos trabajos, realizados paralelamente a los resultados de esta tesis, se
encuentran semillas para las conclusiones que obtenemos, si bien ninguno de ellos
llega a realizar estas predicciones. Por ejemplo, con la teoria y las simulaciones de
[124, 35] es posible demostrar el doblado de las lineas de vértice, mientras que el
resultado de [29] constituye una aproximacién intuitiva al fenémeno de histéresis.

4.2 Modelos matematicos

En el régimen que incluye a los experimentos de la ENS [81], resultan buenas
aproximaciones tanto la aproximacién de temperatura cero, como la teoria de
campo medio que resulta. Asi pues, siguiendo la linea de trabajo que abrimos en el
Capitulo 3, modelizaremos los experimentos de generacién de vértices empleando
una ecuacion de Gross—Pitaevskii planteada sobre el sistema de referencia que rota
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Fig. 4.2: Forma del estado fundamental del hamiltoniano (4.3) para los parametros
Q = 0.75w,,y = 18.7, Ng = 1000 y ¢ = 0.06. (a) Seccién transversal:
eliminamos un cuarto del condensado para revelar la estructura de la linea
de vértice. Densidad del condensado en (b) un corte transversal, (¢) un
corte longitudinal y (d) una vista superior. Hemos reducido las dimensiones
longitudinales del condensado en un factor 4 para facilitar la visualizacién del
corte.

con la trampa cuadrupolar (6.7)

.0 1
2 1 Ia v + U lo? - oL o, (4.1)
ot 2
donde L, = i(x0, — yOx) es el operador hermitico que representa al momento
angular alrededor del eje de rotaciéon y el confinamiento efectivo viene dado por el
potencial armdnico

1 1 1
Vo(r) = Ewi(l —e)x* + E‘Ui(l +e)y’ + 5‘*&’7222- (4.2)

En la ecuacién (4.1) hemos aplicado una adimensionalizacién conveniente en
base a la longitud del oscilador arménico, a, = \/h/mgpw., su periodo, T = wIl
y la masa de los bosones. Con estas unidades el pardmetro no lineal resulta g =
4mas/a,, donde as ~ 5.5nm es la longitud de scattering de los dtomos de 8"Rb.
Para el resto de pardmetros experimentales [81] adoptaremos w, = 27 x 11.6
Hz, w, = 2w x 232 Hz, y emplearemos un niimero de dtomos, N ~ 10%, que
proporciona una energia de interaccién efectiva U = UpN = 10000. En este
estudio hemos considerado deformaciones transversas de la nube atdmica, que
incluyen los valores € = 0.0,0.03 and 0.06 (¢ = 0.03 es el valor mds cercano
al experimento [81]). Debemos resaltar que con estos parametros resulta un
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condensado muy alargado, unas 20 veces mas largo que ancho [Véase la Figura
4.2(a), donde hemos reducido la longitud un factor 4 para facilitar la visualizacién.]

La norma, N[@] = [ |¢|” dr, que esta relacionada con el niimero de bosones
en el condensado, junto con la energia

- U
el = [6]-50+ %0+ Pio? - ot ar

Eo(¢) — QL2(9). (4.3)

son cantidades conservadas en la evolucién temporal.

Es de esperar que tras una preparacion adecuada del condensado, éste adopte
una distribucién de densidad estacionaria en la trampa rotante. Estas soluciones
estacionarias tienen la dependencia temporal factorizada como contribucién aditiva
a la funcién de onda,

Gu(r. t) = e*igo(r),

y se caracterizan desde el punto de vista matematico como soluciones de la ecua-
cién de Ginzburg-Gross—Pitaevskii (2.29) y como puntos criticos del funcional de

energia sobre la hipersuperficie de norma constante g—g‘N [pu] =0.

4.3 Estabilidad e histéresis

En la aproximacion de temperatura cero el estado colectivo de los N bosones
viene descrito por una tnica funcién de ondas dependiente del tiempo, ¢(r, t). La
configuracién del condensado en cada instante es equiparable a un punto en el
espacio infinito—dimensional sobre el que se definen tanto la energia Eq(¢) como
el momento angular L.(¢).

A la lo largo del tiempo el condensado puede permanecer en reposo, sobre un
estado estacionario, o bien describir trayectorias en este espacio infinito. En este
dltimo caso, al tratarse de un sistema conservativo, la evolucidon del sistema se
realiza sobre curvas de energia constante. Si conocemos la variacién del funcional
de energia sobre el espacio de estados, podemos determinar si la evolucidon del
condensado permanece acotada por barreras de energia en las proximidades de un
estado estacionario, o si es libre de escapar hacia configuraciones alejadas del dato
inicial. Asi, como se resume en la Figura 4.3, desde un punto de vista puramente
energético distinguimos tres situaciones importantes

Minimo absoluto o estado fundamental: Un estado estacionario es estado fun-
damental cuando el funcional de energia alcanza un minimo absoluto sobre
él. El funcional de energia sirve para aplicar el criterio de estabilidad de
Lyapunov, de forma que perturbaciones pequenas del estado fundamental
permanecen acotadas a lo largo del tiempo.

Minimo local: De nuevo el funcional de energia nos asegura la estabilidad de
las soluciones en las proximidades de un minimo local: es necesaria una
aportacién de energia para sacar al sistema fuera del minimo.
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Fig. 4.3: Deizquierda a derecha, tres tipos de estado estacionario importantes: minimo
local de la energia, estado fundamental o minimo absoluto y punto de silla.
Respectivamente se trata de estados metaestables, estables e inestables desde
un punto de vista energético.

Puntos de silla: Las barreras de energia desaparecen y existen caminos de energia
decreciente que se alejan fuera del estado. El sistema es inestable porque es
posible alejar al sistema de su estado inicial tanto como queramos con una
aportacién de energia arbitrariamente pequefia. Al introducir correcciones
no conservativas en el modelo matematico (4.1) estos estados dejan de ser
experimentalmente realizables.

Estados dinamicamente inestables: Como demostramos en el Capitulo 3 existe
una ultima familia de estados estacionarios que son completamente inesta-
bles: cualquier perturbacién de los mismos crece de forma no acotada y el
sistema evoluciona espontaneamente hacia configuraciones completamente
distintas.

En el caso de un condensado rotante, se da la circunstancia de la rotacion
induce un desplazamiento en las superficies de energia que es diferente para cada
estado

Eo(¢) — Eo(¢) —QL:(9).

De esta forma es posible alterar la estabilidad de las distintas configuraciones,
transformando en energéticamente favorables estados con uno, dos o mas vértices.

Consideremos por ejemplo una trampa con simetria cilindrica. Estas trampas
admiten soluciones simétricas con vorticidades crecientes,

¢€ . 6.ilarctan(y,x) (443)
Ef(Q) = Eu0)—£9. (4.4b)
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En un experimento sin rotacién la configuracién energéticamente mas favorable es
la que carece de momento angular, £ = 0. A medida que incrementamos la velo-
cidad angular las energias de cada estado sufren un desplazamiento proporcional
a la carga topoldgica, ££, de forma que pasada una velocidad angular critica

Eg(0) — Eo(£2)
— 7
el estado ¢, simétrico y con vorticidad £, resulta energéticamente mdas favorable
que el resto de estados simétricos. Podemos considerar la familia de frecuencias
{Q1,Qy,...} como primeras estimaciones de las velocidades criticas necesarias
para crear configuraciones de vorticidades crecientes.

Sin embargo hemos de darnos cuenta de que la condicién Q > Q,, no implica
que el vértice ¢, sea un minimo global o local de la energia. Esto es asi porque
las frecuencias (4.5) surgen de comparar una familia pequefia de estados y pudiera
ocurrir que existan otros estados ¢,, con menor energia que los vértices simétricos
considerados. Este es el caso, por ejemplo, para el vortice simétrico, centrado y
con carga multiple £ > 2. Este estado resulta dindmicamente inestable y puede
separase en una pareja de vértices fuera de eje con menor energia [16, 44].

Es por este motivo que existe otra definicién de velocidad critica entendida
como la velocidad angular, Q, necesaria para estabilizar una determinada configu-
racién. Esta definicién no exige comparar las energias de todas las configuraciones,
como antes, sino que basta con realizar un estudio local de la estabilidad de un
estado concreto, ¢, buscando, por ejemplo, cudndo se convierte en un minimo
local del funcional de energia.

Desde el punto de vista practico la manera de proceder consiste en linealizar
el funcional de energia y estudiar su variacién para pequefias perturbaciones, 4(r),
sélo hasta segundo orden

El¢ + 0] = E[¢] + E'[$1(8) + E"[$1(8.0) + O(Ia]°). (4.6)

Si el estado ¢ es estacionario, el término de primer orden es cero, E'[¢] = 0. La
eleccion de una base apropiada [44]

o(r) = Z 6m,j'(l}m.j(pv Z)eime.
m,j

Q= £=41,42,... (4.5)

nos permite diagonalizar |la forma cuadrética

E"[¢](6.0) = ZAmJ(Q:@IémJIQ- (4.7)

Cuando todos los autovalores A, ; son positivos, la forma bilineal E”[¢] es positiva
y por tanto el estado estacionario es estable.

Si el estado estacionario no presenta inestabilidades dindmicas y posee simetria
axial, resulta sencillo encontrar la siguiente dependencia de la energia respecto de
la velocidad angular

Amj(S2 @2) = Am j(0; ¢g) — (m — £)Q2.



52

4. Vértices en CBE: generacién en trampas asimétricas

D D Unstable

\\

[T tetastable 22

(b) |

"M

| L | DStable I O N
0.4‘ T B Ll o P R B .
1000 2000 3000 1000 2000 3000
U U
Fig. 4.4: (a) Velocidades angulares criticas para un condensado alargado (w-/wi =

18.7) y diferente nimero de dtomos (U = UgN = 4wNagp/a1). Represen-
tamos la estimacién de Thomas—Fermi para la diferencia de energia entre los
estados ¢o y ¢1 (Q7r, Iinea de trazos), las velocidades Q1, Q2 y Q3 a las que
las cargas topoldgicas m = 1, 2, 3 resultan energéticamente favorables (lineas
sélidas) y la velocidad angular a la que el estado sin vorticidad se convierte en
punto de silla (Qu, Iinea de trazos). (b) Regiones con distinta fenomenologia:
entre A y C existe una barrera de energia rodeando el estado sin vorticidad;
en A, By C el estado fundamental tiene vorticidad 0, 1, y 2 respectivamente;
en D la barrera de energia desaparece y es posible generar mdltiples vértices.

Estudiando la evolucién de estos autovalores conocemos cémo influye la velocidad
de rotacién Q en la curvatura de la superficie de energia E(4) alrededor del estado
estacionario, ¢o +1. En particular el intervalo de velocidades en el que el estado
¢¢ es un minimo de la energia queda definido por dos velocidades criticas

_>\m.j(0; d)-@)

>\m.j(0! ¢l)
L—m '

=y < Q2 < Q7 = min P

m>/

max
m<l/

(4.8)

En general estas frecuencias criticas podrian no existir o definir un intervalo vacio,
o puede ocurrir que coincidan los intervalos de estabilidad de dos configuraciones,
y siendo necesario un estudio numérico de los autovalores para conocer qué ocurre
en nuestro modelo.

Resumiendo, para generar un condensado con vorticidad, ¢1, necesitamos una
velocidad angular que sea lo bastante grande

1. para que el vértice buscado, ¢1, resulte energéticamente favorable

Q> Qq;
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2. para que ese vortice sea dindmicamente estable

Q>§_21;

3. y para que desaparezcan las barreras energéticas entre el estado original de
la nube atémica y el estado vértice

Q>QSEQM

Este dltimo punto es importante porque si la velocidad no es lo bastante gran-
de, el condensado sin vorticidad seguira siendo localmente estable y las leyes de
conservacién inhibirdn la absorcién de momento angular.

Con estas ideas en mente, hemos calculado numéricamente los distintos esta-
dos con vértices simétricos, ¢, ¢1, . . ., asi como las diferentes velocidades criticas,
Q1, Q2, 3, ,Q1, QSyQum. Los resultados se muestran en la Figura 4.4(a) para
una trampa alargada como las empleadas en el experimento de la ENS [22].

Del célculo de las velocidades criticas se siguen dos resultados importantes.
El primero es que el intervalo de estabilidad energética del vértice simétrico ¢, es
virtualmente nulo: 1 > Q1, Q. Asfi, en caso de existir un estado fundamental con
vorticidad, éste nunca poseerd simetria cilindrica. La naturaleza de los auténticos
estados fundamentales se discutird en el siguiente apartado, pues exige calculos
que van mas alla del analisis de estabilidad lineal.

La segunda caracteristica y tal vez la mds importante es que el estado sin
vorticidad permanece estable hasta velocidades muy elevadas, Q2s, superiores en
cualquier caso al valor requerido para que el estado fundamental adquiera vortici-
dad (Regiones By C en la Figura 4.4(b)). Para velocidades angulares inferiores a
Qun el condensado no puede adquirir vorticidad, debido a la existencias de barreras
energéticas que desaparecen por encima de dicha velocidad critica. Esta persis-
tente metaestabilidad o histéresis es responsable de que en los experimentos, a
partir de Qp, se observen estados con distinto nimero de lineas de vértices [22].

El fendmeno de histéresis podria evitarse condensando la nube de bosones en
una trampa rotante en lugar de activar la rotacién sobre una nube ya condensada®.
De esta forma esperamos que los mecanismos disipativos propios del enfriamiento
evaporativo, junto con la mayor facilidad de un gas ordinario para asimilar rotacién,
permitan la generacién de vértices a velocidades inferiores a Qu [Véase Figura
4.4(b)].

4.4 Busqueda de estados fundamentales

El estudio anterior tiene la limitacién importante de reducirse a configuraciones con
una simetria apropiada para el tratamiento perturbativo y, si bien concluye que un

1 Este tipo de técnicas constituye la base del trabajo del grupo de Oxford [85], si bien este
grupo aun no ha conseguido la generacién de ningtin vértice. Tras la aparicion los resultados que
presentamos, también la ENS estd empezando a desarrollar técnicas de enfriamiento en trampas
rotantes [21]
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Fig. 4.5: (a) Momento angular, L., del estado fundamental del funcional de energia
E(¢) (4.3) en funcién de la velocidad de rotacién y para los pardmetros del
experimento de la ENS [81]. Mostramos con circulos las soluciones obteni-
das sobre la malla con 32 x 32 x 64 junto con una familia de soluciones mas
precisa, con 64 x 64 x 128 modos. Los resultados con asimetrias distintas
(€ =0,0.03,0.06) resultan apenas indistinguibles para valores tan altos de la
interaccién U ~ 9000. (b) Dibujo esquemdtico del momento angular del mo-
mento angular junto con una descripcién grdfica del mecanismo de histéresis.
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Fig. 4.6: Vistas superior (a—d) y lateral (e-h) del condensado a medida que desarrolla
uno, dos, tres y cuatro vortices para velocidades de rotacion crecientes. Las
vistas laterales (e-h) parecen sugerir la posibilidad de apreciar los vértices
torcidos en imagenes directas de la nube atémica. La irregularidad de (a—h)
contrasta con la simetria de un corte bidimensional del condensado a media
altura como los mostrados en (i-l)

vértice simétrico no puede ser estado fundamental, no nos dice cual es la forma
de las configuraciones de minima energia. Para resolver este problema hemos
estudiado numéricamente el funcional de energia (4.3) empleando una técnica
conocida como gradientes de Sobolev y detallada en el Capitulo 10. Desarrollando
las soluciones en bases de Fourier tridimensionales con 32x32x 64 y 64 x 64 x 128
modos, hemos sido capaces de encontrar la forma del estado fundamental con un
error inferior al 1% en el momento angular.

Los resultados se recogen en las Figuras 4.2, 4.8 y 4.6. La bisqueda de es-
tados fundamentales confirma la existencia de una serie de frecuencias criticas
{Q1,9,,Q3,...} en las que tiene lugar la nucleacién de vértices adicionales.
En las figuras 4.5(a-b) comprobamos el efecto que cada vértice adicional tiene
sobre el momento angular, que experimenta ligeras discontinuidades pero crece
mondtonamente a medida que aceleramos la trampa rotante.

Esta evolucién del momento angular es similar a la predicha en [16] utilizando
sélo los grados de libertad transversales del condensado. Sin embargo nuestro
resultado difiere en que para un (nico vortice el momento angular por particula
adopta un valor fraccionario e inferior a 1, que crece con la velocidad de rotacién.

La causa de esta dependencia andmala radica en que en condensados tan
alargados y con tantos bosones los vértices se generan torcidos, como mostramos
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Fig. 4.7: Vistas laterales del un condensado con N = 10° 4tomos de 8’Rb y elonga-
ciones decrecientes. Los parametros de la trampa (2, w1 /27, w,/2®) son (a)
(0.5wy,219Hz, 11.7Hz), (b) (0.4wy, 96Hz, 25Hz), y (c) (0.3w., 50Hz, 50Hz).
En la figura (d) mostramos un condensado con la misma trampa que en (a),
pero con la décima parte de dtomos, esto es N = 10* y Q = 0.53.

en las figuras 4.2, 4.8 y 4.6. Estas configuraciones, que son estacionarias en el
marco de referencia rotante y que en realidad giran sobre el marco de referencia
del laboratorio, involucran principalmente la rotacién del tronco del condensado,
mientras que los casquetes permanecen en reposo. Esta falta de uniformidad
permite a la nube de dtomos puede absorber una cantidad de momento angular
inferior a la propia de un vértice centrado. Seglin incrementamos la velocidad
angular, la linea de vértice se vuelve mds derecha y el momento angular crece de
forma continua, como se aprecia en la figura 4.5(a).

El punto m3s importante es que el doblado del vértice tiene lugar incluso cuando
la trampa posee simetria cilindrica. Bajo estas condiciones podemos hablar de una
doble ruptura de la simetria que involucra por un lado el giro en un determinado
sentido, y por otro la eleccidn del plano sobre el que se doblara la linea de vértice
[Figura 4.2(a)].

En trampas asimétricas la eleccidén del plano de doblado es mas sencilla, pues
el vortice suele tomar la direccion mds corta para salir del condensado [Figuras
4.2(b-d)]. Este fendmeno pone de manifiesto las tensiones transversales a las que
estd sometida la linea de vértice, tensiones que se equilibran en el caso de trampas
esféricas o aplanadas, y que en el experimento de la ENS dominan desde el punto
de vista energético y dan lugar a ejes de rotacién deformados.

En cualquier caso, si bien algunos apuntan a la obviedad del papel de estas
tensiones transversales y en la necesidad de encontrar vértices doblados, esta es
una prediccién que no hemos visto anunciada con anterioridad, frente a la multi-
tud de trabajos [16, 62, 35, 44] que asumen geometrias radialmente simétricas y
soluciones del tipo de (4.4).

Hemos comprobado que la magnitud del doblado de los vértices es proporcional
a la elongacién de la trampa y a la intensidad de las interacciones, U. En la figura
4.7 mostramos cdmo a medida que la trampa se hace mds achatada o cuando
disminuimos el niimero de dtomos, la linea de vortice recupera su verticalidad.

Debido a limitaciones de resolucion, resulta de momento imposible observar in—
situ un condensado, salvo en experimentos extremos donde el condensado adquiere
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dimensiones macroscopicas. Asi, resulta habitual en experimentos como los de la
ENS dejar que el condensado se expanda en libertad, apagando la trampa que lo
confina. De esta forma se obtienen nubes de gas extremadamente aplanadas con
dimensiones macroscépicas, donde el vértice resulta evidente como una depresién
en la densidad; pero al mismo tiempo se induce una dindmica en el condensado
que tiende a poner el vértice “derecho”.

A pesar del caracter destructivo del procedimiento de expansién, es posible
comparar las imagenes experimentales [Figura 4.1] con los perfiles de densidad
obtenidos de la minimizacion numérica [Figura 4.6]. Tanto en el experimento
como en la teoria de campo medio las lineas de vértice parecen parcialmente
ocupadas por el propio gas, fruto de su deformacién. Nosotros pensamos que
esta es una evidencia concluyente en favor de las predicciones del modelo tedrico,
en especial si tenemos en cuenta que los experimentos con vértices en trampas
esféricas [87] no tienen los problemas de contraste de las Figuras 4.6.

Una segunda manifestacién del doblado la encontramos en experimentos re-
cientes [80] sobre nucleacién de vértices, donde se encuentran estados que alber-
gan valores fraccionales del momento angular por particula, 0 < L, < 1, y que
parecen no mostrar ninguna clase de “agujero” en las vistas superiores. Estas con-
figuraciones se pueden explicar por medio de vértices extremadamente doblados
como los que surgen numéricamente en las proximidades de la frecuencia critica,
Q.

Por ultimo, la nucleacién de muchos vértices torcidos simultdneamente y su
interaccién durante la fase de expansion libre del condensado, pueden explicar
las estructuras turbulentas que aparecen cuando se sobrepasa una determinada
velocidad angular [81, 22]. Es mas, toda vez que admitimos la posibilidad de con-
figuraciones con vértices torcidos, surgen una familia de fendmenos posibles como
reconexién de vértices, anillos de vortices, etc, viejos conocidos de la investigacion
con He—ll.

4.5 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado dos nuevos fenémenos en el campo de la nu-
cleacién de vértices en condensados gaseosos. El primero consiste en la existencia
de histéresis en la nucleacidon de estos estados: esto es, resulta necesaria una
velocidad angular anormalmente alta para que la nube atdmica se desestabilice y
adquiera un vortice. El estudio desarrollado en este capitulo proporciona una pre-
diccion cuantitativa de la velocidad critica que estd en consonancia con los valores
experimentales. Ademdas hemos demostrado que una vez sobrepasada la barrera
energética necesaria para la generacién del vértice, se abre la posibilidad de nuclear
no sélo uno, sino mas voértices, siendo el resultado de naturaleza aleatoria, como
demuestran los experimentos [81].

El segundo fenémeno interesante consiste en una doble ruptura de simetria por
la cual el estado fundamental de un condensado en una trampa con simetria axial
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pasa de ser una nube simétrica a una nube asimétrica con un vértice doblado. De
nuevo este fenémeno permite explicar caracteristicas importantes de experimentos
actuales, como son las imagenes del condensado, valores del momento angular y
una dindmica turbulenta.

En el futuro esperamos la confirmacién o refutacién definitiva de las predic-
ciones que proporciona la teoria de campo medio por medio de experimentos mas
sofisticados actualmente en preparacién [21] que involucran imdgenes de contras-
te de fase y secciones transversales del condensado para estudiar la forma de los
vértices.

Fig. 4.8: Superficies de contorno tridimensionales de una a cuatro lineas de vértice.
Las paredes de cada dibujo representan las imdgenes laterales y superior del
condensado como deberian ser apreciadas en los experimentos. Flotando en
estas cajas mostramos las lineas de baja densidad que constituyen el ntcleo
del vértice. Las dimensiones verticales del condensado han sido reducidas en
un factor 8 para enfatizar la intensidad de la deformacioén.
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Resumen

En este capitulo estudiamos la introduccién de defectos topoldgicos en
condensados de dos componentes. En la primera parte trabajaremos con
una configuracién sencilla, e/ monopolo, en la que el condensado adquiere
forma de donut. Utilizando los grados de libertad internos de los dtomos del
condensado, sugerimos un montaje experimental para introducir de forma
continua vorticidad en el condensado. Ademas, mediante un modelo simpli-
ficado somos capaces de obtener resultados analiticos sobre la estabilidad
del conjunto en funcién de las interacciones entre especies.

En la segunda parte del capitulo aplicamos las mismas técnicas —andlisis
de estabilidad lineal y global— para estudiar la primera realizacién experi-
mental de un vértice en un condensado [87]. Obteniendo unas ecuaciones
similares a las del monopolo, somos capaces de explicar la inestabilidad del
vértice en funcién de las interacciones entre las dos componentes que for-
man el condensado. Por tltimo predecimos la transferencia del vértice entre
especies, fenémeno de reciente confirmacién experimental [24].

5.1 Motivacion

Como vimos en el Capitulo 2, los vértices constituyen una parte central en nuestra
comprensién de la superfluidez. Por este motivo en los anos que han pasado desde
la creacion de los primeros condensados de Bose—Einstein gaseosos [6, 12, 30],
son muchos los articulos que han estudiado la generacién [33, 86, 18], la deteccidn
[129, 52, 27] y la estabilidad de los vértices en el condensado [62, 63, 65, 64, 108,
44].

Si bien todos estos trabajos se centraron en el estudio de sistemas de una
sola componente, el primer éxito [87] en la produccién de vértices tuvo lugar en
experimentos con mezclas de dos especies de 8”Rb condensado. El experimento,
descrito en un articulo que desperté bastante interés [66], consiste en combinar
atomos de rubidio en dos estados hiperfinos distintos, denotados por [1) y |2), y
utilizar una perturbacién rotante, junto con radiacién de microondas, para trans-
ferir 4tomos de un estado a otro a la vez que se induce vorticidad sobre ellos.
La dindmica de los estados vortice resultantes es complicada e incluye fenémenos
tales como inestabilidades dindmicas, inestabilidades energéticas y transferencia
de momento angular entre especies.

En este capitulo pretendemos obtener una descripcién tedrica del experimento
del JILA [87]. Para ello comenzaremos por estudiar un sistema ligeramente mads
sencillo, formado por dos condensados confinados en la misma trampa anular,
y donde la vorticidad se ve ayudada por la barrera de potencial que atraviesa el
condensado. Este sistema se puede estudiar analiticamente, caracterizando la
estabilidad de las distintas configuraciones en funcién de la interaccién entre las
dos especies que forman el condensado.

En la segunda parte del capitulo pasaremos a estudiar el sistema propio del
experimento del JILA. Realizaremos un estudio analitico-numérico completo de
la estabilidad lineal y global de los vértices, comprobando que la teoria de campo
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Fig. 5.1: (a) Monopolo de spin en dos dimensiones. Para u # 0 los espines rotan como
funcién del tiempo. (b) Trampa de anillo. (c) Potencial V(r, z)

medio (Ver §2.2.1) y las peculiares interacciones que se dan en el condensado,
explican completamente los resultados aparentemente anémalos del experimento.
De hecho seremos capaces de predecir la transferencia de vorticidad entre las dos
componentes del condensado, un hecho de reciente confirmacién experimental.

5.2 Monopolos en condensados de Bose—Einstein

El primer sistema del que nos ocuparemos es una nueva clase de estado cudntico
macroscopico en el que los espines atémicos del condensado apuntan en la di-
reccion radial en el plano x — y [Figura 5.1(a)]. Esta configuracién presenta
ciertas analogias, principalmente gréficas, con los nunca encontrados monopolos
magnéticos, de ahf la eleccién del nombre “monopolo de spin”. En apartados suce-
sivos demostraremos que el monopolo puede ser estable bajo condiciones realistas
y analizaremos un método para generarlos que sélo requiere tecnologia presente
en los experimentos actuales.

5.2.1 El modelo de anillo
Las ecuaciones

En primer lugar vamos a estudiar una muestra condensada de N dtomos en la
aproximacién de campo medio, Iimite en el que vienen descritos por modelos de
Gross—Pitaevskii. Los dtomos tendran al menos dos niveles internos, | 1) v | ),
con Ny y N> 4tomos respectivamente. Por tltimo confinaremos los dtomos en una
trampa con forma de anillo [Figura 5.1(b)] [30, 117], donde los grados de libertad
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axial, z, y radial, r, se hallan congelados y la dinamica sélo depende del dngulo
polar, 6.

Con las aproximaciones anteriores el estado condensado viene representado por
un objeto vectorial

[W(6.7)) = VNig1(8. 7)| 1) + v/ Nath2(6.7)| 1), (5.1)

donde ¢ > son las funciones de onda de movimiento correspondientes a los estados
internos | 1, ), respectivamente. La evolucién de ambas funciones de onda esta
ligada por una pareja de ecuaciones de Gross—Pitaevskii acopladas cuya deduccién
pospondremos hasta la seccién §5.2.2

.0 82

l@dﬁ = [_ﬁ + 01 + uir|a | + U21|¢2|2] o1, (5.2a)
260 = (-2 46t sl + el 6 (5.2)
187' > = 262 2 T U12|P1 Uz2|@2 2, .

Las funciones de onda estan normalizadas

1 2m

— deo 0, 7)? =1, 5.3
o |, 99 1012(6.7) (5.3)
01,2, denotan la energia de los estados internos, y las constantes uj; = uj; (i,j =
1,2) describen las interacciones mutuas. Como viene siendo habitual, hemos
adimensionalizado todas las magnitudes en (5.2). En particular, los elementos
de la matriz de interaccién son proporcionales al nimero de dtomos, N;,, a la
longitud de scattering de la colisién respectiva y al cuadrado del radio del anillo
[Véase la ecuacién (5.12a) mas adelante]

ujj RZ\/ NlNga,-j.

Por ultimo, la normalizacién de cada componente se preserva durante la evo-
lucién puesto que el acoplamiento presente en la ecuacién (5.2) no conduce a la
transferencia de dtomos entre estados de polarizacién.

Estados estacionarios

Las ecuaciones (5.2) tienen soluciones estacionarias donde sélo una de las com-
ponentes tiene momento angular distinto de cero

¢1°(6, 1) ey = ung + oy + 6y (5.42)
3P0, 1) = €%eTT pp = o+ um + 6+ 1. (5.4b)

Definiendo el operador de Pauli como suele ser habitual

d = (ox,0y,0;),
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es facil comprobar que el estado (5.1) con las funciones de onda (5.4) es un
autoestado de la proyeccion del operador de Pauli & - n a lo largo de la direccién

2+/N1No cos(6 — (p2 — p1)T)
n=| 2VNiNosin(0 — (u2 — u1)T) (5.5)
Ny — N>

Por tanto cuando los dos estados internos tienen la misma energia, w1 = uo,
el valor esperado del spin apunta hacia afuera en el plano x — y, como en un
monopolo magnético. En cualquier otro caso los espines rotan, con velocidad
angular & = pa — w1, como muestra la figura 5.1(a).

Analisis de estabilidad

Para determinar si el monopolo es estable en el anillo, consideramos pequeias
perturbaciones alrededor de la solucidn estacionaria

$12(0.7) = ¢75(0. 7) + €a12(0, 7).

Insertando esta expresion en la ecuacion de Gross—Pitaevskii (5.2) y conservando
tnicamente los términos de orden O(e), obtenemos un conjunto de ecuaciones
lineales acopladas para las perturbaciones a;2(0,7) y ai (8, 7). Desarrollando
estas funciones en modos angulares

o0

a2(0.7) = > alf(r)e™

n=—o0

y separando los términos independientes, obtenemos una familia infinita de ecua-
ciones diferenciales ordinarias

0 -
IEQ(H) = EH,a™", (5.6)
donde la incdgnita es un vector columna
T
aln = [agn),ag_”)*,a§”+1),ag_"+l)*] . (5.7)

El operador que gobierna la evolucién temporal, H, = K, + H™, se descompone
en matrices con 4 x 4 elementos

E = diag(1,-1,1,—-1), (5.8a)
K, = diag[r*,n*, (n+1)>—1,(n—-1)*>-1], (5.8b)
int  __ U1 Usq 1 1
pre = (e e ()], (5.80)

donde ® denota el producto tensorial.
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El andlisis de estabilidad lineal pasa por diagonalizar las infinitas matrices EH,,.
La presencia de autovalores imaginarios puros £i\ indicara la existencia de per-
turbaciones exponencialmente crecientes [a(T) = a(0)e*™] y por tanto una ines-
tabilidad dindmica de la solucién estacionaria.

Los autovalores reales, por el contrario, conducen a soluciones acotadas y
oscilantes [a(1) = a(0)e**7]. Si todos los autovalores de todas las matrices
son positivos, el monopolo es un estado de minima energia y por tanto estable
Lyapunov. Por el contrario, si existe al menos un autovalor negativo, (A < 0),
existen soluciones con menor energia que el monopolo y un proceso disipativo
podria, en principio, destruirlo.

Existe una dltima posibilidad que consiste en matrices EH,, no diagonalizables.
En tal caso tendremos perturbaciones que crecen polinémicamente en el tiempo.
Este tipo de resultado corresponde a una inestabilidad dinamica con una escala de
tiempos mucho mas lenta que en el caso exponencial.

Si bien la tarea de diagonalizar infinitas matrices puede parecer un trabajo
inabordable, existe una condiciéon suficiente para la estabilidad del estado no per-
turbado.

Teorema 5. Si todas las matrices hamiltonianas H, son no negativas
Hy,>0 VneZ,
y el operador que proyecta sobre su nicleo Py conmuta con E
PYE—EPy =0 Vne€Z,
entonces la solucidn estacionaria es linealmente estable.

Demostracion. En primer lugar, la positividad de las matrices H,, asegura la positi-
vidad del funcional de energia de Gross—Pitaevskii alrededor del estado sin pertur-
bar, de manera que todo autovalor real debe ser positivo. En segundo Iu;;ar, como
el espectro de EH , es igual al espectro del operador hermitico H,l/Q E’;'-l,l7 2 descar-
tamos la existencia de inestabilidades dindmicas. Y por dltimo, como [F§, E] = 0,
resulta facil comprobar que cualquier vector del nicleo (rango) de H, pertenece
también al nicleo (rango) de EH, y por tanto esta tltima matriz es simple. [

Tras aplicar todas las consideraciones anteriores al monopolo encontramos dos
casos distintos. El primero corresponde a uyiton > uf2. Como K, > 0 para todo
[n| > 2, el teorema 5 permite restringir nuestro estudio a los enteros n = +1. El
monopolo es absolutamente estable cuando el determinante y todos los menores
principales de la matriz H1 son positivos

U1 Uon — UfZ + U22/2— 3U11/2— 3/4 > 0.

Fuera de esta region resulta dificil caracterizar la estabilidad del monopolo. Unica-
mente encontramos expresiones analiticas para los autovalores cuando las inte-
racciones son iguales u;; = ux» = u (véase mds adelante), situacién en la que
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Fig. 5.2: (a) Frecuencias de excitacién en funcién de la interaccién w1 = up = u
para una repulsién mutua de v = 10. (b) Diagrama de estabilidad para
Uil = Uy = U.

tenemos autovalores reales, positivos y negativos

1/2
A:li[2(1+ui,/1+2u+u52)] . (5.9)

El segundo caso relevante desde el punto de vista experimental €s 1ty < U2,.
Con estos pardmetros y resolviendo numéricamente las ecuaciones de autovalores
encontramos siempre una pareja de autovalores complejos. En el caso particular
u11 = tpy = u de hecho los autovalores complejos responden la ecuacion (5.9), que
tiene raices complejas. Asi pues, cuando la repulsién mutua supera a la interaccién
de cada especie por separado, el monopolo es dindmicamente inestable.

Resumiendo, las posibilidades son las siguientes

Condicién Estabilidad
U2 <u?—u-—3/4 Estable
u? —u—3/4 < u?, < u? | Inestabilidad energética
u? < U2, | Inestabilidad dindmica

Los autovalores y el diagrama de estabilidad para u;; = uxp = u se muestran en
la Figura 5.2. Para u > u1», cuando la energia de interaccién predomina sobre la
energia cinética rotacional (v > 1), la solucién es estable. Asi pues, dado que
tanto u como uq» son proporcionales al nimero de dtomos, N, es posible estabilizar
el monopolo sin mas que tomar un nimero lo bastante grande de bosones.

Por ultimo debemos sehalar que la inestabilidad dindmica que ocurre para u <
u1» consiste simplemente en una separacién de fase entre ambas componentes.
Esta separacion de fase no se debe a la vorticidad, sino que tiene lugar para las
soluciones homogéneas estacionarias.
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5.2.2 Modelos tridimensionales
Las ecuaciones

Para determinar si el monopolo permanece estable en un entorno realista tridimen-
sional, consideraremos un potencial confinante algo mas relajado, que permita a
la nube de bosones extenderse en las direcciones radial y axial [Figura 5.1(c)]

1 1
V(r,z) = 5mw§22 + Emwer + Vpe~ /o), (5.10)

Esta forma corresponde a una trampa dipolar estandar con un haz laser gausiano
no resonante con las frecuencias internas de los &tomos y que se propaga a lo largo
de la direccién z [30, 117]. Los pardmetros del haz laser son el corrimiento Stark
en el centro de la trampa, V4, y la anchura cuadrdtica media del haz 6. Ambos
parametros dan lugar a la existencia de una circunferencia de minima energia en
la trampa, cuyo radio es

R = 202 In[Vp /(mw?a?)].

Para obtener una trama con forma de anillo basta con escoger pardmetros que
cumplan R > Ar, donde Ar es el tamaiio tipico de la nube atémica en las direc-
ciones zy r.

Teniendo en cuenta ahora los grados de libertad adicionales, el estado del
condensado se escribira en la forma siguiente

[W(r,z,0)) = V/Nopi(r, 2,0)| 1) + v/ Nowa(r, 2,0)| 1),

donde las funciones de onda 11 5> estan gobernadas por una pareja de ecuaciones
de Gross—Pitaevskii acopladas

., 0 h? s . -

lha'lﬁl = [_ﬁvz +V + héy + i |Yr]® + U12|’¢2|2] P1,
120 = [T v 18y + ot ]2 + o 0f2] W
! ot b = om 2 T U1 |P1 U2 | Y2 2.

Las constantes 51,2 representan dos desplazamientos constantes de los niveles de
energia; los términos no lineales dependen de una matriz simétrica de pardmetros
G = 4nh?\/NiN;a;j/m; a; = aji son las longitudes de scattering en onda—s
correspondientes a las diferentes colisiones; y por Ultimo estamos suponiendo que
las funciones de onda estdn normalizadas a la unidad.

Es posible establecer una conexién entre el modelo tridimensional (5.11) y el
modelo de anillo (5.2) anteriormente estudiado. Para ello supondremos que la
anchura de la nube es tan pequeiia, Ar < 1, y las excitaciones axiales y radiales
tan costosas que ambos grados de libertad se hallan, en la practica, congelados.
Si el nimero de atomos en cada estado interno es del mismo orden de magnitud,
N; ~ N, podemos reducir la dimensionalidad de las ecuaciones (5.11) definiendo

1

11}1'2(1', 219’ t) = \/H

fi2(r, z)¢12(0, 1),
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proyectando ambas ecuaciones sobre f* e integrando respecto de r y z. Asi
obtenemos para las envolventes ¢; o ecuaciones unidimensionales con condiciones
de contorno periddicas (5.2) con los pardmetros

u = 2,/N,-N,-R2a,,/ dz/ rarlf(r DR £GP (5.12a)
—o0 0
2mR? . h
5,‘ = T(ﬁd, + 6,'), T = mt, (512b)

donde ¢; es el valor medio del término cinético y del potencial para la funcién de
onda fj.
Soluciones estacionarias

En lo que sigue trabajaremos con soluciones estacionarias que son el equivalente
tridimensional del monopolo

Pi(r.z,0,t) = +/Ni/2fi(r,z)e” Pt (5.13a)
Wa(r,z,0,t) = /Ny/2fr(r, z)e®e Bt (5.13b)

Aqui los grados de libertad axiales y radiales vienen descritos por una pareja de
funciones reales normalizadas, f; y f>, que satisfacen

Liof2=0,
con los operadores no lineales
~ n®le? 18 d* (n—1)2
L, = ——|=—=+-%5=+——-—5—| +V(r,
" om o Trar Tz r2 +Vir.2)
—h8p — Py + i1 fy + lionfy . (5.14)

Nos concentraremos en el caso particular {1, = ihy» = (i, con cierta relevancia
desde el punto de vista experimental. En el limite de anchura pequena, R > Ar,
el término centrifugo en el operador [, puede aproximarse por una constantes
7?/(2mR?). Cuando no hay separacién de fase a > aj», ademds encontramos
soluciones que coexisten en todo el espacio

fi(r,z) = fh(r,z)=1f(r,z2)
i = fio— i =h/(2mR?) + b, — b1.

En este régimen la solucién monopolar (5.13) es un autoestado del operador spin
proyectado, i1+ &, sobre la direccién

A= [cos(6 — [it), sin(8 — [it), O],

con un autovalor distinto en cada punto del espacio y proporcional a |f(r, z)|2. Asi
pues, el estado (5.13) representa una distribucién monopolar de espin sobre cada
plano x — y, donde la longitud del espin en cada punto depende de la densidad
local.
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Estabilidad

Vamos a analizar la estabilidad de las soluciones monopolares (5.13). Para ello li-
nealizaremos las ecuaciones alrededor de la solucién estacionaria, estudiando cémo
evolucionan las perturbaciones a1 2. De nuevo serd posible descomponer las per-
turbaciones en serie de Fourier con distintos modos angulares, e’®. Asi obtenemos
una familia infinita de operadores matriciciales con dimensién 4 x 4 generados a
partir de los operadores lineales (5.14) y de las matrices (5.8)

H, = L[+K,+H™, (5.15a)
[ = diag(Ly, Ly, L5 Ly), (5.15b)
K, = r/Cmr K, (5.15¢)
At = f2Hnt (5.15d)

Empleando la condicién R > Ar convertimos los operadores lineales L; = L»
en aproximadamente equivalentes y por tanto L = L resulta proporcional a la
identidad.

Puesto que sélo nos interesa la estabilidad del monopolo, analizaremos la po-
sitividad del operador H,, que es garantia suficiente de estabilidad Lyapunov. De
nuevo, dado el cardcter creciente de la energia de las excitaciones, nos basta con
estudiar los modos de baja frecuencia angular, |n| < 0. Aqui cabe distinguir dos
regimenes distintos:

Interaccién débil: En el limite N(a + a;5)/R <« 1 la energia de interaccién
Ni/[2mR(Ar)?] es despreciable frente a la energia de confinamiento de-
bida al potencial arménico. En este caso la nube adopta una forma de anillo
con anchura igual a la longitud tipica de la trampa arménica Ar ~ ag =
[h/(mw)]*/?. El espectro del operador linealizado Hg +1 estd entonces do-
minado por los términos de energia cinética axial y radial L, con un espectro
de excitacion equiespaciado kfiw (k € Z) y positivo, salvo una familia de
modos neutros, k = 0, que corresponde a modulaciones del estado no per-
turbado, ax=o(r, z,0) o< f(r,z) expimb. En este subespacio los autovalores
de la ecuacidn linealizada vienen dados tinicamente por las excitaciones an-
gulares, X = #2/(2mR?)\, (JA| € hw), donde el autovalor A surge de las
ecuaciones del modelo de anillo (5.6). El resto de perturbaciones, k > 0,
son de energia demasiado grande como para producir inestabilidades (Véase
el Teorema 5).

Interacciones fuertes: El limite opuesto al caso anterior lo constituye la aproxi-
macién de Thomas—Fermi, donde las interacciones entre dtomos dominan al
resto de contribuciones a la energia. En este caso la nube adopta una forma
de anillo con anchura Ar = ay[32N(a + a12)/R]**. Ahora no es posible
separar las excitaciones angulares de las que involucran un cambio en las
dimensiones del anillo. Sin embargo un estudio de los operadores involucra-
dos en (5.15) nos permite obtener [41] un criterio de estabilidad suficiente,
u — u1o > 1 equivalente al derivado con el modelo de anillo.
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Asi pues queda demostrado que en ausencia de separacion de fase, u > uqo,
el condensado puede adquirir vorticidad en una de las componentes, adoptando
una configuracién de monopolo que es un minimo local de la energia y por tanto
resulta energéticamente estable?

5.2.3 Montaje experimental

Para finalizar propondremos una configuracién particular que permite generar un
monopolo de espin en un condensado de Bose—Einstein realizado con dtomos de
sodio en el estado fundamental hiperfino, F = 1. Supondremos que la energia
del nivel hiperfino mg = 0 es superior de manera que éste no participa en la
dindmica. Esta condicién se alcanza empleando un haz laser fuera de resonancia
o radiacién de radio—frecuencia junto con el hecho de que los coeficientes de
Clebsch—Gordan son diferentes para los estados m = 0 y m = +1. Eliminando
los dtomos con m = 0 nos aseguramos de que las colisiones no cambien el espin,
pudiendo identificar | 1) = |F = 1,mg = 1)y | |) = |F = 1,mg = —1). Con
estos estados internos se cumple ademas iiy; = iy = ii.

Para generar el monopolo de espin bidimensional (5.13) proponemos la utiliza-
cién de un haz Raman fuera de resonancia. Los atomos se encontraran inicialmente
condensados en el estado | 1). Entonces conectaremos el haz ldser Raman que
acopla los niveles | 1) y | {). Es posible? imponer una dependencia apropiada sobre
la fase de este haz para que al transferir los dtomos | 1) — | {), estos adquieran
momento angular en la direccién z.

Denotando conr €(z, r, 0) la frecuencia de Rabi efectiva, la evolucién del es-
tado condensado responde a las ecuaciones de Gross—Pitaevskii con un término
de acoplo adicional entre 91 y 9> que es proporoonal a Q. La desintonia del laser
Raman se incorpora en las definiciones de 61 ». Partiendo de &; > 65, para que el
laser no afecte al estado atémico interno, cambiamos adiabaticamente la diferen-
cia &, — &, hasta que ambos estados internos poseen la misma energia 8, —06; ~0.
En el proceso observamos cémo se transfiere un 50% de la poblacién [Figura 5.3]
entre estados, alcanzando la configuracién del monopolo.

Este método es mucho mas robusto que el propuesto en trabajos anteriores
[33] para generar vértices, puesto que las funciones de onda espaciales permanecen
esencialmente constantes durante la transferencia f; »(r, z). De hecho es posible
utilizar inicamente un pulso de duracién w/2, manteniendo 51 = 0o, y alejdndonos
por tanto del régimen adiabdtico. Si hacemos esto, el proceso se efectua en una
escala de tiempo mucho mas rapida, del orden de unos pocos periodos tipicos de
la trampa [t ~ 1/w].

L El criterio a aplicar es el de la estabilidad Lyapunov: en esencia, el monopolo constituye un
minimo de la energia, pero la energia es una cantidad conservada en la evolucién temporal, de
manera que perturbaciones no demasiado intensas se mantienen acotadas en las proximidades
del minimo.

2 Como se propone en [33], este efecto se consigue mezclando dos ondas estacionarias que
se propagan sobre las direcciones x e y respectivamente, con una diferencia de fase sin(kx) +
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Fig. 5.3: Preparacion experimental del monopolo bidimensional de espin. Parametros
de la trampa: w; = 2wy, R = 10ay, ¢ = 5ap, W = 200w, con ag =
(h/mw)*?; interacciones: i1 = fxp = fi12/0.9 = 3600Aw, a3; parametros del
laser: Q(r) = Qq[sin(kx) + isin(ky)] con Qo = 0.28w, y k = 7/(6R). Todas
las gréficas aparecen en unidades adimensionales. (a) Distribucién de densidad
final |91)? (Ifnea a trazos) y |1»|* (Ifnea continua, apenas indistinguibles una de
la otra), evaluada sobre la Iinea y = z = 0 como funcién de x. (b) Evolucién
de las poblaciones de ambos estados internos, | 1) (Iinea de trazos) y | {) (Iinea
continua). (c) Evolucién de la densidad de espin después de la preparacién
para un desfase §, — 61 = 2wy; los tridngulos apuntan en la direccién del valor
esperado del operador (5) y su tamafio es proporcional a la densidad local.

Para comprobar la viabilidad de nuestra proposicion experimental se han realiza-
do simulaciones numéricas tridimensionales de las ecuaciones de Gross—Pitaevskii
con las condiciones sugeridas. Dichas simulaciones se efectuaron empleando un
método de colocacién de Fourier con 80x80x40 modos, integrando en el tiempo
con la ayuda de una técnica conocida como “operador split—step”.

Los resultados se muestran en las Figuras 5.3(a-c) para un posible experimento
con sodio, donde w, = 100Hz, ay = 2um y a = 52ag, y en el que suponemos una
media de 2 x 10° dtomos. En la Figura 5.3(a) representamos el perfil de densidad
al finalizar el proceso de transferencia. En ella se aprecia que ambas componentes
adoptan prdcticamente la misma distribucién de densidad, f; ~ f, como habiamos
supuesto. El proceso de transferencia aparece en la Figura 5.3(b), donde se com-
prueba la rapidez del mismo. Por (ltimo, en la Figura 5.3(c) representamos cémo
evoluciona el estado monopolar una vez apagado el laser que conectaba ambos
estados internos. La estabilidad del monopolo se ha confirmado minimizando el
funcional de energia.

isin(ky) ~ k(x + iy) donde k es lo bastante pequefio.
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5.3 Los experimentos de Colorado

o Como ya mencionamos en la intro-
duccidn, el primer experimento [87] que

Q consiguié generar vértices en conden-
sados de Bose—Einstein generacién de
vértices lo hizo por medio de un con-
: densado de rubidio—87 formado por dos
- especies del mismo isétopo. La idea,
desarrollada en [66], es similar al mé-
todo de generacién de monopolosy con-
; siste en trasvasar bosones entre ambos
4 estados internos, |1) y |2), a la vez
que se dota a los bosones de momento
angular. La novedad estriba no tanto
: en la idea de utilizar este grado de li-
1 bertad adicional, como en introducir el
Ryt s ©) momento qngylar por medio de un haz
Idser que gira imprimiendo una fase lo-

cal por medio del efecto Stark.

Fig. 5.4: Imdgenes del experimento del JI- El resultado del experimento son nu-
LA [87] donde se observa la de- bes de condensados en las que un nivel
saparicién del vortice cuando se  hiperfino carece de vorticidad y el otro
encuentra en la componente |2)  3lberga un dnico vértice centrado. Sin
y su estabilidad en caso contra-  oaparg6  debido a las diferencias en-
rio. tre las longitudes de scattering de ca-

da especie, u11 > u1o > Upo, ocurre que dicho vértice sélo es estable cuando se

encuentra sobre la especie |1). Si realizamos el proceso inverso, dotando a los

atomos de |2) de momento angular, se observa cémo el vértice desaparece [87].

Semejante resultado despertd toda una serie de explicaciones artificiales, basadas

en fenémenos disipativos extraordinariamente potentes.

En los siguientes apartados explicaremos la inestabilidad del vértice en términos
puramente dindmicos, utilizando la teoria de campo medio con las ecuaciones de
Gross—Pitaevskii acopladas, sin recurrir a modelos disipativos. Para ello realiza-
remos un andlisis de estabilidad lineal similar al iniciado con el monopolo, pero
utilizando aproximaciones numéricas para realizar los célculos. Comenzaremos
por resolver las ecuaciones estacionarias encontrando los estados estacionarios de
menor energia. ldentificaremos tres soluciones con el estado fundamental de mo-
mento angular cero y con las dos realizaciones experimentales de |a referencia [87].
A continuacién estudiaremos la estabilidad lineal de cada estado, encontrando que
sélo una de las configuraciones experimentales es linealmente estable. Finalmen-
te, por medio de simulaciones numéricas, estudiaremos condiciones realistas en
las que el condensado sufre perturbaciones mas fuertes y encontraremos una rica
dindmica que incluye la transferencia del vértice entre ambas componentes y la
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generacion de estados turbulentos.

5.3.1 Teoria de campo medio

Para modelizar el experimento del JILA utilizaremos la aproximacidon de tempera-
tura cero, en la que despreciamos la fraccién no condensada de la nube atémica.
Aplicando esta aproximacién a un sistema de dos componentes obtenemos una
pareja de ecuaciones de Gross—Pitaevskii acopladas®

., 0 h?

’ﬁa"l’l = [_%VQ + Vi +un |9 + U12|¢2|2] Y1, (5.16a)
'ﬁgdz = —h—2v2 + Vo + ot |91 + uaa |9 | ¥ (5.16b)
1 3t b = m 2 T U21|P1 U292 2, .

donde la interaccién viene determinada por las constantes &;; = 4wh?y/N;N;a;;/m,
N; es el ndmero de particulas en el estado i = 1,2, y a;; = a;; denota las tres lon-
gitudes de scattering en aproximacién de onda—S. Como es habitual, supondremos
que las funciones de onda estan apropiadamente normalizadas

/ 1 (P) 27 = / s (PP = 1.

En analogia con los experimentos, asumiremos que ambos potenciales son
iguales, concéntricos y esféricamente simétricos, V4 (7) = Vo(F) = $mw?(r? + z2).
También supondremos que los dtomos se reparten por igual en cada estado interno,
N; = N>, = N. Y por ultimo, para simplificar el anélisis, adimensionalizaremos las
ecuaciones utilizando como unidades la longitud caracteristica de la trampa, ag =
v/ h/mw, su periodo, T = 1/w, y la masa de los atomos de rubidio, m. Con este
conjunto de unidades los coeficientes no lineales pasan a ser u;; = 4majj/N;N;/ao.
En el experimento del JILA, donde w =27 x 7.8 = 0.1Hz, tenemos como unidad
de tiempo T ~ 20.4ms.

Suponiendo poblaciones iguales de los estados |1) y |2), las constantes de
interaccién adoptan la siguiente forma [57]

1.00 0.97
U= 9( 0.97 0.94 ) ’ (5.17)

Hemos estudiado valores del coeficiente de interaccién g o 4mNag, de hasta
g ~ 5000. Estos valores permanecen dentro del orden de magnitud de los expe-
rimentos; sin embargo esperamos que tanto el andlisis de estabilidad lineal como
las simulaciones cambien poco para interacciones atin mas fuertes, de manera que
los resultados sean estensibles a condensados varios millones de dtomos.

3 Todo el estudio, incluido el andlisis de estabilidad lineal y las simulaciones numéricas, se ha
realizado sobre las ecuaciones tridimensionales, aunque también hemos comprobado la validez
de los mismos resultados en una versién bidimensional del problema.
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Es importante sehalar que las constantes de interaccién guardan las siguientes
relaciones

U1 > U2 > Uz, (5.18)
Ui < Uy, (5.19)

que sitian este experimento fuera de la regién de estabilidad del monopolo (Ver
§5.2.1). Intuitivamente, de acuerdo con estos valores, podemos formarnos la si-
guiente imagen sobre el experimento: por un lado tenemos la segunda componente
que “persigue” a la componente |1), por la que se siente atraida; mientras que la
primera componente “rechaza” mezclarse con el perseguidor. En consecuencia,
cualquier estado energéticamente favorable implica que la primera componente se
extienda sobre la mayor parte del espacio, lo que tiene importantes consecuencias
sobre la dindmica de estos condensados, como veremos a continuacion.

5.3.2 Estados estacionarios

Nos interesa estudiar configuraciones estacionarias con un valor bien definido del
momento angular de cada componente. Estos estados poseen la dependencia
temporal factorizada y, suponiendo que preservan la simetria axial del problema,
podemos escribirlos de la siguiente forma

Pi(r,z,0) = e HiteMOp.(r, 2). (5.20)

Estas funciones satisfacen un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales, no
lineal y fuertemente acoplado

1 1
we; = —§V2’lll,' + > (f2 +22) P + Z U/j|"l’j|2’l/1i: (5.21)

Jj=1,2

con i = 1,2. Nos concentraremos en tres configuraciones importantes que son
los estados de minima energia sobre los subespacios de vorticidades (my, my) =
(0,0),(1,0) y (0, 1). Estas soluciones se corresponden con el estado fundamental
del condensado y con el estado vértice sobre la especie |1) y |2), respectivamente.

Para calcular las dependencias radial y longitudinal de las funciones de onda,
¢i(r, z), expandimos las soluciones en un subconjunto de la base de estados del
oscilador armdnico,

n=N
¢i(r,z) ~ Z P (1, 2)e "2 e 712
n=0

y buscamos las soluciones* de minima energia para cada par (my, m,), obteniendo
tanto los perfiles de densidad, como el potencial quimico de cada especie y sus
energias [Véase la Figura 5.5(a)].

4 Los detalles de este método se encuentran en el Capitulo 3 y en [44]
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Fig. 5.5: (a) Energia del estado fundamental, (0, 0); (b) energia de las configuraciones
(1,0) (linea continua) y (0, 1) (linea de trazos), relativas al estado fundamen-
tal; y (c) frecuencias de los modos lineales alrededor del estado estable (1, 0),
como funcién del pardmetro de interaccién g [Ecuaciones (5.17)]. (d) Vista
superior de la componente |1) con un vértice, después de una perturbacién
intensa de la nube con g = 1500. Las imdgenes distan entre si 10 unidades
adimensionales de tiempo, y cada una es mide 18 x 18 unidades espaciales.

5.3.3 Analisis de estabilidad lineal

Necesitamos estudiar el comportamiento de las soluciones estacionarias bajo per-
turbaciones infinitesimales. Para ello escribimos las excitaciones en la forma con-
veniente

Yi(r,z,0) = e WM (¢i(r,z) + e (1, 7)), (5.22a)

Di(r,z,0) = et (Gi(r,z) + e PB(r, 2)) . (5.22b)
e introducimos estas expresiones en la ecuacion (5.16). Conservando dnicamente
los términos de orden O(a) y O(B), obtenemos un sistema de ecuaciones lineales
para las perturbaciones W = [a, a*, 8, 8*] en la que aparecen el producto de un
operador hermitico, H, y otro antihermitico

iJoW = HW .

El paso siguiente consiste en buscar una base de Jordan para esta ecuacion,
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Fig. 5.6: (a) Frecuencias de respuesta lineal alrededor del estado inestable, (0, 1); (b)
componente imaginaria del modo desestabilizante. (c-d) Vista superior de la
evolucién de un vértice inestable sometido a una perturbacién inicial, para
g = 1500. Mostramos las especies (c) |1) y (d) |2). Las imagenes han sido
tomadas en intervalos de 10 unidades de tiempo y muestran una regién del
espacio de 18 x 18 unidades de grande. Resulta apreciable cémo se transfiere
el vértice de una a otra componente.

encontrando los modos que cumplen
AW = —iJHW.

Como vimos en el caso del monopolo, la ausencia de esta forma diagonal, o la
presencia de autovalores complejos, Im{\} # 0, conduce a la aparicién de inestabi-
lidades polinémica o exponencialmente crecientes. Cualquier otro tipo de solucio-
nes sélo conlleva la existencia de perturbaciones acotadas, tal vez potencialmente
daninas si 3A < 0 y nos hallamos en presencia de disipacion.

En primer lugar hemos diagonalizado las ecuaciones lineales para el estado con
(my, my) = (0, 0), obteniendo linicamente autovalores positivos. Esto implica que
la solucién sin momento angular es un minimo del funcional de energia, y por tanto
localmente estable. De hecho un estudio mas completo del problema revela que
es el estado fundamental del sistema y globalmente estable.
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A continuacién estudiamos la familia (1, 0) [Figura 5.5(c)], y encontramos que
existe un autovalor negativo entre una familia infinita numerable de autovalores
positivos. Este resultado implica que existen caminos de energia decreciente en
el espacio de configuraciones. Estas direcciones involucran perturbaciones que
desplazan el vértice hacia afuera del condensado [108]. Sin embargo, al no existir
autovalores complejos, este fenémeno sélo actia en las escalas de tiempo carac-
teristicas de la disipacién y las pérdidas por colisiones. De hecho estos mecanismos
disipativos deben ser muy débiles en la practica, como lo demuestra la superviven-
cia del estado (1, 0) en los experimentos [87].

Es importante sefialar que la existencia de un autovalor negativo en el espectro
linealizado alrededor del estado (1,0) contradice la creencia de que la segunda
componente podria actuar como potencial de anclaje, convirtiendo el vdrtice en
un minimo local de la energia, como de hecho ocurre en el monopolo. Antes
bien, un estudio mds completo confirma que el estado (1,0) es energéticamente
inestable incluso para proporciones distintas de cada especie, que van desde N; ~ 0
hasta N, ~ 0 [96].

Por dltimo hemos analizado la configuracién (0,1). Aqui encontramos un
nimero infinito de modos con energia positiva, mas una pareja de modos con fre-
cuencia negativa y autovalor complejo, A, [Figura 5.6(a-b)]. Cualitativamente,
la forma e intensidad de los modos inestables es similar a aquellos de energia de-
creciente de la familia (1, 0) —esto es, son perturbaciones que expulsan el vortice
fuera de la nube atémica. La diferencia estriba en que debido a la componente
imaginaria del autovalor, Im(X,) = ©0(0.04) [Fig. 5.6(b)], un vértice de carga
unidad situado en la especie |2) es inestable bajo perturbaciones aleatorias del
dato inicial. Este resultado es consistente con la inestabilidad del vértice |2) en
los experimentos [87].

Como mencionamos anteriormente, la inestabilidad de este tipo de configura-
ciones no depende drasticamente de la condicion Ny ~ N», pero si es cierto que
para valores pequefios de la componente sin vorticidad, Ny > Ny, el vortice se
convierte estable en la practica [96] pues su vida excede con mucho a los tiempos
resolubles numérica y experimentalmente. Por (ltimo hemos de sefalar que este
resultado es consistente con el limite de una sola componente, N; = 0 donde el
vértice de carga unidad resulta dindmicamente estable para cualquier valor de la
interaccion u., (Véase el Capitulo 3 o la referencia [44]).

5.3.4 Analisis de estabilidad global

El andlisis de estabilidad lineal no puede utilizarse para obtener conclusiones so-
bre la dindmica del vértice mas alla del régimen de perturbaciones infinitesimales.
Para conocer mejor el comportamiento de los estados estables e inestables hemos
preparado una serie de simulaciones numéricas que reproducen perturbaciones rea-
listas de cada configuracién. Las perturbaciones elegidas varian desde pequeios
desplazamientos del vortice, que deberian responder al anidlisis lineal, hasta fuer-
tes perturbaciones del dato inicial, consistentes en generar los estados vértice con
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Fig. 5.7: Evolucién de una configuracién inestable (0, 1) sujeta a perturbacién de am-
plitud moderada, después de 50 unidades de tiempo, con g = 1500. De
desarrolla caos espacio-temporal con multiples vértices. Mostramos las vis-
tas superior del conjunto, equiespaciadas 10 unidades de tiempo y con una
extension de 18 x 18 unidades espaciales.

unas dimensiones diferentes de las estacionarias. Las simulaciones numéricas se
han realizado empleando un método “split—step” simetrizado sobre una base de
Fourier discreta, utilizando mallas de 32 x 32 x 32 a 64 X 64 x 64 modos.

De las simulaciones numéricas extraemos varias conclusiones. En primer lugar,
el estado linealmente estable, (1, 0), resulta particularmente robusto y sobrevive a
un amplio rango de perturbaciones, respondiendo, como mucho, con una precesién
del vértice mas oscilaciones en las dimensiones de ambas componentes [Figura
5.5(d)].

La configuracién inestable, (0, 1), por otro lado, demuestra su inestabilidad
incluso con las perturbaciones mds débiles, dando lugar siempre al mismo tipo de
dindmica recurrente, representada en las Figuras 5.6(d-e). Este mecanismo consta
de un primer estadio en el que la componente |1) y el vértice oscilan sincronamente.
La precesiéon aumenta en amplitud hasta que el vértice deja de ser reconocible
y el conjunto forma una especie de ying—yang rotante. Finalmente la primera
componente desarrolla una cola y después un agujero en el que queda atrapada
la segunda componente. Dicho agujero es un vértice que ha sido transferido de
la segunda a la primera especie. Aunque no es completamente periddico, este
mecanismo exhibe cierta recurrencia y el vértice oscila entre una y otra especie
ab—eternum.

El mecanismo de transferencia persiste incluso para perturbaciones de gran am-
plitud, pero ahora la recurrencia desaparece y nos encontramos con una dindmica
mas rica que incluye el nacimiento de caos espacio—temporal. Como ejemplo, la
Figura 5.7 muestra un régimen en el que se introducen mds de un vértice en la
primera componente

Cualquiera de estos fendmenos, sea la transferencia del vortice o su evolucidn
cadtica, no contradicen ninguna restriccién topoldgica ni ninguna ley de conser-
vacién. De hecho, debido al acoplo entre especies, el momento angular de cada
componente no es una cantidad conservada, y sélo el momento angular total se
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Fig. 5.8: Momento angular total L, (linea continua), y momentos angulares parciales
LS) (puntos) y L(ZQ) (trazos), frente al tiempo, en unidades adimensionales
de tiempo. La grafica (a) corresponde a una situacién sencilla, con dindmica
recurrente de transferencia del vértice, mientras que en (b) se ha establecido
caos espacio-temporal [Figura 5.7].

mantiene constante
L,= ih/z/'zlaed;l + iﬁ/«ﬁzam =LM 41O, (5.23)

En la Figura 5.8 representamos la evolucion del momento angular total y el de ca-
da componente Lg) para una situacidon de recurrencia y para una situacién de caos
espacio-temporal. Ambas graficas demuestran el establecimiento de una dindamica
compleja de intercambio de momento angular entre las nubes atémicas. Los esta-
dos intermedios son estados topoldgicamente no triviales debido a la transferencia
de carga topoldgica. Un andlisis mas detallado se encuentra en [96].

5.3.5 Conclusiones

Hemos analizado la estabilidad de los vértices en condensados de Bose—Einstein
atémicos multicomponente, empleando las ecuaciones de Gross—Pitaevskii acopla-
das. Hemos demostrado que un vértice en el estado |1) es un objeto dindmicamente
estable, aunque no sea un minimo local de la energia. Por el contrario, un vértice
en la especie |2) ha resultado ser una configuracion inestable que tiende a ser ex-
pulsado. Por tltimo, al despreciar todo mecanismo disipativo, nuestro modelo no
puede desprenderse de la conservacion del momento angular y el vértice expulsa-
do de la componente |2) experimenta una transferencia periddica entre especies.
Estas y otras predicciones han recibido confirmacién experimental [87, 24].
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Resumen

En este capitulo estudiaremos cémo se manifiesta la superfluidez en el
momento de inercia de un condensado de Bose—Einstein. Partiendo de la
ecuacion de campo medio en la aproximacidn de temperatura cero (ecuacién
de Gross—Pitaevskii), estudiaremos la respuesta del condensado a la rota-
cién de la trampa que lo confina. Con hipétesis razonables encontraremos
soluciones exactas para el campo de velocidades del condensado sin vértices
0 con un vortice centrado y simétrico. Demostraremos que en ambos casos
el momento de inercia, y por tanto la reaccién del fluido cudntico, es mucho
menor que la de un fluido ordinario. Ademds de en el momento de inercia,
la superfluidez se manifiesta en las trayectorias cldsicas que se desarrollan
en el condensado, pues de acuerdo con ellas los bosones apenas experimen-
tan pequenos desplazamientos alrededor de su posicién inicial. Por dltimo
contrastaremos estos resultados analiticos con simulaciones numéricas de
un condensado rotante.

6.1 Condensados rotantes

En este capitulo utilizaremos la teoria de campo medio y temperatura cero para
demostrar que un condensado de Bose—Einstein diluido manifiesta superfluidez en
valores anémalos del momento de inercia, en flujos irrotacionales anormalmente
lentos y en la existencia de corrientes circulares cuantizadas [45]. Para ello es-
tudiaremos cémo responde el condensado a la rotacién de la trampa magnética
que lo confina. Supondremos que esta trampa es arménica y rota con velocidad
angular uniforme, €2, alrededor de un eje de simetria fijo. El potencial rotante que
describe la trampa admite la siguiente expresién matematica

V(x,t) =W (e7%Fx) =\ (U(-Qt)x). (6.1)

U(6) es una transformacién ortogonal que gira un vector un angulo 6 alrededor
del eje x3 y la matriz R, es el generador de las rotaciones

0 1 1
R,=1| -1 0 0 |. (6.2)
0 0O
El potencial estacionario V4 responde a una forma cuadratica definida positiva

1
Vo(r) = 5 (wirf +wirs +wir3). (6.3)

Podemos reescribir este potencial de muchas formas. Nosotros parametrizaremos
la geometria en la misma forma que (2.8)

1 1 1
W) = 50&(1 +e)rf + Ewi(l —e)rs + Ewﬁraz, (6.4)

1
= Swi[0+er+1-e)r+r]. (6.5)
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En general asumiremos que r3 es el eje de rotacién, € mide la deformacién trans-
versal de la trampa y <y su deformacién longitudinal. Por ejemplo, cuando € = 0,
los valores v = 1, v+ = 0.5 y v = 2 describen trampas con forma esférica, de
cigarro y oblatas, respectivamente.

Es de esperar que en equilibrio el condensado se deforme para adaptarse y girar
solidariamente con la trampa que lo confina. Puesto que esta hipdtesis presidird
nuestros calculos, necesitaremos emplear dos marcos de referencia distintos: el
sistema de referencia del laboratorio, {S, x}, estacionario, y el sistema de referencia
rotante, {5, r = U(—Qt)x}, que se mueve con la trampa. Las ecuaciones resultan
ademads mds sencillas si recurrimos al sistema de unidades natural del condensado,
establecido en §2.2.1 a partir de la anchura del estado fundamental lineal, a; =
v/ hi/mw, y la masa de los bosones involucrados, m.

En el marco de referencia del laboratorio, con estas unidades, la ecuacién de
campo medio es la ecuacién de Gross—Pitaevskii (2.15). Denotando con A, el
laplaciano sobre las coordenadas (x1, xo, x3) tenemos

i0:P(x,t) = [—%AX +V(x t)+ U |1l)|2] P(x, t).

Esta teoria tiene dos pardametros libres importantes. El primero es la velocidad
angular de la trampa, €2, que aparece embebida en el potencial, y el segundo es
la fuerza de interaccién efectiva entre dtomos, U = NUy = 4wNa/a,, donde el
namero de particulas, N, viene dado por la norma de la solucién

N = [l = / P d"x (6.6)

Para que el funcional de energia posea un estado fundamental estable, Q2 debe ser
del orden de magnitud o mas pequeno que el confinamiento radial del condensado,
w . La auto interaccién, U, tomara valores que oscilardn en este trabajo entre 0 y
6 x 10%, que representan alrededor de 10% — 108 4tomos de rubidio, por ejemplo®.

Definiremos una segunda funcién de onda, esta vez sobre el marco de referencia
mévil S, y que obtenemos con el cambio de variables

o(r. t) = PU(Q0)r, 1).

La ecuacién de evolucién para esta funcién de onda es una ecuacién de Gross—
Pitaevskii modificada

10 = —%Ar + Vo(r) + Uolg|? — QL. | ¢, (6.7)

en la que aparece el operador hermitico L, = —iBy = —i(rnd2¢ — ndid), que
representa la proyecciéon del momento angular a lo largo del eje Z.

1 Véase la Tabla 2.1 para valores relativos a experimentos con otras especies atémicas.
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6.2 Estados estacionarios

La ecuacién (6.7) posee una familia de soluciones que reciben la denominacion
de estados estacionarios?, y que son el equivalente no—lineal de una ecuacién de
autovalores. Estas soluciones tienen un perfil de densidad constante que se mueve
solidariamente con la trampa

¢(r. t) = e #¢(r,0). (6.8)

La constante @ es un ndmero real que suele ser interpretado como la frecuencia
o el potencial quimico del condensado, y aparece como autovalor no lineal en una
variante de la ecuacién de Ginzburg—Gross—Pitaevskii

BO() = |50 + Vo) + Uoldl? — AL | (1), (6.9)

en la que se puede apreciar que ha desaparecido toda dependencia temporal.

Los estados estacionarios pueden interpretarse también como soluciones de un
problema variacional. Recordando que existe un funcional de energia asociado a
la ecuacion (6.7)

U, _
E@.M) = [ 31907 + %02 + Liol* ~ adLg| a'r (6.10)

no resulta dificil demostrar que la ecuacién estacionaria (6.9) puede escribirse
como
OE
— = uo, 6.11
% e (6.11)

lo cual es una forma de decir que cualquier estado estacionario es un punto critico
del funcional de energia libre,

o= E@.N) -~ u [ 167 (6.12)
o bien que es un punto critico del funcional de energia sobre la superficie de norma

constante (6.6). Ambos principios variacionales llevan a una tercera interpretacién
del parametro p como multiplicador de Lagrange de la norma.

6.3 Variables de Madelung

Hemos comprobado que para una clase de soluciones el médulo de la funcién de
onda juega un papel importante. Vamos a realizar un cambio de variables en la

2 Véase §2.2.4.
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incognita de las ecuaciones (2.15) y (6.7), conocido como variables de Madelung,
y que consiste en separar médulo y fase en la funcién de onda compleja

P(x, t) = /v(x, t)ett, (6.13)
$(r, t) = /p(r, t)e®C 1), (6.14)

Esta representacién tiene una interpretacién fisica atractiva. El médulo de
la funcién de onda, sea v(x, t) é p(r, t), proporciona la densidad de bosones en
cada punto del espacio®. La fase es un objeto puramente cuéntico responsable
de fenédmenos interferenciales, pero también actua como potencial para el campo
de velocidades instantdneo en el condensado gaseoso. De hecho en los marco de
referencia estacionario y rotante las velocidades generadas por las distribuciones
de fase respectivas son

V(x,t)
v(r, t)

Im(PVx) = Vié(x, t), (6.15)
V,0(r, t). (6.16)

Existe una relacién importante que conecta ambos campos
V(x,t) = U(—Qt)v (U(—Qt)x, t). (6.17)

Introduciendo las variables de Madelung en la ecuacién de Gross—Pitaevskii
sobre el marco de referencia estacionario (2.15)

O = —Vy - [VV] (6.18)
y sobre el marco de referencia rotante (6.7)
0tp — QV,p- (Rzr) = =V, - [pv] (6.19)

obtenemos dos variantes de la ecuacién de continuidad para la densidad del fluido.
Existe una segunda ecuacién que conecta la distribucién de fase con la densidad
y que lnicamente escribiremos sobre el marco de referencia rotante

A Vo)
—8,0 = _AvP + vor
2\/p 2
Esta ecuacién es equivalente a la ecuacién de un fluido clasico salvo por la presencia
de un término extraordinario, A,/p/2./p, que recibe el nombre de presion cuantica.

+ Vo + gp +iQL,0O. (6.20)

6.4 Soluciones analiticas

En lo que sigue emplearemos la representacion de Madelung para obtener resul-
tados analiticos sobre los estados estacionarios del condensado. La aproximacion

3 De forma rigurosa, %p(r, t)d"r es en realidad la distribucién de probabilidad de encontrar
un bosén en el volumen infinitesimal localizado sobre r.
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principal consistird en suponer un flujo laminar e incompresible, donde las superfi-
cies de densidad constante tienen forma eliptica en cada plano {r, 2},

p(u,)=p (,/rf +r2/a, r3) : (6.21a)

@(I’l,rz). (621b)

0
e

Il

Esta hipdtesis no es demasiado restrictiva y resulta exacta para el estado fun-
damental en ciertos limites que discutiremos mas adelante. Para simplificar las
expresiones que resultardn necesitaremos un pardmetro que denominaremos coe-
ficiente normalizado de anisotropia

k=(1—2a)/(1+a)e[-1,+1]. (6.22)

Este factor estd relacionado con las anchuras cuadraticas medias de la nube
atémica en las direcciones r1 y

_ () = ()
(rf) +(r3)
y se corresponde con el pardmetro & empleado en los tltimos resultados experi-
mentales de la ENS [80].
Utilizando la ecuacién de continuidad sobre el marco de referencia rotante

(6.19) y la aproximacién de flujo laminar (6.21), encontramos una ecuacién para
la fase

h(u)[Q(1—a)rrn+and + nd]O = A6, (6.24)

donde h =dInp/d(u?).

Buscamos soluciones correspondientes a un flujo incompresible, A® = 0, de
manera que el campo de velocidades debe cumplir la siguiente ecuacién en deriva-
das parciales

QU1 —a)rnr]+[ands + Nd]© =0. (6.25)

Esta ecuacidn tiene soluciones exactas de la forma

a—1

o(r,t) = —ut+9Q rnr 4+ ©yore(r), (6.26)
a+1

donde aparece una contribucién desconocida en la fase, ©,,,¢, ¥ que implica un

flujo incompresible, A©,,,+ = 0, sobre las superficies elipticas de densidad cons-

tante, VO, L Vp.

Definiendo la carga topolégica como la integral de linea

1 1
m_gfve-dr_gfvem,,-dr, meZ, (6.27)



6.5. Superfluidez sin vértices 85

resulta evidente que esta integral es algin miltiplo entero de 2w y que por tanto
el término ©,,,+ es el responsable de la vorticidad, en caso de que exista alguna.

Debemos resaltar que si fijamos el valor de ©,,,¢, la distribucién de densidad
puede obtenerse resolviendo la versién estacionaria de la ecuacién (6.20)

_AVP (VO)?
2\/p 2
Como demostraremos en la siguiente seccién, la solucién de esta ecuacién es

particularmente sencilla en los limites de gas ideal, UyN — 0, y en el limite de
Thomas—Fermi, UgN — oo.

w= +W+gp+iQL,0. (6.28)

6.5 Superfluidez sin vortices

Para obtener soluciones estacionarias sin vorticidad basta tomar ©,,,+ = 0 en la
ecuacion (6.26)

a—1

@:—u,t+Qa T (6.29)

Como era de esperar, en el caso radialmente simétrico, a = 1, recuperamos solu-
ciones radialmente simétricas donde la fase es uniforme y el campo de velocidades
se anula.

En trampas asimétricas, sin embargo, el campo de velocidades es distinto de
cero a la vez que irrotacional, Vi x V = 0. Empleando la definicién (6.15) del
campo de velocidades sobre el sistema de referencia estacionario, VV, podemos
obtener expresiones analiticas para el flujo del condensado en el laboratorio

dx

— =V(x, t), )

T: (x, t) (6.30)
y sobre la trampa

% =v(r, t). (6.31)

Este flujo es el producto de dos rotaciones alrededor del eje Z: una rotacién con
velocidad angular ©2 y un desplazamiento sobre una elipse con velocidad angular
ligeramente inferior w = —Q+/1 — k2... jen sentido contrario! Este resultado sor-
prendente tiene dos consecuencias importantes. En primer lugar, sobre el sistema
de referencia mévil S el fluido se mueve sobre lineas elipticas oponiéndose al sen-
tido de giro de la trampa con una velocidad ligeramente inferior [Figura 6.5(d)].
En segundo lugar e igual de importante, la composicién de ambos movimientos da
lugar a trayectorias elipticas abiertas sobre el sistema de referencia del laboratorio
con una velocidad muy pequefa [Figura 6.5(c)].

A grandes rasgos, la primera sefial de superfluidez la encontramos en el flujo
lento y espiralado que tiene lugar en el laboratorio. Este flujo lento da lugar a un
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Fig. 6.1: Caracteristicas del flujo de un condensado asimétrico sin vdrtices con factor
de forma a ~ 2 y velocidad de rotacién Q2 = 1. (a) Campo de velocidades en
el instante inicial, t = 0, sobre el laboratorio. (b) La geometria eliptica del
condensado asimétrico define dos circulos concéntricos cuyos radios determi-
nan la anchura del flujo espiral que tiene lugar en el laboratorio. (c) Lineas de
flujo sobre el laboratorio: mostramos la forma de la nube (linea de trazos) en
el limite de Tomas—Fermi y la evolucién de dos particulas semiclasicas — las
espirales interiores para 6 rotaciones de la trampa y las exteriores para 20 pe-
riodos de rotacién (El periodo es 2/Q2). (d) Flujo en el sistema de referencia
rotante para las particulas de (c) pero sélo durante un periodo: naturalmente,
el flujo se opone al giro de la trampa.
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momento de inercia y un momento angular inferiores a los propios de un fluido
normal con el mismo perfil de densidad. Recordando la definicién del momento
angular encontramos el siguiente valor

(2 —r3)°

(P +13)" (652

<LZ>gr0und = /p(r X V(9)2 =Q
construido a partir de a = (r?) / (r7). Como esperdbamos, el momento de inercia

2

I:l<L ): <I’12—I’22>

QYT (R +n)]
es significativamente inferior al valor clasico tipico de un fluido normal y de un
sélido rigido,
/normal = <I’12 + f22> .

De hecho este valor se anula completamente para trampas simétricas, donde el
condensado no experimenta ninguna respuesta mecanica al giro de la trampa. Fi-
nalmente hemos de sefialar que la ecuacién (6.32) difiere del limite de temperatura
cero obtenido por otros autores [122] puesto que nuestro resultado no obedece a
desarrollos perturbativos y ademads permite que la forma del condensado dependa
de la velocidad de rotacién.

Combinando las ecuaciones (6.29) y (6.7) encontramos una ecuacion de tipo
Schrédinger no-lineal para la distribucién de densidad,

1 ~ .
uVp(r) = | =580+ Vo(r) + Uop +iQ2L2 | V/o(r), (6.33)
donde el potencial efectivo es armdnico
- 1 1 1
W(x) = Ew%,effrf + E‘Ug,eff”zz + 5‘4’%”32:

con una pareja de frecuencias que dependen de la velocidad de rotacidn

Wierr = wi+Qk(k—-2), (6.34a)
Werr = wh+QPk(k+2). (6.34b)

Podemos calcular de forma autoconsistente la asimetria de la nube condensada

en dos Iimites importantes: el limite sin interaccién, ideal o lineal, UyN — 0, y el
limite de Thomas—Fermi, UgN — oo. Ambas soluciones son

a = a(g—0)=wxerr/wy,err. (6.35a)

arr = a(g — OO) = (wxveff/wyveff)2 . (6.35b)

Estas expresiones representan en realidad ecuaciones auto—consistentes para el
perfil del condensado,

1—kre Wi+ Qkre(kre —2)
1+ kre w3+ Pkre(kre + 2)

(6.36)
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con hasta tres soluciones distintas de las cuales sélo una se corresponde a la
situacién de minima energia [107].

Incluso sin resolver estas ecuaciones resulta evidente de (6.34) y (6.35) que la
rotacion enfatiza la anisotropia. En las Figuras 6.7(c-d) comparamos los limites
lineal y de Thomas—Fermi en una trampa anisdtropa concreta. La conclusion
principal es que la ecuacién (6.35)(b) funciona muy bien para valores realistas
del ndmero de atomos, N. Encontramos, no obstante, un pequefio error en las
aproximaciones tedricas. Este error depende de la norma de la solucién y esta
relacionado con que el hecho de que la aproximacién de Thomas—Fermi elimine
toda dependencia de la forma de la nube respecto del nimero de particulas, N.

6.6 Nucleacion del primer vértice

A medida que incrementamos la velocidad de rotacién la deformacién transversal
deja de ser una forma eficiente para asimilar momento angular y el condensado
evoluciona a diferentes estados que involucran uno o mas vértices. Desde el punto
de vista matematico la fase ©,,,tex €Xperimenta una discontinuidad alrededor de
cualquier contorno cerrado que contenga una linea de vértice. Desde el punto
de vista practico los vértices surgen como lineas densidad cero ubicadas sobre las
singularidades de la solucién particular ©,,,tex que anteriormente despreciamos.
Alrededor del vértice el campo de velocidades da lugar a un flujo que no es irrota-
cional —esto es, viola la definicién de Landau de superfluidez—, pero que en su
lugar satisface la condicién de Feynmann para la cuantizacién del flujo superfluido
(6.27)

]{V@\,D,tex -dr=2mm, meZ.

Siguiendo con el razonamiento expuesto en este capitulo, deberiamos resolver
la ecuacién de Poisson para ©,.,tex CON restricciones laminares sobre VO, o tex
y condiciones de contorno apropiadas. En lugar de proceder de esta forma apli-
caremos la intuicion fisica para obtener resultados sobre el valor esperado del
momento angular. Recordemos en primer lugar la hipétesis (6.21) de que la
densidad se distribuye sobre perfiles elipticos. En coordenadas polares elipticas,
{rn = ucosb,rn = \/ausin8}, el gradiente de la fase debe ser de la siguiente
forma

VOyortex ~ g(u) (—sinb, vacosb) , (6.37)

donde g(u) es una funcién decreciente del radio, u. Podemos integrar esta ex-
presidon alrededor de una elipse cualquiera para obtener la dependencia de la fase
respecto del angulo eliptico, 6,

Ovortex(0) ¥ mb + m sin 20. (6.38)

a—1
2(a+1)
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En esta expresion encontramos la dependencia tipica de un vértice simétrico, mé,
mas una correccién que surge de la deformacién transversal.

A partir de la ecuacién (6.38) estimamos un nuevo valor del momento angular,
que ahora tiene dos contribuciones, una proveniente de la la rotacién de la nube y
otra propia del vértice,

(2 =r3)"  2m\/(2)(r3)
(Z+2) (4D

(L) =Q (6.39)
En la trampa radialmente simétrica, € = 0, la introduccién del vértice implica el
cambio en una unidad del momento angular por particula,

AL, = <L2)vortex - <LZ)gr0und =N

La asimetria, € # 0, cambia radicalmente este resultado y cuanto mas deformada
la trampa, menos relevante la cantidad de momento angular almacenada por el
vértice. De hecho en el limite de trampas muy deformadas el coste de generar un
vértice es nulo

lim AL, =0.
[k|—1

6.7 Simulaciones numéricas

Hasta ahora hemos trabajado con una aproximacién (6.21) intuitivamente agra-
dable, pero que podria no responder a los estados fisicamente realizables. Ante la
carencia de medidas directas de los momentos de inercia de un condensado*, en
este apartado contrastaremos las predicciones analiticas con soluciones numéricas
de la ecuacién de Gross—Pitaevskii para un condensado bidimensional.

Recordemos que las soluciones estacionarias de la ecuacién (6.7) son puntos
criticos del funcional [44]

el = [ 3 (30, + V() + 10k -9L.) & (6.40)

sujeto a la hipersuperficie de norma constante | |(/>|2 d’r = N. Alguno de estos
puntos criticos corresponden a estados fundamentales del condensado, configura-
ciones de minima energia que adopta el superfluido en la trampa rotante.

Para encontrar estos estados fundamentales hemos minimizado el funcional
(6.40) aplicando el método de gradientes de Sobolev sobre una base de Fourier
discreta (Véase §10.4). Los resultados que presentamos se han obtenido para (i)
una trampa bidimensional radialmente simétrica, w; = wo,€ = 0, (ii) una trampa

4 Esto no es del todo cierto, pues existen medidas experimentales de momentos de inercia [22];
sin embargo estos valores se han obtenido en un régimen de rotacién que involucra anisotropias
extremasy un niimero considerable de vértices deformados, alejados del tipo de flujo que estamos
estudiando.
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Fig. 6.2: (a-b) Evolucién del momento de inercia por particula i, = L,/NSQ en funcién
de la frecuencia de rotacién y el nimero de atomos en el condensado para (a)
una trampa con simetria radial y (b) una trampa asimétrica con w? = 2w?.
(c) Momento de inercia frente a velocidad angular para la trampa asimétrica
(linea sdlida), estimacién para un estado sin vorticidad (linea de puntos) y
estimacién para un tnico vértice centrado (linea de trazos). (d) Asimetria de
la nube atémica, a, en la trampa asimétrica. Mostramos la prediccién tedrica
en el limite de Thomas—Fermi (linea de puntos inferior) y en el limite lineal
(linea de puntos superior), junto con los resultados numéricos para N = 5
(linea sdlida superior) y N = 175 (linea sdlida inferior). Todas las magnitudes
son adimensionales.
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bidimensional sin simetria, w1 = v/2w, y (iii) un condensado tridimensional oblato
que gira alrededor de uno de sus ejes mayores, wi = w3 = V2ws,. Utilizando
estas configuraciones exploramos el espacio de pardmetros libres {Q2, U = Ng},
obteniendo mapas que muestran el momento angular del estado fundamental como
funcién de las condiciones de rotacién y que se muestran en las Figuras 6.7(a-b)
6.3(a).

El conjunto de las dos primeras simulaciones [Figura 6.7] corresponde a mode-
los bidimensionales que describen condensados con forma extremadamente oblata
que rotan alrededor del eje de simetria menor (w;, ws < w3 — 00). Dependiendo
del tipo de aproximacién utilizada para llegar al modelo bidimensional existird una
relacion diferente entre las constantes U, g y N. Como este tipo de reducciones
son aun fuente de controversia, ofrecemos los resultados de explorar un rango de
auto-interacciones amplio, capaz de abarcar los érdenes de magnitud fisicamente
relevantes.

El dltimo juego de simulaciones [Figura 6.3] es de naturaleza completamente
tridimensional. En ellos estudiamos de nuevo una trampa oblata, solo que ahora
el eje de rotacién r, estd situado de forma ortogonal al eje de simetria r3. Hemos
escogido este tipo de configuraciones por tratarse de un sistema poco estudiado
en la literatura y que sin embargo aparece en algunos experimentos prometedores
del grupo de Oxford [85].

En la Figura 6.7(a) presentamos las propiedades rotacionales de un condensado
bidimensional radialmente simétrico sometido a diferentes velocidades de rotacion.
Como era de esperar [16], el momento de inercia se mantiene constante e igual a
cero hasta alcanzar una velocidad critica, 21(/N), donde tiene lugar la nucleacién
del primer vértice. A partir de aqui el momento de inercia se mantiene de nuevo
constante e igual a i; = N, hasta alcanzar una segunda frecuencia critica donde
se genera una segunda linea de vértice. Entonces la evolucidén es creciente y
diferenciable a trozos debido a que los vértices pueden moverse para acomodar
mas momento angular segiin incrementamos la rotacidn.

En la Figuras 6.7(b) y 6.3(a) mostramos la evolucién del momento de inercia
del condensado bidimensional y tridimensional en el seno de trampas asimétricas
—e¢e # 0—. Ahora el momento de inercia manifiesta una dependencia no trivial
respecto del ndmero de particulas y la velocidad angular. Es distinto de cero para
el condensado sin vértices y deja de ser constante cuando se genera el primer
vortice. En ambos casos el momento de inercia i, (Figuras 6.7(c) y 6.3(b)) estéa
bien aproximado por las ecuaciones (6.32) y (6.39), lo que sugiere que ambas
férmulas son de hecho exactas y las hipétesis (6.21) razonables.

Debemos resaltar que en la figura 6.3(b) la contribucion del vértice al momento
angular total es menos de la mitad del valor habitualmente empleado. Por tanto
la expresién (6.39) debe ser de particular importancia a la hora de interpretar
las medidas indirectas del momento angular en experimentos con trampas muy
deformadas [85, 80].
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Fig. 6.3:

(a) Evolucién del momento de inercia por particula i = L,/NS en funcién
de la velocidad angular de la trampa y del potencial quimico u. Estudiamos
una trampa tridimensional que gira alrededor de uno de los ejes mayores del
condensado w3 = 2w? = 2w3, y un condensado con alta autointeraccién
U =3000. (b) Momento de inercia frente a la velocidad angular de la trama
asimétrica (linea continua), estimacién para un estado sin vértices (linea de
puntos) y estimacién para un estado con un dnico vértice (linea de trazos).
(c) Diferentes vistas superiores de los estados fundamentales para valores
crecientes de la velocidad angular.
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6.8 Conclusiones

En este capitulo hemos demostrado cémo obtener informacién precisa sobre las
propiedades macroscopicas de un condensado rotante. Empleando aproximaciones
fisicas plausibles (flujo laminar e incompresible) hemos derivado expresiones para el
campo de velocidades del condensado, las lineas de corriente, el momento angular
y el momento de inercia.

Hemos demostrado que un condensado sin vdrtices se mueve siguiendo cami-
nos espiralados y oponiéndose a la accién mecdnica de la trampa rotante. He-
mos caracterizado la intensidad de este flujo por medio del momento de inercia,
encontrando un valor significativamente menor que la prediccién para un fluido
ordinario. Ambos resultados representan trazas de la superfluidez del condensado
(Ver el Capitulo 2).

A continuacién repetimos estos calculos para un condensado que alberga un
vortice centrado de carga arbitraria, obteniendo una relacién no—trivial entre las
dimensiones del condensado y la contribucién del vértice al momento angular de
la nube.

Por dltimo hemos confirmado nuestras predicciones minimizando el funcional
de energia (6.40) para una extensa gama de los parametros libres (2, N) y di-
ferentes dimensionalidades y geometrias del condensado. Asi hemos demostrado
que la hipétesis de flujo laminar es razonable y que en los casos con uno o ningdn
vortice las leyes (6.39) y (6.32) representan estimaciones precisas del momento
angular.

Precisamente las féormulas (6.32) y (6.39) representan una mejora considerable
sobre las obtenidas por otros autores [122] a partir de un tratamiento perturbativo
que sélo es vélido en el limite U = Ng — 0 y que ademds no considera posibles
deformaciones de la nube de dtomos.

Los resultados de este capitulo se han revelado de interés en experimentos
recientes [80], realizados durante la redaccién de esta tesis, y que estudian la
transicion de un estado sin vorticidad a un estado con vorticidad m = 1. En
estos experimentos se confirma la existencia de soluciones estables con asimetrias
crecientes, que responden a la ecuacién (6.35), y se confirma la existencia de
estados inestables correspondientes a las soluciones supercriticas de (6.35).

Consideramos que los métodos desarrollados en este capitulo son susceptibles
de mejora y generalizacién y que pueden constituir la base de trabajo futuro en
relacién con la estabilidad de vértices, el estudio de su forma e incluso estimaciones
variacionales de la energia en la transicién entre estados.
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Resumen

En este capitulo encontramos un nuevo tipo de solitén vectorial en sis-
temas de naturaleza éptica. Estos solitones, que surgen de la captura de
un modo dipolar por una guia de onda inducida mediante solitones, son mas
estables que el conocido solitén vectorial de tipo vértice y representan una
nueva clase de objetos no lineales extremadamente robustos.

En la segunda parte del capitulo estudiamos las propiedades de scattering
de estos dipolos. Demostramos que estos objetos autoatrapados carentes
de simetria se comportan como “moléculas de luz”, capaces de sobrevivir a
multiples tipos de colisiones, exhibiendo fenémenos como la conversién de
momento lineal en momento angular, absorcién de solitones, fusién y fisién,
recombinacién de solitones, etc.

La existencia y la estabilidad de los solitones dipolares han sido confir-
mados experimentalmente [76], resultados que presentaremos al final de la
exposicién.

7.1 Introduccién

Quizas uno de los objetivos més deseables en Optica consiste en el desarrollo de
dispositivos puramente épticos, en los que la luz sea capaz de guiar y manipular a
la luz misma. Esta motivacién subyace al creciente interés en tres objetos hechos
de luz. En primer lugar estd los haces de luz autoatrapados o solitones opticos
espaciales, capaces de propagarse grandes distancias sin distorsidén a través de
medios materiales con respuesta no lineal, y capaces de interaccionar entre si
[118]. En segundo lugar encontramos las guias de onda inducidas, donde un haz
de luz coherente y un medio no lineal son capaces de confinar y dirigir una segunda
sefial. Por (ltimo, cuando la guia inducida y el haz guiado son ambos de naturaleza
soliténica y completamente distinguibles?, nos encontramos con un nuevo objeto,
el soliton vectorial [23] cuya estructura interna y propiedades dindmicas dan lugar
a resultados sorprendentes de estabilidad incluso en los problemas mas sencillos.

Los fenémenos originados por la naturaleza vectorial de las ecuaciones de onda
no lineales aparecen en muy diversos campos de la Fisica y son habituales en el
contexto de la Fisica de la Materia Condensada, dindmica de biomoléculas, Optica
no lineal, etc. No obstante, estas estructuras complejas han surgido con renovado
interés en campos experimentales de candente actualidad. Una primera familia
importante son los medios épticos activos de naturaleza vectorial, que estan siendo
investigados por las posibilidades que ofrecen frente a medios escalares, [109, 60,
61]. Otros ejemplos importantes lo encontramos en condensados de Bose—Einstein
multicomponente, sistemas que ya han sido estudiados en el Capitulo 5.

En este capitulo estudiaremos un tercer objeto vectorial formado por dos haces
6pticos que interaccionan incoherentemente en un medio no lineal saturable. Para
comprender este sistema recordemos que, cuando la interaccién con el medio es
autofocalizante, un haz de luz aislado puede formar un estado autoatrapado o

1 Por ejemplo, pueden tener distinta polarizacién o distinta frecuencia
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Fig. 7.1: Distribucién de intensidad de modos (a) fundamental, (b) vértice y (c) dipolar
guiados por un solitén radialmente simétrico.

solitén espacial [118]. Este solitén modifica el indice de refraccion del medio
sobre el que se propaga y crea por tanto una guia de onda efectiva, que puede
confinar un segundo haz de luz de menor intensidad.

Seglin la teoria lineal de guia de ondas, esperamos que un primer haz radial-
mente simétrico pueda guiar distintos modos con geometrias complicadas [Figuras
7.1]. Para mayores intensidades del segundo haz esta suposicion intuitiva deja de
ser valida, pues ahora el “haz guiado” es susceptible de modificar las propiedades
del medio e interaccionar con el “haz guia”. Gracias a esta interaccién mediada
por el material, ambos objetos de luz dejan de ser entidades independientes para
formar un solitén vectorial. Las formas de ambos haces dejan de ser independien-
tes y resulta imposible determinar a priori qué geometrias son aceptables para el
sistema y cudles no.

No obstante, recordando rabajos anteriores con solitones unidimensionales de
dos componentes [93], donde se alcanzan configuraciones estables multinodales,
es de esperar que el solitén vectorial adopte al menos dos configuraciones posibles.
La primera generalizacién del resultado unidimensional es el solitén vectorial de tipo
vortice [90, 83] donde la primera componente carece de nodos [Ver Figura 7.1(a)]
y la segunda componente forma un vértice [Figura 7.1(b)]. La segunda alternativa
que presentamos aqui es lo que llamamos soliton vectorial tipo dipolo, donde la
primera componente mantiene la misma forma [Figura 7.1(a)] y la segunda forma
una linea de ceros en alguna direccién [Figura 7.1(c)].

Este capitulo consta de dos partes. En la primera discutimos la estabilidad del
solitén vectorial tipo vértice, demostrando que es un objeto linealmente inestable y
degenera en solitones tipo dipolo [50, 76]. Resolviendo las ecuaciones de Schrodin-
ger no lineales acopladas que rigen el sistema (7.1), probamos que el dipolo existe
para todo tipo de proporciones en las intensidades de cada componente y que en
todos estos rangos es estable bajo perturbaciones de pequena y gran amplitud,
exhibiendo en el peor de los casos una dindmica similar a los haces en espiral [15].

En la segunda parte establecemos una analogia entre el dipolo y una molécula
de luz. Partiendo de esta hipdtesis analizamos las colisiones de un solitén escalar
contra un dipolo en reposo y de dos dipolos entre si. En este estudio encontramos
una serie de efectos interesantes que caracterizan las interacciones de estos obje-
tos: absorcién de un solitén por un dipolo, reemplazo de una de las componentes
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del dipolo por un solitén entrante, transformacién de momento lineal en momen-
to angular resultando en un dipolo rotante, etc. Finalmente incluimos resultados
experimentales de trabajos con cristales fotorefractivos que verifican la existencia
y estabilidad del dipolo vectorial y un ejemplo de colisién.

7.2 Existencia y estabilidad de solitones vectoriales

7.2.1 Las ecuaciones

Vamos a estudiar la propagacién de dos haces de luz coherente que interaccionan
entre si de forma incoherente por mediacién del material en el que se propagan,
una sustancia con no—linealidad éptica saturable. Este modelo corresponde, en la
aproximacion isotrépa, a los solitones realizados experimentalmente en materiales
fotorrefractivos. Denotando por z la direccién de propagacién de la luz en el ma-
terial, y con E; y E; la envolvente de cada haz de luz, llegamos a unas ecuaciones
dindmicas normalizadas

OE1, Eio
i =+ A E1o+ :
oz LR T T B ¥ B

=0. (7.1)

El operador A es el laplaciano bidimensional que actua sobre las coordenadas
transversas a la direccién de propagacion del haz.
Podemos encontrar soluciones estacionarias de las ecuaciones (7.1) de la forma

Ei(x) = VBru(xy)eP* (7.2a)
Ex(x) = VBov(x.y)e®* (7.2b)

donde B; y B> son dos constantes de propagacién independientes. Midiendo las
coordenadas transversas en unidades de +/B; e introduciendo el cociente entre las
constantes de propagacion, A = (1—082)/(1—p1), pasamos de (7.1) a un sistema
de ecuaciones estacionarias para las envolventes u y v:

u
A _ - = .
Tu—u+ 1552 1 v9) 0, (7.3a)
Alv—Av+ Y (7.3b)

-0
14 s(u? 4 v2)

La constante s = 1 —(3; es el parametro de la saturabilidad del medio. El limite de
s = 0 equivale a una no-linealidad tipo Kerr, mientras que nosotros trabajaremos
en un régimen intermedio fijando s = 0.5.

7.2.2 Solitones vectoriales de tipo vértice

El primer tipo de solitdn vectorial que estudiaremos consiste en una pareja de
soluciones con simetria radial en la que la segunda componente posee una carga
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Fig. 7.2: (a) Diagrama de potencia del solitén vectorial tipo vértice para s = 0.5:
representamos la intensidad total (linea continua), y las intensidades de la
primera componente (P,, linea de trazos), y de la segunda componente (P,
linea de puntos). (b) Distribucién espacial de la intensidad para la primera
componente (u, arriba) y para la sequnda (w, abajo), en el caso particular de
A = 0.65.

topoldgica, m, distinta de cero

ulx,y) = u(r), (7.4a)
vix,y) = v(r)em. (7.4b)

Con este ansatz las ecuaciones estacionarias (7.3) adoptan la siguiente forma

u
Yt T s@ ) -

2.2\, v
Av—(m5/ro)v Av+l+s(u2+v2)

Au— 0, (7.5a)

0, (7.5b)

donde el laplaciano en coordenadas radiales es A, = (1/r)(d/dr)(rd/dr).

Las soluciones fundamentales, con m = 0 y perfiles de intensidad gausianos en
cada haz, sélo existen para un valor concreto de A = 1. En el resto del espacio
de pardmetros (s, \) existen regiones extensas donde las segunda componente
alberga un vortice de carga unidad, m = £1. Este tipo de soluciones ha sido
extensamente investigado en las referencias [83] y [90], para la conocida como
no—linealidad limite. Fijado un valor de la saturabilidad, sélo existen soluciones
autoatrapadas por encima de un autovalor critico, A > A.. Cerca de la linea de
transicion As(s), la primera componente presenta un perfil gausiano de mucha
mayor intensidad que el vértice y el conjunto actlia como una guia de ondas
efectiva, desacopldndose. Lejos de este limite, la amplitud del vértice, v, crece y
adquiere una forma de anillo que captura a la primera componente. En la Figura
7.2(b) mostramos un ejemplo de tal distribucion.

Las caracteristicas mas importantes de un solitén vectorial de tipo vortice son
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la intensidad de cada componente, P, y P,, y la intensidad total, P = P, + P,,
o0
P, = 27r/ |ul?rdr, (7.6a)
OOO
P, = 27r/ lv|?rdr. (7.6b)
0

Tanto P, como P, son integrales de movimiento del modelo (7.1), y fijado el
pardmetro s, su dependencia respecto del autovalor P, ,(\) caracteriza comple-
tamente la familia de solitones [Véase la Figura 7.2(a)].

7.2.3 Estabilidad del vértice vectorial

Es un hecho conocido que existen solitones vectoriales con distribuciones de in-
tensidad complejas, que son estables en 1+1 dimensiones [93]. El soliton vectorial
de tipo vértice que acabamos de encontrar no es sino una generalizacién de esas
configuraciones a un entorno de (2+1) dimensiones. Resulta por tanto tentador
suponer que, al igual que sus hermanos de baja dimensionalidad, el solitén con
vorticidad deber ser un objeto estable.

Para demostrar que este razonamiento es erréneo hemos realizado un anélisis
de estabilidad lineal del solitdn vectorial con vorticidad. La técnica empleada con-
siste en simular numéricamente las ecuaciones de evolucién (7.1) una vez lineali-
zadas alrededor de la solucién con vorticidad, escogiendo un conjunto aleatorio de
perturbaciones iniciales, y utilizando una técnica de integracién basada en modos
de Fourier [116]. Si el vértice vectorial es estable, la solucién de estas ecuaciones
lineales serd una combinacién de modos con frecuencias reales, lo que dard lugar
a simulaciones continuamente oscilantes, sin limite bien definido. Sin embargo
si hay algtn tipo de inestabilidad, encontraremos modos asociados a autovalores
complejos, u = a+ ib. En este caso las simulaciones convergeran tipicamente al
subespacio invariante del autovalor mas inestable.

Este andlisis de estabilidad rudimentario, pero efectivo, ha demostrado que
pese al efecto estabilizador de la saturacién [83], todos los solitones vectoriales
de tipo vértice son linealmente inestables. En la Figura 7.3(a) representamos la
dependencia del autovalor u del modo mas inestable para distintos valores del
parametro X fijado el tipo de saturacion. Como se puede apreciar, el exponente
de crecimiento de la inestabilidad tiende a cero en el punto de corte A, [Comparar
con Figura 7.2(a)], donde la intensidad del vértice tiende a cero, v — 0. Este
comportamiento es consistente con la estabilidad inherente del solitén escalar en
un medio saturable. Para valores superiores de X, la inestabilidad de las soluciones
crece con la intensidad de haz que alberga el vértice.

En las Figuras 7.3(a-b) comparamos el andlisis de estabilidad lineal con simu-
laciones de un solitén tipo vértice perturbado con ruido aleatorio. Las ecuaciones
completas (7.1) nos muestran cémo la inestabilidad, aunque retrasada por la satu-
racién, activa la fractura del vértice en una estructura dipolar incluso para pequenas
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Fig. 7.3: (a) Autovalor del modo mds inestable para soluciones con vorticidad (s =
0.5). (b) Ejemplo de la evolucién de un solitén vectorial de tipo vértice
(s =0.65, A = 0.6) ligeramente perturbado. Se representan las distribuciones
de intensidad de las componentes u 'y v en el plano transversal a la propagacién
[-10 < (x,y) < 10].

contribuciones del modo guiado, v. La estructura resultante persiste en las simu-
laciones con la forma de un estado rotante que emite radiacién, a la manera de
un pulsar.

7.2.4 Solitones vectoriales tipo dipolo

Los resultados del andlisis anterior nos llevan a pensar que un solitén vectorial de
tipo dipolo podria ser mas estable que el vértice. Motivados por esta idea hemos
resuelto numéricamente las ecuaciones estacionarias (7.3), buscando el dominio
de existencia de los dipolos en el espacio de parametros (s, A). Un ejemplo de
estas familias de soluciones lo tenemos en la Figura 7.4(a), donde hemos fijado la
saturacién en s = 0.5.

Hemos reproducido el andlisis de estabilidad utilizando como estado base las
soluciones tipo dipolo. El resultado principal es que las ecuaciones linealizadas
no convergen a ningun valor particular de Im(u), lo cual sugiere de forma no
concluyente que los autovalores de los modos inestables, de existir, o bien son muy
pequeiios, o corresponden a distribuciones extrafias que apenas se ven excitadas
por perturbaciones aleatorias.

Para obtener mas informacién sobre la dindmica del dipolo, hemos propaga-
do numéricamente diferentes soluciones perturbadas, resolviendo las ecuaciones
completas (7.1) a lo largo de distancias superiores a cientos de veces la longitud
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Fig. 7.4: (a) Diagrama de potencial del solitén tipo dipolo en funcién del autovalor no
lineal, A\, para una saturabilidad determinada, s = 0.5. (b) Perfil de intensidad
tipico de las componentes u (arriba) y v (abajo) de estas soluciones (A =
0.65,5 = 0.5).

de difraccién?.

Hemos realizado dos tipos de experimentos numéricos. Primero hemos com-
probado que el dipolo sobrevive manteniendo su forma cuando es sometido a
pequeias perturbaciones y a ruido aleatorio. Con esto demostramos que el dipolo
es lo bastante estable para ser susceptible de observacion experimental.

El segundo juego de pruebas estd formado por perturbaciones fuertes de la
intensidad de una componente frente a otra y de un Iébulo del dipolo frente al
otro. Estos experimentos dan lugar a oscilaciones transversales en la componente
dipolar y en la componente gausiana, con una dindmica [Figura 7.5] que semeja la
de dos haces en espiral con momento angular cero [15].

De estas simulaciones numéricas se desprende que las soluciones de tipo dipolo
forman objetos robustos, con vidas largas y capaces de soportar una amplia familia
de perturbaciones equiparables al ruido y las desalineaciones que puedan surgir en
los experimentos. Esta aparente estabilidad persiste incluso en regimenes donde la
intensidad de la segunda componente es mucho mayor (P, > P,), una regién que
no es accesible por medio de solitones tipo vértice debido a su gran inestabilidad.

Por (ltimo debemos mencionar que existen otros modelos fisicos donde solu-
ciones estables, asimétricas y con geometria dipolar juegan un papel importante en
la dindmica de ondas no lineales. Todos estos modelos, sin embargo, se limitan a
estructuras escalares, de una sola componente. Los ejemplos mas conocidos son el
solitén de Larichev-Reznik, una solucién localizada de la ecuacién de Charney para
las ondas de Rossby [78], el solitén vectorial de Alfvén en un plasma inhomogéneo
[102]. Otros tipos de ondas solitarias dipolares surgen en estados ligados de dos

2 En los experimentos actuales, el cristal fotorrefractivo, de unos 20 mm, viene a medir entre
100 y 200 longitudes de difraccion.
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Fig. 7.5: Evolucién numérica de un solitén vectorial de tipo dipolo, (A, s) = (0.7,0.5),
después de trasvasar un 25% de la intensidad total de un Iébulo al otro.
Mostramos los perfiles de intensidad de las componentes u y v sobre el plano
ortogonal a la direccién de propagacién [—-7 < (x,y) < 7].

solitones en medios no—locales [88] o con anisotropfa no—local [84], donde exis-
te una interaccién anémala de dos solitones con fases opuestas. Sin embargo la
dindmica exhibida por todos estos sistemas difiere radicalmente de la del problema
que hemos considerado, por lo que el solitén vectorial de tipo dipolo constituye un
nuevo tipo de onda solitaria, susceptible de aparecer en otros campos de la Fisica.

7.3 Dinamica de colisiones de solitones dipolares

7.3.1 Moléculas de luz

Desde el principio de los tiempos, la Fisica ha estudiado los objetos sencillos y
cémo interaccionaban para formar sistemas complejos. Algunos éxitos resenables
en esta linea incluyen la teoria atémica de la materia, el descubrimiento de la
estructura del nicleo en término de protones y neutrones y, mds recientemente, la
separacion de nucleones en quarks. Podria parecer que esta linea de investigacion
sélo es aplicable a objetos “sélidos”, con masa, y que no es posible nada similar
para luz.

Sin embargo desde los anos 70 se conoce bien la existencia de objetos robustos
y elementales formados por la luz al propagarse en determinados materiales. Estos
solitones espaciales opticos, estados autoatrapados de luz con propiedades seme-
jantes a las de una particula y capaces de interaccionar entre si [118], han atraido
un considerable interés en los dltimos ahos como posible fundamentacién de los
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dispositivos de conmutacion puramente 6pticos, donde la luz podria utilizarse para
guiar y manipular a la luz misma [112, 115].

El caracter robusto de los solitones espaciales 6pticos y sus interacciones [118]
nos permiten establecer una analogia con fisica atémica en la que el solitén espacial
seria una “dtomo de luz". Llegando mas lejos, podemos combinar dos o mas haces
de luz generados por una misma fuente coherente para obtener estados ligados de
solitones o solitones vectoriales, en un proceso denominariamos como generacién
de “moléculas de luz”.

De hecho, en la seccidn anterior predijimos la existencia de una molécula de luz
estable denominada solitén vectorial de tipo dipolo (o “dipolo” por simplicidad).
Dicho estado se origina al combinar un haz soliténico guia con un segundo haz
coherente donde se imprime una distribucidén de fase. La existencia del dipolo ha
sido recientemente confirmada en experimentos [76], donde el dipolo se obtiene a
partir de la desintegracién de un solitén vectorial inestable [90] o bien directamente,
aplicando una mascara de fase.

En las siguientes secciones analizaremos experimentos de colisién que involu-
cran dipolos (“moléculas de luz") y solitones escalares (“atomos de luz"). Los
experimentos numéricos dejan patente la naturaleza compuesta del dipolo, con
fenémenos semejantes a los de reacciones quimicas: absorcién de un solitdn,
reemplazo de un Iébulo del dipolo por un solitén entrante, fision de un dipolo, etc.

7.3.2 Anadlisis cualitativo

Estamos interesados en la dindmica del dipolo bajo la accién de perturbaciones
externas finitas originadas en la colisién con otros objetos. El calificativo “fini-
tas” insiste en el hecho de que no podemos utilizar ecuaciones linealizadas para
estudiar estos procesos, y que en su lugar debemos trabajar con las ecuaciones
de Schrédinger no lineales acopladas (7.1). Este hecho, combinado con la au-
sencia de simetria radial del problema, convierte en imposible la tarea de obtener
predicciones analiticas sobre la dindmica.

Es en este punto donde la metadfora de 4tomos y moléculas de luz nos sirve
para realizar predicciones cualitativas. Asi pues, si consideramos el dipolo como
un estado ligado de objetos mds sencillos —sean tres solitones o un solitén y dos
vortices de cargas opuestas—, podemos interpretar los resultados de las simula-
ciones en términos de las interacciones mutuas de estos objetos mas sencillos que
a continuacion pasamos a estudiar.

El componente mas sencillo que aparece en el dipolo es el haz soliténico, solitén
escalar o simplemente “solitén”. Este objeto consiste en un estado localizado en
el cual la distribucién de intensidad no presenta ningtin cero. El solitén es el estado
de menor energia que podemos construir a partir de una intensidad total dada.

Cuando dos de estos solitones se encuentran en distintos haces de luz (digamos
uno en u 'y otro en v), interaccionan incoherentemente (Véase la ecuacién (7.1))
y se atraen, pudiendo llegar a formar un estado ligado o “solitén vectorial”, el
primer ejemplo de molécula de luz estable.
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Fig. 7.6: Colisiones entre solitén y dipolo. (a) Imégenes de los perfiles de intensidad de
cada haz de luz. (b) Dibujo tridimensional de la intensidad total, |u|? + |v|?,
que muestra la rotacién inducida en el dipolo. (c) Lo mismo que en (b), pero
separando las componentes vy v.

Sin embargo, cuando dos solitones han sido generados a partir del mismo haz de
luz, nos encontramos con que su interaccion es coherente y depende radicalmente
de la diferencia de fase entre ambas soluciones. Para diferencias de fase pequefias,
la interaccién es atractiva, mientras que para diferencias de fase del orden de 7 la
interaccién es repulsiva.

La segunda estructura no lineal que debemos mencionar es el solitén vectorial
tipo vortice (Véase §7.2.4). En este contexto, los vértices son objetos inesta-
bles (§7.2.3) que pueden ser parcialmente estabilizados (esto es, conseguir que
sobrevivan a grandes distancias de propagacién) al coexistir con un solitén de gran
intensidad. En estas condiciones el haz soliténico, u, actda de guia de ondas pa-
ra la componente cargada, v. El solitén vectorial de tipo vértice constituye un
ejemplo de molécula deslocalizada inestable.

Finalmente, en relacién al dipolo, aunque es dinamicamente incorrecto, tam-
bién puede ser considerado como una guia de ondas solitdénica que confina y es-
tabiliza una estructura compleja en el segundo haz, v. Desde el punto de vista
intuitivo el dipolo también puede ser considerado, por tanto, como una molécula
donde sus constituyentes son perfectamente distinguibles. Es importante sefalar
que la estructura dipolar del haz u [Figura 7.1(c)] es matemadticamente equivalen-
te a una combinacién lineal de dos vértices con cargas opuestas 0 a una pareja
de solitones con una diferencia de fase de m, cuya repulsién se equilibra gracias
a la atraccidon del solitén en u. Esta descomposicion resultara evidente en los
experimentos de colisién, donde un dipolo es capaz de generar vortices y parejas
de solitones escalares.
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Fig. 7.7: (a, b) Componentes del momento lineal del solitén incidente (linea continua)
y del dipolo (circulos) después de una colisién ineldstica con un momento
lineal importante, p, = —i [ u*Vu dr1, en funcién del pardmetro de impacto
dy. Se puede apreciar el papel fundamental que juega la asimetria del dipolo.
El momento lineal total en la direccién transversal, py, es distinto de cero por
la radiacién resultante.

7.3.3 Colisiones entre solitén y dipolo.

El primer tipo de simulaciones numéricas que presentaremos consiste en el disparo
de un solitdn escalar contra un solitén vectorial de tipo dipolo. Estas simulacio-
nes han sido realizadas utilizando la técnica de operadores “split—step”, donde la
aplicacién de los operadores de evolucién se calculan utilizando la transformada
rapida de Fourier, sobre mallas que contienen 515x512 puntos y que cubren un
dominio rectangular de 68x34 unidades. El dato inicial apropiado para este tipo
de colisiones consiste en una combinacién lineal de estados estacionarios

U(X. O) = Udipo/e(x) + Usoliton (X - d)e—ipox' (773)
v(x,0) = Vyipore(X). (7.7b)

Aquid = (dy, dy), dx > d,, d, representa el pardmetro de impacto y po €s propor-
cional al momento lineal inicial del solitén incidente. Las funciones ugipoe. Usoliton,
Y Vdipole S€ han obtenido por medio de una técnica de minimizacién apropiada que
se describira en el Capitulo 10 (Véase §10.5).

Solitones dispersados

El resultado de estos experimentos consiste en una colisién ineldstica en la que
el solitén surge deflectado y el dipolo gana momento lineal y momento angular.
Dicho proceso ocurre cuando el haz entrante posee una gran cantidad de momento
lineal o tiene una diferencia de fase apropiada respecto del dipolo.

Por ejemplo, en la Figura 7.6 el solitén incidente tiene signo (—) y colisio-
na contra un Iébulo del dipolo con signo (+). La conservacién del momen-
to lineal total p = —i [{u*Vu + v*Vv}dr, y la del momento angular total
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Fig. 7.8: Absorcién del solitén por parte del dipolo. (a) Perfil de intensidad de cada
haz —a mas oscuro mayor intensidad—. (b) Superficies de contorno de la
intensidad total de luz. (b) Superficies de contorno de las distribuciones de
intensidad de cada componente.

L = —i [{u*(x8, — ydx)u + v*(x8, — ydy)v}dr,, obliga al dipolo a girar y el
solitén sale, en este caso, formando un angulo de 90 grados con la direccién
inicial.

Cuando el momento lineal del solitén incidente, p = f U iivon V Usolitondr 1, €S
grande, el solitén se mueve demasiado deprisa para sufrir la influencia destructiva
del dipolo y la fase relativa respecto del dipolo apenas juega ningtn papel. En
la Figura 7.7 representamos el intercambio de momento lineal entre el solitén
y el dipolo como funcién del pardmetro de impacto. La interaccidén efectiva es
claramente atractiva: un solitén proveniente de abajo (d, > 0) es arrastrado por
el dipolo y surge deflectado hacia arriba (p, < 0), y viceversa. Finalmente, la
asimetria del dipolo queda de manifiesto en la distribucién de momentos.

Solitones absorbidos

La segunda familia de experimentos se ha realizado con solitones lentos y por
tanto en condiciones en las que la interaccién soliton—dipolo puede tener efectos
drasticos. Asi ocurre que para algunos parametros de impacto el solitén incidente
se acerca demasiado al I6bulo del dipolo con una menor diferencia de fase, siendo
absorbido por él. Como muestra la Figura 7.8, el resultado es que el dipolo absorbe
parte del solitén incidente, libera el resto en forma de radiacion (apenas apreciable)
y se excitan grados de libertad internos que dan lugar a la rotacién del conjunto.
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Fig. 7.9: Colisiones entre dipolos vistas desde el centro de masas.

7.3.4 Colisiones entre dipolos

La dltima familia de experimentos numéricos considerada corresponde a lanzar dos
dipolos uno contra otro. El dato inicial de estas simulaciones es, por tanto, de la
forma

Ugipole(X + d)eP + Udipole(X — d)e= P, (7.8a)
Vdipole (X + d)eipox + vd,-po,e(x — d)e_’p°x. (78b)

u(x,0)
v(x,0)

Este tipo de colisiones resulta una rica y variada fuente de fenémenos que dependen
de la orientacién mutua de los dipolos, de la energia inicial y de sus fases relativas.

En las Figuras 7.9(a.c) mostramos tres casos en los que se preserva la estruc-
tura de los dipolos. En la Figura 7.9(a) vemos una colisién en fase con interaccién
débil donde los dipolos se atraviesan mutuamente. En la Figura 7.9(b) mostra-
mos una colisién en oposicién de fase con repulsién. En tercer lugar, en la Figura
7.9(c) mostramos un ejemplo significativo de colision en la que el pardmetro de
impacto es distinto de cero. En este caso la dindmica es complicada, e involucra la
creacién de dos solitones vectoriales de tipo vortice y su degeneracién en un par de
haces en espiral. Finalmente en la Figura 7.9(d) mostramos un proceso ineldstico
interesante en el que dos dipolos se fusionan para dar lugar a un estado complejo
que se desintegra formando un nuevo dipolo y una pareja de solitones escalares.
Todos estos procesos pueden explicarse en términos de las fases relativas de los
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Fig. 7.10: Demostracién experimental de colisiones entre un solitén y un dipolo. (a,b)
Formacion del dipolo a partir de dos haces de luz coherente en oposicién de
fase (v) y de un haz coincidente con ellos (u): (a) haces de entrada, (b)
haces a la salida. Los pardmetros experimentales son V = 1.8 kV, z = 10
mm, P, =2uWy P, = 2.6 uW. (c,d) Interaccién entre solitén y dipolo antes
(c) y después (d) de la colisién. Sélo se muestra la componente dipolar, v,
del conjunto. La rotacién del dipolo a la salida es claramente visible.

I6bulos de cada dipolo, como explicamos anteriormente.

7.3.5 Resultados experimentales

Los primeros experimentos sobre generacidn de solitones vectoriales de tipo dipolo
aparecen reflejados en la referencia [76]. En estos experimentos el haz de luz que
da lugar al dipolo surge de uno de estos procesos

Diseio de la fase: Laluz de una fuente coherente se separa en dos componentes.
Una de ellas atraviesa una mascara de fase donde adquiere la forma dipolar,
siendo luego recombinada con la componente gausiana para formar el solitén
vectorial.

Desintegracion de un vértice: Un solitdn vectorial de tipo vértice creado a partir
de las técnicas de la referencia [90] decae espontaneamente formando una
estructura asimétrica.

Cualquiera de estos métodos nos proporciona una estructura dipolar con un
salto en la fase de la onda a lo largo del plano nodal, que es perpendicular al
eje 6ptico del cristal (Véase la componente u de la figura 7.10(a)). El conjunto
atraviesa un cristal SBN fotorrefractivo [76], sometido a una diferencia de potencial
constante de 1.5-2.5 kV a lo largo del eje 6ptico. La propagacién de la pareja
de haces de luz en el medio saturable da lugar al autoatrapamiento de la luz
y a la formacién del dipolo. Para controlar el grado de saturacién iluminamos
uniformemente el cristal con un tercer haz de grandes dimensiones obtenido de la
misma fuente de luz.

Para observar los efectos de la interaccién solitén—dipolo, lanzamos un haz
soliténico contra el dipolo. En la Figura 7.10(c) mostramos el solitén incidente
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junto con la componente asimétrica, v, del dipolo. Como resultado de la colisién
el solitén surge deflectado, mientras que el dipolo absorbe parte del momento
angular e inicia una rotacién que es aparente en la Figura 7.10(d). Resulta dificil
establecer una comparacién cuantitativa entre la teoria y el experimento debido a
que el modelo original es isotrépo, mientras que el cristal fotorrefractivo posee una
no—linealidad no—local y anisotrépo [130, 119], que induce otra serie de cambios
en el dipolo.

7.4 Conclusiones

Hemos demostrado la existencia de soluciones vectoriales asimétricas, denomi-
nadas dipolos, robustas y susceptibles de manipulacién experimental. Frente a
la estabilidad de estos solitones vectoriales hemos demostrado que estados mas
sencillos con simetria axial resultan completamente inestables para todo tipo de
parametros experimentales.

Hemos estudiado la fenomenologia de las colisiones entre estos dipolos y otras
estructuras localizadas. Aparte de comprobar la solidez del dipolo frente a per-
turbaciones intensas, ha quedado demostrado que se comportan como moléculas
ligadas de luz, con dos importantes grados de libertad que son la rotacién del
conjunto y las oscilaciones de los Iébulos del dipolo. Ambos grados de libertad
pueden ser excitados experimentalmente en colisiones con solitones.

La amplia variedad de fenédmenos descritos en este capitulo convierte a los
dipolos en candidatos para aplicacidn practica en dptica integrada. En este sentido,
el solitén dipolar equivale a la operacién de un transistor electrénico, con una
respuesta no lineal predecible que depende de la orientacion de la entrada y capaz
de conmutacién y amplificacién.
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Resumen

En este capitulo estudiaremos modelos finito—dimensionales para la din4-
mica de paquetes de onda en la ecuacién de Schrddinger no lineal. En
primer lugar se introduce el método variacional, una técnica basada en apro-
ximaciones pseudo—analiticas de la funcién de onda con un nidmero finito
de pardametros libres que ha proporcionado resultados bastante precisos en
Optica y condensaciéon de Bose—Einstein. A continuacién se presenta una
técnica mucho mds potente denominada método de momentos, que consiste
en el estudio de propiedades integrales de un ndmero finito de valores es-
perados —centro de masas, dimensiones, velocidades, etc—, estableciendo
ecuaciones cerradas para su evoluciéon. Probaremos su validez en diversos
contextos con geometrias variadas y demostraremos que el método varia-
cional no es sino una restriccién del método de momentos.

8.1 Modelos variacionales de dimensidn finita

La solucién de ecuaciones de onda no lineales, tales como (2.14), que representan
fenédmenos fisicos relevantes es una tarea dificil, pero también del maximo interés.
En general no es posible encontrar soluciones exactas salvo para una pequena fa-
milia de problemas donde las ecuaciones son integrables. Por ejemplo, durante los
anos 70 se descubrieron diversas técnicas matematicas que permitieron la integra-
cién de algunas ecuaciones importantes [128]. En todos los demds problemas no
integrables es del mdximo interés desarrollar técnicas de aproximacion rigurosas.

En esta seccidén nos ocupamos de una técnica conocida como método variacio-
nal, técnica de coordenadas colectivas, ecuaciones de balance de energia, aproxi-
macién de particula equivalente, etc. Esta técnica fue desarrollada originalmente
por D. Anderson [5] para problemas unidimensionales a partir del procedimiento de
optimizacién de Ritz. El método consiste en asumir una forma parametrizada para
la funcién de onda y obtener ecuaciones diferenciales ordinarias para la evolucién
de esos pardmetros libres.

Aunque las mismas ecuaciones son extensibles a la Optica no lineal, en este
capitulo nos interesara obtener dindmicas finito—dimensionales para la evolucién de
un condensado gaseoso a partir de un estado fundamental ligeramente perturbado.
La evolucién de este condensado viene descrita por la ecuacion de Gross—Pitaevskii
(2.14) y por la integral de accién (2.19). El método variacional utiliza esta dltima
formulacién para conocer cémo evolucionan los pardmetros de una solucién prueba
o “ansatz”.

El ansatz variacional que utilizaremos se construye a partir de gausianas con
16 pardmetros libres

_ _ 2
vz =A I eo{ 0t ina, viie ). (81
n=x,y,z n

En el limite lineal, U = 0, la forma del estado fundamental es una gausiana con
anchuras dadas por las longitudes caracteristicas de la trampa (2.7). En el caso no
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lineal con itneraccién débil, la gausiana sigue siendo una aceptable aproximacion
que ha proporcionado resultados en buen acuerdo con los experimentos [98, 97].
Como veremos, en esta aproximacién son esenciales los polinomios que rigen la
evolucién de la fase.

Antes de proseguir, resulta conveniente realizar un cambio de variables, de A
y A a N (la norma de la funcién de ondas) y ¢ (la fase global)

T3/ 2 Wy Wy Wy
El resto de las variables son las anchuras de la nube, wy, las velocidades del centro
de masas, ay, las velocidades de las anchuras de la nube, 3, y el centro de la
misma (xo, Yo, 20).

Esta funcién de onda debe se introducida en la accién (2.19) para obtener una
lagrangiana promedio por particula

L 1 [+ , w2 . 2h? 1
N=N [ Ldr = h¢+2{7’7+n§} {hﬁ,,+75,2,+§mng,27(t)}
o n

. h? h? 1
+ Y {ﬁan + ;20477577} +t = {m +a,2,}
n n
Uo N
. 8.3
42 32wy wy w, (8.3)

La evolucién de los pardametros libres viene regida por las ecuaciones de La-
grange

a oy _a 0
dt 8qj _8qj' '

que nos proporcional ecuaciones para la conservacién de la norma

dN

— =0; 8.5
T (8.5)
el movimiento del centro de masas
o + mv>An(t)mo = 0; (8.6)
la evolucién de las velocidades
_ mwn
ﬁ"] - 2hW77 ' (873)

m .
an = 2T~ 2BnMo; (8.7b)
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y por ultimo las anchuras

®o1 U N
- 242 _
Wy + AL(Dw, = WW_)? + 2m TPy W, (8.8a)
m 1 U N
Wy + N2 (0w, = —— + : 8.8b
Y y (E)wy m?w? * 2v/2m w3 Pw,w2w, (8.8b)
.. 1 U N
W, + N2 (w, = + (8.8¢)

m?> w3 2/2m w3 2ww, w2

Como se puede apreciar, la introduccién de un potencial dependiente del tiempo
no afecta la forma de las ecuaciones, que permanecen iguales a las de la anélisis
estacionarios [97].

Por dltimo podemos incorporar la norma a las ecuaciones realizando el cam-
bio de variables habitual, con la intensidad de la interaccién interatémica, U =
/2/mNa/ag, y las anchuras a; = \/fi/(mw;) como protagonistas. Esto nos lleva
a un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias con un acoplo altamente
no lineal

1 U
. 2 _ ot
i+ A(Bve = % + v (8.9a)
1 U
i, + X2(t)y, = —+ , (8.9b)
Y vy v w2y,
1 U
. 2 _ L
v, + As(t)v, = g v (8.9¢)

La utilidad de estas ecuaciones es multiple. Los puntos de equilibrio represen-
tan los estados estacionarios del condensado cuando la fraccién no condensada
es despreciable [98], la linealizacion de las ecuaciones permite estudiar las oscila-
ciones de una nube de bosones deformada [97] y por dltimo es posible integrar el
caso dependiente del tiempo para explicar la dindmica resonante del mismo bajo
perturbaciones dependientes del tiempo (Véase el Capitulo 9 o la referencia [43]).

8.2 Las ecuaciones de momentos

Ademas de en el estudio de la dindmica de condensados, el método variacional ha
encontrado aplicacién en otros campos de la Fisica como son la Optica no lineal
[31, 17, 70, 73, 2], las ecuaciones de onda no lineales con perturbaciones aleatorias
[94, 75], las ecuaciones no locales [1] y la Fisica de la Materia Condensada [110].

Ahora bien, uno puede objetar que este método tiene una base tedrica pobre.
Después de todo, jquién nos asegura que la solucién que estamos aproximando
responde verdaderamente a la forma que imponemos? Si nuestro ansatz es erréneo
seguiremos llegando a ecuaciones consistentes pero completamente alejadas de la
realidad [8] y que probablemente proporcionardn resultados erréneos. Y viceversa,
icémo puede ser que con aproximaciones de la densidad erréneas obtengamos
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Definicién Interpretacién

N=[p Norma, nimero de particulas o intensidad
Xi= [ xp Centro de masas

Vi=[ g—Zp Velocidad del centro de masas

W = [ x?p Anchuras de la nube o paquete

B = 2fx,~g—)‘2p Velocidad de crecimiento

Ki=-% f@%w Energfa cinética

J=[G(p) I Energia de auto—interaccién

Tab. 8.1: Definiciones de los momentos e interpretacién fisica.

resultados cuantitativamente exactos? Prueba de ello son las ecuaciones que
obtuvimos en el apartado anterior (8.9). Dichas ecuaciones proporcionan valores
precisos de las frecuencias de oscilacién de un paquete de bosones incluso en un
régimen de alta interaccién, donde la forma del paquete estd mds préxima a una
Thomas—Fermi (2.18) que a una gausiana (8.1).

Por esta razén hemos intentado obtener ecuaciones similares que describan las
propiedades mas relevantes de la funcidén de ondas mediante un ndmero finito de
grados de libertad y argumentos puramente fisicos. El procedimiento es bastante
general y sirve para estudiar cualquier ecuacién de Schrédinger n—dimensional con
un potencial armdnico

0 = 3 A+ VY + oW O — io (WP, 0. (8.10)

Tanto g(p, t) como o(p, t) son funciones en general no locales de la densidad
| (x, t)|?, y representan términos de auto-interaccién y de pérdidas.

Para facilitar el desarrollo matematico separaremos la funcién de onda en las
variables de Madelung médulo 6 densidad, p, y fase o potencial de velocidad, ¢,

P(x, t) = /p(x, t)e™xt), (8.11)

Necesitaremos también una densidad de energia de interaccién, G(p), obtenida a
partir de la relacién

g =0G/dp.

Estos términos no—lineales deberdn ser funciones analiticas que se anulen cuando
la densidad tienda a cero

g(p),G(p) = 0, p =0, (8.12)

para asegurar que todas las integrales estan bien definidas.
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En la Tabla 8.2 introducimos las cantidades que denominamos momentos de la
distribucion 1. Algunos de ellos estdn relacionados con los momentos estadisticos
de la distribucién de densidad, y todos ellos tienen algn significado fisico®.

Las ecuaciones de evolucién para estos momentos son las siguientes

dN
dt
dX;
dt
av
dt
dw;
dt
dB;
dt
dK;
dt

dJ
dt

En lo sucesivo emplearemos DG como abreviatura de G(p) —

—2/ap,
Vi — Q/UX/P,
—w; Xj — /Ua_x,p

B; —2/0'X[2[),

4K,-—2w,—2VV[—2/DG—4/Ux,-%p,
ox

i

1, ¢
_Ew[B, /DG62

[ o5 -o(3)

8%¢ oG

(8.13a)
(8.13b)
(8.13c)
(8.13d)
(8.13e)

(8.13f)

(8.139)

(8.13h)

g(p)p. y nos con-

centraremos en el caso mds comiin en el que la disipacién es independiente de la
densidad, o(|¥|?, t) = o(t). Con estas simplificaciones las ecuaciones quedan en

la siguiente forma

dN
dt
daX;
dt
av;
dt
dw;

dt
dB;

dt

dK;
dt
dJ
dt

= =20N,

= Vi—20X,,

= —wX;—20V,,
= B;—20W,,

= 4K; —2w,?vv,-—2/DG—2aB,-,

’¢

= __OJ B /DGaT— O'K,‘,

1

oG
= Z/ G——2J-|- TR

1 Véase la referencia [105] para interpretaciones relativas a la ()ptica.

(8.14a)
(8.14b)
(8.14c¢)
(8.14d)

(8.14¢)

(8.14f)

(8.14g)



8.3. Situaciones con ecuaciones cerradas 121

Algunas de estas leyes surgen en otros tratamientos [72, 71, 105] que se con-
centran en formas particulares de la solucién o simetrias concretas. En los apar-
tados que siguen expondremos todas las situaciones en las que podemos extraer
conjuntos de ecuaciones diferenciales ordinarias cerradas para algunas o todas las
variables implicadas. Dicho procedimiento serd exacto en casos muy importantes
y en los restantes implicard aproximaciones intuitivamente justificables y que se
revelan en la prictica como precisas.

Antes de continuar resultara conveniente eliminar los términos disipativos rees-
calando las soluciones en la forma v = fot o(t")dt', de manera que la nueva dis-
tribucién de densidad sea p = eYp. Dicho cambio no implica variacién en la
distribucién de fase ni en el campo de velocidades definido por esta, v = V6.

8.3 Situaciones con ecuaciones cerradas

8.3.1 Ecuaciones de Newton para el centro de masas

A partir de las ecuaciones (8.14b-8.14c) obtenemos un subconjunto cerrado y
exacto para la evolucién de los momentos de érdenes cero y uno, que incluyen la
posicion del centro de masas y su velocidad

d?X; d

L = (DX~ 20() T~ 20(1)X: (8.15)

Estas ecuaciones generalizan el resultado [43] previamente obtenido para siste-
mas conservativos a partir de las ecuaciones de Lagrange, y son el equivalente
a las ecuaciones de Ehrenfest de la Mecanica Cuantica. De hecho, en el caso
conservativo es posible escribir las ecuaciones (8.15) como

d .
2 (=iV) (8.16a)
d .

at &V

—(VV(x,1)). (8.16b)

El hecho de que la evolucién del centro de masas responda a una ecuacién
integrable implica por un lado que sélo nos quedan 3n+ 1 ecuaciones de momentos
por cerrar. Ademas, la evolucién del centro de masas nos proporciona informacion
sobre el entorno que confina al paquete de ondas. De esta forma es posible calibrar
de manera precisa las frecuencias de confinamiento de los condensados en las
trampas magnéticas. Y por Ultimo es posible posible diseiar experimentos a medida
que dirijan estos paquetes de onda sin mas que crear un potencial adecuado. Esta
idea ha dado lugar a experimentos de transporte de condensados entre trampas,
junto con experimentos de colisiones y rebotes de los mismos contra barreras de
potencial.
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8.3.2 Cierre de las ecuaciones en el caso lineal

Cuando el término no lineal, G(p), desaparece de las ecuaciones, los diferentes
grados de libertad se desacoplan entre si y llegamos a ecuaciones de momentos
lineales para las anchuras de cada eje. El procedimiento parte de las ecuaciones
desacopladas

dw;
— = B, 1
T (8.17a)
dB;

- = AK; — 2w (H)W;, (8.17b)
dK; 1,

e (t)B,. (8.17¢)

Cada subsistema de ecuaciones posee una cantidad conservada asociada
M; = KiW; — 4B?, (8.18)

que tras cierta manipulaciéon nos permite obtener a una EDO de segundo orden
para cada una de las anchuras cuadrdticas medias de la nube, R, = /W,

) M
Ri = —w*(t)Ri + 3 (8.19)

1

8.3.3 Cierre de las ecuaciones con simetria radial

Existen otros casos importantes en los que obtenemos ecuaciones cerradas: es-
tos corresponden a problemas conservativos, ¢ = 0, en potenciales con simetria
esférica, w; = w(t), donde tiene sentido definir las anchuras radiales

W,=> W, B =) B, (8.20a)
K=Y K. D= / [6(0) — pg(p)]d"x. (8.20b)

Estos nuevos momentos responden a ecuaciones mas sencillas

dw,

= B (8.21a)
dB, R

= 4K = 2w (W, —2dD, (8.21b)
dK, 1, dJ

pn W (DB — . (8.21¢)

La integrabilidad de estas ecuaciones exige que el término no—lineal sea una
determinada potencia de la distribucion de densidad, G = Up”. Reemplazando esta
expresion en las ecuaciones anteriores obtenemos un nuevo conjunto de ecuaciones
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cerradas salvo un término desconocido que corresponde a la energia de auto-
interaccién J

(Zf—tf = —w()R+ 2R—A3” ;=1 =2)) _Fle) -2/ (8.22)
dM dR
M = (K, +J)W, - B?/8, (8.24)

R = W, (8.25)

Cuando el exponente satisface Kk = (d+2)/d los términos en J desaparecen de
las ecuaciones, que de nuevo se cierran. Ademds en este caso la obtenemos una
nueva cantidad conservada, M, que sélo depende del dato inicial. Empleando esta
cantidad conservada podemos describir la evolucién del radio cuadratico medio del
paquete de ondas seglin

2
% =—w(t)R+ QR—Aj (8.26)

De todos los problemas cerrados que resultan en este caso, los més relevantes
son quizds la ecuaciéon de Gross—Pitaevskii para un condensado en una trampa
simétrica y la propagacién de un haz de luz coherente en una guia de ondas
parabdlica. En el primer ejemplo esta ecuacion has sido utilizada para probar la
existencia de resonancias extendidas [51], mientras que en el segundo la hemos
empleado para describir la focalizacién de luz mediante el empleo de segmentos
guias de onda parabdlicas empalmados [96].

8.4 Aproximaciones en el método de momentos

8.4.1 Aproximacion de divergencia uniforme

Un tercer caso en que las ecuaciones de momentos se cierran de forma exacta es
aquel con una interaccién independiente del tiempo, 8G /8t = 0, y una distribucién
de velocidad con divergencia nula. La primera condicién es de hecho habitual; la
segunda hace uso de la interpretacién de la fase como potencial de un campo de
velocidades, v = V@, de manera que dicha condicién se traduce en la ecuacién de
Laplace para la fase

div(Ve) = Ag = 0. (8.27)

La condicién de divergencia nula (8.27) implica un tipo de flujo en el que no hay
concentracién de densidad en ningin punto del espacio. En otras palabras, dentro
de cualquier volumen entra tanto fluido como sale, de manera que la ecuacién de
continuidad para la densidad se convierte en una ecuacion de transporte

dp

3% —Vp-v. (8.28)
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Este tipo de flujo no impone restricciones en la distribuciéon de densidad y se
encuentra en miltiples soluciones de flujo superfluido, donde tenemos una serie
de términos polindmicos acompaiados de una o mas lineas de vortice,

W o= pa(xi...xpt)e'%, (8.29a)
¢s = a-x+arctan Xe = X (8.29b)
B = X — X/ ' '

La condicién de divergencia nula (8.27) implica también la existencia de un
ndmero infinito de constantes de evolucién que denominaremos “supermomentos”.
Cada una de estas constantes se construye a partir de funciones diferenciables de
la densidad, F(p), que satisfacen la condicién de regularidad (8.12)

Q(F) = /F(p(x, t))d"x, (8.30)
dQ(F)
- = 0. VF (8.31)

Mediante el uso de estas constantes resulta facil demostrar que la cantidad D es
también una constante y que es posible obtener ecuaciones cerradas similares a
(8.26) para las anchuras de la nube.

La intuicién sugiere que la condicién de laplaciano cero para la fase (8.27)
impone una restriccidn fuerte sobre la dindmica del paquete de ondas. En concreto,
la configuracién del paquete, i.e. p, debe permanecer auto-semejante y sufrir como
mucho desplazamientos, rotaciones y dilataciones. Bajo estas condiciones no es
de extranar que todos los supermomentos dependan exclusivamente de la norma
Q(F) = f(N) y por tanto permanezcan constantes.

En general las soluciones de la ecuacién de Schrodinger no lineal no siguen este
tipo de flujos y por tanto la aproximacion de orden cero, A¢ = 0, no es capaz de
describir la evolucién del sistema. La siguiente posibilidad es la aproximacion de
divergencia uniforme, que consiste en suponer el laplaciano de la fase uniforme y
no necesariamente cero

v (A¢) = 0. (8.32)

Un ejemplo importante es de estas distribuciones es la que describe el flujo de
lineas de vortice en el interior de un condensado de Bose—Einstein

¢ =95z, 1)+ 3 B (1), (8.33)

donde ¢5(x, t) es un término de laplaciano nulo correspondiente al conjunto de
vortices y el término parabdlico describe rotaciones y cambios en la forma de la
nube. Una version limitada de esta aproximacion con un término lineal en lugar de
¢g aparecid por primera vez en problemas con simetria radial en la referencia [100]
y ha sido aplicada después al estudio de resonancias en ecuaciones de Schrodinger
no lineales sometidas a forzado paramétrico [43, 51].
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Para demostrar la forma de proceder con esta aproximacién supondremos que
el término no lineal es de forma polinédmica o admite una aproximacion en serie de
potencias

G(p) ~ Zakpk. (8.34)
k

Cada uno de los términos del polinomio da lugar a un supermomento distinto,

QM = / p™(x, £)d"x, (8.35)
con una ecuacion de evolucién sencilla
dQm .
T =—(m=1)_B(1Q". (8.36)

Puesto que los parametros del término cuadratico en la fase son a su vez funcién
de las anchuras del paquete

d o
i = —lo W, 8.37
Bi dt g i ( )
podemos escribir cada uno de los supermomentos como producto de potencias de

estas anchuras
-m+1
Qm = c(m (\/W1 N .Wd) , (8.38)

donde las constantes C{™ dependen exclusivamente del dato inicial. Combinando

estas funciones obtenemos también expresiones cerradas para todas las integrales

donde aparece el término no lineal, G(p), las cuales nos conducen finalmente a

un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias para las anchuras naturales del

paquete, R; = /W, que en el caso general sin simetria se escriben
d?R; M;  G(Ry...R4,t)

C wR M
gt - YNtTRTT R

(8.39)

La funcién G y las constantes M; son parametros completamente determinados
por el dato inicial.

8.4.2 Aproximacién de momentos independientes

Hemos comprobado que la aproximacion de divergencia uniforme conduce a ex-
presiones cerradas para los supermonentos de la densidad, Q™ en funcién de las
anchuras de esta distribucién, W;. Si bien este procedimiento resulta mas potente
que los ansatz variacionales habituales, es posible mejorar el método de momentos
buscando una mayor precisién en las ecuaciones.
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Aunque este es un punto aun sujeto a estudio, la idea bdsica es asumir que sélo
existen un ndmero finito de momentos independientes y expresar todos los demds
como funcién de éstos. Naturalmente, la fidelidad de la aproximacién dependerd
del niimero de estas cantidades. El caso mds sencillo consiste en tomar como
momentos independientes las variables {N, W;}. Reescalando la funcién de onda
con respecto a cada una de las coordenadas

)—>—1 T/’(Xl,---.—xi
vV1i+e 1+4e¢

y relacionando los cambios a primero orden en Q(™ y W, llegamos a la ecuacién

Q™
—(m— (m) —
(m-1)Q'™ = Ek 2 W, W,. (8.41)

YO, ..., X, .. ) (8.40)

Esta ecuacion tiene una solucién de la forma reflejada en (8.38) y de nuevo pode-
mos obtener expresiones cerradas para todas las integrales desconocidas en (8.13).
Al contrario que la aproximacién de divergencia uniforme, este procedimiento ad-
mite una mas facil generalizacion que conduciria a una descripcidon mds precisa de
la evolucién del paquete de ondas.

8.5 Las ecuaciones de momentos en casos practicos

En las secciones anteriores hemos sugerido distintos argumentos fenomenolégicos
que permiten cerrar las ecuaciones de momentos (8.13). En los siguientes apar-
tados comprobaremos la validez de estas aproximaciones comparando soluciones
numéricas de la ecuacion de Gross—Pitaevskii, donde G(p) = %Upz, con las ecua-
ciones de momentos en la aproximaciéon de momentos independientes. Nuestra
eleccién del término de interaccidn, viene condicionada por la necesidad de aplicar
las ecuaciones resultantes a la descripcion de un condensado de Bose—Einstein en
capitulos siguientes. Eso significa que debido al exponente, Kk = 2, las ecuaciones
sélo se cerraran de forma exacta en dimensién d = 2 con simetria radial, mientras
que nosotros trabajaremos tipicamente en dimensién d = 3.

8.5.1 Cualquier nimero de dimensiones con simetria radial

Partimos de la ecuacién (8.22) que es exacta pero donde tenemos una variable
desconocida J que nos impide obtener ecuaciones integrables. Aplicando la apro-
ximacién de momentos independientes a primer orden, y utilizando la forma del
término no lineal, G(p) = Up?, llegamos a la aproximacién

Jo
= ﬁ’

donde R = />, Wi es el radio cuadratico medio del paquete de ondas, d es la
dimensionalidad del espacio y Jy es una constante que depende del dato inicial.

J (8.42)
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Fig. 8.1: Evolucién de un paquete de ondas tridimensional con simetria radial sometido
a fuertes distorsiones. (a) Evolucién de la cantidad Jy = JRY para las solu-
ciones de la ecuacién de Gross—Pitaevskii. Comprobamos cémo los valores de
Jo exactas permanecen constante salvo variaciones de un 10% alrededor del
valor medio. (b) Orbitas en el espacio de fases formado por el radio cuadratico
medio R? y su velocidad 2 R? para diferentes datos iniciales. Debido a la coin-
cidencia entre las soluciones del método de momentos y las de la ecuacién de
Gross—Pitaevskii, ambos resultados son indistinguibles.

Esta aproximacién, que puede parecer ruda, funciona en el peor de los casos con
una precision del 10% [Figura 8.1(a)].

Empleando la expresién anterior para la variable J es posible llegar de nuevo a
un conjunto cerrado de ecuaciones para el radio cuadratico medio

d’R 5 2M  J
- = - S+ = 4
I w ()R + 73 + B (8.43)
dm dR
— = —(d-2)JR—, 8.44
ar ( IR (8.44)
Jo
J = Ra- (8.45)
Este conjunto puede simplificarse alin mds integrando la segunda ecuacién
J
M= mi= + Mo, (8.46)
lo que nos deja con una ecuacién de Newton para esta anchura
d’R 5 My 2o
= W (OR+ 25 + oy (8.47)

Aqui, tanto My como Jy son constantes dependientes del dato inicial del problema.
Para contrastar la validez del método de momentos he estudiado numéricamente
la evolucién de soluciones exactas de la ecuacién de Gross—Pitaevskii (2.14) con
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simetria radial. Partiendo de un conjunto de datos iniciales cada vez mds alejados
del estado de equilibrio, y aplicando un método de Crank—Nicholson, he obtenido
la evolucién del radio cuadratico de las soluciones exactas, cuyas érbitas se com-
paran en la Figura 8.1(b) con los valores proporcionados por la aproximacién de
momentos independientes. El acuerdo entre ambos métodos es excelente, incluso
en condiciones en las que la nube estd completamente distorsionada y el método
variacional carece de justificacién. Como medida de la aproximacién de momentos
independientes, en la Figura 8.1(a) mostramos el valor de Jy = JR?. Si bien éste
no permanece constante, las oscilaciones son tan pequeias que parecen no jugar
un papel relevante en la dindmica.

8.5.2 Cualquier nimero de dimensiones sin simetria

La aproximacién de momentos independientes puede generalizarse a casos en los
que la funcién de onda carece de simetria. Para ello partimos de las ecuacio-
nes (8.14), realizando el cambio de variable habitual para eliminar los términos
disipativos, y de nuevo introducimos el término no—lineal de la ecuacién de Gross—
Pitaevskii, G(p) = 3Up°.

dw;

= B, 8.48
It (8.48a)
iBt" = 4K; —2w’W; —2J (8.48b)
dKi 1, U ,8%¢
= oW B,+/2p 2 (8.48¢)

Aplicando la aproximacién de momentos independientes modificamos las ecuacio-
nes para la energia cinética introduciendo una nueva variable J

dKi 1, . B
g = Vi B+ VV,-J' (8.49a)
dM; 1

- IpJ .49b

dt 2 J (8 )
J(0)

J — 8.49

W, ... W, (8.49¢)

Por dltimo, definiendo las anchuras cuadraticas medias como x? = W; obtenemos
las conocidas ecuaciones de Newton para el paquete de ondas

d2X,' 2/\/’,’ 2 J
W = XI.3 — Wi X + ;}_, (8503)
M;
ddl' = x;xJ, (8.50b)
;= 2O (8.50¢)

X1 ...Xp
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Fig. 8.2: Evolucién de un paquete de ondas fuertemente distorsionado en dos dimen-
siones con término no—lineal G(p) = 1Up’. (a) Evolucién de la cantidad
Jo = Ji/WiW, para las soluciones exactas de la ecuacién de Gross—Pitaevskii,
mostrando que permanece constante en un 10%. (b-c) Evolucién de las an-
churas x? y y? dadas por las soluciones exactas de la ecuacién de Gross—
Pitaevskii (linea sé6lida) y por las ecuaciones de momentos (8.50) (linea de
trazos).

Una vez mds, en las Figuras 8.2(b-c) comparamos los resultados de dos con-
juntos de simulaciones. El primero surge de simulaciones de la ecuacion de Gross—
Pitaevskii sin simetria radial empleando un método de Crank—Nicholson. EI se-
gundo conjunto de simulaciones lo obtuve aplicando las ecuaciones de momentos
(8.47). El acuerdo entre ambos métodos es bastante bueno de nuevo, inclu-
so cuando nos encontramos en un régimen de distorsién tan importante que las
aproximaciones variacionales no estdn justificadas.

8.6 Conclusiones

En las secciones precedentes hemos mostrado diversas situaciones en las que pode-
mos obtener ecuaciones diferenciales ordinarias cerradas que describen la evolucién
de algunos observables fisicos. En algunos casos las simetrias del problema o su
dimensionalidad permiten obtener estas ecuaciones de forma exacta, mientras que
en otros debemos realizar aproximaciones razonables sobre la dindmica del paque-
te de ondas. En todos ellos llegamos a ecuaciones formalmente equivalentes a
las proporcionadas por la aproximacion variacional gausiana (8.9). Asi pues, en
primer lugar el método de momentos puede entenderse como una fundamentacién
rigurosa para la aproximacién variacional.

Ademads nos encontramos con que las ecuaciones de momentos (8.14) pueden
simplificarse en un sélo paso reemplazando la funcién de ondas, ¥(x), con un an-
satz apropiado. En el caso conservativo, o = 0, este procedimiento es equivalente
al método de optimizacién de Ritz, con la ventaja de no tener que calcular inte-
grales lagrangianas. En el caso disipativo, o # 0, seguimos teniendo un método
sistematico para construir ecuaciones aun cuando el sistema carece por completo
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de densidad lagrangiana?

Finalmente el método de momentos es mds facilmente generalizable que la
aproximacion variacional. Un ansatz variacional con una fase del tipo (8.33) siem-
pre llegard al mismo conjunto de ecuaciones que la aproximacién de momentos
independientes de primer orden. Por el contrario, mientras mejorar la aproxima-
cién variacional supone introducir expresiones de orden muy alto en la fase, mejorar
la aproximacién de momentos independientes supone tinicamente introducir nuevas
variables en las expresiones de los supermomentos.

2 Existen procedimientos especulativos que dan lugar a principios variacionales en presencia de
disipacién, sin embargo carecen de una fundamentacién rigurosa y tinicamente funcionan en un
conjunto reducido de problemas.
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Resumen

En este capitulo demostramos la existencia de resonancias paramétricas
extensas en una familia de ecuaciones de Schrodinger no lineales con po-
tencial. A pesar del cardcter altamente no lineal de estos sistemas, una
modulacién periédica sostenida del potencial da lugar a oscilaciones expo-
nencialmente crecientes de las anchuras del paquete de ondas. Este resul-
tado explica la periodicidad e intensidad de la respuesta de condensados de
Bose—Einstein sometidos a perturbaciones de su confinamiento, incluso le-
jos del régimen casi—lineal en el que las perturbaciones pueden ser reducidas
a modos. Ademas la existencia de soluciones exactas resonantes permite
disenar experimentos de focalizacién de paquetes de luz en guias de onda
parabdlicas.

0.1 Resonancias extensas

Cuando hablamos de resonancias solemos referirnos a una “respuesta anormal-
mente grande a una puede que pequeia perturbacién”. El modelo mds conocido
de resonancia es el oscilador sin rozamiento con forzado externo periédico. En
este sistema trivial es posible demostrar, para determinados tipos de forzado, la
existencia de términos no acotados y linealmente crecientes en la solucién. Un
ejemplo mas complicado de comportamiento resonante lo constituyen las reso-
nancias paramétricas, donde es un parametro relevante de la ecuacién que resulta
modulado y da lugar a la resonancia.

Las resonancias paramétricas se conocen desde la Edad Media [111] y su forma
mads sencilla la encontramos en el oscilador arménico cuando éste responde a la
ecuacién de Hill [82, 9]

X+ p(t)x =0, (9.1)
0 una versién particular conocida como ecuacién de Mathieu
X+ (1+ecoswt)x =0. (9.2)

Como ambos son problemas lineales, es posible obtener mucha informacién sobre
sus soluciones. Por ejemplo, podemos estudiar la ecuaciéon de Mathieu utilizan-
do la teoria de Floquet para ecuaciones con coeficientes peridédicos y demostrar
analiticamente la existencia de resonancias en determinadas regiones del espacio
de pardmetros (€, w), incluso en condiciones de disipacion lineal.

Sin embargo los fenémenos de resonancia no son exclusivos de los problemas
lineales, sino que aparecen también en problemas no lineales de dimensién finita.
Por ejemplo, en muchos sistemas hamiltonianos caéticos donde los toros reso-
nantes constituyen el origen del caos, en osciladores de impacto y en resonancias
nucleares magnéticas y de espin, etc. Por dltimo nos encontramos con los pro-
blemas modelizados con ecuaciones en derivadas parciales. Aqui se conoce la
existencia de resonancia en algunos problemas lineales, pero el estudio general de
estos fenémenos sigue planteando muchas preguntas sin resolver
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En este capitulo estudiaremos un sistema continuo que responde a la ecuacidn
de Schrodinger no lineal

. 1
Beb(c, ) = [~ 324 Vi 0) + U wix. o), 03)
con un potencial armédnico que depende del tiempo de forma periddica

V(x t) = % 3 wh ()%, (9.42)
Xi(t)? = (1 + & cosw;t). (9.4b)

En este tipo de ecuaciones uno tiende a pensar que, como suele ocurrir, una per-
turbacion resonante sélo puede excitar un niimero pequeiio de modos del problema
infinito—dimensional. Puesto que el término no lineal U|4|? mezcla diferentes mo-
dos, esta linea de razonamiento nos llevaria a pensar que la resonancia se inhibe por
medio de la transferencia de energia al resto de modos, especialmente en el caso
de sistemas conservativos donde las leyes de conservacién controlan el ndmero y
amplitud de modos activos.

En los siguientes apartados demostraremos que este razonamiento es erréneo y
que las resonancias no acotadas son posibles en un modelo extenso como la ecua-
cién de Schrodinger no lineal con potencial (9.3). Definiremos como resonancia
extensa o extendida, al crecimiento no acotado de una o mas magnitudes medi-
bles que involucran a la totalidad del sistema continuo. Utilizando las reducciones
finito—dimensionales del Capitulo 8, demostraremos la existencia de resonancias
extensas en la evolucién del centro y las anchuras de un paquete de ondas gober-
nado por la ecuacién (9.3).

Respecto a la aplicabilidad de estos resultados, la ecuacién de Schrédinger no
lineal con potencial arménico sirve para describir tanto un condensado de Bose—
Einstein (§2.2.1) como la propagacién de luz coherente en una guia de ondas
parabdlica. En el primer caso la existencia de resonancias explica la fuerte res-
puesta de la nube atémica incluso para los estimulos mas débiles, y es interesante
de cara al estudio de la dinamica de paquetes de ondas en condensados. En el
segundo ejemplo, las resonancias se pueden utilizar para focalizar un haz de luz en
una guia de ondas parabdlica con respuesta no lineal, por medio de un mecanismo
sencillo como es |a alternancia de segmentos con distintos coeficientes Kerr [101].

9.2 Resonancias de Mathieu para el centro de masas

En este apartado demostraremos la existencia de resonancias fuertes en la evo-
lucion del centro de un paquete de ondas sometido al confinamiento armdnico
pulsante (9.4). Como probamos en §8.2, la evolucién del centro de masas esta
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Fig. 9.1: Diagramas de estabilidad para la ecuacién de Mathieu (9.2) en el plano € —w,
con las primeras regiones de inestabilidad sombreadas.

regida por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas (8.15)

d? 1,
Pl <xX>=-—sw A (L) < x>, (9.5a)
d? 1 5.5
W <y >= —E(IJ )\X(t) <y >, (95b)
d? 1,5
7 <z>= 5w () <z>. (9.5¢)

Cada una de estas ecuaciones responde al modelo conocido como ecuacién de
Mathieu (9.2), un problema que aparece de forma recurrente en el estudio de
osciladores forzados paramétricamente y del que se puede obtener informacién
por medios analiticos [11, 68, 125, 126].

Si suponemos que la perturbacion A(t) depende de un pardmetro A(t) = 1 +
X(t) donde A(t) es una funcién periédica con valor medio cero, frecuencia w y valor
maximo € (no necesariamente pequefo), existe una toda una teoria que describe
los intervalos donde las soluciones de (9.1) permanecen acotadas (intervalos de
estabilidad) y las regiones donde las soluciones crecen sin control (intervalos de
inestabilidad).

Los resultados mas elementales se obtienen por medio de la teoria de Floquet
para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes periédicos depen-
dientes del tiempo [68]. En este marco es posible demostrar que la ecuacion (9.2)
posee un conjunto infinito de regiones de inestabilidad en el pardmetro de espacio,
(e,w). Las fronteras de estas zonas reciben en nombre de curvas caracteristicas
y su existencia se demuestra analiticamente: si D(e,w) es el discriminante de
la ecuacidn, las curvas caracteristicas satisfacen las ecuaciones D(e,w) = 2y
D(e,w) = —2. La forma precisa de las regiones de inestabilidad se puede encon-
trar de forma numérica, comprobdndose que tienen forma de cufias apoyadas en
los puntos (Wmin, €min) = (2,0),(1,0),(2/3,0)... y que se ensanchan a medida
que incrementamos la intensidad de la perturbacidn, € [Ver Figura 9.1]. En el inte-
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rior de estas regiones al menos una solucién crece con amplitud exponencialmente
creciente.

Trabajando un poco mas con la ecuacién de Mathieu, bien por medio de desa-
rrollos asintéticos o con la teoria de perturbaciones singulares, es posible localizar
las resonancias y estudiar de forma aproximada las soluciones. Por ejemplo, para
una frecuencia de perturbacién lo bastante cerca de la primera resonancia, esto es,
|w—2] =6 = o(1), un método asintético [11] proporciona la siguiente estimacién

r ~ ce’ cos(wt/2+ ), (9.6a)

| €2 5
= +4/—= — 0%
g 4?2

Para algunos valores de 0 y € el exponente ¢ es un numero real positivo y la
amplitud de las oscilaciones crece sin limite. Un desarrollo de Taylor de segundo
orden en (9.6a) proporciona los siguientes limites para la cufia de inestabilidad

2

€ €
— < — —, .
w—2/< 5+ 5 (9.7)

Ademis la intensidad de la resonancia es maxima para un forzado del tipo

2
6max:_]~"|‘ \/1_%2—62‘}'0(64). (98)

El tratamiento de otras resonancias resulta mas dificil porque implican términos
de orden superior —al menos de segundo orden en el caso w = 1—, dan lugar a
regiones de influencia pequeias y son menos intensas. En cualquier caso, a pesar
de su cardcter secundario, siguen jugando un papel importante cuando se estudia
la eficiencia de la perturbacién en términos de la velocidad de ganancia de energia
[Figura 9.4].

Finalmente es importante sehalar que las resonancias de Mathieu son de una
naturaleza muy persistente; como comprobaremos en §9.4.3, resisten incluso la
presencia de disipacién, dando lugar de forma selectiva a la existencia de ciclos
limite y resonancias desacotadas.

9.3 Evidencias numéricas de resonancias

0.3.1 Simetria radial

En esta parte del trabajo hemos estudiado numéricamente la existencia de reso-
nancias sostenidas en la ecuacion (9.3) toda vez que el potencial tiene simetria
radial

1
V(rt) = Ewi(l + e coswt)|r|?. (9.9)
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Fig. 9.2: Paquete de ondas con simetria radial (P = 9.2) descrito por las ecuaciones de
momentos (9.11). Orbitas en el espacio de fase para oscilaciones de amplitud
pequeiia y grande, libres de perturbacion externa (A(t) = cte.).

Por un lado trabajaremos con soluciones exactas de la ecuacién de Gross-Pitaevskii

h? 1 UoN |ul?
ihdsu = ——00%u —mPN2(t)r? + Ar——1— b u. 9.10
t 2m " + {2 (O)r" + 41 r? ( )
Y por otro estudiaremos las ecuaciones de momentos con la aproximacién de
momentos independientes. Este ultimo método, que insistimos es aproximado,
conduce a una ecuacién de Hill singular para el radio cuadratico medio del paquete
de ondas, v(t),

1 P
v:—>\2(t)v—|—ﬁ+ﬁ. (9.11)
Los detalles de esta aproximacién y los pasos necesarios para llegar hasta aqui se
encuentran en la secciones §8.5.1y §8.5.2.

Ambos modelos, (9.10) y (9.11), presentan dificultades a la hora de buscar
soluciones numéricas. La razoén estriba en la rigidez [55] de la evolucién del paquete
de ondas, que presenta intervalos de variacién suave, v > 0, junto con escalas de
tiempo extremadamente cortas en las que el radio cuadratico medio “colisiona”
contra el origen. Este proceso es evidente en las Figuras 9.2 y 9.3.

Intentando evitar los problemas de rigidez, hemos resuelto las ecuaciones de
momentos (9.11) empleando distintos métodos que incluyen un Runge—Kutta—
Fehlberg de paso adaptativo, una pareja de Dormand—Prince de érdenes 4-5 [55],
el resolutor de ecuaciones diferenciales ordinarias de Matlab [113] y el esquema
conservativo de Luis Vazquez [95] 1. Todos los métodos proporcionaron resultados
igual de precisos en cuanto a frecuencia de las oscilaciones, regiones de divergencia,
etc.

1 Esquema en diferencias finitas que conserva una versién discreta de la energia y que resulta
incondicionalmente estable.
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Fig. 9.3: Paquete de ondas con simetria radial sujeto a perturbaciones periédicas.
Evolucién del las ecuaciones de momentos (lineas a trazos) y de la ecua-
cién de Schrédinger no lineal (linea continua) para las modulaciones (a)
(e = 0.15,w = 4.00) y (b) (¢ = 0.2,w = 4.00). (c) Regién de inestabili-
dad en el espacio de pardmetros (€, w) obtenidas a partir de las ecuaciones de
momentos.

Evitar los problemas de rigidez al simular la ecuacién en derivadas parciales
(9.10) es bastante mas complicado. Nosotros hemos comparado soluciones de
tres métodos, uno que emplea un método implicito “split—step” sobre una base
de Fourier [114, 13]; una discretizacién de diferencias finitas implicita y simétrica
respecto de inversion temporal [36]; un método de Crank—Nicholson implementado
sobre la base de Fourier y un método de Crank—Nicholson implementado mediante
diferencias finitas. En cualquier caso, incluso con el mejor de los procedimientos
para integrar la ecuacidn respecto de la variable temporal, todas las técnicas se
enfrentan a una dificultad seria que consiste en el tamafio finito de la discretizacién
espacial. Este efecto resulta especialmente perjudicial en el caso de perturbacio-
nes paramétricas por la posibilidad de que el paquete de ondas crezca de forma
ilimitada. Consecuentemente, encontramos con que mientras la rigidez impone
una cota superior a la discretizacién temporal, el tamaio de la malla impone una
cota superior al tiempo durante el cual las simulaciones son fiables.

Con toda esta artilleria computacional hemos obtenido diversos resultados. En
primer lugar estudiamos las oscilaciones de baja amplitud en un potencial esta-
cionario, € = 0. Partiendo del mismo dato inicial gausiano, contrastamos las
frecuencias de oscilacién del paquete de ondas en la ecuacién (9.10) con los mo-
dos normales de las ecuaciones de momentos (9.11), concluyendo que existe un
acuerdo importante entre ambos modelos, como ya se mostré en [97].

También hemos estudiado las oscilaciones de gran amplitud del paquete de
ondas, encontrando un acuerdo inesperadamente bueno entre la evolucién del radio
segun la ecuacién de momentos y segtin la ecuacién en derivadas parciales, preciso
en mas de un 90% incluso en situaciones en las que la funcién de onda deja de
ser autosimilar y desarrolla una o mas inflexiones. Para este tipo de oscilaciones
fuertes hemos confirmado también que la anchura experimenta fuertes rebotes
contra el origen (Figura 9.2) con una periodicidad que se aleja de las frecuencias
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linealizadas de [97] para aproximarse a la frecuencia propia de la trampa arménica,
w].

Por dltimo hemos simulado la respuesta del sistema a modulaciones periddicas
del potencial

A2(t) = 1+ ecos(wt). (9.12)

Utilizando las ecuaciones de momentos (9.11) hemos rastreado el espacio de
pardmetros (w, €), buscando regiones donde el radio diverge exponencialmente
[Figura 9.3(a)]. Estas regiones de inestabilidad tienen forma de cuhas, apoyadas
sobre una serie de puntos (Wmin, €min), Yy €nsanchandose para valores crecientes
de la amplitud €. La resonancia mas importante descansa sobre wpm,i, = 2.04 [Fi-
gura 9.3(b)]; las otras dos, menos intensas, se encuentran sobre las frecuencias
Wmin = 1.02 y 0.68. Realizando una amplia gama de experimentos numéricos
hemos confirmado que estas frecuencias cambian muy poco con el pardmetro no
lineal, P, y no dependen del dato inicial. Ocurre justo lo contrario con la ampli-
tud minima €., para la que surgen las resonancias, pues ésta exhibe una fuer-
te dependencia respecto del dato inicial. Tanto que las resonancias mas débiles,
wWmin = 1.02y 0.68, son incapaces de excitar el crecimiento de soluciones préximas
a la de equilibrio.

Para buscar las mismas resonancias en la ecuacién en derivadas parciales
(9.10), hemos estudiado cémo varia la eficiencia del proceso de absorcién de
energfa con la utilizacién de distintas modulaciones, (¢, w). La forma de medir
esta “eficiencia” consiste en tomar como dato inicial un estado de equilibrio y
estudiar cuanto ha crecido el radio de la funcién de ondas tras aplicar la modu-
lacion (9.12) durante un tiempo fijo. Los resultados se muestran en la Figura
9.4 para simulaciones de la ecuacién diferencial ordinaria [Figuras 9.4(a-b)] y para
simulaciones de la ecuacion en derivadas parciales [Figuras 9.4(c-d)].

Aunque este (ltimo estudio no proporciona limites precisos de las regiones
de inestabilidad, si proporciona otros informacién relevante. EIl primero es que
confirma el ensanchamiento de la regién de inestabilidad para valores crecientes
de la amplitud con que modulamos el potencial, €. El segundo es el cambio de
la frecuencia para la que la respuesta es maxima. Dicha frecuencia decrece a
medida que intensificamos la perturbacion, aproximandose a frecuencias multiplos
de w, . Por dltimo, resulta apreciable cémo la respuesta es mayor en la ecuacién
en derivadas parciales que en su simplificacion finito—dimensional. Por ejemplo,
existen amplitudes de perturbaciéon que son incapaces de producir un crecimiento
significativo del radio en (9.11), pero que excitan un crecimiento sostenido en la
ecuacién de Schradinger (9.10). Esta discrepancia es achacable a la pérdida de
informacién que supone la aproximacién de momentos independientes §8.5.1.

9.3.2 Potenciales asimétricos

En ausencia de simetria seguimos teniendo una ecuacion en derivadas parciales
(9.3) junto con simplificaciones finito—dimensionales que nos dan pistas sobre la
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Fig. 9.4: Condensado radialmente simétrico con P = 9.2. Representamos la maxima
amplitud de las oscilaciones tras aplicar una modulacién periédica del potencial
(9.12) durante 40 unidades de tiempo. El dato inicial es un dato de equilibrio.
Cada gréfica corresponde a un valor de € desde 0.05 hasta 0.3 en pasos de
0.05. Dibujamos la resonancia principal (a) y la segunda resonancia (b) de las
ecuaciones de momentos, asfi como la primera (c) y segunda (d) resonancia
de la ecuacién de Schrédinger no lineal.

dindmica. En este caso las ecuaciones diferenciales ordinarias para las anchuras
pueden provenir, bien de la aproximacién de momentos independientes §8.5.2, bien
del método variacional (8.9). En ambos casos una eleccién apropiada de unidades
y variables nos conduce a ecuaciones de la forma

i + Ai(t)vx
v+ Af,(t)vy

V, + Ag(t)vz

1 P
v_)§+ Vv v,
1 P
v_j+ Ve ViV,
1 P
v_§+ Vi Vyv2

(9.13a)
(9.13b)

(9.13¢)

Mientras que la ecuacién diferencial ordinaria puede ser integrada con los mis-
mos métodos del apartado anterior, la ecuacion de Gross—Pitaevskii en tres dimen-
siones requiere de métodos mds precisos y computacionalmente mas eficientes que
un sencillo esquema de diferencias finitas. En este caso nosotros optamos por uti-
lizar un método pseudoespectral de Fourier definido sobre un mallado rectangular
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Fig. 9.5: Evolucién de un condensado sometido a una perturbacién m = 0 resonante,
(wr, €r) = (2.00, 0.15). Mostramos las anchuras radial, v, (linea continua) y
axial v, (linea de trazos) para (a) una trampa con simetria cilindrica, (P =
9.2,wxy = 1,w, = 2), y (b) para una trampa con simetria esférica (P =
9.2, wx = wy = w, =1).

uniforme con 1083 puntos, integrando temporalmente con un método “split—step”
simétrico de segundo orden [114, 13]. Como lo demuestran las simulaciones tem-
porales con trampas estacionarias y con trampas esféricamente simétricas, se trata
de un esquema numérico que funciona extremadamente bien a tiempos largos. Sin
embargo, al igual que ocurre con todos los métodos numéricos, de nuevo nos en-
contramos con una limitacién en el tiempo durante el cual podemos simular las
resonancias; limite que se debe enteramente a la densidad y el tamafo de la dis-
cretizacién espacial.

Con este método hemos estudiado las que se conocen como perturbaciones
monopolares y dipolares del potencial. El primer tipo de perturbaciones recibe el
nombre de perturbaciones m = 0 y corresponde a la eleccién (e, = €,,€, = 0),
mientras que las perturbaciones m = 2 o dipolares la forman oscilaciones en
contrafase de las anchuras X e Y, (ex = —€y, €, = 0). Este tipo de modulaciones
corresponde a experimentos realizados con condensados de Bose—Einstein [67],
donde una preparacién resonante precede al estudio de las oscilaciones de las
anchuras del condensado y su amortiguaciéon. Mientras que una modulacién m =
2 apenas induce rotaciones de la funcién de onda, en el caso m = 0 hemos
encontrado al menos una regién de resonancia donde predicen las ecuaciones finito
dimensionales. Las figuras 9.5(a-b) muestran dos ejemplos del tipo de evolucién
que hemos encontrado en las regiones resonantes.

De nuevo apreciamos una respuesta resonante algo mas intensa en la ecuacién
de Gross—Pitaevskii (9.3) que en las ecuaciones de momentos. Este y otros resulta-
dos similares del caso radial §9.3.1 apuntan hacia una interpretacién tedrica segin
la cual la ecuacidn (9.3) tendria infinitos modos que participan en el proceso de ab-
sorcién de energia sin interferir en la evolucién de las anchuras. Por un lado la pre-
sencia de un ntiimero infinito de modos resonantes implica mas grados de libertad
resonantes y una mayor respuesta que en el modelo finito—dimensional. Pero por
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otro lado, para existencia de esta estructura resonante “en escalera” necesitamos
un subconjunto infinito de estados estacionarios con energias aproximadamente
equiespaciadas segun la frecuencia principal de la resonancia, E,, — E, « hw. Este
punto ha sido confirmado en las simetrias mas sencillas resolviendo directamente
[44] la ecuacién de Gross—Pitaevskii estacionaria (2.29) (Véase el Capitulo §3).

9.4 Analisis de las ecuaciones de momentos

9.4.1 Resonancias exactas en problemas bidimensionales

En la ecuacién de Gross—Pitaevskii bidimensional con un potencial radialmente
simétrico, el método de momentos nos proporciona una ecuacion diferencial ordi-
naria exacta para la anchura del paquete de ondas

d*R 2M
dt? R3"
Esta ecuacién es una ecuacién de Hill con un término singular. En general las

ecuaciones de esta forma no pueden ser resueltas explicitamente, sin embargo
este caso particular posee soluciones exactas [51, 103]

= —w? (DR + (9.14)

X(t) = \/u2(t) + %ﬁ(t), (9.15)

que se expresan como combinacién no lineal de dos soluciones de la ecuacion de
Mathieu

i+ w’X(t)u =0, u(te) = X(to), u(te) = X(to). (9.16a)
V 4+ wX(t)v =0, v(to) =0, v(tp) #0, (9.16b)

y de su wronskiano W = uv — dv = cte. # 0.

De la relacion (9.15) se deduce que si una perturbacién A(t) es capaz de indu-
cir el crecimiento exponencial de las soluciones u(t) y v(t) entonces esta misma
modulacién dara lugar a una inestabilidad paramétrica extensa en las ecuaciones
de momentos (9.14) y en la ecuacién en derivadas parciales (9.3). Queda de-
mostrado por tanto que el comportamiento resonante existe al menos en el caso
bidimensional con simetria radial. Por la naturaleza de las soluciones, estas reso-
nancias sélo dependen de la dependencia temporal del potencial, A(t), y mas en
concreto de los parametros (€, w).

Una aplicacién préctica de las soluciones exactas bidimensionales (9.15) consis-
te en disefar una modulacidn no trivial que manipule el paquete de ondas a nuestra
voluntad. Esto es posible en experimentos con condensados de Bose—Einstein en
los que se controla el potencial confinante, y también en Optica mediante el con-
trol preciso del perfil del indice de refraccién en una guia de ondas. Por ejemplo,
en el caso particular en que la perturbacién A(t) corresponde a intercalar segmen-
tos con indices de refraccién distintos es posible encontrar expresiones analiticas
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para u(t) y v(t) y de esta forma disefiar un experimento de focalizacién de un haz
guiado [101].

Mientras que en configuraciones bidimensionales con simetria radial somos ca-
paces de encontrar soluciones y ofrecer resultados analiticos sobre la existencia de
resonancias, en otras geometrias y dimensionalidades nuestra capacidad predictiva
es limitada y depende en gran medida de la simulacién numérica de las ecuaciones
completas (9.3) y de reducciones finito—dimensionales aproximadas (8.50). En los
siguientes apartados presentaremos evidencias numéricas y argumentos cualitati-
vos sobre la existencia de resonancias en estos problemas mas complejos.

9.4.2 Resonancias de barrera

Mientras que en dos dimensiones con simetria radial las ecuaciones de momentos
son exactas y resolubles, en dimensiones mayores las evolucién de las anchuras no
es integrable. Olvidando por un momento que en este contexto las ecuaciones de
momentos son sélo buenas aproximaciones, intentaremos justificar la presencia de
resonancias en las ecuaciones tridimensionales.

Para ello basta con darse cuenta de que tanto la ecuacién (9.11) como (9.13)
responden al mismo formato de ecuacién de Hill con un término repulsivo altamen-
te singular, oc 1/R™3. Este término es, de hecho, el responsable de la rigidez de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y resulta intuitivamente atractivo reemplazarlo
con una barrera de potencial infinita sobre los planos de anchura cero. El resultado
de semejante cambio es un oscilador de impacto en el que las anchuras describen
la evolucién de una particula equivalente, sometida a forzado paramétrico y con-
finada por una serie de paredes fijas sobre las que ésta rebota. La conexién entre
potenciales singulares diferenciables y los osciladores de impacto ha sido fruto de
amplio estudio y aplicacion en situaciones de la vida real, tanto en Fisica como en
IngenieriaZ.

Por ejemplo, en el problema con simetria radial (9.11), la aplicacién de las
condiciones de contorno eldsticas conduce a ecuaciones del estilo

VA (v = 0, (9.17)
lim (v,v) = (0", V) <= lim (v, V) = (0, =V,).

En estas ecuaciones t. denota cualquier instante en el que la anchura rebota contra
la singularidad v = 0.

Esta ecuacién es matematicamente equivalente a un oscilador elastico sin con-
diciones de barrera. Introduciendo una variable nueva, u, que pueda moverse sobre
toda la recta real, y efectuando el cambio de variables

v =|ul, (9.18)

resulta evidente que cada solucién de la ecuacién (9.2) proporciona una solucién
de (9.17). Y viceversa, con un cambio de signo apropiado entre intervalos, es

2 Véase [126, 125] para una breve introduccién y una lista de referencias.
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Fig. 9.6: Evolucién de un condensado con simetria cilindrica (modelo variacional, P =
9.2) sometido a una perturbacién senoidal (w, €) = (2.04,0.1) de la anchura
radial de la trampa. Se muestran las dimensiones (a) radial v, y (b) axial v,
en funcién del tiempo.

posible convertir cada solucién de (9.17) en una dnica solucién diferenciable de
(9.2).

La conexion entre la ecuacién para el radio del paquete de ondas (9.11) y
la ecuacién de Mathieu (9.2), implica que en el régimen de oscilaciones de gran
amplitud, donde la aproximacién de barrera es particularmente buena, el sistema
presentard regiones de inestabilidad mas o menos centradas sobre las frecuen-
ciasw =2,1,1/3.... Esta prediccién se confirma de hecho en las simulaciones
numéricas §9.3.1.

En ausencia de simetria radial sigue siendo posible reemplazar los términos sin-
gulares con barreras de potencial infinitas, con el resultado inmediato de encontrar
mudiltiples regiones de inestabilidad, resultante de combinar las relaciones

Wnmin _ 51,2/3, ... (9.19)
Aon
Las simulaciones numéricas del modo m = 0 de hecho confirman esta prediccién
con una precision relativa del 0.5% en las frecuencias. En la figura 9.6 mostramos
una de estas evoluciones resonantes.

El problema con la eliminacién de los términos singulares en (9.13) es que de
esa forma suprimimos también el acoplo entre anchuras. Asi, mientras el modelo
de oscilador de impacto predice una respuesta resonante para modulaciones m = 2,
el acoplo entre anchuras inhibe estas resonancias y limita la evolucién de la funcién
de ondas a una rotacién.

9.4.3 Disipacion

Queremos ahora estudiar el efecto de un término disipativo en las ecuaciones
finito—dimensionales que modelice un posible amortiguamiento de las oscilaciones
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de la anchura del paquete de ondas. Como resulta muy dificil la introduccién de
modificaciones en (9.3) para tener en cuenta estos fenémenos disipativos, nos
limitaremos a introducir fenomenolégicamente un amortiguamiento viscoso lineal
en (9.11). Esta eleccién introduce una pérdida de energia significativa mante-
niendo la normalizacién del paquete de ondas, que no suele cambiar mucho en las
aplicaciones practicas®. En esta seccién demostraremos que las resonancias de
Mathieu persisten tras la inclusién del amortiguamiento.

Cuando afadimos la disipacién viscosa a la ecuacién (9.11) y aplicamos la
aproximacién de oscilador de impacto, de nuevo llegamos a una ecuacién diferencial
ordinaria lineal

i+ (14 ecos(wt))u+vyia=0. (9.20)

El término «yu es una contribucién fenomenoldgica a un modelo por otra parte
exacto. La justificacién del mismo la encontramos en los experimentos [67], donde
encontramos un amortiguamiento exponencial de las oscilaciones del condensado
en escalas de tiempo mucho mas cortas que las implicadas en fenémenos de pérdida
de dtomos. Desde el punto de vista tedrico se sospecha de dicho amortiguamiento
surge de la interaccién entre los atomos del condensado y la nube térmica, una
interaccion que por ahora no ha podido ser reducida (de forma rigurosa, claro esta)
a modelos tedricos sencillos.

Mediante el cambio de variables u(t) = p(t)e~"* el término disipativo desapa-
rece, recuperando la forma de una ecuacién de Mathieu

P+ (1 —7%+ecos(wt))p = 0. (9.21)
La introduccién del amortiguamiento desplaza las resonancias a valores inferiores
de la frecuencia
w

Jir

donde v?(y) = 1 — 72 es la nueva frecuencia efectiva del potencial arménico.
Podemos resolver de forma aproximada la ecuacion amortiguada (9.21) alre-
dedor de la primera resonancia, obteniendo

=2,1,2/3... (9.22)

x(t) ~ cel? Mt cos (%t + 90> , (9.23)

donde A responde de nuevo a la ecuacion (9.6a). Esta solucién nos muestra que
las regiones de resonancia en el espacio de pardmetros estan restringidas a valores
de (&, w) para los que la intensidad de la resonancia, A, es mayor que la fuerza

3 Este efecto aparece, por ejemplo, en los condensados de Bose—Einstein gaseosos, por la
interaccion entre la funcién de onda macroscépica y la fraccién de dtomos no condensados. Sin
embargo el tiempo caracteristico de amortiguacién de la anchura es mucho menor que la vida
del condensado y a lo largo de la evolucién la norma, N, o nimero de particulas, permanece casi
constante.
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Fig. 9.7: Evolucidn de un paquete de ondas con simetria radial sujeto a amortiguamien-
to lineal y forzado paramétrico. Las caracteristicas del problema son P = 9.2,
v = 0.15, ¢ = 0.1, y frecuencias w = 2.15,2.4,3.0, 4.0 (desde el ciclo mds
pequefio hasta el exterior).

del término disipativo. Las nuevas cuiias de inestabilidad se apoyan sobre un €mjn
mayor, distinto de cero, y son mds estrechas, pero no desaparecen a menos que
el amortiguamiento <y resulte excesivo.

El desplazamiento de las resonancias se reproduce en las simulaciones numéricas
de las ecuaciones de momentos sin la aproximacién de impacto. Por ejemplo,
adoptando las medidas experimentales [67] del amortiguamiento en un condensa-
do obtenemos 7y ~ 0.15 en unidades apropiadas. Este amortiguamiento eleva €mjn
hasta 0.18 para una auto—interaccién P = 9.2. Asi pues, la inestabilidad ahora no
surge a menos que la amplitud de la perturbacion sea superior al 20%.

Un segundo efecto interesante del amortiguamiento consiste en que la evo-
lucién fuera de las regiones de resonancias resulta mds ordenada que en caso
conservativo, debido a la existencia de un ciclo limite sincronizado con la fre-
cuencia de la perturbacion paramétrica y cuyo tamaio depende tinicamente de los
parametros de la perturbacion, (w, €). En la Figura 9.7 mostramos distintos ciclos
limites que aparecen con las perturbaciones periédicas. Como es de esperar, el
maximo tamano se alcanza con la frecuencia de bombeo mads eficiente, dada por
la figura 9.4.

Finalmente queremos resaltar que la aparicidn de ciclos limites abre la puerta
a toda una familia de nuevos fenémenos, desde evolucién cadtica hasta teoria de
bifurcaciones [126, 125]. Este ciclo limite no es exclusivo del amortiguamiento
lineal y esperamos que aparezca en modelos mads realistas de condensados de
Bose—Einstein, por ejemplo. Por ultimo, la dependencia de tamafio del ciclo limite
puede tener aplicacién en condensacion de Bose—Einstein para expulsar la nube no
condensada fuera de la trampa.
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9.5 Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado un sistema no lineal extendido sometido a pertur-
bacién paramétrica. Este sistema, modelizado en base a ecuaciones de Schrédinger
no lineales con potencial, tiene aplicaciones en condensacién de Bose—Einstein y
en el campo de guias de onda con indices de refraccién parabdlicos.

Aplicando el método de momentos en esta familia de problemas, hemos de-
mostrado de forma rigurosa la existencia de resonancias extensas en el movimiento
del centro de masas y en las anchuras de problemas bidimensionales con simetria
cilindrica. Estas resonancias inducen oscilaciones de amplitud exponencialmente
creciente en el sistema, en las que participan los valores de la solucién sobre todo
el espacio, y que persisten en tanto mantengamos la perturbacién paramétrica.
Se trata de un resultado altamente no trivial dado el caracter extenso y conserva-
tivo de estos modelos, que tradicionalmente ha llevado a pensar en algun tipo de
mecanismo que suprima la resonancia para oscilaciones lo bastante grandes.

La aproximacién de momentos independientes, asi como un conjunto exhaus-
tivo de simulaciones numéricas y modelos fenomenoldgicos nos permiten plantear
dos conjeturas razonables. La primera es que las resonancias extensas deben
aparecer también en sistemas de mayor dimensionalidad, lo que explicaria la alta
respuesta de un condensado de Bose—Einstein a perturbaciones periddicas. La se-
gunda conjetura es que al introducir mecanismos disipativos en estos modelos las
resonancias deberian traducirse en ciclos limites, oscilaciones de amplitud sosteni-
da dependiente de la intensidad de la perturbacién. Ambas conjeturas permanecen
sin demostrar y representan dos de las miltiples vias de ampliacion de este trabajo.
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Resumen

En este capitulo se desarrolla la aplicacién de los gradientes de Sobolev al
problema de minimizar diversos funcionales de Schrodinger relacionados con
problemas de Mecdnica Cuanticay Optica no—lineal que de otro modo serian
dificiles de resolver. Demostraremos que el gradiente de Sobolev es una for-
ma precondicionadas de las elecciones tradicionales para las direcciones de
descenso en distintos métodos de optimizaciéon. Ademds encontraremos un
medio computacionalmente eficiente para calcularlos en término de la base
de Fourier discreta y la transformada de Fourier rapida (FFT). Por dltimo
compararemos diversas técnicas de minimizacién con y sin el precondiciona-
miento de Sobolev, mostrando que éste proporciona una mejora importante
de la convergencia, que resulta imprescindible para problemas con muchos
de grados de libertad. En las conclusiones mostraremos cémo generalizar el
método de gradientes de Sobolev empleando operadores lineales arbitrarios.

10.1 Introduccion

El estudio de la Naturaleza nos muestra que muchos sistemas continuos libres de
forzado tienden a adoptar configuraciones estacionarias, en las que las distribu-
ciones de masa, carga, velocidad, etc, permanecen invariantes en el tiempo. En
el lenguaje del modelado matematico de estos problemas cada configuracién del
sistema se representada con un punto en un espacio de funciones, ¥(x) € W,
mientras que la tendencia del sistema continuo a reposar en alguno de estos esta-
dos viene dada por un funcional, E(¢) : W — R, la energia, cuyos minimos son
los estados estacionarios.

Asi, es frecuente encontrar muchos problemas fisicos escritos como principios
variacionales del tipo “encuéntrese los estados fundamentales ¥ en el espacio de
funciones W tales que la energia E(¢) : W — R alcanza un minimo sobre ellos”.
En estos casos el funcional que debe ser minimizado suele adoptar una expresién
aparente sencilla en términos de integrales la funcién 9 y de sus derivadas,

E(y) = / F (V). B(x)) d"x. (10.1)

Sin embargo una descripcién analitica completa de los minimos de la ecuacién
(10.1) suele ser imposible, de manera que la ventaja de los principios variaciona-
les radica no tanto en la posibilidad de extraer soluciones explicitas, sino en la
caracterizacion numérica de las soluciones.

En este trabajo [46] presentaremos diferentes procedimientos para el estudio
numérico de los puntos criticos del funcional de energia (10.1), centrandonos
principalmente en la minimizacién de dicho funcional sujeto a restricciones fisicas.
Desde un punto de vista practico, la minimizacién del funcional de energia es
similar a la blsqueda de minimos de una funcién real definida sobre un espacio
finito—dimensional. Primero hemos de escoger una definicion de derivada, V E(¥),
acorde con el espacio vectorial sobre el que trabajemos. En segundo lugar hemos
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de utilizar estas derivadas para construir algoritmos de descenso que converjan
hacia los puntos criticos y que tengan en cuenta las restricciones. Por dltimo hay
que considerar detalles practicos de implementacién y eficiencia.

De estos tres pasos, el mas delicado es la construccién de la derivada. Si
el dominio del funcional, W, estd equipado con un producto escalar, suele ser
conveniente adoptar la derivada de Frechet. Esta definicién surge de un desarrollo
a primer orden del funcional alrededor de un punto, ¥

E(¥+0) = E(¥) + (6. VE@)) + (VEw).8) + O (Il3I°) . (102)

La derivada primera del funcional es el operador VE(%) que aparece en los
términos de primer orden respecto del la perturbacién §. En este contexto, los
puntos criticos, 9., se definen como los elementos sobre los que la variacién del
funcional se anula a primer orden para cualquier perturbaciéon. O, en otras pa-
labras, sobre un punto critico la derivada del funcional sea anula en el sentido
débil

(6. VE($)) =0, V6. (10.3)

Igual que en el caso finito—dimensional, a partir de la derivada de Frechet es
posible demostrar que cualquier minimo del funcional es también un punto critico.
De ahi que resulte una préctica comun resolver la ecuacién (10.3) y verificar
a posteriori qué soluciones son minimos locales y cuales no. Por ejemplo, si
trabajamos sobre W = L?(R"), este procedimiento nos lleva a las ecuaciones de
Euler—-Lagrange, un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales de la forma

f of
9 \Y

35" ve =0. (10.4)

El problema con estas ecuaciones es que en general resulta tan dificil encon-
trar soluciones de (10.4) y discriminar los auténticos minimos, como encontrar
numéricamente los puntos criticos del funcional de partida (10.1).

Asi pues en lo que sigue nosotros optaremos por disefiar sucesiones, {9;}, que
converjan a un minimo del funcional: ¥, = lim;_. ¥;. En §10.2 precisaremos
el tipo de funcionales con el que trabajaremos, su dominio de definicién, las ca-
racteristicas de estos espacios y obtendremos la definicién del gradiente, al que
nos referiremos como gradiente de Sobolev. Después, en §10.3 obtendremos una
expresién para este gradiente en términos de modos de Fourier y la transformada
de Fourier rapida (FFT). Finalmente en §10.4 y §10.5 aplicaremos estas técnicas
a la biisqueda de estados fundamentales y ondas solitarias en condensados de
Bose—Einstein y en propagacion de luz por un medio de no-linealidad saturable.
Ambos sistemas fisicos responden a modelos basados en ecuaciones de Schrddin-
ger no—lineales y presentan dificultades insalvables cuando se aplican técnicas de
minimizacién tradicionales.
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10.2 Gradientes de Sobolev

10.2.1 Soluciones directas del problema variacional

Existen dos aproximaciones tradicionales al problema de la minimizacién de un
funcional en una base discreta. La primera alternativa estima la funcién incégnita
en una base ortonormal, {¢x}, para un subespacio del dominio de definicién,

N
P = Z Ck Pk,
k=1

obteniendo de esa forma un nuevo funcional ahora definido sobre un conjunto
finito de grados de libertad, sean estos reales o complejos,

E({aeh) = E (Y cubu) - (10.5)

A partir de aqui existen a nuestra disposicidn toda una artilleria de técnicas numé-
ricas para la minimizacién entre las que destacan el método de Newton y el gra-
diente conjugado no—lineal.

Si bien este procedimiento destaca por su simplicidad y por la abundante lite-
ratura disponible al respecto, existe una amplia familia de problemas no-lineales
en los que esta técnica da lugar a expresiones demasiado complicadas y computa-
cionalmente costosas como para tenerlas en cuenta. Para estos problemas existe
una segunda alternativa conocida como técnicas de descenso. La idea base es
manipular el funcional de partida (10.1) para obtener un ecuaciones que describan
trayectorias minimizantes en el espacio de trabajo, W. Estas ecuaciones son luego
discretizadas y resueltas en una base apropiada.

Las dos técnicas de descenso mas conocidas son el descenso rapido continuo y
el descenso rapido discreto. En la primera version trabajamos con una trayectoria
minimizante continua, ¥(t) : R — W, definida por una ecuacién en derivadas
parciales (EDP) que involucra el gradiente del funcional (10.2).

oY

— =—VE. 10.6
T (10.6)
El descenso rédpido discreto, por otro lado, es una técnica computacionalmente
mds sencilla de implementar puesto en lugar de requerir la integracién de una

EDP, construye la sucesiéon

Yir1 = Y + M VE(P) (10.7)

minimizando localmente la funcién E (¢ + AV E) respecto de la variable real X.

En este capitulo trabajaremos (nicamente con técnicas de descenso y no con
funcionales descritos sobre bases finitas. La razén principal es que buscamos
la definicion de VE(¥x) que proporciona la mejor convergencia para nuestros
problemas. Como se mostré en el trabajo de J. W. Neuberger, una eleccién
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acertada puede significar una mejora de varios érdenes de magnitud en los pasos y
operaciones empleados. Ademas los procedimientos que obtenemos son facilmente
generalizables a otros algoritmos de descenso como el gradiente conjugado no—
lineal, que ajusta dindmicamente la direccién de descenso —dy = VE(¢x)— a
partir de la historia del procedimiento minimizador. Por (ltimo, el trabajar con
algoritmos de descenso nos evitard los complejos términos no—lineales que surgen
al emplear otras técnicas [44], a la vez que dispondremos de mayor variedad de
bases de Fourier con las que poder trabajar.

10.2.2 Gradientes ordinarios

Aungue no siempre estd justificado, resulta habitual en la literatura especializada
trabajar en espacios de funciones equipados con el producto escalar de L2 y su
norma asociada

(¥, 9)12 (10.8)

1]
—
<
s

2
Il

/|1/1|2- (10.9)

Con esta eleccién y trabajando sobre la ecuacion (10.2), la definicion formal del
gradiente es la obtenida por Lagrange
E oF

-V ——— (10.10)

0

En lo sucesivo nos referiremos a esta definicion como “gradiente ordinario” para
diferenciarlo de otras definiciones mas precisas que encontraremos.

10.2.3 Gradientes de Sobolev

Siguiendo las ideas de la referencia [91] plantearemos nuestro problema variacional
sobre un espacio diferente: el espacio de Sobolev H! constituido por funciones tales
que ellas y sus derivadas sean integrables en [2:

H = {9/¢, Vi € L?}. (10.11)

Normalmente deberiamos anadir el requisito de que las funciones v se anulen en la
frontera de su dominio, sin embargo en lo que resta de este trabajo las funciones
estaran definidas sobre todo el espacio R por lo que esta condicion surge de manera
natural. Por dltimo debemos recordar que el espacio de Sobolev estd equipado con
un producto escalar y una norma

Wby = / [B()B(x) + V(x) - V(x)] d"x, (10.12)
Tk

[ P +1v9PTanx (10.13)
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La definicién del gradiente del funcional (10.1) en H! la obtendremos de forma
menos rigurosa que en [92]. Realizando la expansidn de Frechet para el funcional
alrededor de un estado 1 llegamos las siguientes integrales

oE
E(p +¢€6) = E() + e/(é, Vo) 3¢ | +c.c.+0(e?). (10.14)
VY
Debemos convertir esta expresién en algo similar a (10.2) para identificar la deri-

vada VE(%). Por tanto buscamos una funcién ¢ tal que la igualdad

OE < OF _ _

se satisfaga para toda perturbacién §. Integrando por partes la expresion anterior
llegamos a una solucién formal del problema en términos de la ecuacién de Poisson

OE OE

1-A)p=—= V. 10.16

(1=80= 55~ Vo) (10:19)

Asi pues, nuestro gradiente de Sobolev para el funcional E(4) finalmente es
VsE=(1-A)'VE, (10.17)

donde VsE representa al gradiente de Sobolev, VE es el gradiente ordinario y
(1 — A)7! es el inverso de un operador lineal estrictamente definido positivo que
actua de precondicionador sobre el gradiente ordinario.

10.2.4 Gradientes de Sobolev generalizados

Hemos demostrado que la redefinicién del gradiente en términos de otro producto
escalar supone algtin tipo de precondicionamiento sobre la direccién de descenso
original, VE. Supongamos que nuestro funcional es de la forma siguiente

Ew) = [ FAv+ f(1uP.x), (10.18)
con un término lineal A que es una forma cuadratica simétrica y definida posi-

tiva (A|y > 0.). Supongamos también que el dominio de definicién de E estd
contenido en un espacio vectorial, H, equipado con el siguiente producto escalar

<um=/¢u+m¢ (10.19)

Dicho producto escalar aparece de forma natural en el funcional de energia

EWﬁ4ww+/KWKn—WH (10.20)
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de manera que el nuevo gradiente de Sobolev en H
VaE =9+ (1 +A) " [oif -], (10.21)

adquiere la expresién habitual en términos del gradiente ordinario, VE = Ay +0f,
y un precondicionador

VaE=(1+A)"'VE. (10.22)

Podemos pensar que la eleccién idénea del producto escalar serd aquella que
convierta la parte lineal del funcional de energia en una forma cuadratica, (¥, BY),
donde el operador B sea préximo a la unidad —en el ejemplo que hemos planteado
de hecho asies, By = 9Y—. Es de esperar ademads que el precondicionamiento ten-
ga un efecto suavizador sobre la componente no lineal mejorando la convergencia.
En las aplicaciones numéricas §10.4 y §10.5 presentaremos evidencias numéricas
de que esto es asi para el caso particular con A = —/A\. Estudios numéricos pre-
liminares sugieren ademas que los resultados son aun mejores en algoritmos con
A = —A + |x]?. Sin embargo en ningin caso existen resultados analiticos que
sefalen una u otra eleccién del gradiente como éptima.

10.3 Gradientes de Sobolev en espacios de Fourier discretos

En el resto del capitulo trabajaremos con funciones definidas sobre un volumen
d—dimensional Q = {x € MN;[a;, bi]} con lados de longitud L; = b; — a;. Las
condiciones de contorno serédn o bien periédicas o nulast. En ambas casos la base
de funciones idéneas estd formada por modos de Fourier Fourier con frecuencias
espaciales miultiplos enteros de una dada

Yn(x) = 5%k, = o (Z—l . Z—") mez (10.23)
1 d

Es posible expandir cualquier funcién de médulo integrable, f(x) € L, y que
cumpla las condiciones de contorno empleando esta base de modos

+o00
F) =Y Fdnx). (10.24)

n=—oo

Los coeficientes del desarrollo de Fourier se obtienen evaluando las integrales

s /Q Fa()F(x), (10.25)

1 Las dos opciones son equivalentes para el tipo de problemas con el que trabajamos, en el que
las soluciones son ondas solitarias localizadas que tienden a cero exponencialmente. Problemas
mds complicados requieren el uso de proyectores que seleccionen funciones con las condiciones
de contorno apropiadas, no demasiado dificiles de implementar con las técnicas que mostramos.
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donde V = I1,L; es el volumen del dominio Q y surge por la falta de normali-
zacién en las funciones de la base, prdctica habitual por el ahorro de tiempo de
computacién que supone.

La dificultad del desarrollo (10.24) estriba en que trabaja con un nimero in-
finito de grados de libertad. Para reducir la complejidad a costa de describir la
funcién incégnita de forma aproximada, trabajaremos con los valores que resultan
de muestrear esta funcién sobre una malla de puntos regularmente distribuidos en
el intervalo 2

Xn :(nlhl,... ,ndhd), n,-=0,... ,N,‘—l. (1026)

Las constante h; representa el espaciado de la malla a lo largo de la dimensién i-
ésima, n es un vector de enteros no negativos y denotamos los valores del muestreo
mediante un indice abstracto: f, = f(x,).

El procedimiento de muestreo convierte la base de Fourier (10.23) en redun-
dante. Podemos quedarnos con un subconjunto de exponenciales para desarrollar
cualquier funcién muestreada. La eleccién convencional viene dada por

m Ny

— qiknx _ - g
dn(x) = €™, kn—27r<L1,...,Ld

),I’),'Z—M,’-l-].,...,M,' (1027)
donde M; = [N;/2] es el cociente entero resultante de dividir N; en dos. Sobre
esta base cualquier funcién muestreada se escribe como

fm = Z ﬁvd’n(xm)x (1028)

donde hacemos uso de los coeficientes definidos en la ecuacién (10.25).

La ventajas de una base de Fourier discreta sobre otras técnicas radican en
su precision y su eficiencia. Respecto de la primera, la transformada de Fou-
rier proporciona un aproximante a cualquier funcién en L! cuyo error es de orden
O(L;/N;)P donde p es el maximo grado de diferenciabilidad de la funcién original,
f(x). Respecto de la eficiencia, existe un procedimiento numérico 6ptimo, cono-
cido como la transformada de Fourier rapida, que permite evaluar los coeficientes
de Fourier de una funcién muestreada y reconstruir un muestreo con un nimero
de operaciones relativamente pequefio O(M;N;log N;), si lo comparamos con las
operaciones tipicas de producto de matrices por vectores, O(I'I,-N,?) y de inversion
de matrices, O(IM;N?).

En nuestro caso la base de Fourier tiene el valor anadido de proporcionar una
solucién inmediata para el cdlculo del gradiente de Sobolev. Para ello suponga-
mos que hemos obtenido el gradiente ordinario de alguna forma y que su versién
muestreada nos lleva al siguiente desarrollo

VE(Xn) =D mtm(xn)- (10.29)

El gradiente de Sobolev tendrd entonces una expansién similar

VE(Xn) = Y Smbm(xn). (10.30)
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donde la ecuacién (10.17) nos proporciona los nuevos coeficientes de Fourier
émn

Ttk

Sm (10.31)
En otras palabras, hemos encontrado un procedimiento sencillo de evaluacién del
gradiente de Sobolev, que resulta de precondicionar el gradiente de Lagrange,
amortiguando mas los modos de mayor frecuencia.

10.4 Aplicaciones en Mecanica Cudntica

10.4.1 El problema

En esta seccién aplicaremos los gradientes de Sobolev a un problema de actualidad
en el campo de la Fisica Cuantica. El sistema que estudiaremos es un gas diluido de
atomos bosénicos enfriados hasta alcanzar el estado conocido como condensado
de Bose—Einstein. Cuando la temperatura es lo suficientemente baja, el sistema
en conjunto puede ser descrito por una misma funcién de onda compleja, ¥(x, t),
regida por la ecuacién de Gross—Pitaevskii (Ver el Capitulo 2).

El caso que nos interesa, por su interés practico y su dificultad, es la conden-
sacion en trampas magnéticas rotantes (Capitulos 3 a 6). En esta variante las
ecuaciones deben plantearse en el sistema de referencia que rota solidariamente
con el confinamiento, obteniéndose la ecuacién de Gross—Pitaevskii modificada

iBp(x, ) = —%A FV(x) + glwx O — QL | w(x. t), (10.32)

Tras una adimensionalizacién apropiada (Seccién §2.2.1), aparecen dos constan-
tes, g € RTy Q € R, y un operador hermitico L, = i (x18> — x281) cuyo valor
esperado (L,) = [L,4, representa el momento angular total del condensado
sobre el eje de rotacidon de la trampa.

Esta ecuacién tiene una cantidad conservada asociada que recibe el nombre de
funcional de energia del condensado

Ew) =3 [{Ivop+d Voo + Jawe-ar]vfaw 03)

Nuestro objetivo en esta seccién serd encontrar las soluciones o estados, ¥(x),
que son minimos de la energia sujetos a una restriccién sobre la norma—2

/Ii/}l2 = N. (10.34)

El valor particular de la norma viene dictado por el nimero de atomos del experi-
mento, N, y es otra cantidad conservada por la ecuacién (10.32). Es importante
sefialar ademas que en ausencia de esta restriccion el minimo absoluto de energia
del funcional es siempre la solucién trivial ¥ = 0, carente de interés.
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En Mecdénica Estadistica la formulacién variacional del problema suele aban-
donarse en favor de la ecuacién de Lagrange, que en este contexto recibe el
nombre de ecuacién de Ginzburg—Gross—Pitaevskii para los estados estacionarios
(Ver §2.2.4). En este capitulo nosotros abandonaremos este camino, de recono-
cida dificultad, en favor de la bldsqueda de soluciones iterativas para el problema
variacional.

10.4.2 Evolucién en tiempo imaginario

Podemos buscar los minimos de (10.33) empleando técnicas de descenso modi-
ficadas para tener en cuenta la restriccion de la norma (10.34). La forma mds
sencilla de proceder consiste en una modificacién del descenso rdpido continuo
conocida como evolucién en tiempo imaginario. Podemos resumir este método
con el siguiente conjunto de ecuaciones

v(x,T) = LQO'(X, T), (10.35)
llollZ-

g—:(x, T7) = =VE(@), (10.36)

VE(v) = —%A +V(x) +glv* - QL | v. (10.37)

Aqui vemos que v(x,T) evoluciona continuamente manteniendo una norma—2
constante e igual al pardmetro N a la vez que desciende sobre la direccién marcada
por el gradiente ordinario, VE. De hecho resulta facil demostrar que la solucién
de estas ecuaciones sigue un camino de energia decreciente a% [E(v(x,T))] <0,
y el limite dado por

o(x) = TILn;o v(x,T) (10.38)

converge hacia algin punto critico de la energia, que puede o puede no ser un
minimo?2.

En la practica uno rara vez recurre al conjunto de ecuaciones continuo (10.36)—
(10.35). En su lugar suele emplearse una técnica que consiste en integrar repe-
tidamente la ecuacién (10.36) por un intervalo de tiempo muy corto, At, aplicar
la ecuacién (10.35) con el valor de o(x, t + At) y utilizar la nueva estimacién de
v(x, t) para redefinir o = v. Este proceso se repite hasta que el gradiente alcanza
una longitud lo bastante pequeha, hecho que tomamos como proximidad a un pun-
to critico. De esta forma se evita un problema esencial a la ecuacién (10.36) que
consiste en el crecimiento exponencial de la norma de la funcién auxiliar o(x, t).
Estas consideraciones son extensibles a los demds métodos que presentaremos a
continuacion.

2 Resulta comiin a muchas técnicas de minimizacién global que la sucesién minimizante con-
verja o0 quede “atrapada” en puntos criticos que ni siquiera son minimos locales del funcional.
Se necesita, por tanto, un andlisis de estabilidad lineal para comprobar la validez de la solucién.
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Por dltimo, aunque hemos presentado la evolucidon en tiempo imaginario en
base al gradiente ordinario, nada nos impide emplear una direccién de descenso mas
apropiada, como pueda ser un gradiente de Sobolev. En este caso las ecuaciones
son

v(x,7) = L2a(x, T), (10.39)
llollz2

g—:(x, T) = —VsE(v), (10.40)

VsE(v) = (1-A0)"1 [—%A +V(X)+glv> - QL,| v, (10.41)

donde el punto critico ¢(x) viene dado nuevamente por el limite (10.38).

10.4.3 Minimizacion de la energia libre

Aunque la evolucién en tiempo imaginario es facil de entender y de implementar, el
hecho de descienda sobre una curva de funciones con una norma constante impone
fuertes restricciones que dificultan la convergencia.

Una solucién a este problema la proporcionan los funcionales de energia libre,
donde el funcional a minimizar se asocia a una serie de multiplicadores de Lagrange
que tienen en cuenta las restricciones existentes —en nuestro caso, la norma—,
la sucesién minimizante se mueve sobre todo el espacio y son los multiplicadores
los que aseguran la convergencia hacia una u otra norma.

La forma habitual de presentar estos funcionales en Fisica Estadistica es me-
diante penalizadores aditivos lineales

Fom(¥) = E(¥) — uN(¥), (10.42)

porque preservan el cardcter lineal de las ecuaciones. Sin embargo, puesto que
nuestras ecuaciones incluyen de serie términos no lineales, resulta mas conveniente
definir una energia libre no lineal que en su forma mas sencilla es

F(9) = E@) + 5 (N@) ~ WP (1043)

En cualquiera de estas definiciones es sencillo demostrar que cualquier minimo
absoluto o relativo del funcional F(4) 6 Foum(¥) es también un minimo de la
energia, E(4), con a la restriccién (10.34), y con un autovalor no—lineal dado por
w6 = N(¥)— X, respectivamente. Ademds, como expondremos en el Apéndice
10.6, el funcional no—lineal posee de hecho al menos un minimo con norma finita,
algo que no podemos asegurar para el funcional de energia libre clasico, Fop-

La ventaja practica de los funcionales de energia libre consiste en que fijando un
valor de los pardmetros, {\, Q, g}, podemos aplicar un descenso rapido continuo
o discreto sobre todo el dominio de definicion del funcional, sin necesidad de
renormalizar la solucién en cada paso. Al contrario de lo que podria parecer, un



158 10. Energia libre no lineal y gradientes de Sobolev

mayor espacio de busqueda facilita la convergencia, simplifica la implementacién y
nos evita considerar detalles técnicos como el tamafio éptimo de At, condiciones
iniciales, etc

Asi pues, en caso de escoger el método de descenso continuo podemos optar
entre las ecuaciones ordinarias

1
%(x, T)=-VF{)=- [_EA + V(%) + gy - QLZ] v, (10.44)
o las ecuaciones con el gradiente de Sobolev de la energia libre

g—:(x. )= —VeF(W) = —(1— A)" [—%A V) + gl — QLZ] "
(10.45)

En ambos casos la solucién final viene dada por el limite (10.38).

10.4.4 Resultados numéricos

En las secciones precedentes hemos enunciado cuatro métodos de minimizacién
diferentes, dos de ellos con gradientes de Sobolev [Ecuaciones (10.40) y (10.45)] y
dos sin precondicionado [Ecuaciones (10.36) y (10.44)]. En este apartado mostra-
remos los resultados de un estudio comparativo de la eficiencia de estos métodos
en una serie de problemas modelo con aplicacidn practica. Los detalles del estudio
son los siguientes.

En primer lugar, los cuatro métodos han sido implementados utilizando la
base de Fourier descrita en §10.3, con las simplificaciones que ello implica en el
calculo de derivadas y en la aplicacion del precondicionado de Sobolev. Todas
las simulaciones se han efectuado sobre problemas bidimensionales, con potencial
radialmente simétrico, V/(x) = %|x|?, y sobre una malla rectangular con 128x128
puntos equiespaciados. La experiencia practica con problemas de mayor dificultad
ensefna que los resultados obtenidos son generalizables a otras dimensionalidades
y a mallas mds densas.

Debido a los requisitos de cada método, las dos variantes de la evolucién
en tiempo imaginario [Ecuaciones (10.36) y (10.40)] han sido integradas con un
método de Runge—Kutta—Fehlberg de érdenes 4-5, donde la tolerancia y el paso
de integracién temporal se adaptan dindmicamente a medida que la solucién se
aproxima a un punto critico. En segundo lugar, por motivaciones de rapidez y
eficiencia la minimizacién de la energia libre se efectué empleando un método de
descenso rapido discreto en lugar de uno continuo [Ecuaciones (10.44) y (10.45)].

Todos los programas desarrollados se implementaron en el entorno de algebra
tensorial Yorick 1.4 [89], un entorno interpretado capaz de elaborados y muy
eficientes célculos numéricos y que puede ser equipado con la libreria FFTW [40]
para efectuar transformadas de Fourier rdpidas. Los tiempos de ejecucién que
proporcionamos se obtuvieron en una estacién de trabajo Digital Personal 500au,



10.4. Aplicaciones en Mecdnica Cudntica 159

i 't 1f ()]
e 01 0.1 0.1] ]
o [
0.01 0.01, 0.01] N ]
0.001 10.0011 0.001] Y
107 100 1000 10 100 N 10000

N

Fig. 10.1: Evolucién del error, €2 = || — Yexact||2, para la minimizacién de la energfa
libre con precondicionado de Sobolev (lineas sélidas inferior) y sin ella (linea
discontinua), asi como para la evolucién en tiempo imaginario con gradien-
tes de Sobolev (linea sélida superior) y con gradientes ordinarios (linea de
puntos). Las gréficas (a),(b) y (c) corresponden a los problemas A, By C
respectivamente. Las gréficas se presentan en escala logaritmica.

pero los programas funcionan igualmente en ordenadores personales dotados de
procesadores Pentium-II y menos de 64Mb de memoria.

Como problemas de prueba hemos considerado tres situaciones. El problema
A es el mds sencillo y corresponde a situaciones de trampa estacionaria, 2 = 0,
autointeraccion intensa, g = 100, y dato inicial gausiano de anchura unidad,
Po oc e~ con una forma similar a la del estado fundamental.

Los problemas B y C involucran condensados rotantes, Q = 0.6, con inte-
raccion intensa, g = 100. En ambos casos tenemos un minimo absoluto, pro-
porcionado por la solucién al problema A, y un minimo local, formado por una
solucién con un vértice centrado, que en las proximidades al cero se comporta
como 9P « (x1 + ixo)/|x|?. La diferencia entre B y C radica en el dato inicial. El
primer problema, B, parte de un perfil inicial gausiano con un vértice centrado,
o o |x|e”¥*(x; 4 ixz)/|x|?. En este caso todos los métodos quedan atrapados
en el minimo local con el vértice centrado. El segundo problema, C, parte de un
estado inicial sin simetria, formado por un perfil gausiano y un vértice desplazado,
o o |x|e M ((xy—y1)+i(x2—y1))/|x — y|? que esta préximo al minimo local pero
que pertenece a la cuenca de atraccién del estado fundamental. Aqui todos los
métodos requieren una cantidad de trabajo importante para discriminar el camino
que lleva al minimo absoluto y es aqui donde mejor se muestran las diferencias
entre distintos métodos.

En la Tabla 10.1 resumimos los resultados de las simulaciones. En el caso A es
evidente que el precondicionado de Sobolev tiene una influencia positiva sobre la
convergencia, con un impresionante resultado de 55 pasos para el descenso rapido
con energia libre. El problema B muestra una tendencia similar. Y por dltimo
en el caso C, el precondicionado de Sobolev mejora la convergencia dos érdenes
de magnitud frente a los demds métodos. Asi pues se confirman la expectativas
planteadas en §10.2.4 de que una eleccién apropiada del espacio de minimizacién
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| Método | T | TIS| EL [ELS |
Caso A | lteraciones | 1320 945 2850 55
Tiempo (s) | 416 371 285 13
Caso B | lIteraciones | 1630 615 3210 320
Tiempo (s) 468 242 75 9
Caso C | Iteraciones | 64195 | 2665 | 108505 | 1455
Tiempo (s) | 19863 | 1165 | 10861 168

Tab. 10.1: Ndmero de iteraciones y tiempo de proceso para cada uno de los tres
problemas considerados (A, By C) y los método de minimizacién: tiempo
imaginario con (TIS) y sin (T1) precondicionado de Sobolev, y energia libre
con (ELS) y sin (EL) gradientes de Sobolev.

debe mejorar la convergencia.

10.5 Aplicaciones en Optica no lineal

10.5.1 EIl modelo

En esta seccién consideraremos un modelo matematico para un par de haces de
luz coherente que interaccionan entre si incoherentemente (Capitulo 7). Descri-
biremos la envolvente de cada haz con una funcién complejas de variable real,
u(x, t) y w(x, t), que se propagan en un medio con una no linealidad saturable.
Las ecuaciones del sistema en la aproximacion paraxial son

u

14+ &(|ul?2 +|w|?)’
w

j = —A . 10.47

iOcw Y T R(aP + W) (10.47)

%y = —Au+ (10.46)

Estas ecuaciones dan lugar a un problema de Cauchy, donde las funciones com-
plejas u, w : R2 x RT — C, son funciones de cuadrado integrable sobre todo R y
satisfacen el dato inicial u(x, 0) = up(x) y w(x, 0) = wy(x). Por dltimo la constan-
te k € Ry el término no lineal (1 + k(|u|? + |v|?))~! describen la naturaleza del

. 62 62 . . .,
medio, y —A = 55 + 5y2 €S el operador laplaciano que da cuenta de la difraccién
de la luz.

Definiendo la funcién vectorial de dos componentes

0(x, t)=< ux. t) ) (10.48)

w(x, t)

el funcional de energia adopta una forma extremadamente sencilla

E(0) :/[—UTAU+G(|L7|2)] d"x, (10.49)
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donde G(p) = & (In(1 + kp) — kp) es la interaccién saturable que describe nues-
tro medio. Los resultados de las secciones siguientes son aplicables a cualquier
tipo de interaccion no lineal dada por una funcién real de variable real, G(p).

10.5.2 Soluciones estacionarias
Estamos interesados en soluciones estacionarias, que son de la forma

O(x, t) = ( e/g"t e,.ffwt ) U(x) = eMtU(x). (10.50)

Estas funciones satisfacen ecuaciones elipticas
MU = —AU + G'(JUP)U, (10.51)

con condiciones de contorno Dirichlet en el infinito.

Al igual que en §10.4, nos encontramos ante un problema de autovalores no
lineal para la triada {w,, tw, U}. Ademids, las soluciones estacionarias son de nuevo
puntos criticos del funcional de energia sujeto a restricciones sobre la norma—2 de
cada componente. En otras palabras, existen dos cantidades

N, = /|u|2d”x, (10.52)

Ny

/|W|2d”x, (10.53)

que representan las intensidades totales de cada haz de luz por separado y la
solucién estacionaria es un punto critico del funcional (10.49) sobre las superficies
(10.52) y (10.53). Desde el punto de vista matematico, la variacién a primer
orden de la energia alrededor de una solucién estacionaria, para N, y N,, fijos,
debe ser cero

0E

— =0, 10.54
50y, n. 0 (10.54)

ecuacién equivalente a la original (10.51).

10.5.3 Estados fundamentales

En principio existen mdltiples soluciones estacionarias de la ecuacién (10.51). Sin
embargo, si nos concentramos en la soluciones de minima energia o estados fun-
damentales, podemos aplicar algunos de los métodos que mencionamos en §10.4
con ligeras modificaciones que tengan en cuenta la mayor dimensionalidad del
problema

Por ejemplo es posible definir un funcional de energia libre no lineal

FU) = EW) 4 5 (M= NP+ 2 (M= A, (1055)
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(b)

A 0.5 1.0

Fig. 10.2: (a) Perfil de densidad de un estado fundamental para N, = N,, = 30. (b)
Normas Ny, = N, = N de las funciones frente al valor del multiplicador de
Lagrange, Ay = Aw = .

y buscar sus minimos utilizando el descenso rapido discreto con un precondiciona-
do de Sobolev §10.4.3. Aplicando este procedimiento con distintos pardmetros,
{Au, Aw}, obtenemos soluciones localizadas para u'y w como las que se muestran
an la Figura 10.2, donde los valores precisos de A, y A, determinan la norma o
intensidad de cada componente.

Es importante sefialar que, salvo un factor global, el estado fundamental del
funcional (10.55) tiene la misma forma en las dos envolventes. Esto es

u(x) = NVEp(x|,N), (10.56)
wo(x) = Nv1-E€p(xN), VEe(o,1].

La forma comin p depende de la intensidad total N = N, + N,, y determi-
na univocamente los autovalores no lineales u, y tw. En consecuencia, si hu-
biéramos optado por una definicién de energia libre cldsica, como Fou(U) =
E(U) + wuNy + Ny, habriamos topado con una degeneracion infinita que im-
pide la convergencia a los valores deseados {N,, N, }. Este problema desaparece
al utilizar los multiplicadores de Lagrange no lineales y los nuevos pardmetros
{2, Aw}

10.5.4 Estados excitados

En el campo de las gufas de luz resultan de especial interés las propiedades de
soluciones estacionarias (10.51) que no son estados fundamentales. Tales solu-
ciones reciben el nombre de estados excitados y no responden a los métodos de
minimizacién basados en el funcional de energia puesto que no son minimos locales
de éste.

En su lugar, la bisqueda de estados estacionarios necesita de principios varia-
cionales basados en las ecuaciones (10.51). Para buscar uno de tales principios
escribimos las ecuaciones estacionarias como la aplicacion de un operador no lineal

FU) = [-A—M+I(JUP)]U=0. (10.57)
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Fig. 10.3: (a) Solitones vectoriales con vorticidad y (b) sus intensidades Ny, Ny,
Ntotat = Nu+ Ny, como funcién del autovalor w, para uw = 1 fijo. (d) Soli-
tones vectoriales tipo dipolo y (c) sus intensidades Ny, Ny, Niotar = Ny+ Ny,
como funcién del autovalor no lineal u, para uw =1 fijo.

Este operador mide el error de una solucién cualquiera U al ser introducida en las
ecuaciones estacionarias. Con el operador f(U) podemos definir un funcional de
error

FU) = /f(U)ff(U) >0 (10.58)

de forma que el principio variacional sea “buscar Uy tal que el funcional de error
F alcanza un minimo absoluto F(Up) = 0.”

Con este principio variacional y el precondicionado de Sobolev el procedimiento
para la blsqueda de estados estacionarios se reduce a resolver la ecuacion

5”((9’;'_” = _VsF(v) = —(1- AYLVF, (10.59)

y buscar el limite de su solucién a tiempo infinito,
Up(x) = lim v(x,T). (10.60)
T—00
La interaccién no lineal aparece en el célculo del gradiente ordinario, VF,

G = (A+I(UP), (10.61)
VF = (=A+1(UP)G +I'(JUPP) (UTG + GTu) U, (10.62)

en una pareja de férmulas facilmente computable mediante bases de Fourier. Este
procedimiento es ademds generalizable a cualquier tipo de término no lineal, G(p).

Existen multiples ventajas en la aplicacién de esta nueva técnica. La primera es
que el funcional F(U) no hace distincién entre estados fundamentales y estados
excitados: cualquier solucién estacionaria con los autovalores apropiados, u; =
M;;, es un minimo local del funcional de error y tiene la misma probabilidad de
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Fig. 10.4: Configuraciones multi-solitén inestables resultantes de la ecuacién (10.59)
con diferentes condiciones iniciales y similares pardmetros p, = —1, pw =
—0.3,k =0.5.

ser encontrado. Asi pues, para distinguir entre las diversas soluciones, basta con
modificar los parametros {,, iy} v €l dato inicial (Véase Figura 10.4).

La segunda ventaja igualmente importante es que no necesitamos incorporar
multiplicadores de Lagrange para tener en cuenta la restriccién de la norma, pues
éstos se encuentran presentes en el operador M. Por ultimo, esperamos que los
minimos del funcional de error formen un conjunto finito, discreto y separado, que
nos eviten los problemas de los métodos de descenso que terminan atrapados en
puntos criticos de F(U) que no son minimos. De hecho en este caso resulta facil
disefiar programas que reconozcan cuando el algoritmo de descenso no converge
hacia una solucién estacionaria pues todas ellas deben satisfacer F(Up) = 0.

Como ejemplos de aplicacién de estas técnicas exponemos dos soluciones de
particular importancia en las aplicaciones. La primera solucién excitada recibe el
nombre de solitén vectorial tipo virtice (Seccién §7.2.2) y sus caracteristicas se
resumen en las Figuras 10.3(a-b). Escogiendo un dato inicial apropiado pode-
mos encontrar un segundo tipo de soluciones excitadas conocidas como solitones
vectoriales tipo dipolo (Seccién §7.2.4), que mostramos en las Figuras 10.3(c-d).
Dependiendo de los pardmetros w, ., podemos construir vortices y dipolos con
distintas intensidades en cada componente.

Es especialmente relevante que el funcional de error nos permita encontrar
soluciones asimétricas. Tal es asf que en la Figura 10.4 mostramos configuraciones
multipolares dindmicamente inestables obtenidas sin mds que variar el dato inicial.
Ninguno de estos estados se podria obtener empleando técnicas convencionales,
y en todos ellos se ha demostrado que el precondicionado de Sobolev es esencial
para que el método converja.
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10.5.5 Refinamiento de mallas y eficiencia

En este apartado queremos analizaremos la mejora de los métodos anteriores
introduciendo técnicas de multimalla para acelerar la velocidad de convergencia. La
idea de los métodos multimalla es emplear soluciones obtenidas en discretizaciones
de grano grueso como estimaciones iniciales para un método iterativo que se
realizarad sobre otra malla mds fina [14]. A grandes rasgos, el algoritmo consiste
en partir de una malla gruesa, resolver la ecuacién o principio variacional hasta
una tolerancia no muy grande, interpolar el resultado sobre otra malla mas fina y
repetir el procedimiento hasta que la discretizacidn espacial y el error de la solucién
alcancen los valores deseados.

Puesto que estamos trabajando con modos de Fourier sobre mallas regulares,
la base de nuestro método multimalla sera el método de interpolacién de Fourier.
La idea consiste en utilizar el desarrollo (10.28) fuera de la malla original, esto es

,l/)(new)(x) = Z cre* ™ Wxe Q. (10.63)

Esta aproximacién se vuelve a discretizar sobre otra malla mds fina, resultando en
una expansion de Fourier con un mayor niimero de modos que nos sirve de punto
de partida para nuevas iteraciones

Plrew) = 3 cloew) ek xm. (10.64)

A modo de prueba hemos aplicado esta técnica a la busqueda de solitones
vectoriales de tipo vértice (Figura 10.3(a)) y de tipo dipolo (Figura 10.3(d)).
Para ello hemos trabajado sobre mallas con 64x64 puntos utilizando probando
como dato inicial un modo de Hermite apropiado y una solucién obtenida sobre
otra malla mas gruesa, con 32x32 puntos. Como demuestran la evolucién del
error en la Figura 10.5 y los tiempos de célculo de la Tabla 10.2, precalcular una
solucién aproximada sobre la malla gruesa tiene un coste minimo y supone una
mejora considerable en la convergencia.

10.6 Existencia de minimos en el funcional de energia libre
no lineal

En esta seccién pretendemos demostrar la existencia de minimos absolutos para el
funcional de energia no lineal (10.43) definido en §10.4 para buscar de los estados
fundamentales de un condensado de Bose—Einstein.

Para dotar de cierta generalidad a los resultados reescribiremos el funcional de
energia libre en la forma siguiente

F(¥) =/1I7A9¢d”x+/gl'z/)|4d”x+%(N—A)z, (10.65)
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Fig. 10.5: Dependencia del error en norma—2 respecto del ndmero de iteraciones en la
bisqueda de (a) solitones vectoriales tipo vértice y (b) solitones vectoriales
tipo dipolo. Mostramos los resultados sobre una malla con 32x32 puntos
(Iinea continua), 64x64 puntos con un dato inicial de Hermite (linea de
puntos) y 64 x64 puntos con un dato inicial interpolado a partir de la solucién
con 32x32 puntos (linea discontinua).

donde N = [ |9]?d"r es esencialmente la norma—2 de la funcién considerada y

1
Aq = _EA +Vx)—QL,, Q€]0,1) (10.66)
es un operador hermitico definido positivo Aq > timin > 0.
Antes de proseguir necesitamos definir algunos espacios de funciones complejas
de variable real en R2. La primera familia son los espacios LP

1/p
1p = {¢: R? 5 C/ 9], := ( / w}(x)vd"x) < +oo}. (10.67)

Dato inicial
Modos de Hermite Solucién Modos de Hermite Solucién
tipo vértice interpolada tipo dipolo interpolada
vértice dipolo
Malla 32x32 64x64 64x64 32x32 64x64 64 x64
Iteraciones 540 2101 812 496 1206 496
Tiempo (s) 106 2006 757 60 1141 466

Tab. 10.2: Comparativa de la bdsqueda de estados excitados [Ecuacién (10.59)] con
y sin refinamiento de malla. Mostramos los pasos y el tiempo empleados en
funcién del tipo de dato inicial. Los datos iniciales “interpolados” corres-
ponden a soluciones calculadas anteriormente sobre una malla con 32 x 32
puntos.
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El segundo espacio necesario lo constituye el dominio de definicién de Ag

_ 1/2
Hq = {w :R* > C/ Ylla = (/w(x)Amp(x)) < +oo}. (10.68)

En esta demostracidn resulta esencial la dimensionalidad del espacio sobre el que

estan definidas las funciones, R?, puesto que sobre este espacio Ho C L*. No

obstante, creemos poder generalizar este resultado a otro nimero de dimensiones.
Con la notacién anterior obtenemos el primer teorema importante:

Teorema 6. E/ funcional de energia libre F dado por la ecuacién (10.65) alcan-
za el minimo absoluto al menos sobre una funcién que satisface las siguientes
desigualdades

0 < [I9lIE < AYIE < X\~ Lmin)-

Demostracion. El primer paso de esta prueba consiste en demostrar que el do-
minio de definicién del funcional coincide con todo el espacio Hg. Utilizando la
positividad del operador Ag encontramos que la norma—2 de cualquier funcién se
encuentra acotada superiormente por la aplicacién del operador y el minimo de sus
autovalores, Umin,

1912 < Viminll¥lla- (10.69)

De aqui se deduce que Ho C L2.
A continuacién, necesitamos la desigualdad de Sobolev [59]

19l < lllz~2 IVl (10.70)

donde d = n/2 — n/k y n es la dimensionalidad del espacio. Esta desigualdad, en
nuestro caso se realiza con n = 2,d = 1/2 y por tanto conduce a una cota para
la norma—4 de cualquier funcion de Hq

19lls < VBTV < g 9]l (10.71)

Hemos demostrado por tanto que Ho C L*. Puesto que ||-[|2, ||-]l4, ||-]la < +o0
en Hq, concluimos que el funcional de energia libre F proporcionad definido en
(10.65) esta bien definido sobre todo el espacio Hg. En paso contrario, demostrar
que Hq contiene todo el dominio de definicién de F es mas sencillo y surge de la
positividad de los tres elementos que forman F ().

El funcional de energia libre F es ademas continuo. Para demostrarlo separa-
mos este funcional como suma de tres funciones

FO) = Wl + Il + 51918 - 2. (10.72)

Aplicando las cotas (10.69) y (10.71) es fécil demostrar que cada sumando es
continuo y que por tanto

IF(¥) = F(OI < d(e), V€ : [ —Ella<e (10.73)
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donde la constante §(¢) estd determinada por € y [|¥||a-
Utilizando la ecuacién (10.72) es facil demostrar la siguiente desigualdad

F(¥)
= > [ Ylla, (10.74)
o !
que implica la coercividad del funcional
- F(¥)
lim —= >a>0. 10.75
ol e Tl > (10.79)

Esta propiedad en esencia indica que el funcional crece mds deprisa que la norma
cuando esta tiende a infinito. La continuidady la coercividad del funcional permiten
aplicar el teorema 1 (§1.2) de la referencia [25], segln el cual la existencia de al
menos un minimizador {inf F(u) : u € X} de F estd garantizada si el funcional
en cuestién es débilmente inferior semicontinuo (weakly lower semicontinuous) y
coercivo F : X — R sobre un espacio de Banach reflexivo, X.

Asi pues sabemos que existe al menos un minimo, pero desconocemos donde
se encuentra. En lo que sigue demostraremos que el pardmetro A condiciona
la ubicacién del estado minimizante y estudiaremos dénde buscarlo. Para ello
necesitamos definir una funcién unidimensional sobre una direccién arbitrario en el
espacio de trabajo, ¥ € Hq,

f(k) = F(kv). (10.76)

Esta funcién es un polinomio sobre la variable k,
1
f(k) = kNay + k2N2u?¢ + 5 (kN =), (10.77)

donde ay = [PAY/Ny uy = £ [ |9|*/N? son constantes que dependen dnicamente
de la direccién 1.

Derivando este polinomio e imponiendo k = 0 encontramos que f'(0) < 0 en el
origen para cualquier direccién posible, 1. Esto significa que, como mencionamos
en el enunciado del teorema, nuestro multiplicador de Lagrange A nos permite
evitar la solucién trivial 9 = 0, la cual nunca puede ser un minimo del funcional
de energia libre.

Finalmente podemos restringir la ubicacién del minimo absoluto sobre una
hipersuperficie en el espacio Hg. Derivando f(k) encontramos que los puntos
criticos satisfacen la ecuacién

(ay — A) + Nk(uy + 1) = 0. (10.78)

Para cada direccion de blsqueda 1, esta ecuacidn proporciona un (nico estado
candidato a minimo, ¢ = kv, y el conjunto de todos estos estados forma una su-
perficie sobre Ho. No es dificil demostrar que la norma de estos estados candidatos
a minimo estd acotada por un valor que depende del multiplicador de Lagrange X

: A—ay
min N(¢) = max {0, iyt 1 } <A — min (10.79)
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De la ecuacién (10.78) también se deduce que para cualquier minimo absoluto
del funcional de energia libre, ¥ mn, €l valor esperado del operador Aq estd acotado
por la norma—2

/"I_jminA'J}min = ”’lpmm”é S >\N('lpmin)- (10.80)

De otro modo la solucién trivial, 9 = 0, tendria menos energia que Y. Asi
pues, en lugar de trabajar sobre una superficie desconocida, podemos confinar la
ubicaciéon de minimo en un conjunto definido por dos desigualdades, (10.79) y
(10.80)

W ={$€Hg : 0<N®W) <A tmin 193 < AN(W)}. (10.81)
O

Este teorema tiene importantes consecuencias practicas. En primer lugar con-
firma que el funcional de energia E(%) sujeto a la restriccion de la norma tiene
al menos un estado fundamental. En segundo lugar, pero igualmente importante,
demuestra que nuestro penalizador de Lagrange %(N—u,)2 es especialmente bueno
para esta clase de problemas no—lineales, puesto que evita soluciones esplireas con
norma muy pequeia o demasiado grande. Y por ultimo hemos obtenido cotas que
nos restringen la ubicacién del estado fundamental a un conjunto, U, que, como
demuestra el siguiente teorema, es un conjunto compacto.

Teorema 7. Cualquier minimo absoluto, 4, del funcional de energia libre F de-
finido por la ecuacién (10.65) yace en el interior de un conjunto compacto de
L2

U={vel®: [[9lg <AYl3 <A -1}

Demostracion. Para el tipo de espacios sobre los que trabajamos, un conjunto
es compacto si y sélo si es cerrado y podemos construir una e—ret para cualquier
ndmero positivo €. Una e—red del Jes un conjunto finito K, = {v1, ..., v} tal que
para cualquier elemento 9 de U existe un elemento v € K, a una distancia pequefia
I — v|la < €. Asi pues la compacidad es equivalente a la posibilidad de construir
aproximaciones arbitrariamente buenas de nuestro minimizador empleando una
base lo suficientemente grande de funciones.

Es evidente que el conjunto U es cerrado en el subespacio Hg de L2. Sea
{up} € U una sucesién convergente y u su limite. Puesto que cada elemento de
la sucesiéon cumple

llunlle < VAlltnll2 < XA = 1), (10.82)
resulta obvio que

lullo < VAllulla < AA = 1), (10.83)
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y por tanto el conjunto U contiene todos sus puntos de acumulacién.

La compacidad del conjunto U esencialmente surge de que los autoestados del
operador hermitico y definido positivo Aq forman una base completa de Hq, a
la vez que los autovalores del operador Aq forman una sucesién monétonamente
creciente de nimeros positivos. Recordamos brevemente que estos autoestados
son de la forma

X1 + X0 k]2
Gni = P,/,(|x|)ve x*/2 (10.84)

donde P! es un polinomio generalizado de Laguerre y el autovalor asociado vale
Aabni = tni®ns = (2n+ (1= Q)+ 1)¢s), n.l€NU{0}. (10.85)

Escojamos cualquier nimero natural k tal que kK + 1 > X. Podemos separar el
espacio Ho como suma directa Ho = HE! @ H3S., donde

HE =lin{¢n, : j<2n+1< k}. (10.86)

El punto importante es que H(’)""1 es isomorfo a R™ para algin nimero natural m.
Por tanto la interseccién Uy = U N HE! se encuentra en una esfera compacta
m—dimensional de radio +/A — 1, para la cual podemos construir una g-ret que
también sera e—ret de Uy. Separando cualquier elemento del conjunto cerrado U

Y=+ P, Vs € U ¥p € HSy, (10.87)
y utilizando la definicién de U, demostramos que la proyeccién de 4 fuera de Uy
es tan pequefia como deseemos

sl < N, (10.88)

A
k+1
de manera que para cualquier k > AN/g, una e-red de Uy es también una e-red
de U, lo que prueba su compacidad.

Por dltimo, una inspeccién de los autovalores Aq unida a las desigualdades

(10.79-10.80) demuestra que el minimo absoluto de F pertenece al compacto
U. O

10.7 Conclusiones

En este capitulo hemos desarrollado un procedimiento eficiente para mejorar la
convergencia de diferentes métodos de minimizacién. Esta técnica se basa en los
llamados gradientes de Sobolev y en esencia consiste en un precondicionamiento
respecto de las definiciones de gradiente habituales en L2(R").

Planteando los problemas de minimizaciéon por medio de métodos espectrales
basados en modos de Fourier, el precondicionamiento de Sobolev se traduce en un
paso trivial a anadir al célculo de las direcciones de descenso en métodos existentes.
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A modo de ejemplo hemos incorporado este precondicionamiento en dos algoritmos
conocidos como evolucion en tiempo imaginario (§10.4.2) y minimizacion de la
energia libre (§10.4.3), comparando la eficiencia de los programas resultantes en
problemas realistas de Mecdnica Cudntica.

Por dltimo hemos desarrollado una técnica para buscar soluciones no funda-
mentales de ecuaciones de Schrodinger acopladas. Este método introduce un
nuevo principio variacional basado en el operador no—lineal correspondiente a las
ecuaciones. Una vez demostrada la viabilidad del método, hemos estudiado cémo
mejorar la convergencia utilizando gradientes de Sobolev junto con técnicas mul-
timallas construidas en base a interpolacién de Fourier.

Todas estas técnicas son susceptibles de ampliaciéon mediante el empleo de
espacios de funciones mds apropiados y el uso de mejores precondicionadores,
procedimiento que hemos esquematizado en las seccién §10.2.4.
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Son muchos y muy diversos los resultados presentados a o largo de esta tesis.
A continuacién se resumen, clasificados por temas, las conclusiones mas impor-
tantes de cada apartado junto con algunas cuestiones que permanecen abiertas y
que esperamos desarrollar en un futuro préximo.

Vortices en condensados de Bose—Einstein

Hemos estudiado las soluciones estacionarias de la ecuacién de Gross—Pitaevskii,
demostrando la posibilidad de crear corrientes circulares estables en el condensado
(Capitulo 3), y comprobando el acuerdo entre las predicciones de la teoria de
campo medio y los resultados experimentales.

Destacamos en primer lugar las predicciones del Capitulo 5 sobre la estabilidad
de los experimentos del JILA [87] y el descubrimiento del fenémeno de transferencia
de vorticidad entre las dos especies de condensado.

En segundo lugar situamos los fenémenos asociados a condensados elongados
y que incluyen la histéresis en la nucleacién del primer vértice (Seccién 4.3) y
el doblado de los vértices incluso en configuraciones con simetria axial (Seccién
4.4). Este dltimo resultado es de particular importancia por presentar un nuevo
tipo de ruptura de simetria que incluye la eleccién del sentido de giro del vértice y
el doblado en una particular direccion.

Quedan muchos problemas por resolver en este campo. Las mas relevantes a
corto plazo son, quizds, los siguientes:

e Tanto en condensados bidimensionales como en los tridimensionales, la ve-
locidad de rotacién no puede exceder un cierto valor critico, 2 = w, , porque
por encima de este valor el funcional de energia carece de estado fundamen-
tal. En este sentido la region Q¢ < Q < w,y (Seccién §3.1.4) permanece
sin explorar, y se desconoce tanto experimental como tedricamente el com-
portamiento del condensado a altas velocidades de rotacién.

e E| fenémeno del doblado de los vértices deja alin cuestiones pendientes, que
incluyen la basqueda de una demostracién analitica rigurosa que confirme
los resultados numéricos y que permita establecer una relacién inequivoca
entre la intensidad de los fenémenos no lineales, la forma de la trampa y la
magnitud del doblado.

Hidrodinamica de condensados

Utilizando la formulacién hidrodindmica de la teoria de campo medio, y suposi-
ciones razonables sobre el tipo de flujo que alberga el condensado, hemos sido
capaces de obtener estimaciones precisas del momento angular y el momento de
inercia de un condensado asimétrico sometido a rotacion (Capitulo 6). Algunas
de estas predicciones, incluyendo la existencia de soluciones supercriticas, se han
visto confirmadas recientemente en experimentos de la ENS [80]. Como via de
ampliacién destacamos un problema muy concreto:
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e En el estudio del vértice centrado consideramos que el perfil de densidad co-
rresponde a Orbitas elipticas concéntricas (jNo confocales!). Numéricamente
se comprueba que esta aproximacion falla en la proximidad al centro de la
nube, donde se encuentra el vértice. Seria interesante estudiar con detalle la
forma del vértice y el tipo de flujo que implica, lo cual esencialmente consiste
en resolver la ecuacién de Poisson con condiciones de contorno fisicamente
razonables.

Solitones dipolares en medios saturables

Hemos estudiado la posibilidad de crear estados ligados estables y asimétricos a
partir de dos haces coherentes que interaccionan entre si por medio de un material
con un indice de refraccion no lineal saturable (Capitulo 7). Estos estados han sido
bautizados con el nombre de solitones vectoriales de tipo dipolo o simplemente
dipolos. Mediante un andlisis lineal y reproduciendo numéricamente las colisiones
de solitones y dipolos contra un dipolo hemos demostrado la robustez de estos
objetos, encontrandonos con una variedad de fenémenos que convierten el dipolo
en un objeto versatil desde el punto de vista experimental.

e Los métodos analitico-numéricos que nos permitieron encontrar el dipolo
apuntan a la existencia de estados vectoriales de complejidad superior: anillos
de solitones, estrellas, cuadrupolos y octupolos, etc (Ver figura 10.4). Serfa
interesante explorar este espacio de soluciones y finalmente concluir si es
posible encontrar otros estados estables de utilidad.

Descripcion finito—dimensional de ecuaciones de Schrodinger no lineales

En el Capitulo 8 aplicamos el método de momentos a la ecuacién de Schrodinger
no lineal con potencial cuadraticulo. Aplicando unas sencillas reglas, obtenemos
ecuaciones diferenciales ordinarias que relacionan un conjunto escogido de ob-
servables fisicos definidos como valores esperados de un paquete de ondas. En
un conjunto de problemas de gran importancia las ecuaciones que resultan son
cerradas. En el resto de ocasiones es posible desarrollar un tipo de aproximacio-
nes que denominamos aproximacién de momentos independientes (Ver §8.4.2),
técnica que nos permite cerrar las ecuaciones y obtener soluciones numéricas de
las mismas.

Estabilidad bajo perturbaciones periédicas

En el Capitulo 9 estudiamos la evolucién de un paquete de ondas en la ecuacién
de Schrodinger no lineal con potencial parabdlico y perturbacién paramétrica. En
problemas con simetria radial demostramos rigurosamente la existencia de reso-
nancias extensas en las que participa la solucién en todos los puntos del espacio y
que dan lugar a oscilaciones no acotadas de las anchuras y el centro del paquete de
ondas. En problemas con mayor dimensionalidad mostramos suficientes evidencias
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numéricas de la existencia de estas resonancias. El fenédmeno de las resonancias
extensas es nuevo en el campo de las ondas no—lineales y tiene como posibles
aplicaciones la focalizacién de haces laser en guias de onda parabdlicas [101] y la
excitacién de modos colectivos en un condensado de Bose—Einstein.

e Queda como cuestién pendiente demostrar la existencia de resonancias la
ecuacién de Schrodinger no lineal en sistemas de una a tres dimensiones
con y sin simetria. Tampoco existen resultados analiticos sobre la existen-
cia de resonancias en las ecuaciones de momentos bajo la aproximacidn de
momentos independientes en dimensiones y geometrias arbitrarias.

Energia libre y gradientes de Sobolev

Hemos desarrollado un procedimiento eficiente y general que mejora la conver-
gencia de los métodos de minimizacién sobre espacios de funciones. Esta técnica
consiste técnica consiste en precondicionamiento de las direcciones de descenso
en espacio de Fourier y ha sido aplicada con éxito en el estudio de condensados
de Bose—Finstein y en Optica no lineal.

En campo de la condensacién de Bose hemos encontramos una definicion
mas adecuada de la energia libre, que nos permite demostrar la existencia de
estados fundamentales para el condensado con interaccidn repulsiva en trampas
armoénicas. Este funcional resulta ademads particularmente (til en la busqueda de
estados fundamentales con normas concretas.

Por (ltimo, hemos desarrollado una técnica nueva para la bisqueda de estados
excitados en ecuaciones de Schrodinger no lineales acopladas, método esencial en
la biisqueda de soluciones como son los dipolos del Capitulo 7.

e Uno de los problemas abiertos consiste en la bisqueda de mejores precondi-
cionadores que el utilizado en el célculo de los gradientes de Sobolev. Como
se apunt6 en §10.2.4, la eleccién de un producto escalar que aproxime mejor
la parte lineal del funcional minimizado puede dar lugar a una convergencia
aln mas rapida. Esta idea se ha visto confirmada en estudios numéricos pre-
liminares, si bien la técnica para la evaluacién de precondicionadores necesita
ser optimizada.

e Igual que la energia libre no lineal (10.43) resulta Gtil para demostrar la exis-
tencia de estados fundamentales en el condensado gaseoso con interaccién
repulsiva, serfa interesante explorar posibles aplicaciones de este funcional
en otros campos de la Fisica.
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