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Introduccion.

Idealmente, un satélite geoestacionario es aquél cuya posicién relativa respecto de la
Tierra permanece fija. Para que esto ocurra, su érbita debe cumplir unas determinadas
caracteristicas: tener un periodo orbital igual al de la rotacién terrestre, asi como ser
ecuatorial y circular. Ademads, en la elaboracién de este concepto se supone que la Tierra,
es esférica y homogénea; que no existen fuerzas externas, como la atraccién lunisolar o
la presién de radiacién solar y que, por tanto, s6lo actia la fuerza gravitatoria central
terrestre. En la realidad, por tanto, un satélite geoestacionario no estd ocupando la misma
posicién relativa respecto de la Tierra debido, tanto a las irregularidades que presenta el
campo gravitatorio terrestre, como a las fuerzas adicionales mencionadas que actian sobre
él, ya que, como se sabe, estos factores modifican la forma de la érbita y la orientacién
del plano orbital.

La tarea de que un satélite se mantenga lo mas préximo posible al ideal de estaciona-
riedad es lo que, técnicamente, se llama mantenimiento en estacion.

Cada misién tiene, pues, asignada una regién espacial dentro de la cual el satélite
puede moverse libremente. Esta regién, llamada ventana espacial, es un rectdngulo en
el que uno de los lados corresponde al margen de variacién permitido para la longitud,
ventana en longitud, y el otro lado tiene como amplitud el margen permitido para la
variacién de la latitud, ventana en latitud.

Desde que en 1963 se situase el primer satélite en Orbita geoestacionaria
(el SYNCOM II) el nimero de este tipo de satélites se ha incrementado de modo con-
siderable debido a las multiples aplicaciones que tienen. Esto hizo necesario que, la
International Telecommunications Union (ITU), como agencia especializada de las Na-
ciones Unidas, se encargara, entre otras funciones, de distribuir la érbita geoestacionaria
entre los diferentes paises. Como ejemplo, cabe citar que Espana tiene asignada para el
satélite de telecomunicaciones HISPASAT una ventana en longitud de amplitud 0°.14 en
la posicién nominal 30° Oeste. La amplitud de la ventana en latitud no estd regulada y
depende tnicamente de los requerimientos de cada misién.



1 Introduccién.

Como hemos mencionado, debido a la accién de las fuerzas antes citadas, un satélite
pretendidamente geoestacionario abandona en poco tiempo la ventana espacial asignada
y deja, por tanto, de ser operativo. Entonces, para que permanezca dentro de los
margenes establecidos, es necesario corregir su posicién mediante la aplicacién de ma-
niobras periédicas para producir un cambio en la velocidad del satélite y compensar, asi,
las perturbaciones naturales. Esta es una parte de la naturaleza del mantenimiento en
estacién antes citado.

Desde este punto de vista se puede decir que existen varios tipos de maniobras, y que las
mas utilizadas son las denominadas maniobras norte-sur y las este-oeste. Una maniobra,
norte-sur emplea impulsos perpendiculares al plano orbital en el que est4 el satélite en el
momento de cada uno de esos impulsos, y una maniobra este-oeste se realiza con impulsos
tangenciales a la érbita para producir cambios en su forma, tamano y orientacién.

Las técnicas estdndard para el mantenimiento en estacién de un satélite geoestacionario
se han sustentado tradicionalmente en métodos analiticos para la obtencién de elementos
orbitales medios, es decir, sélo afectados de las perturbaciones de largo periodo, y en
métodos de linealizacién para el cdlculo de las maniobras y sus instantes de realizacién.

Actualmente estdn en uso distintos programas para el control de este tipo de satélites
basados en las técnicas mencionadas. Uno de los més utilizados es el Portable ESOC
Package for Synchronous Orbit Control (PEPSOC), desarrollado por el Centro Europeo
de Operaciones Espaciales ESOC-ESA. La agencia espacial Matra-Marconi-Space ha ela-
borado el programa de mantenimiento en estacién para el satélite HISPASAT.

Por otro lado, el mantenimiento en estacién requiere tener en cuenta también que la
vida 1til de un satélite estd limitada principalmente por la cantidad de combustible que
lleva a bordo. Este hecho genera la necesidad de determinar con gran precisién la magnitud
de los impulsos necesarios para su mantenimiento en estacién y, de esta forma, aumentar
su tiempo de funcionamiento. Esta es la otra parte del mantenimiento en estacién, un
problema que todavia no estd tratado satisfactoriamente. De hecho, el objetivo de este
trabajo estd en la optimizacién del calculo de maniobras para conseguir minimizar el
consumo de combustible y aumentar, asi, la vida 1til del satélite y, para abordar este
problema, hemos comenzado determinando con gran precisién su posicién. Con relacién
a este citado aspecto, es necesario mencionar que, para poder disponer de coordenadas
que describan con suficiente precisién su comportamniento real, hemos tenido que integrar
numéricamente las ecuaciones que describen el movimiento perturbado, considerando en
cada instante la accién conjunta de todas las fuerzas perturbadoras, de manera que su
integracién proporciona elementos osculatrices.

También, y con el mismo objetivo de optimizar el cdlculo de la magnitud de los im-
pulsos y su instante de realizacién, hemos desarrollado un proceso iterativo que combina,
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el modelo lineal estandard con la integracién numérica precisa de las ecuaciones diferen-
ciales del movimiento del satélite, incluyendo en ellas las maniobras de mantenimiento en
estacién. De esta forma, y con este método, basado en técnicas de control “feed-back”,
demostramos que es posible conocer en cada iteracién el comportamiento del sistema, y
podemos terminar el proceso cuando se alcanzan unos criterios objetivo impuestos por la
misién.

Estas son, esencialmente, las dos aportaciones basicas sobre las que se sustentan los
resultados contenidos en esta memoria que, para su mas clara exposicién, hemos estruc-
turado en cinco capitulos que a su vez constan de varias secciones, en la forma siguiente:

El capitulo 1 estd dedicado al andlisis de las perturbaciones que tiene la 6rbita geoesta-
cionaria. Los resultados de este capitulo son conocidos, pero no se hallan estructurados
globalmente en ningun trabajo o manual disponible hasta la fecha. Nuestra estructuracién
es la siguiente:

En primer lugar planteamos las ecuaciones de Lagrange que dan la variacién de los
elementos orbitales cldsicos en funcién de las derivadas de la funcién perturbadora. A con-
tinuacién, comprobamos que para el estudio del movimiento de un satélite geoestacionario
no resulta adecuada la utilizacién de estos elementos orbitales, i.e., el semieje, la excen-
tricidad, la inclinacién, la ascension recta del nodo ascendente, el argumento del perigeo
y el instante de paso por el perigeo (ya que los valores tan préximos a cero que toman
la excentricidad y la inclinacién producen singularidades numéricas que hacen necesario
disponer de un conjunto de pardmetros que eviten este problema) y, utilizamos, a con-
tinuacién, los elementos orbitales equinocciales: el semieje, la longitud media, el vector
excentricidad y el vector inclinacién, que ademds de evitar las singularidades numéricas
permitiran establecer las condiciones de control de forma sencilla.

A continuacién, se analiza por separado el efecto que tienen las fuerzas perturbadoras
sobre estos elementos y vemos que la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre modifica
el semieje y la longitud media. El estudio cualitativo de las ecuaciones de Lagrange
correspondientes (linealizadas respecto de dos pequenios pardmetros y escritas en términos
de la longitud media y su deriva) da como resultado el esperado de la existencia de dos
puntos de equilibrio estables y dos inestables, situados sobre el ecuador en las longitudes
geograficas 75°.08 E, 104°.92 O y 165°.08 E, 14°.92 O, respectivamente. En estos cuatro
puntos la componente tangencial de la fuerza perturbadora es nula, no siendo asi en los
demads, donde vemos que su valor varia, ocasionando que la longitud media describa una
parabola en funcién del tiempo. Analizamos, entonces, como consecuencia de esto, cémo
el tiempo de permanencia del satélite en su regién asignada depende de la longitud de
estacionamiento y hemos evaluado, también, este tiempo obteniendo que puede estar en
esta regién desde varios dias hasta un ano.
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Seguidamente, obtenemos la expresién analitica de la funcién perturbadora lunisolar
a partir del potencial perturbador del problema de los tres cuerpos (astro perturbador-
Tierra-satélite). Las ecuaciones de Lagrange que resultan de sustituir esta funcién y
simplificarla muestran cémo esta fuerza actia principalmente sobre el vector inclinacién
de manera que la integracién dard como posterior resultado que la evolucién de este vector
se compone de un término secular con un periodo de 18.61 anos cuya direccién es distinta,
para cada afio y, también, de término periddicos entre los que destacan uno que tiene un
periodo de 6 meses y una amplitud de 0°.02331 y, otro, con un periodo de 13.66 dias y
una amplitud de 0°.00457.

Finalmente, comprobamos que la fuerza debida a la presién de radiacién solar modi-
fica fundamentalmente el vector excentricidad y que la integracién de las ecuaciones de
Lagrange simplificadas sin términos de corto periodo muestran que este vector describe
un circulo anual cuyo radio depende, entre otros parametros, de las caracteristicas fisicas
del satélite: el coeficiente de reflectividad, el area efectiva y la masa.

En el segundo capitulo se presentan, en primer lugar, estrategias para el mantenimiento
en estacién que utilizan modelos lineales para el calculo de las maniobras. En una primera,
parte se obtienen las expresiones para las maniobras impulsivas y el efecto que éstas
producen sobre los elementos orbitales. A continuacién, mostramos c6mo una maniobra,
normal modifica el vector inclinacién, una tangencial afecta a la deriva de la longitud
media y al vector excentricidad (y, como consecuencia, la longitud media y el semieje),
cémo una radial actia sobre el vector excentricidad y, finalmente, cémo, con la aplicacién
de las dos primeras maniobras, se tienen datos suficientes para controlar la posicién de
un satélite.

En la segunda parte de este capitulo estudiamos los dos tipos de maniobras mas co-
munes en el mantenimiento en estacién: las maniobras norte-sur y las este-oeste. Las
maniobras norte-sur, efectuadas con impulsos normales, corrigen las perturbaciones oca-
sionadas por la accién de la fuerza lunisolar sobre el vector inclinacién. Con su aplicacién
se pretende mantener este vector evolucionando dentro de un circulo en el plano (i, i,)
de centro (0, 0) y radio el valor del control para la inclinacién, i.. Las maniobras este-
oeste, realizadas mediante impulsos tangenciales, compensan la accién que ejercen, tanto
la fuerza gravitatoria terrestre, como la fuerza debida a la presién de radiacién solar sobre
la longitud y el vector excentricidad. Con ellas se quiere conseguir que la longitud media
se mantenga dentro de su ventana en longitud y que el vector excentricidad permanezca
dentro de su regién de tolerancia, siendo ésta un circulo en el plano (e, e,), centrado
en (0, 0) y de radio el control para le excentricidad, e.. En particular, puesto que en
esta memoria se estudia el mantenimiento en estacién de un satélite con grandes paneles
solares, por lo que la accién de la presién de radiacién solar es dominante frente a la de la
fuerza perturbadora gravitatoria terrestre, encontramos que, para controlar la excentrici-
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dad, se necesita un impulso mayor que el que se precisa para mantener la longitud. Este
es un problema que solucionamos aplicando dos maniobras tangenciales, separadas medio
dia sidéreo, cuya combinacién permite corregir simultdneamente y de manera adecuada
ambos elementos. También obtenemos las expresiones del modelo lineal simplificado que
proporciona, tanto la magnitud de los impulsos, como el instante de su realizacién, en
funcién de la variacién que experimentan los elementos orbitales.

Asimismo, estudiamos en este capitulo estrategias éptimas para el mantenimiento
en estacién. La estrategia direccidn secular, aplicada para el mantenimiento en estacién
norte-sur, que corrige el vector inclinacién en la misma direccién que la que lleva la compo-
nente secular de la evolucién del vector 4. La estrategia perigeo hacia el Sol, que se aplica
en el mantenimiento en estacién este-oeste para conseguir que el vector excentricidad,
bajo la accién combinada de la presién de radiacién solar y de los impulsos tangenciales,
describa un circulo de menor radio que el valor del control excentricidad, apuntando en
cada momento hacia el Sol. Y, finalmente, con esta estrategia se determina también el
instante de la realizacién del impulso: una maniobra oeste se efectuard aproximadamente
a las 18" de tiempo solar local en el satélite mientras que, si se trata de una este, se hard,
también de manera aproximada, a las 6".

Por tanto, en estos dos capitulos que anteceden al trabajo de investigacién que cons-
tituye la presente tesis se estudia exhaustivamente el problema del mantenimiento en
estacién de un satélite geoestacionario y se establecen las condiciones basicas para abordar
dicho problema y optimizar su solucién.

Ahora bien, el control de la posicién del satélite se puede plantear como el estudio
de la evolucién de un sistema dindmico no lineal de la forma ¥ = F(Z,t), en el que el
estado del sistema viene dado por los elementos orbitales y donde la funcién F' representa
la accién conjunta de todas las fuerzas que actian sobre el satélite y del que se conocen
unas condiciones iniciales en una época %y y un conjunto de criterios objetivo impuestos
sobre los elementos orbitales que se deben verificar en una época posterior. El tercer
capitulo de este trabajo presenta el método seguido para la integracién numérica de estas
ecuaciones.

Como se indic6 anteriormente en lo referente al capitulo 1, para poder integrar las
ecuaciones de Lagrange se ha considerado que la longitud y el semieje estan afectados
s6lo por la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre, que el vector excentricidad lo estd
por la presién de radiacién solar y, finalmente, que el vector inclinacién lo estd por la
fuerza lunisolar. Sin embargo, la realidad es que las tres fuerzas perturbadoras actian
simultdneamente sobre todos los pardmetros orbitales, dando lugar a variaciones de corto
periodo que sélo es posible evaluar con una propagacién numérica de la 6rbita. Proce-
diendo asi, obtenemos con gran precisién los elementos orbitales que se utilizaran el el
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calculo de las maniobras del mantenimiento en estacién en el capitulo siguiente.

Comenzamos, pues, el tercer capitulo con la presentacién de los modelos de fuerzas
utilizados. Para la evaluacién de la funcién perturbadora gravitatoria terrestre hemos
utilizado su desarrollo en armoénicos esféricos hasta el orden y grado cuarto con el modelo
de geopotencial GEM-T2. Esto ha venido motivado por el resultado obtenido al evaluar la

magnitud de la fuerza para distintos érdenes y grados, y para los modelos de geopotencial
GEM-T1 y GEM-T2.

Hemos calculado la fuerza lunisolar a partir de la funcién perturbadora del problema
de los tres cuerpos expresada en términos de las coordenadas cartesianas geocéntricas de
la Luna y del Sol en un sistema de referencia ecuatorial geocéntrico referido al equinoccio
medio en ty, R(O; XY Z). Estas coordenadas se han determinado con teorfas orbitales
que incluyen perturbaciones de segundo orden y se han comparado con las efemérides
LE2000 proporcionadas por el Jet Propulsion Laboratory, obteniendo diferencias en las
componentes de la fuerza menores que 107° m/s%.

La fuerza debida a la presién de radiacién solar se ha evaluado a partir de su expresiéon
en funcién de las coordenadas cartesianas del Sol en R(O; XY Z). En este caso, éstas se
han determinado utilizando la teoria analitica dada por Stumpff, permitiendo compararlas
con las obtenidas anteriormente. La diferencia entre ambas ha resultado ser del orden de
10 metros que, para la precisién que buscamos, resulta despreciable.

A continuacién describimos el método seguido para la integracién numérica de las
ecuaciones que describen el movimiento del satélite. La tabla de integracién se inicia
con el proceso de iniciacién de Herrick, para el que se calculan previamente los valores
necesarios en este método de 7 con el método de Runge-Kutta de cuarto orden, ya que este
ultimo método tnicamente necesita la posicién y la velocidad del satélite en un instante.
Como nuestras condiciones iniciales son los elementos orbitales en un instante dado ty, para
poder obtener la posicién y velocidad iniciales hemos desarrollado un cdlculo de efemérides
especifico que evita singularidades numéricas. Una vez iniciada la tabla de integracién
realizamos la propia integracién numérica aplicando el método de Gauss-Jackson, o X2.
Este método, de tipo predictor-corrector, no necesita en este caso la fase correctora si se
elige de manera 6ptima el paso de integracién. Para determinar este paso se ha tomado
como referencia la ecuacién que describe el movimiento arménico simple, i = -7 por
su similitud con las ecuaciones que describen el movimiento no perturbado del satélite y
porque, al tener una solucién analitica conocida, nos permite evaluar la precisién con la
que se realiza la integracién. El intervalo de integraciéon que hemos determinado ha sido
de 22™ 51°.3. Con la integracién numérica de las ecuaciones de movimiento obtenemos,
entonces, posiciones y velocidades del satélite referidas al sistema R(O; XY Z).

Ahora bien, estas posiciones y velocidades estan determinadas en un conjunto discreto
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de tiempos, obtenidos a partir del instante inicial mas el intervalo de integracién, y estos
tiempos no tienen por qué coincidir con el instante de realizacién de las maniobras. En-
tonces, para obtener la posicién y velocidad en el instante requerido hemos efectuado una
interpolacién utilizando el método de Bower, ya que hemos comprobado que este método
mantiene la precisién de la integracién numérica.

Seguidamente presentamos el algoritmo que hemos desarrollado para el calculo de la
érbita, que también evita singularidades de tipo numérico, y asi obtenemos los elemen-
tos orbitales equinocciales osculatrices, afectados por todas las perturbaciones descritas
anteriormente. Pero, puesto que para el disefio de las maniobras de mantenimiento en
estacién se necesitard, en algin caso, disponer de elementos orbitales que no presenten
periodos inferiores a los diurnos, hemos aplicado un filtro numérico que elimina cortos
periodos, obteniendo de esta forma elementos orbitales centrados. El capitulo finaliza
con una validacién numérica, comparando los pardmetros centrados calculados con este
procedimiento con parametros medios proporcionados por HISPASAT S.A.

En el capitulo 4 se presenta el método que hemos desarrollado para la optimizacién del
calculo de los impulsos, y de su instante de realizacién, necesarios para el mantenimiento
en estacién.

Primero planteamos el problema de la forma siguiente:

La utilizacién de modelos lineales para el disefio de las maniobras tiene como ventaja
que las funciones que relacionan los impulsos con la variacién de los elementos orbitales
son facilmente invertibles. Por otro lado, al considerar métodos numéricos para calcular
el efecto que tiene una maniobra sobre los parametros orbitales, aunque se estd ganando
precisién, no se pueden obtener ni los impulsos ni el instante en el que se efectia, al
no existir ninguna funcién que se pueda invertir. Por tanto, la combinacién de ambos
métodos, que aprovecha las ventajas de cada uno, va a dar lugar a un proceso iterativo
que, demostramos, genera sucesiones convergentes a los valores que queremos determinar.

Entonces, en primer lugar, describimos el modelo general de optimizacién y demos-
tramos que el método es convergente. Continuamos el capitulo con la aplicacién de este
proceso al caso concreto del mantenimiento norte-sur describiendo los vectores y funciones
que intervienen en el proceso, obteniendo los términos generales de las sucesiones que
proporcionaran la magnitud del impulso y el tiempo sidéreo de su realizacién, a partir
del cual se podrd determinar el instante de la maniobra, segiin se trate de una maniobra
norte o sur. El criterio objetivo para el vector inclinacién se ha determinado a partir
de la estrategia direccion secular comentada anteriormente. Con ella se establece que la
correccién efectuada al vector i llevard la misma direccién que la componente secular de
la evolucién anual de ese vector.
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Por 1ltimo, finalizamos el capitulo con la aplicacién del método iterativo al manteni-
miento este-oeste para determinar la magnitud de los impulsos y el instante de realizacién
del primero de ellos, puesto que el segundo se efectuard medio dia sidéreo después como
hemos comentado anteriormente. El vector excentricidad objetivo se determina con la ex-
presiones que obtenemos en el capitulo 2, resultado de la aplicacién de la estrategia perigeo
hacia el Sol. Sin embargo, el criterio objetivo para la longitud verdadera se establece de
dos formas distintas: un primer objetivo es que la longitud verdadera alcance el limite
inferior de su ventana con el fin de comparar los resultados que se obtienen de este modo
con los que resultan de la utilizaciéon de las expresiones del modelo lineal simplificado
para el cdlculo de impulsos con el fin de controlar la longitud media . Y, como segundo
objetivo, se pretende que la longitud verdadera, durante el ciclo, se mantenga simétrica
respecto de la longitud nominal, con su maximo en la mitad del ciclo y su minimo al final
del mismo.

De esta forma, determinamos los términos generales de las sucesiones que proporcionan
el valor de la suma de los impulsos, que corresponde a la correccién para la longitud;
también, el valor de la diferencia entre ambos, siendo éste el valor necesario para corregir
el vector excentricidad y, finalmente, el valor del tiempo sidéreo del primer impulso.
Cuando se considera el criterio de simetria impuesto sobre la longitud se obtiene, ademas,
el término general de otra sucesién relacionada con la parte de ventana ocupada por la
longitud verdadera en su evolucién, de manera que, a partir de los limites de las dos
primeras sucesiones, se puede determinar la magnitud de los impulsos este-oeste y, con el
tiempo sidéreo, se calcula el tiempo universal en el que se efectiian las maniobras.

A continuacién, los parametros determinados en cada iteracién se introducen en la
integracién numérica de las ecuaciones del movimiento del satélite con el fin de evaluar
la respuesta del sistema y finalizamos el proceso cuando se alcanzan los criterios objetivo
establecidos sobre los elementos orbitales que tenemos a nuestra disposicién decidir.

Finalmente, en el capitulo 5 de este trabajo presentamos la simulacién numérica efec-
tuada con un programa elaborado en FORTRAN para la propagacién numeérica de la
orbita y la determinacién de los impulsos con el método desarrollado. Consideramos,
para ello, un satélite geoestacionario situado en la longitud 30° Oeste, con una ventana
de 0°.14 de amplitud para la longitud y de 0°.01 para la latitud.

Se comienza dicha simulacién considerando por separado las maniobras norte-sur y
este-oeste y analizando, en el primer caso, varias formas de obtener el vector inclinacién
objetivo para distintas duraciones del ciclo de mantenimiento y, en el segundo, teniendo
en cuenta las dos maneras de calcular los impulsos y el tiempo, establecidas en funcién
del criterio objetivo de la longitud. En todos los casos propuestos aplicamos el proceso
iterativo y utilizamos el vector inclinacién osculatriz, la longitud verdadera y el vector
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excentricidad centrado. Asimismo realizamos la simulacién numérica con las expresiones
del modelo lineal, con los vectores inclinacién y excentricidad centrados y la longitud
media, tan solo en uno de los casos del mantenimiento norte-sur y este-oeste.

Una comparacién entre ambos métodos da como resultado que la manera 6ptima de
realizar el mantenimiento en estacién consiste en calcular las magnitudes de los impulsos,
y su instantes de realizacién, mediante la aplicacién del proceso iterativo combinado con
la propagacién numeérica de la érbita. Ademds, vemos cémo para el mantenimiento norte-
sur, serd conveniente considerar un valor constante de la correccién para la inclinacién,
determinado a partir de las variaciones que experimenta este vector en su evolucién libre.
Para el mantenimiento este-oeste, el criterio de simetria para la longitud es el que da
mejores resultados ya que, de esta forma, se puede aprovechar al méaximo la ventana
en longitud aumentando el valor del control en excentricidad y, asi, aplicar impulsos de
menor magnitud y, como consecuencia, minimizar el consumo de combustible. Ademas,
los ciclos tienen una duracién de 14 dias.

Una evaluacién numérica de las velocidades totales utilizadas en el mantenimiento en
estacién, tanto realizado con el modelo lineal como con el proceso iterativo, muestra que
con este ultimo se produce una ahorro del 3.56 % del consumo total de combustible para
un satélite con 10 anos de vida util.

La memoria se finaliza con una simulacién completa, combinando los impulsos nor-
males (que en nuestro caso serdn sur) con los tangenciales (en secuencias oeste-este a
causa de la situacién del satélite). Esta simulacién se efectiia desde el 1 de enero hasta el
31 de diciembre del ano 2000.






Capitulo 1

Perturbaciones de la orbita
geoestacionaria.

Idealmente, para que un satélite sea geoestacionario debe mantener la misma posicién
respecto de la Tierra. Esto ocurre cuando su érbita cumple unas determinadas condiciones
que dependeran de los valores que tomen la excentricidad, la inclinacién y el semieje mayor:
ser circular, ecuatorial, y tener un periodo de rotacién igual que el terrestre.

Pero la posicién relativa de un satélite geoestacionario no permanece fija, ya que sobre
él estdn actuando fuerzas que perturban su 6rbita y causan un alejamiento de su posicién
nominal o de estacionamiento. Estas fuerzas son: la fuerza perturbadora gravitatoria
terrestre, la fuerza que ejercen el Sol y la Luna, y la fuerza ocasionada por la presién de
radiacién solar.

En este capitulo se analizan los efectos que producen estas fuerzas perturbadoras sobre
la posicién del satélite, utilizando una teoria analitica para la integracién de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el movimiento del satélite.

Debido a las caracteristicas orbitales de estos satélites, en este andlisis no se utilizan
las ecuaciones de Lagrange para los elementos orbitales cldsicos, sino que se utiliza un
conjunto de elementos orbitales, llamados equinocciales, que evitan las singularidades
numéricas producidas por los pequeiios valores de la inclinacién y de la excentricidad que
aparecen en la integracién numérica.

Se verd como la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre modifica el semieje y la
longitud media y, para estudiar su efecto, las ecuaciones de Lagrange se linealizan respecto
de dos pequenos parametros para estos elementos. Un estudio cualitativo del sistema de
ecuaciones diferenciales, escrito en funcién de la longitud media y su deriva, muestra la
existencia de cuatro puntos de equilibrio, dos estables y dos inestables, correspondientes
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a las longitudes geograficas 75°.08 E, 104°.92 O y 165°.08 E, 14°.92 O, respectivamente.
Para finalizar el analisis del efecto de esta fuerza se muestra la influencia de la longitud de
estacionamiento en la evolucién de la longitud media y se calcula el tiempo aproximado
de permanencia de un satélite en la regién asignada para distintas posiciones nominales.

A continuacién, se ve cémo la fuerza lunisolar modifica el vector inclinacién mediante
la integracién de las ecuaciones de Lagrange correspondientes. Se obtiene que la evolucién
de ?, bajo su efecto, se compone de un término secular, con un periodo de 18.61 anos, y
de términos periddicos, destacando dos de ellos: uno con un periodo de seis meses y otro
con un periodo de 13.66 dias.

Finalmente, se analiza cémo actia la fuerza producida por la presién de radiacién
solar. La integracién de las ecuaciones de Lagrange para este caso dard como resultado
que el vector excentricidad, bajo la accién de esta fuerza, describe un circulo anual cuyo
radio dependerd, entre otros pardmetros, de las caracteristicas fisicas del satélite.

1.1 Caracteristicas generales.

Como se ha dicho, para que un satélite sea geoestacionario se deben cumplir las
siguientes condiciones:

e el periodo orbital debe ser igual al periodo de rotacién de la Tierra,
e la érbita debe ser circular, y

e también debe ser ecuatorial.

La primera condicién depende del semieje mayor de la 6rbita, cuyo valor puede ser
determinado a partir de la tercera ley de Kepler [Brouwer & Clemence, 1971]:

n*a® = G(mg + my), (1.1.1)

donde n es el movimiento medio del satélite, a es el semieje mayor de la 6rbita, mg es la
masa de la Tierra y m; es la masa del satélite.

Si se expresa el movimiento medio en funcién del periodo, P, y denotamos por u la
constante geocéntrica de gravitacién, es sabido que de la expresién (1.1.1) se deduce que

a3
P=2m[—, (1.1.2)
7
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y que , por tanto, con los valores numéricos correspondientes al Sistema IAU 1989 de
Constantes Astronémicas [Seidelmann et al., 1992],

= 86164.09890369732 s de UT1,
g = 3.986005 x 10"m3s~2

se obtiene como valor del radio geoestacionario, as,:

a, = 42164.2 Km. (1.1.3)

La segunda condicién requiere que la excentricidad sea nula, y la tercera, que la
inclinacién sobre el ecuador también lo sea.

Ahora bien, como también hemos dicho, una érbita geoestacionaria no es més que
una situacién ideal en la que se supone que la Tierra es esférica y homogénea y que no
existen fuerzas externas, como la atraccién lunisolar o la presién de radiacién solar, de
manera que sélo actia la fuerza gravitatoria central terrestre. Pero, lo que realmente
sucede es que los satélites que ocupan estas érbitas no permanecen estacionarios sobre
un mismo punto de la superficie de la Tierra debido a las irregularidades que presenta el
campo gravitatorio terrestre y a las fuerzas adicionales mencionadas que actiian sobre él
modificando la forma de la érbita y la orientacién del plano orbital que como consecuencia,
causan un alejamiento de su posicién de estacionamiento, también denominada posicién
nominal. Los cambios producidos tienen que ser compensados mediante las denominadas
maniobras de mantenimiento en estacion, activando los motores a bordo desde la estacién
de control, siendo necesario conocer en cada instante la posicién del satélite.

1.2 Ecuaciones de Lagrange en elementos orbitales
equinocciales.

El método de variacién de las constantes aplicado a la resolucién analitica de las
ecuaciones del movimiento perturbado de un satélite conduce a las ecuaciones de Lagrange.
Como se sabe, las ecuaciones de Lagrange dan la variacién de los elementos orbitales con
el tiempo en funcién de las derivadas parciales de la funcién perturbadora, R, respecto
de dichos elementos. Para los elementos orbitales clasicos: semieje, a, excentricidad, e,
inclinacidn, 7, ascensién recta del nodo ascendente de la érbita, €2, argumento del perigeo,
w, y anomalia media, M, dichas ecuaciones se escriben en la forma [Taff, 1985]:
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da 2 OR
dt ~ na M’
de  1—€¢2 OR (1—¢€*)'Y2 OR
dt ~ na’e OM  na’e 0w’
di COS ¢ OR 1 OR
dt ~ na?(1—e?)Pseni 0w na?(l —e?)2seni 0Q’
o 1 OR
dt  na®(l—e?)2seni i’
dw  (1—€%)'? 8R cos 1 OR
dt na’e e na?(1—e2)2seni i’
dM 2 OR 1-—¢€¢* OR
= "o 5e T e B (1.2.4)

Como se indicé anteriormente, en un satélite geoestacionario los valores de la incli-
nacién y de la excentricidad son préximos a cero y, por tanto, se producen singularidades
numeéricas en estas ecuaciones. Por esta razén, en lugar de los elementos orbitales cldsicos
vamos a utilizar otro conjunto de parametros mas apropiados, denominados elementos
orbitales equinocciales, comunmente utilizados para este tipo de satélites, que evitan este
problema [Broucke & Cefola, 1972], [Cot, 1993], [Arsenault et al., 1970]; éstos son:

el semieje, a;

el vector excentricidad, €, dirigido desde el centro de la Tierra al perigeo de la 6rbita
y cuyo médulo es igual a la magnitud de la excentricidad, esto es,

() ()

el vector inclinacién, ¢, dirigido desde el centro de la Tierra al nodo ascendente de

la 6rbita con un médulo igual a la magnitud de la inclinacién, esto es,
- 1g icos ()
! ( by ) ( isenf) ) ’ ( )

l=Q+w+ M -9, (1.2.7)

y la longitud media, [,

donde ¥¢ es el tiempo sidéreo medio en Greenwich (véase la figura (1.2.1)).
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Figura 1.2.1: Elementos orbitales clasicos y equinocciales.

Para obtener las ecuaciones que describen la variacién con el tiempo de estos elementos,
en primer lugar se derivan las expresiones (1.2.5) - (1.2.7), resultando:

w _ 2 om
dt na OM’
dl dM dw dS)

7= a Tata te
dditw = cos(w—i—Q)%—esen(w—i—Q)cjl—C:—esen(w-i-Q)%,
% = sen(w—l—Q)%+ec0s(w+Q)cjl—C:+€COS(w+Q)%7
% = cos Q% — 7sen Q%,
% = senQ% +icosQ%, (1.2.8)

con {1y la velocidad de rotacién terrestre.

A continuacién, se sustituyen las ecuaciones de Lagrange (1.2.4) con lo que, finalmente,
se obtienen las ecuaciones béasicas a partir de las cuales se estudia el movimiento de un
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satélite geoestacionario:

da 2 OR

- = .= 1.2.
dt na Ol’ (1.2.9)
d_ g, 2OR, =) OR
dt ° " na Ba na? [1 +(1- 62)1/2] Oe
tani/2 OR
— " 1.2.1
* na?(l—e2)1/2  9i’ ( 0)
de, _  (1-€)V* OR  etani/2  OR
dt na? dey, na?(l—e2)l/2 0i
_ ex(1-¢)'?  OR (1.2.11)
na? [1 +(1— 62)1/2] o B
dey _ (=EYR oR  cmifp  oR_
dt na? de, na?(l—e2)1/2  0i
_ e,(1-¢”)"?  OR (1.2.12)
na? [1 +(1— 62)1/2] o B
dic _ 1 OR  cosQtani/2 OR (1.2.13)
dt na*(l—e2)2 0i, na2(l—e?)/2senidw’ -
diy 1 OR  sen(ltani/2 OR (1.2.14)
dt na2(l—e2)/2 0i, na?(l—e?)l/2 0w’ o

donde las relaciones entre las derivadas parciales de la funcién perturbadora respecto de
los elementos orbitales cldsicos, R = R(a,e,i, M,w, ), y de los elementos equinocciales,
R = R(a,l, e, ey, iy, 1y), son:

aa—]: = cos(w-l—Q)gi +c0s(w+Q)g—eRy,
38_1;5 = congle-l—sean—i,

OR .0R _OR OR

a—Q = —’Lya—iw-i-’bwa—iy'i‘ﬁ,

OR OR OR OR

% = —eya-i-ewa—ey'i‘ﬁ,

OR OR

5 = B (1.2.15)
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Segin se indicd antes, las principales fuerzas que actian sobre un satélite geoesta-
cionario modificando su posicién son:

e la fuerza gravitatoria debida al potencial perturbador terrestre causado por la no
esfericidad y no homogeneidad de la Tierra,

e la fuerza lunisolar debida a la atraccién gravitacional del Sol y de la Luna, y

e la fuerza producida por la presién de radiacién solar.

Ciertos efectos perturbadores son dominantes en la evolucién de largo periodo (la
que se corrige con el mantenimiento en estacién) de los diferentes elementos orbitales.
Esencialmente, como veremos, ocurre que:

— Lalongitud y el semieje son perturbados fundamentalmente por los términos teserales
del campo gravitatorio terrestre.

— El vector excentricidad se modifica, principalmente, por la presién de radiacién
solar.

— En la variacién del vector inclinacidn, la fuerza dominante es la que corresponde a
la atraccién lunisolar.

A continuacién, mediante la integracién de las ecuaciones de Lagrange, (1.2.9) -
(1.2.14), se analizan estos efectos.

1.3 Efecto del campo gravitatorio terrestre.

El potencial perturbador gravitatorio terrestre, R, que interviene en las ecuaciones de
Lagrange (1.2.9) - (1.2.14) se obtiene como:
G Mg

R=U- 1.3.1
o, (13.1)

® .
es el potencial creado por una

donde U es el potencial gravitatorio terrestre, y
Tierra perfectamente esférica y homogénea.
En un sistema de referencia ecuatorial geocéntrico ligado a la Tierra con eje Ox en la

direccién del meridiano medio de Greenwich, el potencial U se puede expresar en serie de
armonicos esféricos en la forma [Heiskanen & Moritz, 1985]:
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(%) (JamPam(8,3) + Km0, 1)) } s
donde

G es la constante de gravitacién universal,

mg es la masa de la Tierra,

¢ €s el semieje mayor del elipsoide terrestre,

(r,9, A) son las coordenadas polares esféricas del satélite,
Jnm Y Kpm son los coeficientes armoénicos esféricos, y

Rum(9,A) = Pun(cosd)cosmA y Spm(9,A) = Pup(cos?d) senmA son los
armoénicos esféricos, con Py, (cos ), las funciones de Legendre.

Para realizar un estudio cualitativo del efecto de esta fuerza consideramos tinicamen-
te el efecto dominante de este potencial. Desarrollando U hasta el orden y grado 2, la
funcién perturbadora (1.3.1) queda en la forma:

1Gm r\ 2 Gm r\ 2
R=_-1"¢ <—t> Jo —3—9 (—t> (Ja2 cos 2) + Kopsen 2)) (1.3.3)
2 a a a a

donde se ha tomado en (1.3.2) r = a y ¥ = 90°.

Una expresién equivalente para esta funcién perturbadora, [Kaula, 1966], mds ade-
cuada para este estudio es la siguiente:

1 2 2
R=L;Cme <Q> _ 3z, 8me (ﬁ) cos 2(1 — Aaw), (1.3.4)
2 a a a a

en la que se ha aproximado la longitud verdadera, A, por la longitud media, [, y donde

1 1 f Koo
Aog = — L= 1.3.
2= 5 tan ( Ton ) ) (1.3.5)

Aoo viene dada por:

cuyo valor, si se toman los coeficientes arménicos del modelo de geopotencial GEM-T2,
resulta ser de —14°.92.

Con esta expresién para la funcién perturbadora R (1.3.4), y considerando que, al
tratarse de un satélite geoestacionario, los valores de la excentricidad y la inclinacién son
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préximos a cero, las ecuaciones de Lagrange (1.2.9) - (1.2.14) se reducen a:

dl 2 OR

i -, - == 1.3.
dt n © nada’ (1.3.6)
da 2 OR

% = %E, (1.3.7)

de modo que los tnicos elementos orbitales afectados por la accién de la fuerza pertur-
badora gravitatoria terrestre son el semieje y la longitud media.

El estudio cualitativo de este sistema de ecuaciones permite analizar el comportamiento
de un satélite bajo la accién de la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre. En efecto,
transformando las ecuaciones de Lagrange (1.3.6) y (1.3.7) y linealizando en funcién de
dos pequenos parametros, € y 7, definidos en funcién del semieje sincrono, a,, y de la
longitud de estacionamiento, /;, correspondientes a la posicién nominal:

I = l;+¢,
a = as(1+m).

se puede observar que las ecuaciones de Lagrange se escriben entonces en la forma:

de 2 OR

dn 1 2 OR

—_— = ——— 1.3.11
dt asna O’ (1.3.11)

que, si se tiene en cuenta la relacidn entre el semieje y el movimiento medio dada por
_ —3/2 . . .
n=p'’2¢73/2 y n, = pt2a;*?, donde p = Gmg, se convierten en las siguientes:

de 2 0R 3

i = "% e M (1:3.12)
dn 1 2 OR

—_ = ———. 1.3.1
dt as na Ol (1:3.13)

Con un valor del semieje sincrono que incluya los efectos del potencial gravitatorio que

hacen aa—R = 0, esto es [Kamel et al., 1973],:
a

Tt

sk

2
) cos 2(1 — Age), (1.3.14)
Qs

2
r
Gs = Qg + 2J2ask <_t> + 12J22ask (
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donde agy, es el semieje sincrono geoestacionario cuyo valor viene dado en (1.1.3), la funcién
perturbadora, R, queda en la forma:

2
R= _3J22Gm@ (ﬁ) cos 2(1 — Ag). (1.3.15)

S a‘S

Ahora bien, si se considera ademds que, al tratarse de un satélite geoestacionario,
ns = g, la ecuacién (1.3.12) se escribe entonces como
de 3

= _Shn 1.3.1
o 5"l (1.3.16)

Sustituyendo ahora en (1.3.13) la expresién de la derivada de la funcién perturbadora,
R (1.3.15), respecto de la longitud media:

Qs

2
O _ 61, Ce <ﬁ> sen2(l — o), (1.3.17)

y de nuevo con la expresién para el movimiento medio, n,, la ecuacién (1.3.13) resulta:

d re\ 2
d—z = 12n,J5 (a—t> sen 2(1 — Aa»). (1.3.18)

Ahora, si se toma como nueva variable la derivada de la longitud respecto del tiempo,

denominada deriva, d,
dl  de 3
_a _ade _ 3 1.3.1
i L (1.3.19)

resulta que, si se deriva a su vez esta expresion respecto de t:

% _ _S”S%’ (1.3.20)
resulta con (1.3.18) que:
A 18 pn? <Q>2sen2(l — o), (1.3.21)
dt Gs
y las ecuaciones (1.3.16) y (1.3.21) quedan finalmente en la forma:
% = d, (1.3.22)
dd = —Ksen2(l — A\a), (1.3.23)

dt
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donde

2
K = 18.Jpgn? (g) . (1.3.24)

L)

Este sistema de ecuaciones es equivalente a la ecuacién

[ = —Ksen 2(l - )\22), (1325)

que es andloga a la que describe el movimiento del péndulo no lineal.

Los puntos de equilibrio del sistema (1.3.11) son las soluciones de la ecuacién

dd
P

que corresponden a las longitudes geograficas

Iy, = 14°.92 Qeste,
lo, = 75°.08 Este,

I3 = 165°.08 Este,
I4 = 104°.92 Oeste.

El estudio de los extremos relativos de la funcién

F) = / ' Kesen 201 — Ap)dl (1.3.26)

lo

permite clasificar estos 4 puntos de equilibrio [Perko, 1991], obteniéndose que las lon-
gitudes 75°.08 £ y 104.°92 O corresponden a puntos de equilibrio estable mientras que
165°.08 E'y 14.°92 O corresponden a puntos de equilibrio inestable (véase la figura (1.3.1)).
El diagrama de fases correspondiente a las ecuaciones (1.3.22) y (1.3.23) viene represen-
tado en la figura (1.3.2).

En la figura (1.3.3), donde aparece calculada para todos los puntos de la Tierra la mag-
nitud de la  componente  tangencial de esta  fuerza  gravitatoria
[Gambi et al., 1996], puede observarse que, en efecto, en los puntos de equilibrio se tiene
que [ = 0, vy que los puntos mas desfavorecidos a la hora de estacionar un satélite, al ser
los de méaxima aceleracién, son los que se encuentran a mitad de distancia entre puntos
de equilibrio.
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Ecuadar

o 1BS.05° E
*inestable

75.08°E

104 920 1482
exztable

estable - < inestable

Figura 1.3.1: Distribucién de los puntos de equilibrio a lo largo del ecuador.

Figura 1.3.2: Diagrama de fases longitud (en radianes) - deriva.

En estas condiciones, consideremos un satélite situado en una posicién nominal, I,, y
una regién donde la longitud del satélite puede variar libremente,

[ty — 61,1, + 61]. (1.3.27)

Como se puede suponer que en este intervalo (cuya amplitud es del orden de una décima
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long ttud geografica (grados)

Figura 1.3.3: Magnitud de la componente tangencial de la fuerza gravitatoria terrestre en
grados/dia’.

de grado) la aceleracién producida por el campo gravitatorio terrestre es constante (véase
la tabla (1.3.1)), es decir,

ity =1, | = constante, (1.3.28)

la integracién de esta ecuacién da:
I(t) —I(to) =1 (t—to), (1.3.29)

y, si se integra de nuevo, se obtiene que la longitud en funcién del tiempo describe una
parabola de ecuacién

1(t) = U(to) + I(te) (£t — to) + g(t — t9)?, (1.3.30)

que es céncava o convexa dependiendo de la longitud de estacionamiento (véase la figura (1.3.4)).
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I (grados) I (m/s?) I ( grados/dia?)
70.00 -0.00000001214 0.000369
71.00 -0.00000000978 0.000297
72.00 -0.00000000740 0.000225
73.00 -0.00000000501 0.000152
74.00 -0.00000000261 0.000079
75.00 -0.00000000020 0.000006
76.00 0.00000000222 -0.000068
77.00 0.00000000464 -0.000141
78.00 0.00000000706 -0.000215
79.00 0.00000000947 -0.000288
80.00 0.00000001187 -0.000361

Tabla 1.3.1: Valores de la aceleracién producida por el campo gravitatorio terrestre para
diferentes longitudes.

[>0 [ <0

s to \ to+T ¢ ls
ls— 6l ls— 6l

to to+T

Figura 1.3.4: Trayectoria de la longitud en funcién del tiempo.

De esta forma, el satélite en su movimiento libre sobrepasard los limites asignados
para la longitud. El intervalo de tiempo en el que se mantiene dentro de dichos limites se
denomina tiempo mdximo de permanencia, T. Es posible calcular el valor de T en funcién
de la componente tangencial de la fuerza gravitatoria terrestre, [. Si se considera, por
ejemplo, el caso [> 0, imponiendo las condiciones

I(t)) = I+l
(to+T/2) = ln—dl, (1.3.31)
i(tb+T/2) = 0
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en las ecuaciones (1.3.29) y (1.3.30) se obtiene el sistema:

20(ty) +IT =0 } (1.3.32)

1661 + 4i(t)T +1T? =0

cuya solucién proporciona para 7T el valor

T = 44/|61/1). (1.3.33)

Con esta expresién se pone de manifiesto la influencia de la longitud de estacionamiento
en el diseno de las estrategias de control para el mantenimiento en estacién.

En la tabla (1.3.2) aparece calculado el valor aproximado de T para distintas
longitudes con 6l = 0°.05 [Gambi et al., 1996]. En ella se puede ver que hay longitudes
favorecidas cerca de los puntos estables donde, sin necesidad de maniobras, el satélite
permaneceria un aio dentro de su regién asignada.

I (grados) | I (grados/dia®) | T (dias)
7D E 0.000006 365
76 E -0.000068 108
83 E -0.000577 37
117 E -0.001968 20
30 O -0.000887 30
105 O 0.000006 365

Tabla 1.3.2: Tiempo maximo de permanencia en funcién de la longitud de estacionamiento
para 6] = 0°.05.

La figura (1.3.5) muestra la evolucién durante un mes de la longitud media de un
satélite con I, = 30° Qeste.
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Figura 1.3.5: Evolucién de la longitud media durante un mes.

1.4 Efecto de la fuerza lunisolar.

El problema del movimiento del satélite bajo la accién gravitatoria del Sol o de la
Luna es un problema de tres cuerpos, siendo la funcién perturbadora, R, la suma de las
funciones perturbadoras correspondientes a cada astro.

En estas condiciones, para el caso Tierra-Luna-satélite, el potencial perturbador creado
por la Luna, Ry, viene dado por [Danby, 1992]:

1 s s s
o= g (1 - B ), w4
Ls L

donde (véase la figura (1.4.1))

my, es la masa de la Luna,
dy, es la distancia geocéntrica de la Luna,

drs es la distancia del satélite a la Luna,
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(1, Y1, 21,) son las coordenadas cartesianas de la Luna en un sistema ecuatorial
geocéntrico, y

(xs,Ys, 25) son las coordenadas cartesianas del satélite en el mismo sistema.

Z
Y
Luna
dLs
Satélite ¢ dr.
T
Zy
Centro de la Tierra v

Figura 1.4.1: Tierra-Luna-satélite (plano vertical).

Del tridngulo (Centro de la Tierra-Satélite-Luna) de la figura (1.4.1) se obtiene que

1+ (;—L>2 —2 (;—L> coszL] : (1.4.2)

con r la distancia geocéntrica del satélite y z;, la distancia cenital geocéntrica de la Luna,
de donde resulta que

d2, =d2 +r* —2dyrcoszy, = dj

11
dLs_dL

9 —1/2
T T
1 — ) —2— . 1.4.
+ (dL> i coszL] (1.4.3)

El término entre corchetes es la funcién generatriz de los polinomios de Legendre en

cos zy,; asi pues, esta expresién se puede escribir en la forma [Hobson, 1965]:

1 1</ r\"
= — — ) P, . 1.4.4
dLs dL Z (dL> (COS ZL) ( )

n=0

Por otra parte,
TrpTs + YLYs + ZL%s
dLT

coszy, = ) (1.4.5)

de modo que:
TrTs +YrYs + 2L2s _r

& = @cosz,;. (1.4.6)
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Entonces, sustituyendo (1.4.4) y (1.4.6) en la expresién de Ry, (1.4.1), resulta que:

I/ r\" T
R, =G - — Pn - — , 1.4.7
L mr, 0 ; (dL> (coszy) 7z cos zL] ( )

y, explicitando los dos primeros términos de los polinomios de Legendre, queda que:

GmL

Ry =
I dr

n=2

n ii (c%)np"(cosn)] _ (1.4.8)

Si observamos que las ecuaciones de Lagrange (1.2.9) - (1.2.14) s6lo dependen de las

derivadas parciales de R respecto de los elementos orbitales del satélite, el término mr

i
no va a tener ninguna influencia, de ahi que en el desarrollo (1.4.8) podamos prescindir

de €l, y limitandonos al orden n = 2, se obtiene finalmente para R;, la expresion:

Gmy (7 \° Gmpr® (3, 1
— o P A TN -~ 4.
R; = . ( L) Q(COSZL) = % 2COS Zy, 5 (149)

Ahora, el potencial creado por el Sol viene dado por la expresion:

(1.4.10)

R@ — Gm@ ( 1 _ Tl +y®ys +Z®Zs> :

des d?é
donde:

me es la masa del Sol,
des es la distancia entre el Sol y el satélite,
d es la distancia geocéntrica del Sol, y

(£, Yo, 20) son las coordenadas cartesianas del Sol en un sistema ecuatorial
geocéntrico.

Procediendo de manera andloga al caso de la Luna, este potencial se escribe en la
forma:

Gmgr? (3 1
Ry = TZ’ST (—cos2 zg — —) , (1.4.11)
®

2 2
con zg la distancia cenital geocéntrica del Sol.
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Por consiguiente, considerando el efecto conjunto de las fuerzas producidas por los dos
astros, la funcién perturbadora resulta ser:

Gmpr® (3, 1 Gmer? (3, 1
R = & (5 cos“zp — 5 | + & 58" 20— 5 ). (1.4.12)

Con el fin de expresar esta funcién en términos de los elementos orbitales equinocciales
del satélite se consideran las expresiones:

rdr, coszy, = TsXr + YsYL + 25 2L,
rdeCoszg = TsTe + Ys Yo + 25 26- (1.4.13)

Las férmulas del calculo de efemérides permiten obtener las coordenadas ecuatoriales
geocéntricas de la Luna y del Sol en funcién de sus elementos orbitales respectivos.

Coordenadas de la Luna.

Para las coordenadas de la Luna se verifica que:

Xy, dL
yr, | = Ri(—¢€)  R3(—Qp) - Ri(—ir) - Rs(—(wr+wvr))- | O : (1.4.14)
21 0

donde R;(«), en general, representa una rotacién alrededor del eje ¢ de dngulo «, siendo
en (1.4.14):

g, la oblicuidad de la ecliptica; €27, 1a longitud del nodo ascendente de érbita de la Luna
sobre la ecliptica; iz, la inclinacién de la érbita de la Luna sobre la ecliptica; wy, el
argumento del perigeo lunar, y vy, la anomalia verdadera de la Luna.

De (1.4.14) se obtiene que:

Iy .

g = cos g, cos(wy, + vr) — sen €, cos if, sen(wy, + vr),
I

YL . .

g = cos e sen 2, cos(wy, + vr) + (cose cosQy, cosiy, — sen € sen i) sen(wr, + vr.),
i

2L . .

= sen € sen Q, cos(wr, + vr) + (sen e cos Qy, cosif, + coseseniy) sen(wy, + vr).
i

(1.4.15)
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Coordenadas del Sol.

Las coordenadas del Sol se pueden determinar con las expresiones

o d@
Yo = Rl(—E) . R3(—)\®) . 0 , (1416)
Y40 0

donde Ag es la longitud ecliptica del Sol.

Operando en (1.4.16) resulta que:

To

= A
as cos \g,
Yo COSE Sen Mg,
de
o _ Sen € sen A, (1.4.17)
de

Coordenadas del satélite.

Las coordenadas del satélite se pueden expresar en términos de los elementos orbitales
a partir de las relaciones

Zs 0

De estas relaciones se obtiene que:

Ts = costpeoss = cosQ cos(w + v) — sen Q) sen(w + v) cos1,

”

Y = cos sens = sen$cos(w + v)+ cos) sen(w + v) cos, (1.4.19)
r

G- sen = sen(w+v) seni,

donde 1 es la latitud y s es el angulo sidéreo del satélite. Desarrollando hasta segundo
orden en 7 y 9 quedan:

coss = cosQcos(w+v) —sen ) sen(w + v) = cos(Q + w + v), (1.4.20)

sens = sen{cos(w + v) 4 cos 2 sen(w + v) = sen(Q + w + v), (1.4.21)

¥ = isen(w+v). (1.4.22)
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De las dos primeras expresiones se deduce que
s=Q+w+v; (1.4.23)
entonces, con esta relacién, la expresién (1.4.22) resulta ser:
1 = isenscos{) —icos ssen ), (1.4.24)

de forma que, al sustituir en ésta las componentes del vector inclinacién definidas en (1.2.6),
queda en la forma:

Y = iySens — i, CoS s. (1.4.25)

Por tanto, considerando (1.4.19) y (1.4.25), los cosenos directores del radio vector
geocéntrico del satélite se obtienen a partir de las expresiones:

T

= = coss,

.

Ys

2 = sens,

,

2 . .

2 = j,sens —i,coSs. 1.4.26
7 Yy

Sustituyendo ahora (1.4.15), (1.4.17) y (1.4.26) en las expresiones de coszy, y cos zg,
(1.4.13) y éstas, a su vez, en (1.4.12), la funcién perturbadora lunisolar, R, queda escrita
finalmente en la forma:

Gmyr?

3
R = e {5 [ (cos Qr cos(wr, + vr) — sen Qp, cos iy, sen(wyr, + vL)) cos s+
j7

+ (cosssen Qp cos(wr, + vr) + (cosecosQy, cosiy, — sene sen i) sen(wr, + vL)) sen s +

+ (senssen Qp cos(wy, + vr) + (senecos Qf, cos iy, + cose sen i) sen(wy, + vL)) .

!
-(z’wsens—iycoss)] —5}-1—

Gmgr? { 3

43 )2 2

(1.4.27)

2
. . 1
COS A COS S + COSE SeN A\ sen s + senesen A (i, sens — i, coss)| — = o .

A la vista de esta expresién para Ry de las ecuaciones de Lagrange (1.2.9)- (1.2.14),
y teniendo en cuenta de nuevo que los valores de la excentricidad y de la inclinacién son



22 Capitulo 1. Perturbaciones de la érbita geoestacionaria.

préximos a cero, las ecuaciones que dan la variacién de los elementos orbitales perturbados
por las atracciones gravitatorias del Sol y de la Luna se reducen a:

di 1 OR
2 = 1.4.28
dt na? di,’ ( )
di, 1 R
— = —_— 1.4.29
dt na? iy ( )

A partir de estas ecuaciones se deduce que la fuerza lunisolar actia sobre el satélite
modificando principalmente el vector inclinacién.

Las derivadas parciales de la funcién perturbadora R (1.4.27) resultan ser:

OR Gmpr? 3
Oiy d3 2

(cos Qp, cos(wy, + v,) — sen Qy, cos iy, sen(wy, + vL)) .

(senssen Qp cos(wy, + vr,) + (sene cosQf, cos iy, + cose sen i) sen(wy, + vL)) sen2s —
— (cosesen Qr cos(wr, + v) + (cosecosQy, cosif, — seneseniy,)sen(wr, + vL)) .

(senssen Qp cos(wr, + vr) + (sene cos U, cos iy, + cose sen iy, ) sen(wr, + vL)) cos 2s +
+ 2(iysens — i, coss) -

(senssen Qp cos(wy, + vr,) + (sene cosQf, cos iy, + cose sen i) sen(wy, + vL))2sens +
+ [ cosesenQy cos(wr, + vr) + (cosecosQ cosiy, — seneseniy)sen(wr, + vL)) .

(

SN—’

sen € sen 0z, cos(wr, + vr) + (sen e cos Qr, cos if, + cose seniy,) sen(wy, + vr)

E

+ 2(igsens —i,coss) - sen’esen® \; sen s + senecosesen® \g |, 1.4.30
y ® S

Gmer? 3 9
B9 Sen £ sen A\g COs Ag sen 2s — sen € cos € sen” g cos 25+
®
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o amr |
iy a2

(cosesen Qp, cos(wy, + vr,) + (cosecosQy, cos iy, — seneseniy)sen(wy, + vL)) .

(senssen Qp cos(wy, + vr,) + (sene cosQf, cos iy, + cose sen i) sen(wy, + vL)) sen 2s +

+ (cos Qr cos(wr, + vr,) — sen Qy, cos iy, sen(wr, + vL)) .

( sen e sen 0y, cos(wr, + vr) + (sen e cos Qr, cos iz, + cosesenir) sen(wy, + vL)) cos 2s +
+ 2(igysens —iycoss)-
(

2
sen e sen {1, cos(wL + vL) + (senecos Qj costy, + cosesen iL) sen(wL + vL)) cos s +

+ ( cos Qy, cos(wr, + vr.) —senQLcossten(wL+vL)) .
(senssen Q, cos(wr, + vr,) + (sene cos Yy, cos i, + cosesen iy,) sen(wr, + vL)) ] —
Gmer? 3

— d?g ‘g [ sen € cos € sen” A\ sen 2s + sen € sen Ag cos A €os 25 +

+ 2(iysens — i, cos s) - sen’ e sen® A cos s + sen £sen A €os Ag ] : (1.4.31)

Con estas expresiones para las derivadas parciales de R, eliminando cortos periodos
(semidiurnos), teniendo en cuenta las aproximaciones 7 = a y 2z, = 0 y operando, las
ecuaciones de Lagrange para la inclinacién (1.4.28) y (1.4.29) quedan finalmente en la
forma:

di 3G
o _ L sen2QLsen5sen 17, — sen {27 cosesen2iy) +
dt 4nd3 2

1
+ E(sen 2Q;, sen £(1 + cos® i) + sen £, cos € sen 272,;) cos 2(wr, +vr) +

+ (cos2Qsenecosiy + cos {2 coseseniy)sen 2(wy, + vr,) ] +

3G
472%9 sen 2\ sene, (1.4.32)
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sen2¢ | 1 3se 251 ] + cosQy cos 2¢ sen 26 1cos2Q sen2esen’i;| +
— ] - = n ] —_ = ] n
dt dndd |2 g ML . Ty L '

1
+ 5 [ sen 2¢ (sen2 Q7 — cos? Qp cos? iy + sen? iL) — cos )7, cos 2¢ sen 272,;] cos2(wr +vr) +
+ sen Q) (cos Qg sen 2¢ cos iz, + cos 2¢ sen ir) sen 2(wy, + vr,) } +

+

3G
4nZ;® (senscoss — S€EN € COS € COoS 2)\@). (1.4.33)
®

En estas ecuaciones se observa que la evolucién del vector inclinacién, a causa de la
accion perturbadora del Sol y la Luna, presenta una componente secular y una periédica
(en los términos dependientes de 2(wr, + v) ¥y Ag). Para evaluar las amplitudes de estas
componentes resulta conveniente estudiar por separado los efectos de cada astro.

Consideremos, en primer lugar, inicamente el efecto producido por la Luna. Teniendo
en cuenta que la amplitud de los términos periédicos es maxima cuando Q7 = 0, y
tomando como términos seculares aquellos que tengan un periodo igual al del movimiento
retrégrado del nodo ascendente de la érbita de la Luna sobre la ecliptica (18.66 afios), se

tiene que:
di 3Gmy, 1 3G
% = (— 4TLZ%L§sen Qy, cosesen2iL>sec+ (WZ; sen(iy, 4 €) sen 2(wy, +UL)>peT,

di 3Gmy 1 3
% = ( 472;5 [sen 2¢e (1 - Esen2 iL> + cos {2, cos 2esen2iL]> +

sec

3G
+ ( b cos(if, + £) sen(iy, + €) cos 2(wL+vL)>

T Andd
dnd; per

(1.4.34)

Evaluando numéricamente los coeficientes de las ecuaciones con unos valores medios
[Seidelmann et al., 1992] para

Gmy = 3.659909 x 10" km?®/dfa®,
n = 6.3003874 rad/dia,
dr, = 3.844 x 10° km,
e = 23°.43929111,
ir = 5°.145396,

se tiene que la variacién del vector inclinacién producida por la Luna, en grados/afio,
viene descrita por:
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diy
é = —0.1315senQy, + 0.7680 sen 2(wy, + v1),

i

—;éf = 0.5787 + 0.0980 cos 2, — 0.6744 cos 2(wr, + vr). (1.4.35)

Consideremos, ahora, inicamente el efecto producido por la accién gravitatoria del

Sol, es decir,

diy 3G
b _ ( e sen2)\@sen5> ,

dt dnd?, per
di 3G 3G
% = ( 4ng‘l;é® COS € Sen 5) B — ( 4ntlr§é® COS € SN € COS 2)\®> . . (1.4.36)

Evaluando numéricamente los coeficientes de las ecuaciones, con [Seidelmann et al., 1992]

Gmg = 9.9006953 x 10%° Km?®/dia?,
de = 1.4959787066 x 10®km,

se tiene que la variacién del vector inclinacién producida por el Sol, en grados/afio, viene

dada por:
Bia 9930 sen 21
dt - - ©»
i
% = 0.2688 — 0.2688 cos 2\ (1.4.37)

Por tanto, si se consideran ambos efectos, las ecuaciones que proporcionan la variacién

del vector %, en grados/afio, se escriben en la forma:

di,
é = —0.1315sen €y, + 0.7680sen 2(wy, + v1,) + 0.2930 sen 2\,
i
% = 0.8476 + 0.0980 cos 2z, — 0.6744 cos 2(wy, + 1) — 0.2688 cos 2\,
(1.4.38)

cuya integracién da:
—0°.3895 cos Qz, — 0°.00457 cos 2(wr, + vr,) — 0°.02331 cos 2\,

0°.8474¢ — 0°.2903 sen €7, — 0°.0040 sen 2(wy, + v) — 0°.02139 sen 2,
(1.4.39)

Ig

Ly
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donde £ es el tiempo, en dias, desde la época fundamental J2000.0.

Como puede observarse en esta expresiones, la evolucién del vector inclinacién bajo la
accién gravitatoria del Sol y de la Luna se compone de [Slavinskas, 1998]:

e un término secular (con un periodo de 18.61 afios) que hace variar al vector ¢ en
una direccién secular distinta para cada ano;

e términos periddicos, siendo los principales dos de ellos: uno con una amplitud
maxima de 0°.02331 en la direccién de la componente #;, y con un periodo de
seis meses (por efecto del Sol), y otro con una amplitud méxima de 0°.00457 en la
misma direccién que el anterior, y con un periodo de 13.66 dias, por efecto de la
Luna. (La magnitud de otros términos es menor de 0°.004).

La figura (1.4.2) muestra la evolucién anual del vector inclinacién. En ella se aprecian
las ondas periédicas semianuales producidas por el Sol combinadas con las quincenales,
mas pequenas, producidas por la Luna.

Ly
T T T T O Y A B A |

T U SN
204 o200 [0los L0 0e L0 04 10le2 “0.00 ©.02
[

Figura 1.4.2: Evolucién del vector inclinacién durante el afio 2000.

Conviene senialar que el efecto que produce la fuerza lunisolar sobre el valor de la
inclinacién de la érbita y sobre la longitud del nodo ascendente, que se traduce en un
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desplazamiento del satélite hacia fuera de su plano orbital, no es constante, sino que varia
dependiendo de la época del ano. Para el Sol, la perturbacién producida serd maxima en
los solsticios y nula en los equinoccios debido a la inclinacién del plano de la ecliptica con
respecto al ecuador. Algo similar ocurre con la perturbacién ocasionada por la atraccién
gravitatoria de la Luna a causa de la inclinacién de la érbita lunar sobre el ecuador.

Por 1ltimo cabe destacar, en virtud de la expresién (1.4.25), la relacién existente entre
el valor de la inclinacién, la latitud y longitud del satélite. En una dérbita ligeramente
inclinada con respecto al ecuador, aun siendo perfectamente circular, la posicién aparente
del satélite oscila en latitud y longitud, describiendo un bucle con periodo de un dia sidéreo
segiin viene representado en la figura (1.4.3), siendo A = i%/2y B =i/./2 [Berlin, 1988].

latitud

longitud

Figura 1.4.3: Trayectoria aparente diaria de un satélite geosincrono (as, e =0, i # 0).

1.5 Efecto de la presién de radiacién solar.

Un satélite expuesto al Sol sufre una presién de radiacién que resulta ser una ace-
leracién en la direccién Sol-satélite. Por tanto, la fuerza por unidad de masa ejercida por
los rayos solares sobre un satélite de drea efectiva A (superficie aparente del satélite en
direccién al Sol) y masa my, se puede expresar en la forma:

F=pP—q, (1.5.1)

L)
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siendo P la presién por unidad de superficie que los rayos solares ejercen sobre tal satélite,
supuesto que estd situado a una distancia heliocéntrica r,, y que 4 es el vector unitario
en la direccién Sol-satélite.

Si Sg) ) denota la energia de radiacién del Sol sobre la Tierra por unidad de 4rea y
unidad de tiempo, cuyo valor es 1.35 x 10°% erg/cm?sg, c es la velocidad de la luz, y
considerando que esta energia se propaga de manera esférica, y que también depende del
dngulo de incidencia # (dngulo formado por la direccién normal a la superficie del satélite
y la direccién del Sol), la presién P admite la siguiente expresién:

(0) 2
P = 5o (a_®> cosf, (1.5.2)
C Th

donde ag, es la distancia media Tierra-Sol. Tomando los valores [Seidelmann ef al., 1992]

¢ = 299792458 ms™!,
ae = 1.4959787066 x 10 m,
T = ag — as = 1.495557064 x 10" m,

y teniendo en cuenta, ademads, que 6 = 90°, ya que los rayos inciden perpendicularmente
sobre el satélite al orientarse habitualmente los paneles solares en esa direccién, P toma
el valor:

P =450 x 107° N/m?. (1.5.3)

Pero la magnitud de esta fuerza depende de la reflectividad de los materiales con los
que esta fabricada la superficie expuesta a los rayos solares, R. También es necesario tener
en cuenta cuando el satélite estd eclipsado por la Tierra y, por tanto, no estd afectado por
la radiacién solar; para ello se define la funcién sombra, €, cuyo valor es 0 si el satélite no
estd iluminado y 1 en caso contrario.

Con estas consideraciones, la fuerza por unidad de masa ejercida sobre el satélite viene

dada por:
- A
F=¢(l+R) P—1i. (1.5.4)

mg

Esta fuerza expresada como gradiente de un potencial perturbador R, F = grad R,

aparece en la forma:
R=F-7 (1.5.5)

siendo 7 el radio vector geocéntrico del satélite.

Si ¢ es el dngulo que forman las direcciones geocéntricas del Sol y del satélite, y se tiene
en cuenta que el sentido del vector F' es opuesto al sentido del radio vector geocéntrico
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del Sol, la funcién perturbadora, R, resulta entonces ser:

R = —Frcosd, (1.5.6)

de forma que, sustituyendo el valor de F' dado en (1.5.4), la funcién R queda en la forma:
A

R=—-€e(1+R) m—Pr cos 9. (1.5.7)

En esta expresion, el término r cos ¥} se puede determinar asi:
rcostV = (Zg, Ys, %) (Ungr Uyg, Usg), (1.5.8)

donde o = (Uzy, Uyy, Uszy) €s €l vector unitario en la direccién del Sol que, suponiendo
que la érbita del Sol es ecuatorial y circular, tiene por componentes:

Ugy = COS S,
Uy, = Sensg,
Uy = 0. (1.5.9)

Por otra parte, para obtener las componentes del radio vector 7 en funcién de
parametros orbitales se parte de sus componentes expresadas en el sistema orbital clasico
(con eje Oz en la direccién del perigeo de la érbita), es decir [Smart, 1953],

z, = rcosv=a(cosE —e), (1.5.10)

Yy = rsenv=ay/1l—e?senk. (1.5.11)

De la ecuacién de Kepler

M =F —esenE (1.5.12)
se obtiene que:
oF sen F/
—_— = — 1.5.13
de 1—ecosE’ ( )
dM = (1—ecosE)dE, (1.5.14)
y relacionando ambas expresiones se llega a que:
oF
e

oF
Antes de integrar esta ecuacién resulta necesario expresar el término—— en funcién de

Oe

la anomalia media, M. Para ello se utiliza un proceso iterativo que resuelve la ecuacién
de Kepler, con la relacién de recurrencia dada por:

Ei—l—l = M + esen EZ (1516)



30 Capitulo 1. Perturbaciones de la drbita geoestacionaria.

Con este proceso, que comienza con la aproximacién E; = M, se llega en la tercera
iteracion a que

E =M +esen M + e®sen M cos M + o(e?), (1.5.17)
y, derivando esta expresion, se obtiene que:
oF
e =sen M + esen2M. (1.5.18)
e

Si se lleva este resultado a la ecuacién (1.5.15) y se integra esta ecuacién, se obtiene
que:

1
—cos M — € cos 2M = —cos E+ C, (1.5.19)

es decir, que
1
cos B = cos M + € cos 2M + C, (1.5.20)

donde unicamente queda por determinar el valor de la constante C.

Para ello, si sustituimos la expresién (1.5.20) en (1.5.10) obtenemos que:
Ty 1
—=cosE—e=cosM+§ecos2M—e+C, (1.5.21)
a

y, puesto que, al ser e < 1, la serie de potencias de e es uniformemente convergente se
puede integrar término a término esta expresién, con lo que se tiene que:

2w v 2 1
/ % dM = / (cos M + € cos 2M — e+ C)dM =2n(C —e). (1.5.22)
0 0

Ahora bien, esta integral también se puede calcular a partir de la expresién (1.5.14)
como:

27 27
/ % dM = / (cos E —e)(1 —ecos E) dE, (1.5.23)
0 0

que, en primer orden, resulta ser igual a:
—3me, (1.5.24)

de modo que, al igualar las expresiones (1.5.22) y (1.5.24), se obtiene para la constante

C el valor:

C= —g (1.5.25)

y con este valor el desarrollo en serie para cos E (1.5.20) queda entonces en la forma:

1
cos E = cos M + o€ oS 2M — g. (1.5.26)
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El desarrollo en serie de sen E se obtiene inmediatamente derivando esta expresion, es

decir,

M
—senE = (—sen M — esen 2M) Z—E, (1.5.27)

de manera que, teniendo en cuenta ahora la relacién entre dM y dE dada en (1.5.14) y
la expresién (1.5.26), el desarrollo de sen E en primer orden resulta ser:

1
sen £ = sen M + gesen 2M. (1.5.28)

Los desarrollos (1.5.26) y (1.5.28) sustituidos en las expresiones (1.5.10) y (1.5.11) nos
permiten obtener las siguientes expresiones para las componentes del radio vector en el
sistema orbital:

3 1
Ty = a (cosM — 3¢ + € cos 2M> , (1.5.29)

1
Yy = @ (senM + jesen 2M> : (1.5.30)

Para expresar este vector en el sistema ecuatorial se aplica la rotacién Rs(—(w + ))
y se tiene que:

z, = cos(w—+ )z, —sen(w + Q)yy, (1.5.31)
ys = sen(w + Q)z, + cos(w + Q)yy, (1.5.32)
2 = 0. (1.5.33)

Sustituyendo ahora (1.5.29) y (1.5.30), y recordando la definicién del vector excentri-
cidad

e, = ecos(w+Q),

e, = esen(w+ ),

se obtienen, finalmente, para las componentes del radio vector del satélite las expresiones:

3 1 1

T, = a(coss ~ 5t + 5 €z €08 2M — 56y Sen 2M), (1.5.34)
3 1 1

Ys = a(sens — 5y T easen 2M + 56y €08 2M), (1.5.35)

7 = 0, (1.5.36)
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donde se ha aproximado s por w + Q2 + M.

Con estas expresiones para (s, ¥s, 2s), y las componentes del vector i dadas en (1.5.9),
la expresién (1.5.8) se escribe en la forma:

3 1 1
rcosd = a (coss — iew + iew cos2M — iey sen2M> cos S +

3 1 1
+ a (sens — 5y T e sen 2M + 56y €08 2M> Sen S, (1.5.37)

y, por tanto, la funcién perturbadora (1.5.7), escrita en funcién de las componentes del
vector excentricidad, resulta ser:

A 3 1 1
R=—-¢(1+R)—P [acos 56 (coss — 56 + 56 COS 2M — g6y sen 2M> +
mS

; (1.5.38)

1 1
+ asen sg (sens ~ 3% + 56 Sen 2M + 56y €08 2M>] :

Con esta expresién de la funcién perturbadora, considerando de nuevo que los valores
de la inclinacién y de la excentricidad son préximos a cero, y en virtud de las ecuaciones

de Lagrange (1.2.9) - (1.2.14), la variacién de los elementos orbitales perturbados por la
fuerza debida a la presién de radiacién solar viene dada por las ecuaciones:

deg 1 OR

i 1.5,
dt na? de,’ (1.5.39)
de, 1 OR

— = — . 1.5.40
dt na? Oe, ( )

De ellas se deduce que esta fuerza afecta principalmente al vector excentricidad.

Sustituyendo en estas ecuaciones las derivadas parciales de la funcién R (1.5.38) res-
pecto de e, y e, éstas quedan en la forma:

d A1 3 1 1

T — (1+R) —P— |——sensg + —sensq cos 2M — — cos sgsen2M | ,
dt ms NG 2 2

d A _1[3 1 1

% = €(1+R) EP% [5 COS Sg — icos Socos2M — Esen s@sen2M] ,

(1.5.41)
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de manera que, al eliminar los términos de corto periodo (semidiurnos) resultan, final-

mente, ser:
de, 3 A P
% = —56 (1 + R) Es . %SGHSQ,
de 3 A P
d—; = 56 (1 + R) ES . % COS S, (1542)

donde se observa que la direccién de la variacién del vector € es perpendicular a la direccién
del Sol.

Suponiendo ahora que el movimiento del Sol es uniforme, la integracién de estas ecua-
ciones (1.5.42) proporciona la evolucién del vector € perturbado por la accién de la presién
de radiacién solar:

ex(t) = ey(to) + Re(cos sq(t) — cos se(to)),
ey(t) = ey(to) + Re(sen sq(t) — sen sq (o)), (1.5.43)

donde (e;(to),ey(t0)) ¥ so(to) son constantes de integracién, y

3 A P
R.=—-€(1+R)— , 1.5.44
26( * )ms nafls ( )
dse —7
con Qg = - = 1.991021277652 x 10~ " rad/seg.
Estas ecuaciones, que se pueden escribir en la forma
&) =+ R, %W (1.5.45)
0T sensg(t) /)’ o
muestran cémo el vector € describe una circunferencia anual de centro
ero = €z(to) — Recosse(ty),
eyo = €ylto) — Resensg(to), (1.5.46)

y radio R,.

Las figuras (1.5.1-(a)) y (1.5.1-(b)) muestran la evolucién libre del vector € durante el
anio 2000, incluyendo efectos de corto periodo y sin incluirlos, respectivamente. En esta
ultima figura las ondas que aparecen son debidas a perturbaciones lunares.
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Figura 1.5.1: Evolucién del vector excentricidad durante el afio 2000.
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1.6 Conclusiones y resultados.

En este capitulo se han analizado las caracteristicas de la drbita geoestacionaria y
el principal problema que presenta un satélite estacionado en ella. Hemos deducido las
ecuaciones de Lagrange en unos elementos orbitales equinocciales y las hemos integrado
para estudiar el comportamiento del satélite bajo la accién de determinadas fuerzas per-
turbadoras.

Se ha comprobado que la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre modifica el semieje
y la longitud media, que esta perturbacién produce una aceleracién en la longitud que
depende del lugar de estacionamiento y, desde el punto de vista cualitativo, que existen
dos puntos estables y dos inestables en la érbita geoestacionaria. Este resultado sirve
para mostrar la influencia que tiene la longitud nominal en el disefio de las maniobras
de mantenimiento en estacién. También hemos calculado, para distintos valores de esta
longitud, el tiempo que permanece un satélite en su ventana en longitud a partir del
movimiento parabédlico que describe la longitud media con el tiempo.

Se ha verificado que la fuerza lunisolar causa perturbaciones en el vector inclinacién,
de manera que su evolucién presenta una deriva secular, cuya direccién varia cada afio,
asi como perturbaciones periddicas, siendo las de mayor amplitud una con un periodo de
seis meses y otra con un periodo de 13.66 dias.

Por 1ltimo, se ha analizado el efecto de la fuerza debida a la presién de radiacién
solar. Para integrar las ecuaciones de Lagrange correspondientes ha sido necesario escribir
la fuerza perturbadora en términos de €, para lo cual hemos calculado la expresién del
radio vector en funcién de €. Finalmente, se ha verificado que el vector excentricidad, por
accion de la fuerza debida a la presién de radiacién solar, describe un circulo anual que
depende de la reflectividad, del drea y de la masa del satélite.

Se presentan también las graficas que representan la evolucién de la longitud media y
los vectores inclinacién y velocidad, obtenidas mediante simulacién numérica.
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Capitulo 1. Perturbaciones de la érbita geoestacionaria.



Capitulo 2

Maniobras de mantenimiento en
estacion.

Como se ha visto en el capitulo anterior, las perturbaciones naturales modifican Ia
posicién de un satélite idealmente geoestacionario y, por tanto, un satélite nunca tiene
este cardcter. Resulta entonces necesario corregir su posicién para que permanezca dentro
de unos limites de tolerancia (determinados por la misién) que permitan acercarle al ideal
de estacionariedad. A todas las correcciones periédicas que se aplican al satélite para este
fin se las conoce con el nombre de maniobras de mantenimiento en estacion.

En este capitulo se muestran los distintos tipos de maniobras impulsivas que se pueden
efectuar para el mantenimiento en estacién: las maniobras norte-sur y las maniobras este-
oeste.

A partir del efecto tedrico que produciria cada maniobra sobre los elementos orbitales
se puede calcular la magnitud de los impulsos reales y su instante de realizacién utilizando
modelos lineales y aplicando estrategias 6ptimas. Mencionaremos la estrategia direccion
secular para el mantenimiento en estacién norte-sur y la estrategia perigeo hacia el Sol
para el mantenimiento en estacién este-oeste, que se lleva a cabo mediante la realizacién
de dos impulsos tangenciales separados entre si en medio dia sidéreo.

2.1 Mantenimiento en estacion.

Como hemos dicho, la principal caracteristica de un satélite geoestacionario es que
su posiciéon relativa respecto de la Tierra no varia. Su longitud, por tanto, permaneceria
fija y su latitud, nula. Ahora bien, como, a causa de las perturbaciones naturales, cuyo
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efecto ha sido descrito en el capitulo anterior, el satélite no se mantiene en su posicién de
estacionamiento, sino que se aleja de ésta, ocurre que deja de ser efectivo para la misién
que se pretende.

Cada misién tiene una regién espacial asignada, dentro de la cual se permiten pequetias
variaciones en la latitud y la longitud del satélite, sin que esto afecte de manera signi-
ficativa a los requerimientos de tal misién. Esta regién, llamada ventana espacial, es un
rectdngulo centrado en la posicién nominal del satélite, en el que uno de sus lados equi-
vale al margen permitido para la variacién de la longitud -ventana en longitud- y el otro
lado, es el margen permitido para la variacién en latitud -ventana en latitud (véase la
figura (2.1.1)).

satélite

margen en longitud

Figura 2.1.1: Ventana espacial.

La figura (2.1.2) muestra la evolucién libre de la posicién de un satélite (en latitud
y longitud) durante un mes. Como se puede apreciar, a causa de las perturbaciones
naturales, el satélite abandona en un tiempo limitado su ventana espacial.

Entonces, con el fin de mantener el satélite dentro de los margenes de latitud y longi-
tud requeridos es necesario corregir su posicién mediante maniobras periédicas realizadas
durante la misién y, asi, compensar la accién de las fuerzas perturbadoras. Esto es lo que
se denomina mantenimiento en estacién [Soop, 1983].

La realizacién de las maniobras se lleva a cabo desde la estacién de control mediante
telecomandos que, al poner en funcionamiento distintos motores situados en el satélite,
producen un cambio en su velocidad orbital y, por tanto, modifican su érbita.

Existen varios tipos de maniobras segin sea la direccién que lleve el impulso o cambio
en la velocidad orbital AV :

e Las maniobras norte-sur, o maniobras en inclinacién, son aquellas que emplean
impulsos perpendiculares al plano orbital.

El impulso es norte si la actuacién neta de los motores es tal que AV se dirige
hacia el norte, y el impulso es sur cuando la actuacién neta de los motores tiene la
direccién contraria.
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Figura 2.1.2: Evolucién natural de la posicién de un satélite durante un mes a partir de la
posicion nominal A\; = 30° Oeste, a = a5, © = 0°,e = 0.

¢ Las maniobras este-oeste, o maniobras en longitud, son las que emplean impulsos
tangenciales a la érbita.

El impulso es este si la actuacién neta de los motores tiene la direccién de la velocidad
del satélite, y es oeste en el caso contrario.

e Las maniobras radiales son las que emplean impulsos en la direccién del radio
vector. En la préactica, este tipo de maniobras no se utiliza por las razones que se
explican en la seccién 2.3.

Para el estudio de las maniobras de mantenimiento en estacién, en esta memoria se
considera un sistema de referencia ligado al satélite con origen en su centro de masas, un eje
tangencial a la trayectoria y positivo hacia el este; otro eje en la direccién radial, positivo
en el sentido del radio vector Tierra-satélite; y un tercer eje, perpendicular al plano
orbital y positivo hacia el sur (véase la figura (2.1.3)). Por tanto, en este sistema local los
impulsos este y sur se representan por incrementos de velocidad positivos, mientras que
los correspondientes a impulsos norte y oeste, son negativos.
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Figura 2.1.3: Sistema de referencia local.

2.2 Maniobras impulsivas.

Una maniobra impulsiva, cuya duracién es tan breve que puede considerarse un impulso
instantaneo, produce un cambio en la velocidad del satélite y, como consecuencia, una
variacién en sus elementos orbitales. Vamos a obtener las expresiones de las maniobras
impulsivas a partir de las expresiones de las componentes radial, tangencial y normal
del vector velocidad, V = (Ve, Vi, V), derivando las coordenadas del satélite, (r, ¥, A),
respecto del tiempo, siendo r el radio vector, ¥ la latitud y A la longitud verdadera del
satélite, esto es,

dr
r = 2.2.1
|2 o (2.2.1)
d\
= Qs—7, 2.2.2
Vo= ol (222)
dy
= —Q,—. 2.2.3
Ve = -0 2.2.)

2.2.1 Coordenadas del satélite en funcién de los elementos or-
bitales equinocciales.

Expresién para la longitud verdadera .

La longitud verdadera del satélite puede escribirse como:

A=s— 19(;, (2.2.4)
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donde s es su angulo sidéreo y ¥ es el tiempo sidéreo en Greenwich.

La relacién entre A y los elementos orbitales viene dada a través de s mediante la
expresién (1.4.23):
s=0Q4+ w4+,

de modo que la longitud verdadera queda:

A=Q+w+v—1e (2.2.5)

Para expresar la anomalia verdadera en funcién del tiempo se considera la ley de las
dreas [Brouwer & Clemence, 1971]:

dv
= 2.9.
r 7 C, (2.2.6)

que, tras sustituir la constante de las areas, C, por su expresién para el movimiento

eliptico, C = y/pa(l — €2), resulta:
dv _ vpall =€) (2.2.7)

dt r2 ’

Teniendo en cuenta ahora la expresion clasica del radio vector:

a(l—e?)

= — (2.2.8)
1+ecosv

y tomando como valor de la constante geocéntrica de gravitacién p = Q% a2, donde Qg es
la velocidad de rotacién terrestre, y as, el semieje sincrono dado en (1.1.3), la ecuacién
para la anomalia verdadera (2.2.7), en primer orden, queda:

dv_

3/2
= Qg (%) (1 + 2ecosv). (2.2.9)

Si se linealiza respecto del pequeno pardmetro da definido por
a=as+da, (2.2.10)

se tiene que, en primer orden,

3/2 -3/2 -3/2
(%) — <£> = (1 + 5_“> —1_3. 5—“, (2.2.11)
a g Qs 2 ay

relacién que sustituida en (2.2.9), permite escribir la segunda ley de Kepler en la forma:

dv 3da
i Qg (1 “5a. +2e cosv) : (2.2.12)
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La integracién de esta ecuacién proporciona la expresién de la anomalia verdadera:

§5a

v=Qg(t —tp,) (1 — 2a—s> +2esen (Qg(t — 1)), (2.2.13)

siendo ¢, el instante de paso por el perigeo y donde se ha efectuado la aproximacién:

v=M=n(t—1,) =Qst—1t). (2.2.14)

Sustituyendo ahora (2.2.13) en la expresién de la longitud verdadera (2.2.5), ésta queda
en la forma:

34
A= Q4w+ Qolt —1,) — §a_a9®(t —1,) + 2esenQ(t — t,) — U, (2.2.15)

34 - .

donde el coeficiente —g—a es la deriva, definida en (1.3.19), pero ahora sin dimensién de
as

velocidad, que se denota por

3 da
D=———. 2.2.16
5 a, ( )

Con este nuevo pardmetro, la expresién (2.2.15) (que describe la variacién de la lon-
gitud verdadera en funcién del tiempo) resulta ser:

A= Q4w+ Qe(t —t,) + D (t — t,) + 2esenQ (t — t,) — V. (2.2.17)

La figura (2.2.1) muestra esta variacién. En ella se observa que el movimiento oscila-
torio que describe la longitud con el tiempo tiene como amplitud 2e, hecho que se debe
tener en cuenta al efectuar las correcciones para la longitud.

longitud

tiempo

Figura 2.2.1: Evolucién de la longitud verdadera.
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Expresién para el radio vector r.

La expresién del radio vector (2.2.8), linealizada en funcién del pardmetro da (2.2.10),
resulta ser en primer orden:

r =da+ a, — a;ecosv, (2.2.18)

que, tras sustituir (1.4.23) y teniendo en cuenta la definicién del vector excentricidad dado
en (1.2.5), se escribe como:

r=da+ a; — asecos(s — (U +w)) = da + as — as(ey cos s + eysens). (2.2.19)

Si se considera, ahora, la deriva, D (dada en (2.2.16)), la expresién que proporciona
la variacién del radio vector del satélite con el tiempo queda en la forma:

2
=G5 — G <§D +egcos s+ eysens> : (2.2.20)

La figura (2.2.2) representa esta variacién. En ella se observa que el movimiento
oscilatorio, de periodo diurno, tiene amplitud a, €.

Figura 2.2.2: Evolucién del radio vector.

Expresién para la latitud .

La variacién de la latitud del satélite con el tiempo viene dada por la expresién (1.4.25)
ya obtenida en la seccién 1.4:

1) = izSens — i, Cos s. (2.2.21)

En la figura (2.2.3) se muestra esta variacién de periodo diurno y amplitud i.
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SAWAA
BVAVAVA

Figura 2.2.3: Evolucién de la latitud.

latitud

2.2.2 DManiobras impulsivas en términos de los elementos or-
bitales equinocciales.

Si se deriva la expresién del radio vector (2.2.20) respecto del tiempo, se obtiene la
componente radial de la velocidad:

d
== % (—egsens + e, cos s) —S, (2.2.22)

Vr dt

y considerando la velocidad geosincrona del satélite, V = Qga,, queda:

V; = V(ezsens — e, cos s). (2.2.23)

La derivada de la longitud verdadera (2.2.17) respecto del tiempo es:

dd
@ = Q@ + DQ@ + 2Q@€COSQ@(1} - tp) - d—‘[;G

2.2.24
7 (2.2.24)

Ahora, si tenemos en cuenta la aproximacién (2.2.14), la expresién (1.4.23) para sy,

dy
ademads, que d—tG = (g, resulta que:

dr

e Qg (D + 2e, cos s + 2e,sens) . (2.2.25)

Sustituyendo, entonces, esta expresién en (2.2.2) se obtiene para la componente tan-
gencial de la velocidad que:

Vi = V(D + 2e, cos s + 2e,sens). (2.2.26)

Por dltimo, si ahora se deriva la latitud (2.2.21) respecto del tiempo se tiene que
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% = 4 COS s% + iysens%, (2.2.27)

¥y, por tanto, la componente normal de la velocidad (2.2.3) queda en la forma:

&

Vn:_ s "
G

= —a;s§)g (iz cOS § + iysens), (2.2.28)

ds
— =g,
donde 7 o

Considerando de nuevo la velocidad geosincrona del satélite, V = Qgas, la velocidad
normal del satélite (2.2.28) resulta ser entonces:

Vi = =V (iy cos s + iysens). (2.2.29)
En estos términos, las expresiones de las maniobras impulsivas (variaciones de la veloci-

dad orbital del satélite) en funcién de la variacién de los elementos orbitales equinocciales
se obtienen a partir de las componentes de la velocidad (2.2.23), (2.2.26) y (2.2.29) como:

AV, = V(Aezsens — Ae,cos s), (2.2.30)
AV, = V(AD +2Ae,cos s + 2Ae,sens), (2.2.31)
AV, = —V(Aizcoss+ Aiysens), (2.2.32)
donde
Ae = et—-¢é-,
AT = THoi)
AD = D*-D-, (2.2.33)

y los superindices - y + representan los valores de los elementos orbitales antes y después
de la maniobra, respectivamente.

2.3 Efecto de las maniobras impulsivas sobre los ele-
mentos orbitales equinocciales.

A la vista de las expresiones que proporcionan la relacién entre las maniobras im-
pulsivas y la variacién de los elementos orbitales, (2.2.30), (2.2.31) y (2.2.32), se deduce
que:



46 Capitulo 2. Maniobras de mantenimiento en estacidn.

— un cambio en la velocidad normal del satélite, AV;,, modifica el vector inclinacién;

— un cambio en la velocidad tangencial, AV}, produce una variacién en el vector excen-
tricidad y la deriva de la longitud (y, como consecuencia, en el semieje y la longitud
verdadera (véanse las expresiones (2.2.16) y (2.2.17)));

— un cambio en la velocidad radial, AV,, modifica el vector excentricidad.

Por tanto, para llevar a cabo el mantenimiento en estacién es suficiente con la apli-
cacién de maniobras tangenciales y normales.

2.3.1 Efecto de un impulso normal sobre el vector inclinacidn.

Con el objeto de analizar el efecto que produce un impulso normal sobre el vector
inclinacién vamos a plantear un sistema de ecuaciones en Ai, y Ai,. Una de estas
ecuaciones viene dada por la expresién del impulso normal (2.2.32), y la otra se obtiene
a partir de la expresién (2.2.21) al considerar que una maniobra impulsiva no modifica
la latitud en el instante del impulso, es decir, que Ay = 0. Por tanto, este sistema es el
siguiente:

—V(Aigcos sy + Aiysensy) = AV,
Ay sen sy — Aiy cOS Sp = 0, (2.3.1)

y su resoluciéon proporcionard las expresiones que describen el efecto que produce una
maniobra normal sobre el vector inclinacién, es decir,

AV,

A’Lw = —TCOSS(,, (232)
AV,

Ay, = —Tvsensb. (2.3.3)

En estas soluciones se observan los dos siguientes hechos:

— que el vector A7 tiene la misma direccién y sentido opuesto al radio vector del
satélite, de modo que la correspondiente correcciéon dependerd de la hora en que se
efectiie la maniobra, y

— que una maniobra norte tiene el mismo efecto que una maniobra sur efectuada medio
dia sidéreo después.

En la figura (2.3.1) representamos el efecto de un impulso normal sobre el vector
inclinacién.
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v

Figura 2.3.1: Efecto de una maniobra normal sobre el vector inclinacién.

2.3.2 Efecto de un impulso tangencial sobre la excentricidad,
semieje, deriva y longitud verdadera.

Para obtener analiticamente el efecto que un impulso tangencial tiene sobre la deriva
y el vector excentricidad vamos a plantear un sistema de tres ecuaciones en el que las tres
incégnitas son AD, Ae, y Ae,.

Una de las ecuaciones viene dada por la expresién (2.2.31); otra se obtiene a partir
de (2.2.30) al tener en cuenta que el impulso radial es nulo puesto que, en este caso,
unicamente existe la componente tangencial de la velocidad; y la tercera ecuacién es el
resultado de considerar en la expresién del radio vector (2.2.20) que, al tratarse de una
maniobra impulsiva, cambia la velocidad del satélite pero no su posicién, es decir, Ar = 0.
Por tanto, el sistema de ecuaciones resulta ser:

V(AD + 2Ae, cos sy + 2Aeysensy) = AV,

V(Aegsens, — Aey, cos sp) = 0, (2.3.4)
2

gAD + Aey cos s, + Aeysens, = 0,

donde s, es el angulo sidéreo del satélite en el instante del impulso.
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La resolucién de este sistema de ecuaciones proporciona las expresiones que describen
el efecto que produce una maniobra tangencial sobre la deriva y la excentricidad; éstas

son:
3AV;
AD = -— 2.3.5
o (2.3.9)
2AV;
Ae, = L cos s, (2.3.6)
V
2A
Ae, = szensb. (2.3.7)

Aqui se ve que A€ tiene la direccién y el sentido del radio vector del satélite y que,
por tanto, la correspondiente correccién depende de la hora en que se realice el impulso,
mientras que para la deriva no existe esta dependencia del tiempo. También se puede
observar que una maniobra este tiene el mismo efecto sobre el vector excentricidad que
una maniobra oeste efectuada medio dia sidéreo después.

En la figura (2.3.2) representamos el efecto de una maniobra tangencial sobre el vector
excentricidad.

Figura 2.3.2: Efecto de una maniobra tangencial sobre el vector excentricidad.

Ahora bien, dado que, segin (2.2.17), la evolucién de la longitud verdadera depende
de la deriva y de la excentricidad, resulta que un impulso tangencial también produce un
cambio en la longitud verdadera del satélite. Pero esta variacién es posterior al impulso,
ya que en el instante de la maniobra la longitud no varia, es decir,

AX=A®) — A, (2.3.8)



2.3. Efecto de las maniobras impulsivas sobre los elementos orbitales equinocciales. 49

donde A~ es la longitud verdadera antes de la maniobra, y A(t) es la longitud verdadera
en un instante ¢ posterior al instante de la maniobra, .

Considerando de nuevo la aproximacién (2.2.14), recordando que s = Q+w+wv, y susti-
tuyendo las coordenadas del vector excentricidad dadas en (1.2.5), la expresién (2.2.17)
se puede escribir en la forma

A=Q 4w+ Qg(t —1,) + DQs(t —t,) + 2 e, sens — 2 e, sens — Vg, (2.3.9)
y, por tanto, de ésta se obtiene que

AN = ADQg(t — t,) + 2Aey sen s — 2Ae, cos s. (2.3.10)

Si se sustituyen ahora las expresiones de AD, Ae, y Ae, dadas en (2.3.5), (2.3.6)
y (2.3.7) y se tiene en cuenta que la longitud no varia en el instante del impulso y que
Qo (t —ty) = (s — sp), el efecto de una maniobra tangencial sobre la longitud verdadera
resulta finalmente ser:

AN = % [45en 2 (6 — 1) — 302 (¢ — 1) | (2.3.11)

Por otro lado, el semieje también varia como resultado de una maniobra tangencial al
estar éste relacionado con la deriva mediante la expresién

2
a=as;— gasD (2.3.12)

obtenida a partir de (2.2.10) y (2.2.16), de modo que
2
Aa = —gasAD, (2.3.13)

donde Aa = at —a~, con a® y a~ los semiejes inmediatamente después de la maniobra
y antes de la misma, respectivamente.

Entonces, el efecto que un impulso tangencial produce sobre a, tras sustituir AD (2.3.5),

queda en la forma:

Aa = 2as%. (2.3.14)

Segiin esta expresién, una maniobra este (AV; > 0) aumenta el valor de a, y como
consecuencia, el periodo orbital del satélite, produciéndose un desplazamiento relativo del
satélite hacia el oeste. Andlogamente, una maniobra oeste, (AV; < 0), produce el efecto
contrario, es decir, un desplazamiento hacia el este.
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En las figuras (2.3.3) y (2.3.4) se ilustra el efecto de las maniobras tangenciales en el
plano longitud media - deriva y en el plano longitud media - semieje, respectivamente.

/
] |

\\ l
y

(a) Maniobra este (b) Maniobra oeste

Figura 2.3.3: Efecto de una maniobra tangencial. Plano longitud media - deriva.

a— ag a— ag
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B Y SR ]
(a) Maniobra este (b) Maniobra oeste

Figura 2.3.4: Efecto de una maniobra tangencial. Plano longitud media - semieje.

2.4 Maniobras norte-sur.

Como se ha visto en la seccién anterior, una maniobra normal modifica el vector
inclinacién. Puesto que la accién de la fuerza lunisolar afecta principalmente a este vector,
las maniobras norte-sur, efectuadas mediante impulsos normales, se usan, por tanto, para
compensar este efecto perturbador.

Ya hemos dicho que cada misién tiene asignada un margen de tolerancia para el valor
de la inclinacién. Esta regién viene, por tanto, representada por un circulo en el plano
(ig, 1y) de centro (0,0) y radio i, el valor de control para la inclinacién, es decir, el valor
maximo permitido para . El vector 7?, en su evolucién, puede ocupar cualquier posicién
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en este circulo pero, una vez que su médulo alcanza el valor i, (véase la figura (2.4.1)), es
necesario efectuar una maniobra que lo modifique para mantenerlo durante todo el ciclo
siguiente dentro del circulo de control.

g.00

-0.02

Ly
pevrrrrrr b boenee e bocnee b e

- 0. 08 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-0.08 -0.06 ~0.04 -0.02 Q.00 Q.02 .04 .06

U

Figura 2.4.1: Evolucién del vector inclinacién y maniobra para un circulo de control de radio
e = 0.°05.

Naturalmente, segiin lo visto anteriormente, para llevar a cabo el mantenimiento en
estacién norte-sur es necesario conocer la magnitud del impulso normal, AV,,, y el instante
en el que se efectuard la maniobra, sy.

2.4.1 Calculo del impulso normal.

La magnitud del impulso normal se determina a partir de las expresiones que propor-
cionan el efecto que tiene este impulso sobre el vector 7, (2.3.2) y (2.3.3), es decir,

- AV, [ coss,
Aj=— 2.4.1
¢ V ( sen sy ) ’ ( )

donde At =171t —1 —.

Una manera éptima de controlar la inclinacién, manteniendo al vector i dentro del
circulo de control durante el maximo tiempo posible, se consigue aplicando la estrategia
direccion secular [Chan, 1999
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Esta estrategia proporciona un método para obtener las componentes del vector Az, y
como consecuencia, las del vector inclinacién después de la maniobra, es decir, el vector
inclinacién objetivo, 17. De acuerdo con ella se deben cumplir las siguientes condiciones:

e el vector Ai debe llevar la misma, direccién que la componente secular de la evolucién
del vector ¢, y sentido opuesto,

arg(A7 ) = —Qee; (2.4.2)

e ¢l médulo del vector A7 debe ser tal que el médulo del vector ?7- sea menor que el
valor de control para la inclinacién, 7.

En estos términos, las componentes del vector i1 serdn:

lay = Tg =1y — Al cosyee,
. _ . + L— .
byy = G, =1, — AisenQy, (2.4.3)

donde .. representa la direccién de la componente secular de la evolucién de i. Con esta
forma de actuar se corrige inicamente la deriva secular, ya que las variaciones periédicas
(aproximadamente de amplitudes 0.°0233 producidas por el Sol y 0.°00457, por la Luna)
s6lo se corrigen cuando los radios de los circulos de control son de ese orden.

Una vez determinado el vector A7 resulta inmediato obtener la magnitud del impulso
norte-sur a partir de las expresiones (2.3.2) y (2.3.3) mediante la expresién:

AViys = Vi /A2 + A2, (2.4.4)

Naturalmente, debido a que la variacién secular del vector inclinacién no tiene una

direccién constante, es necesario determinar el valor de la longitud del nodo ascendente,
QSEC'

En la figura (2.4.2) representamos la evolucién del vector inclinacién desde 7 = (0, 0)
durante 10 afios, del 2000 al 2009, y la tabla (2.4.1) muestra el valor de la direcci6én secular
del vector inclinacién para estos 10 afnos.
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Figura 2.4.2: Evolucién del vector inclinacién durante 10 afios.

(%

Afo

Qgec (en grados)

2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009

95.08016
95.11428
95.06518
94.02151
91.52129
88.82844
86.81624
84.59143
81.71584
79.34204

Tabla 2.4.1: Direccidon secular del vector inclinacidn.

2.4.2 Determinacion del instante de la maniobra.

93

Para determinar el instante en el que se ha de realizar la maniobra es preciso calcular,

en primer lugar, el tiempo sidéreo local, que se obtiene a partir de las expresiones (2.3.2)
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y (2.3.3) como

A
Sp = arctan (Azy> , (2.4.5)

y, puesto que una maniobra norte produce el mismo efecto que una maniobra sur efectuada
medio dia sidéreo después, (véanse las expresiones (2.3.2) y (2.3.3)), el tiempo universal
de ésta se determina a partir del tiempo sidéreo, s;, dependiendo del tipo de maniobra que
se aplique. En la tabla (2.4.2) se indica el tiempo universal aproximado de las maniobres
norte y sur correspondiente a un satélite estacionado en la longitud 30° Oeste, segin la
época del ano, para una deriva secular media de 90°.

Epoca del afio ‘ oG ‘ Hg, ‘ TU para AVs | TU para AVy

Primavera 0 6" 20" 8h
Verano 6" | oF 14" 2h
Otofio 120 | 18" gh 20"
Invierno 18" | 12~ 2h 14"

Tabla 2.4.2: Tiempo Universal aproximado de las maniobras norte y sur para I, = 30° Oeste
y Qe = 90°.

2.5 Maniobras este-oeste.

Segiin se vio en la seccién 2.3, las maniobras este-oeste modifican la deriva y el vector
excentricidad y, como consecuencia, la longitud verdadera y el semieje. Puesto que la
fuerza perturbadora gravitatoria terrestre y la fuerza debida a la presién de radiacién solar
modifican estos mismos elementos, estas maniobras corrigen también las perturbaciones
producidas por la accién de estas fuerzas.

De la misma forma que el valor de la longitud verdadera se tiene que mantener dentro
de su ventana en longitud, el valor de la excentricidad también debe ser controlado. Cada
mision tiene asignada una regién de tolerancia para la excentricidad: un circulo en el plano
(ez, ey) de centro (0,0) y radio e, el valor del control para la excentricidad, es decir, el
maximo permitido para la excentricidad; dentro de este circulo el vector excentricidad
puede ocupar cualquier posicién. Es muy importante mantener al vector € dentro de su
circulo de control ya que, si lo abandona, el valor de la excentricidad aumenta y causa
oscilaciones de gran amplitud en la longitud verdadera (véase la figura (2.2.1)) llegando
incluso a abandonar su ventana en longitud por este motivo.



2.5. Maniobras este-oeste. 55

Un mismo impulso tangencial, AV}, corrige estos dos elementos simultaneamente, y
puede ocurrir que la magnitud del impulso que corrige uno de ellos no sea la adecuada
para el otro. Si la magnitud del impulso necesaria para corregir la longitud es mayor
que la requerida para mantener el vector excentricidad dentro de su circulo de control,
es suficiente aplicar un inico impulso tangencial para corregir estos elementos. Si, por el
contrario, la magnitud del impulso necesaria para corregir la longitud es menor que la del
que corrige € es conveniente la realizacién de dos impulsos tangenciales de distinto signo
(uno este y otro oeste), separados medio dia sidéreo de modo que su efecto combinado
produzca la variacién deseada en €y A [Legendre, 1980].

En esta memoria se estudia el mantenimiento en estacién de un satélite para el que
el efecto de la presién de radiacién solar es dominante frente al de la fuerza gravitatoria
terrestre (debido al gran tamafio de los paneles solares) y, por tanto, la magnitud del
impulso que corrige el vector excentricidad es mayor que la necesaria para corregir la
longitud. Por esta razén serd necesaria la aplicacién de dos impulsos tangenciales en las
condiciones descritas.

El efecto que tienen dos impulsos, AV;, y AV},, sobre el vector excentricidad y la
longitud verdadera, obtenido a partir de las expresiones (2.3.6), (2.3.7), y (2.3.11) y
teniendo en cuenta que estan separados medio dia sidéreo, resulta ser:

. 2 COS Sy
_ 2 _ 2.5.1
AE = —(AV, Avt2)<sensb ) (2.5.1)
3
AN = - (AV, +AV,) [ (t - ) - 90°] +
+ % (AV,, — AV,,) [4 sen g (£ — 1) — 270°], (2.5.2)

donde recordemos que s, representa el angulo sidéreo del satélite en el primer impulso; 2,
el instante en el que se efectiia y Qg la velocidad de rotacién terrestre en grados/dia.

Si se limita la expresién (2.5.2) al primer término tendriamos la andloga para la lon-

gitud media, [ :
3

Al =
! V

(AV,, + AV},) [9@ (t—tp) — 90°]. (2.5.3)

Entonces, a la vista de las expresiones (2.5.1) y (2.5.3) y recordando que se trata de
impulsos de signos opuestos, se observa que:

e el vector excentricidad se corrige con una maniobra de magnitud

[AVi| + |AV,, |
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e la longitud media se corrige con una maniobra de magnitud
|AV;§1| - |AV;§2|
El orden de realizacién de las maniobras depende de la longitud de estacionamiento.
Para un satélite estacionado en un lugar donde [ < 0, se efectuard primero una maniobra
oeste, AVp, evitando asi que el valor de la longitud media abandone la ventana en longitud
por el oeste y, posteriormente, una maniobra este, AVx, de menor magnitud, que corregira

el exceso de velocidad para [ y aumentard el efecto de la correccién para € (véase la
figura (2.5.1)).

I(¥)

<0

AVg to+T

Iy —dl

Figura 2.5.1: Secuencia de maniobras tangenciales AVy,, AVy para [<0.

En las figuras (2.5.2), (2.5.3) y (2.5.4) se muestra el resultado de la aplicacién de dos
maniobras tangenciales, primero oeste y luego este, en los planos longitud media - deriva
y longitud media - semieje, asi como sobre el vector excentricidad.

Naturalmente, de las expresiones anteriores se observa que para efectuar el manteni-
miento este-oeste, tienen que ser calculados tanto los valores de los impulsos tangenciales
como el instante de la realizacién del primero de ellos, .
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ave

AVe | T

Figura 2.5.2: Efecto de dos maniobras tangenciales. Plano longitud media - deriva.

- N

Figura 2.5.3: Efecto de dos maniobras tangenciales. Plano longitud media - semieje.

A ey

AVo

v

Figura 2.5.4: Efecto de dos maniobras tangenciales de distinto signo y separadas medio dia
sidéreo sobre el vector excentricidad.
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2.5.1 Calculo de los impulsos tangenciales.

La magnitud de los dos impulsos tangenciales se obtiene a partir de las expresiones que
describen el efecto que éstos tienen sobre el vector excentricidad y la longitud media (2.5.1)
y (2.5.3), es decir,

L 3 _ COS Sy
AE = v (AV;, — AVL,) ( sen s, ) , (2.5.4)
(2.5.5)
Al = _é (AVh, + AVG,) [Q@ (t—t) — 90°], (2.5.6)
donde recordemos que
A€ = €T —¢,
Al = I(t)-17, (2.5.7)

siendo € ~ y [ ~ el vector excentricidad y la longitud media antes de la primera maniobra,
€ * el vector excentricidad en el instante inmediatamente después de la segunda maniobra,
y I(t), el valor de la longitud media en un instante ¢ posterior a la segunda maniobra.

Es necesario conocer previamente los valores et y [(¢1), es decir, los valores objetivo
para la excentricidad y la longitud media que se desean obtener tras las maniobras:

e para la longitud media, el objetivo serd que alcance un determinado valor I = [(t7)
en algin instante £7 del ciclo. Por ejemplo, si se trata de un satélite que verifica
[ < 0, podria ser que [ alcanzara el limite inferior de la ventana al final del ciclo, es
decir, lT(tb + T) = ls — (5l,

e ¢l valor de la excentricidad objetivo, e, se determina de manera 6ptima con la
aplicacién de la estrategia perigeo hacia el Sol, que se verd a continuacion.

Por tanto, una vez determinados los valores € * y [(¢7), con las expresiones (2.5.4) y
(2.5.6) se pueden calcular las magnitudes

Ae
AV, — A = Y 2.5.
Vi, Vi, arctan (Aew> , (2.5.8)
(2.5.9)
— Al
AV, + AV, = LV (2.5.10)

3 [Q@ (t—ty) — 900] ’

que proporcionan los valores de los impulsos tangenciales AV}, y AV,,.
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Estrategia perigeo hacia el Sol.

Tanto para el cdlculo de las componentes del vector excentricidad objetivo, como para
la determinacién del instante de la primera maniobra, es recomendable el uso de la estrate-
gia perigeo hacia el Sol [Soop, 1983], [Kelly et al., 1994], [Gantous, 1985],
[Klotz & Prigge, 1985]. Con la aplicacién de esta estrategia se pretende que el vector
excentricidad describa un circulo anual, similar al de su evolucién libre (véase la figura
(1.5.1-(b))), pero con menor radio, de modo que permanezca dentro de su circulo de
control.

La estrategia perigeo hacia el Sol surge como resultado de combinar:
(a) el efecto que tiene sobre la excentricidad una maniobra este-oeste realizada para
corregir la longitud, y
(b) la variacién que experimenta € debido a la presién de radiacién solar.

El cambio en excentricidad debido a una maniobra tangencial viene dado por las
expresiones (2.3.6) y (2.3.7), es decir,

\%4 Sens
de manera que, en media, para cada ciclo de T dias de duracién se tiene que

de _ 2 AV, ( coss,
dt VT '

Ae= 2AV, ( €05 5 ) : (2.5.11)

2.5.12
SEN Sy ( )

Por otra parte, para la variacién del vector € perturbado por el efecto de la presién de
radiacién solar se tenfa (1.5.42), es decir,
de 3 A P ( —sensg )

—=—€e(1+R)—
COS Sg

= 2.5.13
dt 2 ms Na ( )

La combinacién de los dos efectos (2.5.12) y (2.5.13) da como resultado para la
variacién de €

de 3 A P [ —sensg 2 AV, { cos sy
—=—€(l1+R)— - — —— 2.5.14
di 26( * )ms na( COS S >+V T (sensb ’ ( )
que obviamente es minima cuando
ss=86+ =, si AV = AVpesse, (2.5.15)

2
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o bien, cuando

Sy = 5S¢ — g si AV, = AVige, (2.5.16)

por lo que, al imponer esta iltima condicién, queda finalmente:

de 3 A P 2|AV — sen sg
ol Ze(1+R) . 2128 . 2.5.17
dt (26( i )ms no V T ) ( COS g ( )

La integracién de estas ecuaciones conduce a las expresiones que describen la evolucién
optima del vector excentricidad incluyendo, tanto el efecto de la presién de radiacién solar,
como el de las maniobras tangenciales:

. 1 /3 A P 2]|AV COS S
=—\|ze(l1+R)— - — — = : 2.5.18
¢ Qg (26( * )ms nao V T sen Sq ( )

En estas expresiones se observa que el vector excentricidad, que estd dirigido hacia
el Sol, describe un circulo anual, similar al descrito en la seccién 1.5, pero con un radio
6ptimo cuyo valor viene dado por:

3 A £_3M>

1
e(t)] = — | =€ (1 2.5.1
a0 =g (5e04m) 2 - 2 (2519

Puesto que el vector €, por su definicién (1.2.5), apunta al perigeo de la drbita, se

deduce que el perigeo orbital estara en la direccién del Sol; de ahi el nombre perigeo hacia
el Sol.

En la practica, no tienen por qué coincidir en todo momento las direcciones de €'y del
Sol; es suficiente con que lo hagan en algin instante del ciclo.

Determinacién de er.

Vamos a aplicar esta estrategia con el fin de determinar el valor de la excentricidad
objetivo, er.

En virtud de ella, elegimos un vector excentricidad objetivo, €r, que sea tal que:

e en la mitad del ciclo, el vector € apunte hacia el Sol;

e su mddulo, en el instante inmediatamente posterior a la maniobra, sea igual al valor
del control en excentricidad, e..
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Sean los vectores

€t = é(ty), el vector excentricidad después de la maniobra, de componentes

gt =e, ( g ) , (2.5.20)

é(ty, + T'/2), el vector excentricidad en la mitad del ciclo.

Segiin la expresién (1.5.45) que describe la evolucién del vector excentricidad, estos
vectores se pueden escribir en la forma:

lty) = é’o-l—Re( ) ) (2.5.21)

ty +T/2)
b+ T/2) ) . (2.5.22)

COS 8¢
Sen Sq

¢]
¢}
=
wn
O]
ol
&
p

elty+T/2) = é + R. (

La primera condicién de esta estrategia implica que el vector €, debe tener también
la direccién del Sol en la mitad del ciclo, y dado que e, < R, su sentido tiene que ser
opuesto a ella para asi garantizar que €(t, + 7/2) permanezca en el circulo de control; de

L — cos s (ty + T'/2)
€ = € ( _ sen sty + T/2) ) : (2.5.23)

este modo,

Ahora bien, de la segunda condicién deducimos, tras sustituir las expresiones (2.5.20)
y (2.5.23) en (2.5.21), que:

. ( o ) :eo< — cos s (ty + T/2) ) iR ( c0s 56 (1) ) | 2.5.24)

B —sen sty + 1/2) sen s (tp)

y obtenemos a partir de ella la siguiente expresién para ey :

eo = R cos (s@ (to + T/2) — o (t,,)) - \/ ¢2 — R2sen? (s@ (to +T/2) — so (t,,)). (2.5.25)

Con este valor de eg, el vector excentricidad objetivo, €t = €r queda determinado
por la expresién:

( €ar ) — e ( —cos s(ty +1/2) ) - ( cos 5 (t) ) _ (2.5.26)

—sen sg(t, +1/2) sen s (tp)
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2.5.2 Determinacion del instante de las maniobras.

La estrategia perigeo hacia el Sol también proporciona la manera de calcular los instan-
tes de realizacién de las maniobras este-oeste a partir de las condiciones (2.5.15) y (2.5.16).

Para el caso [ < 0, en el que la primera maniobra serd oeste, la condicién (2.5.15)
implica que ha de realizarse aproximadamente a las 18" de tiempo solar local en el satélite,
y por lo tanto, la segunda maniobra, este, se efectuard medio dia sidéreo después, esto es,
aproximadamente a las 6" del dia siguiente.

Para el caso [ > 0, la primera maniobra, que serd este, se llevara a cabo a las 6" de
tiempo solar local y la segunda, oeste, a las 18" de ese mismo dfa, segin (2.5.16).

No obstante, este tiempo es aproximado y se calculard con més precisiéon cuando se
vaya a realizar el impulso.

2.6 Conclusiones y resultados.

El propésito de este capitulo ha sido el estudio de las maniobras de mantenimiento en
estacién para controlar la posicién de un satélite geoestacionario.

Se han obtenido, primeramente, las expresiones de las maniobras impulsivas en un
sistema de referencia ligado al satélite y, a continuacién, hemos analizado el efecto que
producen sobre los elementos orbitales.

Hemos presentado también la manera de determinar la magnitud del impulsos correc-
tores y de los instantes de realizacién de las maniobras norte-sur y este-oeste ( un impulso
para las primeras y dos impulsos de distinto signo, separados medio dia sidéreo, para
las segundas) utilizando modelos lineales y estrategias 6ptimas ya conocidas: direccion
secular y perigeo hacia el Sol. Puesto que la direccién secular de la variacién del vector
inclinacién es distinta para cada afno, hemos obtenido su valor para 10 anos, del 2000
al 2009. Y, finalmente, a partir de la estrategia perigeo hacia el Sol, hemos obtenido
las expresiones que permiten calcular el vector excentricidad objetivo, resultado que uti-
lizaremos posteriormente en la optimizacién del cdlculo de maniobras.



Capitulo 3

Integracion numérica de las
ecuaciones del movimiento.

Con el fin de optimizar el cdlculo de los impulsos necesarios para el mantenimiento en
estacion del satélite resulta imprescindible comenzar determinando con gran precisién su
posicién. Por esta razén se hace necesaria la integracién numérica de las ecuaciones que
describen su movimiento, 7 = F (Z,1), donde la funcién vectorial F' representa la accién
conjunta de todas las fuerzas que actian sobre él.

Los modelos que se utilizan para la determinacién de la magnitud de las fuerzas per-
turbadoras son:

— La fuerza perturbadora gravitatoria terrestre evaluada a partir de su desarrollo en
arménicos esféricos, incluyendo hasta el orden y grado 4, y el modelo de geopotencial
GEM-T?2, seleccionados después de comparar la magnitud de la fuerza para distintos
grados y modelos de geopotencial.

— La fuerza lunisolar, obtenida como gradiente del potencial perturbador del pro-
blema de los tres cuerpos, que se calcula a partir de las coordenadas cartesianas
geocéntricas de la Luna y el Sol; estas ltimas se han determinado utilizando dife-
rentes desarrollos para su comparacion.

— La fuerza producida por la presiéon de radiacién solar, que se calcula a partir de la
expresién (1.5.4) en funcién de las coordenadas cartesianas geocéntricas de Sol.

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento del satélite se integran utilizando el
método de Gauss-Jackson, o X2, iniciando previamente la tabla de integracién con el pro-
ceso de iniciacién de Herrick y el método Runge-Kutta de cuarto orden. Las condiciones

63
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iniciales de la integracién se determinan a partir de los elementos orbitales equinocciales
mediante calculo de efemérides especifico desarrollado para este caso.

Para el cédlculo de los elementos orbitales osculatrices en los tiempos de las maniobras
aplicamos, en primer lugar, el método de interpolacién de Bower que dara posiciones y
velocidades en esos tiempos y, a continuacién, un algoritmo desarrollado para este cdlculo
de 6rbitas concreto que evita singularidades numéricas.

Con un filtro numérico que elimina los cortos periodos de estos elementos obtenemos,
finalmente, los elementos centrados.

Completamos el capitulo con una validacién numérica comparando estos pardmetros
centrados con elementos medios proporcionados por HISPASAT S.A., determinados me-
diante métodos analiticos.

3.1 Modelos de fuerzas.

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un satélite geoestacionario en presencia
de fuerzas externas son de la forma:

z = Fw(IE,y,Z,t),
g = Fy(:v,y,z,t),
= F,(z,y,2,t), (3.1.1)

bajo las condiciones iniciales

z(to) = xo, y(to) = Yo, 2(to) = 20, T(to) = Zo, Y(to) = Yo, Zo(to) = 2o, (3.1.2)

donde (Fy, F, F,) representa la accién conjunta de las fuerzas perturbadoras descritas en
el primer capitulo: la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre, F¢, la fuerza lunisolar,
FI% v la fuerza debida a la presién de radiacién solar, F®%; es decir,

F:FG+FLS+FRS

Al no considerar ahora simplificaciones ni aproximaciones en el cilculo del efecto de
estas fuerzas, la integracién numérica de las ecuaciones del movimiento que forman el
sistema (3.1.1) proporciona con gran precisién las posiciones y velocidades del satélite.

A continuacién se presentan los modelos utilizados para la evaluacién de estas fuerzas
en un sistema de referencia ecuatorial geocéntrico referido al equinoccio medio en %y, que
denotaremos por R(O; XY Z).
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3.1.1 Fuerza gravitatoria terrestre.

En la seccién 1.3 se vio cémo la fuerza perturbadora que ejerce el campo gravitatorio
terrestre se obtiene como gradiente del potencial gravitatorio terrestre, U, (1.3.2),

U= G:f”@ {1 - f: Z (%) (Jrnm R (9, A) + K Sn (9, )\))} . (3.1.3)

n=1 m=0
Ahora, si consideramos las coordenadas geograficas del satélite, dadas por

& =1 sen? cos A,
n =7 send sen A, (3.1.4)
¢ =r cost,

donde (r, ¥, ) son sus coordenadas polares esféricas, la expresién del potencial U, de-
sarrollado hasta el orden y grado cuarto, en funcién de estas coordenadas, queda :

Ui,n¢) = H{— ~ 58 [J20(2C2 - & - 772) +6J22(§2 —772) + 12K22§77] -

3
Ty

S [J30 (26° - 362 — 3¢ + Ji (126¢2 - 362 — 367 +

2r7

+ K (12067 = 3¢% = 37°) + 30732 (£¢ = n*C ) + 60KaatnC+

+30J33 (53 — 35772) + 30K33 (35277 — n3) ] -

4
Ty

- 39 [J40 (844 +3¢" + 3" + 667 - 245242) +Jn (20543 — 16£°¢ — 15§n2g)+

8Ky (407743 — 30£2¢ — 307734) + 4 (905242 — 90n2¢? — 1561 + 15774) +

8K, (9057742 — 156% — 155773) +8J,5 (105534 _ 3155772() +

8K (31552774 — 1057734) + 8404 (54 ot - 652772) +

+3360K 44 (5377 — gn?’) ] } .

Las derivadas del potencial, U (3.1.5), respecto de (&, n, ¢), proporcionan, por tanto,
las componentes de la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre:



66

oUu

E3

r2
Tt
7

3

29

4

Ty

8ril

Capitulo 3. Integracién numérica de las ecuaciones del movimiento.

{ —¢
= U F -
[J20 (353 32— 12542) + J22( 1863 4 42¢n% + 12542) +

+K22( — 48¢%n + 12n° + 127742) ] —

[J30 (156% + 15¢7°¢ — 206¢°) +

- (1254 4027 — 8162¢C2 — 39" + 922 + 1244)+
+ K (156% + 15¢7° — 90gn¢? ) +

+ o = 150€%C + 270€77C + 606¢°) +

+ K — 36082 + 60i7°C + 60nC°) +

+J33( — 120€* + 63022 + 90£2¢2 — 907" — 90772(2) +

+K33( — 450€3 + 390m3¢ + 18057742) ] .

[J40( — 1565 — 30€%? + 180£3¢% — 15¢n* — 104£¢* + 1805772(2) +
+Jn (360§4C — 820£%¢3 + 300£2n%¢C + 20m°¢® — —60n*C + 80(5) +
YK, (168053774 — 1680¢73¢ — 3360§n§3)+

+Jag (30055 — 24063n% — 2760£3¢% — 540€n* 4+ T206¢C + 3960577242) +
1Ky (7205477 + 6006217 — 6120625¢? — 1201° + 6007°C2 + 7207744)
+J43( — 5040£%¢C + 2520£%¢3 4 22680£%n%¢ — 2520m*¢ — 252077243) +
+K43( — 17640€35¢ + 1260067°C + 504057743) +

+J44( — 420065 4 38640&3n% + 3360£3¢? — 1764060 — 10080§n2C2) +

+K44( — 20160&%n 4 36960&27 + 10080&%¢? — 33607° — 336077342) ] } ,

(3.1.6)
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3
Ty
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4
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[J% (35277 437 — 127742) + J22( _ 49€%) 4+ 181 — 127742) T

+ Ko (1253 — 486n* + 12542) ] -

[J30 (15¢%n€ + 150 — 20n¢? ) + iy (1567 + 156n° — 90¢nC* ) +
+K31( — 3¢ 1 922 + 9£2¢2 + 121" — 8172C2 + 1244) +

+J32( — 270£2¢ + 1507°C — 607743) +

+ K ( - 360£7°C + 60£°C + 60£C°) +

+J33( — 390% + 450¢7° — 180§n§2)+

K (9054 — 630€2 + 90€2¢? + 1207 — 9077242) ] _

[J40( — 15¢% — 30&%3 + 180&£2n¢? — 15n° 4+ 18013C% — 1207744) +

+ 11 (4206%nC + 42060 — 840¢n¢” ) +

+K41( — 24064¢C + 80£2¢3 4 1200€%%¢ — 3280n2¢3 + 1440n*¢ + 32045) +
+ 40 (5405477 + 240€%n® — 3960£%n¢? — 300m° + 276013¢? — 7207744) +
+K42( — 12065 + 600&31 + 600£3¢% + 72060 — 61206022 + )+

+J43( — 12600637¢ + 1764067°¢ — 5040§nC3)+

+K43( + 252061¢ + 252062¢3 — 22680€2%C + 50407C — 252077243) +

+J44( — 1764084 + 38640£2n° — 10080£2n¢2 — 42007° + 336077342) +

LKy (336055 — 36960£%72 + 3360632 — 4032067 — —10080577242) ] } ,

(3.1.7)
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- [J20 (962 +99°C = 6¢%) + Joa = 302 + 3057°C) + Ko ( - 607 ] -

_ [ 0( 354_652772+24£2C2_3774"'2477242_844)"'
. (45534 60£C% + 4567 g) + Ky (455 ¢ + 457°3¢ — 607743)
Ty, (3054 — 180£2¢2 — 307" + 18077242) +
+Ksy (605377 +606n? — 360§nC2) +

+J33( — 21063¢ + 6305772() + K33( — 630€2¢ + 2107734) ] _

7"4

- o [J40( — 7T3€'C + 2006%¢* — 1506%7C — Ton'C + 2005°¢° — 40¢°) +
+J41( — 605 — 120637 + T2063¢2 — 480£¢* — 60£n" + 720577242) +
+K41( — 240" — 480£2n® + 2880£%n(? — 240n° + 28801°¢? — 19207744) +
i (1260§4§ — 2520€2C% + 12601°C + 2520n2g3)+
K (252053774 + 2520673¢ — 504057743) +
+Ju3 (84055 — 1680&%1? — 6720£3¢% — 25206n* + 20160577242) +
+ K3 (25205477 + 1680&2n® — 20160£2n¢? — 8401° + 672077342) +

+J44( — 760£¢ — T560n"C + 45360§2n2§)+

1K ( — 30240635¢ + 3024057734) ] } .

(3.1.8)

Hemos considerado suficiente incluir hasta el orden y grado cuarto en el desarrollo del
potencial gravitatorio. Esta conclusién viene determinada a partir de una evaluacién de la
magnitud de la fuerza para distintos grados y érdenes [Gambi et al., 1996]. El resultado
se muestra en la figura (3.1.1), donde aparece evaluado, en ms™2, el valor de la fuerza
gravitatoria, F'®, hasta los grados n = 4 y n = 5, respectivamente, para un satélite

situado en una longitud de estacionamiento I, = 30° Oeste. Como se ve, graficamente
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no se aprecian diferencias. Numeéricamente, la diferencia entre los valores de F'¢ resulta

menor que 1071% ms™2. Asi, por ejemplo, en la tabla (3.1.1) aparecen evaluados algunos
valores de esta fuerza paran =4y n =5.

Q9.2400

0.2300]

0.2200]

fuerza graevitator talm/s2)

B 2108 T e e e
56.00 57.00 58.00 65%.00 60.00 61.00 62.00 63.00 64.00
fecha jul tana

Figura 3.1.1: Influencia de diferentes armdnicos en la fuerza gravitatoria terrestre.

n=4 n=25

0.224112335619998
0.224110158136641
0.224106768880951
0.224102383678230
0.224097918018670
0.224094618765667

0.224112335989882
0.224110158506599
0.224106769251119
0.224102384048500
0.224097918389056
0.224094619136192

Tabla 3.1.1: Valores de la fuerza gravitatoria terrestre paran =4y n = 5.

También se ha efectuado un estudio comparativo entre dos modelos de geopotencial,
con el fin de analizar su influencia en la magnitud de la fuerza: el GEM-T1
[Archinal, 1992] y el modelo mejorado GEM-T2 [Marsh et al., 1990]. En este caso se
han evaluado las componentes de la fuerza, (F7, F¢, FF), y hemos encontrado que las
diferencias entre sus valores para los dos modelos también son menores que 10719 ms=2.
La tabla (3.1.2) muestra algunos de estos valores para ambos modelos y las graficas de
la figura (3.1.2) ilustran los resultados obtenidos al compararlos. Como se ve, tampoco
se aprecian diferencias significativas para nuestro caso. En ellas también se observa que
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la componente FC de la fuerza, al ser un satélite ecuatorial, es casi nula, y las otras dos
componentes F,¥ y F.C, estdn desfasadas de tal forma, que la fuerza total resultante, F',

resulta pricticamente constante (véase la figura (3.1.1)) .

GEM-T1 GEM-T2
0.189065215816612 0.189065215820056
F, 0.176112135136254 0.176112135139495
0.161399769389924 0.161399769392928
0.120368045825976 0.120368045827845
F, 0.138640427359675 0.138640427361878
0.155530032852460 0.155530032854976
-0.000069424689581 -0.000069424690352
F, -0.000059154877045 -0.000059154877816
-0.000048277380335 -0.000048277381106

Tabla 3.1.2: Valores de la fuerza gravitatoria terrestre para los modelos GEM-T1 y GEM-T2.

0.3000
2.2000
0. 10004

2.0000 -

Tx(m/s2)

-0.1000
-0.2000

S 2L T
56.00 57.00 658.00 59.00 60.00 61.00 62.00 63.00 64.00
fecha jul tana

(a) Componente FC.
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Q

Q

&)
|

@.2000

0.1000

0.0

fylm/s2)

-0. 1000

-0. 2000

R/ R o M R R R R R R R R EERERERRE
56.00 57.00 5B8.00 59.00 60.00 61.00 62.00 63.00 64.00

fecha jul tana

(b) Componente Fg.

0.0080

Q0. 0040

0.0

Tz({m/s2)

-0.0040

B/ L R i M R R R R RN R R R R R EERERERRE
56.00 57.00 5B8.00 59.00 60.00 61.00 62.00 63.00 64.00

fecha jul tana

(c) Componente FC.

Figura 3.1.2: Comparacién de los modelos de geopotencial GEM-T1 y GEM-T2.

Ante estos resultados hemos decidido utilizar el modelo de geopotencial GEM-T2, al
tratarse de una mejora del modelo GEM-T1. Los valores de los coeficientes Jy;m v Kpm
para este modelo, multiplicados por 10, son [Marsh et al., 1990]:
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Joo= 1082.626523

Jog = -1.57437205 Ko = 0.90375227
Jso= -2.53207157

Js1 = -2.19346328 K3 = -0.26960172
Jso = -0.30861735 K3 = 0.21142390
Jss=-0.10060938 Ks3 = -0.19713456
Jy= -1.61972340

Jn= 0.50778814 K4 = 0.44980224
Jyp= -0.07787321 Ky = -0.14848019
Jys= -0.05924215 Ky = 0.01203767
Jys= -0.00400112 Ky = -0.00652814

Las coordenadas geogréficas del satélite que intervienen en las expresiones (3.1.6),
(3.1.7) y (3.1.8) se obtienen a partir de las coordenadas ecuatoriales en R(O; XY Z) apli-
cando la rotacién Rs(d¢),

£ x
n | =RWe)| v |, (3.1.9)
¢ z

donde Y¢ es el tiempo sidéreo en Greenwich.

Las componentes de la fuerza en R(O; XY Z), obtenidas aplicando una rotacién R3(—d¢)
al vector (Fg, F,, F¢), quedan finalmente:

ES = costgF; —sendgF,,
F¢ = sen 19(;F§ -+ Ccos ﬁan,
F¢ = F,.

(3.1.10)

3.1.2 Fuerza lunisolar.

El problema de los tres cuerpos [Kovalevsky, 1963], Tierra-satélite-cuerpo perturbador,
se escribe como:

do w0
a2 THE T Tag
dy, v _ ORs
a2 s T oy ’
d2Z V4 aRLS
— — = d.11
dt2+'u7"3 0z '’ (3 )

donde
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(z, y, z) son las coordenadas cartesianas del satélite en R(O; XY Z),
r es el radio vector del satélite,
1= G(mg + my) es la constante geocéntrica de gravitacién, y

Ry s es el potencial perturbador lunisolar, cuya expresién viene dada por (1.4.1)y

(1.4.10):
1 LT + YLy + 2z 1 T + Yoy + 202
Ris =G — G — 3.1.12
LS mr, (dLs & ) + Gmg (d(Ds & , )
siendo

(L, yr, z1.) las coordenadas cartesianas de la Luna en R(O; XY Z),
(Ze, Yo, 26) las coordenadas cartesianas del Sol en R(O; XY Z),
drs la distancia entre la Luna y el satélite,

dy, la distancia geocéntrica de la Luna,

des la distancia entre el Sol y el satélite y

ds la distancia geocéntrica del Sol.

Derivando la expresién (3.1.12) respecto de las coordenadas (z, y, z) se obtienen las
componentes de la fuerza de atraccién que el Sol y la Luna ejercen sobre el satélite en
R(0; XY Z); éstas son:

FIS — @ Tp, —T IL G To —T  To
“ m (T ) e (U )
LS Yr—Y YL Yo —Y Yo
b= GmL( &, ‘@)*G%( &, 7)
R, — 2z 2e T X e
FLS = GmL< i —@>+Gm@< ) —%>, (3.1.13)

con

dos = V(ve = 2)? + (Yo — ) + (20 — 2)?. (3.1.14)

Para evaluar la magnitud de las componentes de esta fuerza necesitamos una teoria
que nos permita calcular, de manera precisa, las coordenadas (zr,, yr, 2.) ¥ (Zo, Yo, 26)-
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¢ Determinacion de las coordenadas cartesianas de la Luna.

Las coordenadas de la Luna en R(O; XY Z) en un instante ¢, (21, 21, 1), se obtienen
a partir de sus coordenadas en el sistema de referencia J2000.0, (19, Y10, 210), reduciendo
por precesion.

Las coordenadas (21, yro, 210) Se determinardn, a su vez, a partir de las coordenadas
polares esféricas como

Tro = drocosargcosdrg,
Yyro = drosen aggcos iy,
20 = dL() Sen (5[,0, (3.1.15)

donde dp, es la distancia geocéntrica de la Luna y (arg, d10) son las coordenadas ecuato-
riales absolutas.

Para determinar (drg, aro, 010) se utilizan los tridngulos esféricos y las magnitudes
angulares representadas en la figura (3.1.3), donde [Torge et al., 1989

S es la posicién del Sol,

L es la posicién de la Luna,

S’ es la interseccién del meridiano solar con el ecuador,

L' es la interseccién del meridiano lunar con el ecuador,

N es el nodo ascendente de la drbita de la Luna sobre la ecliptica,
N’ es el nodo ascendente de la 6rbita de la Luna sobre el ecuador,

2, = vN es la longitud nodo ascendente de la 6rbita de la Luna sobre la
ecliptica,

v es tal que YN =+'N
17, es la inclinacién de la 6rbita de la Luna sobre la ecliptica,
I es la inclinacién de la érbita de la Luna sobre el ecuador y

¢ es la oblicuidad de la ecliptica.

Célculo de la declinaci6n.

En el tridngulo esférico N'LL' se tiene que

sen dro = sen I'sen LN'. (3.1.16)
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Orbita de la Luna

Ecliptica

Ecuador

Figura 3.1.3: Planos fundamentales y dngulos.

El valor de la inclinacién de la érbita de la Luna sobre el ecuador, I, se determina a
partir del tridngulo YN N’, en el que se verifica que:

cos I = (cosecosiy —seneseniy cos ), (3.1.17)

donde iy, £y Qy vienen dados por sus desarrollos referidos a J2000.0 [Hohenkeik et al., 1992],
[Simon et al., 1994]:

i, = 5°.15668983 + 0”.00008t (3.1.18)
e = 23°26'21".448 — 46".8150t — 0".00059¢> + 0”.001813¢>, (3.1.19)
Qr = 125°2'40".280 — (5" + 134° 08'10".539)¢ + 7".455¢2 + 0".008¢>, (3.1.20)

FJ —2451545.0
36925

con 1" =360°yt =
J2000.0.

la fraccién de siglo juliano desde la época fundamental

El valor de LN’ que interviene en (3.1.16) se obtiene como

LN' = ¢, — Q, + NN, (3.1.21)
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donde vy, es la longitud verdadera de la Luna.
En el tridngulo yN N’ se tiene que

sen NN/ — sen € sen ),
senl ’

cos NN' = cosQpcosyN' + sen Qy sen yN' cose, (3.1.22)

de manera que el dngulo NN’ que interviene en (3.1.21) se calcula mediante

NN’
NN’ = tan™" (%) , (3.1.23)
y el 4ngulo YN’ de la expresién (3.1.22) se determina por
NI
YN = tan™! (%) , (3.1.24)

obteniendo, a partir del tridngulo anterior, que:

sen iz, sen g,
senyN' = —~——~
sen

cosyN' = /1 —sen?yN'. (3.1.25)

La obtencién de v, es tratada en la Teoria de la Luna, que estudia el movimiento de
la Luna alrededor de la Tierra perturbado por la accién gravitatoria del Sol, los planetas,
la forma irregular de la Tierra y la Luna, etc.

Puesto que la longitud verdadera de la Luna, vy, se define como
Y1, = wr, + Qp, + vr, (3.1.26)

entonces, sustituyendo la ecuacién del centro, limitada al segundo orden en potencias de
er, [Roy, 1978],

5
vr, — M5, = 2er sen My, + Ze%sen2ML, (3.1.27)

se tiene que:

5
Y1, = wr, + Qp + My, + 2eg sen My, + 1ei sen 2M7,. (3.1.28)

Ahora bien, si consideramos que el movimiento de la Luna estd perturbado iinicamente
por la accién gravitatoria del Sol (lo que se conoce como Problema principal de la Teoria de
la Luna), se deben afadir los términos que representan esta perturbacién. Considerando
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s6lo los principales términos periédicos: variacién, eveccién, ecuacién anual y desigualdad
paraldctica dados por [Brouwer & Clemence, 1971):

11
OVy ARrACION = §m2 sen(2l;, — 2ly),
15 )
0YpyECCION = gmer sen(ly, + &1 — 2lg), (3.1.29)
OYm ANUAL = —3megsen(ly — ¥g),
15 ar,
0%p parALACTICA = g sen(lz — o),
®

la expresién para la longitud verdadera de la Luna resulta ser finalmente:

) 11
'(/}L = lL -+ 2€L sen(lL — C:JL) + 16% sen 2(lL — C:JL) + §m2 sen(2lL — 2l®) +

15 15
+ mer sen(lr, + &g, — 2lg) — 3meg sen(ly — We) — gma—L sen(lr, — lp),
g
(3.1.30)
donde

l;, = wr, + Qr, + My, es la longitud media de la Luna,
ls es la longitud media del Sol,
m = ;ﬁ, con ng, el movimiento medio del Sol, y ny, el movimiento medio de

L
la Luna,

ey, es la excentricidad de la érbita de la Luna,
egq es la excentricidad de la érbita de la Tierra,
@y, es la longitud media del perigeo lunar,

&g es la longitud media del perigeo solar,

ar, es el semieje mayor de la érbita de la Luna y

ag es el semieje mayor de la érbita de la Tierra,
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cuyos desarrollos referidos a J2000.0 vienen dados por [Hohenkeik et al., 1992] y
[Simon et al., 1994]:

I, = 218°18'59".1 + (1337" — 52°7' 7".4)t — 5".802t> + 0".019¢,
& = 83°21'12".37 + (12" — 250°59'10")t — 37".112¢% — 0".045t7,
lo = 280°27'57".7 + (101" — 359° 13 48".7)¢ + 1”.089¢2,

Do = 282°56'17".9 + (27 — 718° 16' 49" .9)t + 1”.6661> + 0".012¢3,

es = 0.0167086342 — 0.00004203654¢ — 0.000000126734¢2, (3.1.31)

donde ¢, igual que en (3.1.19) y (3.1.20), es la fraccién de siglo juliano desde la época
fundamental J2000.0.

Célculo de la distancia.

La distancia geocéntrica de la Luna para el movimiento no perturbado al segundo
orden de aproximacién es [Sevilla, 1989]:

2 2
dro = ar, (1 + %L — ey, cos My — %LCOS2ML> , (3.1.32)

que, al considerar el efecto de las perturbaciones producidas por el Sol, queda en la forma:

dL() = day (1 — €5, COS(lL - C:JL) - m2 COS 2(lL - l@)—
15 15 ar,
—  —megcos(ly, — 2l + @)+ —m—cos(lr, — lg) +
8 16 ag
1 5a N
+ §m2 — Zée@ cos(ly, — w®)> ,

(3.1.33)

donde los términos tercero, cuarto y quinto son las principales perturbaciones periddicas:
variacién, eveccién y desigualdad paraldctica, respectivamente [Brouwer & Clemence, 1971].

Célculo de la ascensién recta.

La ascension recta se determina a partir de
ary=yYN' + N'L, (3.1.34)

y, puesto que el dngulo YN’ viene dado en (3.1.24), queda inicamente por calcular N'L'.
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Por tanto, ya que en el tridngulo N'LL' se verifica que

wen N'[/ — 0 LN'cos I
cos 01,0
LN'
cos N'L = BT (3.1.35)
cos Oz
teniendo en cuenta (3.1.21), resulta que
N'L' = tan ! (tan(epr, — Q, + NN')cosI) . (3.1.36)

Finalmente, las coordenadas (xr, yr, z1) en un instante ¢ referidas a R(O; XY Z) se
determinan reduciendo por precesién las coordenadas ecuatoriales referidas a J2000.0,
(Lo, Yro, 210), Obtenidas a partir de (3.1.15) con (3.1.16), (3.1.33) y (3.1.34),

XL Tro
yL = P yLO 5 (3137)
2L ZL0

donde P es la matriz de precesiéon para pasar de J2000.0 al instante £,

y los pardmetros precesionales ecuatoriales, (2, (p, 8), vienen dados por [Sevilla, 1980]:

z = 2306".2181¢ + 1”.09468t> + 0".018203¢3,
G = 2306".2181t + 0”.30188¢2 + 0".017998¢>,
§ = 2004".3109 — 0”.42665t> — 0".041833¢#°, (3.1.39)

siendo, de nuevo, £, la fraccién de siglo juliano desde J2000.0.
¢ Determinacion de las coordenadas cartesianas del Sol.

Las coordenadas del Sol en el instante ¢ referidas a R(O; XY Z), (zg, Zo, 26), Se
obtienen de manera andloga, reduciendo por precesiéon las coordenadas cartesianas geocén-
tricas referidas a J2000.0, (zg0, Yoo, Ze0) que, expresadas en funcién de las coordenadas
polares esféricas, se escriben como:

Too = deoCOS Qg COS O,
= dgo Sen Qg €os deo,
d@() sen 6@0, (3140)

Yoo

20

donde dgy es la distancia geocéntrica del Sol y (w0, deo) son sus coordenadas ecuatoriales
absolutas.
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Célculo de la declinaci6n.

En el tridngulo tridngulo vSS’ de la figura (3.1.3) se verifica que

sen dgo = sen € sen Y, (3.1.41)

donde 1 es la longitud verdadera del Sol en la ecliptica, cuya expresién, limitada al
primer término, viene dada por [Sevilla, 1989]:

'(/1@ = l@ + 26@ Sen(l® —_ C:J@) (3142)

Célculo de la ascensién recta.

En el tridngulo anterior, se cumple que

sen g Cos €
senqgy = ——————
€oS 00
cos €05 Yo (3.1.43)
« 1.
©0 cos 0go
de modo que el valor de la ascensién recta se calcula mediante la expresion:
aee = tan™! (tan g cose) . (3.1.44)
Célculo de la distancia.
La distancia geocéntrica del Sol se obtiene a partir de la expresién
-1
d@() = dg (1 + €o COS(l@ — C:J@)) y (3145)

andloga a la ya utilizada para el caso de la Luna (3.1.33), pero sin considerar perturba-
ciones.

Por ultimo, las coordenadas ecuatoriales del Sol en el instante ¢ referidas a R(O; XY Z),
(%o, Yo, 20), se obtienen reduciendo por precesién las coordenadas ecuatoriales referidas
a J2000.0, (Zc0, Yo0s 260),

Lo Zo0
Yo =P-| Yoo |, (3.1.46)
o 20
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donde P es la matriz de precesién dada en (3.1.38).

Hemos comparado las coordenadas asi calculadas con las efemérides LE2000 propor-
cionadas por el Jet Propulsién Laboratory y hemos obtenido diferencias menores que
107m/s? en las componentes de la fuerza.

3.1.3 Presion de radiacion solar.

La fuerza de radiacién solar viene dada por la expresién (1.5.4), esto es, por

F=€¢(1+R) o (3.1.47)

mg

Las componentes de esta fuerza en el sistema R(O; XY Z) vienen determinadas por:

F:/URS = _F:E_(D:
de
Yo
FJ¥ = —Fd—, (3.1.48)
®
FzRS = _Fz_®7
de
donde
Te = dgCoSagCosdg,
Yo = dgsenagcosig, (3.1.49)
2o = d@Sen(S@,

y (e, 0g) son las coordenadas ecuatoriales absolutas del Sol en R(O; XY Z).

Las coordenadas del Sol, en este caso, se han obtenido a partir de la teoria analitica
dada por Stumpff [Stumpff, 1980] en el que el méximo error para estas coordenadas es de
1.1 x 1075 unidades astronémicas. En este método se incluyen perturbaciones periédicas
debidas a la Luna y planetas, y variaciones seculares de los elementos orbitales del Sol.

Hemos comparado estas coordenadas con las calculadas mediante las expresiones del
apartado anterior, (3.1.40)-(3.1.46), y hemos obtenido entre ambas diferencias del orden
de 10 metros, que se traduce en una diferencia en las componentes de la fuerza menores
que 107°m/s?, que para la precisién que buscamos resulta irrelevante.
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3.2 Integracion numérica de las ecuaciones del movi-
miento.

Para la integracién numérica de las ecuaciones del movimiento (3.1.1) hemos utilizado
el método de Gauss-Jackson, conocido también como ¥:? [Jackson, 1924]. Este método,
de tipo predictor-corrector, no necesita en este caso la fase correctora si se elige de manera
6ptima el intervalo de integracién. Ademads, es un método disenado especificamente para
resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden y presenta ventajas sustanciales con
respecto a los que reducen estas ecuaciones a sistemas de ecuaciones de primer orden. Asi,
un estudio comparativo realizado entre los métodos de Runge-Kutta, Adams-Moulton,
Gauss-Jackson-Mason, Runge-Kutta-Butcher y Runge-Kutta-Gill concluye que el método
Gauss-Jackson es el mas rapido, estable y con errores de redondeo mas pequenos de entre
todos ellos. Ademds, para intervalos de integracién constantes (que serd nuestro caso,
como veremos més adelante) resulta el mas adecuado [Pocha,1978] y [Fox, 1984].

Las férmulas en diferencias centradas para el orden 5 son:

1 1 1726
= h? (2% 55, 1+ g%, | D sy, 120 s
it ( Tinr + i T 0%y T g0 Bt T gpp0 hig T ogyge? Fiet
1650 .
* i)
by = B (S0 4 i+ &c i 5% +—53 + 0 515,
wH ity T =1 70 T 5880 Ti-?
19087
mAdl L 3.2.1
T 50480 ) (3:2.1)

donde i representa el integrando, 6’#, las diferencias j-ésimas, y X’#, las sumas
J- ésimas, con

Tiv1 = Iy + 5ii+%,
01 = Od;_1+ 0%,
S = X+ B (3.2.2)

La tabla (3.2.1) muestra una tabla de integracidn.

Antes de comenzar la integracién numérica de las ecuaciones resulta necesario seleccio-
nar el intervalo de integracién e iniciar la tabla.
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(t) suma2® sumal* x dif. 17 dif. 22 dif .32 dif .42 dif .5°

tiig  Xlii_g Ti_3 0283 01%;_3
S, _s s 54;_s 5, _s
tio  X%Zi s Ti_o 0%&;_s 6%y
Eii_% &ii_% 53:E'Z~_% 55:E'Z~_%
tio1 2?3 Ty 0%&;_y 0124
Eii_% &ii—% 53:ii_%
o 2, #; 5%,
Zii-l—% &ii-l-%
tiyn Dl Lit1
Eii—l—%

2.-
tive X Tiyo

Tabla 3.2.1: Tabla de integracién numérica.

3.2.1 Seleccion del intervalo de integracion.

Como se ha indicado al principio de la seccién, en este caso se puede comprobar que
la seleccién éptima del intervalo de integracién permite prescindir de la fase correctora en
el método de integracién elegido y proporciona una convergencia rapida del proceso de
inicio, que se describe posteriormente.

Este intervalo puede ser constante o variable. En el caso de la érbita geoestacionaria
se puede tomar constante ya que, al ser ésta casi circular, no existe gran diferencia entre
la longitud orbital recorrida en intervalos de tiempo iguales para distintos puntos de la
orbita.

El intervalo se ha seleccionado utilizando como ecuacién de referencia la que describe
el movimiento arménico simple expresada en radianes, & = —z, por dos razones:
(a) esta ecuacidn es similar, aunque muy simplificada, a las ecuaciones que describen el
movimiento no perturbado del satélite; y ademas,
(b) al conocer su solucién analitica, resulta muy facil evaluar la precisién con la que se

efectiia la integracién para distintos valores del intervalo, A.

De esta forma se ha llegado a la conclusién de que la integracién de esta ecuacién con
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el método X2 mantiene una precisién en 14 vueltas de 10~7 radianes para un intervalo
de paso, h, de 0.1 radianes, lo que equivale, para la correspondiente 6rbita de radio
geoestacionario, a un intervalo de integraciéon de 22™51%.3, que es el intervalo que hemos
adoptado.

3.2.2 Inicio de la tabla.

Para el inicio de la tabla, primero se determinan unos valores preliminares de ;
mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, que dinicamente necesita un dato

para empezar la integracién. En este método, el error local es O(h®), y el global es
O (h?) [Gerald, 1984].

Dado que las ecuaciones del movimiento (3.1.1) son de segundo orden, para aplicar
este método es preciso transformarlas en ecuaciones de primer orden; el sistema queda,
entonces, en la forma:

z = u(z,y,z21), z u = Fplz,y,z2,t),
gy = v(z,y,z2,t), b = v = Fyz,y,z1), (3.2.3)
z = w(z,y,z2,t), Z w = Fyz,y,2,t).

Las férmulas que proporcionan los valores iniciales para z; y ; son [Hildebrand, 1974], [Gear, 1971]:

1
Tig1 = IEZ+ 6 (k0+2]€1 +2k2+k3),

. . 1
Tiy1 = x; + 6 (m0+2m1+2m2+m3), (324)
donde
ko = ha;, mo = hFy (x4, Yi, 2, 1)
. mo ko ko ko h
= . - = hF . = Ay _Z . Y 4. _
kl h<xz+ 2)7 my hw<xz+2ayz+ 2,ZZ+ 27tz+2 ’
. mq kl kl kl h
= . - = hF . = Ay = . = 4. _
k2 h<xz+ 2)7 mg hw<xz+2ayz+ 2,ZZ+ 27tz+2 ’
k3:h(ii+m2), m3=th(IEi+k2,yi+k2,zi+k2,ti+h).
(3.2.5)

Las expresiones para y; 11, ¥it1, 2i+1, 2i+1 son andlogas a las anteriores.
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Una vez determinados con este método algunos valores de i;, se confecciona la tabla
inicial de integracién mediante el proceso de iniciacién de Herrick [Herrick, 1972]. Con
este proceso iterativo se calculan valores, en distintos ciclos, hasta que éstos convergen.
Llamando ¢ a la diferencia entre dos valores de las sumas segundas, diferencias segundas
y de z (en dos tablas sucesivas), el proceso iterativo termina cuando se satisfacen las tres
condiciones siguientes:

para ¥:2% :le| < 0.5-107%/c*h? (respectivamente 323, 323,
para i el < 6-107/c2h? (respectivamente ¢, %),
para 6%% :|e| < 120-107°/c®h* (respectivamente 62§, 6%3 ),

donde ¢? es el coeficiente de z (respectivamente de y y de 2) en las ecuaciones del movi-
miento, y h es el paso de integracién.

Una vez que se consigue esto, ya estd preparada la tabla para la integracién numérica
de las ecuaciones del movimiento por el método X2 descrito anteriormente.

Para comenzar la integracién con el método Runge-Kutta resulta necesario tener las
condiciones iniciales del sistema (3.1.1):

z(to) = Zo, y(to) = Yo, 2(to) = 20, L(to) = Lo, Y(to) = Yo, Zo(to) = Zo.

3.2.3 Establecimiento de las condiciones iniciales.

Las condiciones iniciales para la integracién numérica, es decir, las coordenadas carte-
sianas y la velocidad del satélite en R(O; XY Z), se obtienen a partir de los elementos or-
bitales equinocciales, (a, [, e, €y, iy, ty), mediante un calculo de efemérides
especifico para este €aso, que evita singularidades numéricas
[Romero et al., 1993].

Para ello, en primer lugar se calculan las componentes de los vectores posicién y
velocidad del satélite, (z+, y4) ¥ (£, ¥y), en un sistema orbital cuyo eje O_:iv lleva la
direccién de la proyeccién del eje OX del sistema R(O; XY Z) sobre el plano orbital
(véase la figura (3.2.1)). Y, posteriormente, mediante tres rotaciones de dngulos 2, —i, y
—{2 se obtienen las componentes de los vectores Z; y :i's.

Las coordenadas del satélite expresadas en el sistema orbital cldsico, con eje Oz en la
direccién del perigeo orbital vienen dadas por

z, = rcosv=a(cosE —e),

Yy = rsenv=ay/1—e2senk.

Si se les aplica la rotacién R3(—@), donde @ = Q + w, se obtienen las coordenadas
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4

Z

satélite Ty

perigeo

7 Y

ecuador

Srbita

Figura 3.2.1: Sistema de referencia ecuatorial y sistemas orbitales.

(2, yy) como:

zy = a(cosE —e)cos@ —ay/1 — e2sen Esend,
Yy = a(cosE —e)sen@w + ay/1 — e?sen E cos &. (3.2.8)

Para expresar estas coordenadas en funcién de los elementos orbitales equinocciales
consideremos la relacién entre la anomalia excéntrica, E, y la ascensién recta excéntrica,
af, es decir,

ag=Q+w+E, (3.2.9)

donde af se calcula resolviendo la ecuacién modificada de Kepler [Herrick, 1972],
O, = A — €, 5eN O + €, COS O, (3.2.10)

y donde «,, se determina con
o = 1 + Y. (3.2.11)

Con (3.2.9) podemos calcular ahora
cosE = cos(agp —®) (3.2.12)

que llevada a (3.2.8), considerando de nuevo la definicién del vector € y el valor
f=1/[1+ (1 — €?)'/2], permite obtener para las coordenadas (z., y,) las expresiones:

z, = a(cosag — e, +e,(fesen E)),
Yy = a(senag — ey, —ey(fe sen E)), (3.2.13)
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donde el término esen E, se puede calcular a partir de (3.2.9) y (3.2.10) como

esen E = ag — apy. (3.2.14)

De manera andloga, las coordenadas del vector velocidad (&, §,) se determinan a
partir del vector (&,, ¥,), cuyas expresiones, obtenidas al derivar las coordenadas (3.2.6)
y (3.2.7), resultan ser:

Jia

iy = -Vl senE,

.
g = Y T ercosE. (3.2.15)

7

Ahora, efectuando, de nuevo, la rotacién Rs(—&), tenemos para (Z., §y) que:

Ve Va

zy, = ————senkE cosw — ———cos Esenw,
T T
v pa v pa
Uy = ——'usenEsendJ-i——'ucosEcosw, (3.2.16)
T T

y, si repetimos el proceso seguido para la obtencién de las expresiones (3.2.13), éstas
quedan ahora en la forma:

Ty = ——”T'ua [senaE —eyfecosE] ,
Yy = _Vr,ua [ cosap — e, fecos E] ) (3.2.17)

donde el valor del radio vector, r, viene dado por su expresién clasica,
r=a(l —ecos E), (3.2.18)
y el término e cos E se determina con (3.2.12) como:

ecos E = e; cosap + e, sen ap. (3.2.19)

Finalmente, aplicando en este orden las rotaciones R3(2), Ri(—i) y R3(—Q) a los
vectores (Zy,Yy,0) v (Zy,%y,0) se obtienen las expresiones de las componentes de los
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vectores posicién y velocidad del satélite en R(O; XY Z) :

z = (cos®$+sen®Qcosi)z, + (sen Qcos{) — sen 2 cos Q cos i)y,
y = (senQcos{ —senQcos seni)z, + (sen®Q + cos’ Qcosi)y,, (3.2.20)

= —seni sen{dz, + sen:cos{y,,

i = (cos®$+ sen® Qseni)z, + (sen 2cosQ — sen Q2 cos Q2 cos )y,
y = (senQcos{ —senQcosQseni)z, + (sen®Q + cos® Qseni)y,, (3.2.21)

= —senisen {2z, + costcos i,

donde los valores de i y de 2 se calculan a partir del vector inclinacién como i? = i2 + 42
y Q = tan~'(i, /iz).

Con este procedimiento es posible calcular, a partir de unos valores iniciales de los
elementos orbitales, las condiciones iniciales para aplicar el método Runge-Kutta.

3.3 Interpolacién para los tiempos de las maniobras.

Los resultados de la predicciéon de la érbita se tienen para un conjunto discreto
de tiempos obtenidos a partir del inicial més el intervalo éptimo de integracién. Pero es
necesario conocer la posicion del satélite en los instantes en los que se efectiian los impulsos
que, en general, seran distintos a los obtenidos en la prediccién. Para calcular los valores
de la posicién y la velocidad en este instante utilizamos el método de interpolacién de
Bower, ya que este método mantiene la precisién del método numérico [Herrick, 1972].
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Las férmulas de interpolacién para nuestro caso son:

1 1 1 1
Litn = h2 |:E2IEZ -+ TLEIEZ -+ 5 (TL2 -+ 6) IEZ -+ 5 (TL3 — 5”) (5IEZ+

1/, 1\ 1/, 10, 11\ 4.
+ E(n—ﬁ>6aﬁi+a<n—§n +€n 6°%;+

1 ) 31 1 21 191
+ ol <n6 —-n'+ —) 63+ = <n7 — —n’+28n° - En) 65:'tz~] )

2 84 7! 2
(3.3.1)
. —hZ"-i—"—i—l 9 1 6"-1—1 3§25 4
Tign = Byt ndi+ g (n° — o ) 0%+ 07
L f 2 1Y . L (s 3 3\ .
+ E(n —2n +%>5$i+a<n — 3" 6+
1 (¢ 15, o 191Y .
(3.3.2)
donde 7 4+ n representa el paso correspondiente al instante de la maniobra y
. L/ .
i o= (Biy + %11 )
. Ly .
0%; = 5 (5%—% + 5$i+%) )
63 o _ 1 63 o 63
I = 5( T L+ $z+1)7
5 e 1 5 o 5 e
0 = 5 (5 Zi_1+6 IEH_%) : (3.3.3)

Las férmulas para y;1n, Yitn, Zitn, Ziin SOn analogas a las anteriores.

3.4 Obtencién de parametros osculatrices.

Para el diseno de las maniobras de mantenimiento en estacién es necesario conocer
los elementos orbitales del satélite, ya que éstos son los que intervienen en las expresiones
que calculan la magnitud de los impulsos. Esto lleva a plantear un problema de célculo
de érbitas:
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A partir de las posiciones y velocidades determinadas mediante la integracién
numérica, obtener los elementos orbitales osculatrices, es decir, los que tendria
el satélite recorriendo en cada instante ¢ una érbita kepleriana con su misma
posicién y velocidad.

Para su resolucién hemos desarrollado un algoritmo que evita las indeterminaciones
numeéricas que se producirian al utilizar un método cldsico a causa de los valores tan
préximos a cero que toman la excentricidad y la inclinacién [Romero et al., 1993]. Este
procedimiento se describe a continuacién.

El cédlculo del semieje mayor no presenta estos problemas, por lo que se obtiene a
partir de la expresién cldsica del movimiento eliptico [Roy, 1978],

2

% = % - VE (3.4.1)
siendo
v o= [V =&+ + 2
= = @
p = G(mg +my) = Gmg, (3.4.2)

y donde 7y V representan los vectores posicién y velocidad, respectivamente.

Los restantes elementos orbitales se determinan a partir de los vectores unitarios radial

y transversal, u y 9, representados en la figura (3.4.1).

-
\

érbita

Figura 3.4.1: Vectores radial y transversal.
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Estos vectores se pueden expresar en funcién de la posicién y velocidad del satélite en
R(O;XYZ) mediante las relaciones:

U = ; (3.4.3)
= _’I
Vo= D‘j—| (3.4.4)

donde

= 1V =77 (3.4.5)

Vi

y 7 es la magnitud de la componente radial del vector velocidad, cuya expresién viene
dada por

p TT + Yy + 22

" .

(3.4.6)

Con el objeto de expresar estos vectores en funcién de los elementos orbitales consi-
deramos un sistema de coordenadas auxiliar {N , M, W} , donde W es el vector unitario
ortogonal al plano orbital; N es, en este mismo plano, el vector unitario que lleva la di-
reccion del nodo, y M es el vector unitario que forma triedro directo con los dos anteriores.

En estas condiciones, los vectores N y M tienen por componentes, en R(0; XY Z) (véase
la figura (3.4.2)):

= (cos{2, sen(, 0),

= (—sen{cosi, cosQcosi, seni). (3.4.7)

==

Por otro lado, los vectores U y V estan relacionados con N y M mediante las expre-
siones

Ncosu—l—]\;jsenu,
= —Nsenu+ M cosu, (3.4.8)

<
|

donde u = w + v es el argumento de la latitud.

Si combinamos las expresiones (3.4.7) y (3.4.8) y tenemos en cuenta que

ay=u+Q=w+v+Q, (3.4.9)
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Z 4
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M,V ;
U
,,:‘
O
0 U Y
L plano ecuatorial
X //
v |
orbita -

Figura 3.4.2: Sistemas R(O;XYZ), {N, I\7I,W} y {ﬁ,ﬁ}

obtenemos las componentes ecuatoriales de U y V en funcién de los elementos orbitales

como:
1 . 1 :
U, = 5(1 + cos i) cos oy + 5(1 — cos i) cos(u — ),
1 . 1 :
U, = 5(1 + cosi)sency, — 5(1 — cos ) sen(u — ),
U, = senisenu, (3.4.10)
1 ) 1 .
V, = —5(1 + cos i) senay, — 5(1 — cos i) sen(u — 2),
1 . 1 :
Vy = 5(1 + cos i) cos a, — 5(1 — cos i) cos(u — ),
., = Seni cosu. (3.4.11)
Recordando la definicién del vector inclinacién dada en (1.2.6), i, = icos(Q,

iy = isenf), y teniendo en cuenta (3.4.9), el vector ¢ se calcula con las expresiones:

iy = icos(ay —u),
iy = tisen(qo, —u), (3.4.12)

en las que la inclinacién y los dngulos «, y u, se obtienen a partir de las expresiones
(3.4.10) y (3.4.11) mediante las relaciones:
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i = sen~'\/UZ+ V2, (3.4.13)
@, = tan™' (uy—vw>, (3.4.14)

U+,
u = tan‘1<

) , (3.4.15)
donde hemos calculado previamente las componentes de los vectores u y V mediante (3.4.3),
(3.4.4) y (3.4.5).

=&

Las componentes del vector excentricidad se determinan con las relaciones

e, = (ecosv)cosa, + (e senv)sen a,,

e, = (ecosv)sena, — (e senv)cos ay, (3.4.16)

que son el resultado de sustituir (3.4.9) en las expresiones que definen este vector (1.2.5).

En ellas, e cosv se calcula de manera inmediata a partir de la expresién clasica para
p

el radio vector, r =

e cosv =0 — 1, (3.4.17)
T

y esen v se determina derivando la expresién anterior, teniendo en cuenta que 720 = +/up,

esenv = \/7 -7 (3.4.18)

donde 7 se calcula a partir de (3.4.6) y el pardmetro p se obtiene como:

mediante la expresién:

T

r2v? — (7. V)2

7

p=V .V = (3.4.19)

Finalmente, la longitud media viene dada por su expresién (3.2.11):
= q, — Y, (3.4.20)
donde ay, se calcula a partir de la ecuacién modificada de Kepler dada en (3.2.10):

Qi = O — €5, SeN O + €, COS (. (3.4.21)
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Para determinar los valores de sen ar y senap que intervienen en esta ecuacién, se
relaciona las expresiones (3.2.13) de las coordenadas planas (z,y,),

zy = a(cosag — ez + e,(fe sen E)),
Yy = a(senag —e, —e,(fe sen E)), (3.4.22)

con otras equivalentes para ellas dadas por:

Ty = TCOSQ,
Yy = TSENQy, (3.4.23)
obteniéndose asi:
T sen o
senap = —— +e,+e,f(esenE),
a
Cos
cosap = o 4o — ey f (esen E). (3.4.24)
a

Queda ahora determinar esen F, y para ello se considera la expresién (3.2.7) para la
coordenada y, del satélite expresada en el sistema orbital cldsico, rsenv = a4/1 — e?sen E,
y, teniendo en cuenta que p = a(1 — €?), resulta de manera inmediata que:

esen B = >0 (3.4.25)

Vap

donde, obviamente, todos los valores que intervienen en esta expresion se pueden deter-
minar con minimos errores numMéricos.

De este modo hemos obtenido los elementos orbitales equinocciales osculatrices del
satélite, (a,l, ey, €y, iz, iy)-

Ahora bién, en el mantenimiento en estacién este-oeste utilizaremos la longitud ver-
dadera, A. Esta se determina con la expresién

A=a, — Vg, (3.4.26)

En ella, la ascensién recta verdadera, «,, viene dada en (3.4.14) y el tiempo sidéreo
verdadero en Greenwich, 9¢,, se calcula a partir de la expresién

Y, = Ve + At cose,y, (3.4.27)
donde:
At es la nutacién en longitud,
£y, = € + A¢ es la oblicuidad verdadera de la ecliptica en la época t,
¢ es la oblicuidad media de la ecliptica en la época t dada en (3.1.19) y

Ace es la nutacién en oblicuidad.
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3.5 Obtencién de parametros centrados.

Los elementos orbitales osculatrices obtenidos en la seccién anterior estan afectados
por todas las perturbaciones descritas en el capitulo 1. Los efectos que producen estas
perturbaciones tienen periodos distintos: desde periodos menores que los diurnos hasta
términos seculares. Cuando se corrige la posicién del satélite mediante impulsos, se actia
principalmente sobre los largos periodos, ya que son éstos los que afectan a la posicién en
mayor medida. Por esta razén, a la hora de disefiar las maniobras de mantenimiento en
estacién, es necesario eliminar los cortos periodos (entendiendo por éstos los inferiores al
periodo de revolucién del satélite).

Los elementos que no presentan variaciones de corto periodo, pero contienen exacta-
mente las mismas variaciones seculares y de largo periodo que los elementos osculatrices,
se denominan elementos centrados [Metris, 1991]; estos elementos describen el movimiento
real sin cortos periodos.

Estos elementos orbitales centrados los obtenemos mediante la aplicacién de un filtro
que hemos desarrollado y que se describe a continuacién [Patifio et al., 1994] :

Llamando o(¢) a un elemento orbital cualquiera y o4(t) al elemento orbital filtrado,
éste ultimo se obtiene como
os(t) = Hg(t) x o(t), (3.5.1)

donde
1 si t e [tk, tx +Tc]

3.5.2
0 si t¢[tg, ty + 7o) (3:5:2)

Hp(t) = {

Si se elige como periodo de corte T, = 24 horas se eliminan periodos diurnos y el valor
de los pardmetros centrados, o.(tx + 1../2), asignados al centro del intervalo [tx, & + T¢],
se determina, entonces, mediante la expresién:

oot +To/2) = %Zaf(ti), (3.5.3)

c

N =
con h

y ti = tk + ih.
Esta manera de proceder estd inspirada en el trabajo sobre filtros semi-analiticos
realizado por P. Exertier [Exertier, 1990].

Las figuras (3.5.1) y (3.5.2) muestran la comparacién entre los elementos osculatrices,
obtenidos a partir de la integracién numérica, y los elementos centrados, obtenidos con la
aplicacién del método de centrado descrito.
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3.6 Validacion de resultados.

Hemos elaborado un programa en FORTRAN para la integracién numérica de las
ecuaciones que describen el movimiento perturbado de un satélite geoestacionario (3.1.1),
tomando en consideracién todo lo expuesto en este capitulo. El esquema del método de
propagacién de la érbita se describe en el diagrama de la figura (3.6.1).

Los elementos centrados obtenidos con este programa se han comparado con elemen-
tos medios, es decir, parametros orbitales calculados mediante métodos analiticos en los
que se suprimen efectos de corto periodo [Metris, 1991]. Estos han sido proporcionados
por HISPASAT S.A. y se han calculado con un programa desarrollado por MATRA-
MARCONI-SPACE, que se basa en métodos analiticos similares a los descritos en el
capitulo 1.

La diferencia que hemos obtenido entre elementos centrados y medios, asi obtenidos,
es del orden de 10 metros para el semieje, de 10~% radianes para el vector excentricidad,
del orden de 10~* grados para el vector inclinacién, y de 10~ grados para la longitud
media. Estos resultados garantizan la validez del método de propagacién de la érbita que
hemos creado.

Las figuras (3.6.2) y (3.6.3) muestran la comparacién entre los elementos centrados y
los elementos medios.
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Figura 3.6.1: Propagacién numérica de la érbita.
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3.7 Conclusiones y resultados.

A lo largo de este capitulo hemos desarrollado y aplicado un proceso propio para la
obtencién de parametros osculatrices y centrados mediante la integracién numérica de las
ecuaciones del movimiento perturbado de un satélite geoestacionario, Z = F(Z, ).

Se han obtenido los modelos de fuerzas que componen la funcién F(Z, t). Para la fuerza
gravitatoria terrestre hemos efectuado un estudio previo, evaluando la magnitud de la
fuerza para distintos 6rdenes y grados de su desarrollo en arménicos esféricos, asi como
para dos modelos de geopotencial distintos. A la vista de los resultados obtenidos hemos
decidido utilizar el modelo GEM-T2 hasta el orden y grado cuatro. La fuerza lunisolar
se ha calculado a partir de la funcién perturbadora del problema de los tres cuerpos, y
la fuerza debida a la presién de radiacién solar se ha determinado con su expresién en
términos de las coordenadas del Sol las cuales, a su vez, han sido obtenidas utilizando
distintos desarrollos a los seguidos en el caso de la fuerza lunisolar para comparar los
resultados.

A continuacién hemos aplicado un método de integracién numérica junto con otro
de interpolacién, éste ultimo necesario para la obtencién de los elementos orbitales en
el instante de las maniobras. Estos son, respectivamente, el método de Gauss-Jackson,
con el proceso de iniciacién de Herrick combinado con el método Runge-Kutta de cuarto
orden y el método de Bower para la interpolacion.

Asimismo, se muestran los algoritmos que hemos desarrollado para la determinacién de
posiciones y velocidades a partir de elementos orbitales equinocciales y viceversa, que evi-
tan singularidades numéricas. También hemos obtenido pardmetros centrados mediante
la aplicacién de un filtro numérico.

Finalmente, hemos realizado una comparacién entre los parametros centrados obte-
nidos con un programa desarrollado en FORTRAN en el que se ha aplicado todo lo
desarrollado a lo largo del capitulo, y pardmetros medios proporcionados por HISPASAT
S.A., mostrando que las diferencias entre los correspondientes resultados no son significa-
tivas, quedando de esta forma probada la validez del método seguido para la propagacién
numérica de la 6rbita que hemos utilizado.



Capitulo 4

Optimizacion de maniobras.

Una vez obtenidos con la precisién adecuada los elementos orbitales del satélite, cuyos
valores se requieren para su mantenimiento en estacién, resulta légico determinar la mag-
nitud de los impulsos que corrigen la posicién mediante un método que sea consistente con
la precisién que se ha alcanzado al integrar numéricamente las ecuaciones que describen
el movimiento.

En este capitulo presentamos un procedimiento para el cdlculo de la magnitud de
los impulsos y del instante de su realizacién que mejora notablemente el descrito en
el capitulo 2. Se lleva a cabo mediante un proceso iterativo que combina la integracién
numeérica precisa para la propagacion de la érbita con una teoria analitica que proporciona
funciones facilmente invertibles, y que utiliza técnicas de control “feedback”, dando como
resultado sucesiones numéricas que convergen a los valores buscados, AV y t;, cuando se
alcanzan los valores objetivo impuestos para cada elemento orbital.

Los valores objetivo para los vectores inclinacién y excentricidad vienen impuestos por
las estrategias ya expuestas también en el capitulo 2, direccion seculary perigeo hacia el
Sol, respectivamente. Para la longitud verdadera estudiaremos dos problemas distintos
que dependeran del criterio objetivo que se considere en cada caso. En primer lugar, se
pretende que la longitud verdadera alcance el limite inferior de su ventana en el final del
ciclo, suponiendo que se trata de un satélite estacionado en un punto que cumple A <0.
El segundo problema se plantea al considerar, como criterio objetivo, que la longitud
verdadera se mantenga simétrica respecto de su valor nominal, alcanzando su méximo en
la mitad del ciclo y su minimo en el final del mismo [Soop, 1994].

Comenzamos el capitulo describiendo el método iterativo general de optimizacién y
estudiando su convergencia, para seguir con su aplicacién en la obtencién de las relaciones
de recurrencia de las sucesiones que proporcionan las magnitudes de los impulsos y sus
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instantes de realizacién, necesarios para el mantenimiento en estaciéon norte-sur y este-
oeste.

4.1 Descripcién general del método de optimizacion.

Las expresiones que relacionan la variacién de los elementos orbitales con la magnitud
de los impulsos y su instante de realizacién dadas en la seccién 2.3 se pueden interpretar
como funciones vectoriales del tipo

f(@) =7, (4.1.1)

donde Z representa el vector compuesto por la magnitud de los impulsos y el instante en
el que se efectian y el vector i es el que tiene por componentes las variaciones de los
elementos orbitales.

En estos términos, el cdlculo del valor de las maniobras correctoras se puede plantear
como la resolucién, en ¥, de la ecuacién dada por las relaciones (4.1.1), es decir, la
obtencién de los valores

= (9. (4.1.2)

Cuando la funcién f(Z) tiene una expresién analitica conocida, como sucede al consi-
derar modelos lineales para describir el efecto que tiene una maniobra sobre los elementos
orbitales, (véase el capitulo 2), es posible invertir la funcién para, asi, calcular la magni-
tud de los impulsos en funcién de la variacién de los elementos orbitales (siempre que la
funcién sea inyectiva para que exista su inversa).

Sin embargo, si se pretende mejorar la precisién de los resultados utilizando un método
de integracién numeérica para la propagacién de la érbita que tenga en cuenta el efecto,
tanto de las perturbaciones naturales como el de los impulsos correctores sobre la posicién
del satélite, no se dispone de una expresién analitica del tipo (4.1.1) y, por tanto, no es
posible encontrar una solucién similar a (4.1.2) al no poder invertir ninguna funcién
analitica.

Este inconveniente se puede resolver de manera adecuada combinando el modelo lineal
y el numérico mediante un proceso iterativo para generar una sucesién de soluciones
aproximadas (Z,) que converjan al valor buscado, X. De esta forma se aprovechan las
ventajas de ambos métodos; por un lado la facilidad que presenta el tratamiento algebraico
de expresiones analiticas y, por otro, la mejora en la precisién de los resultados al utilizar
métodos numeéricos.

El proceso a seguir se describe a continuacién:
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Sea f(Z) = ¢ la funcién (4.1.1) dada por el modelo lineal, donde ¥ es el vector
compuesto por los pardmetros que se precisa determinar (en nuestro caso, AV y &) y
el vector 7/, el compuesto por el efecto que éstos producen sobre los elementos orbitales.
Esta funcién admite inversa f™', cuya expresién analitica se puede determinar.

Sea F(Z) = ¢ una funcién andloga a la anterior, pero obtenida mediante la integracién
numérica de las ecuaciones diferenciales del movimiento del satélite. Esta funcién no
admite inversa analitica.

El objetivo es encontrar una sucesién de valores Z,, que converjan a un valor X, solucién
de la ecuacién
F(X)=Y,

donde el vector Y estd compuesto por los valores objetivo de los elementos orbitales que
deben ser alcanzados después de efectuar la maniobra correctora.

El proceso comienza con un valor inicial que se determina aplicando la funcién £! al
vector de valores objetivo, Y, es decir,

7 = fU(Y),

y ya iniciado el proceso, el vector Z, 1 se determina a partir del vector Z, de la siguiente
forma:

Una vez obtenido el valor &, se evalia numéricamente F(Z,). El error que se comete
en el paso n-ésimo de la iteracién viene dado por

g, =Y — F(&,). (4.1.3)

Ahora bien, el valor f(Z,,1) se puede determinar mediante la relacién

f(@ni1) = £(Zn) + &n, (4.1.4)

es decir,
F(@ni1) = F(&a) + ¥ — F(Zy), (4.1.5)

y el vector Z,.1 se calculard entonces mediante la expresién

Fosr = F! ( F(@)+ ¥ — F(:i‘n)) . (4.1.6)

El proceso finaliza cuando el error ¢,, es suficientemente pequeno, es decir,

f(fn-l—l) = f(fn)a
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ya que, por tratarse de una funcién inyectiva, se deduce que, en este caso,

- —
Tnt1 = Tp-

De esta forma se determina el limite de la sucesién y, por tanto, se encuentra la solucién
buscada. La figura (4.1.1) muestra un esquema de este proceso iterativo para una funcién
f:R— R

variacion de los elementos orbitales

F(x)

F(x1) numeérico

v lineal
F(x2)
f(x3)=f(x 2)+Y-F(x 2)

f(x2)=f(x 1)+Y-F(x 1)

impulsos

X2 X X3 X1

Figura 4.1.1: Obtencién de la sucesién (z,,).

4.2 Convergencia del método.

Para demostrar la convergencia del método hay que probar que los errores &, convergen
en algiin momento del proceso iterativo, es decir, que

Ent1; = Cep, con C <1,

para cada componente de los vectores £,,1 y &,

El método es convergente ya que, en efecto, si consideramos la expresién para el error
(n + 1)-ésimo, que viene dada por (4.1.3),

Eni1 =Y — F(Znt1), (4.2.1)
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teniendo en cuenta de nuevo (4.1.3), la expresién anterior para cada componente se puede
escribir en la forma:
Ent1; = En; + Fi(Zn) — Fi(Tnt1)- (4.2.2)

Sustituyendo entonces aqui (4.1.4) y operando, resulta que:

(@) = F@)
n+1 (1 f(fn_H) — f(fn)> n (423)

donde hemos omitido el subindice ¢ para simplificar la notacién.

Llamemos C' a la expresién que aparece entre paréntesis; ésta verifica que

F(Zny1) = F(Z0)
C=1-—= — < 1, 424
f( n—l—l) - f(xn) ( )
F _‘n - F _‘n o . . —
dado que el cociente (:i +1) (f es positivo al ser crecientes las funciones F'(Z)
f(Zni1) — f(Zn)

y f(@).
Asi pues, la expresién (4.2.3) es equivalente a
Ent1 = Cey, con C <1,

como queriamos demostrar.

4.3 Optimizacién de las maniobras norte-sur.

Vamos a aplicar el método iterativo de optimizacién descrito en la seccién anterior
para calcular el valor del impulso normal que corrige el vector inclinacién, asi como el
instante 6ptimo de su realizacién.

Recordemos que con esta correccién se pretende que el valor del médulo del vector
inclinacién después de la maniobra sea menor que el valor del control en inclinacién, i., y
que su direccién y sentido sean tales que permitan evolucionar a este vector dentro de su
circulo de control durante todo el ciclo.

Para conseguir esto aplicamos la estrategia 6ptima direccion secular descrita en la
seccion 2.4.

Obtencién de las expresiones que definen el modelo matematico.

En primer lugar definimos los vectores que intervienen en el proceso:
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X = (AV, Sb),
fn = (Avna Sbn)7

Y = Aiy = (Adg,, Ady,),

siendo

(4.3.1)
Tn = Aig, = (Nigy, Aiy, ),
Y, = AZTnN = (Aiéan, AZZZ/an) ’

cuyas componentes son:

( Aiey ) - ( Z:%(s”) ) - ( Ly ) : (4.3.3)
AV iy (5p) by
donde ?b_ es el vector inclinacién antes de la maniobra y el vector ;73’ (sp) es el que
se pretende obtener con la maniobra en el instante inmediatamente posterior a ésta,
vector inclinacién objetivo. El vector AZT, determinado a partir de la estrategia
direccion secular, tiene por componentes (2.4.3):
Aig, = —Aicos Qe (4.3.4)
Aiy. = —Aisen e, (4.3.5)

donde, recordemos que {2, representa la direcciéon de la componente secular de la
evolucién del vector inclinacién y Ai es un valor tal que |ir| < i,.

i

o Air, =i (s4,) — 1y, (4.3.6)

cuyas componentes son:

( A’warn ) — ( Zwif,—-(Sbn) ) _ ( ng ) , (437)
AZ?/Tn Zy'r (Sbn ) by,
donde 7_,'; (sp,) es el vector inclinacién en el instante inmediatamente posterior a la

maniobra n-ésima. El vector Azﬂz, que representa el efecto de dicha maniobra, se
determina a partir de las expresiones del modelo lineal dadas en (2.3.2) y (2.3.3).
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.

o AiY =i "(s,) — iy, (4.3.8)

cuyas componentes son:

A ‘N ‘N + L
Aty Uy ($a) by
donde, ahora, el vector i "(s;,) es el andlogo al vector i, (sy,), pero obtenido

calculando el efecto de la maniobra n-ésima mediante la propagacién numérica de
la érbita.

Seguidamente definimos las funciones que intervienen.

La funcién que corresponde al modelo lineal se escribe mediante la expresion:

_ A’inn _ f1 (AVH, Sbn)
F(AV,, 80,) = ( o ) = ( LAV, 5.9 ) (4.3.10)

y las expresiones analiticas para f; y fo vienen dadas por (2.3.2) y (2.3.3), es decir, por

AV,

fi(AV,,s,) = —Tvcossbn, (4.3.11)
AV,

fo(AV,, s,) = ——y sensy,. (4.3.12)

La funcién inversa

o . AV hy (i, , Ady, )
Y(Adgy,, Ndyy ) = ( ' ) - ( (Bir) Aiyy ) ’ e
f ( Tn yTn) Sb, h2(AZan7 A’Ly,,-n) ( )

obtenida a partir de las expresiones (4.3.10) - (4.3.12) tiene como expresién analitica la
siguiente:

hy(Dig,, , Niy, ) = V\/Aing +AR (4.3.14)
. . Ay,

ho(Aig, , Aiy, ) = arctan | — |, (4.3.15)
n n AZ:BT

y, por ultimo, escribimos la funcién que describe el efecto de los impulsos calculados a
partir del modelo numérico en la forma:

Azl

Y7n

AN
F(AV,, s, ) = ( Yoz, ) . (4.3.16)
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Obtencién de las expresiones que proporcionan el proceso iterativo.
Los valores AV y s, que son soluciones de las ecuaciones F'(X) =Y se determinan

a partir de las sucesiones (AV,) y (sp,), respectivamente. La forma de construir estas
sucesiones se describe a continuacidn:

e Célculo del término general de la sucesién (AV,,).

La expresi6n (4.1.5) del proceso iterativo en este caso se escribe en la forma:
Ai.anH = Ai,wT" * Ai.wT Bl Az%r" . (4.3.17)
Ay, Aty + Ady, — Aiy

Si tenemos en cuenta (4.3.10) y sustituimos, tanto las expresiones analiticas de las
funciones fi y f2, (4.3.11) y (4.3.12), como las componentes de los vectores Airy Afﬁ’ ,
(4.3.3) vy (4.3.9), resulta que:

AV, AV, , ,
_ V+1 COS Sp,, ., ——y cos sy, + i (80) — zi\’;(sbn)

AV = | . . (4.3.18)
— = Sem S, —— seusy, + iy (s8) — iy (50,)

Aplicando a esta expresién la funcién h; (4.3.14), obtenemos para el término
(n + 1)—ésimo de la sucesién (AV,) la siguiente relacién de recurrencia:

AVZ . . . . .
AVpyr = V {V—; + i7(sp) + z%f (8p,) — 2(%;’(31,)7,5;(31,“) + zy;’(sb)z;\’TJr(sbn)) +

2AV,

% [cos Sp, (ii\’;(sbn) — zw;’(sb)) + sensy,, (iZ]jVTJr(sbn) — zyi(sb))] }é ,
(4.3.19)

donde ir(sy) = |i ()| ¥ %% (s8.) = i " (s8.,)]-

Sustituyendo ahora las expresiones que relacionan el tiempo sidéreo local s, con AZ%
obtenidas con (4.3.13) y (4.3.15), que vienen dadas por:

Ay
COS Sy, A’
Ai
sen sy, = —— " (4.3.20)
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donde Air, = |Air|, el término AV, se obtiene finalmente mediante la relacién:

AV? . . . . .
AVpyy = V { V2" + ix(sp) + z%f(sbn) — 2(%;’(31,)7,5;(31,“) + zy;’(sb)z;\;Jr(sbn))—i-

1
2

2AV, ) ) ) ) ) .
S [y, (6460 = i360) + Ay, (157 (50) = i (o) ]}

(4.3.21)

e Célculo del término general de la sucesién (s, ).

El instante en el que se realiza la maniobra se determina con el tiempo sidéreo local,
S, - Aplicando la funcién he dada en (4.3.15) a la expresién (4.3.18) se obtiene para el
término s, ,, la siguiente relacion:

AV, . .
— 7" sen sy, + 4,7t (s5) — iy *(sp,)
Sp,4, = arctan A : (4.3.22)
— 7" co8 sy, + it (55) — ig-t(s5,)

Sustituyendo ahora el valor de AV,, obtenido a partir de las expresiones (4.3.13)
y (4.3.14), queda finalmente para s, ,, que:

VAR, + AR sen sy, — it (sy) + il (sn,)

\/Aing + Aizm COS 8y, — 1,5 (sp) + 18 F(s,)

Sb,,, = arctan (4.3.23)

n+1

Una vez obtenido sy, ,, la hora en que se efectia la correccién se decide con arreglo al
tipo de maniobra que se realice, norte o sur, dado que, segiin vimos en la seccién 2.4, una
maniobra norte produce el mismo efecto que una sur efectuada medio dia sidéreo después.

La figura (4.3.1) muestra el organigrama del proceso iterativo descrito. En ella se
puede observar que, si con los valores obtenidos de AV y £, no se alcanzan los objetivos
impuestos sobre el vector inclinacién, estos pardmetros se introducen de nuevo en la inte-
gracién numérica, modificando las condiciones iniciales de las ecuaciones del movimiento,
y se repite el proceso hasta que la respuesta del sistema es la esperada: esta técnica se
conoce con el nombre de control “feedback” [Franklin et al., 1991].



112 Capitulo 4. Optimizacién de maniobras.

Condiciones iniciales(to): a0 = {@0,10, €20, €y0,920,iy0}

Condiciones de control: ic, T'

\

Transformacién a los vectores posicién

R -—
y velocidad: &y, Zo
t=1to
Ecuaciones del movimiento:
Campo gravitatorio terrestre
Atraccién lunisolar
Presién de radiacién solar
t=t+At Integracién para t + At
Sl
T=i+AV

2
o
-

Elementos osculatrices:
Vector inclinacién

AVy, s,

NO

Objetivo

AV, t

FIN

Figura 4.3.1: Proceso iterativo para el cdlculo de maniobras norte-sur.
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4.4 Optimizaciéon de las maniobras este-oeste.

4.4.1 Problema 1: Ar(ty +T) =1, — 6l.

En esta seccién se aplica el método de optimizacién para calcular el valor de dos
impulsos tangenciales, AV; y AV, y el instante en el que se realiza el primero de ellos, %,
con el objeto de corregir simultdneamente el vector excentricidad y la longitud verdadera
del satélite, modificados por la accién de la presién de radiacién solar y de la fuerza
gravitatoria terrestre, respectivamente, teniendo en cuenta que:

e la longitud verdadera deberd llegar al limite de la ventana en longitud en el final del
ciclo. Para un satélite estacionado en una longitud que verifique A < 0, la longitud
tendra que alcanzar el valor Ay =1, —dl en t = t, + T, donde

— [, es el valor de la longitud de estacionamiento,
— [ls = 8l,1s + 6] es la ventana en longitud, y

— T es el tiempo maximo de permanencia en la ventana;

e la correccién del vector € se hard de acuerdo con la estrategia perigeo hacia el Sol
descrita en el capitulo 2, donde, recordemos que, con esta estrategia se pretende
conseguir que:

— el vector excentricidad tenga la direccién del Sol en la mitad del ciclo, y que

— el médulo del vector excentricidad en un instante inmediatamente posterior a
la maniobra, €, sea igual al valor del control en excentricidad, e,.

Obtencién de las expresiones que definen el modelo matematico.

Los vectores que intervienen en el proceso ahora son:

X = (AW, AV, 4),

i, = (AVy,, AV,,, t,),

Y = (Al Ae,,, Aey,), (4.4.1)
U = (A)\n, Aey, AeyTn),

Y, = (AANn AeV Aegxrn),

g PR
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siendo

4.4.2
e AA\r=Ar(tp+T)— Ay ( )

donde Ay (t, +T) = I, — 6l y A, es el valor de la longitud verdadera antes de la
maniobra;

° A)v);1 = )\7;1 (tbn + T) — )\b_, (443)

donde A7, (¢, +T') es el valor de la longitud verdadera en el final del ciclo, obtenido
al calcular el efecto de la maniobra n-ésima mediante las expresiones del modelo
lineal;

o AN =AE(t, +T) - A, (4.4.4)

donde AY (t,, +T) es el valor de la longitud verdadera en el final del ciclo obtenido,
en este caso, calculando el efecto de la maniobra n-ésima mediante la propagacién
numérica de la érbita;

° Aé:]' = gT(tb + T/2) — Eb_, (445)

cuyas componentes son:

(AewT ) _ (ewT(tb+T/2) ) B (ewg )7 (4.4.6)
Aey, ey, (b +1/2) €y

donde €, es el vector excentricidad antes de la maniobra y €7(t, + 7/2) es el vector
excentricidad en la mitad del ciclo, cuyo valor es el que se pretende alcanzar como
resultado del efecto de la maniobra (vector excentricidad objetivo) y cuyas compo-

nentes, resultantes de la aplicacién de la estrategia perigeo hacia el Sol (2.5.24), se
han determinado en la seccién 2.5, esto es,

(Grpets DB G vet) B G ) D

con ¢y dado por (2.5.25), esto es,

eo = R, cos (s@ (ty +T/2) — 5o (t,,)) _ \/ e2 — R?sen? (s@ (ty +T/2) — o (t,,)),
(4.4.8)

y donde s¢(ty) v se(ty + T/2) son los dngulos sidéreos del Sol en el instante de la
maniobra y en la mitad del ciclo, respectivamente.
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o Aér, =&y, (t, +T/2) - &7, (4.4.9)
cuyas componentes son:

(B )= (st )-(e2). wao

A€, es el vector andlogo a A€y, pero obtenido en la iteracién n-ésima y determinado
a partir de las expresiones que calculan el efecto que tiene un impulso tangencial
sobre la excentricidad dadas por (2.3.6) y (2.3.7). Como estas expresiones estdn
dadas en funcién de la diferencia entre los valores del vector excentricidad después
y antes de la maniobra, é’b: y €, respectivamente, es decir, mediante la relacién

+ —
sam (8o )= () - (52), iy
Aey, €y €y

es preciso expresar el vector Aér, en funcién de Aé,. Para ello, consideremos la
expresion del vector excentricidad en la mitad del ciclo determinada a partir de su
valor después de la maniobra n-ésima, é’b:’, mas su evolucién hasta la mitad del ciclo.
Recordando que, por efecto de la presién de radiacién solar, el vector excentricidad
describe un circulo anual de radio R, (1.5.44), el vector excentricidad en la mitad
del ciclo viene dado por (1.5.45) y (1.5.46):

( ear (b, + T/2) ) ( e, ) TR ( cos 86 (ty, + T/2) — cos se(ts,) ) |

ey (tv, +T/2) ey sen sg(ty, + T/2) — sen sg (tbn)(4 419

Entonces, el vector A€y, se escribe en la forma:

Ae,.. e €y o8 e (ty, +T/2) — cos s (ty,)
n — bn _ b_ + Re n n —
Aey,. €y €y sen sq(ty, +T/2) — sen s (ty,,)

_ ( Aey, ) LR, ( cos s (tv, + T/2) — cos s (s, ) ) , (4.4.13)

Aey, sen s (ty, + T/2) — sen sg(ts,,)

con lo que ya es posible calcular el vector Ae7, a partir de las expresiones del modelo
lineal que describen el efecto de un impulso referidas anteriormente.

o AN =&l (t,, +T/2)—¢&,, (4.4.14)
cuyas componentes son:

(3% )= (Flrmm) ().

YT Yo
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Aé’f{ es también un vector andlogo a los dos anteriores, Aér y Aér,, pero en este
caso, el vector € (t,, + T/2) se obtiene calculando, tanto el efecto de la maniobra,
n-ésima, sobre el vector excentricidad, como su evolucién hasta la mitad del ciclo,
mediante la propagacién numérica de la érbita.

A continuacién definimos las funciones que intervienen en el proceso.

La funcién que define el modelo lineal es:

Al fi(AV,, AV, , 1)
f(AVIny A‘/Qn, tbn) = Aewn == f2(AV1n7 A‘/?n7 tbn) 5 (4416)
Aeyn f3 (Avln ? A‘/v2n Y tbn)

y las expresiones analiticas para fi, fo y fs3, dadas por (2.5.1) y (2.5.2), se escriben en la
forma:

3
fl (Avln7 A‘/Qthbn) = _v (Avln + A%n) |:Q® (t - tbn) - 900:| +

1
+ (A, - AR, [4 sen Qg (t— 1, ) — 270°], (4.4.17)

2

fQ(AVIn, A‘/Qn , tbn) = v (AVIn — A‘/?n) COS Sy, , (4418)
2

f3(AV1n, A‘/Qn , tbn) = v (AVIn — A‘/Qn) Sen Sy, - (4419)

Simplificamos la expresion de f; para poder invertirla sin que esto afecte a la precisiéon
de la solucién ya que, al tratarse de un proceso iterativo, inicamente influird en el nimero
de iteraciones necesarias para la convergencia de la sucesién que se construye a partir de
ella. Esta queda entonces en la forma:

_3

fAW,, AVs, 8,) = =2 (AVA, + AT, [Q@ (t—t,) — 90°] . (4.4.20)

Introducimos ahora los parametros auxiliares

U, = AV, +AVy,,
W, = AV, —AVs,. (4.4.21)

Dado que los impulsos AV;, y AV, son de distinto signo, U, es el valor del cambio
en la velocidad del satélite necesario para corregir la longitud, y W, es el necesario para
corregir el vector excentricidad (véase la seccién 2.5).
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En estos términos, las funciones f;, ¢ = 1,3 se escriben entonces en la forma:

3 0
AU = —VUH[Q@ (t—tbn)—QO], (4.4.22)
2
fo(Wh,ty,) = VWncossbn, (4.4.23)
2
f3(Wn,tbn) = ansensbn. (4424)

Noétese que en la funcién f; no consideramos como variable el instante de realizacién
de la maniobra, 1;,, ya que, segiin vimos en la seccién 2.3, éste no influye en el control
de la longitud y se determina con la estrategia perigeo hacia el Sol aplicada, como hemos
visto, en el mantenimiento del vector excentricidad.

La funcién inversa

Un hi(AMT,)
F AN, Aey,, Ney )= W, | = hoQe,,, Aey,) (4.4.25)
Sb,, hs(Aeg,, Aey,)

queda determinada por las expresiones analiticas de sus componentes h;, 2 = 1,3, que se
obtienen operando en (4.4.22) - (4.4.24):

— Al -
hi(AN) = AV (4.4.26)
3 [Q@ (t—t) — 900]
ho(Des,, Aey) = g A2 +Ae (4.4.27)
A
hs(Aeg,, Ae,,) = arctan (%). (4.4.28)

Y, por 1ltimo, escribimos la funcién que define el efecto de los impulsos calculados a
partir del modelo numérico, en términos de los pardmetros U,, y W, en la forma:

ANY
F(Un, Wy, ty,) = | Ael |. (4.4.29)

AelN

Y7n
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Obtencién de las expresiones que proporcionan el proceso iterativo.
Los valores AV;, AV, y t, que son solucién de las ecuaciones F'(X) =Y se determinan

a partir de las sucesiones (U,), (W) y (s, ), respectivamente. La forma de construir estas
sucesiones se describe a continuacidn.

e Célculo del término general de la sucesién (U,).

La expresién que permite obtener el término (n + 1)-ésimo de la sucesién, (4.1.6),
aparece en la forma:

Uns1 = T (AN, + AAr — AN ) = by (A7, + AN — ANE ), (4.4.30)
y teniendo en cuenta la expresién para h; dada en (4.4.54) se tiene que:

— (AAg, + Adp— AND)V
ﬂa@@—w%)—gm]

Por tanto, considerando la expresién para U, dada por (4.4.25) y (4.4.54) y operando
se obtiene para U, la siguiente relacién de recurrencia:

— (AAr— ANV

Upi1 = Uy + ,
3p@@—ng—9m]

(4.4.32)

en la que, al sustituir AAr y AXY por sus definiciones (4.4.2) y (4.4.4), y teniendo
en cuenta que el criterio para la longitud objetivo se establece en ¢ = ¢, + T, queda
finalmente en la forma:

Un—l—l =U, +

My, +T) = Aty + T
%.ﬂ%+) 7l +T) (4.4.33)

QuT — 90°

e Célculo del término general de la sucesién (W,,).

La expresién del proceso iterativo (4.1.5), en este caso se escribe en la forma:

Aeg,, Aeg, + Aeg, — Aell
)= " (N 4.4.34
( Aey, ., ) ( Ae,, + Ae,. — Ael ( )

Y7n
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Si sustituimos las expresiones analiticas de las funciones f, y f3 dadas en (4.4.23)
y (4.4.24), y las componentes de los vectores Aér y Aé’ﬁ’ dadas por sus definiciones
(4.4.6) y (4.4.15), resulta que:

2 2

VW"H COS S, VW cos sy, + €y (B + T/2) — el _(to, + T/2)

: =1 5 . (4.4.35)
7 Wi sen sy, ,, VW sen sy, + ey, (b + T/2) — e} (b, +T/2)

Aplicando a esta expresién la funcién he (4.4.27), se tiene para el término (n+1)-ésimo
de la sucesién (W,,) la siguiente relacién de recurrencia:

VI[4
Wn+1 = {V2 W2 -+ eT(tb -+ T/2) : (tbn -+ T/2)+

+ éW [cossbn(ewT(tb+T/2)—e (o, +T/2))

+ sensy, (ey'r(tb +T/2) — ey, (th, + T/2))]

1

— 2(ea (t+ T/2)el, (b, +T/2) + ey, (ts + T/2)el (s, + T/2)) }
(4.4.36)

donde er(ty + T/2) = |Er(ty + T/2)| y 6:17\% (o, + T/2) = |€¥(tbn +T/2)|.

Teniendo en cuenta la relacién que existe entre el angulo s, y el vector Aé),, obtenida
a partir de (4.4.25) y (4.4.28) y dada por las expresiones

Ae,,
COS =
5bn Aey,’
A
sen s, = 2 (4.4.37)
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con Ae, = |Aé&,|, el término W,,,; aparece finalmente en la forma:

Wn—l—l

5 { — W2 2ty + T/2) + X (4, + T/2)+
+ éZV |Aee, (exr (ts +T/2) = e, (1, +T/2) )+

+ ey, (et +T/2) — e (4, +T/2))| -

1

2 (ewT (ts + T/2)€X (th, +T/2) + ey (ts + T/2)€N (4, + T/2)) }
(4.4.38)

Por tanto, una vez determinados los valores de U, 1 y Wy11, las magnitudes de los

impulsos AV, ., y AV, ., se obtienen de manera inmediata a partir de (4.4.21), es decir
invirtiendo:

Upsr + W,
A‘/vln+1 = + —; + ?
Upsr — W,
AVy,,, = % : (4.4.39)

e Célculo del término general de la sucesién (s, )

Una vez fijada la fecha de la primera maniobra, el instante de su realizacién lo deter-

minamos a partir del tiempo sidéreo, s;,, cuya relacién de recurrencia, obtenida aplicando
la funcién hy (4.4.28) a la expresién (4.4.35), resulta ser:

2
VW sen sy, + eyT(tb + T/2) — 6 (tbn + T/2)
Sb,,, = arctan

(4.4.40)
VW cos sy, + €y (b + T/2) — el _(ty, +T/2)
Sustituyendo ahora el valor de W,, obtenido a partir de las expresiones (4.4.25) y (4.4.27),
esta expresion queda finalmente en la forma:

\JAe2 + Ae2 sensy, + ey (ty+T/2) — e (t, +T/2)

. (4.4.41)
\JAe2 + Ae2 cossy, +eg, (ty +T/2) — el (ty, +T/2)

Sp,41 = arctan
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La segunda maniobra se efectuard medio dia sidéreo después.

Conviene observar que con este procedimiento se consigue que la longitud verdadera
alcance en un instante prefijado un valor objetivo determinado a priori, pero no se garan-
tiza que, en su evolucién, se mantenga dentro de la ventana asignada en longitud. Lo
unico que se puede lograr es mejorar los resultados que se obtienen al aplicar el modelo
lineal descrito en el capitulo 2.

Sin embargo, puesto que con un método iterativo podemos ser mas exigentes al im-
poner condiciones objetivo para la longitud verdadera que optimicen el mantenimiento
en estacion, en la siguiente seccién presentamos una forma de realizar el mantenimiento
este-oeste que consigue controlar la longitud verdadera durante todo el ciclo.

4.4.2 Problema 2: max A(t) —Il;,=10,— min A(%).
tp<t<tp+T ty <t<tp+T

Aqui replanteamos el problema del mantenimiento en estacién este-oeste. El ob-
jetivo ahora es encontrar dos impulsos tangenciales de distinto signo para corregir si-
multaneamente el vector excentricidad y la longitud verdadera, cuyo efecto sea tal que
esta 1ltima se mantenga simétrica respecto del valor de la longitud nominal, alcanzando
su maximo en la mitad del ciclo y su minimo al final del mismo. El control del vector
excentricidad se va a realizar en las mismas condiciones que el caso anterior, por lo que
nos centramos unicamente en el modelo matemdtico utilizado para el mantenimiento en
estacion de la longitud.

En esta condiciones, consideramos los vectores que intervienen ahora en el proceso;
estos son:

X = (U, 0),
IE_;L = (Um Cn)a
Y = (A Adm,), (4.4.42)

Un = (A)\M’l‘qﬂ A)\an),

Y, = (AA%, ANN )

an

donde
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U= AV + AVy, (4.4.43)

es el impulso necesario para corregir la longitud verdadera;

Un = AV1, + AV, (4.4.44)

es el analogo al anterior, pero determinado en la iteracién n—ésima;

¢= tbSI{lSati(-i'T)\(t) —b=l- tbg{&%lt?-i-T)\(t)’ (4.4.45)

es el pardmetro que representa el criterio de simetria, ya que [, representa el valor
de la longitud nominal. Los valores miximo y minimo no se conocen a priori y se
podrén determinar a partir del limite de la sucesién (C,,) definida a continuacién.

Crn=_ max A(t)=Il,=1,— min Ay(t), (4.4.46)

by, <t<tp, +T by, <t<tp, +T

es el analogo al anterior obtenido en la iteracién n—ésima;

Ady, = max  A(t) — A, (4.4.47)

ty<t<ty+T

donde max A(t) es el valor que satisface el criterio de simetria; y A, es el valor
ty <t<ty+T

de la longitud verdadera antes de la maniobra;

Adpy, = max Ap(t) = Ay, (4.4.48)

ty,, <t<ty, +T

donde M\, (%) es el valor de la longitud verdadera obtenido al calcular el efecto de la
maniobra n-ésima con el modelo lineal;

AN, = max AN(@#) -,
Tno gy, <t<ty, +T

(4.4.49)

donde A, ()" es el valor de la longitud verdadera que incluye el efecto de la maniobra
n-ésima, determinado mediante la propagacién numérica de la érbita;

Adp, = min () = A7, (4.4.50)

ty<t<ty+T

donde el valor min A(%) es el que satisface el criterio de simetria;

ty<t<t+T
Ay = " Srtr%ltlbln+T An(t) = Ay (4.4.51)
ANN = min  AN() - ). (4.4.52)

MTn 4y, <t<tp, +T
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Las funciones que intervienen en el proceso son las mismas que para el caso an-
terior. Recordemos que la funcién que define el modelo lineal tiene como expresién
analitica (4.4.22), esto es,

FU) = —%Un [Q@ (t—tp,) — 90°], (4.4.53)

la funcién inversa, h;, dada en (4.4.54), que tiene como expresin:

— AN -V

M(BAn) = 3[9@ (t—t) — 900] ’

(4.4.54)

y la funcién que define el efecto de los impulsos calculados a partir de la propagacién
numérica de la 6rbita, escrita ahora como:

F(U,) = AM. (4.4.55)
Ahora bien, el modelo lineal sélo vincula variaciones de velocidad con variaciones de
longitud (ver expresiones (4.4.22) y (4.4.54)). Por tanto, al no disponer de expresiones

analiticas que involucren al parametro C,,, es necesario, ahora, encontrar expresiones que
relacionen A\, U, v C,.

Obtencién de las expresiones que proporcionan el proceso iterativo.

En primer lugar consideramos la expresién del método iterativo (4.1.5),
F @) = (@) +¥ = F(Z,),

para el valor maximo de la longitud verdadera. Con un procedimiento similar al seguido
en el caso anterior obtenemos una expresién andloga a (4.4.32), es decir,

— (A — AN )V

3 [Q@ (t—1,) — 900]
que, al sustituir (4.4.47) y (4.4.49) en ella, queda escrita en la forma:
ax  AN(t) — ax At
Upss = Uy + L. ton eV (4.4.57)

3 Qg (t — t5,) — 90°
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Dado que el valor max A(t) es el que verifica el criterio de simetria, C, (4.4.45),
ty <t<ty+T

tenemos que:

N — —
A S 0 —L-C
mH TR T Qp (t— 1, ) — 90°

(4.4.58)

Pero, puesto que, el valor de C no se conoce a priori, se calcula en cada iteracién a la
vez que se determina U,. Por esta razén consideramos en la expresién anterior el término
n—ésimo de una nueva sucesién (C,) que converge al pardmetro C. En estas condiciones
podemos escribir (4.4.58) en la forma:

N
max A (t) -1, — C
V4, <t<tp,+T " () =1 "

U1 =Up + — -
+ T3 Qg (t — tp,) — 90°

(4.4.59)

Repitiendo ahora el proceso para el valor minimo de la longitud verdadera obtenemos
una relacién andloga a la anterior, esto es,

. N _
VB WO LG

U1 =U, + — - 4.4.60
i T3 Qg (t — tp,) — 90° ( )
Consideremos ahora los parametros auxiliares
max  AN(t) -1, - C,
Vo4 <t<t, +T "
U, = —. = 4.4.61
max 3 Qg (t — ty,) — 90° ’ ( )
min AN -1, +C,
Vo4 <t<ty, +T "
Upni - == 4.4.62
i 3 Qg (t —t3,) — 90° ’ ( )
que verifican:
. T . . .
a) en el instante ¢ = ¢, + 5 decir, en la mitad del ciclo,
3
Unax - 17 - (QaT/2—90°) = A (ty, + T/2) — I, — Cy; (4.4.63)
b) en el instante ¢ = t, + T, es decir, en el final del ciclo,
3
Unin - 37 - QT —90°) = AN (4, +T) — 1, + C,,. (4.4.64)
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Por otra parte, cuando se alcanzan los valores médximo y minimo de la longitud que
verifican el criterio de simetria, se tiene que C,,.; = C,,, y esto ocurre en la mitad y el
final del ciclo, respectivamente. Asi pues, de las expresiones (4.4.59) y (4.4.60) obtenemos
que

VA (b, +T/2) — Iy — Cppa
Uppr = Up+— 2ot : 4.4.65
“ T3 Qe T/2 — 90° ( )

V AN (ty, +T) =l + Crp
Upy1 = Up+— e , 4.4.66
i *3 QT — 90° ( )

expresiones que, teniendo en cuenta las expresiones (4.4.63) y (4.4.64), se pueden escribir
en la forma

3
Umax 37 (QT/2 = 90°) + Cp — Crps

S , 4.4.67
Vs Unt 3 Qe T/2 — 90° ( )
3 o
V Umin v (Q@T - 90 ) - Cn + Cn+1
n = U+ —- . 4.4.68
Uni *3 QT — 90° ( )
Introduciendo ahora la funcién
3 o

9(t) = [Q@ (t—t5) — 90 ] (4.4.69)

las expresiones (4.4.67) y (4.4.68) quedan en la forma:
Ui = U, + n , 4.4.70
. s, + 172 (A0

. T) —

g(ty, +T) ’

que resultan mas apropiadas para su tratamiento algebraico.
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Resolviendo finalmente el sistema de ecuaciones formado por ellas para U,,; — U, y
Chi1 — Cy, obtenemos en definitiva las relaciones de recurrencia para las sucesiones (Uy,)
y (Cy). Estas, por tanto, son:

Umax g(tbn + T/2) + Unin g(tbn + T)
9(te, +T/2) + g(ts, + T) ’

Upsr = U, + (4.4.72)

g(te, +T/2) g(ts, +T)
9(ts, +T/2) + g(te, +T)

La magnitud de los impulsos AV;, y AV, se obtendra, igual que en el caso anterior,
mediante la expresién (4.4.39).

El organigrama del proceso iterativo seguido en ambos problemas se representa en
la figura (4.4.2). Se puede observar que, de manera andloga al caso del mantenimiento
norte-sur, en cada iteraciéon se introducen también las soluciones obtenidas, hasta que la
respuesta del sistema es la que se requiere y, entonces, finaliza el proceso.

Cabe sefialar también que el valor 2C), representa el ancho de ventana que ocupa la
longitud verdadera durante su evolucién como resultado de la maniobra. Al conocer este
valor, podemos ajustar de manera 6ptima esta evolucién, maximizando el valor del control
de la excentricidad, e.. Esto implica que también podemos hacer menor la magnitud del
impulso necesario para su mantenimiento, con el consiguiente ahorro de combustible. La
simulacién numérica de este hecho se presenta en el siguiente capitulo.
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Condiciones de control: T'

Condiciones iniciales(to): o0 = {ao,lo, €20, €y0,%z0,iy0}

7)‘T(C)7 €c

\

y velocidad: Zp,

Transformacién a los vectores posicién

Zo

Ecuaciones del movimiento:
Campo gravitatorio terrestre
Atraccién lunisolar
Presién de radiaciénsolar

\

+ At Integracién para ¢t + At

Sl

NO

o

8l
Il
8
+
>
<

Elementos osculatrices:
Longitud verdadera

Elementos centrados:

Vector excentricidad

l

Un

<

l

Wny sbn

A‘/iny AV2n7 tbn

Objetivo

._‘«
wn

NO

AVI: A‘/?y ty

FIN

Figura 4.4.1: Proceso iterativo para el cdlculo de maniobras este-oeste.
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4.5 Conclusiones y resultados.

En este capitulo hemos desarrollado un método para la optimizacién del calculo de
las maniobras. Hemos combinado una teoria analitica con la integracién numérica de
las ecuaciones del movimiento, aprovechando las ventajas que presentan ambos métodos,
para generar un método iterativo que proporciona de manera precisa impulsos y tiempos
de realizacién de los mismos.

Este método utiliza técnicas de control “feedback”, ya que introducimos la solucién
obtenida en las ecuaciones del movimiento para analizar la respuesta del sistema.

En primer lugar se ha presentado el modelo matemaético, estudiando su convergencia, y
posteriormente lo hemos desarrollado para el mantenimiento en estacién, tanto norte-sur,
como este-oeste.

Los criterios objetivo para los vectores inclinacién y excentricidad se han determinado
de acuerdo con las estrategias, ya expuestas previamente, direccion seculary perigeo hacia
el Sol, respectivamente. Sin embargo, para la longitud hemos propuesto dos maneras de
establecer el criterio objetivo: en una primera forma, el criterio para la longitud objetivo
ha sido el de alcanzar el valor del limite inferior de su ventana asignada en el final del
ciclo; en la segunda forma, el objetivo ha sido conseguir que la longitud verdadera se
mantenga simétrica respecto de la longitud nominal, con su maximo en la mitad del ciclo
y su minimo al final del mismo.

Para todos los casos se dan las relaciones de recurrencia que definen las sucesiones que
permiten obtener los impulsos y tiempos, asi como los esquemas de los procesos iterativos.



Capitulo 5

Simulacion numérica. Resultados.

En este capitulo se presenta una simulacién numérica del mantenimiento en estacién
de un satélite geoestacionario situado en la longitud 30° Oeste.

Comenzamos con el mantenimiento norte-sur durante el afio 2000 utilizando parame-
tros osculatrices obtenidos mediante la propagacién numérica de la érbita y el método
iterativo descrito en el capitulo anterior. Se analizan distintas formas de determinar el
valor de la correccién para la inclinacién para ciclos de 14 y 28 dias, utilizando en todas
ellas como estrategia comin la ya estudiada direccion secular. Asimismo, se efectia la
simulacién utilizando las expresiones del modelo lineal expuestas en el segundo capitulo
con parametros centrados.

Seguidamente, y de manera aniloga, se lleva a cabo el mantenimiento en estacién
este-oeste, en este caso, durante tres meses. Se aplica el método iterativo para la longitud
verdadera y el vector excentricidad centrado tratando los dos problemas expuestos en el
capitulo 4 y planteados en funcién del criterio objetivo para la longitud verdadera (que
alcance un valor concreto en un instante determinado o bien, que describa una parabola
simétrica respecto de la longitud nominal). También se realiza la simulacién con el modelo
lineal y 1a longitud media, iinicamente para el primero de ellos. En todos los casos se aplica
la estrategia perigeo hacia el Sol.

Una vez calculadas las magnitudes de los impulso correctores, se comparan los dos
métodos, iterativo y lineal, analizando cudl de ellos reduce la magnitud de la velocidad
aplicada, y por tanto, el consumo de combustible. De esta forma, obtenemos que este
objetivo se cumple controlando la longitud verdadera, el vector inclinacién osculatriz y el
vector excentricidad centrado con el método iterativo junto con la integracién numérica
de las ecuaciones del movimiento de satélite con el criterio de simetria para la longitud,
en ciclos de 14 dias de duracién.
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Finalmente, con este procedimiento se realiza la simulacién combinando las maniobras
norte-sur y este-oeste desde el 1 de enero al 31 de diciembre de 2000.

5.1 Datos para la simulacion numérica.

Las caracteristicas de la misién y del satélite geoestacionario para el que se efectia la
simulacién numérica del mantenimiento en estacién son las siguientes:

Longitud nominal: ls = 30° Oeste
Ventana en longitud: [—30°.07, —29°.93]
Ventana en latitud: [—0°.05, 0°.05]
Control en excentricidad: e, = 1.6 x 10~* radianes
Control en inclinacién: 1. = 0°.05
Mantenimiento norte-sur: una maniobra sur
Mantenimiento este-oeste: dos maniobras, la primera oeste y la segunda, este
Duracién del ciclo: T = 14 6 30 dias
Fecha: ano 2000
Caracteristicas fisicas del satélite:

Relacién drea/masa: A/m = 0.04289 m?/kg

Coeficiente de reflectividad: R = 0.02

Algunos de estos datos corresponden al satélite espanol de telecomunicaciones
HISPASAT 1A.

5.2 Mantenimiento en estacion norte-sur.

5.2.1 Proceso iterativo. Elementos osculatrices.

El mantenimiento en estaciéon norte-sur se realiza efectuando periédicamente una ma-
niobra sur. La magnitud del impulso y del instante de su realizacién se han calculado
aplicando el método iterativo descrito en el capitulo anterior, para un valor del control de
la inclinacién 4, = 0°.05. La tabla (5.2.1) muestra los resultados obtenidos en uno de los
ciclos con este proceso iterativo. Como se observa en ella, la convergencia es muy rapida.
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Iteracion | AVs (en m/s) | s, ( en radianes) Fecha Hora (TU)
6 1.61950 4.80143 20-05-2000 16" 58™ 07°.4
) 1.61950 4.80143 20-05-2000 16" 58™ 07°.4
4 1.61949 4.80143 20-05-2000 16" 58™ 07°.4
3 1.61952 4.80135 20-05-2000 16" 58™ 06°.3
2 1.61782 4.80219 20-05-2000 16" 58™ 18%.9
1 0.00000 0.00000 20-05-2000 0" 00™ 00°.0

Tabla 5.2.1: Resultado de una iteracidn.

A continuacién se presentan dos formas distintas de realizar el mantenimiento en
estacién norte-sur, dependiendo de cémo se determina el vector inclinacién objetivo, i
En ambas se utiliza la estrategia direccion secular para calcular este vector, cuya expresion
viene dada por (2.4.3), esto es, por:

— Aicos Qgee,
— Aisen Q. (5.2.1)

lgy = g
oy = Ay

La diferencia entre ellas reside en que, mientras que en la primera el valor del médulo
de la correccién, Az, se determina a priori y se mantiene constante durante todo el afo,
en la segunda se calcula en cada ciclo a partir de la evolucién del vector inclinacién. El

valor Q. depende del afio (véase la tabla (2.4.1)); al afio 2000 le corresponde

Qyee = 95°.08. (5.2.2)

A su vez, cada una de ellas se evalia para ciclos de 14 y 28 dias de duracién.
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Caso 1.a Ai constante para un ciclo de 14 dias

En el capitulo 1 se estudié la evolucién del vector inclinacién bajo la accién de la
fuerza lunisolar, obteniéndose que ésta tenia un término secular y términos periddicos.
Su amplitud, en cortos periodos de tiempo, depende de la época del ano. Como ejemplo,
la figura (5.2.1) muestra la evolucién de este vector durante 14 dias para los seis primeros
meses del afio 2000, comenzando en el origen, (0,0). En ella se observa que la variacién
de la inclinacién presenta diferencias de décimas de grado.
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Figura 5.2.1: Evolucién del vector inclinacién segiin la época del afo.

Teniendo en cuenta este hecho, el valor de Ai que interviene en las expresiones (5.2.1)
se determina, en este caso, promediando las magnitudes de la variacién que experimenta
el vector i en 14 dias durante todo el afio para el que se efectia el mantenimiento en
estacién. El valor obtenido es:

Az = 0°.03. (5.2.3)

A causa de la evolucién que presenta el vector i es necesario determinar un vector
inicial apropiado que garantice su permanencia dentro del circulo de control durante los
ciclos de mantenimiento en estacién sin necesidad de realizar méas maniobras que las
programadas por la misién, siendo, en este caso, una maniobra sur cada 14 dias.

Las figuras (5.2.2) muestran varios ciclos de mantenimiento en estacién realizados en
las mismas condiciones, para distintos vectores inclinacién iniciales. Con ellas se pone de
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manifiesto la importancia de una buena situacién inicial del vector inclinacién. En ellas
se observa que el vector ¢+ abandona su circulo de control de radio i, = 0°.05 en el tercer
ciclo.
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(a) 7 = (0.02930000, 0.00855479) (b) 7 = (—0.026, —0.026)

Figura 5.2.2: Influencia del vector inclinacién inicial en el mantenimiento en estacidn.

El vector inclinacién inicial elegido que garantiza la permanencia en el circulo tiene
por componentes

iz =  0°.0386660,
iy, = —0°.0255846. (5.2.4)

Para el mantenimiento en estacién efectuado desde el 1 de enero de 2000 hasta el 31
de diciembre de ese mismo ano se han efectuado un total de 25 maniobras sur, con un
periodo de 14 dias. En la figura (5.2.3) se muestra el efecto de estas maniobras sobre
el vector inclinacién, y en la tabla (5.2.2) aparecen las fechas y horas de las maniobras
junto con el valor del impulso determinado con el método iterativo descrito en el capitulo
anterior. El incremento total de velocidad AV para todo el afio ha sido de 40.26734m/sg.
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Figura 5.2.3: Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000 para A: = 0°.03 y
T = 14 dias.
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Fecha Hora (TU) AVs (en m/s)
15-01-2000 00745™36°.5 1.61004
29-01-2000 23P47™16°.9 1.61024
12-02-2000 22153m33% .4 1.61023
26-02-2000 22R00™33%.9 1.61049
11-03-2000 21P08™17°.5 1.61054
25-03-2000 20716™46°.4 1.61084
08-04-2000 19"26™00°.4 1.61091
22-04-2000 18"36™01°.9 1.61119
06-05-2000 17"46™51%.6 1.61125
20-05-2000 16"58m32%.2 1.61147
03-06-2000 16"11™05°.4 1.61145
17-06-2000 15724™345.2 1.61158
01-07-2000 14"39™00°.6 1.61147
15-07-2000 13h54m275.7 1.61149
29-07-2000 13"10m56°.4 1.61128
12-08-2000 12728™30°.0 1.61121
26-08-2000 11747075 .4 1.61092
09-09-2000 11"06™50°.5 1.61080
23-09-2000 10"27m36°.5 1.61047
07-10-2000 09749™24°.9 1.61035
21-10-2000 09712™10°.7 1.61003
04-11-2000 08735™50°.4 1.60996
18-11-2000 08m00™17°.5 1.60969
02-12-2000 07h25™25%.5 1.60969
16-12-2000 06"51™06°.0 1.60951

AV total 40.26734
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Tabla 5.2.2: Tiempos y magnitudes de las maniobras sur para Ai = 0°.03 y T' = 14 dias.
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Caso 1.b A7 constante para un ciclo de 28 dias

En este caso se considera un ciclo de mantenimiento en estacién de 28 dias de duracién
y un valor constante para Ai. Este valor se ha determinado de la misma forma que en el
caso anterior, promediando la magnitud de la variacién que experimenta el vector i, pero
esta vez durante 28 dias. El valor obtenido es:

Ai = 0°.06. (5.2.5)

En la figura (5.2.4) se muestran la evolucién de Zpara seis meses, de enero a junio. En
ella se aprecian de nuevo las distintas amplitudes que tiene su movimiento, dependiendo
de la época del ano.
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Figura 5.2.4: Evolucién del vector inclinacién segiin la época del afo.

La figura (5.2.5) muestra el mantenimiento en estacién norte-sur en las condiciones
descritas. Debido al tamano del circulo de control para la inclinacién asignado en esta
simulacién, es imposible mantener en su interior al vector i. Este abandona su circulo en
varias ocasiones, siendo necesario realizar impulsos adicionales, con una direccién distinta,
a la secular, antes de las fechas programadas.

Si se analiza esta misma estrategia para otros valores de A, 0°.055 y 0°.065, se obtiene
el mismo comportamiento, es decir, que el vector i no se puede mantener controlado. Este
resultado se ilustra con las figuras (5.2.6).
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Figura 5.2.5: Mantenimiento en estaciéon norte-sur durante el afio 2000 para A: = 0°.06 y
T = 28 dias.
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(b) Ai = 0°.055

Figura 5.2.6: Mantenimiento en estacion para distintos valores de As.
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Caso 2.a Ai variable para un ciclo de 14 dias

Debido a las distintas amplitudes que presenta la evolucién del vector Zpuede no
resultar apropiado considerar, en cada maniobra, el mismo valor de la correccién para la
inclinacién, Ai. Por esta razén se realiza ahora el mantenimiento en estacién norte-sur
calculando los valores de Az en cada ciclo, dependiendo de la variacién que experimenta
durante ese periodo de tiempo el vector inclinacién. Igual que en el caso anterior, se han
efectuado 25 maniobras sur con un periodo de 14 dias desde el 1 de enero hasta el 31 de
diciembre de 2000, comenzando con un vector inclinacién de componentes

i = (0°.04, 0°.00). (5.2.6)

El resultado se muestra en la figura (5.2.7) y en la tabla (5.2.3), donde aparecen, igual
que en el caso anterior, las fechas, horas de realizacién y magnitudes de los impulsos sur.
El incremento total de velocidad AV para todo el afio ha sido de 43.31311m/sg.
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Figura 5.2.7: Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000 para A: variable y
T = 14 dias.
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Tabla 5.2.3: Tiempos y magnitudes de las maniobras sur para A¢ variable y T = 14 dias.

Capitulo 5. Simulacién numérica. Resultados.

Fecha Hora (TU) AVs (en m/s)
15-01-2000 00"45™36°.6 2.12694
29-01-2000 23k47m175.3 2.23429
12-02-2000 22h53m34%.6 1.74863
26-02-2000 22h00™365.1 1.62308
11-03-2000 21m08™20%.6 1.22540
25-03-2000 20"16™50°.4 1.20878
08-04-2000 19%26™05°.0 1.13321
22-04-2000 18"36™06°.7 1.40861
06-05-2000 17746™56°.7 1.59951
20-05-2000 16"58™374.6 1.87111
03-06-2000 16"11m114.2 2.02664
17-06-2000 15"24™415.0 2.17348
01-07-2000 14"39™08°.4 2.18231
15-07-2000 13h54™375.3 2.19716
29-07-2000 13h11™08%.1 2.03596
12-08-2000 12h28m445 1 1.92083
26-08-2000 11h47m245 1 1.63998
09-09-2000 11%07™10°.0 1.43844
23-09-2000 10h27m585.5 1.23779
07-10-2000 09749™495.1 1.16704
21-10-2000 09%12m36°.8 1.35731
04-11-2000 08"36™18%.4 1.52263
18-11-2000 08m00™474.0 1.89736
02-12-2000 07"25™56¢.4 2.01547
16-12-2000 06"51™m38° .4 2.32115

AV total 41.8767
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Sigue siendo de gran importancia la posicién inicial del vector inclinacién. La figura
(5.2.8) muestra el mantenimiento en estacién comenzando con un vector inclinacién inicial
de componentes:

iz = 0°.0386660,
= —0°.0255846. (5.2.7)

Ly

Como se aprecia en la figura, seria necesaria la realizacién de un impulso con una
direccién distinta a la establecida por la estrategia para evitar que el vector ¢ abandone
su circulo de control por su parte izquierda.
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Figura 5.2.8: Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000.
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Caso 2.b A7 variable para un ciclo de 28 dias

Este caso es andlogo al anterior, pero el ciclo tiene ahora una duracién de 28 dias.
En la figura (5.2.9) aparece representado el mantenimiento en estacién realizado en es-
tas condiciones, en el que se han aplicado 13 maniobras sur, empezando con un vector
inclinacién de componentes:

7 = (0°.03694600, —0°.02870633). (5.2.8)

Como se aprecia en ella, resulta imposible mantener constante la direccién de la
correccién A durante todo el afio; el vector inclinacién abandona su circulo tras la décima,
maniobra. En la tabla (5.2.4) aparecen las fechas, horas de realizacién y magnitudes de
cada impulso, obteniéndose como incremento total de velocidad el valor
AV = 39.67284m/sg.
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Figura 5.2.9: Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000 para A: variable y
T = 28 dias.
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Fecha Hora (TU) AVs (en m/s)
29-01-2000 23P47m16°.3 4.36431
26-02-2000 22h00™385.3 3.36651
25-03-2000 20716™58°.1 2.42244
22-04-2000 18"36™21°.6 2.53809
20-05-2000 16"59™01°.0 3.46812
17-06-2000 15"25™15°.5 4.19065
15-07-2000 13"55m27°.1 4.36938
12-08-2000 1229™53%.5 3.84673
09-09-2000 11708™425.1 2.22431
07-10-2000 09751™435.6 2.07446
04-11-2000 08"38™345.0 2.88054
02-12-2000 07h28m315.3 3.91730

AV total 39.67284
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Tabla 5.2.4: Tiempos y magnitudes de las maniobras sur para un A: variable y 7' = 28 dias.

Para poder hacer efectiva este tipo de estrategia, cumpliendo los requisitos de la misién
en cuanto a control de inclinacidn, es preciso efectuar la décima correccién con una di-
recci6n distinta a la secular predeterminada. El resultado se muestra en la figura (5.2.10)
y en la tabla (5.2.5), donde aparece resaltada la maniobra que tiene distinta direccidn.
El vector inclinacién inicial ha sido el mismo que el anterior y el incremento total de
velocidad ha resultado mayor, siendo ahora su valor AV = 40.45528 m/sg.



Figura 5.2.10:
T = 28 dias.
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Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000 para A¢ variable y

Fecha Hora (TU) AVs (en m/s)
29-01-2000 23P47m16°.3 4.36431
26-02-2000 22h00™385.3 3.36651
25-03-2000 20716™58°.1 2.42244
22-04-2000 18"36™21°.6 2.53809
20-05-2000 16"59™01°.0 3.46812
17-06-2000 15"25™15%.5 4.19065
15-07-2000 13"55m27°.1 4.36938
12-08-2000 1229™53%.5 3.84673
09-09-2000 1212™18%.4 2.87864
07-10-2000 09°51™44°.9 2.21982
04-11-2000 08"38™36°.8 2.87208
02-12-2000 07h28™35%.5 3.90851

AV total 40.45528

Tabla 5.2.5: Tiempos y magnitudes de las maniobras sur para un A: variable y T = 28 dias.
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La tabla (5.2.6) muestra un resumen de los casos estudiados que hacen posible el
mantenimiento en estacién norte-sur. Se observa que el que menos velocidad necesita, y
como consecuencia, menos combustible gasta, es el descrito en el caso 1.a.

Valor de Ai | Duracién del ciclo | AVg total (en m/s)

0°.03 14 dias 40.26734
variable 14 dias 43.31311
variable 28 dias 40.45528

Tabla 5.2.6: Incrementos totales de velocidad y estrategias.
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5.2.2 Modelo lineal. Elementos centrados.

En este caso se realiza el mantenimiento en estacién en las mismas condiciones que
el caso 1.a ( Ai = 0°.03, T = 14 dias) pero utilizando para el cédlculo de la magnitud
del impulso y su instante de realizacién las expresiones del modelo lineal descrito en el
segundo capitulo. Se han utilizado elementos centrados en lugar de medios ya que, como
se vio en la secci6n 3.6, las diferencias entre ellos no son significativas. En la figura (5.2.11)
se muestra el efecto que tiene sobre el vector inclinacién la aplicacién de las 25 maniobras
sur, y en la tabla (5.2.7) aparecen las fechas, horas y valores de los impulsos realizados.
El incremento total de velocidad AV ha sido de 40.41633 m/sg.
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Figura 5.2.11: Mantenimiento en estacién norte-sur durante el afio 2000. Modelo lineal.
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Fecha Hora (TU) AVyg (en m/s)
15-01-2000 00744™41°.8 1.60261
29-01-2000 23P46™22°.0 1.61063
12-02-2000 22"51m56°.8 1.61137
26-02-2000 21759™58%.2 1.61415
11-03-2000 21P06™45°.9 1.61555
25-03-2000 20716™16°.2 1.61530
08-04-2000 19724™40°.2 1.62011
22-04-2000 18"35m38%.1 1.61665
06-05-2000 17"45m528.2 1.62438
20-05-2000 16"58™18%.9 1.61782
03-06-2000 16"10m35°.9 1.62743
17-06-2000 15724m35%.2 1.61837
01-07-2000 14"39™06°.0 1.62847
15-07-2000 13"56m37°.8 1.61806
29-07-2000 13"14m245.9 1.62724
12-08-2000 12732m40°.9 1.61702
26-08-2000 11752m545.7 1.62410
09-09-2000 11712m585.6 1.61563
23-09-2000 10"35m34%.8 1.61983
07-10-2000 09°57m25%.6 1.61433
21-10-2000 09"22m08%.4 1.61519
04-11-2000 08745™38%.5 1.61323
18-11-2000 08"11™59%.4 1.61062
02-12-2000 07"36™52°.0 1.61203
16-12-2000 07"04™10%.1 1.60621

AV total 40.41633
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Tabla 5.2.7: Tiempos y magnitudes de las maniobras sur para Ai = 0°.03, T = 14 dias.

Modelo lineal.
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5.2.3 Conclusiones.

A partir de la simulacién numérica efectuada para el mantenimiento en estacién norte-
sur se concluye que la manera Gptima de controlar el vector i, en cuanto a gasto de
combustible, es la realizacién de una maniobra sur cada 14 dias que permita alcanzar un
vector inclinacién objetivo, 57-, determinado a partir de un A¢ constante calculado a priori.
Ademds, el cdlculo de la magnitud del impulso corrector y su instante de realizacién se
efectia con el método iterativo descrito en el capitulo 4 y utilizando elementos orbitales
osculatrices obtenidos con la propagacién numérica de la érbita.

Esta forma de actuar, frente a métodos que utilizan elementos centrados con modelos
lineales para el cdlculo de impulsos y sus instantes de realizacién, como el evaluado en el
seccion 5.2.2, consume menos combustible ya que la velocidad aplicada es menor, aunque la,
diferencia es poco significativa al estar utilizando, en ambos casos, una estrategia éptima.
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5.3 Mantenimiento en estacion este-oeste.

El mantenimiento este-oeste aqui se lleva a cabo de acuerdo con las conclusiones
del capitulo anterior, esto es, mediante la aplicacién de dos maniobras tangenciales de
distinto signo separadas medio dia sidéreo. Desde el punto de vista operativo resulta
ventajoso tener ciclos de correccién periédicos y de duracién constante. Por esta razén
hemos elegido, igual que en el caso anterior, ciclos de 14 dias.

Puesto que la simulacién numérica se realiza para un satélite estacionado en la longitud
30° Oeste, primero efectuamos una maniobra oeste para evitar que el satélite abandone
la ventana en longitud por el oeste. Medio dia sidéreo después se aplica una maniobra
este, de menor magnitud (véase la figura (2.5.1)). Con esta dltima, por un lado se corrige
el exceso de velocidad que produce la primera maniobra sobre la longitud y, por otro,
al tener sobre el vector excentricidad el mismo efecto que la maniobra oeste anterior, se
incrementa la velocidad necesaria para corregir este vector.

5.3.1 Problema 1: Ar(t, +T) =1, — 6l.
(a) Método iterativo. Longitud verdadera.

En este caso efectuamos el mantenimiento en estacién mediante el método descrito en
el primer problema expuesto en el capitulo 4. Con este procedimiento determinamos los
limites de las sucesiones (U,,), (W,,) y (sp,) que proporcionan, a su vez, la magnitud de los
dos impulsos y el instante de realizacién del primero de ellos para corregir simultdneamente
la longitud verdadera y el vector excentricidad centrado (el vector osculatriz presenta
oscilaciones diurnas de gran amplitud que hacen imposible su utilizacién). Esta correccién
se hace con las condiciones descritas en la seccién 4.4.1:

— la longitud verdadera debe alcanzar el limite inferior de su ventana al final del ciclo,
es decir,
Aty +T) =1, -4l

— el vector excentricidad debe tener la direccién del Sol en la mitad del ciclo como
resultado de la aplicacién de la estrategia perigeo hacia el Sol y su médulo, después
de las maniobras, debe ser igual a e,.

La tabla (5.3.1) muestra los resultados obtenidos en uno de los ciclos.
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Iteracién | U (enm/s) | W (en m/s) | s, (en radianes) Hora
7 -0.04324 0.14493 5.32418 21"49™525 .5
6 -0.04324 0.14493 5.32418 21"49™525 .5
) -0.04325 0.14493 5.32411 21"49™514.6
4 -0.04265 0.14493 5.32388 21749™48%.3
3 -0.04327 0.14485 9.32212 21"49m245 3
2 -0.04536 0.13792 5.31001 21749™385.9
1 0.00000 0.00000 1.69664 19"58™44% .5

Tabla 5.3.1: Resultado de una iteracién. Problema 1.

La ventana en longitud asignada en la misién simulada es [—30°.07, —29°.93]. No
obstante, es necesario considerar en esta ventana limitaciones debidas a errores no con-
trolados en la determinacién de la érbita y de los impulsos.Por esta razén, hemos reducido
la ventana a [—30°.05, —29°.95]. De esta forma garantizamos que no se sobrepasan los
margenes asignados.

El valor e, considerado para el control en excentricidad es de 1.6 x 10~ radianes. En
la figura (5.3.1) se representa la evolucién anual del vector excentricidad centrado durante
el anio 2000 y el circulo de control dentro del cual se tiene que mantener €.
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2. 0002 ]

0.0000 ]
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-0.0004 ]

-0. 0006

~ 0. BROB T T T T T T
-0.0010-0.0008-0.0006-0.0004 -0, 0002 0.0000 3.0002
ex

Figura 5.3.1: Evolucién anual del vector excentricidad centrado y circulo de control.
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Hemos realizado la simulacién desde el 15 de marzo hasta el 25 de junio de 2000 apli-
cando 12 impulsos tangenciales ( seis impulsos este y seis oeste). Los elementos orbitales

iniciales han sido:
a = 42165.4258 km,

—29°.996075,
e, = 0.00016062 radianes,
e, = —0.00011649 radianes.

En las figuras (5.3.2-(a)) y (5.3.2-(b)) se muestra el efecto de las maniobras realizadas
sobre la longitud verdadera y el vector excentricidad, respectivamente. En la tabla (5.3.2)
aparecen los valores de los impulsos este y oeste calculados con el método iterativo descrito
en el problema 1 del capitulo anterior, AV, asi como las fechas y horas de su realizacién.
Como se vio en el capitulo 2, un incremento de velocidad negativo corresponde a una ma-
niobra oeste, mientras que un incremento positivo corresponde a una este. También estdn
los valores de los impulsos necesarios para corregir la longitud verdadera, U, y el vector
excentricidad, W. El incremento total de velocidad AV aplicado para el mantenimiento
en estacién este-oeste durante este periodo de tiempo ha sido de 0.93735 m/sg.
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Capitulo 5. Simulacién numérica. Resultados.
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Figura 5.3.2: Mantenimiento en estacién este-oeste para e, = 1.6 x 10~ radianes. Problema

1-a.
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Fecha Hora (TU) AV (enm/s) | U (enm/s) | W (en m/s)
29-03-2000 21749™525 5 -0.09409
30-03-2000 09"51™50%.5 0.05084
-0.04324 0.14493
13-04-2000 18713™m22%.5 -0.11009
14-04-2000 06"15™20° .4 0.07661
-0.03348 0.18670
28-04-2000 22 44™38° 6 -0.07191
29-04-2000 10"46™36°.5 0.03246
-0.03945 0.10437
13-05-2000 18R00™122.7 -0.11741
14-05-2000 06"02™10%.6 0.08552
-0.03189 0.20293
28-05-2000 23"31™51%.6 -0.07477
29-05-2000 11733™49% 5 0.03442
-0.04035 0.10919
12-06-2000 17732m53%.0 -0.11056
13-06-2000 05"34™50%.9 0.07866
-0.03190 0.18923
AV total 0.93735

Tabla 5.3.2: Tiempos y magnitudes de las maniobras este-oeste para e, = 1.6 x 10~* radianes.
Problema 1-a.
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Como resultado de la apliacién de las maniobras tangenciales, el vector excentricidad
se mantiene describiendo aproximadamente un circulo de radio e, = 1.6 x 10~* (circulo
interior en la figura (5.3.2-(b))). No obstante, en tres ocasiones abandona este circulo,
tomando como valor méximo 2.25 X 10~* radianes (radio del circulo exterior). Esto es
debido a que, en su evolucién, no describe un circulo perfecto, sino que presenta bucles,
como se observa en la figura (5.3.3) donde aparecen representadas la evolucién anual del
vector excentricidad centrado y del medio. Este 1ltimo si describe un circulo, de acuerdo
con lo visto en la seccién 1.5.
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Figura 5.3.3: Evolucién de los vectores excentricidad medio y centrado durante el afio 2000.

En todo caso, el vector excentricidad estd controlado. De hecho, aunque se actia
sobre el vector centrado, se consigue mantener al vector osculatriz dentro de un circulo
de radio 7 = 2.7 x 1071, La figura (5.3.4) muestra el efecto de los impulsos tangenciales
sobre el vector osculatriz, y en la figura (5.3.5) aparece ademds superpuesta la evolucién
anual libre de dicho vector.
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(b) Modelo lineal. Longitud media.

En este caso realizamos el mantenimiento en estacién en las mismas condiciones que
el caso anterior, pero calculando la magnitud de los impulsos y su instante de realizacién
con las ecuaciones del modelo lineal descritas en el capitulo 2.

Al actuar ahora sobre la longitud media, en lugar de hacerlo sobre la verdadera, hemos
tenido en cuenta dos restricciones mas en la ventana en longitud:

— un margen para las oscilaciones que produce la excentricidad (2e.);

— un margen para las perturbaciones de corto periodo producidas por la accién gra-
vitatoria de la Luna, que son menores que 0°.004 (véase la seccién 1.4).

Asi pues, la ventana queda ahora limitada, de forma que, para el valor del control en
excentricidad e, = 1.6 X 10~ radianes, resulta que el intervalo es [—30°.0315, —29°.9684] .

En las figuras (5.3.6-(a)) y (5.3.6-(b)) se muestra el efecto de las maniobras de mante-
nimiento en estacién obtenidas para este caso. En la figura correspondiente a la longitud
media se aprecia que el criterio objetivo no se alcanza satisfactoriamente, aunque se
mantiene dentro de sus limites. En la tabla (5.3.3) aparecen las fechas, horas y mag-
nitudes de los impulsos. El incremento total de velocidad AV ha sido en este caso de
0.93228 m/sg.
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Fecha Hora (TU) AV (enm/s) | U (enm/s) | W (en m/s)
29-03-2000 21746™41°.8 -0.09384
30-03-2000 09748™39°.7 0.04446
-0.04902 0.13793
13-04-2000 18"39™02%.6 -0.11854
14-04-2000 06"41™00°.5 0.09231
-0.02623 0.21085
28-04-2000 23P13™m53%.4 -0.05989
29-04-2000 11751™515.3 0.02060
-0.03929 0.08049
13-05-2000 18722m375.8 -0.12482
14-05-2000 06724™35°.8 0.09035
-0.03447 0.21517
28-05-2000 23h47m145.8 -0.06564
29-05-2000 11749™125.8 0.02894
-0.03670 0.09458
12-06-2000 17"56™46°.2 -0.11457
13-06-2000 05°58™445.2 0.07869
-0.03589 0.19326
AV total 0.93228

Tabla 5.3.3: Tiempos y magnitudes de las maniobras este-oeste para e, = 1.6 x 10~* radianes.
Problema 1-b.

Al comparar ahora ambos casos se puede observar que el incremento total de velocidad
es similar (la diferencia es del orden de 5 x 107° m/sg) ya que el valor del control en
excentricidad es el mismo, y es éste el que influye directamente en la determinacién de la
magnitud total del impulso corrector, W. Por tanto, para disminuir la velocidad utilizada
es necesario aumentar el radio del circulo de control para el vector €.

Si se efectiia el mantenimiento en estacién segin se describe en el problema 1, el valor
méximo de e, que mantiene la longitud verdadera dentro de sus limites es e, = 2.3 x 1074

En la tabla (5.3.4) aparecen las fechas y magnitudes de los impulsos, siendo ahora el
incremento total de velocidad AV = 0.81062 m/sg, y en las figuras (5.3.7-(a)) y (5.3.7-(b))
se muestra su efecto sobre A y €.
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Capitulo 5. Simulacién numérica. Resultados.

Fecha Hora (TU) AV (enm/s) | U (enm/s) | W (en m/s)
29-03-2000 22/12m29% 1 -0.08096
30-03-2000 10"14™275.0 0.04046
-0.04050 0.12143
13-04-2000 17h57m315.1 -0.09774
14-04-2000 05759™29°.0 0.16368
-0.03179 0.16368
28-04-2000 23R31™49°.0 -0.05989
29-04-2000 11733™46°.9 0.02335
-0.04084 0.08753
13-05-2000 17742m53%.1 -0.10471
14-05-2000 05°44™515.0 0.07361
-0.03110 0.17832
28-05-2000 00230™50%.7 -0.06564
29-05-2000 12732m48°.6 0.03154
-0.03775 0.10083
11-06-2000 16754™245 4 -0.09486
12-06-2000 04h56™22° .4 0.06397
-0.03089 0.15883
AV total 0.81062

Tabla 5.3.4: Tiempos y magnitudes de las maniobras este-oeste para e, = 2.3 x 10~* radianes.
Problema 1-a.

En el caso del cdlculo de los impulsos mediante las expresiones del modelo lineal, un
incremento del valor de e, no resulta ventajoso. Aumentando tan solo al valor e, = 2x10™*
radianes, la longitud media abandona su ventana (que ahora es [—30°.0262, —29.9737])
en el sexto ciclo, segin se observa en la figura (5.3.8-(a)), siendo necesario ajustar el valor
de 1a longitud objetivo en el ciclo anterior. El vector excentricidad se mantiene controlado
(véase la figura (5.3.8-(b))).
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5.3.2 Problema 2: max A(t) —Il;,=1,— min A(%).
tp<t<tp+T ty <t<tp+T

En este caso, el mantenimiento en estacion se efectiia de acuerdo con el método tratado
en el segundo problema descrito en el capitulo 4. El criterio objetivo para el vector
excentricidad no se modifica; sin embargo, para la longitud verdadera, si: se pretende que
ésta se mantenga simétrica respecto de la longitud nominal, [, = 30° Oeste, alcanzando
su valor maximo en la mitad del ciclo y su valor minimo al final del mismo.

Con este método, ademds de calcular los valores a los que convergen las sucesiones
(Un), (Wy,) y (sp,), también se determina el valor del criterio de simetria C' (4.4.45) como
el limite de la sucesién (C,). En la tabla (5.3.5) se muestran los resultados obtenidos en
unos de los ciclos. Como se puede observar en ella, la convergencia es algo mas lenta al
imponerse mas condiciones que en el problema anterior.

lteraciéon | U (en m/s) | W (en m/s) | C (en grados) | sp (en radianes) Hora
10 -0.03044 0.18671 0.03104 4.63487 18713™15%.2
9 -0.03044 0.18671 0.03104 4.63487 18713™m15%.2
8 -0.03043 0.18671 0.03107 4.63488 18713™m15%.2
7 -0.03044 0.18671 0.03101 4.63487 18713™m15%.2
6 -0.03042 0.18671 0.03113 4.63489 18713™m15%.4
5 -0.03058 0.18670 0.03088 4.63485 18713™m14%.8
4 -0.02864 0.18671 0.04213 4.63439 18713™m08%.5
3 -0.02135 0.18676 0.08224 4.63559 18713™25%.0
2 -0.06628 0.18760 0.19455 4.65214 18717m11%.4
1 0.00000 0.00000 0.00000 4.57010 19758™39%.3

Tabla 5.3.5: Resultado de una iteracién. Problema 2.

Aqui se ha realizado la simulacién para el mismo periodo de tiempo que en los casos
anteriores, esto es, del 15 de marzo al 25 de junio. La ventana en longitud reducida sigue
siendo [—30°.05, —29°.95] ; el valor del control en excentricidad es e, = 1.6 x 10~ radianes
y los elementos orbitales iniciales considerados son:

a = 42165.3466 km, e; = 0.00016062 radianes,
[ = —29°.995821, e, = —0.00011648 radianes.

El resultado del mantenimiento en estacién se muestra en las figuras (5.3.9-(a))
y (5.3.9-(b)), y en la tabla (5.3.6), donde aparecen calculados los impulsos, AV; y AV,
la fecha y hora de realizacién, la correccién para la longitud, U, la correccién para
la excentricidad, W, y el criterio de simetria, C. El incremento total de velocidad ha
sido AV = 0.93739 m/sg.
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Figura 5.3.9: Mantenimiento en estacién este-oeste para e, = 1.6 x 10~ radianes. Problema
2.
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Fecha Hora (TU) | AV (enm/s) | U (en m/s) | W (en m/s) | C (en grados)

29-03-2000 21h49™45%.7 -0.09330
30-03-2000 09°51™43%.6 0.05164

-0.04167 0.14494 0.03092
13-04-2000 18"13m15%.2 -0.10858
14-04-2000 06"15™13%.2 0.07813

-0.03044 0.18671 0.03104
28-04-2000 | 22"44™40%.0 -0.07363
29-04-2000 10"46™382.0 0.03075

-0.04288 0.10438 0.03067
13-05-2000 18"00™05°.6 -0.11480
14-05-2000 06"02™03°.6 0.08812

-0.02668 0.20292 0.03382
28-05-2000 23h31™54°.8 -0.07801
29-05-2000 11733m524.8 0.03119

-0.04682 0.10920 0.03210
12-06-2000 17h32m445 .5 -0.10685
13-06-2000 05°34™42° 5 0.08239

-0.02446 0.18924 0.03853

AV total 0.93739

Tabla 5.3.6: Tiempos y magnitudes de las maniobras este-oeste para e, = 1.6 x 10~* radianes.
Problema 2

En el grafico correspondiente a la longitud verdadera se aprecia que con este valor de
e. no se aprovecha en su totalidad la ventana en longitud. Como se ha visto ya en el
estudio realizado en el problema anterior, un aumento de e, genera oscilaciones de mayor
amplitud en la longitud de modo que se ocuparin al maximo los mérgenes permitidos y,
ademads, se producird una disminucién en el incremento de velocidad utilizado. El maximo
valor que mantiene la longitud verdadera dentro de sus limites es e, = 3.5 x 10™* radianes.
En la tabla (5.3.7) aparecen ahora las magnitudes correspondientes a este caso, con un
incremento de velocidad total considerablemente menor: AV = 0.60185 m/sg. En las
figuras (5.3.10-(a)) y (5.3.10-(b)) se muestra el efecto de estos impulsos. En esta ocasién
se ocupa al mdximo la ventana en longitud, llegando a sobrepasarla en algiin caso (como
méximo 0°.003) pero siempre dentro de los margenes permitidos.
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Figura 5.3.10: Mantenimiento en estacién este-oeste para e, = 3.5x 107 radianes. Problema
2.
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Fecha Hora (TU) | AV (enm/s) | U (en m/s) | W (en m/s) | C (en grados)

28-03-2000 22/56™51°.3 -0.06875
29-03-2000 10"58™49%.2 0.02859

-0.04017 0.09734 0.05323
12-04-2000 16"37m03°.7 -0.06960
12-04-2000 04"39™01°.6 0.03674

-0.03286 0.10634 0.04948
26-04-2000 23h44™33% 5 -0.06146
27-04-2000 11746™31%.5 0.02604

-0.03541 0.08750 0.05328
11-05-2000 16"05™54°.7 -0.07097
12-05-2000 04R07™52°.7 0.03754

-0.03343 0.10851 0.04926
26-05-2000 00741™53%.1 -0.06508
26-05-2000 12h43m515.1 0.02843

-0.03666 0.09351 0.05311
09-06-2000 15"05™20°.6 -0.07046
10-06-2000 03R07™18°.6 0.03819

-0.03227 0.10865 0.05162

AV total 0.60185

Tabla 5.3.7: Tiempos y magnitudes de las maniobras este-oeste para e, = 3.5 x 10~* radianes.

Problema 2.
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5.3.3 Conclusiones.

De la simulacién numérica efectuada obtenemos como conclusién principal que la
manera 6ptima de controlar el vector excentricidad centrado y la longitud verdadera
se consigue calculando los impulsos y sus instantes de realizacién mediante el proceso
iterativo combinado con una propagacién numérica de la érbita. Ademsds, el criterio para
la longitud objetivo que minimiza la cantidad de velocidad aplicada es que la longitud
verdadera se mantenga simétrica respecto de la longitud nominal, con su méximo en la
mitad del ciclo y su minimo en el final del mismo.

5.4 Comparacion entre el modelo lineal y el proceso
iterativo. Resultados numéricos.

A la vista de los resultados obtenidos en las secciones 5.2 y 5.3 podemos concluir que el
mantenimiento en estacién llevado a cabo con un modelo lineal utilizando parametros cen-
trados y longitud media para un satélite con una media de 10 afios de vida (alrededor de
250 ciclos de 14 dias de duracién) necesita aproximadamente un incremento de velocidad
de 443.0083 m/sg. Sin embargo, si se aplica el proceso iterativo con el criterio de simetria
para la longitud (utilizando el vector inclinacién osculatriz, el vector excentricidad cen-
trado y la longitud verdadera), al poder aumentar el valor del control en excentricidad al
valor e, = 3.5 x 10~* radianes sin que deje de cumplir los requerimientos de la misién, el
incremento de velocidad AV empleado resulta, aproximadamente, ser de 427.7504 m/sg.

Con la aplicacién del segundo método conseguimos, pues, que el gasto de combustible
utilizado en el mantenimiento en estacién este-oeste pase del 8.76 % al 5.86 % del total.
Con relacién al gasto total ocasionado durante la vida del satélite, esto supone un ahorro
del 3.56 %, lo que se traduce en un aumento de 0.365 afios de vida del satélite, esto es, de
tres meses y medio, aproximadamente.
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5.5 Mantenimiento en estacién para el ano 2000.

Aqui realizamos, finalmente, el mantenimiento en estacién combinando maniobras
norte-sur y este-oeste, desde el 1 de enero hasta el 31 de diciembre de 2000, utilizando el
proceso iterativo para la determinacién de las magnitudes de los impulsos y los instantes
de su realizacién. La longitud verdadera, el vector inclinacién osculatriz y el vector
excentricidad centrado se han obtenido mediante la propagacién numérica de la érbita.
Se ha considerado un valor constante para la correccién de la inclinacién, Ai = 0°.03 y
un valor para el control en excentricidad igual a e, = 3.5 x 10~* radianes. La longitud de
estacionamiento sigue siendo 30° Oeste.

Los elementos orbitales iniciales han sido:

a = 42164 km,

—30°.007038,
e =  0.00005831,
e, = —0.00037627,
iz = 0°.038666,
1, = —0.020000.

Las maniobras correctoras se han aplicado periédicamente, en ciclos de 14 dias de
duracién. Cada ciclo comienza con la aplicacién de una maniobra sur. Dado que los
impulsos normales pueden presentar un componente en el plano ecuatorial que podria
interferir en las maniobras tangenciales [Arluk & Virdee, 1985], después de la maniobra
sur dejamos tres dias para que se estabilice la érbita, y es entonces cuando se aplican los
dos impulsos tangenciales, el primero oeste, y el segundo, de menor magnitud, este.

Se han realizado 25 ciclos, con un total de 75 maniobras aplicadas, cuyas magnitudes
e instantes de realizacién aparecen en las tablas (5.5.1) y (5.5.2). El incremento total de
velocidad AV ha sido de 42.85769 m/sg.

En la figura (5.5.1) se muestra el mantenimiento de la posicién del satélite en longitud
y latitud durante todo el anio. Como se puede observar en ella, el satélite no abandona
su ventana espacial. En las figuras (5.5.2), (5.5.3) y (5.5.4) se representan las evoluciones
anuales de la longitud verdadera y de los vectores excentricidad e inclinacién, respectiva-
mente.
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Figura 5.5.1: Mantenimiento en estacién de la posicién del satélite durante el afio 2000.
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Figura 5.5.2: Mantenimiento de la longitud verdadera durante el afio 2000.
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Figura 5.5.3: Mantenimiento del vector excentricidad centrado durante el afio 2000.
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Fecha Hora (TU) AVg (en m/s) Fecha Hora (TU) AVgso (en m/s)
10-01-2000 01205™245 .6 1.60936 13-01-2000 14712m125.5 -0.07528
14-01-2000 0214™10%.5 0.03524
24-01-2000 00"10™185.8 1.60942 27-01-2000 22h54™535 5 -0.08713
28-01-2000 10"56™51%.5 0.05465
07-02-2000 23h11™185.8 1.60946 10-02-2000 13717m10%.3 -0.06436
11-02-2000 01»19™085.2 0.02725
21-02-2000 22h16™14% .4 1.60963 24-02-2000 2131™m255.1 -0.10113
25-02-2000 09"33m23%.1 0.06866
06-03-2000 21721™115.5 1.60965 09-03-2000 11%51™m415.1 -0.05181
09-03-2000 23"53m39%.3 0.01310
20-03-2000 20726™07°.6 1.60988 23-03-2000 20"26™51% .4 -0.10576
24-03-2000 08"28™49%.3 0.07688
03-04-2000 19%31™06%.3 1.60989 06-04-2000 09"09™475.2 -0.04604
06-04-2000 21711™455.2 0.00546
17-04-2000 18"36™02%.9 1.61014 20-04-2000 19728™m165.7 -0.10056
21-04-2000 07"30™145.6 0.07436
01-05-2000 17741m02%.8 1.61012 04-05-2000 06"23m235.9 -0.05199
04-05-2000 18725m21%.9 0.01063
15-05-2000 16%46™00%.6 1.61038 18-05-2000 18726™24%.9 -0.08995
19-05-2000 06"28™22%.9 0.06323
29-05-2000 15751™01%.0 1.61030 01-06-2000 04"37m12%.0 -0.06000
01-06-2000 16"39™10%.0 0.01888
12-06-2000 14"55™59% .6 1.61053 15-06-2000 17718™20%.3 -0.07990
16-06-2000 05"20™18%.3 0.05208
26-06-2000 14m01™00%.2 1.61036 29-06-2000 02"57m48%.6 -0.06385
29-06-2000 14759™46%.5 0.02269

Tabla 5.5.1: Tiempos y magnitudes de las maniobras de mantenimiento en estacion durante

el afio 2000.
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Fecha Hora (TU) AVg (en m/s) Fecha Hora (TU) AVg/o (en m/s)

10-07-2000 13R05™59%.3 1.61063 13-07-2000 16725m24%.3 -0.07376
14-07-2000 04h27m225.3 0.04433

24-07-2000 12710™59%.0 1.61028 27-07-2000 01705™425.6 -0.06702
27-07-2000 13R07™40%.6 0.02687

07-08-2000 11715™582.3 1.61038 10-08-2000 16701™16%.9 -0.06921
11-08-2000 04"03™145.9 0.03736

21-08-2000 10720™56%.5 1.61010 24-08-2000 23h37m345.3 -0.06821
25-08-2000 11739m325.2 0.02585

04-09-2000 09"25™545.8 1.61014 07-09-2000 16725™19%.5 -0.06098
08-09-2000 04"27™17% .4 0.03392

18-09-2000 08"32m524.3 1.60986 21-09-2000 22k38m375.7 -0.07375
22-09-2000 10740™35%.6 0.03165

02-10-2000 07"35™50%.0 1.60989 05-10-2000 15759™33%.5 -0.05436
06-10-2000 04"01™31%.5 0.02636

16-10-2000 06"40™455.9 1.60964 19-10-2000 22713™505.8 -0.07258
20-10-2000 10715m48%.8 0.03347

30-10-2000 05"45m435.2 1.60966 02-11-2000 14h57m355.7 -0.04644
03-11-2000 02"59™33%.6 0.01649

13-11-2000 04"50m375.7 1.60946 16-11-2000 22"06™375.8 -0.06742
17-11-2000 10"08™35°.8 0.03060

27-11-2000 03"55™345.4 1.60948 30-11-2000 13702™m57%.6 -0.04202
01-12-2000 01*04™555.6 0.01009

11-12-2000 03"00™27%.5 1.60936 14-12-2000 21753™10°.8 -0.06535
15-12-2000 09"55™08%.7 0.03030

AV total 42.85769

Tabla 5.5.2: Tiempos y magnitudes de las maniobras de mantenimiento en estacion durante
el afio 2000.
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5.6 Conclusiones y resultados.

En este capitulo hemos presentado la simulacién numérica del mantenimiento en
estacién de un satélite situado en la longitud 30° Oeste y una ventana de 0°.14 de ampli-
tud para la longitud y, de 0°.1 para la latitud. Esta simulacién se ha realizado, en primer
lugar, considerando por separado el mantenimiento norte-sur y el este-oeste. Asimismo,
en cada caso se han analizado distintas opciones en la determinacién de los criterios ob-
jetivo de los elementos orbitales y se han calculado las magnitudes de los impulsos y sus
instantes de realizacién aplicando, tanto las expresiones del modelo lineal, como las del
proceso iterativo, junto con la propagacién numérica de la érbita.

Se concluye, que en el mantenimiento norte-sur, la diferencia entre los incrementos
totales de velocidad aplicados en las distintas opciones estudiadas son poco significativas,
siendo minima al utilizar el proceso iterativo aplicado sobre elementos osculatrices, con
un valor constante para la correccién en inclinacién y efectuando las maniobras cada 14
dias. No obstante, ya se ha considerado una estrategia éptima para el control del vector
inclinacién al aplicar las correcciones con la direccién secular y utilizar elementos orbitales
afectados por todas las perturbaciones periédicas debidas al efecto del Sol y de la Luna,
en el caso de elementos osculatrices, y inicamente sin efectos de corto periodo (menor
que el diurno), en el caso de elementos centrados.

Por el contrario, en el mantenimiento este-oeste si existen diferencias importantes: la
estrategia Optima para controlar el vector excentricidad centrado y la longitud verdadera
resulta ser la de utilizar el proceso iterativo junto con el criterio de simetria para la
longitud ya que, asi, se puede ocupar al maximo la ventana en longitud aumentando el
valor del control en excentricidad y, por tanto, disminuir la velocidad total utilizada para
las maniobras.

La aplicacién de este método 6ptimo frente al de un modelo lineal con pardmetros
centrados y longitud media genera un ahorro del 3.56% en el gasto total de combustible
para un satélite con una media de 10 anos de vida 1til, lo que supone un aumento en ésta
de tres meses y medio, aproximadamente.

Finalmente, se ha realizado de esta forma la simulacién del mantenimiento en estacién
del satélite combinando impulsos sur con los impulsos tangenciales, primero este y después
oeste, desde el 1 de enero hasta el 31 de diciembre de 2000.
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Conclusiones Finales.

En la presente memoria se ha abordado el problema del mantenimiento en estacién
de un satélite geoestacionario mediante la combinacién de métodos numéricos precisos y
modelos lineales simplificados con el objeto de optimizar el cdlculo de maniobras y, asi,
minimizar el consumo de combustible.

A continuacién se exponen las ideas generales, las teorias utilizadas, las aportaciones
realizadas y las conclusiones obtenidas a lo largo de este trabajo.

Hemos comenzado con la presentacién minuciosa de dicho problema, describiendo las
principales caracteristicas del satélite y analizando las acciones de las fuerzas que modifi-
can su posicion, a saber: la fuerza perturbadora gravitatoria terrestre, la fuerza lunisolar y
la fuerza debida a la presién de radiacién solar. Para ello se han integrado analiticamente
las ecuaciones de Lagrange simplificadas escritas en funcién de unos elementos orbitales
equinocciales especificos, ya que este conjunto de elementos resulta mas apropiado que el
conjunto de los elementos orbitales clasicos debido a que, tanto la excentricidad, como la
inclinacién toman valores muy préximos a cero. Como resultado de la integracién se ha
verificado que:

— La fuerza perturbadora gravitatoria terrestre modifica principalmente el semieje y
la longitud media. Ademads, que la evolucién de esta tltima depende de la longitud
de estacionamiento y que, desde el punto de vista cualitativo, aparecen los 4 puntos
de equilibrio en la érbita geoestacionaria, dos de ellos estables y dos inestables. Para
ilustrar esta dependencia hemos determinado el tiempo de permanencia aproximado
de un satélite, en su regién asignada, en funcién de su longitud nominal.

— La fuerza lunisolar actua fundamentalmente sobre el vector excentricidad. Su evolu-
cién presenta una componente secular, distinta para cada ano, y términos periédicos,
siendo dos de ellos los que tienen mayor amplitud: uno debido a la accién del Sol,
con un periodo semianual y, otro, debido a la accién de la Luna, con un periodo de
13.66 dias.

— La fuerza debida a la presién de radiacién solar afecta al vector excentricidad oca-
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sionando que éste describa un circulo anual cuyo radio depende, entre otros factores,
de la reflectividad del satélite, de su area efectiva y de su masa.

Asimismo, hemos revisado los distintos tipos de maniobras estdndard que se realizan
para el mantenimiento en estacién (norte-sur y este-oeste), analizando el efecto que cada
una de ellas tiene sobre los elementos orbitales a partir de expresiones obtenidas con mode-
los lineales simplificados que, ademés, proporcionan la manera de calcular las magnitudes
de los impulsos y su instante de realizacién. Se ha analizado cémo:

— una maniobra normal modifica el vector inclinacién y hemos comprobado cémo su
efecto depende de la hora a la que se efectiie y ésta, a su vez, de la época del ano;

— una maniobra tangencial modifica el vector excentricidad y la longitud verdadera.
Asi, hemos comprobado que la correccién para el vector excentricidad también de-
pende de la hora, mientras que la correccién para la longitud es independiente de la
misma;

— una maniobra radial modifica inicamente el vector excentricidad.

De esta forma, concluimos que la aplicacién de las dos primeras es suficiente para con-
trolar la posicién del satélite, por lo que hemos centrado nuestro estudio en la maniobras
normales y tangenciales que, ademads, son la que cominmente se utilizan en la préctica.

Dado que hemos elegido el caso de un satélite con grandes paneles solares, 1a magnitud
del impulso necesario para corregir el vector excentricidad resulta mayor que la necesaria
para corregir la longitud. Por esta razén ha resultado necesaria para el mantenimiento
en estacién este-oeste, la realizacién de dos impulsos tangenciales separados medio dia
sidéreo, de tal forma que su combinacién corrija de manera eficaz ambos pardmetros.

También hemos descrito las estrategias éptimas elegidas que aplicamos en este trabajo:

o la estrategia direccion secular para el control del vector inclinacién, y

e la estrategia perigeo hacia el Sol para el control del vector excentricidad.

Basandonos en ambas estrategias hemos obtenido las expresiones para los vectores
inclinacién y excentricidad objetivo que utilizamos en los capitulos posteriores.

Con el fin de mejorar los resultados que se obtienen con la utilizacién de métodos
analiticos para la obtencién de elementos orbitales medios y las expresiones del modelo
lineal para la determinacién de la magnitud de los impulsos y sus instantes de realizacién,
hemos planteado el mantenimiento en estacién del satélite como un problema de control de
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un sistema dindmico no lineal en el que el estado del sistema viene dado por los elementos
orbitales del satélite. El efecto que las maniobras tienen sobre dichos elementos serd la
respuesta del sistema a la modificacién de alguna de sus caracteristicas, en este caso, un
cambio en su velocidad.

Para conseguir el objetivo propuesto ha resultado necesario, en primer lugar, integrar
con gran precisién las ecuaciones que definen el movimiento perturbado del satélite y, en
segundo lugar, desarrollar un procedimiento que optimice el cdlculo de las maniobras y
sus instantes de realizacion.

Con este fin hemos desarrollado un método para la propagacién numérica de la érbita
en las siguientes condiciones:

— La fuerza gravitatoria terrestre se ha modelado a partir del desarrollo en arménicos
esféricos del potencial gravitatorio terrestre. El modelo de geopotencial utilizado
ha sido el GEM-T2 incluyendo arménicos hasta el orden y grado 4, resultado del
estudio previo en el que se ha evaluado la magnitud de la fuerza con el modelo de
geopotencial GEM-T1 y con arménicos hasta el orden y grado 5 (se han obtenido
diferencias del orden de 107 m/sg?).

— La fuerza lunisolar se ha determinado a partir de las expresiones del potencial per-
turbador del problema de los tres cuerpos, obtenida en funcién de las coordenadas
cartesianas del Sol y de la Luna en un sistema de referencia geocéntrico referido al
ecuador medio en la época ty, R(O; XY Z). Hemos calculado estas coordenadas con
teorias orbitales que incluyen perturbaciones de segundo orden y las hemos com-
parado con las efemérides LE2000 proporcionadas por el Jet Propulsion Laboratory,
obteniendo diferencias menores que 107%m/sg? en las componentes de la fuerza.

— La presién de radiacién solar se ha calculado a partir de su valor en funcién de las
coordenadas cartesianas del Sol. En este caso, hemos calculado las coordenadas del
Sol con la teoria analitica dada por Stumpff [Stumpff, 1980] en el que el mdximo
error para estas coordenadas es de 1.1 x 10~ u.a., y las hemos comparado, a su vez,
con las obtenidas mediante las teorias orbitales anteriormente citadas, obteniendo
entre ellas diferencias del orden de 10 metros, lo que implica una diferencia del orden
de 107° m/s~2 en la magnitud de la fuerza.

— El intervalo de integracién éptimo ha sido de 22™52°.3, que hemos obtenido tomando
como referencia la ecuacién del movimiento armdnico simple. Con este paso de
integracion se garantiza una precision del orden de 10 metros en las coordenadas
cartesianas del satélite en R(O; XY Z) para 14 dias de prediccién numérica.

— Las posiciones y velocidades iniciales necesarias para comenzar la integracién numé-
rica de las ecuaciones se han determinado a partir de elementos orbitales iniciales
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mediante un algoritmo especifico que hemos desarrollado para evitar las singula-
ridades numéricas ocasionadas por los valores tan préximos a cero que toman la
inclinacién y la excentricidad.

— Hemos iniciado la integracién numérica comenzando con el método de Runge-Kutta
clasico de cuarto orden, para obtener algunos valores iniciales de la aceleracién del
satélite y aplicando, a continuacién, el método de Herrick para elaborar una tabla
inicial precisa.

— Hemos integrado las ecuaciones diferenciales del movimiento con el método de
Gauss-Jackson, o X2, ya que, aunque es un método de tipo predictor-corrector,
no necesita para este problema, segiin hemos comprobado, la fase correctora, si se
elige de manera éptima el intervalo de integracién. De esta forma hemos obtenido
las posiciones y velocidades del satélite en R(O; XY Z).

— Hemos utilizado el método de interpolacién de Bower para obtener posiciones y
velocidades del satélite en los tiempos de la maniobras porque este método mantiene
la precisién del método de integracién que hemos utilizado.

— Se han calculado los elementos orbitales osculatrices a partir de las posiciones y
velocidades resultantes de la integracién numérica. Para este calculo de 6rbitas
concreto, hemos desarrollado un algoritmo que también evita indeterminaciones
numéricas. Estos elementos incluyen en cada instante la accién conjunta de to-
das las fuerzas perturbadoras que modifican la posicién del satélite, sin efectuar
simplificaciones.

— Asimismo, hemos obtenido elementos orbitales centrados mediante la aplicacién de
un filtro numérico que elimina cortos periodos.

Hemos comparado los elementos centrados obtenidos con este procedimiento con los
elementos medios proporcionados por HISPASAT S.A. que han sido calculados con un
programa basado en métodos analiticos. Las diferencias que hemos obtenido han sido de
10 metros para el semieje, 1075 radianes para el vector excentricidad, 10~ grados para
el vector inclinacién y 1073 grados para la longitud media. Estos resultados garantizan
la validez del método que hemos utilizado para la propagacién numérica de la érbita en
este caso.

Para el célculo de las magnitudes de los impulsos y del instante éptimo de su reali-
zacién hemos implementado un modelo matematico basado en técnicas de control “feed-
back” que combina la integracién numérica anterior de las ecuaciones del movimiento
con una teoria analitica que proporciona funciones ficilmente invertibles. Asi se consigue
un proceso iterativo que genera una sucesién de soluciones aproximadas convergentes a
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los valores buscados. Esta forma de actuar resulta ventajosa frente a los métodos tradi-
cionales utilizados para resolver este problema: ademads de determinar con gran precisién
los elementos orbitales, en cada iteracién se puede controlar si se han alcanzado los crite-
rios objetivo impuestos a priori sobre los elementos orbitales. Asi, puesto que el proceso
finaliza cuando se cumplen estos objetivos, entonces alcanzamos de manera éptima las
magnitudes e instantes de realizacién de los impulsos.

Los criterios objetivo se han establecido de la manera siguiente:

e el vector inclinacién objetivo se determina mediante la aplicacién de la estrategia
direccion secular;

e ¢l vector excentricidad objetivo se obtiene mediante las expresiones que resultan de
aplicar la estrategia perigeo hacia el Sol;

e para lalongitud verdadera se proponen dos maneras de establecer el criterio objetivo,
suponiendo que se trata de un satélite al que le corresponde una aceleracién de
longitud negativa:

— la longitud objetivo debe llegar al limite inferior de la ventana en longitud en
el final del ciclo;

— la longitud debe mantenerse, durante todo el ciclo, simétrica respecto del valor
de la longitud de estacionamiento, con su maximo en la mitad del ciclo y su
minimo en el final del mismo.

En estas condiciones hemos obtenido los términos generales de las sucesiones que
proporcionan:

— la magnitud del impulso norte-sur y su instante de realizacién;

— la magnitud de los impulsos este-oeste y el instante de realizacién del primero de
ellos;

— el criterio de simetria para la longitud, cuando el criterio considerado para ésta sea
el expuesto en segundo lugar.

Hemos simulado numéricamente este proceso para el mantenimiento en estacién de un
satélite estacionado en la longitud 30° Oeste cuya ventana espacial tiene una amplitud de
0°.14 en longitud y 0°.1 en latitud.

Para el mantenimiento norte-sur hemos analizado dos formas distintas de determinar
la magnitud de la correccién para la inclinacién, Az, en un caso considerado constante,
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y en otro caso, variable, para ciclos de 14 y 28 dias. En los cuatro casos se han aplicado
sobre el vector inclinacién osculatriz, y hemos concluido que la forma éptima de realizar
el mantenimiento ha sido la considerada en primer lugar, calculando el valor de Ai a
partir de las variaciones que experimenta el vector inclinacién durante 14 dias a lo largo
de todo el ano. Para este caso, también hemos efectuado la simulacién del mantenimiento
en estacién calculando la magnitud de los impulsos y su instante de realizacién con las
expresiones del modelo lineal y con el vector inclinacién centrado.

Hemos efectuado, asimismo, el mantenimiento en estacion este-oeste para los dos crite-
rios de la longitud objetivo descritos anteriormente, resultando éptimo el segundo de ellos
ya que permite aumentar el valor del control en excentricidad sin que la longitud aban-
done su ventana asignada. Como consecuencia, la magnitud del incremento de velocidad
utilizada se minimiza, al depender directamente de la correccién para la excentricidad,
por ser ésta dominante frente a la correccién para la longitud. Los elementos orbitales
utilizados han sido la longitud verdadera y el vector excentricidad centrado, ya que la
gran amplitud de las oscilaciones diurnas que presenta el vector excentricidad osculatriz
hacen imposible la utilizacién de este vector.

También hemos aplicado el modelo lineal para simular el mantenimiento este-oeste,
pero unicamente para el primer criterio establecido sobre la longitud. Los resultados
obtenidos han sido equivalentes a los obtenidos mediante la aplicacién, en las mismas
condiciones, del proceso iterativo. La desventaja del método lineal reside en que, al
disponer de una ventana en longitud més reducida, al actuar en este caso sobre la longitud
media y al no ajustar el valor de los impulsos, no es posible aumentar el valor del control
en excentricidad y, por tanto, no se disminuye la cantidad de incremento de velocidad
utilizada.

La comparacién llevada a cabo entre el mantenimiento realizado con la aplicacién del
modelo lineal y el llevado a cabo con el proceso iterativo ha dado como resultado que, con
este 1dltimo, se puede conseguir aproximadamente un ahorro del 3.56 % en el consumo
total de combustible para un satélite con 10 anos de vida 1til, lo cual se traduce en
un aumento de ésta: el satélite prolongaria su misién durante tres meses y medio més,
aproximadamente, con el consiguiente ahorro de coste que esto supone.

Finalmente, hemos aplicado globalmente el mantenimiento en estacién éptimo de-
sarrollado para el caso de un satélite en la posicién 30° Oeste, consiguiendo controlar su
posicién durante todo el ano 2000 y, por tanto, alcanzando el objetivo propuesto de man-
tenerlo en estacién reduciendo el consumo de combustible respecto del correspondiente a,
los métodos lineales.
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