UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

Departamento de Geometria y Topologia

INDICE DE PUNTO FIJO EN HIPERESPACIOS E INDICE
DE CONLEY

MEMORIA PRESENTADA PARA OPTAR AL GRADO DE
DOCTOR POR

José Manuel Salazar Crespo

Bajo la direccion del Doctor:

Francisco Romero Ruiz del Portal

Madrid, 2001

ISBN: 84-669-1808-6L


cdsec
Imagen colocada


Indice de punto fijo en hiperespacios

e indice de Conley

José Manuel Salazar Crespo

Memoria para optar al grado de Doctor en CC.Matemadticas.
Dirigida por Francisco Romero Ruiz del Portal,
Doctor en CC. Matematicas y
Profesor Titular del Departamento de Geometria y Topologia
de la Facultad de CC. Matemaéticas de la U.C.M.

Madrid, Abril de 2001

Departamento de Geometria y Topologia
Facultad de CC. Matematicas

Universidad Complutense de Madrid
1






AGRADECIMIENTOS

La presente Memoria no hubiera podido ser escrita sin la ayuda, directa
o indirecta, de un buen ntimero de personas. A ellas dedico estas lineas de
agradecimiento. En primer lugar, quisiera acordarme de todos mis profesores
del Programa de Doctorado, que siempre me mostraron la mejor de sus
disposiciones cuando necesité de su asesoramiento. También quisiera dar las
gracias, de manera especial, al Profesor Francisco Romero, director de esta
Memoria, por su apoyo y paciencia, asi como por la cantidad tan enorme
de tiempo y esfuerzo que ha derrochado para que este trabajo vea la luz.
En dltimo lugar, aunque no el menos importante, quisiera agradecer a mi
familia el soporte moral que me ha brindado en todo momento y sin el que
me hubiese sido imposible reunir los animos suficientes para terminar este
trabajo.






INDICE

Introduccion 7

Capitulo I. Indice shape en espacios métricos 9

I.1. Introduccién 9

1.2. Resultados preliminares 11
1.2.1. Shape, resoluciones y teorema de continuidad 12

1.2.2. Indice de Conley 18

1.3. Indice shape en espacios métricos y propiedades principales 21

1.3.1. Definicién y consistencia del indice shape 22
1.3.2. Propiedades principales del indice shape. Propiedad aditiva 31

1.4. Algunos resultados acerca de los tipos shape que aparecen como indice
en un sistema dindamico discreto 40

Capitulo II. Indice de punto fijo en hiperespacios: Un indice del
tipo de Conley para sistemas semidinamicos discretos 51

I1.1. Introduccién y comentarios preliminares 51

I1.2. Propiedades del indice de compacto fijo vy resultados principales 55

I1.3. Definicion y estudio del m-indice de compacto fijo 72

Capitulo III. Indice de punto fijo en productos simétricos 81

II1.1. Introduccién 81
II1.2. Definiciones y resultados preliminares 83

I11.3. Estudio del indice para X = R™ y f: B(0,¢) C R™ — R™ lineal con
0 un punto fijo hiperbdlico 85

II1.4. Aplicacidn: Estudio de la G-herradura 110

II1.5. Aplicacién: Caracteristica de Euler de los n-productos simétricos de
variedades 118

Capitulo IV. Indice de punto fijo de iteraciones de homeomorfis-
mos locales del plano 127

IV.1. Introduccién 127
IV.2. Resultados preliminares y Teorema Principal 129

IV.3. Existencia de filtraciones fuertes 137

IV.4. Generalizacion del Teorema Principal 146
Bibliografia 171







INTRODUCCION

La presente Memoria tiene por objeto la construccion y el estudio de cierto
tipo de indices asociados a los conjuntos compactos, invariantes y aislados
de sistemas dinamicos discretos. Estos indices, de propiedades analogas a las
del indice de Conley, nos permitiran obtener informacién sobre la dinamica
en los conjuntos mencionados. Kl desarrollo de nuestra investigacién re-
querird el empleo de técnicas de indice de Conley.

Dividimos el contenido de este texto en tres partes. En la primera de
ellas (Capitulo I) construimos el indice shape asociado a un compacto in-
variante y aislado de un sistema dindmico discreto definido sobre un espacio
métrico. Lo novedoso de esta construccion es que prescinde de la condicién
de compacidad local del espacio, que hasta ahora siempre se habia exigido.
A cambio impondremos cierta condicién, més débil, de compacidad sobre la
aplicacion (condicién de Rybakowski).

En la segunda parte (Capitulos II y III) asociamos a un compacto inva-
riante y aislado de un sistema dindmico discreto f en un ANR localmente
compacto X, los indices de punto fijo de las aplicaciones inducidas por f en
ciertos hiperespacios de X. Calcularemos sus valores y veremos cudl es su
significado dindamico.

Sea f : U Cc R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen y sea K
un compacto invariante, aislado y conexo. La tercera y tultima parte de este
estudio (Capitulo IV) calcula el indice de punto fijo, en los entornos aislantes
de K, de las iteraciones de f, ig2(f¥, U(K)). Este cémputo, que generaliza
un reciente teorema de Le Calvez y Yoccoz, proporciona resultados sobre la
existencia de soluciones periddicas de f en K. De igual modo obtenemos un
corolario que niega la existencia de homeomorfismos minimales en ciertos
subconjuntos de S2.






CAPITULO1

INDICE SHAPE EN ESPACIOS METRICOS

Resumen. En este capitulo se resuelven dos problemas planteados por
M.Mrozek en [97]. Sea X un espacio métrico localmente compacto, U un
subconjunto abierto de X y f : U — X una aplicacién continua. Sea K
un conjunto compacto, invariante y aislado para f. Mrozek introdujo, en
este contexto, el indice shape de K como cierto limite inverso en la categoria
shape, con punto base, y propuso la posibilidad de extenderlo al marco de los
espacios métricos. Las dificultades técnicas para dicha extensién se deben
fundamentalmente a que los functores shape y limite inverso no conmutan,
en general, fuera de la clase de los espacios compactos. Resolveremos este
problema compensando la ausencia de compacidad local del espacio con la
imposicién de algiin tipo de compacidad sobre la aplicacion. Demostraremos
que este indice coincide con el de Mrozek en espacios localmente compactos
y resolveremos el problema de la propiedad aditiva.

Estudiaremos, ademas, qué shapes pueden aparecer como indice de con-
juntos compactos, invariantes y aislados para f, en ANRs localmente com-
pactos. Veremos que todos los solenoides ¢-adicos aparecen con naturales
modificaciones de la herradura de Smale y demostraremos que, en este
marco, el indice no puede ser arbitrariamente complejo. Los solenoides ge-
neralizados no son el indice shape de ningin compacto invariante y aislado
de ninguna aplicacién continua definida localmente en un ANR localmente
compacto. Probaremos que, en esta situacion, el indice siempre puede com-
putarse suponiendo que nuestra aplicacion estd definida en el cubo de Hilbert
de lo que se deduce que el indice siempre serd el shape de un compacto
obtenido como limite inverso de una sucesién (P,, g,,N), siendo P, = P un
poliedro finitoy g, = g : P — P para cada n € N.

I.1. Introduccion

El problema de construir un andlogo al indice homotépico de Conley
para sistemas dindamicos discretos fue planteado por el propio Conley en
[25]. Robbin y Salamon, en [108], dieron una solucién positiva a la cuestién
para difeomorfismos de una variedad diferenciable y compacta. La mayor
dificultad para trasladar las ideas de Conley en sistemas dindmicos continuos
al caso discreto se encuentra en la ausencia de homotopias a lo largo de
las trayectorias del flujo. Robbin y Salamon usan la teoria de shape para
solventar este problema. Sin embargo, la biyectividad y la diferenciabilidad
de la aplicacion se utilizan fuertemente.

Independientemente, Mrozek, en [95], introduce un invariante algebraico
(cohomoldgico) para homeomorfismos de espacios métricos localmente com-
pactos. Mrozek y Rybakowski, en [98], extienden las ideas de Mrozek a
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aplicaciones, no necesariamente inyectivas, en espacios métricos no necesari-
amente localmente compactos.

Mas recientemente, Mrozek, en [97], presenta un esquema general para la
construccién de varios indices del tipo de Conley unificando los resultados
de [108] y [95] para aplicaciones definidas localmente en espacios métricos
localmente compactos. Esta simplificacion de las hipotesis es importante
porque permite aplicar la teoria cuando se pretende estudiar las funciones
de Poincaré generadas por algin fenémeno peridédico. Como consecuencia
de este articulo, Mrozek obtiene, de manera unificada, y en este amplio
contexto, tanto el indice cohomolégico como el indice shape. Este ltimo se
introduce como el limite inverso en la categoria Sh., (shape con punto base),
de un sistema inverso en Sh,. Sin embargo, Mrozek plantea dos problemas:

a) Verificacién de la propiedad aditiva.

b) Extensién del indice shape si se elimina la hipdtesis de la compacidad
local del espacio.

El obstaculo principal para la resolucién del segundo problema estriba en
que, en la teoria de shape, cuando se trabaja con espacios no compactos, no
es cierto que los functores shape y limite inverso conmuten.

Para hacer esta memoria lo mas autocontenida posible y para facilitar
su lectura, en la Seccién 1.2 recopilaremos los preliminares necesarios sobre
la teoria de shape y recordaremos algunas construcciones utilizadas en la
elaboracion del indice de Conley.

En la Seccién 1.3 resolvemos los dos problemas arriba expuestos siguiendo
las ideas de [98]. En ausencia de compacidad local, utilizamos las condiciones
de Rybakowski, ver también [109] y [111], que suponen, al igual que con la
extension de la teorfa del grado de Leray-Schauder, exigir algin tipo de
compacidad sobre la funcién. En este sentido, Benci, ver [4], introduce
un indice sobre entornos aislantes en espacios métricos en una teoria muy
general. Sélo necesita hipdtesis de compacidad, una vez la teoria ha sido
completamente desarrollada, para obtener conclusiones. La clave de nuestra
demostracion se encuentra en que en los sistemas inversos que apareceran se
podra demostrar que los functores shape y limite inverso conmutan aunque
los espacios con los que trabajemos no sean necesariamente compactos.

Mientras que el indice shape (homotdpico) para flujos considerado en [108]
es siempre el tipo shape (homotdpico) de un poliedro punteado y compacto,
el indice shape para el caso discreto puede ser mas complicado, incluso bajo
hipétesis muy favorables.

Los espacios movibles constituyen una clase muy importante en la teoria
de shape. Todo espacio shape dominado por un poliedro es movible. En-
tonces, una condicién necesaria para que un sistema dinamico discreto sea
deformable a uno inducido por un flujo es que su indice sea el shape de
un espacio movible. Los pro-grupos de homologia, que contienen mas in-
formacién que los grupos de homologia de Cech, son, con frecuencia, una
buena herramienta para detectar la ‘no movilidad’ de los espacios.
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El objetivo de la Seccién 1.4 serd el estudio de los tipos shape que pueden
aparecer como indices de compactos invariantes y aislados en sistemas dina-
micos discretos en ANRs localmente compactos. Demostraremos que el
shape de todos los solenoides g-adicos aparece como indice en el estudio
de modificaciones naturales de la herradura de Smale y que, sin embargo,
el shape de los solenoides generalizados no es el indice de ningin conjunto
compacto, invariante y aislado de una aplicacién definida localmente en
un ANR localmente compacto. Probaremos que, en ANRs localmente com-
pactos, el indice es siempre el shape del limite inverso de una sucesién inversa
de poliedros punteados, finitos, ((P,, *)n, fn,N), donde, para todo n € N,
P, = Pfijoy f, = f fija. Este resultado es natural aunque su demostracién
requerird algun esfuerzo, dado que no se sabe si, en todo ANR localmente
compacto, cada subcompacto tiene una base de entornos compactos y ANRs.

El problema que aqui estudiamos tiene similitudes con el del estudio
de la geometria global de los atractores. Gilinther y Segal, en [53], de-
mostraron que la clase de los compactos que pueden ser atractores de sis-
temas dindmicos continuos sobre variedades topoldgicas es exactamente la
de los compactos finito dimensionales con el shape de un poliedro finito.
Por otro lado, debido a la existencia de funciones de Lyapunov (ver [7] por
ejemplo), se puede ver que cualquier atractor invariante M, de un sistema
dindmico continuo sobre un ANR localmente compacto, tiene el shape de
un poliedro finito. Se demuestra que existe una base {Up, }nen de entornos
compactos de M tal que U,y es un retracto de deformacion fuerte de U, y
Sh(U,) = Sh(M) para todo n € N. Una demostracién diferente de este re-
sultado, utilizando la aproximacion al shape por aplicaciones multivaluadas
fue dada por Sanjurjo en [113].

El caso discreto parece ser mas complicado. En [52], Giinther probé6 que
un solenoide generalizado no puede ser un atractor de una aplicacién sobre
una variedad. Sin embargo, los solenoides g-adicos si son atractores de
sistemas semidindmicos definidos en R3. M4s recientemente, Kato, en [65],
ha caracterizado los espacios susceptibles de ser atractores en variedades
topoldgicas.

Los resultados anteriores dan informacién sobre el indice de Conley de
sistemas dinamicos continuos, al menos cuando el conjunto invariante es un
atractor o un repulsor.

1.2. Resultados preliminares

En este punto hacemos acopio de las principales definiciones y teoremas
que iremos manejando a lo largo del capitulo. En caso de que sea necesario
hacer alguna modificacién en cualquier resultado al que hagamos referencia,
lo destacaremos convenientemente.

La primera parte de esta seccion estd dedicada a la construccion de la ca-
tegoria shape, que utilizaremos en la definicién del indice. También hablare-
mos de la nociéon de resolucién, concepto semejante al de limite inverso, y
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que extiende a espacios topolégicos arbitrarios las propiedades del limite
inverso en la teoria de shape para espacios topoldgicos compactos. Final-
mente, enunciamos el teorema de continuidad, que permitird demostrar la
consistencia de la definicién del indice.

El lector interesado en la teoria de shape puede encontrar en los trabajos
de Borsuk [11], [12], [14] y [15] la nocién de shape para espacios métricos
compactos. Mardesi¢ y Segal en [77], [79] y [80] atacan el problema desde un
punto de vista diferente que les permite generalizar el concepto a espacios
compactos y Hausdorff. La nocién para espacios métricos, no necesariamente
compactos, fue introducida por Fox en [41] (ver también [13] y [15] para las
teorias débil y fuerte, diferentes extensiones a este contexto). Finalmente,
Mardesié, en [78], extiende el marco de la teoria de shape a cualquier espacio
topoldgico. Otros trabajos de referencia son los de Dydak y Segal [38] y, el
mas utilizado por nosotros, el libro de Mardesi¢ y Segal [81].

La segunda parte se dedicard a exponer las construcciones previas a la
definicién del indice de Conley. Recordaremos conceptos como el de entorno
aislante y admisible de un conjunto compacto, invariante y aislado, o el
de index pair asociado a un entorno aislante y admisible. Finalmente, con
la ayuda de los index pairs y de ciertas aplicaciones entre ellos, podremos
construir sistemas inversos de utilidad para nosotros. Una vez hecho todo
esto, estaremos en condiciones de definir el indice shape.

Para conseguir informacion acerca del indice de Conley en sistemas dina-
micos continuos pueden verse, ademdas de [25], los trabajos de Rybakowski
[109], [110] y [111], que extienden la teoria a espacios métricos no necesa-
riamente localmente compactos, Salamon [112] y Mischaikow [85]. Para el
estudio de sistemas dindmicos discretos véanse mejor, ademas de los citados
en la introduccién, Mrozek [94], donde se establece una relacién entre los
indez pairs y el indice de punto fijo y Szymczak [123] y [125]. Este tltimo
proporciona criterios para detectar caos en ciertos conjuntos invariantes. En
este sentido, también resulta de interés el trabajo de Mischaikow y Mrozek
[87].

1.2.1. Shape , resoluciones y teorema de continuidad. Dada una
categoria C', un sistema inverso en C' consiste en un conjunto dirigido A, un
objeto X de C para cada A € A, y un morfismo de C

Py - Xy — X\

para cada par A < \. Estos morfismos deben cumplir que pyy = idx, para
todo A € Ay, si A <N <)\, entonces pyy © paar = Pans-
Denotaremos al sistema inverso como

X = (Xy,pan, A).

Un morfismo de sistemas inversos entre los sistemas inversos

X = (Xy,p,A) ey = (Yg,%gl,E)
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consiste en una aplicacién ¢ : = — A y en morfismos de C, f¢ : Xy — Y,
uno por cada £ € Z, tal que si £ < £, entonces existe un A € A con

Az 0(8),¢(&)y

Je o Poe)n = Geer © fer 0 Poera-
Denotaremos a los morfismos de sistemas inversos como

Llamamos inv(C') a la categoria cuyos objetos son los sistemas inversos
en C'y cuyos morfismos son los morfismos de sistemas inversos (ver [81] p.
6).

Decimos que el morfismo (f¢, ¢) : X — Y es equivalente a (f{,¢') : X — Y
si cada £ € E admite un A € A con A > ¢(§),¢'(§) y tal que

/
feoPsen = feo Py
Sea pro(C) la categoria cuyos objetos son los sistemas inversos en C' y
cuyos morfismos son las clases de equivalencia de morfismos de sistemas

inversos respecto de la relacién de equivalencia arriba definida (ver [81] p.
7).

Lo que a continuaciéon veremos serd la definicién de expansion, elemento
esencial en la construccion de la categoria shape.

Definicién 2.1.1. ([81] pag. 19). Sean T" una categoria y P una subca-
tegoria de T'. Para un objeto X € T, una T-expansion de X (respecto de
P) es un morfismo

p: X — X =(X\,p,A)

en pro(T') tal que se cumple la siguiente propiedad universal:

Para cualquier sistema inverso J = (Y¢,qger, =) en la subcategoria P,
y cualquier morfismo h : X — Y en pro(T), existe un unico morfismo
f: X —Yenpro(T) tal que h = fop.

Decimos que p es una P-expansion de X si X' y f son de pro(P).

Definicién 2.1.2. ([81] pag. 22). Sean T una categoria y P una sub-
categoria suya. Decimos que P es densa en T si todo objeto X € T admite
una P-expansion

p: X — X.

Observacién 2.1.3. ([81] pag. 19). Seanp: X - X yp': X — X’ dos
P-expansiones del mismo objeto X. Entonces existe un tinico isomorfismo
1: X — X' talqueiop=7p.

Definicién 2.1.4. ([81] pag. 25). Sean T' una categoria y P C T una
subcategoria densa. Seanp: X — X, p' : X — X’ P-expansiones de X € T'
ysean q:Y — Y, ¢ : Y — ) P-expansiones de Y € T. Decimos que los
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morfismos f: X —= Yy f/: X' — ) en pro(P) son equivalentes, f ~ f’, si
el siguiente diagrama es conmutativo en pro(P):

, 1
X o< X

f f

oo« y

Aqui, tanto 7 como j son los isomorfismos naturales que cumplen iop = p/,
joq=q. Es inmediato demostrar que ésta es una relacién de equivalencia.

Definimos, ahora, una nueva categoria, llamada la categoria shape para
(T, P), con P densa en T. Sus objetos son los objetos de Ty los morfis-
mos son las clases de equivalencia respecto de la relacién de equivalencia ~
definida arriba entre los morfismos f, f’ en pro(P). Denotamos a la categoria
shape por Sh. Si dos objetos X,Y de Sh son isomorfos en esta categoria
decimos Sh(X) = Sh(Y).

Observacién 2.1.5. ([81] pag. 25). Si f : X — Y es un morfismo en
Typ: X —- X, q:Y — Y son P-expansiones, ocurre que existe un tnico
morfismo (al que también llamaremos f)

f:X—=)
en pro(P) tal que go f = fopen pro(T).

Definicién 2.1.6. ([81] pdg. 26). Definimos, a continuacién, un functor
covariante S : T' — Sh. Serd S(X) = X para todo objeto X € T. Si
feT(X,Y) (f es morfismo en T de X en Y), llamamos S(f) a la clase de
f € pro(P)(X,)) de la observacién anterior. A este functor S lo llamaremos
functor shape.

Definicién 2.1.7. ([81] pag. 9). Sean T una categoria y P C
subcategoria. Diremos que P es plena en T si P(X,Y) = T(X,Y
todo par de objetos X, Y € P.

T una
) para

Teorema 2.1.8. ([81] pdg. 27). Sean X € T e Y € P. Entonces todo
morfismo shape F': X — Y admite un dnico morfismo f: X — Y en T tal
que S(f)=F.

Corolario 2.1.9. ([81] pdg. 27). Si P es una subcategoria plena de T,
entonces S induce un isomorfismo entre P y la subcategoria plena de Sh
restringida a los objetos de P.

Definicion 2.1.10. Sea Top la categoria cuyos objetos son los espacios
topoldgicos y cuyos morfismos son las aplicaciones continuas entre ellos.
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Sea Top, la categoria de los espacios topolégicos punteados, con objetos
los espacios topoldgicos punteados y morfismos las aplicaciones continuas
entre ellos que respetan el punteado. Decimos que dos morfismos f,g €
Top.((X,*),(Y,*)) son homdtopos si existe una homotopia entre ellos que
respeta el punto base.

Definicién 2.1.11. ([81] pag. 53). Sea HTop. la categoria con objetos
los de Top, y morfismos las clases de equivalencia de morfismos homatopos
en Top,. Denotamos por H Pol, a la categoria homotdpica de los poliedros
punteados, que es una subcategoria densa y plena de HT op,, cuyos objetos
son los espacios topolégicos punteados con el tipo de homotopia (punteada)
de un poliedro. HTop y HPol denotan las correspondientes categorias sin
punto base.

Definicién 2.1.12. ([81] padg. 53). La categoria que a nosotros nos va
a interesar es Sh con T'= HTop, y P = HPol,. Hablaremos entonces de
la categoria del shape punteado, y lo denotaremos por Sh,. Tendremos el
functor shape S : HT op, — Shy.

Definicién 2.1.13. ([81] pag. 54). Sea C una categoria con X € pro(C)
un sistema inverso. Entendemos por limite inverso del sistema inverso X
a un objeto X € C'y un morfismo p : X — X en pro(C), con la siguiente
propiedad universal:

Para todo morfismo g : Y — X en pro(C), existe un tinico morfismo, que
también denotaremos por g, g: Y — X en C, tal que po g = g en pro(C).

Al objeto X lo denotaremos por

X =limX.

Sip : X' — X es otro limite inverso de X, entonce existe un tinico
morfismo (isomorfismo) 7 : X — X’ en C, tal que p’ o = p.

Observacién 2.1.14. ([81] pag. 57). Sea f : X — Y un morfismo de
pro(C) entre sistemas inversos que admiten limites inversos p : X — X'y
q:Y — Y. Entonces existe un unico morfismo fy : X — Y en C tal que
fop=gqo fo. Nosotros denotaremos a fy como lim(f). En categorias con
limites, lim es un functor lim : pro(C) — C.

Como consecuencia de esto, es claro que un isomorfismo de sistemas in-
versos induce un isomorfismo de limites.

Definicién 2.1.15. ([81] pag. 65). Sea H : Top — HTop el functor
homotopia sobre T'op, que deja los objetos de Top fijos, y a cada aplicacién
continua le asigna su clase de homotopia.

De igual manera se define el functor H : Top, — H7Top, que deja los
objetos fijos y envia las aplicaciones continuas h : (X, %) — (Y,%) a sus
clases de homotopia (punteada) H(h) = [h] : (X,*) — (Y, %).

H asigna a un sistema (X, x) = ((Xy, *),pan,A) en pro(Top,), otro sis-
tema H((X,*)) = ((Xx, %), [pav], A) en pro(HTop,). Por otro lado, dado un
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morfismo p = (py) : (X, %) — (X, %) en pro(Top.), H(p) = ([pa]) : (X, %) —
H((X,x)) pertenece a pro(HT op.).

Denotamos por Cpt C Top (Cpt,. C Top,) a la subcategoria plena de los
espacios topoldgicos compactos (punteados) y Hausdorff.

Teorema 2.1.16. ([81] pags. 65 y 71). Sea X un sistema en pro(Cpt),
y sea p : X — X un limite inverso de X. Entonces H(p) es una HTop-
expansién de X.

De igual manera, si (X, *) es un sistema en pro(Cpt,) y p : (X, %) — (X, %)
es limite inverso de (X, x*), entonces tendremos que H(p) es una HTop,-
expansion de (X, *).

El teorema de continuidad, que a continuacién enunciamos, sera clave mas
adelante y su misién consiste, en ultima instancia, en relacionar el limite
inverso del shape con el shape del limite inverso. Esta relacion permitira,
entre otras cosas, demostrar la consistencia de la definiciéon del indice shape.

Teorema 2.1.17. (De continuidad, [81] pdg. 29). Sea T una categoria,
con P C T una subcategoria densa. Si

q:Y =Y

es una T-expansion de Y € T, entonces g es un limite inverso de ) en la
categoria Sh.

Enunciamos, ahora, el teorema de continuidad tal como nosotros lo vamos
a utilizar.

Teorema 2.1.18. Si ¢ : (X,*%) — (X, %) es una HTop.-expansién de
(X, %) € HTop,, entonces ¢ es un limite inverso de (X, *) en la categoria

Sh.

Corolario 2.1.19. Aplicando los teoremas 2.1.16 y 2.1.18, se obtiene que
para limites inversos p : (X, x) — (X, %) en pro(Cpts), ocurre que

H(p) : (X, %) — H((X,%))

es una HTop,-expansién de (X, *) y, por tanto, un limite inverso de (X', x)
en la categoria Shy.

A continuacién, introducimos un concepto importante en este trabajo, la
resolucién. El comportamiento de las resoluciones respecto de la teoria de
shape en espacios topoldgicos genéricos serd como el del limite inverso en
espacios topolégicos compactos.

Definicién 2.1.20. ([81] pag. 74). Sea X un espacio topolégico. Una
resolucion de X es un sistema inverso X = (X, pxnv,A) € pro(Top) y un
morfismo p : X — X en pro(Top) con las siguientes dos propiedades:
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(R1) Sean P un ANR, V un recubrimiento abierto de Py h: X — P una
aplicacién continua. Entonces, existe un A € A y una f : X, — P tal que
las aplicaciones f opy y h son V-cercanas ([81] p. 39).

(R2) Sean P un ANR y V un recubrimiento abierto de P. Existe un
recubrimiento abierto V' de P con la siguiente propiedad: si A€ Ay f, f:
X, — P son aplicaciones continuas tales que fop, y f'opy son V'-cercanas,
entonces existe un X > X tal que fop v y f opyy son V-cercanas.

Si en una resolucién p : X — X de X cada X, es un ANR (poliedro),
entonces decimos que p es una ANR-resolucion (resolucion poliédrica) de X.

Teorema 2.1.21. ([81] pag. 75). Sea p: X — X una resolucién de X.
Entonces H(p) : X — H(X) es una HT op-expansién de X.

Teorema 2.1.22. ([81] pdg. 79). Sea p : X — X un morfismo en
pro(Top) cumpliendo las propiedades Bl y B2 que a continuacién enuncia-
mos:

Bl) Sea A € A y sea U un conjunto abierto de X, que contiene a la
clausura de p)(X) en X, cl(pr(X)). Entonces existe un X' > X tal que
pav(Xn) CU.

B2) Para todo recubrimiento normal U de X existe un A € A y un re-
cubrimiento normal V de X} tal que py*(V) refina a U.

Entonces p es una resolucion.
Definicién 2.1.23. ([81] pags. 86 y 90). Sean (X, *) € Top, y

p: (Xa *) - (Xa *) = ((Xka*)ap)\)\’)A)
un morfismo en pro(Top,). Entonces, llamamos a p una resolucion de (X, *)
si cumple las propiedades R1 y R2 para ANRs punteados (P, x). Aqui Vy V'
son recubrimientos abiertos de P, pero todas las aplicaciones (homotopias)
serdn aplicaciones (homotopias) punteadas. Decimos que una resolucién p
de (X, %) es una ANR-resolucion (resolucion poliédrica) de (X, *) si todos
los (X, *) son ANRs punteados (poliedros punteados).

Teorema 2.1.24. ([81] pag. 87). Sea p: (X, *) — (X, *) un morfismo en
pro(Top,). Entonces, si p|x : X — X es una resolucién de X, ocurre que p
es una resolucién de (X, *).

Teorema 2.1.25. ([81] pdgs. 86 y 90). Sea p : (X,*) — (X,%) una
resolucién de (X, ). Entonces H(p) : (X,*) — H((X,%)) es una HT op,-
expansion.

Los teoremas 2.1.18 y 2.1.25 nos permiten obtener, con espacios topolé-
gicos genéricos y resoluciones, un resultado andlogo al del corolario 2.1.19.

Corolario 2.1.26. Sea p : (X,*) — (X, %) una resolucién de (X, x).
Entonces,
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H(p) : (X, %) — H((X,%))

es una HTop,-expansién de (X, *) y, por tanto, un limite inverso de (X', x)
en la categoria Shy.

1.2.2. Indice de Conley. En este punto hacemos una recopilacion de
definiciones y resultados bésicos, empleados en la construccién del indice de
Conley, que necesitaremos manejar en adelante y que aparecen, con ligeras
modificaciones, en [97] y [98]. Obsérvese que el dominio de nuestra aplicacién
f serd algo mas general que en el articulo [98] mencionado, detalle éste que
no influird en los resultados obtenidos ni en sus demostraciones.

Sea Y un espacio topoldgico y sea A C Y. Llamaremos cl(A), int(A) y
0(A) a la clausura, el interior, y el borde de A en Y.

Sea X un espacio métrico fijo y sea f : U — X una aplicacidén continua
con U abierto de X. Una aplicacién ¢ : J — U C X, con J un intervalo en
Z, es llamada solucion de f si (foo)(i—1) = o(i) para todoi—1,i € J. Si
0€Jyo(0) =z, sedice que o es solucion de f por x.

Dado N C U, los conjuntos

InvT(N, f) = {z € X tal que fi(x) € N para todo i € N},

Inv= (N, f) = {z € X tal que existe una solucién o : Z~— — N de f por
x}e

Inv(N, f) = Inv™ (N, f) N Inv= (N, f)

son llamados parte positivamente invariante, parte negativamente invariante
y parte invariante de N con respecto a f.

Definicién 2.2.1. ([98] pdg. 148). Un conjunto A C U es llamado
invariante con respecto a f si Inv(A, f) = A o, de manera equivalente,
si f(A) = A. Seréd llamado positivamente invariante con respecto a f
si Invt(A, f) = A. Serd negativamente invariante con respecto a f si
Inv=(A,f) = A. Las alusiones a la f de estas definiciones se obviardn
cuando no haya confusién posible.

Definicién 2.2.2. ([98] pag. 149). Un subconjunto cerrado N C X, con
N C U, es admisible si para cada par de sucesiones {z, : n € N} C Ny
{mn :n € N} C Z% tales que {f'(z,) : 1 <i < m,} C N para todo n y
{mn,} — o0, ocurre que la sucesién { ™ (x,) : n € N} tiene una subsucesién
convergente.

Observacién 2.2.3. Todo conjunto compacto es admisible.

Lema 2.2.4. ([98] pdg. 149). Sea N admisible y supongamos que existen
sucesiones {x, :n € N} C Ny {m, :n € N} C Z* tales que {f*(z,) : 1<
i <my} C N para todo n'y {m,} — oco. Entonces Inv(N, f) # (.
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Proposicién 2.2.5. ([98] pag. 149). Si N es admisible, entonces
Inv= (N, f) e Inv(N, f) son conjuntos compactos. Si {z, : n € N} y
{m, : n € N} cumplen que {f*(x,) : 1 < i < m,} C N para todo n y
{m,} — oo, entonces todo punto de acumulacién de {f"(z,) : n € N}
pertenece a Inv™ (N, f).

Definicién 2.2.6. ([98] pag. 150). Sea K C U un conjunto invariante.
Si existe un entorno N de K, N admisible, tal que K = Inv(N, f), entonces
K es llamado conjunto invariante y aislado y N se dice entorno aislante y
admisible de K.

Observacién 2.2.6. Si K es un conjunto invariante y aislado, entonces
K es compacto.

El conjunto ) es invariante y aislado, siendo () un entorno aislante y ad-
misible suyo.

La definicién de indez pair asociado a un entorno aislante y admisible, N,
que nosotros adoptaremos, es la expuesta en [98].

Definicién 2.2.7. ([98] pag. 152). Sea N C X un conjunto admisible
y sea A C N. A es llamado positivamente invariante con respecto a N si
f(A)NN C A. Se dice que A es N-positivamente invariante.

Un par P = (P, ) de cerrados de N, entorno aislante y admisible de
K, es llamado un index pair para K en N (respecto de f) si se dan las
condiciones siguientes:

a) Pp, P» son N-positivamente invariantes.
b) K Cint(P \ P).
c) cl(P\ P2) Cint(N) N f~L(int(N)).

La familia de los indez pairs en N se denotard por IP(N).

Teorema 2.2.8. ([98] pdg. 153). Sean N y N’ entornos aislantes y
admisibles de K, tales que N C int(N")Nf~1(int(N’)). Entonces, para todo
W, entorno abierto de K, existe un P € IP(N) tal que cl(P, \ P,) C W.

Hacemos notar que la demostracién, expuesta en el teorema 4.4 de [98],
utiliza la primera parte del teorema 3.11 de [98] que, a su vez, necesita, para
garantizar la semicontinuidad de ciertas aplicaciones, de los remark 9, remark
10 y lema 3 de [94]. El dominio de definicién de nuestra f dara lugar a algin
ligero cambio en las pruebas de estos resultados, aunque, sustancialmente,
seguiran siendo las mismas.

Corolario 2.2.9. Para todo conjunto K invariante y aislado, existe un N,
entorno aislante y admisible de K, suficientemente pequeno, tal que admite
un P € IP(N).
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Llegados a este punto, introduciremos ciertas categorias y functores que
nos permitiran definir, posteriormente, el indice shape. Sélo estableceremos
demostraciones en aquellos casos en que difieran de las hechas en [97].

Definicién 2.2.10. ([97]). Definamos la categoria de pares, Prs, cuyos
objetos son los pares de espacios topolégicos P = (Py, P2), P» C P; subespa-
cio cerrado. Los morfismos entre los objetos P = (P, P,) vy Q = (Q1,Q2)
seran las aplicaciones continuas, definidas localmente, h : P, — (@ tales
que:

a) El dominio de h, dom(h), es cerrado en P;.

b) h(P2) C Qo.

¢) h(Op, (dom(R))) C Qs.

La demostracién de que, en efecto, Prs es una categoria aparece en la
proposicién 5.1 de [97].

Definimos, a continuacién, un functor covariante Quot : Prs — Tops,
andlogo al que se introduce en [97].

Definicién 2.2.11. Dado un objeto P = (P, P;) € Prs, podemos aso-
ciarle el espacio cociente P;/P,. Denotaremos por qp : P — P;/P; a la
correspondiente proyeccion.

Dados P,QQ € Prs, y dado o : P — ) un morfismo en Prs, definimos el
espacio punteado

Quot(P) = (P /P, [P)) € Top,

y la aplicacién continua (ver [97]) entre espacios punteados

Quot() : (P1/ Py, [P]) — (Q1/Q2,[@2])
tal que si x € dom(«), x # [P], entonces Quot(a)(x) = qo(a(z)). En otro
caso, Quot(a)(x) = [Qa].

Sea f : U — X una aplicacién continua, con U abierto del espacio métrico
X. Sean P,(Q € Prs pares de subconjuntos cerrados de X, con P, C U.
Definimos fpg : PN f~1(Q1) > 2 — f(z) € Q1. Esta aplicacién no tiene
por qué ser un morfismo de P a ) en Prs. En la siguiente proposicion se
dan condiciones suficientes para que fpg sea un morfismo en Prs.

Proposicién 2.2.12. ([97] pag. 31). Sea f cumpliendo:
1) P \ P, C fﬁl(Ql).

2) BN fH(Q1) C fHQ2).

Ocurre, entonces, que fpg € Prs(P,Q).

Observacién 2.2.13. Sean X un espacio métricoy f : U — X una
aplicacién continua, con U abierto de X. Sea N un entorno aislante y
admisible de un conjunto invariante y aislado K. Dado P = (P, P2) €
IP(N), asociamos a éste un objeto de la categoria Prs al que llamaremos,
igualmente, P y que definimos como P = (P}, P, N P,) € Prs. Resulta
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evidente que el nuevo objeto es un index pair. Ocurre, entonces, que fpp €
Prs(P, P).

Para demostrar esto basta ver que estamos en las condiciones de la 1iltima
proposicion.

Definicién 2.2.14. ([97] pdg. 30). Dados los pares P = (P, P2) y
Q = (Q1,Q2), un morfismo H € Prs(P x I,Q), con I = [0, 1], serd llamado
homotopia de P a QQ en Prs. Para cadat € I se define Hy € Prs(P,Q) como
H; = H oy, donde iy € Prs(P,P x I) es el morfismo i; : P 5> x — (x,t) €
P x I. Decimos que dos morfismos f y g en Prs(P,Q) son homdtopos si
existe una homotopia H € Prs(P x I,Q) tal que Hy= fy H; = g.

Resulta inmediato demostrar que la homotopia entre morfismos en Prs
es una relacién de equivalencia, y coincide en la composicién de morfismos.

La proposicién 5.7 de [97] nos garantiza que si f y ¢g son hométopas en
Prs, entonces Quot(f) y Quot(g) lo son en Top,.

Definicion 2.2.15. Sea HPrs la categoria homotdpica de pares cuyos
objetos son los de Prs y cuyos morfismos son las clases de equivalencia de
morfismos homdétopos en Prs.

Definicién 2.2.16. ([97] pag. 30). Podemos conseguir, a partir de estas
definiciones, el functor

Quot : HPrs — HTop,.

Notacién. Sea fp = Quot(fpp) : (P1/ P, [P2]) — (P1/Ps,[P]). Tene-
mos que fp es un morfismo de Top,. Resulta que Quot([fpp]) = [fp], con
[fpp] v [fp] las respectivas clases en HPrsy HTop,. Sea

T =50Quot: HPrs — Shy

siendo S el functor shape.

1.3. Indice shape en espacios métricos y propiedades principales

Esta seccion queda dividida en dos puntos. El primero de ellos extiende
el concepto de indice shape dado por Mrozek en [97] a espacios metrizables,
no necesariamente localmente compactos. Si el espacio no es localmente
compacto, tendremos dificultades a la hora de demostrar la consistencia de
la definicién de indice, tal como aseguraba Mrozek en [97]. Superar los
problemas de consistencia que surgen es la misién de esta primera parte. El
segundo apartado lo dedicamos a enunciar y demostrar la propiedad aditiva
del indice en este tipo de espacios, dando, asi, una respuesta afirmativa a la
pregunta planteada a este respecto en [97]. Concluiremos este punto con el
estudio de las propiedades de invariancia por homotopias y conmutatividad.
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1.3.1. Definiciéon y consistencia del indice shape. Sean X un espacio
métrico, U un subconjunto abierto de X y f : U — X una aplicacién
continua. Sea K un conjunto invariante y aislado, con N un entorno aislante
y admisible de K, y P = (P,,P) € IP(N). Si P = (P, P,) es un index
pair, también lo serd (P, Py N P), de manera que consideraremos, en todo
momento, que los index pairs P = (P, P;) € IP(N) N Prs.

Definicion 3.1.1. Definimos el indice shape de K, al que denotare-
mos por Ciim,s(K, f), como Crim,s(K, f) = (LimS[(X, )], lim({S([fp])}n))
donde
S[(X,9)] = ((P/ Py, [Pa))n, (S([fP])™ ™™ N) € pro(Sh.), {S([fr])}n es un
morfismo de nivel de S[(X,#)] en s{ mismo y lim : pro(Sh.) — Shy es el
functor limite inverso.

Diremos que los pares (Y, g) e (Y',¢') (donde Y, Y’ € Top, cong: Y — Y
y ¢ Y — Y’ morfismos de Sh,) son isomorfos si existe un isomorfismo
¢:Y — Y’ de Sh, que cumple pog =g o .

Para que la definicién del indice sea consistente debo ver:

1) Existe limS[(X,*)]. Por la observacién 2.1.14, esto garantizard la
existencia de lim({S([fr])}n)-

2) (limS[(X, )], lim({S([fp])}r)) no depende, salvo isomorfismo, de la
N ni del P € IP(N) escogidos.

Empecemos por 1).

Como comentdbamos en la introduccién, Mrozek, en [97], se valia del
teorema de continuidad (ver corolario 2.1.19) para, asi, resolver el proble-
ma de la existencia del limite inverso, de sistemas inversos compactos, en
la categoria shape. Aqui, sin embargo, si X no es localmente compacto, no
podemos garantizar que haya un N compacto y no tendremos asegurada
la existencia de un P € IP(N) tal que los P;/P» del sistema inverso sean
compactos.

Hemos optado por debilitar la condicién impuesta sobre el entorno aislante
N en [97] y, al no poder exigirle compacidad, le pediremos que sea admisible.
Esta condicién bastard, como veremos ahora, para que los P = (P, P) €
IP(N) que encontremos garanticen la consistencia del indice, aunque P, /P,
no sea un compacto.

Lema 3.1.2. Sea P = (P, P») € IP(N) un indez pair asociado a K. En-
tonces, el sistema inverso ((Py/ Py, [P2])n, fp ", N) admite un limite inverso
(X, %) (en Top, siempre existe limite inverso) con X compacto.

Demostracion. Sea
Q= (Q1,Q2) = (Inv (N, f) NP1, Inv™ (N, f) N P).

Ocurre que Q € Prs. Ademds, fgg € Prs(Q,Q). Para verlo basta
observar que estamos en las condiciones de la proposicién 2.2.12.
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Veamos 1) (PyNInv= (N, f))\ (PN Inv= (N, f)) C f~{(PinInv=(N, f)).

Stz e (PLNInv™ (N, f))\ (PN Inv (N, f)), entonces © € P, \ P» C
int(N) N f~1(int(N)). Asi, f(z) € int(N) C N. De este modo, tenemos
que f(x) € Pi.

Por otro lado, sabemos que x € Inv™ (N, f), lo que garantiza que f(z) €
Inv= (N, f), al ser f(z) € N.

Veamos 2), es decir, que

(PoNInv= (N, )N fY P N Inv= (N, f)) C f~YP N Inv= (N, f)).

Siz e (P,NnInv=(N,f))N f~*Inv= (N, f) N P), entonces z € Py y
f(x) € Inv= (N, f) C N, lo que implica que f(x) € Ps.

Como = € Inv™ (N, f) y f(z) € N tenemos, para acabar, que f(z) €
Inv= (N, f).

Podemos afirmar ya que fog € Prs(Q, @), lo que garantiza (ver definicién
2.2.11 6 [97], proposicién 5.2) que Quot(fog) = fo es continua.

En estas condiciones podemos construir el sistema inverso, con N como
conjunto dirigido,

(X', 12(Q1/Qa 1Q2) 2 (Q1/Q2. Q1)
donde (X', *) es el limite inverso, con X’ compacto ya que Q1/Q2 # 0 1o es.

Consideremos, ahora, el morfismo inclusién j entre los dos sistemas in-
Versos:

= (n @) : (Q1/Q2, [Q2))n, £5 ", N) = ((P1/Pa, [P, £ " N)

con ¢ = id.
Este morfismo estd considerado en la categoria pro(Top,). Tenemos el
diagrama

(X.5) - P pypip) —2 (PP IR
u jn+1 ]n
, bfe) Jo
(X', %)- - (Q1/Q2,[Q2]) (Q1/Q2,[Q2])

Claramente, j estd bien definida y es continua. Es sencillo ver que el
diagrama conmuta, lo que nos garantiza que el morfismo entre los sistemas
inversos estd bien construido. Si vemos que u es sobreyectiva (de hecho sera
un homeomorfismo) estaré demostrado el lema.

Tenemos

(X', %) = (X, %)
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que, por definicién, es u(([2],])n) = (jn([2]]))n, donde los z], € Q1 para
todo n € N, que es el conjunto dirigido de los dos sistemas inversos, y las

[77] = qq(),) € Q1/Q2.

Veamos la sobreyectividad de .

Es claro que el punto base va al punto base. Por otro lado, dado ([z,]), #
x, con ([zp])n € X C IS, (P1/Ps)y, tenemos que existe un ng > 0 tal que
para todo n < ng se cumple [z,] = *, y para todo n > ng ocurre [z,] # *.

Tenemos que z,, € P, \ P, para todo n > ng, con f(x,) = x,—1. Asi,
ZTp € Inv™ (N, f) N (P \ P») para todo n > ny.

De este modo, basta construir un ([z}]), donde [z]] = [z,] para todo
n > ng, y [z,,] = [Q2] para todo n < nyg.

Ocurre que u(([z),))n) = ([xn])n con ([2}])n € X'.

Ademds, la inyectividad de u resulta clara. Asi, tenemos que u es biyec-
tiva, continua (es limite inverso de continuas) y cerrada, al ir de un espacio
compacto X’ a un Hausdorff X. Afirmamos, por tanto, que u es un homeo-
morfismo. O

El resultado que a continuacién enunciaremos es clave en esta seccion
ya que permitird aplicar, utilizando la nocién de resolucién, el teorema
de continuidad de la teoria de shape. Asi, garantizaremos la existencia de
limS[(X, %)], siendo

S[(X, 1) = ((P1/ Pa, [Po])as (S([fP]))™ ™ N) € pro(Shs).
De hecho, ocurrira que limS[(X, *)| es el shape de lim (X, *). Escribiremos
limS[(X, )] = Sh(lim(X, %))
donde
(X,%) = ((P1/Po, [Pa])n, f12 ", N) € pro(Top..).

En definitiva, lo que tendremos es que el shape conmuta con el limite
inverso de nuestros sistemas inversos, que estan constituidos por espacios
Py /P; no necesariamente compactos.

Proposiciéon 3.1.3. Sea K un conjunto invariante y aislado, con N un
entorno aislante y admisible de K, y sea P € IP(N) un indez pair con
P, C P;. Consideremos el sistema inverso punteado

(X, %) = (P1/ Py, [P2])n, (fP)nns N)
y su limite inverso (en pro(Topy))
P (X,#) = (X, %).
Entonces, p : (X, x) — (&, %) es una resolucién.

Demostracion. Para probar que p : (X, %) — (X,%) es una resolucin,
basta demostrarlo con p|x : X — & (ver teorema 2.1.24).
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Sera suficiente verificar el cumplimiento de las propiedades B1 y B2 del
teorema 2.1.22, que a continuacién enunciamos:

Bl) Sea n € N, con U abierto de (P/P), y tal que cl(p,(X)) C U.
Entonces existe un n’ > n tal que (fp)nn (P1/P2) C U.

B2) Para todo recubrimiento normal ¢ de X, existe un n € N y un
recubrimiento normal V de (Py/P), tal que p, (V) refina a U.

Veamos B1.

Supongamos que la afirmacién no es cierta para algin n y algin U. En-
tonces, para todo m > n, el conjunto Yy, = (P1/P) \ (fp)ak(U) es distinto
de 0.

Como (fp)mm' (Ym) € Y, obtenemos un sistema Y = (Y, ¢y, M),
donde Gy = (fP)mm/ly , v M = {m € N:m > n}. Ocurre que * ¢ Yy,
para todo m. Obsérvese que, entonces, podremos identificar Y;, con un
subconjunto de P; \ P, para todo m.

La aplicacién inclusién i, : Yy, — (P1/P)m, m € M, determina un
morfismo entre sistemas inversos

iy —-X
siendo X' = ((P1/P2)m, (fP)mms, M). Llamamos X’ al limite inverso de X"’

(serd el mismo que en X'), y llamamos Y al limite inverso de ). Veamos que

Y # O

Tenemos que Y, # (), m > n. Podemos escoger, entonces, elemen-

t08 Ynt1 € Ynt1, Yn+t2 € Ynto, Ynts € Ynis.... Ocurre, ademds, que
(fP)mm’ (ym’) = (fP)m _m(ym’) € Y.
Conviene considerar la sucesién {y,+1, Yn+2, - - - } = {[x1], [z2], ... }, donde

Tm € (P1\P3) C P, que es admisible. Tendremos otra sucesién {m : m € N}
que, junto a {x,, : m € N}, cumple que {f*(z,,) : 1 <i<m} C PL\\P, C P,
para todo m, y m — oco. Demostrar esto es sencillo ya que, de existir un ig
tal que 1 < ig < m, f9(zm) ¢ Pi \ Py, entonces 5([@m]) = * & Yatmigs 1o
cual es absurdo.

Como P; es admisible, la sucesiéon {f"(zy,)}m tiene una subsucesién
convergente y, por la Proposicién 2.2.5, existe un punto de acumulacién
xg € Inv™ (P, f).

Resulta sencillo ver que f5'([zm]) = [f™(2m)] € Yo C (P1/P)n. Como xg
es un punto de acumulacién de {f™(zm)}m, ocurre que { fp'([zm])}m tiene
a [zg] como punto de acumulacién. Teniendo en cuenta que fp'([zn]) € Y,
para todo m, e Y,, es cerrado de (Py/P5),, entonces [zg] € Y;,, lo que implica
que xg € P\ P».

Ocurre, pues, que zg € Inv™(Py, f) \ P». Llamemos {z/,} a una ‘historia
previa’ de zg en P;. Es facil ver que z), € Inv™ (P1, f) N (P \ P») para todo
k. Por un lado es obvio que z} € Inv™ (P, f), y z}, € P1 \ P> ya que, de
estar en P», ocurriria que fk(:v%) =19 € P, lo cual es absurdo.
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Teniendo esto en cuenta, es inmediato que, para todo [z}] € (P1/Ps)n+tk
se cumple fE([x,]) = [f¥(z},)] = [v0] € Vs, de modo que [7}] € Y4\ para
todo k. De hecho fp([z}]) = [f(x})] = [z}._4].

Construimos, de este modo, un y = ([x}])x, con y € Y, el limite inverso
de Y. Queda demostrado que Y # (.

Considérense los sistemas inversos y morfismos siguientes:

i:Y — X inclusién.

j: X =X con jp, =id: (P/Ps)m — (P1/Ps)y, para todo m € M.
q:Y — Y limite inverso del sistema inverso ).

p: X — X limite inverso del sistema inverso X.

p: X' — X’ limite inverso del sistema inverso X”.

ip : Y — X', limite inverso de 4, lim(i) = 1.

Jo : X — X', limite inverso de j, lim(j) = jo.

Dado y € Y, tenemos (p,, 0 i9)(y) = (in 0 ¢n)(y) € in(Yn) = (P1/P2) \ U.
Por otro lado, (p, 0i9)(y) = (pn © Jo)(z) = pn(x) € U para cierto x € X, lo
cual es una contradicciéon. Queda, pues, demostrado B1.

Veamos B2.

Para todo z € X, podemos escoger un m(x) € N y un abierto W, C
(PL/Pa) () tal que 2 € (ppy(z))~H(We) C U, para algin U, € U (ver remark
3 de [81], pdg. 58). Por el lema anterior, tenemos que X es compacto y pode-
mos garantizar la existencia de una coleccién finita {my, ma, ms,...,my,} C
N y subconjuntos abiertos W; C (Py/Ps)m, tal que {(pmi)_l(Wi)}ie{l,u_,n}
es un recubrimiento abierto de X que refina a U. Escogemos, ahora, un
m > mq,...,my, y definimos V; = ((fp)m;m) ' (W;), i € {1,...,n}. Clara-
mente, V = {Vi,...,Vy, (P1/P2)m \ pn(X)} es un recubrimiento abierto de
(PP ¥ () (V) = {(m) 2 (Vi)s ., ()" (V2)} refina a U.

Como la paracompacidad es un invariante de las aplicaciones cerradas,
(ver teorema de Michael en [40]), aplicando este resultado a la proyeccién
qp : PI — Py/P> obtenemos que P;/P; es paracompacto. De este modo,
podemos garantizar que nuestro recubrimiento V serd normal. [

Corolario 3.1.4. Nuestro limite inverso p : (X,*) — (X, %), que es
resolucién de (X, %), cumple que H(p) : (X, *) — H((X,*)) es una HT op-
expansién. Consecuentemente, S[(X,*)] admite limite inverso y, de hecho,
limS[(X, %)) = Sh(lim(X,*)) = Sh((X, *)).

La demostracion es automatica a partir del corolario 2.1.26.

Acabada ya la demostracién del punto 1), inicamente nos falta ver, para
garantizar la consistencia de la definicién de Cjip, 5(K, f), que

2) (limS[(X,*)],lim({S([fp])}n)) no depende, salvo isomorfismo, de la
N ni del P € IP(N) escogidos.

Para ello requeriremos de varios pasos previos. Todos ellos aparecen,
ligeramente modificados, en [98].
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Sea f : U — X una aplicacién continua, con U abierto de un espacio
métrico X, y sea K un conjunto invariante y aislado, con M y N entornos
aislantes y admisibles de K,y P € IP(N),Q € IP(M). Necesitamos de-
mostrar que

S[(X,#)] = ((Pr/Po. [Pa])as (S([fP])" "\ N) € pro(Sh.)

S[(P,9)] = ((Q1/Q2, [Qa])n, (S([f@])" " N) € pro(Sh.)

cumplen que

(LmS[(&, %)), lim({S([fp])}n)) = (imS[(V, #)], lim({S5([fq]) }n))

son isomorfos.

Lema 3.1.5. (]98] Lema 5.5). Sea N un entorno aislante y admisible
del conjunto invariante y aislado K, con P € IP(N). Entonces, existen
un M entorno aislante y admisible de K, M C int(N) N f~1(int(N)), y
P € IP(N),Q e IP(M), Q C P’ tales que si

S[(X,%)] = ((Q1/Q2, [Q2])n, (S([fo))™ ™™ N) € pro(Sh)

S[(Y.#)] = (P{/ Py, [P3))ns (S([fp])" ™" N) € pro(Sh.),

ocurre que

lim({(S o Quot)([igp'])}n) : LimS[(X, )] — limS[(V, *)]
es un isomorfismo en Sh..

Demostracion. Este resultado es una modificacién del enunciado en el
lema 5.5 de [98], y para demostrarlo se han de seguir los mismos pasos. De
esta manera se obtendran los pares P’ y @ del enunciado.

Ocurre que P/, € Prs con Q C P’, de manera que, por la proposicién
2.2.12, la aplicacién inclusién igpr € Prs(Q,P’). Por el teorema 5.5 de [97],
resulta que Quot([igpr]) = [Quot(igps)] es un isomorfismo de HT op,. Por
lo tanto, el morfismo de nivel {(S o Quot)([igpr])}n de pro(Shy) que va de
S[(X,*)] en S[(Y, *)] serd un isomorfismo. Si hallamos el limite inverso de
este isomorfismo entre sistemas inversos, obtenemos otro isomorfismo, y el
resultado estd demostrado. U

Como corolario inmediato, al cumplirse

im({S([fp])}n) o lim({(S o Quot)(ligp]) tn) =

= lim({(S o Quot)([igr/])}n) o lim({S([fq])}n)
donde {S([fp]) }n ¥y {S([fQ])}r son morfismos de nivel de S[(Y, *)] y S[(X, *)]

en si mismos, tendremos que

(LimS[(X, )], lim({S([fe])}n)) = (imS[(Y, %)), lim({S([fp']) }n))
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son isomorfos.

Teorema 3.1.6. Sea f : U — X continua, con N entorno aislante y
admisible fijo, y sean P,Q € IP(N), P C Q. Si[ipg] : P — Q es el morfismo
inclusién en HPrs y T = S o Quot, entonces T'([ipg|) es un morfismo en
Shy, y cumple lim({T'([ipg])}n) es un isomorfismo en Sh,,

im({T([ipq))}n) : imS[(X, )] = LimS[(Y, )]
donde

S[(X,%)] = (P/ P2, [Po))n, (T([fPpp)™ ™™, N) € pro(Shs)

S[(Y.1)] = (Q1/Q2, [Q2))n: (T([fa@])" ™" N) € pro(Sh.),
siendo {T'([ipg])}n el morfismo de nivel entre S[(X,*)] y S[(V, *)].

Como corolario de esto, tendremos, al igual que en el lema anterior, que

(LimS[(X, )], im({S([fp])}n)) = (LimS[(V, %), lim({S([fQ]) 1n))

son isomorfos

Demostracion. Este teorema es una ligera modificacién del teorema 5.6
de [98]. La demostracion, que es practicamente igual, tiene alguna variacién
que introduciremos en el momento oportuno. Se divide en tres casos y cada
uno necesita del anterior para ser demostrado.

Caso 1. Supongamos:

a) P estd relacionado con @, estoes, P C Q y (Q1,P) €
que es equivalente, P C Q y cl(Q1\ P2) C int(N)N f~(int(N)
155).

b) f(Q) NN C P.

IP(N) o, lo
) (ver [98] p.

En esta situacién, ocurre que fop € Prs(Q,P) al darse las condiciones
de la Proposicién 2.2.12.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

frp
P - P
iPQ fop PQ
0 fea Q

Aplicando T', obtenemos
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T([frr))
T(P) -  T(P)
T(lirql) T([for]) T([irq))
o) Tlifead) . 1o

Ocurre, por el lema de Morita ([81] p. 112) y las propiedades del functor
lim, que

limsS[(, )] R g1, )

es un isomorfismo.

Caso 2. Supongamos:
a) P esta relacionado con Q.

Este caso es idéntico al paso 2 del teorema 5.6 de [98], hasta el momento en
que se demuestra que f(Q™!) C T (Q). Nosotros necesitamos el contenido
FQTHNN C Q. Pero esto resulta claro ya que, como f(Q)NN c Q@+,
entonces f(QT)NN = f(QTHNQ™! C £(Q)NQ C @°. De este modo,
tenemos que f(Q") NN C Q.

Sea
S[(X, )] = ((Q1/Q5, [Q5)n, (T([fgige])™ ™", N) € pro(Sh.).

Naturalmente, estos sistemas inversos admiten limite inverso. El resto de
la demostracion del caso 2 es igual que en la referencia.

Caso 3. (Caso general). La demostracién serd igual que el paso 3 de la
demostracién del teorema 5.6 de [98]. O

Corolario 3.1.7. Para todo P,Q € IP(N) ocurre que limS[(X,*)] es
isomorfo a limS[(Y, *)], siendo

S[(X, )] = (P1/Pa, [Po])as (T([fpP]))" "\ N) € pro(Sh.)

[V, #)] = (Q1/Q2, [Q2))n, (T([fa@D)" "\ N) € pro(Sh.)

Resultard, entonces, inmediato que

(LimS[(X, )], im({S([fp])}n)) = LimS[(Y, %)}, lim({S([fQ])}n))
son isomorfos.

Demostracion. Sea R = PN Q. Ocurre que R € IP(N) (ver Proposicién
4.3 de [98]), R C P, R C Q vy, por el teorema anterior, el resultado es
evidente. [

Nos encontramos, ya, en condiciones de demostrar el teorema que garan-
tiza la consistencia de la definicién del indice shape.
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Teorema 3.1.8. ([98] teorema 5.8). Sea f : U — X continua y sea
K un conjunto invariante y aislado. Entonces para todo N, M entornos
aislantes y admisibles de K, y para todo P € IP(N),Q € IP(M) ocurre
que limS[(X, )] es isomorfo a limS[(Y, x)], siendo

S[(X, )] = (Pr/Pa, [Po])ns (T([frp]))™ ™ N) € pro(Sh.)

S[(V.#)] = (Q1/Q2,[Q2))n, (T([f@a]))" ™", N) € pro(Sh.).

Como corolario, resultara evidente que

(LimS[(&, %)), lim({S([fP])}n)) = (imS[(V, #)], lim({S(fQ])}n))

son isomorfos.

Demostracion. Se divide en dos casos.

Caso 1. Supongamos que M C N y que existe un N’ entorno aislante y
admisible de K tal que N C int(N') N f~1(int(N")).

La demostracién de este caso es como la hecha en el teorema 5.8 de [98],
pero con las modificaciones pertinentes.

Consideramos las R y R’ de la referencia. Denotamos

(R, ) = (R} /Rb, [Rb])n, fru " N) € pro(Top.),
(R, %) = ((R1/Ra, [Ro])n, f1p ™, N) € pro(Top,),
S[(R', )] = (B} /Rh, [RY)n, (T([frrr]))™ ", N) € pro(Sh),

S[(R,#)] = ((R1/Ra, [Rel)u, (T([frrD)™ ™ N) € pro(Sh.)

{T([irr)}n : SIR',%)] — S[(R,*)]
morfismo de nivel. Entonces
lim({T([ir'R])}n) : limS[(R', *)] — limS[(R, *)]
es un isomorfismo.
Esto, junto al corolario anterior, nos garantiza que

limS[(X,*)] = limS[(R, *)] = limS[(R', *)] = limS[(Y, *)].

Caso 2. Sean, ahora, M, N arbitrarios.

Su demostracién es muy parecida a la de la referencia. Escogemos M’, N,
P, Q" y R como en [98]. Denotamos por S[(P’,*)], S[(Q',*)] y S[(R,*)] a
los objetos de pro(Sh,) definidos como se hizo en el caso 1 para S[(R,*)] y
SIR!, ).

Por el caso 1, ocurre que

limS[(P',*)] = limS[(R, *)] = limS[(Q', x)].
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Falta ver que limS[(X, *)] = limS[(P’, x)] y limS[(Y, *)] = limS[(Q', *)].
Si la eleccién de M', N’, Q" y P’ es como la hecha en la construccién del
lema 5.5 de [98], los dos isomorfismo tltimos seran evidentes. O

Observacién 3.1.9. El indice del conjunto vacio es Cpip, 5(0, f) = (x,id).
Para demostrarlo basta tomar como index pair a P = (P, Py) = (0,0).
Obsérvese, por tanto, que si el indice calculado en un N entorno aislante y
admisible es distinto de (*,id), ocurrird que K # (.

1.3.2. Propiedades principales del indice. Propiedad aditiva. Sea
f : U — X una aplicacién continua y supongamos que un conjunto in-
variante y aislado K es unién disjunta de otros dos conjuntos invariantes y
aislados K7 y Ks. En el préximo teorema daremos respuesta al problema,
planteado por Mrozek en [97], de la relacién existente entre Ciip, 5(K, f) y

el par Clim,s (K1, ), Crim,s(Ka, f).

Definicién 3.2.1. Dados (Y1,x%),(Ys,%) € Top. espacios topolégicos
punteados, la expresién (Yi,%) V (Ya,*) € Top, denota el espacio unidn
punteada. Este espacio surge de la unién de Y7 e Y5, identificando los
dos puntos base. Si tenemos aplicaciones punteadas (morfismos de Top)
hi = (Y1,%) — (Yi,%) y he : (Ya,%) — (Ya2,%), definimos la aplicacién
hiV hy : (Y1,%) V (Ya,%) — (Y1,%) V (Ya, %) que asigna a cada y; € Y; el
valor h;(y;), para i € {1,2}. Es claro que hy V hg es un morfismo de Top,.

Teorema 3.2.2. Sea K un conjunto invariante y aislado, unién disjunta
de otros dos conjuntos invariantes y aislados K7 y K5. Entonces

Clim,s(K, ) = (im(X, ) V lim(Y, ), S([lim({ fp }n) V lim({fq}n)]))
donde

(X7 *) = ((Pl/P27 *)na f}g’—n’N)

(V. #) = (Q1/Q2 ¥, f33 ™ N)

con P = (Pl,Pg) S IP(Nl) y Q = (Ql,Qg) € IP(NQ), siendo Ny y No
entornos aislantes ‘suficientemente pequenos’ de K y K. Las expresiones
{fp}n v {fq}n representan morfismos de nivel de (X,*) e (), *) en s mis-
mos.

Demostracion. Sean K1 C Uy y K9 C Uy con Uy, Us abiertos contenidos
en U tales que cl(Uy) Ncl(Uy) = 0.

Para ¢ = 1,2 escogemos entornos aislantes y admisibles de K;, IN;, tales
que N; C U;N f~1(U;). Este es el significado de la expresién ‘suficientemente
pequeno’ que mencionamos en el enunciado del teorema. No resulta dificil
darse cuenta, debido a eleccién de los N;, de que N1 U Ny es un entorno
aislante y admisible de K1 U K.
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Sean P € IP(Ny)y Q € IP(N3). Resulta sencillo demostrar que PUQ =
(PLUQ1, P, UQ2) es un index pair de K en N1 U Ny. Vedmoslo:

a)Sixz e PLUQy Yy f(z) € N; UNo, existen dos posibilidades,

al) x € Pj, lo que implica que f(z) € N;. Es inmediato, entonces, que
f(a:) e P CcPuU@;.

a2) x € @1, lo que implica que f(x) € No. Es inmediato, entonces, que

f(a:) €EQ1C PLUQ.
Por otro lado, si x € P, U Q2 y f(x) € Ny U Na, haremos igual.

b) Es claro que
K=K UKy C int(Pl \Pg) U int(Ql \ Qg) C int((Pl U Ql) \ (P2 U QQ))

c¢) Ocurre que

cd((PLUQ1)\ (P2UQ2)) =cl((PL\ P)U(Q1\ Q) C
C (P \ P)Ucl(Q\ Qa) C
C (int(Ny) N f~H(ant(N1))) U (int(Na) N f~1(int(Ny))) C
C int(Ny U Np) N f~L(int(Ny) Uint(Ny)) C

C int(Nl U Ng) N fﬁl(int(Nl U Ng))

Tenemos demostrado que P U @ es un index pair de K en Ni U No.
Obsérvese que

(PLUQ1)/(PoUQ2),%) = (P1/ Py, %) V (Q1/Q2, ).
Definimos la aplicacién punteada

TPV fq: (P1/Pe, %)V (Q1/Q2,%) — (P1/ P2, %) V (Q1/Q2, %)

que establece la asignacién

fpV fo(lz]) = fp([z]) para todo [z] € P/ P,

eV fo(lyl) = fo(ly]) para todo [y] € Q1/Q2.

Resulta claro, por la construcciéon de N7 y Na, que

fruQ = frV fq
determinan una conjugacién topoldgica.
Sea (2,%) = ((PLUQ1)/(P2UQa),%)n, frog-N).
Sea (W, %) = ((P1/ P #) V (Q1/Q2, %), (fp V f@)" ™™ N).

Es sencillo confirmar, por la construcciéon de los entornos aislantes y el
comportamiento de fp y fo, que

limOWV, ) = lim(X, ) V lim(), *).
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Tendremos, entonces, que

Crim,s (K, f) = (limS[(Z, #)], lim({S([fru@])}n)) =
= (lim(Z, %), S([lim({fru@}n)])) = (lim(W, %), S({lim({fp V fq}n)])) =

= (lim( X, ) V lim(Y, %), S([Lim({fp }n) V lim({fqn)]))-

La segunda igualdad es consecuencia directa del corolario 3.1.4 (la igual-
dad es unica salvo isomorfismo). La igualdad entre los morfismos

im({S([frug))}n) = S({lim({frugin)])

es inmediata si observamos la unicidad del morfismo limite inverso (ver
observacién 2.1.14). OJ

Acabado el estudio de la propiedad aditiva, ahora analizaremos el compor-
tamiento del indice tras pequenas modificaciones continuas de la f : U — X.
Los resultados y sus demostraciones son muy semejantes a los que aparecen
en [98]. En las préximas lineas comentaremos, tnicamente, aquellos resul-
tados sobre la propiedad de invariancia por homotopias que difieran en algo
de los expuestos en la referencia, cuya lectura previa recomendamos.

Sea f : A x U — X una aplicacién continua con A un intervalo real.
Denotamos por fy : U — X a la aplicacion que establece la asignacion

Si J es subintervalo de A, entonces denotamos por f; a la aplicacién
fr:dxU>s\x)— (A fa(z)) € J x X.

Identificaremos las aplicaciones f\ y f{y}-

Supondremos que N C X es tal que Jx N C J x U es admisible y aislante
con respecto a fyen J x X.

Diremos que P € IP(N,\) si P es un indez pair en N con respecto a f).

Dado P € IP(N), denotamos por T (P) = (PLU (X \ int(N)), P, U (X \
int(N))).

Todas las proposiciones y lemas que aparecen en [98], y sus demostra-
ciones, son validas para nosotros, salvo un par de resultados que seran lige-
ramente modificados. Una de las cosas que habrd que modificar es el lema
6.3. Lo cambiaremos por el siguiente.

Lema 3.2.3. ([98] pag. 163). Sean kA € J, P € IP(N,\), Q €
IP(N,k), P C Qy fu(P) C Tn(Q) para todo p € J. Entonces, el diagrama
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p
(P1/ P2, %) - (P1/ Py, %)
Quot(ipg) Quot(ipg)
Q1 Qor)—TT Q1))

conmuta salvo homotopfa (hemos denotado a (f\)p como f3).

Esto implicard que el diagrama

S((f3D)

((P/Po, %), S(Lf3D)

T(lirql)

(P /Py, %), S([fAD)

T([irq))

S([f5)

((Q1/Q2, %), S(Lf5))

también conmuta.

Demostracion. Denotaremos Ty (Q) = T(Q) = (T1(Q), T>(Q)). Ocurre
que

((Q1/Q2, %), S([f3])

fpr(Q)

(P, P) =7 (Th(Q), T2(Q))
donde f]‘jT(Q) denota (f.)pr(g)- Es claro que f]‘jT(Q) € Prs(P,T(Q)).
Sean ipq : (P1, ) — (Q1,Q2) ¥ igr(q) : (RQ1,Q2) — (T1(Q), T2(Q)) las

aplicaciones inclusion entre los pares respectivos.
Resulta facil ver que la aplicaciéon

Quot(f3r o))
(PP, ) 579

es igual a la composiciéon

(T1(Q)/12(Q), *)

(Pr/Pax) 22 (P Py ) @79 (Q1 Qo) D) (1(Q)/To(Q), ).

Obsérvese que Quot(igr(g)) es un homeomorfismo punteado (ver [98],
proposicién 4.6).
De igual modo, tendremos que la aplicacién

Quot(ffr ()
(P /Py, ) =19

es igual a la composiciéon

(T1(Q)/Tx(Q), *)

Quot(ipq)

P/ Pa#) © 5 (Q1/Qor%) 8 (Q1/Qur)

Construyamos la homotopia

H:(P/P,*) x I — (11(Q)/T2(Q), *) = (Q1/Q2,*)

Quot(iQT(Q))
=

(T1(Q)/T2(Q), *).
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que establece la asignacién

([«],£) = (Quot(iqr(g)) ™  (F(tA + (1 = t)r, x))]).

Es evidente que H estd bien definida y es continua, cumpliéndose Hy(x) =
* para todo t.
Ocurre, ademas, que

Hy = (Quot(iQT(Q)))_l ° Quot(f]’ZT(Q)) =f5o Quot(ipq)

mientras

H1 = (Quot(iQT(Q)))’l (e} Quot(fléT(Q)) = Quot(in) (e} fé

La conmutatividad del segundo diagrama del lema resulta ya obvia. [

Lema 3.2.4. (]98] Lema 6.5). Sea u € J. Entonces, para cada k € N
existe un intervalo abierto Jy C J que contiene a p y, para cada A € Jy y
JjeA{l,... k} existe un indezx pair P(j,\) = (P(j, )1, P(j,A)2) € IP(N,\)
tal que

P(j,r) C P+ 1L, N)paraje{l,....k—1} y k,A € Jy

y la inclusién ip(; oy p(j+1,0) : P(J; £) — P(j + 1, ) induce un morfismo

{T(lipGmypG+10D)tn = S, #)] = S[(Y, %)]

siendo
S[(X, %)) = (P, £)1/ P, 52 )ns TS B mypie))s N)

SI, 9] = (PG + 1, 01/P G + 1, X2, %) T3 41,0p( 41,00 N)-

La demostracién sera idéntica a la hecha en la referencia, y hard uso del
lema 3.2.3 anterior.

Teorema 3.2.5. ([98] pag. 167). Sea f : Ax U — X una aplicacién con-
tinua y sea N C U un conjunto cerrado de X tal que para todo p € A existe
un entorno J de p en A de manera que J x N C J x U es un entorno aislante
y admisible con respecto a f; en J x X. Entonces Cjip, s(Inv(N, fx), f1) es
independiente de A € A.

Demostracion. Basta ver, tal como se hace en [98], que Clip, 5(Ky, fr) €s
localmente constante. El proceso de la demostracion es idéntico, hasta llegar
a la construccion del diagrama conmutativo de cohomologias, que nosotros
sustituiremos por lo siguiente:

Sea

SIP(), 9] = ((P()1/P()2: ¥ T gy i) ) € pro(Sh).
De idéntica manera definimos S[(Q'(\), *)], S[(P'(N), *)] v S[(Q(w), *)].

Consideremos el morfismo de nivel
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{T(lipgoyeryDin = SIP(R), )] = SI(Q' (), #)].
Ocurre que {T'([ip(u)q@' (1)) }n es igual a la composicién

{T([ip(,t)_zif(,\)})}n

SI(P (), *)] S[(P'(A), )] —

T([ipr n Tl ' "
{Tiprongen D} S[(Q(u),*)]{ (ouagrol} S[IQ'(N),*)].

Aplicando el teorema 3.1.6 y el functor lim, tenemos que
lim({T([ip(u)Qr(n)])}n) es un isomorfismo entre Ciipy s(Inv(N, fou), fr) ¥
Clim,s(Inv(N, fx), fr). O

Consideremos X, Y espacios metrizables, con U C X y V C Y abiertos.
Sean p: U — Y y ¢ : V — X aplicaciones continuas de modo que K C U
sea un conjunto invariante y aislado con respecto a f =1 o .

Teorema 3.2.6. Ocurre, en estas condiciones, que ¢(K) es invariante y
aislado con respecto a g = ¢ o 1). Ademads, tendremos que Cyp, s(K, f) =

Clim,S((p(K>7 g)

Demostracion. La primera parte de la demostracion consistird en ver que
¢(K) es invariante y aislado respecto de g.

Basta escoger las M, N de la demostracién hecha en [97], pero con M C
dom(f) = ¢~ Y(V) entorno aislante y admisible de K respecto de f.

La igualdad Inv(N,g) = ¢(K) aparece probada en [97]. Veamos que N
es también admisible.

Sea {x,} una sucesién en N y {m,}, — oo, con
{g"(zn) : 1 <i <my} C N para todo n.
Consideremos
{v(g'(@n)) = f'(W(@n)) : 1 < i <my =1} C M.

Es claro que {m,,—1} — oco. Entonces, la sucesién { f™ (1 (x,))}, tiene
una subsucesién convergente en M. Si le aplicamos la aplicacién continua
p, obtenemos

{(po fmn_l)(w(xn)) n = 19" (Tn) }n,

que tendrd subsucesién convergente en N. Queda demostrado que N es
admisible.

Veamos la segunda parte del teorema, que consiste en demostrar la igual-
dad

Clim,S(Ka f) = Clim,S(Qp(K)a g)

Consideremos, ahora, ¢ : U — Y y ¢/ : =1 (U) — U restriccién de 1.
Definimos, entonces
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fo=vopip (W H(U) - U

go=po I U) =Y
Resulta claro que go = g ¥ Clims(K, f) = Clim.s(K, fo).
Sea N un entorno aislante y admisible de ¢(K) para g. Veamos que
@ Y(N) es un entorno aislante y admisible de K para fo.

1. ¢ Y(N) es cerrado en U.
2. o 1(N) es admisible.
Sean {z}n C o H(N) v {my}n — oo tal que
{fé(zn) : 1 <i<myp} C o Y(N) para todo n.

Ocurre que {¢(z)}n C N. Consideremos {m, — 1}, — oc.
Es claro que ¢'(¢(xy)) = @(f§(xn)). Esto garantiza que

{gz(gp(xn)) 1<i<m,—1}CN
con N admisible. Entonces {g™"~1(¢(z,,))}, tiene una subsucesién conver-

gente. Al ser ¢ continua, tendremos que

{( ogmn_l)(@(xn))}n = {( 5”"71 oo p)(Ty)}n = {fén”(iﬂn)}n

tiene un punto de acumulacién.

3. p Y(N) es aislante de K.

Resulta claro que es un entorno cerrado en U de K.

Sea x € ¢ !(N) de modo que existe una o, : Z — ¢~ !(N) solucién de fy
por z. Entonces ¢ o g, cae en Inv(N, g) = ¢(K). Esto implica que o, estd
en o~ (o).

Si existe un n € Z tal que o.(n) € o~ (¢(K)) \ K, entonces tenemos

fO(Um(n - 1)) = O-:v(n) ¢ K,

pero
fole H(@(K))) = (¥ 0 ) (™ (p(K))) =

=1/ (p(K)) = fo(K) = K,
de modo que fy(oz(n—1)) = 04(n) € K lo cual es absurdo. Por consiguiente,
o, esta totalmente contenida en K.
Asi, tenemos que Inv(p~1(N), fo) = K. Queda demostrado que ¢~ !(V)
es un entorno aislante y admisible de K para fo.

Sea (Q1,Q2) € IP(N) con Q2 C Q1. Definimos P = ¢ 1(Q1) y P, =

¢ H(Q2).
Veamos que P = (P, P,) € IP(o~1(N)).
a) P; positivamente invariante respecto de ¢~ (V).
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Si x € P; con fo(x) € ¢ YN), entonces p(z) € Q; con g(p(z)) =
©(fo(x)) € N. De modo que g(p(x)) = ¢(fo(z)) € Q;. Esto implica que
folz) € o™HQ:) = B

b) K C mt(Pl \ P2)

Como ¢(K) C int(Q1\ Q2), existe un abierto Uy C ¢~ (N), con K C Uy,
tal que ¢(Up) C int(Q1 \ Q2)-

Entonces Uy C int(¢~1(Q1) \ ¢ 1(Q2)). De modo que K C Uy C int(Py \
P).

¢) el(Pr\ P2) C int(¢~'(N)) N fo ' (int(p ™" (NV))).
Sea x € cl(Py \ P2). Entonces

o(z) € cd(Q1\ Q2) C g (int(N)) Nint(N).
Aplicando g, tendremos que g(¢(z)) = ¢(fo(x)) € int(N), de modo que

fo(z) € o H(int(N)) C int(¢ 1(N)).

Asi, x € fi (int(~H(N))).

Por otro lado, z € ¢~ L(int(N)) C int(¢~1(N)).
Tenemos, entonces, que P = (Py, ;) € IP(¢~1(N)).

El resto de la demostracién es andlogo a lo hecho en [97].

Observacion 3.2.7. Sea f : U — X continua con K un conjunto
invariante y aislado por N, un entorno aislante y admisible. Considere-
mos P € IP(N). Utilizaremos unicamente el functor limite inverso lim :
pro(Top,) — Top, para construir un objeto, semejante al indice shape que
yva tenemos, y al que llamaremos indice limite inverso. El nuevo indice
tendra todas las propiedades del indice shape, salvo la de invariancia por
homotopias, y su definicién es la siguiente

Clim(Ka f) = (lzm(X, *)7 lZm({fp}n)),

siendo (X, %) = ((P1/Py, *)n, fI"DI_",N). Obsérvese que el indice limite in-
verso es el resultante de quitarle el functor shape y el functor homotopia al
indice shape.

Debemos demostrar que esta definicién es independiente del P y del N
escogidos. Sin embargo, si nos fijamos en los resultados obtenidos con el
indice shape cuando demostrabamos esto, veremos que se puede hacer un
trasplante casi total de todos los pasos seguidos.

Asi, se ve sin dificultad que el lema 3.1.5 se reenuncia del siguiente modo

Lema 3.2.8. Sea N un entorno aislante y admisible del conjunto inva-
riante y aislado K, con P € IP(N). Entonces existen un entorno aislante
y admisible M de K, M C int(N) N f~'(int(N)), y P’ € IP(N),Q €
IP(M),Q C P’ tales que si

(X,%) = ((Q1/Q2, [Qa)ns £33 " N) € pro(Top..)
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(V,%) = ((P{/ P, [B))n. f3 ", N) € pro(Top.),
resulta que
lim({Quot(igp:)}n) : lim(X, %) — lim(Y, *)
es un isomorfismo en Top, (un homeomorfismo), donde denotamos como
{Quot(igpr)}n al morfismo de nivel en pro(Top.) que va de (X, ) en (Y, *).
lim({Quot(igpr)}n) es un isomorfismo entre (lim(X,x),lim({fq}n)) ¥y

(lim(Y, %), lim({fp' }n)). Aqui, por isomorfismo entendemos un homeomor-
fismo de Top, que cumple

lim({Quot(iqp:) tn) o lim({f@}n) = lim({fp'}n) o lim({Quot(iqp)}n)-

La demostracion es idéntica a la hecha en el lema 3.1.5.

Teorema 3.2.9. Sea f : U — X continua, con N un entorno aislante
y admisible, P,QQ € IP(N), P C Q. Siipg : P — Q es el morfismo
inclusién en Prs, entonces Quot(ipg) es un morfismo en Top,, y cumple
que lim({Quot(ipg)}n) es un isomorfismo en T'op, (un homeomorfismo),

lim({Quot(ipg)}n) : lim(X, %) = lim(Y, %)
donde
(X, %) = ((P1/ Py, [Pa))n, 5", N) € pro(Top,)

(y7 *) = ((Ql/Q27 [QZ])ny fgl_n7 N) c pTO(Top*),
siendo {Quot(ipg)}, el morfismo de nivel entre (X, ) e (), *).
La demostracién de este resultado es practicamente igual a la hecha para

el teorema 3.1.6.

Corolario 3.2.10. Dados P,Q € IP(N), ocurre que lim(X,*) es iso-
morfo (homeomorfo) a lim(), ), siendo

(X, %) = ((P1/ P2, [Po])us f7 ", N) € pro(Top:)

(Y, *) = ((Q1/ Q2 [Q2])n,f5/_",N) € pro(Top.).
La prueba es andloga a la del corolario 3.1.7.

Teorema 3.2.11. Sea f : U — X continua y sea K un conjunto inva-
riante y aislado. Entonces, dados N, M entornos aislantes y admisibles de
K |y dados P € IP(N),Q € IP(M), ocurre que (lim(X,*),lim({fp}n))
es isomorfo (homeomorfo) a (lim(Y, ), lim({fg}n)), siendo

(X, %) = ((P1/ Py, [P2))n, fr ™ N) € pro(Top.)
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(y7 *) = ((Ql/Q27 [QQ])W fgl_n7 N) € pTO(TOp*).

La demostracién se hace en términos muy semejantes a los del teorema
3.1.8.

Observacién 3.2.12. El indice del conjunto vacio es Clj, (0, ) = (x,id).
Para demostrarlo basta tomar como index pair P = (P, P2) = (0,0).
Obsérvese, por tanto, que si el indice calculado en un N, entorno aislante y
admisible, es distinto de (*,id), ocurrird que K # ().

Ademss, el indice limite inverso cumplird las propiedades aditiva y conmu-
tativa. Basta echar un vistazo a las demostraciones ya hechas con el indice
shape, y veremos cémo las modificaciones son minimas. Hacemos observar
también que nuestro indice queda caracterizado por un espacio topoldgico
punteado y un homeomorfismo punteado del espacio en si mismo.

Serd, sin embargo, la invariancia por homotopias la propiedad que falle
para nuestro nuevo indice, lo cual lo convierte en un objeto muy inestable
y de poco interés desde ese punto de vista.

I.4. Algunos resultados acerca de los tipos shape que aparecen
como indice en un sistema dinamico discreto

En contra de lo que ocurre con el indice shape (homotépico) para flujos
en variedades, que es siempre el tipo shape (homotdépico) de un poliedro
punteado y compacto, el indice para el caso discreto suele ser mas complejo.

Para todo n € N escogemos S} = {z € C : |z| = 1}, y tomamos 1 =
2, € S} como punto base. Dado ¢ € Z, el solenoide g-ddico, Sy, es el limite
inverso del sistema inverso ((S}, 2,,), ¢n,N) donde las aplicaciones punteadas
gn : Sy — S} se definen como g, (z) = 27 para todo n € N.

Si {dp}nen es una sucesién arbitraria de enteros y nosotros tomamos
diferentes aplicaciones punteadas h,, : Sk b Sl h,(z) = 2% para todo
n € N, obtendremos, pasando al limite, el solenoide generalizado.

En esta seccién, T' denotard un solenoide generalizado (punteado) obtenido
de cualquier sucesién de enteros {d,}nen, primos entre si. Los solenoides
son compactos, conexos, no movibles (punteados).

Nuestro objetivo es obtener el shape (punteado) de todos los solenoides
g-addicos como el indice de conjuntos invariantes y aislados de sistemas
dindmicos discretos (modificando la G-herradura). Por otro lado, el shape de
los solenoides generalizados no es el indice de ningin conjunto compacto, in-
variante y aislado de una aplicacién definida localmente en un ANR métrico
localmente compacto. Entonces, el indice no puede ser ‘arbitrariamente
complejo’. De hecho, serd el shape del limite inverso de un sistema inverso
((Pn,2n), 9n,N) donde, para todo n € N, (P,,z,) = (P,*) ¥ gn = g, con P
un poliedro finito fijoy g : P — P fija (punteada).
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Si f: N C X — X es una aplicacién continua y K C int(N) es
un conjunto compacto, invariante y aislado, denotaremos por S(K, f) al
indice shape del par (K, f), considerando sélo el objeto (sin morfismo) de

Clim,S(Ka f)

Proposicion 4.1. Para todo ¢ € N existe un difeomorfismo definido
localmente f; : [0, 1]> — R? | y un conjunto compacto, invariante y aislado,
K, para fg, tal que S(Ky, fq) = Sh(S,). El caso ¢ = 2 se obtiene de la
G-herradura.

Demostracion. Probaremos, primero, que S(Ka, fo) = Sh(S2). Sea G5 un
conjunto compacto (punteado) obtenido como limite inverso de la sucesién
inversa asociada a un indez pair P = (P;, P») tal que el cociente P;/P; es
homotdpicamente equivalente a la unién punteada de dos circulos (ver figura
1.2).

Debemos, entonces, ver que Sh(Gg) = Sh(S2). El solenoide Sy se obtiene
como limite inverso de la sucesion inversa

2 2 2
581 S (Sh 1) S (s ).
Por otro lado, tenemos que G5 es el limite inverso de la sucesion inversa
2SS ) L (8T v St x) (St St )

donde ¢ : (ST Vv St %) — (ST Vv 81 %) es cualquier aplicacién punteada que
transforma los caminos a y b en ab (ver figura I.1).

Figura I.1
Definimos
Y = (idg1,idg1) : (ST v S, %) — (S, 1).

Sea p: (S',1) — (S Vv St %) cualquier aplicacién punteada, morfismo de
HTop,, que transforma el camino identidad S* — S en el camino ab.

Tenemos, por tanto, que el siguiente diagrama es conmutativo salvo ho-
motopia punteada,


cdsec
Imagen colocada
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st = st
(0
p p
Stvst < ¢ Stv st

Ahora, usando el teorema de Morita para isomorfismos de nivel en pro-
categorias ([91]), la demostracién del caso ¢ = 2 estd completa.

Sea ¢ arbitrario. Tomaremos el difeomorfismo definido localmente f, :
[0,1)2 — R2? como en la figura 1.2. Ahora, la demostracién es similar a la
del caso ¢ = 2. Aqui S(Ky, fq) = Sh(G,), donde Gy es el limite inverso de
una sucesién inversa definida en la unién punteada de ¢ circunferencias.

; %
i $
5 4 12
4
Lo
Figura 1.2

El resto de la demostracién resulta ya evidente. U

Aplicaremos, en nuestro contexto, las técnicas del lema 5.1 de [125], con
el fin de asegurar la existencia de index pairs adecuados para todo con-
junto compacto, invariante y aislado con respecto a un sistema semidinamico
definido en @ = II2%4[0,1/n], el cubo de Hilbert. Teniendo en cuenta que
estas técnicas requieren el uso de aplicaciones multivaluadas, introducimos,
a continuacién, algunos resultados sobre sistemas dindmicos multivaluados,
que necesitaremos para proseguir con nuestro estudio. La mayor parte de
estos resultados ha sido tomada del articulo de Kaczynski y Mrozek [63].

Sea f: @Q — @ una aplicacién continua. Dado € > 0, consideremos

Ale) ={ANQ,A=T]Ai:Vi 3keNcon A =ked A; = [ke, (k + 1)e].}
i=1
Definimos las aplicaciones multivaluadas T, F, : Q@ — P(Q) del siguiente
modo

T.(x)=|J{A € A(e) :x € A}

Fe(x) = (Te o f o Te) ().


cdsec
Imagen colocada
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Definicién 4.2. ([63]). Sean Y, Z espacios métricos. Una aplicacién
F:Y — P(Z) es semicontinua superiormente (scs) si F71(A) = {y € Y :
F(y)NA # 0} es cerrado para todo A C Z cerrado o, de manera equivalente,
si el conjunto {y € Y : F(y) C U} es abierto para todo abierto U C Z.

Denotamos F(A) = |J{F(y) : y € A} C Z. Dado un entero positivo n,
denotamos F"(y) = F(F"(y)).

Toda aplicacién scs con valores compactos envia conjuntos compactos a
conjuntos compactos.

Definicién 4.3. ([63]). Una aplicacién scs F' : X xZ — P(X) con valores
compactos se llama sistema dindmico multivaluado discreto (sdmd) si:

1) Para todo x € X, F(x,0) = {z}.

2) Para todo n,m € Z con nm > 0y todo z € X, F(F(z,n),m) =
F(z,n+m).

3) Para todo z,y € X, y € F(x,—1) si, y s6lo si, x € F(y,1).

Usaremos la notaciéon F'(xz,n) = F™(z). Obsérvese que F"™ es equivalente
a aplicar repetidamente F!' : X — P(X) o su inversa (F')~!. Por ello
llamamos a F' generador del sdmd F.

Una aplicacién scs con valores compactos F' : X — P(X) genera un sdmd
si, y sélo si, es propia, esto es, si F~1(K) es compacto para todo compacto
K C X (ver [63]).

Diremos que un conjunto A C @Q es un prisma si existe un m € N y un
poliedro finito P tal que A = P x Q C II"_,[0,1/n] x Q (ver p. 104 de [10]).

Lema 4.4. Sea F : I x Q x Z — P(Q), definida del siguiente modo
F(e,z,n) = F'(x).

Entonces, F' es una aplicacidén scs, con valores compactos, tal que para
todoe€ I, F,: Q x Z — P(Q) es un sdmd.

Demostracion. Primero veremos que F! : QQ — P(Q) es una aplicacién
scs, con valores compactos, propia, de modo que genera un sdmd.

Para todo € > 0 existe un n(e) € N tal que ﬁ <e< ﬁ

Entonces
T.(z) = P x Q CT"970,1/n] x Q
con P poliedro finito. Por tanto, para todo = € @, T¢(x) es un prisma.
De manera analoga, para todo x € )
F(z)=(PLU---UP) x QcII™90,1/n] x Q

donde P; es un poliedro finito para todo ¢ € {1,...,k}. Como k es finito,
para todo z € ), F.(z) es un prisma.
En particular, T, y F. toman valores compactos.

Veamos que T, y F, son scs.
Con T, debemos demostrar que, dado U abierto de @, el conjunto {z €
Q : T.(x) C U} es abierto. Sea z € @Q fijo. Si 2/ ~ z es suficientemente
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préximo a x, resulta claro que T.(z') C T.(x), de modo que, si T.(z) C U,
entonces T (2') C U. Consecuencia inmediata es que F.(z') C F(z).

Queda, entonces, demostrado que F! : Q — P(Q) es scs, con valores
compactos, propia (@ es compacto), y genera un sdmd.

Para ver que F' es scs, tomese un subconjunto abierto U C (). Entonces,
el conjunto

{(E,$,TL> €l x Q X ZiF(E,IB,Tl/) C U} =

= U{(e,x,n) €elxQxn:F(e,z,n) CU}
nez
es abierto de I x ) x Z. Sera suficiente demostrar que

FLEFL:ITxQ—PQ)

son scs.

La demostracién para F'! se reduce a verlo para T : I x Q — P(Q),
donde T'(e,z) = T¢(x). Dado (ep, o) fijo, con T, (x9) C U abierto de @,
si (e1,21) ~ (eo, ) es suficientemente préximo a (eg,zg), tendremos sin
dificultad que T¢, (z1) C U.

Veamos que F~! es scs. Sea (eg,z0) € {(6,2) € [ x Q : F~(e,z) C U}.
Ocurre que

FY(z) C U cuando € — ¢y y  — 0.
En efecto, de no ser asi, tendriamos que existen sucesiones {€,}, — €q,

{zn}n — 0, {yn}tn — Yo, con y, ¢ U para todo n, y tal que y,, € F;ll(xn).
Como F' es scs, dado m € N, existe un n,, € N de modo que

T, € F (yn) C Bl/m(Felo (y0)) para todo n > n,,

siendo By (FL (40)) = {x € Q : d(, F1 (yo)) < 1/m}.
Entonces zg € F (yo), con lo que tendremos que yo € F,;'(z9) C U, que
es una contradiccién. [

Definicién 4.5. ([63]). Sea X un ANR localmente compacto, con F :
X — P(X) una aplicacién scs, con valores compactos, propia (genera un
sdmd). Dado I, un intervalo en Z con 0 € I, diremos que ¢ : I — X es una
solucion de F por v € X si o(n+ 1) € F(o(n)) para todon,n+1€ I,y
o(0) = z.

Dado un conjunto compacto N C X, denotamos

Inv(N,F) ={x € N tal que existe 0 : Z — N solucién de F por z}.

Como N es compacto, ocurre que Inv(N, F') es un conjunto compacto.
Sea diamnF = sup{diamF(x) : © € N} y dist(A,B) = min{d(x,y) :
xe€Aye B}, A BCX.

Definicién 4.6. ([63]). Un conjunto compacto N C X es llamado en-
torno aislante para F' si
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BdiamNF(InU(Nv F)) - Znt(N)
0, de manera equivalente,

dist(Inv(N, F),0(N)) > diamyF.

Definicién 4.7. ([63]). Sea N un entorno aislante para F. Un par
P = (P, P,) de conjuntos compactos, P, C P, C N, se llama index pair
para Inv(N, F) si se cumplen las siguientes condiciones:

1) F(P)NN C P, i€{1,2}.

2) F(Pl\PQ) C N.

3) Inv(N, F) C int(Py \ P).

Teorema 4.8. ([63]). Sea N un entorno aislante para F'y sea W un
entorno de Inv(N, F'). Entonces existe un index pair P para Inv(N, F) tal
que PL\ P, CW.

Lema 4.9. ([63]). Sea A C R un intervalo compacto y sea
F:Ax X xZ— P(X)

una aplicacidn scs, con valores compactos, tal que para cada A € A, la apli-
cacién F) : X x Z — P(X) definida como Fy(z,n) = F(\,z,n) es un sdmd.
Si N C X es un conjunto compacto, entonces la aplicacion A — Inv(N, F)y)
es scs.

Tras esta recopilacién de resultados sobre aplicaciones multivaluadas y los
sistemas dindmicos multivaluados que determinan, estamos en condiciones
de seguir con nuestro estudio.

Proposicion 4.10. Sea f : Q — @ una aplicacién continua y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado. Entonces existe un entorno aislante
y admisible, M, de K, y un indezx pair (Q1,Q2) € IP(M), tal que Q1 y Q2
son prismas.

Demostracion. Serd parecida a la hecha en el lema 5.1 de [125]. Sabemos
que las aplicaciones multivaluadas T, F, toman valores compactos y son
aplicaciones scs.

Recordemos que, dado € > 0, existe un n(e) € N tal que % <e< ﬁ,
de manera que

T.(z)=PxQcI9™0,1/n] x Q

siendo P un poliedro finito. Asi, para todo x € @, T¢(x) es un prisma.
De igual modo, tenemos, para todo = € (), que

F(z)=(PiU---UP) xQcII™970,1/n] x Q

siendo P; poliedros finitos para todo i = 1,...,k. Como k es finito, para
todo x € @, F.(x) es un prisma.
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Sea N un entorno aislante y admisible de K (y por tanto compacto), por
ejemplo N un prisma (ver lema 4.3, pdg. 105, de [10]). Definimos

Ne=|J{Ae€ Ale): Ac N}

Si € es suficientemente pequeno, tendremos que N, es un prisma, entorno
aislante respecto de F,, que contiene a K. Veamoslo.

N=PxQcCIl"|[0,1/n] xQ, N.=P xQcCII"[0,1/n] x Q

siendo P’ C P poliedros finitos.

Resulta evidente, si € es suficientemente pequeno, que N, es un prisma
que contiene a K.

Para ver que N, es un entorno aislante para F,, con € suficientemente
pequeno, basta utilizar el lema 4.4 y el lema 4.9.

Es claro que K C K. = Invy_ F.. Sabemos, por el teorema 4.8, que
existen (P;, P») compactos, P, C P; C N, tales que

1) Fe(P) NN C By, i€ {1,2}.

2) FE(Pl \PQ) C N,

3) K. C int(Pl \Pg)

Interesa encontrar, ahora, un index pair prismatico para K, esto es, un
entorno aislante M de K y un par (Q1,Q2) de compactos (prismas) en M
tal que:

a) f(Qi) N M C Q;

b) Inv(M, f) = K C int(Qh \Qg)

¢) cl(@1\ Q2) C int(M) N f~L(int(M)),

Escogemos M = N,. Consideraremos los (P}, P») descritos antes, de modo
que

cl(Py\ Py) Cint(N) N f(int(N.)) = W.
Sea d € N. Definimos, entonces, (Q1,Q2) del siguiente modo:

Q1 ="Teja(P1) NN,

Q2 = Teja(P2) N Ne.

Por prisma de colan(e/d) entendemos P = P’ xQ C 1T,
siendo P’ un poliedro finito.

Hacemos notar que (Q1, @2) son dos prismas de cola n(e/d), con P, C Q1
v P» C Q2. Obsérvese, ademas, que, variando al alza el valor de d, tendremos
que @; es tan proximo, con la métrica de Hausdorff (ver [40], pag. 370), a
P; como sea necesario. Veamos que (Q1,Q2) € IP(M).

n(e/d

[0, 1/n) % Q

Como K. C int(P; \ P») y Q; — P,, entonces existe un d tal que K, C
int(Q1 \ Q2). En consecuencia, Inv(Ne, f) = K C int(Q1 \ Q2), con lo que
b) estd demostrado.
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Para d suficientemente grande, tenemos que cl(P; \ P2) ~ cl(Q; \ Q2) son
suficientemente préximos (con la métrica de Hausdorff), de modo que

cl(Q1\ Q2) € W = int(N.) N f~(int(N.)),

lo que demuestra c).
Ocurre que f(Q;) N Ne C Fe(P;) NN, ya que, al ser Q; = T¢/q(P;) N N,
tendremos

f(Qi) C f(Tea(Py)) C Tepa(f(Tepa(Pr))) = Fepa(Pi) C Fe(B).

Como F.(P;)) N N, C P; C Q;, ya tenemos que f(Q;) N N, C Q;, y queda
demostrado a). O

Teorema 4.11. Sea f : U C X — X continua, con X un ANR localmente
compacto y U abierto de X. En estas condiciones, afirmamos que para todo
conjunto K compacto, invariante y aislado, S(K, f) = Sh(lim(X,*)), siendo
(X, %) = (Q1/Q2,%)n,9q,N), donde (Q1,Q2) es un index pair prismatico
para cierta aplicacién continua g, extension de f, g: Z C Q — Q.

Demostracion. Podemos considerar a X sumergido como un subconjunto
cerrado de un espacio normado B. Sea N un entorno aislante, compacto,
de K. Al ser X un ANR, existen un entorno abierto de X, UX C B,y
una retraccién r : UX € B — X. Debido a [46] tendremos que se puede
construir un ANR compacto, AN, con N ¢ AN c U¥X.

Sea V' un subconjunto abierto de X tal que K C V C N, con f(V) C N.
Sea W = r~1(V) N AV, subconjunto abierto de AY.

Consideremos la aplicacion

fi=forlw:Wc AN - AN,
Resulta sencillo ver, por la propiedad conmutativa del indice shape, que
En consecuencia, el estudio de S(K, f) se puede considerar idéntico al del
indice S(K, f1) en AN, que es un ANR compacto.
Por compacidad, tenemos que AY C @Q, contenido como un cerrado en el

cubo de Hilbert. N
Existen, entonces U™ C @Q, entorno abierto de AN, y una retraccién

rleAN cQ— AN,
Sea Z = r H(W) C UAY un subconjunto abierto de Q. Definimos

g=fiorilz:ZCQ — Q.

Resulta claro, por la propiedad conmutativa del indice, que S(K, f1) =
S(K,g).

Basta, ahora, aplicar la ultima proposicién para obtener, de manera in-
mediata el resultado buscado. [
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Corolario 4.12. Sea f : U C X — X continua, con X un ANR lo-
calmente compacto. Entonces, para todo conjunto compacto, invariante y
aislado, K, S(K, f) # Sh(T).

Demostracion. Tenemos S(K, f) = Sh(lim((Q1/Q2,[Q2])n,99,N)) =
Sh(Z), con Z el limite inverso.

Si S(K, f) = Sh(T), ocurre que Sh(T) = Sh(Z). Existe, entonces, un
I € N y aplicaciones punteadas « : Q1/Q2 — S', 8: 81 — Q1/Q2 tales que

Boa~gp:Q1/Q2 — Q1/Qo

donde el simbolo ~~ se refiere a la relaciéon de homotopia punteada.
Tendremos, entonces, el siguiente diagrama conmutativo (salvo homo-

topia punteada)
!

Q1/Q2 - £ Q1/Q2
B
a a
gl . aof gl

De este modo, resulta S(K, f) = Sh(Z) = Sh(T') = Sh(S,) donde S, es
el solenoide obtenido como limite inverso de

..gLecl gracl g1
Pero esto, por el teorema 17 de [79], es una contradiccién. O

Corolario 4.13. El indice de un conjunto compacto, invariante y aislado
de una aplicacién definida localmente en un ANR localmente compacto, es
el shape del limite inverso de una sucesién inversa ((Py, zy,), gn, N) donde,
para todo n € N, (P, z,) = (P, %) fijoy g, = g : (P,*x) — (P, *) fija, siendo
P un poliedro finito.

El poliedro P sera finito debido a que podemos conseguir un Q1/Q2, ANR
compacto (ver teorema 1.2, pag. 178, de [58]), que, por el teorema de West
[126], tiene el tipo de homotopia de un poliedro finito. Tendremos que el
indice es el shape de un compacto de dimensién de deformacién finita.

Observaciones finales. Del ltimo corolario se deduce que el shape de
un espacio de dimensién de deformacion infinita, como el compacto, unién
punteada de esferas, \/;’i1 57, no sera el indice de un sistema dindmico en
un ANR localmente compacto. Sin embargo, la demostracién del corolario
4.12 puede modificarse para ver que espacios mas simples, como el pendiente
hawaiano H, de dimensién 1, tampoco aparece como indice en un sistema
dindmico.

Por otro lado, si la sucesién inversa de poliedros que construimos es movi-
ble punteada y los grupos shape son numerables, tenemos que el indice
obtenido es el shape de un FANR (teorema 18, pag. 235, de [81]). Parece
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dificil encontrar indices que sean el shape de espacios movibles que no sean
FANRs. En este sentido, el ejemplo dado en el corolario 4.12 es interesante
ya que nos brinda un caso unidimensional, no movible, compacto, conexo y
cuyos grupos shape son triviales.

El ultimo corolario también puede verse como un resultado generalizado
sobre la finitud del tipo del indice de Conley, ver [125].
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CAPITULO I1

INDICE DE PUNTO FIJO EN HIPERESPACIOS: UN
INDICE DEL TIPO DE CONLEY PARA SISTEMAS
SEMIDINAMICOS DISCRETOS

Resumen. Sean X un ANR métrico, localmente compacto, U un subcon-
junto abierto de X y f : U — X una aplicacién continua. El objetivo del
presente capitulo es estudiar el indice de punto fijo de la aplicacién que f
induce en ciertos hiperespacios de X. Para cualquier conjunto compacto,
invariante y aislado con respecto a f, K C U, calcularemos este indice de
punto fijo y determinaremos su significado dinamico. El valor del indice
dependera unicamente del comportamiento de f en cierta region de K, que
denominaremos parte atractora de K. Nuestro indice permitira caracterizar
los compactos que aislan a un atractor.

Por otro lado, las propiedades que demostraremos de nuestros indices nos
proporcionardn algunas observaciones interesantes. Asi, la conmutatividad
y la invariancia por homotopias permitirdn reducir el andlisis de la dindmica
de f en K, que puede ser complejo, al estudio de nuestro indice en otros
sistemas dinamicos, eventualmente mas simples.

I1.1. Introduccién y comentarios preliminares

La tarea de asignar a un conjunto invariante y aislado de un sistema di-
namico un indice, tal como hace Conley en [25] con los sistemas dindmicos
continuos, o como proponen Robbin y Salamon en [108] y, de modo maés
general, Mrozek en [97] con los sistemas dindmicos discretos, se sirve de la
nocién de inder pair. La independencia de la eleccién de los index pairs
para introducir tales indices es uno de los resultados claves en los articulos
mencionados.

El lector que esté familiarizado con la teoria del grado notard que los
indices de Conley tienen propiedades similares a las del indice de punto fijo.

Sea f:U C X — X una aplicacién continua, con U un conjunto abierto
y X un ANR localmente compacto. Construiremos, bajo estas hipdtesis,
un indice del tipo de Conley, con valores enteros, asociado a un conjunto
compacto, invariante y aislado, K, utilizando el indice de punto fijo de
la aplicacién inducida sobre el hiperespacio de X (dotado con la métrica
de Hausdorff). Nuestra construcciéon es completamente natural y, por las
propiedades del indice de punto fijo, serd independiente de las elecciones
que hagamos en las definiciones. No necesitaremos utilizar index pairs para
introducir nuestro indice, aunque si emplearemos una clase especial de index
pairs que nos permitird calcularlo. Estos nuevos indices, de propiedades muy
semejantes a las del indice de Conley, daran informacién sobre la dinamica
de f en K.
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A lo largo de todo el capitulo, salvo mencién expresa, X denotard un
ANR métrico y localmente compacto. Recalquemos algunas nociones que
utilizaremos con asiduidad. La mayoria de las definiciones que siguen han
sido tomadas de [97] y [26], y varias de ellas ya fueron utilizadas en el capitulo
anterior.

Sea U C X un conjunto abierto. Un sistema semidindmico (local) es
una aplicacién continua, definida localmente, f : U — X. Una funcién
0:7Z— X es solucion de f por z en N C X si f(o(i)) = o(i+ 1) para todo
i € Z,0(0) ==xyo(i) € N para todo i € Z. La parte invariante de N,
Inv(N, f), se define como el conjunto de todos los x € N que admiten una
solucién de f por z en N.

Un conjunto compacto K C X es invariante si f(K) = K. Un conjunto
compacto e invariante K es aislado con respecto a f si existe un entorno
compacto N de K tal que Inv(N, f) = K. El entorno N es llamado entorno
aislante de K. Diremos que K es un conjunto compacto, invariante y aislado,
sin especificar la f, cuando no exista confusién posible.

Dado un ANR métrico X, con una métrica acotada d, denotamos por 2%
al hiperespacio de subconjuntos compactos no vacios de X, dotado con la
métrica de Hausdorff, dy, definida como

dg(E,F) =inf{e>0: EC B(F,e) y F C B(E,¢)}

donde B(Z,¢) = {x € X : d(z,Z) < ¢} para todo conjunto compacto
Z CX.

Hacemos notar que la topologia de 2¥ no dependerd més que de la
topologia de X y no de la métrica d escogida.

Un hiperespacio de desarrollo A de X es cualquier subespacio cerrado de
2X que cumpla la siguiente condicién: si C € A y D € 2% son tales que
C C D y toda componente de D corta a C, entonces D € A. 2% y el
espacio C'(X) de subconjuntos compactos, conexos y no vacios de X son
hiperespacios de desarrollo de X.

Un espacio métrico X es continuo-conezo si cada par de puntos en X estd
contenido en un subcontinuo. X es localmente continuo-conexo si tiene una
base de entornos abiertos que son continuos-conexos. Para demostar esta
propiedad local basta encontrar, para cada entorno U de un punto z, un
entorno V' C U de x tal que cada y € V se conecta con x por un conjunto
compacto conexo contenido en U (ver [26]).

El siguiente teorema, debido a D.W.Curtis, es de gran importancia en
nuestra construccién.

Teorema 1.1. ([26], pag. 141). Si X es localmente continuo-conexo
(conexo y localmente continuo conexo), entonces todo hiperespacio de de-
sarrollo A de X es un ANR (AR). De manera reciproca, si existe un hiperes-
pacio de desarrollo A tal que C'(X) C Ay A es un ANR (AR), entonces X
es localmente continuo-conexo (conexo y localmente continuo-conexo).
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Para obtener més informacion sobre hiperespacios, se pueden ver los tra-
bajos de Wojdyslawski [127] donde se demuestra que el hiperespacio de un
continuo de Peano es un AR, o Kelley [66], que prueba que todo hiperes-
pacio de desarrollo de un continuo de Peano es un AR. Mas recientemente,
Curtis [27], caracteriza ciertos hiperespacios de desarrollo de los continuos
de Peano, que seran homeomorfos al cubo de Hilbert. Curtis y Schori, en
[28], [30] ¥ [29], demuestran que los hiperespacios de los continuos de Peano
son cubos de Hilbert. En 1978, Kodama, Spiez y Watanabe, en [67], ven que
para todo espacio X compacto, Hausdorff y conexo, el hiperespacio 2% tiene
shape trivial. Siguiendo esta linea de resultados, Curtis, en [26], prueba el

teorema 1.1. Otro trabajo de referencia sobre hiperespacios es el libro de
Nadler [99].

Un sistema semidindmico f : U — X induce, de manera natural, otro
sistema semidindmico 27 : 2V — 2%,

Sea K C U un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f
y sea N un entorno aislante de K. Consideremos un conjunto abierto W tal
que K C W C N y tomemos 2/ |ow : 2V — 2% Claramente, Fiz(2/|ow) C
2K que es compacto, con lo que F' z'a:(2f |ow) es un subconjunto compacto
de 2.

Por otro lado, 2f|ow es una aplicacién compacta porque admite una ex-
tensién evidente a 2V, que es un conjunto compacto.

Como X es un ANR, resulta que X es localmente continuo-conexo y, por
el teorema 1.1, 2% es un ANR. Por tanto, el indice de punto fijo de 27 |ow
en 2% igx (27 |ow,2"), estd bien definido.

El lector interesado en la teoria del indice de punto fijo en ANRs puede
acudir a los trabajos de Dold, [35] y [36], Dugundji y Granas, [37], Lefschetz,
[68], [69] y [70], Dold, [35] y [36], Nussbaum [102] y [101], Brown, [22], o
Granas [49], [50] y [51]. Esta teoria puede introducirse con métodos de
topologia diferencial y algebraica. El lector puede encontrar en los libros de
Deimling, [33], o Brown, [23], por ejemplo, todas las técnicas necesarias de
la teoria del grado.

Definicién 1.2. Definimos el indice de compacto fijo del par (K, f) como
Ix (K, f) = igx (27 |ow, 2").

Observacién 1.3. Por la propiedad de escisién del indice de punto fijo
tenemos que Ix (K, f) no depende de las elecciones del entorno aislante N
de K ni del conjunto abierto W.

Observacidn 1.4. Resulta sencillo encontrar ejemplos donde Ix (K, f) #
ix(f,W), el indice de punto fijo de f en W. En efecto, si consideramos un
flujo  en R? con un atractor K que es una érbita cerrada, podemos tomar
t > 0 tal que el periodo de z € K no es miltiplo de t. Sea N un ANR
conexo, entorno aislante de K. Si f = m, tenemos que ig2(f, W) = 0 ya que
el conjunto de puntos fijos es vacio, pero usando el teorema 1.1, 2V es un
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AR (ver, por ejemplo en [29], que 2V es homeomorfo al cubo de Hilbert),
con lo que, por el teorema 2.8, Ip2(K, f) = 1.

Observacién 1.5. Si X no es localmente compacto, ain podemos intro-
ducir nuestro indice si suponemos que f es compacta. En este sentido, la
condicién de Rybakowski (ver Capitulo I 6 [98], [95], [94]) se introduce para
definir el indice de Conley cuando la compacidad local de X no es requerida.

Observacién 1.6. Indices similares pueden ser definidos si nos restringi-
mos a un hiperespacio de desarrollo particular de X. Al final de este capitulo
presentamos los resultados que se obtienen si consideramos el hiperespacio
de desarrollo C),(X) de subconjuntos compactos, no vacios, de X con, a lo
sumo, m componentes conexas.

Por otro lado, usando el hecho de que los espacios Fj(X) C 2X de los
subconjuntos no vacios de X consistentes en, a lo sumo, k£ puntos son tam-
bién ANRs ([100], [88]), podemos introducir indices que detectan puntos
periédicos de f. En el capitulo siguiente haremos un estudio de estos indices.

Definicién 1.7. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico. Se dice
que un conjunto compacto, invariante y aislado, K C U, es un atractor si
existe un entorno abierto Uy C U de K tal que:

i) f™(Uy) C U para todo m > 1.

ii) Para todo entorno abierto V' de K existe un m(V') € Ntal que f"(Up) C
V para todo n > m(V).

Cuando calculamos el indice de punto fijo de una aplicaciéon f : W C
R® — R" tal que Fiz(f|w) es un conjunto finito de puntos fijos hiperbdlicos,

ign (£, W) = Saeria(flw)sign(J(Id — f)(a))

donde J denota el determinante Jacobiano. Entonces cada punto fijo atrac-
tor contribuye con +1 en la suma anterior.

En este capitulo veremos que el indice de punto fijo en el hiperespacio no
toma en cuenta los conjuntos compactos e invariantes que no son atractores.

El capitulo se divide en dos partes: la Seccién 11.2 se dedica al andlisis de
las propiedades principales del indice, como son la propiedad de Wazewski,
la aditividad, la invariancia por homotopias o la conmutatividad. Se desa-
rrollardn, también, los resultados méas importantes (teorema 2.12 y teorema
2.22), que determinan la relacién entre el valor numérico del indice de com-
pacto fijo y la dindmica de f en un entorno de K. Una consecuencia sor-
prendente del teorema 2.22 serd que el indice de punto fijo igx (2f|ow, 2%)
es siempre mayor o igual que cero.

Desde que Wojdislawski, en 1939, demostrara que un continuo X es lo-
calmente conexo si, y sélo si, para cada entero positivo m, Cp,(X) es un
retracto absoluto, casi nada se ha hecho acerca de estos hiperespacios. El
lector puede encontrar en los trabajos de Macias, [75] y [76] algunas inves-
tigaciones recientes sobre ellos. La Seccién I1.3 se encarga del estudio de
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indices analogos al indice de compacto fijo, pero inducidos sobre los hiperes-
pacios de desarrollo C,,(X), que ampliarédn los resultados ya obtenidos en
la Seccién I1.2 (teorema 3.4 y teorema 3.8).

Algunos ejemplos de las consecuencias de los resultados de este capitulo
son los siguientes corolarios.

Corolario 1.8. Sea f : U C X — X un sistema semidinamico. Un
continuo, invariante y aislado K es un atractor si, y sélo si, Ix (K, f) = 1.

Corolario 1.9. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico. Conside-
remos un conjunto abierto W de modo que cl(WW) sea un entorno aislante de
Inv(cl(W), f), que suponemos minimal. Entonces W contiene un atractor
si, y s6lo si, dgx (27w, 2W) #£ 0.

Corolario 1.10. Sea f : U C X — X un sistema semidindmico y sea
W C X un subconjunto abierto, tal que ¢l(W) es un entorno aislante. Si
iox (27 |ow,2W) = 2" — 1 entonces 2/ tiene, al menos, r drbitas periédicas
atractoras en 2.

Corolario 1.11. Sea f : R — R un sistema semidinamico y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado. Si Iz (K, f) = 2" — 1, entonces K
contiene al menos r Orbitas periddicas.

Corolario 1.12. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico y sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado cuyas componentes conexas
tienen shape trivial. Si Ix (K, f) = 2" — 1 entonces K contiene, al menos, r
orbitas periddicas.

Corolario 1.13. Sea f : U C X — X un sistema semidindmico y sea
W C X un subconjunto abierto, tal que ¢l(WW) es un entorno aislante de un
conjunto compacto, invariante y aislado, K. Si el indice shape de (K, f) es
el shape de un espacio punteado (Y, *) (ver [97] y [108]), y iox (27 |ow,2"V) =
Ix(K,f)=2"—1, entonces Y tiene al menos r + 1 componentes.

I1.2. Propiedades del indice de compacto fijo y resultados
principales

Comenzaremos exponiendo las principales propiedades, analogas a las del
indice de Conley, de nuestro indice. Todas ellas son consecuencia inme-
diata de las correspondientes propiedades del indice de punto fijo. Sélo la
propiedad aditiva no es obvia.

Proposicién 2.1. (Propiedad de Wazewski). Sea f : U — X un sistema
semidindmico y sea K un conjunto compacto, invariante y aislado. Entonces
Ix (K, f) # 0 implica K # ().

Proposicién 2.2. (Propiedad aditiva). Sea f : U — X un sistema
semidindmico y sea K un conjunto compacto, invariante y aislado. Supon-
gamos que K es unién disjunta de dos conjuntos compactos, invariantes y
aislados, K1 y Ks. Entonces
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Ix(K, f)=Ix(Ki, f)+ Ix(Ko, f) + Ix (K1, f)Ix(Ks, f).

Demostracion.

Tomemos N = N; U Ny entorno aislante de K tal que Ny NNy =0y N;
es entorno aislante de Kj, j = 1,2.

Escogemos entornos abiertos Uy C N1 y Uy C Ny de K1 y Ko respectiva-
mente tal que f(U;) NU; =0 si i # j.

Entonces,

IX (Ka f) = Z.2X (2f|2U1UU2 ) 2U1UU2)

Ix(Ki, f) = igx (27 |ou,, 2Y9), i € {1,2}.

Sean Wy = 2U1W0z y 11/, = 2U1 v 2U2 v (2U1 x 2U2),

Sean X7 = 2% y Xo = (2%)1 Vv (2%)2 v (2% x 2%).

Consideremos la aplicacién i, : W7 — Wy definida como sigue:

Si K} C Uj, entonces i.(K}) = K}, j = 1,2. Por otro lado, si K’ € W es
tal que K'NU; = K| # 0y K'NUy = K, # 0, entonces i, (K') = (K|, K}) €
2U1 % 2U2 ¢ W,

Resulta sencillo ver que i, es un homeomorfismo.

Sea

F, =2 vl vl x2/) . Wy = X,
y sea
Js 0 Xo — Xy
definida asi:

J«(Kj) = Kj si K € (2%); v ju(K{,K}) = Kj UK} para (K|, Kj) €
2X x 2%,

Ocurre que 2/ = j, o F, oi,.

Denotamos

flzz'oz'*:Wl—>X2
donde ¢ : Wy — X5 es la inclusién y

f2:2f02:1:W2—>X1.

Entonces, S = {x € f{'(Wa) : (fao f1)(z) = 2} = {x € Wy : 27 (2) = =}
es un conjunto compacto.
Usando la propiedad commutativa del indice de punto fijo aplicada a f

y f2a
igx (27,291902) =iy (fa 0 f1, f{ ' (Wa)) = ix, (f1 0 fo, f3 (Wh)) =

= i), v@X v x2%) (i 0 ix 0 2T i, (27 0 i) T (2T,
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Como 2/ = j, o F, oy,
i0dy 02 0ill; (@ry-1(wy)) =104x 0 jso Felprr g o)
Ademais,
B0 0 Ju 0 Bl poriorwny) = Felporgior vy
De modo que

7:(2X)1v(2X)2v(2XX2X)(Z. o Z* (e} 2f o) Z;:l’ (2f fe) 'L;l)*l(QUlUU2)) =

= (92X ),y (2X)pv(2X x2%) (i © ix © Jiu 0 Fi, F71 (571 (W) =
= (9% ), v(2% )av(2X x2%) (Fa, FL (5 (W) =
= ix, (Fe, 7' (5,1 (W) = i, (B, W) =
= ix, (Fulovy, 29 + ixy (Fulovs , 2U2) 4 ix, (Fu|ovy yovs, 201 x 2U2) =
= dox (27 gy, 2Y1) igx (27 gy, 2V2) +igx ox (27 X 27 |guy ouy, 2V X 2U2) =
= dox (27 )qu1, 29) + igx (27 |ouy, 2U2) + dgx (27 vy, 291 Yigx (27 |gvs, 292). O
Proposicién 2.3. (Propiedad conmutativa). Sean X,Y ANRs métricos

y localmente compactos. Sean

p:UCX—->Y

Yv:VCY —-X

aplicaciones definidas localmente.

Tomemos f =9Yopyg=pot. Si K C X esun conjunto compacto, in-
variante y aislado con respecto a f, entonces p(K) es un conjunto compacto,
invariante y aislado con respecto a g y Ix (K, f) = Iy (¢(K), g).

Demostracion. Es resultado conocido que ¢(K) es un conjunto compacto,
invariante y aislado con respecto a g (ver teorema 1.12 de [97]). Tendremos
que

Ix (K, ) = ipx (2, 27) = ipx (2% 027, (29) 71 (2Y1)) =

= iyv (29 02%,(29)71(27)) = ipr (29,2") = Iy (p(K), 9)-

donde ¢l(U;) es un entorno aislante de K y cl(V}) es un entorno aislante de
¢(K). La segunda y cuarta igualdades son evidentes, y la tercera se debe a
la propiedad conmutativa del indice de punto fijo aplicada a

2¢ Ut oY yov . 9V1 90X O
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Corolario 2.4. Sea f : U — X un sistema semidindmico. Supongamos
que f(X) CY,dondeY C X es un ANR localmente compacto. Si K es un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f, entonces K es un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a fly v Ix(K, f) =

Iy(K, fly)-

Proposicién 2.5. (Propiedad de invariancia por homotopias). Sea
f:UxA — X una aplicacién continua, tal que U es un subconjunto abierto
de X y A C R es un intervalo compacto. Supongamos que N es un entorno
aislante para cada aplicacién fy : U — X. Entonces Ix(Inv(N, fy), f») no
depende de \ € A.

Demostracion. Sea Uy un conjunto abierto tal que Inv(N, f)) C Uy C N
para todo A € A.
Consideremos la aplicacién f, restringida en su dominio,

f : UO x A — X.
Como fy ~ fy, entonces 2/> ~ 2/» para todo A, N € A.
Tenemos
2/ olo 9%
con 2 (K) = f(K).
Definimos la aplicacion
F 2% x A — 2%

como F(K,\) = 2(K) = f\(K). Al ser f continua, resulta sencillo ver
que F' es continua.
Ocurre que

Sy = Fix(2) c 2 WVH) 9l < 9N

es un conjunto compacto para todo A € A. De hecho, el conjunto ¥ =
{(K,\) €29 x A: F(K,\) = K} C 2V x A es compacto. Ademés, resulta
claro que la homotopia F' es compacta (se puede extender su dominio al
compacto 2V x A). En estas condiciones, podremos aplicar la propiedad
de invariancia por homotopias del indice de punto fijo en ANRs a nuestra
homotopia F', y tendremos que Ix(Inv(N, fy), fn) no depende de A € A. O

El siguiente resultado que probaremos constituye una primera aproxima-
cién al significado dindmico completo de nuestro indice. La demostracion
utiliza un teorema, debido a H.Steinlein (ver [102] y [122]), que enunciamos
a continuacion.

Teorema 2.6. Sea f : U — X un sistema semidindmico y sea H C U un
conjunto abierto tal que f est4 definida sobre H para m = p' con p primo.
Supongamos que

Y={zxeH: f"(x)=ux}

es compacto, f(X) C ¥y f es compacta en algin entorno de . Entonces
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ix(f™ H)=ix(f,H)(mod p).

Definicién 2.7. ([94], pag 181). Sea f : Z — Z una aplicacién continua
definida en un espacio métrico. Decimos que f es de atraccién compacta si
es localmente compacta y existe un conjunto compacto A C Z tal que para
todo z € Z

d({f"(z):n e ZtHNA#0.

Teorema 2.8. Sea f : U — X un sistema semidindamico. Si K C U es
un atractor conexo, entonces Ix (K, f) = 1.

Demostracion. Témese un conjunto abierto y conexo Uy como en la
definicién de atractor. Por el teorema 1.1, 2Y0 es un AR.
Sean ¢ primo y t tales que p = q* > m(Up). Entonces

(25)P = 2" . 2Wo _, ol
Resulta sencillo ver que estamos en las hipdtesis del teorema de Steinlein

para H = 2,
Por otro lado, tendremos

igx ((27)P,270) = iqu ((27)7,270) = A((2)P) = 1

donde A((2/)P) denota el niimero de Lefschetz de (2/)P (ver [94]).

La primera igualdad es consecuencia de la propiedad conmutativa de nues-
tro indice. La segunda es resultado de aplicar la propiedad de normalizacién
del indice de punto fijo (ver [94]) a (2f)? : 20 — 2U0, que es de atraccién
compacta. Veamos esto tltimo. Resulta evidente que (2/)? es localmente
compacta. Ademads, por la definicién de atractor, dado N C Uy un entorno
compacto de K, para todo x € 2Y0 se tiene que

Ad({2N(z) :n ezt n2N £ 0.

En consecuencia, (2/)? : 2U0 — 2U0 s de atraccién compacta.

Queda por ver que A((27)?) = 1. Al ser 2V° contractible, tendremos que
H,(2Y0) = 0 para todo n > 1 mientras que Hy(2°) = Q. Es claro, entonces,
que

A(25)P) = A1) = (=1)°tr(((27)2)o)
siendo ((21)%)o : Ho(2V0) — H(2%0).
Resulta inmediato que tr(((21)})o) = 1.
Asi, aplicando el teorema de Steinlein a 2f : 2V — 2X con H = 2U0,
tendremos que para todo primo ¢

1 =iyx ((27)7,2"°) = Ix (K, f)(mod q).
Entonces Ix(K, f) =1. O
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Por el dltimo teorema y la propiedad aditiva se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.9. Sea f : U — X un sistema semidindmico y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado, K = Ky U Ko U --- U K,, unién
disjunta de n atractores conexos. Entonces Ix (K, f) =2" — 1.

Sea K un conjunto compacto, invariante con respecto al sistema semidi-
namico f : U — X. Supongamos que K tiene un niimero finito de compo-
nentes K1, Ks,...,K,. Como f(K) = K, f produce una permutacién de
los elementos de esta descomposicion de K. Entonces podemos ordenar las
componentes de K del siguiente modo:

K= K1’1UK1’2U- . ‘UK17k1UK271UK272U‘ . 'UKQJQU' . 'UKTJUKTQU' . ‘UKr,kr

donde k1 + ko + -+ k. =p,yparai € {1,2,...,r} yj€{1,2,... ki — 1}
tenemos que f(K; ;) = Kij11y f(Kix,) = Kix.

Definiciéon 2.10. En la situacién arriba descrita se dice que f descom-
pone a K en r ciclos. Para cada i € {1,2,...,r}, el correspondiente k; es
llamado longitud del ciclo 1.

Lema 2.11. Sea K un atractor para el sistema semidinamico f : U — X.
Como X es localmente conexo, K tiene un numero finito de componentes.

Demostracion. En efecto, tomemos un entorno aislante N = Ny U---UN,,
de K donde N; es conexoy N; N K # () para todo i = 1,...,p. Considere-
mos un ng € N tal que, para cada n > ng, f*(IN) C N. Es claro que para
todo i € {1,...,p} existe un p(i) € {1,...,p} tal que (f™)PO(N;) C N;. Si
K'= K N Nj, entonces (f)PO(K%) = Ky K* C Inv(N;, (f)P®) c N;.
Por otra parte, si z € Inv(N;, (f*)?®), como f™(N) C N, tenemos que
z € Inu(N, f) = K. En consecuencia, z € K*, K" = Inv(N;, (fm0)P0)) y K°
es conexo. [J

Hacemos observar que si X es un espacio métrico y no es localmente
conexo, existen ejemplos de atractores con infinitas componentes conexas
(ver [47]).

Teorema 2.12. Sea f : U — X un sistema semidinamico y sea K un
atractor. Entonces

Ix(K,f)y=2"-1
donde r es el nimero de ciclos de K.
Demostracion. Consideremos la descomposicién en ciclos de K
K = K1 1UK] U - UK} 3, UK 1UK3 9U- - -UKq 1, U- - UK, UK, oU- - UK.,

donde parai € {1,2,...,r}yj e {1,2,... , k —1}, se tiene f(K,; ;) = K j+1
y [(Kig,) = Ki1.

Por la propiedad aditiva, es suficiente ver que
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Ix(KignUKjoU--- UK, f)=1

para todo ¢ € {1,2,...,7}.

Entonces podemos suponer que K tiene un tnico ciclo K = K7 U Ko U
U K.

Sea N un entorno aislante de K como en el lema 2.11 y sea W C N
un abierto que contiene a K. W es unién de componentes abiertas, W =
Wi UWoU---UW;.

oW — U Wa
Ac{1,...k}
donde
WA:{CG2W:C’ﬂWj#@paratodojGAyCﬂWjZ(DsijgéA}.

Resulta sencillo ver que W4 es homeomorfo al producto II;¢ 42%i, con lo
que se tiene que las componentes de 2V son ARs ya que el producto finito
de ANRs (ARs) es ANR (AR).

Sea m > k cualquier primo tal que f™(W) C W. Ocurre, por las
propiedades conmutativa y de normalizacién del indice de punto fijo, que

iox (217, 2W) = dow (277, 2W)) = A(27T).
Para calcular A(2/™) debemos fijarnos en
Ho(2")=Q® - ®Q con 2¥ — 1 generadores.

Los generadores de Hy(2") se corresponden con las componentes de 2.
Supongamos que

MK,V UK; )=K;; U---UK;

con p < k.

Entonces {Kj,, ..., K;,} es un ciclo o unién de ciclos para f™ y

pm = nk

para algin n € N.

Como m es primo, m > k, tenemos que n = nym y p = nik. Entonces
ni=1,n=my p=k, lo cual es una contradiccion.

En consecuencia,

{Kiy,. ... K} ={K1,...,Ki}

y el generador de HO(W{L...,k}) produce un numero distinto de cero en la

traza de la matriz de (2£m)0, que tendra la siguiente forma

0
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Por el teorema 2.6,

igx (277 2W) = iqw (277 2W) =

=A™ = (=1D)%r((2")0) =1 = Ix(K, f)(mod m).

Como m > k es arbitrario, se tiene Ix (K, f) =1. O

Para calcular el indice de compacto fijo en situaciones mas generales recor-
damos, a continuacion, la nocién de indexr pair, introducida en el capitulo
anterior, pero ligeramente modificada. Cierto tipo de index pairs, los index
pairs regulares, serd de gran utilidad.

Definicién 2.13. ([94]). Sea f : U C Z — Z una aplicacién continua,
con U un subconjunto abierto del espacio métrico Z. Consideremos un
conjunto compacto, invariante y aislado, K, y un entorno aislante suyo N.
Supongamos que (P}, P») es un par de subconjuntos cerrados de N tales que
P, C P,. El par (P, P,) es un index pair para K si se dan las siguientes
condiciones:

i) PN f(PQ) C Py,

11) f(Pl \PQ) C Py,

111) K= ITL’U(Pl \ Pg,f) C I’I’Lt(Pl \ P2)

Diremos que el index pair (P, P3) es reqular si

a) Existe un conjunto V', abierto en Py, tal que P, C V'y f(V\ P2) C P

b) cl(f(P)\ Pr)Nel(Pr\ P2) = 0.

Sea f : U — X un sistema semidindmico. Consideremos el sistema
semidindmico inducido 2/ : 2V ¢ 2% — 2X. Si K es un conjunto com-
pacto, invariante y aislado con respecto a f y IN es un entorno aislante de
K, entonces 2V es un entorno aislante de Inv(2V,2f) = 2K,

Proposicion 2.14. Sea f : U — X un sistema semidindamico y sea
P = (Py, P») un par compacto de subconjuntos de X.
Consideremos el conjunto

(NP={Ce2™:CnP+0}.

Si (P, P») es un index pair (index pair regular) para un conjunto com-
pacto, invariante y aislado, K, entonces (21, P,) es un index pair (index
pair regular) para 2.

Demostracion. Resulta inmediato demostrar que el par de compactos
(2P 1 (N P2) es un index pair para el conjunto compacto, invariante y aislado,
2K = Inu(2M1,2/) C int(2™), esto es, se cumplen las propiedades:

i) Dado C € (P, con 2/(C) € 271, entonces 2/ (C) € N P».

ii) Sea C € 271, 2/(C) ¢ 2P, Entonces C € N P.

i) 2K = Inv(2M \ N P, 27) C int(27 \ N P2).
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Veamos que, si (P, P) es un index pair regular, entonces (21, Py) es
regular.

a) Existe un V’ abierto en 21 tal que P, C V' y 2/ (V'\N P) € N P.

Sea V' =NV ={C 2 :CNV # 0} c 2P, Hemos denotado por V al
abierto de P; que cumple la condicién a) de regularidad en el par (P, P»).
Ocurre que V'’ es un abierto de 2.

Como P, C V, entonces [P, C V.

Por otro lado, dado C' € V' \ () P, ocurre que existe un z € C tal que
x € V'\ P,. Esto implica que f(x) € P,. Ademds, para todo = € C es claro
que z € Py \ P, con lo que f(z) € Py. Asi, 2/(C) € O P.

b) (2 (N R)\2P) Nnel 2P\ N P) = 0.

Si existe un Dy € (27 (N P2) \ 27) N cl(27 \ N P), entonces Dy =
limy, 0o {2/(Cp)}n con C,, € N Py C 271, 2/(C,,) ¢ 27

Como [ P, es compacto, existe {Cy, }; — Do € (| P>. Entonces

{2f(cnz)}l - 2f(D0)¢ {Zf(cnl)}l — Dy

de modo que 2/(Dg) = Dy, Dy € N P.
Como D; € 211, entonces Dy € (] P.

Resulta sencillo demostrar que existe una sucesion {z,, }; con z,, € Cy, N
P para todo [, tal que f(zp,) € f(Cy,) \ P1,y {2n, }1 = 20 € Do.
Tendremos que xg € Dy N Ps.

{f(@n)) 11 = f(20) € f(Do) = D1 C Pr.
Entonces f(xg) € P.

Sea 1 = f(xp). Tenemos que 1 € cl(f(P2) \ P1) ya que
xry = f('x(]) = ll}—r:loo{f(xm)}l’ f(xnl) ¢ Py, Ty € Ps.

Por otro lado, al ser D1 € cl(2P* \ N R), D1 = lim, . 400{C}}, con
C! € 271\ N Py, para todo n.

Ocurre que 1 = f(x¢) € Dy cumple z1 = lim,—,oo{}, }» con ], € C,
esto es, 21, € Py \ Py, de modo que x1 € cl(Py \ P3).

En consecuencia, x1 € cl(f(P2) \ P1) Necl(Py \ P2). Pero esto es una con-
tradiccién al ser P = (Py, P,) regular. Por tanto no existe Dy € cl(2/ (N P)\
2Py nea 2P\ N R). O

Proposicion 2.15. En las condiciones de la proposicién anterior, si P; es
localmente continuo-conexo, entonces 2t y (| P, son unién finita, disjunta,
de ARs.

Demostracién. Veamos que 21 es una unién finita de ARs. Como P; tiene
una cantidad finita de componentes (es compacto y localmente arcoconexo)
basta, con la ayuda del teorema 1.1, aplicar el mismo argumento del teorema
2.12 para 2.



64

La demostracién para [ P, se apoya en el hecho de que (] P, es un hiperes-
pacio de desarrollo de P;.

En efecto, si P, = P11UP9U- - -UPy; es la descomposicion en componentes
conexas de Pj, entonces

2= ) Pua
AcC{1,...,k}

donde
P ={Cec2":CnPj#0paratodojc Ay CNP,=0sij¢ A}
son ARs, y

mPZZ U (PlAﬂﬂPQ)

AcC{1,...,k}

es una unién finita de ANRs ([ P2 es un ANR). De hecho, cada conjunto
de la unién distinto de vacio es contractible. Para demostrar esto basta ver
que, dado A C {1,...,k}, existe una homotopia

Hp: (Pian(\P2) x I — Pian( )P,

con Hy(0) = id y Ha(l) = U;eq P1j constante, que ‘expande’ cualquier
punto de P4 N[ P, al punto UjeA Pij € PiyN(P. Demostremos la
existencia de H 4.

Sabemos que existe una homotopia G4 : P14 X I — Pj 4 tal que G4(0) =
idy Ga(1l) = U;jca Prj constante.

Definimos entonces

Ha(Ko,to) = ) Ga(Ko,t).
te0,t0]

Resulta HA(K(], 0) = GA(K(), 0) = K(] y HA(K(], 1) = Ute[O,l] GA(K(), t) =
Ujea Prj-

Queda por demostrar que H 4 estd bien definida y es continua. Para ello
bastara ver:

a) Ha(K,t) es un subconjunto compacto de X para todo K € Py N[ P2
y para todo t € I.

b) H4 es continua.

Probemos a). Sean Ky € PiyN( P2y to € [0,1]. Sea U = {Uy}o un
recubrimiento abierto del conjunto H4(Kp,to) C X. Ocurre que G 4(Ky,t)
es un subconjunto compacto de X para todo t € [0, tg]. Existe entonces una
unién finita de abiertos de U, que denotaremos por U(Kjy,t), que recubre a
Ga(Ko, ).

Es claro que GA(Ky x [0,]) C Py 4 es un subconjunto compacto de 2%,
de modo que cualquier recubrimiento abierto suyo tendra un subcubrimiento
finito. Consideremos el recubrimiento abierto {2U(K07t)}te[0,t0} de G4(Ky x

[0,20]). Entonces Ga(Ko % [0,t0]) € Usepo, ] 2UKot) - Como existe un sub-
cubrimiento finito,
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p
Ga(Ko x [0,tg]) C ] 2o,
=1

Esto quiere decir que cada G 4(Ky,t), que es un subconjunto compacto
de X, cumple

Ga(Ko,t) CU(Ko,t;) para algin i € {1,...,p}

De manera que H4(Kp,tp) C X cumple
P
Hy(Ko,to) = | GalKo,t) | JU(Ko,t;).
t€[0,to] =1

siendo U(Ky, t;) una unién finita de abiertos de U para todo i € {1,...,p}.
Queda demostrado que H 4 (K, ty) es compacto.

Por otra parte, por la definicién de Hy4, resulta evidente que H(K,t) €
PiyN( P, paratodo K € PaN( P, t el

Probemos b). Resulta inmediato, a partir de la continuidad de G4 y de
la definicién de métrica de Hausdorff

dy(E, F) = Max{Supcep{d(e, F)}, Supser{d(f, E)}}.

Sea (Ko, tg) € (PLaN(P) x Iy seae > 0. Denotamos por d a la
métrica inducida en el espacio producto P; 4 X I. La aplicaciéon continua
Ga : Pig x I — Pyy es uniformemente continua (P4 X I es un espacio
compacto), de modo que existe un § > 0 tal que si d'((K,t), (K',t')) < ¢
entonces dy (Ga(K,t),Ga(K' 1)) < e.

Sea (Ki,t1) € (PLaN()FP2) x I, de modo que

dl((Kl,tl), (Ko,to)) = \/(dH(Kl,KQ))2 + (tl — t0)2 < 0.

Dado z € Hs(K1,t1), entonces x € G4(K1,t;) cont, < t;. Consideremos
). <to tal que d'((K1,t.), (Ko, t,)) < d. Entonces

d(a},HA(KQ,to)) < d(flf,GA(KO,t;)) < dH(GA(Kl,ta;),GA(Ko,t;)) < €.

De igual modo se ve que d(z, Ha(K1,t1)) < € para todo = € H4(Ky,t).
Por consiguiente, resulta inmediato que dg(Ha(Ko,to), Ha(K1,t1)) < €.
O

Sea f : U — X un sistema semidindmico y sea K un conjunto compacto,
invariante y aislado, con P = (P;, P») un indezx pair para K tal que P; es
unién finita de componentes conexas.

Podemos ordenarlas como sigue,

P =PlUu---uPFuU...UuPPU...UP

donde ‘
a) PNK#£0y PlnPy=0sij<k.

b) PPNPy#0sij> k.
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Lema 2.16. Bajo las hipétesis anteriores, tenemos:
1)Size P}, k <i<ly f(x)€ P!, entonces k1 < j <I.
2) Siz e P}, 1<i<kg,entonces f(z)€ P!, 1<j<k.

Demostracion. 1) Si f(Pi) C P!, entonces f(y) € P/ N Py para todo
y e PinP,.

Si Pi\ f_l(Plj) # ), como P} es conexo, existe p € Clpli(Pf \ f_l(Plj)) N
(f~H(P)) N PY). , ,

Es sencillo ver que p € P, N f~1(P{). Entonces f(p) € PN P/.

2) Sea PliO con ig < kg y tal que f(PfO) C PljO para jo € {ki,...,l}. Por
1) existe 11 < kg tal que (Pf1 NK)N f(P1) = (. Esto es una contradiccion.
O

Observacién 2.17. En las hipdtesis del ultimo lema,
(P(,P) = (PLU---UP{* U U--- U P, P)
es también un indez pair (regular si lo es (P1, P»)). Resulta que

K=[KN(PlU---UPM)U[KN (P U---U P

JEN(PLU---UPf) = KN (P u---UPP),

f(KN(PPU---UP))=Kn{PPu---UP).

Denotamos K N(P}U---UPF) = KA. Es claro que KN (P U---UP}) =
K\ K4,

K4 y K\ K“ son conjuntos compactos, invariantes y aislados. Llamare-
mos al atractor K4 la parte atractora de K.

Hacemos notar que cada componente conexa de P} U---U PF contendrs,
una, y sélo una, componente conexa de K4 (ver lema 2.11).

Por otra parte, aunque la definicién de K“ se hace en funcién de un
index pair, mas adelante veremos que este conjunto no depende del index
pair elegido para construirlo.

A continuacién enunciamos, ligeramente debilitado, un teorema debido a
Mrozek (ver teorema 4 de [94]) que necesitaremos mas adelante.

Teorema 2.18. Sea Z un ANR métrico y sea f : Z — Z una aplicaciéon
de atraccién compacta. Si (M, N) es un index pair regular para el conjunto
compacto, invariante y aislado, Inv(M \ N, f), y M, N son ANRs, entonces
Inn = (inN);l o (fam,n)« es un endomorfismo de Leray y

iz(fyint(M\ N)) = A(Iyp,N)-

Llamamos iy : (M,N) — (MUf(N), NUf(N)) ala aplicacién inclusién
entre los pares (M,N) y (M U f(N),N U f(N)). De igual modo, hemos
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denotado por fyn : (M,N) — (M U f(N),NU f(N)) a la aplicacién f
entre dichos pares. A(Ipsn) es el nimero de Lefschetz de Ips .

Teorema 2.19. Sea f : X — X un sistema semidindmico y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado, que admite un index pair regular
P = (Py, P») con P; localmente continuo-conexo. Supongamos que 27 es de
atraccion compacta. Entonces,

Ix(K, f) = Ix(K*, f)=21—1
donde ¢ es el nimero de ciclos de K4.

Demostracion. Mantendremos la notacién de la ultima observacion. Uti-
lizando la propiedad aditiva, es suficiente ver que Ix (K \ K4, f) = 0.

P' = (P],P})) = (PF*U---UPL, P,) es un index pair regular para K\ K4.

Entonces (27 {,ﬂPé) es un index pair regular para 2K\KA, que es un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a 2f 19X 29X,

2P y (| Py son ANRs compactos (unién finita de ARs).

Consideremos la sucesién de homologias singulares del par (277, N Ps)

= Hy(\P3) — Hy(2%) — H,(2",(\P}) — Hya () P) —
- — Hi((|Py) = Hi(2") — Hi(2",( B) —

— Ho(( ) — Ho(2™) — Ho(2M,(P}) — 0

Como H,(2P) = H,(ON\P}) = 0 para todo p > 1, entonces tenemos
Hp(2P1/,ﬂP2’) = 0 para todo p > 1.
Ademis, 281 /(NP5 es un AR al ser unién punteada de ARs, con lo que
0=H,(2"/( P, %) = Hi (2", (| PY).

De manera analoga
0= Ho(2"1/(\Ps) = Ho(2"1 /(| P%, %) = Ho(2",() PY).
Ahora, por el teorema 2.18 aplicado al par (2F {,ﬂPQ’) y a la aplicacién
2/,

Ix (K \ KA, f) = igx (27, int (271 \ () P)) = A(, )=0. O

fine
Sea @ =112 ,[0,1/n] el cubo de Hilbert. Tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Sea f : U C Q — @ un sistema semidindmico y sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado, que admite un index pair
regular P = (P;, P,) tal que P; es localmente continuo-conexo. Entonces

Ix(K, f) = Ix(K*, f) =27 -1

donde g es el nimero de ciclos de K4.
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Sea f : U — X un sistema semidindmico y sea K un conjunto compacto,
invariante y aislado. Si no imponemos condiciones adicionales, el cdlculo de
nuestro indice Ix (K, f) va a requerir la extensién del sistema semidindmico
f a @, de ahi el corolario anterior y los préximos resultados.

Aplicaremos las técnicas del lema 5.1 de [125], ya utilizadas en el capitulo
anterior, con el fin de asegurar, para todo conjunto compacto, invariante y
aislado con respecto a un sistema semidinamico definido en @, la existencia
de index pairs (tal como se han definido en este capitulo) adecuados.

Sea f : @ — @ una aplicacién continua. Dado € > 0, consideremos, tal
como hicimos en la Seccion 1.4,

Ale) ={ANQ,A=J]A:Vi FkeNcon A =ked A; = [ke, (k + 1)e]}
i=1

y las aplicaciones multivaluadas T¢, F, : Q@ — P(Q), definidas del mismo

modo.

Proposicion 2.21. Sea f: Q — @ un sistema semidindmico y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f. Entonces existe
un index pair regular (Q1,Q2) para K, tal que Q1 y Q2 son prismas.

Demostracion. Sera semejante a la hecha en la proposiciéon 4.10 del
Capitulo I. Sabemos que T, F, toman valores compactos y son aplicaciones
SCS.

Sea N un entorno aislante de K, por ejemplo N un prisma (ver lema 4.3,
p. 105 de [10]). Definimos

Ne=|J{Ae€ Ale): Ac N}

Si € es suficientemente pequeno, tendremos que N, es un prisma que
contiene a K, y es un entorno aislante para F,. Vedmoslo.

N=PxQCI"|[0,1/n] xQ, N.=P xQcCII"[0,1/n] x Q

siendo P’ C P poliedros finitos.

Resulta evidente, si € es suficientemente pequeno, que N, es un prisma
que contiene a K.

Para ver que N, es un entorno aislante para F¢, con € suficientemente
pequeno, basta utilizar los lemas 4.4 y 4.9 del Capitulo 1.

Es claro que K C K, = Inv(N, F,). Por el teorema 4.8 del Capitulo I,
sabemos que existen (P;, P;) compactos, P, C P; C N, tales que

1) FE(P’L) ﬂNe C f)i) (&S {LZ}

2) F.(P\ P») C N,

3) K. C mt(P1 \PQ)

Interesa encontrar, ahora, un index pair prismatico para K, esto es, un
par (Q1,Q2) de compactos (prismas), Q2 C Q1 C N, tal que:

i) f(Q2) NQ1 C Qo

ii) f(Q1\Q2) C Qr.
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iii) Im)(Ql \ QQ, f) =K C int(Ql \ Qg)
Sea d € N. Definimos

Qi=|J{AacAle/d): Ac P,A=PxQc I Y "0,1/n] x Q}

con P un poliedro finito.

Si e/d es suficientemente pequeno (si d es suficientemente grande), po-
dremos afirmar que K C int(Q1) # 0. No se puede decir lo mismo de Qo,
que puede ser vacio para todo d. Tenemos que (Q1,Q2) son de la forma
Qi=Ri xQC Hn(e/d [0,1/n] x @ con R; poliedro finito para i € {1,2}.
De hecho (Q1, Qg) son dos prismas €/d-regulares, esto es, unién de elementos
de A(e/d).

Veamos que, si d es suficientemente grande, el par (Q1,Q2) es un index
pair regular para K.

Para probar que (Q1,Q2) es un index pair basta ver el lema 5.1 de [125].
Quedaria por demostrar la regularidad del par (Q1, Q2), esto es:

a) Existe un entorno V' de Q2 en Q1 tal que f(V \ Q2) C Qo.

b) cl(f(Q2) \ Q1) Necl(Q1\ Q2) = 0.

Veamos a). Sea V' = int(T.(Q2))NQ1. Siz € V\Q2, entonces z € Q1\Q2,
por lo que f(x) € N..

Ademés, © € T,(y) para cierto y € 2, de modo que f(z) € F.(Q2) C
F.(Py).

En consecuencia, f(z) € NeNF(P2) = RxQ C Hn(e/d [0,1/n] x @,
siendo R x ) un prisma €/d-regular contenido en Ps. Entonces f(z) € Qa.

Veamos b). Supongamos que existe un yg € cl(f(Q2) \ Q1) Ncl(Q1\ Q2).

Como 7 € cl(f(Q2) \ Q1), entonces existe una sucesion {y, }n — yo, con
yn = f(zn) € Q\ Q1, xn, € Q2, v esto para todo n. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que {x,}, — xo € Q2, con f(xy) = yo € Q1. Como
consecuencia tenemos que yg € f(Q2) N Q1 C Qo.

Por otro lado, como yg € cl(Q1 \ Q2), existe una sucesién {y/, }, — yo con
yn € Q1 \ Q2 para todo n.

Dado € suficientemente pequeno, consideremos K. C W C N, siendo W
un entorno de K. tal que U, B(x,€) C int(Ne).

Escogemos, de antemano, (P;, P;) de modo que cl(P; \ P») C W (ver
teorema 4.8 del Capltulo I). Sea, entonces, A,, el menor conjunto en A(e/d),
A, =5xQC Hn(e/d) [0,1/n] x @, tal que y/, € A,. Ocurre que A4, C P;.
Existe, pues, un y/! € A, N P; \ P,. Construimos asi una sucesién {y.},
contenida en Pj \ Ps.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {y/'}, — y € cl(P; \
Pg) cWw.

Téngase en cuenta que, si d es suficientemente grande, diam(A4,) < €, de
modo que d(y.,,yr) < €. En consecuencia, d(yo,y) < €. Por tanto, al ser
y € W, ocurre que yg € int(Ne).
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De lo ultimo se deduce que existe un ng tal que para todon > ng, y, € N..
Pero entonces tendremos que

yn:f(ZUn)ef(QZ)mNeCQZCQl,

resultado que se contradice con el hecho de que y,, € @\ Q1 para todo n. O

Teorema 2.22. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico y sea K
un conjunto compacto, invariante y aislado. Entonces

Ix(K, f) = Ix(K*, f) =27 -1

donde ¢ es el nimero de ciclos de K*, conjunto que no depende del index
pair elegido para definirlo.

Demostracion. Podemos considerar a X sumergido como un subconjunto
cerrado de un espacio normado B. Sea N un entorno aislante de K. Al ser
X un ANR, existen un entorno abierto de X, UX C B, y una retraccién
r:UX € B — X. Debido a [46] tendremos que se puede construir un ANR
compacto AN, con N ¢ AN c UX.

Sea V' un subconjunto abierto de X tal que K C V C N, con f(V) C N.
Sea W = r~1(V) N AN subconjunto abierto de A%,
Consideremos la aplicacién

fi=forlw:Wc AN - AN,

Resulta inmediato ver, por la propiedad conmutativa, que Ix (K, f) =
IAN (Ka fl)

En consecuencia, el estudio de Ix(K, f) se puede considerar idéntico al
de I4~(K, f1), donde AN es un ANR compacto.

Por compacidad, tenemos que AN C @, sumergido como un cerrado en el
cubo de Hilbert.

Debido a que AV es un ANR, existen un entorno abierto de AN, U AN - Q,
y una retraccion

rleAN cQ— AN,
Sea Z =r; H(W) C UA™ un subconjunto abierto de Q. Definimos
g=fiorlz:ZCQ— Q.
Es claro, por la propiedad conmutativa, que Iy~ (K, f1) = Io(K, g).

Basta ahora, tras extender adecuadamente g a todo @), aplicar el corolario
2.20 y la proposicién 2.21 para obtener de manera inmediata

[X(K7 f) - IQ(K,Q) - IQ(KAvg) =211

Resulta sencillo ver que, dado un indexr pair prismético (como en la
proposicién 2.21) (Q1,Q2) para K en el sistema semidindmico g : Q —
Q, el conjunto K4 serd el mismo que con el index pair (P, Py) = ((r o
r1)(Q1), (r or1)(Q2)) para K en el sistema semidindmico f: U C X — X.
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El ntimero de ciclos correspondiente es también el mismo para los dos sis-
temas semidinamicos.

Por otro lado, resulta que el conjunto K4 no va a depender del index pair
elegido para definirlo. Dado (@1, Q2) un index pair prismatico para K en el
sistema semidindmico ¢ : Q — @, ocurre que K es igual al conjunto

U{C’ C K : g(C) = C atractor, compacto y g(K \ C) = K \ C compacto}

Comprobar que K4 estd contenido en el conjunto arriba mencionado es
automatico.

Veamos el otro contenido. De no darse, existird un Cy € [J{C C K :
g(C) = C atractor, compacto y g(K \ C) = K \ C compacto} tal que Cy ¢
KA. Sabemos que Cj es una unién finita de ciclos, de modo que, como
g(Co \ K4) = Cy \ K4, ocurre que Cy \ K4 es un conjunto atractor, unién
finita de componentes conexas de K \ K4,

Entonces,

0= IX(K\KAag) = IX((K\KA) \ (CO\KA)79) +IX(CO\KA79)+

+IX((K \ KA) \ (CO \ KA)?Q)IX(CO \ KA?.g)'

La primera igualdad es evidente y la segunda es consecuencia de aplicar
la propiedad aditiva de nuestro indice.

Sea a = Ix(Cy\ K4, g). Resulta a > 0 al ser Cp \ K un atractor. Sea
b=Ix((K\ K4\ (Co\ K?),g). Sabemos que b > 0.
ComoO=a+b+abcona>0yb>0,llegamos a contradiccion.

Por otro lado, es inmediato que

U{C’ C K : g(C) = C atractor, compacto y g(K\C) = K\C compacto} =

= U{C C K : f(C) = C atractor, compacto y f(K\C)= K\C compacto}.

Queda demostrado que el conjunto K4 estd caracterizado por las igual-
dades arriba expresadas y que, por tanto, no depende mas que del conjunto
K y de la dindamica de f en un entorno de K. [J

Corolario 2.23. (Propiedad producto). Sean f: U C X — X y g :
V CY — Y dos sistemas semidinamicos. Sean K y L conjuntos compactos,
invariantes y aislados con respecto a f y g respectivamente.

Entonces K x L es un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto
afxg:UxVCXxY—-XxYy

Loy (K x L, f x g) = 20 — 1

donde p y ¢ son el nimero de ciclos de K4 y L4 respectivamente.
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I1.3. Definicién y estudio del m-indice de compacto fijo

En esta seccion introduciremos cierta clase de hiperespacios de desarrollo
de X que nos permitiran definir indices andlogos al indice de compacto fijo,
Ix(K, f), y que dardn més informacién sobre la dindmica de f en K. En
concreto determinaremos, no sélo el nimero de ciclos de K4, sino también
la longitud de cada uno.

Sea Cp,(X) C 2% el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X,
no vacios, que tienen, a lo sumo, m componentes conexas. Resulta inmediato
ver que Cy,(X) es un hiperespacio de desarrollo de X.

Si f:U C X — X es un sistema semidindmico, entonces f induce otro
sistema semidindmico

Con(f) : Con(U) € Con(X) — Con(X).

Sea K C U un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f,
y sea N un entorno aislante de K. Tomemos un conjunto abierto W tal que
K CcWCN.

Considérese Cy,(f) : Cn(W) — Cy(X). Ocurre que Fiz(Cr(f)lc,, (w))
es un conjunto compacto al ser un subconjunto cerrado del compacto Cy, (K).
Ademas Cp,(f) : Cro(W) — Cp(X) es compacta, y Cp,(X) es un ANR (bas-
ta aplicar el teorema 1.1 a X).

Entonces, el indice de punto fijo ic,, (x)(Cm(f)lc,,(w), Cm(W)) estd bien
definido.

Definicién 3.1. Definimos el m-indice de compacto fijo del par (K, f)
como

I'Y(K, f) = ic,, ) (Cn(f)le, ), Con(W)).

Observacion 3.2. Las propiedades de estos indices son similares a las
propiedades del indice de compacto fijo, expuestas en las proposiciones 2.1-
2.5, a excepcién de la propiedad aditiva, que queda reducida al siguiente
resultado para m =1, 2.

Proposicién 3.3. (Propiedad aditiva). Sea K un conjunto compacto,
invariante y aislado. Supongamos que K es unién disjunta de dos conjuntos
compactos, invariantes y aislados, K1 y Ko. Entonces

IN(K, f) = Ix (K1, f) + Ix (K2, f)

(K, f) =I5 (K1, f) + Ix (Ka, f) + Ix (Ky, f)Ix (Ko, f).

Demostracion. Sea K = K7 U Ky con entornos aislantes disjuntos Ny
y No. Consideramos dos subconjuntos abiertos Uy,Us con K; C U; C Ny,
i€ {1,2}, y tales que f(U;) NU; =0 sii#j.

Resulta evidente que los siguientes espacios son homeomorfos,
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Cl(Ul @] UQ) ~ Cl(Ul) V Cl(UQ)

CQ(Ul U Ug) ~ CQ(U;[) V CQ(UQ) vV Cl(Ul) X Cl(Ug).

Teniendo en cuenta lo escrito arriba, y siguiendo los pasos dados en la
demostracion de la propiedad aditiva para el caso compacto, se obtiene el
resultado buscado. [

Desgraciadamente no tendremos una propiedad aditiva para todo m € N.

A continuacién desarrollamos los principales resultados obtenidos con este
indice.

Teorema 3.4. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico y sea K
un atractor. Entonces

donde [,, es el numero de uniones de ciclos de K cuya suma de longitudes
es menor o igual que m.

Demostracion. Sea K = K7 U---U K}, unién de k componentes conexas
y sea W = Wy U---U W, un entorno abierto de K, con k componentes
conexas, de modo que K; C W; para todo i € {1,...,k}, y tal que W C N,
un entorno aislante de K.

Veamos que C,, (W) es una unién finita de ARs.

Ac{1,...k}
donde
Wi ={CeCp(W):CNW; #0 paratodoj€ Ay CNW; =0sij¢ A}

Demostremos que, salvo para el caso en que m < card(A) donde W}
serd vacio, los conjuntos W' son ARs, esto es, ANRs contractibles. Como
Cr (W) es un ANR, tenemos que los conjuntos W* son ANRs. Queda ver
la contractibilidad.

En el teorema 2.12 denotabamos por Wy a

Wa={Cec2V.:0nNW, # 0 paratodoj€ Ay CNW,; =0sij¢ A}
Como W4 es un AR, existe una homotopia r4 : W4 x I — W4 tal que
ra(0) =id y ra(1) = L4 constante. Supondremos que Ly € W} C Wa.

Definimos, entonces, una homotopia Hy : W' x I — W del siguiente
modo

Ute[o o1 TA(L, 1) si to € 10,1/2]
H L,t = ) 0} ]
allsbo) { Ute[?to—l,l} ra(L,t) sitge[1/2,1]
Resulta que Ha(L,0) = ra(L,0) = L'y Ha(L,1) = ra(L,1) = L cons-
tante, y esto para todo L € W,T-
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Queda por demostrar que H 4 estd bien definida y es continua. Para ello
bastara ver:

a) Ha(L,1tp) es un subconjunto compacto de X para todo L € W' y para
todo ty € I.

b) Ha(L,tg) tiene, a lo sumo, m componentes conexas.

c) H4 es continua.

Probemos a). Sean L € W}y ty € [0,1/2] (sitg € [1/2,1] la demostracién
serd analoga). Tomemos U = {U, }, un recubrimiento abierto del conjunto
Ha(L,tp) C X. Ocurre que r4(L,t) es un subconjunto compacto de X para
todo t € [0,2tp]. Existe entonces una unién finita de abiertos de U, que
denotaremos por U(L,t), que recubre a r4(L,t).

Es claro que r4(L x [0, 2ty]) € W4 es un subconjunto compacto de 2%, de
modo que cualquier recubrimiento abierto suyo tendra un subcubrimiento
finito. Consideremos el recubrimiento abierto {2/ (L’t)}te[0,2to] de r4(L X
[0, 2¢0]). Entonces ra(L x [0,2t0]) C Uyepo 2] UL Como existe un sub-
cubrimiento finito,

Po
ra(L x [0,2t]) C [ J 2/,
=1

Esto quiere decir que cada r4(L,t), subconjunto compacto de X, cumple
ra(L,t) CU(L,t;) para algin i € {1,...,po}.

De manera que el subconjunto de X, H4(L,tp), verifica

po
Ha(L,to) = |J ra(L,t) c UL 1)
t€[0,2to) 1=1

con U(L,t;) una unién finita de abiertos de U para todo i € {1,...,po}.
Queda, pues, demostrado que H4(L,ty) es un subconjunto compacto de X.

Resulta claro, por la definicién de H,4, que Ha(L,t) € W4 para todo
(L,t) e Wi x I.

Probemos b). Sean L € W}' y ty € [0,1/2] (para ty € [1/2,1] se hard de
modo andlogo). Supongamos que el compacto H4 (L, ty) = Ute[0,2to] ra(L,t)
tiene méas de m componentes conexas. Podremos conseguir entonces m + 1
abiertos disjuntos de X, {U1,...,Uy+1}, de modo que H(L,ty) C UZWE{I U;
y UiNHy(L,ty) # 0 para todo i € {1,...,m+ 1}.

Es claro que L C U, U---UU;,, r < m, con LNU;; # () para todo
j€{l,...,r}. Entonces L € 2V Ui

Por otro lado, existe un U;, ¢ {U;,,...,U;.} tal que Ha(L,to) NU;, # 0.
En consecuencia, existe un t1 € [0, 2to] tal que r4(L,t1) N U;, # 0.

Tenemos que el conjunto r4(L x [0,2ty]) C U1 Ui os conexo. Témese
el conjunto abierto de 2%, V = QUL Us \ Ui=1 Ui

Ocurre que V' U oUi=1 Ui; — oy Ui con V' N U= Vs — g,
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Como 74(L x [0,2t]) es conexo y ra(L,0) € 2Ui=1 Yij entonces ra(L x
[0, 2t9]) C oUi=1 Vi Sin embargo, sabemos que existe un ¢ tal que 74 (L, t1)N
Ui, # 0, lo cual nos lleva a una contradiccion.

Demostrar c) resulta inmediato a partir de la continuidad de 74, y de la
definicién de métrica de Hausdorff

du(E,F) = Max{Supecp{d(e, F)}, Suprcr{d(f, E)}}.

Sea (Ko,tg) € WJ* x I y sea € > 0. Denotamos por d' a la métrica
inducida en el espacio producto W x I.

Sea Ko € Z C W}, con Z un entorno compacto en W' del punto
Ky. Consideremos (K',t') € Z x I, que es compacto. Tendremos, por la
continuidad de r4, que existe un & > 0 tal que si d'((Ko,t), (K',t")) < 4,
entonces dp(ra(Ko,t),ra(K',t)) <e.

Sea (K1,t1) € Z x I C W} x I, de modo que

dH(Kl,K(]) + 2|t1 - t0| <.

Obsérvese que

d'((K1,t1), (Ko, t0)) = v/ (du (K1, Ko))? + (t1 — tg)? <

< dH(Kl,KQ) + 2‘t1 - t0| < 0.

Dado x € Ha(K1,t1), ocurre que = € r4(K1,t,) para cierto t, € [2t] —
1,2t1]N[0,1]. Consideremos ', € [2tg—1,2t5] N[0, 1] con |t} —t,| < 2|t1 —to].
Entonces

d((Ky1,te), (Ko, ) = \/(du (K1, Ko))? + (te — t},)? <

< dH(Kl,K(]) + 2|t1 — t0| < 4.
Asi
d(z, Ha(Ko, to)) < d(z,ra(Ko,t},)) < dg(ra(Ky,t.),ra(Ko,t),)) < €

De igual modo se ve que d(x, H4(K7,t1)) < € para todo x € H 4(Kjy, o).
Resulta ya inmediato ver que dy(H (Ko, to), Ha(K1,t1)) < €.
Por consiguiente, el espacio

AcC{1,...k}
es una unioén finita de ARs.
Obsérvese que si m < k, algunos de estos W* serdn vacios (W' = 0 si,
y sblo si, m < card(A)).
Al ser K un atractor, podemos escoger qo € N fijo y W, de modo que
fP(W) C W para todo p > qo.
Entonces

Cm(fp) = (Cm(f))p : Cm(W) - Cm(W) para todo P > qQo.
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Resulta que (C,(f))P es de atraccién compacta, con lo que, por la pro-
piedad de normalizacién del indice de punto fijo (ver [94]),

iC () ((C ()7, Con (W) = iy () ((Con ()7 Cen (W) = A((Cra(£))P)-

Al ser Cy,,(W) una unién finita de ARs, tendremos las homologias singu-
lares con coeficientes racionales

H,(Cp(W)) =0 para todon > 1

Ho(Crn(W)) =Q&---0Q

con tantos generadores como W # () existan. Interesa calcular A((Cy,(f))P).
Supondremos que p es primo, p > qo y p > k.
Tenemos

Catpy: U wi— U wi

AC{1,...k} Ac{1,...k}

Diremos que W} es ciclo o union de ciclos para f si el conjunto A estd
formado exactamente por los subindices de una unién completa de ciclos de
K.

Supongamos que W* es ciclo o unién de ciclos para f. Como fP(K) = K,
tendremos, automaticamente, que (Cy,(f))P(W') C W)

Por otro lado, si W' no es ciclo o unién de ciclos para f, resulta, si
tenemos en cuenta que p > k, p primo, que (Cy,(f))P(W}F) C Wi # Wi

En consecuencia,

10, () (Con ()P, Con(W)) = A(Cin(£))P) = (= 1)t (Con())2)0) = b

siendo [,, la cantidad de uniones de ciclos de K cuya suma de longitudes
es menor o igual que m, y esto para todo p primo suficientemente grande.
Entonces, por el teorema 2.6, tendremos que I'¢ (K, f) = l,,. O

Observacién 3.5. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico y sea
P = (P, P») un par compacto de subconjuntos de X.
Consideremos el conjunto

(VP2 ={C € Cn(P):CN P #0}.

Si (Py, P») es un index pair (index pair regular) para un conjunto com-
pacto, invariante y aislado, K, entonces (Cp,(P1),(),, P2) es un index pair
(index pair regular) para Inv(Cp,(Py),Cp(f)) C Cp(K) C int(Chy(Py)).

La demostracién de esta observacién es idéntica a la de la proposicién
2.14.

Proposiciéon 3.6. En las condiciones de la observacién anterior, si Py es
localmente continuo-conexo, entonces Cy,(P1) y (), P> son unién finita de
ARs disjuntos.
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Demostracion. Utilizaremos las técnicas de las demostraciones del teo-
rema 3.4 y de la proposiciéon 2.15. Denotamos P, = Pj; U---U Pj;. Resulta
evidente que Cy,,(P;) es un ANR, al ser P; localmente continuo-conexo. Por
otro lado,

Cu(P)= | P&
AcC{1,...,k}
donde
P} ={C € Cu(P1): CN Py # D paratodo j € Ay CN Py =0sij ¢ A}

Tal como se hizo en el teorema 3.4 con los conjuntos W', se demuestra
que los P;"} distintos de vacio son ARs.

Resulta sencillo comprobar que (), P» es un hiperespacio de desarrollo
de Py, lo cual implica que (),, P> es un ANR. Para ver que, ademds, es una
unién finita de ARs, basta tener en cuenta que

Ne= U @ink)
m AcC{1,...,k} m

donde cada P} N[, P> distinto de vacio es un AR (ver proposicién 2.15).
a

Teorema 3.7. Sea f : X — X un sistema semidindmico y sea K un
conjunto compacto, invariante y aislado que admite un index pair regular
P = (P, P,), con P, localmente continuo-conexo. Supongamos que Cy,(f)
es de atraccidon compacta. Entonces, dado m € N,

IR(K, f) = ¥ (K2, f).

Demostracion. Tenemos
P =PuU--.uPFy...uPPU...UP
con KNPi#Osiie{l,... ko ki,...,I} y PbOP #0sije {ki,...,1}.
Consideremos el par
P =(P,,P})=(Plu---UPPUPHU...uP, P,)

Ocurre que P’ es un index pair regular para K, con Pj localmente continuo-
conexo.
Ademas,

Con(P}) = U A
AC{I,A..,ko,kl,...,l}
donde
PN ={Ce€Cu(P)):CNP #Pparatodojec Ay CNP =0sij¢ A}

Estos conjuntos son, por la proposicién 3.6, ARs o vacios.
De igual modo, por la proposicién 3.6, tenemos que el ANR (), Pj es
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P = U  @#Einp)
m AcC{1,...ko,k1...,l} m
donde cada P{’y N(),, P5 es un AR (si no es vacio).

Cada componente conexa de Cy, (Py) contiene una o ninguna componente
conexa de ), Ps.

Las componentes de C,(P]) que se cortan con (), Py son los P/} tales
que AN{ky,..., 1} #0.

Sabemos, por la observacién 3.5, que (Cp,(P]),(,, P5) es un index pair re-
gular para el conjunto compacto, invariante y aislado, Inv(Cp,(P1), Cr(f)),
con Cp(f) : Cpp(X) — Cru(X).

Calculemos, a continuacién, las homologias singulares con coeficientes
racionales Hy,(Cp,(P]), N, P3)-

Tenemos la sucesién exacta de homologias

B Hn(m P3) — Hyp(Cr(PY)) — Hn(Cm(P{)ijé) - n—l(mpé) -
— o= Hi((\Py) = Hi(Co(P))) = Hi(Cra(P)), (| P3) —

— Ho((\B}) = Ho(Con(P{)) — Ho(Cru(P]),() P3) — 0.

Como H,(N,,P5) = Hn(Cn(P])) = 0 para todo n > 1, entonces se
deduce con facilidad que Hy(Cy,(P;),(),, P3) = 0 para todo n > 1.

Calculemos H1(Cp(P)),N,, P3). Es sabido que H.(Cy(P)),N,, Fs)
H.(Con(PL)/ N Pl )

Por otro lado, la sucesién

Hi(x) = Hi(Cn(P)/ [ P3) = Hi(Con(P])/ (| P, %) — Ho(+) —

— Ho(C( P/ (\ P4) — Ho(Con(P})] () Phs¥) = 0

es también exacta.

Obsérvese que existe un homeomorfismo entre los espacios

Ca(P)/(P=( U PADHuC @5/

An{ky,...1}=0 An{k1,... 1} 40

La unién punteada \/ es una unién punteada de ARs (cada cociente de
ARs es un AR), de modo que Cy,(P;)/(),, Ps es una unién finita de ARs.

Podremos decir, en consecuencia, que Hi(Cp,(P})/,,, P5) = 0, con lo que
Hi(Cn(P])/ N,y P5: %) = 0. Esta ultima igualdad se debe a la exactitud de
la dltima sucesién de homologias. Finalmente, como Hy(Cy,(Py),(),, Ps) =
H. (Cr,(P))/ N, P, %), tenemos que Hi(C,,(P)),( P;) = 0.
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También la exactitud de la Ultima sucesién de homologias dice que
Hy(Con(P)), () P3) = Ho(Cn(P])/ () P, %) = Ho(Cn(P1)/ (1) P3)

que es finitamente generado. De hecho
Ho(Cw(P)),(P3) = [T & & [T;]
donde los generadores [T;] se corresponden con las componentes conexas
(ARs) P’} con A C {1,... ko}.
Denotamos M = C,,(P{) y N =(),, P5. Consideremos
Con(F)mn = (M, N) — (MU Cp(f)(N), N UG (f)(N)),
una aplicacién entre pares determinada por Cy,(f), y

una aplicacion entre pares determinada por la inclusién 7.
Ocurre que

[in, N+ Ho(M, N) — Ho (M U G (f)(N), N U Cro(f)(N))
es un isomorfismo (ver lema 1 de [94]). También tenemos el morfismo
[Con(F)mns : Ho(M, N) — Ho(M U Cro(f)(N), N U Cn (f)(N)).

Aplicaremos remark 2 de [94] al par de morfismos

liavr )2t 0 [Con(f) s N« Ho(M, N) — H,(M, N)

ColPlUg yril B U P —mC | B
Ac{1,...ko} Ac{1,...ko}

Téngase en cuenta que

, , 0 in>1
Hn(cm(Pl),ﬂP2) :{ T ®-- &[T Zi n=>0

0 sin>1
Ak} Me---e[T,] sin=0

Definimos el morfismo
(e B P = Ho(Cu(P)). () B2)
AcC{1,...,ko} m
donde [i].([T;]) = [T3]. Resulta claro que [i], es un isomorfismo.
Si consideramos el diagrama conmutativo que se construye con los iso-
morfismos [, [i]; 1y con [ing N]5 " o [Crn(f)arn]i ¥ [Cin(f)
tendremos que el remark 2 de [94] y el teorema 2.18 garantizan que
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IR(K, ) = Me,pp.n,, py) = MOl Uac ooy P =

,,,,,

=g, (x)(Cm(f), Cm(PL U+~ U PM)) = TR(KA, f). O

Teorema 3.8. Sea f: U C X — X un sistema semidindmico y sea K
un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f.
Entonces

donde I,,, es el nimero de uniones de ciclos de K4 cuya suma de longitudes
es menor o igual que m.

La demostracion es idéntica a la del teorema 2.22. La primera igualdad
sera consecuencia del teorema 3.7 y, la segunda, del teorema 3.4.

Observaciéon 3.9. Debido al teorema 2.22 y al teorema 3.8 tendremos
que, dado un conjunto compacto, invariante y aislado, K, con respecto a
un sistema semidindmico f : U C X — X, existe un my € N tal que
IV(K, f) = Ix(K, f) para todo m > my.

Observacion 3.10. Sean f : U C X — X yg:V CY — Y dos
sistemas semidinamicos. Sean K7 y K9 dos conjuntos compactos, invariantes
y aislados con respecto a f y g respectivamente. Entonces IY (K7, f) =
I} (K3, g) para todo m < r si, y s6lo si, el nimero de ciclos de longitud m
de K{* y K3' coincide para todo m < r.

Corolario inmediato es que, debido a la propiedad de invariancia por
homotopias, tenemos garantizada la estabilidad (invariancia bajo pequenas
perturbaciones en el sistema dindmico) tanto del nimero de ciclos como de
las longitudes de los mismos.

Otro hecho, destacable por su utilidad, es que, dado un sistema semidi-
namico f : U C X — X, y dado K, un conjunto compacto, invariante y
aislado con respecto a f, la combinacién de las propiedades conmutativa y
de invariancia por homotopias podra permitir el cdlculo de nuestros indices
I'} (K, f) a partir del estudio de los mismos en otros sistemas semidindmicos,
eventualmente mas simples.



81

CAPITULO III

INDICE DE PUNTO FIJO EN PRODUCTOS SIMETRICOS

Resumen. Sea f: U — X un sistema semidindmico, con X un ANR lo-
calmente compacto. En este capitulo estudiaremos el indice de punto fijo
de la aplicacién que f induce en los n-productos simétricos de X, F,(X).
Centraremos nuestra atencién en el cdlculo de este indice para K = {0}, un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f: U C R™ — R™,
una aplicacién lineal. Su conocimiento nos permitird determinar la carac-
teristica de Euler del n-producto simétrico de una variedad X, X (F,(X)).
Hallaremos explicitamente X (F;,(X)) para toda X superficie compacta, sin
borde y orientable. La adecuada utilizacién de las propiedades de este tipo
de indices permitird también analizar sistemas dinamicos no triviales y de-
terminar todas sus érbitas periddicas, como haremos con la G-herradura.

II1.1. Introduccion

Sea f : U C X — X una aplicacién continua, con U un subconjunto
abierto de un ANR localmente compacto X. Sea K C U un conjunto com-
pacto, invariante y aislado con respecto a f. Resultaria de gran utilidad
profundizar en el estudio de la dindmica de f en K, en la linea de lo hecho
en el capitulo anterior. De especial interés seria tener alguna informacion
acerca de las érbitas periddicas contenidas en K. Para ello, en el presente
capitulo construiremos indices de la misma naturaleza que los ya desarro-
llados, esto es, indices de punto fijo de la aplicacién inducida, en este caso,
sobre el espacio F},(X) de los subconjuntos finitos de X, no vacios, con, a lo
sumo, n elementos. Este espacio fue definido en 1931 por Borsuk y Ulam en
[16] con el nombre de n-producto simétrico de X. Los autores investigaron
las propiedades topoldgicas que heredaban de X los n-productos simétricos
F,.(X), y consideraron X = I para estudiar las propiedades topoldgicas de
F,(I).

Por la naturaleza del nuevo espacio, el indice que desarrollaremos dara
informacién sobre las 6rbitas periddicas, contenidas en K, de periodo menor
o igual que n. Su estudio serd mas dificil e incompleto que el hecho para
el indice de compacto fijo, debido a que ciertas propiedades topoldgicas
de F,(X) son méas complejas que las de 2% y C,(X), y esto dificulta su
manipulacién para hacer los célculos. Ademds, mientras en los indices ya
estudiados se sabe con exactitud cudl es el significado dindmico de su valor
numérico, aqui no siempre serd asi.

Dividimos el capitulo en cuatro secciones. En la Seccién II1.2 veremos,
tal como se hizo con el indice de compacto fijo, que esta construccién es
consistente y mostraremos sus propiedades més importantes.

La Seccién II1.3 la dedicamos a hacer un estudio del indice en las situa-
ciones mas sencillas, esto es, con K un punto fijo y f una aplicacion lineal
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en R™, dedicando atencién especial a los casos m = 1,2 ( teorema 3.16 y
teorema 3.17).

En el apartado I11.4 aplicamos las propiedades del indice de punto fijo y
los resultados obtenidos en II1.2 y II1.3 al estudio completo de las érbitas
periédicas de un sistema como la G-herradura.

Finalmente, en la Secciéon I11.5, y gracias al soporte tedrico de 111.2 y I11.3,
proporcionaremos técnicas para hallar la caracteristica de Euler de F,,(X),
cuando X es una variedad de dimensién finita. Nuestro interés en este punto
se debe a que, aunque diversos autores han considerado el estudio de la es-
tructura topoldgica de los espacios F,,(X), las caracterizaciones topoldgicas
completas sélo se han conseguido en un niimero muy limitado de casos. Asi,
en [16], Borsuk y Ulam demuestran que F,,(I) ~ I" para n < 3. Borsuk, en
[9] afirma, equivocadamente, que F3(S') ~ S' x S2. Es Bott, en [17], quien
prueba que F3(S') ~ S3, mientras en [89], Molski ve que Fy(I?) ~ I*. En
la misma direccién tenemos el trabajo de Schori, [114], donde se observan
varios resultados que caracterizan espacios del tipo de F),(I™), mediante la
utilizacién de relaciones de equivalencia adecuadas. Asimismo, se han con-
seguido algunos resultados sobre propiedades topolégicas de n-productos
simétricos. En [16] se demuestra que dim(F, (1)) = n para todo n, y F,(I)
no es sumergible en R para n > 3. Algo parecido se observa en [89] con
F,(I?), que no es sumergible en R?", y con F»(I™) que no es sumergible
en R?™ para m > 3. Wu, en [128], probé que, si n es impar, la homologia
de F,,(S') es la de S™ vy, si n es par, H*(F,(S')) = H" Y (F,(SY)) = Z, y
H(F,(SY)) = 0sii# 0,n— 1. Schori, en [114], demuestra que, dada una
2-variedad M, entonces F5(M) es una 4-variedad. En [60], Illanes prueba
que, si X es localmente conexo y normal, entonces F),(X) es unicoherente
para n > 3. Igualmente, Macias demuestra en [73] que, si X es compacto y
conexo, entonces F,(X) es unicoherente para n > 3. De hecho, prueba que
HY(F,(X),Z) = 0. En este marco, el desarrollo de técnicas que permitan
el calculo de las caracteristicas de Euler de los n-productos simétricos de
variedades de dimension finita puede ser de cierto interés, y a ello se dedica
la ultima seccién del capitulo. Pondremos especial atencién en las superfi-
cies compactas, orientables y sin borde, para las que haremos el computo
completo.

También reciben el nombre de productos simétricos los espacios denotados
por SP,(X) y que se construyen como el cociente de X™ por la accién
del grupo de permutaciones de n elementos. SP,(X) = F,(X) si n = 2.
Recomendamos el libro de Aguilar, Gitler y Prieto, [1], en el que se utilizan
estos espacios para dar un enfoque homotdpico a varios conceptos clasicos
de la topologia algebraica.

Podria ser interesante estudiar, cuando sea posible, el indice de punto fijo
en SP,(X) dado que se puede esperar un comportamiento aditivo mejor
que en los espacios F),(X). Masih y Rallis, en [82], [83] y [107] han definido
ciertos indices para aplicaciones X — SP,(X).
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IT1.2. Definiciones y resultados preliminares

Sea X un ANR métrico y localmente compacto. Denotamos por F,(X) al
n-producto simétrico de X, esto es, el subespacio cerrado de 2% consistente
en los subconjuntos no vacios de X con, a lo sumo, n elementos. Contraria-
mente a lo que sucedia con 2% y C,(X), resulta evidente que F},(X) no es
un hiperespacio de desarrollo de X. Este dato resulta de gran relevancia, ya
que, dado un espacio N localmente continuo-conexo (conexo y localmente
continuo-conexo), no se podra garantizar que F,,(N) sea un ANR (AR). En
consecuencia, la eleccion de index pairs adecuados no garantizara el calculo,
como ocurria en el capitulo anterior, del ntimero de Lefschetz que caracteriza
el indice.

Si f:U C X — X es un sistema semidinamico, entonces tenemos, dado
n € N, que f induce otro sistema semidindmico

Fo(f) : Fu(U) C Fo(X) — Fu(X).

Sea K C U un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a f,
y sea N un entorno aislante de K. Tomemos un conjunto abierto W tal que
K cWCN.

Considérese Fy,(f)|r,w) @ Fa(W) — F,(X). Resulta claro que el con-
junto S = Fiz(F,(f)|F,w)) es un subconjunto cerrado del compacto F, (K),
con lo que S es compacto. Ademds, F,(f)|F, ) es compacta (se puede ex-
tender al compacto F,(N)).

Por otro lado, F,,(W) es un abierto de F,,(X) y, al ser X un ANR métrico,
F,,(X) también lo es para todo n € N ([100], [88]).

En consecuencia, el indice de punto fijo ig, (x)(Fn(f)| 5, w), Fn(W)) estd
bien definido.

Definicion 2.1. Definimos el n-indice finito de compacto fijo del par
(K, f) como

I, £) = g, o) (Fa(F)| 7wy Fn(W)).

Obsérvese que la condicién de que K sea aislado es suficiente pero no
necesaria para garantizar la consistencia de la definicién de este indice.

Observacién 2.2. Por la propiedad de escisién del indice de punto fijo,
se tiene que [ ;" (K, f) no depende de la eleccién del entorno aislante N de
K, ni del abierto W.

Las proposiciones que a continuacién enunciamos tienen demostraciones
analogas a las del caso compacto y no las repetiremos aqui.

Proposicién 2.3. (Propiedad de Wazewski). I)I;”(K, f) # 0 implica que
K D S # ), esto es, existe alguna drbita periddica de f en K de periodo
menor o igual que n.
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Proposicién 2.4. (Casos particulares de aditividad). Sea f : U — X
una aplicacién continua y sea K = K; U K9 un conjunto compacto, inva-
riante y aislado, unién disjunta de dos conjuntos compactos, invariantes y
aislados. Entonces,

LKL ) = IY (K1, ) + I (Ko, ),
I)F(2(K> f) = I)F(2(K1af) + I)F(Q(K%f) + I§1(K17f)l§l(K27f)

Proposicién 2.5. (Propiedad conmutativa). Sean X,Y ANRs local-
mente compactos, U abierto de X y V abierto de Y.
Sean

p:U—=Y

PV —-X

aplicaciones continuas.

Definimos f = ¢Yopy g=pot. Si K C X es un conjunto compacto, in-
variante y aislado con respecto a f, entonces p(K) es un conjunto compacto,
invariante y aislado con respecto a g y I (K, f) = It"(p(K), g).

Proposicién 2.6. (Propiedad de invariancia por homotopias). Sea f :
U x A — X una aplicacién continua, con U un abierto de X y A C R un
intervalo compacto. Supongamos que N es un entorno aislante para cada
aplicacién fy : U — X. Entonces I¥"(Inu(N, fy), fr) no depende de \ € A.

Proposicién 2.7. (Indice de un atractor. Caso particular). Sea f: U —
X un sistema semidindmico y sea K un conjunto compacto, invariante y
aislado, con Uy un entorno abierto, contractible, de K tal que:

i) f™(Uy) C U para todo m > 1,

ii) Para todo entorno abierto V' de K existe un m(V') € Ntal que f"(Up) C
V para todo n > m(V).

Entonces

I (K, f) =1.

Demostracion. Sabemos que existe un m(Up) tal que f™(Uy) C Uy para
todo m > m(Up). Por otro lado, F},(Up) es un AR al ser Uy un AR. Entonces
existe una homotopia H : F,,(Uy) x I — F,(Up) tal que Hy = id y Hy = cte.

Si consideramos p primo, p > m(Up), tendremos (F,(f))? = F.(f?) :
F(Uo) — Fy(Up).

Es sencillo ver que S = {z € F,(Up) : (F,(f))P(Z) = T} es un conjunto
compacto, al ser cerrado en el compacto F,,(K).

Ademés, (F,(f))P : Fr(Up) — F,(Up) es compacta en algin entorno de
S. Resulta, pues, que tenemos definido el indice

I (K, f7) =I5 (K, f7).
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Ver que (F,(f))?P : F,(Uy) — F,(Up) es de atraccién compacta resulta
sencillo, y nos permitira, por la propiedad de normalizacién del indice de
punto fijo, igualar el indice al nimero de Lefschetz.

I (K, f7) = A(Fa()7).
Como F,,(Up) es un AR, tendremos los grupos de homologia singular con
coeficientes racionales
H,,(F,(Uy)) =0 para todo m > 0y Hy(F,(Uy)) = Q.

Entonces,

IF(K, f7) = A(Fa())P) = 1,
y esto para cualquier p primo suficientemente grande. En estas condiciones,
aplicando el teorema de Steinlein a F),(f) : F,,(U) — F,,(X), tendremos que

1=I9(K, f7) = I (K, f)(mod  p).

En consecuencia, I¥" (K, f) =1. O

I11.3. Estudio del indice para X =R™ y f: B(0,¢) C R™ — R™ lineal
con 0 un punto fijo hiperbdlico

En esta seccién consideraremos el caso en que f: U C R — R™ es una
aplicacién lineal con 0 € U, un abierto de R™. Impondremos la condicién de
que K = {0} sea un conjunto compacto, invariante y aislado, y estudiaremos
el indice It ({0}, f).

Hacemos notar que, si f : M — M es un difeomorfismo de una variedad
M, de dimensién m, y p es un punto fijo hiperbdlico para f, entonces, de-
bido al teorema de Grobman-Hartman, ver, por ejemplo, [39], que garantiza
que f es topoldgicamente conjugada con Df(p) en un entorno de p, po-
dremos reducir el cdlculo de X ({p}, f) al del caso lineal I£7 ({0}, Df(p))
(la propiedad conmutativa asegura que nuestro indice serd invariante por
conjugacién topoldgica).

Observacién 3.1. Dada una aplicacién lineal f : U — R™, denotamos
por J a la matriz de Jordan asociada. Dado e > 0, existe una matriz J(e),
semejante a J, que cambia los ‘unos’ sobre la diagonal de J por € > 0.

Demostracion. Sea la matriz de Jordan

A(Ak)

Alay, 51)
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donde
Ai(Ag)
A1 (M)
A(Ag) =
Ap()‘k)
Ap()‘k)
con
A 1
Ai@\k) =
1
Ak
matriz ¢ X 1.
De igual manera,
A(Oél, ﬁl) -
A (o, 3)
Ax(aq, ()
Aq(ah ﬁl)
Ayag, )
con
a 1 0
-8 o 0 1
Ai(ala ﬁl) = o ﬁl 1 0
-0 o 0 1
ap [
-3 o

matriz 27 x 21.

Dado € > 0, veamos que existe una semejanza entre las matrices J y J(e),
que serd igual que J pero sustituyendo los unos sobre la diagonal por e.

Consideremos, para A;(\x), la matriz diagonal
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i1
S; =
€
1
y para A;(«y, 3;), la matriz diagonal
i1
i1
T‘i = €
€
1
1

Resulta sencillo ver que
SiAi(M) ST = A (e)

siendo A;(\g)(e) como A;(Ag), pero cambiando los unos sobre la diagonal
por € > 0.
De igual manera tenemos

T; Ai (o, B)T; " = Aiau, Br)(€)

siendo A;(ayq, B;)(€) como A;(«y, ), pero cambiando los unos sobre la dia-
gonal por € > 0. De este modo se consigue

SJSL = J(e)

donde S es la matriz diagonal compuesta por las \S; y las T; adecuadamente
colocadas.

Por consiguiente, la matriz de Jordan J serd semejante a una del tipo
J(€). Asi, cuando trabajemos con aplicaciones lineales, podremos manipular
matrices del tipo J(€), que hardn més sencillos algunos cdlculos.

Observacién 3.2. Sea f : U — R™ una aplicacién lineal con 0 € U.
Entonces K = {0} es un conjunto compacto, invariante y aislado si, y s6lo
si, todos los autovalores de f tienen norma distinta de 1.

Demostracion. Supongamos, primero, que todos los autovalores de f tie-
nen norma distinta de 1. Entonces, el resultado serd consecuencia inmediata
de la descomposiciéon de R™ en subespacios invariantes atractores y repul-
sores que determinan las cajas de la matriz J(e) asociada a f.

Veamos el reciproco. Si existe algin autovalor A con |A| = 1, tendremos:

a) AeERGD) A=a+if, B #0.

Caso a):

Existe una caja en la matriz de Jordan del tipo
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Puede ocurrir que los unos sobre la diagonal de la caja no existan, en
cuyo caso la demostracion no cambiara.

Sea v =(0,...,0, p ,0,...,0), siendo 7) la primera columna en J de la
~—
i)
caja de Jordan arriba descrita.
Tendremos J"v = (0,...,0,A"u,0,...,0) de modo que [J"v| = |A\"|[v] =
|v]. Asi, en el subespacio V' = (), el conjunto compacto e invariante {0} no
serd aislado, lo cual es una contradiccidn.

Caso b):
Existe una caja de Jordan

a f 1 0
-6 o 0 1
J = a B 1 0
-6 a 0 1
a g
-8 a

Puede ocurrir que los unos sobre la diagonal no existan, en cuyo caso no
cambiard nada en la demostracion.

Sean v; = (0,...,0, p ,0,...,0),02=(0,...,0, p ,0,...,0)coni,i+1
—~— ~—
i) i+1)
las dos primeras columnas en J de la caja de Jordan descrita arriba. Defi-
nimos el subespacio V' = (o1, v2). Resulta inmediato ver que la restriccién
de nuestra aplicacion lineal a V' no es mas que un giro si la norma de o+ i3
es igual a 1.
Pero al tener J(V) =V (giro) es claro que la aplicacién lineal f no tiene
al {0} como conjunto compacto, invariante y aislado, lo que nos lleva a una
contradiccion. [
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En lo que queda de seccién haremos el cilculo detallado de I£" ({0}, f) v
Iﬁ;({(_)}, f), que seran los casos de més utilidad para nosotros, y daremos

algunas ideas que ayuden a obtener el caso general I’ » ({0}, f), param > 2,
limitandonos a presentar un esquema de la demostracion de este resultado
debido a que no serd empleado por nosotros a lo largo del trabajo.

Proposicién 3.3. Sea f : U — R? una aplicacién lineal, con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado, y sea la matriz de Jordan

ARSI
7= (0 5)
donde ¢ € {0,1}. Entonces

Iz ({0}, f) = Igz ({0}, D(6(M), 8(X2)))

siendo
D(6(A1),0(A2)) = ( 5(31) 6(22) >

una matriz diagonal con

2 siA>1
5()\1) = -2 siN<-—1
0 si |)‘z‘ <1

Demostracion. Como la conjugacién topolégica implica conmutatividad
para nuestro indice, es claro que

Lz ({0}, f) = Iz ({0}, ) = I3 ({0}, J (€)).

Sea Uy = (—1,1) x (—1,1) C R’? (con respecto al sistema de referencia
que determina J(€)) con cl(Up) entorno aislante de {0}. Construyamos la
homotopia H : F,(cl(Up)) x I — F,(R?),

H({jb s 7j7’}7 t) = {A(t)jh s 7A(t)j7“}
siendo
A(t) = (L =1)J(e) +tD(6(A1), 6(A2))-

La continuidad de H resulta clara. Veamos que H(F,t) # F para todo
F € O(F,(Up)) y para todo t € I.
Sea F' = {z1,...,%2,} € 0(F,(Up)). Existe, entonces, un z; = (z;,, Zi,)

tal que |z;, | = 1 para algin k € {1,2}. Supongamos x;, = 1 (en caso de
que x;, = —1 se trabaja de manera idéntica). Pueden darse las situaciones:
a) A\p > 1.
b) \p < —1.
C) |)\k‘ < 1.

Denotaremos por 7 a la proyeccién sobre la coordenada k-ésima.
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En el caso a), |mp(A(t)Z;)| > [(1—t)A\p+t(2)—€| > 1, si € es suficientemente
pequeno. En consecuencia, resulta inmediato que H(F,t) # F para todo
F e 0(F,(Uy)), t eI

En el caso b), [mp(A(t)Z;)] > [(1 — t) A\ +t(—2) + €| > 1, si € es suficien-
temente pequeno.

En el caso c), |m(A(t)z;)| < |(1 —t)A\r + €] < 1, si € es suficientemente
pequefio. De igual modo, para todo z; € F' = {Z1,...,Z,} se obtendrd
que |m(A(t)Z;)] < |(1 —t)A\, + €] < 1, si € es suficientemente pequeno. En
consecuencia, H(F,t) # F para todo F' € 0(F,(Uy)), t € 1.

Podemos concluir, aplicando la propiedad de invariancia por homotopias,
que

Lz ({0}, ) = Lz ({0}, J(6) = Iz ({0}, D(6(M1),6(A2))). O

Proposicién 3.4. Sea f : U — R? una aplicacién lineal con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado, y sea la matriz de Jordan

(5% 0)

o (IB{0hD@2) siat+ >
0.9 = | (10}, D(0.0)) sia?+ 4 <1

Entonces

Demostracion. Resulta

s (2 8) v () )

(07

para cierto fp, siendo 0 < y/a2+ 32 # 1, de modo que la matriz repre-
senta un giro compuesto con una contraccién o un giro compuesto con una
expansion.

Sea Uy = B(0,1) C R? (con respecto al sistema de referencia que deter-

mina J), con cl(Uy) entorno aislante de {0}. Construyamos la homotopia
H : F,(cl(Up)) x I — F,(R?),

H{z1,....z. },t) ={A{t)Z1,..., A(t)Z, }
siendo
cos(fot)  sin(fpt)
Alt) = Va2 + 52 < sin(Bot) cos(6ut) >

Resulta inmediato que H es continua, con H(F,t) # F para todo F €
O(Fn(Uo)), t € 1.
En consecuencia,

15({0}, 1) = 15 ({0}, D(va? + B2, /a2 1 32) =
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_ Igg({(:)},D(ZZ)) sia?+32>1
Iz ({0}, D(0,0)) sia®+ %<1
La primera igualdad es resultado de aplicar la propiedad de invariancia

por homotopias a H, mientras que la segunda es consecuencia de la propo-
sicién 3.3. O

Observacién 3.5. L3 ({0}, D(2,2)) = IL3 ({0}, D(-2,-2)).
Demostracion. Sea Uy = B(0,1) C R?. Basta construir una homotopia
H : F,(cl(Up)) x I — F,(R?) del tipo
H{#1,.... 3 11) = {AD)z1, ..., A7, }
con
cos(mt)  sin(mt)

A(t) = 2< —sin(rt) cos(nt) )

y aplicar la propiedad de invariancia por homotopias. [

Observacién 3.6. Por ser D(0,0) la aplicacién constante igual a 0,
tendremos que

153 ({0}, D(0,0)) = 1.

Proposicién 3.7. Iﬁg({()},D(Q, 2))=1.

Demostracién. Consideremos Uy = B(0,1) un entorno abierto de 0.
Definimos la homotopia H : Fy,(cl(Up)) x I — F,,(R?) que establece

H({fl,... ,fi'r}at) =

_ { {A(t)(221), ..., A(t)(2Z,)} sitel0,1/2]
(201 = )A(1/2)251),...,2(1 — 1) A(1/2)(22,)} sit € [1/2,1]

siendo
2 (2
Alt) = cois(ér%) sm(@’_;l%)
—sin(;7572t) cos(;772t)
Hacemos observar que consideramos ; # Z; si i # j. Es obvio que r < n.
Resulta claro que H es continua, con Hy = F,,(D(2,2)) y Hy = F,(D(0,0)).

Veamos que H(K,t) # K para todo (K,t) € O(F,(Up)) x I. Primero lo
demostraremos para ¢ € [0,1/2].

Sea K = {i‘l, . ,J_JT} S 8(Fn(U0))
9(B(0,1)). Ocurre que |(z;,,x;,)| = 1.

Es claro que

Entonces existe un z; tal que z; €

|A()22:] = 2|(2i,, w3, )| = 2.
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La primera igualdad se debe a que A(t) es un giro (que preserva el
médulo).

Por consiguiente, A(t)2z; ¢ cl(Uy) para todo t € [0,1/2], lo que implica
que H(K,t) # K para todo (K,t) € 0(F,(Uy)) x [0,1/2].

Veamos, ahora, el caso en que ¢ € [1/2,1].

Sea K = {Z1,...,z,} € 0(F,(Up)). Tendremos que existe un z; €
9(B(0,1)). Entonces |(z;,,x:,)| = 1.

Razonaremos por reduccién al absurdo. Si existiese un to € [1/2,1] tal
que

{Z1,...,2.} ={2(1 —t0)A(1/2)2Z1,...,2(1 — ty)A(1/2)2z, },
entonces tendriamos un z; € {Z1,...,Z,} que cumple
2(1—t9)A(1/2)2z; = z;.
Resulta

s-waane=si-o (G ST ) (2)

De manera que
2(1 — t0)A(1/2)22;| = 4(1 — to) (i, @i, )| = 4(1 — to).
Tenemos, por hipdtesis, que existe un zy € {Z1,...,Z,} tal que
T =2(1—tg)A(1/2)2z;.
Como |Zx| < 1y |Zk| = 4(1 — ty), entonces

a0 =0 ( CREGEY ) (52

cos(2r/n+1) sin(27/n+1) Zj \ |
> [4(1 — o) < —sin(27/n+1) cos(2m/n+1) ) < Zj, > =
— (201~ t0) A(1/2)2;] = 7] = 1.

Asi, 4(1 — t9) = 1 de modo que ty = 3/4. Sustituyendo ty por su valor,
obtenemos

T; = 2(1 — to)A(l/Q)?j?j = A(I/Q)Ej =

- (s i) (2)

lo que no es sino un giro de dngulo 27/(n + 1).

Igualmente
T = 2(1 — t0)A(1/2)2z; = A(1/2)3; = A(1/2)*%;.
De este modo se obtiene que el cardinal de {Z1,...,Z,} es mayor o igual

que n + 1, lo cual es una contradiccién.
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Por consiguiente, no existe un ¢y € [1/2,1] tal que

{Z1,...,%:} = {2(1 = to)A(1/2)2%1,...,2(1 — t9) A(1/2)2Z, },
con lo que H(K,t) # K para todo (K,t) € 9(F,(Up)) x 1.

Podemos afirmar, por la propiedad de invariancia por homotopias apli-
cada a H, que

Iﬁg({O},D(Z 2)) = I]g?({o}a D(07 0)) =1 0

Observacién 3.8. Sea f : U — R? una aplicacién lineal con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado. El estudio de I]gg({()}, f) se reduce,
por lo visto hasta ahora, a los siguientes casos:

1) Iz ({0}, D(0,0)).

2) I3 ({0}, D(2,0)).

3) Iﬁ?({ﬁ}a D(_27 O))

4) I[gg({()}v D(27 _2))'

Observacidén 3.9. Sea f : U C R — R una aplicacién lineal con {0} un

conjunto compacto, invariante y aislado. El estudio de Ix({0}, f) se reduce,
tal como se hizo con R? a los siguientes casos:

1) I£" ({0}, D(0)).
2) It ({0}, D(2)).
3) If" ({0}, D(-2)).

El caso 1) no ofrece dificultades ya que, por ser constante igual a 0,
15 ({0}, D(0) = 1.
El andlisis de los casos repulsores 2) y 3) facilitard el estudio del indice
en R™. En particular resolverd los casos 2) y 3) de la observacién 3.8.

Lema 3.10. Sea f : U — R un sistema semidinamico, con 0 € U y
f(z) = 2z. Entonces IL' ({0}, f) = -1y IL2({0}, f) = 0.

Demostracion. La primera igualdad es un resultado conocido. Demostremos
la segunda.
Sea Uy = (—1/2,1/2) y sea H : F5(cl(Up)) x I — F5(R) la homotopia

H({z1,22},t) = {(1 = 1) f(x1) + £(=1), (1 — ) f(x2) + £(1)}
para todo z1 < x9.
Ocurre que Hy = F»(f) y Hy = {—1,1} constante.
Resulta sencillo demostrar la continuidad de H.
Veamos que H(Z,t) # Z para todo (z,t) € 9(Fa(Up)) x I.
Sea & = {x1, 22} € O(F2(Up)) con x1 < z9. Entonces, a) x1 = —1/2 6 b)
To = 1/2.

Si se da a), tenemos que, para todo t € I,

(A=) f(x1) +t(=1), (1 =) fx2) + (1)} =
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Si se da b), la demostracién es anédloga.

De este modo, aplicando la propiedad de invariancia por homotopias del
indice de punto fijo, tendremos

I ({0}, f) = i@ ({~1,1}, Fa(U0)) = 0. O

Proposicion 3.11. Sea f : U — R un sistema semidinamico, con 0 € U
y f(z) = 2z. Entonces, dado n > 3,

onn={ 7,

si n es par
si n es impar

Demostracion. Para calcular este indice seguiremos un camino indirecto
que pasa por el estudio de If”({()},g), siendo g : J — J, con g(z) =x'/3 y
J=[-1,1].

Resulta

La primera igualdad se debe a la propiedad conmutativa del indice de
punto fijo en ANRs. La propiedad de invariancia por homotopias garantiza

la segunda igualdad. Basta considerar, dado Uy = (—1/2,1/2), la homotopia
H : F,(cl(Up)) x I — F,(J) que establezca la asignacién

H({x1,...,z.},t) ={(1 = t)f(z1) + tg(z1),..., (1 =) f(z,) + tg(x,)}.
Por otro lado, tenemos que
I3"(J.9) = AFu(9)) = M(F, (id)) = 1.

La primera igualdad se debe a la propiedad de normalizacién del indice
de punto fijo. Al ser id ~ g obtenemos la segunda de las igualdades. La
ultima es consecuencia de que F,(J) es un AR, por lo que las homologias
singulares con coeficientes racionales son

Hy(Fo(J)=0 Ym>1, Hy(F,(J))=Q
Dado € > 0, denotaremos Vi = B(—1,¢), Vo = B(0,¢) y V3 = B(1,¢).
Sean, para € ~ 0,

Un({-1}) ={z € F(J) : T C W1},

Un({-1,0}) ={z € F,(J): 2 C |J Vi y 2nV; # 0 para todo i = 1,2},
i=1,2

3
Un({—1,0,1}) ={Z € F,(J) : 2 C | JV; y 2N V; # § para todo i = 1,2,3}.

=1
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Resulta claro que U,({—-1}), U,({—1,0}) y U,({—1,0,1}) son entornos
abiertos en F,(J) de los puntos respectivos de F,(J).

Entonces, debido a la propiedad aditiva del indice de punto fijo en ANRs,
tendremos

1= I5(J.9) = i, () (Fnl9), Un({=11)) + i, (Fa(9). Un ({O1) 4
i, () (Fu(9), Ua({1))) + i, () (Fu(9), Un ({~1,0)+
i) (Fu(9), Un({0,11)) + i, () (F(9), Un (=1, 11)) +

Fin, () (Fa(9), Un({~1,0,1}).

Nuestro objetivo, que es el clculo de I ({0}, g) = ir, () (Fn(9), Un({0})),
sera posible hallando el resto de los indices de la igualdad arriba expresada.

Veamos, primeramente, que

i7,() (Fn(9), Un({=1})) = ip, (1) (Fn(9), Un({1})) =
= iFn(J)(Fn(g)aUn({_l’l})) =

En los tres indices, el conjunto compacto, invariante y aislado, es un punto
T € F,(J), atractor para Fj,(g), que admite un entorno U, (Z), abierto de
F,(J), con U, (&) contractible.

Teniendo en cuenta estas observaciones, sdlo queda construir, para cada
7 una homotopia, andloga a la del lema 3.10, H* : cl(U,(z)) x I — F,(J)
de manera que H} = F,(g), Hf = T constante y H*(y,t) # § para todo

(y,t) € 0(Un(2)) x I.
Una vez hecho esto, tendremos que
iFn(J)(Fn(g)a Un(j)) = Z’Fn(])(j.’ Un(j)) =1
Un modo alternativo de probar este resultado es imitar la demostracion

hecha en la proposicién 2.7.

En las proximas lineas, dedicaremos nuestro esfuerzo a ver que

ip, () (Fn(9), Un({=1,0})) = ip,_, (g)(Fn-1(9), Un-1({0})).

Sea T = {z1,...,2,} € Up({-1,0}), 21 < --- < xp, con {z1,...,24} C
B(_L E) y {qurla cee axr} - B(Oa 6)'
Sea F': U,({—1,0}) — F,_1(J) una aplicacién definida asi

F({zy,.oar}) = {g(@gen), - g(zr)}

Veamos que F' es continua.
Sea €9 > 0, y sean T,7’ € U,({—1,0}),

= —/ / / / /
T={21,. ., g, g1, T} YT ={T, 0 @y Ty yq,y oo, T}
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de modo que dy(z,7') < 9§, siendo § tal que si d(z,y) < §, entonces

d(g(x),9(y)) < €o-
En esta situacién ocurre que

Max{Supy,ce{d(x:, 2')}, Supyep{d(ai, T)}} < 6.

Queremos ver que

du(F(2),F(2')) = du({g(xg+1),- - 9(xr)} {g(xtr 1) -, g(a70)}) < eo.

Dadol conr > 1 > ¢, tendremos que d(g(z;), F'(Z')) < €. En efecto, como
existe un x;, € {x}, ,..., 2} tal que d(z;,z},) = d(2;,7') < 0, entonces,
aplicando g, es inmediato que d(g(z;), F(Z')) < €.

De manera andloga, dado !’ con 7’ > I’ > ¢/, tendremos que d(g(z},), F(z)) <
€0.

Por consiguiente, dy (F(Z), F(Z')) < €p, lo que demuestra la continuidad
de F.

Sea G : U,—1({0}) — F,(J), definida asi

GH{z1,. ..,z }) ={-1,21,..., 2.}

Resulta evidente que G es continua.
Aplicaremos, mas adelante, la propiedad conmutativa del indice de punto
fijo a las aplicaciones F'y G.

FoG:U,-1({0}) — F,—1(J) cumple que
(FoG)({z1, .. 2 }) ={g(z1),. .. g(zr)} = Fooa(9) ({21, oy 20 }).
Por otra parte, G o F : F~1(U,_1({0})) — F,(J) es

(GoF)({z1,...,2r}) ={-1,9(xg11), ..., g(xr)}.

Es claro que G o F' se extiende de manera natural a cl(F~* (Un_l({O}))).
Veamos que G o F es hométopa a Fy,(g) : cl(F~1(U,—1({0}))) — F.(J).

Sea la homotopia

H : cl(F~H (Un-1({0}))) x I — Fu(J)

con

H({z1,... 2, },t) =

= {1 =t)g(z1) +1(=1),..., (L = t)g(zq) + t(=1),9(xg41), - -, g(@r)}.

Es obvio que Hy = F,(g),H = Go F.

Demostraremos que H es continua y que se comporta adecuadamente en
el conjunto O(F~1(U,_1({0}))) x I

Veamos la continuidad de H. Sea ¢y > 0y (z,t) € cl(F~1(U,_
Consideremos (7',t') € cl(F~Y(U,_1{0}))) x I con d(t,t') < 0, dg (%, 7’
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J, siendo 0 < €y/4 suficientemente pequeno, de modo que si d(z,y) < 0,
entonces, d(g(z), 9(y)) < eo/4.

Tenemos
H(@,1) = {(1-)gla1) + 1(~1),..., (1 - D)glzy) + t(~1), glags1), .- 9(xr)}
y
H(j;l? tl) = {(1 - t/)g(xll) + tl(_1)7 tr (1 - t/)g(x;’) + t/(—l),

2 9(@gg)s - 9(@)}-
Dado [ con ¢ > | > 1, tendremos que
d((1—t)g(ax;) +t(=1), H(@',1')) < eo.
Esto se debe a que
A((1 — )glar) +H(—1), H@ 1) <
< d((1 = t)g(x) + t(=1), (1 = t)g(xy) +t'(=1))
siendo zj, € {],... ,w;,} aquel que cumpla
d(zy, ) = d(z,7') < 6.
Obsérvese que esto implica, aplicando g, que d(g(x;), g(z),)) < €o/4.

Podemos decir que
d((1 = t)g(z1) +t(=1), (1 = t)g(zp) +¢'(=1)) < |g(ar) — glap) |+

+t'g(zy)—tg(x) |+t —t| < eo/4+|(g(x))—g(x)))t+g(z) ) (' —t)|+€0 /4 < €o-
De modo que
A((1 = t)g(ar) + H(—1), H(F 1) < eo.
Veamos, dado I, con r > [ > q, que
d(g(z;), H(@',t')) < €.

Es claro que existe un a, € {a, ..., 2, } tal que d(x;, 7y,) = d(2,7') <
4, de modo que, aplicando g, conseguimos

d(g(ar), H(@', 1)) < d(g(a1), g(21)) < €0/4 < €o.
De manera idéntica obtendremos que
A((1 — #)g(aly) + £(~1), H(z,0)) < co con ¢/ > 1 > 1
d(g(zy), H(Z,t)) < eoconr’ >1">¢.
Resulta, pues, que dy (H (Z,t), H(Z',t")) < €y, de modo que H es continua.
Demostremos que H(Z,t) # Z para todo (Z,t) € O(F~*(U,—1({0}))) x I.
Sea = {z1,...,2,} € O(F Y (U,_1({0}))). Se pueden dar los supuestos
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a) g = —1+e¢,
b) Lg+1 = _637
c) r, = €.

En el caso a) tenemos

> (1= t)g(zg) +4(=1) > - > (1 = t)g(x1) + t(-1)
para todo t € I.
Tq < g(Tq41) < -+ < g(zr).
De modo que = # H(z,t) Vtel.

En el caso b),

g(xq—i—l) < Tg+1 <<

9(Tgy1) > g > -0 > 11
Por consiguiente, H(z,t) # = para todo t € I.

En el caso c¢) ocurre

g(xr) > Xy 2 2T
Asi, H(z,t) # & para todo t € I.

Podemos afirmar ya que

ir () (Fn(9), Un({=1,01)) = g,y (Fn(9), F~ (Un—1({0}))) =
=i, (Go F,F ' (Un1({0}))) = ip,_,(s)(F 0 G,Up_1({0})) =

=i, 1 ()(Fn-1(9), Un-1({0})).

La primera y cuarta igualdades son evidentes. La segunda es consecuen-
cia de la propiedad de invariancia por homotopias del indice de punto fijo,
aplicada a H. La tercera igualdad es fruto de la propiedad conmutativa,
aplicada a F'y G.

De manera parecida se demuestra que

7,2y (Fn(9), Un({—1,0,1})) =i, () (Fn-2(9), Un—2({0})).
SeaT = {x1,...,2,} € Up({—1,0,1}), conay < -+ < zp, y{21,...,2p} C
B(_l’ 6)7 {J"erla s 7$q} - B(()) 6)7 {:Equl) s axr} - B(la 6)
Sea F': U, ({—1,0,1}) — F,—2(J) con F(z) = {g(xps1),-..,9(xq)}.
Resulta, tal como se hacia en el caso anterior, que F' es continua.

Definimos G : U,—2({0}) — F,,(J) como
G{z1,...,z}) ={-1,21,..., 2,1},

que también es continua.

Tenemos F o G : U,_2({0}) — F,_2(J), que cumple
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(FoG)({z1,... 2r}) = {g(@1),..., g(zr)} = Fua(g)({z1, ..., 20 }),
y GoF: F~Y(U,_2({0})) — F.(J), que establece la asignacién

(Go F) ({1, ar}) = {=1,g(xpt1), -, 9(wg), 1}
Ocurre que G o F se extiende de manera natural a cl(F~(U,_ 2({0})))

Veamos que F o G es hométopa a Fy,(g) : cl(F~H(U,—2({0}))) — Fn(J) via
la homotopia

H : cl(F~ (Un—2({0}))) x I — Fu(J)

que definimos como

H({z1, .o ht) = {(1 = Dglar) + t(=1),..., (L = t)g(w,) +H(~1),

7g(xp+1)7 ce ,g({L'q), (1 - t)g(xq-i-l) +t(1>7 ) (1 - t)g(xr) + t(1>}'

Es claro que Hy = F,(g) y H1 = Go F. Como en el caso anterior, resulta
rutinario demostrar que H es continua.

Igualmente se ve que H(Z,t) # & para todo (Z,t) € O(F~1(U,_2({0}))) x
1.

De esta manera,

Z.Fn(J)(Fn(.g)a Un({_1> 0, 1})) = Z.Fn(J)(Fn(.g)a F_l(Unf2({O}))) =
= ir,(1)(G o B, P (Un2({01))) = ip, () (F © G, Un2({0})) =

= ianz(J) (Fn—2(g)7 Un—Q({O}))v

que es el resultado que estdbamos buscando.

Si recordamos la igualdad del comienzo de la demostracion,

1=15"(1,9) = i) (Fn(9), Un({=1}) + ip, () (Fu(9), Un({0})) +
+ip, () (Fn(9), Un({1})) + ip, () (Fn(9), Un({=1,0}))+
+ip, () (Fn(9), Un({0,1})) + i, () (Fu(9), Un({—1,1}))+

+iFn(J) (Fn(g)7 Un({_17 0, 1}))7
y sustituimos adecuadamente, caeremos en la cuenta de que

Fy_ F—
17" ({0},9) = =2 = 21;" ' ({0}, 9) — I;" ({0}, 9)-
Por otro lado, sabemos que

17 ({0},9) = -1,

17({0},9) = 0.
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De modo que, por un argumento de induccién, resulta
0
I 0h ) = 10k = { 0,

si n es par
si n es impar

g

Lema 3.12. Sea f : U — R un sistema semidinamico, con 0 € U y
f(z) = —2z. Entonces Ilgl({O},f) =1y I£2({0},f) =0

Demostracion. La primera igualdad es inmediata. Veamos la segunda.

Sea Up = (—1/2,1/2). Definimos la homotopia H : F5(cl(Uy)) x I —
F>(R) como

H({z1, 22}, 1) = {(1 = ) f(21) + (1), (1 = ) f(z2) + t(=1)}

siendo 1 < 9.

Ocurre que Hy = F,(f) y H; = {—1,1} constante. La demostracién de
la continuidad de H es sencilla.

Veamos que H(Z,t) # Z para todo (Z,t) € 9(Fa(Uy)) x I.

Sea T = {x1,x2} € (F2(Up)). Tendremos, entonces, que

a)ry =—1/26Db) zg =1/2.

Si se da a),

{(A=8)f (1) + (1), (1 =) f(22) +H(=1)} =
= {1, (1 =) f(z2) + (=)} # {-1/2, 22}

y esto para todo t € I.
Si se cumple b), el cdlculo es andlogo.
En consecuencia, I}* ({0}, f) = ipy ) (H1, F2(Up)) = 0. O

Proposiciéon 3.13. Sea f : U — R un sistema semidinamico, con 0 € U
y f(z) = —2z. Ocurre, entonces, que

0 si n es par

Iz" ({0}, f) = { (-1)F sin=2k+1

Demostracion. Bastard estudiar los casos en que n > 3. El modo de
calcular este indice serd semejante al utilizado para el caso de f(x) = 2z.
Utilizaremos un camino indirecto que pasa por el estudio de I 5"({0}, 9),
donde g : J — J es la aplicacién g(z) = —z/3, con J = [~1,1].

Resulta claro que {0} es un conjunto compacto, invariante, aislado y
repulsor para g. Es sencillo comprobar que

La primera igualdad se debe a la propiedad conmutativa del indice de
punto fijo. La propiedad de invariancia por homotopias garantiza la se-
gunda igualdad. Basta considerar, dado Uy = (—1/2,1/2), la homotopia
H : F,(cl(Up)) x I — F,(J), que establece la asignacién
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H({zy,... 2}, 1) = {(1 = t) f(z1) + tg(z1),..., (1 = ) f(zr) + tg(zy)}
para x1 < -+ < Tp.
Por otro lado,
I57(J,9) = A(Fu(9)) = A(Fy (id)) =

La primera igualdad se debe a la propiedad de normalizacion del indice
de punto fijo. La segunda, a que id ~ g, mientras que la tiltima es imputable
al hecho de que F,,(J) es un AR, por lo que las homologias singulares con
coeficientes racionales son

Hy(Fo(J)=0 Ym>1, Hy(F,(J))=0Q
Debido a la propiedad aditiva del indice de punto fijo,

1= 15"(J.9) = I7" ({0}, 9) + ir () (Ful9), Un({~1,1}))+

+iFn(J) (Fn(g)a Un({_17 0, 1}))

Nuestro objetivo, que es calcular I 5” ({0}, g), sera posible hallando el resto
de los indices de la igualdad arriba expresada.

1/3

Por lo comentado en el caso de g(z) = 2/, resulta inmediato que

ir, () (Fu(9), Un({=1,1})) =
Bastarda construir la homotopia H : cl(U,({—1, 1})) x I — F,(J) definida
como

H({xh s ,l’r},t) = {(1 - t)g(xl) + t(l)v R (1 - t)g(l‘q) + t(l)a

(I =t)g(xgqr) +t(=1),...,(1 =t)g(z,) + (1)}
donde {z1,...,24} C B(—1,€) y {zg41,..., 2} C B(1,¢€). Ocurre que Hy =
F.(9) y Hi = {—1,1} constante.
Podemos afirmar que

ir,(0)(Fn(9), Un({=1,1})) = ip, () (H1, Un({=1,1})) =

A continuacién veremos que

£ (7) (Fu(9), Un({=1,0,11)) = i, () (Fu-2(9), Un—2({0})) = I,"* ({0} 9).
Sea F': U,({—1,0,1}) — F,_2(J) la aplicacién definida como

F({z1,...,2,}) = {g(xp+1)7 oo 79(IQ)}
donde z1 < --- <z, con {x1,...,2p} C B(=1,€), {xpy1,...,24} C B(0,¢)
y {qurlv s 7$7’} - B(l, 6)'
Resulta, tal como se vio en la proposicién anterior, que F' es continua.
Sea G : Up,—2({0}) — F,(J) con G({z1,...,z.}) ={-1,21,..., 2, 1}.
Es claro que G también es continua.
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Tendremos que F o G : U,_2({0}) — F,,—2(J) cumple

(FoG)({z1, ..,z }) = {g(z1),. .., g(ar)}.
Por otro lado, G o F : F~1(U,,_2({0})) — F,(J) es

(GoF)({zx1,...,xr}) = {-1,9(zpt1),...,9(zq), 1}
para r; < --- < x,. Resulta evidente que existe una extensiéon natural de
GoF acl(FYU,_2({0}))).

Veamos que G o F' es hométopa a Fy,(g) : cl(F~1(U,_2({0}))) — E,(J).
Construimos, para ello, la homotopia H : cl(F~(U,_2({0}))) x I — F,(J)
definida como

H{zy, ...z 1) = {(1 = t)g(w1) + 1(1),..., (1 = t)g(ap) + (1),

7g(xp+1)7 cee 79(‘73Q)7 (1 - t)g(xtﬁ-l) + t(_1)7 R (1 - t)g(xr) + t(_l)}'

Resulta que Hy = F,(g) y H1 = GoF'. La continuidad de H se demuestra
como en el caso de f(z) = 2z.

Veamos que H(Z,t) # & para todo (7,t) € O(F~1(U,_2({0}))) x I.

Sea T = {z1,...,2,} € O(F Y (U,_2({0}))) con z; < --- < z,. Entonces
pueden darse varias situaciones:

a) r, = —1+e¢,
b) Lp+1 = _637
c) Ty = €3,

d) zgr1=1—e
Si se da a), entonces
zp < (1 —t)g(xp) +¢(1) < -+ < (1 —t)g(z1) + (1),
Tp < g(@pt1),- -+ Tp < 9(Tg),
2y > (1= )glgs1) +H(—1) > -+ > (1= t)g(a) + H(~1).

Si se da b), tendremos

9(Tpt1) > g > - > 11,

9(@pt1) < xgp1 <0 <y

En el caso ¢) ocurre

9(xg) < api1 <o <y

G(zg) > 2y > - > 21,

Finalmente, en d) se da la situacién siguiente

Lg+1 > g(prrl)a <o Lgtl > g(xq)a
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Tor1 > (1= t)g(wge1) +t(=1) = -+ = (1 = t)g(z,) +t(-1),

Tyt < (1= Dglay) + #(1) < -+ < (1= Dglar) + H(L).
Por consiguiente, H(Z,t) # & para todo (Z,t) € O(F 1 (U,_2({0}))) x I.

Volviendo a los indices, tenemos

ZFn(J) (Fn(g)a Un({_17 0, 1})) = ZFn(J) (Fn(g)7 F_l(Un—2({O}))) =
= ir,(1)(G o B, P (Un2({01))) = ip, (1) (F © G, Un2({0})) =

= 1F,_5(J) (Fr—2(9); Un—2({0})).
La primera igualdad y la cuarta resultan evidentes. La segunda y la ter-

cera se deben a las propiedades de invariancia por homotopias y conmutativa
del indice de punto fijo.

De este modo, recordando que

1= IJFn(J7 g) = [JFn({O}7g) + Z.1‘7n(J)(Fn(9)7 Un({_17 1}))+

+ig, (1) (Fa(9), Un({~1,0,1}))
obtenemos que

1=15({0},9) + 1+ 172 ({0}, 9).

Por consiguiente,

15 ({0},9) = =1 * ({0} 9).
Ademads, como 151({0},9) =1y 152({0},9) = 0, resulta inmediato ver
que
F, L F, |0 si n es par
IR ({O}’f) - IJ ({O}’g) - { (_1)k sin = 2]€+ 1

g

Una vez resuelto el problema del cémputo de Iz" ({0}, f), con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a la aplicacién lineal
f, el paso siguiente consiste en calcular los indices

1) Igz ({0}, D(0,0)),

2) It ({0}, D(2,0)),

3) I]g?({(j}a D(_27 0)),

4) Igg({()}v D(27 _2))7
que determinardn, por lo dicho en la observacién 3.8, el valor de Iﬁ;({@}, f)

cuando 0 es un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a la
aplicacién lineal f: U C R? — R2.
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Los célculos de 2) y 3) son corolario de los resultados conseguidos en R.

Corolario 3.14.
- - 0
(0} D2.0) = 1P ((0h20) = { ©

si n es par
si n es impar

IO} D(-2.0) = I (O} —20) = { {0 Sh O

La demostracion es consecuencia inmediata de la aplicacién de la propiedad
conmutativa de nuestro indice.

Proposicién 3.15. Sea f : U — R? un sistema semidindmico, con 0 € U
y f(z) = D(2,—2)z. Entonces
F, /(A oy L si n es par
Iz ({0}, D(2,-2)) = { —1 sin esimpar

Demostracion. Dado un sistema dindmico determinado (X, F'), denotare-
mos, para abreviar, ip, x)(Fn(F), Un({p1,...,p0r})) = in({p1,-- -, 0r})-
Consideremos el sistema dindmico G = sof : §2 — S2, donde s : S? — §?

es una simetria con respecto al plano {z = 0} y f : S? — S? es el sistema
dindmico

Figura III.1

La demostracion de la proposiciéon va a requerir el cdlculo previo de
I 53(52,(?). A ello dedicaremos casi todos nuestros esfuerzos. Tenemos
que el punto fijo a es un conjunto compacto, invariante y aislado, de tipo
D(2,—-1/2) (teorema de Grobman-Hartman) o, lo que es lo mismo a efec-
tos del célculo del indice, de tipo D(2,0). Igualmente, el punto fijo b es
un conjunto compacto, invariante y aislado, de tipo D(—2,1/2) o, lo que
es equivalente a efectos de indice, de tipo D(—2,0). Los pares {ci,ca} y
{d1,ds2} son érbitas de periodo 2, atractoras.

Entonces, si n > 6, por la propiedad aditiva del indice de punto fijo, se
tiene

I3 (5%,G) = in({a}) +in({0}) + in({a,0}) +in({e1, c2}) + in({dr, d2})+
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+in({a, C1, CQ}) + in({a, dl, dg}) + Zn({b, C1, CQ}) + Zn({b, dl, dg})+
+in({a, b, 61,02}) + in({a, b,d, dz}) + in({cl, co,d, d2})+

+in({aa C1,C2, dla dQ}) + Zn({ba C1,C2, dl) d2}) + ’L'n({(l, bv C1,C2, dla dQ})

Sin < 6, basta quitar los sumandos que no procedan.

Alser {c1,ca} y {d1,ds} 6rbitas atractoras, aplicando la propiedad conmu-
tativa y la de invariancia por homotopias del indice de punto fijo, obtenemos,

para n > 6, que
155(527 G) = Zn({a})"iﬂn({b})"iﬂn({aﬂ b})+1+1+2in—2({a})+2in—2({b})+

+2in-2({a,b}) + 1+ in-a({a}) +in-a({b}) + in-a({a, b}).
Consideremos el sistema dinamico f : X — X,

2X .
¥ 3 %
-2X
S&—H———t—D
q>l ?‘n q'2.

Figura III.2

Requerimos esta construccion para completar el calculo de [ 53(52,(?).
Resulta sencillo ver, si se apela a la propiedad de normalizacion, que

F, 2 sin=1
Ix (X’f):{ 3 sin>1

Entonces, si n > 6,
3=1+in({po}) + 1+ in({a0}) +in-1({po}) + 1+ in-1({a0}) + in-1({po})+
+in({Po, 20}) + in-1({a0}) + 1 + in—2({po}) + in-1({po, q0}) + in—-2({q0})+
+1 4 in-1({po, q0}) + in—2({po}) + 1 + in—2({q0}) + in—2({Po. 90 })+
+in-3({po}) + 1+ in-3({q0}) + in-3({Po}) + in—2({P0. 40}) + in-3({q0})+

Fin—4({po}) + in—3({ro,0}) + in—a({q0}) + in—3({ro, 90}) + in—s({ro, qo})-

En caso de que 1 < n < 6, basta quitar del miembro de la derecha de la
igualdad los sumandos que corresponda.
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Si n = 2, entonces 3 = i2({po,qo0}) + 4, con lo que

i2({Po; q}) = —1.
Si n = 3, entonces 3 = i3({po,q0}) + 2, con lo que

is({po, q0}) = 1.
Si n =4, entonces 3 = i4({po,q0}) + 3, con lo que

ia({po, q0}) = 0.
Si n =5, entonces 3 = i5({po,q0}) + 3, con lo que

i5({po,qo}) = 0.

Sin > 6, n = 2k par, entonces
3=2(=1) +2(=1)" " +in({po, 20}) + 2in-1({Po, 90}) + 2in—2({po, 0})+
+2(=1) +2(=1)* 7 + 2in-3({po, 90}) + in-1({po. 20}) + 7.
En consecuencia,
in({Po, 20}) = —2in-1({Po, 20}) — 2in—2({po, q0})—
—2in-3({po, q0}) — in-4({Po, 20})-
Sin > 6, n = 2k + 1 impar, tenemos
3=(=1)+ (=1 +in({po, q0}) + 2(=1) + 2(=1)" " + 201 ({po, 90 })+
+2in—2({po, q0}) + (=1) + (=12 + 2i,,_3({po, 20}) + in—a({Po, 20}) + 7.
Por tanto,
in({po,q0}) = —2in-1({po, 90}) — 2in—2({po, g0})—
—2in-3({Po, 20}) — in—1({po. q0})-

Se deduce de todo esto que
-1 sin=4k+2

‘ 1 sin=4k+3
Zn({p07q()}) = 0 sin=4k+ 4
0 sin=4k+5

con k € N.

Volvamos al estudio de I gg (S%,G).

Por la propiedad conmutativa del indice de punto fijo se observa que
in({Po,q0}) = in({a,b}). En adelante utilizaremos este hecho para calcular
I (S%,6).

Sin=2,

I32(5%G) = iz({a}) + ia({b}) +i2({a,b}) + 2 = 1.
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Sin =3,
153(5%,G) = iz({a}) +is({b}) + is({a, b}) + 2+ 2i1({a}) + 21 ({b}) = 1.
Sin=4,
I54(S%,G) = is({a}) + ia({b}) + ia({a, b}) + 2 + 2ix({a})+

+2i5({b}) + 2i2({a,b}) +1 = 1.
Sin=>5,

I53(5%,G) = is({a}) + i5({b}) + i5({a,b}) + 2 + 2i5({a}) + 2i5({b})+

+2i3({a,b}) + 1 +i1({a}) + i1 ({0}) = L.

Sin > 6, tendremos que en todos los casos n = 4k + 2, n = 4k + 4,
n=4k+3=22k+1)+1yn=4k+5=2(2k+2) + 1, resulta

Ig;l (527 G) = Zn({a}) + Zn({b}) + in({aa b}) +2+ 2in72({a}) + 2in72({b})+

+2ip—2({a,b}) + 1 +i,—a({a}) + in—a({b}) +in—a({a,b}) = 1.

Consideremos el sistema dindmico F = so f : S2 — 52, donde s es la
simetria de la figura II1.1 y f : S2 — S2 es el sistema dindmico

?Y
X
zZ g

Figura I11.3

Resulta sencillo ver que F' ~ G en S2. En consecuencia, si n > 2,

1= 155(527(;) = [5;(52717) = Zn({p}) + Zn({Q}) + in({p,q}) =

=in({p}) + 1+ in—1({p}).
Entonces i, ({p}) + in—1({p}) = 0. Como i1({p}) = —1, tenemos

I ({0}, D(2,-2)) = in({p}) = { 1—1

si n es impar
si n es par
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Teorema 3.16. Sea f : U C R? — R? una aplicacién lineal, con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado. Denotamos por A1, A2 los autova-
lores de f. Entonces

Si A > 1, ‘)\2| <1,

- [0 si n es par
Ipz ({0}, f) = { —1 sin esimpar

Si A > 1,0 < —1,

gy -{ L, gher

si n es impar

SiM < -1, ’)\2| <1,

Fo /i ] 0 si n es par
IRQ({O}’f)_{ (-1)% sin=2k+1

En el resto de casos se tiene
I ({0}, f) = 1.

La demostracion es consecuencia de aplicar la observacién 3.8, la propo-
sicién 3.7, el corolario 3.14 y la proposicién 3.15.

Enunciamos, a continuacién, el resultado del célculo de IEn ({0}, f) para
f:U C R™ — R™ una aplicacién lineal, con {0} un conjunto compacto,
invariante y aislado, y esbozamos una prueba, que no desarrollaremos por
completo, ya que nuestro interés se centrard, en adelante, en el caso bidi-
mensional, ya demostrado al detalle.

Teorema 3.17. Sea f : U C R™ — R™ una aplicacién lineal, con {0} un
conjunto compacto, invariante y aislado. Consideremos el conjunto de los
autovalores reales (repetidos), de norma mayor que 1, {A1,..., A\ }.

Sea ry el nimero de autovalores mayores que 1, y r_s el nimero de auto-
valores menores que -1. Naturalmente r = ro +1r_o. Entonces, pueden darse
los siguientes casos:

( Sirg esimpary r_o es par

F, -~ |0 si n es par
Ig" ({0}, 2id) = { —1 sinesimpar

Sire es par y r_s es impar ,

£, . 0 si n es par
T" (10}, ~2id) = { (—1)F sin=2k+1

Si 9 es impar y r_o es impar

- 1 sin es par
on e -2 - { L) b

Len ({0}, /) =

si n es impar

Sire es par y r_o es par,
Lgr({0},0) =1
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Demostracion. Sirecurrimos a la matriz de Jordan J(e) definida en la ob-
servacién 3.1, se puede trabajar con cada uno de los subespacios vectoriales
invariantes en que queda descompuesto R™ por las cajas de Jordan. Ma-
nipulando homotopias en cada uno de estos subespacios, tal como se hacia
en R?, se puede construir otra homotopia adecuada, H, en todo R™, que
garantiza la igualdad

IER ({0}, f) = IEn ({0}, D(6(M), - .-, 6(Am)))

con {A1,..., A\ } los autovalores de f,y
2 siAj>16N =a+1i3,8#0, con o + 32 > 1
5()\]) = —2 sl )\j < -1

0 si |>\j|<1

Aplicando la propiedad conmutativa de nuestro indice,

Ilgfn({()}? D(5()‘1)7 s 75()‘771))) = [[g?vL%({()}? D(é()‘l)ﬂ s 75()‘T’+2t)))
donde {1, ..., A} son los autovalores reales (repetidos) de norma mayor que

1, v {M\41,.--, Arpot} son los autovalores complejos (repetidos) de norma
mayor que 1.

Utilizando las técnicas de la proposicién 3.7 con D(5(A1),...,0(Ars2t)), ¥
aplicando la propiedad conmutativa del indice de punto fijo, se consigue el
resultado sin dificultad. [
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II1.4. Aplicacion: Estudio de la G-herradura

Consideremos la aplicacién continua F : I? ¢ C — C de la figura I11.4,
donde C es la corona circular que contiene a I2.

7
“

R NN
!

i 2
C

N
Figura I11.4

/

Realizaremos, siguiendo las técnicas de punto fijo aplicadas a los n-pro-
ductos simétricos, un estudio de las orbitas periddicas de este sistema se-
midindmico. Aplicando las propiedades principales de nuestros indices, re-
duciremos este problema al de analizar otros sistemas semidinamicos menos
complejos.

Sean F : C — C una extensién continua de F, y Il : C' x I — C una
proyeccién de C sobre S', su circunferencia interior, tal como se indica en
la figura IIL.5.

Figuras I11.5a y II1.5b

Tenemos que Iy =id y II; =7 : C — S
Dado I x {0} C I? C C, consideramos la aplicacién

g=14 OF|IX{O}:I—>51.

Seag=1I0 7\51_: St — Si una extension continua de g.
Ocurre que Il o F' ~ IIp o F' = F via la homotopia H : €' x I — C, con
H(z,t) =1I(F(z),t). De manera que

Ig"(I’I’LU(C,Hl oF),llj o F) = Ig"(InU(C,F),F)

Si aplicamos la propiedad conmutativa del n-indice finito de compacto
fijo a las aplicaciones i : S < C y II; o F : C — S', tenemos

15 (Inv(C, 10y o F), 11, o F) = IL7(S",9).
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Por consiguiente,
IG5 (Inv(C, F), F) = I (S",9).

Por idéntica razon, observando el buen comportamiento de la homotopia
H en d¢(I?), tenemos

15 (Inv(I?,F),F) = 15 (Inv(1,5),7).

Figuras I11.6a y 1116.b

Ademis, resulta sencillo ver que g ~ 2z, siendo 2z : S* — S' la aplicacién
que multiplica por 2 el dngulo, esto es,

\

*

——

2%‘ »

Figura III.7
Asi, por la propiedad de invariancia por homotopias de nuestro indice,
15 (8", g) = 151 (S", 22)
con lo que tendremos
Ig”(InU(C, F),F)= Igf (S, 2x).
Observacién 4.1. F|;2 es una ‘contraccién’ en la direccién vertical y

una ‘expansion’ en la direccién horizontal. De igual manera tenemos que
g = g|r es una ‘expansién’.

Proposicién 4.2. Sea p = {pi1,...,p,} C I? una érbita periédica de
F, de periodo ¢ < n. Por la observacién 4.1 resulta claro que el punto
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p € F,,(I?) admite un entorno Uy (p) C F,,(C) tal que Fiz(F,(F)|y, ) = D-
Entonces

. —= | -1 si(2m—1)g <n<2mg
ZF"(C)(F"(F)’ Un(p)) = { 0 si2mg <n < (2m+1)q

con m € N.

Demostracion. Consideremos el sistema dindamico G : X — X,

‘ﬁ% AL 15'
z%& in‘?z\) 7{’3
X \/ \!’?‘\'/i” 9

Figura IIL.8

Resulta, por la observacion 4.1, la invariancia por homotopias y la propiedad
conmutativa del indice de punto fijo, que

iy (0) (Fn(F), Un(D)) = i, (x) (Fn(G), Un({p1, - - - Dg}))-

Es inmediato ver, utilizando la propiedad de normalizacién del indice de
punto fijo, que

1=I(X,G).

Dado I < n, lamamos in({c1,...,c}) = ip,x)(Fu(G), Un({c1; - - c}))-

Denotamos por p = {p1,...,p¢}, T ={r1,...,r¢} ¥y 5= {51,..., 54}
Dividimos el estudio de i,(p) en tres casos.

Caso 1. Si n < 2q, entonces tenemos
1=I7(X,G) = in(F) +in(5) + in(p) = 1 + 1 + in(p).
Por tanto,
ip, (x)(Fn(G), Un(P)) = —1.
Caso 2. Si 2¢ < n < 3q, entonces
1= I(X,G) = in(F) +in(53) + in(p) + in(F U E) 4+ in(7 U p)+
+in(5UD) =14+ 1+1in(p) + 1+ 2ip_q(p).

En consecuencia,

7, (x) (Fn(G), Un(p)) = —2ip,_,(x)(Fn—q(G), Un—q(p)) — 2 =
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=-2(-1)-2=0.

La pentltima igualdad se debe a que n — ¢ < 2¢q, lo que nos lleva al caso
1.

Caso 3. Si n > 3q, entonces
1= I%(X,G) = in(F) + in(3) + in(p) + in(FU5)+
+in(FUD) + i, (5UP) +i,(FUSUD) =
=1+1+ Zn(p) +1+ 2Z.nfq(p) + Z'anq(p)-
De modo que
Zn(ﬁ) = _2in—q(ﬁ) - Z‘71—211(]5) -2

Estamos en condiciones de aplicar un argumento de induccién sobre m.
Supongamos que

in(p) = -1 si(2m—1)g <n<2mgq
n\P 0 si2mg <n < (2m+1)q

conm €N, m>1.
Veremos entonces que

in(p) = -1 si(2m+1)g <n < (2m+2)q
"PIT 00 si(2m42)g<n< (2m+3)qg

Si(2m+1)g <n < (2m +2)g, tenemos n > (2m + 1)g > 3¢. Resulta
Zn(ﬁ) = _2Z'nfq(p) - Z.n72q(ﬁ) —2.

Como (2m +1)g >n —q >2mqy 2mq > n — 2q > (2m — 1)g, entonces
in(p) = —2(0) — (~1) —2 = —1.

Si (2m+2)qg < n < (2m + 3)q, tenemos n > (2m + 2)q > 4q > 3¢q. Como
2m+1)g<n—qg<(2m+2)qy 2mqg <n—2q < (2m + 1)q, ocurre que

in({p}) = =2(-1) = (0) =2=0. O

Corolario 4.3. Dada una érbita periédica de periodon de F, {p1,...,pn} C
I?, entonces

i) (Fn(F), Un({p1, ..., pn})) = —1.

Corolario 4.4. Dada una 6rbita periédica de g, {p1,...,pq} C I, ¢ <n,
entonces

. _ -1 si(Zm—1)g<n<2mgq
inon (Fa@ Un(loreemd) = { g 5 Sy 25 <P

Corolario 4.5. En las condiciones del anterior corolario



114

ir, (51 (Fn(9), Un({p1, - -, pn})) = — 1.

Proposicién 4.6. Sean @y, , ..., 04, Orbitas peridédicas de F, de perfodos
Qs Gr, con Y iy g <n,y con la unién de todos los puntos de todas las
érbitas @y, U --- Uy, cumpliendo

Qg U+~ Udy, € F,(I?).

Sean, de modo andlogo, Bql, e ’qu orbitas periddicas de g, de periodos
q1,---,qr, y con launién de todos los puntos de todas las érbitas 3, U---Uf,
cumpliendo

B U--UB, € F,(I).

Sea Uy, (@, U+~ Ud,,) C F,(I?) un entorno del punto @, U--- U@, de
modo que

Fix(Fn(F)‘Un(aq1u~-~uaqr)) =g U - Uay,.

De igual modo definimos Uy, (3, U---UB,.) C F,(I) para F,(7).
Entonces

iFn(C) (Fn(F)7 Un(aq1 u---u atb»)) = ZFn(Sl)(Fn(g)a Un(ﬁql U---u Bq,n))'

Demostracion. Consideremos el sistema dindmico G : X — X,

—

Vs %, ¥,

L% ¢€u@ NNt
{l AVRYL

Figura I11.9

Resulta sencillo ver que

i () (Fn(F), Un(@g, U--- UTg,)) = ip,x)(Fu(G), Un(7, U---U7,.)) =

= Z‘Fn(Sl)(Fn(g)7 Un(ﬁql U---u E(I'r))'
_ Estosedebeaque J|7 es expansiva, y los entornos de las érbitas periédicas
B4, son como los de las érbitas centrales 7, de (X, G).

De igual modo ocurre con F|p2. La direccién vertical se puede contraer
a un punto sin que varie el valor del indice (invariancia por homotopias) y
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lo que queda es algo idéntico a lo que tenemos en las érbitas centrales de

(X,@). O

Proposicién 4.7. El nimero de 6rbitas periddicas de cualquier periodo
de F|2 es el mismo que el de g|;.

Demostracion. Sabemos, por lo dicho al comienzo de la seccion, que
IC"(InU(F,F),F):Ig (Inv([ 7),9). Ademds

15 (Ino (12, F Zan ) + ZzF () (Fu(F),Un(a,))

siendo los conjuntos U entornos de las érbitas y uniones de érbitas periédicas
de F de perfodo menor que n, cuya suma de perfodos es menor o igual que
n, y siendo los conjuntos Uy, (ozn) entornos de las drbitas periddicas @, de F,

de periodo exactamente n. Estamos suponiendo que la familia de todas las
érbitas de perfodo menor o igual que n de F en I? es finita, algo evidente
por la observacién 4.1. Consideramos U C F,(I?) y U, (@) C F,(I?) para
todo 1, j.

De igual modo,

Ig (Inv(I ZZF (s1( +ZZF s1y( ), Un (Bi))

siendo los conjuntos V;! C F),(I) entornos de las érbitas y uniones de dérbitas
periddicas de g de perfodo menor que n, cuya suma de periodos es menor o

igual que n, y siendo los conjuntos U, (B)) € Fu(I) entornos de las érbitas

periddicas [3n de g, de periodo exactamente n.

Para demostrar la proposicion utilizaremos un argumento de induccion.
Veamos primero que F|r2 y g|; tienen el mismo nimero de puntos fijos.
Ocurre, por el corolario 4.3, que

15 (Inv(I%,F) Zm F), U (@) = -1y,

5 (Inv(1,9).g stl (F1(9), U (B) = ~1i.

Por lo dicho al principio de la demostracién, tenemos I3 = [].
Entonces, debido a los corolarios 4.3 y 4.5,

15 (Inv(I*, F Zan F), Ul —1,
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k/
=1

siendo I,, y I, el niimero de érbitas de periodo n de F|;2 y g|;. Supongamos
que el nimero de érbitas periédicas de cualquier periodo menor o igual que
n — 1 es el mismo para F|;2 que para g|;. Entonces el sumatorio de fndices
de las dos igualdades de arriba vale lo mismo (proposicién 4.6), con lo que
I, =1,. Como l; =1}, la proposicién estd demostrada. O

Observacién 4.8. F|;2 y g|; tienen dos puntos fijos.
Demostracion. Ocurre que
I5(8",g) =I5 (S", 22) = —1.

La tltima igualdad es consecuencia de que la aplicacién 2z : St — St
tiene un dnico punto fijo, de tipo D(2).

Asimismo, resulta inmediato que g tiene un unico punto fijo fuera de I,
que es atractor. Entonces Igll (St,9) = Igll (Inv(1,9),9) + 1.

Ocurre, por tanto, que Igll (Inv(I1,9),g) = —2, con lo que I§ = 2. O

Proposicién 4.9. El conjunto {z € I? : (F|;2)"(x) = x} tiene 2" puntos.

Demostracién. Consideremos el circulo S' que surge de identificar los dos
extremos del segmento [p,q| (p y ¢ son los puntos fijos de g|7). Resulta, por
la naturaleza de g, que p y ¢ son los extremos de Inv(g|r).

RIS

Figura II1.10
Sea h: S' — S, con S* = [p,q]/(p = q), definida como sigue

=~ _ J glx) sig(z)elpq
h("”)‘{pzq i §(z) ¢ [p.d]

Resulta inmediato ver que h es continua y tiene un tnico punto fijo (p =
q). En eso difiere de g|7, que tiene dos puntos fijos, precisamente p y q. Por
otro lado, es claro que las orbitas periddicas de periodo mayor o igual que 2
de h coinciden con las de g|;.
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Ademés, el tnico punto fijo de h es un repulsor de tipo D(2), y h da dos
vueltas a S', como 2z.

Figura III.11

Resulta claro que h ~ 2z : S — S1. Por consiguiente
I&(SY h) =1k (8", 22)

de modo que las érbitas periddicas de cualquier periodo son las mismas, en
nimero, para h que para 2z (la demostracién es idéntica a la de la proposi-
cién 4.7).

Como h y g|; tienen las mismas 6rbitas periédicas de perfodo mayor o
igual que 2, y g|; v F|;2 tienen el mismo niimero de érbitas periddicas de
cualquier perfodo, entonces 2z y F|;2 tienen el mismo niimero de drbitas

periddicas de cualquier periodo mayor o igual que 2. Los puntos fijos de
F|;2 sabemos que son dos, mientras que para 2z sélo hay uno.

Basta, por tanto, estudiar el sistema dindmico 2z : S* — S para calcular
el nimero de érbitas peridédicas de cualquier periodo mayor o igual que 2 de

F|12.
Sea f =2x:S!' — S con S1=0,1]/(0 = 1). Es facil ver que
1 2 2" —2
1]: fYz) =2} = 1}.
(e 0.1]: @) =a) = (0, oo a2
Al ser 0 = 1, el conjunto {z € S* : f*(x) = x} tiene 2" — 1 puntos. Por
consiguiente, para F|;2, el conjunto
{eel?: (Flp)"(2) =z}

tiene 2™ puntos (debe anadirse un punto fijo que no se contaba con 2z). O
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IT1.5. Aplicacion: Caracteristica de Euler de los n-productos
simétricos de variedades

El objetivo de esta seccién es desarrollar técnicas que permitan calcu-
lar, en la medida de lo posible, la caracteristica de Euler del n-producto
simétrico F,,(X) de una variedad X de dimensién finita. Para ello efectua-
remos el calculo con las superficies compactas, orientables y sin borde. Este
ejemplo proporcionara, de manera implicita, la pauta a seguir para cualquier
variedad X.

Construiremos un sistema dindmico F' : X — X, tal que F,,(F') sea de
atraccién compacta, F' ~ id, con una cantidad finita, lo més pequena posible,
de érbitas periddicas de periodo menor o igual que n (si es posible puntos
fijos), E;, donde p € {1,...,n} es el periodo, y de modo que los indices
ip, (x) (Fn(F), Un(ﬁé}l U--- UE;,’;)), en los entornos de las uniones de drbitas
periddicas, sean calculables por nosotros mediante el uso de los resultados
obtenidos en las primeras secciones.

Tendremos que la caracteristica de Euler de F,(X) es

X(Fn(X)) = AMFu(id)) = AMFL(F)) = ip,(x) (Fa(F), Fo (X)),

de manera que el cdlculo de X'(F;, (X)) se reduce, por aditividad, a hallar el
valor de los indices i, (x)(Fn(F), Un(a, U---Uay)).

En adelante, y hasta el final de capitulo, centraremos nuestro estudio en la
caracteristica de Euler de n-productos simétricos de superficies compactas,
orientables y sin borde.

Consideremos el sistema dindmico f : X — X,

3

N
AY

»

Figura II1.12

Para abreviar notacién llamaremos a )F(z({O}, ) =in(k).

Interesa averiguar el valor de i, (k) ya que, mas adelante, podremos re-
ducir, mediante las técnicas arriba comentadas, el cdlculo de la caracteristica
de Euler de los n-productos simétricos de k-toros al computo de este tipo
de indice. Supondremos que k > 1,2, ya que los casosen que k=16 k =2
estan resueltos en la Seccién I11.3.
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Para hallar i, (k) nos serviremos de los sistemas dindmicos F : Y — Y}
y G : Y, — Y}, siguientes

Al Y P VER(Y.6)
b b

Figuras I11.13a y II1.13b

Si n > 2 tenemos, aplicando las propiedades del indice de punto fijo
(aditividad, invariancia por homotopias y conmutatividad), que

(Y, F) = Iy ({a}, F) + I{({b}, F) + i, (v) (Fa (F), Un ({a, b})) =
=in(k) + 14 in_1(k).
I (Y, @) = 11" ({a}, @) + I ({8}, G) + g, (vi) (Fu(G), Un({a, b})) =
= in(k—1)+0+0=1i,(k—1).
Como F ~ G, resulta que Iy" (Yy, F) = I{" (Y, G). Entonces

in(k —1) = in(k) + 1 +in_1(k).
Sin =1, entonces

i1(k—1)=1i1(k) + 1.
Supongamos que n es impar. Entonces
Zn(k - 1) = Zn(k) + infl(k) +1

ik =1) = —ip1(k) — in_a(k) — 1
Z'n72(k - 1) = Zn72(k‘) + in73(k) +1

—ig(k—1) = —ia(k) —ir(k) —1
i(k—1) = (k) + 1L

Sumando, obtenemos
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n—1 n
in(k) = (~1in_j(k=1) = 1= (=1)™ip(k—1) - 1.
j=0 m=1

Supongamos que n es par. Entonces

Zn(k - 1) = Zn(k) + Z.n—l(k) +1
ik =1) = —in (k) —ina(k) — 1
in,Q(k — 1) = infz(k‘) + Z'nfg(k‘) +1

io(k—1) = o(k)+i1(k)+1

—i1(k—1) = —iy(k)— 1.
Sumando, obtenemos
n—1 n
in(]) = S (~Winss (k= 1) = 3 (<1 ik — 1).
7=0 m=1

Denotaremos por C a las combinaciones de 7 elementos tomados de s en
s. Hacemos notar que Cj =1y, si r < s, entonces C; = 0.

Recurriendo a argumentos de induccion se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 5.1. Sea n impar fijo, k fijo,yp e N, conp>1yk—p > 1.
Resulta
n—1
in(k) = _(~1YC}"in_j(k —p) — R(p)
j:O

siendo R(p) =1+ Z] 20 CerQl;rQ].

Demostracion. Recurriremos a la inducciéon sobre p. Es claro que para
p =1 el resultado es cierto.

Supongamos cierto el resultado para p = pg—1 > 1. Veamos que también
lo es para p = pg.

Tenemos
n—1
in(k) = (=1)7CP"*i,_i(k —po+1) — R(po — 1).
=0

Aplicando lo observado antes de la proposicion,

n—j

Z Cpo 2+J Z m+1 m(k = po)) Z C{JiQJZJrQ]

m=1

siendo 6(]) = 1sijespar,y d(j) =0 sij es impar.
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Si reordenamos la férmula, obtenemos

,_.

'fL
n

in(k) = Z(_l)m-i-lz-m(k_po)[z Cr]po*2+] Z Cpo 2+2j fi;;Jer)_l‘
m=1 j=0 =0

Como consecuencia de las propiedades del trlangulo de Tartaglia, se tiene
1
Zmo CJ0+J Cjo-i-mo-‘r

rers
7]
/

i
:

i
&
£

C;H

PR\

AR
h ;\g\v -

—N

Aq o Sc)
§

Calte

Figura II1.14

con lo que resulta la igualdad

n—1
n 2

in(k) =Y (=1)™ i (k — po) CE ™ = > (CRYTE 4 O 2T ) — 1
m=1 j=0

Apelando de nuevo a las propiedades del tridngulo de Tartaglia, se observa
que Ci9, + C”OO = C’,{,‘;(;LH, de manera que

n

in(k) = > (=1)™ i (ke — po) O T — Z it -1

m=1

po—1+j po—1+25
E: Vin—j(k — Po)C;j E:CH—Q]
7=0

que es el resultado buscado. [J

Proposicién 5.2. Sea n par fijo, k fijo,ypeENconp>1y k—p>1.
Resulta
n—1

in(k) =Y (~1)7CY" i, _i(k —p) + R(p)
j=0

siendo R(p) = Z 05122]]

Demostracion. Recurriremos a la induccion sobre p. Es claro que para
p = 1 el resultado es cierto.
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Supongamos cierto el resultado para p = pg—1 > 1. Veamos que también

lo es para p = pg.

Tenemos
n—1 A ' ng2
in(k) = Z(_1)JC§072+J%7]-(1<: —po+1)+ Z cgi%uw.
=0

=0

Aplicando lo observado antes de la proposicién 5.1,
n—j
- OIS i) 0 z o
= m=1

siendo §(j) =1 si j es impar y 6(j) = 0 si j es par.

Si reordenamos la férmula, obtenemos

1
[ V)

in(k) = > (=1)™im(k —po)[ > CP ] +
m=1 §=0
Como consecuencia de las propiedades del triangulo de Tartaglia resulta

po—1+21 po—1+2j
(Cl+2j 02+2; )

M 9

<.
o

la igualdad

n 2
. m - —14n—m 27
in(k) = > (=1)Mim(k — po)CH T 4y OB,
m=1 j=0

que es el resultado buscado. [

Corolario 5.3. Si n es impar, k > 3, y p=k — 1, entonces
- k—2+2
k)=-1-Y Cyai™.
Sinespar, k> 3,y p=~k—1, entonces

k 1+2j
2+2] :

Estamos ya en condiciones de calcular la caracteristica de Fuler de los
n-productos simétricos de k-toros, X (F,,(kT)).

Proposicion 5.4. Las caracteristicas de Euler de los n-productos simétricos
de k-toros, X(F,(kT)), con k > 2, son

n—1
3 2k—3+2j . .
X(F,(kT)) = —1=32;20 Cioj si n es impar
" B an2 CQk—2+2j .
ijo 2425 S1 n es par

Si k =1, entonces X(F,(T)) = 0.
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Demostracién. Consideremos el sistema dindmico F’ : kT — kT

Caex-)

. A s
- {840

2k~

Figura III.15

El sistema dindmico cumple F’ ~ id en kT, con 2(k—1) érbitas periédicas,
todas ellas puntos fijos, hiperbdlicos, de tipo D(2,1/2).
Ocurre que X (Fy, (kT)) = A(F,(F')) = Iin (KT, F').

Consideremos el sistema dinamico G’ : Y/ — Y/

- ds
=

Figura II1.16
Veamos que
L (KT F') = I7 (Y}, G).

El indice de punto fijo de F,,(G’), en un entorno de un punto fijo del tipo
{dil Uu---u dir U do} S Fn(Yk,), es

ip,(vy) (Fn(G"), Un({diy U -+~ U d;, Udo})) =0

y esto para cualesquiera i1, ...,7, € {0,1,...,2(k —1)}.

Para demostrarlo basta construir una homotopia adecuada que traslade
todos los puntos F,,(G')(Z), con T € U, ({d;, U---Ud;, Udp}), a una constante
fuera de ese entorno. Esto se podra hacer gracias a la dindmica de G’ sobre
el lazo de Y} que tiene a dy como tnico punto fijo.
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En consecuencia,
I%(Yé, G') = > i, (v (Fa(G), Un({A})).
Ac{di,..do—1)}
Asimismo
LT F) = Y ip,an) (Fa(F), Un({BY)).
Bc{er,eom-1)}

Utilizando los argumentos expuestos en la proposicién 4.6, tenemos que
los sumandos de ambas igualdades coinciden, de modo que estda demostrada
la igualdad I (KT, F') = I[7 (Y, G").

k
Obsérvense los siguientes sistemas dindmicos

H Y, =Yy f: Xop1— Xop1

Figuras I11.17a y I11.17b
Resulta claro que G' ~ H' en Y, con lo que
X(F,(kT)) = I (Y, H') = in(2k — 1).
k

La ultima igualdad es consecuencia inmediata de aplicar la propiedad de
invariancia por homotopias y la propiedad conmutativa de nuestro indice.

Tendremos, si k > 2, que 2k—1 > 3, y entonces el resultado del enunciado
es inmediato.

En el caso en que k = 1, lo que tenemos es el sistema dindmico F’ : T — T

=

Figura III.18


cdsec
Imagen colocada

cdsec
Imagen colocada


125

con lo que

X(Fy(T)) = M(Fo(F")) = It (T, F') = 0. O

La siguiente proposicion permite hallar la caracteristica de Euler de los
n-productos simétricos de k-esferas, X (F},(S*)).

Proposicion 5.5. La caracteristica de Euler de los n-productos simétricos
de k-esferas, X (F,(S%)), es

X(Fn(52k+1)) -0
para todo n € N, mientras que

2 sin=1
XGM§%%:{3 sin>2

Demostracién. Consideremos los sistemas dindmicos J : S¥ — S¥

SK

¥
Figura II1.19

Tenemos dos puntos fijos hiperbdlicos, un repulsor p, y un atractor q.
Supongamos que n > 2. Como J ~ id en S*,

X (Fa(S%) = MFa(])) = LG (o}, DHIGE ({a}, ) Fig, 50y (Fa (), Un({p,a}))-
Como ¢ es un atractor,
X(Fa(S%) = I ({p}, J) + 14 T ({p}, ).
En caso de que n = 1, tendremos
X(F(SY) =I5 ({p}, J) + 1.
Supongamos que k es par y n > 2. Entonces X (F,(S¥))=14+1+1=3.

Esto se debe a que Ig,’;({p},J) = Ig,?’l({p},J) = 1. Para demostrarlo

basta observar que p es un punto fijo del tipo D(2,...,2). Utilizando el
teorema 3.17, ya tenemos el resultado.

Supongamos que k es par y n = 1. Entonces, por idéntica razon,
X(F(S*)=14+1=2.

Supongamos que k es impar y n > 2.
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Entonces, si n es impar, sabemos, por el teorema 3.17, que Igg({p}, J) =
—ly Ig,?’l({p}, J) =0, de modo que
X(F(S*)=—-1+1+0=0.
Si n es par, ocurre, por la misma razén, que
X(Fo(S¥)=0+1-1=0.
Supongamos que k es impar y n = 1. Entonces es claro que
X(F(S*)=-1+1=0.

Queda, por tanto, demostrado el resultado. [J
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CAPITULO IV

INDICE DE PUNTO FIJO DE ITERACIONES DE
HOMEOMORFISMOS LOCALES DEL PLANO

Resumen. Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen, con U
homeomorfo a una bola abierta, y sea K un conjunto compacto, invariante,
aislado y conexo. Introduciremos la nocién de filtracién fuerte. El calculo
del indice de punto fijo de cualquier iteracién de f en un entorno aislante
de K, ig2(f* U(K)), es relativamente sencillo para todo K que admita una
filtracion fuerte. La existencia de tales filtraciones para compactos de shape
trivial permite obtener de manera corta y elemental un resultado general del
que se desprende, como caso particular, un teorema de Le Calvez-Yoccoz, en
[72], que computa los indices en condiciones menos generales, con K = {p},
y f preservando la orientacién. Las técnicas que utilizaremos nos permitiran
calcular, después, el indice de punto fijo de toda iteracién de f en entorno
aislante de cualquier conjunto compacto, invariante, aislado y conexo.

IV.1. Introduccion

La discusion sobre la existencia de homeomorfismos minimales de R™ con
un unico punto omitido fue uno de los problemas propuestos por S.Ulam,
e incluido en el famoso Scottish Book, ([84], problema 115). Existen varias
respuestas parciales (ver por ejemplo [3], [5], [6], [84], [104]), pero el pro-
blema permanece abierto. Como consecuencia del teorema de traslacién
de Brouwer ([18], [43]) tenemos que no existen homeomorfismos minimales
f:R? — R?. Para el plano multiperforado el problema ha resultado ser mu-
cho més complicado. En [54], M. Handel probé la no existencia de homeo-
morfismos minimales de R?\ K, donde K es un conjunto finito con, al menos,
dos puntos, y mas recientemente Le Calvez y Yoccoz, en [72], han resuelto
completamente este problema. En [42], J. Franks dié6 una demostracién
alternativa, mas corta, usando técnicas del indice de Conley.

Le Calvez y Yoccoz probaron la no existencia de homeomorfismos mini-
males de R? \ K, para cualquier conjunto K finito, utilizando la teorfa del
indice de punto fijo. Dado un homeomorfismo local que preserva la orien-
tacién, f : U C R? — R?, ellos hacen un estudio local en un entorno de un
punto fijo p que es, localmente, un conjunto invariante maximal y que no es
ni repulsor ni atractor. Prueban que existen enteros ¢, > 1 tales que

. E N J 1=rq sikerZ
i (f ’p)_{ 1 si k ¢ 17
Aunque el indice de Conley facilita una demostracién muy breve de la

no existencia de homeomorfismos minimales de R? \ K, con K finito, sin
embargo no proporciona el profundo analisis local necesario para probar
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este teorema. No obstante, nosotros veremos que manipulando adecuada-
mente cierta clase de objetos, los pares filtrantes, las claves para los calculos
aparecen de manera natural y puede darse una demostracion elemental.

El principal objetivo de este capitulo es proporcionar una prueba alter-
nativa, mas breve y simple, del resultado enunciado, asi como una genera-
lizacién del mismo a conjuntos compactos, conexos, invariantes y aislados.
Nuestras técnicas estdan basadas en las ideas del indice de Conley, y pueden
ser aplicadas a homeomorfismos, definidos localmente, arbitrarios. Obtene-
mos, de este modo, un teorema general que nos permite calcular el indice
de punto fijo de cualquier iteracién de cualquier homeomorfismo local en un
punto fijo, no repulsor, que sea localmente un conjunto maximal invariante.
Introducimos un tipo especial de index pairs que llamaremos filtraciones
fuertes. Un hecho remarcable es que, una vez obtenido uno de tales index
pairs, el calculo del indice de punto fijo y los enteros ¢ y 7 es inmediato. Se
demuestra que estos enteros dependen del comportamiento de f en el con-
junto de salida de una filtracién fuerte dada (ver ejemplo 1). De modo més
general, el mismo argumento permite determinar el indice de punto fijo de
las iteraciones de homeomorfismos en entornos aislantes de conjuntos com-
pactos, invariantes y aislados, que admiten filtraciones fuertes. Finalmente,
con la ayuda de las técnicas utilizadas en la primera parte del estudio, ob-
tendremos que se calcula con facilidad el indice de punto fijo de cualquier
iteracién de un homeomorfismo definido localmente, en cualquier conjunto
compacto, invariante, aislado y conexo.

Existe una interesante literatura dedicada al estudio del indice de punto
fijo en un entorno de un punto fijo aislado (como punto fijo pero no nece-
sariamente como compacto invariante) y su relacién con la dindmica de la
funcién. En este sentido recomendamos los trabajos de Alonso y Campos
([2]), M.Brown ([19], [20], [21]), Dancer y Ortega, ([31]), Handel ([55]),
Hirsch ([56], [57]), Le Calvez (]71]), Pelikan y Slaminka ([105]), Shub y Sul-
livan ([117]) y Simon ([118]).

El capitulo se organiza del siguiente modo: en la Seccién IV.2 se prueba
el teorema principal. La Seccién IV.3 se dedica a demostrar la existencia de
filtraciones fuertes. Esta parte contiene también dos teoremas que prueban
la existencia de ciertos bloques aislantes y pares filtrantes peculiares, que
pueden ser aplicados a la teoria del indice de Conley. Por ultimo, la Seccién
IV.4 generaliza los resultados obtenidos en las dos secciones precedentes,
sirviéndose de las técnicas empleadas en ellas. Primeramente se estudian
algunas propiedades topoldgicas de los conjuntos compactos, invariantes,
aislados y conexos, y de ciertos entornos aislantes suyos. Demostraremos,
por ejemplo, que, dado f : U C R? — R?, un homeomorfismo sobre la
imagen, con U homeomorfo a una bola abierta, tendremos que cualquier
conjunto compacto, invariante, aislado y conexo K tendra el shape de un
poliedro finito.

Posteriormente se construyen pares filtrantes adecuados, que permitiran
extender al caso compacto conexo el teorema principal. Corolario de estos
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teoremas serd un interesante resultado sobre homeomorfismos minimales en
la esfera en el que se demuestra que si f : S? — S? es un homeomorfismo y
K es un conjunto compacto, propio e invariante con una cantidad finita de
componentes, entonces f : S?\ K — S§2\ K no es minimal.

IV.2. Resultados preliminares y teorema principal

Sea la aplicaciéon continua, definida localmente, f : U C X — X, con U
abierto de X. Dado un conjunto N C U, definimos el conjunto de salida de
N como

N~ ={xz € N tal que f(x) ¢ int(N)}.

Definicién 2.1. (Ver [44]). Sea K un conjunto compacto, invariante y
aislado, y sea (N, L), con L C N, un par compacto contenido en el interior
del dominio de f. El par (N, L) se denomina par filtrante para K si N y L
son las clausuras de sus interiores y

1) cl(N \ L) es un entorno aislante de K.

2) L es un entorno de N~ en N y

3) f(L)Ncl(N\ L) =0.

La préxima definicién estd basada en el concepto de par filtrante, y es
clave para poder efectuar un cédlculo inmediato del indice de punto fijo de
cualquier iteraciéon de un homeomorfismo, definido localmente, del plano.

Definicién 2.2. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen y sea K un conjunto compacto, invariante y aislado. Supongamos
que (N, L), con L C N, es un par compacto contenido en el interior de U.
El par (N, L) se llama filtracion fuerte para K si N y L son las clausuras de
sus interiores y

1) N y (N \ L) son homeomorfos a un disco y a S! respectivamente.

2) cl(N \ L) es un entorno aislante de K.

3) f(cl(N\ L)) C int(N).

4) Para toda componente L; de L, On(L;) es un arco, y existe un disco
topolégico B; tal que dn(L;) C B; C Li, BBNN~ #Qy f(Bi)Ncl(N\L) = 0.

El teorema que a continuacién enunciamos garantiza, en determinadas
circunstancias, la existencia de filtraciones fuertes. Ofreceremos la demostra-
cién en la seccién siguiente (tras el teorema 3.4).

Teorema 2.3. Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen,
con U abierto, y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo
y no repulsor, K = Inv(V, f), donde V C U es homeomorfo a una bola
abierta. Entonces existe una filtracién fuerte (IV, L) para K.

Sea f : U C R?2 — R? un homeomorfismo sobre la imagen y sea (N, L)
una filtracién fuerte para K, un conjunto compacto, invariante y aislado. L
es la unién de sus componentes L = Lq U -+ U Ly,.
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Tenemos que

flagvpy s d(N\ L) = N

y, para todo i, existe un j tal que f(On(L;)) C int(L;).

Consideremos el espacio cociente cl(N \ L)/ ~ que resulta de identificar
cada On(L;) a un punto g; (si i # j entonces g; # g;).

Consideremos la aplicaciéon proyeccion

m:c(N\L) = cl(N\L)/ ~

r:N —c(N\L)

retraccion en la que cada L; se retrae a dn(L;), conr(x) = xsiz € cl(N\L).
Definimos, ahora, f' =moro for !

frocd(N\L)Y/ ~\{q1,---sqm} — cl(N\ L)/ ~

Resulta que f’ es continua y, en un entorno suficientemente pequeno de
K, f' = f. Como f(0On(L;)) C int(L;), f' admite una tnica extensién
continua

flicd(N\ L)/ ~—c(N\L)/ ~
tal que f/(U’(q;)) = g; para un entorno U'(g;) de g;.

Tenemos f/({q1,---,qm}) C {q1,---,qm}. De hecho f'(¢q;) = gj si, y s6lo
si, f(@N(L,)) C int(Lj).
Es claro que

Fizgnpy~(f") CKU{q,...,qm}

y como cl(N \ L) es un entorno aislante de K,

Fizgann)~((F)F) CKU{q,....qm}-

Ejemplo 1. Presentamos, a continuacién, algunos homeomorfismos para
los que calculamos el indice de punto fijo y los enteros r y ¢ del teorema de
Le Calvez-Yoccoz y nuestro teorema principal. Daremos ejemplos para el
caso en que el homeomorfismo preserva la orientacién y para el caso en que
la invierte.

Sea N = {x € R? tal que ||z|| < 2'/2} y sea f : R — R? un homeomor-
fismo que genera el sistema dinamico discreto de la figura IV.1la. Conside-
remos un € > 0 suficientemente pequeno y L la unién de los e-entornos,
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en N, de (1,1),(-1,1),(=1,-1) y (1,—1) (ver figura IV.1Db).

)/\( ]
Figuras IV.1a y IV.1b

Sean g¢,5 : R?2 — R? una m/2-rotacién y una simetria con respecto a
{x — y = 0} respectivamente.

El punto 0 € N es un conjunto compacto, invariante, aislado y no repulsor,
y N es un entorno aislante de {0} para f, gof y sof. En todos los casos el par
(N, L) es una filtracién fuerte. Consideramos ¢; = m(dn(L;)) € cl(N\L)/ ~
para i € {1,2,3,4}.

Ocurre que

FZZ.CZ(N\L)/N((?)]C) = {07Q17QQ7Q37Q4}’

En este caso tenemos, ademds de {0}, cuatro érbitas periédicas de periodo
uno. Entonces r =1y g = 4. Por tanto, para todo k € N,

iR2 (fkao) = -3
; vk J 10,q1,92,¢3,q4} sik € 4N
Firagy~(@e 1 ={ ko

Aqui (g o f) tiene, ademds de {0}, una drbita periddica de periodo cuatro.
Entoncesr=4,q=1y

. -3 sike4dN
ZRQ((gof)kao)_{ 1 Slk‘§é4N

Por otro lado, s o f invierte la orientacion.

. 0,41, 42,93, si k € 2N
Fizgnpy~(((s o f))F) = { }O}Q1 oo 4] si k¢ 2N

(so f) tiene, ademds de {0}, ¢ = 1 6rbitas periédicas de periodo dos y
dos puntos fijos. Entonces, nuestro teorema principal garantiza que

. —3 sikes par
ig2((s0 f)F,0) = { —1 sikes ipmpar

Definicién 2.4. Sea 0(p1) = {p1,...,ps} C {q1,---,qm} una orbita
periddica de f’. Decimos que p;, p; € 0(p1) son adyacentes en §(py) si existe


cdsec
Imagen colocada


132

un arco 7 contenido en (N \ L)/ ~, que es un conjunto homeomorfo a S*,
de modo que v conecta a p; con p; y v N 6(p1) = {pi,p;}-

Lema 2.5. Sea 0(p1) = {p1,..-,ps} C {q1,...,qm} una drbita periédica
de periodo s de f’. Sip; y pj son adyacentes en 6(p; ), entonces sus imagenes
Pi+1 Y Pj+1 también son adyacentes.

Demostracion. Si f' fuese un homeomorfismo, la demostracién serfa sim-
ple. Desafortunadamente f’ nunca es inyectiva, de modo que la prueba sera
mas elaborada, aunque las ideas esenciales son las mismas.

Consideremos el arco de la definicién 2.4 que une p; con p;, y que deno-
taremos por p;p;. Diremos que p;p; hace adyacentes en 6(p1) a p; y p;.

Sea

LiLj = (m)~' (pip;) C O(N \ L).

L;L; es un arco, de extremos a € On(L;) y b € On(L;). Entonces
f(L;Lj) C int(N) es un arco.

Sean L1, Ljq tales que f(On(L;)) C int(Liz1)y f(On(Lj)) C int(Ljq1).
Como N™NB; # 0, se puede construir un arco 7; en B; que conecta el punto
aconad € N7, NN~ ={d} yvnNoy(L;) = {a}.

Resulta que f(v;) es un arco, f(7;) C Lit+1, uniendo el extremo f(a) con
ON), f(vi) MON) = {f(a)}, f(7) N f(On(Li)) = {f(a)}.

Denotamos K11 = f(7;). Consideramos un arco similar v; para Lj, y
llamamos K11 = f(v;).

Es claro que f(L;L;) U K;11 U Kji1 es un arco que descompone a N en
dos componentes.

Sea R la componente (cerrada) tal que RN K = () (no es necesario que
K sea conexo para poder afirmar esto). 9(R) es homeomorfo a S!, con
F(LiLj) UK;11 UKj CO(R) (ver figura IV.2).

P(é(u\u)
e )
L}*—l :(f(\(g)

N Ny

Figura IV.2
Consideremos el arco

A=0(N)N R C d(N).
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Definimos p;1pj41 = (m o r)(A), un arco en (N \ L)/ ~= S* que une

Pi+1 con pjy1.
Veremos que p; 11 y pj+1 son adyacentes (en 0(p1)) ya que

Pivipj1 N O(p1) = {Pisr1,Pj11}-
Supongamos que existe un py € 0(p1) N Pir1Pj+1, con P & {Piy1,Pj41}

Consideremos py_1 € 0(p1), tal que f/(px_1) = pr. Resulta evidente que
Pe—1 € Pip; ¥ f(On(Lg-1)) C int(Lg).

()" (Pe-1) = On(Li-1)

(1) (pk) = On(Ly) C (1) (Pigipj+1)-

Denotamos (7)1 (Pix1pj+1) = Lit1Lj41-

Ademds, f(On(Lg—1)) C int(R). En efecto, si x € On(Lg—1) es tal que
f(z) € L \int(R), existe un arco vy C Bj_1, v» con extremos x € Oy (Lg_1),
Y€ Bt NN", A NN" ={y} y v NOn(Lr—1) = {z}. Asi, f(y) € D(N).

Es claro que f(7¥) C L.

Como f(z) ¢ int(R) y f(y) € O(N)NLr C A C R, entonces existe un
z € 74 tal que f(2) € O(R). Pero f(v¥) sélo podré cortar a d(R) en f(L;L;)
ya que, por construccién, no lo puede hacer con K;11 y K;i1. Asi que
f(z) € f(L;L;), y 2 € L;L;. Consecuentemente z € inty(Lg_1) N L;Lj, lo
que nos lleva a una contradiccion.

Como K estd en la componente acotada de R2 \ f(9(N \ L)), ocurre que
J(TL;) = FO(N\ L) N R.

Por otro lado, f(On(Lg—1)) C int(R)N f(O(N\L)). Entonces tendriamos
que On(Ly_1) C m Obtenemos, de este modo, una contradiccion con el
hecho de que py_1 ¢ pip;. O

Lema 2.6. Utilizando la notacién del lema anterior, sean On(L;) #
On(Lj), tales que L;41 # Ljy1. Consideremos un arco L;L;. Si On(Ly) C
L;L;, entonces

ON(Lk+1) C Liy1Lja
donde Lyi1 € {L1,..., Ly} es tal que f(On(Lk)) C int(Lgi1).

Demostracion. Sabemos que es posible construir un arco v, en By que
conecta el punto ag, extremo del arco dy(Lg), con ' € N~ y tal que
v NN~ = {a’}. Entonces f(yx) C Li41 es un arco que conecta f(ay) €
int(Ly41) con O(N),

FOw) NON) ={f(a)} y flw) N f(On(Lr)) = {f(ar)}.

Dada la regién R como en el lema anterior, tenemos que

() NOn(R) = {f(ak)}-
Entonces

1) flw) € (NN R)U {f(ar)},
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o bien
2) f(w) C R.
Es claro que f(ag) € int(f(cl(N\ L)) UR).
Si se da 1), como f(a’) € 9(N), resulta que

) 0 (FOWINNL)N\A{f(ar)}) # 0.

Por la construccion de v esto es imposible.

Siseda?2), f(a') € Ly+1N(O(N)NR). Entonces f(a') € A (arco que deter-
minaba L 1Lj11). Asi, 7(f(a’)) € On(Lg+1) N Lit1Lj11. En consecuencia,
ON(Lg+1) C Lig1Ljy1. O

Proposicién 2.7. Sea f : U C R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen, con (NN, L) una filtracién fuerte para K, un conjunto compacto,
invariante y aislado. Entonces

a) Si f preserva la orientacién, todas las érbitas periddicas de f" en
{q1,...,qm} tienen el mismo periodo.

b) Si f invierte la orientacién, entonces f’ no tiene mas de dos puntos
fijos en {q1,...,qmn} v el periodo de sus puntos periédicos es menor o igual
que 2.

Demostracion. a) Fijemos una orientaciéon en (N \ L). Recuérdese que
f(O(N\ L)) circunda a K, preservando la orientacion.

Entonces, los arcos orientados L;L; y L;;1Lj1 tienen la misma orienta-
cién en O(N \ L). En consecuencia, p;11p;41 preserva la orientacion de p;p;
en (N \ L)/ ~.

Consideremos dos érbitas periédicas, distintas, de f’ en {q1,...,¢n} a las
que denotaremos por 0(p1) = {p1,...,p-} y 0(p)) = {p},-..,p.}.

10(p1)| =7y |0(p))] = s. Veamos que r = s.

Si pi € pipj, arco que hace adyacentes en 6(p1) a p; y pj, entonces
(r)~Y(p}) = On(L}) con L} € {Li,..., Ly} cumpliendo que dn(L}) C
LiLj = (m)~"(pipy)-

Debldo al 1dltimo lema, si f/(p}]) =
es tal que dn(Ly) C Liy1Ljy1 = (m)”
P € Dit1Dj+1-

Por otro lado, como P;p; es un arco que hace adyacentes en 6(p;) a sus
extremos, ocurre que, como se hacia en el lema 2.5 para definir p;11p;j11, se
pueden definir ahora los arcos p;{rpj+k, que hardn también adyacentes en
O(p1) a sus extremos, y esto para todo k.

Si PitiPj+i N PiqrPj+v # 0 con I # I’ menores que r, entonces

entonces (m)~1(ph) = On(Lb)

/
P2,
'(pi1pj+1). Tenemos, pues, que

PiriDj+i N PP+ C Apivi Upjyi}-

La otra posibilidad seria p;{;pj4; = PitiPj+r, pero entonces, al preser-
varse la orientacion, p;p; mantiene la orientacién de p;p;17, y la de piypj v
con lo que llegamos a la contradiccién de que p;1; = pitir ¥ Pj4+1 = Pj+1 con
LU <.
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Se obtiene p} € Pip;, Py € Dis1Pjt1s--- Py € Ditr—1Pj1r—1, de modo que
p; # py para todo I # I’ (< r). En consecuencia

s =10(py)| == 10(p1)]-
Por un argumento idéntico obtendremos r > s con lo que resulta r = s.

b) Veremos primero que el periodo de los puntos periédicos es menor o
igual que 2. Supongamos lo contrario, esto es, que existe 6(p1) con |0(p1)| =
r > 2. Sean p;, p; adyacentes en 0(p;). Consideremos el arco orientado
PiP; que no contiene ningin otro elemento de 6(p;). Tendremos que el
arco orientado p;r1pj+1 que hace adyacentes a p;1 y pj+1, tiene orientacién
opuesta a la de p;p;. Como r > 2, ocurre que

pip; N Pivipj+1 = 0.

Repitamos el argumento. Consideremos el arco orientado p;p,, que hace
adyacentes a p;j y pr, 7 pi en 6(p1), y construyamos p;1 1Pk, +1, Ul arco que
hace adyacentes en 8(p1) a pj+1 y Pk, +1, cambiando la orientacién de p;pg, .

Tendremos que

PPk N Pj+iPk+1 = 0.

Repitiendo el proceso se obtienen {ks,...,k,}, de manera que Dy Dk,
hace adyacentes en (p1) a px, _, v pr,. Ocurre que

Phy 1 Pky N Dy 1Pkt1 = 0,
con orientaciones opuestas, y tal que existe un arco pg, pk,+1 que hace ad-

yacentes en 0(p1) a pk, ¥ Pk,+1-
Tenemos, por un lado, a Dg,pr,.+1, un arco de extremos adyacentes en

0(p1) v, por otro, a f'(px,)f (pr,4+1), un arco de extremos adyacentes en
0(p1), de orientacién opuestas. Entonces

f Pk, 41) = Pr, -
Como f/(py,) = pr,+1 llegamos a contradiccién, al ser r > 2.

Sélo nos queda ver que f’ no tiene méas de dos puntos fijos en {q1, ..., gm}.

Supongamos que p;,p; € {q1,...,¢n} son dos puntos fijos de f. Con-
sideremos un arco p;p; en O(N \ L)/ ~ de extremos p;,p;. Entonces p;p; y
Di+1Pj+1 tienen orientaciones opuestas, de modo que

Pib; N PiriDj+1 = {Pi UDpj}-.

En consecuencia no existen mds puntos fijos. I

Teorema Principal 2.8. Sea f : U C R?> — R? un homeomorfismo
sobre la imagen y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo
y no repulsor, K = Inv(V, f), con V.C U homeomorfo a una bola abierta.
Escojamos una filtracién fuerte (N, L) para K. Pueden darse dos casos,

a) f preserva la orientacién. Entonces,
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. E [ 1—=rq sikerN
ZR2(‘}0"/)_{1 sik¢rN
siendo k € N, ¢ el niimero de érbitas periédicas de f en {q1,...,qm} y 7 el

periodo de todas ellas.
b) f invierte la orientacién. Entonces:

1) Si f’ no tiene puntos fijos en {qi,...,qn} ocurre
. k _J1 si k es impar
ZR2(f’V)_{ 1—2q sikespar
2) Si f’ tiene un tinico punto fijo en {q1,...,qn} ocurre
. k /0 si k es impar
2R2(f’v)_{ 1—(2¢+1) sikespar
3) Si f’ tiene dos puntos fijos en {qi,...,qn} ocurre
. k ) -1 si k es impar
2R2(f’v)_{ 1—(2¢+2) sikespar
siendo ¢ el nimero de érbitas de perfodo 2 de f” en {1, aqm}-
Demostracion. a) {qi,...,qm} se descompone en puntos eventualmente

periddicos y peridédicos. Por la proposicién 2.7 existen g > 1 érbitas perié-
dicas, todas ellas de periodo r > 1.
Por otro lado, usando el hecho de que ¢/(N \ L)/ ~ es un AR,

L= i\ py~ ()", d(N\ L)/ ~) =

= iaoy~(MEVY+ 0 Y ey~ (P )
gi€Fiz((f))
siendo V' un entorno aislante suficientemente pequeno de K.

Noétese que id(N\L)/N((F)k, V') =ig2(f*,V) vy, como (f')* es constante
en un pequeiio entorno de cada ¢; € Fiz((f')*), entonces Gel(N\L)/~ ((f)*, @) =
1 para todo ¢; € Fiz((f')*).

Resulta evidente, entonces, que

. ) — 1—7r sikerN
(V) =1— Y a7 @) = { Lk ¢ rN
@G E€Fiz((F)F)

b) Anélogo al caso a). O

Corolario 2.9. Supongamos que estamos en las condiciones del teorema
principal. Entonces

a) Si K = {p} y f preserva la orientacién, obtenemos el teorema de Le
Calvez-Yoccoz, enunciado en la introduccion, pero para k € N.

b) Si f invierte la orientacién y ig2(f, V) es par (impar), entonces ig2(f*, V)
es par (impar) para todo k € N.
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Observacién 2.10. Hacemos notar que el teorema principal estd enun-
ciado para iteraciones f*, con k € N, mientras que el teorema de Le Calvez-
Yoccoz se aplica para k € Z con f preservando la orientacién y K = {p} no
atractor ni repulsor. Nuestras técnicas de demostracion del teorema princi-
pal también seran vélidas con k < 0, preserve f o no la orientacién, siendo K
un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo, no atractor ni repulsor,
K = Inv(V, f), con V homeomorfo a una bola abierta, ya que se puede pro-
bar que tanto f como f~! admiten filtraciones fuertes en K con las mismas
propiedades. La demostracién de esto, aunque no dificil, es engorrosa y no
la haremos aqui.

Corolario 2.11. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen. Supongamos que existe una filtracién fuerte (N, L) para K =
Inv(cl(N \ L), f), no necesariamente conexo. Entonces ocurre que los ar-
gumentos utilizados nos sirven para demostrar que el teorema principal es
también cierto en este caso.

Observacién 2.12. Sea f : U C R? — R? una aplicacién continua.
Supongamos que existe una filtracién fuerte (N, L) para f en K = Inv(cl(N\
L), f) y que se cumplen las condiciones:

a) flaavyuUr, B;) es un homeomorfismo sobre la imagen,

b) f(O(N \ L)) genera un dominio de Jordan que contiene a K.

Entonces los argumentos utilizados sirven, palabra por palabra, para de-
mostrar el teorema principal en esta situacion.

M.Shub y D.Sullivan probaron, en [117], que, para aplicaciones C!, f :
U C R™ — R™ y un punto fijo aislado p € U, igm (f*,p) es funcién acotada
de k. El siguiente corolario es un resultado similar en nuestro contexto.

Corolario 2.13. Sea f : U ¢ R2 — R? un homeomorfismo local. Sea
p € U un punto fijo de f, no repulsor, tal que {p} es un conjunto invariante
y aislado. Entonces ig2(f*, p) es funcién acotada de k.

IV.3. Existencia de filtraciones fuertes

Definicion 3.1. Un conjunto compacto N es llamado bloque aislante si
f(NYNN N fYN) Cint(N).

En el libro de Easton [39] se encuentra una demostracién muy elegante de

la existencia de bloques aislantes para cada compacto invariante y aislado.

Observacién 3.2. Una definicién equivalente de bloque aislante es la
siguiente:
Para todo x € O(N) ocurre que f(z) ¢ N 6 f~1(z) ¢ N.

Demostracion. Supongamos que f(N)NNNf~YN) C int(N). Entonces,
dado = € O(N), debe ocurrir que f(z) ¢ N 6 f~'(z) ¢ N, ya que, en
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caso contrario tendrfamos que f(x), f~1(x) € N, con lo que llegamos a una
contradiccion.

Supongamos, ahora, que para todo z € d(N), o bien f(x) ¢ N,o f~1(z) ¢
N. Entonces, si no se diese f(N) NN N f~Y(N) C int(N), tendriamos que
existe un xg € f(N)NA(N) N f~1(N), lo que nos lleva a una contradiccién.
a

Teorema 3.3. Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen,
con U abierto, y sea K = Inv(V, f) un conjunto compacto, invariante,
aislado y conexo, con V' C U homeomorfo a una bola abierta (si K = {p} esto
siempre es posible). Entonces existe un bloque aislante, N, arbitrariamente
pequeno, tal que N es homeomorfo a un disco y K = Inv(N, f) C int(N).

Demostracion. Sea Uy una bola abierta tal que ¢l(Up) es una bola cerrada
con K = Inv(cl(Up), f) C Up.

Sea M una variedad compacta, M C cl(Uy), M bloque aislante de K =
Inv(M, f) Cint(M) (ver en teorema 3.7 de [44] la existencia de tal M).

M es un disco con una cantidad finita de agujeros {Di,...,D,}. De-
notamos por D(M) al disco que se obtiene de rellenar los agujeros de M,
D(M) = MU (L, D).

Estudiemos el comportamiento de f en {Dy,...,D,}. Existen tres casos
posibles:
A) Existe un Dy € {Dy,...,D,} tal que

f(Do) € M 6 f~H(Dy) C M.
B) Existe un Dy € {Dy,...,D,} tal que

f(Do) ¢ D(M) 6 f~H(Do) ¢ D(M).
C) Negacién de los dos anteriores, esto es, para todo D; tenemos

n

f(Dj) € D(M),  f(Dy) nint(|_] Dy) # 0.

i=1

n
FUD;) D), fHDy) nvint(| ) D) #0.
i=1
Para cada uno de los casos enunciados transformaremos M en una varie-
dad M; con, al menos, un agujero menos. Veamoslo.

Caso A). Sea Dg tal que f(Dg) € M (si f~'(Dy) C M, el argumento
es similar). Definimos, entonces, My = M U Dy C cl(Uy). Ocurre que M;
sigue siendo una variedad, con n — 1 agujeros, y tal que K = Inv(My, f) C

Demostremos que M; es un bloque aislante. Sabemos, debido a que f(Dy)
estd contenido en el bloque aislante M, que f~'(Dy) N M = (). Por otro
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lado, es claro que f~1(Dg) ¢ Do, ya que Dy C cl(Up), que es un entorno
aislante de K, de modo que f~1(Dg) N My = 0.

Sea x € 9(M,). Entonces x € (M) y, al ser M un bloque aislante, ocurre

1) fl) ¢ M 62) f~H(z) ¢ M.
Si se da 1), entonces f(z) ¢ M, ya que, de ser f(x) € M; \ M, entonces

f(x) € int(Dy). Esto es contradictorio con el hecho de que f~1(Dy) N M; =
0

Si se da 2), entonces f~!(x) ¢ My, ya que, de ser f~'(z) € My \ M,
entonces f~1(x) € int(Dy). Como f(Dg) C M, tenemos un absurdo ya que
r=f(f"Hx)) €int(M) y x € d(M).

En consecuencia, M; es un bloque aislante, y una variedad (bola) con un
agujero menos que M, tal que K = Inv(M, f) C int(My).

Caso B). Sea Dq tal que f(Dg) ¢ D(M) (si f~Y(Do) ¢ D(M) la de-
mostracién es andloga). Existe un D} € {Dl,.. , Dy} (probablemente
D{ # Dy) y un arco

v:I— f(M)\ D(M),
con ¥(0) = p1, (1) = g1, 7((0,1)) C int(f(M)), tal que

p1 € 0(f(Dp)) \ D(M)

@ € O(f(D(M))) \ D(M).

Consideraremos un entorno suficientemente pequeno, 7., de y(I), tal que
7e es homeomorfo a una bola cerrada y (1) C int s (ve) C f(M)\ D(M).

Tenemos que f~'(p1) € 9(Dp), f~Ha) € A(D(M)) , f~H(v((0,1))) €
int(M) y f~1(v(I)) es un arco en M que une el borde de D} con el borde
del disco D(M).

Sea Vo un entorno, abierto en M, de f~!(y(I)). Por ejemplo, Vo =
Bo(f~Y(~(I))) N M, con € > 0 tan pequefio como para que Vi sea con-
tractible, f~Y(y(I)) C Vo C f (), ¥

My =M\ V.
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sea una variedad conexa.

Figuras IV.3a y IV.3b

M es una bola con n — 1 agujeros porque D ha desaparecido. Resulta
claro que K = Inv(My, f) C int(M).
Veamos que M; es un bloque aislante. Sea x € 9(M;). Entonces puede
ocurrir 1) z € (M) 6 2) x € (V).
Si se da 1), entonces f(x) ¢ M 6 f~'(x) ¢ M, con lo que f(x) ¢ M; 6
L) ¢ M.
Si se da 2), entonces f(x) € v C f(M)\ M, luego f(x) ¢ M;.

Caso C). Sea ng € Z, de modo que |ng| € N es el menor natural tal que

f(DyU---UD,)Z D(M).

Es claro que ng existe al ser K = Inv(cl(Up)). Ademds, |ng| > 2.

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que ng es positivo. Sea Dy €
{D1,...,Dy,} tal que f™(Dy) ¢ D(M). Sea pn, = f™(po) € f™(int(Dy)),
con pp, ¢ D(M).

Sabemos que existen D, ..., D;, tales que
(1) f(D1) Nint(D;y) # 0, ..., f(Dn) Nint(D;,) # 0.

Definimos

Ao(M):DlLJ-"UDn

A(M) = Ag(M) UV,

siendo V; una variedad compacta, homeomorfa a f(Ag(M)). Podemos es-
coger Vi C int(f(Ao(M))), transversal a Ag(M), tan proximo a f(Ag(M))
como para que p; = f(pg) € int(V7) y, de modo que , en virtud de (1), la
variedad A;(M) tenga un nimero de componentes conexas menor o igual
que n. Entonces A; (M) es una cantidad finita de bolas (a lo sumo n), con
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una cantidad finita de agujeros cada una (A; (M) es una variedad compacta).

Figura IV.4

Sea D(A;(M)) el conjunto obtenido de tapar los agujeros de A;(M).
D(A;(M)) es una unién finita de discos que contiene a A;(M). Existen dos
situaciones posibles para K:

a) K C l(D(Ay (M) \ Ay (M)).

b) K ¢ cl(D(Ay(M))\ A (M)).

Si se da a), ocurre, al ser K conexo, que K C G, siendo G un agujero de
alguna componente conexa ,[A1(M)]x, de A;(M). Definimos

My =G\ | int(Dy).
=1

D4 (m))
(Mb boles)

Figura IV.5

Es claro que K = Inv(My, f) C int(My) ya que KNA; (M) = (). Ademds,
M es una variedad compacta (bola) con, a lo més, n—1 agujeros ([41(M)]|x
contiene al menos uno).

Veamos, ahora, que Mj es un bloque aislante. Sea = € 9(M;). Entonces
x € 0(A1(M))UI(Ag(M)). Por tanto x € 9(Aog(M)) 6 = € I(V1).

En el primer caso x € 9(D;) para algin i € {1,...,n}. Porello f(z) ¢ M
6 f~H(x) ¢ M. Como My C M, f(z) ¢ My 6 f~'(x) ¢ M.

En el segundo caso, al ser x € 9(V;), tenemos f~1(z) € int(Ag(M)).
Luego f~!(x) ¢ M.
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Asi, en el caso a), pasamos de M, una variedad con n agujeros, a Mj, que
es una variedad con, a lo més, n — 1 agujeros.

Sisedab), como KNA (M) = 0y K es conexo, entonces KND(A;(M)) =
(). Definimos

My = M\ int(D(A1(M))).

Tenemos que My C M, Ay(M) = U, D; = D(Ao(M)) C D(A,(M))
con K = Inv(Mj, f) Cint(M;). Ademas {po, f(po)} C D(A1(M)), que son
los agujeros de M;. Tenemos que M; es una bola con, a lo més, n agujeros.

Veamos que M; es un bloque aislante. Sea x € 9(M;). Entonces z €
(M) é6xed(A(M))\o(M).

En el primer caso tenemos que f(x) ¢ M 6 f~1(x) ¢ M. Como M; C M,
ocurre que f(x) ¢ My 6 f~(z) ¢ M;.

En el segundo caso x € 9(V1), luego f~1(z) € int(Ag(M)). En conse-
cuencia, f~1(x) & M.

Si ng = 2, M; estd en las condiciones del caso B), lo que nos permitird
reducir el numero de agujeros de la variedad. Si ng > 2, resulta evidente
que las componentes conexas de D(A1(M)) cumplen, en M, las condiciones
del caso C). Repetimos el argumento arriba expuesto y construimos

A1(My), D(Ai(My)) y Mo

con K = Inv(Ms, f) C int(Ms), siendo My una variedad compacta (bola
con agujeros) y un bloque aislante, y siendo D(A;(M;)) la familia de agu-
jeros de My, con n componentes conexas 0 menos.

Ademis, {po, f(po), f2(po)} € D(A1(M;)) y no — 1 es el menor natural
tal que f"~1(D(Ay(M))) ¢ My U D(A;(My)) = M U D(Ag(M)).

Por induccién obtenemos A (My,,—2), D(A1(Mpy—2)) y My,—1, una varie-
dad compacta (bola con agujeros), bloque aislante, con K = Inv(M,,_1, f) C
int(Mp,—1), siendo D(A;(My,—2)) la familia de agujeros de My,_1, con
n componentes conexas o menos. Ademds {po, f(po),-.., ™ 1(po)} C
D(A1(Mng-2))-

Como pn, = f(f* 1 (po)) € MUD(Ao(M)), y Mng—1UD(Ay(Mny—2)) =
M U D(Ap(M)), entonces

pno ¢ Mnofl ) D(Al(MnO*2))'

Estamos, por tanto, en las condiciones del caso B) y la demostracién
acaba aqui. [

Teorema 3.4. Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen,
con U C R? abierto, y sea K = Inv(V, f) un conjunto compacto, invariante,
aislado, conexo y no repulsor, siendo V' C U homeomorfo a una bola abierta.
Entonces, existe un par filtrante (N, L) para K, N bloque aislante, con N
v las componentes de L discos topolégicos.

Demostracion. Sea N el bloque aislante construido en el teorema anterior.
Siguiendo la demostraciéon del teorema 3.7 en [44], tendremos que existe
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L=LU---UL, de modo que (N, L) es un par filtrante para K, y L es
una variedad de dimensién 2. Entonces L es la unién finita de n bolas, cada
una con una cantidad finita de agujeros.

Dado G, un agujero de L;, veamos que K NG = (). Supondremos lo
contrario. Sea Gy el menor de todos los agujeros que contienen a K (tén-
gase en cuenta que estos agujeros son encajados). Entonces, como f(L) N
cl(N\ L) =0, tendremos f(9(Go)) Ncl(N \ L) =0. Como K es invariante
y no repulsor, llegamos a contradiccién de manera inmediata.

Consideremos el par (N, D(L)), donde D(L) es el conjunto que se obtiene
de rellenar los agujeros de L. Resulta L C D(L), que es una unién finita de
discos. Veamos que (N, D(L)) es el par filtrante buscado en el enunciado
del teorema.

1) cl(N \ D(L)) es entorno aislante de K.

Evidente ya que acabamos de demostrar que K C N \ D(L).

2) f(cl(N\ D(L))) C int(N).

Como ¢l(N \ D(L)) C cl(N \ L), entonces, aplicando f, el resultado es
obvio.

3) f(D(L)) N CZ(N \ D(L)) = 0.

Sean {D(Ly),...,D(Ly)} las bolas obtenidas al tapar los agujeros de los
L;. Tenemos D(L ) Ui, D(Ly).

cd(N\ D(L)) Cel(N\ L), por 10 que f( )yNec(N\ D(L)) = 0.

Denotamos a cl(D(L;) \ L;) = -U Dp ;) unién finita de bolas (los
agujeros de L;).
Entonces,
p(n)
f(D(L)) N el(N\ D(L UDl U S D) neN\ D(L))
j=1

8(D;) C On(L), asi que, por las propiedades del par filtrante,

f(O(D})) Cint(L) C int(D(L)),

de modo que f(D}) C int(D(L)). En consecuencia, f(D7)Ncl(N\D(L))
y J(D(L)) N el(N\ D(L)) = 0. O

Observacién 3.5. Cualquier par filtrante (N, L), en las condiciones del
enunciado del teorema anterior, puede suponerse de modo tal que

N*ﬂLﬁé@

0

para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Siexisten Ly, , ..., L;. € {Ly,...,L,} tales que LiNnN~ =
() para j € {1,...,r}, entonces basta considerar el par

T
! /
N =NylL :L\ULZ-].
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y tendremos que (N’, L) es un par filtrante para K.

1) cl(N"\ L) es un entorno aislante de K.

Evidente, ya que K C c/(N\ L) C l(N'\L') C V.

2) f(cl(N"\ L)) C int(N').

Ocurre que cl(N"\ L) = cl(N \ L) U (Uj=; Li;). Ademds f(cI(N\ L)) C
int(N)y f(Li;) C int(N) para todo j € {1,...,7}. En consecuencia, tene-
mos que f(cl(N'\ L)) C int(N’).

3) fF(L)Nc(N'\ L) =10.

Sea Loy € L'. Sabemos f(Lg) Necl(N \ L) = 0.

Debemos ver que f(Lo) N ;- Li; = 0. Supongamos lo contrario. En-
tonces existe Ly € {Lj,,...,L;.} tal que f(Lo) N Ly # 0. Como Ly € L',
entonces f(Lg) ¢ int(Ly), esto es, f(Lo) NO(L1) # 0y f(Lo) NO(N) # 0.

Alser f(Lo)Nel(N\ L) = 0 podemos decir que f(Ly)NI(L1)NI(N) # 0.

Como N es un bloque aislante,

J(f(Lo) NO(L1) NO(N)) C N,
pero sabemos que f(L1) C int(N), con lo que
J(f(Lo) NO(L1) NO(N)) C int(N),

lo cual nos lleva a una contradicciéon. [

Noétese que el par filtrante que se construye en el teorema 3.4 puede
cumplir, sin necesidad de ninguna modificacién, la condicién de la anterior
observacion (ver teorema 3.7 de [44]).

Observacién 3.6. Cualquier par filtrante en las condiciones de la obser-
vacién 3.5 cumple que L; ¢ int(N) para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. De existir un Lo C int(N), entonces f(9(Lg)) C int(N),
luego f(Lg) C int(N), algo imposible, ya que, como Lo NN~ # 0, f(Ly N
N-) ¢ int(N). O

Demostracién de teorema 2.3. Sea f: U C R> — R? un homeomor-
fismo sobre la imagen, y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado,
conexo y no repulsor, K = Inv(V, f), siendo V' C U homeomorfo a una bola
abierta. Escogemos un par filtrante para K, (N, L), como en el teorema 3.4.
El disco NV es un bloque aislante, y L = L1 U---U L,, es una unién disjunta
de discos. Podemos suponer, por la observacién 3.5, que L; N N~ # () para
todo ¢ € {1,...,n}. Dividimos a {L1,...,L,} en dos clases:

1) Los L; tales que N \ L; no es conexo. De estos L; diremos que son
transversales con respecto a N.

2) Los L; tales que N \ L; es conexo.

Denotamos por {L1, ..., Ly} ala familia de las componentes transversales
de L que se pueden conectar con K por algin camino en N que no corta
a ninguna otra componente transversal de L, y llamamos {Lp41,...,Lm} a
la familia de las componentes no transversales de L que se conectan con K
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por algiin camino en N que no corta a ninguna componente transversal de
L.
Para cada i € {1,...,p} definimos
Li=N\cc(N\L;,K)

donde c.c.(N '\ L;, K) es la componente conexa de N \ L; que contiene a K.
Consideramos el par (N, L) con

S
3

(2 - - = e e
Ly by €L, Lyf L=T5ulvLv
LS/L‘ ,L?, L—i ¢1L4,,,.,LM;

Figuras IV.6a y IV.6b

Veamos que (N, L) es una filtracién fuerte para K.

Tenemos que L C N es un par de compactos tal que N y L son las
clausuras de sus interiores.

Resulta evidente que L; N (N) es un arco para todo i € {1,...,p}.
Asimismo, gracias a lo expuesto en la observacién 3.6, se demuestra que
L; NO(N) es también un arco para todo i € {p+1,...,m}. Entonces,

1) N es homeomorfo a un disco y, por lo dicho arriba, (N \ L) es homeo-
morfo a S1.

2) cl(N \ L) es un entorno aislante de K.

Resulta evidente, ya que, por la construccién de L, tenemos que cl(N \
L) Ccl(N\ L) es un entorno de K.

3) f(cl(N\ L)) Cint(N).

Obvio ya que cl(N \ L) C cl(N \ L).

4) Para toda componente L; de L, Ox(L;) es un arco, y existe un disco
topolégico B; tal que On(L;) C B; C L, BNN~ # 0y f(B;)Ncl(N\L) = 0.

Resulta, debido a que L; N 9(N) es un arco, que dn(L;) es también un
arco. Sea B; = Ly € {L1,...,Ln} tal que Ly C Ly y On(Li) C On (Lys)-
Como Lk,‘(z) NN~ #0,y f(Lk;(z)) Necl(N '\ Z) C f(Lk(z)) Nc(N\L) = 0, el
resultado queda demostrado. [J
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IV.4. Generalizaciéon del teorema principal

Como consecuencia de los resultados obtenidos en los puntos anteriores,
asi como de las técnicas utilizadas para demostrarlos, estamos en situacién
de obtener conclusiones mas generales.

Sea f: U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen, con U homeo-
morfo a una bola abierta, y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado
y conexo. Dado k € N, interesa calcular

iR? (fkv U(K))

Para comenzar este estudio escogeremos un entorno aislante N de K
con propiedades topoldgicas que faciliten su posterior manipulacién y que
expliciten, en la medida de lo posible, la dindmica de f en las inmediaciones
de K.

Sea N un bloque aislante de K, N variedad compacta, conexa (la cons-
truccién de un tal N aparece en el teorema 3.7 de [44]) y con una canti-
dad minima de agujeros {D1,..., D,}, entendiendo por agujero a una bola
cerrada.

Denotamos por D(N) al disco obtenido de rellenar los agujeros de N,
D(N) = NU (U, D;). Dado z € D(N), denotamos por 77 a cualquier
arco, contenido en D(N), de extremos 72(0) = = y 72(1) = y € 9(D(N)).

Definimos

C(K)=KUI(K)
donde
I(K)={z € D(N)\ K : 72N K # () para todo 7°}.

Ocurre que I(K) es un conjunto abierto en R? y C(K) es un conjunto
compacto y conexo.

Figura IV.7

Observacién 4.1. f(C(K)) = C(K).

Demostracion. Sea I(K )y una componente conexa de I(K). I(K)y es un
abierto de R?.
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Resulta evidente que 9(I(K)p) C K. Tenemos, ademas, que O(f(I(K)o))
— FOUI(K))) C K.

Asi, el conjunto I(K); = f(I(K)p) es una componente conexa de I(K).

De modo que f, al igual que f~!, transforma componentes conexas de
I(K) en componentes conexas de I(K) de manera homeomorfa. En conse-

cuencia, f(C(K)) = C(K). O

Lema 4.2. Sea I(K)p una componente conexa de I(K). Ocurre que
I(K)o contiene, al menos, un agujero D° € {Dy,...,D,}.

Una consecuencia interesante de este resultado serd que, dada f : U C
R? — R?, un homeomorfismo sobre la imagen, con U homeomorfo a una
bola abierta, se tiene que cualquier conjunto compacto, invariante, aislado
y conexo K tendra el shape de un poliedro finito.

Demostracién. Veamos que, si no existe un D° C I(K)g, entonces el
conjunto f(I(K)y) = I(K); tampoco tiene agujeros.

En efecto, si existiese un agujero D' C I(K)i, entonces f(d(D')) C
int(D?) C I(K)a, con D? un agujero de I(K)s. Esto es consecuencia in-
mediata de que N es un bloque aislante.

Por otro lado, f~1(9(D?)) C N, ya que, en caso contrario, existe algin
punto € I(K); tal que z € f~49(D?)) N A(N). Pero entonces, como
f~Yx) € I(K)o C N, resulta que N no es un bloque aislante, lo cual es una
contradiccion.

Al ser f~1(0(D?)) C N, entonces f(9(D?)) C int(D?) C I(K)3. De este
modo, las imédgenes por f de I(K)q tienen, todas, agujeros. Al haber una
cantidad finita de agujeros, existe un ng tal que f™(I(K)y) = I(K)o, que
deberia tener agujeros. Obtenemos asi una contradiccion.

En consecuencia, si I(K)g no tiene agujeros, tampoco los tiene ninguna
de sus imdgenes por f (o preiméagenes por f~1).

Asi que, denotando I(K), = f™"(I(K)y), se tiene que KUcl({J,,cz I (K)n),
que es distinto de K, es un conjunto compacto, invariante y aislado con res-
pecto a f, contenido en N. Pero esto se contradice con el hecho de que
Inv(N, f) =K.

Por lo tanto, I(K)g siempre tendra algiin agujero D°.

Consecuencia inmediata de esto ultimo es que I(K) tiene una cantidad
finita de componentes que se descomponen como unién finita de ciclos de
longitud finita.

Asi, por el teorema 9.1 de [11], dada f : U € R? — R?, un homeomorfismo
sobre la imagen, con U homeomorfo a una bola abierta, se tiene que cualquier
conjunto compacto, invariante, aislado y conexo K tendra el shape de un
poliedro finito. U

Observacién 4.3. Sea DY un agujero de I(K)g. No se daré ninguna de
las situaciones siguientes:

1) f(D°) c N 6 f~D") C N.

2) f(D°) ¢ D(N) 6 f~1(D°) ¢ D(N).
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En consecuencia, la tinica posibilidad sera
P

f(D%) € D(N),  f(D°) nvint(| ) D) # 0

=1

f7UDY) c D(N),  fHD%)N mt(LpJ D;) # 0.

i=1

Demostracidn. Resulta evidente que 2) no se dard, ya que D° C C(K) =
f(C(K)).

Veamos que 1) no se da. Si f(D%) C N (el caso en que f~1(D%) C N se
hard de manera andloga), entonces f~1(D%) C int(D™!) C I(K)_;. Esto se
debe a que N es un bloque aislante.

Ademis, debido a que f(DY) C N, es evidente que f~1(D%) ¢ int(DO).
De modo que D1 # DO,

Definimos N7 = N U D°, que es una variedad compacta, conexa, con un
agujero menos que N, y con Inv(Ny, f) = Inv(N, f) = K.

Veamos que Nj es un bloque aislante. En efecto, dado = € 9(Ny), ocurre
que z € (N). Como N es un bloque aislante, entonces f(z) ¢ N 6 f~1(x) ¢
N.

En el primer caso f(z) ¢ N1 ya que, de no ser asi, f(z) € Ny \ N =
int(D°). Entonces z € int(D~1) # int(D), con lo que tendriamos el ab-
surdo de que = ¢ Nj.

En el segundo caso f~1(x) ¢ N1 ya que, de no ser asf, f~(z) € N;\ N =
int(D®). Como f(D°) C N, entonces x = f(f~1(z)) € int(N), lo cual nos
lleva a una contradiccién.

Tenemos, entonces, que N; es un bloque aislante.

Consecuencia de todo lo dicho es que la variedad compacta y conexa N7 es
un bloque aislante de K con un agujero menos que N (que tenia la cantidad
minima de agujeros posibles). Esto es una contradiccién. Queda, por tanto,
demostrado que la situacién 1) tampoco se puede dar. O

Observacioén 4.4. | J!_, D, C C(K).

Demostracion. Supongamos que no es asi. Resulta que N U C(K) es
un entorno aislante del conjunto compacto, invariante y aislado C'(K). Sea
B(C(K)) un disco, con C(K) C int(B(C(K))), B(C(K)) C NUC(K), tal
que B(C(K)) no se corta con los D; que no estdn en C'(K).

Claramente B(C(K)) es un entorno aislante del conjunto compacto y
conexo C'(K). Entonces, por el teorema 3.3, existe un bloque aislante de
C(K), M, que es una variedad sin agujeros, con M C B(C(K)).

Resulta evidente que M \ |J D; serd un bloque aislante de K, y M \ |J D;
tiene menos agujeros que N, lo cual es absurdo. [

Lema 4.5. I(K)g tiene un tinico agujero D°.
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Demostracién. Supongamos que existen D%! # D%2 c [(K)y agujeros
distintos. Sea By un disco topolégico, con D% U D%2 c B, C I(K)p.
Consideremos un recubrimiento finito del compacto By, en I(K)g, formado
por bolas cerradas {B(z)}zer, siendo F un subconjunto finito de By, de
modo que para toda B(z) existe algin n € Z tal que f"(B(z)) C int(J D;).

Consideremos el conjunto
F ={zeF:In<0con f"(B(x)) C mt(U D;)}.
Dado = € 7, denotaremos
n~ (x) = Max{n <0: f"(B(z)) C mt(U D;)}.
Sea
no = Max{|n" (z)| :x € F~ }.

Construiremos, a continuacién, un bloque aislante de K, de caracteristicas
andlogas a las de N (una bola con una cantidad finita de agujeros), con los
mismos o menos agujeros, al que llamaremos N,,, y que cumplird que el
conjunto J, - B(z) estd contenido en los agujeros de Ny,.

Reproduciendo la construcciéon hecha en el teorema 3.3, definimos

A(](N):Dlu--'UDp

A(N) = Ag(N)u W,

con V) una variedad compacta, homeomorfa a f(Ag(NN)), y contenida en
int(f(Ap(N))). Asimismo, V; debe ser transversal a Ap(NN), tan préximo a
f(Ap(NN)) como para que

U fI79B(z)) C int(Vy) y esto para todo ¢ € {1,...,n0}
{zeF~m~(x)=—q}

y tal que A;(N) tenga un nimero de componentes conexas menor o igual
que el de Ap(N) (ver observacién 4.3). Se observa que A (V) es una familia
finita de bolas con una cantidad finita de agujeros cada una (A; (V) es una
variedad compacta).

Definimos D(A;(N)) como el conjunto que resulta de rellenar los agujeros
de A1(N). Se tiene que A;(N) C D(Ai1(N)), que es una unién finita de
bolas. Es claro que K N D(A;(N)) = (. Definimos

Ni = N\ int(D(4,(N))).

Ocurre que K C int(N1) C Ny Ag(N) = D(Ao(N)) € D(A1(N)), que
es la familia de agujeros de V.

Resulta sencillo ver que N7 es un bloque aislante de K y una variedad
compacta, conexa y con los mismos o menos agujeros que N. Es claro que
Ny y sus agujeros, D(A;1(N)), estan en las condiciones de la observacién 4.3.

Dado x € 7, definimos
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ny (x) = Max{n <0: f"(B(z)) C int(D(A1(N)))}.
Es claro, por la construcciéon de Vi, que
ny (z) >n"(z) sin (z) <O0.

Naturalmente, si n™(x) = 0, entonces nj (z) = 0.
Se tiene que

F- ={zeF :n (x) € {-ng,...,0}} =

={zxeF nj(x)e{-no+1,...,0}}
Repitiendo la construccién anterior ng veces, obtenemos

D(A1(N)) C D(A1(N1)) C -+ C D(A1(Npg—2)) € D(A1(Npg—-1))

Npy C Npg—1 C---C Ny CN,

siendo todos los D(A1(NV;)) uniones finitas de discos. Si D(A;1(N;)) C
D(A{(Nj)), entonces cada componente conexa de D(A;(N;)) contiene, al
menos, una componente conexa de D(A;(N;)).

Ademas, tendremos que Ny, es una variedad compacta, conexa y bloque
aislante de K. El conjunto D(A;(Np,—1)) es la familia de agujeros de Ny,
(la misma cantidad o menos que en Np,_1).

Si z € F~, denotamos por

Mo () = Maz{n <0: f"(B(z)) C int(D(A1(Nny-1)))}-
Naturalmente

Mo () > () sing, () <O0.

Es evidente que si n,

Tendremos

(z) = 0, entonces n,, (r) = 0.

F ={zeF :n (x) € {-ng,...,0}} =
={zeF :nj(z)e{-no+1,...,0}} =

=--={zcF :n,(z)=0}
De manera que la variedad N, cumple que
U B@) Cint(D(A1(Ny-1))),
{zeF—}

esto es, el conjunto | Jy,c -y B(z) estd contenido en los agujeros de Np,, que
es una variedad compacta, conexa y bloque aislante de K, con los mismos
0 menos agujeros que N.
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Interesa sumergir todo By, y no sélo una parte, como tenemos ahora, en
los agujeros de una variedad del tipo de Ny,.
Sea

Ft={z € F:3In>0con f"(B(z)) C mt(U D;)}.
Dado z € FT, definimos
nt(z) = Min{n > 0: f*(B(x)) C int(| | Di)}.
Denotamos njy = Maz{n™(z):z € F}.

Consideremos la variedad N,,, con agujeros D(A;(Np,—1)), que también
denotamos como Ag(N,,).

Repetiremos el argumento desarrollado en F~, pero ahora con F .

Dado z € FT, definimos

nt (z) = Min{n > 0: f"(B(x)) C int(D(A1(Np,-1)))}.

no
Resulta evidente que para todo « € F* se tiene ny > n*(x) > n/f (z) > 0.
Construimos
D(Al(Nno))a Nn0+1 - Nno
del siguiente modo
Al(NnO) - AO(NNO) uh

siendo V; una variedad compacta, homeomorfa a f~!(Ag(Ny,)) y contenida
en int(f~1(Ag(Nyp,))). Ademds, V; debe ser transversal a Ag(N,,), y tan
préximo a f~1(Ag(N,,)) como para que

U fTY(B(x)) C int(V) y esto para todo q € {1,...,n{}.
{me*:nﬁO (z)=q}

En virtud de lo visto en la observacién 4.3, construimos A; (N,,) de modo
que tenga un numero de componentes conexas menor o igual que el de
Ao(Npy). A1(Np,) serd una familia finita de bolas, con una cantidad finita
de agujeros cada una (A;(N,,) es una variedad compacta).

Definimos D(A;1(Np,)) como el conjunto que resulta de rellenar los agu-
jeros de Aj(Ny,). Se tiene Aj(Nyp,) C D(A1(Np,)), que es una unién finita
de discos, y K N D(A1(Ny,)) = 0. Definimos

Nngt1 = Npy \ int(D(A1(Nn,)))-

Sucede que Np,4+1 es una variedad compacta, conexa y bloque aislante
de K. Asimismo, se cumple que D(A;(Ny,—1)) C D(A1(Ny,)), que son los
agujeros de Ny +1 (la misma cantidad o menos que en N,).

Dado = € FT, existe un

nt (@) = Min{n > 0: f*(B(2)) C int(D(A1(Nay)))}.
Se tiene, por la construccion de Vi, que

n:0+1($) < ni () sint (z) > 0.
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Es evidente que si n;} (x) = 0, entonces n,to+1(x) =0.
Repitiendo el proceso ny, veces, se construyen

D(A1(Nyp)) € -+ € D(A1(Npy 1 1)):

Nno+n6 C Nn0+n6,1 C---CNpy CN

siendo todos los D(A;(JV;)) uniones finitas de discos. Si D(A;(N;)) C
D(A{(Nj)), entonces cada componente conexa de D(A;(N;)) contiene, al
menos, una componente conexa de D(A;(N;)).

Ademas, Nn0+n6 es una variedad compacta, conexa y bloque aislante de
K. El conjunto D(A;(Nyginy-1)) es la familia de agujeros de Ny,ipy (la
misma cantidad o menos que en Nn0+n6,1).

Tendremos
Ft={zeFt:nT(z)€{0,....,n}}} ={x e F" :nj{o(az) €{0,...,n0}} =
e F il (@) € {0 =1} = = {o € FFind (@) = 0.

De manera que la variedad Nn0+n6 cumple que

U B) € int(D(A1 (N 1))
{zeF+}

Ademas, D(Al(Nno—l)) C D(Al(NnOJrn&,l)), y

U B) Cint(D(A1(Nny-1))),
{zeF—}

con lo que tendremos

U Bl#) € int{(D(A Ny 1))
{zeF}

Como

p»'up®?cByc |J B),
{zeF}

resulta que By, que contiene a D% y D%2  estd contenido en uno de los agu-
jeros de Nn0+n6, con lo que el nimero de agujeros de Nn0+n6 es estrictamente
menor que el de N (cada agujero de Nno+n6 contiene, por construccion, al-
guno de N). O

Proposicién 4.6. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre
la imagen, con U homeomorfo a una bola abierta, y sea K un conjunto
compacto, invariante, aislado y conexo. Entonces existe un par de compactos
(N, L), donde N es una variedad de dimensién 2, compacta, conexa, bloque
aislante de K y con una cantidad finita, minima, de agujeros {D1, ..., Dy},
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yvL=1LiU---UL, C N es una unién finita de variedades compactas,
conexas, de dimensién 2 con, a lo mds, un agujero. Este par (N, L) cumple

1) On(L;) es un arco con dn(L;) N O(N) = {a;,b;} dos puntos, o In(L;)
es una curva de Jordan.

2) cl(N \ L) es un entorno aislante de K.

3) f(cl(N\ L)) Cint(N).

4) Para todo L; existe un conjunto B;, disco con, a lo mds, un agujero,
tal que 8N(L,) CB;CL;, B NN~ # 0 y f(BZ) N CZ(N \ L) = 0.

Demostracion. Sea N1 un bloque aislante de K, Ny variedad compacta,
conexa y con una cantidad minima de agujeros {D1, ..., D,}. Consideremos
un entorno abierto V' de Nj, donde cl(V) es un pequeno engorde de Ny,
difeomorfo a N y entorno aislante de K. Resulta elemental construir una
funcién diferenciable ¢ : cl(V) — R que se anule exactamente sobre Ny, y
de modo que ¢~1([0,d]) sea difeomorfo a Ny para todo § > 0.

Entonces, apelando a la construccién hecha en el teorema 3.7 de [44],
se obtiene un par (N,J) donde N es un bloque aislante de K y variedad
compacta, con una cantidad minima de agujeros, que también denotaremos
por {D1,...,Dp}, mientras que J = J; U--- U J, es una unién finita de
variedades compactas, conexas, de dimensién 2, y de modo que el par (N, J)
es un par filtrante para K, con J subvariedad de N, y J; N N~ # () para
todoi € {1,...,n}.

Si a J le anadimos el conjunto de agujeros suyos tales que no se salen de
N ni tocan a K, obtenemos una variedad compacta que denotaremos por
D(J).

Consideremos el par (N, D(J)). Veamos que es un par filtrante para K.

Como K C cl(N \ D(J)), resulta obvio que cl(N \ D(J)) es un entorno
aislante de K.

Dado que cl(N \ D(J)) C cl(N \ J), entonces f(cl(N \ D(J))) C int(N).

Falta ver que f(D(J))Ncl(N\D(J)) = 0. En efecto, como cl(N\D(J)) C
c(N\ J), ocurre que f(J)Ncl(N\D(J)) C f(J)Nnec(N\J)=0.

Cada D(J;), definido igual que D(J), tiene, a lo més, un agujero, ya que
tinicamente pueden darse estas tres situaciones:

a) J; C I(K)p, una componente conexa de I(K). En este caso D(J;)
tiene, como mucho, un agujero. De existir, dicho agujero contendra a Dy, el
agujero de N contenido en I(K)jy.

b) J; posee un agujero que contiene a K. En esta situacién D(J;) tiene
uno y sélo un agujero (el que contiene a K).



154
c¢) Negacién de a) y b), en cuyo caso D(J;) no tiene agujeros.

D2

Figuras IV.8a, IV.8b y IV.8c

Por otro lado, podemos suponer que existe un n; < n tal que D(J) =
D(Jy)U--- U D(Jy,), bolas con, a lo mas, un agujero, disjuntas (aunque
puedan estar encajadas).

c(D(J)\ J;) =Diu---uU D;(i) es una union finita de bolas (agujeros de
J; contenidos en N y que no se cortan con K).

Entonces
p(1) p(n1)
JD) NN\ D) = (F( DY u---Uf(|J D) nel(N\ D).
j=1 j=1

Ocurre que 9(D7) C On(J), luego f(O(D})) C int(J) C int(D(J)).

Por tanto f(D}) C int(D(J)), ya que, de no ser asi, f(D7) contiene algtin
agujero Dg. Pero sabemos que

fH (Do) nint(| D) # 0,
que se contradice con el hecho de que f~'(Dg) C int(D}) C N.

Como f(D7) C int(D(J)), resulta que 3), de la definicién de par filtrante,
estd demostrado.

Definimos, a continuacién,
L;=N\cc(N\D(J),K)

donde c.c.(N \ D(J;), K) recordamos que es la componente conexa de N \
D(J;) que contiene a K.

Sea, entonces,

L:GM:OL
=1 =1

con m < ny, de modo tal que |J;~, L; es una unién disjunta de discos con,
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a lo més, un agujero.

Figura IV.9

Entonces el par (N, L) estd en las condiciones del enunciado de la propo-
sicién. Veamoslo.

Resulta que N es un bloque aislante de K, variedad compacta, conexa,
de dimensién 2 y con una cantidad minima de agujeros. Asimismo, L es una
subvariedad compacta de N, y una unién finita de variedades compactas y
conexas con, a lo méas, un agujero. Adema4s

1) On(L;) es un arco donde dn(L;) N O(N) son dos puntos, o On(L;) es
una curva de Jordan.

Serd una curva de Jordan si D(J;) tiene un agujero, y un arco en otro
caso.

2) ¢l(N \ L) es un entorno aislante de K.

Evidente por la construccién de L.

3) f(cl(N\ L)) Cint(N).

Inmediato ya que cl(N \ L) C cl(N \ D(J)).

4) Para todo L; existe un B; = D(J;) disco con, a lo més, un agujero, tal
que On(L;) CB; C Ly, BNN~#0y f(B;)Nc(N\L)=0. 0O

Sea f: U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen, con U homeo-
morfo a una bola abierta, y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado
y conexo. Consideremos un par (N, L) como el del enunciado de la propo-
sicién 4.6.

Tenemos I(K) = I(K); U---UI(K),, con D; C I(K); para todo i €
{1,...,p}.

Observacién 4.7. a) Si dy(L;) es homeomorfo a S!, entonces L; tiene
un agujero. Ademas, o L; contiene a C(K) en su agujeroy 0(L;) = dn(L;)U
O(D(N)), o bien L; C I(K); para algin ¢, de modo que el agujero de L; es
D;.

b) Si, por contra, On(L;) es un arco, entonces L; es un disco sin agujeros.

De todo esto se deduce que ¢l(N \ L) es una variedad compacta, conexa y
de dimensién 2. De hecho, sera un disco con la misma cantidad de agujeros
que N.
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Demostracion. a) Como L; N K = (), entonces L; C I(K); para algin
ie{l,....,p} 6 Ly NC(K) = 0. Sise da lo primero, como dn(L;) es
homeomorfo a S, la tnica posibilidad es que L; tenga un agujero (ver 3) y
4) de proposicién 4.6 y observacion 4.3), y que éste sea D; € {D1,...,D,}.
Si se da lo segundo, la tinica situacién posible es que L; tenga un agujero
(ver 3) y 4) de proposicién 4.6 y observacién 4.3) que contiene a C'(K) y tal
que O(Ly) = O (Lj) UO(D(N).

b) Tanto si L; C I(K);, como si L;NC(K) = 0, el resultado es inmediato.

Consecuencia de todo esto es que cl(N \ L) es una variedad compacta,
conexa, de dimension 2 y con la misma cantidad de agujeros que N. O

Consideremos las aplicaciones
flaavry : (N\ L) — N,
m:c(N\L)—c(N\L)/ ~,

r:N —cl(N\L),

definidas de modo andlogo a como se hizo en la Seccién IV.2. Lo dicho en
la observacién 4.7 garantiza el buen comportamiento de la retracciéon r.

Las propiedades de estas aplicaciones seran las mismas que en la Seccién
IV.2. Definimos también, de manera idéntica, las aplicaciones

flocd(N\L)/ ~\{q1,- - qm} — cl(N\ L)/ ~

y su extension

flic(N\L)/ ~—cl(N\L)/~
tal que f'(U'(¢;)) = ¢j para un entorno U’(g;) de g;.

Tenemos f'({q1,-..,qm}) C {q1,...,qm}. De hecho f'(g;) = gj si, y sélo
si, f(@N(L,)) C int(Lj).
Es claro que

Fizgnrpy/~(f') C KU{q1,. ., qm},

y como cl(N \ L) es un entorno aislante de K, resulta que
Fixcl(N\L)/w((F)k) C KU {ql, . ,qm}.

Al aplicar f a la familia de abiertos {I(K)1,...,I(K),} obtenemos que
ésta se comporta como una unién finita de ciclos.

Resulta p = t; + -+ + t;, siendo {t1,...,#;} las longitudes de los ciclos.
Cambiaremos la notacién de {I(K)1,...,1(K),}, y les llamaremos, distin-
guiendo unos ciclos de otros, del siguiente modo

{I(K)1,.... I(K),,.... [(K)}, ..., I(K)}}

donde cada familia {I(K)i,...,I(K)}}, con i € {1,...,1}, es un ciclo de
longitud ¢;.
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Tenemos que

9 1K) - I(K)Y, ie{l,....t;}, je{l,...,0}

2

son homeomorfismos.

De igual modo, cambiamos la notacién de la familia {D1,...,D,}, y
pasamos a llamarla

(DYt .. DV . DLl Dbt}
Se ve con facilidad que

Observacién 4.8. a) Dado un ciclo {I(K)},...,I(K)} }, si I(K)i cumple
que existe un Lj(;) C I(K)i, con D' € {Dy,... , Dp} agujero de Lj(), en-
tonces existe un L;(;) C I(K)} con D% € {Dy,... , Dp} agujero de L;(;) para
todo i € {1,...,t1}. De hecho existe uno, y sélo un, L;@; en cada I(K)}

b) Dado un ciclo {I(K)i,...,I(K),}, si I(K)] cumple que no existe un
Ljqy C I(K)1, entonces no existe un L;;y C I(K); paratodoi € {1,...,t}.

Para demostrar esta observacion basta considerar lo visto en la obser-
vacién 4.7.

La definicién de puntos adyacentes en una érbita con la que aqui traba-
jaremos es idéntica a la expuesta en la definicién 2.4. La tnica diferencia es
que antes (N \ L)/ ~ era una curva de Jordan, y ahora es una unién finita
de curvas de Jordan y puntos (ver observacién 4.7).

Del mismo modo, los dos lemas que desarrollamos a continuacién son
analogos, salvo por pequenos detalles, al lema 2.5 y al lema 2.6.

Lema 4.9. Sea 6(p1) = {p1,-..,ps} C{q1,-..,qn} una érbita periddica
de periodo s de f'. Sean p; y p; adyacentes en 0(p;), donde p; = (I (L;))
y pj = 7(On(L;)), con L;, L; C I(K). Entonces sus imdgenes por f’, pi+1
y pj+1, también son adyacentes en 6(p1).

Demostracién. Supondremos que L;, L; C I(K)% Sabemos que existe

una curva de Jordan en (N \ L)/ ~, que denotaremos por S? (pi,p;), con
pi,p;j € SY(pi, pj) adyacentes.

Consideremos el arco, en (N \ L)/ ~, que une p; con p; de manera
adyacente, y que denotaremos por p;p; C St (ps, p;j)-

Sea

LiLj = (m)~'(pip;) C O(N \ L).

L;L; es un arco, de extremos a € Iy(L;) y b € On(L;). Entonces
f(LiL;) C int(N)NI(K)} es un arco.

Sean Li i1, L1 tales que f(On(L;)) C int(Lit1) y f(On(Lj)) C int(Ljt1).
Es claro que On(Lit+1) y On(Lj41) son arcos con Lit1, Lit1 C I(K)3. Con-
sideremos, definiéndolos de modo idéntico a como se hacia en el lema 2.5, los
arcos K11 C Liy1y Kj11 C Ljt1. Resulta claro que f(L; L) U K11 UKj 44
es un arco que une dos puntos de d(N), f(a') y f(b') € 9(D"?) (D2 ¢
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{D1,...,Dp} es el agujero de I(K)3), y que tiene el resto de puntos en
int(N).
Consideremos la curva de Jordan que determina
F(LiLj) U K1 UK U f(a) f(V)

donde f(a')f(¥/) es el arco de d(D*?) que hace que la curva de Jordan
definida tenga dominio de Jordan en N.

Llamamos R a la region cerrada determinada por esa curva de Jordan.
Tenemos R C I(K)3.

Figura IV.10

Consideremos el arco
A= 8(N) N R = @) D).
Definimos pir1pj+1 = (m o r)(A), un arco en O(N \ L)/ ~ que une p;4q
COoN Pj41-
Veremos que p;1 y pj+1 son adyacentes (en 0(p1)) ya que
Pix1pj+1 N 0(p1) = {pit1,pjt+1}-

Supongamos que existe un p, € 0(12) N Dit1Pj+1, con pr & {pit1,pj+1}-
Consideremos pi_1 € 0(p1), tal que f’(px—1) = pr. Resulta evidente que
Pk—1 & DiDj, aunque py_1 € S'(pi,p;). Ademds, f(On(Lr—1)) C int(Ly),
donde

On(L—1) = (7)) (pr—1)

On(Lx) = (m) ™" (pr) C (1)~ (Prrapi+1).
Denotamos Li1Lj+1 = (7) " (Dixipj+1)-
Por la construccién de K;11y Kji1,
FU(m) =1 (S (pi,p))) N R = f(LiLy).
Téngase en cuenta, para ver esto, que f((m)~1(S(p;,p;))) =~ St circunda

a DY2, ya que, por la observacién 4.3, f(D%!) N DY2 £ ().
Ocurrird que f(On(Lk_1)) N R = 0.
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Pero, por otro lado, se demuestra, como en el lema 2.5, que f(On(Lk_1)) C
int(R), lo que nos lleva a una contradiccion.
En consecuencia, no existe pg. O

Lema 4.10. Utilizando la notacién del lema anterior, sean p; = w(On(L;))
y pj = m(On(L;)) con L;, Ly C I(K)i, y tales que L1y # Lj+1. Cualquier
arco p;p; C O(N \ L)/ ~, de extremos p; y p;, con L;L; = (W)_l(}ij),
cumple que si Iy (Ly) C L;L;, entonces

ON(Lk+1) C Liy1Lja
donde L;1Lj41 se define como en el lema 4.9.

Demostracion. Consideremos, tal como se define en el lema 2.6, un arco
Vi C By, de extremos ay, y a/, cumpliendo las propiedades que cumple aquel.
Se obtiene, dada la region R del lema 4.9, que

f(ve) NON(R) = {f(ax)}

Entonces, como f((m)1(S(pi,p;))) circunda a D2,y f(y%) NO(N) =
{f(a")} € O(D'?), sélo puede ocurrir que

flw) C R.

Tenemos que f(a’) € L1 N (O(N) N R). Entonces f(a') € A. Asi,
r(f(a’)) € On(Lg+1) N Lix1L;41. En consecuencia, On(Lgt+1) C Lit1Ljt1.
Il

Proposicién 4.11. Si f preserva la orientacién y {I(K)i,...,I(K)} }

: ’ . . . _/
es un ciclo, ocurre que las érbitas peridédicas de f |(7TOT,) UL, aDbi)?
6rbitas del conjunto {qi,...,qn}, tienen todas el mismo periodo.

que son

Demostracion. Fijamos una orientacién en I(K)} N a(N \ ) ~ St
Recuérdese que f(I(K)I NO(N \ L)) C I(K)} circunda a DY2 C I(K)},
preservando la orientacién.

Si se da la situacién b) de la observacion 4.8, el resultado es evidente ya
que (mor) (UL, 0(DY)) N {qr,...,qm} = 0.

Si se da la situacién a) de la observacién 4.8, existe una unica 6rbita
periédica de periodo t;.

Si no se dan a) ni b) de la observacién 4.8, dado un arco orientado L;L; en
O(N '\ L) (que es una unién finita de curvas de Jordan) tal que L; 11 # Lj41,
ocurre que L;11Lj41 tiene la misma orientaciéon en d(N \ L). De modo
equivalente, P;y1pj+1 preserva la orientacién de p;p; en O(N \ L)/ ~, que es
una union finita de curvas de Jordan y puntos. De hecho,

t1

(ror) (| JoD@")) = (d(N\ L) N UI

i=1
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es una unién de t; curvas de Jordan. El resto de la demostracion es idéntica
a la hecha en la proposicién 2.7, salvo por el hecho de que, en vez de aplicar
el lema 2.5 y el lema 2.6, aqui se utilizaran el lema 4.9 y lema 4.10. OJ

Llamaremos r; al perfodo de las érbitas periddicas de f/ en el conjunto
(O(N\ L) N (UL, I(K)}))/ ~. Es claro que r1 = nyt; con ny € N.

Corolario 4.12. En las condiciones de la proposicién anterior, y dado
k € N, para que (f7)* tenga puntos fijos en (O(N \ L) N (UL, I(K)}))/ ~C
O(N \ L)/ ~ es necesario y suficiente que

k € rN.

Si k es miiltiplo de 71, el niimero de puntos fijos de (f/)* en el conjunto
(O(N\ L) N (UL, I(K)}))/ ~ serd riq', siendo ¢' el nimero de 6rbitas

periédicas de f’ en (O(N \ L) N (UL, I(K)}))/ ~.

k

Dado j € {1,...,1}, tenemos que existen ¢/ 6rbitas periédicas de periodo
rjde FTen ((N \ L) N (UL, I(K)])/ ~.

A continuacién descomponemos el conjunto de las longitudes de los ciclos
de I(K), {t1,...,t;}, en tres subconjuntos disjuntos t4,tg,ts C {t1,...,t}
tales que tq4 Utg Uts = {t1,...,1;}, siendo t4 el conjunto de las longitudes
de los ciclos que se corresponden con el caso b) de la observacién 4.8 (atrac-
tores), tr el conjunto de las longitudes de los ciclos que se corresponden con
el caso a) de la observacién 4.8 (repulsores), y tg el resto de las longitudes
de {t1,...,t;} (sillas).

Resulta evidente que para todo t; € t4 se tiene r; = ¢’ =0, y para todo
t; Etgsetiener; =t;y ¢ =1.

Sabemos contar los puntos fijos de (f')* en O(N \ L) N I(K)/ ~, que
son puntos del conjunto {q1,...,qn}, pero quedan atin por contabilizar los
puntos fijos de (f/)* en el conjunto A(N\L)\I(K)/ ~, que serd homeomorfo
a S' 0 a un punto. Si es homeomorfo a un punto, éste serd un punto fijo
de f’. Si es homeomorfo a S!, se deduce de manera evidente de lo hecho en
la Seccién 2, que las érbitas periédicas de f/ en (N \ L) \ I(K)/ ~ tienen
todas el mismo periodo (¢° érbitas de periodo r().

Si N\ L)\ I(K)/ ~{q1,q2,--.,qm} = 0, ditemos que g = ¢* =0, y
si (N \ L)\ I(K)/ ~ es un punto, diremos que 79 = ¢° = 1.

Corolario 4.13. (f’)* tendré puntos fijos en (N \ L)\ I(K)/ ~ si, y
sblo si,
k € roN.
En esta situacién, el nimero de puntos fijos de (f/)¥ serd, en (O(N \ L) \
I(K))/ ~, igual a roq".

Resumiendo los tltimos resultados, tenemos una familia {rg,r1,...,r} de
perfodos, y otra familia {¢°, ¢',...,q'}, que determina el niimero de érbitas
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de cada perfodo, y que nos permitiran calcular, de manera inmediata, el
nimero total de puntos fijos de (f)* en {q1,...,qn} para todo k € N.

Proposiciéon 4.14. Supongamos que f preserva la orientaciéon y que K
no es repulsor. Entonces

1_Zti€tALI§S ti sid(D(N)) ¢ L

. Tk i
ia(n\D)/~ () d(NN L)/ ~) = q 5 Zt;fjuts ti sid(D(N)) C L
ket;N

Demostracion. Al no ser K repulsor, no todas las curvas de Jordan de
O(N \ L) se pueden colapsar a un punto al hacer el cociente cI/(N \ L)/ ~.
De modo que cl(N \ L)/ ~ serd homeomorfo a una bola con una cantidad
finita de agujeros.

Denotamos a >, o, ti=A, >3 o, ti=5y > . ti=R.

Tenemos entonces

Ho(cl(N\ L)/ ~) =Q

] Q&---&Q A+ S generadores si 0(D(N)) ¢ L
H(el(NAL)/ ~) = { Qe---a&Q A+ S—1 generadores si d(D(N)) C L.

Hy(cl(N\ L)/ ~)=0.

Estas igualdades se deben a que c¢l(N \ L)/ ~ es del tipo de homotopia
de una unién punteada de A+ S lazos si (D(N)) ¢ L,y de A+ S —1 lazos
si 9(D(N)) C L.

Como consecuencia de esto, y recordando que icn\ 1) /N((?)k,cl(N \
L)/ ~) = A((f")*), obtendremos que

1) Si 9(D(N)) ¢ L el resultado es inmediato.

2) Si O(D(N)) C L, cl(N \ L)/ ~ serd una esfera con A + S agujeros o,
lo que es lo mismo, una bola con A+ S — 1 agujeros.

Hi(cl(N\ L)/ ~) tiene A+ S — 1 generadores, y resulta inmediato ver
que la imagen por (f'), de cada uno de estos generadores es otro generador,
salvo para uno, cuya imagen es la suma de todos los generadores, cambiados
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de signo.

!

OQ (N\L)/~

Figura IV.11

Consecuencia directa de esta observacion es el valor del indice, enunciado
en la proposicion. [

Definimos, a continuacién, un conjunto rg C {rg,r1,...,r;} del siguiente
modo:

Dado ¢ > 1, r; € rg si, y sélo si, t; € tg. Por otro lado, rg € rg si, y sélo
si, 0(D(N)) ¢ Ly O(D(N))N L # 0.

Enunciamos, a continuacién, la generalizacion del teorema principal
para el caso en que f preserva la orientacion.

Teorema 4.15. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen que preserva la orientaciéon, con U homeomorfo a una bola abierta,
y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo, y no repulsor.

Entonces,
(L UE) =1 Y ti— Y nd.

Demostracion. Resulta, por la propiedad aditiva del indice de punto fijo,
que

iy~ (P (N \ L)/ ~) = ige(f*,U(K))+
+ Z Tel(N\L) /~((T) Ul(a:)),

3i€{q1,-qm INFiz((f)F)

siendo el dltimo sumatorio una suma de unos. Esto se debe a que f’ es
constante en un entorno de cada ¢;. Entonces tendremos

) -3 et‘z‘uﬁs ZMEXOANW} riqt  sid(D(N)) ¢ L

. K — ket; €r; .

ZRQ (f 7U( )) ZtZEtAUtS ) Z?"le{'ro 7l} 7/.’lq S1 a(‘D(N)) C L
ket;N

ker;N
Consecuencia inmediata es el resultado del enunciado. O
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Teorema 4.16. En las condiciones del teorema anterior, pero con K
repulsor, se obtiene

i (f5UK) =1= Yt
tictp
ket; N

Demostracion. Como K es un repulsor, todas las curvas de Jordan de

J(N \ L) se colapsan a puntos al hacer el cociente /(N \ L)/ ~, de modo
que cl(N \ L)/ ~ es homeomorfo a S?. Entonces

Ho(cl(N\ L)/ ~)=Q  Hi(cl(N\ L)/ ~) =0, Hy(c(N\L)/~)=Q

Resulta que

ianpy~ ()5 (NN L)/ ~) =1+ 1=2.

Definimos rg = {r; : t; € tg} C {r1,...,m}.
Obtenemos, aplicando la propiedad aditiva del indice de punto fijo, que

2 = i o)~ ()" (NN L)/ ~) = iga (f5UK)) + (Y rig) +1=
Ry

= i (S5 U(K) + () i) + 1.
t;€tp
ket;N
El sumatorio y el uno que aparecen en la segunda igualdad se deben a
que, al ser K repulsor, sélo vamos a tener este tipo de sumandos (caso a)
de la observacién 4.7) y aque roq” = 1, mientras que la tercera igualdad se
debeaquer; =t yq¢ =1. 10

Como corolario de los dos ultimos resultados se obtiene:

Corolario 4.17. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen que preserva la orientacion, con U homeomorfo a una bola abierta,
y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado y conexo. Entonces

iRe(fFUE) =1— Y ti— Y g

Proposiciéon 4.18. Supongamos que f invierte la orientaciéon. Dado un

ciclo {I(K)1,...,I(K) }, puede ocurrir:
’ . ., . _/

a) t1 es par. Entonces todas las érbitas periddicas de f |(7ror)(U§1:1 a(D1))

tienen el mismo periodo r; = t1n;.
. s . .’ . _,

b) t; es impar. En ese caso todas las érbitas periddicas de f ‘(WOT)(U?:l a(DLY)
tienen periodo r{ = t; 6 r1 = 2t;. Ademads el nimero de érbitas de periodo
r1 = t1 es menor o igual que dos.
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Demostracién. Supondremos que el ciclo {I(K)i,...,I(K)j,} no estd en
las condiciones a) ni b) de la observacién 4.8 , ya que, en esos casos, el
resultado es evidente.

a) Consideremos dos 6rbitas periddicas, distintas, de f/ en la unién finita
de curvas de Jordan (7o r)(JL, (D).

Denotamos a las 6rbitas por 8(p1) = {p1,...,p-} y 0(p}) = {p},...,p.}.

0(p1)| =7y |0(p))] = s. Veamos que r = s.

Si p| € pip;, arco que hace adyacentes en 6(p;) a p; y p;, entonces f/(p}) =
P € DiriDj+1-

Por otro lado, como P;p; es un arco que hace adyacentes en 6(p;) a sus
extremos, ocurre que los pi; %P1 hardn también adyacentes en 6(p;) a sus
extremos, y esto para todo k.

Si Dimibj+1 N PivvPj+r # O con | # I’ menores que r, entonces, teniendo
en cuenta que ¢y es par, ocurre

PiriDj+i N PiviDjrvr C Apivi Upjpi}-

La otra posibilidad serfa p;ipj1; = DitrDj+v» pero entonces, al ser |I' — |
un multiplo de #; par, p;ypj+; mantiene la orientacién de p,4yp;4i con
lo que llegamos a la contradiccién de que p;1; = pitrr ¥y Pj+1 = Pj+ir con
LU <.

Se obtiene py € Pip;j, Py € Dir1Pjt1s- -+ Py € Ditr—1Pj1r—1, de modo que
p) # pj, para todo I # I’ (< r). En consecuencia

s =10(py)| =7 = 0(p1)|.
Por un argumento idéntico obtendremos r > s, con lo que resulta r = s.

b) Veremos primero que el periodo de las 6rbitas periddicas es menor
o igual que 2t;. Supongamos lo contrario, esto es, que existe 6(p;) con
|0(p1)| = r > 2t1. Sean p;, p; adyacentes en 6(p;). Consideremos el arco
orientado p;p; que no contiene ningin otro elemento de #(p;). Tendremos,
debido a que ?1 es impar, que el arco orientado p;i+,pj++,, que hace adya-
centes a pj1¢, v Dj+t,, tiene orientacién opuesta a la de p;p;. Como r > 2t1,
ocurre que

pib; O Pixti Dty = 0
Repitamos el argumento. Consideremos el arco orientado p;p,, que hace
adyacentes a Py Pk # p; en O(pl), y construyamos Pj ¢ Pk 44, Ul arco
que hace adyacentes en 0(p1) a pji¢, ¥ Pky+t,, cambiando la orientacién de
PjPk; -
Tendremos que

PPk N Djia Pt = 0.

Repitiendo el proceso se obtienen {ks,...,k,}, de manera que Dy, Dk,
hace adyacentes en 6(p1) a pk, _, v Pk,. Ademds

pk‘rflpkr N pk‘rfl-i-tlpk‘»,»-i-tl = ®7
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con orientaciones opuestas, y existe un arco pg, Pr,+¢, que hace adyacentes

en 0(p1) a pr, Y P+t -
Tenemos, entonces, a D, Pk, +4;, Ul arco de extremos adyacentes en 6(p1),

v a () (pr,)(f) (p,1t, ), Otro arco de extremos adyacentes en (p;), de
orientaciones opuestas. De modo que

(F)tl (pkr+tl) = pkr
Como () (pk,) = Pk, +4,, llegamos a contradiccién al ser r > 2t1.

Sélo nos queda ver que " no tiene mas de dos 6rbitas de perfodo t; en
(ror) (Ui, 8(DM)).

Supongamos que 6(p1) y 6(p}) son dos érbitas periédicas, de perfodo t1, de
f’, con p1,py € (mor)(DY). Consideremos un arco pip} en (N \ L)/ ~ de

extremos pi1,p}. Entonces pi1p} y pi4+4,0} 44, tienen orientaciones opuestas,
de modo que

PPy N P1ye Py, = {P1U DL}

En consecuencia, no existen mas érbitas de periodo ty. [

Observaciéon 4.19. La familia de longitudes de ciclos {t1,...,t;} se
descompone en dos conjuntos disjuntos que son el conjunto de las longitudes
pares tp y el conjunto de las longitudes impares ;. A

Para cada t; € tp, el conjunto (O(N \ L) N (UZ L I(K)?))/ ~ contiene ¢’
érbitas periddicas de periodo r; de 7.

Sit; € tr, existen ¢! 6rbitas periédicas de perfodo ri1 =15,y ¢’ 6rbitas
periddicas de periodo r;2 = 2t;, siendo ¢t <.

Falta computar el niimero de 6rbitas periédicas de f/ en el conjunto (N \
L)\ I(K)/ ~. Pero sabemos ya, por la proposicién 2.7, que sélo habra ¢%!
6rbitas periddicas de periodo rg1 = 1y q%? 6rbitas periédicas de perfodo
r0,2 = 2, siendo ¢ < 2.

Denotamos rp = {r; : t; € tp} y r1 = {rop Uro2} U{ri; : t; € tr}.

Proposiciéon 4.20. Supongamos que f invierte la orientacion y que K
no es repulsor. Entonces

i\~ ((F)F, AN\ L)/ ~) =

1- Zt e(tAutS)tht + Zt e(tAutS)mIt si a(D(N)) ¢ L
— ket ket;N )
1 + ( ) Zt G(tAUtS)r‘ntPt + Zt E(tAUtS)mtI t S1 8(D(N)) C L
ket;N ket;N
—y aAuts( 1)tt; si (D(N)) ¢ L
Etz

1+ (—1)F ZtetAUts( 1)tit; sid(D(N))C L

ket;N
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Demostracion. Sabemos que cl(N \ L)/ ~ es homeomorfo a una bola con
una cantidad finita de agujeros.
Tenemos, entonces,

Ho(c(N\ L)/ ~) =Q,

[ Q®&---»Q A+ S generadores si (D(N)) ¢ L
H(el(NAL)/ ~) = { Q@ ---®»Q A+ S —1 generadores si I(D(N)) C L

Hy(cl(N'\ L)/ ~) = 0.

Como consecuencia de esto, y recordando que icn\ 1) /N((W)k,cl(N \
L)/ ~) = A((f")*), obtendremos que

1) Si 9(D(N)) ¢ L el resultado es inmediato. Basta con calcular la traza
de ((f)*)s : Hi(cd(N\ L)/ ~) — Hy(cl(N \ L)/ ~). Para ello, téngase
en cuenta que habra A 4 S generadores y que la imagen por (f). de cada
generador es otro generador con signo negativo.

2) Si (D(N)) C L, cl(N \ L)/ ~ serd una esfera con A + S agujeros,
esto es, un disco con A + S — 1 agujeros, con lo que H;(cl(N \ L)/ ~) tiene
A+S—1 generadores. Resulta inmediato ver que la imagen por (f’), de cada
uno de estos generadores es otro generador con signo negativo, salvo para
uno, cuya imagen es la suma de todos los generadores, con signo positivo. De
este comentario, y del célculo de la traza de ((f")*)., se deduce con facilidad
el resultado del enunciado. [

. ar>-b
R broa+brdve

; T ld e

wilrk &—>-d

C 0 rieslacTol

Figura IV.12

Observacién 4.21. En las condiciones de la proposicién anterior, si k es
impar, se tendra que
1 +Zt¢€(tAUts)m1 ti sl a(D(N)) ¢ L
; TNk ~) — ket; N
ia(n\L)/~((f)" (N \ L)/ ~) S icaignt ti si 9(D(N)) C L

ket;N

Seguidamente enunciamos la generalizacion del teorema principal
para el caso en que f invierta la orientacion.


cdsec
Imagen colocada
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Teorema 4.22. Sea f : U C R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen que invierte la orientacién, con U homeomorfo a una bola abierta,
y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo y no repulsor.
Entonces

a) Si (D(N)) ¢ L,
iR (UMK =1— D (—1)ti—

t;j€t 4Utg
ket; N
- g riq — E Tiq"
T, ET P ri’jErI
ker;N kET‘iJ‘N

b) Si d(D(N)) C L,
(L UE) =14+ (-1 = 3 (1)t

ti€t gUtg

ket;N

=Y ridt = > g
TiETP Ti,jETI
ker;N ker; ;N

Demostracion. Resulta, por la propiedad aditiva del indice de punto fijo,
que

iy~ ((F)E (N \ L)/ ~) = ig2(f*, U (K))+
+ Z Tel(N\L) /~((T) Ul(a:)),

@ €{q1,..am }NFiz((f)F)

siendo la ultima igualdad una suma de unos. Consecuencia inmediata son
los resultados del enunciado. [

Teorema 4.23. Sea f : U C R?> — R? un homeomorfismo sobre la imagen
que invierte la orientacion, con U homeomorfo a una bola abierta, y sea K
un conjunto compacto, invariante, aislado, conexo y repulsor. Entonces

ire(fFUK)) = (-1)F = > .
R,

Demostracion. Como K es un repulsor, todas las curvas de Jordan de
O(N \ L) se colapsan a puntos al hacer el cociente cl(N \ L)/ ~, de modo
que cl(N \ L)/ ~ es homeomorfo a S?. Entonces

Ho(cl(N\ L)/ ~)=Q  Hi(cl(N\ L)/ ~) =0, Hy(c(N\L)/~)=Q

Resulta, al invertir f la orientacién, que

iy~ ()" d(N\ L)/ ~) = 1+ (=1
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Obtenemos, aplicando la propiedad aditiva del indice de punto fijo, que

L+ (=) = dan oy~ ()5 N\ L)/ ~) = e (f5UK)) + Y 4+ 1.
Keutt

El sumatorio y el uno que aparecen en la segunda igualdad se deben a
que, al ser K repulsor, sélo vamos a tener este tipo de sumandos (caso a)
de la observacién 4.7) y a que (N \ L) \ I(K)/ ~ es un punto fijo. O

Teniendo el cuenta el ultimo corolario, resulta inmediato que el teorema
4.22 se generaliza a cualquier conjunto compacto y conexo K.

Corolario 4.24. Sea f : U ¢ R?> — R? un homeomorfismo sobre la
imagen que invierte la orientacion, con U homeomorfo a una bola abierta,
y sea K un conjunto compacto, invariante, aislado y conexo. Entonces

a) Si 0(D(N)) ¢ L,
i (fFUK) =1— Y (1)t~

t;€t 4Utg
ket; N
=Y gt = > i
TiETP Ti,jETI
ker;N ker; ;N

b) Si 9(D(N)) C L,
ige(fFU(K)) =1+ (-1)F - Z (=)t —

t;€t AUtg

ket;N

=Y it = > i
T;ETP Ti,jETI
ker;N k‘ETi,jN

Observacién 4.25. Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la
imagen, con U homeomorfo a una unién de bolas abiertas, y sea K un con-
junto compacto, invariante y aislado, union finita de componentes conexas,

K=K1,1U---UK1,k1 U---UKTJU---UKTJW,
donde f(K;;) = Kijy1y f(Kir) = K1, esto es, K es la unién de r ciclos
de longitudes {kq,...,k,}. Entonces

ir2(fUK) = Y kit (f5,U(Kin)).

kek;N

La demostracion de este resultado es consecuencia inmediata de aplicar la
propiedad aditiva del indice de punto fijo a la aplicacién f*. Obsérvese que
los indices del sumatorio se podran calcular utilizando las técnicas empleadas
para el caso en que K es conexo.
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Corolario 4.26. Sea f : S? — S? un homeomorfismo, y sea K un
conjunto propio, compacto, invariante y con una cantidad finita de compo-
nentes conexas. Entonces f: 52\ K — $?\ K no es minimal.

La demostracién es andloga a la de [72], pdg 243, pero trabajando con
conjuntos compactos, invariantes, aislados y conexos, en vez de con puntos
fijos, y utilizando el teorema 4.15.

Observaciéon 4.27. No hemos podido hallar ejemplos de ninguna apli-
cacién f : U ¢ R? — R?, homeomorfismo sobre la imagen, que invierta
la orientacién, con U homeomorfo a una bola, y tal que exista un K com-
pacto, conexo, invariante y aislado con respecto a f, que posea algun ciclo
{I(K)},...,I(K){ } con ty > 2.
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