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Capitulo 1

Introduccion

Las técnicas de andlisis estatico de programas se han demostrado ttiles en
todo tipo de lenguajes para determinar de forma estitica aproximaciones a
las propiedades dindmicas de los programas. Sus aplicaciones incluyen la
optimizacién y transformacién de los programas, asi como la demostracién
o verificacién de propiedades de los mismos. El desarrollo y aplicacion de
las técnicas de andlisis a los lenguajes funcionales ha sido muy amplio en las
ultimas dos décadas. Esta tesis se enmarca en el drea de andlisis estaticos de
programas aplicados a los lenguajes funcionales paralelos. La programacion
funcional paralela es un area de investigacién intensa en la actualidad que
proporciona nuevos problemas en el campo de los andlisis de programas, pero
es aiun un area poco trabajada donde queda mucho por hacer. En esta te-
sis se definen tres andlisis originales aplicados al lenguaje funcional paralelo
Edén (ver Capitulo 3): andlisis de conexién directa, andlisis de no determi-
nismo, y andlisis de terminacién y productividad. El primero tiene como
objetivo optimizar los programas Edén reduciendo sobrecargas debidas a la
creacién de procesos y a la comunicaciéon entre ellos. El segundo pretende
determinar aquellas partes de los programas Edén donde es posible mante-
ner el razonamiento ecuacional caracteristico de los lenguajes funcionales.
El tercero es un sistema de demostracion de propiedades de terminacion y
productividad de los programas Edén que garantiza la ausencia de bloqueos
en ellos. Para definir estos andlisis se han utilizado algunas de las técnicas
usadas en el andlisis de los lenguajes funcionales: la interpretacién abstracta
y los sistemas de tipos anotados. En este capitulo introductorio se describe
con mas detalle el marco que rodea a esta tesis situando en él al lenguaje
Edén sobre el que se aplican los andlisis definidos. Después se presentan
los objetivos de la tesis y sus aportaciones. Finalmente se proporciona la
estructura detallada de los capitulos.
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La programacion funcional

La programacion funcional es un paradigma con un desarrollo espectacular
durante la década de los 80, dando lugar a una familia de lenguajes con
caracteristicas muy diferentes a las de los primeros lenguajes funcionales
basados en Lisp. Posee una serie de ventajas [Hug90] de las que otro tipo
de paradigmas carece. Por ejemplo, la ausencia de efectos laterales permite
razonar con mayor facilidad sobre los programas escritos en ellos. Ademds,
los lenguajes funcionales actuales poseen disciplina de tipos, polimorfismo,
tipos de datos recursivos que permiten definir estructuras de datos sofistica-
das, ajuste de patrones para definir funciones sobre dichas estructuras, listas
intensionales y otras caracteristicas, como el orden superior, que proporcio-
nan mayor modularidad y un nivel de abstraccién elevado de programacion.
Las dos caracteristicas fundamentales que los distinguen de otro tipo de len-
guajes son el orden superior y el polimorfismo, los cuales colaboran en una
mayor reutilizacion del software.

La presencia de pereza en la mayoria de los lenguajes funcionales actuales
permite ademds la utilizacién de estructuras de datos infinitas sin provocar
necesariamente la no terminacion de los programas, como sucede en los
lenguajes funcionales estrictos.

Con el fin de difundir el uso de la programacién funcional se llevd a
cabo un esfuerzo de estandarizaciéon cuyo resultado fue el lenguaje Haskell
[HW88]. Se trata de un lenguaje funcional puro, es decir, sin efectos la-
terales, que incorpora un sistema sofisticado de tipos, un sistema de médulos
con compilacién separada y un mecanismo de entrada/salida que respeta la
pureza del lenguaje. Ademds dispone de interfaces con otros lenguajes (co-
mo C) o librerias. En la pagina oficial de Haskell http://haskell.org
se puede encontrar toda la informacién sobre este lenguaje: definicién, li-
brerias, herramientas, intérpretes, compiladores, etc. Hasta el momento se
dispone de un intérprete, Hugs, y de varios compiladores de Haskell: el com-
pilador GHC (Glasgow Haskell Compiler) [PHH'93] es el mejor hasta la
fecha. Otros son el NHC (Nearly Haskell Compiler) desarrollado en York y
el HBC (Chalmers’ Haskell-B) desarrollado en Chalmers.

La ventaja principal de utilizar un lenguaje funcional es la rapidez de
desarrollo de los programas. Sin embargo, el alejamiento entre los conceptos
de la programacién funcional de orden superior y la arquitectura concreta,
esencialmente imperativa, de las maquinas reales sobre las que se ejecutan
los programas, provoca que la implementacién de dichos lenguajes sea inefi-
ciente. Por ello, se ha invertido un gran esfuerzo en la inclusion de andlisis
en el compilador para mejorar la eficiencia del cédigo.

A pesar de dichas pegas, la programacién funcional ha sido objeto de
interés de algunas industrias, como Ericsson, que ha utilizado el lenguaje
funcional Erlang [JLAV93] en sus sistemas telefénicos. También es un drea
en la que se desarrolla una intensa investigacion en todo el mundo. En la
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pagina http://www.cs.ukc.ac.uk/people/staff/cr3/FP/ se pueden en-
contrar punteros a grupos de investigacion (unos 44 distribuidos por todo el
mundo), lenguajes (Haskell, Clean, Lisp, Scheme, ML), congresos (entre 20 y
30 en los tltimos 8 anos), publicaciones, proyectos y todo tipo de herramien-
tas relacionadas con la programacion funcional (compiladores e intérpretes,
interfaces con otros lenguajes, herramientas graficas, perfiladores y bancos
de pruebas, trazadores y depuradores).

La programacion funcional paralela

Con el objetivo de paliar la ineficiencia de los lenguajes declarativos, l6gicos
y funcionales, desde mediados de los anos 80 se ha intentado integrar el para-
lelismo en estos lenguajes. El objetivo principal de la programacién paralela
es la utilizacién eficiente de maquinas con varios procesadores para acelerar
los algoritmos en un factor idealmente igual al nimero de procesadores em-
pleados. Los lenguajes declarativos en general y los lenguajes funcionales
en particular son especialmente aptos para la incorporacién de paralelismo
implicito, es decir, paralelismo transparente al programador. Debido a la
ausencia de efectos laterales, el orden de evaluacién de las subexpresiones de
las expresiones funcionales y de las cldusulas légicas es flexible, por lo que
en muchas ocasiones se pueden evaluar en paralelo sin afectar al resultado
final. Por ejemplo, en el caso de los lenguajes funcionales el argumento de
una funcion puede evaluarse en paralelo con la llamada a la funcién y con
la evaluacién de otros argumentos.

Los lenguajes légicos fueron pioneros en esta integracién con el desarrollo
de lenguajes como Concurrent Prolog [Sha83] y PARLOG [CG83]. En estos
lenguajes se pueden distinguir dos tipos de paralelismo: el paralelismo-Y y
el paralelismo-O. El primero consiste en la ejecucién simultinea de varios
subobjetivos de una clidusula. El segundo estd relacionado con el no deter-
minismo inherente a los lenguajes légicos: si un objetivo unifica con varias
cldusulas se prueban todas ellas en paralelo. Mientras que el paralelismo-Y
investiga las subpartes de una solucién particular en paralelo, el paralelismo-
O investiga muchas posibles soluciones en paralelo.

La incorporacion del paralelismo en los lenguajes funcionales fue mas
tardia. Las primeras ideas se deben a Hudak [Hud86a], y FACILE [GMP89]
es uno de los primeros lenguajes funcionales que incorporan paralelismo. Un
programa funcional admite muchas secuencias posibles de ejecucién, todas
ellas conducentes al mismo resultado.

Ahora bien, tanto en los lenguajes 16gicos como en los funcionales es ne-
cesario respetar las dependencias establecidas por los datos, lo que requiere
la sincronizacién adecuada.

Sin embargo, los intentos de explotacién del paralelismo implicito no pro-
porcionan beneficios significativos cuando se dejan completamente en manos
del compilador. La creacion de procesos y la comunicacién entre ellos supo-
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nen sobrecargas en tiempo que deben ser compensadas por el ahorro obteni-
do por la paralelizacién de la evaluacion de las subexpresiones. Esto supone
que soélo vale la pena ejecutar en paralelo tareas de tamano razonable. El
problema de establecer el “tamano razonable” recibe el nombre de problema
de granularidad [Loi98]. Lamentablemente, el compilador carece de criterios
para decidirlo. El problema se agudiza en los lenguajes funcionales perezo-
sos. En presencia de la pereza se retarda la evaluacién de un argumento
de una funcién hasta que se necesita. Por tanto, la creacién de procesos
para evaluar argumentos en paralelo con la funcién supone un riesgo de
creacién de procesos especulativos cuya evaluacién no era necesaria, con el
consiguiente desperdicio de recursos. En consecuencia, es necesario obtener
una garantia de que para la obtencién del resultado final la evaluacién es
efectivamente requerida, .

Estas dificultades han conducido a los investigadores a involucrar al pro-
gramador en la decisién de cudndo han de crearse las tareas paralelas. El
grado de implicacién del programador puede ser muy variable, desde el uso
de simples anotaciones de paralelismo hasta el uso de nuevas construccio-
nes de paralelismo explicitas. Esto ha dado lugar a un amplio espectro de
lenguajes funcionales paralelos.

Una forma de indicar cuando es rentable la creacién de tareas en paralelo
son las anotaciones de paralelismo. En esta linea se enmarcan los lenguajes
Caliban [Kel89], Concurrent Clean [PvE93] y GpH (Glasgow parallel Has-
kell) [THM196]. Los tres son lenguajes funcionales puros. El primero de
ellos sélo permite crear redes estdticas de procesos, es decir, redes cuyo ta-
mano y configuracién se establecen en tiempo de compilaciéon. En el segundo,
no existe una nocién explicita de proceso y la comunicacién/sincronizacién
entre las distintas hebras concurrentes es implicita y transparente al progra-
mador. El tercero ha cosechado buenos resultados en los ultimos anos. Esta
basado en el compilador GHC. GpH extiende Haskell mediante un opera-
dor primitivo par con el que el programador anota las expresiones que él
piensa que pueden ser evaluadas en paralelo. Sin embargo, es en tiempo de
ejecucién cuando se decide qué expresiones, de entre aquéllas que han sido
anotadas, se realizan en paralelo y por tanto la topologia que se crea. Se
mantiene la semdntica perezosa de Haskell pero es posible definir estrategias
que permiten controlar el grado de evaluacién de las expresiones de forma
que el programador puede introducir impaciencia alli donde considere nece-
sario para incrementar el paralelismo de los programas. GpH ha destacado
por haber sido utilizado para paralelizar programas de gran tamano, co-
mo Naira [Jun98] (un compilador de 5.000 lineas de cédigo fuente) y Lolita
[LMT*97] (una herramienta de procesamiento de lenguaje natural de 47.000
lineas de c6digo). Asimismo, se ha desarrollado GranSim [HLP95, Loi96],
un simulador de GpH que genera grificas que permiten visualizar de forma
sencilla el comportamiento paralelo de los programas escritos en GpH.

Un paso mas alld consiste en introducir nuevas construcciones en los
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lenguajes para expresar la creacién y comunicacién entre los procesos. Es-
te tipo de paralelismo recibe el nombre de paralelismo explicito. En esta
linea se encuentran los lenguajes Concurrent ML [Rep91], Erlang [JLAV93]
y Concurrent Haskell [PGF96]. Puesto que las construcciones concurrentes
provocan efectos laterales, en este tipo de lenguajes las ventajas de la pro-
gramacién funcional son solamente aplicables a la parte no concurrente de
los programas.

Otro problema de los lenguajes funcionales paralelos es la distribucion
del grafo que representa la expresién en evaluacién. No resulta evidente
cémo dividir el grafo en partes con pocas interconexiones. En GpH el grafo
se va distribuyendo entre los procesadores a medida que se crean nuevos
procesos pero nunca se duplican nodos, es decir, el grafo sigue existiendo
como una tnica entidad aunque sus nodos estén distribuidos. Esto implica
la existencia de punteros de unos procesadores a otros y la multiplicacién de
las comunicaciones, cuando se desea acceder repetidamente a una estructura
remota.

Para una descripcién exhaustiva de los distintos enfoques seguidos en
programacion funcional paralela en los ultimos anos y de las lineas de inves-
tigacién actuales se puede consultar [HM99].

El lenguaje Edén

A partir de 1996 investigadores de la Universidad Complutense y de la
Universidad de Marburg (Alemania) han venido desarrollando el lengua-
je funcional paralelo Edén [BLOMPY96]. Edén extiende el lenguaje funcional
Haskell con expresiones que permiten definir al programador sistemas de
procesos. Estd implementado reutilizando el cédigo fuente de GHC. A con-
tinuacion se describen las caracteristicas de Edén que permiten enmarcarlo
dentro de la categoria de lenguajes funcionales paralelos.

A diferencia de otros lenguajes, puede expresar a la vez programas para-
lelos y reactivos por medio de un niimero muy reducido de construcciones
nuevas con las que el programador indica qué expresiones han de ejecutarse
en paralelo. Como consecuencia programar en Edén es bastante parecido a
programar en Haskell.

La creacién de procesos es explicita. El programador define esquemas
genéricos de proceso llamados abstracciones de procesos y decide cuando han
de crearse ejemplares a partir de los mismos. Estas abstracciones son seme-
jantes a funciones y, como ellas, son objetos de primera clase. La diferencia
es que cuando una abstraccién de proceso se aplica a unos datos, se da lugar
a un nuevo proceso que se ejecuta en paralelo con el resto del programa.
A diferencia de GpH, los lanzamientos de procesos son obligatorios para el
sistema en tiempo de ejecucion.

La comunicacién es implicita y asincrona. No existen por tanto, como
en otros lenguajes funcionales concurrentes, primitivas para enviar mensa-
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jes ni sincronizacién explicita . Para establecer la comunicacién basta con
conectar la salida de un proceso a la entrada de otro .

Al crear un nuevo proceso se copia en la memoria local del procesador la
parte del grafo que necesita para su ejecucion. Esta comunicacion se realiza
de una sola vez y antes de comenzar la ejecucién del proceso. Una vez en
ejecucion, los procesos solamente recibiran por sus canales de entrada valores
completamente evaluados . Esta estrategia puede dar lugar a la duplicacién
de nodos alin no evaluados y por tanto a la duplicacién de trabajo en varios
procesadores. Sin embargo, reduce mucho las comunicaciones.

Edén se puede ejecutar en multicomputadores pero también en multi-
procesadores con memoria compartida.

Edén es no determinista, al contrario que por ejemplo GpH. El no
determinismo se introduce por medio del proceso reactivo merge que recibe
una lista de listas y copia en la lista de salida los valores de las listas de
entrada, a medida que estidn disponibles. Por tanto, el no determinismo
es consecuencia de su reactividad y refleja las velocidades relativas de los
procesos productores de las listas de entrada.

En Edén se pueden definir topologias dindmicas en las que el nimero
de procesos no estd determinado a priori, al contrario que en Caliban. El
hecho de que las abstracciones de procesos sean valores de primera clase
permite ademas definir las topologias de forma genérica como funciones de
orden superior. Estas funciones reciben el nombre de esqueletos.

Edén hereda de Haskell su seméantica perezosa, lo cual tiene ventajas a la
hora de crear topologias circulares de procesos, ya que éstos pueden trabajar
en paralelo sobre listas parcialmente producidas. Sin embargo, la seméntica
perezosa tiene un inconveniente: no exige evaluar completamente las ex-
presiones (hasta forma normal) sino solamente hasta una forma intermedia
llamada forma normal débil. Esto hace que la granularidad de los procesos
paralelos sea muy baja, ya que a éstos no se les permite evaluar mas alla de
la forma normal débil. Por ello, en Edén se altera la seméntica perezosa en
dos puntos criticos: el lanzamiento de procesos y la produccién de la salida
de un proceso. En ambos casos las expresiones se evalian aunque no haya
demanda de sus valores. De esta forma se incrementa la granularidad de los
procesos y el grado de paralelismo de los programas.

Analisis estatico de programas funcionales

Las técnicas de andlisis estatico de programas se han demostrado ttiles en
una gran variedad de lenguajes y para resolver diversos problemas. En
concreto y al hilo del tipo de lenguajes que estamos describiendo, pueden
utilizarse para mejorar la eficiencia del cédigo generado por los compiladores
de los lenguajes funcionales; para resolver algunos de los problemas de los
lenguajes funcionales paralelos que se han mencionado, como el problema
de la granularidad y del lanzamiento de procesos inttiles; y también, para
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demostrar propiedades de los programas reactivos, como la terminacién y la
productividad.

Una forma de mejorar la eficiencia de los lenguajes funcionales es la trans-
formacién de programas con el objetivo de reducir su tiempo de ejecucién o
su consumo de espacio de almacenamiento.

Muchas transformaciones requieren el conocimiento previo de cierta in-
formacién sobre los programas a transformar. Esta informacion puede obte-
nerse mediante un andlisis estatico de los programas, es decir, un andlisis en
tiempo de compilacion. El andlisis y transformacion de programas consisten
en el procesamiento automédtico del texto de un programa con el objetivo
de obtener, o bien informacién sobre dicho programa (andlisis), o bien un
nuevo programa (transformacién) con nuevas caracteristicas, generalmente
una mayor eficiencia.

Las transformaciones se pueden llevar a cabo a nivel de cédigo fuente o
bien a nivel de generacién de cédigo objeto.

En el primer caso [San95], determinadas construcciones sinticticas se
convierten en otras dentro del mismo lenguaje fuente bajo ciertas condicio-
nes que dependen de la informacién producida por un andlisis estdtico del
programa. En el segundo caso el andlisis de programas pretende identificar
situaciones de usos restringidos de determinadas construcciones que permi-
tan una implementacién menos general, pero més eficiente, de las mismas.
El Capitulo 2 realiza un amplio resumen de los logros alcanzados en este
area.

En este ambito los andlisis de programas ofrecen técnicas para prede-
cir de forma segura y computable aproximaciones del conjunto de valores o
de los comportamientos de un programa que permitan llevar a cabo estas
transformaciones. En las tltimas dos décadas se han desarrollado numero-
sos andlisis sobre lenguajes funcionales utilizando diversas técnicas. Dichas
técnicas pueden dividirse en tres grandes grupos: andlisis basados en el
flujo, andlisis basados en la seméntica (interpretacién abstracta) y andlisis
basados en tipos. Se trata de técnicas generales que se han adaptado a
las caracteristicas particulares de los lenguajes funcionales. La méas amplia-
mente utilizada durante la década de los 80 fue la interpretacion abstracta,
mientras que en la actualidad los andlisis basados en tipos se encuentran en
pleno auge.

Sin embargo, la aplicacion de estas técnicas al andlisis de lenguajes fun-
cionales paralelos es atin escaso, aunque puede ofrecer muchas oportunidades
tanto para mejorar el comportamiento paralelo de los programas como para
estudiar propiedades de los mismos.

El problema por excelencia es el problema de la granularidad mencio-
nado anteriormente. Un andlisis de la granularidad que estime de forma
automadtica el tamano y coste de las expresiones [Loi98] puede servir como
base de decisién para paralelizar los programas.

Otro problema es el riesgo de creacion de procesos inttiles cuando el
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lenguaje es perezoso. Antes de crear un proceso es necesaria una garantia
de que el valor de la expresién que va a evaluar dicho proceso serd efec-
tivamente demandado. Dicha garantia puede ser proporcionada por un
andlisis, llamado andlisis de estrictez, que ya ha sido estudiado exhausti-
vamente [Myc81, BHAS86].

En relacién con los lenguajes funcionales empotrados en sistemas reac-
tivos, se han estudiado andlisis para determinar propiedades como la termi-
nacién, la productividad [HPS96] y el uso acotado de memoria [HP99].

Objetivos y contribuciones de la tesis

Esta tesis pretende no solamente resolver los problemas concretos que surgen
en la programaciéon paralela con el lenguaje Edén, sino también ser una
aportacion al campo de los andlisis de programas funcionales paralelos y
un ejemplo de la aplicacion de las técnicas existentes a los mismos. Los
objetivos fundamentales perseguidos con la realizacién de esta tesis son los
siguientes:

e Desarrollar andlisis que permitan un aumento de la aceleracién de
los programas funcionales paralelos, ya sea mejorando la distribucién
o el reparto de carga entre los procesadores o disminuyendo las sobre-
cargas debidas a la creacién de hebras, envio de mensajes, duplicacién
de la evaluacioén, etc.

e Estudiar cémo interfieren las construcciones que expresan el parale-
lismo con las transformaciones ya existentes en los lenguajes funciona-
les.

e Desarrollar andlisis para estudiar propiedades de los programas fun-
cionales paralelos, como la ausencia de bloqueos.

Para cumplir estos objetivos se abordan tres andlisis originales de programas,
utiles en el a&mbito de los lenguajes funcionales paralelos, y en concreto del
lenguaje funcional paralelo Edén.

Anadlisis de conexién directa. Cuando un proceso Edén crea otros pro-
cesos hijo, se comunica con ellos mediante canales. Sin embargo, en muchos
casos el padre no interviene posteriormente en las comunicaciones de sus
hijos con otros procesos, mis que como un mero intermediario que copia
los valores que recibe en una entrada a una salida. Esta situaciéon puede
repetirse en varios procesos, estableciéndose cadenas de intermediarios. En
estos casos es més eficiente conectar directamente a los productores y con-
sumidores de los valores, evitando asi la creacion de hebras inttiles en el
proceso intermediario y el envio de mensajes intutiles de los productores a
los intermediarios y de los intermediarios a los consumidores. Llamamos a
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esta optimizacién conexién directa (bypassing). La solucién proporcionada
en esta tesis a este problema consiste en la combinacion de un andlisis en
tiempo de compilacién seguida de una modificacién en el protocolo de comu-
nicacién entre procesos. El andlisis pretende detectar hebras que solamente
copian un valor de entrada a un canal de salida, lo cual tiene una traduc-
cién simple en términos sintacticos: encontrar aquellas variables que se usan
exactamente una vez como entrada y exactamente una vez como salida de
un proceso. La modificacién del protocolo de comunicacién implica la re-
duccién del nimero de mensajes enviados en tiempo de ejecucién y por lo
tanto la reduccién de la sobrecarga debida al paralelismo.

Anailisis de no determinismo. Algunas de las transformaciones au-
tomaticas realizadas por el compilador GHC para Haskell interaccionan de
forma negativa con las construcciones paralelas de Edén. Unas afectan a
la eficiencia y otras a la semdntica de los programas. En esta tesis se hace
un estudio de dichas transformaciones. En particular, la presencia de no
determinismo invalida algunas de estas transformaciones y adicionalmente
afecta a la transparencia referencial de los programas. Una opcion posible
para resolver este problema seria desactivar estas transformaciones en todos
los casos; pero puesto que sus beneficios han sido ampliamente probados,
en su lugar se opta por definir un andlisis para detectar las porciones de
texto que siguen conservando una semantica funcional pura y aquellas que
podrian haber perdido tal caracteristica debido al uso directo o indirecto
de procesos no deterministas. De esta forma solamente serd necesario de-
sactivar las transformaciones conflictivas en las partes afectadas por el no
determinismo. En esta tesis se proporcionan tres andlisis de no determinis-
mo con distintos grados de eficiencia y potencia, se comparan entre si y se
presenta la implementacién de uno de ellos.

Anailisis de terminacién y productividad. Las extensiones de Edén
permiten la definicién de esqueletos de una forma sencilla como funciones de
orden superior. Sin embargo, el programador puede introducir inadvertida-
mente bucles infinitos o bloqueos. Con el objetivo de demostrar la ausencia
de este comportamiento indeseado en los esqueletos Edén, se presenta en esta
tesis una extensién del andlisis de terminacién y productividad desarrollado
en [HPS96, Par00]. Como ilustracion, se demuestran estas propiedades para
algunos esqueletos Edén.

Estructura de la tesis

A continuacién se presenta un resumen del contenido de cada uno de los
capitulos:

Capitulo 2 En este capitulo se presenta un resumen de las técnicas utiliza-
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das en el andlisis estatico de programas en general, y de su aplicacién a
los lenguajes funcionales, en particular. En primer lugar, se demuestra
la utilidad de los andlisis enumerando algunos de los méas conocidos en
lenguajes imperativos y declarativos, y se describen brevemente las tres
técnicas de andlisis bédsicas: andlisis basados en el flujo, interpretacion
abstracta y andlisis basados en tipos. A continuacién, y tras un reco-
rrido histérico por el desarrollo de los andlisis en lenguajes funcionales,
se describen con mas detalle la interpretacion abstracta y los andlisis
basados en tipos. Se proporcionan primero los conceptos generales de
estas técnicas y después las caracteristicas particulares que resultan de
la aplicacién de ambas técnicas a los lenguajes funcionales, utilizando
algunos ejemplos para ilustrarlas. Cuando se considera necesario se
proporcionan también algunos preliminares tedricos especificos, como
las conexiones de Galois, la categoria de pares inmersién-clausura, los
dominios potencia y los operadores de ensanchamiento y estrechamien-
to. En [Seg99] se describen con més detalle algunas de las técnicas aqui
resumidas.

Capitulo 3 En este capitulo se describe el lenguaje funcional paralelo Edén.

Se describen primero los fundamentos del lenguaje, su sintaxis y su
semantica, esta ultima de manera informal. A continuacién se des-
criben algunos detalles de implementacién, como el proceso de com-
pilacién del lenguaje y algunas caracteristicas del funcionamiento del
sistema en tiempo de ejecuciéon que seran ttiles en capitulos posterio-
res, como el protocolo de comunicacién y de creacién de procesos. En
[BLOMPYS] se puede encontrar una descripcion detallada del lenguaje
Edén y su semdntica, y en [KOMP99] una descripcién del sistema en
tiempo de ejecucion.

Capitulo 4 En este capitulo se presenta el andlisis de conexién directa.

En primer lugar se describe el andlisis enmarcdndolo en el proceso de
compilacién del lenguaje Edén. Posteriormente se describe cémo se
modifica el protocolo de comunicacién teniendo en cuenta la informa-
cién producida por el andlisis. El contenido de este capitulo se ha
presentado en [PS98a, KPS00].

Capitulo 5 En este capitulo se presentan tres andlisis de no determinismo.

Primero se motiva la necesidad de un andlisis de no determinismo
presentando un resumen de transformaciones que suponen un riesgo
para los programas Edén tanto desde el punto de vista de la eficiencia
como de la semantica. En concreto, se describen con mas detalle las
que afectan al no determinismo. A continuacién, se presentan los
tres andlisis. Se describe cada uno de ellos mostrando sus ventajas e
inconvenientes y se estudian las relaciones entre ellos. El resultado de
este desarrollo se plasma en la implementacion de uno de los andlisis.
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Los resultados de este capitulo se han presentado en [PS01d, PS01a,
PS01c, PS00b, PS01b, PPRS00a, PPRS00b, PS00a].

Capitulo 6 En este capitulo se presenta una extension de un andlisis de
terminacion y productividad para que pueda ser aplicado a los pro-
gramas escritos en Edén. Se describen los problemas introducidos por
las caracteristicas propias de Edén, y las extensiones necesarias para
resolver dichos problemas. A continuacién se aplica el nuevo andlisis
a algunos programas Edén. El contenido de este capitulo se ha pre-
sentado en [PSOle].

La tesis concluye con el Capitulo 7 donde se resumen las principales con-
tribuciones de esta tesis y se presentan posibles lineas futuras de trabajo.
Adicionalmente se presentan los siguientes apéndices:

Apéndice A Contiene algunos conceptos basicos de teoria de dominios y
teoria de categorias que pueden resultar ttiles como recordatorio.

Apéndice B Se presenta el cddigo Haskell del algoritmo que implementa
uno de los andlisis de no determinismo presentado en el Capitulo 5.

Apéndice C Se muestran los resultados de la aplicacion del andlisis imple-
mentado en el apéndice anterior a algunos programas ejemplo.






Capitulo 2

T'écnicas de analisis de
programas

Este capitulo proporciona una panoramica de las técnicas utilizadas en el
analisis estatico de programas en general, y de programas funcionales en par-
ticular. En una primera aproximacién, se describe la utilidad de los an&lisis
en los distintos tipos de lenguajes enumerando los andlisis existentes mas
conocidos y sus aplicaciones, se resumen y comparan las distintas técnicas
utilizadas y se proporciona una perspectiva historica del desarrollo de los
andlisis para lenguajes funcionales. A continuacién, se describen con més
detalle la interpretacion abstracta y los andlisis basados en tipos, ya que no
solamente son las técnicas mas ampliamente utilizadas en el andlisis de pro-
gramas funcionales sino que en particular son las empleadas en la definicién
de los tres andlisis tema de esta tesis.

En el trabajo de tercer ciclo [Seg99] se llevé a cabo un recorrido de las
distintas técnicas de andlisis de programas funcionales. Fue escrito con el
objetivo de servir como guia para introducirse en este campo, por lo que alli
se describen con més detalle la mayoria de las técnicas aqui mencionadas.
Sin embargo, el enfoque que se proporcioné alli a los andlisis basados en
tipos difiere en cierta medida del adoptado aqui, ya que es en este tipo de
andlisis donde se han centrado los esfuerzos investigadores en los tdltimos
tiempos, con lo que el estilo se ha modificado.

2.1 Panoramica general

2.1.1 Problemas que resuelven

Los analizadores automdticos de programas se utilizan para determinar
estaticamente aproximaciones de propiedades dindmicas de los programas.
Estas propiedades pueden ser tutiles para llevar a cabo transformaciones de
programas (por ejemplo paralelizacién, evaluacion parcial), optimizaciones



24 2. Técnicas de andlisis de programas

del cédigo (por ejemplo recoleccién de basura en tiempo de compilacién, eli-
minacién del occur-check innecesario), depuracién (por ejemplo inferencia de
tipos) e incluso pruebas de correccién (por ejemplo pruebas de terminacién
o de productividad).

Los andlisis estaticos de programas se han utilizado en todo tipo de
lenguajes. A continuacién se enumeran algunos de los anélisis més conocidos
y la utilidad de cada uno de ellos, clasificados en base al tipo de lenguajes
sobre los que se definen.

Lenguajes imperativos. Los andlisis en lenguajes imperativos estdn prin-
cipalmente orientados a estudiar el flujo de datos y de control a lo largo del
programa con el objetivo de optimizar el cédigo [UAH74, NNH99]. Se puede
conseguir mejoras calculando constantes en tiempo de compilacion, evitando
recalcular expresiones, eliminando codigo muerto, trasladando cédigo fuera
de bucles o sustituyendo operaciones costosas por otras mds baratas. Algu-
nos ejemplos de andalisis son los siguientes:

e Analisis de propagacion de constantes: Encuentra aquellas expresiones
de un programa que dan lugar a valores constantes, los cuales pueden
calcularse en tiempo de compilacién.

o Andlisis de expresiones disponibles: Detecta para cada punto del pro-
grama, qué expresiones han sido ya calculadas y no modificadas en
cada uno de los caminos que llevan a dicho punto. Esta informacién
puede utilizarse para evitar recalcular una expresion.

e Andlisis de definiciones previas (reaching definitions): Detecta para
cada punto del programa qué asignaciones han podido llevarse a cabo
sin ser modificadas al llegar a dicho punto a lo largo de algiin camino.
Una de las aplicaciones principales es la construccion de enlaces direc-
tos entre los bloques que producen valores y los que los utilizan. Los
enlaces que a cada uso de una variable le asocian todas las asignacio-
nes previas reciben el nombre de cadenas de uso-definicion. También
se pueden establecer enlaces tales que a cada asignacion se le asocien
todos sus usos. Estos reciben el nombre de cadenas de definicion-uso.
Ambos tipos de cadenas pueden utilizarse para eliminar cédigo muer-
to (dead code elimination) o para trasladar cédigo de un punto del
programa a otro (code motion).

o Andlisis de expresiones “atareadas” (very busy expressions): Se dice
que una expresion estd atareada tras la ejecucion de una instruccién
si dicha expresién va a ser usada en cualquier camino posible antes de
que alguna de las variables que aparecen en ella sea redefinida. Dicha
expresion puede evaluarse inmediatamente y guardar su valor para su
uso posterior, con lo que se ahorra cédigo generado. Esta optimizacién
recibe el nombre de hoisting.
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e Andlisis de variables vivas: Una variable estd viva tras la ejecucion de
una instruccién si hay algin camino en el que se usa la variable sin
redefinirla. Esta informacién se utiliza para eliminar cédigo muerto: si
una variable no esta viva, se pueden eliminar las asignaciones a dicha
variable.

e Andlisis de propagacion de copias: Detecta aquellos conjuntos de va-
riables con un mismo valor. La transformacién de propagacién de
copias sustituye todas las variables con el mismo valor por una de
ellas. Esta transformacién no produce una mejora inmediata, sino
que genera la oportunidad de posteriores eliminaciones de variables
muertas.

e Andalisis de variables invariantes: ldentifica las variables invariantes
de un bucle, es decir, aquéllas a las que se les asigna el mismo valor
en cada vuelta del bucle. El cédigo correspondiente a estas variables
puede trasladarse fuera del bucle, lo cual disminuye la cantidad de
cédigo en el bucle. Esta transformacién se utiliza especialmente para
optimizar algoritmos sobre matrices.

o Andlisis de variables de induccion: Identifica variables de un bucle que
varian regularmente en cada iteracién. Cuando hay dos o mas varia-
bles de induccién en un bucle puede llevarse a cabo la sustitucion de
operaciones costosas por otras mas baratas, por ejemplo la sustitucion
de operaciones de multiplicacién por otras de suma o sustraccién. Esto
recibe el nombre de reduccion de intensidad. Por ejemplo, supongamos
que en un bucle aparecen las instrucciones j:=j-1; x:=4%j. Cada
vez que el valor de j disminuye en 1, el de x disminuye en 4, por lo
que se podria sustitutir la asignacién x:=4*j por x:=x-4.

Lenguajes 16gicos. La unificacién de dos términos con variables es una
operacion fundamental en este tipo de lenguajes, y resulta mas costosa que
la asignacién imperativa o el encaje de patrones en los lenguajes funcionales.
Una de las razones es que la unificacién implica ligaduras en dos direcciones,
es decir, las variables de cada uno de los términos a unificar pueden ligarse
a partes del otro término. Por otra parte, hay que tener en cuenta el occur-
check, esto es, la comprobaciéon de que una variable no quede ligada a un
término que la contiene, ya que los programas que contienen términos circu-
lares no tienen interpretacién légica natural. Por lo tanto, algunos andlisis
en este tipo de lenguajes estan orientados a acelerar la unificacién, o a evitar
de forma segura el occur-check [Deb86].
A continuacién, se presentan algunos de los andlisis més estudiados:

e Andalisis de modo: Para un objetivo concreto, determina aquellas varia-
bles libres que estan ligadas cuando se llama a dicho objetivo (variables
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de entrada) y cudles quedardn ligadas como resultado de la llamada
(variables de salida) [Mel86]. Esta informacién se utiliza para identifi-
car aquellos puntos del programa en los que pueden utilizarse formas
especiales més eficientes de unificacion.

e Andlisis de cierre (groundness): Identifica aquellas variables que se
ligan a un término cerrado (sin variables) al alcanzar un determina-
do punto del programa [JS87]. Este andlisis es complejo debido a la
existencia de alias y de subestructuras compartidas: ligar una variable
a un término cerrado puede afectar a las variables de otra parte del
programa que esta siendo analizado.

e Analisis de circularidad: Busca aquellas unificaciones que se pueden
realizar de forma segura sin llevar a cabo el costoso occur-check [Pla84,
Son86].

e Analisis de dependencias: Infiere dependencias entre los términos li-
gados a las variables del programa. Esta informacién puede utilizarse
para optimizar el mecanismo de backtracking [CD85]. También puede
usarse para predecir en tiempo de compilacién la independencia de
objetivos en tiempo de ejecucién. Esto ultimo permite eliminar costo-
sas comprobaciones en tiempo de ejecuciéon en aquellos sistemas que
soportan paralelismo-Y [MH92].

e Andlisis de tipos: Describe el tipo de los argumentos de un predicado
[Mo84, FS91], es decir, el conjunto de términos a los que se liga un
argumento de un predicado cuando se le llama o cuando tiene éxito.

Otros andlisis determinan cuindo se pueden aplicar algunas transfor-
maciones de forma segura, como por ejemplo la transformacién de listas

diferencia [MS89].

Lenguajes funcionales. En los lenguajes funcionales existen algunas trans-
formaciones que pretenden reducir el tiempo de ejecucién mediante la dis-
minucién del namero de acciones requeridas para manejar la comparticién
en los lenguajes perezosos, como por ejemplo la tranformacion del paso de
pardmetros por necesidad al paso por valor. Otras pretenden reducir el con-
sumo de espacio de almacenamiento, como por ejemplo la globalizaciéon de
pardmetros. Algunos andlisis llevados a cabo en el Ambito de la programa-
cién funcional son los presentados a continuacion:

e Andlisis de estrictez: En los lenguajes funcionales perezosos se uti-
liza el paso de pardmetros por necesidad, por el cual un pardmetro
solamente se evalia si se utiliza en el cuerpo de la funcién y, en tal
caso, una vez se ha evaluado a forma normal débil el pardmetro se
actualiza con ese valor, por lo que sucesivos usos de ese parametro no
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necesitan evaluarlo de nuevo. La implementacién del paso por necesi-
dad crea una clausura o suspension para la expresion sin evaluar que
corresponde al parametro real. El paso del pardmetro se lleva a cabo
mediante el paso de un puntero a dicha clausura, la cual se actualiza
una vez evaluada hasta forma normal débil. El andlisis de estrictez
[Myc81, BHA86, WHS87, Jen91] detecta aquellos pardmetros que una
funcién va a evaluar con seguridad. En tal caso se puede evitar la
construccién de una clausura para dicho argumento y llevar a cabo su
evaluacién inmediata. Es decir, se sustituye el paso de pardmetros por
necesidad por el paso de parametros por valor.

El andlisis de estrictez tiene otras aplicaciones en maquinas parale-
las. Permite determinar qué partes de la evaluacion de los programas
se pueden llevar a cabo de forma paralela. Los lenguajes funcionales
son ideales para la evaluacién paralela de programas debido a la au-
sencia de efectos laterales. Esta evaluacion paralela comienza cuando
aplicamos una funcién a un argumento: el argumento puede evaluarse
en paralelo con la llamada a la funcién y con la evaluaciéon de otros
parametros. Sin embargo, en presencia de la evaluacién perezosa, que
retarda la evaluacién de un argumento hasta que éste se necesita, esto
supone un riesgo de creacion de procesos paralelos que a continua-
cién van a ser descartados por no ser necesaria su evaluacién, con el
consiguiente malgasto de trabajo. Sin embargo, si sabemos que un
pardmetro se va a evaluar con seguridad, entonces este riesgo desapa-
rece.

e Andalisis de uso o de comparticion: La comparticién de la evaluacién
es crucial en los lenguajes funcionales perezosos. Esta se consigue
mediante la construccidon de clausuras que una vez evaluadas se ac-
tualizan, de forma que usos posteriores de dicha clausura comparten
el valor ya calculado. El andlisis de uso [Mar93, LGH92, TWM95,
WJ99, GS01] detecta aquellas clausuras a las que se accede a lo sumo
una vez. En tal caso se puede evitar el coste de la actualizacién de la
clausura. Es decir, se sustituye cada aparicién del pardmetro formal
en el cuerpo de la funcién por el parametro real al que se aplica la
funcion.

e Propagacion de constantes: En este andlisis [JM86], el objetivo es
determinar si un argumento de una funcién en un programa se llama
siempre con el mismo valor, es decir, con un valor constante. En
tal caso el compilador puede explotar dicha informacion calculando el
valor de la constante en tiempo de compilacion.

e Andlisis de clausuras: Muchos andlisis se definen ficilmente para len-
guajes de primer orden. Cuando se desea extenderlos a lenguajes con
orden superior se hace necesario conocer, por un lado, a qué funciones
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estan ligadas los pardmetros funcionales y, por otro, a qué funcién se
evalua realmente la expresion que se aplica como funcién. El objetivo
de este andlisis [Shi88, Ses89, NN97] es encontrar un superconjunto del
conjunto de clausuras a las que se puede evaluar una expresion y una
aproximacion al conjunto de argumentos a los que se puede aplicar
una determinada lambda abstraccién.

Andlisis de globalizacion: Un problema de ineficiencia en los lenguajes
funcionales estrictos es que incluso estructuras de datos esencialmen-
te globales deben pasarse como pardmetros, produciéndose la copia
de estructuras de datos o de punteros a ellas. En consecuencia, es
interesante detectar automdaticamente tales parametros globales y sus-
tituirlos por variables globales con asignacién imperativa. Este analisis
[Sch85, Ses89] pretende detectar cudndo un pardmetro de una funcién
se puede sustituir por una variable global y encontrar grupos de va-
riables que se pueden asociar con la misma variable global.

Andlisis del momento de vinculacidon: En la técnica de evaluacion
parcial, dada una descripcién de los pardmetros de un programa que se
conocerdn en momento de especializacién, un andlisis del momento de
vinculacién [Mog89, HS91, Mos94] debe determinar qué partes de un
programa dependen solamente de estas partes conocidas (y por tanto
son también conocidas en momento de especializacién). El objetivo de
obtener esta informacién es construir versiones especializadas de las
funciones. Un andlisis del momento de vinculacién previo al proceso
de especializacién tiene beneficios practicos y es esencial en algunas
aproximaciones a la generaciéon automadtica de compiladores eficientes
a partir de intérpretes.

Andlisis de ausencia: Mientras que en el andlisis de estrictez desea-
mos saber si una funcién utiliza un pardmetro, el andlisis de ausencia
[Wra85] pretende averiguar cudndo una funcién no lo utiliza, es de-
cir “ignora” dicho argumento. En tal caso se puede generar para la
expresion argumento un cédigo que devuelva cualquier valor.

Andlisis de terminacion: Aunque el problema de parada nos dice que
la terminacién de los programas no es decidible, si se puede definir un
andlisis [Myc81, NN96] que aproxime la respuesta.

Andlisis de productividad: Un programa es productivo si siempre que
recibe una entrada infinita produce una salida infinita. Los andlisis de
productividad [Sij89] se basan en demostrar que las llamadas recursivas
estan guardadas, es decir, aparecen dentro de un constructor.

Andlisis para la recuperacion de espacio: Este anélisis [JM90] detecta
cuando ha sido usada por 1ltima vez una determinada celda de me-
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moria, por lo que puede ser liberada para un nuevo uso. Esto reduce
sustancialmente el nimero de recolecciones de basura.

e Andlisis de regiones: Un aspecto positivo de la programacién funcio-
nal es que las tareas relacionadas con la gestiéon de la memoria son
llevadas a cabo por el compilador y el sistema de soporte en tiempo
de ejecucién. Sin embargo, los lenguajes funcionales usan mucha me-
moria, lo cual es dificil de arreglar por parte del programador. En
[HP99, Par00] se desarrollé un lenguaje funcional estricto de primer
orden con construcciones explicitas de almacenamiento en regiones de
memoria llamado Embedded ML. Las regiones son montones (heaps)
de corta vida introducidos y liberados por el programador, y en las que
solamente se pueden almacenar tuplas o constructores. En el momento
de su creacion estan vacias, se van llenando con valores a lo largo de su
vida y se eliminan de una vez cuando son descartadas. El recolector de
basura no actda sobre ellas. En este lenguaje un andlisis de regiones
indica en el d&mbito de qué regiones se encuentra una expresién y en
cudl de ellas se almacenard su valor. Para cada region, determina la
cantidad de palabras usadas en el computo de la expresion, la altura
méxima alcanzada por la pila de valores y por la pila de regiones, y
cudl es el tipo de la expresién. Esta informacién tiene como objetivo
evitar que los programas se queden sin espacio en tiempo de ejecucién.

Lenguajes logico-funcionales. La programacién logico-funcional com-
bina la bisqueda de los lenguajes légicos con caracteristicas de los lenguajes
funcionales como la evaluacién perezosa [Han94a]. Tienen una sintaxis fun-
cional y usan el estrechamiento como semdantica operacional. El estrecha-
miento es un mecanismo de resolucion de objetivos basado en unificacién que
subsume al principio de reduccién de los lenguajes funcionales y el principio
de resolucion de los lenguajes légicos. El estrechamiento necesario es una
estrategia Optima de estrechamiento. Algunos de los andlisis desarrollados
para estos lenguajes [Zar97, HL99] son variaciones de los ya definidos para
lenguajes légicos, como el andlisis de modo, y para lenguajes funcionales,
como el andlisis de la demanda:

e Andlisis de modo: Este andlisis [HZ94] describe el estado de la vincu-
lacién de las variables de una llamada a una funcién cuando se aplica o
bien un paso de estrechamiento o bien un paso de reescritura. Usando
este tipo de informacion se pueden llevar a cabo varias optimizaciones
[Han94b] como evitar intentos de reescritura innecesarios, compilar de
forma més eficiente derivaciones de reescritura y eliminar reglas de
reescritura o estrechamiento innecesarias.

e Andalisis de argumentos redundantes: La aplicacién de transformacio-
nes automaticas a los programas légico-funcionales puede introducir
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argumentos redundantes en las funciones, es decir, argumentos cuyos
valores son irrelevantes para la evaluacion de la funcién. Este andlisis
[AELO00] pretende detectar dicho tipo de argumentos con el objetivo
de eliminarlos.

Andlisis de la demanda: En una implementacion eficiente del estre-
chamiento perezoso es crucial evaluar tan pronto como sea posible, ya
que, en caso contrario, los argumentos podrian recalcularse muchas ve-
ces. Este analisis [JMMMN93, MNKM™193] detecta qué partes de los
argumentos se pueden evaluar de forma segura antes de la llamada a la
funcién. Esta relacionado con el andlisis de estrictez de los lenguajes
funcionales.

Andlisis de no determinismo: Una caracteristica esencial de los len-
guajes légico-funcionales es la posibilidad de manejar computos no
deterministas para calcular soluciones de objetivos parcialmente sus-
tituidos. Sin embargo, su combinacién con la entrada/salida de los
programas puede dar lugar a problemas. El objetivo de este andlisis
[HS00] es detectar todas las posibles fuentes de no determinismo. Una
vez identificadas se puede transformar el programa para que todos los
cémputos no deterministas queden encapsulados, incrementando asi la
estabilidad y seguridad de los programas.

Analisis de residuacion: El principio de residuacién pospone la eva-
luacién de las funciones durante el proceso de unificacion hasta que
los argumentos estdn lo suficientemente concretados. De esta forma
se preserva la naturaleza determinista de las funciones. Sin embargo,
si las variables de una funcién cuya evaluacién se ha retrasado no son
concretadas por la parte logica del programa, dicha funcién no podra
ser evaluada, por lo que se perderdn algunas respuestas logicas. El
andlisis de residuacién [Han95] pretende detectar estas situaciones en
tiempo de compilacién.

Andlisis de secuencialidad: La generacién de codigo eficiente en la
implementacion de los lenguajes légico-funcionales depende de la se-
cuencialidad de las reglas de los programas, es decir, de la existencia
de un orden 6ptimo de evaluacién para los argumentos. El andlisis de
secuencialidad [MMN98] es una combinacién del andlisis de estrictez
y del andlisis de tipos. La informacién que obtiene puede ayudar al
compilador a generar versiones secuenciales de los programas.

Lenguajes concurrentes y paralelos. En este tipo de lenguajes sur-
gen nuevos problemas relacionados con las comunicaciones y la creacién de
tareas:
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e Andlisis de granularidad: La granularidad de las tareas es importante
en la ejecucion eficiente de los programas paralelos. Una granularidad
excesivamente fina da lugar a considerables sobrecostes, mientras que
una excesivamente gruesa puede provocar un reparto de carga pobre.
El analisis de granularidad pretende determinar la granularidad de
las tareas, informaciéon que puede ser aprovechada por un compilador
para un lenguaje con paralelismo implicito para decidir qué tareas son
adecuadas para ser ejecutadas en paralelo. Este andlisis [Loi98] suele
basarse en andlisis del coste de la evaluacién de las expresiones [RG94]
y del tamano de las estructuras de datos [HLA94].

e Andlisis de correccion (terminacion y productividad): En un sistema
reactivo, el software debe reaccionar continuamente a los estimulos
externos. El criterio fundamental para la correcciéon de los sistemas
reactivos es la vitalidad o productividad: el programa debe reaccio-
nar continuamente a la entrada produciendo una salida. Este andlisis
[HPS96, Par00] pretende detectar algunos comportamientos no desea-
dos en los sistemas reactivos como bloqueos, no terminacién y otros
errores.

e Andlisis del flujo de control: Muchas técnicas de optimizacién de pro-
gramas dependen de la informacién del flujo de control que, como ya
hemos visto en los lenguajes imperativos, consiste en determinar pa-
ra cada punto del programa, hacia qué puntos del programa fluye el
control. El andlisis del flujo de control en los lenguajes concurrentes
como Concurrent ML [NN94, SNN97] debe tener en cuenta las comu-
nicaciones a través de canales entre los distintos procesos.

2.1.2 Resumen de técnicas

Las técnicas utilizadas en el andlisis estatico de programas pueden dividirse
en tres grandes grupos: andlisis basados en el flujo, analisis basados en la
semdntica (interpretacién abstracta) y andlisis basados en tipos. A conti-
nuacién, se describe brevemente cada una de ellas. Las técnicas utilizadas
en los anélisis definidos en esta tesis son la interpretacion abstracta y los
sistemas de tipos anotados. Por ello, en las seccidnes 2.2 y 2.3 se descri-
ben con detalle la interpretacién abstracta y los analisis basados en tipos
respectivamente, y su aplicacién al andlisis de lenguajes funcionales.

Analisis basados en el flujo. Incluyen las tradicionales técnicas de and-
lisis del flujo de datos y las mads recientes del flujo de control. Se han
desarrollado fundamentalmente para lenguajes imperativos y funcio-
nales.

En los andlisis basados en el flujo para lenguajes imperativos el pro-
grama, se visualiza como un grafo, en el que los nodos son los bloques
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elementales y las aristas describen cémo fluye el control entre ellos. A
partir de dicho grafo se genera un conjunto de restricciones (ecuacio-
nes o inecuaciones) posiblemente recursivas, para las que se busca una
solucién minima, en cierto sentido. Ejemplos de este tipo de andlisis
son los mencionados en la seccién anterior para lenguajes imperativos.
Para mds detalles, se puede consultar [UAH74, NNH99].

Los andlisis de flujo en los lenguajes funcionales son mas complejos,
ya que en ellos el flujo de control no es evidente a partir de la sintaxis
del programa. También se representan utilizando conjuntos de restric-
ciones. Dependiendo de la cantidad de informacion contextual que se
incluye en el andlisis se distinguen los andlisis monovariantes o 0-CFA
(Control Flow Analysis), sin ningin tipo de informacién contextual,
y los polivariantes o k-CFA, en los que se incluye un mecanismo pa-
ra distinguir diferentes ejemplares dindmicos de las variables y de los
puntos del programa. Ejemplos de andlisis de este tipo en los lenguajes
funcionales son el andlisis de clausuras y el andlisis de globalizacién
mencionados en la seccion anterior. También se han aplicado estas
técnica a los lenguajes funcionales concurrentes, como se vié también
en la seccién anterior.

Anailisis basados en la semantica: Interpretacién abstracta. Con es-
te tipo de técnicas se pretende definir los anilisis de forma similar a
como se define la propia semdantica de los programas. La mayoria
estan basados en el uso de la semantica denotacional. A grandes ras-
gos, la semdantica denotacional de un programa describe el conjunto
de los posibles resultados del programa cuando se ejecuta sobre cada
entrada posible. Por su parte, la seméntica operacional describe paso
a paso los cémputos de un programa. La interpretacién abstracta es
una teoria de aproximacion de la semdntica de los programas usada
para la construccién de algoritmos de andlisis de programas, la com-
paracién de semdnticas formales (por ejemplo, para la construccién de
una semdntica denotacional a partir de una operacional), disefio de
métodos de demostracion de propiedades, etc.

Normalmente, la interpretacién abstracta se entiende en el sentido de
pseudo—evaluacion, es decir, la ejecucién no estdndar del programa so-
bre valores abstractos, en lugar de sobre valores reales, para obtener,
a partir del resultado abstracto obtenido, informacién comin de todas
las posibles ejecuciones del programa sobre los valores reales. Los valo-
res abstractos representan aproximaciones de aquellas propiedades de
los valores reales que nos interesan en el andlisis concreto que estemos
realizando.

Esta técnica se utiliza en todo tipo de lenguajes, pero es especialmen-
te apropiada para los lenguajes declarativos. Ejemplos de andlisis en
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los lenguajes funcionales son los anédlisis de estrictez [Myc81, BHAS86],
de uso [Mar93], de propagacién de constantes [JM86], del momento de
vinculacién [HS91], de ausencia [Wra85] y de terminacién [Myc81]. Los
andlisis mencionados en la seccién anterior para los lenguajes légicos
y para la mayoria de los logico-funcionales son también andlisis defi-
nidos mediante interpretacion abstracta. El andlisis del tamano de las
estructuras de datos [HLA94] también se puede definir usando inter-
pretacién abstracta.

Interpretaciéon abstracta en los lenguajes funcionales. La in-
terpretacion abstracta en los lenguajes funcionales se puede clasificar
en funcién de distintos criterios. Se puede establecer una primera cla-
sificacién en base a la forma de propagar la informacién a lo largo
del drbol sintictico. Segun este criterio se dividen en andlisis hacia
delante y andlisis hacia atrds.

Los analisis hacia delante propagan la informacién de las hojas a
la raiz del arbol sintactico, es decir, a partir de informacién sobre los
argumentos de una funcién obtenemos informacion sobre el resultado
de la funcién. La interpretacién de una funcién f de n argumentos
es una funcién n-aria f# sobre valores abstractos. Si la funcién f
es recursiva entonces f# es solucién de una ecuacién recursiva. Para
resolverla es necesario el cilculo de un punto fijo. Aqui es donde se
encuentra la ineficiencia del andlisis hacia delante, ya que el célculo
de dicho punto fijo es exponencial en el niimero de argumentos de f.
Si ademds f es una funcién de orden superior, el coste es doblemen-
te exponencial. Por otra parte, surge la necesidad de representar las
funciones de una forma compacta para poder compararlas. En la Sec-
cién 2.2.3 se estudiaran diferentes métodos para representar funciones
y para reducir el coste del cilculo del punto fijo.

Los analisis hacia atras propagan la informacién de la raiz a las hojas
del arbol sintictico, es decir, a partir de informacién sobre el contexto
en que se llama a una funcién, obtenemos informacion sobre el contexto
en el que se evaltian los argumentos. El concepto de contexto se puede
formalizar de distintas formas, de las cuales la mds habitual el el uso
de proyecciones [WH87, HL90]. La interpretacién de una funcién f
de n pardmetros es un conjunto de n transformadores de proyecciones
ft. Cada f! propaga el contexto en que se evalua la funcién hacia el
argumento i-ésimo. Si f es una funcién recursiva, cada f* es solucién
de una ecuacién recursiva, lo cual supone el calculo de n puntos fijos.
Pero, puesto que cada funcidn a calcular es ahora una funcién unaria, el
coste es cuadrético en el tamaifio del programa en el peor de los casos.
Los anadlisis hacia atras tienen una seria limitacién: su extensién a
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orden superior no parece proporcionar informaciéon con la precisién
deseada.

La segunda clasificacién de los andlisis basados en interpretacién abs-
tracta se puede hacer en base a la forma de representar las propiedades
de los valores. Se usan conjuntos Scott—cerrados, relaciones de equi-
valencia total o relaciones de equivalencia parcial.

Inicialmente se utilizaron los conjuntos Scott—cerrados (cerrados
inferiormente). La seméntica denotacional de los lenguajes funciona-
les suele utilizar dominios de Scott como dominios semdnticos donde
toman valores las expresiones del lenguaje. Los elementos de un domi-
nio de Scott se relacionan mediante una relacién de orden C, de forma
que el elemento que se encuentra mas abajo respecto a esta relacién
de orden es el elemento con menos informacién, y a medida que su-
bimos en el dominio los elementos tienen cada vez mas informacion
acumulada. Esto quiere decir que a partir de un elemento podemos
deducir todas las informaciones de los elementos menores que él. Esta
es la idea que pretenden capturar los conjuntos Scott—cerrados. Si un
elemento pertenece a un conjunto Scott—cerrado, todos los que estan
por debajo de él también pertenecen al mismo, puesto que todos ellos
tienen también la propiedad que posee ese elemento.

Existen algunas propiedades que no se pueden representar utilizando
conjuntos Scott—cerrados, como la estrictez de cabeza [Kam92] y la
propiedad de que una funcion es constante. El uso de relaciones de
equivalencia total en lugar de funciones abstractas resuelve parcial-
mente el problema. Ambas propiedades se pueden representar de esta
forma, pero solamente para funciones de primer orden. La técnica de
andlisis hacia atras usando proyecciones es equivalente al uso de rela-
ciones de equivalencia total. El uso de relaciones de equivalencia
parcial [Hun91] resuelve por completo el problema, puesto que per-
mite representar ambas propiedades para funciones de orden superior.
Es, por tanto, la técnica mas potente conocida hasta el momento.

La interpretaciéon abstracta de un lenguaje funcional presentada en
la Seccion 2.2.3 es un andlisis hacia delante donde las propiedades
se representan mediante conjuntos Scott-cerrados. Para mds detalles
sobre el resto ver [Seg99].

Anadlisis basados en tipos. Este tipo de andlisis se introduce con la espe-

ranza de incrementar la eficiencia de los andlisis. Incluyen los sistemas
de tipos anotados y los sistemas de efectos. Para poder aplicar esta
técnica es necesario que el lenguaje analizado disponga de un sistema
de tipos. Dicho sistema de tipos es modificado con anotaciones adicio-
nales que proporcionan informacién sobre las propiedades deseadas.
Solamente es necesario modificar las reglas del sistema de tipos ya
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existente incorporando la forma de propagar las anotaciones. Pueden
anotarse solamente los tipos base, en cuyo caso se habla de un sistema
de tipos anotados. Se habla de sistema de efectos cuando se obtiene
informacién lateral adicional asociada a las derivaciones de tipos, in-
formacién que recibe el nombre de efecto. Como primer paso de un
andlisis de este tipo, se utiliza el algoritmo de comprobacién de tipos
o el algoritmo de inferencia de tipos del sistema de tipos subyacente
y durante el mismo se recolectan restricciones entre las anotaciones
asignadas a los tipos. A continuacién hay una fase de resolucién de
dichas restricciones para obtener los valores de las anotaciones. En
algunos casos, de entre las posibles soluciones puede haber algunas
optimas en un cierto sentido. El coste del andlisis depende del tipo
de restricciones generadas y del algoritmo utilizado para resolverlas.
Ejemplos de andlisis definidos usando estas técnicas son: el andlisis
de uso [LGHT92, TWM95, WJ99, GS01], del momento de vinculacién
[Mog89, Mos94], de terminacién [NN96] y de regiones [HP99, Par00]
en lenguajes funcionales; el andlisis de no determinismo [HS00] en los
lenguajes logico-funcionales; el andlisis de coste [RG94] y de correccién
[HPS96, Par00] en los lenguajes paralelos.

2.1.3 Historia del andlisis de programas funcionales

La interpretacion abstracta fue aplicada por primera vez a los lenguajes
funcionales por Mycroft [Myc81]. En 1980, publicé un andlisis de estrictez
para programas de primer orden con tipos de datos monomorficos y planos.

En 1985, Burn, Hankin y Abramsky [BHA86] presentaron una forma
de extender la interpretacion abstracta a programas de orden superior, to-
davia monomorficos, desarrollando un andlisis de estrictez de orden superior.
Posteriormente, Burn extendié estas ideas a cualquier andlisis [Bur91] (ver
Seccidén 2.2.3).

Esta fue una de las primeras aproximaciones al orden superior, que abs-
trae las funciones como funciones sobre valores abstractos. Existen otras
aproximaciones para extender los andlisis a orden superior como el andlisis
de clausuras [Ses89, Shi88]. Esta ultima se utiliza en la implementacién
eficiente de la evaluacién perezosa [SA89] y la evaluacién parcial [Bon90].

En 1986 Hudak y Young [HY86] propusieron una forma alternativa de
interpretacion abstracta para orden superior, que en este trabajo no se des-
cribird con detalle. Recibe el nombre de andlisis de pares de estrictez. En
él, el valor abstracto de una expresién e que se evalia a una funcién es un
par (v, f), donde v representa la estrictez de la expresién en si (estrictez
directa) y f representa la estrictez de la funcién a la que se evalda (estrictez
retardada). Es un andlisis mas preciso, pero muy costoso (exponencial). No
trata explicitamente las estructuras de datos, aunque se podrian codificar
como funciones, si bien con un coste excesivo. Ademds no existe una segu-
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ridad de terminacién del andlisis si se aplica a lenguajes no tipados. No se
han encontrado condiciones necesarias, aunque si algunas suficientes, para
asegurar la terminacion.

En 1985 Abramsky [Abr86] encontr6 la forma de aplicar la interpreta-
cién abstracta a programas polimérficos. Introduce la idea de invarianza
polimdrfica, la cual comprueba el hecho de que el andlisis en cuestién pro-
duzca los mismos resultados para cada ejemplar de una funciéon polimoérfica.

Posteriormente, en 1989 Hughes [Hug89] encontré una forma de apro-
ximar la interpretacion abstracta de cualquier ejemplar de una funcién po-
limérfica de primer orden a partir de la de su ejemplar mas pequeno, lo cual
evitaba recalcular completamente la interpretacién abstracta de los ejem-
plares no minimos usados en distintos puntos del programa.

Sus ideas fueron extendidas a orden superior y a funciones sobre listas
por Baraki [Bar93] en 1993.

En 1987, Wadler [Wad87] resolvié el problema de analizar estructuras de
datos (es decir, tipos de datos no planos). Definié un dominio abstracto finito
para las listas de enteros cuyos valores representaban los distintos grados de
evaluacion que puede llevar a cabo una funcién sobre un argumento de tipo
lista.

Mientras, Clack y Peyton Jones [CP85], en 1985, se enfrentaron a la inefi-
ciencia de la interpretacion abstracta. Utilizando fronteras para representar
funciones, intentaron mejorar el coste en los casos mas comunes.

Esta idea fue extendida a orden superior por Martin y Hankin [MHS87].
Y posteriormente Hankin y Hunt [HH92| renunciaron a la exactitud y pre-
sentaron una forma de aproximar puntos fijos. La idea consiste en trasladar
el célculo del punto fijo en dominios grandes a otros mas pequenos.

En programas funcionales, el andlisis hacia atrds estd descrito por el
concepto de contexto de un valor, el cual describe la forma en que el valor va a
ser usado en el resto del computo. Esta informacion de contexto se propaga
hacia atrds: del contexto de una expresion a los de sus subexpresiones.
Es decir la informacién se propaga desde la raiz hacia las hojas del darbol
abstracto.

El concepto de contexto fue formalizado inicialmente mediante continua-
ciones [Hug87], y posteriormente mediante la nocién de proyeccién [WHS87],
la cual especifica qué partes de un valor se usaran posteriormente.

Los anélisis hacia atrds se han usado en el andlisis de estrictez [Hug86,
Hug87, WHS87, Joh81, Wra85, HW87]. También se han utilizado en el
andlisis de recuperacién de espacio. Jensen y Mogensen [JM90] desarro-
llaron un andlisis en tiempo de compilacién para recogida de basura. Se
aplicé en un lenguaje de primer orden con estructuras de datos y posterior-
mente se extendié a orden superior usando anilisis de clausuras. Cuando se
sabe que una celda no se va a usar nunca més se puede reutilizar.

En 1981 Jonhsson [Joh81] desarrollé un analizador de estrictez hacia
atrds. En 1985 Wray [Wra85] implement6 un analizador de estrictez—ausencia
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como parte del compilador de Ponder. Destaca por su velocidad y por su
capacidad de analizar funciones de segundo orden.

En el mismo ano, Hughes [Hug86] publicé un analizador de estrictez
capaz de analizar estructuras de datos. Al utilizar dominios finitos se vid
obligado a resolver simbdlicamente sistemas de ecuaciones de contextos.

Dybjer [Dyb87], en 1987, proporcioné una fundamentacién teérica del
analisis hacia atrds basada en imagenes inversas de conjuntos abiertos.

Posteriormente, Wadler y Hughes [WHS87] modelizaron los contextos me-
diante proyecciones, aplicando las ideas previas de Wadler para encontrar
dominios finitos de contextos para estructuras de datos. Kei Davis y Wadler
[DW90] mejoraron este analisis haciéndolo més preciso.

Hughes y Launchbury [HL92] demostraron que las interpretaciones abs-
tractas para las que existe un andlisis hacia atrds son aquellas para las que
las funciones abstractas (las abstracciones de funciones concretas) son cone-
xiones de Galois.

Paralelamente, Hall y Wise [HW87] desarrollaron un analizador de es-
trictez hacia atrds que generaba versiones miiltiples de cada funcién, una
para cada llamada en un contexto distinto.

Hughes extendi6 el andlisis hacia atrds [Hug88] para funciones de cual-
quier orden, generalizando las ideas de Wray. Juntos desarrollaron un
andlisis para estimar el nimero de veces que se evaluard una expresién bajo
llamada por nombre. Incluia orden superior y estructuras de datos. Estaba
basado en el entorno del andlisis hacia atras desarrollado por Hughes.

El andlisis de estrictez no es la tnica aplicacién de la interpretacion abs-
tracta en lenguajes funcionales durante la década de los 80. Hudak y Bloss
desarrollaron un andlisis para evitar copias innecesarias de arrays funciona-
les [HB85, Hud86b] y un anilisis de caminos (como refinamiento del analisis
de estrictez) que proporcionaba informacién sobre el orden entre eventos
[BH86, BH88], respondiendo a las preguntas de qué se evaluara y no se eva-
luard con seguridad tras la evaluacidon de una expresién e, y qué se evalud
y no se evalué con seguridad antes de la evaluacién de una expresion e.
Goldberg desarrollé un anilisis de comparticién para un lenguaje de orden
superior sin tipos con estructuras de datos para optimizar supercombinado-
res [Gol87]. Utilizé para ello pares de estrictez. En lenguajes estrictos el
andlisis de globalizacién fue tratado por Schmidt [Sch85] y Sestoft [Ses89].

Ya hemos visto que la forma méis comin de aproximar una funcién es
mediante una funcién sobre valores abstractos. Pero esta aproximacién no
es siempre suficiente para los andlisis de programas utilizados en la practica.
Un ejemplo es el andlisis de propagacién de constantes en un lenguaje
funcional. Para este analisis, no es suficiente con conocer cémo estd definida,
la funcién, sino que es esencial saber con qué valores puede ser llamada la
funcién durante la ejecucién del programa.

La solucién propuesta por Jones y Mycroft [JM86] es la de utilizar grafos
minimos de funcién. Un grafo minimo sobre unos datos de entrada dados
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se define como el conjunto mas pequeno de pares (argumento, valor de fun-
cién) suficientes para llevar a cabo la ejecucién del programa. La seméntica
de grafos minimos asocia a cada funcién definida por el programador una
informacién més detallada que la tradicional funcién argumento-resultado
utilizada en semdntica estdndar. Jones y Mycroft [JM86] muestran cémo el
andlisis de propagacion de constantes se puede hacer mediante aproximacién
de esta semdntica de grafos minimos.

Hasta este momento, los andlisis basados en interpretacién abstracta re-
presentaban las propiedades de los valores mediante conjuntos Scott—cerrados.
Sin embargo, algunas propiedades como la de ser una funcién constan-
te, no se pueden representar mediante conjuntos Scott—cerrados. Hunt
[HS91, Hun91, Hun91] desarrollé una interpretacién abstracta en la que las
propiedades se representaban mediante relaciones de equivalencia parcial.

Posteriormente, los esfuerzos se centraron en la eficiencia de los anélisis.
Los andlisis basados en tipos pretenden alcanzar la misma potencia que la
interpretacion abstracta pero con mayor eficiencia. Dentro de los andlisis
basados en tipos se desarrollaron dos estilos diferentes.

Uno de los estilos consiste en definir nuevos tipos que representan las
propiedades deseadas, y construir un nuevo sistema de tipos teniendo en
cuenta las propiedades descritas. En este sentido, el primer uso explicito de
tipos en el andlisis de programas lo llevaron a cabo Kuo y Mishra [KM89].
Su desventaja era que el andlisis era més débil, es decir, proporcionaba infor-
macién menos 1til que la interpretacion abstracta. Posteriormente Jensen
[Jen91, Jen92] incorporé la conjuncién de tipos y demostrd la equivalencia
entre los andlisis basados en inferencia de tipos y la interpretacién abstracta
con respecto al andlisis de estrictez. También Benton [Ben92, Ben93] trabajé
en la recuperacién de la potencia de la interpretacién abstracta. Ambos se
centraron en el andlisis de estrictez. En este proceso olvidaron la conexién
con el aspecto algoritmico y la eficiencia. Burn [Bur92] generaliz6 su en-
foque, pero tampoco se fijé en cuestiones algoritmicas. M4s recientemente,
Hankin y Le Métayer [HL94a, HL94b, HM94] introdujeron una nueva idea,
los tipos perezosos, que permiten mantener la potencia de la interpretacion
abstracta y a la vez desarrollar algoritmos eficientes.

Este primer estilo de andalisis basado en tipos ha quedado relegado en
la actualidad en favor de una segunda alternativa. En ella, se parte de un
sistema de tipos ya existente y se anaden anotaciones que representan la
informacién deseada. Si es necesario, también se puede anadir efectos, para
asi obtener informacién lateral. Son los ya mencionados sistemas de tipos
anotados y los sistemas de tipos y efectos.

En 1996 se desarroll6 un sistema de tipos tinicos para Clean [BS96] con
el objetivo de identificar aquellos argumentos que se usan exactamente una
vez, es decir, aquellos valores que se pueden actualizar in situ sin perder la
transparencia referencial.

En [LGH"92] se present6 un analisis de uso para un lenguaje funcional
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perezoso con un sistema de tipos monomorfico. Posteriormente, en [TWM95]
se presentd un andlisis de uso para un lenguaje funcional perezoso con sis-
tema de tipos Hindley-Milner. En él se detecté el llamado problema del
envenenamiento, el cual consiste en que cada llamada a una funcién influye
en el tipo de la funcién y por tanto en los argumentos de las demés llamadas
provocando una gran pérdida de informacién. En [WJ99] se intent6 dar una
solucién a este problema utilizando subtipado. Se demostro la existencia de
un tipo principal con respecto al conjunto de restricciones, por lo que podia
obtenerse una solucién 6ptima. El tamano de las restricciones generadas
en este caso era lineal con respecto al tamano del programa. Sin embargo,
pronto se demostré que el subtipado no era capaz de proporcionar tipos
satisfactorios para programas reales. Debido a la currificacién, no se podia
expresar dentro de un tipo interdependencias entre las anotaciones de uso.
Para ello, en [WJ00] se introdujo polimorfismo en las anotaciones de uso.
En [GS01] se desarrollé también un andlisis de uso con polimorfismo acotado
de anotaciones y recursion polimérfica tanto en los tipos base como en las
anotaciones. Este andlisis permite llevar a cabo un andlisis més preciso de
las estructuras de datos. Sin embargo, la introduccion del polimorfismo ha-
ce que el nimero de restricciones crezca mucho, pudiendo llegar a ser hasta
exponencial. También en [GSO01] se presenté una nueva forma de represen-
tar restricciones de una forma compacta: las abstracciones de restricciones.
Usandolas, de nuevo el nimero de restricciones requerido es proporcional al
tamano del programa.

Los sistemas de tipos anotados se han utilizado también para garanti-
zar la correccién de los programas funcionales reactivos. En este tipo de
sistemas tipar una expresion es equivalente a dar una prueba de correccién.
Por ejemplo, en [HPS96, Par97, Par00] se presenta un sistema de tipos con
tamano en el que se garantiza que aquellos programas que estdn bien tipa-
dos, o bien terminan o bien son productivos, y por tanto no se bloquean.
Usando ideas similares, en [HP99, Par00] se desarrollé un sistema de tipos
en el que se garantiza que los programas bien tipados se ejecutan utilizando
una cantidad acotada de memoria.

2.2 Interpretacion abstracta

2.2.1 Preliminares

En esta seccién se presentan algunos conceptos utilizados en secciones y
capitulos posteriores: las conexiones de Galois, los conjuntos Scott-cerrados,
los dominios potencia y la categoria de pares inmersién-clausura. En el
Apéndice A se pueden consultar también algunos conceptos bédsicos de la
teoria de dominios y de la teoria de categorias.
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Conexiones de Galois

Definicién 1 Dados dos érdenes parciales PP(CP) y P#(C#), una cone-
zion de Galois es un par de funciones a € (P® — P#) y v € (P# — P?)
tales que:

Ve € P’ Ya € P*.a(c) C# a < ¢ C° ¥(a).

Se puede denotar por P°(C?) % P#(C#). Habitualmente « recibe el nom-

bre de funcion de abstraccion y 7y el de funcion de concrecion.

Las conexiones de Galois tienen varias propiedades, entre ellas la mo-
notonia de a y 7, y la preservacién de cotas (« preserva minimas cotas
superiores y y maximas cotas inferiores).

El hecho de que yoa es extensiva (Vp? € PP.p? CP yoa(p?)) se interpreta
como que la pérdida de informacién en el proceso de abstraccién es segura. Y
el hecho de que a0y es reductiva (Vp# € P#.qoy(p#) C# p#) se interpreta
como que el proceso de concrecién no introduce pérdida de informacién.

Una definicién equivalente de una conexién de Galois es la siguiente: «'y
v forman una conexién de Galois si son funciones mondtonas tales que yo«
es extensiva y o<y es reductiva (también se dice que forman una adjuncién).

En una conexién de Galois, una de las funciones determina de forma
Unica a la otra:

Va € P*.y(a) = U{c | a(c) C¥ a},

Ve € Pl.a(c) =N#{a | ¢ C° y(a)}.

Ademids, a es sobreyectiva si y s6lo si v es inyectiva si y sélo si Vp? €
PY.a(y(p®)) = p®, en cuyo caso se habla de una sobreyeccién de Galois
o insercién de Galois. Andlogamente « es inyectiva si y solo si v es
sobreyectiva, en cuyo caso se habla de una inyeccién de Galois.

Topologia de Scott

Topologias. Sea D un conjunto no vacio. Una coleccidn, €2, de subcon-
juntos de D que contiene tanto a D como al conjunto vacio (), y que es
cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas recibe el nombre de
topologia sobre D. También se dice que (D, §2) es un espacio topolégico.

Los elementos de un espacio topolégico reciben el nombre de conjuntos
abiertos (y sus complementarios el de conjuntos cerrados).

Una coleccién B de conjuntos abiertos de D es una base de la topologia
Q si cada elemento de €2 es unién de algunos de los elementos de B. 2
siempre es base, pero suelen interesar aquéllas que sean minimas en algin
sentido.

Dados dos espacios topoldgicos (D1,€1) y (D2,€9) y una funcién f :
Dy — Do, decimos que f es continua si para cada conjunto abierto O en
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Do, f~1(O) es abierto en D;. Es decir, las imdgenes inversas de conjuntos
abiertos también son abiertos.

Topologia de Scott. De entre las topologias, a nosotros nos interesaran
las que surgen de los dominios. Sea D un dominio y € la coleccién de
subconjuntos O de D cerrados superiormente, es decir,

Vee ONVyeD: 2 Cy=yeO.

No es dificil ver que Q asi construido es una topologia, que recibe el
nombre de topologia de Scott sobre D. Ademds las funciones continuas
entre dominios son también continuas en el sentido topoldgico y viceversa.

Los conjuntos cerrados S en esta topologia, llamados conjuntos Scott—
cerrados son subconjuntos de D tales que:

1. Siz C s donde s € S entonces z € S, (S cerrado inferiormente)
2. X C S con X dirigido, entonces | | X € S.

Si tomamos, por ejemplo, el dominio w' de los nimeros naturales con el
supremo T y el orden habitual, los conjuntos Scott—cerrados serdn de la
forma S, = {m | m C n} para cada n en dicho conjunto.

Dominios potencia.

Dado un dominio D, existen varias formas de definir 6rdenes sobre el con-
junto potencia de D (conjunto P(D) de los subconjuntos de D). Intro-
duciendo distintas identificaciones entre elementos del conjunto potencia se
obtienen los dominios potencia. Qué conjuntos se identifican depende de
la construccién particular que se use. Sean X,Y € P(D):

e Dominio potencia de Smyth o superior:
El orden establecido en este dominio potencia es el siguiente:

XC#Y siysolosiVy€eY.3z € Xy C .

Sus elementos finitos son uniones finitas de conjuntos abiertos basicos
de D. Elementos tipicos son las intersecciones de cadenas decrecientes
de tales elementos finitos.

e Dominio potencia de Hoare o inferior:
El orden es el siguiente:

XCtYsiysolosiVy€e Y.z € X.x Cy.

Sus elementos finitos son uniones finitas de los cierres inferiores de los
elementos finitos de D. Los elementos de este dominio potencia son
uniones de cadenas crecientes de tales conjuntos.
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e Dominio potencia de Plotkin o convexo:
El orden es el siguiente:

XC'Ysiysolosi XY y X C#Y.

Dado un dominio D, el dominio potencia de Hoare, denotado por P(D)
se forma tomando como elementos los conjuntos Scott—cerrados no vacios,
ordenados por inclusién de conjuntos.

En términos de teoria de categorias P es un funtor, pues de manera natu-
ral se puede aplicar a funciones continuas entre dominios para dar funciones
continuas entre dominios potencia. En concreto, si f : D — E, tomamos
P(f):P(D) — P(FE) dada por:

VX eP(D)P(f) X)={fz|ze X}

donde X* representa el menor conjunto Scott—cerrado que contiene a X.

Pares inmersiéon—clausura

Dada la categoria C' de dominios y funciones continuas, consideramos la
categoria C° cuyos objetos son los mismos de C' y cuyos morfismos son de
la forma (e,c) : A - B, donde e: A — By c¢: B — A son morfismos en
C que satisfacen:

coe=1dyeocdid.

Se trata de un caso particular de inserciones de Galois. Llamamos a este
par de morfismos par inmersidn—clausura, donde e es la inmersién, y c es la
clausura. La composicion de morfismos en C¢¢ se define como

(62,02) © (61701) = (62 cep,CL o 02)-

C*®¢ recibe el nombre de categoria de dominios y pares inmersién—
clausura.

Dado un morfismo f : A —¢ B escribimos f = (f¢, f¢) donde f€ es la
inmersién y f¢ la clausura.

Si h y k son morfismos A —° B se cumplen las siguientes propiedades:

e hfo h° es idempotente y J id.
e h es inyectiva, y h€ es estricta y sobreyectiva.
e hf refleja el L.

e h® C k° siy solo si h® J k€ h® estd determinada unicamente por h¢ y
viceversa.
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Funtores en (C°‘)". Algunos ejemplos de funtores son:
1.
x : O x 0 — C*°,
x(A,B) = AxB,
x(f,9) = (f9xg% [ x g%,
donde, si f: A— Byg:C — D,entonces f xg: AxC — B x D se

define:
(f x g)(a,b) = (f(a),g(b)).
2.
—: O x O — C°°,
—(A,B) = A— B,
= (f,9) = (Mh.g°oho f¢; AR .g°oh o f€).
fe h 9°
A B A A A A B B’
| !
f g h n géoho f¢
fe n' g°
A B B B’ A A B’ B
| !
gC o hl o fe

Para cada funtor F sobre (C°)" tenemos dos funtores: F¢: (C*%)" — C
y F¢: (C¢)" — C que actian igual que F sobre los objetos, pero que sobre
un morfismo A seleccionan la componente e o ¢ de F'(h), respectivamente.
Dados dos funtores F'y G se pueden definir los funtores:

1.

(FxG)(A) = F(A) x G(A)
(F xG)(h) = ((F°xG)(h),(Fx G°)(h))

A F(A) x G(A)
h Fex Ge(h) | | Fe x Ge(h)

B F(B) x G(B)
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2.
(F—-G)(A) = F(A) — G(A)
(F = G)(h) = (M.G%(h)oko F°(h),\l.G°(h)olo F¢(h))
A F(A) F(B) G(A) F(A)
h k ! Gen) | | Ge(h) Feh) | | Fe(n)
B G(A) G(B) G(B) F(B)
Fe(h) l G(h) Fe(h) k Ge(h)
F(A) — F(B) — G(B) — G(4) F(B) — F(4) — G(4) — G(B)

Reticulos finitos y pares inmersién—clausura.

La categoria A de

reticulos finitos y pares inmersién—clausura es una subcategoria de C°°.

Definicion 2 Sea A un reticulo finito y a € A distinto de T 4. Sean las
funciones hS : 2 — A y hS : A — 2 definidas por:

ha(x)

ha ()

_ a stx=20

o Ta siz=1

_ 0 sixCa
1 e.o.c.

Estas funciones forman un par inmersion—clausura h = (h, hS) : 2 - A.
Ademsds se cumple que cualquier morfismo en 2 = A es de esta forma.

2.2.2 Conceptos generales

Introduccion

La semdntica S de un lenguaje de programacion asocia a cada programa
del lenguaje p un valor S[p] € D en un dominio semantico D. Estos do-
minios semdnticos D pueden ser sistemas de transiciones (para semdntica
operacional de cémputo), posets, trazas, relaciones (para seméntica opera-
cional de evaluacién o natural), funciones de orden superior (para seméntica

denotacional), etc.

Normalmente D estd definido composicionalmente por induccién sobre
la estructura de los objetos en tiempo de ejecucién (datos, etc.) y S se



2.2.2 Conceptos generales 45

define composicionalmente por induccién sobre la estructura sintictica de
los programas, usando habitualmente puntos fijos para manejar recursion.

El marco cldsico de la interpretacién abstracta, introducido por Cou-
sot [CCT7, Cou8l, CCY2a, CCI2b|, parte de una semdntica estidndar del
lenguaje de programacion, dada en forma de semdantica operacional o deno-
tacional. Esta semdntica estdndar describe los posibles comportamientos de
los programas durante su ejecucién.

A continuacidén, se disena una semadantica estatica o de recoleccion de
propiedades, que se centra en una clase de propiedades de la ejecucién de
los programas. Esta semantica estatica puede ser una versién instrumentada
de la semdntica estdndar (una ampliacién de la seméntica denotacional con
informacién adicional de tipo operacional, por ejemplo), o bien una versién
reducida a lo esencial de la misma, con el objetivo de ignorar los detalles
irrelevantes sobre la ejecucién de los programas. Normalmente se describe
usando puntos fijos sobre estructuras ordenadas. Esta semdantica es la mas
precisa de las semdanticas que se pueden definir para describir una cierta
clase de propiedades de programa, sin referirse a otras propiedades fuera
de nuestro interés. Es decir, proporciona un método de prueba correcto y
relativamente completo de la clase de propiedades que queremos estudiar.
Por ello es una referencia semdantica para demostrar la correccién de todas
las demds semanticas aproximadas definidas para esa clase de propiedades.

La interpretacion abstracta consiste en definir semanticas que aproximan
la seméntica de recoleccién. Considera propiedades efectivamente compu-
tables de los programas. Dichas semdanticas deben ser correctas respecto
a la semdntica de recolecciéon en funcién de una determinada relacién de
correccion. Vienen determinadas por el tipo de propiedades que deseamos
considerar y por la correspondencia entre las propiedades concretas y las
abstractas. Dicha correspondencia viene dada de formas distintas, pero lo
mads usual es utilizar conexiones de Galois. La razén de ello es que asi se
asegura la existencia de una aproximacion mejor a las propiedades concretas
de entre todas las abstractas que son correctas.

Un ejemplo sencillo: la regla de los signos

Una interpretacién abstracta se puede entender como una seméntica no
estdndar en la que el dominio de valores se reemplaza por un dominio de des-
cripciones de valores, y en la que a cada operador se le da una interpretacion
no estandar.

Por ejemplo, para describir los enteros negativos y positivos en lugar de
usar enteros podriamos usar los valores abstractos —1 y +1 respectivamen-
te. A continuacién, reinterpretando los operadores de suma y producto de
acuerdo con la regla de los signos, la interpretacion abstracta puede deter-
minar ciertas propiedades de programas como, por ejemplo, “al entrar en
este bucle la variable x tiene un valor positivo”.
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La regla de los signos nos dice que:

+1x# 41 = +1
—14# -1 = -1 +1x# -1 = -1
+14+#F 41 = +1 —1x#4+1 = -1
—1x# -1 = +1

donde +# y x# representan en estas igualdades la abstraccién de la suma
y el producto de enteros.

Sin embargo, existen ciertos casos no especificados, como +1 +# —1,
puesto que el resultado depende de los valores numéricos de los datos. Para
manejarlos, se introduce un valor abstracto T, que representa el hecho de
que no sabemos nada acerca del resultado:

+1 +#* -1 = T T x* 41 = T
~1 +#* +1 = T T x# -1 = T
T 4% 41 = T +1 x# T =T
T +# -1 = T -1 x#¥ T =T
+1 +* T = T T x# T =T
-1 +# T =7

T 4% T T

Se pueden usar varios valores abstractos para aproximar un mismo valor
concreto. Por ejemplo el nimero 6 se puede aproximar por +1 y por T. Sin
embargo, de +1 podemos obtener conclusiones mas precisas que de T: a
partir de +1 podemos concluir que el valor es positivo o cero, mientras que
a partir de T no podemos concluir nada acerca del valor al que aproxima.

Para representar el grado de aproximacién de los distintos valores abs-
tractos se introduce un orden entre ellos C. Asi, tomarfamos —1 E T y
+1LC T, siendo +1 y —1 no comparables.

Ademas, tenemos valores que podrian ser aproximados por distintos va-
lores abstractos minimos. En nuestro caso tenemos el 0, que puede ser
aproximado tanto por +1 como por —1. En estos casos, o bien se hace una
eleccién adecuada dependiendo de la expresién a analizar, o bien se anade de
forma explicita, enriqueciendo el dominio abstracto. Haciendo esto tltimo,
obtendriamos:

0 +# 4+1 = +1 0 x# 41 = 0
0 +# -1 = -1 0 x# —1 = 0
0 +# T = T 0 x# T =0
0 +#% 0 = 0 0 x#¥ 0 =0
+1 +#% 0 = +1 +1 x# 0 = 0
-1 +# 0 = -1 -1 x# 0 = 0
T +# 0 = T T x# 0 = 0
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Aproximacién de las propiedades de los programas

Como hemos dicho anteriormente, definiremos una semantica de recoleccién,
que representa las propiedades concretas de los programas que queremos
estudiar, y a continuacién otra abstracta que pretende aproximar dichas
propiedades concretas mediante propiedades abstractas.

En general, las propiedades concretas de los programas se describen
mediante elementos de un conjunto P’ llamado dominio de las propiedades
concretas.

La semdantica concreta asocia a cada programa un elemento del do-
minio de propiedades concretas P’. Esta semdntica concreta suele estar
definida como punto fijo de una funcién F® sobre PP, llamada funcién de
semdantica concreta.

Lo mas habitual es que el dominio de las propiedades concretas sea un
orden parcial P°(C%), en el que la relacién de orden representa la precisién
relativa de las propiedades concretas: p’{ ct pg significa que p'f y pg son
propiedades comparables, siendo p® més precisa que pb.

Si se trata de un orden parcial completo y F® es monétona, entonces
se asegura la existencia de dicho punto fijo (aunque el proceso para alcan-
zarlo puede ser transfinito). Si ademds es continua, se puede calcular como
I_InZOF”n(J_) . Si se trata de un reticulo finito y F* es monétona también se
puede calcular de esta misma forma.

El primer paso que debe darse en una interpretaciéon abstracta es el
diseno de un dominio de propiedades abstractas P#, que pretende ser
una versién aproximada del dominio de propiedades concretas PP.

De forma andloga, las propiedades abstractas se suelen representar me-
diante elementos de un orden parcial P#(C#) donde, de nuevo, el orden C#
representa la precision relativa de las propiedades abstractas.

Ejemplo 3 (regla de los signos):

Para el ejemplo anterior de los signos, podemos elegir como dominio de
propiedades concretas P® = {false, < 0,= 0,> 0,< 0,# 0,> 0, true}, donde
cada uno de los elementos representa un conjunto de valores que puede tomar
una variable. Asi,

false = 0
<0 = {reZ|z<0}
<0 = {ze€Z|z<0}
=0 = {0}
#0 = {ze€Z|z#0}
>0 = {z€Z|z>0}
>0 = {z€Z|z>0}
true = Z
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El orden entre los elementos (ver Figura 2.1) viene determinado entonces por
la relacién de inclusién C entre los conjuntos de enteros que representan.
En cuanto a las propiedades abstractas, una posible eleccién seria P# =
{f#,—1,0,41,t#}, con sus elementos ordenados segin se muestra en la
Figura 2.1.

true t#

Figura 2.1: Dominios de propiedades concretas y abstractas de los enteros,
y funcién de concrecién

El segundo paso es la definicién de una seméantica abstracta. Su ob-
jetivo es encontrar para cada programa una propiedad abstracta a en el
dominio de propiedades abstractas P#, que sea una aproximacién correcta
(ver siguiente seccién) de la semdntica concreta ¢ € P? del programa. Igual
que en la semantica concreta, la semédntica abstracta se define como punto
fijo de una funcién F# sobre P#.

Relaciéon de correccion

El tercer paso que debe darse en el diseno de una interpretaciéon abstracta
es la especificacién de la correspondencia entre las propiedades concretas
y abstractas. Esta se puede definir mediante una relaciéon de correccion
o € P(P® x P#), donde {c,a) € o significa que la semantica concreta c del
programa tiene la propiedad abstracta a.

Una suposicién habitual es la existencia de aproximacién abstracta,
es decir, toda propiedad concreta tiene una aproximacion abstracta:

Ve € P°.3a € P* (c,a) € 0.
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Para demostrar la correccién de la semantica abstracta se suele proceder
por induccion.

El significado de las propiedades abstractas respecto a las concretas viene
dado mediante una funcién de concrecién y € (P# — P%) donde ~(p¥)
es la propiedad concreta que corresponde a la propiedad abstracta p#.

La nocién de aproximacién estd determinada por una funcién de abs-
traccién! a € (P* — P#), que devuelve la mejor de las aproximaciones
abstractas, «(p?), de la propiedad concreta p°.

Ejemplo 4 (regla de los signos)

Continuando con el ejemplo anterior, la funcién de concrecién viene re-
presentada en el grafo de la Figura 2.1. Por su parte, la funciéon de abstrac-
cién viene dada por la siguiente tabla:

p° false | <0 | =0|>0]|<0|#0|>0| true
al’) || 7 -1 0 |+1 -1 [¢F | +1 |7

a

La nocién de correcciéon de la aproximacion se define de la siguiente
manera:
Ve € PP Ya € P*.a(c) CF a < ¢ C° y(a).

El hecho de que a es una aproximacién valida de la informaciéon dada
por ¢ se puede expresar mediante a(c) C# a, es decir a(c) es la menor
aproximacion de ¢, y todos los valores abstractos por encima de ella son
también aproximaciones validas de c.

También se puede expresar mediante ¢ C° y(a), es decir a es aproxima-
cién de ¢, pero también de todas aquellas propiedades concretas de mayor
precision que c.

Definir la correccién exigiendo que el par de funciones abstraccién/concre-
cién formen una conexiéon de Galois asegura que cada propiedad concreta
tiene una unica mejor aproximacion abstracta.

Aproximacion del punto fijo

Supongamos que P?(C?, L) y P#(C#, U#) son ordenes parciales completos,
que F? : P* — P’ proporciona la semdntica concreta Ifp F® de un programa
(donde Ifp es el operador de menor punto fijo), y que estamos interesados
en su abstraccién « (Ifp F?), donde P°(C?) % P#(C#).

Si suponemos que el punto fijo viene dado por Ifp F® = UZZO an(J_b)
(por tratarse por ejemplo de una funcién continua sobre un cpo), es natural

!La forma més habitual de proporcionar la correccién de un anélisis es a través de
una funcién de abstraccién que junto con la funcién de concrecién forma una conexién de
Galois. En esta seccién vamos a estudiar esta forma general de proporcionar la correccion.
En la siguiente seccién, estos conceptos se particularizardn para los lenguajes funcionales.
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intentar calcular o (Ifp F®) mediante la abstraccién de dicha cadena de
iteraciones.

Puesto que queremos hacer los célculos en el dominio abstracto P#, nos
gustaria obtener esta secuencia usando un infimo abstracto L#, un operador
abstracto F# y una minima cota superior abstracta U# sobre P#, de la
forma |_|;'2‘E>0 F#"(L#),

Esto es posible si Vn.F#"(1#) = a(F*"(L")). Para encontrar hipétesis
que garanticen la propiedad deseada podemos razonar por induccién sobre
n:

e Para n = 0 hay que demostrar que o(L%) = L#.

e Paran > 0 hay que demostrar que si o F*"(1?)) = F#"(L#) entonces
a(anH(J_b)) = F#n+1(J_#), lo que, usando la hip6tesis de induccién,
se reduce a demostrar que

vp® € PP, a(FP(p%)) = F¥#(a(p®))
(o F# =qoF? oYy Vpb € Pb.'y oa(pb) :Pb)-

Ademds si p® es un punto fijo de F® entonces, como a o F® = F# o
« entonces a(p®) es un punto fijo de F# con lo que a(l_lZZO FY(Lb)) =
|_|ff>0 F#"(1#) es un punto fijo de F#.

En particular, cuando F# es monétona, se trata del minimo punto fijo
de F#,

Desgraciadamente, esta situaciéon no es habitual. En general uno debe

conformarse con una aproximacién abstracta p# realizada desde arriba, de
modo que a(lfp F?) C# p#, o equivalentemente Ifp F° Cb ~(p#).

Proposicién 5 Dados dos reticulos completos PP(CP, f°, 0, 1P, %) y P#(C#
fHEF O U#), una conezion de Galois PP(CY) % P#(C#) y F*: P* —

P’ mondtona, entonces

a(lfp F*) C# Ifp (a0 FP o).

Una consecuencia de esta proposicién es que la eleccion de la semdntica
concreta y de la conexion de Galois determina completamente la semdantica
abstracta Ifp (o F® o). Es decir, la semantica abstracta se puede derivar
de forma constructiva a partir de la seméantica concreta mediante un calculo
formal que simplifique o o F® o y para expresarlo usando operadores sobre
propiedades abstractas.
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2.2.3 Interpretacién abstracta en los lenguajes funcionales
Introduccién

A la hora de aplicar la interpretacién abstracta en los lenguajes funcionales,
los conceptos generales vistos en la secciéon anterior se particularizan en
ciertos aspectos: el tipo de dominios abstractos, la forma de representar las
propiedades, el concepto de correccién y seguridad, etc.

Las propiedades de las funciones se pueden representar de formas diver-
sas. Una de ellas consiste en utilizar conjuntos Scott—cerrados. En tal
caso, se utilizan reticulos finitos como dominios abstractos que representan
dichas propiedades. Cada punto del dominio abstracto es la interpretacion
abstracta de un conjunto Scott—cerrado, es decir, representa una propiedad.

Por ejemplo, en el andlisis de estrictez se manejan las propiedades re-
presentadas por los conjuntos Scott—cerrados { Lp} y D, las cuales son a su
vez interpretados por los valores abstractos 0 y 1 respectivamente.

Una de las formas mas habituales de relacionar la interpretacién estandar
y la abstracta (o dos interpretaciones abstractas) de un lenguaje funcional
consiste en la definicién de una funcién de concreciéon v de los valores
abstractos a las propiedades concretas, demostrando que si la semdntica
abstracta tabs[-] de una expresién en un entorno abstracto p! produce un
valor abstracto t#, entonces la seméntica estdndar sem[-] de dicha expresién
en un entorno p® que aproxima superiormente a la concrecién de p' tiene la,
propiedad y(t#). Sin embargo, cuando las propiedades estudiadas por los
andlisis definidos sobre lenguajes funcionales son propiedades referentes a las
funciones, la correccién del andlisis se enuncia en términos de las expresiones
funcionales. Asi, si en particular la expresion es una funcién f, el andlisis
serd correcto si cuando

(tabs[f] o) * C ##,
entonces se cumple que

Vs € y(s*). (sem[f] p°) s € ().
Para demostrar esto, se proporciona la funcién de abstraccién corres-
pondiente, y se demuestra que los resultados obtenidos mediante la inter-
pretacién abstracta son seguros, es decir, se encuentran siempre por encima
de la abstraccién de la interpretacion estandar (ver Proposicién 14 en esta
seccién). Dicho resultado se apoya en la propiedad de semihomomorfismo
de la funcién de abstraccién (ver Proposicién 11 en esta seccién).

Aproximacién de funciones mediante funciones abstractas

Los primeros en presentar un anilisis de estrictez para un lenguaje funcio-
nal de orden superior fueron Burn, Hankin y Abramsky [BHA86]. Posterior-
mente, Burn [Bur91] desarrollé un marco general de interpretacién abstracta
basada en estas ideas.
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El lenguaje. El lenguaje con el que trabajan es un lenguaje de orden
superior con tipos monomoérficos planos. Las expresiones de tipo vienen
dadas por:
cu=A|loc—o
donde A es un tipo base.
Por su parte, los términos vienen dados por la gramadtica:

(o

Exp = ¢
Ko
| \x?.Exp
| Expy Exps
| fix(y )50 Exp

donde cada fix(,_,,)_,, representa al operador de punto fijo, y nos sirve para

expresar la recursién?.

Semdntica estdndar. El dominio sobre el que se define la semantica (de-
notacional) estindar del lenguaje es:

D =+ {D, | o es una expresion de tipo}

donde + representa la suma separada o unién disjunta, D4 es un dominio
base plano que contiene a los enteros y los booleanos, y

Daﬁﬁ = [Da g Dﬂ].

Para definir la semdntica necesitamos partir de una interpretacién de
constantes K : constantes — D, donde K(c”) € D, y de un entorno p° :
Env = Var — D (denotaremos los entornos con un superindice que nos
indica si se trata de un entorno para la seméantica estandar, s, o para la
abstracta, t):

sem[] : Exp — Env — D

sem[c?]p? = K(c%)

sem[s7]p* = )

sem[Az?.e]p® = \yPe.(sem[e]p*[yP7 /27])
semler ealp’ = (semler]) (semleal’)
Sem[[ﬁx(a%zr)%zr e]]ps = Unzo(sem[[e]]ps)n(J—Da)

2En el A—célculo sin tipos la recursién se puede expresar mediante el término

Y =Af.(Mx.f (x z))(Az.f (z )

En el A—célculo con tipos monomoérficos, este término no es tipable, por lo que es necesario
introducir el operador de punto fijo fix(, ), para expresar la recursién. En los ejemplos
nos hemos tomado la libertad de definir las funciones mediante ecuaciones recursivas para
que la lectura resulte mas intuitiva, aunque ateniéndonos a la sintaxis definida deberia
hacerse usando el correspondiente operador fix.
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donde p*[yP /2] es el mismo entorno p® salvo que en z7 vale y”7.

De esta forma, cada término (funcional) sintictico de tipo a — [ se
interpreta como una funcién continua en D, de D, en Dg, mientras que
la aplicacién funcional sintictica se interpreta como la aplicacién de una
funcién a un argumento.

Ejemplo 6 En este ejemplo, para simplificar notacién, omitiremos los su-
perindices de las constantes, excepto en el caso del if, en el que nos limita-
mos a indicar su tipo generador o. En su lugar, precisaremos los tipos de
las constantes mediante declaraciones c : 0. Si tenemos los tipos int y bool
como tipos base, podriamos tener como constantes del lenguaje:

0,1,—1,... : int
tt,ff : bool
succ : int — int
zero : int — bool
if? : boolbo0—0—0

Junto a ellas, podriamos tener otras como los operadores aritméticos +,
—, %, div, mod, los operadores logicos entre booleanos and, or, etc. La
interpretacion estandar seria la siguiente:

Ding = 2
Dypoor = Bool
K@) = 0
K(1) =
K(=1) = —1
K(succ) Lz = Llz

K(succ)z = z+lsiz# Lz

K(tt) = true
K(ff) = false

K (zero) J_ZL = J‘Booh
K(zero) 0 = true

K(zero)n = falsesin#0An# 1z
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J—D[,— six = J‘BOOlL
K(if)zyz=<X y si x = true
z si & = false
Los operadores aritméticos y booleanos se interpretarian de la forma
usual.

a

Semantica abstracta. De la misma forma, aunque eligiendo los dominios
adecuados para cada caso, se definiria la seméntica abstracta adecuada para
determinado andlisis. En general obtendremos un dominio abstracto

B =+ {B, | 0 es una expresién de tipo}

donde de nuevo + representa la unién disjunta, y B4 es el reticulo finito
adecuado para cada tipo base A.

Ejemplo 7 (anilisis de estrictez)
Utilizaremos como ejemplo el andlisis de estrictez de [BHA86] donde las
constantes del lenguaje son las propuestas en el Ejemplo 6.

En este caso By es el formado por dos elementos 2, es decir, Bijnt =
Bboot = 2y Bysp = [By — Bg]. En la Figura 2.2 podemos ver ilustra-
do parte del dominio abstracto que resulta: se muestra Bint, Bint—sint Y
Bintsint—int- Puesto que B4 es un reticulo, también lo es cada By, y al ser
finitos son completos.

La semantica abstracta tabs se define de forma andloga a la estdndar,
con la diferencia de la interpretacién de las constantes K’. En el caso del
andlisis de estrictez estas se interpretan de la siguiente forma:

K'(0) = 1
K'(1) =1
K'(-1) =1
K'(succ) z = =x
K'(tt) = 1
K'(ff) =1
K'(zero) z = =z

o
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)\mz.)\yz.l
)\zz./\yz.m Vy
/ \
,\12 1 2 )\yz.m )\mz.)\yz Y
\ /
1 Az2 .z )\zz./\yz TAY
0 Az2.0 A2 2y2.0

Figura 2.2: El dominio abstracto para el andlisis de estrictez

Los operadores aritméticos y booleanos se interpretarian mediante el infimo
de sus argumentos (abstractos), por ser estrictos en ambos.

Relacién entre las semdnticas. A continuacién debemos relacionar la
interpretacion abstracta y la estdndar para garantizar la correcciéon del
andlisis. En lugar de definir directamente la funcién de abstracciéon abs :
D — B como una unica funcién, la definiremos por partes, para cada com-
ponente del dominio:

abSA : D4 — By
absa%ﬂ : Da%ﬂ g Ba%ﬂ.

Ejemplo 8 (anilisis de estrictez) En el caso del andlisis de estrictez, para
cada dominio bésico A:

0 Sid:J_A
1 e.o.c.

abs4(d) = {
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La abstraccién de las funciones es mas compleja. Utilizando conceptos
de dominios potencia de Hoare se define:

absa—5(f) = | |(P(absg) o P(f) 0 7a) = Absg o P(f) 0 7a

abs (f)
B, _PPaaB) Bs

Ya Absg

0 P(Dg)

donde:

e P es el funtor que hace corresponder a cada dominio D su correspon-
diente dominio potencia de Hoare P(D) y a cada funcién f le hace
corresponder la funcién P(f), que toma un subconjunto cerrado X de
D y devuelve el cierre inferior de las imagenes de los elementos de X
por f (véase definicién en pagina 42).

e v, : B, = P(D,) es la funcién de concrecion, que se define como:

Yo § = U{S | Abs,(S) C s} ={s' | absy(s') C s}.

o Abs, =||oP(absy).

La idea subyacente en esta definicién es que si b representa una cierta in-
formacién que se conoce sobre un argumento de f, entonces, para encontrar
informacién sobre el resultado de f se calculan los resultados de aplicar f
a los argumentos por debajo de b respecto al orden de aproximacién de los
elementos, y con todos ellos se aproxima el resultado para el argumento
inicial (tomando minima cota superior para mantener la seguridad).

Para garantizar la correccion del andlisis estas funciones de abstraccién
y concrecién deben cumplir una serie de propiedades.

Propiedades de las funciones de abstraccién y concrecién. Las
proposiciones de esta seccién hacen uso de propiedades del dominio potencia
de Hoare. Todas las demostraciones se pueden encontrar en [Bur91].

Proposicion 9 Se cumple que si absy es continua y estricta, entonces:
e abs, y Abs, son continuas para cualquier o.
e abs, y Abs, son estrictas para cualquier o.

e v, estd bien definida y es continua para cualquier o.
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La estrictez de las funciones de abstraccién es necesaria para que 7y quede
bien definida.

El hecho de exigir que los reticulos abstractos sean completos garantiza
la existencia de la cota superior que define las funciones de abstraccién. La
finitud de los mismos asegura que las funciones de concrecidon sean conti-
nuas. Abramsky demostré en [Abr90]que si manejamos reticulos completos
arbitrarios (posiblemente infinitos), entonces las funciones de abstraccién
inducidas por las de concrecién pueden no ser continuas. Ahora bien, si las
funciones de abstraccién llevan elementos finitos a elementos finitos, enton-
ces si que lo son. Y claramente esto se cumple en el caso de que los reticulos
sean finitos.

A partir de ahora supondremos que disponemos de abs4 continua y es-
tricta y que abs,_,g estd definida como hemos indicado anteriormente, de
modo que se cumplen todas las propiedades de la Proposicién 9.

Los siguientes resultados permiten demostrar la correcciéon del andlisis
planteado.

Proposicion 10 Tal como estdn definidas se cumple que v, y Abs, forman
una conexion de Galois, es decir:

® 7, 0 Abs, 2 id’P(Da)’

o Absy oy, Cidp,.

Proposicion 11 abs, tiene propiedades semihomomorficas en la aplicacion
de funciones, es decir:

absy—3(f) o abs, J absgo f.

La demostracién se obtiene utilizando la Proposicién 10 y propiedades
del dominio potencia de Hoare. Como consecuencia de esto, se tiene:

Proposiciéon 12

absy(lfp f) C lfp (absg—o(f))-

La demostracion se obtiene usando las proposiciones 9 y 11.

La correcciéon del andlisis. La propiedad de correccién del anélisis para
las funciones nos dice que si para toda variable 27, p!(z™) 3 abs,(p*(z7)) y

(tabs[f]pt) s* C t#,
entonces se debe cumplir que:

Vs € y(s#).(sem[f]p%) s € Y(tH).
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Ejemplo 13 (anilisis de estrictez)
La propiedad de correccion del andlisis de estrictez es la siguiente:

(tabs[f1p")(LB,) = LB, = (sem[f1p*)(Lp,) = L,
ya que se cumple y(Lp ) = {Lp, }.
|

La correccién depende de la condicién de seguridad para las constan-
tes:

abs, (K (c”)) C K'(c?),
que se cumple en el caso del andlisis de estrictez que hemos visto.
Proposicion 14 Si todas las constantes cumplen la condicion de sequridad,

entonces para todo p*, p' tales que para todo x™, abs,(p*z™) C (p'z™), y para
toda expresion e, se tiene:

abs, (sem[e]p®) C tabs[e]p’.

Esta proposicion se demuestra por induccién estructural sobre e utilizando
las proposiciones 11 y 12.

Como consecuencia de esta proposicién y de las proposiciones 10 y 11
obtenemos la demostracion de la correccién del andlisis.

Ejemplo 15 (anilisis de estrictez)
En el analisis de estrictez, dada una funcién f de tipo o1 = 09 — ... —
o — A, se tiene que:

ffly o0, . 1y, =0= (Va; € Dy,.f21... Lp, ...ty = Lp,)

donde Oy, y 15, representan el infimo y supremo, respectivamente, del reticulo
B,, (ver Figura 2.2).
O

Veamos un ejemplo de aplicacién del andlisis de estrictez a una funcién de
orden superior.

Ejemplo 16 Sea la funcién de orden superior twice : (int — int) — int —
int:

twice f x = f (f z)

La interpretaciéon abstracta de twice viene dada por la siguiente tabla:

twice?
o7 [ 1 Ay.0 | Ayy | Ayl
0 0 0 1

1 0 1
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Puesto que twice® (Ay.0) 1 =0y twice? (\y.1) 0 = 1, twice es estricta en
su argumento f y no se puede decir nada acerca de x, puesto que depende
de la estrictez de f respecto a su parametro.

Calculo eficiente de puntos fijos

La interpretacién de funciones recursivas implica el calculo de puntos fijos
mediante la cadena ascendente de Kleene. Una forma de calcular el punto fi-
jo consiste en iterar sucesivamente un numero suficiente de veces hasta estar
seguros de haber alcanzado el punto fijo. Puesto que los dominios utilizados
son finitos, el niimero maximo de iteraciones necesarias para calcular el pun-
to fijo viene dado por la profundidad del dominio funcional correspondiente,
la cual estd definida como la longitud de la cadena més larga estrictamente
creciente de valores de dicho dominio. Es un buen método cuando el nimero
de argumentos es pequeno. Desafortunadamente, la profundidad del domi-
nio crece exponencialmente con el nimero de argumentos, con lo que esta
aproximacion se hace insostenible cuando aquél es grande.

La opcién tomada habitualmente es hacer una comparacién tras cada
iteracién para saber si ya se ha alcanzado el punto fijo. En tal caso, la
eficiencia de la comparacion influye en la eficiencia del computo del punto
fijo. En el peor de los casos, el coste de la comparacién es exponencial en
el nimero de argumentos. El problema de detectar la igualdad de funciones
de N argumentos con valores en 2 es NP—completo, y por lo tanto no hay
algoritmo polinomial que pueda resolverlo con generalidad [HY85].

Puesto que no se puede determinar la igualdad de dos funciones en base
a su definicion, se hace necesaria alguna representacién de las funciones cuya
comparacion sea eficiente en los casos mas comunes. Clack y Peyton Jones
[CP85, PC87] examinaron tres formas distintas de representacién para el
andlisis de estrictez: las tablas de verdad, las expresiones booleanas
y las fronteras. El algoritmo de fronteras fue posteriormente optimizado
y extendido a orden superior y reticulos arbitrarios por Martin y Hankin
[MH87]. Posteriormente, Peyton Jones y Partain [PP93] utilizaron una for-
ma de representaciéon aproximada, las signaturas. Dichas signaturas per-
miten definir un operador de ensanchamiento con el objetivo de calcular una
aproximacion del minimo punto fijo en un tiempo cuadrético.

Tablas de verdad. Una funcién queda caracterizada medianteel corres-
pondiente conjunto de pares argumento-resultado (su grafo). Por lo tanto,
las funciones abstractas del andlisis de estrictez se pueden representar me-
diante tablas de verdad. Con esta representacion la comparacion es siempre
exponencial en el nimero de argumentos de la funcién, independientemente
de lo sencillas que sean las funciones a comparar.
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Expresiones booleanas. Debido al aspecto del dominio elegido para
el andlisis de estrictez, para representar las funciones abstractas en dicho
andalisis se pueden utilizar expresiones booleanas simbdlicas. Esta represen-
tacién es mucho mds compacta que la anterior. Para poder compararlas,
debemos manipularlas hasta obtener una forma candnica. Las formas mas
comunes son la forma normal conjuntiva y la forma normal disyun-
tiva. En general, ninguna es mejor que la otra, ya que algunas expresiones
tienen una representaciéon més compacta en forma conjuntiva y otras en for-
ma disyuntiva. Sin embargo, al pasar a orden superior el uso de expresiones
booleanas se hace inmanejable.

Fronteras. Los posibles argumentos de una funcién f# forman un reticulo
finito, el cual se puede representar mediante un grafo no dirigido. Cada uno
de los nodos representa una combinacién de argumentos. Si el resultado
de aplicar f# a los argumentos especificados en un nodo es 0 (respectiva-
mente 1), le llamaremos 0—nodo (respectivamente 1-nodo). De esta forma
podriamos etiquetar los nodos del grafo con el valor correspondiente de f#
sobre ellos.

Se han interpretado las funciones como funciones continuas abstractas,
y por tanto monétonas. Esto quiere decir que si un nodo es un 0-nodo,
entonces, cualquiera que le aproxime, es decir, que esté por debajo de él en
el reticulo, debe ser también un 0—nodo. De la misma forma, si un nodo es
un 1-nodo, entonces cualquier nodo al que aproxime, es decir, que esté por
encima de €l en el reticulo, debe ser también un 1-nodo. Esto significa que
para representar una funcion, basta con guardar los valores de aquellos nodos
que constituyen la barrera de separacién entre los 0-nodos y los 1-nodos.
Este conjunto de nodos reciben el nombre de frontera. La O—frontera es
el conjunto de 0—nodos que estan en la frontera. De forma andloga se define
la 1-frontera.

Ejemplo 17 Sea la funcién
flx,y,z) =if (< 0)y (z+ f(z — 1,0, 2))
cuya interpretacién abstracta es:
ey, 2) =2 Ay V (2 A [P (2,1,2))).

La secuencia de aproximaciones es la siguiente:

fE(@y,2) = 0

@y, = anlyv i)
= Ay

@y, 2) = aalyv A, 2))

= xA(yVz2)
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Figura 2.3: Valores de fl# y fronteras (0O-frontera en caja punteada y 1-
frontera en caja continua)

La O—frontera de fl# estd formada por los nodos (0,1,1) y (1,0, 1), pues
todos los nodos con un 0 en la z o en la y son 0—nodos, y de ellos estos dos son
los mayores en el reticulo. La 1-frontera estd formada por el nodo (1,1,0),
ya que todos los nodos con z = y = 1 son 1-nodos, y este es el menor de
ellos. En la Figura 2.3 se muestra el reticulo de posibles argumentos, y cada
una de las fronteras. Junto a cada punto del reticulo figura en negrita el
valor de f{'éﬁ en ese punto.

a

Resulta inmediato comprobar que dos funciones con las mismas
O—fronteras son iguales. En consecuencia, una frontera es una forma
candnica y compacta de representar una funcién.

Veamos el coste del cilculo del punto fijo usando esta representacion.
El nimero de iteraciones es proporcional a la profundidad del reticulo de
argumentos. En cada iteracion es necesario calcular la nueva O—frontera y
compararla con la de la iteracién anterior. La nueva O—frontera puede calcu-
larse a partir de la anterior, y su coste es proporcional a la profundidad del
reticulo de argumentos. El coste de comparar dos fronteras es proporcional
a la anchura del reticulo de argumentos.

Si nos restringimos a funciones de primer orden en el anélisis de estrictez,
el coste de cada iteracion es lineal con respecto al niimero de argumentos
de la funcién, por lo que el coste del cilculo del punto fijo es cuadratico.
Sin embargo, al pasar a orden superior, la profundidad de los reticulos de
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argumentos y por tanto el coste del cdlculo del punto fijo se hace de nue-
vo exponencial. Si se consideran reticulos base con un mayor ntmero de
elementos, se hace necesario controlar varios conjuntos frontera. Cuando
aumenta el nimero de elementos del reticulo base que no son comparables,
la eficiencia del algoritmo decrece rapidamente.

En definitiva, los algoritmos basados en fronteras proporcionan una re-
presentacién util de las funciones, pero son altamente insatisfactorios en
cuestiones de eficiencia, puesto que solamente funcionan relativamente bien
para primer orden, funciones con pocos argumentos y dominios abstractos
pequenos. Actualmente la atencion se centra en el cdlculo aproximado de
los puntos fijos. Se prefiere renunciar a la exactitud frente a la ineficiencia.

Aproximacién de puntos fijos usando ensanchamiento y estrecha-
miento. Los operadores de ensanchamiento y estrechamiento® se utilizan
para asegurar la terminacién de los andlisis cuando los dominios abstractos
poseen cadenas ascendentes infinitas, es decir para asegurar la convergencia,
o bien para acelerar la misma en dominios grandes. El caso que nos intere-
sa aqui es el segundo. Naturalmente, el precio a pagar es la pérdida de la
exactitud: estas técnicas calculan solamente una aproximacién al punto fijo.

Definicién 18 (operador de ensanchamiento) Dado un reticulo completo L,
un operador 7 € IN— ((LxL) — L) es un operador de ensanchamiento
st satisface las siguientes condiciones:

e Vj>0,z,y € LalUyCa v(j)y.

e Para toda cadena zyo C z1... C z, T ... en L, la cadena yy C
y1 E ... Cyn T ... definida por yo = zo,y1 = yo V(1) 21,...Yyn =
Yn—1 V(1) T, es eventualmente estable, es decir, existe un k > 0 tal
que para todo 1 >k : y; = y.

Proposicion 19 Sea f una funcion mondtona sobre L y <7 un operador de
ensanchamiento. El limite u de la siguiente secuencia:

i) = 1
Tn+1 = Tn sl f(xn) Lz,
Tnt1 = Zn V(in+1) f(z,) eo.c.

se puede calcular en un ndmero finito de pasos, fiz(f) Cu y f(u) C u.

Es decir, si utilizamos un operador de ensanchamiento obtenemos una
aproximacion segura del punto fijo.

El proceso de iteracion y su relacion con la cadena de Kleene se ilustra
en la Figura 2.4.

3En inglés widening y narrowing.
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L

2L

Figura 2.4: Relacién entre la cadena de Kleene y la obtenida mediante el
operador de ensanchamiento

Definicién 20 (operador de estrechamiento)
Un operador A : IN — ((L x L) — L) es un operador de estrecha-
miento si satisface las siguientes condiciones:

e Vi>0Ve,ye LyCz=yLC (zx Aj) y) Cx.

e Para toda cadena xy D x1... Jx, 3 ... en L, la cadena yo = o, y1 =
yo A1) 21, .. Yn = yn—1 A(n) z, es eventualmente estable, es decir,
existe un k > 0 tal que para todo i > k.y; = yg.

Proposicion 21 Sea f una funcién mondtona sobre L y /N un operador
de estrechamiento. Sea v € L tal que fiz(f) C v y f(u) C u. La cadena
decreciente:

rog =U
Tpp1=Tn A(n+1) f(zn)

es eventualmente estable, y cumple Yk > 0: fix(f) C zy.

Es decir, si partimos de la aproximacién del punto fijo calculada mediante
ensanchamiento, el operador de estrechamiento obtiene una aproximacion
mejor, que aun se encuentra por encima del punto fijo, es decir, que atn es
segura..

En la Seccién 5.6 se usard un operador de ensanchamiento para acelerar
el célculo del punto fijo. Mas exactamente se utilizara un operador de cierre
superior, es decir, un operador mayor o igual a la identidad W 3 id. Ahora
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bien, dado un operador de cierre superior W 1 id, se puede definir un
operador de ensanchamiento equivalente V = A(z,y).z U W(y), como se
hace en [HH92]. Por ello, en la citada seccién, al igual que se hace en
[PP93], utilizaremos la denominacién operador de ensanchamiento.

Signaturas. El uso de signaturas resuelve a la vez el problema de en-
contrar una representacién de las funciones que sea comparable de forma
eficiente y la tarea de definir un operador de ensanchamiento para acelerar
el calculo del punto fijo. Una signatura es una representaciéon aproximada
de una funcién abstracta, por lo que varias funciones abstractas pueden es-
tar representadas por una misma signatura. Por lo tanto, en el proceso de
obtencién de una signatura se pierde informacién. Dicha pérdida da lugar a
un operador de ensanchamiento.

Puesto que en la Seccién 5.6 se utilizard esta técnica proporcionando
las definiciones formales y demostraciones de todos los resultados obtenidos
para el andlisis de no determinismo, aqui solamente se proporcionan las
intuiciones necesarias para entender el método.

Veamos como ejemplo las signaturas definidas en [PP93] para el andlisis
de estrictez. La signatura de una funcién de n argumentos en este andlisis
es basicamente una secuencia de n “demandas”. Dicha secuencia describe
la evaluaciéon llevada a cabo por la funcién de cada uno de los argumentos.
Una demanda puede ser L o S. Una demanda L en la posicion i-ésima
de la signatura representa que no hay garantia de que la funcién evalie el
argumento ¢-ésimo. Una demanda S en la posicion i-ésima de la signatura
indica que la funcién es estricta en el argumento i-ésimo. Por ejemplo, si
f :int — int — bool — int fuese la funcién dada por

fayz=if zx y,

su correspondiente signatura es L L S. Estas signaturas forman un reticulo
finito.

Para obtener una signatura se aplica la funcién abstracta a algunas com-
binaciones de argumentos. Este proceso recibe el nombre de muestreo. En
el caso del andlisis de estrictez, cada funcién de n argumentos se aplica
a las combinaciones: L, T,...,T; T,L,T,...,T; ...; T,...,T,L1, donde
todos los argumentos menos uno reciben como valor el supremo del domi-
nio correspondiente y el restante recibe como valor el infimo del dominio
correspondiente.

El valor abstracto de la funcién del ejemplo anterior es f# = \z# \y#.
M 2% 1 (x# Uy#), donde z#, y# y 2% pertenecen a 2. Para obtener la
signatura se aplica f# a las combinaciones de argumentos 0,1,1; 1,0,1 y
1,1,0. Si el resultado es 0, la demanda es S; si es 1, la demanda es L.
Asi se obtiene la ya indicada L L S. Hay otras funciones abstractas con
la misma signatura, por ejemplo A\z# . \y# .\z#.z#. Sin embargo, se cumple
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la propiedad de que dada una signatura, existe una funcién que es mayor
o igual que todas las que tienen esa misma signatura. Dada una signatura
di,...,d, podemos obtener dicha funcién de la siguiente manera:

{ Lsizi €0(d)V...Vz, €b(d,)
ALy,
T e.o.c.,

donde 6(d;) devuelve el conjunto de valores del argumento 7 que hacen di-
verger con seguridad a la funcién, es decir, (L) =0y 6(S) = {L}.
En el ejemplo se obtiene

Osiz3 =0

)\1131.)\1132.)\1133. { 1 eoc

Se cumple que si f# tiene signatura d ...d,, entonces r(dy,...,d,) 3
f#, es decir la composicién del muestreo con la funcién r da lugar a un
operador de ensanchamiento, que se puede utilizar para acelerar el calculo
del punto fijo.

En realidad, el proceso de muestreo se puede ver como una funcién de
abstraccion, y la funcidon r como una funcién de concrecion. Ambas forman
una inserciéon de Galois, lo que implica que su composicién es un operador
de ensanchamiento.

El coste del andlisis usando signaturas y el correspondiente operador de
ensanchamiento depende del tamano de las signaturas. Cuanto mayor sea
el muestreo realizado mayor serd la cantidad de informacién que contenga
una signatura y méas caro resultard el calculo del punto fijo. Por otro lado,
si el muestreo es muy pequeno, el andlisis perderd demasiada informacion:
es necesario un compromiso. El coste de comparar dos signaturas es propor-
cional a su tamano. Asi, en el andlisis de estrictez estudiado, es lineal con el
nimero de argumentos de la funcién. El ntimero de iteraciones es también
proporcional al tamafno de las signaturas, por lo que en dicho andlisis el
coste de calcular el punto fijo es cuadritico (sin tener en cuenta el coste del
cdlculo de la signatura). Es importante notar que las signaturas y el ope-
rador de ensanchamiento se utilizan solamente en el cdlculo del punto fijo,
permaneciendo el resto del andlisis inalterado. Es decir, se obtiene un coste
aceptable perdiendo informacion sélo cuando hay que calcular puntos fijos.
Por ello, esta técnica serd la elegida en el andlisis de no determinismo del
Capitulo 5, para asi obtener una version del analisis implementable desde el
punto de vista préctico.

En la Seccién 5.6 las signaturas utilizadas son mas complejas que las
aqui descritas. Adicionalmente se lleva a cabo un andlisis detallado del
coste que ademads tiene en cuenta el proceso de muestreo, obteniéndose un
coste cubico.
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Estructuras de datos

Cuando se manejan tipos estructurados, contaremos con dominios abstrac-
tos para los tipos base que capturardn las propiedades de interés sobre ellos;
por su parte la interpretacién abstracta de los constructores de tipo determi-
nard las propiedades que puedan definirse sobre los correspondientes tipos
estructurados.

Por ejemplo, en el andlisis de estrictez, si el argumento de una funcién es
una lista, hay varias formas en que una funcién puede usar dicho argumento.
Para ilustrar el problema podemos ver algunos ejemplos propuestos por
Wadler [Wad87].

Ejemplo 22 Consideremos las funciones isempty, length y sum, definidas
por:

1sempty nil = True
isempty (cons x xs) = False

length nil =0

length (cons x xs) = 1+ length zs
sum nil =0

sum (cons x xs) = x4+ sum zs

a

Es facil ver que cada una de ellas exige un grado distinto de evaluacién del
argumento lista. La primera funcién, isempty, solamente necesita conocer el
constructor en cabeza de la lista, es decir, si se trata de la lista vacia o tiene
al menos un elemento. Sin embargo, la segunda, length, necesita evaluar
toda la lista, aunque no le preocupan los valores contenidos en ella. La
tercera, sum, no solo necesita evaluar toda la lista sino que ademads necesita
conocer los valores numéricos para sumarlos.

Por tanto, cuando se introducen tipos estructurados, la informacién pro-
porcionada en el andlisis ha de ser mis compleja, para asi poder reflejar los
distintos grados requeridos de evaluacién de la estructura.

Wadler [Wad87] presenté un enfoque del andlisis de estrictez sobre do-
minios no planos, (en concreto las listas, aunque se puede extender a cual-
quier otro tipo de datos) usando interpretacién abstracta con dominios fi-
nitos. Utilizé6 como dominio abstracto de las listas de enteros el conjunto
{L1,00, L, T¢}, ordenado como se muestra en la Figura 2.5.

Recordemos que cada uno de los puntos del dominio abstracto representa
una propiedad, es decir, un conjunto Scott—cerrado. Por lo tanto, el conjunto
de listas representadas por cada punto del dominio contiene a todas las
representadas por los puntos inferiores y a algunas méas. En la Figura 2.5,
junto a cada punto del dominio se presenta un elemento perteneciente al
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Te [1,2,3]
Le [1,.L1,3]
00 1:1
€ €

Figura 2.5: Dominio abstracto para las listas de enteros

conjunto representado por dicho punto, que no pertenece a ninguno de los
representados por los puntos inferiores.

El elemento L representa a la lista totalmente indefinida 1. El elemento
oo representa a la lista 1 y ademds a todas las listas infinitas y sus apro-
ximaciones (ej. 1 : L es aproximacién de [1,1,...]). L. representa a las
anteriores y ademds a todas las listas finitas, alguno de cuyos elementos es
L. T representa a las anteriores y ademas a las listas finitas y totalmente
definidas (ningin elemento es L), es decir, representa a todas las listas. Es-
te dominio abstracto pretende capturar los distintos modos de evaluacién:
evaluar una lista a forma normal débil de cabeza, o evaluar la estructura de
la lista, o evaluar la estructura de la lista y cada elemento de ella a forma
normal débil de cabeza.

A continuacién se definen las abstracciones de los constructores: nil# =
T., mientras que cons?# viene definido por la siguiente tabla:

o [os? | Te Lo oo L
T Te 1e o0 o0
L 1le 1e 00 @

Si una funcién h se define por casos de la siguiente manera:

hnil = a

h (cons x zs) = fxxs

Wadler obtuvo que su abstraccién viene dada por:

h* T, = o U(f* T T,

Wt Le = (fF LToU(f#* T Lo
h# oo = f#T oo

1L = 1

En general, los resultados de la interpretacién abstracta de una funcién
h se pueden entender de la siguiente manera:
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e Si h#* L = L entonces h es estricta en la lista argumento y éste se
puede evaluar a forma normal débil para exponer el constructor en
cabeza.

e Si h# 0o = L entonces es seguro evaluar el argumento y todas sus
colas, es decir, se puede construir la lista con una versién de cons
estricta en el segundo pardmetro.

e Sih# 1, = 1 entonces es seguro evaluar el argumento, asi como todas
sus cabezas y colas, es decir, se puede construir la lista con una version
de cons estricta en ambos argumentos (hiperestrictez).

Polimorfismo

La mayoria de los lenguajes funcionales poseen sistemas de tipos polimérficos.
Los ejemplares monomorficos de una funcién polimérfica se pueden analizar
usando los métodos definidos anteriormente.

Los cuerpos de todos los ejemplares de una funcién polimérfica son esen-
cialmente los mismos. La semejanza a nivel sintactico deberia implicar al-
guna relaciéon semantica entre los distintos ejemplares.

Los métodos de andlisis que incluyen polimorfismo intentan establecer
conexiones entre las propiedades e interpretacién abstracta de los distintos
ejemplares.

La relacién entre los ejemplares puede establecerse definiendo un modelo
categdrico para el lenguaje funcional, en el que los objetos son dominios,
correspondientes a los tipos monomérficos, los constructores de tipos son
funtores, y las funciones polimérficas transformaciones naturales o alguna
variante de ellas.

Baraki demostré en [Bar93] que se puede calcular una aproximacién a
la interpretacion abstracta de cualquiera de los ejemplares de una funcién
polimoérfica a partir de la interpretacién abstracta de su ejemplar mas pe-
queno, es decir, aquel en el que las variables de tipo se sustituyen por tipos
basicos. La semantica de una funcion polimérfica f :: Vii....Vit,.7 es la co-
leccién de valores {fp,..p,} de los distintos ejemplares de la funcién. Estos
ejemplares se relacionan entre si mediante pares inmersion-clausura; sucede
lo mismo con los valores abstractos de dichos ejemplares. Baraki trabajo
con la categoria de los reticulos finitos y los pares inmersién—clausura A°.

Su resultado mas importante es el Teorema de Representacion, cuya
consecuencia principal es la siguiente: siendo {f4}acopj(aec) un conjunto de
funciones continuas indexadas por reticulos finitos A (es decir, los valores
abstractos de los ejemplares de una funcién polimérfica), tales que f4
F(A) — G(A) para ciertos functores F' y G (que modelizan los constructores
de datos, ver Seccién 2.2.1) sobre A®“, tenemos

fA C ﬂaGe(ha) © f2 o Fc(ha)
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donde a recorre todos los elementos distintos de T 4 de A.

Esta desigualdad nos proporciona una aproximacién al valor abstracto
fa de un ejemplar a partir del valor abstracto fo del ejemplar mds pequeno.

En el Capitulo 5 utilizaremos esta forma de aproximar el valor abstracto
de un ejemplar a partir del ejemplar méas pequeno, ya que el dominio base
Basic alli utilizado es semejante al dominio 2 del andlisis de estrictez.

Sin embargo, los dominios abstractos pueden ser grandes, por lo que en
general no resulta practico calcular todos los valores implicados en el calculo
de la maxima, cota inferior. Puesto que se toma la maxima, cota inferior sobre
los elementos de A, también se podria elegir como aproximacién superior
G€¢(hg) o fo o F¢(hy) para un elemento particular a de A (aunque de esta
forma perderiamos precisién). Esta serd la opcién tomada en el Capitulo 5.

2.3 Analisis basados en tipos

2.3.1 Introduccién

En esta seccién vamos a desarrollar con més detalle los andlisis basados en
tipos. Se utilizan como ejemplos el andlisis de uso [TWM95, WJ99, GS01]
y el andlisis de terminacién y productividad [HPS96, Par00]. Este ultimo
serd utilizado como base para desarrollar el analisis del Capitulo 6.

La metodologia seguida en los andlisis basados en sistemas de tipos ano-
tados y efectos sigue normalmente los siguientes pasos: Primero se define
una semantica para el lenguaje tipado. Por ejemplo en los andlisis de uso se
utiliza una seméntica natural de Launchbury [Lau93] para evaluacién pere-
zosa. En el andlisis de terminacion y productividad se define una seméantica
denotacional en la que los tipos son conjuntos de valores cerrados superior-
mente y los términos toman valores en dichos conjuntos. Més adelante, en
la Seccién 2.3.3, se explica con detalle esta seméntica.

A continuacion se expresa el andlisis en términos de un sistema de tipos
anotados o de un sistema de efectos. En el siguiente apartado se desarrolla
con detalle el andlisis de uso. Por su parte, en la Seccion 6.1 se estudiard
con detalle el sistema de tipos para andlisis de terminacién y productividad,
ya que este serd modificado para poder aplicarlo a programas Edén.

Una vez definido el analisis se demuestra su correccion. Si se usa semdanti-
ca operacional, lo habitual es demostrar la correccién a través de un resulta-
do de reduccion del sujeto (subject reduction), es decir, demostrando que los
tipos anotados se mantienen tras la reduccién de la expresiéon mediante la
semdntica. Asi, se demuestra, por ejemplo, la correccion del andlisis de uso.
Si se usa semdntica denotacional es necesario demostrar que cada afirmacién
sobre el tipo de un término es correcta, es decir, el valor asignado por la
semdantica al término pertenece al conjunto de valores denotado por el tipo.
Asi se demuestra la correccion del andlisis de terminacion y productividad.
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Para poder aplicar el andlisis es necesario definir, a continuacién, un
sistema de comprobacion o de inferencia de tipos. Esto suele implicar la
generacién de restricciones que han de ser resueltas posteriormente. En
ocasiones es posible definir un sistema de inferencia que calcule tipos princi-
pales, como en el caso del anélisis de uso. En otros, sin embargo, es necesario
restringir el problema a la comprobacién de tipos, como es el caso del andlisis
de terminacion y productividad, en el que el usuario proporciona los tipos
anotados y el sistema los comprueba.

2.3.2 El analisis de uso

El analisis de uso pretende determinar cuando un valor se usa a lo sumo una
vez, para evitar la actualizacién de clausuras cuando resulte innecesaria.
Cada tipo es anotado, indicando por medio de un 1 que el correspondiente
valor se usa a lo sumo una vez, y con w que puede ser usado muchas veces.
Es decir, 1 y w actdan como cotas superiores del uso del valor. El problema
de asignar estas anotaciones de uso a los programas no es trivial; no basta
con ver si la variable aparece una sola vez en el programa. Consideremos
por ejemplo, la siguiente expresién:

let z =142
f=Xzzx+=2
inf3+f4

Aunque z aparece sélo una vez en el cuerpo del let externo, no es en principio
seguro reemplazar = por 1+ 2 ya que el programa resultante calculara 1+ 2
dos veces, con lo que tanto = como f deben recibir la anotacién w.
Presentaremos primero el sistema de [TWM95], discutiendo sus proble-
mas. Se trata de un sistema de tipos monomorficos. Para poder llevar a
cabo inferencia se incluyen variables de uso j. Se utiliza el conjunto de res-
tricciones O de la forma j < {ki, ..., k,} definido por medio de las siguientes

reglas:
One

@ Omega

1<gk
jg{kl,...,kn}eé)

Re -
i J <ek;

@ Taut

Los tipos anotados incluyen a los enteros y a las listas:
7 u= df |7 =k | Int* | [r]F

Para devolver el uso asociado al tipo se utiliza |7|. Para que los tipos [7]*
estén bien formados hace falta que £ <g |7|. El lenguaje es un lambda
calculo con expresiones let, listas y case sobre listas. También dispone de
expresiones letrec restringidas a ligar valores. Un contexto asocia un tipo
anotado a cada variable. Los juicios de tipado son de la forma I' g e : T,
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indicando que en el contexto ', y bajo las restricciones 0, el término e tiene
tipo 7. Las reglas de tipado se muestran en la Figura 2.6. Hay tres reglas
estructurales: la regla de contracciéon Cont, la regla de debilitamiento Weak
y la regla de intercambio Ezch. Si una variable se utiliza més de una vez,
se aplica la regla de contracciéon asigndndole una anotacién w. Veamos un
ejemplo:

Var
Plus

z:IntY g x: Int¥ Var y: IntY Fo y: Int?

z:Int?,y: Int® Fe z +y : Int!
z:IntY Fo z 4z : Int!

Cont

Como era de esperar, z adquiere la anotacion w. La variable de uso j puede
sustituirse por 1 o por w, dependiendo del uso que vaya a hacerse de la
suma.

El hecho de que una variable no se usa nunca, se introduce mediante
la aplicacién de la regla de debilitamiento Weak. Esta regla no impone
ninguna anotacién para la variable, ya que cualquier uso es compatible con
el hecho de no ser usada. La regla Exzch indica simplemente que el orden no
importa dentro de los entornos. Obsérvese que en este sistema se usan en
ocasiones contextos distintos en las distintas subexpresiones. Pero en el caso
de la regla del case para listas hay que tipar las dos ramas con el mismo
contexto, ya que solamente se evaluard una de las ramas. Asi, por ejemplo,
el siguiente tipado es valido:

zs: [Int']',y : Int' g case zs of nil — y; cons x xs' — z +y: Int'

En la regla Abs, la restriccién k < |I'| refleja el hecho de que, si se puede
acceder a una funcién més de una vez, entonces se puede acceder mas de
una vez a cualquier variable libre suya. Las reglas Nl y Cons asumen la
condicién k <g |7| para que el tipo de las listas esté bien formado. El
operador de suma es estricto, luego el resultado de ¢y + e; serd siempre una
constante entera que no tendrd referencias a los resultados de evaluar ey o
e1. Por ello, el uso de ey + e; no depende de los usos de ey y e;. Todas las
variables en un letrec se anotan con w.

Como ya se dijo anteriormente en la Seccién 2.1.3, este sistema tiene un
problema de envenenamiento. Consideremos la expresién

let f =Xz.x+1
a=2+3
b=5+6

ina+ (f a)+ (f b)

A simple vista se observa que el valor de a se demanda dos veces, pero el
de b solamente una vez. Sin embargo, este sistema asigna tanto a a como
a b el tipo Int”. Esto sucede porque una vez se ha dado a a el tipo Int",
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Tx:m,y:mFoe: T
0,Y:T1 "o Exch
lNy:m,x:mprFeoe: T

Tz:ry:thee: ™ |7|=w
— Cont
T,z:1lkeelz/z,z/y]: T

F'Fege: ™ Weak
Fz:7hee: 7 ea JJ:TI—@:U:TVGT
Fa:thee:7 k<|T| F'tee:T=F7 Abguaz:T
App

Ab
I'ke Az.e:7 k7 3 LAbex: 7

'k :Intko AL : Intkr
Int ©c:in © % n Plus
I'Algeg+e:Int

Fon: Intt

Ftez:7 Al—ey:[’r}k

—— Nil C
Fo nil : [1]* ! [,Algcons zy: [7]F ons
T'toey:[1]* Alge:7 A,x:T,y:[T]kl—@eng'C
I',A g case ¢y of nil — ey;cons zy — eg : 7' ase
Frtge:7 Ajz:T7hge 7'
— 5 Let
IAtegletz =eine : 7
Tz:vkov:T Az:Thoe:T |T|=w
Letrec

ILAbgletrecz=vine: 7

Figura 2.6: Reglas de tipado para el andalisis de uso
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la funcién f toma el tipo Int™¥ — ... y éste se propaga a b. La solucién
propuesta en [WJ99] consiste en definir una relacién de subtipado (entre
esquemas de tipo o, puesto que este sistema es polimorfico en los tipos) y
anadir la regla de subtipado:

F'Fe:o! o' <o
'Fe:o

Sub

Se establece la relaciéon 1 < w y la relacién de subtipado. El orden bajo
subtipado es el opuesto al orden de las anotaciones. A continuacién se
muestran las reglas para las anotaciones y para las funciones:

up <up T < To o3 <01 09< 04

; Annot
't < 1y 01— 09 < 03 = 04

Arrow

Aplicdndolas obtenemos, por ejemplo, Int® < Int'.

Este sistema se define ademas sobre un lenguaje semejante a Core que
no solamente maneja listas sino tipos estructurados cualesquiera. Las reglas
estructurales se eliminan y se unifican los contextos. En lugar de la regla
de contraccién se utiliza una funcién occur(z,e) que cuenta el nimero de
apariciones libres de la variable x en la expresién e. La regla de subtipado
hace que las reglas dejen de estar dirigidas por la sintaxis, por lo que suele
incorporarse dentro de las propias reglas, como en la siguiente regla para la
aplicacién:

F'kep:(op = o09)" They:of of <oy

I'kepey:og App

Pero, adn con este sistema, hay problemas debido a la currificacién. Por
ejemplo, si consideramos la funcién ¢ = Az.Ay.x + y — 1, como ¢ evalia
su argumento solamente una vez, esperamos el tipo g :: (Int' — (Int' —
Int™)")™. Pero este tipo no es correcto. Supongamos que tenemos la expre-
sién let h =g a in h 3+ h 4. En este caso, a es demandada dos veces, una
por cada llamada de h, luego el tipo de g es incorrecto, ya que permitiria
proporcionar a a un tipo Int' en lugar del apropiado Int®.

La solucién es usar polimorfismo de anotaciones para expresar las depen-
dencias. En el ejemplo, tendriamos g : (Vu.Int® — (Int' — Int*)*)¥. De
esta forma tenemos dos ejemplares validos: g; :: (IntY — (Int' — Int?)v)®
y g2 i (Int! — (Int' — Int”)')*. El primer ejemplar se puede usar para
tipar h. El segundo ejemplar se puede utilizar en aquellos casos en los que
el argumento se utiliza solamente una vez, obteniendo en tal caso que la
aplicacién parcial de ¢ no puede ser compartida. En este sistema, la re-
lacién de subtipado se establece a través de la relacion w < 1, pero sigue
cumpliéndose 7% < 71

Una opcién atin mas general seria utilizar polimorfismo acotado y dar a
g el tipo:

g (Vu,v.u < vint® — (Int' — Int®)?)v
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donde w < 1. Este tipo hace explicito que el uso de su primer argumento
y su aplicacién parcial no tienen por qué ser iguales; solamente hace falta
que el uso del argumento sea mayor o igual que el de la aplicacién parcial.
Es el sistema desarrollado en [GSO01], donde ademds se introduce recursién
polimorfica en los tipos y en las anotaciones.

2.3.3 Tipos con tamano

Describimos ahora la teoria de los tipos con tamano, su sintaxis y su seman-
tica. Desde un punto de vista seméntico, la denotacién de un tipo con
tamano es un subconjunto cerrado superiormente de un reticulo, que puede
no contener 1, donde L significa tanto no terminacién (para tipos finitos)
como bloqueo (para tipos infinitos). Luego, si en este sistema se puede dar
un tipo a una funcién, se puede asegurar que o bien termina (si la funcién
produce un valor finito) o es productiva (si produce un valor infinito). Con
este proposito, se deberfan distinguir los tipos finitos de los tipos infinitos.
Adicionalmente, los tipos pueden tener uno o mas pardmetros de tamano,
que contienen informaciéon de tamano. Estos pueden ser constantes, va-
riables cuantificadas universalmente o, en general, expresiones restringidas.
Intuitivamente, el tamano de un valor de un cierto tipo es el niimero de
iteraciones necesario para construir el valor. Por ejemplo, para una lista
finita, es el nimero de constructores cons mas uno (este ltimo sumando co-
rresponde al constructor nil). Para un arbol binario, es el nimero de niveles
mas uno, y asi sucesivamente.

Sintaxis de los tipos con tamano y de los tipos de datos

Sintacticamente, los tipos finitos no recursivos se introducen mediante una
declaracién data, los tipos finitos recursivos mediante una declaracién idata
y los infinitos mediante una declaracién codata. En la Figura 2.7 se mues-
tra la sintaxis de las signaturas y declaraciones de tipos. Se usan 7,0, s,k
para denotar tipos, esquemas de tipo, expresiones de tamano y variables
de tamano respectivamente. Para representar variables de tipo utilizaremos
t,a,b,c.

Una expresiéon de tamano puede ser finita, denotada por 7, oinfinita, de-
notada por w. En el primero de los casos, obsérvese que estan restringidas a
ser expresiones sobre nimeros naturales, lineales en un conjunto de variables
de tamano. Las variables de tamano y de tipo pueden estar cuantificadas
universalmente en un esquema de tipo y en una declaracién de tipo. Hay al-
gunas restricciones adicionales (por ejemplo que los constructores deben ser
unicos, 0 que no estan permitidas las definiciones mutuamente recursivas),
las cuales se pueden comprobar estaticamente. Dichas restricciones tienen
por objeto que los tipos tengan una semdntica correcta. Véase [Par00] para
mas detalles.

Algunos ejemplos de declaraciones validas de tipo son:
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Tu=t|T—=>7|T35T D ::= data FE | idata E | codata E
o=Vt | Ve | T E:=L=R|Vt.E|Vk.E

su=w | L:=T535T

in=k|n|pxili+i Ru=c1 7| ... |en T

Figura 2.7: Sintaxis de los tipos con tamano y de las definiciones de tipos
de datos

data Bool = true | false

idata Va . List w a = nil | cons a (List w a)
idata Nat w = zero | succ (Nat w)

codata Vo . Strm w a = make ¢ (Strm w a)

representando el tipo de los booleanos, las listas finitas de cualquier tamano,
los nimeros naturales de cualquier tamano, y los streams de cualquier ta-
mano respectivamente. Ejemplos de esquemas vélidos de tipo son:

List 3 (Nat w)
(a —b) - Strm k a — Strm k£ b
Va.Vk . List k a — Nat k

Semadntica de los tipos con tamano

El primer pardmetro de un tipo idata o uno codata es una expresion de
tamano que acota el tamano de los valores de ese tipo. Para los tipos idata
es una cota superior, y para los tipos codata una cota inferior. Asi, el
tipo List 2 a denota a las listas conteniendo cero o un valor (es decir, con
a lo sumo dos constructores), mientras que Strm 2 a denota los streams
de dos o mas valores (es decir, que contienen al menos dos constructores
make). Los streams parciales, como 1;2; L, y los streams infinitos, como
1;2;..., (donde ; es la version infija de make) pertenecen a este tipo. Este
pardametro de tamano puede concretarse con el tamano infinito w. Para
los tipos idata, List w a corresponde a listas finitas de cualquier tamano,
mientras que para tipos codata, como Strm w a representa los streams
estrictamente infinitos.

El andlisis se define sobre un lenguaje llamado Haskell Sincrono. Un
programa consiste en un conjunto de declaraciones de tipos bien formadas,
seguidas de un término escrito en un A-cdlculo enriquecido con aplicaciones
de constructores, y expresiones case y letrec, cada una con un conjunto de
ligaduras simples mutuamente recursivas (ver Seccién 6.1). Para preservar
la correccién de los tipos, se aniade la restricciéon de que todos los correspon-
dientes constructores del tipo deben aparecer una unica vez en cada una de
las ramas de cada expresion case.

El universo de valores U se define como la solucién de la ecuacion:
U ~ [U - U,8(U x U);®1,®& CON,, donde CON es el conjun-
to de constructores. Sobre este universo, se proporciona una semantica
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estdndar no estricta del A-calculo enriquecido (ver [Par00]). El conjunto de
tipos T = {7 | T es un subconjunto de U cerrado superiormente} forma
un reticulo completo bajo la relacion de inclusion C, en el que Tp = U es
el supremo, Lp = 0 el infimo, y U, N son los operadores de minima cota
superior y maxima cota inferior respectivamente. Se trata de un cpo pero
no es un dominio. Puesto que los tipos son subconjuntos de U cerrados
superiormente, el Unico tipo que contiene Ly es precisamente U.

En este cpo, los tipos recursivos se interpretan como puntos fijos de
funcionales F : T — T. Para los tipos inductivos (los definidos por una
declaracién idata) la interpretacion es el minimo punto fijo de una funcién
continua, mientras que para los tipos coinductivos (los definidos por una de-
claracion codata) es el mayor punto fijo de una funcién cocontinua. Dichos
puntos fijos se alcanzan por medio de la cadena ascendente fi(J_T) y de
la cadena descendente F*(Tm). Los funcionales se definen a partir de las
declaraciones de tipo. Para ello se definen varios operadores sobre tipos:
para el producto cartesiano no estricto de tipos, [+ para la suma de tipos, y
H para las funciones entre tipos. Se demuestra que dichos operadores pre-
servan las propiedades de cierre superior. Asi, por ejemplo, los funcionales
correspondientes a los tipos definidos anteriormente son

Fpoor = true |+ false

Fyot = NT zero [H suce x| T

Frisi = XTg T .nil [+ cons |x| Tg |x| T
Fsirm = XNTo NT .make x| Ty (x| T

De aqui en adelante usaremos una linea superior para representar se-
cuencias finitas de elementos. Asi, § representa una secuencia s ...S; con
[ >0.

La denotacién de un constructor de tipo recursivo T' s 7 es una funcién
que toma como parametros [ — 1 naturales correspondientes a los tamanos
82,...,81, ¥y J tipos correspondientes a los tipos 71,...,7;, y devuelve un
iterador de tipo F : T — T. Este toma como pardmetro un tipo corres-
pondiente a las apariciones recursivas del tipo que estd siendo definido, y
devuelve un nuevo tipo correspondiente al lado derecho de su definicién. El
primer pardmetro de tamano s; determina el nimero de veces que se aplica
el iterador (a L para los tipos idata o a Trp para los codata). Si se
aplica k veces, se obtienen valores de tamano a lo sumo k (resp. al menos
k, para los codata). En el limite, se obtienen valores de cualquier tamano,
es decir el punto fijo del iterador. Si todas las declaraciones respetan las
restricciones semanticas estaticas mencionadas anteriormente, los iteradores
de tipo resultantes son continuos para las declaraciones idata y cocontinuos
para las codata.

Asi, el significado de List 3 Bool viene dado por (Frist(Fpoo))® (L)

y el de List w Bool por (Frist(Fpoo))* (L) = U;e N (FList(FBoot))' (Lp)-
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El significado de Strm 3 Bool viene dado por (Fsim(Fpeer))*(T) v el de
Strm w Bool por (FStrm(FBool))w(TT) = ﬂieIN(FStrm(FBool))Z(TT)'

Se puede definir una relacién de subtipado 7 > 7' entre los tipos con
tamafno con el mismo tipo subyacente pero distinto tamano. Se trata de
una relaciéon basada en subconjuntos, es decir, 7 > 7’ se tiene cuando la
interpretacién de 7 es un subconjunto de la interpretacién de 7'
relacion mondtona con respecto a los tamanos para los tipos idata, mientras
que es antimonodtona para los codata. Por ejemplo, List 2 a > List 3 a,
mientras que Strm 3 o > Strm 2 a. En [Par00] se presentan las reglas para
comprobar esta relacién de subtipado. Proporcionan una forma de debilitar
la informacién de tamano. Este debilitamiento se aplicard en las reglas
de la aplicacién [APP], de la expresién let [LET], de la expresién letrec
[LETREC] y de la expresién case [CASE] (ver Figura 6.1 en la Seccién 6.1).

Como es habitual, la interpretacion del polimorfismo de tipos se obtiene
por medio de la interseccién de las interpretaciones de cada ejemplar. En
términos formales, si Z denota la funcién de interpretacién, v es un entorno
de tipos que asocia tipos en T a las variables de tipo, y ¢ es un entorno de
tamanos que asocia tamafios en IN“ a las variables de tamano, entonces

IVt.o] vy 6= () Zlo]~[T/t] 6.
T7eT

Es una

Anélogamente, el polimorfismo de tamarfio se interpreta como la interseccién
de la interpretacion para todos los tamanos:

Z[Vk.o] v 6 = ﬂ o] v o[n/k],
nelN

si bien, en este caso la interseccién estd restringida a los tamanos finitos,
para poder usar la induccién sobre los nimeros naturales para asignar tipos
a las definiciones recursivas (véase la regla [LETREC] en la Seccién 6.1).
Esta restriccién provoca que solamente sea segura la concrecién de tipos
polimoérficos con tamanos finitos; la concrecidn omega no es siempre segura.
De hecho, hay algunos tipos para los que la concreciéon con w produce un
tipo mas pequenio que el polimorfico, en lugar de uno mayor. Un ejemplo
es Vk.(Strm w (Nat k) — Bool), al sustituir k¥ por w. En [Par00], se
proporciona una condicién decidible suficiente (que un esquema de tipo o
sea undershooting con respecto a una variable de tamano k, denotado por
orL\Jfk) para que un esquema se pueda concretar con seguridad con w.

En la Seccion 6.1 se presentan las reglas de tipado para Haskell Sincrono.
En ellas se controla la concrecién de los tipos polimérficos (regla de la varia-
ble), se aplica la relacién de subtipado (reglas de la aplicacién, let, letrec
y case) y se utiliza la induccién sobre tamanos para demostrar los tipos de
las definiciones recursivas (regla del letrec).






Capitulo 3

El lenguaje funcional
paralelo Edén

Edén es un lenguaje funcional para la programaciéon concurrente y para-
lela, definido como una extensién del lenguaje funcional Haskell, mediante
construcciones para la especificacién explicita de procesos. Puede ser utili-
zado para programar sistemas tanto transformacionales como reactivos. En
este capitulo se describen las caracteristicas sintacticas y semdnticas del len-
guaje, asi como algunos detalles de su implementacién. En [BLOMP98] se
puede encontrar una descripcién detallada del lenguaje y de su semdntica
operacional.

3.1 Fundamentos de Edén

Con el objetivo de facilitar la tarea de desarrollar programas concurrentes, en
Edén los procesos, la comunicacién y la sincronizacién son conceptos trata-
dos de forma abstracta. Més concretamente, Edén extiende el lenguaje fun-
cional perezoso Haskell [Pe97] mediante construcciones para definir procesos
de forma explicita. El lenguaje permite definir redes estiticas de procesos
pero también sistemas de procesos que evolucionan dindmicamente. Estos
procesos se comunican entre si intercambiando valores a través de canales
de comunicacion modelados mediante listas perezosas. La comunicacion es
asincrona e implicita, es decir, los datos se envian sin necesidad de esperar
la aceptacion del receptor y el paso de mensajes es automatico, sin ser ne-
cesaria su especificacién por parte del programador mediante instrucciones
del estilo send y receive.

Por tanto, en Edén se pueden distinguir dos niveles: el nivel de las
funciones y el nivel de los procesos. Podemos decir que Haskell constituye
el modelo de computo de Edén, el cual es extendido mediante un modelo de
coordinacion, que incorpora procesos con un estilo funcional.

Edén admite no determinismo dentro de los procesos, siendo el proceso
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predefinido merge la tinica fuente de no determinismo. Su utilizacién permite
la definicién de sistemas reactivos. Como veremos en el Capitulo 5, se puede
determinar qué partes de un programa son deterministas y cudles se pueden
ver afectadas por el no determinismo.

Mientras que la mayoria de los lenguajes funcionales concurrentes utili-
zan memoria compartida, Edén estd disenado para trabajar de forma eficien-
te sobre arquitecturas distribuidas. Aun asi, también se puede implementar
sobre memoria compartida, siempre que esté soportada la libreria estandar
MPI de paso de mensajes.

3.2 Sintaxis

Edén distingue entre abstracciones de procesos (que especifican el compor-
tamiento de un proceso con un estilo funcional) y concreciones de proce-
sos (en las que se proporcionan valores de entrada a las abstracciones de
procesos, con el objetivo de crear nuevos procesos). Asi pues, la relacién
entre las abstracciones y las concreciones de procesos es la misma que entre
las A-abstracciones y la aplicaciéon de las mismas, una vez que reciben sus
parametros reales.

Las abstracciones de procesos son valores de primera clase, es decir, pue-
den usarse igual que cualquier otro valor: pueden utilizarse como pardmetros
de una funcion, almacenarse en estructuras de datos, ser el resultado devuel-
to por una funcién, etc.

Un proceso que toma como entradas ing,...,4n,, y produce como sali-
das expi,...,erp,, se especifica mediante una expresién de abstraccion de
proceso de la siguiente forma:

process (ini,...,in,) — (expi,...,exp,)
where ecuacion, ... ecuacion,
Su tipo es Process (t1,...,tm) (t},...,t)), donde Process es un constructor

de tipos binario predefinido, y t1,...,ty, y ti,...,t, son los tipos de las
entradas y de las salidas respectivamente. La parte where es opcional, y
se utiliza para definir funciones auxiliares y subexpresiones comunes que se
utilizan en la definicién del proceso.

No es necesario que se nombren explicitamente todos y cada uno de los
canales de entrada y todas y cada una de las expresiones de salida, sino que
para especificar los canales de entrada puede utilizarse cualquier ajuste de
patrones (incluyendo una unica variable), mientras que la salida del proceso
puede ser cualquier expresion. La 1inica restricciéon impuesta es que los tipos
sean correctos:

process entradas — expresion
where ecuaciones
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Un proceso puede tener como entrada (respectivamente, salida) un dnico
canal o una tupla de canales. Supongamos que un proceso tiene tipo Process
t1 to. Siel tipo £1 0 t9 es una tupla, entonces cada una de las componentes de
dicha tupla se considera un canal independiente. Si un canal tiene tipo [¢3]
se tratard como una lista potencialmente infinita, (stream) que transmite su
contenido elemento a elemento. Por ejemplo, el tipo Process [Int] ([Int], Int)
representa, un proceso con un canal de entrada, por el que recibe enteros
de uno en uno, y dos canales de salida, uno por el que produce enteros de
uno en uno, y otro por el que produce un unico entero. Sin embargo, si
la lista no aparece al nivel mas externo, no representa un stream, sino que
representa un valor que se transmite completo de una sola vez. Por ejemplo,
Process Int [[Int]] representa un proceso con un canal de entrada por el que
recibe un entero y un canal de salida, por el que envia listas completas de
enteros, una a una.

Si se desea expresar una estructura de canales, por ejemplo una lista
de canales, es necesario utilizar anotaciones de canales. La anotacién (a)
expresa que a es un canal. Por ejemplo, la anotacién [(a)] significa “lista
de canales”, que se utiliza para definir abstracciones de procesos con un
nimero de canales que se desconoce en tiempo de compilacién. Asi, el
tipo Process Int [([Int])] representaria un proceso con un canal de entrada
por el que recibe un entero, y una lista de canales de salida por los que
envia elementos, uno a uno. Dichas anotaciones de canales ain no se han
implementado, por lo que excepto en el caso del proceso predefinido merge,
explicado mas abajo, no las tendremos en cuenta.

Ejemplo 23 La siguiente abstraccién de proceso especifica un proceso que
mezcla dos listas ordenadas para obtener una nueva lista ordenada:

merger :: Ord a => Process ([al,[a]l) [al
merger = process (sl,s2) -> smerge sl s2
where smerge [] 1 =1
smerge 1 [] =1
smerge (x:1) (y:t) = if x <= y then x:smerge 1 (y:t)
else y:smerge (x:1) t

O

La creacién de procesos en tiempo de ejecucién tiene lugar en el momento
de aplicacion de una abstraccion de proceso a una tupla de expresiones de
entrada, lo que recibe el nombre de concrecion o lanzamiento de proceso. El
proceso donde se lleva a cabo la concrecién recibe el nombre de proceso padre,
y el nuevo proceso creado recibe el nombre de proceso hijo. La aplicacién
da lugar a una tupla de canales de salida producida por el nuevo proceso:

(outy,...,outy) = p # (input_expy,...,input_expy,)
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Al igual que para las abstracciones de proceso, no es necesario que las
concreciones mencionen explicitamente cada uno de los canales de entrada
y de salida, y tampoco es necesario que p sea una variable que haya sido
declarada directamente como una abstraccién de proceso, sino que puede
ser una expresion cualquiera. La tnica restriccién que se impone es que los
tipos sean correctos. El tipo de # es

#:: (Transmissible a, Transmissible b) => Process a b => a => b

donde la clase Transmissible se utiliza para garantizar que existe un método
para transmitir a través de canales los valores de entrada y salida del pro-
ceso. Por lo tanto se permite cualquier expresién

out = ey # eo,

siempre que esté bien tipada. De hecho, # es un valor de primera clase, por
lo que, entre otras cosas, puede pasarse como parametro de una funcién de
orden superior, como por ejemplo en

zipWith (#) ps ins.

Ejemplo 24 Concretando la abstraccién de proceso merger del ejemplo
anterior puede crearse una red dindmica de ordenacién:

sortNet :: (0Ord a, Transmissible a) => Process [a] [a]
sortNet = process list -> sort list

where sort [] = []
sort [x] = [x]
sort xs = merger # (sortNet # 11, sortNet # 12)

where (11,12) = unshuffle xs
unshuffle [1 = ([1,[])
unshuffle [x] = ([x],[])
unshuffle (x:y:t) = (x:tl,y:t2)
where (t1,t2) = unshuffle t
merger =

Si la lista en cuestion tiene mas de dos elementos, se divide en dos sublis-
tas sobre las que se generan nuevas concreciones de procesos sortNet y
merger. La topologia resultante es un arbol binario de procesos.

O

Las construcciones presentadas hasta el momento son suficientes para
programar sistemas concurrentes deterministas, pero es necesario introdu-
cir nuevos conceptos no-funcionales para extender el poder expresivo del
lenguaje de modo que puedan definirse también sistemas reactivos.

En Edén, el no determinismo se introduce mediante la abstracciéon de
proceso predefinida merge, que representa un proceso que mezcla de forma
arbitraria pero justa una lista de canales, a través de cada uno de los cuales
se recibe una lista:
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merge :: Process [([a])] [a]

Se trata de un proceso reactivo, cuya implementacién consiste en que cuan-
do aparece un valor disponible en uno de sus canales de entrada, lo copia
inmediatamente en la lista de salida.

En el Capitulo 5 las anotaciones de canales son irrelevantes, ya que
los procesos se tratan como funciones y no hay distincién entre canales y
valores. Por ello consideraremos que el tipo de merge es Process [[a]] [a].
Sin embargo, en el Capitulo 6 serd necesario tener en cuenta el hecho de que
cada componente de la lista interna representa un canal para proporcionar
a merge un tipo con tamano. En el resto de casos se considerard siempre un
valor de tipo lista.

3.3 Semantica

La semantica operacional de Edén es una extensién de la seméntica ope-
racional estdndar de Haskell, y refleja la distincién entre los sublenguajes
de computo y de coordinaciéon que conviven en Edén. Comprende dos ni-
veles de sistemas de transiciones: el nivel inferior maneja aquellos efectos
que son locales a un tUnico proceso; mientras que el nivel superior describe
los efectos que son globales al sistema completo (la creacién de un nuevo
proceso, el envio de un dato, la recepcién de un dato, y la finalizacién de
una hebra). La interfaz entre ambos niveles estd formada por “acciones”
que comunican al nivel superior la necesidad de un evento global, como, por
ejemplo, la creaciéon de un proceso, el envio de un mensaje o la terminacion
de un proceso. Los detalles concretos formales de dicha semantica pueden
encontrarse en [BLOMP98]. En esta seccién se describe de manera menos
formal los aspectos fundamentales de la semdantica de Edén.

Impaciencia vs. pereza. Aunque el modelo computacional de Edén es
un lenguaje perezoso (Haskell), se ha optado por no mantener dicha pereza
en el modelo de coordinacidon, con el objetivo de mejorar el comportamiento
paralelo de los programas. Asi, la pereza se pierde en dos situaciones:

e Una vez lanzado un proceso, su computo estd dirigido por la evaluacion
de sus expresiones de salida, para las cuales existe siempre demanda.
De esta forma, se incrementa el grado de paralelismo, puesto que los
procesos pueden producir datos de forma independiente, sin necesidad
de esperar a que nadie los demande.

e Se permite que un proceso se lance antes de ser demandado, con el
objetivo de acelerar la distribucién del computo. El lanzamiento impa-
ciente de procesos se lleva a cabo mediante una transformaciéon durante
el proceso de compilacién de Edén presentada en [PPRS00a].
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Las dos reglas anteriores pueden conducir a que se realice algin trabajo
innecesario para el resultado final, pero éste es un riesgo compensado por
la ventaja de aumentar el grado de paralelismo de los programas, si bien
el programador deberd tenerlo siempre en mente a la hora de utilizar el
lenguaje.

Reparto de trabajo. Con el objeto de poder razonar acerca del com-
portamiento paralelo de los programas, debe quedar claro qué partes del
computo deben realizarse en cada proceso. Cuando se evalia una expresién
e1#es la expresion e se evalia de forma impaciente en el proceso padre. Si
es de tipo tupla se crea una hebra concurrente independiente para evaluar

cada componente.

Todo el computo necesario para evaluar e; se lleva a cabo en el proceso
hijo. Esto incluye no sélo la aplicacion de e; a los valores de entrada corres-
pondientes a es, sino también la evaluacién de las variables libres de e; (en
caso de que sea preciso evaluarlas). Por ejemplo, en

p :: Int -> Int -> Process Int Int
PXYy=processi->x+y+1
result = p (fib 5) (fib 6) # (fib 7)

el padre s6lo se encargard de evaluar fib 7, mientras que serd el proceso
hijo quien evalie no sélo la suma final, sino también £fib 5y fib 6.

Una vez creado, el proceso hijo comienza a producir de forma impaciente
su expresion de salida. Para cada una de las expresiones de salida de un
proceso, se creard un flujo de ejecucién concurrente distinto, puesto que, en
principio, dichas evaluaciones son independientes. Por lo tanto, en Edén se
distinguen dos niveles de concurrencia: la concurrencia y evaluacion paralela
de los procesos, y la evaluacién concurrente de las distintas hebras de cada

proceso.
Debido a la copia de variables libres del proceso padre al proceso hijo,
existe riesgo de duplicacién de la evaluaciéon. Por ejemplo, en

let
x1 = fib 20
fib x =

in
(p x1) # x1

se copian las clausuras asociadas a p, x1 y £ib, asi como aquellas de las
que dependiera fib. Es decir, se copian todas las variables libres, y todas las
variables libres de dichas variables libres, y asi sucesivamente'. En este caso
x1 es evaluado tanto por el padre como por el hijo, es decir su evaluacién se
ha duplicado.

T.as variables que se definen en el nivel mas externo del programa no se consideran
libres, por lo que no es necesario copiarlas. La razén es que residen en todos los procesa-
dores, por lo que basta con indicar cudles son.
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Transmisién de valores. La comunicacion se lleva a cabo mediante ca-
nales unidireccionales 1:1. Una vez un proceso se encuentra en ejecucion,
s6lo se comunican datos completamente evaluados. La tnica excepcion co-
rresponde a las listas: estas se transmiten en forma de stream, es decir,
elemento a elemento, de modo que no es necesario evaluar la lista entera
antes de enviar sus componentes: se va evaluando cada elemento a forma
normal y después se transmite. La transferencia de informacion a través de
los canales de comunicacién se realiza de forma automdtica, sin necesidad
de instrucciones explicitas al estilo send y receive.

Terminacién. Dado que el computo de un proceso viene dirigido por la
evaluacién de sus canales de salida, un proceso terminard de forma inmediata,
en cuanto no tenga ningin canal de salida, bien porque haya terminado el
computo asociado a dicho canal o porque haya sido cerrado desde el proceso
receptor del mismo. Al terminar, sus canales de entrada dejaran de ser ttiles,
por lo que se eliminardn, y los correspondientes canales de otros procesos que
alimentasen dichas entradas serdn cerrados, propagandose asi la terminacién
de unos procesos a otros.

Sincronizacién. Cuando una hebra concurrente de un proceso necesite
un determinado valor de un canal de entrada, pero dicho valor ain no ha-
ya sido recibido, la evaluacién de dicha hebra serd suspendida hasta que el
correspondiente emisor produzca y envie el dato. Obsérvese que la comu-
nicacién a través de canales se realiza utilizando envio no-bloqueante, pero
recepcién bloqueante, y que la sincronizacién entre los procesos se produ-
ce exclusivamente mediante el intercambio de informacion a través de los
canales.

3.4 Implementacion

El primer compilador de Edén (MEC: Marburg-Madrid Eden Compiler)
reutiliza el codigo fuente de GHC [PHH193, Jon96], ya que Edén es una
extension de Haskell. De esta forma todas las funcionalidades de GHC
quedan cubiertas.

La eleccién de GHC como punto de partida para el desarrollo de MEC
se debe a su eficiencia, fiabilidad y disponibilidad. Su cédigo fuente puede
obtenerse en http://www.haskell.org.

Actualmente estd disponible una primera versién de Edén que implemen-
ta casi todas las caracteristicas del lenguaje, con sélo dos excepciones: atin
no se han implementado las anotaciones de canales que permiten generar
estructuras de canales; y todavia no se realiza conexion directa (bypassing)
automatica de canales.
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A continuacién se describen el proceso de compilacién de Edén y el de
GHC, en el que estd basado. En [KOMP99] se puede encontrar una descrip-
ci6n del RunTime System (RTS) de MEC a nivel abstracto, y en [Klu98]

pueden verse los detalles de su implementaién real.

3.4.1 El proceso de compilacién de GHC

El proceso de compilacion de GHC estd dividido en las fases que pueden
apreciarse en la Figura 3.1. El cédigo fuente estd escrito por completo en
Haskell, con la excepcién del analizador sintictico (escrito en Lex/Yacc y
C) y del RTS (escrito en C).

Existe una primera fase para convertir Haskell literario? (literate) en
Haskell, en el caso en el que el programa original estuviese escrito utilizando
ese modo. A continuacién, el analizador sintdctico genera el drbol de sintaxis
abstracta correspondiente al programa de entrada. Dado que el analizador
genera C, y el resto del compilador estd escrito en Haskell, es necesaria una
fase intermedia (reader), que se encarga de resolver las precedencias de los
operadores infijos que se hayan utilizado en el programa.

La fase de renombramiento (renamer) resuelve conflictos debidos al &mbi-
to de visibilidad de los identificadores, especialmente en lo concerniente a
las importaciones y exportaciones de médulos.

La fase de inferencia de tipos (typechecker) anota el programa con la
informacién de tipos correspondiente, eliminando toda la sobrecarga que
pudiera existir.

El “desdulcificador” (desugarer) traduce la rica sintaxis abstracta de
Haskell a un lenguaje funcional mucho més simple denominado Core. Nétese
que esta fase es posterior a la inferencia de tipos, de modo que los mensa-
jes de errores de tipos pueden ofrecerse relacionados con el cédigo fuente,
haciéndolos més fiacilmente comprensibles por el programador.

Posteriormente, se realizan (de forma opcional) un conjunto de transfor-
maciones dentro del lenguaje Core, con el objetivo de mejorar la eficiencia
del cédigo generado.

A continuacidn, el programa Core se traduce a otro lenguaje funcional
més simple: STG?3, donde se realizan (opcionalmente) otras transformacio-
nes.

Finalmente se realiza la generacién de cédigo. GHC genera C como
lenguaje final, de modo que posteriormente serd necesario procesarlo con
un compilador de C. Ahora bien, con el objeto de mejorar la eficiencia sin
perder la portabilidad, tanto a distintos compiladores de C como a distintas
arquitecturas, en lugar de generarse directamente codigo C, se genera un

2El modo literario da preferencia a los comentarios sobre el cédigo fuente, de modo
que, por defecto, todo son comentarios, y para introducir c6digo hay que utilizar notacién
especial.

3Shared Term Graph Language.
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arbol de sintaxis abstracta C. Asi, una tltima fase (que puede ser distinta
para cada tipo de arquitectura) traduce éste a C, optimizando los recursos
de que se disponga.

Una vez generado el cédigo C, se enlaza con el cédigo del RTS, obte-
niéndose el programa ejecutable.

El cédigo fuente correspondiente al RTS (escrito en C) es, en cierto sen-
tido, independiente del proceso de compilaciéon propiamente dicho. Existen
distintos RT'S en funcion del uso que se esté haciendo de GHC. Por ejem-
plo, existe un RT'S para Haskell, otro que incluye ademads las caracteristicas
necesarias para realizar perfiles secuenciales, un RTS para cuando se uti-
liza GpH [THM™96], otro para cuando se estd trabajando con GranSim
[HLP95, Loi96], etc. Estos RTS comparten ciertas partes de su cédigo fuen-
te, mientras que otras son propias de cada uno de ellos.

3.4.2 El proceso de compilacion de MEC

La idea fundamental en el desarrollo de MEC es modificar GHC lo minimo
posible. En la Figura 3.2 se muestra el proceso de compilacién de MEC.

La primera fase que hace falta modificar es el analizador 1éxico y sinticti-
co, ya que es necesario tener en cuenta las nuevas construcciones. Sin embar-
go, con el objeto de evitar modificaciones en fases posteriores del compilador,
no se modifica la sintaxis abstracta generada por el analizador. Para ello, es
necesario “esconder” las construcciones Edén dentro de la sintaxis de Has-
kell. Esto se consigue utilizando funciones predefinidas escritas en Haskell.
Asi, por ejemplo, cuando el analizador detecta la construccién

process patron -> expresion

genera, como salida la aplicacién de la funciéon predefinida process a una
funcion

process (A patron -> expresion).

Es importante resaltar la gran diferencia existente entre el primer process y
el segundo. El primero corresponde a una palabra reservada en Edén, mien-
tras que el segundo es el nombre de una funcién Haskell, que estd definida
en un médulo que puede considerarse como el preludio de Edén. En dicho
modulo, la definicién de process (y del resto de funciones bésicas) se realiza
de modo que el sistema de tipos de GHC sea capaz de inferir correctamente
los tipos de las expresiones de Edén.
Para ello, basta con seguir las siguientes declaraciones de tipos:

data Process a b = Process (a->b)
process :: (a => b) -> Process a b
(#) :: (Transmissible a,Transmissible b) => Process a b -> a -> b
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Realizando traducciones similares para el resto de las construcciones
Edén, se consigue “enganar” a GHC para que las procese.

Las funciones del preludio Edén invocan a otras funciones primitivas
(escritas en C) que se introducen directamente en el cédigo del RTS. Asi,
por ejemplo, cuando se evalie e;#es se llamard a una funcién primitiva,
que hard que el RTS cree un nuevo proceso para evaluar ej, asi como que
se creen nuevas hebras para evaluar es.

Asi se consigue un alto grado de reutilizacion del cédigo fuente de GHC.
Ahora bien, existen algunas transformaciones autométicas que serian de-
seables en Edén, pero que no estidn presentes en GHC, como es el caso
del lanzamiento impaciente de procesos [PPRS00a], por lo que es preciso
anadirlas en la fase de transformaciones a nivel Core. Ademds, desafortu-
nadamente, algunas de las transformaciones automaticas que GHC efectia
al nivel del lenguaje Core no mejoran la eficiencia de los programas Edén
sino que, por el contrario, pueden reducirla notablemente. Es més, deter-
minadas transformaciones no sélo pueden empeorar la eficiencia sino que
pueden llegar a cambiar la semdantica del programa Edén original. En la
Seccién 5.2 se presentan estas transformaciones. Algunas de ellas se ven
afectadas por la presencia del no determinismo, lo que motiva el andlisis del
Capitulo 5. El objetivo es desactivar las transformaciones de forma selecti-
va en aquellas situaciones en las que la semdntica se ve alterada por dichas
transformaciones. Por ello el lenguaje sobre el que se define el andlisis de no
determinismo es una extensién del lenguaje Core con construcciones para
representar de forma explicita las abstracciones y concreciones de procesos,
el proceso merge y el tipo Process.

En esta fase también se puede llevar a cabo el andlisis de conexién di-
recta (bypassing) presentado en el Capitulo 4. Este andlisis detecta hebras
innecesarias que copian informacién de un canal de entrada a uno de salida.
Produce anotaciones en las abstracciones y concreciones de procesos para
evitar la creacién de dichas hebras. Para llevar a cabo este andlisis, es nece-
sario no solamente hacer explicitos los procesos, sino también los canales de
entrada y salida de los mismos. Se introducird una nueva extensiéon de Core
llamada CoreEdén con las caracteristicas apropiadas para llevar a cabo el
andlisis. La idea es traducir de Core a CoreEdén, llevar a cabo el andlisis
de conexion directa produciendo un programa CoreEdén anotado con infor-
macién de bypassing y volver después a Core para continuar con el proceso
de compilacién. En el Capitulo 4 se proporcionan mas detalles.

3.4.3 Protocolo de creacién de procesos

El entorno de ejecucién de un programa Edén consiste en un conjunto de
maquinas abstractas distribuidas, cada una de las cuales ejecuta una abs-
traccion de proceso Edén. Puesto que los procesos Edén son més numerosos
que los procesadores (processing element, en adelante PE) disponibles, va-
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rios procesos Edén pueden compartir un procesador. Cada proceso Edén
consiste en una o varias hebras concurrentes de control. Estas evalian di-
ferentes expresiones de salida de forma independiente y usan una memoria
comun que contiene informacién compartida. El destino del valor producido
por cada hebra recibe el nombre de puerto de salida (outport); esencialmen-
te es una direccién global (PE, port) que consta de un elemento procesador
PE junto con un identificador local inico port en dicho procesador llamado
puerto de entrada (inport). El estado de una maquina incluye la informacién
comun a todas las hebras y el estado particular de cada hebra individual.
Puesto que la entrada de un proceso estd compartida entre todas las hebras,
en cada maquina se comparte el montén* y una tabla de puertos de entra-
da. En dicha tabla se asigna a los identificadores de puertos de entrada las
correspondientes direcciones del montén donde se almacenaran los mensajes
de entrada y el identificador global asociado al puerto de salida remoto.

Para poder referenciar los puertos de entrada y salida de otros elementos
procesadores, cada PE posee ademéds de la tabla de puertos de entrada,
una tabla de puertos de salida y una tabla de procesos. Puesto que varios
procesos Edén comparten las tablas de puertos de entrada y salida, cada PE
necesita una tabla de procesos conteniendo las listas de puertos de entrada
y salida de cada proceso.

En lo sucesivo usaremos los siguientes convenios de notacién:

e Supondremos que las abstracciones de proceso tienen n entradas y k
salidas, es decir, tienen el tipo Process (ti,...,tn) (t],...,t}).

e Los identificadores de los puertos locales de entrada (respectivamen-

te salida) se denotaran por iy,...,i, (respectivamente o1,...,0x) en
el proceso hijo y #},...,7) (respectivamente o,...,0},) en el proceso
padre.

Los mensajes comunicados a través de los canales pueden ser mensajes
de datos o mensajes del sistema. Los mensajes de datos se encargan de la
comunicacién de valores a través de los canales: SENDVAL(i,v) envia un
valor v a un puerto de entrada 3.

Los mensajes del sistema implican modificaciones de las tablas de los
PE. Este tipo de mensajes siempre incluyen la identificacién del PE emisor,
para que éste pueda ser usado de forma apropiada por el PE receptor. Los
mensajes mas importantes son:

o CREATE-PROCESS(idparent, pabs, iy, ..., i, 0},...,0,): Es enviado
por el proceso padre idpqrent @ un PE remoto para lanzar alli un nuevo
proceso. En el mensaje se incluye la abstraccién de proceso pabs y los

nuevos puertos locales de entrada i/, ..., y de salida of,...,0],.

“En inglés heap. El montén es la memoria dindmica utilizada en los lenguajes funcio-
nales para la creacién de clausuras.
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o ACK(idcpitg, iy, -, 15,00, ...,0,01,...,in,01,...,0): Es la respues-
ta a un mensaje de creacion de procesos CREATE-PROCESS confir-
mando la creacion del proceso hijo. Incluye la informacién necesaria
para conectar apropiadamente los puertos de entrada y salida del hijo

. . . y , ,
(i1,.-+,in ¥y O1,...,0k) con los del padre (i},...,3; y of,...,0],).

e TERM-THREAD: Cuando una hebra ha terminado su cémputo y ha
enviado su valor de salida, termina cerrando el correspondiente puerto
de salida. Si se cierran todos los puertos de salida de un proceso (lo
cual se puede consultar en la tabla de procesos), el proceso completo
termina cerrando todos sus puertos de entrada. Cuando un puerto
de entrada se cierra, la hebra que le envia datos es informada de que

sus resultados ya no son necesarios, mediante un mensaje TERM-
THREAD.

El protocolo de comunicacién completo se definié en [KOMP99]. Aqui des-
cribimos brevemente la parte correspondiente a la creaciéon de procesos, ya
que en el Capitulo 4 esta parte del protocolo serd modificada para tener
en cuenta la informacién producida por el andlisis de conexién directa. La
secuencia de mensajes es la siguiente:

e El proceso padre envia un mensaje

CREATE-PROCESS(idparent, pabs, 050,115 - - - 1 1%, 01, ..., 0},)
al PE donde debe crearse el proceso hijo. Cuando se recibe dicho
mensaje, se desempaqueta la clausura pabs y se copia en el montén
local, junto con las clausuras de todas las variables libres referenciadas
por ella. En el proceso hijo se crean los puertos de entrada y salida.
Las tablas de puertos de entrada y salida del hijo se actualizan con
la informacion enviada por el padre. Se envia un mensaje ACK al
padre y se ejecuta la abstraccién de proceso. El hijo puede empezar a
enviar valores inmediatamente, ya que conoce los puertos de entrada
del padre, pero el padre debe esperar.

e Cuando llega un mensaje

ACK(idchildaotsmilla s 72.2;70,17 s 70;1,72.17 ceeyln, 01, - 70k)
al PE del proceso padre, pueden completarse las conexiones entre el
padre y el hijo, actualizdndose las tablas de puertos de entrada y salida
del padre con la nueva informacion. El padre puede empezar a enviar

valores al proceso hijo a los puertos de entrada recibidos en el mensaje.



Capitulo 4

Analisis de conexion directa

Este capitulo es el primero que forma parte de las contribuciones originales
de la tesis. En él se estudia un problema relativamente sencillo pero de
gran impacto en la eficiencia de los programas Edén. Se trata de analizar la
existencia de hebras y de comunicaciones que no realizan trabajo 1util para
el programa, en el sentido de que simplemente redirigen mensajes de un
procesador a otro. El capitulo explica primeramente el problema en detalle
y luego su solucién, que resulta ser una combinacién de un andlisis realizado
en tiempo de compilacién junto con una modificacién del RTS que utiliza
los resultados del anélisis.

El andlisis y el protocolo del RTS que aqui se explican son originales
de esta tesis. Este tltimo se presenté en [PS98a]. El protocolo finalmente
implementado es una mejora propuesta por Ulrike Klusik, que incluye el
tratamiento de conexiones directas entre ancestros. La implementacion del
protocolo en el RTS es también obra de Ulrike Klusik. Un resumen de este
capitulo y del protocolo final fue publicado en [KPS00].

La organizacién del capitulo es la siguiente. En la Seccién 4.1 explicamos
el problema de la conexién directa en detalle. En la Seccidén 4.2 se presenta
la sintaxis abstracta de un lenguaje intermedio, llamado CoreEdén, antes
y después de anotarlo con informacién de conexion directa. La Seccién 4.3
define formalmente el andlisis en tiempo de compilaciéon y lo aplica a un
ejemplo sencillo. La Seccién 4.4 explica el protocolo de conexién directa
y el soporte que se le proporciona en tiempo de ejecucién. Finalmente,
la Seccién 4.5 proporciona una cuantificacién de las ganancias esperadas y
resume el estado de la implementacion.

4.1 Introduccion

Como se explicé en la Seccién 3.3, los procesos en Edén se lanzan dindmica-
mente al ejecutar definiciones recursivas de funciones y/o procesos. Cuando
Se crea un nuevo proceso, sus canales se conectan con su proceso padre. El
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pipelp1,p2,p3]

pipe::[Process a a] -> Process a a
pipe [p]l = p
pipe (p:ps) =

process z -> pipe ps # (p # z)
y = pipe [p1,p2,p3] # x

Figura 4.1: Topologia creada y deseada para una tuberia

padre es responsable de alimentar con valores los canales de entrada del hijo
y de recibir valores de los canales de salida del hijo. Esto implica que, en
principio, solamente se pueden crear topologias arbéreas de procesos, como
se ve en la Figura 4.1 (izquierda). Frecuentemente, sucede que el padre
simplemente copia los valores recibidos de un hijo al canal de entrada de
otro hijo, y éste a su vez vuelve a enviar dichos valores a otro proceso y asi
sucesivamente. Detectar esta situacién para poder eliminar procesos y he-
bras intermedios en las transmisiones es una optimizacién deseable. De esta
forma se conectarian directamente las hebras productoras y consumidoras,
como se ve en la Figura 4.1 (derecha). Esto ahorraria una gran cantidad de
mensajes y muchos computos inttiles en tiempo de ejecucién. Llamamos a
dicha optimizacién conezién directa'. La implementacién de la misma exi-
ge un andlisis en tiempo de compilaciéon para detectar conexiones directas
locales (es decir, dentro de un proceso), junto con un soporte en tiempo de
ejecuciéon que encadene varias conexiones directas locales para conseguir una
conexién directa global.

Para ilustrar el problema, en la Figura 4.1 se muestra la definicién y
lanzamiento de una tuberia. La implementacién ingenua de Edén (véase
Seccién 3.3) desarrolla en tiempo de ejecucién la definicién recursiva y genera
la topologia de procesos de la Figura 4.1 (izquierda). Puede observarse que
esta estructura no es ni mucho menos la deseada (ver Figura 4.1 (derecha))
ya que se crean procesos no solamente para pl, p2 y p3, sino también para
pipelpl,p2,p3] y pipelp2,p3], los cuales simplemente reenvian datos de la
entrada a sus hijos y de ellos a su salida. Los canales se conectan siguiendo
la cadena de llamadas recursivas.

La conexién directa tratard dichas situaciones de forma que los datos
se envien directamente del productor al consumidor, como en la Figura 4.1
(derecha). Con este enfoque, los procesos intermedios seguirdn siendo lan-

'En inglés, automatic bypassing.
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zados, pero terminardn después de crear sus procesos hijos puesto que ni
produciran ni consumiran datos.

Este ejemplo ilustra dos de los tres tipos posibles de conexién directa:
conexion directa entre hermanos (por ejemplo, entre p2 y p3) y conezidn
directa entre generaciones (por ejemplo, entre pipe[p1l,p2,p3] y p2). Hay
un tercer tipo, llamado conezxion directa entre ancestros, en el que un canal
de entrada se copia directamente a exactamente un canal de salida, como
por ejemplo en process x — z. El andlisis detectard los tres casos.

4.2 CoreEdén con y sin anotaciones

La sintaxis de Core? se muestra en la Figura 4.2. Actualmente en Core 3,
las abstracciones y concreciones (o lanzamientos) de procesos estidn ocultos
dentro de funciones predefinidas.

Para poder llevar a cabo el analisis de conexién directa necesitamos hacer
explicitos los canales de entrada y salida. Por ello introducimos un nuevo
lenguaje llamado CoreEdén, que es una extension de Core. Las extensiones
bésicas son las siguientes:

binds — recpar bindy;...;bind,, [bypass channels]
bind — var = exp

| channels = var # channels
channels — {vary,...,vary}
exp — process channels — body [bypass channels]
body — [let binds in] channels

Se introduce un nuevo tipo de ligaduras recpar para las concreciones de
procesos, las cuales no son expresiones generales, sino que aparecen siem-
pre dentro de una ligadura de este tipo. Las abstracciones de procesos son
explicitas, y ademads, los canales de entrada y de salida, tanto de las abs-
tracciones como de las concreciones de proceso, son variables explicitas. De
este modo resulta relativamente sencillo analizar el uso de las mismas. Las
transformaciones necesarias para obtener un programa en CoreEdén a partir
de un programa en Core se explican en [PPRS00a].

La conexién directa se detecta cuando una variable que representa un
canal de salida es utilizada exactamente una vez como canal de entrada de
otro proceso, y ademds no aparece libre en ninguna otra expresién dentro de
su ambito de visibilidad. Ello supondria que la hebra asociada a esa variable

2En Core también se tienen lambdas y aplicaciones de tipo ya que se trata de un
lenguaje con polimorfismo de segundo orden, pero aqui ignoramos estas expresiones, ya
que no influyen en el anilisis.

3Recordemos que Core es un lenguaje funcional minimo al que se traduce Haskell en
los primeros pasos de GHC.
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program — binds
binds — bind
| rec bindi;...;bind,
bind — var = exp
exp — exp atom
| Avar — exp
| case exp of alts
| let binds in exp
|  Cwary...var,
| prim var;...var,
| atom
alts — Clalty;...;Calty; Default
| Lalty;...; Lalt,; Default
Calt — C vary ...var,, — exp
Lalt — Literal — exp
Default — NoDefault
|  war — exp

Figura 4.2: Sintaxis del lenguaje Core

no realiza ningun trabajo 1til, excepto el de copiar los datos de un canal a
otro.

La idea es pues introducir una fase intermedia en el compilador de Edén,
antes de iniciar las transformaciones de Core a Core (véase Seccién 3.4.2)
que traduzca primero de Core a CoreEdén. A continuacién, se realizaria el
andlisis de conexién directa. El andlisis decora las abstracciones de procesos
(en el caso de la conexion directa entre generaciones y entre ancestros) y
las ligaduras recpar (en el caso de conexién directa entre hermanos y entre
generaciones) con cldusulas bypass. Finalmente, se traduciria de CoreEdén
a Core para continuar con el resto de la compilacién. Este proceso se ilustra
en la Figura 4.3.

El detalle de estas transformaciones se ha descrito en [PPRS00a] y for-
ma parte de otra tesis [RubO1]. Por otra parte, las anotaciones reales que
necesita el RTS son més precisas que las indicadas mediante clausulas by-
pass en la sintaxis anterior, si bien pueden deducirse a partir de éstas. Para
comprender mejor el andlisis que describimos aqui son preferibles las ano-
taciones con cldusulas bypass, ya que eliminan detalles irrelevantes a este
nivel.

En la Figura 4.5, Ezp denotard una expresion CoreEdén sin anotar y
DExp una expresion CoreEdén decorada con informacién de conexién di-
recta. Lo mismo sucede con las ligaduras (Bind y DBind).
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tr2

try

Figura 4.3: Nuevo esquema de transformacién

4.3 Analisis de conexién directa

A través del analisis de conexién directa deseamos detectar aquellas situa-
ciones en las que una variable se usa exactamente una vez como canal de
entrada y exactamente una vez como canal de salida, y no se usa en ninguna
otra expresién. Establecemos el convenio de que entrada y salida se enten-
derdn siempre desde el punto de vista del proceso padre. Esto significa que,
en una abstraccién de proceso aquellos canales especificados como entradas
del hijo se registrardn como salidas del padre. Este andlisis es un problema
con cierto parecido al andlisis de uso de variables tratado por ejemplo en
[Ses91] y [LGH192], si bien para la optimizacién que alli se pretende —evitar
actualizaciones innecesarias— el andlisis ha de detectar usos de a lo sumo
una vez de las variables.

Utilizamos un dominio B# de valores que se asociardn a las variables
libres del programa, mostrado en la Figura 4.4, donde 7101 representa que
la variable se usa solamente una vez como canal de entrada y solamente
una vez como canal de salida. En tal caso, se incluird el canal en una
cldusula bypass indicando una conexién directa local dentro del proceso
correspondiente. Si es un proceso padre, la cldusula bypass utilizada es
la asociada a la expresién recpar donde se lanzan los hijos, y la conexién
directa seria del tipo entre hermanos o entre generaciones. Si es un proceso
hijo, la clausula bypass utilizada es la asociada a la abstracciéon de proceso,
y la conexién directa podria ser entre generaciones o entre ancestros. Kl
valor 0 representa ninglin uso de la variable, los valores i1 y ol representan
respectivamente el uso exclusivo como canal de entrada y como canal de
salida, y el valor N representa el hecho de que la variable se usa demasiadas
veces como para poder hacer conexién directa, por ejemplo dos veces como
entrada, o una o mas veces como variable libre dentro de una expresion.
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N
| N+z=N
/ \ ilol+z =N (z #0)
_ il + ol = ilol

t1+:1=N

11 ol
\ / ol+0l=N
0

Figura 4.4: Dominio de conexién directa

En algunas funciones del andlisis utilizaremos un entorno p en el que
asociamos valores de conexién directa a las variables (Env = Var — B#).
En las Figuras 4.5 y 4.6 consideramos que las variables que no aparecen en el
entorno p tienen un valor de conexién directa 0, y denotamos al conjunto de
variables con valor de conexién directa distinto de 0 como dom p. Definimos
una operacién conmutativa + sobre los valores de conexidon directa, mostrada
en la Figura 4.4, que se utiliza para acumular los usos de una misma variable.
La tnica expresién que produce el valor buscado ¢10l es la que acumula un
uso 71 con un uso ol. La mayoria de las restantes combinaciones conduce al
valor N, es decir a la imposibilidad de realizar una conexion directa.

La operacién + se extiende facilmente a entornos: (p + p’ )(:Jc)ép(x) +
p'(z). También necesitamos una operacién + que es simplemente la opera-
cion + extendida a conjuntos de entornos, que se utilizard para acumular
las apariciones como canal de entrada de una misma variable. Estas pue-
den aparecer mas de una vez como entrada y entonces la conexién directa
tampoco es posible. El andlisis usa tres funciones principales: para analizar
expresiones (Aeqp), ligaduras (Apings) y cuerpos de procesos (Apindstody)- Se€
muestran en las Figuras 4.5 y 4.6. Las demds que aparecen en dichas figuras
son funciones auxiliares. Usaremos v para denotar variables, e para denotar
expresiones, cs para denotar canales y a para denotar dtomos. También
usamos la funcién c¢s Nds = {z | z € cs Ay € ds.y = z}, para detectar
conexién directa entre ancestros.

La funcién A,z recibe una expresiéon CoreEdén e y la decora con infor-
macién de conexién directa, introduciendo cldusulas bypass asociadas a las
abstracciones de procesos y a las ligaduras recpar que aparecen en e. Tal
informacién es local a la abstraccion de proceso, por lo que analizamos su
cuerpo con un entorno que contiene toda la informacién sobre los canales
de entrada y salida. Asi, en una expresion process cs; — let binds in cso,
construimos primero un entorno inicial py que contiene la informacién sobre
los canales de entrada (del padre) csy y salida (del padre) cs;. Con ese
entorno analizamos las ligaduras binds donde puede que existan mas usos
de dichos canales, usos que se acumularan en el entorno, dando lugar a un



4.3 Analisis de conexién directa 99

Acgp : Exp — DExp
ey (e @) = (Agry €) @
Aczp Av—=e)=Av—= Aggp e
Aezp (case e of alts) = case ¢’ of alts’
donde €' = Agyp €
alts’ = Ay alts
exp (C V1. vp) =C vp...0p
exp (Prim vy ... vp) =prim vy ... vy,
exp (let binds in e) = let (Apings binds (freevars €)) in (Aegp €)
ezp (Process cs; — csz) =
process cs; — cso (if ¢s1 Mcsy = () then € else bypass (cs; Mess))
Aczp (process cs; — let binds in csy) =
process cs; — let binds' in csy byp
donde pg={cr— ol |c+cs1}++{{d—il} | d+ cso}
(binds', p') = Apindsbody binds po (cs1 Mesg)
b={c|c€csyUcsyp(c) =ilol}
byp = if b = ) then € else bypass b

SN NN

Aats (alty, ... alty; def) = Ag(altr); .. .5 Age(alty); Age(def)
Aai(Cor...vpy =€) =C vy .. vy = Aegple)

Aai(k =€) =k — Aggple)

Agit(NoDefault) = NoDefault

Aalt(v — 6) =v— Aezp(e)

Figura 4.5: La funcién del anélisis para las expresiones

entorno de salida p’ utilizado para generar la anotacién cuando alguno de
los canales del proceso tiene un valor 710l. Si no aparecen ligaduras binds,
basta con mirar los canales de entrada y salida para ver si hay conexiones
entre ancestros.

En una expresion let binds in e analizamos e y después las ligaduras,
teniendo en cuenta que no se puede hacer conexién directa con las varia-
bles libres en e. Por ello, en el entorno usado para analizar las ligaduras
asociamos el valor N a todas las variables libres. El resto de los casos son
llamadas recursivas triviales a Aegzp.

Las funciones Apindgs ¥ Abindsbody combinan la informacién que proviene
de cada ligadura individual (ver Figura 4.6). Llaman a la funcién auxi-
liar Apropagate con distintos argumentos. Esta funciéon recibe un entorno y
construye uno nuevo a partir de él anadiéndole la combinacién (dada por
Ajistbindgs) de informacién proporcionada por cada ligadura individual (dada
por Agpeving)- En el caso de la primera funcién se recibe un entorno en el
que todas las variables libres de la expresién principal del let tienen N como
valor de conexién directa, y el entorno resultante es descartado. En el caso
de la segunda funcion se recibe un entorno en el que los canales de la abs-
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Apinds : Binds — Free — DBinds
Apings binds free = fst (Apropagate binds {z — N | z « free} 0)

Apindsbody : Binds = Env — (DBinds, Env)
Abindsbody binds pCcs = Apropagate binds p cs

Apropagate 2 Binds — Env — Channels — (DBinds, Env)
Apropagate (Z) = 6) pcs = (bindla p+ pl)
donde (bindla pl) = Aonebind (v =€)
Apropagate (rec binds) p cs = (rec binds', p+ p')
donde (binds', p') = Alistpinas binds
Apropagate (recpar binds) p cs =
(recpar binds' byp, p")
donde (binds', p') = Apistbinds binds
P =p+p
b={c|cé€dom p",cdcs p'(c)=1ilol}
byp = if b = () then € else bypass b

Alistbinds i [and] — ([DBmd], Em))
Ajistbinds (bind : binds) = (bind' : binds', p' + p"")
donde (bind',p') = Aonebing bind
(bindslvp”) = Alistvinds binds
Atistbinas [] = ([, 0)

Aonebind :» Bind = (DBind, Env)
Aonebind ('U = 6) =
(v=¢€,{v— N} +{z+— N |z <+ freevars e})
donde €' = A¢yp €
Aonebina (¢s1 =p # cs2) = (cs1 =p # ¢s2,p')
donde p' ={c— ol | ccsi}++{{d—il} | d < cs2} +{p— N}

Figura 4.6: Las funciones del andlisis para las ligaduras

traccion de proceso tienen su valor de conexién directa correspondiente 21 o
ol, y el entorno resultante se usa posteriormente para anotar la abstraccion
de proceso. El tercer argumento de Apyopagate €5 €l conjunto de canales con
los que se puede hacer conexién entre ancestros. En la llamada realizada
a Apropagate €n el cuerpo de un proceso, estos son los canales comunes a la
entrada y la salida de una abstraccion de proceso, cs; Mcse. Queremos que
esta informacién aparezca solamente asociada a la abstraccién de proceso
y no en las ligaduras internas del proceso, por lo que cuando se llama a
Apropagate con una ligadura recpar, se ignoran los canales contenidos en
este parametro a la hora de generar las anotaciones.

Obsérvese que, en una abstracciéon de proceso, aquellos canales implica-
dos en una conexidn directa entre hermanos aparecen en la anotacién bypass
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de las ligaduras, los implicados en una conexién directa entre ancestros apa-
recen en la anotacién bypass de la expresién process y los implicados en
una conexién directa entre generaciones aparecen en ambos lugares (esto es
asi por razones de implementacion).

En una ligadura de la forma var = e y en una expresion let binds in e,
no se puede hacer conexién directa con las variables libres en e, por lo que
se les da un valor de conexion directa N. La definicién de freevars, que
nos proporciona las variables libres de una expresion, es la usual, extendida
como es de esperar para las nuevas construcciones.

Una consecuencia de esta definicién es que no se puede hacer conexién
directa cuando aparece una expresién case como la siguiente:

T =piftz

y = case ¢ of
Ci 1 — let recpar u = po#z in u
02 T9 x3 — 1

En este caso = es variable libre del lado derecho de la ligadura para y, por
lo que se le da el valor N, siendo por tanto imposible hacer conexion direc-
ta. Esto es correcto, puesto que la segunda rama del case no contiene una
concrecion de proceso, por lo que no podemos indicar una conexién directa.
Si también en la segunda rama apareciera una concrecién de la forma ps#x,
podria indicarse una conexiéon directa de x. Para poder expresar esto nece-
sitariamos comprobar que en todas y cada una de las ramas x tiene el valor
11. Hemos optado por ignorar este caso.

Aplicando este algoritmo al ejemplo de la Seccién 4.1 traducido a CoreE-
dén, obtenemos las siguientes anotaciones para la ligadura de pipe:

pipe = XA ps — case ps of

[p] = p

p: pp — process z — let recpar inter =p # z
p' = pipe pp
y =p # inter

bypass inter,z,y
in y bypass z,y

Puesto que no hay calculos de puntos fijos, la eficiencia de este andlisis
es lineal con el tamafio del cédigo.

4.4 El protocolo de conexién directa

Primeramente estudiaremos los casos de conexion directa por separado, para
finalmente presentar el protocolo completo. En este protocolo no se tienen
en cuenta las conexiones entre ancestros.

De aqui en adelante, llamaremos asa a una conexién directa local a un
proceso detectada por el andlisis precedente. Serd descendente si conecta un
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Figura 4.7: Convenio grafico de asas locales

canal de entrada propio con el canal de entrada de un hijo, ascendente si co-
necta un canal de salida de un hijo con un canal de salida propio y serd entre
hermanos si conecta un canal de salida con un canal de entrada de dos hijos
diferentes. Emplearemos el convenio grafico que se muestra en la Figura 4.7.
Asimismo, llamaremos cadena de reenvio a una conexion indirecta desde un
puerto real de salida (también llamado el productor) a un puerto real de
entrada (también llamado el consumidor) a través de una secuencia de asas
locales intermedias. Un puerto de entrada (respectivamente, de salida) es la
implementacién de un canal de entrada (respectivamente, de salida) de una
concrecién de proceso. El objetivo del protocolo es hacer que estos puertos
finales se conozcan entre si.

4.4.1 El protocolo sin conexién directa

El protocolo de comunicacién original se describié en la Seccién 3.4.3 pu-
diéndose encontrar més detalles en [KOMP99]. Los mensajes relevantes
eran:

e CREATE-PROCESS (pabs,insy,outsy) que inicia la creacién de un pro-
ceso hijo en un procesador p usando la abstraccién de proceso pabs y
los puertos de entrada y salida del padre, respectivamente ins, y outs,,
que se conectaran al hijo.

o ACK (outs, — insy,outs, — ins.) que comunica la creacién del pro-
ceso hijo al padre, incluyendo las conexiones entre padre e hijo. Aqui
mostramos los canales de entrada y salida relacionados con — para
que queden claras las conexiones que se establecen.

Mientras que el hijo comienza a mandar inmediatamente valores al padre,
el padre debe esperar a recibir el mensaje ACK para saber a qué puertos
del hijo deben ser enviados los valores. Estos se envian usando un mensaje

SENDVAL (in,value).
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4.4.2 Nuevas componentes del RTS: asas y tablas de asas de
reenvio

Para representar cada asa local utilizaremos un identificador que incluye
el nimero de procesador, que llamaremos también asa de reenvio (forward

handle):

type HForward = (PE, Int)

Este par (p,h) identifica univocamente un asa dentro del programa en eje-
cucién ya que siempre es posible conseguir un identificador tnico h para
cada asa existente dentro de un mismo procesador p. Las asas de reenvio
pueden tomar el lugar de los puertos de entrada y salida en los mensajes
del protocolo de conexién directa. Para almacenar la informacién de cone-
xi6n intermedia anadimos al RT'S una nueva tabla en tiempo de ejecucién
llamada tabla de asas de reenvio.

4.4.3 Conexion directa entre hermanos

El siguiente programa presenta un caso de conexion directa entre hermanos:

. —— El proceso padre es p0
let recpar

x=p2 #y
y = pl # inp

bypass y
in ...

La topologia creada puede verse en la Figura 4.8. El proceso padre pO tiene
un asa entre hermanos hy correspondiente a la variable y. El protocolo
revisado no debe crear los puertos de entrada y salida para y ni enviarlos a
sus hijos p1 y p2 en el mensaje CREATE-PROCESS. En su lugar enviara el
identificador hy del asa. Los hijos podrian responder en el mensaje de ACK
con los puertos reales de salida y de entrada para hy. Con esta informacién
el padre seria capaz de informar al hijo productor de y, es decir a p1, que
su destino real es un puerto de entrada en el proceso consumidor, es decir
en p2. Con ello, p1 podria enviar mensajes directamente a p2 y habriamos
ahorrado la creacién de dos puertos y de una hebra innecesaria en pO.

En el caso general (Seccién 4.4.6), veremos que no siempre es posible
para un hijo informar en el mensaje ACK del productor real de una cadena
de reenvio, por lo que es necesario considerar mas casos.

4.4.4 Conexion directa descendente

El siguiente programa presenta un caso de conexién directa con varias asas
descendentes en la cadena de reenvio:
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po

inp

Y
Y

pl P2

Figura 4.8: Conexion directa entre hermanos

. —— El proceso padre es pO
let recpar

x=p#y

p = process y’ -> let recpar
h=q#y’
v==~Ffh
bypass y’

in v
bypass y’

q = process y’’ -> let recpar
i=r #y”’
w=gi
bypass y’’

in w
bypass y’’

in ...

La topologia creada puede verse en la Figura 4.9. Para incluir informacién
de conexién directa en los mensajes de creacion, en el protocolo revisado se
puede aprovechar el hecho de que los lanzamientos de los procesos p, q y
r se producen en estricta secuencia, por ser q hijo de p y r hijo de q. En
particular, p puede informar a q de que el origen de su canal de entrada
es el puerto de salida recibido de su padre para el asa hy' asociada a y’.
Esta informacién puede ser propagada en el mensaje CREATE-PROCESS
enviado por q para crear a r, de forma que en lugar de enviarle un asa
local hy" asociada a y’?, le envia directamente el puerto de entrada que ha
recibido de su padre. De esta forma, el consumidor real de la cadena de
reenvio —en este ejemplo, r— recibe directamente el puerto productor en
el proceso pO.
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Figura 4.9: Conexion directa descendente

En el caso general (Seccién 4.4.6), no siempre el padre de la cadena
descendente envia un puerto real, sino que puede enviar también un asa
entre hermanos.

4.4.5 Conexion directa ascendente

El siguiente programa presenta un caso de conexién directa con varias asas
ascendentes en la cadena de reenvio:

-- E1 proceso padre es p0
let recpar

x=p#y

p = process y’ -> let recpar
v=r>~fy’
h=q#v
bypass h

in h
bypass h



106 4. Anadlisis de conexion directa

r#g(fy) =z

gty

Figura 4.10: Conexidén directa ascendente

q = process y’’ -> let recpar
w:gy))
i=r#w
bypass i

in i
bypass i

in ...

La topologia creada puede verse en la Figura 4.10. En el protocolo revisado
se puede aprovechar igualmente el hecho de que los lanzamientos de los pro-
cesos p, q y r se producen en estricta secuencia, para incluir informacién
de conexién directa en los mensajes de creacién. En particular, p puede in-
formar a q de que el destino del canal de salida de q es el puerto de entrada
recibido de su padre para el asa ascendente hh asociada a h. Esta informa-
cién puede ser propagada en el mensaje CREATE-PROCESS enviado por
q para crear a r, de forma que en lugar de enviarle un asa local hi asociada
a i, le envia directamente el puerto de salida que ha recibido de su padre.
De esta forma, el productor real de la cadena de reenvio —en este ejemplo,
r— recibe directamente el puerto consumidor en el proceso pO.

En el caso general (Seccién 4.4.6), no siempre el padre de la cadena
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ascendente envia un puerto de entrada real, sino que puede enviar también
un asa entre hermanos.

4.4.6 Caso general

Fl siguiente programa presenta una cadena de reenvio que combina un asa
entre hermanos con un asa descendente:

. —— El proceso padre es pO
let recpar
X =p2 #y
y =pl # inp

P2 = process i -> let recpar
h=p3 #1
v=1Ffh
bypass i

in v
bypass i
bypass y

in ...

La topologia creada puede verse en la Figura 4.11. En este ejemplo puede
observarse que la cadena de reenvio incluye un asa entre hermanos en p0, una
cadena ascendente de longitud 1 cuyo productor real es pl, y una cadena
descendente de longitud 2 cuyo consumidor real es p3. Combinando las
revisiones al protocolo descritas en las secciones precedentes, tanto pl como
p3 recibirfan informacién de que su destino real (resp. su origen real) es el
asa entre hermanos hy asociada a y en p0. Estad claro que lo que resta por
hacer es:

1. Que tanto p1l como p3 informen a pO de los puertos reales, respectiva-
mente productor y consumidor, de la cadena de reenvio.

2. Que pO informe a pl de que el destino real de su puerto de salida es
un puerto de entrada en p3.

A partir de esta recepcidon pl puede comenzar a enviar mensajes directa-
mente a p3. El ahorro ha consistido en una hebra innecesaria en p0, otra en
p2 y varios puertos que no ha sido necesario crear, tanto en p0 como en p2.

4.4.7 El protocolo revisado

En el nuevo protocolo, el mensaje CREATE-PROCESS llevard los puertos
del padre si son conocidos, pero también estdn permitidas asas de reenvio.
Ademas de los mensaje CREATE-PROCESS y ACK, hay tres nuevos men-
sajes de conexién directa:
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f(p3#y)

p3

Figura 4.11: Situacién general de conexién directa

e FINAL-ORIGIN (out — in): Le dice al consumidor quién es el verda-
dero productor de una cadena ascendente. out es siempre un puerto
de salida real, mientras que in puede ser un puerto de entrada o un
asa entre hermanos.

o FINAL-DESTINATION (out — in): Le dice al productor quién es el
verdadero consumidor de una cadena descendente. in es siempre un
puerto de entrada real, mientras que out puede ser un puerto real o
un asa.

e PRODUCE (out — in): Le dice al productor real de una cadena ge-
neral de reenvio quién es el consumidor final. En este caso, tanto out
como %n son puertos reales.

El esquema general del protocolo, reflejado en las Figuras 4.12 y 4.13, es
el siguiente

Fase 1: Creacion de procesos modificada. En presencia de un reenvio,
algunos puertos de entrada y/o salida no serdn creados. En el men-
saje CREATE-PROCESS, asas de reenvio sustituyen a dichos puer-
tos ausentes. Esto sucede, por ejemplo, en los mensajes CREATE-
PROCESS de la Figura 4.13. Si ya se conoce alguna informacién de
conexién, se envia en lugar del asa de reenvio local. Esto sucede en
los reenvios intergeneracionales. Una vez han sido creados todos los
procesos, tenemos la siguiente situacién: todas las asas intergenera-
cionales han sido eliminados. Cada proceso del final de la cadena ha
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Fase

Fase

4.5

Figura 4.12: Protocolo de conexién directa (1)

recibido como extremo opuesto o bien un asa entre hermanos o bien
un puerto real de un proceso ancestro.

2: Envio hacia arriba de mensajes. Cuando un proceso hijo es el
verdadero productor/consumidor de una cadena, debe informar al otro
extremo de la cadena. Esto se lleva a cabo a través de un mensaje
FINAL-ORIGIN/FINAL-DESTINATION. Si un puerto de salida ya
conoce su consumidor, puede empezar a enviar datos inmediatamente.
En la Figura 4.12 estas situaciones se reflejan en los dos mensajes hacia
arriba.

3: Conexidn final. Cuando un asa entre hermanos ha recibido los
mensajes de los verdaderos consumidor y productor de la cadena, pre-
senta el consumidor al productor mediante un mensaje PRODUCE,
para que este ultimo pueda comenzar el envio de datos.

Costes de comunicacion y conclusiones

Se ha indicado que el protocolo realmente implementado trata la conexién
directa entre ancestros. Esto introduce algunos problemas porque, en si-
tuaciones complicadas, una cadena de reenvio puede entrar y salir hasta
dos veces de un mismo procesador, produciéndose un bucle que es necesario
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PO P1 P2 CONSUMIDOR PRODUCTOR

FINAL-DESTINATION

PRODUCE

Figura 4.13: Protocolo de conexién directa (2)

eliminar. Ello conlleva un tipo de mensaje adicional llamado LOOP y la
necesidad de incluir en la informacién de asas el nivel de la jerarquia de
procesos a la que pertenece el asa (el ancestro de una cadena esta a nivel 0,
los procesos creados por él estdn a nivel 1, y asi sucesivamente).

Es claro que si el programa no contiene asas, los mensajes en ambos
protocolos, el viejo y el nuevo, son idénticos, es decir, la forma de crear las
topologias es exactamente la misma.

Si el programa contiene asas, entonces el nimero de mensajes adicio-
nales del nuevo protocolo con respecto al anterior es como mucho tres. El
peor de los casos se produce cuando existe un asa entre hermanos en una
cadena de longitud mayor que dos, en cuyo caso, hacen falta dos mensa-
jes en la segunda fase, mds uno adicional en la fase final de conexion. Es
el caso general de la Figura 4.13. Si existe un asa entre hermanos, pero
la cadena es de longitud dos, no hacen falta los mensajes FINAL-ORIGIN
y FINAL-DESTINATION, ya que los propios mensajes ACK informan al
padre, con lo que solamente hace falta un mensaje PRODUCE adicional.
En las cadenas ascendentes y descendentes que no contienen un asa entre
hermanos se puede reducir también el nimero de mensajes. En una cadena
ascendente, el padre es el destino final, por lo que podemos ahorrarnos el
mensaje FINAL-DESTINATION. Luego en este caso hacen falta solamente
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dos mensajes adicionales. En una cadena descendente, el padre es el origen
de la cadena por lo que podemos ahorrarnos los mensajes FINAL-ORIGIN
y PRODUCE. De modo que en este caso solamente hace falta un mensaje
adicional.

El esperado ahorro de la conexién directa proviene del hecho de que el
nimero de mensajes de datos es usualmente mucho mayor que el nimero
de mensajes de protocolo necesitados para crear la conexién directa. Esto
es asi porque al programar en Edén, muchos de los canales son listas cuya
transmisién implica tantos mensajes de datos como elementos hay en la lista.

Para una cadena de reenvio de longitud n, con n > 2, se ahorran un
total de n — 1 mensajes por cada mensaje de datos enviado a través de la
conexién directa. Por otro lado, hemos visto que el nimero de mensajes
adicionales del nuevo protocolo es como mucho tres. Luego, incluso en el
caso de que se transmita un tnico valor, el ahorro se produce en cuanto la
longitud de la cadena sea mayor que cuatro.

El estado actual de la implementacién es el siguiente: el RTS ha sido ya
modificado incluyendo el nuevo protocolo, pero atn estd bajo depuracién. El
andlisis en tiempo de compilacién y las muchas transformaciones implicadas
para producir un “buen” CoreEdén estin siendo implementadas ain.






Capitulo 5

Analisis de no determinismo

La presencia de no determinismo produce algunos problemas en Edén: afec-
ta a la transparencia referencial de los programas e invalida algunas opti-
mizaciones realizadas en el GHC. Como solucién a este problema, en este
capitulo se presentan tres analisis de no determinismo, capaces de establecer
con certeza cuando una expresiéon Edén es determinista y cudndo no exis-
te tal certeza, es decir, cudndo puede que sea no determinista. El primer
andlisis es poco costoso (lineal) pero también poco potente. Con el objeti-
vo de superar sus limitaciones, se propone un segundo andlisis mas potente
que resulta ser exponencial. Para mejorar su eficiencia se presenta un tercer
andlisis intermedio que pretende ser un compromiso entre potencia y eficien-
cia. La mejora en la eficiencia se consigue acelerando el cédlculo del punto
fijo mediante un operador de ensanchamiento, representando las funciones
mediante signaturas ficilmente comparables. Eligiendo distintos operadores
de ensanchamiento se obtienen diferentes variantes de este tercer analisis.
Se presenta con detalle una de ellas, y se mencionan otras opciones, con las
que se compara. Se comparan formalmente los tres anilisis demostrando
que el primer andlisis es una aproximacién segura al tercer andlisis y que
éste ultimo es una aproximacién segura al segundo, con lo que se puede es-
tablecer una jerarquia de andilisis. Finalmente, se describe un algoritmo que
no solo implementa el tercer andlisis sino que ademads anota las expresiones
de programa con informacién de no determinismo. Dicho algoritmo se ha
implementado en Haskell. El cédigo fuente se muestra en el Apéndice B.
En el Apéndice C se presentan ejemplos reales de la salida producida por
el algoritmo para algunos programas. Para finalizar este capitulo, se lleva a
cabo un estudio detallado del coste del algoritmo.

Este trabajo ha dado lugar a varias publicaciones. En [PS00a] se estudi6
la forma en que las transformaciones realizadas por el GHC se ven afectadas
por la semantica de los procesos Edén; en concreto, se estudiaron aquellas
transformaciones que se ven afectadas por la presencia de no determinismo.
Dicho estudio se incluy6 en [PPRS00a, PPRS00b]. Los dos primeros andlisis
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de no determinismo se presentaron en [PS01d] y con mayor detalle en el
informe técnico [PS00b]. El primer andlisis se present6 primero en forma de
andlisis basado en un sistema de tipos anotados, que aqui no se muestra, y
después como andlisis basado en interpretacion abstracta, ya que esta resulta
mas adecuada para expresar las dependencias funcionales que aparecen en
el segundo andlisis. El tercer andlisis y su implementacion se presentaron en
[PS01c]. La relacién de correccion del primer andlisis con respecto a los otros
dos se demostré en [PSOla]. El informe técnico [PSO1b] pretende ser una
recopilacion de todos los resultados presentados en los articulos anteriores.
En él se demuestra también la relacién de correccién del tercer andlisis con
respecto al segundo.

Este capitulo estd estructurado de la siguiente forma. En la Seccién 5.1
se motiva la necesidad de un andlisis de no determinismo en Edén. En la
Seccién 5.2 se presenta un resumen de las transformaciones que suponen
un riesgo para los programas Edén, ya sea porque modifican la semantica
o porque reducen la eficiencia; en concreto, se describen con detalle las que
afectan al no determinismo. En la Seccién 5.3 se describe el lenguaje en
el que se escriben los programas a ser analizados. Se trata de un lenguaje
funcional simple con polimorfismo de segundo orden. A continuacion, en
la Seccién 5.4 se presenta el primer andlisis y se explica con ejemplos sus
limitaciones. En la Seccién 5.5 se presenta el segundo andlisis, en el que
se definen las llamadas funciones de abstraccién y concrecidn, usadas res-
pectivamente en el andlisis de aplicaciones de constructores y expresiones
case, y se estudian sus propiedades. Se estudia también con mas detalle el
andlisis de las expresiénes polimérficas. En la Seccién 5.6 se presenta el ter-
cer andlisis. Se define el dominio de signaturas utilizado para representar las
funciones y el operador de ensanchamiento utilizado para acelerar el calculo
del punto fijo. En la Seccién 5.7 se estudian las relaciones de correccién en-
tre los tres andlisis. En ella también se presentan otras variantes del tercer
andlisis. Finalmente, en la Seccion 5.8 se desarrolla la implementacion del
tercer andlisis, se muestran ejemplos de su aplicacién y se hace un estudio
de su coste.

5.1 No determinismo en Edén

La introduccién del no determinismo en los lenguajes funcionales tiene una
larga tradicién y ha sido, asimismo, fuente de controversia. McCarthy
[McC63] introdujo el operador amb :: a -> a -> a que elige de forma no
determinista entre dos valores. Henderson [Hen82| introdujo en su lugar
merge :: [a]l -> [a]l —> [al, que mezcla de forma no determinista dos lis-
tas de valores, produciendo una tunica lista de salida. Ambos operadores
violan la transparencia referencial, en el sentido de que una vez introduci-
dos, ya no es posible sustituir iguales por iguales. Por ejemplo,
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let x = amb 0 1 in x + x # amb 0 1 + amb 0 1

ya que la primera expresién solamente puede evaluarse a 0 o a 2, mientras
que la segunda puede evaluarse, ademads, al valor 1.

Hughes y O’Donnell propusieron en [HO90] un lenguaje funcional en
el que el no determinismo es compatible con la transparencia referencial.
La forma de conseguirlo consiste en introducir el tipo Set a de conjuntos
de valores, para denotar el resultado de expresiones no deterministas. El
programador debe usar explicitamente este tipo siempre que una expresion
pueda devolver un valor elegido de entre un conjunto de valores posibles. En
la implementacién se representa un conjunto mediante un dinico valor perte-
neciente al conjunto. Una vez creado un conjunto, el programador no puede
regresar a valores dnicos. Luego la aplicacién de una funciéon determinista
f a un valor no determinista (un conjunto S) debe expresarse como f * S,
donde (*¥) :: (a -> b) -> Set a -> Set b es la funcién map para los con-
juntos. Solamente se permiten una cantidad limitada de operadores. El mas
importante es U (unién de conjuntos), que permite la creacién de conjuntos
no deterministas y que ademads puede ser utilizado para simular amb. Otros
operadores, como choose :: Set a -> a0 N (interseccién de conjuntos), no
estdn permitidos, ya sea porque violan la transparencia referencial o porque
no pueden implementarse de forma correcta simplemente “recordando” un
representante por cada conjunto.

Hughes y O’Donnell dan al lenguaje una seméntica denotacional basada
en dominios potencia de Hoare, y presentan algunas leyes ecuacionales 1tiles
para razonar sobre la correccién (parcial) de los programas.

Pero la controversia llega atn mds alld. En [SS90, SS92], los autores
aseguran que lo que hace falta realmente es una definicién apropiada de
la transparencia referencial. Demuestran que varias definiciones aparente-
mente equivalentes (sustitutividad de iguales por iguales, desplegabilidad de
definiciones, ausencia de efectos laterales, definitud de variables, determinis-
mo, etc.) que se han utilizado en distintos contextos, no lo son en presencia
de no determinismo. Para situar a Edén en perspectiva, reproducimos aqui
los principales conceptos:

Transparencia referencial. Una expresion e es puramente referencial en
la posicién p si y sélo si

Ver, ez.[er] p = [e2] p =[eler/pl] p = [ele2/p]] p

Un operador op :: t1— -+ — t,— t es referencialmente transparente
si para cada expresion e = op ey ---e,, se cumple que siempre que
las expresiones e¢;,1 < ¢ < n, son puramente referenciales en una
posicién p, la expresién e lo es en la posicién 7.p. Un lenguaje es
referencialmente transparente si lo son todos sus operadores.
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Definitud. La propiedad de definitud se cumple si una variable denota el
mismo valor en todas sus apariciones. Por ejemplo, si las variables son
“definidas”, la expresion (Az.z — x)(amb 0 1) se evalia siempre a 0.
Si no lo son, también se puede evaluar a 1 y —1.

Desplegabilidad. La propiedad de desplegabilidad se cumple si [(Az.e) €'] p
= [e[e’/z]] p para cada e y €. En presencia de no determinismo, esta
propiedad no es compatible con la definitud de variables. Por ejemplo,
si las variables son definidas

[(Az.z — z)(amb 0 1)] p # [(amb 0 1) — (amb 0 1)] p.

En las definiciones arriba descritas, la semdntica de una expresién es un
conjunto de valores en el dominio potencia apropiado. Sin embargo, el en-
torno p hace corresponder a cada variable o bien un tnico valor en el caso de
que las variables sean definidas (también llamada semdntica singular), o un
conjunto de valores en el caso de que no lo sean (también llamada semdntica
plural).

Recordemos que en Edén, la tnica fuente de no determinismo es el pro-
ceso predefinido merge. Cuando se lanza un nuevo proceso mediante la
evaluacién de la expresién el # e2, la clausura el, junto con las clausuras
de todas las variables libres alli referenciadas, se copian (posiblemente sin
evaluar) en otro procesador, donde el nuevo proceso se lanza. Sin embargo,
dentro de un mismo procesador una variable se evalia a lo sumo una vez y su
valor es compartido. Se estd desarrollando atin una semantica denotacional
para el lenguaje, pero para el propdsito de esta discusién, supondremos que
la denotacién de una expresion de tipo a es un conjunto no vacio cerrado
inferiormente y cerrado bajo limites de valores de tipo a que representa el
conjunto de valores posibles devueltos por la expresién!. Si la expresion es
determinista, su denotacién es un conjunto unitario. Esta es la semdntica
propuesta por [HO90] para el no determinismo angélico, en el que siempre
se escoge un valor distinto de L si es posible. En el Capitulo 3 ya se dijo
que merge es un proceso reactivo que cuando tiene un valor disponible en
una de las entradas, lo copia en su salida. Es decir, siempre que recibe un
valor distinto de L, lo escoge como valor de salida. Por ello, esta semdantica
parece la adecuada en nuestro caso.

Bajo estas premisas, podemos caracterizar a Edén de la siguiente manera:

Transparencia referencial. Edén es referencialmente transparente. La
unica diferencia con respecto a Haskell es que ahora, en un entorno
p, una expresién denota un conjunto de valores, en lugar de un tnico
valor. Dentro de una expresion, una subexpresiéon no determinista
siempre puede ser reemplazada por su denotacién sin afectar al con-
junto de valores resultante.

'Estos son los conjuntos Scott-cerrados definidos en la Seccién 2.2.1.
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Definitud. Las variables son definidas dentro de un mismo proceso pero no
lo son entre procesos diferentes. Cuando una variable libre no determi-
nista que aun no ha sido evaluada se duplica en dos procesos distintos,
puede suceder que el valor real calculado en cada proceso sea diferen-
te. Sin embargo, denotacionalmente ambas variables representan el
mismo conjunto de valores, luego la semdantica de las expresiones que
la contienen no cambiara por el hecho de que la variable se evalie dos
veces.

Desplegabilidad. En general, en Edén no se cumple esta propiedad, ex-
cepto en el caso de que la expresién que se despliega sea determinista.
Esto es consecuencia de tener variables definidas dentro de un proceso
y por tanto incompatibilidad con la desplegabilidad.

El desarrollo de un andlisis de no determinismo en Edén surge a raiz de los
siguientes hechos:

e En el futuro, los programadores Edén podrian desear tener variables
definidas en todas las situaciones. Es sensato pensar en una opcién de
compilacién para seleccionar dicha opcién semantica. En dicho caso,
el anilisis detectaria las variables (posiblemente) no deterministas y el
compilador forzaria su evaluacién a forma normal antes de ser copiadas
a un procesador diferente.

e Actualmente, algunas transformaciones llevadas a cabo por el compila-
dor durante las fases de optimizacion son semdanticamente incorrectas
para expresiones no deterministas. La mdas importante de ellas es la
llamada full laziness [PPS96]. Otras transformaciones peligrosas son
la transformacion de argumentos estdticos [San95] y la especializacion.
La razén general de su peligrosidad es el incremento en la comparti-
cién de clausuras: antes de la transformacién, la evaluacion repetida
de una expresién no determinista puede dar lugar a distintos valores;
después de la transformacion, una expresion no determinista compar-
tida se evalia una sola vez, produciendo un tnico valor. Las tres se
describen con detalle en la Seccién 5.2.

5.2 Riesgos de las transformaciones en GHC

En esta seccidn se resumen brevemente los riesgos de algunas de las trans-
formaciones realizadas por GHC sobre Core. En [PS00b, PPRS00a] se pro-
porcionan mas detalles.

En primer lugar no se debe realizar una transformacién si esta cambia de
alguna forma la seméntica de los programas (lo que en definitiva es cambiar
los deseos del programador). En particular hay tres cambios posibles que
son inaceptables: (1) el lanzamiento prematuro o tardio de los procesos; (2)
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la modificacién del nimero de procesos lanzados; y (3) la reduccién o el
incremento del no determinismo. Ademads, algunas de las transformaciones
que en un entorno secuencial son beneficiosas, podrian empeorar la eficiencia,
de los programas paralelos. La eficiencia puede verse afectada de forma
negativa de varias maneras: (1) mediante el cambio de trabajo de un proceso
hijo a su padre o viceversa; (2) incrementando el coste de comunicacién
debido a la copia de clausuras de variables libres; y (3) incrementando la
reserva de memoria.

En general, debemos tener en cuenta aquellas transformaciones que in-
crementan la comparticién. Estas incluyen el flotamiento de ligaduras fuera
de una lambda o el flotamiento de las mismas fuera del lado derecho de
una ligadura let. En el primer caso, el niimero de procesos lanzados puede
cambiar, si la ligadura que estd siendo flotada encierra alguna concrecion
de proceso: una vez se ha flotado la ligadura, el lanzamiento tiene lugar
solamente la primera vez que se aplica la funcién. En el segundo caso, se
puede cambiar el lugar donde se crean las ligaduras, lo que incrementa el
trafico de clausuras.

También deben tenerse en cuenta las transformaciones que tienen como
objetivo una evaluacién inmediata de aquellas expresiones que se demuestra
son necesarias, ya que pueden dar lugar a un cambio de trabajo entre los
Procesos.

Veamos ahora un resumen de las transformaciones que se ven afectadas,
mostradas en la Figura 5.1. Desarrollamos con detalle las transformaciones
que afectan al no determinismo. El resto se pueden ver ampliadas en [PS00a].

5.2.1 Transformaciones que afectan al no determinismo

Full laziness. Esta transformacién (Figura 5.1a) flota una ligadura let
fuera de una lambda abstraccion, con el objetivo de compartir su evaluacion
entre todas las aplicaciones de la funcién:

let let
T=¢e
9= ’\y'li TTC = inlet
0 g=\y.e
in ...

Es correcta solamente si e no depende de y.

Desde el punto de vista del no determinismo, el problema surge cuando
la ligadura a flotar es no determinista. Como ejemplo, consideremos las
siguientes dos ligaduras, que representan una funcién antes y después de la
transformacién:

f = )Ay.let x = el f7 = let x = el
inx +y in A\y. x +y
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transformacién antes después
(a) let g=Ay.letz=¢ letz=¢
Full in ¢’ in let g = \y.e’
laziness in ... in ...
foldr f z1=
foldr f z 1= let foldr' | =
(b) case | of case | of
Argumentos [ -z [ -z
estdticos (a:as)—let v = foldr f z as (a:as)— let v = foldr f z as
infav in fav
in foldr' 1
© g = Aty.Adict.\y. g = Aty.Adict. \y.
Especializacién let f = Aty.\dict.e let f = Aty.\dict.e
in [ ty dict (f ty dict y) inlet f/ = f ty dict in f' (' y)
(d) let z = let bind let bind
flotamiento de let ine inletz =e
fuera de let in b in b
let v = case ¢, of case ¢, of
(e) ... ...
flotamiento de case Ci i1 ... T — €; Ci xi1 ... .25 — let v=or¢;
fuera de let ine
ine .
(f) let a case let v=e¢e, ine case e, of v — e
Desen((i)psular let v=-¢, ine case ey of

Cuvi...vp wletv=Cuwvi...vp ine

let a case

Figura 5.1: Transformaciones con riesgos en GHC

Si el es no determinista, la semantica de £ es una funcién no determinista.
Luego [f 5 — f 5] p producird un conjunto no unitario de valores, ya que
x se evalia cada vez que se aplica f. La semdntica de la expresién ligada
a £’ es sin embargo un conjunto de funciones deterministas, y debido a la
definitud de las variables x y £, [f' 5 — f' 5] p se evalia siempre a {0}.
Es decir, la semantica ha cambiado después de la transformacion de full
laziness.

El compilador detectaria las ligaduras no deterministas y deshabilitaria
en dichas situaciones el flotamiento de un let fuera de una lambda.

Transformacién de argumentos estdticos. Esta transformacién (Figu-
ra 5.1b) se aplica a definiciones recursivas. Si un argumento tiene el mismo
valor en todas las llamadas recursivas de la funcién, se dice que es un ar-
gumento estatico. En tal caso se puede definir una funcién cuyo argumento
estdtico es una variable libre y que se comporta de la misma forma que la
funcién original. Por ejemplo:

foldr f z 1 =
case [ of
[]— 2 =
(a:as) —let v = foldr f z as
infav
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foldr f z 1=
let foldr’ [ =
case [ of
-2
(a:as) — let v = foldr f z as
in favw
in foldr’l

El problema surge cuando la parte no estatica de la funcidn, es decir, la apli-
cacion parcial de la funcién a sus argumentos estaticos (deben ser explicitos
para que se pueda aplicar la transformacién) no es una forma normal débil
de cabeza. Si lo es, no hay problema ya que la nueva funcién es una lambda
abstracciéon cuyo comportamiento es el mismo que el comportamiento de la
aplicacién parcial de la funcién original a sus argumentos estaticos. Pero,
si es necesario evaluar una expresion no determinista para obtener la forma
normal débil de cabeza, entonces la nueva funcién y la original podrian no
tener el mismo comportamiento: antes de la transformacion, la expresién no
determinista se evalia en cada llamada recursiva, mientras que despues de
la transformacion solamente se evalia una vez.

Veamos un ejemplo. Consideremos la funcién recursiva

fx=let
g = Azs.case zs of
(=2
a:as— f xas
h = Azs.case zs of
[] = 2%z
a:as— fx[]

mn

hd(merge # [[g], [h]])

donde se observa claramente que x es un parametro que se mantiene en las
llamadas recursivas. En esta funcién, en cada llamada recursiva se escoge
una funcién entre g y h de forma no determinista. La evaluacién de una
aplicacién de esta funcion puede terminar aunque la lista sea infinita; basta
con que en algiin momento se escoja h como valor de la funcién. La funcidn,
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en caso de que termine, devuelve = o el doble de z. Si la transformamos en

fx=1let
f'=1let
g = Azs.case zs of
[]— =
a:as — [ as
h = Axs.case zs of
[|—2xx
a:as— ']
in
hd(merge # [[g], []])
in f’
perdemos el no determinismo y ademads la posibilidad de terminacién cuan-
do la lista es infinita. Ahora en la primera llamada, f’ escogera entre g y h
actualizdndose con el valor escogido, fijo ya para todas las llamadas recursi-
vas. Si escoge a g por primera vez y la lista es infinita, con toda seguridad

no termina, y si escoge a h va a devolver el doble de x, no pudiendo nunca
devolver z.

Especializacién. Transforma (Figura 5.1c) aplicaciones parciales a tipos
y diccionarios en ligaduras let:

g = Aty Adict. \y.
let f = Aty. \dict.e
in
let f' = f ty dict
in f' (f"y)
Supongamos que e es una expresion que genera una funcion de forma no
determinista. Esto significa que las dos aplicaciones parciales f ty dict que
aparecen en el cuerpo de g denotan funciones potencialmente diferentes. Una
vez aplicada la transformacion, la primera vez que se evalia f', se actualizara
con su forma normal débil de cabeza, de forma que las dos apariciones de
f' denotan necesariamente la misma funcion.

g = Aty Adict. \y.
let f = Aty.Adict.e =
in f ty dict (f ty dict y)

5.2.2 Transformaciones que afectan a las concreciones de
procesos

Las tres transformaciones anteriores reducen el nimero de veces que se lan-
za un proceso. Si, por ejemplo, consideremos la transformacién full laziness
(Figura 5.1a) y suponemos que e contiene una concreciéon de proceso, antes
de aplicar la regla, el proceso seria lanzado varias veces, una por cada apli-
cacién de la funcién g; después de aplicar la regla, el proceso seria lanzado
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solamente una vez, cuando la funcién se aplica por primera vez. Lo mismo
sucede en las otras dos transformaciones.

5.2.3 Transformaciones con otros efectos peligrosos

Algunas reglas son correctas con respecto a la seméantica de valores calcula-
dos por el programa, pero pueden afectar de alguna manera a su semdantica
operacional, y por tanto a su coste. Las posibles modificaciones son el cam-
bio de trabajo entre un proceso padre y uno hijo (e, f y g de la Figura 5.1),
el cambio del coste de comunicacién (d, e, fy g de la Figura 5.1) o el cambio
en el coste en espacio (d, e, f y g de la Figura 5.1).

Estos cambios a veces son positivos y otras negativos. Adicionalmente,
el incremento de oportunidades para la aplicacion de otras reglas ha de
considerarse un efecto positivo, por lo que se ha decidido dejar estas reglas
activas.

5.3 El lenguaje

El lenguaje que va a ser analizado es una extension de Core-Haskell [PHHT 93],
es decir un lenguaje funcional simple con polimorfismo de segundo orden,
por lo que incluye abstraccion de tipo y aplicacién a un tipo.

En la Figura 5.2 se muestran la sintaxis del lenguaje y de las expresiones
de tipo. Se utiliza v para denotar una variable, k para denotar un literal, =
para denotar un dtomo (variable o literal), y 7" para denotar un constructor
de tipo. Un programa es una lista de ligaduras posiblemente recursivas de
variables a expresiones. Una expresion puede ser una variable, una lambda
abstraccién, una aplicacién de una expresion funcional a un &tomo, una
aplicacién de un constructor, una aplicacién de un operador primitivo, una
expresiéon case o una expresion let. Las aplicaciones de constructores y
operadores primitivos son saturadas. Las variables ya contienen informacién
de tipos, por lo que no la escribiremos explicitamente en las expresiones.
Cuando sea necesario escribiremos e :: ¢ para hacer explicito el tipo de una
expresion.

Un tipo puede ser un tipo bésico K, un tipo tupla (t1,...,%,), un tipo
algebraico Tt ...t, un tipo funcional t; — t3 o un tipo polimoérfico Vg.1.

Las nuevas expresiones que provienen de Edén son la abstraccién de
proceso process v — e, y la concrecion de proceso v # z. También se
anade el tipo Process t1 tg, que representa el tipo de una abstracciéon de
proceso process v — e, donde v tiene tipo t; y e tiene tipo 3. A menudo,
t1 y t9 son tipos tupla y en tal caso cada elemento de la tupla representa un
canal de entrada/salida del proceso.

El polimorfismo de segundo orden de Core. Como ya hemos dicho,
Core es un lenguaje con polimorfismo de segundo orden, donde aparecen
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prog — bindg;...;bindn,
bind —  v= ewpr {ligadura no recursiva}
| rec v1 = expr,;...;vm = expr,, {ligadura recursiva}
expr — eTpr T {aplicaci6én a un dtomo}
| Av.ezpr {lambda abstraccién}
| case expr of alts {expresién case}
| let bind in ezpr {expresién let}
| C zyr...¢m {aplicacién saturada de constructor}
|op z1...xm {aplicacién saturada de op. primitivo}
| z {atomo}
| Aa.expr {abstraccién de tipo}
| expr type {aplicacién de tipo}
| v # x {concrecién de proceso}
| process v — ezpr {abstraccién de proceso}
alts — Calty1;...; Caltm;[Deft] m >0
| Lalty;...; Lalty,; [Deft] m >0
Calt — Cuwr...vm — expr m >0 {alternativa algebraica}
Lalt — k — expr {alternativa primitiva}
Deft — v — expr {alternativa por defecto}
type — K {tipos bésicos: enteros, caracteres}
| @ {variables de tipo}

| T type, ...type,,

| type, — type,

| Process type, type,
| Vau.type

{aplicacién de constructor de tipo}
{tipo funcién}

{tipo proceso}

{tipo polimérfico}

Figura 5.2: Definicion del lenguaje y de las expresiones de tipo

abstracciones y aplicaciones de tipos. Sin embargo, el polimorfismo de se-
gundo orden se utiliza solamente como mecanismo para mantener los tipos
a lo largo de las transformaciones realizadas en Core [PS98b]. El compila-
dor GHC infiere los tipos (Hindley-Milner) de cada expresién y variable del
programa. Si dicha asignacién de tipos se mantuviera en la traduccién de
Haskell a Core y en las subsiguientes transformaciones dentro de Core, tanto
algunas transformaciones como el generador de cédigo podrian beneficiarse
de la informacién de tipos para generar mejor cédigo (GHC lo hace). El
problema es que la transformacién de los programas implica manipulacién
de los tipos. No es suficiente con anotar cada variable del programa ori-
ginal con su tipo, ya que dicha informacién no perdura a lo largo de las
transformaciones. Por ejemplo, consideremos la funcion

compose: Vafy.(f =) = (a—= B) > a— v
que podria definirse en un Core sin tipos como
compose =\ f gx.let y=gxin f y

Supongamos que queremos desarrollar (mediante una transformacién llama-
da inlining) una llamada concreta a compose, como
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compose show double v = let y = double v in show y

donde v es un Int, double lo duplica y show convierte su resultado a un
String. Ahora queremos identificar el tipo de cada variable y subexpresién
por lo que debemos calcular el tipo de y. El problema es que su tipo en
compose es una variable de tipo (3, por lo que aunque aqui tenga un tipo
Int, en otra aplicacién podria tener un tipo diferente. Por ejemplo, en

compose toUpper show v = let y = show v in toUpper y

donde toUpper convierte un String en otro, y tiene tipo String.

La solucién a este problema es que cada funcién polimoérfica tenga una
abstraccién de tipo por cada variable cuantificada universalmente en su tipo
y cada vez que se llame a una funcién polimérfica, se le pasan argumentos
extra para indicar los tipos con los que se concretan las variables de tipo.
Por ejemplo, la definicién de compose pasa a ser

compose = /\ a b c.\ f::(b->c) g::(a -> b) x::a.
let y::b=gxinf y
La funcién tiene ahora tres pardmetros de tipo (a, b y c) y se puede dar de
forma explicita los tipos de los pardmetros £, g y x, asi como el tipo de la
variable local y. Ahora, la primera de las llamadas vistas antes se escribir{a

compose Int Int String show double v
El desarrollo de la llamada produce ahora directamente
let y::Int = double v in show y

Es decir, ahora a y se le ha asignado automaticamente el tipo correcto.

Por tanto, en Core, el polimorfismo de segundo orden proporciona so-
lamente una notacién con la que expresar y transformar programas po-
limérficos Hindley-Milner. Por esta razén podemos aplicar y aplicaremos
a los andlisis definidos en este capitulo los resultados obtenidos por Baraki
[Bar93] para un lenguaje funcional con polimorfismo Hindley-Milner, des-
critos en la Seccion 2.2.3, para aproximar el valor abstracto de un ejemplar
de una funcién polimérfica a partir del valor abstracto de su ejemplar més
pequeno.

5.4 El primer analisis

En esta seccién vamos a definir un primer andlisis sencillo de no determinis-
mo. Se trata de un andlisis lineal, con algunas limitaciones que describiremos
méas adelante. En primer lugar, definiremos los dominios abstractos utiliza-
dos y después la interpretacion abstracta. A continuacién, mostraremos sus
resultados para una versién simplificada de un esqueleto Edén, los trabaja-
dores replicados. Finalmente describiremos sus limitaciones y el motivo de
las mismas, el cual nos conduciré a la definicién del anilisis de la siguiente
seccion.
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Basic = {d,n} donde d C n
Dk = Diry..4,, = Diq = Basic
Dyt = 1(b1, ... ,bm) | b; € Basic}

Dltlﬂtg = DlProcess t1 to — D1t2
Divar = D1y

Figura 5.3: Dominios abstractos para el primer andlisis

nlb = n ab = b

dub = b O(by, bm) = Ll b
7

bU (by,...,by) = (bll_lb by, UD)

Figura 5.4: Operadores de minima cota superior y de aplanamiento

5.4.1 Dominios abstractos

En la Figura 5.3 se muestran los dominios abstractos del primer andlisis. El
dominio Basic es el dominio abstracto correspondiente a los tipos bdsicos
y algebraicos, exceptuando las tuplas. KEstd formado por dos valores: d
representa determinismo y n posible no determinismo, con d C n.

Los procesos suelen tener varios canales de entrada y salida, hecho que
se representa mediante el uso de tuplas. En la implementacién, se crea
una hebra concurrente independiente para cada salida de un proceso. Nos
gustaria expresar cudles de ellas son deterministas y cudles posiblemente no
deterministas. Por ejemplo, en la abstraccién de proceso

process v — case v of (vl1,v2) — 1let yl = vl in
let y2 = merge # v2 in (y1,y2)

tendremos que la primera salida es determinista mientras que la segunda
es posiblemente no determinista. Por ello, las tuplas se tratan de forma
especial como tuplas de valores abstractos basicos?. Puesto que las tuplas
internas no representan canales, solamente mantendremos la tupla externa
y no se permitirdn tuplas anidadas.

El orden entre valores basicos se extiende de forma natural a las tuplas.
Se pueden definir varios operadores de minima cota superior (lub) asi como
un operador [ para aplanar las tuplas internas (ver Figura 5.4).

Los dominios correspondientes a las funciones y los procesos se identifi-

can con los dominios de sus rangos. HEsta es la diferencia mds importante

2Se usa b para denotar un valor abstracto bdsico y a para denotar un valor bésico o
una tupla de valores bésicos.
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—¢ : Basic — Dy,

1 m
btrtm) = (by--- s b)
bt1—>t2 = bProcess t1 to — bt2
bVa.t = bt
bt:bSitZK,Oé,T t1...tm

Figura 5.5: Definicion de la funcién de adaptacion

con el segundo andlisis. El dominio abstracto de un tipo polimérfico es el
de su ejemplar mas pequeno [Bar93], es decir, aquel en el que la variable de
tipo se sustituye por un tipo béasico K. Luego el dominio correspondiente a
una variable de tipo es Basic.

5.4.2 Interpretacién abstracta

La interpretacion abstracta se muestra en la Figura 5.6. La interpretacion
de una variable se obtiene del entorno. Los literales son deterministas, por
lo que su valor abstracto es d. La interpretacién de una tupla es una tupla
de valores abstractos basicos, luego el valor abstracto de cada componen-
te ha de ser previamente aplanado usando 0. En la interpretacién de un
valor construido se debe ir un paso mas alld: una vez se han aplanado las
componentes, se debe aplicar el operador de minima cota superior para ob-
tener finalmente un valor bésico. Esto significa que la informacién de las
componentes se pierde.

Puesto que merge es la tnica fuente de no determinismo, diremos a gran-
des rasgos que una expresion es no determinista cuando “contiene” cualquier
concrecion de dicho proceso. Luego consideraremos que una funcién o un
proceso es determinista si no genera resultados no deterministas a partir de
argumentos deterministas. Por ello, la interpretacién de una funcién y de
un proceso es la interpretacién de su cuerpo cuando se le da a su argumento
un valor abstracto determinista. Dicho valor es en realidad una adaptacion
del valor abstracto basico d al tipo del argumento (ver Figura 5.5). Dado
un tipo ¢, —; toma un valor abstracto basico b y devuelve un valor abstracto
en Di;. Su comportamiento es el opuesto al del operador de aplanamiento:
si t es una m-tupla, replica b para obtener la m-tupla (b,...,b). Obsérvese
que se cumple (b, = by (Ua); 3 a.

Volviendo a la interpretacién de una funcién, si el tipo del argumento
es una m-tupla, el argumento deberia ser a su vez una m-tupla (d,...,d).
Si el argumento es no determinista supondremos que el resultado es no de-
terminista. Esto implica que no se expresa la forma en que el resultado de
la funcién depende de su argumento, lo que motivara las limitaciones del
andlisis. La eliminacion de dicha informacion viene reflejada en la interpre-
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[v]y pr=p1 v

[k], p1 =d R R

(@1, ... w)ly o1 = @(Tar]y 1), Ol 1)
[C o1 .am]y pr =1 O[]y p1)

le o, o1 = (O[], p1) UL, o1
[op z1...zm]; pr = (U U([zil; p1))e donde op 1ty — (t2 = ... (t — 1))

7

[p#2]; p1 = O([«], p1) U Ip]; 1
[Mv.e]; p1 =[e]; p1 [v— di] donde v == ¢

[process v — ¢]; p1 = [e]; p1 [v+— di] donde v :: ¢

[mergel, 1 =7

[let v=-ein €], p1 =[e']; p1 [v— [e]; 1]

llet rec {v; = i} in '], 1 = [¢], iz (Mhpr v el )

[case e of (vi,...,vm) = €], pr =[€']y p1 [vi = mi([e], p1), ]
donde v; :: t;

[case e of C; T;; — €;], pr =bU (|7| leily p1i)

donde b = [[6]]1 PLY P1i = pP1 [Uij — btij],vij e tij
[case e of k; — e;]; p1 = [e], pr U (U [ei], 1)
i

[Ace]; p1=[e]; o1
le t]y p1 = ([el; p1)tinst donde (e t) :: tinst

Figura 5.6: Interpretacién abstracta del primer andlisis

tacién de la aplicacion de una funcién: el resultado de la aplicacién es no
determinista o bien cuando la funcién es no determinista o bien si lo es el
argumento, lo cual se expresa usando el operador de minima cota superior.

Si el argumento es de tipo tupla, debemos aplanar previamente sus com-
ponentes, para saber si es determinista o no (lo que implica que alguna de
sus componentes no lo es). La informacién proporcionada por las componen-
tes independientes solamente podra ser aprovechada cuando estas se usan
separadamente en distintas partes del programa.

Veamos un ejemplo. Sea h = Avi.\vs.let vs = merge # vo in (3,v3).
El valor abstracto de esta funciéon es (d,n). Sobre este ejemplo, el andlisis
es capaz de decirnos que la primera componente es determinista, mientras
que la segunda puede ser no determinista. Sin embargo, cuando esta fun-
cién se aplica a un argumento no determinista, perdemos dicha informacién:
[(h ) y], [+ n,y+—d] =(n,n). Esto se debe a que no se puede expresar
que el hecho de que la primera componente es determinista es independiente
de los argumentos. Este problema se resolvera en el segundo analisis.

La interpretacién de una abstracciéon de proceso es similar a la inter-
pretacién de una lambda abstraccién, y la de una concrecién de proceso
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es similar a la de la aplicaciéon de una funcién. El proceso merge es no
determinista por lo que su valor abstracto es n.

Un operador primitivo se considera determinista, por lo que su aplicacion
solo serd no determinista cuando alguno de sus argumentos lo sea. Por ello
se aplanan los valores abstractos de sus argumentos y se toma su minima
cota superior. Finalmente, el valor basico resultante debe adaptarse al tipo
del resultado del operador.

En la expresiéon let recursiva, el punto fijo se puede obtener usando la
cadena ascendente de Kleene:

[let rec {v; = e;} in €'] p =[] (U, (Ao"-p [vi = [&] o)™ (po)),

donde pg es el entorno en el que todas las variables tienen como valor abs-
tracto el infimo 1; de su correspondiente dominio abstracto:

=174, =Lla=d

Litryntn) = (ds- -, d)
J—t1—>t2 = J—Process t1 to — J—t2
Lypy = Ly.

Nétese que para cada tipo t, d; = L; (se puede demostrar por induccién
estructural sobre t).

En cada iteracién se calculan los valores abstractos de los lados derechos
de las ligaduras y el entorno se actualiza con esos nuevos valores. La termi-
nacién se produce cuando no hay cambios en el entorno, y estd asegurada,
ya que los dominios abstractos correspondientes a todos los tipos son finitos.
El niimero de iteraciones es lineal con el nimero de componentes de tuplas
que haya en las ligaduras: una por cada variable que no tiene tipo tupla, y
una por cada componente de cada variable de tipo tupla.

Hay tres tipos diferentes de expresiones case, para tipos tupla, tipos
algebraicos y tipos primitivos. Veamos el caso algebraico, los demds son
mads sencillos. Una expresién case es no determinista si lo es la expresion del
discriminante (la eleccién entre las alternativas es no determinista) o alguna
de las expresiones de las alternativas. El valor abstracto b del discriminante
e pertenece a Basic. Es decir, al interpretar el discriminante, se ha perdido
la informacion sobre sus componentes. Ahora se desea interpretar los lados
derechos de las alternativas en entornos extendidos con valores abstractos
para las variables v;; :: t;; de los lados izquierdos de las mismas. No se
dispone de tales valores abstractos, pero se pueden obtener aproximaciones
a ellos usando la funcién de adaptacién definida en la Figura 5.5.

La interpretacion del case primitivo es andlogo al caso algebraico con
la salvedad de que no es necesario extender los entornos puesto que no hay
variables en los lados izquierdos de las alternativas.

En el caso de que el discriminante sea de tipo tupla, se dispone de valores
abstractos bésicos para cada una de las componentes, luego es necesario
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adaptar cada una de ellas al tipo correspondiente. Se mantiene el constructor
externo de tuplas, con lo que se pierde menos informaciéon que en el caso
algebraico.

No hemos mostrado en la Figura 5.6 el caso de las alternativas por defec-
to para no oscurecer la notacién. Si aparece en cualquiera de las expresiones
case una alternativa por defecto v — e, se obtiene el valor abstracto de e en
un nuevo entorno extendido con [v — b] donde b es el valor abstracto del dis-
criminante, y se calcula la minima cota superior con el resto de alternativas.
Por ejemplo:

[case e of C; U5 — €;; v = ey]; p1 =bU (|_| leily p1i) U by
(2

donde b = [e]; p1, p1i = p1 [vij = by, ], vij == tij
by = [ey]; p1 [v — b]

El valor abstracto de una abstraccién de tipo es el de su cuerpo, que coin-
cide asi con el valor abstracto de su ejemplar mas pequeno. Para interpretar
una aplicacion de tipo, es necesario adaptar el valor abstracto de la abstrac-
cién de tipo al tipo concretado, ya que puede surgir nueva estructura (tupla)
a raiz de la sustitucion. Por ejemplo, si e :: to, donde t, = V8.0 - 0y t =
(Int,Int), entonces [e], p € Basic, mientras que [e t]; p € (Basic x Basic).
Sino surge nueva estructura (es decir, el dominio correspondiente al ejemplar
més pequeno ya es un producto cartesiano), entonces no es necesario llevar a
cabo ninguna adaptacién. Sobrecargando la notacién de la funcién de adap-
tacién, se puede escribir (b1,...,bm)¢,,..t,,) = (b1, bm). Por ejemplo, si
te = VB.6 = (B8,0) y t = (Int,Int), entonces [e], p € (Basic x Basic) y
también [e t], p € (Basic x Basic).

Un ejemplo: los trabajadores replicados. Este ejemplo es una version
simplificada de una topologia de trabajadores replicados (replicated workers)
[KPRO1]. Se dispone de un proceso gestor y n procesos trabajadores. El
gestor proporciona tareas a los trabajadores. Cuando alguno de los trabaja-
dores termina su tarea, envia un mensaje al gestor conteniendo los resulta-
dos obtenidos y solicita una nueva tarea. Para que el proceso gestor pueda
recibir las respuestas de los trabajadores en cualquier orden y asignar in-
mediatamente nuevas tareas a los procesos ociosos, es necesario utilizar un
proceso merge.

La funcién rw que representa este esquema para n = 2 se muestra en la
Figura 5.7, donde worker es el proceso trabajador y ts es una lista inicial de
tareas a realizar por los trabajadores. La salida del proceso gestor manager
normalmente depende de ambas listas de entrada: la de tareas iniciales ts
y la producida por los trabajadores os. Sin embargo, para comparar la
potencia de este andlisis con el presentado en la Seccién 5.5 supondremos
ahora que el proceso manager estd definido de la siguiente forma:
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rw = )\ worker.\ ts.
let rec
t = (ts, is)
ys = manager # t
yl = case ys of (z1,z2,z3) — z1
y2 = case ys of (ul,u2,ud) — u2
y3 = case ys of (vi,v2,v3) — v3
ol = worker # yi1
02 = worker # y2
os = [ol, 02]
is = merge # os
in y3

manager = process ts — case ts of
(t1, t2) — (g t1 t2,h t1 t2,r ti1)

Figura 5.7: Estructura de procesos de los trabajadores replicados paran = 2.

manager = process ts — case ts of
(t1, t2) — (g t1 t2,h t1 t2,r t1)

donde g, h y r son funciones deterministas (es decir, tienen como valor
abstracto d). Entonces el valor abstracto de manager es (d,d,d). Con esta
definicion, la tercera componente de la salida del proceso sélo depende de la,
primera lista de entrada, lo que implica que el resultado final de la funcién
rw s6lo depende de la lista inicial de tareas. En la Figura 5.7 se muestra la
topologia con los valores abstractos anotados en cada canal. Puesto que las
definiciones son mutuamente recursivas, el valor abstracto n se propaga a
todos los canales. Sin embargo, sabemos que cuando ts es determinista, el
resultado de la funcién también serd determinista, ya que solamente depende
de la lista inicial, y no de la que procede del proceso merge. La respuesta
del andlisis es segura pero solamente aproximada. En la Seccién 5.5 se
presentard un andlisis mas potente. Usando dicho anilisis el resultado para
este ejemplo serd mas ajustado.

En las aplicaciones reales de este esquema, aunque el proceso gestor
recibe el resultado de los trabajadores en un orden cualquiera, los ordena,
de forma que la salida final es totalmente determinista. Sin embargo, esto no
puede ser detectado por este andlisis ni por ninguno de los aqui presentados,
sino que siempre obtendremos un valor abstracto n. Esto es asi porque el
determinismo final de este esquema, viene establecido a partir de la semdantica
de la funcién de ordenacién, lo que no se puede tener en cuenta en un analisis
de este tipo.
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5.4.3 Limitaciones

Recordemos que en este analisis no hay dominios abstractos funcionales,
sino que el dominio abstracto correspondiente a una funcién o a un proceso
es el correspondiente al tipo de su resultado. Esto significa que el calculo
del punto fijo no es costoso, pero también impone algunas limitaciones al
analisis. Por ejemplo, no se puede expresar la dependencia del resultado de
una funcién con respecto a su argumento.

Como ya se ha dicho anteriormente, en la aplicacion de una funcién o en
la concreciéon de un proceso, no se puede usar la informacién proporcionada
por el argumento en toda su extensién. Esto sucede, por ejemplo, cuando
el resultado de la funcién no depende de ninguno de sus argumentos, es
decir, se trata de una funcién constante. Si definimos la funcién f v =5, el
andlisis nos dira que la funcién es determinista, pero cuando se aplica f a un
valor posiblemente no determinista, el resultado de la aplicacién se establece
como posiblemente no determinista. Sin embargo, sabemos que esto no
es asi, pues la funcién siempre produce un unico valor. Por supuesto, el
resultado del andlisis es una aproximacién segura, pero no es muy ajustada:
la funcién g v = v tiene exactamente el mismo comportamiento abstracto.
Tanto f como g son funciones deterministas pero tienen distintos niveles
de determinismo: f no depende de su argumento, pero g si lo hace. Si las
funciones y los procesos fueran interpretados como funciones, esta limitacién
desapareceria. La funcién abstracta f# correspondiente a f serfa f# = \z.d,
mientras que la correspondiente a g, g#, seria Az.z. Ahora, si se aplicara
f# a n, se obtendria d, mientras que en el caso de g# obtenemos n.

Sucede lo mismo cuando hay tuplas implicadas; el valor abstracto de

h vy vy v3 = let u = merge # vz in (v1,v9,u)

es (d,d,n). Pero cuando la aplicamos, si alguno de sus argumentos tiene
n como valor abstracto, el resultado de la aplicacién serd (n,n,n). Sin
embargo, si el valor abstracto de h fuera

B 0 v w3 = (0,7 0y )

no perderiamos tanta informacién. Por ejemplo, obtendriamos h# d n d =
(d,n,n).

Luego la solucién parece ser interpretar las funciones y los procesos como
funciones abstractas, y eso serd lo que haremos a continuacion.

5.4.4 Tipos algebraicos

El valor abstracto de un valor construido es un valor abstracto bésico (ex-
cepto en las tuplas). Esto significa que si alguno de los elementos de una
lista es posiblemente no determinista, entonces la lista completa es consi-
derada como posiblemente no determinista. Nos preguntamos si se pierde
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mucha informacién al interpretar los tipos algebraicos de esta manera y si
serfa util utilizar un dominio de cuatro puntos similar al de Wadler [Wad87].
Concentrémonos por ejemplo en las listas de enteros List Int. Podriamos
diferenciar cuatro casos atendiendo a dos aspectos: la forma en que se han
generado los elementos, y la forma en que se ha generado la lista. En nuestro
andlisis estamos identificando tres de los casos: aquellos en los que o bien
los elementos o la lista (o ambos) son generados de forma no determinista.
i Obtendriamos alguna ventaja de separarlos en tres casos? Por ejemplo,
merge#[[0,0..],[1,1..]] seria una lista de enteros deterministas que ha sido
generada de forma no determinista. Sin embargo, al tomar un elemento de
la lista, por ejemplo la cabeza, hemos de olvidarnos de la forma en que se
han generado los elementos ya que no sabemos qué valor va a aparecer en
cada posicién. Luego no parece muy 1til conocer cémo se han generado los
elementos cuando la propia lista es no determinista. Otra de las combina-
ciones es generar una lista de forma determinista (por ejemplo, aplicando el
constructor de las listas) a partir de elementos generados de forma no de-
terminista. En este tipo de listas, la aplicaciéon de aquellas funciones que no
hacen uso de los elementos podrian producir un resultado determinista, por
ejemplo la funcién length. Por lo tanto, a lo sumo valdria la pena anadir un
caso mas. Sin embargo, no consideramos que se esté perdiendo demasiada
informacién con dicho caso, por lo que renunciamos a introducir este nivel
adicional de detalle.

5.5 El segundo analisis

5.5.1 Introduccién

Para superar las limitaciones del andlisis anterior definimos ahora un nue-
vo andlisis donde interpretar las funciones y los procesos como funciones
abstractas nos permitird expresar diferentes niveles de determinismo y no
determinismo, por ejemplo Az.d C Az.z C Az.n. Se trata también de un
andlisis basado en interpretaciéon abstracta y es del estilo de Burn, Hankin
y Abramsky [BHAS6].

5.5.2 Dominios abstractos

En la Figura 5.8 se muestran los dominios abstractos del segundo anilisis.
Al igual que en el caso anterior, el dominio abstracto correspondiente a los
tipos basicos y a los algebraicos (excepto las tuplas) es el dominio bésico
Basic.

Ahora el dominio abstracto correspondiente a un tipo tupla es el produc-
to cartesiano de los dominios correspondientes a los tipos de las componen-
tes. En consecuencia, podemos tener tuplas anidadas y tuplas conteniendo
funciones. De esta manera mantenemos una mayor cantidad de informa-
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Basic = {d,n} donde d C n

Dy = Doy 4y . 4,, = Basic

Daty,.tm) = Dagy X ... X Doy,

D2t1%t2 = D2Process t1 to — [D2t1 — Dth]

Figura 5.8: Dominios abstractos para el segundo andlisis

cién que en el andlisis previo. Puesto que ahora interpretamos las funciones
mediante funciones abstractas, nos gustaria que aquellas que aparecen den-
tro de una tupla (por ejemplo, si un proceso produce una funcién como
resultado) no se pierdan debido a un aplanamiento.

Los dominios correspondientes a las funciones y los procesos son los
dominios de las funciones continuas entre los dominios correspondientes al
argumento y al resultado. El polimorfismo se considerard mas adelante.

5.5.3 Interpretacién abstracta

En la Figura 5.9 se define la interpretacién abstracta. La interpretacion
de una tupla es ahora la tupla de valores abstractos de las componentes.
La interpretacion de un constructor pertenece a Basic. Pero, puesto que
ahora cada componente z; :: t; tiene un valor abstracto perteneciente a
Dy;;, no podemos aplicar directamente el operador de minima cota superior.
Antes hemos de aplanar la informacién de cada una de las componentes.
La funcién responsable de ello recibe el nombre de funcidn de abstraccion
ay : Doy — Basic, y se define en la Figura 5.10.

Dado un tipo £, la funcién de abstracciéon toma un valor abstracto en
D5, y lo aplana para obtener un valor en Basic. La idea es aplanar las
tuplas aplicando el operador de minima cota superior y aplicar las funciones
a argumentos deterministas.

Puesto que las funciones y los procesos se interpretan como funciones
abstractas, las aplicaciones de funciones y concreciones de procesos se in-
terpretan como aplicaciones de funciones abstractas. Al proceso merge le
damos como valor abstracto el supremo del dominio Basic — Basic, que es
el correspondiente a su tipo.

En una expresién let recursiva, de nuevo el punto fijo se puede calcular
usando la cadena ascendente de Kleene. Puesto que ahora hay dominios
funcionales, el niimero de iteraciones es, en el peor de los casos, exponencial
en el nimero de ligaduras.

En la expresién case algebraica de nuevo necesitamos una aproximacion
segura al valor del discriminante en el dominio Dy, . de cada variable v;;.
Estas aproximaciones se obtienen mediante la funcién v, : Basic — Dsg;, a
la que llamaremos funcidn de concrecion, definida en la Figura 5.11.
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[v]y p2 = p2(v)

[£]; p2 = d

[(Z1,- - zm)]e p2 = ([21]3 p2,- -, [Tm]s p2)
[Czi...2m]y p2 = L ay, ([zi]y p2) donde x; = ¢;

7

[e 2]y p2 = ([e]; p2) ([2]5 p2)
[op 1 2uly p2 = (1, () ([21] p2) - ([l p2) donde op :: £,

[p#z], p2 = ([ply p2) ([2]; p2)
[Av.e]y p2 = Az € Dyy,.[€], p2 [v+— 2] donde v :: t,

[process v — €], p2 = Az € Dy, .[e]y p2 [v — 2]

[merge], p2 = Az € Basic.n

llet v =cin el po = [, p2 [0 [el po]

flet rec {o; = ;) in '], po = ['], (fir (Aohpa o0 = [eil, 1)

[case e of (vy,...,vn) — €]y p2 = [€]y p2 [vi = mi([e]y p2)]
I () si [el, p2 = n
fease ¢ of Ty = slo = Iy 12 = 3 [[[er] pu | U]y g ] oo
1

donde P2; = P2 [Uij — Ytij (d)],vij I tij, e it
oy = py [0 d
, Ye(n) si[e]y p2 =n
[case e of ki — ei; [v — €]], p2 = LI [eily o2 [ L[, p5 | e0.c.

donde e; :: £, ph = py [v — d]

Figura 5.9: Interpretacion abstracta para el segundo andlisis

Las funciones de abstraccién y concrecién son mutuamente recursivas y
en la Seccién 5.5.5 veremos algunas de sus propiedades, en particular que
forman una inserciéon de Galois. En la Figura 5.12 se muestra un ejemplo
correspondiente a t = (Int — Int) — Int — Int.

Dado un tipo ¢, la funcién de concrecién y; desaplana un valor abstracto
bésico y produce un valor abstracto en Do;. La idea detris de esta funcién
es obtener la mejor aproximacion segura a d y n en un dominio dado. En
particular, a n se le hace corresponder el supremo del dominio Dy, v a d
aquel valor de Dy; que refleja nuestra idea original de determinismo (todos
los valores por debajo de él tendran diferentes niveles de determinismo).

El caso funcional necesita explicacion, siendo el resto de ellos inmediatos.
Consideramos que una funcién es determinista si produce resultados deter-
ministas a partir de argumentos deterministas; pero si el argumento es no
determinista, el tinico resultado seguro que podemos devolver es no determi-
nista. Luego el desaplanamiento de d para un tipo funcional es una funcién
que toma un argumento, lo aplana para ver si es determinista o no y de
nuevo aplica la funcién de concrecién correspondiente al tipo del resultado.



5.5.4 Polimorfismo 135

oy : Doy — Basic

O = QT ty..ty — O3 = tdBasic

a(tl,...,tm)(ela s m) = |_| o, (€;)
(3

QProcess t1 to (f) = Oty 5ty (f)
Aty —to (f) = Oy (f(7t1 (d)))

Qypt = 0y

Figura 5.10: Definicién de la funcién de abstraccion

¢ : Basic = Doy

YK =T t1..t;y, = VB = tdBasic

Vitrsontm) (0) = (71 (), - - - s Y2, ()

YProcess t1 to (b) = VYt1—t2 (b)

- (b) = { Az € Doy, 4, (n) si b=mn
1 Az € Doy, i, (ay, (2)) sib=d

We.t =Vt

Figura 5.11: Definicién de la funcién de concrecion

El desaplanamiento de n para un tipo funcional es la funcion que devuelve
un resultado no determinista independientemente de su argumento.

Veremos mds adelante que y;(d) es el mayor valor en Dy, con la propiedad
de preservar el determinismo. Por ejemplo, para t = Int — Int se tiene que
vt(d) = Az.z, mientras que Az.d, como es menor, también tiene la propiedad.

Para concluir, si el discriminante tiene valor abstracto n, entonces toda
la expresiéon case es no determinista y consecuentemente tiene valor abs-
tracto ~y;(n). Si tiene valor abstracto d, se interpretan los lados derechos
de las alternativas en entornos extendidos donde cada v;; tiene 7y, (d) como
valor abstracto. Después se calcula la minima cota superior de todas las
alternativas.

Los operadores primitivos son de nuevo deterministas. Pero ahora hay
varios niveles de no determinismo. Tenemos dos opciones. Podemos asignar
a cada operador op :: top el valor abstracto ,p(d). Esta es una opcién
segura, pero podria no ser todo lo precisa que deseamos. La segunda op-
cion es crear un entorno inicial con los valores abstractos deseados para los
operadores primitivos.

5.5.4 Polimorfismo

Incorporamos ahora el polimorfismo al segundo andlisis. La Figura 5.13
muestra los dominios abstractos correspondientes a las variables de tipo y a
los tipos polimoérficos, asi como la interpretacién abstracta de una abstrac-
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Figura 5.12: Funciones de abstraccién y concrecién para t = (Int — Int) —
Int — Int

cién y de una aplicacion de tipo.

La interpretacién abstracta de una expresiéon polimérfica es de nuevo
la de su ejemplar més pequeno. Por ello, de nuevo el dominio abstracto
correspondiente a una variable de tipo 3 es Basic, y el correspondiente a un
tipo polimorfico el del tipo sin cualificar.

Cuando se lleva a cabo una aplicacién a un tipo ¢, se debe obtener el
valor abstracto del ejemplar apropiado. Dicho valor abstracto se obtiene
como una aproximacién construida a partir del valor abstracto del ejemplar
mas pequeno.

De aqui en adelante, el tipo concretado [ := t] se denotard como tinst.
La aproximacioén al valor abstracto del ejemplar se obtiene usando una fun-
cion de concrecion polimorfica Ve ginst : Doy — Dayingt- Esta funcidn adapta
un valor abstracto perteneciente a Dyy para obtener un valor en Doyps-
Definiremos también otra funcidén ayinge @ Dotins: — D2y, @ la que llama-
remos funcion de abstraccion polimorfica. Son mutuamente recursivas y se
demostrard que forman una insercién de Galois. En la Seccién 5.5.6 veremos
otras propiedades de estas funciones. La definicién de estas funciones co-
rresponde a la aplicacién de la consecuencia del Teorema de Representacion
de Baraki visto en la Seccion 2.2.3 (pags. 68-69), tomando como elemento
a el valor 7y (d).

Dados dos tipos ¢, ' y una variable de tipo 3, las funciones vy inst y
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Dgﬁ = Basic DQVﬁ.t = Dgt

[AB-€]y p2 = [e]; p2
[e t]]g P2 = ’)’t'tinst([[e]]Q p2) donde e :: va.t,
tinst = t'[8 :=t]

Figura 5.13: Dominios e interpretacion abstracta para el polimorfismo

t'= K,Tt...ty, ('YL’ tinsty Xtinst L’) ( Basic» ZdBaszc)
t'=(t1,... tm) (Ve tinsts Ctinstvr) = X" ((Vex tinstr> Ctinstrt1) s - - > (Ve tinstu, > Ctinsty tm )
t'=1t =t (Ve tinsts Ctinstvr) = = ((Ver tinsty s Qtinsty t1)s (Veotinsts s Qtinsta ts))

= Process t1 ta (V¢ tinst> Qtinsttr) = — ((Vey tinsty s Qtinsty t1) > (Vez tinsta s Qtinstoto))
t'=p (Ve tinst> Ctinst ) = (Ves o)
t = ﬂ, (7'é /6) (’Yt’ tinsts atinstt’) (idBasica Z.dBasic)
= Vﬁ'-h (%’ tinst atinstt’) ('Ytltinstl ) atinstltl)

x((f4, £), (g% 9%) = (f¢ x g%, f¢ x ¢°)
= ((f% ), ( € g%)) = (Mh.g® - h - f€, AR .g¢ - B’ - f€)

Figura 5.14: Definicién de las funciones de abstraccién y concrecién po-
limérfica

Qinsty se definen formalmente en la Figura 5.14 (donde tinst; representa
ti[8 :=t]). Enla Seccién 2.2.1 se present6 la categoria de los pares inmersién-
clausura. En dicha categoria se definieron dos funtores, x (y x) y — (ver
Figura 5.14 abajo). Ambos construyen un par inmersién-clausura a partir
de dos (o mas en el caso del producto cartesiano) pares inmersién-clausura.
Las funciones vy sinst ¥ Quinsiv € definen por medio de estos funtores.

Estas funciones son una generalizacién de «; y -4; estas operan con
valores en Basic y D9;, mientras que aquellas operan con valores en los
dominios Dsy vy Dayingt, €8 decir, entre los dominios correspondientes al
tipo polimoérfico y cada uno de sus ejemplares concretos. Luego, cuando
t' = B, Qunster ¥ Ve'tinst coincidirdn respectivamente con «; y ;. Por ello
mantenemos los mismos nombres, y de aqui en adelante llamaremos funciéon
de abstraccion indistintamente a «; y ayinsi¢, y funcion de concrecién a v,
Y Ve tinst- Cuando sea necesario referirnos explicitamenye a Qinsts V V' tinst s
usaremos la cualificacién “polimoérfica”.

Como ejemplo, dado el tipo polimérfico VS3.¥', donde t' = (8,8) — £,
consideremos su aplicacién al tipo t = Int — Int. Obtenemos tinst =
t'[t/B] = (Int — Int,Int — Int) — Int — Int. Para abreviar, denotare-
mos por E, a Basic X Basicy por F), a [Basic — Basic] x [Basic — Basic].
Sea f € Doy con f = Ap € E,.m1(p). Por definicién se tiene que vy yins (f) =
Ap € FypYistinsts (f (Qinst, 1, (p))). En la Figura 5.15 se muestra una tabla
para Yy inst (f) y los pasos intermedios para calcularlo.
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pEF, Ainsts t: (P) | f (Qtinsts 11 (P)) | Veotinsts (f (Qtinsty 11 (P)))
(A\z € Basic.d, \z € Basic.d) (d,d) d Au € Basic.u
(A\z € Basic.d, \z € Basic.z) (d,d) d Au € Basic.u
(Az € Basic.d, Az € Basic.n) (d,n) d Au € Basic.u
(A\z € Basic.z, \z € Basic.d) (d,d) d Au € Basic.u
(\z € Basic.z, \z € Basic.z) (d,d) d Au € Basic.u
(A\z € Basic.z,\z € Basic.n) (d,n) d Au € Basic.u
(A\z € Basic.n, Az € Basic.d) (n,d) n Au € Basic.n
(Az € Basic.n, \z € Basic.z) (n,d) n Au € Basic.n
(A\z € Basic.n, \z € Basic.n) (n,n) n Au € Basic.n

Figura 5.15: Un ejemplo de polimorfismo

5.5.5 Propiedades de las funciones de abstraccién y concre-
cion

En este segundo andlisis, hemos utilizado las funciones de abstraccién, «,
y concrecién, ~y;, definidas en las Figuras 5.10 y 5.11, las primeras en las
aplicaciones de constructores y las segundas en las expresiones case.

En esta seccién vamos a demostrar que forman una insercién de Galois
[NNH99], o equivalentemente una sobreyecciéon de Galois [CC92b], o un
par inmersién-clausura [Bar93], donde +y; es la inmersién y o4 la clausura
(ver Proposicién 25) y también que 7y, ¢, (d) refleja fielmente la nocién de
funcién determinista (ver Proposicién 27).

En la proposicién siguiente se demuestra que a; y 7; son mondtonas y
continuas, y que forman una inserciéon de Galois. Esto significa que «; pierde
informacién pero toda de una vez, y que 7; recupera lo miaximo posible de
ella, de forma que una nueva aplicaciéon de «y no pierde mas informacién.
Este hecho garantiza que en la interpretacion de las expresiones case, la in-
formacién recuperada a partir del discriminante no es solamente segura sino
también la mejor que se puede obtener teniendo en cuenta céomo se llevé a
cabo la abstraccién (proporcionar un valor abstracto no determinista a las
variables de las alternativas también es seguro). Ademds, el punto 25(d)
asegura que el desaplanamiento de n es el supremo del dominio correspon-
diente. En el ejemplo de la Figura 5.12 se reflejan estas ideas. Todos los
valores por debajo de Af Az.f d U x se abstraen a d y el resto a n. Luego
la funcién de concrecién devuelve Af.Az.f d U x como la menor (es decir, la
m4s precisa) aproximacion segura de d en Do,. Los valores Af.\z.f n Uz
y Af.Az.n también son aproximaciones seguras, pero menos precisas. La
concrecion de n es el supremo del dominio Af.Ax.n.

Proposiciéon 25 Para cada tipo t:

(a) Las funciones ay y ¢ son mondtonas y continuas,
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(b) oy - v¢ = idBasic,
(C) Ve J idtha

(d) Ye € Dys.e T y(n).

Demostracién 1 (Proposicién 25) Los puntos 25(a) y 25(d) se demuestran
por induccién estructural (i.e.) sobre ¢, y son necesarios para demostrar,
también por i.e., 25(b) y 25(c).

Demostramos primero el punto 25(a). Si demostramos que a; y 7; son
monotonas, entonces habremos probado que son continuas, ya que sus domi-
nios son finitos (y por tanto satisfacen la Condicién de Cadena Ascendente
[NNH99]). Dicha monotonia se puede demostrar por induccién estructural
sobre .

Veamos primero que oy es mondtona:

et=Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales ya que
o = 1d Bysic-

et = (t1,...,tm). Por hipétesis de induccién (h.i.), para cada i =
1,...,m, ayes monétona. Sean e;,e; € Dy;,. Supongamos que (eq,. . .,
em) C (e],...,el,), es decir, para cada i, e; C e}. Entonces,
ag(er,...,em) = | o, (&) {por definicién de a;}
i
C Uaule)  fporhiy e Cef}
i
= au(e],...,el,) {por definicién de a;}.

e t =1t =ty ot = Process t1 t2. Por h.i. cada oy, es monétona, para
i =1,2. Sean f, f' € [Da;, = Day,]. Supongamos que f T f’, es decir,
para cada e € Do, f(e) C f/(e). Entonces,

a(f) ag, (f(y, (d))  {por definicién de a4}
ar, (f'(11,(d))  {por hi.y fE f'}

2
a(f) {por definicién de a;}.

i

e t =V3.t'. Como a; = ay, se cumple trivialmente por h.i.
Veamos ahora que vy; es mondtona:

et =Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales, ya que

Tt = tdBasic-
et = (t1,...,tm). Por h.i. para cada ¢ = 1,...,m, 7y, es mondtona.
Sean b,b' € Basic con b C b'. Entonces,
Ye(b) (¥ (), - -+ Yt (b)) {por definicién de v}

(ve, () oy72,, (b)) {por h.i.y bC b}
7 (b') {por definicién de ~;}.

i
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et =1t — ty ot = Process t; to. Por h.i. cada <, es mondtona, para
i = 1,2. Sean b,b' € Basic. Supongamos que b C b’ y demostremos
que v(b) C 7 (V).
El caso b = b’ es trivial. El tinico caso no trivial se da cuando b =d y
b' = n. En tal caso v(b) = Az.y, (ay, (2)) y 7 (V') = Azoy,(n). Como
n es el supremo del dominio Basic, se cumple que oy, (e) C n para
cada e € Dy;,. Luego por hi.: Ve € Dy, . v, (o, (€)) T vy, (n), de
donde obtenemos que 7y;(d) C v:(n).

e t =VYf3.t'. Como 7; = ~yy, se cumple trivialmente por h.i.

Demostramos ahora el punto 25(d) ,también por induccién estructural sobre
t:

et =Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales ya que
V¢ = tdBasic, y 1 es el supremo de Basic.

o t=(t1,...,tm). Sie € Dy, entonces e = (e1,...,€p), con e; € Dy,
para ¢ = 1,...,m. Por h.i. para cada ¢ = 1,...,m se cumple que
e T ")/ti(’l’b), luego €= (61, s aGWL) C (fYtl (n)a i 77tm(n)) = ’)’t(n)

o t =1t — ty 0t = Process t; t3. Sean f € Doy, y e € Dy;,. Entonces
f(e) € Day,, y por hii. f(e) C 74, (n). Por otro lado v;(n) = Az.y,(n).
Es decir, para cada e € Dy, f(e) T (7:(n))(e), luego f T y(n).

e t =Vp3.t'. Como 7, =1}, se cumple por h.i.
Demostremos ahora el punto 25(b).

et =Kot=Tt...ty, ot = B. Estos casos son triviales, ya que
ar = Y = idBgsic-

o t = (t1,...,tm). Sea b € Basic. Entonces:

at((0) = (v, (D), ..., 1, (b)) {por definicién de ~;}
= U oay,( () {por definicién de a;}
= |i| b {por h.i.}
- b

et =1 — to ot = Process t; t3. Sea b € Basic. Distinguimos dos
casos: b=dy b=n.

Si b = d, entonces:

ar(v:(d)) s (A2, (ag, (2))) {por definicién de v, }

aty (e, (g, (12, (d))))  {por definicién de a4}
= d {por h.i.}.
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Si b = n, entonces:

ar(n(n) = a(Azy,(n))  {por definicién de v}
= ay, (1, (n)) {por definicién de a;}
= n {por h.i.}.

t =Vg.t'. Se cumple directamente por h.i. pues ay = ay y v = vy.
Falta por demostrar el punto 25(c).

t=Kot=Tt...t,, ot = (3. Estos casos son triviales, pues
ar = Y = idBgsic-

t=(ti,...,tm). Sean e; € Dy, con i =1,...,m. Entonces:

Vi (ae(er, .-, em))
=7 ( i (€4)) {por definicién de a;}

— (e (L] @t (), - 70 (L] s (e))) {por definicion de 7}

3 (1 (s (€1)), - e (0, (em)) {7 monétona)
d(e1,---,em) {por hi.}.

(3

t =1t — ty 0t = Process t; t2. Sea f € [Day, — Day,]. Entonces:

1(a(f)) = il (f(7.(d))) {por definicién de a;}.
Distinguimos dos casos:

— Si ay,(f(v,(d))) = d entonces, por definicién de -y, se cumple
que Ye(ai(f)) = Az.y,(ou, (2)). Sea e € Dy, , queremos demos-
trar que f(e) T (Az.y,, (o, (2)))(e). Es decir, f(e) E i, (as, (€)).
Distinguimos de nuevo dos casos:

* e C 7y, (d). Por monotoniade fy ay, oy, (f(€)) T ay, (f (74, (d)))
(que es igual a d), es decir,

ar, (f(e)) Ed E oy, (e),

donde la dltima desigualdad se cumple porque d es el infimo
en Basic. Luego por monotonia de 7, 7y, (ay,(f(e))) C
Ve, (i, (€)), y por h.i. tenemos que

f(€) E s, (f(e))) E i, (s, (€))-

* e [Z y, (d). Veamos que entonces oy, () = n. Si no fuera asi
tendriamos oy, (€) = d. Entonces 7y, (ay, (€)) = ¢, (d). Por
h.i. sabemos que e C ~;, (ay, (€)), luego e C 74, (d), lo que
contradice nuestra premisa.

En consecuencia lo que tenemos que demostrar es que f(e) C
Yt,(n), lo cual se cumple por la Proposicién 25(d), ya que

f(e) € D2t2 .



142 5. Analisis de no determinismo

— Si oy, (f(72,(d))) = n, entonces y(ae(f)) = Az, (n), luego he-
mos de probar que dado e € Dy, f(e) C y,(n), lo que en efecto
se cumple por la Proposicién 25(d), pues f(e) € Dyy,.

e t = V(3.t'. Se cumple directamente por h.i. pues oy = oy, v = Y y
D2t - DQtl.

a

Como consecuencia directa de esta proposicién, obtenemos la siguiente (estén-
dar), que describe la relacién entre Basic y Do, para cada t. Afirma que
todos los valores por debajo de v4(d) se aplanan a d. Es decir, y;(d) re-
presenta a d. También dice que cualquier otro valor, mayor que -y;(d) o
incomparable con él, se aplana a n. Esto confirma que v;(d) es el mayor
valor en Dsy; que representa a d.

Proposicién 26 Para cada tipo t: Ve € Doy.e C vy (d) < ay(e) = d.

Demostracién 2 (Proposicién 26) Se puede demostrar usando las propo-
siciones 25(a), 25(b) y 25(c).

(=) Sie C y(d) entonces, como «y es mondtona a(e) T ay(y:(d)). Por
la Proposicién 25(b), a;(y:(d)) = d, y como d es el infimo de Basic,
tenemos que ay(e) = d.

(<) Si ay(e) = d, entonces por la Proposicion 25(c), e C vy(ai(e)) = v (d).
O

Una funcién/proceso se considera determinista cuando aplicada a argumen-
tos deterministas su resultado es también determinista. Esto significa que,
cuando una funcién (resp. un proceso) de tipo t1 — to (resp. Process t t2) se
aplica a un valor menor o igual que 7, (d), el resultado es menor o igual que
Vi, (d). La siguiente proposicién nos dice que una funcién de tipo ¢, — t2 es
determinista si y sélo si es menor o igual que v, 4, (d), es decir, v, ¢, (d) es
el mayor representante de las funciones deterministas de ese tipo. Lo mismo
sucede para los procesos.

Proposicion 27 Dada una funcion f € Doy, donde t = t; — t2 0ot =
Process t1 to:

fEvi(d) & Ve &y, (d).f(e) &y, (d).

Demostracién 3 (Proposicién 27) Se puede demostrar usando las propo-
siciones 25(d) y 26.
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(=) Sea f C vy(d) y e C 7,(d). Por la Proposicién 26 se cumple que
ay, (e) = d. Por otro lado y(d) = Az.7y, (o, (2)) por definicién de ;.
Como f T ~y(d) entonces:

f(€) E i, (ay (€) = i, (d)-

(<) Supongamos que para todo e C 7 (d) se cumple que f(e) T v, (d).
Hemos de probar que f C 7;(d). Consideremos e € Dy, . Distinguimos
dos casos:

e ¢ C ~,(d). En este caso, por la Proposicién 26 tenemos que
a, (e) =dy:
f(e) Ve, (d) {por hipétesis}
Ve, (i, (€))  {por la Proposicién 26}
(7¢(d))(e)  {por definicién de y;}.

I 1M

e En caso contrario, por la Proposicién 26 obtenemos que «y, () =
n. Luego:

f(e) Ve, (1) {por la Proposicién 25(d)}
Ve, (i, (€))  {por la Proposicién 26}

(’)/t(d)i(e) {por definicién de 7;}.

I 1m

5.5.6 Propiedades del polimorfismo

En esta secciéon se demuestran algunas propiedades de las versiones po-
limorficas de las funciones de abstraccién y concrecion. Tales funciones
se definieron en la Figura 5.14 usando los funtores x y — definidos en la
categoria de pares inmersién-clausura. Luego la siguiente proposicién es
trivialmente cierta por la Proposicién 25.

Proposicién 28 Dados dos tipos t, t' y una variable de tipo (3:
(2) Yertinst Y Quinstyr Son mondtonas y continuas,
(b) uinste = YVertinst = idthn
(€) Yertinst * Qinserr 3 1Dy, -

En la siguiente proposicién se estudia la relacién entre las funciones de abs-
traccién y concrecion y sus homologas polimérficas. Tienen algunas propie-
dades de conmutatividad, mostradas en la Figura 5.16.

Proposicién 29 Dados dos tipos t, t' y una variable de tipo (3:
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Yt tinst ‘
Xtinst t!
\fﬁn st Qltinst

Figura 5.16: Propiedades de conmutatividad de las funciones de abstraccion
y concrecién

) Yt tinst = Yt = Vtinst,

) Q- st t/ = tinst,
(C) Atinst * V' tinst — O,

) Atinstt’ * Vtinst = V' -

Demostracién 4 (Proposicion 29) Los puntos 29(a) y 29(b) se pueden de-
mostrar por i.e. sobre #’. Los puntos 29(c) y 29(d) se pueden demostrar a
partir de los anteriores y de la Proposicién 28(b).

Demostramos simultdneamente los puntos 29(a) y 29(b) por induccién es-
tructural sobre t':

et! =Kot =Tt ...t,,0t' = (# ). En estos casos vy inst = 1 =
Vtinst = 1dBasic = Qinstt! = O = Qlinst-

ot = (t1,...,tm). En este caso tinst = (tinsty,...,tinst,,) donde
tinst; = t;[# := t], para cada ¢ = 1,...,m. Por h.i. se cumple pa-
racadat=1,...,m que

VYtitinst; * Vt; = Ytinst;

Qi * Olinst; t; — Cltinst; -

Demostremos primero que Yy inst - V¢ = Ytinst- Sea b € Basic.

Yt tinst (%' (b))

= Y tinst (Y, (D)5« o+, 7, (D)) {por definicién de v}
= (Vv tinst1 (V61 (D)5 - - -3 Ve tinst,n (V2. (D)) {por definicién de vy sins: }
= ('Vtinstl (b), -+ -y Vtinst,, (b)) {pOI‘ hl}

= Ytinst (b) {por definicién de ~y;}.
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Demostremos ahora que oy - Qpinsiyr = Qinst- Sea €; € Dayipg., Para

cadat=1,...,m.
77 (atinstt’ (61; cen ,€m))
= o (ginst, 1 (€1)5 - -+ » Qtinst t,, (€m))  {por definicion de ovingt s }
= |_| at; (Qinst; t; (€:)) {por definicién de a;}
2
= LI cutinst: (€:) {por h.i.}
(2
= Qtinst (€1, -+, €m) {por definicién de a;}.

o t' =t =ty or t' = Process t; to. En este caso tinst = tinst; — tinst
(respectivamente tinst = Process tinst; tinsty) donde tinst; = ;[0 :=
t]. Por h.i. tenemos que para cada i = 1,2,

VYtitinst; * Vt; = Ytinst;»

Qg Agnst; t; — Xtinst; -

Demostremos primero que Yy ginst * Vir = Ytinst- Sea b € Basic. Distin-
guimos dos casos: b=d y b =n.

Sib=d:
Yt tinst (%' (d))
= Yo tinst (A2, (g, (2))) {por definicién de ;}
= A2 Yeatinsts (Voo (@, (tinst, ¢, (2))))  {por definicién de vy pinst }
= AZYtinsts (Qtinst, (2)) {por h.i.}
= Ytinst (d) {por definicién de ;}.

Si b = n entonces:

Ve tinst (Ve (1))

= Yy tinst (A2 7, (n))  {por definicién de 7}

= AZYtatinst, (7t2 (n)) {por definicién de vy tinst}
= A2 Ytinst, (1) {por h.i.}

= Ytinst (1) {por definicién de 7;}.

Demostremos ahora que ay - Qinstr = Qinst- Sea f € Doyinst:

Qyr (atinstt’ (f))

= ap (A2 Qinsts to (f (Y2, tinst1 (2)))) {por definicién de ainst ¢ }
= ity (tinsts ta (f (Vr tinst, (76, (d)))))  {por definicion de a;}
Qtinsts (f (Veinst, (d))) {por h.i.}

Atinst (f) {por definicién de a;}.
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e t' = (3. En este caso tinst = t, y por definicién tenemos que vy sinst =
Vs Qinsttr = Qt, Yy = Qp = 1d Basic, luego

Yt tinst V¢!
= - idpasic {por definicién de vy yinst ¥ Ve }
= Vtinst {pues tinst = t},
y
Qyr - Uginstt!
= idBasic - ¢ {por definicién de aypsiy y )
= Qinst {pues tinst = t}.

e t' =V .t1. En este caso tinst = tinst; = t1[ := t] y entonces

Yt tinst * V'
= VYtrtinst1 * Tt {por definicién de vy yinst y 'Yt}
= Vtinst {por h.i.}
= Ytinst {por definicién de 7},

y

A - Oginst t!
= Qq, - Qinst, 1, {por definicién de ayipsiy v oy}
= Qiinst, {por h.i.}
= Qltinst {por definicién de a;}.

Los puntos 29(c) y 29(d) se demuestran ficilmente usando los anteriores:

Qiinst * V' tinst
= (at’ ’ atinstt’) * Ve tinst {pOI‘ la Proposicion 29(b)}
= ay {por asociatividad y Proposicién 28(b)}

Atinstt/ * Vtinst
= Qinstt' - (Ve tinst - v¢) {por la Proposicién 29(a)}
=y {por asociatividad y Proposicién 28(b)}
O

Ya hemos visto que la semantica de una aplicacion de tipo se obtiene usando
la funcién yyns- Pero también se podria haber definido la semantica de
un ejemplar de otra manera, primero aplicando la funcién de abstraccion al
valor abstracto del ejemplar mas pequeno, para obtener un valor en Basic, y
aplicando después la funcién de concrecion para obtener un valor en Dayipg; -
En suma, tendriamos

[e tly p2 = Viinst (cw ([e]y p2))-

El primer punto de la siguiente proposicidon nos dice que ésta hubiera sido
una elecciéon peor; es decir, que con ella perderiamos mas informacién. El se-
gundo punto completa las propiedades de conmutatividad con algin interés
mostradas en la Figura 5.16.
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Proposicién 30 Dados dos tipos t, t' y una variable de tipo (3:
(a) Ytinst - @ 3 Vertinsts
(b) v - tinst D Qinst e -

Demostracién 5 (Proposicién 30) El primer punto se puede demostrar
a partir de las proposiciones 29(a) y 25(c), y el segundo a partir de las
proposiciones 29(b) y 25(c):

Ytinst * Oy

= (Yertinst - Y) - o {por la Proposicién 29(a)}

3 Y tinst {por asociatividad y Proposicién 25(c)}.
Yt - Cltinst

=y - (g - ayinstr)  {por la Proposicién 29(b)}

3 Aginstt? {por asociatividad y Proposicién 25(c)}.

a

Se puede definir una generalizacién del par (Vg ginst, Quinstr ), donde se con-
creten en secuencia varias variables de tipo. Esto corresponde a un tipo
VBi..... VBm-t' y a un ejemplar tinst = t'[B1 := t1,...,0m = tm). Los
dominios del andlisis junto con dichos pares como morfismos forman una
categoria (por las proposiciones 29(a) y 29(b)).

5.6 Un analisis intermedio

5.6.1 Introduccién

El elevado coste de [-], es debido al calculo del punto fijo. En cada ite-
raciéon se lleva a cabo una comparacion entre valores abstractos, la cual
resulta ser exponencial en el peor de los casos, cuando hay dominios funcio-
nales implicados. Luego una buena forma de acelerar el cdlculo del punto
fijo consiste en encontrar una representaciéon rapidamente comparable de
las funciones. Se han desarrollado diferentes técnicas en esta direccion,
como los ya mencionados algoritmos de fronteras [CP85, PC87, MHS87] y
los operadores de ensanchamiento y estrechamiento (widening y narrowing)
[CCT7, CC79, HHY92, PP93]. En nuestro caso representaremos las funcio-
nes mediante signaturas, de forma similar a la utilizada en [PP93]. Para
cada funcién obtendremos una signatura muestreando dicha funcién con
algunas combinaciones explicitamente elegidas de argumentos. Por ejem-
plo, en el andlisis de estrictez de [PP93], una funcién f con m argumentos
era muestreada con m combinaciones de argumentos: aquellas en las que
1 ocupa cada posicién de argumento y el resto de ellos recibe un valor T:
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LT, T 17,4, T,...,T; ...; T,T,..., L. Asi, por ejemplo, la funcién
f = Az 2 Int. Ay :: Int.y tiene una signatura T L.

Si muestreamos solamente con algunas combinaciones de argumentos,
diferentes funciones pueden tener la misma signatura y consecuentemente se
pierde informacién. Esto implica que el cdlculo del punto fijo no es exacto
sino aproximado. El nimero de funciones que tienen la misma signatura
depende del niimero de combinaciones de argumentos con los que muestree-
mos la funcién. Si se muestrea con muchas combinaciones de argumentos,
la signatura contendrd méas informacion, con lo que el niimero de funciones
que tienen la misma signatura serd menor. Pero entonces las comparaciones
de funciones, y por tanto el andlisis, serdn méas costosos. Si muestreamos la
funcién con todas las combinaciones de argumentos, tendriamos una signa-
tura por funcion, pero esto seria equivalente a una representacién tabulada
de la funcién, lo que no ayudaria en absoluto a reducir el coste del analisis.

Por tanto, debe encontrarse un compromiso entre la cantidad de informa-
cién que contiene la signatura y el coste de compararla. Aqui nos concentra-
mos en una de las posibilidades, que hemos implementado, y mencionaremos
solamente algunas otras. Muestreamos una funcién de m argumentos con
m+1 combinaciones de argumentos. En las primeras m combinaciones, cada
posicién de argumento es ocupada por un valor abstracto no determinista
(del tipo correspondiente) 7, (n), mientras que el resto de ellos recibe un
valor determinista: 7y, (1), v, (d), ..., v, (d); v, (d), Vo (0)y ooy v, (d); o5
Ve, (d)s e, (d)y - - - e, (n). En la (m + 1)-ésima combinacidn, todos los ar-
gumentos reciben un valor determinista: v, (d), v, (d), ..., v, (d). Incluir
esta combinacion adicional es importante pues deseamos que el andlisis sea
mds potente que [-];, donde las funciones eran inicamente muestreadas con
dicha combinacién.

5.6.2 El dominio de las signaturas

En la Figura 5.17 se definen formalmente los dominios de las signaturas
S;. El dominio correspondiente a un tipo basico o algebraico es un domi-
nio de dos elementos, isomorfo a Basic. Para distinguirlos, usaremos letras
maytsculas D y N para las signaturas. El dominio correspondiente al ti-
po tupla es el producto cartesiano de los tipos componente, por ejemplo
(D,N) € S(1nt,Int)- El orden entre tuplas es el usual, componente a compo-
nente.

El dominio correspondiente a un tipo polimérfico es de nuevo el de su
ejemplar méas pequeno.

Con respecto a las funciones, es necesaria una discusién previa. Diremos
que un tipo t es funcional si t = t; — t9, t = Process t1 ty o t = VB.t/,
donde t' es funcional. Si un tipo t es funcional, escribiremos fun(t); en caso
contrario, escribiremos nonfun(t).

Si una funcién tiene m argumentos, entonces su signatura estd compuesta
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SK = ST t1eotm — S/g = {D,N}where D j N
S(tl,...,tm) = St1 X ... X Stm
Svp.e = S
St:{sl S92 «.. Sm Sm+1 |
Vi€ {l(m + 1)}.Si € Str ANSme1 =2 Si}
where ¢ =1; — t9, Process t; to
m = nArgs(t),t, = rType(t)

Figura 5.17: El dominio de signaturas .Sy

nArgs :: Type — IN

(t) = 0 si nonfun(t)

(t1 = t2) =1 + nArgs(to)
nArgs(Process t ta) = 1 + nArgs(ta)
nArgs(VB.t) = nArgs(t) si fun(t)

t
t

Figura 5.18: Funcién nArgs

por m + 1 signaturas, cada una de las cuales corresponderd al tipo (no
funcional) del resultado. Por m argumentos entendemos que eliminando
todos los cuantificadores de polimorfismo y transformando los tipos proceso
en tipos funcionales, el tipo obtenido es de la forma t1 — ... — t,, — t,
donde ¢, no es funcional. Llamaremos a este tipo la versién desenrollada
(unrolled) del tipo funcional:

unroll
unroll
unroll
unroll

t) =t si nonfun(t)

t1 — tg) =1t — unroll(tg)
Process t1 to) = unroll(ty — t2)
VB.t) = unroll(t) si fun(t).

A~ N N N

Por ejemplo, la version desenrollada de Int — (VB.Process 3 (03,1Int)) es
Int — 8 — (B, Int).

En las Figuras 5.18, 5.19 y 5.20 se definen tres funciones importantes,
nArgs, rType v aTypes. Dado un tipo t, la primera devuelve el nimero de
argumentos de ¢; la segunda el tipo (no funcional) de su resultado (es la
identidad en el resto de casos); y la tercera la lista (de longitud nArgs(t))
de los tipos de los argumentos. Con estas definiciones podemos ver que la
versién desenrollada de un tipo funcional ¢ tiene nArgs(t) argumentos de
tipos aTypes(t), y rType(t) como tipo del resultado.

Para una mayor legibilidad de las signaturas para un tipo funcional,
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riType :: Type — Type

rType(t) =t si nonfun(t)
rType(ty — to) = rType(ts)
rType(Process t1 ta) = rType(ts)
rType(VB.t) = rType(t) si fun(t)

Figura 5.19: Funcién rType

aTypes :: Type — [Type]

aTypes(t) =[] si nonfun(t)

aTypes(ty — to) = t1 : aTypes(ts)
aTypes(Process t1 ta) = t1 : aTypes(tz)
aTypes(VB.t) = aTypes(t) si fun(t)

Figura 5.20: Funcién aTypes

en los ejemplos separaremos la ultima componente con un simbolo +. Un
ejemplo de signatura para el tipo Int — (Int,Int) es (N,D) + (D, D).

No toda secuencia de signaturas es una signatura vélida para una fun-
ciéon. Recordemos que la ultima componente se obtiene dando un valor
determinista a todos los argumentos de la funcién, mientras que el resto de
las componentes se obtienen dando un valor no determinista a alguno de sus
argumentos. Puesto que las funciones son monétonas la tltima componente
debe ser siempre menor o igual que todas las demas componentes. El orden
entre signaturas ( <) se establece componente a componente, al igual que
la minima cota superior y la maxima cota inferior. Es facil ver que con este
orden, el dominio de las signaturas S; para un tipo ¢ es un reticulo completo
de altura H;, definida en la Figura 5.21.

En la Figura 5.22 se muestra el dominio Sy, correspondiente a t = Int —
Int — (Int, Int).

5.6.3 El muestreo

En esta seccién se define la funciéon de muestreo g, :: Doy — Sy, la cual dado
un valor abstracto en Dsg,, obtiene la correspondiente signatura en S;. La
definicion formal se muestra en la Figura 5.23. La signatura de un valor
bésico b es la correspondiente signatura bésica B, es decir, si b = d entonces
B =D ysib=n entonces B = N. La signatura de una tupla es la tupla
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Hik =Hr .4, = Hpg =1
Htr,otm) = 2oimr Hi,
Hvge = He
Hy=(m+1) Hy,
where
t =1t — to, Process ti tg
m = nArgs(t), t, = rType(t)

Figura 5.21: Altura del dominio de signaturas H;

(N,N) (N,N) + (N,N)

(N.N) (N,N) + (N,D) (N.N) (N,N) + (D,N)
(N,N) (N.D) + (N,D) (N.D) (N.N) + (N.D) (N.N) (N,N) + (D,D) (N.N) (D,N) + (D,N) (D.N) (N,N) + (D,N)
(N,N) (N,D) + (D,D) (N,D)(N,D) + (N,D) (N,N)(D,N) + (D,D) (N,D) (N,N) + (D,D) (D,N)(D,N) + (D,N) (D,N)(N,N) + (D,D)
(N,N) (D,D) + (D,D) (D,N)(N,D) + (D,D) (N.D) (N,D) + (D,D) (D.N) (D,N) + (D,D) (N.D)(D,N) + (D,D) (D,D) (N,N) + (D,D)
(D,N) (D,D) + (D,D) (N,D) (D,D) + (D,D) (D.D) (N,D) + (D,D) (D,D) (D,N) + (D,D)

(D.D) (D,D) + (D,D)

Figura 5.22: Signaturas para Int — Int — (Int, Int)
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(ST th — St
pr(0) =071 4.1, (b) = pg(b) = B
@(tl,...,tm)(elv EERR) em) = (ptl (61), s 8t (6m))
Pve.t = Bt
0 (f) = o0, (f 7.(n) Y2 (d) - .. Y2 (D) 00, (f Y2u(d) V2o (R) - - - Y2, (D)) - -
@tr(f Y (d) 1, (d) - .-, (0)) @tr(f Ve (d) Y, (d) - - - Y, ()
donde t =t} — th, Process t| th, m = nArgs(t), t, = rType(t),
[t1,...,tm] = aTypes(t)

Figura 5.23: La funcién de muestreo

§Rt =S — Dgt
Ri(B) = Rr 1.0, (B) = Rg(B) = b
Rty ot (81,0 8m) = (Rey(s1),- 0, Ry, (8m))
Ry = Ny
Ri(s1 -+ S Smt1) =
m
Ry, (Smp1) si /\z] Cy,(d
Azt € Doy, ... A € Dy | B
1 h #m Ztm Ry, (i) si /\ 2 Ey, (d) A zi €y (d) i€ {L.m}
J=Li#i
", (n) e.o.c. (m > 1)
donde t=1t] — t}, Process t| ty, m = ndArgs(t), ¢ = rType(t),
[t1, .- tm] = aTypes(t)

Figura 5.24: Funcién de concrecién correspondiente al muestreo

de las signaturas de las componentes. Y finalmente, la signatura de una
funcién o un proceso f :: ¢ es una secuencia de m + 1 signaturas, donde m =
nArgs(t), que se obtienen mediante muestreo de f con las combinaciones de
argumentos mencionados anteriormente.

Ya se ha dicho que en el proceso de muestreo se pierde cierta cantidad
de informacion. Esto significa que una signatura representa varios valores
abstractos. Cuando se desee recuperar el valor original, solamente se podra
devolver una aproximacién. Una de estas aproximaciones la lleva a cabo
la funcion de concrecion de signaturas R :: Sy — Dsy;, definida en la Fi-
gura 5.24. Todos los casos, excepto el funcional, son simples. Dada una
signatura s = $1...8my Sm+1 € St, Ri(s) es una funcién de m argumentos,
cada uno de ellos en el correspondiente Dy, . Sabemos que el ultimo elemen-
t0 Sp41 se obtuvo muestreando la funcién con argumentos v, (d), i € {1..m}.
Luego, si todos los argumentos son menores o iguales que el correspondiente
vt (d), entonces se puede devolver la concrecién de sp,4+1 como aproxima-



5.6.3 El muestreo 153

Wt o Dgt — th

Wik =Wr 4.t = W3a = idBasic

Witsstm) (€15 €m) = Wy (e1), ..., W, (em))
Wyge =Wy

Wt(f) = )\21 € thl ..... )\Zm (S Drgntm.

Wi, (f Y1, (d) - 71, (d)) si \zi C i, (d)
i=1
W, (f v (d) ooyt (n) ooy, () st N 25 By (d) Azi g (d) i € {Lm}
J=Lj#i
M, (n) e.o.c. (m > 1)
donde t =t} — th, Process t] th, m = nArgs(t), t, = rType(t),
[t1, .. tm] = aTypes(t)

Figura 5.25: El operador de ensanchamiento

cién segura al resultado. La funcién original podria tener informaciéon maés
precisa para algunas combinaciones de argumentos por debajo de los vy, (d),
pero ésta se ha perdido. También sabemos que s; se obtuvo muestreando la
funcién original dando el valor y;, (n) al i-ésimo argumento y -y, (d) al resto
de ellos (j € {1..m}, j # i). Luego si todos los elementos excepto el i-ésimo
son menores o iguales que el correspondiente 7, (d), entonces se puede de-
volver la concrecién de s; como aproximacion segura al resultado. Si mas
de uno de los argumentos no es menor o igual que el correspondiente v, (d),
solamente podemos devolver de forma segura el valor pesimista ;. (n), ya
que carecemos de informacién sobre dichas combinaciones.

Vamos a usar un operador de ensanchamiento para acelerar el cdlculo
del punto fijo. El mismo viene dado por W; = R; - g;, y aplicando las
definiciones de ambos obtenemos la definicién explicita en la Figura 5.25.
En la Proposiciéon 31 demostraremos que se trata de un operador de cie-
rre superior. La definicién de operador de ensanchamiento es mas general
[CCT7, NNH99], pero dado un operador de cierre superior Wy J idp,,, se
puede definir un operador de ensanchamiento V; = A(z, y).z UW,(y), como
se hizo en [HH92]. Por ello usaremos de ahora en adelante la denominacién
operador de ensanchamiento, al igual que se hizo en [PP93].

En la siguiente proposiciéon demostramos que gp; y R; forman una in-
sercién de Galois [CC79, NNH99], es decir, ®; recupera la mayor cantidad
posible de informacién, considerando la forma en que se construyé la signa-
tura.

Proposiciéon 31 Para cada tipo t,
(a) Las funciones p,, R, y Wy son mondtonas y continuas,
(b) Wy Jidp,,,

(C) (o §Rt = idSt'
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Demostracién 6 (Proposicién 31) Demostramos primero 31(a). Para ello
demostramos por induccion estructural que g, y ; son monétonas. Puesto
que Ds; es finito, entonces seran también continuas. Finalmente, puesto que
Wi = R; - g, serd igualmente mondtona y continua.

o t =K, T t1...ty, 5. Es un caso trivial, ya que p,(b) = B, R(B) = b,
ydCn, D =< N.

o t = (t1,...,tm). Sean z,2" € Doy, con z = (21,...,2m) E (21,...,2.,)
= 2'. Entonces:

pi(z) = (py(21)s--- 804, (2m)) {por definicién de g, }
< () () {porhil}
= p7) {por definicién de p,}.
Sean s,s" € Sy, con s = (81,...,8m) X (s],...,5,) =s'. Entonces:
Ri(s) = (R (s1),---, R, (sm)) {por definicién de R;}
C (§Rt1 (3,1)7 s 7§Rtm (S;n)) {pOI‘ hl}
= Ry(s) {por definicién de R,;}.
et =t — ty 0ot = Process t; to. Sean m = nArgs(t), [t1,...,tn] =

aTypes(t) y t, = rType(t).
Sean f, f' € Dy; con f C f'. Entonces

pe(f) = o, (f (e (d) .y, (n) -1, (D)) or, (f 70, (d) - - 1, (d)
{por definicién de g, }
= 0 (f (e (d) -y (n) -9, (d))) 0, (F Y0 (D) - - - Y (d))
{por hi. y fC f'}
= pf").

Sean s = $1...8m Smp1 € Sp y 8 = 81...8, Sy, € Sy, tales que

s X s'. Sean z; € Dy, (i € {1..m}). Hemos de probar que R;(s) z; C
R:(s') 7. Distinguimos varios casos.
Si Aix; zi C 74, (d) entonces, por definicién de R; e hipétesis de induc-
ciém,

Re(s) Zi = Re, (smr1) T Ry, (spp1) = Ru(s)) 7.
En caso contrario, hay un j € {l..m} tal que z; Z ~y,(d). Si aho-
ra A%y ;22 C v, (d), entonces, por definicién de %, e hipdtesis de
induccién,

Ri(s) zi = Ry, (s5) E Ry, (55) = Ru(8) 7.
En caso contrario, por definiciéon de R;:

Ri(s) Zi = v, (n) = Re(s') Z.
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e { = V[(.t;. Este caso es trivial, por hipétesis de induccién, ya que
Pr =, ¥y R =Ry,

Demostramos ahora simultdneamente 31(b) y 31(c), también por induccién
estructural.

e t=Kot=Tt;...ty,, 0t = . Son casos triviales, ya que Wy = idpgsic
y p:(Re(B)) = p,(b) = B.

ot = (ti,...,ty). Sean z € Dy, (i € {l.m}). En este caso, por
hipétesis de induccién:

Wt(zl, ce ,zm) = (th (Zl),. . th(zm)) g (Zl,. .. ,Zm).

Adicionalmente:

pt(%t(slv ce ,Sm)) = (ptl (ERtl (31))7 ce Pty (ERtm (Sm)))
{por definicién de p, y R;}

= (81y.--,8m)
{por h.i.}.
e t =11 — ty 0t = Process t; to. Sean m = nArgs(t), [t1,...,tm] =

aTypes(t) y t, = rType(t).

Demostramos primero que Wy(d) 3 idp,,. Sean f € Dy, y 2z €
Dy, para i € {1..m}. Tenemos que demostrar que Wy(f) z; 3 f 7.
Distinguiremos varios casos.

Si (1) A%y zi Ty, (d), entonces

Wi(f)Z = Wi (f y,(d)) {por definicién de W, }
3 [ {por h.i.}
J fz {por (1) y monotonia de f}.

En caso contrario, hay un j € {l..m} tal que z; Z v;(d). Se ha
demostrado que para todo tipo t, (2) Ve € Das.e T v (n).

Si ahora (3) AiZy ;2; #i E v, (d) entonces:

Wi(f) zi = Wi (f v, (d) ...y (n) ..., (d))
{por definicién de W;}
3 ).y, (n) ..y, (d)
{por h.i.}
J /=
{por (2), (3) y monotonia de f}.

En caso contrario, por definicién de W, y (2):

Wi(f) zi =7, (n) 2 f Z.
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Demostremos ahora que g, - %y = idgs,. Sea s1...Sm Smy1 € St

PeRe(s1-w8m smi1)) = o1, Ren(s1)) - o1, R, (sm)) 01, (R, ($m41))
{por definicién de p, y R}

= S1..--Sm Sm+1
{por h.i.}.

e t = Vf3.t;. Este caso es trivial, por hipétesis de induccién, ya que
Wi =Wy, o =, ¥ R = Ry,

El analisis

El andlisis es muy similar al segundo, presentado en la Seccién 5.5. Para
distinguirlo usaremos un subindice 3. Los dominios abstractos son los mis-
mos. La tnica expresién en la que aparecen diferencias es el let recursivo,
donde se calcula el punto fijo. En este tercer andlisis su interpretacion es:

[let rec {v; = e;} in €']5 ps3 = [¢'l; (fix (Aos.ps [vi > Wi, ([ei]l5 p5)])

donde ¢; :: t;. Modificando el operador de ensanchamiento podemos tener
diferentes variantes del andlisis. Por tanto, podemos expresar el andlisis
parametrizado por la coleccién wop; de operadores de ensanchamiento, ob-

teniendo [-];".

5.7 Relacion entre los analisis

5.7.1 Introduccién

Se pretendia que el tercer andlisis fuera un andlisis intermedio entre el pri-
mero y el segundo. En esta seccién mencionaremos ademads otros operadores
de ensanchamiento posibles (W;, W, y Wy) y estudiaremos su relacién con
el que hemos definido W. La principal diferencia entre ellos radica en el
tratamiento de las tuplas, ya sea en los argumentos o en el resultado de las
funciones, segin los tratemos como entidades indivisibles o componente a
componente. Primero demostraremos que el tercer andlisis es una aproxima-
cién segura al segundo, y posteriormente veremos que el primer anélisis es
s6lo una aproximacion segura de algunas de las variantes del tercero. Esto
nos permitira establecer la jerarquia de andlisis mostrada en la Figura 5.26.

En la Figura 5.27 se presenta una expresion ejemplo e :: (Int, Int) que
pone de relieve la diferencia de potencia entre [-];, [-]3” ¥ [-],. Para aumen-
tar la claridad la sintaxis estd azucarada. Dado un par de enteros, (p1,p2) y
un tercer entero x, la funcién f :: t, donde t = (Int, Int) — Int — (Int, Int),
calcula el par (p12*P2, zxpo!). La variable ¢ es libre en e. Supongamos que en
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[15" [15"
? _— |3
[15" [1,

Figura 5.26: La jerarquia de andlisis

e = let rec
f = Ap.\z.case p of
(p1,p2) — case py of
0 — (p1, )
z = (f (pr*p1,p2 — 1)) (2% p2)
in let
fi=(f (@3) 4
f2=(f(1,2)) ¢
z1 = case fi of (fi1, fi2) = fi2
Ty = case fy of (fa1, f22) = fo1
in ($1,$2)

Figura 5.27: Una expresion ejemplo e

nuestro entorno abstracto tiene un valor n, es decir, p = [¢ — n]. Entonces,
aplicando las definiciones de cada uno de los andlisis obtenemos

[ely p = (n,n) 2 [els"p = (n,d) D [e], p = (d,d).

5.7.2 Relacién entre el segundo y tercer andlisis

La siguiente proposicién nos indica que el tercer andalisis es menos preciso
que el segundo. Esto es cierto para cualquier variante de este tercer analisis,
y en particular para la que hemos descrito con mayor detalle.

Proposicién 32 Sea W) : Dy — Dy, un operador de ensanchamiento para
cada tipo t. Dados entornos pa y p3 tales que para cada Uariable, v iy,
p2(v) C p3(v). Entonces para cada ezpresion e :: te, [e], p2 T [el3” ps.

Demostracién 7 (Proposicién 32) Esta proposicién se demuestra por in-
duccién estructural sobre e. Todos los casos, excepto el let recursivo, se pue-
den demostrar facilmente usando las hipotesis sobre los entornos, la hipdtesis
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de induccidn y las propiedades de monotonia de o, v, Qpinster ¥ Vertinst- Por
tanto nos limitamos a estudiar la expresion let recursiva.

Sea e = let rec {v; = ¢;} in €’ :: ¢, donde €’ :: ¢, y cada v; y e; tienen tipo
t;. El punto fijo se puede calcular usando la cadena ascendente de Kleene:

[els p2 =[]y ( [] (Aphep2 [vi = [eil, p5])"(p0))
nelN

donde py es el entorno inicial en el que cada variable y :: ¢, tiene como valor
abstracto L4, (es decir, el infimo del dominio correspondiente). Denotare-

mos por F a la funcién entre entornos Aph.p2 [v; = [ei], ph] ¥y por pgz a
Unen £ (p0)-

De forma similar

[l e = €' ( || (Moheps [wi — Wi ([ei]3” p5)])™ (po))-
nclN

Denotaremos por G a la funcién entre entornos Apj.p3 [v; = Wi, ([[ei]]3wl 05)]

y por p5* a LI, .y G™(po)-
Si demostraramos que para cada variable y :: ¢, p];z(y) C p{?z(y), enton-
ces por h.i. tendriamos que

[e'], sz C [[el]]:swpgz

que es lo que debemos demostrar. Para ello, veamos que para todo n > 0,
se tiene

Vy ity (F" (po))(y) E (G™(p0))(y)

Si fuera cierto entonces

Vy ity (|| F™po))) E([] G™(p0))(v)
nEIN nE]N

que es lo que deseamos demostrar. Se demuestra por induccién sobre n:
e n = 0. Es un caso trivial, ya que F°(pg) = po y G°(po) = po.
e n =m + 1. Entonces

F™t i (pg) = F(F™(po))
= p2 [vi = [eily (F™(po))] por def. de F,

Gt po) = G(G™(po))
= p3 [oi = W, ([ei]s” (G™(po)))] por def. de G.

Para y :: t,, queremos demostrar que (F™*!(py))(y) T (G™(po))(y).
Distinguimos dos casos. Si y no es ninguna de las v;, entonces se
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cumple por hipétesis sobre los entornos p2 y p3. Si es una de las v;,
tenemos que demostrar que

[eils (F™(p0)) E Wi, ([eil3” (G™ (p0)))-

Esto se cumple por hipétesis de induccién y por la hipétesis sobre Wi:

[eily (F™(po)) E el (G™(po)) E Wi, ([eil3” (G™(po)))-

5.7.3 Otras variantes del tercer analisis

En esta subseccién se presentan otras variantes del tercer andlisis. Las rela-
ciones entre ellas y con los andlisis [-]; y [-], se muestran en la Figura 5.26.

En primer lugar definimos una variante [-];*> del tercer andlisis mds
potente que la definida anteriormente [];". La idea es currificar los ar-
gumentos de tipo tupla para obtener una mayor cantidad de informacién.
En la version actual, una funcién de tipo (¢1,...,%,) — t es muestreada
con Yy, tm) (™) Y Y(t1,...t)(d). En esta nueva variante, se muestrea con
(7t1 (n)v Yo (d)v o T (d))v (7t1 (d)77t2 (n)v s M (d)) tet (7t1 (d)v Yo (d)v Tt
Y, (1)), es decir, las componentes de las tuplas se consideran como argu-
mentos separados. Los resultados de estos muestreos se agrupan usando una
notacion especial U(Ay, ..., A, ) para distinguir un muestreo de tupla de un
resultado de tipo tupla.

Como ejemplo, sea f € Dy, donde t = (Int, Int) — Int — (Int, Int),
[ = Xz € Basic x Basic. Az € Basic.(m1(p),z). En este caso, la versién
presente devolveria s = (N, D)(D,N) + (D, D), correspondiente a las apli-
caciones f (n,n) d, f (d,d) ny f (d,d) d. El ensanchamiento correspondiente
es Wi(s) = Ap € Basic x Basic.Az € Basic.(m1(p) U ma(p),z) I f. Con la
nueva forma de muestreo s’ = pP(f) = U((N, D), (D, D)) (D,N) + (D, D).
La primera componente U((N, D), (D, D)) corresponde a las aplicaciones
f(n,d)dy f (d,n) d, y las otras dos a las aplicaciones f (d,d) ny f (d,d) d.
Obsérvese que el muestreo es mayor, gracias a lo cual el ensanchamiento co-
rrespondiente es més preciso que el anterior: W (s') = f.

También se pueden definir otras variantes menos potentes que la elegida
y aun otras incomparables con ella. Una posibilidad consiste en aplanar
las tuplas en el resultado de la funcién, con lo que se pierde informacién.
Denotaremos esta variante con [-];*?. En el ejemplo anterior, s” = pP(f) =
N N 4+ Dy Wy(f) = Ap € Basic X Basic.\x € Basic.m(p) Uma(p) Uz O
We(f).

Otra posibilidad es currificar los argumentos tupla, como en [-],**, pero
aplanar las tuplas en el resultado (con lo que serd menos preciso que W).
Denotaremos esta variante con [-],"°. Como se muestra en la Figura 5.26,
esta variante es incomparable con [[-]]3W. En aquellas funciones con un tipo
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tupla como resultado pero sin argumentos de tipo tupla, [-];” produce re-
sultados mds precisos; mientras que en aquellas funciones con argumentos
tuplas pero cuyo resultado no es de tipo tupla, [[-]]3Wc es mas preciso.

Como ejemplo, sea f € Dy, donde t = Int — (Int,Int) y f = Az €
Basic.(d,z). En este caso pf(f) = N + Dy WY (f) = A\’ € Basic.?,
mientras que p,(f) = (D,N) + (D,D) y Wi(f) = f. Sea g € Day con
t' = (Int,Int) — Int y g = A\p € Basic x Basic.m(p); ahora pf(f) =
U(N,D) + Dy WS(f) = f, mientras que p,(f) = N + Dy Wu(f) =
Ap € Basic x Basic.mi(p)Ums(p). Finalmente [-]3”° es claramente mejor que
[13%.

La siguiente proposicién nos dice que dados dos operadores de ensancha-
miento comparables, las correspondientes variantes del tercer andlisis son
también comparables.

Proposicién 33 Sean W), W/ operadores de ensanchamiento para cada
tipo t. Sean ps, ph tales que para cada variable v :: ty, p3(v) C ph(v). En-
tonces si para cada tipo t, Wy T WY, para cada ezpresion e :: te, [e]3” ps T

[e] 3W Pé .

Demostracién 8 (Proposicion 33) Esta demostracion es similar a la an-
terior. En particular, se pueden seguir los mismos pasos en el caso de la
expresion let recursiva, donde ahora

F = \ph.p3 [v; — W;l([[ez]]:)}/v r3)1),

G = Mf.p3 [ = Wi ([eils" P5))).
Se puede llevar a cabo la misma induccién sobre n, para demostrar final-
mente que
WI W”
Wi, ([eils™ (F™(po))) E Wi ([eils™ (G™(po))),
lo que es cierto por hipétesis de induccién, dado que W, T WY, y por
monotonia de WY:

1 ([eidy” (F™(po))) ! ([eidy” (F™(po)))

Wi (Teil)” (G™(po)))-

I 1m

5.7.4 Relacién entre el primer y el tercer andlisis

A grosso modo veremos que el primer andlisis es menos preciso que algu-
nas variantes del tercer andlisis, es decir, que es una aproximacién segura
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Figura 5.28: Esquema representativo de las funciones de la Seccién 5.7

a ellas. En particular, demostraremos que el primer andlisis es una apro-
ximacion superior a aquellas variantes del tercer andlisis que cumplen una
determinada propiedad (ver Teorema 43). Demostraremos que el operador
de ensanchamiento definido en la Figura 5.25 cumple dicha propiedad.

Puesto que todas las variantes del tercer andlisis son aproximaciones
superiores al segundo analisis, también se cumple, por tanto, que el primer
andlisis es una aproximacién superior al segundo.

En la Figura 5.28 se muestra un esquema de las funciones definidas en
esta seccién junto con sus dominios de definicién. Utilizdndola se pueden
visualizar ficilmente muchas de las proposiciones de esta seccion. Puesto
que los dominios abstractos para el segundo y tercer andlisis son los mis-
mos, todas las proposiciones que impliquen solamente a los dominios serdn
trivialmente ciertas para ambos andlisis.

En el primer anélisis no hay tuplas anidadas ni funciones abstractas. Sin
embargo, el valor abstracto a de una funcién en dicho andlisis representa a
una funcién abstracta. Sabemos que a representa el comportamiento de la
funcién dado un argumento determinista. Si el argumento es no determinis-
ta, o tiene cierta “dosis” de no determinismo, indicamos que el resultado de
la funcién siempre es no determinista. Lo que estamos haciendo en realidad
es simular el comportamiento de una funcién abstracta. Supongamos que el
valor abstracto de una funcién en el primer andlisis es a. ;Cual es la funcién
abstracta que representa a? Es una funcién que toma un valor abstracto: si
dicho valor abstracto es no determinista, su resultado es no determinista, y
si es determinista, devuelve como resultado el valor abstracto a. Esto nos
lleva a definir una funcidn de expansion, n; (ver Figura 5.29) que ezpande
los valores abstractos de los dominios del primer andlisis en valores abstrac-
tos pertenecientes a los dominios abstractos del segundo y tercer andlisis.
Puesto que en el primer andlisis tampoco hay tuplas anidadas también serd
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ne: D1y = Doy
NK = N7 ty..tym = N3 = 1d Basic
n(tl,...,tm)(bla coesbm) = (7 (b1), -+, Ve (b))
Tty —to (a) = NProcess t1 t» (a) =
Az € D2t1- { U (a) if z C Tt (d)
Ve, (n) e.o.c.
VBt = Mt

Figura 5.29: Funcién de expansiéon

5t : Dgt — Dlt

(5T t1..bm — 6B = idBasic

5(t1,...,tm)(b17 ce 7bm) = (atl (61)7 sy Oy (Bm))
5t1%t2 (f) = dProcess t1 t2 (f) = 5t2 (f(’)/tl (d)))
dvp.t = Ot

Figura 5.30: Funcién de compresion

necesario adaptar cada uno de los valores béasicos a los tipos de las compo-
nentes. Para los tipos bésicos, tipos algebraicos y variables de tipo 7; es
obviamente la funcién identidad, ya que en ambos andlisis los correspon-
dientes dominios abstractos son todos iguales a Basic. El caso polimoérfico
se reduce al tipo sin cualificar.

También podemos mirar el segundo y tercer andlisis desde el punto de
vista del primero. Simplemente hace falta aplanar las tuplas hasta el primer
nivel y aplicar las funciones a 7;(d), para asi obtener el comportamiento de la
funcién cuando se aplica a argumentos deterministas. Esto estd representado
por la funcidn de compresion §; definida en la Figura 5.30. Los casos de tipos
basicos, tipos algebraicos, variables de tipo y tipos polimérficos son similares
a los de la funcién de expansién.

Demostramos ahora que 6; y 7; forman una insercion de Galois.

Proposiciéon 34 Para cada tipo t:
(a) Las funciones §; y ny son mondtonas y continuas,
(b) 6t - me = idp,,,

(c) m -0 Didp,,.

Demostracién 9 (Proposition 34) El punto 34(a) se puede demostrar facil-
mente por induccién estructural sobre ¢ aplicando la Proposicién 25(a). Los
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puntos 34(b) y 34(c) se pueden demostrar por induccién estructural sobre ¢
aplicando las Proposiciones 25(d), 25(b) y 25(c).

Demostremos primero el punto 34(a). Si demostramos que son monétonas,
puesto que sus dominios son finitos, también serdn continuas. La monotonia
se demuestra por induccion estructural sobre ¢.

Demostremos primero que d; es mondtona:

et =Kot=T*t%...t,, ot = . Estos casos son triviales ya que

0t = 1d Basic-
ot = (t,...,tm). Sean e;,e; € Dy con (e1,...,em) T (€],...,€,).
Entonces,
6t(ela aem)
= (ay, (e1),. .., a4, (en)) {por def. de d;}
C (ayg (€)), ... ay,(e,)) {por monotonia de o}
= 0(el,...,eh) {por definicién de §;}.

o t =t; =ty 0t = Process ti to. Sean f, f' € [Day, — Day,] con f C f/,
es decir, para cada e € Dy, f(e) C f'(e). Entonces,

3¢ (f)
=4, (f(,(d))) {por definicién de &;}
C 05, (f' (7, (d)))  {por hi.y f E f'}
= o(f") {por definicién de §;}.

et = V3., Como 0; = dy, se cumple trivialmente por hipédtesis de
induccién.

Demostremos ahora la monotonia de n;.

et=Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales ya que
N = id Basic-

ot = (ti,...,tm). Sean b;,b, € Basic con (by,...,by) T (b),...,0],).

Entonces,
nt(bla .. 7bm)
= (7t1 (bl)v <o Vtm (bm))
C (72, (b)), ... ,’)’tm(blm)) {por monotonia de 7}

et =1t — ty ort = Process t; to. Sean a,a’ € Dy, = Dyy, con
a C a'. Tenemos que demostrar que para cada e € Doy, (m(a))(e) T
(m(a’))(e). Sea e € Dy, Distinguimos dos casos: e T y,(d) o

€ Z Y1 (d)
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Si e Ty, (d), entonces

(:(a))(e)
=, (a) {por definicién de n;}
C e, (a) {por hi.y a Ca'}
= (ni(a’))(e) {por definicién de n;}.

En caso contrario, e [Z 7 (d), y por definicién de n;: (n:(a))(e) =
Yz (n) = (m(a’))(e)-

et = V3.t Como 1y = ny, se cumple trivialmente por hipdtesis de
induccion.
Demostramos ahora los puntos 34(b) y 34(c) por induccién estructural sobre

t. Veamos primero que d; - 1y = idp,,:

et=Kot=T*t%...t, ot = (. Estos casos son triviales, ya que
D1y = Basic y i = 6t = 1d Basic-

o t = (t1,...,ty). Sean b; € Basic, para cada i = 1,...,m. Entonces:
6t(ne(bry -y b))
= 0t (v, (b1), -+ s Ve (b)) {por definicién de n;}
= (a, (74, (b)), - -y ay,, (M, (b))  {por definicién de d;}
= (b1,...,bm) {por la Proposicién 25(b)}.

e t =11 =ty 0t = Process t1 ta. Sea a € D1;. Entonces

d¢(me(a))
=5, (Az. z; EZ)) ZIOZCE 70 (4) ) {por definicién de 7;}
= 04, (N1, (@) {por definicién de &;}
=a {por h.i.}.

e t =VY[3.t'. En este caso Dy = Dy, ny = np y 0 = 0y, luego se cumple
trivialmente por h.i.

Demostremos ahora que n; - 6; 3 idp,,:

et=Kot=T*t%...t, ot = (. Estos casos son triviales, ya que
Dqy = Basic y n = 6t = 1d Basic-

o ! =

—~

t1,.--,tm). Sean e; € Doy, para cada i = 1,...,m. Entonces,

d(er, - ))

(&
(o (61) o, (em)) {por definicién de &, }

Tt
(7t (atl (61)) oY (g, (€m)))  {por definicién de 7}
(e1 {por la Proposicién 25(c)}.

~
—~

Ui

i
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e t =t =ty 0t = Process t1 ta. Sea f € Dy;. Entonces

ne(0:(f))
= Nt (61, (f (71, (d)))) {por definicién de d;}

{por definicién de 7, }.

Yy { Mt (8t (f (4 () si 2 € e, (d)
"1 v, (n) eo.c.

Sea e € Dyy. Tenemos que demostrar que f(e) T (n:(0:(f)))(e)-
Distinguimos dos casos:

— e C 7y, (d). En este caso

(me(0¢(f)))(€) = 11, (b6, (f (71, (d))))-

Puesto que f es continua y consecuentemente mondtona, se cum-
ple que f(e) E f(v,(d)). Luego

5
(d)) {por h.i.}

t
e) {por monotonia de f}.

— e Z 7y, (d). En este caso (n:(0:(f)))(e) = v, (n). Por la Proposi-
cién 25(d) vz, (n) 2 f(e), pues f(e) € Day,.

e t =V3.t'. En este caso Doy = Doy, i = ny y 0; = dy, luego se cumple
trivialmente por h.i.

a

La siguiente proposicién afirma que si aplicamos §; a un valor abstracto
en Do, para obtener un valor en Di;, y después aplicamos [ al resultado
(podria ser una tupla de valores abstractos bésicos), obtenemos el mismo
resultado que si le aplicamos directamente «; para obtener un valor en Basic.
Esto demuestra una similitud entre la funcién abstracta «; usada en las
aplicaciones de constructores y la funcidon de compresién d;. En efecto, las
ideas utilizadas en ambos casos son las mismas.

Proposicién 35 Para cada tipo t: U -6 = oy.

Demostracién 10 (Proposicién 35) Por induccién estructural sobre :

et=Kot=Tt...t, ot = 3. Estos casos son triviales, ya que
0t = ay = idBasic-
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Vi: Dgt — Dgt
vK = vT t1otm — VB = idBasic
Vitrostm) (€15 -+ €m) =
(’Ytl (atl (61))7 w0 T (atm (Bm)))
Vt1—>t2 (f) = VProcess t1 to (f) =
\z € D2t1- Vtz (f(’)/tl (d))) sz L Tt (d)
Ve, (n) e.o.c.
Vg =V

Figura 5.31: La funcién de elevacion Vi

o t = (ti,...,tm). Sean e¢; € Dy, para cada ¢ = 1,...,m. Entonces:

ﬂ(dt(e}, cesem))

= U(ay, (e1),..., 04, (ey)) {por definicién de ¢}
=L ay;(e) {por definicién de (I}

=ai(er,...,em) {por definicién de a;}.

e t =11 =ty 0t = Process t1 ta. Sea f € Ds;. Entonces:

003())
= U(d¢,(f(v4,(d)))) {por definicién de &;}

=ay(f(1n(d))  {por hi}
= ay(f) {por definicién de a;}.

e t =V[.t'. En este caso d; =} y oy = ayr, luego se cumple trivialmente
por h.i.

a

Una consecuencia directa de la Proposicién 34 es que d; es estricta, ya que
en un par inmersion-clausura, la clausura siempre es estricta.

Proposicién 36 Para cada tipo t: 0;(Lay) = dy.

La Proposicién 34 nos dice que 7;-d; es un operador de ensanchamiento sobre
Dy;. Esta composicién se usard a menudo mas adelante, por lo que definimos
Vi = n;-0;. La llamaremos funcion de elevacion (para diferenciarla de Wy).
Su definicién desplegada se muestra en la Figura 5.31.

También nos dice que para cada tipo ¢, el rango de V; es isomorfo a
Dyy: V(Do) ~ Dy Esto implica que el rango de V; es un subdominio
de Dsy; donde se ha perdido la informacién adicional proporcionada por el
segundo y tercer andlisis. Por ejemplo, atin se dispone de tuplas anidadas,
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pero estas se mantienen de una forma ficticia, pues han sido aplanadas y
desaplanadas. Por ello, todas las tuplas internas estaran formadas sélo por
valores ns o por valores ds. Por ejemplo, ((n,d),d, (d,d)) y ((d,n),d, (d,d))
son transformadas por V; en ((n,n),d, (d,d)). También tenemos funciones
abstractas, pero solamente algunas de ellas: aquellas que pueden represen-
tarse con un valor abstracto en los dominios del primer anélisis. Estas son
las funciones tales que devuelven el mismo resultado para todos los valores
por debajo de <y, (d): el obtenido para -y, (d), y para el resto de valores
devuelven el supremo del correspondiente dominio, 7, (n).

Hemos visto que ;- 3 idp,, y Vy 3 idp,,. Pero, jcémo se relacionan?
La siguiente proposicion afirma que V; es menor (es decir, mejor) que ;- .

Proposicion 37 Para cada tipo t: Vi C 7y - .

Demostracién 11 (Proposicién 37) Se demostrard por induccién estruc-
tural sobre ¢ aplicando las Proposiciones 25(a), 25(d) y 26:

et =Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales, ya que
Vi = a; = v = tdBasic-

o t=(t1,...,ty). Sean e; € Dy, para cada i =1,...,m. Entonces:

Vt(el, . ,Bm)
= (v, (g (€1))s - -+ s Ve (tt,, (€m)))
{por definicién de V,}

C (e, (L i (€3)), -+ s Ve (L 0t (€4)))
{pues oy, (ej) C L] ay, (e;) para cada j =1,...,m

y monotonia de 7, }

=y (ae(er,.. . em))
{por definicién de oy y v }.

e t =t =ty ot = Process t, ta. Dada f € [Dy;, — Dyy,], por definicién
de Vt,
Vi, (f (7, (d))) si z & v, (d)

Vi, (1) €e.0.c. ’

y por definicién de v y oy,

Veo (0, (2)) si e, (f (71, (d))) =d
Ve, (n) e.o.c.

V(e (f)) = Az {

Distinguimos dos casos:

— g, (f(74,(d))) = n. En este caso y(a:(f)) = Az.y,(n). Sea
€ € Dy, Se cumple que (vi((f)))(€) = y1,(n). Luego, por
la Proposicién 25(d) tenemos que vy, (n) 3 (Vi(f))(e) ya que
(Vi(£))(e) € Day,.
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= a(f(7.(d))) = d. Ahora v (i (f)) = Az, (0, (2)). Sea e €

Dy, . Distinguimos de nuevo dos casos: e C 7, (d) o no.

Si e C vy, (d) entonces (Vi(f))(e) = Vi, (f(7:(d))). Por la Pro-
posicion 26, oy, (e) = d. Luego lo que en realidad queremos de-
mostrar es que Vi, (f(7,(d))) C v,(d). Por h.i. sabemos que
Vi, E 7, - ay,, luego:

Vi (f (12 () E Yeo (01, (f (712 () = Y, (d).-

En caso de que e Z 7, (d), entonces (V¢(f))(e) = v,(n). Por
la Proposicién 26, oy, (e) = n, luego v, (o, (€)) = v, (n), cum-
pliéndose la igualdad deseada.

ot =VYBt. Como oy = ayr, 74 = Y vy Vi = Vy por definicién, se

cumple trivialmente por h.i.

a

El Teorema 43 establecera la correccién del primer andlisis con respecto al
tercero. Antes veremos algunas propiedades necesarias para demostrarlo.

La siguiente proposicién relaciona la funcién de adaptacion del primer
andlisis con la funcién de concrecion ;. Resultan ser iguales a través de la
aplicacién de d;.

Proposicién 38 Para cada tipo t: Vb € Basic. by = (6¢ - ) (D).

Demostracién 12 (Proposicién 38) Por induccién estructural sobre ¢ apli-
cando la Proposicién 25(b):

et=Kot=Tt ...t 0t = 0. Estos casos son triviales, ya que by = b

Y 0t = 7t = dBasic-

o t = (t1,...,ty,). En este caso tenemos:
3¢ (7¢(D))
= 0t (v,(D)y -y 71,, (D)) {por definicién de ;}
= (ag, (7, (0)), .-y, (74,,(b)))  {por definicién de d;}
= (b,...,b) {por la Proposicién 25(b)}
= b {por definicién de b;}.

e t =1, =ty 0t = Process t; t3. Distinguimos dos casos: b=d y b =n.

— b=d. En este caso:

d¢(7e(d))
= 0( Az, (auy (2))) {por definicién de v}
= 04, (Y1, (g, (74, (d))))  {por definicién de d;}
= 0, (11, (d)) {por la Proposicién 25(b)}
=dy, {por h.i.}
=d; {por definicién de b;}.
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— b =n. Ahora se cumple

6t(ve(n)) = 5,5()\,2.%2(7)1)) {por definicién de v}

= O (71,(n) {por definicién de d&;}
= Ny, {por h.i.}
= {por definicién de b;}.

e t = Vp.t'. En este caso by = by, 6, = 0, y v = vy, luego se cumple
trivialmente por h.i.

a

La siguiente proposicién relaciona la funcién de elevacién V; con las funcio-
nes de abstraccién y concrecién «; y ;. La idea bésica es que una vez hemos
subido en el dominio con V,, las funciones «; y v; se comportan de la misma
forma en el subdominio de Ds; rango de Vi, que en el dominio completo.
Esto significa que en realidad «; y ; se mueven dentro de dicho subdomi-
nio. En la Figura 5.28 se representé este hecho apareciendo dos dominios
D5, rodeados por una linea discontinua. El primero de ellos corresponde al
rango de Vi, a partir del cual se definen tanto oy como ;.

Proposiciéon 39 Para cada tipo t:
(a‘) Qg - vt = Oy,
(b) Vi =y

Demostracién 13 (Proposicién 39) El punto 39(a) se demostrard por in-
duccién estructural sobre ¢ aplicando la Proposicién 25(b). El punto 39(b)
se demostrard por induccion estructural sobre ¢ aplicando las Proposiciones
25(b) y 26. Demostremos primero el punto 39(a):

et =Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales, ya que
Vi = a; = idBasic-

e t=(t1,...,tm). Sean e; € Dy, para cada i =1,...,m. Entonces:

ar(Vi(er, ... em))
= (v, (ay (€1))s- -y ve, (0, (€)))  {por definicién de V;}

=1 a, (7, (v, (€3))) {por definicién de oy}
i

=] a,(e;) {por la Proposicién 25(b)}
i

=ai(er,...,em) {por definicién de a;}.

o t =t; — ty 0t = Process t tp. Sea f € [Dyy, — Dyy,]. Entonces:

ay(Ve(f))
=, (Vi, (f (7, (d))))  {por definicién de oy y V,}

= i, (f(71:(d))) {por h.i.}
= ay(f) {por definicién de a;}.



170 5. Analisis de no determinismo

e ¢ =V[.t'. Se cumple trivialmente por h.i., pues V; = Vy y oy = ay.
Demostremos ahora el punto 39(b):

et =Kot=Tt...ty, ot = B. Estos casos son triviales, ya que
Vi=vy= id Basic-

e t = (t1,...,tm). Sea b € Basic. En este caso:

Vi(7:(b))

= Vi(y, ()5 s 7, (b)) {por definicién de v, }

= (v, (ay (72, () - -+ s Yt (v, (2, (D)) {por definicién de V;}

= (7. (0)s -+, 71, (D)) {por la Proposicién 25(b)}
= 7(b) {por definicién de -y }.

et =1 — to ot = Process t; t3. Sea b € Basic. Distinguimos dos
casos: b=d o b=n.

Veamos primero el caso b = d. Por un lado tenemos que:

Vi(7:(d))
= Vt(AZ.’Yh (atl (Z)))
{por definicién de v}

= \z. Vtz (’ytz (atl (’ytl (d)))) sz L Tt (d)
Ve, (n) e.o.c.
{por definicién de V,}

= \z. Vo (d) sz L Tt (d)
Ve, (n) e.o.c.
{por h.i. y Proposicién 25(b)}.

Por otro lado tenemos que v;(d) = Az.y;, (ay, (2)). Tenemos que demos-
trar que para cada e € Dy, (Vi(7:(d)))(e) = (7:(d))(e). Distinguimos
dos casos:

— e C v, (d). En este caso
(Vi(ye(d))(€) = 1, (d).
Por el Lema 26, si e C 4, (d) entonces ay, (e) = d, luego
(7e(d)) () = Vi, (d)-
— En caso contrario, por la Proposicién 26, a4, (e) = n, y se cumple:

(Vily(d))(e) = y(n)
= V2 (atl (6))
= (n(d))(e).
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vtinst Vt’

S NN

Yt tinst

-

Figura 5.32: Proposicién 40(a)

Sib=mn:
Vi(7:(n))
= Vi(Az.9,(n)) {por definicién de ~;}
1z LC
= Z?(S;he(z.)():. sz L (d) {por definicién de V,}
= 2.7y, (n) {por h.i.}
= v(n) {por definicién de -y }.

e ¢ =Vf.t'. Se cumple trivialmente por h.i. pues V, = Vy y 7 = yp.
a

La siguiente proposicién anade algunos resultados correspondientes al estu-
dio de las funciones polimérficas. El primer punto nos dice que si adaptamos
al tipo tinst un valor abstracto perteneciente a Doy y después elevamos el
resultado, obtenemos el mismo resultado que si primero elevamos y después
adaptamos el resultado. Ello se muestra mediante un diagrama en la Figura
5.32.

El segundo punto nos dice que la adaptacién de un valor abstracto de
D1y para obtener una aproximacién al valor abstracto de un ejemplar tinst,
es basicamente igual que la adaptacion realizada por vy s en los dominios
del segundo y tercer andlisis.

Proposicién 40 Dados dos tipos t, t' y una variable de tipo (3:
(&) Viinst = Yertinst = YVetinst * Vo,
(b) Va € Diy. atinst = Stinst (Ve tinst (M (@)

Demostracién 14 (Proposicién 40) El punto 40(a) se demostrard por in-
duccién estructural sobre t aplicando las Proposiciones 25(a), 25(b), 26,
28(a), 29, y 39(b). El punto 40(b) se demostrard por induccién estructural
sobre t aplicando las Proposiciones 25(b), 29(d), 29(a) y 38.

Demostremos primero el punto 40(a):
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et! =Kot =Tty...t,, ot =" (# [). En estos casos Doyng =

Doy = Basic 'y Viinst = Ytinst = Vv = idpasic, luego se cumple
trivialmente.

o t' = (t1,...,tm). En este caso tinst = (tinsty,...,tinst,,) donde
tinst; = t;[8 := t], para cada ¢ = 1,...,m. Por h.i. se cumple que,
para cada © = 1,...,m, Vs, - Vestinst; = Vestinst; * Vi, Sean e; € Dy,

con ¢ =1,...,m. Entonces:

V tinst ('Yt’tinst(ela sy em))
= Viinst (Vey tinst, (€1)s - - s Ve tinstm (€m))
{por definicién de vy yins: }
= (%instl (atinstl (’Ytltmstl (61))), )
Ytinst, (atinstm (’th tinst., (6m))))
{por definicién de V,}

= (Yeinst, (e, (€1)); - - 5 Veinst,,, (Qt,, (€m)))
{por la Proposicién 29(c) }

= (Vey tinsts (Vo (@, (€1))), -+ + s Ve tinst (Ve (1, (€m))))
{por la Proposicién 29(a)}

= Yertinst (Ve (Qt, (€1)), -+ s Y, (i1, (€1)))
{por definicién de vy tinst }

= Y tinst (Vi (€1, .. em))
{por definicién de V;}.

o t' =t — ty 0 t' = Process t1 ts. En este caso tinst = tinst; — tinsto,
o bien tinst = Process tinsty tinsty, donde tinst; = t;[3 := t], para
i =1,2. Sea f € [Dyy, = Dy;,]. Por un lado:

Vtinst (Ve tinst (f))
= Viinst (A2 Vs tinsto (f (Qtinst, 1, (2))))
{por definicién de vy yinst }

Viinsty (Yeatinsta (f (Cttinsty 1y (Yeinst, ()))))
= siz & Yitinst1 (d)
Yiinst, (1) €.0.c.
{por definicién de V;}.
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Por otra parte:

Vet tinst (Ve (f))
= V' tinst (Az. { ZT(%(ZZ.(?)) si z C vy, (d) )
{por definicién de V,}

Veatinsts (Vo (f (72, (d))))
= Az. si Qinst, ¢, (2) C v, (d)
VYtatinsto (7t2 (n)) €.0.C.
{por definicién de vy tinst }-

Deseamos demostrar la igualdad de estas dos funciones. Sea e¢ €
D> ingt, - Distinguimos dos casos:

— € C Yiinst, (d). Entonces por monotonia de ayjnsiy (Proposicion
28(a)), uinst,;t,(€) T Quinsty t, (Viinst, (d)) 'y por la Proposicién
29(d) Atinst t1 (7tinst1 (d)) =T (d)v luego

tinsty ty (6) C v, (d) :

Asi en este caso:

(Viinst (v tinst (f))) (€)
= Vtinst2 (7t2 tinsto (f (atinsh t1 (7tinst1 (d))))),

(Yertinst (Ve (£)))(€) = Vstinsts (Vo (f (721 (d))))-

Por tanto:

(Vtinst (Ve tinst (f))) (€)
= vtinstz (’)’t2 tinsta (f(atinstl t1 (%mstl (d))))
= Yestinsts (Vo (f (Qtinst, 61 (Veinst, (d)))))
{por h.i.}
= VYtatinsto (vt2 (f(7t1 (d)))))
{por la Proposicién 29(d)}

= Yetinst (Ve (f)))(€)-

— € £ Vtinst, (d). En este caso por la Proposicién 26, ayinsi, (€) = n.
Adicionalmente, tenemos que (Viinst (Vertinst (f)))(€) = Yiinst, (1),
y ademds se cumple que oyinsi,t;(€) Z v, (d). Esto es cierto
ya que, en caso contrario, por la Proposicién 29(b), ayinst, (€) =
e, (@tinsts 1 (€))  se cumpliria que ayinst, (€) C o, (s (d)) por
monotonia de «o; (Proposicién 25(a)), lo que significaria (por la
Proposicién 25(b)) que ayins, (€) = d . Esto es imposible pues
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acabamos de ver que es igual a n. Asi (yynse (Ve (f)))(e) =
Vo tinsts (V2 (1)), y entonces

(Viinst (Ve tinst (f))) (€)

= Vtinsto (n)

= Ve, tinsts (Ve (1)) {por la Proposicién 29(a)}
= (Yertinst (Vi () (€)-

e t' = 3. En este caso:

Viinst = Y tinst

=Vim {por definicién de V; y v}
=y {por la Proposicién 39(b) }

= Ye'tinst - Ve {por definicién de vy sinst y Vi}-

e t' = V3 .t;. Se cumple directamente por h.i., pues Vinst = Viinst:
Vi tinst = Vevtinst, ¥ Ve = Vi,
Demostremos ahora el punto 40(b):

et! =Kot =Tt ...t ot = (' (£ [). En este caso Diipg =
Dyy = Basic. Sea b € Basic. Entonces bynse = b. Por otra parte
Otinst = Ye'tinst = Ny = 1d Basic, POr lo que se cumple trivialmente.

o t' = (t1,...,tm). En este caso tinst = (tinsty,...,tinst,,) donde
tinst; = t;[f :=t], parai = 1,...,m. Sean b; € Basicconi =1,...,m.
Entonces

Stinst (Ve tinst (M (b1, - -+, b))

= Otinst (’)’t'tinst(’}’tl (bl), <o Vim (bm)))
{por definicién de n;}

= Otinst (Ve tinst, (Ve (b1)), -+, Ve tinsty (Ve (b))
{por definicién de vy yins: }

= Otinst (’)’tinstl (bl)a ooy Vtinstm, (bm))
{por la Proposicién 29(a)}

= (tinst, (Veinst, (01))5 - - - s Qtinstr, (Veinst,, (bm)))
{por definicién de d;}

= (b1y...,bm)
{por la Proposicién 25(b)}

= (bla s abm)m’nst
{por definicién de la adaptacién}.

o t' =1, — ty 0t = Process t| ty. En este caso tinst = tinst| — tinsto,
o bien tinst = Process tinst; tinsty, donde tinst; = t;[3 := t], para
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i =1,2. Sea a € D1y = D4,. Ahora tenemos:

Otinst ('Yt’ tinst (77t’ (a) ))
L d
= Otinst Ve tinst | AZ- Nt (a') 81z = %1( ) ))

Ve, (n) e.o.c.
{por definicién de n;}

Yt tinstz (nt2 (a))
= Otinst | AZ. si inst; 1, (2) & v, (d)
Yt tinstz (7152 (n)) €.0.C.
{por definicién de vy yins: }

= Stinsts (Vs tinst> (M, (@)))
{por def. de é; y Proposicién 29(d)}

= Gtinsty
{por h.i.}

= Qtinst
{por definicién de la adaptacién}.

e t' = (3. Ahora Dy = Basic 'y D14 = D1;. Sea b € Basic. Entonces:

Stinst (Ve tinst (N (D))

= 0¢(7:(b)) {por definicién de d¢, Y sinst ¥ 7}
= b {por la Proposicién 38}
= btinst-

e t' = V{3'.t;. Se cumple directamente por h.i., pues dunst = Otinst,
Vertinst = Ve tinsty> Meinst = Ntinsty Y Otinst = Dinst, -

a

Una propiedad muy importante y util para demostrar la correccién es la
propiedad de semihomomorfismo de §; con respecto a la aplicacién de una
funcién. Si bien en el primer andlisis no hay funciones, la propiedad se
cumple con respecto a la pseudoaplicacién usada en tales dominios, es decir,
a la forma en que se interpreta la aplicacion de una funcién: f(z) = (Ox)U f
(ver Figura 5.6 en la pagina 127).

Proposicién 41 Para f € [Dyy, — Dyy,], e € Doy, se tiene: 0, (f(e))
(|—|5t1 (6)) U 5t1%t2 (f)

M

y 35. Sean f € [Dyy, — Day,] y e € Dyy,. Por definicién 5,51A_>t2(f)
3¢, (f (74, (d))), luego tenemos que demostrar que o, (f(e)) T (Udy, (e))
3¢, (f (7, (d))). Distinguimos dos casos:

Demostracién 15 (Proposicién 41) Utilizaremos las Proposiciones 26, 34(a)
u
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e ¢ C v, (d). Como f es mondtona, f(e) C f(vy:(d)). Por la Proposicién
34(a), 0, es mondtona, luego

5t2 (f(e)) C 6?52 (f(’ytl (d)))7

que es trivialmente menor o igual que
(062, (€)) U 6, (f (72, (d)))-

e ¢ IZ v, (d). En este caso, por la Proposicién 26, a4, (€) = n, luego por
la Proposicién 35, U(d, (€)) = n.
Es obvio que si b € Basic, entonces nlLib 3 b’ para cualquier b’ € Basic.
Y si a € Basic™, entonces n Ll a 3 a, para cualquier a' € Basic™. Es

decir, la minima cota superior de cualquier valor y n nos conduce al
supremo del dominio correspondiente. Luego

(I:l(stl (6)) L 6t1—>t2 (f) =nL 5t1—>t2 (f) = 6t2 (f(e))
|

Finalmente, para demostrar el Corolario 44 del Teorema 43 necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 42 Para todo tipo t: ni(dy) = v(d).

Demostracién 16 (Lemma 42) Es una consecuencia directa de las pro-
posiciones 38 y 39(b). Por la Proposicién 38 sabemos que by = d;(y;(b)).
Luego:

ne(be) = m(0e((b)))
= Vi(%(b)) {por definicién de V;}

= (b) {por la Proposicién 39(b)}.

a

El siguiente teorema, cuya demostracién hemos ido preparando por me-
dio de las proposiciones anteriores, establece que el primer andlisis es una
aproximacién segura (superior) a la transformacién mediante §; de aquellas
variantes del tercer andlisis [-];"” tales que d; - wop, = &.

Teorema 43 Sea W) un operador de ensanchamiento para cada tipo t, tal
que & - W} = 6. Si para cada variable v :: t,, p1(v) 3 0, (p3(v)) enton-
ces: Ve i te. [e]; p1 2 5,58([[6]]3}/\} p3), o equivalentemente, en virtud de la
Proposicion 34: Ve :: te. n ([e], p1) 2 Vte([[e]]3w 03).
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Demostracién 17 (Teorema 43) El teorema se demostrard por induccién
estructural sobre e aplicando las Proposiciones 25(a), 25(c), 28(a), 34(a),
35, 36, 38, 40 y 41:

e v ::t. En este caso:

[v] 1 = pi(v) {por definicién de [-],}
J 0i(p3(v)) {por hipétesis}
= 5t([[v]]3wl p3) {por definicién de [-]5 ’}.
o ki K.
kly m = d {por definicién de [-],}

= [[k]]3w, P3 {por definicién de [[-]]3W'}
= (5K([[k]]3W, p3) {por definicién de 0;}.

o Czy...xp Tt ... t), donde z; :: ;. Por h.i. sabemos que para cada
1=1,...,m, se cumple

[e:], p1 3 8 ([:]3" p3).

Puesto que el operador LI es mondtono, esto implica que para cada
1=1,...,m se tiene

O([zi, p1) 2 0, ([2:13"Y p3))-

Por la Proposicién 35 se cumple que U(dy, ([[gci]]3w, p3)) = ay, ([zi] 3W’ 03),

luego )
Oz, p1) 2 e ([l pa). (1)
Entonces:
c $1-A--$m]]1 p1
= Y[z, p1)) {por definicién de [-];}
(3
3 (g ([#:]3" ps))  {por (1)}
(3
=[C z;. xm]]g/v p3  {por definicién de [-];" }.
e (x1,...,2m) = (t1,...,tn). Denotemos por t a (t1,...,t,). En este

caso se cumple, por un lado, que:

[[(xll'"vxm)]]l P1 N

= ([E([21]y p1)s- -+, O([zm], p1))
{por deﬁnic,ién de [']} ’

3 (06 ([21]5" p3)); -+, 03y, (leml3" p3))
{por h.i. y monotonia de U}

= (o, ([z1]5 p3),- - > 0, ([Em]3” p3)
{por la Proposicién 35},
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y por otro lado:

Sl w3 p3)

= 5t([[$1]]3w P35+, [[xm]]3wl :03)
{por definicién de []"'}

= (ag, ([71]13" p3)s-- -, ([zmly” p3))
{por definicién de &;}.

Luego
(@1, szl o1 2 0@, )] o).
e \v.e :: t1 — to. (La demostracién es exactamente la misma si la

expresion fuera process v — e :: Process ty ts.)

En este caso tenemos por un lado :

Dol o1 = [el, p1 [0 dy, ).

Llamemos p) a p1 [v — dy,].

Por un lado tenemos que:
[[Av.e]]:),w p3 = Az.[[e]]3w p3 [v— 2],
asi que:

su([xo-ely” ps)

= 5t()\z.[[e]]£/v p3 [v — z])

=01, ([e] Y p3 [v = v, (d)])  {por definicién de d;}.
Llamemos p a p3 [v — 7, (d)].

Si demostrdramos que para cada variable y :: t,, pi(y) 3 &, (05(y)),
entonces por h.i. tendriamos que

lel;, P} 3 0t ([els p53),

que es lo que queremos demostrar.

Veamos pues que es cierto. Dada una variable y :: £,:

— Si y # v, se cumple trivialmente por hipé6tesis sobre los entornos
pLY P3-

— Siy = v, entonces tenemos que demostrar que d;, 3 &, (4, (d)),
lo que se cumple trivialmente por la Proposicién 38.
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e ¢z ::ty,donde e ity — to y x :: t1. Denotemos por ¢ a t; — to. (La
demostracion es similar si la expresion fuera v#x con v :: Process ty ta.)
Por h.i. sabemos que

[, p1 2 6, ([213" p3),

[, o1 2 6e([ely” p3)-
Luego se cumple que:
[e ], p1

= (O([=]; p1)) U ([e], p1)
{por definicién de [-],}

2 (00 ([215"" p2)) U ae([e]"" p3)
{por h.i. y monotonia de U y U}

36, (([el" p3)([213" p3))
{por la Proposicién 41}

=01, ([e 213" p3) ,
{por definicién de [-]J" }.

e let v =cin € :: t, donde v y e tienen tipo t., y € :: t. En este caso,
tenemos por un lado que:

llet v = in ], pr =[], pr [ [e], 1]
Denotemos por p} a p1 [v — [e]; p1].
Por otro lado tenemos que
llet v =c in €]} ps =[]} ps [v= [l ps)-
Denotemos por p a p3 [v — [e]; ps3].

Si demostrdramos que para cada variable y :: t,, pi(y) 3 &, (05(v)),
entonces por h.i. tendriamos que

WI
[, P} 2 a([e]s™ P5),
que es lo que deseamos demostrar.

Veamos pues que es cierto. Sea y :: t,.

— Si y # v, se cumple trivialmente por hipdtesis sobre los entornos
PLY P3-
— Si y = v, entonces hace falta demostrar que

[ely p1 2 6, ([l p3),

lo que se cumple por h.i.
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e case ¢ of (vy,...,vy,) = € =t cone ity = (t1,...,tm), v; =

€’ :: t. En este caso, tenemos por un lado:

[case e of (vi,...,v,) = €]; p1
= [e'ly p1 [vi = (mi([e]y p1))e.]-

Y por otra parte

[case e of (vi,...,vp) — e]]3W, 03
s A% w’
=[e'ls" ps [vi— mi([els” ps)]-
Si demostraramos que para cada ¢ = 1,...,m se tiene

(mi(lely p1))es 2 8 (milels” ps)),
entonces por h.i. se cumpliria que
[€']y p1 [vi > (mi(lely p1))s:] ,
36:([€']3"Y ps [vi = mi([e]d” p3)]),

que es lo que deseamos probar.

Veamos pues que esto es cierto. Por h.i. sabemos que

[el, p1 2 6, ([ely" ps),

lo cual se puede reescribir de la siguiente manera:

(mi(lely pr),-- - mm([ely p1))
= [e]y p
{por ser de tipo tupla}
201, ([el3" ps)
{por h.i.} , ’
= 6te (71—1([[6]]3)/\} ;03)7 tee 77Tm([[e]]3w :03))
{por ser de tipo tupla}

= (a, (i (€3 8))s s ey, (mn([e]3”" 2)))
{por definicién de §;}.

Es decir, para cada 2 = 1,...,m se cumple lo siguiente:
mi(lely p1) 2 (millel” ps). (2)
Luego:

i(lely p1))e;
dt; (ve; (mi([ely p1)))
{por la Proposi?ién 38}
3 6, (v, (v, (mil[el3 p3))))
{por (2) y monotonia de d; y 7}

30y, (mi([ely” p3)

(m

{por la Proposicién 25(c) y monotonia de d;}.

como queriamos demostrar.

t;y
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ecaseecof C;u;; e i t,conente =Tt .. .1, vi:tyye =t
Denotemos por €' a case e of C; V;; — €;. En este caso tenemos por
un lado:

/ nysi [e], pr =n
[e'], p1 = |_| leil; p1i e.o.c.
13
donde P1i = P1 [Uij — dtij],vij I tij, e 1,
y por el otro:

/ Yi(n) si [[e]]gw p3=n
[€]3" ps = W
3 Ll [e:]s" psi eo.c.
A

donde p3; = p3 [vij = Y1, (d)],vij = tij, e 2.

Por h.i. sabemos que

[ely 1 2 6, ([l p3),

y dado que d7 thyent], = id Basic:

el 1 2 [l ps
Distinguimos tres casos:
— [el, ;1 = [[e]]:,,wl p3 = n. En tal caso:
[l pr = m {por definicién de [-],}
= 0t(ye(n)) {por la Proposicién 38}
= §([¢']” ps) {por definicién de [],"'}.
— [el, ;1 = [[e]]:,,wl p3 = d. En este caso:
[, p1 = l?' leil; puss
donde p1; = p1 m7 y

W’ !
[e']3" ps =L [eily" psi,
1

donde p3; = p3 [vij = Y, (d)]-

Si demostrasemos para cada i = 1,...,m, que para cada variable
y = ty, pri(y) 2 &, (p3i(y)), entonces por h.i. se cumpliria lo
siguiente para cada ¢

[[ei]]l P1i 3 (5t([[ei]]3W, ,03i).
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Y entonces, por continuidad de d;:
L [eily p1i 2 U di(leily pai) = (N lei3”" p3i),
2 2 (3

que es lo que queriamos demostrar.

Veamos pues que para cada variable y :: t,, p1;(y) 3 0y, (p3i(y))-
Si y no es ninguna de las v;;, se cumple trivialmente por hipétesis
sobre p1 y p3. Siy es alguna de las v;;, entonces también es cierto
por la Proposicién 38.

—lely pp =n 3 [[e]]:)}/w p3 = d. En este caso [e']; p1 = nyg, y
[[e']]3w ps = LJ [[ei]]3w p3i- Claramente, n; J | ] [[ei]]3w P3i, pues
(3

1
ny es el supremo de Dy;.
El caso de la expresién case primitiva es muy similar.

e let rec {v; =¢;} in € :: ¢, donde €' :: ¢, y cada v; y e; tienen tipo ;.
Llamemos e a let rec {v; = ¢;} in €’. En este caso:

[e]y o1 =[] (L] Mhepr foi = [esly piD)" (por)),
nelN

donde pg; es el entorno inicial en el que cada variable y :: ¢, tiene dy,
como valor abstracto (es decir, el infimo del dominio correspondiente).
Denotemos por F' a la funcién entre entornos A\pi.p1 [v; — [ei]; pi] ¥y

por p1* a L, cn F™(por).
De forma similar
[[6]]3 pP3 =
1€ (U, ey (Mos-p3 [vi = Wi, ([eil” 25)])™ (po3))s

donde po3 es el entorno inicial en el que cada variable y :: ¢, tiene Lo
como valor abstracto (es decir, el infimo del dominio correspondiente).

Denotemos por G a la funcién entre entornos A\ps.p3 [v; = Wy ([ei] 3W, P5)]
y por p5” a L, v G™ (pos)-

Si demostrasemos que para cada variable y :: ¢, pffx (y) 2 6y, (p’;fz (y)),
entonces por h.i. tendriamos que

[T, o 26,1 o5,

que es lo que queremos demostrar.

Veamos que para cada n > 0, se cumple lo siguiente:

Yy ==ty (F™(po1))(y) 3 0¢, ((G™(po3))(y))-
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Si esto fuera cierto entonces

Vyty. (L] F™(po)(w) 20, (L] G™(p03))(w)),
nelN nelN

por continuidad de d;, y esto es lo que deseamos demostrar.
El resultado en cuestion se puede demostrar por induccién sobre n:
— n = 0. Este es un caso trivial ya que F°(pg1) = po1, G*(po3) = po3
y dy = 64(La;), por la Proposicién 36.
— n=m+ 1. Entonces
F™(por)

= F(F™(po))
= p1 [vi = [ei]; (F™(po1))] {por definicién de F'},

G (po3)
= G(G"(po3))

= p3 [vi = Wi, ([edd” (G™(pn3))))]
{por definicién de G}.

Sea y :: t,. Queremos demostrar que

(F™(po))(y) 2 8, (G™(p03)) (%))

Distinguimos dos casos. Si y no es ninguna de las v;, entonces se
cumple por hipétesis sobre los entornos p; y p3. Si es alguna de
las v;, entonces tenemos que demostrar que

lei], (F™(po1) 2 6, W ([eil” (G™(p03)))),  (3)
Por h.i. (interna sobre n)

Vy ity (F™(po1))(y) 2 de, ((G™(p03)) (y),

de donde obtenemos por h.i. (externa sobre e) que
[es]y (F™(po1)) 2 6t ([es]5 (G™ (po3)))-
Como d; - W} = &, por hipétesis, obtenemos (3).

e AB.e::Vf.t, con e :: t. En este caso:

[[Aﬁ-e]h P1
= [e], ;. ’ {por definicién de [-],}
3 0:([e]3” p3) {por h.i.}

= 5v5_t([[Aﬁ.e]]3W, p3) {por definicién de [[-]]3W’ y Ot}
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e ¢ t:: tinst donde e :: VB.t' y tinst = t'[3 := t]. En este caso

[e i], p1
= ([[6]]1 pl)tinst
{por definicién de [-],}

= Otinst (Ve tinst (v ([€]1 p1)))
{por la Proposicién 40(b) }

2 Otinst (Ve tinst (mer (0p ([€] 3W p3))))

{por h.i. y monotonia de &, V' tinst ¥ 1}
= Stinst (Ve tinst (Ve ([e]3” p3)))

{por definicién de V,}
= 6tinst(vtinst (’Yt’ tinst([[e]]3w P3)))

{por la Proposicion 40(a)}
= Stinst (Yersinst ([e]3” p3))

{por definicién de V; y Proposicién 34(b)}
= duinst([e ] p3) ,

{por definicién de [-]5" }.

a

Como corolario, obtenemos la correccién del primer anilisis con respecto
a todas estas variantes: si el primer andlisis nos dice que una expresion es
determinista entonces la variante correspondiente del tercer andlisis también
nos dice que es determinista, probablemente con cierto detalle adicional
como la independencia de la salida con respecto a la entrada de una funcién
o de un proceso.

Corolario 44 Sea W) un operador de ensanchamiento para cada tipo t, tal
que 0y - Wy = 8. Si para cada variable v :: ty, p1(v) 3 &, (p3(v)) entonces:

Ve :: te. [e], pr = di, = [[e]]gwl p3 C . (d).

Demostracién 18 (Corolario 44) Este corolario se demuestra a partir del
Teorema 43, el Lema 42 y la Proposicién 34(c).

Supongamos que para cada variable v :: t,, p1(v) 3 d¢, (p3(v)). Sea e :: t.
tal que [e], p1 = di.. Entonces:

[[e]]3W p3 L vte([[e]]?)W’ p3) {por la Proposicién 34(c)}
C n.([e]y p1) {por Teorema 43}
= N (de.) {por hipdtesis}
= Y. (d) {por Lema 42}.

a

La Proposicién 46 afirma que el operador de ensanchamiento definido en
la Figura 5.25 satisface las hipdtesis del corolario anterior (el operador W,
mencionado previamente también las cumple). Para demostrarlo, necesita-
mos demostrar antes lo siguiente:
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Proposiciéon 45 Para cada tipo t, ap - Wy = ay.

Demostracién 19 (Proposicién 45) Se demuestra por induccién estructu-
ral sobre t:

et =Kot=T~t%...t,, ot = [B. Estos casos son triviales pues
ar = Wi = idBagsic-

o t=(t1,...,tm). Sea (e1,...,en) € Doy. En este caso:

at(Wt(el, cee ,em))
=) ar,(Wr;(ei)) {por definicién de a; y W}
=1 oy, (ei) {por h.i.}

= ay(er,...,en) {por definicién de ay}.

et =1 — th ot = Process t; t. Para f € Doy, si m = nArgs(t),
[t1,. .. tm] = aTypes(t) y t, = rType(t), entonces

at(Wt(f))
=ay, W, (f 7,(d) ... 7, (d)) {por definicién de ay y W;}
= ay, (f w,(d) ..., (d)) {por h.i.}
= au(f) {por definicién de oy }.

e t =V[.t;. En este caso se cumple trivialmente por h.i. pues a; = ay,
y Wt = th .

Proposicién 46 Para cada tipo t, 6; - Wy = 6;.

Demostracién 20 (Proposicién 46) Se demuestra por induccién estructu-
ral sobre ¢ aplicando la Proposicién 45:

et=Kot=Tt...t,, ot = (. Estos casos son triviales ya que
5t = W; = idBasic-

o t=(t1,...,tm). Sea (e1,...,en) € Doy. En este caso:

(5t(Wt(61, e ,em))
= (e, W, (e1)), - -, o, (Wi, (€m))
{por definicién de &, y W;}
= (o, (e1),.. ., o, (€m))
{por la Proposicién 45}
=d(e1,. - em)
{por definicién de §;}.
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et =1t — th, ot = Process t; th. Para f € Doy, si m = nArgs(t),
[t1,...,tm] = aTypes(t) y t, = rType(t), entonces

otWe(f))
=8, Wy, (f 7,(d)...7,,(d))) {por definicién de 6; y W, }
=04, (f v, (d) - . .71, (d)) {por h.i.}
= &(f) {por definicién de &}

e ¢ =Vf.t;. En este caso se cumple por h.i. pues §; =, y Wiy =Wy, .
O

La correccién del primer andlisis con respecto al segundo se obtiene trivial-
mente a partir del Teorema 43, ya que el segundo andlisis es, en realidad, una

variante del tercero en la que el operador de ensanchamiento es la funcién
identidad.

5.8 Implementaciéon del tercer analisis

5.8.1 Introduccién

En esta seccion describimos los aspectos principales de la implementaciéon del
tercer andlisis. El algoritmo aqui descrito no solamente obtiene los valores
abstractos de las expresiones, sino que también anota cada expresién y sus
subexpresiones con su signatura correspondiente.

Una versién completa de este algoritmo, presentada en el Apéndice B,
se ha implementado en Haskell. La implementacion del andlisis incluye un
pequeno analizador sintéctico y un pretty printer [Hug95]. En el Apéndice C
presentamos algunos ejemplos de aplicacién del andlisis.

Obsérvese que es importante anotar las subexpresiones, incluso dentro
de una lambda abstraccidn, puesto que, como ya se ha explicado, la trans-
formacién de full laziness puede modificar la semdntica de un programa
cuando se ven implicadas expresiones no deterministas. Dada una expresion
f = Aylet z = e in z + y, donde e; no depende de y, la transformacién
produciria f' = let z = e; in A\y.z + y. El problema surge cuando e; es no
determinista, por lo que anotar expresiones dentro de funciones es necesario.

En el algoritmo se hace uso del hecho de que la implementacién esta
realizada en un lenguaje funcional perezoso. Asi, la interpretacion de una
lambda Av.e en un entorno p es una funcién abstracta. No es necesario usar
una notacién diferente para construir funciones abstractas, sino que pode-
mos usar las propias construcciones del lenguaje. Usaremos una suspension
Av.(e, p) para representar el valor abstracto de Av.e. Solamente cuando la
funcién se aplique a un argumento, se interpretara el cuerpo e de la funcién
en el entorno adecuado, emulando de esta forma el comportamiento de la
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7y, i Basic — Sy
Bsit=K,t=Tt ...tm,¢t =
(7, (0), -+ ¥, (B)) if £ = (B1, ..o s Em)
(b)) = 4 4L (b) sit =Vit
{t, 1, (n) (m) Y, (n) + v, (b)) sit =t — ty, Process ty ty
donde m = nArgs(t), t, = rType(t)

Figura 5.33: Las signaturas correspondientes a v¢(n) y y:(d).

Vortinst * D2er = Daingt Qpnstr * Dotinst — Dap

t = K, T ty...ty, ’%’tinst = id Basic a’tinstt’ = id Basic

B'(# B)
= (t1,. . tm) Vi tinst (@V15 -+ - QUR) = Ayinstrr (QVL, -, avy) =

(’Y;l tinsty (a'vl)v R 77;,1 tinstm, (avm)) (a’tinstl t1 (avl)a RS O/tinstm tm (aUWL))

t' =t — tg, Vo imst (V) = G ' [t/ 6] av Apinstp (a0) = A U[t/B] ' av

Process ty to
t= 6 fyé’ tinst — 7% a’tinst ¢ =
th= vﬁ"tl ’}4’ tinst — ’}41 tinst a’tinst t = aiﬁinstltl

Figura 5.34: Implementacién de las funciones aynseer v Ve tinst

funcion abstracta. Es decir, usamos la evaluacion perezosa de Haskell co-
mo maquinaria de interpretacién. Si no lo hiciéramos asi, seria necesario
construir un intérprete, lo que resultaria menos eficiente.

Sin embargo, esta decision introduce algunos problemas. En ocasiones
es necesario construir una funcién abstracta que no se obtiene a partir de
la interpretacién de una lambda abstraccién del programa. Una de ellas
corresponde a la aplicacién de 7;(b) cuando ¢ es un tipo funcién o proceso.
En la Proposicién 47 veremos que podemos usar la correspondiente signatura
para representar 7;(b) sin perder informacién. Luego, en tltima instancia,
en este caso no hace falta construir una funcién. Dado un valor bésico b,
la funcién vy; = g, - v, definida en la Figura 5.33, devuelve la signatura de
Ye(b).

Otra situacién en la que sucede es cuando se calculan qyi,sy(av) y
Yo tinst(av) cuando t' es un tipo funcién o proceso. En este caso, como
veremos mas adelante, no podemos representar estos valores mediante sus
signaturas sin perder informacién, con lo que para representarlos sera nece-
sario construir dos nuevas suspensiones A ¢'[t/8] t' av 'y G t' t'[t/[] av (ver
Figura 5.35). En la Figura 5.34 se muestra la implementacién de las funcio-
nes Yy tinst ¥ Cinstt', llamadas ), v o, respectivamente. En el caso
funcional se limitan a devolver la correspondiente suspensién. Solo cuando
se aplican a un argumento, se aplican sus definiciones (ver Figura 5.37).

También necesitamos construir una funcién cuando se calcula la minima,
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cota superior de funciones en las expresiones case. En este caso, usaremos
también una nueva suspension [g] [avy, ..., avy] (ver Figura 5.35). Cuando
la funcién representada por esta suspensién se aplica, se llevard a cabo el
célculo de la minima cota superior (ver Figura 5.37).

Proporcionamos a continuacién algunos resultados teéricos que han sido
utiles en el desarrollo de la implementacion.

5.8.2 Resultados tedricos

La siguiente proposicién nos dice que 7y;(d) y 7:(n) se pueden representar
mediante sus correspondientes signaturas sin perder informacién, lo cual
serd muy util en la implementacion del andlisis.

Proposicion 47 Para cada tipo t, Wy - v = .

Demostracién 21 (Proposicién 47) Lo demostramos por induccién estruc-
tural sobre ¢:

et=Kot=T*t%...t, ot = (. Estos casos son triviales, ya que
Wi = v = idBasic-

e t = (t1,...,tm). Sea b € Basic. Entonces

Wi(7e() = Wi (v, (0)), - W, (12,,, (1))
{por definicién de W, y v:}
= (7t1 (0), ... » Vtm (b))
{por h.i.}
= %(b)
{por definicién de -y }.

et =t — ty 0ot = Process t; to. Sean m = nArgs(t), [t1,...,tn] =
aTypes(t) y t, = rType(t). Sean z; € Dy, con i € {1..m}. Hemos de
demostrar que W(y:(b)) zi = v:(b) Z;. Distinguimos dos casos, b = n
yb=d.

Si b = n, entonces

Wi(ve(n)) z = Wy, (1. (n)) {por definiciéon de Wy y v}

= . (n) {por h.i.}
= y(n) {por definicién de ~y;}.

Si b = d tenemos que volver a distinguir dos casos. Si AJ*;z C
Y, (d), como oy y -y forman una insercién de Galois tenemos que (4)
ay,(z;) = d (i € {1..m}). Ello implica por definicién de y; que (5)
Ye(d) Z =, (d).

Wi(y(d) z = Wi, (7. (d)) {por (4) y def. de Wi}
", (d) {por h.i.}
= n(d) 7 {por (5)}.
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En caso contrario existe un j € {1.m} tal que z; £ v;(d). Esto
significa que (6) ay;(z;) = n, por lo que (7) y(d) z = ,(n), por
definicion de ;.

Si AiZ1,iz; % C i (d), entonces
Wi(ve(d) Z@ = Wi (1, (n)) {por (6) y def. de W,}

Y, (1) {por h.i.}
= n(d) 7z {por (7)}.

En caso contrario,

Wi(ve(d)) Zi = ,(n)  {por definicién de W;}
= w(d) z {por (7)}.

e { =V[(.t;. Este caso es trivial por hipétesis de induccién, pues W; =
Wy vy vt = Y-

La siguiente proposicién nos dice que la comparacién entre un valor abstracto
y Y¢(d) se puede llevar a cabo comparando sus correspondientes signaturas,
lo que resulta ser poco costoso. Esto serd muy util en la implementacién,
ya que dicha comparaciéon se hard muchas veces: en el peor de los casos la
comparacién hasta H; veces (H; se defini6 en la Figura 5.21).

Proposicién 48 Para cada tipot,Vz € Day.z T v (d) < p,(2) = pi(7e(d)).

Demostracién 22 (Proposicién 48)
e (=) Es trivial, pues p, es monétona.
e (<) Supongamos que p,(z) < @, (7:(d)). Entonces

Wi(z) {por la Proposicién 31(b)}
Re(p:(2)) {por definicién de W,}
Re(p4(7¢(d))) {por hipétesis y Proposicién 31(a)}
Wi(7e(d)) {por definicién de W,}

v (d) {por la Proposicién 47}.

[1m 1



190 5. Analisis de no determinismo

av — b b — |d
| (avy,...,avy) | n
| Av.(e, ) aw — |b
| Gt t’[t/,@] av | (awy, ..., awy,)
| At[t/B] t' av | (t, aw; ...awp, + aw)
| |E|[(I’U1,...,G/Um] | <t7 +aw>
| aw

Figura 5.35: Definicién de los valores abstractos

5.8.3 Polimorfismo

Nos gustaria tener una propiedad similar a la Proposicién 47, W yinst Ve tinst =
Yertinst, de forma que pudiéramos representar los valores abstractos de los
ejemplares de un tipo polimorfico mediante sus signaturas, pero no es asi.
Veamos un contraejemplo. Recordemos el ejemplo de la Seccién 5.5.4. Con-
sideramos el tipo polimérfico VB.t', con t' = (8,8) — 3, aplicado al tipo
t = Int — Int. Entonces tinst = t'[t/f] = (Int — Int,Int — Int) —
Int — Int. Para abreviar denotaremos por E, a Basic X Basic y por Fj a
[Basic — Basic] x [Basic — Basic]. Sea f € Doy, f = Ap € Ey.m(p). Por
definicién, tenemos que Yirsingt (f) = Ap € Fyugtinsta (f (tinsty 1y (p)))-
También por definicién se cumple que

Weinst (Ve tinst () =
€ F. Ay € Basz:c.u si p C (Az € Basic.z, \z € Basic.z)
Au € Basic.n  e.o.c.

Y tomando ¢ = (A\z € Basic.z, A\z € Basic.n) obtenemos

Y tinst (f) ¢ = Au € Basicu T Au € Basic.n = Weinst (Ve tinst (f))) 4-

5.8.4 Definiciéon de los valores abstractos

En la Figura 5.35 se definen los valores abstractos usados en la implemen-
tacién del andlisis. En ella se llevan a cabo dos tareas. Por un lado se
calculan los valores abstractos de las expresiones, segiin se han definido en
el tercer andlisis. Por otro lado, se anotan las expresiones con signaturas
correspondientes a dichos valores abstractos, perdiendo en dicho momento
cierta informacion.

En la implementacion del andlisis las signaturas se consideraran también
como valores abstractos, de modo que una signatura s € Sy es sélo una forma
de representar el valor abstracto R;(s). Asi, usaremos un tinico tipo AbsVal
para representar tanto los valores abstractos devueltos por el andlisis como
las anotaciones de las expresiones, ver Figura 5.38.
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nlb=n

dUub=>b

(av1,...,avy) U(avh, ... avl,) = (avy Uavl,. .., av, Uav)),)
(t, aw; ...awpy + aw) U {t, awl,..., aw), +aw') =

(t, (awy Uaw))...(awny Uawl,) + (aw Uaw'))

(t, +aw) U (t, +aw') = (¢, +(aw U aw'))

(t, aw; ...awpy + aw) U (t, +aw') = (¢, +aw') U (¢, aw; ...aw, + aw)
= (t, +(aw U aw'))

(el avs) U av = av U (le] avs) = [l av : avs

av U Av.(e, p) = dv.(e, p) Uav = |8 [av, Av.(e, p)

(Gt ¥[t/B] av) Uav' = av' U (G ' '[t/0] av) = ] [av', G t' ¢'[t/ 6] av]

(At[t/B t av)Uav' = av' U (A H[t/0] t av) = |5 [av', A t'[t/B] ¥ av]

U [av,...,avy,] = avy U. .. Uav,

E =

Figura 5.36: Definicién del operador de minima cota superior

Pueden ser valores abstractos bésicos d o n, que se utilizardn tanto para
representar un valor abstracto basico verdadero como una signatura bésica.
Las tuplas de valores abstractos son también valores abstractos. Un va-
lor abstracto funcional puede tener distintas representaciones: puede estar
representado por una signatura o por una suspension.

En la Figura 5.35 una signatura funcional puede ser de dos formas:
(t,aw; ...awm, + aw) o (t,+aw). La primera de ellas es una signatura
normal, tal y como las hemos visto anteriormente. La signatura (¢, + aw)
representa una funcién que devuelve agw cuando todos los argumentos son
deterministas (es decir, menores o iguales que 7, (d)) y 7. (n) en caso con-
trario. Es simplemente un caso particular de (¢, aw ... aw,, + aw) en el que
aw; =y, (n) (i € {1.m}).

Una funcién también puede representarse mediante una suspension. Pue-
de tratarse de una lambda abstraccién suspendida Av.(e, p), una minima
cota superior suspendida || [avy,...,avy,] 0 una suspensién polimérfica de
la forma G t' ¢'[t/3] av 0o A t'[t/B] t' av.

En la Figura 5.36 se define el operador de minima cota superior entre
valores abstractos. Los casos de valores/signaturas bésicos y de las tuplas
son simples. En el caso funcional, si ambas funciones estidn representadas
por signaturas, basta con aplicar componente a componente el operador de
minima cota superior. Siuna de las funciones es una suspension, el resultado
es una nueva suspensién de minima cota superior.

5.8.5 Aplicacion de una funcién abstracta

En la Figura 5.37 se muestra la definiciéon de la aplicacién de una funcién
abstracta a un argumento abstracto. En el caso de que la funcién abstracta
sea una signatura de la forma (t; — ... = ¢y, — tp, awy ... aw,, + aw) se
comprueba si el argumento av’ es menor o igual que 7, (d). Esto se hace,
aplicando la Proposicién 48, comparando sus signaturas, g, (av') y v, (d).
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(Av.(e,p)) av = [e]' p[v — (av, aw,b)] where v :: t,, aw =, (av), b= ay,(av)
avi,...,avy)) av' =] lavy av',. .., av,, av’
(lef [avs, . )
(G t: tl[t/ﬁl av) av' = fYtgtmstg (Cw (atmstl t1 (CL’U )))
(A t [t/ﬂ] t G/l)) av’ atmstz to (CL’U (,th tinsty (au )))
(t1 = ... =t =ty QWY ... aWy + aw) av’ (M > 1)
| g, (av') 293, (d) = (ta = ... =ty = b7, QW3 ... awy, + aw)
| otherwise = (tg — ... =ty — t,, +aw;)
(t1 = t,, awy + aw) av'
| oy (07) = o (d) = aw
| otherwise = aw;
(t1 = ... =ty = tr, +aw) av’ (m>1)
| pr, (av') 294, (d) = (t2 = ... = by, = 1, +aw)
| otherwise =, , ., (n)
(t1 = tp, +aw) av'
| o (') < 2 (d) = au
| otherwise = v} (n)

Figura 5.37: Aplicacién de las funciones abstractas

Si se cumple dicha condicién, se descarta el primer elemento aw; de la
signatura y se devuelve (to — ... = t,, = t,,awy...aw, + aw), ya que
estos dltimos elementos han sido obtenidos dando al primer argumento un
valor 74, (d). En caso contrario, sélo se puede devolver aw; como resultado
de la funcion si el resto de los argumentos son deterministas. Por ello se
devuelve una signatura de la forma (to — ... = t,, — t,, +awy).

Si la funcién abstracta es una signatura (t; — ... — t,, = t,, +aw),
s6lo se devuelve el valor aw cuando todos los argumentos son deterministas
(es decir, menores o iguales que <y (d)). Si alguno de ellos no lo es, se
devuelve un valor no determinista.

Las suspensiones son solamente una forma de retrasar la evaluacion hasta
conocer los argumentos. La aplicacién de una funcién suspendida a un
argumento provoca la evaluacion de la funcion tanto como sea posible, hasta
obtener el resultado de la funcién, o bien una nueva suspensién. Si se trata
de una suspensién \v.(e, p), continuamos evaluando el cuerpo e, mediante la
funcién de interpretacién [-]’, presentada en la siguiente seccién. El entorno
p guarda los valores abstractos de todas las variables libres en e excepto
v. De modo que anadiremos v al entorno indicando el valor abstracto del
argumento.

Si se trata de una minima cota superior suspendida, primero se aplica
cada funcién al argumento y después se intenta calcular la minima cota
superior de los resultados.

Si se trata de una suspensién de polimorfismo continuamos aplicando la
definicién de 7y yinst 0 Quinstr (que estaba temporalmente suspendida).

En consecuencia, el algoritmo funciona a saltos suspendiendo y evaluan-
do, una y otra vez.
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[ = Ezpr — Env — AbsVal
) o=l o
[]:: Ezpr() = Env — (AbsVal, Expr AbsVal)
[v] p = (av,v@aw)
where (av,aw, ) = p(v);
[K] » = (d,kad)
l(z1,. .. zm)] p= ((avy,...,avn), (2], .., 2,)Q(awy, ..., awy,))
where (av;,z}) = [zi] p; z;Qaw; = z}
ICzi...xn] p=(aw,C 2 ...2,,Qaw)  {z; =t}
where (avi,z}) =[z;] p;  aw=UZ; b; b =il isvar(z;) then (m3(p(z;))) else d
lop z1,...,2m] p = (aw,op ) ...z}, Qaw) {op :: top}
where (av;, z}) = [z;] p; aw = 7y, (d) awy ... awp;
aw; = if isvar(z;) then (ma(p(z;))) else d
[Mv.e] p = (a, MwQawv.€')Qaw)  {v:: by, (Av.e) £}
where o = Mv.(e, p); aw = p,(a); awv =7, (n);
(-, ¢") = [e] plv — (awv, awv,n)]
[process v — €] p = (a, (process v@Qawv — ¢')Qaw)  {v :: t,, (process v =€) : t}
where a = Mv.(e, p); aw = p,(a); awv =, (n);
(€)= [€] o+ (awo, aw, )]

le 2] p = (a, (€' 2")Qaw)  {(e z) =t}

where (ae,€') = [e] p; (az,2') = [z] p; a = ae ar; aw = py(a)
[v#a] p = (a, (V' #2")Qaw) — {(vite) :: 1}

where (av,v') = [v] p; (az, ') = [z] p; a=av ax; aw = p,(a)
[merge] p = (aw, mergeQaw)  {merge :: tmerge}

where aw =1y, (n)

Figura 5.38: Algoritmo de anotacién de expresiones (I)

5.8.6 El algoritmo

En el algoritmo hay dos funciones de interpretacién diferentes, [-]" y [-].
Dada una expresién e sin anotar y un entorno p, [e] p devuelve un par
(av, e'@aw) en el que av es el valor abstracto de e, ¢’ es la expresién e en
la que todas sus subexpresiones han sido anotadas, y aw es la anotacion
externa de e. Mientras que las anotaciones de las expresiones son siempre
signaturas, se pretende que la primera componente del par mantenga la
mayor cantidad de informacién posible, excepto en el célculo del punto fijo,
donde serd sustituida por la signatura correspondiente.

En las Figuras 5.38 y 5.39 se presenta el algoritmo que calcula [-] escrito
en pseudocddigo. El algoritmo para [-]" es muy similar. Dada una expresién
e y un entorno p, [e]’ p se limita a devolver el valor abstracto de la expresién,
no calculando ninguno de los valores auxiliares computados por [e] p. En
la implementacién realizada existe un tnico algoritmo para [-] y []. La
evaluacién perezosa evita que se realicen cémputos no requeridos.

En un entorno p, a cada variable de programa v se le asocia una terna
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[let bind in €] p = (a, (let bind’ in ¢')Qaw)  {e:t}

where (¢, bind’) = [bind] 5 p; (a,¢') =e] p' ¢"Qaw = ¢
[case e of (vy,...,vp) = €] p=
(a, (case (e;Qawe) of (v],...,v),) = (e|Qaw))Qaw) {v; :: t;}
where (ae,el@awe) =[e] p;  aw; = m(awe); vl =v;Qaw;;  av; = Ti(ae);
bi = oy, (av;); (a, €} Qaw) = [€'] plv; = (av;, aw;, b;)]
[case ¢ of alt;] p = (av, (case ¢ of alt))Qaw)  {case e of alt; :: t}
where (ae,e') = [e] p; (av;, alth) = [alt;] 4 ae p;

Ci i1« Vim; — (e;Qua;) = alt;
aw = if ae = n then vj(n) else L%, awy;
av = if ae = n then 7j(n) else U™ av;

[AB.€] p = (av, (AB.€')Qawv)

where (av,e') = [e] p; e"Qawv = ¢’
[(et)] p=(av,e tQaw)  {e:: (VB.t'),tinst = t'[t/B]}
where (‘wla 6’) = [[eﬂ P av = VZ’tinst(avl); aw = @tinst(av)
[v=-¢lg p=(plv — (av,aw,b)],vQaw = ¢'Qaw)
where (av,e'@Qaw) = [€] p; b=y, (av)
[rec t7=2¢;]5 p = (pfiz-rec v =€) {v; :t;}
where pgip = fiz f init; init = plv; = (aw;, aw;, d)]; aw; =, (d)

10 = p'loi = (awl, awf,b)] - where avi = [ei] pf; aw; =gy (av)); b = o, (o))
(. ef) =lei] pri (S owi,) = ppa(vi); vj = viQaw;
[Co...vom —e]yavd p=(av,Cv}...v, =€) {vi:t;}

where aw; = ;. (avd);  (av,e') = [e] plv; = (aw;, awy, avd)];  v) = viQaw;
[v—e]y avd p=(av,v" =€)
where (av,e’) = [e] p[v — (avd, avd, avd)]; v = vQ@avd

Figura 5.39: Algoritmo de anotacién de expresiones (1I)

(av,aw,b) de valores abstractos. La primera componente av es el valor
abstracto de la variable, aw es la signatura correspondiente p,(av), y b es el
valor bésico obtenido por «;(av). Puesto que estos tres valores pueden ser
usados varias veces a lo largo de la interpretacién, se calculan solamente una
vez, cuando se liga la variable, y después se usan alli donde sea necesario.

Describimos ahora la interpretacion. La primera componente del resul-
tado av es la definicién de [-];”, por lo que nos limitamos a explicar la parte
correspondiente a las anotaciones. En general, para anotar una expresién
se anotan primero sus subexpresiones y después se calcula la anotacién de
la expresion completa mediante muestreo del valor abstracto (primera com-
ponente del resultado del algoritmo) de la expresién. Pero, en ocasiones es
posible construir la anotacién de la expresién completa partiendo sélo de las
anotaciones de las subexpresiones, lo cual resulta ser mas eficiente.

La anotacién de una variable es simple, puesto que su signatura se en-
cuentra en el entorno. Un literal se anota con un valor determinista basico
d. Para anotar una tupla, primero anotamos sus componentes; la anotacién
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de la tupla es la tupla formada por dichas anotaciones. Para anotar un valor
construido, de nuevo anotamos primero sus componentes. Aqui usamos el
hecho de que el entorno contiene el valor bésico de cada componente (cuando
se trata de una variable), con lo que basta tomar la cota superior de todos
ellos para obtener la anotacién de la expresion completa.

Para anotar un operador primitivo, anotamos primero cada uno de sus
argumentos. Puesto que el valor abstracto del operador primitivo es una
signatura 7;,,(d), el resultado de la aplicacién a varios argumentos serd
directamente una signatura, por lo que en este caso no es necesario ningin
muestreo adicional. Para realizar la necesaria aplicacién de la signatura a
los argumentos hace falta en principio el muestreo de los argumentos, como
se vi6 la Figura 5.37; pero en este punto el entorno nos facilita las signaturas
de los argumentos, por lo que podemos proporcionarselos directamente a la
aplicacién.

Para anotar una lambda abstraccién, se anota primero su cuerpo. Para
poder hacerlo, debemos dar un valor abstracto al argumento. Dicho valor
abstracto depende de los argumentos a los que se aplique la funcién, pero
ahora estamos anotando la funcién en si y no conocemos las aplicaciones
que aparecerdn en el programa. Asi que hemos de dar a cada argumento el
valor pesimista y; (n).

En una aplicacion e z, primero se anotan las subexpresiones e y z, y des-
pués se anota la expresion mediante muestreo del valor abstracto resultante
de la aplicacién. Las abstracciones y concreciones de proceso son semejantes
a las lambda abstracciones y aplicaciones de funciones.

Una expresion let recibe la misma anotacion que su expresién principal.
Si la ligadura v = e es no recursiva, la variable v se anade al entorno. Si es
recursiva, para obtener el valor abstracto de cada lado derecho usamos [-]’
en el cdlculo del punto fijo y aplicamos el muestreo para obtener la signatura.
Si usdramos [-] en su lugar, en cada iteracién se anotarian innecesariamente
todas las e;. De esta forma, solamente anotamos los lados derechos de las
ligaduras una vez calculado el punto fijo.

Una expresion case de tuplas recibe la misma anotacién que su alter-
nativa. Cada variable del lado izquierdo de la alternativa se anota con la
correspondiente componente de la anotacion del discriminante.

En un case algebraico, tenemos que considerar que el valor abstracto
puede ser una suspensién de minima cota superior de los valores abstrac-
tos de las alternativas. El muestreo de esta suspensién es la minima cota
superior de los muestreos de los valores abstractos de las alternativas, de
modo que basta con calcular la minima cota superior de las anotaciones de
las alternativas. Las variables de los lados izquierdos se anotan de acuerdo
con el valor del discriminante. Si aparece una alternativa por defecto, la
variable del lado izquierdo se anota con el valor abstracto del discriminante.

Los case primitivos son semejantes a los algebraicos cuando los cons-
tructores no tienen argumentos, por lo que no describimos este caso.
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Una abstraccién de tipo recibe la misma anotacién que su cuerpo. Una
aplicacién de tipo recibe como anotacién el muestreo del correspondiente
valor abstracto.

5.8.7 Coste del analisis

Pretendemos estimar el coste de las funciones del algoritmo en términos
del tamano del texto original del programa, es decir, de las expresiones del
programa y del de sus tipos, y no en términos de sus valores abstractos.

Analizar el coste del algoritmo de interpretacion se ha revelado como
una tarea ardua, debido a que muchas de las funciones implicadas—en par-
ticular [-], [-]', la aplicacién abstracta, ¥} ins> 6 Qhinstys ¥ Ch— contienen
una fuerte recursién mutua y también a la creacién de suspensiones. La in-
terpretacion de una expresion se detiene tan pronto como se encuentra una
lambda abstraccién o una abstraccién de proceso (usaremos aqui la pala-
bra “lambda” en ambas ocasiones). La interpretacién se reinicia cuando la
lambda se aplica a un argumento, pero entonces puede aparecer una nueva
lambda con lo que la interpretacion se suspenderia de nuevo. Este proceso
de paradas y arranques contintda hasta que la lambda se aplica a todos los
argumentos disponibles.

Afortunadamente, hay otras funciones mas simples cuyo coste se puede
calcular directamente en términos del tamano de los tipos implicados. Por
ejemplo, una comparaciéon entre dos signaturas en Sy, o el cdlculo de su
minima cota superior se puede llevar a cabo en O(H;). Luego la minima
cota superior de m valores abstractos de tipo ¢ estd en O((m — 1) H;). El
coste de v;(b) estd en O(m+H,, ), siendo m = nArgs(t) y t, = rType(t). Por
su parte, para analizar el coste de las funciones principales de interpretacion
definimos dos funciones s,s’ : Expr — Int que proporcionan, respectiva-
mente, los “tamanos” de una expresién e al ser interpretada por [-] y por
[]'. Escribimos entonces que [e] p € O(s'(e)) y que [e] p € O(s(e)). La
definicién completa de s y s’ se da en las Figuras 5.41 y 5.40. Podemos
observar que casi siempre s(e) y s'(e) son lineales con respecto al tamano
sintactico de e, incluyendo el tamano de los tipos implicados. Pero hay tres
excepciones a dicha linealidad:

Aplicaciones: Interpretar una ligadura lambda con [-]' cuesta O(1) puesto
que inmediatamente se crea una suspensién. Pero el cuerpo de la
lambda se interpretard tantas veces como se aplique en el texto. La
nocion de cuerpo de una lambda es compleja. Implica la sustituciéon de
las variables libres por su definicién siempre que las variables aparezcan
aplicadas en el cuerpo. Suponiendo que la nocién de cuerpo ey de una
lambda estd bien definido (ver funcién body en la Figura 5.45), el
algoritmo tiene un coste O(s'(ey)) cada vez que se aplica la lambda.
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Muestreo de una funcién: El muestreo se usa constantemente en [-] pa-
ra anotar expresiones con signaturas, asi como por [-] y [-]" al calcular
los puntos fijos. El coste de p,(e) corresponde a m + 1 aplicaciones
abstractas, cada una a m pardmetros, siendo m = nArgs(t). De modo
que siendo ey el cuerpo de e, el coste total estard en O((m+1) s'(ey)).

Puntos fijos: Supongamos que hay una tnica ligadura recursiva v = e de
tipo funcional ¢, donde m = nArgs(t), t, = rType(t), y e es el cuerpo
de e. El algoritmo [-]’ calcularé el minimo punto fijo tras un maximo
de H; = (m + 1) H,, iteraciones. Recordemos que #; es la altura
del dominio de signaturas. En cada iteracion, se ha de calcular la
signatura de e, con lo que el coste del cdlculo de los puntos fijos esta
en O(m? Hy, s'(ey)). El algoritmo de anotacién [-] ahadird a este
coste el de anotar completamente e, lo que implica m muestreos m4s,
cada uno de ellos con un parametro menos. En total, el proceso de
anotacién costard O(m? s'(ey)).

En resumen, podemos decir que el algoritmo de interpretacién/anotacién es
lineal con respecto a e excepto en las aplicaciones—donde la interpretacion
del cuerpo debe multiplicarse por el nimero de aplicaciones—, en las ano-
taciones de las funciones—donde es cuadrético debido al muestreo—y en los
puntos fijos donde puede alcanzar un coste ctibico.

Se ha ejecutado el algoritmo con definiciones de esqueletos Edén tipicos.
Para ficheros de 3.000 lineas netas y 80 segundos de compilacién en una
SUN 4 250 MHz Ultra Sparc-11, el andlisis anade un coste en el rango de 0.5
a 1 segundos, es decir, supone menos de un 1% de sobrecarga.

Funciones de coste

Definiremos ahora con detalle las funciones s y s’, asi como todas las fun-
ciones auxiliares necesarias para hacerlo.

Coste de [e]' p. La funcién s’ describe el coste de obtener el valor abstrac-
to de una expresion, ver Figura 5.40. El coste de obtener el valor abstracto
de un literal o una variable es constante, ya que en el primer caso es d y en
el segundo se obtiene directamente del entorno.

Puesto que tanto las tuplas como los demadas valores construidos sélo
contienen literales o variables, el coste de obtener su valor abstracto es m,
siendo m el ntimero de componentes.

El valor abstracto de un operador primitivo op :: top es una signatura,
por lo que solamente hace falta comparar el valor abstracto de cada argu-
mento z; :: t; con -y, (d). Esto se puede hacer a través de las correspondientes
signaturas. Puesto que los operadores primitivos se aplican sobre variables
o literales, tenemos directamente disponibles sus signaturas. Por tanto te-
nemos que calcular ;. (d), con coste m; + Hy;, para cada i € {1..m} donde
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"k) =5'(v) =1
(Z1,...Tm) =m
"(Cxi...op) =m
(op z1...2m) =2 ; He, + He,
{op :: top, m = nArgs(top), [t1,...,tm] = aTypes(top),t, = rType(top),i € {1..m}}
s'(Av.e) =1
§'(e z) = §'(e) + ' (z) + (sum (map s’ es) + ¢)

donde (es,c) = body e x
slet v=-ecine')=s'(e) +s'(e) + pi(e) +ar(e) {e::t}
s'(let rec v; = ¢; in €') = niter x Y ;(s'(e;) + py, (€i) + ay; (e;) + niter) + s'(€')

donde niter =Y, Hs,
{i € {l.m},e; = t;}
s'(case e of (vy,...vn) =€) =35(e) + () + (pele) + X, Ar,)
{i e {l.m},v; :: t;,e = t}

s'(case e of C; vj5 — ¢;) = s'(e) + 22, j(mij + Hy, ;) + 32, 8'(e) + (m — 1) Hy

{i € {l.m},j € {L.m;},e; i t,v55 2 tyj, tri = rType(ti;), my; = nArgs(ty;)}
s'(AB.e) = s'(e)
s'(et) =s'(e) + Fg :
{e::Vp.1'}

Figura 5.40: Coste de [e] p

s(op @1 ... xTm) =2 ; He, + Hae,
{op :: top, m = nArgs(top), [t1,...,tm] = aTypes(top),t, = rType(top),i € {1..m}}
s(Av.e) = s(e) +pe(Av.€) + (my + Hy,,)
{v i t1,t1, = rType(t1),m1 = nArgs(t1), dv.e :: t}
s(e z) = s(e) + s(z) + (sum (map s' es) +c¢) +pilex) {exz::t}
donde (es,c) = body e x
s(let v=—cin¢') = s(e) + s(e/) + as(e
s(let rec 7, =¢; in €') = niter « > ;(s'(e;) + p, (e;) + ay, (e;) + niter) + 3, s(e;) + s(e’)
donde wniter =3, Hy,
{i € {l.m},e; :: t;}
s(case e of (v1,...vp) =€) =s(e) +s(e) + (pie) + X; Ar,)
{i e {l.m},v; = tj,e =t}
s(case e of C; 755 — €;) = s(e) + 32, j(myj + He, ;) + 32, 5(e) + (m —1) He
{i € {1.m},j € {1.m;}, e i b0y 5 tij, mej = nArgs(tiy), tri; = rType(ti;)}
s(AB.e) = s(e)
s(e t) =s(e) + I‘g ¢+ Drinst(e 1)
{e::VB.t' e t :: tinst}

Figura 5.41: Coste de [e] p
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m = nArgs(top), m; = nArgs(t;) y ti, = rType(t;). Sin embargo, el coste
de las comparaciones supera al anterior pues es H;, para cada i € {1..m}.
Si todos los argumentos son deterministas o solamente uno de ellos es no
determinista, devolveremos una de las componentes de la signatura. Si hay
mas de uno no determinista, habrda que devolver un valor no determinista
94, (n) donde t,. = rType(top) (tiene 0 argumentos ya que las aplicaciones
de operadores primitivos son saturadas), lo que cuesta Hy,.

Para obtener el valor abstracto de una lambda, basta con construir la
suspension, por lo que el coste es constante.

Podemos considerar la evaluacién de una aplicacién e = dividida en dos
fases. En la primera se evalian e y = hasta llegar a un valor abstracto, lo
cual cuesta respectivamente s'(e) y s'(z). A continuacién ha de evaluarse la
propia aplicacién. Para calcular su coste se utiliza la funcion body, definida
en la Figura 5.45. Dada una expresién e (de tipo funcional) y su argumento,
body devuelve una lista de expresiones es y un entero c. Los elementos de
la lista son aquellas expresiones cuyos valores abstractos son el resultado de
la aplicacién abstracta. Puede haber més de una debido a la presencia de
expresiones case. Por tanto hemos de anadir sus costes sum (map s’ es)
al coste de la aplicacién. El entero c representa algunos costes adicionales
laterales, detallados mas abajo, que también deben ser anadidos al coste de
la aplicacién.

Para obtener el valor abstracto de una expresiéon let = e in €/, donde
e :: t, tenemos que calcular el valor abstracto de e y €/, lo que cuesta respec-
tivamente s'(e) y s'(e’). Adicionalmente, se calculan la signatura de e y su
correspondiente valor abstracto basico para anadirlos al entorno. El coste
de obtener una signatura viene dado por p;(e), definido en la Figura 5.43 y
que se desarrollard mdas adelante (ver pagina 201). El coste de calcular el
correspondiente valor basico (mediante la aplicacién de la funcién a;) viene
dado por a;(e), definida mas abajo (ver pagina 204).

En una expresién let rec 7; = ¢; in ¢’ debemos multiplicar el coste de
hallar el valor abstracto de cada una de las ligaduras por el ntmero de
iteraciones. En el peor de los casos, en cada vuelta se modifica la signatura
de exactamente una de las ligaduras y ésta solamente en una componente.
Por tanto, en el peor de los casos el nimero de iteraciones niter es la suma
de las profundidades de los dominios signatura de los tipos de las ligaduras,
es decir, Y_; H;, donde ¢ € {1..m} y m es el numero de ligaduras. Ademads,
al final de cada iteracién han de compararse las signaturas para saber si ya
ha finalizado el calculo del punto fijo, lo cual supone un coste proporcional a
la suma de los tamanos de las signaturas de las ligaduras, es decir, niter (el
tamano de la signatura viene dado por la profundidad del correspondiente
dominio de signaturas). Finalmente anadimos el coste de hallar el valor
abstracto de ¢, s'(e’).

Para calcular el valor abstracto de una expresién case e of (vq,...v,) —
e’ hace falta calcular el valor abstracto de e y de €', lo cual cuesta respectiva-
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B _ 1B _1m8 _
Pt =T 4yt =V =1
Fg,t = nArgs(t) + H 1ype(r)

F(ﬂtl,...,tm),t = iz Ftﬂm

B _
Ftﬂlﬂtg,t =1
1—‘Process t1 t%,t =1
FVﬂ’.t’,t = Ft’,t

Figura 5.42: Coste de v} ;s

mente s'(e) y s'(¢’). Adicionalmente hay que afiadir al entorno las variables
v, lo cual implica calcular su signatura y sus valores basicos correspondien-
tes. Puesto que la signatura de una tupla es la tupla de las signaturas, esto
es equivalente a calcular la signatura de e, y aplanar cada una de sus com-
ponentes para obtener los correspondientes valores basicos. Por ello el coste
es pi(e) + Y ; As;, donde A; representa el coste de aplanar una signatura en
S hasta obtener un valor bésico (ver Figura 5.46).

Para calcular el valor abstracto de una expresion case e of C; 755 — ¢;
con e; ity v : t;j, hemos de calcular el valor abstracto de e y de cada
una de las alternativas e;, lo que cuesta respectivamente s'(e) y s'(e;). Si
el valor abstracto del discriminante es determinista, hemos de anadir al
entorno las variables v;; con un valor determinista 7,;” (d), lo cual cuesta
>ij(mij +Hy,.;) donde my; = nArgs(ti;) y tri; = rType(t;;). Finalmente,
se calcula la minima cota superior de las alternativas, lo que cuesta (m—1) H;
donde m es el nimero de alternativas. Sin embargo, si el valor abstracto del
discriminante es no determinista, devolvemos directamente v;(n), lo cual es
menos costoso que en el caso anterior.

El coste de obtener el valor abstracto de Af.e es el coste de obtener el
valor abstracto de e, s'(e).

Y finalmente, el coste de obtener el valor abstracto de una aplicacién de
tipos e t corresponde al coste de obtener el valor abstracto de e, s'(e), mas
el coste de calcular 7}, .,. Dado un tipo polimérfico V3.t', otro tipo ¢, y un
valor abstracto av € Doy, el coste de 7}, ;. ., (av) (definido en la Figura 5.42),

donde tinst = t'[t/ ], estd en O(Fg /)

Coste de [e] p. La funcién s describe el coste de obtener el valor abs-
tracto de una expresién y de anotar la expresién con informaciéon de no
determinismo (ver Figura 5.41).

Si la expresién es un dtomo, una tupla, un valor construido o la aplicacién
de un operador primitivo, el coste coincide con el dado por s, ya que la
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anotacién de estas expresiones no implica realizar ningtin célculo adicional,
sino solamente extraer las signaturas de los entornos. En la aplicacién de un
constructor hay que calcular la minima cota superior de m valores basicos,
lo que cuesta m.

Para anotar una lambda abstraccién Av.e :: ¢, hemos de anotar la variable
v :: t; con el valor pesimista 7,;1 (n), lo que cuesta mi + H;,, donde m; =
nArgs(ty) y t1, = rType(t;). También ha de anotarse el cuerpo e, lo que
cuesta s(e). Finalmente, la anotacién de la lambda se obtiene mediante
muestreo de su valor abstracto, cuyo coste es pi(Av.e).

Para anotar una expresién e x :: t han de anotarse e y z, lo que cuesta
respectivamente s(e) y s(z). Para calcular la anotacién de la expresién,
primero se ha de calcular el valor abstracto de la aplicacién, cuyo coste se
obtiene al igual que antes usando la funcién body. Después se obtiene la
signatura mediante muestreo de dicho valor abstracto, lo que cuesta p;(e ).

Para anotar una expresién let z = e in ¢’ donde e :: ¢, tenemos que
anotar e y €/, lo que cuesta respectivamente s(e) y s(¢’). A diferencia de
antes, no hace falta calcular la signatura de e, puesto que este coste ya se ha
incluido al anotar e en s(e). Sihace falta en cambio anadir el correspondiente
valor bésico, lo que cuesta a;(e).

En una expresiéon let rec 7; =¢; in ¢’ se ha de tener en cuenta que
durante el cdlculo del punto fijo no anotamos los lados derechos de las li-
gaduras, sino que solamente calculamos los valores abstractos de las mis-
mas. Por ello, el coste correspondiente al cdlculo del punto fijo sigue siendo
niter x y_;(s'(€;) + p, (€i) + ay,; (e;) + niter) donde niter = >_; H;,. Una vez
calculado el punto fijo, procedemos a anotar los lados derechos, con coste
> s(e;) y la expresion principal, con coste s(e’).

Los costes para las expresiones case y la abstraccién de tipo son analogos
a los costes proporcionados para s’ siendo la tnica diferencia el hecho de que
las apariciones recursivas son s en lugar de s'.

Finalmente, para anotar una aplicaciéon de tipo e t, se ha de anotar
primero e, con coste s(e). La anotacién de la expresién se obtiene calculando
primero el valor abstracto, con coste Fg . para después obtener la signatura
mediante muestreo, lo que cuesta pynsi(e t).

Detallemos ahora algunas de las funciones de coste que han ido apare-
ciendo en las definiciones de s y s'.

Coste de obtener una signatura. En la Figura 5.43 se muestra el coste
de obtener una signatura, es decir, de llevar a cabo un muestreo completo.
Explicamos el caso funcional y el caso tupla, ya que los demds son
sencillos. Consideremos una expresién e :: ¢, donde t = t; — t2 0t =
Process t; ta, con valor abstracto av. El coste de obtener la signatura co-
rrespondiente a av se denota por p(e). Siav es una signatura, el coste de su
muestreo es H; (lo que se tarda en saber que se trata de una signatura). Si
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pr(€) =pr 1.4, () = pgle) =1
p(tl,...,tm)(e) = Zi,j pti(eij) +22im He,
donde (es,cs) = comps(e),i € {1.m},n; = cs!l(i — 1),
j € {1..(length es;)}, ei; = (es!!(i — 1))N(j — 1)
pe(e) = He + > 0% (mi + Hy,,) + (m + 1) oneap(e)
{t =11 — tq9, Process t1 to}
pvg.t(e) = pi(e)

Figura 5.43: Coste de obtener una signatura para un valor abstracto

comps :: Expr — ([[Ezpr]], [Int])

comps @1, om) = ([51]s -, ]}, [0, .-, )
comps(let bs in e) = comps (e)
comps(case ¢ of (vi,...,v,) — €)= comps(e')
comps(case e of C; T;j — ;) = join(map comps [e1,...,en]) {i € {l.m}}
comps(e z) = join(map comps es)

donde (es,_) = body e x
comps(v) = comps(e) {ligada por un let no recursivo} {v = e}
comps(v) = ([[],---[],[L,--.,1]) {ligada por lambda, let recursivo, case alg.}
comps(v) = (ves, ncs) {ligada por case de tupla k-ésima, discriminante e}

donde (es,cs) = comps(e),es, = es!l(k — 1), ¢, = es!l(k — 1)

(ves,ves) = join(map comps esy),ncs = zipWith (+) ves [c, . . ., k]

join [ = (L1~ 11.10......0])

join xs = foldll g xs
g (zs1,c81) (289, c82) = (zipWith (++) zs1 zse, zipWith (4) cs1 ¢s2)

Figura 5.44: Definicién de la funcién comps
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no lo es, entonces denotemos por oneap(e) (ver Figura 5.47 en la pagina 206)
al coste de llevar a cabo la aplicacién de la funcion sobre una de las combi-
naciones de argumentos en que consiste el muestreo. Entonces la obtencion
de la signatura incluye el cdlculo de las combinaciones de argumentos for-
madas por ;. (d) y v, (n), lo que cuesta ) ;(m; + Hy,,), y las aplicaciones
a dichas (m + 1) combinaciones, lo que cuesta (m + 1) oneap(e). Luego
pi(e) = He+ Y ;(mi+Hy,,) + (m+1) oneap(e) representa el coste del mues-
treo completo, donde i € {1..m},m = nArgs(t), [t1,...,tm] = aTypes(t),
tr = rType(t), m; = nArgs(t;) y tr; = rType(t;).

Para conocer el coste de obtener una signatura para una tupla, definimos
la funcién auxiliar comps, mostrada en la Figura 5.44. Dada una expresion
e de tipo tupla (t1,...,%¢y), con valor abstracto (avi,...,av,,), buscamos
la lista de expresiones e; que dan lugar a los valores abstractos de cada
componente av;. Puesto que tenemos expresiones case, podria haber varias
posibilidades para cada componente, por lo que comps devolverd un par
de listas. La primera, es, contiene las listas de expresiones posibles para
cada componente. La segunda, cs, es una lista de enteros cuyo significado
explicamos a continuacién. Cuando una variable estd ligada por una lambda,
un case algebraico o una expresion let recursiva, su valor abstracto es una
signatura, por lo que en tal caso, no hay ninguna expresién correspondiente
y contamos cudntas variables hay en esta situacién para cada componente.

El coste de obtener la signatura para una expresion de tipo tupla e consta
por un lado de los costes de obtener las signaturas de todas las posibles
expresiones componentes 3, i py, (€;5), con e;; = (es!!(i —1))!1(j — 1) (donde
zs!li denota el elemento i-ésimo de la lista xs). Adicionalmente, los n;
representan el nimero de veces en que el valor abstracto de la componente
es ya una signatura, lo que nos cuesta comprobar un tiempo H;, por lo
hemos de anadir un sumando »; n; Hy,.

La funcién body. La funcion body se define utilizando una funcién auxiliar
lbody que toma como argumentos una expresiéon funcional e, una lista de
argumentos zs y un coste acumulado ¢ (ver Figura 5.45). Esta funcién
busca el cuerpo (o cuerpos) de la funcién una vez aplicada a los argumentos
zs y acumula en ¢ los costes adicionales de llevar a cabo las aplicaciones.
Por ejemplo, en el caso de las expresiones case, el coste de obtener a cabo
la correspondiente minima cota superior.

Si la expresion es una lambda Av.e y ain quedan argumentos por aplicar,
llevamos a cabo la aplicacién sustituyendo en e la variable v por z. Esto no
implica ningin coste adicional, ya que simplemente se anade v al entorno
con su nuevo valor.

Si la expresion es una aplicacion e z, buscamos el cuerpo de e anadiendo
como nuevo argumento la z. En una expresién case e (vy,...,v,) — ¢ se
continta evaluando €’. En una expresién case e of C; T;; — e;, cualquiera
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body :: Expr — Var — ([Ezpr], Int)
body e = = body' [e] [z] O
body' :: [Expr] — [Var] — Int — ([Ezpr], Int)
body’' [ ] a5 ¢ = ([ ],
body' (e : es) zs ¢ = (esl+t+ess,cz)
donde (esl,c1) = lbody e s ¢
(ess,c2) = body' es xs c;
lbody :: Expr — [Var] — Int — ([Expr], Int)
lbody €[] ¢ = ([e],¢)
lbody (Av.e) (z: zs) ¢ = lbody e[z /v] zs ¢
lbody (e z) zs ¢ = lbody e (z : 2s) ¢
lbody (case e of (vy,...,v,) =€) zs c = lbody € zs c
lbody (case e of C; v;; — €;) zs ¢ = body' [e1,...,en) ©s (c+ (m —1) Hy)
{i € {1.m},e; :: t}
lbody (let bs in €) zs ¢ = lbody e xs c
lbody v zs ¢ = lbody e zs ¢ {ligada por let no recursivo} {v = e}
lbody v zs ¢ = ([],¢') {ligada por lambda, let recursivo o case algebraico}
donde ¢ = ¢+ Y, py, (%) + (m — j) + Hy,, zi = zs!(i — 1)
{i € {1..5},j = length xs ,v :: t, t, = rType(t)}
lbody v zs ¢ = body' esy zs ¢ {ligada por case de tupla k-ésima, discriminante e}
donde
(es,cs) = comps(e),esp = es!l(k — 1), ny = csll(k — 1),
d=c+ng Y;py(z) +(m—35)+He, o = zs!l(i — 1)
{v = t,m = ndArgs(t),t, = rType(t),j = length xs,i € {1..5},z; :: t;}

Figura 5.45: Definiciéon de body

de las e; puede ser el cuerpo de la funcién. Ademds acumulamos el coste
de calcular la minima cota superior de las alternativas. En una expresién
let bs in e continuamos evaluando e.

Si la expresion es una variable, distinguimos tres casos. Puede tratarse
de una variable ligada por un let no recursivo v = e, en cuyo caso continua-
mos buscando el cuerpo en e. Puede ser una variable ligada por una lambda,
un case algebraico o un let recursivo, en cuyo caso el valor abstracto serd
una signatura. La aplicacién de esta signatura a varios argumentos implica
calcular el muestreo de los argumentos con coste Y_; py, (x;) y en el caso de
que mas de uno de ellos sea no determinista, devolver el correspondiente
resultado no determinista, lo que cuesta (m — j) + H;, donde m — j es el
nimero de argumentos que faltan por aplicar. Por iltimo, también puede
tratarse de una variable ligada en la posicién k-ésima por un case de tuplas.
En tal caso utilizamos de nuevo la funcién comps, que nos devuelve en la
componente k-ésima, una lista de expresiones es; y un entero ng. Continua-
mos buscando el cuerpo de la funcion en los es; y acumulamos en el coste un
sumando ny (3°; pt, (z;) + (m — 5) +H;, ) correspondiente al coste de aplicar
la funcién en los casos en que su valor abstracto es una signatura.
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Ak =Ar .4, = Ag =1
A(tl,...,tm) = Zgl Ati
At = ArType(t) sit=1t; — tg, Process ti to

Avgr = Ay

Figura 5.46: Coste de aplanar un muestreo

Coste de obtener «o;(av). Dada una expresién e :: ¢, cuyo valor abstracto
es av, el coste de obtener ay(av) estd en O(ai(e)), siendo ai(e) = Ay +
>i(m; +Hy,,) + oneap(e), donde ¢ € {1..m}, m = nArgs(t), [t1,...,tm] =
aTypes(t), t, = rType(t), m; = nArgs(t;), t,; = rlype(t;) y A; estd definida
en la Figura 5.46. Primero se lleva a cabo el muestreo de av con argumentos
deterministas y después se aplana el resultado hasta obtener un valor bésico,
lo que cuesta Aj.

La definicién de A; es sencilla. Si se trata de una signatura bdsica, ya
estd aplanada, por lo que el coste es constante. Sies una tupla de signaturas
de tipo (t1,...,tn), hay que aplanar cada componente para tomar después
la minima cota superior, lo que cuesta en total > ;" A;.. Sies una signatura
funcional de tipo ¢, nos quedamos con la tltima componente y la aplanamos,
con un coste Ay rype(s)-

La funcién oneap. La Figura 5.47 muestra la funcién oneap. Dada una
expresion de tipo funcional e con m argumentos de valor abstracto av, de-
vuelve el coste de aplicar av a m signaturas. oneap no tiene en cuenta el
coste de las expresiones que hay que evaluar para llegar a av, pues supo-
nemos que ya disponemos de dicho valor abstracto, para lo cual habremos
evaluado todo lo necesario, aunque si ha de tener en cuenta los costes poste-
riores a la evaluacién, como el calculo de la minima cota superior en un case
algebraico. Por ello oneap basicamente debe buscar la primera suspensién
antes de comenzar las aplicaciones. Sino se trata de una suspension, sino de
una variable ligada por una lambda, un case algebraico o un let recursivo,
con lo que su valor abstracto es una signatura, entonces solamente hay que
elegir una componente de la signatura, comparando los argumentos (que sa-
bemos que a su vez son signaturas) con 7; (d), lo que cuesta H;, para cada
i € {1..m} donde m es el nimero de argumentos de la funcién.

Pero una vez localizada la aplicacién al primer argumento, deberemos
calcular el valor de la funcién auxiliar skip), que se encarga de calcular los
costes dentro del cuerpo de la funcién. Como su nombre en inglés indica, el
trabajo de skip\ consiste basicamente en evaluar al completo una expresion
saltando por encima de las suspensiones.
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oneap (Mv.e) = skipA(e) + 1
oneap (e x) = ¢+ sum (map oneap es) + (m —1) Hy {e z :: t,m = length es}
donde (es,c) = body e

oneap (case e of (vy,...,v,) — €)= oneap(e')

oneap (case e of C; v;; — e;) = Y., oneap (¢) +(m —1) H; i€ {l.m}

oneap (let bs in €) = oneap (e)

oneap (v) = oneap (e) {ligada por let no recursivo} {v = e}

oneap (v) =Y, H+,  {ligada por lambda, let recursivo o case algebraico}
donde {v :: t,i € {l.m},m = ndrgs(t),[t1,...,tm] = aTypes(t)}

oneap (v) = sum (map oneap es) + ¢ {ligada por case de tupla k-ésima, discriminante e}
donde (es,cs) = comps(e),esy, = es!l(k —1),np = cs!l(k — 1), =np 3; Hy,

{v it [tr,. .. tm] = aTypes(t),j € {1..m}}

skipX (Av.e) = skip (e) + 1
skip\ (e ) = s'(e x) — sum (map s’ es) + ¢
donde ¢ = sum (map skipX es)

(es,c) = body e T,m = length es
skipX (case e of (v1,...,vy) = €') = s'(case e of (vy,...,vy) =€) — (') + skipA(e)
skipX (case e of C; v;; — ¢;) = s'(case e of C; U5 — ;) — > ; 5'(€;) + >_; skipX (e;)
skipX (let bs in €) = s'(let bs in ¢€) — s'(e) + skipA(e)

Skip)‘(mla s axm) = Sl(mla s 7$m) +p(t1,...,tm,)(xla s axm) {xz o ti}
skipA v = §'(v)

/

Figura 5.47: La funcién oneap

La funcién s’ calcula el coste de obtener el valor abstracto de una expre-
sion, lo que significa que si este es funcional, se detiene cuando encuentra
una suspension. Ahora no queremos detenernos en ellas, por lo que si encon-
tramos una lambda nos la saltamos. En los casos de aplicacion, expresiones
case y let, la definicién de skipA(e) se reduce bésicamente a s'(e) més el
coste de continuar evaluando mads alld de la suspensién con nuevos skipA.
Por ejemplo, si consideramos el cdlculo de skipA (let bs in e) tendriamos
skipA (let bs in e) = s'(let bs in e) — s'(e) + skipA(e). En este caso,
s'(let bs in e) calcula el coste hasta llegar a la suspensién. Como queremos
continuar evaluando, llamamos a skipA(e), pero con ello hemos contabiliza-
do de nuevo el coste de evaluar la parte de e anterior a la suspensién, por lo
que hemos de restar s'(e). Lo mismo sucede en los demds casos considerados
en la Figura 5.47. Cuando llegamos a una tupla, hemos llegado al resultado
de la funcién, por lo que solamente queda obtener su signatura, pues recor-
demos que estamos obteniendo el coste de calcular una componente de la
signatura de la funcién. Si se trata de una variable, la signatura estard en
el entorno, por lo que el coste es 1 (o0 s'(e)).

Polimorfismo. En las definiciones de [body, comps y oneap no se ha mos-
trado el caso de la aplicacién de tipos. La introduccién de este caso re-
sulta compleja, al verse involucradas aplicaciones entremezcladas de v},
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p . . .
oy ¥ aplicaciones de valores abstractos. Sin embargo, las operaciones
implicadas en estos cdlculos son combinaciones de las ya descritas donde
los tamanos de los tipos implicados son sucesivamente mdis pequenos (ver
T Al ! /

definiciones de 7} ino; ¥ @yinerr), POL lo que podemos suponer que los costes
de las aplicaciones de tipos son lineales con el tamano del tipo concretado
tinst y con el tamaiio s'(e) de la expresién aplicada.

5.9 Trabajos relacionados y conclusiones

En este capitulo se han presentado y comparado formalmente tres andlisis
de no determinismo para un lenguaje funcional con polimorfismo de segun-
do orden y expresiones no deterministas. Aunque la principal motivacion
de este trabajo ha sido la compilacién correcta de nuestro lenguaje Edén,
todo lo aqui presentado se podria aplicar a otros lenguajes funcionales po-
limérficos no deterministas. Una aplicacién posible del andlisis seria anotar
el programa fuente escrito en uno de estos lenguajes con anotaciones de no
determinismo, mostrando al programador dénde seria posible mantener el
razonamiento ecuacional.

No hemos encontrado en la literatura andlisis previos para resolver este
problema en el &mbito de los lenguajes funcionales paralelos. Si se ha estu-
diado en lenguajes légico-funcionales [HS00], pero en ellos la fuente de no
determinismo reside en otro tipo de mecanismos, como la unificacién. En
[BGP00] Baker-Finch, Glynn y Peyton Jones presentan su analisis de re-
sultado de producto construido (CPR). El anélisis pretende determinar qué
funciones pueden devolver resultados multiples en registros, es decir, qué
funciones devuelven una tupla explicitamente construida. Se trata de un
andlisis basado en interpretacién abstracta donde el dominio abstracto co-
rrespondiente a un tipo funcional t; — £2 no es el correspondiente dominio
funcional, sino que es isomorfo al dominio abstracto del tipo del resultado
t2. Los tipos producto se interpretan como un producto cartesiano de un
dominio abstracto basico, es decir, las tuplas anidadas no estdn permiti-
das. Nuestro primer andlisis sigue estas mismas ideas aunque por diferentes
razones, ya explicadas con anterioridad.

El segundo y tercer andlisis estdn basados en interpretacion abstracta
en el estilo de [BHAS86], donde las funciones se interpretan como funciones
abstractas. Alli se presenté un andlisis de estrictez en el que el dominio
bésico 2 es también un dominio de dos puntos (L T T). Sin embargo,
los andlisis son diferentes. Por un lado, aunque los dominios semanticos
son isomorfos, el significado de un “mismo” elemento es diferente. Asi,
funciones con el mismo valor abstracto en ambos andlisis pueden producir
distintos resultados, por ser distintos los muestreos realizados para obtener el
resultado del andlisis. Por ejemplo, sea f :: (Int — Int) — Int, donde f =
Ag.g(head(merge#[[0],[1]])). En el andlisis de estrictez el valor abstracto
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de fes ff = v €[2 = 2].w T y en el de no determinismo f7 = Aw €
[Basic — Basic].w n. Vemos que salvando los nombres de los dominios y de
sus supremos, los valores abstractos son los mismos. Sin embargo, el andlisis
de estrictez nos dice que f es estricta en su argumento (pues f# (\z.L1) =
1), mientras que el andlisis de no determinismo nos dice que puede ser
no determinista (pues f()\z.z) = n). Por otro lado, hay funciones con
distintos valores abstractos en los dos andlisis, ya que la interpretacion de los
operadores primitivos, los constructores y las expresiones case es diferente.
Por ejemplo, a h = Az.x + y, donde el valor de y es una constante no
determinista, el andlisis de estrictez le daria el valor abstracto Av € 2.v,
mientras que el andlisis de no determinismo le da el valor abstracto \v €
Basic.n.

El primer articulo sobre este tema [PS01d] presentaba nuestras ideas
preliminares en la forma de dos andlisis no completamente satisfactorios.
El primero era eficiente pero no lo suficientemente potente, mientras que
el segundo era potente pero no lo suficientemente priactico en términos de
eficiencia. Por ello se desarrollé un tercer andlisis lo suficientemente potente
y practico en términos de implementacién: es polinémico, y comparado
con el segundo andlisis solamente pierde informacién en los puntos fijos.
Hemos probado el algoritmo con muchos ejemplos obteniendo una traza del
nuimero de iteraciones necesarios para alcanzar el punto fijo, y los resultados
muestran que la cota superior H; casi nunca se alcanza.

En este capitulo se han presentado también los resultados teéricos que
soportan la correccién de la implementacion del algoritmo. Esta tltima me-
rece un comentario final: implementar el andlisis en un lenguaje funcional
perezoso como Haskell nos ha proporcionado bastantes ventajas. La prime-
ra de ellas es que una funcién abstracta se puede representar mediante una,
interpretacién suspendida. Relacionada con ella, gracias a la evaluacién pe-
rezosa la interpretacion abstracta puede hacer uso de la aplicacién abstracta
y viceversa, sin ningtin peligro de no terminacién. Ademés, [-] y [-]" han sido
de hecho implementadas por una tnica funcién Haskell. [-] es simplemente
una llamada [-] tras la que se ignora la segunda componente. La evaluacién
perezosa no computa esta componente en dichas llamadas. Todo ello no
habria sido tan sencillo en un lenguaje impaciente y/o imperativo. Otras
caracteristicas como el orden superior, el polimorfismo y la sobrecarga han
contribuido a obtener un algoritmo compacto: la interpretacién completa
cabe en una veintena de paginas incluyendo comentarios (ver Apéndice B).

Para nuestros propésitos esto cierra el problema, inicial. Queda pendien-
te una demostraciéon de la correccién del segundo andlisis con respecto a
la semdantica denotacional estandar del lenguaje. Desafortunadamente no
hay todavia tal seméantica formal para Edén. Una forma simplificada de
semantica podria usarse para demostrar parte de la correccion del analisis.



Capitulo 6

Analisis de productividad y
terminacion

Las extensiones presentes en Edén con respecto a Haskell permiten la defi-
nicién sencilla de esqueletos como funciones de orden superior [PR01]. Sin
embargo, el programador puede introducir inadvertidamente en ellos bucles
activos o bloqueos. La teoria de los tipos con tamano, que fue resumida en
el Capitulo 2 (Seccién 2.3.3), ha sido desarrollada recientemente por Hughes
y Pareto [HPS96, Par97, Par00] para proporcionar un marco en el que se
puedan realizar andlisis automadaticos de la terminacién y productividad de
los programas.

En este capitulo se extiende el sistema de tipos con tamano para que
pueda usarse sobre los programas Edén, de forma que quede garantizado
que todos los programas Edén bien tipados, y en concreto los esqueletos,
o terminan o son productivos. Se describen con detalle los problemas que
surgen debido a las caracteristicas propias de Edén y sus posibles soluciones.
Ademsds se tipan a mano algunos esqueletos en este sistema modificado, el
cual aiin no ha sido implementado. Este trabajo ha dado lugar a un articulo
[PSO1e].

En la Seccién 2.3.3 se describié la semdntica de los tipos con tamano
desarrollada por Hughes y Pareto. En la Seccién 6.1 se describe el sistema
de tipos de Haskell Sincrono. En la Seccién 6.2 se describen algunos de
los problemas introducidos por las caracteristicas de Edén y se extienden
consecuentemente las reglas del sistema de tipos. Se presentan dos ejemplos
simples, una versién ingenua del esqueleto map paralelo y una tuberia. Se
pueden comprobar sus tipos usando las nuevas reglas. En la Seccién 6.3 se
chequean esqueletos mas complejos, como el esqueleto granja, la topologia
de trabajadores replicados y dos versiones del esqueleto divide y venceras.
Se discuten los problemas surgidos al intentar tipar estos esqueletos y las
posibles soluciones. En la Seccién 6.4 concluimos y presentamos trabajo
futuro.
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6.1 El sistema de tipos de Haskell Sincrono

En [Par00] se define el lenguaje de programacién Haskell Sincrono, el cual es
un subconjunto de Haskell. Un programa consiste en una serie de declara-
ciones de tipos seguidas de un término escrito en un A-cdlculo enriquecido:

ex= z|Are|ee|c
|let x::0=¢; in ey
| letrec z; :: Vki.01 =€1...2y :: Vhkp.op =€ ine
| case eof aj ...ap,

Q= CX1...Tp €

Cada ligadura let y letrec estd anotada con un esquema de tipo que debe
ser comprobada por el sistema. En la Figura 6.1 se muestran las reglas de
tipos para este sistema.

Se usan indices distintos cuando aparecen secuencias diferentes de ele-
mentos en la misma regla. No usaremos i, por estar reservada para repre-
sentar expresiones de tamano finitas. Por ejemplo en la regla [VAR], Tr%k;-

significa que si k' = k] ...k, entonces Vj € {1..n}.75k9. Utilizamos a para
representar variables de tipo y k para representar variables de tamano.

Veamos con detalle cada una de las reglas. En la regla [VAR] se lleva
a cabo la concrecién de las variables de tipo y de tamano. Ya se dijo en la
Seccién 2.3.3 que la concrecién de las variables de tamano con w no es siem-
pre segura. Una condicién suficiente para que un esquema pueda concretarse
con w de forma segura es que sea undershooting con respecto a la variable de
tamano que se va a concretar o~k. Por ello, en la regla [ VAR]] solamente las
variables k§ con respecto a las cuales 7 es undershooting se pueden concretar
con tamanos s (que son los inicos que incluyen a w, ver Figura 2.7). El resto
s6lo se pueden concretar con tamanos finitos 7. En [Par00] se proporcionan
condiciones suficientes para demostrar esta propiedad, lo que implica la de-
finicién de otras relaciones entre los tipos y las variables de tamano, como la
relacién de monotonia 7k y antimonotonia 7~k. Aqui no se muestran las
reglas que definen todas estas relaciones ya que esto implicaria incluir una
buena parte de la tesis de Pareto [Par00], en la que se explican ampliamente
cada una de ellas. Para no alargar excesivamente este capitulo se ha optado
por omitirlas.

La regla de los constructores es semejante a la regla de la variable, ya
que los tipos algebraicos son también polimérficos.

Las reglas de abstraccién [ABS] y de aplicacién [APP] son estandar. En
la regla de la aplicacién se admite que el tipo del argumento sea subtipo del
tipo especificado para el argumento formal de la funcién.

La regla [LET] también es estdndar. En este caso se permite que el tipo
obtenido para el lado derecho de la ligadura sea un subtipo del tipo (sin
cuantificadores) especificado para la variable del lado izquierdo.
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oc=Vakk.r Tf'%k‘g

TU{z:ottx: T[E/E]F/E’][?/ﬂ

VAR

cu:Vakk.recC T’g/k;-

T'&c:7[i/k][5/K][7/T]

CONST

Fruf{z:mnltte :m
'EXze:m =1

ABS

'kFeiaom—mn I'keyiimg w7
T'Feleyiim

APP

c=Vakr ak¢gFV()
Fru{zuotreur Trear b>r
, LET

TrHletz::o=eine =7

j € {l.n}, 05lk;] = Vag kj.7jlk;] @5, kg, kj € FV(T)
=T,z = Vk1.1[k] ... zn 2 Vhn.Tn K]
I =T,z : Vki.o1[k1] ... T 2 VEp.on[kn]
o;[0)=U IMEejuT i > 7k + 1] IMreur

I'Fletrec 21 :: Vky.o1[ki] = e1...xpn i VEy.op[kn] = €, ine

- LETREC

Fer=ca7i|...] n Tn
PChexr TU{zj o, Tjny = Tjny } g i T]‘(Vj)’ 7} > 7' (V) CASE

I'tcaseeof ci Ty v e1...cn Ty — € = T

Figura 6.1: Sistema de tipos para Haskell Sincrono
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En la regla del [CASE] se lleva a cabo una destruccién del valor del dis-
criminante. Es necesario ver que el tipo del discriminante corresponde a una
definicion de tipo algebraico que aparece en el programa, y que los construc-
tores implicados en dicha definicién son exactamente los que aparecen en las
ramas del case, es decir, que este es exhaustivo. Una vez encontrada la de-
finicién, si se trata de un tipo idata o codata, es imprescindible que el tipo
obtenido para el discriminante contenga al menos un constructor. Ambas
cosas son comprobadas por la relacién -_, presentada en [Par00]. Las com-
ponentes recursivas tendran el mismo tipo con un constructor menos, tipo
que serd asignado a las variables de los lados izquierdos de las alternativas.
Asi, por ejemplo sea una expresién case zs of nil — ey;cons © s’ — es.
Encontramos una definicién donde aparecen los constructores nil y cons. Se
trata de la definicién de las listas idata List w a = nil | cons a (List w a).
Como es necesario extraer un constructor para hacer el encaje de patrones,
la relacién F_ exige que zs tenga el tipo xs :: List (k+ 1) a, dando a zs’ el
tipo List k a. Es decir, F= List (k + 1) a = nil | cons a (List k a).

La regla [LETREC] corresponde a una aplicaciéon de mecanismos de
induccion sobre la primera variable natural k; en cada ligadura. En con-
secuencia, cuando preveamos que serd necesario aplicar esta regla, debere-
mos elegir dicha variable de modo que el razonamiento inductivo sea po-
sible. Para ilustrar cémo trabaja esta regla explicaremos el tipado de la
funciéon map :: Va,b,k.(a — b) — List k a« — List k b, donde map =
Af.Azs.case xs of nil — nil; cons x xs' — cons (f z) (map [ zs').

A continuacién, se estudia el caso base 0;[0] = U. Este recibe el nombre
de comprobacion del infimo (bottom check). Las reglas para comprobarlo
hacen necesaria la definicién de otras relaciones sobre los tipos como com-
probar si un tipo es vacio (= E), o no vacio (# E); y otras sobre tamafos,
como = 0 y # 0. La totalidad de las reglas se encuentran en [Par00]; aqui
solo mostramos en la Figura 6.2 aquellas que consideramos las méas intere-
santes. En general, un tipo codata (T¢) de tamano 0 denota el universo,
mientras que un tipo idata (77) de tamano 0 denota el tipo vacio. Algunos
ejemplos en los que se cumple la comprobacién del infimo son: Vk.Strm £ a,
Va,b,k.(a — b) — List k a — List k b y Va,k. Strm k a — Strm k a.

Después, suponiendo la hipétesis de induccién para cada j € {l..n},
xj Vk_j.Tj[k], se debe probar que los tipos de los lados derechos de las
ligaduras e; son subtipos de 7;[k +1]. En el ejemplo, suponiendo que map ::
(a — b) — List k a — List k b debemos demostrar que su cuerpo tiene tipo
(a — b) — List (k+1) a — List (k+1) b. Esto implica que f :: a — by que
xs :: List (k+1) a. En la expresion case, si zs es una lista vacia, se devuelve
nil :: List 1 a, que es un subtipo de List (k+ 1) a, ya que 1 < k + 1. Si
no es vacia, el valor es destruido, por lo que zs’ tiene un constructor menos,
xs’ :: List k a. Por hip6tesis de induccién map f xs’ :: List k b, luego, anadir
un nuevo elemento hace que cons (f x) (map f zs') :: List (k+ 1) b, que
es el tipo deseado. Se permite recursiéon polimérfica en todas las variables
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TQZU T1:E 81:0
Tl—)TQZU Tl—)TQZU TCEF:U
c=U c=U s1=0
Vto=U Vk.o=U Trs7T=E

Figura 6.2: Reglas para comprobacion del infimo y una regla para comprobar
si un tipo es vacio

de tamano, excepto en la inductiva. Esto es bastante 1til; por ejemplo para
tipar la funcién reverse, como se muestra en [Par00].

6.2 Nuevos problemas introducidos por Edén

Para abarcar las caracteristicas de Edén, son necesarias algunas extensiones
al sistema de tipos. Las caracteristicas mas importantes son la forma en que
se transmiten los valores a través de los canales, la evaluacién impaciente de
algunas expresiones y el uso de listas para representar tanto listas Haskell
como la transmisién en forma de stream de los valores.

Recordemos los detalles del protocolo de lanzamiento de e;#e2 que re-
querirdn ahora cierta atencién (ver Seccién 3.3):

e (1) la clausura ey junto con todas las que de ella dependen son copiadas,
sin evaluar, a un nuevo procesador y alli se crea un proceso hijo para
evaluarla;

e (2) una vez creado, el proceso hijo comienza a producir de forma im-
paciente su expresion de salida;

e (3) la expresién e se evalia de forma impaciente en el proceso padre.
Si es una tupla, se crea una hebra concurrente independiente para
evaluar cada componente (cada elemento de la tupla es un canal).

Una vez que un proceso se encuentra en ejecucion, solamente se comuni-
can datos completamente evaluados. La tnica excepcion la representan las
listas, que se transmiten en forma de stream, es decir, elemento a elemento.
Primero se evalia cada elemento de la lista a forma normal y después se
transmite.

6.2.1 Transmision de valores

La comunicacion de datos a través de canales produce dos problemas dife-
rentes. Primero, puesto que los valores se evalian a forma normal antes de
enviarlos, es necesario que los tipos de los valores comunicados sean finitos:
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tuplas, tipos data o idata con componentes finitas, y tipos funcionales. Los
tipos funcionales se consideran finitos pues su envio por un canal se limita
a copiar el puntero a la clausura correspondiente. En segundo lugar, esto
implica que la concrecién de las variables de tipo debe restringirse a tipos
finitos en algunos lugares. Proponemos un mecanismo similar al sistema de
clases de Haskell, lo cual implica extender el lenguaje. Definimos una rela-
cion de finitud T'pFp1 (ver Figura 6.3), donde 'y es un conjunto de variables
de tipo que pueden aparecer en 7. Este aserto significa que, suponiendo que
las variables de tipo en I'y solamente pueden concretarse con tipos finitos,
7 es también un tipo finito. Para demostrar que un tipo recursivo es fi-
nito procedemos por induccién estructural: en la Figura 6.3 usamos una
pseudo-variable F', siempre finita, para sustituir las apariciones recursivas
de un tipo idata por un tipo finito. Esta sustitucién aparece representada
por S[-|] como un contexto, es decir, un lado derecho de definicién de tipo
con un agujero. Si ese agujero es el correspondiente a la aparicién recursiva
del tipo, colocamos en su lugar F.

Usamos esta relacion para controlar la concrecién de las variables. Pues-
to que hay formas diferentes de transmitir valores, dependiendo del tipo del
canal, podemos usar tipos distintos para representar un canal: si es un canal
por el que se envia un unico valor, su tipo viene representado por el tipo
del valor; si es un canal tipo stream, podemos usar o bien un tipo List o
un tipo Strm (ver discusién mds adelante). Esta separacién impone dis-
tintas restricciones: si se trata de un canal de un nico valor, su tipo debe
ser finito, pero si es de tipo stream, solamente ha de ser finito el tipo de
sus elementos. Esto nos lleva a introducir dos clases distintas de valores,
F (de finito) y T (de interfaz de transmisién). La primera indica que la
variable de tipo solamente puede concretarse con tipos finitos, y la segunda
que solamente puede concretarse con tipos interfaz. Un tipo interfaz es, o
bien un tipo finito (lo que incluye al tipo List con componentes finitas) o un
tipo Strm con componentes finitas. Un proceso tiene normalmente varios
canales de entrada y salida, representados por una tupla de canales, luego
los tipos interfaz deben incluir también tuplas de los tipos anteriores. Los
tipos se extienden con las nuevas clases: 7/ = 7 | [T @], [F b] = 7; y hace
falta una nueva regla para comprobacién del infimo, expresando que dicha
comprobacién no se ve afectada por los contextos:

T7T=U
[T a),[Fb=7=U"

Ademsds, se introducen en las reglas dos nuevos entornos, I‘g y F%, que
contienen las variables de tipo que aparecen respectivamente en un contexto
F o en uno T. Asi, nuestros asertos son de la forma I‘g, F%,I‘ Fe:xr. El
predicado P(['%, X, 7), definido en la Figura 6.4, nos dice cudndo 7 es un
tipo interfaz, segin la definicién dada.
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Figura 6.3: Relacién de finitud

En la Figura 6.4 se presentan las reglas de tipo modificadas. Describimos
aqui solamente los elementos nuevos que no pertenecen al sistema original
de [Par00]. En la regla [VAR] se controla la concrecién de las variables de
tipo: las que aparecen en un contexto F' se concretan con tipos finitos, y las
que aparecen en un contexto 7' se concretan con tipos interfaz.

En un tipo Process 7 7/, 7 y 7’/ representan las interfaces de comunica-
cién, por los que en las reglas [PABS] y [PINST] se debe comprobar que son
en efecto tipos interfaz. En la regla [MERGE], los valores transmitidos por
los canales deben ser finitos. Usamos ( y ) para representar tuplas estrictas,
explicadas en la Seccién 6.3.3.

En la regla [LET] (la regla [LETREC] es similar), se anotan las liga-
duras con sus tipos. Si una variable de tipo cuantificada universalmente
estd cualificada por una clase F' o T, obligamos al programador a indicar la
misma cuantificacién en todas las anotaciones donde dicha variable aparece
libre (1T C TF y tF C TF). De esta forma, la informacién de clases en el
lado derecho de una ligadura estd totalmente contenida en la anotacién y
no es necesario buscarla alli donde estd ligada (F%’ =by Fg’ =7¢). El resto
de reglas (A-abstraccion, aplicacién y case) son similares a las originales.

6.2.2 Evaluacion impaciente

En Edén, la evaluacién se vuelve impaciente en dos casos: (1) los procesos
se lanzan impacientemente cuando la expresién bajo evaluacién demanda la
creacién de una clausura de la forma o = ej#es2, y (2) los procesos, una
vez lanzados, producen su salida incluso aunque esta no se demande. Estas
modificaciones semédnticas tienen como objetivo incrementar el grado de pa-
ralelismo y acelerar la distribucién del cémputo. Desde el punto de vista del
sistema de tipos, esto significa que algunos valores de tipos interfaz, como o
en o = ej#eq, se producen sin ser demandados. Si o es finito, su tipo pro-
porciona una cota superior de su tamano. Si bien con evaluacién perezosa,
este tamano no se alcanzard en muchos casos, con evaluacién impaciente si
se alcanzara casi siempre, con lo que estimar el tamano mediante el tipo
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serd ajustado en la mayoria de los casos. Si o es un stream, su tipo propor-
ciona una cota inferior del nimero de elementos producidos, siempre que
haya demanda para ellos. Con evaluacion impaciente, la Unica diferencia
es que dicha demanda estd garantizada, con lo cual de nuevo obtendriamos
una cota mas ajustada. En ambos casos, la evaluacién impaciente no obli-
ga a modificar en modo alguno las reglas de tipo, pues estas siguen siendo
correctas.

6.2.3 Tipos List y Strm

En Edén, el tipo lista [7] se usa para listas Haskell y para canales tipo stream,
y se transforman uno en el otro de forma transparente al programador. Sin
embargo, en este sistema de tipos es necesario dividir las listas Haskell en
finitas (tipo List) y parciales o infinitas (tipo Strm). Este es un problema
heredado de Haskell. Un tipo List nos proporciona una prueba de termina-
ci6n, mientras que un tipo Strm nos da una prueba de productividad.
Adicionalmente, es necesario identificar los canales tipo stream. Normal-
mente queremos demostrar la productividad de nuestros esqueletos, por lo
que usaremos principalmente el tipo Strm en tales casos. Pero hay algunos
esqueletos que trabajan con tipos finitos y requieren una version con List de
otro esqueleto. Por ejemplo, la version con arboles dcT' del esqueleto divide
y vencerds de la Seccién 6.3.4 se define normalmente usando una version
con listas de la topologia de trabajadores replicados. En tales casos nos gus-
taria disponer de ambas versiones del esqueleto, una con listas y otra con
streams, de forma que habriamos demostrado terminacién y productividad.
En algunos casos obtenemos ambas versiones gracias al polimorfismo, como
en caso del esqueleto map ingenuo y la tuberia, presentados a continuacion.

6.2.4 Dos ejemplos sencillos

Estudiamos ahora dos ejemplos sencillos de esqueletos que ilustran algunas
de las ideas desarrolladas en esta secciéon. En la siguiente seccién estudia-
remos esqueletos mas complejos y los problemas que introducen. En todos
ellos, mostraremos primero el esqueleto Edén tal y como se presenta en
[PRO1] y después veremos la version con tipos con tamano. En ocasiones,
por razones técnicas (que se explicardan en cada caso), esta ultima tendrd
ligeras modificaciones en su sintaxis con respecto a la versién original. A
continuacién procedemos a realizar la comprobacién de tipos. Si bien no
se muestran las demostraciones completas por ser muy pesadas, en aquellas
funciones y esqueletos donde se ha usado la induccién para tiparlos, para
ayudarnos a visualizar la demostracién, escribiremos como subindice los ta-
manos de aquellas variables de programa cuyos tipos contienen la variable de
tamano sobre la que se estd haciendo induccién. En ocasiones escribiremos
también el tamano de expresiones completas para facilitar la comprension.
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Figura 6.5: Topologia map paralela

Cuando se use un tipo compuesto, como en List k& (Strm [ a), usaremos
corchetes para representar el tipo; como en k[l]. En el texto original [PRO1]
se utiliza una clase Transmissible (abreviada Tr) que subsume a las clases
T y F usadas en el sistema de tipos.

Una implementacién ingenua de un esqueleto map paralelo

Comenzamos mostrando una implementacion ingenua de un esqueleto map
(ver Figura 6.5). Un esqueleto map toma una funcién y una lista de valores,
y aplica la funcién a cada uno de los elementos de la lista:

map_naive :: (Tr a, Tr b) => (a -> b) -> [a] -> [b]
map_naive f xs = [pf # x | x <- xs] where pf = process x -> f x

En esta version ingenua, se crea un proceso para cada elemento de la lista,
que simplemente aplica la funcién £ al elemento correspondiente.

La notacién ZF se reescribe como un simple map y la cldusula where
como un let. El tipo se obtiene mediante composicién de funciones:

map-naiveL ::Va,b,k.T a,b = (a — b) — List k a — List k b
map-naivelL = Afdzslet g:: T a,b=a— b

g = A\z.(process y — [ y)#z
in map g s

Un esqueleto tuberia

Una tuberia consiste en una secuencia de pasos, de modo que en cada paso
se aplica una funcién distinta al resultado obtenido por el paso anterior.
En el siguiente esqueleto tuberia se lanza un nuevo proceso para evaluar
cada uno de los pasos de la tuberia. En la Figura 6.6 se muestra la topologia
de procesos generada. Cada proceso de la tuberia crea su proceso sucesor:

map_pipe :: Tr a => [[a] -> [al]l -> [a] -> [a]
map_pipe fs xs = (ppipe fs) # xs

ppipe :: Tr a => [[a] -> [al] -> Process [a] [al
ppipe [f] = process xs -> f xs

ppipe (f:fs) = process xs -> (ppipe fs) # (f xs)
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Figura 6.6: Topologia generada para una tuberia de procesos

El siguiente tipo se puede comprobar por induccién sobre la longitud & de

fs:

ppipe ::Va,k,l.F a = List k (Strm [ a — Strm [ a) — Process (Strm [ a) (Strm [ a)
ppipe = \fs;,.case fs; ., of

nal — process s — S

cons f fs'; — process s — (ppipe fs',.)#(f s)

map_pipe :: Va, k,[.F a = List k (Strm [ a — Strm [ a) - Strm [ a — Strm [ a
map_pipe = \fs.\s.(ppipe fs)#s

Suponiendo que ppipe :: List k (Strm [ @ — Strm [ a) — Process (Strm [ a)
(Strm [ a) se demuestra que el lado derecho tiene tipo List (kK + 1) (Strm [ a
— Strm [ a) — Process (Strm [ a) (Strm [ a).

En este ejemplo nos hemos encontrado con un par de problemas. En
primer lugar, el caso de la lista vacia no estd incluido en la definicién de
ppipe en el programa original, lo que viola las restricciones del case. De
modo que para poder dar al esqueleto un tipo, anadimos la cldusula que en
tal caso devuelve el proceso identidad.

En segundo lugar, hemos decidido representar los procesos de forma que
consuman y produzcan un stream de datos para demostrar su productividad.
Esto significa que el tipo a no puede ser un tipo interfaz, sino que debe ser
un tipo finito, luego el contexto en este caso es F' 'y no T. Sin embargo,
podriamos proporcionar tipos menos restrictivos como ppipe :: Va, k,1.T a =
List k (a — a) — Process a a y map_pipe :: Ya,k,.T a = List k (a —
a) — a — a, en donde si hemos podido usar la clase T'. Observamos en tal
caso que si concretamos a con F' a = Strm [ a obtenemos el tipo derivado
anteriormente.

6.3 Algunos esqueletos en Edén

6.3.1 Esqueleto divide y venceras ingenuo

Un esquema de programacién muy conocido es divide y vencerds. En él, si
el problema a resolver es lo suficientemente simple (caso base), su solucién
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se calcula directamente. En caso contrario, el problema se divide en varios
subproblemas de la misma naturaleza, pero menor tamano, que se resuelven
independientemente y cuyos resultados se combinan para obtener la solu-
cién final para el problema original. Utilizando un lenguaje funcional, este
esquema se puede expresar de la siguiente forma:

dc::(a -> Bool) -> (a -> b) -> (a -> [a]) -> (a-> [b] -> b) -> a -> Db
dc trivial solve split combine x

| trivial x = solve x

| otherwise = combine x children

where children = map (dc trivial solve split combine) (split x)

donde trivial es la funcién que indica si estamos en un caso base, solve
indica cémo resolver el problema en tales casos, split divide el problema en
subproblemas y combine combina las soluciones de los subproblemas para
obtener una solucién del problema dividido.

En una version paralela ingenua de divide y vencerds, se crea un arbol
dindmico de procesos en el que cada proceso estd conectado con su padre (ver
Figura 6.7). Un pardmetro entero determina el maximo nivel tras el cual no
se generan mas procesos hijo, en cuyo caso se usa la versién secuencial dc
en su lugar. La implementacion en Edén es la siguiente:

dc_naive::(Tr a, Tr b) => Int -> (a -> Bool) -> (a -> b) -> (a -> [a]) ->
(a->[b] -=>b) > a->b

dc_naive 0 trivial solve split combine = dc trivial solve split combine
dc_naive depth trivial solve split combine x

| trivial x = solve x

| otherwise = combine x children

where children = map_naive
(dc_naive (depth-1) trivial solve split combine)
(split x)

Obsérvese que el arbol de llamadas resultante no es necesariamente ho-
mogéneo y que pueden aparecer soluciones triviales a cualquier profundidad.
Esta versién no es satisfactoria, pues se crean demasiados procesos. En la
Seccidn 6.3.4 se presentard una versién mejorada.

La traduccién correspondiente en el sistema de tipos es muy similar:

de_naive :: VYa, b, k,1.T a,b = Nat k = (a = Bool) = (a = b) = (a — List [ a) —
(a > Listlb—b) >a—b
dc_naive = Ang41.Atrivial Asolve.Asplit. A\combine. Ax.
case n of
zero  — dc trivial solve split combine x
suce n'y, — case (trivial x) of
True — solve x

False — combine x (map-naiveL
(de_naive n'y, trivial solve split combine) (split x))

El tipo obtenido demuestra que el programa termina. Para obtener este
tipo (suponiendo que el tipo del algoritmo secuencial ha sido previamen-
te demostrado) se ha aplicado induccién sobre la profundidad k del drbol:
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Figura 6.7: Ejemplo de una topologia de procesos generada por divide y
venceras

Figura 6.8: Topologia de procesos generada por una granja

suponemos que dc_naive :: Nat k — (a — Bool) — (¢ — b) — (¢ —
List [ a) — (a — List [ b — b) — a — b y demostramos que el lado derecho
tiene tipo Nat (k + 1) — (a — Bool) = (a — b) — (a — List [ a) — (a —
List [ b —b) - a —b.

6.3.2 El esqueleto map paralelo implementado como granja

La version ingenua map naive se puede mejorar reduciendo el ntimero de
procesos trabajadores que se crean.

En una granja map_farm se crea un proceso por cada procesador y las
tareas se distribuyen equitativamente entre los procesadores. Tendremos
un proceso idéntico en cada uno de los procesadores disponibles. Cada
trabajador aplica la funcién f a cada tarea de su sublista y el gestor recolecta
los resultados de todos los trabajadores. La topologia generada por este
esqueleto se muestra en la Figura 6.8. En ella, el proceso manager distribuye
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las tareas entre los procesos trabajadores worker.

Es un esquema apropiado cuando la granularidad de las tareas es unifor-
me y se desea distribuir un cierto nimero de tareas entre los procesadores.
Para mejorar el reparto de carga la longitud de la lista debe ser mucho mayor
que el nimero de procesadores disponibles.

La implementacion, en términos de map naive, es la siguiente:

map_farm :: (Tr a,Tr b) => (a -> b) -> [a] -> [b]
map_farm = farm noPe unshuffle shuffle
farm :: (Tr a, Tr b) => Int -> (Int->[al->[[al]l) -> ([[b]l]1->[b]) ->
(a -> b) -> [a] -> [b]
farm np unshuffle shuffle f tasks =
shuffle (map_naive (map f) (unshuffle np tasks))

donde noPe es una constante Edén que devuelve el niimero de procesadores
disponibles, la funcién unshuffle se encarga de dividir las tareas entre los
procesos y la funcién shuffle recolecta los resultados obtenidos y los mezcla
de la forma adecuada. Se pueden utilizar distintas estrategias para dividir el
trabajo entre los distintos procesos, siempre que se cumpla que, para toda
lista xs, (shuffle . unshuffle) xs == xs. Por ejemplo, el siguiente
esquema distribuye las tareas usando una estrategia round-robin:

unshuffle :: Int -> [a] -> [[al]
unshuffle n ins
| length firsts < n take n (map (:[]) firsts ++ repeat [])
| otherwise zipWith (:) firsts (unshuffle n rest)
where (firsts, rest) = splitAt n ins
shuffle :: [[al] -> [a]
shuffle = concat . transpose

En la Figura 6.10 se muestran los tipos de las funciones auxiliares usadas en
el esqueleto granja. Los tipos de zip Withs, takes, drops y (++), se demues-
tran por induccién sobre k. Obsérvese el uso de la relacién de subtipado
>. En la Figura 6.11 se presenta el esqueleto granja modificado con su tipo.
Los tipos de las funciones unshuffles™ y shuffles se demuestran por induccién
sobre [.

Primero es necesario decidir qué tipos lista son listas finitas y cudles son
streams. Para estudiar la productivdad hemos elegido tipos stream para
las listas de entrada [a] y salida [b] del esqueleto. Puesto que el nimero
de procesos es finito, la distribucién de tareas entre procesos se considera
como una lista de streams. Esta decision nos lleva a cambiar ligeramente
las definiciones de shuffle y unshuffle, por lo que ahora tienen un tipo
diferente. En particular, shuffle necesita un stream auxiliar para poder
tratar el caso en que la lista de canales es vacia, a pesar de que esta situacién
nunca se dara en la préictica, pues corresponderia a tener cero procesadores.

Se han encontrado algunas dificultades al tipar este esqueleto: el prime-
ro surge al tipar unshuffle. Se estd dividiendo un stream de elementos en
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Figura 6.9: Reglas adicionales para = 0, # 0, Lk y ~k.

n listas de streams. Esto significa que el stream original deberia tener al
menos n * k elementos, de forma que se puedan obtener n listas de al menos
k elementos. Esto conlleva utilizar productos de variables de tamano, lo
que no estd permitido en el sistema de tipos. Hay dos posibles soluciones
a este problema. Una consiste en definir una familia unshuffles™ de funcio-
nes, una para cada ntmero fijo de procesos n, de forma que n * k sea el
producto de una constante por una variable. Asi el parametro natural desa-
pareceria, y consecuentemente farm™ y map_farm™ también serian familias
de funciones. El inconveniente de esta alternativa es que hace falta definir
muchas versiones del mismo esqueleto, una para cada n que pretendamos
utilizar en nuestros programas. Otra posibilidad es permitir productos de
dos (o mds) variables, o de expresiones de tamarfio, para obtener asi un es-
queleto paramétrico. En este caso se deberian anadir nuevas reglas para
comprobar las relaciones = 0, # 0, Lk y ~k, mostradas en la Figura 6.9. El
inconveniente de esta alternativa es que los productos de variables no estan
permitidos en el sistema de tipos, e incluso puede que hagan indecidible el
algoritmo de chequeo de tipos.

El segundo problema también estd relacionado con esta unshuf fle. El
tipo de su resultado es una lista de streams. La comprobacion de infimo
falla cuando [ = 0, ya que List n U # U. Este problema surge cuando
usamos una lista o una tupla para representar varios canales que salen de
un proceso. Un ejemplo més simple con tuplas es la siguiente versién de
unshuffle para dos streams:

unshuffle? :: Va, k.Strm (2k) a »< Strm k a,Strm &k a >
unshuffle2 = Asy(p11).case sy(g11) of
x; 8'a9p+1 — case s'gp41 of

y; 8o — let < sly, s2, >= unshuffle2 s"or in ((z;51)k+1, (Y5 52)k+1)
En [Par00] surgi6é un problema similar al intentar tipar definiciones mu-
tuamente recursivas. Fue solucionado construyendo una definicién especial
de punto fijo para un conjunto de ecuaciones simultdneas. Una funcién
de tuplas en tuplas no funcionaria en principio ya que la comprobacién de
infimo fallaria puesto que (U,U) # U. La solucién que nosotros propo-
nemos es eliminar la marca de las tuplas, es decir, definir tuplas estrictas.
Definimos los tipos de datos estrictos sdata (7s) y sidata (7T%;), y anadimos
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sidata sList w a = snil | scons a (sList w a)
zipWiths ::Va,b,c,k.(a = b — ¢) — sList k a — sList k b — sList k ¢
zipWiths = A\f.Axsp41.\ysy,,.case 511 of
snil — snilyp gy
scons © ws'y — case ys;,, of
snil — snilyy (k41)
scons y ys'y, — (scons (f x y) (zipWiths f xs', ys';) k) k41

takes :: Va,k,l.Nat k — Strm (k+1) a — sList k a
takes = Anp41.ASg+i+1.case ngyq of zero — snilyppyr

succ n'y — case sgii4+1 of

x; 8" k11 — (scons x (takes n'y, 8" k1)K )kt1

drops ::Va,k,l.Nat k — Strm (k+1) a - Strm [ a
drops = Anjp41.ASg4i4+1.case N1 of zero — Spyiy1p1

suce n'y — case Sgiy41 of

258 141 — (drops n'y ')

splitAts :: Va,k,l.Nat k — Strm (k + 1) a — (sList k a,Strm [ a)
splitAts = An.)s.(takes n s, drops n s)
(4++s) :: Va, k,l.sList k a —» Strm [l a — Strm [ a
ZTSp41 +s 8 = case x5y of snil — s;; scons x xs'y, = (x; (28’ s S)1)i+11

Figura 6.10: Funciones auxiliares para el esqueleto granja

farm™ ::Va,b,l.F a,b= (Strm (n x1) a — sList n (Strm [ a)) —
(sList n (Strm [ a) — Strm [ b — Strm [ b) —
(a—=b) = Strm ! b— Strm (n*!) a = Strm [ b
farm™ = Aunshuffle™ Ashuffle A f.\auz.\s.
shuffle (map_naiveLs (mapS f) (unshuffle” s)) aux

map-farm” :: Va,b,k.F a,b = (a = b) = Strm k b — Strm (nx k) a — Strm k b
map_farm”™ = farm™ unshuffles™ shuffles

unshuffles™ :: Va,l.Strm (n x 1) a — sList n (Strm [ a)
unshuffles” = Aspq1)-let (firsts,,resty) = splitAts n s,41)
in (zipWiths (;) firsts,, (unshuffles™ restn)np))nji+1]

shuffles :: Va,l, k.sList (k+ 1) (Strm ! a) —» Strm [ b — Strm [ b
shuffles = Axsy1141]-Aauz)y1.case T8y 41 of
snil = aux;1
scons si+1 TS ;41 — case s;4; of
z; 8"t — let headsy = map hdS xs'y4 1)
in let tlsy 1 = map t1S w5414
in (z; (headsy, 4+ (shuffles tlsy 1) auz)i)i)isa

Figura 6.11: El esqueleto granja



6.3.3 Topologia de trabajadores replicados 225

una nueva regla para representar la estrictez, y otra para establecer cudndo
un sidata es vacio:
di.r; =0 s1=0
T,/T;57=U T,57=EFE

S

De aqui en adelante se usard ( ) para representar tuplas estrictas. Estas
se utilizaron también en la regla [MERGE] (ver Figura 6.4). Las listas
estrictas de definen en la Figura 6.10. Para que las reglas de estrictez sean
semanticamente correctas, definimos un nuevo operador de tipos [x] utilizado
Ti|X|T2asiT, 2 #U

U e.o.c.

para interpretar esta clase de tipos: 71 x| 72 = {
6.3.3 Topologia de trabajadores replicados

El reparto de carga entre los procesos puede ser pobre si usamos el esqueleto
granja en tres situaciones: (1) cuando la granularidad de las tareas no es
uniforme, (2) cuando la arquitectura de los procesadores no es regular, y (3)
cuando el programa debe compartir la CPU con otros programas que estan
ejecutdndose en el mismo procesador. La solucién a las tres situaciones es
repartir el trabajo bajo demanda, es decir, se asigna una tarea a un proceso
solamente cuando se sabe que ha terminado su trabajo previo. Esta es la
idea de la topologia de trabajadores replicados [KPRO1]. En esta topologia
se crea un unico proceso repartidor, que llamaremos manager y muchos
procesos trabajadores o worker. El nimero de trabajadores depende de un
pardmetro (suele ser el nimero de procesadores disponibles). Inicialmente,
el manager asigna una o mas tareas a cada uno de los trabajadores. Cada
vez que un trabajador termina su tarea, envia un mensaje, incluyendo el
resultado parcial, a manager y a continuacién manager le asigna una nueva
tarea. El computo termina cuando manager recibe todos los resultados
parciales.

Asignar inicialmente sélo una tarea a cada proceso tiene una desventaja,
especialmente cuando la latencia es alta: cuando un trabajador termina un
trabajo parcial, envia un mensaje al manager y debe esperar a recibir una
nueva tarea. Siel manager enviara inicialmente dos tareas, no haria falta que
el proceso esperara sino que inmediatamente podria empezar a trabajar con
las tareas pendientes, con lo que los periodos de espera quedan minimizados.

El programador no puede predecir con anterioridad el orden en que los
procesos van a terminar sus trabajos, puesto que esto depende de lo que
suceda en tiempo de ejecucién.

Usando el proceso reactivo (y no determinista) merge, el manager puede
recibir las contestaciones de distintos procesos tan pronto como estas se
producen. Luego, si cada contestacion contiene la identidad del proceso
emisor, se puede saber quién ha enviado el primer mensaje y asignarle una
nueva tarea. La Figura 6.12 muestra la topologia de procesos generada.

El esqueleto recibe como pardmetros de entrada (1) el niimero de proce-
sos trabajadores a utilizar; (2) el tamano de la cola de tareas adelantadas de
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Figura 6.12: Topologia de procesos generada para los trabajadores replicados

los trabajadores; (3) la funcién del trabajador que lleva a cabo el verdadero
trabajo sobre las tareas; y (4) la lista de tareas en las que se ha dividido el
problema. El esqueleto es el siguiente:

rw :: (Tr a, Tr b) => Int -> (a->b) -> [a] -> [b]
rw np prefetch fw tasks = results where
results = sortMerge outputsChildren
outputsChildren = [(worker fw i) # inputs
| (i,inputs) <- zip [0..np-1] inputss]

inputss = distribute tasksAndIds

(initReqs ++ (map owner unorderedResult))
tasksAndIds = zip [1..] tasks
initReqgs = concat (generate prefetch [0..np-11)
unorderedResult = merge # outputsChildren -- Non-deterministic!!

distribute [] _ = generate np []
distribute (e:es) (i:is) = insert i e (distribute es is)
where insert 0 e “(x:xs) = (e:x):xs
insert (n+1) e “(x:xs) = x:(insert n e xs)

worker :: (Tr a, Tr b) => (a->b) -> Int -> Process [(Int,a)] [ACK b]
worker f i = process ts -> map (\(id_t,t).ACK i id_t (f t)) ts

data ACK b = ACK Int Int b
owner (ACK i _ _ ) =i

La lista tasksAndIds genera los nimeros que se asignan a cada tarea.
Dichos nimeros seran utilizados por la funcién sortMerge (que aqui no se
muestra) para ordenar los resultados en el mismo orden que las correspon-
dientes tareas de entrada.

Se define un tipo de datos ACK para los mensajes de contestacién de
los trabajadores al manager. Incluye no solamente el resultado calculado
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data ACK kb= ACK (Nat k) b
generate :: Vk.Nat k — Strm k (Nat k)
generate = Anyij.case npy1 of zero  — 2eros, s kyi[k+1];
succ n'y — (ng11; (generate n'y) k) k+1[k+1]

2ipS ::Va,b, k.Strm k a — Strm k b — Strm & (a,b)
2ipS = ASg+1.Mpy1.case sp11 of z; s’y —
case ty1 of y;t'y, — ((z,y); (zipS 'k t'k)k)k+1

owner :: Vb, k.,ACK k b — Nat k
owner (ACK i _) =1

result :: Vb, k. ACK kb— b
result (ACK _b)=b

worker ::Va,b,k,I.F a,b= (a — b) - Nat k — Process (Strm [ a) (Strm [ (ACK k b))
worker = A\f.\n.process ts — let f':: Fa,b=>a— ACK kb
f'=X.ACK n (f t)
in (mapS f' ts)

mapt™ ::Va,b, ky,...,k,.F a,b= (a = b) »< Strm k; a,...,Strm k, a >—
< Strm k; (ACK n b),...,Strm k,, (ACK n b) >
mapt” = Aw.\ < $1,...,8, > . < (worker w 0)#s1,..., (worker w (n — 1))#s, >

Figura 6.13: Funciones auxiliares para la topologia de trabajadores replica-
dos

por el trabajador sino también la identidad del proceso y de la tarea. La
lista unorderedResult es la lista no determinista generada por merge, que
es utilizada por distribute para distribuir nuevas tareas tan pronto como
llegan mensajes de respuesta de los trabajadores. En [KPRO1] se pueden
encontrar més detalles.

En la Figura 6.13 se muestran los tipos de las funciones auxiliares usadas
en esta topologia. Los tipos de las funciones generate y zipS se demues-
tran por induccién sobre k. Obsérvese que en generate hacemos uso de la
relacién de subtipado. Estamos suponiendo que mapS :: Va,b,k.(a — b) —
Strm k£ a — Strm £ b.

En la Figura 6.14 se muestra el tipo de una version modificada de la topo-
logia. Hemos simplificado algunos aspectos. Ha sido eliminado el pardmetro
prefetch. El identificador de tarea también se ha eliminado del tipo ACK,
por lo que eliminamos la funcién de ordenacién devolviendo el resultado
desordenado.

Se han encontrado varios problemas al tipar este esqueleto. El primero
es el siguiente: puesto que esta es una topologia en la que el trabajo se distri-
buye bajo demanda, los tamanos de los streams que comunican los procesos
no son necesariamente los mismos, por lo que trabajar con listas de streams
no parece apropiado, ya que en tal caso se perderia mucha informacién. Por
ello hemos decidido usar tuplas estrictas de streams de diferentes tamanos:
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rw™ :: Va,b.F a,b = (a = b) —» Strm w a — Strm w b
rw™ = Af.\tasks.
let initReqs :: Strm n (Nat n)
initReqs = generate n
in let rec
inputss :: Vki ... kp.F' a =< Strm k; a,...,Strm k, a>
inputss = let oChildren :: F b =< Strm k; (ACK n b),...,
Strm k, (ACK n b) >
oChildren = mapt™ f inputss
in let unordered :: F b= Strm (31, k;) (ACK n b)
unordered = mergeftoChildren
in let restReqs :: Strm (Y., k;) (Nat n)
restReqs = mapS owner unordered
in let requests :: Strm (3, k; +n) (Nat n)
requests = initReqs++"restReqs
in distribute™ tasks requests
in let
outputChildren ::Vky ... k,.F b =< Strm k; (ACK n b),...,
Strm k, (ACK n b) >
outputChildren = mapt™ f inputss
in mapS result (merge#toutputChildren)

distribute™ :: Va, ki, ... k,.Strm w a — Strm(}",_, k;) (Nat n) —
< Strm k; a,...,Strm k, a >
distribute™ = Asy.Asy.case s; of x1;s] — case s2 of x5, —
case (distribute™ sy sh) of < ti,...,t, >—
if (z2 == 0) then (x1;t1,...,t,)

.e.lée {—(@a ==n—=1)=} (t1,...,21;t,)

Figura 6.14: La topologia de trabajadores replicados

(Strm ky a,...,Strm k, a). Esto conlleva que la topologia pase a ser
una familia de funciones, una para cada cantidad de procesadores. Luego
eliminamos el pardmetro natural.

El segundo problema es que tipar el let recursivo implica demostrar que
todos los streams crecen al menos en un elemento, y esto no es cierto siempre.
Por ejemplo, para outputChildren. Sin embargo, se puede observar que
una vez se aplica distribute, se dard al menos una tarea a un proceso en
inputss por lo que la topologia continuara funcionando. Redefinimos el let
recursivo definiendo una unica ligadura recursiva para inputss en términos
del resto de ligaduras. De modo que ahora sélo hace falta demostrar que
inputss crece. Esto es cierto al comienzo de la ejecucién gracias a la lista
inicial de peticiones init Reqs. El resto de peticiones se concatenan tras ellas:
initReqs ++ map owner unorderedResult.

El tercer problema surge precisamente en la funcion de concatenacion.
Hemos de concatenar una lista finita de longitud n a un stream de al menos
k elementos. En el sistema de tipos List n a significa que la lista tiene
a lo sumo una longitud de n, por lo que no podemos decir con seguridad
que el stream resultante tenga al menos n + k elementos. Necesitamos usar



6.3.3 Topologia de trabajadores replicados 229

un stream también para el primer pardmetro. Dicho stream es generate n
en la Figura 6.14. Genera las primeras n peticiones y después anade al
final un ndmero infinito de 0’s. Luego, dados dos streams, la nueva funciéon
de concatenacién toma n elementos de la primera y los pone al principio
de la segunda. Esto sigue sin resolver el problema del todo, puesto que
tenemos que tomar n elementos del primer stream y de nuevo los nimeros
naturales son inductivos. Luego necesitamos definir (inductivamente) una
familia de funciones de concatenacién {4++/ :: Va, k.Strm j a — Strm k a —
Strm (k + j) a}jE]N+, donde ahora cada funcién se define en términos de
la anterior:

++! 1 Va,k.Strm 1 a — Strm k a — Strm (k + 1) a
s ++! s’ = case s of z;5" — z;5'

++/tt = Strm (j+ 1) a— Strm ka — Strm (k+j+1) a
s+t s = case s of ;5" — z;(s" ++7 §')

El dltimo problema surge en la funciéon distribute. Esta funcién pro-
porciona nuevas tareas a procesos ociosos. Esto significa que los streams
no se incrementan uniformemente. Luego no es posible tipar la funcién
distribute™ de la Figura 6.14, ya que desconocemos cudl de los streams serd
incrementado. Sin embargo, sabemos con seguridad que uno de ellos lo haré.
Necesitamos, por tanto, hacer induccion sobre la suma de los tamanos de los
streams y no separadamente sobre cada uno de ellos. Esto no esta soportado
por el sistema. El proceso seria de forma intuitiva el siguiente. Primero,
la comprobacién de infimo: 377 ; k; = 0 implica que para cada j = 1,...,n,
k; = 0. Lo que significa que Strm kj a =U y el uso de tuplas estrictas
nos lleva a < Strm k; a,...,Strm k, a >= U. La hip6tesis de induccién es que
distribute™ :: Strm w a — Strm(3°7_ k;) (Nat n) — < Strm ki a,...,Strm k, a >
con Y kj = k. Hemos de probar que el tipo de distribute™ es Strm w a
— Strm(zg}zl k;) (Nat n) =< Strm k] a,...,Strm k], a > con Zgn‘:l k; = Z?:l k;
+1 =k + 1. Tomamos s; :: Strm w a y sg :: Strm (37— kj + 1) (Nat n). Enton-
ces, aplicando la regla case, s} :: Strm w a y s :: Strm (37, kj) (Nat n), por
lo que, aplicando la hipdtesis de induccién, obtenemos que distribute™ s}
sy =< Strm ky @, ...,Strm k, a >; y entonces, t; :: Strm k; a, para cada j =
1,...,n. En cada rama de la expresién if se incrementa en uno una de las
componentes, es decir, cada rama tiene un tipo en el que la suma de los
tamanos es k + 1, por lo que la expresion completa tiene un tipo en el que
la suma de los tamanos es k + 1, como desedbamos demostrar. Este tipo de
induccién debe aplicarse también a inputss.

Este nuevo tipo induccién no estd incluido en forma de regla en el sis-
tema de tipos extendido ya que la expresion de tamano sobre la que hacer
induccién depende en gran medida del programa concreto que se esta tipan-
do. De alguna manera el programador deberia indicar no solamente el tipo
del programa sino también cual es la expresién de tamano sobre la que desea
hacer induccién.
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6.3.4 Esqueleto divide y venceras con un arbol

Definimos ahora una implementacion diferente del esqueleto divide y ven-
cerds como ejemplo de induccién sobre un tipo distinto de las listas y los
streams. Ahora usamos un drbol y para tipar la funciéon combineTop’ de-
finida debajo hacemos induccién sobre su profundidad. La tarea original
se divide hasta una profundidad dada y para cada subarbol a dicha pro-
fundidad se crea una subtarea. La lista de subtareas se proporciona a un
esqueleto map naive (o mejor a uno rw) en el que la funcién transformadora
es exactamente el algoritmo secuencial. Al dividir la tarea inicial se debe
generar un arbol explicito de argumentos para poder combinar los resultados
obtenidos por los procesos paralelos:

dcT :: (Tr a,Tr b) => Int -> (a -> Bool) -> (a -> b) -> (a -> [a]) —>
(a->[b] ->b) ->a ->b
dcT depth trivial solve split combine x =
combineTop combine levels results
where (tasks,levels) = generateTasks depth trivial split x
results = map_naive thr (dc trivial solve split combine) tasks
data Tree a = Node a [Tree a] | Leaf a
-- Generates a list of tasks at level n
generateTasks :: Int -> (a -> Bool) -> (a -> [a]) -> a -> ([a], Tree a)
generateTasks O _ _ a = ([a],Leaf a)
generateTasks n trivial split a
| trivial a = ([a],Leaf a)
| otherwise = (concat ass,Tree a ts)
where assts = map (generateTasks (n-1) trivial split) (split a)
(ass,ts) = unzip assts
-- Combines all the results obtained by the farm/rw skeleton
combineTop :: (a -> [b] -> b) -> (Tree a) -> [b] > b
combineTop ¢ t bs = fst (combineTop’ c t bs)

combineTop’ :: (a->[b]->b) -> (Tree a) -> [b] -> (b, [b]l)
combineTop’ _ (Leaf a) (b:bs) = (b,bs)
combineTop’ combine (Tree a ts) bs = (combine a (reverse res),bs’)
where (bs’,res) = foldl f (bs,[]) ts
f (olds,news) t = (remaining,b:news)
where (b,remaining) = combineTop’ combine t olds

En la Figura 6.15 se define la versién tipada. El tipo del arbol se define
como un tipo idata con dos pardmetros de tamano. El primero (recursivo)
establece la profundidad del arbol, y el segundo es una cota superior de la
aridad de los nodos en el arbol. También es necesario anadir un caso especial
en combineTop’ para cuando bs sea vacia. Se anade un nuevo pardmetro
b, de forma que cuando bs es vacia se devuelve el par (b,[ ]). También
podriamos devolver un par auxiliar. Este parametro debe anadirse también
en combineT op y dcT', para poder proporcionérselo a la funcién combineT op’
cuando sea necesario. Los tipos de generateTasks y combineTop’ se de-
muestran por induccién sobre la profundidad del drbol. Para no oscurecer
el programa, en este esqueleto omitimos los subindices.
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idata Tree w k a = Leaf a | Node a (List k (Tree w k a))
deT ::Va,b.F a,b= (a = Bool) - (a — b) — (a — List w a) — (a — List w b — b)
—-b—=a—=0
dcT = Atrivial . \solve.Asplit. A\combine. \b. \x.
let
tasksLevels :: Yk.F a = (List w a,Tree k w a)
tasksLevels = generateT asks n trivial split x
in let
results :: F b= List w b
results = map-naiveL (dc trivial solve split combine) (fst tasksLevels)
in
combineT op combine (snd tasksAndLevels) results b

generateTasks :: Va, k,l.Nat k — (a — Bool) — (a — List l a) = a —
(List w a,Tree k1 a)
generateT'asks = An.Atrivial Asplit.\x.
case n of
zero — (cons x nil, Leaf x)
succ n' — case (trivial x) of
True — (cons x nil, Leaf x)
False — let
assts :: (List | (List w a), List I (T'ree k1 a))
assts = unzip(map (generateTasks n' trivial split) (split z))
in (concat (fst assts), Node x (snd assts))

combineTop :: Va,b, k,1.(a - List w b —b) - Tree kl a — List I +1)b—b—b
combineT op = Af.\t.Abs.\b. f st(combineTop’ ¢ t bs b)

combineTop' ::Va,b,k,l.(a = List wb—b) - Treekla— List ((+1)b—b—
(b, List (1 +1) b)
combineT op' = Ac.Aa.\bs.\b.
case a of
Leaf a — case bs of
nil — (b, nil)
cons b’ bs' — (V',bs’)
Node z ts —
let
[ (List (I14+1) b,List wb) - Treekla—
(List (I +1) b, List w b)
f = Xos,ns).At.
let br :: (b, List (14 1) b)
br = combineTop' ¢ t os
in (snd br, cons (fst br) ns)
in let
bsrest :: (List (I + 1) b, List w b)
bsrest = foldl f (bs,nil) ts
in
(combine x (reverse (snd bsrest)), fst bsrest)
concat ::Va,k,l.List k (List w a) = List w a
concat = Azss.case xss of
nil — nil
cons xs xss' = xs++(concat xss')

Figura 6.15: Esqueleto divide y vencerds con un arbol
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Lo habitual en este esqueleto es lanzar una topologia de trabajadores
replicados, en lugar de un map ingenuo, para asi mejorar el reparto de carga
de los procesos. Pero para hacerlo necesitariamos una versién con listas, de
la que aun no disponemos. Es trabajo futuro.

6.4 Conclusiones y trabajo futuro

Edén es un lenguaje funcional paralelo lo suficientemente expresivo como
para que el programador pueda introducir bloqueos y no terminacién en los
programas. Disponer de una prueba de que tales efectos no estan presentes
es altamente deseable. Tales pruebas son particularmente interesantes para
los esqueletos, puesto que éstos representan topologias paralelas reutilizadas
muchas veces en distintas aplicaciones.

Hemos extendido en distintas direcciones el sistema de tipos con tamano
de Hughes y Pareto para hacerlo mas tutil para tipar nuestros esqueletos.
Hemos demostrado que algunos esqueletos estan libres de terminacién anor-
mal y de bucles infinitos. En concreto, hemos introducido clases de tipos
para restringir la concrecién de algunas variables de tipo. De esta forma, se
puede demostrar que solamente se transmiten valores finitos entre procesos.
Ademsds, hemos anadido al sistema tipos estrictos, y sus correspondientes
reglas de tipado, para poder hacer demostraciones por induccion para pro-
cesos que reciben y/o producen tuplas o listas de canales. Por otra parte
nos hemos encontrado con la necesidad de incorporar productos de variables
de tamano a las expresiones de tamano, de ser ello posible, lo que haria al
sistema de tipos mucho mas expresivo de forma que se podrian tipar mu-
chos mds algoritmos. En el caso general la extensién haria probablemente
indecidible el chequeo de tipos, pero probablemente se encontraran muchos
subcasos ttiles en los que el algoritmo siga siendo decidible. Nuestros esque-
letos map _farm y rw proporcionan ejemplos concretos de que esta extension
es realmente necesaria. Finalmente, proponemos extender la demostracién
por induccién incluida en la regla [LETREC] para poder llevar a cabo in-
duccién sobre expresiones, como la suma de variables de tamano, en lugar
de solamente sobre variables independientes.

Aun en el caso de que las extensiones propuestas permitan automatizar
las demostraciones, el programador sera adin responsable de conjeturar un
tipo para su programa y de reformularlo para facilitar su demostracién.

Como trabajo futuro, planeamos en primer lugar continuar con el tipa-
do de otros esqueletos més complejos como el anillo, el toro y otros. Nos
gustaria trabajar en la formalizacion de las nuevas caracteristicas y en la
extensién de la implementacion actual de los tipos con tamano con ellas
para chequear automaticamente las demostraciones presentadas aqui.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo
futuro

En esta tesis se han presentado tres anilisis del lenguaje funcional paralelo
Edén utilizando distintas técnicas. Los primeros capitulos de esta tesis han
pretendido situar este trabajo en el contexto adecuado y describir los concep-
tos utilizados en los capitulos principales. En el Capitulo 2 se ha motivado
la utilidad de los andlisis de programas en los lenguajes de programacion
y se han resumido las principales técnicas utilizadas para definirlos. Se ha
puesto especial interés en describir la forma en que se aplican a los lengua-
jes funcionales la interpretacion abstracta y los sistemas de tipos anotados,
pues son las técnicas utilizadas en los andlisis presentados en esta tesis. En el
Capitulo 3 se ha descrito el lenguaje funcional Edén: su sintaxis, seméntica e
implementacién. Sin embargo, en los capitulos posteriores, se recuerdan las
caracteristicas particularmente relevantes que es necesario tener en cuenta
en cada uno de los andlisis.

En los siguientes capitulos se presentan los resultados originales de la
tesis. Cada uno de los andlisis presentados cumple uno de los tres objetivos
que se propusieron al comienzo de esta tesis.

El andlisis de conexién directa del Capitulo 4 responde al objetivo
de desarrollar andlisis con la intencién de incrementar la aceleracién de los
programas Edén disminuyendo su sobrecarga. Esto se consigue mediante la
reduccion del nimero de mensajes y del niimero de hebras creadas cuando
estas no realizan ningun trabajo util para el programa en el sentido de que
solamente se dedican a redirigir mensajes de un procesador a otro. El andlisis
detecta hebras que se limitan a copiar valores de un canal de entrada a un
canal de salida. En tal caso el proceso que contiene a la hebra es un mero
intermediario entre el productor y el consumidor del valor. La informacién
producida por el andlisis consiste en anotaciones de las abstracciones de
procesos y las ligaduras donde se lanzan los procesos. Con esta informacién
se modifica el protocolo de comunicacién entre los procesos, de forma que
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no solamente se evita la creacién de las hebras indutiles sino que también
se conecta de forma directa al productor y consumidor del valor. De esta
forma se generan otros tipos de topologias distintas de las arboéreas, como
la tuberia, el toroide, la malla, el anillo, etc.

La definicién del andlisis estd basada en un simple criterio sintdctico: se
buscan canales utilizados exactamente una vez como entrada y exactamente
una vez como salida, y no utilizados como variables libres en ninguna expre-
sién. Aunque hemos utilizado un dominio de valores de conexién directa con
el objetivo de representar el incremento en el nimero de usos de los canales,
este andlisis no se puede considerar basado en interpretacién abstracta.

Existe un caso especial de conexién directa que hemos llamado conexién
directa entre ancestros. El andlisis incluye este caso, pero no asi el protocolo
aqui presentado. EI protocolo finalmente implementado por Ulrike Klusik
es una mejora de este que si incluye este caso especial.

El nuevo protocolo no implica sobrecargas adicionales en el caso de que
no exista ningin caso de conexién directa, por lo que no supone en ningin
caso un perjuicio para la eficiencia de los programas. Ademds, en tal caso
la topologia se mantiene. El ahorro obtenido por la optimizaciéon proviene
del hecho de que el nimero de mensajes de datos que se transmiten entre
los procesos es habitualmente mucho mayor que los mensajes del protocolo,
ya que muchos de los canales son listas cuya transmisién implica tantos
mensajes de datos como elementos hay en la lista. Asi, hemos visto que
para una cadena de reenvio de longitud n, donde n > 2, se ahorra un
total de n — 1 mensajes por cada mensaje de datos que se envie a través
de la conexion directa. Por otra parte, el niimero de mensajes adicionales
del nuevo protocolo con respecto al anterior es como mucho tres, por lo
que incluso aunque se transmita un tnico dato se obtienen beneficios para
cadenas de reenvio de longitud mayor que cuatro.

Para poder tener en la préictica los beneficios de este andlisis es nece-
sario implementarlo en el compilador de Edén. Esto implica desarrollar
todo el sistema transformacional descrito: definicién de la sintaxis abstracta
de CoreEdén, traduccién de Core a CoreEdén, anilisis de conexién direc-
ta y posterior traduccién de CoreEdén a Core. Este marco es ademds el
adecuado para incorporar nuevos andlisis y transformaciones que permitan
incrementar la eficiencia de los programas Edén. Al igual que Core es una
simplificacion de Haskell en la que es sencillo llevar a cabo andlisis y trans-
formaciones, CoreEdén es su contrapartida paralela, y sobre él se podran
desarrollar todos los andlisis y transformaciones relacionados con el parale-
lismo.

El andlisis aqui presentado tiene ciertas limitaciones. No es capaz de ma-
nejar topologias complejas como el toroide donde los canales no son explicitos
sino que aparecen dentro de listas manejadas por funciones de orden supe-
rior. Para tratar estos casos, en [PRS00] se propone una metodologia para
transformar topologias jerarquicas en topologias con conexién directa o no
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jerarquicas. Una combinacién de ambas técnicas seria lo adecuado para
tratar todos los casos.

El andlisis de no determinismo del Capitulo 5 responde al segundo de
los objetivos propuestos. Puesto que Edén estd implementado reutilizando
el compilador GHC, se ha estudiado cémo interfieren las transformaciones
realizadas por este compilador con las construcciones introducidas por Edén.
Se ha visto que dicha interaccion a veces influye en la eficiencia y otras veces
sobre la semdntica. La influencia sobre la seméntica se debe a la presencia
de no determinismo. Por otra parte, el no determinismo también afecta a la
definitud de las variables. En un lenguaje funcional perezoso, cuando una
variable se evalta, su clausura se actualiza con el nuevo valor, de forma que
todas sus apariciones de uso lo comparten. Sin embargo, en Edén puede
suceder que una variable no determinista se copie en otro procesador antes
de ser evaluada, por ejemplo en (f x) # x donde z es no determinista.
Al ser reevaluadas en procesadores diferentes se pueden producir valores
distintos. Esto provoca que distintas apariciones de una misma variable en
un programa puedan tener valores distintos, con la consiguiente pérdida del
razonamiento ecuacional. Con el doble objetivo de desactivar selectivamente
las transformaciones peligrosas y de acotar aquellas partes del programa
Edén donde se pueda razonar ecuacionalmente, se han desarrollado tres
andlisis de no determinismo y se ha implementado uno de ellos.

Los tres analisis se han definido utilizando interpretacién abstracta. En
el primero de ellos no existen dominios funcionales, por lo que se trata de
un analisis eficiente. Sin embargo, pierde demasiada informacién en las fun-
ciones, ya que no se pueden expresar las dependencias de la salida de una
funcién con respecto a la entrada. El segundo andlisis trata de paliar estas
deficiencias utilizando dominios abstractos funcionales, con todos los pro-
blemas de eficiencia que esto conlleva. El andlisis pasa a ser exponencial
y por tanto impracticable. Finalmente se define un tercer andlisis, como
resultado de un compromiso entre la eficiencia y la potencia. En el desa-
rrollo de este andlisis se han utilizado técnicas conocidas de aproximacion
de puntos fijos y de representacién eficiente de funciones. Solamente pier-
de informacién en los puntos fijos y resulta ser cubico en las definiciones
recursivas y aproximadamente lineal en el resto de definiciones, por lo que
se ha considerado que es el candidato adecuado para ser implementado. Se
ha implementado un prototipo de este andlisis en Haskell y se ha ejecutado
sobre varios ejemplos de programas Edén obteniendo un coste anadido a
la, compilacién de aproximadamente el 1%. El algoritmo implementado no
solamente obtiene los valores abstractos de las expresiones sino que también
anota las mismas con informacién de no determinismo. Su implementacion
en un lenguaje funcional perezoso ha proporcionado enormes ventajas ya
que se puede utilizar la evaluacion perezosa como mecanismo de cémputo
de los valores abstractos: una funcién abstracta se puede representar como
una suspension y su aplicacién a un argumento se traduce en la continuacion
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de la evaluacién de su cuerpo. Esto nos ha evitado tener que construir un
intérprete completo, lo cual hubiera sido necesario en caso de haber utilizado
un lenguaje impaciente o uno imperativo.

En una primera aproximacién al problema, el primer anélisis se expreso
utilizando un sistema de tipos anotados, equivalente a la interpretacién
abstracta aqui presentada. Sin embargo, vistos los problemas de impre-
cision (envenenamiento) que sufrian los andlisis de uso basados en tipos
[LGHT92, TWM95, WJ99], descritos en el Capitulo 2 (Seccién 2.3.2), se
decidié abandonar esta técnica en favor de la interpretacién abstracta. A
pesar de ello, las mejoras introducidas recientemente en [GS01] nos animan a
intentar redefinir el segundo andlisis en términos de un sistema de tipos que
permita mantener la mixima potencia a un coste razonable (polinémico).

Aunque se han proporcionado pruebas de correccion entre los tres andlisis
definidos, queda pendiente una definicion de la correccién de los mismos con
respecto a la semdantica de Edén. El desarrollo de una seméntica denotacio-
nal de Edén es sin embargo el objetivo de otra tesis en curso [Hid00], por lo
que de momento se contempla como trabajo futuro.

Finalmente, el andlisis de terminacién y productividad desarrollado
en el Capitulo 6 responde al tercer objetivo, el estudio de propiedades de los
programas. En Edén se pueden definir de forma sencilla topologias genéricas
llamadas esqueletos. El programador puede introducir en ellos inadvertida-
mente bucles infinitos o bloqueos. Puesto que los esqueletos son topologias
reutilizadas muchas veces en distintas aplicaciones, es deseable disponer de
demostraciones de ausencia de estos efectos negativos. La teoria de tipos con
tamano [HPS96, Par00], resumida en el Capitulo 2 (Seccién 2.3.3), propor-
ciona un marco en el que realizar andlisis automaético de las propiedades de
terminacion y productividad de los programas. Esta teoria permite definir
un sistema de tipos para una versién simplificada de Haskell de manera que
estd garantizado que un programa bien tipado estd libre de bucles infinitos
y/o bloqueos. Para demostrar las propiedades deseadas para las funciones
recursivas, en este sistema se distingue entre los tipos finitos (inductivos) y
los infinitos (coinductivos), y se utiliza un principio de induccién sobre el
nimero de constructores (tamano). El analisis aqui descrito se ha definido
como una extensién de dicho sistema de tipos. Puesto que Edén extiende
el lenguaje Haskell modificando su semdantica perezosa en ciertos puntos,
es necesario modificar el sistema de tipos para que tenga en cuenta dichas
caracteristicas. Las principales extensiones son: (1) un sistema de clases
de tipos para controlar la concrecién de las variables polimorficas que re-
presentan canales, ya que por estos solamente se pueden transmitir valores
finitos y (2) la inclusién de tipos estrictos para poder hacer demostraciones
por induccién para procesos que reciben y/o producen tuplas o listas de
canales. Este nuevo sistema se ha aplicado para demostrar la terminacién
y/o productividad de algunos esqueletos Edén. En esta aplicacién se han
puesto de manifiesto algunas limitaciones del sistema de tipos y han surgido
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nuevos problemas como la necesidad de anotaciones de tamano no lineales
(en los ejemplos estudiados bastaba con tener expresiones cuadriticas) y la
necesidad de hacer induccién sobre expresiones generales de tamano (por
ejemplo, suma de variables), en lugar de solamente sobre variables.

Esta tesis se ha planteado, por un lado, como respuesta a determinadas
necesidades surgidas en el entorno de desarrollo del lenguaje Edén y, por
otro, como una aportacién al mundo de los andlisis en lenguajes funcionales
paralelos. Las técnicas utilizadas en los andlisis de lenguajes funcionales
se han revelado igualmente ttiles en los lenguajes funcionales paralelos. De
entre ellos parece que los sistemas de tipos anotados y los sistemas de efectos
son especialmente utiles, en particular para recopilar informacién sobre los
efectos laterales derivados del paralelismo.

Con respecto al trabajo futuro, quedan algunos problemas abiertos en
los andlisis presentados.

En cuanto al andlisis de conexién directa, el propuesto aqui no resuelve
todas las situaciones, y la metodologia propuesta en [PRS00] exige el uso
de construcciones de bajo nivel de Edén no mencionadas en esta tesis. Una
solucion mas definitiva seguiria la linea de apoyar el andlisis llevado a cabo
actualmente, con anotaciones introducidas por el programador para los casos
mas dificiles. A partir de aqui, el cdédigo generado y el protocolo descrito en
la Seccién 4.4.7 serian suficientes para establecer la topologia deseada.

En el caso del andlisis de no determinismo, ya se ha mencionado la
necesidad de demostrar la correccién de los andlisis propuestos con respecto
a la semdntica denotacional de Edén (para ello bastaria con demostrar la
correccion del segundo anilisis, pues los demds son correctos respecto a él),
cuando esta se haya completado.

En cuanto al andlisis de productividad y terminacién, por una parte,
deseamos continuar tipando otros esqueletos mas complejos como el anillo
y el toroide. Por otra, es necesario formalizar las nuevas caracteristicas del
sistema y demostrar su correccién con respecto a la semdntica de Edén.
También hace falta estudiar cémo afecta al algoritmo de comprobacion de
tipos la introduccién de expresiones de tamafio no lineales en general o
cuadréticas en particular. Y finalmente es necesario también fundamentar
e introducir en el sistema la induccion sobre expresiones de tamano.

La experiencia alcanzada en el desarrollo de los andlisis aqui presentados,
serd sin duda util para abordar nuevos andlisis en Edén o en otros lenguajes.
En este sentido, se ha establecido una colaboracién con los desarrolladores
de GpH en Edimburgo y St. Andrews (Escocia) para estudiar problemas
especificos de dicho lenguaje, asi como de otro lenguaje funcional de esos
mismos grupos, Hume [Mic01], actualmente en definicién, y pensado para
aplicaciones criticas. Hume ofrece un amplio campo para la experimentacion
de nuevos andlisis, ya que se pretenden establecer en tiempo de compilacién
cotas superiores al tiempo y memoria necesarios para la evaluacién de cada
expresion.






Apéndice A
Conceptos basicos

En este apéndice se presentan algunos conceptos basicos utilizados en la
tesis. Con ello se pretende que ésta sea lo méas autocontenida posible. Se
presentan algunos conceptos de teoria de dominios [Rea89, AJ94] y de teoria
de categorias [Pie91, Mac71, Bar93].

A.1 Teoria basica de dominios

Los andlisis de programas basados en interpretacién abstracta requieren cier-
to conocimiento de la teoria de dominios, la cual estudia conjuntos con cierta
estructura.

A.1.1 Ordenes parciales

Dado un conjunto P, una relaciéon binaria sobre P es un conjunto de pares
de elementos de P, es decir un subconjunto de P x P.

Un preorden sobre P es una relacién binaria C sobre P con las propie-
dades reflexiva y transitiva:

e Reflexiva: Vx € P.x C z.

e Transitiva: Vz,y,z€ P(z CyAyCz) =z C 2

Si ademas posee la propiedad antisimétrica
Vo,ye P(xCyAyLa)=>z=y

entonces decimos que C es un orden parcial sobre P. En tal caso, decimos
que P es un conjunto parcialmente ordenado, y lo denotamos por P(C).
Para abreviar llamaremos poset a un conjunto parcialmente ordenado.
Los conjuntos parcialmente ordenados finitos de pequeno tamano se pue-
den representar mediante diagramas de Hasse (ver ejemplos de la Figura
A.1). En ellos los elementos se representan mediante puntos en el plano, y la
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relacion de orden mediante lineas que unen dichos puntos, donde el elemento
situado mas arriba es mayor que el elemento situado mds abajo. Gracias a
la transitividad no es necesario pintar todas las lineas.

Algunos conjuntos parcialmente ordenados infinitos también se pueden
representar de esta forma mostrando una parte finita que revele la estructura,
con la que estdn construidos.

T  true false o & 9 e o T
2

1

1 1 0
2 BOOlJ_ ]NJ_ wT

Figura A.1: Algunos ejemplos de posets que también son cpos

Un orden parcial es total si todos los elementos son comparables, es
decir,

(Vo,y.x CyVyC x).

Una cadena es un subconjunto X de P en el que C es un orden total.

Dado un poset P(C), decimos que z es una cota superior de un sub-
conjunto A de P si x es mayor o igual que todos los elementos de A, es
decir,

(Va € A.a C z).

Al conjunto de todas las cotas superiores de A lo denotamos por ub(A).
Llamamos minima cota superior o supremo a la menor de las cotas
superiores. Es decir, x es supremo de A si:

Va€e AaCz A V'€ P[(Va€ Aa C2') = (z C2'))).

Se puede demostrar que si existe, es inico.
Decimos que x es una cota inferior de A si y sélo si z es menor o igual
que todos los elementos de A, es decir,

(Va € Az C a).

Al conjunto de todas las cotas inferiores de A lo denotamos por [b(A).
Llamamos méaxima cota inferior o infimo a la mayor de las cotas
inferiores. Es decir, y € P es infimo de A si:
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Va€eAyCa A Vy e PVae Ay Ca) = (y Cy))

Si existe, es Unico.

Dado un poset P, un subconjunto A de P es dirigido si es no vacio y
para cada par de elementos de A existe una cota superior en A.

Un orden parcial completo es un poset D en el que cada subconjunto
dirigido tiene un supremo, o lo que es equivalente, en el que cada cadena
tiene un supremo. Para abreviar llamamos cpo a un poset completo.

Un cpo con infimo L se llama cpo apuntado o estricto. En adelante,
cuando hablemos de cpos los supondremos apuntados.

Todo orden parcial finito es un orden parcial completo.

Algunos ejemplos de cpos son:

e FEl cpo de un dnico elemento I.

e El cpo 2, que posee dos elementos L y T (también representados a
veces por 0 y 1) con L C T, ver Figura A.1.

e El cpo de los booleanos (ver Figura A.l) representado por Bool, y
formado por los elementos {L,true, false} tales que L C true y L C
false.

e El cpo plano de los nimeros naturales con |, IN;, ver Figura A.1,
donde

VneIN, ..l EnAVn,m € IN;.nCmsiysélosin=m.

e Los ordinales w no constituyen un cpo, ver Figura A.3. Para que for-
men un cpo es necesario anadir un elemento supremo T, para obtener
w' (ver Figura A.1).

e Dado un conjunto S, el conjunto P(S) de todos los subconjuntos de S
ordenados por inclusién forman un cpo. Como ejemplo, en la Figura
A.2 se muestra el cpo P({0,1,2}).

{0,1,2}
{0,1} {1,2}
{0} ”4 {2}

0
Figura A.2: El cpo de las partes de S = {0,1,2}
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e Dado un conjunto cualquiera S, se puede definir un cpo a partir de él,
(S1,C), anadiendo un elemento nuevo, L, a S y tomando:

s1 Esgsiysélosisy =1L os; = so.

Este tipo de cpos apuntados reciben el nombre de planos puesto que
todos los elementos distintos de L se encuentran al mismo nivel. Ejem-
plos de cpos planos son los cpos de los booleanos y de los naturales de
la Figura A.1.

Figura A.3: Un ejemplo de poset no completo: w

A.1.2 Reticulos

Un conjunto parcialmente ordenado en el que para cada par de elementos
existe el supremo (infimo) es un U(M)-semireticulo. Si existen ambos
entonces es un reticulo. Un ejemplo es el mostrado en la Figura A.4,
formado por cuatro elementos:

Figura A.4: Un reticulo completo de cuatro puntos

Un reticulo L es completo si todo subconjunto A de L tiene supremo e
infimo. Los reticulos completos se suelen denotar de la siguiente manera:

L(C, L, T,u,m)
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donde T y L denotan respectivamente el supremo e infimo de L, y Uy
M representan los operadores de supremo e infimo. Todo reticulo finito es
completo.

Todo reticulo completo es también un orden parcial completo.

Un ejemplo de reticulo no completo es la cadena de los nimeros naturales
con el orden habitual 0 C 1 C 2 C ..., puesto que para cada dos elementos
existe el supremo, pero para un subconjunto infinito, como por ejemplo el
subconjunto de los niimeros pares, no existe.

A.1.3 Funciones y puntos fijos

Dados dos cpos D y E, denotemos por (D — E) al conjunto de funciones
de D en E. Dados dos cpos D y E, una funcién f : D — E es monétona
si preserva el orden, es decir,

Ve,yx Cyen D = f(z)C f(y) en E

Dada una funcién f : D — D, decimos que z € D es un punto fijo de f si
f(z) = z. Es el minimo punto fijo si para cualquier otro punto fijo y de
f, se cumple z C y. Es el maximo punto fijo si para cualquier otro punto
fijo y de f, se cumple z J y.

Teorema 49 (del punto fijo de Tarski)

Los puntos fijos de una funcion mondtona f sobre un reticulo completo L(C
, L, T,U,M) forman un reticulo completo con orden T, infimo el minimo
punto fijo lfp f, supremo el mdximo punto fijo gfp f y operadores de supremo
e infimo los mismos que L, donde:

e lfp f={zel| f(z)Tz}y
o gfp f=U{z €L |zC f(x)}

Una funcién f entre cpos D y E es continua si para cada subconjunto
dirigido A de D tenemos f(| | A) = || f(A). Continuidad implica monotonia.
Denotamos por [D — E] al conjunto de funciones continuas de D en E.

Ademds, si una funcién f : D — E es mondtona y D es finito, entonces
f es continua. De hecho, esto es cierto siempre que no existan cadenas
ascendentes infinitas en D (propiedad de cadena ascendente). Por ejemplo,
cualquier funcién monoétona f : IN; — E es continua.

Una funcién continua entre cpos apuntados D y F es estrictasi f(Lp) =
1y se dice que refleja el infimo si f(d) = Lgp = d= Lp.

El conjunto de las funciones continuas [D — E] entre dos cpos D y E es
otro cpo, en el que el orden f C g se define como Vd € D : f(d) C g(d). El
supremo se calcula punto a punto.

Si E es apuntado, es decir, tiene un infimo | g, entonces el cpo de las
funciones continuas es también apuntado, pues Vd € D.L(p_, g (d) = Lg.
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Teorema 50 Dado un cpo apuntado D:

e Cada funcion continua f de D en D tiene un minimo punto fijo dado
por L, cN (L), donde 1O es la funcion identidad y ft!' = fo fm.

e La funcion fix que a cada funcion continua le hace corresponder su
minimo punto fijo es también continua.

La cadena {f"(L)}, N recibe el nombre de cadena ascendente de Klee-
ne.

A.1.4 Dominios

Un dominio es un cpo con algunas propiedades adicionales que garantizan
la existencia de soluciones a las ecuaciones recursivas de dominios.

Sea D un cpo. Un elemento z € D es compacto o finito si, para todo
subconjunto dirigido M de D tal que =z C | | M, existe un y € M tal que
z C y. Llamemos K (D) al conjunto de los elementos compactos de D.

Sea el cpo de los numeros naturales ordenados de la forma habitual,
con supremo T (w'). En dicho cpo todos los elementos excepto T son
compactos.

Un cpo D es algebraico si para todo z € D, el conjunto

M ={zxy€ K(D) | o C z}

es dirigido y | | M = z. En otras palabras, cada elemento es el limite de sus
aproximaciones finitas.

.':._|

a1 by

Figura A.5: Ejemplo de cpo no algebraico

Un ejemplo de cpo no algebraico es el de la Figura A.5. Este cpo no es
algebraico porque carece de elementos compactos. Ninguno de los a; puede
ser compacto puesto que tomando en la definicién de elemento compacto
M = {b,}, se cumple que a; C | |M = T y sin embargo Vj.a; £ b;. De
forma similar se puede razonar con los b;. T tampoco es compacto, y por
tanto ningun elemento lo es.

Existen cpos algebraicos D que cumplen que [D — D] no es algebraico.
Para lograr que [D — D] pertenezca a la misma categoria de objetos, es
necesario imponer algunas condiciones adicionales.



A.1.4 Dominios 245

Un conjunto X C D es consistente si tiene cota superior. Luego, todo
conjunto dirigido en un cpo es consistente.

Se dice que un cpo D es consistentemente completo o coherente si
todos sus subconjuntos consistentes tienen supremo en D:

VX C D.(X consistente = |_| X existe en D).

En la Figura A.6 se muestran ejemplos de cpos algebraicos, uno de los
cuales es coherente y el otro no lo es.

4 4

cpo algebraico no coherente cpo algebraico y coherente

Figura A.6: Ejemplos de cpos algebraicos coherentes y no coherentes

Un dominio de Scott es un cpo algebraico consistentemente completo.
Para abreviar los llamaremos dominios. Todos los cpos planos son dominios
de Scott y todos los reticulos completos son dominios de Scott.
Construcciones sobre dominios

Producto

Dados dos posets (D,C1) y (E,Es), el producto (D x E,C) es el conjunto
de pares (z,y) donde x € D ey € E.
El orden se define componente a componente:

(z,y) C(2',y')siysolosiz Ciyy 2z’ Coy.

En caso de ser ambos cpos, el producto es un cpo. El infimo es L pxg =
(Lp, Lg) y el operador de supremo | | L = (|| M, | N) donde:

M = {z|3ye€E.(z,y) €L},
N = {y|3JzeD.(z,y) €L}

Si ambos son dominios, entonces el producto es dominio en el que

K(D x E) ={(u,v) |u e K(D),v e K(E)}.
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Al definir la seméntica estricta de lenguajes funcionales necesitamos iden-
tificar todas las tuplas con una componente indefinida con el propio indefi-
nido, por ello surge otro producto (versién colapsada):

D@Dy ={(z,y) e D1 x Dy |z# Lyy# L}U{lpen}
donde L p,gp, €s un nuevo elemento con

Vp eEDI® .D2..LD1®D2 C p.

Unién de dominios

La uniéon de dominios es 1til para dotar de seméantica a los tipos de datos
algebraicos de los lenguajes funcionales. Dados dos cpos Dy y D3, su unién
o suma coalescente, D; @ Dy, es un nuevo cpo formado por la unién
disjunta de los elementos de D; y D3, en el que los elementos Lp, y Lp,
se identifican en un dnico elemento L p, g p, (ver Figura A.7). En Dy @& Do
tendremos d C d' si y sélo si:

e d= 1pap,, 0 bien
e d y d' pertenecen al mismo D; (i =1,2) yd C d en D;.

Normalmente se define extendiendo los elementos de cada D; con una eti-
queta para distinguirlos.

Otro tipo de unién es la suma separada D + D», formada por la union
disjunta de los elementos de D; y Dy junto con un nuevo elemento Lp, 1 p,
distinto de los demds y por debajo de ellos, ver Figura A.7.

1p

Figura A.7: (a) Suma coalescente de Dy y Ds; (b) suma separada de Dy y
Ds; (c) elevacién de D

Si Dy y D5 son dominios, D1 + D5 es también un dominio donde K (D1 +
D5) es la unién disjunta de los elementos de K (D) y K(D3), junto con el
elemento nuevo Lp, 1 p,.
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Elevacién de dominios

Una construccién 1til en seméantica perezosa es la elevacién de dominios.
Dado un constructor de tipos C, en semantica perezosa queremos distinguir
entre una expresion de dicho tipo totalmente indefinida y otra que se evalia
a C E donde E es una expresién indefinida. Es decir, queremos un nue-
vo elemento distinto de C' L que represente la indefinicién total, el cual se
consigue elevando el dominio con un | nuevo por debajo de C' L.

Dado un cpo D, llamamos D, al cpo elevado, cuyos elementos son los
de D junto con un infimo anadido L por debajo de | p, ver Figura A.7.

A veces se representan los elementos de la siguiente forma:

e LDy,
e (0,dye D sideD.
Si D es un dominio, entonces D | es un dominio, en el que
K(D1) ={L1}u{{0,d) | d € K(D)}.
Se cumple que:
D+E=D,oFE,.

Dada una funcién f : D — E, se define su promocién f, : D, — E:

fr(L) =L, f1((0,d)) = (0, f(d)).

Dominio de funciones continuas

Dados dos dominios D; y Dy, llamamos [D; — D3] al dominio de las fun-
ciones continuas entre dichos dominios, donde

fEgsiysolosiVdy € Dy.f(dy) C g(dy).

Ecuaciones recursivas entre dominios

Cuando se intenta proporcionar una semadntica denotacional al A—célculo
sin tipos surge la necesidad de resolver ecuaciones recursivas de dominios.
Para poder expresar el orden superior es necesario resolver la ecuaciéon entre
dominios D = A+ [D — D] donde A es un dominio base.

Es bien conocido que los dominios con las funciones continuas entre ellos
forman una categoria (ver Seccién A.2) cartesianamente cerrada (cerrada
bajo producto y espacio de funciones) en la que esta ecuacién recursiva
tiene solucidn.

La solucién a esta ecuacion recursiva es un modelo del A—célculo sin tipos,
y la semdantica denotacional estdndar hace corresponder a cada construccion
sintdctica un valor en dicho dominio (ver Seccién 2.2.3).

Los tipos de datos definidos de forma recursiva también dan lugar a
ecuaciones recursivas de dominios. Por ejemplo, el dominio de las listas es
solucion de la ecuacion recursiva Dy () = I + (D7 X Dyjgy(7))-
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A.2 Definicién de categorias

Una categoria K es una estructura definida por los siguientes conjuntos de
datos y propiedades:

(a) Una coleccién de objetos Obj(K).

(b) Para cada par de objetos A y B en Obj(K), existe un conjunto deno-
tado por Morf (A, B) llamado el conjunto de los morfismos de A a
B.

(c) Dados f € Morfyi(A,B) y g € Morfy(B,C), se puede formar la
composicién g o f € Morf (A, C).

(d) Para cada objeto A existe un morfismo idy € Morf (A, A), llamado
el morfismo identidad. Para cada f € Morf (A, B), se cumple que

foidy=fyidpof=f.
(e) La composicién definida en el tercer apartado es asociativa.
Algunos ejemplos de categorias son los siguientes:

(a) Los conjuntos forman una categoria, donde los objetos son conjuntos,
los morfismos son funciones entre conjuntos, la composicién de morfis-
mos es la composicién ordinaria de funciones y el morfismo identidad
es la funcién identidad.

(b) Los conjuntos parcialmente ordenados forman una categoria, donde
los objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfismos fun-
ciones mondtonas (el resto igual que en el punto anterior).

(c) Los dominios también forman una categoria donde los objetos son
dominios, los morfismos son las funciones continuas, la composicién
de morfismos es la composicién ordinaria de funciones y el morfismo
identidad es la funcién identidad.

Dada una categoria K, su categoria opuesta K es la formada por
los mismos objetos que K, y tal que para cada par de objetos A y B,
f € Morf gop(B, A) siy solo si f € Morf (A, B).

Sean C y D dos categorias. La categoria producto C xD es la categoria
cuyos objetos son pares de la forma (A, B) donde A y B son objetos de C
y D respectivamente. Un morfismo entre (A, B) y (C, D), donde A,C €
Cy B,D € D, serd de la forma (f,g) donde f y g son morfismos de A
a C'y de B a D respectivamente. La composiciéon de morfismos se hace
componente a componente. Esta definicién se puede generalizar a productos
de n categorias.

Un funtor F' entre dos categorias C y D es una aplicacién que a cada
objeto de C le hace corresponder un objeto de D, y para cada par de objetos



A.2 Definicién de categorias 249

Ay B en C, F hace corresponder a cada morfismo f € Morfs(A, B) un
morfismo F'(f) € Morfp(F(A), F(B)) satisfaciendo las siguientes condicio-
nes:

e F(ida) = idp(4) para cada A € Obj(C).
e F(fog)=F(f)o F(g) siempre que f o g esté definida en C.

Tales funtores reciben el nombre de covariantes. Sin embargo, de-
cimos que F' es contravariante si para cada par de objetos A y B en
C, F hace corresponder a cada morfismo f € Morfs(A, B) un morfismo
F(f) € Morfp(F(B), F(A)) satisfaciendo las siguientes condiciones:

e F(ida) = idp(a) para cada A € Obj(C).
e F(fog)=F(g)oF(f) siempre que f og esté definida en C.

Sean ahora F'y G dos funtores entre las categorias C y Dy sea {f4} una
coleccién de morfismos indexada por los objetos de la categoria C, donde ca-
da f4 € Morfp(F(A),G(A)). Llamamos a esta coleccién transformacién
natural de F' a G si para cada par de objetos A y B en la categoria C, y
para cada morfismo h € Morf (A, B) se cumple:

fBoF(h)=G(h)o fa

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

F(A) fa G(A)
F(h) G(h)
F(B) G(B)






Apéndice B

Cddigo Haskell del analisis
de no determinismo

A continuacién se muestra el cédigo Haskell del algoritmo de andlisis de
no determinismo mostrado en la Seccién 5.8. Se trata de codigo Haskell
literario, donde las partes de c6digo Haskell aparecen delimitadas por el texto
\begin{code} y \end{code} y el resto son comentarios. Estos aparecen
en inglés con el objetivo de que el médulo sea comprensible para los no
hispanohablantes.

Se utiliza el médulo NewPP . hs definido por Hughes [Hug95] para mostrar
de forma legible (pretty printing) la salida producida por el anélisis. Puesto
que el analisis ain no estd incluido en el compilador de Edén, el prototipo
incluye también un analizador 1éxico y uno sintéctico, los cuales son genera-
dos respectivamente por las herramientas Alex y Happy. El médulo Gram.hs
contiene el analizador sintactico generado por Happy, donde se encuentran
los tipos que definen la sintaxis del lenguaje descrito en la Seccién 5.3, por
lo que aqui aparecen comentados.

Cuando el andlisis sea incorporado al compilador de Edén, la informacién
de tipos estara disponible en las expresiones. Por el momento proporciona-
mos solamente los tipos de las variables ligadas, los operadores primitivos
y del proceso predefinido merge, y el resto de los tipos es reconstruido a
partir de estos cuando sea necesario mediante la funcién ofType. De esta
forma los programas a ser analizados no se ven oscurecidos por una excesiva
informacién de tipos.

Este cédigo incluye una ménada de estados ST para contar el ntimero
de iteraciones realizado para calcular los puntos fijos que aparecen en el
programa. Esta informacién ha sido 1til para obervar que en la mayor parte
de las ocasiones no se alcanza el peor de los casos, en el que el nimero de
iteraciones es igual a la profundidad del dominio de signaturas.
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\begin{code}

module NonDet5 where

import NewPP

import Gram

import GlaExts(unsafePerformI0)
\end{code}
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- We distinguish between binding occurrences and applied occurrences,
although they are type synonyms.

- We need type information in very concrete places:
- binders: lambda abstraction, process abstraction, case patterns
and let bindings (for the fixpoint calculation)
- primitive operators
- merge is considered an Id
-The types of the expressions can be initially pasted to the
expressions, but by now we calculate them when needed

\begin{code}

--newtype Id a = MkId (String, Type, a) -- binding occurrence
-- deriving Show

—-instance Eq (Id a) where
-- MkId (s1,_,_) == MkId (s2, _, _) = sl == s2

-—type 0Id a = Id a -- applied occurrence
gettype :: Id a -> Type
gettype (MkId (s,t,x)) =t

getname :: Id a -> String
getname (MkId (s,t,x)) = s

getAbsVal :: Id AbsVal -> AbsVal
getAbsVal (MkId (s,t,a)) = a

\end{code}
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*okokok Constructors, literals, primitive operators *kkok
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- In this way, we don’t have to distinguish between primitive and
algebraic case alternatives

\begin{code}

--data Con a = DataCon DataCon -- constructor

- | Literal Literal —-- literal (integers, chars etc)
- | PrimOp (PrimOp a) -- primitive operators

--type DataCon = (String,Type)
--type Literal = (String, Type)
-—type Prim0p a = Id a -- we need their types

--Tuples are different from the rest of algebraic types
isCTup :: DataCon -> Bool

isCTup ("Tup",_) = True

isCTup _ = False

--This function transforms a Constructor in an annotated constructor
annotCons cs = map annotCon cs
annotCon :: Con a -> Con AbsVal
annotCon (PrimOp op) = error "Primitive operator in case alternative"

DataCon s
Literal k

annotCon (DataCon s)
annotCon (Literal k)
\end{code}
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- In fact they are just variables or literals, but we want recursion

\begin{code}
--type Arg a = Expr a

getanarg = getanexpr
\end{code}
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*okokok Bindings: recursive and non recursive *kokok
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\begin{code}
--data Bind a = NonRec (Id a) (Expr a)
- | Rec [(Id a, Expr a)l

\end{code}
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3ok KK K K ok KK K K ok KoK K K ok oK oK Kk ok ok Kk o ok KK o ok KK K ok KK K ok KoK sk ok ok ok sk ok Kk ok ok Kok ok ok K

*oHk K Expressions rokokk
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- We distinguish between type lambdas and value lambdas, and
correspondingly between normal applications and type applications.

\begin{code}

{-data Expr a = Var (0Id a)
| Con (Con a) [Arg a] a
| App (Expr a) (Arg a) a
| Lam (Id a) (Expr a) a
| TApp (Expr a) Type a
| TLam TId (Expr a) a
| Case (Expr a) [Alt al a
| Let (Bind a) (Expr a) a
| PInst (0Id a) (Arg a) a
| PAbs (Id a) (Expr a) a

type Alt a = (Con a, [Id al, Expr a) -- [Id] is [] if Con is a Literal
-}

--To get the annotation of an annotated expression/alternative
getanexpr: :Expr AbsVal -> AbsVal

getanexpr (Var id) = getAbsVal id

getanexpr (Con _ _ an) = an

getanexpr (App _ _ an) = an
getanexpr (Lam _ _ an) = an
getanexpr (TApp _ _ an) = an

getanexpr (TLam _ _ an) = an

getanexpr (Case _ _ an) = an
getanexpr (Let _ _ an) = an

getanexpr (PInst _ _ an) = an
getanexpr (PAbs _ _ an) = an

getanalt (AlgAlt (c,vs,e)) = getanexpr e

getanelt (Default (v,e)) = getanexpr e

\end{code}
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* Kk k Progra_m *ok ok ok
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\begin{code}
--type Program a = [Bind a]

\end{code}
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- As we have also used Id for type variables, we give then an EmptyType
- As merge is an Id we have to give its type:
ForAll alpha (TyProc (TyConApp List (TyConApp List (TyVar alpha)))
(TyConApp List (Var alpha))
where alpha =)("alpha", EmptyType)
\begin{code}
--newtype TId = MkTId String

- deriving Eq

{-data Type = EmptyType

| TyVar TId -- type variable

| FunTy Type Type -- functional type

| ForAllTy TId Type -- polymorphic type

| TyConApp TyCon [Typel -- type constructor application
| TyProc Type Type -- process type

deriving Eq -}

{-type TyCon = String --We are interested in tuple type constructor:
"TConTup"
-}

--merge’s type is the following
{-mergeType = ForAllTy mergeTyVar
(TyProc (TyConApp "List" [TyConApp "List" [TyVar mergeTyVar]])
(TyConApp "List" [TyVar mergeTyVar]))
mergeTyVar = MkTId "mergeTyVar"
mergeVar = MkId ("merge", mergeType, ())-}

--Obtains the result type of a function
resultType (FunTy t1 t2) = resultType t2
resultType (TyProc tl t2) = resultType t2
resultType (ForAllTy beta t) = resultType t
resultType t = t

--The abstract domain corresponding to a type is Basic if it is a
--type variable or a non-tuple algebraic type
basic::Type -> Bool
basic (TyConApp tc _ ) = tc /= "TTup"
--basic types are included here also
basic (TyVar _) = True
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basic _ = False

--Given a type, it returns true if it is a tuple type
isTup::Type -> Bool

isTup (TyConApp "TTup" _) = True

isTup _ = False

--Given a type, it returns true if it is not functiomal
nonfun: :Type -> Bool
nonfun (FunTy _ _) = False

nonfun (TyProc _ _) = False
nonfun (ForAllTy _ t) = nonfun t
nonfun _ = True

--Given a functional type, it returns the types of the argument
--and the result

argrestType ::Type -> (Type,Type)

argrestType (FunTy tl1 t2) = (t1,t2)

argrestType (TyProc t1 t2) (t1,t2)

argrestType (ForAllTy _ t) = argrestType t

argrestType t | nonfun t = error "This is not a functional type"

--Given a type, it returns the number of arguments
numArgs: :Type -> Int

numArgs t | nonfun t = 0

numArgs (FunTy t1 t2) = 1 + numArgs t2

numArgs (TyProc tl t2) 1 + numArgs t2

numArgs (ForAllTy _ t) = numArgs t

\end{code}
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\begin{code}

ofType::Expr a -> Type

ofType (Var id) = gettype id

ofType (Con (Literal (k,t)) [1 ) =t

--two special cases: tuples and lists. They just have an abbreviated
--syntax in source programs

ofType (Con (DataCon ("Tup",_)) xs _) = TyConApp "TTup" (map ofType xs)
ofType (Con (DataCon ("Comns",_)) (x:xs) _) = TyConApp "List" [ofType x]

ofType (Con (DataCon (c,t)) _ _) = resultType t
ofType (Con (Prim0Op op) _ _) = resultType (gettype op)
ofType (Lam id e _) = FunTy (gettype id) (ofType e)
ofType (PAbs id e _) = TyProc (gettype id) (ofType e)
ofType (TLam alpha e _) = ForAllTy alpha (ofType e)
ofType (App e a _) = t2

where

FunTy t1 t2 = ofType e

n o
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ofType (PInst v a _) = t2
where
TyProc t1 t2 = gettype v
ofType (TApp e t _) = sust t’ alpha t
where
ForAllTy alpha t’ = ofType e
ofType (Let bind e _) = ofType e
ofType (Case e alts _) = ofTypeAlt (head alts)

ofTypeAlt (AlgAlt (c,vs,e)) = ofType e
ofTypeAlt (Default (v,e)) = ofType e

--The replacement of a type variable by a type inside a type expression
sust (TyVar beta) alpha t

| beta == alpha =t

| otherwise = TyVar beta
sust (TyConApp c ts) alpha t = TyConApp c (map f ts)

where f t’ = sust t’ alpha t
sust (FunTy t1 t2) alpha t = FunTy (sust t1 alpha t) (sust t2 alpha t)
sust (TyProc tl t2) alpha t = TyProc (sust tl alpha t) (sust t2 alpha t)
sust (ForAllTy beta t1) alpha t

| alpha == beta = ForAllTy beta t1

| otherwise = ForAllTy beta (sust tl alpha t)

\end{code}
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- Signatures and abstract values are mixed.

\begin{code}
data EnumAnnot = Det | NonDet deriving (Eq,0rd)

Gamma Type TId Type AbsVal --polymorphism suspensions:
Alpha Type TId Type AbsVal --t’,beta,t

data AbsVal = Basic EnumAnnot --an abstract value and a signature
| Tup [AbsVall —--tuple of abstract values
| Fun (Id ()) (Expr ()) Env --lambda suspension
| AprFun Int Type [AbsVall --a functional signature
| AllDet Int Type AbsVal --special functional signature
| FLub [AbsVall --a lub suspension
|
|

--Given an abstract value, tells if it is a signature
issignature: :AbsVal -> Bool

issignature (Basic _) = True

issignature (Tup as) = and (map issignature as)
issignature (AprFun _ _ _) = True

issignature (AllDet _ _ _) = True

issignature _ = False
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instance Eq AbsVal where
(==) = equals --only defined for signatures

--Signatures equality: used in the fixpoint calculation
equals (Basic b) (Basic b’) (b==b")
equals (Tup as) (Tup as’) = and (zipWith equals as as’)
equals (AprFun m t as) (AprFun m’ t’ as’)
| (m==m’) && (t==t’) = and (zipWith equals as as’)
| otherwise = error "Eq comparison error"
equals (AllDet m t s) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = equals s s’
| otherwise = error "Eq comparison error"
equals (AprFun m t as) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = (equals a s’) &% and (map (equals (signondet tr)) as’)
| otherwise = error "Eq comparison error"

where
(as’,a)=sepsig as
tr = resultType t
equals (AllDet m t s) (AprFun m’ t’ as’) =
equals (AprFun m’ t’ as’) (AllDet m t s)
equals _ _ = error "This equality comparison is unexpected"

sepsig xs = (init xs, last xs)

allequals [s1,s2] = sl==s2
allequals (sl1:s2:ss) = (sl == s2) && allequals (s2:ss)

instance Ord AbsVal where
(<=) = lesseq --only defined for signatures

--0Order between signatures: used in application of signatures
lesseq (Basic b) (Basic b’) = (b<=b’)
lesseq (Tup as) (Tup as’) = and (zipWith lesseq as as’)
lesseq (AprFun m t as) (AprFun m’ t’ as’)
| (m==m’) && (t==t’) = and (zipWith lesseq as as’)
| otherwise = error "Leq comparison error"
lesseq (AllDet m t s) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = lesseq s s’
| otherwise = error "Leq comparison error"
lesseq (AllDet m t s) (AprFun m’ t’ as)
| (m==m’) && (t==t’) = (lesseq s a) &% and(map (equals (signondet tr)) as’)
| otherwise = error "Leq comparison error"
where
(as’,a) = sepsig as
tr = resultType t
lesseq (AprFun m t as) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = lesseq (last as) s’
| otherwise = error "Leq comparison error"
lesseq _ _ = error "This inequality comparison is unexpected"

\end{code}
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\begin{code}

--This environment can be a three valued environment to contain: the
--abstract value, the signature and the basic abstract value; but here
--we use annotated identifiers. However this can be changed easily

type Env = [Id AbsVal]

('-) :: Env -> Id a -> AbsVal
--extracts an Id annotation from the environment

(id:rho) !- id’
| egname id id’ = getAbsVal id
| otherwise = rho !- id’
[1 !'- id’ = error ("not in scope variable"++(show (getname id’)))

--Looks in the environment for an identifier
inenv id [] = False
inenv id (id’:rho)

| eqname id id’ = True

| otherwise = inenv id rho

--Identifier’s name equality
eqname (MkId (s,_,_.)) (MkId (s’,_,_)) = s==s’

-—-Adds an identifier to the environment
addEnv :: Env -> (Id AbsVal) -> Env
addEnv rho id = id:rho

--Adds an annotation to an identifier
addAbsVal :: AbsVal -> Id a -> Id AbsVal
addAbsVal a (MkId (s,t,x)) = MkId (s,t,a)

--Extends an environment

extendEnv :: Env -> Env -> Env

extendEnv = (++)

-- this can be improved by checking that identifiers are not repeated

addAbsVals = zipWith addAbsVal
\end{code}

3ok KK Kk ok KoK K K ok KoK K K ok ok ok Kk ok ok ok Kk 3 ok ok K ok ok K K s ok K K KoK Kk oKk ok ok sk ok ok K ok ok ok K ok ok
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\begin{code}

lub (Basic NonDet) (Basic b) = Basic NonDet
lub (Basic Det) (Basic b) = Basic b

lub (Tup as) (Tup as’) = Tup (zipWith lub as as’)
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lub (AprFun m t as) (AprFun m’ t’ as’)
| (m==m’) && (t==t’) = AprFun m t (zipWith lub as as’)

lub (AllDet m t s) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = AllDet m t (lub s s’)

lub (AprFun m t as) (AllDet m’ t’ s’)
| (m==m’) && (t==t’) = AllDet m t (lub (last as) s’)

lub (AllDet m t s) (AprFun m’ t’ as’)
| (m==m’) && (t==t’) = AllDet m t (lub s (last as’))

--we assume the types of the functions in the list are the same
lub (FLub fs) f = FLub (f:fs)

lub f (FLub fs) = FLub (f:fs)

lub f g@(Fun x e rho) = FLub [f,g] --f is not a FLub

lub f@(Fun x e rho) g = FLub [f,g] --g is not a FLub

--for polymorphic suspensions

lub f@(Gamma t’ beta t a) g = FLub [f,g]
lub f g@(Gamma t’ beta t a) = FLub [f,g]
lub f@(Alpha t’ beta t a) g = FLub [f,g]
lub f g@(Alpha t’ beta t a) = FLub [f,g]

lub error "Type conflict in lub operation"

supN as = foldrl lub as
\end{code}
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-The concretisation function is given as a signature

\begin{code}
sigdet::Type —-> AbsVal --It is gamma t d
sigdet t | basic t = Basic Det
sigdet (TyConApp "TTup" ts) = Tup (map sigdet ts)
sigdet t@(FunTy t1 t2) = AprFun m t (sl:ss)

where

sl = auxnondet t2

sigdet t2
extract rs

rs

ss
m = numArgs t

sigdet (TyProc tl t2)

sigdet (ForAllTy _ t)

sigdet (FunTy t1 t2)
sigdet t
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extract (AprFun m t as) = as
extract s = [s]

signondet::Type -> AbsVal
signondet t | basic t = Basic NonDet
signondet (TyConApp "TTup" ts) = Tup (map signondet ts)
signondet tQ@(FunTy tl t2) = AprFun m t (sl:ss)
where

sl = auxnondet t2

rs = signondet t2

ss = extract rs

m = numArgs t
signondet (TyProc tl1 t2) = signondet (FunTy t1 t2)
signondet (ForAllTy _ t) = signondet t

auxnondet: :Type -> AbsVal

auxnondet t | nonfun t = signondet t
auxnondet (FunTy t1 t2) = auxnondet t2
auxnondet (TyProc t1 t2)
auxnondet (ForAllTy _ t) = auxnondet t

auxnondet t2

gamma: :Type -> AbsVal -> ST State AbsVal --the second one is a Basic
gamma t (Basic Det) = return (sigdet t)
gamma t (Basic NonDet) = return (signondet t)

gamma _ _ = error "Gamma must be applied to a basic annotation"
flip2 f bca=f abc

alpha::Type -> AbsVal -> ST State AbsVal
alpha t a | basic t = return a
alpha (TyConApp "TTup" ts) (Tup as) =
do
parc <- zipWithM alpha ts as
return (supN parc)
alpha tQ@(FunTy tl t2) a =
do
parc <- absApply a (sigdet t1)
alpha t2 parc
alpha t@(TyProc tl1 t2) a =
do
parc <- absApply a (sigdet t1)
alpha t2 parc
alpha (ForAllTy _ t) a

alpha t a

\end{code}
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\begin{code}

absApply::AbsVal -> AbsVal -> ST State AbsVal --The first arg is a function
absApply (Fun id e rho) arg =
do
let rho’ = addEnv rho (addAbsVal arg id)
(a,_) <- evalExpr e rho’
return a

absApply (AprFun 1 t [sl,sd]) arg =
do
let (ta,tr) = argrestType t
esmenor <- lessThanDet ta arg
let out = if esmenor then sd else sl
return out

absApply (AprFun m t (sl:ss)) arg =
do
let (ta,t’) = argrestType t
esmenor <- lessThanDet ta arg
let out = if esmenor then (AprFun (m-1) t’ ss) else (AllDet (m-1) t’ s1)
return out

absApply (AllDet 1 t s) arg =
do
let (ta,tr) = argrestType t
esmenor <- lessThanDet ta arg
let out = if esmenor then s else (signondet tr)
return out

absApply (AllDet m t s) arg =
do
let (ta,t’)=argrestType t
esmenor <- lessThanDet ta arg
let out = if esmenor then (AllDet (m-1) t’ s) else (signondet t’)
return out

absApply (FLub fs) arg =
do
1ls <- mapM (flip absApply arg) fs
return (supN ls)

--for the polymorphic suspensiomns
absApply (Gamma t’ beta t a) arg =
do

let (t1,t2) = argrestType t’

al <- alphap t1 beta t arg
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a2 <- absApply a al
a’ <- gammap t2 beta t a2
return a’

absApply (Alpha t’ beta t a) arg =
do

let (t1,t2) = argrestType t’

al <- gammap tl1 beta t arg

a2 <- absApply a al

a’ <- alphap t2 beta t a2

return a’

absApply _ arg
= error ">que pasa con la funcion?"

lessThanDet targ arg =
do
warg <- signature targ arg
return (lesseq warg (sigdet targ))

absApplys :: AbsVal -> [AbsVal] -> ST State AbsVal
absApplys f [a] = absApply f a
absApplys £ (a:as) = do
g <- absApply f a
a <- absApplys g as
return a
\end{code}
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\begin{code}
zipWithM::Monad m => (a -> b => m ¢) -> [a] -> [b] -> m [c]
zipWithM £ [] [] = return []
zipWithM f (x:xs) (a:as) =
do

h<-fxa

hs <- zipWithM f xs as

return (h:hs)

signature::Type -> AbsVal -> ST State AbsVal --The result is a signature
signature t a | issignature a = return a
signature t a | basic t = return a
signature (TyConApp "TTup" ts) (Tup as) =
do
zw <- zipWithM signature ts as
return (Tup zw)
signature tQ@(FunTy tl t2) a =
do
apl <- absApply a (signondet t1)
sl <- auxp t2 apl
ap2 <- absApply a (sigdet t1)



264 B. Cédigo Haskell del anilisis de no determinismo

rs <- signature t2 ap2
let
ss = extract rs
m = numArgs t
return (AprFun m t (sl:ss))

signature (TyProc tl1 t2) a = signature (FunTy tl t2) a
signature (ForAllTy _ t) a = signature t a

auxp::Type -> AbsVal -> ST State AbsVal
auxp t a | nonfun t = signature t a
auxp t@(FunTy t1 t2) a =
do
parc <- absApply a (sigdet t1)
auxp t2 parc
auxp t@(TyProc tl t2) a =
do
parc <- absApply a (sigdet t1)
auxp t2 parc
auxp t@(ForAllTy _ t1) a = auxp tl a
\end{code}
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Abstract interpretation for a program
\begin{code}

--To repeat n times the evaluation of a program: just to obtain
--bigger programs we add an integer parameter n and force the
--evaluation of the bindings several times

evalProg :: Int -> Program () -> ST State (Program AbsVal)
evalProg n binds
| n == = evalbinds binds []
| otherwise = do bs <- evalbinds binds []
seq (rnfBinds bs) (evalProg (n-1) binds)
pon £ t ¢ = seq (unsafePerformI0 (writeFile f t)) c

--Reduction to normal form

rnfBinds []
rnfBinds (b:bb)

0O
rnfBind b ‘seq‘ rnfBinds bb

rnfBind (NonRec id e) rnfId id ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ ()
rnfBind (Rec [1) =0
rnfBind (Rec ((id,e):bs))

rnfld id ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ rnfBind (Rec bs)

rnfId (MkId (s,t,a)) = s ‘seq‘ rnfType t ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

O
id ‘seq‘ ()
rnfType tl ‘seq‘ rnfType t2

rnfType EmptyType
rnfType (TyVar id)
rnfType (FunTy tl t2)
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rnfType (ForAllTy tid t)= tid ‘seq‘ rnfType t

rnfType (TyConApp c ts) = c ‘seq‘ rnfTlist ts

rnfType (TyProc tl t2) = rnfType tl ‘seq‘ rnfType t2
rnfTlist [] =0

rnfTlist (t:ts) = rnfType t ‘seq‘ rnfTlist ts

rnfExp (Var x) =x ‘seq‘ ()

rnfExp (Con c xs a) = c ‘seq‘ xs ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfExp (App e x a) = rnfExp e ‘seq‘ x ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfExp (Lam id e a) = rnfld id ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ a ‘seq‘ ()
rnfExp (TApp e t a) = rnfExp e ‘seq‘ rnfType t ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfExp (TLam tid e a) = tid ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfExp (Case e alts a)= rnfExp e ‘seq‘ rnfAlts alts ‘seq‘ a ‘seq‘ ()
rnfExp (Let b e a) = rnfBind b ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ a ‘seq‘ ()
rnfExp (PInst oid x a)= oid ‘seq‘ x ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfExp (PAbs id e a) = rnfld id ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ a ‘seq‘ ()

rnfAlts []

O

rnfAlts (a:as) = rnfAlt a ‘seq‘ rnfAlts as

rnfAlt (AlgAlt (c,ids,e))
rnfAlt (Default (id,e))

rnflds []

c ‘seq‘ rnflds ids ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ ()
rnfld id ‘seq‘ rnfExp e ‘seq‘ ()

=0

rnflds (id:ids) = rnflId id ‘seq‘ rnflds ids

--Annotation of a list of bindings

evalbinds

[Bind ()] -> Env -> ST State [Bind AbsVall

evalbinds [] = return []

evalbinds (bind:binds) rho =

do

(rho’,bind’) <- evalBind bind rho

binds’

<- evalbinds binds rho’

return (bind’:binds’)

--Annotation of an expression

evalExpr ::

evalExpr

Expr () -> Env -> ST State (AbsVal, Expr AbsVal)

(Var (MkId ("merge",t,_))) rho =

return (a,Var (MkId ("merge",t,wa)))

where

a = signondet t

wa = a

evalExpr
= do

(Var id) rho

let a = rho !- id

tid = gettype id

wa <- signature tid a
let id’ = addAbsVal wa id
return (a, Var id’)
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evalExpr (Con (Literal k) [1 _) rho =
return (Basic Det, Con (Literal k) [] (Basic Det))

evalExpr ne@(Con (DataCon c) xs _) rho
| isCTup ¢ =
do
ps <- mapM (flip evalExpr rho) xs
let
(as,xs’) = unzip ps
was = map getanexpr xs’
a = Tup as

wa = Tup was --the same as signature (ofType ne) a
return (a, Con (DataCon c) xs’ wa)
| otherwise =

do
ps <- mapM (flip evalExpr rho) xs
let (as,xs’) = unzip ps
txs = map ofType xs
basics <- zipWithM alpha txs as
let a = if (null basics) then (Basic Det) else (supN basics)
wa = a --the same as signature (oftype ne) a
return (a, Con (DataCon c) xs’ wa)

evalExpr ne@(Con (PrimOp op) xs _) rho =
do

ps <- mapM (flip evalExpr rho) xs
let

(as,xs’) = unzip ps

aop = sigdet top

top = gettype op
a <- absApplys aop as
let op’ = addAbsVal aop op --as waop = aop
wa <- signature (resultType top) a
return (a, Con (Prim0Op op’) xs’ wa)

evalExpr ne@(Lam v e _) rho =
do
let
a = Fun v e rho
v’ = addAbsVal wv v
wv = signondet tv
tv = gettype v
rho’ = addEnv rho v’
wa <- signature (ofType ne) a
(_,e’) <- evalExpr e rho’
return (a, Lam v’ e’ wa)

evalExpr ne@(PAbs v e _) rho =
do

let

a = Fun v e rho
addAbsVal wv v
signondet tv

4

wv
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tv = gettype v
rho’ = addEnv rho v’
wa <- signature (ofType ne) a
(_,e’) <- evalExpr e rho’
return (a, PAbs v’ e’ wa)
evalExpr ne@(App e arg _) rho =
do
(ve,e’) <- evalExpr e rho
(va,arg’) <- evalExpr arg rho
a <- absApply ve va --if ve is Unknown, absApply deals with it
wa <- signature (ofType ne) a
return (a, App e’ arg’ wa)
evalExpr ne@(PInst v arg _) rho =
do
p <- evalExpr (Var v) rho --a trick
let (vv,Var v’) =p
p’ <- evalExpr arg rho
let (va,arg’) = p’
a <- absApply vv va
wa <- signature (ofType ne) a
return (a, PInst v’ arg’ wa)

evalExpr ne@(Case e [AlgAlt (DataCon c, vs, e’)] _) rho

| isCTup c =
do
(ae, el) <- evalExpr e rho
let

Tup as = ae
wae = getanexpr el
Tup was = wae

rho’ = extendEnv rho (addAbsVals as vs)
(a,el’) <- evalExpr e’ rho’
let vs’ = addAbsVals was vs
wa = getanexpr el’ —--more efficient than signature (ofType ne) a

return (a, Case el [AlgAlt (DataCon c, vs’, el’)] wa)
evalExpr ne@(Case e alts _) rho =
do
(ae,e’) <- evalExpr e rho
palts <- mapM (flip (evalAlt ae) rho) alts
let
(valts,alts’) = unzip palts
tne = ofType ne
walts = map getanalt alts’
a = case ae of
Basic NonDet -> signondet tne
Basic Det -> supN valts
wa <- signature tne a
return (a, Case e’ alts’ wa)



268 B. Cédigo Haskell del anilisis de no determinismo

evalExpr ne@(Let bind e _) rho =
do
(rho’,bind’) <- evalBind bind rho
(a,e’) <- evalExpr e rho’
let wa = getanexpr e’ --more efficient than signature (ofType ne) a
return (a, Let bind’ e’ wa)

--Polymorphism

evalExpr (TLam beta e _) rho =
do

(a,e’) <- evalExpr e rho

let wa = getanexpr e’

return (a,TLam beta e’ wa)
evalExpr ne@(TApp e t _) rho =
do

let tne = ofType ne

ForAllTy beta t’ = ofType e

(a’,e’) <- evalExpr e rho

a <- gammap t’ beta t a’

wa <- signature tne a

return (a,TApp e’ t wa)

--Annotation of alternatives
evalAlt ::AbsVal -> Alt () -> Env -> ST State (AbsVal, Alt AbsVal)
evalAlt ae (AlgAlt (c,vs,e)) rho =
do
let
rho’ = extendEnv rho vs’
as = map (discr ae) ts
discr a = case a of
Basic Det -> sigdet
Basic NonDet -> signondet
ts = map gettype vs
vs’ = addAbsVals as vs
--in this case was=as as they are already signatures
c’ = annotCon c
(a,e’) <- evalExpr e rho’
return (a,AlgAlt (c’,vs’,e’))

evalAlt ae (Default (v,e)) rho =
do
let
v’ = addAbsVal ae v --as ae is basic abstract value wae = ae
rho’ = addEnv rho v’
(a,e’) <- evalExpr e rho’
return (a,Default (v’,e’))
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--Annotation of recursive and non-recursive bindings
evalBind (NonRec v e) rho =

do
(a,e’) <- evalExpr e rho
let
wa = getanexpr e’ —--more efficient than signature (ofType e’) a
v’ = addAbsVal wa v

rho’ = addEnv rho (addAbsVal a v)
return (rho’, NonRec v’ e’)

evalBind (Rec bs) rho =
do
nuevoCont
let
(ids,es)=unzip bs
--we don’t modify the bindings until the end
--In the fixpoint calculation we only look for the environment
f = \(rho’,exit)->
do
pes <- mapM (flip evalExpr rho’) es
let
(_,es’) = unzip pes
waes = map getanexpr es’ --the widening
rho2 = addAbsVals waes ids
(nrho,nexit) = modify rho’ rho2
return (nrho,nexit)
init = extendEnv (addAbsVals dets ids) rho
dets = map sigdet tids
tids = map gettype ids
rho’ <- fix f (init,False)
--one more time to get the definitive rhss
pes <- mapM (flip evalExpr rho’) es
let
(_,es’) = unzip pes
waes =map getanexpr es’
ids’ = addAbsVals waes ids --the definitive ids
bs’= zip ids’ es’
return (rho’, Rec bs?)

modify rho [] = (rho,True)
modify (id:rhos) (id’:rhos’)
| id == id’= (id’:nrhos,(a==a’) && exitrest) --a and a’ are signatures
where
a = getAbsVal id
a’ = getAbsVal id’
(nrhos,exitrest) = modify rhos rhos’
--fix::((Env,Bool) -> ST State (Env,Bool)) -> (Env,Bool) -> ST State Env
fix f (x,exit) --the counter is increased each time we apply f
| exit = return x
| otherwise = do
ef <- f (x,exit)
inc
ff <- fix f ef
return ff
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\end{code}

3k 3k 3k 3k 3k ok ok 3k 3k 3k ok ok 3k 3k 3k %k ok 3k 3k 3k %k ok 3k 3k %k %k %k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 3k 3k 5k %k %k ok 3k 3k 3k 3k %k %k 3k 3k 3k %k %k %k 3k 3k 3k 3k %k %k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k %k %k %k %k *k *k ¥

*okokok Pretty-printing using Hughes library *kokok
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\begin{code}
banToD: :EnumAnnot -> Doc
banToD (Det) = text "d"

banToD (NonDet) = text "n"

anToD: :AbsVal -> Doc

anToD (Basic b) = banToD b
anToD (Tup as) = rodear d "(" ")"
where

d = sep (g as)
g [a]l = [anToD a]
g (al:a2:ss) = (anToD al <> text ","): (g (a2:ss))

anToD (AprFun m t as) = rodear 4 "{" "}"

where
d = sep (h as)
h [a] = [text "+" <> anToD a] --the last value
h (al:a2:as) = (anToD al):(h (a2:as))

anToD (AllDet m t s) = rodear (anToD s) "{[" "]}"
--we save some space, we could also reconstruct the AprFun equivalent version
—-anToD (AprFun m t (as’++[s])) where as’= rep m (signondet (resultType t))

anToD (FLub _) = error "trying to show a lub value"

anToD _ =error "Trying to show a non-signature functional abstract value"
tnil = text ""

idToD::Id AbsVal -> Doc

idToD (MkId(s,t,x)) = (text(s++"::"))<>(anToD x)

conToD::Con AbsVal -> Doc

conToD (DataCon (s,t)) = text (s++" ")
conToD (Literal (1,t)) = text (1)
conToD (PrimOp x) = idToD x<>text " "

progToD: :Program AbsVal -> Doc
progToD bs = foldr (($$).bindToD) tnil bs

bindToD :: Bind AbsVal -> Doc
bindToD (NonRec x e) = onebToD (x,e)
bindToD (Rec bs) = foldr (($$) . onebToD) tnil bs

onebToD:: (Id AbsVal, Expr AbsVal) -> Doc
onebToD (x,e) = sep[idToD x <> text " = ",nest 4 (exprToD e)]

rodear :: Doc -> String -> String -> Doc
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rodear d s s’ = text s <> d <> text s’

rodexpr :: Expr AbsVal -> String -> String -> Doc

rodexpr e = rodear (exprToD e)
rodearid id = rodear (idToD id)

rodepare e = rodexpr e men oy
rodeparid id = rodearid id "(" ")"
rodepart t = rodear (typeToD t) "(" ")"
rodecore e = rodexpr e "[" "]"

anConDP :: AbsVal -> Doc

anConDP a = text "::" <> anToD a

exprToD :: Expr AbsVal -> Doc
exprToD (Var id) = idToD id
exprToD (Con c xs a) =
sep [d,anConDP al
where
d = if (null xs) then (conToD c)
else ((conToD c) <> (h xs))
h [x] = rodepare x

h (x:y:ys)= sep (map rodepare (x:y:ys))
exprToD (App e x a) = seplrodepare e,rodepare x,anConDP a]l

exprToD (Lam id e a) =

sep[(text "\\ ") <> (idToD id)<> (text "."), nest 4 (exprToD e)]

$$ anConDP a
exprToD (TApp e t a) =
exprToD (TLam tid e a) =

sep[(text "/\\ ")<> tidToD tid <> text ".",nest 4(exprToD e)]

$$ anConDP a
exprToD (PInst id e a)

<> anConDP a
exprToD (PAbs id e a) =

sep[(text "process ") <> (idToD id)<>(text " ->"),nest 4 (exprToD e)]

$$ anConDP a
exprToD (Let b e a) =

(text "let ")$$nest 4 (bindToD b)$$text "in "$$nest 3 (exprToD e)

$$ anConDP a

exprToD (Case e alts a) = (text '"case "<> rodepare e <> text " of ") $$

sep[(rodepare e), (rodepart t), anConDP a]

rodeparid id <> text " # "<> rodepare e

nest 4 (foldr (($$).altToD) tnil alts)$$anConDP a

altToD :: Alt AbsVal -> Doc
altToD (AlgAlt (c,ids,e)) =

sep[(conToD c) <> opc <> text " ->",nest 6 (exprToD e)]

where
opc = if (null ids) then tnil else
k id = rodeparid id <> text" "
altToD (Default (id,e)) =

sep[idToD id <> text "->",nest 6 (exprToD e)]

tidToD :: TId -> Doc
tidToD (MKTId s) = text s

sep (map k ids)
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typeToD :: Type -> Doc

typeToD (EmptyType) = text "( )"

typeToD (TyVar tid) = tidToD tid

typeToD (FunTy tl t2) = sep[typeToD t1<> text " ->",typeToD t2]

typeToD (ForAllTy tid t) = text "\\/"<> tidToD tid <> text"." <> typeToD t
typeToD (TyConApp tcon ts) = text (tcomn) <> (d ts)

where
d [1 = tnil
d (t:ts) = text " " <> sep (map rodepart (t:ts))

typeToD (TyProc tl t2) = sepl[text "Process "<> typeToD tl, nest 7 (typeToD t2)]

\end{code}
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\begin{code}
newtype ST s a = ST (s -> (s,a))
instance Monad (ST s) where
return x = ST (\ s -> (s,x))
m >=f = ST (\s -> let
ST fm = m
(s’,b) = fm s
STm’> =£fb
in
m’ s’)
m > m’ = ST (\s -> let
ST fm = m
(s?,.) fm s
ST fm’ = m’
in
fm’ s’)

type State = [Int]

nuevoCont: :ST State ()
nuevoCont = ST (\ s -> ((0::Int):s,()))

inc::ST State ()
inc = ST (\s -> (addl s,()))

addl (x:xs) = (x+1):xs

runST :: Int -> Program () -> (State, Program AbsVal)
runST n p = let
ST fm = evalProg n p
in
fm []
\end{code}
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\begin{code}
--Polymorphic abstraction and concretisation functions
gammap: :Type -> TId -> Type -> AbsVal -> ST State AbsVal
gammap (TyConApp tc ts) beta t a
| tc /= "TTup" = return a
| otherwise =
do
let Tup as = a
f tl al = gammap t1 beta t al
ps <- zipWithM f ts as
return (Tup ps)
gammap (TyVar delta) beta t a
| delta /= beta = return a
| otherwise = gamma t a

gammap t’Q@(FunTy t1 t2) beta t a = return (Gamma t’ beta t a)
gammap t’Q@(TyProc t1 t2) beta t a = return (Gamma t’ beta t a)
gammap (ForAllTy delta t1) beta t a

| delta /= beta = gammap tl beta t a

| otherwise = error "Hay captura de variables de tipo"

alphap::Type -> TId -> Type -> AbsVal -> ST State AbsVal
alphap (TyConApp tc ts) beta t a
| tc /= "TTup" = return a
| otherwise =
do
let Tup as = a
g tl al = alphap t1 beta t al
ps <- zipWithM g ts as
return (Tup ps)
alphap (TyVar delta) beta t a
| delta /= beta = return a
| otherwise = alpha t a

alphap t’Q(FunTy t1 t2) beta t a = return (Alpha t’ beta t a)
alphap t’@(TyProc tl t2) beta t a = return (Alpha t’ beta t a)
alphap (ForAllTy delta t1) beta t a

| delta /= beta = alphap tl beta t a

| otherwise = error "Hay captura de variables de tipo"

\end{code}
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--El modulo principal es el siguiente
module Main(main) where

import Tokens

import Gram

import NewPP

import NonDetb

main = do

s <- readFile '"reps.txt"
let n = read s :: Int -- numero de repeticiones
print n

prog <- readFile "ejemplos.txt"
let (its,prog’) = runST n (parser prog)
writeFile "results.txt" (pretty 200 150 (progToD prog’))



Apéndice C

Algunos ejemplos para el
analisis de no determinismo

En las figuras C.1 y C.2 mostramos algunos ejemplos de programas escritos
en el lenguaje descrito en el Capitulo 5. No se trata del cédigo fuente
proporcionado al analizador sintactico, sino de una versién (azucarada) mas
legible. En las figuras C.3 y C.4 se muestra la salida producida por el
andlisis para estos ejemplos, tal y como lo hace el pretty printing. Si una
expresion e ha sido anotada con una signatura aw, se muestra como e: :aw.
Las signaturas funcionales se escriben entre llaves. Las tuplas y las listas se
muestran, respectivamente, con los constructores Tup y Cons.

En primer lugar (Figura C.1) se muestran algunos ejemplos sencillos. Son
funciones pequenas que pretender cubrir el uso de tuplas, el orden superior
y la recursién. A continuacién (Figura C.2) se muestra el contragjemplo del
polimorfismo de la Seccién 5.8.3. Aqui f es representada por counter y ¢
corresponde a pair. La variable cinstap corresponde to (g iinst(f) q) d,
por lo que debe tener una anotacién d. En la Figura C.4 podemos ver que
countinst recibe la signatura nn+d, lo que corresponde a Wyinst (Ve tinst (f))-
Sin embargo se usa el valor abstracto 7y sinst(f) para obtener el valor abs-
tracto de cinstap, que, como cabia esperar, es d.

Finalmente se presenta una versién simplificada de la topologia de tra-
bajadores replicados correspondiente a n = 2.
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--Algunas listas
zero::[Int] = 0:[]
one::[Int] = 1:[]

zdnil:: [[Int]] = zero:[]
zoxss::[[Int]] = one:zdnil

--Un entero no determinista
mergeint::Process [[Int]] [Int] = merge Int
xs::[Int] = mergeint # coxss

nondet::Int = head xs

--Algunas funciones con tuplas como resultado
pfl::Int -> (Int,Int) = \pfOl::Int.(pf01,2)
pf3::Int -> (Int,Int) = \pf03::Int.(pf03,pf03)
pfé4::Int -> (Int,Int) = \pfO4::Int.(pf04,nondet)

--Algunas funciones con tuplas como argumentos
atl::(Int,Int) -> Int = \patl::(Int,Int).

case patl of (patll::Int,patl2::Int) -> patll
at3::(Int,Int) -> Int = \pat3::(Int,Int).

case pat3 of (pat31l::Int,pat32::Int) -> pat3l + pat32

--Algunas funciones de orden superior
highl::(Int -> Int) -> Int = \fl::Int -> Int.f1l 1
high2::(Int -> Int) -> Int -> Int = \f2::Int -> Int.\arg::Int.f2 arg
--La funcion suma
sum: :[Int] -> Int = \11::[Int].case 11 of
0->o0
x1l:xs1 -> let restl::Int = sum xsl
in x1 + restl

Figura C.1: Ejemplo de programa
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--E1 contraejemplo del polimorfismo
id::Int -> Int = \v::Int.v
fn::Int -> Int = \z::Int.nondet
counter::\/ delta.(delta,delta) -> delta =
/\delta.\cp::(delta,delta). case cp of (cpl::delta,cp2::delta) -> cpl
countinst::(Int -> Int, Int -> Int) -> Int -> Int = counter (Int -> Int)
pair::(Int -> Int,Int -> Int) = (id,fn)
cinstap::Int = (countinst pair) 6

--La topologia de trabajadores replicados
replicated ::\/ alpha.\/ beta. Process ([alpha],[alpha]) (beta,beta,beta) ->
Process beta [alpha] -> Process beta [alphal] -> [alpha] -> beta =
/\alpha./\beta.\m: :Process ([alphal, [alpha]) (beta,beta,beta).
\wl::Process beta [alpha].
\w2::Process beta [alpha].
\ts::[alpha]
let rec
t::([alphal, [alphal) = (ts,is)
om::(beta,beta,beta) =m # t
pxl::beta = case om of (ul::beta,u2::beta,ul::beta) -> ul
px2::beta = case om of (vl::beta,v2::beta,v3::beta) -> v2
px3::beta = case om of (ql::beta,q2::beta,q3::beta) -> q3
ol::[alpha] = wil # px1
02::[alphal = w2 # px2
lol::[[alphal]l = ol:[]
0lo2::[[alpha]] = o02:lol
mergealpha: :Process [[alphal] [alphal = merge alpha
is::[alpha] = mergealpha # olo2
in
px3

Figura C.2: Ejemplo de programa
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zero::d = Cons (0 ::d) ([]::d) ::d

one::d = Cons (1 ::d) ([]::d) ::d

zdnil::d = Cons (zero::d) ([]::d) ::d
:d =

ZOXSS: = Cons (one::d) (zdnil::d) ::d
xs::n = (mergeint::{n +n}) # (zoxss::d)::n
nondet::n = head::{n +d} (xs::n) ::n

pfl::{(n, 4) +(d, d)} =
\ pfOl::n. Tup (pfOl::n) (2 ::d) ::(n, d)
:{(n, d) +(d, d)}
pf3::{(n, n) +(d, d)} =
\ pf03::n. Tup (pf03::n) (pf03::n) ::(n, n)
1:{(n, n) +(d, D}
pf4::{(n, n) +(d, n)} =
\ pf04::n. Tup (pf04::n) (nondet::n) ::(n, n)
::{(n, n) +(d, n)}
atl::{n +d} =
\ patl::(n, n).
case (patl::(n, n)) of
Tup (patill::n) (patl2::n) =-> patlil::n
1o
t:{n +d}
at3::{n +d} =
\ pat3::(n, n).
case (pat3::(n, n)) of
Tup (pat31::n) (pat32::n) -> Plus::{n n +d} (pat31::n) (pat32::n) ::n
tin
t:{n +d}
highl::{n +d} =
\ fi::{n +n}. (f1::{n +n}) (3 ::d) ::n
t:{n +d}
high2::{n n +d} =
\ £2::{n +n}.
\ arg::n. (f2::{n +n}) (arg::n) ::n
::{n +n}
t:{n n +d}
sum: :{n +d} =
\ 11::n.
case (11::n) of
Nil -> 0 ::d
Cons (x1::n) (xsl::n) ->
let
restl::n = (sum::{n +d}) (xsl::n) ::n
in
Plus::{n n +d} (x1::n) (restl::n) ::n
iin
tin
t:{n +d}

Figura C.3: La salida para los ejemplos de la Figura C.1
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id::{n +d} =
\ v:iin. v:i:n
::{n +d}
fn::{n +n} =
\ z::n. nondet::n
::{n +n}
counter::{n +d} =
/\ delta.
\ cp::(n, n).
case (cp::(n, n)) of

Tup (cpl::n) (cp2::n)

i:in
::{n +d}
t:{n +d}

-> cpl::n

countinst::{n n +d} = (counter::{n +d}) (Int -> Int) ::{n n +d}
pair::({n +d}, {n +n}) = Tup (if::{n +d}) (fn::{n +n}) ::({n +d}, {n +n})
cinstap::d = ((countinst::{n n +d}) (pair::({n +d}, {n +n})) ::{n +d})

::n) (is::n)

n)) of
(u2::n)

n)) of
(v2::n)

n)) of
(q2::n)

(6 ::d) ::d
replicated::{n n n n +n} =
/\ alpha.
/\ beta.
\ m::{(n, n, n) +(n, n, n)}.
\ wi::{n +n}.
\ w2::{n +n}.
\ ts::n.
let
t::(n, n) = Tup (ts
om::(n, n, n) = (m
pxl::n =
case (om::(n, n,
Tup (ul::n)
iin
px2::n =
case (om::(n, n,
Tup (vi::n)
iin
px3::n =
case (om::(n, n,
Tup (ql::n)
‘n
ol::n =
02::n =

(u3:

(v3:

(q3:

(wi::{n +n}) # (pxl::n):
(w2::{n +n}) # (px2::n):
lol::n = Cons (ol::n) ([]::d)

olo2::n = Cons (02::n) (lol::n)
mergealpha::{n +n} = (merge::{n
is::n = (mergealpha::{n +n}) # (olo2::n)::n

in

px3::n

i:n
i:{n +n}

::{n n +n}

::{n n n +n}

::{n n nn +n}
::{n nnn +n}
::{n nnn +n}

:n)

:n)

:n)

n
in

iin

i:n

n})

::(n,n)

::{(n, n, n) +(n, n, n)})

-> ul::n

-> v2::n

->qg3::n

(alpha) ::{n +n}

# (t::(n, n))::(n, n, n)

Figura C.4: La salida para los ejemplos de la Figura C.2
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