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Introduccién

Como es sabido, el desarrollo de la teoria de grupos topolégicos debe buena parte de
su impulso inicial a la necesidad de generalizar el andlisis armonico clasico. En esa linea
el hecho de que el grupo en estudio sea localmente compacto constituye una hipdtesis
fundamental, debido a que fuera de esa clase no se puede garantizar la existencia de una
medida invariante por traslaciones. Los problemas y conceptos que surgieron al realizar
este programa han servido de guia primero, y de motivacién més tarde, para una exhaus-
tiva investigacion de la estructura y propiedades de los grupos localmente compactos,
como queda claro en las monografias [41] o [76]. Como hitos fundamentales en este
camino podemos senalar el teorema de Peter-Weyl sobre existencia de representaciones
unitarias irreducibles, y el teorema de Pontryagin y Van Kampen que dio origen al es-
tudio de la dualidad en grupos topoldgicos. La simple consideracion del objeto “grupo
dual” de un grupo topoldgico limita el andlisis al caso abeliano, en el que se puede ase-
gurar que las representaciones unitarias irreducibles son unidimensionales y por lo tanto
su estudio es el de los caracteres del grupo, es decir, los homomorfismos continuos con
valores en el grupo multiplicativo T de los nimeros complejos de médulo 1.

Estas restricciones, junto con otras muchas propiedades favorables, convirtieron la
clase de los grupos localmente compactos y abelianos en objeto privilegiado de investi-
gacién, orientada a plantear y resolver cuestiones andlogas a las estudiadas en andlisis
armonico real o bien surgidas del desarrollo de la propia teoria.

Existe sin embargo otro punto de vista desde el que el Andlisis puede inspirar direc-
ciones de investigacién en grupos abelianos topolégicos. Algunos de los resultados que
se revelan como herramientas basicas en Analisis Funcional, o bien son directamente de
cardcter topoldgico (como el Teorema de Ascoli) o bien pueden enunciarse, sin dejar de
ser significativos, en contextos mas generales que el de los espacios de Banach o incluso
el de los espacios vectoriales topoldgicos, que constituyen los marcos habituales para su
presentacion. Este tltimo es el caso, por ejemplo, del teorema del grafo cerrado y sus
variantes; su formulacién para grupos abelianos topolégicos y homomorfismos continuos
no le hace perder aplicabilidad y al mismo tiempo resulta reveladora del caracter esencial
o accesorio de las hipétesis asumidas en sus enunciados mas frecuentes.

Tiene sentido preguntarse hasta qué punto esa generalizacién puede llevarse a cabo
sobre otros resultados y construcciones del Analisis Funcional, y de hecho en esa linea
apunta parte de la investigacion reciente en grupos topoldgicos. Aunque en algunos
casos no se haya insistido en esta interpretacion, en otros se toma explicitamente como
modelo un resultado conocido en el contexto de los espacios vectoriales topoldgicos.

1



9 INTRODUCCION

Uno de los primeros y mas importantes ejemplos de este planteamiento lo constituye
la generalizacién del teorema de Orlicz-Pettis llevada a cabo por Kalton en 1971. En
cualquier caso, es claro que desde este punto de vista la hipotesis de compacidad local
pasa a ser excesivamente restrictiva.

Evidentemente, en muchos casos la abstraccién del cuerpo base y de la operacion
externa que implica este proceso hace que muchas definiciones y teoremas sean intra-
ducibles a grupos, o bien que admitan analogos falsos. Por ejemplo, cualquier afirmacién
sobre espacios vectoriales topoldgicos que sélo dependa de la estructura subyacente de
grupo abeliano topolégico, ha de ser en particular aplicable por igual a los casos de cuer-
po base arquimediano y no arquimediano, y es sabido que las dos teorias son divergentes
en la mayoria de sus aspectos esenciales.

El ejemplo del teorema de Kalton citado arriba es muy representativo de los casos en
los que tiene sentido y resulta fructifero el paso a grupos. Como es sabido, el teorema
original de Orlicz-Pettis establece que en un espacio localmente convexo, las sucesiones
(a,) hereditariamente sumables (en el sentido de que todas las subseries de > a, son
convergentes) son las mismas con respecto a la topologia original y a la topologia débil
del espacio. Todos los conceptos que intervienen en este enunciado tienen equivalentes
naturales en grupos, cuyas particularizaciones al caso vectorial son exactamente los con-
ceptos de partida, y el resultado de hacer la extrapolaciéon es un enunciado que resulta
ser cierto y que por supuesto, incluye el teorema original como caso particular. El que,
por ejemplo, la dualidad de grupos abelianos topoldgicos sea hasta este punto compatible
con la de espacios vectoriales puede resultar contrario a la intuicién, si tenemos en cuenta
que el grupo compacto T juega en esta teoria el papel del cuerpo base (habitualmente R 6
C). Sin embargo, parece esperable que las definiciones y propiedades relacionadas con la
sumabilidad de sucesiones o familias de elementos del espacio admitan en muchos casos
una version valida en grupos. Este trabajo viene a corroborar esta afirmacién, de la que
por lo demds existen ya suficientes pruebas en las referencias; concretamente, nuestro
objetivo principal es generalizar a grupos, hasta donde sea posible, la caracterizacién
existente de los espacios nucleares en términos de sumabilidad.

Para situar el problema, recordemos que los espacios nucleares son una clase de espa-
cios localmente convexos que comparten un buen numero de propiedades con los espacios
de dimensién finita (si E es nuclear, entonces todo subconjunto acotado de E es pre-
compacto, la topologia de E puede generarse a partir de una familia de seminormas
prehilbertianas, las sucesiones débilmente convergentes en E coinciden con las conver-
gentes, etc.) y es invariante respecto a las operaciones de tomar subespacios y formar
productos arbitrarios, sumas directas numerables y cocientes de Hausdorff. Los espa-
cios nucleares fueron definidos por Grothendieck en términos de productos tensoriales
topolégicos; posteriormente se llegd a caracterizaciones alternativas, basadas en ideales
de operadores (Pietsch), en didmetros de Kolmogorov de entornos de cero (Mitiagin), o
en condiciones de sumabilidad (Grothendieck y Pietsch).

Motivado por el estudio de subgrupos y grupos cociente de espacios de Fréchet nu-
cleares, Banaszczyk introdujo en [7] el concepto de grupo nuclear. Lo hizo adaptando la
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caracterizacion de los espacios nucleares debida a Mitiagin de una forma necesariamente
indirecta, ya que en la definicién de los didmetros de Kolmogorov interviene de forma
esencial la estructura de espacio vectorial. La idea que subyace al teorema de caracteri-
zacién de Mitiagin (y por lo tanto a la definicién de grupo nuclear) es la de que, dado un
entorno arbitrario de cero, sea posible encontrar otro considerablemente “menor” que él,
en un sentido definido por los didmetros de Kolmogorov.

La definicién de Banaszczyk, aunque intrincada, resulté ser enormemente operativa
y le permitié demostrar para la clase de grupos determinada por ella propiedades in-
trinsecas y de permanencia analogas a las establecidas para los espacios nucleares. El
propio Banaszczyk y otros autores han trabajado desde entonces sobre esta clase ([8],
[4], [9], [35]), conformando una teoria que a dia de hoy es de una considerable riqueza y
contiene resultados de gran alcance e importancia.

Teniendo en cuenta que existen distintas aproximaciones al concepto de espacio nu-
clear, cabe plantearse la bisqueda de definiciones equivalentes también en el caso de los
grupos; especialmente, de alguna en la que no intervenga la estructura de espacio vec-
torial, para reducir el caracter nuclear a condiciones intrinsecas a la clase de los grupos
topolégicos. De hecho, ya en [7, 7.12] podemos leer “[...] it would be interesting to give
a characterization of nuclear groups similar to some characterization of nuclear spaces.
Naturally, tensor products and bilinear mappings do not make much sense for topological
groups. Nevertheless, one may speak of summable and absolutely summable families of
elements of abelian topological groups.”

La caracterizacion de los espacios nucleares en términos de sumabilidad puede re-
sumirse en los dos resultados siguientes: un espacio localmente convexo metrizable F
es nuclear si y sélo si toda serie incondicionalmente de Cauchy en E es absolutamente
convergente (Grothendieck); un espacio localmente convexo arbitrario E es nuclear si y
solo si coinciden algebraica y topolégicamente los espacios formados por las sucesiones
en F que son término general de series incondicionalmente de Cauchy, por un lado, y
absolutamente convergentes, por otro, dotados de topologias localmente convexas natu-
rales (Pietsch). El propdsito de mostrar que existen buenas generalizaciones a grupos de
los conceptos involucrados en estos enunciados y el de decidir la verdad o falsedad de las
dos afirmaciones llevadas a este contexto general fueron las motivaciones con las que se
inicio el presente trabajo. Ambas cuestiones habian sido parcialmente tratadas por Ba-
naszczyk, quien en [7] le dio un sentido a la expresién “serie absolutamente convergente”
en grupos, y en [8] demostré que en cualquier grupo nuclear las series incondicionalmente
de Cauchy son absolutamente convergentes segin esa definiciéon. En esta memoria

(a) se resuelve el problema de dotar de topologias naturales a los grupos formados por
las sucesiones con las condiciones de sumabilidad mencionadas arriba,

(b) se demuestra que en cualquier grupo nuclear los dos grupos topolégicos asi definidos
coinciden,

(c) se deja abierta la cuestion de si esa coincidencia algebraica y topoldgica es, como en
el caso vectorial, suficiente para asegurar el cardcter nuclear de un grupo abeliano
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topoldgico general, aunque se determina una clase amplia de grupos en la que si
loesy

(d) como consecuencia de (c) se estudia la clase de los grupos abelianos topolégicos
en los que se da esa identificacién, y otras relacionadas.

Aunque estos cuatro puntos (de cuyo estudio se ocupan también los articulos [27]
y [28]) forman el nicleo del presente trabajo, hemos tenido ocasién de detenernos en
otras cuestiones. En algunos casos (el desarrollo de una teoria basica de sumabilidad y
sumabilidad absoluta en grupos, o la introduccién de los homomorfismos sumantes) se
trata de preparar el terreno para el planteamiento de los problemas principales. También
se han tocado ciertos temas que surgen en el contexto de la sumabilidad, aunque su
estudio no forma parte, en un sentido estricto, del camino hacia las condiciones de
Grothendieck y Pietsch; es el caso del lema de Schur (y con més generalidad, de la
propiedad de Schur) en grupos abelianos topolégicos, o de la relacién entre sumabilidad
y compacidad del conjunto de sumas. Asimismo, algunas clases de grupos topolégicos
se estudian con cierta profundidad, como parte de la propia teoria o para proporcionar
ejemplos y analizar en determinados contextos las distintas nociones que se introducen:
el lector encontrard una presencia constante de los espacios vectoriales definidos sobre
cuerpos valuados generales y dotados de diferentes tipos de topologias de grupo, o de las
sumas directas de familias de grupos abelianos topoldgicos. Los teoremas de Ascoli, de
la aplicacién abierta y del grafo cerrado, y algunos corolarios y variantes que no hemos
encontrado en las referencias, son objeto de estudio especifico, ademas de, por supuesto,
herramientas necesarias en lo que sigue. Finalmente, se ha hecho un esfuerzo para que el
texto resultara hasta cierto punto autocontenido, no sélo en lo que respecta a la necesidad
evidente de explicitar las notaciones y recordar las definiciones bésicas, sino también en
el sentido de incluir desarrollos breves de partes de la teoria estandar que el lector
podria encontrar en multitud de referencias pero que aqui se presentan orientadas a su
aplicacién posterior, como las topologias iniciales y finales o los conceptos fundamentales
de la dualidad.

A continuaciéon haremos un breve recorrido por los contenidos de cada uno de los
capitulos de la tesis:

El Capitulo I es de naturaleza preliminar. Recoge las notaciones, definiciones y
resultados basicos de cardcter general que se utilizan a lo largo del texto, y que en su
mayor parte resultaran familiares para el lector.

El Capitulo IT tiene también un cardcter introductorio y la mayor parte del material
que se recoge en €l es conocido. Incluye resultados de la teoria general de grupos abelianos
topoldgicos que se utilizan més adelante, y también algunas elaboraciones de caracter
més técnico o definiciones que no ocupan un lugar central en la teoria pero que también
son necesarias.
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La Seccion 3 se dedica al grupo T : se demuestran algunas propiedades, en su mayor
parte conocidas, de una base natural de entornos del neutro, y se desarrollan ciertas
“desigualdades triangulares inversas” que cumple la restriccién de la distancia usual en
C al circulo unidad. A estas desigualdades se reduciran las demostraciones de diversas
propiedades de dualidad.

En la Seccién 5 se define el funcional ki, que se asociara habitualmente a un entorno
de cero U en un grupo abeliano topolégico. Se trata de un andlogo del funcional de
Minkowski valido en grupos, y que es necesario, entre otras cosas, para dar una definicion
generalizada de serie absolutamente convergente. Funcionales similares a £y habian sido
introducidos por Banaszczyk en [7], y mucho antes por Kaplan en [53], este ultimo
con distinto propdsito. Se hace un breve estudio de las propiedades de ky, algunas
de las cuales -como el caracter inferiormente semicontinuo- no se habian demostrado
explicitamente para sus antecesores.

En la Seccién 6 introducimos la denominacién de n-grupos para aquellos grupos
abelianos topoldgicos cuya topologia viene caracterizada (en el sentido natural) por el
funcional ky de un solo entorno de cero; se trata por lo tanto de una generalizacion
natural de los conceptos de espacio normado o espacio vectorial topolégico localmente
acotado.

Las Secciones 9, 10 y 11 se han dedicado a presentar de forma sistematica y auto-
contenida la relacién entre compacidad y equicontinuidad en grupos de homomorfismos
continuos, los teoremas del grafo cerrado y de la aplicacién abierta y la construccién
de topologias de grupo iniciales y finales, respectivamente. Se trata de temas que han
sido abordados y expuestos en miiltiples ocasiones y por ello en este caso la motivacion
de aportar nuevos contenidos ha sido menos importante que la de escoger un enfoque
que responda al interés que en si mismos tienen estas construcciones y a su aplicacién
dentro de la propia memoria. A pesar de esto, hemos llegado a algunas formulaciones
de los teoremas principales, o a corolarios de éstos, que aparentemente no figuran en las
referencias. En la parte correspondiente a los resultados del tipo del teorema de Ascoli
hemos hecho uso del concepto de k-grupo, introducido por Noble; el Teor. 9.8 es una
generalizacion a rango arbitrario del conocido resultado de dualidad, debido a este au-
tor, que establece que para la mencionada clase de grupos los subconjuntos compactos
del dual con respecto a la topologia compacto-abierta son equicontinuos. Al igual que
éste, el Teor. 10.14 es un “principio de equicontinuidad”, aunque se ha obtenido como
una aplicacion del teorema del grafo cerrado y por lo tanto sus hipdtesis topolégicas
son diferentes. También hemos adaptado a grupos (Prop. 11.10) y completado (Prop.
11.11) una caracterizacién mediante entornos de cero de la topologia final con respecto
a una familia de homomorfismos que era conocida para el caso de espacios vectoriales
topolégicos.

En la Sec. 12 se describen la topologia coproducto, la asterisco y la rectangular en la
suma directa de una familia de grupos abelianos topolédgicos, con el propdsito de poder
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investigar mas tarde su comportamiento con respecto a las distintas propiedades que
se tratan en el trabajo. Las tres topologias, que coinciden en el caso numerable, han
sido definidas y analizadas con anterioridad: la coproducto no es mas que la topologia
final con respecto a las inclusiones canénicas, y la asterisco, introducida por Kaplan
en [53], tiene la propiedad de hacer topolégica la dualidad algebraica natural entre la
suma directa y el producto, y en su definicién interviene el funcional ky o los andlogos
escogidos por los diferentes autores. Aqui se demuestra que de hecho esta elecciéon no
es indiferente, ya que la topologia asterisco a la que da lugar el funcional de Minkowski
generalizado introducido por Kaplan no es la misma que la que surge al considerar en su
lugar la definicién de Banaszczyk (Prop. 12.17), que por otra parte si es equivalente a
la nuestra. Sin embargo, las dos topologias asterisco cumplen la propiedad de dualidad
resenada arriba, como demuestran ambos autores y recordamos nosotros mas adelante,
y ademds de hecho coinciden bajo condiciones muy generales impuestas sobre los grupos
de la familia considerada (Prop. 12.13(b)), que se cumplen por ejemplo en el caso de
que éstos sean localmente cuasiconvexos, aunque para presentar este ultimo hecho en la
memoria se espera a introducir, en el capitulo siguiente, ésta y otras nociones de dualidad
en grupos.

El Capitulo III consta de dos partes bien diferenciadas. La primera es un resumen
de los principios fundamentales de la dualidad de grupos abelianos topoldgicos, espe-
cialmente centrado en aquéllos que resultan mas necesarios a partir de este momento,
y ocupa la extensa Sec. 13. La segunda se refiere a aspectos mds concretos relaciona-
dos con la dualidad a los que hemos dirigido nuestro estudio, e incluye el resto de las
secciones del capitulo.

En la parte dedicada a exponer la teoria bdsica se introduce la topologia de Bohr
(la inicial con respecto a todos los caracteres continuos) y se estudian algunas de sus
propiedades. También se analiza la nocion de cuasiconvexidad local, generalizacién na-
tural y hoy ampliamente conocida de la propiedad que expresa en espacios vectoriales
topoldgicos la existencia de una base de entornos de cero que coinciden con sus bipolares
y que debido al teorema de Hahn-Banach, equivale en este contexto a la convexidad
local. Se definen la topologia compacto-abierta y otras topologias naturales en el grupo
dual, y se recogen también el concepto de grupo reflexivo en el sentido de Pontryagin,
y el enunciado del teorema de Pontryagin-Van Kampen. Finalmente, se estudian las
propiedades basicas del grupo de caracteres reales de un grupo abeliano topolégico.

En la Sec. 15 se llega a diferentes resultados sobre propiedades de dualidad de las
distintas topologias consideradas en la suma directa de grupos abelianos topolégicos.
Entre ellos podemos destacar el hecho de que si los grupos de partida son localmente
cuasiconvexos, entonces la topologia asterisco es la topologia localmente cuasiconvexa
més fina que hace las inclusiones continuas (Teor. 15.4); dicho de otra forma, es la
topologia localmente cuasiconvexa asociada a la topologia coproducto en la suma directa,
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y en particular, bajo esa hipodtesis sobre los grupos de la familia la topologia coproducto
es localmente cuasiconvexa si y sélo si coincide con la asterisco.

Las secciones 16, 17 y 18 se dedican a estudiar propiedades de dualidad de los cuer-
pos valuados localmente compactos y de diferentes clases de grupos abelianos topolégicos
cuyo grupo abeliano subyacente tiene estructura de espacio vectorial sobre uno de estos
cuerpos. En la primera de estas secciones se da una demostracién de que todo cuerpo
valuado localmente compacto no discreto es autodual, es decir, se puede definir de for-
ma natural un isomorfismo topolégico entre él y su grupo dual dotado de la topologia
compacto-abierta. A pesar de que la aplicacién de este enunciado a R es mucho mas
conocida que el resultado general, éste se probé ya en los 60 y la demostraciéon que aqui
damos es del tipo de las que se pueden encontrar en diversas referencias posteriores.

Es sabido que el grupo dual de un espacio vectorial topolégico real o complejo y
el grupo subyacente al espacio dual del mismo, dotados de las topologias compacto-
abiertas respectivas, son topolégicamente isomorfos de forma natural; en la Sec. 17
se generaliza este resultado a espacios vectoriales topoldégicos sobre cuerpos valuados
localmente compactos y no discretos.

También es conocido que el grupo abeliano topolégico subyacente a un espacio vecto-
rial topolégico sobre R 6 C es localmente cuasiconvexo si y sélo si el espacio es localmente
convexo. En la Sec. 18 se generalizan las dos direcciones de esta equivalencia a estruc-
turas mas generales que la de espacio vectorial topoldgico, en el caso de cuerpo base R
6 C, y también se da una versién no arquimediana de la misma (Teor. 18.16). Con
respecto al caso arquimediano, los resultados se formulan en el contexto de los grupos
vectoriales topolégicos (Raikov dio este nombre a los espacios vectoriales dotados de una
topologia que hace continuos la suma y el producto por cada uno de los escalares del cuer-
po): se da una demostracién alternativa del hecho, demostrado en [4], de que cualquier
grupo vectorial topolégico localmente convexo es localmente cuasiconvexo como grupo
(Teor. 18.13), y se prueba ademds que un grupo vectorial topoldgico que sea localmente
equilibrado y localmente cuasiconvexo como grupo es necesariamente un grupo vectorial
topoldgico localmente convexo (Teor. 18.6).

La Sec. 19 estd dedicada a estudiar la propiedad de Schur en grupos. Decimos que un
grupo abeliano topolégico tiene la propiedad de Schur cuando verifica el andlogo natural
de la propiedad asi denominada en el contexto de los espacios vectoriales topoldgicos, es
decir, cuando las sucesiones convergentes en la topologia de Bohr del grupo coinciden
con las convergentes en la topologia original. El principal resultado sobre la propiedad
de Schur contenido en esta memoria se presenta en la Sec. 24; en ésta que nos ocupa de-
mostramos algunos hechos basicos en relaciéon con esta propiedad y damos cuenta de una
serie de resultados de las referencias que también, de forma explicita o implicita, aluden
a ella. En espacios vectoriales topoldgicos, la equivalencia de las dos posibles definiciones
de la propiedad de Schur es una consecuencia inmediata de que los conjuntos débilmente
compactos y Bohr-compactos coinciden ([71]); nosotros (Prop. 19.14) generalizamos este
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resultado al caso de un cuerpo base valuado, localmente compacto y no discreto. Final-
mente damos un ejemplo (Ej. 19.19) de un grupo con suficientes caracteres continuos
(concretamente, un espacio localmente convexo) que a pesar de cumplir la propiedad de
Schur, tiene estrictamente mas subconjuntos compactos en la topologia de Bohr que en
la original.

Puede decirse que el Capitulo IV, con la excepcién del material incluido en las sec-
ciones 24 y 22, se dedica a presentar y analizar los conceptos que intervienen en los resul-
tados principales de esta memoria, contenidos en el capitulo siguiente. Al generalizar de
forma natural los conceptos de serie incondicionalmente de Cauchy, incondicionalmente
convergente y subseries convergente a un conjunto de indices arbitrario, surgen lo que
aqui hemos llamado familias presumables, sumables y hereditariamente sumables, respec-
tivamente. Por otra parte, la definicion de familia absolutamente sumable en un grupo
abeliano topoldgico general es facil de plantear una vez que se dispone del funcional ki
que hace las veces de funcional de Minkowski: una familia (z,)aca serd absolutamente
sumable cuando sea sumable la familia de nimeros reales (ky(Za))aca, para todo entorno
de cero U en (. Estos conceptos eran conocidos, pero el problema de definir de una for-
ma natural los grupos abelianos topolégicos de las familias presumables (y en particular
de las sumables y hereditariamente sumables) por un lado, y las absolutamente sumables
por otro, no parecia haberse planteado en toda su generalidad hasta el momento.

En las dos primeras secciones de este capitulo se definen los conceptos de familia
presumable, sumable y hereditariamente sumable, se aportan ejemplos, se estudian sus
propiedades bésicas y se analiza separadamente el caso en el que el conjunto de indices es
N, relacionando estas definiciones con las habituales en términos de series: incondicional-
mente convergentes, subseries convergentes, incondicionalmente de Cauchy, etc. Son re-
sultados sobradamente conocidos, aunque resulta necesario enunciarlos y demostrarlos
en este contexto general.

En la Sec. 23 se dota de una topologia natural al grupo de las familias presumables
en un grupo abeliano topolégico G, que denotamos ¢1(A, G), donde A es el conjunto
de indices. La topologia considerada resulta ser una generalizaciéon de la definida por
Constantinescu en [18] para el grupo de las familias que nosotros denominamos heredi-
tariamente sumables. Se estudian ciertas caracteristicas de ambos grupos topolégicos,
como su caracter completo, metrizable o separable supuestas estas propiedades en G, se
aportan diversos ejemplos y se comprueba que al aplicarle esta definiciéon al grupo sub-
yacente a un espacio localmente convexo se recupera la topologia originalmente definida
por Pietsch para plantear la caracterizacién de los espacios nucleares mencionada arriba.

El mismo programa se desarrolla para las familias absolutamente sumables en la Sec.
25. Denotamos por £1{A, G} el grupo de las familias (z,)aec4 absolutamente sumables en
G. Aqui conviene mencionar que, andlogamente a la definicién de la topologia asterisco
en la suma directa, se obtiene la misma definicién de familia absolutamente sumable
sustituyendo kg por el funcional introducido por Banaszczyk, mientras que no ocurre lo
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mismo con el funcional de Kaplan, aunque en una amplia clase de grupos, que incluye a los
localmente cuasiconvexos, las dos determinaciones son equivalentes. Como en el caso de
las presumables, se comprueba que en el caso del grupo subyacente a un espacio vectorial
topolégico la definicién habitual de familia absolutamente sumable es equivalente a ésta, y
que la topologia que definimos para el caso de grupos coincide con la topologia localmente
convexa introducida por Pietsch en el espacio de las familias absolutamente sumables.

En la Sec. 26 se introduce el concepto de homomorfismo sumante, que es la ge-
neralizacién natural del de operador absolutamente sumante para espacios localmente
convexos. Un homomorfismo es sumante si lleva sucesiones presumables en sucesiones
absolutamente sumables, y en esta seccion se demuestra que si v : G — H es sumante
y G metrizable, entonces el homomorfismo natural u® : £;(N,G) — ¢;{N,G} asociado
a u es continuo (Teor. 26.8), lo que generaliza el caso conocido de espacios localmente
convexos y tiene importantes consecuencias para lo que sigue: tomando en particular
G = H metrizable y u la identidad, de este resultado se deduce que para cualquier grupo
metrizable en el que toda sucesion presumable sea absolutamente sumable, la inclusién
correspondiente es un homomorfismo continuo.

En las secciones 22 y 24 se recogen problemas que tiene sentido plantear al hilo de
estas definiciones de distintos conceptos de sumabilidad y los grupos de familias sumables
asociados, aunque estrictamente no forman parte del desarrollo lé6gico que conduce a los
resultados del capitulo siguiente.

En la primera de ellas se presenta el problema de la relacion entre el caracter heredi-
tariamente sumable (resp. presumable) de una familia y el hecho de que el conjunto de
sumas de subfamilias finitas de ésta sea relativamente compacto (resp. precompacto).
En lo referente a las familias hereditariamente sumables la cuestion estd resuelta en las
referencias: en cualquier grupo abeliano topolégico el conjunto de sumas de una familia
hereditariamente sumable es compacto, y si una familia de elementos de un grupo sin
subgrupos compactos no triviales admite un conjunto de sumas finitas relativamente
compacto, entonces la familia es hereditariamente sumable. El andlogo de la primera
implicacién para familias presumables es trivialmente cierto; el de la segunda no lo es
en general, como mostramos con un ejemplo (Ej. 22.8). Surge asi el problema de buscar
condiciones suficientes sobre un grupo para que en €l sean presumables todas las familias
de elementos cuyo conjunto de sumas finitas sea precompacto. Nosotros damos una serie
de resultados en esta linea, en los que interviene el grupo de caracteres reales asociado
al de partida.

En la Sec. 24 se enuncia y demuestra una versién (Teor. 24.3), vélida en grupos
abelianos topol6gicos generales, del Lema de Schur (que en términos modernos establece
la coincidencia en [; de las sucesiones débilmente convergentes y las convergentes en
norma). No es la primera vez que se aborda esta cuestién, pero en nuestro caso el objetivo
era dar una demostracién en la que se utilizara el mismo método de “joroba deslizante”
que sirve para probar el enunciado original del Lema. Del resultado obtenido se deduce
que si G' es un grupo con la propiedad de Schur y A es un conjunto de indices arbitrario,
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entonces el grupo de las familias hereditariamente sumables (z,).c4 de elementos de G,
dotado de su topologia natural, también tiene la propiedad de Schur.

Ya hemos indicado al principio de esta introduccién la motivacion y los resultados
principales del Capitulo V, que es tanto como decir de la tesis en su conjunto.

En la Sec. 28 se recuerdan las definiciones y las propiedades principales de los espacios
nucleares y los grupos nucleares, asi como de los grupos vectoriales nucleares. Esta
ultima es la denominacion que Banaszczyk les dio a los grupos vectoriales topoldgicos
localmente convexos que cumplen una condicion similar a la que caracteriza los espacios
nucleares en términos de diametros de Kolmogorov de entornos de cero. La importancia
de esta clase viene dada por el hecho de que todo grupo nuclear puede expresarse como
un subgrupo de un cociente adecuado de un grupo vectorial nuclear, como demostré el
propio Banaszczyk ([8, Th. 9.6]). En esta seccién se muestra que la caracterizacién
de los espacios nucleares en términos de ideales de operadores se puede extender a los
grupos vectoriales nucleares.

Las secciones 29, 30 y 31 son casi enteramente nuevas y en ellas estan contenidas las
principales conclusiones de esta memoria.

En la Sec. 29 se introducen y estudian los grupos GP-nucleares y débilmente GP-
nucleares, que son aquéllos en los que se da respectivamente la coincidencia algebraica y
topologica, o s6lo algebraica, entre los grupos de sucesiones presumables y absolutamente
sumables asociados. Se demuestra que en estas definiciones se puede sustituir N por un
conjunto infinito de indices arbitrario, que dos grupos localmente isomorfos cumplen o
carecen de cualquiera de estas dos propiedades simultdneamente, y que ambas se conser-
van al formar productos o tomar subgrupos de grupos que las verifiquen.

Entre las clases de operadores que podemos hacer intervenir en la definiciéon de es-
pacio nuclear, la de los absolutamente sumantes admite una generalizacién a grupos.
Recordemos que un espacio localmente convexo E es nuclear si y sé6lo si para todo en-
torno de cero convexo y equilibrado U existe otro V' tal que el operador candnico entre
los espacios normados asociados a ambos, Eyy y E(y), es absolutamente sumante. En
el caso de U cuasiconvexo es posible generalizar a grupos la construccién de los espacios
normados Ey), y los grupos localmente cuasiconvexos para los cuales, dado un entorno
de cero cuasiconvexo U existe otro V' tal que el homomorfismo canénico entre los n-
grupos Gy y Gy es sumante, son exactamente los GP-nucleares, como se demuestra en
el Teor. 29.12. Otra caracteristica de los grupos localmente cuasiconvexos en relacién
a las propiedades de Grothendieck-Pietsch es el hecho de que en ellos siempre se da la
inclusién continua del grupo asociado de las sucesiones absolutamente sumables en el de
las presumables (Prop. 29.8). La parte algebraica de este ultimo resultado habia sido
obtenida previamente por Banaszczyk en [8].

También es posible simplificar la condicién de GP-nuclear dentro de la clase de
los grupos abelianos topoldgicos metrizables: en tales grupos la condiciéon débil de
Grothendieck-Pietsch implica la fuerte (Teor. 29.13).
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La ultima parte de esta seccion se dedica a estudiar el caracter GP-nuclear y débilmente
GP-nuclear de las sumas directas de grupos abelianos topoldgicos, dotadas de distintas
topologias. Es conocido que la suma directa localmente convexa (es decir, dotada de
la topologia asterisco) de una cantidad numerable de espacios nucleares es un espacio
nuclear, y que la suma directa localmente convexa de una cantidad no numerable de
copias de R no lo es, aunque en este ultimo espacio coinciden las sucesiones absoluta-
mente sumables con las presumables. Aqui se generalizan estos resultados demostrando
que la suma directa arbitraria de grupos débilmente GP-nucleares, dotada de cualquiera
de las tres topologias principales previamente definidas sobre este grupo, es débilmente
GP-nuclear (Teor. 29.17(a)), que en el caso numerable (en el que las tres topologias coin-
ciden) se conserva en la suma el cardcter GP-nuclear de los sumandos (Teor. 29.17(b)), y
que la afirmacién referente a la topologia asterisco en una suma directa no numerable de
copias de R es cierta también para la rectangular (Ej. 29.19). En el caso de este ultimo
ejemplo, se da una demostracién que reduce el problema a la aplicaciéon del teorema de
Dvoretzky-Rogers en el espacio normado cyy dotado respectivamente de las normas |- ||«

y -

En la Sec. 30 se analiza la propiedad de Grothendieck-Pietsch en espacios vectoriales
con estructura topolégica compatible. Como los conceptos de familia presumable y abso-
lutamente sumable y las topologias introducidas sobre los grupos asociados son buenas
generalizaciones del caso de los espacios localmente convexos, en el sentido de que al
aplicarlas a éstos obtenemos las definiciones originales, los resultados de Grothendieck y
Pietsch referidos arriba implican que los espacios localmente convexos que como grupos
son GP-nucleares son exactamente los espacios nucleares, y que un espacio localmente
convexo y metrizable es nuclear si y sélo si es débilmente GP-nuclear como grupo. El
objetivo principal de esta seccion es demostrar que en estas dos afirmaciones podemos
sustituir “espacio localmente convexo” por “grupo vectorial localmente convexo” (de he-
cho, localmente equilibrado) y “espacio nuclear” por “grupo vectorial nuclear” (Teor.
30.10, Prop. 30.12). También se estudian condiciones bajo las cuales el hecho de que en
un grupo vectorial topolégico todas las sucesiones absolutamente sumables sean presum-
ables, con o sin inclusién continua, es condicién suficiente para el caricter localmente
convexo del mismo (Props. 30.1 y 30.3).

Finalmente, la Sec. 31 pone en relacion los conceptos de grupo GP-nuclear y grupo
nuclear. Utilizando las mismas herramientas que Banaszczyk introdujo en [8] para probar
que (en nuestra nomenclatura) los grupos nucleares son débilmente GP-nucleares, se
demuestra que de hecho cumplen la version fuerte de la propiedad de Grothendieck-
Pietsch (Teor. 31.2). Como hemos explicado anteriormente, la implicacién inversa queda
abierta, aunque reuniendo la informacién disponible en este punto se muestra (Teor. 31.4)
que en la clase de los grupos vectoriales topolégicos localmente equilibrados los conceptos
de grupo nuclear, grupo GP-nuclear y grupo vectorial nuclear son equivalentes.
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CAP{TULO 1

Preliminares

1. Notaciones, definiciones y resultados basicos

1.1. Conjuntos. Dado un conjunto A, denotamos mediante J3(A) el conjunto for-
mado por todos los subconjuntos de A y mediante F(A), el de todos los subconjuntos
finitos de A.

N denota el conjunto de los nimeros naturales, que no incluye el 0. Las notaciones
Z, Q, R, C tienen el significado usual. Usaremos el simbolo T para designar el subcon-
junto de C formado por los nimeros complejos de médulo unidad.

Dados dos conjuntos A y B y una aplicacién f : A — B, los términos “inyectiva”,
“sobreyectiva”, “biyectiva” aplicados a f se utilizan con el significado habitual. El con-
junto imagen de una aplicacién f : A — B se denota f(A). La aplicacién h : A — C
que resulta de componer f : A — B con g : B — C se escribe g o f. Entendemos por
un conjunto numerable aquél que es finito o bien se puede poner en correspondencia
biyectiva con N.

Dada una familia de conjuntos 4;, i € I denotaremos mediante ||
cartesiano de la familia, es decir

[Jai={r:T-{JA:f()e Aviell.

el el

ser Ai el producto

Si A; = A para todo 7 € I, utilizaremos el simbolo A’ para denotar [],_, A;, que en este
caso coincide con el conjunto de aplicaciones de I en A.

Si @ € [[,c; Ai, escribiremos a menudo el elemento z(i) como z;, y la propia & como
(J?i)ie[ o bien ($(Z))z€]

Para el producto cartesiano de dos conjuntos A; y A, usaremos el simbolo A; X A,,
y (21, 9) para el elemento z € Ay X A, tal que z(1) = 1, 2(2) = z,. Necesitaremos las

siguientes definiciones:

el

e dados dos conjuntos A y By un subconjunto U del producto A x B, U~! denota
el subconjunto de B x A formado por aquellos pares (y, z) tales que (z,y) € A.

e dado un conjunto A, la diagonal de A x A es el subconjunto de este producto
definido por Dy = {(z,z) : z € A}.

e (composicién de correspondencias) dados tres conjuntos A, B y C'y subconjuntos
Ude Ax By V de Bx C,VoU denota el subconjunto de A x C' formado por
aquellos pares (a, c) para los que existe un b € B con (a,b) € Uy (b,c) € V.

Recordamos a continuacién el concepto de conjunto dirigido. Sea I un conjunto y
D una relacién en I (es decir, un subconjunto de I x I). De acuerdo con la notacién

13
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habitual escribiremos i < j para indicar que el par (i, j) pertenece a D. Se dice que D
dirige I, o que (I, <) es un conjunto dirigido, cuando D es reflexiva (es decir, D; C D),
transitiva (es decir, D o D C D) y ademds para todos i, j € I existe un k € I tal que
i <k, j<k(esdecir,I xIC D 'oD).

Un elemento z = (1;);cr de A’, donde A es un conjunto e (I, <) un conjunto dirigido,
se llama red en A. Si el conjunto I es N y la relaciéon < es la de orden usual, obtenemos
una sucesion en A.

Si (@;)ier es una red, una subred de (x;);cr es una red (y;);jes donde (J,<) es un
conjunto dirigido e y; = xy;) para todo j € J, siendo f : J — I una aplicacién con la
siguiente propiedad:

Viel Fjped, [j>jo=f@)>i.

Un caso particular de subredes lo constituyen las subsucesiones.

1.2. Topologia. Las notaciones y definiciones que no recogemos a continuacién se
consideran conocidas y/o utilizadas comtinmente; como referencia bésica tomamos [11].

Denotaremos habitualmente una topologia definida sobre un conjunto X como 7 6
Tx. Si el contexto define 7 sin ambigiiedad, nos referiremos al espacio topolégico (X, 7)
simplemente como X. Si A es un subconjunto de X, 7 induce en A una topologia 74 de
acuerdo con la definicién habitual; se dird que el par (A, 74) constituye un subespacio
topolégico de (X, 7). El axioma de separacién tiene el significado estdndar; llamaremos
indistintamente a los espacios que lo cumplen espacios separados o de Hausdorff. Para la
clausura de un conjunto A en un espacio topoldgico (X, 7) usaremos la notacién C1(A)
o bien Clx(A) en casos de posible ambigiiedad. Para el interior de un conjunto A se
escribird Int(A) o bien Inty (A).

Una base de la topologia 7 en X es una familia B de subconjuntos abiertos en (X, 7) tal
que todo abierto en este espacio se puede escribir como unién de conjuntos pertenecientes
a B. Diremos que un espacio satisface el sequndo azrioma de numerabilidad, o abreviada-
mente que es II-numerable, cuando su topologia admite una base numerable.

Un entorno de un punto z en un espacio topolégico (X, 7) es un conjunto U C X tal
que z € IntxU. Denotaremos el conjunto de todos los entornos de z en X por N (X).
Se dird que una familia I/ de entornos de = es una base de entornos de x cuando para
cualquier entorno U de z en X existe un V € U con V C U. Diremos que un espacio
topolégico (X, 7) satisface el primer azioma de numerabilidad, o abreviadamente que
es I-numerable, cuando todo elemento de X admite una base de entornos numerable.
Diremos que (X, 7) es cerodimensional cuando todo punto x € X admite una base de
entornos formada por conjuntos simultdneamente abiertos y cerrados.

Una subbase de entornos de un punto x en un espacio topoldgico (X, 7) es una familia
U de entornos de z tal que la familia de las intersecciones finitas de conjuntos de U es
una base de entornos de z.

Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice diseminado cuando
Intx (ClxA) = 0. Los conjuntos expresables como unién numerable de diseminados se
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llaman conjuntos de primera categoria; el resto de los subconjuntos de X se denominan
conjuntos de sequnda categoria.

Un espacio topolégico X se dice de Lindelof cuando todo recubrimiento de X formado
por conjuntos abiertos admite un subrecubrimiento numerable.

Si (z)icr es una red en el espacio topoldgico (X,7) y x € X, se dice que (z;)ier
converge a z, o que z es limite de la red (x;), cuando para todo entorno U de x existe
un 7y € I tal que z; € U para todo ¢ > iy. El espacio X es de Hausdorff si y sélo si toda
red convergente tiene un unico limite. Una topologia viene caracterizada por sus redes
convergentes: un subconjunto de X es cerrado si y sélo si contiene los limites de todas
las redes convergentes contenidas en él.

Se dice que un punto z es de aglomeracién de la red (z;);c; cuando para todo entorno
U de z y todo iy € I existe un ¢ > i en I tal que z; € U. Un punto x es de aglomeracién
de (z;)ier siy sblo si existe una subred de (z;) que converge a x.

1.1. Las distintas caracterizaciones y propiedades elementales de los espacios topo-
légicos compactos se suponen conocidas. Recordemos que un espacio topolégico (X, 7)
es compacto si y sélo si cualquier red en X tiene algin punto de aglomeracion, y que las
topologias compactas consideradas sobre un conjunto X son minimales en el sentido de
que si en X se consideran dos topologias 71 y 75 tales que 71 C 7, el espacio (X, 7o) es
compacto y (X, 1) es de Hausdorff, entonces las dos topologias coinciden.

1.2. Si (X;,73)ier es una familia de espacios topoldgicos, la topologia producto en
[L;c; Xi es la que admite como base la familia de conjuntos de la forma

N
(\pi (W),  {in,...,in}C1I, Uy€m, Vne{l,...,N},
n=1

donde p; : [[,c; Xi = Xj es la j-sima proyeccién canénica, para todo j € I.

Los conceptos de aplicacién continua y de homeomorfismo entre espacios topoldgicos
son conocidos. Diremos que una aplicacién f : (X, 7x) — (Y, 7y) es abierta cuando f(U)
es un subconjunto abierto de Y para todo abierto U de X. Diremos que f es abierta sobre
la imagen cuando la aplicacién asociada = — f(z), definida de X en f(X), es abierta
considerando en f(X) la topologia inducida por 7y. Diremos que f es un encajamiento
si es inyectiva, continua y abierta sobre la imagen; equivalentemente, si la aplicacién
asociada a f, z € X — f(z) € f(X), es un homeomorfismo entre los espacios X (con
la topologia de partida) y f(X) (con la topologia inducida por la de Y); se dird ademas
que f es un encajamiento abierto (denso) si f(X) es abierto (denso) en Y. Es claro que
un encajamiento abierto es una aplicacién abierta segin la definicién anterior.

Si X e Y son espacios topoldgicos, para el conjunto de todas las aplicaciones continuas
f: X — Y utilizaremos la notacién C(X,Y).

Sea X un espacio topolégico y f : X — [—o0,0o0] una funcién (consideramos en
[—00, 00| las operaciones y el orden habituales). Dado a € X, se define el limite inferior
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de f en a de la siguiente forma:

liminf f(z) = sup inf f(z) € [—00, ).
T—a UENL(X) zeU
Se dice que f es semicontinua inferiormente en a € X cuando liminf, ,, f(z) > f(a)
(equivalentemente, cuando liminf, ,, f(z) = f(a)). Esta condicién se puede escribir
como sigue:

Ve >0 U eN,(X), [ze€eU= f(z) > f(a) — €]

Analogamente al caso de las funciones continuas, también se puede caracterizar el
caracter inferiormente semicontinuo mediante redes: Dada una red (¢,)yer en [—o0, 00],
se define el limite inferior de (¢,) como

111;1e %nf Iy = ilé}g ;rzl(fl 1.
La funcién f : X — [—o0, 00| es semicontinua inferiormente en a si y sélo si para toda
red (z,),er convergente a a en X, se cumple liminf,cr f(z,) > f(a).

Se dice que f : X — [—00, 00| es semicontinua inferiormente en X cuando es semicon-
tinua inferiormente en todos los puntos de X. Se puede demostrar que f es semicontinua
inferiormente si y sélo si para todo o € R el conjunto f~!(Ja;, 00]) es abierto en X.

Es sencillo deducir las definiciones y propiedades de los conceptos duales de limite
superior y funcién semicontinua superiormente, pero no los necesitaremos a lo largo de
esta memoria. Un tratamiento detallado de los limites inferiores y superiores de funciones
reales y las funciones semicontinuas puede encontrarse en [11, Ch. IV, §5 y §6]

Una pseudométrica definida en un conjunto X es una aplicacién d : X x X — [0, 00)
tal que

(a) d(z,x) =0 para todo z € X

(b) d(z,y) = d(y,x) para todos z,y € X

(¢) d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) para todos z, y, z € X.
(

Un par (X, d), donde X es un conjunto y d una pseudométrica definida en X, se denomina
espacio pseudométrico. Todo espacio pseudométrico es de forma natural un espacio
topolégico; para cada x € X, las bolas de centro x

B.(z)={y € X :d(z,y) <e}, >0

forman una base de entornos de z para una topologia en X. Esta topologia es separada
si y sélo si d verifica el axioma suplementario

d(z,y) =0=xz=uy.

En este caso se dice que d es una métrica o distancia, y que (X, d) es un espacio métrico.

Si (Xi,d1) v (Xy,dy) son espacios pseudométricos, se dice que una aplicacién f :
(X1,d1) = (Xao,ds) es una isometria cuando d;(z,y) = do(f(z), f(y)) para todos z, y €
X;. Notar que toda isometria es continua y abierta sobre la imagen, y que una isometria
cuyo dominio es un espacio métrico es necesariamente inyectiva.
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1.3. Espacios uniformes. Una uniformidad en un conjunto X es una familia U de
subconjuntos del producto X x X que verifica las siguientes condiciones:

(a) SiU € 4, todo V C X x X con U C V pertenece también a LI.
(b) Si Uy V pertenecen a i, entonces U NV también pertenece a iL.
(c) Para todo U € 4 se cumple Dx C U.

(d) Para todo U € U, se cumple U~! € 1.

(e) Para todo U € 4, existe un V € U tal que VoV C U.

Si 4 es una uniformidad definida en X, llamaremos espacio uniforme al par (X, ).

N N e

1.3. Una base de la uniformidad Y en X es una subfamilia 8 de i tal que todo
elemento de il contiene alguno de B. Si B es una base de i, se cumple que U estd
formada exactamente por todos los subconjuntos de X x X que contienen algiin conjunto
de B. Es de comprobacion inmediata que una familia 98 de subconjuntos de X x X es
la base de alguna uniformidad en X si y sdlo si verifica las siguientes condiciones:

(a) Para todos U y U’ pertenecientes a i existe un V € U tal que V. C UNU".
(b) Para todo U € B se cumple Dx C U.

(c) Para todo U € B, existe un V € B tal que V! C U.

(d) Para todo U € B, existe un V € B tal que VoV C U.

Si (X, 4) es un espacio uniforme e Y es un subconjunto de X, la familia de subcon-
juntos de Y x Y

{UNY xY):U e U}

es una uniformidad en Y que llamaremos uniformidad inducida por Y en Y.

En todo espacio uniforme (X, ) se puede definir de forma canénica una topologia
asociada a i y que denotaremos por 7y%. Un conjunto A es abierto para esta topologia
cuando para todo z € A, existe un U € i tal que Ulz] C A, siendo

Uzl ={ye X : (z,y) €e U}.

Es claro por la propia definicién que para cada z € X, la familia {U[z] : U € U} es una
base de entornos de x para esta topologia.

Un espacio pseudométrico (X,d) tiene estructura natural de espacio uniforme si
tomamos como base de uniformidad la familia formada por los conjuntos

{(z,y) € X x X :d(z,y) <e}, &>0.

Claramente la topologia asociada a esta uniformidad coincide con la generada por la
pseudométrica de partida. Si en un espacio uniforme (X, i) se puede definir una pseudo-
métrica cuya uniformidad asociada, en este sentido, es i, se dird que (X, ) es pseudome-
trizable. Se puede demostrar ([55, 6.13]) que un espacio uniforme es pseudometrizable
si y s6lo si su uniformidad admite una base numerable.

Un espacio uniforme (X, ) se dice precompacto cuando para todo U € U existe un
subconjunto finito A de X tal que X = J, A Ulz].

Un subconjunto Y de un espacio uniforme (X,4) se dice precompacto cuando Y,
dotado de la uniformidad inducida por U, es un espacio uniforme precompacto. Es
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sencillo demostrar que para ello es suficiente que se cumpla la siguiente condicién: para
todo U € U eriste un subconjunto finito A de X tal que Y C |J,ca Ulz].

Sea (x;)icr una red en el espacio uniforme (X, 41). Se dice que (z;) es una red de Cauchy
cuando para todo U € i existe un i € [ tal que si ¢, j € I verifican © > 1y, 7 > 1o,
entonces (z;,2;) € U. Todo punto de aglomeracién de una red de Cauchy es un limite de
la red.

Los espacios uniformes (X, ) en los que toda red de Cauchy es convergente para la
topologia 7y se dicen completos. Un subconjunto de un espacio uniforme se dice completo
cuando lo es con respecto a la uniformidad inducida.

Andlogamente, un espacio uniforme (X, i) en el que toda sucesidn de Cauchy es
convergente se dice secuencialmente completo. Si (X, L) es pseudometrizable y secuen-
cialmente completo, entonces es completo ([55, 6.24]).

Si (Xq,4;) v (Xo,4Us) son dos espacios uniformes, una aplicacién f : X; — Xo
se dice uniformemente continua cuando para todo V € iy existe un U € 4 tal que
[(z,y) € U = (f(z), f(y)) € V]. Toda aplicacién uniformemente continua es continua
con respecto a las topologias asociadas 7y, y 7y,. Diremos que una aplicacién f : X; — X,
es un isomorfismo uniforme cuando es biyectiva y ella y su inversa son uniformemente
continuas; y que es un encajamiento uniforme cuando la aplicacién asociada = — f(x),
definida de X; en f(X3), es un isomorfismo uniforme, considerando en X; la uniformidad
iy y en f(X) la inducida por s. Esta tltima condicién es claramente equivalente a que
f sea inyectiva, uniformemente continua y verifique ademas que

YU eshy AV ey, (f(x),f(y) eV =(x,y) el.

1.4. (Extensién por densidad) Si (Xi,44;) y (X3, 4s) son dos espacios uniformes, el
segundo de ellos completo y de Hausdorff, A es un subconjuntode X;y f: A — X, esuna
aplicacion uniformemente continua, entonces existe una unica aplicacién uniformemente
continua f : Cly, (A) — Xy, tal que f(z) = f(z) para todo = € A (|55, 6.26], [11, Ch.
I, §3.6, Théor. 2]).

1.5. (Compleciones; [11, Ch. II, §3.7], [55, 6.27, 6.28], [15, 8.4])

e Si (X, d) es un espacio pseudométrico, existen un espacio pseudométrico completo
(X,d) y un encajamiento isométrico y denso i : (X,d) — (X, d). Al par formado
por el espacio ()’(V' ,8) y el encajamiento ¢ lo denominaremos una complecion de
(X, d).

Si d es una métrica, entonces existe una complecién de (X, d) tal que la pseu-
dométrica asociada d es también una métrica. Ademas esta complecién es tinica en
el sentido de que dadas dos compleciones separadas de (X, d), i; : (X, d) — ()’E 1 671)
e iy : (X,d) = (Xs,ds), existe un isomorfismo isométrico f : (X1,d;) — (X, d)
tal que f o4y = is.

e Si (X,4) es un espacio uniforme, existen un espacio uniforme completo ()A(: ,53) y
un encajamiento uniforme y denso ¢ : (X,4) — ()Z' ,iNI) Al par formado por el
espacio (X, 4l) y el encajamiento i lo denominaremos una complecién de (X, ).
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Si (X, 4) es de Hausdorff, entonces existe una complecién de (X, L) tal que el
espacio uniforme completado también es de Hausdorff. Ademas esta complecion
es unica en el sentido de que dadas dos compleciones separadas de (X, ), iy :
(X,80) = (X1,80) e iy : (X,4) — (Xa,4,), existe un isomorfismo uniforme f :
()Z'l,ﬁl) — ()N(Z,ﬂg) tal que f o4y = 9s.

1.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico e (Y, L) un espacio uniforme. Sea A un conjun-
to de aplicaciones definidas de X en Y. Se dice que A es equicontinuo en un punto x € X
cuando para todo U € U existe un V € Ny(X) tal que [y € V, f € A= (f(z), f(y)) €
U]. Es claro que si A es equicontinuo en x € X, entonces todas las aplicaciones de A son
continuas en .

Si (X1,44) vy (Xa,4y) son espacios uniformes, se dice que A C YX es uniformemente
equicontinuo cuando para todo V € YU, existe un U € 4 tal que [(z,y) € U, f € A =

(f(z), f(y)) € V].

1.4. Propiedades basicas de los grupos abelianos topolégicos. Suponemos
conocida la definicién de grupo abeliano y los conceptos de subgrupo, grupo cociente,
homomorfismo e isomorfismo de grupo. (Buena parte de las afirmaciones y definiciones
que siguen son validas o tienen sentido en el caso no necesariamente abeliano, que no
vamos a considerar en ningin momento a lo largo de esta memoria.) Como regla general
usaremos notacién aditiva para la operacién definida en el grupo (y como consecuencia
designaremos al elemento neutro como 0), con importantes excepciones como es el caso
del subgrupo T del grupo multiplicativo C \ {0}. Usaremos la notacién nx para repre-
sentar el elemento x 4+ .7. 4+ x, en coherencia con el hecho de que GG es un Z-moédulo. Si
G es un grupo abeliano y A es un subconjunto de GG, gpA denotara el subgrupo de G
generado por A.

Las nociones de la teoria algebraica de grupos que manejaremos a lo largo de esta
memoria son en su mayor parte elementales. Recordemos que un grupo G se dice divisible
cuando para todos x € G y n € N existe y € G con ny = x. El Lema de Zorn permite
demostrar directamente el siguiente resultado fundamental:

1.7. ([41, Th. A.7]) Si G y H son grupos abelianos, y ademds H es divisible, dado
cualquier subgrupo Gy de G' y cualquier homomorfismo de grupos ¢, : Go — H, existe
un homomorfismo ¢ : G — H que extiende ¢q.

Sea G un grupo abeliano y 7 una topologia en G. Diremos que (G, T) es un grupo
abeliano topoldgico cuando las aplicaciones

(GxG,TxT1) — (G,71) (G,7) — (G,71)
(z,y) — z+y, e

son continuas (7 X 7 denota la topologia producto en G X ). En ocasiones no haremos
explicita la topologia fijada en G, al considerar un grupo abeliano topolégico general, o
si aquélla queda determinada por el contexto.

Dado un grupo abeliano topolégico G, denotaremos mediante Ny(G) la familia de
todos los entornos de 0 en GG. La topologia de G puede ser descrita en términos de dichos
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entornos, ya que las traslaciones z € G — x + a € GG, a € G son homeomorfismos: para
cada z € G, los conjuntos de la forma z + U = {x + v : u € U}, U € Ny(GQ) forman
una base de entornos de x en GG. Consecuentemente, si G y H son grupos abelianos
topolégicos y f : G — H es un homomorfismo de grupos, f es continuo si y sélo si es
continuo en 0.

Si H es un subgrupo del grupo abeliano topolégico G, la topologia inducida en H
como subespacio topolégico de G es una topologia de grupo, que admite como base de
entornos de cero {UNH : U € Ny(G)}. De la misma forma la topologia cociente asociada
a la aplicacién canénica ¢ : G — G/H es una topologia de grupo que admite como base
de entornos de cero {¢(U) : U € Ny(G)}.

1.8. ([11, §1.2]) Una familia no vacia B de subconjuntos no vacios de un grupo
abeliano G es base de entornos de cero para una topologia de grupo en G si y sélo si
verifica las siguientes condiciones:

() VU, U'eB IV eB, VcUNU
b)YUeB IVeEB, V+V CU
()YUeB3IVeEB, -VCU

(En este enunciado hemos utilizado las notaciones habituales
A+B={a+b:ac A beB}, —-A={-a:a€ A},

siendo A y B subconjuntos de un grupo abeliano G.) La topologia que determina una
familia B bajo las hip6tesis de 1.8 estd unicamente determinada por admitir en cada
punto z € G la base de entornos {z + U : U € B}.

1.9. Si en el enunciado de 1.8 eliminamos la hipéGtesis (a) obtenemos una caracter-
izacién de subbase de entornos de cero para una topologia de grupo, es decir, de una
familia de conjuntos tales que sus intersecciones finitas forman una base de entornos de
cero para una topologia de grupo.

Si la topologia de un grupo abeliano topoldgico puede generarse mediante una pseu-
dométrica d, entonces ésta puede escogerse invariante por traslaciones (es decir, tal que
d(z + z,y + z) = d(x,y) para todos z, y, z). Trataremos esta cuestién con mas detalle
en la Sec. 4.

Si (G;);er es una familia de grupos abelianos topolégicos, la topologia producto (1.2)
en [[,.; Gi es una topologia de grupo, que se puede describir como la que admite la
familia de conjuntos p; '(U;), U; € Ny(G;) como subbase de entornos de cero.

Todo grupo abeliano topoldgico es candénicamente un espacio uniforme. La uniformi-
dad asociada es la que admite como base la familia de conjuntos

{(z,y) eGxG:2—yeU}, U € Ny(G).

Los conceptos propios de espacios uniformes que se utilicen en grupos abelianos topol6-
gicos se entenderan referidos a esta uniformidad.

Los homomorfismos continuos de grupos son aplicaciones uniformemente continuas.
Si G y H son grupos abelianos topolégicos, un conjunto A de homomorfismos de G' en
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H es uniformemente equicontinuo en G si y sélo si es equicontinuo en 0, es decir, si para
todo V € Ny(H) existe un U € Ny(Q) tal que f(U) C V para todo f € A.

1.10. Se demuestra que la extensién por densidad (en los términos descritos en 1.4)
de un homomorfismo de grupos es de nuevo un homomorfismo de grupos, y que la
complecién de un grupo abeliano topoldgico (pseudometrizable) tiene estructura natu-
ral de grupo abeliano topolégico (pseudometrizable), siendo ademds un homomorfismo
el encajamiento asociado. En el caso separado, dos compleciones de Hausdorff de un
grupo abeliano topoldgico son topoldgicamente isomorfas como grupos. En definitiva,
son validas las afirmaciones analogas a las contenidas en 1.4 y 1.5 en la categoria de
grupos abelianos topoldgicos y homomorfismos continuos.

En todo grupo abeliano topolédgico existe una base de entornos de cero formada por
conjuntos cerrados y simétricos (un conjunto A es simétrico si A = —A). En particular
todo grupo abeliano topoldgico es un espacio topolégico regular, de donde se deduce la
siguiente propiedad:

1.11. Para que un grupo abeliano topoldgico admita una base de entornos compactos
de cero es suficiente con que tenga un entorno compacto.

Los grupos que verifican esta propiedad se denominan localmente compactos. La
estructura y propiedades de los grupos topoldgicos localmente compactos ha sido objeto
desde los anos 30 de exhaustiva investigacién, motivada en un primer momento por el
hecho de que constituyen un marco natural para la generalizacién del andlisis arménico
real.

1.12. Para que un grupo abeliano topolégico G sea separado es suficiente que {0} sea
un subconjunto cerrado de G, es decir, que para todo x € G no nulo exista un U € Ny(QG)
con x ¢ U.

Si G es un grupo abeliano topolégico y H un subgrupo de G, el grupo G/H, dotado
de la topologia cociente, es de Hausdorff si y sélo si H es cerrado. En particular G/CI{0}
es de Hausdorff para todo grupo abeliano topolégico G; el recurso a este cociente facili-
ta frecuentemente la reduccién al caso separado. Llamaremos a G/CI{0} el grupo de
Hausdorff asociado a G.

1.13. Si, con las notaciones de arriba, ¢ : G — G/CI{0} denota la aplicacién candnica
y U es un entorno abierto de 0 en G, se cumple ¢~ (o(U)) = U + CI{0} = U, ya que
para todos u € U y = € CI{0}, z ha de pertenecer al entorno de cero U — u.

1.5. Espacios vectoriales topolégicos.
1.5.1. Cuerpos valuados.

1.14. Sea F un cuerpo conmutativo. Una valuacidn en F es una aplicacién | - | : F —
[0, 0o[ que verifica las siguientes propiedades:

(a) [t| =0siysélosit=0.
(b) |ts| = |t||s| para todos ¢, s € F.
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(c) |t +s| < |t| + |s| para todos t, s € F.

Al par (F,| - |) lo denominaremos cuerpo valuado.

En cualquier cuerpo conmutativo ' podemos definir la valuacion trivial

] = 1 sit#0
“lo sit=0."

El ejemplo no trivial mas familiar de cuerpo valuado lo constituyen los subcuerpos
F de C con la restriccién a F del médulo |« + Bi| = /a2 + 3? y en particular, R con
el valor absoluto y el propio C. En la Sec. 16 y en las referencias alli mencionadas se
presentan ejemplos de distinta naturaleza.

Todo cuerpo valuado es en particular un grupo abeliano pseudonormado de Hausdorff;
la topologia dada por la valuacién es la discreta si y sélo si la valuacién es la trivial.

1.5.2. Espacios vectoriales topoldgicos sobre cuerpos valuados. Buena parte de las
definiciones elementales de la teoria de espacios vectoriales topoldgicos con cuerpo base
R 6 C tienen sentido para cuerpos valuados generales, y ésta es la forma en la que
presentaremos algunas de ellas a continuacion, ya que a lo largo de esta memoria consti-
tuyen una clase de interés los grupos abelianos topolégicos que algebraicamente tienen
estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo con valuacién no necesariamente arqui-
mediana.

Sea F un espacio vectorial sobre un cuerpo no trivialmente valuado (F,| - |). Se dice
que un subconjunto A C E es equilibrado cuando tA = {ta : a € A} C Aparatodot € F
con |t| < 1. Se dice que un subconjunto A C E absorbe a B C E cuando existe un A > 0
tal que B C tA para todo t € F con [t| > A. Se dice que A C E es absorbente cuando
absorbe cualquier subconjunto de E formado por un tnico elemento.

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo no trivialmente valuado (F,| - |) y 7 una
topologia en E tal que las aplicaciones

(E,7)x (E,7) — (E,T) (F,7v) X (E,7) — (E,7)
(z,y) — z+y, (t,z) — tz

son continuas, donde 7y es la topologia en I asociada a su valuacién. En estas condiciones
se dice que (E,7) es un espacio vectorial topoldgico sobre F.

Un subconjunto A de un F-espacio vectorial topolégico F se dice acotado cuando es
absorbido por cualquier entorno de cero.

Es claro que si en un espacio vectorial topolégico E consideramos unicamente su ope-
racién interna y su topologia, obtenemos un grupo abeliano topolégico que describiremos
muchas veces como subyacente a E.

1.15. Si E es un espacio vectorial topoldgico, los entornos de cero cerrados y equili-
brados forman una base de entornos en E : dado W € Ny(E), existe V € Ny(F) cerrado
tal que V' C W; como la aplicacién (t,z) € F x E +— tx € E es continua en (0,0),
existen ¢ > 0y U € Ny(F) tales que B.U C V; finalmente, como en un espacio vectorial
topolégico la adherencia de un subconjunto equilibrado es equilibrada, la adherencia de
B.U es un entorno de cero equilibrado y cerrado contenido en W.
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Si E es un espacio vectorial topolégico sobre F, denotaremos por E* el F-espacio
vectorial de las formas lineales y continuas f : F — F, donde la suma y el producto
por escalares se definen puntualmente. Dado un subconjunto A de F, se definen el
subconjunto de E*

A°={f € E":|f(a)] <1 Va € A},

y el subconjunto de F
A ={z € E:|f(z)| <1 Vfe A°}.

1.5.3. Espacios vectoriales topoldgicos sobre R 6 C. A continuacién recordamos al-
gunas definiciones y resultados conocidos para espacios vectoriales reales o complejos
cuya generalizacion al caso de un cuerpo valuado general es mds problemética o no serd
necesaria en lo que sigue.

Todo C -espacio vectorial E tiene asociado de forma natural un R-espacio vectorial
(el propio E' con la misma operacién interna y la externa restringida a escalares reales)
al que nos referiremos como el espacio vectorial real subyacente a F.

Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales o el de los complejos,
un subconjunto C' de E se dice convezo cuando tC'+(1—¢t)C C C paratodot € [0,1]. En
la definicion de conjunto convexo sélo estd implicada la estructura de R-espacio vectorial:
un subconjunto de un C -espacio vectorial es convexo si y sélo si lo es como subconjunto
del espacio vectorial real subyacente.

Dado un subconjunto B de un F-espacio vectorial E (F =R 6 C ), el menor subcon-
junto convexo que contiene a B (que designaremos por coB) se llama envolvente convexa
de B . Es sabido que coB se puede obtener como el conjunto de todas las combinaciones
lineales convexas de elementos de B, es decir,

COB:{t1b1+"'+tnbni neN tl,...,tnE[O,l], t1++tn=1}

1.16. Si F es un espacio vectorial sobre R 6 C y U un subconjunto de E tal que
0 € U, el funcional de Minkowsk: asociado a U se define de la siguiente forma:

pu(z) =inf{A > 0:2 € AU},

tomando co como el infimo del conjunto vacio. En general, py es un funcional con valores
en [0,00]. Si U es absorbente, p; toma valores en [0, 00[. En todo caso U C {z € X :
pu(z) < 1}y si se cumple [0,1]U C U (es decir, si U es lo que llamaremos un conjunto
estrellado), entonces {z € X : py(x) < 1} C U. Si U es convexo, cerrado y equilibrado
entonces U = {z € E : py(x) < 1}. Si U es convexo, equilibrado y absorbente entonces
pu es una seminorma en E. Recordemos que una seminorma es una aplicacion p definida
en E, con valores en [0, 00[ y tal que para todos z, y € E y t € F,

px+y) <plx)+py),  pltz) = |tlp(z).

Si E es un espacio vectorial y p es una seminorma definida en F, denotaremos por
B, el conjunto de los z € E con p(z) < 1.

Un espacio vectorial topolégico sobre R 6 C se dice localmente convexo cuando admite
una base de entornos de cero convexos. Es sabido que un espacio vectorial topoldgico
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es localmente convexo si y sélo si su topologia viene determinada por una familia de
seminormas {p, }aca, en el sentido de que los conjuntos de la forma

ﬂp;il[(),g], neN, >0, {a,...,a,} CA
i=1

forman una base de entornos de cero para la topologia de E.

Las definiciones de espacio normado y espacio de Banach son sobradamente cono-
cidas. Usaremos las notaciones cy, l,, [ para designar los espacios de Banach de las
sucesiones de nimeros reales o complejos convergentes a 0, sumables en potencia p y
acotadas, respectivamente, con las normas usuales. La nocién de norma admite general-
izaciones naturales al caso de un cuerpo valuado general (cf. Ej. 18.17).

De acuerdo con la nomenclatura habitual, llamaremos espacio prehilbertiano a un par
(E, f) donde E es un espacio vectorial sobore F=R6F =C y f: (z,y) € EX E —
f(z,y) =x -y € F es un producto escalar, es decir, una aplicacién sesquilineal (bilineal
en el caso real), hermitiana, positiva y no degenerada. Es sabido que dado un espacio
normado (E, ||-||), existe un producto escalar f en E tal que ||z|| = f(x,x)"? para todo
x € E siysolosi||- || verifica la identidad del paralelogramo

e+ yl* + llz — y[* = 2/|z|* + 2/|y|* V2, y€ E

Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano completo con respecto a la norma
definida por su producto escalar.

En las Sec. 17 y 18 se estudian con mas detalle algunas propiedades de los espacios
vectoriales topoldgicos, tanto reales y complejos como sobre cuerpos valuados generales,
asi como otras topologias de grupo mas generales que es posible definir sobre un espacio
vectorial.

1.5.4. Teoremas de separacion. El siguiente enunciado y otros similares se presentan
habitualmente ([10, Ch. II, §5.2, Th. 1], [78, II, Th. 3.1], [50, 7.3.1]) como la forma
geométrica del teorema de Hahn-Banach:

TEOREMA 1.17. Sea E un espacio vectorial topoldgico real, A un subconjunto abierto
y convezo de E, y S un subespacio vectorial de E tal que SN A = (). Entonces S estd
contenido en un subespacio mazimal cerrado que no corta a A (es decir, existe una forma
lineal y continua f : E — R tal que f(S) = {0}, f(a) <0 para todo a € A).

A continuacién recogemos algunos corolarios de este resultado, enunciados de forma
conveniente para su utilizacién posterior.

COROLARIO 1.18. Sea E un F-espacio vectorial topoldgico, donde F es el cuerpo de
los niumeros reales o el de los complejos. Sea U un entorno de cero convero y equilibrado
en E. Entonces se tiene

pu(x) = sup |z*(z)] Vze€E.
*el°

DEMOSTRACION. Para todo A > 0 tal que x € AU y todo z* € U° se verifica

$lz*(z)| = |z*(32)] < 1y por lo tanto sup,.cpo |2*(2)| < py(z). Para demostrar la
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desigualdad opuesta podemos suponer py(z) > 0. Fijamos A arbitrario tal que 0 < A <
pu(z); demostraremos que existe un z* € U° con |z*(z)| > A. Distinguiremos dos casos:

e F=R:SeaV =1Int(U); V es un subconjunto abierto y convexo de E [para todo
t €[0,1], tV + (1 — )V es un subconjunto abierto contenido en U, luego en V|
y ademés U C CI(V) ([10, Ch. 1II, §2.6, Cor. 1]). Se tiene ;2 ¢ U = 5 ¢ V' y
podemos aplicar el Teor. 1.17 con S = {0} y A = —%x +V : existe f € F* con
f(=5z 4+ v) < 0 para todo v € V. Si llamamos o = sup,¢y f(u) = supyey f(u),
es claro que o > 0 y definiendo z* = éf, se cumple |z*(u)| < 1 para todo
ueU, z*(x) > A

e F = C: Por el caso anterior, existe g € E tal que g(U) C [-1,1], g(z) > A
Sea z*(y) = g(y) — ig(iy) el elemento de E§ cuya parte real es g. Es claro que
lz*(z)| > |g(x)| > A; veamos que |g(u)| < 1VueU:SeanueUyteC, |t|=1
tal que tz*(u) = |z*(u)|. Se tiene z*(tu) = tz*(u) € R, luego z*(tu) = g(tu) pero
por ser U C -equilibrado, tu € U y por lo tanto |g(tu)| < 1. Luego |g(u)| < 1.

U

COROLARIO 1.19. Sea E un espacio vectorial topolégico sobre F, siendo F el cuer-

po de los nimeros reales o el de los complejos. Sea U € No(E) cerrado, convero y
equilibrado. Entonces U = U°°.

DEMOSTRACION. Por ser U cerrado, convexo y equilibrado se tiene la igualdad U =
{z € E : py(x) < 1}. Basta aplicar el Cor. 1.18. O
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CAP{TULO 1II

Grupos abelianos topolégicos

2. Definiciones y resultados previos

2.1. Subgrupos de R y T. Con las topologias usuales, Z, R y T son grupos
abelianos topolégicos localmente compactos a los que nos referiremos continuamente.
Recogemos a continuacion algunas observaciones utiles acerca de la estructura de estos
grupos:

e El homomorfismo de grupos = € R — exp(27iz) € T, que en lo sucesivo denotare-
mos por p, es continuo, sobreyectivo y abierto; su ntcleo es Z. Consecuentemente,
los grupos abelianos topolégicos R/Z y T son topolgicamente isomorfos.

e Un subgrupo cerrado propio de R es necesariamente del tipo aZ para algin a € R.
Un subgrupo cerrado propio de T es necesariamente el grupo de las raices n-simas
de la unidad, para algiin n € N. En particular los subgrupos propios de R y T son,
o bien discretos, o bien densos. ([61, Ch. 2], [2, P. 18])

2.2. Los conjuntos V(,). Si G es un grupo abeliano, V' es un subconjunto de Gy
n € N, definimos el conjunto

Vg ={r€G:kz € VVEe{l,...,n}}.

Notar que si G es un grupo abeliano topolégico y V' un entorno de cero en GG, los conjuntos
V(n) son también entornos de cero, ya que para todo k € N, el homomorfismo de grupos
hi : x € G+ kx € G es continuo, y se cumple Vi) = (,_; R, H(V).

2.3. Grupos localmente isomorfos. Sean G'y H grupos abelianos topoldgicos.
Un isomorfismo local entre G y H ([11, III, §1.3]) es un homeomorfismo ¢ : U — V
donde U € Ny(G), V € Ny(H) y se cumplen las condiciones

(a) Para todos z, y en U tales que z +y € U, ¢(z +y) = ¢(x) + ¢(y).

(b) Para todos z', 3 en V tales que 2’ +4' € V, o Y2’ + ') = (') + o(v).
Es evidente que el inverso de un isomorfismo local es a su vez un isomorfismo local. Se
dice que G'y H son localmente isomorfos cuando existeun isomorfismo local ¢ : U — V/,
donde U y V son entornos de cero en Gy en H, respectivamente.

Si ¢ es un homeomorfismo entre un entorno de cero U en GG y un entorno de cero V'

en H que cumple la condicién (a), no tiene por qué cumplir (b) ([11, II1,§1, Exerc. 7])
pero es inmediato que la restriccién de ¢ a U’ y ¢(U’), donde U’ es un entorno de cero
en G tal que U’ + U’ C U, si es un isomorfismo local ([11, IIL,§1.3, Prop. 3]). Por lo
tanto, se puede decir que dos grupos G y H son localmente isomorfos si y solo si existen

27
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U e No(Q), V € Noy(H) y un homeomorfismo ¢ : U =V tal que o(z+y) = o(z)+ p(y)
para todos x, y € U tales que x +y € U.

2.1. Si G es un grupo abeliano topolégico y H es un subgrupo discreto de G, entonces
G y G/H son localmente isomorfos (Ex. 20.29 en [4]).

2.4. Grupos TNA.

DEFINICION 2.2. Se dice que un grupo abeliano topolégico es topoldgicamente no
arquimediano (brevemente TNA) cuando admite una base de entornos de cero formada
por subgrupos.

Esta terminologia procede de [80].

Notar que si un subgrupo es un entorno de cero, entonces es abierto y por lo tanto,
cerrado ([41, Th. 5.5]); en particular todo grupo TNA es un espacio topolégico cerodi-
mensional. A continuacién veremos que, de hecho, todo grupo TNA de Hausdorff es
topolégicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos discretos.

PROPOSICION 2.3. Sea G un grupo TNA de Hausdorff y {H, : o € A} una base de
entornos de cero en G formada por subgrupos. Para cada o € A, sea ¢, : G — G/H, la
aplicacion candnica. El homomorfismo de grupos

©:G— [[G/Hay  ®(2)(e) = pa()
acA
es un encajamiento.

DEMOSTRACION. Es claro que ® es continua. El hecho de que es inyectiva se deduce
de que (,c4 Ho = {0}, debido al cardcter separado de G. Finalmente, para todo § € A
es inmediato que
®(@) N ({ps(0)} x [ [ G/Ha) € ®(Hp),
B
lo que, teniendo en cuenta que G/Hpz es un grupo discreto, demuestra que ® es abierta
sobre su imagen. O

NoTA 2.4. La construccién recogida en la Prop. 2.3 es conocida ([89, §5], [47, Theor.
1.18]). Habitualmente se presenta una versién mas completa de este resultado en la que
interviene el concepto de limite proyectivo, que no utilizaremos aqui.

3. Desigualdades en T

En lo que sigue el grupo T va a jugar un papel muy destacado, comparable en muchos
aspectos al del cuerpo R en la teoria de espacios vectoriales topolégicos. A continuaciéon
definiremos una base conveniente de entornos de 1 en T (Cor. 3.7) y estableceremos
algunas desigualdades métricas que aplicaremos méas adelante.

Para un intervalo cerrado [«, ] en R, denotamos T[a, 5] = {exp(if) : « < 0 < [}.
Para describir los entornos de 1 en T en funcién de la distancia inducida por la euclidea
en C, utilizaremos en lo sucesivo la identidad elemental

11— exp(if)| = 2Jsen(0/2)| VO € R,
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que implica que, para todo g3 € [0, 7],
(3.1) T[-6,6]={teT: 1 -t < QSeng}.
3.1. Utilizaremos la notacién especifica
T, ::T[—g,g]:{te'ﬂ‘: I1—t| < v2}
debido a que nos referiremos con mucha frecuencia a este entorno concreto de 1 en T.

LEMA 3.2. (a) Sea B € [0,7). Si t, s, ts € T[0,[] siendo t = exp(icy) y s =
exp(iag) con ai, as € [0, (], entonces ay + g € [0, F].
(b) Sea 8 € |0, %’r) Sit, s € T[0,5] yts € T[—0, 0] entonces ts € T|0, F].

DEMOSTRACION.  (a) oy + ayp € [0,27) N ([0, 8] + 27Z) = [0, f].
(b) Sit = exp(ia;) y s = exp(iag) con o, as € [0, ], se tiene a; + ap € [0,25] N

(-8, 8] + 2xZ) = [0, 4.
0

PROPOSICION 3.3. Sean ti,...,t, € Ty 0< 3 < m. Son equivalentes:
(a) HjeA t; € T0,5] VA C{1,...,n}
(b) TT5_,t; € T(0, 8] Vke{1,...,n}
(C) tj € T[Oa ﬂ] Vj € {17 s n} y st t; = eXp(iHj) con Hj € [O, ﬂ] entonces 01+ - -+0,, €
[0, B].

DEMOSTRACION. e (a)= (b) es claro.
e (b)= (c): Aplicamos induccién en n. Para n = 1 es trivial; suponiendo la impli-
cacién cierta para conjuntos de n — 1 elementos podemos deducir facilmente que
t; € T[0,8] Vj € {1,...,n} del hecho de que H§:1 t; € T0,8] Vke{l,...,n}.
Por otra parte, dado que H;L:_ll t; = exp(i(6h+---+0,_1)) siendo by +---+6, 1 €
[0, ] por hipétesis de induccién, t, = exp(if,) con 0, € [0, 3] y H?:1 t; € T[0, A],
se deduce del Lema 3.2(a) que 6; +--- +6,, € [0, 3].
® (c)= (a) es inmediato: 0 < Y7, 0; <D0, 0; < 3.
U

COROLARIO 3.4. Seant € T, n € N y 3 € [0, 7[. Se tiene
t,t%,...,t" € T[0, 8] = t € T(0, é].
n
PROPOSICION 3.5. Sean ty,...,t, € T, [ €[0,%[. Se tiene

t; € T[0,8] Vje{l,...,n}
HjeAtjE]T[_ﬂaﬂ] VAc{1,...,n}}i’1€1ta‘€T[0,ﬁ] VA C {1,...,n}.
J

DEMOSTRACION. Se demuestra por induccién en n. Para n = 1 es trivial, y lo tinico
que no da directamente la hipétesis de induccién sobre conjuntos de n—1 elementos es el
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hecho de que []}_, ; € T[0, 8], pero esto se deduce del Lema 3.2(b) teniendo en cuenta

que

n—1
[t eTo,6, ¢ <o Ht € T[~5, 8-
j=1

COROLARIO 3.6. Seant € T, n € N y 3 € [0,27/3]. Se tiene

te?l‘—é é]@t ..., t" € T[-8, 4]

DEMOSTRACION. La condicién es claramente necesaria. Para demostrar que es sufi-
ciente, supongamos primero que t € T[0, 8]. Por la Prop. 3.5, ¢, t?,..., t" € T[0, 8]; por
el Cor. 3.4, t € T[0, 2]. Si ¢ € T[4, 0], hacemos el mismo razonamlento para t € T[0, J]
y deducimos que t € T[_E’ 0]. O

COROLARIO 3.7. Para todo n € N se tiene

Tom 7r
= —_—— | = : — < —_—r = .
T, =T 5y’ Qn] {teT:|1-tl < 236n4n} (T+)n)
DEMOSTRACION. La igualdad T[—-, 7] = {t E T : |1 -1t < 2seng-} es un caso

particular de la relacién (3.1) y el hecho de que T[—3~, 5-] = (T4 )(n), del Cor. 3.6. [

Se puede enunciar un resultado similar al Cor. 3.6 en el que la sucesion finita de expo-
nentes no recorra todos los niimeros naturales menores que uno dado:

PROPOSICION 3.8. Seant € T, n € N y 3 € [0,27/3[. Se tiene

BB
2n

DEMOSTRACION. De nuevo es trivial que la condicién es necesaria. Demostramos la
otra parte por induccion. Para n = 1 la propiedad es un caso particular del Cor. 3.6.
Suponemos el enunciado cierto para n y lo demostramos para n + 1: Si se cumple que
6212, 2 12 e T[-8, 6], podemos aplicar la hipétesis de induccién a t y a t2, ya
que

t e T[— ] o 267,17 e T-4,4).

62,47, .t e T[-3,0]
2, ()% )Y,..., ()" € T[-8,5]

y por lo tanto t y t? pertenecen a ']I‘[—Q—n, 2—n] Del Cor. 3.6 se deduce que t € T[— 2n+1 , 2n+1
D

3.9. Sien la Prop. 3.8 hacemos 8 = 5~ para un m € N arbitrario obtenemos que
22 €T, & t€ T
En particular Ty = {t € T : ¢,%,t%*,...,¢*" € T, } para todo n € N.
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PROPOSICION 3.10. Sean ti,...,t, € T, B €]0,7[. Si [[;cat; € T0,6] VA C
{1,...,n} (equivalentemente, si se cumple cualquiera de las condiciones del enunciado
de la Prop. 3.3), entonces

;'1_tj|—senﬂ/2 Ht| (<6)

DEMOSTRACION. En la demostracién utilizaremos las desigualdades

e senf) < 0 para todo 6 > 0

o & /senéy < &fsenéysi0 <& <& <.
Sea t; = exp(if;) con 0; € [0,3] Vj € {1,...,n}. Por la Prop. 3.3 sabemos que 6§ =
6y +---+6, €[0,5]. Se tiene

Zu_tj\ = Qz\sen(aj/2)|:2Zsen(oj/2)

i ol oy B2 eng_ B/2
2325 =2 <2t = g - L1

IA

O

NotA 3.11. Si escribimos el enunciado de la Prop. 3.10 para elementos t; iguales,
obtenemos la relacién

Vs T
t, ..., t"eT0,8 = [1-t < —|1—t"] (< —),
0,81 = L=t < 1= (< 5)

que es una cota menos ajustada que la obtenida en el Cor. 3.6, aunque coincide

asintéticamente con ésta.

PROPOSICION 3.12. Sean ti,...,t, 6 T, B €]0,%[. Supongamos que para todo

(e1,---,6n) € {—1,0,1}", se tiene HJ e T[-4, 4. Entonces

- 2 L
Y L-tl < _B2 max [1-][[#| (<8)
7j=1 7j=1

= sen(B/2) (eel 10,1}

DEMOSTRACION. Suponemos primero que Imt¢; > 0 (es decir, t; € T|[0, §]) para todo
j €{1,...,n}. En particular la Prop. 3.5 implica [[; o t; € T[0,8] VA C{l,...,n}y
por la Prop. 3.10,

3/2 ~ B2 7
Z\l_t < sen(ﬁ/2)|1_Htj| sen(B/2) (el 101}" Ht :

=1

En el caso general sustituimos ¢; por {; = t; 6 ¢; = ¢; de forma que Im¢; > 0. Las
desigualdades referidas al conjunto {t¢1,...,t,} y al {¢1,...,%,} son equivalentes. O
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PROPOSICION 3.13. Sean ti,...,t, € T, [ €]0,%[. Supongamos que [Licati €
T[—3,8] VA C{1,...,n}. Entonces se tiene

Y 8
;H — ] < er?ﬂx’n} - Htj| (< 20)

jea

DEMOSTRACION. Ponemos

Z|1—t|— D=t + Y -t
JjeJ+ JEJ_
siendo J, = {j € {1,...,n} :Imt; > 0}, J_ ={je€{1,...,n} : Imt; < 0}. Por la
Prop. 3.5,
[[tiemo.8 vac J,, []#eTo,8 vacJ_.
jea jea
Aplicamos ahora la Prop. 3.10, obteniendo

il V CEe VU

JEJ ¢ JEJ-

p
sen(5/2) AC{I ,n} Ht ;

JEA
]

NoTA 3.14. Una desigualdad similar a la que hemos establecido en la Prop. 3.13 se
puede encontrar en [11, Ch. VIII, §3, Lem. 2|. La de esta referencia es menos ajustada
pero valida para nimeros complejos t; arbitrarios.

4. Pseudonormas. Grupos pseudonormados

DEFINICION 4.1. Sea G un grupo abeliano. Una aplicacién g : G — [0, oo se dice
una pseudonorma' cuando verifica las siguientes propiedades:
(a) ¢(0) =0
(b) ¢z +y) <qlz) +qly) Vz,yel
(c) ¢(—z) =q(z) VzeG

Si g es una pseudonorma definida en un grupo abeliano G, se tiene para todos =,y € G
la desigualdad |¢(z) — ¢(y)| < g(z — y). Una consecuencia inmediata es que, si G es un
grupo abeliano topoldgico, una pseudonorma ¢ : G — [0, 00[ es continua si y sélo si es
continua en x = 0.

4.2. Supongamos que ¢ es una pseudonorma definida en el grupo abeliano G. Es
inmediato que la familia de conjuntos {¢7*[0,¢] : € > 0} (equivalentemente, {¢[0,¢&,] :
n € N} donde ¢, > 0, £, — 0) es una base de entornos de cero para una topologia de
grupo en GG, que llamaremos topologia asociada a la pseudonorma q.

L quasinorm en [1]
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EjempPLO 4.3. Las pseudonormas
z € R |z] € [0, 00], teT—|1—tl€[0,00]
definen las topologias usuales de los grupos abelianos R y T, respectivamente.

Se tiene por 4.2 que todo grupo pseudonormado es I-numerable; para demostrar la
implicacién inversa necesitamos una construcciéon estidndar recogida en el siguiente re-
sultado (adaptacién sencilla de [78, Theor. 1.6.1], planteado originalmente en espacios
vectoriales topolégicos; un enunciado similar para grupos topolégicos se presenta y de-
muestra en [84)):

LEMA 4.4. Sea G un grupo abeliano, (Vy,)nen una sucesidn de subconjuntos simétricos
y no vacios de G tales que V11 + Vi1 C V,, para todo n € N. Entonces existe ¢ : G —
[0, 0o[ pseudonorma tal que

1 1
on+1 o)
TEOREMA 4.5. Sea G un grupo abeliano topoldgico I-numerable. Entonces existe una
pseudonorma q que genera la topologia de G.

Vn e N q [0, JcV,Cq o

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Lema 4.4, ya que en G se puede
tomar una sucesién fundamental de entornos de cero (V,),en formada por conjuntos
simétricos y tales que V.1 + V41 C V,, para todo n € N. O

Es claro que si ¢ : G — [0, 00[ es una pseudonorma, la expresién d(z,y) = q(z —
y) define una pseudométrica invariante por traslaciones que genera en G la topologia
asociada a ¢. Inversamente, si d : G X G — [0,00[ es una pseudométrica invariante,
q(z) = d(x,0) es una pseudonorma definida en G. Si ¢ verifica la condicién suplementaria

g(z) =0=2 =0,

(en tal caso diremos que es una pseudonorma separada), la pseudométrica d asociada es
una métrica. Los resultados precedentes se pueden reformular, por lo tanto, en términos
de (pseudo)metrizabilidad: un grupo abeliano topoldgico es pseudometrizable si y sélo
si es I-numerable, y metrizable si y sélo si es I-numerable y de Hausdorff; ademas, la
(pseudo)métrica asociada se puede tomar siempre invariante por traslaciones.

4.6. La generalizacién de 4.2 al caso de miiltiples pseudonormas es inmediata: Si G
es un grupo abeliano y {¢; };c; una familia de pseudonormas definidas en G, los conjuntos
del tipo

¢ '[0,e], i€l, >0
forman una subbase de entornos de cero para una topologia de grupo en G. Si la familia
{¢; }icr contiene las pseudonormas méximo de todas sus subfamilias finitas, entonces la

familia de conjuntos ¢; '[0,¢], 4 € I, & > 0 es una base de entornos de cero para esta
topologia.



34 II. GRUPOS ABELIANOS TOPOLOGICOS

A la topologia determinada de la forma descrita en 4.6 la llamaremos topologia ge-
nerada por la familia de pseudonormas {q;}:cr. El siguiente resultado establece que toda
topologia de grupo puede obtenerse de esta forma:

TEOREMA 4.7. La familia de todas las pseudonormas continuas asociadas a un grupo
abeliano topolégico G genera la topologia de G.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que para todo V' € Ny(G) existen una pseudonor-
ma continua ¢ : G — [0,00[ y un € > 0 tales que ¢ '[0,e] C V. Podemos suponer que
V' es simétrico. Construimos inductivamente una sucesién (V) de entornos simétricos
de cero en G tal que V; =V, V11 + V41 C V,, para todo n € N. Aplicando el Lema
4.4 a esta sucesién, deducimos la existencia de una pseudonorma ¢ definida en G y tal
que ¢~ 1[0, 3ir5] C Vi C ¢7'[0, 55] para todo n. Es claro que ¢ es continua y verifica en
particular ¢ 1[0, 1] C V. O

NortA 4.8. Los resultados de esta secciéon son sobradamente conocidos, aunque la
formulaciéon habitual en grupos se hace en el caso no necesariamente abeliano y en
términos de pseudométricas invariantes (cf. Notes to §8 en [41], o Sect. 2 en [84]). El
Teorema 4.5 se conoce como criterio de metrizacion de Birkhoff-Kakutans.

5. El funcional kg

5.1. Definicién y propiedades. Necesitaremos en lo sucesivo (principalmente para
darle un significado a la expresién “serie absolutamente convergente” en un grupo abeliano
topolégico arbitrario) una generalizacién a grupos de la definicién de funcional de Min-
kowski (1.16). Al intentar hacer esta adaptacién, hemos de tener en cuenta que sélo
podemos darle sentido a los “miltiplos enteros” de un elemento x € G, es decir, a los
elementos del tipo nz con n € N, si (como parece natural) sustituimos la operacién
externa en F por la definida en el Z—moddulo G. Esto conduce a la siguiente

DEFINICION 5.1. Sea G un grupo abeliano topoldgico y U un subconjunto no vacio
de G. Se define ky : G — [0, 1] como sigue (cf. [82, p. 496)):

1
kU(fv)zsup{E:nEN, m:&'U} Vi € G,

conviniendo en que sup ) = 0.

En muchos casos resulta preferible utilizar la siguiente determinacién de £y :

0 sinteU VneN
ky(z) = ﬁ sintceU Vne{l,...,N}, (N+1)z¢U
1 sizgU
5.2. La sucesion de conjuntos V() asociada a cualquier subconjunto V' de un grupo
abeliano (Subsec. 2.2) puede definirse en términos del funcional ky-:
1

V(n):{xeG:kxEVV/C6{1,---,n}}:{$EG:kV(x)E[O’n+1]}'
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Seguidamente recogemos algunas propiedades del funcional ky :

PROPOSICION 5.3. Sea G un grupo abeliano y V, U subconjuntos no vacios de G.

(a) SiV C U, entonces ky < ky.
(b) kviv(z +vy) <max{ky(z), kv(y)} Vz,ye€QqG.
(c) Si0 eV, entonces

1
kv+v+v($) < ikv(.%) Vx e V.

DEMOSTRACION.  (a) es evidente.

(b) Siz+y & V+V,entonces z ¢ V o bieny € V, y se tiene 1 = ky,v(z+y) = ky(x)
61 =kyiv(z+y)=kv(y). Siz+y e V+YV,se tiene kyv(z +y) = 0 o bien
kviv(z+y) = 547 para algin N € N. En el primer caso no hay nada que probar.
En el segundo, (N+1)(z+y) € V+V, dedonde (N+1)z ¢ V o bien (N+1)y ¢ V.
Se tiene asi max{ky (z), kv(y)} < 5 = kviv(z +y).

(c) Si ky(z) = 0, entonces ky,y.y(z) = 0y la desigualdad es trivial. En otro caso,
kv(z) = §47 para algin N € N; en particular, nz € V para todo n € {1,..., N}.
Se tiene

n<3AN=nrz=z2+.".+2+0+3N"74+0cV+V+V
de donde

1
kyiviv(z) = sup{ﬁ inx ¢ V-i—V—l—V}
1 N+1

IN
I
S

<
~y

1

O

Notar que en general, ky no es subaditiva, aun en casos en los que el funcional de
Minkowski asociado al conjunto U lo seria; por ejemplo, en el grupo abeliano R se tiene

1/2 = k[—l,l](1/3+ 1/5) > k[—l,l](1/3) —+ k[—l,l](1/5) = 1/4+ 1/6 = 5/12.

PROPOSICION 5.4. Sea G un grupo abeliano.

(a) Para cualesquiera U C G no vacio, n € N y x € G, se cumple kv, (z) < nky(z).
(b) Si q es una pseudonorma en G y U = {x € G : ¢q(x) < 1}, entonces para todo
z € G se tiene ky(z) < q(z).

DEMOSTRACION.  (a) Si ky,,,(z) = 0 es trivial. En otro caso, ky,, (z) = ﬁ para
un N € NU{0}. En particular (N + 1)z &€ Un) y de aqui, existe [ € {1,...,n} tal
que

(N + 1)z ¢ U.

Entonces ky(z) > = kv, (2) = ku,, (x) < lky(z) < nky(z).

1
I(N+1)
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b) Si ky(z) = 0 es claro. Si ky(z) = = para un N € N U {0}, en particular
N+1
(N + 1)z ¢ U y por lo tanto

1< g((N+1)z) < (N +1)g(z) = qlz) > N1+ = hula).

O

Si U es un subconjunto de un grupo abeliano topolégico G, es claro que el funcional
ky no es continuo en general; sin embargo, se puede demostrar el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.5. Sea G un grupo abeliano topoldgico, y U un subconjunto cerrado
no vacio de G. Entonces ky : G — [0, 1] es semicontinua inferiormente.

DEMOSTRACION. Sea a € G; demostraremos que liminf, ,,ky(z) > ky(a). Si
ky(a) = 0 es trivial. En otro caso, sea ky(a) = w5 con N € NU {0}. En par-
ticular (N + 1)a pertenece al abierto G \ U y dado que el homomorfismo de grupos
z € G— (N+ 1)z € G es continuo, existe un V € Ny(G) tal que (N + 1)z ¢ U para
todo z € a 4+ V. Por lo tanto

1
z€a+V=ky(x)> N1 = ky(a).

O

PROPOSICION 5.6. (a) Sea G=R 6C yr >0. Sea U, ={x € G: |z| <r}. Se
liene

ko () < 'f—‘ Vz € R\ {0}

1
ky,(z) > Zm Vo € U,.
(b) Sea G =T y para cada n € N, consideramos el entorno de 1 € T
T
T,={teT:|1—-tl <2sen—}.
{teT:| | < sen4n}

Se tiene entonces

kr, (1) < %\1 —t| VteT\{1}

V2

k() > L1 —t VteT,.
T

DEMOSTRACION. Las desigualdades de (a) son de demostracién inmediata.

En cuanto a (b), por el Cor. 3.7, se sabe que T,, = (T)(y). Para demostrar la primera
desigualdad, basta probarla para el caso n =1y aplicar la Prop. 5.4(a). Si kr,(t) =0,
el Cor. 3.7 implica que ¢t = 1. En otro caso kr,(t) = ﬁ para algin N € NU {0}; en
particular tN*1 & T, y se tiene /2 < [1 — V1| < (N +1)|1 — ¢|; por lo tanto

1 11—t
= < .
N+1 V2

kT+(t)
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En cuanto a la segunda desigualdad, si k7, (t) = 0 se deduce como en el caso anterior
que t = 1; en otro caso, kr, (t) = ﬁ para algin N € Ny en particular (Cor. 3.6)

T T T

A o tNer =T——. 2| = teT——. —

oo " [ 2n’2n] [ ZnN’QnN]
= \1—t\§25en—7r < T <Ean(t).

AnN — 2nN — n
O

5.2. Comparacién con otras definiciones. El problema de la generalizacién del
funcional de Minkowski a grupos fue abordado originalmente por Kaplan ([53, p. 650])
quien introdujo, como un instrumento necesario para describir la topologia compacto-
abierta en el grupo dual de un producto de grupos abelianos topolégicos (cf. Cap. III),
un funcional que nosotros denotaremos como (-/U)g, definido de la siguiente forma:

(5.1) (2/U) = fnf{Qin .2k € UVE € {0,...,n}},

siendo U un subconjunto de un grupo abeliano G y x un elemento de U. En [7, p. §]
Banaszczyk prefirié usar una variante de esta definicién (més cercana a la presentada
aqui) que recogemos seguidamente:

(5.2) (/U) = inf{% ke e UVEE(l,...,n}},

siendo de nuevo U un subconjunto de un grupo abeliano G y = un elemento de U.

5.7. El funcional (-/U)p toma valores en {0} U {1/n : n € N} y estd definido para
x € U. Es inmediato que dados un grupo abeliano G, un subconjunto U de G y = € U,
ky(z) = 35 siy sélosi (z/U)p = 1, y que ky(z) = 0 si y sélo si (z/U)p = 0. Estas
equivalencias llevan a que las definiciones y resultados que se apoyan en el funcional
ky, a lo largo de la presente memoria, sean ficilmente adaptables o equivalentes a los
que podriamos enunciar utilizando la definicién de Banaszczyk. (El funcional &y, cuya
definicién puede resultar menos natural, presenta las ventajas técnicas de estar definido
en todo el grupo y caracterizar los elementos de U.)

La situacién es distinta en lo que concierne a la comparacién con el funcional (-/U)g :
si definimos G =R, U = {2" : n € N} y z = 2, es inmediato que ky(z) = 1/3 mientras
que (z/U) g = 0. De hecho comprobaremos més adelante que en las dos aplicaciones fun-
damentales del funcional ky; que trataremos en esta memoria (la definicién de sucesiones
y familias absolutamente sumables en un grupo abeliano topolégico, Def. 25.1, y la in-
troduccién de la topologia asterisco en la suma directa, Prop. 12.5), la sustitucién de ki
por (-/U)k conduce a definiciones distintas, en general. Para poder enunciar de forma
mas clara condiciones que garanticen la equivalencia de ambas variantes, introducimos
el siguiente concepto:

DEFINICION 5.8. Sea G' un grupo abeliano y C' un subconjunto no vacio de G. Se
dice que C' es un conjunto de Kaplan cuando verifica la siguiente condicion:

VneN [z, 2z, 2°z,..., 2"z € C = z € Cam)).
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Es claro que cualquier subconjunto equilibrado y no vacio de un espacio vectorial
real es un conjunto de Kaplan. Por otra parte, la Prop. 3.8 expresa que, para todo
B €[0,27/3], T[—p0, ] es un subconjunto de Kaplan del grupo abeliano T. Este tltimo
ejemplo permite utilizar la dualidad en la obtencién de condiciones suficientes para que
un conjunto dado sea un conjunto de Kaplan (ver Prop. 13.26).

PROPOSICION 5.9. Sean G un grupo abeliano, U un subconjunto no vacio de G y
zel.
(a) (z/U)k < 4ky(z).
(b) Si U es un conjunto de Kaplan, entonces ky(z) < (x/U) k-

DEMOSTRACION.  (a) Si kz € U para todo k € {1,...,n} pero (n+ 1)z & U, se
tiene 282" <y por lo tanto

(2/U)k <~ « — 2 = 2 <tk (a),

— 9[log, n] 9logy n n

([a] denota la parte entera del nimero real «) y es claro que la desigualdad
(x/U)k < 4ky(x) se mantiene en el caso ky(z) = 0.

(b) Si 2%z € U para todos k € {0,1,2,...,n} pero 2"z ¢ U, por ser U un conjunto
de Kaplan se tiene ky(z) < 5itg < 5w = (2/U)k. Si 2%z € U para todo k € N,
de nuevo se deduce de la condicién de conjunto de Kaplan que ky(z) = 0y la
desigualdad es trivial.

O

6. n-grupos

DEFINICION 6.1. Se dice que un grupo abeliano topoldgico G es un n-grupo cuando
existe un V' € No(G) tal que la sucesién Vj,,), n € N es una base de entornos de cero para
la topologia de G. Si G es un n-grupo, a los entornos de cero en G con esta propiedad
les llamaremos entornos distinguidos.

Si G es un n-grupo, cualquier entorno de cero en GG contenido en uno distinguido es
también distinguido; en particular, toda base de entornos de cero en G contiene entornos
distinguidos. Por otra parte, de la definiciéon se deduce de forma inmediata que todo
n-grupo es I-numerable.

PROPOSICION 6.2. Sean G un grupo abeliano topoldgico y H un n-grupo, con entorno
distinguido V.

(a) Un homomorfismo de grupos u : G — H es continuo si y sélo si u=*(V) € Ny(G).

(b) Un conjunto A de homomorfismos de G en H es equicontinuo si y sdlo si

Nucat (V) € No(G).

DEMOSTRACION. Es claro que (b) es un caso particular de (a). Para demostrar
(b), basta ver que (\,cq4u '(Vin)) € No(G) para todo n € N. Si llamamos U =
Nueat (V) € Ny(G), es inmediato que el entorno de cero Ugy, estd contenido en
Nuca ' (Vin)), para todo n € N. O
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EJEMPLO 6.3. Se deduce de la Prop. 5.6 (y también de la Prop. 6.5) que R, C y T
son n-grupos con entornos distinguidos [—1,1], {t € C : |t| < 1} y T, respectivamente.

EJEMPLO 6.4. El grupo abeliano topoldgico subyacente a un espacio vectorial topo-
légico real o complejo E es un n-grupo si y solo si E tiene un entorno acotado de 0 (y
como consecuencia, una base de entornos acotados).

DEMOSTRACION. Sea F un espacio vectorial topolégico localmente acotado y V' un
entorno acotado de cero en E. Dado un entorno de cero U en F, como V es acotado existe
un n € N tal que V' C nU; por lo tanto Viny = (,_, %V C U. Luego FE es un n-grupoy V
es un entorno distinguido de cero. Inversamente, supongamos que el grupo subyacente
a E es un n-grupo, y sea V' un entorno distinguido de cero. Existe un entorno de cero
W equilibrado contenido en V' (1.15). W es también distinguido; por lo tanto, para
cualquier U € Ny(F) existe n € N tal que W(,,) = %W C U. Luego W es acotado. O

Los espacios vectoriales topoldgicos caracterizados en el Ej. 6.4 se denominan localmente
acotados ([90, p. 53]). Un caso particular de especial importancia es el que se obtiene
al tomar en el Ejemplo 6.4 como E un espacio normado y como V su bola unidad.

PROPOSICION 6.5. (4, Rem. 3.3(1)]) Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente
compacto y de Hausdorff, y U un entorno de cero en G, compacto y simétrico, que no
contiene subgrupos distintos del trivial. Entonces G es un n-grupo con entorno distin-

guido U.

DEMOSTRACION. Dado cualquier z € (), Utny, se cumple trivialmente que gp {z} C
Moy Utny; por hipétesis, (o2, Uy = {0}. Sea V un entorno de cero abierto en G. La
familia de cerrados en U formada por UN (G \ V), Uy, U, Ug) ... tiene interseccién
vacia; por compacidad de U, admite una subfamilia finita (que necesariamente ha de
incluir al conjunto U N (G \ V)) con interseccién también vacia. Dado que la sucesién
(Ugmy) es decreciente, se deduce que existe ng € N tal que Uy, N (G \ V) = 0, es decir,
U(no) cV. U

PROPOSICION 6.6. Si Gy,..., Gy son n-grupos, entonces Gi X --- X G, dotado de
la topologia producto, es también un n-grupo.

DEMOSTRACION. Sea Uy, entorno de cero en Gy, para todo k € {1,...,m}. Es in-
mediato que para todo n € N,

(Ui x X Up)my = (U1)@m) X -+ X (Unm) )
y que para todos ki, ..., k, € N se verifica
(UD)@wy X == X (Un)x) € (U1)k) X =+ X (Um) (kom)

siendo k& = méx{ki,...,kn}. Si U; es un entorno distinguido de 0 en G, para todo
j €{1,...,m}, los entornos de la forma

(U1)ky) X ==+ X (Uj) (km) ki,...,km € N

forman base de entornos de cero en Gy X - - - X GG,; v por la discusion anterior el producto
U; X --- x U, es un entorno distinguido del producto. O
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NoTA 6.7. La Prop. 6.6 no es cierta para productos infinitos. El subgrupo {—1,1}
de T es discreto y por lo tanto es un n-grupo; sin embargo, la base de entornos del neutro
en el grupo {—1,1}" dada por los conjuntos

Va= {13 x {-L,1}", A€ gN)
no contiene ningin entorno distinguido, ya que (Va)n) = Va para todo A € F(N).

NoTA 6.8. El nombre de n-grupos alude a los espacios normados, con los que la clase
de grupos que hemos definido comparte algunas propiedades (cf. Ejemplo 6.4). En [42,
Teor. 3] interviene una condicién similar a la que caracteriza los n-grupos, retomada
posteriormente en [63], aunque no se escoge ninguna denominacién especial para los
grupos que la cumplen. Concretamente, se consideran los grupos abelianos topolégicos
G para los que existe un U € Ny(G) con la propiedad de que (ver (5.1)) los conjuntos

1
('/U)I_<1[0:2_n] ={zeG:a, 2 2%2,...,2% €U}, neN

forman una base de entornos de cero. Es claro que si en esta condicién sustituimos
(-/U)k por el funcional ky obtenemos la definicién de n-grupo (cf. 5.2). Es de esperar
que ambas definiciones no sean equivalentes, a la luz de distintos ejemplos que muestran
que los funcionales (-/U)x y ky no son intercambiables en general (Prop. 12.17, Ej.
25.13).

7. k-grupos

Recordemos que una aplicaciéon h : X — Y entre espacios topolédgicos se dice k-
continua cuando para cualquier subconjunto compacto K de X, la restriccién f|x :
K — Y es continua, considerando en K la topologia inducida.

Un espacio topolégico X es un k-espacio cuando para cualquier espacio topoldgico Y
y toda aplicacion f : X — Y k-continua, f es continua.

DEFINICION 7.1. Sea G un grupo abeliano topolégico. Se dice que G es un k-grupo
cuando cualquier homomorfismo de grupos k-continuo f : G — H (H grupo abeliano
topolégico arbitrario) es continuo.

Este concepto fue definido en [65] para grupos topoldégicos generales: en esta re-
ferencia un k-grupo es un grupo topolégico tal que cualquier homomorfismo de grupos
k-continuo con dominio G es continuo. Es claro que nuestro concepto de k-grupo no es
mas que la restriccion de éste al caso de GG abeliano, ya que dado cualquier homomorfismo
de grupos f : G — H, si G es abeliano también lo es el subgrupo f(G) de H.

7.2. Cualquier producto de k-grupos, o cualquier cociente de un k-grupo, es de nuevo
un k-grupo. Sin embargo, un subgrupo cerrado de un k-grupo puede no ser un k-grupo
(|65, 1.2, 1.3, 1.6]).

7.3. Es inmediato comprobar que cualquier grupo abeliano topolégico que sea un
k-espacio es en particular un k-grupo.
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Cualquier espacio topoldgico I-numerable, o bien localmente compacto, es un k-
espacio ([55, 7.13]); todo subespacio cerrado de un k-espacio es un k-espacio. Teniendo
en cuenta 7.3, se deduce

7.4. Todo grupo abeliano topolégico I-numerable o localmente compacto es un k-
grupo. Un subgrupo cerrado de un grupo abeliano topolégico que sea un k-espacio es un
k-grupo.

La implicacién inversa a la establecida en 7.3 es falsa, y eso hace que en general
los enunciados analogos para k-grupos y k-espacios, cuando tal analogia es posible, no
sean simultdaneamente ciertos. Un ejemplo de k-grupo que no es k-espacio es cualquier
producto no numerable G de copias de R (R es k-grupo ya que es localmente compacto;
basta aplicar 7.2 para deducir que G es k-grupo; la demostracion de que G no es k-espacio
aparece indicada en [55, Problem 7J(b)].)

8. Grupos de homomorfismos continuos

Sea H un grupo abeliano y A un conjunto no vacio; entonces el producto H# tiene
estructura natural de grupo abeliano. Si A = G es un grupo abeliano, el conjunto de
todos los homomorfismos de grupo f : G — H es un subgrupo de HY que denotaremos
por Hom(G, H). Si G y H son grupos abelianos topoldgicos, tiene sentido considerar
el subconjunto de Hom(G, H) formado por los homomorfismos continuos. Denotaremos
este subconjunto por CHom(G, H). Es inmediato que CHom(G, H) es un subgrupo de
Hom(G, H); a continuacién definiremos en estos grupos de aplicaciones, homomorfis-
mos u homomorfismos continuos algunas topologias naturales de grupo asociadas a las
topologias fijadas en H y eventualmente en G.

PROPOSICION 8.1. Sean A un conjunto no vacio y H un grupo abeliano topoldgico.
Sea & una familia no vacia de subconjuntos de A. La familia de subconjuntos de H”

WS, V):={feH : f(S)CV}, S€6, VeNH)

es una subbase de entornos de cero para una topologia de grupo en HA.
Si H es de Hausdorff y | Jgcg S = A entonces la topologia asi definida en HA también
es de Hausdorff.

St G wverifica la condicion
(8.1) VS, S €6 J5e€ 6, SUS, CS,

entonces {W(S,V):S € &, Ve No(H)} es una base de entornos de cero para la misma
topologia.

DEMOSTRACION. Las condiciones fijadas en 1.8 y 1.9 son de inmediata comprobacién.
Supongamos que H es de Hausdorff y & recubre A. Dado f # 0 en H4, existeun z € A
tal que f(z) # 0; por las hipétesis, existen S € & y V € Ny(H) tales que z € Sy
f(z) € V, de donde f & W(S,V), luego la topologia definida es de Hausdorff. O
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Denotaremos la topologia definida en H# por la familia & en los términos de la Proposi-
ci6én anterior por 7g y nos referiremos a ella como la G-topologia o bien la topologia de la
convergencia uniforme en los conjuntos de la familia &. Abusando de la notacién, deno-
taremos de la misma forma las restricciones de esta topologia a subgrupos de H4, como
Hom(G,H) 6 CHom(G, H) si A = G es un grupo abeliano (topoldgico); de la misma
forma, los entornos W(S, V') se entenderdn incluidos en el subgrupo correspondiente.

8.2. Notar que si H es un grupo abeliano topoldgico, A es un conjunto no vacio y &
es una familia no vacia de subconjuntos de A, la familia

& ={SuSuU---US,:85,...,5, €6, neN}
verifica la condicién (8.1) y es tal que 7er = 7¢ en HA.

8.3. Dos elecciones habituales para la familia & de subconjuntos de A son:

e G = {A}; en este caso la topologia 7g asociada se denomina simplemente topologia
de la convergencia uniforme.

e G = F(A); en este caso llamaremos a 7g topologia de la convergencia puntual. Se
trata de la inducida por la topologia producto en H4.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de las definiciones:

PROPOSICION 8.4. Sean G, H y J grupos abelianos topoldgicos, y & una familia no
vacia de subconjuntos de G. Sea g € CHom(H, J) fijo. Considerando en CHom(G,H) y
en CHom(G, J) las &-topologias respectivas, el homomorfismo de grupos

CHom(G,H) — CHom(G,J)
f = gof

es continuo.

En lo sucesivo serd frecuente encontrar &-topologias en subgrupos de CHom(G, H)
siendo H un n-grupo. En este caso se puede dar una determinacién por entornos mas
sencilla:

PROPOSICION 8.5. Sea G un grupo abeliano y H un grupo abeliano topoldgico. Sea
S una familia no vacia de subconjuntos de G. Supongamos que H es un n-grupo y que
S cumple la condicion

(8.2) VSe® VneN J5e€ &, nS:={nr:ze€S}cs.

Entonces, fijado un entorno distinguido de cero 'V en H, los conjuntos de la forma
W(s,v), Se6

forman una subbase de entornos de cero para la topologia 7s en Hom(G, H).

DEMOSTRACION. Fijamos n € N, S € &. Para cada k € {1,...,n} existe Sy € &
tal que kS C Sk, debido a (8.2). Veamos que

W(S1, V) AW(S, V) N+ AW(Sn, V) € WS, Vi),
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lo que demostrara el enunciado, ya que segin la Prop. 8.1 y la condicién de n-grupo, los
conjuntos W(S,V(»)), S € 6, n € N forman una subbase de entornos de cero para 7g. Si
FeW(S,V)NW(Sy, V)N ---NW(S,,V) y x € S, se verifica para todo k € {1,...,n}

kf(x) = f(kz) € f(kS) C f(Sk) CV
y por lo tanto f(z) € Vin). O

8.6. Es claro que si G es un grupo abeliano topolégico, H un n-grupo y G una familia
no vacia de subconjuntos de G, la familia 8" = {nS : n € N, S € &} verifica la condicién
(8.2) y es tal que Tg» = 7g en Hom(G, H).

8.7. Siguiendo [17], diremos que una familia & no vacia de subconjuntos de G estd
bien dirigida cuando cumple las condiciones (8.1) y (8.2).

PROPOSICION 8.8. Sean G un grupo abeliano topoldgico, H un n-grupo con entorno
distinguido V y & una familia bien dirigida de subconjuntos de G. Los conjuntos de la
forma

WS, V), Se&

forman una base de entornos de cero para la topologia Tg.

DEMOSTRACION. Por la Prop. 8.5, esta familia es una subbase de entornos de cero
para 7g. De la condicién (8.1) se deduce trivialmente que en realidad es una base de

entornos.
]

8.9. Si G es un grupo abeliano topoldgico, H un n-grupo con entorno distinguido V'
y & una familia no vacia de subconjuntos de G, la familia

g:{lelUkQSQU"'Uann:Sl,...,SnEG, kl,...,knEN}
estd bien dirigida y es tal que 75 = 7.

Si en G fijamos una topologia de grupo, las elecciones mas frecuentes para & C P(G)
son, aparte de las indicadas en 8.3, la familia (G) de los compactos o la familia PC(G)
de los precompactos. Si no hay ambigiiedad denotaremos las G-topologias asociadas por
Tx ¥ Tpc, respectivamente, y por 7z la topologia de la convergencia puntual. Es evi-
dente que estas tres familias estan bien ordenadas; de hecho, son invariantes por sumas
y uniones finitas. Las inclusiones 7z C 7 C 7Tp¢ son inmediatas. Es frecuente la denomi-
nacion “topologia compacto-abierta” para 7. En la Seccién 13 particularizaremos estas
definiciones al caso en el que el grupo H es T con la topologia usual.

8.10. En el caso de que G = E sea un espacio vectorial topolégico sobre F =R 6 C,
aparte de las familias bien ordenadas §(£), K(E), PC(FE) mencionadas arriba, se puede
considerar la familia bien ordenada & = B(E) de los subconjuntos acotados de E. Como
F es un n-grupo (Ej. 6.3), la Proposicién 8.8 implica que en cada caso, los conjuntos de
la forma S°, donde S recorre &, forman una base de entornos de cero para una topologia
de grupo en E* C Hom(E,TF). Se comprueba que en todos los casos mencionados, las
topologias as’1 definidas en E* le dan de hecho estructura de espacio localmente convexo
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([10, Ch. TIII, §3.1, Prop. 1]). El F-espacio vectorial E*, dotado de la topologia de la
convergencia uniforme en subconjuntos acotados de F, se denomina habitualmente dual
fuerte de E'y se denota Ef.

9. Teoremas de Ascoli-Arzela

Nuestro objetivo es formular algunas condiciones necesarias y/o suficientes para la
(pre)compacidad en (CHom(G, H),7x) y (CHom(G, H), Tp¢); este tipo de resultados se
suelen presentar bajo el titulo que da nombre a esta seccidn.

9.1. Condiciones de completitud. En las consideraciones que exijan la completi-
tud de espacios funcionales o duales cuando se considera en ellos la topologia compacto-
abierta es habitual encontrar la nocién de k-espacio (y en nuestro caso, la nocién asociada
de k-grupo), debido a resultados del tipo del que sigue:

PROPOSICION 9.1. Sean G, H grupos topoldgicos abelianos tales que G es un k-grupo
y H es completo. Entonces (CHom(G, H),Tx) es completo.

DEMOSTRACION. Sea (fq)aca una red de Cauchy en (CHom(G, H), 7x), es decir,

(9.1)
VW eNy(H) VK e K(G) Fage Alla,d > ap, 2 € K = folz) — for(x) € V].

En particular (f,) es puntualmente de Cauchy y por lo tanto, para todo € G existe
f(z) = limgea fo(x) € H, ya que H es completo. Es trivial que f : G — H es un
homomorfismo de grupos. Pasando al limite en la condicién (9.1) y teniendo en cuenta
que los entornos de cero cerrados forman base de Ny(H) deducimos

(9.2) VYV eMN(H) VKeK(G) e A|la>ay z€ K= folz) — f(x) € V]

La condicién (9.2) implica claramente que la restriccién de f a un subconjunto compacto
arbitrario K de G es continua en K, como limite uniforme de continuas. Por ser G
k-grupo, tenemos que f € CHom(G, H), y podemos leer (9.2) como la condicién de
convergencia de (f,) a f en (CHom(G, H), 7). O

Si examinamos la demostracién del Teor. 9.1, veremos que hemos probado en realidad
la siguiente reformulacién de su enunciado, que nos resultard util més adelante:

PROPOSICION 9.2. Sean G, H grupos topoldgicos abelianos tales que G es un k-grupo.
Sea (fo)aca una red de homomorfismos continuos de G en H, de Cauchy en la topologia
compacto-abierta y puntualmente convergente a un homomorfismo f. FEntonces f es
continuo y fo — f también en Tx.

Un resultado similar para la topologia de la convergencia uniforme en precompactos
es el que sigue:

PROPOSICION 9.3. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos. Sea (fa)aca una red
equicontinua de homomorfismos de G en H, puntualmente convergente a f € Hom(G, H).
Entonces f es continuo y fo, — f en Tpc.



9. TEOREMAS DE ASCOLI-ARZELA 45

DEMOSTRACION. Para cada entorno de cero V en H, existe un entorno de cero U en
G tal que f,(U) C V para todo o € A. Si ademds V es cerrado, f(z) = limyea fo(z) €
V' Vz € U. Teniendo en cuenta que los entornos cerrados de cero forman base de Ny(H),
deducimos que f € Hom(G, H) es continuo.

Para demostrar la convergencia en 7p¢, dados un subconjunto precompacto S de G'y
V € Ny(H), tenemos que encontrar ag € A tal que fo,— f € W(S,V) Va > ay. Podemos
suponer que f = 0. Sea V' € Ny(H) tal que V' + V' C V. Existe U € Ny(G) tal que
fa(U) C V' para todo a € A. Si F es un subconjunto finito de G tal que S C FF+ U,y
fa(F) C V' Ya > «, se tiene

a>ay= foS) C fuF)+ fo(U)CV + V' CV.
U

9.2. Condiciones de precompacidad. Consideremos de nuevo dos grupos abelia-
nos topolégicos G y H y una familia no vacia & de subconjuntos de G.

9.4. Diremos que un conjunto B C CHom(G, H) es equicontinuo en conjuntos de
S cuando para todo S € &, la familia de aplicaciones {f|s : S — H}ea es equicon-
tinua en S, considerando en S la estructura uniforme inducida por la canénica de G.
Equivalentemente, cuando se cumple la siguiente condicion:

VSe® VzxelS VVeN(H) U eNG)
talque [2'eSN(z+U), feB = f(zx—2a')eV]

Es inmediato que, si la familia & es invariante por traslaciones (es decir, si para todos
r€GyS e, secumple x+ S € G), la condicién precedente es equivalente a que para
todo S € & con 0 € S, la familia {f|s : S — H}sca sea equicontinua en 0, es decir,

VSeBScon0eS VVeN(H) TUeNG)
tal que [xe SNU, feB = f(z) € V]

Es claro que en particular las familias §(G), PC(G), K(G), {G} son invariantes por
traslaciones.

LEMA 9.5. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos. Sea & = K(G) ¢ & = PC(QG).
Sea B C CHom(G, H) equicontinuo en conjuntos de &. Entonces para todosV € Ny(H)
y S € & existen Fy € F(S) y W € No(H) tales que W(Fo, W) N B C W(S,V).

DEMOSTRACION. Sea W € Ny(H) tal que W+ W C V. Como S — S € &, aplicando
el caracter equicontinuo en x = 0 € S — S de la familia de las restricciones a S — S de los
homomorfismos de B, deducimos que existe un U € Ny(H) tal que f((S—S)NU) Cc W
para todo f € B. Sea F; un subconjunto finito de S tal que S C Fy + U. Para todos
feEW(FE,W)NByseS, ponemos s =x+uconzx € Fy, uec UN(S—S) y por lo
tanto

fs)=flx)+ flu) e W+W CV.
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A continuacién damos una caracterizaciéon de los subconjuntos precompactos de

(CHom(G, H), 1), siendo & = K(G) 6 & = PC(G):

TEOREMA 9.6. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos, C' un subconjunto de
CHom(G,H) y 6 = K(G) ¢ & = PC(G). Son equivalentes:
(i) C es precompacto en Tg.
(ii) se verifican las dos condiciones siguientes:
(a) C es equicontinuo en conjuntos de &.
(b) Para todo x € G, el conjunto {f(x): f € C} es precompacto en H.

DEMOSTRACION. (i)=(ii): Es sencillo comprobar que la condicién (ii)(b) es
equivalente a la precompacidad de C en 73; luego (i)=-(ii)(b). Veamos que
(i)=(ii)(a): Basta demostrar (9.4) que para todo conjunto S € G tal que 0 € S'y
todo V € Ny(H) existe U € Ny(G) tal que

f(SnU)cVv VfedC.

Sea V' € Ny(H) tal que V' + V' C V. Como C es precompacto en 7g, existen
fi,---fx € C tales que C C {f1,...,fn} + W(S, V). Sea U € Ny(G) tal que
fx(U) C V' para todo k € {1,...,N}. Dado f € C,sin € {1...,N} es tal que
(f — fu)(S) C V', se tiene

FSNU) C (f = fa)(SNU) + fu(SNU)

- (f_fn)(s)+fn(U)CV,+VICV

(ii)=(i): Tenemos que demostrar que para todos S € &y V € Ny(H) existe
un subconjunto finito ' C C tal que C C F + W(S, V). Aplicamos el Lema 9.5
tomando como B el conjunto C' — C, que es claramente equicontinuo en conjuntos
de G. Sean F € §(G) y W € Ny(H) tales que W(F,, W)n (C — C) C W(S,V).
Como por (ii)(b) C es Tz-precompacto, existe F' € F(C) tal que C C F+W(F,, W).
Se tiene entonces

¢ c Jur+wr,wy)nc

fer
c JFr+wsv)y=F+w(s,v)

fer

y C es Tg-precompacto.
O

9.7. Si examinamos la demostracién de (i)=>(ii)(a) en el Teorema 9.6, veremos que
no hemos hecho intervenir el cardcter (pre)compacto del conjunto S escogido. Podemos
utilizar un razonamiento andlogo para probar que si la familia S C P(G) es invariante
por traslaciones, entonces cualquier subconjunto de CHom(G,H) que sea precompacto
en la topologia T es equicontinuo en los conjuntos de S.

Un caso en el que podemos asegurar la equicontinuidad global es el siguiente:
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TEOREMA 9.8. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos, y supongamos que G es un
k-grupo. Sea C' subconjunto precompacto de (CHom(G, H), 1x). Entonces C' es equicon-
tinuo en G.

DEMOSTRACION. Definimos en el producto H¢ la topologia 7 de la convergencia
uniforme en C, es decir (Prop. 8.1), la que admite como base de entornos de cero la
familia formada por los conjuntos V¢, con V € Ny(H). El homomorfismo de grupos
abelianos topologicos

¢6: G — (HCT)

r = (f@))seo
es continuo si y sélo si C' es equicontinuo en G. Por ser G un k-grupo, basta que
demostremos que ¢ es k-continuo, pero esto es cierto ya que de acuerdo con el Teor 9.6,

C es equicontinuo en compactos de G.
]

9.3. Condiciones de compacidad. A continuacién nos ocuparemos en modificar
la caracterizacién de la precompacidad en (CHom(G, H), 7g) dada en el Teor. 9.6 con el
fin de llegar a condiciones suficientes para la compacidad del conjunto C. Recordemos
que un espacio uniforme es compacto si y sélo si es precompacto y completo.

TEOREMA 9.9. Sea G un k-grupo y H un grupo abeliano topoldgico. Sea C un sub-
conjunto de CHom(G, H) cerrado en Ty, equicontinuo en compactos de G y tal que el
conjunto {f(z) : f € C} es relativamente compacto en H para todo © € G. Entonces C
es compacto en Tx.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 9.6, basta demostrar que C' es completo. Si (fa)aca
es una Tg-red de Cauchy en C, en particular es puntualmente convergente ya que el
conjunto {fo(z) : o € A} es relativamente compacto, por hipétesis. La Prop. 9.2 implica
que el limite puntual f de (f,) es también el limite de (f,) en (CHom(G, H), 7¢),y f € C
por ser C' 1-cerrado. O

TEOREMA 9.10. Sean G y H grupos abelianos topologicos, y C un subconjunto equicon-
tinuo de CHom(G, H), cerrado en Tpc y tal que el conjunto {f(x) : f € C} es relativa-
mente compacto en H para todo x € G. Entonces C es compacto en Tpc.

DEMOSTRACION. Anélogamente al Teor. 9.9, el Teorema 9.6 garantiza que C es
precompacto en 7pc. La demostracion de que C' es completo es similar a la del Teor. 9.9,
aplicando la Prop. 9.3 en vez de la 9.2. O

El siguiente corolario del Teor. 9.10 es la Prop. 3.5 de [4]:

COROLARIO 9.11. Sea G un grupo abeliano topoldgico sin subgrupos abiertos propios.
Sea H un n-grupo de Hausdorff y localmente compacto. Para todoV € Ny(Q) distinguido
y compacto y todo U € Ny(QG), se verifica que W(U, V) es Tpc-compacto.

DEMOSTRACION. Fijamos U € Ny(G) y aplicamos el Teorema 9.10 al subconjunto
C = W(U,V), que es equicontinuo (Prop. 6.2(b)) y es claramente cerrado en 7p¢ (de
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hecho en 7). Veamos que {f(z) : f € W(U,V)} es relativamente compacto en H
para todo x € G. Se verifica G = |,y U +.". + U (en caso contrario, para cualquier
W € No(G) contenido en U y simétrico el conjunto | J,.y W +.7.+ W seria un subgrupo
abierto propio de G). Por lo tanto, fijado un = € G, existeunn € Nconz € U+.7.+U
y el conjunto {f(x): f € W(U,V)} esta contenido en el compacto V + .7. 4+ V. O

NoTa 9.12. Como es sabido, la relacién entre la equicontinuidad y la (pre)compaci-
dad en la topologia compacto-abierta se puede enunciar para aplicaciones continuas
generales entre un espacio topolégico y un espacio uniforme. El aprovechamiento de
la estructura de grupo topolégico permite simplificar las demostraciones y prescindir de
algunas hipdtesis. El Teor. 9.6 es en este sentido una adaptacién de [11, Ch. 10, §2.5,
Th. 2]. El Teor. 9.8 para subconjuntos compactos de (CHom (G, T), 7x), se debe a Noble
([65, Th. 2.3]) y se enuncia habitualmente como una condicién para que el homomorfismo
canénico de G en su grupo bidual sea continuo (cf. Teor. 13.41). Condiciones para la
compacidad en 7 semejantes a las recogidas en el Teor. 9.9 se enuncian en multitud de
referencias, para espacios generales y exigiendo normalmente la condicién de k-espacio
en el dominio; éste es el resultado conocido propiamente como “teorema de Ascoli” (ver
p. €j. [55, 7.18], [6, Th. 3]).

10. Teoremas del grafo cerrado y de la aplicacién abierta

“Teorema del grafo cerrado” y “teorema de la aplicaciéon abierta” son los nombres
bajo los que se enuncian diversos resultados que, como es sabido, dan condiciones para
deducir la continuidad o el caricter abierto de aplicaciones lineales (en el caso de los
espacios vectoriales topoldgicos) u homomorfismos (en el caso de grupos topolégicos)
asumiendo restricciones en la numerabilidad y la categoria de las topologias de dominio
y rango. Intentaremos dar formulaciones lo mas generales posible, dentro del marco de
los grupos topolégicos abelianos, aunque, como el lector advertird, las demostraciones
son facilmente adaptables al caso no abeliano e incluso (ver Nota 10.7) el nicleo del
problema se puede enunciar y resolver en espacios uniformes.

DEFINICION 10.1. Sean Gy H grupos topoldgicos abelianos. Se dice que un ho-
momorfismo ¢ : G — H es casi continuo cuando para todo V' € Ny(H) se tiene
Cl(p=1(V)) € Ny(G). Se dice que ¢ es casi abierto cuando para todo U € Ny(G) se
tiene Cl(p(U)) € No(H).

LEMA 10.2. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos y ¢ : G — H un homomorfismo
de grupos. Se tiene

(a) ¢ es casi continuo si y sélo si Int Cl(o 1 (V) # ¢ VYV € Ny(H).
(b) @ es casi abierto si y sdlo si Int Cl(p(U)) # ¢ VYU € No(G).

DEMOSTRACION. Demostraremos (a); (b) es completamente andlogo. Si ¢ es casi
continuo, para todo V € ANy(H), 0 € IntCl(¢~'(V)) # ¢. Inversamente, dado V €
No(H) fijamos V' € Ny(H) tal que V' — V' C V; por hipétesis Int Cl(o (V') # ¢ y
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por lo tanto existen z € G, U € Ny(Q) tales que z + U C Cl(¢~*(V")). Se tiene asi

U-U = (z+U)—(z+U)CCllp' (V') = Cl(e (V")
C Cllp™ (V') = ' (V")) = Cl(e (V' = V")) C Cl(p™"(V));

luego Cl(p~1(V)) € No(G). O

LEMA 10.3. Sean G y H grupos topologicos abelianos, H metrizable. Sea d una
métrica invariante en H asociada a su topologia. Si ¢ : G — H es un homomorfismo
de grupos casi continuo entonces, fijados A C H, x € Cl(¢ 1 (A)) y § > 0, eziste un
subconjunto B C H con d—didmetro menor o igual que § y tal que ANB # ¢, x €

Cl(e~*(B))-

DEMOSTRACION. Como ¢ es casi continua, existe V € MNy(G) tal que
V C Cl(¢p1(B4(0,6/2))). Como z € Cl(p '(A)) C ¢ 1(A) +V, existe w € ¢ 1(A)
tal que x — w € V. Sea w' € A tal que ¢(w') = w. Podemos tomar B = By(w',0/2), ya
que w' € ANBy

sew+V C w4 Clp 1 (By(0,5/2))) = Cllw + ¢~ (Ba(0,5/2)))
= Cl(p~"(w' + B4(0,6/2))) = Cl(¢~ " (Ba(w',6/2))).

De una forma analoga se demuestra el siguiente resultado:

LEMA 10.4. Sean G y H grupos topologicos abelianos, G metrizable. Sea d una
métrica invariante en G asociada a su topologia. St ¢ : G — H es un homomorfismo de
grupos casi abierto entonces, fijados A C G, z € Cl(p(A)) yoé > 0, existe un subconjunto
B C G con d—didmetro menor o igual que 0 y tal que AN B # ¢, x € Cl(¢(B)).

PROPOSICION 10.5. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos, H metrizable y com-
pleto. Sea d una métrica invariante en H asociada a su topologia. Si ¢ : G — H
es un homomorfismo de grupos casi continuo y con grafo cerrado, entonces para todos
r >0, € >0 se tiene

Cl(¢™"(Ba(0,7))) C ¢~ (Ba(0,7 +¢))
y en particular ¢ es continuo.

DEMOSTRACION. Sea v € Cl(¢p~(By4(0,7))). Llamamos Ay = By4(0,r). Por el Lema
10.3 existe un subconjunto A4; C H de d—didmetro menor o igual que £ - 27! tal que
v € Cl(p (A1), AynN A; # ¢. Aplicamos de nuevo el Lema al conjunto A;, y asf
sucesivamente, construyendo una sucesién de subconjuntos de H, (A, )nen, tal que para
todo n € N, el d—didmetro de A,, es menor o igual que -27", v € Cl(p'(4,)), An—1N
A, # ¢. Si para todo n € N escogemos un a, € A, 1N A,, es inmediato que la serie
> d(an, ani1) €s convergente y por lo tanto la sucesién (a,) es de Cauchy. Como H es
completo, existe a = lim,_,a,. Veamos que a € By(0,7 +€) y que u(v) = a, con lo que
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habremos terminado la demostracién. Lo primero es consecuencia de que

VneN d(0,a,) < d(0,a1)+d(ay,az)+---+d(an—1,a,)
< d(0,a1)+e-27 4 +e-27"<d(0,a1) + ¢
<

= d(0,a) r+e,

y para demostrar que u(v) = a, dado que por hipétesis el grafo de ¢ es cerrado, es
suficiente probar que (v,a) esta en la adherencia del grafo de ¢, es decir, que para todo
Z entorno de v en G y todo W entorno de a en H existe un v' € Z tal que u(v') € W.
Esta condicién es equivalente a la de que v € Cl(o~'(W)) para todo W entorno de a
en Y, pero es inmediato comprobar que un tal W contiene algin conjunto A,,, y por lo
tanto v € Cl(¢™'(4,)) C Cl(¢™ ' (W)). O

Mediante una sencilla adaptacion de la demostracion anterior y con ayuda del Lema 10.4,
se demuestra la siguiente

PROPOSICION 10.6. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos, G metrizable y com-
pleto. Sea d una métrica invariante en G asociada a su topologia. Si ¢ : G — H
es un homomorfismo de grupos cast abierto y con grafo cerrado, entonces para todos
>0, € >0 se tiene

Cl(p(Ba(0,7))) C (Ba(0,7 +¢€))

y en particular ¢ es abierto.

Nota 10.7. Las Proposiciones 10.5 y 10.6 son adaptaciones a los casos que nos in-
teresan de resultados validos en contextos mucho mas generales; nuestra referencia ha
sido [55, 6.36], donde lo que en nuestro caso es el grafo del homomorfismo ¢ o el de la
correspondencia ¢! se sustituye por un subconjunto cerrado del producto de dos espa-
cios uniformes que cumple una determinada propiedad de continuidad, que generaliza el
caracter casi continuo o casi abierto de . De este modo, la estructura de grupo no es
esencial, aunque si el cardcter metrizable y completo de uno de los dos espacios.

Para enunciar las versiones méas frecuentemente utilizadas de los teoremas de la apli-
cacién abierta y el grafo cerrado, necesitamos fijar condiciones en las que sea posible ase-
gurar el cardcter casi continuo o casi abierto de ¢, para después deducir la continuidad
o el caracter abierto de los resultados precedentes.

PROPOSICION 10.8. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos. Si G es de sequnda
categoria y p(G) es de Lindeldf (o bien separable), cualquier homomorfismo de grupos
w:G — H es casi continuo.

DEMOSTRACION. Sea V' € Ny(H) abierto. Se tiene ¢(G) C U,cq () +V y de la
correspondiente propiedad de numerabilidad asumida en ¢(G) se deduce que existe una
sucesién (z,) en G tal que ¢(G) =, oy ¢(zn) + V. Entonces G =, cx2n + ¢ (V).
Por ser G de segunda categoria existe ng € N tal que Int Cl(z,, + ¢ *(V)) # ¢, de donde
Int Cl(¢~*(V)) # ¢. Por el Lema 10.2(a), ¢ es casi continuo. O
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NoTtA 10.9. La conclusiéon de la Proposicion 10.8 es cierta bajo las hipdtesis de G de
segunda categoria y H de Lindel6f. En efecto, si ¢(G) es denso en H podemos escribir
en la demostracién anterior H = [, ¢(x) +V y aplicar la hipétesis sobre H; en otro
caso, definimos

po: G = Cl(p(Q)), wolz) = p(z);

como ser un espacio de Lindelof es una propiedad hereditaria para subespacios cerrados,
reducimos asi este caso al anterior, teniendo en cuenta que si g es casi continuo, también
lo es .

De forma andloga a la de la Proposicién 10.8 se demuestra

PROPOSICION 10.10. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos. Si G es de Lindelof
(o bien separable) y H es de sequnda categoria, cualquier homomorfismo de grupos so-
breyectivo ¢ : G — H es cast abierto.

Reuniendo toda esta informacién podemos enunciar los siguientes resultados:

TEOREMA 10.11. (Teorema del grafo cerrado) Sean G y H grupos topoldgicos abe-
lianos, @ : G — H homomorfismo de grupos con grafo cerrado. Si H es metrizable y
completo, G es de sequnda categoria y ¢(G) (o bien H) es de Lindeldf, entonces ¢ es
continuo.

DEMOSTRACION. Por la Prop. 10.8, y en su caso la Nota 10.9, ¢ es casi continuo.
Por la Prop. 10.5, es continuo. Notar que en espacios metrizables es equivalente ser
separable a ser un espacio de Lindelof. O

TEOREMA 10.12. (Teorema de la aplicacion abierta) Sean G y H grupos topoldgicos
abelianos. Si G es metrizable, separable y completo y H es de sequnda categoria, entonces
cualquier homomorfismo sobreyectivo y continuo ¢ : G — H es ademds abierto.

DEMOSTRACION. Por la Prop. 10.10, ¢ es casi abierta. Por la Prop. 10.6, es abierta.
Notar que aunque habitualmente se pide la continuidad de ¢, basta suponer que su grafo
es cerrado. O

NoTA 10.13. Aunque en la demostracion de los resultados de las Props. 10.5 y
10.6 juega un papel fundamental el caracter metrizable y completo de rango y dominio,
respectivamente, se pueden demostrar resultados similares sustituyendo esta hipétesis
por la de compacidad local, y deducir asi teoremas del grafo cerrado y de la aplicacién
abierta en este contexto ([41, Th. 5.29], [61, Th. 3]).

El siguiente “principio de equicontinuidad”, en la linea del Teorema de Banach-
Steinhaus para espacios vectoriales topolégicos ([50, 11.1.1], sirve como ilustracién de
las aplicaciones de los resultados de esta seccién (cf. Teor. 9.8):

TEOREMA 10.14. Sean G y H grupos abelianos topolégicos, tales que G es de seqgunda
categoria y H es metrizable y separable. Sea B un subconjunto de CHom(G, H) compacto
y metrizable en la topologia T5. Entonces B es equicontinuo.
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DEMOSTRACION. Suponemos primero que H es completo. Tomando en B la topolo-
gia 73 y en H la de partida, consideramos el subgrupo C(B, H) de H® formado por las
aplicaciones continuas f : B — H, dotado de la topologia de la convergencia uniforme.
C (B, H) es metrizable (si d es una métrica que genera la topologia de H, la expresién
d'(f,9) = supyep d(f(¢),9(¢4)) define una métrica que genera la topologfa de la conver-
gencia uniforme en C(B, H)), completo (la demostracién es estdndar; ver p. ej. [11, Ch.
X, §1.6, Cor. 1 to Theor. 2]) y ademds es separable ([11, Ch. X, §3.3, Theor. 1]). Si
definimos el homomorfismo de grupos

u:G—C(B,H), u(x)(¢)=0¢(x) YVx e G Vo € B,
es inmediato que u tiene el grafo cerrado. Por el Teorema 10.11, u es continua, es decir,
Ve >0 3U e Ny(G), [r €U € B=du(z)(p),0)=dp(z),0) <

que es la condicién de equicontinuidad del conjunto B.

En el caso de H no necesariamente completo, podemos considerar B como un sub-
conjunto compacto y metrizable de (CHom(G, H),7#) (donde H denota la complecién
de H), ya que el homomorfismo natural

(CHom(G, H), 75) — (CHom(G, H), 77)

es un encajamiento topolégico. Se deduce del razonamiento precedente que B es equicon-

tinuo como subconjunto de CHom(G, Ii—vI) y por lo tanto, como subconjunto de
CHom(G, H). O

NoTA 10.15. Un resultado similar al Teor. 10.14 es el Theor. 1.5 de [17], para cuya
validez no es necesaria la separabilidad de H pero si la metrizabilidad de G y el caracter
hereditario, en cierto sentido, de la propiedad de categoria asumida en este grupo. Cf.
también las referencias citadas en la Rem. 1 de este mismo articulo.

11. Topologias iniciales y finales

En Topologia general es conocida la construccién de topologias iniciales y finales
asociadas a familias de aplicaciones ([11, Ch. 1, §2.3, §2.4]). Si planteamos el problema
en nuestro contexto, surge la cuestién de si la topologia inicial o final correspondiente a
una familia de homomorfismos entre grupos abelianos topolégicos serd o no una topologia
de grupo. La respuesta resulta ser positiva en el caso de las topologias iniciales (Prop.
11.1) y negativa en el de las finales (Nota 11.14): se puede hablar de una topologia de
grupo en G final con respecto a una familia de homomorfismos v; : G; — G, donde los G;
son grupos abelianos topoldgicos, pero esta topologia no coincide en general con la final
que le corresponde a G en la categoria de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas.

11.1. Topologias iniciales.

PROPOSICION 11.1. Sea G un grupo abeliano, {G;}icr una familia de grupos abelianos
topologicos y u; : G — G; homomorfismo de grupos, para todo i € I. Existe en G una
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topologia Ty que hace continuos todos los u; y es la menos fina con esta propiedad.
Ademds Ty es una topologia de grupo y los conjuntos de la forma

u t(Up), Ui e No(Gy), el

2

forman una subbase de entornos de cero para Ty.

DEMOSTRACION. La comprobacién de que los conjuntos u; ' (U;) forman una subbase
de entornos de cero para una topologia de grupo 7, es inmediata (1.9), y es claro que
To hace continuos los homomorfismos ;. Si ahora 7 es una topologia en G tal que los
homomorfismos u; : G; — (G, 7) son continuos, fijados z € G, i € I y U; € Ny(G;) existe
U! r-entorno de z con u;(UL) C wu;(z) + U;; de aqui, teniendo en cuenta que u; es un
homomorfismo, se deduce que U/ C x + u; ' (U;). Como los conjuntos = + u; ' (U;), U; €
NMy(G;), i € I forman una subbase de entornos de x para 7, y = era arbitrario, hemos
probado que 7y < 7. O

La topologia 7y definida en la Proposicién 11.1 se llama topologia inicial asociada a la
familia de homomorfismos u; : G — G;. De la descripciéon de una subbase de entornos
de cero para 7Ty dada arriba se deduce inmediatamente las siguientes propiedades:

PROPOSICION 11.2. Con las notaciones de la Prop. 11.1,

(a) una red x., contenida en G converge a x en la topologia Ty si y solo si u;(x)
converge a u;(x) en G; para todo i € I.

(b) dado cualquier grupo abeliano topolégico H y cualquier homomorfismo de grupos,
u: H — G, u es continuo con respecto a las topologias Ty en H y Ty en G st y
solo st u; ou es continuo para todo i € 1.

Seguidamente veremos algunos casos particulares de interés:

11.3. Sea (G, 1) un grupo abeliano topoldgico y H un subgrupo de G. La topologia
inducida por 7 en H es la topologia inicial en el grupo abeliano H asociada a la familia
unitaria de homomorfismos {i : H — (G, 7¢)}, donde i indica la inclusién.

11.4. Sea G un grupo abeliano y {7; : ¢ € I} una familia de topologias de grupo en
G. La topologia inicial asociada a la familia de homomorfismos idg : G — (G, 7;), es
decir, la menor topologia entre las mayores o iguales que todas las topologias 7;, es una
topologia de grupo que se suele denominar supremo de las 7; ([11, Ch. 1, §2.3, Example
1]). Ademds, si U; es una base de entornos de cero para la topologia 7; para todo i € I,
entonces | J,.,; U; es una subbase de entornos de cero para la topologia supremo de las 7;.

11.5. Sean G; grupos abelianos topolégicos (i € I) y sea G el grupo abeliano producto
de los GG}, con la operacion definida puntualmente, de la manera habitual. La topologia
producto en G es la topologia inicial en G con respecto a las proyecciones p; : G —
Gi, pi(x) = z;; por lo tanto, los conjuntos de la forma

i tU), Ui e No(Gy), i€l

forman una subbase de entornos de cero en G para esta topologia.
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11.6. Sea E un F-espacio vectorial topolégico, donde T es un cuerpo no trivialmente
valuado. La topologia débil en E, que denotaremos por o(E, E*), se puede definir como
la topologia inicial en el grupo abeliano subyacente a E asociada a la familia de homo-
morfismos de grupos E* C Hom(E,F). Teniendo en cuenta la Prop. 11.1, es inmediato
que los conjuntos de la forma

{z € E:|z"(x)| <1}, z*€FE"

forman una subbase de entornos de cero para o(E, E*). (E,o(E,E*)) es de hecho un
F-espacio vectorial topoldgico localmente convexo, si el cuerpo base es R 6 C.

11.7. Sea G un grupo abeliano y H un grupo abeliano topolégico. Sea B un subgrupo
de Hom(G, H). La topologia 75 en B (Sec. 8) es la topologia inicial con respecto a las
evaluaciones en elementos de G,

B - H
f = flx), z €dq.
11.2. Topologias finales.

PROPOSICION 11.8. Sea G un grupo abeliano, {G;}icr una familia de grupos abelia-
nos topolégicos y v; : G; — G homomorfismo de grupos, para todo 1 € I. Sea F la familia
de topologias de grupo en G que hacen continuos todos los homomorfismos v;, © € I. El
supremo Ty de la familia F (11.4) pertenece a F.

DEMOSTRACION. Sea V un entorno de cero en (G, 7). De 11.4 deducimos que existen
topologias de grupo Ti,...,7, en G tales que v; : G; — (G, Ty) es continuo para todos
i€elyke{l,...,n}, yentornos Vy € No(G, Ty) para k € {1,...,n} con ViN---NV,, C
V. Claramente el supremo de la subfamilia finita {77,...,7,} pertenece a F y por lo
tanto, para todo i € I existe U; € Ny(G;) con v;(U;) cVin---NV, C V. O

La topologia 7; definida en la Proposicién 11.8 se llama topologia final asociada a la
familia de homomorfismos v; : G; — G. T; cumple la propiedad dual de la enunciada en
la Prop. 11.2(b) para 7 :

PROPOSICION 11.9. Con las notaciones de la Prop. 11.8, dado cualquier grupo
abeliano topoldgico H y cualquier homomorfismo de grupos, v : G — H, v es contin-
uo con respecto a las topologias Ty en G y Ty en H si y sdlo si v ow; es continuo para
todo i € 1.

DEMOSTRACION. Es claro que si v es continuo también lo es v o v; para todo 7 € I.
Inversamente, supongamos que v o v; es continuo para todo ¢ € I, y sea 7 la topologia
inicial en G con respecto al homomorfismo v : G — (H,7g). Como v o v; es continuo
para todo i € I, los homomorfismos v; : G; — (G, T) son continuos (Prop. 11.2(b)),
luego, por definicién de la topologia final, 7 C 7;. Por lo tanto v : (G,7T;) — H es
continuo. O
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PROPOSICION 11.10. Con las notaciones de la Prop. 11.8, si U; es una base de
entornos de cero en Gy para todo i € I, y definimos, para cada U = (Uy,) € [Lie; Uy, el
subconjunto de G

Uy := U Z U vi(Uin) = U U Z Vi (Uipn),

NeN n=1 i€l NEN (ig,...iy)EIN n=1
entonces {Uy : U= (U;,) € [Lic;UN} es una base de entornos de cero en G para T;.

DEMOSTRACION. La definicién de los conjuntos U; se puede reformular asi: fijada
una familia de sucesiones de entornos (U;,), un y € G pertenece a Uy si y sélo si
existen un numero natural N e indices %1,...,iy tales que y se puede expresar como
y = v, (1) + -+ viy(zn), siendo z,, € U, ,, para todon € {1,...,N}.

De los axiomas de base de entornos para una topologia de grupo (1.8) el tnico de
comprobacién no trivial es el que en nuestro caso exige que para todo U = (U;,) €
[Lic, U exista V.= (Vi) € [;c; U con Vy 4+ Vy C Uy. Fijados los entornos U,
tomamos para cada ¢ € I yn € Nun V;,, € Y; tal que V;,, C U; 2,1 N U;2,. Dados y e
y" elementos de Vy, se tiene

Ji1,...,in €1 tales que y=uv; (z1)+ -+ viy(Tn), 2k € Vi i
iy, iy €1 tales que y' = vy (z}) +-- + g (T), 2] € Vg

Podemos suponer que N = N’ anadiendo ceros si es necesario. Tenemos asi
! /! !
y+y =vi (1) + v (21) + - + vy (Tn) + vi, (2y)

siendo zy € Vj, x C Uiy k-1, 7 € Viry C Uy 1. Podemos renombrar los indices obteniendo

2N
y+y = v.(2n), 2 €Ujpm
n=1

y por lo tanto y + ¢’ € Uy.

Es claro que 7; hace continuos los homomorfismos v;: dado U = (Uj,) € [[;c; U5,
vj(Uj1) C Uy para todo j € I. Sea ahora 7 topologia de grupo en G que hace continuos
los homomorfismos v;. Dado W 7-entorno de cero en G, fijamos una sucesién (W, )nen
de T-entornos de cero tales que Wi + --- + W, C W para todo n € N (se construye
inductivamente partiendo de Wj tal que Wy + Wy C W, W, + Wy C W1, etc.); basta
encontrar U;,, € U; tales que v;(U;,) C W,, para todos n € N e i € I. Se tiene asi
Uf cWw.

O

La topologia 7y puede definirse mediante una base de entornos de cero alternativa,
que cumple que para cada x en el entorno, existe una descomposicion asociada a éste en
la que cada indice ¢ aparece una sola vez:
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PROPOSICION 11.11. Con las notaciones precedentes, los subconjuntos de G

If = U U Z Uin(Uin,n); U - (Uz,n) € HuzN

NeN (i1,...,iN)€IN n=1 el
ij 75 ik ST _7 7é k
forman una base de entornos de cero en G para la topologia T.

DEMOSTRACION. Es claro que para todo U = (Uin) € [[;c; U se cumple U} C Uy.

Inversamente, dado U = (U;,) € [[;; U, es posible encontrar para cada 7 € I una
sucesion (Vjn,)nen de entornos de cero en G; tal que para todos n, m € N se cumple

V;,n + ‘/i,n—l—l +- V;',n—l—m C Ui,n-

Comprobemos que Vy C U : Si z € Vy, existen un N € N, indices 4;,49,...,ix en I y
elementos =, € Vi, , (n € {1,...,N}) tales que

T = Uil(xl) + Ui2($2) +oeee UiN(‘rEN)'

Sea A = {i, :n € {1,...,N}} C I,y para cada i € A, sea m; el minimo de los
n € {1,...,N} tales que i, = i. Se tiene

T = sz’n (xn) = ZZU% (xn) = ZUZ(Z Tn)

€A in=i €A ip=i
pero Zin:i Tn € Vig; + Vimis1 + -+ Vin C U m; y dado que m; # m; para ¢ # j en
A, es claro que z € U’ O

Algunas de las construcciones de topologias finales que aparecen con mayor frecuencia
son:

11.12. Sea (G, 7¢) un grupo abeliano topolégico y H un subgrupo de G. La topologia
cociente en G/H es la topologia final en el grupo abeliano G/H asociada a la familia
unitaria de homomorfismos {¢ : (G,7¢) — G/H}.

11.13. Sea G un grupo abeliano y {7; : # € I} una familia de topologias de grupo en
G. A la topologia final asociada a la familia de homomorfismos idg : (G, 7;) — G, es
decir, a la mayor topologia de grupo entre las menores o iguales que todas las topologias
T;, la denominaremos infimo de las 7;.

Nota 11.14. Dado un conjunto X y familias de espacios topolégicos {X; : i € I}
y de aplicaciones g¢; : X; — X, la topologia 7 mas fina en X que hace continuas las
aplicaciones g; es igual a la familia de subconjuntos de X formada por aquellos U tales
que g; ' (U) es abierto en X; para todo i € I ([11, Ch. 1, §2.4, Prop. 6]). En particular
la mayor topologia de entre las menores o iguales a todas las de una familia dada,
definidas sobre X (lo que en Topologia General se denomina #nfimo de las topologias de
la familia, [11, Ch. I, §2.4, Example 2|), es simplemente la interseccién T de todas ellas.
Esta caracterizacién contrasta con la complicada descripcién de la topologia 7;. Como
muestra el siguiente ejemplo, en general 7 y 7T; son diferentes, para la misma familia de
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homomorfismos v; : G; — G, e incluso restringiéndose al caso de I finito. Otros ejemplos
pueden encontrarse en [50, 5.7.G]|, [25, Exercises 2.10.21, 2.10.22].

EjEmMPLO 11.15. [24, Example 2.9 (a)]

e SiT y 7 son dos topologias de grupo definidas en un grupo abeliano G, el infimo
de Tyt (11.13) se puede definir mediante la siguiente base de entornos de cero:

{(U+V:UeN(G,7), V € No(G, ')}

(la demostracidon es directa, aunque también se deduce de la Prop. 11.16).

e En el grupo abeliano Z la topologia p-ddica T,, para cada nimero natural primo
p, se define como la topologia de grupo en Z que admite la familia de conjuntos
p"Z, n € N como base de entornos de cero.

e Fs consecuencia del Teorema de Bezout que si p y q son dos primos distintos,
UeMZ,z)yV e No(Z,7,), se cumple U +V = Z. Como consecuencia, el
infimo de las topologias 7, y 7, en Z es la topologia indiscreta, mientras que su
interseccion contiene a Z \ {0} (notar que {0} es cerrado en ambas topologias).

Existe otra topologia importante asociada a una familia de homomorfismos v; : G; —
G, que coincide con la topologia final en el caso numerable:

PROPOSICION 11.16. Sea G un grupo abeliano, {G;}icr una familia de grupos abelia-

nos topolégicos y v; : G — G homomorfismo de grupos, para todo 1 € I. Si para cada
U = (Ui)ier € [L;e; No(Gi) definimos el subconjunto de G

UT: U sz(Uz)a

A€eF(I) i€A

la familia {U, : U = (Us)ier € [];c; Mo(Gi)} es una base de entornos de cero para una
topologia de grupo T, que hace continuos los homomorfismos v;.
Ademds, si I es numerable las topologias T, y Ty coinciden en G.

DEMOSTRACION. Es sencillo comprobar que la familia dada es base de entornos de
cero para una topologia de grupo en GG, y que ésta hace continuos los v;. En particular
es menos fina que 7.

Si I es numerable podemos suponer I C N. Demostraremos que 7, es la topologia de
grupo mas fina en GG que hace los v; continuos: Sea 7 una topologia de grupo en G tal
que v; : G; — (G, T) es continuo, para todo i € I. Dado un 7-entorno de cero W en G,
podemos determinar una sucesién (V;,) en No(G) tal que Vi +---+ V,, C W para todo
n € N. Si U; € Ny(G;) (i € I) es tal que v;(U;) C V;, se tiene

VAeFI) D wU)cd VicW = U, cCW.
iEA 1EA
O

Llamaremos a 7, la topologia rectangular en G asociada a la familia de homomorfismos
V.
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NoTA 11.17. La definicién de topologias iniciales y finales asociadas a familias de
aplicaciones, y como caso particular los conceptos de supremo e infimo de familias
de topologias, son temas ampliamente conocidos y reflejados en las referencias. Un
tratamiento de estas cuestiones, planteado en el caso no necesariamente abeliano, puede
encontrarse en el Chap. 3 de [73], donde en particular se demuestra la igualdad entre 75
y 7. en el caso numerable. La construccién efectiva de una base de entornos de cero para
la topologia final parece haberse llevado a cabo por primera vez en [86] para espacios
vectoriales topoldgicos, y aparece recogida en [50, 4.1] donde ademds se demuestra que
en el caso numerable la topologia rectangular coincide con la final. Las Props. 11.10 y
11.16 son adaptaciones de estos resultados a grupos abelianos topoldgicos generales.

12. Topologias en la suma directa

Un caso representativo de definicién de topologias finales con respecto a una familia
de homomorfismos lo constituye la suma directa de una familia de grupos topolégicos,
que discutimos aparte ya que en este grupo, aparte de las topologias 7; y 7, definidas en
la seccion anterior, utilizaremos la topologia asterisco 7,, con importantes propiedades
asociadas a la dualidad.

Sea I un conjunto no vacio de indices y para cada ¢ € I, sea (G; un grupo abeliano.
Recordemos que la suma directa algebraica de los grupos G; se define como el siguiente
subgrupo del producto:

PG ={@)icr € [[Gi: {i €I 2 #0} e FUI)}
i€l i€l
El hecho de que €,.; G; es un subgrupo del producto []
inmediata. Definimos las aplicaciones canodnicas

v G = PG, (@) =z, (v;(z));=0 Vi#].

i€l

.c1 Gi es de comprobacién

Notar que en este caso los homomorfismos v; son inyectivos y de hecho a menudo identi-
ficaremos algebraicamente cada G; con el correspondiente subgrupo v;(G;) de @, Gi-

12.1. Topologias 7; y 7,. Con las notaciones precedentes, supongamos que cada
G; es un grupo abeliano topolégico con la topologia 7;. Podemos construir en €, ; G;
la topologfa final 7; (Prop. 11.10) con respecto a la familia de homomorfismos v; :
G; = P, Gi, y la topologia rectangular 7, (Prop. 11.16) asociada al mismo sistema de
grupos y homomorfismos. El grupo €, ; G; dotado de las topologias 7y y 7, se denotar4,

respectivamente, @fg G,y @EQI G;. Para evitar ambigiiedades nos referiremos en algin
momento a 7y como topologia coproducto en la suma directa (cf. Nota 12.4). Si U; es
un entorno de cero en G; para todo i € I, denotaremos por &, ; U; el T;-entorno bésico
de cero construido a partir de la familia (U;), y que representdbamos en general por
U, (Prop. 11.16). Asimismo, llamaremos 7, a la restriccién a €,., G; de la topologia
producto, y @52 G; al grupo topoldgico (D,.; Gi, Tr).
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PROPOSICION 12.1. T} es la topologia de grupo mds fina en €@
cada G; la topologia de partida T;.

.er Gi que induce en

DEMOSTRACION. Es inmediato que una topologia de grupo 7 en €, ; G; hace las
inclusiones continuas si y sélo si induce en cada G; una topologia menos fina que la de
partida. Veamos que en el caso 7 = 7T; la topologia inducida es exactamente 7;. Sea
j € I arbitrario y U € Ny(G;); determinamos U = (U;,) € [[;c; U de la siguiente
forma:

Uj,n:U Vn € N; Ui,n:Gi V’LEI\{]} Vn € N.

Es claro que U} Nw;(G;) C v;(U), siendo U’ el Tr-entorno de cero definido a partir de U
segun la Prop. 11.11.

Por otra parte, si 7 es una topologia de grupo en ,.; Gi; que induce en cada G; la

topologia 7;, en particular hace las inclusiones continuas y por lo tanto 7 C 7.
O

NoTA 12.2. La topologia mas fina que induce en cada G; la topologia de partida no
es necesariamente una topologia de grupo; de hecho, no lo es en una amplia clase de
ejemplos (Theor. 2 en [42]).

El siguiente resultado sera de utilidad en lo sucesivo; se trata de la Prop. 1.17 de [7],
adaptacion a su vez del Theor. 2 de [53]:

PROPOSICION 12.3. Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos topoldgicos de Haus-
dorff. Sea P un subconjunto precompacto de GBEQIGZ Entonces existe un subconjunto
finito J C I tal que P C ) .., vi(G}).

NoTA 12.4. En [42, Sect. 2], [63] vy [25, Exerc. 2.10.4] se dan otras construcciones
de la topologia Ty en la suma directa, a la que se le da el nombre de topologia suma

o bien topologia coproducto. El motivo de esta iltima denominacion es que Gagé)IGz es
el coproducto de la familia (G;);c; en la categoria de grupos abelianos topoldgicos y
homomorfismos continuos.

12.2. La topologia asterisco. Si para cada ¢ € I, G; es un grupo abeliano y U;
un subconjunto no vacio de G;, se define

(a)
@ U, = {33 € @G, : Zk(]ﬁ(ﬂ?,) < 1}.
iel iel iel
PROPOSICION 12.5. Con las notaciones precedentes, los conjuntos
(a)
U, (Uiier € [[Mo(G)
iel iel
forman una base de entornos de cero para una topologia de grupo T, en @, Gi.

DEMOSTRACION. Los axiomas de base de entornos de cero para una topologia de
grupo (1.8) se demuestran facilmente a partir de propiedades bésicas del funcional ki
(Prop. 5.3). O
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Llamaremos a 7, topologia asterisco en @, ; G;, y denotaremos por @E?I G| el grupo

topolégico (D,c; Gi, Ta)-

12.6. De las determinaciones de Ty, 7T,, 7, por bases de entornos de cero es sencillo
deducir que, si (G;)ier es una familia de grupos abelianos y J es un subconjunto arbitrario
de I, el homomorfismo inyectivo canénico

Pac — Pa:

1€J el

el

pasa a ser un encajamiento topoldgico si en ambos grupos consideramos las topologias
coproducto (resp., asterisco, rectangulares) asociadas.

EJEMPLO 12.7. Supongamos que en la discusion anterior tomamos como G; = R con
la topologia usual, para todo i € I. Denotaremos el grupo @, ; Gi por RS, y designaremos
por A = ()\;)ier un elemento arbitrario de ]0, co[”.

(a) Los conjuntos del tipo

} 1
Ry = {(%:)ier € R} : méxes ,\_|33z| <1}, A = (\)ier €10, 00[,

forman una base de entornos de cero para la topologia rectangular en Ri. [De
hecho, se comprueba que Ry = @, ., U; siendo U; = [—)\;, N;] para todo i € 1.]
(b) Los conjuntos del tipo

Ay = {(z:)icr € R : Z )\lm‘ <1}, A = (Ni)ser €0,00[,

iel 7t

el

forman una base de entornos de cero para la topologia asterisco en RL. [Se deduce
del Ejemplo 5.6 que

ViC{(mi)ier €Ry 1 ) x| <1} C Ui
(@) . ; (@)

icl ier ** iel

siendo V; = [—41, %], U; = [~ A, Ay] para todo i € I.]

12.3. Comparacion de topologias. El siguiente resultado resume algunos de los
primeros resultados de comparacion entre las distintas topologias que se han definido en
la suma directa:

PROPOSICION 12.8. Con las notaciones precedentes,
(@) T C T, C Ta C Tt
(b) si I es finito, entonces Tr =T, = To = T;.

(c) si I es numerable, entonces T, = T, = T;.

DEMOSTRACION.  (a) Es claro que 7, hace continuas las inclusiones v; y por lo tan-
to 7, C T;. Por otra parte, para cualquier (U;)ier € [[,c; Ui se cumple @E?I U; C
D,c; Ui ya que

ZkUl(sz) <1l = kUl(xz) <1 WViel = x,€U; Viel

el
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La inclusién 7, C 7, es inmediata.

(b) Es sencillo demostrar que para I finito, cualquier topologia de grupo en P, , G;
que induzca las topologias originales en los GG; es menos fina que la producto; en
particular 7; C 7, y se deduce que todas son iguales.

(c) Se deduce de (a) y de la propiedad de que en general 7, y 7; coinciden en el caso
numerable (Prop. 11.16).

O

En [63] se plantea y resuelve el problema de llegar a condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre una familia de grupos abelianos topoldgicos para que en su suma directa
se verifique 7, = Ty y 7, = T;. Reproducimos aqui ambos resultados:

TEOREMA 12.9. (Th. 3.10 en [63]) Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos
topoldgicos. Entonces las topologias Ty y T, coinciden en @,.; Gi si y solo si ewiste
un subcongunto numerable Iy C I tal que para todo i € I\ Iy se verifica la siguiente
condicion:

e la interseccion de cualquier familia numerable de conjuntos abiertos en G; es un

congunto abierto.

TEOREMA 12.10. (Th. 3.11 en [63]?) Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos
topoldgicos. Entonces las topologias Ty y T, coinciden en €, ; G; si y sdlo si eriste
un subconjunto numerable Iy C I tal que para todo i € I\ Iy se verifica la siguiente
condicion:

e para cualquier U € No(G;) el conjunto (o, Uy = k' ({0}) es un entorno de

cero en G;.

12.11. Del Teorema 12.10 se deduce en particular que si I es un conjunto no nu-
merable y para todo i € I, G; es un n-grupo de Hausdorff y no discreto, en €p,.; G; la
topologia 7; es estrictamente mds fina que la 7,. En efecto, dado U; entorno distinguido
de cero en Gj, el conjunto (.7, (U;)(n) estd contenido en cualquier entorno de cero por la
condicién de n-grupo y, dado que G; es de Hausdorff, necesariamente (N~ (U;)) = {0};
luego esta intersecciéon no puede ser un entorno de cero, para ningun ¢ € I, ya que los
(; no son discretos.

EJEMPLO 12.12. Para la suma directa R), con I no numerable, las dos inclusiones
T C To C Ty son estrictas.

DEMOSTRACION. Utilizaremos las bases de entornos de cero para 7, y 7; introducidas
en el Ej. 12.7.

e La inclusién 7, C 7, es estricta: Fijamos la familia A = (););er con A; = 1 para
todo ¢ € I; vamos a probar que no existe ninguna A’ = (\);e; € ]0,00[’ tal que
Ry C Ap. Si existiera una tal A’, para todo subconjunto finito A de I la familia

?En realidad la situacién que se considera en [63] es 7. = 77, donde 7. es la topologia asterisco de
Kaplan que definiremos a continuacién, pero la adaptacién de este resultado a la topologia 7, es sencilla.
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(%;)ier, definida como sigue
r,=NsiieA, z;=0sii¢gA

serfa un elemento de Rys y por lo tanto ) ;. A} < 1. Como A € F(I) es arbi-
trario, es claro que inf;cp A} = 0 para todo subconjunto numerable infinito de I,
contradiccién.

e La inclusién 7, C Ty es estricta: Es consecuencia del Teorema 12.10, pero vamos
a dar una demostracién directa, utilizando la determinacién de 7; por bases de
entornos de cero (Subsec. 11.2): Demostremos que existe un U = (Usn) € [, U5
tal que U} (Prop. 11.11) no contiene ningin 7,-entorno de cero: Sea U, =

[—5=, =) para todos i € I y n € N. Es claro que un z € R estd en U} siy sélo
si existen i1, 49,..., iy en I, con i, # 4, si k # [, tales que |z; | < 2%, para todo

ne€{l,...,N}, y z; = 0 para todo j & {i1,...,in}. Supongamos que existe un
A = (Ni)ier €]0,00[ tal que Ay C U’s. Es claro que para todo A € §(I), la familia
x € R} definida por

xi:ﬁsiiEA, x;=0si1¢& A
A
pertenece a A, y por hipdtesis, también a U’f. Luego existen i1, ..., %y en I distintos
dos a dos tales que A C {i1,...,in} y |z;,| < 5= para todo n € {1,...,N}. En
particular min;ea (X;/|A]) < 1/2V < 1/2181 Como A € F(I) es arbitrario, se
tiene mingea \; < |A|/2/2l para todo subconjunto finito A de I, y por lo tanto
inf;cp A; = 0 para todo subconjunto infinito numerable B de I, lo cual es una
contradiccién con el caracter no numerable de 1.

O

12.4. La topologia asterisco de Kaplan. La definicién de topologia asterisco que
se ha adoptado aqui coincide con la introducida por Banaszczyk en [7, p. 8]. En esta
referencia se toma como base de entornos de cero la formada por los conjuntos

{z e @Gi cr; €U Vi€ Z(xi/Ui)B <1}, (Ui)ier € HNO(Gi)
i€l iel i€l
(ver 5.2 para la definicién de (-/U)p). De la relacién entre (-/U)p y ky (5.7) se deduce
facilmente que la topologia asociada a esta base de entornos es 7,.

La topologia 7, es una variante de la originalmente definida por Kaplan en [53] con
el propésito de convertir en topolégica la dualidad algebraica existente entre el producto
y la suma directa de grupos (ver Sec. 15). Como es de esperar, la “topologia asterisco”
de Kaplan utiliza los funcionales (-/U)g, cuya definicién se recogié en (5.1): la siguiente
familia de subconjuntos de ,.; G

@(*)Ui ={ze@Gi:neUViel, ) (@/U)k <1}, (Uier € [[No(Gi)

el el el el
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es una base de entornos de cero para esta topologia de grupo, que denotaremos 7,. Es
claro que 7, D 7.. En la siguiente Proposicién se compara 7, con 7,.

PROPOSICION 12.13. Sea (G;)ier una familia de grupos abelianos topoldgicos.
(a) T: € To en @y, G

(b) Si existe un subconjunto numerable Iy de I tal que para todo i € I\ Iy, G; admite
una base de entornos de cero formada por conjuntos de Kaplan, entonces T, = T,

en @ier Gi-
DEMOSTRACION.  (a) Sea U; un entorno de cero en G;, para todo i € I. Demostra-
remos que @zel‘/; C GBZ(Z)I U; para cualquier familia (V;)ier € [[;c; No(Gi) tal

que V; +.%. +V; C U;, para todo 7 € I. En efecto, si x € GBEE)IV en particular

x; €V; C Ui para todo ¢ € I y se cumple

Z(x, Z4kUz x;) Z ky, (x;)

i€l i€l i€l

Prop 5 9(a Prop 5.3(c)

b) Sea @\“ U; un 7,-entorno bésico de cero; tenemos que encontrar una familia
1€l
(W;)ier donde W; € Ny(G;) para todo i € I y se cumpla

(%) (a)
Gaz'elvvi < @iEIUi'
Tomamos primero entornos de cero V; en G; de forma que V; + V; + V; C U; para

todo i € I 'y, en el caso de que ¢ € I'\ I;, V; sea ademds un conjunto de Kaplan.
Para i € I, escogemos W; € Ny(G;) tales que en el grupo EBZ-HO G; se verifique

(a)
(12.1) Pw:c @ZEIOVZ-,
1€l
esto puede hacerse ya que para conjuntos numerables de indices las topologias 7,
y 7T, coinciden (Prop 12 8(c)). Para i € I\ Iy, hacemos W; = V;.
Para todo = € @, W, es claro que (z;)ics, € Dicr, Wi v se tiene

el
Prop. 5.3(c) 1
Z ku, (i) < 5 Z kv, (2:)
i€l el
1
< 5(2 kv, (z:) + Z kv, (z:))
1€lp i€I\Ip
(12.1), Prop. 5.9(b) 1
< S+ Y (@) < 1
1€I\Ip

O

Dedicaremos el resto de esta subseccion a mostrar que las topologias 7, y 7, son en
general diferentes. Notar que por la Prop. 12.13(b) el ejemplo que proporcionemos ha
de ser necesariamente una suma directa no numerable.
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PROPOSICION 12.14. ([64]) Sea 6 = (0n)n>0 una sucesion de nimeros reales posi-
tivos, decreciente y convergente a 0. Si para cada x € Z definimos

q(z) == inf{z |Gy |0y - x = Zan2", an € Z},

(donde la suma z = ) a,2" se extiende sobre el conjunto de indices {0,1,2,3,...},
con una cantidad finita de sumandos no nulos), entonces qs : Z — [0, 00| verifica las
stguientes propiedades:

(a) Para cada x € Z, el infimo que define gs(x) es de hecho un minimo y se alcanza
en la dnica descomposicion de z de la forma x =Y a,2", a, € {—1,0,1} que
cumple la siguiente propiedad:

(12.2) [n>1, a, #0= ay_1 = apy1 = 0]
(b) Para todo n > 0 se cumple ¢5(2") = 0y,.
(c) Para todos x € Z yn € {0,1,2,3...}, se cumple ¢5(2"z) < ¢5(z).
(d) ¢s(z) =0 2=0
(e) ¢s(—x) = gs(x) para todo x € Z
(f) gs(z +y) < gs(z) + g5(y) para todos x,y € Z

DEMOSTRACION.  (a) estd demostrado en [64, 1.2, 1.3].

(b) es consecuencia inmediata de (a).

(c) es consecuencia de (a) y del hecho de que la sucesién §,, es decreciente.

(d) es inmediato teniendo en cuenta que el infimo que define ¢s5(x) se alcanza.

(e) es trivial.

(f) Dados z, y € Z, y descomposiciones = = Y_a,2", y = Y. b,2", se tiene z +y =
> (an + b,)2" y por lo tanto gs(z + y) < D |an + bp|0n < D |an|dn + D |bn|dn;
como las descomposiciones z = »_a,2", y = Y b,2" son arbitrarias, se deduce
2z +y) < gs(z) + a5(y)-

U

Designamos por 75 la topologia metrizable definida en Z por la pseudonorma separada
gs, y escribiremos Zs para referirnos al grupo abeliano topolégico (Z, 7). Para cadae > 0,
B, denota el conjunto g; '[0, ¢].

12.15. Notar que, como consecuencia de la Prop. 12.14(c), para todose >0y z € B.
se cumple (z/B.)x = 0.

LEMA 12.16. Si definimos, para cada n € N,

l, = 2°+22+---+22”:4RHT_1
n

m, = Zlk (my =0)
k=1

8 = 1/n si mp_1 <j<m,

ki = 1, st mp_q <j<my,
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se cumple

ks, (27) > VjeN.

1
kj
DEMOSTRACION. Demostraremos que ¢s(k;27) > 1 para todo j € N. Sea j €
{mu_1,...,m, — 1}. Se tiene g5(k;27) = g5((2° + 22 + -+ + 221)29) = ¢5(27 + 2772 +
. 2t que por la Prop. 12.14(a) es igual a d; + 040 + 0j4a + -+ + djjon >
(n+1)-+ =1. O

PROPOSICION 12.17. Sea I un conjunto no numerable y para cada i € I, hacemos
G; = Zs, siendo 6 = (8,)nen como en el Lema 12.16. La topologia T, es estrictamente

mds fina que T, =T, en @,; G
DEMOSTRACION. 12.15 implica que

Y (Ei)iej E]O, OO[I, BgZ @ BEz

i€l
el

Por lo tanto las topologias 7, y 7, coinciden en P, ; G;. Probaremos que no hay ningtn
T,-entorno de cero contenido en @ZE " B1. Supongamos que existe (g;);c; €]0, 00[! tal que
D, B:; C EBZ-E 7B;1. Como I es no numerable, existe un subconjunto numerable e infinito

Iy C I tal que infjcfe; > 0. Sea m € N tal que 6, < inf;cz,€;. Sea A un subconjunto de IO
de cardinal k,,, siendo k,,, como en el Lema 12.16. Consideremos la familia z €

definida por
2™ si € A,
T =

"l0 sii g A
Es claro que z € ,.,B.,;, pero (Lema 12.16) se cumple kg, (2™) > ﬁ y por lo tanto
Zie[ kBl (371) > 1. ]
NoTA 12.18. Nienhuys demostré en [64] que la topologia generada por la familia
de pseudonormas g;, con 6 = (d,)nen variando en el conjunto de todas las sucesiones de
nimeros positivos decrecientes y convergentes a 0, es la topologia de grupo més fina en 7Z
con respecto a la que la sucesion 2" converge a cero. En [24, 1.8] se puede encontrar una

seleccién de referencias sobre las topologias de grupo determinadas por la convergencia
a cero de una sucesién prefijada.

zEI

NotA 12.19. El hecho de que 7, coincide con 7, en el caso numerable, que se deduce
de los resultados precedentes acerca de la comparacién entre las distintas topologias en la
suma directa, aparece demostrado ya en [53] (Theor. 1). En [12] (Coroll. to Prop. 1) se
demuestra que las topologias 7y y 7, coinciden en la suma directa numerable de grupos
localmente compactos. Higgins ([42]) hace un estudio sistemdtico de las topologias final,
asterisco (en el sentido de Kaplan) y rectangular, ademés de definir otras topologias
de grupo en la suma directa que no hemos considerado aqui, llegando a condiciones
suficientes para que estas topologias sean diferentes; 12.11 se puede considerar parte del
Coroll. al Theor. 1 de esta referencia. En [7, p. 10] se menciona sin demostracién que
las topologias 7. y 7T, son diferentes en una suma directa no numerable de copias de R.
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CAPiTULO III

Dualidad

13. Resultados generales

Esta seccién tiene caracter introductorio y en ella haremos una concisa seleccion de
resultados y definiciones (ampliamente conocidos en su mayor parte) sobre dualidad de
grupos abelianos topoldgicos. Se pueden encontrar presentaciones mas sistematicas de
esta teoria en [85], [4], [41]; y desarrollos més exhaustivos de alguno de sus aspectos en
las referencias citadas en el texto.

13.1. El grupo dual. Sea G un grupo abeliano topolégico. Siguiendo la nomen-
clatura habitual, llamaremos cardcter de G' a todo homomorfismo de grupos x : G — T.
Denotaremos el grupo CHom(G, T) como G” y lo llamaremos el grupo dual de G. En
correspondencia con nuestro convenio para T, usaremos notacion multiplicativa para la
operacién interna de G”.

13.1. A continuacién recordamos las determinaciones de los duales de los grupos R, Z
y T.

(a) La aplicacién A € R +— x, € R", donde x,(z) := exp(27riAz) para todos A, z € R,
es un isomorfismo de grupos abelianos. [Es claro que para todo A € R, x, es un
cardcter real continuo (notar que |1 — exp(27midz)| = 2sen [ Az|), y es inmediato
que A — X, es un homomorfismo de grupos. Si x, es el cardcter trivial, se
deduce A\x € Z para todo z € R y por lo tanto A = 0. El caracter sobreyectivo
de A — x, requiere cierta demostracién; ver [39, p. 4], [61, Example 3], [41,
23.27(e)], [76, 1.2.7].] Teniendo en cuenta que el grupo abeliano topolégico C es
identificable con R?, es sencillo deducir que la aplicacién (A, u) € R* — x(u) €
C*, donde x(»)(t) = exp(2mi(ARet + plmt)) para todos (A, ) € R*, t € C, es
un isomorfismo de grupos abelianos.

(b) La aplicacién t € T +— x; € Z", donde x;(n) := t" para todos t € Ty n € Z, es
un isomorfismo de grupos abelianos. [Notar que x = xy) para todo x € Z" ]

(c) La aplicacién n € Z — x, € T", donde x,(t) := t" para todost € Ty n € Z, es un
isomorfismo de grupos abelianos. [Lo tnico no trivial es el cardcter sobreyectivo.
Six € T",y p: R — T es el homomorfismo = — exp(27iz), se tiene que xop € R"
y por (a), ha de existir A € R tal que x(exp(27iz)) = exp(2miAz) para todo x € R.
Tomando z = 0 se deduce que A =n € Z y por lo tanto x = xy. |

Dado un subconjunto A de G, se define el polar de A como el subconjunto de G
dado por
A" ={xeG":x(4) CT,}

67
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Si en G no se ha fijado una topologia, el polar de un conjunto se entendera calculado
con respecto a la topologia discreta en G, es decir, A” = {x € Hom(G, T) : x(4) C T, }.

13.2.  (a) Un cardcter x de G es continuo si y sélo si existe un U € Ny(G) tal que
x € U”; de hecho,
(b) un subconjunto C' de G” es equicontinuo si y sélo si existe un U € Ny(G) tal que
ccvur.
Esto es consecuencia de la Prop. 6.2, teniendo en cuenta que T es un n-grupo con
entorno distinguido T (Ej. 6.3).

Dualmente, dado un subconjunto B de G” se define el polar inverso de B como
B*={zx € G:x(z) € T, Vx € B}.

Si G es un grupo abeliano sin estructura topoldgica, aplicaremos la misma definicién
considerando en G la topologia discreta, es decir, para subconjuntos B de Hom(G, T).
Es claro que si A es un subgrupo de G, se cumple A> = {x € G" : x(4) = {1}};
andlogamente, si B es un subgrupo de G, entonces B = {z € G : x(z) =1 Vx € B}.

DEFINICION 13.3. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Se dice que G es dualmente
separado, o bien que G" separa puntos de G, cuando para todo x € G, = # 0, existe un
X € G tal que x(z) # 1.

Es evidente que G es dualmente separado si y sélo si dados z, y elementos distintos
de G, existe siempre un x € G” tal que x(z) # x(v), y esto justifica el nombre escogido
para esta clase de grupos.

EjempPLO 13.4. Los grupos discretos son dualmente separados. Este es un resultado
de cardcter algebraico, que se deduce facilmente de 1.7 (|61, Cor. to Prop. 17]).

EJeMPLO 13.5. Los grupos compactos y de Hausdorff son dualmente separados. Esta
es una de las formulaciones del resultado fundamental conocido como teorema de Peter-
Weyl (176, 1.5.2], [25, 2.3.3]).

13.6. Los Ejemplos 13.4 y 13.5 pueden también presentarse como aplicaciones del
profundo resultado recogido mas abajo como Teor. 13.37, y que implica en particular
que todo grupo localmente compacto y de Hausdorff es dualmente separado.

DEFINICION 13.7. Sea G un grupo abeliano topolégico y H un subgrupo de G.
e Se dice que H es dualmente cerrado en G cuando H* = H, es decir,

r€G, x(x)=1Vx€eH =z€H.

e Se dice que H esta dualmente embebido en G' cuando todo caracter continuo de H
se puede extender a un caracter continuo de G.

13.8. Es claro que H es dualmente cerrado en G si y sélo si el grupo cociente G/H
es dualmente separado. Teniendo en cuenta el Ejemplo 13.4 y el hecho de que el cociente
por un subgrupo abierto es discreto, se deduce que los subgrupos abiertos son dualmente
cerrados. También es una consecuencia sencilla de 1.7 que son dualmente embebidos
([62, Lemma 3.3]).
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También son dualmente cerrados y embebidos los subgrupos compactos de un grupo
dualmente separado (|14, Prop. 1.4]).

13.2. La topologia de Bohr.

DEFINICION 13.9. Sea (G, 7g) un grupo abeliano topoldgico. A la topologia inicial
en G con respecto a la familia de homomorfismos (G, )" (Prop. 11.1) la llamaremos
topologia de Bohr de G y la denotaremos por o(G, G").

PROPOSICION 13.10. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Los conjuntos de la forma
{x}, x € G" forman una subbase de entornos de cero para la topologia de Bohr en G.

DEMOSTRACION. Por la caracterizacién de las topologias iniciales (Prop. 11.1), la
familia de conjuntos x~*(7},), donde x recorre G* y n € N, es una subbase de entornos
de cero para la topologia de Bohr en (G. Basta tener en cuenta que, debido al Cor. 3.7,
(13.1) N0 =N0H " (T =x"(T) VYxeG VneN

k=1 k=1
O

13.11. A partir de la propia definicién es inmediato que la clausura de {0} en la
topologia de Bohr de G es [, .1 ker x v en particular, que el grupo (G,0(G,G")) es de
Hausdorff si y sélo si (G, 7¢) es dualmente separado.

13.12. Para todo grupo abeliano topolégico G se verifica (G, o(G,G"))» = G*. Por
la definicién es claro que todo cardcter continuo de G es continuo para la topologia de
Bohr de G. Inversamente, si x : G — T es un cardcter o(G, G")-continuo, existe un
o(G,G")-entorno de cero U en G tal que x(U) C T, (13.2(a)), y se puede suponer
que U = {x1,..., xn}" para determinados xi,..., X, € G" (Prop. 13.10). Si x;(U;) C
T,, siendo U; € Ny(G) para i € {1,...,n}, es claro que Uy N ---N U, C U. Como
Uyn---NU, € Ny(G), se deduce que x es continuo para la topologia inicial de G.
De hecho se cumple ([17, Teor. 3.7]) que para cualquier grupo abeliano G y cualquier
subgrupo H C Hom(G,T), el grupo dual de (G,0(G, H)) es exactamente H, donde
o(G, H) denota la topologia inicial en G con respecto a los elementos de H.

13.13. Si G y H son grupos abelianos topoldgicos, cualquier homomorfismo continuo
u : G — H es también continuo considerando en ambos grupos las topologias de Bohr
correspondientes. La demostracion es inmediata.

PROPOSICION 13.14. Para todo grupo abeliano topolégico G, el grupo (G,o(G,G"))
es precompacto.

DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo de grupos u : G — T¢" definido
por u(z) = (x(7))yeqn- Si dotamos a G de la topologia de Bohr y a T¢" de la topologfa
producto, u es claramente continua y abierta sobre la imagen. Como el nicleo de u es
el subgrupo H = ﬂxeG,\ ker x, se puede factorizar u = w o @, siendo ¢ : G — G/H la
aplicacién candnica. u es un encajamiento y dado que, por el teorema de Tychonoff,
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TS es un espacio topolégico compacto, se deduce que (G, o(G, G))/H es precompacto.
Teniendo en cuenta (13.11) que (G, o(G,G"))/H es el grupo de Hausdorff asociado a G y
que, por lo tanto, para todo o (G, G")-entorno de cero abierto U se cumple o~ (p(U)) =
U (1.13), es inmediato que (G, o(G,G")) es también precompacto. O

13.15. A continuacién vamos a describir de forma intrinseca los entornos de cero para
la topologia de Bohr en R, utilizando la determinacién de R" :
(a) Los conjuntos de la forma
[—e,e]+aZ, a>0,e>0

forman una subbase de entornos de 0 para la topologia de Bohr en R. De hecho se
cumple, para todos a >0y n €N,

a a
[— i’ dn 1+ aZ = x1,,(Tn) = {X1/a: Xi/ar - -+ » XT/a )}
donde la notacién x, se usa en el mismo sentido que en 13.1(a). En efecto,
T
X1/a(2) € T, & exp(2mi— 33) e T[—— %]
27 s
& — 217,
T 6[ 2 5 ]—l— T
- 7.
& zE]| I ]+ a

La segunda igualdad es consecuencia directa de (13.1).

(b) (R,o(R,R")) no tiene entornos acotados de cero, es decir, en cualquier interseccién
finita de conjuntos del tipo [—¢,¢] + aZ, a > 0, € > 0 hay elementos de valor
absoluto arbitrariamente grande. La demostracion de este resultado aparece en
[19] y en [29, Lemma 2.2], aunque se puede deducir de forma inmediata del hecho
de que (R, o(R,R")) es un grupo topolégico precompacto (Prop. 13.14).

13.3. Topologias en G". En G"* = CHom(G,T) vamos a considerar topologias
construidas de acuerdo con las definiciones de la Sec. 8.

13.16. (Prop. 8.5) Los conjuntos de la forma {z}”, con € G, forman una subbase de
entornos del neutro en G para la topologia de la convergencia puntual, que denotaremos
habitualmente por o(G”, G). Como esta topologia coincide con la inducida en G por la
topologfa producto de T¢ (8.3), se deduce que (G",o(G",G)) es un grupo precompacto.

o(G", G) también se puede definir (11.7) como la topologia inicial en G* con respecto
a la familia de homomorfismos

ev, :G" =T, zed.
13.17. De acuerdo con la Prop. 8.8 y teniendo en cuenta (Ejemplo 6.3) que T es un
n-grupo,

e los conjuntos de la forma K", con K subconjunto compacto de G, forman una
base de entornos del neutro para la topologia 7 en G".
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e los conjuntos de la forma P”, con P subconjunto precompacto de G, forman una
base de entornos del neutro para la topologia 7pc en G*.

Debido a la importante propiedad recogida en el Teor. 13.37, al grupo (G",7x) se le
denomina a menudo dual de Pontryagin del grupo G.

PROPOSICION 13.18. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Para todo U € Ny(G), el
congunto U es compacto en la topologia Tpe (y en particular en 7).

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Teorema 9.10, teniendo en cuenta que U™ es equicon-
tinuo por definicién, y cerrado en la topologia 7p¢ (de hecho o(G”, G)-cerrado); y que T
es compacto. U

NoTA 13.19. Notar que el cardcter compacto de U” en la topologia o(G",G) se
deduce facilmente del hecho de que U™ es un subconjunto completo de T¢, dotado de la
topologia producto: si (Xa)aca €s una red puntualmente de Cauchy en U”, existe para
cada x € G x(z) = limyxo(z) € T y claramente x es un caricter; ademds es continuo ya
que la red () es equicontinua (cf. Prop. 9.3).

TEOREMA 13.20. Sea G un grupo localmente compacto abeliano. Entonces (G",1x)
es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea U un entorno compacto de cero en G. U™ es un entorno de
cero en (G",7x) (13.17) y es compacto por la Prop. 13.18. Luego (G", 7x) es localmente
compacto, ya que tiene un entorno compacto del neutro (1.11). O

TEOREMA 13.21. Sea G un grupo abeliano topoldgico.

(a) Si G es discreto entonces (G",7x) es compacto.
(b) Si G es compacto entonces (G", 1) es discreto.

DEMOSTRACION.  (a) Si G es discreto, {0} € Ny(G) y por lo tanto {0}> = G*
es T-compacto (Prop. 13.18). Alternativamente, en este caso, §(G) = K(G) =
PC(G) y por lo tanto las topologias asociadas a todas estas familias coinciden;
el grupo (G",7¢) = (G",0(G",G)) es precompacto (13.16) y completo, ya que
el limite puntual de una red de Cauchy en (G",0(G",@)), que existe por ser T
completo, es automaticamente continuo por ser G discreto.

(b) Si G es compacto, G* es un T-entorno del neutro, pero G* esté formado solamente
por el cardcter trivial. Luego (G", 7¢) es discreto.
O

13.22.  (a) El isomorfismo de grupos abelianos definido entre R y R" en 13.1(a)
es un isomorfismo topoldgico si dotamos a R de la topologia usual y a R" de la
compacto-abierta. [Para todo r > 0 se verifica

1 1
(13.2) [exp(27mids) € T, Vs € [-r,r] | & X € [_4_7“’ 4_7“]
(es decir, xp € [-r, 7> & XA € [—%,£]) ya que exp(2miA[-r,7]) C Ty =
A=r,r] C [-1,3] +Z = |A|r < ;. ] Andlogamente para el isomorfismo asociado
definido entre R? y C .
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(b) El isomorfismo de grupos abelianos definido entre T y Z" en 13.1(b) es un isomor-
fismo topoldgico si dotamos a T de la topologia usual y a Z" de la compacto-abierta
(equivalentemente, de la topologia de la convergencia puntual). [Basta tener en
cuenta que

Vn €N tel,exte{-n—-n+1,...,0,...,n—1,n}"]

debido al Cor. 3.7. ]

(c) El isomorfismo de grupos abelianos definido entre Z y T" en 13.1(c) es un isomor-
fismo topoldgico si dotamos a Z de la topologia usual y a T" de la compacto-abierta
(equivalentemente, de la topologia de la convergencia uniforme). [Basta tener en
cuenta que los dos grupos son discretos (Teor. 13.21(b)).]

13.23. Dados dos grupos abelianos topolégicos G'y H y un homomorfismo de grupos
continuo ¢ : G — H, se puede definir el llamado homomorfismo dual de ¢ de la siguiente
forma:

" HY 5 G o™ (x)=x00.
Es inmediato que ¢ estd bien definido y es continuo considerando en H" y G” si-
multdneamente las topologias de la convergencia uniforme en subconjuntos finitos (resp.,
precompactos, compactos).

13.4. Grupos localmente cuasiconvexos. El concepto de cuasiconvexidad local
es una traduccién a grupos del hecho (debido al Teorema de Hahn-Banach) de que en
cualquier espacio localmente convexo los bipolares de entornos de cero forman a su vez
una base de entornos de cero. Debido a que en grupos no disponemos del concepto de
convexidad, esta caracterizacién de la convexidad local en términos del dual es la que se
generaliza mas facilmente a nuestro contexto de grupos abelianos topolégicos.

DEFINICION 13.24. Sea G un grupo abeliano topolégico. Se dice que un subconjun-
to A de G es cuasiconvero cuando A™® = A, es decir, cuando se verifica la siguiente
propiedad:

Ve G\ A IxeG", x(A)cTy x(z)¢T,.

13.25. Algunas propiedades elementales de los conjuntos cuasiconvexos son:

(a) Todo subconjunto cuasiconvexo contiene al cero y es cerrado en la topologia de
Bohr.

(b) Un subgrupo es cuasiconvexo si y sélo si es dualmente cerrado.

(c) La interseccién de subconjuntos cuasiconvexos es un subconjunto cuasiconvexo.

(d) Laimagen inversa de un subconjunto cuasiconvexo por un homomorfismo continuo
de grupos es un subconjunto cuasiconvexo.

(e) Un entorno de cero en un grupo abeliano topoldgico (G, 7g) es Tg-cuasiconvexo si
y s6lo si es T4-cuasiconvexo, siendo 74 la topologia discreta en G. [Es consecuencia
inmediata de que, debido a 13.2(a), para entornos de cero el polar algebraico
coincide con el topolégico.]

PROPOSICION 13.26. Sea G un grupo abeliano topoldgico y A un subconjunto cuasi-
convezo de G. Entonces A es un conjunto de Kaplan en G.
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DEMOSTRACION. Sean z un elemento de G'y m un nimero natural tales que la suce-
sién finita x, 2z, 22z, ...,2"x estd contenida en A. Tenemos que demostrar que para
todo k € {1,...,2"}, se cumple kz € A. Fijamos un tal k; como A es cuasiconvexo es su-
ficiente probar que kz € A. Sea x € A”. La sucesién finita x(z), x(z)?, x(z)%, x(z)*"
estd contenida en T, y por lo tanto (Prop. 3.8) x(z) € Ty-. En particular x(kz) =
x(z)* € T,. 0O

EJEmMPLO 13.27.  (a) Los conjuntos [—r,r] (r > 0) son cuasiconveros en R con su
topologia usual. [Es consecuencia del isomorfismo X € R <> x, € R" (13.1(a)), y

la relacion
1 1

>

xxE[-rrPeXe| e
demostrada en 13.22(a)]

(b) Los conjuntos T,, (n € N) son cuasiconvezos en T con su topologia usual. [Basta
tener en cuenta que T, = (Ty)m) para todo n € N (Cor. 3.7): si x & T,
eriste k € {1,...,n} tal que t* & T, ; el cardcter continuo x (13.1(c)) definido
por xx(s) = s¥ Vs € T es tal que xx(t) € Ty, xx € T>. De aqui, T, C
T,.] Se demuestra en [4, Ex. 6.4] que los dnicos entornos del neutro coneros y
cuasiconveros en T son el propio T y los conjuntos T,,, n € N.

]

EJEMPLO 13.28. Sea G un grupo abeliano topoldgico y B un subconjunto de G”.
El polar inverso BY es un subconjunto cuasiconvero de G. En efecto, es inmediato que
B C B*; y por lo tanto, B¥* C B* = B®* = B~.

DEFINICION 13.29. Sea G un grupo abeliano topolégico. Se dice que G es localmente
cuasiconvero cuando G admite una base de entornos de cero formada por conjuntos
cuasiconvexos.

13.30. Notar que, debido a 13.25(c), en esta definiciéon podemos sustituir “base de
entornos” por “subbase de entornos”.

EjemprLo 13.31. Los grupos R y T, con sus topologias usuales, son localmente cua-
siconvezos. [Es consecuencia del Ej. 13.27 y del hecho de que las familias de conjuntos
alli descritas son bases de entornos del neutro.]

El grupo abeliano topoldgico subyacente a un espacio vectorial topoldgico real E es
localmente cuasiconvezo si y sélo si E es un espacio localmente convezo (|7, Prop. 2.4];
una version mds general de este resultado es el Teor. 18.8(b)).

La introduccién de los conceptos de subconjunto cuasiconvexo y grupo localmente
cuasiconvexo se remonta a 1951 y es debida a Vilenkin, aunque fue Banaszczyk ([7])
quien retomo y utilizé sisteméaticamente la nocién de cuasiconvexidad local como andloga
a la de convexidad local en espacios vectoriales topolégicos. A continuacién recogemos
algunos resultados relacionados con este concepto, de entre los més significativos para
nuestros propésitos.

13.32. Es claro que todo grupo localmente cuasiconvexo y de Hausdorff es en partic-
ular dualmente separado.



74 III. DUALIDAD

13.33. Si G, @ € I son grupos localmente cuasiconvexos, G es un grupo abeliano y
u; : G — G; es un homomorfismo de grupos, para todo ¢ € I, entonces la topologia inicial
To en G con respecto a la familia de homomorfismos u;, ¢ € I es localmente cuasiconvexa.
[Por la Prop. 11.1, los conjuntos de la forma u;'(U;), U; € No(G;), i € I forman
una subbase de entornos de cero para 7y; cada uno de ellos es Ty-cuasiconvexo si U; lo
es (13.25(d)).] En particular

e el producto de grupos localmente cuasiconvexos es localmente cuasiconvexo,

e todo subgrupo de un grupo localmente cuasiconvexo es localmente cuasiconvexo
con la topologia inducida,

e la topologia de Bohr de un grupo abeliano topolégico arbitrario siempre es local-
mente cuasiconvexa.

13.34. El andlogo a 13.33 para topologias finales no es cierto; el estudio del cardcter
localmente convexo de la suma directa proporciona contraejemplos en este sentido (Cor.
15.9). Existen ademds multitud de ejemplos de grupos localmente cuasiconvexos que
admiten cocientes de Hausdorff no localmente cuasiconvexos. En [4, 12.8] se demues-
tra de hecho que cualquier grupo abeliano de Hausdorff es topolégicamente isomorfo a
un cociente de un grupo localmente cuasiconvexo. Como ejemplo concreto, se puede
comprobar que el cociente ,/Z, donde Z denota el subgrupo de I, formado por las
sucesiones de elementos enteros y eventualmente nulas, no es localmente cuasiconvexo
para ningiin p €]1,00[, mientras que sf lo son los cocientes I, /Z}, co/Z} (notar que el
grupo abeliano topoldgico subyacente a un espacio normado es localmente cuasiconvexo
(Ej. 13.31)). Existen incluso cocientes de Hausdorff, con dual trivial, de espacios de
Banach ([7, 5.1]).

13.35. ([17, Prop. 3.4]) Sea G un grupo abeliano topoldgico, y & una familia no
vacia de subconjuntos de G. El grupo dual G”, dotado de la topologia 7g (Sec. 8) es
siempre localmente cuasiconvexo. [Sea & la familia bien dirigida asociada a & (8.9).
Para cada S € G, y cada x € G"\ S°, existe un x € S tal que x(x) ¢ Ty; el cardcter
¢ € G" = k(p) = ¢(x) € T pertenece a S (y en particular es Tg-continuo, 13.2(a))
pero k(x) € T,. Por lo tanto, los polares de los conjuntos de & forman una base de
entornos de cero (Prop. 8.8) localmente cuasiconvexos para la topologia 7g = 7s.] Como
consecuencia, las topologias o(G",G), Tpc, Tk en G” son localmente cuasiconvexas. Se
demuestra en [17, Prop. 3.9] que, de hecho, toda topologia localmente cuasiconvexa en
G" es una G-topologia.

PROPOSICION 13.36. Sea (G, 7) un grupo abeliano topolégico. La familia {U : U €
No(G)} es una base de entornos de cero en G para una topologia de grupo Tye. T4 es la
mayor topologia localmente cuasiconvexa en G entre las menores o iguales que T, y se
verifica que (G,7) y (G, T4) tienen los mismos caracteres continuos.

DEMOSTRACION. Este resultado aparece demostrado en [4, Prop. 6.18], o en [13,
4.6]. 0
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13.5. Grupos Pontryagin-reflexivos. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Con-
sideremos el homomorfismo ag : G — (G",7x)", definido por ag(z)(x) = x(x), para
todos y e Gy r € G.

Es claro que ag esta bien definido; de hecho, ag(x) es un cardcter o(G", G)-continuo
para todo z € G ya que ag(z)({z}") C T+ (13.2(a)).

El siguiente resultado fundamental se debe a Pontryagin y Van Kampen:

TEOREMA 13.37. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano de Hausdorff, y
consideremos en (G", Tic)" la topologia compacto-abierta. Entonces ag es un isomorfismo
topoldgico.

En general se dird que un grupo abeliano topolégico G es

e Pontryagin-semirreflexivo o simplemente semirreflexivo cuando ag : G — (G", 1)

es sobreyectivo,

e Pontryagin-reflezivo, o simplemente reflexivo, cuando ag : G — (G, 7ic)", 7xc) €s
un isomorfismo topolégico, y

e fuertemente reflexivo cuando todos los subgrupos cerrados y los cocientes de Haus-
dorff de G' y de (G”, 7x) son reflexivos.

El Teorema de Pontryagin-Van Kampen (Teor. 13.37) se puede reformular, por lo
tanto, como el hecho de que todos los grupos localmente compactos abelianos y de
Hausdorff son Pontryagin-reflexivos. Sin embargo, el cardcter localmente compacto no
es necesario para que un grupo abeliano topolégico sea reflexivo, como muestra el hecho
de que los productos arbitrarios de grupos reflexivos resultan ser reflexivos ([53]), o el de
que, como se deduce de lo siguiente, existen espacios vectoriales topoldgicos de dimension
infinita (y por lo tanto no localmente compactos, [10, Ch. I, §2.4, Th. 3]) cuyos grupos
subyacentes son Pontryagin-reflexivos :

13.38. Recordamos el concepto usual de espacio localmente convexo reflexivo: Para
un espacio localmente convexo E consideramos el dual fuerte E3 de E' (8.10) y definimos
la aplicacién lineal canénica cg : ¥ € E — cg(z) € (E})*, donde cg(z)(z*) = z*(z)
para todo x* € E*. Si cg resulta ser un isomorfismo topolégico entre los espacios local-
mente convexos E y (E};)g, se dice que FE es un espacio localmente convexo reflexivo.
Se demuestra en [81] que los grupos abelianos topoldgicos subyacentes a los espacios lo-
calmente convexos reflexivos y a todos los espacios de Banach son Pontryagin-reflexivos
(posteriormente se generalizé en [7, Prop. 15.2] a espacios localmente convexos metriz-
ables y completos). Dado que existen espacios de Banach no reflexivos en el sentido de
los espacios localmente convexos, se deduce que en esta clase el caracter reflexivo en el
sentido de Pontryagin del grupo subyacente no implica el cardcter reflexivo del espacio.

13.39. Los ejemplos canénicos de grupos fuertemente reflexivos son los grupos lo-
calmente compactos y abelianos, ya que sus grupos duales, dotados de la topologia
compacto-abierta, son localmente compactos (Teor. 13.20) y claramente, también lo
son sus subgrupos cerrados y sus cocientes de Hausdorff. Otra amplia clase de grupos
fuertemente reflexivos se menciona en 28.8(f).
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Si G es fuertemente reflexivo, todos los subgrupos cerrados de G son dualmente
cerrados; y todos los subgrupos de G estdn dualmente embebidos en G (Prop. 17.1 en

[7])-

13.40. Es 1til tener en cuenta las siguientes reformulaciones elementales de algunas
de las propiedades incluidas en la definicién de grupo reflexivo:

(a) ag : G — (G", )" es inyectiva si y sélo si G es un grupo dualmente separado.

(b) ag : G — ((G",7%)",7xc) es continua si y sélo si los subconjuntos compactos
de (G",7x) son equicontinuos. [Por la descripcién por base de entornos de la
topologia T (13.17), a es continua si y sélo si para todo subconjunto compacto
K de (G", %) existe un U € Ny(G) tal que ag(U) C K”; pero esto es claramente
equivalente a K C U”; es decir, K ha de ser equicontinuo (13.2(b)).]

Una consecuencia inmediata de 13.40(b) y del Teorema 9.8 es el siguiente resultado:
TEOREMA 13.41. SiG es un k-grupo, entonces ag : G — ((G", 1), 7xc) es continua.

Todo grupo Pontryagin-reflexivo G es topolégicamente isomorfo al dual de (G", 1)
con la topologia compacto-abierta, y en particular es localmente cuasiconvexo (13.35).
En el sentido opuesto tenemos el siguiente resultado parcial:

PROPOSICION 13.42. Si G es un grupo localmente cuasiconvexo y de Hausdorff, en-
tonces ag : G — ((G", 1), 7xc) es inyectiva y abierta sobre la imagen.

DEMOSTRACION. ag es inyectiva ya que G es dualmente separado (13.32). Para
demostrar el cardcter abierto tenemos que probar que para todo U € Ny(G) existe un
subconjunto compacto K de (G",7x) con ag(G) N K* C ag(U). Dado U € Ny(G),
el conjunto K = U” es Tx-compacto (Prop. 13.18). Por otra parte es inmediato que
ag(U™) = ag(G) N U y basta tener en cuenta que G es localmente cuasiconvexo. [

13.6. Caracteres reales. Sea G un grupo abeliano topolégico. Llamaremos cardc-
ter real de G (cf. [41, 24.33]) a cualquier homomorfismo de grupos f : G — R
No utilizaremos una notacién especial para el grupo de los caracteres reales continuos
CHom(G, R).

Se puede desarrollar una teoria de dualidad para grupos abelianos topolégicos toman-
do R en vez de T como grupo base; aqui s6lo recogeremos algunos resultados que nece-
sitaremos mas adelante, referidos especialmente a la relacién entre caracteres reales y
complejos sobre un grupo G.

13.43. A continuacion caracterizaremos los grupos de caracteres reales continuos de
algunos grupos abelianos topolédgicos representativos:

(a) Sea E un R-espacio vectorial topoldgico. Cualquier cardcter real continuo de E
es un elemento de E*. [Sea f € CHom(E,R); tenemos que demostrar que f es
homogénea. Es claro que para todos n € Z, x € E se cumple f(nz) = nf(z). Si
pEZyqéeN, se verifica

— om) — o Py — o f (P
pi(x) = f(pr) = fla ) = af ()
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y como consecuencia f es homogénea para escalares racionales. Finalmente, dados
A € Ry z € E, determinamos una sucesién (r,)n,en contenida en Q y tal que
rn — A; como E es un espacio vectorial topolégico se cumple r,z — Az y por ser
f continua, r,f(z) = f(rnz) — f(Az). Como ademads r,f(z) — Af(z), se deduce
f(Az) = Af(x).] En particular, la aplicacién A € R — f, € CHom(R, R), definida
por fi(u) = Au, es un isomorfismo de grupos abelianos.

(b) Sea G un grupo abeliano topolégico precompacto; entonces CHom (G, R) = {0}.
[Si f € CHom(G,R), f(G) es un subgrupo precompacto de R y por lo tanto
f(G) = {0}.] En particular T no tiene caracteres reales continuos no triviales.

(c) La aplicacién A € R — f, € CHom(Z,R), definida por fy(n) = nA para todos
n € Z, A € R, es claramente un isomorfismo de grupos abelianos.

La siguiente definicion es totalmente analoga a la correspondiente con grupo base T:

DEFINICION 13.44. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Se dird que CHom(G, R)
separa puntos de G cuando para todo z € G, = # 0, existe un f €CHom(G,R) tal que
f(z) # 0; equivalentemente, cuando para todos z, y elementos distintos de G, existe un

f €CHom(G,R) tal que f(x) # f(y).

Todo caracter real da lugar a un caracter complejo mediante composicién con p : x €
R — exp(2miz) € T, lo que conduce a conjeturar la siguiente propiedad:

PROPOSICION 13.45. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Si CHom(G,R) separa
puntos de G, entonces G" también separa puntos de G.

DEMOSTRACION. Sea x € G tal que x(x) =1 para todo x € G*. En particular para
todo f €CHom(G,R) se tiene p(f(x)) =1, es decir, f(z) € Z. La aplicacién

CHom(G,R) — R

f = f(z)
es una forma lineal sobre el subespacio vectorial CHom(G,R) de R®, y dado que su
imagen esta contenida en Z, ha de ser nula. Por hipétesis, z = 0. O

NortA 13.46. La implicacion inversa a la demostrada en la Prop. 13.45 es claramente
falsa en general. De hecho, si G es un grupo abeliano topoldgico con algin subgrupo
precompacto no trivial, CHom(G, R) no separa puntos de G (si C' # {0} es un subgrupo
precompacto de G y f € CHom(G,R), f(C) = {0} por 13.43(b)) y existen multitud de
ejemplos de grupos que tienen subgrupos precompactos no triviales y admiten suficientes
caracteres continuos (por ejemplo, cualquier grupo compacto y de Hausdorff no trivial,
cf. Ej. 13.5).

Analogamente al caso de la topologia de Bohr, dado un grupo abeliano topolégico GG
denotaremos por o(G, CHom(G, R)) la topologia en G inicial con respecto al conjunto
de sus caracteres reales continuos. Teniendo en cuenta la Prop. 11.1 y el hecho de que
Au € CHom(G, R) para todos A € Ry u € CHom(G, R), es claro que los conjuntos de la
forma

u[-1,1], u € CHom(G, R)
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forman una subbase de entornos de cero para o(G,CHom(G,R)), y que esta topologia
es separada si y sélo si los caracteres reales continuos separan puntos de G.

13.47. Entre las topologias o(G,CHom(G,R)) vy o(G,G") no hay ninguna relacién
de contenido valida en general:

(a) Para G = T la topologia o(G,CHom(G,R)) es estrictamente menos fina que
o(G,G") : dado que el tnico cardcter real continuo de T es el trivial (13.43(b)),
o(T,CHom(T, R)) es la topologia indiscreta en T, mientras que o (T, T") = o(T, Z)
(13.1(c)) es la topologia usual de T (1.1).

(b) Si E es un R-espacio vectorial topol6gico no trivial y con suficientes funcionales
lineales continuos, la topologia o(G, CHom(G, R)) es estrictamente més fina que
o(G,G") : como los caracteres reales continuos de E son sus formas lineales con-
tinuas (13.43(a)), (F,o(E,CHom(E,R))) = (FE,o(E, E*)) es un espacio vectorial
topolégico no trivial y de Hausdorff, y por tanto no puede ser precompacto (cf.
[10, Ch. I, §2.4, Théor. 3]), luego o(E, E") y o(FE, E*) son distintas; el hecho
de que o(E, E*) es més fina que o(F, E") es una consecuencia inmediata de que
todo caracter continuo de E es de la forma po f, donde f € E*y p: R — T es el
homomorfismo definido en la Subsec. 2.1 ([41, 23.32], o bien Prop. 17.8).

13.48. Como muestra el tdltimo ejemplo, una forma natural de obtener caracteres
reales continuos es levantando a R los complejos (se dird que un cardcter real f : G — R
se obtiene levantando el cardcter complejo x : G — T cuando x = po f). Es claro que si
un grupo abeliano topolégico G es tal que todo cardcter continuo de G se puede levantar
a algin cardcter real continuo, entonces la topologia o(G, CHom(G, R)) hace continuos
todos los elementos de G y por lo tanto es mds fina que o(G, G").

Un primer resultado de levantamiento es la siguiente Proposicién, adaptada de [41,
24.43], donde se demuestra en el caso localmente compacto. En su enunciado, los grupos
duales se consideran dotados de la topologia compacto-abierta y, se utiliza la denomi-
nacion habitual de subgrupo uniparamétrico de un grupo abeliano topolégico G para el
subgrupo imagen de un homomorfismo de grupos continuo ¢ : R — G.

PROPOSICION 13.49. Sea G un grupo abeliano topoldgico.

(a) Todo cardcter de G que se puede levantar a R pertenece a la union de los subgrupos
uniparamétricos de G".

(b) Si ag es continua, todo cardcter de G que pertenezca a la union de los subgrupos
uniparamétricos de G" se puede levantar a R.

DEMOSTRACION.  (a) Sea x € G” un carécter tal que existe f € CHom(G, R) con
X = po f. Es claro que entonces x € ¢(R), siendo ¢ : R — G” el homomorfismo
continuo definido por ¢(A) = exp(2mi\f).

(b) Fijamos un cardcter y perteneciente a la unién de los subgrupos uniparamétricos de
G". Sea x = ¢(1), siendo ¢ : R — G" un homomorfismo continuo. Consideramos
el homomorfismo dual ¢" : G* — R", definido por ¢"(k) = ko ¢ (13.23).
Sea 1 : R® — R el isomorfismo topolégico descrito en 13.1(a) y 13.22(a). El
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homomorfismo continuo f = 1 o " o ag es un levantamiento de x. En efecto, por
la definicién de 1, para todo z € G se tiene (¢ o ag)(z)(1) = exp(2mif(x)), es
decir, x(z) = ¢(1)(2) = aa(z)(p(1)) = exp(2mif(z)).

O

El siguiente resultado, debido a Dixmier ([26, Théor. 1]) en el caso localmente
compacto y a Nickolas ([62, p. 137]) en su formulacién general, da condiciones de
caracter puramente topoldgico en las que es posible el levantamiento descrito en la Prop.
13.49.

TEOREMA 13.50. Sea G un grupo abeliano topologico que ademds es k-espacio. En-
tonces la componente coneza por caminos del neutro en G" coincide con la unidn de
todos los subgrupos uniparamétricos de G™. En particular (Prop. 18.49(b)) todo cardcter
contenido en esta componente se puede levantar a R.

14. Las pseudonormas || - ||y

La topologia de un grupo abeliano topolégico G' puede generarse siempre a par-
tir de una familia de pseudonormas (Teor. 4.7). En el caso localmente cuasiconvexo,
andlogamente a lo que ocurre en los espacios localmente convexos (cf. Cor. 1.18), estas
pseudonormas pueden definirse en términos de los polares de entornos de cero.

DEFINICION 14.1. Sea G grupo abeliano topoldgico. Para cada V' C G no vacio y
cada x € (G, se define la pseudonorma

||[ly = sup [1 - x(z)|
XEVP

Es inmediato que || - ||y verifica las condiciones de pseudonorma (Def. 4.1). Notar
que si V € Ny(G) el supremo que define ||z||y se alcanza por el cardcter compacto de
V* en las topologias consideradas en G* (Prop. 13.18, Nota 13.19).

PROPOSICION 14.2. Sean G un grupo abeliano topoldgico y V un subconjunto no
vacio de G.

(a) Para todo n € N, se tiene
(V")) = {z € G : ||z]|y < 2367&%}.

En particular V> = {z € G : ||z||v < V2}.
(b) SiV es cuasiconvezo, Viny también lo es para todo n € N y se tiene la igualdad

T
Vi) = G : < 2sen—}.
n) ={r € l|lz||y < sen4n}

(c) SiV es un entorno de cero, || - ||y es una pseudonorma continua en G.
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DEMOSTRACION.  (a) Basta tener en cuenta que
7
x|y < QSen— ELT vy eV (=) € (Ty)w

= VYxeV°Vke{l,...,n} x(x)* = x(kz) € T,
= 1€ (V7w

(b) Laigualdad es consecuencia inmediata de (a). El hecho de que V{,) es cuasiconvexo
si lo es V se deduce de 13.25(c) y 13.25(d), ya que Vi) = (r_, u; (V) donde
up:x € G kx € G, k€ {l1,...,n} son claramente homomorfismos continuos.

(c) Si V es un entorno de cero, V{,) también lo es, para cualquier n € N, y se tiene
Viy C (VP my = {r € G : ||z]]y < 2seng-}.

]

PROPOSICION 14.3. Sea G un grupo abeliano topolégico. G es localmente cuasicon-

vero si y solo si la familia de pseudonormas {|| - |lv, V € No(G)} genera la topologia
de G.

DEMOSTRACION. Si G es localmente cuasiconvexo, los conjuntos del tipo V> = {z €
G :|lzllv < V2}, V € Ny(G) (Prop. 14.2(a)) forman una base de entornos de cero.
Si las pseudonormas || - ||y, con V € Ny(G), generan la topologia de G, en particular
los conjuntos de la forma {z € G : |[z||y < 2sen]-} = (V™)q, (Prop. 14.2(a)), con
V € Ny(G), forman una subbase de entornos de cero en G. Por la Prop. 14.2(b) estos
conjuntos son cuasiconvexos, de forma que (13.30) G es localmente cuasiconvexo. U

A continuacién veremos la relacién entre la pseudonorma || - ||y y el funcional ky :

LEMA 14.4. Sea G un grupo abeliano topolégico y V un subconjunto no vacio de G.
Entonces
(a) ||z||v < mky(z) VzeqG.
(b) Si V es cuasiconvero, entonces \/2ky(z) < ||z|lv Vz € G.

DEMOSTRACION.  (a) es evidente si x € V (ya que ||z||y < 2 < 7y ky(x) = 1).
Supongamos por lo tanto que z € V. Si ky(x) = 0, se deduce que z € Vi, C
(V**)@n) para todo n € Ny por la Prop. 14.2(a), ||z||v = 0. Si ky(z) = 5 para
algin n € N, entonces € V() y de nuevo por la Prop. 14.2(a),

7T 7T
||z|]yv < 2sen in < o < wky(x).

(b) Siz ¢V, ky(x) = 1y por ser V cuasiconvexo (Prop. 14.2(b)) se tiene ||z||y >
V2 = V/2ky (z). Supongamos por lo tanto que = € V. Si ky () = 0 no hay nada que
probar; en otro caso ky(z) = =5 para algin n € N. En particular (n + 1)z ¢ V
y como V es cuasiconvexo, existe un x E V> tal que v2 < [1 — x((n + 1)z)| <

(n+1)|1 — x(z)|. Por lo tanto ||z||y > 2 2 = V2ky ().
]
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PROPOSICION 14.5. Sea G un n-grupo. Son equivalentes:

(a) G es localmente cuasiconvezo
(b) G admite un entorno distinguido cuasiconvezo.
(¢) Para un'V € Ny(G), la pseudonorma || - ||v genera la topologia de G.

DEMOSTRACION.

(a)=(b): Es consecuencia de que todo entorno contenido en un entorno distinguido
es distinguido.

(b)=(c): Sea V un entorno de cero distinguido y cuasiconvexo en G. Los conjuntos

Prop. 14.2(b

Vin) ){x €G:|lz|lv < QSGD%}

forman una base de entornos de G .
(c)=>(a): Es consecuencia de la Prop. 14.3. O

En lo que resta de esta secciéon generalizaremos al contexto de grupos topoldgicos
abelianos la conocida construccién del espacio normado (sp V,py)/py' (0), donde E es
un espacio vectorial y V' un subconjunto convexo y equilibrado de F (cf. 27.1).

Sea G un grupo topoldgico abeliano, V' un entorno de cero cuasiconvexo en G. En
estas condiciones (Prop. 14.2(c)) || - || es una pseudonorma continua. Consideremos el
grupo pseudonormado (G, || - ||v). Es claro que (Prop. 14.2(b))

Clyy, ({0}) ={z € G : ||z]|y = 0} = (] Vin) = Vi)

neN
y por lo tanto, el grupo de Hausdorff asociado a (G, || - ||v/) es
G, ||
AN
Vo)
Denotaremos el homomorfismo canénico (G, || - ||v) = Gv por ¢y, y la identidad (con-

tinua) (G, 7¢) — (G, || - ||v), por iy.

PROPOSICION 14.6. Si G es un grupo topoldgico abeliano y V es un entorno cuasi-
convezxo de 0 en G, entonces

(a) Para todo z € G, se tiene
z eV & py(x) € (V).

(b) Para todo xz € G, se tiene ||y (x)||p, vy = |||V
(c) Gy es un n-grupo de Hausdorff localmente cuasiconvero. El entorno de cero
ov (V) es distinguido y cuasiconvezo en Gy .

DEMOSTRACION. El enunciado de (a) es equivalente a que V + V(o) = V. Dados
y €V yv € V), se tiene

ly +ollv < llylly + [Jolly = llylly < V2
y por lo tanto (Prop. 14.2(a)) y+v € V.
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Es sencillo demostrar que la aplicaciéon y — x o ¢y o iy define una biyeccion entre
los polares de ¢y (V) en Gy y de V en (G, 7). De aqui, (b) es inmediato.

El hecho de que ¢y (V') es cuasiconvexo si lo es V' es una consecuencia inmediata de
(b). Por otra parte, los conjuntos Vi) = {z € G : [|z||y < 2sen -}, n € N (Prop.
14.2(b)) forman una base de entornos de cero en (G, ||-||v) y por lo tanto, los conjuntos
goV(V(n)), n € N forman a su vez base de entornos de cero en GGy,. Es consecuencia de
(a) que para todo n € N, ¢y (Vin) = ¢v(V)@m) y en particular, el entorno ¢y (V) es
distinguido en Gy. Por la Prop. 14.5, Gy es un n-grupo localmente cuasiconvexo.

U

14.7. Sea GG un grupo localmente cuasiconvexo y V, U entornos de cero cuasiconvexos
en (G, tales que V C U. El homomorfismo de grupos

dvv : Gy = Gy, dvulev(z)) = pu(z)

estd bien definido, es sobreyectivo y continuo. Esto es una consecuencia inmediata de la
Prop. 14.6 y el hecho de que || - ||y < || - |]v.

15. Resultados de dualidad para sumas directas

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades de dualidad y el cardcter local-
mente cuasiconvexo de las topologias definidas en la suma directa de una familia de
grupos abelianos topolégicos (Sec. 12).

15.1. Si {G; : i € I} es una familia de grupos abelianos y €,.; G; denota la suma
directa algebraica de los Gj, es inmediato que cualquier cardcter x : @,.,;G; — T
es de la forma x — [[,.; xi(x;), donde x; es el cardcter x o v; de G, para todo i € I.
Inversamente, para toda familia (x;)icr € [[;c; Hom (G;, T), la expresién « — [ [, xi(z:)
define un cardcter del grupo abeliano @, ; G;.

En el siguiente Lema consideramos el grupo abeliano []
algebraico de ,.; G, en el sentido de 15.1:

Hom (G;, T) como dual

el

LEMA 15.2. Sean G; (i € I) grupos abelianos topoldgicos, y para cada i € I, sean
Vi, U; subconjuntos no vacios de G;.

(a) Si para todo i € I se cumple V; +V; +V; C U;, entonces [ [;.; U; C (@EZ)I Vi)".
(b) Si para todo i € I se cumple V; +V; C U, entonces ([[;c; Vi) C @EZ)I U;”.

DEMOSTRACION.  (a) Sean z € EBZ(?I Vi vy (Xi)ier € [1,¢; Uy~ Denotamos por A el
conjunto finito formado por los i € I tales que z; # 0. Se tiene

5.3(c 1
i€l i€l
Sean n; € N (i € A) tales que z; € (Ui)n,), ZieA# < 1. Por el Cor. 3.7,

Xi(%i) € Ty, para todo i € Ay en particular [[..; xi(zi) = [[;ca xi(z:) € T, ya
que Y ica n% < 1.
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(b) Sea z € ([];c; V)" Vamos a demostrar que Y, ||2||o; < v/2, lo que, debido al

Lema 14.4(b), implica ), ; kyp<(z;) < 1 (notar que || - ||y = || - [[y»« para todo
U).
Si x; € U para todo ¢ € I, se tiene
T
15.1 T[—-, - )i —1,0,1}
(15.1) [T €T3 ) Ve € (10,1

ya que V; + Vi C Ui = X, X% € V} para i € I; en particular [Lc: Xi (i) ¥
(I'Ler ;' (:))* pertenecen a Ty, y basta aplicar el Cor. 3.7. De (15.1) y la Prop.

3.12 se deduce
D 1= xalws) |<—<\f

el

O

15.3. Sea (G})icr una familia no vacia de grupos abelianos topoldgicos, y 7 una
topologia de grupo definida en la suma directa €,.; Gi, que hace continuas las in-
clusiones v; : G; = @,c; Gi (es decir, T C 7Tf). El grupo dual de (B,.;Gi,T) se
puede identificar con un subgrupo del producto HZE 1 G, en el sentido de que para to-
do x cardcter T-continuo de ,.; G;, existe una tnica familia (x;)ics en [[,.; Gi* con
x(x) = [Lics xi(:) para todo z = (;) € ,; G; (concretamente, x; = X © v; para todo
i € I) y ademds el homomorfismo de grupos

®: (Bic;Gi T)" = 1L, G
X = (X 0 i)ier
asi definido es inyectivo. Este resultado, de demostracién inmediata, es una primera
aproximacién a la dualidad entre suma directa y producto de grupos topoldgicos; a
continuacion lo afinaremos:

TEOREMA 15.4. Con las notaciones e hipdtesis de 15.3, supongamos que los grupos
G; son de Hausdorff y consideremos en (,c; Gi, T)" la topologia compacto-abierta aso-
ciada a T y en [[;c; Gi", la topologia producto asociada a las compacto-abiertas en cada
G". Se tiene:
(a) El homomorfismo ® es continuo.
(b) Si T D T., ® es un encajamiento topoldgico.
(c) SiT DT, ® es un isomorfismo topoldgico.

DEMOSTRACION.  (a) Sea V un entorno de cero para la topologia producto de
[Lc;(Gi", 7xc). Por 13.17 y la definicién de topologia producto, existe un subcon-
junto finito {z’l, ...,in} C Iy subconjuntos compactos K, C G;, (n € {1,. N})
tales que [o_ 1pZn "(K®) C V (p; denota la proyeccién j-sima (X,) € Hzel N

Xj)- Sea K = Un:1 vn(K,). Por ser v, continua para todon € {1,..., N}, K es
T-compacto. Es claro que ®(K"”) C ﬂivzlp[nl(K;) (si x € K*y ®(x) = (Xs)ier,
se tiene x;, (K,) = x(v;, (K,)) C x(K) C T, para todon € {1,...,N}); como V
era arbitrario, esto demuestra el caracter continuo de ®.
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(b) Sea U un entorno de cero para la topologia compacto-abierta de (P, ., G;, T)".

’LEI (2
Por 13.17, existe un subconjunto 7-compacto K de P,., G; tal que K* C U. De
la Prop. 12.3 se deduce que existe un subconjunto finito {i1,...,ixy} C I tal que

K C ij:l v, (Gi,). Sea u; : @,.; Gi — G la proyeccién sobre el sumando Gj,
para cada j € I; como 7 D 7., en particular u; es 7T-continua y por lo tanto
u;(K) es compacto en G para todo j € I. Sea V = (", pi.* W(u;, (K),Tw)); V
es un entorno de cero en [[,.;G;" y ademds ®(U) D Im® N V. En efecto, si
X € (B;c; Gi, T)" es tal que x(v;, (ui, (K))) C Ty para todo n € {1,..., N}, se

demuestra que x € K* :

N N
v € K= x(z) = [[ xin(2i,) € [[Tw € Ty
n=1 n=1

(c) Basta ver que ® : (@,;c;Gi,Ta)" — [l,c; Gi" es sobreyectiva. Sea (xi)icsr €
[Lie; Gi*. Para cada i € I, sea U; € Ny(G;) con x; € U, y Vi € Ny(G;) con

Vi +Vi+ Vi C U;. Por el Lema 15.2(a), el caracter de €, ; G; asociado a (X;)ier
pertenece al polar (algebraico) (EBEZ)I ;)" v en particular, es T,-continuo (13.2(a)).

]

NoTta 15.5. ' @ : (@ge)A Go)" = [1,ea Ga” no es sobreyectiva en general. Concre-
tamente, si G, = R con su topologia usual para todo « € A, e identificamos [] ., G
con R* (13.1(a)), la imagen de ® es el subgrupo de R4 formado por las familias (1ta)aca
con soporte numerable; en otras palabras, el cardcter algebraico

z € R} — exp(2mi Z,uaxa)

es T.-continuo si y sélo si p, = 0 para todo « en el complementario de un subconjunto
numerable de A. [Supongamos que para todo o € A\ B se cumple p, = 0, siendo
B C A numerable. El cardcter z € (Ry',7;) — exp(2mi )., 4 HaTa) €8 continuo si
y sblo silo es z € (RY,7;) — exp(2mi Yy cp Mala) (12.6), pero en esta suma directa
numerable la topologia 7, coincide con la 7, y cualquier familia de escalares reales da
lugar a un cardcter continuo (Teor. 15.4(c)). Inversamente, supongamos que x : & —
exp(27i Yy 4 HaTa) €s Tr-continuo. Existe (Ej. 12.7) A = (Ag)aca €]0,00[* tal que
X(Rp) C Ty, es decir,

TERY, [T S Xa VO EA = D pazq € [-1/4,1/4] + Z
a€cA

En particular para todo A € F(A), se tiene que Y A fa[—Aa; Aa] estd contenido en
[~1/4,1/4] + Z y, por conexién, en [—1/4,1/4]. Luego ) x Aaltta] < 1/4 para todo
A € F(A); esto implica (ya que A, # 0 para todo a) que i, = 0 para todos o € A salvo
una cantidad numerable.]

LEn esta Nota cambiamos la notacién del conjunto de indices y sus elementos para evitar confusiones
con la unidad imaginaria.
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NoTtaA 15.6. Utilizando la Prop. 3.8 es sencillo demostrar el andlogo del Lema 15.2(a)
para los entornos bésicos de la topologia 7, en €, ., G; (ver Subsec. 12.4) y, como
consecuencia, llegar a que el Teorema 15.4(c) sigue siendo cierto si sustituimos 7, por 7,
en su enunciado. En particular el grupo dual de @Z(Z)I G , con la topologia compacto-
abierta, es topolégicamente isomorfo de forma natural al producto topolégico de los
duales, también dotados de las topologias 7 respectivas. Este resultado fue demostrado
por Kaplan? en 1948 ([53]), aunque lo enunci6 bajo condiciones algo mds restrictivas.
La variante de esta identificaciéon para 7 = 7,, contenida en el Teorema 15.4, aparece en
[7, 14.11]. El hecho de que los grupos duales de @E?I Gy @52 G; coinciden algebraica
y topolégicamente estd recogido como Theor. 4.3 en [63].

En [53] y [7, 14.11] también se demuestra la identidad algebraica y topoldgica entre
el grupo dual del producto topolégico [[,.; Gi y la suma directa €p,.,; Gi", dotada re-
spectivamente de las topologias 7, y 7,, y de nuevo considerando en todos los duales las
topologias de la convergencia uniforme en compactos. Notar que, independientemente
de este resultado, se deduce de la Prop. 12.13(b) que las topologias 7, y 7, coinciden
en @, ; G;" ya que se trata de una suma directa de grupos localmente cuasiconvexos
(13.35) y en particular todos ellos admiten una base de entornos de cero formada por
conjuntos de Kaplan (Prop. 13.26).

TEOREMA 15.7. Sea (G;)ic; una familia de grupos topoldgicos abelianos localmente
cuasiconveros. La topologia asterisco T, es la topologia localmente cuasiconvera mds fina
en @,.; Gi que hace las inclusiones continuas.

DEMOSTRACION. e 7, es localmente cuasiconvexa: Sea U; entorno cuasiconvexo
de cero en Gj;, para todo ¢ € I. Si V; y W; son entornos de cero en G; tales que
Wi+ W, +W; CV;, V; + V; C U; para todo i € I, el Lema 15.2 implica

(a) (a)
@ielm = (H Vi) c @ieIUi'
icl
(I'Lic; V&)< es un subconjunto cuasiconvexo del grupo discreto @,.,G; (Ej. 13.28);
como ademds es un 7,-entorno de cero (ya que contiene a @EZ)IW,) es un entorno
de cero cuasiconvexo en la topologia asterisco (13.25).

e 7, hace las inclusiones continuas: es claro.

e 7, es la mas fina en esas condiciones: Sea 7 una topologia localmente convexa en
€D,c; Gi que hace las inclusiones continuas. Sea U un entorno de cero cuasicon-
vexo en (P,.; Gi, T). Para todo i € I existe un entorno de cero U; en G; tal que
v;(U;) € U. Sea U® el polar de U para la topologia 7. Como 7T hace las inclu-
siones continuas, cualquier caracter 7 -continuo se puede identificar con una familia
(Xi)ier de [[;e; Gi"* (15.3); como para todo ¢ € I se cumple v;(U;) C U, es inmedi-
ato que de hecho U” C [[,.; U?. Se tiene por lo tanto ([[.., Ur)® C U™ = U, pero

i€l i€l 1
(ILic; U?)< es un T,-entorno de cero por el Lema 15.2(a).

2De hecho, el propésito de la introduccién de la topologia asterisco y del propio funcional original
de Kaplan fue la definicién de una topologia de grupo en la suma directa que cumpliera esta propiedad
de dualidad y la descrita en el parrafo siguiente.
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U

COROLARIO 15.8. Sea (G;)icr una familia de grupos topoldgicos abelianos localmente
cuasiconveros. La topologia asterisco T, en @,c; G; es la topologia localmente cuasicon-
veza asociada a Ty (en el sentido de la Prop. 13.36).

DEMOSTRACION. Tenemos que comprobar que en las condiciones del enunciado, 7,
es la topologia de grupo localmente cuasiconvexa maés fina entre las menos finas que 7.
Teniepdo en cuel'ita que una top.ologla de grupo 7 en P,.; G es menos ﬁr}a que Ty siy
sélo si hace continuas las inclusiones, se trata de una consecuencia inmediata del Teor.

15.7. U

Notar que por la Prop. 13.36, la topologia localmente cuasiconvexa asociada tiene el
mismo dual que la original, lo que, para el caso de 7, y Ty forma parte de lo demostrado
en el Teor. 15.4.

COROLARIO 15.9. Sea (G;)icr una familia de grupos topoldgicos abelianos localmente
cuasiconveros. La topologia T; en €,.; G es localmente cuasiconveza si, y sélo si,
coincide con T,.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Cor. 15.8. O

NotaA 15.10. El hecho de que si los grupos de partida son localmente cuasiconvexos,
la topologia asterisco en la suma directa es localmente cuasiconvexa, aparece enunciado
en [7] (Prop. 1.16), y probado en [4] (Prop. 6.8 (iii); la demostracién incluye el Lema
15.2(a)).

16. Dualidad de cuerpos valuados localmente compactos

Las propiedades de los espacios vectoriales topoldgicos sobre R 6 C derivadas de la
estructura de grupo abeliano topolégico que les dan la operacién interna y la topologia
compatible, son sobradamente conocidas y estdn estudiadas en profundidad ([7, §2]).
En esta seccién y la siguiente veremos que buena parte de ellas pueden enunciarse y
probarse suponiendo que el cuerpo base es un cuerpo valuado localmente compacto ar-
bitrario. La parte significativa de esta generalizacién es la referida al caso de valuacion
no arquimediana, ya que cualquier cuerpo con valuaciéon arquimediana se puede encajar
en C (Teor. 16.1) pero nuestro enfoque permite un tratamiento unificado de los casos
real, complejo y p-adico, ademdas de mostrar que determinadas propiedades especificas de
R y C, como la conexion local, no resultan esenciales para probar el caracter autodual
del cuerpo (Teorema 16.4) o la existencia de levantamiento de los caracteres del espacio
vectorial a funcionales lineales continuos (Prop. 17.8).

16.1. Cuerpos valuados. Comenzaremos retomando algunas definiciones y resul-
tados basicos en relacién con los cuerpos valuados. Para una exposicion mas sistematica
de esta teorfa se puede consultar [5] o [87].

Si (F,| - |) es un cuerpo valuado, denotamos por |F| el conjunto {|t| : t € F}. Es
inmediato comprobar que |F| \ {0} es un subgrupo del grupo multiplicativo ]0, co[; este
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ultimo es topoldgicamente isomorfo al grupo aditivo R con la topologia usual, y por lo
tanto (Subsec. 2.1) |F| \ {0} es o bien discreto, o bien denso en |0, co[; la valuacién se
dird, respectivamente, discreta o densa. El subgrupo [F| \ {0} se reduce al {1} si y sélo
si la valuacién es trivial.

Dos valuaciones | - | y | - |' sobre el mismo cuerpo F se dicen equivalentes cuando
existe un s > 0 tal que |t|' = |t|* para todo t € TF.
Se dice que la valuacién | - | es arquimediana cuando la sucesién de nimeros reales

(In - 1p|)nen no estd acotada. La valuacién dada por la restriccién del médulo a un
subcuerpo de C es claramente arquimediana y de hecho es la tinica en el sentido del
siguiente resultado cldsico (|74, Th. 1.2]):

TEOREMA 16.1. (Ostrowski) Todo cuerpo F dotado de una valuacién arquimediana
es isomorfo a un subcuerpo I de C y su valuacion es equivalente a la valuacion inducida
en ® por el mddulo.

EJEMPLO 16.2. Dado un nimero primo p, definimos la aplicacion | - |, : Q — [0, oo
de la siguiente forma:

1], = p" si0#t=73gp" donden €Z, mcd(a,p) = mcd(b,p) =1
P71 0 sit=0.

| - |p es una valuacion no arquimediana sobre el cuerpo Q, llamada valuacidn p-ddica.

La condicién de no arquimedianidad puede sustituirse por otra aparentemente mucho
mas fuerte: Si (F, | - |) es un cuerpo valuado y | - | es no arquimediana, entonces se cumple
la desigualdad ultramétrica

It + s| < max{[t|,|s|]} Vt,seTF.

Notar que todo cuerpo con valuacién no arquimediana (“cuerpo no arquimediano” en lo
sucesivo) es un grupo TNA| ya que los conjuntos de la forma By = {t e F: [t| < A}, A >
0, son subgrupos de F.

Si consideramos en el cuerpo valuado (F,| - |) la topologia separada de grupo dada
por su valuacién, la complecién F de F (1.5) tiene candénicamente estructura de cuerpo
valuado, de forma que las nuevas operaciones y la valuacion en F extienden las definidas
en F. En particular el cuerpo valuado complecién de (Q, | - |,), se suele denotar Q,; este
cuerpo es localmente compacto y constituye de hecho un ejemplo muy representativo en
la teoria de grupos localmente compactos abelianos (cf. [41, Sect. 10], [2]).

16.2. Autodualidad de los cuerpos valuados localmente compactos. En
13.22(a) hemos visto que el grupo dual de R es topolégicamente isomorfo a R; de he-
cho que R es “fuertemente autodual” en el sentido definido en [34], es decir, existe un
isomorfismo topolégico V : R — R tal que V(t)(s) = V(s)(t) para todos t, s € R .
En concreto, se puede definir V(t)(s) = ¢(ts), donde ¢ : R — T es un cardcter no
trivial de R. Si intentamos trasladar esta propiedad a otros cuerpos valuados, encon-
tramos de forma natural la restriccién de compacidad local (Prop. 16.8), que condiciona
drasticamente la estructura del cuerpo:
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e Si (T, | - |) es un cuerpo valuado arquimediano y localmente compacto, sustituyendo
| - | por una valuacién equivalente obtenemos que F = R 6 F = C con sus
valuaciones canénicas. Esto es debido al Teorema de Ostrowski (Teor. 16.1) y al
hecho de que el tnico subcuerpo localmente compacto propio de C es R x {0}
(87, Ex. 27.1)).

e La estructura de los cuerpos valuados no arquimedianos localmente compactos
(los llamados cuerpos locales) es més flexible (cf. [59, p. 7]), pero su valuacién es
necesariamente discreta (Théor. 1.7 en [59]).

En el resto de la secciéon nos proponemos demostrar el caracter autodual, en el sen-
tido apuntado arriba, de los cuerpos (no trivialmente) valuados localmente compactos,
considerados como grupos abelianos topolégicos. La discusién precedente nos permitiria
dividir el estudio en los casos real, complejo y no arquimediano, y utilizar el caracter
discreto de la valuacion en este ultimo. Sin embargo, daremos una demostracion general.

Necesitaremos el siguiente resultado:

PROPOSICION 16.3. Sea G un grupo topoldgico abeliano semirreflezivo y tal que todos
los subgrupos cerrados de G™ son dualmente cerrados. Entonces cualquier subgrupo de
G" que separe puntos de G es denso en G".

DEMOSTRACION. Es la Prop. 31 de [61]. En esta referencia aparece enunciado para
grupos localmente compactos, pero sélo se utilizan en la demostracién las hipétesis de
arriba. ]

En lo sucesivo F denota un cuerpo valuado, localmente compacto, con valuacion
| - |. Para cada A > 0, By := {t € F : |t| < A}. Si | - | es no trivial, los conjuntos
By, X € |F| \ {0} forman una base de entornos de cero y una cobase de los subconjuntos
compactos de I, de donde el conjunto de sus polares es una base de entornos del neutro
en el grupo (F"*, 1) (13.17).

TEOREMA 16.4. Sea F cuerpo valuado localmente compacto, con valuacion no trivial.
Sea @y € F* no trivial. Entonces @y : F — F* definido de la forma ©o(t)(s) = @o(ts), es
un isomorfismo topoldgico si en B consideramos la topologia compacto-abierta.

Mads concretamente, el nimero real positivo

ap = mdz{a € |F| : po € B3},
estd bien definido y se verifica
Ap € R, Au=ay = po(B,) = B5.

DEMOSTRACION. Notar que la existencia de un cardcter no trivial ¢y de F estd
garantizada por ser F un grupo localmente compacto (13.6). Es inmediato que gg(t) es
un caracter continuo de F para todo ¢t € F, y del hecho de que ¢y no es idénticamente 1
se deduce que el homomorfismo de grupos @, es inyectivo.

Sea A= {a € |F|: ¢y € B:}. Veamos que ay =sup A € A. Para cada n € N existe
t, € F tal que ag — % < |ta] < a0y wo(Byt,|) C T4. Sea t,, una subsucesién convergente
de (t,); si t = limgextn,, es claro que [t| = «p. Veamos que ¢y(By,) C T.. Basta
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demostrar que ¢y(s) € T, para todo s € F con |s| = ay. Fijado s en esas condiciones,
la sucesién s, = t,, t"'s converge a s en F y verifica po(s;) € T} para todo k € N, de
donde py(s) € Ty.
Si Ay u son elementos de |F| tales que Ay < «p, entonces es trivial que @o(B,) C B5.
Si Ay p son elementos de |F| tales que A > o, entonces o(B,) O ¢o(F) N B5. En
efecto,

Polt) € By = o € (tBr)” = (Bay)”
Q
= Al <ao=[t| < - < p

Por lo tanto, ¢ es un encajamiento. Demostraremos que es sobreyectivo aplicando
la Prop. 16.3. Es inmediato que ¢q(F) separa puntos de F; y el resto de las hipétesis de
la Prop. 16.3 son consecuencia del cardcter localmente compacto de F (13.39). Deduci-
mos asi que @o(F) es denso en F*. Como () es un grupo localmente compacto y en
particular completo, necesariamente coincide con F*, lo que, junto con las inclusiones de
arriba, demuestra el Teorema. O

NoOTA 16.5. Siempre se puede escoger @, € F* de forma que oy = méx{«a € |F| :
wo € B2} =1 : dado ¢ € F" no trivial, basta definir ¢o(t) = ¢(tot) siendo |tg| =
méax{a € |F| : ¢ € B.}.

El hecho de que @, es un isomorfismo algebraico, que forma parte de lo demostrado en
el Teorema 16.4, tiene interés como resultado aparte:

COROLARIO 16.6. Sea F cuerpo valuado localmente compacto, con valuacion no triv-
ial. Sea ¢y € F" no trivial. Entonces, para toda ¢ € F* existe un inico t, € F tal que

©o(s) = o(ty,s) VseT.

NoTA 16.7. Si la valuacion de T es trivial el Teor. 16.4 es falso, salvo en el caso de
que el cuerpo sea finito; de hecho ©y no puede ser siquiera sobreyectiva. Esto es una
consecuencia inmediata del resultado debido a Kakutani que afirma que para todo grupo
abeliano discreto e infinito G, se verifica |G| = 2/9/. ([41, 24.47]).

El siguiente resultado muestra que el caracter localmente compacto de F es esencial
para la validez del Teorema 16.4:

PROPOSICION 16.8. Sea (F,| - |) un cuerpo valuado. Si existe o € F tal que el
homomorfismo de grupos ¢ : F — (F*,71x), definido por po(t)(s) = wo(ts) para todos
t, s € F, es un isomorfismo topoldgico, entonces F es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 tal que ¢y € BY. Es inmediato que @o(B;) C B2, y en
particular ©o(B;) es relativamente compacto (Prop. 13.18). Como @y es un homeomor-
fismo, B es relativamente compacto, luego compacto. O

NoTA 16.9. La propiedad de autodualidad demostrada en el Teor. 16.4 se puede
enunciar para cuerpos topoldgicos localmente compactos no discretos, ya que la topologia
de cualquier cuerpo topolégico localmente compacto viene dada por una valuacién ([87,
1.9.8)).
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NotA 16.10. El hecho de que R es autodual es un resultado clasico; en cuanto
al caso no arquimediano, Tate ([83]) demostré en 1960 que cualquier cuerpo local es
topolégicamente isomorfo a su dual. La demostraciéon de Tate, al igual que la presen-
tada aqui, utiliza el teorema de dualidad de Pontryagin. Phillips ([66]) demuestra este
resultado a partir de una version simplificada del Teorema de Pontryagin para grupos lo-
calmente compactos cerodimensionales. Existen demostraciones del cardcter autodual de
Q, que no utilizan el teorema de dualidad (Hewitt-Ross ([41, 25.1]), Washington ([88]),
Samelson ([77]); teniendo en cuenta que existen resultados estructurales que permiten
reducir el problema de autodualidad de un cuerpo local general al caso p-adico ([66]), y
que, como hemos visto, el caso arquimediano es reducible al de R, vemos que se puede
dar una demostracién del Teor. 16.4 sin acudir al teorema de Pontryagin.

Asimismo, en el capitulo 9 de [74] se desarrolla una teoria de dualidad para grupos
topolégicamente no arquimedianos, en la que el grupo donde toman valores los caracteres
es el subgrupo 7" de T formado por todas las raices de 1, y dotado de la topologia discreta.
Si llamamos G* al grupo de caracteres continuos de G en 7', G® es de forma natural un
grupo TNA, considerando la base de entornos del neutro formada por los subgrupos
anuladores de los de la base de G. Se puede demostrar (teorema 9.14 en [74]) que si
F es no arquimediano y localmente compacto, y X es un elemento no trivial de F*, x,
define, de forma andloga a la descrita en el Teor. 16.4, un isomorfismo topolégico entre
F y F*. Para una amplia clase de s-grupos (que incluye a los F localmente compactos no
arquimedianos: ejercicio 9.C en [74]) F* y F* son topoldgicamente isomorfos de forma
canénica, asi que de la construccién hecha en [74] se puede deducir el teorema 16.4 para
el caso no arquimediano.

NorA 16.11. No existe una clasificacién de los grupos localmente compactos abelia-
nos autoduales. Algunos ejemplos significativos, distintos de los que hemos analizado
en esta seccién, se pueden encontrar en [41, 25.34]; en [2, 4.37] se hace una pequefia
historia del problema, que podemos actualizar parcialmente mencionando los métodos
homolégicos desarrollados en las referencias [33] y [34], en las que ademds se introduce
el concepto de grupo fuertemente autodual y se deja abierto el problema de la existencia
de grupos localmente compactos autoduales pero no fuertemente autoduales.

17. Dualidad de espacios y grupos vectoriales topolégicos

17.1. Topologias de grupo en espacios vectoriales. En adelante nos encon-
traremos con mucha frecuencia, tanto para proporcionar ejemplos como para desarrollar
o motivar parte de la teoria, en el contexto de un F-espacio vectorial F, dotado de una
determinada topologia 7 que no cumple en general las condiciones de compatibilidad que
harfan de (F,7) un espacio vectorial topol4gico, sino otras menos exigentes.

DEFINICION 17.1.  (a) Sea F un espacio vectorial sobre un cuerpo F, y 7 una
topologia en E tal que los homomorfismos de grupos abelianos
(ExE,TxT1) — (E,T) (E,7) — (E,7)
(z,y) — z+vy, x — iz
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para todo ¢t € F, son continuos. En estas condiciones se dice que (F, 7) es un grupo
vectorial topoldgico sobre F.

(b) Sea (E,7) un grupo vectorial topoldgico sobre un cuerpo valuado F. Se dice que
(E,T) es un grupo vectorial localmente equilibrado sobre F cuando existe una base
de entornos de cero en E formada por conjuntos equilibrados.

Es claro que todo grupo vectorial topolégico es un grupo abeliano topolégico consi-
derado con su estructura aditiva.

17.2. SiF es un cuerpo valuado, todo F-espacio vectorial topoldgico E es claramente
un F-grupo vectorial localmente equilibrado (1.15).

EJEMPLO 17.3. Sea (F,| - |) un cuerpo valuado. F es un F-espacio vectorial; si 74
denota la topologia discreta en F, (I, 14) es claramente un F-grupo vectorial localmente
equilibrado.

EJjempPLO 17.4. Consideremos R como R-espacio vectorial, dotado de la topologia
de Bohr o(R,R"). E = (R, 0(R,R")) es un R-grupo vectorial topoldgico, no localmente
equilibrado. [Se deduce del Cor. 17.12 que E es un grupo vectorial topoldgico, aunque
se demuestra trivialmente teniendo en cuenta que es un grupo abeliano topoldgico y que,
para todos A\ # 0, >0, a > 0,

A([=e, €] + aZ) = [=|\e, |Ne] + alA|Z

de donde (teniendo en cuenta 13.15(a)) se deduce la continuidad de los homomorfismos
x — Az para todo A € R. Como E no tiene entornos acotados de cero (13.15(b)), el
tnico entorno de cero equilibrado es todo el espacio.]

NoTA 17.5. Raikov ([70]) introdujo el concepto de grupo vectorial topolégico. La
identificacién de (R, o(R, R") como grupo vectorial topoldgico se debe a Dergacev ([19]),
que lo presenté como ejemplo de que un grupo vectorial topolégico conexo no tiene por
qué ser un espacio vectorial topolégico, a diferencia de lo que Kenderov habia demostrado
para los grupos vectoriales localmente convexos (ver Def. 18.4).

De la misma forma que en espacios vectoriales topoldgicos, dado un grupo vectorial
topolégico E definido sobre un cuerpo topolégico F denotaremos por E* el subconjunto
de CHom(F,F) formado por las formas lineales y continuas de E en F. Es claro que E*
es un subespacio vectorial de F¥.

EJEMPLO 17.6. Para el grupo vectorial topoldgico E descrito en el Ejemplo 17.4 se
cumple E* = {0}; de hecho, dado que E es precompacto (Prop. 18.14), CHom(E,R) =
{0} (13.43(b)). Notar que sin embargo EN = R" (13.12) es un grupo abeliano isomorfo
aR (13.1(a)).

17.2. Relacion entre el grupo dual y el espacio dual. A continuacién des-
cribiremos la relacion entre los duales de un espacio vectorial topolégico E como grupo
y como espacio vectorial. En el caso de que el cuerpo base sea R, es un hecho conocido
y frecuentemente utilizado (cf. Nota 17.14) que se puede establecer un isomorfismo
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natural entre ambos duales, que pasa a ser topoldgico si hacemos intervenir las topologias
compacto-abiertas correspondientes. Nuestro propésito es generalizar este resultado para
un cuerpo base valuado localmente compacto arbitrario.

El primer paso en esta direccion es el que establece que los caracteres de E se pueden
levantar a funcionales lineales continuos (Prop. 17.8); en la demostracién utilizaremos
el siguiente resultado previo:

LEMA 17.7. Sea E un grupo vectorial localmente equilibrado sobre un cuerpo valuado
(F,| - |), localmente compacto y con valuacion no trivial. Sea @y un cardcter no trivial
deF y f: E — T una forma lineal. Entonces [ es continua st y sélo si lo es pgo f.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ o f es continua. Demostraremos que g o f
es continua, lo que junto con el Teor. 16.4 implicard la continuidad de f. Se trata de
demostrar que

VA€ [FI\{0} U € No(E), wo(f(U)) C Bs.
Existe un entorno equilibrado de cero W en E tal que ¢o(f(W)) C T,. Definimos
U = t7'W, siendo t € F tal que [t/ = A. U es entorno de cero por ser E un grupo
vectorial topolégico. Si ahora fijamos x € U y s € B, se tiene sz € st W C W y por
lo tanto
@o(f(2))(s) = @o(sf(z)) = wo(f(sz)) € Ty.
O

PROPOSICION 17.8. Sea E un espacio vectorial topolégico sobre un cuerpo valuado
localmente compacto F, con valuacion no trivial. Sea ¢y : B — T un cardcter continuo
no trivial. Entonces, para cada x € E" existe una inica forma lineal continua f : E — F
tal que x = @g o f.

DEMOSTRACION. Sea x € E”. Para cada x € E, la aplicacién t — x(tz) es un
cardcter en F y, por el Corolario 16.6, existe un tdnico f(z) € F tal que x(tz) =
wo(tf(xz)) Vt € F; en particular, x(z) = ¢o(f(z)). Es inmediato que f : E — F es
lineal. Por otra parte, si g : E — F es una forma lineal tal que x = g o g, entonces para
todos t € Fy x € E se tiene x(tx) = po(9(tx)) = @o(tg(x)) y por lo tanto g = f. La
continuidad de f es consecuencia inmediata del Lema 17.7. O

NoraA 17.9. La Prop. 17.8 no es cierta en grupos vectoriales topoldgicos generales.
Consideremos E = (R, 74), donde 74 denota la topologia discreta. E es un grupo vectorial
topolégico (Ejemplo 17.3), todo elemento f de E* es claramente de la forma f(z) = ux,
para algin y € R, y si, fijado ¢y € R", un cardcter x : E — T se puede levantar por g
a una forma lineal f : E — R, ese levantamiento es tinico [ es necesariamente de la
forma g () = exp(2midoz), para un \g # 0 en R (13.1(a)). Supongamos que fi, fo € E*
verifican @go fi = o fo = x; si fi(z) = mx y fo(r) = pex para todo x € R, esto implica
que Ao(p1 — p2)x € Z para todo x € R y dado que Ay # 0, necesariamente p; = po.]
Como consecuencia el subgrupo de E” formado por los caracteres que se pueden levantar
por ¢q a formas lineales es biyectivo con E*. Como el cardinal de E" es estrictamente
mayor que el de E* ([41, 25.6]), hay caracteres de E que no se pueden levantar. (Ver
también el Ejemplo 17.6)
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NoTA 17.10. La Prop. 17.8 también resulta ser falsa en general si eliminamos la
hipétesis de la compacidad local del cuerpo base: en [79, p. 195] se da un ejemplo
de espacio vectorial topolégico E, sobre un cuerpo valuado, tal que E* = {0} y F
pertenece a la clase de lo que en la Sec. 18 llamaremos espacios localmente convexos no
arquimedianos que, como alli se demuestra, tienen dual no trivial como grupos; de hecho
son localmente cuasiconvexos.

17.11. La relacién entre funcionales lineales continuos y caracteres continuos que
establece la Prop. 17.8 implica en particular que si E es un espacio vectorial topolégico
sobre un cuerpo no trivialmente valuado y localmente compacto F, entonces E” separa
puntos de E si y s6lo si lo hace E* : en efecto, si F tiene suficientes caracteres continuos,
dado z € E no nulo existe un y € E" (necesariamente de la forma x = g o f, siendo
f € E* y ¢y € F* no trivial) con x(z) # 1 y en particular f(z) # 0; inversamente, si F
tiene suficientes formas lineales continuas, para cualquier x no nulo en E basta encontrar
f € E* con f(z) # 0y (dado que F" separa puntos de F) un ¢ € F* tal que o(f(z)) # 1;
el caracter continuo x = ¢ o f no se anula en .

El siguiente corolario de la Prop. 17.8 proporciona ejemplos interesantes de grupos
vectoriales topoldgicos:

COROLARIO 17.12. Sea E un espacio vectorial topologico sobre un cuerpo valuado
localmente compacto T, con valuacion no trivial. Entonces (E,o(E, E")) es un grupo
vectorial topoldgico sobre F.

DEMOSTRACION. Veamos primero el caso en el que E es el cuerpo F con la topologia
dada por su valuacién. Sea (t,)qca una red en F que converge a cero en la topologia de
Bohr de F y s un elemento fijo de F. Tenemos que demostrar que st, — 0 en o(F,F").
Para cada ¢ € F*, la aplicacién ¢ — @(st) es un caracter continuo de F; luego, dado
que (t,) — 0 en o(F,F"), deducimos que ¢(st,) — 1. Como ¢ es arbitraria, hemos
demostrado que st, — 0 en o(F,F") (Prop. 11.2(a)).

En el caso general, si fijamos (z4)aca convergente a cero en la topologia de Bohr de
E y s € T, se trata de demostrar que sz, — 0 en o(F, E"), es decir, que x(sz,) — 1
para todo x € E”. Fijamos por lo tanto x € E”; por la Prop. 17.8 existen un funcional
lineal continuo f : F — F y un caracter continuo ¢ : F — T tales que y = ¢ o f.
Como z, — 0 en o(E, E"), se tiene f(z,) — 0 en o(FF,F") y, dado que (F,o(F,F"))
es un grupo vectorial topolégico, sf(zs) = f(szo) — 0 en o(F,F"). En particular,
o(f(sza)) = x(s24) — 1. O

TEOREMA 17.13. Sea E un espacio vectorial topoldgico sobre un cuerpo valuado lo-
calmente compacto T, con valuacion no trivial. Sea ¢o : F — T un cardcter continuo
no trivial. La aplicacidn @y : E* — E, definida de la forma ©o(f) = @oo f, es un
isomorfismo algebraico. Si dotamos a E* y a E™ de las topologias compacto-abiertas
respectivas, Py es un isomorfismo topoldgico.

DEMOSTRACION. La Prop. 17.8 demuestra que @g es biyectiva; es claro que de hecho
es un isomorfismo algebraico.
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El cardcter continuo de @, es consecuencia inmediata de la Prop. 8.4.

Para demostrar el caricter abierto, fijados un compacto K C E y un p € |F| \ {0},
tenemos que encontrar un compacto R C E tal que o(W(K, B,,)) D R” (Prop. 8.1), es
decir,

feE  (poo f)(R)CTy = feW(K,B,).
Sea A € |F| \ {0} tal que B} = po(B,) (Teor. 16.4), y R = ByK. R es compacto por ser
E espacio vectorial topolégico. Para todo z € K|, se tiene

B € R= go(f(Ba)) C Ty = Go(f(2) € By = f(z) € B,.
O

NotA 17.14. Una demostracion del teorema 17.13, para el caso F = R, aparece ya
en [81]. En [41, 23.32] se recoge una demostracién distinta (publicada con anterioridad)
de la identificacién algebraica de los grupos abelianos E” y E*, también en el caso real.

18. Relacién entre convexidad y cuasiconvexidad local

Dado un espacio vectorial topolégico E, la relacién entre formas lineales continuas y
caracteres continuos en F permite en muchos casos caracterizar el caracter cuasiconvexo
de un conjunto en términos del dual vectorial.

PROPOSICION 18.1. Sea E un grupo wvectorial topoldgico sobre un cuerpo valuado
localmente compacto IF, con valuacion no trivial.

(a) Para todo subconjunto A de E, se tiene A™ C A°.
(b) Supongamos que E es un espacio vectorial topoldgico y A C E es equilibrado.
Entonces A™® = A°°; en particular, A es cuasiconvexo si y solo si A = A°°.

DEMOSTRACION.  (a) Sea z ¢ A°°. Existe f € A° tal que f(z) ¢ Bj. Del Teor.
16.4 se deduce trivialmente que las bolas B, C F son cuasiconvexas; luego existe
un ¢ € B} tal que ¢(f(z)) ¢ T,. Entonces el cardcter x = ¢ o f verifica x €
A", x(z) ¢ T,. Por lo tanto z ¢ A™“.

(b) Fijamos ¢ € F" tal que @(B;) = B} (Teor. 16.4, Nota 16.5). Sea = ¢ A”". Existe
x € A" tal que x(z) ¢ T,; por la Prop. 17.8 existe f : F — F forma lineal
continua tal que ¢ o f = x. Como A es equilibrado y x € A", se tiene

(B1f(A)) = o(f(B14)) = x(B14) = x(4) C T,
= P(f(A)) C By = f(A) C By.

Por otra parte x(z) = ¢(f(z)) € T+ = f(z) € By. Luego = ¢ A°°.
U

En el caso arquimediano, resulta natural aplicar la Prop. 18.1 a la familia de entornos
de cero convezos, cerrados y equilibrados de E, que (debido al Teorema de Hahn-Banach)
coinciden con sus bipolares vectoriales, y llegar asi a la equivalencia entre el caracter
localmente convexo del espacio y el hecho de que su grupo aditivo sea localmente cuasi-
convexo. Se trata de una construccién conocida (Prop. 2.4 en [7]), que a continuacién
desarrollaremos y generalizaremos en lo posible a grupos vectoriales topolégicos. Para
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el caso no arquimediano, que trataremos seguidamente, es claro que se necesita una
definicién de conjunto convexo, o al menos de espacio localmente convexo, en la que no
intervenga el producto por escalares reales. La teoria de espacios localmente convexos
no arquimedianos se ha venido desarrollando desde los anos 50 y en la actualidad es de
una riqueza comparable a la arquimediana, pero ni siquiera en sus principios basicos se
puede presentar conjuntamente con ésta, y por este motivo separaremos el estudio de los
dos casos.

18.1. Caso arquimediano. En las consideraciones que siguen fijamos como cuerpo
base F=R 6 F=C.

18.1.1. Espacios vectoriales topoldgicos. Vamos a llegar a la equivalencia entre el
caracter localmente convexo de un espacio vectorial topolégico sobre R 6 C y el hecho de
que el grupo abeliano topoldgico subyacente a él sea localmente cuasiconvexo. Este hecho
es un corolario inmediato de los resultados que obtendremos seguidamente para grupos
vectoriales topoldgicos, pero es natural detenerse primero en este caso mas favorable.

Para demostrar la equivalencia mencionada arriba es suficiente estudiar el caso real,
porque tanto el hecho de que un C -espacio vectorial topolégico sea localmente convexo,
como el de que su grupo topolégico asociado sea localmente cuasiconvexo, dependen sélo
del R-espacio vectorial topoldgico subyacente. Sin embargo, estudiaremos conjuntamente
los dos casos, ya que la validez en el caso complejo de algunos resultados intermedios,
interesantes en si mismos, no se deduce de forma inmediata de que se cumplan en el caso
real. Una observacion similar a ésta es también pertinente en 18.1.2.

18.2. Todo espacio localmente convexo sobre R 6 C admite una base de entornos de
cero convexos, cerrados y equilibrados. [Dado W € Ny(E), existe V € Ny(FE) cerrado
contenido en W; sean € > 0 y U entorno de cero convezo tales que B.U C V como en
1.15. Es inmediato que la clausura de B.U es un entorno convexo, cerrado y equilibrado
contenido en W]

TEOREMA 18.3. Sea E un F-espacio vectorial topoldgico.

(a) Dado U € Ny(E) equilibrado, U es cuasiconvezo en el grupo aditivo de E si y sdlo
st es convezo y cerrado.
(b) E es un espacio localmente convero si y sdlo si es localmente cuasiconvexo como

grupo.

DEMOSTRACION.  (a) Sea U € Ny(E) equilibrado. Por la Prop. 18.1(b), U es
cuasiconvexo si y s6lo si U = U°°. Por el Cor. 1.19, esta tultima condicién es
equivalente a que U sea convexo y cerrado.

(b) Si E es un espacio localmente convexo, E admite una base de entornos de cero
cerrados, convexos y equilibrados (18.2), luego cuasiconvexos (apartado anterior).
Inversamente, supongamos que EF es un espacio vectorial topoldgico localmente
cuasiconvexo como grupo. Para cada U € Ny(E) cuasiconvexo existe V € Np(E)
equilibrado con V' C U. Por lo tanto (Prop. 18.1(b)) V=V Cc U™ =Uy V°°
es un entorno de cero convexo contenido en U. Como los entornos cuasiconvexos
de cero forman base de Ny(E), hemos demostrado que E' es localmente convexo.



96 III. DUALIDAD

O

18.1.2. Generalizacion a grupos wvectoriales topoldgicos. Las dos direcciones de la
equivalencia descrita en el Teorema 18.3(b) se pueden generalizar de forma significa-
tiva a grupos vectoriales topoldgicos (Teoremas 18.6 y 18.13). Necesitamos la siguiente
definicién:

DEFINICION 18.4. Sea E un F-espacio vectorial, siendo F el cuerpo de los niimeros
reales o el de los complejos. Se dice que F es un F-grupo vectorial localmente convezo
cuando es un F-grupo vectorial topolégico y admite una base de entornos convexos de
Cero.

Como es habitual, eliminaremos la referencia al cuerpo base si el contexto no da lugar
a ambigiiedad.

PROPOSICION 18.5. Sea E un F-espacio vectorial, y T una topologia en E tal que
(E,T) es un grupo abeliano topoldgico con respecto a la operacion interna de E. Sea B
un subconjunto R-equilibrado de E. Entonces se tiene

coB C B.

DEMOSTRACION. Sean by,...,b, € By t1,...,t, € [0,1] tales que >, _,t, = 1.
Tenemos que demostrar que b= _,_, t;by € B™, es decir, que x(b) € T, para cualquier
x € B®. Fijamos un tal y y definimos los caracteres

Xk - R— Ta Xk(a) = X(abk)a ke {11 s ,TL}.

Se verifica xx([—1,1]) C T, para todo k& € {1,...,n}, ya que B es R-equilibrado.
Por 13.2(a), xx es continuo para todo k£ € {1,...,n}, y por lo tanto (13.1(a)) exis-
ten A1,..., A\ € R tales que xx(a) = exp(2midya) para todos k € {1...,n} y a € R
De la condiciéon Ay[—1,1] C [-1/4,1/4] + Z se deduce X\, € [-1/4,1/4], para todo
ke {1,...,n}. Por lo tanto

x(®) = xO tebi) = [ x(tebi) = [ xu(tr) = exp(2mi > M) € T

k=1 k=1
yaque Y o Aty € D7 ty[—1/4,1/4] C [-1/4,1/4]. O

TEOREMA 18.6. Todo F-grupo wvectorial localmente equilibrado y localmente cuasi-
convezxo es un grupo vectorial localmente convexo.

DEMOSTRACION. Sea U € Ny(E); tenemos que encontrar un entorno de cero convexo
V' contenido en U. Sean Wi € Ny(E) contenido en U y cuasiconvexo; Wo € Ny(E)
contenido en W; y R-equilibrado. Por la Prop. 18.5, se cumple co W, C W5™; como
W1 es cuasiconvexo y contiene a Ws, se verifica también la inclusion W5 C W;. Por lo
tanto, V' = co W, es un entorno de cero convexo contenido en U. O

PROPOSICION 18.7. Todo F-grupo wvectorial localmente convero E admite una base
de entornos de cero formada por conjuntos converos y equilibrados.
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DEMOSTRACION. El caso F = R es inmediato; en cuanto al caso complejo, es la
Prop. 4 de [70], cuya demostracién reproducimos: Dado U € Ny(F) fijamos un entorno
convexo de cero U; contenido en U; es claro que el conjunto

V= uh={zel: [\ <1= I el]}

|u|>1

es equilibrado, convexo y estd contenido en U;. Veamos que es un entorno de cero. Por
la validez del mismo resultado en el caso real, existe WW; entorno de cero convexo y
R-equilibrado tal que W7 + W7 C U;. Sea W = Wi N iW;; notar que W es convexo,
R-equilibrado y ademas W = iW. Por ser E un C -grupo vectorial topolégico W es un
entorno de cero y basta comprobar que W C V', es decir, que para cualesquiera x € W
y A € C tal que |A| < 1, se cumple \x € U;. Si ponemos A = r(cosf + isen ), con
r € [—1,1], se tiene

Az = (rcos@)zx + i(rsen@)z € W + W C U,.
U

DEFINICION 18.8. Sea U un subconjunto estrellado de un F-espacio vectorial E. Di-
remos que U es M-cerrado® cuando U = {z € E : py(z) < 1} (equivalentemente, cuando

U=\s1AU).
La demostracion del siguiente resultado es inmediata:

PROPOSICION 18.9. Sean E un F-grupo wvectorial topoldgico y U C E. Son equiva-
lentes:

(a) U es un entorno de cero convezo, equilibrado y M-cerrado.
(b) Ezisten un subespacio abierto S de E y una seminorma continua p : S — [0, 00]
tales que U = B,,.

PROPOSICION 18.10. Sea E un F-grupo vectorial topoldgico. Sea U un entorno de
cero convexo, equilibrado y M-cerrado en E. Entonces U = U°°; en particular, U es
Cuasiconvero.

DEMOSTRACION. Sea S un subespaciode Ey p: S — [0, co[ una seminorma continua
tal que U = B, (Prop. 18.9). Sea zo ¢ U. Si zo ¢ S, es claro que existe un f € E* tal
que {0} = f(S) D f(U) y |f(zo)| > 1. Supongamos que z, € S. El conjunto U = B,
es un entorno de cero convexo, equilibrado y cerrado en el espacio vectorial topolégico
(S,p). Existe por lo tanto (Cor. 1.19) f € (S,p)* tal que |f(u)| < 1 para todo u € U
y |f(zo)] > 1. Sea g una extensién lineal arbitraria de f al espacio E. Entonces g € E*
ya que su restriccion al subespacio abierto S de E es p-continua y por lo tanto continua
para la topologia inducida por la de E; y se tiene |g(u)| < 1Vu € U; |g(zo)| > 1. Esto
demuestra U = U°°; de la Prop. 18.1(b) se deduce que U es cuasiconvexo. O

3closed by rays en [32].
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NoTa 18.11. Notar que un entorno de cero convexo, equilibrado y cerrado de un
grupo vectorial localmente convexo puede no ser cuasiconvexo, lo cual implica que en la
Prop. 18.10 no se puede sustituir la hipotesis de M-cerrado por la de cerrado. Conside-
remos el R-grupo vectorial localmente convexo (R, 74) (74 denota la topologia discreta).
El conjunto C = (—1,1) es convexo, simétrico y cerrado. Veamos que 1 € C** : Si
X € C”, en particular x(—1,1) C Ty y por lo tanto (13.2(a)) x es un cardcter continuo
con respecto a la topologia usual de R, de donde x(1) € T, .

PROPOSICION 18.12. Sea E un F-grupo vectorial localmente convezo . E tiene una
base de entornos de cero formada por conjuntos convexos, equilibrados y M-cerrados.

DEMOSTRACION. E tiene una base de entornos de cero convexos y equilibrados
(Prop. 18.7). Para cada entorno U con esas propiedades fijamos un ¢ < 1 arbitrario
y consideramos el entorno V = B, siendo p : spU — [0, 00| el funcional de Minkowski
del conjunto €U, es decir, p = p.y = %py. Por la Prop. 18.9, V es un entorno de cero
convexo, equilibrado y M-cerrado, y es inmediato que V C U. O

TEOREMA 18.13. El grupo abeliano topolégico subyacente a un grupo vectorial local-
mente convexo es localmente cuasiconvezo.

DEMOSTRACION. Por la Prop. 18.12, E tiene una base B de entornos de cero con-
vexos, equilibrados y M-cerrados. La Prop. 18.10 implica que los elementos de B son
cuasiconvexos. O

NoTta 18.14. El Teor. 18.13 es el Cor. 9.9 en [4].

18.2. Caso no arquimediano. Sea F un espacio vectorial sobre un cuerpo valuado
no arquimediano F. Se dice que un subconjunto A de E es absolutamente convero cuando
verifica la siguiente condicidn:

Vt, se By Vr,y€e A tx+sye€ A,

es decir, cuando A es un modulo sobre el anillo B; con las operaciones inducidas por
E y F. En particular todo subconjunto de E absolutamente convexo es un subgrupo
de E. Los conjuntos convexos se pueden definir como los trasladados de conjuntos
absolutamente convexos ([59, Ch. III, §2, Prop. 5]), pero no usaremos este concepto.

18.15. Si F es un espacio vectorial topolégico, se dice que E es un espacio localmente
convero no arquimediano cuando su topologia admite una base de entornos de 0 formada
por conjuntos absolutamente convexos.

De esta definicién se deduce que todo espacio localmente convexo no arquimediano
es un grupo TNA y en particular es localmente cuasiconvexo (recordemos que los sub-
grupos abiertos son dualmente cerrados, 13.8). La otra implicacién se demuestra como
la correspondiente del Teorema 18.3 (teniendo en cuenta que todo conjunto de la forma
A°° para un A C E, es absolutamente convexo) y podemos enunciar

TEOREMA 18.16. Sea F un cuerpo valuado no arquimediano, localmente compacto
y con waluacion no trivial. Sea E un espacio vectorial topoldgico sobre F. FE es un
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espacio localmente convero no arquimediano si y sélo si E es localmente cuasiconvezo
cOmo grupo.

EJjEmMPLO 18.17. Sea F un cuerpo no trivialmente valuado, con valuacion | - | no
arquimediana. Denotamos por 11 (F) el subespacio del F-espacio vectorial TN formado por
aquellas sucesiones T = (Tp)nen tales que ||z||y == > oo | |T,| < 00. Es inmediato que la
aplicacion || - ||y verifica las siguientes propiedades:

(a) [[z]i =0z =0

(b) ||tz||1 = |t|||z||1 para todost € F, z € [;(FF)

(©) llz+ylli < |lz|]1 + ||ly||l1 para todos x, y € I, (F)

(d) ezisten x, y € I, (F) tales que ||z + y||1 > max{||z||1, ||y||1 }*-
FEs claro que el grupo pseudonormado (11(F), ||-||1) tiene estructura de F-espacio vectorial
topoldgico. Se demuestra en [59, p. 39| que [1(F) no es un espacio localmente convexo
no arquimediano. En particular (Teor. 18.16) el grupo pseudonormado (I1(F),||-||1) no
es localmente cuasiconvero. Daremos otra demostracion indirecta de este hecho en el Ej.
29.11.

Nora 18.18. En la implicaciéon del Teor. 18.16 cuyo andlogo arquimediano se demos-
traba mediante el Teorema de Hahn-Banach hemos preferido utilizar el hecho (de-
bido también al Lema de Zorn) de que los subgrupos abiertos son dualmente cerrados.
Existe, por supuesto, una versiéon no arquimediana del Teorema de Hahn-Banach, debi-
da a Ingleton ([46]) en el contexto de los espacios normados, y generalizada por Monna
([60]) a espacios localmente convexos; aunque aqui no usaremos este resultado, podemos
mencionar que para que la propiedad de extensién expresada en el teorema de Hahn-
Banach se cumpla en un espacio localmente convexo no arquimediano, es necesario y
suficiente (salvo casos triviales) que el cuerpo base sea esféricamente completo ([79, p.
187]), que es una condicién topolégica mas débil que la compacidad local: un cuerpo
F con valuaciéon no arquimediana y no trivial se dice esféricamente completo cuando
cualquier sucesién decreciente de bolas en [ tiene interseccion no vacia.

19. La propiedad de Schur en grupos

DEFINICION 19.1. Sea (G, 7g) un grupo abeliano topolégico de Hausdorff. Se dice
que G tiene la propiedad de Schur cuando toda sucesién convergente en la topologia de
Bohr de G' converge en 7¢.

En lo sucesivo sélo se planteard la presencia de la propiedad de Schur en grupos de
Hausdorff, aunque esta restriccién no se mencione explicitamente.

PROPOSICION 19.2. Sea G' un grupo abeliano topoldgico con la propiedad de Schur.
Entonces G es dualmente separado.

4Si E es un Fespacio vectorial y || - || : E — [0, o0[ es una aplicacién que verifica las propiedades
(a), (b), (¢) y (d), se dice que || - || es una A-norma en E, y que (E,||-||) es un espacio A-normado,
aunque algunos autores ([74, p. 88]) extienden la denominacién de A-norma a cualquier aplicacién
[|-]| : E = [0, 00[ que cumpla las condiciones (a), (b) y (¢).
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DEMOSTRACION. Sea x € G tal que x(z) = 1 para todo x € G". Para todos n € N
y X € G, se verifica x(nz) = 1 y en particular la sucesién nx es convergente a 0 en
o(G,G"). Por hipdtesis nx es convergente en 7¢; sea y = lim, nz. Dado que 2nz es
una subsucesion de nz, se tiene lim, 2nx = limnz = y pero por otra parte lim2nx =
2limnz = 2y; por lo tanto y = 0, ya que 7¢ es de Hausdorff. La sucesién (n + 1)z
es asimismo una subsucesién de nx y por lo tanto es convergente a 0 en 7g; luego
(n+ 1)z — nx = z es el término general de una sucesién convergente a 0, y se deduce
que z = 0. ]

PROPOSICION 19.3. Sea G grupo abeliano topoldgico de Hausdorff. Son equivalentes:

(i) G tiene la propiedad de Schur.
(ii) Cualquier sucesion en G que converja a 0 en la topologia de Bohr, converge a 0
también en T¢.
(iii) Cualquier sucesion en G que converja a 0 en la topologia de Bohr, es convergente
en 17qg.

DEMOSTRACION. e (i)= (ii): Supongamos que z,, — 0 en o(G,G"). Como G
tiene la propiedad de Schur, la sucesién xz, es convergente a un x € G en la
topologia 7 original del grupo; en particular z,, — z en o(G,G") y por ser de
Hausdorff la topologia de Bohr de G (Prop. 19.2), x = 0.

o (ii)=>(iii) es trivial.

e (iii)= (i): Sea x, una sucesién convergente, en la topologia de Bohr de G, a un
elemento x € GG. La sucesién y, = z, — = converge a 0 en la topologia de Bohr y
por hipotesis es convergente en la original; por lo tanto, z,, también es convergente
en 7qg.

O

EJjeEmMPLO 19.4. T tiene la propiedad de Schur.
DEMOSTRACION. Es trivial, ya que la identidad de T es un cardcter continuo.  [J
EJjemMPLO 19.5. R tiene la propiedad de Schur.

DEMOSTRACION. Sea (1 )nen una sucesion que tiende a cero en o(R, R"), es decir, tal
que xa(z,) — 1 para todo A € R, siendo x,(z) = exp(2miAz) como en 13.1(a). Teniendo
en cuenta que Xx(z,) = Xz, (), la sucesién de caracteres continuos (xz, )nen €8 puntual-
mente convergente al cardcter trivial, y es equicontinua (basta aplicarle el Teorema del
Grafo Cerrado, Teor. 10.11, al homomorfismo de grupos A € R — (xz,(A))neny € TV,
donde T se considera dotado de la topologia de la convergencia uniforme). Por la Prop.
9.3, Xz, converge en la topologia Tp¢ al cardcter trivial, y esto implica claramente que
x, — 0 en la topologia usual de R. O

La propiedad de Schur cumple el siguiente resultado de permanencia:

PROPOSICION 19.6. Sean G, G; (i € I) grupos abelianos topoldgicos de Hausdorff y
u; : G — Gy, 1 € I homomorfismos de grupos. Supongamos que G; tiene la propiedad de
Schur para todo i € I y que la topologia de G es la inicial con respecto a la familia de
homomorfismos u;, 1 € I. Entonces G también tiene la propiedad de Schur.
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DEMOSTRACION. Sea (Z,)nen Una sucesién convergente a cero en o(G, G"); tenemos
que demostrar que también converge a cero en la topologia original de G. Basta de-
mostrar (Prop. 11.2(a)) que para cualquier ¢ € I la sucesién wu;(z,) tiende a cero en
G;. Fijado i, como G; tiene la propiedad de Schur, u;(x,) converge a cero si y sélo si
X(ui(z,)) converge a 1 en T para cualquier x € G;"; esto se cumple debido a que x o u;
es un caracter continuo de G' y x,, converge a 0 en la topologia de Bohr de G. O

En particular la propiedad de Schur se conserva al formar productos y subgrupos de
grupos que la satisfagan.

LEMA 19.7.  (a) Sea G un grupo abeliano y T, 7' dos topologias de grupo en G tales
que 7' admite una base de entornos de cero T-cerrados. Si (T,)yer es una red de
Cauchy en 7' y convergente a = en T, entonces (z.,) converge también a x en 7'

(b) Sea G un grupo abeliano y T, 7' dos topologias de grupo en G tales que 7' admite
una base de entornos de cero T-secuencialmente cerrados. Si (Z,)nen €S una suce-
sion de Cauchy en 7' y convergente a x en T, entonces (x,) converge también a x
en 7'

DEMOSTRACION.  (a) Tenemos que demostrar que para todo U 7'-entorno de cero
en G, existe vy € I' tal que 2, —x € U para todo v > . Fijamos un tal U, que por
hipétesis podemos suponer 7-cerrado. Existe 79 € I tal que para todos 71, 72 € T’
con i, Y2 > Yo, se verifica x,, — z,, € U. Sea 71 > p; como U es 7-cerrado y
(Z)y>~, converge a z en 7, se deduce z.,, —z € U.

(b) La demostracién es la misma que la de (a) sustituyendo redes por sucesiones.
O

PROPOSICION 19.8. Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff. Se tiene

(a) Si G tiene la propiedad de Schur, cualquier sucesion de Cauchy en la topologia de
Bohr es también de Cauchy en la topologia original de G.

(b) Si G es secuencialmente completo y tiene la propiedad de Schur, entonces G es
secuencialmente completo en la topologia de Bohr.

(c) SienG cualquier sucesidn de Cauchy en la topologia de Bohr es también de Cauchy
en la topologia original y G tiene una base de entornos de cero secuencialmente
cerrados en la topologia de Bohr, entonces G tiene la propiedad de Schur.

(d) Si G es metrizable y un subgrupo denso suyo H tiene la propiedad de Schur, en-
tonces G tiene la propiedad de Schur.

DEMOSTRACION.  (a) Sea G un grupo con la propiedad de Schur, y (z,) una suce-
sién de Cauchy en la topologia de Bohr. Supongamos que (z,) no es de Cauchy
en la topologia original 7¢ de G. Es inmediato que entonces (z,) admite una
subsucesién (x,,) con la propiedad de que y, = x,,,, — T, no converge a 0 en
7. Por hipétesis, la sucesion (y) no es convergente en la topologia de Bohr de G,
absurdo.

(b) es consecuencia inmediata de (a).
(c) Sea (z,) una sucesién convergente a 0 en la topologia de Bohr de G. En particular
(x,) es de Cauchy en esta topologia y por hipétesis es de Cauchy en la topologia
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original de G. Basta aplicar el Lema 19.7(b) para deducir que (z,) converge a 0
en la topologia original de G.

(d) Sea (x,) una sucesién convergente a 0 en la topologia de Bohr de G. Fijamos una
sucesion fundamental decreciente de entornos (V;,) en G. Para cada n € N existe
un y, € H tal que y, — z,, € V,,. La sucesién (y,) converge a 0 en o(H, H"); en
efecto, dado xy € H", si ¥ denota su extensién continua a G (1.10) se tiene

XWn) = X(Yn — )X (20) = 1.

Como H tiene la propiedad de Schur, se deduce y, — 0 en H y por lo tanto x,, — 0
en G.
U

Con algunas excepciones ([13, 8.3], [40]) la propiedad de Schur en grupos topolégicos
generales no ha sido objeto de estudio en si misma, aunque existe un concepto muy rela-
cionado con éste que si ha sido analizado en profundidad, y que recogemos a continuacién:

DEFINICION 19.9. Sea G un grupo abeliano topolégico. Se dice que G tiene la
propiedad de Glicksberg, o que G respeta compacidad, cuando cualquier subconjunto
compacto en la topologia de Bohr de G' es compacto en la topologia original del grupo.

La relacién entre la propiedad de respetar compacidad y la propiedad de Schur ha
sido estudiada en [13, 8.3]; hacemos a continuacién un breve resumen de resultados y
definiciones relacionados con esta cuestion, la mayoria contenidos en esta referencia.

PROPOSICION 19.10. (¢f. [13, Cor. 8.3.9]) Sea G un grupo abeliano topoldgico.
Supongamos que G es dualmente separado y respeta compacidad. Entonces G tiene la
propiedad de Schur.

DEMOSTRACION. Sea (,)nen una sucesion convergente a 0 en la topologia de Bohr
de G. El conjunto {z, : n € N} U {0} es compacto en la topologia de Bohr y, por
hipétesis, en la topologia de partida 7. Supongamos que x, no converge a 0 en 7g.
Existen entonces U € Ny(G) y una subsucesion (z,, )ken tales que z,, ¢ U para todo
k € N. El conjunto {z,, : k € N} es relativamente compacto y por lo tanto existe una
subred (zg)gep de (T, )ren que converge a un z € G. Para cualquier x € G", se cumple
X(zg) — x(x) pero como (zg) es una subred de (z,), converge débilmente a 0; luego
x(xz) = 1 para todo x € G*. Como G es dualmente separado, se deduce que x = 0,
contradiccion. O

Parece claro que para que la implicacién en el sentido opuesto al de la Prop. 19.10 se
cumpla en un grupo abeliano topoldgico G, es necesaria en el grupo (G, o(G, G")) alguna
propiedad de determinacién de la compacidad por sucesiones. Una clase conveniente
de espacios topoldgicos en los que es posible esta reduccién son los espacios angélicos
definidos por Fremlin. No entraremos en la definicién concreta ni en la descripcién de
las propiedades de estos espacios, que pueden verse en [69]. Utilizando este concepto,
en [13] se llega a condiciones generales sobre un grupo para que en éste la propiedad de
Schur implique la de respetar compacidad:
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PROPOSICION 19.11. Sea G un grupo abeliano topoldgico metrizable y dualmente sep-
arado. Entonces G tiene la propiedad de Schur si y sdlo si G respeta compacidad.

DEMOSTRACION. Un grupo G metrizable, dualmente separado y con la propiedad
de Schur respeta compacidad; esto es una consecuencia inmediata del Teor. 8.3.1 y el
Cor. 8.3.9 de [13]. En cuanto a la implicacién inversa, es un caso particular de la Prop.
19.10. O

19.12. Debido a que se conocen condiciones muy generales bajo las cuales un grupo
dado respeta compacidad, la Prop. 19.10 constituye un criterio util para proporcionar
ejemplos de grupos con la propiedad de Schur. Glicksberg demostré en [37] que cualquier
grupo localmente compacto y abeliano respeta compacidad; teniendo en cuenta que los
grupos localmente compactos abelianos de Hausdorff son dualmente separados (13.6),
se deduce que cualquier grupo de este tipo tiene la propiedad de Schur. En [9] se llega
a una condicion suficiente considerablemente mas general: todo grupo nuclear respeta
compacidad. La definicién de grupo nuclear se recoge més adelante (Def. 28.5), aunque
a estos efectos basta mencionar que

e todo grupo localmente compacto abeliano y de Hausdorff es nuclear, asi como todo
espacio localmente convexo nuclear en el sentido ordinario (Def. 28.1),

e la clase de los grupos nucleares es cerrada con respecto a las operaciones de tomar
subgrupos y formar cocientes de Hausdorff, productos arbitrarios y sumas directas
numerables.

Teniendo en cuenta ademds que todo grupo nuclear es localmente cuasiconvexo (|7, Teor.
8.5]) y en particular dualmente separado, podemos deducir del resultado mencionado
arriba que todo grupo nuclear tiene la propiedad de Schur; esta ultima afirmacién aparece
demostrada directamente ya en [8, Th. 1].

En el contexto de los espacios vectoriales topolégicos cabe definir una propiedad
andloga a la que en grupos hemos llamado propiedad de Schur, sustituyendo la topologia
de Bohr por la topologia débil asociada al conjunto de funcionales continuos del espacio
(11.6); de hecho éste es el significado habitual de la expresién “propiedad de Schur” y el
mas ajustado al resultado original de Schur del que esta propiedad toma el nombre (ver
Sec. 24). A pesar de que las topologias o (E, E") y o(FE, E*) son en general diferentes para
un espacio vectorial topolégico E (13.47(b)), vamos a demostrar que los dos conceptos de
convergencia débil a que dan lugar son equivalentes para sucesiones y, como consecuencia,
que son también equivalentes las dos definiciones de “propiedad de Schur” asociadas.

19.13. Notar que el hecho de que el inico F-espacio vectorial topolégico precompacto
y de Hausdorff es el trivial es cierto para cualquier cuerpo valuado completo y no discreto
F (cf. [10, Ch. I, §2.4, Théor. 3|), de forma que, como en el caso arquimediano (13.47(b)),
si E # {0} y E* separa puntos de F, las topologias o(F, E") y o(F, E*) son diferentes;
concretamente, o(FE, E”) es estrictamente menos fina que o(E, E*) debido a la propiedad
de levantamiento de caracteres establecida en la Prop. 17.8.
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Sin embargo, se cumple que o(E, E*) admite una base de entornos de cero o(F, E")-
cerrados. De hecho (E,0(FE, E*)) es un espacio localmente convexo (en el sentido arqui-
mediano o no arquimediano, segin la naturaleza de la valuacién de F) y por lo tanto
(Teoremas 18.3(b) y 18.16) el grupo abeliano topoldgico subyacente es localmente cua-
siconvexo. En particular (13.25(a)) (E,o(E, E*)) admite una base de entornos de cero
cerrados en la topologia de Bohr asociada a (F,o(E, E*)), que es exactamente o(FE, E™)

ya que, debido a la propiedad de levantamiento (Prop. 17.8), los caracteres continuos de
E yde (E,0(E, E*)) coinciden.

PROPOSICION 19.14. Sea E un F-espacio vectorial topoldgico de Hausdorff, donde F
es un cuerpo valuado localmente compacto, con wvaluacion no trivial.  Entonces
(E,o(E,E")) y (E,o(E, E*)) tienen las mismas sucesiones convergentes. Si ademds
E* separa los puntos de E, (E,o(E,E")) y (E,o(FE, E*)) tienen los mismos subconjun-
tos compactos.

DEMOSTRACION. Como o(E, E") es menos fina que o(FE, E*), todo subconjunto
o(E, E*)-compacto (resp. toda sucesién o(E, E*)-convergente) es o(E, E)-compacto
(resp. o(E, E™)-convergente).

Sea x,, una sucesién convergente en o(E, E™) a un elemento x. Vamos a demostrar
que z,, converge a x también en o(E, E*), es decir, que f(z,) — f(z) para todo f € E*.
Fijamos f € E*; como F tiene la propiedad de Schur (19.12), f(z,) — f(z) si y sélo si
X(f(z,)) = x(f(x)) para todo x € E”, pero esta condicién se cumple ya que x o f es
un caracter continuo de E y z,, converge a z en la topologia de Bohr de E.

Supongamos que E tiene suficientes funcionales lineales continuos. Sea K un sub-
conjunto o(E, E")-compacto de E. Como el homomorfismo ® : E — FF" | definido por
®(z) = (f(x))ser+, es continuo considerando en E su topologfa original y en FZ" la
topologia producto, también es continuo con respecto a las topologias de Bohr asociadas
(13.13) y podemos decir que ®(K) es o(F¥" | (F¥")")-compacto. Teniendo en cuenta que
F respeta compacidad (19.12) y que la propiedad de respetar compacidad se conserva
al formar productos ([71, Cor. 2.2]), se deduce que ®(K) es compacto en F¥". Es in-
mediato que si consideramos en E la topologia o(E, E*) y en F¥" la topologfa producto,
® resulta ser un encajamiento (el cardcter inyectivo es consecuencia de que E* separa
puntos de E); luego de hecho K es compacto en (E,o(E, E*)). O

COROLARIO 19.15. Sea E un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff sobre un cuer-
po valuado F localmente compacto, con valuacion no trivial. Las siguientes condiciones
sobre E son equivalentes:

(a) Toda sucesidn o(E, E™)-convergente en E es convergente con respecto a la topologia
original de E.

(b) Toda sucesion o(E, E*)-convergente en E es convergente con respecto a la topologia
original de E.

Si E tiene suficientes funcionales lineales continuos, son equivalentes:

(a’) Todo subconjunto o(E, E™)-compacto en E es compacto con respecto a la topologia
original de E.
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(b’) Todo subconjunto o(E, E™)-compacto en E es compacto con respecto a la topologia
original de F.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la Prop. 19.14. O

19.16. El Cor. 19.15 permite utilizar en nuestro contexto los resultados existentes
sobre la verificacién de la propiedad de Schur “vectorial”. Recordamos a continuacion
algunas clases de espacios vectoriales topolégicos E en los que se conocen condiciones
necesarias y/o suficientes para la coincidencia de las sucesiones convergentes con las
o(E, E*)-convergentes:

e Supongamos que F es un espacio de Banach sobre el cuerpo de los nimeros reales

o el de los complejos. Si E es de dimension finita, es claro que tiene la propiedad
de Schur. En dimensién infinita, el ejemplo clasico es l1; el hecho de que en este
espacio toda sucesién débilmente convergente es convergente es una reformulacion
del lema clasico de Schur (Teor. 24.1). De hecho se puede demostrar a partir
del Teorema de Rosenthal ([21, Ch. XIJ|) que cualquier espacio de Banach de
dimensién infinita con la propiedad de Schur contiene una copia isomorfa de /¢;.
En particular ningin espacio de Banach infinitodimensional y reflexivo tiene la
propiedad de Schur. Otros resultados en esta direccién aparecen enunciados en
[40].

e El caso de cuerpo base no arquimediano muestra un comportamiento totalmente
distinto: cualquier espacio localmente convexo no arquimediano (18.15) y de Haus-
dorff definido sobre un cuerpo valuado localmente compacto (de hecho esféricamen-
te completo, ver Nota 18.18) verifica la propiedad de Schur ([79, Prop. 4.11]). Sin
embargo, el espacio 1 (Q,) (Ej. 18.17) , que podriamos considerar como un anélogo
no arquimediano a l;, no cumple la propiedad de Schur ([57, Th. 3]).

NoTA 19.17. La Prop. 19.14 para el caso de F = R y en lo referido a la igualdad de
los subconjuntos compactos aparece demostrada en [71, Lemma 1.2(b)], aunque aqui se
ha eliminado la hipétesis innecesaria, asumida en esta referencia, de que el espacio sea
localmente convexo. Resultados de permanencia analogos a los derivados de la Prop.
19.6 se enuncian también en [71] para la propiedad de respetar compacidad.

19.18. Terminaremos esta seccién proporcionando un ejemplo de un espacio local-
mente convexo F con la propiedad de Schur pero que no respeta compacidad. Notar
que por el Cor. 19.15, podemos utilizar indistintamente las definiciones originales de
estas propiedades o las equivalentes que se obtienen sustituyendo en ellas la topologia
de Bohr de E por la topologia o(E, E*). Necesitaremos referirnos a algunos resultados
y definiciones de Anadlisis Funcional, que resumimos a continuacién:

(a) Sea E un espacio vectorial sobre R 6 C y F' un subespacio del espacio de las formas
lineales definidas en E. Supongamos que F' separa puntos de E. De una topologia
de espacio vectorial 7 en E se dice que es compatible con la dualidad (E, F') cuando
(E,T)* = F. La topologia inicial en E con respecto a los elementos de F', o(FE, F),
es la topologia menos fina compatible. Existe asimismo la topologia mds fina
compatible, denominada topologia de Mackey en E, que se denota 7(E,F) y se
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puede caracterizarr como la topologia de la convergencia uniforme en conjuntos
convexos, equilibrados y o(F, F)-compactos de F' ([10, Ch. 1V, §1], [78, Ch. 4],
(90, Ch. 8, 9]).

(b) Consideramos el espacio de Banach [,,. Las siguientes afirmaciones relativas a
distintas topologias en [’ se deben a Grothendieck:

(b1)
(b2)

(¢) (c1)

(c2)

(c3)

Toda sucesién o(l%,, l)-convergente es o(l%, [%*)-convergente ([21, p. 103]).
Las topologias 7(I%, 1) y o(l%,,1%) en I%, tienen los mismos subconjuntos
relativamente compactos ([38, p. 229]).

Sea F un espacio de Banach. Se dice que F tiene la propiedad de Dunford-
Pettis cuando (entre otras formulaciones equivalentes) para cualesquiera suce-
siones z en E* y x, en E, que convergen, respectivamente, a z* en o (E*, E**)
y ax en o(E, E*), se verifica que z}(z,) converge en F a z*(x).

Si E es un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-Pettis y z),
converge a 0 en o(E*, E**), entonces también converge a 0 en 7(E*, E). [En
efecto, si z} convergiese a 0 en o(E*, E**) pero no en 7(E*, E), existirian
una subsucesién (z; ) de (;), un subconjunto o(E, E*)-compacto K de E
y un ¢ > 0 tales que

€ < max [z, ()] VkeN

Sea zj, € K un punto en el que se alcanza max,cx |7}, ()|, para todo k € N.
Por el Teorema de Eberlein-Smulyan ([21, Ch. III]), una subsucesién de zj
(que suponemos es la propia sucesién) converge a un zo € K en la topologia
o(E, E*); por la condicién de Dunford-Pettis se deduce que z;, () converge
a cero, contradiccion.]

Si K es un espacio topoldgico compacto, el espacio de Banach C(K), con
la norma del méaximo, verifica la propiedad de Dunford-Pettis (|22, Cor.
VI1.2.6]) Il se puede expresar como un espacio C'(K) ([21, p. 103]); por lo
tanto cumple la propiedad de Dunford-Pettis.

EJEMPLO 19.19. El espacio localmente convexo E = (I, 7(l%,,lx)) tiene la propie-
dad de Schur pero no la de respetar compacidad.

DEMOSTRACION. La topologia o(E, E*) es en este caso o(I%,, 1) (19.18(a)). Si (%)
es una sucesién en [’ que converge a 0 en o(l%, ), por 19.18(b1) también lo hace en
o(lx,, %) y por (c), en 7(I%,, l)- Por lo tanto E tiene la propiedad de Schur. Sin embargo

o0 Yoo

la bola unidad cerrada de Iy es o(I%, lo)-compacta (por el teorema de Alaoglu, [58,
2.6.18]) y no es 7(I%,, l)-compacta: si lo fuese, por 19.18(b2) también seria compacta

con respecto a la topologia o (I}

l**

o 15) y 1%, seria un espacio de Banach reflexivo ([58,

2.8.2]), contradiccién. O



CAPITULO 1V

Sumabilidad en grupos abelianos topoldgicos

20. Familias sumables, presumables, hereditariamente sumables

En lo sucesivo se utilizard continuamente F(A) como conjunto de indices asociado a
distintas redes definidas en un grupo, siendo A un conjunto no vacio. En todos los casos
se tomard §(A) dirigido por inclusién.

20.1. Dado un grupo abeliano topolégico G, un conjunto no vacio A y una familia
(Ta)aca € G4, se dice que (Z4)aca es convergente a cero (cf. [67, 1.1.6]) cuando

VU € No(G), {a€A:z, gU} € F(A).

Si (Za)aca es una familia convergente a cero, el conjunto {z, : & € A} es precompacto.

Una sucesién es convergente a cero segun esta definicion si y sélo si lo es en el sentido
ordinario. Asimismo, si £ = (Zs)aca €s una familia convergente a cero en un grupo
metrizable G, entonces el conjunto S, = {a € A : x4 # 0} es numerable ya que se puede
escribir como unién numerable de conjuntos finitos

Se=|Jla€ Az, gV},

neN
siendo (V,,)nen una sucesién fundamental de entornos de cero en G.

DEFINICION 20.2. Sea A un conjunto no vacio, G un grupo topolégico abeliano
de Hausdorff y (24)aca € G?. Se dice que la familia (z,) es sumable cuando la red
(Zae A xa) AcE(4) es convergente, es decir, cuando existe un z € G (necesariamente

tinico) tal que para todo U € Ny(G) existe Ay € F(A) con la propiedad de que
AEF(A), AyCA =D z,€x+U.

acA

Se dice que z es la suma de la familia (24)aca ¥ se denota x =) _, z,. Notar que
si A es finito, cualquier familia en G4 es sumable, y la suma tiene el sentido ordinario.
En el caso de que se utilice notacién multiplicativa para la operacién del grupo, se
hablard de familia multiplicable y se usara la notacién [] . , zo para el limite de la red

(IMaea xa)Ae&(A)'

NortaA 20.3. Imponemos la restricciéon de que el grupo sea separado para poder ase-
gurar la unicidad de la suma y evitar complicar la exposicién, no porque el concepto de
familia sumable pierda su sentido en el caso general, que se puede reducir a éste en lo
esencial mediante un cociente por el subgrupo cerrado {0} (ver Subsec. 1.4).

acA
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Esta condicién de sumabilidad (la que se asocia normalmente con el nombre de ” fami-
lia sumable”, ver [11, II1.37]) es demasiado exigente para muchos de nuestros objetivos,
y es facil ver que en general no se conserva al pasar a subfamilias ni a subgrupos que
contengan a la familia de partida. A continuacién la debilitaremos exigiendo solamente
que la red de sumas en subfamilias finitas verifique la condicién de Cauchy.

DEFINICION 20.4. Sea A un conjunto no vacio, G un grupo topoldgico abeliano y

(Za)aca € GA. Se dice que la familia (z,) es presumable cuando la red (3, a xa)AE%(A)

es de Cauchy! en la uniformidad natural de G, es decir, cuando
VU € No(G) A € F(A)
tal que  [A, A" € F(A), Ay CANA = a0y — Y x4 €Ul

a€A acA/!

Es inmediato que la condicién de presumabilidad dada arriba es equivalente a
VU € No(G) A € F(A)
tal que  [A€F(A), ANAg=¢ =D a4 €Ul

acA

20.5. Es claro que cualquier familia presumable es convergente a cero en el sentido
de 20.1.

PROPOSICION 20.6. Sea G un grupo abeliano topoldgico y (4)aca € G

(a) Si (To)aca es presumable, entonces para cualquier B C A no vacio la subfamilia
(Za)acp €s presumable.

(b) Si (za)aca es tal que para cualquier B C A numerable la subfamilia (2o)acn €S
presumable, entonces (Ty)aca €s presumable.

DEMOSTRACION.

(a) Es trivial.

(b) Supongamos que (Z4)aca DO es presumable; entonces existe un U € Ny(G) tal que
para todo A € §(A) existe A" € F(A) con ANA' =0y > cn Ta € U. Inductivamente
podemos construir una sucesién (A,),en de subconjuntos finitos de A disjuntos dos a
dos y tales que ) A 7o & U para todo n € N. El subconjunto B = J,,.y A, de A es
numerable y es claro que la subfamilia (z,)acp 10 es presumable. O

A diferencia de lo que ocurre con las familias presumables, las subfamilias de las sumables
no son en general sumables, lo que motiva la siguiente definicién:

'En algunas referencias ([8], [67]) se denomina familias sumables a las aqui introducidas bajo el
nombre de presumables, es decir, a las que satisfacen la condicién de Cauchy de sumabilidad. Aunque
en la mayoria de las situaciones que vamos a encontrar éste sea efectivamente el grado significativo de
sumabilidad necesario, preferimos reservar el término sumable para las familias que de hecho se pueden
sumar dentro del grupo.
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DEFINICION 20.7. Sea A un conjunto no vacio, G un grupo topoldgico abeliano de
Hausdorff y (74)aca € GA. Se dice que la familia (z,) es hereditariamente sumable?
cuando para todo B C A la familia (x4).cp €s sumable.

Es evidente que toda familia hereditariamente sumable es sumable y que toda sumable
es presumable. Los tres conceptos de sumabilidad que hemos introducido son claramente
equivalentes en el caso de que A sea finito y también, como es de esperar, bajo las hipétesis
de la siguiente

PROPOSICION 20.8. Sea G un grupo abeliano topolégico completo y de Hausdorff; A
un conjunto no vacio Y (To)aca € GA. Son equivalentes

(i) (zq) es presumable.
(i) (zq) es sumable.
(iii) (za) es hereditariamente sumable.

DEMOSTRACION. Basta demostrar (i)=-(iii). Si (z,) es presumable y B C A, la
familia (24)acp €s presumable (Prop. 20.6(a)) y, por ser G completo, sumable. O

EJEMPLO 20.9. (a) Una familia (z,) en R (resp., en C ) es sumable si y sdlo si
lo es la familia (|z,|) de los valores absolutos (resp., de los mddulos).
(b) Una familia (t,) en'T es multiplicable si y sdlo si la familia (|1 —1t4|)aca €s sumable
en R

DEMOSTRACION.  (a) La afirmacidn relativa a los grupos R y C es una general-
izacién natural del teorema de Dirichlet-Riemann que establece la equivalencia
entre los conceptos de serie absolutamente convergente e incondicionalmente con-
vergente, y la demostracion es una consecuencia sencilla de las desigualdades

N
20.1 max Tyl < Tn| < ¢ max T
(20.1) AC{I,...,N}'% | < ;| n| < Ac{1,...,N}|7§ nl:

vélidas para cualquier familia finita (zi,...,2x) de nimeros reales o complejos,

donde ¢ = 2 en el caso real y ¢ = 4 en el complejo (Cf. [11, Ch. VII, §3.1]).
La primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad triangular para el valor
absoluto o el médulo; en cuanto a la segunda, en el caso real basta tener en cuenta

que
N
Shl= ¥ n X onsl ¥ oaltl S nl< g Yl
n=1 {n:z,>0} {n:z, <0} {n:z,>0} {n:z,<0} c{t-N} neA

2 supersummable family en [18, p. 102]
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El caso complejo se deduce del real de la siguiente forma: si ponemos x,, = a,,+1b,,
con a,, b, € R

N N N

D lanl <Y laal + 3 Jbn]

n=1 n=1 n=1
< 2 2 b
SR VD DL N BL

< 2 ma T, +2 ma Tnl.
- Ac{l,.?fN}'% nl Ac{1,..}.(,N}|% nl

(b) Para una familia finita (¢1,...,¢y) de elementos de T, la desigualdad

N

20. — < —

(20.2) amax 1 [Tt <D 11—t
neA n=1

es una consecuencia inmediata de la desigualdad triangular para la pseudonorma
t+— |1 —t| en T. Inversamente, de la Prop. 3.13 se deduce que

N
2T B
20.3 V3 elo, == 1= T+, <2sen> = 1—1,] <28].
(20.3) B €0, 3[, Acr{qﬁ_{fml |€A| | < sen 5 n§_1| | <24

De (20.2) y (20.3) se deduce la caracterizacién enunciada.
0

EJjEmMPLO 20.10. Si G es un grupo topologicamente no arquimediano, las familias
presumables en G coinciden con las convergentes a cero.

DEMOSTRACION. Toda familia presumable es convergente a cero (20.5). Inversa-
mente, sea G un grupo TNA, A # 0 y (z4)aca una familia convergente a cero en G.
Fijado U € Ny(G), tenemos que demostrar que existe un Ay € F(A) con Y- A T € U
para todo A € F(A) con AN Ay = . Por ser la familia (24)aca convergente a cero,
existe Ay € F(A) tal que z, € U para todo o € A\ Ay. Como podemos suponer que U
es un subgrupo de G, la conclusién es inmediata. O

PROPOSICION 20.11. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos y u : G — H un
homomorfismo continuo. Sea (To)aca una familia presumable (resp. sumable, heredi-
tariamente sumable) en G. Entonces (u(Zq))aca s presumable (resp. sumable, heredi-
tariamente sumable) en H.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las definiciones. O

PROPOSICION 20.12. Sea G un grupo abeliano topoldgico y {q;}icr una familia de
pseudonormas que generan la topologia de G, en el sentido de 4.6. Si (T4)aca € G* es
tal que

Z%‘(l“a) <oo Viel
acA
entonces (To)aca €s presumable.
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DEMOSTRACION. Sea U € Ny(G) arbitrario; tenemos que demostrar que existe un
Ay € F(A) tal que para todo A € F(A) disjunto con Ay, se cumple Y Az, € U.
Es claro que podemos suponer que U = {z € G : ¢;(z) < 1} para algin ¢ € I. Como
Y aea i(Ta) < 00, existe un Ay € §F(A) tal que ZaeA\AU ¢i(zo) < 1y en particular, si

ANAy =0, ¢i(>0en®a) < Dpen €i(@a) <1, luego D° oA zq € U. O

20.13. Si (G, q) es un grupo pseudonormado, llamaremos g-absolutamente sumables
a aquellas familias (24 )aca para las que > ., ¢(za) < co. La Prop. 20.12 implica en
particular que si G es un grupo abeliano topolégico metrizable y ¢ una pseudonorma que
genera la topologia de GG, entonces cualquier familia ¢g-absolutamente sumable en G es
presumable.

PROPOSICION 20.14. Sea G un grupo abeliano topoldgico con la propiedad de Schur.
Entonces cualquier familia presumable en la topologia de Bohr de G es presumable en la
topologia original de G.

DEMOSTRACION. Sea (Z4)aca una familia presumable en la topologia de Bohr de G.
Supongamos que (Zq)aca 10 es presumable en la topologia original de G.

Si A es numerable, podemos suponer A = N; es claro que existen U € Ny(G) y una
sucesién (A,) de subconjuntos finitos de N con max A, < min Apy1y Y pcn 2k €U
para todo n € N. La sucesién y, = ZkeAn x), converge a cero en la topologia de Bohr de
GG pero no en la original, contradiccién.

Si A no es numerable, existe un subconjunto numerable B de A tal que la subfamilia
(Za)aecp DO es presumable en la topologia original de G (Prop. 20.6(b)), y este caso se
reduce al anterior. O

PROPOSICION 20.15. Sean G, G; (i € I) grupos abelianos topoldgicos y u; : G —
G, © € I homomorfismos de grupos. Supongamos que la topologia de G es la inicial con
respecto a la familia de homomorfismos u;, © € I. Entonces son equivalentes:

(1) (Ta)aca es presumable en G
(i) para todo i € I la familia (u;i(Z4))aca €s presumable en G;

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la descripcién de los entornos bésicos
de cero asociados a la topologia inicial (Prop. 11.1). O

PROPOSICION 20.16. Sea (G;)ier una familia de grupos abelianos topoldgicos de Haus-
dorff. SeanT;, Ta, T; las topologias rectangular, asterisco y coproducto, respectivamente,
en la suma directa @,.; G; (Sec. 12). Sea A # 0. Las familias presumables (Tq)aca con
respecto a las tres topologias coinciden. Ademds, si (x,) es presumable con respecto a
cualquiera de estas topologias, existe A € F(I) tal que {ry : a0 € A} C Y .2 vi(Gi)-

DEMOSTRACION. Es claro (Prop. 20.11) que
(zq) Tj- presumable = (z,) 7,- presumable = (z,) 7,- presumable.

Si (Zn)nen s T.-presumable, en particular (z,).c4 s una familia 7,-convergente a cero

(20.5) y por lo tanto {z, : @ € A} es un subconjunto precompacto de @EQI G;. Luego
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(Prop. 12.3) existe A € F(I) con {z, : o € A} C > . A vi(G;). Es inmediato (cf.
Lema 23.4) que (z,) es una familia presumable con respecto a la topologia inducida por
la rectangular en ), v;(G;), que denotamos también 7. Por la composicién de los
isomorfismos topolégicos candnicos

(Z Uz’(Gi)a 7;)ﬂeamGiprop'—uﬁs(b)@(f)Giﬂ(z Ui(Gi)a 7})

ieA ieA ieA i€A
la familia (z,) se transforma en si misma, y por lo tanto es 7-presumable. O

PROPOSICION 20.17. Sea E un F-espacio vectorial topoldgico, donde F es un cuerpo
no trivialmente valuado localmente compacto; consideramos el espacio vectorial topoldgico
(E,o(E,E*)) (11.6). Son equivalentes:

(1) (za)aca es presumable en (E,o(E, E*))

(ii) para todo x* € E* la familia (2*(T4))aca s sumable en F
(iil) (Za)aca es presumable en (E,o(E,E"))

DEMOSTRACION. e (i)<(ii) es un caso particular de la Prop. 20.15.

e (i)« (iii): Dado que F tiene la propiedad de Schur (19.12), de la Prop. 20.14 se
deduce que (ii) es equivalente a que (¢(2*(%4)))aca sea una familia multiplicable
en T para todos ¢ € " y 2* € E*. Por la Prop. 17.8, esta condicién expresa que
(X(%a))aca sea multiplicable en T para todo x € E” y por la Prop. 20.15, esta
propiedad es a su vez equivalente a (iii).

20.18. Con las notaciones de la Prop. 20.17, supongamos por simplicidad que E"
(equivalentemente, E*: ver 17.11) separa puntos de E. Se cumple que una familia
(Za)aca es sumable en (E,o(E, E*)) siy sélo si lo es en (E,0(E, E")), y ademés para
cualquier familia sumable, coinciden las sumas con respecto a ambas topologias. En
efecto, toda familia o(F, E*)-sumable en E es claramente o(E, E")-sumable al mismo
elemento, ya que o(F, E") C o(FE, E*) (19.13); inversamente, si (Z,)aca €s una familia
sumable con respecto a la topologia o(E, E"), en particular es o(E, E*)-presumable
(Prop. 20.17) y basta aplicarle a la red de sumas sobre subconjuntos finitos de A el Lema
19.7(a), teniendo en cuenta que (E,o(E, E*)) admite una base de entornos o(E, E")-
cerrados de cero (19.13).

Como consecuencia, las familias hereditariamente sumables con respecto a las dos
topologias también coinciden.

O

21. Sucesiones sumables, presumables, hereditariamente sumables

Muchas de las cuestiones que surgen al estudiar la sumabilidad de familias de ele-
mentos de un grupo abeliano topolégico pueden reducirse ficilmente al caso de conjunto
de indices numerable (Prop. 20.6(b)), que en todo caso merece estudio aparte: dada una

sucesion (Zn)nen en G, la red de sumas finitas (3, ca 2n) AFN) admite como subred a

.z . N . .
una sucesién (la de sumas parciales, (>, Zn)ven) ¥ esta propiedad, con importantes
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consecuencias, no es cierta en el caso general. Los distintos conceptos de sumabilidad en
sucesiones estan estudiados en profundidad, especialmente en el contexto de los espacios
de Banach o més en general, de los espacios vectoriales topoldgicos ([51], [21], [67])

Por tradiciéon mantenemos el confuso término de serie, que se utiliza para referirse
a una sucesion de la que interesa su sumabilidad en cualquiera de los sentidos usuales.
Asi, a la sucesién (z,) € G (donde G es un grupo abeliano topolégico) le asociaremos
la expresién formal ) x,, serie de término general z,,. Diremos que la serie )z, es

< N .

e convergente cuando lo es la sucesion (Y, ; n)nen, llamada de sumas parciales
(denotaremos el limite de esta sucesién por Y > | x,);

e de Cauchy cuando la sucesion de las sumas parciales es de Cauchy;

e incondicionalmente convergente cuando para toda permutacién 7 : N — N la serie
> Tn(n) €S convergente;

e incondicionalmente de Cauchy cuando para toda permutaciéon 7 : N — N la serie
> nTr(n) €s de Cauchy;

e subseries convergente cuando para toda sucesion estrictamente creciente (ng)gen
en N la serie ), =, es convergente;

e subseries Cauchy cuando para toda sucesion estrictamente creciente (ng)geny en N
la serie ), =, es de Cauchy.

LEMA 21.1. Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff. Si una sucesion (x,)
en G es presumable y ademds la serie Y x, es convergente a x, entonces (x,) es sumable
ax.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que para todo U € Ny(G) existe N € N tal
que, si A es un subconjunto finito de N que contiene a {1,..., N}, entonces se tiene

Y nea Tn € £+ U. Fijamos U € Ny(G) y determinamos V € Ny(G) con V +V C U. Por
ser (z,) presumable, existe N; € N tal que

A€F(N), minA>N =) z,€V
neA

y por ser »_ x, convergente a z, existe Ny € N tal que

n
n2N2:>Z:EkE:E+V.
k=1

Si ahora A € F(N) es tal que {1,..., N} C A, siendo N = max{Ny, N»}, es claro que

N
an:an+ Z Tz, € z+V+V Cz+U.
n=1

neA neA\{1,..,N}
O
NoTaA 21.2. Aunque resulta preferible esta demostracién directa, también podemos

recurrir a la complecién G del grupo G: (z,,) es sumable en G (prop. 20.8) a un elemento
T que ha de coincidir con z ya que en particular T = > -7 | x,.
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PROPOSICION 21.3. Sea G un grupo abeliano topoldgico y (x,) € GN. Son equiva-
lentes

(i) (zn) es presumable
(ii) >z, es subseries Cauchy
(iii) Yz, es incondicionalmente de Cauchy

DEMOSTRACION. e (i)=(ii): Si (xn) es presumable, también lo es (x,,) para
toda (ng) oo en N, y en particular la sucesién (22:1 T, )ieN s de Cauchy.

e (ii) = (iii): Supongamos que existe 7 : N — N permutacién tal que (Ei\;l Tr(n)) NeN
no es de Cauchy. Existen U € Ny(G) y sucesiones (pg) v (gx) en N tales que, para

todo 7 € N,
qi
Pi < ¢ < Pita, Z Trij) € U,
J=pit1
max{m(p;),...,m(¢:)} < min{m(pit1), ..., 7(gis1)}-
Ordenando los indices de cada subconjunto {7 (p;),...,7(¢;)} y numerdndolos co-

rrelativamente podemos construir una sucesién (ng) 2 oo tal que (324_, Tn, )ien
no es de Cauchy.

e (iii) = (i) Si (z,) no es presumable, existen U € Ny(G) y subconjuntos finitos
de N Ay < Ay < ... talesque Vi € N 7 \ @, ¢ U Sean Ny = 0, N; =
max 4;, n; = card A;. Construimos una permutacién 7 : N — N tal que para todo
1€N

{Niei+ 1, N N A = {7 (Niey + 1), .., (N — i)}

Es claro que la serie wa(n) no es de Cauchy.
O

PROPOSICION 21.4. Sea G un grupo topoldgico abeliano y de Hausdorff. Sea (z,) €
GN.
(a) Si (z,,) es sumable entonces Y x,, es incondicionalmente convergente.
(b) Si >z, es incondicionalmente convergente entonces (z,,) es sumable, y todas las
reordenadas Zl"n(n) convergen a la suma de la sucesion.

DEMOSTRACION.  (a) es trivial.

(b) Si >z, es incondicionalmente convergente entonces es incondicionalmente de
Cauchy. Por la Prop. 21.3, (z,) es presumable y basta aplicar el Lema 21.1,
teniendo en cuenta que podemos aplicarle el razonamiento a cualquier reordenada
de (z,).

O

PROPOSICION 21.5. Sea G un grupo topoldgico abeliano y de Hausdorff. Sea (z,) €
GN. Y1, es subseries convergente si, y sdlo si, (x,) es hereditariamente sumable.
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DEMOSTRACION. Si (z,) es hereditariamente sumable, es inmediato que >z, es
subseries convergente. Si Y z,, es subseries convergente, de la Prop. 21.3 deducimos que
() es presumable; fijado B subconjunto infinito de N, si B = {ny,ng,...} con n; <
ng < ..., lasucesion («n, )ren €s presumable y la serie ), x,, convergente; aplicando el
lema 21.1 se deduce que la sucesién (x,,)ncp €s sumable. O

El hecho de que la sumabilidad de una sucesién se reduzca al cardcter convergente de
determinadas series asociadas a ella permite enunciar una versién algo mas fuerte de la
Proposicién 20.8 para A =N :

PROPOSICION 21.6. Sea G un grupo abeliano topoldgico secuencialmente completo y
de Hausdorff; (z,)nen € GN. Son equivalentes

(i) (x,) es presumable.
(i) (z,) es sumable.
(iii) (xn) es hereditariamente sumable.

DEMOSTRACION. Basta demostrar (i)=-(iii). Por la Prop. 21.5 es suficiente probar
que Yz, es subseries convergente, pero cualquier subserie de ) x, es de Cauchy y G
es por hipotesis secuencialmente completo. O

NotA 21.7. Los resultados precedentes son conocidos pero se suelen enunciar en
contextos mas restringidos; hemos incluido las demostraciones para poner de manifiesto
que son validos en grupos abelianos topolégicos y de hecho ([16], Chapt. III) en muchos
casos, en estructuras mas generales.

EJEMPLO 21.8. Sea (E,||-||) un espacio de Banach. Supongamos que E no contiene
ninguna copia tsomorfa de ¢y, es decir, que no eriste ningun encajomiento lineal cy —
E. Por el Teorema de Bessaga-Pelczynski (|21, Theor. V.8|), cualquier sucesion (z,)
en E para la que Y 2, |z*(z,)| < oo para todo z* € E* es sumable en (E,|| - ||).
En particular, en el espacio localmente convero E, = (FE,o(E, E*)) cualquier sucesion
presumable (Prop. 20.17) es hereditariamente sumable. Sin embargo E, no es completo
a menos que E sea de dimension finita (|58, Prop. 2.5.15]). Si se toma E = J*, donde
J es el espacio de James ([48]), E, es de hecho no secuencialmente completo (]20]).
Si (siguiendo la nomenclatura establecida en espacios vectoriales topoldgicos llamamos
grupos Y-completos a los grupos en los que coinciden las sucesiones presumables y las
hereditariamente sumables, este ultimo ejemplo muestra que la clase de los grupos -
completos contiene estrictamente a la de los grupos secuencialmente completos.

NoTA 21.9. Aunque aqui no los utilizaremos directamente, es importante resenar la
validez en grupos de resultados del tipo del teorema de Orlicz-Pettis ([50, Th. 14.6.4]),
que afirma que en cualquier espacio localmente convexo (sobre R 6 C) y de Haus-
dorff E, las sucesiones hereditariamente sumables con respecto a las topologias 75 y
o(E, E*) coinciden. Llamemos propiedad de Orlicz-Pettis al andlogo més natural, en
grupos abelianos topolégicos, a la propiedad obtenida en este resultado: el hecho de que
para un grupo abeliano topolégico G coincidan las sucesiones hereditariamente sumables
con respecto a las topologia original y a la topologia de Bohr del grupo. Dado que
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las familias o(E, E")- y o(F, E*)-hereditariamente sumables son las mismas (20.18), el
teorema original de Orlicz-Pettis implica que el grupo subyacente a cualquier espacio
localmente convexo verifica esta propiedad.

Kalton estudié el problema general de encontrar condiciones bajo las cuales dos
topologias separadas de grupo 7 y 7', definidas sobre el mismo grupo abeliano Gy con
T C 7', tienen asociadas las mismas sucesiones hereditariamente sumables, y demostré
que ése es el caso si ([52, Th. 3]) ambas son separables y ademés (G, 7') es completo y
metrizable, y también si ([52, Th. 5]) 7" admite una base de entornos de cero 7-cerrados.
Este segundo resultado implica en particular que todo grupo localmente cuasiconvexo y
de Hausdorff cumple la propiedad de Orlicz-Pettis. Se pueden encontrar significativas
generalizaciones de los resultados de Kaplan en [18, Cor. 3.3.25, Th. 3.3.27].

22. Sumabilidad y compacidad del conjunto de sumas

Dada una serie convergente de nimeros reales ) z,, la sucesién de sumas parciales
asociada es convergente y en particular esta acotada, pero es claro que esta acotacion
no es suficiente para que la serie de partida converja. Si sustituimos el conjunto de
sumas parciales por el de todas las sumas sobre subconjuntos finitos de N, obtenemos una
caracterizacion del caracter incondicionalmente convergente de la serie. Esta equivalencia
constituye un ejemplo representativo del tipo de resultados que recogeremos en esta
seccién, en la que enunciaremos condiciones necesarias o suficientes de sumabilidad de
una familia dada en términos del caracter compacto o precompacto del conjunto formado
por las sumas de determinadas subfamilias suyas.

Para simplificar los enunciados en lo sucesivo, introducimos los siguientes conceptos:

DEFINICION 22.1. Sea GG un grupo abeliano y A un conjunto no vacio; sea (Z4)aca un
elemento de G4. Llamaremos conjunto de sumas finitas de la familia (z,) al subconjunto

de G
D za:AeF(A)})
a€A
Si G es un grupo abeliano topoldgico y (z,) es una familia hereditariamente sumable en
G, llamaremos conjunto de sumas de (z,) al subconjunto de G

{Z Zo: B C A}
acEB
PROPOSICION 22.2. En todo grupo abeliano topoldgico, el conjunto de sumas finitas

de una familia presumable es precompacto.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo abeliano topoldgico y (Z4)aca una familia presu-
mable en G. Sea S el conjunto de sumas finitas de (z,)aca. Tenemos que demostrar que
para todo U € Ny(G) existe un subconjunto finito F' de G tal que S C F + U. Dado U,
por la condicién de presumabilidad existe Ay € F(A) tal que

A€B(A), ANAy=0=> z,€U.

acEA
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Si A es un subconjunto finito arbitrario de A podemos poner

Zxa: Z Ty + Z To €E F4+U

a€A aEANAY acAN(A\Ay)
siendo F' = {} cc%a : C C Ap.} O

A la luz de la Prop. 22.2 resulta natural la cuestion de si el conjunto de sumas de una
familia hereditariamente sumable es compacto. Vamos a dar una respuesta afirmativa a
esta pregunta, para lo que necesitaremos un resultado previo:

LEMA 22.3. Sea A un conjunto no vacio. Para cada A € F(A) definimos
Ur={(B,C) € PB(A) x P(4) : BNA=CnNA}.
Entonces B = {Ua : A € §(A)} es base de una uniformidad U en P(A). Ademds el
espacio topoldgico (P(A), ) es compacto.

DEMOSTRACION. Los axiomas de base de uniformidad (1.3) son de comprobacién
sencilla para B. Para demostrar que J3(A) es compacto con la topologia 7, definimos la
aplicacion biyectiva

d: PA) — {01}
B — (2]

donde cp es la funcién caracteristica de B, definida de la forma usual:

ea(0) = {0 sia ¢ B,

1 sixe B.

Consideremos ahora a B(A) dotado de la topologia 7, y a {0,1}4, de la topologia
producto. Para todos A € §(A) y B € P(A) se tiene
®(Ua[B]) = {xc:CNA=BnNA}
= {(ca)aca € {0,1}*:Va €A [e,=1 ac B]}
= TItwte) < [T{0.1-

aEA agA

Como {Ua[B] : A € F(A)} v {[laea{xs(@)} x [1oga{0,1} : A € F(A)} son bases de
entornos de B y de x g, respectivamente, en los espacios correspondientes, se deduce que
® es un homeomorfismo. Basta ahora tener en cuenta que por el Teorema de Tychonoff,
{0,1}* es un espacio topolégico compacto. O

En el siguiente enunciado consideramos en JB(A) la estructura uniforme definida arri-
ba, en §F(A) la inducida por P(A) y en el grupo abeliano topoldgico G la uniformidad
canonica:

PROPOSICION 22.4. Sean G un grupo abeliano topoldgico y A un conjunto no vacio.
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(a) Para toda familia (x4)aca presumable en G, la aplicacion

34 —» G

A|—>Zxa

a€A

es uniformemente continua.
(b) Si G es de Hausdorff, para toda familia (z4)aca hereditariamente sumable en G,
la aplicacion

es uniformemente continua.

DEMOSTRACION.  (a) Denotaremos por y la aplicacién asi definida. Tenemos que
demostrar que

VU € No(G) 300 € 3(A) tal que [(A,A) € Un,NF(A)XF(A) = u(A)=p(A") € U]
Fijamos U € Ny(G). Sea V € Ny(Q) tal que V —V C U. Por ser (z,) presumable,
existe un Ay € §(A) tal que

AeF(A), AnNAy=0=uA) eV

Si ahora A y A’ son subconjuntos finitos de A tales que (A, A") € Ua,, es decir,
ANAyg=A"NAg, se tiene

p(A) = pu(A") = (AN A+ u(AN(A\ Ag)) — (AN Ag) — u(A'N(A\ Ayg))
pAN(A\Ag)) —pu(A'N(A\Ay) eV -V CU.

(b) De la definicién de la estructura uniforme en B(A) descrita arriba se deduce tri-
vialmente que §(A) es denso en PB(A) : para todo conjunto B C A, la red de
los subconjuntos ﬁnltos de B converge a B. Sea G el 1 grupo abeliano topolégico
complecién de G, : G — G lainclusién y p' = iop : P(A) — G la tnica
extensién uniformemente continua de i oy a P(A) ( 4). Vamos a demostrar que
i/ toma valores en G y actia igual que la aplicacién del enunciado. Para todo
B C A, se tiene

@' (B)= lim p'(A)= lim = lim Zxa Zxa €eq

A€F(B) AE%(B) A€F(B acB
O

Notar que de (a) se deduce fécilmente la Prop. 22.2, aunque en este caso es mas
sencilla la demostracién directa.
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TEOREMA 22.5. Sea G un grupo abeliano topoldgico y de Hausdorff, y (4)aca una
familia hereditariamente sumable en G. Entonces el conjunto de sumas de (z,) es com-
pacto.

DEMOSTRACION. El conjunto de sumas de (z,)aca €s imagen por una aplicacién
continua (Prop. 22.4(b)) de un espacio topolégico compacto (Lema 22.3). O

Nota 22.6. La construccién de una estructura uniforme en JB(A), y la deduccién
del caracter compacto del conjunto de sumas asociado a una familia hereditariamente
sumable, aparecen en [18, Ch. 3].

Nos interesa llegar a resultados suficientemente generales sobre la validez de las im-
plicaciones en cierto sentido inversas a las demostradas en la Prop. 22.2 y el Teor. 22.5,
es decir, encontrar condiciones bajo las que

e el cardcter precompacto del conjunto de sumas finitas implique que la familia es
presumable,

e ¢l caracter relativamente compacto del conjunto de sumas finitas implique que la
familia es hereditariamente sumable.

Es evidente que ninguna de las dos relaciones es cierta sin hipdtesis suplementarias sobre
el grupo; de ser asi, cualquier familia de elementos de un grupo compacto seria sumable,
y eso es claramente falso. El resultado siguiente (Prop. 3 en [72]) muestra que, de alguna
forma, éste es el inico contraejemplo posible:

TEOREMA 22.7. Sea G un grupo abeliano topolégico de Hausdorff cuyo unico sub-
grupo compacto es el trivial. Sea (z4)aca familia de elementos de G. Si el conjunto de
sumas finitas de (Tq)aca es relativamente compacto, entonces (xo) es hereditariamente
sumable en G.

El siguiente ejemplo muestra que el andlogo mas natural del Teor. 22.7 para fami-
lias presumables no es valido, es decir, que existen grupos que no admiten subgrupos
precompactos no triviales pero si familias no presumables con conjunto de sumas finitas
precompacto:

EJEmMPLO 22.8. (c¢f. [73, Ch. 10, ex. 4]) Sean 6 € R\ Z y (\,) una sucesion de
numeros reales linealmente independiente sobre Q y tal que 0 < A\, < 27" para todo
n € N. Sea X el subgrupo de R X T (con la topologia producto) generado por la sucesién

{(A\n, €9 },en. Se verifica:

(a) X no tiene subgrupos precompactos no triviales.
(b) La sucesion {(\n, &™) }en no es presumable. .
(c) El conjunto de sumas finitas de la sucesion {(An, €™)}nen es precompacto.

DEMOSTRACION.  (a) Supongamos que S es un subgrupo precompacto de X. Se
tiene que p1(S) (donde p; : R x T — R es la primera proyeccién) es un sub-
grupo precompacto de R; es trivial que entonces p;(S) = {0}. Sea (0,t) € S; por
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definicién de X se puede poner

N N
0= Z knAn, t=exp(2mif Z ky)
n=1 n=1

para alguna sucesién finita (ki,...,ky) de nimeros enteros. Como los elementos
de la sucesién (\,) son racionalmente independientes, se deduce que k, = 0 para
todon € {1,..., N}, y en particular ¢t = 1. Luego S = {(0,1)}.

(b) es evidente ya que esta sucesién no tiende a (0, 1).
(c) es claro ya que el conjunto de sumas finitas de esta sucesién estd contenido en

[0,1] x T.
0

A continuacién recogeremos algunas condiciones que garantizan el cardcter presu-
mable de una familia con conjunto de sumas finitas precompacto.

22.9. Notar que si en un grupo abeliano topolégico G' se cumple que cualquier suce-
sién con conjunto de sumas finitas precompacto es presumable, entonces lo mismo es
cierto para familias arbitrarias, debido a la Prop. 20.6(b).

TEOREMA 22.10. Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff. Consideremos
las siguientes condiciones sobre G:

(a)

(c)
(d)

Ezxiste un grupo abeliano topolégico H completo, de Hausdorff y sin subgrupos com-
pactos no triviales tal que 7o admite una base de entornos de cero
o(G, CHom(G, H))-cerrados, donde o(G, CHom(G, H)) denota la topologia ini-
cial en G con respecto a todos los homomorfismos continuos definidos de G en
H (Prop. 11.1).

Ezxiste un grupo abeliano topolégico H completo, de Hausdorﬁ y sin subgrupos
compactos no triviales tal que CHom(G H) separa puntos de G (es decir, para
todo z # 0 en G existe f € CHom(G, H) tal que f(z) # 0), donde G denota la
complecidn de G.

G no tiene subgrupos compactos no triviales.

Cualquier familia (To)aca € G cuyo conjunto de sumas finitas sea precompacto,
es presumable.

Se verifica (a)=(b)=(c)=(d).

DEMOSTRACION. e (a)=(b): Sea H el grupo cuya existencia viene dada por (a).

Sea z un elemento no nulo de G, y (z,),er una red contenida en G' que converge

azenG.Si suponemos que f(z) = 0 para todo f € CHom(é, H), en particular
g(z,) — 0 para todo g € CHom(G, H); en efecto, fijado un tal g, si g denota su

extensién a G' se cumple

0=7(x) = liﬁgng(xy) = liin g(z,).
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Entonces (Prop. 11.2(a)), z, — 0 en o(G, CHom(G, H)) y como (z.,) es una red de
Cauchy en (G,7g) y 7¢ admite una base de entornos de cero o(G, CHom(G, H))-
cerrados, necesariamente (Lema 19.7(a)) z, — 0 en G y por lo tanto z = 0,
contradiccidn. ~

e (b)=-(c): Sea K un subgrupo compacto de G. Sea H un grupo en las condiciones
descritas en (b). Para todo f € CHom(G, H), f(K) es un subgrupo compacto de
H y por tanto f(K) = {0}. Como CHom(é, H) separa puntos de G, se deduce
que K = {0}.

e (c)=(d): Sea (T4)aca € G y supongamos que el conjunto de sumas finitas S
asociado a (z,) es precompacto. Entonces S es un subconjunto relativamente
compacto del grupo G. Por el Teor. 22.7 , (zo) es hereditariamente sumable en G

y por lo tanto, presumable en G.
]

Nota 22.11. La implicacién (a)=-(b) del Teor. 22.10 es valida para H completo y
de Hausdorff; en particular para H = T, lo que constituye el Cor. 1 de [36]. En general
los resultados contenidos en esta referencia, en la que se caracteriza el hecho de que la
complecion de un grupo con suficientes caracteres continuos conserve esta propiedad, son
adaptables a este caso general.

PROPOSICION 22.12. Sea G un grupo abeliano topoldgico. Supongamos que G tiene
una base de entornos de cero cerrados en la topologia de Bohr. Si ademds todo cardcter
continuo de G puede levantarse a un cardcter real continuo, entonces cualquier familia
(Za)aca en G con conjunto de sumas finitas precompacto es presumable.

DEMOSTRACION. Se deduce de la implicacién (a)=-(d) del Teor. 22.10 para H = R,

teniendo en cuenta que la propiedad de levantamiento descrita en el enunciado implica
que o(G,G") C 0(G,CHom(G, R)) (13.48). O

Recordemos que unas condiciones suficientes para que todos los caracteres continuos
de G puedan levantarse a R son las de que G sea un k-espacio y (G”,7x) sea conexo
por caminos (Teor. 13.50). La hipétesis de que G admita una base de entornos de
cero cerrados en la topologia de Bohr se cumple, por ejemplo, en el caso localmente
cuasiconvexo (13.25(a)).

PROPOSICION 22.13. Sea (G, 7g) un grupo abeliano topoldgico tal que las topologias
o(G, CHom(G,R)) y 7 tienen las mismas sucesiones de Cauchy. Entonces cualquier
familia (x4)aca en G con conjunto de sumas finitas precompacto es presumable.

DEMOSTRACION. Por 22.9 es suficiente demostrarlo para sucesiones. Sea (;,)nen Una
sucesion en esas condiciones. Para todo f € CHom(G, R) la sucesién de niimeros reales
(f(xn))nen tiene asociado un conjunto de sumas finitas acotado y por lo tanto es sumable.
Consideremos la sucesion de sumas parciales yy = 25:1 Zy; por lo anterior, (Yn)nen €s
de Cauchy en o(G, CHom(G, R)), y por hipétesis en la topologia inicial de G. Aplicando
el mismo razonamiento a distintas reordenadas de la sucesién (z,), deducimos el caracter
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incondicionalmente de Cauchy de )z, o equivalentemente, el cardcter presumable de
() (Prop. 21.3). O

Notar que en particular si G tiene la propiedad de Schur y ademas todos sus caracteres
continuos se pueden levantar a caracteres reales continuos, GG esta en las hipétesis de la
Proposicién anterior: en esas condiciones, toda sucesién de Cauchy en o(G, CHom(G, R))
es de Cauchy en o(G, G") (13.48) y por lo tanto en 7¢ (Prop. 19.8(a)).

PROPOSICION 22.14. Sea E un R-espacio vectorial topolégico de Hausdorff. Cual-
quier familia de elementos de E cuyo conjunto de sumas finitas sea precompacto, es
presumable.

DEMOSTRACION. La complecién E de E tiene estructura de R-espacio vectorial

topoldgico ([10, I, §1.4]) y en particular E no tiene subgrupos precompactos no triviales.
Basta aplicar (¢)=(d) en el Teor. 22.10. O

23. Grupos de familias sumables

23.1. Los grupos topoldgicos ¢1(A,G) vy ¢,(A,G). Dados un grupo topolégico
abeliano G y un conjunto no vacio A, utilizaremos las notaciones ¢,(A,G) y ¢n(A,G)
para referirnos a los subconjuntos de G* formados por todas las familias (24)aca pre-
sumables y hereditariamente sumables, respectivamente. Si el conjunto de indices es N,
abreviaremos estas notaciones a ¢1(G) y £,(G).

La demostracion del siguiente resultado es inmediata:

PROPOSICION 23.1. Sean G un grupo abeliano topolégico y A un conjunto no vacio.
Los conjuntos ¢1(A,G) y (A, G) son subgrupos del producto G4.

A continuacién definiremos una topologia de grupo natural en ¢;(A, G). Para cada
V € No(G), definimos

(23.1) (V)a ={(Ta)aca € t1(A,G) : Y "z, €V VA € F(A)}.

a€A

Es sencillo comprobar que {(V)4 : V € Ny(G)} es una base de entornos de cero para una
topologia de grupo (1.8) en ¢;(A, G), que denotaremos por (7g) 4, siendo 7 la topologia
considerada en G.

Si una familia (z,) € (V)4 es hereditariamente sumable y V' es cerrado, es claro que

VBC A ;xa Aéljg(lB)aEZ;xa ev;
como los entornos cerrados forman una base de entornos de cero para la topologia de G,
la familia
{(@a)aca € th(A,G) : Y za €V VBC A}, Ve N(G)
a€B

es una base de entornos de cero para la topologia inducida en ¢,(A, G) por (7g) 4.

Salvo mencién en contra, éstas seran las topologias con las que dotaremos los grupos
t1(A,G) y h(A, G). Denotaremos ambas por el mismo simbolo (7¢)4 vy, con un criterio
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similar al establecido arriba, eliminaremos los subindices cuando el conjunto A sea el de
los niimeros naturales.

EJEMPLO 23.2.  (a) Sea A un conjunto no vacio y F = R 6 F = C. ¢ (A,F)
coincide con el subespacio vectorial de T4 formado por las familias (2o)aca para
las que Y, 4 |2o| < 00, y su topologia viene determinada por cualquiera de las

normas
(xq) — sup vaa| (Tq) — Z |4

AES(A) pen acA
Consecuentemente, ¢1(A,F) es el grupo abeliano topoldgico subyacente al espacio
de Banach usual de las familias (24)aca sumables en F.
(b) Sea A un conjunto no vacio. ¢1(A,T) coincide con el subgrupo de T4 formado
por las familias (to)aca para las que Y ., |1 — to| < 00, y su topologia viene
determinada por cualquiera de las dos pseudonormas

(to) — sup \1—Ht| (ta) = Y1 —tal.

A€F(4) acA acA

DEMOSTRACION. La caracterizacion de los elementos de los grupos 41 (A, F) y £1(A,T)
proviene del Ej. 20.9. Es claro que las pseudonormas

@) > s (3 oaal, ()= s 1= [t
A€F(4) acA acA

estan bien definidas y determinan las topologias naturales de ¢;(A,F) y ¢1(A4,T), re-
spectivamente. De las desigualdades demostradas en el Ej. 20.9 se deduce asimismo
que

@2 @) €hAH) = o [Sal < lrl<e wp |3
AES(A) gen acA acA
donde ¢ = 2 en el caso real y ¢ = 4 en el complejo, y

(ta) € 1(A,T) = sup [1— [[tal <D 11—t

AES(A) acA acA
27 p
B €]0,—=[, sup \1—Ht\<256n— = Z\l—t|<2ﬁ
3 AES(4) acA acA
]

PROPOSICION 23.3. Sean G un grupo abeliano topoldgico y A un conjunto no vacio.
(a) Si G es completo, entonces ¢1(A, G) = £(A, G) es completo.
(b) Si G es metrizable, entonces £1(A,G) y €y(A, G) son metrizables.

(c) Si A es numerable y G es separable, entonces £1(A,G) y ln(A, G) son separables.

DEMOSTRACION.  (a) Sea (2,),er una red de Cauchy en ¢, (A, G). Paracaday € T,
sea T, = (2,())aca. Fijado a € A, la red (z,(c)),er es de Cauchy en G; como

G es completo, () >z() para algin z(e) € G. Por ser la red (z,) de Cauchy,
para cualquier V € Ny(G) existe un vy € T tal que si 7,7 € T son tales que
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v,y > v, se tiene z,; — ., € (V)a4, es decir, ) A (zy(a) — z,(a)) € V para
todo A € F(A). Si V es cerrado, pasando al limite en ' se deduce

Y=, AEFA) =D (z(a) - z,(a) €V

a€A

De aqui, £ = (z(a))aca es presumable: Fijado U € Ny(G) consideramos un
entorno de cero cerrado V' tal que V +V C U, y el indice vy asociado a V en las
condiciones de (23.3). Si v € I' es cualquier indice posterior a 7y, la condicién de
presumabilidad de z,, garantiza que existe un Ay € F(A) tal que Y A 2/() €V
para cualquier A € F(A) disjunto con Ay. Para cualquier A € F(A) en esas
condiciones, se cumple por lo tanto

Y a(@) =) (z(a) —zy(a) + Y _zy(@) eV+V CU.

aEA acA a€A

Ahora la condicién (23.3) expresa la convergencia de z, a x en ¢1(4, G).

Sea V,,, n € N una sucesién fundamental de entornos de cero en (G; es claro que
la sucesién (V,,)a, n € N es una base de entornos de cero para la topologia (7g) a
en /1(A,G), y que ésta conserva el cardcter separado de 7g. Como /,(A,G) es
un subespacio topoldgico de ¢;(A, G), también es metrizable si lo es G (por los
resultados de la Sec. 4, un grupo abeliano topolégico es metrizable si y sélo si es
I-numerable y de Hausdorff).

Supongamos A = N (el caso de A finito es trivial). Sea D un subconjunto nume-
rable denso de G; definimos el siguiente subconjunto de ¢;(G) asociado:

= U{(yn)neNEGN:yl,yg,...,yNED, Yo =0Vn > N}
NeN

Es claro que D' es numerable; veamos que es denso en ¢;(G). Dados (z,) € £1(G)
y U € No(G), tenemos que encontrar un (y,) € D' tal que (z, — yn) € (U)n. Sea
V € No(G) tal que V +V C U. Por ser (z,,) presumable, existe un N € N tal que
para todo A € F(N) con min A > N, se verifica }, .\ z, € V. Sea W € Ny(G) con
W+ N.4+W C V. Paracadan € {1,2,..., N} fijamos d,, € D tal que z,, —d,, € W.
Veamos que la sucesién (y,,) = (di,ds,...,dn,0,0,...) € D' cumple la condicién
pedida: Para todo A € F(N),

S@n—w)= D (@n—da)+ Y w€V+VCU

neA neA neA
n<N n>N

Como el conjunto D’ esta contenido en £ (A, G), la misma demostracién es vélida
para el grupo de las familias hereditariamente sumables.
]

LEMA 23.4. Sea G un grupo abeliano topoldgico, A un conjunto no vacio y H un
subgrupo de G considerado con la topologia inducida por la de G. Se tiene
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(a) L1(A,H) = 6(A,G) N HA, ((A H) C L(A,G)N HA y, si H es cerrado,
0u(A, H) = 0,(A,G) N HA,
(b) para todo V € No(G) se tiene
(VN H)s=(V)ynH
(c) las inclusiones candnicas ¢1(A, H) — 61(A,G) y (A, H) — £,(A,G) son enca-
jamientos topolégicos.

DEMOSTRACION. (a) y (b) se deducen directamente de las definiciones. (c) es con-
secuencia de (a) y (b). O

PROPOSICION 23.5. Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente cuasiconvero. La
topologia de ¢1(A,G) es la generada por la familia de pseudonormas

Zxa”V:

a€A

(za) = sv((2a)) = sup ||
A€F(A)
donde V recorre los entornos de cero en G. Ademds, si V € Ny(G) es cuasiconvezo,
entonces

(V)a = {(za)aea € 01(4,G) : sv((za)) < V2}.

DEMOSTRACION. Las pseudonormas sy son continuas ya que para todos V € Ny(G)
y n € N se tiene

W eNy(G), WH.1.+WCV, () € W)a = svl(za)) < QSen%

(Cor. 3.7.) Laigualdad (V)4 = {(%a)aca € t1(4,G) : sy((zs)) < V2} para V cuasicon-
vexo es consecuencia inmediata de la Prop. 14.2(b), y junto con lo anterior demuestra
que las pseudonormas sy generan la topologia (7¢) 4. O

PROPOSICION 23.6. Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente cuasiconvezo y
A un conjunto no vacio. Entonces (¢1(A,G), (16)a) es localmente cuasiconvezxo.

DEMOSTRACION. Para cada V' € Ny(G) cuasiconvexo, (V)4 es cuasiconvexo en la
topologia natural de ¢1(4, G) ya que se cumple (V)4 = (Nacga) ux'(V') donde para cada
A € F(A), ua : £1(A,G) = G es el homomorfismo continuo definido por ua((Z4)aca) =
Y aca Ta, ¥ basta aplicar 13.25(c) y (d). O

23.2. El espacio vectorial topolégico ¢1(A, F). Si E es un espacio vectorial
topolégico, el grupo de las familias (z4)aca presumables en E, ¢1(A, E), es un subespacio
vectorial de E4. El espacio /1(A, E), donde E es un espacio localmente convexo, ha sido
estudiado con detalle en [67]. En esta referencia se denota [, (F) y se considera equipado
con la e-topologia, generada por las seminormas

(xa)aeA — 5U((xa)) = Sup Z |$*(‘Ta)|a

* o
zrel a€cA

donde U recorre los entornos de cero absolutamente convexos de E. (El hecho de que este
supremo es finito para cada (z,) € ¢1(A, E) se prueba en [67, 1.2.3], aunque también es
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consecuencia de la demostracién de la Prop. 23.9). Para demostrar que la e-topologia
coincide con la topologia (7g)a definida en la seccién anterior, necesitamos enunciar
algunos resultados previos.

Si E es un espacio vectorial topolégico sobre F (siendo F el cuerpo de los niimeros
reales o el de los complejos), el Teor. 17.13 y la determinacién del dual de F (13.1(a))
implican en particular que la aplicacién z* — exp(27iRe z*) es un isomorfismo entre el
grupo aditivo E* y el grupo multiplicativo E".

LEMA 23.7. Sea U un subconjunto equilibrado no vacio de un espacio vectorial topolo-
gico real o complejo E. Se tiene

(a) U” = {exp(§iRex*) : 2* € U°}, y se cumple la igualdad
(23.4) |z|ly = sup 2sen (~|z*(z)]) Vze€ E
T*eU° 4
(b) llz|lv < §pu(z) Vz € E; mds precisamente,

lallo < 2sen (Fpu(e) Vo €U,

y st U es un entorno de cero convexo y equilibrado, entonces se verifica
1
pu(z) < EH:UHU Vz € U.

DEMOSTRACION.  (a) Sea B = {exp(5iRez*) : * € U°}. La inclusién B C U®
es clara y se verifica para todo U. Inversamente, para todo ¢ € E”" se tiene
¢ = exp(2miRe y*) para algin y* € E*; suponiendo ¢ € U", si fijamos un z € U,
11 — p(z)| = 2sen |7Rey*(z)| < v/2; dado que U es equilibrado, si ¢ denota un
nimero de médulo 1 tal que ty*(z) = |y*(z)| y u € [0,1] es arbitrario, podemos
escribir también (ya que ptx € U)

V2 > |1 — p(utz)| = 2sen |[tRey* (utz)| = 2senmp|Re ty* (z)| = 2sen wuly*(z)).

Esto implica claramente que |y*(z)| < i. Por lo tanto z* = 4y* € U° y ¢ € B.
La igualdad (23.4) es consecuencia de ésta:

T,
lelly = sup [1 —x(z)| = sup [1—exp(;iRez"(z))|
xeU> z*elU°
T * T *
= sup 2sen —|Rez*(x)| = sup 2sen —|z*(z)]
z*EUO 4 I*EUO 4

(notar que para cada x € E, z* € U° existe un y* € U° con y*(z) = |z*(z)|)
(b) La primera desigualdad se deduce de (23.4), ya que |z*(z)| < py(z) Vz € E Vz* €
U°.
Usando el mismo razonamiento y el hecho de que sen £ es creciente para & €
[0, Z], obtenemos la segunda desigualdad.
En cuanto a la tercera, por (23.4) y la desigualdad sen & > aﬁf (vélida para
£ €10,%]) se tiene ||z||y > supgecpo V2|2*(z)], y basta aplicar el Cor. 1.18.
]
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NoTA 23.8. Teniendo en cuenta que un entorno de cero equilibrado U de un espacio
vectorial topoldgico es cerrado y convexo si y s6lo si U = {x € E : py(z) < 1}, y
cuasiconvexo si y sélo si U = {z € E : ||z||lg < v/2}, de (23.4) y el Cor. 1.18 se puede
deducir el Teorema 18.3(a).

PROPOSICION 23.9. Si E es un espacio localmente convero, para cualquier conjunto
A no vacio la e—topologia en ¢1(A, E) coincide con (Tg) -

DEMOSTRACION. Por el Teorema 18.3, E es localmente cuasiconvexo. Por la Prop.
23.5, (TE) 4 esta generada por las pseudonormas sy, donde V' recorre los entornos de cero
en F.

Sea V € Ny(E) convexo, cerrado y equilibrado; tales entornos forman base de Ny(E)
(18.2). Para cada (%4)aca € ¢1(A, E) se cumple

Lema 23.7(b)

() = s [ Ywlv < s Tp(3 )

AEF(A) LA AES(A N

0
sup — sup |Z$ (7a)] < —5V((33a))
AEF(A) 2 zreVe

Cor. 1.18

Por otra parte, para todo (Z4)aca € (V) A, Se verlﬁca

ev((zy)) = sup Z|x xa| < 2 sup sup |ch Tq)|

S Ly T €VOAEF(A) JcA
Lema 23.7(b)
< 2 sup pr(D wa) <2 Jup ||Z%Hv V2sy((a)).
AES(A)  hen \/_ acA
Estas desigualdades implican el resultado. O

24. El lema de Schur en grupos topolégicos
Comenzamos recordando el lema de Schur clésico:

TEOREMA 24.1. Sea (a;j);jen € RN tal que para todo i € N, la sucesion (a;j)jen
pertenece a l;. St ademds se tiene

1' -

lim Y a; =0 VMCN,
jeM

entonces lim; o Y 52, |az;| — 0.

Este resultado, que se remonta a 1920, admite como corolario la coincidencia entre
las sucesiones convergentes en norma y las débilmente convergentes en [, que es la forma
en que aparece habitualmente en las referencias. Daremos en esta seccion una version
del Lema valida en grupos abelianos topolégicos generales.

El siguiente lema previo contiene el nicleo de la demostracion:

LEMA 24.2. Sean G wun grupo abeliano topoldgico de Hausdorff, U € Ny(G) y
(aij)ijen € GV, Supongamos que se verifican las siguientes condiciones:
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(a) para todo i € N la sucesion (a;j)jen es hereditariamente sumable.
(b) para todo i € N, eziste un F; € F(N) con Y . . a;j ¢ U.
(¢) lim; 00 aij = 0 para todo j € N.

Entonces existen V € Ny(G) y subconjuntos infinitos I, J de N tales que

Z Qg5 ¢ V Vel
jeJ

DEMOSTRACION. Dados (a;;) y U como en el enunciado, determinamos W € Ny(G)
con W+ W c U, yV e Ny(G) simétrico, cerrado y tal que V +V +V C W.

Fijado 4, = 1, existe por hipétesis A; € F(N) tal que > ;1 ai; ¢ W. Por ser la
sucesién (a;,;)jen presumable, existe n; € N tal que ny > maxA; y (aij)j>n € (V)n
(ver (23.1)).

Sea i > i tal que ZjeA ai,; € V para todo A C {1,...,n} (utilizamos aqui
la condicién de convergencia a 0 de las columnas). Buscamos un A, € F(N) tal que
ni < minAy y tal que Y . 5, @i, € W (si para todo A € F(N) con n; < minA se
tuviera Y, a;,; € W, podriamos deducir

FE%(N) :>Zai2j: Z Qjyj + Z CLiZjEV-i‘WCU,
Jer JEF, j<n1 JEF, j>m
contradiccién). Sea ny > max Ay tal que (ai,)j>n, € (V)n, € i3 > iz tal que D7, 1 iy €
V para todo A C {1,...,n9}.
Inductivamente construimos asi sucesiones (ix) v (ng) en N, y (Ag) en F(N), tales
que

<t <izg<..., maXAI<n1<minA2§maXA2<n2<...
d ay; §W VEkeN,
JEAL

(aikj)jznk € (V)N Vk € N;

Y i, €V VAC{L...,m} VEEN
JEA

Sean I = {iy,%2,73,...} ¥ J = Uyen Qk- Para todo k € N,

Zam’ = Z Qirj + Z Qirj + Z iy, j

jed JEA, I<k JEA JEA, 1>k
y por lo tanto Zje] a;,; € V (en otro caso, se tendria ZjeAk a,; €V -V -Cl(V) =
V +V +V C W, contradiccién). O

TEOREMA 24.3. (Lema de Schur en grupos) Sea G un grupo abeliano topoldgico de
Hausdorff, A un conjunto no vacio y (a;o) € G4 tal que para todo i € N, (tig)aca €5
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una familia hereditariamente sumable en G. Si ademds

lim E aio =0 VB CA,
1—00
aEB
entonces esta convergencia es uniforme en B C A, es decir,

VU € Ny(G) Jig€N  [i>iy, BCA= ) a, €U

aceB

DEMOSTRACION. Si la conclusién del Teorema no es cierta, podemos encontrar un
entorno cerrado de cero U en G tal que para todo ¢ € N existen #/ > iy B C A con
la propiedad de que ) .paia & U. Como ademads )  paio = iMacrB) Y aen Gia
podemos suponer que B es finito. Inductivamente construimos sucesiones (B,,) en F(A)
e (in) /oo en Ntalesque Y . 05,0 ¢ U para todo n € N. El conjunto Aq := [,y Bn
es numerable y no puede ser finito; ponemos Ag = {1, ,...};  bpn = 6i,0,, pPara
todos m,n € N. La matriz (bmn)mnen cumple las hipétesis del Lema 24.2; por lo tanto
existe un J C N tal que

(Z bmn)men = (Z Qipan Jmen 72 0,

neJ neJ
contradiccion. O

NoTA 24.4. Este resultado puede considerarse una generalizacién del lema clésico de
Schur (Teor. 24.1) ya que para (a;;) € R"N son equivalentes las condiciones

(i) 3272, lag| == 0
(i1) D2 jen @i % 0 uniformemente en M C N.

La demostracién es consecuencia inmediata de las desigualdades (23.2).

Nota 24.5. En [56] (Lemma 10) y [1] (Theorem 3) se pueden encontrar versiones
mas fuertes del Teor. 24.3. Concretamente, se prueba que si para todo o € A existe
o = lim;_ G, y ademds para todo B C A (}_,cp Gia)ien €s una sucesiéon de Cauchy,
entonces la familia de los limites es hereditariamente sumable y lim;_, ., Zae B Qi =
> wep iMoo Giq, uniformemente en B C A. Para nuestra versién hemos utilizado una
demostracion del tipo “joroba deslizante”, como en las pruebas del lema de Schur clasico
que se encuentran normalmente en las referencias (cf. [90], Theor. 1-3-2, o [49], Prop.
27.13).

Vamos a enunciar el Teor. 24.3 en términos de la convergencia de sucesiones en
2,(A, G) con respecto a distintas topologias. Para cada subconjunto B de A, definimos
el homomorfismo de grupos

Yp: KhQ4,CH — G
(Za) = D aen Lo
Sea Ty la topologia inicial en ¢,(A,G) con respecto a la familia de homomorfismos

Y5, B C N. Es claro que 7y < (7g). El teorema 24.3 puede reformularse de la siguiente
forma:
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TEOREMA 24.6. Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff y A un conjunto no
vacio. En 0,(A, G), las sucesiones (7g)-convergentes coinciden con las Ty-convergentes.

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado, que proporciona una clase impor-
tante de ejemplos de grupos con la propiedad de Schur:

TEOREMA 24.7. Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff y A un conjunto
no vacio. Si G tiene la propiedad de Schur, entonces £,(A, G) también tiene la propiedad
de Schur.

DEMOSTRACION. Sea (Z,)nen una sucesion en 5 (A, G) que tiende a 0 en la topologia
de Bohr de ¢,(A,G). Por el Teor. 24.6 basta demostrar que z, converge a 0 en la
topologia 7y, es decir, que > ., Zn(a) — 0 para todo B C A. Fijamos un tal B; como
G tiene la propiedad de Schur sélo hay que demostrar que x(>_. .5 Zn(a)) — 1 para
todo x € G”. Pero esto es claro ya que para cualquier y € G*,

(y(@)) € (A, G) = x(Y_ y(@))

acB

acB

es un caracter continuo de ¢,(A, G). O

NoTA 24.8. Si en el Teor. 24.7 ponemos A = Ny G = T, donde F es el cuerpo
de los nimeros reales o complejos con su topologia usual, ¢;(A,G) = £,(A, G) es (Ej.
23.2(a)) el grupo abeliano topolégico subyacente al espacio de Banach de las sucesiones
sumables en I, (11, ||-]|1), y obtenemos como caso particular el hecho conocido de que este
espacio cumple la propiedad de Schur (cf. 19.16). Como consecuencia, el grupo £, (N, [;),
que tiene estructura natural de espacio de Banach, también verifica la propiedad de
Schur; este resultado es una reformulacién de [45, Example 2.1, en donde ademds se
demuestra que este ultimo espacio no puede encajarse en ningun espacio de Banach con
base incondicional y en particular, no es isomorfo a [;.

25. Sumabilidad absoluta en grupos
25.1. Familias absolutamente sumables en grupos.

DEFINICION 25.1. Sea G un grupo abeliano topoldgico y (Z4)aca una familia de
elementos de G. Se dice que (z,) es absolutamente sumable cuando para todo U € Ny(G),

ZaeA ky(za) < oo.

Por la Prop. 5.3(a), basta con que la condicién exigida se verifique para los entornos
de una base de Ny(Q).

25.2. Es claro que cualquier familia absolutamente sumable (24)aeca € G4 es conver-
gente a cero en el sentido de 20.1: para cualquier U € Ny(G) se verifica D, kv(za) <
oo y en particular

{a€ Az, U} ={a€ A:ky(za) =1} € F(A).

EJEMPLO 25.3.  (a) Las familias absolutamente sumables en los grupos R, C y T
(dotados de sus topologias usuales) coinciden con las sumables.
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(b) Sea G un grupo abeliano topoldgico que admite una base de entornos de cero for-
mada por conjuntos U que satisfacen la siquiente condicion:

(25.1) VneN VeeU nrxelU

(por ejemplo, un grupo topoldgicamente no arquimediano en el sentido de la Def.
2.2.) Es inmediato que las familias absolutamente sumables en G coinciden con
las convergentes a cero.

DEMOSTRACION.  (a) se demuestra en el Ej. 25.15(a).
(b) es inmediato (notar que para todo U en las condiciones de (25.1) y todo z € U, se
cumple ky(x) = 0).
U

PROPOSICION 25.4. Sea G un grupo abeliano topoldgico y (4)aca € GA.
(a) Si (Ta)aca es absolutamente sumable, entonces para cualquier B C A no vacio la
subfamilia (z4)acp €s absolutamente sumable.
(b) Si (za)aca es tal que para cualquier B C A numerable la subfamilia (x4)acp €S
absolutamente sumable, entonces (To)aca €S absolutamente sumable.

DEMOSTRACION.

(a) Es trivial.

(b) Supongamos que (z,)aca DO es absolutamente sumable; entonces existe un U €
No(G) tal que 3 ., ky(zq) = co. Como una familia de niimeros reales no negativos
es sumable si y sélo si su conjunto de sumas finitas es acotado, para todo n € N existe
A, € F(A) tal que Y n kv (o) > n. El conjunto B = (J,,cy An s numerable y verifica

ZaEB kU(xOC) = Q. 0

PROPOSICION 25.5. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos y u : G — H un ho-
momorfismo continuo. Sea (Ty)aca una familia absolutamente sumable en G. Entonces
(u(a))aca €s absolutamente sumable en H.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las definiciones y las propiedades
elementales del funcional k. O

PROPOSICION 25.6. Sean G, G; (i € I) grupos abelianos topoldgicos y u; : G —
G, © € I homomorfismos de grupos. Supongamos que la topologia de G es la inicial con
respecto a la familia de homomorfismos u;, 1 € 1.

(a) Sea {i1,...,im} un subconjunto finito de I, U; € No(Gj,) para todo 1 € {1...,m},
yU=N~, uz-_ll(Ul). Para todo x € G, se tiene

(25.2) boe) = mass o ().
(b) Una familia (To)aca € G* es absolutamente sumable en G si y sélo si para todo
i€ 1, la familia (ui(z4))aca es absolutamente sumable en G;.

DEMOSTRACION. (a) es trivial; (b) es consecuencia de (a) y del hecho de que los
conjuntos de la forma (2, u; ' (U;), con m € Ny U, € Ny(G;;) para todo I € {1,...,m},
forman una base de entornos de cero para la topologia de G (Prop. 11.1). O
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PROPOSICION 25.7. Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos topoldgicos de Haus-
dorff. Sean T, T, T; las topologias rectangular, asterisco y coproducto en la suma
directa @,c; G (Sec. 12). Sea A # 0. Las familias absolutamente sumables (T )aca
con respecto a las tres topologias coinciden. Ademds, si (xq) es absolutamente sumable
con respecto a cualquiera de estas topologias, eriste A € F(I) tal que {z, : o € A} C

ZieA vi(Gi).
DEMOSTRACION. La demostracién es totalmente andloga a la de la Prop. 20.16, ya

que las familias absolutamente sumables verifican las mismas propiedades que permiten
demostrar este resultado en el caso de las presumables (Prop. 25.5, 25.2). O

PROPOSICION 25.8. Sea G un grupo abeliano topoldgico y {q;}icr una familia de
pseudonormas que generan la topologia de G, en el sentido de 4.6. Si (To)aca € G* es
tal que

Z%‘(ﬂﬁa) <oo Viel
acA
entonces (To)aca €S absolutamente sumable.

DEMOSTRACION. Sea U € Ny(G) arbitrario; tenemos que demostrar que
Y aea ku(zs) < oo. Podemos suponer U = {z € G : ¢;(x) < 1} para algin i € I;
la Prop. 5.4(b) implica que Y ., ku(za) < D° e Gi(®a) < 00. O

25.9. La Prop. 25.8 implica en particular que si G es un grupo abeliano topoldgico
metrizable y ¢ una pseudonorma que genera la topologia de G, entonces cualquier familia
g-absolutamente sumable (20.13) es absolutamente sumable.

En relacién con esto es interesante el siguiente resultado, que aparece enunciado como
Theor. 5 en [31] para espacios vectoriales topoldgicos, aunque la demostracién es valida
en el caso general:

TEOREMA 25.10. Sea G un grupo abeliano metrizable y (vy,) una sucesion de nime-
ros positivos convergente a cero. Existe una pseudonorma q : G — [0, 00[ que genera la
topologia de G y tal que cualquier sucesion (Zp)nen € GY que cumpla q(z,) < v, VYn € N
es absolutamente sumable en G.

La obtencién de resultados en el sentido inverso es mas problematica. Existen grupos
abelianos metrizables que contienen sucesiones absolutamente sumables no presumables
(Ej. 29.11). Si (zn)nen es una sucesién en esas condiciones, es claro que Y_>° | ¢(z,) = 00
para cualquier pseudonorma ¢ que genere la topologia del grupo (Prop. 20.12). Por otra
parte, si G es un n-grupo localmente cuasiconvexo, existe en G' una pseudonorma ¢ que
genera la topologia de G y tal que las familias absolutamente sumables en G coinciden
con las g-absolutamente sumables (Prop. 25.20(b)).

25.11. La Def. 25.1 resulta natural si tenemos en cuenta el concepto habitual de
familia absolutamente sumable en un espacio vectorial topolégico (25.24) y que hemos
presentado el funcional £y como un andlogo al funcional de Minkowski valido en grupos
abelianos topologicos generales. Evidentemente, las alternativas al funcional &y recogidas
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en la Subsec. 5.2 pueden usarse analogamente y con el mismo propésito. De hecho, la
definicién original de familia absolutamente sumable en un grupo abeliano topoldgico,
presentada en [7, 10.16] y utilizada posteriormente en [8] para probar que en todo grupo
nuclear las familias absolutamente sumables coinciden con las presumables (ver Sec.
31), usa el funcional (-/U)p ((5.2)): en estas referencias una familia (z,)aeca se dice
absolutamente sumable cuando verifica la condicién

(25.3) VU e No(G) A={acA:z, ¢ULeFA), D (2a/U)s < 0.

acA\A

De las observaciones hechas en 5.7 se deduce trivialmente que la condicién (25.3) es
equivalente a la que caracteriza a las familias absolutamente sumables segiin la Def. 25.1.
Por lo que respecta a la definicién que cabria enunciar utilizando el funcional original de
Kaplan (-/U)k ((5.1), aunque de hecho Kaplan no estudia esta cuestién), la equivalencia
no se mantendria en general. A continuacién daremos condiciones suficientes para que
sea cierta esta equivalencia, y un ejemplo en el que no lo es.

PROPOSICION 25.12. Sea G un grupo abeliano topoldgico, A un conjunto no vacio y
(Za)aca una familia de elementos de G. Consideremos las condiciones

(a) (Ta)aca es absolutamente sumable (Def. 25.1)

(b) VU e Ny(G) A={a€A:z, ¢U}L €F(A), Dicnal@a/U)k < oo.
Se tiene siempre (a)=(b), y si G tiene una base de entornos de cero formada por con-
juntos de Kaplan, entonces (b)=(a).

DEMOSTRACION. Supongamos que (Z4)qca €s absolutamente sumable. En particular
es convergente a cero (25.2). Dado U € Ny(G), si llamamos A al conjunto finito {o € A :
To ¢ U} € §(A), por la Prop. 5.9(a) se tiene 3, y\a(Za/U)x <43 ,ca\a kv (2a) < 0.

Si G admite una base de entornos de cero B formada por conjuntos de Kaplan y (z,)
verifica la condicién (b), para cualquier U € B se cumple

Prop. 5.9(b)
Y ky(@a) =Y kvl + Y ku(za) <Y ku(@a)+ Y (€a/U)k <0
a€cA aEA a€A\A acA acA\A
y por ser B una base de entornos, (z,) es absolutamente sumable. O

En particular las definiciones de familia absolutamente sumable a las que dan lugar
los funcionales ky y (-/U) i son equivalentes en el caso de que G sea un grupo localmente
cuasiconvexo (Prop. 13.26). Vamos a dar a continuacién un ejemplo en el que no lo son.

EJeEMPLO 25.13. Sean 6 = (6;)jen Y (kj)jen las sucesiones definidas en el Lema
12.16, y Zs el grupo abeliano topoldgico obtenido al dotar a 7Z de la pseudonorma g
construida a partir de (0;) como en la Prop. 12.14. Sea By = {z € Z : gs(x) < 1}. Se
verifica (27/By) = 0 para todo j € N, pero sin embargo Yy ks, (2) = oo,

DEMOSTRACION. Para todo j € N, 2/ € B; (Prop. 12.14(b)); por lo tanto,
(27/B;) = 0 (12.15). Por el Lema 12.16, kg, (27) > % para todo j € N; luego

ZjENkBl(Qj)ZZ]'EN,‘%:ZI%-’-ZQ%—’----:OO_ ]
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Andlogamente a lo establecido para las familias presumables y hereditariamente su-
mables, vamos a dotar de una topologia conveniente al grupo de las familias absoluta-
mente sumables.

PROPOSICION 25.14. Sean G grupo abeliano topoldgico y A un conjunto no vacio. El
conjunto de todas las familias (To)aca € G* absolutamente sumables, que denotaremos
por L1{A, G}, es un subgrupo del producto G* y los conjuntos de la forma

{(V}a={(Ta)aea € 1{A,G}: D ky(za) <1},  V EN(G)

acA

forman una base de entornos de cero para una topologia de grupo en ¢1{A,G}.

DEMOSTRACION. Las condiciones de base de entornos de cero fijadas en 1.8 son
consecuencia de las siguientes propiedades de los conjuntos {V}4, V € Ny(G) :

e SiV, U € Ny(G) son tales que V C U, entonces {V}4 C {U}a. Esto se deduce
directamente de la Prop. 5.3(a).
e Para todo V € Ny(G), se verifica {V} + {V} C {V + .5. + V}: Si fijamos
(o), (ya) € {V'}, en particular z,, yo €V Va € A y
Prop. 5.3(c) 1
Z kV+.f§.+V(xa + ya) < 5 Z kV+V($a + ya)

Prop. 5.3(b)

<3S maxby(ra) kv (v}
< %Zajkv(xa)+§§ajkv(ya)<1.

e Para todo V' € Ny(G), se verifica {—V} = —{V}; esto es inmediato, teniendo en
cuenta que para todo z € G, k_y(x) = ky(—x).
U

EJEMPLO 25.15. (a) Sea F =R ¢ C, con su topologia usual. Una familia (24)aca
en F es absolutamente sumable si y sélo si la familia (|24|)aca es sumable en F.
La topologia de £1{A,F} es la generada por la norma

(xa)aeA — Z ‘xa|'
acA

Consecuentemente, 1{A,F} y ¢1(A,F) coinciden algebraica y topoldgicamente.
(b) Sea (to)aca una familia en T. Entonces (to)aca € L1{A, T} siy sélo si (to)aca €S
multiplicable en T. La topologia de £1{A, T} es la generada por la pseudonorma

(ta)aca — Y |1 —tal.
acA

Consecuentemente, (1{A, T} y £1(A,T) coinciden algebraica y topoldgicamente.
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DEMOSTRACION. La caracterizacién de los elementos de ¢1{A, F} como las familias
sumables en el grupo F, y de los de ¢;{A, T} como las multiplicables en T, asi como el
hecho de que las pseudonormas definidas en el enunciado generan las topologias natu-
rales en ¢1{A,F} y ¢;{A, T}, son consecuencia de las desigualdades que relacionan las
pseudonormas canoénicas de F y T con el valor de los funcionales de Kaplan sobre en-
tornos bésicos de cero (Prop. 5.6, (a) y (b) respectivamente). Finalmente, en los Ejs.
20.9 y 23.2 se caracteriza a las familias presumables en F y T con la misma condicién y
se muestra que las pseudonormas del enunciado generan asimismo la topologia natural
del grupo de las familias presumables. O

PROPOSICION 25.16. Sean G un grupo abeliano topoldgico y A un conjunto no vacio.

(a) Si G es completo, entonces ¢1{A, G} es completo.
(b) Si G es metrizable, entonces {1{A, G} es metrizable.
(c) Si A es numerable y G es separable, entonces £1{A, G} es separable.

DEMOSTRACION.
(a) Sea () er unared de Cauchy en ¢;{A, G}. Paracaday € T', sea £, = (z,())qaca-

Fijado o € A, la red (2,(c)),er es de Cauchy en G; como G es completo, 7., (a) >z ()
para algin z(a) € G. Vamos a demostrar que

(25.4) YU e N)(G) Fypel, [y>v= ZkU(x(a) —z,()) < 1.

a€cA

Fijamos U € Ny(G); sea V € Ny(Q) cerrado y tal que V+V +V C U. Existe vy € T tal
que

%Y > = ZkV(xv’(a) —2,(a)) < 1.
a€cA

Para todos « € Ay v > 7, lared (zy(a) — 2,(c))y>,, converge en G a () — =, ().
Como V es cerrado, la Prop. 5.5 implica que

@€ A, 7290 = ky(o(e) ~ 2,(0)) < liminf ky(oy (@) - 2,(a))

y por lo tanto (notar que la suma de los limites inferiores es menor o igual que el limite
inferior de la suma)

A€ S"(A)a Y2 Y
= D osenkv(z(a) —z,(a)) < th inf ky(zy () — z,())

>
acA Y270

< hmlnfz ky(zy (o) — z())

Y >0

<1.
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De aqui,
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y (25.4) estd demostrado. Esta relacién implica en particular que z = (z,) € (1{A,G} :
dado un U € Ny(G) escogemos V € Ny(G) tal que V +V C U; de (25.4) se deduce que
existe un y € I' tal que Y ., kv (z(r) — 2, (r)) < o0. Por lo tanto

D ku(a(e)) = D kule(e) = ay(e) +a4(a))
TS maxfhy (#(0) — 2 (), kvl (0))} < o

acA

Ahora es claro que (25.4) expresa el hecho de que la red (z,) converge a z en ¢1{A, G}.
(b) Es claro que si (V,,)n,en €s una sucesiéon fundamental de entornos de cero en G,
entonces los conjuntos {V,,}4, n € N forman base de entornos de cero en ¢;{A, G}, y
que ¢1{A,G} es de Hausdorff si lo es G. Basta tener en cuenta que un grupo abeliano
topoldgico es metrizable si y sélo si es I-numerable y de Hausdorff (Sec. 4).
(c) Supongamos A = N; el caso de A finito es trivial. Sea D un subconjunto numerable
denso de G y definimos, como en la Prop. 23.3(c), el subconjunto numerable de ¢,{G}

D,: U{(yn)neNGGN5y1,y2;---,yNED, ynzovn>N}

NeN

Demostraremos que D’ es denso en ¢1{G}: Dados (z,) € (1{G} y U € Ny(G), tenemos
que encontrar un (y,) € D' tal que (z, —yn) € {U}n. Sea N € Ntalque ) . v ku(zn) <
1/2. Paracadan € {1,..., N} determinamos d,, € D tal que z,, —d,, € Uon). La sucesion
(Yn) = (dy,da, ...,dN,0,0,...) € D' cumple la condicién pedida:

ZkU(xn_yn) = ZkU(xn_dn)'FZkU(xn) <Ni+1:1'

2N 2
n<N n>N

O

LEMA 25.17. Sea G un grupo abeliano topoldgico, A un conjunto no vacio y H un
subgrupo de G en el que se considera la topologia inducida por la de G. Se tiene

(a) 64{A,H} = (,{A, G} N HA.
(b) Para todo V € Ny(G) se tiene

{(VNHY,={V},nH

(¢) la inclusion candnica ¢1{A, H} — ¢1{A,G} es un encajamiento topoldgico.
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DEMOSTRACION. (a) y (b) se deducen directamente de las definiciones (notar que
para todos © € Hy V € Ny(G), kvnu(z) = ky(z)). (c) es consecuencia de (a) y
(b). O

PROPOSICION 25.18. Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente cuasiconvezo.

(a) Una familia (x4) en G es absolutamente sumable si y sdlo si para todo V € Ny(Q)

)= Y [lzally < oo.

acA

(b) La topologia de ¢1{A, G} es la generada por las pseudonormas {ry : V € Ny(G)}.
Ademds, los conjuntos

[V]a = {(@a)aea € 6{A, G} 1 rv((wa)) < V2,

donde V' recorre los entornos de cero en G, forman un sistema fundamental de
entornos de cero para {1} a.

DEMOSTRACION.  (a) Es consecuencia inmediata del Lema 14.4.
(b) Para todos U € No(G) y n € N, se cumple {V}4 C r;'[0, %], donde V es un
entorno de cero en G tal que V + 3. +V C U. En efecto,

ZaeA kv(ﬂ?a) <1

Lema 14.4(a) Prop 5.3(c) .
= Yaealltally £ mXcaku(@a) < G Xacabv(@a) < -

Por lo tanto, las pseudonormas ry son continuas. Dado ahora U € Ny(G), fija

mo
un entorno de cero V' cuasiconvexo y tal que V +V +V C U. Si ry((z,)) < \/_
en particular (Prop. 14.2(a)) z, € V" =V para todo o € A y se cumple

Prop. 5.3(c) | Lema 14.4(b

Skolea) < 53 kvl@) < 3 ey <

a€A acA aEA

Por lo tanto se tiene la inclusién [V]a = r3,1[0,v/2] C {U} 4.
U

PROPOSICION 25.19. Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente cuasiconvero y
A un conjunto no vacio. Entonces el grupo (¢1{A, G}, {1c}a) es localmente cuasiconvero.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta que los conjuntos [V]4 forman una base de en-
tornos de cero para la topologia {7g} 4 en en ¢,{A, G} (Prop. 25.18(b)), basta demostrar
que

YU € No(G) 3V e No(G),  [V]a™* C [U]a.

Dado U € Ny(G), determinamos un V € Ny(G) con V +V C U. Sea (24)aca €

[V]4™%; comprobemos que Y, 4 ||Za||v < V2. Basta probar que Y |1—Xa(za)| < V2
para cualquier subconjunto finito A C A y cualquier familia finita (xq)aca en U”. Sea
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A un subconjunto finito arbitrario de A y para cada o € A, sean x, € U” y ny, €
{-2,-1,0,1,2}. El caracter

(o) € 6{A, G} = [ [ Xo*(va) € T

a€A
pertenece a [V1]% : si 3., 4 ||vallv < V2, en particular
1= T e (wa)l < D11 = Xao (va)| < V2

a€A a€A
yaque xpo € V® paratodoa € A. Como (Z4)aca € [V]4™7, se cumple que [ [, x Xao (7a) €
T, . Del Cor. 3.7 deducimos que

V(ea)aea € {~1,0,1}* ] X (za) € T[-

aEA

7r7r]
4’ 4

y por la Prop. 3.12

O

PROPOSICION 25.20. Sea G un n-grupo con entorno distinguido U. Sea (T4)aca €
GA.
(@) (za) € L{A, G} & > caku(za) < 00,
(b) si G es un n-grupo localmente cuasiconvero y U es un entorno de cero distinguido
y cuasiconvexo en G, se tiene

(o) € L{A,G} & Z l|Za|lo < o0.

acA

DEMOSTRACION.  (a) La condicién es claramente necesaria, y es suficiente por la
Prop. 5.4(a).
(b) Se deduce de (a) y del Lema 14.4.
U

25.2. Relacién con los conceptos correspondientes en grupos vectoriales
topolégicos. Vamos a comprobar que las nociones que hemos introducido conservan su
sentido habitual al considerarlas en el contexto de espacios vectoriales con estructura
topoldgica compatible, en los que la definicion usual de familia absolutamente sumable
utiliza los funcionales de Minkowski (1.16) de entornos de cero. A lo largo de esta seccién
F denota el cuerpo de los nimeros reales o de los niimeros complejos, indistintamente.

LEMA 25.21. Sea E un F—espacio vectorial y U un subconjunto de E. Entonces

(a) pu(z) < 2ky(x) VzeU.
(b) Si U es estrellado, ky(z) < py(x) Vz € E.
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DEMOSTRACION. Si z ¢ U y U es estrellado, py(z) > 1y ky(z) = 1 < py(z), lo
que demuestra (b) en este caso. Si ky(z) = 0 (b) es trivial; como nz € U para todo
n €N, py(x) =0, lo que demuestra (a). Si ky(z) = Nil para algin N € N, en
particular Nx € Uy (N+1)z ¢ U, de donde se deducen, respectivamente, (a) y (b). O

PROPOSICION 25.22. Sean E un F—grupo vectorial topoldgico localmente equilibrado,
A un conjunto no vacio y (To)aca € EA. Son equivalentes:

(a) YU € No(E) 3 ,camin{py(za), 1} < o0
(b) (xa)aeA € Kl{A, E}

DEMOSTRACION. Para demostrar (a)= (b), fijamos U € Ny(E). Existe V € Ny(E)
estrellado tal que V' C U. Como ) ., min{py(z,),1} < 0o, necesariamente py (z,) <
1 Ya € A\ A, siendo A un subconjunto finito de A. Se tiene asi

Lema 25.21(b)

S ko) S ) < Al Y kvlaa) S AL+ S pr() < o0

a€cA acA acA\A acA\A

En cuanto a la otra implicacién, fijado U € Ny(E), el conjunto A' ={a € A:z, ¢ U}
es finito (25.2); se tiene

Lema 25 21(a

> pu(wa) =D puwa)+ D pu(za) ZPU Ta)+2 Y ku(za)

a€cA a€cA’ a€A\A! a€cA! acA\A/
U

El siguiente ejemplo muestra que la Prop. 25.22 no es cierta sin la hipdtesis de que
el grupo vectorial topolégico considerado sea localmente equilibrado.

EJEMPLO 25.23. Sea E el R-grupo vectorial topoldgico (R,o(R,R")) (Ej. 17.4). E
no tiene entornos acotados de cero (13.15(b)) y por lo tanto, para cualesquiera x € E y
U € Ny(E) se cumple py(x) = 0. Por lo tanto cualquier familia (4)eca € E? verifica
la condicién enunciada en la Prop. 25.22(a), pero es claro que (1{A, E} # EA.

25.24. Si E es un espacio vectorial topoldgico, los elementos de Ny(E) son conjuntos
absorbentes y la propiedad enunciada en 25.22(a) se puede escribir como

VU € Ny(E ZpUxa < 00,

a€cA

que es la definicién habitual de familia absolutamente sumable en un espacio vectorial
topolégico ([31, p. 37|, [78, p. 120]). La presente Proposicién establece en particular,
por lo tanto, que una familia de elementos de un espacio vectorial topolégico E es abso-
lutamente sumable si y solo lo es considerada en el grupo aditivo topologico asociado a
E. Podemos llamar absolutamente sumables a estas familias, sin ambigiiedad.

EJEMPLO 25.25. Sea E un espacio vectorial topoldgico sobre F = R ¢ C. Las fa-
milias (To)aca absolutamente sumables para la topologia o(E, E*) coinciden con las pre-
sumables para esta misma topologia (caracterizadas en la Prop. 20.17).
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DEMOSTRACION. Aunque en la Prop. 29.6 demostraremos un resultado més general,
este enunciado se puede probar facilmente teniendo en cuenta que para todo z* € E*, el
funcional de Minkowski del conjunto {z € E : |z*(x)| < 1} coincide en cada y € E con
|z*(y)|; como los conjuntos {z € E : |z*(z)| < 1}, con z* recorriendo E*, forman una
subbase de entornos de cero para o(E, E*) (11.6), se deduce que una familia (24 )aca €
E4 es o(F, E*)-absolutamente sumable si y s6lo si Y, 4 |2*(z4)| < 0o para todo z* €
E*, condicién que caracteriza (Prop. 20.17) a las familias o(F, E*)-presumables. O

La propiedad enunciada en el Ej. 25.25 es cierta también para espacios vectoriales
topolégicos sobre un cuerpo valuado no arquimediano arbitrario. Dado un tal espacio
E, el espacio (E,o(E, E*)) es siempre localmente convexo no arquimediano (18.15) y en
particular el grupo subyacente es topolégicamente no arquimediano. Veremos en el Ej.
29.4(b) que en cualquier grupo TNA coinciden las familias absolutamente sumables con
las presumables.

LEMA 25.26. Sea E un F-grupo vectorial topoldgico localmente equilibrado. Defini-
mos

my {A,E} = [0,00], 7u((2a)) =) pu(@a)

acA

Los conjuntos de la forma n5'[0,1], U € No(E) constituyen una base de entornos de
cero para la topologia {Tr} 4.

DEMOSTRACION. Del Lema 25.21 se deduce que, para cualquier U € Ny(E) estrel-
lado,

D k(@) <1=) pig(a) <2=) pulza) <1,

acA acA a€A

ZPU(%) <l= ZkU(aEa) <1.

acA a€cA

La demostracion se completa teniendo en cuenta que por hipétesis los entornos equili-
brados (y por lo tanto los estrellados) forman una base de entornos de cero en E. O

25.27. Si E es un F-espacio vectorial topolégico, el Lema 25.26 implica que la familia
de seminormas

(Ta)aca € L1{A, B} = my((7a)) = ZPU(ma)

acA

(ver 25.24), donde U recorre los entornos convexos y equilibrados de cero en E, genera
{7}, que en particular es una topologia de espacio localmente convexo.

En [67, 1.4] el espacio de las familias (24)ac 4 absolutamente sumables en E se denota
por [Y{F} y se presenta esta construcciéon de {7z}, que se introduce bajo el nombre de
w-topologia en 4 {E}.
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26. Homomorfismos sumantes

DEFINICION 26.1. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos, v : G — H homo-
morfismo de grupos. Se dice que u es absolutamente sumante, o simplemente sumante,
cuando para toda (z,) € ¢1(G) se verifica (u(x,)) € 1{H}.

El siguiente resultado muestra que la elecciéon de N entre los posibles conjuntos in-
finitos de indices no es esencial para la definicién:

PROPOSICION 26.2. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos y v : G — H un
homomorfismo de grupos. Si existe un conjunto infinito B tal que

V(zs)pen € b1(B,G)  (u(zg))pen € (:1{B, H}

entonces esta condicion se cumple tomando en vez de B un conjunto no vacio arbitrario.

DEMOSTRACION. Sea A # () y fijamos (%4)aca € ¢1(A,G) y V € Ny(H). Tenemos
que demostrar que ), 4 kv (u(z,)) < oo. Basta demostrar que ), kv (u(za)) <
oo para cualquier subconjunto numerable Ay de A (Prop. 25.4(b)). Fijamos un tal
subconjunto Ay y una aplicacién inyectiva i : Ay — B. La familia (y3)gep definida como
sigue

Yi(a) = Ta Vo € Ag; ys =0 VB € B\i(Ay)
es claramente presumable y por hip6tesis (u(ys))sen € £1{B, G}; luego D s p kv (u(yp)) =
Y aeca kv (u(za) < oco. O

PROPOSICION 26.3. Sean G, Go, G3, G4 grupos abelianos topoldgicos, f : G1 — Go
y g : G3 — G4 homomorfismos continuos y u : Gy — Gz homomorfismo sumante.
Entonces gouo f es sumante.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de que (Props. 20.11 y 25.5) la
imagen por un homomorfismo continuo de una familia presumable (resp. absolutamente
sumable) es presumable (resp. absolutamente sumable). O

PROPOSICION 26.4. Sean G y H grupos abelianos topoldgicos, G I-numerable. Si
u: G — H es un homomorfismo sumante, entonces es continuo.

DEMOSTRACION. Supongamos que u no es continuo. Sea (Teor. 4.5) ¢ una cuasi-
norma en G que genere su topologia. Existen V € Ny(H) y una sucesién (z,) en G
tal que ¢(x,) — 0 pero u(z,) € V Vn € N. Sea (z,,) una subsucesién de (z,) tal que
Y re1q(xn,) < co. En particular (z,,) € ¢1(G) (20.13), pero u(x,,) no converge a 0, y
por lo tanto no es absolutamente sumable, contradiccién. O

A continuaciéon mostramos que un homomorfismo sumante puede no ser secuencial-
mente continuo, y en particular que la Prop. 26.4 no es cierta sin la hipétesis de que G
sea [-numerable.

EJEMPLO 26.5. (a) Sea E un F-espacio de Banach, donde F es el cuerpo de los

nidmeros reales o el de los complejos. Cualquier sucesion o(E*, E)-presumable en
E* es o(E*, E**)-presumable.
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(b) La identidad u : (I1,0(l1,¢p)) — (li,0(l1,1lx)) es sumante pero no secuencialmente
continua.

DEMOSTRACION.  (a) Sea (Z)nen una sucesién o( E*, E)-presumable en el espacio
de Banach E. El conjunto & de sumas finitas de (z,,) es o(E*, E)-precompacto
(Prop. 22.2) y por lo tanto, o(E*, E)-acotado. Por el teorema de Banach-Steinhaus
(cf. [58, Teor. 2.6.7]), S es acotado en norma en E*. De aqui se deduce trivialmente
que (z,) es o(E*, E**)-presumable (cf. Prop. 20.17).

(b) Es claro que u no es secuencialmente continua ya que la base candnica de I;
es convergente a cero en la topologia o(l1,¢y) pero no en la o(ly,ly). Por otra
parte, teniendo en cuenta el apartado (a) y el Ej. 25.25, se deduce que u es un

homomorfismo sumante.
O

LEMA 26.6. Sean G y H grupos topolégicos abelianos metrizables. Sean G, y H;
subgrupos de G y H, respectivamente; G1 denso en G. Siig: Gy — G eig: HH — H
denotan las respectivas inclusiones y u: G — H y uy : Gy — Hy; son homomorfismos de
grupos tales que u es continuo, u; es sumante e iy o u; = uoig, entonces u también es
sumante.

DEMOSTRACION. Sea (V},)nen sucesion de entornos de cero en H tal que
b, €V, Vne N=(b,) € (1{H}.
Sea (U, )nen sucesion de entornos simétricos de cero en G tal que
u(Up) C Vi an € U, Yn € N = (a,) € 41(G)).

(La existencia de estas sucesiones de entornos es consecuencia de 20.13 y 25.9.) Sea
(zn) € £1(G). Para todo n € N, fijamos un z, € G; tal que =, — z, € U,. Se tiene
u(zy) = u(r, — 2n) + u(2,); como u(z, — 2,) € V, Vn € N, la sucesién u(z, — 2,)
es absolutamente sumable en H; por otra parte z, = (2, — Tn) + Zn, = (2,,) € 1(G);
como ademds (z,) € GY, se tiene (Lema 23.4(a)) (z,) € £1(G1) = (u(z,)) = (u1(2,)) €
¢ {H,} C {;{H} (Lema 25.17(a)). Se deduce asi que (u(z,)) € (L{H}. O

NotA 26.7. La hipotesis de que u es continuo no se puede eliminar del enunciado del
Lema 26.6. Sea E un espacio de Banach infinitodimensional y v : F — R un funcional
lineal no acotado. Es evidente que u no es sumante, pero la restriccién de u al subespacio
denso ker u es idénticamente 0.

Si u: G — H es sumante, se puede definir el homomorfismo de grupos asociado
u® 0 (G) — 6{H}, u*((z,)) = (u(z,)). Es inmediato que si v : G — H es un
homomorfismo sumante, entonces la continuidad de u*® implica la de u; basta escribir
u = pp o u’ o iy, donde

’LlG—)gl(G) plgl{H}—)H
i1(z) = (2,0,0,...) pi((zn)) =2
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son claramente continuas. De este hecho y del Ej. 26.5 se deduce que para un u sumante,
u® no es necesariamente continua, en general; de hecho, tampoco basta que u sea conti-
nua, como muestra el ejemplo G = H = R siendo I conjunto de indices no numerable,
u la identidad (Ej. 29.19). Un ejemplo de un operador lineal sumante v : E — F', donde
E es un espacio localmente convexo, F' es un espacio de Banach y u® no es continua, se
puede encontrar en [67, 2.1.4]. Sin embargo, en el caso de que G sea metrizable si se
puede deducir la continuidad de u®:

TEOREMA 26.8. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos, G metrizable, y u : G —
H un homomorfismo sumante. Entonces u® : ¢1(G) — (1{H} es continuo.

DEMOSTRACION. Paso 1. Supongamos primero que G y H son metrizables y com-
pletos y H es ademds separable. Entonces ¢1(G) y ¢1{H?} tienen las mismas propiedades
(Props. 23.3 y 25.16), y para deducir la continuidad de u® podemos aplicar el Teorema
del Grafo Cerrado (Teor. 10.11). Comprobemos que el grafo de u® es cerrado: Sea ()
una sucesioén en ¢;(G) tal que z,, — 0, y supongamos que v*(z,) — y en ¢,{H }. Es claro
que para todom € N, z,(m) = 0 en G, ya que las proyecciones z € ¢,(G) — z(m) € G
son continuas. Ahora, por la Prop. 26.4, u es continuo y por lo tanto, para todo
m € N, se tiene u(z,(m)) = 0 en H. Como u*(z,) = (u(z,(m)))men ¥ las proyecciones
¢,{H} — H, z+— z(m) son también continuas, se deduce que y = 0, es decir, que u*
tiene el grafo cerrado.

Paso 2. Generalizamos al caso en que G y H sean metrizables y H ademéds sepa-
rable. Sea u .G > Hla extension continua de u a las compleciones de G y H. G
y H son metrlzables y completos, H es separable y por el Lema 26.6, u es sumante.
Aplicando ahora el caso anterior, deducimos que u* es continua; tenlgndo en cuenta que
los monomorfismos naturales ig : ¢1(G) — ¢1(G), ig : 64{H} — ¢;{H} son encajamien-
tos topoldgicos (Lemas 23.4(c) y 25.17(c)) y que T° o ig = iy o u®, se deduce que u’ es
continua.

Paso 3. Supongamos que v : G — H es sumante y u® no es continua, siendo G
y H metrizables. Existe entonces un V € Ny(H) tal que para todo U € Ny(G), se
tiene u*((U)n) ¢ {V}n. Sea (Up)nen una sucesién fundamental de entornos de cero en
G. Para todo n € N existe z, = (2,(k))ren € (Un)n tal que (u(z,(k))) € {V}In. Sea
Go = gp{zn(k) : n,k € N}, con la topologia inducida por la de G; G, es un subgrupo
numerable de G. El grupo Hy = u(Gyp), con la topologia inducida por la de H, es
metrizable y separable (de hecho numerable). Es claro que la restriccién de u a Gy y Hy,
que denotamos por ug, es sumante; por el paso anterior, (u)® es continua, contradiccién
con el hecho de que para todo n € N,

u®((2n)) € (u0)*((Un NGoln),  u’((zn)) € {V N Ho}n.

Paso 4. Supongamos finalmente que v : G — H es sumante y u® no es continua,
siendo G metrizable. Sea V € Ny(H) tal que para todo U € Ny(Q) se tiene u*((U)y) ¢
{VIn, ¥ (Va)nen una sucesién de entornos simétricos de cero en H tal que V; C V
Yy Var1 + Varr C Vi, para todo n € N. Denotamos por 7 la topologia I-numerable
determinada por la base de entornos de cero (V,,) en H, y W el interior de V para esta
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topologia. W es un entorno abierto de cero en 7 y, en particular, en 7. Sea H' el grupo
de Hausdorff asociado a (H,7) (es decir, H' = (H,7)/CL.({0})), vy @o : (H,7) — H' el
homomorfismo canénico. Del cardcter T-abierto de W se deduce que ¢, (po(W)) = W
(1.13) y en particular, kw(y) = kyow)(¢(y)) Yy € H. El homomorfismo ¢y o u es
sumante (Prop. 26.3); por el paso anterior, (¢ o u)® es continuo. Como {W}y C {V }n,
para todo U entorno de cero en G existe (xx)keny € (U)y tal que (u(zk))ren € {W in,
luego (@o(u(zk)))ken & {wo(W)}n, contradiccién con el cardcter continuo de (ggou)®. O

NoTA 26.9. El concepto de operador absolutamente sumante, implicito en el trabajo
de Grothendieck que dio lugar a la teoria de los espacios nucleares, fue formulado y
estudiado por Pelzcynski y Pietsch en los primeros 60. Desde entonces esta nocién (asi
como el concepto relacionado de operador absolutamente p-sumante) ha sido objeto de
intensa investigacién y se ha revelado como una herramienta imprescindible en diversas
areas del Andlisis Funcional ([67], [23]). Aqui hemos visto que una definicién aniloga
tiene sentido en grupos abelianos topolégicos. El Teor. 26.8 es conocido para el caso de
espacios localmente convexos ([67, Theor. 2.1.3]).



CAPITULO V

Grupos GP-nucleares

Una vez que hemos definido los conceptos de familia presumable y absolutamente su-
mable en grupos abelianos topolégicos generales, y hemos dotado de topologias naturales
a los grupos formados por esas familias, tiene sentido preguntarse por las implicaciones
del hecho de que en un determinado grupo toda familia presumable sea absolutamente
sumable, y/o viceversa, con o sin la hipétesis de continuidad de la inclusién correspon-
diente. Grothendieck y Pietsch mostraron (cf. Teor. 30.7) que la igualdad algebraica y/o
topoldgica entre los espacios de las sucesiones presumables y absolutamente sumables en
un espacio localmente convexo guarda una estrecha relacién con el caracter nuclear del
espacio. Teniendo en cuenta este hecho, es de esperar que las identificaciones andlogas
en grupos conduzcan al concepto de grupo nuclear, que Banaszczyk introdujo como una
generalizacién conveniente del de espacio nuclear en [7]. En este capitulo plantearemos
esas identificaciones y estudiaremos las clases formadas por los grupos que las cumplen,
asi como la conexién con los grupos nucleares en el sentido de Banaszczyk.

Comenzaremos presentando los conceptos de espacio nuclear, grupo vectorial nuclear
y grupo nuclear, en orden creciente de generalidad. Para ello es necesario recordar una
serie de resultados y definiciones sobre didmetros de Kolmogorov, niimeros de apro-
ximacion y diferentes clases de operadores entre espacios normados, que constituyen el
contenido de la siguiente seccién. En todo este capitulo, y salvo mencién en contra, como
cuerpo base I se toma indistintamente R 6 C.

27. Definiciones y resultados previos

27.1. Construccién de los espacios normados E(y). Recordemos la construc-
cion del espacio normado asociado a un subconjunto convexo y equilibrado de un espacio
vectorial ([50, 6.8], [78, IIL.7]):

Sea I el cuerpo de los numeros reales o el de los complejos, £ un espacio vectorial
sobre ' y U C E un subconjunto convexo y equilibrado de E. El funcional de Minkowski
py define una seminorma en el subespacio generado por U, que denotamos spU. En
particular el conjunto Ny = p;;*(0) = Nys0 AU es un subespacio de spU. Si E(y) denota
el espacio vectorial cociente spU/Ny y Ay : spU — Ey) es la proyeccién canénica,
entonces la aplicacién || - || : E) — R, definida por ||[Ay(z)|| = py(x) estd bien definida
y €s una norma en E).

Dados U y V absolutamente convexos y tales que V C U, denotaremos por Ayy :
Ewy — Eqw) el operador definido por Ayy(Av(z)) = Ay(x). Es evidente que Ayy es
lineal, continuo y de norma menor o igual que 1.

145
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Sea p una seminorma definida en un espacio vectorial E. El conjunto B, ={z € E :
p(z) < 1} C E es convexo y equilibrado, y su funcional de Minkowski coincide con p.
Utilizaremos la notacién E, para referirnos al espacio normado E(p,); andlogamente A,
denotard el operador Ap,p,, si p y ¢ son seminormas tales que ¢ < p.

Diremos que p es una seminorma prehilbertiana si se verifica la igualdad p?(x + y) +
p?(x — y) = 2p?(x) + 2p?(y) para todos z, y € E; es evidente que p es prehilbertiana si
y sélo si E, es un espacio prehilbertiano.

27.2. Didmetros de Kolmogorov y nimeros de Kolmogorov de un oper-
ador. Sea F un F-espacio vectorial, U, V subconjuntos no vacios de E tales que U es
estrellado. Se define el k-ésimo didmetro de Kolmogorov (k € N) de V' con respecto a U
de la siguiente forma:

dp(V,U) = inf{e > 0: 3L subespacio de F, dimL < k, V C €U + L}

En esta definicién se acepta que inf () = +o00, de forma que d;(V, U) es finito si y sélo si
U absorbe a V. Es claro que en cualquier caso se tiene

00> dy(V,U) > dp(V,U) > - >0

27.1. ([75, 7.1.2]) Si U, V' y W son subconjuntos de un F-espacio vectorial F y
n, m € N, se verifica

st (W, U) < du(W, V) dp(V, U).

Sean E y F' dos F-espacios normados y u : E — F' un operador lineal continuo. Para
todo k£ € N se define el k-simo numero de Kolmogorov de u de la siguiente forma:

dk(u) = dk(u(BE), BF)

donde Bg y Br son las bolas unidad cerradas de los espacios F' y F', respectivamente.
Es claro que +o00 > ||u|| = di(u) > da(u) > d3(u) > ...

El valor de los nimeros de Kolmogorov de un operador u : E — F' puede variar al
considerar como rango de u distintos subespacios de F' que contengan a la imagen ([7,
p. 22]). Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:

27.2. [7, Lemma 2.10] Sean E un espacio normado, F' un espacio prehilbertiano,
u: E'— F un operador lineal y continuo, Fy un subespacio de F' que contiene a u(E) y
ug : E — Fj definido por ug(z) = u(x) para todo x € E. Entonces, para todo k£ € N se
cumple di(u) = di(up).

27.3. ([4, Cor. 18.16]) Sean E y F espacios normados, v : E — F un operador lineal

y continuo. Siw : E — F denota la extensién de u a las compleciones de E' y F', entonces
di(u) = di(u) para todo k € N.

27.4. Sea E un F-espacio vectorial, U, V subconjuntos convexos y equilibrados de
tales que V C U. Se verifica

di(Avy) = dp(V,U) Vk €N
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[Si V y U son ademds M-cerrados, esta igualdad se deduce de [4, 18.7] o bien de [50,
Lem. 10.6.6]. El caso general se reduce a éste teniendo en cuenta que si definimos
V! = B,,, U = B,,, se cumple trivialmente di(V',U’) = di(V,U) para todo k €
N; Ewy = Ew, Ewy = Er como espacios normados, y Ayy = Ayryr. |

27.3. Niumeros de aproximacién de un operador. Sean E y F' dos [F-espacios
normados y u : F — F un operador lineal y continuo. Para cada n € N, se define el
n-stmo numero de aprorimacion de u cOmMo

an(u) = inf{|jlu — v|| : v: E — F lineal y continuo, dimv(E) < n}.

Es claro que ||u|| = a;(u) > as(u) >

27.5. La relacion entre los nimeros de aproximacion y los nimeros de Kolmogorov
de un operador es la siguiente:

(a) ([67,9.1.6]) Si E'y F son espacios normados y v : E — F' es un operador lineal y
continuo, entonces
dy(u) < ap(u) < nd,(u) VYneN

(b) (|68, 11.6.2]) Si E'y F son espacios de Hilbert y u : E — F' es un operador lineal
y continuo, entonces

dn(u) = an(u), VneN

27.4. Operadores nucleares. Sean E y F' dos espacios de Banach. Se dice que un
operador lineal y continuo u : E — F es nuclear cuando existen sucesiones () en E* e
(yn) en F tales que

o 0
Sllzpllllvall <00, ulz) = ai(z)y. Vo€ E.
n=1 n=1

No es dificil demostrar que si v : E — F' es nuclear, se puede de hecho poner
o
u(z) = Z)‘” z,(x)y, VreE
n=1

siendo (\,) € l1 vy (z7) e (y,) sucesiones convergentes a cero en E* y F', respectivamente.

27.6. Es inmediato que, si E, F, G, H son espacios de Banach, u : F — F'y
w : G — H son operadores lineales y continuos y v : F — G es un operador nuclear,
entonces w o v o u es un operador nuclear.

27.7. ([75, Prop. 7.2.5]) Si E y F son espacios de Banach y v : E — F es un
operador nuclear, existen operadores lineales y continuos u; : £ — ly, uy : Iy — F' tales
que u = Uy O Uj.

27.8. ([67, 8.4.3]) Si E, F son espacios de Banach y v : E — F es un operador lineal
y continuo tal que >~ a,(u) < oo, entonces u es nuclear.

La afirmacién inversa a la recogida en 27.8 es cierta en espacios de Hilbert ([67,
8.3.3]); en general se puede demostrar el siguiente resultado:
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27.9. ([67, 8.4.6]) Sean E, F espacios de Banach y v : E — F composicién de tres
operadores nucleares; entonces »_ >, an(u) < oco. [De hecho, es suficiente que los tres
operadores de cuya composicién resulta u sean sumantes, cf. [50, 20.6.3]]

27.10. ([67, 3.2.13]) Sean E y F espacios de Banach. Todo operador nuclear v : E —
F' es sumante.

27.11. ([67, 3.3.5], [50, 20.6.2], [23, 5.31]) Si F y F son espacios de Banach y u :
E — F es composicion de dos operadores sumantes, entonces u es nuclear. [Este es
un resultado profundo, debido originariamente a Grothendieck. Posteriormente se han
demostrado versiones més fuertes, que aparecen recogidas en las referencias.]

27.5. Operadores de Hilbert-Schmidt.

27.12. Sean H;, y H, espacios de Hilbert sobre F. Se dice que un operador lineal
y continuo v : H; — Hjy es un operador de Hilbert-Schmidt cuando para algin sistema
ortogonal completo (e,)aca en Hy, se verifica >, |Ju(eq)||? < oo.

Se comprueba ([67, 2.5.1]) que si u es un operador de Hilbert-Schmidt, el valor de
Y wea llu(eq)|[> < 0o es el mismo para cualquier sistema ortogonal completo escogido en
H,.

27.13. ([67,2.5.5], [67, 8.3.4], 27.5) Si Hy y H, son espacios de Hilbert y u : Hy — Ho
es un operador lineal y continuo, son equivalentes:

e 1 es de Hilbert-Schmidt.
e 1 es sumante.

o Dl di(u)® =302 ak(u)? < oo

28. Espacios y grupos nucleares

Al plantear la coincidencia de las sucesiones presumables y absolutamente sumables
en un espacio vectorial topoldgico surge, segiin veremos, el concepto de espacio nuclear.
Esta nocién fue introducida por Grothendieck en el marco de su teoria de productos
tensoriales topoldgicos. Aparte de la definicion original, actualmente se conocen diversas
caracterizaciones. Nosotros partiremos de la siguiente definicién, basada en conceptos
de Teoria de Operadores:

DEFINICION 28.1. Sea E un espacio localmente convexo. Se dice que E es nucle-
ar cuando para todo U € Ny(E) convexo y equilibrado existe V' € Ny(E) convexo y
equilibrado, tal que la aplicacién canénica Ayy : E(yy — E) es un operador nuclear.

Esta definiciéon admite una generalizacién literal para la clase de grupos vectoriales
localmente convexos:

DEFINICION 28.2. Sea E un grupo vectorial localmente convexo. Se dice que F es
nuclear cuando para todo U € Ny(E) convexo y equilibrado existe V' € Ny(F) convexo

y equilibrado, tal que la aplicacién canénica Ayy : Evy — E(yy es un operador nuclear.
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De 27.6 se deduce que en esta definicién podemos sustituir Ny(E) por cualquier
base de entornos de cero de E. Por otra parte, es claro que todo espacio nuclear es en
particular un grupo vectorial nuclear, ya que la condicién exigida sobre la familia de los
entornos de cero es exactamente la misma en ambos casos.

El concepto de grupo vectorial nuclear fue introducido en [7, Def. 9.1] mediante una
definicién distinta a la aqui presentada, aunque equivalente a ella (Teor. 28.4, (a)<(b)).

Los dos resultados siguientes generalizan al caso de grupos vectoriales localmente
convexos algunas caracterizaciones del caracter nuclear conocidas en espacios localmente
convexos. En el caso del Teor. 28.3 se utilizan distintos ideales de operadores en lugar del
de los operadores compactos que figura en la definicién (cf. [50, Th. 21.2.1]); en el Teor.
28.4 se caracteriza el cardcter nuclear de un grupo vectorial localmente convexo mediante
didmetros de Kolmogorov de entornos de cero, lo que constituye una generalizacién del
Teorema de Mitiagin ([12, Th. 3.1], [50, Th. 21.2.8))

TEOREMA 28.3. Sea E un grupo vectorial localmente convero. Son equivalentes:
(a) E es un grupo vectorial nuclear.
(b) Para todo U € Ny(E) convero y equilibrado existe V€ Ny(FE) convezo y equilibra-
do tal que V C U y Ayy es sumante.
(c) Para cualquier U € Ny(F) existen p, q seminormas prehilbertianas definidas en
un subespacio S de E tales que ¢ < p, B, C U, B, € No(E) y A—pq es un operador
de Hilbert-Schmadt.

DEMOSTRACION. e (a)=(c): Sea U € Ny(E); podemos suponer que U es con-
vexo y equilibrado y por lo tanto existe V € Ny(E) convexo y equilibrado tal

que Ayy : Eyy — Ew) es un operador nuclear. Sean (27.7) uy : Ewy — Iy y

uy : ly — E(y operadores lineales y continuos tales que Ayy = us o u;. Podemos
suponer que ||uz|| < 1y por lo tanto, para todo z € spV

lur(Av (@), < 1= [[Av(2)[ <1=2z €U

Se tiene asi que ¢'(z) = ||ui(Av(2))]|]s, es una seminorma prehilbertiana en sp V' tal
que By C Uy By € Ny(E). Andlogamente a lo demostrado para U, para el entorno
de cero B, existe una seminorma prehilbertiana p definida en un subespacio S de
E, tal que B, € Ny(E), B, C By y Ay es nuclear, y por lo tanto un operador de
Hilbert-Schmidt (27.10, 27.13).
Sea ¢ la restriccién de ¢’ al subespacio S. El operador

- v —  ——F—E,

T € By Apy (T) € Ny (Ep) °
es claramente de Hilbert-Schmidt. Por otra parte, Ay (z) — Ay(x) define una

E,

isometria entre A,y (E,) v B, que se extiende a A,y (E,) ¢ y E,; en definitiva,
A, es un operador de Hilbert-Schmidst.

e (c)=(b): Sea U € Ny(FE) convexo y equilibrado. Sean p y ¢ seminormas prehilber-
tianas definidas en un subespacio S de E'y tales que ¢ < p, B, C U, B, € Ny(E)
y Ay, es un operador de Hilbert-Schmidt. Se tiene (27.13, Lemas 23.4(a) y
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25.17(a)) que Ap, es un operador sumante; luego (Prop. 26.3) también es sumante
ABqU (¢] qu = ABpU-

e (b)=(a): Sea U € Ny(F) convexo y equilibrado. Existe W € Ny(E) convexo y
equilibrado tal que W C U y Awy es sumante, luego (Prop. 26.6) también lo
es Awy. Aplicando la misma propiedad al entorno W encontramos V € Ny(FE)
convexo y equilibrado, contenido en W y tal que Ay es sumante. De 27.11 se
deduce que Ayy = Ayw o Ay es un operador nuclear.

O

TEOREMA 28.4. Sea E un grupo vectorial localmente convexo. Son equivalentes:
(a) E es un grupo vectorial nuclear.

(b) Para todo U € Ny(E) convero y equilibrado existe V€ Ny(FE) convezo y equilibra-
do tal que

1
Q(V.U) < ¢ VkeN

(c) Para todos U € Ny(E) convezo y equilibrado, m € N y ¢ > 0 existe V € Ny(F)
convezxo y equilibrado tal que

dy(V,U) < ck™ VkeN.

(d) Para todos U € Ny(E), m € N y ¢ > 0 existe un subespacio S de E y seminormas
prehilbertianas p, q definidas en S y tales que

dg(By, B) <ck™ Vke€N, B, e Ny(E), B,CU.

DEMOSTRACION. e (a)= (b): Sea U un entorno de cero convexo y equilibrado
en E. Aplicando reiteradamente la hipétesis de que E es nuclear, podemos en-
contrar V' € Ny(E) convexo y equilibrado tal que V' C U y Ay es composicién
de tres operadores nucleares; en estas condiciones Y o, di(Ayrrr) < oo (27.5(b),
27.9). Por 27.3 y 274, dp(Ayy) = di(Ayiy) = dp(V',U) para todo k € N. Asi,
(de(V',U))ken €s una sucesién decreciente y sumable de niimeros no negativos;
bajo estas hipétesis no es dificil demostrar que limy_, o, kd(V',U) = 0. De aqui, es
claro que existe un A > 0 tal que kd(AV',U) = Akdi(V',U) < 1 para todo k € N.
Basta tomar V = AV,

e (b)=(c): Se deduce aplicando reiteradamente 27.1 (cf. [4, Lemma 20.2]).

e (c)=(a): Sea U € Ny(F) convexo y equilibrado; tenemos que encontrar V €
No(E) convexo y equilibrado tal que Ay sea un operador nuclear. Por (c), existe
V € Ny(F) convexo y equilibrado tal que di(V,U) < k=3 para todo k € N. Se
tiene

n=1
an VUSZOO:
n=1 n=1

y aplicando 27.8 deducimos que Ay es nuclear.
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e (c)=-(d): Supongamos que se cumple (c); por la discusién anterior podemos de-
ducir que E es un grupo vectorial nuclear y en particular se cumple la condicién
(c) del Teorema 28.3. Fijado U € Ny(F), existe una seminorma prehilbertiana ¢’
definida en un subespacio de F tal que By C U, By € Ny(E). Por hipétesis, existe
un entorno de cero convexo y equilibrado V en E tal que V C By y di(V, By) <
ck™™ para todo k € N. Para el entorno de cero V' existe, por las mismas razones
que antes, una seminorma prehilbertiana p definida en un subespacio S de FE tal
que B, C V, B, € Ny(E). Es claro que di(B,, By) < di(V,By) < ck™™ para
todo k € N. Definimos ¢ como la restriccién de ¢' al subespacio S. Veamos que
dk(Bp,Bql) = dk(Bp, Bq)l Por 274, dk(Bp,Bql) = dk(qul), dk(Bp,Bq) = dk(qu)-
Como Ej es un espacio prehilbertiano, para calcular el valor de di(A,y) se puede
suponer que A,y toma valores en A,y (E,) (27.2) pero, andlogamente a (a)=(c)
en el Teorema 28.3, A,y (E,) es canénicamente isométrico a E,. La conclusién es
inmediata.

e (d)=(c) es trivial.

O

A la hora de dar una definicién de grupo abeliano topolégico nuclear, no resulta
claro como introducir una clase de “homomorfismos nucleares” entre grupos que incluya
como caso particular los operadores nucleares entre espacios de Banach, base de nuestra
definicién de los espacios y los grupos vectoriales nucleares. La definicién existente de
grupo nuclear, debida a Banaszczyk y que reproducimos a continuacion, se basa en la
caracterizacion de los espacios nucleares dada por el teorema de Mitiagin, pero tampoco
existe una version de los didmetros de Kolmogorov valida para entornos de cero en
grupos abelianos topoldgicos generales, lo que hace que en la definicién de grupo nuclear
intervenga de forma esencial la estructura de espacio vectorial.

DEFINICION 28.5. ([7,7.1]) Sea G un grupo abeliano topolégico de Hausdorff. Se dice
que G es nuclear cuando satisface la siguiente condicién: para todos U € Ny(G), ¢ >0
y m € N existe un espacio vectorial real E, dos subconjuntos simétricos y convexos
A, B de FE tales que dy(A, B) < ck™™ para todo k € N, un subgrupo H de F y un
homomorfismo ¢ : H — G tal que ¢(H N A) € No(G) y ¢(HN B) C U.

Se demuestra en [7] que de hecho, cumple esta condicién cualquier grupo abeliano
topoldgico de Hausdorff G en el que para todo U € Ny(G) exista un espacio vectorial
real E, dos subconjuntos simétricos y convexos A, B de E tales que dy(A4, B) < 10 2k 4
para todo £ € N, un subgrupo H de E y un homomorfismo ¢ : H — G tal que
o(HNA) e Ny(G)y o(HN B) C U.

Existe también una caracterizacion muy tutil de los grupos nucleares en términos de
los grupos vectoriales nucleares:

TEOREMA 28.6. ([7, Th. 9.6]) Sea G un grupo abeliano topoldgico de Hausdorff. Son
equivalentes:

(a) G es un grupo nuclear.
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(b) Ezisten un R-grupo vectorial nuclear E, un subgrupo H de E y un subgrupo cerrado
F de H tales que G es topoldgicamente isomorfo al cociente H/F.

28.7. Por [3, Prop. 8.8] podemos reformular la caracterizaciéon dada arriba susti-
tuyendo la condicién (b) por

(b’) Existen un R-grupo vectorial nuclear E' y un subgrupo cerrado F' de E tales que
G es topolégicamente isomorfo a un subgrupo del cociente E/F.

28.8. Algunas propiedades importantes de la clase de los grupos nucleares son las
siguientes:

(a) Todo grupo localmente compacto y abeliano es nuclear ([7, Prop. 7.10]).

(b) Los subgrupos, los cocientes de Hausdorff, las sumas directas numerables y los
productos arbitrarios de grupos nucleares son grupos nucleares ([7, Props. 7.5,
7.6, 7.8].

(c) Si G es un grupo metrizable y nuclear, el grupo (G", 7p¢) es nuclear ([7, Theor.
16.1)).

(d) Los grupos nucleares son localmente cuasiconvexos ([7, Theor. 8.5].

(e) Los grupos nucleares respetan compacidad ([9]).

(f) Todo grupo nuclear metrizable y completo es fuertemente reflexivo ([7, Cor. 17.3]).
Como consecuencia (13.39),

— todo subgrupo de un grupo nuclear G estd dualmente embebido en G (|7,
Cor. 8.3]).

— todo subgrupo cerrado de un grupo nuclear es dualmente cerrado ([7, Cor.
8.6]).

28.9. Otras propiedades de la clase de grupos nucleares que no figuran explicitamente
en las referencias son:

(a) Todo grupo TNA es nuclear (ya que si G es TNA, por la Prop. 2.3 se puede encajar
en un producto de grupos discretos, y basta aplicar (a) y (b)). En [7, Prop. 7.11]
se demuestra que es un grupo nuclear el subyacente a cualquier espacio localmente
convexo no arquimediano sobre un cuerpo valuado no arquimediano y localmente
compacto.

(b) El grupo abeliano topolégico subyacente a un R- 6 C-grupo vectorial topolégico
localmente equilibrado E es nuclear si y sélo si E' es un grupo vectorial nuclear
(Theor. 31.4). Del Teor. 28.6, o de las propias definiciones, es sencillo deducir que
todo grupo vectorial nuclear es un grupo nuclear. En [4, Th. 20.20] se demostré
que todo grupo vectorial localmente convexo y cuyo grupo abeliano topolégico
subyacente es nuclear, es un grupo vectorial nuclear.

29. Grupos GP-nucleares: definicién y propiedades generales

Retomamos el estudio de cuestiones referidas a la sumabilidad definiendo y estu-
diando las distintas relaciones de contenido, de caracter algebraico o topoldgico, que
pueden darse entre el grupo de las familias presumables y el de las absolutamente su-
mables construidos sobre un grupo abeliano topolégico. Las denominaciones “propiedad
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de Grothendieck-Pietsch” o “grupo GP-nuclear”, que utilizaremos para designar condi-
ciones de este tipo, se deben a que la coincidencia de estos dos grupos fue planteada por
primera vez, en el contexto de los espacios localmente convexos, por los mencionados
autores, quienes la identificaron como una condicién equivalente al caracter nuclear del
espacio correspondiente (Teor. 30.7).

29.1. Definicion y primeras propiedades.

PROPOSICION 29.1. Sea G un grupo abeliano topoldgico.

(I) Son equivalentes:
(I-1) Emiste un conjunto infinito B tal que ¢1{B,G} C {1(B,Q),
(I-2) Para cualquier conjunto no vacio A, se cumple £1{A,G} C t1(A,G).
(") Son equivalentes:
(I-1) Eziste un conjunto infinito B tal que ¢(,{B,G} C ¢1(B,G) con inclusion
continua.
(I’-2) Para cualquier conjunto no vacio A, (1{A,G} C £1(A, Q) con inclusion con-
linua.
(I-3) Para todo U € Ny(G) existe V € Ny(G) tal que

neEN @, T, ..., 2, €G, Y ky(z)<1=) z €U

i=1 =1

(IT) Son equivalentes:
(II-1) Eziste un conjunto infinito B tal que ¢,(B,G) C ¢1{B, G},
(II-2) Para cualquier conjunto no vacio A, se cumple ¢1(A,G) C {,{A,G}.
(IT") Son equivalentes:
(I-1) Eziste un conjunto infinito B tal que ¢,(B,G) C £{B,G} con inclusion
continua.
(I-2) Para cualquier conjunto no vacio A, £1(A,G) C £1{A, G} con inclusion con-
tinua.

(IP-3) Para todo U € Ny(G) eziste V € No(Q) tal que

n
neN, z,x9...,2, €G, Zmz eV VACA{L,...,n}= ZkU(x,) <1
i€eA i=1
DEMOSTRACION.  (I) Supongamos que se cumple (I-1). Sea A un conjunto no
vacio y supongamos que £1{A, G} ¢ ¢1(A,G). Sea (z4)aca una familia absoluta-
mente sumable y no presumable en G. Por la Prop. 20.6(b), existe un subconjunto
numerable Ay C A tal que la subfamilia (24 )aec 4, 1O €s presumable. Seai: Ay — B
una aplicacién inyectiva. La familia (ys)gep definida por

Yi(a) = Ta Yo € Ay, ys =0 sif¢ i(Ao)

pertenece claramente a ¢1{B,G}, luego a ¢1(B,G), contradiccién ya que admite
una subfamilia no presumable.



154 V. GRUPOS GP-NUCLEARES

(') (I-2)=(I-1) es trivial y (I'-1)=-(I"-3) es sencilla; demostraremos (I’-3)=-(I-2).
Sean A un conjunto no vacio y U € Ny(G); tenemos que encontrar un V' € Ny(G)
tal que {V'}4 C (U)a. Consideremos el entorno V' determinado a partir de U segin
lo supuesto en (I'-3). Se tiene

(Ta)aca €E{VIa=D pcabv(za) <1=VAEF(A) Y cnkv(ze) <1
= VA€ F(A) Y can®a €U = (2a)aca € (U)a.

(II) Es un corolario de la Prop. 26.2, tomando G = H y u: G — H la identidad.

(I’) De nuevo la tnica implicacién no inmediata es (II-3)=-(IT’-2). Sean A un conjunto
no vacioy U € Ny(G); tenemos que encontrar un V' € Ny(G) tal que (V)4 C {U}a.
Determinamos U’ € Ny(G) tal que U' +U' + U’ C U y V € No(G) a partir de U’
segun lo supuesto en (IT’-3). Se verifica

(Ta)aca € (V)4 = VAEF(A) Y cn®a€V

= VAEF(A) Soenkrr(za) <17"LNVA € FA) e bvr(za) < 1/2
= Y aea ku(za) <1/2 < 1.
]

29.2. En algunas ocasiones, con el fin de aligerar los enunciados, utilizaremos la
siguiente nomenclatura: diremos que un grupo abeliano topolégico tiene la propiedad
GPI (resp. GPI’, GPII, GPII’) cuando verifica cualquiera de las propiedades equivalentes
entre si recogidas en la Prop. 29.1(I) (resp ('), (II), (II’)). Notar que la condicién GPII
se puede expresar como el cardacter sumante del homomorfismo identidad 7 : G — G.

En lo que sigue analizaremos distintas clases de grupos que cumplen alguna o varias
de estas propiedades. Nos interesaran especialmente aquéllos en los que se verifica la
igualdad, algebraica y/o topoldgica, entre los grupos de sucesiones presumables y abso-
lutamente sumables, con sus topologias naturales; para estas situaciones introducimos a
continuacion unas denominaciones especificas.

DEFINICION 29.3. Sea G un grupo abeliano topolégico.
(a) Se dice que G es un grupo débilmente GP-nuclear, o que G tiene la propiedad débil
de Grothendieck-Pietsch, cuando los subgrupos ¢1(G) y £,{G} de G" coinciden.
(b) Se dice que G es un grupo GP-nuclear, o que G tiene la propiedad de Grothendieck-
Pietsch, cuando G es débilmente GP-nuclear y ademas la identidad (¢4 (G), (7¢)) —
(41{G},{7c}) es un isomorfismo topolégico.

Por la Prop. 29.1,

e (G es débilmente GP-nuclear < /¢;(B,G) = ¢;{B,G} para un conjunto infinito
B & (1(AG) = t1{A, G} para cualquier A # ).

e G es GP-nuclear & /(B,G) = ¢1{B, G}, algebraica y topolégicamente, para
un conjunto infinito B & /1(A, G) = (1{A, G}, algebraica y topolégicamente,
para cualquier A # (.

Recogemos a continuacién algunos ejemplos elementales de grupos GP-nucleares:
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EJEMPLO 29.4.  (a) Los grupos abelianos R, C y T, dotados de sus topologias
usuales respectivas, son GP-nucleares.
(b) Todo grupo topoldgicamente no arquimediano es GP-nuclear.

DEMOSTRACION.  (a) se demuestra en el Ej. 25.15.
(b) Sea co(G) el grupo de las sucesiones convergentes a cero en G. De los Ejs. 20.10
y 25.3(b) se deduce que ¢1(G) = £1{G} = ¢y(G). Si U es un subgrupo abierto de
(G, se cumplen trivialmente las igualdades

{U}N = CO(G) N UN = (U)N

Como los subgrupos abiertos forman base de Ny(G), se deduce que la identidad
41 (G) — £1{G} es un isomorfismo topolégico.
O

Los grupos TNA son de hecho nucleares (28.8(d)) y como veremos més adelante (Teor.
31.2), todo grupo nuclear es GP-nuclear; esto proporciona una demostracién indirecta
del Ej. 29.4(b).

29.2. Propiedades de permanencia.

PROPOSICION 29.5. Sean G y H dos grupos abelianos topoldgicos localmente iso-
morfos. Si G verifica cualquiera de las propiedades GPI, GPI’, GPII, GPII’, también la
verifica H. En particular si G es débilmente GP-nuclear (resp. GP-nuclear) también lo
es H.

DEMOSTRACION. Sea U € Ny(G), V € Ny(H) y ¢ : U — V un isomorfismo local.
Es sencillo demostrar que

(a) para todo U’ € Ny(G) contenido en U se cumple

(Zn)nen € (U & (0(2n))nen € (0(U"))n
(b) para todo U’ € Ny(G) contenido en U y todo x € U, ky/(x) = kywn(p(x)). En
particular (zn)nen € {U'}n € (0(Zn))nen € {@(U") }n.
Teniendo en cuenta que dados un grupo abeliano topolégico F' y un entorno de cero W

en F', podemos caracterizar las sucesiones presumables y absolutamente sumables en F'
de la forma

(@’) (2n)nen es presumable si y sélo si para todo W' € Ny(F) contenido en W, existe
N e N tal que (z4)n>n € (W')N
(b)) (Zn)nen es absolutamente sumable si y sélo si para todo W' € Ny(F) contenido en
W, se verifica Y oo | kw (z,) < 00,
de (a) y (a’) se deduce que una sucesién (z,) es presumable en G si y sélo si existe
un N € N con z,, € U para todo n > N y la sucesién (¢(z,))n>n €s presumable en
H;y de (b) y (b’) la equivalencia andloga para sucesiones absolutamente sumables. De
estas caracterizaciones se deriva la afirmacién referida a las propiedades GPI y GPIL.
Anélogamente, la verificacion de las condiciones GPI’ y GPIT’ se puede reducir a los
entornos de cero contenidos en uno dado, y de nuevo usando (a) y (b) es inmediato que
si alguna de estas propiedades se cumple en GG, también lo hace en H. O
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PROPOSICION 29.6. Sean G, G; (i € I) grupos abelianos topoldgicos de Hausdorff y
u; : G — Gy, © € I homomorfismos de grupos. Supongamos que G; tiene la propiedad
GPI (resp. GPI’, GPII, GPII’) para todo i € I y que la topologia de G es la inicial con
respecto a la familia de homomorfismos u;, 1 € I. Entonces G también tiene la propiedad
GPI (resp. GPI’, GPII, GPII’). En particular si cada uno de los grupos G; es débilmente
GP-nuclear (resp. GP-nuclear), también lo es G.

DEMOSTRACION. De las Props. 20.15 y 25.6 se deduce trivialmente que si todos los
grupos G; verifican la propiedad GPI (resp. la propiedad GPII), también lo hace G.

Supongamos ahora que todos los grupos G, verifican la propiedad GPI’. Fijamos un
entorno basico arbitrario U = (", U (U;) con Uj € Ny(G;;) para todo j € {1,...,m}
e {i1,...,im} € F(I). Es inmediato demostrar que

(29.1) (zn)nen € Uy & Vi€ A{l,...,m} (us;(2n))nen € (Uj)n

Para cada j € {1,...,m} existe un V; € No(Gy;) con {Vj}n C (Uj)n. Si llamamos
V=N, u;l(‘/}), se verifica {V}y C (U)n. En efecto

(Tn)nen €{Vin = Zkv(mn) <1

o0

Vie{l...om} > kv (uj(za)) < 1

= Ve {L....m} (us,(2n))ne € {Vn
= Vie{l,...,m} (uy(zn))nen € (Uj)n

1
(Qi}) (xn)nEN € (U)N

Supongamos que los grupos G; cumplen la propiedad GPII’. Sea U = (2, ui;I(Uj) un
entorno bésico de cero en G como arriba. Para cada j € {1,...,m}, fijamos U} € Ny(G,)
con (Prop. 5.3) ky, (y ) <L kvt (y) para todoy € U, y Vj € No( ;) con (Vi)n C {Uj}n.
Si llamamos V' = [/~ (VJ), se cumple (V)y C {U}N ya que

(252)

() € (Vn B (uy(@n) € (V) Vi€{l,...,m}
= (uy(e ))e{U'}Nwe{l m}
= ZkU l'n ZZkUJ Uz] xn

SN k) < Y =1
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29.7. De la Prop. 29.6 se deduce en particular que las condiciones GPI, GPT’, GPII,
GPII’ y por lo tanto, las propiedades débil y fuerte de Grothendieck-Pietsch, se conservan
al tomar subgrupos y formar productos de grupos que las verifiquen, y que para cualquier
grupo abeliano topolégico G, el grupo (G, o(G, G")) es GP-nuclear.

29.3. Grupos GP-nucleares localmente cuasiconvexos. El hecho de que el
grupo de las sucesiones absolutamente sumables esté contenido, con inclusién continua,
en el de las presumables, se obtiene habitualmente en el contexto de los espacios vecto-
riales topolégicos haciendo uso de la desigualdad triangular (cf. Prop. 30.1) , y por lo
tanto se cumple de forma automadtica en los espacios localmente convexos, en los que la
topologia viene determinada por una familia de seminormas (cf. las definiciones de los
espacios [} (E) (Subsec. 23.2) y I4{E} (25.27)). Existe un andlogo natural para grupos,
que recogemos a continuacién, de esta propiedad de los espacios localmente convexos:

PROPOSICION 29.8. Sea G un grupo abeliano topoldgico localmente cuasiconvezxo.
Toda familia absolutamente sumable en G es presumable, y ademds la inclusion
0{A, G} — l1(A,G) es continua.

DEMOSTRACION. Fijamos un V € Ny(G). Como (x4)aca €s absolutamente sumable,
teniendo en cuenta el Lema 14.4(a) se deduce que la familia (||z,||v)aca €s sumable en
R; por lo tanto existe un subconjunto finito Ay C A tal que, para cualquier A € §F(A)

con AN Ay =0 se tiene
1D wally < 3 llzally < V2.

a€A a€cA

Supongamos que V es cuasiconvexo. FEntonces la desigualdad de arriba implica que
Y aca Ta € V. Como G es localmente cuasiconvexo, deducimos que (z,) es presumable
en (. El cardcter continuo de la inclusién es consecuencia de la relacién [V]4 C (V)a,
valida para cualquier V € Ny(G) cuasiconvexo. O

PROPOSICION 29.9. Sea G un grupo localmente cuasiconvero. Son equivalentes:

(a) G es GP-nuclear.
(b) £1(G) C t1{G} con inclusion continua.
(¢) Para todo U € Ny(Q) existe V € No(G) tal que
neN, i, @, ..., 2, €G, [[D wlly <V2ZVAC{L...,n}= ) |lzilly < V2.

DEMOSTRACION. (a)<(b) es consecuencia de que en todo grupo localmente cuasi-
convexo se tiene la inclusién continua ¢,{G} C ¢,(G) (Prop. 29.8).

(b)<(c) es una adaptacién de la Prop. 29.1(IT') al caso localmente cuasiconvexo,
teniendo en cuenta la determinacién de las topologias de 41 (G) y £1{G} por las familias
de pseudonormas sy y ry, respectivamente (Props. 23.5 y 25.18). O

EJjeEmMPLO 29.10. El hecho de que para un grupo abeliano topoldgico general G se
cumpla £1(G) C €1{G} con inclusion continua no implica que G sea localmente cuasicon-
vero. Sean E un espacio normado y H un subgrupo discreto de E tal que E/H no sea
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localmente cuasiconvezo (cf. Ej. 13.84). Es inmediato que (1{E} C £1(F) con inclusion
continua (cf. 30.4); dado que E y E/H son localmente isomorfos (2.1), se tiene (Prop.
29.5) la inclusion continua (t{E/H} C ¢1(E/H).

Veremos a continuacién un ejemplo de un grupo abeliano topolégico metrizable GG
para el que ¢;(G) es un subgrupo propio de ¢1{G}.

EJjeEmMPLO 29.11. Sea F un cuerpo dotado de una valuacion no arquimediana y no
trivial | - |. Consideremos el F-espacio vectorial topoldgico 11 (F), descrito en el Ej. 18.17.
El grupo abeliano topoldgico subyacente a l1(F) tiene estrictamente mds sucesiones ab-
solutamente sumables que presumables.

DEMOSTRACION. Si para todo € > 0 denotamos por U, el conjunto de todos los
x € [1(F) con ||z||; < ¢, es inmediato que

VneN VzeU, nxelU,

y en particular (Ej. 25.3(b)) las familias absolutamente sumables en el grupo pseudonor-
mado /4 (F) coinciden con las convergentes a cero. Luego toda sucesién presumable en G
es absolutamente sumable.

Consideremos una sucesion («;);en en F convergente a cero y tal que «; # 0 para
todo i € N. Para cada i € N, sea k; € N tal que k;|o;| > 1. Definimos la sucesién de
numeros naturales

ng = 0, anZki VYm e N
i—1

y la sucesién (z;)jen en {1 (F) asociada
zj=o4e; sije{n_1+1,...,n},
siendo e; € I1(F) el j-ésimo elemento de la base candnica de I (F)
() =1, ei) =0 VieN\ {5
Es claro que ||z|[1 = |oy| si j € {ni—1 +1,...,n;}, y por lo tanto (x;) es una sucesién
convergente a cero en [ (IF), luego absolutamente sumable. Sin embargo, para todo i € N

g

1D mlh = kifas] > 1

j=ni—1+1
y (z;) no es presumable. O

Teniendo en cuenta la Prop. 29.8, del Ej. 29.11 se deduce en particular que /;(F) no
es localmente cuasiconvexo, aunque este hecho ya se demostré en el Ej. 18.17.

La topologia de un grupo localmente cuasiconvexo G viene caracterizada por la fa-
milia de n-grupos asociada a los entornos cuasiconvexos de cero en (G. Analogamente
a lo que ocurre en el caso vectorial (Teor. 28.3), se puede dar una caracterizacién del
caracter GP-nuclear en términos de estos grupos y los homomorfismos naturales que se
establecen entre ellos.

TEOREMA 29.12. Sea G un grupo localmente cuasiconvexo. Son equivalentes:



29. GRUPOS GP-NUCLEARES: DEFINICION Y PROPIEDADES GENERALES 159

(a) G es GP-nuclear.
(b) Para todo U € Ny(G) cuasiconvero existe un V € Ny(G) cuasiconvexo tal que el
homomorfismo ¢yy : Gy — Gy es sumante.

DEMOSTRACION. e (a) = (b): Supongamos que G es GP-nuclear, y sea U €
No(Q) cuasiconvexo. Existe un V' € Ny(G) cuasiconvexo tal que (V)y C [Uln, es
decir,

(@a) €GN, Y w, e VVAEFN) = ZchnIIU<\f

neA
Equivalentemente (Prop. 14.6)
(za) € GN, Y pv(an) € ov(V) VA € F(N)

neA

= ZHSDU Zn)|lgw) = ZWVU v (@)l ppw) < V2,

n=1

y teniendo en cuenta que @y (U) es un entorno distinguido y cuasiconvexo (Prop.
14.6(c)), de la Prop. 25.20(b) se deduce que ¢y es sumante.

e (b) = (a): Sea U € Ny(G) cuasiconvexo. Sea V el entorno cuasiconvexo de 0 que
podemos asociarle a U supuesto cierto (b). Como ¢yy : Gy — Gy es sumante y
Gy es metrizable, (¢yy)® : ¢1(Gy) — ¢1{Gy} es continuo (Teor. 26.8) y por lo
tanto existe un N € N tal que

(pv(zn)) € (ov(Vin))n = Z v (@)l < V2,

n=1

es decir (Prop. 14.6)
(@) € Vir)n = Y llzally < V2.
n=1

Luego (Viz))n C [Uln y estd demostrado el caracter GP-nuclear de G.
U

29.4. Grupos GP-nucleares metrizables. En el caso metrizable es posible llegar
a otra reduccion, ya que para estos grupos la identidad algebraica entre el grupo de las
sucesiones presumables y el de las absolutamente sumables implica la topoldgica:

TEOREMA 29.13. Sea G un grupo abeliano topoldgico metrizable.

(a) Si toda sucesion absolutamente sumable en G es presumable, entonces la inclusion
de (1{G} en t1(G) es continua.
(b) Si toda sucesion presumable en G es absolutamente sumable, entonces la inclusion

de 01(G) en 1{G} es continua.
(c) Si G es débilmente GP-nuclear, entonces es GP-nuclear.
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DEMOSTRACION. (b) se deduce aplicando el Teor. 26.8 a la identidad de G, que por
hipétesis es un homomorfismo sumante. (a) se deduce del Teorema del Grafo Cerrado
de forma totalmente andloga a la descrita en la demostracién del Teor. 26.8. (c) es
consecuencia de (a) y (b). O

En el Teor. 29.13 no se puede prescindir del caracter metrizable de G, como veremos
en el Ej. 29.19.

29.5. Caracter GP-nuclear de las sumas directas. Dedicaremos el resto de
esta seccion a establecer algunos resultados referidos a las propiedades débil y fuerte
de Grothendieck-Pietsch en sumas directas. Recordemos que en el caso de I numerable
las topologias 7, T,, Ty coinciden en @,.; G; (Prop. 12.8(c)) y que para I arbitrario,
las tres topologias tienen asociadas las mismas sucesiones presumables y las mismas
sucesiones absolutamente sumables (Props. 20.16 y 25.7).

PROPOSICION 29.14. Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos topoldgicos de Haus-
dorff. Consideramos en el grupo abeliano @,.; G; cualquiera de las topologias Ty, Ta, Ty
Se tiene

(a) St fl{Gz} C El(GZ) Vi € I entonces El{@iEI Gl} C 61(®Z~€I Gz)
(b) Si gl(Gz) C EI{GZ} Vi € I entonces €1(®i61 Gz) C El{@ie] GZ}

DEMOSTRACION. Sea 7 la topologia escogida en €, ; G;. Es consecuencia de que
dada una sucesién presumable o absolutamente sumable en (@, ; Gi, T) existe un A €
§(I) tal que la sucesién estd contenida en ) ., v;(G;) (Props 20.16, 25.7); con la
topologia inducida, este subgrupo es identificable con el producto topolégico [];. Gi
(12.6, Prop. 12.8(b)), y basta tener en cuenta que el producto conserva las propiedades
GPI y GPII de los factores (Prop. 29.6). O

La demostracion del siguiente resultado es trivial:

LEMA 29.15. Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos topoldgicos. Sea U; €
No(G;) para todo i € I, y U, = @EQI U; el T,-entorno bdsico de cero asociado a la
familia (Us)ier-

(a) Para cualquier sucesion (Tn)nen en @,c; Gi,

(zn) € (Up)ny <= (20(7))nen € (U)n Vi€ 1.
(b) Para cualquier x = (2())icr € D,¢; Gi, se tiene la igualdad
ku, (2) = max ky, (2(7))-

PROPOSICION 29.16. Sea (G;)icr una familia numerable de grupos abelianos topoldgi-
cos de Hausdorff, y consideremos en @,.; G; la topologia T = T, = T, = T;. (Prop.

12.8(c))

(a) Si para todo i € I se cumple £1{G;} C £1(G;) con inclusidn continua, entonces
0{,c; Gi} T (D, Gi) con inclusion continua.
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(b) Si para todo i € I se cumple ¢1(G;) C ¢1{G;} con inclusion continua, entonces
(B, Gi) C li{D,;c; Gi} con inclusion continua.

DEMOSTRACION.  (a) Por la Prop.  29.14(a) sabemos que ({&D,.;Gi} C
U (D Gi). Sea (Ui)ier € [l;e; No(Gi); consideramos el correspondiente 7,-
entorno de cero U, = @,., U;. Encontraremos una familia (V;)ier € [[;c; Mo(G3)
tal que para el correspondiente entorno V, = €p._,; V; se tenga la inclusién {V, }n C
(UT)N-

Para cada i € I, por hipdtesis existe V; € Ny(G;) tal que tal que {V;}n C (Uj)n-
Para todo (z,) € {V,}n,

el

Lema 29.15(b)

Z;L.ozl er (xn) = Z _,maX;er sz ($n(l)) <1
= Yok (zn(i) <1 Viel

= (@n(i))nen € {Viln € Un Vi e T""EY (1) € (U

(b) Podemos suponer I C N. Por la Prop. 29.14(b) sabemos que ¢;(€P
6{Dic; Gi}-

Sea (Ui)ier € [lic; No(Gi) y como en (a), consideremos el correspondiente
entorno U,. Encontraremos una familia (Vi)ie; € [[;c; No,(G;) tal que para el
correspondiente V, se cumpla la inclusién (V,)y C {U,}n.

Para cada i € I, por la Prop. 5.3 existe W; € Ny(G;) con

G;) C

el

1

y por hipdtesis existe V; € Ny(G;) tal que (V;)n C {W;}n.

Sea (z,) € (V,)n. Por el Lema 29.15(a), (,(¢))nen € (Vi)n para todo i € 1.
Por lo tanto (z,(¢))nen € {Wiln, es decir, Y o7 kw,(2,(¢)) < 1. De aqui, dado
que 7 es arbitrario, se deduce

Z ku, (xn) Lema 2150) Z max ky, (z,(7)) < Z Z ky, (x, (i

n=1 n=1 4l

_ szw(ﬂcn(i)) <y 2 > ZkWi(xn(i)) < Z% <1

i€l n=1 i€l n=1 i€l

De las Props. 29.14 y 29.16 se deduce el siguiente

TEOREMA 29.17. Sea (G;)icr una familia de grupos abelianos topoldgicos de Haus-
dorff.
(a) Si G; es un grupo débilmente GP-nuclear para todo 1 € I, entonces los grupos
@ZGI Gi, EBZE[ Gi, @E’QIG son débilmente GP-nucleares.
(b) Si I es numerable y G; es un grupo GP-nuclear para todo i € I, entonces el grupo

@zefG EBZEZG @ZEIG es GP-nuclear.
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29.18. Notar que en la demostracién de la Prop. 29.16(a) no se ha utilizado el cardcter
numerable de I, pero en el caso no numerable las topologias no son intercambiables.
Como en la demostracién hemos utilizado los entornos correspondientes a la topologia
rectangular, podemos enunciar: Si I es un conjunto no vacio arbztmmo Y para todo z el

se cumple 6{G;} C £1(G;) con inclusion continua, entonces gl{@ze[ Gi} C Zl(@zeIG )
con inclusion continua.

A continuacién mostraremos mediante un ejemplo que no se puede prescindir en
general de la condicién de numerabilidad exigida en el Teor. 29.17(b). El ejemplo
consiste en una suma directa @,.; G; con I no numerable y G; = R Vi € I; utilizaremos
las notaciones introducidas en el Ej. 12.7.

EJEMPLO 29.19. Consideremos la suma directa R con I no numerable. Los grupos
abelianos topoldgicos (RE), := (RE, T;), (RY), := (RL,7,) son débilmente GP-nucleares,
pero ninguno de ellos es GP-nuclear; concretamente, ninguna de las dos identidades

G((Ro)r) = {(Rg):},  4((Rg)a) = &{(Rg)a}

es continua.

DEMOSTRACION. El hecho de que (R}), y (R}), son débilmente GP-nucleares se
deduce del Teor. 29.17(a), ya que R es un grupo GP-nuclear. Supongamos que la
identidad ¢1((RY),) — £1{(RY),} (resp. la identidad ¢, ((R}),) — £1{(RE).}) es continua.
Denotamos por (1) la familia (y;) €]0, oo[” definida por ; = 1 Vi € I. Teniendo en cuenta
el Lema 25.26 y nuestra hipétesis, existe A = (\;) €]0,00[" tal que (Rp)ny C wg(ll) [0, 1]

(resp. (Apx)n C T )[0 1]). Para cada y € R} definimos
lylls = Za: Y@ Iyl = max[y(d)].

Entonces, para todo (z,,) € ¢1((R}),) se tiene

2920) D ralle = pugs oy (50)) < Dina(52)) = sup_ max(3 Y a0

n=1
resp., para todo (z,) € £1((Rf),) se tiene
(292b) Z [[#nllt = Pazr o,((@n)) < Peayn((@n)) = sup > —| PEA0]
n=1 W AeF(N) el Z neA

Para llegar a una contradiccion, usamos el caracter no numerable de I, del que se deduce
que para algin subconjunto numerable e infinito J C I se cumple Ay := inf{); : i €
J} > 0. Teniendo esto en cuenta, se deduce de (29.2a)

(29.3a) lexnl\ooé— sup HanHoo V(z,) € 4 (( OZUZ
0
n=1
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resp., se deduce de (29.2b)

- 1
(29.3) ; |zl < o aSib 1D @alli Y(za) € 6((RE)a) N Zvi(R),

neA i€J

La desigualdad (29.3a) implica que en el espacio normado infinitodimensional
(> ics vi(R), || - ||oo) cualquier sucesién presumable es absolutamente sumable, y la mis-
ma conclusién puede deducirse para el espacio normado infinitodimensional (>, ; vi(R),
||-|]1) de la desigualdad (29.3b). Estas conclusiones contradicen el teorema de Dvoretzky-
Rogers (Teor. 30.6). O

NoTa 29.20. El hecho de que (R{),, para I no numerable, no es GP-nuclear se puede
demostrar también teniendo en cuenta que es el grupo abeliano topoldgico subyacente
al espacio vectorial R} dotado de la topologia de la suma directa localmente convexa.
Es conocido que este iltimo espacio no es nuclear si I es no numerable ([67, 4.3.4], [4,
Ex. 20.27]), y los resultados de la siguiente seccién incluyen el hecho de que un espacio
localmente convexo es nuclear si y sélo si el grupo subyacente es GP-nuclear.

30. Grupos vectoriales topologicos GP-nucleares

Las propiedades débil y fuerte de Grothendieck-Pietsch, es decir, la coincidencia alge-
braica y en su caso, topolégica de los grupos de sucesiones presumables y absolutamente
sumables, constituyen, bajo diferentes formulaciones, un tema recurrente en Analisis Fun-
cional. En esta secciéon veremos como se plasman estas propiedades en distintas clases
de espacios vectoriales sobre R 6 C con estructura topolégica compatible. En general se
puede decir que al analizar en estas clases particulares de grupos abelianos topolégicos
las condiciones que caracterizan lo que hemos llamado grupos GP-nucleares, la inclusién
continua del espacio de las sucesiones absolutamente sumables en el de las sumables
viene habitualmente garantizada por la hipétesis de convexidad local, mientras que la
inclusion opuesta tiene implicaciones mas profundas y se relaciona con el caracter nuclear
del espacio, como establecen en particular los resultados fundamentales de Grothendieck
y Pietsch para espacios localmente convexos. Por lo que respecta a la primera de las dos
condiciones, situaremos el problema directamente en el contexto general de los grupos
vectoriales topoldgicos, mientras que para la segunda nos detendremos en los casos par-
ticulares de los espacios normados y los espacios vectoriales topolégicos; este esquema
conduce a solapamientos, pero pone de manifiesto la relaciéon con conceptos y resultados
conocidos (algunos de ellos clésicos) en dichos espacios.

A lo largo de toda la seccion y salvo mencién en contra, el cuerpo base T es el de los
numeros reales o el de los complejos, indistintamente.

30.1. Convexidad local e inclusién ({E} C ¢ (E).

PROPOSICION 30.1. Sea I el cuerpo de los niimeros reales o el de los complejos, y E
un F-grupo vectorial topoldgico localmente equilibrado. Son equivalentes:

(a) E es un grupo vectorial localmente convezo.
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(b) Toda sucesion absolutamente sumable en E es presumable y la inclusion ({E} —
0 (F) es continua.

DEMOSTRACION.

(a) = (b): Por el Lema 25.26, los conjuntos de la forma 7,'[0,1], U € Ny(E), donde
mu((2n)) = Yoo, Pu(z,) para toda sucesién absolutamente sumable (z,), constituyen
una base de entornos de cero en ((1{E}, {te}n). Sea U € Ny(F) convexo, equilibrado y
M-cerrado. Como py cumple la desigualdad triangular y U = {z € E : py(x) < 1}, para
cualquier (z,) € EN se tiene

ZPU(xn) S 1
= pU(Z xn) S ZPU(xn) S 1 VA S %(N)

neA neA

= Y 2, €U VAEFN) = (z,) € (U)n

neA

Teniendo en cuenta (Prop. 18.12) que los entornos convexos, equilibrados y M-cerrados
forman base de Ny(E), se deduce que ¢1{E} C ¢1(E) con inclusién continua.

(b) = (a): Supongamos que E no es localmente convexo; entonces podemos encontrar
un U € Ny(E) tal que coV no estd contenido en U, para todo V € Ny(E). Como la
inclusién (6,{E}, {7e}) < ((1(E), (7r)) es continua, para U existe V € Ny(F) tal que

7,'[0,1] C (U)n.

Entonces claramente se tiene

n n
(30.1) neN, {zi,...,z,} C E, va(xk)§1:>2xk€U.

k=1 k=1
Dado que coV no esta contenido en U, existen n € N, z,...,2, € Vyt,...,t, >0
con Yyt =1, tales que

(30.2) ithk € U.
k=1

Ahora, z € V = py(zg) < 1 para todo k =1,...,n y podemos escribir

n n
va(thk) = Ztkpv(xk) <1
k=1 k=1

Aplicando (30.1) a tiz1,...,t,x, obtenemos Y ,_, txx) € U, contradiccién con (30.2).
0

Nota 30.2. La implicacién (a)=-(b) de la Prop. 30.1 se puede deducir de la andloga
en grupos: si £ es un grupo vectorial localmente convexo, en particular es localmente
cuasiconvexo como grupo (Teor. 18.13), y la Prop. 29.8 implica la validez de la inclusién
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continua /1 {E'} C ¢;(F). Sin embargo, la demostracién directa de arriba, sin intervencién
de la dualidad, resulta preferible.

En el caso metrizable y localmente equilibrado, en la implicacién (b)=-(a) se puede
prescindir de la hipdtesis de continuidad de la inclusion:

PROPOSICION 30.3. S7 E es metrizable y localmente equilibrado y en E toda suce-
ston absolutamente sumable es presumable, entonces E es un grupo vectorial localmente
CONVETO.

DEMOSTRACION. La demostracién proporcionada en [75, Prop. 7.3.1] para espacios
vectoriales topolégicos es valida sin cambios para grupos vectoriales localmente equili-
brados. ]

30.2. La propiedad de Grothendieck-Pietsch en espacios normados. Sea
(E,|| - ||) un espacio normado sobre F. De 25.24 se deduce que las sucesiones (z,)nen
absolutamente sumables son aquéllas para las que >, ||z,|| < oo, y de 25.27, que la
norma

() € G{E}Y = ||(@a)llas = Y IIall

genera la topologia {7g}n en ;{F}. Andlogamente, es inmediato que la norma

(@n) € L(E) = (@) lpr = >l

sup ||
Ae3(N) =X
estd bien definida y genera la topologia (7g)y en ¢1(F), de modo que los grupos de las
sucesiones presumables y absolutamente sumables en FE tienen estructura natural de

espacios normados.

30.4. Aunque es un corolario de la Prop. 30.1, el hecho de que la inclusién ¢1{E} —
¢1(E) esta bien definida y es continua se deduce de la desigualdad trivial

sup, 1Y 2l <D llaall  V(za) € 6{E},
neA n=1

AeF(N
que de hecho muestra ademas que la norma de este operador es menor o igual que 1.

Con respecto a la inclusién ¢ (E) C ¢;{E}, hay una diferencia fundamental entre los
casos de dimensién finita e infinita. El primero se puede reducir al del cuerpo base IF : un
F-espacio normado de dimensién d € N es topolégicamente isomorfo a F¢ con la norma
euclidea, y la desigualdad

N
E |z,| <c¢ max | E T | VN €N, V(zy,...,2y) € FY
AcC{1,..,N}
n=1 neA
((20.1)), que permite demostrar la relacién de contenido y el cardcter continuo de la
inclusién en el caso escalar, se generaliza facilmente a este espacio normado. Haremos
sin embargo esta generalizacién para un espacio normado de dimensién finita general,
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de forma que podamos obtener ademas una cota de la norma del operador inclusién
correspondiente.

PRrROPOSICION 30.5. Sea E un F-espacio normado de dimensién d. La inclusion
(L(E), || |lpr) = (G{E}, || - ||ap) estd bien definida y tiene norma menor o igual que cd,
donde ¢ = 2 en el caso real y c = 4 en el complejo.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que

N
<ecd VN eN, VY(zy,..., € EV.
D ol < d s, 113 ol (21, ow)

Por el Lema de Auerbach ([23, 6.26]), existen bases (e1,...,eq) en E'y (ef,...,e}) en
E* tales que

leill =1, lleil[ =1, ei(ey) =dy Vi, jed{l,....d}
(consideramos en E* la norma dual de la fijada en E). Es inmediato que la bola

. . : . d
unidad cerrada de E* estd contenida en el conjunto de los z* = > . | ase] tales que
maxi<i<q || < 1. Fijados z1,...,2y en E,

N N d
Dzl < D sup{| D i€ (wn)| : max o] < 1}
n=1 n=1 =1

1<i<d
a N . (20.1) & .
< 3l e e ()
i=1 n=1 i=1 neA
< cd .
< c AclgﬁfN}HanH

neA

O

En cuanto al caso infinitodimensional, la inclusién ¢1(E) C ¢1{E}, es falsa siempre,
como muestra el conocido

TEOREMA 30.6. (Dvoretzky-Rogers) Dados un espacio normado infinitodimensional
(E,||-1]) y cualquier sucesidn (o) de nimeros reales no negativos tal que Y oo | a2 < 00,
eriste en E una sucesion presumable (x,,) con ||z,|| = an, para todo n € N.

Este resultado, cuya demostracion requiere herramientas bastante sofisticadas, impli-
ca claramente que en cualquier espacio normado de dimension infinita existen sucesiones
presumables no absolutamente sumables.

30.3. La propiedad de Grothendieck-Pietsch en espacios vectoriales topolo-
gicos. Los siguientes resultados fundamentales (4.2.4 y 4.2.5 en [67]), que transcribimos
en la notacién introducida en esta referencia para espacios de sucesiones presumables y
absolutamente sumables en un espacio localmente convexo (ver Subsec. 23.2 y 25.27),
establecen la conexién entre la definicién de espacio nuclear (Def. 28.1) y la coincidencia
de las sucesiones absolutamente sumables con las presumables:
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TEOREMA 30.7.  (a) (Grothendieck) Sea E un espacio localmente convexo metri-
zable. E es nuclear si y sélo si los subespacios I%(E) y I5{E} de EN coinciden.
(b) (Pietsch) Sea E un espacio localmente convexo. E es nuclear si y sélo si
— los subespacios I4(E) y k{E} de EN coinciden y
— la e-topologia y la w-topologia coinciden en IL(E) = IL{E}.

Teniendo en cuenta que los grupos topoldgicos aditivos asociados a los espacios local-
mente convexos If(E) (con la e-topologia) y I§{E} (con la m-topologia) son respectiva-
mente (¢1(E), (Tg)n) y ((i{E}, {7 }n) (Prop. 23.9; 25.27), podemos reformular el Teor.
30.7 en los siguientes términos:

TEOREMA 30.8. (a) Sea E un espacio localmente convero metrizable. E es nuclear
sty solo si es débilmente GP-nuclear como grupo.

(b) Sea E un espacio localmente convexo. E es nuclear si y sélo si es GP-nuclear
como grupo.

Notar que en el Teor. 30.8, (a) se deduce de (b) y el Teor. 29.13.

30.4. La propiedad GP en grupos vectoriales topolégicos.

PROPOSICION 30.9. Sea E un grupo vectorial topoldgico sobre F. Sea U un entorno
de cero convezo, equilibrado y M-cerrado en E. El homomorfismo de grupos gy : Ewy —
Ey, dado por gy(Ay(x)) = pu(z), estd bien definido y es un encajamiento topoldgico
abierto.

DEMOSTRACION. La definicién de Ey (Sec. 14) tiene sentido ya que U es cuasicon-
vexo (Prop. 18.10). Consideremos el espacio vectorial topoldgico (sp U, py). El conjunto
U” es el mismo, considerando U como subconjunto del grupo aditivo de (sp U, py) o del
grupo aditivo del subespacio spU de E, con la topologia inducida:

U ={x:spU — T : x homomorfismo de grupos, x(U) C T}

(13.2(a)). Consecuentemente el valor de sup{|1 — x(z)| : x € U} para un z € spU es
el mismo considerando en sp U cualquiera de las dos topologias y, dado que los subgru-
pos abiertos son dualmente embebidos (13.8), coincide con la restriccién a spU de la
cuasinorma || - ||p. Las desigualdades (Lema 23.7(b))

™ 1
l|lz||y < §pU(ac) Vr € spU, pu(z) < —2||x|\U Ve € U,

vélidas en el espacio vectorial topolégico (sp U, py), se pueden enunciar con el significado
habitual en el grupo vectorial topolégico E. De aqui se deduce que el homomorfismo
definido en el enunciado estd bien definido y es un encajamiento topoldgico abierto. [J

TEOREMA 30.10. Sea E un grupo vectorial localmente convexo. Son equivalentes:
(a) E es un grupo vectorial nuclear.
(b) El grupo aditivo de E es GP-nuclear.
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DEMOSTRACION. Sean V' y U dos entornos de cero convexos, simétricos y M-cerrados
tales que V. C U. V y U son cuasiconvexos (Prop. 18.10) y por la Prop. 30.9, existen
encajamientos topolégicos gy : Ewv) = Ev, gu : Eqpy) — Ey tales que gy (E(y)) es un
subgrupo abierto de Ey, gy (E(y) es un subgrupo abierto de Ey y Ayy o gy = gu o dvu.
Es claro que en estas condiciones, ¢y es sumante si y sélo si lo es Ayy; la equivalencia
entre (a) y (b) se sigue del Teor. 28.3 ((a)<»(b)) y del Teorema 29.12. O

30.11. Notar que en el Teor. 30.10 podemos sustituir “localmente convexo” por
“localmente equilibrado” debido a que cualquier grupo vectorial localmente equilibrado
y GP-nuclear es localmente convexo (Prop. 30.1(a)).

Obtenemos seguidamente una simplificacion del Teor. 30.10 para el caso metrizable:

PROPOSICION 30.12. Sea E un grupo vectorial localmente convero metrizable. Son
equivalentes:

(a) E es un grupo vectorial nuclear.
(b) Toda sucesién presumable en E es absolutamente sumable.

DEMOSTRACION. (a)=(b) es un caso particular de la correspondiente implicacién
del Teor. 30.10. En cuanto a (b)=-(a), teniendo en cuenta que por ser E un grupo
vectorial localmente convexo, toda sucesion absolutamente sumable en F es presumable
(Prop. 30.1), suponiendo que (b) es cierto se deduce que F es débilmente GP-nuclear
como grupo y por lo tanto (Teor. 29.13(c)) GP-nuclear; basta aplicar el Teor. 30.10. O

La Prop. 30.12 y el Teor. 30.10 son generalizaciones de los resultados de Grothendieck
y Pietsch para espacios localmente convexos recogidos aqui como Teor. 30.7.

31. Grupos nucleares y GP-nucleares

En lo que sigue investigaremos la relacién entre el cardcter nuclear de un grupo
y el hecho de que verifique las propiedades débil y/o fuerte de Grothendieck-Pietsch;
concretamente se vera que los grupos nucleares resultan ser GP-nucleares, mientras que
la verdad o falsedad de la afirmacion opuesta es un problema abierto en general.

El resultado fundamental que afirma que en un grupo nuclear toda sucesién presu-
mable es absolutamente sumable fue demostrado por Banaszczyk en [8]. El niicleo de la
prueba lo constituye el siguiente resultado, del que de hecho, como veremos (Teor. 31.2),
también se puede deducir el caracter continuo de la inclusién.

LEMA 31.1. ([8, Lem. 9]) Sea E un espacio vectorial y p, q seminormas prehilber-
tianas definidas en E y tales que Y - da(Bp,By) < 1. Sea H un subgrupo de E
Yy T1,...,%, en E tales que Y, A7 € By + H para todo A C {1,...,n}. Entonces

Yoy kryss, (zi) < 11
TEOREMA 31.2. Todo grupo nuclear es GP-nuclear.

DEMOSTRACION. Dado que los grupos nucleares son localmente cuasiconvexos
(28.8(d)), sélo hay que probar que ¢1(G) C ¢1{G} con inclusién continua ((a)= (b)
en Prop. 29.9). Por 28.7, G es topoldgicamente isomorfo a un cociente H/F', donde H es
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un subgrupo de un R-grupo vectorial localmente convexo E y F' es un subgrupo cerrado
de H; dado que cualquier subgrupo de un grupo GP-nuclear es GP-nuclear (29.7), pode-
mos suponer H = E. Sea ¢ : E — E//F la aplicacién canénica. Por la Prop. 29.1(1I'),
es suficiente demostrar que para cualquier U € Ny(E) existe V € Ny(E) tal que dado

un n € N arbitrario y =1, 2, ..., T, en E con
D pl@)ep(V) VAC{L...,n},
€A

se tiene

Zk¢(U>(<p(xi)) <1,

equivalentemente, que para cualquier U € Ny(E) existe V € Ny(F) tal que dado un
n € N arbitrario y =i, 3, ..., , en E con

(31.1) Yz eV+F VAC{L...,n}
1EA
se tiene
(31.2) D kyep(z) < 1.
i=1

Sea U un entorno de cero en E. Por el Teor 28.4 ((a)=>(d)) existe un subespacio vectorial
E de E y seminormas prehilbertianas p, ¢ definidas en E y tales que ¢ < p, 3°B, C
U, Bp € No(E) y

o0
(31.3) > di(B,, By < 1.
k=1
Veamos que para V = B, y para cualquier sucesién finita (z1,...,z,) que verifique

(31.1), se cumple la condicién (31.2). Por el Lema 31.1, de (31.1) y (31.3) se deduce
Yo kpyss, (2;) < 11. Claramente,

(F+3B)+ 3.+ (F+3B)=F+3B,C F+U.
Ademids, dado que B, C By, la condicién (31.1) implica
g€ F+B,CF+3B, i=1,...,n
Utilizando la Prop. 5.3(c) deducimos

1 )
kF—}-U(xi) S ?kF_FE;Bq(‘/I;i)’ 1 = 1,...,TL

y por lo tanto
n 11
ZkF+U(-’Ei) <5 ZkF+3Bq (z:) < o7 <1,
i=1 =

es decir, se cumple (31.2).
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NortaA 31.3. En general constituye un problema abierto la cuestién de si todo grupo
GP-nuclear es nuclear; de admitir una respuesta afirmativa ésta implicaria, junto con
el Teor. 31.2, la equivalencia de ambas nociones y por lo tanto proporcionaria una
caracterizacién intrinseca del cardcter nuclear de un grupo. (El Teor. 31.4 demuestra que
ambos conceptos son equivalentes en la clase de grupos vectoriales topoldgicos localmente
equilibrados.)

Se sabe que todo grupo nuclear es localmente cuasiconvexo (28.8(f)) pero no si la
misma propiedad es cierta para los grupos GP-nucleares; la existencia de un grupo
GP-nuclear no localmente cuasiconvexo resolveria negativamente en general la cuestiéon
planteada arriba, aunque seguiria teniendo gran interés el problema de si todo grupo
GP-nuclear y localmente cuasiconvexo es o no nuclear.

TEOREMA 31.4. Sea E un grupo vectorial topoldgico localmente equilibrado, sobre R
6 C. Son equivalentes:

(a) E es un grupo vectorial nuclear.
(b) El grupo abeliano topoldgico subyacente a E es nuclear.
(c) El grupo abeliano topoldgico subyacente a E es GP-nuclear.

DEMOSTRACION. e (a)= (b) es consecuencia del Teor. 28.6, o bien del Teor.
28.4 y la propia definicién de grupo nuclear.

e (b) = (c) es corolario del Teor. 31.2.

e (c) = (a): Si F es un grupo vectorial topoldgico localmente equilibrado y GP-
nuclear como grupo, en particular ¢;{E} C ¢;(F) con inclusién continua y por lo
tanto (Prop. 30.1) E es un grupo vectorial localmente convexo. Basta aplicar el
Teor. 30.10.

U

Nota 31.5. La equivalencia entre (a) y (b) del Teorema 31.4 para grupos vectoriales
localmente convexos se demuestra en el Theor. 20.20 de [4]; este resultado generaliza el
andlogo conocido para espacios vectoriales topoldgicos ([7, Prop. 8.9]).
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