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GEOMETRIA ENUMERATIVA EN UNA SUPERFICIE
ALGEBRAICA

Introduccion

Laconstruccién y € estudio de figuras que cumplen ciertas condiciones geométricas esun
problema clésico en Mateméticas. La solucidn de este tipo de problemas -cuando existe- no
siempre es Unica 'y pueden encontrarse varias figuras que cumplan los requisitos pedidos.
Surge entonces la cuestion de estudiar cuantas soluciones puede tener un problema, asi como
de analizar d tipo de dependencia que tienen éstas respecto de los datos involucrados, es
decir, estudiar como varian las figuras si se cambian las condiciones inicides del problema. Ya
Leibnitz afirmé que si se mueven un poco los datos de adguna construccion, las soluciones de
la construccion también se moveran un poco, y que € nimero de soluciones no cambiara.
Poncelet enuncia como principio de continuidad una propiedad similar y, posteriormente,
Schubert enuncia @ principio de posicion especia o principio de conservacion del ndmero. El
objeto de lageometria enumerativa consiste en cacular € nimero de figuras -sin construirlas o
resolver |as ecuaciones definidas por dlas- que satisfacen ciertas condiciones geométricas dadas.
Lageometria enumerativa se desarroll6 fuertemente durante € siglo X1X con gedmetras como
M. Chadles (1793-1880), J. Steiner (1796-1883), J. Poncelet (1788-1867), J. Pliicker
(1801-1868), G. Samon (1819-1904), De Jonquieres (1820-1901), A. Cayley (1821-1895), L.
Cremona (1830-1903), H. Zeuthen (1839-1920)... y, muy especialmente, con H. Schubert
(1848-1911). Para una espléndida exposicion de los origenes de la geometria enumerativay, en

especial, ddl principio de conservacion del nimero vid. [X].

David Hilbert propuso en € 1l Congreso Internacional de Mateméticas, celebrado en
Paris en € afio 1900, una serie de veintitrés problemas que debian marcar las lineas de

investigacion en e siglo XX; uno de elos -é decimoquinto- se sitla en € marco de la
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geometriaenumerativay solicitafundar con rigor € cdculo de Schubert. Lo enuncio asi:

“Establecer rigurosamente y con determinacion exacta de sus limites de validez, los
nimeros geométricos que se han determinado a partir del principio de posicion especial, o
principio de la conservacion del numero, especiamente por Schubert, usando d caculo

desarrollado por d” [Hi].

Esta memoria de tesis doctoral se propone tradadar ciertas técnicas de geometria
enumerativa conocidas para @ plano a caso de una superficie dgebraica S arbitraria. Se trata
de una superficie dgebraica polarizada {'S,H +, es decir, equipada de una clase de divisores
muy amplios o secciones hiperplanas H, pues ya en € caso del plano se considera éste en
geometria enumerativa de modo implicitamente polarizado por sus rectas, en lamedidaen que
tratamos del grado de sus curvas. Ademas, por razones técnicas, se introducira un haz lineal
V=P O | H| de secciones hiperplanas que jugara e papel de las rectas verticales del plano

coordenado.

Las técnicas que nos proponemos desarrollar son las de las bases de homologia raciona
del esquema de Hilbert de sus puntos y la de las bases de cohomologia de la variedad de
triangulos de Schubert -una variante de este esquema que puede ser més adecuada a
problemas particulares, donde & esquema de Hilbert no resulta efectivo ya que conduce a

calculos inasequibles.

En esta memoria nos ocupamos de halar las bases en esos dos casos: € esquema de
Hilbert de puntos y la variedad de tridngulos, introducida por Schubert en [S1]. Se han dado
muchas definiciones de tridngulos en superficies arbitrarias, muy adecuadas para agunos
propositos pero que plantean problemas a aplicarse a ciertas cuestiones enumerativas por lo
complicado de los céculos. Asi, por gemplo, Semple [Sg construye una variedad de

triangulos en P? -estudiada a fondo por Roberts y Speiser en [RS1], [RS2], [RS3]- que
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consiste en ternas de puntos, ternas de rectas y un sistema de conicas que contiene conicas
degeneradas. Le Barz [LB4] lageneraliza auna variedad cuaquiera 7 no singular considerando
ternas de puntos, ternas de elementos de Hilb2 7'y un elemento de Hilb*V, que cumple ciertas
relaciones. Pero los cadculos enumerativos de las conjeturas de Schubert que aparecen en [S1]
resultan muy complicados en esta variedad. Nosotros hemos dado una definicion de triangulos
de Schubert en una superficie arbitraria mucho més simple y que por tanto permite generalizar

y probar en estas superficies las férmulas sobre contactos dobles con las que Schubert

consolido su técnica de triangul os planos [S1].

Estas son las partes que conforman lamemoria. En d capitulo 11 se llevad trabgjo [M S]
sobre curvas planas a caso de una superficie. La técnica, sin embargo, es distinta, pues en ese
articulo se trabajaba deformando las bases obtenidas por € teorema de Bialynicki-Birula, por
lo que este método de [M S] sblo es traducible a caso de una superficie dgebraica que sea

racional.

De hecho, nuestro método se basa en la teoria de interseccion: consiste en probar que
los candidatos aformar parte de una base, ademés de tener la cardinalidad adecuada, se cortan
con una matriz triangular de determinante no nulo. Lo més dificil en este método consiste en
demostrar que son nulas todas las intersecciones de elementos de un candidato a base con los
elementos del candidato a base del grupo de cohomologia de ciclos de dimension
complementaria, estrictamente priores en cierto orden natural que previamente hemos
definido entre esos candidatos. Con este método se obtienen de hecho dos bases, una de dlas
formada por las clases de homologia de ciclos que parametrizan esguemas no reducidos,
concentrados en un punto con adecuada cardinaidad vy, la otra, la verdaderamente apta para
hacer geometria enumerativa, formada por las clases de homologia de ciclos que parametrizan
esquemas reducidos y de muy sencilla definicion: conjuntos de puntos distintos yaciendo en

“verticaes’ con adecuadas cardinalidades'y grados de libertad.



Hubiera sido natural, segiin nuestro plan, acompafiar esta primera parte de su aplicacién
a la demostracion de las formulas de Zeuthen-Schubert sobre contactos dobles, tal como se
hizo en [M S], pero € esguema de Hilbert sdlo permitiria probar estas férmulas en € caso en
que las curvas fuesen lisas, como sucede en [M S]. En d capitulo |11 de lamemoriase creauna
técnica capaz de probar esas férmulas para curvas con nodos y cuspides, es decir, con toda la
generdidad que Schubert lesdio en  plano. Para ello se construye unavariedad de triangulos
de la que se cacula d anillo de cohomologia racional. Las bases se obtienen por medio de las
relaciones del anillo y del hecho de que las matrices de interseccién de dimensién
complementaria son triangulares con entradas distintas de cero en la diagona. El proceso de
obtencion de las bases consiste en calcular generadores de los anillos de conomologiay eiminar
los elementos que pueden ser obtenidos por medio de otros mediante las relaciones dd anillo.
El conjunto de elementos asi obtenido resulta ser un sistema generador y, ademéas, resulta ser

base porque las matrices de interseccion son triangulares con entradas no nulas en ladiagonal.

Se definen nuevos invariantes para las familias de curvas -ya que muchos de ellos no
pueden ser trasladados a cualquier superficie sin ser previamente redefinidos- lo que permite
generdizar las formulas de Schubert de contactos dobles a una superficie arbitraria 'y se
establecen relaciones con los antiguos invariantes correspondientes en d caso del plano. Se

comprueba que en este caso las formulas que resultan coinciden con lasférmulas clésicas.

Cada formula se obtiene como resultado de multiplicar las dos clases de cohomologia
adecuadas, que definen los datos infinitesimales de las dos familias dadas de curvas junto con
las condiciones geométricas que se quieren imponer en esas familias. Para expresar en la base
correspondiente la clase de cohomologia de cada una de esas dos familias de curvas, se
obtienen los nimeros de interseccion de estas clases con los el ementos de la base opuestay se
resuelve d sistema de ecuaciones a que dan lugar, donde las incognitas son las coordenadas que

se quieren halar de esas clases en la base. Los nimeros de interseccion de las clases basicas
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entre si, que son |os coeficientes de lasincdgnitas del sistema, son estudiados y codificados en

las matrices de interseccion.

Los nimeros de interseccion de las clases de las familias de curvas con las clases basicas se
realizan cortando estas familias con ciclos que representan estas clases y la transversalidad de
€s0s cortes se comprueba en una carta loca del punto de interseccion garantizando asi que

cada corte debe ser contado con multiplicidad 1 (capitulo 111, 85).

Ciertas clases bésicas requieren ser interpretadas geométricamente como ocurre con la
autointerseccion e? (capitulo 111, (3.2)) donde e es la clase del divisor excepciond de la
explosion alo largo de la diagonal de cierta segunda potencia cartesiana. Esto permite, asu
vez, dar otra expresién a la clase e como suma de clases de ciclos reducidos (capitulo 11,
(3.9)), que permite € cdculo de ciertos nimeros de interseccidn: en efecto, cuando haya que
cortar un ciclo con e?, se hard @ cambio a un factor e por la expresion obteniday € otro se
mantendra igud reduciendo asi & problema de una interseccion no caculable d de dos
intersecciones caculables. También se interpretara geométricamente la clase ¢ del divisor
asociado d fibrado lineal pull-back del fibrado lined sobre P? dua del tautol6gico, y se
expresara en funcion de una clase que tiene representante con soporte en una “vertica” dada
y de la clase de una seccion hiperplana (capitulo I11, (3.1)). Esto permite generdizar a una
superficie @ invariante d', la clase de una curva plana o grado de su dual, y andlogamente con
otros invariantes, que también se redefinen de modo generaizable a toda superficie, con la

2

ayuda de esas verticdes. De la misma forma que con ¢“, cuando haya que cortar con ¢,

realizaremos lainterseccion con las clases que [o expresan como suma.

Ciertos invariantes duales de una curva o de una familia de curvas, (como &', nimero de
inflexiones, por gemplo) no se pueden generalizar a una superficie agebraica sin establecer
una dudidad. Para ello se requeriria equipar la superficie de una red de secciones hiperplanas

(“net” de divisores muy amplios), o que hemos querido evitar, y a ese efecto hemos
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redefinido € invariante inflexional de Schubert en términos més intrinsecos, esencialmente

como & ndmero de clspides.

Para d cdculo de los contactos triples entre curvas seguimos la misma técnica definiendo
una variedad adecuada Z (capitulo I11) relacionado con d trabgjo de [ASS] y caculando su

anillo de cohomologiaracional.

Asi pues, éstas son las aplicaciones enumerativas que consideramos en esta tesis: las
férmulas de dobles contactos de Zeuthen-Schubert para curvas con nodos y clspides en una

superficie agebraicalisa.

Para evitar una exposicidn excesivamente larga estudiamos, de entre esas seisformulas, la
primera de dlas, digamos la que motivé a todas las demés, y también las dos findes, por tener
e valor afiadido de que no consiguieron ser probadas en € caso del plano, sino que tan sdlo

fueron conjeturadas.

Fantechi [F] ha llegado de manera independiente y simultanea a esenciamente los
mismos resultados que obtenemos en € capitulo I, aunque su demostracion, aln no
publicada, la juzgamos por & momento incompleta. Queremos agradecer & habernos
permitido compartir generosamente su manuscrito. En particular, eso nos ha ayudado en la
parte preliminar a proporcionar a nuestros candidatos la estructura natural de ciclos
orientados de un modo mucho més f&cil del que previamente habiamos ideado (capitulo I,

§1).

Quisiéramos resaltar por Ultimo que existe en la actualidad un creciente interés por este
tipo detécnicasy problemas enumerativos por parte de la comunidad matemética en conexion
con otras ramas como las singularidades, geometria simpléctica, teoria de representaciones o

fisicatedrica. Véanse por giemplo [L], [N] entre otras referencias.
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Capitulo 1

En este primer capitulo se recuerdan los conceptos necesarios para desarrollar las
técnicas que se emplearan en los capitul os segundo y tercero. Se eshoza una breve exposicién
de la teoria de interseccion y clases de Chern, que se utilizara en € capitulo tercero, asi como
un breve recordatorio de las nociones basicas de lateoria de variedades complegjas y de lateoria
de esquemas y, en particular, del esquema de Hilbert y de sus propiedades, conceptos que se
usarén de manera muy especial en € segundo capitulo . Se tomarén como referencias basicas

[GH] y [H1].

Trabajaremos siempre sobre € cuerpo C de los nimeros complegjos, savo cuando se

hace mencién explicitade los cuerpos Q, R.

1.0. Variedades complejas

Definicion. Una variedad compleja M es una variedad diferenciable que admite un
recubrimiento abierto {U,} y aplicaciones coordenadas j; : U; . C" tlesque j EJ§* es
holomorfaen j«{U;V Uk * D C" paratodo J, K.

Una funcién en un conjunto abierto U es holomorfa si paratodo J, fE j 3 es holomorfa
-12-



enj, iUV U;+ B C". Andlogamente, unacoleccionz = Yzy,...,z, b defuncionesen U B M
se dice que es un sistema coordenado holomorfo si j3Ez™ y zE j3* son holomorfas en

z{UV U3+ vy J;{UV Uy, respectivamente, para cada J. Una aplicacion f: M _ N de
variedades complejas es holomorfa si esta dada en términos de coordenadas holomorfas locaes

en N por funciones holomorfas. ([GH], capitulo 0, 82, pag. 14)

Una subvariedad compleja S de unavariedad compleja M es un subconjunto S B M dado
locamente por |os ceros comunes de una coleccion 11, ...,/ de funciones holomorfas con rango

delamatriz {/f;//z; > mé&imo k.

Una subvariedad analitica V' de una variedad complgja M es un subconjunto dado
localmente como los ceros de una coleccién finita de funciones holomorfas. Un punto p 5 V7
es un punto liso de V si V €s una subvariedad de M cerca de p. Denotemos por ¥° d lugar de
puntos lisos. Un punto p 5 72 ¥'° se denomina punto singular. ((GH], capitulo 0, §2, pag.

20)

Una variedad algebraica VD P" es @ lugar en P" de una coleccion de polinomios
homogéneos {F;¥xg,....x,b . ((GH], capitulo 1, 83, pag.164), (cfr. también [H1], capitulo

1, 81y 82). S lavariedad algebraica es de dimensidn 2 se la denomina superficie dgebraica

Se tiene d siguiente Teorema de Chow: Toda subvariedad analitica de un espacio

proyectivo es algebraica. ((GH], capitulol, 83 pag. 167)

Cohomologia de De Rham. Sea M una variedad diferenciable. Denotemos por
AP {MR+ d espacio de formas diferenciables de grado p en M, Z7 {'M,R > d subespacio de
p ? formas cerradas y d ¢ operador diferencid de una forma Ya que d% =0,
di A"V MR D ZP {MR; los grupos cociente

Hbp iMR s = ZP EMUR:1d{ AP {M,R: } de formas cerradas modulo formas exactas se
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denominan grupos de cohomologia de De Rham de M. ([GH], capitulo O, §2, pag.23)

I.1 Haces y cohomologia

Definicion. (Haz). Dado un espacio topoldgico M, un haz F en M asocia a cada
conjunto abierto U ® M un grupo F+ U} llamado secciones de F sobre U, y a cada par
U D V de conjuntos abiertos una aplicacion ryy : FEV: | Fi U+, llamada aplicacion

restriccion, que cumple

1. Para cada terna de conjuntos abiertos U D VD W, ryy = ryy Eryy. (escribiremos

aPy porryyYap)

2. Para cada par de abiertos U,V D M y seccionesa 5 F{ U+, b5 F{V: tdes que

aPyy =bPyyy existeunaseccion 5 F{UV V}: queveifica_ Py, =a,_ P, =h.
3.9a5 F{UVV:yaP, =aP, =0entoncesa = 0.

Definicién (Cohomologia de [lech). Sea F un haz en M, y U= {U;»* un
recubrimento abierto |localmente finito. Definimos

CPiUF:= < Fi{U; V..VU, +. Sellana p ? cocadena de F a un elemento

J0®J10...8J,

a={a; 5 FiVU, }}#] , Oe {U,F+. Definimos € operador coborde

=p

N:CP{iUF: . CPY{UF* por la férmula
ptl .

, AP

YNapio ..... i+l == {71; a,.. i) i prl PU,ﬂv..AVU,-” :
=0

Una p-cocadena es un cociclo si Na=0. a e un coborde si a=Nb para adgin
b5 C’™{U,F*. Es fail ver que N2 = 0, es decir, un coborde es un cociclo; pongamos
ZPiUFs =KeND CPEUFr yHP YU Fy = ZP LU, FsINZPFPL U Fs
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Dados dos recubrimientos U = {U,¥ _ y U' = {UkY¥  deM, diremos que U' es

K5/
un refinamiento de U si paratodoK 5 I' existe J 5 I'tal que Uy B Uj; escribiremos U' < U
y U' < U, podemos elegir unaaplicecion j : I' | Ital que Ux B Uj; entonces tenemos una
aplicacion _y : €7 {UFr , CP{UF} dadapor _jaby =&, i, Pucvovek, -
Es evidente que NE_j=_jEN, y por tanto _j; induce un homomorfismo
_HP{UF: _ HP{U',F* que no depende de la deccion de j. Definimos d p-ésimo

grupo de cohomologia de [ech de F en M como € limite directo delos H” { U, F  cuando U

se hace mésfino: H? { M, F+ =lim H? { U, F .

U

Dada una sucesion exacta de haces en M: O é‘j ]—'E G . 0 tenemos aplicaciones
Criuc* j CriUFr, CPiUF% E C? {'U,G+ que conmutan con N y que inducen, por
D D
tanto, aplicaciones H? { M, . HP {M,F+ H? {M,F+ . H’{M,G . Sepuede definir la

aplicacion cobordeN® : H? {'M,Gs | HP {'M,£* demaneraque lasucesion

0 H{ME: . H°(MF: . HO{M,G:

P

. HYMER | HYMF: , HYMG:

HPiM,Ex , HP{M,F: ., H'{MG?*

-

esexacta. ([GH], capitulo 0, 83, pags. ), ([H1], capitulo 11, 81y capitulo I, §4)

Para un complgo simplicial K con espacio topolégico subyacente M,
HY{KZ: > Jig {M,Z > (donde Jig {M,Z"+ denota la cohomologia de Oech H®¢{M,Z*,
para evitar confusiones en lanotacion, y Z{ U+ esd haz locamente constante Z ), esdecir, la
cohomologia de Oech del haz constante Z en M esisomorfa a la conomologia simplicia del

complejo K. Paramés detalles consultar [GH], capitulo 0, §3, pags. 42-43.
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Sea M una variedad real CX. Diremos que una p ? cadena singular a en M, dada como
una combinacion lineal forma = af; de aplicaciones A Q M ad p ? simplex standard A D R?
aM, eslisaatrozos si lasaplicaciones f; extienden aaplicacionesCX de un entorno de A a M.

Denotamos por C’ i M,Z + € espacio de las p ? cadenas enteras lisas a trozos. Claramente,
el borde de una cadena lisa a trozos es otra cadena lisa a trozos, de manera que C{* { M,Z
forma un subcomplejo de CeiMZ: y podemos poner
ZBiMZy = Ker{/ : CYiMZ} Cron iMZ: ¥ y

HY MLy = Z0 M L3I/ CP ML s

p?l

Por un resultado de topologia diferencia, la aplicacion de inclusion
CEFIMZ _ CgiM,Z induce un isomorfisno H{ {M,Z": r Hy{M,7+; en otras
palabras, toda clase de homologia en H,{ M,Z > puede ser representada como como un

p ? ciclo liso atrozos, y si un p ? ciclo a liso atrozos es homadlogo a cero en € sentido usual,

existeuna { p+ 1+ ? cadena b con /b = a.

Setiene @ siguiente Teorema de De Rham: Hyyp { M+ p HS,, {M,R>. Asi pues, se
tiene Hor (M3 p HYe {M,R: p H*{K,Rs p H* {M,R+. ([GH], capitulo O, §3, pags.

43-45).

1.2. Topologia de variedades

Sea M una variedad de dimension n orientada, 4 y B dos ciclos lisos a trozos en M de
dimensiones k 'y n ? k, respectivamente, y P 5 AV B un punto de interseccion transversa de
AY B. Seavy,..,v; 5 Tpi{A+ B Tpi' M unabase orientada para Tp ¢ A, w1,....w, Una
base orientada para T» { B> D Tpi M+ ; se dice que € indice de interseccion T, {46 B+ de
A con B en P e +1 Si vi,.,vp,Wi,..,W,% € UNa base orientada para
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TpiMy =Tp{A* &TpiB%,y?1encasocontrario. S 4y B intersecan transversalmente
en todo punto, se define € numero de interseccion #{A6B* como

#{A6B+ = = Tp{A6B*. Obsérvese que esta suma es finita, ya que 4 V B es discreto y
P54VB

A, B tienen soportes compactos.

El nimero de interseccion #: 4 6 B + depende solamente de la clase de homologiade 4 y

B; esdecir,que4 j O T #{A6B> =0.

SJIS5H,{MZ>yKb5 H,iM,Z* son dos clases de homologia, podemos encontrar
ciclos CK lisos a trozos 4 y B en M que representan a J y K respectivamente e intersecan
transversalmente. El nimero de interseccion #: A4 6 B+ esta determinado por las clases J y K

y ha permitido definir unaaplicacion bilined Hy, { M,Z+ x H,o i M\Z"> _ Z.

Teorema. (Dualidad de Poincaré). S M es una variedad orientada de dimension n,
compacta, la aplicacion bilined H;{M,Z* x H,» i M,Z% _ 7 €s unimodular; es decir,
cuaquier aplicacion lined H 5, £ M, 7+ . 7 esexpresable como interseccion con dgunaclase
JS5HiMZ% _ Z,y cudquier clase 35 H; {M,Z’+ que tiene nimero de interseccion 0

con todas las clases de H o £ M, Z + esunaclase detorsion.

Como consecuencia de la dualidad de Poincaré se tiene:
H.iMQ: =H,iMZ*&Qr H*{MQ: = H*i{M,Z* & Q. A veces, escribiremos

Hy{M?* o denotando H {'M,Q:. (cfr. [GH], capitulo O, 84, pags. 49-60).
Sean M'y N dos complejos smpliciales, se verificala formula de Kiinneth ([GH],

pag. 58): Hs{ M x N,Q* p Hs{M,Q: & Hy{N,Q%.

I.3. Fibrados vectoriales, conexion y curvatura
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Definicion. (Fibrados vectoriales complejos y holomorfos). (cfr. [GH], capitulo O,
85, pags. 66-70) Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial complejo CX en M

consiste en una familia {E, de espacios vectoridles complejos parametrizados por M,

SM

junto con una estructura de variedad CK en E = W 5, E,, tdles que
1) Laagplicacion~ : E | M queenviaE, axesCK,y

2) Paratodo xg 5 M, existe un abierto U en M que contiene ax, y un difeomorfismo
Ju: "YU | UxCrqueaplicaE, demaneraisomorfasobre axa x C* paracadax 5 U;

J v se denominaunatriviaizacion de E sobre U.

La dimension de las fibras £, de E se denomina € rango de E; en particular un fibrado

vectorial de rango 1 se denominafibrado lined (“line bundle”).

Obsérvese que para todo par de trividizaciones jy y Jjy la aplicacion
=71

gur UV V _ GLy dadapor guy¥ab = { juEJ* s Paact €sC¥; las aplicaciones gy se

llaman funciones de transicion para E relativas alastrividizaciones j . j .

Las funciones de transicién de E satisfacen las identidades. g Vxb 6 gy ¥xb =1,

x5 UVVYyguNxbb6gyy¥xbbgyy¥xp =1, -x5 UV V'V W.

Reciprocamente, dado un recubrimiento abierto U = U, de M y aplicaciones C*
gx U3V V¢ . GL, que satisfacen estas identidades, existe un Unico fibrado vectorial
complejo E _ M con funciones de transicion 4g i &: no es dificil comprobar que £ es la unién

W U; x C* con puntos Vx,Vb 5 Uy x C*¥ y Yx,g x¥xb 6Vb 5 U; x C¥ identificados y con la
J
estructura de variedad inducida por lasinclusiones U; x C* D E.

Como regla generdl, las operaciones sobre espacios vectoriaes inducen operaciones sobre

fibrados vectoriales. Por glemplo, si E _ M es un fibrado vectoria complejo, tomamos €
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fibrado dual E° _ M como d fibrado vectoriad complejo con fibras E2 = {E, +°; las
trividizaciones jy :Ey . UxCY (donde Ey=""¢U3:) inducen aplicaciones
§YEY . UxCF > UxC*, quedan aE® = WEP laestructura de una variedad. S E | M
tiene funciones de transicion ag i 4, entonces E° | M esd fibrado vectorial complejo dado

por lasfunciones detransicion jy Vxb =" g Yxb ™.

De manerasemejante, si E _ My F _ M son fibrados vectoriales complejos de rangos &

y I con funciones de transicion 4gxxa 'y €/ . respectivamente, se pueden definir fibrados

vectoriales
1) E&aF, dado por funciones de transicion
gy 0 .
i = g Yxp ' 5 GLI;"(C/C a(cl..;._
0 hJKY)CD
2) EAF, dado por funciones de transicion
jJKY)CD = gJKYXD 6hJKYXD 5GL l(ck é. CZ-
3) T E, dado por funciones de transicion
J¥xp =T gy¥xb 5 GL{T CF}
En particular, THE es un fibrado lineal dado por

jJKYxD = dethKYxD 5GL '1,(C' = (CD

Ilamado d fibrado determinante de E.

Un subfibrado F D E de un fibrado E es una coleccion {F, D E. > st de subespacios
de las fibras E, de E tdes que F = WF, B E es una subvariedad de E. Esta condicién es
equivalente a decir que para todo x 5 M, existe un entorno U de x en M y una triviaizacion

Ju: Ey . UxCrtaquejy Pp, :Fy ., UxC'D UxCH
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Definicion. Una seccion a del fibrado vectorial E : M sobre U B M es una aplicacion
Cfa:U _ Etd queayxb 5E, —x5 U. Una referencia (“frame’) para E sobre U es una

coleccion de secciones de M sobre U tales que 4a;Yxb, ...,a,Yxb4 esunabase de E, —x 5 U.

Definicion. (Fibrado vectorial holomorfo). Sea M una variedad compleja, un fibrado
vectorial holomorfo E: M es un fibrado vectoriad complgio junto con la estructura de
variedad compleja en E, tal que para todo x 5 M existe U 8 x en M y una trividizacién

Ju  Ey . UxC* queesunaaplicacion biholomorfa de de variedades complejas.

Definicién. (Fibrado tangente). Sea M unavariedad compleja, y sea T, ¢ M + € espacio
tangente complejo a M en x. Paracadax5 UD My jy : U _ C" una carta coordenada,

tenemos aplicaciones jy, : T, {M* . Tjypi Ut > C{AL, L} > C? paracadax5 U,

/ —
Ixi ' Iyi

Py

y por tanto una aplicacion j, W T,{M: _ UxC? quedaaTiM: =W T,{M3: la
x5U x5U

estructura de un fibrado vectoriad complejo llamado d fibrado tangente complejo.

Se define, andogamente T°M = T¢'M: °d fibrado cotangente complejo. S VD M se
define € fibrado normal Ny, aV en M como € cociente del fibrado tangente a M, restringido
a v, por d subfibrado 7' {Vs B T'{M3 P, . Bl fibrado conormal N%,, es d dua de

fibrado normal.

Definicion. (Métrica, Conexién y Curvatura). ((GH], capitulo O, 85, pags. 71-80) Sea
E _ M un fibrado vectorial complgjo. Una métrica hermitica sobre E €s un producto interior
hermitico en cada fibra E, de E, que varia de forma diferenciable con x 5 M, es decir, si
Q = 401,....Q¢a es una referencia para E, entonces las funciones 4 ;Yxpb = YQ,Yxb,Q;Yxbb son

CK. Una referencia se dice unitaria si Q4Yxb, ...,Q;Yxb €s una base ortonormal en E, para cada

S A?{E"s designad haz de secciones de p ? formas E ? valuadas CX en una variedad,
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una conexion D en un fibrado vectorid complgo E . M e una aplicacion
D:A°Es _ AYWE: que satisface lareglade Leibnitz D{f6Q = df& Q + f6 DYQb, —

seccionQ 5 A%YES {U 5 CRIUE.

Seae = 4ey,...,e, 4 Unareferencia para E sobre U. Dada una conexion D en E, podemos
descomponer De; en sus componentes, escribiendo De; = = S;e;. Lamatriz de 1 ? formas

S = ¥S ;b se denominalamatriz de conexion de D respecto dee.

Dado un fibrado vectoria hermitico, existe una Unica conexién D en E compatible con la

métricay laestructura compleja. Remitimos a[GH], pag.73.

Dada una conexion D en un fibrado vectorial complejo £ . M podemos definir
operadores D : AP {E: _ AP {E: que cumplan DYFTYp=dF &Y+ {?21:?FTDY
paa F5A7{U:Y5 A°CE+¢{U:. En particular, se tiene d operador
D?: A°E: | A®{E% que corresponde a una seccion globd B dd fibrado

o

T2T° A Hom{EE: =T?2T°& {E°P A E":.

S e es una referencia para E, entonces en términos de la referencia £e? & ¢, para
E° & E, podemos representar B 5 42{E° & E+ por una matriz B, de 2 ? formas:

D?¢; = > B & ¢;, llanadamatriz de curvatura de E en términos de lareferenciae.

Setiene, en notacion matricid, laecuacion de estructura de Cartan: B, = dS, ? S, T S,.

([GH], pag. 75)

1.4. Divisores y fibrados lineales

Definicion. (Divisores). Sea M una variedad complga de dimensién n, no

necesariamente compacta. Un divisor D en M es una combinacion lined formal, localmente

-21-



finita D = > a; 6 V; de hipersuperficies anditicas irreducibles de M. (“Locamente finito”
sgnificaque paratodo p 5 M, existe un entorno de p que corta solamente aun nimero finito

delas V; que aparecen en D). S M es compacta la suma es necesariamente finita.

El conjunto de divisores tiene estructura de grupo aditivo y lo denotamos por Div{ M & .

Undivisor D = =>a; 6 V; esefectivo (D 3 0) si a; 3 0,—i.

Sea V' una superficie anditica irreducible, p 5 ¥ un punto, y f una funcion que define
localmente a ¥ cerca de p, definimos € orden ordy,Vgb de g a lo largo de V en p como €
mayor entero a tal que en @ anillo locd O, g = f* 6. S g es es una funcion holomorfa en
M, ordy,Ngb no depende de p. Asi pues podemos definir & orden ord,Vgb de g a lo largo

de ¥ como d orden de g alo largo de cuaquier puntop 5 V.

S g, & son funciones holomorfas, ¥ una hipersuperficie irreducible, se tiene
ordy{gh’s = ordyNgb + ordy{ h’s. S fes unafuncion meromorfa en M, escrita localmente
como f=glh con g h holomorfas y primas entre si, definimos
ordy {f+ = ord,Ngb? ordy {hx.

Definimos € divisor ¢+ de unafuncién meromorfafcomo {1+ == ord,{f+ 6 V.S f
vV

se escribe localmente como f'= g/h ponemos € divisor de ceros { £+ , == ord Nghb6Vyd
14

divisor de polos {f* ( == ord yihy 6V.Asipues, {f+ = {f+ 07 {f K
vV
Los divisores también se pueden describir en términos de la teoria de haces: Sea MP° &
haz multiplicativo de las funciones meromorfas en M no idénticamente cero, y ©° e subhaz de
las funciones holomorfas distintas de cero. Un divisor D en M es una seccién globa del haz

cociente MP/OP. Setiene H® {' M, MPIO®s = Divi' M+ esunisomorfismo.
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Dada una @&plicacion holomorfa ~:M _ N definimos una aplicacion
AP DiviNs _ Divi' M+ que asociaacadadivisor D = {{U;%,{f3¥ ¥ en N d divisor
pull-back A°D = { {~™U;}, {~°} } definido como d divisor que tiene por funciones

locaes que lo definen d pull-back de las funciones locaes que definen aD.

Dado un divisor D aparece € fibrado lined [ D] asociado que tiene por funciones de
transicion g = f3lfk ¥ dondelasfuncionesf; 5 MP{'U;" en adgin recubrimento abierto

{U;¥ deM, son funciones locales que definen aD.

El conjunto de fibrados lineales con la operacién producto tensorial tiene estructura de

grupo que denominamos grupo de Picard de M, Pici M+ = H*{M,0° +.
Laaplicacion [ ] : Divi M+ _ Pic{ M} esunhomomorfismo.

Se dice que dos divisores D, D' en M son linealmente equivalentes y escribimos D C D'

siD = D'+ {f+ paradgunaf5 M"{ M}, oequivalentemente,si [D] = [D'].

Denotaremos por O {'L’+ € haz de secciones asociado a fibrado L, si D es un divisor

pondremos O [ D]+ osimplemente O {D *.

Sellamasistema lineal de divisores paraun fibrado linedl L _ M alafamiliade divisores
efectivos en M que corresponden a un subespacio lined de P{ H{M,O¢L3+ . Un
sistema lineal es completo si es de laforma |D | es decir, @ conjunto de todos los divisores
efectivos linealmente equivalentes a D. S la dimensién es 1 se le denomina haz lined

(“pencil™), si ladimension es 2 se le denominared (“net”).

S M esunasubvariedad del espacio proyectivo y H esun divisor hiperplano, llamaremos

alarestriccion [H7] . P" aM d fibrado hiperplano en M; es, por functorididad, € fibrado
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lineal asociado auna seccion hiperplana genéricaP"™ V M de M.

Diremos que un fibrado lineadl L _ M sobre una variedad agebraica es muy amplio Si
H°{M,0{L%" daunainmersion M _ P"; esdecir, si existe unainmersion f: M D P" tal
que L = f°H; donde H designa € fibrado lineal asociado a un hiperplano # B P" (abusando

de notacion). El divisor asociado aun fibrado lineal muy amplio se le denominamuy amplio.

Sea M una variedad compleja compacta, ¥ © M una hipersuperficie anditica lisa. Se
define d fibrado candnico K,y = T" T%. Enparticular, si M = P", Kp» = |:'7n + 1rH:| El
divisor asociado d fibrado candnico se le denomina divisor candnico. ({[GH], capitulo 1, 81,

pags. 128-139), ([H1], capitulo 11, 86y §7).

1.5. Clases de Chern

Definicion. (Clases de Chern de fibrados lineales). Sea M una variedad complegja,

exp

compacta de dimensién n. La sucesion exacta de haces 0 _ Z O . O _ 0 da una

aplicacion borde en cohomologia 7 ¢ M,0° " H2{ ML .

Para un fibrado linedl L 5 Pic{Ms = H*{M,0O":, definimos la primera clase de
Chern c1<L’s de L (o, simplemente, clase de Chern) como N{'L* 5 H?{M,Z*; para D un
divisor en M, definimos la clase de Chern de D como ¢, { [ D]+. Abusando de lenguaie,
escribiremos aveces ¢1 { L+ 5 Hap { M+ paralaimagen de ¢, {'L’s por laaplicacion natural

H?{M,Z}% . Hppi{M}.

Como consecuencia inmediata de la definicion, se tiene

{LAL: =c1{Ls +c1{L' s yer{LP =21 {L%.

También, si f: M _ N esuna aplicacion holomorfa de variedades complejas, € diagrama
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HY MO | H*{MZL}

o o conmuta, por lo que para todo fibrado lineal L _ N, se tiene

HY{N,O®: _ HP?{NZ:}

c1{fPLs = feiiL}.
Proposicion.

1. Paa todo fibrado linel L con forma de curvatura B,

c1iLr = [%B] 5 Hog i M.

2.9 L=[D] paa dgin D = >a;V; 5 DiviM+, ¢1{L =Rp 5 Hpz { M+ con
Rp ==a,;6Ry, y Ry, eslaclase dud de Poincaré de la funcion lined j . XV J sobre
H?, M. ([GH], capitulo 1, §1, pags. 139-146)

Esto permite generdizar a cualquier fibrado vectorial € concepto de clases de Chern: si
P4 = traza{T' A+ para 4 matriz cuadrada de orden » con entradas en C, se definen las
formas de Chern ¢,YBb de la curvatura B en E, como ¢,YBp = P’ %B y definimos las
clasesde Chernc; {E%,comoc;{ E} = [Pf %B ] 5 Hap i M.

La clase de Chern total e la suma de las cases de Chern
C{Es == ¢;,{E+ 5 Hox {M?*.

%0

Propiedades de las clases de Chern.

1. Sf:M _ N esunaaplicacion C¥, E _ N un fibrado vectorial complejo, entonces

¢, fPE: = fPc,{Ex.

2. Férmula del producto de Whitney: Seen E _ M, F _ M dos fibrados vectoriales,

entoncesc{ E& F+ = c{E} 6c{F%.
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3. S E _ M es un fibrado vectorial complejo y E° _ M es d fibrado vectorial dual,

entoncesc, £ EP: = {217 "¢, {E:.

4. Producto invertible. Sea E un fibrado vectoria de rango », L un fibrado lined.

R . p T R o p?i
Entonces, paratodop 3 0,c,{EA L} == 1’;’1 beErc LY
=0

La definicion de las clases de Chern y la demostracion de sus propiedades pueden verse

en[GH], capitulo ,83, pags. 400-419; véase también [H1], Apéndice A, 83y [Fu], capitulo 3.

I.6. Fibrados proyectivos

Definicion. Sea E _ X un fibrado vectorial complejo de rango r y PYED : X es su
fibrado proyectivo asociado (que asocia a cada punto x 5 X e espacio proyectivo P{E, ',
[GH], capitulo 4, §3, pag.515) definimos d fibrado linea tautoldgico O pyg i ?1% . P{E>
como subfibrado del fibrado pull-back ~PE _ P{'E: cuya fibra en cada punto

Yp,cb 5 P{E+ eslalineaen E, representada por c.

S E esun fibrado vectoria sobre X, L un fibrado lined, hay un isomorfismo canénico
J:P{E* _P{EALY¥, que conmuta con las proyecciones a X, con
JPOpipanils = Opimils &NPLY (donde LY o LP denotan, indistintamente, d fibrado
lined dua de L, se empleard una u otra notacion si hay posibilidad de confusion). P{E+ asi

definido coincide con PV + de Grothendieck ( [H1], capitulo 11, §7)

Lainmersion O pyg i 2?1+ B ~APE, con ~ : PYEp _ X fibrado proyectivo, corresponde a
la inmersion de O pyp en "PE& Opim {1%. El conlicleo de esta inmersion es e fibrado
tangente relativo de P{E + sobre X: 0 | Opigy . "PE& Opip 1% . Tpippy . O (Sucesion

exacta de Euler). ([H1], capitulo 11, 87, [Fu], Apéndice B.5).
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El anillo de cohomologia H®{P{E+: es via la aplicacion pull-back,
AD
HY{xy _ H'¢P{E:" un d&gebra sobre d anillo H®{X*. Se tiene la siguiente

proposicion:

Proposicién. Para toda variedad X orientada, compactay CX, y E _ X fibrado vectoria
complegjo de rango r, € anillo de cohomologia H®¢{P{E: : est4d generado como
H® X+ 2 digebra, por la clase de Chern 1= ¢1{Opim 1%+ con la siguiente relacion:
HY{P{E: s = HY{X3[t]lit +c{E+t™ + ..+ ¢, {E} +. (IGH], capitulo 4, §6, pags.

605-607; [H1], Apéndice A, §3).

Sea X una variedad n ? dimensional Yy lisa con fibrado tangente T{ X . Se definen las
clases de Chern ¢; { X+ y laclase de Chern total de X como las clases de Chern del fibrado

tangente T X ;. La caracteristica de Euler ese{ X+ =X c,{ T{ X+, esdecir, € grado de

X
c, {T{X+ s (Véase [K1], capitulo I1). Asi pues las clases de Chern pueden ser vistas como
generalizaciones de la caracteristica de Euler topolégica. Por gemplo, si X = C es una curva,
ei{X+ =?degi{K+ =2?2g con K un divisor canénico. S X =S es una superficie

c1i{ X+ =c1{T{X** =?U, conU clase de un divisor canbnicoy c,{ X+ = e.

1.7. Explosion de subvariedades

Sea A un disco n-dimensional con coordenadas holomorfas z 4, ...,z,,, y sea VD A d lugar
— — — A n?k?1 & n?k?1
Zpy = .o =2z, = 0. Sean [ y,...,, ] coordenadas homogeness en P ,YyseaAb AxP

@ .
lavariedad lisa definidapor lasrelaciones A = { izl 1z;l; = z;l,k+12ij2 n).

&
La proyeccion ™ : A _ A dd primer factor es un isomorfismo de 7, mientras que la
@
imagen inversa de un punto z 5 ¥ es un espacio proyectivo P"*?, La variedad A, junto con
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L & . .
la aplicacion ~ : A _ A, se llama la explosion de A a lo largo de V; la imagen inversa

E =777 sellamad divisor excepcional de laexplosion.

@
A puede ser recubierto por los abiertos coordenados U; = {/; ® 0>, j = k+1,...,n con

coordenadas holomorfas z; = z;, i = 1,...,k z-:j:'j.}-l_ =Ll =zidzy, i = k+ 1,08,z = z),

en U,. Las coordenadas {z{j ,-} son coordenadas euclidess en cada fibra ~?ypb p P"*%

del divisor excepcional.
® A
Laexplosién A _ A no depende de |as coordenadas elegidas en A.

Sea M una variedad compleja de dimension n, y X B M una subvariedad de dimension k.
Sea {U; ¥ una coleccion de discos en M que recubren V, tales que en cada disco A; la
® A
subvariedad X'V A; puede ser dada como d lugar €z = ... =z, = 0¥,y seaA; A la
exploson de A; a lo lagp de XVA,;. Se tienen isomorfismos
AN AREUSV U L METUSV U que permiten pegar las explosiones locales para
) & & L, @ . .
formar unavariedad A = WA, A; conunaaplicacion A | WA ;. Como ”* esun isomorfismo de
, — & —. L, — . &
XV YWA;b,aM = AWA M ? X; M junto con laaplicacion ™ : M | M queextiendea™ enAy

alaidentidad en M ? X, se le denominalaexplosion de M a lo largo de X.
Laexplosion tiene las siguientes propiedades:
1. M esunisomorfismodeX ® My E = "X D M.

2. El divisor excepcional E €s un fibrado vectoria sobre X con fibra P"*?; en efecto,
E : X se identifica naturalmente con la proyectivizacion P{ Ny, + de fibrado normal Ny,

deXen M.
3. Localmente la explosion esisomorfa alaexplosién de un disco.

4. Las explosiones de subvariedades son Unicas, en € sentido de que si N : M €s una
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aplicacion de variedades complgias que es un isomorfismo de una subvariedad lisa X de
dimension &k en M, y tal que lafibra de ~ sobre cuaquier punto z 5 X esisomorfa a espacio

proyectivo P"*?! entonces N . M eslaexplosion de M alo lago de X.

&
5. Para cuaquier subvariedad Y B M , se puede definir la transformada propia Y B My
de Y en la explosion My como la clausura en My de la imagen inversa

ALY 2?2 X: =AY 2 EdeY del divisor excepciond E.

Cohomologia de una explosion. El anillo de cohomologia de una explosién viene
descrito por laexpresion H®{ M 3 = APH® i M+ & HE {E*INH (X, conE p P{Nyy .

([GH], capitulo 4, 86, pags. 602-611; [H1], capitulo 11, §7).

I.8. Esquemas. El esquema de Hilbert

Definicion. (Espectro de un anillo). Sea 4 un anillo. Definimos SpecA € conjunto de
todos los idedles primos de 4. S a es un idedl de 4, se define IWab B SpecA € conjunto de
todos lo idedles primos de 4. En SpecA se define una topologia tomando los subconjuntos de
la forma #Yap como conjuntos cerrados. Definamos también € haz de anillos O en 4: Para
cada ided primo p O 4, sea A4, la locdizacion de 4 en p. Dado un conjunto abierto
U O Specd, definimos O U+ como & conjunto de funciones s : U d,s,4p, tal que
sYpb 5 4, paracadap, y ta que s eslocalmente € cociente de elementos de 4: —p 5 U, 07,
entorno de p contenido en U, y elementos a,f'5 A tal que paracadaq 5 V,f 6 q, Yy sYqb = alf

end,.

El espectro de A es d par que consiste en un espacio topoldgico SpecA junto con € haz

deanillos O.

Definicién. (Espacio anillade). Un espacio anillado esun par { X,0y* que consiste
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en un espacio topolégico X'y un haz de anillos Oy en X. Un morfismo de espacios anillados
de {X,0x% a{¥,0y} esunpar {ff*} formado por una aplicacion continuaf: X _ Yy
una aplicacion f* 1 Oy _ f,©O de haces de anillos en Y. El espacio anillado {.X,0y+ esun
espacio localmente anillado si para cada punto P 5 X, Oxp esun anillo local. Un morfismo
de espacios locamente anillados es un morfismo ff“ de espacios anillados tal que para

cada punto P 5 X, la aplicacion inducida de anillos locdes f% : Ovygir . /oOxp € UN

homomorfismo local de anillos locales.

Definicién. (Esquema). Un esquema afin es un espacio locamente anillado { X,0y
isomorfo (como espacio localmente anillado,) d espectro de agun anillo. Un esquema €s un
espacio locamente anillado ¢ X,0 x+ en d quetodo punto tiene un entorno abierto U tal que

e espacio topoldgico U, junto con € haz restringido Oy Py , s un esquema afin. Un

morfismo de esquemas es un morfismo de espacios loca mente anillados.

Un morfismo de esquemasf: X _ Y esplano si paratodo U B Y, U' B X abiertos afines
con fiU': DU la aplicacion inducida f*: 4{U* _ A{U': hace a A{U': un

A{U s ? médulo plano.

Un esguema es conexo Si SU espacio topoldgico es conexo. Un esquema es irreducible Si
su espacio topoldgico es irreducible. Un esquema es reducido si para todo conjunto abierto
U O X, d anillo Oy { U+ no tiene elementos nilpotentes. Un esquema es integro, si y 010 si

esirreducible y reducido.

Un esquema es localmente noetheriano Si puede ser recubierto por subconjuntos abiertos

afines SpecA ;, donde cada A ; esun anillo noetheriano.

Definicion. (Subesquema cerrado). Una inmersion cerrada esun morfismof: Y _ X

de esquemeas tal que f'induce un homeomorfismo de sp { Y+ sobre un subconjunto cerrado de

-30-



spi X%,y ademéslaaplicacion inducidaf* : Oy . f,Oy de haces en X es sobreyectiva. Un
subesquema cerrado de X esuna clase de equivaencia de inmersiones cerradas, donde decimos
que dos inmersiones f: Y _ Xy f Y _ X son equivdentes si existe un isomorfismo

i:Y' _ Ytd quef =fEi ([H1], capituloIl, 83, pag. 85)

Para una exposicion detallada del concepto de esquemay sus propiedades véase [H1],

capitulo I1.

Definicion. (Descomposicion celular). ([Fu], gemplo 1.9.1). Un esquema X tiene una
descomposicién celular si existe una filtracion X = X, N X, N ... N Xq N X5, = 2 por
subesquemas cerrados de modo que cada X; ? X;» €s una union disjunta de esquemas U
isomorfos aespacios afines A" . Los U ; son células deladescomposicion. Las grassmanianas

y las variedades de banderas son gjempl os de esquemas que tienen descomposiciones celulares.

Proposicion. ([Fu], gemplo (9.1.11.6)). Sea X un esguema con una descomposicion

celular. Entoncespara0 2 j 2 dimX
1) H 2i+1 ’-X ’ =0

2) Hy i X+ esun Z ? modulo libre generado por las clases de las clausuras de las cdulas

i-dimensionales.

3) Existe un isomorfismo ¢/ : A°{ X+ _ Hy;¢{ X+ (donde A°< X designa d anillo de

Chow de X).

Mencionamos € siguiente teorema debido a la importancia que tiene para € céculo de

los nimeros de Betti de los grupos H {:'HildeP’z.} , —d ([ES]]) y porgue permite, ademas,

cdcular lashasesen [M S]y [AMS].

Teorema. (Bialynicki-Birula, [BB1], [BB2]). Sea X unavariedad proyectivay lisacon
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una accién de G,,. S € conjunto de los puntos fijos para dicha accion esfinito axq,...,x,a y

A

definimos X; = {x 5X limux = x; I» entonces

1.0 K
1) X tiene una descomposicion celular con cdlulas X;.
Ty, = iTxw 3"

donde Ty, ., esd espacio tangente a X; enx;, y i Ty, ., + * eslaparte de Ty, ., enlaquelos

pesos de G, (enlaaccion inducidade G,, sobre € espacio tangente) son positivos.

Definicion. (Esquema de Hilbert de P"). Esun esquema, Hilp~, que parametriza todos
los subesquemas cerrados de P". La demostracion de su existencia puede verse en

(Grothendieck, [Gr]).
Podemos resumir su construccion asi :

Sea S un esquema localmente noetheriano, se define

Hilbpn { Sk = {conjuntodesubesquemasz b P"xS, pIanossobreS} (corresponde a la

ideaintuitiva de familias de subesquemas de P parametrizadas por S)

Esta definicion da lugar a un functor contravariante de la categoria de esquemas
localmente noetherianos S a la de conjuntos. Por @ teorema fundamental de existencia del
esquema de Hilbert, dicho functor es representable, es decir, existe un esguema locamente
noetheriano Hilbp: € isomorfismos Hilbp: { S+ p Hom{ S, Hilbp: > uno para cada S,

functoriadlesen S.

Esto equivale a la existencia de un subesquema cerrado W B P” x Hilbp. plano sobre
Hilbpn, “universa”, en € sentido de que dado cualquier Z B P” x S, plano sobre S, existe un

anico morfismo f: S | Hilbp: tal queZ = {1ps x 3P W %,
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Dado Z B P" x S, plano sobre S, sea Z, B P" x Specnysp € esquema inducido sobre s,
paratodo s 5 S (nYsp € cuerpo residual de s). Pongamos P, para designar € polinomio de

Hilbert de Z,, esdecir, P, = YO, Ynbb.

Por platitud, si S es conexo todos los polinomios P, son igudes, por tanto podemos

escribir Hilbp» = @ Hilb%» donde Hilbf» esun subconjunto abierto y cerrado de Hilbp»

polinomios
Pinp

y si WD P" x Hilbp» €s d subesquema universal, entonces ¥, tiene polinomio de Hilbert P

siysolosi s 5 Hilbbn.

La versién fuerte del teorema fundamental de existencia establece que Hilb%. es

proyectivo sobre Spec{ Z'%.
El esquema de Hilbert es un esquema conexo [H2] y propio [H1].

Definicion. (Hilb?X) SeaX un subesquemade P, llamamoas d ? plete aun esquemay de
dimension cero y longitud d, es decir dimg@YY,Oyb = d. Denotamos por Hilb“X d esquema

de Hilbert de los d-pletes de X. Un elemento de { Hilb’X:  es un ided I de Ox con

ed

Soportei Oyl + finitoy dmc@{ X, O/ + = d.

Ladefinicion del esquema de Hilbert aplicada a este caso implica que los esquemas Z son

finitos sobre S'y lalongitud de Z esd, —s 5 S.

Denotamos por Hilb4Xx d abierto de Hilb?X que corresponde a los d-pletes de puntos
distintos. No esdenso, en generd. S X tiene dimensién »n puede haber componentes de Hilb*X

de dimensién mayor o menor que & 6 . (larrobino [11], Emsalen-larrobino [El])

S X es una superficie lisa Hilb?X es liso de dimension 24 y HilbeX es denso. (Fogarty

[Fo1], Briancon [B]). Ademés Pic{ Hilb“X + = Pici X+ & Z. (Fogarty [Fo2], larrobino [12]).
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El siguiente teorema permite calcular los nimeros de Betti del esquema de Hilbert de

puntos en una superficie agebraica:

Teorema. (Gottsche). [G1] Sea S una superficie proyectiva lisa sobre C o sobre I_Fq

(clausuradgebraicadeIF,,, cuerpo finito con ¢ elementos). Entonces:

K ::'". K 0'9;.--S mey
> & CHGID" S 2w = PO
pLHID"{iSrz " =exp; = L ;
1?2 z9"¢"
n=0 m=1
K ) ) K 1 4 2m?Lm b1iSp 1 4 g2+l m b1¥Sp
> piHilb"iSszit" =< — B —— R —
0o o L {12 YO Ty o L g o 2 DO
n= m= K3 - -
K K
= ¢ Hilb" {8 " =< {17 M 3 N
n=0 m=1

donde, dada una variedad proyectiva lisa X sobre C o sobre ]Fq, b;{ X+ designad rango
del i ? ésimo grupo de cohomologia 1? adica H'{ X,Q,+ de X; pi X,z’+ @ polinomio de

Poincaré = b,{ Xz  de Xy ei{Xr == {?21%+'p,{X+ d nlmero de Euler de X y

i i

. . - i
piXz:=piX7?z}:.

A continuacién describimos |os métodos que vamos a seguir en los capitulos 11 y 111 dela
memoria. Como se ha dicho en la introduccion, en d capitulo 11 se calculan las bases de
homologia racional del esquema de Hilbert de sus puntos, y en € capitulo 111 se utiliza €

meétodo de las bases de cohomologia de la variedad de triangul os de Schubert.

1.9. Calculo de las bases de los espacios de homologia
racional del esquema de Hilbert de puntos



Exponemos aqui  método que seguiremos en d capitulo |1 delamemoria

1) Sepresentan las clases candidatas a formar base de los espacios de homologia raciona
del esquema de Hilbert, para ello se realiza una descripcion geométrica de los subesquemas
cuyos ciclos asociados a sus clausuras originan estas clases. Los soportes de estos
subesguemas se encuentran sobre ciclos topol égicos orientados, que se tomaran de tal forma
que las clases de estos ciclos topoldgicos, en los espacios de homologia raciona de dimensién
complementaria de la superficie, tengan por matriz de interseccion asociada una matriz
diagona con determinante no nulo. Esto es posible gracias d teorema de duaidad de Poincaré
en lasuperficie. Esto ayudara después alograr que lamatriz de interseccion de nuestros ciclos

candidatos a base sea triangular con entradas no nulas en ladiagond.

Los soportes son ciclos topoldgicos, pues en una superficie agebraica generd no se
puede garantizar que sus clases estén realizadas por ciclos agebraicos, como ocurre en las
superficies con irregularidad ¢ ¢S (nimero A*°¢{S: de 1-formas holomorfas en una
superficie compleja compacta) y género p, { S+ (nimero h?0{S+ de formas holomorfas de
grado maximo en una superficie compleja compacta) ([GH], capitulo 4, 82, pag.494) nulos,

como, por ejemplo, las superficies racionales.

Se definen dos tipos de candidatos a base, una formada por clases de homologia de ciclos
gque parametrizan esguemas no reducidos y otra por clases de homologia de ciclos

parametrizando esquemas reducidos.

2) Se ordenan de manera adecuada estas clases candidatas a formar base en los espacios
de homologia de dimensién complementaria, de manera que se consigue una matriz triangular
con entradas en la diagond distintas de cero. Al ser triangular, € determinante de la matriz es
el producto delos elementos -no nulos- de ladiagonal. Por € teorema de duaidad de Poincaré,

si los candidatos tienen la cardinalidad adecuada, constituyen una base.
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3) Se comprueba que los candidatos a base tienen la cardinadidad requerida por los

numeros de Betti que Gottsche caculaen [G1].

4) El “Chow moving lemma’ garantiza que para redlizar & producto de dos clases de
ciclos basta considerar la interseccién de dos subesguemas cuyos ciclos asociados tienen por
clases las dadas en un abierto de Hilb“.X adecuado que contenga alos subesquemas, es decir, en
e que @ cédculo sea evidente geométricamente y de la dimensién esperada; para conseguir
esto se digen los elementos que definen € ciclo de manera que no haya interseccion en la

frontera.

5) Lamultiplicidad locd se calcula en una carta analitica local del punto de interseccion
conjuntista de los dos subesquemas que intersecan. De hecho se comprueba que todos los
elementos de ladiagonal son nimeros de interseccion distintos de cero y que ciertos elementos
priores en € orden establecido dan interseccion nula con los candidatos a base del espacio de

homologia de dimension complementaria

1.10. Método de las bases de cohomologia de la variedad de
triangulos de Schubert

Como en € apartado anterior, exponemos € método a seguir en € tercer capitulo de la

memoria:

1) Se define la variedad de triangulos de Schubert y se calcula su anillo de cohomologia
raciona utilizando € método de las clases de Chern. Con & anillo de cohomologia se
determinan bases de estos espacios que permiten formular en términos de productos de clases

la generalizacién de las formulas Schubert a una superficie agebraica arbitraria.

Para la obtencion de las bases -como se ha dicho en la introduccién- se determinan
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generadores de los anillos de cohomologia y se eiminan aquellos que pueden obtenerse a
partir de otros por medio de las relaciones del anillo. Para no eliminar més generadores de los
necesarios, se comprueba que las matrices de interseccion de los generadores que resultan son
triangulares con entradas distintas de cero en ladiagona. Asi pues, € determinante esdistinto

deceroy, por € teorema de dualidad de Poincaré, constituyen bases.

2) Sedefinen invariantes paralas familias de curvas debido alaimposibilidad de trasladar
ciertos invariantes del plano a una superficie dgebraica arbitraria. En la definicion de estos
invariantes intervienen, ademas de los ciclos topolégicos de dimension 2 no reaizados
algebraicamente, los ciclos topolégicos de dimensiones 1 y 3 de la superficie y un haz de

secciones hiperplanas que juegad papel de las rectas verticales ddl plano.

Se establecen relaciones de los “nuevos’ invariantes con los “antiguos’, para comprobar
posteriormente que las formulas de Schubert generaizadas coinciden con las clasicas para €

plano.

3) Como ya se hadicho, se expresan las clases de cohomologia que definen las familias de
curvas en términos de las bases de los anillos, cuyos coeficientes, en las combinaciones linegles,
dependen de los invariantes de dichas familias. Las férmulas de Schubert resultan de cacular €
producto de las clases de las familias de curvas, expresadas en sus respectivas bases de

dimensién complementaria.

4) Por & “Chow moving lemma’, para efectuar € producto de dos clases de ciclos se
cdcula lainterseccion con elementos definitorios de dichos ciclos en un abierto adecuado, de
manera que no haya interseccion en la frontera, que los célculos sean evidentes

geométricamente y que tengan ladimensién esperada.

Cuando aguna interseccién resulta impropia (de mayor dimension que la esperada) o de
dificil cdlculo, se recurre a ciclos auxiliares cuya expresién en coordenadas permite obtener €
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producto buscado. Este es d caso, por gemplo, de la interseccién con e? o con ¢, cuando

2 se cambia un factor e por otro factor equivalente que,

queremos multiplicar por e
previamente, se ha calculado; o mismo ocurre con ¢, que se cambia por una sumade clases de

ciclos, uno delos cudes depende de las “verticales’.

5) Las multiplicidades locales se determinan en cartas anditicas locales (capitulo 111, §5,

“transversalidad”) del punto de interseccion conjuntista de los subesquemas que intersecan.

La gran cantidad de cdculos necesarios para llevar a cabo las demostraciones que
aparecen en la memoria es tal que, para hacer una exposicion razonable, optamos por
omitirlos. No obstante se exponen detalladamente las intersecciones més dificiles, con los
cambios redlizados y las cartas andliticas empleadas, mostrando asi & método general seguido
en todas las intersecciones, de manera que los célcul os suprimidos puedan ser reproducidos sin
ofrecer ninguna dificultad. De hecho todos los calcul os suprimidos resultan ser siempre 'y por
razones evidentes en cada caso, en la carta loca explicitada en d capitulo I11, lainterseccion

transversa en € origen de variedades coordenadas de dimens ones complementarias.
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Capitulo II

BASES DE LOS ESPACIOS DE HOMOLOGIA RACIONAL
DEL ESQUEMA DE HILBERT DE PUNTOS EN UNA
SUPERFICIE ALGEBRAICA

11.0. Introduccion

Sea S una superficie algebraica compleja, propia, lisa y conexa. Gottsche y Soergel

([G1], [GS]) han encontrado la homologia raciond H, { Hilb"S': o del esquema de Hilbert de

subesquemas de S de longitud d. En este capitulo se encuentran dos bases para estos espacios,
una de dlas descrita por subesquemas no reducidos, y otra descrita por esquemas reducidos,
es decir, por conjuntos de puntos distintos (més interesante, por tanto, para posibles
aplicaciones en geometria enumerativa). De hecho, nosotros sélo tomamos de [G1] y [GS] €
vaor de los nimeros de Betti, proporcionando asi una construccion aternativa de estos
espacios de homologia La técnica consiste en demostrar que los elementos de los dos
candidatos a base intersecan con una matriz triangular de entradas diagondes distintas de cero,

como en @ trabgio de Mallavibarrena [M1] sobre una base de H,{ Hilb*P?} sobre d

esquema de Hilbert de cuatro puntos en € plano. De hecho los candidatos que se presentan
son generdizaciones de lostipos 0' y 2 en d trabgjo [M S] de Mallavibarrenay Sols, aunque la
demostracion en ese articulo fue esencidmente distinta, no basada en la matriz de
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interseccion. El papel de las lineas verticdles de P? (es decir, pasando por £0,0,1%) es
interpretado en una superficie arbitraria por un haz lineal de divisores muy amplios (por

supuesto, sin “parte fija’) que llamamos “verticaes’ (1.4).

Fantechi [F] ha llegado de manera independiente y simultdnea a esenciamente los
mismos resultados. Estamos agradecidos por habernos permitido generosamente compartir su
manuscrito. En particular, eso nos ha ayudado en la parte preliminar a proporcionar a
nuestros candidatos la estructura natural de ciclos orientados de un modo mucho mésfécil del

que previamente habiamos ideado.

I1.1. Preliminares y enunciado

Elegimos un haz lined (o “pencil”) ¥ de divisores muy amplios, sin componentes fijas, y
llamamos “verticales’ a tales divisores (para ayuda de laintuicién). S P 5 S no es un punto
base del haz, denotamos por V< P+ € divisor vertica que pasa por é, y decimos que un

subesquema de S esvertical si esta contenido en un divisor vertical.

Paracadai = 0, ..., 4, consideramos clases de ciclos orientados
@ ®
Ciy e Cipy D H A S ,Ciny oo Cipy 5 Hymi 4S5

(donde b; = dimH;{S* 0" dimH 45 {S+ @) tales que ¢;; 66ce,-jv =0si;j®;'. Esto esposible
gracias d teorema de dudidad de Poincaré (1.2) H; -:'_'_'S:S—([[’J2 r Hyp (S o Para la variedad
orientaday compacta S. (Podriamos haber simplificado usando mésbien clasesc; 5 H;{ S+ o
y acei 5 Hypi S o de manera que, ademéds, ¢; 6ace,- = 1, pero esto introduciria restricciones
innecesarias en dgunas aplicaciones. Este es @ caso si, por gemplo, queremos trabajar

- .. ) ) .
solamente con una base, es decir si ¢; = ¢; paratodo 7, j, lo que equivale a diagonaizar la
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forma bilineal simétrica de interseccion en H, ¢S+ o O siempre que ¢{ S+ y p,{.S% nose
anulen simulténeamente y, por tanto, no se pueda asegurar que todas las clases de homologia

estén realizadas por ciclos agebraicos).

Podemos representar las clases ¢y, agy- por ciclos diferenciables a trozos y orientados C;,
a,- gue intersecan mutuamente en la dimensién esperada, y siendo esas intersecciones
C; V C; transversas, es decir, intersecciones en un nimero finito de puntos reducidos de C;; y
de E(,- (con sus espacios tangentes orientados de modo que & espacio tangente a S es suma
directa de €llos, con la orientacién inducida o la contraria dependiendo de que la interseccion
en ese punto sea+1 0?1 (ver [GH] pp. 49-53, por giemplo)). Ademas podemos suponer que
la interseccion de C; y C; es geométrica, es dedir, que sucede en exactamente |ci 6?1-]«
puntos, con signo positivo o negativo en todos ellos, por lo que, en particular, C; V ajv =2
si j® ;' (Este supuesto es también standard: Se puede suponer que las variedades
diferenciables a trozos C, a,-v son conexas. Deforméandolas dentro de su clase de homologia,
se mueven dos puntos de interseccion de diferente signo a lo largo de un arco que los une,

hasta que ambos se cancelan).

. - . =0 —k @
De hecho, necesitaremos por razones técnicas, varios representantes Cy, ..., Cy, ... de ¢
(d representantes seran, en cualquier caso, suficientes, si estamos estudiando Hilb? {'S%).
Podemos suponer que cada uno de ellos satisface estas condiciones de generadidad y ademés

. . . - =k ) -
todas lasintersecciones en & conjunto finito delos C; y C;v, tienen ladimension esperada.

. —k A
SeaE{j d conjunto de puntos C; V C;;, y E = aEﬁj-. Podemos suponer que cada punto
de E no es ni un punto base ni un punto singular de un divisor vertical, y que € divisor
—k
vertical que pasa por € punto intersecaaambos C; y C;ip transversalmente en ese punto.
También podemos suponer que no hay dos puntos de E situados en la misma vertical, y que

cada Cy, Ef; {i® 0,4+ interseca transversalmente a elemento generd del haz en d punto
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genera de lainterseccion.

Sea A € conjunto de sucesiones
a={a;F = iag = ag;a3, .83, 82,8215, 44811, F

donde cada a;; es una sucesion mondtona a)3.3a53 .3 a;’, y de hecho estrictamente

monétonasi i esimpar, y ademéstal que
> a[/ =d

Sead subconjunto A , detodaslasa 5 A con

n==> {irgs +2 d?>ry |

i )

0 equivalentemente

Ado2n==> {42+ 2 d?>r;

ij ij

Asociemosacadaa 5 A, d subconjunto Z* B Hilb“S que parametriza subesquemas

Z=W{Z;Pi=0,.4j=1..b)

de longitud 4 obtenidos como union disjunta de esquemas Z; de longitud a; == af-,’-
k

soportados en C;; y cuyas componentes irreducibles son r; esquemas puntuales de longitudes

ag, ..} sii>0,yZy =&z con Zg delongitud a§ soportado en e punto Cg.

Asociemos también a cada a5 A, d subconjunto Z* B Hilb?S que parametriza
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@ @ &

subesguemas Z = éZf;- b S de longitud ¢ obtenidos como unién disjunta de esquemas Zf;- de
@ —k

longitud aj; situados en divisores verticales diferentes Vf; y que, si i > O, intersecanaCy; enun

2
punto z ;.

Las clausuras Z* y Z" en Hilb*S tienen una estructura natural de ciclo orientado. Como
ya agradecimos en laintroduccién de este capitul o, tomamos ahora prestado de [F] un camino

muy simple para presentar esta estructura. Consideremos lavariedad algebraica

W =<< Sk x<< Hilb® {'S} x Hilb"{ S+
ik ik
con las proyecciones obvias p y ¢ aES% y Hilb"S, donde todos los S = S. Esta variedad es
lisa y compacta. Consideremos en W la subvariedad /nc (incidencia) que estéa formada por

tenas {z§,Z,Z%: tdes que zj5Zf y Z=azi. Definamos también Punt o Vert,

subvariedades de ¥, imponiendo aZﬁ; ser puntual (esdecir, soportado en un punto) o vertical

: 21 k —
(soportado en una vertical). Claramente p 1;..ECf-j.,.- (tomando C{-j = C; para todo k) y
=k L . -
p7 i EC; ; son tambien ciclos orientados, ya que p es la proyeccion de un producto

cartesiano con una variedad algebraicapropiay, por tanto, lo son también lasintersecciones
T\ LTk Ty 2 Bk
PuntV IncV p™ i ECy » y VertV IncV p™i ECy ¢

pues éstas, por nuestras suposiciones de generdidad, son transversales en su punto genera
(cfr. [GH], p. 52). Estos dos ciclos de  se aplican con grado 1 sobre sus imégenes, que son

Z'y z por lo que son ciclos orientados. De hecho se sigue de esta construccion que si

"y

reemplazamos C; y E,A, por ciclos homélogos {C; 'y Yol

i} obtenemos {Z*:'y

{Z" % homologosaZ* y Z".

Podemos enunciar ahora € teorema que va a demostrarse en este primer capitulo de la
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memoria.

®
Teorema. Las clases de homologia de las clausuras [Z* ] y [Za ] son bases de

H, { Hilb"S oY H an ¢ Hilb*Ss N

Probaremos este teorema demostrando:

-
T1) La matriz de interseccion de ambos conjuntos [ Z* ] 6 |:Za i| es triangular.

T2) Las entradas diagonales de esta matriz son distintas de cero.

T3) Las cardinalidades de ambos conjuntos son los nimeros de Betti ya conocidos.

I1.2. Demostracion de T1

Obsérvese que obtenemos la misma clausura Z* si redefinimos Z* afiadiendo la

siguiente condicion técnica: si Z 5 Z*, entonces cada punto zf; 5 C;; se encuentra de hecho

E E
enC,; =C;C W{C,-vjv P i)'y < ik Ie><icogréficarnmte} ObviamenteS = & C; .

&
Supongamosque X 5 Z* V z' y que, lexicograficamente,

, ~E & e &* e & & & .
Y7437 33103137 2y s eees 7213 1y 1o P11 FOP 2 L P 437 33 0eeer P 3137 2y eees P 213 P by oo P 1137 0 F

E
y descompogamos X como &.X;;, con soportes x = &ux; de manera que x; OCI-]- . Claramente

habremos probado T1 (y estaremos en buena posicién para probar T2y T3) si demostramos



E
T12) Descomponiendo X como &X; con soportesx = &x;; de maneraque x;; OcC; ,se

i

tienex; = {x§ P k=0,..,r; ¥ cone puntoxy = x; V C§

T13) Cada X} esd af ? ésimo entorno del punto x} en d divisor vertical que pasa por

Sea Zitr, t5Y?0,0p, una curva diferenciadble en Z* de modo que
Zitr =aZ;it> 5 Z" parat®0, y ZY0p = X. Andogamente, & punto soporte z5it},
para ¢ ® 0, define como limite un conjunto z; {0} 5 X, con #z;{0% 2 #z;{t> =r; + 1.

. . o e .. w.. ,\aek..
Ya que X es también € limite Z{ 0} de unacurva Zit> = &Z;it>, t®0, cuando ¢ _ O,

& . A& By
podemos definir andlogamente Zf; 0% O Z{0} = X de longitud af-,‘--f,,z,.‘:— y entonces los

B .o . T
puntos z & '+ definen un punto limite z§ {0+ 5 X.
Primero probaremos, por induccién descendiente sobre i,
Enunciado 4;: Paraj = 1,...,b; setiene

®
ri

A,lp ri
A;2p x; = {x{}}- conxfj- =X VEf]‘-

(Este conjunto de valores del indice j se supondra siempre sin mencion explicita, asi

como también & conjunto devaloresde k 5 {O,...,arel-j}-).

— —k
Comencemos con i = 4. Para todo ¢® 0, & conjunto de puntos C, = £ C4 }- esta

. B .. A% = A B A i S
contenidoenz £t+ = &z f;-Ytb, luego C4 O z{ 0} O x. Por otraparte, por dimensionalidad y

por nuestras suposiciones de generdidad, C, es disjunto con W C; y, por tanto, con W x;
23 i3
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(Aqui es C; =W C;. Y en generd, siempre que omitamos un subindice de una letra
J

quedando un subconjunto de S entenderemos que se esta realizando la union sobre ese

indice ). Por tanto C, O x,, y asi
& —
1+}"4:#C42#X4

E
Ademés, x, OC, esdisjunto con € conjunto cerrado W C;, e cua contiene & z, ¢+
23 23

paratodo ¢ ® 0. Por tanto, éste esdisjunto con d conjunto W z; 0%, luegox, O z,{0% y

23
® — ..
1+ g 2 #C4 2 #X4 2 #24-2,._0.,:' 2 Zgitr: = 1+ ry
N =
Enconsecuencia, 4 = ra Y x4 = 24503 = Cy = Ey4.

Seaahora 0 < i < 4y supongamos 4+ paratodo i' > i. Probemos la afirmacién 4;. Sea
j5<1..b;¥ y k5 {0,...,are,»j}-. Obsérvese primero  que xVE:; ®0, ya que
e VE?} ® 2 paratodo ¢ ® 0. Sabemos que x; V E,A, =2, s i' > i, ya que, por hipétesis
de induccidn, x; estd contenido en @ conjunto finito £, que por suposicién de
generalidad es disjunto con Ej; dado que tiene dimension 4 ? i < 4. Sabemos también
que, para i'<i, todo x VE; o cC, Va;. Por tanto xV C,®2. Ahora bien,
xy VCy O Cy V Cy = 2 paratodo ' ® j dado que ¢ 6¢; = 0, asi quex; V Cy ® 0. Esto

& . & 8 .
vaeparacadak = 0,...,af§-. Ademés, paradosk,k' 5 {0,...,a ;= distintos se tiene
s:"_kv —k % A i:"_];V —k _
xViCy VCy 3 0C;VIC VCy ;=2
por razones de dimensionalidad y nuestras suposiciones de generaidad. Asi pues,

&
#360‘31"'}",'/‘
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y, en caso de igualdad, cadax; V E§. consta exactamente de un punto, digamos x{j gue debe

estar en Ef = C,»,-VE_:-.
Por otra parte,
E ~ o
x; =xVC; OxVC;=zi0:VCy
asi que, paraz ® 0,
145, 2t 2 #2003 V Oy 2 #2803 V Oy = 147y

@ . . @
Yaque r; 3 r, estas desigualdades son todas igualdades, y x; constadel+r; = 1+ 7

puntosxj 5 Ef, siendox; = z;{0+;y asi quedaprobado 4; parai > 0.

Este argumento nada concluye en € Ultimo paso de la induccidn, es decir, en € caso
i = 0, ya que entonces no se dispone de la afirmacion clave expresada en letras negritas dgo

. . @ .
mésarriba. En este caso laigualdad r; = r; paratodo i > 0, estaya supuesta.
Sumando las dos igualdades
S £ - . ® - ® -
n={ir;+2:d? >r;: Yy Ad?n={4?iir;+21d? >ry;;
obtenemos
e o B
0=>=4{i?2:r;?>{i?2:ry
) - @
por lo que concluimos que también ro = r, |0 cud esparte de 4.

. . —k .
Ademés, siempre que i > 0, @ conjunto x V C;; consta de solo un punto de Efj y, por
. By e Ry .. .
tanto, éste esd |Imltezf} i 0% del punto zfj- it>,t® 0O, cuando ¢ tiende a cero.
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S =k . .
Lavertica Vi xV Cy # no pasa por Co, por lo que podemos suponer (restringiendo si

-8
ii

esnecesario € intervalo Y?0,0p) que, de hecho, todas lasverticales Vi z 7 ¢ , paratodo ¢ 5

¥?0,0p, son disuntas con un entorno abierto Uj de Co. Tomemos U = VU}. Paa
. Er ., : B
t®0,i>0, los esquemas Z;+t> yacen en las verticales V{ z;<t* :, por lo que son
. . - e -

disjuntos con Uy, asi, su limite Z; { 0 estambién disjunto con U y por consiguiente con
Cy. En consecuencia, d esquema X, cuyo soporte xq es Cy, debe estar contenido en d limite
& @

Zo{03 de Zoit+. Yaque los puntos Cg, ..., Ci® de Co han sido tomados en diferentes
verticales, escribiendo ver#f TP d minimo nimero de verticales (contadas con multiplicidad) que

contienen aun esquemafinito 7, tenemos

-2 -~ . ®
L+ro=#Co 2 verti Zoi0}F + 2verfi Zit: : =1+ 7

Como rg = aﬁo, se obtiene que todas estas desigualdades son de hecho igualdades. Esto

prueba 4, y asi lainduccion esté acabada.

En lo sucesivo, sera conveniente suponer que € conjunto
Ch = CO Ck — — R & ..
0— { yeeey 0} =Xg = zgély = zgitk
. . . . . By ..
ha sido reindicado de modo que C* = z4 ¢+ seaprecisamented punto z§ <'¢+.

Probamos ahora los enunciados restantes T11 y T13. Parai = 0, esto es fadil: X, = &X5
tiene soporte xo = {xf P k=0,..,ror, sSendo x{ = C{ =E}. Llanemos z{ i+ d

subesquemade Z, ¢+ soportado enxf. Comozo £+ = xo, Se tiene

Zoity = AzEits
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Xo=Z0i0% = az5i0
por lo que
Xo =750

y asi

long {Xb s = long{(Z§(03 s = long{ Zh i1+ + =

& . ) & . .
Por otra parte, & esguema Z,it+, de longitud af, estd soportado en la vertical

B o P - 2 , )

viziies y = vixhy = ViES:, por lo que su limite Z’S {0+ esta contenido en X,. Este
. ) . @

limite debe tener la misma longitud @& y, de hecho, debe estar soportado en

o . & e A ~ .

xb=xoVVix{s, por lo que Zoi0: OXt. Ya que Xo=axt e igud a
& Ak e N &y .. - .

Z{0% = azki{0%, esto implica que Xt = Z,{0%: y asi a’ =al, y X\ estd ala vez

soportado en xf y contenido en V¢ x} ™, por lo que tiene que ser @ af) ? ésimo entorno

infinitesmal dex} en { x{ . Esto pruebaT11y T13 parai = 0.

Supongamos ahora i > 0. Sabemos que Z<t+ = éZ{; £+, 1® 0, converge a X, y los
distintos puntos zj; ¢+ convergen adistintos puntosx§ = x; V E; dex = {xj ¥, todos ellos
en distintas verticales. Por otra parte, cadaxj esel limite de exactamente un punto dez,; i+,
digamosz} t+, puesto que hemosvisto quez; {0 = x; y queambosz; ¢+ y x; tienenla
misma cardinalidad ; + 1. Asi pues, € subesguema puntual de X soportado en xﬁj digamos

Xt

%, debe ser d limite del subesquema puntual Z% ¢+ de Z; ¢+ soportado en z§ i+, de

modo que
k

long (X4 3 = long (Z} 13 =
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para descomposiciones X = &Xky Zitr = azk s,

LT T .
Por otra parte, los esquemas Z;i{t* en la descomposicion Z = &Z;it+ estan

contenidos en las verticales distintas Vlazefj £t ¥, por lo que su limite ?} {0% (delamisma
longitud gzef-}) esté& contenido en ¥ naze{j {0+ * = Vi{x§ . Perorecuérdese que dos puntos de £
no estdn nunca situados en la misma vertical, por lo que todas las verticales V¢ x5 : son
distintas, asi que X} es e subesquema de X soportado en V¢ xk : y todos los ?ﬁ; £0% son

7 e . )

mutuamente disjuntos. En consecuencia, € esquema Zf/ 0%, delongitud afj., esté contenido
. & o, & o, . -
en @ esquema puntual Xf‘/ Pero las uniones Z{ 0> = &Z;< 0+ y X= &X; son igudes, asi

T ) PR .

que ij =Z;% 0%, por lo que sus longitudes a;; y a; son iguaes lo que prueba T11. La
. . - N
afirmacién T13 es clara desde esta demostracion, ya que Xf‘, es un esquema de longitud a§«

]
concentrado en € punto xfj que coincide con d esquema Zﬁ {0* que esta contenido en la

ek ® U -k
vertical Vi x} . Este esd a} ? ésimo entorno infinitesmal de x§ en ¥{x} %, lo que prueba

T13.

El enunciado T1 es una consecuencia obvia de T11. Los enunciados T12 y T13 nos

ayudaran aprobar T2.

I1.3. Demostracion de T2

Por la demostracién de T1 sabemos que un punto de Z* V Z' =22V 2 corresponde

aun esquema X = X}, siendo X} € aj; ? ésimo entorno infinitesimal de un punto xj 5 Ej
en Vi x§ . Para evitar notaciones engorrosas, suponemos que slo un a) es distinto de 0,
digamos a. Tomemos coordenadas u = u' +J/?1u", v=1v'+J?1v" de S en un entorno
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andlitico de x% = C;V C, como origen, digamos x5 CV C (esencidmente esto serd
suficiente para probar 1o que se pretende en este caso, como se comentara a find) Fijese,
para mayor simplicidad, € valor i, por gemploi = 2, y, apartir de ahora, omitanse los indices
i,j,k, en nuestras notaciones previas. Los ciclos orientados C y C estan parametrizados cerca
dex por funciones diferenciables

E2
C: u= jYVl,Vzb, v = fYVl,Vzp COnYVl,Vzb 5R

(en dgun abiertode R?)

— E2
C: u=FaVab, v="TVsVsb cON Vs,Vsb 5R

Recordando que ambos C' y C se cortan transversalmente en x con signo a = a;, setiene

que

Aoan o
N1 /N1 N1 /N

, N N N N
detV,V2,V3,Vab = /jef /jfvzv ﬁf /q;vzv
Nz Nz Nz /N3
/-f]Ev /jfw /$v /§W
Na  Na Na /Ny

resultadistinto deceroy designo a, a evaluarloenV; =V, = V3 =V, = 0.

E
Considérese d entorno abierto HO Hilb“S de X que parametrizalos esquemas Z O U de

longitud a, de ided

Cu? Wy ™ 2 2 Wiw 2 Wo, 1w ? Xob 6... 6192 X + O Chu,va

donde Xq = X4 + +/21XY, ..., Xa21, Wo, ..., Wao1 SON NOMeros complejos, todos elosnulosen d
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caso Z = X (jCuidado!: ésta no esunacartade U ya que una permutacion de los nimeros Xq,

... X421 N0 cambia e esquema Z asi definido por €los.)

E E
Obsérvese que Z 52" = Z'VHsi y solosi

E2
Wo :jYVl‘VZDw Xo = fYV;L,VzD con YV]_,VZIJ 5R
Xo = .= Xa?l
aa . . a .
yqueZ5 Z siysilosi,paradgin/ 5 €0,...,a? 1}, setiene
&, , , E2
Wo = J¥V3,V4b, X& = TVV3,Vup cOnYVs,Vyb SR

WO = .= Wa?l

Ea . °©
Definimos ahora para un pequefio valor 0 5 R*, un esquema Z, OH deformacion

E E E
continuadeZ?) =Z.Un elemento Z 52; serad esquemadeided, en Chu, va,

W 2 Wob 2 W Vv 2 Xob®™t 2 ... 2 Wi¥v ? Xob,

Vv 2 XobVv 2 Xo 2 0piv2 X220 ..{v?Xe? {a?130%
con niimeros complejosWo, ..., W,21, X satisfaciendo, paraagin/ 5 <0,....a ? 1},

Wo = JYV1,Vob 2 Wy £007 912 .2 W, 00

E2
XO = fYVl,Vzp ? 100, dondeYVl,Vzb 5R

® Ea Ea
Ya que hay a? posible decciones de 7,/ 5 {0,..,a? 1} ambos Z,, Z D U,

intersecan en «” esquemas X% = X°, que son conjuntos de puntos distintos

X0 = LYW, Xp,YW,X + Ob, {W,X + 20 % ..., W, X+ {a?1:0% >
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siendo

W=j<vives X=F{vi vy ?Q
& . . _ -
W=Favivis Xx=ToviVves 210

paradgin <V9,v3,v3,Vi: 5 RA.

E ok
Consideremos € conjunto abierto H'OH definido d imponer Xo 5 Bg,....Xu21 5 Bz
donde los By, ..., B, son discos abiertos de C con centros X, X+ 0, ..., X+ {a? 13%0y con

radio més pequefio que 0/2, por lo que garantizamos que sean mutuamente disjuntos. Asi

E
pues, los esquemas Z en H' son simplemente conjuntos de puntos distintos Py, ..., Pyo1,

ordenados inequivocamente por la pertenencia de su segunda coordenada a uno de los discos,

E
y asf los Xg, ..., Xgo1; Wo, ..., W1 €stén en una carta anditica de H'. Cambiamos por

comodidad a la carta anditica Wo, Wl, ey Wa'?l; Xo, Xl = X]_ ? Xo, . Xa?l = Xa'?l ? XO Y,

&
después de reordenar si esnecesario, suponemos / = 0

E
En esta carta andlitica de H', d conjunto de puntos naturalmente ordenado Z§ esta

parametrizado locamente por Vi, V,, Wi, WY, .., W, WY, (recuérdese que

WY +J/?1IWY = Wy, etc...) delasiguiente forma

Wo = FIV1,Vob 2 Woor £05 2 2 Wy S0 Wy = Wa,yooWoop = W
Xo=FIV,Vob?210,X; =0,..,Xyo = §a?13:0

Asi mismo Z* esta parametrizado por V3, V4, XY, XY, ..., X'y, X enlaforma

Wo = ?YV3.V4D,W1 =0,..,.W;; =0
Xo = TYV3,V4b, X1 = X1, Xpo1 = Ko
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E
Ambosintersecan en d punto X° de H', y d determinante en este punto de lamatriz de

derivadas parciales de las expresiones de arriba respecto de los pardmetros coincide con

det:Vv9,v3, V3,V s, d cud, para pequefios vaores de 0, es distinto de cero y tiene & mismo

E E
signo a que su limite det<0,0,0,0% cuando O _ 0. Por tanto Z* VH' y Z* VH' tienen

nimero de interseccion aq? en su Unico punto de interseccion. Ya que esto sucede en los

® . ., =a , . .
|c6 c | puntos deinterseccion de Z* con Z , su nimero de interseccion es
® -
aaz|c6c| =a?i{cbc

Ahora estd claro que, en @ caso genera, tomando coordenadas uf, vf‘, en entornos

disuntos U,‘, de cada x{j- y repitiendo & mismo argumento para € subconjunto abierto del

esquema de Hilbert que parametriza subesquemas contenidos en U = &U fj acabaremos con
un determinante que es @ producto indicado por i,j,k (puesto que esta formado por bloques

diagondes) de determinantes como € de mésarriba. Asi queda probado que

aq e [3 T e ok I
[Z ]6[2 ]-< {ak =< {ak e 60,21 @0

ijk ijk

I1.4. Demostracion de T3

Goéttsche [G1] ha encontrado que la dimensién de la suma de los nimeros de Betti de

Hilb?S esd coeficiente det? en e desarrollo en serie del producto

Ahora tomando Z=1 en d lema 29 [Gl] se tiene que




- ] ..._.:. K .._.':.
; { P> Spiee?fr i
m=1 ' e=0 0 o

donde p{e,e ? £+ es e nimero de particiones de e como suma de e ? f enteros positivos (no

necesariamente distintos). Por tanto, Piep == pie,e? f+ esd nimero de particiones de e
0

como una suma de enteros positivos. Por otra parte, esta claro que

donde Phea es € nimero de particiones de e como suma de enteros positivos distintos. Por

tanto, ladimension de H { Hilb? {S+ o esd coeficiente de ! en d producto

:'."" K , i K ....': b :'."" K , ; ..‘.': bs ::.." K , % 4 b;
i = PYept® }i = Pheat® ; | = PYept’ [ = Plept’ ;=<<<< P, 1
be=0 o eez0 A eemo < e=0 A eeso < =021

donde P, esPYe;b 0 Pe; 4 seglin i seapar o impar. Este coeficiente es

> éP@’./. P> e,/ :da
ij ij
esdecir, € nimero total de elementos de cada uno de los dos candidatos a base. Entonces, por

T1y T2, tenemos T3 probado.

Observacion. De hecho, no solamente se han encontrado dos bases, sino cuatro, siendo
las otras dos muy similares alas primeras. En efecto, podiamos haber definido [ Z* ] tomando
elementos Z 5 Z* que son uniones diguntas éZf-]'- con cada Z{-,‘- puntual y soportado en un

representante Cj de la clase c;, todos ellos diferentes y mutuamente transversos.

—a & ] ®
Andogamente, podiamos haber definido I:Z :I tomando Z = éZf/ 5 Z* de manera que Zf/

L — & )
sea vertical intersecando en exactamente un punto a un representante C; de c¢; (6 mismo
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representante para todo k= 0,..,r;). El argumento con estos dos nuevos candidatos

-obviamente de lamisma cardinaidad que los dos antiguos- habria sido andogo.

Capitulo II1

LA GEOMETRIA DE TRIANGULOS DE SCHUBERT EN
UNA SUPERFICIE ALGEBRAICA

II1.0. Introduccion

El problema XV de Hilbert, enunciado a comienzo dd siglo que ahorafinaiza, propone
la formalizacion de las técnicas de Schubert en geometria enumerativa, siendo la técnica de
triangulos planos la més importante de entre éstas. Se ha llevado a cabo una gran cantidad de
trabajo en esta direccidn, especialmente durante € Ultimo cuarto de siglo. En particular, enun
articulo conjunto [AM S] de Arrondo, Mallavibarrena y Sols, las dos férmulas de Zeuthen
sobre contactos dobles demostradas de nuevo por Schubert con la ayuda de sus triangulos
planos han obtenido una demostracién rigurosa en términos de la teoria de esquemas, d
entender los tridngulos planos desordenados como elementos de Hilb?F, donde F es la
variedad de incidencia de pares de punto-rectas en € plano. Esta moderna vision de los
triangulos ha permitido probar, también en [AM S], las series de cuatro férmulas sobre dobles
contactos que Schubert afadié a las de Zeuthen, las dos Ultimas presentadas por Schubert tan
sélo como “muy probables’, proporcionando aguna evidencia heuristica para esa afirmacion.
Las bases de esta variedad de tridngul os planos desordenados han sido encontradas en [AM S]
usando € Teorema de Biaynicki-Birula (1.8) que, desafortunadamente, solo es védido para €

caso de superficies racionales.

El propdsito de este capitulo ha sido extender la técnica de tridngulos a todas las

superficies algebraicas, definiendo objetos que, en € caso del plano, son los tridngulos de
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Schubert y encontrando, por técnicas distintas a las del Teorema de Bialynicki-Birula, bases

explicitas de lavariedad lisay compacta que parametriza tales objetos.

Potencialmente, en esto consiste hacer posible la geometria de triangulos en superficies
agebraicas arbitrarias. Pero hemos querido mostrar que esto proporciona realmente una
herramienta, tal como lo hizo Schubert, es decir, demostrando con estos triangulos las
férmulas de dobles contactos en una superficie agebraica arbitraria. Aunque persona mente
hemos comprobado las seis formulas, para procurar que € espacio de exposicion fuera
razonable hemos traido aqui laprimeraférmulade lalista por ser laque dio origen alaserie, y
también las dos Ultimas, ya que éstas tienen e especia interés de no haber sido demostradas

sino tan sdlo conjeturadas por Schubert.

L os siguientes hechos hacen este trabajo esencialmente diferente del de[AM S]:

1) Yaque no trabgjamos en € plano, necesitamos tener en cuenta ciclos topol égicos dela
superficie que no son adgebraicos y, en particular, ciclos de dimensién 1y 3, que afladen alas

férmulas términos desconocidos por Schubert.

2) Obviamente, fuera del plano, no podemos trabgjar con punto-rectas, asi que
trabajamos con punto-direcciones, es decir, con la proyectivizacion dd fibrado tangente. De
hecho, nuestros tridngulos de Schubert son elementos del cuadrado cartesiano de esta
proyectivizacién, después de explotar la diagona, es decir, trabajamos aqui con tridngulos
ordenados como lo hizo Schubert en & plano, en lugar de desordenados como en [AM S]. En
e caso dd plano nuestros tridngulos son precisamente los triangulos de Schubert mientras no
degeneren, y las degeneraciones recuerdan dos de los tres lados del triangulo que, como en los
giemplos que estudiamos, bastan para todas las aplicaciones que Schubert proporciona a su

Teoriade Tridngulos.

3) Como se ha mencionado anteriormente, la técnica para encontrar las bases es diferente
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deladel teorema de Biaynicki-Birulay basada més bien en los generadoresy las relaciones del
anillo de cohomologia raciond de la explosion de una variedad (1.7); y consiste en demostrar
que las matrices de interseccion de dimensién complementaria en esta base son triangulares

con entradas no nulas en ladiagond.

Desde luego, las superficies agebraicas que estudiamos se suponen principa mente
polarizadas, de la misma manera que Schubert ha considerado siempre d plano, de forma
implicita, como principalmente polarizado, en cuanto que considera € grado de curvas.
Adicionamente, y por razones técnicas, consideraremos un haz linea generd dado
y=pP:0 |H| en esta polarizacion, jugando & mismo papel en una superficie agebraica

arbitraria que lasliness “verticales’ en un plano proyectivo coordenado.

I11.1. Variedad de triangulos de Schubert y base de su
cohomologia racional

Sea VS, HP una superficie compleja, proyectivay lisa. El anillo de cohomologia racional

(1.6) delavariedad Y = PYTsb : S de pares de “punto-direccion” en S es

HYY,Qp = H%YS,Qp[ Nt 2 Ut + eb

donde e eslacaracteristica de Euler-Poincaré de S y U essu clase candnica (1.6). El nlcleo, en
cada punto, de una 1-formadiferenciable complejaen S define una distribucién que esun ciclo
diferenciable de Y cuya clase de homologia es dua de Poincaré de . (De aqui en adelante
adoptamos las siguientes convenciones notacionales: Tomamos como proyectivizacion de un
fibrado vectoria € fibrado de sus rayos (1.6); denotamos por & mismo simbolo ciclosde S'y
las clases de cohomologia que representan por la dualidad de Poincaré (1.2) y también su

alzamiento por un morfismo. El contexto ayudara siempre aevitar equivocos)

La clase fundamental de Q, o sea, & generador de H*YS,Qb > Q, esla (dua de Poincaré
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dela) clase de un punto de S, y ladenotamos por p*. Por tanto, laclase fundamental de ¥ es

pSt5 H®Y,Qb > Q, que denotamos por p".

Para una clase de cohomologia J de Y denotaremos siemprepor J; y Jz, J&1ly1aJ.

Asi pues, podemos escribir

HNS,Qb & HNS,QP[ 11,12 ]

Vi2 2 Ut + e,t2 2 Uptp + €b

HYY % Y,Qb = HVY,Qb & o HVY,Qb =

Por [GH] cap. 4, 86. (cfr. también [FG]), € anillo de cohomologia de la explosion
X =Y x YYA,b de Y x Y con centro en ladiagona Ay (1.7), que definimos como variedad de

triangulos de Schubert de S, es

HYY,Qb & HVY,Qbed

HYX,Qp = —— - — ,,o
VWx&y?y&xbeed? Ve VY & 1be? + Ve, Y Yp & 1be ? Ayb

donde Ay denota tanto ladiagonal como su clase de cohomologia. De las sucesiones exactas

0.0y TVl Tys . O

Y

0. Tys. Ty."Ts .0

calculamosc,YYP = 22U + 2¢, ¢,V ¥b = 22Uz + U2 + e. Por tanto

HYY,Qp =HYS,Qp & H'YS,QP[t,,t5e JNrT, 73,72, r3P

donde las relaciones son

_IE?ULtL+e

~
[
|

_1123?UR[R+e

~
IN)
|

=Vx&y?y&axbe

3= e32Y22U, + 21,pe? +Y22U 1, + U2 + ebe ? Ay

~
|

y e eslaclase ddl divisor excepciona delaexplosion (1.7).

Obsérvese que laclase fundamental p"™" = p* de H?YX,Qp >H™@YY x ¥,Qb > Q &s

-50-



Y. Y — S, S
PLPR = PLILPRIR

Esta se encuentra relacionada con la clase fundamental de ¥ por

piAy =p™ = piAy

Esto nos proporciona una base explicita de H°Y.X,Qb a partir de una base de H*YS,Qb.
Por dualidad de Poincaré, podemos suponer que los elementos béasicos de H*'YS,Qb estan
representados por las clases de homologia ) de ciclos n-dimensiondes diferenciables

orientados 4, Vi = 1,...,b,p. Asi ag = p®, y los productos de interseccion

HAS,Qbx HYS,Qp _Q y H3YS,Qp xHYWS,Qp .Q

estén expresados por matrices diagonaes de entradas

abbab =P Yi=1,.,boP
a’i Gaé =N Yi=1,..b.p

Los nimeros de interseccion de laclase candnicaU y delaclase seccién hiperplana 2 con

elementos basicos mereceran notaciones especiaes.

U'=Uah, U7 = Uaka} y h'=hay h' = ha'yd),

Por tanto, una base de H*"/Y,Qb esta dada por a'.,, ait. Asi pues, una base de
H@?Yy x ¥,Qb esta dada por
al, titr conn+m=1

al tp,al.tp conn+m+2=1

al, conn+m+4=1

Una base de H#Y.X,Qb esta dada por

-60-



al titg conn+m=1

Ay, ahyty CONR+m+2=1

al, conn+m+4=1
aye conn+6=1/
aLte conn+4=1_
ale? conn+4=1
a'Lt,e? conn+2=1

Esta base ha sido obtenida a partir de la base de H*¥*YY x ¥,Qb & intersecar sus
elementos con 1, e, e? y suprimir las repeticiones forzadas por las rdaciones 1, 2, r* taes

como, por gemplo,

il - il - L - L
Auale = apptpe = a4ﬂtRe = aMtLe

forzada por 2.

Obsérvese, finalmente, quep” = a35t;tz.

II1.2. Interseccion de las clases basicas

En esta seccion tabulamos primero los niimeros de interseccion -todos ellos enteros- de
los elementos basicos de dimension complementaria de X, que, en cada caso, pueden ser
caculados fécilmente a partir de las relaciones de los anillos de cohomologia. Estudiaremos
més tarde dgunas intersecciones de dimensidon no complementaria que tienen especial interés.
Aungue solo las clases de dimension par en X son interesantes en geometria agebraica,
necesitamos primero, por razones técnicas, los nimeros de interseccion de Y en todas las
dimensiones. Reducimos drasticamente el tamaiio de estas listas al adoptar el convenio

de omitir las intersecciones que son cero.

En un apéndice de esta tesis hemos escrito tabularmente estas matrices de interseccion
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parafacilitar su consultay resaltar su triangularidad.

Los ndmeros de interseccion tabulados abagjo son, por supuesto, los correspondientes

mltiplos de laclase fundamental p¥ 5 H®VY,Qby p* 5 H¥?VX,Qb.

H3VY,Qb x HIYY,Qb . Q

(1) dit6al =N (parai=1,..,b,. Esto serasiempre sobreentendido)

H*YY,Qb x HYY,Qb . Q

2) atbr=1
( 0

(3) dbtbab, t=P, U’

H3YY,Qb x H3VY,Qb . Q

4) agtﬁa’i, aj3t =N/, U¥

HVX,Qb x H?YX,QP . Q

(5) ambtitpbak, tp =P, U

(6) a?ltLtR 6(11:1,,3 = NiN/

(7) aélotLtR 6(1;]21, t; = Pi, Ui

(8) aéét}g GIL =1

(9) aft 6tz =1

(10) agit,e®6e=1

H3YX,Qb x H*VX,Qb . Q
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(A1) adt tr 6aty, akty =1, U

(12) alytitg 6al), alsty = NN/, N'UZ

(13) all,titr 6al,, atr, aght,, titg = PP/, PV, P/UY, UTW/
(14) al titg 6aly, allt, = N'N/, U™

(15) aZtitp 6aly, akt, =1, U

(16) apot, bathty =P

(A7) al 1 6alstg = N'N

(18) abyt; 6abytr, titg = P, U’

(19) aghtr 6azsty, titg = P, U

(20) ai{ltR GagatL = N'N

(21) altr 6alyt, =P

(22) ap6ttr=1

(23) aitLez 6a§146, te, > =P U\ 0

(24) alie®6te,e?=1,2

(25) alitie6e® =1

H®YX,Qb x HYYVX,Qb . Q

(26) abytitr 6aky, alytr, aget,, aghtity = P/, PIU/, UY, UL/

-63-



27) altitg 6al,, alite, atit,, aif tpep = NN, NTUZ', NFUT U U0
(28) azptitr 6 agy, agstr, ahyts, ahtity = P/, U7, U/PY, UU!

(29) adt, 6alstr =1

(30 aZStL GagltR = NNV

(L) al,t, 6altr, altity = PP/, U'P/
(32) alt; 6alty, alltity = NN, NNUT
(33) agt, bagtr, aytitg =1, U

(34) adtrbait, abt ity =1, U’

(35) alytg 6alits, alit tg = NN/, N'UT

(36) al,tgbalt,, abytity = PP/, P'U/

37 agltR 6a'{3tL = NNV

(38) agtrbaiit, =1

(39) ad 6aktyty =P

(40) al, 6alyt g = N'N/

(41) aby6abyt tg =P

(42) te? Gaé}le, agl‘ttL e, agl‘tez, te? =1,U% 0, ?2e

(43) a§14@2 6a214tLe, aéﬂez, te? =P, 2P0
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(44) abyt; ebabye?, te? =P, U

(45) aebte® =1

Obsérvese que solo en las tltimas filas (10, 23-25, 42-45) de lamatriz triangular H%Y.X, Qb
aparece la clase e dd divisor excepciona. Las primeras filas forman de hecho un sumando

directo menor que eslamatriz deinterseccion de HYY x ¥,Qp O H®V.x,Qb.

Obsérvese también que en (23), (42) y (43) aparece un cero, contra nuestro convenio de
no escribir intersecciones que son cero. Se debe a que éstos son |os tres Unicos casos donde la
interseccion cero no ha sido obtenida del hecho de que ciertos ciclos basicos de S sean
disjuntos, sino mas bien como resultado de una cancelacion eventual, como por gemplo en €
caso

a;lzltLez 6e? = aglzltLe‘,{?ZUL +2t,pe? ? a%ltLeY?ZULtL +U? + ebe + a§14tLeAy =0

En efecto, € primer término desaparece porque en Y se tiene 22U+ 212 = ?22e, y en S
es a)6e = 0. El segundo término se anula porque en Y se tiene a5¢?U = 0 dado que esta
interseccion tiene codimensién mayor que la dimensién de la variedad. El tercer término se
anula porque la interseccion de la clase excepcional con € alzamiento (en este caso abyt,Ay)
de una clase de codimension estrictamente més grande que la dimensién 6 del centro de la

explosion Ay esnula

En la segunda parte de esta seccion estudiamos la interseccion de agunas clases
especiales. Hemos hecho explicitas, hasta ahora, tan sdlo intersecciones de dimension esperada
cero, pero necesitaremos también la dificil autointerseccion e? que estudiamos ahora y que
relacionamos con la variedad Z de triples contactos en S. Por esta variedad Z entendemos,

siguiendo a[ASS], laproyectivizacion PYT"b del nicleo 7" en d diagrama
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INPgih a0 = IAPgEr & 0,1
0 . Tws . Ty . NPT .0 (21)
A p-b.
0 . Tw . T . O N?1p .0
0 0

donde la sucesion exacta de la derecha es la sucesion de Euler relativa de Y = PYTsb y la
seccion R = PYTysb de Z = P{T": corresponde a las clspides (del francés “points de

rebout”). Por tanto Z = P{ 7" O P{ T, = E. Recuérdese que E es d divisor excepciona

10-dimensional de X = ¥ x YYA,b (cfr. [H1], cap. I, §7 y 88). La variedad Z es d lugar de

ceros 8-dimensional deunaseccion j, : Ty _ ¥2PgZr & O, {1+ dd fibrado lines

OPYTyé’\Dggé(DyY?leYlp = Opirpi1: &NPgE & 0O V1p

Por otra parte, sabemos que e?

es la primera clase de Chern del fibrado norma de
E = PITb, que es O pir,,¥?1b (cfr. [H1], Appéndice A, 83y cap. Il §8). Concluimos que la
clase de cohomologiaz de Z esta dada por

z=2e2?2U+1 (22

Recordemos de laintroduccion que, por unacurvade S, siempre entenderemos, siguiendo
a Schubert, una curva “tradicional”, o sea, una curva cuyas Unicas singularidades son nodos y

cuspides simples. Denotamos por _ € nimero de cuspides (“points de rebout”)

Para una curva C de S, denotamos por ¢ su clase de homologia. S C,., €ssu parte lisa
entonces naturalmente C,., © PiITp =Y y su clausura Cy B Y es la desingularizacion

Cy=CE C de lacurva C, ya que C es tradicional. Denotamos por ¢y su clase de
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cohomologia en H57?YY,Qb. La transformada estricta, en X, de ciclo YCyb, 6YCybr de Y x ¥

seré denotada por C . Esta juegaun papel principal en este capitulo.

La curva inmersa C © PiTyp = E esta de hecho contenida en Z y denotamos por

C; D ZycylacurvadeZy su clase en H%72YZ,Qb.

Lavariedad Z puede ser llamada variedad de triples contactos por la siguiente razon.
Supongamos que C, C' tienen un (doble) contacto en un punto liso P de C, C', es decir, que
ambas tienen lamisma tangente en P, 0 sea, que tienen un punto comun en Y. Entonces como
curvas inmersas en Y, ambas tienen la misma tangente, 0 sea, tienen un contacto triple en

P58, siysolosi Ptienelamismaimagen en Z por lasinclusionesde C, ., y Ceg.

El género g de C esta relacionado con los ciclos de arriba por

t6cy=20227 (2.3)

como se sigue de ladescripcion del ciclo ¢ dadad principio delll.1, ya que unal-formaen S

se anula, después de componerla con C D S, en exactamente 2g? 27? _ puntos deC.

S F es una familia plana de curvas de S, cuyo miembro genera es una curva tradicional
C", laclausura de la unién en Y de la correspondiente familia CY- define un ciclo y una clase

denctados por Fy Y fy. Definimosciclos Fy, F, y clasesfy, f, en X, Z andogamente.

Finalizamos esta seccion describiendo el anillo de cohomologia de la variedad Z
de triples contactos y dgunamatriz de interseccion en ésta que nos sera necesaria. Para esto,
obsérvese que la primera clase de Chern de T" puede ser caculada a partir de la clase de

Chernde Ty, caculadaen I11.1, y lasucesién vertical de en medio en d diagrama (2.1)

VT = Uy + ty; eI TP = e ? /3

Por tanto, siendo Z = PYT"p, su anillo de cohomologiaes
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HYZ,Qb = HYY,QbRualNu? + Y2U, + tpu + Ye ? 12bb

donde « eslaclase del divisor @ ,/1b. Yaqueen H®YY,Qb tenemos (2 = Uty ? e, se tiene

HYZ,Qb = HYVS, Q[ 1,,u |NiG? Uzt + @u® +Y2U, + tpu+ Y?U 41, + 2ebb

jCuidado!: Uy, U, son las clases dzadas del candnico U de la superficie, no la clase del

divisor canénicoen Y, Z.

El divisor R de Z = PYT"p que describe clspides (“points de rebout”) tiene clase
denotada por » que podemos identificar, apartir de la sucesién exactamas bgjaen € diagrama

(2.1), como

r=u?ty (2.4)

ya que u eslaclase de O i, V1P y ¢y eslaclase de (’)pv'r_nglb.

Nuestro uso de la variedad Z es auxiliar para nuestros propositos, por lo que, desde la
estructura dd anillo H°%YZ,Qb, describimos la Gnica matriz de interseccion que sera utilizada

méstarde en d célculo deI11.4, asaber
H®YZ,Qb x H*YZ,Q> _ Q
(46) a;tzu6a§, t,u=P, U0
(47) atubt;u=1721
(48) alt;6u=1

Justificamos las intersecciones que agui han aparecido y que pueden resultar, quiza,

menos obvias:

abtubty = agut% = aéuYUZtZ ?eb=U’
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abtubu = a’élzuz = abt NNU  + t,pu? ¥2U 41, + 2ePb =
Uzaétzu ? aéYUZtZ ?ebu=0

abubu=alu? = aN2V2U, + t,pu ? V2U 42, + 2ebb = 2ajt,u = ?1

II1.3. Dobles contactos

Como hemos mencionado en laintroduccion, € objetivo de este capitulo no es solo hacer
asequible en una superficie agebraica arbitraria la herramienta de tridngulos de Schubert para
geometria enumerativa, sino probar su utilidad demostrando agunas de las formulas de
Schubert. Hemos degido la serie de seis formulas en (cap. 1X) [S1] que enumeran dobles
contactos. Aunque hemos verificado personalmente con nuestra generdizacion de su
herramienta de “triangulos’ que todas dlas pueden ser probadas en una superficie dgebraica
arbitraria, aqui probaremos tan solo la primera de dlas y las dos Ultimas por las razones

mencionadas en laintroduccién.

Para e enunciado de esas férmulas necesitamos fijar un haz lined V= P O |H| dentro
de la polarizacion principal H de la superficie proyectiva (es decir, que H es un divisor muy
amplio (1.4)), y llamamos “verticaes’ alos divisores hiperplanos 7' 5 V que pertenecen d haz.
Esto proporciona una “direccion vertical”, o sea, un punto de PYT,SP, en & punto general
P 5 S, llamada la direccion tangente a la vertica por P o simplemente la direccion vertical en
P. Denotamos por Vy d divisor en Y cuyo punto generd corresponde a un punto de Sy su
direccion vertical. De manera més precisa, sean Py, ...,P, puntos base del haz V O |H], la

B & P . &4 I : .
explosion S = SYP4,...,Pp . SestéfibradaS | P* sobreP* en “verticdes’, y asi

0. T8, . Te _ ¢q°O%V2HZb _ O
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de manera que 1%, = g2Y2H2b, siendo H# |a transformada estricta de H ;. Denotaremos
por S°=8? {Py,..P, ¥ y por Y°, X°=¥%xy® su antimagen en ¥, X por las

proyecciones obvias.

El divisor vertical ¥y, en Y2 eslaimagen de lainmersion S = PYT#,,b © PYT2b = Y2
S
delaclase dual de Poincaréde vy, =ty + 2hy_ . El divisor vertical ¥y, 0 Vyen Y&PDY'VYQD,
S S N N
y asi

Vy = ty+2hy (31)

En consecuencia, la clase en Y correspondiente a punto-direcciones en S que son
verticaes para dos sistemas generdes de verticales es (elevando a cuadrado laexpresion (3.1) y

usando laigualdad 13 = Uyty ? €)

v2 = YUy + dhybvy 2 Y4R2 + 2Uyhy + ebp” (32)
donde, recordemos, p! eslaantimagen por Y £ S delaclasep de punto P de S.

Los alzamientos de V', aX por lasdos proyecciones a Y serén denotados en adelante por

VL! VR'

Introduzcamos primero los invariantes naturales para una curva C de S. Denotamos por
d' = cab Vi =1,...,b,P su multigrado, es decir, los nimeros de interseccion de su (dua de

Poincaré de 1a) clase de cohomologiay |0s cociclos basicos de H2YS,Qb. Denotamos también
d=ch==Vb"h'd" y n=cl=WPpW4

parasimplificar futuras expresiones. Sead' € niimero de puntos de C que tienen una tangente

vertical y sea__ € nimero de sus cUspides.
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Sea F una familia completa 2-dimensiona, de curvas (tradicionades) C en S; sus
desingularizaciones forman una familia Fy de curvas lisass Cy en Y, y sea Fy lafamiliaen X de

transformadas propias de YCyb, 6 YC b . Asociamos a F los siguientes invariantes:

d', d', _, multigrado, nimero de puntos con tangente vertical y nimero de clspides de

cadacurvaC 5 F;

fi  Ypara n+m = 2b, nimero fyal, vz = fxay,v, de curvas C de lafamilia que cortan
a ciclo basico 4, y que cortan a 4/, verticalmente (es decir, tangente a la vertical en d punto

de interseccidn);

£l

n!m!

Ypara n + m = 4b, nimero fya?l, v,vg = fyal,v,vg decurvas C 5 F que cortan a

ambos ciclos 4, y 4%, verticalmente;

fil (W2 en notacion de Schubert), nimero fyads de curvas de la familia £ que pasan por

dos puntos generdes dados de S;

f3, (M en notacion de Schubert), nlmero fyagvy = fragvie = fxassvre de curvas C que

pasan por un punto genera tangente asu verticdl;

f 6& (K en notacién de Schubert), nimero de curvas de lafamilia que tienen una clispide en

un punto generd dado de S;

f%l , Nimero de curvas de lafamilia que tienen una clspide vertical en 45.

Aungue no serd necesaria para nuestro propoésito, puede ser de intrinseco interés
observar que una generalizacion a una superficie arbitraria de laférmula de Pliicker en € plano

derivade (3.1) y (2.3), asaber:

20?22? _=d'?2d
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Podemos enunciar ahora las tres férmulas que probaremos en este capitul o:

FORMULA DE ZEUTHEN-SCHUBERT : El niimero de dobles contactos entre una
familia 2-dimensional general F de curvas C de invariantes d', d*, _ y una curva general C
de invariantes 6_l'i, 6_l'v, “es

78 =78 22?ZS 3
donde
= - 2 o= - b , —-i 4: , . —i=j ..
7S = 2?lf§i,:.dv 2447 ; S+ 21"_(/1v ?4d?N ; >VP'p7d fon + >,~’,-Yplp?lYP‘/b?ld dfyy

2Vd' 2 4d2meA 2 >VP7ds + {24{d 220 2 T+ 2n b fha

Ypara ij=1,.,bsp

y
7S5 = >Y'pr?1;1ij‘§l + .ZIV 24470 /% + .:+ 3{:}? 2244 ? ﬁf(l,.

CONJETURA DE SCHUBERT 1: El numero de dobles contactos en un punto general
de S entre curvas de dos familias 2-dimensionales generales F, Fes

SC1 = SC1,,?SC1;

donde

SCly = {d 24d2 N i fofs+ (d' 2 4d?n s/ foo+ =P 1Y, fo
+ >P%d foufy 2 7415 2 Afo 2 4o fs

y
SC1; = 2073/ + Afo + 3afsP
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CONJETURA DE SCHUBERT 2: El niimero de dobles contactos en dos secciones
hiperplanas generales entre curvas de dos familias 2-dimensionales generales F'y F, es

SC2 = SC2,?SC2;

donde

SC25 == PPN W i + 2nfy + [y oo
i
2.2 = 1P PD AN + AR o [ + £, Fook+
i

[ =>1P?VU’ + an'p s *Fanflg + 2 dd 2 2=>1PP 002 JFofl
2 PR AFYfY + AT
v

SC25 =2 >Ybe?1Yh"b2[?éfg! + Al + 3o ]

Veamos ahora que en el caso del plano S = P2 y H 5 PYH"VO,:V1pb estas formulas
son exactamente las de Zeuthen y Schubert. Obsérvese primero que la eleccion de un haz

lineal es precisamente laeleccién de un punto P 5 P2,y que
d, ~ (1, k en notacion de Schubert) son el grado y e nimero de cispides de un curva C,

d' (7' en notacion de Schubert) es e nimero 24 ? ~ ? 2 + 2géneroCP de puntos de una

curva con tangente vertical,

f5, (M en notacion de Schubert) esel ndmero de curvas tangentes aun linea generd en un

punto genera de ésta,

fis (W? en notacion de Schubert) es @ nimero de curvas que pasan por dos puntos

generdes de P?,

f(% (K en notacion de Schubert) es e nimero de curvas con una cuspide en un punto
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generd.

Demostraremos més tarde que |os otros invariantes

£1},, nimero de curvas de lafamilia que cortan auna lineagenera y que cortan aotralinea

generd verticalmente,

f31,, nimero de curvas que cortan ados lineas generales vertical mente,

f §! , nimero de curvas de la familia que tienen una clspide vertical en unalineagenerd,
estén relacionados con los invariantes de Schubert

k', nimero deinflexiones de C,

{WW'*, ndmero de curvas de la familia por un punto generd y tangentes a una linea

generd,
W, nimero de curvas tangentes a dos liness generales,
D, nimero de curvas con un nodo en un punto generd,
K, nimero de curvas con una cuspide en un punto genera,
D', nimero de curvas con una bitangente en una linea generd,
K", nimero de curvas con un punto de inflexién en unalinea generd,

por las expresiones

k=3d23d+k (3.3)
W' = £ 2 WA (3.4)

W2 = fain ? 2y + WP (35)
2{D+ K3 ?W> =?2K? M (3.6)
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2’DV+KV 72D+K' +W2?WV2:2K+3M?f2‘ (37)
.. . 2!

KV?K=]§! ?2K?3M (3.8)
Por tanto, en € caso del plano, nuestras férmulas ZS, SC1, SC2, tienen sumandos
785 = ﬁzv W s+ BIWTHRD K+ (D K ? 4G+ Kb
7S5 = V37 + k DM + iK' + 'K
SClz = M[W2i' 2 1+ (WW' 7+ 2{D + K+ |+ MW" 2 1o+ {WW sn+ 2{ D+ K }
SC1; = 2MK + 2MK + 6MM
SC25 = WAW2 + W2 W2 + W22 + 202 CWW' 5+ 202 CWW' s + 20 WW' s CWW' s 2 W2a 2 w2
+2M{D+K} +2M{D+K : + 2MM{7in ? 1}
SC25 = 2MK + 2MK + 6MM

y son pues, exactamente, las férmulas de Zeuthen-Schubert de dobles contactos en  plano de

una familia 2-dimensional con una curva genera y las dos conjeturas de Schubert.

Justificamos ahora las expresiones (3.3) a(3.8). Obsérvese, primero, que laiguadad (3.3)

ha sido obtenida de |as conocidas igualdades

20?222k=n"22n

2¢?2?2k =n?2n'

para una curva en € plano. Probemos (3.4) y (3.5). Necesitamos a este propdsito la clase
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auxiliar J 5 H*YY,Qb, dual de Poincaré del ciclo PYTp:ib O PITp2b = Y para una linea

P! O P2. Quexpresion enlabase delll.1 es

aé + a%t

porque J 6¢, a3 = ?2, 1. Por tanto, por (3.1), es

=1 1
J=ay?a;

El entero ¢ WW'+ de arriba puede ser definido como a:d pfy de maneraque

S 11 2
W s = amJRfX = aozvR ? aoo fX o 2 W

2 _ 1 11 2
W =3, 3rfx = azvaVR ?axv, ? agve + aoo = fon ? 2 + W

Probamos ahora laiguadad (3.6) a demostrar que ambos términos son iguaes afyagse

e introducimos a este propésito otra clase auxiliar K 5 H?YX,Qb, dua de Poincaré de la

clausura B en X de latransformada estricta B® en X° = ¥° x,, Y° del ciclo Y° x,, Y° obtenido

como pullback

YO x, y0 7 y0 s°

P P

1L

Qexpresion enlabase delll.1l es

K:hL+hR?e
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porque
K 6a(lJétLtR,a’ifltLtR,aglotLtR,a(l)étR,a(lxl)tL,a(l)}ltLez = Ypib?1hi,0,YPip?1hi,O,o,?l

y la dltima interseccion ?1, que no es trivia, equivalente por (2.2) aK 6agst; 6Y?zp = 21,

sera probada més abagjo en I11.5 por medio de una carta local.

Ahorabien

fragie? = fxag {hi+ hp ? Kie = 2fvagKe = 24 2

esdecir, 7K ? M en notacion de Schubert. La Ultima interseccidn serd probada con laayuda de

unacartaen I11.5, asi como también

fragie® = frags ihy + hg 2K {hy+hp 2 Ky = fragihz ? 2fxaihgK + fragK?

= W22 202+ 2YD + Kb = W2 + 2YD + Kb

quedando asi probado (3.6).

Demostramos ahora (3.7) viendo que ambos términos son igualesafya st e®. Obsérvese

aeste propdsito que en una superficie algebraica,
fraStie® = fyabt, hy + hy ? Kire = 2h'fyalit e ? frayt, Ke
= 2h'fxagitie ? frayviKe + 2h'fragiKe = 2h'fo 2 YU + 4h'pfo 2 f + 2h'NfA + f5,p
=20 205 2 /4

esdecir, en € caso ddl plano,

fXa;14Z1_eZ = 2K + 3Mof%|
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Aqui las Unicas intersecciones no trivides han sido fyaiiKe :jé + /5, que ya ha
aparecido en (3.6), y fxas,v.Ke = YU + 4n'bf, + /4, . Esta ltima es lainterseccion més dificil
gue serd comprobada en este capitulo. Para esta comprobacion, observamos que d ciclo F, en
Z O X es lainterseccion transversal de los ciclos F y E de X. (La transversalidad de estas
intersecciones serd comprobada en I11.5 en coordenadas locdes, asi como también la
transversalidad de lasintersecciones V, V. Z = ¥, BV Z = V,WRy VALV Z = VALb ). Por
tanto, @ ndmero de interseccion fyeasyv,K es igud a ndmero de interseccion
fNabp v r+vzb en Z. Asi pues, v ir+v;b es la suma de la clase ?! de cuspides de
tangente vertical y & alzamiento Yv2p, a Z de la autointerseccion v2 en Y, que ya ha sido

cdculadaen (3.2). Por tanto

N Qo

U402 = D4 VU, + 4hbvy, 2 V4h2 + 2U sk, + ebp?

donde U, i, p? son las antimégenes por la proyeccion Z £ Y £ S de la clase candnica U,
clase hiperplana 2 y clase del punto p de S. Como consecuencia, obtenemos € nimero de

interseccién que queriamos:

fxaviKe = f8 + {Uz+dhz (ah} vafz = f8 + (U + 4hz2fg

Por otra parte, en e caso dd plano, podemos cacular fyasst e usando la expresion en

coordenadasen H® ' X,Q + deunalineaL. En primer lugar,

11 2

- 1 1 11 1, 11, 2
Iy = axntitp + axpty + agtr + agy + azte” + age

porque
1 11 11

Iy 6 am,azz,am,a}ét,g,a%itR,ai%tL,a%},tL,tLtR,a%ﬁe,l‘Le,ez =0,1,0,0,72,72,0,4,1,?2,2

enlabasedelll.l; y ademés
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Sl = 20D+ K3 = W22 20005 + W2 0N 2W2 5+ L CWWE 2 WP+ W

+fyamt,e? +2{D+ K% ? W?

Por tanto

fraptie? =2{D"'+K'+ 22{D+ K+ +W? 2 W?

quedando asi probado (3.7).

La ultima férmula (3.8) ha sido obtenida facilmente de la formula (3.6), su férmula dua

en d plano:
2{D'+K':?2W2=2K'? M
y laférmula (3.7).
Obtenemos ahora, para una curvatradicional C, las coordenadas:
Xl = WP Wpib g d
xg = xé = YPiD?lai 1(71V 22472 ﬁ
xp=id 2270}
xiy = YPIP?G
xu=d?2d?n
Xi5 = '.)3{:'21V 224} 2=+ n
(y las coordenadas restantes x4, x3, x7, xs, xg, x4, xJ,, x4, son nulas)
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delaclasecy 5 H®{X,Q dual de Poincaré de C enlabase obtenidaen 111.1

by = agtity |bY = alstitg |bY = alt ity
bi{ = agltLtR b5 = a%tLtR ble = a(l)étL
bg = a{ltL blg = ClizlolL blg = aé;lR
bgo = agltR = aélotR b1 = ag

s = abytie? | by = alie? |bis = alitie

Estas coordenadas se obtienen,
I11.2, d resolver € fécil sistema de ecuaciones proporcionado por los nimeros de interseccion

de ¢y con las clases bésicas de H*Y.X,Qb. Ciertamente, la interseccion de ¢y con cada uno de

los elementos de la base de H*Y.X,Qp

- u i = i i = i
Ky =ag Ky =ay K3 =ay
io— i _ 11 i - 1
KY =ai; Ks = ag, 6 = Anlr
KI' = alitx | KL = alytp | KL = ake
7 T aglr|Rg = dnlg |Ng = dyly
oY io_ il _
Kl(j) - aaétL 1 — [l24tL K12 - tLtR
i — il _ _ 2
13 — Ax€ K]_4 =1e K]_5 =-e

con la ayuda de la matriz de interseccion triangular en

€s, por unaparte, consultando lamatriz de interseccion de 11.2,

X1 NN/x7 PIp/x¥
2 3
iN i i Qi
N'N/x) X5 U'xy + Plxg

J

= NUZ x7 + NN/ X'
2 7

=> PiU-jxg +Pix}

J

> PiU'jxg +Pix}

J

> NUT X7+

i

NG A
N Nx3d

i i
U'xs + P'xy,

= U'Ux]+= U'xg += U'xg + x12

i i i

i
P'xis

=> Ung_?, + X14

i

214 + X15

Por otra parte, por las definicionesy cdculos de arriba, estambién
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0 dd
0 0

d\d' 2 2ap |d\Nd' 2 2dp

0 Vd' 2 2dp?
d?2d |2d?d ?-

QUIlo o |o | o

Andogamente, para una familia 2-dimensiona completa F cuya curva generd es

tradicional, las coordenadas

x1=x5=1{d?22d?nfy

x) = INPIYNp ™ [ T 2= IV DT + 250 Pf"{:l:|

v

J

x§ = YPRPWPR ™ ), 2 YU + 207bfgy 2 YU' + 2h'bfg), + YU + 20'DYU/ + 20/bfgg |

i — VNI 21N 21 ij ik 21y i i' i
X = INPIND |:§!1! 2= IN"pPHUT + 21 bf’li!:|

i

xg = xiy = PTG

XT = NP P

xh = xh = YPIRPYAR 2 VUL + 2n'pfsb

xid = INTpPIND A

X12 :fil)(l)

x13 = VPR 278 + 2U7fG + YU' + 2h'pfAp
X14 = ?f% ? 31%!
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_A
X15 —fO!

delaclasefy 5 H*VX,Qb enlabase

- 1 i= i jo= i i= i -1
Ki=ayp |Ky=a} Ki=al, |Ki=al; [Ks=ay

i =

[T i i il [T o i
K6 - a42tR K7 = 6133IR 8 — (124IR K9 - (14th KlO = (133tL

62

i il _ i il _
1 = ants|Ki = t1p 13 = ase Ky =te |Kis

se obtienen andogamente a resolver d f&cil sistema triangular de ecuaciones de interseccion

defy con labase de H®Y.x,Qb

- 11 j = 0 j = 0 j = i - 11
bl = a04tLtR bé = G{SILIR b3 = aéthlR bi - aéltLtR b5 = awlLlR
i = L o= 0 i = il i = L i o= 0
bG = aoth b7/ = a’]{ltL b8 = azotL 9~ aoztR bile = ailtR
i = il - 11 i = il 2 - 112 - 11
bll = azotR blZ = doy b13 = a24tLe b14 = ap€ blS = a04t1_e

que €s, por unaparte,

NG A iNg
N L R T T A e »
1.1 1.1
x1 +=> U'xj — N 3 — U x5 +=> U'x},
X o . X
i 7 PU'xg + U'Wxgp 10 i
j\r i
Pixi N"ijg Pixg + Ulxy Pixg + Ulxpp N"ijg0
ii i i
lel X12 Px13+ UX14 X14+2X15 X15

y, por otra parte,
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" o "
- 4 fi!S! 22K/ é;. féu! - 4
VP2 o | o2 > NP, | o | 22> INDP g | R 72400
} ) : 02! '
J' o i!
+4h'hf5
A . 1i 1i =
d'fo S ozt oz S
?22h'f 22h'fid
2n'fh
d'f By 0 ?f% ?fa o
1,

II1.4. Las formulas

En esta seccién probamos finalmente la formula de Zeuthen-Schubert y las dos
conjeturas de Schubert. De hecho, lasférmulas ZS ,,, SC1,, y SC2 5 han sido potencialmente
probadas puesto que sus expresiones anunciadas en 111.3 son exactamente la mitad (a causa
del orden artificid -izquierda y derecha= que hemos introducido en los pares de
punto-direcciones) de los nimeros de interseccion de clases en X, que equivalen alos nimeros

descritos en cada una de las formulas
7S = 27 yfy
SCly = 2?1fX}XYa(1)éll + a},éb :ij_pxaézlt
SC2 = ffxhihe

Lastres formulas las obtenemos directamente d usar las expresionesde cy y fx en labase
dada en 111.1, las expresiones obvias b, = =Pb™hial, y hg = =>VPb™hia, y las matrices

deinterseccién delll.2.
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Ahora podemos cacular facilmente las restantes férmulas ZS ;, SC13, SC23; como
hemos calculado las correspondientes tres primeras formulas. Para una curva tradicional C,

obtenemos |as coordenadas
xi = Ypip?g’
x;=d ?22d?n
X3 = 2{?? 2 221:} +=2n

delaclasec, 5 H®YZ,Qb enlabase

b = abtu | by = adu | bz = a(l)tz|

Estas han sido obtenidas resolviendo € sistema de ecuaciones proporcionado por los
nlmeros de interseccion de ¢, con las clases bésicas de H?YZ,Qb. Lainterseccion de ¢, con

cada uno de |os elementos de la base de H2YZ,Qb

K = a} Ko = 1| Ks =

€S, por unaparte,

|P’xi|>Uix’i+x2|?x2+x3|

y, por otra parte,

|| 22a|a 223+ |

como sevea usar (24)y (3.1) dzado aZ.

Andogamente, para una familia 2-dimensional completa F de curvas tradiciondes, las
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coordenadas
xy = VPIR7H/A 2 YU + 2hpfA 2 UfG P
X2 =f% + 213,
X3 =f(l)!

de la clase f; 5 H*YZ,Qb han sido obtenidas resolviendo @ sistema de ecuaciones de

interseccion de f; con labase de H 6YZ,Qb. Estas intersecciones son, por unaparte,

Pixi+Uix2|x2 ?x3|X3|

y, por otra parte,

fa 2 20+ Uity | 1A+ 5 | 5

Asi pues se obtiene, como queriamos,
7S 3 = ¢;f7
SC1; = 2akf,f;

SC25 = 2 = PP h'b2alf,f,

i

donde la Gltima férmula corresponde alos contactos simples de tercer orden en los puntos de

H?.

II1.5. Transversalidad

Dejamos para esta Ultima seccion la tarea de comprobar en cartas analiticas locdes la
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transversalidad de algunas intersecciones que han aparecido alo largo ddl capitulo.

SeaNg 5 X =Y x Yysea {pg,tor SUimagen por laprimera proyeccion a Y, de manera
que po 5 Sy to 5 Pi Ts,, . Tomemos coordenadas andliticas Vx,yb de S cerca de po, de
manera que po = ¢ 0,0%, es decir, xg = yo = 0. (Las coordenadas x, y han sido tomadas de

manera que la pendiente my de 7 es finita y, a veces, supondremos también mq = 0).

Consideramos, provisionalmente, la carta anditica

'x, v, m, Ax, Ay, Am

que asignaapuntosN 5 X, las coordenadas Yx,yp dep 5 Sy lapendiente m = % der5 T,

donde <p,t+ esla primera proyeccion de N y dx, dy son las coordenadas inducidas en €
fibrado tangente. S N yace fuera ddl divisor excepcional, esdecir, siN 5 Y x Y ? Ay, llamando
{p',#'+ alasegunda proyeccion de N, se tiene Ax = x' ? x, Ay = 3' 2y, Am = m" ? m donde
x',»"% son las coordenadas de p' y m' es la pendiente de ¢ en la misma trivializacion
andlitica local de Sy su fibrado tangente. S N yace en @ divisor excepciona E O X, que es

isomorfo a P{'Ty: O Xy que esta parametrizado localmente por !x ¥, m, Ax, Ay, Am

debemos degir cud de las tres Ultimas coordenadas homogéneas YAx : Ay : Amb serd més
adecuada para deshomogeneizar la terna. Nunca interesara € caso donde No 5 X es una
inflexién en x, y, m (que corresponde a la linea del infinito Am = 0 del plano proyectivo
YAx : Ay : Amb), porque, por la generdidad de las familias de curvas en la formula de
Zeuthen-Schubert, nuestros puntos de interseccion nunca son inflexiones. Por tanto siempre

deshomogenei zaremos respecto de latercera coordenada Am.

Resumiendo, ya que siempre estaremos interesados en casos en que Ng 5 X (y asi
también en puntos cercanosN 5 X) no es unainflexion, trabajaremos siempre, cercadeNg, con

coordenadas andliticas
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{x, 2, {AIAm s, {AyIAms, Am ¢

donde Ax, Ay, Am son incrementos finitos si No 6 E, y si Ng 5 E estos tres son cero pero
{AxIAm » y  Ay/Am > no se anulan necesariamente, tomando valoresfinitosy bien definidos
que tienen € significado de las derivadas de las coordenadas locales x, y de S respecto de la

variacion de la primera pendiente m.

En esta carta, laecuacion local del divisor excepciona esevidentemente Am = 0 (ya que
esto implica Ax = Ay = 0, puesto que las coordenadas ¢ Ax/Am s, {Ay/Am’: tienen valores
finitos en la carta). El divisor excepcional contiene € muy importante subesguema Z, o ciclo

z, que tiene en esta carta ecuaciones locales
Z: Am=0,{AAm s = m{AdAm s

Analizamos ahora, en lacarta, seisintersecciones que han aparecido en este capitulo que
son transversales, pero no lo son trivialmente. Esmuy f&cil de ver -en lacarta- que € resto de
intersecciones son transversales y, de hecho, la mayor parte de élas -en particular todas las
gue se encuentran en las matrices de interseccion de las bases- aparecen localmente como la
interseccion en € origen de agunas hipersuperficies coordenadas de la carta. Como hemos
hecho a veces abusaremos ligeramente de notacién y de terminologia identificando

subesquemas cerrados, |os ciclos que éstos definen'y su clase en cohomologiaracional.
51) K6apit 6z=1

Como siempre, esobvio que lainterseccidn conjuntista de los correspondientes esquemas
€s un punto. Cerca de este punto de interseccion, y siempre en la carta anditica de arriba, €
cicdlo K (definido en 111.3) tiene ecuacion £ Ax/Am > = 0; d cidoagit, eslocamentex = y = 0,

m = mgo para agun valor complgo mq que podemos suponer distinto de cero; y recordemos
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que d esquema Z, o ciclo z (abusamos siempre de terminologia y notacion) es Am = 0,

{AyIAm > = m { Ax/Am+ . Estos ciclosintersecan en € punto

x,yom, S AIAmM E AYIAm s Am y = {0,0,m,,0,0,0

En |as coordenadas linedles inducidas

{dx,dy,dm,d { AxIAm + ,d AyIAm +  dYAmb +

del espacio tangente a la carta en este punto, los subespacios linedes tangentes a los tres

ciclos que intersecamos tienen ecuaciones linedes

diAxIAm}; =0 parad tangente aK
dc=0,dy=0,dm=0 parad tangente aagit;
dYAmb = 0, di AylAm s ? mod{ AxlAm > = 0 parad tangenteaz

probando que lainterseccidn estransversal, esdecir, K 6aé}1tL 6z = 1, como queriamos.

5.2) vipbz=vy

Como interseccion conjuntista, la iguddad es evidente, pero debemos comprobar la
transversalidad en € punto general de v,. En la carta anditica de arriba, cerca de este punto

genera, los tres ciclos tienen ecuaciones

vy m = mg (paraagin vaor complgo no nulo mg)
z Am =0, {AVAR}F = miAxlAm
vz im=mg, Am =0, {AYAm F = m{ AxlAm *

Asi pues, sus espacios tangentes en & punto tienen ecuaciones linedes
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TVL dm =0
Tz diAmb = 0,d{AVAm’s = dm{AdAm’s + mod{ AxlAm
Tvy :dm =0,dYAmb = 0,d{Ay/Am s = mod i AxlAm >

probando latransversalidad de lainterseccion, esdecir, v; 6z = v, como se queria
53) fxﬁe = fZ

Esta transversalidad es més complicada y, por razones técnicas, probaremos més bien la

transversalidad de lainterseccion

a(l)inXGe= g

donde g es la obvia interseccion transversal al; 6f,, que evidentemente implica la
transversalidad buscada. Esto es, a su vez, equivaente a probar la transversalidad de la
interseccion cerca de un punto genera de g, asi que consideramos la carta analitica de arriba
de X, cerca de este punto. Obsérvese que la restriccion ala carta de la familia 2-dimensiona
Fy decurvastiene d tipo anditico general de una familia2-dimensiona de curvas anditicas en
la carta, y las que pasan por d origen tienen € tipo analitico de una familia monodimensional
genera de curvas anditicas de la carta pasando por € origen. Ya que la transversalidad es una
condicion abierta, para probar la transversalidad de la interseccion para una familia
monodimensional generd de la carta es suficiente probarla para una familia monodimensional
particular, y elegimos la siguiente familia, parametrizada por un pequefio pardmetro complegjo

V YqVq < Pp de curvas en un entorno del origen de C? de ecuacion y = Vx + x?, es decir,

curvas dadas en forma paramétrica explicita como

Vb = {6 Ve+ 2

Asi pues, latangente en € punto de parametro ¢ tiene pendiente V + 2.
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En la carta analitica provisiona x, y, m, Ax, Ay, Am de X? E= Y X Y ? Ay, € esquema
2-dimensional allfy, esta dado localmente en forma explicita, es decir, como funcién de

parametros ¢, V, como

x=y=0, m=V
Ac=t,  Ay=Vi+e2, Am=iV+23 2V =2

En la carta anditica que estamos considerando, esto es
Cxyum, {AlAm s, {AVIAm s Am’s = £ 0,0V, 1Y+

y recuérdese que e tiene ecuacion Am = 0, y asi intersecan en @ esquema g 1-dimensiona de

ecuacion local

{0,0V,

N[

Yo
50
siendo los espacios tangentes en € origen alos ciclos que intersecan, en forma paramétrica
T{agfx 0=dx=dy=d{AdAm’
dYAmb = 2dt, d AvlAms = % + %
Te :dYAmp =0

Asi pues, intersecan transversalmente en € espacio lineal 1-dimensional

7g :0=dx=dy=d{AdAm’
dinIAm’s = %dm + %dYAmD

lo que prueba latransversalidad de lainterseccion als 6 fy 6e = .
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5.4) api6k*6fx=2{D+ K}

Probamos la transversalidad de la interseccion a5iK? = P, donde @ punto general de P
esta fuera ddl divisor excepcional, es decir, en Yx Y? Ay, y € un par ordenado de
punto-direcciones de S, con los dos puntos siendo coincidentes en un punto general dado de
S. Entonces la interseccion restante P6fy = 2{'D + K+ serd por definicion (el doble de) e

numero de nodos D y clspides K de unafamilia2-dimensional £y en un punto genera de S.

En la carta loca de arriba cerca del punto genera de P , los ciclos que consideramos

tienen ecuaciones

al; x=y=0

K {AJAmF =0
otro representante deK : {Ay/Am > = 0
P 0=x=y={AdAm} = {AJAm +

siendo asi evidente latransversalidad de lainterseccion. Esto prueba 5.4

Antes de probar la transversalidad de las dos Ultimas intersecciones 5.5, 5.6 probamos,

como un lematécnico, lainterseccién auxiliar

K6jpz=J5+N

en & caso S = P2, Estas son clases de ciclos en la variedad Xpz de pares ordenados de
punto-direcciones en P2, es decir, la explosion Yp2z x Yp2 con centro en la diagona del
cuadrado cartesiano de la variedad Yp2 de punto-direcciones en P2, que obviamente, puede

ser vista como lavariedad

Yp2 = {i{pL> Pp5LOP*}
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de punto-rectas incidentes en P2, El ciclo auxiliar jp2 (resp. j92) se define como la clausura
del subesquema de Xpz ? Epz = { Yp2 X Yp2 + ? Apz2 que parametriza pares ordenados
{{p1,L1¥,i{ps Lo+ + cONp, 5 L4 (resp. con L, siendo, ademés, “vertical”) y € cicloN se
define como la clausura del subesquema de Xp2 ? Ep2 que parametriza pares de punto-rectas
sendo los dos puntos coincidentess Como siempre, la interseccion conjuntista
KV Jpz = 52 WN (abusando de notacion) es evidente, pero tenemos que comprobar que la
interseccion es transversal tanto en € punto generd de j 5. como en e punto generd de N,
para asi concluir que K6 jpz = ji. +N. Pero esto es obvio en nuestra carta locd
Sxyom, CAIAmy {AYIAm s Ams, donde K es {AdAm: =0 'y Jp2 €S

{AVIAm > = m{AxAm’> luego se cortan transversalmente en la union del esquema de

ecuacionm = 0, {Ayl/Am > = 0, queesjY.,y & esquema ¢ Ax/Am 3 = {AylAm > = O quees

55) Kb6z=v,+r

Como siempre, lainterseccion conjuntistaK V z = v, W r esevidente y € problema aqui
es la transversalidad de la interseccion en € punto generd de v, y en € de r. Ya que,
localmente, lasuperficie S es analiticamente isomorfad plano P?, essuficiente demostrar esta
transversalidad en € caso S = P2, donde podemos usar d ciclo auxiliar jp2 y  primer lema
K6 jpz = 9. + N. Intersecando ambos miembros de la igualdad con la clase e del divisor

excepciona Ep2 de Xp2 encontramos, como queriamos,

K6z=K6YJp2beb= {JS6es> +NGeb = v +r

Ciertamente, estos ciclos tienen ecuaciones locales
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K @ OAVAmS = moi AdAm s

e Am =0

p2 S AVAmME = m i AdAm

3% IAAmME = mIAIAmE m = mg
z  Am=0, {AYAm: = m{AdAm

N EAWARE = CAdAmE =0
vz im=mg, Am =0, i AYAm = m i AdAm
ro Am=0, {AAmE = {AAmF =0

y observamos que € espacio tangente en € punto general de v, o r, ala Unica variedad no
lineal que aparece aqui { Ay/Am > = m{ Ax/Am+ tiene ecuacion d{ AylAm + = md { AxlAm *

ya que, en ambos casos, dm { Ax/Am + = 0 en d punto generd.

Por tanto es evidente que jpz y e intersecan transversalmente en z, y que jb: y e
intersecan transversalmente en v, asi como también N y e intersecan transversalmente en r.

Esto prueba5.5.
5.6) fxbapi6Kk6e = f},,+f6l

Hemos visto en 5.3 que la interseccion f, de fy y e es transversal, es decir, f, es un
esgquema reducido y, obviamente, éste se encuentra dentro del subesquema reducido e
irreducible z de e (abusando siempre de notacién). Por tanto, lainterseccion de fye conK esla
interseccion de fye con la interseccion de K y z que hemos visto en 5.5 que es transversal, es
decir, que es un esquema reducido, y éste es la unién de v, y r. Por tanto, la interseccién
esquemética fyKe en X eslainterseccién esquemética de esquemas reducidos f,Yv, + rb dentro
de Z, y asi lainterseccion fyag;Ke en X eslainterseccion /¢ v + " dentro de Z, donde v/

y " son lasintersecciones transversales v, 6 al; v r 6 ags. Estos dos nimeros f,v5 y for" son,
por definicion, los nimeros de curvas de la familia que pasan por € punto P con direccion

vertical, y € nimero de clspides en P de curvas de lafamilia. Esto prueba 5.6.
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Apéndice

MATRICES DE INTERSECCION

1. Matrices de interseccién de H®{'S,Q :

H2YS,Qb x H2YS,Qb . Q

2. Matrices de interseccion de H® 'Y, Q :

H3VY,Qb x H'YY,QP . Q

3. Matrices de interseccion de H 'Y x Y,Q *
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HYY x Y,Qpb x HYY x Y,Qb . Q
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