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3. Caracterizacíon de la existencia de la forma local de Smith 33
3.1. Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 33

3.2. Cadenas de Jordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 34

3.3. Conjuntos canónicos y forma local de Smith. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4. Construcción de conjuntos canónicos de cadenas de Jordan . . . . . . . . . . . . . 37

3.5. Caracterización de la existencia de la forma local de Smith . . . . . . . . . . . . . 40

II Teor ı́a de bifurcación 47
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Introducci ón

El concepto de multiplicidad de una raı́z de un polinomio es bien conocido. SeanK 2 fR; C g
y P : K ! K un polinomio. Decimos que�0 es una raı́z (o un cero) deP de multiplicidadk 2 N
cuando, en el anillo de los polinomios,(�� �0)k divide aP (�), y (� � �0)k+1 no divide aP (�).
Excepcionalmente, se dice que0 es una raı́z (o un cero) de orden infinito (o de multiplicidad infinita)
del polinomio cero. Este concepto se puede generalizar con facilidad a funcionesf : 
 ! K
suficientemente regulares, donde
 es un abierto deK . Se dirá que�0 2 
 es un cero def de
multiplicidad k 2 N cuandof(�0) = � � � = fk�1)(�0) = 0 y fk)(�0) 6= 0. Equivalentemente,
cuando la función � 7! f(�)(�� �0)k (1)

sea continua en�0, y la función � 7! f(�)(�� �0)k+1
no lo sea. Se dirá que�0 2 
 es un cero def de orden infinito (o multiplicidad infinita) cuandof j)(�0) = 0 para todoj � 0. Equivalentemente, cuando la función (1) sea continua para todok 2 N.

Hay otro concepto de multiplicidad igualmente familiar; a saber, el de multiplicidad algebraica
de un autovalor de un operador compacto. SeaU un espacio de Banach sobreK 2 fR; C g y seaA
un operador linear y compacto deU enU . Sea�0 2 K n f0g un autovalor deA. Entonces existe un
númerok 2 N tal queN [(A� �0I)i℄ ( N [(A� �0I)j ℄ � N [(A� �0I)k℄ = N [(A� �0I)`℄; 0 � i < j � k � `;
dondeI es la identidad enU , y la multiplicidad del autovalor�0 del operadorA se define comodimN [(A � �0I)k℄. Una definición equivalente es la que sigue. SiK = R entoncesU y A se
complexifican de manera natural, con lo que sin pérdida de generalidad se puede considerar queK = C . Se sabe que�0 es un punto aislado del espectro deA. Se toma una curva de Jordan
 enC
que sea rectificable, positivamente orientada y tal que el único punto del espectro deA que encierre
 en su interior sea�0. Entonces 12�i Z
(�I �A)�1d�
es una proyección enU cuya imagen esN [(A� �0I)k℄. Con lo cual, una definición equivalente de

V



VI Introducción

la multiplicidad de�0 como autovalor deA esdimR � 12�i Z
(�I �A)�1d�� ;
dondeR denota el subespacio imagen. Nótese que para esta última caracterización es necesaria la
teorı́a de funciones de variable compleja. En particular, si U tiene dimensión finita todo lo anterior
es válido incluso para cuando el autovalor�0 vale0. En este caso en queA es una matriz cuadrada
y �0 es un autovalor suyo, la multiplicidad de�0 como autovalor deA también se puede definir
equivalentemente como el orden (o multiplicidad) del polinomio� 7! det(A� �I)
en �0. Todo esto es bien conocido; ver, por ejemplo, A. E. Taylor [66], N. Dunford and J. T.
Schwartz [12], K. Yosida [70], o I. Gohberg et al. [24].

Existe un concepto de multiplicidad que generaliza y extiende a estos dos conceptos que hemos
expuesto y que será estudiado en la Parte I de esta memoria.

SeaU un espacio de Banach sobreK 2 fR; C g, 
 un abierto deK , �0 2 
 y L : 
 ! L(U)
una función de claseC1 tal queL(�0) 2 �0(U). Aquı́L(U) denotará el conjunto de aplicaciones
lineales y continuas deU enU , y �0(U) � L(U) el subconjunto formado por aquellos operadores
que son Fredholm de ı́ndice cero, es decir, operadoresT 2 L(U) tales quedimN [T ℄ = 
odimR[T ℄ <1: (2)

La hipótesis de Fredholm de ı́ndice cero es básicamente una hipótesis de finitodimensionalidad,
puesto que los operadores Fredholm de ı́ndice cero comparten muchas de las buenas propiedades
de las que gozan las matrices cuadradas, ya que la propiedad (2) está detrás de gran parte de ta-
les propiedades. Hay un concepto de multiplicidad deL en�0, denotado porm[L;�0℄, que viene
caracterizado por el siguiente resultado, que constituye el teorema principal del Capı́tulo 1.

Teorema 1 SeaS el conjunto de funciones de claseC1 definidas en un entorno de�0 con valores
en�0(U). Existe unáunica aplicacíonm[�;�0℄ : S ! [0;1℄
que cumple las siguientes propiedades:

M1. Para cualesquieraL;M 2 S, m[LM;�0℄ = m[L;�0℄ +m[M;�0℄.
M2. Existe una proyecciónP0 2 L(U) de rango1 tal quem[(�� �0)P0 + IU � P0;�0℄ = 1.

La propiedad M1 se conoce comofórmula del producto. La propiedad M2 es una simple norma-
lización. La demostración del Teorema 1 se basa en una factorización de la familia debida a R. J.
Magnus [49]. Esta multiplicidadm goza, entre otras, de las siguientes propiedades, siendo todas
ellas consecuencia únicamente de M1 y M2:m[L;�0℄ 2 f0; 1; : : : ;1g.
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Si dimU < 1 entoncesm[L;�0℄ coincide con la multiplicidad (u orden) de�0 como raı́z
dedetL.m[L;�0℄ = 0 si y sólo siL(�0) es un isomorfismo.m[L�M;�0℄ = m[L;�0℄ +m[M;�0℄, dondeM 2 C1(
;L(V )),M(�0) 2 �0(V ) y V es
unK -espacio de Banach.m[L;�0℄ < 1 si y sólo si existe un enterok � 0 tal que(� � �0)kL(�)�1 existe y es
acotado en un entorno perforado de�0. En particular, siL es anaĺıtica,
 es conexo yL(�1)
es isomorfismo para algún�1 2 
 entoncesm[L;�℄ <1 para todo� 2 
.

Si T 2 L(U) y L(�) := �I � T , dondeI es la identidad enU , entoncesm[L;�0℄ = supk2N dimN [(�0I � T )k℄:m[L;�0℄ <1 si y sólo si existe un entorno abierto
0 de�0 contenido en
 tal queL admite
una factorización de la formaL(�) = E(�) [D(�)� IU1 ℄F(�); � 2 
0;
dondeE;F 2 C1(
0;L(U)), E(�0);F(�0) son isomorfismos,U = U0 � U1 condimU0 <1 y U1 es un subespacio cerrado deU cuyo operador identidad esIU1 , yD 2 C1(
;L(U0))
se expresa, respecto de cierta base, de la forma diagonal siguienteD(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn	
para ciertos enterosn � 0 y k1; : : : ; kn � 1.

Si L(�) � I es compacto para todo� 2 
 y m[L;�0℄ < 1 entonces el ı́ndice de Leray-
SchauderInd(L(�); 0) de L(�) en 0 cambia cuando� cruza�0 si y sólo sim[L;�0℄ es
impar. Dicho de otra manera,l��m�!��0 Ind(L(�); 0) = (�1)m[L;�0℄ l��m�!�+0 Ind(L(�); 0):

El concepto de multiplicidad se remonta a la escuela rusa en la década de 1940, donde se
introdujo en el caso holomorfo, es decir, cuandoK = C . Ver M. V. Keldyš [33], A. S. Markus
and E. I. Sigal [53], V. M. Eni [13], I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29], I. C. Gohberg et al. [26]
y las referencias alĺı citadas. Su teorı́a está basada en las cadenas de Jordan, construcción que
expondremos en el Capı́tulo 3.

En el casoK = R la definición es más tardı́a; señalamos aquı́ las construcciones de P. Sarreither
[63], J. Ize [30], R. J. Magnus [49], J. Esquinas and J. López-Gómez [15] y J. Esquinas [14],
y P. J. Rabier [58]. P. Sarreither [63] y P. J. Rabier [58] acuden a las cadenas de Jordan, como
explicaremos en el Capı́tulo 3. J. Ize [30] se basa en una reducción finitodimensional de la familiaL y define la multiplicidad deL como la multiplicidad del determinante de la familia reducida.
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R. J. Magnus [49] define, a partir de la familiaL, una sucesión de familias hasta que llega a una
factorización deL en un producto de familias más simples, factorización quele sirve para definir
su multiplicidad. Esta teorı́a está parcialmente explicada en el Capı́tulo 1. J. Esquinas and J. López-
Gómez [15], J. Esquinas [14] y J. López-Gómez [43] primero definen la multiplicidad para una
familia transversalizada, y luego caracterizan aquellas familias que pueden ser transversalizadas
mediante un cambio de variable. Explicaremos esta teorı́a en el Capı́tulo 2.

Esta memoria no pretende dar una descripción exhaustiva delas distintas definiciones de mul-
tiplicidad; para ello se pueden consultar J. Esquinas [14],P. M. Fitzpatrick and J. Pejsachowicz
[18], o [55]. Se conoce la equivalencia de todas estas construcciones de la multiplicidad (ver P. J.
Rabier [58] y J. López-Gómez [43, Chapter 5]). Nosotros explicaremos aquellas construcciones de
la multiplicidad que nos sean útiles para probar los resultados de esta memoria.

La razón de disponer de una buena definición de multiplicidad viene avalada por la multitud
de aplicaciones que tiene en diversas áreas de la matemática; entre otras, las construcciones de la
multiplicidad algebraica se emplean en:

Criterios sobre el cambio de grado topológico de una familia uniparamétrica de operadores
cuando el parámetro cruza un autovalor de la familia. Criterios de existencia de autovalores
no-lineales en ecuaciones muy generales en el marco de la teorı́a de bifurcación. Consultar
P. Sarreither [63], J. Ize [30], R. J. Magnus [49], J. Esquinas and J. López-Gómez [16], J.
Esquinas [14], P. J. Rabier [58], P. M. Fitzpatrick and J. Pejsachowicz [19].

Clasificación local de familias de operadores; existenciay unicidad de la forma canónica de
Smith. Ver I. C. Gohberg et al. [26].

Teorı́a espectral local y global de familias de operadores.Ver I. C. Gohberg et al. [26], I.
Gohberg et al. [25], J. López-Gómez [43].

Criterios de completitud de los autovectores y autovectores generalizados de operadores y de
familias de operadores. Ver A. Friedman and M. Shinbro [21],I. C. Gohberg and M. G. Kreı̆n
[27].

Ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes; problemas de valor inicial y
de valores en la frontera. Consultar I. Gohberg et al. [25], J. T. Wloka et al. [67].

Ecuaciones en diferencias. Ver I. Gohberg et al. [25].

Interpolación de familias de matrices. Ver J. A. Ball et al.[7].

Teorı́a de sistemas lineales y de control en ingenierı́a. Ver B. F. Wyman et al. [69].

En este trabajo sólo se desarrollan dos de tales aplicaciones, a saber, la construcción de forma
local de Smith que veremos en el Capı́tulo 3, y la aplicacióna la teorı́a de bifurcación que veremos
en la Parte II.

En el Capı́tulo 1 daremos teoremas de unicidad de la multiplicidad. Alĺı probaremos, entre otros,
el Teorema 1 en el cual la multiplicidad queda axiomatizada por unas pocas de sus propiedades.
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Hasta ahora hemos supuesto que la familiaL es de claseC1. Ésta es una hipótesis de simplifi-
cación pero no es realmente necesaria, como veremos en el desarrollo de esta memoria. Tampoco
es necesario queL tome valores en�0(U); basta que lo haga en�0(U; V ) dondeV es otro espacio
de Banach.

El punto de partida del Capı́tulo 2 es el siguiente resultado, ya clásico, debido a I. C. Gohberg
and E. I. Sigal [29]; consúltese también I. Gohberg et al. [24, Chapter XI].

Teorema 2 Sea
 un abierto conexo deC y L : 
 ! �0(U; V ) una funcíon holomorfa tal queL(�1) es un isomorfismo para algún �1 2 
. Entonces el conjunto de autovalores� := f� 2 
 :dimN [L(�)℄ � 1g es discreto en
 y la funcíon L�1 es holomorfa en
 n �. Para cada�0 2 �,L�1 admite un desarrollo de LaurentL(�)�1 = 1Xn=�kRn(�� �0)n
para un cierto enterok � 1. Se cumple queR0 2 �0(V;U) y Rn es de rango finito para cada�k � n � �1. Es ḿas, el desarrollo de Laurent deL0L�1L0(�)L(�)�1 = 1Xn=�kMn(�� �0)n
cumple queMn tiene rango finito para cada�k � n � �1, y su traza valetrMn = ( 0 si � k � n � �2m[L;�0℄ si n = �1:

El objetivo del Capı́tulo 2 es generalizar el Teorema 2 al caso K = R; la familia L, pues, no
será necesariamente anaĺıtica, sino de claseCr para un cierto naturalr.

En vistas a una generalización del Teorema 2 al casoCr, parece que lo primero que debemos
hacer es precisar lo que entendemos por desarrollo de Laurent, y dar condiciones suficientes para su
existencia. La factorización deL debida a R. J. Magnus [49] nos proporciona la herramienta para
mostrar que, cuando la multiplicidad deL en�0 es finita, entoncesL�1 admite una expresión de la
forma L(�)�1 = qXn=pRn(�� �0)n + o ((�� �0)q)
para ciertos enterosp � q. Sin embargo, la construcción de R. J. Magnus [49] no permite dar un
criterio que decida cuándo la multiplicidad es finita. Paraello usamos la teorı́a de J. Esquinas and
J. López-Gómez [15], J. Esquinas [14] y J. López-Gómez [43]. La siguiente definición se debe a J.
López-Gómez [43].

Definición 3 SeaL 2 Cr(
;L(U; V )) tal queL(�0) 2 �0(U; V ). Dado un enterok � 1 decimos
que�0 es un autovalork-algebraico deL cuandoL(�) es un isomorfismo en un entorno perforado
de�0, la familia (� � �0)kL(�)�1 est́a acotada en un entorno perforado de�0 y la familia (� ��0)k�1L(�)�1 no est́a acotada en ninǵun entorno perforado de�0.
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En J. López-Gómez [43, Chapter 4] se prueba que si�0 es un autovalork-algebraico deL 2Cr(
;L(U; V )) y k � r entonces la multiplicidadm[L;�0℄ deL en�0 está definida y es finita. Una
vez que tenemos un desarrollo de Laurent finito deL�1, podemos pasar a estudiar los coeficientes
de la parte singular del desarrollo de Laurent deL0L�1. Esto lo hacemos primero para familiasL
que sontransversalesen�0, concepto definido en J. Esquinas and J. López-Gómez [15],y luego se
hace para familias arbitrarias, gracias al resultado de J. López-Gómez [43] según el cual una familiaL 2 Cr puede ser transversalizada multiplicando por la derecha por una familia de isomorfismos si
y sólo si�0 es un autovalork-algebraico deL para algúnk � r. Con todos estos ingredientes, en
el Capı́tulo 2 llegamos al siguiente resultado.

Teorema 4 Seann � k � 1 números enteros y�0 2 
 un autovalork-algebraico deL 2Cn+k(
;L(U; V )), conL(�0) 2 �0(U; V ). Entonces existenn+1 operadores (definidos unı́voca-
mente)Ri 2 L(V;U),�k � i � n� k tales queL(�)�1 = n�kXi=�kRi(�� �0)i + o�(�� �0)n�k�:
Se cumple queR0 2 �0(V;U) yRi es de rango finito para cada�k � i � �1. AdeḿasL0(�)L(�)�1 = n�kXi=�kMi(�� �0)i + o�(�� �0)n�k�
cumple queMi tiene rango finito para cada�k � i � �1, y su traza valetrMi = ( 0 si � k � i � �2m[L;�0℄ si i = �1:

Estrechamente relacionados con la construcción de la multiplicidad se encuentran los conceptos
de cadenas de Jordan, multiplicidades parciales y forma canónica de Smith, conceptos ciertamente
antiguos que se remontan a H. J. S. Smith [65] y a F. G. Frobenius [22, 23]. Las multiplicidades
parciales deL en �0 son un concepto más refinado que el de multiplicidad y permiten describir
el comportamiento deL en un entorno de�0. El punto de partida del Capı́tulo 3 es el siguiente
resultado clásico, sacado de I. Gohberg et al. [24, TheoremXI.8.1] (ver también I. C. Gohberg and
E. I. Sigal [29] e I. C. Gohberg et al. [26]).

Teorema 5 SeaL : 
 ! L(U; V )) una funcíon holomorfa conL(�0) 2 �0(U; V ) y tal queL(�1) es un isomorfismo para algún punto�1 del abierto conexo
 � C . Entonces existe una
descomposición del espacioU = U0 � U1 condimU0 = dimN [L0℄ = n, y U1 un subespacio
cerrado deU , con respecto de la cual podemos expresarL(�) = E(�) [D(�)� IU1 ℄F(�); � 2 
0; (3)

para un cierto abierto
0 con�0 2 
0 � 
 y ciertas familiasD 2 H(
0;L(U0)),F 2 H(
0;L(U))
y E 2 H(
0;L(U; V )) tales queE(�0), F(�0) son isomorfismos; adeḿas, existe una base enU0
con respecto de la cualD se expresa en forma diagonalD(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn	 (4)
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para ciertos enterosk1 � � � � � kn � 1.

La factorización (3), ası́ como la expresión diagonal (4)reciben el nombre de forma local de Smith.
Se comprueba que los enterosk1; : : : ; kn de (4) están determinados unı́vocamente, y se conocen
comomultiplicidades parcialesdeL en�0. También se demuestra que la multiplicidad deL en�0
es precisamentek1 + � � �+ kn. La demostración del Teorema 5 se basa en

una reducción finitodimensional de la que gozan todas las familias L por el mero hecho de
serL(�0) Fredholm de ı́ndice cero; y

un proceso de diagonalización de matrices cuadradas dependientes de un parámetro cuya idea
básica (pivotar y hacer ceros) recuerda el método de eliminación gaussiana.

En cada uno de estos dos pasos hay una reducción. En el primero, un problema infinitodimensional
se reduce a uno finitodimensional. En el segundo, un proceso inductivo permite, en cada paso, ir
reduciendo la dimensión del problema en una unidad hasta llegar a un problema unidimensional
donde se resuelve fácilmente. Por tanto, debemos encontrar un invariante que se conserve en estos
procesos y garantice que, en cada paso, la nueva familia simplificada verifique las mismas hipótesis
que la original. La forma usual de hacer esto (ver, por ejemplo, P. J. Rabier [58]) es mediante
las cadenas de Jordan. Sin embargo, pensamos que era conveniente disponer de otro invariante
más manejable e intrı́nseco a la familiaL, y, sobre todo, que no involucrara ninguna construcción,
como ocurre con las cadenas de Jordan. Finalmente, éste vino dado por el concepto de autovalor
algebraico (definición 3). Para reconstruir completamente la teorı́a hubo que relacionar la teorı́a de
multiplicidad dada por cadenas de Jordan y la dada por transversalización. Todo esto se hace en el
Capı́tulo 3 y llegamos a la siguiente versión del Teorema 5,válida paraK = C y K = R.

Teorema 6 Supongamos queL 2 Cr(
;L(U; V )) conL(�0) 2 �0(U; V ) para alǵun r 2 N. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:L admite una forma local de Smith en�0, es decir, existen un entorno abierto
0 � 
 de�0,

familiasE 2 C(
0;L(U; V )), F 2 C(
0;L(U)) tales queE(�0) y F(�0) son isomorfismos,
una descomposición U = U0 � U1 condimU0 = dimN [L(�0)℄ = n y U1 un subespacio
cerrado deU , de tal manera que (3) y (4) para ciertos enteros1 � k1; : : : ; kn � r.�0 es un autovalork-algebraico deL para un ciertok � r.
Las longitudes de las cadenas de Jordan deL en�0 est́an acotadas pork � r.
La multiplicidadm[L;�0℄ existe y es finita.

Los capı́tulos 1, 2 y 3 constituyen la parte de esta memoria dedicada a la multiplicidad algebrai-
ca. Los restantes capı́tulos 4 y 5 tratan de la teorı́a de bifurcación.Éste es un tema a la vez clásico y
muy activo; los artı́culos dedicados a esta amplia teorı́a son innumerables; véanse por ejemplo las
referencias citadas en las monografı́as de J. Ize [30], S. N.Chow and J. K. Hale [9], E. Zeidler [71],
W. Krawcewicz and J. Wu [37], J. López-Gómez [43], B. Buffoni and J. Toland [8], o H. Kielhöfer
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[35]. Nosotros trataremos sólo dos aspectos de la teorı́a de bifurcación, a saber: la aplicación de la
forma local de Smith a la caracterización de autovalores no-lineales, y la estimación del número de
soluciones de los continuos bifurcados.

SeanU un espacio de Banach real, yL 2 C(R;L(U)), N 2 C(R�U;U) aplicaciones tales que

(HL) L(�)� I es compacto para todo� 2 R, dondeI es la identidad enU .

(HN) N es compacto yN(�; u) = o(u) uniformemente en intervalos acotados de� 2 R.

Consideramos la aplicaciónF : R � U ! U definida porF(�; u) := L(�)u + N(�; u), y la
ecuación F(�; u) = 0: (5)

Es inmediato ver queF(�; 0) = 0 para todo� 2 R. Aunque simplificando mucho, se puede decir
que la teorı́a de bifurcación estudia las soluciones de (5)que, de una manera imprecisa,emanande
la recta de solucionesR � f0g.

Se dirá que� 2 R es un punto de bifurcación deF, o de la ecuación (5), cuando(�; 0) 2 F�1(0) \ [R � (U n f0g)℄:
Se comprueba que todo punto de bifurcación� deF es un autovalor deL, es decir,N [L(�)℄ 6= f0g;
el recı́proco no es cierto. Un autovalor deL se diráno-linealsi es un punto de bifurcación deF para
cualquierN que cumpla (HN). El propósito del Capı́tulo 4 será dar una demostración no topológica
y basada en la teorı́a de multiplicidad de la siguiente caracterización.

Teorema 7 Sea�0 un autovalor aislado deL. Entonces,�0 es un autovalor no-lineal deL si y śolo
si el ı́ndice de Leray-Schauder de0 con respecto deL(�) cambia cuando� cruza�0, es decir,l��m�!��0 Ind(L(�); 0) 6= l��m�!�+0 Ind(L(�); 0): (6)

Los conceptos de ı́ndice y grado de Leray-Schauder serán recordados en el Capı́tulo 4.
La prueba de que el cambio de ı́ndice la solución0 deL(�) implica un fenómeno de bifurcación

se remonta a los trabajos de M. A. Krasnosel’skĭı [36]; en P.H. Rabinowitz [59], J. Ize [30], R. J.
Magnus [49], H. Kielhöfer [34], y J. López-Gómez [43] se encuentran generalizaciones y posterio-
res desarrollos de aquel resultado pionero. La demostraci´on de la otra implicación del Teorema 7
es más moderna. J. Esquinas and J. López-Gómez [15, 16] y J. Esquinas [14] lo hicieron en el caso
en queL posee la regularidad suficiente para que la multiplicidad esté definida. La demostración
topológica, más general, se debe a J. Ize [31], donde usa teorı́a de obstrucción.

La demostración que presentamos nosotros se basa en la existencia de la forma local de Smith
del Teorema 6; esto permite convertir la ecuación (5) en unaecuación más simple para la cual,
si la multiplicidad deL en �0 es par (equivalentemente, si (6) no es cierto), se puede construir
expĺıcitamente unaN que cumpla (HN) para la cual la ecuación (5) no exhiba bifurcación. Esta idea
está tomada de J. Esquinas and J. López-Gómez [16] y J. Esquinas [14], pero nuestra demostración
es más directa.

El Capı́tulo 5 está dedicado a la teorı́a global de bifurcación. Se puede decir que esta teorı́a nace
con el siguiente resultado de P. H. Rabinowitz [59].
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Teorema 8 SeaL(�) := I � �K, � 2 R, dondeK 2 L(U) es compacto eI es la iden-
tidad enU . Sea�0 un autovalor deK de multiplicidad impar. Entonces, la componenteC deF�1(0) \ [R � (U n f0g)℄ que contiene a(�0; 0) satisface alguna de estas alternativas:C es no acotado;(�1; 0) 2 C para un cierto�1 2 R n f�0g.
Por supuesto, porcomponenteentendemoscomponente conexa. Poco después, E. N. Dancer [10], J.
Ize [30] y R. J. Magnus [49] generalizaron este resultado de la manera siguiente. Supongamos que
el conjunto� de autovalores deL es discreto. Sea�1 el subconjunto de� formado por aquellos�0 tales que (6), y�0 := � n �1. Expresamos�1 como�1 = f�igsi=r, conr; s 2 Z[ f�1;1g,r � s, y �i�1 < �i para todoi 2 Z\ [r + 1; s℄. Consideramos una aplicaciónP : �! f�1; 0; 1g
que cumpla las siguientes propiedades:P (�) = 0 si � 2 �0.P (�i)P (�i�1) = �1 para todoi 2 Z\ [r + 1; s℄.
Se cumple entonces la siguiente mejora del Teorema 8 probadapor R. J. Magnus [49].

Teorema 9 SeaC una componente acotada deF�1(0) \ [R � (U n f0g)℄. EntoncesX(�;0)2CP (�) = 0:
En el Capı́tulo 5 probaremos una versión general del Teorema 9 válida para espectros� arbi-

trarios, es decir, sin imponer que� sea discreto. Para ello debemos redefinir la funciónP . Seanr; s 2 Z[ f�1;1g conr � s, y fJigsi=r una familia localmente finita de intervalos abiertos no
vacı́os tales queJi\� = ? para todoi 2 Z\ [r; s℄. Seaai 2 f�1; 1g el valor deInd(L(�); 0) para� 2 Ji. Se defineP : Z\ [r + 1; s℄ ! f�1; 0; 1g medianteP (i) = (ai � ai�1)=2. Finalmente, la
familia de intervalos compactosfIigsi=r+1 viene definida porIi := [supJi�1; inf Ji℄. Con esto se
prueba la siguiente versión del Teorema 9.

Teorema 10 SeaC una componente acotada deS := hF�1(0) \ [R � (U n f0g)℄i [ h(R n s[i=r Ji)� f0gi:
Sea B := fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ C 6= ?g: (7)

Entonces
Pi2B P (i) = 0.

Lo que realmente se prueba en la demostración del Teorema 10es una fórmula del grado topológico
deF(�; �) en un abierto que contiene aC� := fu 2 U : (�; u) 2 Cg y está suficientemente ceñido
a él, para cada� 2 R nSi2B Ii en términos de la aplicaciónP . En realidad, dicha fórmula no sólo
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es válida para componentes acotadasC deS, sino también para componentessemiacotadas, que se
definen como las componentes acotadas deS \ ([�;1) � U) para un cierto� 2 R. Puesto que el
grado topológico sirve, de alguna manera, para contar o estimar el número de ceros de una función,
los cálculos anteriores permiten concluir lo siguiente.

Teorema 11 SeaC una componente acotada deS\([�;1)�U). Sean (7) y� 2 [�;1)nSi2B Ii
tal queDuF(�; u) existe y es un isomorfismo para cadau 2 C�. EntoncesCardC� es par yCardC� � 2��� Xi2B�<Ii P (i)���:
En el Capı́tulo 5 este resultado y otros del mismo espı́ritu permiten estudiar la estructura de las
componentes semiacotadas que bifurcan desde la recta de solucionesR � f0g de la ecuación (5).
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Multiplicidad algebraica
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Caṕıtulo 1

Unicidad de la multiplicidad algebraica

Dada una familiaL de claseC1 de una variable (real o compleja) cuyos valores son operadores
de Fredholm de ı́ndice cero en un espacio de Banach, hay varias definiciones de multiplicidad
algebraica de la familiaL en un punto�0 del parámetro donde el operadorL(�0) deja de ser
invertible. Este capı́tulo muestra que la multiplicidad algebraica está determinada unı́vocamente por
unas pocas de sus propiedades, independientemete de su construcción. Este capı́tulo está basado en
[57].

1.1. Introducción

DadosK 2 fR; C g, �0 2 K , y una función definida en un entorno de�0 y con valores enK ,
la multiplicidad def en�0 se define como el orden de�0 como cero def . En otras palabras, se
dice que la multiplicidad def en�0 es un enterok � 0 si fn)(�0) = 0 para todo0 � n < k
y fk)(�0) 6= 0, mientras que la multiplicidad def en �0 es infinita cuandofn)(�0) = 0 para
todon � 0. Aunque este concepto es bien conocido, el problema de definir una multiplicidad para
familiasL : 
 ! L(U), donde
 es un abierto deK y U es un espacio de Banach sobreK , es
más reciente y nada trivial. CuandoK = C , parece que este problema se remonta a la escuela
rusa (ver A. S. Markus and E. I. Sigal [53] o I. C. Gohberg and E.I. Sigal [29] y las referencias
alĺı citadas), mientras que siK = R, las primeras definiciones generales se deben a P. Sarreither
[63], R. J. Magnus [49] y J. Ize [30]. Desde entonces, se han venido introduciendo otros conceptos
de multiplicidad algebraica que han resultado ser todos ellos equivalentes.

El principal objetivo de este capı́tulo es mostrar que la multiplicidad algebraica está determinada
unı́vocamente por unas pocas de sus propiedades, independientemente de la construcción.

Una de las primeras aplicaciones de la multiplicidad algebraica generalizada fue establecer
una clasificación espectral local para familias de operadores (ver I. C. Gohberg et al. [26] y las
referencias alĺı citadas, ası́ como el Capı́tulo 3 de esta tesis). En el caso real, se ha empleado con
éxito en el contexto de teorı́a de bifurcación para estudiar el conjunto de soluciones de ecuaciones
no lineales abstractas (ver J. Ize [30], R. J. Magnus [49], P.J. Rabier [58], J. López-Gómez [43] y
la Parte II de esta memoria).

Este capı́tulo se distribuye de la siguiente manera. En la Sección 1.2 se establece el marco

3
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general del capı́tulo, y se presentan los resultados relativos a la multiplicidad de R. J. Magnus [49],
que prueban la existencia de una multiplicidad que cumple unos axiomas bastante naturales. Los
teoremas de unicidad, que dependen esencialmente de los resultados de la Sección 1.2, se presentan
en la Sección 1.3. En la Sección 1.4 repasamos brevemente algunos desarrollos más avanzados de
la teorı́a de la multiplicidad algebraica.

1.2. La multiplicidad de R. J. Magnus

En lo que sigue, se fija un espacio de BanachU sobreK 2 fR; C g condimU � 1. Denotamos
porL(U) al conjunto de operadores lineales y continuos deU en sı́ mismo, y�0(U) es el conjunto
deL(U) formado por los operadores Fredholm de ı́ndice cero. Recordemos que el producto (la
composición) de dos elementos de�0(U) está de nuevo en�0(U) (ver por ejemplo, I. Gohberg
et al. [24, Theorem XI.3.2]) y que�0(U) contiene todos los elementos invertibles deL(U); en
particular,IU 2 �0(U), dondeIU representa el operador identidad enU .

Sea
 un abierto deK . Vamos a manejar familiasL : 
! L(U):
A lo largo de este capı́tulo se supondrá que esta familia es de claseC1 si K = R, y holomorfa siK = C . Esta hipótesis dista de ser necesaria, pero simplifica la exposición.

A partir de ahora se reserva la letra� para la variable deK y se considera fijo un�0 2 K .
Denotamos porS al conjunto de todas las familiasC1 definidas en un entorno de�0 con valores en�0(U); dicho entorno puede depender de la función. TomemosL 2 S. SiL(�0) no es isomorfismo,�0 recibe el nombre deautovalordeL.

El productoLM 2 S de dos familiasL;M 2 S se define mediante(LM)(�) := L(�)M(�),
para cada� perteneciente a la intersección de los dominios de definición deL y M. También, siL(�0) es un isomorfismo para algúnL 2 S entonces la función� 7! L(�)�1 está bien definida y
esC1 en un entorno de�0. Por tanto, tambiénL�1 2 S.

En este contexto, R. J. Magnus [49] probó el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1SeaL 2 S. Entonces ocurre alguna de las siguientes alternativas, mutuamente
excluyentes:

(a) L(�0) es un isomorfismo.

(b) Existen� proyecciones de rango finitoP1; : : : ; P� 2 L(U) n f0g, para alǵun entero� � 1,
tales queL(�) =M(�) [(�� �0)P1 + IU � P1℄ � � � [(�� �0)P� + IU � P� ℄ ; � ' �0; (1.1)

para una cierta familiaM 2 S que toma valores invertibles.

(c) Para cada entero� � 1 existen� proyecciones de rango finitoP1; : : : ; P� 2 L(U) n f0g y
una familiaM 2 S tal que se cumple (1.1).
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Es ḿas, en el caso (b), el número
P�i=1 rankPi es independiente de las proyeccionesP1; : : : ; P�

escogidas.

Por supuesto, para cualquierT 2 L(U), rankT representa la dimensión de la imagen deT . Con
esta teorema tiene sentido la siguiente definición debida aR. J. Magnus [49].

Definición 1.2.2 Siguiendo las notaciones del Teorema 1.2.1, la multiplicidad deL en�0 se define
por �[L;�0℄ := 8><>: 0 si ocurre (a),P�i=1 rankPi si ocurre (b),1 si ocurre (c).

Cuando lo veamos conveniente, escribiremos expĺıcitamente la variable� de la familiaL y ası́ pon-
dremos�[L(�);�0℄ para referirnos a�[L;�0℄.

Se dispone de algunas otras definiciones de multiplicidad algebraica en la literatura. Entre ellas
recordamos las construcciones de J. Ize [30], P. J. Rabier [58] y J. Esquinas and J. López-Gómez
[15]. En P. J. Rabier [58] y en J. López-Gómez [43, Chapter 5] se prueba la equivalencia de estas
cuatro multiplicidades. Véase también el Capı́tulo 3, donde demostramos la equivalencia de las
construcciones de [58] y de [43].

Proposición 1.2.3 La multiplicidad de acuerdo a la Definición 1.2.2 verifica las siguientes propie-
dades:

M0. Para todoL 2 S, �[L;�0℄ 2 f0; 1; : : : ;1g.
M1. Para cualesquieraL;M 2 S, �[LM;�0℄ = �[L;�0℄ + �[M;�0℄.
M2. Para cualquierP 2 L(U) proyeccíon de rango uno,�[(�� �0)P + IU � P ;�0℄ = 1.

M3. Para cadaL 2 S tal queL(�0) es un isomorfismo,�[L;�0℄ = 0.

Demostracíon. Las propiedades M0 y M3 se siguen directamente de la Definici´on 1.2.2. La pro-
piedad M1 está probada en R. J. Magnus [49, Theorem 2.4], mientras que M2 sale de la Definición
1.2.2, ya que se cumple (b) del Teorema 1.2.1 con� = 1, P1 = P yM(�) = IU .

1.3. Los teoremas de unicidad

Esta es la sección central de este capı́tulo, y está dedicada a los enunciados y las demostraciones
de los teoremas de unicidad de la multiplicidad algebraica.

Primero vemos un resultado auxiliar sobre las proyeccionesde rango finito en un espacio de
Banach. La propiedad (familiar en dimensión finita) segúnla cual todas las proyecciones de rango
uno son similares se generaliza aquı́ a dimensión infinita.

Lema 1.3.1 SeanP;Q 2 L(U) dos proyecciones de rango uno. Entonces existe un isomorfismoT 2 L(U) tal queP = TQT�1.
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Demostracíon. ComoP;Q 2 L(U) son proyecciones, tenemos las descomposiciones en suma
directa U = N [P ℄�R[P ℄ = N [Q℄�R[Q℄:
Tomemosp 2 R[P ℄ n f0g y q 2 R[Q℄ n f0g. A fin de construir el isomorfismoT distinguimos dos
casos. En el primero se suponeN [P ℄ = N [Q℄. Entonces definimos el operadorT : N [Q℄�R[Q℄! N [P ℄�R[P ℄
como el único operadorT que cumpleT jN [Q℄ = IjN [Q℄ = IjN [P ℄; T q = p;
dondeI es el operador identidad. EntoncesT 2 L(U) es un isomorfismo yPT = TQ.

Ahora supongamosN [P ℄ 6= N [Q℄. En el espacio de BanachN [P ℄ consideramos su subespacio
cerradoN [P ℄ \ N [Q℄, que tiene codimensión uno; en efecto, comoQ tiene rango uno, podemos
expresar Qu = f(u)q; u 2 U; (1.2)

para un ciertof 2 U 0 n f0g, dondeU 0 es el dual topológico deU (ver por ejemplo, T. Kato [32,
Section III.x4.3]). Entoncesf jN [P ℄ 2 N [P ℄0 n f0g. En efecto, es claro quef jN [P ℄ es una forma
lineal y continua enN [P ℄, y además,f jN [P ℄ 6= 0 ya queN [P ℄ 6= N [Q℄ y se cumple (1.2). EntoncesN [P ℄ \N [Q℄ = fu 2 N [P ℄ : f jN [P ℄(u) = 0g
es un hiperplano cerrado deN [P ℄. Por tanto,N [P ℄ \ N [Q℄ posee un complemento topológico
unidimensional enN [P ℄, digamos,U0. Por la misma razón,N [P ℄\N [Q℄ admite un complemento
topológico unidimensional enN [Q℄, digamos,U1,N [P ℄ = (N [P ℄ \N [Q℄)� U0; N [Q℄ = (N [P ℄ \N [Q℄)� U1:
Tomemosu0 2 U0 n f0g y u1 2 U1 n f0g. Definimos el operadorT : (N [P ℄ \N [Q℄)� U1 �R[Q℄! (N [P ℄ \N [Q℄)� U0 �R[P ℄
como el único operadorT que cumpleT jN [P ℄\N [Q℄ = IjN [P ℄\N [Q℄; Tu1 = u0; T q = p:
EntoncesT 2 L(U) es un isomorfismo yPT = TQ.

El enunciado del Lema 1.3.1 sigue siendo cierto (con similardemostración) si suponemos queP;Q son proyecciones del mismo rango finito, pero dicha generalización no la vamos a usar.
Presentamos ahora el primero de los teoremas de unicidad.

Teorema 1.3.2Existe unáunica funcíonm[�;�0℄ : S ! [0;1℄
que cumple las siguientes propiedades:
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M1. Para cualesquieraL;M 2 S, m[LM;�0℄ = m[L;�0℄ +m[M;�0℄.
M2. Existe una proyección de rango unoP0 2 L(U) conm[(�� �0)P0 + IU � P0;�0℄ = 1.

Demostracíon. La existencia de la funciónm[�;�0℄ está garantizada por la Proposición 1.2.3 y
porque, gracias a quedimU � 1 y al teorema de Hahn-Banach, hay proyecciones de rango uno. El
resto de la demostración trata de la unicidad.

Seam[�;�0℄ cualquier función que cumpla M1–M2. Se verifican entonces las siguientes propie-
dades:

P1. SiL 2 S y L(�0) es invertible entoncesm[L;�0℄ = 0.

P2. SiP 2 L(U) es una proyección de rango uno entoncesm[(�� �0)P + IU � P ;�0℄ = 1.

P3. SiP 2 L(U)nf0g es una proyección de rango finito entoncesm[(���0)P +IU �P ;�0℄ =rankP .

Probemos P1. SeaP0 el operador que aparece en M2, y seaL 2 S tal queL(�0) es invertible.
Entonces, por M2 y M1 tenemos1 = m[(�� �0)P0 + IU � P0;�0℄ = 1 +m[L;�0℄ +m[L�1;�0℄:
Comom[�;�0℄ � 0, entoncesm[L;�0℄ = 0, lo que pretendı́amos.

Probemos ahora P2. SeaP 2 L(U) una proyección de rango uno. Por el Lema 1.3.1, existe un
operador invertibleT 2 L(U) tal queP = TP0T�1, dondeP0 es la proyección que aparece en
M2. Entonces (�� �0)P + IU � P = T [(�� �0)P0 + IU � P0℄ T�1;
luegom[(�� �0)P + IU � P ;�0℄ = 1, gracias a M1, P1 y M2, lo que prueba P2.

Probemos ahora P3. TomemosP 2 L(U) una proyección de rangon � 1 finito; entonces
podemos encontrarn proyecciones de rango uno mutuamente disjuntas, digamos�1; : : : ;�n 2L(U) tales queP =Pni=1�i. Por consiguiente,(�� �0)P + IU � P = [(�� �0)�1 + IU ��1℄ � � � [(�� �0)�n + IU ��n℄
y, gracias a M1 y P2, obtenemosm[(�� �0)P + IU � P ;�0℄ = nXi=1 m[(�� �0)�i + IU ��i;�0℄ = n:

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para demostrar la unicidad. Tomemos unL 2 S
y consideremos las opciones (a), (b), (c) del Teorema 1.2.1.Si ocurre (a), tendrı́amos por P1 quem[L;�0℄ = 0.

Supongamos que ocurre (b) del Teorema 1.2.1. EntoncesL se puede factorizar según (1.1),
dondeP1; : : : ; P� 2 L(U)nf0g son proyecciones de rango finito yM 2 S es invertible en�0. Con
esto vemos quem[L;�0℄ = m[M;�0℄ + �Xi=1 m[(�� �0)Pi + IU � Pi;�0℄ = �Xi=1 rankPi;
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gracias a M1, P1 y P3.
Supongamos, por último, que ocurre (c) del Teorema 1.2.1. Entonces, para cada entero� � 1

la familia L se factoriza como (1.1), dondeP1; : : : ; P� 2 L(U) n f0g son proyecciones de rango
finito yM 2 S. Ası́ pues, m[L;�0℄ =m[M;�0℄ + �Xi=1 rankPi � �;
debido a M1, P3 y a quem[�;�0℄ � 0. Como� � 1 es arbitrario, esto prueba quem[L;�0℄ =1 y
concluye la demostración.

Para ciertos fines (véanse [55] o [57]), a veces es más conveniente una versión ligeramente dis-
tinta de este teorema. Necesitamos para ello la siguiente notación. DefinimosT como el subcojunto
deS formado por aquellas familiasL con multiplicidad finita� en�0,T := fL 2 S : �[L;�0℄ <1g:

La propiedad M1 de la Proposición 1.2.3 implica que el producto de dos elementos deT vuelve
a pertenecer aT . Es más, la Definición 1.2.2 nos muestra que el conjuntoS n T consta de aquellas
familiasL para las que ocurre la alternativa (c) del Teorema 1.2.1. Conesto, presentamos el segundo
teorema de unicidad.

Teorema 1.3.3Existe unáunica funcíonm[�;�0℄ : T ! C [ f1g
que cumple las siguientes propiedades:

M1. Para cualesquieraL;M 2 T , m[LM;�0℄ = m[L;�0℄ +m[M;�0℄.
M2. Existe una proyección de rango unoP0 2 L(U) conm[(�� �0)P0 + IU � P0;�0℄ = 1.

M3. SiL 2 T yL(�0) es un isomorfismo entoncesm[L;�0℄ = 0.

Demostracíon. La demostración es realmente parecida a la del Teorema 1.3.2, y por ello sólo
será esbozada. La existencia de la funciónm[�;�0℄ está garantizada por la Proposición 1.2.3. Para
probar la unicidad, seam[�;�0℄ una función que cumpla M1–M3. Las siguientes propiedades se
comprueban sin dificultad:

SiP 2 L(U) es una proyección de rango uno entoncesm[(�� �0)P + IU � P ;�0℄ = 1.

SiP 2 L(U)nf0g es una proyección de rango finito entoncesm[(���0)P +IU �P ;�0℄ =rankP .

Ahora consideramos la alternativa del Teorema 1.2.1. Ya hemos visto que sólo pueden ocurrir
las opciones (a), (b) del Teorema 1.2.1. El resto de la demostración sigue la del Teorema 1.3.2
palabra por palabra.
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Nótese que en el Teorema 1.3.3 el conjuntoC [ f1g dondem[�;�0℄ toma sus valores no
desempeña ningún papel esencial. Se puede sustituir por cualquier otro semigrupo que contenga af0; 1; : : :g como sub-semigrupo.

El Teorema 1.3.3 pudiera parecer poco satisfactorio a menosque se tenga una criterio expĺıcito
que distinga cuándo una familiaL 2 S pertenece aT . Esto se hace en el siguiente teorema, debido
a J. López-Gómez [43, Chapter 5]. Veáse también el Capı́tulo 3 de esta tesis.

Teorema 1.3.4SeaL 2 S. Entonces,L 2 T si y śolo si existenÆ > 0, C > 0 y un enterok � 1 tales que para cada0 < j� � �0j < Æ el operadorL(�) es un isomorfismo ykL(�)�1k �Cj�� �0j�k.

Presentamos ahora, sin demostración, otro resultado de unicidad que ha sido probado en [55] y
en [56], en el que se usa la forma local de Smith que explicaremos en el Capı́tulo 3. Necesitamos la
siguiente notación. Para cualquier espacio de BanachU , Sub(U) designa el conjunto de todos los
subespacios lineales cerrados no nulos deU con o bien dimensión finita o bien codimensión finita,
y SU representa el conjuto de todas las familiasC1 definidas en un entorno de�0 con valores en�0(U).
Teorema 1.3.5SeaU un espacio de Banach y supongamos que existe una funciónm[�;�0℄ : [V 2Sub(U)SV ! [0;1℄
que cumple las siguientes propiedades:

M1. Para cualesquieraV 2 Sub(U) yE;L;F 2 SV ,m[ELF;�0℄ � m[L;�0℄:
M2. SiV 2 Sub(U) tiene dimensíon uno, entoncesm[(���0)nIV ;�0℄ = n para cualquier enteron � 1.

M3. ExisteL 2 SU tal quem[L;�0℄ = 0.

M4. SiV 2 Sub(U) cumpleV = V1 � V2 para ciertosV1; V2 2 Sub(V ) yLi 2 SVi para i = 1; 2
entonces m[L1 � L2;�0℄ = m[L1;�0℄ +m[L2;�0℄:

Entonces para cualesquieraV 2 Sub(U) y L 2 SV ,m[L;�0℄ = �[L;�0℄:
En [57] y [55] estos teoremas de unicidad se utilizan para probar algunas fórmulas expĺıcitas

para la multiplicidad.
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1.4. Desarrollos ulteriores de la multiplicidad algebraica

En este capı́tulo se ha definido la multiplicidad para familiasC1. Esta hipótesis se puede sim-
plificar fácilmente, como explicaremos en los Capı́tulos 2y 3. Alĺı la multiplicidad estará definida
para funcionesCr, donder es “suficientemente grande” dependiendo del comportamiento deL (o,
equivalentemente, deL�1) cerca del punto�0 donde se pretende definir la multiplicidad.

Una generalización fácil consiste también en definir unamultiplicidad para familias cuyos va-
lores están en�0(U; V ) en vez de�0(U), dondeV es otro espacio de Banach. El que�0(U; V )
sea no vacı́o implica queU y V son isomorfos, luego se puede definir fácilmente una multiplicidad
para este tipo de funciones.

Cuando los valores de la familia son Fredholm de ı́ndice arbitrario, se puede llevar a cabo una
construcción similar. Véanse R. Magnus [51] e I. C. Gohberg et al. [26]. En este último se muestra
que las multiplicidades parciales junto con el ı́ndice de Fredholm constituyen un conjunto óptimo
de invariantes para describir el comportamiento local de lafamilia cerca del punto.

También hay definiciones de multiplicidad para familias cuyos valores son operadores lineales
no necesariamente continuos. Entre ellas, recordemos la construcción de B. Laloux and J. Mawhin
[39, 40]. Ellos definen una noción de multiplicidad de un valor caracterı́stico�0 2 K de un par(L;A), dondeU; V son espacios normados,L es un operador Fredholm de ı́ndice cero deU enV
no necesariamente continuo,A 2 L(U; V ) goza de ciertas propiedades de compacidad yA(N [L℄ nf0g) \ R[L℄ = ?. En el lenguaje usado en este capı́tulo, esto equivale a definir una multiplicidad
para la familiaL(�) := L� �A en un autovalor�0 bajo las hipótesis recién mencionadas.

Finalmente, se dispone de una nada trivial extensión de la teorı́a de multiplicidad para familias
cuyos valores son operadores lineales arbitrarios (no necesariamente Fredholm). En concreto, hay
una teorı́a satisfactoria para familias holomorfas definidas en un abierto
 � C con valores enL(U), dondeU es un espacio de Banach complejo. Esta teorı́a está fuera delos objetivos de este
trabajo. El lector interesado debe consultar R. Magnus [50], J. Arason and R. Magnus [4, 5, 6], y
[52].



Caṕıtulo 2

Desarrollos de Laurent de la inversa y
residuos logaŕıtmicos

Este capı́tulo generaliza al caso real (no anaĺıtico) algunas propiedades locales (en un entorno
de un autovalor) de familias de operadores de Fredholm de ı́ndice cero que son clásicas en el caso
holomorfo. SeanU; V dos espacios de Banach, yL una familia suficientemente regular de un abierto
 � R a L(U; V ) tal queL(�0) 2 �0(U; V ) para un cierto�0 2 
. Supongamos queL tiene
multiplicidad finita en�0. Mostramos entonces queL�1 posee un desarrollo de Laurent finito en�0, es decir,L�1 admite una expresión del siguiente estiloL(�)�1 = pXn=�kRn(�� �0)n + o ((�� �0)p)
para ciertos enterosk � 0, p � �k, y ciertosRn 2 L(V;U), con�k � n � p. Una vez que
se tiene un desarrollo de Laurent, se puede definir un residuologarı́tmico de manera natural como
el coeficiente(� � �0)�1 del desarrollo de Laurent deL0L�1 en�0. Mostramos entonces que la
traza de este operador de rango finito es precisamente la multiplicidad deL en�0. Este capı́tulo
está basado en [46].

2.1. Introducción

A lo largo de este capı́tulo,U , V y W serán espacios de Banach sobreK 2 fR; C g; el conjunto
de los operadores lineales y continuos deU enV se denota porL(U; V ), y �0(U; V ) representa
el subconjunto deL(U; V ) formado por los operadores Fredholm de ı́ndice cero. Nuestro principal
objetivo es analizar ciertas propiedades locales de funcionesL 2 Cr(
;�0(U; V )) en un autovalor�0 2 
 � K . PorautovalordeL entendemos un valor�0 para el cualL(�0) no es invertible. El
conjunto de autovalores deL será denotado por�. Estamos, por tanto, considerando dos clases de
aplicaciones: familias holomorfas siK = C , y familiasCr si K = R.

Un autovalor aislado�0 se diceautovalor algebraicodeL si existenC > 0 y un enterok � 1
tales que kL(�)�1k � Cj�� �0j�k; � ' �0; � 6= �0: (2.1)

11
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El concepto de autovalor algebraico fue introducido por J. López-Gómez [43] en conexión con una
multiplicidad algebraica generalizada, que denotaremos por �[L;�0℄, que se remonta a J. Esquinas
[14] y J. Esquinas and J. López-Gómez [16], que resulta un invariante óptimo en teorı́a de bifurca-
ción local y global; véase también la Parte II de esta memoria. Se sabe que esta multiplicidad es la
única que verifica los axiomas del Capı́tulo 1.

El primer resultado de este capı́tulo muestra que siK = C , entonces esta multiplicidad alge-
braica�[L;�0℄ viene dada por la traza del residuo logarı́tmico de la familiaL en el autovalor�0, es
decir, �[L;�0℄ = tr 12�i Z
 L0(�)L(�)�1 d�; (2.2)

donde
 es cualquier curva de Jordan rectificable que rodea a�0 en
 n �, positivamente orientada
y homótopa a�0 en
 n �. Es más, la traza de los demás coeficientes singulares del desarrollo de
Laurent deL0L�1 en�0 es cero. Esto prueba que�[�;�0℄ coincide con la multiplicidad descrita en
I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29].

La principal contribución de este capı́tulo consiste en extender este resultado a familias realesL 2 Cr bajo la hipótesis (2.1). Se sabe que siL es holomorfa,
 es conexo yL(�1) es invertible para
algún�1 2 
, entonces el conjunto� de autovalores es discreto en
 y todo�0 2 � es un autovalor
algebraico deL. Este capı́tulo muestra que (2.1) es el único requerimiento para reconstruir toda la
teorı́a holomorfa. En particular, siK = R, �0 es un autovalor algebraico deL 2 Cr, de tal manera
que se cumpla (2.1), yr � 2k � 1, entoncesL0(�)L(�)�1 = �1Xi=�kRi(�� �0)i + o �(�� �0)�1� ; � ' �0; � 6= �0; (2.3)

donde todos los operadoresRi con�k � i � �1 tienen rango finito y�[L;�0℄ = trR�1; 0 = trRi; �k � i � �2: (2.4)

Describimos ahora la distribución de este capı́tulo. En laSección 2.2 fijamos ciertas notaciones
y explicamos la teorı́a de transversalización y de la multiplicidad algebraica� de J. López-Gómez
[43]. En la Sección 2.3 presentamos un resultado clásico sobre el desarrollo de Laurent de la in-
versa de una aplicación holomorfa de operadores de Fredholm de ı́ndice cero (véase, por ejemplo,
I. Gohberg et al. [24]). La Sección 2.4 recoge algunas propiedades conocidas sobre el concepto de
traza (consúltese, por ejemplo, T. Kato [32]) y enseña ciertas propiedades de la traza de los coe-
ficientes de Laurent de un producto de funciones cuyos valores son operadores. En la Sección 2.5
obtenemos (2.2), mostrando ası́ que siK = C , entonces�[L;�0℄ es la misma multiplicidad que
la descrita en I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29]. El resto de las secciones tratan del caso real no
anaĺıtico. En la Sección 2.6 probamos la existencia de un desarrollo de Laurent finito deL�1 en
un autovalor algebraico deL. En la Sección 2.7 usamos la teorı́a de transversalización para probar
(2.4). La Sección 2.8 generaliza (sin demostraciones) al caso real algunos resultados conocidos en
el contexto de familias polinomiales (véase, por ejemplo,I. Gohberg et al. [25]) que relacionan los
coeficientes de la expansión (2.3) con las cadenas de JordandeL en�0. Finalmente, en la Sección
2.9 vemos un ejemplo que proviene de una ecuación diferencial ordinaria, en el cual el desarrollo
de Laurent se puede calcular expĺıcitamente.
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2.2. La multiplicidad de J. Esquinas y J. Ĺopez-Ǵomez

Además de las notaciones generales introducidas en la Sección 2.1, para cualquier espacio de
BanachU , IU representará la identidad enU , y, para cualquier elementoT 2 L(U; V ), denotaremos
porN [T ℄ al núcleo deT , y porR[T ℄ a la imagen deT . En lo que sigue, fijamos un�0 2 K y un
entorno abierto
 de�0 enK , y trabajaremos con una familia de operadoresL : 
! L(U; V )
tal queL(�0) 2 �0(U; V ). Como el análisis llevado a cabo a lo largo de este capı́tuloes local,
podemos suponer que L(
) � �0(U; V );
ya que�0(U; V ) es un abierto deL(U; V ) (véanse, por ejemplo, T. Kato [32, Theorem IV.5.17], o I.
Gohberg et al. [24, Theorem XI.4.1]). Como es usual, para cualquier enteror � 1, Cr(
;�0(U; V ))
representa el espacio de aplicaciones de claseCr de
 a �0(U; V ), y H(
;�0(U; V )) denota el
espacio de funciones holomorfas de
 a�0(U; V ). Para cualquier familiaL de claseCr usaremos
la siguiente notación Lj := 1j!Lj)(�0); 0 � j � r;
es decir,Lj es el coeficientej-ésimo del desarrollo de Taylor deL alrededor de�0. Por supuesto,
si K = C entoncesCr(
;�0(U; V )) es lo mismo queH(
;�0(U; V )).

Ahora recogemos los principales conceptos y resultados relativos a la multiplicidad algebraica
introducida en J. Esquinas [14] y J. Esquinas and J. López-Gómez [16], y mejorada en J. López-
Gómez [43]; las demostraciones detalladas de todos estos resultados se pueden encontrar en [43,
Chapters 4 and 5], donde se supone queK = R, pero las mismas construcciones y demostra-
ciones siguen siendo válidas para cuandoK = C . A lo largo de esta sección suponemos queL 2 Cr(
;�0(U; V )) para un ciertor � 1.

Definición 2.2.1 Dado un entero1 � k � r, se dice que�0 es un autovalork-transversal de la
familia L si kMj=1 Lj(N [L0℄ \ � � � \N [Lj�1℄)�R[L0℄ = V; (2.5)

y Lk(N [L0℄ \ � � � \N [Lk�1℄) 6= f0g:
El enterok recibe el nombre de orden de transversalidad deL en�0, que claramente eśunico.

Por supuesto, un autovalortransversalserá un autovalork-transversal para algún enterok.

Definición 2.2.2 Supongamos que�0 es un autovalork-transversal deL. Entonces la multiplicidad
algebraica deL en�0 se define como�[L;�0℄ := kXj=1 j � dimLj(N [L0℄ \ � � � \N [Lj�1℄):
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El siguiente concepto caracteriza cuándo una familiaL puede ser transversalizada por medio de
un cambio de variable.

Definición 2.2.3 El autovalor�0 se dice un autovalor algebraico deL si existenÆ > 0, C > 0
y un enterok � 0 tales que para cada� que cumpla0 < j�� �0j < Æ el operadorL(�) es un
isomorfismo, y 

L(�)�1

 � C j�� �0j�k : (2.6)

El menor enterok � 0 para el cual se cumple esta estimación se llama el orden de�0. Decimos
entonces que�0 esk-algebraico paraL. Tambíen, se diŕa que�0 es0-algebraico cuandoL0 es un
isomorfismo.

El siguiente resultado nos permite extender el concepto de multiplicidad introducido en la De-
finición 2.2.2 al caso de familias generales de operadores (véase J. López-Gómez [43, Chapters 4
and 5]).

Teorema 2.2.4SeaL 2 Cr(
;�0(U; V )). Entonces:

1. Si�0 es un autovalork-algebraico deL con 0 � k < r + 1, entonces existe una familia
polinomial de operadores� : K ! L(U) tal que�(�0) = IU y �0 es un autovalork-
transversal deL�.

2. Para cualesquiera dos aplicaciones�;	 2 Cr(
;L(U)) que cumplan lo siguiente:

a) �(�0) y	(�0) son isomorfismos,

b) �0 es un autovalork1-transversal deL� := L� para alǵun1 � k1 � r,
c) �0 es un autovalork2-transversal deL	 := L	 para alǵun1 � k2 � r,

se tiene quek1 = k2 y, para cada1 � j � k1 = k2,dimL�j (j�1\i=0N [L�i ℄) = dimL	j (j�1\i=0N [L	i ℄):
En particular,�[L�;�0℄ = �[L	;�0℄.

3. Si�0 no es un autovalor algebraico deL, entonces no existe� 2 C(
;L(U)) con�(�0)
isomorfismo tal que�0 es un autovalor transversal deL�.

En consecuencia, el Teorema 2.2.4 muestra la consistencia del siguiente concepto de multipli-
cidad que extiende el introducido en la Definición 2.2.2.

Definición 2.2.5 Supongamos que�0 es un autovalor algebraico deL de orden1 � k � r. Sea� 2 Cr(
;L(U)) una familia tal que�(�0) es un isomorfismo y�0 es un autovalork-transversal
deL�. Entonces las multiplicidad algebraica deL en�0 se define mediante�[L;�0℄ := �[L�;�0℄:
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Definimos adeḿas�[L;�0℄ = 0 cuandoL(�0) es un isomorfismo, y�[L;�0℄ = 1 cuando�0 no
es un autovalor algebraico deL. Dejamos�[L;�0℄ sin definir si�0 esk-algebraico yL no es de
claseCk en�0.
Esta definición de multiplicidad coincide con la dada en el Capı́tulo 1; véase J. López-Gómez [43,
Theorem 5.3.1]. Con estos dos enfoques de la multiplicidad se puede mejorar el Teorema 1.2.1
sobre la factorización de las familias, y se consigue el siguiente resultado (consúltese J. López-
Gómez [43, Chapter 5]).

Teorema 2.2.6SeaL 2 Cr(
;�0(U; V )) tal que�0 2 
 es un autovalork-algebraico deL, para
un cierto0 � k < r+1. Entonces existenk proyecciones de rango finitoP1; : : : ; Pk 2 L(U) n f0g
tales que para cualquier� 2 
,L(�) =M(�) [(�� �0)P1 + IU � P1℄ � � � [(�� �0)Pk + IU � Pk℄ ;
para una cierta familiaM 2 Cr�k(
;L(U; V )) tal queM(�0) es un isomorfismo. Además,�[L;�0℄ = kXi=1 rankPi:
2.3. Un resultado cĺasico sobre series de Laurent

El siguiente resultado, cuya demostración puede encontrarse en I. Gohberg et al. [24, Corollary
XI.8.4], es clásico (véase también A. G. Ramm [61]). Uno de los principales objetivos de este
capı́tulo es generalizarlo para cubrir el caso de familias no anaĺıticas de operadores.

Teorema 2.3.1Sea
 un abierto conexo deC y L 2 H(
;�0(U; V )) tal queL(�1) es invertible
para alǵun�1 2 
. Entonces el conjunto de autovalores� := f� 2 
 : dimN [L(�)℄ � 1g
de la familiaL es discreto en
, el operador inversoR(�) := L(�)�1; � 2 
 n �;
es holomorfo en
 n �, y todo autovalor�0 2 � es un polo deR. Para cada�0 2 � existe un
entorno perforadoD0 de�0 en el queR(�) posee uńunico desarrollo de LaurentR(�) = 1Xn=�kRn(�� �0)n; � 2 D0;
uniformemente en subconjuntos compactos deD0. EntoncesR0 2 �0(V;U), y para cada�k �n � �1,Rn tiene rango finito.
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Gracias al Teorema 2.2.4, para cualquier�0 2 �, el orden del polo�0 deL�1 es igual al orden
de transversalidad de�0 de cualquier familia transversalizada deL. En lo que sigue, para cadan � �k, escribiremos 
(R; �0; n) := Rn:
Más generalmente, si
 � K es abierto,�0 2 
, p � q son enteros,W es cualquierK -espacio de
Banach, yR : 
 n f�0g !W admite una expresiónR(�) = qXn=pRn(�� �0)n + o((�� �0)q); � 2 
 n f�0g;
entones los coeficientesRn 2W , p � n � q, son únicos y denotaremos
(R; �0; n) := Rn; p � n � q:
También, dadosn 2 Z y f : 
 n f�0g !W , se dirá quef(�) = o((�� �0)n) sil��m�!�0 f(�)(�� �0)n = 0:
2.4. El operador traza

Dados un espacio de BanachU sobreK 2 fR; C g y T 2 L(U), se dice queT es derango finito
si dimR[T ℄ <1. Supongamos queT es de rango finito. Entonces el operadorTR := T jR[T ℄ : R[T ℄! R[T ℄
está bien definido y es finitodimensional, luego está definida su trazatrTR. La traza deT , denotada
por tr T , se define como la traza deTR, tr T := trTR:
Aunque hay conceptos más generales de traza (véanse T. Kato [32, Chapter X] o I. Gohberg et al.
[24, Chapter VII] y las referencias alĺı citadas), éste que hemos indicado es suficiente para nuestros
propósitos. La traza goza de las siguientes propiedades, cuyas demostraciones se pueden encontrar,
por ejemplo, en [32, Paragraph III-x4.3]:

1. Para cualquier subespacio finitodimensionalM de U tal queR[T ℄ � M , consideremosTM := T jM :M !M . Entonces trT = trTM :
2. Para cualesquiera operadores de rango finitoT; P 2 L(U),tr(T + P ) = trT + trP:
3. Para cualquier operador de rango finitoT 2 L(U), y � 2 K ,tr(�T ) = � trT:
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4. Para toda proyección de rango finito� 2 L(U),tr� = dimR[�℄:
5. Para todoB 2 L(V;U) y todo operador de rango finitoA 2 L(U; V ),tr(AB) = tr(BA):

Ahora vamos a obtener dos propiedades relativas a la traza delos coeficientes de Laurent de
productos de familias meromorfas de operadores. En las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2,U , V y W
serán espacios de Banach complejos, y
 designa un abierto deC .

Proposición 2.4.1 Sea
 un abierto deC , tomemos�0 2 
, y supongamos queR 2 H(
 nf�0g;L(U; V )) yS 2 H(
 n f�0g;L(V;U)) poseen desarrollos de Laurent alrededor de�0 de la
forma R(�) = 1Xn=pRn(�� �0)n; S(�) = 1Xn=qSn(�� �0)n;
dondep; q 2 Z, y los operadoresRn ySm tienen rango finito para cadap � n � �1 y q � m ��1; no excluimos los casosp � 0 o q � 0. Entonces para cadap + q � n � �1, los operadores
(RS; �0; n) 2 L(V ) y 
(SR; �0; n) 2 L(U) tienen rango finito ytr 
(RS; �0; n) = tr 
(SR; �0; n):
Demostracíon.Añadiendo, si es necesario, algunos coeficientes nulos, podemos suponer quep; q ��1. Un sencillo cálculo muestra los siguientes desarrollos de LaurentR(�)S(�) = 1Xn=p+q n�qXi=p RiSn�i(�� �0)n; S(�)R(�) = 1Xn=p+q n�qXi=p Sn�iRi(�� �0)n:
Tomemosp+ q � n � �1. ComoRi tiene rango finito parap � i � �1,Sn�i tiene rango finito
paran+ 1 � i � n� q, y n � �1, entonces los operadoresRiSn�i ySn�iRi tienen rango finito
para cadap � i � n� q, ya que o bienRi o bienSn�i tienen rango finito. Luego los operadores
(RS; �0; n) = n�qXi=p RiSn�i y 
(SR; �0; n) = n�qXi=p Sn�iRi
tienen rango finito. Finalmente, gracias a las propiedades generales de la traza, obtenemostr n�qXi=p RiSn�i = tr n�qXi=p Sn�iRi;
lo que concluye la demostración.
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Proposición 2.4.2 Sean
 � C un abierto, yM 2 H(
;�0(U; V )), L 2 H(
;�0(V;W )) dos
aplicaciones holomorfas tales que�0 2 
 es un autovalork-algebraico deL y un autovalor`-
algebraico deM, para ciertos enterosk; ` � 0. Entonces para cada�k � ` � n � �1, los
operadores
((LM)0(LM)�1; �0; n) 2 L(W ), 
(L0L�1; �0; n) 2 L(W ) y 
(M0M�1; �0; n) 2L(V ) tienen rango finito, ytr 
((LM)0(LM)�1; �0; n) = tr 
(L0L�1; �0; n) + tr 
(M0M�1; �0; n):
Demostracíon. Por la Definición 2.2.3,�0 es un autovalor algebraico deLM de orden no ma-
yor quek + `. Ası́ pues, gracias al Teorema 2.3.1,
((LM)�1; �0; n) tiene rango finito para ca-
da�k � ` � n � �1. Como(LM)0 2 H(
;L(U;W )), se sigue de la Proposición 2.4.1 que
((LM)0(LM)�1; �0; n) tiene rango finito para cada�k � ` � n � �1. Análogamente, para cada�k�` � n � �1, 
(L0L�1; �0; n) tiene rango finito. De hecho,
(L0L�1; �0; n) = 0 paran < �k.
Por otra parte, (LM)0(LM)�1 = L0L�1 + LM0M�1L�1:
Luego para cada�k � ` � n � �1, el operador
(LM0M�1L�1; �0; n) tiene rango finito ytr 
((LM)0(LM)�1; �0; n) = tr 
(L0L�1; �0; n) + tr 
(LM0M�1L�1; �0; n):
Ası́ pues, para completar la demostración de la proposici´on nos falta ver quetr 
(LM0M�1L�1; �0; n) = tr 
(M0M�1; �0; n); �k � ` � n � �1: (2.7)

Tenemos queLM0 2 H(
;L(U;W )). Gracias al Teorema 2.3.1,�0 es un polo de ordeǹdeM�1 y
para cada�` � n � �1, 
(M�1; �0; n) tiene rango finito. Gracias a la Proposición 2.4.1,�0 es un
polo deLM0M�1 de orden menor o igual què, y 
(LM0M�1; �0; n) tiene rango finito para cada�` � n � �1. De nuevo gracias al Teorema 2.3.1,�0 es un polo de ordenk deL�1 y para cada�k � n � �1, el operador
(L�1; �0; n) tiene rango finito. Por tanto, se sigue de la Proposición
2.4.1 que para cada�k� ` � n � �1, los operadores
(LM0M�1L�1; �0; n) y 
(M0M�1; �0; n)
tienen rango finito y sus trazas coinciden. Esto muestra (2.7) y concluye la demostración.

Para el caso real necesitaremos la siguiente versión de la Proposición 2.4.1.

Proposición 2.4.3 Supongamos queK = R y queL : 
 n f�0g ! L(V;U); M : 
 n f�0g ! L(U; V )
son dos aplicaciones tales queL(�) = p2Xn=p1 Ln(�� �0)n + o((�� �0)p2); M(�) = q2Xn=q1Mn(�� �0)n + o((�� �0)q2);
cuando�! �0, dondep1, p2, q1, q2 2 Z cumplenp1 � p2, q1 � q2, p1 + q2 � �1, p2 + q1 � �1.

Sip1 � �1 entoncesp2 � �1 yLn tiene rango finito para cadap1 � n � �1.
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Si q1 � �1 entoncesq2 � �1 yMn tiene rango finito para cadaq1 � n � �1.

Entonces para cadap1 + q1 � n � �1, los operadores
(LM; �0; n) 2 L(U) y 
(ML; �0; n) 2L(V ) tienen rango finito y tr 
(LM; �0; n) = tr 
(ML; �0; n):
Demostracíon. Añadiendo coeficientes nulos podemos suponer sin pérdidade generalidad quep1 � �1 y q1 � �1. Pongamos p := m��nfp1 + q2; p2 + q1g:
Entonces, en un entorno de�0 tenemosL(�)M(�) = pXn=p1+q1 n�q1Xj=m�axfp1;n�q2gLjMn�j(�� �0)n + o((�� �0)p);M(�)L(�) = pXn=p1+q1 n�q1Xj=m�axfp1;n�q2gMn�jLj(�� �0)n + o((�� �0)p):
ComoLn tiene rango finito parap1 � n � �1, yMn tiene rango finito paraq1 � n � �1, cada
uno de los operadores n�q1Xj=m�axfp1;n�q2gLjMn�j ; n�q1Xj=m�axfp1;n�q2gMn�jLj;
tiene rango finito parap1 + q1 � n � �1 y sus trazas coinciden.

2.5. La multiplicidad algebraica como residuo logaŕıtmico

A lo largo de esta sección supondremos lo siguiente:

1. U , V son espacios de Banach complejos,

2. 
 es un abierto conexo deC ,

3. L 2 H(
;�0(U; V )) es invertible en algún punto de
.

Bajo estas hipótesis generales, se sigue del Teorema 2.3.1que el espectro� deL es discreto y
que todo�0 2 � es un polo deL�1. Gracias al Teorema 2.2.4, el orden de este polo�0 es igual al
orden de transversalidad de�0 de cualquiera de las familias transversalizadas deL.

Nuestro resultado principal muestra que la multiplicidad algebraica�[L; �0℄ es igual a la traza
del residuo logarı́tmico de la aplicaciónL0L�1 en �0 2 �. Este resultado muestra que�[L; �0℄
coincide con la multiplicidad algebraica descrita en I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29] usando el
concepto de cadena de Jordan; la construcción de [29] la presentaremos en el Capı́tulo 3. El teorema
principal de esta sección es el siguiente.
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Teorema 2.5.1Supongamos las hipótesis 1,2,3 y tomemos�0 2 �. Seak el orden del polo�0 deL�1. Entonces para cada�k � n � �1, el operador
(L0L�1; �0; n) 2 L(V ) tiene rango finito, ytr 
(L0L�1; �0; n) = ( 0; �k � n � �2;�[L;�0℄; n = �1: (2.8)

En particular, �[L;�0℄ = tr 12�i Z
 L0(�)L(�)�1 d�; (2.9)

donde
 es cualquier curva de Jordan rectificable, positivamente orientada que rodee a�0 y sea
hoḿotopa a�0 en
 n �.

El resto de esta sección está dedicado a la demostración de este teorema. Primero lo probaremos
para el caso especial en el que�0 es un autovalork-transversal deL. Luego lo concluiremos para
aplicaciones generales. El siguiente resultado halla las proyecciones asociadas a la suma directa
(2.5) en un autovalor transversal.

Lema 2.5.2 Supongamos que�0 2 � es un autovalork-transversal deL. Entonces por definición,V = R[L0℄� L1(N [L0℄)� � � � � Lk(k�1\j=0N [Lj℄); dimLk(k�1\j=0N [Lj ℄) � 1; (2.10)

y, gracias a los Teoremas 2.2.4 y 2.3.1, el operador inversoR := L�1 (definido en
 n �) admite
unaúnica expansíon de la forma R(�) = 1Xn=�kRn(�� �0)n; (2.11)

dondeR�k 6= 0 y para cada�k � n � �1, 
(L�1; �0; n) = Rn tiene rango finito. Con estas
notaciones, resulta que los operadoresL0R0;L1R�1; : : : ;LkR�k 2 L(V ) son las proyecciones
asociadas a cada uno de los factores de la suma directa (2.10). Dicho de manera precisa,R[L0R0℄ = R[L0℄; R[LiR�i℄ = Li(i�1\j=0N [Lj℄); 1 � i � k; (2.12)

y kXi=0 LiR�i = IV ; LiR�iLjR�j = ÆijLiR�i; 0 � i; j � k: (2.13)

Demostracíon. Basta probar (2.12) y (2.13). Un cálculo directo nos proporcionaIV = L(�)L(�)�1 = L(�)R(�) = 1Xn=�k n+kXi=0 LiRn�i(�� �0)n
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y, por la unicidad del desarrollo de Laurent, encontramos quekXi=0 LiR�i = IV (2.14)

y n+kXi=0 LiRn�i = 0; �k � n � �1: (2.15)

En particular, se cumple la primera identidad de (2.13). Afirmamos ahora queR[R�k+i℄ � r�i\j=0N [Lj ℄; 0 � i � r � k � 1: (2.16)

La demostración de (2.16) se hará por inducción sobre0 � r � k � 1. Cuandor = 0, (2.16)
esR[R�k℄ � N [L0℄, lo cual es cierto puesto queL0R�k = 0 gracias a (2.15) paran = �k.
Supongamos ahora que (2.16) es cierto para unr � k � 2 particular. Entonces, se particulariza
(2.15) enn = �k + r + 1 y obtenemosL0R�k+r+1 + r+1Xi=1 LiR�k+r+1�i = 0: (2.17)

Por la hipótesis de inducción, tenemos queR[R�k+i℄ � r�i\j=0N [Lj℄; 0 � i � r;
es decir, para cada1 � i � r + 1, R[R�k+r�1�i℄ � Ti�1j=0N [Lj℄, y ası́R[LiR�k+r�1�i℄ � Li(i�1\j=0N [Lj ℄); 1 � i � r + 1:
Gracias entonces a (2.10), se sigue de (2.17) queLiR�k+r+1�i = 0 para cada0 � i � r + 1. En
otras palabras,Lr+1�iR�k+i = 0 para cada0 � i � r + 1. Equivalentemente,R[R�k+i℄ � N [Lr+1�i℄; 0 � i � r + 1:
Por tanto, R[R�k+i℄ � r+1�i\j=0 N [Lj ℄; 0 � i � r + 1:
Esto completa la demostración de (2.16). En particular,R[R�i℄ � i�1\j=0N [Lj ℄; 1 � i � k;
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luego R[L0R0℄ � R[L0℄; R[LiR�i℄ � Li(i�1\j=0N [Lj℄); 1 � i � k:
Ası́ pues, gracias a (2.14) y a la unicidad de las proyecciones asociadas a cualquier suma directa,
los operadoresL0R0, L1R�1, . . . , LkR�k son necesariamente las proyecciones asociadas a la
descomposición en suma directa (2.10). Esto concluye la demostración del lema.

Ahora probamos el Teorema 2.5.1 en el caso especial en que�0 es un autovalork-transversal
deL. Gracias a (2.11) y a L0(�) = 1Xn=0(n+ 1)Ln+1(�� �0)n;
tenemos que L0(�)L(�)�1 = 1Xn=�k n+k+1Xi=1 iLiRn+1�i(�� �0)n:
Luego por (2.16), tenemos que
(L0L�1; �0; n) = 0 para cada�k � n � �2. Es más, como
(L0L�1; �0;�1) = kXi=1 iLiR�i;
se sigue del Lema 2.5.2 que
(L0L�1; �0;�1) es efectivamente una combinación lineal de proyec-
ciones de rango finito. Usando las propiedades de la traza enunciadas en la Sección 2.4, llegamos a
que tr 
(L0L�1; �0;�1) = kXi=1 idimLi(i�1\j=0N [Lj℄) = �[L;�0℄:
Esto concluye la demostración del Teorema 2.5.1 cuando�0 es un autovalork-transversal deL.

En el caso general, cuando�0 es un polo de ordenk de L�1 aplicamos el Teorema 2.2.4.
Entonces existe una familia polinomial� : C ! L(U) tal que�(�0) = IU y �0 es un autovalork-transversal de la nueva familiaL�(�) := L(�)�(�), � 2 
. Gracias a la Proposición 2.4.2, para
cada�k � n � �1 tenemos quetr 
((L�)0(L�)�1; �0; n) = tr 
(L0L�1; �0; n) + tr 
(�0��1; �0; n):
Como�0��1 es holomorfa en�0, 
(�0��1; �0; n) = 0 para cadan � �1, luegotr 
((L�)0(L�)�1; �0; n) = tr 
(L0L�1; �0; n); �k � n � �1:
Puesto que�0 es un autovalork-transversal deL�, ya sabemos quetr 
((L�)0(L�)�1; �0; n) = ( 0; �k � n � �2;�[L�;�0℄; n = �1:
Es más, por la Definición 2.2.5,�[L�;�0℄ = �[L;�0℄. Con lo cual se cumple (2.8). La fórmula (2.9)
es una simple consecuencia de los hechos anteriores y del teorema de los residuos. Esto completa
la demostración del Teorema 2.5.1.
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Obsérvese que la prueba del Teorema 2.5.1 se puede adaptar fácilmente para mostrar quetr 12�i Z
 f(�)L0(�)L(�)�1 d� = f(�0)�[L;�0℄
para cualquierf 2 H(
; C ). Además, el enunciado del Teorema 2.5.1 sigue siendo cierto si cam-
biamosL0L�1 porL�1L0. Por supuesto, en este último caso,
(L�1L0; �0; n) 2 L(U).

En I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29] o I. Gohberg et al. [24, Section XI.9] se ve cómo la fórmula
integral (2.9), conocida comoprincipio del argumentoo teorema del residuo logarı́tmico, resulta
muy útil para probar la continuidad e invariancia por homotopı́a de la multiplicidad en un conjunto
abierto, y también para probar la fórmula del producto.

2.6. Expansiones asint́oticas en el caso real

A lo largo de esta sección,U , V y W son espacios de Banach reales, y
 es un abierto deR. El
resultado principal de esta sección es la siguiente versi´on real del Teorema 2.3.1.

Teorema 2.6.1Tomemos un enteron � 0 y supongamos que para un cierto enterok � 1, �0 2 

es un autovalork-algebraico de una familiaL 2 Ck+n(
;�0(U; V )). Entonces existenn + 1
operadores,́unicos,Ri 2 L(V;U), �k � i � n� k, tales queR(�) := L(�)�1 = n�kXi=�kRi(�� �0)i + o�(�� �0)n�k�
cuando� ! �0. Es ḿas,Ri tiene rango finito cuando�k � i � m��nfn � k;�1g; R�k 6= 0, y,
siempre quen � k, entoncesR0 2 �0(V;U).
Demostracíon. La unicidad de los operadoresRi es inmediata. Para probar la existencia aplicamos
el Teorema 2.2.6: existenk proyecciones de rango finito�j 2 L(U), 0 � j � k � 1, un intervalo
abiertoD � 
 con�0 2 D y una familia invertibleT 2 Cn(D;L(V;U)) tales queL(�)�1 = �(�� �0)�1�0 + IU ��0� � � � �(�� �0)�1�k�1 + IU ��k�1�T(�) (2.18)

para� 2 D n f�0g. EnD se tiene queT(�) = nXi=0 Ti(�� �0)i + o((�� �0)n):
Al multiplicar los primerosk factores del miembro de la derecha de (2.18) nos queda�(�� �0)�1�0 + IU ��0� � � � �(�� �0)�1�k�1 + IU ��k�1� = 0Xi=�kMi(�� �0)i; (2.19)

para ciertos operadores de rango finitoMj 2 L(U), �k � j � �1, ya que�j tiene rango finito
para0 � j � k�1. Por otra parte, los operadoresIU ��0; : : : ; IU ��k�1 son Fredholm de ı́ndice
cero, ya que�0; : : : ;�k�1 son proyecciones de rango finito. Ası́ pues,M0 = [IU ��0℄ � � � [IU ��k�1℄ 2 �0(U);
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por ser un producto de operadores de Fredholm de ı́ndice cero(consúltese, por ejemplo, I. Gohberg
et al. [24, Theorem XI.3.2]). Con lo cual,L(�)�1 = n�kXi=�k m��nfn;i+kgXj=m�axf0;igMi�jTj(�� �0)i + o�(�� �0)n�k�
enD n f�0g, y para cadai < 0,Ri := 
(L�1; �0; i) = m��nfn;i+kgXj=0 Mi�jTj 2 L(V;U)
tiene rango finito. Comok es el mı́nimo entero para el cual se cumple (2.6), se tiene queR�k 6= 0.

Finalmente, supongamos quen � k. Entonces,
(L�1; �0; 0) =M0T0 + kXj=1M�jTj ;M0T0 es Fredholm de ı́ndice cero, y
Pkj=1M�jTj es un operador de rango finito. Por tanto, se

sigue de T. Kato [32, Theorem IV.5.26], o de I. Gohberg et al. [24, Theorem XI.4.2], que el operador
(L�1; �0; 0) es Fredholm de ı́ndice cero. Esto completa la demostración.

El siguiente corolario inmediato de los Teoremas 2.2.6 y 2.6.1 muestra que una condición sufi-
ciente para la continuidad de la familia(�� �0)kL(�)�1 es que esté acotada.

Corolario 2.6.2 Supongamos queL 2 Cr(
;�0(U; V )) para alǵun r 2 N [ f1g, y que(� ��0)kL(�)�1 existe y es acotado para� en un entorno perforado de�0, y para un cierto enterok � r. Entonces la función� 7! (�� �0)kL(�)�1 es de claseCr�k en un entorno de�0.
2.7. La multiplicidad como residuo logaŕıtmico en el caso real

Como en la Sección 2.6,U , V y W denotarán espacios de Banach reales, y
 es un abierto deR. El principal resultado de este capı́tulo es la siguiente versión real del Teorema 2.5.1.

Teorema 2.7.1Supongamos queL 2 C2k�1(
;�0(U; V )) y �0 es un autovalork-algebraico deL. Entonces para cada�k � n � �1, el operador
(L0L�1; �0; n) 2 L(V ) tiene rango finito ytr 
(L0L�1; �0; n) = ( 0; �k � n � �2;�[L;�0℄; n = �1:
El resto de esta sección está dedicado a la demostración del Teorema 2.7.1. Siguiendo el esque-

ma general de la Sección 2.5, lo probaremos primero en el caso especial en que�0 esk-transversal
y luego, para el caso general usaremos el Teorema 2.2.4.
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Supongamos que�0 es un autovalork-transversal deL 2 C2k�1(
;�0(U; V )). Entonces se
cumple (2.10). Es más, usando las notaciones introducidasen la prueba del Teorema 2.6.1 y tenien-
do en cuenta (2.18) y (2.19), existe un entorno abiertoD de�0 tal queL(�)�1 = " 0Xn=�kMn(�� �0)n#T(�); � 2 D n f�0g;
dondeT 2 Ck�1(D;L(V;U)) es una familia de operadores invertibles. Ası́, para cada� 2 Dnf�0g
se tiene queIV = L(�)L(�)�1 = " kXn=0Ln(�� �0)n + o((�� �0)k)#" 0Xn=�kMn(�� �0)n#T(�)= " 0Xn=�k n+kXi=0 LiMn�i(�� �0)n + o(1)#T(�):
ComoT(�) es invertible, se verifica0Xn=�k n+kXi=0 LiMn�i(�� �0)n + o(1) = T(�)�1; � 2 D;
luego kXi=0 LiM�i = T�10 ; n+kXi=0 LiMn�i = 0; �k � n � �1: (2.20)

Por consiguiente, el mismo argumento que se usó para probar(2.16) muestra también queR[M�k+i℄ � r�i\j=0N [Lj℄; 0 � i � r � k � 1: (2.21)

Por tanto, de la primera identidad de (2.20) sacamos queL0M0T0 + kXi=1 LiM�iT0 = IV
con R[L0M0T0℄ � R[L0℄; R[LiM�iT0℄ � Li(i�1\j=0N [Lj℄); 1 � i � k:
Esto prueba queLiM�iT0 2 L(V ), 0 � i � k, son las proyecciones asociadas a la suma directa
(2.10).

Por otra parte, en un entorno perforado de�0 tenemos queL0(�) = k�1Xn=0(n+ 1)Ln+1(�� �0)n + o�(�� �0)k�1�;L(�)�1 = 0Xn=�kMn(�� �0)nT(�); T(�) = k�1Xn=0Tn(�� �0)n + o�(�� �0)k�1�;
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ya queT es de claseCk�1. LuegoL0(�)L(�)�1 = �1Xn=�k X(a;b;
)2Sn(a+ 1)La+1MbT
(�� �0)n + o((�� �0)�1);
donde el conjuntoSn se define comoSn := �(a; b; 
) 2 Z3 : a+ b+ 
 = n; 0 � a � n+ k; �k � b � n; 0 � 
 � n+ k	 :
Gracias a (2.21),
(L0L�1; �0; n) = 0 para cada�k � n � �2. Puesto queM�k; : : : ;M�1 tienen
rango finito, 
(L0L�1; �0;�1) = X(a;b;
)2S�1(a+ 1)La+1MbT

tiene rango finito. Es más, (2.21) implica
(L0L�1; �0;�1) = kXi=1 iLiM�iT0 + k�1Xj=1 k�jXi=1 iLiM�i�jTj = kXi=1 iLiM�iT0;
y, por tanto, como la traza de una proyección coincide con surango,tr 
(L0L�1; �0;�1) = kXi=1 idimLi(i�1\j=0N [Lj℄) = �[L;�0℄:
Esto completa la demostración del Teorema 2.7.1 en el caso en que�0 es un autovalork-transversal
deL.

Para completar la prueba en el caso general, consideramos unpolinomio� : R ! L(U) tal que�(�0) = IU y para el cual�0 es un autovalork-transversal deL� := L�. Tal polinomio existe por
el Teorema 2.2.4. Puesto que(L�)0(L�)�1 = L0L�1 + L�0��1L�1
y tr 
((L�)0(L�)�1; �0; n) = ( 0; �k � n � �2;�[L�;�0℄; n = �1;
ya que�0 es un autovalork-transversal deL�, para completar la demostración del Teorema 2.7.1
basta mostrar que el coeficiente
(L�0��1L�1; �0; n) tiene rango finito ytr 
(L�0��1L�1; �0; n) = 0
para cada�k � n � �1. En efecto, comoL esC2k�1 y �0, ��1 son anaĺıticos en�0, existenQn 2 L(U; V ), 0 � n � 2k � 1, tales queL(�)�0(�)�(�)�1 = 2k�1Xn=0 Qn(�� �0)n + o�(�� �0)2k�1�:
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Por otra parte, de acuerdo con el Teorema 2.6.1, es claro queL(�)�1 = �1Xn=�kRn(�� �0)n + o�(�� �0)�1�;
conRn de rango finito,�k � n � �1. Luego al aplicar la Proposición 2.4.3 aL�0��1 y aL�1
conp1 = 0, p2 = 2k� 1, q1 = �k, q2 = �1, obtenemos que los operadores
(L�0��1L�1; �0; n)
y 
(�0��1; �0; n) tienen rango finito, ytr 
(L�0��1L�1; �0; n) = tr 
(�0��1; �0; n); �k � n � �1:
Por último, como�0 y ��1 son anaĺıticos en�0, entonces
(�0��1; �0; n) = 0, n � �1. Esto
concluye la demostración del Teorema 2.7.1.

Como ya se indicó al final de la Sección 2.5, la demostración del Teorema 2.7.1 también se
puede adaptar fácilmente para mostrar quetr 
(fL0L�1; �0;�1) = f(�0)�[L;�0℄
para cualquier función realf de claseCk�1 en un entorno de�0. De la misma manera, el enunciado
del Teorema 2.7.1 sigue siendo cierto si se cambiaL0L�1 porL�1L0.

Con esta representación de la multiplicidad como traza delresiduo deL0L�1, se puede probar
con facilidad lafórmula del producto, como se hace en [46], y que llega al siguiente resultado;
compárese con R. J. Magnus [49, Theorem 2.4] y P. Sarreither[64].

Teorema 2.7.2Tomemosk; ` � 1 números enteros. Supongamos que
 � R es un intervalo
abierto que contiene a�0,L 2 C2k+`�1(
;�0(V;W )); M 2 Ck+2`�1(
;�0(U; V ));
y �0 es un autovalor algebraico deL y deM de órdenes respectivosk y `. Entonces�0 es un
autovalor algebraico deLM de ordenp para un ciertom�axfk; `g � p � k + `. Si, adeḿas,LM 2 C2p�1, entonces �[LM;�0℄ = �[L;�0℄ + �[M;�0℄:
Nótese queLM 2 C2p�1 si L;M 2 C2k+2`�1.
2.8. Desarrollos de Laurent y cadenas de Jordan

En esta sección estudiamos algunas relaciones entre los coeficientes de la parte singular deL�1
en �0 y las cadenas de Jordan deL en �0. Vamos a obtener generalizaciones de resultados que
son clásicos en el contexto de familias polinomiales. Nuestra referencia básica será I. Gohberg et
al. [25]. Suponemos que el lector está familiarizado con las cadenas de Jordan; véanse [25] o el
Capı́tulo 3 de esta memoria. Además de los resultados que relacionan cadenas de Jordan y desarro-
llos de Laurent, lo que pretende esta sección es mostrar quetenemos una poderosa herramienta (la
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existencia de desarrollos de Laurent deL�1) para generalizar al caso real algunos resultados que
son conocidos en el caso holomorfo.

Es esta secciónU; V son espacios de Banach sobreK 2 fR; C g, y �0 2 
 � K con
 abierto,
si bien los resultados que presentamos son conocidos en el casoK = C . No vamos a proporcionar
demostraciones que estos resultados; para ello consúltese [46].

SeaL 2 C2k(
;�0(U; V )) tal que�0 es un autovalork-algebraico deL. Entonces, por el
Teorema 2.6.1, L(�)�1 = 0Xn=�kRn(�� �0)n + o(1)
para ciertos operadoresR�k; : : : ;R0 2 L(V;U).

Introducimos la siguiente notación. Dados�k � m � �1, el operadorSm se define mediante
la siguiente descomposición triangular por bloquesSm := 0BBBB� R�kR�k+1 R�k

...
...

. ..Rm Rm�1 � � � R�k
1CCCCA 2 L(V m+k+1; Um+k+1):

Además, parau1; : : : ; up 2 U , definimos
ol[u1; : : : ; up℄ := 0BB�u1...up1CCA 2 Up:
Recordemos que el rangoranku de unu 2 N [L0℄nf0g es la longitud máxima de cadenas de Jordan
deL en�0 que comienzan enu. Veremos en el Teorema 3.4.5 quesupu2N [L0℄nf0g ranku = k. Se
cumple la siguiente generalización de I. Gohberg et al. [25, Proposition 1.17].

Proposición 2.8.1 Siguiendo las notaciones anteriores,N [L0℄ = fu 2 U : 
ol[0; : : : ; 0; u℄ 2 R[S�1℄g
y para cadau 2 N [L0℄ n f0g,ranku = m�ax fr 2 f1; : : : ; kg : 
ol[0; : : : ; 0; u℄ 2 R[S�r℄g :
Siu 2 N [L0℄nf0g conranku = r yS�r 
ol[xr; : : : ; xk℄ = 
ol[0; : : : ; 0; u℄ entonces(u0; : : : ; ur�1)
es una cadena de Jordan deL en�0, dondeu0 := u; uj := kXn=rRj�nxn; 1 � j � r � 1:

El siguiente resultado, de naturaleza general, nos permitereducir el problema de manejar una
familia arbitraria al de tratar con una familia polinomial.
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Proposición 2.8.2 SeanL;M 2 Cr(
;�0(U; V )) tales que�0 es un autovalork-algebraico deL.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sir � k y Ln = Mn, 0 � n � k, entonces�0 esk-algebraico paraM, y las cadenas de
Jordan deL yM coinciden.

2. Sir � 2k � 1 yLn =Mn, 0 � n � 2k � 1, entoncesL(�)�1 �M(�)�1 = o((�� �0)�1)
cuando�! �0.

La Proposición 2.8.2 e I. Gohberg et al. [25, Corollary 2.5]nos permiten concluir el siguiente
resultado. El concepto de cadena de Jordan por la izquierda se define de manera natural (véase por
ejemplo [25]).

Proposición 2.8.3 Supongamos queU es finitodimensional y seaL 2 C2k�1(
;L(U)) tal que�0
es un autovalork-algebraico deL. Entonces para cada conjunto canónico'(j)0 ; : : : ; '(j)rj�1, 1 �j � �, de cadenas de Jordan deL en�0 existe un conjunto canónicoz(j)0 ; : : : ; z(j)rj�1, 1 � j � �,
de cadenas de Jordan por la izquierda deL en�0 tal queL(�)�1 = �Xj=1 rjXk=1(�� �0)�k rj�kXr=0 '(j)rj�k�r � z(j)r + o((�� �0)�1):
2.9. Un ejemplo proveniente de una ecuación diferencial ordinaria

El propósito de esta sección es mostrar un ejemplo de una familia infinitodimensionalL de
operadores de Fredholm de ı́ndice cero de tal manera que el desarrollo de Laurent deL�1 se pueda
computar expĺıcitamente.

Tomemos un enteron � 1, un intervalo abiertoD � R que contenga al0, una funcióng 2Cr(D;R) para un ciertor � 1 tal queg(0) = 0, otra funciónh 2 C(D � [0; 1℄ � R � R;R), y
definamos f(�) := (n�)2 + g(�); � 2 D:
Consideremos, para cada� 2 D, el siguiente problema de valores en la frontera no lineal unidi-
mensional ( �u00 = f(�)u+ u2h(�; x; u; u0) en (0; 1);u(0) = u(1) = 0; (2.22)

donde se supone queu es de claseC2. Si llamamosU al espacio de Banach del conjunto de funcio-
nesu 2 C2([0; 1℄;R) tales queu(0) = u(1) = 0, y V := C([0; 1℄;R) entonces el operadord2dx2 : U ! V; u 7! u00
es un isomorfismo, y por el teorema de Ascoli-Arzelà,� d2dx2��1 : V ! V



30 2. Desarrollos de Laurent de la inversa y residuos logarı́tmicos

es compacto. Estos resultados son bien conocidos. Entonces(2.22) es equivalente a la ecuación no
lineal L(�)u+N(�; u) = 0; (�; u) 2 D � V; (2.23)

donde L(�)u := u+ f(�)� d2dx2��1 u; N(�; u) := � d2dx2��1 �u2h(�; �; u; u0)� :
Es fácil comprobar queL 2 Cr(D; �0(V )), ya quef 2 Cr(D;R) y L(�) es una perturbación
compacta de la identidad. Por consiguiente, la ecuación (2.23) se ajusta el marco abstracto que
describiremos en la Parte II de esta tesis. Aquı́ vamos a estudiar el operador inversoL�1. Llamando! :=pf(�)
e integrando el problema lineal asociado de valores en la frontera, es fácil ver que para cada� 2 D
tal quesin! 6= 0, v 2 V , y x 2 [0; 1℄,L(�)�1v(x) = v(x) + ! 
os(!x)Z x0 sin(!t)v(t)dt+ ��! 
os!sin! Z 10 sin(!t)v(t)dt + ! Z 10 
os(!t)v(t)dt� sin(!x): (2.24)

Nótese queN [L(�0)℄ = span[sin(n��)℄, y que0 es un autovalor aislado de la familiaL si y sólo si0 es un cero aislado deg.
Supongamos que0 es un cero que ordenk � 1 deg para un ciertok que cumplar � 2k� 1, y,

como es habitual, denotemosgk := (k!)�1gk)(0). Entonces0 es un cero de ordenk desin!, luego
se sigue de (2.24) que0 es un autovalork-algebraico deL. Por tanto, gracias al Teorema 2.6.1,
existenk operadores, únicos,Ri 2 L(V ),�k � i � �1, de rango finito, tales queR(�) := L(�)�1 = �1Xi=�kRi�i + o(��1):
Es más, gracias al Teorema 2.7.1, para cada�k � n � �1, el operador
(L0L�1; 0; n) 2 L(V )
tiene rango finito y tr 
(L0L�1; 0; n) = ( 0; �k � n � �2;�[L; 0℄; n = �1:
Resulta que en este caso los coeficientesRi se pueden calcular directamente a partir de (2.24). Por
ejemplo, como l��m�!0�k(sin!)�1 = (�1)n2n�g�1k ;
se sigue que para cadav 2 V y x 2 [0; 1℄,R�kv(x) = l��m�!0�kL�1(�)v(x) = �2n2�2g�1k Z 10 sin(n�t)v(t)dt sin(n�x):
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Análogamente, también se pueden calcular expĺıcitamente todos los demás coeficientesRi. Ahora,L0(�)L(�)�1 = kgk � d2dx2��1R�k��1 + o(��1)
y como � d2dx2��1 sin(n��) = �(n�)�2 sin(n��);
se sigue que
(L0L�1; 0;�1)v(x) = 2k Z 10 sin(n�t)v(t)dt sin(n�x); v 2 V; x 2 [0; 1℄;
de donde
(L0L�1; 0;�1) es un operador de rango uno cuya traza esk porque
(L0L�1; 0;�1) sin(n��) = k sin(n��):
Luego por el Teorema 2.7.1,�[L; 0℄ = k.





Caṕıtulo 3

Caracterización de la existencia de la
forma local de Smith

Este capı́tulo enseña la relaciones que hay entre las construcciones de la multiplicidad dada
por transversalización (véase el Capı́tulo 2) y dada por cadenas de Jordan, para concluir que son
equivalentes. Usamos esos resultados para caracterizar cuándo las longitudes de las cadenas de
Jordan de una familiaL de claseCr de operadores de Fredholm de ı́ndice cero están uniformemente
acotadas superiormente, y cuándo existe una forma local deSmith en un autovalor�0 deL dado.
Nuestro resultado principal establece que existe una formalocal de Smith si y sólo si�0 es un
autovalor algebraico deL. Este capı́tulo está basado en [45].

3.1. Introducción

Las cadenas de Jordan generalizadas fueron introducidas enla década de 1940 para desarrollar
una teorı́a espectral dentro del contexto de las matrices polinomiales (véase por ejemplo, I. Gohberg
et al. [25] y las referencias alĺı citadas). Desde entonces, se ha comprobado que constituyen una
potente herramienta técnica en un gran número de áreas; entre ellas, para estudiar la estructura del
conjunto de soluciones de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales (véase por ejemplo, J. T.
Wloka et al. [67]), para analizar problemas de autovalores no-lineales en el contexto de teorı́a de
bifurcación (consúltese P. J. Rabier [58]), o para estudiar la completitud de autovectores de familias
no lineales (consúltese A. Friedman and M. Shinbrot [21]).

Las cadenas de Jordan aparecieron por primera vez definidas para familias polinomiales; desde
entonces se han propuesto varias generalizaciones: para familias holomorfas (véase I. Gohberg and
L. Rodman [28]), familias meromorfas (véase J. A. Ball et al. [7]), familias de claseC1 (véase P. J.
Rabier [58]), y familias de claseCr (véanse P. Sarreither [63] y también [45]). Nosotros seguiremos
la construcción descrita en [45] y anticipada en [44].

Estrechamente relacionada con el concepto de cadena de Jordan está la construcción de la forma
local de Smith. Aunque la extensión de la definición de cadena de Jordan al casoCr es trivial, la
construcción de la forma local de Smith para familiasCr, y especialmente la caracterización de su
existencia, exhibe ciertas dificultades técnicas.
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Cuando se trata de matrices polinomiales, la existencia de una forma local de Smithes un caso
particular de laforma global de Smithdescrita en I. Gohberg et al. [25, Chapter S1]. Aunque estas
técnicas pueden adaptarse con facilidad para construir una forma local de Smith para familias de
claseC1 en un autovalor�0 donde ninguna cadena de Jordan se puede prolongar indefinidamente
(véase P. J. Rabier [58]), fue necesario utilizar la teorı́a de transversalización de J. López-Gómez
[43, Chapter 4] descrita en la Sección 2.2 para proporcionar un criterio intrı́nseco que decidiera si
las longitudes de las cadenas de Jordan de una familiaC1 arbitraria están uniformemente acotadas
superiormente, lo que, al mismo tiempo, caracteriza la existencia de una forma local de Smith en�0.

En este capı́tulo se va a mostrar que una familiaL de claseCr tal queL(�0) es Fredholm de
ı́ndice cero posee una forma local de Smith en�0 si y sólo si�0 es un autovalork-algebraico deL para algúnk � r. La clave de nuestro enfoque dado por transversalización reside en que la
estructura de las cadenas de Jordan en un autovalor transversal es extremadamente simple.

Este capı́tulo se distribuye de la siguiente manera. En la Sección 3.2 recordamos el concepto de
cadena de Jordan. La Sección 3.3 explica los conceptos de multiplicidades parciales, multiplicidad
basada en cadenas de Jordan, y conjuntos canónicos de cadenas de Jordan, y mostramos que existe
una forma local de Smith de una funciónC1 bajo la hipótesis de que no haya cadenas de Jordan
arbitrariamente largas. En la Sección 3.4 explicamos las relaciones entre los conceptos de multipli-
cidad dada por cadenas de Jordan y dada por transversalización. Toda esta información será juntada
en la Sección 3.5 para probar el resultado principal de estecapı́tulo, a saber, la caracterización de la
existencia de la forma local de Smith.

3.2. Cadenas de Jordan

En esta sección recordamos algunos conceptos y fijamos notación. A lo largo de este capı́tulo,K 2 fR; C g, 
 � K es un abierto tal que�0 2 
, U y V son dos espacios de Banach sobreK , yL : 
! L(U; V ) es una aplicación de claseCr, para algúnr 2 N [ f1g, tal queN [L(�0)℄ 6= f0g
y L(�0) 2 �0(U; V ). En lo que sigue,�0(U; V ) � L(U; V ) representa la clase de operadores de
Fredholm de ı́ndice cero. Usaremos la siguiente notación para los coeficientes de Taylor deL en�0Lj := 1j!Lj)(�0); 0 � j < r + 1:
Definición 3.2.1 Todo conjunto ordenado des+1 vectores(u0; : : : ; us) 2 U s+1 con0 � s < r+1,u0 6= 0, y jXi=0 Liuj�i = 0; 0 � j � s; (3.1)

recibe el nombre de cadena de Jordan de longituds+ 1 de la familiaL en�0 que comienza enu0.
Cuandoj = 0, (3.1) se reduce aL0u0 = 0. Por eso�0 se diceautovalor deL y u0 se dice

autovector.
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Nótese también que en el caso especial en queU � V y L(�) = �i � T , � 2 K , dondeT 2 L(U; V ) e i 2 L(U; V ) es la inclusión, entonces (3.1) se reduce aTu0 = �0u0; Tu1 = �0u1 + u0; : : : ; Tus = �0us + us�1;
y, por tanto,(u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan del operadorT en el autovalor�0 en sentido
clásico.

Observacíon 3.2.2 Si (u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan, también lo es(u0; : : : ; up) para cual-
quier 0 � p � s.
Definición 3.2.3 El rango deu0 2 N [L0℄ n f0g, denotado porranku0, se define como la lon-
gitud ḿaxima de las cadenas de Jordan que comienzan enu0 si tales longitudes están acotadas
superiormente, mientras queranku0 :=1 en caso contrario.

Supongamos queU = V , T 2 L(U) es compacto, yL(�) = �I � T , � 2 K . Entonces para
cada autovalor�0 6= 0 deL y u0 2 N [T � �0I℄ n f0g, el rango deu0 está acotado superiormente
por el ascendente algebraico deT en �0, es decir, por el menor número natural� � 1 tal queN [(T � �0I)� ℄ = N [(T � �0I)�+1℄.

El siguiente ejemplo muestra que en general el rango de un autovector no es necesariamente
finito: siU = V = K = R, �0 = 0, yL(�) := ( e���2 si � 2 R n f0g;0 si � = 0;
entoncesLj = 0 para todoj � 0, luegoranku0 = 1 para todou0 2 R n f0g, ya que para cadan � 1, (u0; : : : ; u0) 2 Rn es una cadena de Jordan de longitudn deL en�0 = 0.

3.3. Conjuntos cańonicos y forma local de Smith

SeaL 2 Cr(
;L(U; V )) para algúnr 2 N [ f1g. Esta sección supone que la longitud de
todas las cadenas de Jordan deL en�0 está uniformemente acotada superiormente por un enterok1 con 1 � k1 � r. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer quek1 es óptimo, es decir,
existe unu0;1 2 N [L0℄ n f0g con ranku0;1 = k1. Vamos a proceder inductivamente, ası́ que
suponemos que hemos elegidoi � 1 vectores linealmente independientes,u0;1; : : : ; u0;i�1, con2 � i � n := dimN [L0℄, y tomamosu0;i 2 Ci := N [L0℄ n span[u0;1; : : : ; u0;i�1℄ tal queranku0;i = ki := m�axfranku : u 2 Cig � ki�1:
Se repite este proceso hasta que se hayan elegidon elementosu0;1; : : : ; u0;n. Ahora, para cadai 2 f1; : : : ; ng sea(u0;i; u1;i; : : : ; uki�1;i) cualquier cadena de Jordan deL en�0 de longitudki
que comience enu0;i. La familia ordenada�u0;1; : : : ; uk1�1;1; � � � ;u0;i; : : : ; uki�1;i; � � � ;u0;n; : : : ; ukn�1;n�
recibe el nombre el conjunto canónico de cadenas de Jordan de L en�0. Por construcción,k1 �� � � � kn � 1, y se obtiene el siguiente resultado; véase P. J. Rabier [58].
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Proposición 3.3.1 Los enterosk1; : : : ; kn son independientes del conjunto canónico de cadenas de
Jordan.

Ası́ pues, el siguiente concepto de multiplicidad es consistente; véase P. J. Rabier [58].

Definición 3.3.2 Los enterosk1; : : : ; kn reciben el nombre de multiplicidades parciales deL en�0, yM [L;�0℄ :=Pnj=1 kj se conoce como la multiplicidad deL en�0.
Se sabe que este concepto de multiplicidad es el único que cumple los axiomas del Capı́tulo 1 (véase
P. J. Rabier [58]); en particular, veremos en la Sección 3.4que esta multiplicidad coincide con la
definida en la Sección 2.2. Todos estos conceptos y resultados son clásicos (véanse M. V. Keldyš
[33], A. S. Markus and E. I. Sigal [53], I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29], I. Gohberg and L. Rodman
[28], o I. Gohberg et al. [25]). El siguiente resultado muestra la invariancia de las multiplicidades
parciales bajo multiplicación por familias de isomorfismos; está probado en I. Gohberg et al. [25,
Proposition 1.11] para familias polinomiales, y en P. J. Rabier [58] para familiasC1, pero la misma
demostración es válida para el casoCr.
Proposición 3.3.3 SeaL 2 Cr(
;L(U; V )) tal que la longitud de todas las cadenas de Jordan deL en�0 est́a acotada superiormente por algún enterok � r. Sean~U; ~V dos espacios de Banach yE 2 Cr(
;L(V; ~V )), F 2 Cr(
;L( ~U;U)) dos familias de operadores tales queE(�0) y F(�0) son
isomorfismos. Entonces las multiplicidades parciales deL en�0 son las mismas que las deELF.
En particular,M [L;�0℄ =M [ELF;�0℄.
Necesitaremos una versión ligeramente diferente de este resultado de invariancia.

Proposición 3.3.4 Supongamos que~U es un espacio de Banach, y seanL 2 Cr(
;L(U; V )); M 2 Cr(
;L(U; ~U )); E 2 C(
;L( ~U; V ))
tales queE(�0) es un isomorfismo, yL = EM. Entonces para todo0 � s < r + 1, L yM tienen
las mismas cadenas de Jordan en�0 de longituds.
Demostracíon.Por simetrı́a será suficiente probar que toda cadena de Jordan deM en�0 es también
una cadena de Jordan deL en�0. Sean0 � s < r + 1, y (u0; : : : ; us) una cadena de Jordan deM
en�0. Vamos a probar por inducción sobres que(u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan deL en�0.
Paras = 0 esto es obvio ya queM0u0 = 0 implicaL0u0 = E0M0u0 = 0.

Supongamos que el resultado es cierto para un ciertos � 1 cons < r + 1 y probémoslo paras. Tenemos entonces que(u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan deM en�0, y por la Observación
3.2.2 y la hipótesis de inducción,(u0; : : : ; us�1) es una cadena de Jordan deM y deL en�0. Sólo
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hace probar, pues, que
Psi=0 Lius�i = 0. TenemossXi=0 Lius�i = L0us + sXi=1 l��m�!�0 L(�)�Pi�1j=0(�� �0)jLj(�� �0)i us�i= L0us + l��m�!�0 24 sXi=1(�� �0)�iL(�)us�i � �1Xk=�s(�� �0)k s+kXj=0 Ljus+k�j35= L0us + l��m�!�0 sXi=1(�� �0)�iL(�)us�i= L0us + l��m�!�0 24 sXi=1(�� �0)�iE(�)M(�)us�i � E(�) �1Xk=�s(�� �0)k s+kXj=0Mjus+k�j35= L0us + sXi=1 l��m�!�0 E(�)M(�) �Pi�1j=0(�� �0)jMj(�� �0)i us�i= E0M0us + sXi=1 E0Mius�i = E0 sXi=0Mius�i = 0:

Esto concluye la demostración.
En el siguiente resultado, y de hecho en todo este capı́tulo,vamos a identificar un operador

lineal entre espacios de la misma dimensión finita con la matriz cuadrada que lo representa. En él
se establece la existencia de la forma local de Smith para familias C1 de matrices cuadradas; véase
P. J. Rabier [58] para una demostración.

Proposición 3.3.5 SeaL 2 C1(
;L(U; V )), dondeU yV tienen dimensión finitam. Supongamos
que ninguna cadena de Jordan deL en�0 se puede prolongar indefinidamente. EntoncesL posee
una forma local de Smith en�0, es decir,L(�) admite una descomposición de la formaL(�) = E(�)D(�)F(�); � ' �0; (3.2)

dondeE y F son matricesm �m de claseC1 tales queE(�0) y F(�0) son isomorfismos, yD es
una matriz diagonal de la formaD(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn ; 1; : : : ; 1	;
dondek1 � � � � � kn � 1 son las multiplicidades parciales deL en�0. Adeḿas, siL es anaĺıtica
entoncesE y F se pueden tomar analı́ticas.

3.4. Construccíon de conjuntos cańonicos de cadenas de Jordan

Es esta sección y en la siguiente usaremos la teorı́a de la multiplicidad algebraica� descrita
en la Sección 2.2. Véase J. López-Gómez [43, Section 4.2] para una demostración del siguiente
resultado.
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Proposición 3.4.1 Supongamos que�0 es un autovalork-transversal deL 2 Cr(
;�0(U; V )),
para un cierto enterok � r, y llamemos`i := dimLi(N [L0℄ \ � � � \N [Li�1℄); 1 � i � k:
EntoncesdimN [L0℄ = `1 + � � �+ `k, `k 6= 0 yN [L0℄ \ � � � \N [Lk℄ = f0g.

El siguiente resultado describe las cadenas de Jordan en autovalores transversales.

Proposición 3.4.2 Supongamos que�0 es un autovalork-transversal deL 2 Cr(
;�0(U; V ))
para un cierto1 � k � r. Entonces, para cada entero0 � s � r, el conjunto ordenado(u0; : : : ; us) 2 U s+1 es una cadena de Jordan deL en�0 si y śolo siu0 6= 0 yuj 2 s�j\i=0N [Li℄; 0 � j � s: (3.3)

En particular, no hay cadenas de Jordan de longitud superiora k.

Demostracíon. Supongamos0 � s � r, u0 6= 0 y (3.3). EntoncesjXi=0 Lj�iui = 0; 0 � j � s; (3.4)

luego (u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan deL. Supongamos ahora que0 � s � r y que(u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan deL en �0. Entoncesu0 6= 0 y se cumple (3.4). Probe-
mos (3.3) por inducción sobres. Se sigue de (3.4) queL0u0 = 0, luego se cumple (3.3) paras = 0.
Supongamos que para cualquier cadena de Jordan(y0; : : : ; ys�1) de longituds se tengayj 2 s�1�j\i=0 N [Li℄; 0 � j � s� 1;
y sea(u0; : : : ; us) una cadena de Jordan de longituds+1. Por la Observación 3.2.2,(u0; : : : ; us�1)
es una cadena de Jordan de longituds, luego por la hipótesis de inducción,uj 2 s�1�j\i=0 N [Li℄; 0 � j � s� 1: (3.5)

Por otra parte, al particularizar (3.4) enj = s obtenemosL0us + sXi=1 Lius�i = 0: (3.6)

Gracias a (3.5) se tiene queL0us 2 R[L0℄; Lius�i 2 Li (N [L0℄ \ � � � \N [Li�1℄) ; 1 � i � s:
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Ası́ pues, como�0 es un autovalork-transversal deL, la Definición 2.2.1 y (3.6) implican queLs�juj = 0, 0 � j � s. Por la Proposición 3.4.1, este argumento también funciona cuandos > k.
Al combinar estas relaciones con (3.5) obtenemosuj 2 Ts�ji=0 N [Li℄, 0 � j � s, luego se cumple
(3.3). Finalmente, por la Proposición 3.4.1,

Tki=0N [Li℄ = f0g, lo que implica ques < k.

El resto de los resultados de esta sección van a relacionar los invariantes de la teorı́a de la
multiplicidad algebraica� descrita en la Sección 2.2 con los de la teorı́a de las cadenas de Jordan
de la Sección 3.3. Recordemos quen = dimN [L0℄.
Proposición 3.4.3 Supongamos que�0 es un autovalork-transversal deL 2 Cr(
;�0(U; V ))
para ciertos1 � k � r. Pongamos`j := dimLj(N [L0℄ \ � � � \N [Lj�1℄); 1 � j � k:
Entonces todo conjunto canónico de cadenas de Jordan deL en�0 est́a formado exactamente por`j
cadenas de Jordan de longitudj, para cadaj 2 f1; : : : ; kg; en otras palabras, las multiplicidades
parciales vienen dadas pork; : : : ; k| {z }`k ; k � 1; : : : ; k � 1| {z }`k�1 ; : : : ; 2; : : : ; 2| {z }`2 ; 1; : : : ; 1| {z }`1| {z }n=`k+���+`1 : (3.7)

Demostracíon. Gracias a la Proposición 3.4.2, ya sabemos queL no admite cadenas de Jordan de
longitud superior ak. Para cada1 � i � k consideremos un subespacio finitodimensionalUi � U
tal que N [L0℄ \ � � � \N [Li�1℄ = Ui � (N [L0℄ \ � � � \N [Li℄) :
Es fácil ver entonces queLi(N [L0℄ \ � � � \N [Li�1℄) = Li(Ui) y `i = dimLi(Ui) = dimUi para1 � i � k. Por la Proposición 3.4.1,N [L0℄ = U1 � � � � � Uk y n = `1 + � � � + `k. Para cada1 � j � k, sea nuPki=j+1 `i+1; : : : ; uPki=j `io
una base deUj. Entoncesfu1; : : : ; ung es una base deN [L0℄. Por la Proposición 3.4.2, es fácil ver
que el siguiente conjunto ordenado es un conjunto canónicode cadenas de Jordan deL en�0�u1; 0; : : : ; 0| {z }k ; � � � ;u`k ; 0; : : : ; 0| {z }k ;u`k+1; 0; : : : ; 0| {z }k�1 ; � � � ;u`k+`k�1 ; 0; : : : ; 0| {z }k�1 ; � � � ;u`k+���+`3+1; 0| {z }2 ; � � � ;u`k+���+`3+`2 ; 0| {z }2 ;u`k+���+`3+`2+1| {z }1 ; � � � ;u`k+���+`2+`1| {z }1 �;
y por tanto está formado por`k cadenas de Jordan de longitudk, `k�1 cadenas de Jordan de longitudk� 1, . . . , y`1 cadenas de Jordan de longitud1. La Proposición 3.3.1 concluye la demostración.

El siguiente resultado es una consecuencia fácil de las Proposiciones 3.3.5 y 3.4.3.
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Corolario 3.4.4 Supongamos queU y V tienen dimensión finitam, y que�0 es un autovalork-
transversal de la familiaL de claseC1, para un cierto enterok � 1. EntoncesL admite una forma
local de SmithL = EDF conD(�) = diag � (�� �0)k; : : : ; (�� �0)k| {z }`k ; : : : ; �� �0; : : : ; �� �0| {z }`1 ; 1; : : : ; 1| {z }m�n 	; (3.8)

es decir, las multiplicidades parciales deL en�0 vienen dadas por (3.7). En particular,detL tiene
un cero en�0 de ordenM [L;�0℄ =Pkj=1 j`j = �[L;�0℄.
Para autovalores generales (no transversales) se cumple elsiguiente resultado, que relaciona los
invariantes de las construcciones de la multiplicidad basada en una transversalización y de la basada
en cadenas de Jordan. En particular, prueba que ambas multiplicidades coinciden.

Proposición 3.4.5 Supongamos que�0 es un autovalor algebraico deL de orden1 � k � r, y sea� : K ! L(U) cualquier polinomio que cumpla�(�0) = IU y para el cual�0 es un autovalork-transversal deL� := L�. Entonces las longitudes de las cadenas de Jordan deL� en �0 en
cualquier conjunto cańonico coinciden con las deL en�0. Por tanto, llamando`j := dimL�j (N [L�0 ℄ \ � � � \N [L�j�1℄); 1 � j � k;
se tiene que cualquier conjunto canónico de cadenas de Jordan deL poseè k cadenas de longitudk, `k�1 cadenas de longitudk � 1, . . . , y`1 cadenas de longitud1. En particular, siU y V tienen
dimensíon finitam yL es de claseC1 entoncesL admite una forma local de SmithL = EDF con
(3.8).

Demostracíon. La existencia de� está garantizada por el Teorema 2.2.4, ası́ como la independen-
cia de`j con respecto de la familia transversalizadora�. Por la Proposición 3.4.3, todo conjunto
canónico de cadenas de Jordan deL� consta dè j cadenas de Jordan de longitudj para cada1 � j � k. Gracias a las Proposiciones 3.3.1 y 3.3.3, todo conjunto canónico de cadenas de Jordan
deL consta dè j cadenas de Jordan de longitudj para cada1 � j � k. Con esto queda probada la
primera parte del enunciado.

Ahora supongamos quedimU = dimV = m y que la familiaL es de claseC1. Por el
Corolario 3.4.4 tenemos entonces queL� admite una forma local de SmithL� = EDF dondeD
viene dada por (3.8). Luego para� ' �0 se tiene queL(�) = L�(�)�(�)�1 = E(�)D(�)F(�)�(�)�1;
lo que concluye la demostración.

3.5. Caracterizacíon de la existencia de la forma local de Smith

Presentamos el principal resultado finitodimensional de este capı́tulo.
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Teorema 3.5.1Supongamos quedimU = dimV = m <1.

SiL 2 C1(
;L(U; V )) entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

C1. L posee una forma local Smith en�0, es decir, existenE;F familiasC1 de matricesm�m defi-
nidas en un entorno de�0 tales queE(�0) yF(�0) son isomorfismos,L(�) = E(�)D(�)F(�)
para� ' �0, y D(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn ; 1; : : : ; 1	 (3.9)

para ciertos enterosk1; : : : ; kn � 1, yn = dimN [L0℄.
C2. detL tiene un cero de orden finito en�0.
C3. �0 es un autovalor algebraico deL.

C4. Las longitudes de las cadenas de Jordan deL en�0 est́an uniformemente acotadas superior-
mente, es decir, supu2N [L0℄nf0g ranku <1:

C5. Ninguna cadena de Jordan deL en�0 se puede prolongar indefinidamente, es decir, no existe
ninguna sucesiónu0; u1; : : : enU conu0 6= 0 tal quejXi=0 Liuj�i = 0; j � 0:

C6. La multiplicidad�[L;�0℄ es finita.

Adeḿas, en este caso, y siL es anaĺıtica, entonces podemos escogerE y F anaĺıticas.

CuandoL es de claseCr para alǵun r 2 N, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

D1. L posee una forma local de Smith en�0, es decir, existen familias continuasE;F de matricesm � m definidas en un entorno de�0 tales queE(�0) y F(�0) son isomorfismos,L(�) =E(�)D(�)F(�) para � ' �0, y (3.9) para ciertos enteros1 � k1; : : : ; kn � r, y n =dimN [L0℄.
D2. �0 es un autovalor algebraico deL de ordenk � r.
D3. Las longitudes de todas las cadenas de Jordan deL en�0 est́an acotadas superiormente pork � r.
D4. La multiplicidad�[L;�0℄ existe y es finita.

Adeḿas, en este caso podemos escoger queE sea de claseCr�k y F sea anaĺıtica.
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Demostracíon. Primero suponemos queL es de claseC1 y demostramos la equivalencia C1–C6.
C1 implica C2:Los hechosL = EDF y (3.9) implicandetL(�) = (�� �0)k1+���+kn detE(�) det F(�); � 2 
;

condetE(�0) detF(�0) 6= 0.
C2 implica C3:Supongamos quedetL tiene un cero de orden� 2 N en�0. Entonces existea 2 C1(
;K ) tal quea(�0) 6= 0 y detL(�) = (� � �0)�a(�) para� 2 
. Por otra parte, la

desigualdad de T. Kato [32, Remark I.4.2], nos dice que para cualquier norma enKm existe una
constante
 > 0 tal que para cadaT 2 L(Km) invertible, se cumple la siguiente estimación

T�1

 � 
 kTkm�1jdet T j :
Con estos ingredientes es fácil ver que para algúnC > 0, kL(�)�1k � Cj� � �0j�� para todo�
en un entorno perforado de�0. Por tanto,�0 es un autovalor algebraico deL de ordenk � �.

C3 implica C4:Supongamos que�0 es un autovalork-algebraico deL. Gracias a la Proposición
3.4.5, la longitud de cualquier cadena de Jordan deL en�0 está acotada superiormente pork.

C4 implica C5es obvio,C5 implica C1es la Proposición 3.3.5 yC3 equivale a C6es la Defi-
nición 2.2.5. Esto completa la demostración del teorema en el caso en queL esC1.

Ahora supongamos queL es de claseCr para un ciertor 2 N.
D1 implica D2:Si L = EDF, dondeE y F son familias continuas de matricesm�m que son

invertibles cerca de�0, y (3.9), entoncesD(�)�1 = diag �(�� �0)�k1 ; : : : ; (�� �0)�kn ; 1; : : : ; 1	; � ' �0; � 6= �0;
y es fácil ver quekL(�)�1k � Cj� � �0j�k para cualquier� en un entorno perforado de�0, para
una cierta cierta constanteC > 0, y k := m�axfk1; : : : ; kng.

D2 implica D1:Definimos para� ' �0,~L(�) := kXi=0(�� �0)iLi; F(�) := ~L(�)L(�)�1:
Afirmamos queF es de claseCr�k en un entorno de�0. En efecto,~L�L es de claseCr y se anulan
todas sus derivadas en�0 hasta ordenk; por tanto,R(�) := (�� �0)�k h~L(�)� L(�)i ; � ' �0;
es de claseCr�k y R(�0) = 0. Ası́,F(�) = hL(�) + (�� �0)kR(�)iL(�)�1 = IV + (�� �0)kL(�)�1R(�);
dondeR es de claseCr�k, y también lo es la función� 7! (� � �0)kL(�)�1 por el Corolario
2.6.2. LuegoF es de claseCr�k y F(�0) = IV . Ası́ pues,�0 es un autovalork-algebraico de
la función anaĺıtica~L. Por las Proposiciones 3.3.5 y 3.4.5, existen dos familias anaĺıticas~E; ~F de
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matricesm�m definidas en un entorno de�0 tales que~E(�0) y ~F(�0) son isomorfismos,~L(�) =~E(�)D(�)~F(�) para� ' �0, y (3.9). EntoncesL = F�1~ED~F.
D3 implica D2:Definimos para� ' �0,~L(�) := kXi=0(�� �0)iLi; F(�) := L(�)~L(�)�1:

Entonces~L esC1 y las longitudes de sus cadenas de Jordan están acotadas superiormente pork;
seak1 la cota óptima. Por la equivalencia C1–C6 de la primera parte del teorema, y la Proposición
3.4.5,�0 es un autovalork1-algebraico de~L. Ahora bien,F es continua e invertible en�0. En efecto,F(�) = h~L(�) + o((�� �0)k)i ~L(�)�1 = IV + o(1):
Entonces�0 es un autovalork1-algebraico deL.

D2 implica D3:Definimos para� ' �0,~L(�) := kXi=0(�� �0)iLi; F(�) := ~L(�)L(�)�1:
Como ya hemos visto en la demostración deD2 implica D1, F es continua e invertible en un
entorno de�0. En consecuencia,�0 es un autovalork-algebraico de~L, y por la Proposición 3.4.5,
las longitudes de las cadenas de Jordan de~L en �0 están acotadas superiormente pork. Por la
Proposición 3.3.4,L y ~L tienen las mismas cadenas de Jordan en�0. Por tanto, las longitudes de
las cadenas de Jordan deL están acotadas superiormente pork.

D2 equivale a D4:Esto es la Definición 2.2.5.
El siguiente resultado nos permite reducir un problema infinitodimensional (con la condición de

Fredholm) a un marco finitodimensional. Está sacado de I. Gohberg et al. [24, Section XI.8] (véase
también I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29]).

Lema 3.5.2 SeaL 2 Cr(
;L(U; V )) tal queL(�0) 2 �0(U; V ). Entonces existen un entorno
abierto
0 � 
 de�0, una descomposición U = U0 � U1 condimU0 < 1 y U1 un subespa-
cio cerrado deU , familiasE 2 Cr(
0;L(U; V )), F 2 Cr(
0;L(U)), M 2 Cr(
0;L(U0)) conE(�0);F(�0) isomorfismos tales queL(�) = E(�) [M(�)� IU1 ℄F(�); � 2 
0:
Demostracíon. ComoL(�0) es Fredholm de ı́ndice cero, existe un operador de rango finito F 2L(U; V ) para el cual la nueva familiaE(�) := L(�) + F; � 2 
;
es un isomorfismo en un entorno de�0 (véase por ejemplo I. Gohberg et al. [24, Theorem XI.5.3]).
Ası́, L(�) = E(�)[IU � E(�)�1F ℄. ComoF tiene rango finito,N [F ℄ posee un complemento
topológico finitodimensionalU0 enU U = U0 �N [F ℄:
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SeaP 2 L(U) la proyección que cumpleR[P ℄ = U0 y N [P ℄ = N [F ℄. EntoncesP tiene rango
finito y FP = F , ya queIU � P es una proyección sobreN [F ℄. Ası́ pues,IU � E(�)�1F = �IU � PE(�)�1FP � �IU � (IU � P )E(�)�1FP � :
Designemos para cada� suficientemente cerca de�0,F(�) := IU � (IU � P )E(�)�1FP:
Esta familiaF es de claseCr y es invertible en un entorno de�0. De hecho,F(�)�1 = IU + (IU � P )E(�)�1FP; � ' �0:
Ası́ pues, L(�) = E(�) �IU � PE(�)�1FP �F(�); � ' �0:
DefinamosG(�) := IU � PE(�)�1FP para� ' �0. Con respecto a la descomposciónU =R[P ℄�N [P ℄, la familiaG se escribe comoG(�) =  G(�)jU0 00 IN [F ℄! ;
puesto queG(�)(U0) � U0 y G(�)jN [F ℄ = IjN [F ℄. Esto concluye la demostración.

El Lema 3.5.2 nos permite generalizar los resultados del Teorema 3.5.1 al caso infinitodimen-
sional. Se obtiene ası́ la siguiente caracterización.

Teorema 3.5.3SeaL 2 C1(
;L(U; V )) conL(�0) 2 �0(U; V ). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

C1. L posee un forma local de Smith (infinitodimensional) en�0, es decir, existen
0 � 
 un
entorno abierto de�0, familiasE 2 C1(
0;L(U; V )), F 2 C1(
0;L(U)) tales queE(�0)
y F(�0) son isomorfismos, una descomposición U = U0 � U1 con dimU0 < 1 y U1 un
subespacio cerrado deU tales queL(�) = E(�)[D(�) � IU1 ℄F(�) para� 2 
0, yD(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn	 (3.10)

para ciertos enterosk1; : : : ; kn � 1, yn = dimN [L0℄.
C2. Para cualquier descomposición de la formaL(�) = E(�) [M(�)�N(�)℄F(�); (3.11)

para � en un entorno
0 de �0, dondeE 2 C1(
0;L( ~V ; V )), F 2 C1(
0;L(U; ~U )),~U = ~U1 � ~U2, ~V = ~V1 � ~V2 con dim ~U1 = dim ~V1 < 1, ~U2 es un subespacio cerra-
do del espacio de Banach~U , ~V2 es un subespacio cerrado del espacio de Banach~V , N 2C1(
0;L( ~U2; ~V2)), yM 2 C1(
0;L( ~U1; ~V1)), entoncesdetM tiene un cero de orden finito
en�0.
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C3. �0 es un autovalor algebraico deL.

C4. Las longitudes de todas las cadenas de Jordan deL en �0 est́an uniformemente acotadas
superiormente.

C5. Ninguna cadena de Jordan deL en�0 se puede prolongar indefinidamente.

C6. La multiplicidad�[L;�0℄ es finita.

Adeḿas, en este caso, y siL es anaĺıtica, entonces podemos escoger que lasE y F de C1 sean
anaĺıticas.

SeaL 2 Cr(
;L(U; V )) conL(�0) 2 �0(U; V ) para un ciertor 2 N. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

D1. L posee una forma local de Smith (infinitodimensional) en�0, es decir, existen
0 � 
 un
entorno abierto de�0, familiasE 2 C(
0;L(U; V )), F 2 C(
0;L(U)) tales queE(�0) yF(�0) son isomorfismos, una descomposición U = U0 � U1 con dimU0 < 1 y U1 un
subespacio cerrado deU tales queL(�) = E(�)[D(�) � IU1 ℄F(�) para � 2 
0, y (3.10)
para ciertos enteros1 � k1; : : : ; kn � r, yn = dimN [L0℄.

D2. �0 es un autovalor algebraico deL de ordenk � r.
D3. Las longitudes de las cadenas de Jordan deL en�0 est́an acotadas superiormente pork � r.
D4. La multiplicidad�[L;�0℄ existe y es finita.

Adeḿas, es este caso podemos escoger queE sea de claseCr�k y F sea anaĺıtica.

Demostracíon. Supongamos queL es de claseC1.
C1 implica C3:Para cada� en un entorno perforado de�0,L(�)�1 = F(�)�1[D(�)�1 � IU1 ℄E(�)�1;

y gracias a (3.10),kL(�)�1k � Cj� � �0j�k, dondeC > 0 es una cierta constante,k :=m�axfk1; : : : ; kng, y � está en algún entorno perforado de�0.
C5 implica C1:Usamos el Lema 3.5.2 y, siguiendo sus notaciones,L = E(M � IU1)F. Por la

Proposición 3.3.3, ninguna cadena de Jordan deM � IU1 se puede prolongar indefinidamente. Es
fácil ver que las cadenas de Jordan deM� IU1 en�0 son exactamente las de la forma��u00 �; : : : ;�us0 �� ;
donde(u0; : : : ; us) es una cadena de Jordan deM en�0. Por tanto, ninguna cadena de Jordan de la
familia finitodimensionalM se puede prolongar indefinidamente. Por el Teorema 3.5.1,M admite
una forma local de Smith (finitodimensional). Esto nos permite concluir el resultado con facilidad.

C3 implica C2:Supongamos que se tiene (3.11) como se describe en C2. Entonces para� en
un entorno perforado de�0, M(�)�1 �N(�)�1 = F(�)L(�)�1E(�);
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de dondekM(�)�1k � CkL(�)�1k para una cierta constanteC > 0. Entonces�0 es un autovalor
algebraico deM, y por el Teorema 3.5.1,detM tiene un cero de orden finito en�0.

C2 implica C3:Usamos el Lema 3.5.2 y, siguiendo sus notaciones,L = E(M�IU1)F. EntoncesdetM tiene un cero de orden finito en�0. Por el Teorema 3.5.1,�0 es un autovalor algebraico deM, y por tanto deL.
C3 implica C4sale de la Proposición 3.4.5,C4 implica C5es obvio, yC3 equivale a C6es la

Definición 2.2.5. Esto completa la demostración en el casoen queL esC1.
Ahora supongamos queL es de claseCr para algúnr 2 N.
D1 implica D2es parecido a demostración deC1 implica C3. D2 implica D3sale de la Pro-

posición 3.4.5.D3 implica D1es similar a la prueba deC5 implica C1. D2 equivale a D4es la
Definición 2.2.5. Esto concluye la demostración.



Parte II

Teorı́a de bifurcación
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Caṕıtulo 4

Caracterización de los autovalores
no-lineales

4.1. Bifurcación local abstracta

A lo largo de este capı́tulo consideramos un espacio de Banach realU , un intervalo abierto
 � R, un entornoU de0 2 U , una familiaL 2 Cr(
;L(U)) para algúnr � 0, yN 2 C(
�U ; U)
de tal manera que se cumplan las siguientes propiedades:

(HL) L(�)� I es compacto para todo� 2 
.

(HN) N es compacto, es decir,N lleva acotados de
 � U en relativamente compactos deU .
Además, para cualquier compactoK � 
,l��mu!0 sup�2K N(�; u)kuk = 0:

Definimos F : 
�U ! U; F(�; u) = L(�)u+N(�; u): (4.1)

Por supuesto, para cada� 2 
, L(�) es precisamenteDuF(�; 0), la derivada deF(�; �) en 0.
Nuestras hipótesis implican queF(�; 0) = 0 para todo� 2 
. La teorı́a de bifurcación local estudia
las soluciones deF(�; u) = 0 parau 6= 0 pequeño. Unpunto de bifurcacíon deF es un� 2 
 tal
que (�; 0) 2 F�1(0) \ [
� (U n f0g)℄:
Un autovalor deL es un� 2 
 tal queL(�) no es invertible. El siguiente resultado es clásico
(véase por ejemplo J. López-Gómez [43, Lemma 6.1.2]).

Lema 4.1.1 Todo punto de bifurcación deF es un autovalor deL.

Demostracíon. Sea�0 un punto de bifurcación deF. Entonces para cada enteron � 1 exixten�n 2 
, un 2 U n f0g tales queF(�n; un) = 0, l��mn!1 �n = �0 y l��mn!1 un = 0. Ası́, para
cadan, [L(�n)� L(�0)℄ unkunk + N(�n; un)kunk = L(�0) unkunk ;
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luego l��mn!1L(�0) unkunk = 0;
lo que prueba queL(�0) no es isomorfismo.

El recı́proco del Lema 4.1.1 es falso, como muestra el siguiente ejemplo: consideremosU =U = 
 = R, L(�) = �2,N(�; u) = u3. Entonces las únicas soluciones que la ecuación�2u+ u3 = 0
son(�; 0), luegoF no tiene puntos de bifurcación. Pero sin embargo0 es un autovalor deL.

Sea�0 un autovalor deL. Entonces siempre existe unaN que cumple (HN) y tal que�0 es un
punto de bifurcación, puesto que por ejemplo podemos tomarN(�; u) = 0. Esto motiva la siguiente
definición.

Definición 4.1.2 Supongamos queL cumple (HL), y sea�0 un autovalor deL. Se dice entonces
que�0 es autovalor no-lineal deL si �0 es un punto de bifurcación de laF definida en (4.1) para
cualquierN que cumpla (HN).

Se conoce una caracterización topológica de los autovalores no-lineales, al menos en el caso en que
el autovalor es aislado.́Esta yace en el concepto del ı́ndice de Leray-Schauder de un isomorfismo
lineal que es una perturbación compacta de la identidad. Este concepto, ası́ como el grado de Leray-
Schauder, será explicado en la Sección 4.2. La siguiente caracterización es ya clásica.

Teorema 4.1.3Sea�0 un autovalor aislado deL. Entonces�0 es un autovalor no-lineal deL si y
sólo si Ind(L(�); 0) cambia cuando� cruza�0.
El resultado según el cual un cambio deInd(L(�); 0) cuando� cruza�0 es una condición suficiente
para que�0 sea un autovalor no-lineal se remonta a M. A. Krasnosel’skĭı [36]; en P. H. Rabinowitz
[59], J. Ize [30], R. J. Magnus [49], H. Kielhöfer [34], y J. López-Gómez [43] se pueden encontrar
varias generalizaciones y desarrollos posteriores. La necesidad de dicha condición fue probada por
J. Esquinas and J. López-Gómez [15, 16] y J. Esquinas [14] en el caso en queL es suficientemente
regular, por medio del procedimiento de transversalizaci´on (descrito aquı́ en el Capı́tulo 2) que ellos
desarrollaron. J. Ize [31] demostró este resultado con hipótesis más débiles de regularidad sobreL
usando teorı́a de obstrucción.

Nuestro objetivo en este capı́tulo será usar la teorı́a de multiplicidad desarrollada en la Parte I
de esta memoria para obtener demostraciones sencillas de los dos siguientes resultados conocidos:

Siempre que la multiplicidad está definida,Ind(L(�); 0) cambia cuando� cruza�0 si y sólo
si la multiplicidad deL en�0 es impar.

Existe unaN que cumple (HN) tal que�0 no es un punto de bifurcación deF siempre que�0
sea un autovalor deL de multiplicidad algebraica par.
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4.2. El grado de Leray-Schauder

No pretende esta sección construir el grado de Leray-Schauder [41], sino fijar notaciones y
enunciar las propiedades del grado que usaremos a lo largo deeste capı́tulo y del siguiente. Se
pueden encontrar exposiciones del grado de Leray-Schauder, con un gran número de aplicaciones
y con posteriores generalizaciones y extensiones, por ejemplo en los libros de N. G. Lloyd [42], K.
Deimling [11], I. Fonseca and W. Gangbo [20], o W. Krawcewiczand J. Wu [37].

Probablemente la manera más rápida de introducir el gradode Leray-Schauder sea por medio
del siguiente resultado, cuya parte deexistenciase debe a J. Leray and J. Schauder [41], y la parte
deunicidadse debe a H. Amann and S. A. Weiss [3]. Recordemos queIU representa el operador
identidad enU .

Teorema 4.2.1SeaU un espacio de Banach real. LlamemosD al conjunto de pares(f;
) tales
que
 � U es abierto acotado,f : D(f)! U es continua, con�
 � D(f) � U , 0 2 U n f(�
),
y f � IU es compacta. Entonces existe unaúnica aplicacíonDeg : D ! Z
que cumple

1. Para cada
 � U abierto acotado con0 2 
,Deg(IU ;
) = 1:
2. Para todo(f;
) 2 D y todo par de abiertos disjuntos
1;
2 de
 tales que0 2 U n f(�
 n(
1 [ 
2)), Deg(f;
) = Deg(f;
1) + Deg(f;
2):
3. Para todo
 � U y todaH : [0; 1℄ � �
 ! U continua tal que(H(t; �);
) 2 D para cadat 2 [0; 1℄, Deg(H(0; �);
) = Deg(H(1; �);
):

El valorDeg(f;
) recibe el nombre degrado de Leray-Schauder(o grado topoĺogicoo senci-
llamentegrado) def en
.

SeanD � U y f : D ! U continua tal quef � IU es compacta. Sean
1;
2 � U abiertos
acotados que contengan au0 y estén contenidos enD tales quef�1(0)\
1 = f�1(0)\
2 � fu0g.
Entonces Deg(f;
1) = Deg(f;
2);
y este valor recibe el nombre deInd(f; u0), el ı́ndice (de Leray-Schauder) def enu0, o también el
ı́ndice deu0 como cero def . En otras palabras,Ind(f; u0) = l��mr!0Deg(f;Br(u0));
dondeBr(u0) � U es la bola abierta de radior centrada enu0.

Denotemos porGL
(U) al conjunto de isomorfismos linealesA 2 L(U) tales queA � IU es
compacto. Las siguientes propiedades serán usadas a lo largo de este capı́tulo y del siguiente.
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Proposición 4.2.2 Se cumplen las siguientes propiedades del grado de Leray-Schauder:

1. Seana < b yO un abierto acotado de[a; b℄ � U . SeaH : �O ! U una aplicacíon continua
tal queH(t; �) � I : Ot ! U es compacta para cadat 2 [a; b℄, dondeOt := fu 2 U :(t; u) 2 Og. SiH(t; u) 6= 0 para cualquier(t; u) que cumplat 2 [a; b℄ y u 2 �Ot, entoncesDeg(H(a; �);Oa) = Deg(H(b; �);Ob):

2. Sea(f;
) 2 D. Entonces Deg(f;?) = 0:
3. Sea(f;
) 2 D tal quef�1(0) \ �
 es finito. EntoncesDeg(f;
) = Xx2f�1(0)\�
 Ind(f; x):
4. Sea(f;
) 2 D tal queDf(x), la derivada def enx, existe y es un isomorfismo para cadax 2 f�1(0) \ �
. Entoncesf�1(0) \ �
 es finito yDeg(f;
) = Xx2f�1(0)\�
 Ind(Df(x); 0):
5. SiT 2 GL
(U) entoncesInd(T; 0) 2 f�1; 1g. Es ḿas, la aplicacíonInd(�; 0) : GL
(U)! f�1; 1g

es continua.

6. SeanA;B 2 GL
(U). EntoncesInd(AB; 0) = Ind(A; 0) Ind(B; 0):
7. SeanU1; U2 dos subespacios cerrados deU tales queU = U1 � U2. SeaT 2 GL
(U) tal

queT (Ui) � Ui para i = 1; 2. EntoncesInd(T; 0) = Ind(T jU1 ; 0) Ind(T jU2 ; 0):
8. SiT 2 L(U) y dimU <1 entoncesInd(T; 0) = signdetT:
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4.3. La multiplicidad como indicador de un cambio déındice

El siguiente resultado está sacado de J. López-Gómez [43, Theorem 5.6.2], aunque versiones
previas y menos generales de éste aparecieron ya en M. A. Krasnosel’skĭı [36], P. H. Rabinowitz
[59], P. Sarreither [63], E. N. Dancer [10], J. Ize [30] y R. J.Magnus [49]. Recordemos que�[L;�0℄
designa la multiplicidad deL en�0.
Proposición 4.3.1 Supongamos queL 2 Cr(
;L(U)) cumple (HL), y sea�0 un autovalork-
algebraico deL con 0 � k � r. EntoncesInd(L(�); 0) cambia cuando� cruza�0 si y śolo si�[L;�0℄ es impar.

Demostracíon. Si k = 0 entonces�[L;�0℄ = 0, L(�0) es invertible, y el resultado es una con-
secuencia de la Proposición 4.2.2(5). Supongamos quek 6= 0; entoncesL(�) 2 �0(U) para todo� 2 
, ya queL(�) es una perturbación compacta de la identidad (véase por ejemplo T. Kato
[32, Theorem IV.5.26] o I. Gohberg et al. [24, Corollary XI.4.3]). Aplicamos el Teorema 2.2.6 y
expresamos para un ciertoÆ > 0,L(�) =M(�)f1(�) � � � fk(�); j�� �0j < Æ;
donde fi(�) := (�� �0)Pi + IU � Pi; j�� �0j < Æ; 1 � i � k;M 2 C((�0 � Æ; �0 + Æ); GL
(U)), y P1; : : : ; Pk 2 L(U) n f0g son proyecciones de rango finito.
El hecho de queM(�) es una perturbación compacta de la identidad se sigue de queL(�) lo
es; véase, si es necesario, J. López-Gómez [43, Theorem 5.6.2] para una demostración. Fijemos0 < j�� �0j < Æ. Entonces por la Proposición 4.2.2(6),Ind(L(�); 0) = Ind(M(�); 0) Ind(f1(�); 0) � � � Ind(fk(�); 0):
Ahora, por la Proposición 4.2.2(5) existe� 2 f�1; 1g tal queInd(M(�); 0) = � para todoj� ��0j < Æ. Fijemos1 � i � k; entoncesInd(fi(�); 0) = Ind(fi(�)jR[Pi℄; 0) Ind(fi(�)jN [Pi℄; 0)= Ind((�� �0)IjR[Pi℄; 0) Ind(IjN [Pi℄; 0)= signdet �(�� �0)IjR[Pi℄� = (�� �0)dimR[Pi℄;
donde hemos usado la Proposición 4.2.2(7,8) y el Teorema 4.2.1(1). Por tanto, por el Teorema 2.2.6,Ind(L(�); 0) = sign(�� �0)�[L;�0℄; 0 < j�� �0j < Æ;
lo que concluye la demostración.
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4.4. Una nolinealidad expĺıcita sin bifurcación

Supongamos queL 2 Cr(
;L(U)) cumple (HL), y sea�0 un autovalork-algebraico deL para
un cierto entero1 � k � r y tal que�[L;�0℄ es par. En esta sección construimos unaN expĺıcita
que cumple (HN) y tal que los únicos ceros en un entorno de(�0; 0) de laF definida por (4.1) son
los de la forma(�; 0). Este resultado se remonta a J. Esquinas and J. López-Gómez [15, 16] y J.
Esquinas [14], quienes lo probaron usando el procedimientode transversalización que ellos desarro-
llaron. Nuestra demostración está inspirada en la suya, pero creemos que la nuestra es más simple y
transparente, aunque la idea básica es la misma: transformar la ecuación original en una equivalente
y más fácil de manejar. También pensamos que nuestra demostración constituye una agradable apli-
cación de la forma local de Smith, teorı́a desarrollada en el el Capı́tulo 3. Cuando la familiaL tiene
escasa regularidad y la multiplicidad no está definida, no se pueden aplicar ni nuestra demostración
ni las de [15, 16, 14], pero J. Ize [31] desarrolló una pruebapuramente topológica, usando teorı́a de
obstrucción, del hecho de que siInd(L(�); 0) no cambia cuando� cruza�0 entonces�0 no es un
autovalor no-lineal deL. Su demostración tiene la ventaja de ser más general pero la desventaja de
no ser constructiva.

Ası́ que supongamos queL 2 Cr(
;L(U)) cumple (HL) y que�0 es un autovalork-algebraico
deL para algún entero1 � k � r tal que�[L;�0℄ es par. Vamos a construir unaN que cumple
(HN) de tal manera que los únicos ceros deF en un entorno de(�0; 0) sean aquellos de la forma(�; 0). Por el Teorema 3.5.3,L admite una forma local de Smith en�0, es decir, existen
0 un
entorno abierto de�0, familiasE;G 2 C(
0;L(U)) tales queL(�) = E(�) [D(�)� IU1 ℄G(�); � 2 
0;
dondeE;G toman valores invertibles,U0; U1 son subespacios cerrados complementarios deU , yD(�) = diag �(�� �0)k1 ; : : : ; (�� �0)kn	 2 L(U0); � 2 
0;
para unos ciertos enterosk1; : : : ; kn � 1, y n = dimN [L0℄ = dimU0. Mediante el cambio de
variablesu = G(�)v, es fácil ver que la ecuaciónL(�)u+N(�; u) = 0 (4.2)

es equivalente en un entorno de(�0; 0) a[D(�)� IU1 ℄v +M(�; v) = 0; (4.3)

dondeM(�; v) := E(�)N(�;G(�)v), en el sentido de queD�IU1 cumple (HL),M cumple (HN),
y que(�; u) es solución de (4.2) si y sólo si(�;G(�)�1u) es solución de (4.3). En particular,�0 es
punto de bifurcación de la ecuación (4.2) si y sólo si lo esde la ecuación (4.3). Por tanto, basta con
mostrar unaM que cumpla (HN) y tal que las únicas soluciones de (4.3) seande la forma(�; 0).

Escribimosv = x + y conx 2 U0, y 2 U1. ElegimosM cuya imagen yazca enU0. Entonces
la ecuación (4.3) queda (D(�)x+M(�; x) = 0y = 0:
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Luego hemos reducido el problema a encontrar unÆ > 0 y n funciones continuasMi : (�0�Æ; �0+Æ) �BÆ(0)! R, 1 � i � n, dondeBÆ(0) es la bola abierta de radioÆ y centro0 2 Rn , tales quel��mx!0 supj���0j<ÆMi(�; x)kxk = 0; 1 � i � n;
y que las únicas soluciones de0BB�(�� �0)k1

. . . (�� �0)kn1CCA0BB�x1...xn1CCA+0BB�M1(�; x)
...Mn(�; x)1CCA = 0 (4.4)

para(�; x) 2 (�0 � Æ; �0 + Æ) � BÆ(0) sean las de la forma(�; 0). Nótese que la hipótesis de
compacidad de (HN) se cumple automáticamente, porque hemos escogidoM para que su imagen
yazca en un espacio finitodimensional.

Tomemos1 � i � n tal queki es par. La ecuacióni-ésima de (4.4) es(�� �0)kixi +Mi(�; x) = 0:
ElegimosMi(�; x) = x3i y obtenemos ası́ que toda solución de esta ecuación cumplexi = 0.

Como suponemos que�[L;�0℄ = k1 + � � � + kn es par, hay una cantidad par deki que son
impares, luego podemos agruparlos de dos en dos. Sea pueski; kj uno de tales pares. Entonces las
ecuacionesi-ésima yj-ésima de (4.4) son( (�� �0)kixi +Mi(�; x) = 0(�� �0)kjxj +Mj(�; x) = 0:
ElegimosMi(�; x) = x3j y Mj(�; x) = �x3i , y concluimos que toda solución de esta ecuación
cumplexi = xj = 0. Esto termina la construcción.

Por supuesto, la ecuación (4.4) se conoce en la literatura como una reducción de Lyapunov-
Schmidt de nuestra ecuación originalF(�; u) = 0; véase por ejemplo S. N. Chow and J. K. Hale
[9, Section 2.4], E. Zeidler [71, Section 8.6], o J. López-Gómez [43, Section 3.1]. La clave aquı́ es
que existe una reducción de Lyapunov-Schmidt cuya parte lineal es diagonal.





Caṕıtulo 5

Contar soluciones de ecuaciones de
bifurcaci ón abstractas

En este capı́tulo usamos el grado topológico para dar cotasinferiores del número de soluciones
de las secciones (obtenidas fijando el valor del parámetro)de las componentes semiacotadas de
las soluciones no-triviales de una ecuación no lineal uniparamétrica (con ciertas propiedades de
compacidad) para la cual se conoce una recta de soluciones triviales. Una componente semiacotada
será aproximadamente una componente que es acotada a lo largo de una dirección del parámetro.
No se supone que el espectro de la linealización de la ecuación en la solución trivial sea discreto.
Mientras que el Capı́tulo 4 estudiaba teorı́a local de bifurcación, éste está dedicado a la teorı́a global
de bifurcación. Este capı́tulo está basado en [47] y en [48].

5.1. Introducción

A lo largo de este capı́tulo,U va a ser un espacio de Banach real,L(U) representa el conjunto
de operadores lineales y continuos enU , y consideraremos una aplicaciónF 2 C(R � U;U) de la
forma F(�; u) = L(�)u+N(�; u);
donde

(HL) L 2 C(R;L(U)) y L(�)� I es compacto para todo� 2 R; I es la identidad enU .

(HN) N 2 C(R � U;U) es un operador compacto tal que para cada conjunto compactoK � R,l��mu!0 sup�2K N(�; u)kuk = 0:
Estas hipótesis implican que para cada� 2 R, F(�; 0) = 0, y L(�) es la diferencial deF(�; �) en0.

El objetivo principal de este capı́tulo será obtener cotasinferiores del cardinal de las secciones
(obtenidas fijando�) de las componentes semiacotadas del conjunto de soluciones no-triviales deF(�; u) = 0 (5.1)

57
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que bifurcan desdeR � f0g. El conjunto de soluciones no-triviales será el conjunto de soluciones(�; u) conu 6= 0 más algunas soluciones de la forma(�; 0) con� un posible punto de bifurcación.

A lo largo de este capı́tulo llamaremos� al conjunto de� 2 R para los queL(�) no es un
isomorfismo, que se conoce con el nombre deespectrode L. Es fácil ver que� es cerrado, y,
recı́procamente, gracias a ciertos resultados conocidos sobre extensión de funciones continuas, para
cada cerrado� � R es sencillo construir una familiaL que cumpla (HL) y tenga a� como espectro.

El Lema 4.1.1 demuestra queF�1(0) \ [R � (U n f0g)℄ \ (R � f0g) � �� f0g;
es decir, todo punto de bifurcación deF es un autovalor deL.

El conjunto de soluciones no-triviales de la ecuación (5.1) seráS := �F�1(0) \ [R � (U n f0g)℄� [ (�� f0g);
donde� es un “agradable” cerrado deR que contiene a� de tal manera queS sea cerrado. Una
definición más precisa aparecerá en la Sección 5.2.

El principal objetivo de este capı́tulo es analizar la estructura de las componentes acotadas
(luego compactas) deS \ (J � U), dondeJ 2 I := fRg [ f(�1;�℄ : � 2 Rg [ f[�;1) : � 2 Rg:
Las componentes acotadas deS\(J�U) para algúnJ 2 I se llamarán componentessemiacotadas
deS. En todo este capı́tulocomponentequerrá decircomponente conexa. En lo que sigue, para
cualquier subconjuntoS � R � U y � 2 R denotaremosS� := fu 2 U : (�; u) 2 Sg:

De manera más precisa, dadoJ 2 I y una componente acotada deC deS \ (J � U), nuestro
principal resultado proporciona una cota inferior deCardC� para cada� 2 J para el cual(�; 0) =2C. Esto se hará calculando el grado topológico deDeg(F(�; �);
� n �B�) en un entorno abierto
adecuado
 de C en J � U , para� > 0 suficientemente pequeño. En todo este capı́tuloB� �U representa la bola abierta de radio� > 0 centrada en cero. El enteroDeg(F(�; �);
� n �B�)
será calculado por medio de un concepto deparidad, exclusivamente basado en la estructura del
espectro�, que mide el cambio de ı́ndice deL(�) en 0 cuando� cruza un posible intervalo de
bifurcación.

Las técnicas usadas para probar estos resultados adaptan las usadas por P. H. Rabinowitz [59] y
R. J. Magnus [49]. En el marco de P. H. Rabinowitz [59],L era de la formaL(�) = I � �K para
algún operador compactoK 2 L(U); él demostró que toda componente acotadaC de soluciones
no-triviales que emanan de un autovalor�0 2 � de multiplicidad impar (equivalentemente, para
el cual Ind(L(�); 0) cambia cuando� cruza�0) debe encontrarse con(�1; 0), donde�1 2 � nf�0g. Este resultado pionero ha constituido uno de los paradigmas en análisis no lineal debido a
su gran cantidad de aplicaciones (consúltese, por ejemplo, H. Amann [2], P. M. Fitzpatrick and
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J. Pejsachowicz [19], J. Mawhin [54], ası́ como las referencias alĺı citadas). R. J. Magnus [49]
probó que si� es discreto yC es una componente acotada de soluciones no-triviales, entoncesX(�;0)2CP (�) = 0;
dondeP : �! f�1; 0; 1g es una aplicaciónparidad que mide el cambio deInd(L(�); 0) cuando� cruza algún punto de�. Nosotros generalizamos estos resultados en tres direcciones:

Cubrimos el caso en el que� no es discreto.

Estudiamos componentes semi-acotadas (no meramente acotadas).

Damos estimaciones deCardC�, dondeC es una componente semiacotada de soluciones
no-triviales.

Este capı́tulo se organiza de la siguiente manera. En la Sección 5.2 definimos los conceptos
de familia admisible de intervalos para�, y de aplicación paridad asociada. Estos conceptos nos
proporcionan el marco y lenguaje necesarios para tratar conespectros� arbitrarios (no necesa-
riamente discretos). En la Sección 5.3 mostramos la existencia de entornos abiertos aislantes para
componentes semiacotadas. Básicamente, un entorno abierto aislante
 es un entorno abierto de la
componenteC de tal manera que no tenga soluciones no nulas de (5.1) en su frontera y que
 n C
sea pequeño. En la Sección 5.4 probamos nuestro resultadoprincipal, que es una fórmula del grado
deF(�; �) en la sección� de un entorno abierto aislante en términos de la aplicación paridad. En la
Sección 5.5 usamos dicha fórmula para obtener estimaciones deCardC� bajo hipótesis adiciona-
les de regularidad. De manera acorde, introducimos los conceptos designaturadeC y decardinal
ḿınimo. El cardinal mı́nimo será una función con valores enterosy cuya variable será el parámetro� que indicará una cota inferior deCardC� bajo hipótesis adicionales de regularidad; la signatura
deC consistirá en el conjunto de intervalos de bifurcación (junto con sus paridades) con los que se
encuentraC. Veremos que basta conocer la signatura para computar el cardinal mı́nimo. En la Sec-
ción 5.6 estudiamos el comportamiento local de la componente bajo la hipótesis de que consista en
una curva regular; este análisis nos lleva a definir los conceptos de punto regular, punto de retorno
y punto de histéresis. Finalmente, en las Secciones 5.7 y 5.8 estudiamos la estructura global deC
en el caso en que esté formado por arcos compactos de curva diferenciable bajo ciertas hipótesis de
regularidad.

5.2. Familias admisibles y aplicaciones paridad inducidas

Antes de introducir el concepto defamilia admisible de intervalospara� y su asociadaapli-
cacíon paridad, es conveniente recordar algunos resultados elementales sobre familias localmente
finitas. Dado un espacio topológicoX, una familiaA cuyos elementos son subconjuntos deX
se dicelocalmente finitasi para cadax 2 X existe un entorno
 dex enX tal que el conjuntofA 2 A : A \ 
 6= ?g es finito. El siguiente lema recoge dos conocidas propiedades de familias
localmente finitas.
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Lema 5.2.1 Para cualquier compactoK � X y cualquier familia localmente finitaA, el conjuntofA 2 A : A \K 6= ?g es finito. Adeḿas, el conjunto
SA2AA es cerrado siA constaúnicamente

de conjuntos cerrados.

El siguiente lema muestra que los miembros de una familia localmente finita de intervalos
abiertos disjuntos pueden ser ordenados. En todo lo que sigue, dadosA;B dos conjuntos no vacı́os
de R, escribiremosA < B cuandoa < b para cualesquieraa 2 A y b 2 B. Si A = fag, se
dirá simplemente quea < B. Análogamente, escribiremosA < b siB = fbg.
Lema 5.2.2 SeaA una familia localmente finita no vacı́a de intervalos abiertos no vacı́os disjuntos
deR. EntoncesA es finito o numerable, y existenr; s 2 Z[ f�1;1g conr � s tales queA se
puede expresar comoA = fJigsi=r, dondeJi�1 < Ji para todoi 2 Z\ [r + 1; s℄.
Demostracíon. Pongamos para cadan 2 N,An := fA 2 A : [�n; n℄ \A 6= ?g:
Gracias al Lema 5.2.1,An es finito para cadan � 1. LuegoA es numerable, al serA = S1n=1An.
Fijemosn 2 N tal queAn 6= ?. Por el Lema 5.2.1,An consta de una cantidad finita de intervalos
abiertos no vacı́os y disjuntos, luego existenp0; q0 2 Z conp0 � q0 tales queAn = fJp0 ; Jp0+1; : : : ; Jq0g con Jp0 < � � � < Jq0 :
Es evidente queAn+1 = fJp1 ; : : : ; Jq1g para ciertosp1; q1 2 Z con p1 � p0 � q0 � q1 yJp1 < � � � < Jq1 . Un argumento de inducción concluye la demostración.

Ya podemos introducir el concepto de familia admisible de intervalos para el cerrado� deR
que representa el espectro de una familiaL que cumple (HL).

Definición 5.2.3 SeaA una familia no vaćıa y localmente finita de intervalos abiertos deR dis-
juntos y no vaćıos tal queA \ � = ? para todoA 2 A. Diremos queA es una familia ad-
misible de intervalos para� cuando, de acuerdo al Lema 5.2.2, hemos expresado para ciertosr; s 2 Z[ f�1;1g conr � s,A = fJigsi=r, dondeJi�1 < Ji para todoi 2 Z\ [r + 1; s℄.
SeaA = fJigsi=r una familia admisible de intervalos para�. Por la Proposición 4.2.2(5), el ı́ndiceInd(L(�); 0) es constante para� 2 Ji. Denotemos porai 2 f�1; 1g a este valor,i 2 Z\ [r; s℄. Ya
estamos preparados para introducir el concepto deaplicacíon paridadasociada a cualquier familia
admisible de intervalos.

Definición 5.2.4 La aplicacíon paridadP asociada a la familia admisibleA := fJigsi=r se define
por P : Z\ [r + 1; s℄! f�1; 0; 1g; P (i) = ai � ai�12 :

Nótese que, llamando�0 := fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : ai�1 = aig; �1 := fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : ai�1 6= aig;
la aplicaciónP de la Definición 5.2.4 cumple las siguientes propiedades:
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De hecho,P y �P son las únicas aplicaciones definidas enZ \ [r + 1; s℄ que cumplen estas tres
propiedades. Luego cada uno de los conjuntos�0 y �1 determinaP salvo el signo. En las Secciones
5.4 y 5.5 veremos que esto basta para aplicar los resultados alĺı demostrados. Todos los capı́tulos
anteriores de esta memoria, y especialmente la Proposición 4.3.1, han descrito cómo la multiplici-
dad algebraica puede calcular los conjuntos�0 y �1 cuando� es discreto yL es suficientemente
regular para que la multiplicidad esté definida. Por tanto,en ese caso tenemos una descripción deP sin tener de manejar el ı́ndice de Leray-Schauder.

A cada familia admisiblefJigsi=r para� se le asocia la familia de intervalos compactosfIigsi=r+1
definida mediante Ii := [supJi�1; inf Ji℄; i 2 Z\ [r + 1; s℄:
EstosIi son no vacı́os pero pueden estar formados por un único punto. Además,Ii < Ii+1 para
todoi 2 Z\ [r + 1; s� 1℄.

En todo lo que sigue, para cualesquiera(�; u) 2 R�U yR > 0,BR(�; u) � R�U designará la
bola abierta de radioR centrada en(�; u).
Lema 5.2.5 La familiafIigsi=r+1 es localmente finita. Adeḿas, para cualquier compacto no vacı́oK � R � U el conjuntoB := fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \K 6= ?g (5.2)

es finito, y existe� > 0 tal queB = fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ [K +B�(0; 0)℄ 6= ?g: (5.3)

Demostracíon. Tomemosx 2 R. ComofJigsi=r es localmente finita, existena; b 2 R con a <x < b tales que fi 2 Z\ [r; s℄ : Ji \ (a; b) 6= ?g (5.4)

es finito. Si (5.4) es vacı́o entonces el conjuntofi 2 Z\ [r + 1; s℄ : Ii \ (a; b) 6= ?g tiene como
mucho un elemento. Supongamos, pues, que (5.4) es no vacı́o yseani0 y i1 el mı́nimo y máximo,
respectivamente, de este conjunto. ComoJi0 \ (a; b) 6= ? y Ji0�1 \ (a; b) = ? se tiene quesupJi0�1 � a. Sea ahorai 2 Z conIi\ (a; b) 6= ?. Entoncesi � i0. Análogamente,b � inf Ji1+1
y i � i1 + 1. Con lo cualfIigsi=r+1 es localmente finito.

Sea ahoraK � R � U un compacto no vacı́o y consideremos el conjuntoB definido por (5.2).
ComofIi�f0ggsi=r+1 es localmente finito enR�U , entoncesB es finito por el Lema 5.2.1. Ahora
bien, el compactoK tiene intersección vacı́a con

Si2Z\[r+1;s℄nB(Ii � f0g), que es cerrado por el
Lema 5.2.1. Luego existe� > 0 tal que[K +B�(0; 0)℄ \ [i2Z\[r+1;s℄nB(Ii � f0g) = ?:
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Esto muestra (5.3) y concluye la demostración.
Por último, a cada familia admisible de intervalosA = fJigsi=r para� se le asocia el corres-

pondiente conjunto de soluciones no-triviales de (5.1) definido porS := hF�1(0) \ [R � (U n f0g)℄i [ " R n s[i=r Ji!� f0g# : (5.5)

Lema 5.2.6 El conjuntoS es cerrado, y todo cerrado y acotado deS es compacto.

Demostracíon. SeaS := F�1(0)\ [R � (U n f0g)℄. Por el Lema 4.1.1,�S \ (R �f0g) � ��f0g.
Como� � R nSsi=r Ji, �S \ (R � f0g) �  R n s[i=r Ji!� f0g:
ComoS es cerrado enR � (U n f0g) tenemos que�S \ [R � (U n f0g)℄ = S, luegoS = �S [ " R n s[i=r Ji!� f0g# (5.6)

debe ser cerrado.
Por último, como todo cerrado y acotado de(R nSsi=r Ji)�f0g es compacto, y por las hipótesis

(HL) y (HN), todo cerrado y acotado de�S es compacto, concluimos a partir de (5.6) que todo
cerrado y acotado deS es compacto.

Salvo cuando� = R, siempre existen familias admisibles de intervalosA para�, y hay una
cantidad infinita de ellas. Una pregunta natural es cómo elegirlas. Veremos en las Secciones 5.4
y 5.5 que, hablado de una manera imprecisa, cuanto más grande sea el conjunto

SA2AA, mayor
información obtenemos. Hay una circunstancia en la que la familiaA se puede elegir de manera
canónica, y es cuando� está formado por una familia localmente finita de intervalos cerrados.
Aquı́, el conjunto formado por un punto se considera como un intervalo cerrado, luego en particular
un� discreto entra dentro de este marco. En este caso, las componentes conexas deR n � forman
una familia admisible de intervalosA para�. Pero sin embargo no siempre es posible una elección
canónica; por ejemplo, si� es el conjunto formado por una sucesión inyectiva junto consu ĺımite.

5.3. Entornos abiertos aislantes

A partir de ahora, en todo este capı́tulo fijaremos una familia admisibleA = fJigsi=r para�,
un� 2 R, unJ 2 fR; (�1;�℄; [�;1)g, y una componente acotadaC deS\ (J �U). Gracias al
Lema 5.2.6,C es compacto. También vamos a considerar la familia asociada fIigsi=r+1 construida
en la Sección 5.2, y denotaremosB := fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ C 6= ?g : (5.7)

Por el Lema 5.2.5,B es finito; es más,�J \[i2B Ii�� f0g � C;
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ya queC es una componente. Además, todo� 2 R nSsi=r Ji con(�; 0) 2 C cumple� 2 Si2B Ii,
ya queC es acotado. Ası́ pues,C \ (R � f0g) = �J \[i2B Ii�� f0g: (5.8)

El siguiente concepto va a desempeñar un papel importante en todo el análisis que vamos a
llevar a cabo.

Definición 5.3.1 Un abierto acotado
 � R � U se dice entorno abierto aislante deC enJ � U
si se cumplen las siguientes condiciones:C � 
; �
 \S � (R n J)� U; B = fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ 
 6= ?g; (5.9)

dondeB es el conjunto definido por (5.7).

Por supuesto, la seguna relación de (5.9) quiere decir�
 \S = ? en el casoJ = R.
Presentamos ahora, sin demostración, una propiedad topológica de la familia de los “teoremas

de conexión/separación”, tradicionalmente atribuido aG. T. Whyburn [68], aunque parece que di-
cho resultado es considerablemente anterior. ConsúlteseK. Kuratowski [38, Chapter Five] para un
compendio de resultados de este estilo, y J. C. Alexander [1]para una exposición bajo el punto de
vista de la teorı́a de bifurcación.

Lema 5.3.2 SeanM un espacio ḿetrico compacto, yA;B dos subconjuntos cerrados no vacı́os deM . Supongamos que no existe un conexoC �M que cumplaC \A 6= ? yC \B 6= ?. Entonces
existen dos compactos disjuntos no vacı́os deM , digamosMA yMB , tales queA �MA; B �MB ; M =MA [MB :

El siguiente resultado establece la existencia de entornosabiertos aislantes que cumplen ciertas
propiedades necesarias para calcular el grado topológicodeF.

Proposición 5.3.3 Supongamos queC es una componente acotada deS\ (J �U). Entonces para
cada� > 0, C admite un entorno abierto aislante
 enJ � U tal que
 � C+B�(0; 0): (5.10)

Adeḿas, para todo� > 0 suficientemente pequeño, todo entorno abierto aislante
 deC enJ �U
que cumpla (5.10), y todo" > 0, existe�� = ��(") > 0 tal que para cada0 < � � �� y� 2 J" := J n[i2B [Ii + (�"; ")℄
ocurre alguna de las siguientes alternativas: o bien�B� \ 
� = ? o bienfu 2 �B� : F(�; u) =0g = f0g.
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Demostracíon. Por el Lema 5.2.5, existe�0 > 0 tal que para todo� 2 (0; �0℄,B = fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ [C+B�(0; 0)℄ 6= ?g: (5.11)

Fijemos� 2 (0; �0) y llamemosU := C + B�(0; 0). Si �U \ S � (R n J) � U entoncesU ya
es un entorno abierto aislante deC enJ � U . Supongamos, pues, que�U \S \ (J � U) 6= ? y
llamemos M := �U \S \ (J � U) ; A := C; B := �U \S \ (J � U) :
EntoncesM;A;B cumplen las hipótesis del Lema 5.3.2, ya queC es una componente deS\ (J �U). Ası́ pues, existen dos compactos disjuntos deM , digamosMA y MB , tales queA � MA,B �MB y M =MA [MB . Entonces
 :=MA+B�(0; 0) es un entorno abierto aislante deC enJ � U para todo� > 0 suficientemente pequeño. En efecto, por (5.7) y (5.11) se tiene queB = fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \MA 6= ?g;
ya queC = A �MA �M � C+ �B�(0; 0) � C+B�0(0; 0). Luego por el Lema 5.2.5, Para todo� > 0 suficientemente pequeño,B = fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ 
 6= ?g:
En consecuencia, comoC �MA � 
, para probar que
 es un entorno abierto aislante deC basta
ver que �
 \S � (R n J)� U: (5.12)

ComoMA;MB son compactos disjuntos con uniónM , podemos reducir� > 0, si fuera necesario,
para que �
 \M = ?: (5.13)

Suponemos que a partir de ahora hemos escogido� > 0 de esa manera. ComoM = B [ [U \S \ (J � U)℄ y MA \MB = ?;
es claro queMA � U , luego para� > 0 suficientemente pequeño,�
 � U . Ası́ pues,�
 \S \ (J � U) = �
 \ U \S \ (J � U) � �
 \M = ?;
debido a (5.13), lo que concluye la demostración de (5.12) ymuestra que
 es un entorno abierto
aislante deC. Nótese que por construcción,
 =MA +B�(0; 0) � U +B�(0; 0) = C+B�(0; 0) +B�(0; 0) = C+B�+�(0; 0):
Como� y � > 0 se pueden tomar arbitrariamente pequeños, para cualquier� > 0 existe un entorno
abierto aislante
 deC enJ � U que cumple (5.10). Esto concluye la demostración de la primera
parte del enunciado.
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Sea ahora
 un entorno abierto deC enJ � U tal que (5.10) para un cierto� > 0. Para probar
la existencia de un�� > 0 que cumpla los requisitos del enunciado, razonaremos por contradicción.
Supongamos que existe" > 0 tal que para cada enteron � 1 existen�n > 0; �n 2 J"; un 2 �B�n n f0g;
que cumplen l��mn!1 �n = 0; �B�n \ 
�n 6= ?; F(�n; un) = 0: (5.14)

Si f�ngn2N fuera no acotado entonces
�k = ? para un ciertok, puesto que
 es acotado, lo que
es imposible porque�B�n \
�n 6= ?. Luegof�ngn2N debe ser acotado, con lo que extrayendo una
subsucesión adecuada, etiquetada de nuevo porn, podemos suponer quel��mn!1�n = � 2 J":
Nótese queJ" es cerrado. Comoun 6= 0 y l��mn!1(�n; un) = (�; 0);
entonces(�; 0) es un punto de bifurcación de (5.1) y, por el Lema 4.1.1,� 2 �. Puesto que� 2 J",
se tiene que� 62 Si2B Ii; se sigue entonces de (5.8) que(�; 0) 62 C. Luego por (5.10) se tiene que(�; 0) 62 
 para� > 0 suficientemente pequeño. Gracias ahora a (5.14), para cadan � 1 existevn 2 �B�n \ 
�n . Por construcción tenemos quel��mn!1(�n; vn) = (�; 0) y (�n; vn) 2 
; n � 1:
Ası́ pues,(�; 0) 2 �
 n 
 = �
, y usando (5.9) obtenemos(�; 0) 2 �
 \S � (R n J)� U;
para� > 0 suficientemente pequeño, y por tanto� 62 J , lo que es imposible puesto que� 2 J" � J .
Esto concluye la demostración.

5.4. El grado deF en términos de la aplicacíon paridad

Mantendremos en esta sección las notaciones introducidasen las Secciones 5.2 y 5.3. Recorde-
mos queP es la aplicación paridad de la Definición 5.2.4; por otra parte, siguiendo una convención
habitual, un sumatorio sobre el conjunto vacı́o se define como cero. La sección está dedicada a la
demostración del siguiente resultado.

Teorema 5.4.1Supongamos queC es una componente acotada deS \ (J � U). Entonces existe�0 > 0 tal que para cada� 2 (0; �0), cualquier entorno abierto aislante
 � C + B�(0; 0) deC
enJ � U y cualquier�� 2 J nSi2B Ii, existe�� > 0 tal que para cada0 < � � ��,Deg �F(��; �);
�� n �B�� = 2 signJ� Xi2J� P (i); (5.15)



66 5. Contar soluciones de ecuaciones de bifurcación abstractas

donde J� := ( fi 2 B : Ii > ��g si J = [�;1);fi 2 B : Ii < ��g si J = (�1;�℄;signJ� := ( 1 si J� = fi 2 B : Ii > ��g;�1 si J� = fi 2 B : Ii < ��g;
y J� 2 �fi 2 B : Ii > ��g; fi 2 B : Ii < ��g	 si J = R:
En particular, siJ = R entonces Xi2B P (i) = 0: (5.16)

Demostracíon. SupongamosJ = [�;1). LlamemosJ� := fi 2 B : Ii > ��g = fi1; : : : ; iMg; i1 < � � � < iM :
No se excluye el casoJ� = ?. Gracias a (5.8), existeÆ > 0 tal que[i2B(Ii � f0g) +BÆ(0; 0) � 
; (5.17)

puesto queC � 
, y 
 es abierto. Como ademásfIigi2B es una familia finita de intervalos com-
pactos no vacı́os, podemos tomarÆ más pequeño para quefIi + (�Æ; Æ)gi2B sea una familia de
intervalos disjuntos, y �� =2 [i2B [Ii + (�Æ=2; Æ=2)℄ ;
ya que�� 2 J n Si2B Ii. Tomemos unÆ > 0 que cumpla esos requisitos. Gracias entonces a la
Proposición 5.3.3, existe�� = ��(Æ=2) > 0 tal que para cada� 2 (0; ��℄ y� 2 JÆ := J n[i2B [Ii + (�Æ=2; Æ=2)℄
ocurre alguna de las siguientes alternativas: o bien�B� \
� = ? o bienfu 2 �B� : F(�; u) = 0g =f0g. Fijemos� 2 (0; ��℄ y llamemoss�j := inf Iij � Æ=2; s+j := sup Iij + Æ=2; 1 � j �M:
Entonces por la Proposición 4.2.2(1), para cada1 � j � M , Deg(F(�; �);
�) es constante en el
intervalo� 2 [s�j ; s+j ℄. En efecto, si� 2 [s�j ; s+j ℄ para un cierto1 � j � M , y (�; u) 2 �
,
entonces(�; u) =2 S, por (5.9), y� 2 J . Por (5.17) tenemos además que(�; 0) 2 
 y u 6= 0. LuegoF(�; u) 6= 0 y, por tanto,Deg(F(s�j ; �);
s�j ) = Deg(F(s+j ; �);
s+j ); 1 � j �M: (5.18)

De nuevo por la Proposición 4.2.2(1), existend0; : : : ; dM 2 Z tales queDeg(F(�; �);
� n �B�) = dj ; � 2 [s+j ; s�j+1℄; 1 � j �M � 1;Deg(F(�; �);
� n �B�) = dM ; � 2 [s+M ;1);Deg(F(�; �);
� n �B�) = d0; � 2 [��; s�1 ℄: (5.19)
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Para probar (5.19) bastará ver queF(�; u) 6= 0 si� 2 [��; s�1 ℄ [ [s+M ;1) [M�1[j=1 [s+j ; s�j+1℄ y u 2 �(
� n �B�): (5.20)

Tomemos, pues, un(�; u) que cumpla (5.20). Evidentemente,u 6= 0 y � 2 JÆ. Por la Proposición
4.2.2, o bien�B� \
� = ? o bienfu 2 �B� : F(�; u) = 0g = f0g. Supongamos que�B� \
� = ?.
Entonces
� n �B� = 
� y por lo tanto(�; u) 2 �
 \ (J � U). Ası́ pues, gracias a (5.9) tenemos(�; u) =2 S, luegoF(�; u) 6= 0, ya queu 6= 0. Supongamos ahora quefu 2 �B� : F(�; u) =0g = f0g. Gracias a (5.20) se tiene queu 2 �(
� n �B�) � �
� [ �B� y, si u 2 �B�, entoncesF(�; u) 6= 0, mientras que siu 2 �
� entonces(�; u) 2 �
 \ (J � U), por lo que gracias a (5.9),(�; u) =2 S. Con lo cual,F(�; u) 6= 0, ya queu 6= 0, lo que concluye la demostración de (5.19).

Nótese además quedM = 0, ya que
 es acotado y aplicamos la Proposición 4.2.2(2). Por otra
parte, para cada� > 0 suficientemente pequeño y1 � j �M , tenemos por el Teorema 4.2.1(2),Deg(F(s�j ; �);
s�j ) = dj�1 + Ind(L(s�j ); 0); Deg(F(s+j ; �);
s+j ) = dj + Ind(L(s+j ); 0);
luego por la Definición 5.2.4, la identidad (5.18) se puede escribir de la formadj�1 � dj = Ind(L(s+j ); 0)� Ind(L(s�j ); 0) = 2P (ij); 1 � j �M:
Sumando estas igualdades y usando quedM = 0 obtenemosd0 = MXj=1(dj�1 � dj) = 2 MXj=1 P (ij)
y entonces a partir de (5.19) sacamos queDeg �F(��; �);
�� n �B�� = 2 MXj=1 P (ij):
Esto concluye la demostración en el casoJ = [�;1). Si J = (�1;�℄ se procederı́a de manera
completamente análoga.

Por último, supongamos queJ = R, seanC una componente acotada deS, 
 � C+ B�(0; 0)
un entorno abierto aislante deC enR � U , y �� 2 R n Si2B Ii. Tomemos� � �� tal que
 �[�;1)�U . EntoncesC es una componente deS\([�;1)�U), y
 es un entorno abierto aislante
deC en [�;1)� U . Por tanto, la primera parte de la demostración nos dice queDeg �F(��; �);
�� n �B�� = 2 Xi2BIi>�� P (i):
Análogamente, Deg �F(��; �);
�� n �B�� = �2 Xi2BIi<�� P (i):
Esto prueba (5.16) y concluye la demostración.
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5.5. Cotas inferiores deCardC�
Usamos el Teorema 5.4.1 para estimar el número de elementosdeC� en ciertas circunstancias

especiales. Veremos aquı́ que basta conocer la paridadP salvo el signo para aplicar los resultados
de esta sección.

Teorema 5.5.1SeaC una componente acotada deS \ (J � U). Supongamos que existen�� 2J nSi2B Ii y n 2 N ceros aislados deF(��; �), uj 2 C�� , 1 � j � n, todos ellos diferentes, tales
que Ind(F(��; �); uj) 2 f�1; 0; 1g; 1 � j � n: (5.21)

Llamemos n� := Cardf j 2 f1; : : : ; ng : Ind(F(��; �); uj) = �1 g: (5.22)

Entonces CardC�� � n+ 1 si 2���� Xi2J� P (i)���� 6= jn+ � n�j : (5.23)

En particular,CardC�� � n+ 1 si n+ + n� es impar.

Demostracíon. Supongamos queC�� = fu1; : : : ; ung. Por (5.8) se tiene que para cada1 � j � n
esuj 6= 0, ya que�� 2 J n Si2B Ii. En particular,C�� \ �B� = ? para� > 0 suficientemente
pequeño. Observamos ahora que el conjuntoZ := f��g � fu 2 U n C�� : F(��; u) = 0g
es cerrado, ya queC�� consta de ceros aislados deF(��; �). ComoC \ Z = ? y C es compacto,
existe� > 0 tal que(C + B�(0; 0)) \ Z = ?. Gracias a la Proposición 5.3.3, existe un entorno
abierto aislante
 � C+B�(0; 0) deC enJ � U . Como
 \ Z = ?,C�� = �u 2 
�� n �B� : F(��; u) = 0	 :
Luego por la Proposición 4.2.2(3),Deg �F(��; �);
�� n �B�� = nXj=1 Ind(F(��; �); uj):
A partir de (5.15) se obtiene que2���� Xi2J� P (i)���� = jn+ � n�j;
lo que concluye la demostración de (5.23). Por último, sin+ + n� es impar, entoncesn+ � n� es
también impar, con lo que se puede aplicar (5.23). Esto completa la demostración.

En lo que sigue manejaremos el siguiente concepto.
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Definición 5.5.2 Supongamos queC es una componente deS \ (J � U), y �� 2 J n Si2B Ii.
Se dice entonces que�� es un valor regular del paŕametro paraC si o bienC�� es vaćıo o bien
consta den 2 N ceros aislados deF(��; �), digamosu1; : : : ; un, que cumplen (5.21). Si además,
poniendo (5.22), se cumplen = n+ + n�, entonces se dirá que�� es un valor fuertemente regular
del paŕametro paraC.

Nótese que por la Proposición 4.2.2(4,5), todo�� 2 J nSi2B Ii es un valor fuertemente regular
del parámetro paraC siempre queDuF(��; u) exista y sea un isomorfismo para cadau 2 C�� . La
siguiente consecuencia de los Teoremas 5.4.1 y 5.5.1 nos proporciona una cota inferior deCardC��
en un valor regular del parámetro�� 2 J nSi2B Ii.
Teorema 5.5.3SeaC una componente acotada deS\(J�U), y�� 2 J nSi2B Ii un valor regular
del paŕametro paraC. Entonces CardC�� � 2���� Xi2J� P (i)����:
AdeḿasCardC�� es par si�� es un valor fuertemente regular del parámetro paraC.

Demostracíon. Estamos suponiendo queC�� está formado porn � 0 ceros aislados deF(��; �),
digamosuj, 1 � j � n. Como además�� 2 J nSi2B Ii, se sigue de (5.8) que0 62 C�� . Adaptando
la demostración del Teorema 5.5.1 obtenemos que2���� Xi2J� P (i)���� = ���� nXj=1 Ind(F(��; �); uj)���� � nXj=1 j Ind(F(��; �); uj)j = n+ + n� � CardC�� ;
donden+ y n� se definen en (5.22).

Por último, siCardC�� = n++n�, entonces por el último aserto del Teorema 5.5.1,n++n�
es par, lo que concluye la demostración.

El Teorema 5.5.3 motiva la siguiente definición.

Definición 5.5.4 SeaC una componente acotada deS \ (J � U). Si J 2 f(�1;�℄; [�;1)g
supongamos adeḿas queC� 6= ? y que� =2 Si2B Ii. Entonces:

CuandoB = fi1; : : : ; iNg coni1 < � � � < iN , la signatura deC enJ � U se define por i1 � � � iNP (i1) � � � P (iN )! ;
mientras que la signatura deC enJ � U es vaćıa siB = ?.

CuandoB = fi1; : : : ; iNg con i1 < � � � < iN , el cardinal ḿınimo deC en J � U es la
aplicacíon denotada porMC[C;J�U ℄, o simplemente porMC si es queC y J est́an claros por el
contexto, definida por MC[C;J�U ℄ : J n[i2B Ii ! N
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MC(�) := 8>>>>>>><>>>>>>>: 2m�axn1; �� NXj=1 P (ij)��o; si � 2 [�; inf Ii1);2m�axn1; �� NXj=k+1P (ij)��o; si � 2 (sup Iik ; inf Iik+1); 1 � k � N � 1;0; si � 2 (sup IiN ;1);
si J = [�;1), porMC(�) := 8>>>>>>><>>>>>>>: 2m�axn1; �� NXj=1 P (ij)��o; si � 2 (sup IiN ;�℄;2m�axn1; �� kXj=1 P (ij)��o; si � 2 (sup Iik ; inf Iik+1); 1 � k � N � 1;0; si � 2 (�1; inf Ii1);
si J = (�1;�℄, y porMC(�) := 8>><>>: 0; si � 2 (�1; inf Ii1) [ (sup IiN ;1);2m�axn1; �� kXj=1 P (ij)��o; si � 2 (sup Iik ; inf Iik+1); 1 � k � N � 1;
si J = R, mientras que definiremosMC := 0 siB = ?.

Nótese queMC[C;J�U ℄ está determinado unı́vocamente a partir de la signatura deC enJ � U ,
una vez que se ha fijado una familia admisibleA para�. Con estos conceptos en mente, el Teorema
5.5.3 se puede reescribir de la siguiente manera:MC[C;J�U ℄(�) es una cota inferior deCardC�
para cualquier valor fuertemente regular del parámetro� 2 J nSi2B Ii paraC.

Por el Teorema 5.5.3 o por la Definición 5.5.4, vemos que cuanto mayor sea���� Xi2J� P (i)����; (5.24)

mayor es la información que tenemos. Sin embargo, en muchassituaciones, el número (5.24) es0 o 1. Para que (5.24) fuera mayor que1 harı́a falta que laJ� = fi1; : : : ; iMg definida en el
Teorema 5.4.1 coni1 < � � � < iM cumpliera que haya enteros1 � j < k � M tales queP (ij) = P (ik) 6= 0 y P (ih) = 0 para cadaj < h < k. Supongamos que sea éste el caso. Entonces
por supuesto, por la definición de aplicación paridad, debe existir un enteroij < ` < ik tal queP (ij) = �P (`), pero(I` � f0g) \ C = ?. Gracias al Teorema 5.4.1 o a resultados conocidos en
teorı́a de bifurcación (véase por ejemplo J. López-Gómez [43, Theorem 6.2.1]) existe un conexo~C
deS que tiene soluciones non nulas y corta aI` � f0g, pero por construcción~C \ C = ?. Esto es
lo que pretende indicar la Figura 5.1: representamos� en el eje horizontal, y�u en el eje vertical,
donde� 2 L(U) es una cierta proyección de rango uno. Hay seis autovaloresy hemos escrito sus
paridades respectivas:1, �1, 1, �1, 1, �1. Aparecen dos componentes mutuamente disjuntas, y
las hemos representado, respectivamente, con trazo gruesoy con trazo fino. Desgraciadamente, no
hemos encontrado ningún ejemplo en que esto ocurra. CuandoU = R esto es imposible, como
muestra el siguiente resultado.
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Figura 5.1: Dos componentes disjuntas deS
Proposición 5.5.5 SeaC una componente acotada deS \ (J � R) tal queB = fi1; : : : ; iNg coni1 < � � � < iN para un ciertoN � 2. Supongamos que existen1 � j < k � N tales queP (ij)P (ik) 6= 0 y P (ih) = 0 para cadaj < h < k. EntoncesP (ij) = �P (ik);
y por tanto,MC[C;J�R℄ 2 f0; 2g.
Demostracíon. Para cada1 � h � N � 1, o bienC� \ (0;1) 6= ? para todo� 2 (sup Iih ; inf Iih+1); (5.25)

o bien C� \ (�1; 0) 6= ? para todo� 2 (sup Iih ; inf Iih+1): (5.26)

Tomemos un1 � h � N � 1 que cumpla (5.26), y sea~F : R � R ! R la familia reflejada a partir
deF, ~F(�; u) := L(�)u+ ~N(�; u); ~N(�; u) := ( N(�; u) si u � 0;�N(�;�u) si u � 0:
Observamos que~F cumple las hipótesis (HL)-(HN) de la Sección 5.1, es imparenu, y su aplica-
ción paridadP es la misma que la aplicación paridad deF, puesto que podemos tomar la misma
familia admisibleA para�. Sea~S el conjunto de soluciones no-triviales de~F y denotemos por~C
la componente de~S que contiene aIih � f0g; nótese que es acotada. LlamemosSh := (sup Iih ; inf Iih+1) \ [i2P�1(f�1;1g) Ii
y sean~C1; : : : ; ~Cm las componentes de~S cuya intersección conSh � f0g es no vacı́a. Estas com-
ponentes son necesariamente acotadas, ya que tiene intersección vacı́a con~C, luego yacen dentro
de alguna componente acotada deR2 n ~C. Llamemos ahora~B` al conjunto (5.7) asociado a~C`,1 � ` � m. Por la última afirmación del Teorema 5.4.1 tenemos queXi2 ~B` P (i) = 0; 1 � ` � m:
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Ası́ pues, 0 = mX̀=1 Xi2 ~B` P (i) = XIi�Sh P (i)
con lo que,Cardfi 2 Z\ [r+1; s℄ : Ii � Shg es par para cada1 � h � N � 1 que cumple (5.25).
El argumento anterior se adapta con facilidad al caso (5.25)y se llega a la misma conclusión. Por
tanto, Cardfi 2 Z\ [r + 1; s℄ : Ii � Shg 2 2N; 1 � h � N � 1:
Con lo cual, se sigue de la definición deSh queCard�i 2 Z\ [r + 1; s℄ : Ii � (sup Iij ; inf Iik); P (i) 2 f�1; 1g	 2 2N;
lo que concluye la demostración.

5.6. Puntos regulares, de retorno y de histéresis

El objetivo de esta sección es proporcionar una condiciónsuficiente para que el ı́ndice de una
solución aislada pertenezca af�1; 0; 1g. Analizamos también el comportamiento local del conjunto
de soluciones en el caso en que éste forme una curva regular.Los conceptos de punto regular, de
retorno y de histéresis aparecen ası́ de manera natural.

En esta sección suponemos queF es de claseC1 en un entorno de(�0; u0) 2 R � U conF(�0; u0) = 0 y DF(�0; u0) sobreyectiva. También se supondrá queL es diferenciable en�0 y N
es diferenciable en(�0; u0).

Comenzamos por una construcción sencilla de análisis funcional.

Lema 5.6.1 SeaT 2 L(R � U; V ) sobreyectiva con ńucleo unidimensional. Supongamos queT jf0g�U : f0g � U ! V (5.27)

no es isomorfismo. Entonces existe una descomposiciónU = X � Y condimX = 1 tal queT jR�Y : R � Y ! V (5.28)

es isomorfismo.

Demostracíon. Existe un hiperplano cerradoY deU tal queN [T ℄\ (R �Y ) = f0g. En efecto, de
lo contrario, todo hiperplano cerradoY deU cumplirı́aN [T ℄ � R � Y . Por el teorema de Hahn-
Banach, la intersección de todos los hiperplanos cerradosen un espacio de Banach es el espacio
cero. LuegoN [T ℄ = R � f0g y esto implica que (5.27) es isomorfismo, en contra de nuestra
hipótesis. Fijemos pues un hiperplano cerradoY deU tal queN [T ℄ \ (R � Y ) = f0g. SeaX un
complemento unidimensional deY enU . EntoncesR � Y es un complemento deN [T ℄ enR � U
y (5.28) es isomorfismo.

Observamos ahora queDF(�0; u0) es Fredholm de ı́ndice1; en efecto, tenemos queDF(�0; u0) = �L0(�0)u0 +D�N(�0; u0);L(�0) +DuN(�0; u0)� :
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El operadorDuN(�0; u0) es compacto como derivada de una aplicación compacta; el operadorL(�0) es Fredholm de ı́ndice0. Por tanto, el operadorL(�0)+DuN(�0; u0) es Fredholm de ı́ndice0
por resultados conocidos sobre operadores de Fredholm (consúltese por ejemplo T. Kato [32, Theo-
rem IV.5.26] o I. Gohberg et al. [24, Theorem XI.4.2]). Esto implica queDF(�0; u0) es Fredholm
de ı́ndice1.

SeaF : R � U ! V tal queDF(�0; u0) : R � U ! V es sobreyectiva; como es Fredholm de
ı́ndice1, tiene un núcleo unidimensional. Supongamos queDuF(�0; u0) no es isomorfismo. Por el
Lema 5.6.1, existe una descomposiciónU = X � Y condimX = 1 tal queDF(�0; u0)jR�Y : R � Y ! V
es un isomorfismo. A partir de ahora, identificamosU conX � Y , y escribimos las variables como(�; x; y) 2 R �X � Y . También escribimosu0 = (x0; y0) 2 X � Y .

Aplicamos el teorema de la función impĺıcita aF : R � X � Y ! V en (�0; x0; y0) y con-
cluimos que existen dos funciones~� 2 C1([a; b℄;R) y ~y 2 C1([a; b℄; Y ), conx0 2 (a; b), tales queF(~�(x); x; ~y(x)) = 0 para todox 2 [a; b℄, y hay un entorno abiertoU de(�0; x0; y0) 2 R�X �Y
tal que si(�; x; y) 2 U conF(�; x; y) = 0 entoncesx 2 (a; b), � = ~�(x) e y = ~y(x). En par-
ticular, ~�(x0) = �0 y ~y(x0) = y0. Tomemos ahoraa < a0 < x0 < b0 < b tal que el compactof(~�(x); x; ~y(x)) : x 2 [a0; b0℄g esté contenido en el abiertoU . Entonces existe un abiertoV tal quef(~�(x); x; ~y(x)) : x 2 [a0; b0℄g � V � �V � U :
Definición 5.6.2 Si DuF(�0; u0) es un isomorfismo entonces(�0; u0) recibe el nombre de punto
regular. SiDuF(�0; u0) no es isomorfismo y~� tiene un ḿaximo o ḿınimo (locales) enx0 entonces(�0; u0) se llama punto de retorno. SiDuF(�0; u0) no es isomorfismo y~� no presenta ni ḿaximo
ni ḿınimo (locales) enx0 entonces(�0; u0) recibe el nombre de punto de histéresis.

El sencillo lema que presentamos ahora nos proporciona condiciones necesarias y condiciones su-
ficientes para cada uno de estos conceptos. Denotemos en lo que sigueP� 2 L(R � U;R) a la
aplicaciónP�(�; u) = �.

Lema 5.6.3 Siguiendo las notaciones anteriores,

1. Si(�0; u0) es un punto de retorno o de histéresis entonces~�0(x0) = 0.

2. (�0; u0) es un punto de retorno si y sólo si existe un entorno abiertoO de(�0; u0) tal que osupP�(F�1(0) \O) = �0 o inf P�(F�1(0) \ O) = �0.
3. SiDuF(�0; u0) no es isomorfismo y~���0 tiene un cero de orden par enx0 entonces(�0; u0)

es un punto de retorno.

4. SiDuF(�0; u0) no es isomorfismo y~� � �0 tiene un cero de orden impar enx0 entonces(�0; u0) es un punto de histéresis.
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Figura 5.2: Un punto regular, uno de retorno, y uno de histéresis

Demostracíon.Probemos el primer enunciado. Llamemosa1(x) := D�F(~�(x); x; ~y(x)) 2 L(R; V ),a2(x) := DxF(~�(x); x; ~y(x)) 2 L(X;V ) y a3(x) := DyF(~�(x); x; ~y(x)) 2 L(Y; V ) parax 2(a; b). Siguiendo la convención usual dada por el hecho de quedimX = 1, a veces identifica-
remosL(X;V ) conV , y por tanto consideraremosa2(x) como un miembro deV . Sabemos que(a2(x0); a3(x0)) 2 L(X � Y; V ) no es isomorfismo, pero(a1(x0); a3(x0)) 2 L(R � Y; V ) sı́ lo
es. También sabemos quea1(x)~�0(x) + a2(x) + a3(x)~y0(x) = 0; x 2 (a; b): (5.29)

Observamos queR[(a2(x0); a3(x0))℄ = R[a3(x0)℄, puesto que una inclusión es trivial, y ambos
conjuntos son hiperplanos cerrados deV . En particular,R[a2(x0)℄ � R[a3(x0)℄ y por (5.29), hay
uny 2 Y tal quea1(x)~�0(x0) + a3(x0)y = 0, luego~�0(x0) = 0.

Las afirmaciones restantes son obvias.
En la Figura 5.2 hemos dibujado tres curvas: en la primera hemos representado un punto regular;

en la segunda, un punto de retorno; y en la tercera, un punto dehistéresis. Queremos calcularInd(F(�0; �); u0), caso de existir, en cada una de las situaciones dadas por la Definición 5.6.2.
Punto regular
Supongamos que(�0; u0) es un punto regular. EntoncesDuF(�0; u0) es isomorfismo, y ası́u0

es un cero aislado deF(�0; �). Por la Proposición 4.2.2(4,5),Ind(F(�0; �); u0) = Ind(DuF(�0; u0); 0) 2 f�1; 1g:
Punto de retorno
Supongamos ahora que(�0; u0) es un punto de retorno. Sin pérdidad de generalidad podemos

suponer que~� tiene un máximo enx0. Primero analizamos el caso en que este máximo no es
estricto, es decir, existe una sucesión inyectivaxn ! x0 tal que~�(xn) = �0 para todon. Entonces,
por supuestoF(�0; �)�1(0) es infinito yu0 no es un punto aislado deF(�0; �)�1(0), pero podemos
decir más. Es fácil ver queu0 6= 0, luego la curvaf(~�(x); x; ~y(x)) : x 2 (a; b)g (5.30)

es un conexo contenido enS, al menos paraa; b suficientemente cerca dex0. SeaC la componente
deS \ (J � Y ) que contiene a(�0; u0), y supongamos que� 6= �0 si J 2 f[�;1); (�1;�℄g.
Entonces paraa; b suficientemente cerca dex0, (5.30) es un conexo contenido enS \ (J � Y ),
luego contenido enC. Entonces, paran suficientemente grande, los elementos(~�(xn); xn; ~y(xn))
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están enC. Con lo cual,(xn; ~y(xn)) 2 C�0 es una sucesión inyectiva que converge au0, con lo queu0 no es un elemento aislado deC�0 .
Supongamos ahora que~� tiene un máximo estricto enx0. Podemos suponer que se han elegidoa; b de tal manera que~�(x) < �0 para todox 2 [a; b℄ n fx0g. Afirmamos que existen�; � con� <�0 < � tal que el hecho~�(x) 2 [�; �℄ conx 2 [a; b℄ implicax 2 [a0; b0℄. En efecto, supongamos que

no. Entonces existe una sucesiónxn 2 [a; b℄ n [a0; b0℄ con~�(xn)! �0 y xn ! x1 2 [a; b℄ n (a0; b0).
Ası́, �0 = ~�(x1), contradicción con la condición de máximo estricto. Fijemos, pues,�; � con esa
propiedad.

SeaF(�; x; y) = 0 con (�; x; y) 2 �V y � 2 [�; �℄. Entoncesx 2 (a; b), � = ~�(x) ey = ~y(x). Por la elección de�; � obtenemosx 2 [a0; b0℄. Entonces(�; x; y) 2 V. Esto prue-
ba queF(�; x; y) 6= 0 siempre que(�; x; y) 2 �V y � 2 [�; �℄. Por la Proposición 4.2.2(1),Deg(F(�; �);V�) es constante para� 2 [�; �℄. Por la condición de máximo estricto vemos queDeg(F(�0; �);V�0) = Ind(F(�0; �); u0) y Deg(F(b; �);Vb) = 0, por la Proposición 4.2.2(2), ya queF(b; �) no tiene ceros enVb. Por tanto,Ind(F(�0; �); u0) = 0.

Punto de hist́eresis

Supongamos por último que(�0; u0) es un punto de histéresis. Como en la prueba del Le-
ma 5.6.3, llamemosa1(x) := D�F(~�(x); x; ~y(x)) 2 L(R; V ), a2(x) := DxF(~�(x); x; ~y(x)) 2L(X;V ) y a3(x) := DyF(~�(x); x; ~y(x)) 2 L(Y; V ) parax 2 (a; b). Sabemos que(a2(x0); a3(x0)) 2 L(X � Y; V )
no es isomorfismo, pero(a1(x0); a3(x0)) 2 L(R � Y; V ) sı́ lo es. Queremos probar que hay realesx arbitrariamente cerca dex0 tales que(a2(x); a3(x)) es isomorfismo. Supongamos que no. Redu-
ciendo(a; b), podemos suponer que(a2(x); a3(x)) nunca es isomorfismo, pero(a1(x); a3(x)) sı́ lo
es, parax 2 (a; b). Vemos queR[(a2(x); a3(x))℄ = R[a3(x)℄, puesto que una inclusión es trivial,
y ambos conjuntos son hiperplanos cerrados deV . En particular,R[a2(x)℄ � R[a3(x)℄. Entonces,
gracias a (5.29), para cadax 2 (a; b) hay unf(x) 2 Y tal quea1(x)~�0(x) + a3(x)f(x) = 0, luego~�0(x) = 0 para todox 2 (a; b). Entonces~� es constante en un entorno dex0 y por la Definición
5.6.2,x0 es un punto de retorno, y no un punto de histéresis.

Supongamos queu0 no es un cero aislado deF(�0; �). Entonces por supuestoF(�0; �)�1(0)
es infinito, pero podemos decir más. Existe una sucesión inyectiva (xn; yn) ! (x0; y0) tal queF(�0; xn; yn) = 0 para todon. Paran suficientemente grande se tiene quexn 2 (a; b), �0 =~�(xn) e yn = ~y(xn). Como ya se probó en el caso de punto de retorno, siC es la componente
deS \ (J � Y ) que contiene a(�0; u0) y � 6= �0 si J 2 f[�;1); (�1;�℄g, entonces paran
suficientemente grande,(~�(xn); xn; ~y(xn)) pertenece aC. Por tanto,(xn; yn) 2 C�0 es una sucesión
inyectiva que converge au0, y ası́u0 no es un punto aislado deC�0 .

Supongamos queu0 es un cero aislado deF(�0; �). Eligiendoa; b suficientemente cerca dex0,
y usando la continuidad de~y, podemos suponer queF(�0; x; ~y(x)) 6= 0 para todox 2 [a; b℄ n fx0g.

Afirmamos ahora que existen�; � con � < �0 < � tal que el hecho~�(x) 2 [�; �℄ conx 2 [a; b℄ implicax 2 [a0; b0℄. En efecto, de no ser cierto existirı́a una sucesiónxn 2 [a; b℄ n [a0; b0℄
con ~�(xn) ! �0 y xn ! x1 2 [a; b℄ n (a0; b0). Entonces�0 = ~�(x1) y F(�0; x1; ~y(x1)) = 0,
contradicción. Fijemos, pues,�; � con esa propiedad.
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SeaF(�; x; y) = 0 con (�; x; y) 2 �V y � 2 [�; �℄. Entoncesx 2 (a; b), � = ~�(x) ey = ~y(x). Por la elección de�; � obtenemos quex 2 [a0; b0℄, luego (�; x; y) 2 V. Esto prue-
ba queF(�; x; y) 6= 0 siempre que(�; x; y) 2 �V y � 2 [�; �℄. Por la Proposición 4.2.2(1),Deg(F(�; �);V�) es constante para� 2 [�; �℄.

Ya hemos probado que existex1 2 [a; b℄ arbitrariamente cerca dex0 tal que~�(x1) 2 [�; �℄ y(a2(x1); a3(x1)) 2 L(X�Y; V ) es isomorfismo. Desgraciadamente, necesitamos más información
para concluir queDeg(F(~�(x1); �; �);V~�(x1)) = Ind(F(~�(x1); �; �); (x1; ~y(x1))= Ind(DuF(~�(x1); x1; ~y(x1)); 0) 2 f�1; 1g: (5.31)

Cada una de las siguientes hipótesis es consecuencia de la siguiente, y cualquiera de ellas garantiza
(5.31).~� es inyectiva en(x0; x0 + ") o en(x0 � "; x0) para algún" > 0.

La multiplicidad de~� enx0 es finita (necesariamente impar por el Lema 5.6.3).~� es anaĺıtica.F es anaĺıtica.

Comou0 es un cero aislado deF(�0; �) entonces, siempre queV sea suficientemente pequeño,Deg(F(�0; �);V�0) = Ind(F(�0; �); u0). Por tanto si se cumple (5.31) entoncesInd(F(�0; �); u0) 2f�1; 1g.
5.7. Estructura deC en el caso fuertemente regular

En toda esta sección,C es una componente acotada deS\ (J �U). SiJ 2 f(�1;�℄; [�;1)g
suponemos además que � =2 [i2B Ii y C� 6= ?: (5.32)

También imponemos la siguientecondicíon de no degeneración fuerte:

(SND) DuF(�; u) existe y es un isomorfismo para cada(�; u) 2 C \ [J � (U n f0g)℄, y existe un
entorno abiertoO deC n (R � f0g) tal que la aplicaciónO ! L(U); (�; u) 7! DuF(�; u)
está bien definida y es continua.

Obsérvese que no suponemos queF seaC1 en sus dos variables.
Nuestro principal objetivo es estudiar cómo cambiaCardC� cuando� va variando a lo largo

deJ . Aunque la mayorı́a de nuestros resultados están enunciados y demostrados para el casoJ =[�;1), debe estar claro cómo se adaptan a los restantes casosJ 2 fR; (�1;�℄g.
Usaremos en esta sección la siguiente versión del teoremade la función impĺıcita. Consúltese

por ejemplo E. Zeidler [71, Theorem 4.B].
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Teorema 5.7.1SeanZ;U; V tres espacios de Banach,
 un abierto deZ � U , y G : 
 ! V
una aplicacíon continua con la propiedad de queDuG exista y sea continua en
. Supongamos
que existe un punto(z0; u0) 2 
 tal queG(z0; u0) = 0 y DuG(z0; u0) es isomorfismo. Entonces
existen abiertosZ � Z U � U tales que, para cadaz 2 Z, existe uńunicou = u(z) 2 U que
cumpleG(z; u(z)) = 0. Adeḿas, la aplicacíon z 7! u(z) es continua.

El primer resultado es el siguiente.

Proposición 5.7.2 Supongamos (SND). SeaC una componente acotada deS\ (J �U). EntoncesCardC� es finito y localmente constante para� 2 J nSi2B Ii. Por lo tanto, es constante en cada
componente conexa deJ nSi2B Ii.
Demostracíon. Para probar queC� es finito para cada� 2 J n Si2B Ii es suficiente ver que es
compacto y discreto. ComoC es compacto, también lo esC�. El queC� es discreto se sigue de
manera inmediata del Teorema 5.7.1, ya queDuF(�; u) es un isomorfismo para cada(�; u) 2 C
con� 2 J nSi2B Ii.

Mostramos ahora queCardC� es localmente constante enJ n Si2B Ii. Tomemos�� 2 J nSi2B Ii y llamemos r := CardC�� ; C�� = fu�1; : : : ; u�rg:
Si r = 0, la compacidad deC muestra queC� = ? para� ' ��. Supongamos, pues, quer > 0.
Tenemos queu�i 6= 0 para cada1 � i � r. Gracias al Teorema 5.7.1, existenÆ > 0 y r aplicaciones
continuasui : (�� � Æ; �� + Æ)! U , 1 � i � r, tales queui(��) = u�i yF(�; ui(�)) = 0; j�� ��j < Æ;1 � i � r. Además, siF(�; u) = 0 con j� � ��j < Æ y ju � u�i j < Æ para un cierto1 � i � r,
entoncesu = ui(�). ReduciendoÆ > 0 se puede suponer queui(�) 6= 0 con1 � i � r, j����j <Æ, queui(�) 6= uj(�) si 1 � i < j � r, y que(�� � Æ; �� + Æ) \Si2B Ii = ?. Con lo cual, comoC es una componente deS \ (J � U),r[i=1 f(�; ui(�)) : j�� ��j < Æ; � 2 Jg � C
y CardC� � CardC�� = r si� 2 (��� Æ; ��+ Æ)\J . Para completar la demostración de la cons-
tancia local deCardC� razonaremos por contradicción. Supongamos pues que existen sucesionesf�ngn�1 � (�� � Æ; �� + Æ) \ J y fvngn�1 � U tales quel��mn!1�n = ��; vn 2 C�n n fu1(�n); : : : ; ur(�n)g; n � 1:
Necesariamente,jvn � u�i j � Æ para1 � i � r y n � 1. Por compacidad, se puede extraer una
subsucesión, etiquetada de nuevo porn, tal quel��mn!1(�n; vn) = (��; u�) 2 C
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para un ciertou� 2 C�� . Entoncesju� � u�i j � Æ para1 � i � r, luegoCardC�� � r + 1, lo cual
es imposible. Esto completa la demostración.

Como consecuencia inmediata de la Proposición 5.7.2, cualquier cambio enCardC� indica
un fenómeno de bifurcación desdeR � f0g. Además, gracias a (SND), se sigue de la Proposición
4.2.2(4,5) que todo� 2 J nSi2B Ii es un valor fuertemente regular del parámetro paraC de acuerdo
a la Definición 5.5.2. Con estos hechos se puede llegar a obtener la estructura de la componenteC. De hecho,C consta de una cantidad finita de curvas continuas que cumplenlas propiedades
establecidas en el siguiente teorema. Entre ellas, queMC[C;J�U ℄ nos proporciona una cota inferior
deCardC� para cada� 2 J nSi2B Ii, lo que muestra la consistencia de los conceptos introducidos
en la Definición 5.5.4.

Teorema 5.7.3Supongamos queC es una componente acotada deS \ (J � U) conJ = [�;1),
(5.32) y (SND). EntoncesB 6= ?. PongamosB = fi1; : : : ; iNg, i1 < � � � < iN . Entonces

(a) P�C = [�; sup IiN ℄ y Csup IiN = f0g.
(b) CardC� es un ńumero par, y es constante para� en cada uno de los intervalos[�; inf Ii1),(sup Iij ; inf Iij+1), 1 � j � N � 1.

(c) CardC� � MC[C;J�U ℄(�) para cada� 2 [�; sup IiN ℄ nSi2B Ii.
(d) C se expresa como C = [
2� 
([a
 ; b
 ℄) [[i2B(Ii � f0g);

donde� es un conjunto finito de curvas continuas
 : [a
 ; b
 ℄! R � U , a
 < b
 , tales que
(a
) 2 (f�g � C�) [Si2B(Ii � f0g) y 
(b
) 2 Si2B(Ii � f0g),P�(
(�)) = � para cada� 2 [a
 ; b
 ℄,
((a
 ; b
)) \ �Si2B(Ii � f0g) [ (f�g � C�)� = ?,
([a
 ; b
 ℄) \ �([a� ; b� ℄) � Si2B(Ii � f0g) para cualesquiera
; � 2 � con
 6= �.

Adeḿas, para cadaj 2 f1; : : : ; N � 1g y a; b 2 J tales quefi 2 B : [a; b℄ \ Ii 6= ?g = fijg; a < Iij < b ; (5.33)

se verifica CardCb + \[a; ij ℄ = CardCa + \[b; ij ℄; (5.34)

donde hemos denotado\[a; ij ℄ := Card�
 2 � : a
 < a < b
 ; b
 2 Iij	 ;\[b; ij ℄ := Card�
 2 � : a
 < b < b
 ; a
 2 Iij	 :
Aśı, \[a; ij ℄ + \[b; ij ℄ � 2 es par. Adeḿas,\[b; i1℄ � 1 siN � 2.
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Demostracíon. ComoC� 6= ? y C� = ? para� suficientemente grande, se sigue de la Proposición
5.7.2 queB 6= ?. PongamosB = fi1; : : : ; iNg, i1 < � � � < iN . ComoC es conexo, se sigue de (5.8)
que [�; sup IiN ℄ � P�C. Gracias además a la Proposición 5.7.2,CardC� es constante para cada� > sup IiN ; esta constante es necesariamente0 ya queC� = ? para� suficientemente grande.
LuegoP�C = [�; sup IiN ℄. El queCsup IiN = f0g se puede ver fácilmente por un argumento de
prolongación usual basado en que[�; sup IiN ℄ = P�C. Esto muestra (a).

Las partes (b) y (c) son consecuencias inmediatas de la Proposición 5.7.2 y del Teorema 5.5.3.
La parte (d) es una consecuencia fácil de lo anterior, usando un tı́pico argumento de prolongación.

Supongamos ahora quea; b 2 J cumplen (5.33). Entonces hay exactamente\[a; ij ℄ curvas de�
que conectan\[a; ij ℄ puntos defag�Ca conIij �f0g. Por tanto, gracias a (SND) y a un argumento
de prolongación usual basado en el Teorema 5.7.1, el resto deRa := CardCa � \[a; ij ℄
puntos deben estar conectados medianteRa curvas de� conRa puntos defbg�Cb. Análogamente,
el resto de los puntos defbg � Cb, Rb := CardCb �Ra;
deben yacer enRb curvas de� yendo hacia atrás hastaIij�f0g. Como ningún arco más de� puede
conectarIij � f0g confbg � Cb, obtenemos queRb = \[b; ij ℄ = CardCb �CardCa + \[a; ij ℄;
lo que muestra (5.34). El que\[a; ij ℄ + \[b; ij ℄ 2 2Z se sigue fácilmente de (b) y de (5.34); no se
puede anular porqueIij�f0g � C y C es conexo. Falta ver que\[b; i1℄ � 1 siN � 2. Supongamos,
por reducción al absurdo, queN � 2 y \[b; i1℄ = 0, y denotemos por�1 al conjunto de
 2 � tales
que (Ii1 � f0g) \ 
([a
 ; b
 ℄) 6= ?:
EntoncesC se descompone como una unión de[
2�1 
([a
 ; b
 ℄) [ (Ii1 � f0g) y

[
2�n�1 
([a
 ; b
 ℄) [ N[j=2(Iij � f0g);
que son dos conjuntos cerrados, disjuntos, no vacı́os deC, lo que contradice queC sea conexo. Por
tanto,\[b; i1℄ � 1, lo que concluye la demostración.

Nótese que\[a; ij ℄ y \[b; ij ℄ no dependen dea; b siempre y cuandoa 2 (sup Iij�1 ; inf Iij ) (oa 2 [�; inf Ii1) si j = 1) y b 2 (sup Iij ; inf Iij+1).
Por ejemplo, en la Figura 5.3 hemos representado cuatro componentesC deS \ ([�;1) �U) que cumplen las hipótesis del Teorema 5.7.3 con las siguientes condiciones adicionales:B =fi1; i2g coni1 < i2, P (i1) = P (i2) 6= 0, CardC� = 4 y Ii1 = fag, Ii2 = fbg.
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Figura 5.3: Cuatro componentesC que cumplen el Teorema 5.7.3 conCardC� = 4
5.8. Estructura deC en el caso regular

Es esta sección,C es una componente acotada deS \ (J � U). Si J 2 f(�1;�℄; [�;1)g
imponemos además (5.32). Suponemos también lacondicíon de no degeneración:

(ND) DF(�; u) existe y es sobreyectiva para cada(�; u) 2 C \ [J � (U n f0g)℄, y hay un entorno
abiertoO deC n (R � f0g) para el cual la aplicaciónO ! L(R � U;U); (�; u) 7! DF(�; u)
está bien definida y es continua.

Como en la Sección 5.7, estudiamos la estructura deC. Aunque el siguiente resultado se enun-
cia y prueba para el casoJ = [�;1), se puede adaptar fácilmente a los restantes casosJ 2fR; (�1;�℄g. En él se establece queC consiste en un conjunto de arcos de curva cuyos extremos
yacen en el conjunto E := (f�g � C�) [[i2B(Ii � f0g):
Teorema 5.8.1Supongamos queC es una componente acotada deS\(J�U) tal queJ = [�;1),
(5.32) y (ND). EntoncesC se expresa comoC = [
2� 
(I
) [[i2B(Ii � f0g);
donde� es una familia (finita o numerable) de curvas continuas
 2 C(I
 ;R � U), para un cierto
intervaloI
 � R, tal que para todo
 2 �,

1. 
�ÆI
� \Si2B(Ii � f0g) = ?.

2. El conjunto!
 := nz 2 R � U : l��mn!1
(tn) = z para alǵun ftngn�1 con l��mn!1 tn 2 finf I
 ; sup I
go
est́a contenido enE .
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1 

2 


a


Figura 5.4: Dos componentes que cumplen el Teorema 5.8.1

3. (
(I
) [ !
) \ (�(I�) [ !�) � Si2B(Ii � f0g) si � 2 � n f
g.
4. Para cada� 2 J nSi2B Ii, el conjuntof
 2 � : � 2 P�(
(I
))g es finito.

Demostracíon. Como ya se vio en la Sección 5.6, para cada(�0; u0) 2 C \ [J � (U n f0g)℄ hay,
localmente, una única curvaC1 de ceros deF que pasa por(�0; u0). Esto nos permite un argumento
de prolongación global. Tomemos cualquier(�0; u0) 2 C\ [J�(U nf0g)℄ y consideremos la curvaC1 maximal
 : 
! J �U , para un cierto intervalo
 � R tal que
(0) = (�0; u0) y F(
(t)) = 0
para todot 2 
, maximal con la propiedad
(
)\Si2B(Ii�f0g) = ?. Si existenl��mt!inf I 
(t) ol��mt!sup I 
(t), extendemos
 con continuidad a esos puntos, y después de una reparametrización,
obtenemos una curva continua
 definida en un cierto intervaloI
 � R. Sea~� el conjunto de curvas
obtenidas de esta manera, para cada(�0; u0) 2 C \ [J � (U n f0g)℄. Declaramos que dos curvas
en ~� son equivalentes si una se puede obtener de la otra por medio una reparametrización (que
puede conservar la orientación o no). Sea� un subconjunto de~� obtenido al elegir exactamente un
miembro de cada clase de equivalencia. Entonces esta� satisface la propiedades 1–3.

Para probar que� es numerable bastará ver que para cualquier compactoK deC \ [J � (U nf0g)℄, el conjunto de curvas de� que cortan aK es finito. Ası́ que seaK un compacto deC\ [J �(U n f0g)℄ y consideremos
n 2 � y an 2 
n(I
n) \K para cadan 2 N. Seaa 2 K un punto de
acumulación de la sucesiónfangn2N . Entonces por la unicidad dada por el teorema de la función
impĺıcita, obtenemos que
n es la misma curva paran suficientemente grande.

Probemos ahora la propiedad 4. Supongamos que existan�0 2 J n Si2B Ii y una sucesión
n 2 �, n � 1, tales que�0 2 P�(
n(I
n)) para todon � 1. Entonces para cadan � 1 existeun 2 C�0 tal que(�0; un) 2 
n(I
n). Por compacidad, podemos suponer queu1 := l��mn!1un 2 C�0 :
Necesariamenteu1 6= 0, ya que�0 =2 Si2B Ii y (�0; u1) 2 C. La unicidad proporcionada por el
teorema de la función impĺıcita concluye que
n es la misma curva paran suficientemente grande.
Esto termina la demostración.

El conjunto de curvas� dado por el Teorema 5.8.1 puede ser infinito, ya que por ejemplo, C
puede exhibir infinitas curvas cerradas que salen de

Si2B Ii � f0g y vuelven a él. Esto se ilustra
en la Figura 5.4(1), dondeB = fi1g e Ii1 = fag; se representa una sucesión de curvas cerradas
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que “convergen” a(a; 0). La Figura 5.4(2) muestra por quéCardC� pudiera ser infinito para algún� 2 J nSi2B Ii. Aquı́ una curva exhibe infinitos puntos de retorno.
Creemos que en el contexto del Teorema 5.8.1, el cardinal mı́nimoMC[C;J�U ℄(�) es también

una cota inferior deC�, como ocurrı́a en el Teorema 5.7.3. Desgraciadamente, no hemos sido ca-
paces de probar esta afirmación, aunque los resultados de las Secciones 5.5 y 5.6 pueden ser útiles
para probar este hecho en algunos casos particulares.

Por último, nótese que la hipótesis (ND) hecha en esta sección esgeńerica, gracias al teorema
de Sard. Un enunciado más expĺıcito de esta idea puede encontrarse en B. P. Rynne [62].



Apéndice A

Notaciones

GeneralesN;Z;R; C Los conjuntos de números naturales, enteros, reales y complejosK Cualquiera de los cuerposR o CÆij Delta de Kronecker:Æij = 1 si i = j; Æij = 0 si i 6= jCr(
; V ) Espacio de las funciones de claseCr de
 aVH(
; V ) Espacio de las funciones holomorfas de
 enVo(�� �0)p Cualquier función definida en un entorno perforado de�0 tal quel��m�!�0(�� �0)�pf(�) = 0jaj Valor absoluto dea 2 R, o módulo dea 2 Csigna Signo dea 2 R n f0g; es decir,signa = a=jajCardA Número de elementos del conjuntoA, siA es finito, e1 siA es infinito
Espacios vectorialesU; V;W Espacios de Banach reales o complejoskuk Norma deu 2 UU0; U1 Subespacios vectoriales cerrados deUL(U; V ) Espacio de Banach de los operadores lineales y continuos deU enVkTk Norma de operadores deT 2 L(U; V )detA Determinante de la matriz cuadradaAtrA Traza del operador de rango finitoA 2 L(U)L(U) L(U;U)�0(U; V ) Subconjunto deL(U; V ) formado por los operadores de Fredholm de ı́ndice cero�0(U) �0(U;U)IU Operador identidad enUI Operador identidad, cuando se sobreentienda el espacioU 0 Espacio dual deU , es decir,L(U;K )GL
(U) Subconjunto de�0(U) formado por los isomorfismosT tales queT � IU es compacto
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84 A. NotacionesN [T ℄ Espacio núcleo deT 2 L(U; V )R[T ℄ Espacio imagen deT 2 L(U; V )rankT dimR[T ℄, dondeT 2 L(U; V )span[u1; : : : un℄ Subespacio vectorial generado poru1; : : : un 2 UdimU0 Dimensión del espacio vectorialU0
odimU1 Codimensión enU del subespacioU1 � U , es decir,dim(U=U1)diagfa1; : : : ; ang Matriz diagonal cuyos elementos diagonales sona1; : : : ; anBr(u) Bola abierta de centrou 2 U y radior > 0Br Br(0)Br(�; u) Bola abierta de centro(�; u) 2 R � U y radior > 0
Familias uniparamétricas de operadores lineales
 Un abierto deK�0 Un punto de
ranku Rango deu 2 U como autovector de la familiaL en�0� Espectro (conjunto de autovalores) de una familiaLLj Coeficientej-ésimo del desarrollo de Taylor o de Laurent deL en�0m[L;�0℄; �[L;�0℄;�[L;�0℄;M [L;�0℄ Multiplicidad deL en�0fJigsi=r Familia admisible de intervalos abiertosfIigsi=r+1 Familia de intervalos compactos asociada afJigsi=rP Aplicación paridad. Ver la Definición 5.2.4

Familias no linealesInd(f; u0) Índice de Leray-Schauder de la funciónf en el puntou0Deg(f;
) Grado de Leray-Schauder de la funciónf en el abierto
F Una aplicación deR � U enUL;N Partes lineal y no lineal, respectivamente, deFDF Diferencial deFDuF Derivada parcial deF con respecto de la variable deUS Conjunto de soluciones no-triviales deFJ Cualquiera de los conjuntosR, [�;1) o (�1;�℄, para algún� 2 RC Una componente conexa deS \ (J � U)B fi 2 Z\ [r + 1; s℄ : (Ii � f0g) \ C 6= ?gJ�, signJ� Véase el Teorema 5.4.1MC Función cardinal mı́nimo. Ver la Definición 5.5.4S� fu 2 U : (�; u) 2 SgP� La aplicaciónP� : R � U ! U dada porP�(�; u) = �
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[15] J. Esquinas and J. López-Gómez, Resultados óptimosen teorı́a de bifurcación y aplicaciones,
Actas del IX Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones, Universidad de Valladolid,
1986, 159–162.
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[45] J. López-Gómez and C. Mora-Corral, Characterizing the existence of local Smith forms forCr families of operators. Preprint.
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