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Introducci on

El concepto de multiplicidad de una raiz de un polinomioies onocido. SealK € {R, C}
y P : K — K un polinomio. Decimos qu#, es una raiz (o un cero) de de multiplicidadk € N
cuando, en el anillo de los polinomigs, — Ao)* divide aP()), y (A — X\o)**! no divide aP()\).
Excepcionalmente, se dice ques unaraiz (o un cero) de orden infinito (o de multiplicid#thita)
del polinomio cero. Este concepto se puede generalizar awlidhd a funcioney’ : Q@ — K
suficientemente regulares, dondees un abierto dé&. Se dira que\y € Q es un cero dg¢ de
multiplicidad & € N cuandof(Xg) = --- = f¥ (X)) = 0y f¥(N\) # 0. Equivalentemente,
cuando la funcién
)

)\ _J N7
~ (A= Xo)*

(1)

sea continua eRy, y la funcion

f)

>\ . JsNT
= (h = Ag)FH

no lo sea. Se dira qui, € €2 es un cero d¢g de orden infinito (o multiplicidad infinita) cuando
(X)) = 0 para todoj > 0. Equivalentemente, cuando la funcion (1) sea continua fmto
keN

Hay otro concepto de multiplicidad igualmente familiaradar, el de multiplicidad algebraica
de un autovalor de un operador compacto. Bem espacio de Banach solifec {R,C} y seaA
un operador linear y compacto eenU. Sea\; € K\ {0} un autovalor ded. Entonces existe un
numerok € N tal que

N[(A = XoI)] C N[(A—XoI)]C N[(A=XD)¥] = N[(A=XD)], 0<i<j<k<{,

donde! es la identidad ed/, y la multiplicidad del autovalo®, del operadord se define como
dim N[(A — XoI)*]. Una definicibn equivalente es la que siguekSi= R entonces/ y A se
complexifican de manera natural, con lo que sin pérdida dergidad se puede considerar que
K = C. Se sabe qug&g es un punto aislado del espectro4leSe toma una curva de JordaenC
gue sea rectificable, positivamente orientada y tal quaieb{punto del espectro dé que encierre

-y en su interior sed. Entonces

RS -l
/7()\[ A)dx

21

es una proyeccion i cuya imagen e [(A — \oI)¥]. Con lo cual, una definicion equivalente de

\Y,
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la multiplicidad de\y como autovalor del es

mmR[if/uI—Arwﬂ,
27 ),

dondeR denota el subespacio imagen. Nbtese que para esta UHimeterizacion es necesaria la
teoria de funciones de variable compleja. En particuldy, sene dimension finita todo lo anterior
es valido incluso para cuando el autovalgrvale0. En este caso en quées una matriz cuadrada
y Ap €S un autovalor suyo, la multiplicidad dg como autovalor ded también se puede definir
equivalentemente como el orden (o multiplicidad) del pmiiio

A det(A — NI

en )\y. Todo esto es bien conocido; ver, por ejemplo, A. E. Tayl@&],[®&N. Dunford and J. T.
Schwartz [12], K. Yosida [70], o |. Gohberg et al. [24].

Existe un concepto de multiplicidad que generaliza y egtes estos dos conceptos que hemos
expuesto y que sera estudiado en la Parte | de esta memoria.

SealU un espacio de Banach solifec {R,C}, © un abierto d&K, A\ € Qy £: Q — L(U)
una funcion de clasé> tal queL(\o) € ®¢(U). Aqui L(U) denotara el conjunto de aplicaciones
lineales y continuas d€ enU,y ®,(U) C L(U) el subconjunto formado por aquellos operadores
que son Fredholm de indice cero, es decir, operadbresC(U) tales que

dim N[T] = codim R[T] < cc. 2

La hipétesis de Fredholm de indice cero es basicameraehipdtesis de finitodimensionalidad,
puesto que los operadores Fredholm de indice cero compartiehas de las buenas propiedades
de las que gozan las matrices cuadradas, ya que la propi2dadtd detras de gran parte de ta-
les propiedades. Hay un concepto de multiplicidad®den Ay, denotado pofn[L; \g], que viene
caracterizado por el siguiente resultado, que constitlggoeema principal del Capitulo 1.

Teorema 1 SeaS el conjunto de funciones de cla6& definidas en un entorno dg con valores
en®,(U). Existe undinica aplicacon

m[-; Ao] : 8§ = [0, 0]
gue cumple las siguientes propiedades:
M1. Para cualesquierel, M € S, m[£M; \g] = m[L; Xo] + m[I; Ao].
M2. Existe una proyecon Py € L(U) de rangol tal quem|[(A — X\o) Py + Iy — Py; Mo] = 1.

La propiedad M1 se conoce corffirmula del productoLa propiedad M2 es una simple norma-
lizacion. La demostracion del Teorema 1 se basa en unarifeartion de la familia debida a R. J.
Magnus [49]. Esta multiplicidadr goza, entre otras, de las siguientes propiedades, siedds to
ellas consecuencia Unicamente de M1y M2:

= m[€; Ao] € {0,1,...,00}.
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= SidimU < oo entoncesn[L; )] coincide con la multiplicidad (u orden) de como raiz
dedet £.

» m[L; Ag] = 0 siysolo sif()g) es un isomorfismo.

= m[L DM Ao] = m[L; No] + m[IN; Ao], dondedt € C> (2, L(V)), M(Xg) € (V) Yy V es
un K-espacio de Banach.

= m[€; \g] < oo siy solo si existe un enterb > 0 tal que (A — \g)*£()\)~! existe y es
acotado en un entorno perforado. e En particular, si£ es analitica$2 es conexo (A1)
es isomorfismo para algin € Q entoncesn[£; A\] < oo para todo\ € .

= SiT € L(U)y £(A) := A — T, dondel es la identidad ey, entonces

m[£; \o] = supdim N[(AoI — T)*].
keN

= m[£; \g] < oo siy solo si existe un entorno abiet® de A\ contenido e tal que£ admite
una factorizacion de la forma

L) =eN PN &I, ]30N), Ae

donde€, F € C>(Q, L(U)), €(Xo), F(Xo) son isomorfismod) = Uy & U; condim Uy <
ooy Uy es un subespacio cerradoldeuyo operador identidad €g,,y D € C* (2, L(Uy))
se expresa, respecto de cierta base, de la forma diagongraiz

D(N) = diag {(A — Xo)*, ..., (A = Ag)fn}
para ciertos enteras > 0y ky,..., &k, > 1.

= Si £(\) — I es compacto para todb € Qy m[£; A\g] < oo entonces el indice de Leray-
Schauderdnd(£(X),0) de £(X) en 0 cambia cuando\ cruza X, si y solo sim[£; o] es
impar. Dicho de otra manera,

lim Ind(£(}),0) = (=1)™2] 1im Ind(£()),0).

— +
A=A A—=Ag

El concepto de multiplicidad se remonta a la escuela rusa ete¢ada de 1940, donde se
introdujo en el caso holomorfo, es decir, cuafifo= C. Ver M. V. Keldys [33], A. S. Markus
and E. I. Sigal [53], V. M. Eni [13], I. C. Gohberg and E. I. Sig29], I. C. Gohberg et al. [26]

y las referencias alli citadas. Su teoria esta basadasnaddenas de Jordan, construccion que
expondremos en el Capitulo 3.

En el casK = R la definicibn es mas tardia; sefialamos aqui las cartitmes de P. Sarreither
[63], J. Ize [30], R. J. Magnus [49], J. Esquinas and J. L&pémez [15] y J. Esquinas [14],

y P. J. Rabier [58]. P. Sarreither [63] y P. J. Rabier [58] &tud las cadenas de Jordan, como
explicaremos en el Capitulo 3. J. I1ze [30] se basa en unacéufinitodimensional de la familia
£y define la multiplicidad de2 como la multiplicidad del determinante de la familia rediaci
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R. J. Magnus [49] define, a partir de la familia una sucesion de familias hasta que llega a una
factorizacion def en un producto de familias mas simples, factorizacionlgusérve para definir
su multiplicidad. Esta teoria esta parcialmente exghcan el Capitulo 1. J. Esquinas and J. Lopez-
Gomez [15], J. Esquinas [14] y J. Lopez-Gbmez [43] primneefinen la multiplicidad para una
familia transversalizaday luego caracterizan aquellas familias que pueden sesveasalizadas
mediante un cambio de variable. Explicaremos esta tenréh €apitulo 2.

Esta memoria no pretende dar una descripcion exhaustiles distintas definiciones de mul-
tiplicidad; para ello se pueden consultar J. Esquinas [R4M. Fitzpatrick and J. Pejsachowicz
[18], o [55]. Se conoce la equivalencia de todas estas cmtsbnes de la multiplicidad (ver P. J.
Rabier [58] y J. Lopez-Gbmez [43, Chapter 5]). Nosotrgdiearemos aquellas construcciones de
la multiplicidad que nos sean Utiles para probar los radok de esta memoria.

La razon de disponer de una buena definiciobn de multigltidiene avalada por la multitud
de aplicaciones que tiene en diversas areas de la matemétitre otras, las construcciones de la
multiplicidad algebraica se emplean en:

= Criterios sobre el cambio de grado topolégico de una fanuitiiparamétrica de operadores
cuando el parametro cruza un autovalor de la familia. Goede existencia de autovalores
no-lineales en ecuaciones muy generales en el marco deria teobifurcacién. Consultar
P. Sarreither [63], J. I1ze [30], R. J. Magnus [49], J. Esgsliaad J. L6pez-Gbmez [16], J.
Esquinas [14], P. J. Rabier [58], P. M. Fitzpatrick and Js&ejowicz [19].

= Clasificacion local de familias de operadores; existepaiaicidad de la forma canénica de
Smith. Ver |. C. Gohberg et al. [26].

= Teoria espectral local y global de familias de operaddves.l. C. Gohberg et al. [26], |.
Gohberg et al. [25], J. Lopez-Gbmez [43].

= Criterios de completitud de los autovectores y autovestgemeralizados de operadores y de
familias de operadores. Ver A. Friedman and M. Shinbro [, Gohberg and M. G. Krein
[27].

= Ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientest@oies; problemas de valor inicial y
de valores en la frontera. Consultar I. Gohberg et al. [25], Wloka et al. [67].

= Ecuaciones en diferencias. Ver |. Gohberg et al. [25].
= Interpolacién de familias de matrices. Ver J. A. Ball e{@).
= Teoria de sistemas lineales y de control en ingenieriaBVE. Wyman et al. [69].

En este trabajo solo se desarrollan dos de tales apliesiansaber, la construccion de forma
local de Smith que veremaos en el Capitulo 3, y la aplicaeiémteoria de bifurcacion que veremos
en la Parte II.

En el Capitulo 1 daremos teoremas de unicidad de la maoltpld. Alli probaremos, entre otros,
el Teorema 1 en el cual la multiplicidad queda axiomatizamtaupas pocas de sus propiedades.
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Hasta ahora hemos supuesto que la fandiles de clas€. Esta es una hipbtesis de simplifi-
cacion pero no es realmente necesaria, como veremos egaeta® de esta memoria. Tampoco
es necesario que tome valores ed®((U); basta que lo haga e, (U, V') dondeV es otro espacio
de Banach.

El punto de partida del Capitulo 2 es el siguiente resultgdalasico, debido a |. C. Gohberg
and E. I. Sigal [29]; consultese también I. Gohberg et2, Chapter XI].

Teorema 2 Seaf) un abierto conexo d€ y £ : Q — ®y(U, V') una funcén holomorfa tal que
£(A1) es un isomorfismo para &g A\; € Q. Entonces el conjunto de autovalorEs= {\ € Q :
dim N[£()\)] > 1} es discreto ef2 y la funcbn £ ! es holomorfa ef2 \ 3. Para cada), € ¥,
£~ admite un desarrollo de Laurent

L) = i R (A — Ao)"

n=—k

para un cierto enterd > 1. Se cumple qu&, € ®,(V,U) y R,, es de rango finito para cada
—k <n < —1. Es nas, el desarrollo de Laurent d& £~!

gNLN) T = f: M (X — Xo)"

n=—*k

cumple qué,, tiene rango finito para cadak < n < —1, y su traza vale

i —k<n<-—-
e, = 0 s! k<n<-=-2
m[L;Xg] Si n=-L.

El objetivo del Capitulo 2 es generalizar el Teorema 2 abd&s= R; la familia £, pues, no
sera necesariamente analitica, sino de @aggara un cierto natural.

En vistas a una generalizacion del Teorema 2 al €&sparece que lo primero que debemos
hacer es precisar lo que entendemos por desarrollo de ltaydar condiciones suficientes para su
existencia. La factorizacion de debida a R. J. Magnus [49] nos proporciona la herramienta par
mostrar que, cuando la multiplicidad @een )\, es finita, entonce§ ! admite una expresion de la
forma .

SN =D R (A= )" + o ((A— X))
n=p
para ciertos entergs < ¢. Sin embargo, la construccion de R. J. Magnus [49] no perddt un
criterio que decida cuando la multiplicidad es finita. Rella usamos la teoria de J. Esquinas and
J. Lopez-Gomez [15], J. Esquinas [14] y J. Lopez-Gord&}.[La siguiente definicion se debe a J.
Lopez-Gomez [43].

Definicion 3 Seat € C" (2, L(U,V)) tal que £(Ag) € Po(U, V). Dado un enterd: > 1 decimos
que ) es un autovalok-algebraico de€ cuando£()) es un isomorfismo en un entorno perforado
de \o, la familia (A — X\o)*£()\)~! est acotada en un entorno perforado dgy la familia (A —
Xo)*~1L€(M\)~! no esé acotada en ningn entorno perforado dg,.
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En J. Lopez-Gbmez [43, Chapter 4] se prueba que Es un autovalok-algebraico det ¢
C"(Q,L(U,V))yk < rentonces la multiplicidaeh[£; \o] de £ en ), esta definida y es finita. Una
vez que tenemos un desarrollo de Laurent finitcCdé, podemos pasar a estudiar los coeficientes
de la parte singular del desarrollo de Laurenttd&—'. Esto lo hacemos primero para familigs
gue sortransversale®n )\, concepto definido en J. Esquinas and J. Lopez-Gomezylig¢go se
hace para familias arbitrarias, gracias al resultado dépkez-Gomez [43] segln el cual una familia
£ € C" puede ser transversalizada multiplicando por la derechammfamilia de isomorfismos si
y s0lo siAg es un autovalok-algebraico de para algink < r. Con todos estos ingredientes, en
el Capitulo 2 llegamos al siguiente resultado.

Teorema 4 Seann > k > 1 nUmeros enteros Yo € € un autovalork-algebraico def €
C"R(Q, L(U,V)), cong(Xg) € ®o(U, V). Entonces existen + 1 operadores (definidos invoca-
menteyR; € L(V,U), —k <i < n — k tales que
n—k
ST =D R = A0) +o((A—2x0)"H).
i=—k

Se cumple quR, € ®y(V,U) yR; es de rango finito para cadak < i < —1. Adenas

n—k
LN = 37 Mi(A = A) +o((A = 20)" )
i=—k

cumple quéMt; tiene rango finito para cadak < i < —1, y su traza vale

; 0 si —k<i< -2
' m[L;Xo] SI i=—1.

Estrechamente relacionados con la construccion de laghizittad se encuentran los conceptos
de cadenas de Jordan, multiplicidades parciales y formangzande Smith, conceptos ciertamente
antiguos que se remontan a H. J. S. Smith [65] y a F. G. FrobdBitj 23]. Las multiplicidades
parciales deC en )y son un concepto mas refinado que el de multiplicidad y pemiescribir
el comportamiento d&€ en un entorno de,,. El punto de partida del Capitulo 3 es el siguiente
resultado clasico, sacado de I. Gohberg et al. [24, Thedtiednl] (ver también |. C. Gohberg and
E. I. Sigal [29] e I. C. Gohberg et al. [26]).

Teorema 5 Seal : Q@ — L(U,V)) una funcon holomorfa cong(\y) € ®4(U,V) y tal que
£(A1) es un isomorfismo para dlg punto); del abierto conexd? c C. Entonces existe una
descomposion del espacid/ = Uy & U; condim Uy = dim N[£y] = n, y U; un subespacio
cerrado del/, con respecto de la cual podemos expresar

L) =€) [P\ @Iy, ]F(N), e, (3)

para un cierto abiertd)’ con)\g € Q' C Qy ciertas familiasD € H(Q', L(Uy)), § € H(Y', L(U))
y € e H(Y, LU, V)) tales que&()g), §(N\g) son isomorfismos; aders, existe una base d#
con respecto de la cu&® se expresa en forma diagonal

D(A) = diag {(A — Xo)™, ..., (A= Xo)F"} (4)
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para ciertos enterog; > --- > k, > 1.

La factorizacion (3), asi como la expresion diagonakré¢jben el nombre de forma local de Smith.
Se comprueba que los enteros .. ., k, de (4) estan determinados univocamente, y se conocen
comomultiplicidades parcialesle £ en \y. También se demuestra que la multiplicidadden A

es precisamente, + - - - + k,. La demostracion del Teorema 5 se basa en

= una reduccion finitodimensional de la que gozan todas fagliées £ por el mero hecho de
ser£(\g) Fredholm de indice cero; y

= un proceso de diagonalizacion de matrices cuadradasdiepés de un parametro cuya idea
basica (pivotar y hacer ceros) recuerda el método deraicion gaussiana.

En cada uno de estos dos pasos hay una reduccién. En el@rimgrroblema infinitodimensional
se reduce a uno finitodimensional. En el segundo, un prooemtivo permite, en cada paso, ir
reduciendo la dimension del problema en una unidad hasgarlla un problema unidimensional
donde se resuelve facilmente. Por tanto, debemos encontiavariante que se conserve en estos
procesos y garantice que, en cada paso, la nueva familidifsiaga verifique las mismas hipbtesis
qgue la original. La forma usual de hacer esto (ver, por ejempl J. Rabier [58]) es mediante
las cadenas de Jordan. Sin embargo, pensamos que era eotwatisponer de otro invariante
mas manejable e intrinseco a la famifiay, sobre todo, que no involucrara ninguna construccion,
como ocurre con las cadenas de Jordan. Finalmente, éstelatio por el concepto de autovalor
algebraico (definicion 3). Para reconstruir completamdateoria hubo que relacionar la teoria de
multiplicidad dada por cadenas de Jordan y la dada por eesedizacion. Todo esto se hace en el
Capitulo 3y llegamos a la siguiente version del Teoremabga parak = Cy K = R.

Teorema 6 Supongamos que € C"(Q, L(U,V)) con£(Ng) € ®o(U,V) para alguinr € N. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

= £ admite una forma local de Smith g, es decir, existen un entorno abief C Q de )\,
familias € € C(Q', L(U,V)), § € C(Y, L(U)) tales que&(Ng) y F(Ao) son isomorfismos,
una descomposion U = Uy @ U; condimUy = dim N[£()\g)] = n y U; un subespacio
cerrado deU, de tal manera que (3) y (4) para ciertos entetos. k1, ..., k, <.

= )\ s un autovalok-algebraico deg para un ciertok < r.
= Las longitudes de las cadenas de Jordartden \q estn acotadas pok < r.

= La multiplicidadm[£; A\g] existe y es finita.

Los capitulos 1, 2 y 3 constituyen la parte de esta memodada a la multiplicidad algebrai-
ca. Los restantes capitulos 4 y 5 tratan de la teoria dechifibn.Este es un tema a la vez clasico y
muy activo; los articulos dedicados a esta amplia teamiarmumerables; véanse por ejemplo las
referencias citadas en las monografias de J. I1ze [30], Shbw and J. K. Hale [9], E. Zeidler [71],
W. Krawcewicz and J. Wu [37], J. Lopez-Gomez [43], B. Buifand J. Toland [8], o H. Kielhofer



XI1 Introduccion

[35]. Nosotros trataremos so6lo dos aspectos de la teerbafarcacion, a saber: la aplicacion de la
forma local de Smith a la caracterizacion de autovaloreneales, y la estimacion del nUmero de
soluciones de los continuos bifurcados.

SeanU un espacio de Banach realgyc C(R, L(U)), Mt € C(Rx U, U) aplicaciones tales que

(HL) £()\) — I es compacto para todoc R, donde! es la identidad efy.

(HN) 9t es compacto 91(\, u) = o(u) uniformemente en intervalos acotados)de R.

Consideramos la aplicaciéh : R x U — U definida porg (A, u) := £(A)u + N(A\,u), y la
ecuacion

§(A u) = 0. ®)

Es inmediato ver qug (), 0) = 0 para todo\ € R. Aunque simplificando mucho, se puede decir
gue la teoria de bifurcacion estudia las soluciones dgu®) de una manera imprecismanarde
la recta de solucione® x {0}.

Se dirda que\ € R es un punto de bifurcacién @ o de la ecuacion (5), cuando

(A, 0) € 3710) N[R x (U\{0})].

Se comprueba que todo punto de bifurcaciate§ es un autovalor d€, es decirN[£())] # {0};

el reciproco no es cierto. Un autovalor gise dirano-linealsi es un punto de bifurcacion @epara
cualquier)t que cumpla (HN). El proposito del Capitulo 4 sera dar weraastracion no topolégica
y basada en la teoria de multiplicidad de la siguiente taiaacion.

Teorema 7 Sea)q un autovalor aislado d&€. Entonces)g e€s un autovalor no-lineal dé siy lo
si elindice de Leray-Schauder @econ respecto d€()\) cambia cuando\ cruza), es decir,
lim Ind(£()),0) # lim Ind(£(\),0). (6)
A=Ay A—=Ad
Los conceptos de indice y grado de Leray-Schauder secardexlos en el Capitulo 4.

La prueba de que el cambio de indice la solu€i@ie £( ) implica un fenébmeno de bifurcacion
se remonta a los trabajos de M. A. Krasnosel'skil [36]; eH.FRabinowitz [59], J. Ize [30], R. J.
Magnus [49], H. Kielhofer [34], y J. Lopez-Gbmez [43] secaentran generalizaciones y posterio-
res desarrollos de aquel resultado pionero. La demostralsla otra implicacion del Teorema 7
es mas moderna. J. Esquinas and J. L6pez-Gbmez [15, 1&lsgdinas [14] lo hicieron en el caso
en queg posee la regularidad suficiente para que la multiplicidaé ésfinida. La demostracion
topologica, mas general, se debe a J. Ize [31], donde ada t#e obstruccion.

La demostracion que presentamos nosotros se basa enténeddgle la forma local de Smith
del Teorema 6; esto permite convertir la ecuacion (5) enammcion mas simple para la cual,
si la multiplicidad def en A, es par (equivalentemente, si (6) no es cierto), se puedergions
explicitamente unét que cumpla (HN) para la cual la ecuacion (5) no exhiba béfciin. Esta idea
esta tomada de J. Esquinas and J. Lopez-Gbomez [16] y Uirasd14], pero nuestra demostracion
es mas directa.

El Capitulo 5 esta dedicado a la teoria global de bifuéracSe puede decir que esta teoria nace
con el siguiente resultado de P. H. Rabinowitz [59].
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Teorema8 Seafl(\) := I — MK, A € R, dondeK € L(U) es compacto € es la iden-
tidad enU. Sea)q un autovalor deK de multiplicidad impar. Entonces, la componetede
§10)N[R x (U \ {0})] que contiene &\, 0) satisface alguna de estas alternativas:

= ¢ es no acotado;

= (A\,0) € €parauncierto\; € R\ {Ao}.

Por supuesto, pa@omponententendemosomponente conexoco después, E. N. Dancer [10], J.
Ize [30] y R. J. Magnus [49] generalizaron este resultad@aadednera siguiente. Supongamos que
el conjuntoX: de autovalores d€ es discreto. Se&; el subconjunto d& formado por aquellos
Ao tales que (6), ¥y := X\ X;. Expresamo&l; comoX; = {\;};_,, conr,s € ZU {—oc, 00},

r <s,¥YAi-1 <\ paratodo € ZN[r + 1,s]. Consideramos una aplicaciéh: ¥ — {—1,0,1}
gue cumpla las siguientes propiedades:

= P(\) =0si)e .
= P(X\;)P(N\i—1) = —1paratoda € ZN[r + 1,s].

Se cumple entonces la siguiente mejora del Teorema 8 praoaidd J. Magnus [49].

Teorema 9 SeaC¢ una componente acotada @e'(0) N [R x (U \ {0})]. Entonces

> P =0.

(\0)ee

En el Capitulo 5 probaremos una version general del Tem&ralida para espectrds arbi-
trarios, es decir, sin imponer gig sea discreto. Para ello debemos redefinir la fundtrEean
r,s € ZU{—o00,00} conr < s,y {J;};_, una familia localmente finita de intervalos abiertos no
vacios tales qué; N = @ paratoda € ZN|r, s]. Seaa; € {—1,1} el valor deInd(£()), 0) para
A € J;. SedefineP : ZN[r+1,s] - {-1,0,1} medianteP(i) = (a; — a;—1)/2. Finalmente, la
familia de intervalos compactdd; };_, ., viene definida pot; := [sup J; 1, inf J;]. Con esto se
prueba la siguiente version del Teorema 9.

Teorema 10 Sea¢ una componente acotada de

&= [F L 0)N[Rx (U\ {o})]} U [(R\ U7 x {0}} .
Sea
B:={ieZn[r+1,s]:(; x {0})N¢C # o} (7)
Entoncesy .z P(i) = 0.
Lo que realmente se prueba en la demostracion del Teorersmutta formula del grado topologico

de§(A, ) en un abierto que contienels, := {u € U : (\,u) € €} y esta suficientemente ceflido
a él, paracada € R\ | J;.5 I; en terminos de la aplicacioR. En realidad, dicha formula no solo
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es valida para componentes acotaflae S, sino también para componentsmiacotadasjue se
definen como las componentes acotada® de([A, co) x U) para un cierto\ € R. Puesto que el
grado topologico sirve, de alguna manera, para contairaa@sél nUmero de ceros de una funcion,
los calculos anteriores permiten concluir lo siguiente.

Teorema 11 Sea¢ una componente acotada @ ([A, o0) x U). Sean (7) W\ € [A, 00)\U,cp Li
tal que D, F (), u) existe y es un isomorfismo para cad& ¢,. Entoncegard € es pary

Card €, > 2‘ 3 PG
i€B
A<I;

En el Capitulo 5 este resultado y otros del mismo espigtiinfien estudiar la estructura de las
componentes semiacotadas que bifurcan desde la rectaud®sekR x {0} de la ecuacion (5).
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Capitulo 1

Unicidad de la multiplicidad algebraica

Dada una familie€ de clase&*>® de una variable (real o compleja) cuyos valores son opezador
de Fredholm de indice cero en un espacio de Banach, hay \defmiciones de multiplicidad
algebraica de la familieC en un punto), del parametro donde el operadf(),) deja de ser
invertible. Este capitulo muestra que la multiplicidageddraica esta determinada univocamente por
unas pocas de sus propiedades, independientemete de suaxian. Este capitulo esta basado en
[57].

1.1. Introduccion

DadosK € {R,C}, Ay € K, y una funcion definida en un entorno dgy con valores erk,
la multiplicidad def en )y se define como el orden dg como cero def. En otras palabras, se
dice que la multiplicidad d¢ en X\ es un enterd: > 0 si f™()\g) = 0 para todod < n < k
y f¥(\g) # 0, mientras que la multiplicidad d¢ en )\, es infinita cuandgf™ ()\g) = 0 para
todon > 0. Aunque este concepto es bien conocido, el problema de efimimultiplicidad para
familias £ : Q@ — L(U), dondef2 es un abierto d&K y U es un espacio de Banach sofitees
mas reciente y nada trivial. Cuand® = C, parece que este problema se remonta a la escuela
rusa (ver A. S. Markus and E. I. Sigal [53] o I. C. Gohberg and. Bigal [29] y las referencias
alli citadas), mientras que Ei = R, las primeras definiciones generales se deben a P. Sarreithe
[63], R. J. Magnus [49] y J. I1ze [30]. Desde entonces, se haigentroduciendo otros conceptos
de multiplicidad algebraica que han resultado ser todos elfjuivalentes.

El principal objetivo de este capitulo es mostrar que laiplididad algebraica esta determinada
univocamente por unas pocas de sus propiedades, indepmdéente de la construccion.

Una de las primeras aplicaciones de la multiplicidad algjebr generalizada fue establecer
una clasificacion espectral local para familias de opessdfver I. C. Gohberg et al. [26] y las
referencias alli citadas, asi como el Capitulo 3 de estia)t En el caso real, se ha empleado con
éxito en el contexto de teoria de bifurcacion para eatugliconjunto de soluciones de ecuaciones
no lineales abstractas (ver J. Ize [30], R. J. Magnus [49], Rabier [58], J. Lopez-Gbmez [43] y
la Parte 1l de esta memoria).

Este capitulo se distribuye de la siguiente manera. En ¢ai@e 1.2 se establece el marco

3
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general del capitulo, y se presentan los resultadosvadadi la multiplicidad de R. J. Magnus [49],
gue prueban la existencia de una multiplicidad que cumpts axiomas bastante naturales. Los
teoremas de unicidad, que dependen esencialmente deutiades de la Seccion 1.2, se presentan
en la Seccion 1.3. En la Seccion 1.4 repasamos brevemgnigoa desarrollos mas avanzados de
la teoria de la multiplicidad algebraica.

1.2. Lamultiplicidad de R. J. Magnus

En lo que sigue, se fija un espacio de BanéicsobreK € {R, C} condim U > 1. Denotamos
por £(U) al conjunto de operadores lineales y continuog/den si mismo, Y, (U) es el conjunto
de L(U) formado por los operadores Fredholm de indice cero. Renwd que el producto (la
composicion) de dos elementos dig(U) esta de nuevo et (U) (ver por ejemplo, I. Gohberg
et al. [24, Theorem XI.3.2]) y qu@,(U) contiene todos los elementos invertibles &é); en
particular,Iy; € ®,(U), dondel; representa el operador identidadlén

Seal) un abierto dé&k. Vamos a manejar familias

£:Q— L(U).

A lo largo de este capitulo se supondra que esta famili etadeC> si K = R, y holomorfa si
K = C. Esta hip6tesis dista de ser necesaria, pero simplificgolasicion.

A partir de ahora se reserva la letkgpara la variable d& y se considera fijo ung € K
Denotamos po§ al conjunto de todas las familigs® definidas en un entorno dg con valores en
®,(U); dicho entorno puede depender de la funcion. TometnesS. Si £()\g) no es isomorfismo,
Ao recibe el nombre dautovalorde £.

El producto£9t € S de dos familias, M € S se define mediante€Mt) () := L(A)M(A),
para cada\ perteneciente a la interseccion de los dominios de dgimide £ y 9t. También, si
£(Xo) es un isomorfismo para algihe S entonces la funcion — £(\)~! esta bien definida y
esC™ en un entorno dg,. Por tanto, tambiég ! € S.

En este contexto, R. J. Magnus [49] probo el siguiente tadol

Teorema 1.2.1Seaf € S. Entonces ocurre alguna de las siguientes alternativaguamente
excluyentes:

(@) £(Xo) es unisomorfismo.

(b) Existenv proyecciones de rango finitg,, ..., P, € L(U) \ {0}, para aldin enterov > 1,
tales que

S(A) ZM(A) [(A—Ao)Pl —|-IU—P1}--'[(>\—AU)PV—|-IU—Pl,], AZAU, (11)
para una cierta familigd)t € S que toma valores invertibles.

(c) Para cada enter > 1 existenv proyecciones de rango finitg;, ..., P, € L(U) \ {0} y
una familiadt € S tal que se cumple (1.1).
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Es més, en el caso (b), elimero) ", , rank P; es independiente de las proyecciodgs. .., P,
escogidas.

Por supuesto, para cualquiere £(U), rank T representa la dimension de la imagenideCon
esta teorema tiene sentido la siguiente definicion debRlaJaMagnus [49].

Definicion 1.2.2 Siguiendo las notaciones del Teorema 1.2.1, la multigidide£ en )\, se define
por

0 si ocurre (a),
pl€; Xl == ¢ SV rank P; siocurre (b),
oo si ocurre (c).

Cuando lo veamos conveniente, escribiremos explicitéararvariable\ de la familial y asi pon-
dremosu[£(A); Ao| para referirnos a[L; Ag].

Se dispone de algunas otras definiciones de multiplicidgebadica en la literatura. Entre ellas
recordamos las construcciones de J. Ize [30], P. J. Rat8¢y[3. Esquinas and J. Loépez-Gbomez
[15]. En P. J. Rabier [58] y en J. Lopez-Gomez [43, Chaplese5orueba la equivalencia de estas
cuatro multiplicidades. Véase también el Capitulo :ydibdemostramos la equivalencia de las
construcciones de [58] y de [43].

Proposicion 1.2.3 La multiplicidad de acuerdo a la Definimn 1.2.2 verifica las siguientes propie-
dades:

MO. Paratodof € S, u[£; Xo] € {0,1,...,00}.
M1. Para cualesquierel, M € S, u[L£90 Ao] = p[L; Ao] + p[D; Xo).
M2. Para cualquierP € £(U) proyeccon de rango unoy[(A — Xo)P + Iy — P; Ao] = 1.

M3. Para cadag € S tal que£()g) es unisomorfismg[£; Ag] = 0.

Demostracbn. Las propiedades MO y M3 se siguen directamente de la Defmiti2.2. La pro-
piedad M1 esta probada en R. J. Magnus [49, Theorem 2.4ftrageque M2 sale de la Definicion
1.2.2, ya que se cumple (b) del Teorema 1.2.1enl, P, = PyM(\) = Iy. m

1.3. Losteoremas de unicidad

Esta es la seccion central de este capitulo, y esta diedéckos enunciados y las demostraciones
de los teoremas de unicidad de la multiplicidad algebraica.

Primero vemos un resultado auxiliar sobre las proyecciaieesango finito en un espacio de
Banach. La propiedad (familiar en dimension finita) selglicual todas las proyecciones de rango
uno son similares se generaliza aqui a dimension infinita.

Lema 1.3.1 SeanP, (Q € L(U) dos proyecciones de rango uno. Entonces existe un isomorfism
T e L(U)talqueP =TQT'.
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Demostracbn. Como P, € L(U) son proyecciones, tenemos las descomposiciones en suma
directa
U = N[P]® R[P] = N[Q] & R[Q].

Tomemosp € R[P]\ {0} yq € R[Q]\ {0}. Afin de construir el isomorfism®@ distinguimos dos
casos. En el primero se supoNé¢P] = N|[Q)]. Entonces definimos el operador

T: N[Q] & R[Q] — N[P] @ R|P]
como el Gnico operaddf que cumple
T|nig = IInig = IInip, Ta=p,

dondel! es el operador identidad. Enton&@s L£(U) es un isomorfismo YT = T'Q.

Ahora supongamod’ [P] # N|[Q]. En el espacio de Banad¥i| P] consideramos su subespacio
cerradoN [P] N N[Q], que tiene codimension uno; en efecto, coghtiene rango uno, podemos
expresar

QU = f(u)qa ueU, (12)

para un ciertof € U’ \ {0}, dondeU’ es el dual topologico d& (ver por ejemplo, T. Kato [32,
Section 111§4.3]). Entoncesf|y;p; € N[P]"\ {0}. En efecto, es claro qug|yp) €s una forma
lineal y continua enV[P], y ademasf| y(p) # 0 yaqueN[P] # N[Q] y se cumple (1.2). Entonces

NP)N N[Q] = {u € NIP]: flxiri(w) = 0}

es un hiperplano cerrado dé[P]. Por tanto,N[P] N N|[Q] posee un complemento topologico
unidimensional edV|P], digamosU,. Por la misma razony[P] N N[Q] admite un complemento
topologico unidimensional eN|[Q], digamos[/;,

N[P] = (N[PINN[Q])) ® Uy,  N[Q]= (N[P]NNI[Q]) & U..
Tomemosug € Up \ {0}y uy € Uy \ {0}. Definimos el operador
T: (N[PINN[Q]) & U1 & R[Q] — (N[P]NN[Q]) & Uy & R[P]
como el Gnico operaddF que cumple
T|nipinnig) = IInipinnig)y  Twi =uo, Tq=p.

Entoncesl’ € £(U) es un isomorfismo YT =T(Q. m
El enunciado del Lema 1.3.1 sigue siendo cierto (con sirdianostracion) si suponemos que
P, Q son proyecciones del mismo rango finito, pero dicha gera@én no la vamos a usar.
Presentamos ahora el primero de los teoremas de unicidad.

Teorema 1.3.2 Existe unainica funcon
m[, AO} 'S — [07 OO]

gue cumple las siguientes propiedades:
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M1. Para cualesquierel, 9t € S, m[£M; Ag] = m[L; Xo] + m[I; Ao].
M2. Existe una proyecon de rango und € L(U) conm[(A — Xo) Py + Iy — Po; Ao] = 1.

Demostracbn. La existencia de la funciom|[-; Ao] esta garantizada por la Proposicion 1.2.3 y
porgue, gracias a quBm U > 1y al teorema de Hahn-Banach, hay proyecciones de rango uno. E
resto de la demostracion trata de la unicidad.

Seam|-; \g] cualquier funcion que cumpla M1-M2. Se verifican entonassiguientes propie-
dades:

P1. Sig € Sy £()\g) es invertible entonces[L£; A\¢] = 0.
P2. SiP € L(U) es una proyeccion de rango uno entonegg\ — \g)P + Iy — P; \g] = 1.

P3. SiP € L(U)\ {0} es una proyeccion de rango finito entong€$\ — o) P + Iy — P; A\¢] =
rank P.

Probemos P1. Seh, el operador que aparece en M2, y sea S tal que£()\,) es invertible.
Entonces, por M2 y M1 tenemos

1=m[(A—=Xo)Po + Iy — Py: Mo] = 1+ m[€; Xg] + m[L71; \o].

Comom|[; Ag] > 0, entoncesn|[£; \g] = 0, lo que pretendiamos.

Probemos ahora P2. S€ac L(U) una proyeccion de rango uno. Por el Lema 1.3.1, existe un
operador invertiblel’ € £(U) tal queP = TPyT~!, dondeP, es la proyeccion que aparece en
M2. Entonces

A=X)P+ITy—P=T[\=X)Py+ Iy — P T,

luegom[(A — \g)P + Iy — P; \¢] = 1, gracias a M1, P1y M2, lo que prueba P2.

Probemos ahora P3. Tomemfse L(U) una proyeccion de range > 1 finito; entonces
podemos encontrat proyecciones de rango uno mutuamente disjuntas, digdiops ., II, €
L(U) tales queP = >"7" | TI;. Por consiguiente,

A=X)P+ Ty — P =[(A =) + Iy — T ] -+ [(A = AL, + Iy — I1,)]

y, gracias a M1y P2, obtenemos
n
m[(A = X)P + Iy = P;xo] = > m[(A = M) + Iy — T3 o] = n.
i=1

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para demlastnzicidad. Tomemos ug € S
y consideremos las opciones (a), (b), (c) del Teorema 12.dcurre (a), tendriamos por P1 que
m[ﬂ )\0] =0.

Supongamos que ocurre (b) del Teorema 1.2.1. Entofices puede factorizar segin (1.1),
dondeP,..., P, € L(U)\ {0} son proyecciones de rango finitd} € S es invertible en\y. Con
esto vemos que

m[€; Ao] = m[M Ag] + Y m[(A— )P, + Iy — Psdo] = Y _ rank P,
i=1 i=1



8 1. Unicidad de la multiplicidad algebraica

gracias a M1, P1y P3.

Supongamos, por Ultimo, que ocurre (c) del Teorema 1.2tori€es, para cada entarc> 1
la familia £ se factoriza como (1.1), dond®, ..., P, € L(U) \ {0} son proyecciones de rango
finitoy M € S. Asi pues,

m[L; o] = m[I; Ao] + ZrankPi > v,
i=1

debido a M1, P3y a quei|-; A\g] > 0. Comor > 1 es arbitrario, esto prueba qugL; \o] = co 'y
concluye la demostraciorm

Para ciertos fines (véanse [55] o [57]), a veces es mas ei@mie una version ligeramente dis-
tinta de este teorema. Necesitamos para ello la siguietdeion. Definimos” como el subcojunto
de S formado por aquellas familiad con multiplicidad finitgu en Aq,

T :={Le€S: pulL ] < oo}

La propiedad M1 de la Proposicion 1.2.3 implica que el pobalde dos elementos devuelve
a pertenecer @. Es mas, la Definicion 1.2.2 nos muestra que el conjghtd/” consta de aquellas
familias £ para las que ocurre la alternativa (c) del Teorema 1.2.1 8t presentamos el segundo
teorema de unicidad.

Teorema 1.3.3Existe unainica funcon
m[; o] T — CU{oc}
que cumple las siguientes propiedades:
M1. Para cualesquierel, Mt € T, m[£M; Ao] = m[L£; Xo] + m[I; Ao].
M2. Existe una proyecon de rango und® € L(U) conm[(A — Xo) Py + Iy — Po; Mo] = 1.

M3. Sig e T y£(Ao) es unisomorfismo entoncegL; A\¢] = 0.

Demostracbn. La demostracion es realmente parecida a la del Teorem2, ¥.3or ello sblo
sera eshozada. La existencia de la funeidn A\¢] esta garantizada por la Proposicion 1.2.3. Para
probar la unicidad, sem[-; \¢] una funcibn que cumpla M1-M3. Las siguientes propiedades s
comprueban sin dificultad:

= SiP € L(U) es una proyeccion de rango uno entonegg\ — \g) P + Iy — P; \g] = 1.

= SiP e L£(U)\{0} es una proyeccion de rango finito entong€$i — \g) P + Iy — P; \o| =
rank P.

Ahora consideramos la alternativa del Teorema 1.2.1. Yaokernsto que sblo pueden ocurrir
las opciones (a), (b) del Teorema 1.2.1. El resto de la deawish sigue la del Teorema 1.3.2
palabra por palabrem
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Notese que en el Teorema 1.3.3 el conju@ite) {oc} dondem|-; \g] toma sus valores no
desempefia ningln papel esencial. Se puede sustituiuplojuier otro semigrupo que contenga a
{0,1,...} como sub-semigrupo.

El Teorema 1.3.3 pudiera parecer poco satisfactorio a ngumse tenga una criterio explicito
que distinga cuando una familiae S pertenece & . Esto se hace en el siguiente teorema, debido
a J. Lopez-Gomez [43, Chapter 5]. Vease también eltGlapg de esta tesis.

Teorema 1.3.4Seal € S. Entonces € T siy Dlo si existens > 0, C' > 0y un entero
k > 1 tales que para cada < |\ — \o| < ¢ el operadorg()\) es un isomorfismo y£(A\) || <
C|)\ — )\0‘716.

Presentamos ahora, sin demostracion, otro resultadoicidachque ha sido probado en [55] y
en [56], en el que se usa la forma local de Smith que explicasean el Capitulo 3. Necesitamos la
siguiente notacion. Para cualquier espacio de Baba®uh(U) designa el conjunto de todos los
subespacios lineales cerrados no nulog’dmn o bien dimension finita o bien codimension finita,
y Sy representa el conjuto de todas las famili&s definidas en un entorno dg con valores en
dy(U).

Teorema 1.3.5Seal un espacio de Banach y supongamos que existe unafunci

mlsxol: | Sv = [0,]
VeSub(U)

gue cumple las siguientes propiedades:
M1. Para cualesquierd” € Sub(U)y €&, £,F € Sy,

m[ELF; Ao] > m[L; Ag].

M2. SiV € Sub(U) tiene dimengin uno, entonces:[(A — Ag)" Iy; Ag] = n para cualquier entero
n > 1.

M3. Existef € Sy tal quem[£; \g] = 0.

M4. SiV € Sub(U) cumpleV = V; @ V, para ciertosV;, Va € Sub(V) y £; € Sy, parai = 1,2
entonces
m[L1 @ L£2; Ao] = m[L1; Ao] + m[L2; Ao].

Entonces para cualesquiefd € Sub(U) y £ € Sy,
m[€; Ao] = p[€; Ag]-

En [57] y [55] estos teoremas de unicidad se utilizan pardgralgunas formulas explicitas
para la multiplicidad.
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1.4. Desarrollos ulteriores de la multiplicidad algebraia

En este capitulo se ha definido la multiplicidad para fas{i*. Esta hipotesis se puede sim-
plificar facilmente, como explicaremos en los Capitulgs3 Alli la multiplicidad estara definida
para funcioneg€”, donder es “suficientemente grande” dependiendo del comportamaang (o,
equivalentemente, d&— 1) cerca del puntd,, donde se pretende definir la multiplicidad.

Una generalizacion facil consiste también en definir mmaétiplicidad para familias cuyos va-
lores estan ed®y(U, V') en vez dedy(U), dondeV es otro espacio de Banach. El qag(U, V)
sea no vacio implica qué y V' son isomorfos, luego se puede definir facilmente una ntigitipd
para este tipo de funciones.

Cuando los valores de la familia son Fredholm de indicerarin, se puede llevar a cabo una
construccion similar. Véanse R. Magnus [51] e I. C. Goblegral. [26]. En este Ultimo se muestra
gue las multiplicidades parciales junto con el indice dadRolm constituyen un conjunto 6ptimo
de invariantes para describir el comportamiento local dartdlia cerca del punto.

También hay definiciones de multiplicidad para familiagazivalores son operadores lineales
no necesariamente continuos. Entre ellas, recordemos&iraocion de B. Laloux and J. Mawhin
[39, 40]. Ellos definen una nocion de multiplicidad de unovataracteristico\, € K de un par
(L, A), dondeU, V' son espacios normadas,es un operador Fredholm de indice cerddenV
no necesariamente continud,c £(U, V') goza de ciertas propiedades de compacidddy[L] \
{0}) N R[L] = @. En el lenguaje usado en este capitulo, esto equivale ardgaisnmultiplicidad
para la familia(\) := L — AA en un autovaloi, bajo las hipbtesis recién mencionadas.

Finalmente, se dispone de una nada trivial extension dmt&tde multiplicidad para familias
cuyos valores son operadores lineales arbitrarios (ncsadeenente Fredholm). En concreto, hay
una teoria satisfactoria para familias holomorfas dedimidn un abiert§? ¢ C con valores en
L(U), dondeU es un espacio de Banach complejo. Esta teoria esta fudoa dbjetivos de este
trabajo. El lector interesado debe consultar R. Magnus [BO4rason and R. Magnus [4, 5, 6], y
[52].



Capitulo 2

Desarrollos de Laurent de la inversay
residuos logaitmicos

Este capitulo generaliza al caso real (no analitico)relgupropiedades locales (en un entorno
de un autovalor) de familias de operadores de Fredholmdiecimero que son clasicas en el caso
holomorfo. Sea®/, V' dos espacios de Banachyina familia suficientemente regular de un abierto
Q Cc Ra”l(U,V) tal quel(rg) € @4(U,V) para un cierta\y € Q. Supongamos qué tiene
multiplicidad finita en)\y. Mostramos entonces quE ' posee un desarrollo de Laurent finito en
Ao, €s decir,g~! admite una expresion del siguiente estilo

p
SN =D Ra(A=20)" + 0 ((A = X))
n=—k

para ciertos enteros > 0, p > —k, y ciertosR,, € L(V,U), con—k < n < p. Una vez que
se tiene un desarrollo de Laurent, se puede definir un refigiacitmico de manera natural como
el coeficiente(\A — )\o)~! del desarrollo de Laurent d&£~! en )\y. Mostramos entonces que la
traza de este operador de rango finito es precisamente lgloidad de £ en ). Este capitulo
esta basado en [46].

2.1. Introduccion

Alo largo de este capituld/, V' y W seran espacios de Banach sdre {R, C}; el conjunto
de los operadores lineales y continuoslden V' se denota poL (U, V), y ®¢(U, V) representa
el subconjunto d&€(U, V') formado por los operadores Fredholm de indice cero. Nugpsimcipal
objetivo es analizar ciertas propiedades locales de faesi® € C" (2, ®¢(U, V')) en un autovalor
Ao € Q C K Porautovalorde £ entendemos un valoy, para el cualg()\q) no es invertible. El
conjunto de autovalores desera denotado pat. Estamos, por tanto, considerando dos clases de
aplicaciones: familias holomorfasi= C, y familiasC” siK = R.

Un autovalor aisladd,, se diceautovalor algebraicade £ si existenC' > 0y un enterdk > 1
tales que

L) <CIA=Xl™* A=, A# o (2.1)

11
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El concepto de autovalor algebraico fue introducido porbjhdz-Goémez [43] en conexidn con una
multiplicidad algebraica generalizada, que denotaremog|i; Ao], que se remonta a J. Esquinas
[14] y J. Esquinas and J. Lopez-Gbomez [16], que resultanvariante optimo en teoria de bifurca-
cion local y global; vease también la Parte |l de esta m&m8e sabe que esta multiplicidad es la
Unica que verifica los axiomas del Capitulo 1.

El primer resultado de este capitulo muestra qug st C, entonces esta multiplicidad alge-
braicay[£; A\o] viene dada por la traza del residuo logaritmico de la fargilen el autovalon, es
decir,

x[€: o] = tr % /7 gNLN) La, (2.2)

dondey es cualquier curva de Jordan rectificable que rodeaen (2 \ X, positivamente orientada
y homotopa a\; en2 \ . Es mas, la traza de los demas coeficientes singulareesiairdllo de
Laurent deg’£ ! en ), es cero. Esto prueba qué; \¢] coincide con la multiplicidad descrita en
I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29].

La principal contribucion de este capitulo consiste a@ereder este resultado a familias reales
£ € C" bajo la hipotesis (2.1). Se sabe que sis holomorfa$2 es conexo () es invertible para
algn); € Q, entonces el conjuntd de autovalores es discreto@ry todo )y € ¥ es un autovalor
algebraico det. Este capitulo muestra que (2.1) es el Unico requerimipata reconstruir toda la
teoria holomorfa. En particular, & = R, )y es un autovalor algebraico dec C", de tal manera
gue se cumpla (2.1),5 > 2k — 1, entonces

-1
LN =D R =) +o((A=X)"), A=A, AFEX,  (23)
i=—k

donde todos los operadorgs con—k < i < —1 tienen rango finito y
x[€; No] = tr Ry, 0=trR, —k<i<-2. (2.4)

Describimos ahora la distribucion de este capitulo. E3elecion 2.2 fijamos ciertas notaciones
y explicamos la teoria de transversalizacion y de la plididad algebraica; de J. Lopez-Gbmez
[43]. En la Seccibn 2.3 presentamos un resultado clasibcesel desarrollo de Laurent de la in-
versa de una aplicacion holomorfa de operadores de Fredi®indice cero (véase, por ejemplo,
I. Gohberg et al. [24]). La Seccidn 2.4 recoge algunas pdgales conocidas sobre el concepto de
traza (consultese, por ejemplo, T. Kato [32]) y ensenaasepropiedades de la traza de los coe-
ficientes de Laurent de un producto de funciones cuyos sakne operadores. En la Seccion 2.5
obtenemos (2.2), mostrando asi qué&si= C, entoncesy[£; Ay es la misma multiplicidad que
la descrita en |. C. Gohberg and E. I. Sigal [29]. El resto deskecciones tratan del caso real no
analitico. En la Seccion 2.6 probamos la existencia deesamollo de Laurent finito dé~' en
un autovalor algebraico d&. En la Seccion 2.7 usamos la teoria de transversalizggaéa probar
(2.4). La Seccion 2.8 generaliza (sin demostracionesaso ceal algunos resultados conocidos en
el contexto de familias polinomiales (véase, por ejempl@ohberg et al. [25]) que relacionan los
coeficientes de la expansion (2.3) con las cadenas de Joedaen ). Finalmente, en la Seccibn
2.9 vemos un ejemplo que proviene de una ecuacion difedemdinaria, en el cual el desarrollo
de Laurent se puede calcular explicitamente.
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2.2. Lamultiplicidad de J. Esquinas y J. Lopez-Gomez

Ademas de las notaciones generales introducidas en l#8etd, para cualquier espacio de
BanachU, Iy representara la identidad &ny, para cualquier elemenio € £(U, V'), denotaremos
por N[T'| al nacleo deT’, y por R[T] a la imagen d€'. En lo que sigue, fijamos uky € Ky un
entorno abiertd) de A\ enk, y trabajaremos con una familia de operadores

£:Q = LU,V)

tal que£()\g) € ®o(U, V). Como el analisis llevado a cabo a lo largo de este capésimcal,
podemos suponer que
S(Q) C (I>0(Ua V)a

ya qued, (U, V') es un abierto d& (U, V') (véanse, por ejemplo, T. Kato [32, Theorem IV.5.17], o I.
Gohberg et al. [24, Theorem XI.4.1]). Como es usual, parloiex entera~ > 1,C" (2, @(U, V))
representa el espacio de aplicaciones de dasge Q2 a (U, V), y H(Q2, @4(U,V)) denota el
espacio de funciones holomorfas e (U, V). Para cualquier famili® de claseC” usaremos

la siguiente notacién
1

gi= 5 0), 0<j<n
es decir,£; es el coeficientg-ésimo del desarrollo de Taylor dealrededor de\y. Por supuesto,
siK = C entonce<" (2, ®¢(U, V')) es lo mismo qué{ (2, Do (U,V)).

Ahora recogemos los principales conceptos y resultadatives a la multiplicidad algebraica
introducida en J. Esquinas [14] y J. Esquinas and J. Lofgenez [16], y mejorada en J. Lopez-
Gomez [43]; las demostraciones detalladas de todos estaados se pueden encontrar en [43,
Chapters 4 and 5], donde se supone fue= R, pero las mismas construcciones y demostra-
ciones siguen siendo validas para cuafitlo= C. A lo largo de esta seccibn suponemos que
L£eC(Q,P4(U,V)) para un ciertor > 1.

Definicion 2.2.1 Dado un enteral < k < r, se dice que\, es un autovalok-transversal de la

familia £ si
k

P £i(NL]Nn---NN[g;1]) ® R[] =V, (2.5)
j=1
Li(N[€o] N+~ N N[Ly1]) # {0}
El enterok recibe el nombre de orden de transversalidaddden )y, que claramente gsnico.

Por supuesto, un autovalseansversalsera un autovalak-transversal para algin enteto

Definicion 2.2.2 Supongamos qug, es un autovalok-transversal det. Entonces la multiplicidad
algebraica def en ), se define como

k
XL o] :=>_j - dim £;(N[€o] N -+ N N[L;1]).
j=1
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El siguiente concepto caracteriza cuando una fargiliede ser transversalizada por medio de
un cambio de variable.

Definicion 2.2.3 El autovalor )y se dice un autovalor algebraico d&si existend > 0, C > 0
y un enterok > 0 tales que para cada que cumplad < |A — A\g| < § el operador(A) es un
isomorfismo, y

e < O A= x| 7F. (2.6)

El menor enterd: > 0 para el cual se cumple esta estimatise llama el orden d&,. Decimos
entonces que, esk-algebraico paral. Tambén, se dia que)y es0-algebraico cuandd, es un
isomorfismo.

El siguiente resultado nos permite extender el conceptoudipticidad introducido en la De-
finiciobn 2.2.2 al caso de familias generales de operadeéasé J. Lopez-Gomez [43, Chapters 4
and 5]).

Teorema 2.2.4Seal € C" (2, ®¢(U, V)). Entonces:

1. Si)g es un autovalork-algebraico de€ con0 < k < r + 1, entonces existe una familia
polinomial de operadore® : K — L(U) tal que ®(X\g) = Iy y Ao €s un autovalork-
transversal deC®.

2. Para cualesquiera dos aplicacionés ¥ € C" (€2, £L(U)) que cumplan lo siguiente:

a ®(Ag)y ¥(Ag) son isomorfismos,
b) )Xo es un autovalok; -transversal de2® := £& paraalginl < k; < r,

€) Ao es un autovaloks-transversal det? := £ para alginl < ky < r,

se tiene qué; = ko y, paracadal < j < ki = ko,

i—1 i—1
dim sg’(h N[£?)) = dim £} (]ﬂ NIgF).
=0 =0

En particular, x[£%; Ao] = x[£Y; Ao].

3. Si)g no es un autovalor algebraico d&, entonces no existé € C(2, L(U)) con ®(Ag)
isomorfismo tal que,y es un autovalor transversal d&b.

En consecuencia, el Teorema 2.2.4 muestra la consisteglcggdiente concepto de multipli-
cidad que extiende el introducido en la Definicibn 2.2.2.

Definicion 2.2.5 Supongamos qui, es un autovalor algebraico d& de ordenl < k < r. Sea
® € C"(22, L(U)) una familia tal queP (o) es un isomorfismo ), es un autovalok-transversal
de £&. Entonces las multiplicidad algebraica deen A se define mediante

X[€; Ao] == x[£®; Ag].



2.3. Un resultado clasico sobre series de Laurent 15

Definimos ade#s x[£; \g] = 0 cuandoL(Xo) es un isomorfismo, y[£; A\g] = oo cuandoX, no
es un autovalor algebraico d&. Dejamosy[£; Ao sin definir si)y esk-algebraico y£ no es de
claseCk en ).

Esta definicion de multiplicidad coincide con la dada enai@ilo 1; véase J. Lopez-Gbmez [43,
Theorem 5.3.1]. Con estos dos enfoques de la multiplicidaguede mejorar el Teorema 1.2.1
sobre la factorizacion de las familias, y se consigue elisige resultado (conslltese J. Lopez-
Gomez [43, Chapter 5]).

Teorema 2.2.6Seal € C" (2, ®¢(U, V)) tal que), € Q2 es un autovalok-algebraico deg, para
un cierto0 < k < r + 1. Entonces existeh proyecciones de rango finit,, ..., P, € L(U) \ {0}
tales que para cualquiek € €2,

EA) =M [(A=Xo)Pr + Iy = Pi] -+ [(A = Xo) Py + Iy — P],

para una cierta familigdt € C"~*(Q, L(U,V)) tal queMt(\g) es un isomorfismo. Adés,

k
x[£; Ao] = Zrank p;.

=1

2.3. Un resultado chsico sobre series de Laurent

El siguiente resultado, cuya demostracion puede enasatem |. Gohberg et al. [24, Corollary
X1.8.4], es clasico (vease también A. G. Ramm [61]). Umoladks principales objetivos de este
capitulo es generalizarlo para cubrir el caso de familiaarmaliticas de operadores.

Teorema 2.3.1Seaf) un abierto conexo d€ y £ € H(Q, ®o(U,V)) tal que £(A;) es invertible
para alguin A\; € Q. Entonces el conjunto de autovalores

Y:={AeQ:dimN[g\)] > 1}
de la familiag es discreto e}, el operador inverso
RN == £\, AEQ\ X,

es holomorfo erf? \ ¥, y todo autovalor\; € ¥ es un polo der. Para cada), € ¥ existe un
entorno perforadaD, de Ao en el querRk(\) posee urinico desarrollo de Laurent

RA) = D R(A—X)", A€ Dy,
n=-—k

uniformemente en subconjuntos compactoPgdeEntoncesRy € ®y(V,U), y para cada—k <
n < —1, R, tiene rango finito.
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Gracias al Teorema 2.2.4, para cualquigre ¥, el orden del polo\; de £~! es igual al orden
de transversalidad d&, de cualquier familia transversalizada e En lo que sigue, para cada
n > —k, escribiremos

c(R, Ao, n) := Ry

Mas generalmente, §l C K es abierto)\; € Q, p < ¢ son enterosiV es cualquiefkK-espacio de
Banach, yR: Q\ {\o} — W admite una expresion

q
RA) =D Ra(A=20)" +0((A=20)),  AeQ\{Ao},

n=p

entones los coeficient®, € W, p < n < ¢, son Unicos y denotaremos
(R, Ao, n) =Ry, p<n<gq.
También, dados € Zy f: Q\ {\o} — W, sedira quef(\) = o((A — Ag)™) Si

lim F)

Y,
A=xo (A= Ag)™

2.4. El operador traza

Dados un espacio de BanattsobreK € {R,C} yT € L(U), se dice quéd’ es derango finito
sidim R[T] < oco. Supongamos quE es de rango finito. Entonces el operador

TR = T|R[T} : R[T} — R[T]

esta bien definido y es finitodimensional, luego esta didisu trazar Tk. La traza d&’, denotada
portr T, se define como la traza &,

tr T :=tr Tg.

Aunque hay conceptos mas generales de traza (veanseol[3atChapter X] o I. Gohberg et al.
[24, Chapter VII] y las referencias alli citadas), éste gemos indicado es suficiente para nuestros
propositos. La traza goza de las siguientes propiedadgas demostraciones se pueden encontrar,
por ejemplo, en [32, Paragraph B4.3]:

1. Para cualquier subespacio finitodimensiohélde U tal que R[T] C M, consideremos
Ty :=T|nm : M — M. Entonces
trT = trTyy.

2. Para cualesquiera operadores de rango finif® € £(U),
tr(T + P) = tr T + tr P.
3. Para cualquier operador de rango fiffite L(U),y a € K,

tr(aT) = atrT.
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4. Para toda proyeccion de rango finitoe £(U),

tr IT = dim RJ[IT].

5. Paratodd3 € L(V,U) y todo operador de rango finit € L(U, V),

tr(AB) = tr(BA).

Ahora vamos a obtener dos propiedades relativas a la trakes @eeficientes de Laurent de
productos de familias meromorfas de operadores. En laoBimpnes 2.4.1y 24.2], Vy W
seran espacios de Banach complejog,designa un abierto dé.

Proposicion 2.4.1 Sea) un abierto deC, tomemos\, € €2, y supongamos qu#& € H(Q \
{ME LU V) YyS € H(Q\ {Ao}, L(V,U)) poseen desarrollos de Laurent alrededor)Xdede la
forma

RA) =D Ra(A—)" SN =D Ga(A—A)",
n=p n=q

dondep, g € Z, y los operadorefk,, y G,,, tienen rango finito paracada<n < —1yqg <m <
—1; no excluimos los casgs > 0 0 ¢ > 0. Entonces para cada+ g < n < —1, los operadores
c(RG, N\, n) € L(V)yc(GR, \g,n) € L(U) tienen rango finito y

trc(RG, Ao, n) = tre(GR, Ao, n).

Demostracbn. Afladiendo, si es necesario, algunos coeficientes nuldsnpos suponer que g <
—1. Un sencillo calculo muestra los siguientes desarrolkalirent

3 TG0 SR = 3 T Sw i~ A"

n=p-+q i=p n=p+q i=p

Tomemo + g < n < —1. ComofR; tiene rango finito para < : < —1, G,,_; tiene rango finito
paran+1 <1 <n-—gq,yn < —1, entonces los operador®sS,,_; y G,,_;%R; tienen rango finito
para cada < i < n — ¢, ya que o biedR; o bienS,,_; tienen rango finito. Luego los operadores

(RS, Ao, n Zzn Gnoi Y (&R Ag,n Zen iRi
tienen rango finito. Finalmente, gracias a las propiedadesrgles de la traza, obtenemos
n—q n—q
try RiGui=try G, iR,
i=p i=p

lo que concluye la demostraciom.



18 2. Desatrrollos de Laurent de la inversa y residuos logarisn

Proposicion 2.4.2 Seanf) C C un abierto, yt € H(Q, ®o(U,V)), £ € H(Q, Po(V,W)) dos
aplicaciones holomorfas tales qug €  es un autovalork-algebraico deg y un autovalor/-
algebraico dedt, para ciertos entero%, /¢ > 0. Entonces para cadak — ¢ < n < —1, los
operadoresc((£IM)'(LM) =1, Ao, n) € LW), c(L'L7H Xg,n) € LIW) Y (DML, Mg, n) €
L(V') tienen rango finito, y

tre((S9M)'(Lm) 1 Ao, n) = tre(L/271 Ng,n) + tre(MVMT, N, n).

Demostracbn. Por la Definicibn 2.2.3)\; es un autovalor algebraico d¥0t de orden no ma-
yor quek + £. Asi pues, gracias al Teorema 2.3:1(£9M)~!, \¢,n) tiene rango finito para ca-
da—k —¢ <n < —1. Como(£Mm) € H(Q,L(U,W)), se sigue de la Proposicion 2.4.1 que
c((£M) (£M)~1, Ao, n) tiene rango finito para cadak — ¢ < n < —1. Andlogamente, para cada
—k—0<n<—1,¢(L'271 N, n) tiene rango finito. De heche(L'£~1, Ao, n) = 0 paran < —k.
Por otra parte,
(eo) (o)~ = g'e7! 4 o' e
Luego para cadak — £ < n < —1, el operadoe(£M'M L1, Ao, n) tiene rango finito y
tre((LOM) (L)~ Xg, n) = tre(L271 Ao, n) + tre(SMM=LL™1 A, n).

Asi pues, para completar la demostracion de la promsitos falta ver que

tre(SMM et N, n) = tre(OVML, Ao, n), —k—¢<n<-1. (2.7)

Tenemos quEM' € H(Q, L(U, W)). Gracias al Teorema 2.3.44 es un polo de ordefde9 'y
paracada-f < n < —1, ¢(M 1, \g, n) tiene rango finito. Gracias a la Proposicion 2.4ges un
polo de£oM'M ! de orden menor o igual qugy c(£M'M 1, Ay, n) tiene rango finito para cada
—¢ < n < —1. De nuevo gracias al Teorema 2.3)},es un polo de ordeh de £~! y para cada
—k < n < —1, el operador(£~", \g, n) tiene rango finito. Por tanto, se sigue de la Proposicion
2.4.1 que para cadak — ¢ < n < —1, los operadoreg(£NUM=1L71 Ao, n) y c(IVM™T, Ao, n)
tienen rango finito y sus trazas coinciden. Esto muestra yZ@ncluye la demostracion

Para el caso real necesitaremos la siguiente version depasicion 2.4.1.

Proposicion 2.4.3 Supongamos quE = Ry que
£:Q\{ o} = LWV, U), Mm:Q\{ o} = L(U,V)

son dos aplicaciones tales que

p2 q2
) =D LA =20)" +o((A=20)P), MA) = D Ma(A=A)" +0((A = X)),

n=pi n=qi

cuando) — \g, dondepy, ps, g1, g2 € Z cumplen

" p <py, ¢1<q2, Pr1+q>—-1, p2+q >—1.

= Sip; < —1entoncegp, > —1y £, tiene rango finito para cadg; <n < —1.
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= Sig; < —1 entoncesy, > —1 y 9, tiene rango finito para cadg; < n < —1.

Entonces para cadpg; + ¢1 < n < —1, los operadoreg (LM, A\g,n) € L(U) Yy c(ML, \g,n) €
L(V) tienen rango finito y

tre(LO, Ao, n) = trc(IML, Ao, n).

Demostracbn. Afadiendo coeficientes nulos podemos suponer sin pédédgeneralidad que
p1 < —1yq < —1.Pongamos

p :=min{p; + g2,p2 + ¢1 }.

Entonces, en un entorno dg tenemos

SAMN) = Y i LA — o)™ + o((A — Xo)P),
n=p1+q1 j=max{pi,n—q2}
MAEN) = > > M &A= X0)" +o((A = )P).

n=p1+q1 j=max{pi,n—q2}

Como £, tiene rango finito para; < n < —1, y M, tiene rango finito para; < n < —1, cada
uno de los operadores

n—q n—qi
E Ejf)ﬁn_]‘, g 9ﬁn—jgja
j=mix{p1,n—q2} j=méx{p1,n—qg2}

tiene rango finito para; + ¢ < n < —1y sus trazas coinciderm

2.5. La multiplicidad algebraica como residuo logaftmico

A lo largo de esta seccion supondremos lo siguiente:
1. U,V son espacios de Banach complejos,
2. € esun abierto conexo d&
3. L£eH(Q,D0(U,V)) esinvertible en algln punto de

Bajo estas hipotesis generales, se sigue del Teoremagi8 .4l espectr® de £ es discreto y
que todo); € ¥ es un polo de2~'. Gracias al Teorema 2.2.4, el orden de este pgles igual al
orden de transversalidad dg de cualquiera de las familias transversalizada$.de

Nuestro resultado principal muestra que la multiplicidagehraicay|[£, \¢] es igual a la traza
del residuo logaritmico de la aplicacic® ¢! en Ay € . Este resultado muestra quée, Ao
coincide con la multiplicidad algebraica descrita en |. ©@hBerg and E. I. Sigal [29] usando el
concepto de cadena de Jordan; la construccion de [29]damiaremos en el Capitulo 3. El teorema
principal de esta seccion es el siguiente.
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Teorema 2.5.1 Supongamos las hipesis 1,2,3 y tomemog € X. Seak el orden del pola\, de
£~1. Entonces para cadak < n < —1, el operadorc(£'£~1, X\g,n) € L(V) tiene rango finito, y

0 —-kE<n<-=-2
tre(2'e7 \g,n) = ’ s (2.8)
x[£; Aol n=—1.
En particular,
1
X8 Ao] = tr —— / S dA, 2.9)
27 ),

donde~ es cualquier curva de Jordan rectificable, positivamenterdgada que rodee 3, y sea
honbtopa a\; enQ2 \ X.

El resto de esta seccion esta dedicado a la demostragiéstelteorema. Primero lo probaremos
para el caso especial en el giges un autovalok-transversal de€. Luego lo concluiremos para
aplicaciones generales. El siguiente resultado hallaragepciones asociadas a la suma directa
(2.5) en un autovalor transversal.

Lema 2.5.2 Supongamos qui, € X es un autovalok-transversal de2. Entonces por definion,

k—1 k—1
V =R[€]® &1 (N[€]) @ -+ @ & ([ | N[L]), dimLx([] N&)) > 1, (2.10)

Jj=0 Jj=0

y, gracias a los Teoremas 2.2.4 y 2.3.1, el operador invétse- £ ! (definido er2 \ ¥) admite
unadnica expangin de la forma

R = 3 R - Ao, (2.11)
n=—=k

dondeR_, # 0y paracada—k < n < —1,¢(£ 1, \g,n) = R, tiene rango finito. Con estas
notaciones, resulta que los operadogiy, £1R_1,..., LR, € L(V) son las proyecciones
asociadas a cada uno de los factores de la suma directa (22i6ho de manera precisa,

i—1

R[S%Mo] = R[],  R[&R|=Li([NIg]), 1<i<k (2.12)
7=0
y
k
Y EMi=Iy, SRR j=6;8R,  0<ij<k (2.13)
=0

Demostracbn. Basta probar (2.12) y (2.13). Un célculo directo nos projooa

oo n+k

Iy = 2MEN = 2WRM) = 3 3 Liui(A - A"
n=—k 1=0
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y, por la unicidad del desarrollo de Laurent, encontramas qu

k
Y ER=1Iy (2.14)
=0
y
n+k
Y LRn_i=0, —k<n<-L (2.15)
i=0

En particular, se cumple la primera identidad de (2.13).mdimos ahora que
r—i
RR ]l C (N[g], 0<i<r<k-L (2.16)
§=0
La demostracion de (2.16) se hara por induccion sébre » < k — 1. Cuandor = 0, (2.16)
esR[R_ ;] C N[Ly)], lo cual es cierto puesto qu&y®_, = 0 gracias a (2.15) para = —k.

Supongamos ahora que (2.16) es cierto para yh & — 2 particular. Entonces, se particulariza
(2.15) enn = —k + r + 1 y obtenemos

r—+1
LoR pyri1+ Z LR fyry1-i=0. (2.17)

=1

Por la hipbtesis de induccibn, tenemos que
r—1
RR_ ] C [NIg), 0<i<n
§=0

es decir, para cada< i <r + 1, R[R_4,_1-i] C (V)—y N[&;], y asi

i—1
RIER ppr 1] C L[N, 1<i<r+1,
j=0
Gracias entonces a (2.10), se sigue de (2.17)4de 4,11, = O paracadd < ¢ < r+ 1. En
otras palabrasg, ;R _x; = 0 para cad® < i < r + 1. Equivalentemente,

RR_pyi] CN[&ri1dl, 0<i<r+1.
Por tanto,
r+1—:
RR_plC () NIgl, 0<i<r+1.
j=0

Esto completa la demostracion de (2.16). En particular,

R C [ N[g]. 1<i<k,
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luego
i—1
R[£Ro] C R[],  R[&M 4] C i) NIL)), 1<i<k.
§=0
Asi pues, gracias a (2.14) y a la unicidad de las proyecsiaseciadas a cualquier suma directa,
los operadoresLoRy, £1R_1, ..., LR, SOn necesariamente las proyecciones asociadas a la

descomposiciobn en suma directa (2.10). Esto concluyenesdigacion del lemam
Ahora probamos el Teorema 2.5.1 en el caso especial engee un autovalok-transversal
def. Graciasa(2.11)ya

L) = (n+ 1)L (A= Ao)",
n=0
tenemos que
oo ntk+1
gaeN ! = Z Z i£Rn41-i(A — o)™
n=—k i=1

Luego por (2.16), tenemos queg’' £, \g,n) = 0 para cada-k < n < —2. EsS mas, como
k
(&8 N, 1) = ) iR,
i=1
se sigue del Lema 2.5.2 queg’' £, \g, —1) es efectivamente una combinacion lineal de proyec-
ciones de rango finito. Usando las propiedades de la trazeiadas en la Seccion 2.4, llegamos a

que
k

i—1
tre(€'271 Ao, —1) =) idim £([) N[L5]) = x[€; Aol
i=1 j=0
Esto concluye la demostracion del Teorema 2.5.1 cuagades un autovalok-transversal de.

En el caso general, cuandg es un polo de orde de £~' aplicamos el Teorema 2.2.4.
Entonces existe una familia polinomi@l: C — £(U) tal que®(X\g) = Iy Y A €s un autovalor
k-transversal de la nueva familizf () := £(\)®()), A € Q. Gracias a la Proposicion 2.4.2, para
cada—k < n < —1tenemos que

tre((£0) (£®) 71, Ao, n) = tre(L'271 Aoy n) + tre(d'd L, g, n).
Comod®'® ! es holomorfa eng, c(®'® 1, \g,n) = 0 para cada < —1, luego

tre((£%)(£%)7 Ao, n) = tre(2/271 \o, n), —k<n< -1
Puesto que\; es un autovalok-transversal d&®, ya sabemos que

0, —k<n<-2

tre((£%)(€%) 71 Ao, n) = { X% %), n=-1.

Es mas, por la Definicion 2.2.5[£%; A\¢] = x[£; Ao]. Con lo cual se cumple (2.8). La formula (2.9)
es una simple consecuencia de los hechos anteriores y dein@ale los residuos. Esto completa
la demostracion del Teorema 2.5.1.
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Obsérvese que la prueba del Teorema 2.5.1 se puede admitaehte para mostrar que
1

tr e
21

/ FOVE)EO) " dA = 7o)€ Ao]
vy

para cualquierf € H (2, C). Ademas, el enunciado del Teorema 2.5.1 sigue siend® gecam-
biamos<’£~! por £-1£'. Por supuesto, en este ltimo cag@ ' £/, \g, n) € L(U).

Enl. C. Gohberg and E. I. Sigal [29] o |. Gohberg et al. [24 tB&acX1.9] se ve como la formula
integral (2.9), conocida comgrincipio del argumenta teorema del residuo logémica resulta
muy Util para probar la continuidad e invariancia por haopad de la multiplicidad en un conjunto
abierto, y también para probar la féormula del producto.

2.6. Expansiones asiritticas en el caso real

A lo largo de esta secciob], V' 'y W son espacios de Banach reale§) gs un abierto d&. El
resultado principal de esta seccion es la siguienteorersial del Teorema 2.3.1.

Teorema 2.6.1 Tomemos un enterd > 0 y supongamos que para un cierto entére- 1, Ag € Q
es un autovalork-algebraico de una familia¢ € Ck*+"(Q, ®y(U,V)). Entonces existen + 1
operadoresfinicos,R; € L(V,U), —k <1i < n — k, tales que

n—k
RO =2 = 3 R = Ao) +o((A—A0)"F)
i=—k

cuandoX — ). Es nés,fR; tiene rango finito cuande-k < i < min{n — k, —1}; R_x # 0, Y,
siempre quer > k, entoncesi, € &¢(V,U).

Demostracbn. La unicidad de los operador8% es inmediata. Para probar la existencia aplicamos
el Teorema 2.2.6: existeproyecciones de rango finifd; € £(U), 0 < j < k — 1, un intervalo
abiertoD C Q con)g € D y una familia invertibleT € C" (D, L(V,U)) tales que

) =[N = o) Mg+ Iy — o] -+ [(A = Xo) Mgy + Iy — My ] T(A)  (2.18)
paraX € D\ {\o}. EnD se tiene que
TA) =D Ti(A— o) + o((A = Ag)").

=0

Al multiplicar los primerosk factores del miembro de la derecha de (2.18) nos queda

0
(A= X0) Mg + Iy = Tp] -+ [(A = Ao) "My + Iy — Mgy = > Mi(A— M), (2.19)
i=—k
para ciertos operadores de rango filitg € L(U), —k < j < —1, ya quell; tiene rango finito
para0 < j < k— 1. Por otra parte, los operadorgs— Iy, . . ., Iy — II;,_; son Fredholm de indice
cero, ya qudly, ..., IT; 4 son proyecciones de rango finito. Asi pues,

My = [IU — Ho} s [IU - Hk,ﬂ € (I>0(U),
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por ser un producto de operadores de Fredholm de indicdamsiltese, por ejemplo, . Gohberg
et al. [24, Theorem X1.3.2]). Con lo cual,

n—k min{n,i+k}

SN =D Y My T - A0) +o((A - 0) )

1=—k j=mdx{0,i}
enD \ {\o}, y para cada < 0,

min{n,i+k}
Rii=c(€ ' Novi) = Y M T € LV, U)

tiene rango finito. Comé es el minimo entero para el cual se cumple (2.6), se tien&qye# 0.
Finalmente, supongamos que> k. Entonces,

k
0(271, A0,0) = My%o + Z M_;T;,
7=1

MyT, es Fredholm de indice cero,yfz1 M_;%; es un operador de rango finito. Por tanto, se
sigue de T. Kato [32, Theorem IV.5.26], o de I. Gohberg etza, Theorem Xl1.4.2], que el operador
c(£71, X, 0) es Fredholm de indice cero. Esto completa la demostraeion

El siguiente corolario inmediato de los Teoremas 2.2.6 ylZh@uestra que una condicion sufi-
ciente para la continuidad de la familia — \o)*£()\)~! es que esté acotada.

Corolario 2.6.2 Supongamos qué € C"(Q2, @, (U,V)) para alginr € NU {oo}, y que(X —
Xo)*£(A)~! existe y es acotado par& en un entorno perforado d&, y para un cierto entero
k < r.Entonces la funéin A — (A — X\g)*£(\)~! es de clas€”~* en un entorno de.

2.7. Lamultiplicidad como residuo logaiitmico en el caso real

Como en la Seccibn 2.8}, V' y W denotaran espacios de Banach reale€3,es un abierto de
R. El principal resultado de este capitulo es la siguientsi®e real del Teorema 2.5.1.

Teorema 2.7.1 Supongamos qué € C?~1(Q, ®,(U,V)) y Ay es un autovaloik-algebraico de
£. Entonces para cadak < n < —1, el operadorc(£'£71, Ao, n) € L(V) tiene rango finito y

0, —k<n< -2
tre(2'27 N, n) = -
[2 AU} n=—1.
El resto de esta seccion esta dedicado a la demostragidiedrema 2.7.1. Siguiendo el esque-
ma general de la Seccibn 2.5, lo probaremos primero en elesgecial en qu, esk-transversal
y luego, para el caso general usaremos el Teorema 2.2.4.
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Supongamos qug, es un autovalok-transversal de&¢ € C?*~1(Q, ®,(U,V)). Entonces se
cumple (2.10). Es mas, usando las notaciones introdueidésprueba del Teorema 2.6.1 y tenien-
do en cuenta (2.18) y (2.19), existe un entorno abiéxide )\, tal que

0
= [Z Mn(>‘_>\0)n

n=—k

T, reD\{},

dondeX € ck~1(D, L(V,U)) es una familia de operadores invertibles. Asi, para dadaD \ {\o}
se tiene que

k
Ty = 2)EMN) = | D LA = X0)" +o((A = Ao)* ] [ > Mu(A=20)" | T(N)
n=0 n=—k
0 n+k
=1 D Y &My (A= X0)" +o(1) | T(N)
n=—k =0
Como% () es invertible, se verifica
0 n+k
> D SiMai(A=X)" +o(1) =T, XeD,
n=—k i=0
luego
k n+k
oM i =%", Y &M, =0, —k<n<-L (2.20)

Por consiguiente, el mismo argumento que se us6 para pf@i4&é) muestra también que

r—i

RIM_ ) C (| N[g), 0<i<r<k-1 (2.21)

§=0

Por tanto, de la primera identidad de (2.20) sacamos que
k
SoMoTo + > LM Ty = Iy
i=1

con
i—1

R[SMoTo) C R[S,  R[&M_;To] C Li([ | NI&)), 1<i<k.
7=0
Esto prueba qué&; M_;%, € L(V),0 < i < k, son las proyecciones asociadas a la suma directa
(2.10).
Por otra parte, en un entorno perforadolgeéenemos que
k—1
) =D+ 1)L (A= 20)" +0((A = X)),

n=0

ST =D Muy(A=20)"F(),  TO) =D Tu(A—X0)" +o((A = A)F ),

n=—=k n=0
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ya queg es de clas€*~!. Luego

-1
LN =D Y (a4 DEMTe(A— X0)" +o((A = Xo) ),
n=—Fk (a,b,c)€Sy

donde el conjunte,, se define como
Sn:z{(a,b,c)EZ?’: at+b+c=n, 0<a<n+k —-k<b<n, Ogcgn—i-k}.

Gracias a (2.21);(£'€7', Ao, n) = 0 para cada-k < n < —2. Puesto qué/_y, ..., M  tienen
rango finito,
(287 N, - = > (a+1)€u1 MT,
(a,b,c)eS_1

tiene rango finito. Es mas, (2.21) implica

k k—1k—j k
(2L N, —1) =D LM To+ Y Y LM ;T =Y iM%,

i=1 7=11:=1 =1

y, por tanto, como la traza de una proyeccion coincide caaisgo,

k i—1
tre(€'€7", X, —1) = Y _idim £(() N[L5]) = x[€; Ao].
i=1 4=0

Esto completa la demostracion del Teorema 2.7.1 en el cagoed\; es un autovalok-transversal
de £.

Para completar la prueba en el caso general, consideranpadinomio® : R — £(U) tal que
®()\g) = Iy y para el cual, es un autovalok-transversal d€® := £&. Tal polinomio existe por
el Teorema 2.2.4. Puesto que

(Sé)/(sq))*l — 21271 +£¢/@71£71

0 —k<n<-=2
tre((€)(*) " Aoy =4 ==
X[E ;AO]a n = _13

ya que), es un autovalok-transversal de&®, para completar la demostracion del Teorema 2.7.1
basta mostrar que el coeficientel®'® ' £, Ay, n) tiene rango finito y

tre(£0'® 187t Xg,n) =0

para cada—k < n < —1. En efecto, comc esC?*~! y &, &' son analiticos en, existen
Qn € L(U,V),0<n <2k —1,tales que

2k—1
SNV NBO) L= 3 Quld— M) + o((A — A)% ).
n=0
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Por otra parte, de acuerdo con el Teorema 2.6.1, es claro que

-1
N = D0 R = x)" +o((A =),
n=—=k

con®Rk, de rango finito—k < n < —1. Luego al aplicar la Proposicion 2.4.3¢®'d ' ya g£~!
conp; = 0,pz =2k —1,q, = —k, g2 = —1, obtenemos que los operador¢€d'd 1 &1 Ay, n)
y c¢(®'® 1, )\, n) tienen rango finito, y

tre(£'d71871 Ag,n) = tre(®'dL, N, n), —k<n<-1.

Por Gltimo, como®’ y ®~! son analiticos eng, entonces:(®'®~", A\g,n) = 0, n < —1. Esto
concluye la demostracion del Teorema 2.7.1.

Como ya se indico al final de la Seccion 2.5, la demostradé Teorema 2.7.1 también se
puede adaptar facilmente para mostrar que

tre(f2271 X, —1) = f(Ao)x[€; Ad]

para cualquier funcion reglde claseZ*~! en un entorno dg. De la misma manera, el enunciado
del Teorema 2.7.1 sigue siendo cierto si se cargba ! por £ ¢'.

Con esta representacion de la multiplicidad como trazaedédiuo deg’ €', se puede probar
con facilidad laformula del productpcomo se hace en [46], y que llega al siguiente resultado;
comparese con R. J. Magnus [49, Theorem 2.4] y P. Sarr¢@lgr

Teorema 2.7.2Tomemosk, £ > 1 nlUmeros enteros. Supongamos dueC R es un intervalo
abierto que contiene Ag,

£ € CMH1(Q, By (V, W), M € CH2-1(Q, &0 (U, V),

Yy Ag es un autovalor algebraico dé y de 9t de 6rdenes respectivoB y /. Entonces), es un
autovalor algebraico deC9t de ordenp para un ciertoméx{k,/} < p < k + £. Si, aderas,
£ € C?~1, entonces

X[£90; Ao] = X[£; Ao] + X[D; Ao].

Nobtese queet € C?P~! si &, 9 € ¢2k+26-1,

2.8. Desarrollos de Laurent y cadenas de Jordan

En esta seccion estudiamos algunas relaciones entredfisientes de la parte singular ge'!
en \q y las cadenas de Jordan @een ;. Vamos a obtener generalizaciones de resultados que
son clasicos en el contexto de familias polinomiales. Maggferencia basica sera |I. Gohberg et
al. [25]. Suponemos que el lector esta familiarizado cenckedenas de Jordan; véanse [25] o el
Capitulo 3 de esta memoria. Ademas de los resultados tagtargan cadenas de Jordan y desarro-
llos de Laurent, lo que pretende esta seccidn es mostraegamos una poderosa herramienta (la
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existencia de desarrollos de Laurentgie') para generalizar al caso real algunos resultados que
son conocidos en el caso holomorfo.

Es esta secciotl, VV son espacios de Banach solbitec {R, C}, y Ao € Q C K con2 abierto,
si bien los resultados que presentamos son conocidos escdKca C. No vamos a proporcionar
demaostraciones que estos resultados; para ello cors{4igs

Seag € C%*(Q,®,(U,V)) tal que Ay es un autovalok-algebraico def. Entonces, por el
Teorema 2.6.1,

0
SN =) Ra(A—x0)" +o(1)
n=-—k
para ciertos operador&s ;. ..., Ry € L(V,U).

Introducimos la siguiente notacion. Dades < m < —1, el operadoiS,,, se define mediante
la siguiente descomposicion triangular por bloques

Rk
i | T T € L(VmHES mikly
gﬁn SRm—l T 9%fk
Ademas, para. ..., u, € U, definimos
uy
colluy,...,upl:= | + | € UP.
Up

Recordemos que el rangank » de unu € N[£(]\{0} es la longitud maxima de cadenas de Jordan
de £ en)y que comienzan en. Veremos en el Teorema 3.4.5 U, ¢ y¢,)\ o) rank u = k. Se
cumple la siguiente generalizacion de I. Gohberg et al. P26position 1.17].

Proposicion 2.8.1 Siguiendo las notaciones anteriores,
N[ ={ueU:coll0,...,0,u] € R[S_1]}
y para cadau € N[£¢] \ {0},
ranku = méx {r € {1,...,k} : col[0,...,0,u] € R[S_,]}.
Siu € N[£o]\{0} conranku = ryS_, col[z,, ...,z = col[0,...,0,u] entoncesug, ..., u,_1)

es una cadena de Jordan éeen )\g, donde

k
uy = u, u; :=Z§Rj—n$m I<j<r-1

n=r

El siguiente resultado, de naturaleza general, nos pergtdtecir el problema de manejar una
familia arbitraria al de tratar con una familia polinomial.
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Proposicion 2.8.2 Seang, Mt € C" (2, ®y(U, V)) tales que\, es un autovalok-algebraico deg.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sir>kyg, =9M¢M,, 0<n <k, entonces\g esk-algebraico paradt, y las cadenas de
Jordan deg y 97t coinciden.

2. Sir>2k—1yg,=9MM,,0<n<2k—1,entonceL(N\) ' —MA\) L =o((A— o) })
cuandoX — \g.

La Proposicion 2.8.2 e I. Gohberg et al. [25, Corollary 216% permiten concluir el siguiente
resultado. El concepto de cadena de Jordan por la izquierdaffne de manera natural (véase por
ejemplo [25]).

Proposicion 2.8.3 Supongamos qué es finitodimensional y se@ € CQ’“‘l(Q? L(U)) tal que A
es un autovalork-algebraico def. Entonces para cada conjunto d@amico (p(()]), e cpfaill, 1<
j < a, de cadenas de Jordan deen ), existe un conjunto ca’mic0zéj>, . ,zﬁj{l 1<j<aq
de cadenas de Jordan por la izquierda den )\ tal que

a T ri—k . .
e =302 @ o= 20) 7,
r=0

j=1k=1

2.9. Un ejemplo proveniente de una ecuagn diferencial ordinaria

El proposito de esta seccion es mostrar un ejemplo de ungidanfinitodimensionalf de
operadores de Fredholm de indice cero de tal manera queatoko de Laurent d&8 ! se pueda
computar explicitamente.

Tomemos un enterp > 1, un intervalo abiertd> C R que contenga &, una funciong €
C"(D,R) para un cierta- > 1 tal queg(0) = 0, otra funcidonh € C(D x [0,1] x R x R/R), y
definamos

fO) = (nm)? + g(\), AeD.

Consideremos, para cadac D, el siguiente problema de valores en la frontera no linealiun
mensional

{ —u" = f(Nu+u?h(Az,u)  en (0,1), (2.22)

u(0) = u(1) =0,
donde se supone quees de clas€?. Sillamamod’ al espacio de Banach del conjunto de funcio-
nesu € C%([0,1]; R) tales queu(0) = u(1) = 0,y V := C([0, 1]; R) entonces el operador
2

@:U%V, U U

"

es un isomorfismo, y por el teorema de Ascoli-Arzela,

a2\
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es compacto. Estos resultados son bien conocidos. Ent(h2@3 es equivalente a la ecuacion no
lineal
L(N)u + N\, u) =0, (A, u) € D XV, (2.23)

donde

SN u:=u+ f(N) (j—gi) 71u, N\, u) = (dd—;>1 (W?h(X, - u,u)).

Es facil comprobar que€ € C"(D;®y(V)), ya quef € C"(D;R) y £(\) es una perturbacion
compacta de la identidad. Por consiguiente, la ecuaci®8)2e ajusta el marco abstracto que
describiremos en la Parte Il de esta tesis. Aqui vamos diastl operador inversg—!. Llamando

w =IO

e integrando el problema lineal asociado de valores entédra, es facil ver que para cada& D
tal quesinw # 0,v € V,yz € [0,1],

£\ (z) = v(z) + w cos(wz) /x sin(wt)v(t)dt
0 (2.24)

[ W COS W

1 1
o /0 sin(wt)v(t)dt + w/o cos(wt)v(t)dt} sin(wz).
Notese queV|[£(Ag)] = span[sin(nn-)], y quel es un autovalor aislado de la familiasi y solo si
0 es un cero aislado dg

Supongamos quées un cero que ordén> 1 deg para un ciertd: que cumplar > 2k — 1, ,
como es habitual, denotemgg := (k!)~'¢*) (0). Entonces) es un cero de ordendesin w, luego
se sigue de (2.24) quees un autovalok-algebraico det. Por tanto, gracias al Teorema 2.6.1,
existenk operadores, Unico$t; € L(V), —k < i < —1, de rango finito, tales que

-1
R =L "'= D RN oA,
i=—k

Es mas, gracias al Teorema 2.7.1, para calla< n < —1, el operador(£'£71,0,n) € L(V)
tiene rango finito y

0, —k<n< -2

tre(2'271,0,n) =

Resulta que en este caso los coeficieBtese pueden calcular directamente a partir de (2.24). Por
ejemplo, como

lim M (sinw) ™" = (=1)"2nmg; "
lim A¥(sinw) ™" = (=1)"2n7g; ",

se sigue que para cadee V' y z € [0, 1],

1
R_pv(z) = )lgr(l) Mgt Nw(z) = —2n27rggk1/0 sin(nmt)v(t)dt sin(nmz).
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Analogamente, también se pueden calcular explicitéenteos los demas coeficient8s. Ahora,

—1
LNLN) ! = kg (dd—;> KA +o(ATh

y COMo
2\
(W) sin(nz) = —(nw) 2sin(n7-),
x

se sigue que
1
c(&'e710,~1)v(z) = 2k/ sin(nwt)v(t)dt sin(nmz), veV, zel0,1],
0

de donde:(£'£71,0, —1) es un operador de rango uno cuya traza psrque
c(£'271,0,—1)sin(nn) = ksin(nn).

Luego por el Teorema 2.7.%/£; 0] = k.






Capitulo 3

Caracterizacion de la existencia de la
forma local de Smith

Este capitulo ensefa la relaciones que hay entre lasrgotisnes de la multiplicidad dada
por transversalizacion (véase el Capitulo 2) y dada pdewas de Jordan, para concluir que son
equivalentes. Usamos esos resultados para caracter@adalas longitudes de las cadenas de
Jordan de una familig de clase&” de operadores de Fredholm de indice cero estan uniformeme
acotadas superiormente, y cuando existe una forma locahdth en un autovalok, de £ dado.
Nuestro resultado principal establece que existe una féoos de Smith si y sblo shy es un
autovalor algebraico d&. Este capitulo esta basado en [45].

3.1. Introduccion

Las cadenas de Jordan generalizadas fueron introducidagienada de 1940 para desarrollar
una teoria espectral dentro del contexto de las matridewpuales (véase por ejemplo, I. Gohberg
et al. [25] y las referencias alli citadas). Desde entgnseia comprobado que constituyen una
potente herramienta técnica en un gran numero de anetas;adlas, para estudiar la estructura del
conjunto de soluciones de sistemas lineales de ecuacidieesndiales (véase por ejemplo, J. T.
Wiloka et al. [67]), para analizar problemas de autovaloreineales en el contexto de teoria de
bifurcacion (consultese P. J. Rabier [58]), o para eatudicompletitud de autovectores de familias
no lineales (consultese A. Friedman and M. Shinbrot [21]).

Las cadenas de Jordan aparecieron por primera vez defirdagmilias polinomiales; desde
entonces se han propuesto varias generalizaciones: patafsholomorfas (véase |I. Gohberg and
L. Rodman [28]), familias meromorfas (véase J. A. Ball ef ), familias de clas€>° (véase P. J.
Rabier [58]), y familias de clagé (véanse P. Sarreither [63] y también [45]). Nosotros sequos
la construccion descrita en [45] y anticipada en [44].

Estrechamente relacionada con el concepto de cadena de &sité la construccion de la forma
local de Smith. Aunque la extension de la definicion de pad#e Jordan al cagdd es trivial, la
construccion de la forma local de Smith para famifésy especialmente la caracterizacion de su
existencia, exhibe ciertas dificultades técnicas.

33
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Cuando se trata de matrices polinomiales, la existenciandétma local de Smitkes un caso
particular de lg€orma global de Smitkdescrita en |. Gohberg et al. [25, Chapter S1]. Aunque estas
técnicas pueden adaptarse con facilidad para constraifarma local de Smith para familias de
claseC* en un autovaloty donde ninguna cadena de Jordan se puede prolongar indefamtz
(veéase P. J. Rabier [58]), fue necesario utilizar la ted#é transversalizacion de J. Lopez-Gbémez
[43, Chapter 4] descrita en la Seccibn 2.2 para proporcionariterio intrinseco que decidiera si
las longitudes de las cadenas de Jordan de una fafffliarbitraria estan uniformemente acotadas
superiormente, lo que, al mismo tiempo, caracteriza laenisa de una forma local de Smith en
)\0.

En este capitulo se va a mostrar que una fandilide claseC” tal que£()\y) es Fredholm de
indice cero posee una forma local de Smith\grsi y sblo si\y es un autovalok-algebraico de
£ para algnk < r. La clave de nuestro enfoque dado por transversaliza@éide en que la
estructura de las cadenas de Jordan en un autovalor trealsesrextremadamente simple.

Este capitulo se distribuye de la siguiente manera. Endei@e3.2 recordamos el concepto de
cadena de Jordan. La Seccion 3.3 explica los conceptos liplinidades parciales, multiplicidad
basada en cadenas de Jordan, y conjuntos candnicos dasadefordan, y mostramos que existe
una forma local de Smith de una funciGf° bajo la hipbtesis de que no haya cadenas de Jordan
arbitrariamente largas. En la Seccion 3.4 explicamoselasiones entre los conceptos de multipli-
cidad dada por cadenas de Jordan y dada por transverdgalizotla esta informacion sera juntada
en la Seccibn 3.5 para probar el resultado principal decegti¢éulo, a saber, la caracterizacion de la
existencia de la forma local de Smith.

3.2. Cadenas de Jordan

En esta seccion recordamos algunos conceptos y fijamosidmté lo largo de este capitulo,
K € {R,C}, © Cc Kes un abierto tal qué, € 2, U y V son dos espacios de Banach sdrey
£:Q — L(U,V) es una aplicacion de clagé, para algin € NU {oo}, tal queN[£(\g)] # {0}
y £(Xo) € ®o(U, V). En lo que siguedy (U, V) C L(U,V) representa la clase de operadores de
Fredholm de indice cero. Usaremos la siguiente notacda Ips coeficientes de Taylor @teen )\

1 .
L= ﬁgﬂ(Ao), 0<j<r+1.

Definicion 3.2.1 Todo conjunto ordenado der-1 vectoregug, . . ., us) € Ut con0 < s < r+1,
ug # 0,y
J
> Liujo =0, 0<j<s, (3.1)
i=0

recibe el nombre de cadena de Jordan de longitud1 de la familia£ en )y que comienza ety.

Cuandoj = 0, (3.1) se reduce &yug = 0. Por eso)\q se diceautovalorde £ y ug se dice
autovector



3.3. Conjuntos canbnicos y forma local de Smith 35

Notese también que en el caso especial enlgue V' y £(A\) = Xi — T, A € K, donde
T e L(U,V)eie LU, V) es lainclusion, entonces (3.1) se reduce a

Tug = Aoug, Tuy = Mur +ug, ..., Tus = Mg + us_1,
Yy, por tanto,(uy, ..., us) €s una cadena de Jordan del operdf@n el autovalor\; en sentido
clasico.
Observacbn 3.2.2 Si(uo, . .., us) es una cadena de Jordan, tar@hilo euy, . . ., u,) para cual-

quier0 <p < s.

Definicion 3.2.3 El rango deuy € N[£¢] \ {0}, denotado porank ug, se define como la lon-
gitud maxima de las cadenas de Jordan que comienzangesi tales longitudes e&h acotadas
superiormente, mientras quenk 1y := oo €n caso contrario.

Supongamos qu& = V, T € L(U) es compacto, . (\) = M — T, A € K. Entonces para
cada autovalohy # 0 de Ly ug € N[T — \oI] \ {0}, el rango des, esta acotado superiormente
por el ascendente algebraico @een )\, es decir, por el menor nUmero natutal> 1 tal que
N{(T — X I)"] = N[(T = XoI)"*'].

El siguiente ejemplo muestra que en general el rango de wwextbr no es necesariamente
finito:siU =V =K=R, A\p=0,y

o) ::{ e si AeR\ {0},

0 si A =0,

entoncest; = 0 para todoj > 0, luegorank ug = oo para todoug € R\ {0}, ya que para cada
n > 1, (ug,...,up) € R" es una cadena de Jordan de longitude £ en Ay = 0.

3.3. Conjuntos carbnicos y forma local de Smith

Seal € C"(Q,L(U,V)) para algin- € N U {oc}. Esta seccion supone que la longitud de
todas las cadenas de Jordandden )\ esta uniformemente acotada superiormente por un entero
ki conl < ky < r. Sin pérdida de generalidad, se puede suponerkgues optimo, es decir,
existe unug; € N[£o] \ {0} conrankuy; = ki. Vamos a proceder inductivamente, asi que
suponemos que hemos elegitle- 1 vectores linealmente independientesg,;, ..., u;—1, con
2 <i<n:=dimN[£], ytomamosu,; € C; := N[Lo] \ spanfug 1,...,up; 1] tal que

rank ug; = k; := max{ranku:u € C;} < k;_;.

Se repite este proceso hasta que se hayan elegglementosug i,...,ug,. Ahora, para cada
i € {l,...,n} sea(ug;, u,...,ur—1,) cualquier cadena de Jordan deen )\, de longitudk;
que comience eny ;. La familia ordenada

[uo,la ceey Uk 1,150 UGy - ey Uk 1,55 3 UMy - - - auknfl,n]

recibe el nombre el conjunto canbnico de cadenas de Jomi&red )\q. Por construccionk,; >
.-+ >k, > 1,y se obtiene el siguiente resultado; véase P. J. Rabigr [58
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Proposicion 3.3.1 Los enteros, . . ., k, son independientes del conjunto éaito de cadenas de
Jordan.

Asi pues, el siguiente concepto de multiplicidad es ctesis; véase P. J. Rabier [58].

Definicion 3.3.2 Los enterosky, . .., k, reciben el nombre de multiplicidades parciales gieen
Ao, Y M[€; 0] := 37", kj se conoce como la multiplicidad deen .

Se sabe que este concepto de multiplicidad es el Gnico equieledos axiomas del Capitulo 1 (véase
P. J. Rabier [58]); en particular, veremos en la SecciormB8etesta multiplicidad coincide con la
definida en la Seccion 2.2. Todos estos conceptos y ressl&mh clasicos (véanse M. V. Keldys
[33], A. S. Markus and E. I. Sigal [53], I. C. Gohberg and E.ig&[29], |. Gohberg and L. Rodman
[28], o I. Gohberg et al. [25]). El siguiente resultado mree$d invariancia de las multiplicidades
parciales bajo multiplicacion por familias de isomorfignesta probado en |. Gohberg et al. [25,
Proposition 1.11] para familias polinomiales, y en P. J.ig&gb8] para familiag>°, pero la misma
demostracion es valida para el cao

Proposicion 3.3.3 Seal € C" (2, L(U,V)) tal que la longitud de todas las cadenas de Jordan de
£ en )\ esh acotada superiormente por dlg enterok < r. SeanU, V dos espacios de Banach y
¢ eC (N L(V,V)),FeC(QL(U,U)) dos familias de operadores tales qai€\y) y F(\o) son
isomorfismos. Entonces las multiplicidades parcialedm )y son las mismas que las deL§.

En particular, M[£; \o] = M[ELF; Ao

Necesitaremos una version ligeramente diferente de esitdtaido de invariancia.

Proposicidn 3.3.4 Supongamos qué es un espacio de Banach, y sean
LeC (LU, V), MeC (QLUT)), €ec(,LU,V))

tales que&(\o) es un isomorfismo, § = EM. Entonces para todd < s < r + 1, £y 9 tienen
las mismas cadenas de Jordan)ende longituds.

Demostracbn. Por simetria sera suficiente probar que toda cadena denldedt en )\, es también
una cadena de Jordan 8esn ). Sear) < s < r + 1, Y (uo,...,us) una cadena de Jordan 2@
en ). Vamos a probar por induccion sobrgue(uy, . . . , us) €s una cadena de Jordanglen ).
Paras = 0 esto es obvio ya quBtyuy = 0 implica £yug = EgMoug = 0.

Supongamos que el resultado es cierto para un ciertd cons < r + 1y probémoslo para
s. Tenemos entonces qiey, . . ., us) €s una cadena de Jordanfeen \g, y por la Observacion
3.2.2 y la hip6tesis de inducciofy, . .. ,us—1) €s una cadena de Jordanftiey de £ en ). Solo
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hace probar, pues, q0€;_, £ius_; = 0. Tenemos
- 2 = D = M) g
Zz%gius—i = Lous + 2 /\lig\lo (A = Xo)' Us—i

i=1 k=—s 7=0

s -1 s+k
= Lous + AILHAlo {Z(A —X0) e Nus—i — Y (A=20)F) 2j“s+kj]

S

= Lou, + lim izzl(x — o) e\ )us

) —1 s+k
= Lous + lim {Z(/\ = X0) TEN)MNusi — EX) D (A=A szjus%]]

i=1 k=—s §=0

~ M(N) = 355 (A = Ao) My
= Loug + Z )\lg&lo () D= ) Ug_j
i=1

S S
= EoMous + Z EoMiug_; = g Zﬂﬁius,i =0.
i=1 i=0
Esto concluye la demostraciom.

En el siguiente resultado, y de hecho en todo este capitainps a identificar un operador
lineal entre espacios de la misma dimension finita con laimatadrada que lo representa. En él
se establece la existencia de la forma local de Smith parnéidafi® de matrices cuadradas; vease
P. J. Rabier [58] para una demostracion.

Proposicion 3.3.5 Seal € C>*(Q, L(U,V)), dondelU y V tienen dimensin finitam. Supongamos
gue ninguna cadena de Jordan 8een A\ se puede prolongar indefinidamente. Entonfgmsee
una forma local de Smith eky, es decir,£()\) admite una descomposici de la forma

£O) = ENDNFN), A=, (3.2)

donde¢ y § son matricesn x m de claseC> tales que&(\g) y §(Ag) son isomorfismos, P es
una matriz diagonal de la forma

D(N) = diag {(A — X)L, ..., (A= Xo)fm, 1, 1,
dondek, > --- > k,, > 1 son las multiplicidades parciales d&en \q. Adends, si es anaitica
entonces y § se pueden tomar ariéicas.
3.4. Construccdbn de conjuntos camnicos de cadenas de Jordan

Es esta seccion y en la siguiente usaremos la teoria deltgplioidad algebraicay descrita
en la Seccibn 2.2. Veéase J. Lopez-Gomez [43, Sectighp&ra una demostracion del siguiente
resultado.
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Proposicion 3.4.1 Supongamos qug, es un autovalork-transversal de€ € C"(Q, @, (U,V)),
para un cierto enterg < r, y llamemos

b= dim):i(N[Qo]ﬁ---ﬂN[Qi_l]), 1<i<k.
EntoncealimN[Eg] =li4+ -+l b £0 yN[So] Nn---N N[Sk] = {0}
El siguiente resultado describe las cadenas de Jordan@rakuies transversales.

Proposicion 3.4.2 Supongamos qu&, es un autovalork-transversal de € C"(Q, ®y(U,V))
para un ciertol < k < r. Entonces, para cada entefo < s < r, el conjunto ordenado
(ug, ..., us) € U**! es una cadena de Jordan deen )\ siy lo siug # 0y

5—J
uj € [\ N[g], 0<j<s (3.3)
i=0

En particular, no hay cadenas de Jordan de longitud supeaibr

Demostracibn. Supongamo$ < s < r, ug # 0y (3.3). Entonces

J
> L =0 0<j<s, (3.4)
i=0
luego (ug, ..., us) €s una cadena de Jordan 8eSupongamos ahora qie < s < r y que
(ug,-..,us) €s una cadena de Jordan fesn \y. Entoncesu, # 0y se cumple (3.4). Probe-

mos (3.3) por induccidon sobee Se sigue de (3.4) qu&ug = 0, luego se cumple (3.3) pasa= 0.
Supongamos que para cualquier cadena de Jdgdan ., y,—1) de longituds se tenga

s—1—j
y;€ () Ni&l. 0<j<s—1,
i=0
y sea(uy, ..., us) una cadena de Jordan de longitud 1. Por la Observacion 3.2.2yg, ..., us_1)

es una cadena de Jordan de longituliiego por la hipbtesis de induccion,

s—1—3
uy€ [ N, 0<j<s—1. (3.5)
i=0

Por otra parte, al particularizar (3.4) ¢a= s obtenemos

S
Sous + Y Liug_; = 0. (3.6)
i=1

Gracias a (3.5) se tiene que

Loug € R[Eo], Liug_; € L; (N[Qo} n---N N[Ei_ﬂ) , 1< <s.
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Asi pues, como\; es un autovalok-transversal deg, la Definicion 2.2.1 y (3.6) implican que
£,_ju; = 0,0 < j < s.Porla Proposicion 3.4.1, este argumento también fuacemandos > k.
Al combinar estas relaciones con (3.5) obtenemps ﬂf;g N[£],0 < j < s, luego se cumple
(3.3). Finalmente, por la Proposicion 3.4{’.]7’?,:0 N[£;] = {0}, lo que implica ques < k. m

El resto de los resultados de esta seccion van a relaciosdnvariantes de la teoria de la
multiplicidad algebraicg¢ descrita en la Seccion 2.2 con los de la teoria de las cadinadordan
de la Seccion 3.3. Recordemos que- dim N[£].

Proposicion 3.4.3 Supongamos qu&, es un autovalork-transversal de € C"(Q, ®y(U,V))
para ciertosl < k < r. Pongamos

;= dim £;(N[€] N---NNI[Lj 1)), 1<j<k

Entonces todo conjunto canico de cadenas de Jordan 8en )\, est formado exactamente péy
cadenas de Jordan de longitydpara cadaj € {1,...,k}; en otras palabras, las multiplicidades
parciales vienen dadas por

ook k—1,. . k—1,...,2....,2,1,...,1. (3.7)
| S —— —— ———
fk Ek—l ZZ El
n=Ly++b

Demostracbn. Gracias a la Proposicion 3.4.2, ya sabemos e admite cadenas de Jordan de
longitud superior &. Para cadd < ¢ < k consideremos un subespacio finitodimensidiat- U
tal que

N[Qo}ﬂ---ﬁN[Ei_ﬂZUZ‘@(N[Q()}Q-“QN[EZ'D.

Es facil ver entonces qu&;(N[Lo] N --- N N[L;_1]) = £i(U;) y ¢; = dim £;(U;) = dim U; para
1 < i < k. Por la Proposicion 3.4 W[&) = U1 & ---d U yn = £ + --- + {. Para cada
1<j5<k, sea

{u i D ’UZZ‘C:]‘ Ei}

una base d&;. Entoncegui, ..., u,} €s una base d¥[£,]. Por la Proposicion 3.4.2, es facil ver
gue el siguiente conjunto ordenado es un conjunto can@@aadenas de Jordan den )\

[ul,O,...,O;--- g, 0,000, 0iug, 11,0,.00.,05 - sup 4, 50,000,050
| —— ~ —~ v ~— N _

k k k—1 k-1
Upptootly+15 050 5 Ul ooty s 05 Uty bl o415 7§ Ul bt b 14 ]7
~ ) ~ N . — 2

2 2 1 1

y por tanto esta formado péx cadenas de Jordan de longitud/,, ; cadenas de Jordan de longitud
k—1,...,y¥¢ cadenas de Jordan de longitud.a Proposicion 3.3.1 concluye la demostracian.
El siguiente resultado es una consecuencia facil de IgmBi@ones 3.3.5y 3.4.3.
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Corolario 3.4.4 Supongamos quE y V tienen dimengin finitam, y que, es un autovalor-
transversal de la familie€ de claseC®, para un cierto enteré > 1. Entonces admite una forma
local de Smith = €D F con

D(N\) =diag { (A= )" ..., (A= X)) o A=Xos s A= Ao, 1, 1 (3.8)
Q D . -~ 7\ 7

ék Zl m—n

es decir, las multiplicidades parciales deen )\ vienen dadas por (3.7). En particulatet £ tiene
un cero en\g de ordenM([g€; Ag] = Y°5_, jif; = x[£; Ao)-

Para autovalores generales (no transversales) se cungilguinte resultado, que relaciona los
invariantes de las construcciones de la multiplicidad é@®@m una transversalizacion y de la basada
en cadenas de Jordan. En particular, prueba que ambaslitidiiges coinciden.

Proposicion 3.4.5 Supongamos qui, es un autovalor algebraico déde ordenl < k < r,y sea
® : K — L(U) cualquier polinomio que cumpl@()\o) = Iy y para el cual); es un autovalor
k-transversal de¢® := £&. Entonces las longitudes de las cadenas de Jordag®ien )\, en
cualquier conjunto cabnico coinciden con las dg en ). Por tanto, llamando

0= dim £F(N[LF] N--- N N[EF ),  1<j<k,

se tiene que cualquier conjunto darico de cadenas de Jordan ggosee/;, cadenas de longitud
k, ¢, cadenas de longituét — 1, ..., y¢; cadenas de longitud. En particular, siU y V' tienen
dimensbn finitam y £ es de clas€> entoncest admite una forma local de Smith= ¢DF con
(3.8).

Demostracbn. La existencia dé& esta garantizada por el Teorema 2.2.4, asi como la indepen
cia de/; con respecto de la familia transversalizad®.aPor la Proposicion 3.4.3, todo conjunto
canonico de cadenas de Jordangfe consta de/; cadenas de Jordan de longityichara cada
1 < j < k. Gracias a las Proposiciones 3.3.1y 3.3.3, todo conjuntorgeo de cadenas de Jordan
de £ consta de¢; cadenas de Jordan de longitu@ara cadd < j < k. Con esto queda probada la
primera parte del enunciado.

Ahora supongamos quémU = dimV = m y que la familiag es de clas&€>. Por el
Corolario 3.4.4 tenemos entonces dtfe admite una forma local de Smiti® = ¢DF donde®
viene dada por (3.8). Luego paka~ \q se tiene que

£ =£2Ne(\) " = ¢NDNFNB(N)

lo que concluye la demostraciom.

3.5. Caracterizacon de la existencia de la forma local de Smith

Presentamos el principal resultado finitodimensional tke agpitulo.
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Teorema 3.5.1Supongamos quem U = dimV =m < oo.
Sig e C>(Q,L(U,V)) entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

C1. £ posee unaforma local Smith @g, es decir, existeg, § familiasC> de matricesn x m defi-
nidas en un entorno dig tales queZ(\g) y §(Ag) son isomorfismo(A) = E(N)D(N)F(N)
para ~ Ay, y

D(N) =diag {(A = Xo)F', ..., (A= Xo)fm, 1, 1) (3.9)
para ciertos entero&:, ..., k, > 1,yn = dim N[£g].
C2. det £ tiene un cero de orden finito en.
C3. Xy es un autovalor algebraico de.

C4. Las longitudes de las cadenas de Jordantden A\, eséin uniformemente acotadas superior-
mente, es decir,

sup rank u < oo.
u€N[L£o]\{0}

C5. Ninguna cadena de Jordan deen )y se puede prolongar indefinidamente, es decir, no existe
ninguna sucesdin ug, u1, ... enU conug # 0 tal que

J
Z Liuj—; =0, Jj =>0.
i—0

C6. La multiplicidad x[£; Ao] es finita.

Adenas, en este caso, y Sies anditica, entonces podemos escogey § analiticas.
Cuandog es de clas€” para alginr € N, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

D1. £ posee una forma local de Smith &r es decir, existen familias continugsg de matrices
m x m definidas en un entorno dg, tales que&(\o) y §(Ao) son isomorfismosg(A) =
EA)D(ANF(A) para X ~ Ny, y (3.9) para ciertos entero$ < ky,....k, < r,yn =
dim N[£].

D2. )\ es un autovalor algebraico de de ordenk < r.

D3. Las longitudes de todas las cadenas de Jordafl @ )\ estn acotadas superiormente por
kE<r.

D4. La multiplicidad x[£; \¢] existe y es finita.

Adends, en este caso podemos escoger@sea de clas€”* y § sea andilica.
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Demostracbn. Primero suponemos qukes de clas€> y demostramos la equivalencia C1-C6.
C1limplica C2:Los hechost = ¢9DF y (3.9) implican

det £(\) = (A = Xg)FHHhndet ¢(\) det F(N), A eQ,

condet &(Ag) det F(Ao) # 0.

C2 implica C3:Supongamos quéet £ tiene un cero de ordegp € N en ). Entonces existe
a € C*(Q,K) tal quea(Ag) # 0y det £(A) = (A — Ag)Xa(A) parar € . Por otra parte, la
desigualdad de T. Kato [32, Remark 1.4.2], nos dice que paa#qaier norma efK™ existe una
constantey > 0 tal que para cad@ € £(K™) invertible, se cumple la siguiente estimacion

T
|det T| -

177" <~

Con estos ingredientes es facil ver que para algin 0, [|[£(\)~!|| < C|A — X\g| X para todox
en un entorno perforado dg. Por tanto )\ es un autovalor algebraico dede ordent < x.

C3implica C4:Supongamos qui, es un autovalok-algebraico de. Gracias a la Proposicion
3.4.5, lalongitud de cualquier cadena de Jordag de )\, esta acotada superiormente gor

C4 implica C5es obvio,C5 implica Cles la Proposicion 3.3.5§@3 equivale a C&s la Defi-
nicion 2.2.5. Esto completa la demostracion del teoremal easo en que esC.

Ahora supongamos quges de clas€” para un cierto: € N.

D1 implica D2:Si £ = €D, donde¢& y §F son familias continuas de matricesx m que son
invertibles cerca dgy, y (3.9), entonces

D) =diag {(A —Xo)TFL L (A=) TR 1, 1, A~ Ao, X # A,

y es facil ver qud|£(\)~!|| < C|\ — X\o|~* para cualquien en un entorno perforado de, para
una cierta cierta constan€@ > 0, y k := max{ky, ..., k,}.
D2 implica D1:Definimos para\ ~ Ag,

k
EO) =D (A =X)L, FO):=L)eM)

1=0

Afirmamos que§ es de clas€”~* en un entorno d&,. En efecto £ — £ es de clas€” y se anulan
todas sus derivadas &g hasta ordert; por tanto,

RN = (A — Ag) * [E(A) - E(A)} L A=),
es de clas€”"* y |(\g) = 0. Asi,
B =[S0+ (=20 RO LX) = Iy + (A= 20)FL() IR,

dondef es de clas&€"*, y también lo es la funcion — (A — X\g)¥*£()\)~! por el Corolario
2.6.2. Luegog es de clas&€”* y F(\) = Iy. Asi pues,)\y es un autovalok-algebraico de
la funcion analitica. Por las Proposiciones 3.3.5 y 3.4.5, existen dos familiaditcas¢, § de
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matricesm x m definidas en un entorno dg tales quez(\) y §(\o) son isomorfismosg(\) =
END(N)F () para ~ Ao, y (3.9). Entonces = ' ¢D3.
D3 implica D2:Definimos para\ ~ Ag,
~ k . ~
S =D (A=X)'&,  FO):=gNLeN".
i=0
Entonces esC* y las longitudes de sus cadenas de Jordan estan acotagsi®supnte pok;
seak; la cota 6ptima. Por la equivalencia C1-C6 de la primereepdet teorema, y la Proposicion
3.4.5,)\¢ es un autovalok; -algebraico de’. Ahora bieng es continua e invertible eky. En efecto,

FO) = [£0) +o((A = 20)")] £ ! = I +0(1).
Entonces\y es un autovalok;-algebraico det.
D2 implica D3:Definimos para\ ~ Ag,

k
SO =D (A =X)L, F) = L2)EN) T
i=0

Como ya hemos visto en la demostracion D implica D1, § es continua e invertible en un
entorno de\. En consecuenciay, es un autovalok-algebraico deZ, y por la Proposicion 3.4.5,
las longitudes de las cadenas de Jordarde )\, estan acotadas superiormente poiPor la
Proposicion 3.3.4¢ y £ tienen las mismas cadenas de JordangerPor tanto, las longitudes de
las cadenas de Jordan geestan acotadas superiormente por

D2 equivale a D4Esto es la Definicién 2.2.5m

El siguiente resultado nos permite reducir un problemaitofiimensional (con la condicion de
Fredholm) a un marco finitodimensional. Esta sacado delib&m et al. [24, Section X1.8] (vease
también I. C. Gohberg and E. I. Sigal [29]).

Lema3.5.2Seal € C"(Q,L(U,V)) tal que £(Xg) € Po(U, V). Entonces existen un entorno
abierto ' C Q de )y, una descomposion U = Uy & U; condim Uy < oo y U; un subespa-
cio cerrado deU, familias& € C"(, L(U,V)), § € C"(,L(U)), M € C" (Y, L(Uy)) con
€(Ao), F(Ao) isomorfismos tales que

L) =€) M) & I, [§(N),  re.

Demostracbn. Como £()\,) es Fredholm de indice cero, existe un operador de rango fini
L(U,V) para el cual la nueva familia

EN) =LA +F, Aeq,

es un isomorfismo en un entorno dg(véase por ejemplo I. Gohberg et al. [24, Theorem XI.5.3]).
Asi, £(\) = ¢(\)[Iy — ¢(\) ' F]. Como F tiene rango finito,N[F] posee un complemento
topolbgico finitodimensional/y enU

UZU()@N[F}.
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SeaP € L(U) la proyeccion que cumpl&[P] = Uy y N[P] = N[F]. EntoncesP tiene rango
finitoy FP = F, ya quel;y — P es una proyeccion sobié[F'|. Asi pues,

Iy —¢(\) 'F = [Iy — P¢\) 'FP] [Iy — (Iy — P) ¢(\) 'FP].
Designemos para cadasuficientemente cerca dg,

§(\) =TIy — (Iy — P)&(A) "' FP.
Esta familiag es de clas€” y es invertible en un entorno dg. De hecho,
SNt = Iy + (Iy — P)¢(\) ' FP, A~ \g.

Asi pues,

L£(\) =€\ [Iy — PEN) 'FP]F(N), A~ X
Definamos®(\) := Iy — P&(\) 'FP para) ~ )o. Con respecto a la descomposcitn=
R[P] & N[P], la familia® se escribe como

B(\) = SMlo, 0
0 Ing)

puesto ques(\)(Up) C Up Y &(A)|nir) = I|nir)- ESto concluye la demostraciom.
El Lema 3.5.2 nos permite generalizar los resultados dekefes 3.5.1 al caso infinitodimen-
sional. Se obtiene asi la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.5.3Seat € C>*(Q, L(U,V)) conL(Ag) € ®o(U, V). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

C1. £ posee un forma local de Smith (infinitodimensional) dgnes decir, existe? ¢ Q un
entorno abierto de\y, familias & € C>®(Q, L(U,V)), § € C>=(Y, L(U)) tales queE(\g)
y $(Ao) son isomorfismos, una descompdsicl/ = Uy & U; condim Uy < oo y Uy un
subespacio cerrado dé tales queC()\) = E(N)[D(N) & Iy, |§()) paraX € ',y

D(A) = diag {(A — Xo)*', ..., (A = Xo)Fr} (3.10)
para ciertos enterog, ..., k, > 1,yn = dim N[£].
C2. Para cualquier descomposani de la forma
L£(A) = €A) [M(A) & NA)]F(N), (3.11)

para A en un entorno®)’ de )\, donde® € C®(Q, L(V,V)), § € C®(, L(U,T)),
U=U @0,V =V, @&V, condimlU; = dimV; < oo, U, es un subespacio cerra-
do del espacio de BanadH, V» es un subespacio cerrado del espacio de Bariacht €
CoY, L(TUa, Vo)), yt € C(Y, L(T,, V;)), entonceslet 901 tiene un cero de orden finito
enly.
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C3. Xy es un autovalor algebraico de.

C4. Las longitudes de todas las cadenas de Jordarfden Ay estin uniformemente acotadas
superiormente.

C5. Ninguna cadena de Jordan deen )y se puede prolongar indefinidamente.
C6. La multiplicidad x[£; Ao] es finita.

Adends, en este caso, y §i es andltica, entonces podemos escoger quedag § de C1 sean
analiticas.

Seat € C"(Q, L(U,V)) con£(Ng) € ®o(U, V) para un ciertor € N. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

D1. £ posee una forma local de Smith (infinitodimensional)A\gnes decir, existe)’ C Q un
entorno abierto de\q, familias & € C(Q', L(U,V)), § € C(Y, L(U)) tales que&()g) y
F(Ao) son isomorfismos, una descompdsicU = Uy & U; condimUy < oo y Uy un
subespacio cerrado d¥ tales queg(\) = E(\)[D(N) & Iy, ]F(A) paraX € ',y (3.10)
para ciertos entero$ < ky,...,k, <r,yn = dim N[£g].

D2. )y es un autovalor algebraico de de ordenk < r.
D3. Las longitudes de las cadenas de Jordantden A\, estn acotadas superiormente pbr< r.
D4. La multiplicidad x[£; \¢] existe y es finita.

Adends, es este caso podemos escogerdjgea de clas€” " y § sea anditica.

Demostracibn. Supongamos que es de clas€™.
C1limplica C3:Para cada en un entorno perforado deg,

N =FN T PN @ I Je(N) T,

y gracias a (3.10)|[£(\)7!|| < C|A — Xo| 7%, dondeC > 0 es una cierta constanté, :=
max{ki,...,k,}, y A estéa en algln entorno perforadoXje

C5 implica C1:Usamos el Lema 3.5.2 'y, siguiendo sus notaciofies, (9 & I, )§. Por la
Proposicion 3.3.3, ninguna cadena de Jordatde Ir;, se puede prolongar indefinidamente. Es
facil ver que las cadenas de JordarP8ed Ir;, en), son exactamente las de la forma

() (5))

donde(uy, . .., us) €s una cadena de Jordanfdieen \,. Por tanto, ninguna cadena de Jordan de la

familia finitodimensionabit se puede prolongar indefinidamente. Por el Teorema 3%.4dmite

una forma local de Smith (finitodimensional). Esto nos ptermoncluir el resultado con facilidad.
C3 implica C2:Supongamos que se tiene (3.11) como se describe en C2. Esioa@\ en

un entorno perforado di,,

M) @A) =FNLEN) e,
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de donde/M (M)~ < C||£(N\) 7| para una cierta constanté > 0. Entonces), es un autovalor
algebraico dét, y por el Teorema 3.5.Het 21 tiene un cero de orden finito ex.

C2implica C3:Usamos el Lema 3.5.2y, siguiendo sus notaciofies,& (9 & Iy, )§. Entonces
det M1 tiene un cero de orden finito exy. Por el Teorema 3.5.1y es un autovalor algebraico de
M, y por tanto deL.

C3 implica C4sale de la Proposicion 3.4.64 implica C5es obvio, yC3 equivale a Cés la
Definicion 2.2.5. Esto completa la demostracion en el essquel esC™.

Ahora supongamos quges de clas€” para algln- € N.

D1 implica D2es parecido a demostracion @& implica C3 D2 implica D3sale de la Pro-
posicion 3.4.5D3 implica D1es similar a la prueba dé5 implica C1 D2 equivale a D4es la
Definicion 2.2.5. Esto concluye la demostracian.
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Capitulo 4

Caracterizacion de los autovalores
no-lineales

4.1. Bifurcacion local abstracta

A lo largo de este capitulo consideramos un espacio de BamatU, un intervalo abierto
2 C R, unentornd/ de0 € U, unafamiliat € C"(2, L(U)) paraalgun > 0,y N € C(QxU,U)
de tal manera que se cumplan las siguientes propiedades:

(HL) £(\) — I es compacto para todoe €.

(HN) 9t es compacto, es deci} lleva acotados d€2 x U/ en relativamente compactos de
Ademas, para cualquier compadocC 2,

A
lim sup 2 _
u—=0) e ||ull
Definimos

F:QxU—-U, FAu)=LNu+ N\ u). 4.2)
Por supuesto, para cadae (2, £(\) es precisament®, (), 0), la derivada de§(), ) en 0.
Nuestras hip6tesis implican qgé\, 0) = 0 para todo\ € Q. Lateoria de bifurcacion local estudia
las soluciones d@ (A, u) = 0 parau # 0 pequefio. Urpunto de bifurcadn de§ es uni €  tal
que

(A, 0) € 371(0) N2 x U\ {0})].

Un autovalorde £ es unX € Q tal que£(\) no es invertible. El siguiente resultado es clasico
(véase por ejemplo J. Lopez-Gomez [43, Lemma 6.1.2]).

Lema 4.1.1 Todo punto de bifurcabn degF es un autovalor de.

Demostracbn. Sea), un punto de bifurcacion dg. Entonces para cada enteto> 1 exixten
An € Q,up, € U\ {0} tales queF (A, uy) = 0, lim, o0 Ay = Ao Y limy, 00 up, = 0. Asi, para

cadan,
[€00) — £(A)] o + NAn, tn) _ £()

[ [ [l

49
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luego
Unp

lim £(\g)

n=00 lunll

0,

lo que prueba qu&(\() no es isomorfismom
El reciproco del Lema 4.1.1 es falso, como muestra el siggiiejemplo: consideremds =
U=Q=R, £()) =2, 9N\ u) =3 Entonces las Unicas soluciones que la ecuacion

MNu4+ud=0

son(A, 0), luegog no tiene puntos de bifurcacion. Pero sin embdrgs un autovalor dé&.

Sea)\( un autovalor deg. Entonces siempre existe uttaque cumple (HN) y tal que, es un
punto de bifurcacion, puesto que por ejemplo podemos tétaru) = 0. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicion 4.1.2 Supongamos qué cumple (HL), y sea, un autovalor def. Se dice entonces
que \q es autovalor no-lineal d&€ si Ay es un punto de bifurcaon de laF definida en (4.1) para
cualquierdt que cumpla (HN).

Se conoce una caracterizacion topologica de los aut@satm-lineales, al menos en el caso en que
el autovalor es aisladdsta yace en el concepto del indice de Leray-Schauder demoifismo
lineal que es una perturbacion compacta de la identidad.déscepto, asi como el grado de Leray-
Schauder, sera explicado en la Seccion 4.2. La siguieméeterizacion es ya clasica.

Teorema 4.1.3Sea)\o un autovalor aislado de&€. Entonces\, es un autovalor no-lineal dg siy
solo siInd(£()\),0) cambia cuando\ cruzal.

El resultado segln el cual un cambioldd(£(\), 0) cuandoX cruza), es una condicion suficiente
para que\, sea un autovalor no-lineal se remonta a M. A. Krasnose[8Kl; en P. H. Rabinowitz
[59], J. Ize [30], R. J. Magnus [49], H. Kielhofer [34], y Jbhez-Gbomez [43] se pueden encontrar
varias generalizaciones y desarrollos posteriores. Lasiad de dicha condicion fue probada por
J. Esquinas and J. Lépez-Gomez [15, 16] y J. Esquinas [Lé] easo en qug es suficientemente
regular, por medio del procedimiento de transversalorailescrito aqui en el Capitulo 2) que ellos
desarrollaron. J. I1ze [31] demostrd este resultado cobtdsgs mas débiles de regularidad sobre
usando teoria de obstruccion.

Nuestro objetivo en este capitulo sera usar la teoriaulgpiicidad desarrollada en la Parte |
de esta memoria para obtener demostraciones sencillas dedasiguientes resultados conocidos:

= Siempre que la multiplicidad esta definidad(£()),0) cambia cuanda cruza), siy s6lo
si la multiplicidad de en\q es impar.

= Existe unadt que cumple (HN) tal quey no es un punto de bifurcacion gesiempre qué,
sea un autovalor d& de multiplicidad algebraica par.
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4.2. Elgrado de Leray-Schauder

No pretende esta seccion construir el grado de Leray-8eindd1], sino fijar notaciones y
enunciar las propiedades del grado que usaremos a lo largstéeapitulo y del siguiente. Se
pueden encontrar exposiciones del grado de Leray-Schamaieun gran numero de aplicaciones
y con posteriores generalizaciones y extensiones, pompéjeen los libros de N. G. Lloyd [42], K.
Deimling [11], I. Fonseca and W. Gangbo [20], o W. Krawcewacd J. Wu [37].

Probablemente la manera mas rapida de introducir el gtadaeray-Schauder sea por medio
del siguiente resultado, cuya parteadéstenciase debe a J. Leray and J. Schauder [41], y la parte
de unicidadse debe a H. Amann and S. A. Weiss [3]. Recordemosiguepresenta el operador
identidad er/.

Teorema 4.2.1SeaU un espacio de Banach real. LlameniBsal conjunto de pares$f, () tales
que) C U es abierto acotadof : D(f) — U es continua, cof2 C D(f) C U,0€ U\ f(99),
y f — Iy es compacta. Entonces existe uméca aplicacon

Deg: D — Z
gue cumple

1. Paracada) c U abierto acotado cof) € €2,

Deg(Iy,2) = 1.

2. Paratodo(f,Q) € Dy todo par de abiertos disjuntd3;, Q, de tales qued € U \ f(Q\
(Ql U QQ)),
Deg(f, ) = Deg(f, 1) + Deg(f,{2).

3. Paratodo C UytodaH : [0,1] x Q — U continua tal que(H (t,-),Q) € D para cada
t €10,1],

El valor Deg( f, ) recibe el nombre dgrado de Leray-Schaud€o grado topobgico o senci-
llamentegrado) de f en(.

SeanD Cc Uy f : D — U continua tal quef — Iy es compacta. Sedmy, Qs C U abiertos
acotados que contengam@y estén contenidos @i tales quef = (0)NQ; = f~'(0)NQy C {uo}.
Entonces

Deg(f, 1) = Deg(f, ).

y este valor recibe el nombre &ed( f, ug), el indice (de Leray-Schauder) deenw, o también el
indice deug como cero def. En otras palabras,

Ind(f, uo) = lim Deg(, By (uo)).

dondeB, (ug) C U es la bola abierta de radiocentrada em.
Denotemos poti L.(U) al conjunto de isomorfismos linealese £(U) tales qued — Iy es
compacto. Las siguientes propiedades seran usadas gdaleste capitulo y del siguiente.
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Proposicion 4.2.2 Se cumplen las siguientes propiedades del grado de Letagu8er:
1. Seam < by O un abierto acotado dé:, b] x U. SeaH : O — U una aplicacon continua
tal que H(t,-) — I : O, — U es compacta para cadac [a,b], dondeO, := {u € U :

(t,u) € O}. SiH(t,u) # 0 para cualquier(¢, u) que cumple € [a,b] y u € 0Oy, entonces

Deg(H(a,-), Oa) = Deg(H (b, -), Op).

2. Sedf,Q) € D. Entonces
Deg(f, ) = 0.

3. Seaf,Q) € Dtalquef1(0) N Q es finito. Entonces

Deg(f,Q) = Z Ind(f, z).

zef-1(0)NQ

4. Seaf,2) € DtalqueDf(x), la derivada def enz, existe y es un isomorfismo para cada
z € f1(0) N Q. Entoncesf ~1(0) N Q es finito y

Deg(f, Q) = Y _Ind(Df(a:),O).

ze f~1(0)NQ

5. SiT € GL.(U) entoncednd(T,0) € {—1,1}. Es nés, la aplicacon
Ind(-,0) : GL.(U) — {—1,1}
es continua.
6. Seamd, B € GL.(U). Entonces

Ind(AB,0) = Ind(4, 0) Ind(B, 0).

7. Seanl, U, dos subespacios cerrados Hetales quel/ = Uy & U,. Seal' € GL.(U) tal
queT'(U;) C U; parai = 1,2. Entonces

Ind(T,0) = Ind(T|,, 0) Ind (T 17,. 0).

8. SiT € L(U)ydimU < oo entonces

Ind(T,0) = signdet T
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4.3. La multiplicidad como indicador de un cambio deindice

El siguiente resultado esta sacado de J. Lopez-GomeZ [Edrem 5.6.2], aunque versiones
previas y menos generales de éste aparecieron ya en M. Andégeal’'skil [36], P. H. Rabinowitz
[59], P. Sarreither [63], E. N. Dancer [10], J. Ize [30] y RMAgnus [49]. Recordemos qu@g; Ag]
designa la multiplicidad d& en \q.

Proposicion 4.3.1 Supongamos qué € C"(Q, L(U)) cumple (HL), y sea, un autovalork-
algebraico def con0 < k£ < r. Entoncednd(£()),0) cambia cuando\ cruza )y si 'y 9lo si
x[£; \o] es impar.

Demostracbn. Si k = 0 entoncesy[£; A\g] = 0, £(\o) es invertible, y el resultado es una con-
secuencia de la Proposicion 4.2.2(5). Supongamog:gde); entoncest(\) € ®4(U) para todo

A € Q, ya queg()) es una perturbacion compacta de la identidad (vease pom& T. Kato
[32, Theorem 1V.5.26] o |. Gohberg et al. [24, Corollary XBf. Aplicamos el Teorema 2.2.6 y
expresamos para un cierda> 0,

L) =M fL(A) - fr(A), (A=Al <6,

donde

fl()\) = ()\—Ao)PZ‘-f—IU—PZ‘, |)\—>\0| <6, 1<i<k,
MeC((h—0, 0+0),GL.(U)), Yy Pr,...,P. € LU) \ {0} son proyecciones de rango finito.
El hecho de quélt()\) es una perturbacion compacta de la identidad se sigue dei@yelo

es; vease, si es necesario, J. Lépez-Gbmez [43, Theo&@] para una demostracion. Fijemos
0 < |A = Xg| < 4. Entonces por la Proposicion 4.2.2(6),

Ind(£()),0) = Ind(9M(A), 0) Ind(f1(A),0) - - - Ind(fx(A), 0).

Ahora, por la Proposicion 4.2.2(5) exisjec {—1,1} tal queInd(9t(\),0) = 7 para todo|A —
Aol < 4. Fijemosl < i < k; entonces

Ind(fi(X),0) = Ind(f;(A)[r(p,,0) Ind(fi(A)| NP, 0)
= Ind((A — Ao)I|Rr(p,); 0) Ind(I|n(p,), 0)
= signdet (A — AO)I‘R[Pi}) = (A — Ag)dim R[P]

donde hemos usado la Propaosicion 4.2.2(7,8) y el Teore2ai(4). Por tanto, por el Teorema 2.2.6,
Ind(£(}),0) = sign(A — X)XE 0 < |x = Ag| <0,

lo que concluye la demostraciom.
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4.4. Una nolinealidad expicita sin bifurcacion

Supongamos qug € C" (2, L(U)) cumple (HL), y sea, un autovalork-algebraico de para
un cierto enterd < k < ry tal quex[£; \o] es par. En esta seccion construimos dhexplicita
que cumple (HN) y tal que los Gnicos ceros en un entornpA\ggd) de la§ definida por (4.1) son
los de la forma(\, 0). Este resultado se remonta a J. Esquinas and J. LopezzJG&el6] y J.
Esquinas [14], quienes lo probaron usando el procedimimteansversalizacion que ellos desarro-
llaron. Nuestra demostracion esta inspirada en la swyra,@eemaos que la nuestra es mas simple y
transparente, aunque la idea basica es la misma: traresftaracuacion original en una equivalente
y mas facil de manejar. También pensamos que nuestrastieién constituye una agradable apli-
cacion de la forma local de Smith, teoria desarrollada eh@apitulo 3. Cuando la familig tiene
escasa regularidad y la multiplicidad no esta definidagnmugden aplicar ni nuestra demostracion
ni las de [15, 16, 14], pero J. Ize [31] desarroll6 una pryslitamente topologica, usando teoria de
obstruccion, del hecho de quelsid(£(\),0) no cambia cuanda cruza\, entonces\; no es un
autovalor no-lineal d&. Su demostracion tiene la ventaja de ser mas general peesientaja de
no ser constructiva.

Asi que supongamos quee C"(Q, L(U)) cumple (HL) y que\, es un autovalok-algebraico
de £ para algin enterd < k < r tal quex[£; A\¢] es par. Vamos a construir ufd que cumple
(HN) de tal manera que los Gnicos cerosg@en un entorno dé\g, 0) sean aquellos de la forma
(X, 0). Por el Teorema 3.5.3; admite una forma local de Smith ey, es decir, existe)’ un
entorno abierto de, familias&, & € C(Q', L(U)) tales que

L) =eN[DN) e l]e0), e,
donde¢&, & toman valores invertibleg/y, U; son subespacios cerrados complementarid$,de
D(\) = diag {(A —Xo)F, ..., (A= Xo)fn} € L(Ty), Ne

para unos ciertos enterés, ...k, > 1,yn = dim N[£;] = dim U,. Mediante el cambio de
variablesu = &(\)v, es facil ver que la ecuacion

LA)u+NA\u)=0 (4.2)
es equivalente en un entorno @, 0) a
[D(A) @ Iy, Jv + M(A\,v) =0, (4.3)

dondeMt(\, v) := E(A)MN(A, B(A)v), en el sentido de qud & I, cumple (HL),9t cumple (HN),
y que(\,u) es solucion de (4.2) siy solo 6k, &(\)'u) es solucion de (4.3). En particulay, es
punto de bifurcacion de la ecuacion (4.2) siy sélo si lde$a ecuacion (4.3). Por tanto, basta con
mostrar unalt que cumpla (HN) y tal que las Gnicas soluciones de (4.3) deda forma(, 0).
Escribimosy = = + y conx € Uy, y € U;. Elegimos)t cuya imagen yazca drfy. Entonces
la ecuacion (4.3) queda
{ DNz + M\, z) =0
y = 0.
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Luego hemos reducido el problema a encontra¥ tn0 y n funciones continua®t; : (Ao — 4, Ao+
d) x B5(0) — R, 1 < i < n, dondeBs(0) es la bola abierta de radioy centro0 € R”, tales que

lim sup M:(), 1<i<n,
=0 | x_xg|<d |z
y que las Unicas soluciones de
(A — Xo)™ T My (A, z)
' S+ : =0 (4.4)
(A= /\U)kn In M, (A, )

para(\,z) € (Ao — 0, A0 + ) x Bs(0) sean las de la form@\, 0). Notese que la hipbtesis de
compacidad de (HN) se cumple automaticamente, porque hiesumgidddt para que su imagen
yazca en un espacio finitodimensional.

Tomemosl < i < n tal quek; es par. La ecuacibirésima de (4.4) es

(A = Xo)¥iz; + (N, z) = 0.

ElegimosM; (A, x) = x} y obtenemos asi que toda solucion de esta ecuacion cumple.

Como suponemos qug£; \g] = k1 + -+ + ky,, €s par, hay una cantidad par keque son
impares, luego podemos agruparlos de dos en dos. Se&phesino de tales pares. Entonces las
ecuaciones-ésima yj-ésima de (4.4) son

(A — /\g)kiﬂsi +M;(N\,z) =0
(A= Xo)kiz; + (A, z) = 0.
Elegimosit; (A, z) = x;” y M;(\,z) = —=?, y concluimos que toda solucion de esta ecuacion

cumplez; = z; = 0. Esto termina la construccion.

Por supuesto, la ecuacion (4.4) se conoce en la literabm awna reduccion de Lyapunov-
Schmidt de nuestra ecuacion origigl\, u) = 0; véase por ejemplo S. N. Chow and J. K. Hale
[9, Section 2.4], E. Zeidler [71, Section 8.6], 0 J. Lopeanrikz [43, Section 3.1]. La clave aqui es
que existe una reduccion de Lyapunov-Schmidt cuya pamallies diagonal.






Capitulo 5

Contar soluciones de ecuaciones de
bifurcacion abstractas

En este capitulo usamos el grado topolbgico para dar ed&®res del nUmero de soluciones
de las secciones (obtenidas fijando el valor del paramdigdas componentes semiacotadas de
las soluciones no-triviales de una ecuacion no linealamimétrica (con ciertas propiedades de
compacidad) para la cual se conoce una recta de solucidriake. Una componente semiacotada
sera aproximadamente una componente que es acotada goaéunna direccion del parametro.
No se supone que el espectro de la linealizacion de la éguaai la solucion trivial sea discreto.
Mientras que el Capitulo 4 estudiaba teoria local de téftibon, éste esta dedicado a la teoria global
de bifurcacion. Este capitulo esta basado en [47] y eh [48

5.1. Introduccion

A lo largo de este capituld/ va a ser un espacio de Banach reéHl[/) representa el conjunto
de operadores lineales y continuoslény consideraremos una aplicacig§ne C(R x U,U) de la
forma

A\ u) = £N)u + N\, u),

donde
(HL) £€eC(R,L(U))y £(\) — I es compacto para todoe R; I es la identidad efy.

(HN) ?t € C(R x U, U) es un operador compacto tal que para cada conjunto comfactdR,

lim sup M

=0.
u=0 ek |l

Estas hipotesis implican que para cada R, §(A,0) = 0, y £()) es la diferencial dg(}, -) en0.
El objetivo principal de este capitulo sera obtener citesiores del cardinal de las secciones
(obtenidas fijandd\) de las componentes semiacotadas del conjunto de solsaioAkiviales de

57
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que bifurcan desd®& x {0}. El conjunto de soluciones no-triviales sera el conjurgsoluciones
(A, u) conu # 0 mas algunas soluciones de la forfda0) con\ un posible punto de bifurcacion.

A lo largo de este capitulo llamaremasal conjunto des € R para los quel(o) no es un
isomorfismo, que se conoce con el nombreedpectrode £. Es facil ver queX es cerrado, Y,
reciprocamente, gracias a ciertos resultados conocidwe extension de funciones continuas, para
cada cerrad® C R es sencillo construir una famil&que cumpla (HL) y tenga® como espectro.

El Lema 4.1.1 demuestra que

F7H0) N[R > (UA\{0D)] N (R x {0}) € ¥ x {0},

es decir, todo punto de bifurcacion giees un autovalor dé.
El conjunto de soluciones no-triviales de la ecuacion)(seta

G :=[F1(0)N[R x (U\{0})]] U (A x {0}),

dondeA es un “agradable” cerrado deque contiene & de tal manera qué& sea cerrado. Una
definicibn mas precisa aparecera en la Seccién 5.2.

El principal objetivo de este capitulo es analizar la estma de las componentes acotadas
(luego compactas) d& N (J x U), donde

JeTJ:={R}U{(—o0,A] : A e R} U{[A,0): A € R}

Las componentes acotadas@e (J x U) para algun/ € J se llamaran componentssmiacotadas
de &. En todo este capituloomponentejuerra decitomponente conex&n lo que sigue, para
cualquier subconjunt§ C R x U y A € R denotaremos

Sx:={uelU:(\u) €S}

De manera mas precisa, dada= J y una componente acotada @ee S N (J x U), nuestro
principal resultado proporciona una cota inferiortterd €, para cada\ € .J para el cual),0) ¢
¢. Esto se hara calculando el grado topologicoDdg(F (), ), 2x \ B,) en un entorno abierto
adecuadd) de ¢ enJ x U, parap > 0 suficientemente pequefio. En todo este capii)joC
U representa la bola abierta de ragio> 0 centrada en cero. El entefdeg(F (), ), 2 \ B,)
sera calculado por medio de un conceptopdedad, exclusivamente basado en la estructura del
espectro¥, que mide el cambio de indice dE)X) en 0 cuandoX cruza un posible intervalo de
bifurcacion.

Las técnicas usadas para probar estos resultados adaptssatas por P. H. Rabinowitz [59] y
R. J. Magnus [49]. En el marco de P. H. Rabinowitz [59kra de la forme£(\) = I — AK para
algn operador compacts € L£(U); él demostrd que toda componente acotddie soluciones
no-triviales que emanan de un autovalyr € ¥ de multiplicidad impar (equivalentemente, para
el cualInd(£(\),0) cambia cuando\ cruza),) debe encontrarse cdm,0), donde); € ¥\
{A\o}. Este resultado pionero ha constituido uno de los paradiggnaanalisis no lineal debido a
su gran cantidad de aplicaciones (consulltese, por ejerfpldmann [2], P. M. Fitzpatrick and
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J. Pejsachowicz [19], J. Mawhin [54], asi como las refeanalli citadas). R. J. Magnus [49]
probb que sk es discreto ¥ es una componente acotada de soluciones no-triviales)asto

> P(o) =0,

(o,0)eC

dondeP : ¥ — {—1,0,1} es una aplicacioparidad que mide el cambio d&xd(£()),0) cuando
A cruza algln punto dE. Nosotros generalizamos estos resultados en tres dinescio

= Cubrimos el caso en el queno es discreto.
= Estudiamos componentes semi-acotadas (no meramentdagjota

= Damos estimaciones dgéard €, donde¢ es una componente semiacotada de soluciones
no-triviales.

Este capitulo se organiza de la siguiente manera. En lad®es@ definimos los conceptos
de familia admisible de intervalos pa¥a y de aplicacion paridad asociada. Estos conceptos nos
proporcionan el marco y lenguaje necesarios para trataespectros: arbitrarios (no necesa-
riamente discretos). En la Seccion 5.3 mostramos la existele entornos abiertos aislantes para
componentes semiacotadas. Basicamente, un entorntoadisante2 es un entorno abierto de la
componente® de tal manera que no tenga soluciones no nulas de (5.1) eargart y que \ €
sea pequefio. En la Seccion 5.4 probamos nuestro respitad@al, que es una formula del grado
deF(A, ) en la seccibr\ de un entorno abierto aislante en téerminos de la aplioguédidad. En la
Seccibn 5.5 usamos dicha féormula para obtener estimexideCard €, bajo hipbtesis adiciona-
les de regularidad. De manera acorde, introducimos losepbos designaturade ¢ y de cardinal
minimo. El cardinal minimo sera una funcion con valores entgrogya variable sera el parametro
A que indicara una cota inferior déard ¢, bajo hipbtesis adicionales de regularidad; la signatura
de ¢ consistira en el conjunto de intervalos de bifurcaci@miy con sus paridades) con los que se
encuentr&. Veremos que basta conocer la sighatura para computardahaaminimo. En la Sec-
cion 5.6 estudiamos el comportamiento local de la compentasjo la hipbtesis de que consista en
una curva regular; este analisis nos lleva a definir losemios de punto regular, punto de retorno
y punto de histéresis. Finalmente, en las Secciones 5.8 gstudiamos la estructura global de
en el caso en que esté formado por arcos compactos de cfemendiable bajo ciertas hipotesis de
regularidad.

5.2. Familias admisibles y aplicaciones paridad inducidas

Antes de introducir el concepto demilia admisible de intervaloparaXl y su asociadapli-
cacion paridad es conveniente recordar algunos resultados elementdies familias localmente
finitas. Dado un espacio topolégic®, una familia. A cuyos elementos son subconjuntos Xie
se dicelocalmente finitasi para cada: € X existe un entorn§? de z en X tal que el conjunto
{A e A: AnQ # o} es finito. El siguiente lema recoge dos conocidas propieddedamilias
localmente finitas.
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Lema 5.2.1 Para cualquier compact& C X y cualquier familia localmente finital, el conjunto
{A € A: AN K # @} esfinito. Aderas, el conjuntd J ,. 4 A es cerrado si4 constalinicamente
de conjuntos cerrados.

El siguiente lema muestra que los miembros de una familialfoente finita de intervalos
abiertos disjuntos pueden ser ordenados. En todo lo que, slgdosA, B dos conjuntos no vacios
de R, escribiremosA < B cuandoa < b para cualesquiera € Ay b € B. Si A = {a}, se
dira simplemente que < B. Analogamente, escribiremoes< b si B = {b}.

Lema 5.2.2 SeaA una familia localmente finita no véaecde intervalos abiertos no vaas disjuntos
deR. EntoncesA es finito o numerable, y existens € Z U {—oo, oc} conr < s tales queA se
puede expresar comd = {J;}5_, dondeJ; | < J; paratodoi € ZN[r + 1, s].

=r?
Demostracibn. Pongamos para cadac N,
A ={A € A:[-n,n]NA# o}

Gracias al Lema 5.2.14,, es finito para cada > 1. Luego.A es numerable, al set = ;2 , A,.
Fijemosn € N tal queA,, # @. Por el Lema 5.2.14,, consta de una cantidad finita de intervalos
abiertos no vacios y disjuntos, luego existgng, € Z conpy < q tales que

An = {Tpgs Tpot1s--, g} €ON Ty < -os < g

Es evidente qued, 1 = {J,,,...,J, } para ciertogp;,q1 € Zconp; < po < @ < q1 Y
Jp, < -+ < Jg . Unargumento de induccion concluye la demostracsn.

Ya podemos introducir el concepto de familia admisible deriralos para el cerradt de R
gue representa el espectro de una fanlligue cumple (HL).

Definicion 5.2.3 SeaA una familia no va@ y localmente finita de intervalos abiertos Bedis-
juntos y no vams tal queA N ¥ = & para todoA € A. Diremos queAd es una familia ad-
misible de intervalos par& cuando, de acuerdo al Lema 5.2.2, hemos expresado para<iert
r,s € ZU{—o0,00}conr < s, A= {J;};_,, dondeJ;_; < J; paratodoi € ZN[r + 1,s].

3
1=’

SeaA = {J;};_, una familia admisible de intervalos paXa Por la Proposicion 4.2.2(5), el indice
Ind(£(\),0) es constante parac .J;. Denotemos pot; € {—1,1} aeste valor; € Z N [r, s]. Ya
estamos preparados para introducir el conceptaptieacion paridadasociada a cualquier familia
admisible de intervalos.

Definicion 5.2.4 La aplicacbn paridad P asociada a la familia admisiblgl := {.J;};_, se define

por
a; — Q51

P:ZN0[r+1,s] = {=1,0,1},  P(i) ==

Notese que, llamando
To:={ieZnN[r+1,s]:a;-1 =a;}, Cy={ieZnN[r+1,s]:a;i-1#a;},

la aplicacionP de la Definicién 5.2.4 cumple las siguientes propiedades:
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» P(i) =0siiely.
» P(i) € {—1,1} sii € Iy.
= P(i)P(j) = —1sii,j €Ty coni < jy(i,§)NT; = 2.

De hecho,P y —P son las Unicas aplicaciones definidasZen [r + 1, s] que cumplen estas tres
propiedades. Luego cada uno de los conjuliipg I'; determinaP’ salvo el signo. En las Secciones
5.4 y 5.5 veremos que esto basta para aplicar los resultidderaostrados. Todos los capitulos
anteriores de esta memoria, y especialmente la Proponsicil, han descrito como la multiplici-
dad algebraica puede calcular los conjuriigsy I'y cuandoX es discreto W es suficientemente
regular para que la multiplicidad esté definida. Por taetoese caso tenemos una descripcion de
P sin tener de manejar el indice de Leray-Schauder.

A cada familia admisibl¢.J; }7_, paraX se le asocia la familia de intervalos compadtfg;_, . |
definida mediante

I; := [sup J;_1,inf J;], i€ZNr+1,sl.

EstosZ; son no vacios pero pueden estar formados por un Unico .pademas,l; < I;y; para
todoi € ZNr+1,s—1].

En todo lo que sigue, para cualesquigxau) € RxU y R > 0, Br(\, u) C RxU designara la
bola abierta de radi® centrada erf\, u).

Lema5.2.5 La familia{I;};_, ; es localmente finita. Adeims, para cualquier compacto no viac
K C R x U el conjunto

B:={ieZn[r+1,s]:(I; x {0}) N K # &} (5.2)
es finito, y existex > 0 tal que
B={ieZn[r+1,s]: (I; x {0}) N[K + B,(0,0)] # &}. (5.3)

Demostracbn. Tomemosz € R. Como{J;};_, es localmente finita, existanb € R cona <
z < btales que
{ieZnr,s]:JiN(a,b) # 2} (5.4)

es finito. Si (5.4) es vacio entonces el conjuftce Z N [r + 1,s] : I; N (a,b) # @} tiene como
mucho un elemento. Supongamos, pues, que (5.4) es no vaeany y i; el minimo y maximo,
respectivamente, de este conjunto. CoipN (a,b) # @y Jiy,—1 N (a,b) = @ se tiene que
sup J;,—1 < a. Seaahora € Z conl; N (a,b) # &. Entonces > iy. Analogamente) < inf .J;, 11
yi <i; + 1. Conlo cual{f;};_, , es localmente finito.

Sea ahord C R x U un compacto no vacio y consideremos el conjusibefinido por (5.2).
Como{I; x {0}};_,,, eslocalmente finito eR x U, entoncess3 es finito por el Lema 5.2.1. Ahora
bien, el compactd tiene interseccion vacia cQ;c;q,11,\5(Li X {0}), que es cerrado por el
Lema 5.2.1. Luego exisie > 0 tal que

K+ B,0,00n |J (Tx{0}) =2
i€ZN[r+1,s]\B
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Esto muestra (5.3) y concluye la demostracian.
Por Gltimo, a cada familia admisible de intervalds= {J;};_, paraX se le asocia el corres-
pondiente conjunto de soluciones no-triviales de (5.1 hitkdipor

(]R\ U Ji) x {0}] . (5.5)

Lema 5.2.6 El conjunto& es cerrado, y todo cerrado y acotado @ees compacto.

& =[50 n[Rx U\ {0})]] U

Demostracbn. Seas := §~1(0) N[R x (U \ {0})]. Por el Lema 4.1.15N (R x {0}) C ¥ x {0}.
ComoX Cc R\ U, Ji,

SN (R x{0})C (R\ OJ) x {0}.
ComoS es cerrado el x (U \ {0}) tenemos qué ﬂi[R x (U \ {0})] = S, luego

(R\ O JZ-> x {0}] (5.6)

S=8U

debe ser cerrado.

Por Gltimo, como todo cerrado y acotado(@e\ | J;_, J;) x {0} es compacto, y por las hipotesis
(HL) y (HN), todo cerrado y acotado d& es compacto, concluimos a partir de (5.6) que todo
cerrado y acotado d& es compactom

Salvo cuandd> = R, siempre existen familias admisibles de intervalbparaX:, y hay una
cantidad infinita de ellas. Una pregunta natural es congirtde. Veremos en las Secciones 5.4
y 5.5 que, hablado de una manera imprecisa, cuanto masegsaadel conjuntg) ,. , A, mayor
informacion obtenemos. Hay una circunstancia en la quarfdlifi A se puede elegir de manera
canbnica, y es cuandg esta formado por una familia localmente finita de intersaterrados.
Aqui, el conjunto formado por un punto se considera comatamialo cerrado, luego en particular
un X discreto entra dentro de este marco. En este caso, las centperconexas de \ 3 forman
una familia admisible de intervalo4 paraX:. Pero sin embargo no siempre es posible una eleccion
canbnica; por ejemplo, & es el conjunto formado por una sucesion inyectiva juntostolimite.

5.3. Entornos abiertos aislantes

A partir de ahora, en todo este capitulo fijaremos una faradimisibled = {J;}?_ paraX,
unA € R, unJ € {R, (—oc, A],[A, 00)}, y una componente acotadaleS N (J x U). Gracias al
Lema 5.2.6¢ es compacto. También vamos a considerar la familia asa¢iggly_, , ; construida
en la Seccién 5.2, y denotaremos

B:={ieZn[r+1,s]:(; x {0})N¢C #a}. (5.7)

Por el Lema 5.2.53 es finito; es mas,

(JHUIZ) x {0} C ¢,

1€B
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ya queC es una componente. Ademas, tode R\ |J;_, Ji con(X,0) € € cumpleX € ;.5 I,
ya que¢ es acotado. Asi pues,

¢N (R x {0}) = (J nlUJ Ii> x {0}. (5.8)

€8

El siguiente concepto va a desempefiar un papel importantede el analisis que vamos a
llevar a cabo.

Definicion 5.3.1 Un abierto acotadd) C R x U se dice entorno abierto aislante deen.J x U
si se cumplen las siguientes condiciones:

CC, ONGC(R\J)xU, B={iecZn[r+1,s]:(l; x{0})nQ#a}, (5.9)
donde’5 es el conjunto definido por (5.7).

Por supuesto, la seguna relacion de (5.9) quiere drin & = o en el casoJ = R.

Presentamos ahora, sin demostracion, una propiedadtpgmlde la familia de los “teoremas
de conexibn/separacion”, tradicionalmente atribuidd. &. Whyburn [68], aunque parece que di-
cho resultado es considerablemente anterior. Consitelsaratowski [38, Chapter Five] para un
compendio de resultados de este estilo, y J. C. AlexandgrajH una exposicion bajo el punto de
vista de la teoria de bifurcacion.

Lema 5.3.2 SeanM un espacio ratrico compacto, W, B dos subconjuntos cerrados no as de
M. Supongamos que no existe un conéxa M que cumplaC N A # @y CN B # &. Entonces
existen dos compactos disjuntos noieaadeM, digamosM 4 y Mg, tales que

AC My, BCMg,  M=M4sUMsg.

El siguiente resultado establece la existencia de entatniestos aislantes que cumplen ciertas
propiedades necesarias para calcular el grado topolégigo

Proposicion 5.3.3 Supongamos quées una componente acotada@e) (J x U). Entonces para
cadas > 0, € admite un entorno abierto aislanfe en.J x U tal que

Q C ¢ + Bs(0,0). (5.10)

Adends, para todg3 > 0 suficientemente pedfie, todo entorno abierto aislante de¢ en.J x U
que cumpla (5.10), y todo > 0, existep* = p*(¢) > 0 tal que para cadd < p < p*y

AeJo =T\ |JILi+ (—¢2)]
1€EB

ocurre alguna de las siguientes alternativas: o biBpN 2, = @ o bien{u € B, : F(\,u) =

0} = {0}.
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Demostracbn. Por el Lema 5.2.5, existe; > 0 tal que para tode € (0, ],
B={ieZnr+1,s]:(L; x {0}) N[€+ B,(0,0)] # &}. (5.11)

Fijemosa € (0,ap) y llamemosi/ := € + B,(0,0). SioU N & C (R\ J) x U entonced/ ya
es un entorno abierto aislante deenJ x U. Supongamos, pues, qa&l NS N (J x U) # @y
llamemos

M:=UNGN(JxU), A:=¢, B:=0UnG&n(JxU).

EntoncesV/, A, B cumplen las hip6tesis del Lema 5.3.2, ya ques una componente &N (J x
U). Asi pues, existen dos compactos disjuntosiMiedigamosM 4 y Mp, tales qued C My,
B C MpyM = MU Mpg. Entonces) := M4 + B, (0,0) es un entorno abierto aislante @en
J x U para todoy > 0 suficientemente pequeio. En efecto, por (5.7) y (5.11ese tijue

B={ieZn[r+1,s]:(I; x {0}) N My # &},

yaque€ = A C My C M C €+ B,(0,0) C €+ B,,(0,0). Luego por el Lema 5.2.5, Para todo
n > 0 suficientemente pequefio,

B={ieZn[r+1,s]:(I; x {0}) NQ# o}

En consecuencia, comdC M4 C (2, para probar qu€ es un entorno abierto aislante @dasta
ver que
NG c(R\J)xU. (5.12)

ComoM 4, Mg son compactos disjuntos con unidh, podemos reduciy > 0, si fuera necesario,
para que
INNM=o. (5.13)

Suponemos que a partir de ahora hemos escogidd de esa manera. Como
M=BuUnNnGn(JxU) vy MsNnMp=2g,
es claro queM 4 C U, luego paray > 0 suficientemente pequef@) C /. Asi pues,
IANSN(IxU)=d0NUNSN (I xU)CINNM =,

debido a (5.13), lo que concluye la demostracion de (5.1Bugstra qué) es un entorno abierto
aislante dez. Nbtese que por construccion,

Q= My + B,(0,0) CU + B, (0,0) = €+ By (0,0) + By (0,0) = & + By (0,0).

Comoa y n > 0 se pueden tomar arbitrariamente pequefos, para cualfjtdr existe un entorno
abierto aislanté) de¢ en.J x U que cumple (5.10). Esto concluye la demostracion de lagyam
parte del enunciado.
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Sea ahor&) un entorno abierto dé enJ x U tal que (5.10) para un cier{® > 0. Para probar
la existencia de up* > 0 que cumpla los requisitos del enunciado, razonaremos paracticcion.
Supongamos que existe> 0 tal que para cada entero> 1 existen

pn > 0, A\n € J., uy € By, \ {0},

que cumplen
lim p, =0, B, NQ,y, # 9, S, un) =0. (5.14)

n—oo
Si{\, }nen fuera no acotado entonc@s, = @ para un ciertd:, puesto qué es acotado, lo que
es imposible porqud, N, # . Luego{\, }.cn debe ser acotado, con lo que extrayendo una
subsucesion adecuada, etiquetada de nueva,gaydemos suponer que
lim A\, =0 € J..

n—oo

Notese queJ, es cerrado. Como

Up 7Z 0 y lim (A, u,) = (0,0),

n— 00

entoncego, 0) es un punto de bifurcacion de (5.1) y, por el Lema 4.4.&,¥. Puesto que € J,
se tiene quer ¢ | J,;-5 I;; se sigue entonces de (5.8) que0) ¢ €. Luego por (5.10) se tiene que
(0,0) ¢ Q parag > 0 suficientemente pequefio. Gracias ahora a (5.14), parancada existe
vy € B, NQ,,. Por construccion tenemos que

lim (A, vn) = (0,0) 'y (An,vn) €Q, n > 1.

n— 00

Asi pues|o,0) € Q\ Q = 99, y usando (5.9) obtenemos
(0,00 €0QNG C(R\J)xU,

paras > 0 suficientemente pequefio, y por taate J, lo que es imposible puesto ques J. C J.
Esto concluye la demostraciom.

5.4. Elgrado deF en términos de la aplicacon paridad

Mantendremos en esta seccion las notaciones introduerdias Secciones 5.2 y 5.3. Recorde-
mos queP es la aplicacion paridad de la Definicion 5.2.4; por otndgyaiguiendo una convencion
habitual, un sumatorio sobre el conjunto vacio se defineoomeno. La seccion esta dedicada a la
demaostracion del siguiente resultado.

Teorema 5.4.1 Supongamos qué es una componente acotada@en (J x U). Entonces existe
Bo > 0 tal que para cadad € (0, fy), cualquier entorno abierto aislant®@ C ¢ + Bg(0,0) de
enJ x Uy cualquierh* € J \ U, 1i, existep* > 0 tal que para cadd < p < p*,

Deg (3(A*,+), 2\ B,) = 2sign.J* Y P(i), (5.15)
i€J*
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donde
[ ieBin> Ny sig=[A00),
Tl {ieB: L <M} siJ=(—o0,Al
1 siJt={ieB: 1>\,
signJ* := !J {Z.EB > X
1 siJr={ieB: I <\,
y

Je{lieB: L >N} {ieB: L <X}} si J=R
En particular, siJ = R entonces
> P(i)=0. (5.16)
ieB
Demostracbn. Supongamos = [A, co). Llamemos
J*:Z{iEB:Ii>)\*}={i1,...,iM}, 1< <ipg.
No se excluye el casé* = @. Gracias a (5.8), exisie> 0 tal que

|J @ x {0}) + B5(0,0) C @, (5.17)

i€B
puesto queZ C €, y Q es abierto. Como ademas$; } ;<5 es una familia finita de intervalos com-
pactos no vacios, podemos tomdamas pequefio para qyé; + (—d,9) }ies Sea una familia de
intervalos disjuntos, y

N ¢ I+ (-6/2,6/2)],

i€B

ya queX* € J \ U;cp Ii- Tomemos urd > 0 que cumpla esos requisitos. Gracias entonces a la
Proposicion 5.3.3, existig® = p*(d/2) > 0 tal que para cada < (0, p*] y

Ae Ty =T\ i+ (=6/2,6/2)]
i€B
ocurre alguna de las siguientes alternativas: o Bign Q) = & o bien{u € B, : (A, u) = 0} =
{0}. Fijemosp € (0, p*] y llamemos

s; =infl;; —6/2, s :=supl;; + /2, 1<j<M.

Entonces por la Proposicion 4.2.2(1), para cada j < M, Deg(F(),-),2,) es constante en el
intervalo X € [s},s;]. En efecto, sik € [s},s/] para un ciertal < j < M,y (\u) € 99,
entonceg )\, u) ¢ &, por (5.9), yA € J. Por (5.17) tenemos ademas que0) € Qy u # 0. Luego
§(A,u) # 0y, por tanto,

Deg(g(sj_a ')7 st) = Deg(g(sj_a ')a QSTL)? 1< .7 < M. (518)
J J
De nuevo por la Proposicion 4.2.2(1), existgn. .., dy; € Z tales que
Deg(S()\, ')7 Q)\ \ Bﬂ) = dja A€ [Sjﬂ S;‘H]’ 1< j < M — 13
Deg(3(A.+), 2\ By) = du, X € [s3,00), (5.19)

Deg(F (X, +),  \ B,) = do, Ae N8
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Para probar (5.19) bastara ver @@, u) # 0 si

M-—1
A€V, sTTU[sino0)U | [sfs7a] Y w€ed@a\ By). (5.20)
j=1
Tomemos, pues, uf\, ) que cumpla (5.20). Evidentemente# 0y A € Js. Por la Proposicion
4.2.2,0bienB,N Q) = @ obien{u € B, : §(A\,u) = 0} = {0}. Supongamos quB, N Q2 = &.
Entonces2, \ B, = Q, y por lo tanto(\, u) € 92 N (J x U). Asi pues, gracias a (5.9) tenemos
(\u) ¢ &, luegoF (A, u) # 0, ya queu # 0. Supongamos ahora qe € B, : F(A,u) =
0} = {0}. Gracias a (5.20) se tiene quec d(2, \ B,) C 9Q\ U dB, Y, siu € dB,, entonces
§(A,u) # 0, mientras que si € 92 entoncesg )\, u) € 92N (J x U), por lo que gracias a (5.9),
(A, u) ¢ &. Con lo cualF (A, u) # 0, yaqueu # 0, lo que concluye la demostracion de (5.19).
Notese ademas qul; = 0, ya ques) es acotado y aplicamos la Proposicion 4.2.2(2). Por otra
parte, para cada > 0 suficientemente pequefoly< 5 < M, tenemos por el Teorema 4.2.1(2),

Deg (3 (s; , -),Qsj_) =dj—1 + Ind(£(s; ), 0), Deg(&(s;“, -),QS;F) =d; + Ind(S(s;r),O),
luego por la Definicién 5.2.4, la identidad (5.18) se puestzibir de la forma
dji —dj = Ind(£(s]),0) — Ind(£(s}),0) = 2P(ij),  1<j<M.

Sumando estas igualdades y usandodjye= 0 obtenemos

M

M
dy = (dj1—dj) =2 Plij)
j=1

i=1

y entonces a partir de (5.19) sacamos que
- M
Deg (F(A*,-), 2=\ B,) =23 P(i;).
j=1

Esto concluye la demostracion en el case- [A, oc). SiJ = (—o0, A] se procederia de manera
completamente analoga.

Por Gltimo, supongamos que= R, sean¢ una componente acotada @2 C ¢ + Bg(0,0)
un entorno abierto aislante deenR x U, y A* € R\ J;cz ;. TomemosA < X\* tal queQ) C
[A, 00) x U. Entonce< es una componente €N ([A, o) x U), y €2 es un entorno abierto aislante
deCen|[A,oc) x U. Por tanto, la primera parte de la demostracion nos dice que

Deg (F(A*,-), -\ B,) =2 > P(i).
i€B
I;>\*

Analogamente,
Deg (S(A*a ')79/\* \Bﬂ) =2 Z P(Z)
icB
I;<\*
Esto prueba (5.16) y concluye la demostracian.
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5.5. Cotas inferiores deCard ¢

Usamos el Teorema 5.4.1 para estimar el nimero de elem@méhsen ciertas circunstancias
especiales. Veremos agui que basta conocer la paRdsdvo el signo para aplicar los resultados
de esta seccion.

Teorema 5.5.1Sea¢ una componente acotada @ N (J x U). Supongamos que existah €
J\ Uiep Ii yn € N ceros aislados dg(\*,-), uj € €+, 1 < j < n, todos ellos diferentes, tales
que

Ind(F (X, ), u;) € {—1,0,1}, 1<5<n. (5.21)
Llamemos
ny = Card{j € {1,...,n} : Ind(F(\*,),u;) = £1}. (5.22)
Entonces
Card€y- >n+1 si 20 Y P(i)| # ng —n_|. (5.23)
icJ*
En particular, Card €y« > n + 1 Siny + n_ esimpar.
Demostracbn. Supongamos quéy- = {u1,...,u,}. Por (5.8) se tiene que para cada j < n

esu; # 0, yaquex € J\ U,z li- En particular€y- N B, = @ parap > 0 suficientemente
pequefio. Observamos ahora gque el conjunto

Z =N} x{ue U\ : O\, u) =0}

es cerrado, ya qué,- consta de ceros aislados gé\*, ). Como¢ N Z = @y ¢ es compacto,
existe > 0 tal que(¢€ + B3(0,0)) N Z = @. Gracias a la Proposicion 5.3.3, existe un entorno
abierto aislanté) C ¢ + B3(0,0) de€ enJ x U. ComoQdN Z = @,

Cr ={ue\B,: T\, u)=0}.

Luego por la Proposicion 4.2.2(3),
Deg (F(A*,-), 2=\ B,) = > Ind(F(X*, ), u;).
j=1
A partir de (5.15) se obtiene que

2

> P(i)

1€J*

= |n+ _n*|a

lo que concluye la demostracion de (5.23). Por Gltime, si- n_ es impar, entonces, — n_ es
también impar, con lo que se puede aplicar (5.23). Esto @mfa demostracionm
En lo que sigue manejaremos el siguiente concepto.
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Definicion 5.5.2 Supongamos qué es una componente @& N (J x U), y X* € J \ U;cp Li-
Se dice entonces que es un valor regular del p@metro para¢ si 0 biency- es va&o o bien
consta den € N ceros aislados dg(\*, ), digamosuy, . . ., u,, que cumplen (5.21). Si adés)
poniendo (5.22), se cumpte= n + n_, entonces se dirque\* es un valor fuertemente regular
del paametro para?.

Notese que por la Proposicion 4.2.2(4,5), tadae J \ U, I; €s un valor fuertemente regular
del parametro pard siempre queD, §(\*, u) exista y sea un isomorfismo para cada ¢,-. La
siguiente consecuencia de los Teoremas 5.4.1 y 5.5.1 npsrprona una cota inferior déard ¢ -
en un valor regular del paramethé € J \ U, 1i-

Teorema 5.5.3 Sea¢ una componente acotada @ (J xU), yA* € J\J,;ci I; un valor regular
del palametro para¢. Entonces

Card (’:)\* Z 2

> P(i)

1€J*

AdendsCard €y es par si\* es un valor fuertemente regular del @anetro parag.

Demostracbn. Estamos suponiendo qug- esta formado pon > 0 ceros aislados dg(\*,-),
digamosu;, 1 < j < n.Como ademas* € J\ J,cz Ii, se sigue de (5.8) qug ¢,-. Adaptando
la demostracion del Teorema 5.5.1 obtenemos que

> Pl

ieJ*

2

D Ind(F(A*, ), u )
j=1

< Ind(F(X*, ), u5)| = ny +n_ < Card €y,
7j=1

donden y n_ se definen en (5.22).

Por Gltimo, siCard €« = n4 +n_, entonces por el tltimo aserto del Teorema 56.13 n_
es par, lo que concluye la demostracian.

El Teorema 5.5.3 motiva la siguiente definicion.

Definicion 5.5.4 Sea¢ una componente acotada @& N (J x U). SiJ € {(—o0o,A],[A;00)}
supongamos adeis qued, # @y queA ¢ |J,;-z Ii. Entonces:
CuandoB = {iy,...,inx} cOni; < --- < iy, lasignatura def en.J x U se define por

i1 iN
P(i) --- P(in))’
mientras que la signatura déenJ x U es vaga siB = &.
CuandoB = {i,...,ixy} cOni; < --- < iy, €l cardinal mnimo de¢ en.J x U es la
aplicacion denotada poMCig, 77}, 0 simplemente pokC si es qued y J estn claros por el
contexto, definida por

MCie,sxop: I\ |J i = N
i€B
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( N
2max{1,\ZP(ij)\}, si A e[Ainfl;,),
7j=1
MC(}) 1= N .
2max{1,\ 3 P(z‘j)\}, si A€ (suply,,infI;,,,), 1<k<N-1,
j=kt1
L 0, Si A € (sup I, ),

siJ = [A, o0), por
( N
2max{1,\ZP(z‘j)\}, si A€ (supl,, Al
7=1
MC(A) := k
9 2max{1,\ZP(z‘j)\}, si A€ (suply,,infT;,,,), 1<k<N-1,

J=1

0, si A € (—oo,infT;)),
siJ = (—oc, A, y por

0, Si A € (—oo,inf I;,) U (sup I;, 00),
MC()) :=

k
2méx{1, | ZP(z‘j)\}, si A€ (suply,,infT;,,,), 1<k<N-1,

\ J=1

si J = R, mientras que definiremddC := 0si B = &.

Notese queMCre, 7 ] €sta determinado univocamente a partir de la signatuéaette/ x U,
una vez que se ha fijado una familia admisidipara>.. Con estos conceptos en mente, el Teorema
5.5.3 se puede reescribir de la siguiente manei@ie, ;,;71(A) s una cota inferior d€ard &
para cualquier valor fuertemente regular del parameteo] \ (U, I; parac.

Por el Teorema 5.5.3 o por la Definicién 5.5.4, vemos quetouaayor sea

> P(i)
ieJ*
mayor es la informacion que tenemos. Sin embargo, en mugitieiones, el nimero (5.24) es

0 o 1. Para que (5.24) fuera mayor queharia falta que laJ* = {iy,...,iy} definida en el
Teorema 5.4.1 com; < --- < i) cumpliera que haya enterds< j < k < M tales que
P(ij) = P(iy) # 0y P(ip) = 0 para cadg < h < k. Supongamos que sea éste el caso. Entonces
por supuesto, por la definicion de aplicacion paridadedebstir un entera; < ¢ < i tal que
P(ij) = —P(¥), pero(I, x {0}) N ¢ = @. Gracias al Teorema 5.4.1 o a resultados conocidos en
teoria de bifurcacion (véase por ejemplo J. Lopez-60f43, Theorem 6.2.1]) existe un conexo
de & que tiene soluciones non nulas y cortg & {0}, pero por construccions N ¢ = @. Esto es

lo que pretende indicar la Figura 5.1: representameas el eje horizontal, ¥Iu en el eje vertical,
dondell € £(U) es una cierta proyeccion de rango uno. Hay seis autovajdiemos escrito sus
paridades respectivas; —1, 1, —1, 1, —1. Aparecen dos componentes mutuamente disjuntas, y
las hemos representado, respectivamente, con trazo graesotrazo fino. Desgraciadamente, no
hemos encontrado ningln ejemplo en que esto ocurra. CUangoR esto es imposible, como
muestra el siguiente resultado.

: (5.24)
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Figura 5.1: Dos componentes disjuntas@le

Proposicion 5.5.5 Sea¢ una componente acotada @en (J x R) tal queB = {iy,...,ix} con
11 < --- < iy para un ciertoN > 2. Supongamos que existén< j < k < N tales que
P(ij)P(iy) # 0y P(is) = 0 para cadaj < h < k. Entonces

P(i) = —P(ix),
y por tanto,MCie, sxg] € {0,2}.
Demostracbn. Paracadd < h < N — 1, o bien
€xN(0,00) #@ paratodo) € (sup I;,,inf I;, ), (5.25)

o bien
€xN(—00,0) #@ paratodo) € (sup I;,,inf I;, ). (5.26)

Tomemos url < h < N — 1 que cumpla (5.26), y se&: R x R — R la familia reflejada a partir
deg,

S u) = LA\u+NAu), N u) = { its(y?{;)_u) : Zig

Observamos qu§ cumple las hipotesis (HL)-(HN) de la Seccion 5.1, es imgrat, y su aplica-
cion paridadP es la misma que la aplicacion paridadlepuesto que podemos tomar la misma
familia admisibleA paraX. SeaS el conjunto de soluciones no-triviales e/ denotemos po€

la componente d& que contiene d;, x {0}; nbtese que es acotada. Llamemos

Sp, := (sup I;, ,inf I,

ih+1) N U I;

ieP-1({-1,1})

y seandi,....¢,, las componentes d& cuya interseccion coflj, x {0} es no vacia. Estas com-
ponentes son necesariamente acotadas, ya que tienedoi@nseacia cor¢, luego yacen dentro
de alguna componente acotadaRfe\ ¢. Llamemos ahora, al conjunto (5.7) asociado &,

1 < ¢ < m. Por la tltima afirmacion del Teorema 5.4.1 tenemos que

Y P@li)=0, 1<£<m.
iEB[
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Asi pues,
m
0=>">"P@l)= > P
=1 iEB( I;CSh
conloqueCard{i € ZN[r+1,s]: I; C Sy} es par paracada< h < N — 1 que cumple (5.25).
El argumento anterior se adapta con facilidad al caso (¥.28)llega a la misma conclusion. Por

tanto,
Card{i e ZN[r+1,s]: I; C Sy} € 2N, 1<h<N-1.

Con lo cual, se sigue de la definicién 8g que
Card{i € ZN[r+1,s]: I; C (supI;;,infI;), P(i) € {—1,1}} € 2N,

lo que concluye la demostraciom.

5.6. Puntos regulares, de retorno y de higtresis

El objetivo de esta seccibn es proporcionar una condisiffitiente para que el indice de una
solucion aislada pertenezcd-al, 0, 1}. Analizamos también el comportamiento local del conjunto
de soluciones en el caso en que éste forme una curva regogaconceptos de punto regular, de
retorno y de histéresis aparecen asi de manera natural.

En esta seccion suponemos dii@s de clas€! en un entorno dé\g,ug) € R x U con
F(No,ug) = 0y DF (Ao, ug) sobreyectiva. También se supondra gues diferenciable eny y 0N
es diferenciable ef\, uy).

Comenzamos por una construccion sencilla de analisgdnal.

Lema5.6.1 Seal’ € L(R x U, V) sobreyectiva conlrcleo unidimensional. Supongamos que
Tloyxr : {0} x U >V (5.27)
no es isomorfismo. Entonces existe una descompoditi= X & Y condim X = 1 tal que
Tlrxy :RXY =V (5.28)
es isomorfismo.

Demostracbn. Existe un hiperplano cerrad6 deU tal queN|[T] N (R x Y) = {0}. En efecto, de
lo contrario, todo hiperplano cerraddde U cumpliriaN[T] C R x Y. Por el teorema de Hahn-
Banach, la interseccion de todos los hiperplanos cerradam espacio de Banach es el espacio
cero. LuegoN|[T] = R x {0} y esto implica que (5.27) es isomorfismo, en contra de nuestra
hipbtesis. Fijemos pues un hiperplano cerr&dde U tal que N[T] N (R x V) = {0}. SeaX un
complemento unidimensional @&enU. EntoncesR x Y es un complemento d¥[7] enR x U
y (5.28) es isomorfismom

Observamos ahora qugg (Ao, ug) es Fredholm de indick en efecto, tenemos que

D (Ao, u0) = (£'(Xo)uo + DAN( Ao, uo), £(Ao) + DuN(Ao, uo)) -
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El operadorD,M (o, ug) €S compacto como derivada de una aplicacion compacta;eehaqr
£(Xo) es Fredholm de indide Por tanto, el operadal(Ag)+ D, (Ao, ug) s Fredholm de indidg
por resultados conocidos sobre operadores de Fredhols((tese por ejemplo T. Kato [32, Theo-
rem 1V.5.26] o |. Gohberg et al. [24, Theorem XI1.4.2]). Estaplica queDF (Ao, ug) es Fredholm
de indicel.

Sea¥ : R x U — V tal queDgF(\g,up) : R x U — V es sobreyectiva; como es Fredholm de
indice1, tiene un nlcleo unidimensional. Supongamos By& (Ao, ug) no es isomorfismo. Por el
Lema 5.6.1, existe una descomposiclér= X @& Y condim X = 1 tal que

DS(AOaUO)‘RXY RxY >V

es un isomorfismo. A partir de ahora, identificanhbson X x Y, y escribimos las variables como
(A, z,y) € R x X x Y. También escribimosy = (zg,y0) € X x Y.

Aplicamos el teorema de la funcion implicitgfa R x X x Y — V en()\g, 2o, o) Y con-
cluimos que existen dos funciongse C'([a,b],R) y i € C'([a,b],Y), conzy € (a,b), tales que

§(A(z),z,y(z)) = 0 paratodor € [a,b], y hay un entorno abiertd de (Ao, zo,y0) € Rx X xY
tal que si(A, z,y) € U conF(\, z,y) = 0 entonces: € (a,b), A = i(z) ey = y(x). En par-
ticular, \(z9) = Ao Y §(z0) = yo. Tomemos ahora < a' < z; < b < b tal que el compacto

{( M=), z,9(x)) : z € [d',V']} esté contenido en el abieh Entonces existe un abiertdtal que
{\=z),z,§(z):zeld,V]}cVcCVclU.

Definicion 5.6.2 Si D, § (Ao, ug) €S un isomorfismo entoncés,, ug) recibe el nombre de punto
regular. SiD,§ (Ao, ug) NO €S isomorfismo ¥ tiene un nximo o ninimo (locales) em;, entonces
(Ao, uo) se llama punto de retorno. %, (Ao, ug) NO es isomorfismo ¥ no presenta ni @ximo
ni minimo (locales) emn;; entonceg Ao, ug) recibe el nombre de punto de tégtsis.

El sencillo lema que presentamos ahora nos proporciondaiones necesarias y condiciones su-
ficientes para cada uno de estos conceptos. Denotemos er kigyeP, € L(R x U,R) a la
aplicacionPy (A, u) = .

Lema 5.6.3 Siguiendo las notaciones anteriores,
1. Si(\o,ug) €s un punto de retorno o de Hésesis entonced' () = 0.

2. (Mo, up) €s un punto de retorno si Y si existe un entorno abiert® de (), ug) tal que o
sup P (F71(0) N O) = Xg 0inf PA(F~1(0) N O) = Xo.

3. SiD,F (Ao, up) noes isomorfismoy— )\ tiene un cero de orden par en entonceg \g, uo)
es un punto de retorno.

4. SiD,F (Mo, up) No es isomorfismo §( — )Xo tiene un cero de orden impar ery entonces
(Ao, uo) €S un punto de higtesis.
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/\/>

Figura 5.2: Un punto regular, uno de retorno, y uno de hasiér

Demostracbn. Probemos el primer enunciado. Llamemoér) := D\§(A(z), z,(z)) € L(R, V),
as(z) == DyF(N(z),z,4(x)) € L(X,V) Yy as(z) := D,F\(z),z,4(z)) € L(Y,V) paraz €
(a,b). Siguiendo la convencion usual dada por el hecho dedjueX = 1, a veces identifica-
remosL(X,V) conV,y por tanto consideraremas (z) como un miembro d&. Sabemos que
(a2(zo), as(zo)) € L(X x Y, V) no es isomorfismo, per@i;(zo),as(zo)) € LR x Y, V) silo
es. También sabemos que

ar ()N (z) + az(z) + az(z)y (z) = 0, z € (a,b). (5.29)

Observamos qué&[(aa(zg), as(z))] = Rlas(zo)], puesto que una inclusion es trivial, y ambos
conjuntos son hiperplanos cerradosWdeEn particular,R[as(zg)] C Rlas(zo)] y por (5.29), hay
uny €Y tal quea; (z)N (zo) + as(zo)y = 0, luegoX (z) = 0.

Las afirmaciones restantes son obvims.

En la Figura 5.2 hemos dibujado tres curvas: en la primerakeepresentado un punto regular;
en la segunda, un punto de retorno; y en la tercera, un puntostBresis. Queremos calcular
Ind(F (Mo, -),ug), caso de existir, en cada una de las situaciones dadas pefitacidn 5.6.2.

Punto regular

Supongamos qug\g, ug) €s un punto regular. Entoncék, § (Ao, ug) €s isomorfismo, y asig
es un cero aislado d& A, -). Por la Proposicion 4.2.2(4,5),

Ind(F (Ao, ), u0) = Ind(D,F (Ao, ug),0) € {—1,1}.

Punto de retorno

Supongamos ahora qu&,, uq) es un punto de retorno. Sin pérdidad de generalidad podemos
suponer que\ tiene un maximo ern,. Primero analizamos el caso en que este maximo no es
estricto, es decir, existe una sucesion inyectiya— z tal queS\(acn) = )\p para todou. Entonces,
por supuest@ (Ao, -) 1(0) es infinito yuq no es un punto aislado @ )\, ) *(0), pero podemos
decir mas. Es facil ver quey # 0, luego la curva

{(Mz),z,5(x) : z € (a,b)} (5.30)

€s un conexo contenido € al menos para, b suficientemente cerca dg. Sea¢ la componente
de& N (J x Y) que contiene &\, ug), y supongamos qu& # Ao siJ € {[A, 00), (—oo, A]}.
Entonces para, b suficientemente cerca dg, (5.30) es un conexo contenido énn (J x Y),
luego contenido ed. Entonces, para suficientemente grande, los elementdéz,,), zn, 7(2,))
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estan er€. Con lo cual,(z,, y(z,)) € €5, €S Una sucesion inyectiva que convergg acon lo que
up NO es un elemento aislado dg, .

Supongamos ahora gueiene un maximo estricto er,. Podemos suponer que se han elegido
a, b de tal manera qu&(z) < A para todar € [a,b] \ {zo}. Afirmamos que existen, 3 cona <
Ao < Btal que el hechd(z) € [a, 8] conz € [a, b] implicaz € [a', b']. En efecto, supongamos que
no. Entonces existe una sucesigne [a, b] \ [a’, b'] con(zy,) = Ao Y 2, — 1 € [a,b] \ (a', V).
Asi, \g = S\(xl), contradiccidbn con la condicidon de maximo estrictoefips, puesy, 5 con esa
propiedad.

SeaF(\,z,y) = 0 con (\z,y) € Vy X € [a,f]. Entoncest € (a,b), A = A(z) e
y = 7(z). Por la eleccion dev, 8 obtenemose € [d/,b']. Entonces(\, z,y) € V. Esto prue-
ba queg(\, z,y) # 0 siempre que\, z,y) € OV y A € [a,]. Por la Proposicion 4.2.2(1),
Deg(§(A, ), V\) es constante pard € [«, 3]. Por la condicion de maximo estricto vemos que
Deg(F (Ao, ) Vo) = Ind(F(No, -), uo) Y Deg(F(b,-), V) = 0, por la Proposicion 4.2.2(2), ya que
§(b, -) no tiene ceros ewy,. Por tantoInd(F (Ao, -), uo) = 0.

Punto de higtresis

Supongamos por Ultimo que\g, ug) es un punto de histéresis. Como en la prueba del Le-
ma 5.6.3, llamemos; (z) := DyF(A(z),z,9(z)) € LR, V), as(z) = D, F(A(x),z,5(z)) €
L(X,V)yaz(x) := D,F(A\(z),z,§(z)) € L(Y,V) paraz € (a,b). Sabemos que

(a2(wo),a3(wo)) € LIX x Y, V)

no es isomorfismo, per@; (o), a3(z)) € L(R x Y, V) si lo es. Queremos probar que hay reales
x arbitrariamente cerca deg tales qugas(x), as(z)) es isomorfismo. Supongamos que no. Redu-
ciendo(a, b), podemos suponer que,(z), az(x)) nunca es isomorfismo, peta; (z), as(z)) silo

es, paraz € (a,b). Vemos queR[(az(z), as(x))] = R[as(z)], puesto que una inclusion es trivial,
y ambos conjuntos son hiperplanos cerrado¥ d&n particular,R[ax(z)] C Ras(z)]. Entonces,
gracias a (5.29), para cadac (a,b) hay unf(z) € Y tal quea; (z) X (z) + as(x)f(z) = 0, luego

N (z) = 0 para todaz € (a,b). Entonces\ es constante en un entorno ey por la Definicion
5.6.2,z¢ es un punto de retorno, y no un punto de histéresis.

Supongamos que, No es un cero aislado d§ ), -). Entonces por supues®(\g,-) ' (0)
es infinito, pero podemos decir mas. Existe una sucesieciiva (z,,y,) — (zg,y0) tal que
§(Xo, zn,yn) = 0 para todon. Paran suficientemente grande se tiene gye € (a,b), A\g =
Xz,) ey, = §(z,). Como ya se probo en el caso de punto de retornd, es la componente
deS N (J x Y) que contiene &X\g,ug) Y A # Xg siJ € {[A, ), (—o0, A}, entonces para
suficientemente grandg) («,,), £, §(,)) pertenece &. Por tanto{z,,, y,) € €5, €S una sucesion
inyectiva que converge@, y asiug No es un punto aislado @g,, .

Supongamos que, es un cero aislado d& Ao, -). Eligiendoa, b suficientemente cerca dg,

y usando la continuidad dg podemos suponer q@&\g, =, y(x)) # 0 para todar € [a,b] \ {zo}.

Afirmamos ahora que existem, 8 cona < Ay < 3 tal que el hecho\(z) € [a, B] con
x € [a,b] implicaz € [a',V']. En efecto, de no ser cierto existiria una sucesiprE [a, b] \ [a', ']
conA(z,) = Ny n — x1 € [a,b] \ (a',V). Entonces\y = A(z1) Y F(Xo. 21, 5(x1)) = 0,
contradiccion. Fijemos, pues, 8 con esa propiedad.
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SeaF(\,z,y) = 0 con(\z,y) € Vy X\ € [o,f]. Entoncesz € (a,b), A\ = A(z) e
y = ¢(z). Por la eleccion dev, 8 obtenemos que € [d',V'], luego (A, z,y) € V. Esto prue-
ba queF (A, z,y) # 0 siempre queg\,z,y) € AV y A € [a,]. Por la Proposicion 4.2.2(1),
Deg(§(X, ), V) es constante parac [a, [].

Ya hemos probado que existe € [a, b] arbitrariamente cerca de) tal queX(z1) € [a, 4] y
(as(x1),a3(z1)) € L(X xY, V) esisomorfismo. Desgraciadamente, necesitamos mas sx@m
para concluir que

Deg(g(j‘(xl)v ) ')a Vj\(m)) = Ind(g(j‘(xl)a K ')v (xla g(xl))
= Ind(D,F(A(z1), 1, §(1)),0) € {—1,1}.

Cada una de las siguientes hipbtesis es consecuenciaigeiémnte, y cualquiera de ellas garantiza
(5.31).

(5.31)

= )\ esinyectiva efizg, zo + €) 0 en(zy — €, xo) para algure > 0.

= La multiplicidad deX enz es finita (necesariamente impar por el Lema 5.6.3).
» ) es analitica.

= § es analitica.

Comoug es un cero aislado dg(\g, ) entonces, siempre que sea suficientemente pequefo,
Deg(F (Ao, ), Vao) = Ind(F (Ao, -), uo). Por tanto si se cumple (5.31) entonéad(§ (Ao, ), uo) €
{_L 1}

5.7. Estructura de¢ en el caso fuertemente regular

En toda esta secciod,es una componente acotadad®le (J x U). SiJ € {(—oo, A],[A, 00)}
suponemos ademas que
Ag| L y ey#o. (5.32)
i€B
También imponemos la siguientendicbn de no degeneramn fuerte

(SND) D,§ (X, u) existe y es un isomorfismo para cadau) € €N [J x (U \ {0})], y existe un
entorno abiert@ de¢ \ (R x {0}) tal que la aplicacion

O—=LU),  (Au)— DuF(Au)
esta bien definida y es continua.

Obsérvese que no suponemos ueeaC' en sus dos variables.

Nuestro principal objetivo es estudiar como camBiad ¢, cuando va variando a lo largo
de J. Aunque la mayoria de nuestros resultados estan enmsciademostrados para el case=
[A, o), debe estar claro como se adaptan a los restantes.£as¢®, (—oo, Al}.

Usaremos en esta seccion la siguiente version del teoderfeafuncion implicita. Consulltese
por ejemplo E. Zeidler [71, Theorem 4.B].
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Teorema 5.7.1SeanZ, U,V tres espacios de Banack, un abierto deZ x U, yG :  —» V
una aplicacdn continua con la propiedad de que,G exista y sea continua e. Supongamos
que existe un puntfzg, ug) € Q tal queG(zgp,up) = 0y D, G(20,ug) €S isomorfismo. Entonces
existen abiertosZ C Z U C U tales que, para cada € Z, existe uninicou = u(z) € U que
cumpleG(z,u(z)) = 0. Adends, la aplicacon z — u(z) es continua.

El primer resultado es el siguiente.

Proposicion 5.7.2 Supongamos (SND). Seéaina componente acotada @en (J x U). Entonces
Card €, es finito y localmente constante paxac .J \ |J;. I;. Por lo tanto, es constante en cada
componente conexa de\ |J; . I;.

Demostracibn. Para probar que, es finito para cada € J \ U,z I; es suficiente ver que es
compacto y discreto. Com® es compacto, también lo &5,. El que ¢, es discreto se sigue de
manera inmediata del Teorema 5.7.1, ya Gug§(\, u) es un isomorfismo para cada, u) € €
coni € J\ Ujep i
Mostramos ahora qu€ard €, es localmente constante &n\ (J;.z I;. Tomemos\* € J \
Ui i y llamemos
r:= Card €y, Cr ={ul,...,ur}.

Sir = 0, la compacidad de& muestra qu&, = & para\ ~ A*. Supongamos, pues, que> 0.
Tenemos que; # 0 para cadd < ¢ < r. Gracias al Teorema 5.7.1, exisi®n- 0y r aplicaciones
continuasu; : (A\* — 9, A* +0) = U, 1 <i <r, tales ques;(\*) = u}y

S(Aaul(A)) :0’ P‘_A*‘ <57

1 <i <r.Ademas, s§(A,u) =0con|A —X| <dy|u—u| <dparaunciertd <i <,
entonces: = u;(A). Reduciendd > 0 se puede suponer que(A) #0conl <i <r, A -\ <
d, queu;(A) #u;(A) sil <i<j<r,yque(X" —d§,\* +0)NJ;cp i = @. Conlo cual, como
¢ es una componente @&nN (J x U),

O{(A,uz'(A)) A= XN <q edJce
i=1

y Card €y > Card €y« =rsi\ € (\* — 4§, \* +6) N .J. Para completar la demostracion de la cons-
tancia local de&Card €, razonaremos por contradiccibn. Supongamos pues queresistesiones
M1 C AN =6, X +8) NJy{vn}tn>1 CU tales que

lim A, = \*, vp € €\, \{urt(An), .. ur(An)}, n>1.

n—oe
Necesariamentdy,, — uf| > ¢ paral < i < ryn > 1. Por compacidad, se puede extraer una

subsucesion, etiquetada de nuevopaal que

lim (A, v,) = (\*,u*) € €

n— 00
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para un cierta.* € €y-. Entoncegu* — u}| > ¢ paral <i < r, luegoCard €y- > r + 1, lo cual
es imposible. Esto completa la demostracian.

Como consecuencia inmediata de la Proposicion 5.7.2¢eigsl cambio erCard €, indica
un fenébmeno de bifurcacion desBex {0}. Ademas, gracias a (SND), se sigue de la Proposicion
4.2.2(4,5) que toda € J\J,; I; es un valor fuertemente regular del parametro gata acuerdo
a la Definicibn 5.5.2. Con estos hechos se puede llegar aebi@ estructura de la componente
¢. De hecho,¢ consta de una cantidad finita de curvas continuas que cungdepropiedades
establecidas en el siguiente teorema. Entre ellasM{Ug. y ;) Nos proporciona una cota inferior
deCard €y para cada € J\ ;5 I;, o que muestra la consistencia de los conceptos introdsicid
en la Definicion 5.5.4.

Teorema 5.7.3 Supongamos qué es una componente acotada@en (J x U) conJ = [A, o0),
(5.32) y (SND). EntonceB # @. Pongamos3 = {iy,...,in}, 11 < -+ < iy. Entonces

() Pr€ = [A,supLi ]y Eup 1, = {0}

(b) Card €, es un fimero par, y es constante pakaen cada uno de los intervaldd, inf I;, ),
(supI;,,infI;; ), 1 <j < N -1

(¢) Card €\ > MC¢,sxr)(M) para cada € [A,sup Iy |\ U;ep Li-
(d) ¢ se expresa como

¢ = | v(ay,b,)) U | J (L % {0}),

ver 1€B

dondel es un conjunto finito de curvas continuas [a,,b,] = R x U, a, < b, tales que
= v(ay) € ({A} X €) UlUiep(li x {03) y 7(by) € Uies(Li x {0}),
= Pr(y())) = A para cada) € [a,,b,],
= Y((ay: b)) N [Uien(li x {0}) U ({A} x €4)] = &,
» ¥([ay, b,]) Nn([ay, by]) C U;cs(li x {0}) para cualesquieray,n € T' cony # 1.

Adends, paracadg € {1,...,N — 1} ya,b € J tales que
{ieB:la,bNI # @} ={ij}, a<lI<b, (5.33)

se verifica
Card &, + fla,i;] = Card &€, + 4[b,4,], (5.34)

donde hemos denotado

tla,ij] ;== Card{y €T :ay, <a<by, byel;},
b[b,i;] := Card {y € Tt ay < b < by, aVEIij}.

Ad, ba,i;] +4[b,i;] > 2 es par. Adem@s,[b,i1] > 1 SiN > 2.
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Demostracbn. Como¢, # @y €, = & para) suficientemente grande, se sigue de la Proposicion
5.7.2 queB # @. Pongamo® = {iy,...,in}, i1 < --- < iy.ComocC es conexo, se sigue de (5.8)
que[A,sup ;] C P,C. Gracias ademas a la Proposicion 5.T2rd €y es constante para cada
A > sup I;,; esta constante es necesariaménya que¢, = @ para suficientemente grande.
LuegoP,€ = [A,sup I;,]. El quelqy, Ly = {0} se puede ver facilmente por un argumento de
prolongacion usual basado en qiesup I;, ] = P, . Esto muestra (a).
Las partes (b) y (c) son consecuencias inmediatas de la $cdpo5.7.2 y del Teorema 5.5.3.
La parte (d) es una consecuencia facil de lo anterior, wsandipico argumento de prolongacion.
Supongamos ahora queb € J cumplen (5.33). Entonces hay exactamefiiei;| curvas dd”
que conectana, i;] puntos de{a} x €, conl;; x {0}. Por tanto, gracias a (SND) y a un argumento
de prolongacion usual basado en el Teorema 5.7.1, el resto d

R, := Card &, — f[a, i]

puntos deben estar conectados medi@hteurvas dd” con R, puntos de{b} x ¢;. Analogamente,
el resto de los puntos dé} x €,

Ry := Card ¢, — R,,

deben yacer e, curvas dd" yendo hacia atras hasfa x {0}. Como ninglin arco mas depuede
conectarl;; x {0} con{b} x &;, obtenemos que

Rb = h[b, 7:]'} = Card @b — Card @a + h[a,ij],

lo que muestra (5.34). El qugu, i;] + (b, 7;] € 27Z se sigue faciimente de (b) y de (5.34); no se
puede anular porquk; x {0} C €y & es conexo. Falta ver qyé,i;] > 1si N > 2. Supongamos,
por reduccion al absurdo, qué > 2y [b,i1] = 0, y denotemos par; al conjunto dey € I tales
que

(Zi; x {0}) N([ay, by]) # 2.

Entonces se descompone como una union de

N
U r(lay.0) Ul x{0h) y U (ay.b, UI x {0}),

el y€l\T'

que son dos conjuntos cerrados, disjuntos, no vaci@s ldeque contradice qué sea conexo. Por
tanto,q[b, 1] > 1, lo que concluye la demostraciom.

Notese queifa, i;] y 4[b,i;] no dependen de, b siempre y cuande € (sup I;;_,,inf I;;) (0
a € [Ainf ;) sij=1)ybe€ (supl,infI; ).

Por ejemplo, en la Figura 5.3 hemos representado cuatroa@@nfese de S N ([A, 00) X
U) que cumplen las hipotesis del Teorema 5.7.3 con las sigsierondiciones adicionaleB: =

{il,ig} coniy < 19, P(’ll) = P(ZQ) 7é 0, Card Ch=4 yIi1 = {a}, IZ‘2 = {b}
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Figura 5.3: Cuatro componentégjue cumplen el Teorema 5.7.3 cGard € = 4

5.8. Estructura de¢ en el caso regular

Es esta secciorg es una componente acotada®en (J x U). SiJ € {(—oo, A],[A,00)}
imponemos ademas (5.32). Suponemos tambiéordicbn de no degenerat:

(ND) DJF(A,u) existe y es sobreyectiva para cddau) € €N [J x (U \ {0})], y hay un entorno
abiertoO de¢ \ (R x {0}) para el cual la aplicacion

O— LRxU,U), (A, u) = DF (A, u)
esta bien definida y es continua.

Como en la Seccibn 5.7, estudiamos la estructurd. dainque el siguiente resultado se enun-
cia y prueba para el casd = [A, o), se puede adaptar faciimente a los restantes cases
{R, (—o0, A]}. En &l se establece gdeconsiste en un conjunto de arcos de curva cuyos extremos
yacen en el conjunto

€= ({A} x &) U [ J(Zi x {0}).

1€EB

Teorema 5.8.1 Supongamos qué&es una componente acotada@e(J x U) tal queJ = [A, 00),
(5.32) y (ND). Entonceg se expresa como

¢ = Jrt)uJ x o),

€T i€B

dondel es una familia (finita 0 numerable) de curvas continyas C(I,; R x U), para un cierto
intervaloI, C R, tal que para todoy € T',

L y(Iy) NUes(i x {0}) = @.
2. Elconjunto
Wy 1= {z €ERxU: lim «(t,) = z paraalgin {t,},>1 con lim ¢, € {infI,,sup Iy}}
n—oo - n—oo

est contenido erf.
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)

2

Figura 5.4: Dos componentes que cumplen el Teorema 5.8.1

3. (’Y(I'y) U w'y) N (U(In) U wn) - UieB(Ii x {0}) sin € '\ {v}.

4. Paracada\ € J \ ;i i, el conjunto{y € T : A € Py(v(I,))} es finito.

Demostracbn. Como ya se vio en la Seccion 5.6, para cllgug) € €N [J x (U \ {0})] hay,
localmente, una Gnica cur¢d de ceros dg que pasa pof)g. ug). Esto nos permite un argumento
de prolongacion global. Tomemos cualquigs, ug) € €N[.J x (U \{0})] y consideremos la curva
C! maximaly : Q — .J x U, para un cierto interval® C R tal quey(0) = (Ag,ug) Y F(y(t)) =0
paratoda € Q, maximal con la propiedagl(Q) N,z (I; x {0}) = @. Si existerlim;_,inr 7 y(t) O
limy_,sup 1 7(t), €xtendemos con continuidad a esos puntos, y después de una reparzanimn,
obtenemos una curva continyalefinida en un cierto intervalb, C R. Seal el conjunto de curvas
obtenidas de esta manera, para c@daug) € €N [J x (U \ {0})]. Declaramos que dos curvas
enT son equivalentes si una se puede obtener de la otra por mediceparametrizacion (que
puede conservar la orientacion o no). $aan subconjunto d& obtenido al elegir exactamente un
miembro de cada clase de equivalencia. Entonced esditisface la propiedades 1-3.

Para probar qu€ es numerable bastara ver que para cualquier compade N [J x (U \
{0})], el conjunto de curvas déque cortan & es finito. Asi que se& un compacto d& N [.J x
(U \ {0})] y consideremos,, € 'y a,, € y,(I,,) N K para cada € N. Seaa € K un punto de
acumulacion de la sucesidm, },en. Entonces por la unicidad dada por el teorema de la funcion
implicita, obtenemos qug, es la misma curva parasuficientemente grande.

Probemos ahora la propiedad 4. Supongamos que existan J \ |J;cz i Y una sucesion
Yo € I',n > 1, tales querg € Py(vn(Z,,)) para todon > 1. Entonces para cada > 1 existe
un € €y, tal que(Xo,uy) € yn(l,,). Por compacidad, podemos suponer que

Uoo := lim u, € €y,
n—oQ

Necesariamente., # 0, ya quelg & U;cp Ii Y (Mo, us) € €. La unicidad proporcionada por el
teorema de la funcion implicita concluye gquees la misma curva parasuficientemente grande.
Esto termina la demostraciom

El conjunto de curva§ dado por el Teorema 5.8.1 puede ser infinito, ya que por egerégpl
puede exhibir infinitas curvas cerradas que sale)ds; I; x {0} y vuelven a él. Esto se ilustra
en la Figura 5.4(1), dondB = {i;} e I;, = {a}; se representa una sucesion de curvas cerradas



82 5. Contar soluciones de ecuaciones de bifurcacion atesrac

que “convergen” &a,0). La Figura 5.4(2) muestra por qé&rd ¢, pudiera ser infinito para algtn
A € J\ U, Ii- Aqui una curva exhibe infinitos puntos de retorno.

Creemos que en el contexto del Teorema 5.8.1, el cardiméhmaiMCie, 7, 77)(A) €s también
una cota inferior de,, como ocurria en el Teorema 5.7.3. Desgraciadamente, moshsido ca-
paces de probar esta afirmacion, aunque los resultados 8edaiones 5.5 y 5.6 pueden ser Utiles
para probar este hecho en algunos casos particulares.

Por Gltimo, nbtese que la hipbtesis (ND) hecha en estEiseesgererica, gracias al teorema
de Sard. Un enunciado mas explicito de esta idea puedatease en B. P. Rynne [62].



Apéendice A

Notaciones

Generales
N,Z,R,C

al
signa

Card A

Los conjuntos de nimeros naturales, enteros, reales ylemsp
Cualquiera de los cuerp@&o C

Delta de Kroneckerd;; = 1 sii = j; 6;; =0Sii¢ # j

Espacio de las funciones de claSedef2 aV

Espacio de las funciones holomorfas(denV

Cualquier funcion definida en un entorno perforado\giéal que
Jim (A= X0) () =0

Valor absoluto de € R, o médulo dex € C

Signo des € R\ {0}; es decirsigna = a/|a|

NUmero de elementos del conjurto si A es finito, ecc si A es infinito

Espacios vectoriales

UV,W

Espacios de Banach reales o complejos

Normadeu € U

Subespacios vectoriales cerradodde

Espacio de Banach de los operadores lineales y continubsetd”
Norma de operadores dee L(U,V)

Determinante de la matriz cuadrada

Traza del operador de rango finitoe £(U)

LU, U)

Subconjunto de&€(U, V') formado por los operadores de Fredholm de indice cero
P (U,U)

Operador identidad efi

Operador identidad, cuando se sobreentienda el espacio
Espacio dual dé&/, es decirL(U, K)

Subconjunto d&,(U) formado por los isomorfismds tales que
T — Iy es compacto
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NIT]
R[T]
rank T’

span[uq, . ..

dim U
codim U;

diag{aq, ...

B, (u)
B,
B, (A u)

A. Notaciones

Espacio nucleo d&' € L(U,V)

Espacio imagen d€ € L(U,V)

dim R[T], dondeT € L(U,V)
U] Subespacio vectorial generado pgr. .. u, € U

Dimension del espacio vectoriél

Codimension e/ del subespaci®/; C U, es decirdim(U/U;)
,an} Matriz diagonal cuyos elementos diagonales&gn. . , a,,

Bola abierta de centre € U y radior > 0

B, (0)

Bola abierta de centro\, u) € R x U y radior > 0

Familias uniparamétricas de operadores lineales

Q Un abierto dek

Ao Un punto de

rank u Rango de: € U como autovector de la famili@ en g

by Espectro (conjunto de autovalores) de una fantllia

£ Coeficientej-ésimo del desarrollo de Taylor o de Laurentden \g
m[£; Ao, X[£: Ao],

p[L; Xol, ML; No]  Multiplicidad de £ en )

{Ji}e, Familia admisible de intervalos abiertos

LY, Familia de intervalos compactos asociada/g;_,

p Aplicacion paridad. Ver la Definicion 5.2.4

Familias no lineales

Ind(f,ug)
Deg(f, )
S

£,MN

DF

Dy§

indice de Leray-Schauder de la funcifren el puntoug
Grado de Leray-Schauder de la funcipen el abiertd
Una aplicacién d® x U enU

Partes lineal y no lineal, respectivamente gde
Diferencial de§

Derivada parcial dg con respecto de la variable @e
Conjunto de soluciones no-triviales ge

Cualquiera de los conjuntd, [A, oc) 0 (—oc, A], para alglm € R
Una componente conexa d@en (J x U)
{ieZnr+1,s]: (; x{0})N¢€ £ &}

Véase el Teorema 5.4.1

Funcién cardinal minimo. Ver la Definicion 5.5.4
{ueU:(\u) €S}

La aplicacionP, : R x U — U dada porPy (A, u) = A
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