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3

INTRODUCCION

En estamemoriase estudiandos modelosdiferentesde sistemasdinámicosen di-

mensión infinita, representadospor dos sistemasacopladosde ecuacionesen derivadas

parcialessemilinealesquemodelizandistintos fenómenosfísicos.

El primer modelo,denominado“Modelo decamposde fase”, rige las transiciones

de fasesen las que se considerauna región de interfasecon grosor. El segundoes un

modelo de flujo de un fluido en un “Termosifón con efecto Soret”, queconsisteen un

dispositivo formadopor un circuito cerradopor el que circula un fluido en el quese ha

disueltoun soluto,a temperaturavariable.

En los dos siguientescapítulos de esta Introducción se expone el origen físico de

estosproblemasy se describenlos principalesresultadosobtenidossobrela existenciay

unicidadde solucionesde ambossistemas,así como del comportamientoasintóticode las

mismascuandoel intervalo de tiempo en el queestándefinidas tiende a infinito.

El restode esta memoriaha sido estructuradaen dos partesqueconstana su vez

de varios capítulosy de un apéndice. Cadaunade estaspartesestádedicadaal estu-

dio matemáticode uno de los modelosmencionados.En el apéndicese recogenalgunas

definicionesy resultados,queson utilizados en el desarrollode las partesanteriores.Fi-

nalmente, se describenlas referenciasbibliográficas a las que se han hecho menciónen

algún momentodel desarrollode estamemoria.

La primera parte está dedicadaa las ecuacionesde campo de fase y consta de

cinco capítulos. El primer capítulo recogelos resultadosde existenciay unicidad de las

solucionesdel sistema. En primer lugar se estableceel marco funcional de trabajo, se

prueban resultadosde existencialocal y regularidadde las soluciones,y finalmente se

pruebaquedichassolucionesestándefinidas globalmente,es decir paratodo instantede

tiempo positivo.

A continuacion, se pruebaen el capítulo dos la existenciade un atractor global

compactoy conexoparadichassolucionesen un espaciofuncional adecuado,lo que nos

permite tener información sobre la dinámica del sistema. En particular, se tiene que

las solucionesque parten de un conjunto acotadoen dichos espaciosson atraídaspor

dicho conjuntocon el transcurrirdel tiempo. Comoconsecuencia,nos interesamospor el

estudiode esteatractor, lo quenos lleva a su vez al estudiode los puntosde equilibrio y

su estabilidad,a lo quededicamosel capítulo tres y el capítulo cuatrode estamemoria.

En el capítulo cuatro se estudianlos puntosde equilibrio constantesrespectode la

variable espacial,y a continuación la existenciade solucioneso puntos de equilibrio no
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constantes, u.

En el capítulo tres, dondese estudia la estabilidadde los puntos de equilibrio se

prueba,graciasaun resiiliadode Matano. [40j. quebajounasdeterminadascondicionesde

los parámetrosfísicos del sistema,las únicassolucionesestacionariasestables,en dominios

convexosson las constantes. No obstante, se pruebaen el capítulo cinco, la existencia

de un tipo especialde solucionesno constantes,que sin llegar aser estables,evolucionan

muy lentamente,denominadassolucionesmetaestables.

La segundaparteestádedicadaa un modelo de termosifóncerradoconefectoSoret,
u.

nombreconel queseconoceel fenómenoqueconsisteen el transportedemateriainducido

por flujo de calor, [277,y se ha dividido en dos capítulos.

En el primer capítulo, al igual queen la primeraparte, se fija el marcofuncional de

trabajo, en el cual se pruebanen primer lugar resultadosde existencialocal de soluciones.
u.

A continuación,se pruebaquedichassolucionesestándefinidasglobalmente,basándonos

en estimacionesde la norma de la solución en un intervalo de tiempo finito.

El segundocapítulo estádedicadoal estudiode la dinámicadel sistemaprobandoal

igual queen el primer problema,la existenciade un atractormaximal compactoy conexo
u:que atraea las solucionescuandoel tiempo tiende a infinito, uniformementecuandoel

dato inicial se mueveen un conjunto acotado.

En esta ocasión además,hemosconseguidoprobar la existenciade una variedad

inercial parael sistema,ayudándonosdel sistemaequivalenteparalos modosde Fourier

complejos,de las funcionesincógnitasdel sistemainicial. En estesentidohemosvisto cómo u.

construir unavariedadde dimensiónfinita, dependiendode la temperaturaambientey de

la geometríadel circuito, queson datosdel problema,capaz de reproducirla dinámicadel

sistema. De estaforma reducimosla dinámicade dimensión infinita del sistemainicial

al estudiode una dinámica en dimensión finita, representadapor las solucionesde un u:

sistemade ecuacionesdiferencialesordinariasasociadoa un número finito de modosde

Fourier quepodemosdeterminarde forma exacta.

Ademásla temperaturaambientey la geometríadel circuito puedendiseñarsefácil-

mentede forma que se obtengaun sistemacon 4n -4- 1 gradosde libertad con u = 0, 1,2, ... u.

prefijado a voluntad.

u.

u.,
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CAPITULO 1

CAMPOS DE FASE

1.1 Origen del modelo

Lasecuacionesde campode fasesurgencomoun “refinamiento” del problemaclásico

de Stefan [55), en un intento de explicar algunosfenómenosque aparecenexperimen-

talmentepróximos al equilibrio y que escapana este modelo clásico. Por esta razon

describiremosen primer lugar estemodelo.

1.1.1 Modelo clásico de Stefan

Supongamosquetenemosunasustanciaen unaregión del espacio1? c j~N N = 2

ó 3, quetiene la capacidadde adquirir dos fasesdiferentes,por ejemplosólido y líquido.

SeaT(t, z) la función querepresentala temperaturadel punto x en el instantede tiempo

1. Supondremosque existeuna temperaturacrítica representadapor una constanteT~,

que representala temperaturade fusión en el equilibrio, es decir la temperaturaen la

queel sólido y el líquido puedencoexistir. Podemossiempresuponerque la temperatura

crítica es nula, considerandola función temperaturau(t, x) = T(t, z) — T~.

En el problema clásico de Stefan se suponeque la temperaturade la región de

interfasees la temperaturacrítica T~, es decir u 0. De esta forma se define la interfase

o región de transición como la curva formadapor aquellospuntos que se encuentrana

temperaturacero, es decir, la región de interfasees:

F~) = {r c Q tal queu~, ~)= O}

de forma que la fase líquida viene dadapor:

Q1(t) = {x c Q tal que u(t,x) > 0}

5



u.

6 Capítulo 1. Introducción

y la fasesólida por: u.

(22(t) = {x c (2 tal que u(t.x) < 0}.

En este problemaclásico de Stefan,se estudiapor una parte la evolución de unaúnica

función incógnita quees la temperatura,u(t. x), que verifica unaecuaciónde difusión de

calor del tipo u.

kAu en 91(t) U Q~(t) (1.1.1)

dondek > O representala difusividad térmica (cocienteentrela conductividad térmicay

la capacidadcalorífica por unidad de volumen), quese suponeconstantee igual en ambas
u.

fases. Por otra parte, se estudiatambién la evolucióndel conjunto de puntosdadopor la

interfase. Teniendoen cuentaquea través de la interfaseF(t), el calor latente de fusión

(por unidaddemasa), 1, debequedarcompensadocon el flujo de calor, se tienesegún ¡91:

/un k(Vu~ — rn1).n, x e f(t) (11.2) u.

dondeu el el vector normal ~ unitario a F(t) en la dirección sólido-líquido, v(1, x) es la

velocidad local de la interfase, Vv~ es el límite del gradientede u en un punto x E E

calculadodesdela fasesólida Q~ y Vnj calculadodesdela faselíquida, 9~. De estaforma

llegamos al planteamientomatemáticodel problema clásico de Stefan, que consisteen u.

encontraru(t, x) y U(t) satisfaciendo(1. 1.1) y (1.1.2), junto con unascondicionesiniciales

y de fronterasobreel borde de (2 dadas.

Un método paraestudiaresteproblemaclásico de Stefanes el de la entalpíao 11-

método[45], [55], en el quese consideraun balancede calor, dadopor unaúnicaecuación u:

de difusión:
a
—11(u) = káu (1.1.3)

quesustituyea la ecuaciónde difusión de calor (1.1.1) y a la del calor latente(1.1.2). La

ideabásicaconsisteen consideraruna función H, denominadafunción de “entalpía”, que u.

depende,en principio, sólo de la temperaturay que representala energíaen un instante

de tiempo 1 y en uit punto x. La función U se obtienecomo la sumade laenergíacalorífica

y la energíaquímica debida a las propiedadesmicroscópicasde los puntos del medio y

estádefinida por [¡(u) = u -1- fp. En la expresiónanterior 1 es una constantel)ositiva u.

querepresentael calor latente de fusión x y una función de la temperaturau. asociada

al cambio de fase, definida por:

y siy(u) { ~ u.

De estaforma. cuandoy. 1 la susuanciaestá en fasesólida, y cuandoy = —1 está

en faseliqiiida.

u.
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1 ____________________________________________

_______________________________ —1

figura 1.1: Función escalerade cambiode fase

1.1.2 Objeciones al modelo clásico de Stefan

El estudio de los fenómenosfísicos descritos por estasecuaciones,presentana

menudo comportamientosanómalos,de forma que aparececon frecuenciaexperimen-

talmenteunaregión de interfaseplanadeespesor~, en lugar de la curva de interfase(sin

espesor),quese suponeen el problemade Stefan. Estosfenómenosquese presentanen

el equilibrio, se conocenconel nombrede supercongelación(o supercalentamiento),y son

los quedan lugar a inestabilidadesde tipo dendrítico, es decir aumento(o disminución)

de la partesólidaen forma de ramificaciones[17]. [23]. Estosfenómenosvan asociadosa

la apariciónde la tensiónsuperficiala queaumentaal aumentarel espesor~ de la inter-

fasey queactúa como unafuerzaestabilizante,frenandoel procesode supercongelación

(supercalentamiento).

Vamosaver como el hechode considerarunainterfasedeespesor¿, en el H-método

nos va a llevar a las ecuacionesde campo de fase. La idea básicaes que una interfase

curva, sin espesor,tal y como apareceen el problemaclásico de Stefan,correspondea

unafunción de fasey que es de tipo escaleratomandovalores±1y —1, mientrasque una

interfaseplana, con espesor,podríatenerasociadaunafunción regular y, quedebevariar

suavementeentrelas fases,es decir, entrelos valoresy = 1 y y —1. Estosignifica que

el cambio de faseestáocurriendocontinuamentedentro de un rango finito.

Apareceasi unanuevafunción incógnitay(t, z) llamadacampode faseo parámetro

de orden. El campode fase, con estainterpretaciónes básicamenteunamedialocal de la
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u.

u.

u.

figura 12: Función campo de fase o parámetrode orden

fase.

Necesitamos ahora uíía ecuación (jile rige la evolución de esta nueva incógnita y,

que unida a (1. 1 .3), ríos dará el siste¡naexclii ti yo que buscamos. Para ver la idea de la

formulación de la ecuacióndiferencial para el parámetrode orden, vamosa comentaren

primer lugar, algunasideasbásicasde la teoría de campo de fase en las transiciones(le
u.

fases.

1.1.3 Transiciones de fase. Funcional de Energía Libre de

Landau-Ginzburg u.

El parámetrode orden o campo de fase y es normalmenteuna función escalardel

tiempo y de la posición del punto, es decir. p(t, x) : PV x (2 ~, la cual toma

diferentes valoresen dos (o más) fasesdistintas y es el conceptocentral en el estudio

de las transicionesde fases. 1-lay muchosejemplos (liferentes de transicionesde fases

descritospor un parámetrode orden y. pero en todos ellos se tiene una magnitudfísica

queadoptados (o más) fasesdiferentes.(le forma (lite la función parámetrode orden rige
la competiciónentreambas,asociandoen ca(la instantela razón de ambasmagnitudesen

un punto determinado. Vamosa considerarel casode transicionesdesólido — líquido, t

pero existenotros muchosejemplosregidos por un parámetrode orden que representaría

por ejemplo la densidaden las transiciones(le líquido — vapor, la concentraciónde uno
de los dos componentes(le tilia aleacción, o la magnetización (momentomagnético

por unidad de xclumetí) en ferromagnet.i smc. entre otros, ver por ejemplo [47j. u.

Aunque en cadacasola escalaen la que se mide y varía, siempre se encuentraentre

dos valores q nc correspou dcii a ca la ir tui (le las fasesx se puede reescalar para que su

1.

—i

ti
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rango esté, por ejemplo, entre — 1 y 1-1. De estaforma la energíalibre asociadaal sistema

miradacomo unafunción de y. tiene un miunno local en la fasecompletamenteordenada

(y -1—1 o y —1) y alcanzael máximo en algún valor intermedio, correspondientea

unafina mezclade dos fases.

El proceso de separaciónde fasesse puede describir fenomenológicamentede la

siguientemanera:

Inicialmente la sustanciaseencuentraa unatemperaturaelevada(supercrítica)de

forma quetodaella está en fase líquida de forma estable;un rápido descensode la tem-

peratura (“quenching”) por debajode la temperaturacrítica (u 0) producela pérdida

de la estabilidadde la mezclay se produceasí unaseparaciónde fasesy la apariciónde

la fasesólida en algunassubregionesde (2.

Podemosdar una interpretacióndel fenómenofísico descritoen términos de una

cierta energíalibre asociadaal sistema. Consideramosla enegíalibre total dadapor

F(y) = feo;) — np

dondeU representalina función densidadtic doble pozo’ siendolos “pozos. los valores

distintos queminimizan el funcional y quecorrespondena las dos fasesdistintas. Así el

sistemaestaráen equilibrio paraaquellasfunciones y tjííe minimicen la energíalibre Y.

Observamosquesi partimos (le uno temperaturasupeucrítícaconstante,u. > 0, el

sístemaestaríaen equilibrio en tina sóla fase. la asociada al valor de y dondeC(p) — uy

alcanzael único mínimo absoluto, como se puedever en la figura 1.4 puestoque Y se

mínímízacuando toma esevalor en todo (2. Si la temperaturau es subcrítica,u < 0, el

sistemaestaraen equilibrio en la otra fase. asociadade nuevoal único mínimo absoluto

de 0(y) — u;.

figura 1.3: Función densidadde doble pozo
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u.

u:

u:

figura 1.4: Funcionalde energíalibre

Al descenderla temperatura.se llega al valor critico u = O en el cual el funcional u.

de energíalibre Q, alcanzasu valor mínimo cuandoy toma los valoresdistintos asociados

a las distintas fases,quese coriespondencon los dos mínimos de 0(y). De estaforma se

tiene en el equilibrio la coexistenciatic ambasfasesy la aparicióu en la mezcla de zonas

dondealgunade las faseses dominante, u:

Se observacómo todas las configítracionesde la forma y = + 1 en (2¿ y y r -~

en (27, donde u1((27 U (27) es una particion (le (2, son energéticamenteequivalentesen

términos de Y y son minimizadores absolutos, independientementede la longitud de la

“interfase, de la forma y tamañode (27, (2[, lo cual noses razonal)lepor consideraciones u.

de entropía,ya quea mayor númerode subdivisionesmayor es el grado de desordendel

sistema. Esto es debido a que Y no tiene en cuentala configuraciónni la distribución

espacialde las fases,lo quesugiereque¡mv queconsiderarpor tanto las inhomogeneidades

espaciales,de forma queY ha de dependerno sólo de y sino también de sus derivadas t
Vy.

Un refinamientoen la teoría (le transicionesde fasesconsisteen considerarun poten-

cial generalizado,en el queapareceun nuevosumando~
2¡Vy¡2, asociadoa las variaciones

espacialesde y. que involucra el espesor~ (le la interfase. De esta forma se obtiene la

expresiónde la energíalibre (leí sistemaparauna temperaturadadau [37],

1100
Y~) J

0]-j~IS~;~ 1- 0(,=)— iiy]d.r(l. 1.4)
u.:

(londe ~ como hemos contentacío, represenlxi Lina (JScala tic longitud, asociada a una

ant:hu ra 1. ipí ca (le la ínterfase.

ti

u>o

ti
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Si recordamosla relación termodinámica

A0=AH-TtS

quenos dice queel incrementode energíalibre es igual al incrementode entalpíamenos

la temperaturapor el incrementode entropía,se tienepor analogíaqueel primer término

del funcional de Landau-Cinzburg

j[
1c21vy12 + 0(y)]dz

representala entalpíadcl sistema,mientrasqueel último términouy, introduceel acopla-

miento entreu y y, y puedeserentendidocomo la partede energíalibre quecorresponde

a la temperaturapor cambio de entropía. La teoría de Landau-Ginzburg,[37], sobre

transicionesde fase nos dice que la situación de equilibrio, con unatemperaturadadau,

se alcanzaparaaquellasfuncionesy, queminimizan la energía,en algunaclaseadecuada

de funciones. Por tanto, el sistemaestudiadoestácii equilibrio, si se verifica la ecuaciónde

Enler-Lagrange,asociadaal funcional de energíalibre (1.1.4.), unida al balancede calor

(1.1.3), independientedel tiempo. De esta forma el sistemaestá en equilibrio si (u, y)

verifica:

{ 2 = tu (1.1.5)

unido claro estácon las condicionesde fronteraen el borde de (2.

1.1.4 Ecuaciones de campos de fase

La idea básica que nos permite llegar ahora a la ecuación que ha de verificar y

fueradel equilibrio, tiene su motivaciónen la mecánicaNewtoniana. De forma que en las

situacionesdependientesdel tiempo y no tiene por quéminimizar Y(y), pero la velocidad

de variacióndey se suponeproporcionalal “gradiente” de Y(y) con respectoay, llegando

asía la ecuacionconociadacorno modelo A en la teoríade Landau-Cinzburg,dadapor

= (Ay + 20’(y) + 2u. (1.1.6)

donde‘r sedenominatiempode relajacióny representaun escalade tiempo. Estaecuacion

está acopladacon la ecuacióndeentalpía(1.1.3) dadapor

ut + ~ = káu (1.1.7)
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de forma que ambasecuaciones(1.1.6) y (1.1.7), unidasa las condicionesiniciales y de

frontera, nos danel siguientesistemade ecuacionesconocido como ecuacionesde campo

de fase

{ ut?Ñyt (¡Sy—g(y)+2u enQx IRtZ ¡Su enO x (1.1.8) u.

donde (2 es un abierto acotadode ¡
11N, N > 1 con frontera regular, 2

0’(y) = g(y) es

típicamente ~dy3 — y), aunquenosotrosconsideraremosuna función más general, sufi-

cientementeregular. Comohemosvisto anteriormente,1 y k son constantespositivas que

hacenreferenciaal calor latentey a la difusividad, respectivamente,mientrasque r y ~ u:

son parámetrospositivos quehacenreferenciaaescalasde tiempo y longitud.

Consideraremosjunto a (1.1.1) alguna de las siguientescondicionesde frontera,

consideradasen la literatura existente:

Condicionesde l)irichlet u.

u = y rOen 5(2 x fiÉ (1.1.9)

consideradasen [6], [7[,[dj,[9jy [20] entreotros.

Condicionesde Netimann u.

Su Sy

(/71.10)

dondeu representael vector normal exterior en 5(2, como sepuedenencontraren [6], [7],

~4], [20] y [64].
N

CondicionesPeriódicassobre(2 = fJ(0, L,) L, > O

;K=o = yK=r,
1 Sy ¿= = 1 Pv

= ?J¡r.=L, Su Su= —Hx.=L, , i = 1,..., iV5x~
‘1 —

es decir u, y y sus derivadas coincidenen caras opuestasde 0(2. Estas condicionesde

fronterason consideradasentreotros en [6j, [7] Y [20].

Finalmente,consideraremosla condicion inicial en ¿ = 0. que viene dadapor:
y(x. 0) = yc(x), u(:r, 0) = uo(x), £ E (2

t

Para ver un (lesarrollo más detallado. de los resultadosexpuestosen esta sección

nos remitimos a [9]. 101112j, [37¡. [47[. [46] y [55j.

u:,

ti
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1.2 Descripción de resultados

La primera parte de esta memoria está dedicadaal estudio de los “Modelos de

camposde fase” y se ha estructuradoen cinco capítulos.

Existen numerososautoresque se han dedicadoal estudio matemáticode estas

ecuaciones,entre los queestán los trabajosde C. Caginalp [9], [10], [11], junto con P.C.

Fife [12j. Podemosseñalartambién a C.M. Elliott junto con 5. Zheng [20], 5. Zhengde

nuevo [64j, O. Penrosejunto con P.C. Fife [46], D.Brochety D.l-lilhorst [7], junto con X.

Chen [6j.

En estasreferenciaslas técnicasutilizadasparaestablecerel buenplanteamientodel

problemade valor inicial de (1.1.8) son, por unaparte el método de Galerkin, utilizado

en [6] y en [7] entreotros, con el quese pruebala existenciade solucionesen el espacio

con y un polinomio de grado r > ~ ó el métodode las regionesinvariantes,1581,
[19], utilizado por G.Caginalp en [9], dondese exponenresultadosde existenciaa los

que se remiten otros autorescomo C.N’l. Elliot, 5. Zheng y P. XV. Bates. El método

expuestoen [9], se basaen la pruebade la existenciade regionesinvariantespara el

sistema(1.1.8), utilizando las técnicasde [58]. Estasregionesinvariantesse utilizan para

encontrarestimacionesa priori de las solucionescon dato inicial en espaciosde funciones

continuas. Además la pruebade su existenciaen [9] es válida sólo para condicionesde

fronterade tipo Dirichlet, y bajo las hipótesisadicionalessobrelos parámetrosfísicos del

sistema9 > k, ademásde considerarel casoparticularg(y) = ~(y3 — y).

Por contra, el primer objetivo de esta memoria es utilizar métodosdiferentesque

nospermitan obtenerresultadosde existencia,unicidady regularidadde solucionespara

(1.1.8), en las situacionesdondeno son válidos los métodosanteriores. En ese sentido,

consideraremosy unafunción regularmásgeneral,condicionesde contornode tipo Dirich-

let (B = D), Neumann (B N) o bien periódicas(B P) y datos iniciales en otros

espaciosdependientesde la condiciónde contorno,como L~(Q) x JJ~’(Q) y los de Sobolev

de la forma l’VZ’~>< R%’¿j”~ para1 < p < oc con u > 1 dependiendode la regularidadde y.

La letra 8 en la notaciónhacereferenciaa las condicionesde contorno quese consideran

en cadamomento.

En primer lugar se estudiala existencialocal de soluciones.Una de las clavesen la

consecuciónde estosresultados,consisteen escribir el sistema(1.1.8), como unaecuacion

de evolución

U~ -1- AU = 0(U) dondeU (y, u)

donde A es un operador sectorial, actuandoen un espaciofuncional “adecuado”. Para

esto tomamosu = u -1- ~y en la segundaecuación,lo cual da lugar aunaecuaciónparau
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quees: u:
kl

½= kAv — —Ay.2

Para probarque A es un operadorsectorial y por tanto generaun semigrupoanalítico,

hemosutilizado un resultadode perturbación. La dificultad principal de la pruebase debe u.

al término ~ en la ecuaciónquees del mismo orden que la partediagonalde2 Ay segunda
A. Eso nos obliga a trabajaren un espacioambienteY = W~”” >< wA0’~ con distintas

potenciasa y ¡3, de forma que trabajandocon distintas normasen cada componentese

puedecompensarla dificultad. u:

Como consecuenciade este hecho, hemospodido utilizar técnicas abstractasde

semigruposanalíticosy la fórmula de variación de las constantes,para la obtenciónde

los resultadosde existenciay regularidadde solucionesparael sistema(1.1.8), expuestos

en este primer capítulo. Primeramentelugar se prueba la existenciade solucionesdel u.
sistema(1.1.8) con g e C’ y datosiniciales en el espacioWI’P ~ 4 y con g e 02 y datos

iniciales W%~ x UjP paratodo p ~ 1 siempreque y verifique algunasrestriccionessobre

su crecimiento,y si y e C”~ en los espacios¡V7~ x paran > 3 y N < (u— 1)p, p # 1

sin restriccionesen el crecimientode y.
u:

A continuaciónseestudiael casoparticularde solucionescondato inicial en x

espacioen el cual existe un funcional de Lyapunov, (ya descritoen [4]), vía el cual se

pruebaquelas órbitasdel sistemaestánglobalmentedefinidasy acotadasen esteespacio.

Posteriormentevamos a utilizar las “buenas” propiedadesde las solución en este
u.

espacio,junto con los resultados“finos” de regularidad,paraobtenerresultadossobreel

comportamientode estassoluciones,tal y como comentamosa continuación. El siguiente

objetivo consisteen probar que las solucionesdel sistema (1.1.8) con datos iniciales en

los espacios~ < w~—1’~ u = I~ ~ 1 estánglobalmentedefinidas. Paraello, según

el Teorema 1.4.1. liemos de probarque la solución permaneceacotadaen tiempo finito.

Puestoqueno es fácil obtenerestimacionesde esta normadirectamentede las ecuaciones

(1.1.8) multiplicando por funcionestest adecuadase integrandopor partes, elegimosun

caminoindirecto, basadoen el efecto regularizantedel sistema(1. 1.8).

Supondremosque las solucionesen HL x L~ están globalmentedefinidas, paralo

cual ciertas restriccionessobrey son necesarias,corno se xc en el Corolario 1.5.1. Para

cIatos iniciales en w”~ ~ ~ utili zatemosel hecho de cíu e la solución local estaráen

Y para todo instante de tiempo ¿ > O y como consecuenciaestaráglobalmente
definida en HL x L?

3 A continuaciónel resultadode regularidadde la Proposición1.4.3,

indicaqueparatodo instantet > O la soííícióncon dato inicial en HL x L~ tambiénestá

en WB~ x IV~ i.~i con lo cual ambassolucionescoincideny estánpor tanto, globalmente

ti
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definidas.

También probaremosla existenciade regiones invariantes del tipo de las de [9],

siguiendolas técnicasde [58], paracondicionesde fronterade tipo I)irichlet, con 9 > k,

parasolucionesqueparten de datos inicialesen espaciosde funcionesno necesariamente

continuas.

En estesentidoobservamosqueestasregionesinvariantesno sólo son válidasparael

semigrupogeneradopor las solucionesque partende datosiniciales en el espaciow~’~ x

w~j ~“, con u, p tal que VV31’~ ‘—* 0(9), lo cual es equivalente,por las inclusionesde

Sobolev,a tenerN < p(n — 1), sino que podemosconsiderartambién las solucionesque

parten de datos iniciales en el espacioU/Aa >< L~.

En efectodado (yo, u
0) e Y L~ de nuevopor el efectoregularizante,paratodo

to > Ola solucióndel sistema(1.1.8) quepartede esedatoinicial verifica y(t), v(t) e 0(Q),

para todo t =t0, de forma que es posible construir un región ~ del tipo [58] tal que

(y(to), v(to)) c ~ para todo x e (2, de donde se tendría por el Teorema 1.6.2, que

(y(t), v(t)) E E paratodo 1 =~o,lo cual proporcionaestimacionesde la norma en

uniformes en t > ~oparalas solucionesdel sistema(1.1.8). No obstantela Proposición

2.2.1 nos proporciona estimacionesde este tipo, sin necesidadde utilizar las regiones

invariantesy por tanto válida paracualquiervalor de 9 y k.

Observamospor tanto quelos resultadosde regularidadsobrela solución del sistema

con datos iniciales débiles, recogidosen la Sección 1.4.2, son la clave para probar la

existenciaglobal dela solución,y ademásnos van apermitir obtenerinformaciónsobrelas

solucionesy su comportamientoasintóticoen los espaciosWfl’~ Y B queestudiamos

en el capítulo dos.

En el segundocapítulo estudiamosla existenciade un atractorglobal, compactoy

conexo paralas solucionesdel sistema (1.1.8), en estosespaciosW~’~ x WA”~, el cual

contienela información sobrela dinámicaasintóticade las soluciones.

Para ello en primer lugar probamosen la Proposición2.1.1, la existenciade un

atractor maximal parael semigrupogeneradopor las solucionesde (1.1.1) en el espacio

HL x L~. para lo cual utilizamos métodosde operadoresdisipativos. Para funciones~

polinómicasde grado impar y coeficienteprincipal positivo estoha sido ya probadoen [7¡.

Parael caso generalintroducimos una condición de disipatividad más o menosclásica,

128], sobreg:

hm mf g(s

)

Posteriormenteutilizamosestainformación,junto conestimacionesuniformessobre

la norma de las solucionesen W~’~ x parap > 2 y en otros espaciosmásregulares,
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basadasen la técnicade la Proposición1.4.3 y en la fórmulade variaciónde las constantes

para demostrarque el atractor maximal cii HL x L~ dado por la Proposición2.1.1 es

también atractor maximal sobre estosespacios. Estas estimacionesuniformes sobre la

normade la solución con datosinicialesen WE’~ x j.y
7IP obtenidasapartir de la fórmula

de variación de las constantes,estánbasadasde nuevoen el efectoregularizantede estas

soluciones,lo que “cubre” la ausenciade estimacionesde energíapor métodosdirectos

nadafáciles de conseguiren estasituación.

En el estudiode la existenciadel atractor maximal, es importanteobservarque si

73 = D, es decir, si trabajamoscon condicionesde contorno de tipo Dirichlet, es posible u:.

encontrarun atractor maximal compactoy conexo,en el sentidousual. Es decir, que

atrae a las solucionesdel sistemapartiendode datos iniciales en un acotadodel espacio

de fases,cuandoel tiempo transcurridotiendea infinio.

Por el contrario si 73 N ó 73 = P, es decir si trabajamoscon condicionesde

contorno de tipo Neumatin ó periódicas,se pruebaque la solución verifica la propiedad

de conservaciónde la masa, es decir, f0(u -4- ~y) es constanterespectode t, y como

consecuenciano existeun atractormaxímalen el seííi,ido clásico. En estoscasosel espacio

ambiente(y, y = u + ~y), estádividido en unafamilia de hiperpíanosafines invariantes,

u.
Y(m) = ‘¼x {v e L~((2), ¡y = m}

para cada m C fi?. de forma que cada uno de estos hiperpíanoscontienea un atractor

A(m), compactoy conexoqueatraea los acotadosde Y(m). u.

De hechoprobaremosque hay un atractormaximal Am en

lm =11)3 x {v e L~(I2), ¡j v¡ =m}

paracadam e R’~. Comoconsecuenciase tiene en primer lugar, queparatodom0 E t

y ¡m¡ =rn0 existeun Atractor Maximal en cadahiperpíanoquetiene que venir dadopor

A(m) = A~,0 r~ Y(m).

La razón fundamentalde considerarAm0 = U¡,~i=,~0A(m)en vez de A(m), es que

esteatraetor tiene unapropiedadde atracciónuniforme en ¡m¡ =rn0, es decir si 13(m) es

un acotadocíe 3’ (ir ) entonces

(i¿st(S(t )t3(rn). A(rn)) O si t oc,

pero lo que demostraremoses (1tie si atietuasB,,~ = U~,,,1=,,0B(m)es acotadoen Y,,,0

obtenemosque

(iiS¿(S(¿)13,,,0, A,,k,) ~—4 O si ¿ +—~ oc (ver figura).

ti

ti
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ObservamosademásqueU,,,ERA(m) no es acotadoen Y.
A continuaciónprobaremosque el atractor maximal A en H¿ ~ 9 dado por la

Proposición2.1.1, es tambiénun atractormaxirnal en W3’~ x W31’~ paratodop# 1 si

n =1, p =~ sin =2 y paraN < (n — l)p si u >3.

Estapruebase puedetrasladara las condicionesde contorno de tipo Neumanny

periódicas,teniendoen cuentaquede nuevo el espacioW~’~ Y W~”~ con 8 = N ó P,

estádivido en hiperpíanosafines ivariantesX (rn) con ni e IR

A’ (ni) Wfl~ x {v e 1V~’~(Q), 4v = rn}.

de forma quefijado ni e fiÉ, el atracror maximal en HL x L~, A,,, dadopor la Proposición

2.1.1, es tambiénen los casosanteriores,un atractormaximal en

A’,,, = wZ’~ Y {t) G lVZiP(§?). fui =m}

queatraeuniformementeen a a todos los acotadosde X (a) con ¡n¡ =m.

La existenciade un atractor maximal parael sistema (1.1.8) con condicionesde

Dirichlct en ¡1¿ Y E y g una función polinómica de grado impar mayor igual que 3,

y coeficiente dominantepositivo. se puede encontraren ¡6¡. pero el método utilizado

consisteen la construcciónde íííí a 1 ol a absorbente,por esti¡nacionesde energía,el cual.
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al contrario del métodode semigruposdisipativos descritoen esta sección,no permite

obtener información sobre la existenciadel atractor maximal cuandose trabaja en un

espacio WJ~~ x con p -7’ 2.

El siguienteobjetivo en el estudio de la dinámica del sistema (1.1.8), consisteen

estudiarla estructuradel atractor maximal. Puestoqueel sistemaposeeunafunción de u.

Lyapunoven HL Y L2B, el atractorviene dado por la variedadinestabledel conjunto de

puntos deequilibrio, [28]. Esto nos lleva en el capítulo 3, al estudiode la estabilidaddel

sistemalinealizadoen un entornode un punto de equilibrio. Mostraremosque existeun

funcional de Lyapunovparael flujo del sistemalinealizado, 74,, dadopor la Proposición u.

3.2.1, cuyo signo, segunsepruebaen el Teorema3.2.1,determinala estabilidaddel origen

en el sistemalinealizado. El principal resultadoes el Teorema3.3.1, en el quese prueba

que dicha estabilidadlineal, está determinadapor el espectrodel operador elíptico de

segundoorden, Lo = —V-AB + {g’(soe)I, de forma que 5! Pi es el primer autovalor de u:
se tiene que si Pi > O el origen es estable, de hecho si Pi > O es asintóticamente

estable,y si 73 1) la inestabilidaddel origen equivaleal hecho de quePi < 0. En el caso

73 r V ó P el origen es inestablesi y sólo si el primer autovalorde M
0 es negativo,donde

Mo(y) Lo(y) + —~ f0 y. Se prueban tambiéncondicionessuficientesde inestabilidad
u:

en estoscasos(73 = PV ó P), por ejemplo, se tiene quesi Pi < 0, y < pu entoncesel

origen es inestable. La demostraciónde estos resultadosestá basadaen la relaciónentre

el primer autovalorde estosoperadores,dadapor los cocientesde Rayleigh, y el signo del

funcional de Lyapunov74,, parael sistemalinealizado.

Como consecuencia,la estabilidad lineal de un punto de equilibrio (yo, u0) del sis- t

tema(1.1.8), va a dependersólo de la primeracomponentey~, es decir del campode fase

mas especificament.ede <(yo). segúnse pruebaen el Corolario 3.3.1, lo quenos va aper-

mitir aplicar los resultadosde [40] paraprobar que si consideramosdominiosespeciales,

por ejemplodominios convexos,paravaloresde ! suficientementepequeños,se tiene quer
las únicassolucionesestacionariasestablesson las constantes.

En el capítulo 4, estudiamosla existenciade solucionesestacionariasdel sistema

(1.1.8). Paraello, observamossi 73 = PV. E toda solución estacionariadel sistema(1.1.8),

verifica unacondiciónentresus componentesquenos permitepasarel estudiodel sistema

de las solu cioríes estacionarías al estudio de una sóla ecuacion en y quedependede un

parametroreal A. En primer lugarse estableceel diagrama(le bifurcaciónde las soluciones

estacionaríasconstantes,en función del parámetroA. En la Proposición4.1.2 se establecen

condicionesbajo las cuales las únicas solucionesestacionariasdel sistema(1.1.8), son las

constantes.

A continuación. consideramosel caso unidi mensioiual con (2 = (0. L ) y utili zainos

it;

ti
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el método del “disparo” para estudiar el número de estassolucionesestacionariasno

constantes,bajo condicionesde contorno de tipo Neumann. En el Téorema4.2.1 se

pruebaque bajo ciertascondicionesparag y con A moviéndoseen un intervalo acotado

quedependede g, fijado L e liÉ, el número de solucionesestacionariasno constantes

estápor encimade un númerodeterminadopor A y g.

La dificultad de la demostracióndel resultadoanterior radicaprincipalmenteen la

dependenciade la no linealidad del parámetroA E IR. Estadependenciade A, se refleja

en la función potencial, la cual cambia “cualitativamente” para los distintos valoresde

A (crecimiento, concavidad,puntos críticos ..., se ven modificadosal cambiar A), lo que

representaunadificultad añadidaaestemétodo,encomparacióncon problemassimilares

como los quese puedenencontrarpor ejemploen [16], [31] ó [59].

En el casoen el que se considerancondicionesde fronterade tipo Dirichlet, es decir,

73 = D, setiene que A = 0, y podemosremitirnos al problemade N. Chafee-E.F.Infante,

[16], paradeterminarel númeroexactode solucionesestacionariasno constantes,aunque

por completitudde la memoria vamosahacerlo tomandocomo parámetrola longitud del

intervalo L y utilizando los resultadostécnicosdel casoanterior. Establecemosasí en el

Teorema4.3.1 el númeroexactode solucionesestacionariasno constantesrespectode L.

A pesarde que hemosprobado,graciasa los resultadosde Matano, [40]. que para

valoresde ~ suficientementepequeños,cuandoseconsiderandominiosconvexoslas únicasr

solucionesestacionariasestablesbajo condicionesde tipo Neumannson las constantes,

vamosa probar en el siguientecapítulo la existenciade solucionesno constantesy no

estacionariasque permanecendurante mucho tiempo con la misma estructurainicial.

Estassolucionesestánademásasociadasavaloresmuypequeñosde uno de los parámetros

físicos del sistema,tal y como pasamosacomentar.

En efecto,en el capítulo .5 consideramosel sistema(1.1.8) en el casounidimensional,

bajo condicionesde contorno de tipo Neumannhomogéneasy estudiamosel compor-

tamientoasintóticode la solución (y,u) del sistema(1.1.8),cuandoel espesorde la región

de interfase,representadopor el parámetro~, tiendea cero.

Probaremosque las solucionesque parten de condicionesiniciales (y~,u~), donde

tiene estructurade transición de fase, es decir, y~ +1 excepto en los puntos de

transición, y i4 0, tienenla propiedadde mantenersecercade estaestructura,durante

un intervalo de tiempo que tiendeaoc cuando~ tiendeacero. Estassolucionesquesin ser

puntos de equilibrio ni mínimosde energíatienenunaevoluciónmuy lenta se denominan

metaestahíes.

La idea intuitiva quesubyaceen la existenciade estassoluciones,provienedel si-

guienteproblema,
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it;
Consideramosy(¿, x) solución de regular de la ecitacion

y1 — (ANy + f(y) = 0,

partiendode un dato inicial muy regular siendof unafunción quese anulaen 1, —1 yO,
u:-

de forma que+1 seansolucionesestacionariasestablesyO inestable.SupongamosE << 1

de forma queel término —E
2~Np << 1 al menoscii intervalo finito de tiempo. Teniendo

en cuentaquecualquiersolución no nula de la ecuaciónordinaria

4’ +f(~’) ~0 u.

verifica que~‘(t) ~ ±1si ¿ —~ oc, cabeesperarque la solucióny(t, x), se aproximeauna

función suavequetoma los valores+1 y —1.

La existenciade solucionesmetaestablesha sido abord¿daanteriormentepara

ecuacionesde tipo Ca/ni — Flilliard, Cali .— A/len entre otras, por numerososautores

como J. Carr, R. Pego,[13j, [14], [15], G. Fusco, 3K. Hale, [22], L. Bronsard,R. V. Khon,

[8], y C.P. Crant, [25].

En [13], f14j, [15] se pruebala existenciade solucionesmetaestablesparaecuaciones

del tipo u
1 = &u~~ + f(u). x 6 (0,1) bajo condicionesde Neumann,quese muevencon

clvelocidadesdel orden e ~,dondeO es una constantepositivay 1 es la mínima distancia

entre las transicionesdel dato inicial, el cual se toma en una clasede funcionesregulares

“suficientemente”próxima aunafunción constantea trozos. En [8], seobtienensoluciones

metaestablespara el mismo tipo de ecuacionescon restriccionessobrelos datos inicales u:.’

menosfuertes, pero con una evolución menoslenta, de orden Ek para cualquier k, sin

embargolas técnicasutilizadas en [8], son mucho más elementalesa las utilizadas por

J. Carr, R. Pego, O. Fusco y 3K. Hale y consistenen métodos de energía. Estos

método han sido utilizadospor O. Crant en 25] paraprobar la existenciade soluciones

metaestablespara un sistema de tipo Cahn-Hilliard y con evolucionesmuy lentas de

tipo exponencial,análogasa las obtenidaspor J. Carr y R. Pego.por el método de las

aproximacionesgeométricas,bastantemáscomplicado.

En estamemoriasepruebala existenciade estassolucionesde evoluciónlenta, para

el sistema(1.1.8). El métodoestábasadoen queel funcional de energíaparael sistema

contienemuy poco excesode energíaparadisipar (cambiar de fase) cuandoE : 0. De

esta forma como la velocidad de variación de la solución está ligada a la disipación de

energía.tina excasezde energíanos lleva a tina evolución muy lenta de la solución. Este

es el principio smibvaceííteen [8], 25].

Consideramosel funcional de energíadadopor el funcional deLyapunovdel sistema

(1. 1.8) de la Proposición 1 .5, 1 , escrit,o de forma queapareceun sumantiodependientesólo

ti

ti
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del campode fasey, análogoal funcional de energíautilizado por [25j. Comoconsecuencia

hemospodidoutilizar algunoslemastécnicossobredicho funcional probadosen ¡25] y que

son fundamentalespara la obtenciónde estosresultados. De estaforma hemosprobado

de unaforma muy sencilla, la existenciade solucionesde las mismascaracterísticaspara

la soluciones(y4, ~$)del sistema(1.1.8), a pesarde trabajar con dos componentesque

satisfacenecuacionesde evolución diferentes.
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CAPITULO 2

UN MODELO DE TERMOSIFON

CERRADO

2.1 Origen del modelo

2.1.1 Preliminares

Se conocecon el nombrede termosifón a variosmodelosde dispositivosformados

por circuitos cerradospor los quecircula un fluido a temperaturavariable.

En estosdispositivos las diferenciasde temperaturaentrelas diferentespartesdel

circuito y las fuerzasde gravedadinician el movimiento del fluido, observándosela apari-

ción de movimientosconvectivosnaturales.

De estaformaen estosmodelos junto con ladistribuciónde la temperaturaT dentro

del fluido, es necesarioestudiartambién la de la velocidadde éstey.

Si ademáshacemoscircular un fluido con dos componentespor el circuito, (fluido

binario), es decir añadimosun soluto al líquido inicial, es necesarioestudiarademásla

distribución de la concentraciónde soluto S.

Se han obtenido y estudiadovarios modelosde termosifóncomo se puedenver en

¡29j, [30], [34],[32[, [35j,[36j, ¡62] y [63j; de todos ellos sólo en [29] se consideraun fluido

binario. El modelo de termosifónque vamos a estudiarse obtienea partir del modelo

expuestopor [62[, al cual nos vamos a referir como modelo general. En este modelo

se consideraun dispositivo cerradomuy “general” por el que circula un fluido con un

sólo componente. Considerandoun fluido binario circulando por un dispositivo como el

descritoen este modelo general, y teniendo en cuenta los experimentosobtenidoscon

fluidos (le este tipo, aunqueen dispositivos (le geometríamás particular (toroidal) [29],

23
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llegaremosal modelo general de termosifón con efecto Soret, nombrecon el que se

conoceen física al fenómenotjiíe consistecii el tra¡isport.e(le materiainducido por flujo

de calor, como se puedever en [27[, y queconstituyeel modelo de termosifónque hemos

estudiado.A continuaciónpasamosa describirel modelo general[62].
u.

2.1.2 Modelo general de termosifón

Llamamosmodelo generalde termosifóna uíí dispositivo formadopor un tubo cer-

radodeparedesimpermeables,por el quecircula un fluido incompresible.Suponemosque

la seccióndiametraldel dispositivo es constantey pequeñacomparadacon la dimensión

del dispositivo físico, de forma que la geometríaquedareducidaaunadimensión,es decir,

el circuito ha sido reducidoa unacurva cerra(laen el espacio. l)e esta forma la variable

espacial va a ser unidimensional.ya que la posiciótí de un punto del circuito vienedada

por la longitud (le~ arco (le curva .s, medido desdeun l)UfltO de referenciaarbitrariamente
elegido y fijo sobre la cii rva. Paraestii(li ay el níovivn muto tic dicho fi u ido, partimosde las

ecuacionesde conservación(le la masa

+ a
—(pu) = 0 (12.1)

Si Ss

y del momentoazimutal

Su — SU — — QQ, [uflu (1.2.2)

Di pSs Os 25s

como se puedever en [38[. y donde í representael tiempo, s la longitud de arcomedida

desdealgún plinto de referenciaen el circuito. p(s, y), p(s. i) y ¡í(s, i) denotatí respecti—

vamerítela densidad,presión y velocidaddel fluido. U(s) representael potencial debido ti
OU

a las fuerzasde gravedadde forma (¡líe f,,(s) = — ~- representala componentede las
fuerzasde gravedadactuandoa lo largo del circuito por unidad de masa. La función O

estaasociadaa la fricción y depende.ademastíel la velocidadtiel fluido, del diámetrodel

circuito, 1), y’ del llamado coeficiente(le Darcv-Weissbach,A, el cual es una función del

número de Revnolds, ]62[.

La ecuación (1.2.2) se 1)uededcclii cir cíe la seguuda lev (le Newton aplicadaa un

elementodiferencial de masaHm = 4s. ¡Bu efecto, multiplicando la ecuación(1.2.2) por

el elementode masa.tendriamos (¡Ile la fuerzaqueproduceel movimiento del fin ido (masa

por aceleración)es la resultanteentre las fuerzas(le presión — —uds las fuerzasmasícasOs
Budebidasa la gravedad---p—ds, las fuerzasde fricción representadaspor QQ, hí[Spds, y

las fuerzasinerciales — ~ ~. u2pds.

ti



Capítulo 2. Un modelo de termosifóncerrado 25

Por último utilizando resultadosestándarde termodinámica,comose puedever por

ejemplo en [33[, se tiene la siguienteecuaciónparala función de entropía=(s,í):

SS SS
0(— + u—) = [¡‘(A, u, D, p) (1.2.3)

Sr Ss

dondeO = 0(s, í) es la temperaturadel fluido.

Parallegar a las ecuacionesquemodelizanesteprocesointroduciremosalgunassim-

plificaciones en (1.2.1), (1.2.2) y (1.2.3), que pasamosa describir. En estesentido las

funcionesO y 11 se eligende forma que se adaptena los resultadosobtenidosexperimen-

talmente.

En primer lugar consideraremosla aproximaciónclásicade Boussinesqutilizada en

los movimientosconvectivosde fluidos, corno se hizo en [62[, segúnla cual se imponenlas

dos siguientescondicionessobrela densidad.

i) En la ecuación (1.2.1), suponemosque la densidades constante,de estaforma se tiene

que ~ = 0, es decir la velocidaddel fluido u dependeúnicamentedel tiempo, u = u(í).

u) En la ecuacióndel momento(1.2.2) consideramosunaaproximaciónlineal de la función

densidaden función de O —
0o~ dadapor:

pr a(l — a(O — Oo)) (1.2.4)

donde PO es constante,O~ representauna temperaturamedia y a es el coeficiente de

expansióntérmica.

De esta forma introduciendoalgunassimplificacionesmásen la ecuación del mo-

mento (1.2.2), llegaremostina ecuación que rige la evolución de la velocidad en función

únicamentede la temperatura,y de la geometríadel dominio.

iii) En cuanto a la presión, supondremosque las variacionesde presiónson tambiénmuy

pequeñascomparadascon la presiónhidrostáticaen el equilibrio ph, la cual según [62],

verifica
ISp SU

Po0~ Ss

l)e estaforma si escribimosp = ph + p, dondep << Ph, tenemosque

ISp SU ISp su
—w + ‘5~~ —w + a(0 — Oo)f,,, conf,,, — —-y. (1.2.5)

Por lo tanto, introduciendolas consideracionesanterioresen la ecuacióndel momento

(1.2.2) y teniendoen cuentaque = 0, obtenemos

-4- + a(0 — O~)f,,, = —~Á, [u[)u.

di po5~ (1.26)
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En cuantoa la geometríadel circuito, suponemos(jile vienedescritapor la función

— 5(s) querepresentala variación(le altura a lo largodel circuito, por lo tanto llamando
BU ‘‘ largodel circuito

—~—, se tienequej,,~ = —~w~ Deestaforma integrando~l.2.6) alo
llegamosa la ecuaciónque rige el movimiento del fluido descritopor una función escalar

u(í) quesatisface it

du
JEO — Oe)5’(s)ds — C(A, [u[)uL (¡.2.7)

di = ga

dondeL representala longitud total del circuito. La ecuación(1.2.7),nosdice quela fuerza
a

queproduceel movimiento es el balanceentre la fuerzadebidaa la gravedad(flotación)

y la fuerzade fricción representadapor el término C(Á, u[)uL.

Observamosque en el casoparticular de un circuito circular, como el descritoen
dEf26j, [29[, (57] y [39[ entre otros. se tiene que ~ cos(s), y si estásituado en un plano

itinclinado, entonces~ ecos(s)+ bseu(s).En un circuito rectangularcomo en [18], [36),

[30] y es unafunción escalonadaque toma los valores0, -1—1 y —1.

Vamos a ver ahora como introduciendoalgunassimplificacionesen la ecuaciónde

la entropía (1.2.3) vamosa llegar aunaecuaciónquerige la evolución y distribución de

la temperatura,deíítío del circuito. cle1~eiidietido tínicametitede la velocidad(y por tanto u:

de la fricción).

iv) Paraello, considerarnosla aproxi ni tei ou parala fu ucióíí de entropla dadapor [33]:

S = c¿/og0 + S~ (1.2.8)

con
8o constante. De esta forma de la ecuación(1.2.3), llegamosa la ecuacion

50 50 H
+ ti — — (1.2.9)

e,
u’

dondee
1 es el calor especificodel líquido.

y) Considerarnosahorauna función Ji tal que

JI
= /i(u)(00 — O)

C¿ a

doiíde O~ es la temperaturade la pared, tal y como se puedeencontrareíí [62[, dondese

coíísiderael casoparticitíar li(a) = & (A u [) . De estaforma dela ecuación(1.2.:3), llegamos

a la ecuación que nos describela dist.ri btición de temperatíira. dentro del circuito, como

podemosver en [62[, cIadapor

50 50
— + ii(i)— = /t(u)(Oa —0) (1.2.10)
Sí Ss

u:

u:
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Consideramosahora las nuevasvariablesadimensionales:

i 5 u 0—0o 0~—0o
yT

0 (/72.11)
u~’ L’ Oc Oc

dondeO~, es la temperaturacaracterística,y,, es la velocidadcaracterísticay t0: = .
1~. De
ve

esta forma las ecuacionesquegobiernanel movimiento del fluido y y la distribución de

la temperaturaT, dentro del circuito, equivalentesa (1.2.7) y (1.2.10), vienendadas,sin

dimensionesy normalizadaspor:

= 5 T.f, v<0)=vo

ST

St = li(v)(T
0 — 7’). T(0,x) To(z) (1.2.12)

dondez e (0,1) es la longitud dearcoy fi = fJ d£, representala integracióna lo largo de

la curvacerrada,querepresenta”la silueta” del circuito. La función 1(z) es proporcional

a z’(z), por lo que fi = O y T,,(x) es una función dadaque representala temperatura

ambiente. Estemodelo generalizalos obtenidosen [18], [38],[39], [57[.

El tratamientomatemáticodeestosmodelosha sido llevadoacaboporvariosautores

entrelos queestánMA. Herrero, J.J.L. Velázquez,A. Liñan, A. Rodríguezy E. 5. Van

Vleck, con los trabajos(32], [38], [39[, [51], [52], [53] y [62].

En [32], se prueban resultadosde existenciay unicidad de solucionesdel modelo

descritopor las ecuaciones:{ kv[v[ JT.f, k>0

Dx li(x), T(0, z> = To(x)

y se analiza la estabilidadde las solucionesestacionariasdel problema,probandoqueson

inestablesbajo pequeñasperturbacionesde la geometríadel circuito o del calentamiento

del mismo.

En [62] sededucenlas ecuacionesde (1.2.12) y se describeun marco funcional donde

se obtienen resultadosde existenciaglobal soluciones. En estetrabajo se exponela de-

pendenciade la función li(u) del número de Reynolds,y se caracterizanlas soluciones

estacionariascuandoel númerode R.eynoldsesmuy grande,haciendoun estudioexhaus-

tivo de su estabilidad.

En [51[, se pruebaque (¡.2.12) define una única solución, para datos iniciales de

velocidad ir temperaturaen un espaciode fasesmuy general,que vienedeterminadopor

las propiedadesde las funcionesf y 7%. Se pruebatambién la existenciade un atractor

global y de unavariedadinercial parael sistema(1.2.12),es decir unavariedadinvariante
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queatrae exponencialmenteal flujo del sistema (1.2.12). Se pruebala existenciade un

conjuntoexplícito de ecuacionesdiferencialesortli¡íarias quedescribenel comportamiento

asintótico del sistema. .Xdemásse puedeconseguirque el sistema de ecuacionesdife-

renciales ordinariasesté formado por un número impar de ecuaciones(arbitrariamente

elegido a priori), eligiendo convenientementela funcionesf y/o 7%, es decir diseñando u.

adecuadamentela geometríay/o el calentamiento7%.

En [52] se analizael comportamientode la solucionesparadiferentesrangosde los

parámetrosfísicos del sistema,obteniéndomodelosde Lorenz paraun determinadorango

de dichosparámetros.Finalmentesedesarrollanexperimentosnuméricosparamodelosen

los quese considerantreso cincomodosdel desarrollode Forier asociadoa las funcionesf
y 7%. En [53¡, sehaceun estudioparaleloparalas ecuacionesqueseobtienenal considerar

un término de difusión en la. ecuacióndel sistema(1.2.12)que describela temperatura.

El siguienteobjetivo de esta memoria, es conseguirprobar resultadosanálogosa
t

los expuestosen [51], para el modelo con un II u ido binario que pasamosa describir a

continuación,en el quese estudiaademásla evoluciónde un nueva función incógnita que

representala concentraciónde una de las sustanciasdel fluido.

u.
2.1.3 Ecuaciones del modelo general con efecto Soret

Recientementehay un interés considerableen los fenómenosconvectivosde doble

difusión que aparecenal consitieraren el termosifón un fluido binario, con dos compo-

nentes,aguay anticongelante,por ejemplo,y que llamaremosdisolventey soluto. Por esa

razónen un circuito cerradocomo el descritoen la secciónanterior,denominadomodelo

generalde termosifón, vamosa hacercircular un fluido binario, llegandoasíal termosifón

denominadomodelo generalcon efecto Soret,quepretendemosestudiar.

En estemodeloaparecenpor una¡)artelas fuerzasconvectivasdebidasal intercambio u.

de calorentreel fluido y el medio ambiente,en las que intervienenlas fuerzasde gravedad,

y’ por otra parte las fuerzasde tlol}le difiísion debidasal intercambiomolecularentre los

dos componentesdel fluido (se suponeque no hay reacciónentre los componentes)y la

difusión de calor.

Vamosaconsiderarlos movimientosconvectivosdebidosa fluctuacionesinternas(le

soluto generadaspor un gradientede teroperatuía. Este hecho se conocecon el nombre

de efecto Soret ir ha sido estudiadoexperimentalmentepor varios~ <autoresentre los que

se encuentralE. Hart [30], [29j. En estos modelos ademásde la distribución de la t

temperaturaT y la velocidaddel fluido e, se estudiala concentracióndel soluto en tanto

por ciento 5, que llamaremossalinidad, aunqueel soluto podría ser cualquiersustancia

u.

u.
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soluble. Vamos a ver como surgela ecuacionque rige la evolución de la salinidad 3, y

como influye dicha salinidadcii la variaciónde la velocidaddel fluido.

Parallegar a las ecuacionesquemodelizaneste procesoharemosalgunassimplifi-

caciones. Consideramosun modelo de dispositivo físico por el que circula el fluido de

las mismascaracterísticasqueen el modelo generalde la secciónanterior,por lo quelas

funcionesquedescribenla distribución de temperaturay de soluto, son funcionescuya

variaciónespaciales unidimensional.

Consideramos,al igual queen el modelo anterior (1.2.12),que la velocidaddepende

sólo del tiempo y que la fricción está representadapor una función continuay positiva

0(v).

Supondremostambiénquetieneunadifusividadtérmicay unadifusividaddel soluto,

constantes.IDe estaforma tenemosla siguienteecuaciónde estado,[29¡:

p = po[1 — a(O —Oo) -¡-¡3(3’ — S¿)J (1.2.13)

dondeO y 3’ representanla teml)eraturay salinidad, respectivamente,con 0o y S¿ tem-

peraturay salinidadmedia,a es el coeficientede expansióntérmicay fi es el de expansión

volumétrica. En estaecuaciónquedade manifiesto el siguientehecho:

Un aumentode la temperaturarepresentaunadísmtnuczoude la densidad(y como

consecuenciade la fricción), mientras que una mayor concetraciónde soluto implica un

aumentode la densidad(y por tanto de la fricción).

Como consecuenciaapareceunafuerza ascensional(fuerzade flotación) ejercidapor

la salinidady la temperatura,que induce el movimiento del fluido.

De este modo, partiendode la ecuacióndel momento (1.2.2), y considerandoahora

la aproximaciónlineal de la función densidaddadapor (1.2.13)como se puedever en [29].

Un desarrolloparaleloal del modelo anterior, nospermiteobtenerla ecuación

du ISp

di po8s + ja(O — Oo) — 5(3 — S~)]f,~ = —C(.X, u¡)u (1.2.14)

dondela función 5 = 5(s) representala variación de altura a lo largo del circuito, por lo

tanto llamandof,,, — —~, se tiene que f,,, = —g~. De estaforma integrando(1.2.14) a

lo largo del circuito, llegamosa la ecuacióntjiie rige el movimiento del fluido y queviene

dadapor

du.
— Oo) — ¡3(3’ — 3¿)jff’(s)ds — QQ, luI)uL (¡.2.15)

dT sO

tlonde L representala longitud total del circuito.
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u:Llegamosasí a la ecuación sin dimensionesir normalizadaquerige las variaciones

de velocidaden el fluido

4 u r
+ C(u)v = 14T — S).f, u(O) = yo

t
dondeT y u vienen dadaspor (1.2.11), S es proporcionala — y 1 a z’(s).

Estaecuaciónpone de manifiestoel hecho siguiente:

La circulación media es generadapor la fuerza de ascensión(o flotación) debida a la

temperatura, y es retardada por la frzcczon(le 1(1 pared y la salinidad.
u.u) Supondremoscomo cii [29j, queel soluto no influye en la variaciónde la temperatura,

por lo que las variacionesde temperaturavicuen regidaspor la segundaecuación de

(1.2.12) deducidaparael modelo anterior, es decir

ST ST
+ u— = /t<u)(7% — 7’) u:St Dx

iii) Parallegar a la ecuaciónde la distribución cíe soluto dentro (leí circuito partimosde

la ley de conservación(le la caíítidadde soluto

+ u S(¿,<dx — j(J.n)ds (1.2.16) u.

dondeu representael vector normal exterior al borde de VV, para cualquier 1V regular

cuyo cierre estécontenidoen el dominio ir .1 representala velocidaddel flujo de soluto.

A pl icanclo ahorael teoremade Gauss-Ostrogadsky.es decir

u’

ji dzu(.I)dx = j( J.n)ds

se tiene que (1.2.16) es equivalentea:

diu(.I)]d.í = O para todo 1V Cc (2

de dondellegamosa:

SS,

y-— - (/t u(J) = O para todox c (2. ¿ > 0. (¡.2.17)
En nuestro caso la varial)le espacialx es un i cli niensional y como consecuenciael

flujo .1 vendrárepreselítatio por iii: a fu ¡íc ióí í escalar.

Como se puedever en [34 el fi lijo molecularde sali nitíad Ñ. crí un fi uido no isotér—

mico viene dado l)Or:

= 1)8[fS7’1 — S75j cotí E’ = VSo( 1 — S’~) (1.2.18)

y,

u:
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dondeD8 es la constantede difusividad de soluto,
8o es la salinidadde referenciay F es

el coeficientede Soret.

Supondremostambién que las fluctuacionesde salinidad son generadaspor la di-

fusión de Soret y reducidaspor la difusión molecular, lo quese recogeen la expresiónde

~X,y ademásal igual que las de la temperatura,transportadascon ayudade la velocidad.
Por estarazón,parallegar a la ecuaciónnormalizadaquenos proporcionala distribución

del soluto, tomaremoscomo función de flujo J, en la ecuación(1.2.17) de conservaciónde

soluto
ST OS

J(t, x, 8) = F~(t, r) + vS con = b— — e— (1.2.19)
Ox Ox

¿U — bO2T — c~2~ OS de la ecuacion
De estaforma teniendoen cuentaquediu(J) = Ox — Ox2

(1.2.17), se obtiene
SS SS ~2q 02T

5~2 —b

Llegamosasí a las ecuacionesque gobiernanel movimiento del fluido y las dis-

tribucionesde la temperaturay la concentraciónde soluto, dentro del circuito, quesin

dimensionesy normalizadasvienen dadaspor:

1 IZvT§it, u(O) =

St T(O, x) = To(x) (1.2.20)
¡ SS OS 52~ 5

2T
St Ox 5x2 — ~ 5(0, x) So(x)

con be> 0.

ConsideraremosO y h, funcionescontinuasconocidas,tales que0(v) =0o > O, y

li(v) =li
0 > 0, para% y li0 constantespositivas dadas.Es importanteademásobservar

quetodaslas funciones,son periódicasrespectode la variableespacial,de perí¿douno.

2.2 Descripción de resultados

La segundapartede estamemoriaestádedicadaal estudiode las ecuaciones(1.2.20)

y estádivida en dos capítulos. En el primer capítulo, se pruebaque (1.2.20) define una

unicasolución, paradatos iniciales de velocidad, temperaturay salinidad,en un espacio

de fasesadecuado.

La elecciónde estosespaciosfuncionales,queconstituiránnuestromareode trabajo,

va a dependerde las propiedadesde las funcionesf y 7%, las cuales a su vez están

relacionadascon la geometríadel circuito y la temperaturaambiente, respectivamente.
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En particular cii el Teorema 1.3.1, se pruebala existenciaglobal de solucionesparael u.

sistema(1.2.20), bajo las hipótesis de que [1(r) rG(r) sea localmenteLipschitz, T0 E

H%.. f E L;r y que los datos iniciales de velocidadu0, temperaturaT0 y salinidad
5o,

verifican (yo, T~, So) e IR Y H2 Y L2 Parademostrarestos resultadosde existenciapci’
global, se pruebaninicialmente resultadosde existencialocal, mediantela aplicación de u.

un Teoremade punto fijo, y acontinuaciónse pruebanestimacionesde la norma de cada

una de las tres componentesde la solución en intervalosde tiempo finito, que permiten

asegurarla existenciade la solución paratodo instantede tiempo positivo.

Al final de este primer capítulo, en la Proposición1.3.1, seestudia la existenciay

el comportamientoasintóticocon t ~—* oc de solucionesqueson constantesrespectode la

variable espacial.

Por último en el capítulo 2, estudiamosel comportamientoasintóticode las solu-

ciones del sistema (1.2.20). En primer lugar observamosque como consecuenciade la

periodicidad de 8 ir T, se tiene que 58 es constanterespectodel tiempo t. Por tanto

5 S(t) = fi S~ para todo t > O y por coiisiguiente no existe un atractor global en el

sentidoclásico, parael flujo dado por el sisterria (1.2.20)en el espacioII? Y pj2 ~~r per’

tal y como ocurría en el estudio de la diííámica de las ecuacionesde campo de fase
E

cuando Ii = PV ó /3 = E. estudiadasen la primera parte de esta memoria. Debido a

estapropiedadde conservaciónde la masaparala salinidad 8, paracadani
0 conétante,

tendríamosque estudiarla existenciade un atractor A,,,0 en el espacioIR Y H
2 Y Vmú

donde l’4 = {S E ~ 58 mc)> A continuaciónse pruebaque si fi T
0 = 0, entonces u.

el espaciode fasesque se obtiene considerandolas dos últimas componentesde media
nula, es decir, 11? Y IP Y ¿2 es invariante Más aún se puedereducir el estudio del

~r pe,’

comportamientode las solucionesa este caso, con un simple cambio de variables. Por

lo tanto en este capítulo consideraremosque todas las funcionesperiódicasdel sistema

tienen media nula, es decir trabajaremoscii 3) = IR Y ff2 Y ¿2pci’ pci’

Consideramosel semigrupoS(¿) generadopor las solucionesde (1.2.20) dadopor

el Teorema1.3.1 sobreel espacio3), y probaremosen el Teorema2.1.1, la existenciade

un atractor maximal para el flujo dado por S(t) en 3). Para ello vamos a aplicar la

Proposición 0.3.2 ir el Teorema0.3.1 del apéndice,siguiendolas técnicasutilizadas en el

trabajo [SIj parael termosifónsin efectoSoret, Paraéstoprobamosen primer lugar que

S~(t) esun seinigrupo puntualmente disipativo sobre3), es tíecir qtieexisteun conjunto

acotado 13 C 3) que atrae a las solucioííesdel sistema criando t : oc. Paraprobaresta

propiedadestablecemosestimaciones(le la norma (le la solución (y, 7’, 8) (t ) en función

de las normasde 7% y’ f e independietítes(le u0, T0 y
8o~ En seguíídolugar, observamos

que 5. (t ) no es ti u semigrupocoinl)acto. va que tenemosen el sistennunaecuaciónde

‘ti
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transporte(paraT), pero se puededescomponercomo sumade dos operadores,de forma

queuno de ellos tiendeacero, sobreacotados,cuandot —~ oc, y el otro escompletamente

continuo, lo cual es suficiente para concluir el resultado. Este tipo de técnica se ha

empleadoya en [51] y tambiénen el contextode las ecuacioneshiperbólicas,sitúaciónen

la quetampocose tiene queel semigrupoes compacto,[28], ¡54], [65].

A continuaciónse consideranlos desarrollosde Fourier complejos asociadosa las

funcionesque intervienenen el sistema(1.2.20), representandotemperaturay salinidad.

En la Proposición2.1.2, se obtienenlas ecuacionesqueverifican los coeficientes~ modos

de Fourier, correspondientesa estos desarrollosy trabajandocon ellos, obtenemosen el

Corolario 2.1.1, estimacionesde la norma de la solución, que recuperany mejoran, de

forma considerableen algunos casos,las obtenidaspor los métodosde estimacionesde

energía.

Estasestimacionesde la norma nos permitirán ver en primer lugar un efectoregula-

rizanteasintóticosobrela solución, apesarde que la segundacomponenteT verifica una

ecuacion de transporte,lo cual nos llevará a probar en el Corolario 2.1.1, un resultado

sobrela regularidaddel atractor maximal del Teorema2.1.1.

En unasegundainstancia,estasestimacionessobrela normade los modosdeFourier,

nos llevarána probaren el Teorema2.2.1, la existenciade unavariedadinercial (variedad

invariantequeatraecon tasaexponenciala las soltucionesdel sistemacon t * oc) parael

flujo generadopor las solucionesdel sistema(1.2.20). Veremosqueestavariedadtieneuna

dimensiónno necesariamentefinita y dependeprincipalmentede la temperaturaambiente

T0. Como consecuenciade la existenciade estavariedadse tienela reduccióndel número

de modos relevantesen el comportamientoasintótico de las funcionesincógnitásT y S

del sistema. De tal forma que es posiblela construcciónexplícitade estasvariedadespara

unaelecciónde un númerode modos relevantesde 7% y f. Como consecuenciapodemos

describir la dinámicadel sistemainicial por un subsistemareducidoqueestáformadopor

un número impar de ecuacionesdiferencialesordinarias.

En efecto. se pruebaque la dinámica del sistema(1.2.20),va a dependerúnicamente

de los coeficientesde T y 8, que pertenecenal conjunto 1< fl J, donde 1< representael

conjuntode coeficientestío nulosdel desarrollode Fourier de T0 (temperaturaambiente)

y J al de los coeficientesno nulos de f (función asociadaa la geometríadel dominio). Por

otra l)arte, puede(jue 1< y .1 seanconjtíntosinfinitos pero suintersecciónseafinita, como

ocurre por ejemplo en el caso de geometríacircular donde .1 = {+1}. En estecaso, se

pruebaen el Corolario 2.2.2, queentoncessu cardinales par, es decir eard(1< fl J)
2no,

y el comportamientoasiíítóuicodel sistema(1.2.20), viene dado por un sistemade PV =

4n
0 + 1, numero impar de ecuaciones,acopladasen II??”’, que determinan (y, ap,4), k c
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t

1< n J, y unafamilia de 1< \ (1< fl .1) ectíaciotíeslineales no autónomas,desacopladacon

el sistemaanterior, dotide 0k Y <‘k representanlos modosde Fourier correspondientesa la

temperaturaT y la salinidadS, rcspectivamente.

Por lo tanto el estudiodel comportamientoasintóticode las solucionesdel sistema,
t

se reduceen una primera etapaa la variedad inercial determinadade forma explícita

y en una segundaetapa, el estudio sobre la variedadquedarecucido a un sistemade

ecuacionesordinariasdadasde forma explícita, con muchasmenosvariables. El número

de estasvariables,es el cardinal de la intersecciónde los conjuntosde modosno nulos de

Ta y f, deformaqueel conjuntode modosse puedeelegir arbitrariamentefijando §1% ó 1 t

ir “diseñando” la otra. Una vez resueltoestesistemareducidolos demásmodosverifican

ecuacioneslineales no autónomas.

Finalmente,se pruebaen el Corolario 2.2.2, que si 1< fl .1 = 0, entoncesel atractor

maximal se reducea un punto, asaberA = {(0, 7%, ~Ta)}.

t

E

ti
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CAPITULO 1

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE

SOLUCIONES

1.1 Preliminares

En este capítuloestudiamosen primer lugar la existenciade solucionesdel sistema

de ecuacionesde campode fasedado por:

f ry1 (~y—g(y)+2u en(2YIR~

1. U1 = káu en (2 Y (1.1.1)

donde9 es un abierto acotadode 111N PV > 1 con frontera regular,g(~) es típicamente

— <, aunquenosotrosconsideraremosunafunción másgeneral,suficientementere-
guiar. Por último / y k son constantespositivas quehacen referenciaal calor latente y a

la difusividad, respectivamente,mientras que r y ~ son parámetrospositivos que hacen

referenciaa escalasde tiempo y longitud.

Consideraremosjunto a (1.1.1) alguna de las siguientescondiciones de frontera,

consideradasen la literatura existente:

Condicionesde Dirichlet

u=yr0enSQx11?~ (1.1.2)

consideradasen [4], [6j, [7j, [9] y [20]’entreotros.

Condicionesde Neumann

Su Sy

Sn Sn

donden representael vector normal exterior en 5(2, como se puedenencontraren [4j, [6],

[~1,[20j y [641.

37
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Condiciones Periódicassobe (2 4(0 L1) L~ > O
t=1

yK=o = yK=L1, Sy1 — ~ i = 1 PV (1.1.4)Sx~
u’

Su Su
= ii[~~t, ff<x—0 = r..L~ r 1,..., PV (1.1.5)

Sri

es decir u,y y sus derivadascoinciden en carasopuestasde 5(2. Estas condicionesde

fronterason consideradasentreotros en [6j, [7j y [20]. u.

Finalmente,consideraremosla condición inicial en t 0. quevienedadapor:

y(x. 0) yo(x), u(x, 0) = uo(x), x C (2. (1.1.6)

aEn primer lugar vamosa realizar liii cambio de variable en dicho sistema,que lo

transformecii una ecuación de evolución. Consideramosla función de entalpíau = u. -1-

quenos permiteexpresarel sistema(1 . 1 . 1) de la siguienteforma:

2Ay—g(y)—/y±2v enRx ll?~ u:{ en (2 Y IRA (1.1.7)

donde y, u satisfacenuna de las condicionesde frontera mencionadasanteriormente,

(1.1.2), (1.1.3), o (1.1.4)-(1.1.5)y con condición inicial yo y yo u
0 + ~yo. Podemos

expresarasí el sistema(1.1.7) como:

{ y~ = kiAp—/~p)—by+au (1.1.8)

donde:

oe— 9
- 1 ¡U

kí=>Okozzk>O,azzzz—>0b>oc=>o¡~y«~g(p) (1.1.9)r r 2 T

De estaforma tenemosuna ecuacion (le evolución (lite puedeser escrita cii forma

abstractacomo

U1 + ‘tU = G’(U)

donde U = (y, u) A representala parte litícal y & la no lineal. La condición inicial u’

es U (:r, 0) = (yo(x), uo(x)). ir ademásse verifica alguna de las condicionesde frontera

defi í1~ tías anteriormeríte.

u’

u’
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1.2 Marco Funcional

Vamosa denotarpor —LSD el operadorlaplacianoen L~(Q), 1 < p < oc con condi-

ciones de fronterade tipo Dirichlet (1.1.2), es decir definido en

— w2’~(Q) n

Análogamente—AN representaal laplacianoen L~(Q), 1 < p < oc con condicionesde

frontera de tipo Neumann(1.1.3), es decir definido en

= {u c lV2’~(Q), Su— = 0}.Sn

Finalmente—Ap representaal laplacianocon condicionesde fronteraperiódicas(1.1.4)-

(1.1.5), en

L~,.(Q) = {u E Lk(IRN), u(x + L
1e1) = u(x), c.t.p. x e pjN, Vi = 1 PV}

N

con dominio ~ — VV~ (12), dondeO = fl(0, ti), L1 > O y
i= 1

= t¶Z?flP(li?N) fl L~~((2)

dotadode la topología de W”’P(O), siendo

W,~ZP(IRN) = {u £ W’”’~(w),Vw CC IR’~’}.

Muchosde los resultadosquevamosa exponerson válidos en cualquierade los tres

tipos de condicionesde fronteraque hemosmencionado,por ello paraconsiderarlos tres

casossimultáneamente,usaremosla notación—A2 doííde 13 representacualquierade los

tres tipos de condicionesde fronteraconsiderados,es decir, D, PV o P.

Vamosa utilizar notacionesy resultadosconocidossobreespaciosfuncionalesaso-

ciados aun operadorsectorial,quese puedenencontraren el apéndice.En particularpor

la Proposición0.1.2del apéndice,sil < p < oc, el operador—A2 en condominio

es un operadorsectorialconresolventecompactay sus espaciosdepotenciasfraccionarias

son VV~OP = PV

0 = D[(—A
2 + ¡¡1)0] W

2~P espaciode Sobolev. Ademássegúnse ve

tambiénen el apéndice,por serp ½1 se puedendefinir los espaciosdeexponentenegativo

por (0.1.19). i.e. lV~’~(O) = (W§”~’®)’ con p’ = —5 ‘y a < 0, graciasa los resultados

sobreinterpolación y extrapolación de semigrupos,en particular los resultadosrecogidos

en el Teorema8.1, página 229 de [11.
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Con estasnotaciones,podemosescribir el sistema (1. 1.8), sujeto a algunade las

condiciones de frontera mencionadas (1.1.2), (1.1.3) o (1.1.4)—(l.1.5), como

U~ + ABU r 0(U) (1.2.1)

donde

U = (son), AB = ( —ki~B ) (1.2.2)

y

Q(U)~GQ>) = (—¡í<so>—¿so) (1.2.3)

1.3 El semigrupo lineal

En primer lugarvamosaver queel ol)eradorA8 generautí semigriípoanalítico,para

lo cual probaremosqueAB esun operadorsectorialsi se consideraactuandosobreespacios

de funciones“adecuados’.En estapruebautilizaremosel resultadode perturbacióndado

por el Lema 0.1.3 del apéndice. Para ello consideramosA8 como suma del operador

sectorialdadopor la parte diagonal,A0, y la perturbaciónsubordinada,P. La dificultad

principal de la prueba se debeal hecho de tener una perturbación P con un término

cA8p que es del mismo orden que la parte diagonalde .48. Eso nos obliga a trabajar

en un espacioambienteYB = ivfr~’~ Y wff’~ con distintas potenciasa y ¡3, de forma que

trabajandocotí distintas topologíasen cadacomponentese puedecompensarla dificultad

que presenta1”.

Proposición 1.3.1 Si 1 < p < oc. para todo a.O E II? ¿ales que O < a — ¡3 < 1, el

operador

AB = ( tIt8 —ko~B ) (1.3.1)

es sector-tal en lV§’~ Y W~0’~ con dominio D(A
8) = 1Vt~~i>~ Y

13e estaforma —.
4p genera un seniigrnpoanahtico en ¡VáaP Y WA0’~, que denotamos

{ e~}~=o, y los espacios de potenciasfraccionarias de AB vienen dadospor (WAOP Y

¡v2f3P)c = w,E[~~<~’~ Y

8 pura todoú<c< 1.
D emostrac ión:

Podemosescribir el operador A
8 = =l~ -1- P con

E

A~~r (ki(—zs¡;±í) b(~LSB±l))~P(u)(C~sBkOV)

u.,

E
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Como de la Proposición0.1.2 del apéndicese tienequeparatodo 6 > 0, el operador

6(—A8 -4-1) es sectorialen wA’~ con dominio y como consecuenciadel Teorema

8.1, pag. 229, de [1], A0 esun operadorsectorialen Y8 — VVA~’~Y VVA~~paratodoa, ¡3 E II?

con = D(A~) — w#a±v)P~ V > 0.

Si ¡3 < a < ¡3 + 1, vamosaprobarqueel operadorP está “subordinado” al operador

es decir, verifica las hipótesisdel Lema0.1.3 del apéndice.En efectoP esun operador

lineal en Y8 = W~’~ x
8 8 con dominio

D(P) = {(y,v) E ¡V~9’~ >< WA
0’~/ — k

1y — ay E y cA8y — k2v E ¡i¡%f”’} —

o 0’~’ ‘
2~,p O

— (wt=~Pn VV~’~1>’~) Y k1418 n wAaP) ív-<~’>~ Y
Como0< a —¡3<1 existe ve [~,1) con 0< 1— y <a— 3< u <1 ypor lo tanto

8 y 1< 8
c w2t V2(O+v>P W

8~, de dondeobtenemosque YA’ C D(P).
Por tanto sólo quedapor probarqueexiste unaconstantepositivaO tal que

j¡P(y, ~)H1’B=CII(so, y) IIy~, para todo (y, y) E yA’ donde M(so~ v)¡jy~ = k1 ~soII0±~+

koMv~¡0±~.En efecto

¡¡P(y, v)¡¡y8 — k1y — evil0 + k2¡¡c(A8 — I)so + ey — k2v¡¡0 =

=k~¡¡yj¡0 + aku¡Ivt + k2C¡¡so¡~~1 + k2cIIsoI¡a + k~¡¡v¡J2 =eu(IivII0 + IIsoIIs+i)
paraalgún e1 > 0, ya quepor ser¡3 < a < ¡3 + 1 es posibleencontrarconstantesc2, e3 > 0,

tales que¡¡~¡¡0 =C2IIVIIa, ¡sollo =c2IIsokI~ =caIIsoIlo±i.
Por último, como u verifica a < /3 + u y 1 + ¡3 < a + u, podemosencontraruna

constanteO > O tal que

¡¡P(y, v)¡¡y~ =C(¡¡y¡¡0±~+ l¡vI¡o+~) = CII(so, v)l¡y~.~

Observamosde nuevo cómo el elegir distintas topologíasparay y y, (más fina la

primera),permiteprobarqueE esunaperturbaciónsubordinadaa Ao, apesardeaparecer

—A en él. Típicamentese puedeelegir ¡3 0, a = es decir, lVk~(Q) Y L~(Q) o bien

a 0, ¡3 = —h es decir, L~(Q) x (Wk~’)’, con p’ = Observemostambién que con

estastecnícasnuncapodemosobtenerel resultadousandoel mismo espacioparay y para

u, es decircon a = ¡3.

Corolario 1.3.1 Consideramosel MStema lineal homogéneodado por

{ 2 II B;k:IBIÚ 0en(2Y II?~ (11.2)=0 en(2Y 11<.
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Dados a, ¡3 e II? tales que O < a — O < 1, consideramos(yo. y0) E WÉ~ Y VV~
0’W En- u.

¿onces,erzsteuna aurea solución del sistema(1.3.2), dada por (y(t), u(t)) — cABt(soo,u0),
verificando (1.3.2) como una igualdad en el espacio ivA”’~ Y wA

0’~ y tal que (soy) E

CW((0, oc); VV
8 x para todo y E IR. Ademasy, u E C¶(0, oc) Y

u.
Demostración:

La existenciade solución de (1.3.2) se tiene como consecuenciade la Proposición

1.3.1 y de los resultadosconocidossobreoperadoressectoriales,[1], [2], [31J. En cuanto

a la regularidadde la solución de (1.3.2), por uíí argumentousual de bootstrap, tenemos u’

que (so, u) E CW((0, oc); vvA<~~<~’~ Y ¡ %O’i-r)) paratodo y E IR, y a partir de aquígracias

a las inclusionesde Sobolev, tenemosque y, u e C~’((0, oc) Y

El resultadoanterior se puedeextenderal sistema(1.1.8) parael caso en el que li u.

es unafunción lineal, obteniéndoseasi el siguienteresultado:

Corolario 1.3.2 Supongamosque li(y) = ey y sead e + b. entoncesel sistema(1.1.8)

se transforma en el sistemalineal homogéneo<lado por u.

{ sot — krAny+dy—au =0 en(2Y 11<

Ve -1- czSBy— koA8u O en (2 Y IR~ . (1.3.3)

En esta situación, dados a, ¡3 E fi? tales que O < a — ¡3 < 1, consideramos(soo,yo) E u’

VVh
0’~Yw~’~ existeuna unzca por =8 Entonces, solución del sistema(1.3.3), dada (so(t), v(t))

cALt(soo,yo), donde AL representaal operador definido por:

AL ( —kIAB+d/ ¿ )
que es un operadorsectorial en l.%0~Y lV0~ con dominio 19 (.4v) = 0(a+-i)p ~ W2(2+I)P.WB 8

20,pEsta solución nerifica (1.3.3) coixio una igualdad en el espacioW~0’~ Y VV
8 , ver- u:.

ificando (y, u) E CW((O, oc); w2~~~>’~ Y W
2~’~’~’~ todo y E IR. Ademásy,v E8 ) para

Ct(O.oc) YO).

Demostración:
u.

La demostracion de este resultatio es análogaa la del Corolario 1 .3.1, y’ estábasada

en el líeclio de que ~ ¡~ es un operador sectorialen lI%”P Y coíí dominio D(AL) =

p 2(Btl),p

8 ‘ Y 1V
8 . Para probar est.e hecho basta (2(11í observar, que A ¡~ se obtieííe

e,

u.
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añadiendoal operadorsectorial Ao, definido en la Proposición1.3.1, la perturbación~L,

definida por

Por último observandoque PL es una perturbación subordinadaal operador ~o, la

Proposición0.1.3 nos dice que A~ es también un operadorsectorial.m

1.4 Problema no lineal: Existencia y Unicidad Local

de Soluciones

1.4.1 Existencia local

En esta sección iranios a probar resultadosde existencia ir unicidad local de las

solucionesde (1.1.8). Paraello tendremosen cuentalos resultadosanterioresy aplicaremos

ademásresultadosde la teoría de operadoressectoriales, [1], [2j, [31j, [561, entre los

que destacaremosla fórmula de variación de constantes(0.2.4), el Teorema0.2.1 y la

Proposición0.2.1 del apéndice.

Teorema 1.4.1 Supongamosque a y ¡3 C II? son tales que O < a — ¡3 < 1 y que para

algun e E [0, 1) la aplicación

fi : —.

y H—’ ¡«y)

es localmenteLipschitz.
Entoncespara cada (soo, yo) E Y existe un instante de tiempo

8 1V8
positivo T T(yo, 00) > O tal que el problema (1.1.8) admite una uníca solución en el

intervalo de tiempo [0, T). verificando la condición inicial, es decir, con (y(O), y(O)) =

(yo, Do) y satisfaciendoademás:

(y, o) E C([0, T); w%~~~~”’ Y WB P) fl C((0,T); WJ~
t~~’~‘~‘ Y

y

(son ut) E C((0,T); ivfra+o>P Y

para todo O < O < 1. Ademásla solución(y, y) veriJica (1.1.8) como una igualdad en el

espacio II’~<~ x8 8
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Si h transforma acotados cii acotadosy [0, T,,,01) es el in¿c.ru’alo maximal de deflni- u.

czon de la solución (y. o). se tiene que ~ = 4-oc es decir, la solución es global, o bien

la norma de la solución explota en tiempofinito, es decir

¡ ¡(y, V)fI¡V2(a+<,p W
2~~i’~7~ t— oc si t ~ u.

Demostración:

De la Proposición 1.3.1, se tiene que AB es un operadorsectorialen Y
8 = WA~’~ Y

y por la hipótesissobrefi, la aplicacion
u.

& : Y w-<
0’~’~ IV2”’~Y ¡y-OP

13 8 8

definida como en (1.2.3), es decir

~Qn) = ( —fi(y) — b;) E

es localmente Lipschitz. La deriíostracióíuse concluyeaplicando el Teorema0.2.1 y la

Proposición0.2.1, ambosdel apéndice,lo que nosdice en particular quela solucionviene E

dadapor la fórmula de variación de las constantes(0.2.4). es decir

(y(t), y(t)) e§A~9t(soo,yo) + ji eAB<¿810(y(s),v(s))ds.m (1.4.1)

Si p # 1 podemosconsiderarel casomás natural a = O con ¡3 E (—1,0) que corre- E
spondea tomar como espacioambienteLt Y W20’Q Vamosa ver en el corolario siguiente

E

unas hipótesis de crecimientopara la función fi, que nos aseguranla Lipschitzianidad

sobreacotadosde

fi: wt’~ í—e ¡4 u.

~¿ p

paraalgún E E [0, 1) lo cual permitirá tomar datos iniciales (ya. Co) E ll”~ ‘ Y

Corolario 1.4.1 Seap # 1 y s¡íponga¡nos guie la oplícacion fi tueiíf¿ca. fi c C~ (IR) si

PV < 2p, y sí ¡V > 2p que fi veríjica adení0.5 E

¡/!(5)[ =c’(i + [~) y h’(s)[ =(‘(1 + ¡s[i’’) (1.4.2)

para todo s E II? 2/ alguna constanteC > O. siendo 7 ¿al que
E

1 <i< oc stA 2p

u.

u.



Capítulo 1. Existenciay unicidad de soluciones 45

Consideramosahora e E [0, 1) tal que

N
< E < 1. si PV < 2p. (1.4.4)

N(r—i) <c<1 siN>2p.
2rp

Entonces, el Teorema 1.4.1 se veÑf¿ca con a = O y ¡3 E (—1,0). Por tanto para

cada condición inicial (yo,y0) E WA”~ x IVA existeun tiempopositivo T = T(yo, yo)

de forma que el problema (1.1.8) admite una un~ca solución en [0,T) satisfaciendo la

condición inicial (y(O), u(O)) = (ya, yo) y tal que si [0, ~ es el intervalo maximal

de deflnzczon, o bien T,,mx = oc es decir la solución estáglobalmentedefinida, o bien

¡I(y(t), v(t))II ~ l—* oc 52 t F’ Tmax. Esta soluciónverifica además

(y, y) c C ([o, T); wA<’~ Y ívA
t13~”’~) nC ((o, T); IVJ”~ Y ¡v%01-’)P)

Además(sot, yj) E C((0, T); “‘A8’~ Y
14~’~(0+O)P) para todo O < O < 1 y (1.1.8) se

verifica como una igualdad en el espacioL~ Y

En particular, siempresepuede ¿orlar ¡3 = —e, y por tanto se tiene la eristencia de

solución asociada al dato inicial (yo, yo) E wA”~ Y L§.

Demostración:

Veamosque se verifican las hipótesis del Teorema1.4.1 con a O y ¡3 E (—1,0),

paralo cual bastaprobar que h : W~<’~ t es Lipschitz sobreacotados,para algún

e E [0,1) a elegir.

En primer lugarobservamosquesi PV < 2p entoncesexistee E [0, 1) tal que < 6 <

1, lo que implica, por las inclusionesde Sobolev que W~,<’~ C(~), como consecuencia

dadoK, conjunto acotadoen WA”~ se tiene que IIsoIIL~ =e1, paraalgún e1 > O, y para

todo y E K. De esta forma por el Teoremadel valor medio, junto con el hecho de que

h E C~, se tiene que

¡[h(yi) — h(so2)tIL~ =c2¡fy1 — yOIILP < e3fly1 — soQIIW2C.P

con e~, i E {2, 3}, constantespositivas, lo que nos permite concluir que h : ivA<’~ — es

Lipschtiz sobreacotados.

Observemosquesi li(s) verifica (1.4.2) entoncesla aplicación it : L~(Q) t— L~(Q)

(o respectivamenteL~er (§2) si 13 = P), transformasubeonjuntosacotadosde L~(Q) en

subconjuntosacotadosde L~(Q) o (L~a(12) respectivamente)y es Lipschitz sobreacotados.

Entoncessi probamosque 1% ~P G L~i’((2) ( o L~~(Q)), tendremosque la aplicaciónh

t, L’~, es Lipschitz sobreacotados,lo cual permiteconcluir el resultado.
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e,
Si PV > 2p, entoncespor la.s iíícliisiones cíe Sobolev se tiene que ivá”~ c L~i’(Q)

Nsiempreque2c — — ~, o equivalentemente,si
p —

E N(r .— 1) ~145~

2rp k/ u.

Teniendoen cuentaquenecesariamentec < 1, si 2p = PV entonces(1.4.5) se verifica para

todo r tal que 1 < r < oc, y si 2p < PV, entonces(1.4.5) unido a la condición c < 1 nos

dice que 1 > N(r—i) es decir r < N

..rp N—2p El
e,

A continuaciónvamosa ver resultadosde existenciade solucionespara el sistema
(1.1.8), paradatosinicialesmásregulares,suponiendoqueh c C~, En estecasoel Teorema

1.4.1 nos proporcionarála existenciade solución parael sistema(1.1.8) con dato inicial

(yo, ~o) en el espacioW{~ Y W
7~iP

Paraprobarla existenciade solucionesdel sistema(1.1.8) queverifican las ecuaciones

del sistemacomo igualdadesen el espacioambientelV~
1’~ Y ~,f’2’~,con datos iniciales

en Y l~V”1~, vamos a empezarpor el caso n 1 el cual, siguiendolas notacionesE

del Teorema1.4.1, correspondeaconsiderara = 0,6 = ir ¡3 = —~. Observemosqueesto

requiere imponer condicionessobre h (¡Ile asegureií que h lVh’~ ~—t sea localmente e,

Lipschitz.

En el caso n > 2 tendremosque imponercondicionesde crecimientoy regularidad

paraJi que nos asegurenque Ji : .‘ es localmenteLipschitz sobreacotados.
u.

Corolario 1.4.2 Seap # 1 y supongamosque la aplicación Ji verifica alguna de las

siguientescondiciones:

i) Ji E C’(IR) si N < p.

u) Ji E Cí(IR) veriflca (1.4.2) si PV =p, con r tal que
u.,

oc sitJ =p
1=r= jr siN > p. (1.4.6)

Entonces el Teorema 1.4.1 se verifica con a = O, c y ¡3 ~. y por tanto

dada una condicton inicial (yo. ve) E 1’VÁj~ Y L~ existe una única solución local (y, u) E

C([O, T); W»’ Y L~) de (1.1.8) verificando las ecuaciones del sistema como una igualdad

en el espacio ambiente L’L Y ¡VJ1~ donde W_¼~P. (ii¡LP’)< con -½ 1 y satisfaciendo la

co ndiczon inicial (so(o), u (O)) = (yo, yo) . Es ¿a solucion esta definida en [0, 7’) con T oc

o bien l](y(t), u(t))f¡
11,~~ 1p :• oc cuando t —* T, ti

.4deníols para todo O < O < 1 se tiene que

(y, u) E C«0, ‘1’); ivA” Y lt~7) y (son¼)E C((0, IT); IP
2 ~ Y

ti
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Demostración:
I’PSi hacemosa = 0, 6 = y ¡3 = ~, bastarácon probarque la aplicaciónJi :

es localmente Lipsclíitz y lleva acotadosen acotados,paraestaren las hipótesis del

Teorema1.4.1 quenos proporcionala solución local en el espacioambiente~ Y •~ y

con dato inicial en Y L.

l,ViPSi PV < p, por las inclusionesde Sobolev, 0(Q) lo queunido al hechode que

Ji e C~ termina la demostración.En casocontrario por la hipótesisde restricción sobre

el crecimientode Ji, (1.4.2) y (1.4.6), se tiene que Ji : ~—. U es localmenteLipschitz y

lleva acotadosen acotados.Ademássi PV = p, por las inclusionesde Sobolev,1~V”~ ~. LS$

paratodo s E (1, oc), y por tanto tomandos pr concluimosde nuevola demostracion.

Si PV > p, de nuevo por las inclusiones de Soboleir, W»~ U” puestoque r < ‘-~—. De
— N—p

esta forma, en cualquiercaso,estamosen las hipótesisdel Teorema1.4.1. El

Si consideramosahora en el Corolario 1.4.2 el caso particular p = 2, es decir,

tomamosdatos iniciales en ~ Y L~, dondela ecuación presentaunapropiedadde es-

tructura queveremosmasadelante,se tiene el siguienteresultado.

Corolario 1.4.3 Supongamosque la aplicación Ji verifica alguna de las siguientescondi-

c¿ones:

i) Ji E Cí(IR) si PV = 1.

u) Ji E C’(IR) verifica (1.4.2) con 1 < r < oc si PV = 2.

iii) Ji C C1 (IR) venífica (1.4.2) con 1 < r si PV > 3.

Entonces, para todo (yo,yo) E HL Y L~ existe una única solución local (y, y) de

(1.1.8) en L2B Y jj~1 definida en [0, T), IT > O, de forma que si [0, T) es el intervalo

maximal de definición de la solución, entonces T = 4-oc o bien ¡(y, v)IIHI ~r~;~— +oc 5~

t—~T.

Además para todo O < O < 1 se verifica:

(y, y) c C([O, IT); H% Y L~) fl C((O, IT); 11% x FIL) y (y,, u,) c C((O, IT); j40 Y HL0).m

A continuaciónvamosa ver quesi Ji e &~, podemosprobar la existencialocal de

solucionespara el sistema (1.1.8), partiendode datos iniciales (yo, yo) E x

siguiendo el mismo razonamientodel caso anterior. Paraello vamos aplicar de nuevo

el Teorema 1.4.1 considerandoahora el espacioambiente IV
1

1
3” Y L% Observamosque

el espacio l’V”’ Y 1V”” donde tomamos el dato inicial, al caso8 13 corresponde particular
a = c = y fi = O. Recordamosqueparaaplicarel Teorema1.4.1 en estecasonecesitamos

probarque Ji : TV ~y1’— V,~” es localment,eLi pschitz.
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u.Proposición 1.4.1 Sea p / 1 y suponganios que A verifica alguna de las hipótesis si-

guien ¿es:

i) Ji c ~2 si PV < 2p.

u) Si PV 2p, Ji c U y verifica

u.
¡h(s)¡ =0(1 + ¡si”), Ji’(s)¡ =0(1 + I~r’) y JJi”(s)¡ =C(1 + Is¡r~~2) (1.4.7)

szr>2obien¡Ji”(y)¡<Csil<r<2 con 0>0.
iii) Si PV > 2p, entonces Ji E 02 verifica (1.4.7,>, para 2 < r =-~- o bien 1 < r <

N-~2p _ — N—2p
u.

y ¡Ji”(y)j =O sil < r <2, con 0>0.
Entoncesdado (yo. y0) c VV~”’ Y LV~”’, y supuesto que Ji(O) = O si B D, existe

(y, u) solución local (le (1.1.8) verificando las ecuaciones corno una igualdad en el espacio

ambierte W»” Y L”13. y la condición inicial, es decir (y(O), u(O)) -= (yo, y0), tal que

u.
(y, y) e 0(10, T); ¡V~”’ Y ¡VI”) rl C’((0, IT); W~” x ¡4”)

y

(son½)e C((O, 7’); WV” Y ‘~t-0”)~ u’

para todo 0 e (0, 1]. Ademássi [O.~ Fm,

1, > O es el intervalo maximal de definición,

se tiene que T,,~, oc o bien limt~,T,nor ¡¡(y(t), v(t))[IIv2.p~wrp oc.

Demostración: u.

Bastaprobarqueestamosen las hipótesisdel Teorema1.4.1 con a = 6 = y ¡3 0,

paralo cual es suficienteque la aplicación:

Ji : F-~

e,

sealocalmenteLipschitzy lleve acotadosen acotados. Paraestofijado 1< c VV~” acotado,

vamosa ver que existe O > O tal que

¡¡h(yi) — 1W) ¡I~.v½< CHsoí — soú!i ~ paratodo soi~ so2 e íxi (1.4.8)u
Paraello tenieíído en cuentaque

l¡b.(yi) — hC.,co)¡l1~t.,’ lIh(yi) — h(yo)¡¡jp 4— ¡V(h(yí) —

u

vamosa probar (1.43) en dosetapas.En primer lugarveremosqueexisteOí Cí (1<) > O u.

tal que

¡¡Ji(yí ) — h(;2) ¡[,~__ ci ~ — yJ[ ~ (1.4.9)

u.

u:



Capítulo 1. ¡Existencia. y unicida.d de soluciones 49

es decir que la aplicación:

Ji : IV~” t

.

es Lipschitz sobreacotados.A continuaciónprobaremosla existenciade ti2 = C2(K) > O

tal que:

— V(Ji(yo))¡ILP < C~jiy~ — y2lIW2.P. (1.4.10)

Por otra parte, paraprobar (1.4.10) tendremosen cuentaque

¡¡V(Ji(yi)) — r(Ji(y2))IILP = IIJi’(soi)Vsoi — Ji’(so0Vy2IlL~ <

[¡Ji’(yj(Vy1 — Vy2)IILP + H(~’(so’) — h’(y2))Vy~¡¡L~. (1.4.11)

Observemosque las funciones de IVA”’ verifican ciertas condicionesde contorno,

segúnB D, PV o P, de forma que la propiedadJi: VVj” —. tQ”, implica queJi(y) debe

verificar estascondicionesde contorno. Esto a su vez se traduceen ciertas condiciones

sobreJi:

Si 13 — J) y y es una función periódica, entoncesJi(y) también lo es. Si 13 = PV,

entoncesWk” = VViP y no hay condicionesde contornoadicionales.Por último si B =

entoncesW”” = ¡V”” y Ji ha de verificar Ji(O) = 0. En efecto,si y E VV
2”’ — VV2” rlD O

se tiene quesolan O, de dondese obtienequeJi(y)[aq = Ji(y¡an) = Ji(o) o.
i) Si PV < 2p por las inclusionesde Soboleir W~” ~* C(Q), de dondeJIsoIlL~ =e

1, para

algún e1 > 0, y para todo y e 1<. De esta forma por el Teoremadel valor medio, junto

con el hecho de que Ji E ti ~,se tiene que

WJi(soi) — Ji(so2)kIL~ =co~y~ — y2iIL~ =c3¡¡y~ —

con e~, i E {2, 3} constantespositivas,lo cual prueba(1.4.9). Paraobtener(1.4.10) obser-

vamosque

HJi’(soi)(Vyí — Vsoo)IILP < [¡Ji’(y1) LI t<lVsoi — Vso2IIL~ =e4¡¡y1 — y21LVzp.

Por último

¡¡(Ji’(yí) — Ji’(y2))~y~lIL~ < IIJi’(yí) — Ji’(y2)lIL~IIVy2IlL~

y’ de nuevo por el Teoremadel valor medio, junto con el líeclio de que Ji E ti
2 se tiene

— 1í’(y2)IILc~~ =c
6¡¡y~ — y2¡ILOC =c~¡¡y~ — sool¡lV2.P

U

con e~, i e {4, 5, 6}, constantespositivas. De esta forma teniendoen cuenta(1.4.11), se

obtieneel resultadobuscado.



50 Capítulo 1. Camposde Fase

u) Si PV =2p, como consecuenciade la hipótesisde restricción sobreel crecimientode Ji,

se tietie que la aplicación

Ji: L~ ~*

es Lipschitz sobre acotados,por tanto si probamosahora que IVA”’ L~J, tendremos

demostradoestemismo resultadopara u.

Ji : ¡

lo cual concltíiria la primeraetapa(1.4.9).
u.

En efecto,si PV = 2p, por las inclusionesde Sobolev se tiene que IVA” ‘—~ L~, para

todo s < oc. Si PV > 2p. entoncesW~” L~’, por las inclusionesde Soboleir, siempre

que2 — > ~ lo cual se verifica puestoque r < Npr N—2p — N—2p

Para terminar la demostraciónhemosde probar quese verifica (1.4.10). Teniendo
u.

en cuenta(1.4.11)y aplicandola desigualdadde Hólder se obtieneque

[¡V(Ji(yi ) — h(yo)) ItL~ < ¡Ji’(yí ) ¡tL~I[Vyí —

+¡¡Ji’(yi ) — Ji’(so2) It ~ II Vy2tI
u.

1 1paratodo q, q’ > p con -1- = tales que Ji’(y1) e L~ y Vy~ E L~. Vamos a ver que esq

posibleelegir q y q’ en esasituación. Comoy1 £ ‘1” se tiene que Vy1 e ~ L~ por

las inclusionesde Sobolev, siempreque 1 — > — ~‘ por tanto podemostomar ahora
— 9

= y por tanto q PV. De estaforma bastarácon probarque la aplicación: u.
N—p

Ji’: W~” t

.

es Lipschitz sobreacotados.Teniendocii cuentaahora que
u.

Lv(ri) N

Ji’: U LB

lo es, si probamosademásque IvA” L ~¿r— ~>, teiídremosel resultadobuscado. Si

PV 2p, por las inclíísioííesde Sobolev se ticíte que ¡VA” Lt. paratodo s < oc, y por u.
tanto concluimos.

Si PV > 2p, entoncescíe nuevo por las incliísioiíes cíe Sobolev se tiene que ¡VA”’
L~(rí>, sienípreque se verifique 2 — ~ = ,V¿Y 1)’ lo cual se verifica corno consecuencia

de que r <
— N—2p’El

u:

Este resultadose l)ti(RlC extenderal caso en el que Ji E ti”. ti. =3, de forma que el

Teorema 1 , ‘1. 1 nos proporcionela solución local del sistema (1 . 1 .8) con <latos iniciales en

u.

u.
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el espacio~ Y y trabajando en el espacioambienteWíP Y W~2’~. Siguiendo

con la notación del Teorema1.4.1 esta situación se correspondecon el caso particular

a = ~ ~ = ~y ¡3 — 1, por lo queparala obtenciónde esteresultadode existencia
local se necesitaque la aplicación

sea localmenteLipschitz y transformeacotadosen acotados.

Observemosque si tenemosque Ji : VV”” ~ VV”’P es localmente Lipschitz, y

puesto que el espacio VV~1” contieneciertas condicionesde contorno, entoncesserán

necesariasalgunascondicionessobreJi : IR ~—. IR, paraasegurarque la restricciónverifica

Ji : tV”’ t—*

Comoveremosel casomáscomplejoes el de condicionesde Neumann8 = PV, para

valoresgrandesde n puestoque las condicionesde contornoson en estecasode la forma

~(A~u) = O. La dificultad parau > 5 radicaen el cálculo de ~A~(Ji(u)) en términosde

~-A’u.

Lema 1.4.1 Supongamosque la aplicación

es localmenteLipschitz (respectivamenteLipschitzsobre acotados)y n ~ 3.

a) Si B = E, la aplicación

Ji : W” H

tambiénlo es.

b) Si B = D, supongamosque se ver-ifica ademas:

n = 3 y Ji(O) = 0, o bien u = 2k, o 2k + 1 con k > 2 y Ji~~(O) = 0,j = 0,2,3,4 k.

(14.13)

Entonces

Ji : lV3”’ ~.

es localmenteLipschitz (respectivamenteLipschitz sobre acotados).

c,) Si 13 = PV, supongamosque a < 4. y en caso contrario, n > 4, supongamosque se

verifican las siguientescondiciones:

Ok 1~ ¿4Ji(íí)] __ 84A(Ji(u))] __ ______________________

Sí u E W,~, , se tiene — ... — =0, en 612.

(1.4.14)
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t

Si ~. ~
11¡Vk+Lp se tiene Q[Ji(u )l OIA(h(ufll __ 5l(A)k (~em] = O, en QQ

Qn Qn Qn
(1.4.15)

Entonces

Ji: WJ~~V” —* ¡V%’’” t

es localmenteLipsehitz (respectivamenteLipschitzsobre acotados).

Demostración de a)

Basta con observarque si y E w” — lVf(Q), es decir y y Day, Ial < n son

periódicas,entoncesJi(y) y D~[Ji(y)], fl¡ _ n — 1. tambiénlo son.

Demostración de b):
Recordandode nuevo la definición de los espaciosde potenciasfraccionariasdel

apéndice(O.1.5),(O.1.6)y (0.1.7), observamosque:

ip ~I,
1% — o = {lí E 1V’”, u O en c9(2}, H4” 1l~2P rl It’”

0k
4, {u. E II’ u An ... = =0 en

ff3 k.p (Au)k< 8Q},

wgk±id> {ucw 2k+i,p u=AU=...=(Au)k=OenQ(2}. t

i) Si Ji(O) = O y y c V1~0
1”, entoncesh(y) E ¡vJ” Por tanto si n 3, y E ¡VA” y

Ji(y) E W2”’ entoncesse tiene quebjy) c VV2”’ rl VV_~~~

u) Si n = 4, entoncesdadoy E ¡VA con Ji(y) c W3”, veamosquepuestoqueJi”(0) = O,

se tiene queJi(y) E wt”. t

En efecto, Ji(y) ~ = O y se tiene (jlie dso) E u’ft” siempreque AIJi(so)l E VV¿”.

Teid en cuentaahora que

A[Ji(so)l = JiÁy)EVuL + Ji’(so)Aso

y que Ay c ív§” — 1V 2.~ rl lVJ”, por lo (¡líe Ay = O sobreel borde de (2, se concluyeel

resultado.

Con estasmismashipótesissobre Ji. se obtieneel tesultadoparan = 5. ya que en

estecasoJi(y) E ti/A”, siemprequeA (Ji (y)) E 1v’/j” y la condición de contorno a verificar t

es de nuevo AJi(y) = O en 5(2.

En general, si y e i
4,jkí~, se tiene qtie (Ay)~ = 0.1 0. ... k — 1, en 8(2, y por lo

tanto, sí suponemosademásque Ji (y) E 1 U 2k—t.1, iranios a probar que Ji (y) E VV 2k— 1 ,pD

paralo cual l)astacon observarque t

= h’(y)(A)”’¡yj + E Jiñ(y)53

3=—

t

t
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dondet representaun sumatoriode funcionesdependientesde las derivadasde y. Por

tanto para todo ni < k — 1. puesto que (A)my = O y JiJ)(y) = 0,1 = 2 2rn sobreel

borde de 12, se tieneque (A)t”[h(y)] = O, m = 0, 1,,., k — 1, sobreQQ, lo queconcluyela
2k-4-1,pdemostración.Análogamentese pruebael caso en el que y E WD

Demostraciónde c):

Recordandola definición de los espaciosde potencias fraccionariasdel apéndice

(0.1.8), (0.1.9) y (0.1.10),observamosque:

lVk”’ — VV””, VV2”’ — {u E u¡2.P, ÉL = O en Q(2},
Qn.

VV 2kp ={uE WQk,P Qn QAu — Q(Au)k1
N Qn Qn Qn =OenQQ},

e Qu — QAu — _ Q(Au)k1 =OenQQ}.= {u VV2k±í,P Qn Qn Qn

Si n = 3, supongamosquey c IVZ”, lo que implica que — O sobreel borde de

(2, y supongamostambién que lí(so) e 1172,p Entonces,se tiene que

QJi(y) aso
_____ = h’(y)— = O,

Qn Qn

y como consecuenciaJi(y) e VV2”’

Si ti = 4, supongamosque y e i4”, lo que implica que 0, y supongamosa,’

tambiénqueJi(y) E VV3”’. Entonces,de nuevoAh¼)= O ir como consecuenciaJi(y) E W?i”.8’~
Seay E W~”’ con n = 2k k > 3, tal queJi(y) e VV”—”” entoncespor (1.4.14) Ji(y)

verifica la condición de contorno exigida para que Ji(y) E VVJ~1”’, Análogamentecomo

consecuenciade (1.4.15),se tiene el casou = 2k -1- 1, k =2.~

Observación 1.4.1 La no linealidadJi(y) = ~(y3 — y) de clase C~, ver-ifica las hipótesis

del Lema 1.4.1 apartado b) conu =5, ya que Ji(O) = O y Ji”(0) = O pero W”(O) # 0.

El siguienteresultadoestablecela Lipschitzianidadde la aplicaciónJi en espaciosde

Soboleir VV””’

Lema 1.4.2 i) Supongamosque Ji e C~1, entoncesla aplicación:

Ji : W””’ rl Lt t—. 1V””’ rl L’~

estábien definida. y existe una constanteO > O. dependiendode llyllL~. tal que para todo

vi ultijadice a con Ia¡ k < u.

IID0h(so)IILP =ti >~
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u) Supongamosahora que Ji e U’ . u > 1 . Entoncesla aplicacion:

Ji : IV”” rl iV1~ —‘ IV”” rl

es Lipschitz sobre acotados, es decir para todo 1< G VV”” rl W’~ acotado, existe una

constanteti 0(1<) verificando

]lJi(soí) — Ji(so
2)llívn~ + lLJi(soí) — Ji(so2)lIív’.~ < ti(l[so1 — so2lkx’n. -f— Ilso~ — so2Ilw’.~).

Demostración:

i) Se puedeencontrarcii [42]

u) Observamosque la norma de tV~”’ rl ¡V
1’~, vienedadapor

Isollwnr—l—IlsolIw’ ,

Por otra parte si 1< es acotadoen L~. como consecuenciadel Teoremadel valor

mecho, j unto con el [techo cíe queli. E ~ 1 se tiene que existe e
1 > O tal que:

¡[liso’) — /‘W) II L~ =Q Ilyi — so2llL~’ (1.4.16)

para todo y,, soú E A’.
Si ademásse tieííe que Ji E ti

2, y 1< es acotadocii 1V ‘t vamos a probar que existe

e
2 > O tal que:

IlJi(soi) — Ii.(yo)[¡jv’i.~ =c~¡ly1 — y2IIli~t,n.D (1.4.17)

para todo soi~ so~ E 1<, paralo cual teniendoen cuenta (1.4.16) es suficientecon probar

queexiste c3 > O, tal que

IIV(/dsoi ) — ~(so0)II L~ =callsoí — y2lIw’.~

Paracada i E { 1 V }, se tiene que

O ¿9
—(h(yí ) — h(y2)) /í’(y, Vi
Ox1 Ox1

¿yo
— h’(y2)—~i =

Ox¿

= (Ji’(yí) — Oss~ -1- h’(y2)(
Ox1 Ox~ u.

de dondeol)teilemos

a ¿sol
(/í.(yí) — Ji(so2))[Y~ =¡¡h’(so2)¡¡¡.co]¡

Ox

¿yo

__ Ilte.~c
9x~

Qyi
— Ji’(yú)i[¡,oo.

lenienclo en cuentaahora que A es acoradoen L >~ Ji 6 0~ ~ por tanto Ji’ E ~ 1 verifica u.

(1.4.16). es decir

hIJi’(soí ) — h’(y
2) ¡IL~ =ci IIyí — y2111Á=

u,

u.

u.

e,

u.

u,

u.

u,

u.
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y se obtienec3 > O tal que IIV(Ji(soí) — h(y~))IlL~ =c3[¡yí — soollu’u~, como queríamos

probar.

Como consecuenciade (1.4.17),paraobtenerel resultado,bastaprobar que

ljJi(yi) — Ji(y~¡¡wn.p =ti(llyí — so2llwnP + ¡[Pi — y2lIw’.~).

Vamosa aplicarel métodode indución sobren, paraprobar el resultado. Con este

fin, empezaremospor probarquese verifica paran = 1, es decirque la aplicación

Ji: VV
1rn — IV””rl Wi~ ~ W””rl ¡Vi~ wl~~

es Lipschitz sobreacotados,lo cual es consecuenciade (1.4.17).

Supongamosahora quees cierto el resultadopara ti — 1, y vamosa probar quese

verifica tambiénparan. ConsideramosJi E tifl±i y vamosa probarque la aplicación:

Ji : ¡Va”’ rl 1V ~ : ¡V”’~ rl 1V

es Lipschitz sobreacotados.Con este propósito,dado 1< G IV””’ rl IV ~ acotado,consi-

deramosyj £ 1<, j = 1,2. Seaa = (ni a
1v) con Ial n, y sea i tal quea > 1 lo que

nos permiteescribir:
D¶Ji(yí) — Ji(y2)] = D0[~~~~(Ji(soi) —

Ox

con ¡3 = (ni a1 — 1,..., aN) y por tanto Itt = ti — 1. Teniendoen cuentaahoraque

¿9 Oso, Qyo
— Ji(y2)) = Ji’(soi) — Ji’( ~

0so2 = [Ji’(y,) — Ji’(y~~— + Ji (y0L~——
Ox¿ Ox

1 Ox1 Ox1

y aplicandoD
0 a la expresiónanterior, se obtieneque

D¶Ji(y,) — Ji(yo)] = >3 D~[Ji’(yo)]D~[~=± — 0y2 Ji’(yo)]D~[=.]
Ox

1 ~] -i- >3 D¶Ji’(y,) —aS 2¾
aS (1.4.18)

con a, 3. multiíndices talesque ,O¡ ¡a¡ + 3~ = u —

______ (,t—i)pDados o, 3 en esa situación, definimos q(a) (fl<P =p y <(8) = ~ =py

aplicamosla desigualdadde Hólder en cada sumandode (1.4.18),con exponentesq y q’

obteniendoque:

IIDNJi(soi) — h(so2))IILP =>3 II D
6[Ji’(yo~¡]Lq¡¡ DSl~~~i 5so2 ~ +9 III

a.6 Ox
1 cx1

+ >3 ¡D~[h’(~) — l?(yofl¡¡Lq¡¡D

8[ ¡llLq’ (1.4.19)
aS ~¾
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ya que ‘4- -~ = _
9 p

En primer lugar iranios aprobar la existencia(le (‘1 > O tal que:

A, -

~ti
Ox1

¿91<0

0Jll~q =tií(jIyí — y2l!Il’n.~ -1- ¡lsoí —

Camposde Fase

u,

(1.4.20)

En efecto, podemosescribir

1 1 1

q’ (n — 1) p — —) +
Y r

parar r oc y j 3¡, y aplicandolas desigualdadesde interpolaciónde tipo Cagliardo-

Nirenberg,recogidasen el Lema0.1.2 del apéndice,(ver [42¡)parala función u = axí
8x

1

obtenemos

u;

IIDS[iYi¿9 ir1

¿yo
___ =ti2 >3

k~’ I=’~—i

0soi
Qyo 4

Ox, IIILP
Ql

1T
1

Oyn i-4
— ~7lILco

vaque—
1——= ~ —E(n—i) (n—l)

Teniendoen cuentaahora que

— 0y2 ~ =Iisoi —

Ox¡ so2Htt”’P y j¡ Ox¿
Oyo

ox7í¡LC~~ =¡¡sol —y211wt0z

y al)licando la desigualdad (le Young. para 1

ti
2, i = 3, 4 constantespositivas tales que

llDÉ~[ctl —

Ox1

= £ ~ ~‘ = se deducela existenciade

____ =(MIso — y2IhV’.P -1— C,~¡¡yi — yQllwt,XJ

ya que E — 1 y’ (1 — ~) 1’ = 1 de forma quequedademostrado(1.4.20).
9 9

Análogamentese tiene la existenciade ti5, ti6 constantespositivastales que

Oso[jD
5 ¡ < (75(jIsoilkv’.P + ¡¡yI[¡jt.’t.~D) ci C((A)

Ox¿ ~ —

(1.4.21)

ya que soí £ A ir A es un conjunto acotadoen 1V” rl IV

Por otra. paile, teniendocii cueríta. it hora que

1 _ 1 1
(—.q (n—l) p

1 1
—) .i— —
1’ 7’

para r oc irj = luí, ir aplicando de ini ovo las desigítaldades(le It iterpolación de tipo
c; agíi ardo—Nironberg, recogi cías cii el Le nia (Y 1 .2 dcl apé¡1(1 lee, ( xcr 1121) parala función

u Ji’(so1 ) — lí’(;o). se tiene qtíe

h’(;ú)lll j,q =(7 >3
<0

II/Da’ lI<(; ) — 1k(,ro)llIi~iIh’(y,) — Ji’(so
2)li~c2

u.

0sot

u,

u,

u.

vi

e,

ti
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¡al pya que — (‘it) — Puestoque ¡¡flU~¡Ji’(y1) — h’(yj¡¡¡~p = lIJi’(yi) — Ji’(yj¡¡wn—L~

y aplicando la desigualdadde Young, para — y 1’ = il~, se deducela existenciade
9—”

ti1, i = 8, 9, constantespositivas,tales que E í~2

¡¡ D~[Ji’Q,~,) — Ji’(y2)¡ II L~ =tis~¡Ji’(y,) — Ji’(y2)¡¡ &~—i.~l¡~’(yi) — Ji’(y2) ¡LOO

=tig(¡¡Ji’(y,) — Ji’(y2) II wn—’~~ + ¡¡Ji’(yi) — Ji’(y2) II

‘ci

(1.4.22)

ya que ~.l = 1 y (1 — 2)1’ = 1.
9 9Análogamentese tiene que

y por el resultadodado por el apartadoi) de estelema, se tiene que

(1.4.23)

Llevando (1.4.23)y (1.4.20),junto con (1.4.21)y (1.4.22) a (1.4.19) se tiene que:

¡¡D
0[Ji(yi) — Ji(so2)]l!u =ti íti4[¡y, — y2¡Jwn.P + ¡¡so’ — y211wt00)+

+ti
6ti9(¡¡Ji’(y,) .— Ji’(y2) ¡¡ wn—

1.~+ ¡Ji’(y,) — Ji’(y
2) lIL~).

A continuaciónvamosa aplicar la hipótesis de inducción. Puestoque Ji’ É ti”~ se

tieneque:

Ji’ : ¡V”
1”’ rl VV1’~ ~—e W11IP rl Wi~

es localmenteLipscbitz sobreacotadosy por tanto

¡Ji’(y,) — h’(yn)¡¡wn—t.p =q
2(¡¡y, — y9¡¡wn—1.p + lsoí — so2Ww’.~).

Comoconsecueíícíareagrupandoconstantesy teniendoen cuenta(1.4.16), se tiene

que:

1119
0[Ji(soí) — Ji(soi]IILP =Cíz(llyí — <í21¡u’”.P + ¡¡sol — yO¡¡IVt,~).

lo queconcluye la demostración.El

De estaforma por un razonamientoanálogoal de la demostraciónde la Proposícion

1.4.1 se obtiene el siguienteresultado.
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Proposición 1.4.2 Supongamosque Ji £ ti”, n =3 y PV < (ti. — l)p y sea (yo, yo) c U.

Y ¡V}1”’. Supongamosque Ji cerífica además(1.4.12)si 13 D y (1.4.14), (1.4.15)

si 13 = PV.
‘ii—Ip n—2,p

Entoncesexiste (y, y) solución local de (1.1.8) en el espacio ii’

8 Y VV8 con

dato inicial (yo, yo), tal que para todo 0 e (0,1], se tiene que u.

(y, y) E C(j0, IT); WB”’ Y lV~’”) rl C((0, IT); VV~”” Y

(ye, ~,)e C((O, IT); VV7
1~~’0” Y

Ademássi [O, t,mx), Tp~x > 0, es el intervalo maximalde definición, se tiene queTma

oc o bien li?flfr,T,,axIl (y(t), u(t))[¡
11,np><11,n—t.p oc.El

Demostración:

l3astacon probarqueestamosen las hipótesisdel Teorema1.4.1 con a = ~§—~—,c = u.

y’ ¡3 = — 1, paralo cual iranios a ver que la aplicacion

Ji: tUl” ~* lV~’”’ (14.24)

es Lipschitz sobreacotados.Por el Lema 1.4.1, y’ las hipótesis sobre Ji., bastarácon probar

esamisma propiedadparala aplicación:

Teniendoen cuentaahoraque PV < (n — l)p, por las inclusionesde Sobolev,se tiene u.

que VV””’ VV”~ y por tanto 1V”” ~‘ VV”
1”’ rl VV”~ . Aplicando ahora el Lema 1.4.2

se concluye la demostración.m

Observación 1.4.2 Se podría obtener (1.4.24) para el caso de PV > (n — l)p, con re-

striccionesadecuadasen el crecimientode Ji y de sus derivadasde orden k < u, de forma u-

que se verifique también en este caso la Proposicton.1.4.2. La dificultad radica en obtener

fórmulas explicitas para ¡3r~Ji(y), [a [ u, en términos de D3y. ¶í3[ < ¡a¡.

1.4.2 Regularidad u-

A continuaciónvamos a probar un resultado de regularidad para la solución del

sistema(1,1.8) con <lato ini cial en el espacío1 tj” Y L ~U

Proposición 1.4.3 Supongamosque p # 1 y que Ji £ C’(1R) verifica las hipótesis del

Corolario 1.4.2. Entoncesdado (,n
0. yo) c IVA” x L”~. la solución local del sistema(1.1.8)

duda poi el Corolan.o 1 .4.2 ie¡¡fi ca u d CfI. 3~

u,

u:
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Q Para todo s > PV,

(y, u) £ ti((O, IT); ~7A5Y ¡VA’5) y (y,, u,) e (‘((0,7’); 1 V~—0’~ Y

para todo O ci O =1. En particular, (y. y) e C((0, IT); Ci(~) Y ti’®).

u) Supongamosademásque Ji e ti” n > 2, verificando las hipótesisde la Proposzczon

1.4.1 si n = 2 y de la Proposición1.4.2 para n > 3. Entoncespara todo s > PV se tiene

que:

u+i,s Y n+i—Os nOs(y, y) E ti((O, IT); VV
8 (y,, u,) 0((O, IT); VV8 ‘ Y VV§

para todo O e (0,1]. En particular, (y, y) e 0((0, IT); C’M~) Y ti”(Q)).

Demostración:

i) En primer lugar vamosa probarque:

C’
tO IT): w2s ‘is <> 6,s i O(y, u) e ~, Y 11%’ ) ir (y,, ¼>e 0((0, IT); W5” Y 1/18 5), (1.4.25)

con O E (0,11, paratodo s > PV.

a) Supongamosquep =PV,

Sabemosentoncesque la solución de (1.1.8), con dato inicial (yo, yo) e VV y”’ Y8

L~, dada por el Corolario 1.4.2. verifica (y(t), u(t)) £ ¡VA” Y IVA”’ ~ W~’~ Y L ~,por

las inclusiones de Sobolev, para todo s e (1, oc). Dado ti > O arbitrario y s > PV,

consideraremosla solución del sistema(1. 1.8) con dato inicial (y(tí), y(t
1)) e ¡VA’

5 Y L~.

Por el Corolario 1.4.2 obtenemosque:

(y, u) E ti((t
1, IT); ~ Y ~~A5)y (y,, u,) e ti((t,, IT); VVA0’~ Y VVA0’~)

para todo O e (0, 11, como queríamosprobar.

Si PV > p, vamos a aplicar una técnica estándarde “iteración” para probar que

(y(t,), v(tí)) £ VV~ x L~ con q =PV, para tí > O, lo que nos situa en el casoa), y de

estaforma concluiríamos(1.4.25).

b) Supongamosque PV > p

Por el Corolario 1.4.2, para todo t > 0, (y(t), u(t)) E IVA” Y W»” ~* VVA’½L~

por las inclusionesde Sobolevparatodo s, tal que 1 — ~ =—~, es decir, s =p 2ra N—p

De esta forma dado Ii > O arbitrario se tiene que (so(t i) v’(ti )) ~ fi i,Pt Y L”’ donde
Pi P — N;~ Como consecuenciase tiene que:

N—p
b

1) Si p < PV < 2p. entoncesPi =PV y por tanto estamosen el casoa), por lo quese tiene

el resultado.

En caso contrario sí Pi < PV. es decir si
2p ci PV. observamosqueparaaplicar el

Corolario 1 .4.2, con dato iii i cial (y (ti), u (t
1)) cii VV ~ Y L”’ , necesitamoscomprobarque
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Ji verifica (1.4.2) para r ci A’ Esto se verif’ica, va que~pieJi satisfacela hipótesisdel
— Pi—pi

Corolario 1.4.2, es decir. (1.4.2) [Ji(s) ¡ ci ti(1 -t- [s<) para r ~ a0 Pi y a0 ci a~ donde

a1— Pi--p1 — Srm
N—2p

La solución del sistema(1.1.8), con dato inicial (y(tj, v(t~)) E VV’”’’ x L”’ verifica:
u:

(y, y) c O ((t~, IT); IVA”’’ Y ‘~‘A”’) y (ye, ve) £ ti((t 1, IT); VVLtOPt Y

para todo 0< 0 ci 1.

De nuevo por las inclusionesde Sobolev se tiene 1/VAPI ~ U
2 siempreque 1 —

N > N.en particular para ~2 p ~ por lo que para t
2 > t~ > O arbitrario, u’

Pi — P2’

(y(to)v(to)) E WLP2 Y 14V Por tanto:

b2) Si 2p ci PV =Sp, entoncespo > Y. ir de esta forma liemos terminadopor estarde

nuevo en la etapaa).

En casocontrario. es decir si PV > Sp o equivalentemente,si PV > po, consideramos u.

la solución del sistema (1.1.8), con dato inicial (y(to), c(h)) ~ wA”’~ Y L”
2 lo cual es
8

posibleya que r =a~ ci ao con ao = N N—2p lo que nos si tija en las hipótesis del
N—p

2 Pi—Sp’
Corolario 1.4.2.

bk) De forma inductiva. (lados PV y p siempreexiste un k. tal quekp ci PV =(k + 1)~ u.
=ip< ~ Pi

Considerarnosahora las sucesionesp~ = ~k1 ~ Pi—ip ~ “~ Pi—’p,

po Pi—po
Observemosque puesto que PV > kp entoncestenemosque PV > Pi para todo

= O. ., k — 1, y ademásPV =Pk puestoque PV =(k + 1 )p.
u

Por lo tanto si vemosque (y(tp), v(¿k)) E VVAPk Y LJfl se concluyeel resultado,ya

que Y ci pk. nos sitúa de nuevoen la etapaa).

En efectovamosaprobar (¡ue es posibleaplicarestemétodoiterativo hastala etapa
y

,

k—ésima.paralo cual vamosa comprobarque r ~ a1, i E { 1.2, k} con a1
_ Pi u’Observamosahoraque p1 — crececon i ir como (:onsecuenciaa1 = _ ____

también, por lo tanto corno por hipótesis r < A’ = a0, se tiene que

r =a0 =a1 =(i~ ~ ... < ap..

Como consecuencia,Ji verifica las hipótesis del Coiolario 1.4.2, para cada i, de u-
dondeJi : L~j~’ , L”~ es localmenteLií.ischtiz y por tanto como II¡A’~~ L~+t entonces

¡u tarnbien lo es ciare p¡i,P~ ir L ~, i = 1, .,, k. l)e estaforma en cada pasopodemosusar

el Corolario 1 .4.2, para obtener cxi stciicia x~ unici dad con dato inicial (y(ti), u (t1) ) £

Y L% 0,1,...,k — 1, y por la regularidad (so(t~±t),v(¼±,))c ¡V~”’~ Y 1/VA”’’
ivA”’-’ Y LYLrt. i 0.1.... k — 1. Por tanto (1.4.2.5)está probadoparatodo p # 1 y para

todo s > Y.

u.

u,
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En particular, por (1.4.25), ¼~Ay £ ti((0, IT); L3) y puestoque

kOAUU = tit + cA¡~y (1.4.26)

por los resultadosde regularidadelíptica se tiene que y E C((0, IT); ¡VA’~).
De estaforma, ya que s > PV, de nuevopor las inclusionesde Sobolev,se tieneque

u) Vamos a probar quesi Ji E ti”,n > 2 dado s > PV, se tiene que

(y, y) E C((0, IT); VVA~”~ x WK~) y (yj, v<) E ti((O, IT); whhl~os Y VVA—
0’~), (1.4.27)

paratodos1 ci k =n y O £ (0,1], aplicandoel principio de inducción sobrek.

Por el apartadoi) se tiene que (1.4.27) se verifica para k = 1. Supongamosahora

que (1.4.27) se verifica para k y vamosaprobarqueentonces(1 ‘1.27) es cierto también

parak + 1, siempreque k -b 1 ci ti.

En efecto, por la hipótesis de inducción, dado t~ > O arbitrario, se tiene que

(y(t
1),u(t1)) C j~41~ Y “‘L’~ de esta forma tenieíído en cuentaque Ji E Ck+í y que

s > PV, como consecuenciade la Proposición 1.4.2 y de la Proposición1.4.1 si n = 2, se

tienequela solución del sistema(1.1.8) quepartede esedatoinicial verifica (1.4.27) para

k+L

Teniendoen cuentaahora que V<, Ay E ti((O, IT); W~”’), de nuevo por (1.4.26),se

tiene quey E C((O, IT); VV~~”~). m

1.5 Funcional de Lyapunov. Solución Global en HA x

4

En esta seccionvamos a estudiar las solucionesdel sistema (1.1.7) en el espacio

Hh Y L~, dadaspor el Corolario 1.4.3. En esteespacio, ‘manipulando” adecuadamente

las ecuaciones,podemosobtenerestimacionesde energíaque nos llevan a la construcción

de un funcional cíe Lyapunovparael sistema..X travésde éstevamosaprobarlaexistencia

global de soluciones.La existenciade estefuncional de Lyapunov se puedeencontraren

[4[, parael casoen queg(y) = h(so
2—y). En [6¡se pruebalaexistenciaglobalde soluciones

con dato inicial en ff1 Y Ls Y 9 con g unafunción polinómíca.de grado r > 3 cori r

impar ir coeficientedominantepositivo.

Proposición 1.5.1 Con las hipótesis <leí Corolario 1.4.3, se tiene que el funcional de

Energía definido por:
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u:

$jy. u) = I¡Vy¡¡ú + i2i¡¡~¡¡2 + b ¡ ji yy (1.5.1)
2 ~ + [1W — a2 2c Jo

y que se puedeescribir como

~y, u) = +11vso112 + ~ j(~iv — y)2 + 4 11(y) (1.5.2) u-

siendofi(s) = f¿Ji(z)dz. es un funcional de Lyapunov para (1.1.8), es decir

i) F(y, y) es una función continua en H~ Y L7~.

u) ~¡(F(so,u)) =O para toda solución <y(t), u(t)), del sistema(1.1.8). ti

iiú (y, y) es un punto de equilibrio si y sólo si ~(Y(y, u)) = O.

Demostración:

i) Bastarácon probar (flIC si (y,,, u,,) : (yo, Do) cii ff13 s< L~, entoncesR(y~, y~) .

Y(yo, y
0) en IR.

Teniendoen cuentaahoraque

+ J(~it~n o LU]¡vso0j12 ~ 1. Ceo yo)
2

2 2 — ~ 2 4-2 Job

sí vemosque fí(y~) — H(yo) en L13((2) habremosterminado la demostraciónde este

apartado.

Observamosahoraqueen particular,existetina subsucesiónde y,, queconvergeen

casi todopunto de (2, lo qtíe por la continuidadde fi. nos permiteprobar qtíe [J(y,~) i’~

fi (soo) en casi todo punto de (2.

Por otra partelas hipótesissobrer en el Corolario 1.4.3 implicanque H13 C Lr±í(12)

por las inclusionesde Sobolev,ya que 1 — > ~. Por lo tanto y,, ~ soo en L”” y como2 — rI-l

consecuenciaexiste ti> e L tal que:
ti

y,, (x)¡”’ =¡ti (x)¡c.t.p.x e (2.

De estaforma teniendoen cuentaque si y C HA, entonces11(y) e L’(12) y verifica que

H(s)¡ =(‘(1 + s¡r#I), se tiene que

hI(soQ(’x)¡ ci (1 ~— ¡ti (.r)J)c.tp.x C (2.

ir como coníseclíencia.del Teoremacíe la convergenciadominadade Lebesgue,se tiene que

U (y~) — U (yo) en L 13~ para una s11l)sucesión,ir como el límite es independientede la

subsucesionelegida.se tiene que la sucesiónH (y~)convergea U(yo) en

A continuaciónabordamosla demostraciónde los siguientesapartados.

u)
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Por el Corolario 1.4.3 si (y’ u) es unasolución del sistema(1.1.8), asociadaal valor

inicial (yo, yo) c HA Y L7~, se tiene que

(y, y) e ti((O, IT), hf~ Y HA), (y,, y,) e C((O, IT), 11% 4).
Por lo tanto, podemosmultiplicar la primera ecuaciónde (1.1.8) por en 4, y

despuésde integrar por partes,se obtiene

Qy0 dic, b rOy
¡[—1k + —[-—¡¡Vy¡k+/ (H(y) + 2 = aly— (1.5.3)Qt dt 2 Jo

ya que

~ic,jzsyg=icijvy~~) ¡~~Q~d Ejj.¡vy¡2]

puesto que, f80 ~ — O con cualquierade las condicionesde contorno consideradasen De
Dirichlet, Neumanno periódicas,ya que por la regularidadde la solución probadaen el

Corolario 1.4.3:

Si 8 = O, entoncesy, e HL H¿.

Si 8= PV, entoncesy e ¡1% {f e ir~) ~ —0}.Dii

Si 8 = P, entoncesy £ Hcr, y y, e ~

Por otra parte f0 v~ = flfo vy¡ — f0 y~, por tanto de (1.5.3) se obtiene

¡¡—II- + —[—II + + 2 — avy)] f QyQy0 dic, S
7solk j(H(so) = —a

Qt dt 2 —y j (1.5.4)

Por otra parte si 8 = PV o P y (y(t), v(t)) es unasolución de (1.1.8), entonces

y< + cAy — k

2Av = O

e integrandoen (2 tenemos:

0=4v1 -¡-ej 2S — koj ÉL =4v1 = +(ju) =0 (1.5.5)

de estaforma fo v(t) = f0 u0 es decir la masase conserva.

Ahora multiplicamos la segundaecuación de (1.1.8) por ~(—AU)’y, en 4(9).
Observamosque para 13 = O, (—A UY’ está bien definido, pero si 13 = PV o 13

entonces—A8 no espositivo. No obstante,su núcleo es un espaciovectorial de dimensión

uno,generadopor las funcionesconstantes.Ademáspor (1.5.5) tenemos~(f0 y) = .J’0 u, =

O y por tanto (~AnYiu, está tambiénl)ien definido, como un elementode Hñ de media

cero. En lo sucesivousaremosen másde luía ocasiónla inversade — A8 deelementosde

medianula, tal y como acabamosde describir.
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Veamosahoraque el resultadode multiplicar ~(—A2)— u, en L
2

3 por V~ es ~¡l~Hi~ E

En efecto, tenien(1ocii cuentalas propiedadesde los operadoressectorialesy la escalade

espaciosde potenciasfraccionariasasociados,[31], si A = —AB en X = L

2 si 13 = D, y si

Br PV ó 13= P en = r {u c L7~f
0 u = O} con dominio X’ =j~j

2 fl H¿siB=D,

y si 13= PV ó 13 mP, con dominio X’ = H~ = {u e HAf
0u = O}, se tiene que u:

ci A”’’v,, ~ > =< A
1t’,, A”’1v, > = lIA~Áv,¡I2 = ¡IVC¡l\....

4 (1.5.6)

con = H5~. De estaforma obtenemos

a Dv <, akod~11 10v

+ 2c tít a]y7— (1.5.7)

Sumandolas expresiones(1.5.4) y (1.5.7) obtemos

y) = 0 (1.5.8)
¡¡¡2 + u:

de dondese tiene que .F(y, u) es uu fmi cional de Lvapíiiiov, lo C¡ue prtICl)a los apartados

u) ir iii).

Es importanteobservarque de (1.1.9), se tiene una relación muy’ especialentre los
ti

parámetros,i.e Li = Dicha relación ííos permite reescribirel funcional como (1.5.2).
c ¿Y

En efecto
b ¡ya ~ = ha

2 b — í
+

2JÚbt 2b
2¡b4 ajvso

con ~¡¡v¡[2 = ~l¡v¡¡2= ~¡IvI¡2por (l.l.
9).m

Comoconsecuenciavamosaprobaren primer lugar quela solución estáglobalmente

definida, paralo cual vamosa imponerunahipótesis adicional sobrela estructurade la

no linealidad, tal y como se hace por ejemplo en [28], paraproblemassemilineales. En

efecto:
ti

Corolario 1.5.1 Supongamosque Ji(s) verijica las hipótesis del Corolario 1.4.2 y además

lun mf Ji(s) > ~ (1.5.9)
3)-co 5

u.,

Entonces toda solución de (1.1.8). venifica (yo) E Cb((0,oc); 11% Y LjJ. De esta

forma (1.1.8) define un sentígrupo.8(t). t > O en H13 Y

.S’(tft;
0, cG) = (;(t). v(t)) (1.5.10) u:,

al que todas las órbitas son acotadas.

Ademássi 1< c U13 Y es acotado, entonces{S(t)It.. t =O} también es acotado.

u:,
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Demostración:

Si h(y) verifica (1.5.9), entoncespara todo 3 > O existee(S) > O tal queH(s) =
— e(S) para todo s E IR, y de estaforma tenemosque

¡11(y) =3¡¡y¡¡2 — c(3)¡f2¡. (1.5.11)

Por otraparte,tenemosqueResun funcional de Lyapunov,dedondeR(y(t), v(t)) =
F(y(O),v(O)) para t > O y estojunto con (1.5.2) y (1.5.11),nos dice que

1 j(i~.> — y)2 + 3¡~y¡j2 =c(3)¡I?¡ + R(yo, y~) ‘ci oc. (1.5.12)

De esta forma, ¡¡Vy¡¡2, ¡¡y¡¡2 y ¡¡~y — y[¡2 son finitas mientras existe la solucion.

Además, la norma de la solución en 1113 x permaneceacotaday de estaforma por

el Corolario 1.4.3, tenemosque {(y(t), v(t)), t =O} es una órbita global y acotadaen

H13YL~

Además,de (1.5.12),se tiene que

¡¡S(t)(yo, vo)¡l~f½L2= ¡¡(y(t), v(t))¡[~¡i~p =ci + c2¡R(yo, yo)¡

con ¡.F(yo,vo)¡ =csI¡Vyo¡1 + c
4¡¡yo¡j

2 -1- c~flyo¡¡ + fo ¡H(yo)I.

Por otra parte por las hipótesis sobre el crecimiento de Ji, (1.4.2), se tiene que

f
0 ¡H(y0)¡ =<6 + <7 fo lsool~<

1 =<6 + cT¡¡soo¡17’, ya que por las hipótesisdel Corolario
5

1.4.3 tenemosr =—~— < N-4-2 de d 1 IrN2 N—2’ onde. por las inclusionesde Sobolev11~ L ~‘. De
estaforma

r+ 1
¡¡S(t)(yo, vo)11111XL2 = ¡¡(y(t), Ú(t))IIH’>cL2 =c,o + ciíH(yo,1)0)ll¡¡1Xt2 + Cl2lIy0Il~2’

(1.5.13)

con c~, 2 E { 1 12} constantespositivas. Por tanto las órbitasde conjuntosacotados

son acotadas.m

1.6 Regiones invariantes

Vamosa probara continuaciónla existenciade regionespositivamenteinvariantes

bajo la condición de que k
1 ~ k2. paralas solucionesdel sistema(1.1.8) con condiciones

de contorno de tipo Dirichlet. Paraello seguiremoslas técnicasde [19], [581.

En primer lugar escribimosel sistema(1.1.8), de la forma:
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LlamandoArkí kJ’ kúYoYYú’ se tiene

que

U1 AAU -i- F(U).

ObservamosqueA es unamatriz definidapositiva. En estasituaciónvamosabuscar

regionespositivamenteinvariantesdefinidasde la forma:

nl>3 = fl{u E 1R
2/C~(U)=0} (1.6.2)

1=

siendoC¿ : y c 11V ~—* IR funcionesregularesdefinidassobreun conjunto acotadoV.

Definición 1.6.1 Dado un conjunto cerrado E con E c V. diremos que una solución

(y(t, x), v(t, x)) del sistema(1.6.1), tiene condición inicial y de frontera en E~ si verifica:

i) (y(O, x), y(O. x)) e 3 para todox £ (2.

u) Para coda t fijo, existe ti. subconjuntocompactode (2 tal que si x no pertenecea ti,

entonces(y(t. x), v(t, x)) £ int(3). dondeint(E) representael conjunto de los puntos

interiores de E.

Definición 1.6.2 Diremos que E es una región invariante para el sistema (1.6.1), si

toda soluciónU(t, x) que parte de un dato inicial y de frontera en esaregzon, verífica que

U(t, x) E E para todo t =O y para todox £ (2.

Definición 1.6.3 Diremos que O’ : V c II?2 IR es cuasiconvexaen Uo £ V si y sólo si

para todo r~ = (ni, n2) £ ~2 tal que DC(Uo)(q) 0, se tiene que D2C(Uo)(~,rj) > 0.

Donde

Qac 2
DG(Uo)(q) >3 -y——-(Uo)¡h y D20’(Uo)(q, u) = >3 (Uo)nm~.

1,1=í

La existencia<le regionesinvariantes(le este tipo, está basadaen el siguienteTeo-

rema,cuya demostraciónse puedeencontraren [19¡. 58]:

u.
Teorema 1.6.1 Bajo las notacionesanteriores, dada 3 definida por (1.6.2) y A matriz

definidapositiva. se tiene que E es una regron invariante para el sistema(1.6.1) si y sólo

si para cadapunto de la frontera de esa región, tío £ ¿3 (esdecir. C¿Uo) = O para algfln

= 1, .. , rn). se tiene que:

i) DC~(Uo) es un autovectorpor la izqu¿erdade .4. dondeDG~(Uo)

u) C~ es caasiconve.:naen U
0.

iii) DC1(E)(Uo) ci 0. donde DC’1(1
2) = VG’

1 o F.

U’
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Comoconsecuenciadel Teorema 1.6.1, seobtieneel siguienteresultado:

Teorema 1.6.2 Supongamosque B = D conk2 > /r1 y Ji verificando:
i) Pi(s) > O para ¡sí >> 1.

ji) ExistenD1 ci O y D2 > O tales que R(D1) ci O, R(D2) > O y para todo s 6 (1¾D2)

e c

— ,<, (s — D1) + R(D1) ci R(s) < — (s — D2) + R(D2) (1.6.3)

dondeR(s) =

1(h(s)+ bs).

SeanC~:JR¾—.IRi=1,...,4 definidaspor

c

G
1(y,v) = y— D2, 02(y,y) =y~ ><2— /1 1~2) —

e
(y —03(y,y) = D

1 — y, 04(y u) — Di) + R(D1) —

Entoncesel conjunto

4
>3= fl{(y,v)dll?

2/Ci(y,y) =0}
1=1

es una región invariante para el sistema(1.6.1).

Demostración:
En primer lugar observamosqueDGí rti~ = (1, 0), DG

2 = ~ = (—kk1’ 1),

DG3 = VG3 = (—1,0) y DG4 = VG4 = (k
1k’ —1) son todos vectorespropios de

A. Además G~ es cuasiconvexapor ser lineal en y y y. Por tanto si comprobamosque

DG~(F) =O sobre los puntos del borde de >Z~ tendríamosel resultadobusddo como

consecuenciadel Teorema1.6.1.

Vamosa probarpor tanto que DG
1(F) VG¿ oF ci O sobreel bordedejE. Para

ello observamosque:

DGi(F)=S7GioF=a(v—R(y)) DGo(E) xxx VGooF= — k2~k,(o — R(y)), DG3(F) =

VG3oF = —a(v—R(y))yDG4(F) =VG4oF= kí—k$> — R(y)). . $
Consideramosahorala curva u = R(y) que divide al plano en dos regionesdonde

u — R(y) > O y u — R(y) ci O respectivamente. ¡
Como consecuenciade (1.6.3), los puntosdel borde de E es decir los puntosdonde

= O, paraalgún i, estántotalmentecontenidosen unade esasregionesdondeu — ¡«y)

tienesigno constante.Por lo tanto, teniendoen cuentaqueu — R(y> ci O sobreSi = O y

sobre04 = O, mientrasque u — R(y) > O sobreGo r O y G~ 0, la condiciónDC1oE ci O

se verifica, lo que concluye la demost.ración.m
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t

u

figura 1.1: Ejemplo de región invarianteE

Observación 1.6.1 En elcuso k1 ico, la matriz .4 licite un unico autovalorcuyo espacio

p í’opzo asociadoesun¿d¡mens¡o nal y est(¡ geiteradopor el vector (1 . 0). Como consecuencia

sólo teítenios mm dirección para el gradtente de G’~, lo que no nos permite la construcción

de E por las tecn¿casdel ITeorenia 1.6’.2.

A continuaciónvamosa utilizar las regionesinvariantesparaencontrarestimaciones

a priori de las solucionesen espaciossingulares,que nos permitirán a su vez probar la

existenciade solucionesglobales.

En este sentidoobservamosque ademásde considerarel semigrupogeneradopor

las solucionesque parten de datos iniciales en el espacio lV3~ Y W2 ~ con np tal

tv,,—
tm,”que D C(Q). lo cual es equivalente, por las inclusiones de Sobolev, a tener

PV < p(n — 1), es decir considerarlas solucionesen espaciosde funcionescontinuastal

y como se haceen [9[. podemosconsiderartambién las solucionesque parten de datos

iniciales en el espacioII ~ Y U,D

lEn efectodado (yo. ~‘o)c ií%” Y 1)’ la solución del sistema (1.1.8) que parte de ese

dato iiiicial, dadapor el Corolario 1.1.2. xerifica s(t), c(t) c C.’((?). paratodo 1 > to. con u
o > O. según l)robamos cii la Pvoposícíoíí 1 .1.3. De esía forma podemoselegir D<,

tales que (y(to). ¿‘(lo)) c E para todo .r E (2. dc dondese tendríapor el Teorema 1.7.1,

que (y ( t ) u’ (t ) ) £ E para to <lo 1 > /~, lo cual proporcionaestAmacionesde la norma en

L~, uniformes cii > /o para las soluciones¿leí sistema(1.1,8), lo quenos ira a permitir

l)robar la existencia ‘rloba 1 de solucionesen dichos espacios,tal \• como vamosa ver a
coiflí nuacm ir

e
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1.7 Existencia global de soluciones en ~VjPxVV~í~P p

ln>l

Vamosa probarque las solucionesdel sistema(1.1.8) con datosiniciales en W~”’ Y

~ dadaspor el Corolario 1.4.2 y las Proposiciones1.4.1 y 1.4.2, estánglobalmente

definidas. Paraello, segúnel Teorema1.4.1,hemosde probarque la solución permanece

acotadaen tiempo finito.

Puestoqueno es fácil obtenerestimacionesde estanorma directamentede las ecua-

ciones(1.1.8) multiplicandopor funcionestestadecuadase integrandopor partes,elegimos

un camino indirecto,basadoen el efecto regularizantedel sistema(1.1.8).

Supondremosque las solucionesen 1113 Y L~ estánglobalmentedefinidas,para lo

cual ciertas restriccionessobre Ji son necesarias,como se vio en el Corolario 1.5.1 (una

hipótesis suficiente es que Ji verifique (1.5.9)). Para datos iniciales en W~’~ Y VV~iP

utilizaremosel hecho de que la solución local estaráen 1113 Y 4 para todo instantede

tiempo t > O y como consecuenciaestaráglobalmentedefinidaen H% Y 4. A continuación

el resultadode regularidadde la Proposición1.4.3, indica que paratodo instante t > O la

solución con dato inicial en 1113 Y 4 tambiénestáen VV~~ Y lV~~”’ con lo cual ambas

solucionescoincideny estánpor tanto,globalmentedefinidas.

En el desarrollo de este razonamiento,ademásde considerarla solución local con
,<—1,y,dato inicial en estosespaciosPV = VV~”’ Y

14’U ‘ necesitaremosconsiderarsimúltanea-

mentelos resultadosque nos aseguranla existencialocal de la solución con dato inicial

en 1113 Y Lt recogidosen el Corolario 1.4.3. Por esta razón crí los casosen los que

PV ‘—~ Hl Y E2 ademásde las hipótesis que nos proporcionan la existencialocal de la8 8’
solución con dato inicial en PV junto con (1.5.9), necesitamosimponer alguna hipótesis

adicional sobreJi paraque se verifiquen las hipótesisdel Corolario 1.4.3.

Veremosdespuésque es posibleprobar resultadosde existenciaglobal de soluciones

para aplicacionesJi en las hipótesis del Teorema 1.6.2, verificando (1.5.9) junto con las

hipótesis de existencialocal en estosespaciosPV, utilizando el Teorema 1.6.2 sobrela

existenciade regionesinvariantes,lo que implica a su vez restringirnospor tanto al caso

B = O y k
2 — k-i > 0.

Proposición 1.7.1 i) Seanp ~ 1 y Ji e G’~ verificando alguna de las siguientescondi-

ciones:

a) p =2 y Ji verífica las hipótesis del Corolario 1.4.5 junto con (1.5.9).

b) 1 < p ci 2 y Ji verifica las hipótesis del Corolario 1.4.2 junto con (1.5.9).

Entoncesdado (yo. yo) £ iVA” Y 1213, la solución (y(t)’ o(t)) de (1.1.8) con dato
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e
inicial (yo, ro). dada por el Corolario ¡.4.2. está globalmente definida. De esta forma

tenemosdefinido el semigrupo

S(t) :1/VA”’ Y L”~ .—* ““A”’ Y (1.7.1)

(yo, yo) (y@)~ v(t))
> O, donde (y(t), y(t)) es solución de (1.1.8) con (y(O), y(O)) = (yo, yo) en WiP Y U

o

u) Seanp r~ 1 y Ji E ti2 yenzficandoalguna de las siguientescondiciones:

a) p > 2N yJi verifica (1.5.9)junto con las restriccionesdadaspor (1.4.2) con 1 ci r ci oc

siN=2ylasdadaspor(1.4.7)conl=r= Pi siN>3.Pi-2

b) 1 < p ci y Ji yeriflca las hipótesis de la Proposicron 1.4.1 junto con (1.5.9).

Entonces dado (yo, y
0) c VI/A”’ Y IVA”’ la solución (y(t),y(t)) de (1.1.8) con dato

inicial (yo, yo) estáglobalmentedefinida y de este modo tenernosasí el semigrupo corres-
e

pondiente

5(t) W’” ~ ~ k—* VV”~> Y3 U U U (1.7.2)

> 0, donde(y(t), v(t)) es solución de (1.1.8) con (y(O), o(O)) = (yo, yo) en 1/VA”’ Y ¡VA”’.

iii) Supongamosque Ji e ti”, n > 3 con p # 1 y PV ci (n — 1 )p verifica las hipótesis de

la Proposición 1.4.2 y del Corolario 1.4.3 junto con (1.5.9). Entonces dado (yo, yo) E

Y VV~”” la solución(y(t), v(t)) de (1.1.8) con dato inicial (yo, yo) estáglobalmente

definida. Tenemosasí el semígrupocorrespondiente
e’

Y ~‘U k””””* U >< vV8 (173)

(yo, 00) : (;ij). o(t))

> 0, donde (y(t). o(t)) es solución de (1.1.8) con (y(O), o(O)) = (yo, yo) en 1/V3”’ Y

1/Vr’”

D emost raci 6

Sea PV lV~”’ Y ¡V7
1”’, n > 1 vamos a ver en primer lugar que Ji verifica las

hipótesisdel Corolario 1.4.2 si u 1. la Proposición 1.4.1 si u. 2 o la Proposición1,4.2

sí n. > 3. que nos aseguranla existencia de solución local con cIato ini <ial (yo, oc) £ PV y

stmultánearnenteen cadacaso Ji verifica ademáslas hipótesisdel Corolario 1.4.3 quenos

asegurala existenciade solución cori (lato inicial crí 1113 Y 1 2

En este (laso fl 1, observairiosquesi p =2 ~‘ Ji veriLca las hipótesis del Corolario

1.4.3, entonces Ji verifica tansbiénlas Iii pótesisdcl Corolario 1 .4.2. Paraello bastacon

observarquesi PV > p entoncesPV > 3 ir~ ci

— Pi—2 — Pi—y,

u,

e
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Por otra parte si 1 ci p ci 2 y Ji verifíca las hipótesisdel Corolario 1.4.2, entonces

Ji verifica también las hipótesisdel Corolario 1.4.3, ya que si PV > 2 entoncesPV > p y
N Pi

N—2
u) Consideramosahora el caso n = 2 y p =~ y teitiendo en cuentaque Pi ~

N—2 — N—2p’

se tiene que las hipótesis impuestassobre Ji nos aseguranque Ji verifíca las hipótesisdel

Corolario 1.4.3 y de la Proposición1.4.1.

Ademássin = 2 y 1 ci ~ < entonces ci ~ de dondese tiene que Ji

verifica tambiénlas hipótesis del Corolario 1.4.3.

Como consecuenciase tiene que por el Córolario 1.4.2, la Proposición 1.4.1 o la

Proposición1.4.2, dado (yo, yo) E W»’~ Y 1/VAt ~, existesolución local en [O,IT) de (1.1.8)

con dato inicial en PV = VVfl”’ Y VV7 paracadan > 1 y p # 1 en las hipótesisanteriores.

Vamos a ver a continuación,quese tiene siempreunade las siguientessituaciones:

1.- PV ‘—* 1113 Y L~.

2.- 1113 Y L~ ‘—~ PV.

En efecto, por las inclusionesde Sobolev, iint.o con las liil)ót;C5i5 impuestassobre

p, n y PV, estamosen la primerasituaciónsiempreque se verifiquealgunade las siguientes

condiciones:

1.1.- ti = 1 vp > 2.

1.2.-n=2yp> 2N
N+2

1.3.- n > 3.

Paraello, bastaobservarque si n > 3 entoncespor hipótesisp > ~ > . 2N
— N±2(n—i)

2NComo consecuencia,en cualquiercaso, si u > 1, se tiene quep =N±2(n—íy Esto equivale
an~í~N =— ~, lo quepor las inclusionesde Sobolev,implica PV 1113 Y LL.

En casocontrario, es decir:

2.1.- u = 1 y 1 ci p ci 2, o bien

2.2.- u = 2 y 1 ci p ci 3~ (en particular, PV > 2)

de nuevo por las inclusionesde Sobolev se pruebaqueestamosen la segundasituación,

es decir 1113 Y Lb PV puestoque —~ > (u — 1) —

— y,
Vamosa ver ahoraque en ambassituacionesse obtieneel resultado.

Supongamosahora que PV — 1113 Y L~ y sea (yo, 00) E PV. Entoncesconsideramos

la solución con dato inicial (yo, 00) en í¡13 Y Lb la cual estáglobalmentedefinida, como

se l)rol)ó en el Corolario 1.5.1 Aplicando ahora el resultadode regularidadl)robado en

la Proposición 1.4.3, se obtiene(jite la solución de (1.1.8) cuyo dato inicial perteneceal

esl)acio 1113 Y Lj verifica que (y(t), v(t)) E PV = 1/1’’”’ Y IV” ~U U para todo t > O y por lo
tanto la solución estáglobalmentedefinida en esteespacío.

Supongamosahora(¡ríe U8 Y L33 PV, de nuevo por la regularidadde la solución
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probadaen Proposición1.4.3, se tiene que la solución local con dato inicial en PV, verifica

que(y(t), v(t)) £ [113Y L~3 paratodo t e (O, IT). Comoconsecuenciapodemosconsiderarla

solución de (1.1.8) que partede (y(t í) o(ti )) E 1113 Y LL. t1 > 0, la cual estáglobalmente

definida,como seprobóen el Corolario 1.5.1. Teniendoen cuentade nuevoque1113 Y

PV, se concluyeel resultadoc U’

A continuaciónvamosa considerarel caso 13 D y ~2 — ~í > O y Ji verificando las

hiótesisdel Teorema 1.6.2, probandoqueen estasituación es suficiente imponer a Ji la

condición (1.5.9) paraprobarque las solucioneslocalesen estosespacios1V13” Y 1/Vr””

estánglobalmentedefinidas.

En esta situación el efecto regularizantedel sistemanos permite1)robaren primer

lugar queestassolucioneslocales pertenecena ÍI¿ Y L
2 a partir de un instantepositivo,

y’ en segundolugar nos va a permitir la constriíccíón cíe regionesinvariantes paraestas

soluciones,las cualesa su vez nos proporcionanestimacionesde la solución en L~. Este

hecho nos permite estar en las hipótesis del Corolario 1 ‘1.3 sin necesidadde imponer

ninguna hipótesis adicional a Ji, y (le esta forma por un razonamientoanálogo al de la

Proposición1 .7. 1, se tiene el sigí.íien te resuí1 tado.
U’

Proposición 1.7.2 i) Supongamosque Izo — k~ > O. Ir verifica las hipótesis del Teorema

1.6.2 y del Corolario 1.4.2 junto con (¡.5.9) y sea (yo, o~) £ 1/V¿”’ Y L”. Entoncesla

soluczón (y(t), u(t)) de (1.1.8) con <lato inicial (yo, os). dada por el Corolario 1.4.2, está

globalmentedefinida. IDe estaforma teite¡uos <¡cfi nido el sentigrupo

8(t) 1/V¿”’ Y L” ¡ U’¿”’ Y L”

(yo, Go) — (y(t), v(t)) (1.7.4)

> O, donde (y(t), 0(t)) <5 solución de (1.1.8) con (y(O), u(O)) = (yo. yo) en WJ”’ Y L”,

para todo p ~ 1. ~‘

u) Supongamosque k
2 — k~ > O. Ji e ti’ verífica las hipótesis del Teorema 1.6.2, junto

con de las Proposiciones 1.4.1 si u = 2 o 1.4.2 si ti > ~ y (yo. 00) £ 1V»”’ Y

para ti y p tales que. n = 2 y p :7 1. o bién ti > 3 y p 7 1 veriftcandoseademásque

PV ci (ti — 1 )p. Entonces la solución (y(t>. o(t)) de (1.1.8) con dato inicial (yo, 00) está U’

globalateirte def¿n.ída. lenen,.os <¡si el scinigrupo <O Hespondiente

8(í) W¿” Y íí’y—” w;;” Y (1.7.5)

(yo. 00) — (y(t). o(t)

> O. <íon<lc (4t). o(t.)) es solución <le (1.1.8) coz,. (y(O), o(O)) = (yo, oc) en 1/VS’” Y

u;
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CAPITULO 2

COMPORTAMIENTO

ASINTOTICO

2.1 Atractor Maximal en x

Vamosaprobar la existenciade un atractorglobal, compactoy conexoen el espacio

Y 1113 x parael semigrupoS(t). t =0, bajo las hipótesisdel Corolario 1.5.1.

En estesentido,es importanteobservarquesi 13 = 1), es decir, si trabajamoscon

condicionesde contorno de tipo Dirichlet, probamosla existenciade A, atractormaximal

en 11¿ Y L2 en el sentidousual. Por el contrario si 13 = PV o 13 = P, es decir, cuandose

considerancondicionesde contornode tipo Neumanno periódicas,como consecuenciade

la propiedadde conservaciónde la masapara o, (1.5.5), no existeun atractor maximal

en el sentidousual. En estos casosel espacioambienteestá dividido en unafamilia de

hiperpíanosafines invariantesY(m),m c II? con

Y(m) 1113 Y {v E L((2), 4 u =

de forma que cada uno de estoshiperpíanoscontienea un atractor A(in), compactoy

conexoqueatraea los acotados.

Probaremosquehay un atractormaxímalA,~ en = 1113Y {v £ L((2), ¡f
0y¡ =

rn} para cada rn e 111r Como consecuenciase tiene en primer lugar, que para todo

e IIt~ y inI =m0 existe un Atractor Maximal cii cada hiperpíanoY(m) quetiene

que venir dadopor A(m) = A,,,0 fl Y(rn).

La razón fundamentalde considerarA,,,0 = U¡,,,1=,,t0A(m)en vez de A(ín), es que

esteatractor tiene unapropiedadde atracciónuniformeen ¡in ¡ =ni.0, es decir si B(m) es

73
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u.

‘a

Y u.

e

u

uíí acotadode Y (in) entonces

dist(S(t)B@n).AÓn)) — O sil — oc.

t

pero lo que demostraremoses que si ademásB,,10 = u1 ,,, <,013(mn) es acotado en Ymo

obtenemosque

dist(S(t)&,0. A,,,0) O si / — oc (ver figura).

Observamosademas(jtie U,,,~ 11~A ijn ) rio es acotadocii 3).
Los métodosuD Ii zadosparala demostracióiíde la OX is tenci a de atractor inaximal,

estánbasadosen la teoríasolite semigrií íosdisipat.ivos ( 28]), ir nos van apermitir obtener

nformación sobre las solucionesir su (.‘ o mu ctamu ti o í í t, c:o en 05 1V”” Ypu ie asi t~ i los espací U

— ‘~, sin tenerque recurrír a estímacion05 de energía.((tte por otra parte no resultan u.

nadafáciles de consegtiir.

Proposición 2.1.1 B<r;o los hipó/esis del Corolario 1.4.5. con Ji verificando (1.5.9), es

‘lecí ,

li(s

)

lito iííf > O.
s —.1~j .,

Y(m0)

se tiene ¡u e:
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i) Si B = D existe un atractor global compactoy conexo,A en Y = 114 Y iA para el

semigrupoS(t), t > O.

Ademásel atractor coincide con el conjunto inestablede los puntosde equilibrio, E

definido por:

w E Wt(E) si y sólo si S(—t)w,estádefinidopara todo t > O y dist(S(—t)w,E) t—~ O

cuando t — oc, dondela distancia se toma en 11’ Y L2.

Si ademásE es un conjuntofinito, entoncesA = U~
0~0>6~1/VU((y0,ti0)), y para

cada (y(t), v(t)) solución del sistema(1.1.8,>, existe un punto de equilibrio (yo, yo) E E,

tal que:

(y(t), v(t)) ~ (yo, ti0) en 114 Y 9 si t —4 oc.

u) Si B = N o B = P, para cadam =O, existeun atractor global compactoy conexoAm

en Y,,, — 11’ Y ½E L~, ¡fo ~¡=?n} para el semignupo3(t) t > O.

Ademásel atractor coincide con el conjunto inestablede los puntosde equilibrio E,,,,

donde E,,, = E fl 1½.

Si además el conjunto E(rn) = E A {(y. y). f0 u = m} es aislado en el espacio

znvarianteY(m) = 11 Y {y E L
2~, f

0 u = in}, entoncesel atractor en Y(m) viene dadoE

por A(m) = A1~,1 fl Y(m) = Uc~OV,,ícEc,,,í1/V ((yo, Go)), y para cada (y(t), v(t)) solución

del sistema(1.1.8) con f<.~ y0 = m, criste un punto de equilibrio (yo, yo) E E¼n),tal que:

(rp(t), u(t)) — (yo, u0) en 1113 Y L?~~ si t — oc.

Demostración:
Por el Corolario 1.5.1 y la Proposición0.3.3 del apéndice,tenemosque3(t), t > Oes

un sistemagradienteasintóticamente regular cii [113Y L~3. Entoncessi el conjuntode

los puntos de equilibrio E, es acotado.3(t) es puntualmentedisipativo y por el Teorema

0.3.1 del apéndiceseobtieneel resultadobuscado.Veamospor tanto que E estáacotado.

Sea(yo, yo) E [113YL~ un puntode equilibrio del sistema(1.1.8),esdecir, verificando{ —kíAUyo + Ji(yo) + byo — (LVO = 0 (2.1.1)

—kA 8yo + cA8yo = O

Si B = D, la segundaecuación de (2.1.1) y la relaciónentre los coeficientes(1.1.9), nos

dice quebyo = ay0 y por tanto

— kl=Dsoo4- lr(y~) = 0 (2.1.2)

bastaentoncescon probar que todas las solucionesde (2.1.2) están en un acotado de

[113= 114. Multiplicando (2.1.2) por yo~ e integrandopor partes,obtenemos:

kt j ¡Vyo¡
2 -1- Ji(yo)yo = O
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w
ademáspor (1.5.9), existe 3 > 0, e(S) > O con Ji(s)s > 3s~ — c(3) paratodo s e IR y por

lo tanto

Jh(yo)yo=S¡¡yo¡¡2 — c(3)¡(2]. (2.1.3)

Consecuentemente,existe 1? > O tal que llsoollnk =R, y ¡¡yo¡¡;¡t ci 4R y por tanto
U’

el conjuntode los puntosde equilibrio E está acotadoen 11¿ Y y en Y L2.

Finalmentesi E esun conjuntofinito, teniendoen cuentaqueel conjuntow—límite,

w(yo, yo), está contenidoen el conjunto de los puntos de equilibrio, [28¡, [31],[61], se

concluyeel resultado.
u

u) Si B = PV o B = P por la segundaecuación de (2.1.1) y por la relación entre los

coeficientes(1.1.9), tenemosque

by
0 — ovo = A paraalgun A £ 11?, (2.1.4)

esto implica que U’

—k1A1;yo Ji(yo) 1- A = O{ by0—au0 = (2.1.5)

Como A es arbitrario no es posible probarque los equilibrios son acotados.Sin embargo

por (1.5.5) la ecuación de evolución de u conservala masa, de forma que si miramos U’

equilibriosen Y,,~. estoes, con f0 vol ci in. in dado,si es posibleprobar queson acotados.

Multiplicando la primeraecuaciónde (2.1.5) por yo, e integrandopor partesobte-

ríemosahora:

ki ¡ lVsoo¡
2 +4 /í(yo)yo + A 4 yo = o.

Ademáspor (2.1.3) tenemosque

zí 4 ¡Vsooj2 + Sj[ so~ + A¡ yo =c(3)](2~.

Por otra parte, (2.1.4) nosdice que A f
0 yo ~‘A~ ~f u de estaforma ub

“ ¡S7yo¡
2 + Sí y¿ + L~~[A2 ci c(3)[(2¡ — újvo =c(S)¡(2¡ + a—Am.i J Jo b — be b

A hora. p~r la desigualdadde Yuung para cada e > O ir c(e) ~ tenemosque

A ci el A ¡2 -f— c(e) . De esta forma tomandoe = ~ exis te unacoíist,ant,ec í (n~ ) = e(S) ¡ Ql -1— U’
o”?

a~rnc 6) > O tal que

kí 4 ¡Vy¿ -1-34 y~ =e
1 (zn)

y por tanto ¡l~ol¡ ~ ci eo(rn) para algún co(rn.) > O Además, por (2.1.4) tenemosque
¡A¡ =#j(blIsool¡Lt +am) y

—llyohl 1o o

u

U’
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Consecuentemente,existe c(rn) > O tal que I¡yoIln~ + ¡boíl =c(m) para todo

(yo, tio) E E~ = Y,,, fl E, donde E~ representael conjunto de puntos de equilibrio en
Y~. Esto unido al hecho de que Y,,, es invariantepor 8(t) y ademásel semigrupo8(t)
sobre Y,,, es asintóticamenteregular y puntualmentedisipativo, nos permite aplicar el

Teorema03.1 del apéndiceparaconcluir la demostración.

Por último teniendo encuentala estructuradel atractor maximal que se pueden

encontrar[281,[31], [61¡, se concluye la demostración.~

2.2 Atractor Maximal en W~.P x W,~íP,p# 1 u> 1
Vamos aver unasestimacionesuniformessobrela normade las solucionesen

U

parap =2, y en otros espaciosmásregulares,basadasen la técnicade la Proposición

1.4.3 y en la fórmula de variaciónde las constantes.Estasestimacionesnosvan apermitir

demostrarque el atractor maximal en 1113 Y L~ dado por el Corolario 2.1.1 es también

atractormaxímalsobreestosespacios.

Parala existenciadel atractorconsideraremosel caso 13 = O, es decir trabajaremos

con condicionesde contornode tipo Dirichlet, paraprobarqueA es un atractormaximal

en1/VE”’xWE””’paratodop#lsin=1 p> 2Nósin=2yparaPVci(n~í)psi

n >3

.

Estapruebase puedetrasladara las condicionesde contorno de tipo Neumanny

periódicas,teniendo en cuentaqueen estos casosno existe un atractor maximal en el

sentidohabitual, como se hizo observaren la secciónanterior. En estassituacionesel

espacio 1/V”’ Y W~1”’ con B = PV ó P. está divido en hiperpíanosafines con8 PV(m)
m e IT?

X(m) = VV»”’ Y ½E ¡V»1”’(Q), fu =

de forma quefijado ni E 111±,el atractormaximalen 1113 Y 4’ A~, dadopor el Corolario

2.1.1,es tambiénen los casosanteriores,un atractor maximal en

PV,,, = Y ½E ¡V»íP(Q), ¡ ¡vi =m}

queatraeuniformementeen ti a todoslos acotadosde PV(n) con ¡nl =m.

Proposición 2.2.1 Supongamosque Ji verifica las hipótesis del Corolario 1.4.2. Dado

~ £ 1V ‘~ Y L” ~(yo ~o> U U’ pongamosque la solución del sistema (1.1.8) que parte de ese
dato inicial. verifica:

supr>ol¡(y(t). u’(í))llíI,LP~iP =C
1 < oc.
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e

a) Entonces,para todo s > 1 y e £ (O. II se Irene

para r > O arbitrario.
u

b) Si Ji E ti” n > 2 está en las hipótesis de la Proposición 1.4.1 si n = 2 y de la

Proposición 1.4.2, si n > 3.. Entoncesse tiene ademásque para todo s > 1 si n = 2, y
para todos> Pi sin >3.

n— 1

sZtpt=,-l¡(y(t), ti(O)) II iv~~-’ —2,,sx ti”’ —2’.s ~ C(r, sup,>o¡¡(y(O), v(t))llW””xL~
B BR

para 6 e (0,1], 7 > 0.

Demostración:

Sea A~ = AB -f- Al con A > O suficientementegraííde paraque A~ sea definido U’

positivo, es decir paraque Re(u(A~ + Al)) > ji > O. Ademáseste operadorsigue siendo

sectorial al igual que AB sobre los mismos espaciosde potenciasfraccionarias.

Como consecuencia,la solí.icióií <leí sistema (1, 1 .8) con dato inicial (y (to > , ti (to)

vienedadapor la fórmula de variación de constantes

¡4

(y(t), v(t)) = S(t—to)(y(to),v(Oo)) — e”h(<”<OJ(y(Oo),ti(to))+J M3~’~1G(y(s), v(s))ds
(2.2.1)

donde
—~l~U +AJ —al

A
3.= ( e/SU —¡:2/SU .t- Al ) (2.2.2)

ir

—/t(y) +(A — b)y ) (2.2.3) u

y por simplicidad en la notaciónen lo sucesivonotaremospor .4 U cl operadoril~ y por

& el operadorGt

Observamosquebastacon probar el resultadopara e siílicieíitementepeqiie~oy s

grande.

Demostración de a):

Teniendo en cueíita ahora la J
0roposicióíí 1 ‘1.3. se tiene en partictílar que la solución

que l)arte de (yo Go). perteneceal espacioWy~Y para todo q ¼1 apartir de cualquier

instantede tiempo positivo U

Recordemoslos espaciosde potenciasasociadosa A~, es decir, si fl — L3.~ Y E

‘2 ~,.í.q ,q ,~i r,.2.q .i.q -1 —c — -2(1—4q vr.i—2c,qentonces¼= Y Lj~, % = Y l¶’~ e Y
0 l~ Y íV~~ , parae e (0,1

u

e
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De esta forma por la fórmula de variación de las constantes,junto con el Lema 0.1.1 del

apéndice,se tiene que

¡~(y,v)(o)¡¡1,t—r =¡vI ¡¡(y(r),v(r))¡¡j —b supt>r¡¡C(y,v)(t)I¡i’q 1 A’! ds
(o — r)V’ q ir (t —

(2.2.4)

con O ci c =~‘ paratodo t > T. Además,tenemosqueJi y como consecuenciatambién &

lleva acotadosde Y4
2 en acotadosde Y

4, tal y comose demostróen el Corolario 1.4.2bajo

ciertas hipótesissobreq, PV y el orden de crecimiento de Ji. En este sentidoobservamos

que al ir aumentandoq, las restriccionesdel Corolario 1.4.2 se debilitan y por tanto como

son ciertasparap, en cuanto q =p también se dan. De estaforma sí

sup,=r¡¡(y.v)(o)¡¡j =c < oc (2.2.5)
q

o

se tiene qute sup~>r¡¡C(y. v)(t)¡¡¼=c~ ci oc. Como consecuencia,dado r > 7 arbitrario,
existe c~ = c~(c$ r,r) > O tal que

supí>r.¡¡(so, v)(t)¡¡r-t ci c~ ci oc (2.2.6)

A continuaciónvamosaaplicar esteargumentogeneralparaciertaseleccionesde q

y w,

aí) Supongamosquep > PV.

Aplicando (2.2.4)-(2.2.6)paraq = p y T = O, se tienequeparatodoOí > O arbitrario,

obtenemos:

supr=ti¡(y, v)(t)¡¡~i—. =ci ci oc.
Tomandoc > O suficientementepequeñotal que (1 — 2c)p — PV > O, y como conse-

cuenciade las inclusionesde Sobolev,se tiene que — íc) ‘~ x t.VA—
2~”’ ~. =

¡VAS Y Lt paratodo s, y- por tanto:

supt><, ¡¡ (y. u)(o)¡¡ ~ ci c
2.

De estaforma aplicandode nuevo (2.2.4)-(2.2.6)con q = s y ~ = Oí > O, tendríamos

supt=½¡¡(y.u) (t)¡¡1.í—~ ci c”

con 02 > 01 > O y’ con y í—c = 1/1,.2(i—c),s .,.i—
2cs ir como orobar.U Y LWU tal queríamos

A cont;intíacíonvamosa ver queen cualquierotra situación nos l)odemosremitir al

casoanterior,por un procedimientoiterativo similar al utilizado en la demostraciónde la

Proposiciótí 1.4.3.
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U’
ao) Supongamosque p =?V

En pn ¡ner lugar por (2.2.4) paraq = p vr = 0. se tiene de ¡íuev’o paraOí > O, que

supt=t1¡¡(y, v)(t)¡¡~~t— ci c~.

u
Por las inclusionesde Sobolevse tiene que = (í¿) “’Y ‘—4 Y Lt = Y3

2IVA WA-”” 1/V1’~

paratodo s ci pí(e) = —~—-—. De estaforma se tiene que:
N—p(1—2c)

supt=ti¡¡(y, ti)(tfl¡ ci co.
pÓ’i

Por lo tanto:

a
21) Si ~ = \~ < 2p. e¡ítoíícescoíí e c (0, 11 suficientementepequeñotal que

PV ci 2p — 2cp, se tiene quePi (e) > PV ir por tanto estamosen el casoat) por lo que se

tiene el resultadobuscado. u.

Si N > 2p. entoncespara todo e suficientementepequeñotal que PV > 2p —

2cp. se

tiene quePi (e) < Y Aplicando de nuevo (2.2.4)-(2.2.6) para q pi (e) y’ r = t
2 > 01, se

tiene que

5tipt=13¡l(y, c)(t)¡¡1.i— =e3.
“ti’)

A horacíe nuevo por las inclusionesde Soboleir, se t,ieííe cpie (c) U Y

Y Lt = Y~
2 paratodo s =p

2(e) — ~“ (c

)

N—p~(c)(i—2c) — Pi—2p(i—2<>
Por tanto:

a22) Si 2p =PV ci 3p, entoncescon e suficientementepequeño,se tieneque p2(e) >

PV, por lo quehemosterminadoya queestamosen el caso a1).

En casocontrario, si PV =Sp. se tiene p2(e) < A ir tendríamosque aplicar de nuevo

(2.2.4)-(2.2.6), aboracon q = po(e).

De esta forma al igual que vimos en la Proposicióii 1.4.3. en un número finito Iz de

etapasllegamosal primer caso a1).

En efecto, dc forma i ¡íd í.í cti xa dados.‘V ir p existe iííi Iz , tal que

a2k) kp =PV ci (k -1- l)p.
A’yDefinimos Po = p. p~(e) = Np;...t — N—i.p(i —Úc) para z = 1, . ., Iz. Observamos

que en estasítuación , por ser Y > kp . parato cío E Sil ficien temen te peqííeíío se tiene que

PV > p1(e) paratodo i 0, ... A: — 1 ir aclemás por ser PV ci (Pí— 1 )p. se tiene <pie Pt (e) > 1\r,
parae suficicí í temente pequeño.

Por (2.2.‘1) se tiene que:

sup,>,, ¡ (‘y. ¿jI] ~ e;

s

u,
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y por el razonamientoanterior se tieneque

supt>t]¡(y, ti)¡¡~í— ci c~ ci oc,
>‘1(’)

y por las inclusionesde Sobolevse tiene que

cicp~1ci oc, i=1,..k.

Pk(e) > PV, lo queDe esta forma en la etapak—ésima tenemos(2.2.5) para q =

concluyeel resultadopues nos sitúa de nuevoen la etapaaí).

Demostraciónde h):

b) Si Ji E C~,n >2 consideramoss > 1 sin = 2, y s > _ sin> 3 arbitrario y

aplicamosel principio de inducción sobren, al igual quehicimos en la Proposición1.4.3,

paraprobarqueahorala siguienteestimaciónde la norma de la solución:
6

Para todos /e ci n. T > O y e con 5 E (0.1 ¡ arbitrario, existe unaconstante
c~. = c~{r) > 0, tal que

supt>r¡¡(y, u)(t)¡¡ ~d -r =t4. (2.2.7)

k±i—2s k—2c,s

con Y3 2 ZSVVB Y ¡VB

Observamosquepor el apartadoanterior, se tiene que (2.2.7) es cierto para le = 1

con e e (O, I¡. Supongamosahoraque(2.2.7) se verifica para1 =le n y vamosaprobar

queentonces(2.2.7) es cierto parale + 1, siempreque le + 1 ci n.

Observamosqueahora,paracadale, existela solución condatoinicial en los espacios

Y VV~”~, ya quepor ser Ji E Ck+í y PV ci les, si le > 1, estamosen las hipótesis

de la Proposición1.4.1 o de la Proposición1.4.2.

Por la hipótesisde inducciónse tiene (2.2.7) en el espacioYÁ~, es decir

sup<><, ¡(so’ u) (0)1] =Ck.

con ck > O y t~ > O. Como consecuencia,por un razonamientoanálogo al del Lema 1.4.2,
&

h(y) y por tanto G’(y, u) estáacotadoen el espacioY3’, es decir, se tiene que:

sliPtN1¡¡C(y, u)(t)¡¡< ci

siendo c~ una constantepositiva que sólo dependede ck. Por lo tanto, análogamente

a (2.2.4)-(2.2.6), trabajandoahora en los espaciosde potenciasfraccionariaspara AL,
k k—i—2c,s k+I

0es
en = 1 —c = 11/U Y 1%, tenemos Z~ = Y

5 2 = ¡VB —- ‘ Y U
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__ ¡vk±2~4cs ~ wk+ 1—4<,~ ~ usandode nuevoel Lema 0.1.1 del apéndice,

se tiene que

so ___ =Al (t — 014~~<lkso(ti),ti(ti))I¡«~s +

~t eP(t$)
+sup<=<1]¡G(y, ti)(t)¡]k< j Al ds(o — s)

paratodo t =0~, con 2E £ (O, ?ij.

De donde a

para t2 > Oí > O arbitrario, lo queconcluyela dernostración.~

tDe forma inmediataseobtiene el siguienteresultado,en el que hemosde imponera

Ji, al igual queen otros resultadossiguientes,la hipótesis (1.5.9) es decir

hm mf Ji(s

)

_____ > O
sI—.oo 5

U’
ademásde las hipótesis del Cotolario 1.4.2, va quenecesitamostener aseguradala exis-

tencia de solución global con dato inicial cii 1113 Y L~.

Corolario 2.2.1 Supongamosque Ji c C~ u > 1 verifica las hipótesis del Corolario 1.4.3 e
junto con (1.5.9), entoncesse tiene que:

a) Dado (yo,vo) c 1113 Y L~, la solución del sistema (1.1.8) con ese dato inicial, está

acotada en 1/V»rl 2<s Y vV»~
2”~ para todo s > N con e £ (0, I¡, en [t

1, oo) para todo
u

ti > 0.

U’En particular, esto es cierto si (yo, yo) E irA”’ Y L’~ con p > 2.

b) Si K G 1113 Y es un conjunto acotado, entoncesel conjunto {S(t)K, t =tí > O}, es

acotado en tV»»—2c,s Y IV» <‘~ para todo s > con c £ (O, I¡.

En particular, esta conclusnon,es talída para 1< G ¡y»” Y L’~ acotado, con p >

U

A continuaciónvamosa ver un resultadosobrela íegíilaridad del atractormaximal

parael semigrupoen 1113x LL, denotadopor A si 13 = O. A,,, si 13 PV, P, cuyaexistencia

ha sido probadaen la Proposición2.1,1.

u
Corolario 2.2.2 Supongamosque se verifican las hipótesis del Corolario 1.4.3 junto con

(1.5.9), y seaA siR = D, A,,, siR = PV 6 P, el atractor suaximal sobre [113Y L~, dado por

u

U’
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la Proposición2.1.1. Entoncesse tiene queA G WJ~ Y L3 si 13 = O y Am C W13’~ Y

si 13 = PV ó P, para todo s > 1 y es compacto,conexo e znvarzanteen él.

Ademássi Ji E C~ con u > 2, se tiene que A G IV3’5 Y IV3 is ~ B = D (respecti-

vamenteAm C VVA’3 x Lt si B = PV ó P), y es compacto,conexo e znvariante,para todo
N

s > 1 sin = 2, y para s > sin > 3.

Demostración:

Por simplicidaden la notación,vamosaver el casoB = D, análogamenteseprueban

los casosB = PV y 13 = P.

Sabemosque A c 11¿ Y y para todo O > O S(t)A = A. La Proposición 1.4.3

permite deduciren particular queA c WJ’~ Y s > 1, y que si Ji c C’~ n > 2 también

A C VV»’3 x W3—1’~ paratodo s en las hipótesisdel enunciado.

Aplicando ahorael Corolario 2.2.1.puestoqueA es acotadoen H¿ Y 12, se tieneque

A = S(t)A es acotadoen 1/VV —2c,s Y W’3”3 parau > 1 s en las hipótesisdel enuciado,

con e e (0, 1] suficientementepequeño. Teniendoen cuentade nuevoque

,t±i 0cs n—0c3 fls
14% — - ‘ Y W~’ lV~ Y Il~3 ‘~

con inclusión continuay compacta,se tiene queA es un conjunto compactoy donexoen

VV’ Y VV3’ ‘~

Corolario 2.2.3 ConsideramosJi e C~, u = 1 y p ~ 1, y 1< un conjunto acotado de

PV = VV»”’ Y W~iP, (respectivamentede PV~, = {(y, ti) E PV, ¡ f
0 v¡ =m}) donde PV y Ji,

verifican alguna de las siguientescondiciones:

i) PV = W~”’ Y L”B, conp >2, u =1 y Ji verificando las hipótesis del Corolario 1.4.2

junto con (1.5.9).

u) PV = W~?” Y i4”, con ¡o = u = 2 y Ji verificando (1.5.9) junto con (114.2) para

PV = 1,2 1 ci r ci oc, y (1.4.7) para PV > 3. 1 ci r ci N2
iii) = VV~”’ >< “‘ con PV < (u — 1)p. u > 3 y Ji verificando las Jiip.ótesis del

B

C’orolario 1.4.2 junto con (1.5.9).

Entonces:

distg(S(t)K, A) . O cuando t L oc,

si 13 = O y respectivamente

distx,0(S(t)J\,A,,) — 0 cuando 1. oc,

si B = PV ó P, es decir, A (respectivamenteA,,,) atrae a los conjunto acotados de X

(respectivamentede PV,,,.)
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Demostración:

Consideraremosel caso B = O. análogamentese pruebanlos casos13 = PV, P.

Nótesequeen cualquierade los trescasosse tieneque PV — 11¿ Y 12, y por tanto si

1< es acotadoen PV también lo es en el espacio11¿ Y 12. Por lo tanto por la Proposición

1.4.3,se tiene que {S(o)K, t =0} es un conjunto acotadoen el espacioH¿ Y L2.

Aplicando ahorael Corolario 2.2.1, se tiene que {S(t)K, o =o~, t
1 > O} es también

Pi
un conjuntoacotadoen el espacioW~i -2c,s Y 1V3

2c3,n =ls > —~.. Comoesteespacio
estácontenidoen W~’3 Y l<Vft”~ , con inclusión corupacta,y asuvez vv3’3 Y vv3”~ —~

se tiene queexiste el conjunto w—límite de 1< en PV, [31¡,[61], y verifica que w(K) C PV

es compactoe invariantey

dist~(S(t)K. 4K)) 0 si O — oc.

Además, t,e1~ieI•l(lo en cuenta de nuevo que 4K) c PV ‘ 11¿ Y 12, por la maxi- u

maliciad de A, se tiene (jite n(K) c A. Observemostambién quepor el Corolario 2.2.2,

ACÁ’.

Como consecuenciasc obtieneen cualquiercaso

dist \(S(t)It, A) O si t e—’ ccc U’

Corolario 2.2.4 Bajo las hipótesisdel Corolario 2.2.5, se tiene que:

Q Si A’ = w;;”’ Y w»—1”’ [113Y y 1< c PV es un conjunto acotado, entonces

1Vi31\ ) W
1jt xL

2 (1<).
o

u) Si Ji £ C~, denotandoPV,, = W”’~Y lV~~iP ¡o 2N sea1< c PVk = l~’~ Y

U U’

un conjunto acotado, con le ci a. Entoncesse tiene que

e
(íiSt\,, (S()K, A) ~ O sí

respeetivasnente

dísty,(S(t)A, A,,,)) ‘—‘ O si O ~—‘ oc,
u

y el conjunto u’ ( A ) es independiente(le le ci a

Demostración:

Cotisideraremosel caso 13 = O.

Como consecuenciacíe que PV 1113 Y L j~ se tiene que el conjunto w— límite de un

acotadocii PV . est~ á coi í teni (1<) crí el conjuuto uy 1ini i te cíe dicho conjunto en el espacio

Y 12, es decir, u’ x(K) c u

u

u
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x

Paraprobarla inclusiónrecíproca,bastaconobservarquewy(B) = flt>o{S(r)B, r > t}

junto con la propiedadtopológicasiguiente:

Si R c X c Y, y R es relativamentecompactoen PV, entoncesla adherenciade R

en X y en Y, coinciden.

u) Basta observarque el conjunto {S(t)K, t = t1 > O} es relativamentecompactoen

PV,, ‘— Xk.Q

Teorema 2.2.1 Supongamosque estamosbajo las notacionese hipótesis del Corolario

2.2.3, con Ji E C” n > 1 verificando (1.5.9). Sea8(t) el semigrupogeneradopor las

solucionesdel sistema (1.1.8) en PV = VV»”’ Y tv»—
t”’ conp # 1 sin = 1, ¡o =~ si

n 2 y PV ci (n — 1)p paran > 3.

Entoncessi 8 = 0, 8(0) poseeun atractor maximalcompactoy conexoque atrae a

los acotadosde PV.

Ademásel atractor coincide con el atractor maximal. A, en H¿ Y L2 dado por el

Corolario 2.1.1, con A = W~(E), es decir es el conjunto inestableasociadoa los puntos

de equilibrio del sistema(conjuntoE.)

En particular si E es un conjuntofinito, para toda (y(t), ti(t)) solución del sistema

(1.1.8,>, eriste un punto de equilibrio (yo, tic) E E. tal que:

(y(t), ti(O)) — (yo yo) en PV — It/~”’ Y 1V»1”’ sit—oc.

SiR N o 8 = P, dado ni > 0, 5(0), t =O poseeun atractor maximal, compactoy

conexoen PVm = w»PY {v £ IV»)”’, 1 f
0 til =m} que atrae a los acotadosde Xm. Además

este atractor coincide con el atractor maxirnal. Am, en Ym H¿ Y {ti E 12,1 f0 v~ =m}

dado por la Proposición2.1.1.

Demostración:

Por simplicidaden la notaciónconsideraremosel caso 13 0.

Sabemospor el Corolario2.2.2 queA es un conjuntoinvariante,compactoy conexo

en PV W»”’ Y VVEíP. Ademáspor el Corolario 2.2.3, A atrae a los conjuntosacotados

de PV, por tanto si vemosque es maximal habremosterminadola demostración.

En efecto, sea A’ c PV un conjunto compactoe invariante,es decir S(o)I< = 1< en

PV, teniendoen cuentaahora que Y —— lV~’ Y ‘ Y ya que p 2N1) D H¿ 12, N+2(n—i)

con inclusión continuay compacta.se tiene que 1< = 8(0)1< c H¿ Y 12, es decir K es

tambiénun conjunto compactoe invarianteen [I¿ Y 12. y como consecuenciase tiene que

1< c A.
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Comoel conjuntoir — hm i te. (le cualquiersoluciónestácontenidoen E, 311, ¡611, si £

es finito, entonceseh conjunto U’~ L
2 ({ (y(t ), u (t) ), t =0}), es un punto de E. Aplicando

ahorael Corolario 2.2.4 apartadoi), se tiene que

Wy({(y(t), ti(t)), t =O}) = w¡PXL2({(y(t), v(t)), 1 =0}),
o

se concluyela demostracióndel Teorema.m

A continuaciónvamosa estudiarel comportamientode la solución queparte de un

dato inicial en Y — ¡VE” Y W3 “, parael casoen cl queno estamosen las hipótesisdel
2N

Teoremaanterior,es decir, paran = 1 y pci 2o bien n = 2,V >2 y 1 <pci N+2

Proposición 2.2.2 Considerarnosel espacioY = I1’’~~ YE U .n = 1,2 y la aplicación
Ji £ C» verificando (1.5.9). Supongamosque se verifica ademásalguna de las siguientes

condzczones:

n = 1, 1 ci ¡o < 2 y Ji ver?fica las hipótesis del Corolario 1.4.2.

u) n 2, PV > 2, 1 < ¡o ci y Ji verífica las hipótesis de la Proposición 1.4.!.

Consideramosi< un conjunto acotado de Y veríq.candoalgun.a de las siguientes

condzczones: t

a) Existe11 > 0. tal que S(t~)I< C 11) Y ¡4. es acotado.

b) Existe t~ > O. tal que el conjunto

{S(o)K, 0=0 =t4 c 1

es acotado en Y.

Entoncesel atractor maxirnal en H¿ Y 12. A. si 13 = 0. o Am si 8 = PV ó P dado

por la Proposición 2.1.1 atrae al conjunto 1< en la topología de Y

Demostración: t

Consideraremosel caso 13 = O.

En primer lugar observamosquesi 1< verifica b), como consecuenciade la Proposi-

cion 2.2.1, se tiene que 1< verifica a), por ta.ííto bastarácon prol)ar el resultadoparaeste

caso. u

Elegimosq y PV, tal que PV — l¶j~ Y Uj Iq verifique las condiciones(leí Corolario

2.2.3 y tal que PV — Y.

Si 1< verifica a). consideramosel coííjunto IC~ = 5(11)1< C PU Y 12 y’ (le nuevo por

la Proposición2.2. 1, el conjunto. ~<2 = 5¼)A’ = 5 (o + E A es un conjunto acotadoen

PV , para e > 0. Dc estaforma. cOhilo con secuien cia del Corolario 2.2.3. se tiene (lite

Jis/y (S’(í )K
0. A) —. O si O

e

u
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y como X ‘.~ Y, también tenemos

disty(S(o)J<, A) — O si t oc.~

Proposición 2.2.3 Supongamosque se verifican las hipótesis de la Proposición2.2.2.

Entoncesel atractor masimalsobre HA Y ¡4, A (respectivamenteA».) dado po#’ el Coro-

lario 2.1.1, atrae a todoslos conjuntoscompactosde los espaciosY (respectivamenteY».),

definidosen la Proposición2.2.2, en la topología de estosespaciosy es el mayor conjunto

compacto,conexo e invariante con esapropiedad.

Demostración:
ConsideramosB = O sin pérdidade generalidad.

QueremosprobarqueA atrae a los conjuntoscompactosde Y, para lo cual basta

con probar quesi 1< c Y, es un conjunto compacto,entonces1< verifica la propiedadb)

de la Proposición2.2.2. De estaforma, aplicandodicha Proposición2.2.2, se concluyeel

resultado.

Vamosa probardichapropiedadpor reducciónal absurdo.Supongamos4ue 1< no

verifica b), entoncesparatodo t1 > O y paratodo n E IPV, existens ci 6 y u E 1<, tal que:

Por lo tanto, podemostomar s» —‘ O. n — oc y u,, = uÁs,.,n) E 1<, tal que

¡¡S(s,1)u»¡¡1’ =n. Teniendo en cuenta ahora que 5 : 11V Y Y t Y es un semigrupo

continuo, junto con la compacidadde A’, se deduce la existenciade u E K~ tal que

u» — u y S(s,,)u» S(O)u= u, (tomandosubsucesionessi fuera necesario),y entonces

= oc, lo cual es absurdo.m

Observación 2.2.1 Bajo las notacionese hipótesisdel Corolario 2.2.3 y de la Proposi-

ción 2.2.2, tenemosqueA atrae a todoslos acotadosde PV, los compactosde Y y a todos

los acotados1< que verifican alguna de las hipótesisde la Proposición2.2.2. Observamos

ademásquesi 1< GI, r W”’ Y WíP conn=l,pci2on=2,PV>2y1ci~ci 2ND N+2’

es un acotado que no verifica las hipótesis de la Proposición 2.2.2, entoncesse tiene que:

i) Para todo O > O y n C ¡1V, existeu E A’. tal que ¡¡S(t)ubH~XL2 =n.

u) Para todo o > O y n c PV, existeu C 8. tal que ¡¡S(t)u¡¡y > n.

No obstante,existeR > O tal que ¡¡u¡¡y ci 1? para todou E 1<.
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CAPITULO 3

ESTABILIDAD LINEAL DE LOS

PUNTOS DE EQUILIBRIO

Por la descnípetondel attactoí hecha antetioímente el estudio de los puntos de

equilibrio ir su estabilidades clave para comprenderel comportamientoasintótico del

sistema.

Observamosde nuevo quesi 8 = PV ó P y (y(o), u(t)), es la solución del sistema

(1.1.8), entonces(1.5.5) nos dice que

fu(o) = fu(o)
es decir la masase conserva. De estaForma, si rn0 = fn tio, el conjunto

YÓno) = {(y, u) c 1113 Y ¡4, fv=rno}

es un hiperpíanoafííí invariantepara 8(t), quecontieneal punto de equilibrio (yo, ti0).

donde5(t) es el semigrupodefinido por el sistema(1.1.8). Por esocon estascondiciones

de fronteraningún puntode equilibrio puedeserasintóticamenteestableen 1113 Y L~, pero

sí que puedeserlo en Y(mo). Por esta razónlos resultadossobrela estabilidadasintótica

de los puntos de equilibrio de (1.1.8) con condiciones de frontera PV o P, se referirán

sieml)re al hiperpíanoañil Y (mo).

3.1 Ecuaciones linealizadas

En esta secciónfijamos ¡o = 2, consideramosPV ci .3. — en 12(9) (o L~a(Q))

dependiendo,como en las seccionesaííteriores.cíe la condición cíe contorno y notaremos

89
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u

por (yo, Go) C 1113 Y L2U un punto de equilibrio del sistema.(1.1.8), es decir, (yo, u
0)

verifica las siguientesec~iaciones:

{ —ki~Byo + Ji(yo) -j- bsoo — ay0 = 0 (311)

—ko/SUyo + e/SUyo = O u’

Vamosaestudiarla estabilidadlineal de (yo’ uo), paralo cual linealizamosel sistema

de ecuaciones(1.1.8), en un entornode dicho punto. Paraello, vamosa probaren primer

lugar el siguienteresultado:
u

Lema 3.1.1 Supongamosque Ji e C
2(ll?) y si PV > 1 verifica también las hipótesis del

Corolario 1.4.2. es decir (1.4.2), con r tal que r > 1 si PV = 2 y 1 =r ci 3 si N = 3, y

ademas

¡h”(s)¡ =C’( 1 ~j—
5¡Plr—2~I) U(3.1.2)

donde[r —21 representaa la parte entera de y —2, y E’ es una constante positiva. Entonces

la aplicación

u

es diferenciable Prechet y Dh
0(yo) e 2(1113. ¡4) viene dada por. Dhe(yo)~ = Ji’(yo»4. es

decir,

hm ]¡Ji(yo •-l- d} ) ¡‘(yo)

—

=0
Iki,,t —0 II ¡¡

5

con III] = ]¡.¡¡~~ . e

Demostración

En primer lugar, la aplicaciónque acada •y E 1(13 le hacecorresponderJi’(yo)y en
o

L ~ , es una aplicación lineal ir contiuit aya que por la desigualdadde l’lólder u

6
para algún C > O, paratodo q, q’ > 2 tal que 1- 1 si ‘V ci 2 y para q = —~‘ yq q’ 2

1q in Soboleir.
q = q—2 = 4—2r si PV = o, ya quepoí tas inclusiones de tenemosque Hl ‘-. L q u’

Uparatodo q tal qtíe 1 — ~ =— es decir siempreque q = 2
2V Por lo tanto si PV = 3,

- o
se ha de verificar q = r

1i =6 y q’ ½= r ~ 6. lo cual es consecuenciade r ci 3.

Ahora, si fijamos yo, di £ 1113 u £ Q. entonces
U

-1— u) — /í.(soo) h’( o)u¡(x) ¡h’(oj(x) — h’(yo)(x)]di(x)

cori •w ~ ) = •yú(.r ) 1— 0(r) y (a;) ir 0(x) e 0. 1],

u’
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Análogamente,

Ji’(4’1 )(x) — Ji’(yo)(x) = h”(02(x))[dit (x) — soo(x)¡ = Ji”(4’o(x))O(x)4 (x)

con 4’o(x) = yo(x)+6(z)V’dx) y 6(x) e ro, 1), i.e. 02(x) = (1+6(x))yo(x)+6(x)O(x)Ú~(x).

De estaforma, seobtiene

¡¡Ji~po + 4’) — Ji(yo) — Ji’(yo)4’¡¡ = ¡¡Ji”Qp2)04¡¡ =¡¡Ji”(4’04’
2¡I

ya que¡¡6¡¡~ =1. Además,si PV = 1 entonces1113 c L~ con ¡¡4’2I¡L~ =2¡Iyo¡¡L~+¡IV’¡Ic~

y por tanto
¡¡Ji”(4’o)4’2¡¡ =¡I/~”(V2)¡ln~H4’l¡i4 =ci ¡¡h”(V’2)¡¡rAhP ¡¾

donde ci es una constante positiva. Si PV > 2, entoncespor (3.1.2) existen~ con i E {2, 3}

tales que

¡¡Ji”(-02h02H =c2¡¡ 01114 + c3¡h/3O ¡¡ Lq ¡[tp’ ¡j7>

t o
con ¡o = 6, q = 6 si PV = ¾para todo q, ¡o > 2 tal que ~+ z = ~ si PV = 2.

p -
Puestoque k&21 =2¡soo¡+ ]4’ ¡ y por las inclusionesde Sobolev,en todoslos casos,si

4’ e B~t(yo, U), bola en 1113 de centro soo y radio U, existec
4 > O, constantepositiva tal

que

Aplicando esteresultadotenemos:

Corolario 3.1.1 Las ecuaciones (1.1.8), linealizadas en un entorno del punto (yo, yo)

vienen dadaspor:

1 yí — k~/S¡y + ¡h’(yo) + b]y — ay O

¼—ko/SnO+ c/S8y o (3.1.3)

o en forma matrzczal:

(3.1.4)

con

‘4- [Ji’(yo) 1- b]I —al
= ( —k~/S~ c/S8 —ko/SU ) ~ (3.1.5)

Vamosa ver acontínuacton,algunaspt’opiedadesdel operadorAL.

Proposición 3.1.1 AL es un operador sectorial en el espacio L~ Y H~I, con dominio

Hñ Y 1113 y con resolventeeosnpacta.En particular, o}AL) = ap(AL) = con ¡jt,,¡ j

oc.
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Se tiene tu/cinas q zie dudo (q . ti
1 ) £ 1-1 Y L 2 rna ‘ sistema Uexiste unica solucióndel

(2.1.2), dada por ( ) = c”~L~ ( “‘ ) donde ¿“~‘ representael sesnigrupoanalítico

generadopor —AL. tal que (y(O), ti(O)) (son vi), verzficando (2.1.2,) como una igualdad

en el espacio L~ Y y tal que u’

(y, ti) c C
0(0, oc, Hf Y 11k’) para todo -y £ 11? yy,v E C~((O oc) Y O).

Demostración:

Vamos a demostrarque AL es un operadorsectorial aplicandoel resultadode per-

turbación dado por el Lema 0.1.3 del apéndice. Con esta finalidad descomponemosAt

como sumadel operadorAR definido por (1.2.2), estoes:

( —kl/SU —al
e/SU —/~‘~/S~~ ,) U

el erial es sectorial sobreesosespacios.segun vimos en la Proposición 1.3.1. y otro que

estaen las hipótesis del Lema 0. 1 .3, t:omo probatenios a co ¡itt it ííacíon.

E ti efecto, p3deíííosescribir A r A ~ + 2 con

jt) ( DH(yo)y ) = ( /í’(yo)y’f- by ) u’

y por la Proposición 1.3.1, tenemosque ;i~ es sectorialen YE = Y j.jA con dominio

YA 11~ Y 1113.
Por otra parte, 2 es un operadorlineal en Y [J

5t cotí dominio

13(P) = {(y, u) c ¡4 Y 11$, Ji’(yo)y E

e Y4 = 1113 Y ¡4 c D(P).
E U ~‘ ~ es ‘t’

1’ el Lema 3
.ádemasla aplicación E : [fi Y 12 Y U aco.ac.a por .1. 1. De

esta forma por el Lema 0.1.3 (leí apéndice.AL es sectorial.

Por d lti mo 13(4 L) c L h Y 1B c<ni inclusión conip¿wta, y por lo ta¡íto AL tienere-

solventecompacta.En cuantoa la regularidad(le la sulii cién de (3. 1 .3), por un argrtmento
u’

usual (le bootst cap. tenemosque (y, o) £ (‘0(0, oc: ii] x í¡%-r— ) paratodo y £ II?, y a

partir de aquígraciasa las inclusionescíe Sobole\’. Letíenios (¡líe y. U E C~((O, oc) Y Q) m

Observación3.1.1 Pasa cada / > O. el semíy¡’u.po definido por el sís terna hnealízado

(2.1.2) ti os p roporc¿o¡ra la dífere acial e u el par tu (yo, Go) (leí Sení¿grupo definido por el

sistema. no lineal (1 . 1 .8). es decir

DS(i)(;~. Go)

it

u’
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Por el principio de establidadlinealizadarecogido en el Teorema0.4.1 del apéndice,

el estudiode la estabilidaddel origen (0,0) en el sistemalinealizado (3.1.3), nos informa

sobre la estabilidaddel punto de equilibrio (‘yo, yo) en el sistemano lineal (1.1.8,). De

tal forma que la inestabilidad del origen se traduce en inestabilidad del punto (yo, yo)

y la estabilidad asintótica del origen nos lleva a que el punto de equilibrio (yo, ti
0) sea

uniformementeasintóticamenteestable. Por esta razón estudiaremosla estabilidad del

origen en el sistemalinealizado (3.1.3).

Recordamosquesi 13 = PV o P y por la conjición de conservacion de la masa dada

por (1.5.5), ningún punto de equilibrio puede ser asintóticamente estable en 1113 Y pero

sí que puede serlo en Y(ino). Por esta razón los resultados sobre la estabilidad asintótica

de los puntos de equilibrio de (1.1.8) con condiciones de frontera PV ó P, se referíran

siempre a la f’namsca en el hiperp lano <¡fin Y(mo)

De estaforma el semigrupolincahzadoOS(t.)(yo,yo) = eAL< deja al hiperplano

y = {(~.w) c u13 Y ¡4, 4w = o} = u13 Y ¡4

invariante. Por lo tanto bujo condiciones de frontera 13 = PV ó 13 P estudiaremosel

flujo del sistema linealizado en 1113 Y LL, es decir consideraremos las soluciones (y, ti) e

Y ¡4, del sistema linealízado (3.1.3), tales que ti(O) verifica

4 u(O) = 0. (3.1.6)

3.2 Funcional de Lyapunov linealizado
7L

Vamos a construir un funcional de Lva.punov, parael flujo del sistemalinealizado,

7L, el cual determinapropiedades(le estabilidadde (yo, ti
0).

Proposición 3.2.1 Suponqamnos que Ji(s) verifica las hipótesis del Corolario 1.4.3 junto

con (3.1.2), entonces elfuncional YL definido por

tlvso¡l koaYL(y o) = le1 ‘4- §—~¡u[¡
2 ‘4- ¡ ~ (¡<(yo) -1- b)y2 — avy¡ (3.2.1)que se puede escribir cuino

le
1 l~ b fa

FL(y. u) = —¡¡Vy -h — so)- (3.2.2)
2 ~ j hwok 2

verifica las si.q u2en tes p rup¿educles:
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i) 74 es un funcio rial de Lyupuno1’ paro. el jtajo <leí sistema lznealizado (3. 1.3), en el u’

espacio H¿ Y 12 si 13 = O y si 13 PV ó E> en el espacio H13 Y ¡4.

u) Además para toda solución (y(t), v(t)) del sistema (3.1.3), tal que si 13 = PV ó P

verifica Jj-~ ti(o) = 0, se tiene que

it
d .~ a
-¡jÑ¡sofL + —¡v!¡i~) + 4.Ft(y, ti) 0 (3.2.3)

e
donde ¡¡. ¡¡i representa a la norma en

Demostración: u’

i) Si (y, ti) es una solución dc (3.1.3), entoncesh’(yo)y c ¡4 y y c 1113 c 14 implica que

c L1(Q).

NI ídtiplicando la primera eciiacion de (3. í :3) por y, en 1. ~. y’ teniendo en cuenta

que(uy), = v,y -1- u y,, implica it

ju§¿=ijuso—Jso§ii

obtenemos it

ay . <ík~,, ., ~324~
a, -~ —{—hVsoJL -1- j[±(h’(soo) b)y atiy]} O.II—II- + jO t dO 2 n2

Ahora multiplicamosla segundaecuacióndc (3.1.3) por ~ (—/SU)1ti,. Observamos
e

que si 13 = O, (—/SD1’ estábien definido, pero si 13 = PV o 13 = P, entonces—/S~ no it

es un operadorpositivo, pero su núcleo es un espaciovectorial unidimensionalgenerado

por las funcionesconstantes.Sití embargo.de (3.1.6) tenemos~ ftv = f
0 U, = O y por

lo tanto (—/SU)~’ estábieíí def’ttiido como un elemezitode [!~ con media nula, como ya

vi ¡nosen la seccion anterioi e

leniendo en cuentalas piopíedadessobreoperadoressectori ales ir la escalade espa-

CiOS (le íotencias fraccionariasasociados.I31¡, tal y como vimos en (1.5.6). si A —/SD

en PV = 12 con dominio Xt = ~2 ~ o bien .4 —/S>q en PV = ¡4 con dominio
y
1 = 1f~ si 13 PV 6 P. sc tiene que

it

< AY,, G~ >=ci ..44Gt, A2G, >= ¡A’-~G,~¡2 = ¡[oj[~q (3.2.5)

—1con PV — = U U como conseclietícia. el í’esu1 tadode rtu 1 tipí icar ( — /S ~)— ~ en L2U por ti,

es ¡ ¡[ú~ . De esta forma ollt.eitetuos U

0 ¿0 o f ¿G lev, 4
a1— -1- —~— ¡¡GiL =0. (3.2.6)e ¿¿ — Jeto 2e4/

U.

it
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Ahora, sumandoambasexpresiones(3.2.4) ir (3.2.6). conseguimos

¡¡¡2 + a115ti110 + d u) = 0 (3.2.7)j—YL(so~

donde ‘
TL : 11¿ Y 12 ~ IR, o bien ‘TL :1113 Y 14 ~‘—~ IR si B = PV, 1< es el funcional

definido por (3.2.1) quesepuedeescribircomo (3.2.2) por la relaciónentrelos cóeflcientes

dadapor (1.1.9). Por otro lado (3.2.7), nosdice que ¿PL esun funcional de Lyapunov para

(3.1.3).

u) Multiplicando la primeraecuaciónde (3.1.3) por y en L~ e integrandopor partes,se

obtiene

Id¡¡¡ ~/[(Ji’() ‘4- auy~ + le
1 ¡¡Vy¡¡ = 0 (3.2.8)

2 dO ¡2+ b)y 2

Ahora, de nuevopor (3.1.6), podemosmultiplicar la segundaecuacionpor

en o en L~ si 13 PV, E> y procediendoanálogamente,se obtiene:

koa
±±¡~ti¡¡ 51—alyti + ~2~¡Itib

2 0 (3.2.9)
2cdt e

sumandoambasexpresiones.(3.2.8) cotí (3.2.9), tenemos:

1<1 ¡¡2 a
0 ¡ koa + ~ 1’’

2dt + c”’>’ — ~aj yo + ‘ci¡ívyí¡ + J(n(yo -r oíy O

de esta forma se consigue(
32.3)’m

Observación3.2.1 La earpres~on(3.2.3), deja evidencia de la influencia del signo de TL

en el comportamientoasintótico de las solucionesdel sistemalinealizado, es decir en la

estabilidaddel origen, tambiénligada como sabernosal espectro de AL, ojAL).

Vamosa probara continuaciónqueojAL) c II?, a pesarde queno es un operador

autoadjunto.

Lema 3.2.1 Bajo las notacionese hipótesis anteriores,se tiene que oj.4t> = UP(AL) G

IR.

Demostración:

Por la Proposición3.1.1, o (AL) está formado únicamentepor autovalores. Sea

> + ig e u(At) y (y = yí + iy
2. u = G1 + io2) e Y 12 (tespectivamente1113 Y 14 si

B N ó E) unaaí.itofíínción asociadaa .X + zg. sabemos(¡110 entonces se verífica

+ i¡r); —leí/Sn; + (b’(yo) + 8); — ay{ (Á + ip)G — —leo/SflG + e/SE;
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itMultiplicando ahora la primera ecuaciónpor ~ = soí — ¿yo en L2 (respectivamente

L~ si 8 = PV ó E>). obtenemos

(A + ip)J¡yh2 ,fj(It’(soo) + b)¡y¡2 — au~ + le-í ¡¡Vy¡¡2

eya que —4 ki/Sy~ = le
1 ¡ VyV~ r kij¡Vyfl

2

Multiplicando ahora la segundaecuación por ~(—áv<tt en 12 (respectivamente

por Q(—/S
8Y’D en 14 si 8 = PV ó 13 = E>) con ú = ti1 — ¿ti2 (ahora J-~ ti = O = f0 t~ se

obtiene:
—af yE +

122i ¡¡ob2 i(A +
e e

ir sumandoambasexpresiones,tenemos

(A + i¿r)(¡¡y¡[2 + 4¡v ¡ñ) = j¡h’(soo) + b)Jy¡2 — av<,5 — ayñ¡ -1- lsaj¡
011e + k1¡¡Vy¡¡

2. it

e
Por otra parte, teniendoen :iíeíí ta que G~ -1— y E £ II? se tiene que ¡¿ = 0, y de esta

forma tenemosprobadoque el espectí’odel operador AL es ical. es decir, ojAt) c II?.

Además,se tiene

e
, a

27’L(y, u) = >(¡ks¡h + —¡Fo¡¡1i).m (3.2.10)e
En priníer lugar, vamosa probar un resultadoque nos muestra,como el signo del

funcional¿PL, rige la estabilidaddel origen.

Teorema 3.2.1 Bajo las notaciones e hipótesis anteriores, se tiene que:

i) Si (yí, ti
1) es un punto de equilibrio de la aproximación lineal (3.1.3), i.e. es una

autofuncron asociada al autovalor cero, entonces ¿PL(yí, ti) = O.

u) Si 74 =O en Y L
2 (respectivamente 1113 Y 14 si 13 = PV ó E>). entonces (0.0) es U

estable para (3.1.3).

iii) Si ¿PL > 0, excepto en (0,0), entonces el origen (0,0) es asintóticamente estable

para (3.1.2,).

iv) El origen. (0,0), es un punto de equilibrio inestable para (1.1.3). si y sólo si, el e

conjunto

/v! ((y, ti) £ Y L2 tal que ¿PL(y, u) < 0}

si B = O . y respectivam ente
it

A! = { (;, G) £ [/~ Y L7~. tal gire FL(;. G) ci 0}

si 13 = PV 3 2, es distinto del vacío,

U,
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Deni ostración:

i) Ya que, por la Proposición3.2.1,se tiene ~j¡¡so¡l2-1- ~¡¡u¡¡i
1) + 4

7’L(y, ti) = 0, sí consi-

deramosahora un ptínto de equilibrio, (~ í , ti), entonces¿Pt(yí ti
1) = O.

u) Si ¿Pt =0, de (3.2.10) se tiene que u(AL) > O. ir el origen (0,0) es estable.

iii) Si RL > 0, exceptoen el (0,0), entoncesde (3.2.10) se tiene que a(AL) > O, y como

consecuenciael origen es asintóticamenteestable.

iv) Si el conjunto Al es vacio, entonces¿P~=O y tenemosestabilidad.

Más aun, si (yí, u1) es unafunción sobrela cual eh funcionalRL es negativa,es decir,

¿PL(y~,ti1) ci 0, entoncesde (3.2.3) se tiene que

+ O = —4¿PL(y, u)

dO c

y por (3.2.7) se tiene RL(so,ti) =RL(yí, vi) ci O. Comoconsecuenciala solución asociada

a esedato inicial. (y, u) = JALI(yt, Vi) verifica

d a.
—(IlsoIL’ + —¡¡u¡¡:1) = —4R~(y, u) =—4Rt(soi,u1) > 0.
dt e

Por tanto, si integramosla exh)resiónanterior i’especto del tiempo t, llegamosa

a
+ ~1¡v(t)¡¡i1 =¡¡y(0)¡j

2 -h —l¡v(O)¡¡z~ — 4¿PL(yi,vi )t Vt > Oe e
de forma queel segundomiembrocrececon t.

Consecuentemente,el origen, (0,0), es inestableen Y y en cualquiernorma

másfuerte. ~

3.3 Estabilidad e inestabilidad lineal

A continuaciónvamosaprobar.que la estabilidadlineal dependedel signo del primer

autovalor de un operadorelíptico de segundoorden. De forma que la estabilidadde un

punto de equilibrio (yo, ti
0) va a dependerde la primeracompolienteyo y de b..

Teorema 3.3.1 Sea ¡<1 el primer autovalor de L0. dondeLo es el operador autoadjunto

en ¡4 = ¡4(Q) definido por

= —leí/Sa + Ji’(yo)l (3.3.1)

con dominto ti 7~. Frito ¡¿ces, se Licite que:



u.

98 Capítulo 3. Campos de Fase

i) Si pi > 0. entonces (0. 0) es asintóticamente estable para (3.1.3) en Y 12
(respectivamente en 1113 Y t)~ sí 13 = PV 6 E>).

u) Si ¡~í O y 13 = O. entonces (0.0) es estable y no es asintóticaznente estable en

12 Y para (3.1.3).

iii) Si pi = O y 13 = ~V ó E>, entonces (0,0) es estable en ¡4 Y para (3.1.3), y u’

además si Ker(Lo) fl L~ = {O}, podernos asegurar’ que (O, O) es asintóticamenteestable.

iv) Si (0,0) es inestable para (3.1.3) entonces el primer autovalor ¡u es negativo.

y) Si 13 = 0. (0.0) es inestable para (3.1.3) si y sólo si el primer autovalor es negativo,

Pi <O
vi) Si /3 PV ó E>, entonces (0,0) es inestable para (3.1.3), si y sólo si existe y E 1113(Q)

tal que

13(y) + j’~[j;lú < 0 (3.3.2)

it
con R(y) = ~ Lo;. so ~o donde < »o representa el producto escalar en Lj3 y y E 11j3.

La condí ci ón (3. 3. 2). e.s eq uií ole,>. te a. que el ¡o it xii e r auto> ‘a lo,’ <leí opera <lo r o. utoa<lj unto

M0 definido por

AIo(y) = Lo(y) + ¿j-j so

sea negatzvo.

vii) Si 13 = ~V 6 E, el primer a utov<¡lo r’ ji < O y <¡dcii, 6.9 b ci ¡pi ¡ ento ¡¿ces (O, O) es

inestable para (3.1.3).

viii) Si 13 = PV 6 1< y existe y E [¡¡3 de ¡ned¡a nula tal que 2(y) ci 0. entonces (0,0) u.

es inestable para (3. 1.3). En partic ¡lar, se pue<le asegurar 1<¡ inestabilidad del origen en

los siguientes cas os:

a) Si existe una autof unción de L0 de media nula. asociada a un autovalor negativo.

b) Sí existen dos autoft¿nciones ortogonales de L0. ;~. i = 1,2 c 1113 asociadas a

autovalores p~, i = 1 , 2 con ¡t~ ci O y ¡<o ci O. r’espectiv<¡uírente. cori, la condición adí.c~onal

de que si P2 = O. entonces yo ti e u e tít cdi a ¡¡o u <¡Itt.

D em ost raci ó n:
u.

i) Si p1 > O teiíeínos

274k u) = 2(y) .¡- —HG — —$ ~ ¡oHt + a b > ~— —soIl
b a b a

siempreque (y. u) / (0. 0). Como coiiseciiciicia del Teorema 32.1. el origen. (0,0) es it

aslnt.ot.ícanieiíteestable.

Veamnosalícíala dcínostracióiícíe íes apartadosu) y iii).

U,

U,
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Sabemosque si Pi = O entoncespor serel primer autovalor,con cuaIqímier condición

de contornose tiene que 2(y) > O paratodo y £ 1113 y entomicesR~ =O y por el Teorema

3.2.1 tenemosque (0,0) es estable.

Ademássi pi = O, ha de existir unaautofunción asociadaa pj, es decir, existe

soí C 1113 tal que
—k~/S~y~ + Ji’(yo)yí = O

y entoncesse tiene que:

u) Si E = O la función (yí, £soí) E KerAL, como consecuenciaen este caso, el cero

es un autovalor de AL, es decir, O E oJAL) y por tanto el origen, (0,0), no puedeser

asintóticamente estable.

iii) Para terminar la demostración,vamosa probarquesi Ker(Lo) n L~ = {0}, entonces

no existeningunaautofuncióndel operadorAL asociadaal valor cero.

En efecto, supongamosque existe (yí, u>) £ 1-113 Y ~L tal que AL(yi, ti1) = O,

entoncespor (3.2.10), se tiene que FL(yí, vi) = O y por tanto /1(yí) = O, es decir soi E

Ker(Lo), y además¡luí — ~soi¡¡
2= 0, de donde soí = ~Ví. Como consecuenciase tiene

que soí E Ker(Lo) n = (O}. i.e. (soí. Vi) = (0,0), de dondese concluyeque ¿PL > O y

OJAL) > O, es decir (0,0) es asintóticamenteestable.

Pasamosahoraa probar los resultadossobrela inestabilidad.

rftnemos que /1(y) =-< Loso, y s-o= le, ¡~Vy¡[2 + f
0 h’(yo)y

2 y entoncespot> (3.2.2)

a2 b
2RL(so, u) 2(y) ‘4- —¡¡u — —y¡L ci 0 (3.3.3)

b a

si y sólo si
b ., b

¡¡u — —soIL ci ——sR(so) (3.3.4)
a

con la condiciónadicional de que fe ti = O si 13 = PV ó E>.

iv) Si (0, 0) es inestable,por el Teorema3.2.1, el conjunto

.4! = {(y, ti) E 11¿ Y 12 (1113 Y ¡4. B = PV. E) tal queRL(y, ti) ci

es distimíto del vacío, lo que implica la existenciade una fíímíción y tal que11(y) ci 0, lo

erial a su vez, equivalea decir que el primer autovalor del operador Lo es negativo,es

decir. p, ci O, ya quepor el principio del mini— maN:

Pi = rn,’n{ ¡Isol¡2 .y E 1173 con ‘y ~fO}.

y) Teniendoen cuentael apartadoanterior, bastará.coíi probar que /.t í ci O es unacondi—

cíoíí suficientecíe inestabilidad. lEn efecto. si ji., ci o existe y E íI¿ tal que 2(y) ci O, y
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ub bpor (3.3.4). para todo G c 13 B(—y. e) donde13 es la bola en 12 de centro ;so y radio

6 con c = — ~/1(y). se tiene que Rt(y, u) ci @, ir aplicandoahorael apartadoiv) del

Teorema3.2.1 se obtieneel resultado.

vi) En primer lugar observamosqueel cuadradode ladistanciade ~y a ¿2 es ()2~~~¡ ~ ~l2’

En efecto, paratodo w £ L2, se tiene que

(w —

con ir — ir en el subsepacio¿2 y f
0 w en el subespacioortogonal a y en u’~ Jo ¿2

particular se tiene que

b b 1
(—so —¡Q¡j;)+~jsor —

a a
u

de donde
b Ir

a a Ql Jo

De estaforma existeu £ § conf0 o = O verificaiido (3.3.4) si y sólo si (~)2j~’1j f0 sol
2 ci

h
a2 /1(y) o equivaleíítementesi se verifica (3.3.2).

Por último observamosque 9.3.2), equivalea su vez a la existenciade y tal que

b r.,
-< Afoso.so >-o= /1(y) -¡- (¡4 ci 0.

QL/o u.

por lo quede nuevo por el principio <leí ni i mí i— rnax. se comícluye el resultado.
vii) Si 13 PV ó E> y’ /tt ci O veamosque existe y 6 [1% verificando (3.3.2), (en particular

/1(y) > 0). En efecto, considerarnosy c íf13 auitofuíícioii del operador L
0 asociadaal

autovalort~i ci 0, cíe donde/1(y) = ¡t1 ¡yJ¡2 y’ (3.3.2)es eqíiivaleíitea ci u’~ It sol
2 ¡p~¡¡¡y¡¡2,

teniendoen cuentaahora que ¡ 5 y =¡Q~ ~¡~y [¡ir b ci ¡pi¡, se concluye el resultado.

viii) Bastacon observarquesi ,f
0 y = O ir 2(y) ci 0. emiromícesyverifi ca (3.3.2).

a) Seay de mcdia iiu la. asociadaa ,¿ ¿ ci o. entoíices 2(y) ¡~ ¡ ¡y ¡¡2 ci 0, por lo que

y verifica (3.3.2).

b ) Sean y,. i = 1 2 autofo n ciones ortogo>>ales de Lo asociadasa Pi < O. fin < O,

respectíx’ansente,tal <¡uie si p~ 0. en onces~.- no ti eneinedia nula. Consi(leramosahora

la fu nción y ci; ‘1— d;2.v se tiene que

2.(y) c
2p

1 [Pi b
2 + d2po¡[y’[2 ci 0

para todo e.

it

u’
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Podemossuponerque y í tiene mediano uníaya quede lo contrarioestaríamosen

las hipótesis del apartadoanterior. Por tanto eligiendo ahora c y d para qué y tenga

medianula, es decir

c = fo y2

—df yí’
se concluye la demostración.m

Corolario 3.3.1 Con las notaciones e hipótesis anteriores, se tiene que:

i) Si h’(yo) =O sobreQ, entonces(yo, tio) es asintóticamente estable.

u) Si B = PV ó E> y la funcion Ji’(yo) tiene media negativa, verificando además que

b¡Q¡ + fo Ji’(yo) ci O, entonces(yo, ti
0) es inestable.

Demostración:

i) Si Ji’(yo) =0, entonces¿PL(y, ti) > 0. Más aun, ¿PL(y,~) O si y sólo si ¡¡VyI¡
2

10 Ji’(yo)y2 = J}¿av — by)2 = O, lo cual implica que y = ti = O en cualquier situacion.

En efecto, si 13 = O, y es constantey’ por tanto nula al igual (jltC u, y’ si B = PV ó E>,

entoncesy es constantey por tanto ti = ~y es constantey de medianula, por lo que ha

de ser la función constantementenula, al igual quey.

De esta forma ¿PL(y,u) > O para todo (y, u) £ 11¿ Y L2(respectivamente1113 Y

¿2 si 13 = PV ó E>) exceptoen el (O, O). ConsecuentementeOJAL) C Jfl~ y (ro, yo) es

asintóticamenteestable.

u) Esteresultadoseobtienefácilmentedel Teciema3.3.1,yaquesi f
0 Ji’(yo) ci O, entonces

podemostomar y = 1 c 11)3. de forma que /1(y) =-< Loso, y >-o= 30 Ji’(yo) ci O, y

como consecuencia¡¿i ci O. Paraconluir la demostraciónbastacon probar que existe

ti E BÑ~, —~/1(y) ya queentoncesRL(y, ti) ci 0, y aplicar a continuación el Teorema

3.2.1.

Por otra parte vimos en la demostracióndel apartadovi) del Teorema3.3.~1, que la

existenciade ti estáaseguradasiemprequeexistay verificando (3.3.2), tomando de nuevo

y = 1, equivalea b¡Qj + f~ h’(yo) <

Usando las técnicas de ¡401, vamos a ver que si trabajamoscon condicionesde

fronterade tipo Neumann,en dominiosespecialesy paravaloresdel parámetrob suficien-

tementepequenos,las únicas solucionesquehsucdenser establesparanuestroprol)lema,

son las constantes.

Teorema 3.3.2 Bajo las hipótesis anteriores supongamos que Q es un dominio convexo

Ji c C~ , teneiiros condiciones de contorno <le tipo Nemnnann, E PV , con b ci ¡ pi ¡ donde Pi
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representa al primer autovalor del operado L0 —le1/S.~ + hNyo)I, y (yo 00) esun punto U

de equilibrio para (1.1.8), con y~ función ¡¿o constante. Entonces (yo, ti0) es inestable.

Demostración:

Por ser (yo, uo) un punto de equilibrio para el sistema (1.1.8), ha de verificar el

sistema(3.1.1). Teniendoen cuentaahoraqueB = PV, de la segundaecuacióndel sistema

se tiene que —k2ti0 + cy0 = byo — ati0 A con A c IR, lo cual implica que yo E C
3(Q)

ver í fi ca

— kí/SNyo ‘4- h(yo) 4- A = 0. (3.3.5)

lo que nos permite aplicar ¡4oflTeorema5.1. pag 4401, para probar la existenciade un

aíítovalor negativo del operador Lo = —leí /S,v + Ji’(yo) 1, por tanto fil ci O, lo cual junto

con b ci Pi ¡ nos permite aphica.rel rl~eoreríía 3.3.1 paraconcluir la demostración.m

it
Observacion 3.3.1 Si PV > 1 el resultado antenor es cierto para dominios que sean

cuerpos de rotacron con secciones convexas, y domi¡ríos acotados por esferas concéntricas

/40f~

it

a

e,

it

U,

U,
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CAPITULO 4

SOLUCIONES ESTACIONARIAS

Preliminares

Recordarnosque (~, u) E f-!~ s< es un punto de equilibrio (soluciónestacionaria),

del sistema(1.1.8>, su verifica:

-f-h(y> +bp — ay O{ —k1~~ —ko~sv + CáBY = 0. (4.0.1)

Si 8 D el sistema(4.0.1) esequivalentea:

O{ —k4¡yp = by (4.0.2)

ysiB=NóPa

— kl~By + h(y) + A = 0 (4.0.3)

con A E IR tal que A = — aun

En estasecciónvamosa estudiarla existenciade solucionesestacionariasno cons-

tantes respectode la variableespacial. Paraello veremosen primer lugar condiciones

necesariasparala existenciade dichassolucionesen un dominio Y-dimensional. A con-

tinuaciónabordaremosel estudio del número de estassolucionesestacionariasen el caso

unidirnensional,estableciendoel correspondientediagramade bifurcación, respectodcl

parámetroA. La técnicaut;ilíza.daparala obtenciónde este diagramaes la denominada

técnicadel “disparo.

Buscamossolucionesen función dc A, de forma que no prefiJamosel valor de f0 y,

sino que “movemos’ A y buscarnossoluciones~ y(A), u = u(A) = ~(bp(A) — A) con

Lv = hfny— ~lQI.

103
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u;

u;

VI

lEn primer lagar varncs a ver cual es el cliarra¡iia ([lIC ¡tos representael numerocíe

solucionesestacionaríasc(>1¡staliIes.

4.1 Soluciones Estacionarias Constantes

8 tiponga¡nos (¡Ile h \eri fica ademáslas lii p¿tesis del Corolario 1 .4.3, las siguientes

propiedades:

ji. (y.)
It E (‘—(II?> con Mro ini > (Y Ii(O) = 0. ¡<(0) < (5 y sgn(/<’(hí>) = sqn(n)

u.—. E’ ¡1

8ííío¡íciren~os también c~iie la fíííícié¡í It alca¡iza el máximo local 011 si

(4.1.1)

< O con
= —h(sí) < 0. y el ¡mni¡no local ~ .5n > O con </2 —h(s~) > 0. De esta forma la

gráfica de la fííííc¡oíi y = It(s) viene dlacl¿í 1)01 la figura ‘1.1.

Observemosquesi U = D la é ea solu eíé,n estacionariaconstantees y 0. u = 0,

vsíl3=Nó P las solucionesesl,auioííaríasconstaitlessolí de la forma (s. ~s — E 11$

con s y A tales quío li(s) A O.

Proposición 4.1.1 SYpou.qoraos/3 ..~ A J 9.

o) Si A £ ( — c. I~ c. Qtt/Ott¿cs <giste ¡<tu Utica SO/II <ÚWI>. t~stoctoit<titu cojtsluitLti
t. /o ‘‘

A

— <1~-~

lígnía ~1.1: O ¡aNca de Ii

e

u’
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>‘:

A

figura 4,2: Diagramade bifurcación de las solucionesestacionariasconstantes

b) Si A = d~ 6 A = líQ. cnto¡íces exLsten. <Los solucionesestactonurra.sconstantes(si(A). ~s~ (A) —

= 1,2 las cuales verifican lt’(st) 0 y h.’(s~) > 0.
c) Si A E (d1, d0 ) entoncesexistentres so/actoa es estacionariasconstcintes(s1 (A) 1 ~ (A) —

~iji—l, 2.3 con st ven¡¿fico.ndo que h’(st) > O pura ¡ E fI. .3}. It’(s~) < 0, st < 0. s~ > O

y sgn(s~) sgn(A).

Ademas se itene que sí h’(s(A)) = O entonces, la solución estacionaria asociada

(s(A), s(A) — ~), es asíntotreamenteestable en el espacio !!~ 5< {v E L~, .J’0 u = m}

con rn = i~ijs(Á)b — A), y supuestoque ¡Y(O) + b < 0, si It’(s(A)) < O verificando que

b + It’( s(A)) < 0, entoncesla sol¡tetón estacto¡¡urja osocíct<la es inestable.

Dernostracion:

Bastaobservarú~tie las solí.¡eíonesestacionariasconstantesestánen correspondencia

biunívoca con los ceros (le y It(s) i— A y apIicar el Corolario 3.3. í para concluir que si

h’(s%) > 0. entoncesla solución estacionariaasociadaa s~ es asintóticamenteestable(en

el espaciocorrespondiente).y en caso contrario. siempre que b j- It’ (st) < 0, la.solucion

asociadaes inesta1jle.~

le ti cmos así cl siglí i ente (Ii agta ma (le l. í En¡cacié¡ de sohí(:1oiies estacionariascons—

tantos para B = Y o 13 = 9. representiaclo en la figu ra .1.2.

A continuación xaníús a ver condicionesbajo laS cuales las únicas solucionesesta-

cionarias<le nuestropvobleiiia son las constantes.para lo (nial supondrenios(¡tic It \erifica

d1 ~2
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u.

ademáslas hipótesis del Corolario 1.4.3. es decir si AT > 2 entonces

h(s)¡ =0(1 4- ~r),ít(s) ¡ =0(1 + ¡B¡rt ), O > O

con r > 1 arbitraria si N 2 y 1 < r _ $~ si PV > 3. Observamosqueestashipótesis

sobreel crecimientode It nos permiten afirmar que It lleva HL en LL. t

Algunos resultadossimilaresparael caso en <¡tic It es un polinomio cúbico se puede

ver en [20¡.

Proposición 4.1.2 Sea 1< verificando las Itípótesis anteriores. u.

1.- Si B N ¿ P y se verifican ademásalguna de las siguientescondiciones:

i) A c LI? \ (d1, (12).

u) A E (d1 do) y k1 Mí ~- ¡Y(O) > 0. siendo í~t primer autovalor positivo del operador
—AB en (2, es decir, ¡¿¡ ruin ,ú-n’ ¡~ u¡ 2

~ — dondefu j~-j- fu.

Entonces,las untcas solucionesestaczonan¿asdel sistema(1.1.8) son las constantes.

IlVulh -

2.— Si B r I~) y k1pí -t—h’(0) > 0. con I’í = ruin 11~~ E] >< ¡2 entonces las unícas soluciones

estacionariasdel sistema (1. 1.8) son las cons1 antes.

Demostración:

1.— Supondremos<fue 13 = PV. análogamentese pruebael caso B — P.

Consideramosel caso A > d0. análogamentese pruebael casoen el que A < d1.

Razonaremospor reducción al absurdo. Sea s, la <¡ni ca solución estacionaríacons—
u.

tante, dadapor la solución de A + It(s) = 0. Sca; una solución estacionariaasociadaa

A. De estaforma (y, u) = (y, ~(by — A)) C flt ~ fl~ verifica (4.0.1). de donde

— kt=ÑY4- h(y) 1- A 0 (4.1.2)

y por tanto multiplicando (4 1 2) poi u (1 5 = •,r(x > — s. se tiene <jííe

k1 4 sv;vv 4 It(y)u .f- A ¡ti = 0.

teniendo cii cuenta que A = —It(s) > Vy Vn, obtenemos

k~ ¡ Vn¡
2 -¡— ¡[It(u. i-s) — h(s)¡¡¡ = 0. (4.1.3)

Observando aliora la gráfica de h..v teiticí ido en citenta cjne A — It(s) > do, se

tiene que si u > O. etúonces It (u + s) =It(s) y si u < 0. cii to ncesIt (u 4— s ) < It(s).

Como consecííeítcia.f
0[h(u 1— s) — Ir(s)]u > 0. y por (4.1:3), se tiene que ¡Vu¡ 0,

de doncje t.ei<dnamc>s (pie u cfe. lo c ti al <u1)1 ca (¡líe y It a cíe ser también constantey

por tanto igual a s. lloica solticion cotísí tille <Mí C5til sititacton.

u.
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u) Supongamosque A E (d1 ,do) y existe y, tal (¡Ile verifica la ecuaciónelíptica:

—k¡áNy + b(y) + A 0.

Multiplicamos ahoradichaecuaciónpor u = y — 9?, donde 9? = ~ f0 y, de forma

que f0 u 0, y obtenemosque

1c1 4 ¡Vu¡
2 + 4 h(y)u = O

lo cual teniendoen cuentaque u tienemedia nula, es equivalentea

k
1 4 ¡Vz¡

2 + ji Jh(u+ 93) — 1493$ = 0.

Por otro lado fijado x E 9, existe ft(x) = 9? 1- O(x)u(x), con 0(x) c [0,1] tal que,

It(v. + 9?) — It(9?) = It’[ú(x )ju.

Ademáspor sgn(h”(u)) = sgn(u) la función y It’(u) tiene un mínimo en el origen,

y por tanto por el Teoremadel valor medio, se obtieneque

j[h(u -1—9?) — íi(9?)h¡ — 4 h’[v(x)¡vs =ji h’(0)u2.

Teniendoen cuentaahora que u tiene medianula, por la desigualdadde Poincare

se tiene que

¡¡Vii2 =y’ ¡ &Como consecuenciase tieneque:o > (k,y¡ + íí’(0)) j u2

por lo tanto u 0, ya que k
1¡í1 + It’(0) > 0. o equivalentementey = 93, y por tanto y es

constante.

2.- Si B = D, supongamosque existey verificando la ecuaciónelíptica:

—k1A0y + It(y) = O.

Multiplicamos ahoradichaecuación~0 ry.v obtenemosque

k1 4 Vy~ b(y)y = 0,

Por el Teoremadel valor mediose tieneque /í.(y) = ¡<(0) + It’(~,)y = h’(~)y ya que

It(o) = 0, de dondeteniendoen cuentade nuevoque It’ tiene un mínimo en el origen, se

obtieneh(y)y > It’(0)y
2. y por tanto al)licandola desigualdadde Poincare,se tieneque

o > (k,¡,.
1 + í~Á0)) j y

2

por lo tanto y O. ya que k,
1,, -j- ¡Y(O) > O. m



a

108 Capitulo 4. Camposde Fase

Observación4.1.1 Recordandolas definíctonesde Li. y It1. del prírtíer capítulo (1.1.9),

vemnos que la segundo.hipótesissep ocdeerptesar coro o ~ — ~ . De estaforma quedade
PI

mnanzfiesto, cómo lo existenciade solucionesestacionariasno constantespara el problema

descrito por el sistema(1.1.8), estárelacionada con el espesorde la región de ínterfase

e,

4.2 Soluciones Estacionarias con B = N en 9 = (O, L)

En [16j se estudiaun problemaanálogoparaB = D y en [59] se trata el casoen el
uque It es un polinomio de grado tres.

En estecasolas solucionesestacionariassonlos elementos(y, y) E (H
1(rnV solución

del sistema:

(h(y)+A)=O. xc(0.L), k
1 >0

u.{ :6<17, y’(L) = O
A, A c II?

Si introduci¡ííos el cambio cíe escalaciado por ij = tv L entonces93(y) =

y(:r) verifica:
e

—(It(9?)-A) =0 . yE(0,L’){ 93’(O)= 9?’(L’) 0.

Renombrandoy = :r , L’ = L y 9?. = y, el problema consiste en l)uscar (y, A) E y ff7

solución de 1 u

(Ps) y”(x)—hÁ(y) = O . a: E (O, L) (4.2.1){ y’(0)=y’( L) = O

con It~(y) = h(y) -1- A y L dado.

De estaforma para cada solución (y. A) de (4.2.1) tenemos(y, ~(by — A)) solución u

estacionariadel problema dado por (1.1.8),

Supondremosque 1> E ¿(II?) verifica (4.1.1). y queremosresolver (4.2.1) para lo

cual consideramosel sistemaconservanxo:

{ ¿ /íW) (4.2.2)

en el que teiíenios z — It ~(y);’ = O de doí 1 <le se deduceq ile y \eri fi ca la ecuacíd¡> cíe

conservac¡oit cíe la euerg ía u.

1— Us ( 5 = E eo¡¡staí¡te cíe energía.

u.

VA
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con la función potencial H~(y) — f& h,~(s)ds — H(y) — Ay dondeU (y) — fV It(s)ds, y

E constante(valor de energía).tal queE — 1-I~(;) = 0

Observandoel diagramade fasespara el sistemaconservativo(4.2.2), representado

en la figura 4.4, junto con el primer apartado de la Proposición4.1.2, se tiene el siguiente

resultado:

Lema 4.2.1 a) Una condición necesariapara la existencia de solucionesestacionarias

no constantes.cualqu¿eraq ¿e sea el talo r <le L . es que A E (d , <¡2

b) Fijado A E (d142) los valores de energíaE que nos proporcionan órbitas correspon-

dientesa posiblessolucionesestacionariasno constantes,son:

‘¡A(s2) =E =min{ Uá(st). UA(52)}

dondes~ son los ceros de hA tules que < O y s~ > O son ,nó¿rímos

es el mínimo relativo con sgu (st = sgn(A). m

Lerna 4.2.2 Para estudiar

fijado A E (<fi . (lo) podeioos

decir. s~ = O.

Arelativos de H~ y SQ

el n tunero de soloctones estactonoci os no constantesen (4.2.1),

S<t/)0 ncr que U ~ alcanza ¿a. nimntmo relativo en el origen, es

~1

.5”

A
s.l

fi cruza ‘1.3: liíncío¡í potencial I1\ para A > Oo

Demostración:
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y

(1) t

(7>

A
í1

t

zrr+Ji E—Gx~)

t

<4) urs
t2) u>

figura 4.4: lDiagraínail~} [ases

t

t

(2”

(4

(1)

(3

(71

t
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Supongamoss~ # 0. entoncessi u = y — s& se tiene que u c Hl (9) verifica el

sistema:

{ u”(x) — gA(U) = O c(0,L)
(4.2.3)

u’(0) = u’(L) = O

con YA(u) = hx(u + st) = It(u + st + A. De estaforma g,, es unafunción quese anulaen

el origen,y por tanto

CA(S) = ji —g>,(t)dt

tiene un mínimo relativo en el origen. Observamosque los cerosde gx(t) son

A A A¼ SQ i E {1, 2, 3}

dondet’ tal que i E {1,3} son máximoslocalesde O>, y l~ —Oes el mínimo local de O>,.

El sistemaconservativoasociadoa (4.2.3) es

{ It = -

—‘ g>,(u)

y la ecuaciónde conservaciónde la energíaes

—(u’)
2 -i—

2
CA(ií) = E

es decir

~=+v~i E—CÁu)

y los posiblesvaloresdeenergíason:

O = CA(O) < E < min{G>,(t , C,~(tt} Li — E<(A). (4.2.4)

m

Paraestudiarel númerode solucionesestacionariasno constanteshemosde resolver

el problemade contorno (4.2.3), y paraello vamosa utilizar el méto<lodel “disparo.”

Método del “disparo”

Cadatrayectoriadel diagrama<le faseses solución de un problemade valor inicial

{ — ijxO< ) (5

u(xo) = a. u’(xo) b

x E fi?

a, b E IR.

lEí método(leí disparoconsisteen considerarlos problemasde valor inicial

u”(x) — ÍJA(U) = O, 3; E II?
(4.2.5)(F>,q {

¡¡(0) ‘5, ~~1(O)= 0. ‘5 £ II?
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y determinarlos valores& paralos que la solución de (J)>,,~), que llamaremosti>,
5 verifica:

u>,5(L) = 0.

Las únicassolucionesque toman al menosdos vecesel valor u’ O son las dadas
u.;

por trayectoriasperiódicasencerradaspor la separatriz,lo queequivalea considerarva-

lores de energíaE E (O, E1). La idea es elegir entrelas trayectoriasperiódicasaquellas

quepartiendode (6,0) lleguen a un punto de la forma (u,O), de forma que la longitud

del intervalo recorrido por la solución mientrascompleta n veces la trayectoriacerrada

coincidecon la longitud del intervalo, es decir L. Esta longitud va a venir dadapor una

función quedependede E y <~í1e pasamos a describir.

Construcción de la función 1(E)

Dado A E (dr, d2) y E £ (0, E1), E1 = E1(A) en (4.2.4) consideramosla trayectoria

periódica asociadaa ese valor de eríergia. Supongamosque dicha órbita une los puntos VA

(ín (E), O) y (rn4.( E), 0), es decir llamaníosrn..~ (E) < O y ir’1. (E) > O a la abcisade los

dos puntosde corte de y C>,(s) con y = E.. más próximosal origen. Por construcción,

tenemosC>,(m4E)) = 0>,(m±(E))= E..

Dado E consideramosla soluciónde (4.2.5), quepartede (rn. (1»), 0), es decir, u(O) = u

ni — (E) < 0, <(0) = 0. y queremos<¡ue u aumelíte hastallegar a un

E0 E (0, L ) tal que u (.r0 ) = ni + (E) > O.

u
Por tanto z(x) ¡¿‘(x) es positiva.en (O, x0). es decir,

z(x) — V’~ E — G»u(x)) cii (0%)

De dondeel espaciorecorrido por la. tira ectoriaes e,

~ J;ÚC) du

E — Cs(u)

1)cfi ni mos í (E) = xc es decir, 1 (E’) representala longitud recorridahastaque la u
órbita (u ) vuelve a cortar al eje >í (z = 0).

De estafornía tenemoslas sígíl íente definición.

Definición 4.2.1 u.
11.(E) = y

12 invitÉ) E — 0>,(u 5

u

VA
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9.’

‘½
o

figura 1.5: Gráficas de g>, y 0>,
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Análogamente,consideramosla solución u de (4.2.3), queparte de (m+(E), 0). es

decir u(O) = rn±(E),ii(O) = 0, y llamamos14E) a la longitud del intervalo recorrido

hastaque (u, z) vuelve a cortar al ejeu, es decir pasapor (rn4E), 0), por tanto

u(14E)) = m4E) con :(IÁE)) = O y Gx(m4E)) = E.

Como

u(O) m±(E)> rn41) = u(l..(E))

con O < 14E), entoncesu decreceen (0, L(E)) y por tanto < 0, es decir,

— —v”§ E — C>,(u) con :(x) = u’(x), luego

Ir”> —(E)
14E) vIit”+(E)

<1u

E — G>,(u)

Por tanto tenemosdefinida la función:

Definición 4.2.2

(O. E1) F—’ JJ?~

E h—’ l(E)=k(E) = í..(E) = &~ ft?jt
E—C«u)

De esta forma observandolas definiciones anterioreslos valores de energíaE E

(0 E1) buscadosson aquellos tales que L = nl(E) para algún n E bV. Por esa razon

empezaremospor estudiarlas propiedadesde la función í(E).

Lema 4.2.3 La función 1(19) se puedeescribir como:

1(E) = ~(l~ (E) + lo(E))

con

= fol

lo(E)

y

Ey(Iy

gÁrn4Ey)) y(1 — y)

E yd y

—gÁ(rnA(Ey)) y(1 — y)

(42.6)

(4.2.7)

Demostración:

En efecto

1(E) =
Ci ti

E —

115

Á j,n4E)

(1 ti
_______ — l±(E).

E — C>,(u)
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E (‘(u) ¡“u ,.(E) E i7i’>,(u) 1
Teniendoen cuentaahora que0~(u) = —gy1u).en la primeraintegral hacemosel cambio

de variable C>,(u) = Ey, u C (m4E), O), es decir

u = C1(Ey) = ín4E y). di, Edy
—g>,(rn (E y))

de donde

1
1(E) di,

.

J,n4L’) E — G>,(u)

~~JI

J
o

Y,

—g>,(m~(Ey)) 1 — y

Eydy

y(l — y)

Análogamentese obtiene el resultado liara 10(E) va (¡Ile si G>,~í) lEy con u E

(0, 771 .~. (ID)), entonces

E dy
= 0>,’ (1=11) ¡w~. (E y), dí¿

puestoqueG~ = —y>,. De estaforma

/o(E) = ~fj yE dy

—y>,(in±(Ey)) y(l — y) Li

Ahora vamosa estudiarlas propiedades(le estasftíneiones11(E ) 1i E { 1, 2}.

Proposición 4.2.1 Las funciones 1, y 1~ definidas por (4.2.6) y (4.2.7), verifican las

siguientespropiedades:

i) 11(E) y IQ (E) son continuaspara Lodo E E (0, E’)

u) limE..o*/¿(E) ‘~ >0. con ¿ E {l2}.
— 2/u’ (si’)

iii) lim~.p1 1(1?) ~ con í(E) — ±(íí(E) + 10(L)).

iv) 11(E) es derjuable paro. todo E c (0 E ) . con í E { 1. 2

Demostración:

Probaremoslas propiedadescíe lo }‘ analogatiiente se i~ rol >it rían las de lí

Paraestudiar 1 ~t fu ncidn lo ( E ) «~< . estuzdiaremosprimero la fu u—

ción

1(s) =
5

con a = Ey C (0, E) y E < E,.

116

Fío
ir u,~ [J~>~~>

u.

u.

y)) u’

a

u.

u.

VA

u-



Capítulo 4. Puntos de equilibrio 117

En primer lugar se tiene que f(s) es continuaen (O, E] para todo E < E~. Para

estudiarel comportamientode fis) con s O desarrollamos—y>, en un entornodel origen

y tenernos: (—g>,)~rt±(s)) (—g>,)(O) + (—g>,)’(O)rn±(s)+ o(m+(s)2) donde

g>,(O) O{ g’>,(O) It’(s~) < O

y rn~(s) — O si s — O por tanto (—g>,)(rn+(s)) “~ —It’(s~)m±(s)si s -~ 0.

Por otro lado desarrollando0>, en un entorno del origen y puestoque m±(s)=

Q;i(~) tenemos

G~«O

)

s = G>,(m±(s)) Ox(O) + 0y10)rn±(s)-4- ~ (s) + o(m~(s))
2

ir —hg~O)rn~Ás)+ o(mI(s))

dondeg~(0) It’(s~). Por tanto si s — O. zn.~(s) -~ . y de esta forma la funcion:

____________ fi —Ií’(s~) _____________

5I 5 H-’ 0.—g,«m±(s)) —It’(s~)VS \/~ —h’(s~)

Por tanto la función f(s) es continua en ¡0, EJ paratodo E < E< y paratodo & > O,

existe luí(s) > O, tal que ¡f(s)¡ =Al paratodo s £ [O,E
1 — ‘5j, por lo tanto 1(s) 1

v(1—v)
M rllo quenos dice que 12(E) Jo f(Ey) —~— convergeabsolutay uniformemente

gl—y)

en E E [O,E1) y es continuaparatodo E E ¡0, Eí).

u) Basta con observarque.

hm 12(E) ¡ Hm f(Ey) dy 1 1 1 yti — y)’Idy =

J@E0 y(1 — y) y
12 h’(s~) JO

— 0(~4) — >o.
iii) Este resultado,se obtiene teniendoen cuenta que siemprese verifica una de las si-

guientescondiciones,~ 1
1(E) = oc o bien limp..,p< lo(E) = oc, dependiendode que

E1 = C,x(tt) ó G,xjt~) en (4.2.4).

Supongamosque E1 = min{C,«tt). G%~(i~)} — cuÁ~t) (como en la figura 4.5) y

vamosaprobarqueentonceslim~qp1 /0(E> = oc.

En efecto,en estecasogs(mn±(E¡)) g>,(t”’) O x por tantodesarrollandola funcion

y>, (in + (Eiy)) en un entorno (le y 1, se tiene (¡ile:

—gjtn4Eí y)) “~ Ii(s~)(1 — y) si y 1,
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teniendoen cuentaahoraqueparatodo ‘5 > O. f1
1¿ ~ —v oc, seobtieneel resultado U’—u)

iv) La derivabilidacíesconsecuenciainmediata(le la convergenciauniformede 101 ~ (f (E y)) ~

jtinto con el hecho<le que la función f2 (f( Ey)), seacontinuaen [O,Ej x JO, Ij, paratodo

E < Eí.m
u-

Llegamos así al siguienteteoremasobre el númerode solucionesestacionariasno

constantes.

Teorema 4.2.1 Sea A E (d1, do) y It verificando (4.1.1). Entoncesfijado L E II?~, si

con s~ tal que It(s~) ~- A = O y Itjs~) < O, se tiene que el número de

solucionesestacionarias no constantesen (2 = (0, ~0 es al menos:

[ti si L > a0 Y LV u.

E cí0 y E AV

con (~¡ parte entera de ~.

no

Demostración: u-
Las solucionesestacionaríasno coíístaítesestan asociadasa los valoresde energía

E, tales que E = ni (E) para algii rí u E 1V. Paralo cual ~ ha (le estaren el rangode 1,
‘1

que contieneal menos a [no, oc). Además, ~ £ [no. oc) .~. > &0 esto es
2~ =u parano

algún u. a

Si ~ y; ~ AV existen al menos u — 1 valores de energíaE
5 talesque:

00

E
¿(E; — tal que 1 E {l. 2.... u — l}

a
y por tanto, existen al menosu — 1 solucionesiseriódicas(ciclos) asociadasa los valoxes W

de energíaE5.

Si ~ PV y [ J a tenemosal ¡cienos u solucionesperiódicasasociadasa los00

valores de energía.E5, tales <~iie:

u-E
1(E5) — tal <fue j E { 1.2

a
Observación 4.2.1 Si la función 1 es estrictaíu,ea,tecreciente, el nitoh ero de soluciones

es exactoinente[A] y
o. — 1 respectnaíiíe¡zte. y poden¿os o.scgíírar que no existen sí

jiL <

e
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Por tanto si con alguna hipótesis adicional podeíuos asegurar que la función 1 es

estrictamentecreciente, entoncestendriantos as¿una información sobre el número exacto

de solucionesestacionariasno constantes.Por esa razon vamosa estudiar el crecimiento

de 1, estudiandoel signo de su derivada. Para lo cual vamosa expresar ‘adecuadamente”

dicha derivada.

Tenemosasí el siguientediagramade bifurcación respectodel parámetroA.

multiformeJI? i—* II’(Q) < JJ’((2)

A — A>,= (y>,.v>,) =(y>,%>.— =)

con (y>,,v>,) solución estacionariano constante.de (1.18), con:

card (A>,) = O si A E (—oc. díl Urd2. oc), y si A e (d1, d0) entonces

card (A>,) =+1 siao < L y ~ PV y
00 00

card (A>,) = — 1 5~ Go < L y A £ AV
00

donde
71

—2 It’ (s4)

Lema 4.2.4 Se tienenlas siguientesexpresionespara

= [1 G>,(u) ji

Jo E(C~(u))
3

C>,(r)g~(r)drj <íy
y(1 — y)

u = G’Q(Ey) = m.jEy) E (in4E), 0) y mÁEi) < rn4E)

dI
0 (J>,(u) ~1 dyu) — (r)drl10 Lib G>,(r)gdE = 2(0’->, (u)) y(l — y)

con

u — 07’(Ey) = rn±(Ey) E (O, rn~(E)) y m~(E) < m±(Eí).

Dern ost raci 6n:

Por (4.2.6) tenemos

IdE) ji’ Eyj f
1 f(Ey) ¾

g>,(rn4Ey)) y(1 — y) JO y(1 — y)

con f(s) = , s ½~Por tanto

dii — ~ 7,(f(Ey)) dy

dE yQ — y)

con

1K
(4.2.8)

(4.2.9)
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U’y

yf’(s) = __________

( g,~(1ci — (s)

)

2s
v§glÓn—(s))(rn .Ás<)

con

(rn...(s))’ (Cj’(s))’
1 1

ya que mÁs) = CI’(s) = u y ademást FIs — CÁtt

)

¡E

Por tanto
Df _ y 1

DE 2x[g~(u)C~~u) [g>,(u)01(u) — 2sgl(u)] =

O>,(u)

— 2 E (~1(<‘)Y + 2C:>,(u)GIQ)j

—~wÁn~) y G~(u.) ir —gl(u).

Por tant<>, si prol)alnosque

d

d u

26’>,(u.)Cr’«u) — (01(u))2 = 2
Cjr)g~(r)dr

habremostermí¡ tado, pozalo ciíal bastacon observar(file

—{20,du)Qu) — (C’1(v))~} = 20>07 = —20>,g

junto con el hechode que G’>,(0) = O G’1(O) —g>,(O).
di,Análogamezítese obtiene la expresíonpara ~-rEn efecto:

d1
2(E) __ r

1 ¿9

j Ey dy

dE o DE y>,(zn.4E y)) y(1 — y)

ya quepor (4.2.7) = fol ~ _______

Seas Ey y .1(s) = entonces

¿9f
— yf’(s) •ii

— soí@n.~(s))íní(s)

ql~Ón±(s))

ji

2v’§4y~(in<(s))(g>,(~n..(s)) — 2sg~(m.
4.(s))m?Ón~(s))) u;

con

ín7s) ir (07’(s))’ ir ________

(s)) 010ú

VI
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Df

DE

4%

ya que

u;

4

(4.2.10)
u;

u;

u,

e
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De estaforma por sers = Ey = 0>,(u). 0X(~) —g>,(u), se tiene que

y _ s 0>,(u

)

2\22E\22E 2E

Por tanto

Df _ C.iju)

DE 2E (—0«u))2
+ 20>,(u)0<(u)J

(Q(u))

Df _ C,«u

)

DE — 2E(0&(u))3 [2G>,(u)6’~(u) — (CX(u))21.

20>,(v)C~(u) — (01(u))~ —2jG~(r)í¿[(r)dr

Con

ya que

d
—{2C>,0~ — (Gj)2} = 20’>,C.”>,’ + 20>,07 — 2G~C.~ — 2C~’>,C7
du

puestoque07 = —g~ y &‘,d0) = O = C«0) = —g>,(O).

Como consecuencia

di
2 ¡‘5

dE —I —(f(Ey)) dy~Jo~aE y(1—y) L’E C,>ju) ~jn(C,(u) VS
C>,(r)g~(r)drj dy

y(1

De estaforma se tiene el siguiente resultadosobre la monotoníade las funciones

l¿,i E {1,2}.

Proposición 4.2.2 i) Si A < O la función I~ es estrictamentecreciente (~ > O).
u,) Si A =O la funczon lo es estrictamentecreciente (~7. > 0).

Demostración:

En primer lugar recordamosque las FuncionesIt. It>,, 0’>, y g>,, verifican:

1. — sgn(It”(u)) sgn(u)

2. — C>,(u) > O, y E (O. rnjE)) UÓn+(E), O), OSO) = O{ —g>,(u) > O, u E (0, m±(E))
3. — Q(u) =

—g>,(u) < O, u E (mÁE), O)
dondeu = @Q(E y), con gx(t) = It>,(t + st = A + It(s~ + t), tal y como se puede ver en

la figura 4.8.

121

(4.2.11)

— —20>,g

Teniendoen cuentaestaspropiedades.tenemos([tIC



u)

(¿pu ¡¡lo .1. Ca¡npos de Fa~se

liguzía [.7: c;íáíic;is

122

u’

u.

u:

~5

u’

m(E) m(E)
+

u;

1~

u-

u.

u’.

u-
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i) Si A < O y u E (m4Ey), 0) c (rn4E). O) entonces.C>,(u.) > O y <«u) < O luego por

tanto, por (4.2.8), bastarácon probarque

L
o

C.x(r)g~(r)dr < O

para lo cual vamos a ver que g~(r) = h”(r + s~) < O. Por otra parte observandola

función It, esta última desigualdadse obtienecomo consecuenciade que r + st < O, ya

que r < O y sgn(s~ = sgn(A) es decir, s~ < O

u) Si A =O y u E (O,m~(Ey)) c (O,m+(E)) entoncesC,«u) > O y C’,,ju) > O, por tanto

teniendoen cuenta(4.2.9), si probamosque

jGx(r)s~(r)dr > O

habremosterminado. Paraello al igual que en el apartadoanterior estudiamosel signo

de «(u) Ahora tenemosque«(r) = It”(r -1- s~) > O por ser y -f- s~ > O, lo cual termina

la demostración.w

Corolario 4.2.1 Bajo las notaciones e hipótesis anteriores, supongamosque A E (d, d~)

con d < O, d~ > O, suficientementepequenos y que It verifica (4.1.1). Entoncesfijado L E
10+ ,~ E

’

= se tzeneque el numero de solucionesestacionariasno constantes
en (2 = (O, L) es:

[Li L
1—1 siL> no y — «AV

LaoJ
L L

— — 1 si L > (Yo y — e
00 (1~0

con L~] parte entera dc ~ y s~ tal que

h(st + A = O y It’(s~) < O.

Demostración:

Sabemosque si A O, entoncesla Proposición4.2.2 nos dice que > O, i =

1, 2 y por tanto la la función 1 es estrictamentecreciente. Teniendoen cuentaahora la

dependenciacontinuade esta función 1 y de E respectode A, existeun entornodel origen

< A < d~, tal que 1 sigue siendoestrictamentecreciente.

De esta forma aplicandoahorael Teorema4.2.1 se tieneel resuíltado.Li

Observación4.2.2 La. dificultad de la dei,,ostractóndel resultadoanterior rodica princi—

palínenteen la dependenciacíe la no hneahdaddel parataetro A E II?. Esta dependenciade

A, se refleja en la. función potencial, la cual cambia cualítc¡timic¡ niente” para los distintos

valores de A (crecimiento. concavidad,puntos críticos se ven modíficadas al cambiar

A), lo querepresentauna dificult 12(1 anadída o. este¡octodo, en co’nparo.cíoncon problemas

similares como los que sepuedenencontrar por ejemplo en /167. /31/ ó /59/.
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4.3 Soluciones Estacionarias con B = Den §2= (0, L)

En el casoen el quese considerancondniones de fi ontela de tipo D irichlet, es decir,

B = 13 se tiene que A 0, y podemosremitirííos al problemade [16[, paradeterminarel

númeroexacto de solucionesestacionariasdistintasde la trivial. u.
En efecto en esta situación las solucionesestacionariasdel sistema(1.1.8), (y, u)

verífican:

1 kíy”(x) — h(y) = 0, x E (O, L) b
con u —y

y(O) y(L) = O a
u;

y por tanto aplicandoel cambio de variable y = jx, se obtieneel problemade [16], que

nos determinael númerode solucionesrespectodel parámetroji > O del sistema

1 <‘(u) — ¡¿It(y) = 0, y E (0. w) b
con u —y

y(O) y(x) = O a

Observamos<1tie en esteproblema(le [16]. ji es ahora iín parametro positivo a dife-

rencia del parámetro A E II? del casoanterior /3 PV . ademasdicho parámetrop esta

multiplicando a la no línealidad x~ por la íto no ¡iii uve sobrela misma “cualitativamente”

No obstantepor c<>mpletitzíd de la memoria vairzos a determiliar a continuacion el

numero de exacto de solucionesestacionariasno constantes respectodel paránietroU

haciendouso de los resultadostécnicosdel apartadoanterior, 13 Pv.

Si llamamosy = y U — ~L 1)11 seamosy £ íJ¿((2) solución de:vsi-
u’

{ ;sYtttt2 y E (O, L’)

no obstante notaremosy ir y ¡Y B L.

l)onde It ven fica (4. 1 .1) coz

s1 < O < so tales que It(sí) = h(s~) = 0.

Definimos

Ji(s) = —Ií(t)íit.

con

U(O) =0, íI$~) = O tal que E {12} ~. ~~“(¾) —Ií’(s~) =O) E {1,2}.
e

En este caso tenernosuna uníca solucio u es t. a(: ion ar i a co lis: az t.e qí le C5 la trivial,

Y, — O

e

u;
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Vamosabuscarposiblespuntosde equilibrio no cozístantes.paralo cualestudiamos

el diagramade fasesdel sistemaconseívativo:

{ = ¡«y)

con zz’—h(y)y’ = O, es decir 4±H(y) E ctede donde: ±V
12 E — H(y) siendo

E valor de energía,tal que H(<p) < E.

Además
- E—H(y)

dx

nos dice que
dy

E—H(y)

De estaforma obtenemosel diagramade fasesanálogoal casoanterior, figura 4.5,

dondeahoraA = O.

Buscamossolucionesy tales que

y(O) = y(L) = O

es decir, que cortan al menos dos vecesal eje :, por lo que observandoel diagramade

fasesvemosque:

0< E < max{H(sí).JJ(so)} = E
1 (4.3.1)

es unacondición necesaria,paraque existasoluciónestacionariano trivial.

Al igual que en la secciónanterior vamosa utilizar el método del “disparo” para

encontrarlas solucionesestacionariasno constantes.Paraello dado un valor admisible

de energía.E E (O, Eí). consideramosla trayectoriaasociadaque cortados vecesal eje z,

en los puntos(O, +11K). Sea E0 znin{JJ(sí) , JI (st} =E1 1 consideraremosel casoen

que E0 < E1, por un procedimientoanálogose estudiael caso en que E0 E1.

Si E E (O, Eo), consideraremoslos dos l)untos de cortede y = U(s) con y = E más

próximos al origen, quese correspondenconel ciclo buscado.x’ a su primeracomponente

la notaremospor zn4E) < O y rn±(E) > O. Si E £ (E0 E1) la trayectoria asociada

sólo corta crí un punto al eje y, cjííe notaremospor (ni —(E) O) con ni — (E) < O. Como

podemosver en la figura 4.9.

Podemossuponerque E1 = H(s¡ ) lo (¡Ile se corresl)onde con el hecho de que la

trayectoria para E E [¡So’ E1) corte al eje y en un punto negativom4E) < O, el caso

contrarío se estudia cíe forma análoga.
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figura 1,8: liavectoriasasociadasa viílo res de <iiet’ la admisibleE

A demassi .r0 E ¡0, L j es tal <¡ ne ;(~o) O. [cii wíz do en críen ta que EJ(.y (xo ) ) = O,

se tiene que z(xo) + 2E.

Por tanto si considerarnosla. soluciéu y tal que y (O) O y <‘(O) — 2 E < O,

inícialmentey parte <le (1). es decir ; decrece(z < O) hasta que la solución alcanza

el punto (ni... (E), O) <leí plano de fases. y y crece (z > O) desdeesepunto hasta que

la trayectoria llega al punto (0, ~ 2/9). cíe dondese tiene queel espaciorecorrido por la

solución y < O hasta qríe la solríciózí xuiel le a cortar al eje z . notado por 1 (E) viene

dado por:
- (E)

/jE> =
4; 1 4

;

-~ •I- i -~

fl (.-) Jin (E> Y’~ E U (y)

de donde L (E) «~ [2..<~.> —~———S..~ ‘~ 2/~ (E). siendo 11(E) la función definida por

(4 .2.6).
A nálogarnente.crí el caso cii <[líe E E (O. E0). 1)odeíflosconsiderartaml)ien la soln—

clon y que parte de (2). es decir tal que:

;(O)irO y(O) 2E>O

y /• (Ji’’> Sei;i el csl)a<io rccorri<ií> por ía soliici&>ii y > (1. líashuí ([lIC la soluicion vuelve a

u,

2)

m

4%

VI

VA

u:

VI

4%

e

u.
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cortar al eje

i-(E) 1 dy 1I,fl +1l+(E) = _________ _________JO~(O) V~ E — H(y )J’n+(E) 12 E — H(~)

= v~fr~t~~ ~< = ‘1210(E), dondelo(E) es la función definida por (4.2.7). Obser-

vamosque las funciones 1+ y 1 de esta secciónno coincidencon las denotadasde igual

forma en la secciónanteriordondeB = jV.

Por tanto razonandode forma análogaal casoanterior tenemos,las siguientesecua-

cionesde bifurcacíon:

Proposición4.3.1 Existe solución estacionariano trivial. su para algun númeronatural

n E PV, se tiene alguna de las siguientessituaczones:

i) L n(l±(E) + ¿«E)).

u) L = (u — 1)(l±(E) + 1(19)) + ¿«E> = ní±(E)+ (n — 1)I4E).

iii,) L = (72— 1)(l±(E)+ ¿«E)) +LÁE) n141:) -h (u — 1)14(19).

Observamosque las trayectoriasasociadasa E E Eo, ISí). nos proporcionansolu-

ciones estacionariasno trivi¿dessólo si 1419) — L, lo que se correspondecon el tercer

apartadode la Proposición4.3.1, paran — 1.

Ademásen el caso i) las solucionestienen n maxímos y n mínimos, en el caso u)
tienen n maxímosy n — 1 mínimos y en el casoiii) tienen n — 1 máximosy n mínimos.

Proposición4.3.2 Las funcionesl~ y 1... verifican las siguientespropiedades:

1.- Son derivablesen sus donrínios.

2.- l¡m~.,0±l±(E) _ E

’

—fr(O)

5.- lim~- l±(E)= +oc.

~ lim¡E ~ ¿«E) +oc.

Demostración:

Bastaobservarque l±(19) 1212(E),142) = 1211(E) con A = O. segúnvimos en

(4.2.6) y (4.2.7), y aplicar la Proposición4.2.1

Proposición 4.3.3 Las funciones 1.,. y U son estrictamentecrecientes.

Demostración: lEs consecuenciadc la Proposición4.2.2 con A = 0.
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Teorema 4.3.1 Si /3 D, It verifica (4.1.1). y ao — E’ tenemosque: U.
—¡‘(O)

a) Si L =Go, 110 existe ninguna solucion estacíonar~a no trivial.

b) Si L E ((21 — 1)oo.21o] para j E PV. entonceseristen exactamente3) soluciones

estacionariasdistintas de la trivial, de Icis cualesj son periódicas.

c) Si L E (2joo, (21 + 1)ool para j c PV, entonceseristen exactamente~1 + 2 soluciones t

estacionariasdistintas de la trivial, de las cuales) son periódicas.

Demostración:

Seanlas funcionesinyectivas:
U.

It
1(E) = n(l±(E)-f-U(E)), hT(E) — nl~(E)-j-(n-—1 )IE) y hJ (E) = nljE)+(n—1)l±(E).

Fijado ti se tieííe que inf(h ~) 2ncx0 y inf(h~) = iiao + (ti — 1 )ao = (2n — 1)oo.

Por tanto exzsteun ciclo (solución estacionariaperiódica ) si existe E~, valor de

energíaque xci ifica la ecuacion(le bifuicación /ií (E) = L dadapor el primer apartado
u’

de la Proposición4.3.1, lo cual equivale a L > 2nao. Ademáspor la inyectividad de It1

es unico, y por tanto la s<flucíón estacionarIa no trivial, también.

Paraestudiarla existencia<le solíícionesestacionaríasdistintasde la trivial que no

son ciclos, aplicaremosun razonamientoanálogoanterior a las funcionesItt, asociadasa
4

las ecuacionesde bifurcaciótí de la Proposición4.3.1. Imn L. De estaforma tenemosque

su L. =(2n — 1 )o, existen dos únicos valores de energíaE;~ tales que ht(EZ) — L, y

como consecuenciados únicassolucionesestacionariasno triviales (no son ciclos).

Como consecuenciadado L y Go. se tiene que:

a) Si L =o~, no existeningunasoluciónestacionaria,no trivial,

b) Si (21 — 1)ao < L =2jo, entoncesse verifica:

i) £ = 2noo paran = 1,2, j y comoconsecuenciaexistenexactamentej soluciones

estacionariasquesonciclos, asociadasa los E,~ valorescte energíaqueverifican It1(E,~) = />.

u) L =(2n. — 1 )cxo parau = 1,2 .j y como consecuenciaexisten exactamente2j

solucionesno triviales y queno soil ciclos, asociadasa los valores(le energíaE~ talesque

It~(E;fl = L.

Como consecuenciael númeío de solucionesestacionar]as no triviales es 31
e) Si 2ja~ < L =(21 + 1 )0, entoncesse verifica: u-

1) L =2n0 parati = 1, 2 . ,y y comoconsecuenciaexisten exactamentej soluciones

estacíoííarías que son ciclos al ígzi al ([Ile en el (M50 anterior.

i) L. =(2n — 1)00 l)~lra ti = 1, 2, . 1 -1- 1 y como consecuenciaexistenexactamente

2(1 1— 1) soluclones no triviales y que no son ci <:los. u.

Por taiito crí estasi [.11¿xci ozí e xis isiti ex a c ti unen te 3) f- 2 solti c iO ues es tacio xi arias dis—

tintas de la 1.1 i\ ial Li

a

u’
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CAPITULO 5

SOLUCIONES METAESTABLES

5.1 Naturaleza de las soluciones metaestables

Estudiamosel comportamientode las solucionesdcl problema:

o

= kv”(x) —

= y’(b)=O

= u’(b)=O

= y~(x)

u~(z)

xE(a,b)

.3-: E(a,b)

cuando~ — O.

Pretendemosbuscarsoluciones(‘y(t, x), v(t, x)) de 2 quesin

sistanpor un largo periodode tiempo, (solucionesmetaestables)

de ~, medianteel método de energía.

Este métodoconsisteen la coíístrucciónde un funcioíial dc energíaparael sistema

con muy poco excesocíe energíaparadisipar (cambiarde fase). De esta forma, como la

velocidadde variación de la solución está ligada a la disipación de energía unaexcasez

de energíanos lleva auna evolucióií muí’ lenta de la solución.

Consideramosel funcional de energíadadopor el funcional de Lyapunovdel sistema

(1.1.8) de la Proposición15.1 definido por

serestacionarias,per-

paravalorespequeños

1V~(y, y) = j’b
1~y;;1 1(~ — l)fldx + ~ f(~0 — p)

2dx

con c = y O(s) = ~(~2 — í)~ =0, tal (jize C’(s) = y(s) = ~(s3 — s) , el cual

siguientespropiedades:

verifica las

(2)

Ty<

y’(a)

rl(a)
ye(O,x)

u~(O, x)

129



¡nl ¡lo .5. Camposde Fase130

u.
i) H7¿(y, u) > O.

i) Los mínimos absolutos de 1 1% son los puntos donde 1 y se anula, es decir (1, ~) y

(—1, —~), para todo ~ =O y se correspondencon solucionesestacionariasestablesdel

problema(‘P).

iii) La región dondeel funcional toma valorespequeños,para~ << 1, es muy grande,es

decir W~ posee“un valle extensoy poco profundo de energía”. En efecto:

SeaIt(~) un infinitésimo en ~, es decir ItQ~) y—’ O si ~ : 0. La región

{(y, u), W«y, ‘4 =Itk)} c U’ x U u.

con ~ << 1 contienemuchasfuncionesademásde las constantesmínimizadoresdel fun-

cional. En particular incluye las transiciones. queson aquellasfunciones (pv) donde

y ‘~ ±1con Vp “grande’, en unaregión pequeñay u ‘~ c
El ‘‘valle’’ esucia mgion grandede energíapeqííeiiay alemas como W~ disipaenergía u.

cíe (1 .1.8), es invariante,va quesi 1)artiirios de ííií dato i iii ci al (1 (0, x ) , u~ (0, 3;)) E J~, la

solución de (1 . 1 .8) ven Oca

O < W~(y~t, x)z$t,x)) = 11% U (Ox), z$O,x)) =h(~) e

paratodo 1 > O. De estaforma teniendocii cuenta ([tiC líQ decrececon t, si consideramos

h(~) :. O cuando ~ —< observanios(jile el funcional de energíatiene muy poco exceso

de energíaparacl isi par eíí el val le’’ . lo cual sugiereque las soluciocies evolucionanmux’
elentamente.

Buscamospiles solucionesmetaestables(de evolución muy lenta) paravalorespe-

queñosde ~,próximasa la estructurade N-transicionesde fases,quepasamosadefinir.

Definición 5.1.1 Función PV-transiciones u.

Llamciremos función. V — e sca/era., y la rep~esentaremos por y0 : [a, b] { — 1, + 1 }
a toda función con 1V y ¡cíytos de ty-ansíc¿o it. <¡nc noÉ aren> os i e (1, 2,., PV } que tomcz

los valores +1 y —1.

L lcrmantosfunción de PV — tr ansici cines a. toda función cíe fi próu:írita, en Li a una

función. ‘V — escalera.

Ob servacion 5.1.1 ¿) Pura que efec[¿rau>enteej:tstai¿ solucio cci.; unetaestablesea I~, ~ < <

la fivn.ción It (,~ ) . no y c cc/e sev 4cmasícydo pegoenu. de tal forní ci. cji¿ e si : O cuando
—

~ O. e nt.o n ces e a 1<,. regiO a fc ,u.o hay tic, u.siciones pa.rc¿ ra/o re.; ~ < < 1 - En este caso
e¡íu/c¡ ui ci’ solución ( y~ . u ) e 1~ de (1 . 1 .8) c; tuu <lo ~ ~ O se a c(?I’cct necesattameit te a uno

a

t
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1

—1

figura 5.1: función PV — escalera

de los puntos de equilibrio (±1,+~). Por tanto para incluir las transicioneses necesario

que

It (~)
hm mf — =¡<o > O

¿—.0 ~

con It0 > O y ~ -~ O.

En efecto, si (~t <A) E J~ en primer lugar, lV<yÑ tA) =It(C) w-. O cuando ~ : O

por lo tanto (y¿)
2 : 1 en y v~ ~ ~y¿ en 2, luego existe una subsucesióntal que

(y¿,v¿) — (±1,+~) en casi todo punto.

Además>d¿) ~ ~fjVyfl2+ ~ f((y~2 — 1)2 + 4~g(cv~ — /)2 y por la desigualdad

de Young

lib
‘ 1¡[yt ¡ — _____ij[(y%2 II—

2jI(~Y— xt (set
3

2 Ja¡YX< _____9 3

—‘ O. se tiene que ((~)3por tanto si ¿ ~y¿) = yt( (.4)2 —1) — c
0 en L’, con c0 constante,

y como (yt)
2 : 1, necesariay,teytte

yt -1-1, o yt — —1, y respectinamentevt ‘. o ‘__ 1
c e

u) En. vista cíe lo att (eríor, necesitctn,os can.síclecyrfa ncio:,.es (y¿. <A) tal que W~(yt, ot) =

It(fl t—~ O si ~ —‘ O pero hm izíf&...o hÁ> >
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ti
C’onsícleraiuos el funcío ¡¿cii cíe enercj/c¿ norin a.lízcyclo I’~ ~ , que sigue siendo

positzvoy ,sú,ibíiit os

l’%(se, u) = E4y) -i- — j(cu — <dx (5.1.1)

dondeEc(y) viene dado por

Et(y) ir — 1)2jcIx.
s

Vamos a ver algunos lemas previos a la elección del conjunto de datos iniciales

verificando las propiedadesanteriormenteineííczonadas,cuya solución asociadatiene la

propiedadde evolución lenta (metaestabilidací)<¡Líe buscarnos. Estos lemas son coríse-

cuenciadirecta de la definición del funcional. de fornm (¡líe la ecuaciónde evolucion no

juega ningún papel. Su clenzostración se ptiecle encontraren [8[, [25j, pero no obstante u’>

vamosa ver a <:011ti ciii ación qíte el limite iii len or del fu nci (>1 ial Et actuando sobre funciones

<le PV — transicioneses ucia caíis att te c¡ííe depeíide del ci ú mero <le transiciones.De tal forma

n ~ el valor mliii mo de energía soEre estasfu it ciones de N~ transiciones,va adependerde
PV y no de las posiciones de los vzcitas de transición, e

Lema 5.1.1 Sí {yt} C Ut, yt —y0 en 1. (a, b), cuando~ y-’ O, con y0 PV-escalera,

con transicionesentre —1 y 1 , entonces:

hm mf Et[yt] =iNC
0 con C0 ¡ (1 — s

2)ds 25

alcanzandosela igualdad para ciertas sucesionesyk

Demostración:

Si y~ : y0 en LI (a, b) con y0 uz í a fmi ción PV — esea/era entre 1 y — 1 por el

Lema de Egozov, para tocho ‘5 > O existe .4 c (a, b) cciii ¡c( ~) =8, tal que set —~ se0

un iformemente en .4. Por esta razónpodernoscocisi<ierar. sil íérdida de generalidad,/V-

ntervalos (a¿. ti), i E fi ‘Y } suEcu enteinetíre pequeiiosquecontienena los PV — puntos

de transiciónde y0 tales que

yt (a
1) — ;

0(a
1) —1, x 4(b1) : 7(b1) — 1.

De estafo rina se tiene que:
e

h ~N’1 1 e> c r, ~ 1
Et(Á) — ~. 1 ](ye),]

2 ¡ ](;Cj2 112> rs í IÑÁ\l—

2 — j (4)2 122 i,. ~Tj
t> — . J K>>~ +

e
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Por la desigualdadde Yoííng

ji cj(~¿)[2 +
1¡(C)2 — i¡~ ~ Jb¿(setr[y# — 11 ,f(IJ(sct)x = IJOPC(b¿)) — H(sct(aí))
s di

con H(s) = f¿ JA — 1¡dx. Comoconsecuencia,seobtiene que

v•fj c¡(7)]2 + 4’c <>0 112 ho — ÍJ(1) 2 _ c~.
3

La existenciade sucesionesdonde se alcanzaeste valor mínimo de energíaestá

probadaen [43], [44j, [60]I2~]~Li

Observación5.1.2 Observemosque si N = oc. entoncesel argumentoanterior nos dice

que hm inf~...,
0 E44) +oc.

Definición 5.1.2 PV-transiciones eficientes

Diremos que sec — en L con y~ E U
t y yO función PV -escalera, tiene N -

transiciones “efic¿entes sí

hm mf E~(y~) NC
0

¿—•0

es decir si toda la energíase acuniula en los saltos.

Observación5.1.3 La existenciade las funciones de PV-transicioneseflcient~s que está

demostradaen ¡2Sf /43JI’, ¡441 ¡6t9¡, no es nada elemental.

De hecho se tiene que ni las funciones lineales a trozos, ni polinómicas de grado

mayor, a trozos, son transzczoneseficientes. En efecto si consideramos4 función que

toma los valores 1 y —1 alternativamenteen todo el intervalo (a, b), salvo en intervalos

centrados en los puntos de transicion :~, 1, PV de amplitud 23, ‘5 ‘5(e) donde está

definida de la siguienteforma:

4(x) = ±1(3;—
&

eíígzendoel signo <le forma que sea continua. se tiene que:

o

hm EgÍ) — 2 ‘vii PV > PVC0
(4n -h 1 )(4n.

2 — 1)

para todo n E PV.

El siguientelema se ha píoba<lo en 25]’ y nos va a l)ermitir probar la existencia

de solucionesmeraestablespara el sistema (1.1.8). cuya evolución es más lenta que la
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o
consegríida por las técnicas(le [8j, para la soluciózí de la ecuacióni¿~ 4 u~ + f(u), x E

(0, 1), cíe hecho la solución que p¿irte cíe datios iii i ciales proxirnos a (y.0, ‘y0) permanece
D

invariante duranteun intervalo (le tiempo de longitud 7’, con T > CeT 0’, 0 > O,

mientrasqueen [8] el orden de evolución de la solución, itt respectode 4 es potencial.

Paraestonotaremos~3{x) = fy(s)ds y observamosque dadase E L’(a, b) se tiene

que~ E 1J1(a,b), verifica y(a) = O y ~(x)¡ =[¡AlL’(a.b) de donde:

IIY’IIL’(ab) =(b — a)¡[y¡i í.’(a,ñ) (5.1.2)

Lema 5.1.2 Seay0 unafunción PV-escaleracon :~, ¿ = 1 ‘V puntos de transición y sea

r > O. tal que los intervalos. (z~ — r, + r) son dísjuntos entre si, y están contenidosen

(a, b). Entoncespara cada 0’ > O. tal que C < it existe ? > O y Q > O, que depende

sólo de y0 y de 0’, tales que:

Sí y e [1’ verífica f ]i,9 — y0¡cix =‘5% ento¡tces

c

E~[yj =PVCo — Cje Li

5.2 Movimiento lento de la transición de fase

Lema5.1.2

(ab) y son

Varzios aver unaestimaciónde la norma (le la solii cioz í , quepartede un <lato inicial

próximo a la estructurade PV-transiciones,en el espacioproducto2 x H~Q’ lo quenosva

a permitir probarel resultadode metaestabilidad.

Consideraremosapartir cíe ahoray0 una fuízícióíí 1V — escaleracomoen el

es decir con Z
2, = 1.... A’ prí ci tos (le transícion y r tal que (s~ — r, :~ +r) c

disjuntosentresí. y unacolístantiepositiva O < r.

Vamosapartir de datosinicialescina primeracomponente y~ verif’zca las

i) lin<,o y~(x) 7(x) en Li ((2)
u) E [sefl< PVC~ -1- ~g(4), con 4<4) 0 para.4 ‘ O

cuyaexistenciaest.áprobada cii [25j

mt

propiedades:
uf

Proposición 5.2.1 Supongcro, os cj tic el cinto inicial (.4 (:c ) . ¿‘~ (ir)) verifica:

i) him¿,a4(x) ir 7(x) en Li ((2).

ti) E¿y~j ~
1V0’o + ~g(4). con 4g(4) e— O para 4 v-~ O.

iii) ~ f cu~ — tlúdx < =~(C)

Ent o uces. ex¿steu ~‘1 C’~ canstc,.í ¿tes posí ti íaS. y ‘y clejo:ni/le itt es cíe 4, tales que la so

cion (yQ A) íerífica uf

U>

uf

U>

e



Capítulo 5. Soluciones Metae.sta bIes 135

para 4 suficientementepequeno.y T se puedeelegir tal que T =~

o c
En particular si g(4) Cge , entonces7’ =C4eT,C~>O,i= 3,4.

Demostración:

En primer lugar consideramos3 = > O, con ? dado por el Lema 5.1.2, de

forma que por (5.1.2), si f,~’ Jy¿ — se
01 =6, entoncesf jy¿ — se~[ =St A continuación

consideramos4o tal que paratodo 4 =4o

fb 1

la Á(x, 0) — se0(<¡dx

Ahorapor la continuidaddel semigrupoasociadoa las solucionesdel sistema(1.1.8), para

cada4 fijo existe 7’ = 7’(4) > O dependiendodel dato inicial, tal quef se~(t) — se01 =‘5

paratodo O < t =T(4). Por tanto por el Lema 5.1.2. existeunaconstanteC~ > O tal que

E¿yfl(t) > ¡«(‘0 — Ce

paratodo O < t =T(4).

Comoconsecuenciase tiene que paratodo O < t =T(4)

PVC
0 — C7eZ < Eetyfl(t) < lQ[y~ ¿Aj(t) =lQ[y~, 4.

Teniendocii cuenta ahora que:

V~[seg, ~-:5j— E [set+ 2$- f(cuá — seh
2 < NCo ‘i- 9(4),

se tiene queparatodo O < t < 7’(4)

o
v~k4, u5] — IQ[yt í/j(t) =g(4) -1- CeT. (5.2.1)

Observemosque (5.2.1) nos mide la wca va.riacióíí (le la energíaen O < t =T(4).

Además,de (1.5.8). probadaen la Pioposición1.5.1, tenemos
dVe(y¿,<A) ~ (r¡[y~[¡2 + d[¡ [(—~~)~‘<4¡j¡2>

cIÉ

con d = > O, por tanto integrandode O a T = 7’ (4). se tiene que:U

— 144’ vfl(T) — _ [ ¡ T(y~ +

De dondeaplicando (5.2.1) obtenemos

4—1 [Lb r(yk + clI(—~)’ut =<4) + CeT
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es decir: 7 jb(4)2
4- [(—A)—’ufl2S (‘(49(4) -1- 4eT),

con C
1 rnaz{Ct. (miv {r, d})—

1, (rnin{T, cI})

Observemosque (5.2.2) es válido para todo instantede tiempo t, tal que f«~ ¡4(t) —

y0(r)¡dx =6 0< < T.

Para terminar la demostraciónhemosde piobar que se puede tomar 7’ = T(4) >
con C~ > O e independientedel (lato inicial.

Cí(eg(t)+te 1)

Si f~ fb ¡~fl < I’5 entoncesno hay nadacjzie probar,ya queparatodo t se tiene que

7(t) — se0¡ =
j<jb¡yfl +

Lb ]se~ — se01 <162
1+ -‘5 6.
2

(5.2.3)

Por tanto supon~amosque f f ¡4] > ~3, eso nos dice queexisteun tiempo T(4) > O,

(depeíídieííte(leí dato i íiicial) , tal que

-6 = [(U
2

e

Lb I.y;I

y por (.5.2.3) se tiene que É 7(i) 7] =4 paratocío t e [O.T(4)j lo que nos permite

usar (5.2.2). A pl icanclo ahorala desigualdadde II ¿Ider tenemos

ib” 1412) (T(4))¾b— a)~ =4~[C’í(g(4) + eT1 [‘~T(4)i(b —

e
ci>

c
C:~(4g(4) .f~Ce%)

62
cori (‘o

- 4(b—a)

y el segundomiembro es independiente(leí dato inicial. El restoes inmediato.Li

e
Observación5.2.1 De es(a fo rina. teiteuí,os iíítcí co(a para 7’ (4) . independiente<leí <lato

inicial, que depezicie<le 4 . cíe for¡¡í a. que 7(4) crece <¡1 disntiní¿ír4

c
Vamos a ver <pie en una escalacíe tieiiilM> (le louígítuid 7 con ‘1’ > A’! e~ , donde u

A’! es cualquierconstantepositiva, la estructurainicial <le A—transieíoíiesde la solución,

permaneceiiivariaíite.

Teoreni a 5.2.1 Supong <¡iii os que el dc¿to ínícíc,.l ( y~(x). <4 (.r ) ) erificci l<ís hipótesis <le la
aProposición 5.~. 1. ¡inI oncespara todo Al > O

í) lim~........osíip
0<<<——~

tr-~ IK~(’) — ;0]lr’ = O.

u.

136

(5.2.2)

e

1
=

por tanto

u

“(4) =

-u
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iii) lim¿....o5up
0<,<M\

-rg~±e

[!cv~(t) — seC(tYIL2 ir O.

[v~(t) — ~Y

0¡[ L’ = O.

En particular, si g(4) = keT para algún k, entonces:

iv) lim¿.......o ~O’cZt<AfeT

y) Iim¿.....,osup

vi) lini¿...+osup

c
O<t<MeT

c
0<NA1

6r

[¡se~(t) — se
0flti ir O.

[cve(t) — seE(t)¡[~
2 = O,

[uA(t) — ~se
0[t’ir O.

Demostración:

i) Por la Proposición5.2.1.sabemosen particularquepodemoselegir T(4), suficientementec
grande,verificándoseademásquíe J4~)f [se%I2dxdt< C’z4(g(4) + eT). Además

¡7(t) — ~4[dx < ji6J’ =(b — aÁt4 [014(9(4) + e

de esta forma dado t < 7’(4) se tieneque

[7(t) — seM]tí =C
2[T(4)4(g(4) 4— <U )[ 2

con 02 — (Cí(b — a))
4. Por tanto eligiendoT(4) tal queT(4)4(g(4)+ eh) — O si 4 — O,

por ejemplo A/T(4) —--—- tenemos

lini si.ip

de estaforma teniendoen cuentaquelim&o [Ise~— se[LI = O se concluyela demostración

del primer apartado.

u) Esteresultadoes cocisecuienciadel siguientelíeclí<>:

suíp jct~Q) — y~(t)[IL2 < 034(q(4) -1- e
¿E 0,7(t)]

—¾ (5.2.4)

con C~ constantepositiva independendientede 4 y de t.

Paraprobar (.5.2.4), tenemosen cuentade nuevo la Proposición5.2.1, én la que
probamosque

ib Iset(t) yÚ]c¡x < ‘5, V/ £ [O.‘I’(4)] cozí T(4) =

de dondepara cada t £ ¡O. T(4 >1

Co

Cí4(g(4) -i-e¿)

7(1). está en las lii pútesisdel Lema 5. 1 .2 segúnel

Ja

[¡7(t) 7w LI = O

e
cual Et(yt)(t) =¡«Co — crE—’,
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Tenieiído en cuentaahora (5.1. 1) = las iii pótesissobre (4, v~ ) se tiene que

V% (yC, vt(É) = E (fl(í) b L%cút — y~(t) < V%(y~. oh =¡«0’o

por tanto u-

2$ Lb [cv~ — yC¡2 = 1V0’o -~-g(4) — E¿(sett) =g(4) +

con Q constantepositiva que no dependede 4 iii de t y (5.2.4) quedaprobado.

iii) Observamosque u-

[lcvtU) — se~[L’ =[¡(ctA 7)(t)I[L + ]LX(~) ¿¡[u

y por la desigualdadde llólder
u-

— Yy¡¡íe) =¡¡(ci — yt)(t)[]p(b -—

por tanto el apartadoi ) junto con (5.2.1), concluyenla demostracióndel Teorema5.2. 1 Li

A continuacioii vamos aver un restí1 tiado q ile 1105 muestra como los pu ntos de tran— u-

sícion de j(t) se mueven lentamente.

Teniendoen cuentaque las fasesestán localizadascci los valoresy — 1, u = a yc

se = +1, u = ~, la evolución (le las fasesestáicílelada cii la evolución del númerode ceros

de yt (t). U

En ¡8¡, para la ecuación Q
0~) CúAyt ~i- It.(y% = O, se estudia la evolución del

número de cerosde la solución, y se prueba que los ceros de p~ (t), o puntos de transícion.

van disminu endoprogresivamente, (colapsando dos a (los ó uno a uno con los extremos

del intervalo), acercaii close así la solución, a. las solucionesestacionariasestables. u.

En [8[ la evolución cid numero (le ceros(le la scil u ción es conoci<la por tratarsede

un aecuacionparabólicasemil i neal de seguzído orden, (le las estudiadasíor ejemploen [3

y [41]. En estostrabajos se demuestra(1iie cl 1111melo de celoses tui a fui ición no creciente

en . Sin embargo. estos resízílados estau basa<loscii el princípio del níaximo y no son u-

aplicablesa nuestro caso. l)e hecho, estos resííltados sobre la evolución del número de

ceros en [3[, se refierena la solución (le it ua ccii xci ózí del tipo

— ¿vn + ¿it -r fQ. u.

DL ¿~2 Ox u-

donde es fuíndameu¡talel hecho de que f no depecidaexpí¿cita¡ííecitede x, por lo (1ue no

es aplicable a las soltícioííes(le (1.1.8).

u.

u
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Paraestudiarla evoluciónde la estructurade PV — transiciones, de las solucionesdel

sistema(1.1.8), vamosa aplicarlas técnicasde [25J. quehansido aplicadasen el contexto

de las ecuacionesde Cahn- l-íilhiard y parasistemasde ecuacionesde Cahn-Morral,donde

el principio del máximo tampocose verifica. En particular usaremoslos resultadodel

siguienteLema técnico, basadoúnicamenteen la expresióndel funcional E¿.

Fijado p suficientementepequeño,elegimos1< C JR\ {—1, +1}, un conjuntocerrado

y definimos el conjuntode transiciónde unafunción u por:

Definición 5.2.1

Tr(u) = u’(K) = ~ e (a,b), u(x) E 1=4

Observamosque ~gi(j<) describelos puntos dondeu no es próxima a +1 y—ly

por tanto, en cierta forma, el conjuntodondeu transitaentrelas fases±1.

Vamosa ver la rapidez con quese muevenlas transicionesde fases,analizandola

velocidadde cambiode la Función transición.

Denotamospor dist(A, 13) la distanciade Haiisdorlf entre los conjuntos‘A y 13, es

decir:

dist(A, 13) = ?nax{sup0CAdist(a,13), SlIpbCBdiSt(b,A)}.

Con estasnotaciones,se tiene el siguienteresultado, cuya demostracióhse puede

encontraren [25].

Lema 5.2.1 Fijado 1<, como antes y o > O, existe ? suficientementepequeno, tal que

para toda se e 1 verificando

o
Ja [~(x) — <,~

0(x)[dx =3’ y Edse) =¡«0o -1- keT

para algón k > 0, se tiene que

O
cízst(7.[u[, {Sj}j....z ¡y) <

2

dondez~ representalos puntos de transicion de se m

Es decirsi ~ es próximo en Li a y0 y es “eficiente’ en términosde energía,entonces

su conjunto de transición es próximo el de y0 es decir {:~, 1 = 1,.., PV)>

Este resultado, junto con la Proposición 5.2.1 nos permite probar, de forma casi

inmediata. que la evolución de los puntos de transición de yt (t) es lenta en intervalos

grandesde tiempo.
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Teorema 5.2.2 Para toda familia de datos iniciales {(y~(x), ~á(’))E If~ x L2, O =4 =
c

4o} verificando las hipótesis de la Proposición 5.2.1 con y(4) —
corno en el Lema 5.2.1, ensten C, 4o > O tales que:

ibb
‘5*

[set(s)— 7Cr)[dx =‘5 para todo 4 =4o

y se tiene que el tiempo T(o) necesariopara que

dist(T4yt(.,T(a))[, T,.fse~()]) > o

o
satisface la condición T(cx) > AleT

u

para todo Al > O.

Demostración:

Por las hipótesisdel enunciadoexiste 4o tal que

—y0(x)[dx =‘5

jib [se~(x)— se0 (<[dx < ‘5 de donde

Observanzosque l’%(y~, v~)
o

< PVC~ + kJZ para algún k > O. y en particular,

Et(se~) =PVC~ + ~eI, y por tanto y~(.r). satisfacelas hipótesisdel Lema 5.2.1,segúnel

cual se tiene que

d(7’,.[y~¡, {=j}j,zí,..,jv) < O
2

donde z~ representalos plintos de transiciónde 7.
Por el Teorema5.2.1, podemosconsiderar4o, suficientementepequeñoy T(4) =

o
Klee, paraque

sup [7(t) — i][~’ < ‘5
0<t<T(4)

y por tanto sup [y~(t) —

O=t=T(t)

ademáscomo l/~ decrecea lo largo (le la trayectoria.se tiene que

Et(yt (1)) =lQ(y%t), vt(t)) =¡«0o 1- keW

de estaforma de nuevo por el Lema .5.2.1, se tiene que

2

y aplican<Io ahorala desigualdadtriangular se tiene, que para todo instantede tiempoo
O < t < AIc7
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u
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u
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CAPITULO 1

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE

SOLUCIONES

1.1 Preliminares

Consideramosel sistema(1.1.1) dadopor

dv + C(v)v = f(T — 5).!, u(O) =

chtT 07’ _1 ___ ___+ y— h(v)(T~ — T), T(O, x) = To(x) (1.1.1)OS OS 02S’ 02T
+u— = c

00 —b S(O,x)=S~(x).
Ox

En estesistemax E (0, 1) es la longitud de arcoy f = fJ dx, representala integracióna

lo largo de la curva cerrada,que representa”la silueta” del circuito. La función f está

asociadaa la variación de altura a lo largo del circuito, y seráunafunción conocida,al

igual que la función 7’~ que representaa la temperaturaambiente.

Las incógnitasy, T y 5 representanla velocidad, temperaturay concentracióndel

soluto, en el fluido.

ConsideraremosO y It, funcionescontinuas,talesqueO(o) =C~ > O, y h(v) =It0 >

0, para
0o y It

0 constantesl)ositix’as. Observamosque todaslas funciones,son periódicas

respectode la variableespacial,de períodouno.

Pretendemosprobarla existezíciacíe la solución <leí sistema(1.1.1) fijada únacondi-

cion inicial en un espaciode fasesY, es decir, dado (yo. ‘ib, So) E Y. Para ello vamos

a utilizar un argumento de punto fijo. Observemosque si v(t) es conocida, la segunda

ecuación de (1.1.1) se puedeintegrar de fornía explícita por características,obteniendo

una función Tt(t, x). Esto permiteabordarlas solucionesde (1.1.1) por el siguientepro-
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cedimiento. Construii~emos J, un operador que act. ¡iia sol re el espaciode las funciones U

continuasen tieml)o, co¡ í \alo¡esen un esl)acio produícto II? x Z a elegir adecuadamente,

de forma que dada una función (o. 8) C C([O. r[; II? 5< Z) vamos a definir una función

J(v, 8) 6 C([O, tj; II? x Z). Probaremosque J es contractivay quesu punto fijo (y, 5) es

la solución del sistemaparabólicosemilineal dadopor u-

u(O) = 00
(1.1.2){ ~¿±v~< [ÑQ3T’

2 Da) 5(0, x) = So(x)
U

dondeTV representala solución (en un sentidodébil queespecificaremos)de la segunda

ecuacióndel sistema(1.1.1).

Pararesolverla segundaecuaciónsupondremosque74 it E A’, dondePV representa

a un “espacioadniisible’ adecuadoquedefiniremosmás adelantey quef E PV’ el espacio u-

dual de A’. Con estas lii potesis y dada u E (‘0. r , píol )dreínos que existe una unica

T = J’~ c 0’ ([0. r[ PV) solucion integral (le la seguíidaecii¿tcion (le (1.1.1). queverificará

la ecuaciónen e.t. p. (t i ) , dependiendode la regul1 arid¿el ile l¡j. T0. Esta función TV se

obtieneintegrandoa lo largo (le caractieristicas la ecu acion u-

OT DT
— -1- u— It(v)(’l’,, — T)

Ox

y vienedadapor

TV(t.,x ) = ‘Ib(:c — j t’)e J~¿ ~~>>+ j]It(v(r))e .t ~~‘‘~‘í’(x¡ v)[dr.

Veremosen primer lugar las propiedadesde la función TV. Despuésabordaremosla

resolucióndel sistema (1.1.2) en (u, 5), utilizando el semigrupogeneradopor el operador

sectorial A en II? x Z, definido por: U’

u.
y la fórmula (le variaciozí de constantescoriespon(iieiit.e.

Paraesto cii pri mner lugar eseribi ms el sisleíaa (1 . 1 .2 ) coino unaecuacion de ev<)l u—

ción en u = ( > ) . de la forma. siguiente:

u.

tj, = 1’ (t. U). con U(O) = U0 = ( ~) (1.1.4)

e

U’
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dondeA es el operadordefinido por (1.1.3) actuandosobieU(t,x) ir ( ~x)

linealidad vienedadapor la aplicación E, definidapor

F1(t, ‘\ ¡ u + f(7~V(t) — S)f

F(t, U) ( F2(t, ) = — o

De estaforma la solución del sistema(1.1.2) vieííe dadapor la fórmula de variación

de las constantes,es decir:

) y la no

(1.1.5)

= c uo + e~~AÉtr)F(r, U(r))dr con

siendoZ un espacioadecuadoqueelegiremos

estoes equivalentea:

u(t) = 00 — ji C(u)u

U(t,x)= (YO ) CC([O,w],ll?XZ)

a continuación. Observemosque a

-IP-
= ec<.~±Í)So(x) + ji Os

(r) — v(r)—(r) —
Ox

0
2TV

b (r)]dr..
OxO

Por tanto definiendo

ji <~¼I(tt)F(rU(r))cir

buscamosun punto fijo de J en C(¡0, r[; II? x Z).

Observemostambién que hemosescrito la ecuaciónsemilineal para 5 sumandoy

restandocS, de forma que el operador c(—? 1- 1) sea un operadorpositivo, ya que

con condicionesperiódicascontiene a las funcionesconstantesen su nucleo, es

decir no es positivo.

Vamosaver algunosresultadospreviosa la demostraciónde la existenciay unicidad

de solucionesdel sistema(1.1.1) quenosayuidar¿iii en la elecciónde los espaciosPV y Z, y

por tanto en la determinación(leí espacio(le fases3>, que constituiráel marco funcional

conel quevamosa trabajar. Siguiendola notaciónde [.51[,tenemosla siguientedefinucion.

Definición 1.1.1 Llamarnos espacío admisible A’ ci todo espacío

ciones ¡ —periódicas. verificando las sígu ieíttes propiedades:

i) [g(. + k)[Ix = HgI[x, para todo k E IR y y E X

u) Fijada y E A’, la aplicación de II? PV. clefini¿Iu por k F—’ g(. +

de Banach PV de jan-

(1.1.6)

su vez

(1 . 1 .7)

(1.1.8)

k) E PV es continua.
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Ejemplosde espaciosadmisil>les.\ souí II $J(O. 1), CJ’$,}0. 1) o C~(0. 1) entreotros.

Supondremos(2 (0, 1) y en lo sucesixo su ~ri ciii remosla referenciaa (2 al hablar de los

espaciosfuncionales.

Lema 1.1.1 Sea r > O, fijada y C C[O, T[ considerarnosTa, 7’,. E X siendo

admisible, entoncesla función TV definida por

pl ,-c pi
Tt(t, x) Tc(x — v)e j

0 h(v) ~ [It(u(r))eJr h(t)T( - fv)]dr

es solución integral de:

BT OTV

01 ~ Ox h(o)(T,. — ‘1”) coí¿ <(Ox) T0(x)

y verifica las siguientespropiedades:

i) T” e C([0. T], X ) y z’erífica lcr ecuación (1.1.10) eít c. t.p .x E

y T,. sean diferenciables.

u) ¡T
t ( t ) ][ .~ = n¿ax { ¡] 7% ][ x . [¡7’,.]¡ ~} para todo 1 E [O.rJ

iii) Su.pong<irnos que las tras/aciones <le 7’,. y 7% soíí L. ípschitz

constantespositivas c¿ > O con ti a y d = O tales que:

J[Td(. .1— k) — ‘1’,J(j¡[\ < c,¡]k] para tocía k C II?.

Entoncesla función TV definida por (1.1.9) verifica:

[ITt -i— k) —. 7’’(t) [kv=C.flk]

con O < k < T, 1 C [O,T — y 0’ — C(¡[u[].~. ][JÁ]]x) constante

1. En otras palabras TV es Lipschítz eít 1 coít valores en A’

iv) Supongamosqíre PV ~‘ L%,r y que ¡cts trc¡slcrcíoiíes (le ‘1o y 7% sean

lo cual equivale a que T
0, 7% E Sí ademas~ E (‘[O. T) con í e { 1,

X un espacio

(1.1.9)

(1.1.10)

(0. 1), [0. r¡ siempre que

cnN, es decir eristen

positiva, independiente de

Lipschitz en

2}, entonces

szíprrt1orj[FT”’ (r) — 7V2(r)[ S LrJ[v1 —

para cierta L > O. donde
a

Huí — uoH.~. = S?iPu:o-<.[Vi (í) —

y) Si T0, 7’,. ~ 2 dadcís ¼E (‘[O. r[ coít ¿ E { 1, 2} . se tiene que
pcr~

súProorl] ~2 ‘/.~ ~< ‘l’’’2(r)][ — u < Al <luí —

Gr
2

para cierta Al > O, con ít,4. = (U1ywr

e

U

U

U

U

U.

e

e

e
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Demostración:

Las afirmacionesi), u) y iv) son consecuenciade los resultadosobtenidosen [51].

Pasamospuesa ver la demostracióndel apartadoiii), a lo largode la cual notáremospor

la norma en el espacioadmisiblePV.

Vamosa probarque la función TV, que notaremospor simplicidad por T,

T(t, x) To(x — ji v)eJoh(V) + ,f [It(v)jJhW7%(x — jv)]dr

es Lipschitz en la variable t. En efecto, si suponemosk > O y t < T — le se tiene

[T(t + le) — T(t)[ =[To(x — h(v) — To(x — Lv)e~foh(t;)I1±

jt±kf:+k — jt+k — ji It(o)Cfrh<V)T,.(x — jv)fl. (1.1.11)

Llamando ~ e ‘~ a los dos sumandosde la expresiónaííterior, parael primer sumandose

tiene que:

Ji [7’~(~ — jit±k

[7b(x —

+[To(x — jiH-k

—

7’o(:r — ji o)efo/«v)[ =

— To(x — ji’ v)e

u)e fttk hÓ) — To(x — jC*k

< e fot h(v)[¡T( — jt±k y) — To(x — ¡ + [7b(x — jt+k v)blefoh(ví — e<fJhív)¡ =

< c
0j jt+k v[ + ¡TO¡[ ~1 It(u)[ =(co][a[I~, + ¡[7b[ ]It(v)[~,)[k[

ya que jfJ ¡dv) < ~, e,foi*k¡«~) — eufj hÓ’)¡ ~ jjt4-k húo)[.

Parael segundosumandode (1.1.11) tenemos

io< [ji ~ji(v)e f;~
t ‘~~>T<,( —

— h(u)c Ir btu)
7 (a: — I

‘~
u)¡ clr[-i-sj

-í—[] ,1ttk [It(t,)e- f: “
t’>7Á(x — A 2)1 cIr[¡

De aquíobtenemos

,fÉ-.~k [íit’— .f,f k>< — .14’ u)~ dr][ <
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ya que e— ft+k ¿dv) < 1 . por ser h (u) > O ~ adeinas: u-

¡ It(v)e ftt h(v)T( — u) — It(u)e í: ‘tO’)7’( — ji v)][ =

Jo 5

¡ h(v)eJ: )dtú¡[T (x — ib1 ~ko) — 7t(x — ji

+][T,.[] ji’ [ h(v) . ~ f<+k he’) — e fi ¿«y)
u-

lo quetermina la demostracion.

y) La demostraciónde este resultado es consecuenciadel apartadoiv) y del siguiente u-

hecho. Si derivamosrespectode x la ecuación<le (1.1.10)que describela evolución de T,
cOT __observamos z de 7% y con datoque verifica la misma ecuaeióíí(1.1.10) con en veOx

mt LI 1
inicial ~ P narte T E fU entonces

or otra •. si T
0, -Q estpcr’ —‘ E per’ y por tanto sus

traslacionesson Lipsch i tz en L
2eT l)e a forma <le iíiie\O por el apartadoiv). se tiene u-

que

5liPrc[Or] [!~~‘“‘ (r) — ¿97’’’2 (r) [¡2 _ < L r][ 01 —

Usandoahoraque
327’ U.
_______ [j~~—~=íi~ [7’

Pa

con cierta constantepositiva, d
1, se sigue cl í esníladoLi

1.2 Existencia y unicidad local de soluciones U’

A continuaciónvamosa probarciii resultado (le existenciay unicidad de soluciones

para (1.1.1). con T0, 7% pertenecientesal espacioa<línisihle A’ ‘
tpcr Y ~o E ~

Parajustificar estaelecciónobservamos(¡LIC por los resultadosanterioressi it T,. E

entoncesla aplicación ~ (t. ir) E L%>,. es eoíit.iiííia. Sin embargosólo sabemos

que la correspondenciau :
8~’ es Lipschitz cii U — doiide U —i — (U’ ) , comop<:?’ per per y

necesitamosLipschi tizian i dad <le .J. cii ronces la segí í i<Ia ccii ación de (1 .1 .2) ha de ser

consideradaen HJ%$. Por otra parte se ti eneqn e u-

¿ ¡2 b—u-
1

Dx - ¡mr ji>

ti

U,
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y en vista del térrn no u cii la segízíída ecuaci u de (1 . 1.2), bastaríacon que 8(t) esté

en 2 y por tanto podremostomar 5o E 2 Es decir, trabajaremosen el espaciode
PCI’

fasesV=1R~íI%. ~1»pa.

Pasamosa continuacióna probar la existencialocal de solucionesparael sistema

(1.1.1) en el espaciode fasesY.

Teorema 1.2.1 Supongamosque 11(r) = rG’(r) es localmente Lipschitz, 7’,. E Hper Y

f c L~r. Entoncesdado (yo, Te~ So) E y = 11? ~ ‘íP~~ x existeuna unica solución

local (v,T,S) E C([O,i[,Y), de (1.1.1).

Demostración:

Queremosusarun argumentode punto Fijo. paralo cual consideramosel espacio

tV = {(u, 5) e C([O, iJ II? 5< La,.),v(O) = yo, 5(0) = So tal que

[vÚ) — u
0[ =~i, [5(t) — S0[IL?~, =72 paratodo t c [O,r[}

siendoT, y~, i E { 1, 2}, constantespositivasFijas aelegir. Entonces(1V, [.[~) es un espacio

de Banachcon la norma

[(u, S)[L = supicjo,r1[(0(t). S(t))[ll?xger

SeaU = (u, 5) E ¡¶1 y J(U(t)) = (udt), R(t,x)) la solución del sistema{ din —C(u)u ¡(TV ni(O) = u0

a — -1- — S).f.
ORO-U ¿5 O

2T~
= cS—u———b , 1?(0.x)=So(x)

OtOx- Ox Ox2

es decir

.I(U(t)) = C41U
0 -l— j e~~«¡r>F(r. U(r))clr (1.2.1)

dondeA es el operadordefinido por (1.1.3). la ¡ío linealidad E vienedadapor (1.1.5), es

decir

F(t,U) = ( Fi (t U) \j ( —C’(u)o + f(TWt) — 5(t))f
k 1

2
2(t, U) ) \~ O~ ~ T”(t) + cS(t,x)

y TV vienedadapor (1.1.9).

Observamosque la dependenciadel tiempocíe la no linealidad 1’. sedebea la funcion

TV. Observamostambién que

( .Ii(UÚ))

k Io(U(í)) )



U.

Ji (U(o) = u0 — ji C(u)tdr >1 [j(7’’(r ) — .8(r) )f[dr

82
.In(U(t)) = ~ -4-

82 05

e—c(—~+J)(t—r)[ S( ) — v(r) Ox

oO-
—b Ox

2 TV(r)[dr.

Dado que 7’,., To c ~ por el Lema III la función dada por integración a lo

largo de característicasde la ecuación(1.110), 7”’(t, x) descritaen (1.1.9), verifica 7’V ~

C([O, T[, ~‘~er)y~ 7’V E C([O, r[, ~ De est,afornía por la continuidadde O tenemos

J
1(U(t)) E CQO. T[; II?). Además<cl c C([O, r[; L~) x’ eS(O) — v(t)~ —ue

b f2 T”(t) E L ~(O, r, por

[50], [54], se tiene que:

lo queaplicandoel l.~ema0.2.1 de regularidaddel apéndice

fi 82 05 DO
e cí~r~ I>(t—r>]q() — u(r) —

60z2
‘0 _____

T’}r) [dr E C([O, r[,

por tanto ¡(U(o)) E (‘([O. T[; II? x
Vainos a probar clii e cxis Leí í ¡ > O. ív~ si ¡tici cii leí ríeu te peqil<~ños tales (¡Ile:

.1 : (tI’, [.{[~<.) — (1V. [¡.[.>~)es una couítraccion.

i) En primer lii gar vamos a ver que .1 estabien definida,es decir J (14’ ) c VV.

Sea (u, 5) E II’, enionces

ILI(vS)(t) — (uo,So)[Iff?\L2 = [.Ij(uS)(o) — Vo] 1— [].Io(u,S)(t) — 50l[L~cr

Notandopor [. la norma cci [¡. [p , se tieííc

[.J~(u, S’)(o) — uot =

La función U (u ( ) ) estáacotadaen [O.iI , por sercoíi ti nua y ademásla cota es i ndepen—

dientemente<le u. va c
1iie Ju(t)[ =yi -1— [uo][ y ¡S’(t)[ < [S’&) — So[ —4— tlSo[ =72 + [lSo[

para todo O E [O, r] y rbor el Lema 1.1.1, [T”¡¡ =inax{ ITo[¡ [¡T,.[]}. De esta forma, existe
T independientecíe (u, 5’) síificientiemepe~iuienotal que .I~ (u. 5) (t ) — uo[ =íi paratodo

O E ¡O, r].

Veamos aLora ql ¡e es pos 1:i le t.o ¡tiar T 51111ci cii teni cii t.e pe<¡ti eño tal quie , para to<lo

t c [O.r¡

¡[¡“(u. S)(t) — So[ =-ú

En efecto,

jo ~L(IIpc,.L,,rr)~’

u>

150
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(iVípítíílo 1 ¡crinosifón

U.

(1.2.2)

(1.2.3)

U.

U.

U.

U.

t

ej

w

U,

ti
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Ahora por el Lema 0.1.1 del apéndice.se tiene que

(t — y) 4

con le1, & constantespositivas,y por lo tanto

lo = j~ [Ieíc<~¿~+¡>í(t~)[ccuÍÁ, L~~,Y[FÚ(r, U(r)) j[>~—’ <Ir =

[Fo(r,=le, / ett — r) II(r))[ -ídr
— r)4

Supongamosmomentáneamentequeexisteuna constant.epositiva le2 tal que

[Ft(r, U(r))[>,—¡ =len para todo U = (u. 5) e W y paratodo r E [O,r] (1.2.5)

entonces,teiidríamosque
fi dr

Io< le1le01 (t —

y teniendoen cuentaque las expresiones:

— 1 )Sc.4[ y ¡ (ti <ir

tienden a cero cuando t — O. Fija<la ~ > 0, tetidriamosprobado la existenciade T > O

suficientementepequei¡o tal que sup,410r¡[ .lo(u. S)(t) — So[I < 42, y’ concluiríamosque

J(W) c VV.

Éor tanto si probamos(1.2.5) habremosterminado. En efecto:

05(r) ¿2
pcr per ¿~ p~r Ox

2 per

Por tanto tenie¡ídoen cuentael Lema 1. 1 .1 y la existenciade le
3 > O, con la propiedad

[~[¡—i =k~[¡Sflp , [¡8[ ,~—í < lee,I[S[L2 para todo .8 E H’ y
OX!Iper per per — per pcr —

¿2 o
[7’V[ —L < le3[~~~~TV[¿2 =ínax{[io[~,¡í . [7t[ní 1

Ox
2 ~ Dr -per pe’

concluimos(1.2.5).

u) i~ robaremosahora que.! es una coi itni ceió ii cii IV.

En efecto,seanU
1 = (u>. .8>) E 1~’ para í E { 1, 2} entolíces para to<lo t e [O,T[

[J(Ui)(t) — ,J(LJo)(o)[ÍJt.L2 = [Jí(Ui)(’) — Ji(U=)(’i[ ¡- [./o(L’i)() —
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Teiiiendo cii cuentala definición de.!1. (1.2.2). es decir

.Ii(U>(o)) = 00

ji’ [J(7”Yr) — S>(r)[f dr

se tiene que

ji [II (v~ ) —1! (02) [cir+ji[ 7’VI (r) ~7’~2 (r) [4- [¡Sí(r) —82(r) ¡[] [U[dr
.11(U1)(t)—J1(Uj(t.)j=

Ahora por el Lema 1.1.1, tenemosparatodo ti E [O, rJ

[7’I’i(¿) — TU2(O)[I ___ < Lr[¡v1 — voIK

con L constantepositiva. l)e esta fornía tenicí ido Cii cííe¡i tia la Lipschitzianidadlocal de

1! , se obtieneun a cocistan te positiva L i tal que p~l~%~ to<io e e [O,r

— ./1(U0)(t)¡ < Líi(~ui uú[I.~.. 4— [51 —
(1.2.6)

Por la definición de Jo, (1 .2.3).

= —4~ ‘>‘s +
— e( .~$.i’(¿.I’í’ó(r U>(r))clr u,

con Fo(r, U¿(r)) = cS¡(r) — u>(r) 7i (i-) ~i2Zr 7”>i (r ) y tenemosquepara todo O E [0,~

[¡J2(U1)(O)—.Io(U2)(o )[E e

:

e’
ji II L.~IJpe,. /2 >Hlo(r. tJ~ (r))—Eo(r, Uo(r))[]¡,—í dr.

(1.2.7)

Ademas

[Fc(s. ‘Ji(s)) — E’2(s. LÑ(s))[í¡,;¿ =c[iSi(r) — S2(r)[¡,¡—í i~
P.C

¿2 ¿2
1’’’’ (y) — ~

‘teniendoen cuentaali(ira que

[u,(r)
¿so

— un(r) ¿ai [u,;

< vÁr) — u2(r)[¡[S’a(r)[,Í—’ -1— [u.=(r)l[lSi(r)—

Y (IlIC [S¡¡,~—i < le3[S [¡12 . Aplic:aíído el punto vi) del 1 ~e¡ííaIII’ se deducela existenciaPC,

de luna constantepositiva le4 = k~(—¡, , —¡9 tal t¡tie

[J’o(s Lí (s)) — i’ú(s. Li~(s))[ii— e: k1[jLI, —

u>

Capíttilo ¡ Termosifón

U

U

U.

OS

’

e)

ej

U,

e’
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De estaforma, llevandoesto a (1.2.7) y aplicaiido (1.2.4), se tiene que

[1J2(Uí)(t)— 12(Ue)(t)[jt;.j. =L2[b’1 — tkI[~ji e(t — r)dV (1.2.8)
(ti — r)4

paratodo t 6 fO, T]. Por (1.2.6) y (1.2.8) es posibleelegir r suficientementepequeño,de

forma que J seaunacontracción.

Sea (y, 8) e 0(10, r[; IR x L~) el punto fijo de J. Entonces7’ = 7’V definida por

(1.1.9) verifica la segundaecuacióndel sistema(1.1.1), y 7’ E C([O, TJ, H~r). La función

(u, 5) verifica la fórmula de variación de las constantes(1.1.6) y es continuacon valores

en el espaciofi? x 2 luiego (u, 5) representala solucióndel sistema(1.1.2) en II? 5<PC,-’ PC,-

De estaforma, se tiene (u. 5.7’) e 3> solución del sistema(1.1.1), en [O,r[. ~

A continuacióií vamosa ver un resultadode regularidadpara la solución local del

sistema(1.1.1), dadapor el Teorema1.2.1.

Corolario 1.2.1 Bajo las hipótesis del Teorema1.2.1. si (u, 715) es la solución del sis-

tema (1.1.1) en ¡O, r], se Hene que:

u E C’(O. r), 7’ e (‘([O, r[, ‘~2~~) fl 0í((0, r); ~‘,1cr)

5 E C([O. T[; L%~,-) fl C((O, r); 1!;,-) y 5< E C((O. T); jfI—C)

para todo e > O. Ademásque si It e Ch entonces7’ E c.2((O T); L%4.

En particular (u, 7’, 5) verzfican las ecuacionesdel sistema (1.1.1)en casi todopunto.

Demostración:

La regularidadde u se obtiene como consecuenciade (1.1.7). En cuantoa la fun-

ción 7’, la primera afirmación sobresu continuidadestárecogidaen el Lema 1.1.1, y la

continuidadde su derivadatemporal,como unafunción (le U’ se ol)tiene a partir de la

expresión(1.1.10)para 7’, estoes

OT~ ¿7”
= —u——— -1 -It(u)(fl, — 7’’)

¿ti Ot

de dondeobservamosqueademasque si Ji E CI, entonces7’ E C2((O, r);

A continuacionvamosa ver la regulari<la<l <le 5. Paraello c<)iisideramosla tercera

ecuacióndel sistema(1. 1. 1). como uína ecuación <le evoliícióíí en 5 de la forma siguiente:

¿5 ¿2q
— — c = 12(0,8). 5(0 .x) = So(x) (1.2.9)
Do Dx-

dondela no linealida<l F2(t, 5) = b 7’ — u , es una función <Idi ni<la de [0, r [ x L~er enOx
02II — ~\demás ‘1’ e 0’ ([0. r [, í’2QI’ ) y es Li pscl¡iti. en t con valoresen íJJ~,-’ por lo que~r7’PC,-. -
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es Lipschitz en O con valores cii 11—1. Como consecuenciaE<> es Lipschitz en la variable

temporal y localínenteLipscli i ti cii 5. Por tarito por íííí resrílado (le regularidadrecogido

en el Teorema0.2.1 del apéndice.se tiene que:

5 E C((0, r); H~r) y S~ c C((O, y); !f~¿f) paratodo e > O.

U

Escribimosahorala ecuiaciónpara 5 (1.29), como

¿5
—c~,, F2(t., 5)

50

de estaforma teniendoen cuentaque la regularidadanteriorde 5 y la de 7’ implican ahora

que 5(0,5) — %~ E C((O. r), L~,.,J, por uín conocido resuiltadode regularidadelíptica se

tiene que 5 E 0’ ((0, i ) 1/%,-) lo que concluyela deínostraciouíLi

U.

1.3 Existencia global de soluciones

)x coíít.i linación vamosa probar que la solución dada por el Teorema 1 .2. 1, está

deFinidaglobalrííeííte.
U

Teorema 1.3.1 Supongamosque 11(r) = rá¿(r) es localmente Lipschitz. ‘/k E 11

j e £%,,-. Entoncesdado (yo,
7’o So) E 3> = 11? x H<~,I’ 5<~ pcr la solución del sistema(1.1.1)

dada por el Teorema 1.2.1 está definida globahuente.es decir (u, ‘1’. 5) E C([O. ~), Y),

verifica la regularidad del Coro/cirio 1.2. 1 c3)L (O. ~

:

A demásíci aplícaciou:

S(t)(uo, 7’o. S’o) = (u(O), ‘¡‘(0), 5(0)). 0 > O

define un senugrupoen 3) cíe clase Co.

Demostración:

Considerarnosla soluícióii local <leí sistema (1.1.1) dadapor el Teorenia 1.2.1, y l)()r

resultadosestáí¡darde prololígaclo ii. supo ii cinos1)101ciii gada la solueió u líasta uíii intervalo

maxi mal de dell ni ción [Fr ) con (u, ‘1’. 5) E 0 (¡0. r): 3>). Q tierernosprol)ar qure T = ~, C5

decir c
1uie la solución estáglobalmente(leliIiidil ~ lo liaremosen variasetapas.

En uuíapriníeia etapa.vamosa píol;¡r que la iioriiia (le la soluiciótí. II (u. ?L 5)] ff?x ~

rio ex1)10t.a en t,i cmpo fi iii to. Para ello t.ei leí1(10 cii cii enla el 1 eurua 1 . 1 . 1 segun el enal

II 7’(t) [¡~e: inax{ I[iI’oIl y. [7,.hl~ } — A/. Vaiiios a \er cmi primer lugar que [5(0) [íío explota e’

y corno c<)nseculeiicIaprobaremosa coiit.iííuacíoíi que u(l ) [ tampoco explota en tiempo
finito

U,

ej
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Pasamosa ver en primer lugar que [¡S(t)[ no explota. En efecto, 5 verifica la

ecuación: os ¿25 05 ¿27’
___ —u--— — b 5(0,x) = So(x) (t3.l)— c0 = Ox Ox

2’

&s a2s OS 02T L2 Poren . Ademáspor el Corolario 1.2.1 se tiene que -~-, sr~ sy Ox2 E pci’ tantoper

podemosmultiplicar por 5 en L2 la ecuación (1.3.1) e integrandopor partesllegamosaPCI’

+ (c — E)[ <> =C~[2dt OT~Ox

paratodo e > O con 0’, = ~, ya quepor la desigualdadde Young

í 02T 107’ 55 05 07’
0x2 Ñ —b 1 ~—~— =~~—[ + C,[]—[fl

Dx Dx
y además

r 05 1 ~O(52

)

Dx =0

por ser5 periódica.

De estaforma tomandoe = ~, y teniendoen cuentaque [¡~[¡ =rnax{¡[~[, I[~I[}
obtenemos

d 05<>[5[2 + cI[—[h < le
1 (1.3.2)

dt Dx —

con le1 > O.

Integrandoahorala ecuación(1.3.1) respectode x se tieneque:

J2áir~vf=~bJtj+cJ=I=0

por ser 7’ y 5 funcionesperiódicas.Por lo tanto ~[fSd.x[ = O y fS es constanterespecto

de 0, es decir 55 5
5o = rn

0, de donde,aplicandola desigualdadde Poincaré

[§1<2 =p~[Si[2 — tirírn~ con /<i = miii [2 >
[5 — 5 S~

2 , (1.3.3)

Llevandoesto a (1.3.2), se obtienela siguienteínccuacióíípara [jS[j2:

+ cpu
1 [js][2 =le1 4- piin5

<It

de dondeobtenemosque [5[¡2 no explota en tiempo Fiííito.

Veamosahoraque [v(t)¡ tampocoexplotacii tic¡íupo finito. Teniendo en cuenta la

primera ecuacióndc (1.1.1) observamos<1iíe u(O) veriFica

u(O) c0cE f0cc~> + j[J (7’(r ) — S(r ) )fdx)[e f’ ~<,>1
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Como jf C(v> =1, paratodo r < t e: y. por el Lema 1.1.1 [7’][ =¡nax{ [‘¡‘Hl [7’
0H}, y ti

[]S[ estáacotadaen tiempo finito, entonces[v(t )¡, taml.Áéii estáacotadaen tiempo finito.

A continuaciónvamos a probar que la solución es global por un razonamientode

reducciónal absurdo.Es decir, suponemosque r e: oc, donde[O,r) es el intervalo maximal

de definición. Vamos a probarque {(v(O), T(O), 5(0)), 0 6 [0, r)} es de Cauchyen Y, con t

ti ~—* r, por lo queexiste (y,, 7’,, 5,) = lim~....,(v(O), ‘¡‘(0), 5(o)) en Y. Lo cual contradiceel

hechode que[O,w) seael intervalo maximal.

En efecto,con U = (y, 5) se tieneque [LI(O) — LJ(s)I[¡p><L2er = [y(o)— v(s)[ + [5(t) —

S(s)¡[, y recordandola expresiónde y, (1.1.7), es decir U.

v(t) = yo — C(v)vdr + j[J(T(r) — S(r))f[dr,

dadoO e: to =s e: O e: r, se tiene que
U

o(O) — o(s)[ =j’ [1! (u(r))[dr -f- j J(7’(r) — S’(r))f ¡dr =C[0 — 5]

ya cine como o. ¡j T[} y [S[ estánacotadoscmi [0. r). los iíitegrandosestánacotados.Por

tanto si (o — T e: e: 1, 0(t) es de Cau¡clíy col> ¿ — T y por tanto existe li~nt~~.,-v(O) E IR, Y’ U’

ademáspor el Lema 1.1.1, tenemosqueT(t) = TI’(O) es de Cauchyen H%r’ con O .. T.

Recordandoahora la expíesiónde .5’ dadapor(1.
2.3),es decir

¿0 fi ¿0
5(0) —c(—si±I)ts+ } <~C(—fl+I)(tr)fljr v(r), S(r))dr

con F
2(r, U(r)) cS(r) — o(r)~(r) — b~T(r) ‘¿ teniendocii cuenta el Lema 1.1.1 según

el cual [THH’__ < rnax{ [To[ >M~’
t1 7%[]w }, junto con el hecho de que 5 estéacotadaen

[O,T), se tiene que
U.

[Fo(r. t’(r), S(r))[,~- e: le<> e: oc (1.3.4)

paratodo y E [O,r).

Teniendo en cuenta la teoría cíe espaciosIracciomiarios Z0, asociadosal operador

+ 1), que es sectorial sobre Z0 = L?~,,- con domiiiio Z1 ~ se tiene que
1 --1 1Z 2 ns,.,-, y Z~ Jf;¿.. espacioduial <le ~ Liítoncescomo consecuenciade (1.3.4),

se verifica ademásque

IIS’(’)I[z~ =ley (1.3.5)

paraO e: i3e: ~ yO < 0o <0< r, ya c¡ííe: U’

15(’)[¡z” =

t

U.
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±lJ(t
+ 14 [e c( 8r2 r)[É(II~~,Z0)[¡r2(r. v(r), .8(r))[¡,¡—tdr

yporel Lema0.1.1 del apéndice,junto con (1.3.4), se obtienequeparatodo0< to < ti < T

[S(t)[za =le4{t~[So[ + ¡(O — rY(0+)dr} =le5 (1.3.6)

de dondese sigue (1.3.5).

Ademássi O e: ti0 e: s e: ti e: i-

5(t) — 5(s) = (eC(~7~~±I>(<S>— 1)5(s) + ji eC(~~+I)<tI’>F2(r, U(r))dr

de donde

[¡5(t) — 5(s)[j =¡[(eC(~44)(tS) —~f []e< ~ ±1)0<—til[ruuevL~¿¿ ¡ F2(r, v(r), 5(r)) [~—¡ dr. (1.3.7)

Entoncesde nuevo por el Lema 0.1.1 junto con (1.3.4) y (1.3.5) se tiene que

[¡5(0) — 5(s) [ =le6(t — sr + le7 ji — rf
4dr =le<,(O s)0

con O e: fi e: ya que por el Lema 0.1.1 del apéndice

s) 1)S(s)[ =k
9(t — s)

13[S(s)[ =leío(o — s/’ y

2 ~2 í

por (1.3.4) y por el Lema0.1.1, segúnel cual

¡[e~0 ~±1)(t—r) ‘1~(~A~- , L~er) =C(t — 2

con O, le
1, i 6 tI,.., 11 } constantespositivas.

Tomandoahora lOo — r[ <e: 1 obtenemosque 5(0) es de Cauchyen Lk,. con O : T

y por tanto (y(O), T(t), 5(t)) es de Cauchy en 3>. con ti s--’ r.Li

Observación 1.3.1 El Teorema 1.5.1 se verifica también para otros espacios de datos

iniciales. Es decir, es posibledemostrarla existenciay unicidad global de solucionespara

el sistema (1.1.1) trabajando en espaciosde fasesmasgenerales.

En efecto, supongamosque To,7’,. e X, donde A’ representa un espacio admisible

arbitrario, definido al principio de este cap/tialo por (1.1.1). Vamos a ver en que espacio

liemos de tomar
5o y f , para que cris ¿a la solución del sistema (1.1.1) con dato inicial

(yo, ‘¡‘o, Sa).
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t
Para ello consideramosla ecicacron

¿2 ¿2

S<+c(——-j-J)S~b 1 —v——d-cS
Ox2 Ox2 Ox

y observamosque sepuederesolver adecuadamenteen los espaciosde potenciasfracciona-

rias, Z0, asociadosal operador sectorial (—~ + 1), descritospor ejemplo en la sección

sobre operadoressectorialesdel apéndice. Nótese que en la práctica Za±I también podrá

ser un espacio admisible para 7’. La elección de X, si embargo, vendrá determinadapor

los datos 7’,. y T~
82 _ 82 tLa relación entre A’ y za tiene que ser adecuadapara que ~T — T(v) (O) seaun

término “bueno”. Es decir, sabernos que la aplicación ti — T(t.) es continua con valores

en A’ y a la vez necesitarnosque la aplicación ti . ~
2.T(t) tome valores en Z

0, que a

su vez equivale a ti : T(t) E Z0~1 lo cual se t’erífica automát,$camen,tesi imponemosla

condición U.

C4

Por otra parte se tiene que el operador

¿ . — u
Ox

por lo tanto hacefalta que 5(0) E , de donde.8~ E ~

Por lo tanto, podemosconsiderar (00. ‘¡‘o, So) E II? 5< X 5< zt~±4con X ~

y a elegido de tal fornía que se satisfagan las necesidadesfuncionales de la aplicación u

F(o, u, 5) b~2?~T — u + cS, las cualespermiten llevar a cabo la demostración basada
8x2

en un resultado de punto fijo. Siguiendo la demostración del Teorema 1.2.1 se observa

que uno de los puntos claves de la misma se encuentraen la condición recogida en los

apartados iv) y y) del Lema 1.1.1, y que ahora se convierte en

51~Prcf0ri[ ¿2

____ (‘¡‘Vi (r) ‘¡‘‘2(r)) [z<>=LT[VI — uo[K
lo cual, tenie¡ido en. cuenta, que

¿2 U
(7) 7’V2()) ¡¡za =c¡¡¡7’Lm (r) —

Da)

se verifica siempre que se tenga la propiedad

sÚPrC[Orj]T’(r) — T’’2(rfí¡
70.—m =Lr][o1 — U2[!.xt. u

Este resultado, es cierto asir vezsiempre queT~, 7’,. tengan¿rus/acionesMpschítiz en Z’~
3para lo cual es sufícienteqne l<~. 7’,. E Á corno se cíedtice del p un ¿ o iv) del bern.a 1 - 1 . 1

u.

vi
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Por último, tenemosque elegir la función f en un espacio adecuadopara que

— 5)1 tenga sentido. Teniendo en cuenta que ‘¡‘(ti) e A’, y que 5(t) 6 ~ basta

con tomar f e X’ n (ZQ±{)I. De estaforma siempre que X ~ ~. Z’~’d bastaría
en principio con considerarf 6 (70+1)1.

Veamosalgunoscasosparticulares:

i) Recordandola teoría de espaciosde exponentefraccionario, definidosen la Proposzczon
622.2.1 del apéndice,se tiene que ~ + 1 es sectorial en L~t,r = Z con dominio —

~,Z0 G vVg~,a=O, es el dominio del operador (—~y + Í)ú dotado de la norma de

la gráfica. De estaforma se tiene que 71/2 — lV~, y
7—ufl es el espaciodual de

con - ±1= 1.
p q

~92
Por lo tanto si consideramosel operador sectorial —~¿ -1- ¡ sobre 7 = ~ 1 e:

p e: oc, ya = —~, entoncesel espacio de fases es 3> = IR 5< A’ $< ~ con A’ ‘—* PC,-,

‘¡‘a 6 VVp~%~ y 1 6 Lx,-.

Esta elecciónen el caso particular de p = 2, coincide con las hipótesisdel Teorema

1.2.1.

u,) Si consideramosahora a —1 entoncesel espaciode faseses 3> = U? x A’ x Z5 con
= (W~fl’ con A’ espacio admisibletal que A’ 74 — lV~, conT~ E W~yf E

V/la En estasituación, si consideramosp 2, tendríamoslas siguientescondiciones:PC,-
T~,f E H~,. y (voToS0) e 111 > FI

1 x FU1 bajo las cuales se tiene la existenciay
pci’ pci’’

unicidad de soluciones.

iii,) Si consideramosahora. p 2, es decir 7 = L~,. y a = > —i i.e. m > 2, se

tiene que Z~1 = Hz,- y 70±3 H~2. Por tanto si f 6 ~ y ‘Fa E A’, con A’ espacio

admisiblecontenidoen H%., el espaciode fases es 3> = II? 5< A’ 5< H~,r, y en particular

podemostomar como espaciode fasesY II? x Fu;; 5<

De estaforma, razonando de fornía análoga al ‘J’eorerua 1.5.1, se tiene el siguiente

Teoremasobre la existencia de solucionesde (1.1.1).

Teorema 1.3.2 Supongamosque 11(r) rG’(r) es localmenteLipschitz y 7% EA’ siendo

A’ un espacioadmisible tal que:

i)A’ G VV~yf E ~ donde 1+1 = lsil e: p e: oc. En este caso sea3>p q
II? x A’ x Lx,-.

O bien

u) A’ C pci” y 1 E ¡
1~

1q En este caso sea = 5< A’ 5<
wi’P Y 11?

iii) á Gil”’ ?fl >2.z¡ 1 E LS En este caso sea3> =11? 5< A’ 5<11 ni—2PC,-’ — PCI’ per
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Entonces, en cualquiera de esas tres situaciones, dado (u0, ‘¡‘o, S~) E 3>, existe una

unzcasolución (y, 7’, 5) E C ([O, oc), 3>). Ademásla aplicación:

S(t)(vo,T0, So) ir (v(ti), ‘¡‘(ti), 5(0)), 0 > O

define un semigrupo en 3> de clase

Considerandoel casop 2, se tiene el siguienteresultado

Corolario 1.3.1 Supongamosque 11(r) = rC(r) es localmenteLipschitz y que las fun- <E.

czonesTa y f E H~0,-. Entoncesdado (tú, To, So) 6 3> = IR 5< x H$, existeuna única

solución (y, T, 5) E C([O. oc),3>).Ademósse tiene que

vE C
1 (O.oc),T E C(0, oc;H~,,,-)flCt(0,~:L~,-)

S’ c C((O. oc): ~ .5V E C((O, ~): ugj

para todo e E (0, 1).

Demostración:

El razonamientoes análogoal desarrolladoen el Corolario 1.2.1. Bastaconobservar

ahora que la no linealidad J’~(t, 5) b+
27’ — v~

1, de la ecuación (1.2.9) para 5, es

localmenteLipschit z en 5 Lipschi tz en ti, colísideradacorno

IR 5< ~—‘ 1j2

con H2 espaciodual dcH2~,.~ por lo queestamosen las hipótesisdel Teorema0.2.1 del

apéndice,segúnel cual

e)
5 6 0(0. r); L%~,-) Y’ St E C((0, r); Jf

1;~), para todo e E (0,1).

A continuacion, Obscrvamos que S’ vemí fi ca la ccii acíomí

ir 1<1 5) — , U’

de esta forma teniendo en cuenta que la regíí1 aviciad amiterior dc 5 y 7’ implica que

E2 (0, 5) — e O((O, r ) . H;) , por regmí1 ariciad elí~ t,ica se tíemie (jile 5 e O ((O, r ) H~,-) lo

qtíe concluyela demostración.m e)

Vamos a ver urí resu1 tia do sobre la existencia y el <:o m líportainiccito de soluciones

constantesrespectocíe la variableespacial.

e’

3’
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Proposición 1.3.1 Bajo las hipótesisdel Teoremade exitencia 1.2.1 y supuestoque 7%
es una función constante,es decir 7% 6 1/? se tiene que las ¿inicas solucionesdel sistema

(1.1.1) de ternperatiura y concentraciónconstantesrespectode la variable espacial, es decir

7’ = T(t) y 5 = 5(0), son aquellas que tienen ¿rna concentración constanteen (x, O), es

decir 5o 6 U?. Ademásestas soluciones(y(O), T(t), So) convergenexponencialmentea

(O, ‘¡‘a, So).

Demostración:

Si ~‘¡ — — O teniendoen cuentaqueU O se tiene que 5(7’ — 5)! = O. Por tantoOx
las solucionesconstantesen x vienen dadaspor el siguientesistema:

di{ di + G(u)u O
dT — It(v)(T~ — 7’) (1.3.8)
di
dS = o
di

es decir 5(0) = 5o E IR, u y
0<foC6’>dr y T(t) 7% -f- (‘¡‘o — ‘1’a)e fo »(V)’~I’, de donde

v(t) —~ O y T(t) ~—. 7% exponencialmente,cuando0 ~ oc. m
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CAPITULO 2

COMPORTAMIENTO

ASINTOTICO

2.1 Atractor maximal

En estasecciónvamosa probar la existenciade un atractorparael flujo dado por
(1.1.1) en el espacioY = U? 5< !& ~ 2 Paraello, vamosa considerarel casoen el

pci’ pci’

que todaslas funcionesperiódicasdel sistematengan medianula, es decir trabajaremos

enU?xÑ2 xiS donde

per pci”

11~a={TEH~c,- con JT O} yL%,,-={ScL~,-con

En primer lugar vamosa ver las razonesquenos llevan a la búsquedadel atractor
global (maximal) en el espacioU? x J~2 x L2~,-. Sea(u, 7’, 5) la soluciónde (1.1.1) dada

pci’

por el Teorema 1.3.1. Observamosque integrando respectode x la terceraecuación

del sistema(1.1.1), como cozísecuuenciade la periodicidadde 5 y 7’, se tiene quefS es

constanterespectode O, como vimos en la secciónanterior. Por tanto fi 5(0) 5 5o para

todo o > O. Comoconsecuienciano existe uin ahactorglobal en el sentidoclásico, parael
o o

flujo dadopor el sistema(1.1. 1) eíu el espacio II? x II;.,- x L;~,-. Debido aesta propiedad
de conservaciónde la masapara 5, para cada ¿u

0 coiistante,tendríamosqueestudiarla

existenciade un atractorAm,. en el espacioU? ~ < 1’o,,. dondeV,,,,. = {SCL~C,- 55
mo}.

líítegrandoahorarespectode .x la segundaecuaciónde (1.1.1) y teniendoen cuenta

de nuievo la periocidadde 7’.. se tienequue

Y) = Ií}u)(f i;, — JT) (2.1.1)

1 6:3
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Como consecuenciasí consideramosahora r = ‘1’ — 4’!’ y u = .8 — 4 5o. de la segunday

terceraecuación del sisterna (1 . 1 .1). se tiemie (¡LIC r y q verifican las ecuaciones:
Dr DO r

— = h(v)(r
0 — r), r(O) = r0 = Y — JTo (2.1.2)

u.

——e —v----—b—-—
¿o ¿ni Ox Ox

2’ j
dondeT~ = 7% — 4 ‘Fa.

Por último, como coíísecuíenciade 4f = O, se tiene que 4(7’ — S)f = f(-r — u)f, es
U.

decir que la primeraecuaciónde (1.1.1) quedaría

— 4- C(v)v J (r — a).f, u(O) Do. (2.1.4)

De estaforma por (2.1.3), (2.1.2) y (2.1.4) temiemosque (u. r. o) verilica el sistema(1.1.1) u.

con Y,. en el lugar de 7% y ahora 4 T fo 4 y, O. Observarnosquesil’,. esconstante

entoncesTU ir O.

Observamosadennus:

De la ecuación para4 7’, (2.1 . 1), teniendoen citenta (lite h > h
0 > O, se tiene que 4 7’

convergeexponencialmemitecuandoo ~ oc a 47% paracuualquiervalor de 4 ‘Fo

u) El sistemade ecuaciomíesen derivadasparcialescmi (u. s, o) es el mismo (¡ue en (u, 7’, 5).

iii) Para recuperar las variables (Y’ la cliii árnica) originaleshay <jíie considerary, Y =

r + 47’, .5’ a + m0, ahorabien, por u) es decir, el hecho de que las nuevasincógnitas

verifican el mismo sistema, i r~iplica que la clii íámica es independientede m0.

Notaremosde nuevoíor 7’ a la función ~ ~‘ í~r .8 a o y a partir de ahoraconside-

raremosel sistema(1.1.1) con 4 To ir 0, <o = Of 7% 0 y 4 Y(O) = 45(0) = O para

todo O > O. u.
Consideramosel sernigrupo .5’ (ti) generadopor las solucionesde (1 .1 .1) dadopor el

Teorema 1.3.1, definido por

5(t)(vo. ‘Fo, So) = (u(O), T(t, .), 5(0..))
3

donde

u(O) = uoc fo C(~> + j .fc<>>(f(T — S)(r)f)dr (2.1.5)

‘¡‘(i, x) Jo(r — ,¡.( u)e fo h(v> J0
tií.urncf hO>’¡’,.(~ — ~f ufldr (2.1.6)

S’(t, .r) ir (..<(?5Y~)ÉS~o(l.>) 1 ¿~<:t..~9(ír>I;.~(i. o(r), S’(r))dr. (2.1.7)

u.
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Observamosqueen la secciónanterior stumal)a.moseSen la terceraecuación,paraescribir
82la fórmula de variación de las constantescii función del operadorpositivo — + 1 en

622 sin embargoahorael operador~8x2 es ya positivo en L2 por estaractuandosobrepci” pci”
funcionesperiódicasde media nula. Por tanto escribimosla fórmula de variacion de las

constantesen función del operador—~r, y la no linealidad E
2 vieneahora dadapor

¿2 05
F2(r, v(r), 5(r)) = —b—’¡’(r) — v(r)—(r).

¿a) Dx

Vamos aprobar la existenciade un atractormáxirnalparael flujo dadopor 5(t) en

Y=ll?xH%,- x apesarde teneren el sistemauna ecuaciónde transporte(para7’)
lo quetiene como consecuenciaque el semigrupo5(t) no es compacto. Paraello vamos

a utilizar el efecto de regularidadasintótica sobre 7’ y las técnicasdesarrolladaspara

ecuacioneshiperbólicasen [28[, en particular vamosa aplicar el Teorema3.4.6 de [28],

(ver [65]), siguíienclo el procedimentoutilizado en el trabajo [5l[ parael termosifónsin

efectoSoret. Coíí este propósitoprobaremosen primer lugar que S~(ti) es un semigrupo

puntualmente disipativo sobre3>, es decir (¡líe existe un conjuntoacotadoB c 3> que

atrae a cada punto de Y y en segundolugar veremosque se puede descomponercomo

suma de dos términos, tuno (le ellos quetiende acero sobreacotadoscuandoO ~—. oc y el

otro que es completamentecoiitinuo. ParaprobarqueS(t) es uín semigrupodisipativo

necesitamosalgunos lemaspreviosquenos prol)orcionanestimacionesde la nórma de la

solución (y. Y, S)(t) en función de las normasde Y,. y f e independientesde yo, Yo y
5o

Estasestimacionesse obtienenen tresetapas,primeropara7’ (obtenidaen [51[), después

para5 y finalmentepara u.

En el siguientelema, cuya demostraciótíse puede encontraren [51, vamosa ver

estimacionesparala norma de 7’ en función de las normasde ‘¡‘o y Y,..

Lema 2.1.1 Dada u 6 C[O, oc), ‘Fo y 7’,. E A’ con A’ espacio admisible, entontes la fun-

ción 7’ dada por (1.1.9,). solución de la ecuaclon

¿Y 07’
+ y

7 = h(c’)(Y,. — Y). ‘¡‘(Ox) =

verifi ca:

[]Y(t. )¡jy =[¡YaHx+ ([‘FoHx — [‘¡tj¡ ~.) ,o~ > o (2.1.8)

con h(r) =ho > O. para todo r. Conio consecuenciapara todo ‘¡‘o E A’ se tiene que

lina sup II’¡’&)ll.v =II’
T’jLxLi
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A conti mliiación vanuosa robar un a esti m¿cióci pani la mío rma de 5(0) en función de

la norma de 5o

Lema 2.1.2 Sea u
0 E IR, Yo, 7% £ y f,

5o c ¿2 , Entoncespci’

hm sup¡¡S(e)¡! ~ b
c

donde pi ir minafii
82 o

> O, es el primer autovalor de —~ en
A demásse tiene que [5(0) [ está uniforníementeacotadapara todo ti > O cuando el

dato inicial (00, Y
0, So) se mueveen un conjunto acotado de IR x f~2 x ¿2pr.,- pci

Demostración:

La soluición 5(0, x ) cIadapor el leomemna 1.2.1 ucrilica la

DS‘ ¿
2q ¿~

— o = —u-—-— — b
¿0 D.c2 Dx Dr2

(2.1.9)

en el espacioL;~,. y por el Corolario 1.2. 1 .. se tiene en particular que ~j 825 OS ~. 82T EOx2 ‘ Ox ~7

~ y por tanto podemosmultiplicar por 5 en f~ la ecuiación (2.1.9).6 per

De estaforma integrami<iopor partesy aplicancío la desigualdadde Young paratodo

e > O, al igual qute hicimos paraobtener í :3.2), se tiene

+ 2c1[

do —Ii—Dx

b2 ¿T~ ¿.8<>

4c Dx Dx
(2.1.10) u.

Tenicíido cii cuentaque 4 .5’ = O, por la desigualdad<le Poincare

2¡ ¡¿ir
s,2 _____> ¡‘.íH..H comí mm Y <> > O.

__ 5¿.f/I ¡LI—

!? ¿Ade esta forma ccinsicleraiicloe = de (lo mide w r de la ecíí ación (2. 1 . 10) se tiene que:

cl
—IIS’l[ 1—
dI

¿7,
Dx

ya que por (2.1.5). con A’ = 111PCI’

e

:

c

o
u.

(l¡ ~‘¡‘e¡¡ — ¿Y
- flI)~ >0Dx ¿ir

u.

u.

¿Y,

.

=2fl] ~. [l~ ¿Y(II ti — II “

con [].¡[ir [112

u.

siendo

¿‘1’
tIEti

u.

<E.
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Es decir u(o) ¡[5(0) [¡2 xerifica:

+ le2u < Al 2 + l
3e

2~~ = r(t), u(O) ir [?So¡[2
do

donde le2 cgi > O, M2 —

2b

2¿, > O y la = > O. De esta forma dado E1~ e > O existe

tio > O tal que
du
— + k2u = (Al2 + E) paratodo O =todo

(2.1.12)

Entoncespor el Lema de Gronwall se tiene queparatodo O =tio

u(O) .c u(Oo)Ck?<t to) (Al2 + e) (1 — e_ le2

De estaforma se obtiene quie

oAl- + e
hm supu(o) < paratodo E > O

— le2

donde 4f2 e
Por tanto si probamosahoraque >41) = [5(0) ¡[2 está tínulormemeriteacotadacuando

el datoinicial se mueveen un acotadohabíemosconcluido la demostración.

En efectode (2.1.11) se tiene que:

u(O) < uoe k2t + j r(s)ek2(tS)ds

teniendoen cuentaahoraque f¿ r(s)ek2(ts>ds = (sup~=or(s))~h(1— ek2t), sefiene que:

Al + 13

u(O) < ~ + le2 paratodo o _ O

lo quetermina la demostración.Li

Por último vamosa ver como las estimacionesanterioressobre las normasde Y y 5

nos van a permitir conseguirunaestimaciónpara [>4.

Lema 2.1.3 Sean yo E IR, Yo, Y,. E H%~,. f, ~O E y O(o) =C~j > O, entonces

I¡fI[lun suup u(o)¡ -e: (¡I’¡’,.I¡
¿—oc — dV

.4 demás ¡ t (o) ¡ está unífointeatente acotado. imul. todo O > O. cuando el dato inicial

(2.1.11)

(y
0, T0, So) se tu ¡eve en un co ajunto acotado (le II? x JJ~,.,. ~ L
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Demostración:

Sabemosque u verifica

u(o) u(Oo)e
—Jt 0(r) + ~ — 5).f [ef:C(V>dr

sit
0 e: o de donde:

v(O)¡ = v(Oo)[e 40(V) ~ Hf¡] jI ¡‘¡‘~-~ — S(r)I[CfrC(V>dr.

En primer lugar dado e > O, por los Lemas 2.1.1 y 2.1.2 existeto > O, tal quepara

todo O =
to se tiene que

¡[7(r) — S(r)[< =HL [+ A! + e.

dondeA! =
bvC) ~ Por tant,ose tiene <¡tic

cIW

lín~ suip v~)[ e: ¡¡f ¡kH7t¡¡ -F Al
1K

e) límsup(j e

puestoque O =oo > O.

Observamosahora(¡ne U

I t
c~ .f,t<’y~. —

e-k c<~’>dr

e ‘~0 0(r)

y aplicamos la generalización(le la Regla (le L’H opital para Límites superioresdadapor

el Lema 0.5.1 del apéndice,segóu la cual. temíieiido en (lienta <¡líe:

u

f~ 0(9

e. ~0

f’ Cte)C(uk %

1
= lito sup

t~—”~ 0(v)
e:—

3

va queO(o) =oo > O. se obtienequte

hm sup [o(O)~= (¡[7’,. + A! -1—e)
00

paratodo e > O.

Por tanto si probarnosahora<¡nc u(t ) estáu iii fominernenteacotadacuiando el dato

se muevecii un cOnju mito acotacío. termí u atuosla demosíraemon.
uEn efecto considerandoeíi (2.1.1:3) ~o O. se tiene que:

ti(O)[ =¡¡—c:o¿ + 5iJp~~¿j I[fI[(l¡T¡] -1— HSht) fi pe 001

e

e

Capítulo 3. Termosifón

3’

(2.1.13)

..í: ce,’> dr)

9

Bm sup lun 5111)

e
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teniendoen cuentaahora que

efs<~”Vs =LtefGod~1 S(~ —Co

a partir de — ~COt)junto con la estimaciónuniformepara[T[J dadapor (2.1.8) y la estimaciónuniforme para[S[j¿2 obtenida (2.1.11), seobtieneel resultado.LiProposición 2.1.1 Supongamosque T,.c Ñ2a, f ~ L%~,- eY = il?xH~,- xL~,.. Entonces

para todo r¡ > O, el conjuntoL3,~ definido por

bv’~ 07’
(—Ao — n >o + í~) 5< B112 (0, [T4[¡¡2 + i¡) ~ B~ (O, [I-----flI+ >i) (2.1.14)

pe per cVih Ox

con A~ — ~ ([T + bfl¡Ot. [), es absorbenteen 3>, para el flujo del sistema(1.1.1).
_ Co U¡[ c~78x

Demostración:

Vamosa ver queatrae uniformementea todo acotadode Y. Es decir, dado 1? > O

probaremosque existeun 00(7), 2.) > O, tal (¡nc cualquiersoluición del sistema(1.1.1) que

parte de un dato inicial pertenecientea la bola del espacio3>. de centroel origén y radio

fi, pertenecea B~ paratodo 0 =0~

En efecto. sea (yo, Yo~ So) E Y, tal que ¡uo¡ + [!‘¡b%~2 -F [¡So¡¡L2 =R y sea
pcr

(v(t), Y(t, x), 5(0, x)) la solución del sistema(1.1.1) asociadaaesedato inicial. En primer

lugar por el Lema 2.1.1 tenemosque

[Y(o) [~~> = (1 — ehot) [¡‘¡0 ¡¡¡¡2 + [To¡[¡,= eho<
pcr per per

de dondeexiste t~ > O tal queparatodo O > O~

¡]Y(t)¡[¡~2 =[‘¡ÁIIñ~+ ‘1
per per

Si partimos ahora de la inecuación (2.1 . II) deduícida en el Lema 2. 1 .2 para ¡[5 [t
por el Lema de Cronwall. dado e = e(q) > O, existe /4<) = ((u) > O, tal que paratodo

O> t~
oAh A!

2 4-e
e: (!¡So¡h — )J2~½>

le2

k ~ 8T”~
donde A!2 — 25 ~ Como consecuenciasi ¡[%[¡ e: 1? y 6(l)) es suficientemente pe-
queno,existe 1.3 > rnax{0 í 02}, sííficienteriuentegrande,tal que ¡¡5(0) ¡¡ e: ([¡ ~

Ox
paratodo > 03.

Consideramosahorala expresiónparau dacia por (2. 1 .1:3), cíe dondeparatodo 0~ =O

u(t)¡ = uo?ec0(¡Úo>+ ~f¡j 1 ¡(‘¡‘(o) — S(r))¡¡t§ 12 CO~~

Jeo
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teni endo en cuemítaq ime e 0o dr — ¡ 1 ], se tiene que

i[f [ ¡fi[v(o)¡ =[¡uo[— (sunt>,o(¡¡Y[ E [IS¡[)[erno( — ~> ‘— —(sís.p,~,.(¡¡Y¡[ -F [¡S¡[)
Co Oc

Por (2.1.8) dadoc — e(q) > O, suficientementepequeño,existe04(q) > O suficiente-
u)mentegrandetal que ¡¡Yj¡ =[¡Y,.j[+ e paratodo O =0~, por lo tanto como consecuencia

del resultadoanteriorparala normade 5, junto cotí [vol =R, seobtieneto =t~, i = 1,.., 4

tal que (v(t), Y(0, x), S(t,x)) E ¾para todo O =toLi

Teorema 2.1.1 Supongamosque ‘F,. E ~ y f ~ LA . Entonces existe un atractor u>pCi’

¡naximal A compactoy conexo ea Y = ¡a x 1./2 5< Lp~i’, para el flujo del sistema (1.1.1).
¡Ml

Ademásse tiene que A c 13. donde

ir [ ~½.>o[ 5< BWcr (O, ¡[7%Hí

12 ) 5< l3~ (O. bv’i ¿Y
_____ ~ Dx

con >,o ~JÑ[’¡;H+

Demostración:

En primer lugar vamos a ver queel semigruípo generadopor las soluciomuesde (1. 1. 1)

S(i)(uo. ‘¡‘o,
5o) (u(/), TU, .), 3(1,.))

espuntualmente<lisipativo en 3>. Paraello bastaobservar<¡ríe paratodo ¡j > 0, el conjunto
acotadoen 3>, dadopor (2.1.14>,

<E’
bV~ 07%

= (—.~o — Ti, >o +¡¡) 5< y (O, J[’¡j[fl2 +fl) 5< l3j> (O, [¡—[] +7))
cJíJ Ox

donde >o ir 1~¼i¡’¡Á¡¡i- #~¡~fl ¡j) es al)sorbente.
Ox

Conio el semigrupo 3 (o) no es compacto,va (¡líe temíemosumna componentede la

solución T quie ven fica unaecuíacidíí de tra mísporte.vamosa u tili zarel efecto de regularidad

asintótica sobre Y qtío ríos va a permitir aplicar el Teomema 3.4.6. <le [28[ . Para ello

descomponemosel sea>igru po .8’ (o.) como simma de tíos términos, de forma que uno de

ellos ti ende a cero sobre acotados cii ¿iii do 1 E—’ ~,x el o t. ro es ccimpletamente cci nti ¡¡tío.

En efecto, para cada O > 0. clescompouíenios

S(o) = S~) -h St(o) comí 57(0): 3> ‘ 3> (2.1.15)

defin i dos p<>r

3i(t)(uo, ‘¡‘o. So) = (ucez f~ CH ‘J$.r — ji u»? .f¿ h(~) ec+Éso(xn (2.1 16)

u’

ti
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y

S(t)(vo, I’o, Se) ir (jI e f~ coÚ(f(Y — S)(r)f)dr

re rt rt

~f0[h(v(rfle~~ Jr í«V)7’( — ji v)]dr , j ecf](1i’>Fo(r, v(r), S(r))dr) (2.1.17)

con
¿2 os

Fo(r, v(r), 5(r)) = —b ‘l’(r) —

Ox

Veamosen primer lugar quesi [(yo, ‘Fo So)[?y =U, emítoncesSt(o) verifica:

[S(ti)(uo, Y0, So)[y =Jx’(t, U) — O si O oc.

En efecto, de la definición de S~(t), (2.1.16),x teniendoen cuentaque O =Q
O h > tuo > O y que la miorma en í!,- es i nvariaíite por traslaciones,se tiene:

[S>(t)(vo, ‘Fo So)¡¡y =j00¡<—Cut + [i’Fo¡[ñ2 e h0t +

y ademáspor el Lema 0.1.1 del apéndice,jtinto con el hecho de queen ¿~. el operador

Ox
2 es positivo, se tiene ¡¡<e rt.8o¡¡ = N¡[So[c5’ con 3, N > O, de dondesc sigue el

resultado.

Veamosahora que 5(t) es completamentecontinuo, es decir, para cada O =O y

B c Y acotado,el conjunto {S’ts)B , O e: s e: t} es acotadoy 5(o)B es precompacto.

Paraello partiendode (2.1.17)definimos

s;(t)(~~,Y
0, So) = (yo(O), ‘¡‘o(O), S~(t))

con

02(0) = ~ f 00,9 (f(7’ — 5) (r)f)dr,

= 7’ ¡h(u(r))n§ f: ~<‘>7%(~— ¡ u)[dr

y

CC;•77(ti’>Eo(r v(r), 8(r) )dr.82(0) — jt 52

Por lo tanto, dado B c Y acotado,teniendocii (:uieiita las expresionesde Do, ‘¡‘o y

52(0) se tieneque:

Por los Lemas anteriores,2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3. [u(O). [¡Y(t)j¡ y [jS(t)[ estánacotadas

en tiempofinito, de hecholiemos visto quíe estánuniformementeacotadascuandoel dato

inicial se mueveen un acotado,lo queu.ín ido a la contimm ida cl de las ftincionesO, h y E2,

y a la l)ropieclad<le i ii\ari anza cíe la norma <le ‘JÁ bajo trasíacíoiies. nos permiteconcluir

queel conjunto { S~(s)13,0 < s e: ti } estáacotadoen 3> = II? 5< 11%,. 5< tpe,-• ¡
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Veamosahoraqueel conjííiito St(t)I3 es piecorupactoen 3> = II? x 1< ~ /2 Para u>pci’ pci’

lo cual estudiaremospor separadocada compomientede S~(0). La primeraproyeccióndel

conjunto S~(t)I3, que demioramospor uo(t)B, acabarnosde probar que es acotaday por

tanto precompactaen ¡a, por lo que pasarnosa esttrdiar la segundaproyección T2(t)B.

Sea 10 = 10(B) tal que para todo r E [O, t[ y para todo (yo, ‘Fo, So) E B, O = <E.

h(v(r)) =/0; de aquí se tiene que

O e: h(v)Cf:ñ(V> =4v) =10.

Consideramosahora el conjunto £(7%) {7%(. + le), le E U?}, que es compactoen pci

por ser homeomorfoa la esferaE
1. Entoncesel integrandode la expresiónde ‘¡‘~(t) toma

valoresen fO, hflS(T~
2), que es compactoy como comísecuenciadel Teoremade Mazur, se

tiene que ~¡ E ‘dtJ’¡’,.(~ — ¡ v)]dr c ~[O , hfls(YJ]

donde ?b[ O , h • E(Ya) ¡ es la envoltura comívexay cerrada qtíe también es corupacta en

JI,-. Por lo tanto se tieneque ‘¡Y(O) E es precompactoen pci’
o

Por fil ti mo veamosmíe s2(ti) E es precompactoen L ;«,.. l)e ííuíevo por los Lemas

2.1.1, 21.2 y 2.1.3, si consideramosEn : ll?~ x II? x ~ existe unaconstante

positiva 1< > O tal que [Fo(r v(r) 3(r)) [IH< e: E. paratodo r 6 [0,0] Y’ (00, Yo So) C E,

acotadodeY. Comoconsecuenciasegunvimosen (1.3.6), existec c (O, ~) tal quíe S~(t)B

estaacotadoen Zt espacioque representael dominio del operador (— ~pfl’,dotadode

la norma de la gráfica. Por lo tanto, teniendoen cuentaque Z~ - cori inclusiónpci’

compacta(Proposición0.1.1 del apéndice)tenemos<¡uíe 8~(t)B es precompactoen

ComoconsecuenciaS~ (0)B también lo es. De estaforma, tenemosel resultadobuscadosin

irías queal)l icar el Teorema3.46. dc [:31¡ . Observaniosa<iemás(lije por serA invariante
ejsc tiene que A c %>oLt ~ Li

A continuaciónvamosaconsiderarlos <lesarrollos cíe l’ouri er asociadosa ías funciones

que intervienen en el sistema(1 . 1 . 1), representandoternperatura y salinidad. Veremos

las ecuacionesqueverifican lc)s coeficienteso moúlos cíe Fonrier, corre. a estos U

desarrollosy t ram a~aíido COi í ellos 01)tendíreiruos esti tui ¿te ío í íes de la norma de la solución

que recuperan y mejoran, cíe forma coíísi(leral)le cii alguí nos casos, las obtenidasen la

seccionanterior por los métodos<le estimacioiíesde euíervía Estasestimacionesnos per-

mi tirán ver en prí ¡ner 1 ugar un efecto regularizajíte sobre la solurciómí , a pesar de c¡uíe la u

segundacoinponenteY veriLca u cia ecuaciorí de transporte,lo cuial nosllevará a probar un

resultado sobrela regularidad del atraetor maNi mual <leí ‘1 corema2. 1 .1. En una segunda

u

e
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instancia,estasestimacionessobre los modos cíe Fotíííer. nos llevarán a probar la exis-

tencia de variedadesimíercialespara el sistema. Por ultimo \‘cmemoscomo determinar el

comportamientoasintóticodel sistemaa travésde ‘algunos’ modosde f y Y,., en algunos

casos.

Observemosquedadag E H~, con m > O. se Puededesarrollaren seriede Fourier

de forma que

g(x) = ake, con Z \ {O}
kCZ~

dondeák = —ak, ya quey es unafunción real Ademáslos coeficientesak verifican que

Zk<Z knm[ak[2 e: oc, de forma que

Eíí lo que siguesuipondremosquelas (k~ le2’’ ak[) f e L%,,. vienendadasfunciones‘F~ E U? y

por los desarrollosde l2ouíricr:

7%(x) E b~e2wkix y f(x) = E cke kix (2.1.18)
k6E kCE~

y representaremoslos desarrollosde Fourier de las funcionesY(t,x) E ~ y S(ti, x) E /2
PC,-

de la forma

T(t,x) = ~ ak(l)e. y 3(0, >4 = ~ d~(t)erkix. (2.1.19)
kCZ~ kCE

Proposición 2.1.2 Supongamosque la función It está acotada inferiormente por h
0 e:

4c7r
2,7%, Yo E Hg,,- y f, 8o C 2 con ‘Fo(x) = ZkcZ• akoe2rkx y So(x) = ZkCZ dkoe2rkx.pci’

Sea (u, Y, 5) la solución del sistema (1.1.1) dada por el Teorema 1.2.1 con, este dato

inicial. Entoncesse tiene que

i) Los coeficientesak(t) y dk(t) en (2.1.19), ver¿ft u las ecuaciones

Ok(O) -F (27rlevi 1- h(u))ak(t) h(u)b<> le e 12 (2.1.20)

~Idt) + (2¶levi + 4cvr2k%fp(t) = —4b;r2k2ak(t). le e 12 (2.1.21)

y 1(1 ecuactonpara u es

¿‘(0) -í- O(v)u — E a< (0 )c..g — >1 IJ,(/ )c...k ¡ (2.1.22)
Lcr.

u) Ademásse verifican las desigualdades

¡Ok(t)[ e: ¡«~
0¡~f0 ‘<~‘> i— b~[ (i — f~ ¡dr>)

(2.1.23)



ml

174 Capítulo 3. ‘Fermosifón

¡dk(t)[ =[d~oke 4cr2k2t h ¡apo[at(e~.hot — —4C7r2k2t)f e’

b
-1- —[b,J(1 — c~ ) (2.1.24)

c
41’~2k2

> O.con 0k 4cr2 k2 h,.

Demostración:

i) Teniendoen cuentaque si U(t, x) = Zk’E zído)e=rk¿x,entonces

¿U
—(Ox) ¿U>3 uk(t)e , —(ox) 2~’íi >3 kuk(t)e2rkíx u>

HEZ~ Dx kCYA

¿2u

y (ti, x) ir 1n2 >3 let,~(t)e2rktz,
k”EZ

llevandolos desarrolloscíe Wourier de las fui nciomies ‘1’, 3 y sus derivadasal sistema(1 .1. 1

respectivamente,se obtienenlas ecutaciones(2.1.20) y (2.1.21) para los coeficientesde 7’

y 5.

‘[‘en iencío cmi cuentaahora que

¡(Y — S)f = >3 (a~.(t) —

LEY’

se obtiene la ectíaciónpara o, (2.1.22).

u) Integrandoahora (2.1.20) y (2.1.21) se tiene la expresiónde los coeficientes.dadapor:

á

Ok(O) = ac.oe f¿<2~kVíth<t>í 4- b,~ ji h( u(s) )& ,Li2rkt¡4.~(l)íds. (2.1.25)

dL(O) = d Loe~4aík>te fJ 0i’~i’ — 4/nr 2P jI ak(s)e~4a20 —t .1~’ 2~~Y
5. (2.1.26)

La primeía acotación(2. i .2:3) se obtiene iii rectamentede (2. 1 .25), sin más que ob-

servar <¡líe

<~O ~ — 1>~ li.(u(.sfl& fi I<~>ds = 1 — e f¿ ¡dv) (2.1.27)

Paraobtener la seguincía clesiguíalelad su¡stit,uíi ¡nos (2. 1 .2.5) en (2.1 .26) obtenemos

(ji iC

d~(t)[ = dko¡C4Éi’
202t ~ .1b7r2le2([Ii(i)[ + I~4~)I) (2.1.28)

con

Jí (1) = a
00c ~ ~4cw2k2(t~~s)~ft’£J¶kVLd

IQ(t = bk ~/j {siCk<í~tL 2~k,i [/1h(u(r)»¿ — fL2~k~¿~¡úúi¡íí.j} us

u.
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Observamosahora<¡tic 4ci2le2 — h
0 > O paratodo le / O. de estaforma se tiene que

[Jí(t) ¡ =¡<~kO¡~3 e(lc?k>ho>Sds = ¡akú[/3k(e h0t — e4nríkít)
>0

con /

3k =

Además

(jIS It (y (r ) ) e— f~ h(v)dr
¡12(ti)[ =[b,J

(2.1.29)

) ds

de donde, teniendoen cuentade nuevo quíe

I
5

o
V)ds 1 — e: 1

se obtiene [¡o(O) ¡ = b,Jfi c4a2k>(<S>ds. Por lo tanto

b
4bvT2k2[In(t)f e: —¡b~¡(l —

c
(2.1.30)

De esta forma stistitliY’endo las acotaciomíespara Ii(O) e lo(t), dadaspor (2.1.29) y

(21.30), en (2.1.28) se concluyela dernostraciómí.Li

Corolario 2.1.1 Bajo las hipótesis y notaciones de la Proposición 2.1.2, para toda soin-

ción del sistema (1.1.1) (u, ‘¡‘, 5) y para todo le c 12 se tizene

i)

hm sup ¡at(t)[ =[k¡~ lun sup [dk(t)¡ e: b—¡bk¡.

U,) Si ¡ako[ e: [b~.¡y ¡tú] =~[b~[ entonces[ap(t)¡ s [b~[ ~ dk(t)[ =~[b~[ para todo ti > O.

iii,) Para todo (00, ‘¡‘o, So) E A, donde A es el atractor ií,.ayuaal sobre el espacio Y
¡a~f~2 5<5

pci’ pci” dado por <leí Teorema 2.1.1. con Yo(.r) = 2~g ate~~kx ~ So(x) =

Zkez dk enlrkíz, se verífica

ti
lak[ e: ¡bk[ y [d~[ e

:

c
le c 1=.. (2.1.32)

En particular si 7% E II ‘>‘ co tu in > 2. el <it ¡actor í/>aj71malpci’
.1

A ‘—~ IR ~ 5< Hmpci’
y es compactoen ese espacio.

Demostración:

i) Este primer apartadose obtiene(le fornía inmediataa partir de la Proposición2.1.2.

u) Como consecuenciade (2.1.23) se tiene que

(2.1.31)

¡at(t)[ =[b~] d— e
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de estaforma si [ako[ < [b,J, entonces[ak(l ) ¡ =bt-[ para todo 1 > O y paratodo le E 12. e
Llevando ahorala condición [aL(O)¡ =[b¡J a la expresiónparadk dadapor (2.1.26),

se tienequeparatodo le C 12

[<lk(0)[ e: ([dko[ — ~1¡bk[)e4a2kít +
e c

de estaforma si ¡dko[ =~[bk[ entoncesIdk(t)[ = ¡ti~.[ paratodo ti > O.

iii) El conjuntoB~, dado por (2.1.14),segúnvimos en la Proposición2.1.1, es un acotado

absorbente,de dondese tiene, [61]

A = w(LÑ,) = fl ¡j S(s)B,~, (2.1.33)
t>O s>t

por tanto, dado (00, Y0, So) c A de (2.1.33), se deducela existejíciade (va, 7%, Sn) E B~

sucesiónacotada(por serlo !3~) cii Y y 1,, ~— oc, tal <píe

S(o,)(u~,7’,,, 8,) — (Co. Y~, So) si oc en 3>.

Con las notacionesde la Proposición 1 .2. 1, si

T~(ti, x) = >3 a~(t)e
2~¶k¡X y S,,(t,x) = >3 d~(t)e2~~ktX

Lcr kcX’

paracada le E 12 de (2.1.23) se obtiene

e

y por (2.1.24)

¡ <l~(t,,) =[d~
0[6—4c~~

2k2t~i— ¡aj~ ú[cikr4c11>k2tn-v-

+[a~
0[cíe —hot,, g b ti

—[bkl —

con e: A! k e
e: oc, y ¡d%[ e: NL e: oc.

Por tanto pasandoa! límite cuandon ~— oc se tiene quíe

ti
k’t¡ =¡ti4 y ldu[ e: —Ibk[. le £ kW.

c

y (2.1.32)quieda probado.

Comoconsecuiemiciade (2.1.32).si Ya E I1,%.. teníeiido en cuientaque >.jkc g~ le
2”’ [bk[2 e:

oc, se tieneque ‘¡‘~,8~ E U’ con U’ = {Y E PJ~, a
0] = d¡bp[} donded max{ 1, ~},que es

tun conjunto<:ompacto~ !!,%. Li

e

e
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2.2 Variedad inercial

En estasecciónvamosaconsiderarel espaciode fases3> = IR 5< ÍI~ x ftm—2, ni > 2pci’ pci’

y vamosa probarqueexiste Al variedadinercial parael semigrupo5(o), o =O en Y, es

decir, M es unavariedadtopológicade 3>, (la topologíade M es la inducidapor 3>) tal

que:

i) S(t)M c M paratodo O > O.

u) Existe A’! > O verificando que paratodo 13 c 3> acotado,existe0(B) =O tal que:

dist(5(t),M) =C(B)e~11 o > O

tal y como se puedever en el apéndice,y en 21[, [48], [49[. [61[.

Supondremosa partir de ahoraque

‘Fa E H’¿,- con 7’ (r) — >3 ti~e2~~khx, b~ # O para todo le E 1< C ~
K-EK

con O ~ 1=,ya quef 7% = O. Denotamospor 1/,,. al cierre del siubespaciovectorial de Hp,.

generadopor {e2i’kix, le E 1< }, es decir

¼—1 {=~ le E J<} (2.2.1)

y por VÁ>
2 al cierre de dicho siibespaciovectorial en fi “~

2pci’

Teorema 2.2.1 Siguiendolas notacionesde la Proposición 2.1.2, supongamosque

Ya E H%. y f ~ 2 . Entoncesel conjuntoPC,-

Al =IRzV,,, ~¼,, —2

es una variedadinercial para el flujo de S(t)(r’o. ‘Fo, 5%) = (u(O), Y(O), 5(0)) en el espacio

3> fi? 5< Jfm 5<pci pci’
Si 1< es finito la dimension de •A~1 es 2 ¡ K] -4- 1.

Demostración:

Siguiendolas notacionesde la Proposición2. 1 .2. seamí

1(x) = >3 c¡e Y(x) ir >3 a~{je \ So(r) >3 dkoe2wk¿x
kEZ~

con Y(t. x) = ~ ac(t)e y S(t, i) ZkcY- dk(/ )eú%kic.

i) Vamosa ver en primer Ití gar que VI es iii \-ariante.
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Bastacon observarc¡ue si le ~ E. ci> t~<níces b k 0, Y por lo tanto si a LO = O, de

la acotación(le i k(t) dacia por (2.1.2:3), se sigue que aL(O) = O para todo instante de

tiempo O. Como consecuencia,si tik aj~ = dpo O de la acotaciónde 4(0), dadapor

(2.1.24),obtenemosquedk(O) = O paratodo t.. De estaforma si (yo, ‘Fo, So) E M, entonces

(y(O), ‘F(t), 5(0)) c iv paratodo 0. es decir, es invariante.

u) Por el apartadoanteriorel flujo sobreti viemie dadopor

¿-1- C(u>v = >3 ci~(t) c4 — >3 dk(ti).c.k
kCK ICK

u)
ak(t) + (ir leui + h(v))ak(/) h(v)k, le E E (2.2.2)

d~.(o) + (2irleui + 4c7Í
2k2)dk(O) = —ib¿r2k2ok(/), le E E.

ir d,< = O, le ~ A
t

Consideramosahorala siguientecicscomposicioiien 1I~,-, Y = ‘Fi -1- ‘Fa, donde‘F~ es

la proyec<:íóncíe ‘F sobre 1, y ‘2 la ¡ rovecci ó mí cíe ‘1 sobre el sti l)espa<:io generado por

{ e2i’¡c~x, le E 12 \ Ji? } es decir

>jj ~Ji’~” ~. ‘¡~ >3
0,Úrk,x y, — ‘F

LeN kct\I<

Análogamenteconsideramosla desconiposició¡í .5’ = Sí + 8~ en ii~ donde S~ es la

proyecciónde 8 sol)re V o es decir$ >~~< dkC 2tkir
u.

l)e esta forma dado (00, ‘Fo So) E 3> descomponemos% = ‘¡‘o~ F Y00,
3o Soí -1- Soo

y Y(O) fl (0) -E ‘¡11<), 3(0) = S~ (0) 1— 3~(t) y consideramos(o(O), ‘¡‘>(o), Sr(o)) c ti de
forma qume

(u(O). ‘F(t).S(t)) — (u(t).’F(O). Sí(o)) = (O. To(t.)

Veamosqueel segtícido miembro tiendea ceroexponenci¿ulmCm)t,e,paraello observa—

nuosen primer luga.r qtíc ‘1’,. ‘¡‘,.í -1- Y,.
2 con ‘F,.~ = Y,. y ‘¡‘~ 0v cii particular teniendo

en cuentaqume bk O parale E 12 \ E y h > ho > O. por (2.1.23), se tiene quíe

[OQQ) ¡ e: u.

cíe domide obtenemos[¡Y (O) ~ r [‘[bu[¡~,, e— es ciecir. 1/$> (o.) — O en flrn si O ~ oc,pci’

con tasa6-hot

Por otra lnrte se tiene (fíe S~(t) — Etcz \,< 4(1) ÚrHx cíe clonde ej

I!52%HIim—2 (2n >20w~)) >3 le’
1’”—>>ld,3t >¡2

Le Y~\)<

‘u

u.
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Teniendoen cuenta de nuevo que b~ O para le E ~ \ J’~?. por la acotación de 4(t)

(2.1.24) de la Proposición2.1.2. junto con (a -1-ti 4- c)2 =4(a2 -F b2 + ¿2), se tieneque

>3 le2<~’2>
kcZ~\K

[4(0)2=4 >3 le2(~>~)¡d~O[2Csa2k2í+
keIÚ\K

±43b2w4 >3
keZ\K

1 a~.o[
0le0 — /~o)~6 +

+43b2ir 4e2>boí >3 le2”’ ¡akofr
kCE\K (4c~í2k2— ho)2

Puestoque h
0 e: 4cn

2 existe una constantefi> > O tal que, 1 ~ ~i para todo
(4cir2k>—ho)2

le E 12 \ 1<, ademáspor ser le # O se tiene qtíe e ~ e: e scir>t paratodo le C 12. De

estaforma obtenemos:

[¡52(0) []Í~rn2 =4 [Soo[Ú,,~—ieta~ l-4~ (34ti¾í43
1(H’l’ocj[~i,,,e +07~h -F (2.2.3)

Por lo tanto. sc tiene que [82(0) [íqr:2 : O si O oc comí tasaexPonenciale hei Es decir

(o(o). Y(O), 5(t)) — (u(o), ‘¡‘í(t). S>(t)) — (O, O. O)

en Y cuando ti oc con tasaexponenciale~
1’~’Li

Observación 2.2.1 Bajo las hipótesis y notaciones del Teorema2.2.1, supongamosademás

que

f (x) = >3 ~
6

27rkix

pci

con ck / O paro todo le c J c Z

J(Y — .8)1 = >3 (a,~
LeE’

— dt)(t)c&¿. >3 ap(O) c...p —

Leí
>34(t) c.p
te 1

De esta forma se tiene que el flujo (leí sístenia (1. ¡ . 1) sotire la variedad inercial Kl , es
equivalentea

ú + C(u)v = >3
L I~flJ

ap(i ).c...L —

Pc No.]

ap(O) + (271kui + Ji (u))op(i.) = h(u)b~. le E 1< (2.2.4)

4(/) + (2Tlevi + ‘lcx2le2)d~(i) = —dtiir2le2op(t). le E 1<.

En (2.2.4) renios como la evoluciónde la 2’elocído.do. va a dependeruntcamentede

entonces

los coeficientesde ‘F y .5’ , que perOen.ecen al cwrj tato 1< fl J - El s tbconjuntode ecuaciones



u,

180 Capítulo 3. Termosifón

de (2.2.4) con le e 1< fl .1, ademasde la ecuaciónde u. forman un subsisteinade ecuaciones u>

acopladas. Una vez resuelOoésOc las ec rucio nes correspo,¿dientesa le E 1< \ (1< fl .1) son

ecuacioneslineales no autónomas. Puedeocurrir que 1< y J seanconjuntosinfinitos pero

su intersecciónseafinita. EsOe caso concreto es particularmente interesante, comovamos

a ver en el Corolario siguiente y un ejemplo en el que se tiene esta situación es el caso u)

de un circuito circular dondef(x) ‘y’ asen(x) -4- bcos(:c), es decir J = {+1}.

Observarnos también que O ~ 1< fl J y sí le E 1< fl J, también —k, está en este

conjunto, ya que 1< = —Ji? y .1 = —J, por lo que el conjunto 1< fl J tiene cardinal par,

que notaremospor 2n0. De esOnforma el conjunto (Ii? 12 .J)+ que representalos elementos ej

positivos de 1< 12 J, tiene cardinal n0.

Corolario 2.2.1 Bojo las notac¿onese htpótesisdel ‘¡‘eoreniu 2.2.1, supongamosademás

que el conjunto 1< 12 J es finito y que card(IC n .1) = 2n0.

Entonces, el comporto.iníeíí.toasintót¿codel sísterna (1. 1. 1), viene dado por un sis—

tema de íV 4no + 1 ec incio <íes acoplados.en J~N - ~ <le terminan (u a k dp) , le E 1< 12 J

y una familia de Jx? \ (1< 12 .1) ¡ cenucionesbucales no a utónomas, desacopladacon el

sistema antertor.

u..
Dernost r ac 1 ón:

Teniendo en ctienta c¡uíe las ecuacionespara a ~ Y ~ — ~. son conjuigadasde las que

determín an ~k y rip, resol\~iencío el sistema que deterníiii a n~ y d~. le e (Ji? 12 .1)±~se

conocentodoslos coeficientesa¡< y rip parale E 1< 12 .1. Como consecuenciade que aL(O) =

a..p(O),4(0) = d..p(t) y ~¶ = cp, se tiene adeniásque

>3 ap(t)c.q, >3 op(t)c.p 1- >3 <(o )c — 2/?c >3 ak(t)c.k)
PcKOJ kc(KDJ)+ k h 1 K0J)~ ej

y análogamnente

t<EKÑJ dp(t)c.p = 21? (z 1< (t)

Para terminar la dlemostra(:iónbasta con recordar<¡tic el flujo del sistema(1 .1 - 1

sobrela variecíad i iercial Al vicii e dadopor (2.2.2) , lo cii al es eqivalente a:

-« O(o) u = 21?e (L~co;<~jr r¡,<(l )0c) — 2//e (Zoc(¡<OJV d~Át)cj ‘u’{ o~(t) 1— (2¶leui + h(u))ap(t) hí(u)hp. le £ (1< 12 lk (2.2.5)

d<(t) s— (2víleui Ic+k%I<}t) —= —4h<kr¡~(O ). le £ (1< 12 .1)~;~

‘u,

e-
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que esun sistemaacopladode 2n0 -4- 1 ecuacionescii 11? x C
2’~’, qtíe determinany, a~ y 4

para le E Ji? 12 J, junto con la familia de ecuacioneslinealesno autónomosdadapor

I <4(0) + (2wlevi + h(y))a~(t) = h(v)ti~,

4(t) + (2wkyi + 4c712le2)dk(ti)= —4tiur2le2ap(t),

= dk = O, le ~ Ji?

le E K \ (K 12 J)

le E K \ (K 12 J)

Escribiendolas variablesen parte real e imaginaria

aL(O) = 4(0) + ia~(t), bp = ti~ + 4W c¡~. = ct -t- ict d~(t) = 4(t) + id~(t)

el sistenía(2.2.5) es equivalenteal sistemaen IR”’, con PV = 4n
0 4- 1

ti y
— + C(y)v(o) 2
do

>3 ¡a~(t)c?-~ — at(t)ct[ — 2 >3 [tlh’t)c~ — dt(t)ct[
kc(kniy.. kc(KnJ)~

¿4(o) + Ih(v(o))at(O) — 2wkv(t)a~(o)[ = ¡¿(u(O) )bt,

+ [2wlev(t)at(t) + h(u(t))o~(o)J = h(o(t ))ti$

dt(o) + [4cn
2le2dt(t) — 27rlev(t)ti~(t)j —4bn2k2at(t).

d~(t) + [4c7Í2le2d~(t) -1- 2nleu(t)dt(O)[ = —4tiR2le2a~(t),

le E (Ji? 12 J).
4~

le E (1< 12 J)±

le e (Ji? 12 J)±

le e (Ji? 12

Corolario 2.2.2 Supongamosademásque 1< 12 J = ~, entoncesel atractor global viene

dado por A = {(O, Y,., ~‘¡Á)}.Por tanto para todo (00. ‘¡‘oSo) E IR >< 5< ~ se tiene
que la solución correspondienteverifica:

u(O) ~—* O, Y(O)
ti

Y,. en y 8(t) — —7%
c

Demostración:

Si Ji? 12 J O, entoncesde la primeraecuacion<le (2.2.5). se tiene que la ecuación

parael flujo de u sobrela variedad inercial es:

dv

do

de dondeo(o) = voe§foC<V> — O si ti — oc.

En primer lugar. tenieiido cii cuenta ¡uíe f¿X ¡vi e: Dc, va que u(O) 1. 0 exponencial-

mente con ti oc, dado e > O existe to > O stíficiemítementegrandetal que si
tc =r e

:

entonces.¡ f, v¡. es arbitrariamente ~C(¡tiCi1O, <le forma que por el Lem a 1 . 1 . 1 se tieneque

(2.2.6)

(2.2.7)

0
en

u) — e: —. (2.2.8)
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e-;Para =to tenemos

ju.to)c
—.12,‘«~ú + fu (u(r )c — f~ ‘<‘‘>‘¡‘,.(x

it t>) ¡dr (2.2.9)

como consecuenciade (2.2.8), vamosaprobar que

T(É, x) — (1 — e
— O si t ~—.. oc en Ñ2

pci’.

De esta forma teniendoen cuentaque

tinto con el hecho de qute ¡[7’,. [i, e~~‘

— f¿h(,)~
7¡1 + ¡l’¡’a¡[¡¡i 6—L1 h(V>

pr’

~—O sí 1. oc. se tiene qtíe l)robando (2.2.10)

tenemosdemostradala t:~ m verírencia tie y’ a ‘1’,. cii ¡Ji

Paraprobar (2.2.10), (le (2.2.9) observamos c~íe

Y (O, x) — (1 — e fi !t(t.’) )7%(x) T(x—j t’, toft~ — f,~ ¡«u) 4—/[h ( u(r )C i-: II.(V)(’F(
v)—7%(x))[dr

de doííde

— fi bOu) )Jtj[ ~

—í— >f¡h(uÓ-)e’ 12 I(i’>~¡y’« — fi

u) — ‘Fa(’)[íi;tr dr.

Aplicando ahora (2.2.8), se tiene (¡Ile

¡[Y(t,x ) — (1 — e ¡«y)
PC’

e: Ce ~j h(r)

‘ude esta forma. tornancio O : oc u’ utilizan tío el Ii echo cíe ¡ tic e es amtitrario concluye la

pruebade (2.2.10).

Para terminar la demostraciónuit mimos a ver qute .5’ ~ ~Y,. enLt. Para ello ol)ser—u par
vamos en primer 1 ng¿ir que .5’ — ~Y,. verl fi ca la sgmmi emite e(’ mí achni

PS

¿(8 —S) ¿2(4’

—

—c
¿O ¿xi

¿.5’
— ti—

— 7%

)

—b
¿S

muíti p Ii cancío dielia ectíacióíu POr .5’ __ ~‘¡‘ ~ii y temí i endo en cutenta, quíe J)0r la perio—
c a pci’.

dicidad de 8. f 11:.8 O. se 0l)tiCIiC

1 tI ti ¿4
————¡¡8 — y.j¡

2 i—2 ríO t ¿.1’

ti.’ e

e u(q ~ i-¿j -E—u’ — ‘¡Á)-2—(8 —¿Y ¿Y e

[Y(o) — ‘FM¡íIg~~ e: [¡Y(o) — (1 — e

(2.2.10)

e-

e-

— (1 — e fi ~

u.

e-

+ ~(i — e
4

fi h(tfl)

(2.2.11)

t

‘u
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Observamosque

ti ¡¿8 ti í~7%
—y(O) —‘F,. = ——U(O) q8 ~ O si OF-’ oc
c 3” Dx c J ¿a.’

ya que [S(ti)¡¡ =Kl para todo ti > O y u(O) ~—* O si O —. oc.

Por otro lado, aplicandola desigualdadde Youíng, tenemosque

¿ .2<~ — ti ¡[O(s — ti ti2 O —

J Ox Ox c 2 Dx c 2cOx

Por lo tanto dado c > O teniendoen cuentaque ‘I’(o) ~ 7% en Hz,,, y y(o) ~ O si

— oc, obtenemosto > O suficientementegrande.tal queparatodo O > to, se tiene que

iuwJ ~Ya[ d~~2 ¿
— ‘F)¡[~ =1

de esta forma aplicando la desigualdad(le Poincare,se obtiene & > O tal que u(O)

¡[5 — 4Y,.[¡2 verifica
e

~. + c u e: — para todo O > 00.

De esta forma por el Lema cíe Cronwall se tiene qtíe

u(O) e: u(to)eC<t10) 4— 1~ —

__ 2

de dondese deduice quue

paratodo E > 0Li

Como consecuenciadel Corolario 2.2.2. tenemosel siguienterestultadoquecomple-

mentaa la Proposición 1.3.1 de la secciónanterior.

Corolario 2.2.3 Si en las variables originales suponemosque Y,. es constante,entonces

para todo (yo, ‘¡‘o, So) E IRx f,2 x tal que f S~ m
0. se tiene que la sotuciónasociadapsi’

a ese dato inicial ver¡fi ca:

u(O) ‘ O, ‘F(O) ~ Y,. en <,. y 8(0) .. ni0 en

Demostración:

Si hacemosel cambiode variable r = y’ — f’¡’ y o = 8 — m0. se tiene que T« O de

donde Ji? 12 J = . y por tanto esta<nos cii las hipotesisdel Corelario 2.2.2, segúnel cual

se tiene que:
ti

ti(O) — O. ¡‘(0) = y — ji H” T,. 0.o(/) — —T,. = Oa
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‘u.

cuando ti ~— oc. Tenieítdo (Mi cuenta ahoma qííe f ‘1’ —.- f’’¡’,. ir 7% con O —~ oc, (lo cual se

obtienecomo consecutencia.de la ecuacídíí para Ji dacIap<~r (2. 1 . 1)), se tiene que:

Y(O) :. 7%, y 8(t) mo

e-
lo queconclutye la demostracíon.Li

u.

e-

e-

e-

u.

e-

u:

u.

e-
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0.1 Operadores sectoriales

0.1.1 Definición de operador sectorial

Diremos que un operador lineal A en un espaciode l3anach X es un operador

sectorial si es cerrado, con dominio denso y existe un 4’ en (O, ~),una constante A’! > 1

y un numero real a, tal qtie el sector

4’ =arg(A — a)¡ =n,A # a}

está contenido en la resolvente de A y se tiene que

A!
¡¡U — 4)i¡[ e

:

[A — a¡ paratodo A C 8,.~, [31[.

0.1.2 Escala de espacios de interpolación

En primer lugar \‘amosaver la dcli mii ción de las po eiici as fraccionarias de ope-

radores sectoriales y a comitinuación la de los espacios de imíterpolación asociadosa un

operadorsectorial, [1, [2[, [31¡. [50[, [56[.

Definición 0.1.1 Darlo A operador sectorial en un espacio de BanachX con Reo(A) >

O, para todo a > O se define

¡‘(o) J al

A0 = (A’—~)1 es el operador inverso de A<’, con O(A0) = J?(A0), A0 = la identidad

:n X.

Definición 0.1.2 Dado A operador sectorial en un espacío de BanachX, para cada

a > O se define PV” = J)(.4~) con la gráfica de la norma, es decir

donde A,. = A -1-al con a > O tal que o(í1,.) > O. (0.1.1)

La familia { PV }~>o se denomínacadena<le espaciosde ~Otenciasfraccionarias aso-

ciadas al operador .4.

Sc tienen los siguientesresultados,probadosen [31[.

Proposición 0.1.1 Sí A es un. operadorsectorial sobre un espaciode BanachPV, se tiene

que:

= {A E U,
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i) Para crida a > 0. la no¡‘<cia definida en (0. 1 . 1). es ¿ndependíentede la elección de a. u>

A de<it ns PV es un espuci o de Sriaacir. coit dic/ra a o rin rí.

u) El espacioPV0 = PV, y para a > 3 > O ,X a es un. subespaciodensode PV0 con inclusión

continua.

Ademássi a y fi c IR’ yO e [O,l[, entoncespara todo x £ >2 con y = maz{a, fi}, ‘u’

extsteuna constanteE’ > O que dependede a . .3 y O, denominadaconstantede interpo-

lación, tal que:

I¡x¡¡oa+(i0)2 e: Ckx¡¡~j[x¡¡bt

iii) Si A tiene resolvente conipacta, la inclusión PV” G PV0 es compactasiempre que ‘u>

a >0 >0.
iv) El operadorA e.s un operadorsectortul eí¡X j)<ira / orlo a > 0’Li

Lerna 0.1.1 Supongamosque A es ini operador sectorial y que Re(u(.4)) > 6 > O. En-

toncespara todo a > O existee
0 > O tal que:

-a —St¡ ¡ AOCuí¡p =ej e prnrrí Oorlo e > O

Sí O e: a e: í, y u’ E fl (fl
0) entonces

u:.

— I)í¡¡[ e

:

a

Ademase
0 esta rico tada si ase mueve en cualquier in. tervalo compactode (0, oc),

iii cl uso permanecerico ¡ci da sí a : 0’ . do¡irle e rej Tesecrin el semigrupo analítico aso—

ciadao a A, /1/. /2/.¡3l/. /50/.

Dein ostración: Est,e i’esul tado estápiobado en el Teomenía 1 .4.3. pag 26 de 31

Consideraremosel casoparticular cii el c¡uíe PV , es ti it espaciode Sobolev, W rn’~ (Q)

con ni > 2 un núumíemoentero. p uní mit’i¡nem’o real con 1 e: p e: oc x’ Q G IJ?N. Se define e-.’

seguu podemosver cmi [5 ¡ , ¡24

fi £ L~(Q). B91 E L~(Q) conf íj=- — ji qj. V; £ C~(Q),Vi 1.2,...,N}

(0.1.2)

se nota g¿ = y Vi: — ( ~ ~, ~ ) comí esta íiotaciomi se ticime que

{u £ 11(Q). Vi.’ E IP(Q)}

El esl)acio 3 Ñ~ domarlo cíe la noimna

Y

(<1’;

ti
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es un espaciocíe IBanach í’ellex ivo pama 1 e: p =oc, y separablepara 1 e: p e: oc.

Notaremos H1 (§2) — It’ 2(Q), que es un (=spaci()(le llilbert separable,con el pro-

dueto escalar:
Y ¿u Dv

(u, v)¡¡m = (u,v)Lí + Z(~—~ ~)L2.
Dxi

Dadom > 2, se definepor recurrencia

= {u c WPUiP(§2), E Ivflt—i~P(§2) i = 1,2,..,N}

Dx~

o equivalentemente

N

tu E L~(Q), D”u E L~(Q)Va (<xi, aY), [ct¡ = >3a~ =m} (0.1.3)
i= 1

estosespaciosdotadosde la norma

¡¡uj[ií.rn.p = >3 ¡¡D”u¡¡ip

son espaciosde Banach.

Los espacios11”’ (§2) —— 1V ~ (§2 ) dotados<leí píodtict.o escalar

(u. u)ií’~ = >3 (D0u, D0)

son espaciosde Ililbert.

El siguiemiteresultad<)basadoen desigualdarlesde interpolaciónde tipo Cagliardo-

Nirenberg, se ptiedeencontrar cii [42[, nos seráde utiiliclad.

Lema 0.1.2 Dados, le un numero entero positivo. p > 1 r e: oc y j = O,.., le. Defintmos

1 11 1 1

q le p r r

Sea§2 c u?~ un dominio abierto acotadoy regular, si u C WkP(Q) 12 L”(Q), entonces

para todo multitndzcea. tal que ¡a¡ = 1. D%. E 12(Q). y

1>1 =C’ >3 ¡¡ 1

con C > O índepen<ííente de 1t~Li

Vamos a ver algunosresultadossobre los espacios<le potenciasasociadosal operador

sectorial —Aa. donde el stíbíndicie 13 del laplaciamio repíesentala condición de frontera

considerada.de forma que 13 = 13 h ¿reerefemencia a una coíídición de tipo Di richlet, 13 = PV

a itun coíícli ció n cte tipo Neuiría mimí,v 13 — 1’ representa a bus condicionesperiódicas.
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Proposición 0.1.2 Sil e: p e: oc, el operador —LS,~ en.PV L~ con dominioPV’
B

es ti.’. operador sectorial coit resolventecori>pucta.

Más aUn si considerarnosit > O tal que o (—LSd + ¡nl) > 0. los espaciosde poten-

cías fraccionarias X3 = W1
27’~ = D[(—LSB + ¡¿1 )0¡ dotados con la norma del grafo que

notaremospor ¡[ - ¡[1v20.p, (o simplemente¡[ . [¡<¿para a > O y ¡¡ ‘ [~í (o ¡¡ . ¡¡), estánbien
definidos verificando ademásque

c íV2”’~(Q) ( ív%’~(§2) si 13 = P)

u;

(0.1.4)

con inctusion continua para todo a £ [O,1[, rionde j¶~«k,p

¡56I’Li

Bajo las uotacioííes e lii potesis de la F lOptisi cmomí

guíentes espaciosde í)otencias fraccionarias:

i) Si 13 = P, entoncesiv~’~ = lV,%~(§2).

u) Si 13 = 1). entonces

— w _ip — Ls E II’ Lr~ u O en ¿Qf lI~’P 1V2’ 12
1)

D — fln £ lI~’~~> u — LSu ... = (LSu)Á’í O en

p

iii) l’imualrneiíte. si 13 .‘\‘ defimiíníos:

¿u
— tu ~

1> — {lÍ E 1W
4>, — — O en ¿Q}

¿12.

¿(LS u.)~
________ — O en DQ}

¿1?

¿u DAn

¿a ¿ir

c~u c’LSii ¿(¡Sí, )k” 1

— ¿a rOen ¿§4
Observación0.1.1 Para el caso particular p = 2. tenemosque —LS~ es

sectorial sobre Lt que es ¡tít espacio ríe Hilber’t. y como consecuencia.,ahora

representactonespectral de fariña que:

(0.1.9)

(0.1.10)
e)

un operador

teitemosuna

ej

NS,

I¡xIK = (>3 [A ¡2o~ <2< j(—LS¡))0.r[
1(= ¡[(—LS,~ —4— Ijtr]¡0 sí /3 PV, E

‘1 =

rlcfi ti.e iii>. a. río vn> a ¡tilbe rilan a e itA’” .s ¿e irdo itt <le.;ca ¡aposíC~O it especOral de a:
‘u)

e)

190

es un espacio de Sobolev/1/, /2/,

anterior, podemosdefimuir los si—

e)

u:>

(0.1.5)

(0.1.6)

(0.1.7)

‘9

= e

{ Ii E 11’ 2k,. Ip

(0.1.8)
ti

ti
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con e,, una base hilbertiana normalizada. de 1.~ forutada por funciones propias de — AD

(respectivamente—LSd -1- 1 si 13 = PV, 1~.)

Tenemosasíel operador

—tS~: D(—X~) = H~ — ¡4

definido por:

—LS~x =>3 A%r,e,,
u=

De esta forma tenemos la escala de espacios de intierpolación extendida a todo

a e IR, y la Proposícton 0. 1. 1 sigue siendo cierta. para todo a E U? con constantede

interpolación E’ = 1 en el apartado u). .4demóslos espacios<le e~q.onentesnegativosse

o bt2enenpor dualidad. <le forma que si p = 2 noto¡’em 05 por 1/g” = ([f7~”)’. a > O al

espacio dual de
11=”~. y tenemosentoncesel siguiente resalt arlo:

Proposición 0.1.3 Supoí¡gaaíosque p = 2. entonces:

a) Si 13 = Ji)

i’í% = [¡2(Q) 12 [¡¿(§2), H~ = [¡¿(9). ~ = 12(Q), (0.1.11)

HL = [¡¿(§2) 1! fl~ = II ‘(Q). con ¡i~2 = (U 2(Q) 12 H¿(§2))’. (0.1.12)

Ademáspara todo le E A’

= {u E JI2k(§2) u = ¡Su = ... = (¡S)k.i~ = O en ¿Q} (0.1.13)

con la topología de U

= ~ ¡12k”-i (§2). ci = ¡Su = ... = (LS 4ut = O en DQ} (0.1.14)

con la topología.de [1 2k-ni (§2)
b) Si 13 =

= {p1
2(§2) ~s = ~ ‘¼= II 1(Q) L% = 9(Q), pp1 = (I<(Q))’ (0.1.15)

¡¡“‘2 = ({ ¡¡2(p~ ¿U
=¿ci.

.4denía.s.para todo le E PV

= {u E fl 3(9) ¿u ¿(¡Su) — ¿(¡Sk—i
1>) =~ ~

¿u. DI? Dii.
(0.1.16)
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con la topología de ¡¡2k (§2) . u.

HÑ _ ______ ¿(¡Sk u

)

Pi i = {í¡ E U 2k ~ _ ¿(¡Sin> — — = O en OQ} (0.1.17)
Op ¿ci

con la topologia de H~~-1 (§2)
c) Si 13~p u.

= f1~,.(Q). U
1!, = H$j§2), ¡4 = Lj>~r(§2). U» = (t~(~))’~ (0.1.18)

= (U~(§2))’ y =

u.
En el capitulo 2 dc la primeraparte,sc pi’tiel)a tui resultadode existenciay unicidad

de solucionescon datos iniciales en estosespacios il~’~’~ perfectamentedefinidos para

<x > O Y’ 51 p = 2 para etí aIt¡ tíier a £ II?. \
1eamnosahora <¡ tic también podemosconsiderar

1 v~”’~ con a e: 0. en algtímíos casospara \‘aloi’es <le p ci isti mitos <le 2 Y’ dc 1, siguiendolos

resultadosdc [1]. [2]. [56[. u:

En efecto si p :7 1 entomices L ,?, = 1.~ (O) o 1. ~,‘r (§2) es uín espacio reflexivo, y

graciasa los resti í atíos sobie iii terpolaeit) u ‘y extrap01acit$ mí <le semi gruípos, en parLíenlar

los í’estiltados iccogitios cii el Tetn’e¡na 8.1. págimia 229 de ¡ 1 . pocienios coíisidem’ar los

espacios<le CXtraí)olaciómi 1 í~13>~1> comí a E ¡0. 1 [. de la forma siguiente. u.

Si 1 e: p e: oc~p — ~ el opera<lor — LSu ~demásde sersectorialen con donuinio

es tamí)i ¿mi uíu operaclou secLori tul cii 1.~ cou <lomii iii i o 1 I~’,
1~ definido anteriormente.

De forma quepocicinosdefi ti ir espacios(le ex ponemimesfracciomiariosnegativospor <lualidad.

í.c. segúnlas miotat:ioíics aiitei’iores temíenios u.

Definición 0.1.3
— (lvAaí>)~, o e: <x e: 1 (0.1.19)

es el espacio dual (le 14’ >~“‘ o <tI to de rl noii<latí (le L x . Enco it respecO p i’oduc ‘~‘ ( §2) ( §2

particular se tic n.e gire: u.

¡3 — 8 “1)

doudc wftT>. es ¡I4 4’(§2) ~ 13 = 13. II’ “‘(9) si 13 = .V ~ 1 I”’P(§2) si 13 = 1~.

Cc>1120 CO aseeti cm:i a <1<: los restiliados sol>me semiii gr ti pos cíe imiterpol at:i¿mí y extrapo—
e-

1 ación de [1[ mecogidosen el Teomema8. 1 . Corolario 8.2 y leomema8.13 paginas228—232.

podernoscoiísidem’ai’ los espaciosde iBaiííícli .\‘<‘ = 1~ para t.tído <u £ IR. vei’ificaiído las

mismas propicclacíes cíe los esj »u cios (le iii len>olacid mí a > O. Rs lecir , la Proposición0.1.1

y cl Lema 0.1.1 son válidas para los espacios<le Bamiaclí .\‘<> = ií’7$”’ con a E
12Li

u.
IZI sígííienl.e i’<:stiltiado. míos dice ~pie po<it:inos coiisideram’ ‘atl=cuíaclaspcrtiírb~tcio¡íes

de tui operador secí.oí’i>ul. de foiina <Itie el ojitiadoi íestiltaííi,e síguíe sieit<lo sectorial.

u

‘u
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Lema 0.1.3 Supongamosque ~1oes un operador sectorial en un espacio de Banach, Y,

y consideramosla escala de espaciosde pote;tciasfraccionarias asociadaa este operador,
{ Y’) Sea P un operador lineal en Y con dominio 13(P) tal que para algún u C [0, 1) se

tiene Y” c D(P). Supongamosademásque la restricción del operador P al espacio 1’”

es acotada de Y”’ en Y.

Entoncesel operadorAo +P es sectorial cii Y. D(Ao + P) = D(Ao), y los espacios

de potenciasfraccionarias de .4o + P coinciden, con ¡tortitas equivalentes,con los de A
0,

para O <u< 1.

Demostración:

En primer lugar, paratodo u E D(Ao) = Y ~—‘ Y”’, se tiene qume [P(u) ¡[ e

:

paraalgunaconstantel)ositiv~t C. Por tanto, si u = O, para todo e > O

e: c[Iu¡ti —F CJ¡u.¡[

de estaforma, el resultadocíe [31] [pg 1f.ej 6[ implica qute Ao -1- E es sectorialen Y.

Si u E (0, 1), entoncestenemosque ¡l~H~ =CI[u[¡’f¡[uf¡
1” y por la desigualdadde

Young , paratodo e > O, existeunaconstantepositivaC, tal que [¡P(u) [1=e[u[ u + C~[u¡¡

y de nuevo Á1o + E es sectorialen 1’.

Ahora tomamos A suficientementegramucle para <¡ne

Re(a(Ao -1- E + Al)) y Re(o(AoA- Al)) > O

de estaforma, llamandoA
1 = -~o+ Al, .do A~ -f- 1> + >1, se tiene que (A~ — A2)AI” =

—PAr” está acotadoen Y. Consecuentemente.el Teorema 1.4.8 de [31[ nos da el

resultado.Li

0.2 Ecuaciones semilineales: Existencia y unicidad

Vamos ver algunos resítítados (le existencia,u¡mi cidad y regularidad de soluciones,

para ecuacionesde evolucidí>, descritaspor uiíi operador sectorial.

En primer Ití gar vamos tun resultado sobre la regu[andad de la solución de una

ecuaciónde evoluciónlineal, cuya clemostracióiíse puedeencontraren ]5O], [54].

Lema 0.2.1 Dada la ecaucion

+ 4¡~ —{ - f0) lo (0.2.1)
u(t0) = no E PV

0



‘uJ

194 Apéndice

donde A es un operador sectorial en u a espacIo de /Janach PV PV” = J9(A~) con A,.

A + aJ a > 0. son los espacios de potencias fí’acc~.onarías asociadas al operador A y

f [to, Y) . yO

i) Supongamosque f E 9(0,7’; PV3), entoncesexiste una solución de (0.2.1), denominada

solución débil, que viene duda por la fórnívía de variación de las constantes,es decir: t

= eA(<~O>wo + j e~«tS>f(s)ds (0.2.2)

verificando ademásque ir C C([O, Y);>2) para todo y e: fi + 1.

u) Supongamosahora que f es localmente ¡¡¿‘Ider continua en ti de exponenteO y existe

p > O tal que fJ ¡lf(t)I[\.ñdt e: oc, entoncesla solíncnoí¿que viene dada por la fórmula de

variación de las constantesverífica la ecuación (0.2.1). cotí>o nra igualdad en el espacio

PV0 y en casi todo punto. adenítósUj E PV8. u(O) E \‘ ~ c (0, 7’). verificando:

~‘ E (‘(¡0,7’); \.B) 12 u’ E (~1((O Y): PV% y u’ C (‘([0 ‘¡‘); PV0”%Li

A continuaciomí vamos a ver un resuílacIo sobrela existencia.unicidady regularidad

paraunaecuaciónde evoltíciotí 5cmu ineal . cuun demostracionse puedeencontraren [31

[50].

Teorein a 0.2.1 Considerarnosla ecnación no lineal{ dw
1— 4v’ 1 (ti u:) O > ti

0di ‘ = ~1 — (0.2.3)
u(Oo) no, no c PV”.

dondeA es un operadorsectorial en un espacío<le I3aí¿achPV y PV” = D(A~) con A,.

aJ, a > O los espaciosde potenciasfraccionarias asociadasal operador A. Supongamos

que f lleva un conjunto abierto U de LI? x PV” cii. PV ~ para alqón O e: a — 13 e: 1, de forma

que f es localmentefi blíler continua en ti de ei»oííeít te O y local’uen>.te Lipschitz en ir
ti

Lutorices para cada (Oo, u’0) E Li . caustet~ t~ (te. u0) > O deforní a que el problema

de Cauchydado por la ecííacíon (0.2.3). tic tic una lírica. sol ¿cro ni. u’ en (Oo,tí). que viene

por la fórmula de variación de cans/antes, es <iec~r:

u(o) = c’
1«’~Mwo j C”~S>f(s. w(s))ds (0.2.4)

tal que u’ [Oc.t~) : PV8 es ¿¡ira función conttírna. coir u’ (to) u;
0, u,(o) e Ji) (A), existe

dio
dI y la función O f (e. u(O)) es localnícirte II ¿1<1ev ca)2/itt ¿¡a coit valores en. PV ~

Se verifica o cíeiii. ós qn e

ti

it E Cta. Ou)..\’ 0)12 (‘(lo. ti);PV
8”’0).

.4 ríe ulas se tic it e que u’, (~o ‘i) — PV es uit a jinící ¿ir II older cau.tínua‘Li

ti
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El Teorema3.5.2 pag 71 de ¡31 [ nos dice ademas:

Teorema 0.2.2 Siguiendolas notacionese hipótesis del Teorema0.2.1, sif : U c IR x

t—* PV con O e: a e: 1 es localmente Lipschitz, entoncessi y e: 1, la aplicaczon
dwti —~ -~ E PV~ es localmenteHólder continuapara to e: t ~ 01, con

dw
=C(t — to)”~ ‘Li

Proposición 0.2.1 Bajo las notacionese hipótesisdel Teorema0.2.1, supongamosademás

que la aplicación f lleva acotados de U c IR x PV” en acotados de X. Entoncessi (to, t~)

es el intervalo ri>óximal de definición de la solución u’ dada por la teorema anterior, se

tiene que tu oc, es decir la solución, es global, o bien la ironina de la solución explota

en tiempofinito, es decir existe itria. saceston de ttcT>ipos 1,, ~—‘ t~ . tal que ¡[ ir (ti,,) [~ —. oc,

¡31/, ¡50/. Li

0.3 Semigrupos disipativos

En primer lugar y-amos a ver algunasdefinicionesc1tíe estánrecogidasen L281, [48[,

[49].

1. Dado 5(0) o > O semigruipocmi el espacio(le Bamíach PV. Diremosque un conjunto

A c PV es un atractor maximal (o global) bajo el semigru~)o5(t), si esel máximo

conjunto compactoe invarianteS(t)(A) = A, O > O. que atraea los acotadosde

X es decir, dist(S(t)B, A) O si O k-’ oc paratodo 13 acotadode PV, dondecomo

es habitual

dist(x, A) — inf{d(x, .4). a E A} con x E PV. A c PV.

¿list(A, 13) sup{tlíst(a. 13), a E A} con .413 G PV.

2. Dado 8(0). 0 > O semnigrutpoen el espaciocíe IBa m iach PV con atractor maxi mal A.

Dií’emos que lvi es unavariedad inercial cíe claseCk y dimeiisión N para5(t), si

Al es unavariedadtopológica de dimensiónPV y clasele. subvariedadde PV (j.c. la

topologiade Al es la inducicía por PV ) tal c1ue:

í) S(t)M c Al paratodo t > O.

ji) Al contiene al atractor mn axi mal A cíe 5’ (1
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t
iii) Existe Al > O verificando qtíe para todo 13 c PV acotado, existe C(B) =O tal

que:

dist(8(t), M ) =C(13 )jMt O > O.

Observamosque si SI es cerrada en PV. emítoncesla tercera condición implica la

segunda,por la invaríanzadel atractor inaximal. Esta definición juinto con algunas

propiedadessobrelas variedadesinerciales.se puedeii encontraren [48], [49].

.3. Diremosque el semigrupo8(t) es puntualmente disipativo si existe un conjunto
u..

acotado B c PV que atrae a cada punto dePV.

4. El semigrupo8(t) : PV — .Y es asintóticamenteregularsi, paratodosubconjunto

/3 no vacío, acotado y’ cerrado (le PV. tal qtíe 8(0)13 c 13. existe un subeonjunto

compacto .1 cíe E <¡míe le atrae. t

.i. 1) iremos <jite el sem grupo 8(0). O > O cmi el espaciode B am mach PV es condicional-

mente completamente continuo para O > O~, si ¡)ara cada O =01 y para cada

acotado E dePV tal <¡nc el conjunto {S’(s)B.0 e: s e: t} es acotado. se tiene que
t

8(t) lB (=5piecompacto.

6. l)iremos queel semigruipo8(0). 0 > O cmi el espaciode IBanaclíPV escompletamente

continuo para O > t~ . sí es comíci icio minI mcmite completanícíite c<)ilti nuo y además

para cadaacotado /3 de PV, el conjuinto {8(s)13.O =s =t} es acotado.

Vamosa y’cr algunos resultadosqite melacionami los conceptosexpuestosen las def’mni—

clonesanteriores. Sti demostraciónse putecle encontraren ¡281.

t
Proposición 0.3.1 [‘orlo searigrupo 8(t). o > O que es coa.dicíoíra.lmentecompletamente

continuo para O > O es astutoOrcotí> ente reyalo ‘“Li

Demostración: Corolario 3.2.2. pag. 37 cíe ¡28].

Proposición 0.3.2 Sí¡poí¿gaoíosque el seíííigrmtpo S’(t) Y(o) -1- Li(O). con U(O) coi.’rple-

tanrente continuo paT<r O > 0. y tal que existe ¡ira [tít cíótt contíít ita le (o, r ) de 1R’~ x ¡/3+

en II? te rificaTr do:

i) le(t, r) k—’ O cm¡a,rdo O ¿—. oc. ij

u) ¡[Y(t)n¡¡ e: leer). para todo =0 y un’]! ~ r.

Entoncesel .sen¡íyt’apo8(1) es as¿irIot¿ca,ííente Te(ji>itlI’.m

ti
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Demostración: Lema 3.2.3. pag. 37 de [28[.

Como consecuenciase tiene el siguiente resultadosobreel semigrupogeneradopor

las solucionesde unaecuaciónde evolución.

Proposición 0.3.3 Consideramosla ecuación de evolución

ir1 + Aw = 0(w) (0.3.1)

donde A es un operador sectorial sobre un espacio de Banach 1’ con resolvente com-

pacta y Re(o(A)) > 6 > O, y O es una aplicación locatmenteLipschitz de un abierto de

Y’, e 6 10, 1) en Y que transforma acotados en acotados. Supongamosque el semigrupo

generadopor las solucionesde (0.5.1) 8(t) sobre el espacioY’ es(a globalmentedefinido,

con S(t)we = w(t), donde u(O) es la solución de (0.5.1) qmte acrílica ni(O) = ir0, y que

viene (lada por la fórmula de ?‘aT’íacíó)t de coirs/<tittes (0.2.4), es decir:

t (O)n:0 = e—.3(t) ~‘0 ‘1— ¡ c~l(íS>G(n’(s))ds.

Entoncesse tiene que:

i) El operador U(O) definido por

LI (t)wo = ¡~ ~~A(t~s)c. (itt(s) )ds

es condicionalmente completamentecontinuo en Y’.

u) Si el senrigrupo 8(0) verifica aderírás que paro. todo conjunto 1=’ C Y’ acotado, el

conjunto {S(t)K, O e: t e: 7’} está acotado en Y’ para todo 7’ e: oc. Entonces5(0) es un

semígrupoasintóticamente regular sobre Y’ ‘Li

La demostraciónde este resultadoes consecuenciade la Proposición0.3.2.

El Teorema3.4.6. dc [28] nos dice:

Teorema 0.3.1 Sí el semígr¿¿po8(t) : PV — PV. O > O es asintóticamenteregular, pun-

tuatníente d,usípatívoy las órbitas <le con,mun/os aco(arlos son acotttdo.s, entoncesposeeun

atractor global. Sí adeiirás PV es uit espacíode Banach, entoncesel atractor global es

conea:o.m

Definición 0.3.1 I)odo 8(t). O > O. un seinígrupo cii un espacio tiretrico completo PV y

sea E el co irjunto de puntos <le equilibrio, es tíecir .r E E si 8(0)x = x para todo O > O

diremos que tít p murto cíe cg cilíb río es hiperbólico sí el espectrode 19(8(t)(x ) ) para cada

O > O no corta <rl círculo art rl ttd (le ceit Oro cero e it ~j.
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Dire nios qne un seIIttgT’o.po reyulaí (E’ ~)es u it síste¡u a gradiente sí:

i) Las órbitas positivas acotadasson preco¡¿¡pac/as.

u) Existe un funcional de Lyapurrov para 8(t), es decir existe una funcion continua?

PV ~—* 11? verificando:

U1) 7(x) >—~ oc cuando ]xj H—t oc. ‘u

u2) Y(S(0)x) es no creciente en 0 para cada x E PV.

u3) Si Y(S(t)x) = 7(x) para todo ti ( donde está definida ) entoncesx es un punto de

equilibrio.

‘u

Comoconsecuenciadel Teorema0.3.1, teniendoen cuentaquesi 5(t) es un sistema

gradiente las órbitas de conjuntos acotadosson acotados,y si ademásel conjunto de los

puntos de equilibrio es acotado,entonces8(t) es puintualmentedisipativo, se obtiene el

siguiente resuiltado.

Teorema 0.3.2 Sí 5(0), 0 ~ O. es ¡tít síste,,,a gt’adíeir te. as~ittotícataentie regular y tal que

el congunto de los pan tos de equilibrio 1? es acoMido. eíí./oirces cris te un atractor global A

para 5(t) que ríe nc dado por A = IV “(II’ ) . domíe u.

W”(E) {y E PV : S’(-—t)y está deflírído para O > O y 8(—O)y —~ E si O ‘—~ oc)>

Si PV es un. espacíode I3anach, entoncesA es coirero. y si ademáslos purrtios de equilibrio

son hiperbólicos. entoncesE es uit conj nito finito y

A = U 11’~(x).
rE E

Demostración: Estáprobado cmi el Teorema3.8.5. pag 51 cíe [28¡. ‘u

0.4 Principio de estabilidad linealizada

Sea A u u operador lineal sc:etor 1 tI en tui c:spacio rl e 1½mi acli PV , y seaf : U : PV dondeU

es uín entorno cmi II? ~<PV” (para algún o < 1) de (¡ . oc) :< u’0. Comisideramosla ecuacion

<le evolución
<‘It’

— + An’ zr 1(n). 1 > O~ (0.4.1)

1 . O iremos <píe it’0 es iii í puní.<) de e ti ilíbrio <le (0.4. 1), si it’ (o) u’0 es una solución

de la ecuación (01.1) le. si u’0 £ 1)(A) y Aa’0 f(wo)[31¡

e
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2. Una solución u(’) de (O.’l.1) en [/o, oc) es estable (en PV”) si, para todo e > O,

existe 6 > O tal (¡Ile toda soluíciólí u’ con [u’ (to) — u (te)[¡~e: 6, existeen [00, oc) y

satisface[¡ir(o) — u(t)¡[ e: e paratodo ti >
0e• lEs decir la aplicación u

0 i-’ w(t; to, uo)

es continua ( en PV” ) en el punto u(Oo), uniformementeen ti ~ to,[31[.

3. Una solución u(’) en [to. oc) es uniformemente estable si la aplicación u1 ~

uvQ;oi, u1) es continua (en PV”) en el punto u(oi), uniformementeen t ~ tí y t~ =tio,

dondew(t; Oi, ni) representael valor en PV” c¡ííc toma la solución de (0.4.1)con dato

inicial ir(ou) = ni en el instante ti =tí,[31[.

4. Una solución u(’) en [te, oc) es uniformemente asintóticamente estable si es

uniformemente establey además w(ti; t~, u1) — u(O1) —‘ O cuando ti — ti1 i. -1-oc,

uniformementeen t~ =
te y [¡ui — 1401)[ e: 6. paraalgunaconstante6 > 0, [31].

5. Una solución u(’) de (0.4.1) en [te, oc) es inestable (en PV”) si y sólo si no es

estable, [31[.

Vamos a ver a continuí ación como el estodio de la estabilidad e inestabilidad de un

punto <le equil il)rio (le uína ecuaciónno lineal.
1)Ilede estar det,ermi u ada por el estudio

de la estabilidad del origen en la ecuaciónlimícalizada en un entorno de dicho punto de

equilibrio. Su demostraciónse IDulede encontraren [31 ¡

Teorema 0.4.1 Dado A y f como en la definición anterior (0.4.1) y ir0 un punto de

equilibrio. Supongamosque

f(t. u’0 + o) = f(t. u’o) + 13: + g(ti o)

donde B es una aplícacíótr lineal y acotada de PV” en PV, y f(t. u’) es localmente IJólder

continua en O y localcir cirte tipschítz en ir, sobre LI . Entonces:

§1 Si [jg(t :)[¡ o(¡[:¡¡~) si ¡z¡f~ O. íní.íformemeirteenO > r, y el espectrodel operador

A — 13 está contenido en ReA > y para alguir 1 > O. o equtí’alentementela línealízacton

<LS
— -1- A: 13: (0.4.2)
do

es urtiformenrenteastutot¿caííreit/eestable.cirtoirces el p ¿tít/o de equilibrio it0 es unifo rme—

titen/e astír/ottc<tmente estable ea PV” . Alás p r’ecís<tí¿rente, criste p > O, A! > 1 tal que si

to > Y y ¡[ir í — u.’0 ¡ ¡<~ = en/oncesexiste iva ¿tir¿c<t solución de (0.4. 1)

<1w
-b Ait’ f(t. u’).’ > ti0. u(o0) = cii

do (0.4.3)
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definida en to e: O e: oc sotísfaciendo pot’<t O > te e-’

[¡w(O;Oe~ u’
1) — u’o¡¡~ < 2)0 cY(t~tO)¡¡u~ —

dondew(O; t0, wi) representala solución asociada a la condicion znzcíaltv(o0) = Wi en el
‘u”

instante

u) Si 9(0,0) = O y ¡¡g(t, si) —9(0,z01[ =k(p)I¡:i — o¡J~ para ¡¡z~¡¡~ =p y k(p) —~ O cuando

p — 0±,supongamosademasque el espectrodel operador A — 13 tiene algún elementocon

parte real negativa, i.e. o(A — 13) 12 {Re> e: O} es no vacio. Entoncesir0 es un punto

de equilibrio inestablepara la ecuación (0.4.1). En particular, eríste c > O y {w,,, n =1}

con [ir,, — wo¡¡~ ~—. O si n — oc y arlen>05 para todo n

su.p¿>101¡u’(O;Oo. u’,) — u’e!¡c. = E > O.

do ade eí supremose ton> <t sobre el intemalo nr<iuínr<tl <le existenciade u’ ( Oo, ir,,). t

Deni ostración:

i) Es consecuemícia <leí Teorema 5. 1. ¡ pag 98 (le f31j Y Ii) <leí del ~l’eorenía 5. 1 .3. ~ag 102

de [31] Li

0.5 Regla de L’Hopital

A continuiaciómí vamosa enunciarla generalizacióncíe la Regia de L’1’lopital para t

límites superiores,cuya denuostracionse puedever eii 152!.

Lema 0.5.1 Sec¡ír l’~yl’~ fu.írcioires recríes y ¿li/ereircia bIes en (a, b ) , b = oc, tal que

F¿ (ti) ½0 en (a, b ) y tal que Ii m suip1 b Fo (1) oc (respec/ii’anreii.te Ii m ir> f b E2(t) = oc.)
e-

ETrto Tices
i?’(j ) .

si liii> sup = L se tiene Ii mn suíp < L

y respectívaa>eírte

fm(o

)

si liiui mf Ii(o) — L se tiene lii>> dii > L

‘u
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