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INTRODUCCION

En esta memoria se estudian dos modelos diferentes de sistemas dinamicos en di-
mension infinita, representados por dos sistemas acoplados de ecuaciones en derivadas
parciales semilineales que modelizan distintos fenémenos fisicos.

El primer modelo, denominado “Modelo de campos de fase”, rige las transiciones
de fases en las que se considera una regién de interfase con grosor. El segundo es un
modelo de flujo de un fluido en un “Termosifén con efecto Soret”, que consiste en un
dispositivo formado por un circuito cerrado por el que circula un fluido en el que se ha
disuelto un soluto, a temperatura variable. |

En los dos siguientes capitulos de esta Introduccidn se expone el origen fisico de
estos problemas y se describen los principales resultados obtenidos sobre la existencia y
unicidad de soluciones de ambos sistemas, asi como del comportamiento asintético de las
mismas cuando el intervalo de tiempo en el que estan definidas tiende a infinito.

El resto de esta memoria ha sido estructurada en dos partes que constan a su vez
de varios capitulos y de un apéndice. Cada una de estas partes esta dedicada al estu-
dio matematico de uno de los modelos mencionados. En el apéndice se recogen algunas
definiciones y resultados, que son utilizados en el desarrollo de las partes anteriores. Fi-
nalmente, se describen las referencias bibliogrédficas a las que se han hecho mencién en
algin momento del desarrollo de esta memoria.

La primera parte esta dedicada a las ecuaciones de campo de fase y consta de
cinco capitulos. El primer capitulo recoge los resultados de existencia y unicidad de las
soluciones del sistema. En primer lugar se establece el marco funcional de trabajo, se
prueban resultados de existencia local y regularidad de las soluciones, y finalmente se
prueba que dichas soluciones estan definidas globalmente, es decir para todo instante de
tiempo positivo.

A continuacion, se prueba en el capitulo dos la existencia de un atractor global
compacto y conexo para dichas soluciones en un espacio funcional adecuado, lo que nos
permite tener informacién sobre la dinamica del sistema. En particular, se tiene que
las soluciocnes que parten de un conjunto acotado en dichos espacios son atraidas por
dicho conjunte con el transcurrir del tiempo. Como consecuencia, nos interesamos por el
estudio de este atractor, lo que nos lleva a su vez al estudio de los puntos de equilibrio y
su estabilidad, a lo que dedicamos el capitulo tres y el capitulo cuatro de esta memoria.

En el capitulo cuatro se estudian los puntos de equilibrio constantes respecto de la

variable espacial, v a continuacidn la existencia de soluciones o puntos de equilibrio no
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constantes.

IXn el capitulo tres, donde se estudia ia estabilidad de los puntos de equilibrio se
prueba, gracias a un resultado de Matano, [40], que bajo unas determinadas condiciones de
10s parametros fisicos del sistema, las Unicas soluciones estacionarias estables, en dominios
convexos son las constantes. No obstante, se prueba en el capitulo cinco, la existencia
de un tipo especial de soluciones no constantes, que sin llegar a ser estables, evolucionan

muy lentamente, denominadas soluciones metaestables.

La segunda parte esta dedicada a un modelo de termosifén cerrado con efecto Soret,
nombre con el que se conoce el fenémeno que consiste en el transporte de materia inducido
por flujo de calor, [27], v se ha dividido en dos capitulos.

En el primer capitulo, al igual que en la primera parte, se fija el marco funcional de
trabajo, en el cual se prueban en primer lugar resultados de existencia local de soluciones.
A continuacidn, se prueba que dichas soluciones estin definidas globalmente, basandonos
en estimaciones de la norma de la solucién en un intervalo de tiempo finito.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de la dindmica del sistema probando al
t1gual que en el primer problema, la existencia de un atractor maximal compacto y conexo
que atrae a las soluciones cuando el tiempo tiende a infinito, uniformemente cuando el
dato inicial se mueve en un conjunto acotado.

En esta ocasién ademds, hemos conseguido probar la existencia de una variedad
inercial para el sistema, ayudandonos del sistema equivalente para los modos de Fourier
complejos, de las funciones incégnitas del sistema inicial. En este sentido hemos visto cémo
construir una variedad de dimensién finita, dependiendo de la temperatura ambiente y de
la geometria del circuito, que son datos del problema, capaz de reproducir la dindmica del
sistema. De esta forma reducimos la dinamica de dimensién infinita del sistema inicial
al estudio de una dindmica en dimensidn finita, representada por las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a un nimero finito de modos de
Fourier que podemos determinar de forma exacta.

Ademas la temperatura ambiente y la geometria del circuito pueden disenarse facil-
mente de forma que se obtenga un sistema con 4r + 1 grados de libertad conn = 0, 1,2, ...

prefijado a voluntad.
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CAPITULO 1

CAMPOS DE FASE

1.1 Origen del modelo

Las ecuaciones de campo de fase surgen como un “refinamiento” del problema clésico
de Stefan [55], en un intento de explicar algunos fenémenos que aparccen experimen-
talmente préximos al equilibrio y que escapan a este modelo cldsico. Por esta razén

describiremos en primer lugar este modelo,

1.1.1 Modelo clasico de Stefan

Supongamos que tenemos una sustancia en una regién del espacio Q@ C RN N =2
4 3, que tiene la capacidad de adquirir dos fases diferentes, por ejemplo sélido y liquido.
Sea T'(t, z) la funcidn que representa la temperatura del punto z en el instante de tiempo
t. Supondremos que existe una temperatura critica representada por una constante 7},
que representa la temperatura de fusién en el equilibrio, es decir la temperatura en la
que el sélido y el liquido pueden coexistir. Podemos siempre suponer que la temperatura
critica es nula, considerando la funcién temperatura w(t, z) = T{t,z) - T..

En el problema clasico de Stefan se supone que la temperatura de la regién de
interfase es la temperatura critica T,, es decir u = 0. De esta forma se define la interfase
o region de transiciéon como la curva formada por aquellos puntos que se encuentran a

temperatura cero, es decir, la region de interfase es:
['(t) = {z € O tal que u(t, z) =0}
de forma que la fase liquida viene dada por:

£ (t) = {z € O tal que u(t,z) > 0}
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y la fase solida por:
a(t) = {z € Q tal que u(t,z} < 0}.

En este problema cldsico de Stefan, se estudia por una parte la evolucién de una inica
funcidn incégnita que es la temperatura, u(t, z), que verifica una ecuacién de difusién de

calor del tipo
up = kAu en 4 (t) U Qa(t) (I.1.1)

donde k£ > 0 representa la difusividad térmica {cociente entre la conductividad térmica y
la capacidad calorifica por unidad de volumen), que se supone constante e igual en ambas
fases. Por otra parte, se estudia también la evolucién del conjunto de puntos dado por la
interfase. Teniendo en cuenta que a través de la interfase I'(t), el calor latente de fusién

(por unidad de masa), !, debe quedar compensado con el flujo de calor, se tiene segun [9]:
lun = k(Vu, — Vu)n, z e (L) (1.1.2)

donde n el el vector normal y unitario a I'(¢) en la direccién sélido-liquido, v(t, z) es la
velocidad local de la interfase, Vu, es el limite del gradiente de u en un punto z € T
calculado desde la fase sélida Qg v Vu; calculado desde la fase liquida, ©,. De esta forma
llegamos al planteamiento matemdético del problema clasico de Stefan, que consiste en
encontrar u(t, z) y I'(¢) satisfaciendo (1. 1.1} v (I.1.2), junto con unas condiciones iniciales
v de frontera sobre el borde de ? dadas.

Un método para estudiar este problema clasico de Stefan es el de la entalpia o H-
método [45], {55], en el que se considera un balance de calor, dado por una \nica ecuacién
de difusion:

a

EH(U) = kAu (1.1.3)

que sustituye a la ecuacién de difusién de calor (I.1.1) y a la del calor latente (1.1.2). La
idea basica consiste en considerar una funcién H, denominada funcién de “entalpia”, que
depende, en principio, sélo de la temperatura y que representa la energia en un instante
de tiempo ¢ y en un punto z. La funcién H se obtiene como la suma de la energia calorifica
¥ la energia quimica debida a las propiedades microscépicas de los puntos del medio y
esta definida por H(u) = u + %,: En la expresion anterior [ es una constante positiva
que representa el calor latente de fusién v ¢ una funcién de la temperatura u, asociada

al cambio de fase, definida por:

_ +1, u>0
v = sig(u) =
~1, u <0
De esta forma cuando 2 = 1 la sustancia estd en fase sélida y cuando w = —1 esta

en fase lignida.
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figura 1.1: Funcién escalera de cambio de fase

1.1.2 Objeciones al modelo clasico de Stefan

El estudio de los fendmenos fisicos descritos por estas ecuaciones, presentan a
menudo comportamientos andémalos, de forma que aparece con [recuencia experimen-
talmente una regién de interfase plana de espesor £, en lugar de la curva de interfase (sin
espesor), que se supone en el problema de Stefan. Estos fendmenos que se presentan en
el equilibrio, se conocen con el nombre de supercongelacién (o supercalentamiento}, y son
los que dan lugar a inestabilidades de tipo dendritico, es decir aumento (o disminucién)
de la parte sélida en forma de ramificaciones {17], [23]. Estos fendmenos van asociados a
la aparicién de la tensién superficial ¢ que aumenta al aumentar el espesor £ de la inter-
fase y que actiia como una fuerza estabilizante, frenando el proceso de supercongelacion
(supercalentamiento).

Vamos a ver como el hecho de considerar una interfase de espesor £, en el H-método
nos va a llevar a las ecuaciones de campo de [ase. La idea bdsica es que una interfase
curva, sin espesor, tal y como aparcce en el problema cldsico de Stefan, corresponde a
una funcion de fase ¢ que es de tipo escalera tomando valores +1 y —1, mientras que una
interfase plana, con espesor, podria tener asociada una funcién regular ¢, que debe variar
suavemente entre las fases, es decir, entre los valores ¢ = 1y ¢ = —1. Esto significa que
el cambio de fase estd ocurriendo continuamente dentro de un rango finito.

Aparece asi una nueva funcion incégnita ¢(t, z) llamada campo de fase o parametro

de orden. El campo de fase, con esta interpretacion es basicamente una media local de la
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-+ -1
figura 1.2: Funcién campo de fase o pardmetro de orden

fase.

Necesitamos aliora una ccuacién que rige la evolucién de esta nueva incognita ¢,
que unida a (1.1.3). nos dard el sistema evolutivo que buscamos. Para ver la idea de la
formulacién de la ecuacién diferencial para el parametro de orden, vamos a comentar en

primer lugar, algunas ideas bdsicas de la teorfa de campo de fase en las transiciones de
fases.

1.1.3 Transiciones de fase. Funcional de Energia Libre de

Landau-Ginzburg

El parametro de orden o campo de fase ¢ es normalmente una funcién escalar del
tiempo v de la posicion del punto, es decir, »(t,z) : R* x Q — IR, la cual toma
diferentes valores en dos (o mds) fases distintas v es el concepto central en el estudio
de las transiciones de fases. Hay muchos ejemplos diferentes de transiciones de fases
descritos por un pardmetro de orden 7. pero en todos ellos se tiene una magnitud fisica
que adopta dos (o mds) {ases diferentes. de forma quc la funcién parametro de orden rige
la competicion entre ambas. asociando en cada instante la razén de ambas magnitudes en
un punto determinado. Vamos a considerar el caso de transiciones de sélido - liquido,
pero existen otros muchos ejemplos revidos por un parametro de orden que representaria
por ejemplo la densidad en las transicioues de liquido - vapor, la concentracion de uno
de los dos componentes de una aleaccién, o la magnetizacién (momento magnético
por unidad de volumen) en ferromagnetismo, entre otros, ver por ejemplo [47].

Aunque en cada caso la escala en la que se mide © varia, slenmpre se encuentra entre

dos valores gue corresponden a cada una de las fases v se puede reescalar para que su
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figura 1.3: Funcion densidad de doble pozo

rango esté, por ejemplo, entre —1 v 4 1. De esta forma la energia libre asociada al sistema
mirada como una funcién de ;7. tiene un minimo local en la fase completamente ordenada
(= +1 0 = —1) v alcanza el mdximo en algin valor intermedio, correspondiente a
una fina mezcla de dos [ases.

El proceso de separacién de fases se puede describir fenomenologicamente de la
siguiente manera:

Inicialmente la sustancia se encuentra a una temperatura elevada (supercritica) de
forma que toda ella esta en fase liquida de forma estable; un rapido descenso de la tem-
peratura (“quenching”) por debajo de la temperatura critica (u = 0) produce la pérdida
de la estabilidad de la mezcla vy se produce asi una separacion de fases y la aparicion de
la fase solida en algunas subregiones de §2.

Podemos dar una interpretacién del fendmeno fisico descrito en términos de una

cierta energia libre asociada al sistema. Consideramos la enegia libre total dada por
Flyg) = fQG(tp) — up

donde G representa una funcion densidad de “doble pozo”, siendo los “pozos”, los valores
distintos que minimizan e} funcional v que corresponden a las dos fases distintas. Asf el
sistema estara en equilibrio para aquellas funciones 2 que minimicen la energia libre F.
Observamos que si partimos de una temperatura supercritica constante, u > 0, el
sistema estaria en cquilibrio en una séla fase. la asociada al valor de ¢ donde G{p) — ue
alcanza el dnico minimo absoluto, como se puede ver en la figura 1.4 puesto que F se
minimiza cuando £ toma ese valor en todo . Si la temperatura u es subcritica, u < 0, el

sistema estara en equilibrio en la otra fase. asociada de nuevo al inico minimo absoluto

de G} — uy.
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u > g \./ u <0

figura 1.4: Funciona! de energia libre

Al descender la temperatura, se llega al valor critico u = 0 en el cual el funcional
de energia libre G, alcanza su valor minimo cuando ¢ toma los valores distintos asociados
a las distintas fases, que se corresponden cou los dos minimos de G(p). De esta forma se
tiene en el equilibrio la coexistencia de ambas fases v la aparicién en la mezcla de zonas
donde alguna de las fases es dominante.

Se observa eémo todas las configuraciones de la forma ¢ = +1 en Oy e = -1
en 7, donde U;(€2] U €)) es una particion de €0, son energéticamente equivalentes en
términos de F y son minimizadores absolutos, independientemente de la longitud de la
“Interfase”, de la forma y tamano de Q7 , Q" lo cual nos es razonable por consideraciones
de entropia, ya que a mayor numero de subdivisiones mayor es el grado de desorden del
sistema. [Esto es debido a que F no tiene en cuenta la configuracion ni la distribucién
espacial de las fases, lo que sugiere que hay que considerar por tanto las inhomogeneidades
espaciales, de forma que F ha de depender no sélo de ¢ sino también de sus derivadas
V.

Un refinamiento en la teoria de transiciones de fases consiste en considerar un poten-
cial generalizado, en el que aparece un nuevo sumando %EQ|V(,.9|Q. asociado a las variaciones
espaciales de ¢, que involucra el espesor ¢ de la interfase. De esta forma se obtiene la

expresién de la energia libre del sistema para una temperatura dada u (37|

b g 5
Filg) = f|—1£‘|\—; TG = ueldae(110)

donde {, como hemos comentado, representa una escala de longitud, asociada a una

anchura tipica de la interfasc.
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S1 recordamos la relacion termodinamica
AG =AH —-TAS

que nos dice que el incremento de energia libre es igual al incremento de entalpia menos
la temperatura por el incremento de entropia, se tiene por analogia que el primer término

del funcional de Landau-Ginzburg

[I7€1968 + Gloiz

representa la entalpia del sistema, mientras que el ultimo término u¢p, introduce el acopla-
miento entre u» y ¢, y puede ser entendido como la parte de energia libre que corfesponde
a la tempcratura por cambio de entropia. La teoria de Landau-Ginzburg, [37], sobre
transiciones de fase nos dice que la situacion de equilibrio, con una temperatura dada u,
se alcanza para aquellas funciones ¢, que minimizan la energia, en alguna clase adecuada
de funciones. Por tanto, el sistema estudiado esta en equilibrio, si se verifica la ecuacidon de
Euler-Lagrange, asociada al funcional de energia libre (1.1.4.), unida al halance de calor
(I1.1.3), independiente del tiempo. De esta forma el sistema estd en equilibrio si (u, @)
verifica:

0 = 380 +G'(e)+u

0 = Au (1.1.5)

unido claro esta con las condiciones de frontera en el borde de (1.

1.1.4 Ecuaciones de campos de fase

La idea basica que nos permite llegar ahora a la ecuacién que ha de verificar ¢
fuera del equilibrio, tiene su motivacién en la mecinica Newtoniana. De forma que en las
situaciones dependientes del tiempo ¢ no tiene por qué minimizar F(y), pero la velocidad
de variacién de ¢ se supone proporcional al “gradiente” de F(y) con respecto a ¢, llegando

asf a la ecuacién conociada como modelo A en la teoria de Landau-Ginzburg, dada por
Toy = A +2G"(p) + 2u (1.1.6)

donde T se denomina tiempo de relajacién y representa un escala de tiempo. Esta ecuacion

esta acoplada con la ecuacion de entalpia (1.1.3) dada por

!

u; + 5Pt = kAu (1.1.7)
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de forma que ambas ecuaciones (1.1.6) v (I.1.7}, unidas a las condiciones iniciales y de

frontera, nos dan el siguiente sistema de ecuaciones conocido como ecuaciones de campo

de fase
T, = Ap—g{p) +2u en QO x R*

uy + -é»cpt = kAu en 0 x R* (1.1.8)

donde 2 es un abierto acotado de IRY N > 1 con frontera regular, 2G'(¢) = g(p) es
tipicamente %(993 — ), aunque nosotros consideraremos una funcién mas general, sufi-
cientemente regular. Como hemos visto anteriormente, { y k son constantes positivas que
hacen referencia al calor latente vy a la difusividad, respectivamente, mientras que 7 y &
son parametros positivos que hacen referencia a escalas de tiempo y longitud.

Consideraremos junto a (1.1.1) alguna de las siguientes condiciones de frontera,
consideradas en la literatura existente:

Condiciones de Dirichlet
w=1 =0cn o x R (1.1.9)

consideradas en [6], [7],[4], [9] v [20} entre otros.

Condiciones de Neumann

N9 Genox R (1.1.10)
—_ e — = > L
an an et

donde n representa el vector normal exterior en 9}, como se pueden encontrar en [6], [7],

], [20] y [64].

N
Condiciones Periddicas sobre { = H(O, L), Li >0
i=1
Oy i . )
@lr,:ﬂ = (P[:ci:l,,w _|I":O = ._|1'|'=L|'3 t = la 4 N
dx; dx;
du du '
U’|I,‘=O = u‘l.m:.[,.w ﬁa_.ll‘,‘:O = %ll‘,‘:L,‘ y I = ]a tery N

bt 4 b
es decir u,¢ v sus derivadas coinciden en caras opucstas de 9f). Estas condiciones de
frontera son consideradas entre otros en [6], [7} ¥ [20].

IFinalmente, consideraremos la condicidn inicial en ¢ = 0, que viene dada por:
elr, 0) = wo(z), ul(z,0) =uglz), 2€0

Para ver un desarrollo mas detallado, de los resultados expuestos en esta seccién,
nos remitimos a (9], [10}, [12], [37], {47], [46] v [53].
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1.2 Descripcion de resultados

La primera parte de esta memoria esta dedicada al estudio de los “Modelos de
campos de fase” y se ha estructurado en cinco capitulos.

Existen numerosos autores que se han dedicado al estudio matematico de estas
ecuaciones, entre los que estan los trabajos de G. Caginalp [9], [10], [11], junto con P.C.
Fife [12]. Podemos sefialar también a C.M. Elliott junto con S. Zheng [20], S. Zheng de
nuevo (64|, O. Penrose junto con P.C. Fife [46], D.Brochet y D.Hilhorst [7], junto con X.
Chen [6].

En estas referencias las técnicas utilizadas para establecer el buen planteamiento del
problema de valor inicial de (I1.1.8) son, por una parte el método de Galerkin, utilizado
en (6] y en [7] entre otros, con el que se prueba la existencia de soluciones en el espacio
LQ(Q)Q con g un polinomio de grado » > 3 6 el método de las regiones invariantes, [58],
[19], utilizado por G.Caginalp en |9, donde se exponen resultados de existencia a los
que se remiten otros autores como C.M. Elliot, S. Zheng y P. W. Bates. El método
expuesto en {9], se basa en la prueba de la existencia de regiones invariantes para el
sistema (1.1.8), utilizando las técnicas de [58]. Estas regiones invariantes se utilizan para
encontrar estimaciones a priori de las soluciones con dato inicial en espacios de funciones
continuas. Ademas la prueba de su existencia en |9] es vélida sélo para condiciones de
frontera de tipo Dirichlet, y bajo las hipétesis adicionales sobre los parametros fisicos del
sistema §T3 > k, ademas de considerar el caso particular g(p) = 3(¢° — ¢).

Por contra, el primer objetivo de esta memoria es utilizar métodos diferentes que
nos permitan obtener resultados de existencia, unicidad v regularidad de soluciones para
(I.1.8), en las situaciones donde no son validos los métodos anteriores. En ese sentido,
consideraremos g una funcién regular mas general, condiciones de contorno de tipo Dirich-
let (B = D), Neumann (B = N) o bien periddicas (B = P) y datos iniciales en otros
espacios dependientes de la condicién de contorno, como L%(Q) x H5'(Q) y los de Sobolev
de la forma W5P x W5~ 'P para 1 < p < oo con n > 1 dependiendo de la regularidad de g.
La letra B en la notacion hace referencia a las condiciones de contorno que se consideran
en cada momento.

En primer lugar se estudia la existencia local de soluciones. Una de las claves en la
consecucion de estos resultados, consiste en escribir el sistema (1.1.8), como una ecuacién
de evolucion

Ui AU = G{U) donde U = (g, v)

donde A es un operador sectorial, actuando en un espacio funcional “adecuado™. Para

esto tomamos v = u + £ en la segunda ecuacidn, lo cual da lugar a una ecuacién para v
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que es:

ki
ve = kAv — EA(,O.

Para probar que A es un operador sectorial Y por tanto genera un semigrupo analitico,
hemos utilizado un resultado de perturbacién. La dificultad principal de la prueba se debe
al término %A(p en la segunda ecuacién que es del mismo orden que la parte diagonal de
A. Eso nos obliga a trabajar en un espacio ambiente ¥ = Wga’p X W;‘G’p con distintas
potencias a y 3, de forma que trabajando con distintas normas en cada componente se
puede compensar la dificultad.

Como consecuencia de este hecho, hemos podido utilizar técnicas abstractas de
semigrupos analiticos y la férmula de variacién de las constantes, para la obtencién de
los resultados de existencia y regularidad de soluciones para el sistema (1.1.8), expuestos
en este primer capitulo. Primeramente lugar se prueba la existencia de soluciones del
sistema ([.1.8) con g € C' y datos iniciales en el espacio WP x L% v con g € C? y datos
iniciales W‘é‘p x 1-[/';3"'J para todo p # 1 siempre que g verifique algunas restricciones sobre
su crecimiento, y si g € C™ en los espacios WP x Wi P paran > 3y N < (n—1)}p,p # 1
sin restricciones en el crecimiento de g.

A continuacidn se estudia el caso particular de soluciones con dato inicial en Hhx L%,
espacio en el cual existe un funcional de Lyapunov, (ya descrito en [4]), via el cual se

prueba que las drbitas del sistema estan globalmente definidas y acotadas en este espacio.

Posteriormente vamos a utilizar las “buenas® propiedades de las solucién en este
espacio, junto con los resultados “finos” de regularidad, para obtener resultados sobre el
comportamiento de estas soluciones, tal y como comentamos a continuacién. El sigulente
objetivo consiste en probar que las soluciones del sistema (I.1.8) con datos iniciales en
los espacios Wg” x W™ n > 1,p # 1 estan globalmente definidas. Para ello, segin
el Teorema 1.4.1, hemos de probar que la solucién permanece acotada en tiempo finito.
Puesto que no es ficil obtener estimaciones de esta norma directamente de las ecuaciones
(I.1.8) multiplicando por funciones test adecuadas e integrando por partes, elegimos un

camino indirecto, basado en ¢l efecto regularizante del sistema (1.1.8).
. o . .
Supondremos que las soluciones en Hg x Ly estén globalmente definidas, para lo
cual ciertas restricciones sobre ¢ son necesarias, como se ve en el Corolario 1.5.1. Para
S . -1, - .. .
datos iniciales en Wy® « W™ utilizaremos el hecho de que la solucién local estard en
1 2 . X - . .
Hg x L3 para todo instante de tiempo ¢t > 0 y como consecuencia estara globalmente
. L . .o . - s
definida en H}; x L% A coutinuacién el resultado de regularidad de la Proposicion 1.4.3,
. . - .. R € .. -
indica que para todo instante t > 0 la solucién con dato inicial en Hp x L% también estd

F1R, Fn—1, . . . .
en Wg? x W5~ " con lo cual ambas soluciones coinciden v estan por tanto, globalmente
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definidas.

También probaremos la existencia de regiones invariantes del tipo de las de [9],
signiendo las técnicas de (58], para condiciones de frontera de tipo Dirichlet, con 51_3 >k,
para soluciones que parten de datos iniciales en espacios de funciones no necesariamente
continuas.

En este sentido observamos que estas regiones invariantes no sélo son validas para el
semigrupo generado por las soluciones que parten de datos iniciales en el espacio WP x
WB"I”’, con n,p tal que WDFI”’ — C(Q), lo cual es equivalente, por las inclusiones de
Sobolev, a tener N < p(n — 1), sino que podemos considerar también las soluciones que
parten de datos iniciales en el espacio W5* x L%

En efecto dado (o, vo) € Wll)’p x LY, de nuevo por el efecto regularizante, para todo
to > 0lasolucién del sistema (1.1.8) que parte de ese dato inicial verifica ¢ (t), v(t) € C(Q),
para todo t > tg, de forma que es posible construir un regién ¥ del tipo [58] tal que
(¢(to),v{to)) € ¥ para todo z € Q, de donde se tendria por el Teorema 1.6.2, que
(e(t),v(t)) € > para todo t > tg, lo cual properciona estimaciones de la norma en L,
uniformes en t > {p para las soluciones del sistema ([.1.8). No obstante la Proposicion
2.2.1 nos proporciona estimaciones de este tipo, sin necesidad de utilizar las regiones
invariantes y por tanto valida para cualquier valor de §; y k.

Observamos por tanto que los resultados de regularidad sobre la solucidn del sistema
con datos iniciales débiles, recogidos en la Seccién 1.4.2, son la clave para probar la
existencia global de la solucién, y ademads nos van a permitir obtener informacidon sobre las
soluciones y su comportamiento asintético en los espacios W5 x W5~ que estudiamos
en el capitulo dos. '

En el segundo capitulo estudiamos la existencia de un atractor global, compacto y
conexo para las soluciones del sistema (I.1.8), en estos espacios W37 x W3™'P el cual
contiene la informacion sobre la dinamica asintética de las soluciones.

Para ello en primer lugar probamos en la Proposicién 2.1.1, la existencia de un
atractor maximal para el semigrupo generado por las soluciones de {1.1.1) en el espacio
H}g x L%, para lo cual utilizamos métodos de operadores disipativos. Para funciones g
polinémicas de grado impar y coeficiente principal positivo esto ha sido ya probado en {7].
Para el caso general introducimos una condicién de disipatividad méas o menos cldsica,
[28], sobre g¢:

liminf i_s) > 0.

|sl—oc T8

Posteriormente utilizamos esta informacién, junto con estimaciones uniformes sobre

. 1, . .
la norma de las soluciones en Wy” x L7, para p > 2, y en otros espacios mas regulares,
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basadas en la técnica de la Proposicidn 1.4.3 v en la formula de variacion de las constantes,
para demostrar que el atractor maximal en /{5 x L% dado por la Proposicion 2.1.1 es
también atractor maximal sobre estos espacios. Estas estimaciones uniformes sobre la
norma de la solucién con datos iniciales en W5" x W5~ obtenidas a partir de la férmula
de variacién de las constantes, estan basadas de nuevo en el efecto regularizante de estas
soluciones, lo que “cubre” la ausencia de estimaciones de energia por métodos directos,
nada faciles de conseguir en esta situacion.

En el estudio de la existencia del atractor maximal, es importante observar que si
B = D, es decir, si trabajamos con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, es posible
encontrar un atractor maximal compacto y conexo, en el sentido usual. Es decir, que
atrae a las soluciones del sistema partiendo de datos iniciales en un acotado del espacio
de fases, cuando el tiempo transcurrido tiende a infinio.

Por el contrario si B = N 6 B = P, es decir si trabajamos con condiciones de
contorno de tipo Neumann & periddicas, se prueba que la solucion verifica la propiedad
de conservacion de la masa, es decir, f(u + %r,:!) es constante respecto de t, y como
consecuencia no existe un atractor maximal en el sentido clasico. En estos casos el espacio

ambiente (¢, v = u + %t,a), estd dividido en una familia de hiperplanos afines invariantes,
Yim) = HY x {ve L';;(Q),f v =m)
0

para cada m € [}, de forma que cada uno de estos hiperplanos contiene a un atractor
A{m), compacto y conexo que atrae a os acotados de Y (m).

De hecho probaremos que hay un atractor maximal A,, en
1 2
Y = HY % {v € LA(9), |Lv| < m)

para cada m € JR™. Como consecuencia se tiene en primer lugar, que para todo my € R™
y |m] € mg existe un Atractor Maximal en cada hiperplano que tiene que venir dado por
A(m) = Apm, N Y ().

La razéu fundamental de considerar A,,; = Upnj<meA(n) en vez de A(m), es que
este atractor tiene una propiedad de atraccion uniforme en || < myg, es decir si B(m) es

un acotado de Y {m) entonces
dist(S{O)B(m). A(m}) — 0 sitr o0,

pero lo que demostraremos es que si ademas B,,, = Upnj<meB{m) es acotado en Yy,
obtenemos que

dist(S(t) By, Amg) = 08l t — oo (ver figura).
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Observamos ademas que Upme s A(m) no es acotado en Y.
. I . “
A continuacién probaremos que el atractor maximal A en H} x L° dado por la
Proposicién 2.1.1, es también un atractor maximal en W% x WB'I"’ para todo p # 1 si

n,:l,pzigfg sin=2ypara N <{n~1lpsin>3

Esta prueba se puede trasladar a las condiciones de contorno de tipo Neumann y
e . . . —1, .
periddicas, teniendo en cuenta que de nuevo el espacio WP x Wg " con B = N 6 P,

esta divido en hiperplanos afines ivariantes X (i) con m € IR
X{m) = W5 x {ve Wi (Q), / v =m}.
n

de forma que fijado m € [R™, el atractor maximal en H} x L%, A,, dado por la Proposicién

2.1.1, es también en los casos anteriores, un atractor maximal en
Yo = g e | [l <
Q

que atrae uniformemente en n a todos los acotados de X (n) con |n| < m.

La existencia de un atractor maximal para el sistema (l.1.8) con condiciones de
DHrichlet en Hé x L% v g una funcién polinémica de grado impar mayor igual que 3,
v cocficiente dominante positivo. se puede cncontrar en {6], pero el método utilizado

consiste en la construccion de una bola absorbente, por estimaciones de cnergia, el cual,
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al contrario del método de semigrupos disipativos descrito en esta seccidén, no permite
obtener informacién sobre la existencia del atractor maximal cuando se trabaja en un
espacio ng‘p % LP con p # 2.

El siguiente objetivo en el estudio de la dindmica del sistema (I.1.8), consiste en
estudiar la estructura del atractor maximal. Puesto que el sistema posee una funcién de
Lyapunov en Hj X L%, el atractor viene dado por la variedad inestable del conjunto de
puntos de equilibrio, [28]. Esto nos lleva en el capitulo 3, al estudio de la estabilidad del
sistema linealizado en un entorno de un punto de equilibrio. Mostraremos que existe un
funcional de Lyapunov para el flujo del sistema linealizado, F, dado por la Propesicién
3.2.1, cuyo signo, segin se prueba en el Teorema 3.2.1, determina la estabilidad del origen
en el sistema lincalizado. El principal resuitado es el Teorema 3.3.1, en el que se prueba
que dicha estabilidad lineal, esta determinada por el espectro del operador eliptico de
segundo orden, Lo = —%3/_\3 + ig’(cpg)[, de forma que si g, es el primer autovalor de
Ly, se tiene que si 1 = 0 el origen es estable, de hecho si ¢, > 0 es asintéticamente
estable, y si B = D la inestabilidad del origen equivale al hecho de que g < 0. En el caso
B = N 6 P el origen es inestable si y solo si el primer autovalor de M es negativo, donde

Molyp) = Lo(p) + ﬁ Jaw. Se prueban también condiciones suficientes de inestabilidad
¢

en estos casos (B = N & P}, por ejemplo, se tiene que si x4, < 0, v = < |u1| entonces el
origen es inestable. La demostracién de estos resultados estd basada en la relacién entre
el primer autovalor de estos operadores, dada por los cocientes de Rayleigh, y el signo del
funcional de Lyapunov Fp, para el sistema linealizado.

Como consecuencia, la estabilidad lineal de un punto de equilibrio (g, ug) del sis-
tema ([.1.8), va a depender sélo de la primera componente g, es decir del campo de fase;
mas especificamente de ¢'(vo), segiin se prueba en el Corolario 3.3.1, lo que nos va a per-
mitir aplicar los resultados de [40] para probar que si consideramos dominios especiales,
por ejemplo dominios convexos, para valores de % suflicientemente pequeilos, se tiene que
las \inicas soluciones estacionarias estables son las constantes.

En el capitulo 4, estudiamos la existencia de soluciones estacionarias del sistema
(1.1.8). Para ello, observamos si B = N, P toda solucidn estacionaria del sistema (I.1.8),
verifica una condicidn entre sus componentes que nos permite pasar ¢l estudio del sistema
de las soluciones estacionarias, al estudio de una séla ecuacién en p que depende de un
parametro real A, Zn primer lugar se establece ¢l diagrama de bifurcacién de las soluciones
estaclonarias constantes, en funcion del pardmetro A. En la Proposicion 4.1.2 se establecen
condiciones bajo las cuales las unicas soluciones estacionarias del sistema (I.1.8}, son las
constantes.

A continuacién, cousideramos el caso unidimensional con §} = (0, L) v utilizamos
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el método del “disparo” para estudiar el nimero de estas soluciones estacionarias no
constantes, bajo condiciones de contorno de tipo Neumann. En el Teorema 4.2.1 se
prueba que bajo ciertas condiciones para g y con A moviéndose en un intervalo acotado
que depende de g, fijado L € IR™, el numero de soluciones estacionarias no constantes
estd por encima de un numero determinado por A y g.

La dificultad de la demostracién del resultado anterior radica principalmente en la
dependencia de la no linealidad del pardmetro A € IR. Esta dependencia de A, se refleja
en la funcién potencial, la cual cambia “cualitativamente” para los distintos valores de
A (crecimiento, concavidad, puntos criticos ..., se ven modificados al cambiar 1), lo que
representa una dificultad anadida a este método, en comparacién con problemas similares
como los que se pueden encontrar por ejemplo en [16], [31] & [59].

En el caso en el que se consideran condiciones de frontera de tipo Dirichlet, és decir,
B = D, se tiene que A = 0, y podemos remitirnos al problema de N. Chafee-E.F. Infante,
[16], para determinar el nimero exacto de soluciones estacionarias no constantes, aunque
por completitud de la memoria vamos a hacerlo tomando como parametro la longitud del
intervalo L y utilizando los resultados técnicos del caso anterior. Istablecemos asi en el
Teorema 4.3.1 el mimero exacto de soluciones estacionarias no constantes respecto de L.

A pesar de que hemos probado, gracias a los resultados de Matano, [40], que para
valores de % suficientemente pequefios, cuando se consideran dominios convexos las unicas
soluciones estacionarias estables bajo condiciones de tipo Neumann son las constantes,
vamos a probar en el siguiente capitulo la existencia de soluciones no constantes y no
estacionarias que permanecen durante mucho tiempo con la misma estructura inicial.
Estas soluciones estan ademas asociadas a valores muy pequenos de uno de los parametros
fisicos del sistema, tal y como pasamos a comentar.

En efecto, en el capitulo 5 consideramos el sistema (1.1.8) en el caso unidimensional,
bajo condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas y estudiamos el compor-
tamiento asintdtico de la solucién (i, u) del sistema (1.1.8), cuando el espesor de la regién
de interfase, representado por el pardmetro £, tiende a cero.

Probaremos que las soluciones que parten de condiciones iniciales (z,og,ug), donde
(,DS tiene estructura de transicion de fase, es decir, 995 ~ +1 excepto en los puntos de
transicion, y ug ~ (), tienen la propiedad de mantenerse cerca de esta estructura, durante
un intervalo de tiempo que tiende a oo cuando £ tiende a cero. IZstas soluciones que sin ser
puntos de equilibrio ni minimos de energia tienen una evolucién muy lenta se dénominan
metaestables.

La idea intuitiva que subyace en la existencia de estas soluciones, proviene del si-

guiente problema.
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Consideramos (¢, ) solucion de recgular de la ecuacién
wr— Ao + [e) =0,

partiendo de un dato inicial muy regular siendo f una funcién que se anulaen 1,—1y 0,
de forma que %1 sean soluciones estacionarias estables y 0 inestable. Supongamos £ << 1
de forma que el término —£2Ang << 1 al menos en intervalo finito de tiempo. Teniendo

en cuenta que cualquier sclucién no nula de la ecuacién ordinaria
v+ fe) =0

verifica que ¥ (t) — +1 si t — oo, cabe esperar que la solucién (¢, =), se aproxime a una
funcién suave que toma los valores +1 y —1.

La existencia de soluciones metaestables ha sido abordida anteriormente para
ecuaciones de tipo Cahn — Hilliard, Cah — Allen entre otras, por numerosos autores
como J. Carr, R. Pego, [13], [14], {13}, G. Fusco, J.K. Hale, [22], L. Bronsard, R. V. Khon,
[8], ¥y C.P. Grant, [25].

En {13], [14], [15] se prueba la existencia de soluciones metaestables para ecuaciones
del tipo u, = €%ugz, + f(u), z € (0.1) bajo condiciones de Neumann, que se mueven con
velocidades del orden e_cé, donde C es una constante positiva y ! es la minima distancia
entre las transiciones del dato inicial, ¢l cual se toma en una clase de funciones regulares
“sulicientemente” préxima a una funcién constante a trozos. En [8], se obtienen soluciones
metaestables para el mismo tipo de ecuaciones con restricciones sobre los datos inicales
menos fuertes, pero con una evolucién menos lenta, de orden &* para cualquier k, sin
embargo las técnicas utilizadas en 8], son mucho mds elementales a las utilizadas por
J. Carr, R. Pego, G. Fusco ¥ J.K. Hale y consisten en métodos de energia. Estos
método han sido utilizados por C. Grant en |25 para probar la existencia de soluciones
metaestables para un sistema de tipo Cahn-Hilliard v con evoluciones muy lentas de
tipo exponencial, andlogas a las obtenidas por J. Carr v R. Pego, por el método de las
aproximaciones geométricas, bastante mds complicado.

En esta memoria se prucha la existencia de estas soluciones de evolucién lenta, para
el sistema (1.1.8). El método estd basado en que el funcional de energia para el sistema
contiene muy poco exceso de energia para disipar {cambiar de fase) cuando £ — . De
esta forma como la velocidad de variacidn de la solucién estd ligada a la disipacién de
energia, una excasez de energia nos lleva a una evolucién muy lenta de la solucién. Este
es el principio subvacente en [8], [25].

Consideramos el funcional de energia dado por el funcional de Lvapunov del sistema

(I.1.8) de la Proposicién 1.5.1. escrito de forma que aparcce un sumando dependiente sélo
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del campo de fase ¢, analogo al funcional de energia utilizado por [25]. Como consecuencia
hemos podido utilizar algunos lemas técnicos sobre dicho funcional probados en [25] y que
son fundamentales para la obtencién de estos resultados. De esta forma hemos probado
de una forma muy sencilla, la existencia de soluciones de las mismas caracteristicas para
la soluciones (%, uf) del sistema (I.1.8), a pesar de trabajar con dos componentes que

satisfacen ecuaciones de evolucién diferentes.
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CAPITULO 2

UN MODELO DE TERMOSIFON
CERRADO

2.1 Origen del modelo

2.1.1 Preliminares

Se conoce con el nombre de termosifén a varios modelos de dispositivos formados
por circuitos cerrados por los que circula un fluido a temperatura variable.

En estos dispositivos las diferencias de temperatura entre las diferentes partes del
circuito y las fuerzas de gravedad inician el movimiento del fluido, observandose la apari-
cién de movimientos convectivos naturales.

De esta forma en estos modelos, junto con la distribucidn de la temperatura T dentro
del fluido, es necesario estudiar también la de la velocidad de éste v.

Si ademds hacemos circular un fluido con dos componentes por el circuito, (fluido
binario}, es decir afladimos un soluto al liquido inicial, es necesario estudiar ademas la
distribucién de la concentracion de soluto S.

Se han obtenido y estudiado varios modelos de termosifén como se pueden ver en
[29], [30], {34],132], [35],{36], [62] y [63]; de todos ellos sdlo en [29] se considera un fluido
binario. El modelo de termosifén que vamos a estudiar se obtiene a partir del modelo
expuesto por [62], al cual nos vamos a referir como modelo general. En este modelo
se considera un dispositivo cerrado muy “general” por el que circula un fluido con un
solo componente. Considerando un fluido binario circulando por un dispositivo como el
descrito en este modelo general, vy teniendo en cuenta los experimentos obtenidos con

fluidos de este tipo, aunque en dispositivos de geometria mds particular {toroidal) [29)],

23
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llegaremos al modelo general de termosifén con efecto Soret, nombre con el que se
conoce en fisica al fendmeno que consiste en el transporte de materia inducido por flujo
de calor, como se puede ver en (27|, y que constituye el modelo de termosifén que hemos

estudiado. A continuacién pasamos a describir el modelo general [62].

2.1.2 Modelo general de termosifén

Llamamos modelo general de termosifén a un dispositivo formado por un tubo cer-
rado de paredes impermeables, por el que circula un fluido incompresible. Suponemos que
ta seccion diametral del dispositivo es constante y pequena comparada con la dimension
del dispositivo fisico, de forma que la geometria queda reducida a una dimensién, es decir,
el circuito ha sido reducido a una curva cerrada en el espacio. De esta forma la variable
espactal va a ser unidimensional, ya que la posicién de un punto del eircuito viene dada
por la longitud de arco de curva s, medido desde un punto de referencia arbitrariamente
elegido y [ijo sobre la curva. Para estudiar el movimiento de dicho fluido, partimos de las

ecuaciones de conservacion de la masa

op &
Lo Zpu) = [.2.1
5, C,)5(,011) 0 )

v de] momento azimutal

— = — e T  __ut (A 1.2.2
ar pds  JOs 295" (A ful)u (1.2.2)

como se puede ver en [38], y donde 7 representa el tiempo, s la longitud de arco medida
desde algun punto de referencia en el circuito, p(s, 7}, p(s.7) ¥ u(s,7) denotan respecti-
vamente la densidad, presién v velocidad del fluido. U (s) representa el potencial debido
a las fuerzas de gravedad de forma que faels) = —%% representa la componente de las
fuerzas de gravedad actuando a lo largo del circuito por unidad de masa. La funcién ¢
esta asociada a la friccién v depende. ademas del la velocidad del fluido, del didmetro del
circuito, D, y del llamado coeficiente de Darcy-Weissbach, A, el cual es una funcién del
numero de Reynolds, {62].

La ecuacién (1.2.2) se puede deducir de la segunda ley de Newton aplicada a un
elemento diferencial de masa dm = pds. En efecto, multiplicando la ecuacién (1.2.2) por
cl elemento de masa, tendriamos que la fuerza que produce el movimiento del fluido (masa
por aceleracion) es la resultante entre las fuerzas de presion —%‘Eds, las fuerzas madsicas
debidas a la gravedad —p%(is, las fuerzas de friccién representadas por G (A, ] upds, v

10

las fuerzas inerciales —4 ugpds
o " 2as :
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Por 1ltimo utilizando resultados estindar de termodiniamica. como se puede ver por

ejemplo en [33], se tiene la siguiente ecuacién para la funcién de entropia S(s, )

a8 a8
= e = H(A 123
0(67 +4£85) (A, u,D,p) ( )

donde 6 = 8(s, 7) es la temperatura del fluido.

Para llegar a las ecuaciones que modelizan este proceso introduciremos algunas sim-
plificaciones en (1.2.1), (1.2.2) y (1.2.3), que pasamos a describir. En este sentido las
functones &'y H se eligen de forma que se adapten a los resultados obtenidos exlperimen-
talmente.

En primer lugar consideraremos la aproximacion clisica de Boussinesq utilizada en
los movimientos convectivos de fluidos, como se hizo en [62], segiin la cual se imponen las
dos siguientes condiciones sobre la densidad.

i) En la ecuacién (1.2.1), suponemos que la densidad es constante, de esta forma se tiene
que % = 0, es decir la velocidad del fluido v depende tinicamente del tiempo, u = u(7).
ii) En la ecuacién del momento (1.2.2) consideramos una aproximacién lineal de la funcién

densidad en funcién de 0 ~ §p, dada por:

p=po(l —al0—10p))  (1.2.4)

donde es constante, f representa una temperatura media v « es el coeficiente de
0 » Yo
expansion térmica.

De esta forma introduciendo algunas simplificaciones mas en la ecuacién del mo-
mento (1.2.2), llegaremos una ecuacién que rige la evolucién de la velocidad en funcién
unicamente de la temperatura, y de la geometria del dominio. ‘

iii) En cuanto a la presién, supondremos que las variaciones de presién son también muy
pequenas comparadas con la presién hidrostdtica en el equilibrio pp, la cual segin (62},
verifica _
10p aU
—— -+ - = 0.
peg s Os
De esta forma si escribimos p = p,, + p, donde j << py, tenemos que
1op AU 1 9p

ol
___+Of(l9"‘00)f,n con f”l: -

pOs * ds po 85 ds (1.2.5)

Por lo tanto, introduciendo las consideraciones anteriores en la ecuacién del momento

(1.2.2) y teniendo en cuenta que g—’; = 0, obtenemos

—'*'—““‘FG(H_OO).[”: = _G(’\u |“’|)“" ([26)
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2n cuanto a la geometria del circuito, suponemos que viene descrita por la funcién

I = z(s) que representa la variacion de altura a lo largo del circuito, por lo tanto llamando
fm = —%, se tiene que f,, = —g%—i. De esta forma integrando (1.2.6) a lo largo del circuito,

llegamos a la ecuacién que rige el movimiento del fluido descrito por una funeion escalar

u(7) que satisface

au L _t
L2 = gaf (0 = 06)7'(s)ds — G(A, |u))ul  (1.2.7)
T 4]

donde L representa la longitud total del circuito. La ecuacién (1.2.7), nos dice que la fuerza
que produce el movimiento es el balance entre la fuerza debida a la gravedad (flotacién)
y la fuerza de friccién representada por el término G (X, {u|)ul.

Observamos que en el caso particular de un circuito circular, como el descrito en
[26], [29], [37] v [39] entre otros, se tiene que ;Li ~ cos(s), v sl estd situado en un plano
inclinado, entonces % ~ acos(s) + hsen(s). En un circuito rectangular como en [18], [36],
130 v d—f es una funcién escalonada que toma los valores 0, +1 y —1.

Vamos a ver aliora como introduciendo algunas simplificaciones en la ecuacién de
la entropia (I.2.3), vamos a llegar a una ecuacidn que rige la evolucién v distribucién de
la temperatura, dentro del circuito, dependiendo dnicamente de la velocidad (¥ por tanto
de la friccién).

iv) Para ello, consideramos la aproximacion para la funcion de entropia dada por [33]:

S = clogh + Sy (1.2.8)

con Sp constante. De esta forma de la ecuacién (1.2.3), llegamos a la ecuacion

a9 a9 H
— tu(r)— = = 1.2.9
ar )33 o ( )
donde ¢; es el calor especifico del Hquido.
v) Consideramos ahora una funcién H tal que

H

— = h(u)(f, — 8)

i
donde 0, ¢s la temperatura de la pared, tal v como se pucde encontrar en (62|, donde se
considera el caso particnlar h{u) = G'(A. [u]). De esta forma de la ecuacién (1.2.3), ilegamos
a la ecuacion que nos describe la distribucién de temperatura dentro del circuito, como
podemos ver en [62], dada por

a0 o .
»+U.(T}T = h(u){0, ~ #) (1.2.10)
ds

ar
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Consideramos ahora las nuevas variables adimensionales:

0 — 0, 0 — 6
P T, =
b, > .

s u
— 2= =
to L' v

s= 2T = (r.2.11)y

L~ | t

donde @, es la temperatura caracteristica, v, es la velocidad caracteristica y g = 5‘: De
esta forma las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido v y la distribucién de
la temperatura T, dentro del circuito, equivalentes a (1.2.7) y (1.2.10), vienen dada.s sin

dimensiones y normalizadas por:

d—?-l—G(v)v = §T.f, v(0) =
VI L RWTa=T), T(O.5) = Tole)  (1212)

donde z € (0,1) es la longitud de arco y § = fol dz, representa la integracidn a lo largo de
la curva cerrada, que representa® la silueta” del circuito. La funcién f(z) es proporcional
a z'(z), por lo que § f = 0y T,(z) es una funcién dada que representa la temperatura
ambiente. Este modelo generaliza los obtenidos en [18], [38],]39], [57].

El tratamiento matematico de estos modelos ha sido llevado a cabo por varios autores
entre los que estdn M.A. Herrero, J.J.L. Veldzquez, A. Linan, A. Rodriguez y E. S. Van
Vleck, con los trabajos [32], [38], {39], (51], {52], [33] y [62].

En {32}, se prueban resultados de existencia y unicidad de soluciones del modelo

descrito por las ecuaciones:

kv|v|
8'1’ 8T
83,

$T.f. k>0 v(0) = v
= h{z), 7(0,z} = To(z)

y se analiza la estabilidad de las soluciones estacionarias del problema, probando que son
inestables bajo pequerias perturbaciones de ja geomelria del circuito o del calentam:ento
del mismo.,

En [62 se deducen las ecuaciones de (1.2.12) y se describe un marco funcional donde
se obtienen resultados de existencia global soluciones. En este trabajo se eprne la de-
pendencia de la funcién h{v) del nimero de Reynolds, y se caracterizan las soluciones
estacionarias cuando el niimero de Reynolds es muy grande, haciendo un estudio exhaus-
tivo de su estabilidad.

En [51], se prueba que {1.2.12) define una tinica solucidn, para datos iniciales de
velocidad y temperatura en un espacio de fases muy general, que viene determinado por
las propiedades de las funciones f v Ta. Se prueba también la existencia de un atractor

global y de una variedad inercial para el sistema (I.2.12), es decir una variedad invariante
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que atrae exponencialmente al flujo del sistema (1.2.12). Se prueba la existencia de un
conjunto explicito de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen el comportamiento
asintético del sistema. Ademds se puede conseguir que el sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias esté formado por un nimero impar de ecuaciones {(arbitrariamente
elegido a priori}, eligiendo convenientemente la funciones f y/o T,, es decir disefiando
adecuadamente la geometria y/o el calentamiento 7.

En [52] se analiza el comportamiento de la soluciones para diferentes rangos de los
parametros fisicos del sistema, obteniéndo modelos de Lorenz para un determinado rango
de dichos parametros. Finalmente se desarrollan experimentos numéricos para modelos en
los que se consideran tres o cinco modos del desarrollo de Forier asociado a las funciones f
¥ T, En [53], se hace un estudio paralelo para las ecuaciones gue se obtienen al considerar
un término de difusién en la ecuacidn del sistema (I.2.12) que describe la temperatura.

£l siguiente objetivo de esta memorta, cs conseguir probar resultados andlogos a
los expuestos en [51], para el modelo con un fluido binario, que pasamos a describir a
continuacion, en el que se estudia ademiis la evolucion de un nueva funcién incégnita que

representa la concentracién de una de las sustancias del fluido.

2.1.3 Ecuaciones del modelo general con efecto Soret

Recientemente hay un interés considerable en los fenémenos convectivos de doble
difusion que aparecen al considerar en el termosifén un fluido binario, con dos compo-
nentes, agua vy anticongelante, por ejemplo, y gue llamaremos disolvente y soluto. Por esa
razoén en un circuito cerrado como el descrito en la seccién anterior, denominado modelo
general de termosifon, vamos a hacer circular un fluido binario, llegando asi al termosifén
denominado modelo general con efecto Soret, que pretendemos estudiar.

En este modelo aparecen por una parte las fuerzas convectivas debidas al intercambio
de calor entre el fluido y ¢l medio ambicnte, en las que intervienen las fuerzas de gravedad,
y por otra parte las fuerzas de doble difusién debidas al intercambio molecular entre los
dos componentes del fluido (se supone que no hay reaccion entre los componentes) y la
difusién de calor.

Vamos a considerar los movimientos convectivos debidos a fluctuaciones nternas de
soluto generadas por un gradiente de temperatura. Bste hecho se conoce con el nombre
de efecto Soret y ha sido estudiado experimentalmente por varios autores entre los que
se encuentra J.E. Hart [30], [29]. En estos modelos ademis de la distribucién de la
temperatura T v la velocidad del fluido v, se estudia la concentracién del soluto en tanto

por ciento &, que llamaremos salinidad, aunque el soluto podria ser cualquier sustancia
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soluble. Vamos a ver como surge la ecuacion que rige la evolucién de la salinidad S, ¥
como influye dicha salinidad en la variacion de la velocidad del fluido.

Para llegar a las ecuaciones que modelizan este proceso haremos algunas simplifi-
caciones. Consideramos un modelo de dispositivo fisico por el que circula el fluido de
las mismas caracteristicas que en el modelo general de la seccién anterior, por lo que las
funciones que describen la distribucién de temperatura y de soluto, son funciones cuya
variacién espacial es unidimensional.

Consideramos, al igual que en el modelo anterior (1.2.12), que la velocidad depende
s6lo del tiempo y que la friccién estd representada por una funcién continua y positiva
G(v).

Supondremos también que tiene una difusividad térmica y una difusividad del soluto,

constantes. De esta forma tenemos la siguiente ecuacion de estado, |29):

p = poll — a(f — o) + (S — S3)] (1.2.13)

donde # y S* representan la temperatura y salinidad, respectivamente, con &g y Sg tem-
peratura y salinidad media, o es el coeficiente de expansion térmica v 4 es el de expansion
volumétrica. Iin esta ecuacion queda de manifiesto el siguiente hecho:

Un aumento de la temperatura represente una disminucion de la densidad (y como
consecuencia de la friccion), mientras que una mayor concetracidn de soluto implica un
aumento de la densidad (y por tanto de la friccion).

Como consecuencia aparece una fuerza ascensional (fuerza de flotacion) ejercida por
la salinidad y la temperatura, que induce el movimiento del fiuido.

De este modo, partiendo de la ecuacién del momento (1.2.2}, y considerando ahora
la aproximacion lineal de la funcién densidad dada por (1.2.13) como se puede ver en [29].

Un desarrollo paralelo al del modelo anterior, nos permite obtener la ecuacion

du 1 9p

B 2P a0 = 00) = BIS" = S = —CON Julu (1.2.14)

dr  poOs
donde la funcién I = 3{s) representa la variacién de altura a lo largo del circuito, por lo
tanto llamando f,, = a—g se tiene que f,, = —g%. De esta forma integrando (1.2.14) a

lo largo del circuito, llecamos a la ecuacion que rige el movimiento del fluido vy que viene
[=1 1 [=] l o

dada por
L— =g [n 0 — o) — B(S" = SN (s)ds = G(A, |u])ul (1.2.15)

donde L representa la longitud total del circuito.
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Llegamos asi a la ecuacién sin dimensiones v normalizada que rige las variaciones
g=1 o

de velocidad en el fluido

i_‘;’ + Gy = $(T = $).1,0(0) = vy

donde T y v vienen dadas por {[.2.11), S es proporcional a §* — S} y f a z'(s).
Esta ecuacion pone de manifiesto el hecho siguiente:
La circulacion media es generada por la fuerza de ascensidn (o flotacion)} debida a la
temperatura, y es retardada por la friccion de la pared y la salinidad.
ti) Supondremos como en [29], que el soluto no influye en la variacién de la temperatura,
por lo que las variaciones de temperatura vienen regidas por la segunda ecuacién de
(1.2.12) deducida para el modelo anterior, es decir
o 5
0@_,; -+ U% =h(v)(Ty, = T)
1) Para llegar a a ecuacién de la distribucidn de soluto dentro del circuito, partimos de

la ley de conservacién de la cantidad de soluto

%)

—f S(t,x)dx =—f (Jn)ds  (1.2.16)

dt S aw

donde n representa el vector normal exterior al borde de W, para cualquier W regular
cuyo clerre esté contenido en el dominio v J representa la velocidad del flujo de soluto.

Aplicando ahora el teorema de Gauss-Ostrogadsky, es decir

f (iiu{.l)ri:L':/ (Jn)ds
W o

se tiene que (1.2.16) es equivalente a:
as .
/ = R div{])|dz = 0 para todo W cC 0
W o
de donde llegamos a:
N ,
En +div{J) = 0 para todo 2 € Q. ¢t > 0, (1.2.17)
243
En nuestro caso ia variable espacial = es unidimensional, v como consecuencia el
flujo J vendrd representado por una funcién escalar,
Como se puede ver en [34] el flujo molecular de salinidad s, en un fluido no isotér-

mico viene dado por:

Fs=DJMVT = VS con I' = 181 = 8¢) (1.2.18)
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donde Dj es la constante de difusividad de soluto, Sy es la salinidad de referencia y I'* es
el coeficiente de Soret.

Supondremos también que las fluctuaciones de salinidad son generadas por la di-
fusion de Soret y reducidas por la difusion molecular, lo que se recoge en la expresién de
F,, y ademas al igual que las de la temperatura, transportadas con ayuda de la velocidad.
Por esta razdn, para llegar a la ecuacién normalizada que nos proporciona la distribucién
del soluto, tomaremos como funcién de flujo J, en la ecuacion (1.2.17) de conservacién de
soluto

J(t,z,8) = Fy(t,z)+vS con Fy=b——c— (1.2.19)

. e ey 2 2 ..
De esta forma teniendo en cuenta que div{J) = a——z = b%ﬂ% — cg—j- + u%, de la ecuacion

(1.2.17), se ohtiene
88 N a8 8°s baQT
— tv—=¢ - :
8t 8x O2° Az

Llegamos asi a las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido y las dis-

tribuciones de la temperatura y la concentracién de soluto, dentro del circuito, que sin

dimensiones y normalizadas vienen dadas por:

d
Z+Gy = T =51 v(0) =

T  oT

50 + vo— = R {Ta = T), T(0,z) = To(z) (1.2.20)
oS a8 8°S E

—_— _ ey _— _— — S

at +U8:r 689:2 aze’ 5(0,2) ofz)

con b, c> 0.
Consideraremos G y h, funciones continuas conocidas, tales que G({v) > Gy > 0, ¥
h(v) > hg > 0, para Gg y hy constantes positivas dadas. Es importante ademads observar

que todas las funciones, son periddicas respecto de la variable espacial, de periodo uno.

2.2 Descripcién de resultados

La segunda parte de esta memoria esta dedicada al estudio de las ecuaciones {1.2.20)
y esta divida en dos capitulos. En el primer capitulo, se prueba que (1.2.20) define una
unica solucién, para datos iniciales de velocidad, temperatura y salinidad, en un espacio
de fases adecuado. :

La eleccion de estos espacios funcionales, que constituirdn nuestro marco clle trabajo,
va a depender de las propiedades de las {unciones f y T,, las cuales a su vez estin

relacionadas con la geometria del circuito y la temperatura ambiente, respectivamente.



32 Capitule 2. Introduccién

En particular en el Teorema 1.3.1, se prucha la existencia global de soluciones para el
sistema (1.2.20), bajo las hipdtesis de que H (r) = rG(r) sea localmente Lipschitz, T, €
Hpge,.,f € Lfm ¥ que los datos iniciales de velocidad vg, temperatura Tp y salinidad S,
verifican (vg, Ty, Sp) € IR x Hpge,,, X L;';er. Para demostrar estos resultados de existencia
global, se prueban inicialmente resultados de existencia local, mediante la aplicacién de
un Teorema de punto fijo, v a continuacién se prueban estimaciones de la norma de cada
una de las tres componentes de la solucién en intervalos de tiempo finito, que permiten
asegurar la existencia de la solucién para todo instante de tiempo positivo.

Al final de este primer capitulo, en la Proposicién 1.3.1, se estudia la existencia y
el comportamiento asintdtico con ¢ — oo de soluciones que son constantes respecto de la
variable espacial.

Por 1ltimo en el capitulo 2, estudiamos el comportamiento asintético de las solu-
ciones del sistema (1.2.20}. En primer lugar observamos que como consecuencia de la
periodicidad de S y T, se tiene que §S es constante respecto del tiempo t. Por tanto
§8(t) = $So para todo ¢t > 0 y por consiguiente no existe un atractor global en el

D]
&

sentido clasico, para el flujo dado por el sistema (1.2.20) en el espacio [li x sze,, X Lo

tal y como ocurria en ¢l estudio de la dindmica de las ecuaciones de campo de fase
cuando B = N 6 B = P, estudiadas en la primera parte de esta memoria. Debido a

esta propiedad de conservacién de la masa para la salinidad S, para cada mq constante,
5

tendriamos que estudiar la existencia de un atractor A, en el espacio R % Hopor %X Ving
- ~ n . . . "
donde V,,, = {§ € L;,, ¢S = mo}. A continuacién se prueba que si $Ta = 0, entonces

el espacio de fases que se obtiene cousiderando las dos tltimas componentes de media
nula, es decir, IR x H;fm. X L§ET es invariante. Mds aun se puede reducir el estudio del
comportamiento de las soluciones a este caso, con un simple cambio de variables. Por
lo tanto en este capitulo consideraremos que todas las funciones periddicas del sistema
tienen media nula, es decir trabajaremos en Y = IR x Hpger X Lg(,T

Consideramos el semigrupo S*(t) generado por las soluciones de (1.2.20) dado por
el Teorema 1.3.1 sobre el espacio ), v probaremos en el Teorema 9.1, l, la existencia de
un atractor maximal para el flujo dado por $*{t) en V. Para cllo vamos a aplicar la
Proposicion 0.3.2 v el Teorema 0.3.1 del apéndice, siguiendo las técnicas utilizadas en el
trabajo [51] para el termosifén sin efecto Soret. Para ésto probamos en primer lugar que
S*(t) es un semigrupo puntualmente disipativo sobre Y, es decir que existe un conjunto
acotado B C Y que atrae a las soluciones del sistema cuando ¢ — . Para probar esta
propiedad establecemos estimaciones de la norma de la solucién (v, T,S)(t) en funcién
de las normas de 7, v [ ¢ independientes de vy, To ¥ So. En segundo lugar, observamos

que S*(t) no es un semigrupo compaclo. va que tenemos en el sistema una ecuacién de
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transporte (para T), pero se puede descomponer como suma de dos operadores, de forma
que uno de ellos tiende a cero, sobre acotados, cuando t ~— o0, y el otro es complétamente
continuo, lo cual es suficiente para concluir el resultado. Este tipo de técnica se ha
empleado ya en [51] y también en el contexto de las ecuaciones hiperbdlicas, situacion en
la que tampoco se tiene que el semigrupo es compacto, {28], [54], [65]. :

A continuacién se consideran los desarrollos de Fourier complejos asociados a las
funciones que interviencn en el sistema (1.2.20), representando temperatura y salinidad.
En la Propesicion 2.1.2, se obtienen las ecuaciones que verifican los coeficientes o modos
de Fourier, correspondientes a estos desarrollos y trabajando con ellos, obtenemos en el
Corolario 2.1.1, estimaciones de la norma de la solucién, que recuperan y mejoran, de
forma considerable en algunos casos, las obtenidas por los métodos de estimaciones de
energia.

Estas estimaciones de la norma nos permitiran ver en primer lugar un efecto regula-
rizante asintotico sobre la solucidn, a pesar de que la segunda componente 7" verifica una
ecuacion de transporte, lo cual nos llevard a probar en el Corolario 2.1.1, un resultado
sobre la regularidad del atractor maximal del Teorema 2.1.1. ’

En una segunda instancia, estas estimaciones sobre la norma de los modos de Fourier,
nos llevarin a probar en el Teorema 2.2.1, la existencia de una variedad inercial (variedad
invariante que atrae con tasa exponencial a las soluciones del sistema con t +— oo) para el
flujo generado por las soluciones del sistema {1.2.20). Veremos que esta variedad tiene una
dimensioén no necesariamente finita y depende principalmente de la temperatura ambiente
T.. Como consecuencia de la existencia de esta variedad se tiene la reduccién del nimero
de modos relevantes en el comportamiento asintdtico de las funciones incégnitas Ty S
del sistema. De tal forma que es posible la construccién explicita de estas variedades para
una eleccion de un numero de modos relevantes de T, ¥ f. Como consecuencia podemos
describir la dinamica del sistema inicial por un subsistema reducido que esta formado por
un numero impar de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En efecto, se prueba que la dinamica del sistema {[.2.20), va a depender Unicamente
de los coeficientes de T vy S5, que pertenecen al conjunto K N J, donde K representa el
conjunto de coeficientes no nulos del desarrollo de Fourier de T, (temperatura ambiente)
y J al de los coeficientes no nulos de f (funcion asociada a la geometria del dominio). Por
otra parte, puede que K vy .J sean conjuntos infinitos pero su interseccion sea finita, como
ocurre por ejemplo en el caso de geometria circular donde J = {£1}. En este caso, se
prueba en el Corolario 2.2.2, que entonces su cardinal es par, es decir card(K NJ) = 2ny,
v el comportamiento asintético del sistema (1.2.20), viene dado por un sistema de N =

dng + 1, nimero impar de ecuaciones, acopladas en RV, que determinan (v, ag, dg), k €
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K N J, y una familia de K\ (K M J} ecuaciones lineales no auténomas, desacoplada con
el sistema anterior, doude a, v d;. representan los modos de Fourier correspondientes a la
temperatura 7" y la salinidad S5, respectivamente.

Por lo tanto el estudio del comportamiento asintdtico de las soluciones del sistema,
se reduce en una primera etapa a la variedad inercial determinada de forma explicita
y en una segunda etapa, el estudio sobre la variedad queda recucido a un sistema de
ecuaciones ordinarias dadas de forma explicita, con muchas menos variables. El nimero
de estas variables, es el cardinal de la interseccién de los conjuntos de modos no nulos de
Ta y f, de forma que el conjunto de modos se puede elegir arbitrariamente fijando T, 6 f
y “disenando” la otra. Una vez resuelto este sistema reducido los demas modos verifican
ecuaciones lineales no auténonias.

Finalmente, se prueba en el Corolario 2.2.2, que si K N.J = @, entonces el atractor

maximal se reduce a un punto, a saber A = {(0, 7, gTa}}.
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CAPITULO 1

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE
SOLUCIONES

1.1 Preliminares

En este capitulo estudiamos en primer lugar la existencia de soluciones del sistema

de ecuaciones de campo de fase dado por:

{ T = Ap—g(p)+2u en Qx R (1.1.1)

g -+ %Lpt = kAu en {} x R*

onde {2 es un abierto acotado de . con frontera regular es tipicamente
donde biert tado de RY N > 1 front lar, t t
%(903 — ), aunque nosotros consideraremos una funcién mds general, suficientemente re-
gular. Por ultimo [ y k son constantes positivas que hacen referencia al calor latente y a
ifusivi , ivamente, niientras que » £ son parametros itivos
la difusividad, respectivament t jue 1y on p etros positivos que hacen
referencia a escalas de ticmpo y longitud.
onsideraremos junto a {1.1.1) alguna de las siguientes condiciones de frontera
Consid junto a (1.1.1) alg de las siguient d de frontera,
consideradas en la literatura existente:

Condiciones de Dirichlet
u==0en ) x RT (1.1.2)

consideradas en [4], [6], [7], [9] ¥ [20] entre otros.
Condiciones de Neumann

du  dy

on on

donde n representa el vector normal exterior en 842, como se pueden encontrar en {4}, [6],

(7], [20] y [64].

=0en 0 x R™ {1.1.3)

37
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N
Condiciones Periddicas sobre () = H(O, L, L,>0

i=1
dp i
ezt = Plocry lpt = < =1 N 1.1.4
(1‘/]$|—G pl i=1; 8Iz| =0 azll i=L t { ( )
du du
;=0 = Uixr,=L;, Ao =0~ T |x=L; ) L = 1!"':N 1.1.5
Ulzio = Uln=rs 3 =0 ozl o (1.1.5}

es decir u, ¢ y sus derivadas coinciden en caras opuestas de 8. Estas condiciones de
frontera son consideradas entre otros en [6], [7] y [20].

Finalmente, consideraremos la condicidn inicial en t = 0. que viene dada por:
w(z.0) = po(z), w(z,0) =ug(z), e (1.1.6)

En primer lugar vamos a realizar un cambio de variable en dicho sistema, que lo
transforme en una ecuacién de evolucién. Consideramos la funcién de entalpia v = u+ L

que nos permite expresar el sistema (1.1.1) de la siguiente forma:

T, = £2Ap — gle) —le+20 en QO x R

b _ (1.1.7)
T kAU——Q—AL,D en {) x RF

donde ¢, v satisfacen una de las condiciones de [rontera mencionadas anteriormente,
(1.1.2), (1.1.3), o (1.1.4}-(1.1.5) vy con condicién inicial Yo ¥V Vg = up + %goo. Podemos

expresar asi el sistema (1.1.7) como:

v = EAp = hp) - be +av (1.1.8)
vy = kalAvu — cAgp
donde:
2 2 ! ki 1
ki == >0, ko=k>0,a==->0b=->0c=— >0, hlg) = —g(p). (1.1.9)
T T T 2 T

De esta forma tenemos una ccuacién de evolucién que puecde ser escrita en forma

abstracta como

U+ AU = G(U)

donde U = (p,v). 4 representa la parte lineal v & la no tincal. La condicién inicial
es U(z,0) = (wo(z). vg(x)). v ademas se verifica alguna de las condiciones de frontera

definidas anteriormente.
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1.2 Marco Funcional

Vamos a denotar por —Ap el operador laplaciano en LP(£2),1 < p < oo con condi-

ciones de frontera de tipo Dirichlet (1.1.2), es decir definido en
WEP = WP (Q) N WyP(Q),

Andlogamente —Ay representa al laplaciano en LP(Q),1 < p < oo con condiciones de
frontera de tipo Neumann (1.1.3), es decir definido en
ou

WaP = Wr(Q) = 0}.
N {‘U. € ( )r In }

Finalmente —Ap representa al laplaciano con condiciones de frontera periddicas (1.1.4)-
(1.1.5), en

Lr..(Q)={ue LY (IRY), u(z + Lie;) = u{z), clp. T € RY, W¥i=1,.. N}

N
con dominio ‘.«V,r';’p = W22(Q)), donde ¥ = H(O, L), L;i>0y

per
i=1

I/Vm’p(g) — ['Vm'p([RN) n L;:T(Q)

per loc

dotado de la topologia de W"P(Q?), siendo

WP (RN = {u € W™P(w),Yw cC RV}

loc

Muchos de los resultados que vamos a exponer son validos en cualquiera de los tres
tipos de condiciones de frontera que hemos mencionado, por ello para considerar los tres
casos simultineamente, usaremos la notacidon —Apg donde B representa cualquiera de los
tres tipos de condiciones de frontera considerados, es decir, D, N o P.

Vamos a utilizar notaciones y resultados conocidos sobre espacios funcionales aso-
ciados a un operador sectorial, que se pueden encontrar en el apéndice. En particular por
la Proposicién 0.1.2 del apéndice, si 1 < p < oo, el operador —Apg en L% con dominio Wg’p,
es un operador sectorial con resolvente compacta y sus espacios de potencias fraccionarias
son Wi = X® = D[(~=Ap + l)?] — WP espacio de Sobolev. Ademds segiin se ve
también en el apéndice, por ser p # 1 se pueden definir los espacios de exponente negativo
por (0.1.19), i.e. I'V‘go"p(Q) = (DV’;QQ‘I’J(Q))' conp’ = ;7—P_1 v o < 0, gracias a los resultados
sobre interpolacién v extrapolaciéon de semigrupos, en particular los resultados recogidos

en el Teorema 8.1, pagina 229 de [1].
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Con estas notaciones, podemos escribir el sistema (1.1.8}), sujeto a alguna de las

condiciones de frontera mencionadas (1.1.2), (1.1.3) o {1.1.4)-(1.1.5), como

U+ AglU = G(U) (1.2.1)
donde
—kAp.  —al
U=(ov), Ap= 1295, d (1.2.2)
C'AB —kgAB
y

G(U) = G ( v ) - ( _h(”’é_b"" ) | (1.2.3)

1.3 El semigrupo lineal

En primer lugar vamos a ver que el operador A genera un semigrupo analitico, para
fo cual probaremos que A g es un operador sectorial si se considera actuando sobre espacios
de funciones “adecuados”. En esta prueba utilizaremos el resultado de perturbacién dado
por el Lema 0.1.3 del apéndice. Para ello consideramos Ap como suma del operador
sectorial dado por la parte diagonal, Ay, vy la perturbacién subordinada, P. La dificultad
principal de la prueba se debe al hecho de tener una perturbacién P econ un término
cApy que es del mismo orden que la parte diagonal de Ag. Eso nos obliga a trabajar
en un espacio ambiente Yg = W;"‘"’ x Wgﬁ’p con distintas potencias a v 3, de forma que
trabajando con distintas topologias en cada componente se puede compensar la dificultad

que presenta /.

Proposicién 1.3.1 Si 1 < p < oc, para todo o, 8 € IR tales que 0 < o — 3 < 1, el

~kAp  —al
.¢1B=( =8 6 ) (1.3.1)

es sectorial en I-Vfr";&‘p X W;ﬁ’p con dominio D(Ag) = 1-V§(a+l)’p x WE(BH)”’.

. . S0, 2
De esta forma —~ Ap genera un semigrupo analitico en WE™ < WB'G"D, que denotamos

operador

{e748%Y 55, y los espacios de potencias fraccionarias de Ag vienen dados por (WEP x
H/'gﬁ’p)‘ = I'I/'g((t+6)'p X 1'V;(6H)’p para todo 0 < ¢ < 1.

Demostracion:

Podemos escribir ¢l operador Ag = Ag + P con

ki(=Ap+1) 0 @ —kip —av
.40 = y P = .
0 kg(“ABﬁ-]) u cAgy — ksv
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Como de la Proposicién 0.1.2 del apéndice se t,iene que para todo § > 0, el operador

Iyi1), .
2 ? v como consecuencia del Teorema

§(—Ap+1) es sectorial en WZ"P con dominio ¥
8.1, pag. 229, de [1], A es un operador sectorial en ¥Yg = W“pr W;‘;ﬁ'p paratodoa, € IR
con Y§ = D(AY) = WeHIP oy XBe s )

Sif < o < 41, vamos a probar que el operador P esta “subordinado” al operador
Ay, es decir, verifica las hipétesis del Lema 0.1.3 del apéndice. En efecto P es un operador

lineal en Yg = W;“’p X W;‘;ﬁ’p con dominio
D(P)={(p.v) e W x WP/ — k1o —av € WP y cApp — kov € WEPP) =

= (WP n WEETIPY 5 (WP A ey o wEBTIe oy 2ap

ComolO<a—3< 1existev e [%,1)con0< l—-v<a-32<v<1yporlo tanto
Hotuhr IV"(BH ‘lV'w"H') Pc Il’g”'p, de donde obtenemos que Y5 C D(P).

Por tanto sélo queda por probar que existe una constante positiva C tal que
1P{ev)llys < Cli{e vlllvg, para todo (p,v) € Yg, donde ||(p. v)llvy = kill@llass +
ko||v|| g+p En efecto

Wg

1P (o, 0)lvy = Krll = ki — avlla -+ Ralle(D — D + ep — kaulls <

< killella + akiflvfla + kacllelipe + kacllelis + k3llvlis < er(livlla + flellse)

para algun c¢; > 0, ya que por ser § < « < + 1 es posible encontrar constantes c», c3 > 0,
tales que ||v|ls < caljvlia, lells < collella < calieligsr.
Por dltimo, como v verifica « < f+v y 1+ 8 € a + v, podemos encontrar una

constante ' > 0 tal que

I1P (e, v)]lyy £ C

(”(PHCHHU + ”UHL?-H/) = C“(lp, v) Y3

Observamos de nuevo cémo el elegir distintas topologias para ¢ v v, (mas fina la
primera), permite probar que P es una perturbacién subordinada a Ao, a pesar de aparecer
—A en él. Tipicamente se puede elegir § = 0, = % es decir, F p(Q x L%(9Q) o bien
o =0, = —1 es decir, LH{(Q) x (I’Vé‘p')’, con p' = ;B Observemos también que con
estas técnicas nunca podemos obtener el resultado usando el mismo espacio para ¢ y para

v, es decir con & = .

Corolario 1.3.1 Consideramos el sistema lineal homogeéneo dado por

{g:t - khAgp —av =0en QxR (13.2)

vy + cAgp =~ kildgr =0en QO x RY .
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Dados . 8 € IR tales que 0 < o — < 1. consideramos (wg.ug) € I'lf'éa‘p x I-V}r“;ﬁ"’. En-
tonces, existe una unica solucion del sisiema (1.8.2), dada por {e{t), v(t)) = e~ 18 (g, ug),
vertficando (1.3.2) como una igualdad en el espacio W™ x W;g’p y tal que (p,v) €
C((0, 00); Wg(aﬂ)’p X I-Vé('s'm)'p) para todo v € IR. Ademds p,v € C™((0, 00) x ).

Demostracion:

La existencia de solucion de (1.3.2} se tiene como consecuencia de la Proposicién
1.3.1 y de los resultados conocidos sobre operadores sectoriales, 1], [2), [31]. En cuanto
a la regularidad de la solucién de (1.3.2}, por un argumento usual de bootstrap, tenemos
que (p,v) € C¥({0, 00); wf,‘“*’””’ X W;“;(BM)) para todo vy € IR, y a partir de aqui gracias

a las inclusiones de Sobolev, tenemos que p, v € C*((0, oo} x Q).

El resultado anterior se puede extender al sistema {1.1.8) para el caso en el que A

es una funcién lineal, obteniéndose asi el siguiente resultado:

Corolario 1.3.2 Supongamos que h(y) = e y sead = e+ b. entonces el sistema (1.1.8)

se transforma en el sistema lineal homogéneo dado por

{ wr — kiAggt+de—av =0enx R (1.3.3)

vy + cApgy — kaAgy =0en QxR .

En esta situacion, dados «, 3 € IR tales que 0 < o — 3 < 1, consideramos (pg, vy) €
Wga’px W;';’G’p‘ Entonces, existe una unica solucidn del sistema (1.3.3), dada por (@(t), v(t))

e~ L0, vg), donde Af representa al operador definido por:

- ‘“kiAB‘F(“’ —alf
o CAB “kgAB ‘

que es un operador sectorial en W™ x WP con dominio D(4p) = Wg(aﬂ)’px T

.o . . . ) 2
Esta solucion werifica (1.3.3) como una igualdad en el espacio WP x WEPP yer-

H

ificando (p,v) € C‘“’((O,oc);lrl/’émﬂm X I-V;wﬂ)’p) para todo v € [R. Ademds ¢, v €
C((0,00) x Q).

Demostracién:
La demostracion de este resultado es analoga a la del Corolario 1.3.1, v estd basada

. D, .04, .
en el hecho de que Ay es un operador sectorial en IV Br'p b H*B’Gp con dominio D(AL) =

F2e-1), S 2(B4-1), .
W B( P B( P Para probar este hecho basta con observar, que A; se obtiene
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anadiendo al operador sectorial 4y, definido en la Proposicién 1.3.1, la perturbacion Py,

PL(LP)* ((d—kl)tp—av)
v CAB(,O—J'CQU

Por iltimo observando que Py es una perturbaciéon subordinada al operador Ag, la

definida por

Proposicién 0.1.3 nos dice que Ay es también un operador sectorial.—

1.4 Problema no lineal: Existencia y Unicidad Local

de Soluciones

1.4.1 Existencia local

En esta seccidon vamos a probar resultados de existencia y unicidad local de las
soluctones de (1.1.8). Para ello tendremos en cuenta los resultados anteriores y aplicaremos
ademds resultados de la teoria de operadores sectoriales, [1], [2], [31], [56], entre los
que destacaremos la formula de variacion de constantes (0.2.4), el Teorema 0.2.1 y la

Proposicién 0.2.1 del apéndice.

Teorema 1.4.1 Supongamos que o y 3 € IR son tales que 0 < o« — 8 < 1 y que para

algun e € [0, 1) la aplicacion

]

b WP W

w — hip)

es localmente Lipschitz,

€ Wf;(aﬂ)'p X I-Vgﬁﬂ)’p, eriste un instante de tiempo

Entonces para cada (g, vo)
positivo T = T{wg, vo) > 0 tal que el problema (1.1.8} admite una unica solucion en el
intervalo de tiempo [0,T), verificando la condicion inicial, es decir, con (¢(0),v(0)) =

(o, vo) y satisfaciendo ademas:
((p, U) c C([O1 T); ng(a+e)xp “w 1L;§(.B+c),ﬂ) A C((O‘ T); [JI/E(Q‘FlJ,p % ng(ﬁ+1),p)

y
(o1, v) € CL0,T); WP o 2B+ 0wy

para todo 0 < 8 < 1. Ademas la solucion (¢, v) verifica (1.1.8) como una iqualdad en el

L2 28,
espacio WP x WEPP,
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Si h transforma acotados en acotados y {0, Tyar) es el mtervalo mazimal de defini-
cton de la solucion (g, v), se tiene que Ta. = -+oc es decir, la solucion es global, o bien

la norma de la solucion explola en tiempo finito, es decir
||("pa U)“W;(ﬂﬂ).t’xwgmﬂ).p — 00 5ti— Thas

Demaostracion:
L . . 2o,
De la Proposicién 1.3.1, se tiene que Ap es un operador sectorial en Yg = Wz x

W;’B’p, y por la hipdtesis sobre h, la aplicacién
G yg = WETIP it gylar, g8y

definida como en (1.2.3), es decir

<
]

es localmente Lipschitz. La demostracion se concluye aplicando el Teorema 0.2.1 y la
Proposicion 0.2.1, ambos del apéndice, lo que nos dice en particular que la solucién viene

dada por la férmula de variacién de las constantes (00.2.4)}, es decir

() o(0)) = ™ (o, u0) o+ [ e A p(5), v(s))ds. (1.4.1)

Sip # 1 podemos considerar el caso mas natural @« = 0 con 3 € (—1,0) que corre-
. . o . .
sponde a tomar como espacio ambiente L’;; X WBS"’A Vamos a ver en el corolario siguiente
unas hipotesis de crecimiento para la funcién h, que nos aseguran la Lipschitzianidad
sobre acotados de
. 2e.p P
h . I'I’rB — Lb’

) ‘1 . 0 o NI . NN r2e.p ,/2(ﬁ+€)‘p
para algin € € [0, 1), lo cual permitird tomar datos iniciales (yg. vg) € W57 x Wy .
Corolario 1.4.1 Sea p # 1 y supongaomos que la aplicacion h werifice, h € C'(R) si
N <2p, ysi N > 2p que h verifica ademas

[2(s)l < CO+|s]7) y [R'(s)] < CO+ 87 (1.4.2)
para tode s € IR y alguna constante C' > 0. siendo r tal que

1
1

T < oG siN =2p
N
N-—-Cn

(1.4.3)

[FASVAY

ro< siN > 2p
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Consideramos ahora ¢ € (0,1) tal que

Nce<l siN<2p,
p
N(r-1) <e<l stN 22

Orp

(1.4.4)

Entonces, el Teorema 1.4.1 se verifica con o = 0 y § € (—1,0). Por tanto para
cada condicidn inicial (pg, vo) € WEP x WEPTP existe un tiempo positivo T = T{y0, vo)
de forma que el problema (1.1.8) admite una tnica solucion en [0, T} satisfaciendo la
condicion inicial (¢(0),v(0}) = (wo,vo) y tal que si [0, Trmaz) s el intervalo maximal
de definicion, o bien Tmar = 00, es decir la solucion esta globalmente definida, o bien

(e (t), U(t))”wgc.yxu/;{ﬁ+t).p — 00 5ttt Thar Esta solucion verifica ademds
(p,v) € C ([0, T); W5 x W) nC (0, T); wiP x Wiy,

Ademas (p,v;) € C((0,T); W;‘;g’p X I'V;';(ﬁw)’p) para todo 0 < 8 < 1 y (1.1.8) se
verifica como una iqualdad en el espacio L X 'l»[";‘;’g’p.
En particular, siempre se puede tomar § = —e, y por tanto se tiene la existencia de

.- . . - 2e,p P
solucion asociada al dato wmicial (po,vo) € Wy x L.

Demostracién:

Veamos que se verifican las hipétesis del Teorema 1.4.1 con a« = 0y § € (—1,0),
para lo cual basta probar que h : W;e'p — L% es Lipschitz sobre acotados, para algun
€ € [0,1) a elegir.

En primer lugar observamos que si N < 2p entonces existe ¢ € [0, 1) tal que % < €<
1, lo que implica, por las inclusiones de Sobolev que W;f‘p — (), como consecuencia
dado K, conjunto acotado en W;';E’” se tiene que |||z < ¢;, para algin ¢; > 0, y para
todo ¢ € K. De esta forma por el Teorema del valor medio, junto con el hecho de que

h € C!, se tiene que
lin(e1) = ey, < coller — @ollrn, < calfvr — W‘JHWE;"’

. - . . -2
con ¢, € {2, 3}, constantes positivas, lo que nos permite concluir que A : Wg™* — L% es
Lipschtiz sobre acotados.

Observemos que si h{s) verifica {1.4.2) entonees la aplicacion h : LP7{2) — LP(Q2)

{0 respectivamente Lf,e,,(Q) si B = P), wransforma subconjuntos acotados de LP () en

subconjuntos acotados de L?(£1) o (Lﬁer(ﬂ) respectivamente) y es Lipschitz sobre acotados.

Entonces si probamos que H"Ef’p C L) (o LgZT(Q)), tendremos que la aplicacion h :

Ze, . . . .
W5 — L%, es Lipschitz sobre acotados, lo cual permite concluir el resultado.
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Si N > 2p, entonces por las inclusiones de Soholev se ticne que W}?}"” C L)
N
= >

siempre que 2¢ — X > —%, 0 equivalentemente, si

¢ > Mr=1 (1.4.5)
2rp

Teniendo en cuenta que necesariamente € < 1, si 2p = N entonces {1.4.5) se verifica para

todo r tal que 1 < r < oo, y si 2p < N, entonces (1.4.5) unido a la condicién ¢ < 1 nos

dice que 1 > W—_p,q_p_l— es decir r < N_',—V'.’E' O

A continuacién vamos a ver resultados de existencia de soluciones para el sistema
{1.1.8), para datos iniciales mas regulares, suponiendo que A € C™ En este caso el Teorema
1.4.1 nos proporcionara la existencia de solucion para el sistema (1.1.8) con dato inicial
(¢0,vo) en el espacio WP x W57,

Para probar la existencia de soluciones del sistema (1 1. 8) que verifican las ecuaciones
del sistema como igualdades en el espacio ambiente Wy P x Wy P con datos iniciales
en W5? x W5~ vamos a empezar por el caso n = 1 el cual, 51gmendo las notaciones
del Teorema 1.4.1, corresponde a considerar ¢ = 0, ¢ = 1 } G = —%. Observemos que esto
requiere imponer condiciones sobre h «que aseguren que h I-VB’” — L% sea localmente
[Lipschitz.

En el caso n > 2 tendremos que imponer condiciones de crecimiento y regularidad

para h que nos aseguren que h : W“ P es localmente Lipschitz sobre acotados.

Corolario 1.4.2 Sea p # 1 y supongamos gue la aplicacion h wverifica alguna de las
stguientes condiciones:

i) h € CY{R) si N < p.

i) h € C'(IR) verifica (1.4.2) si N > p. conr tal que

1<r«< o siN =p
N ‘ {1.4.6)
1<r < pogr st N > p.
Entonces el Teorema [.4.1 se verifica con a = 0, ¢ — Ty 8 = F y por tanto

dada una condicion inicial (gq, ve) € WP x L existe una inica solucion local (p,v) €
C([0, T), W5 x L) de (1.1.8) verificando las ecuaciones del sistema como una igualdad
en el espacio ambiente L < W5 donde Wgl? = (WP con ﬁfl-# = 1 y satisfaciendo la
condicion inicial (¢(0), v(0)) = (po, vo). Esta solucidn estd definida en [0, T) con T = oo

o bien ||(w2(t) vt e pa = 00 cuando t— T,
o B

Ademas para ﬂodo 0 <8 <1 setiene que

(#e) € CUOTRWE < WY y (0, 0 € CUO,T) WS 0% Wwiory
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Demostracién:

Si hacemos a =0, ¢ = % y = —'Q—], bastara con probar que la aplicacion h : Wé’p —
L% es localmente Lipschitz y lleva acotados en acotados, para estar en las hipdtesis del
Teorema 1.4.1 que nos proporciona la solucién local en el espacio ambiente L% x W,;l’p y
con dato inicial en WP x L%,

Si N < p, por las inclusiones de Sobolev, Wé’p — C(Q) lo que unido al hecho de que
h € C! termina la demostracién. En caso contrario por la hipotesis de restriccion sobre
el crecimiento de h, (1.4.2) y (1.4.6), se tiene que h : LP" +— L7 es localmente Lipschitz y
lleva acotados en acotados. Ademas si N = p, por las inclusiones de Sobolev, Wé‘p — L*
para todo s € (1, 00), y por tanto tomando s == pr concluimos de nuevo la demostracién.
Si N > p, de nuevo por las inclusiones de Sobolev, I-Vfl;p — L puesto que r < TVLVZ,‘;' De
esta forma, en cualquier caso, estamos en las hipétesis del Teorema 1.4.1.

Si consideramos ahora en el Corolario 1.4.2 el caso particular p = 2, es decir,
tomamos datos iniciales en H} x L%, donde la ecuacién presenta una propiedad de es-

tructura que veremos mas adelante, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.4.3 Supongamos que la aplicacion h verifica alguna de las siguientes condi-
ciones:

i)he CY{R) siN =1.

i) h € CY([R) verifica (1.4.2) con1 <r < o0 si N = 2.

#i) h € CY(IR) verifica (1.4.2) con 1 <r < &5 siN > 3.

Entonces, para todo (g, vo) € Hi x L% existe una dnica solucion local (i, v) de
(1.1.8) en Ly x Hg', definida en [0,T), T > 0, de forma que si [0,T) es el intervalo
mazimal de definicion de la solucidn, entonces T = +oo o bien |[(¢, v}l gy xrz = +oo si
t—T.

Ademas para todo 0 < 8 < 1 se verifica:

(0,v) € C((0,T); Hy x L) NC{(0,T); Hg x Hpy) y (e, v) € C{(0,T); Hg * x Hy ") o

. - . - 2] . .
A continuacion vamos a ver que si h € C-, podemos probar la existencia local de

soluciones para el sistema (1.1.8), partiendo de datos iniciales {¢o,vo) € W;’p X W};‘p,

siguiendo el mismo razonamiento del caso anterior. Para ello vamos aplicar de nuevo

P

. : : 1
el Teorema 1.4.1 considerando ahora el espacio ambiente W57 x L%, Observamos que

1, L ! .
P x Wg" donde tomamos el dato inicial, corresponde al caso particular

. £2.
el espacio Wy
a=c¢= 1ty =0 Recordanmos que para aplicar ¢l Teorema 1.4.1 en este caso necesitamos

-, 1. : :
probar que h: W5" — W5” es localmente Lipschitz.
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Proposicién 1.4.1 Sea p # 1 y supongamos que h verifica alguna de las hipotesis si-
gutentes:

i) heC?si N < 2p.

it) SiN =2p, h € C*? y verifica

A(s) S CO+ sy, W< CO+ sy W< CO+Is™Y)  (147)

str > 2 0bien |h ()| <C sil<r<2 conC >0
i) §i N > 2p, entonces h € C* wverifica (1.4.7), para2 < r < A%(_?; 0bienl <r < %
y|h' ()| < Csi1<r<2 conC >0

Entonces dado (pq, vg) € Wg”’ X Wé‘p, y supuesto que h(0) = 0 st B = D, existe
(@, v) solucion local de (1.1.8) verificando las ecuaciones como una wgualdad en el espacio

ambierte Wy¥ x L% y la condizidn inicial, es decir (£(0), u(0)) = (pg, vg), tal que
B B: Y

(p.v) € CUO, T WEP x WEP) N C(0.T); WEP x WEP)

(e ve) € CLOTY WP x Wi 0Py

para todo 0 € (0,1]. Ademds si [0, Trnaz), Tonax > 0 es el intervalo mazimal de definicion,

se tiene que Tmae = o< 0 bien lime.T,,, . ||{¢(t), u(t))”wé,pxwé‘p = 0.

Demostracién:
Basta probar que estamos en las hipdtesis del Teorema 1.4.1 con & = ¢ = % y 3 =0,

para lo cual es suficiente que la aplicacién:
il
. <.p s1.p
I W Wy

R . ‘e 2,
sea localmente Lipschitz y lleve acotados en acotados. Para esto fijado K C W 5P acotado,

vamos a ver que existe ¢ > 0 tal que
1hGo1) = hle2)llyr < Cller = w2llipze para todo w1, 2 € K (1.4.8)
Para ello teniendo en cucnta que
IhCe1) = Al e = len) = hlga)lly + V(1) = hlpa))lls,

vamos a probar {1.4.8) en dos etapas. En primer lugar veremos que existe €, = C)(K) > 0
tal que
Ih(er) = Rl <Crller - vl (1.4.9)
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es decir que la aplicacién:

h: IV;“D = Lf;

es Lipschitz sobre acotados. A continuacién probaremos la existencia de Co = Ca(K)} > 0

tal que:
IV(a(e1)) = V{A(pDlzg < Callor = wolly 2. (1.4.10)

Por otra parte, para probar (1.4.10) tendremos en cuenta que
IV (re1)) = V{h(e2)llzz, = | (¢1) Vo1 — R (p2) Vipalliz <

W (1) (Ver = Veo)llze + (1 (p1) — h'(92))Vieall s, (1.4.11)

Observemos que las funciones de 15" verifican ciertas condiciones de contorno,
segin B = D, N o P, de forma que la propiedad A : {'Vg‘p — Wg,’p, implica que h{y) debe
verificar estas condiciones de contorno. Esto a su vez se traduce en ciertas condiciones
sobre A

Si B = P y ¢ es una funcién periddica, entonces h{yw) también lo es. Si B = N,
entonces Wy? = WP y no hay condiciones de contorno adicionales. Por dltimo si B = D,
entonces Wb‘p = W, y h ha de verificar h(0) = 0. En efecto, si p € W%p = WP W,?,
se tiene que |an = 0, de donde se obticne que h(w){an = h(¢|aq) = A(0) = 0.

i} Si N < 2p por las inclusiones de Sobolev Wg’p — C{(Q), de donde ||¢||z < ¢y, para
algin ¢; > 0, y para todo ¢ € K. De esta forma por el Teorema del valor medio, junto

con el hecho de que h € C, se tiene que

18lor) = hlwa)lley, < colivr — palliz, < ealler — wallyzr

con ¢;, ¢ € {2,3} constantes positivas, lo cual prueba (1.4.9). Para obtener (1.4.10) obser-

vamos que

18 (21) (Vo1 = Vipa)llug, < IW(o1)

L=l[Vior = Vol 1z < calln — W?Hw@*’-
Por dltimo
(R (21) = A'(@2)) Vigallin, S IV (1) = R (o)l Vool
v de nuevo por el Teorema del valor medio, junto con el hiecho de que h € C° se tiene
18701} = Rl < esllgn — @allie < esllon = wollypzs

con ¢;, i € {4,5,6}, constantes positivas. De esta forma teniendo en cuenta {1.4.11), se

obhtiene el resultado buscado.
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ii) Si N > 2p, como consecuencia de la hipotesis de restriccién sobre el erecimiento de A,
se tiene que la aplicacion

h: LG — L%

. .2,
es Lipschitz sobre acotados, por tanto si probamos ahora que W5P — L%, tendremos

demostrado este mismo resultado para
h WP LP
- 'B

lo cual concluiria la primera etapa (1.4.9).
En efecto, si N = 2p, por las inclusiones de Sobolev se tiene que Wg’p — L%, para

R o . . .
todo s < oo. Si N > 2p, entonces W57 — L% por las inclusiones de Sobolev, siempre
que 2 — % > —;—\; lo cual se verifica puesto que r < % < Ny

Para terminar la demostracion hemos de probar que se verifica (1.4.10). Teniendo

en cuenta (1.4.11) v aplicando la desigualdad de Holder se obtiene que
19 (h20) — hlea)) g, <IN (o 0laell D1 = Dl +

HA (1) - h'(w'z)”m”VWHLg

para todo g, ¢’ > p con % -}—517 = é tales que h'{y;) € LG vy Vi, € L‘g. Vamos a ver que es

. . , g .2, . ‘1, '

posible elegir ¢ y ¢ en esa situaciéon. Como ; € W5" se tiene que Vip; € Wy — L% por

las inclusiones de Sobolev. siempre que 1 ~ & > —~ & v por tanto podemos tomar ahora
. siempre q > )

q' = VN:Lp y por tanto ¢ = N. De ecsta forma bastard con probar que la aplicacién:

R Efog’p — LY

es Lipschitz sobre acotados. Teniendo en cuenta aliora que

P N(T*l) . N
,1 . LB = [JB
. . 2p N(r-1) .
lo es, si probamos ademas que Wg" — Lp , tendremos el resultado buscado. Si

. . . O .
N = 2p, por las inclusiones de Sobolev se tiene que WP — L4, para todo s < oo, ¥ por
tanto concluimos.
R p . . + : r 2
Si N > 2p, entonces de nuevo por las inclusiones de Sobolev se tiene que Wg”* —
N(r-1}
Lp

de que r < T’G!T_'%‘E:l

: L : N N : .
, siemipre gue se verifique 2 — ‘; E Tl lo cual se verifica como consecuencia

Tt

Este resultado se puede extender al caso en el que h € C™ n > 3, de forma que el

Teorema 1.4.1 nos proporcione la solucion local del sistema (1.1.8) con datos iniciales en
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. n—1 . . R -1, -2, ..
el espacio Wg” x W57 % y trabajando en el espacio ambiente W™ """ x W57"", Siguiendo
con la notacién del Teorema 1.4.1 esta situacidon se corresponde con el caso particular
0 = "—"2'1, € = % y 8 = 5 — 1, por lo que para la obtencién de este resultado de existencia

local se necesita que la aplicacién
b WHP e WETF (1.4.12)

sea localmente Lipschitz y transforme acotados en acotados.

Observemos que si tenemos que h : W™ — W™ P es localmente Lipschitz, y
puesto que el espacio W;ﬁl”’ contiene clertas condiciones de contorno, entonces seran
necesarias algunas condiciones sobre h : [R — IR, para asegurar que la restriccién verifica
h:WRP— WETE,

Como veremos el caso mas complejo es el de condiciones de Neumann B = N, para
valores grandes de n puesto que las condiciones de contorno son en este caso de la forma
%(Aju) = 0. La dificultad para n > 5 radica en el cilculo de 2 A/(h(u)) en términos de
%Aju.‘

Lema 1.4.1 Supongamos que la aplicacion
ho: WP ol

es localmente Lipschitz (respectivamente Lipschitz sobre acotados) yn > 3.
a) St B = P, la aplicacion
b WEP — WETHP

tambien lo es.

b) 51 B = D, supongamos que se verifica ademas:

n=3yh(0)=0, obienn=2k, 02k+1conk>2yh?(0)=0,7=02234,.. k.

(1.4.13)
Entonces
R WRP s WhTP
es localmente Lipschitz (respectivamente Lipschitz sobre acotados).
c) 51 B = N, supongamos que n < 4, y en caso contrario, n > 4, supongamos que se
verifican las siguientes condiciones:
_ o _ 8lh{u S| A(h(u (A 2(h(1
Siue H’I{f"p, se tiene [( ) = l ( ()] = ... = (&) (A (w))] =0, en 911
an an an

(1.4.14)
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3, A (h{u A h(u
Siue WP se tiene Ak = A Aw))] =.. = Aa) _ ()] =0, en 0§
on an can
(1.4.15)

Entonces
Boe WP WP

es localmente Lipschitz (respectivamente Lipschilz sobre acotados).

Demostracién de a)

Basta con observar que si ¢ € Wp®? = WUP(()), es decir ¢ v D%p, o] < n, son
periddicas, entonces k() y DP[h{¢)],18] < n — 1, también lo son.
Demostracién de b):

Recordando de nuevo la definicién de los espacios de potencias fraccionarias del

apéndice {0.1.5),(0.1.6} v (0.1.7), observamos que:
WpP = WeP = {ue W' u=0ecnadQ}, W3 =W

80 k” ={ueW™*? y=Au=.=(Au)""=0en aQY,
Wot — fue WHRHY oy Ay = = (Au)* = 0 cn 50,

i) Si h(0) = 0y ¢ € Wy", entonces hiyg) € Wa?. Por tanto si n = 3, ¢ € ng
h{p) € W>P entonces se tiene que i(p) € W22 N WP = =Wp 2
1) Si n = 4, entonces dado ¢ € W} con hi(g) € WP, veamos que puesto que h”(0) = 0,
se tiene que h{p) € Ws’p

En efecto, h(g)lan = 0 v se tiene que h{p) € I-Vg‘p siempre que A[h(p)] € Wy*.

Teniendo en cuenta ahora que
Alh(g)] = b (@) [V ul]® + B (¢)Ap

y que Ayp ¢ i'if’;‘;‘p = WP n Wol’p, por lo que Ay = 0 sobre el borde de Q, se concluye el
resultado.

Con estas mismas hipdtesis sobre h, se obtiene el resultado para n = 5, ya que en
este caso h(p) € EVE—,’”, siempre que A(h{g)) € WB-P v la condicion de contorno a verificar
es de nuevo Ah(g) = 0 en a0,

““, se tiene que (Ap) = 0,7 =0....k =1, en 99, y por lo

En general, si ¢ € W
tanto, si suponemos ademas que h{y) € W1 vamos a probar que h(yp) € Wy e,

para lo cual basta con observar que

dm

(AY"[h{e)] = W' {2 ) (A)"]e +Zh
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donde S; representa un sumatorio de funciones dependientes de las derivadas de ¢. Por
tanto para todo m < k — 1, puesto que (A)™g = 0 v A/l (p) = 0,5 = 2, ..., 2m sobre el
borde de £, se tiene que (A)™[h{p)] = 0,m = 0,1,..,k — 1, sobre 882, lo que concluye la
demostracion. Andlogamente se prueba el caso en el que ¢ € l-ng“'p.
Demostracion de c}:

Recordando la definicién de los espacios de potencias fraccionarias del apéndice

{(0.1.8), (0.1.9) y (0.1.10), observamos que:

8
wl? = wir w2r =y e w2 2L — g en 80},
N N an

o of a A A(Au)F!
[.Vj-\}k..ﬂ — {U, e H,-J»,p‘ 8_‘: — a—nu = ., = (‘a}l‘;g._ = 0 en aQ}‘
2% Nos 2 A 3 )R-t
H/.}.\}k+1,P — {’U, c L‘V"LTLP, _;_;% _ aanu = - E(AU—TE — 0 en GQ}

Sin = 3, supongamos que ¢ € I-V,%,’p, lo que implica que gf = () sobre el borde de
€1, y supongamos también que h{p) € W>P Entonces, se tiene que

dh(g)
on

8tpk

- =0,
oan

= W(p)

y como consecuencia h{p) € WA?;‘”.
Si n = 4, supongamos que ¢ € I‘V,f,’p, lo que implica que %f = (, y supongamos
también que h{p) € WP Entonces, de nuevo % = 0 y como consecuencia h(p) € Wﬁ;p.
Sea p € WP con n = 2k, k > 3, tal que h{p) € W™ P entonces por (1.4.14) h{yp)
verifica la condicién de contorno exigida para que h{e¢) € W5~ ' Andlogamente como

consecuencia de (1.4.15), se tienc el caso n = 2k + 1,k > 2,

Observacién 1.4.1 La no linealidad h{p) = 3(0®— ) de clase C*, verifica las hipdtesis
del Lema 1.4.1 apartado b) con n <5, ya que h{0) =0 y h”(0) = 0 pero K"'(0) # 0.

El siguiente resultado establece la Lipschitzianidad de la aplicacién h en espacios de
Sobolev WP,

Lema 1.4.2 i) Supongamos que h € C™, entonces la aplicacion:
h: WP L™ — WP L™

estd bien definida. y existe una constante C > 0, dependiendo de ||| =. tal que para todo

multitndice a con |a| = k < n.

DR {@)ls < C D7 1D sellpe.

lat| =k
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ii) Supongamos ahora que h € C"~' u > 1. Entonces la aplicacion:
h WP N ”"l"x' — PN 1,[_,'1.00

es Lipschitz sobre acotados, es decir para todo K C W™ N W1 acotado, eriste una

constante C = C(K') verificando
h(p1) ~ h(e)llwne + [h(g1) — Aleallinie < Clller — @ollwne + [lor — wallre).

Demostracion:
1) Se puede encontrar en (42]

ii) Observamos que la norma de W™ N WH™ viene dada por

lollwnenme = [l¢|fwer + [l@]ne.

Por otra parte si A es acotado en L™, como consecuencia de! Teorema del valor

medio, junto con el hecho de que h € CF se ticne que existe ¢; > 0 tal que
(1) = Blea)liw < eiller = pall o (14.16)

para todo ¢, o € K.

17 100

. . . o . .
Si ademas se tiene que i € C-, ¥ I es acotado cn | . vamos a probar que existe

ca > 0 tal que:
“h{g&‘l) — h((,’)r_))”[{,'l.oc S CQ”ipi [Fag)) “u:l.oo (1417)

para todo @1, @2 € K, para lo cual teniendo en cuenta (1.4.16) es suficiente con probar

que existe ¢z > 0, tal que
IV (A1) = Rlpa))|iLe < caller — @allunm.

Para cada i € {1,.., N}, se ticne que

& ; a(v:l ' 0(1:'-3
hio) — h{ps)) = hi(e — h'(n =
811(1( 1) v(p2)) 1(%1)851. ‘v(ﬂr-)axi
J ' ar‘;'l [ a'f:l a"r?“
= (h' () — R (0 4 R (oo - -
(W1} = W (a)) 2204 W () (G = 2
de donde obtenemos
8 CE] C,)\_..""‘: 1
II—U'(m)—h o) le < 1 (0 Ith—"— gll: H s Hml[h @1) — W (pa)liree.

Teniendo en cuenta ahora que N es acotado en L>, h € C'? v por tanto k' € C* verifica
(1.4.16), es decir
!
1h (1) = hi(eolllee < erller — @oll poo
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y se obtiene c3 > 0 tal que ||[V(h{yx) — h{ga})ir= < caller — ¢ollures, como queriamos
probar.
Como consecuencia de (1.4.17), para obtener el resultado, basta probar que

k(1) = hle2)llwne < Clller — @2llwne + [ler — wallwre).

Vamos a aplicar el método de inducién sobre n, para probar el resultado. Con este

fin, empezaremos por probar que se verifica para n = 1, es decir que la aplicacidn
Wb = whPawhe o whrnwhe = yhee

es Lipschitz sobre acotados, lo cual es consecuencia de (1.4.17).
Supongamos ahora que es cierto el resultado para n — 1, y vamos a probar que se

verifica también para n. Consideramos h € C™*! y vamos a probar que la aplicacion:
Lo WP e o P A i

es Lipschitz sobre acotados. Con este propésito, dado K C WP N W1 acotado, consi-
deramos ¢; € K,j = 1,2. Sea o = (), .... ) con || = n, ¥ sea i tal que a; > 1, lo que
nos permite escribir:
« g 9 .
D%h(py) — hleo)] = D [é?(h(lpl) ~ h(p2))]
t

con § = (ay,...,a; — 1,...,xy) y por tanto |#| = n — 1. Teniendo en cuenta ahora que

& Jipa
Oy —h’(tpg) wo

dp1 Oy Oya
R o _
dz; BT; +hp)l ]

= ! - h” 2
[h' (1) {pa)] B, Bx; Oz

(1) ~h(pz)) = W)

y aplicando D? a la expresién anterior, se obtiene que

@ﬂpl dipa 5.9¢1
Dh(g1) — h(pa)] = 3 D[1'(p2)]| D° o~ 51t So DA (1) — B ()| D° 15
7,8 4 o6 Iy
(1.4.18)
con o, §, multiindices tales que |8] = |o| + 8| =n - 1.
Dados 7, § en esa situacion, deflinimos ¢(or—= e T — (nl_a‘”” >py

aplicamos la desigualdad de Hélder en cada sumando de (1.4.18), con exponentes g y ¢’

obteniendo que:
o a ¥ C),C‘n
1D (hor) = ol < ND W Celllaall D155 = S=lw+
a.b

0+1

(1.4.19)

+ YWD R () = A (a) i all D°
a.é



56 Capitulo 1. Campos de Fase

yaqueéd—q%:#
En primer lugar vamos a probar la existencia de € > 0 tal que:
a!".] 8!"‘2
104122 = ==l < Crlllr — eelivns + {l1 — wallwioe) (1.4.20)
aT; duy

En efecto, podemos escribir

1 1 1

¢ (-1p

parar = 0o y j = |§], y aplicando las desigualdades de interpolacién de tipo Gagliardo-

1,1
-+ -
r T

Nirenberg, recogidas en el Lema 0.1.2 del apéndice, (ver [42]) para la funcién u = %%— %%f,

obtenemos
dey Opa = g G0y deo B Op Jpp 1-E
DI - LT D - — = -
|| [atl ag;i ”I.’.i — 2 |'5,|7%:_1 H [67;1:1- C I”LP| 11 8 ”L
. ] _ & p
va que iy = g0y = L
Teniendo en cuenta ahora que
134 [y Cp)(pn C—)L,:] C) Do
”D [@T;‘ - IHH < fler = wallwns v | E,— - ”L < lwr — @allwre
aplicando la desigualdad de Young, para | = gp_’ vl = F;%}"‘ se deduce la existencia de

y
C,,1 = 3,4 constantes positivas, tales que
51991 dpn
[ _ r < ") 2 o— FE R o ! ey — (o 1,00
|| [@11 ds H|Lq = C-'”‘fl 9—2”H 5ot 64“‘1"1 502“111
ya que 5,2 =1v (]l - %)‘l’ = 1, de forma que queda demostrado (1.4.20).

Andlogamente se tiene la existencia de Cs, Cs constantes positivas tales que
5(3w .
107 - ||m’ < Csllleilhwns + fleillnr ) < Co(K) (1.4.21)

ya que ¢ € Ay A es un conjunto acotado en 3P O 1L

Por otra parte, teniendo en cuenta ahora (ue

para T = oo v J = |o|, v aplicando de nuevo las desigualdades de interpolacién de tipo
Gagliardo-Nirenberg, recogidas en ¢l Lema 0.1.2 del apéndice, (ver [42]|}) para la funcién

w = h'(g1) — W (pe). se tiene que

IO Gy = W lealllle < O ST DT (1)) = f*'(.v‘z)HIEpilh’(w — h'{) ||,:

Tt =n-1
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ya que (T!-l—” = (-;IL‘EJ” E. Puesto que 1D (A (1) = R {go)lllrr < |0 (o1} — R (@)l 10

y aplicando la desigualdad de Young, para { = 2 y I' = L se deduce la existencia de
P q-p

Ci, 1 = 8,9, constantes positivas, tales que

E 1-8
1D7[A" (¢ 1) = £ (w2llllLe < Callh' (1) = h'{woMlipnrnllh’ (1) = ' (@2)|l o <

< Colll (1) = R (w2)llwn-1s + [|8'(01) = A (02)]] 2==) (1.4.22)

L - N - N L
yaque El=1y (1-E)I"=1

Analogamente se tiene que
1D (B (wo)lllLe < Crolilh (wa)llwn-1o + {11 (@)l o)
y por el resuitado dado por el apartado i) de este lema, se tiene que
1D7[A (w2l s < Cra(K). (1.4.23)
Llevando (1.4.23) y (1.4.20), junto con (1.4.21} ¥ (1.4.22) a {1.4.19) se tiené que:
[1D%[h{e1) = hla)lller < CriCilller = wollwnr + |le1 — aliwie )+

+CsCo(llh'(w1) = B'(2)llwn-10 + ||R (1) = A'(02)|| o).

A continuacién vamos a aplicar la hipdtesis de induccién. Puesto que A’ € O™, se
tiene que:
hi . Lvn—l,p n H/l,oo s I,Vn—l,p N I,V].oo

es localmente Lipschitz sobre acotados v por tanto
15" (1) = W (pa)llwn-15 < Cralller — wallwn-1e + [lo) — pailwiee).

Como consecuencia reagrupando constantes y teniendo en cuenta (1.4.16), se tiene

que:
1D°[hG1) = hlg)lllir < Cualles = wallwns + o1 — wallwre)
lo que concluye la demostracion.—

De esta forma por un razonamiento analogo al de la demostracién de la Proposicién

1.4.1, se obticne el siguiente resultado.
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Proposicién 1.4.2 Supongamos que h € C".n > 3 y N < (n— 1)p y sea (©¢ vo) €
WP x Wi~ Supongamos que b verifica ademds (1.4.13) st B =D y (1.4.14), (1.4.15)
st B=N.

Entonces existe (@, v) solucion local de (1.1.8) en el espacio l-{/'g_l’p X Wg"{')’p, con

dato inicial (g, vo), tal que para todo 8 € (0, 1], se tiene que
(p,v) € CUO,T); WP x WET'YPYn C((0, T); WEYH x Wi™)

(. ve) € CLO.T)WET 7 x Wp™7),

Ademnds si [0, Tyaz ), Tonaz > 0, es el intervalo mazimal de definicion, se tiene que Tpar =

oc o bien limy.T,, . [| (@t} U(L))“H;;‘pxn_,;—],p = 0.

Demostracion:
Basta con probar que estamos en las hipdtesis del Teorema 1.4.1 con o = 251 e = 4
y 4 =2 — 1, para lo cual vamos a ver que la aplicacion:
. Sy n—1,p
ho Wpt— Wg (1.4.24)

es Lipschitz sobre acotados. Por el Lema 1.4.1, y las hipdtesis sobre A, bastard con probar

esa misma propiedad para la aplicacion:
B WP e

Teniendo en cuenta ahora que N < (n — 1)p, por las inclusiones de Sobolev, se tiene
que W™ — Wbh v nor tanto WP — W 1P 0 WH>  Aplicando ahora el Lema 1.4.2,

se concluye la demostracion.—

Observacién 1.4.2 Se podria obtener (1.4.24) para el caso de N > (n — 1)p, con re-
stricciones adecuadas en el crecinviento de h y de sus derivadas de orden k < n, de forma
que se verifique tambien en este caso la Proposicion 1.4.2. La dificultad radica en obtener

drmulas explicitas para D®h{z). |a| = n. en términos de D% 3] < jal.
/ ! ¥ i

1.4.2 Regularidad

A continuacion vamos a probar un resultado de regularidad para la solucién del

sistema (1.1.8)} con dato inicial en el espacio H»"é‘p % LT,

Proposicién 1.4.3 Supongamos que p # 1 y que h € C'(IR) wverifica las hipotesis del
Corolario 1.4.2. Entonces dado (2q, vg) € il"é‘p X Lig. la solucion local del sistema (1.1.8)

dada por el Corolario 1.4.2 verifica ademds:
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i} Para todo s > N,
(P, vy € CUO, T WE* x WE°) y (¢, v) € CO, T W5 x Wg™")

para todo 0 < 8 < 1. En particular, (p,v) € C{(0,T); C' (€1} x CYT)).
it) Supongamos ademas que h € C™ n > 2, verificando las hipotesis de la Proposicion
1.4.1 sin =2 y de la Proposicion 1.4.2 paran > 3. Entonces para todo s > N se tiene

que:
(g, v) € CUO,T); W™ x WE™™) y (¢r, ) € C(0,T); I-V;H_g‘s x Wg_g’s)
para todo 8 € (0,1]. En particular, (p,v) € C{{0,T); C™(Q) x C™{Q)).

Demostracion:

i) En primer lugar vamos a probar que:
(p,v) e C{(0.T): Wz 2% x We*) y (er ve) € CU0, T l-(-",r'; x Wy~ 93), (1.4.25)

con # € {(0,1], para todo s > N.
a) Supongamos que p > N.

Sabemos entonces que la solucién de (1.1.8), con dato inicial (g, ve) € Wé‘p X
L%, dada por el Corolario 1.4.2, verifica (p(t), v(t)) € l«i-"g’p X I-l",_lg’p — Wé’s x Ly, por
las inclusiones de Sobolev, para todo s € (1,00). Dado ¢; > 0 arbitrario ¥ s > N,
consideraremos la solucién del sistema (1.1.8) con dato inicial ((t)), v{t;)) € Wg° x L%,
Por el Corolario 1.4.2 obtenemos que:

(., v) € C{(t, T, Wa" x WE°) ¥ (e, v0) € C((81, T); W50 x Wi %)
para todo 8 € (0, 1], como queriamos probar.

Si N > p, vamos a aplicar una técnica estandar de “iteracién” para probar que
(plty), v{t))) € qu x L% con g > N, para t; > 0, lo que nos situa en el caso a), y de
esta forma concluiriamos (1.4.25).

b) Supongamos que N > p.

Por el Corolario 1.4.2, para todo t > 0, (p(t) u(t € H’B” X WP — W]s x Ly
por las inclusiones de Sobolev para todo s, tal que 1 — & > — & es decir, s < p* Nﬂ_‘”;.
De esta forma dado t; > 0 arbitrario se tiene que (9.,. 1), (Ll)) € WPt x [Pt donde
pr=p" = I\‘,V_";;,—Con'm consceuencia se ticne que:
by) Sip < N < 2p. entonces p; > N v por tanto estamos en ¢l caso a), por lo que se tiene
el resultado.

En caso contrario si p; < N, es decir si 2p < N, obscrvamos que para aplicar el

Corolario 1.4.2, con dato inicial (p(t)}, v(f)) en WP LPL necesitamos comprobar que
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h verifica (1.4.2) para r < <& - Esto se verifica, va que que h sat;isface la hipdtesis del

N-—p
Corolario 1.4.2, es decir, (1.4.2) [h(s)] € C(1 + [3]7) para r < ag = 7= ¥ a0 < a; donde
_ _N _ N-p
a = N—py = N-=-2p°

La solucién del sistema (1.1.8), con dato inicial {¢{¢;), v(6;)) € WP x LP! verifica:
(p.9) € C>(6, THWE™ x WEP) y (i, v) € Cl(ty, T); WET™ x W™

para todo 0 € 4 < 1.

. . . 1. .
De nuevo por las inclusiones de Sobolev se ticne Wg”' «s LP? sicmpre que 1 -

pﬁ > —pﬁ; en particular para ps = p} = N_W_'PE__ por lo que para ts > ¢, > 0 arbitrario,
(p(ta), v(ta)) € VVlm x L% . Por tanto:
ba) Si 2p < N < 3p, entonces po > N, v de esta forma hemos terminado por estar de

nuevo en la etapa a).
En caso contrario, es decir st N > 3p o equivalentemente, si N > po, consideramos

la solucion del sistema (1.1.8}, con dato inicial (@(ta), vits)) € WP x LP lo cual es

- : . o e = N o N \
posible ya que r < a; < a2 con ag = Nom = Aga: 10 que nos sitia en las hipotesis del

Corolario 1.4.2,
br) De forma inductiva, dados N v p siempre existe un k, tal que kp < N < (k + 1)p.

Consideramos ahora las sucesiones p; = p!_| = A‘,i”‘—‘p - = N;V&m va;= p;,l = N}fp, =
_N-ip . o 2 _ _N
N—(enyp ¥ Li> Loy > 0.:=1,2, . ,kcontg=0.pg=p vag= N T Npo

Observemos que puesto que N > kp entonces tenemos que N > p; para todo
t=0,.. k-1 yademds N < p; puesto que N < (k + 1)p.

Por lo tanto si vemos que (p(ty), v(ty)) € W™ x LP se concluye el resultado, ya
que N < pg, nos sitia de nuevo en la etapa a).

En efecto vamos a probar que es posible aplicar este método iterativo hasta la etapa

k—ésima, para lo cual vamos a comprobar que r < a;,i € {1,2, .k} con q; = B=L,
Observamos ahora que p; = NJ%E crece COn ¢V COMO consecuencia a; = p—;"’_—’ = NMP_
- ~ i )

también, por lo tanto como por hipétesis r < = ag, se tiene que

N
N=p

r<ay Say Can <. <ag

Como consccuencia, h verifica las hipdtesis del Corolario 1.4.2, para cada 1, de

1+ i : : -1, §oe
donde h : L™ v L es localmente Lipschtiz v por tanto como WP — LA*!

, entonces
h también lo es cutre W7 v L%. i = 1,., k. De esta forma en cada paso podemos usar
el Corolario 1.4.2, para obtener existencia v unicidad con dato inicial (@(t;), u(t;)) €
WEPx L% i =01, . k=1, y por la regularidad (p(tem) () € WEP x WEPH
H";’p‘"“ L1 Dt i =0,1....k—1. Por tanto (1 4.25) esta probado para todo p # 1 y para
todo s > N.
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En particular, por (1.4.25), v,. A € C((0,T); L) v puesto que
kgABU =y + CAB(,:‘ (1426)

por los resultados de regularidad eliptica se tiene que v € C((0, T); W‘g’s).

De esta forma, ya que s > N, de nuevo por las inclusiones de Sobolev, se tiene que
(p,v) € C((0, T);CHQY x CH(TY)).
ii) Vamos a probar que si h € C™, n > 2 dado s > N, se tiene que

(p,v) € CLUO, T, WET x WE) v (pr,ve) € CUO, TR WET™ x k™) (1.4.27)

para todos 1 < k < n, y ¢ € (0, 1], aplicando el principio de induccién sobre k.

Por el apartado i) se tiene que (1.4.27) se verifica para k = 1. Supongamos ahora
que (1.4.27) se verifica para k y vamos a probar que entonces (1.4.27) es cierto también
para k + 1, siempre que k 4+ 1 < n.

En efecto, por la hipdtesis de induccién, dado t; > 0 arbitrario, se tiene que
(pt) v(t)) € Wy

s > N, como consecuencia de la Proposicién 1.4.2 y de la Proposicién 1.4.1 si n = 2, se

ks . .
x W g*, de esta forma teniendo en cuenta que h € C**! y que

tiene que la solucién del sistema (1.1.8) que parte de ese dato inicial verifica (1.4.27) para
k41

Teniendo en cuenta ahora que v, Ap € C((0,7); W5™"*), de nuevo por (1.4.26), se
tiene que v € C((0, T"); W51, -

1.5 Funcional de Lyapunov. Solucién Global en H} x
L}

En esta seccion vamos a estudiar las soluciones del sistema (1.1.7) en el espacio
HYL x L%, dadas por el Corolario 1.4.3. En cste espacio, “manipulando” adecuadamente
las ecuaciones, podemos obtener estimaciones de energia que nos llevan a la construccién
de un funcional de Lyapunov para el sistema. A través de éste vamos a probar la existencia
global de soluciones. La existencia de este funcional de Lyvapunov se puede encontrar en
[1], para el caso en que g{p) = ,13(993— v). En [6] se prueba la existencia global de soluciones
con dato inicial en H! x L% x L% v con g una funcién polinémica de grado r > 3 con r

impar y cocficiente dominante positivo.

Proposicion 1.5.1 Con las hipotesis del Corolurio 1.4.3. se tiene que el funcional de

Energia definido por:
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Fle.v) = —nvg_u +—|| 2 +—|<,a fH —afw (1.5.1)

y que se puede escribir como

f(so,v)=—llv P45 [ Go—o?+ [ ) (1.5.2)

siendo H (s) = [ h(z)dz, es un funcional de Lyapunov para (1.1.8), es decir
i) F(p,v) es una funcion continua en Hj x L%,
iy ;3;(3‘-'(@. v}) < 0 para toda solucion (p(t}, v(t)), del sistema (1.1.8).

ut) (p,v) es un punto de equilibrio si y sdlo si 3(}—(‘9 v)) =0.

Demostracién:
i) Bastard con probar que st (g, v,) — (vg,vy) en H} % L3, entonces Flpn, vp) —
Flwa, vg) en R

Teniendo en cuenta ahora que

kl o b 42 o kl 5 b "o o
v'nn T = TUn — &y - V” - "/ T - -
3 Ieull* 5 [ o = v 219l 12 [ (G0~ g0)

si vemos que H{g¢,) — H(we) en LL(0) habremos terminado la demostracién de este
apartado.

Observamos ahora que en particular, existe una subsucesion de ¥n que converge en
casi todo punto de Q, lo que por la continuidad de /, nos permite probar que H(pp) —
H{pq) en casi todo punto de §.

Por otra parte las hipétesis sobre r en el Corolario 1.4.3 implican que H), C L™HQ)
por las inclusiones de Sobolev, va que | — TY > =X Porlo tanto wn — @oen L™ y como

T
consecuencia existe ¥ € L', tal que:

lon(2)] < | (z)|etpa € L

De esta forma teriendo en cuenta que si ¢ € H}, entonces H(yp) € LY () y verifica que
LH(s)] < C(1 4 |s|™1), se tiene que

[H (ond{2)] < (1 + @ (2)])etpx € 82

v como consecueiicia del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se tiene que
H{w@n) — H{go) en L. para una subsucesién, v como el Hmite es independiente de la
subsucesion eclegida. se tiene que la sucesién H (iz,,) converge a I (pg) en L'{0).

A conthmacion abordamos la demostracién de los sigulentes apartados.
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Por el Corolario 1.4.3 si (i, v) es una solucién del sistema (1.1.8), asociada al valor

inicial {pg, vo) € H} X L%, se tiene que
(p,v) € C(0,T), HE x Hp), (pe,vi) € C((0.T), Hp x L),

Por lo tanto, podemos multiplicar la primera ecuacién de (1.1.8) por a_a% en L%,y

después de integrar por partes, se obtiene

3@

b
12207 + SNVl + [(H ) + 50 = [ 05 (153
ya que
Ctp 8(‘(7(,9 O Bgo 2
—k [ B =k, / f e 2
1] ar an Ot On dt[ ( Vel
puesto que, fn 5{‘%5‘;3 = 0 con cualquicra de las condiciones de contorno consideradas

Dirichlet, Neumann o periédicas, ya que por la regularidad de la solucién probada en el
Corolario 1.4.3:

Si B = D, entonces , € H, = H}.

Si B = N, entonces p € Hy = {f € H(), gﬁ = 0}.

Si B =P, entonces p € H,,., vy ¢ € Hp,,

Por otra parte [, 1)—9 = 4 fove] ~ f cp%, por tanto de (1.5.3) se obtiene

dv

g 1.5.4
R (1.5.4)

12242 1 1Tl + [ ((0) + 56° — avg)) =

dt 2

Por otra partesi B = N o Py (p(t),v(t)) es una solucién de (1.1.8}, entonces
v + cAp — kaAv =0

e integrando en {2 tenemos:

Fhn du o
o= fove [ Eokf Do [ty 155
Qu:+c 0 o 2 om0 QUr r!t( n”) 0 (1.5.5)

de esta forma [, v{t) = [, vo es decir la masa se conserva.
Ahora multiplicamos la segunda ecuacion de (1.1.8) por %(—AB)‘lut en L%(£1).

Observamos que para B = D, (—Ap)~!

estd bien definido, perosi B = N o B = P,
entonces —A g no es positivo. No obstante, su nicleo es un espacio \'ectorial de dimensién
uno, generado por las funciones constantes. Ademas por (1.5.5) tenemos 5 dt {(fauv) = Jquve =

0 v por tanto {—A )~ 'y, estd también bien definido, como un elemento de HB de media
cero. Ion lo sucesivo usaremos en mas de una ocasién la inversa de —Apg de elementos de

media nula, tal y como acabamos de describir.
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Veamos ahora que el resuitado de multiplicar - Ap) lu en LB por v, es —|l P “—1

En efecto, teniendo en cuenta las propicdades de los operadores sectoriales y la escala de

espacios de potencias fraccionarias asociados, [31],s1 A = ~Agen X = L2si B = D, ysi

=NGS6B=PenX =1L} ={u€L} [u=0} con dominio X' = H2NHsi B = D,
ysiB=No6B =P, condominio X! = H} = {u € H}, f,u = 0}, se tiene que

< Aoy >=< AT, ATy > = |47y = lodll - (1.5.6)
con X% = Hgl. De esta forma obtenemos

a v, ., aks d Jv
~li—=Il: —. 1.5.7
e R L e (1.7

Sumando las expresiones (1.5.4) y (1.-3.7) obtemos

1220 + “Mjmf-%fwm)=o (158)
de donde se tiene que F(p, v) es un func:iorm] de Lyapunov, lo que prueba los apartados
i) v iii).

Es importante observar que de (1.1.9), se tienc una relacion muy especial entre los
parametros, i.e %} = §. Dicha relacién nos permite reescribir el funcional como (1.5.2).

En efecto

b
3 G0 = 2l o Sl = [ v
n 2% v)? = Zhll* = 22102 por (1.1.9}.{:,

Como consecuencia vamos a probar en primer lugar que la solucion estd globalmente
definida, para lo cual vamos a imponer una hipétesis adicional sobre la estructura de la

no linealidad, tal y como se hace por ejemplo en (28], para problemas semilineales. En

efecto:

Corolario 1.5.1 Supongamos que h(s) verifica las hipdtesis del Corolario 1.4.9 y ademds

/
limyinf 2fs)

GRS

> 0, (1.5.9)

Entonces toda solucidn de (1.1.8). verifica (g, v) € Cy((0,00), H x LY). De esta
forma (1.1.8) define un semigrupo. S(t).t > 0 en Hp = L3,

S(t) (o vo) = (1), u(t)) (1.5.10)
tal que todas las orbitas son acotadas.

Ademas si N C M}y < Ly es acotado. entonces {S{t)N, i > 0} también es acotado.
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|
|
!

Demostracion:
Si h{yp) verifica (1.5.9}, entonces para todo § > 0 existe ¢(§) > 0 tal que!H(s) >

§s° — c(8) para todo s € IR, y de esta forma tenemos que

[) H(g) > 8lioll* - ()9

(1.5.11)

Por otra parte, tenemos que F es un funcional de Lyapunov, de donde F((t), v(t)) <
F(p(0),v(0)) parat > 0 y esto junto con (1.5.2) y (1.5.11), nos dice que

k 9 b a 5 0 '
:jllvwll' + 5/{}(30 — )"+ 8llell” < (&) + Flpo, vo) < oo 1(1.5.12)

De esta forma, ||Vl ll¢ll® v 3v ¢||* son finitas mientras existe la solucién.
Ademis, la norma de la solucién en H} x L% permanece acotada y de esta fo:rma por
el Corolario 1.4.3, tenemos que {{p(t),v(t)).t > 0} es una drbita global y acotada en
HL = L%.

Ademas, de (1.5.12), se tiene que |

1S (&) (o, vo)lliry s, = Mo (), (D Iy, < o1 + ol Flwo, o)l

con |F (o, vo)] < eall Veooll® + calluall® + esliwoll® + o [H (wo)l- ;
Por otra parte por las hipdtesis sobre el crecimiento de h, (1.4.2), se tiene que

JolH (o) € cs+ o7 fqlwol™ < ce + c-,-||£po||ﬁ;131, ya que por las hipdtesis del CE?orolario

N < N+2

1.4.3 tenemos r < = < 375

, de donde, por las inclusiones de Sobolev Hj — BL'"“. De
|

esta forma ;

e

1S (wo, volllay <z, = 10 (t), v(Emyxz < 10 + ertll(wo, vodllny <22, + crzlioll gy

i (1.5.13)

con ¢;,1 € {1,...,12} constantes positivas. Por tanto las orbitas de conjuntos acotados

f
son acotadas.— '
|
|

1.6 Regiones invariantes

Vamos a probar a continuacion la existencia de regiones positivamente invariantes
bajo la condicion de que k; # ko, para las soluciones del sistema {1.1.8) con condiciones
. .. . . l
de contorno de tipo Dirichlet. Para ello seguiremos las técenicas de {19], [58}.

En primer lugar escribimos el sistema (1.1.8), de la forma:

(wc):(h O)A(¢)+(—h(w)—btp+av) ; (1.6.1)
Ut £ ko U 0
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k —h(g) — by +
Llamando 4 = 0 R T = (p) = by Fav vl = v . se tiene
¢ ke i) 0 0]

que
Uy = AAU + F(U).
Observamos que A es una matriz definida positiva. En esta situacién vamos a buscar

regiones positivamente invariantes definidas de la forma:
Y= [{U € R*/G{U) < 0} (1.6.2)
i=1
siendo G; : V C IR* — IR funciones regulares definidas sobre un conjunto acotado V.

Definicién 1.6.1 Dado un conjunto cerrado 3. con Y. C V, diremos que una solucion
(p(t,z),v{l, )} del sistema (1.6.1), tiene condicion inicial y de frontera en Y., si verifica:

i) (cp(O,sc w(0.2)) € Y para todo z € §.

it) Pare cada t fijo. existe C', subconjunto compacto de Q) tal que si x no pertenece a C,

entonces (¢(t, z), v(t,z2})) € int(Y)). donde int{d]) representa el conjunto de los puntos

interiores de 3.

Definicién 1.6.2 Diremos que 3 es une region invariante para el sistema (1.6.1), si
toda solucion U(t, z) que parte de un dato inicial y de frontera en esa regidn, verifica que

Ut,z) € 3 para todo t > 0 y para todo x € €.

Definicidn 1.6.3 Diremos que G : ¥V C IR* — IR es cuasiconveza en Uy € V si y solo si
para todo 11 = (n1,7e) € R* tal que DG(Up)(n) = 0. se tiene que DG (Ug)(n,n} > 0.
Donde

2 e ac‘;(.’
DG Z Uo iy DPG(Wa(nomy = S
iL.J

i=1 © — dridz;

(Ue)nin;.

La existencia de regiones invariantes de este tipo, cstd basada en el siguiente Teo-

rema, cuya demostracion se puede encontrar en [19], {58]:

Teorema 1.6.1 Bajo las notaciones anleriores, dada Yy definida por (1.6.2) y A matriz
definida positiva, se liene que 3. es una region invariante para el sistema (1.6.1) siy solo
st para cada punto de la frontern de esa region, Uy € 8% (es decir. Gi(Ug) = 0 para algin
t=1...,m), se tiene que:

i) DGi(Up) es un auntovector por la izquierda de A, donde DG (Ug) = VG i(Ug).

1) Gy es cuasiconveza en Ug.

iii) DG (F)(17g) 0. donde DGL(F) = Vo k)
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Como consecuencia del Teorema 1.6.1, se obtiene el siguiente resultado:

I
i
|
|
|
|
Teorema 1.6.2 Supongamos que B = D con ko > ki y h verificando: |
i)ﬂf)-)Opam [s] >> 1. !
i) Existen Dy < 0 y Dy > 0 tales que R{(D,) < 0, R(D2) > 0 y para todo s € (Dl, Dj)

l

l

|

|

|

!

—- D) +R(D) <R
ko—k(s 1) + R(D1) < Rls) < o—kl

(s — Da) + R(D2) (1.6.3)

donde R(s) = L(h(s) + bs).
Sean G;: R*— R,i=1,..,4 definidas por

[

Gilp,v) =9 — Do, Galp,v) =v— -
ko — ki

((10 - D2) - R(D°)1

G3(W1U) = Dl - ¥, G4((|0! ) (lp Dl) + R(D ) v.

kq—kl

Entonces el conjunto

4
Z = ﬂ{(@ﬂ;) € R*/Gi(p,v) < 0}
=1

es una region invariante para el sistema (1.6.1).

Demostracién:
En primer lugar observamos que DG, = VGI =(1,0),DCGy = VGy = (==~
DGy = VGy = (=100 v DG, = VG, = (;

A. Ademias G; es cuasiconvexa por ser lineal en ¢ v v. Por tanto si comprobq‘.mos que

kz k1 1)
—1) son todos vectores p[ioplos de

FT=FT

DGi(F) < 0 sobre los puntos del borde de ¥, tendriamos el resultado buscado como

consecuencia de] Teorema 1.6.1. ,

Vamos a probar por tanto que DG{F) = VG; 0o F <0 sobre el borde deiz. Para
ello observamos que: |

DGy(F) =VGioF =a(v—R(p)), DGa(F) = VGro F = — %= (v — R(y)), DiGa(F) =
VG3o F = —a(v~ R(p)) yDG4(F) = VG40 F = 2-(v - (<p))-
Consideramos ahora la curva v = R(p) que divide al plano en dos regxonies donde

v~ R(p) >0y v~ R{g) < 0 respectivamente. |

Como consecuencia de (1.6.3), los puntos del borde de ¥, es decir los punt:os donde
G = 0, para algun 1, estdan totalmente contenidos en una de esas regiones donde v — R(p)
tiene signo constante. Por lo tanto, teniendo en cuenta que v — R{p) < 0 sobre iGl =0y
sobre G4 = 0, mientras que v— R{y¢) > Osobre Go =0y G3 = 0, la conaici()n D(;?iOF <0

se verifica, lo que concluye la demostracién..—

|
i
!
!
i
|
|
|
|
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—_— f>0 P,

0
i
Q

f<0

flo.8} = =hlg) — bp +av = alv — R(p))
figura 1.1: Ejemplo de regién invariante 3

Observacién 1.6.1 £n el caso kb, = ko, la matriz A tiene un unico autovalor cuyo espacio
propio asociado es unidiniensional y esta generado por el vector (1.0). Como consecuencia
solo tenemos una direccidn para el gradiente de Gy, lo que no nos permate la construccion

de 3 por las teenicas del Teorema 1.6.2.

A continuacién vamos a utilizar las regiones invariantes para encontrar estimaciones
a prioti de las soluciones en espacios singulares, que nos permitiran a su vez probar la
existencia de soluciones globales.

En este sentido ohservamos que ademas de considerar el semigrupo generado por
las soluciones que parten de datos iniciales en el espacio IVE”’ X WB_LP, con n,p tal
que WB_l‘p — (), lo cual cs equivalente, por las inclusiones de Sobolev, a tener
N < p{n — 1), es decir considerar las soluciones en espacios de funciones continuas tal
v como se hace en [9], podemos considerar también las soluciones que parten de datos
iniciales en el espacio 11757 x LP.

En efecto dado (6. vg) € H»’fjp * LP 1a solucion del sistema (1.1.8) que parte de ese
dato inicial, dada por el Corolario 1.-1.2. verifica #(t), v(t) € C(Q). para todo t > tg, con
tg > 0, segun probamos en la Proposicion 113 De esta forma podemos elegir Dy, Do
tales que ({tg). v(to)) € ¥ para todo r € ). de donde se tendria por el Teorema 1.7.1,
que {p(t). v{f)) € ¥ para todo t > ig. lo cual proporciona estimaciones de la norma en
L7 uniformes en t > 3 para las soluciones del sistema (1.1.8), lo que nos va a permitir
probar la existencia global de soluciones en dichos espacios. tal v como vamos a ver a

continuacion.
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1.7 Existencia global de soluciones en W;i"xW3~'? p #
1,n>1

Vamos a probar que las soluciones del sistema (1.1.8) con datos iniciales en Wg”* x
Wg_l‘p dadas por el Corolario 1.4.2 y las Proposiciones 1.4.1 y 1.4.2, estan globalmente
definidas. Para ello, segtn el Teorema 1.4.1, hemos de probar que la solucién permanece
acotada en tiempo finito.

Puesto que no es facil obtener estimaciones de esta norma directamente de las ecua-
ciones (1.1.8) multiplicando por funciones test adecuadas e integrando por partes, elegimos
un camino indirecto, basado en el efecto regularizante del sistema (1.1.8).

Supondremos que las soluciones en Hj X L% estan globalmente definidas, para lo
cual ciertas restricciones sobre A son necesarias, como se vio en el Corolario 1.5.1 (una
hipétesis suficiente es que h verifique (1.5.9)). Para datos iniciales en wg? ><‘ W;_l‘p
utilizaremos el hecho de que la solucién local estard en Hj x L% para todo instante de
tiempo t > 0 y como consecuencia estara globalmente definida en Y% L%. A continuacién
el resultado de regularidad de la Proposicion 1.4.3, indica que para todo instante ¢t > 0 la
solucién con dato inicial en H x L% también estd en W5” x Wp™'" con lo cual ambas
soluciones coinciden y estin por tanto, globalmente definidas.

En el desarrollo de este razonamiento, ademds de considerar la solucién lpcal con
dato inicial en estos espacios X = WiP x W5~ necesitaremos considerar similtanea-
mente los resultados que nos ascguran la existencia local de la solucion con dato inicial
en HE X L% recogidos en el Corolario 1.4.3. Por esta razén en los casos en los que
X — Hpx L%, ademéas de las hipdtesis que nos proporcionan la existencia local de la
solucién con dato inicial en X junto con {1.5.9), necesitamos imponer alguna hipotesis
adicional sobre h para que se verifiquen las hipdtesis del Corolario 1.4.3.

Veremos después que es posible probar resultados de existencia global de soluciones
para aplicaciones h en las hipédtesis del Teorema 1.6.2, verificando (1.5.9) junto con las
hipétesis de existencia local en estos espacios X, utilizando el Teorema 1.6.2 sobre Ja
existencia de regiones invariantes, lo que implica a su vez restringirnos por tanto al caso
B:Dykg—k1>0.

Proposicién 1.7.1 i} Sean p # 1 y h € C' verificando alguna de las siguientes condi-
ciones:

a)p > 2 yh verifica lus hipotesis del Corolario 1.4.3 junto con (1.5.9).

b) 1 < p <2 yh verifice las hipolesis del Corolario 1.4.2 junto con (1.5.9).

Entonces dado {ypq,vo) € H"’é‘p x LY, la solucion (p(t), v(t)) de (1.1.8) con dalo
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inicial (g, vo), dada por el Corolario 1.4.2. esta globulmente definida. De esta forma

tenemos definido el semigrupo

S(t)y: WP x Ly —— WEPx Ll

(1.7.1)
(w0, vo) — (i(t), v(t))

t >0, donde (p(t),v(t)) es solucién de (1.1.8) con (¢(0),v(0)) = (vo, v0) en Wo® x LP.

it) Sean p # 1 y h € C? vertficando alguna de las siguientes condiciones:

2

a)p > wjrah verifica (1.5.9) junto con las restricciones dadas por {1.4.2) con1 <r < oo

st N = 2 y las dadas por {1.4.7) con1 <r < Ai:, si N >3

b)l<p< A?JFQ y h verifica las hipdtesis de la Proposicion 1.4.1 junto con (1.5.9).

Entonces dado (g, vg) € W;p X Wé’p la solucion (p{t),v(t)) de (1.1.8) con dato

inicial (pg, vo) estd globalmente definida y de este modo tenemos ast el semigrupo corres-

pondiente
S(t): WpP x WET'YP e WP x WP

(1.7.2)
{0, vo) (2 (t). v(t)

t > 0, donde (¢(t), v(t)) es solucion de {1.1.8) con (¢(0),v(0)) = {go, vg) en W;’p X Wé‘p.
iii} Supongamos que h € C™* n > 3 conp £ 1 y N < (n — 1}p verifica las hapotesis de
la Proposicion 1.4.2 y del Corolario 1.4.3 junto con (1.5.9). Entonces dado (o, vo) €
WP x WE™Y la solucidn (o(t), v(t)) de (1.1.8) con dato inicial (g, vo) estd globalmente

definida. Tenemos ast el semigrupo correspondiente

S WP W e WP W

(1.7.3)
(+50. vo) — (o(t) u(t))

t > 0, donde ((t).v(t)) es solucion de (1.1.8) con {p(0),v(0)) = (po, vo) en WgP x
wpotP,

Demostracién:

Sea X = WEP x W5’ n > 1 vamos a ver en primer lugar que h verifica las
hipétesis del Corolario 1.4.2 si n = 1, la Proposicion 1.4.1 si n = 2 o la Proposicion 1.4.2,
sin 2 3, que nos aseguran la existencia de solucion local con dato inicial (po,vg) € X, ¥
simultianeamente cn cada caso h verifica ademas las hipdtesis del Corolario 1.4.3 que nos
asegura la existencia de solucion con dato inicial cn H}g X L%

i) En este caso n = 1, observamos que si p > 2 v h verilica las hipdtesis del Corolario

1.4.3, entonces h verifica también las hipdtesis del Corolario 1.4.2. Para ello basta con

N N

observar que si N > p entonces N > 3 v o o
ZAY 755 o
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Por otra parte si 1 < p < 2 v h verifica las hipétesis del Corolario 1.4.2, entonces

h verifica también las hipétesis del Corolario 1.4.3, va que si ¥ > 2 entonces N > p v
N N

N-p < W=z

ii} Consideramos ahora el cason =2y p > ;f,_, v teniendo en cuenta que % < -N"\i_:{—p,

se tiene que las hipétesis impuestas sobre & nos aseguran que h verifica las hipétesis del
Corolario 1.4.3 y de la Proposicién 1.4.1.
N"’f,_,, entonces -N‘\-{‘;Q‘“; < ﬁ‘y:;,:, de donde se tiene que h

verifica también las hipdtesis del Corolario 1.4.3.

Ademdssin =2y 1 < p<

Como consecuencia se tiene que por el Corolario 1.4.2, la Proposicién 1.4.1 o la
Proposicién 1.4.2, dado (g, vo) € Wg5* x I'Vg_l’p, existe solucidn local en [0, T) de (1.1.8)
con dato inicial en X = Wj3P x W5 ' paracadan > 1 y p # 1 en las hipétesis anteriores.

Vamos a ver a continuacion, que se tiene siempre una de las siguientes situaciones:
1- X — Hh x L%,
2-HL x L) — X.

En efecto, por las inclusiones de Sobolev, junto con las hipétesis impuestas sobre
p,ny N, estamos en la primera situacidon siempre que se verifique alguna de las siguientes
condiciones:
ll-n=1yp>2
1.2-n=2yp> S.N.
1.3-n2> 3

Para ello, basg:

2N

. . . . ) .
Como consecuencia, en cualquier caso, si n > 1, se tiene que p > ﬁ Esto equivale

an—1-— % > —& o que por las inclusiones de Sobolev, implica X — H} x L'f;.
En caso contrario, es decir:
21-n=1y1<p<2 obhien
N 4 .
22-n=2y1<p< 5 (en particular, N > 2)
de nuevo por las inclusiones de Sobolev se prueba que estamos en la segunda situacién,

es decir H} x L% — X, puesto que -—% >(n-1)- %.

Vamos a ver ahora que en ambas situaciones se obtiene el resultado.

Supongamos ahora que X' — H}3 % L% v sea (g, vp) € X. Entonces consideramos
la solucién con dato inicial (g, vp) en ) x L3 la cual esta globalmente definida, como
se probd en el Corolario 1.5.1. Aplicando ahora el resultado de regularidad probado en
la Proposicién 1.4.3, se obtiene que la solucion de (1.1.8) cuyo dato inicial pertenece al
espacio Hp x L verifica que (¢(t), u(t)) € X = Wj* x W5~ para todo t > 0 y por lo
tanto la solucidn estda globalmente definida en este espacio.

a , . ..
Supongamos ahora que Hj x L — X, de nuevo por la regularidad de la solucién
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probada en Proposicion 1.4.3, se tiene que la solucidén local con dato inicial en X, verifica
que (¢(t),v(t)) € Hyx L3 paratodo t € (0, T). Como consecuencia podemos considerar la
solucion de (1.1.8) que parte de {¢{t)), v{t;)) € H} x LE, ¢; > 0, la cual estd globalmente
definida, como se probé en el Corolario 1.5.1. Teniendo en cuenta de nuevo que H}; X L% —

X, se concluye el resultado . —

A continuacién vamos a considerar el caso B = D y ky — k; > 0 y h verificando las
hidtesis del Teorema 1.6.2, probando que en esta situacién es suficiente imponer a h la
condicién (1.5.9) para probar que las soluciones locales en estos espacios W7 x WB_l‘p
estan globalmente definidas.

En esta situacion el efecto regularizante del sistema nos permite probar en primer
lugar que estas soluciones locales pertenecen a Hj x L* a partir de un instante positivo,
y en segundo lugar nos va a permitir la construccién de regiones invariantes para estas
soluciones, las cuales a su vez nos proporcionan estimaciones de la solucién en L. Este
hecho nos permite estar en las hipétesis del Corolario 1.4.3 sin necesidad de imponer
ninguna hipotesis adicional a i, y de esta forma por un razonamiento analogo al de la

Proposicion 1.7.1, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.7.2 i) Suponganmos gue ko — ky > 0, h verifica las hipotesis del Teorema
1.6.2 y del Corolario 1.4.2 junto con (1.5.9) y sea {zg,v0) € Wy x LP. Entonces la
solucion (¢(t), v(t)) de (1.1.8) con dato inicial (g, vg). dada por el Corolario 1.4.2, estd

globalmente definida. De esta forma tenemos definido el semigripo
S(t): WoP x LY — WP x LP

(1.7.4)
{10, vo) — (@), u(t))

t 2 0. donde (p(t), v(t)) es solucion de (1.1.8) con (x{0), v(0)) = (g, vo) en W P x LP,
para todo p # 1.

i) Supongamos que ko — ky > 0.h € C" werifica las hipdtesis del Teorema 1.6.2, junto
con de las Proposiciones 1.4.1 sin =2 0 1.4.2 sin > 3 y (¢, vg) € We? x Wp'P
para n yp tales que. n =2 yp £ 1, 0 bien n > 3 yp # 1 verificandose ademds que
N < (n—1)p. Entonces la solucion (¢(t), v(t)) de (1.1.8) con dato inicial (pg,vo) estd

globalmente definida. Tenemos asi el semigrupo correspondiente

S{t) WP Wpmh? WP e R tP

(¢0. vo) — (et v(t))
t > 0. donde (¢(t). v(£)) es solucidn de (1.1.8) con {(0). v(0})) = (po,vg) en Wit x
S

(1.7.5)
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CAPITULO 2

COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO

2.1 Atractor Maximal en H) x L%

Vamos a probar la existencia de un atractor global, compacto v conexo en el espacio
Y = H}J X L% para el semigrupo S{¢),¢ > 0, bajo las hipdtesis del Corolario 1.5.1.

En este sentido, es importante ohservar que si B = D, es decir, si trabajamos con
condiciones de contorno de tipo Dirichlet, probamos la existencia de A, atractor maximal
en H} x L? en el sentido usual. Por el contrario si B = N o B = P, es decir, cuando se
consideran condiciones de contorno de tipo Neumann o periddicas, como consecuencia de
la propiedad de conservacién de la masa para v, {1.5.3), no existe un atractor maximal
en el sentido usual. En estos casos el espacio ambiente estd dividido en una familia de
hiperplanos afines invariantes Y (), m € IR con

Yim) = HY x {ve L’z’;m),fnu — m} |

|
de forma que cada uno de estos hiperplanos conticne a un atractor A(m), compacto y

conexo que atrae a los acotados.

Probaremos que hay un atractor maximal A,, en ¥,, = Hj x {v € LG (), | fqv] €
m} para cada m € IR7. Como consecuencia se tiene en primer lugar, que para todo
mg € IR* y Im| < mg existe un Atractor Maximal en cada hiperplano Y (m) élue tiene
que venir dado por A(m} = A,,, N Y (m).

La razon fundamental de considerar A,,; = Upmj<mgA(m) en vez de A(m), es que

este atractor tiene una propiedad de atraccién uniforme en jm| < my, es decir si B(m) es

73
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un acotado de Y (m! entonces
dist(S()B(m). A(m)) — 0 si 1t — o<,

pero lo que demostraremos es que si ademds B, = U< B{m) es acotado en Yo,

obtenemos que

dist(S{t)Bmg. Amg) — 0sii— o {ver figura).

Observamos ademas que U,,e gA{n) 1o es acotado en ).

Los meétodos utilizados para la demostracion de la exisiencia de atractor maximal,
estan basados en la teoria sobre semigrupos disipativos (|28}, v nos van a permitir obtener
informacion sobre las soluciones v su comportamicento asiutdtico en los espacios Wy x
H"E._l‘p, sln tener que recultir a estimaciones de enervia. (ue por otra parte no resultan

nada ficiles de consegnir.

Proposicién 2.1.1 Bajo las hipdtesis del Corolurio 1.4.3. con h verificando (1.5.9), es
decir
s

lim inf > (0,

3 —x 3

se teene gue:
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i) St B = D existe un atractor global compacto y conezo, A en Y = H} x L? para el
semigrupo S(t), ¢t > 0.

Ademas el atractor coincide con el conjunto inestable de los puntos de equilibrio, E
definido por:

w € WH(E) siysolo si S(—t)w, estd definido para todo t > 0 ydist(S(—=t)w,E)— 0
cuando t + oo, donde la distancia se toma en H' x L2

St ademds E es un conjunto finito, entonces A = Uy ve1ceW ({0, v0)), v parae
cada (p(t),v(t)) solucion del sistema (1.1.8), existe un punto de equilibrio (o, vy) € E,
tal que:

(@(t), u(t)) — (wo,vo) en HY x L* sit = oo.

1) 5i B =N o B = P, para cada m > 0, existe un atractor global compacto y conezo A,,
en Yo, = H};J_{Q_E_L%J_L[QJLL_@[L}_pgm_el semigrupo S(t),t > 0.

Ademas el atractor coincide con el conjunto inesteble de los puntos de equilibrio E,,,
donde E,, = ENY,,.

St ademds el conjunto E(m) = E N {{p,v), Jav = m} es aislade en el espacio
invartante Y (m) = Hy x {v € L}, Jqv = m}, entonces el atractor en Y (m) viene dado
por A(m) = Ap N Y (M) = Ulggueierem W ((wo, vo)), ¥ para cada (p(t),v(t)) solucidn
del sistema (1.1.8) con fqvg = m, existe un punto de equilibrio (g, vo) € E(m), tal que:

((t), v(t)) — (wo,vg) en Hy x L sit v 0.

Demostracion:

Por el Corolario 1.5.1 ¥ la Proposicién 0.3.3 del apéndice, tenemos que S(t),t > Oes
un sistema gradiente asintéticamente regular en /) x L%. Entonces si el conjunto de
los puntos de equilibrio E, es acotado, S{t) es puntualmente disipativo v por el Teorema
0.3.1 del apéndice se obtiene el resultado buscado. Veamos por tanto que E esta acotado.

Sea (o, vo) € HLx L% un punto de equilibrio del sistema (1.1.8), es decir, verificando

(2.1.1)

—kiAppo + h(po) +bpo—avg = 0
—kgABUO + CABL,GO = 0

Si B = D, la segunda ecuacién de {2.1.1) y la relacion entre los coeficientes (1.1.9), nos

dice que by = avy ¥ por tanto
~ ki Apgo+ hyg) =0 (2.1.2)

basta entonces con probar que todas las soluciones de (2.1.2) estan en un acotado de

H} = H}. Mulsiplicando (2.1.2) por 9, e integrando por partes, obtenemos:

k—l/ V2ol ‘*“/ higg)wo =0
a 0
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ademas por (1.5.9), existe § > 0,¢(§) > 0 con h(s)s > §s° — ¢(8) para todo s € R y por

lo tanto

[ higo)o 2 sligall* = c(s)i2l (2.1.3)

Consecuentemente, existe 2 > 0 tal que [jyollyy, < R,y ||U0HH113 < ER y por tanto
el conjunto de los puntos de equilibrio £ estd acotado en H} x H] y en H} x L*,
Finalmente st £ es un conjunto finito, teniendo en cuenta que el conjunto w—limite,
w (o, vo), estd contenido en el conjunto de los puntos de equilibrio, [28], [31],[61], se
concluye el resultado.
ii) Si B = N o B = P por la segunda ecuacién de (2.1.1) y por la relacion entre los

coeficientes (1.1.9), tenemos que

bpg — avg = A para algun A € IR, {2.1.4)
esto implica que
—kiAnoghleg)+42 = 0
1 BY¥0 2(Y’C’) } (215)
big — aug = A

Como A es arbitrario no es posible probar que los equilibrios son acotados. Sin embargo
por (1.5.5) la eccuacién de evolucion de v conserva la masa, de forma que si miramos
equilibrios en Y, esto es, con { f, vg| £ m, i dado, si cs posible probar que son acotados.

Multiplicando la primera ecuacion de (2.1.5) por g, e integrando por partes obte-

kl/ |V 0ol '*] h(wa)wo '*‘Af wo = 0.
9] 18} 9]

Ademads por (2.1.3) tenemos que
k[ Vol 45 [ wf+a [ oo < (o))
0 Iy 0

Por otra parte, (2.1.4) nos dice que A [ g = E;—'AB + $A Jo vo, de esta forma

nemos ahora:

Q aA a
k1/ Vool + 5/ wo + u,\g < e(6)9| — ——/ vg £ {5} 4+ —Am.
0 0 b b Ja b
Ahora, por la desiguatdad de Youny para cada ¢ > 0y o) = ;—( tenemos que

A < e|A]? + c(e). De esta forma tomando ¢ = %, existe una constante ¢, (m) = <(8)|Q] +

A] V0l + 6[ 22 < e (m)
0 9]

y por tanto [lgolly; S co{m) para algin co(m) > 0. Ademas, por (2.1.4) tenemos que

M € bligoll +am) v

pmele) > 0 tal que

1]

leoll < ol + i
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Consecuentemente, existe c(m) > 0 tal que lleolly, + ltvoll < c{m) para todo
(o, v0) € Em = Y, N E, donde E,, representa el conjunto de puntos de equilibrio en
Y. Esto unido al hecho de que Y}, es invariante por S{¢) y adem4ds el semigrupo S(t)
sobre Y, es asintdticamente regular y puntualmente disipativo, nos permite aplicar el
Teorema 0.3.1 del apéndice para concluir la demostracién.

Por dltimo teniendo encuenta la estructura del atractor maximal que se pueden

encontrar [28], [31], [61], se concluye la demostracién. —

2.2 Atractor Maximal en W37 x Wi " p#1,n > 1

Vamos a ver unas estimaciones uniformes sobre la norma de las soluciones en Wy? x
L% parap > 2, y en otros espacios mas regulares, basadas en la técnica de la Proposicién
1.4.3 y en la formula de variacién de las constantes. Estas estimaciones nos van a permitir
demostrar que el atractor maximal en H} x L% dado por el Corolario 2.1.1 es también
atractor maximal sobre estos espacios.

Para la existencia del atractor consideraremos el caso B = D, es decir trabajaremos
con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, para probar que A es un atractor maximal
en WP x W™ " paratodop # I sin=1,p > % sin=2vypara N < (n— 1)psi
n > 3.

Esta prueba se puede trasladar a las condiciones de contorno de tipo Neumann y

periddicas, teniendo en cuenta que en estos casos no existe un atractor maximal en el
sentido habitual, como se hizo observar en la seccién anterior. En estas situaciones el

P con B = N 6 P, esta divido en hiperplanos afines X (m) con

espacio WpP x Wp™!
m € IR

X(m) = WEP x {v e WEP(Q), Av — m},
de forma que fijado m € IR¥, el atractor maximalen H}x L%, A, dado por el Corolario
2.1.1, es también en los casos anteriores, un atractor maximal en
X = WA x {v € WE™LP(Q), |f v < m)
n

que atrae uniformemente en n a todos los acotados de X {(n) con |n| < m.

Proposicién 2.2.1 Supongamos que h verifica las hipdtesis del Corolario 1.4.2. Dado
(w0, v0) € 1-‘/',13‘” x L'y, supongamos que la solucion del sistema (1.1.8) que parte de ese

dato inicial, verifica:

supesoll{w(t). U(f))||w}3-*’x1,g < e < 2%
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a) Entonces, para todo s > 1 ye € (0, 1] se tiene

supis-i| (w(t), U(t))“uv'_f,““"’xwé"‘?‘-’ < C{r, suppso||{e(t), v(t))HW;pr%}

para T > 0 arbitrario.
b) St h € O™ n > 2, estd en las hipdtesis de la Proposicidn 1.4.1 sin = 2 y de la
Proposicion 1.4.2, sin > 3.. Entonces se tiene ademds que para todo s > 1 sin =2, y

para todo s > HNTI sin > 3,

supca1(0(0), () g -2ensag-ser € CLr supall (1), () oz
parae € {0, 1], 7 > 0.

Demostracién:

Sea Ay = Ap 4 Al con A > 0 suficientemente grande para que Ajg sea definido
positivo, es decir para que Re(o(Ap + A1) > 1 > 0. Ademds este operador sigue siendo
sectorial al igual que Ag sobre los mismos espacios de potencias fraccionarias.

Como consecuencia, la solucién del sistema (1.1.8) con dato inicial (@(ta), v(ty)),

viene dada por la férmula de variacién de constantes

(p(0).5(1)) = S(=to){i(to). v{t0)) = ™45 (10}, u(t) )+ e G (o), u(s))ds

to
(2.2.1)
donde
—k1Apg + Al —al
Ay = 158 “ (2.2.2)
e g —~kolNp -+ A]
y
o —hle) F (A= by
G. hd — i'(‘r‘) ( )\,9 (223)
v Av

y por simplicidad en la notacidn en lo sucesivo notaremos por Ag el operador A} y por,
& el operador G*.

Observamos que basta con probar el resultado para ¢ suficientemente pequeno y s
grande.
Demostracién de a):

Teniendo en cuenta ahora la Proposicién 1.4.3, se tiene en particular que la solucién
que parte de (¢, v}, pertenece al espacio I-VII;"’ % LY para todo ¢ # 1 a partir de cualquier
mstante de tiempo positivo.

Recordemos los espacios de potencias asociados a 4 B s decir, si Y, = LY x W,}l’q,

L = =%
entonces YoF = W7 x LY, Yl = WETx W hie Y T = 0 e 5 parac € (0.1,
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De esta forma por la formula de variacion de las constantes, junto con el Lema 0.1.1 del

apéndice, se tiene que

—u(t-7} t  gmult-s)
16,9 Ol £ M) 00Dl g + 5w G, )0, [ 1 -(;-;g—d)
2.2.4

con 0 < e < %, para todo ¢ > 7. Ademads, tenemos que h, y como consecuencia también G,
lleva acotados de /q% en acotados de Yy, tal y como se demostrd en el Corolario 1.4.2 bajo
ciertas hipdtesis sobre g, N vy el orden de crecimiento de h. En este sentido observamos
que al ir aumentando ¢, las restricciones del Corolario 1.4.2 se debilitan y por tanto como

son ciertas para p, en cuanto ¢ > p también se dan. De esta forma si

supezr (@ )O3 < ¢y < o0 (2.2.5)

se tiene que supx- |Gy, v){t)|ly, < cg < oo. Como consecuencia, dado 7 > 7 arbitrario,

: 3 _ 3.1
existe ¢; = ¢;(c,, 7, 7") > 0 tal que

supzr (@, v){t) - < ) < oo (2.2.6)

A continuacidn vamos a aplicar este argumento general para clertas elecciones de q
y T
ay) Supongamos que p > N.
Aplicando (2.2.4)-(2.2.6) para ¢ = py 7 = 0, se tiene que para todo t; > 0 arbitrario,

obtenemos:

SU-PtztIH(%U)(t) lypl-'- <o < oo

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que {1 — 2¢)p — N > 0, y como conse-

1

) . . . _ o(1-e), —0, i
cuencia de las inclusiones de Sobolev, se tiene que Ypi € = WB( Py I-V}; P YI =

W};’s x L% para todo s, y por tanto:

supiz (e, U)(r.)||Y§ < ¢o.

s

De esta forma aplicando de nuevo (2.2.4)-(2.2.6) con g = s v 7 =t > 0, tendriamos

SUpixt, ||{¥ . U)("«)H\;“‘ <

2(1—e¢),s

. s1l—¢ . A=2¢s
conio>t; > 0ycon Y, =W, x W

, tal ¥ como querfamos probar.
A continuacién vamos a ver que en cualquier otra situacion nos podemos remitir al
caso anterior, por un procedimiento iterativo similar al utilizado en la demostracion de la

Proposicidn 1.4.3.
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as) Supongamos que p < N,

En primer lugar por (2.2.4) para ¢ = p v 7 = 0, se tiene de nuevo para t;, > 0, que
SUPe>t, ||(‘Pz U)(‘-’-)“};}-' <cqp.

1
RIg = N =
Por tas inclusiones de Soholev se tiene que Ypl_‘ = 'i-{",}(l 0P I'V;l; P W;;'s x Ly =Y

N

para todo s < pi(¢) = N<p(l—2

7 De esta forma se ticne que:

sumgnll(w,v)(f—)ly& < co.

Py (e)
Por lo tanto:
az1) Si p < N < 2p, entonces con ¢ € (0, 1] suficientemente pequefio tal que

N < 2p — 2ep, se tiene que pi(¢) > N v por tanto estamos en el caso a;) por lo que se
tiene el resultado buscado.

Si N > 2p, entonces para todo ¢ suficientemente pequeno tal que N > 2p — 2¢p, se
tiene que pi(¢) < N. Aplicando de nuevo {2.2.4)-(2.2.6) para q = p1{e) v 7 = {o > 1y, se
tiene que

SU»Przta”('w:'! U)(E)ilynlr(:) < o

. . . - 2(1-¢),
Ahora de nuevo por las inclusiones de Soholev, se tiene que Ypll(:) = WB( pife

[ LS s E o _ Npi() _ Np
— Wy x Ly =Y para todo s < pafc) =

N-piTeI=2¢) ~— N-2p{1-2¢}"

H/[lj_ 2e,pi (e}

Por tanto:
azn) Si2p < N < 3p, entonces con ¢ suficientemente pequeno, se tiene que pole) >
N, por lo que hemos terminado ya que estamos en el caso a,).
En caso contrario, si N > 3p, se tiene pa(e) < N v tendriamos que aplicar de nuevo
(2.2.4)-(2.2.6), ahora con q = pa(e).
De esta forma al igual que vimos en la Proposicién 1.4.3, en un nimero finito & de
etapas llegamos al primer caso a,).

En efecto, de forma inductiva dados N v p existe un k, tal que

ask) kp <N < (k4 1)p.
Npi_ Np

Definimos pg = p,pi{e) = Nopea=g = :\"—:'1-:(11—’3&) para ¢ = 1,.., k. Observamos

que en esta situacion, por ser N > bp, para todo ¢ suficieniemente pequeno, se ticne que
N > pi(e) paratodo i = 0... k=1, v ademds por ser N < (k+1 )p. se tiene que pr(e) > N,
para ¢ suficientemente pequertio.

Por (2.2.1) se tiene que:

suprse, || (5. L}”‘J; < ¢
Poie)
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y por el razonamiento anterior se ticne que

supese (i, V)| yloe S ¢ < 0,

y por las inclusiones de Sobolev se tiene que

v)||y§ <cgpp<oo, 1=1 .k f
Pig1(e) ‘

De esta forma en la etapa k—ésima tenemos (2.2.5) para ¢ = pp{e) > N, lo que
concluye el resultado pues nos situa de nuevo en la etapa a;).
Demostracién de b):
b) Si h € C*"n > 2, consideramos s > 1sin =2,y s > ;A_’-f sin > 3 arBitratio y
aplicamos el principio de induccién sobre n, al igual que hicimos en la Proposicién 1.4.3,
para probar que ahora la siguiente estimacién de la norma de la solucién:

Para todos &k < n, 7 >Oy6=%con5€(0.l

e = c(7) > 0, tal que

arbitrario, existe una constante

supez|[{e, U)(t)“},ig_l_( < G (2.2.7)

k+1

con Ys+ f = I'V;;H_Qf’s X I-Vg_gf's.

Observamos que por el apartado anterior, se tiene que (2.2.7) es cierto para k =
con ¢ € (0, 1. Supongamos ahora que (2.2.7) se verifica para 1 € k < n y vamos a probar
que entonces (2.2.7) es cierto para k + 1, siempre que k + 1 < n.

Observamos que ahora, para cada k, existe la solucién con dato inicial en los espacios
k+1-2¢, ~2¢, : : N
Wt s W5 ™ vaqueporser h € C*"! y N < ks, si k > 1, estamos en las hipdtesis

de la Proposicion 1.4.1 o de la Proposicion 1.4.2. '

L2 3%
Por la hipétesis de induccidn se tiene (2.2.7) cn el espacio Y5 ¢, es decir
|
|

SUPr2t11|(%UJ(f)|\nk_;_l_( < ¢k ‘

con ¢, > 0y t;y > 0. Como consecuencia, por un m7onamlento analogo al del Lema 1.4.2,

h(e} v por tanto G(y, v) estd acotado en el espacio }5 "¢ es decir, se tiene que:
supeznllGle v 5o < e

siendo ¢; una constante positiva que solo depende de ¢,. Por lo tanto, andlogamente

a (2.2.4)-(2.2.6), trabajando ahom en los espacios de potencias fraccionarias para AB,

€ k"l -

k_ -
en Zy = ¥¢ 0 = WES s wETI2S tonemos ZF = Ye® ¢ = pkFlles o ppkts
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—2¢

L
- 7 Ti +2-de, ka1
J; € — }/52 — Li/‘g. de,.§ W LI k+1 4(,3

B . v usando de nuevo el Lema 0.1.1 del apéndice,

se tiene que

e_nu(t_!l)

L e = LA CIRTCY) s
f — )2 f

¢ e #(t—3)
5, M——m—ds

+SUP{2Q”G(‘PsUJ(tJ Y_,I t (t — s)l_c

para todo t > t1, con 2¢ € (0, §].
De donde
Supr?f'z”(w\U)(t)”),éﬂ-h < Cha

para ts > {; > 0 arbitrario, lo que conclive la demostracion.q

De forma inmediata se obtiene el siguiente resultado, en el que hemos de imponer a
h, al igual que en otros resultados siguientes, la hipdtesis (1.5.9), es decir
his)

lIiminf == > {
ls|— o0 s

ademds de las hipdtesis del Corolario 1.4.2, va que necesitamos tener asegurada la exis-

tencia de solucidn global con dato inicial en Hj x L%.

Corolario 2.2.1 Supongamos que h € C™ n > 1 verifica las hipotesis del Corolario 1.4.9
Junto con (1.5.9), entonces se tiene que:

a) Dado (po,vo) € Hh x L%, la solucicn del sistema (1.1.8) con ese dato inicial, estd
acotada en WET17% WE"QE‘S para todo s > %, con ¢ € (0,1], en [t},00) para todo
t > 0.

En particular, esto es cierto si {po,vp) € W,;‘p X L’f; con p > 2.
b) Si K C Hix LY es un conjunto acotado, entonces el conjunto {S{{)K,t > ¢ > 0}, es
n+1-2¢,s

acotado en W x LVE;*EE‘S para todo s > ;’Y_l con ¢ € {0,1].

. . s . A1,
En particular, esta conclusion es wilida para K C W nt % LY acotado, con p > 2.4

A continuacién vamos a ver un resultado sobre la regularidad del atractor maximal
- izl . . . .
para el semigrupo en 5 x L%, denotado por Asi B = D, Aynsi 3 = N, P, cuya existencia

ha sido probada en la Proposicién 2.1.1.

Corolario 2.2.2 Supongamos que se verifican las hipotesis del Corolario 1.4.3 junto con

(1.5.9), ysea AsiB =D, A, siB =N 6 P, el atractor mazimal sobre Hix L%, dado por
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la Proposicion 2.1.1. Entonces se tiene que A C Wy x L s5i B =D y Ay, C Wg' x LY
si 8B =N ¢ P, para todo s > 1 y es compacto, conexo e invariante en él.

Ademnds si h € C" conn > 2, se tiene que A C W5° x I-V'Bfl’s st B = D (respecti-
vamente A,, C W};’S x Ly siB =N o P), yes compaclo, conezo e invariante, para todo

s>lsin=2,yparas>nNTlsin23.

Demostracién:

Por simplicidad en la notacién, vamos a ver el caso B = D, analogamente se prueban
loscasos B=Ny B = P. .

Sabemos que A C H{} x L° y para todo t > 0, S(t)A = A. La Proposicién 1.4.3
permite deducir en particular que A4 C Wol‘s x L%s> 1,y quesi h &€ C"n> 2, también
AC WE* x WS para todo s en las hipétesis del enunciado.

Aplicando ahora el Corolario 2.2.1, puesto que A es acotado en H} x L?, se tiene que
A = S(t).A es acotado en WBH_QE‘S X WB_QC’S para n > 1, s en las hipdtesis del enuciado,

con ¢ € (0, 1] suficientemente pequeno. Teniendo en cuenta de nuevo que
) P q
nti-Qes sn—2e.5 7 7LS =15

con inclusién continua y compacta, se ticne que 4 es un conjunto compacto y ¢onexo en
r 71,8 n—1,8
Wh* x Wi n

Corolario 2.2.3 Consideramos h € C*n > 1 yp # 1, y K un conjunto acotado de
X = Wg” x WP, (respectivamente de X,, = {(¢,v) € X,| favi < m}) donde X yh,
verifican alguna de las stquientes condiciones: '

i) X = W};'p X L%, conp > 2, n =1y h verificando las hipdtesis del Corolario 1.4.3
junto con (1.5.9).

i) X =WaPx Wg° conp > 5. n =2 y h verificando (1.5.9) junto con (1:4.2) para
N=1,2,15r<oo,y(1.4.’7)pa,mN23,151‘5;\,’\_’2, '

W) X = WP x Wi con N < (n—1)p, n > 3 y h verificando las hipfo’tesis del
Corolario 1.4.3 junte con {1.5.9). '

Entonces.

dist {(S(t)K, A) — 0 crando t — oo,

st B = D y respectivamente

disty, (S()K, A,) — O cuando t — oo,

"

si B =N o P, es decir, A (respectivarnente A,,) atrae a los conjunto acotados de X

|
(respectivamente de X,,.) !
{
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Demostracidn:
Consideraremos el caso B = D, andlogamente se prueban los casos B = N, P.
Nétese que en cualquiera de los tres casos se tiene que X' — H{} x L*, y por tanto si
K es acotado en X también lo es en el espacio H} x L*. Por lo tanto por la Proposicién
1.4.3, se tiene que {S(t)K,t > 0} es un conjunto acotado en el espacio HY x L2
Aplicando ahora el Corolario 2.2.1, sc tiene que {S{t}K,t > t;,t; > 0} es también

-9 Ly .
S x WETT n > 1,5 > 2. Como este espacio

n—1"
. . , n—1, : . n,s n—1,s
esta contenido en W* x W57 " | con inclusién compacta, y asu vez Wp" x Wp — X,

. : rn+l
un conjunto acotado en el espacio W

se tiene que existe el conjunto w—limite de A en .\, (31],[61], y verifica que w(K)} C X

es compacto e invariante y
disty (S{ON. w(K))— 0sit— oc.

Ademds, teniendo en cuenta de nuevo que w{K) € N — H} x L% por la maxi-
malidad de A, se tiene que w{K) C A. Observemos también que por el Corolario 2.2.2,
AC X

Como consecuencia se obtiene en cualquier caso
distx (S{)K, A)— 0 sitrs oo

Corolario 2.2.4 Bajo las hipdtesis del Corolario 2.2.3, se tiene que:

i) Si X =Wghtx W};*l’p — HLx L%, y K C X es un conjunto acotado, entonces

wx(K) = wyiy e (K).

i) Sih € C, denolando X,, = WP x WEThp > % sea K C X = W{;"’x Wy P

un conjunto acotado, con k < n. Entonces se liene que
disty, (S(OK, A)— 0 sit — oo,

respectivamente

dist v (SR, AR} — 0 sit— o0,

y el conjunto w(K) es independiente de k < n.

Demostracion:

Consideraremos el caso 3 = D.
i) Como consecuencia de que X — HL x L% sc tiene que el conjunto w—limite de un
acotado en X, esta contenido en el conjunto w—limite de dicho conjunto en el espacio

H§ % L7, es deciv, wy(R) C u:”éx,‘z(h’).
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- v o, ’ ' . X
Para probar la inclusién reciproca, basta con observar quewx(B) = No{S(r)B,r >t} ,
{

junto con la propiedad topoldgica siguiente: '
S5i RC X C Y,y R es relativamente compacto en X, entonces la adherencia de R

en X y en Y, coinciden.

ii) Basta observar que el conjunto {S(t)K,t > t, > 0} es relativamente compacto en

Xﬂ — JYk.D

Teorema 2.2.1 Supongamos que estamos bajo las notaciones e hipdiesis del Corolario

2.2.5, con h € C™n > 1 wverificando (1.5.9). Sea S(t) el semigrupo generado por las

N
N+2

soluciones del sistema (1.1.8) en X = WRP x W3 '"" conp # 1 sin=1,p > st
n=2yN <{n-1}p paran > 3.

kntonces st B = D, S(t) posee un atractor mazimal compacto y conezo qﬁe atrae a
los acotados de X. "

Ademds el atractor coincide con el atractor mazimal, A, en H}) x L? dado por el
Corolario 2.1.1, con A = W*(E), es decir es el conjunto inestuble asociado a los puntos
de equilibrio del sistema (conjunto E.) :

En particular si E es un conjunto finito, para toda (¢(t),v(t)) solucion d{‘el sistema

1.1.8), existe un punto de equilibrio (o, vg) € E, tal que:
q
t)vi{t)) — (wo,vo) en X = WP x WE P st 0.
(p(t), v(t)) ( ) D D

51B=NoB =P, dadom >0, S{t),t > 0 posee un atractor mazimal, compacto y
conexo en Xom = WP x{v e W' | [yu| < m} que atrae a los acotados de X,,. Ademds
este atractor coincide con el atractor mazimal, A,,, en Y,, = H} x {v € L* | fyv] < m}

dado por la Proposicion 2.1.1.

Demostracion:
Por simplicidad en la notacién consideraremos el caso B = D. ,
Sabemos por el Corolario 2.2.2 que A es un conjunto invariante, compactoi ¥y conexo
en X = W5P x W}, Ademds por el Corolario 2.2.3, A atrae a los conjuntos acotados
de X, por tanto si vemos que es maximal habremos terminado la demostracién.

En efecto, sea K C X un conjunto compacto e invariante, es decir S(t)K = K en

aN
N+2(=1)

con inclusién continua y compacta, se tiene que K = S(t)K < H x L*, es decir K es

X, teniendo en cuenta ahora que X = Wh” x WE™'" — H]l % L2 va que p >

.. . . . il . .
también un conjunto compacto e invariante en H{ x L?, v como consecuencia se tiene que
K cCA
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Como el conjunto w—limite, de cualquier solucién estd contenido en E, {31], [61], si E
es finito, entonces el conjunto w2 ({(w{t} v(t)}, t > 0}), es un punto de E. Aplicando

ahora el Corolario 2.2.4 apartado i}, se tiene que

wx{{(p(t), v(t)), 0 2 0}) = wypy, 2 ({{{t), v(t)), t 2 O}),

se concluye la demostracion del Teorema. —

A continuacién vamos a estudiar el comportamiento de la solucién que parte de un

dato inicial en Y = Wp" x ‘W'B_]’p, para el caso en el que no estamos en las hipotesis del

Teorema anterior, es decir, paran =1y p<2obienn=2N>2yl<p< Ngfg

Proposicién 2.2.2 Consideramos el espacio Y = WgP x I{"E_l'p, n = 1,2 y la aplicacion
h € C™ verificando (1.5.9). Supongamos que se verifica ademas alguna de las siguientes
condiciones:

tyn=1,1<p<2yh verifica las hipotesis del Corolario 1.4.2.

iwn=2,N>2 1l<p<« NQ*V(_, y I verifica las hipdtesis de la Proposicion 1.4.1.

Consideramos K un conjunio acotudo de Y wverificando alguna de las siquientes
condiciones:
a) Existe t; > 0, tal que S{{,)K C H}; x LG, es acotado.
b) FExiste ty > 0, tal que el conjunio

[S{t)K,0<t < CY

es acotado en Y.
Entonces el atractor mazimal en Hd xL* A siB=D. oA, siB=Ng P, dado

por la Proposicion 2.1.1, atrae al conjunto K en la topologia de Y.

Demostracion:

Consideraremos el caso B = D.

En primer lugar observamos que si A verilica b}, como consecuencia de la Proposi-
cion 2.2.1, se tiene que A verifica a), por tanto bastard con probar el resultado para cste
caso.

Elegimos q y N, tal que X = W5 x W5 "7 verifique las condiciones del Corolario
223 v tal que X — Y.

Si K verifica a}. consideramos ¢t conjunto 'y = S({)) C He x L*, y de nuevo por
la Proposicion 2.2.1, el conjunto, Ny = S{e)h'y = S(t; + ¢} es un conjurnto acotado cn

X, para € > 0. De esta forma, como conscenencia del Corolario 2.2.3, se tiene que

dist (SN, A e~ Qsit —
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y como X —_Y, también tenemos

disty (S(t)K, A) — 0si t — oo :

Proposicién 2.2.3 Supongamos que se verifican las hipdtesis de la Proposiciio’n 2.2.2.
Entonces el atractor mazimal sobre Hj x L, A (respectivamente A,,) dado por el Coro-
lario 2.1.1, atrae a todos los conjuntos compactos de los espacios Y (respectivamente Yin),
definidos en la Proposicion 2.2.2, en la topologia de estos espacios y es el mayof' conjunto

compacto, conezo e invariante con esa propiedad.

Demostracién: '
Consideramos B = D sin pérdida de generalidad. i
Queremos probar que A atrae a los conjuntos compactos de Y, para lo cual basta
con probar que si K C Y, es un conjunto compacto, entonces K verifica la propiedad b)
de la Proposicion 2.2.2. De esta forma, aplicando dicha Proposicidn 2.2.2, se concluye el
resultado.
Vamos a probar dicha propiedad por reduccién al absurdo. Supongamos que K no

verifica b), entonces para todo ¢, > 0 y para todo n € IV, existen s < ¢, yu € K, tal que:

15 (s)ul

yzn.

Por lo tanto, podemos tomar s, = 0,n — oo y u, = uy(sp,n) € K, tal que
|S{sn)unlly > n. Teniendo en cuenta ahora que § : R* x ¥ — ¥ es un semigrupo
continuo, junto con la compacidad de K, se deduce la existencia de u € K| tal que
Un = 1y S(sq)tn — S(0)u = u, (tomando subsucesiones si fuera necesario), y entonces

lully = oo, lo cual es absurdo. —

Observacién 2.2.1 Bajo las notaciones e hipotesis del Corolario 2.2.3 y de la Proposi-
cion 2.2.2, tenemos que A alrae a {odos los acotados de X, los compactos de Y y a todos

los acotados K que verifican alguna de las hipdtesis de la Proposicidn 2.2.2. Objservamos

co7ln=1,p<20n:2,N>2yl<b<%,

es un acotado que no verifica las hipotesis de la Proposicion 2.2.2. entonces se tiene que:
p p : tene q

ademds que si K C Y = WHP x wji™!?P

t) Para todot > 0 yn € IV, existe w € K. tal que 1S () ull s 2, 2 .
w} Para todot > 0 yn € IV, existew € B. tal que ||S(t)u
lyy < R pare todo u € K.

iy > n.

No obstante, existe R > 0 tal que ||u
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CAPITULO 3

ESTABILIDAD LINEAL DE LOS
PUNTOS DE EQUILIBRIO

Por la descripcién del atractor hecha anteriormente, el estudio de los puntos de
equilibrio v su estabilidad es clave para comprender el comportamiento asintdtico del
sistema.

Observamos de nuevo que si B = N 6 P v (@(t), v(t)), es la solucién del sistema

(1.1.8), entonces (1.5.5) nos dice que

fnu(t) =/n-u(0)

es decir la masa se conserva. De esta lorma, si mg = [ vg, el conjunto
(24
Y{mg) = {(p.v) € H} x L3, / v = mgq}
It

es un hiperplano afin invariante para S(t), que contiene al punto de equilibrio {@g, vg),
donde S(¢) es el semigrupo definido por el sistema (1.1.8). Por eso con estas condiciones
de frontera ningtin punto de equilibrio puede ser asintéticamente estable en Hj x L%, pero
si que puede serlo en Y (mg). Por esta razén los resultados sobre la estabilidad asintética
de los puntos de equilibrio de (1.1.8) con condiciones de frontera N o P, se referiran

siempre al hiperplano afin Y (mng).

3.1 Ecuaciones linealizadas

En esta seccidn fijamos p = 2, consideramos ¥ < 3, —Ag en L*(N) (o Lﬁe,_(Q))

dependiendo, como en las secciones anteriores, de la condicién de contorno y notaremos

39
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pot (g, vo) € H}; x L% un punto de equilibrio del sistema, (1.1.8), es decir, (pq, vo)

verifica las siguientes ecuaciones:

(3.1.1)

—k1A o + h(pa) + bypo — avg
~koAgug -+ cAppg = 0

Vamos a estudiar la estabilidad lineal de (9, v9), para lo cual linealizamos el sistema
de ecuaciones (1.1.8), en un entorno de dicho punto. Para ello, vamos a probar en primer

lugar el siguiente resultado:

Lema 3.1.1 Supongamos que h € C*(IR) y si N > 1 werifica también las hipdtesis del
Corolario 1.4.5, es decir (1.4.2), conr tal quer > 1 siN =2 y1<r <3 siN =3y
ademds

" (s)] < C(1 + |s|im30y (3.1.2)

donde [r — 2| representa a la parte entera der —2, y C es una constante positiva. Fntonces

la aplicacidn
© Hp— L%, h%(@) = hiy)

es diferenciable Frechet y Dh®(¢q) € L(H ). LY) viene dada por. Dh®{(pg)t = h (o), es

dectr,
h{go 4 w) — # _— !
lim 1h{20 4- &) — h(go) ~ h'(woli || _q
lye1 =0 el
con {4l = 1z,
Demostracidn :

En primer lugar, la aplicacién que a cada ¢ € /1), le hace corresponder A’ {¢o)w en

-
L%, es una aplicacidn lineal y continua, va que por la desigualdad de Hélder

1 Goo)ell < 0 (o)l Lallelliper < Cllollin

Lo Ar N — 5
para algin C > 0, para todo ¢, ¢’ > 2 tal que o4 = 5 sl N <2 ypara g = Y
q' 5—_9— = ﬁ si N = 3 ya que por las mdus}one% de Sobolev, tenemos que Hj — L7
para todo ¢ tal que 1 — &£ > —E:, es decir SlCIﬂple que q < ‘N . Por lo tanto si N = 3,
se ha de verificar g = < 6yyqg' % = S-r’r < 6, lo c_‘ual cs consecuencia de r <3,

Ahora, si ﬁllamos oot € HB v r € ), entonces
o+ w) — higg) — W (yo)u]lx) = = [h' (o a) = B @) {x)

con ¥{z) = polu) -+ d(x)p () v 0(r) € [0.1].
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Anadlogamente,
W (w1)(z) = h'{po)(z) = A" (walz))[¥1(2) - po(z)] = A" ($a(2))0(z)¥ (x)

con Yo(z) = polz) +6(z)vi(z) y 6(z) € [0, 1}, i.e. va(z) = (1+58(z))po(z) +6(z)0(z)¢(z).
De esta forma, se obtiene

lh{wa +¥) — hwa) = R'(po)¥ || = ||R"(w2)047 ] < |R"(wa)¥ ]

va que |||z < 1. Ademds, si N = 1 entonces Hj; C L con ||[¢aze < 2|l@oll foo + || || oo

Y por tanto

" (o) ”|| < A" (wo)]l ol ¥]7s < Cl||h"(?!)2)||m°l|¢||’f;g

donde ¢ es una constante positiva. 5i N > 2, entonces por (3.1.2) existen ¢; con i € {2, 3}

tales que

18" (W)l < calfwll3e + eallwd ™ | allw ]2

conp=06,q=6s1 N =3y paratodo q,p > 2 tal qtleql%—%:%si N =2

Puesto que |¢a] < 2| + ¢ ¥ por las inclusiones de Sobolev, en todos los casos, si
Y€ BH}3(¢P0. R), bola en H} de centro g y radio R, existe ¢s > 0, constante positiva tal
que

18" (@2}l < calfe |l o

Aplicando este resultado tenemos:

Corolario 3.1.1 Las ecuaciones (1.1.8), linealizadas en un entorno del punto (o, vo)

wienen dadas por:

e — kiAgp + [W' (o) +blp —av = 0 (3.1.3)
v — koAgu + cApgp = 0 o
o en forma matricial:
0
v/, v 0
con
—k1Ag + [h’((po) -+ b“ —af
g ( CAB —kQAB = ( )

Vamos a ver a continuacion, algunas propiedades del operador Aj.

Proposicidn 3.1.1 A, es un operador sectorial en el espacio Lr“;; x Hg', con dominio
H} x H} y con resolvente compacta. En particular, g{AL) = op(AL) = {tn}n con |ual 1

oo,
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. - il . + 0 . -
Se tiene ademds que dado (1.v) € H)y x LT, eriste una unica solucion del sistema

".

(3.1.8), dada por v = At
v

7l donde e~ '" representa el semigrupo analilico
1251
generado por — Ay, tal que (p(0),v(0)) = (g1, v1), verificando (5.1.3) como una igueldad

en el espacio LE x Hg' y tal que
(p,v) € C¥(0, 0o, H;’; bes ng_l) para todo ¥y € IR y ¢, v € C2((0,00) x Q).

Demostracién:
Vamos a demostrar que Ay es un operador sectorial aplicando el resuitado de per-
turbacion dado por el Lema 0.1.3 del apéndice. Con esta finalidad descomponemos A

como suma del operador Ap delinido por (1.2.2), csto es:

—k A —al

Ap =
b CAB —fifr_aAB

el cual es sectorial sobre esos espacios. segin vimos en la Proposicién 1.3.1, v otro que
esta en las hipdtesis del Lema 0.1.3, como probaremos a continuacion.

EEn efecto, podemos escribir Ay, = A5 + P con

Bl

DH{go)e V[ NMigo)e by

P < "
( 0

o 1

s . n _ ..
v por la Proposicion 1.3.1, tenemos que Ag es sectorial en Yy = Ly * HBl con dominio
1 g2 1
Yp=Hp x Hg.

Por otra parte, P es un operador lineal en L:‘;; P Hgl con dominio
D(Py={{g.v) e Ly x Hg', Wlgo)e € L3},

e }é =Hjx Ly C D{P),

Ademas la aplicacion P @ Y x Ly v— L% x H5' es acotada por ¢l Lema 3.1.1. De
esta forma por el Lema 0.1.3 del apéndice, A; es sectorial.

Por altimo, D(4;) C L:,“:, X Hgl con inclusidén compacta, v por lo tanto Ay tiene re-
solvente compacta. En cuanto a la regularidad de la solucién de (3.1.3), por un argumento
usual de bootstrap, tenemos que (¢, v) € C(0, > Hff % ]‘1;';7_1) para todo v € IR, v a

partir de aqui gracias a las inclusiones de Sobolev. tenemos que 2 v € C™((0, oc} x 00O

Observacién 3.1.1 Para cada t > 0. ¢l semigrupo definido por el sistema binealizado
(3.1.3) mos proporciona la diferenciol en el punto (o, vo) del semigrupo definido por el

sistema no lineal (1.1.8). es decir

DS(1) (o vo) = &=,
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Por el principio de establidad linealizada recogido en el Teorema 0.4.1 del apéndice,
el estudio de la estabilidad del origen (0.0) en el sistema lincalizado (3.1.8), nos informa
sobre la estabilidad del punto de equilibrio (g, vo) en el sistema no lineal (1.1.8). De
tal forma que la inestabilidad del origen se traduce en inestabilidad del punto (pg, vo)
y la estabilidad asintotica del origen nos leva a que el punto de equilibrio (pg,vg) sea
uniformemente asintoticarnente estable. Por este razon estudiaremos la estabilidad del
origen en el sistema linealizado (3.1.3). |

Recordamos que s1 B = N o P y por la condicion de conservacton de la niesa dada
por (1.5.5), ningin punto de equilibrio puede ser asintoticamente estable en H} x L%, pero
s que puede serlo en Y (1ng). Por esta razon los resultados sobre la estabilidad asintotica
de los puntos de equilibrio de (1.1.8) con condiciones de frontera N ¢ P, se referirdn
siempre a la dindmica en el hiperplano afin Y {mg).

—-Arpt

De esta forma el semigrupo linealizado DS(t){gq, vg) = € deja al hiperplano

Hyx Ly

V={(¢.w)e H}x L Lw = 0)

wnvariante. Por lo tanto bajo condiciones de frontera B = N ¢ B = P estudiaremos el
- . . - P 0 . - .
fujo del sistema linealizado en Hj x L, es decir consideraremos las soluciones (¢, v) €

HY x LY, del sistema linealizado (8.1.3). tales que v(t) verifica

/ v(t) = 0. (3.1.6)
Q

3.2 Funcional de Lyapunov linealizado F;

Vamos a construir un funcional de Lyapunov, para el flujo del sistema linealizado,

Fi, el cual determina proptedades de estabilidad de (g, vg).

Proposicién 3.2.1 Supongamos que h{s) verifica las hipdtesis del Corolario 1.4.8 junto

con (8.1.2), entonces el funcional F; definido por
k n kga o 1 o
Fulen) = SRV + 20l + [1500e0) +0)¢* —ave]  (32.)
2 2¢ 02
que se pucde escribir conmo

. k n 1 ; o b a o
Frly.ov) = ?1|IV¢||_ + 5_/{)"1 (wa)e™ 4 5%(;“ — ) (3.2.2)

verifica las siguientes propiedades:
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t) Fi es un funcional de Lyapunov pare el flujo del sistema linealizado (8.1.8), en el
espacio Hg x L* si B =D ysiB =N 6 P en el espacio Hj x L%,
i) Ademas para toda solucion (p(t),v(t)) del sistema (3.1.3), tal que si B = N 6 P

verifica Jov(t) = 0, se tiene que

SOl + 22 + 4Fule,0) = 0 (3.2.3)

donde ||.{|_; representa a la norma en Hg?

Demostracion:
i) Si {p, v} es una solucién de (3.1.3), entonces h'(gg)p € Lyvee Hy C L%} implica que
W(go)e® € L1(Q).

Multiplicando la primera ecuacidn de (3.1.3) por ¢, en LB y teniendo en cuenta

que (vp); = v + vigy, implica

] iy d ] / i
U e p— s — 00—
a at  diJa T a7 Ot

obtelnemos

v
121 0 [ oS0 STl ¢ [IL oo 00 et =0 (32

Ahora multiplicamos la segunda ecuacién de (3.1.3) por 2(=A B) ‘v, Observamos
que si B = D, (—Ap)~! estd bien definido, perosi B = N o B = P, entonces —Ag no
es un operador positivo, pero su nicleo es un espacio vectorial unidimensional generado
por las funciones constantes. Sin embargo, de (3.1.6) tenemos % Jav=Joquu=0 ypor
lo tanto {—Apg) ™" estd bien definido como un elemento de {3 con media nula, como va,
vimos en la seccién anterior.

Teniendo en cuenta las propiedades sobre operadores sectoriales v la escala de espa-
ctos de potencias fraccionarias asociados, [31]. tal v como vimos en (1.5.6), st 4 = —Ap
en X = L° con dominio Y! = H%n Hol, o bien 4 = —Agen ¥V = ,% con dominio

X'=HEsi B =N 6 P.scticne que

— _1 -
< A lL'f. v >=< A 2, A Wy >= H“ 21}

=il gy (3.2.5)

sl T—1 . - - _ 5
con X777 = Hp' como consccuencia el resultado de multiplicar (=Ag)~ 'y, en Ly por vy

De esta forma obtenemos

|| ” / ‘Elu ; foa of 0 296
el P! “ a” o __(u“bH T (3.2.6)

es 1512,
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Ahora, sumando ambas expresiones (3.2.4) v (3.2.6), conseguimos

a

V220 + S+ S Fulerv) = 0 (3.2.7)

donde Fy, . H(} x L% —s IR, o bien Fp : H} x Lb —— IR si B = N, P, es el funcional
definido por (3.2.1) que se puede escribir como (3.2.2) por la relacion entre los coeficientes
dada por (1.1.9). Por otro lado (3.2.7), nos dice que F es un funcional de Lyapunov para
(3.1.3).

ii) Multiplicando la primera ecuacién de (3.1.3) por ¢ en L% e integrando por partes, se

obtiene

1d ; o s
S lloll + [ [00(e0) + 16® — avgl + ki [ V] = 0 (328)
2dt Q

Ahora, de nuevo por (3.1.6), podemos multiplicar la segunda ecuacién por %(—AB)_IU

2} F 0 . - . -
en L*oen L3 si B =N, P y procediendo andlogamente, se obtienc:

a d koa q '
Q_EH ||_1—0L’+"'U '*‘THUH':U (3.2.9)
sumando ambas expresiones, (3.2.8) con (3.2.9), tenemos:
S el + 2ol = 20 [ v+ Nl + IVl + [ () + )6t = 0

de esta forma se consigue (3.2.3).—

Observacidn 3.2.1 La expresion (3.2.3), deju evidencia de la influencia del signo de Fi,
en el comportamiento asintdtico de las soluciones del sistema lincalizado, es decir en la

estabilidad del origen. también ligada como sabemos al espectro de Ay, o(Afr).

Vamos a probar a continuacion que o{A;) C IR, a pesar de que no es un operador

autoadjunto.

Lema 3.2.1 Bajo las notaciones e hipotesis anteriores. se tiene que o(Ap) = o,(AL) C

R.

Demostracion:
Por la Proposicion 3.1.1, a(AL) estd formado tnicamente por autovalores. Sea
Mip € 0{AL) Y (¢ = ¢1 +igo, v = vy + iva) € Hy X L2 (respectivamente H} x L3 si

B = N & P) una autofuncién asociada a A + ip, sabemos que entonces se verifica

(M i)y = —kiApy + (W (o) + )y — av
(A4ip)e = —koApuv+cApy
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Multiplicando ahora la primera ecuacién por ¢ = ¢, — iys en L* (respectivamente
Ly si B = N 6 P), obtenemos
(A +iw)llell® = Ll(h’w +0)|pff = avdl + ki || Vel
ya que
- [ kates =k [ VeV - kilIVel?

Multiplicando ahora la segunda ecuacién por 2(—Ap)~'v en L? (respectivamente

c

por 2(—Ap)~ 15 en L si B=N&é B =P)cont=uv —iv (ahora f[u=0= [,0) se

obtiene;

_ kna a . 9
*afnt,ov-{ ||L'” = E{/\JFU‘)“U”:l

¥ sumando ambas expresiones, tenemos

O am)lhell® + T2 = [ 0ol + lel® = ave = apo] + 22 ol + ki)

Por otra parte, teniendo en cuenta que v - 9 € IR se tienc que u = 0, v de esta
forma tenemos probado que el espectro del operador Ay es real, es decir, o(AL) C IR.

Ademas, se tiene

2F (e v} = Mlle|)* + —HUII_. (3.2.10)

En primer lugar, vamos a probar un resultado que nos muestra, como el signo del

funcional Fi, rige la estabilidad del origen.

Teorema 3.2.1 Bajo las notaciones e hipdtesis anteriores, se tiene que:

i) 51 (p1,v1) es un punto de equilibrio de la aprozimacion lineal (3.1.3), i.e. es una
autofuncion asociada al autovalor cero. entonces Fp (g, v) =0.

i) St Fr, > 0 en H} x L? (respectivamente Hjy x L% st B =N g P), entonces (0,0) es
estable para (3.1.3).

wi) St Fr > 0, excepto en (0,0), entonces el origen (0.0) es asintéticamente estable
para (3.1.3).

w) El origen, (0,0), es un punto de equilibrio inestable para (3.1.8), si y solo si, el
conjunto

M = {(p.v) € Hy x L% tal que Fi(p, v) < 0}

st B = D, y respectivamente

M={(cv)e H),=x L5 e tal que Frieoe) < 0}

st B =N o P, es distinto del vacio.
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Demostracion:
1) Ya que, por la Proposicién 3.2.1, se tiene Z(|lp|I* -+ 2lfull2,) + 4F{p,v) = 0, si consi-
deramos ahora un punto de equilibrio, (), v;), entonces Fr{p,,v1) = 0.
ii) Si Fr > 0, de (3.2.10) se tiene que o{A;) > 0, v el origen (0,0) es estable.
iii) Si FL > 0, excepto en el (0,0), entonces de (3.2.10) se tiene que o(Az) > 0, y como
consecuencia el origen es asintdticamente estable,
iv) Si el conjunto M es vacio, entonces Fr > 0 y tenemos estabilidad.
Méds aun, si (¢, v;) es una funcién sobre la cual el funcional F;, es negativo, es decir,

Frle1, v1) < 0, entonces de (3.2.3) se tiene que

d o a o
—(llell” + =llvliz)) = —4F (¢, v)
dt c

y por (3.2.7) se tiene Fr(w,v) < Fr(y), v1) < 0. Como consecuencia la solucién asociada

a ese dato inicial, (g, v) = e, v)) verifica

o R I
E(”@H' + E“U”"-l) = =dF (p,v) 2 —4F (g1, 0) > 0.
Por tanto, si integramos la expresién anterior respecto del tiempo ¢, llegamos a
2, @ 2 2, @ 2
le I + Ze = 2 fe O + —llv(0)IIZ, = 4Fuler, vt Ve 2 0

de forma que el segundo miembro crece con ¢.
- - il —_ .
Consecuentemente, el origen, {0, 0), es inestable en Lj x HB1 y en cualquier norma

mas fuerte. —

3.3 Estabilidad e inestabilidad lineal

A continuacién vamos a probar, que la estabilidad lineal depende del signo del primer
autovalor de un operador eliptico de segundo orden. De forma que la estabilidad de un

punto de equilibrio (yp, vg) va a depender de la primera componente g y de b..

Teorema 3.3.1 Seca p; el primer autovalor de Ly. donde Lo es el operador autoadjunto

en Ly = L3(Q) definido por
Lo=—-kAp+ h"(;,?o)f (331)

. . o -~ .
con dominio Hy. Entonces. se tiene que:
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i) Si gy > 0. entonces (0.0) es asintéticamente estable para (3.1.8) en Hi x L*
(respectivamente en Hjy x L3, si B =N 46 P).

i) Sty =0y B = D entonces (0.0) es estable y no es asintdticarmente estable en
L* x H™! para (8.1.3).

i) Sipu, =0y B =N J P, entonces (0,0} es estable en L% x HZ' para (9.1.3), y
ademas st WKer(Lg) N L% = {0}, podemos asegurar que (0,0) es asintoticamente estable.

iv) Si(0,0) es inestable para (8.1.3) entonces el primer autovalor py es negativo.

v) St B =D, (0,0} es inestable para (3.1.3) s y solo si el primer autovalor es negativo,
i1 < 0.

vi) Si B = N J P, entonces {0,0) es inestable para (3.1.8), si y solo si existe ¢ € H5{(Q)

tal que
1(y7) mll] (3.3.2)

con R{g) == Loyg. ¢ ¢ donde <.>q representa el producto escalar en Ly y o € Hj
La condicion (8.83.2). es equivalente a que el primer autovalor del operador autoadjunto

My definwdo por
Molw) = Lol#) f @
9l

sea negativo.
vit) 51 B = N ¢ P, el primer autovalor jy < 0 y ademds b < ||, entonces (0,0) es
inestable para (3.1.9).
viti) §i B = N o P, y existe o € I}, de media nula tal que R{p) < 0. entonces (0,0)
es inestable para (3.1.3). En particular, se puede asequrar la inestabilidad del origen en
los sigutentes casos:
a) St existe una autofuncion de Lo de media nula, asociada a un autovelor negativo.
h) St existen dos autofunciones ortogonules de Lg.py i = 1,2 € Hg, asociadas a
autovalores p;, i = 1.2 con pi; < O y o £ 0, respectivamente. con la condicion adicional

de que st po = 0, entonces o tiene media no nula.

Demostracidn:
i} Si g > 0 tenemos

o a

. I hoo, o a b,
271 (2.0 = Blie) o+ Tlle = el 2 nillell* o Sle = Zef > 0

siempre que (¢.v) # (0.0). Como consecucncia del Teorema 3.2.1, el origen, (0,0) es
asintéticamenie cstable.

Veamos ahora la demostracion de los apartados i} v iii).
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Sabemos que si 1t = ( entonces por ser ¢l primer autovalor, con cualquier condicion
de contorno se tiene que R(p) > 0 para todo ¢ € H}; v entonces Fr, > 0 y por el Teorema
3.2.1 tenemos que (0, 0) es estable.

Ademas si p; = 0, ha de existir una autofuncién asociada a p, es decir, existe
w1 € H} tal que

—kiAgpy + R (go)pr = 0

y entonces se tiene que: ‘

i) Si B = D la funcién (g, gc,ol) € KerAy, como consecuencia en este caso, el cero
es un autovalor de Ay, es decir, 0 € g{A,) y por tanto el origen, (0,0), no Ipuede ser
asintoticamente estable,

iii) Para terminar la demostracién, vamos a probar que si Ker(Lo) N Ly = {0}, entonces
no existe ninguna autofuncidn del operador A asociada al valor cero.

En efecto, supongamos que existe (p;, 1) € Hj x L tal que AL(L,Ol,IUI) = 0,
entonces por {3.2.10), se tiene que F{py,vy) = 0y por tanto R(yg,) = 0, es decir ¢, €
Ker(Lg), v ademas |u; — gcp]”Q = 0, de donde ¢; = jv;. Como consecuencia se tiene
que ¢y € Ker(Lo) N L% = {0}, ie. (¢,.0;) = (0,0). de donde se concluye que F > 0y
o(Ayg) > 0, es decir (0,0) es asintéticamente estable.

Pasamos aliora a probar los resultados sobre la inestabilidad.

Tenemos que R(y) == Log, v o= k1|[Ve|* + fq 1 (¢o)¢® v entonces por (3.2.2)

L]

- b "
2F (. v) = Rig) + “;nu - —7l* <0 (3.3.3)

s1 y solo si
b, b
v = —¢ll” < == R(e) - (334
a a= 1
con la condicién adicional de que v =0s1 B = N & P.

iv) Si (0, 0) es inestable, por el Teorema 3.2.1, el conjunto
M ={(gv) e Hy x L* (HLx L% B = N.P) tal que Fr(p,v) < 0}

es distinto del vacio, lo que implica la existencia de una funcién ¢ tal que R(¢) < 0, lo

cual a su vez, equivale a decir que el primer autovalor del operador Ly es negativo, es

decir, iy < 0, va que por el principio del mini-max:
=< Loy.¥ >0
RTE
1l

v) Teniendo en cuenta ¢l apartado anterior, bastara con probar que p; < 0 es una condi-

gy = min{ 0 € Hy con ¢ # 0},

cién suficiente de inestabilidad. En clecto. si gy < 0 existe ¢ € Hj tal que R(p) < 0,y
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por (3.3.4), para todo v € BB = B(gt,:. ¢) donde B es la bola en L° de centro gf,o v radio
€ con € = —a—be('p), se tiene que Fr(p, v) < 0, v aplicando ahora el apartado iv} del
Teorema 3.2.1 se obtienc el resultado.

vi) En primer lugar observamos que el cuadrado de la distancia de 2 cpa L%es (%) | favl®

En efecto, para todo w € L2 se tiene que

oo [ [

1 i 72 1 \ e . : 2
con w - ﬁfnw en el subsepacio L- y ﬁfnw en el subespacio ortogonal a L=, y en

particular se tiene que

b b 1 b 1 b
PP AR TTN P
de donde
dis* (g, 1) = (f)?ﬁ%wrﬁ.
De esta forma existe v € L con [ v = 0 verificando (3.3.4) si v sélo si ( lﬂljfn wl® <

—ahg R(¢} o equivalentemente si se verifica (3.3.2).

Por ultimo ohservamos que (3.3.2), equivale a su vez a la existencia de ¢ tal que

b ,
< Moz, o= Rig) + 10 / 2 <0,

por lo que de nuevo por ¢l principio del mini-max, se concluyve el resultado.
vii) Si B = N 6 Py y; < 0 veamos que existe ¢ € I }; verilicando (3.3.2), {en particular
R{p) > 0). En efecto, consideramos ¢ € H}; autofuncion del operador Lg asociada al
autovalor py < 0, de donde R{p) = u1||¢]|° v (3.3.2) es equivalente a Q‘|fﬂ o < |mlliell®
teniendo en cuenta ahora que | | < |Q|2||,,[| v b < |y, se concluye el resultado.
viil) Basta con observar que si [, =0y R{y) < 0, entonces ¢ verifica {3.3.2).

a) Sea ¢ de media nula, asociada a p; < 0, emonces R{¢) = p;ll¢])* < 0, por lo que
w verifica (3.3.2),

b} Sean ;.7 = 1,2 autofunciones ortogonales de Ly asociadas a iy < 0,10 < 0,
respectivamente, tal que st go = 0. entonces o no tiene media nula. Consideramos ahora

la funcidn ¢ = ¢y - dipa. v se Licne que

Rig) = il P + d ol < 0

para todo ¢ d.
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Podemos suponer que ¢; ticne media no nuia yva que de lo contrario estariamos en
las hipédtesis del apartado anterior. Por tanto eligiendo ahora ¢ y d para que ¢ tenga
media nula, es decir .
fﬂ (pr-) |

c=—d ,
Tt

se concluye la demostracién.—

Corolario 3.3.1 Con las notaciones e hipdtesis anteriores, se tiene que:
i} 81 h'(po) > 0 sobre Q, entonces (wo, vo) es asintdticamente estable. |
it) St B = N 6 P y la funcion h'(pg) tiene media negativa, verificando ademds que

bif2| + Jq h'{wo) < 0, entonces (o, vg) es inestable.

Demostracion:

1) Si A'{pg) > 0, entonces Fpp,v) > 0. Mds aun, Fr(e,v) = 0 si y sélo si |.|Vgo]|2 =
Jo W (w0)p? = falav — bp)® = 0, lo cual implica que ¢ = v = 0 en cualquier situacidn.
En efecto, si B = D, ¢ es constante y por tanto nula al igual que v, ysi B = N ¢ P,
entonces ¢ es constante y por tanto v = gnp es constante y de media nula, por lo que ha
de ser la funcién constantemente nula, al igual que .

De esta forma Fp{p,v) > 0 para todo (¢, v) € H{ x L*(respectivamente H} x

L?si B = N 6 P) excepto en el (0,0). Consecuentemente g(A.) C R y (wo, vo) es
asintéticamente estable.
ii) Este resultado se obtiene fdcilmente del Teorema 3.3.1, ya que si f A'(pg) < 0, entonces
podemos tomar ¢ = 1 € H}, de forma que R(¢) =< Log,p =o= [y (po) < 0, vy
como consecuencia gy < 0. Para conluir la demostracién basta con probar que existe
v E BL'.JB(E, —EbgR(cp) va que entonces Fy(¢,v) < 0, y aplicar a continuacion el Teorema
3.2.1.

Por otra parte vimos en la demostracién del apartado vi) del Teorema 3.3.1, que la
existencia de v estd asegurada siempre que exista ¢ verificando (3.3.2), tomando de nuevo

= 1, equivale a b|Q] + [ h'(v0) < 0.,

Usando las técnicas de [40|, vamos a ver que si trabajamos con condiciones de
frontera de tipo Neumann, en dominios especiales ¥ para valores del parametro b'suﬁcien-
temente pequenos, las tnicas soluciones que pueden ser estables para nuestro pi‘ol)lema,
son las constantes.

Teorema 3.3.2 Bajo las hipolesis anteriores supongamos que §! es un dominio convezo,

h € C°, tenemos condiciones de contorno de tipo Neumann, B = N con'b < || donde i



102 Capitulo 3. Campos de Fase

representa al primer autovalor del operado Lo = —k1An +h'(¢o)l. y (po, vo) es un punto

de equilibrio para (1.1.8), con yo funcion no constante. Entonces (po, vo) es inestable.

Demostracion:

Por ser (g, vp) un punto de equilibrio para cl sistema (1.1.8), ha de verificar el
sistema (3.1.1). Teniendo en cuenta ahora que B = N, de la segunda ecuacion del sistema
se tiene que —kavg + cpp = byg — avg = A con A € IR, lo cual implica que ¢g € C’3(Q)
verifica

— kyAngo + h{po) + A = 0. (3.3.5)

o que nos permite aplicar [40][Teorema 5.1, pag 440|, para probar la existencia de un
autovalor negativo del operador Ly = —k1Ay 4 h'(0)/. por tanto p; < 0, lo cual junto

con b < || nos permite aplicar el Teorema 3.3.1 para concluir la demostracion.—

Observacidén 3.3.1 §5i N > 1 el resultado anterior es cierto para dominios que sean

cuerpos de rotacion con secciones converas. y dominios acotados por esferas concentricas

40/
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CAPITULO 4

SOLUCIONES ESTACIONARIAS

Preliminares

RCCOI‘d&IﬂOS gue (p, v = [‘[1 X LQ es un punto de 414 uilibrio SOlllCién estacionaria
| k4 B B [ '
del sistema (1.1.8), Sl] \"CI‘iﬁCElI

—kAgp 4 h(w) + be — = ()
18 gy +h(p) + bp — av (4.0.1)

—kolAgv +cAgy = 0.

Si B = D el sistema (4.0.1) es equivalente a:
-k / = 0
1A pe + h(yp) (4.0.2)
ay = by
ysiB=NJbPa

~kAge+h{p)+A=0 {4.0.3)

con A € IR tal que A = by — av. '

En esta secciéon vamos a estudiar la existencia de soluciones estacionarias no cons-
tantes respecto de la variable espacial. Para ello veremos en primer lugar condiciones
necesarias para la existencia de dichas soluciones en un dominio N-dimensional. A con-
tinuacién abordaremos el estudio del mimero de estas soluciones estacionarias en el caso
unidimensional, estableciendo el correspondiente diagrama de bifurcacién, respecto del
parametro A. La técnica utilizada para la obtencién de este diagrama es la deiiominada
técnica del “disparo.”

Buscamos soluciones en funcion de A, de forma que no prefijamos el valor de Jav,
sino que “movemos” A v buscamos soluciones ¢ = ¢(A), v = v(A) = é(b(p()\) — A) con

fnv=§fn¢—§lﬂi-

103
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firura 4.1 Grifica de b

En primer lugar vamos a ver cual es el diagrama que nos representa ¢l mimero de

soluciones estacionarias constantes.

4.1 Soluciones Estacionarias Constantes

Supongamos que /i verifica ademds las hipdtesis del Corolario 1.4.3, las sipuientes
g i 1

propicdades:

" o hw
he C (R} con liminf —— > 0.7(0) = 0.4 (0) < O v sgn(n”"(u)) = sgn(u)  (4.1.1)
Ui — % u
Supondremos también que la funcion b alcanza ¢l maximo local en s, < 0 con
dy = —h(sy) < 00 v el minimo local en s > 0 con do = —Ji{ss) > 0. De esta forma la
grafica de la funcion y = fi{s) viene dada por la figura 4.1

Obhservemos «ue si B = D Ia Uunica solucidn estacionaria constante es v = 0. v = 0,

PR - . . . . 59
vsi B = N 6 P las soluciones estacionarias constanies son de la forma (s. ga — 2) £ IR~

con sy A tales que his) + A =0

Proposicién 4.1.1 Supongomos 3 - N ¢ P

a) St A€ (—xc Y U(a 2¢h entonces eriste wna unica solucion estacionaria constunte
SIS - \
(s(N). S3(AY = 20 e cual verifica Bs(AT > 0,
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Iy x L}

i
I
i
i
|
—-—-'/ : :
I 1 ,\
dy o

figura 4.2: Diagrama de bifurcacién de las soluciones estacionarias constantes

bj St A =dy 0 A= do. entonces existen dos soluciones estacionarins constantes (s;{A), %si(/\)—

%):1’ = 1,2 las cuales verifican h,’(s’;‘ =0y h'(sé) > 0.

c) Si X € (d;, do). entonces existen bres soluciones estacionarias constantes {s;(2), -gsi(,\) -
A) i =1,2,3 con s} verificando que 1'{5}) > 0 purai € {1.3}.h'(53) < 0, s? < 0,53 > 0
y sgn(sd) = sgn(A).
Ademds se tiene que si M'(s(X)) > 0 entonces. la solucidn estacionaria asociada
(s(A), Es(A) — 2
%(s(/\)b — A). y supuesto que R'(0} + b < 0, st h'(s(A)) < 0 verificando que
b+ h(s(A) <0

e _ Y
), es asintdlicamente estable en el espacio Hp x {v € L§, fav = m}
con m =

, entonces lu solucion estacionaria asociada es inestable,

Demostracién:

Basta observar que las soluciones estacionarias constantes estdan en correspondencia
biunivoca con los ceros de y = h(s) + A v aplicar el Corolario 3.3.1 para concluir que si
h’(s?) > (0, entonces la solucion estacienaria asociada a sf‘ es asintoticamente estable (en
A

el espacio correspondiente). v en caso contrario. siempre que b + h'(s;

*) < 0, la.solucion

asoclada es inestable.—
Tenemos asi ¢l siguiente diagrama de bifurcacion de soluciones estacionarias cons-

tantes para 3 = N o 3 = P representado en la figura 1.2,

A continuacion vamos a ver condiciones bajo las cuales las dnicas soluciones esta-

cionarias de nuestro problema son las constantes. para lo cual supondremos que h verifica
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ademas las hipotesis del Corolario 1.4.3, es decir st N > 2 entonces
() < C(L+ s < CO+1s" ), C >0

conr > 1 arbitrariasi N =2y 1 <r < 22~ si ¥ > 3. Observamos que estas hipStesis

)

. . . I
sobre el crecimiento de & nos permiten afirmar que h leva H} en L%,
Algunos resultados similares para el caso en que h es un polinomio cuibico se puede

ver en [20].

Proposicion 4.1.2 Sea h verificando las hipotesis anteriores.
1.- SiB =N 6P yse verifican ademds alquna de las siguientes condiciones:
i) e R\ {d), do).
it) A€ (dy, do) ykypy +A'(0) > 0. siendo iy primer autovalor positivo del operador

Y
—Ap en §1, es decir, ju; = min ue"fé”ul——_j:wl{:rrﬂ? donde fu = ﬁfu.

Entonces, las inicas soluctones estacionarias del sistema (1.1.8) son las constantes.

DS B — 1) uk : . [V
2-85iB =D ykip--0'(0) > 0, con j1; = min ,,gudw
ul|?

estacionarius del sistema (1.1.8) son las constantes.

. entonces, las inicas soluciones

Demostracién:
I.- Supondremos que B = N, andlogamente se prucba el caso B = P.
i) Consideramos el caso A > do, andlogamente se prueba el caso en el que A < dy.
Razonarcmos por reduccidon al absurdo. Sea s, la unica solucion estacionaria cons-
taute, dada por la solucion de A + A{s) = 0. Sea v una solucidn estacionaria asociada a
A. De esta forma (o, v) = (¢, %(bzp —A)) € H' x ! verifica (4.0.1), de donde

—kAype+hip)+-A=0 (4.1.2)
v por tanto multiplicando (4.1.2) por u(x) = 2(z) — 5, se Licne que
M/VgﬁVu—/h -l-)\/pu:()
teniendo en cuenta que A = —h(s) v Vo = Vu, obtenemos
AI/ |Vul? - /Ih u sy — h(s}u =0 (4.1.3)
Observando ahora la grifica de h, v tenieudo en cuenta que A = —h{s) > da, se

ticne que si v > 0, entonces A(u + s) > h(s) v si v < 0. entonces h(u + s} < h(s).
Como consecuencia. folhi{u 4+ s) — i(s)u = 0. v por (4.1.3), sc liene que |Vul = 0,
de donde tendriamos que u = cfe. lo cnal implica que ¢ ha de ser también constante y

por tanto igual a s, Gnica selucidon constante en esta situacion.
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i) Supongamos que A € (d,,d») v existe ¢, tal que verifica la ecuacion eliptica:
—kiAne +h(e)+ A =0

Multiplicamos ahora dicha ecuacién por u = ¢ — @3, donde ¢ = \?lﬂfﬂ p, de forma

que J,u = 0, y obtenemos que

kI/ |Vu|2+/h(<p>u=o
N 9]

lo cual teniendo en cuenta que u tiene media nula, es equivalente a
k [n |Vu|? + fnjh(u + @) — h{@)ju = 0.
Por otro lado fijado z € 01, existe w(z) = ¢ + 0(z)u(z), con A(z) € [0, 1] tal que,
lilu + @) ~ h(p) = h'[a{a)]e.

Ademads por sgn(h”(u)) = sgn(u) la funcion y = A'(w) tiene un minimo en el origen,

y por tanto por el Teorema del valor medio, se obtiene que

fnlh.(u. + @) — h(@)|u = Lh’[ﬂ-(:‘f)]ug > [) A (0.

Teniendo en cuenta ahora que u tiene media nula, por la desigualdad de Poincare

V| > u’.
| 1
0 9]

Como consecuencia se tiene que:

0> (ki +n’(0))]ﬂug, '

se tiene que

por lo tanto u = 0, ya que kyyuy + A'(0) > 0. o equivalentemente ¢ = @, y por tanto ¢ es
constante.

2.- 8t B = D, supongamos que existe ¢ verificando la ecuacién eliptica:
—kApp -+ hip)=0.

Multiplicamos ahora dicha ecuacidn por 2, v obtenemos que

k]/ Vel *Ff W)y = 0.
0 it

Por el Teorema del valor medio se tiene que () = h{0) +h'(,)p = h’({w:)cp ya que

h(0) = 0, de donde teniendo en cuenta de nuevo que i’ tiene un minimo en el origen, se

obtiene h{p)y > h'(0)". v por tanto aplicando la desigualdad de Poincare, se tienc que
2]

02 (ks +10)) [ 5

por lo tanto ¢ = 0, va que ki + A'(0) > 0.
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Observacién 4.1.1 Recordando las definiciones de h y ky. del primer capttulo (1.1.9),
.. . ] {0

vemos que la sequnda hipolesis se puede expresar como £ > — "u(—l} De esta forma queda de

manifiesto, como la existencia de soluciones estacionarias no constantes para el problema

descrito por el sistema (1.1.8), estd relacionada con el espesor de la region de interfase €.

4.2 Soluciones Estacionarias con B =N en Q= (0, L)

En [16] se estudia un problema anélogo para B = D y en {59] se trata el caso en el
que h es un polinomio de grado tres.
En este caso las soluciones estacionarias son los elementos {¢, v) € (H'(Q))? solucién

del sistema.:

kig"(e) ~ (W) +X) =0, 2€(0.L), k>0
#(0) = (L) = 0

b —av = A X € R

Si introducimos el cambio de ecscala dado por y = 2= v L' = ——\/Ik— entonces @{y) =
1
w(z) verifica:

{ Sy = (h(G+ ) =0 . y (0. L)

Renombrando y = =, L' = L v & = ¢ el problema consiste en buscar {, A) € H! x IR

solucion de

(4.2.1)

con hx(e) = h(yp) + A v L dado.

De esta forma para cada solucion (. A} de (4.2.1) tenemos (. (l;(bzp — X)) solucién
estacionaria del problema dado por (1.1.8).

Supondremos que h € C*(IR) verifica (4.1.1}, ¥ queremos resolver (4.2.1) para lo

cual consideramos ¢l sistema conservativo:

f

{’ T (4.2.2)

: ha(¢)

, - .
en el que tenemos 2z — Iyl = 0 de donde se deduce que 2 verifica la ecuacién de

conservacion de la energia

(21"
*)

+ Halpg) = £ = constante de energia.
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b - - - -

figura 4.3: Funcién potencial /fy para A > 0

con la funcién potencial H,(y) = — fih = —H{y) = Ay donde H(y) = ¥ h(s)ds, v
E = constante (valor de energia), tal que L — HA( 2} 2 0.

Observando el diagrama de fases para el sistema conservativo (4.2.2), representado
en la figura 4.4, junto con el primer apartado de la Proposicion 4.1.2, se tiene el siguiente

resutltado:

Lema 4.2.1 a) Una condicién necesaria para lo existencia de soluciones estacionarias
no constantes. cualquiera que sea el valor de L. es que X € (dy.d»).
b) Fijado A € (dy,da) los valores de energia E que nos proporcionan drbitas correspon-

dientes a posibles soluciones estacionarias no constantes. son:
H,\(s'g\) < F< min{H,\(s{\)‘ f-i)\(sgf)}

donde s} son los ceros de hy toles que st < 0 y sy > 0 son mdrimos relalivos de H, y 55

es el minimo relativo con sgn(sd) = sqn(A). ]

Lema 4.2.2 Para estudiar ol numero de soluciones estacionarias no constantes en (4.2.1)

fiado A € {dy.da) podemos suponer que Hy alcanza un minimo relutivo en el origen, es

decir. s3 = 0.

Demostracion:
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fiovra 4.4 Diaerama de lases
[ o
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Supongamos s3 # 0. entonces si u = v — 83, se tiene que v € H'(Q) verifica el
sistema:
(z) — =0 . z€(0,L
u'(z) —ga{u) =0 . 2€(0,L) (4.2.3)
w'(0)=u'(L)=0 ‘

con gx{u) = halu + §3) = h(u + s3) + A. De esta forma gy es una funcién que se anula en

el origen, y por tanto B}
Ga(s) = '[0 —ga(t)dt

tiene un minimo relativo en el origen. Observamos que los ceros de g(t) son
A A A
t; =s; —s5,1€ {1,2,3}

donde tf‘ tal que i € {1,3} son mdximos locales de G, v f.:),‘ = 0 es el minimo local de G,.

El sistema conservativo asociado a (4.2.3) es

w o= -
2= galu)

y la ecuacién de conservacion de la energia es

1 o
5(1:,')‘ +Gy(u)=F
es decir,

= VQ/E - Calu)

y los posibles valores de energia son:

0=GA0) < £ < min{CG(13), Ga(13)} = B, = E (7). (4.2.4)

Para estudiar el niimero de soluciones estacionarias no constantes hemos de resolver
el problema de contorno (4.2.3), y para ello vamos a utilizar ¢l método del “disparo.”
Método del “disparo”

Cada trayectoria del diagrama de fascs es solucion de un problema de valor inicial
u(x) ~ galu) = 0. rE IR
uw(rg) =a. u'(2g) = b a, b€ R

El método del disparo consiste en cousiderar los problemas de valor inicial,

u{z) —ga(u) =0, z€R
P - vlaar
Fas) { u(0) = 5.u'(0) =0, 6e IR (4.2.5)
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v determinar los valores § para los que la solucién de (Py4). que llamaremos uys verifica:
f
up (L) =0

Las inicas soluciones que toman al menos dos veces el valor u’ = 0 son las dadas
por trayectorias periédicas encerradas por la separatriz, lo que equivale a considerar va-
lores de energia £ € {0, ). La idea es elegir entre las trayectorias periddicas aquellas
que partiendo de (5,0) lleguen a un punto de la forma {z,0), de forma que la longitud
del intervalo recorrido por la solucién mientras completa n veces la trayectoria cerrada
coincide con la longitud del intervalo, es decir L. Esta longitud va a venir dada por una
funcién que depende de F v que pasamos a describir.

Construccién de la funcion [{I)

Dado A € {d,do) v E € (0, E|), B, = E (A} en (4.2.4) consideramos la trayectoria
periédica asociada a ese valor de energia. Supongamos que dicha érbita une los puntos
(m_(E),0) y {m.(F),0), es decir llamamos m_(E) < 0 y i (£} > 0 a la abcisa de los
dos puntos de corte de y = ('a(s) con y = £, mds proximos al origen. Por construccion,
tenemos Ga(m_(I2)) = Ga(m4(F)) = E.

Dado E consideramos la solucion de (4.2.3), que parte de (m_(£), 0), es decir, u(0) =

m_(E) < 0,2(0) =0, ¥y queremos que 1 aumente hasta llegar a un
zg € {0, L) tal que w(ry) = m (F) > 0.

Por tanto z(z} = u'(z) es positiva en (0, zg), es decir,

() = V2 E — Galulz)) en (0. xp)

De donde el espacio recorrido por la trayectoria es

] u(z) ﬂl.

€= e —_———
V2o \JE - Ga(u)

Definimos (.(E) = zp. es decir, I (£) representa la longitud recorrida hasta que la
orbita (u.z) vuelve a cortar al eje u (= = 0).

De esta forma tenemos las siguiente definicién.

Definicidén 4.2.1

) 1 () du
= [ e
2Jmotly B = Gau)
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Anélogamente, consideramos la solucion u de {4.2.3), que parte de (m,(EF),0). es
decir u(0) = m, (E),v/(0) = 0, y llamamos {_(F) a la longitud del intervalo recorrido

hasta que {u, z} vuelve a cortar al eje u, es decir pasa por {m_(E), 0}, por tanto
w(l_(E)) =m_(E}con z(I_{F)) =0y Gx(m _(F)) = F.

Como
u(0) = m(E) > m_(£) = u{l_(E))
con 0 < I_(E), entonces u decrece en (0, [_(E)) v por tanto z < 0, es decir,

:=—=vV2,/E — G,(u) con :(z) = u'(z), luego

m_{FE} mo{E)

\/_m+(r \/F G () \/_m ® \JE - G(u)

Por tanto tenemos definida la funcidn:

I_(E) = =1, (E).

Definicion 4.2.2
l: (0,E) — RT
- -y L mo(E) _ du
E — (E)=1_(E)=1_(F 7'1;,; (E) m
De esta forma observando las definiciones anteriores los valores de energla EF €

(0, E,) buscados son aquellos tales que L = ni{F) para algin n € IN. Por esa razon

empezaremos por estudiar las propiedades de la funcién {(F).

Lema 4.2.3 La funcion [(E) se puede escribir como:

UE) = —={L(E) + lo(£))

&._.

con

L(E) m]‘ VEydy
O galm_(Em)/u(l —y)

(4.2.6)

! Eyd
it -} YT

. (4.2.7)
—galm(Ey))yy(l —y)

Demostracion:

En efecto }
m. () du

(E) = —f —
V2 It JE — Gy ()
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] /O du /’" L) rz'n
V2 [maey JEZ Go(u) JE - Gi(w)|

Teniendo en cuenta ahora que G (u) = —gy(u). en la primera integral hacemos el cambio
de variable Gy\(u) = Ey,u € (m_(E),0), es decir

G5 (Ey) = m_(E).d o4

u = 2y) =m_(Fy), du = —————
A —a (M (Ey))
de donde

B / f \/_dy _
m_(E) / Lo=galm (Ey)) V1 —y
B /1 VS ydy
O gx(m_(Ey))yy(l —y)
Andlogamente se obtiene el resultado para [(E), va que s1 Gy{u) = Ey con u €

(0,m,(E)), entonces

Edy

w=GyHEy) = m (Ey), du = ————
v M (B )

puesto que G, = —g,. De esta forma

i o Ed
[n(E _/ vedy
0 —ga(m(Ey) \/y 1 —y)

Ahora vamos a estudiar las propiedades de estas funciones L(E), i € {1,2}.

Proposicion 4.2.1 Las funciones t; y lo definidas por (4.2.6) y (4.2.7), verifican las
sigutentes propiedades:

i) 1(E) y a(F) son conlinuas para tode F € (0. ).

w) limp g« ;(F) = W‘Qhﬂm e {1,2}.
i) limp_.p I(I2) = o0, con () = 7‘-_;(1.1([{7} 41 { L)),
w) L(E) es derivable para todo E € (0, Fy). coni € {1,2}.

Demostracian:
Probaremos las propiedades de I» v andlogamente se probarian las de [,

i} Para estudiar la funcion (L) = [3  VEY v g udisremos primero la fun-
STRRT=E T w0l - )

cion

fls) = _Lﬁ—f_—j con s=Fye (L) y < FEy.
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En primer lugar se tienc que f(s) es continua en (0. £} para todo £ < E,. Para
estudiar el comportamiento de f(s) con s ~ 0 desarrollamos —g, en un entorno del origen
y tenemos: (—gx)(mi(s)) = (~gx)(0} + (—gx)' (0)m.(s) + o(mn,(5)%) donde

gx{0) = 0
ga(0) = W(s3) <0
y m_(s) — 0si s — 0 por tanto (—g,)(m(s)) ~ —h'(s3)m,(s) si s ~ 0.

Por otro lado desarrollando G, en un entorno del origen y puesto que m_(s) =

G51(s), tenemos

G(0)

s = Ga(my{s)) = GA(0) + GL(0)m . (s) + 5

mi(s) 4 o(mi(s)) =

— —Lg3(0)m(5) + oi(s))
donde g4(0) = h'(s3). Por tanto si s — 0.m..(s) ~ % v de esta forma la funcién:
—n S':

fey e — Y Vay/=0/(s2) 1

—galm{(s)} —h!(s3)V2s _—’ V2~ (s2)

515 +— {.

Por tanto la funcién f(s) es continua en [0, E| para todo £ < E} y para todo § > 0,

existe M (6) > 0, tal que |f(s)| £ M para todo s € [0, By — §], por lo tanto f(s) (li ] <
wi-y

M lo que nos dice que L{E) = [} f(E1 @ converre absoluta v uniformemente
ma q | -( ) fo f( y) \/y(l——y) g 3
en £ € (0, Ey) y es continua para todo £ € |0, E,).

ii) Basta con observar que,

I (i-y- ] l‘ ! 1 1
lim {E) :/ lim f(Ey)——— = ——-—f y {1l —y) 2dy =
E— Ot g E—0 /y(l _ ?/) \/§ /Hh;(sé) a
B(3.3)_

— _ I
e

iii) Este resultado, se obtiene teniendo en cuenta que siempre se verifica una de las si-

Fal

guientes condiciones, limp_.p {1{E£) = oc 0 bien limp_. g, [+(F) = %, dependiendo de que
Ey = Gy(t3) 6 GA(t2) en (4.2.4).

Supongamos que £y = min{G,(}).CA(13)} = Ga(1}) {como en la figura 4.5) y
vamos a probar que entonces limp_. g, [o(L) = oc.

En efecto, en este caso gy (m, (F,)) = gA(t’l\) = 0 v por tanto desarrollando la funcién

ga(myo(Ey)) en un entorno de y = 1, se tienc que:

—galm (Ey)y ~ W' (sH(1 —y) sty ~ 1.
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o . 1 oy _ ; RN P

teniendo en cuenta ahora que para todo § > 0. J'_; T/ = 09 se obtiene el resultado.

1v) La derivabilidad es consecuencia inmediata de la convergencia uniforme de [ %(f(Ey))_dE_
Vy(l-y)

junto con el hecho de que la funcidn ar—i:(f(Ey)). sca continua en [0, E] x |0, |, para todo

E < EIE

Llegamos asi al siguiente teorema sobre el nimero de soluciones estacionarias no

constantes.

Teorema 4.2.1 Sea A € (d|,d2) y h verificando (4.1.1). Entonces fijado L € IR*, si
Y
T } A A — ! r))\ . b . .
g = _——L’h'(s;)' con s5 tal que h{ss) + A 0 yh'(s3) < 0, se tiene que el nimero de

soluciones estacionarias no constantes en Q = (0, L) es al menos:

L L
l—] st1L>apgy— &IV
g G

L L
—=1lsilL>0gy—¢€lN
ep a2y

con [;—0] parte entera de O—LO

Demostracion:

Las soluciones estacionarias no constantes estin asociadas a los valores de encrgia
L, tales que L = nl{E} para algin n € INV. Para lo cual % ha de estar en el rango de [,
que contiene al menos a [ag, o). Ademds, % € |g, ¢) = f—! > ap esto es “LD > n para
algin n.

Si i =n € IV existen al menos n — 1 valores de energia £ tales que:

[J
HE;)=—talque j e {1,2.. .. n—1}
J

¥ por tanto, existen al menos n — | soluciones periddicas (ciclos) asociadas a los valores
de energia £
- L L _ : T :
Si a &Ny In—n} = n tencmos al menos n soluciones periddicas asociadas a los

valores de energia L, tales que:
i} L .
HE;)) = —talquej e {1.2.. .. 7}
J

Observacion 4.2.1 51 la funcion { es esirictamente creciente. el mimero de soluciones

L L . - .
es exacltamentle [;0] Yag ™ I respectivanmente. y podemos osequrar que no exristen s
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Por tanto si con alyuna hipotesis adicional podemos asequrar que la funcion | es
estrictamente creciente, entonces lendriamos asi una informacion sobre el numero ezxacto
de soluciones estacionarias no constantes. Por esa razon vamos a estudiar el crecimiento
1

de l, estudiando el signo de su derivada. Para lo cual vamos a expresar “adecuadamente

dicha derivada.
Tenemos asi el siguiente diagrama de bifureacion respecto del parametro A.

R — HY () < 1Y) multiforme
A — A,\: (99,\,]}/\):(;10)“ ab"f?)‘_g)

con (@y, vy) solucién estacionaria no constante, de (1.1.8), con:
card (Ay} =0si A € (—oo.d|U[da. 20), v si A € (d},d) entonces
card (Ay) > I(f—o] siag < Ly QLO ¢ IN y
card(A)\)z(f—;—]siag<LyA€bV

(2 44]
donde
7

\/—'2/1’(5%)‘

Lema 4.2.4 Se lienen las siguientes expresiones para of.

R lf G dy (4.2.8)

) g (r)dr]| ———

Gp =

YaE T Jo B(GiETH N
con
u=GEy)=m_(Ey) e (m_(E),0)y m_(E)) <m_(E)
‘ ,\(u (Ly
i) Gl c!r] —— : 429
dE F(GA(U L/‘ y(1 —y) ( )
con
u=GyHEy) =m(Ey) € (0,m(E) y m.(E)<m,(E).
Demostracién:

Por (4.2.6) tenemos

. v Ly dy
Li{E) =
() o galm_ (Fy m / I(E

con f(s) = —° _ s = Ey. Por tanto

galm-(s))

) e
1—J)

dl 19 dy
= [ SpUE) =
a& - Jo b y(1 - )
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cotl
1

vaque m_(s) = G} ()-uyademés&;:-—-e_ o

Por tanto o1 1
v 1 , ’
BE 373 92 (m) Oy A GA(e) = 2sgx{u)] =
A
G'\(“) ! 2 "
= SR (CA) 20 G ()]
,)\ ‘
ya que

Galu) = A —ga{s)ds = C\(u) = —galu) v GX(u) = —gi(u).

Por tanto, st probamos que
26\ (W) G () = (G (u))? = 2/ o Ddr (4.2.10)
habremos terminado, para lo cual basta con observar que
—{?G,\( JGA(u) = {Gh ()P} = 2G,CY = —2C g}

junto con el hecho de que GA(0) = 0 = G4 (0) = —gA(0).

. . - di
Andlogamente sc obtiene la expresion para 52, En electo:

dia(E) _ J -
4k 0 OF 9:(m=(Ex))’ Jy(1 - )

fl vEy dy
0 —ga(in-(Ew) \/y(lfy}A

enfoncees

va que por (4.2.7) lo(F) =

Sea s = Eyy fls) =

PR Y
of TR0a0n-(5)) = VEgh(m (s)ym' (5)

ﬁz?)f (*5) =y= Ui(’n+(3)) -

. y \ o, ,
= 3 aima(ony ALl = Zsgalm(s)mi (n 4 (5))

COIl

' {s) = (GM(sY) = —— =
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De esta forma por ser s = Ey = Gy(u). G\ (u) = —ga(u), se tiene que
8 _ —_\/—E ~ G,\(TI)
2V/s  2Es  2E  2F
Por tanto
af _ Galu) 1 [ (G4 (w))? + 2G A(w) G5 (u)]
OF 28 (-G\(w))? (GA(u))
8f GJ_) 4 i 2
Y W[Z‘Gx w)G(u) = (Gy(u))7}.
Con
26\ (1) Gl (u) — (G (u))? = mzf Ca(r)gt(r)dr (4.2.11)
ya que

d 2 Hr 1 1 "
E{QGAGK — (Gi\)"} = QG&G"; + 26',\6"\ — 26'/\6';: =20 AG’ = —QG,\gK

puesto que G = —g y G,(0) =0 = G, (0) = —g.(0).

Como consecuencia

dlq 1 d . . ,
i = ~aE ) s - LB et e

De esta forma se tiene el siguiente resultado sobre la monotonia de las funciones

Loi€ {12}

Proposicién 4.2.2 ¢) St A <0 la funcion I, es esirictamente creciente (ﬂ >0).

i) St A > 0 la funcion ls es estrictumente creciente (QI—Z > 0).

Demostracidn:
En primer lugar recordamos que las funciones h, hy, Ga ¥ ga, verifican:
1. — sgn(h"(u)) = sgn(u)
2. - Ga(u) > 0,u e (0,m_(E))U(n{E),0),Cx(0) =0
~galu) > 0, w e (0.m,(E))
—galu) <0, uwe (n_(£),0)
donde w = G5 (Ey), con galt) = halt + $3) = X+ i(sd 4 t), tal v como se puede ver en
la figura 4.8,

Teniendo en cuenta estas propiedades. Ltenemos que

3. - Gilu)
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})SiA<O0yue (m_(Ey).0) C (m_(E).0) entonces, Gx{u) > 0y G\(u) < 0 luego por

tanto, por {4.2.8), bastara con probar que

0
/ C(r)g!(r)dr < 0
u
para lo cual vamos a ver que g7{r) = A”(r + 53) < 0. Por otra parte observando la
funcién h, esta iltima desigualdad se obtiene como consecuencia de que r + sg‘ < 0, ya
que 7 < 0y sgn(s3) = sgn(A) , es decir, s3 < 0.
i) SiA>0yue (0,m(Ey)) C(0,m(E)) entonces G(u) > 0y Gi(u) > 0, por tanto

teniendo en cuenta (4.2.9), si probamos que

Lu Galr)gh(r)dr > 0

habremos terminado. Para ello al izual que en el apartado anterior estudiamos el signo

‘

de gi(u) Ahora tenemos que gy(r) = h"(r + 53} > 0 por ser » + sé >0, lo Cual termina
la demostracién.—
Corolario 4.2.1 Bajo las notaciones e hipotesis anteriores, supongamos que A € (d3, d3)

con d} < 0,d% > 0, suficientemente pequenos y que h verifice (4.1.1). Entonces fijado L €

RY, st = \/ﬁ, se lene gue el numero de soluciones estactonarias no constantes
— =/ 52
en = (0, L) es:

L L
[—] siL>agy— &N
Qg aQ

L . L
——1lsaL>ay—€N
o p

con [%] parte entera de ﬂ% y 55 tal que

hisa) +A=0yhk'(s3) <0

Demostracidén:
Sabemos que si A = 0, entonces la Proposicién 4.2.2 nos dice que g% > 0,1 =

1,2 y por tanto la la funcién { es estrictamente creciente. Teniendo en cuenta ahora la
dependencia continua de esta funcion { ¥ de I respecto de A, existe un entorno del origen
d} < A < d3, tal que ! sigue siendo estrictamente creciente.

De esta forma aplicando ahora el Teorema 4.2.1 se tiene ¢l resultado.

Observacidn 4.2.2 La dificultad de la demostracion del resullado anterior radica princi-
palmente en la dependencia de la no linealidad del pardmetro A € IR. Fste dependencia de
A, se refleja en la funcion potencial, la cual cambia “cualitativamente” para los distintos
valores de A (crecimiento. concevidad. puntos criticos .... se ven modificados al cambiar
M), lo que representa una dificultad anadida a este método, en comparacion con problemas

similares como los que se pueden encontrar por ejemplo en [16]. [31] ¢ [58].
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4.3 Soluciones Estacionarias con B =D en Q) = (0, L)

EEn el caso en el que se consideran condiciones de frontera de tipo Dirichlet, es decir,
B = D, se tiene que A = 0, y podemos remitirnos al problema de [16], para determinar el
nimero exacto de soluciones estacionarias distintas de la trivial.
En efecto, en esta situacion las soluciones estacionarias del sistema (1.1.8), (p, v}
verifican:
kip"(z) — i) =0, z€ (0, L) b
con v = —g
w(0) =¢(L)=0 a

¥ por tanto aplicando el cambio de variable y = 7z, se obtiene ¢] problema de [16], que

. . . P 2 .
nos determina el niimero de soluciones respecto del parametro o = ;‘;k—‘ > ( del sistema

H

con v = —y.

@
w(0) = (7)) =0 a

() ~ ph{p) =0, y€(0.n) b
«(0)

Observamos que en cste problema de [16], 2 es ahora un parametro positivo a dife-
rencia del pardmetro A € IR del caso anterior B = N, ademuiis dicho parametro p estd
multiplicando a la no linealidad, v por tanto no influve sobre la misma “cualitativamente”.

No obstante por completitud de la memoria vamos a determinar a continuacion el
numero de exacto de soluciones estacionarias no constantes respecto del paramoctro [,
haciendo uso de los resultados técnicos del apartado anterior, B = V.

Si llamamos 1 = _\/“;‘—_l v L = ﬁ buscamos ¢ € H}{) solucion de:

e"(y) = hip) = 0. ye(0,L)
{0) = (L) =0

L.

no obstante, notaremos y =z v L’

Donde h verifica {(4.1.1} con
sy < 0 < 8o tales que h{s;) = h(s2) = 0.

Definimos ‘
1 () =/ —h(0)dr
0

con
H{O}y =0, H'(s;) =0talque i€ {1.2} vy H"(s;) = —I'(5,) <0,ie{1,2}.

En este caso tenemos una inica solucion estacionaria constante que es la trivial,
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Vamos a buscar posibles puntos de equilibrio no constantes, para lo cual estudiamos

el diagrama de fases del sistema conservativo:

2 = h(p)

con zz' — h(p)p' = 0, es decir %+H(np) = 2 = cte de donde » = £V2,/E — H(y) siendo
E valor de energia, tal que H(yp) < E.

ot +V2/E — H(yp)

dz

Ademas

nos dice que

/‘P(I)i 1 dyp
T = —_———e
w(0) \/5‘/13—1-{(99}

De esta forma obtenemos el diagrama de fases andlogo al caso anterior, figura 4.5,
donde ahora A = 0.

Buscamos soluciones ¢ tales que

es decir, que cortan al menos dos veces al eje z, por lo que observando el diagrama de
fases vemos que:
0 < E <max{H(s;). H(s2)} = I (4.3.1)

es una condicidén necesaria, para que exista solucion estacionaria no trivial. _

Al igual que en la seccidn anterior vamos a utilizar el método del “disparo” para
encontrar las soluciones estacionarias no constantes. Para ello dado un valor .admisible
de energia, E € (0, E1). consideramos la travectoria asociada que corta dos veces al eje 2,
en los puntos (0, :I:@). Sea By = min{H(s) , H{s2)} < E}, consideraremos el caso en
que Eg < Ey, por un procedimiento analogo se estudia el caso en que Ey = Ey.

Si E € (0, Ep), consideraremos los dos puntos de corte de y = H{s) con y = E més
proximos al origen, que se corresponden con el ciclo buscado, v a su primera componente
la notaremos por m_{E) < 0y m.(E) > 0. Si £ € (Ey E,) la trayectoria asociada
s6lo corta en un punto al eje ¢, que notaremos por (m_{£),0) con m_(E) < 0. Como
podemos ver en la figura 4.9,

Podemos suponer que £, = H(s;) lo que se corresponde con el hecho de que la
trayectoria para I € [Fo. ) corte al eje £ en un punto negativo m_(F) < 0, el caso

contrario se estudia de forma andloga.
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ficura 1.8 Travectorias asociadas a valores de energia admisible £

Ademas si g € [0 L] s tal que {rg) = 0. teniendo en cuenta que H{p(zg)) = 0,
se tiene que :(1g) = V2L,

Por tanto si consideramos la solucion ¢ tal que ¢(0) = 0y ¢'(0) = —V2E < 0,
inicialmente ¢ parte de {1). es decir » decrece (z < ) hasta que la solucion alcanza
el punto (m_(L'},0) del plano de fases. y ¢ crece (z > 0) desde ese punto hasta que
la travectoria llega al punto (0. xFZM!;_"-}. de donde se tiene que el espacio recorrido por la
solucion ¢ < 0, hasta que la solucidén vuelve a cortar al eje :. notado por [_(F) viene

dado por:
J

| (Pﬁ} _ j.m“ﬁ] i d. l 1 (L“;

o 0 \/E\,E~H(;) w_ (1) V2 M — H{p)
de donde I_{£} = V2 [} \/L’i—”(_J =
(4.2.6).

Andlogamente. en el caso en que £ € (O, ). podemos considerar tambien la solu-

(
)
e

1 (£7), siendo {7} la funcion definida por

cion o ogue parte de {29, es decir tal que:

S0 =0 20y =V2E >0

v ILUEY sera el espacio recorrido por la solucion o > 0. hasta que la solucion vuelve a
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cortar al eje :.

. my(E)
L{(E) = [

1 dg /U 1 dip
_— -I- —_——————— . —
0 V2,[E~H{p) Imete) V2[5~ H(y)

= V2 ;B 7-5‘%(@ = V2Is(E), donde I5(E) es la funcién definida por (4.2.7). Obser-
vamos que las funciones [, y [_ de esta seccidn no coinciden con las denotadas de igual
forma en la seccién anterior donde B = N,

Por tanto razonando de forma andaloga al caso anterior tenemos, las siguientes ecua-

ciones de bifurcacion:

Proposicion 4.3.1 Existe solucion estacionaria no trivial, sit para algun nimero natural
n € IV, se tiene alguna de las siquientes situaciones;

i) L=n(l,(E)+I_(EF)). _

i) L=(n—1){L{E)+1_(E)+1(F)=nl(E)+ (n—- DI_(F)

i) L = (n— D (EY+ 1_(E))+1_(E) = nl_(E)+ (n — ).(E).

Observamos que las trayectorias asociadas a I € [Ey, E|), nos proporcionan solu-
ctones estacionarias no triviales sélo si [_([) = L, lo que se corresponde con el tercer
apartado de la Proposicién 4.3.1, paran = 1.

Ademads en el caso i) las soluciones tienen n mdiximos y n minimos, en el caso ii)

tienen n maximos y n — 1 minimos y en el caso iii) tienen n — 1 maximos y n minimos.

Proposicidn 4.3.2 Las funciones L, y | werifican las siquientes propiedades:

1.- Son derivables en sus dominios.

2.- limE_,0+ li(E) - \/jT(O)

3.- limE_*EU- L.(E) = +o0.

Demostracion:
Basta observar que I, (E) = V20a(E), I_(£) = V21,(E) con A = 0, sezlin vimos en
(4.2.6) y (4.2.7), y aplicar la Proposicion 4.2.1 —

Proposicidon 4.3.3 Las funciones .. y l_ son estrictumente crecientes,

Demostracion: Es consecuencia de la Proposicion 4.2.2 con A = 0.
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Teorema 4.3.1 St B = D, h vertfica ({.1.1}). yag = +w(m tenemaos que:

a) Si L < ag, no existe ninguna solucion estacionuria no trivial.

b) Si L € ({2j — ag, 2jaq] para j € IN. entonces existen ezactamente 3j soluciones
estacionarias distintas de la trivial, de las cuales j son periddicas.

¢} Si L € (2jaq, (25 + 1)ag| para j € IN, entonces existen eractamente 3j + 2 soluciones

estacionarias distintas de la trivial, de las cuales j son periddicas.

Demostracion:

Sean las funciones inyectivas:
hi(E) = n(l (EY+H_(E)), hi(E)=nl (E)+(n-1I_(E)y ho (E) = nl_(E)+{n-1)L(E).

Fijado n se ticne que inf(h,) = 2nag v inf(RT) = nag + (n - Nag = (2n — ey,

Por tanto existe un ciclo (solucién estactonaria periddica ) si existe E,, valor de
energia que verifica la ecuacién de bifurcacion i (E) = L, dada por el primer apartado
de la Proposicién 4.3.1, lo cual equivale a L > 2nag. Ademds por la inyectividad de A,
E, es dinico, y por tanto la solucion estacionaria no trivial, también.

Para estudiar la existencia de soluciones estacionarias distintas de la trivial que no
son ciclos, aplicaremos un razonamiento andlogo anterior a las funciones h%, asocladas a
las ecuaciones de bifurcacién de la Proposicién 4.3.1. h5 = L. De esta forma tenemos que
sii L > (2n - 1)ag. existen dos tnicos valores de energia £ tales que hF(EY) = L,y
como consecuencia dos tnicas soluciones estacionarias no triviales (no son ciclos).

Como consecuencia dado L v ag, sc tiene que:
a) Si L < ap, no existe ninguna solucion estacionaria no trivial,
b) Si (2j — Dag < L < 2jap, entonces se verifica:

1) L > 2nagparan = 1,2, ..., j v como consecuencia existen exactamente j soluciones
estacionarias que son ciclos, asociadas a los [, valores de energla que verifican hy(E,) = L.

i) L > (2n — ag para n = 1,2, ..., j v como consecuencia existen exactamente 2j
soluciones no triviales v que no son ciclos. asociadas a los valores de energia E’f tales que
hi(EX) = L.

Como consecuencia ¢l mimero de soluciones estacionarias no triviales es 3.
c) Si2jag9 < L € (25 4+ 1)ag, entonees sc verifica:

i} L > 2nagparan = 1,2, ., j ¥y como consccuencia existen exactamente j soluciones
estacionarias que son ciclos, al igual que en cl caso anterior.

i) L > (2n — Ljag paran = 1,2, ... 7 - 1 v como consecuencia existen exactamente
2(7 + 1) soluciones no triviales ¥ que no son ciclos.

Por tanto en esta situacion existen exactamente 35 + 2 soluciones estacionarias dis-

tintas de la trivial. 5
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CAPITULO 5

SOLUCIONES METAESTABLES

5.1 Naturaleza de las soluciones metaestables

Estudiamos el comportamiento de las soluciones del problemar

Ter = Ea) = 5(¢t —¢) ~ Lo+ 2u . w € (ah)
vy = kv"{z) - Ho"(x) z € (a,b)
(P)é "f”jr(a) = ’(b) = O
v'ia) = V(b)) =0
#0,2) = wilz)
L vf(0,7) = v(z)

cuando £ — 0.

Pretendemos buscar soluciones (p(t, z), v(f,2)) de P que sin ser estacionarias, per-
sistan por un largo periodo de tiempo, (soluciones metaestables) para valores pequenos
de £, mediante el método de energia.

Este método consiste en la construcciéon de un funcional de energla para el sistema
con muy poco exceso de energia para disipar {cambiar de fase). De esta forma, como la
velocidad de variacion de la solucion cstd ligada a la disipacién de energia, una excasez
de energia nos lleva a una evolucién muv lenta de la solucion. .

Consideramos el funcional de energia dado por el funcional de Lyapunov del sistema
(1.1.8) de la Proposiciéon 1.5.1 definido por

c2
5

b o ] ks (a2 } b b2l
We(p. v) = / (=7 - = (¢ — 1)"]dz + —/ (cv — ) da
a 2 3 2c Ja

v G(s) = 15 = 1) 20, tal que G'(s) = g(s) = 2(5° — 5), el cual verifica las

L]
siguientes propiedades:

con ¢ =

]t
13—

129
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1) We(e v} 2 0.

ii} Los minimos absolutos de 1V son los puntos donde 1 se anula, es decir (l,%) ¥
(-1, —%), para todo £ > 0, v se corresponden con soluciones estacionarias estables del
problema (P).

iii) La regién donde el funcional toma valores pequernos, para § << 1, es muy grande, es
decir W, posee “un valle extenso y poco profundo de energia”. En efecto:

Sea h(£) un infinitésimo en &, es decir A{¢) — 0si & — 0. La regién
Ie = {(,v), Welp,v) < R(E)} € H' x L?

con £ << 1 contiene muchas funciones ademas de las constantes minimizadores del fun-
cional. En particular incluve las transiciones, que son aquellas funciones {¢,v) donde
v R & 37 3 . 163 7 : s n l
@ ~ £1 con Vi “grande’, en una regién pequena v v~ k.
£} “valle” es una resién grande de energia pequella y ademas como We disipa energia
de (1.1.8), es invariante, va que si partimos de un dato inicial 080, 2),v8(0,x)) € ¢, la

solucion de {1.1.8) verifica

0 < Wel(b(t.x), vt 2)) € Wel®(0,2), 50, 2)) < h(8)

para todo ¢t > 0. De esta forma teniendo en cuenta que We decrece con t, si consideramos

R(£) —_0 cuando £ -, observamos que ¢l funcional de energia tiene muy poco exceso

de energia para disipar en el “valle”, lo cual sugiere que las soluciones evolucionan muy
lentamente.
Buscamos pues soluciones metaestables (de evolucién muy lenta) para valores pe-

quefios de &, proximas a la estructnra de N-transiciones de fases, que pasamos a definir.

Definicién 5.1.1 Funcién N-transiciones

Liamaremos funcion N — escalera, y la representaremos por % la, b — {—1,+1},
a toda funcion con N puntos de transicion. que notaremos z;, 1 € {1.2,..N}, que toma
los valores +1 y —1.

Llamamos funcidn de N — transiciones a toda funcion de H'. prézima en L} a una

funcion N — escalera.

Observacién 5.1.1 i) Para que efectivamente eaistan soluciones nelaestables en g, § <<

hl€)
3

1, la funcion h(€). no puede ser demasiado pequena. de tal forma que si — 0 cuando

€ — 0. entonces en la region [¢ no hay transiciones para valores § << 1. fn este caso

. .. . c “ .
cualquier solucidn (o5 v8) € I¢ de (1.1.8) cuando £ — O se acerca necesoriamente a uno
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figura 5.1: funcién N — escalera :

de los puntos de equilibrio (1, :l:%). Por tanto para incluir las transiciones es necesario

que
[

h
Iiminf e

£

)_>_.'10>0

conhg>0y&~0,

En efecto, si (v, v8) € I¢ en primer lugar, W et vd) < R{€) — 0 cuando & — 0
por lo tanto (¢%)* — 1 en L* y vt o Efpf en L, luego existe una subsucesion tal que
(¢ v8) — (£1, £1} en casi todo punto.

Ademads ﬂsﬂ > & PIVefP e = L2892 =12 L o€ — 062 g por la desigualdad

=Y

de Young

£ b 1 b o 1 b a ((,O I
A A e R

h(EJ

por tanto si — (), se tiene que (*Z

y como (¢%)* — 1, necesariamente

¢ ¢ : ¢ ¢ !
¥ = 1 0 ¢t — — 1. y respectivamente vt~ = o u% — — 2,
c c

u) bn vista de lo anterior, necesitomos considear funciones (¢ 08 tal que Welpt, vf) =

h(€)— 0 s & — 0 pero liminfg_.g "(55) > hy.
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Consideramos el funcional de encrgia normalizado Ve = éWg, que sigue siendo
postiive y escribimos

. I b .
Velp,v) = Bele) + 5 | (0 = )%z (5.1.1)
C, Ja

donde E¢(yp) viene dado por
\ bE o I, 5 o
E¢(p) = / [5'#2 + —(p~ = 1)7]dz.

Vamos a ver algunos lemas previos a la eleccion del conjunto de datos iniciales
verificando las propiedades anteriormente mencionadas, cuva solucién asociada tiene la
propiedad de evolucion lenta {metacstabilidad) que buscamos. [Estos lemas son conse-
cuencia directa de la definicién del funcional, de forma que la ecuaciéon de evolucién no
Juega ningun papel. Su demostracién se puede encontrar en [8], [25], pero no obstante
vamos a ver a coutinuacion que ¢l Iimite inferior del funcional ¢ actuando sobre funciones
de N-transiciones es una coustante que depende del mimero de transiciones. De tal forma
que el valor minimo de energia sobre estas funciones de N-transiciones, va a depender de

N y no de las posiciones de los puntos de transicién.

[<

Lema 5.1.1 Si {8} € H', % — ¢% en Li(a,b). cuando & — 0, con o = N -escalera,
con transiciones entre —1 y 1 | entonces:

- 1 "
kEim i&if Eelp®] 2 NCy con Co = f (} —s7)ds =

-1

IO [

alcanzdndose la igualdad para ciertas sucesiones of,

Demostracion:

U una funcion N — escalera entre 1 v —1, por el

Si e — % en L'Y(a,b) con ¢
Lema de Egorov, para todo § > 0 existe A C (a.bh) con p{A°) < §, tal que Ye — o
uniformemente en 4. Por esta razén podemos considerar. sin pérdida de generalidad, N-
intervalos {a; b;).1 € {1.... N} sulicientemente pequeiios que contienen a los N — puntos

de transicién de o tales que
0 0
o) = o ag) = =1 v 28— () = 1.
De esta forma se tiene gue;

. < P R LA A T
Bele®) = 5 [ 1606 b ge 1097 = 112 05 [M It o o [ -

J
8 Ja
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Por la desigualdad de Young

[0 + el = 1P 2 [t = 1= [0 = H oS 0) = H (o(a0)

ag
con H(s) = f5|z° — 1|dz. Como consecuencia, se obtiene que

b 1 2
L v e b e e i1y o 2
liminf [ "€l + ) 1P 2 HO) = H(=1) = 3= Co
La existencia de sucesiones donde se alcanza este valor minimo de energia estd
probada en [43], [44], [60],]25].—

Observacidén 5.1.2 Observemos que si N = oo, entonces el argumento anterior nos dice

que liminfe.g E¢(¢%) = +oo.

Definicién 5.1.2 N-transiciones eficientes

O en L' con we € HY y 2% funcion N -escalera, tiene N -

Diremos que p¢ —
transiciones “eficientes” si

. o (A — N
11161'1_.1(1}1(1:5((,, } = NCy

es decir st toda la energia se acumula en los saltos.

Observacion 5.1.3 La existencia de las funciones de N -transiciones eﬁczentes que esta
demosirada en [25], [43], [44].]60]. no es nada elemental.

De hecho se tiene que ni las funciones lineales a trozos, ni polindmicas de grado
mayor, a {rozos, son transiciones eficientes. En efecto si consideramos ¢t funcion gue
toma los valores 1 y —1 alternativamente en todo el intervalo (a,b), salve en intervalos
centrados en los puntos de transicion z;,i = 1,... N de amplitud 26,5 = §(¢) donde estd
definida de la siguiente forma:

1 |

e = ="

P ) = +
v () e

eligiendo el signo de forma que sea continua. se ticne que:

llm Ll w8 =2V2 _ N > N(Cy
\/(411 + D){dn? = 1)

para tode n € IV,

|
Il siguiente lema se ha probado en [23], ¥ nos va a permitir probar la existencia
de soluciones metacstables para el sistema (1.1.8), cuya evolucién es mds lenta que la
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conseguida por las técnicas de 8], para la solucion de ta ccuacion u, = g, + flu),z €
(0,1}, de hecho la solucidén que parte de datos iniciales proximos a (¢2, %@0) permanece
invariante durante un intervalo de tiempo de longitud 7', con T > Ce_%,C.D > (0,
mientras que en [8) el orden de evolucién de la solucién, u¢, respecto de £ es potencial.
Para esto notaremos 3(z) = [T p(s)ds v observamos que dada ¢ € L!(a,b) se tiene

que @ € H'(a,b), verifica $(a) =0y

¢@)] < llellLicap de donde:

&l Lt e,y < (b = a}llll r1(a,n- (5.1.2}

Lema 5.1.2 Sea ¢° una funcion N -escalera con z;.i = 1, N puntos de transicion y sea
r > 0, tal que los wintervalos, (z; — r. z; + r) son disjuntos entre st, y estdn contenidos en
{a.b). Entonces para cada C > (O tal que C < v emste §* > 0 y C7 > 0, que depende
solo de o0 y de C, tales que:

Sip e HY verifica f; [p — Oldr < 5%, entonces

o
EE[’;I 2 1\rC0 - C'frﬁ ?'[:i

5.2 Movimiento lento de la transicion de fase

Vamos a ver una estimacion de la norma de la solucion, que parte de un dato inicial
proximo a la estructura de N-transiciones, en el espacio producto L2 x H,{;l lo que nos va
a perniitir probar el resultado de metaestabilidad.

Consideraremos a partir de ahora ¢° una funcién N —escalera como en el Lema 5.1.2,
es decir con z;,7 = ..., N puntos de transicidén v r tal que (z; —r,z; +7) C (a,d) y son
disjuntos entre si, v una constante positiva & < r.

Vamos a partir de datos iniciales cuva primera componente f,;-g verifica las propiedades:
i) limg o es(z) = %(x) en LY{Q).

i} Ef[a,og] < NCy+ %g(g). con £4(&) — 0 para £ — 0

cuya existencia esta probada en [25].

Proposicion 5.2.1 Supongamos que el dato inicial (-;g(;u}. ué(.-z:)) verifica:
i) limg_.q wi(z) = 2%(z) en L),
i) Ed;«%] < NCo - 39(8). con () v 0 para & — 0.
iii) L2 |eod — w82 < £o(e)
Entonces. existen C. Cy constantes posttivas, independientes de &, tales que la solu-

cion (¢%. ¢%) verifica

Elle]

T b 4] £ ) - _
/0 [1 AP =) T Pldadn < € (28g(8) + S6 F)
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para § suficientemente pequeno, y T se puede elegir tal gue T > —Z—c—
. . Crleg(er+ee €)'
En particular s1 (¢} = Cae” T, entonces T 2> Cye€ , C; > 0,i = 3, 4.

Demostracion:

En primer lugar consideramos § = bé—_.a > 0, con é§* dado por el Lema 5.1.2, de

forma que por (5.1.2), si [ ]o¢ ~ 09 < §, entonces S 1ot — @ < 8°. A continuacién
C

consideramos §p tal que para todo & < &,

b 1
/ (04(2,0) - @(2}ldz < =5

Ahora por la continuidad del semigrupo asociado a las soluciones del sistema (1:.1.8), para
cada { fijo existe 7' = T'(§) > 0 dependiendo del dato inicial, tal que f: () — % < 8
para todo 0 £ ¢ < T(£). Por tanto por el Lema 5.1.2, existe una constante €'y > 0 tal que

Eel8)(t) > NCy— Cle™ €

para todo 0 < t < T°().

Como consecuencia se tiene que para todo 0 < ¢ < T{¢)
NCo~ Cle™® < Eelaf](t) < Vel of|(1) < ¥ el vgl-

Teniendo en cuenta ahora que:
Ll E € [ AP
Velwod, u§] = Egled] + oy f (cug = wg)™ £ NCo+g(8),
S.’ a
se tiene que para todo 0 <t < 7'(&)
Vel u6] — Vele®. v8)(t) < g(&) + Cre™ <. (5.2.1)

Observemos que (5.2.1) nos mide la poca variacién de la cnergia en 0 <t < T(€).

Ademads, de (1.5.8), probada en la Proposicién 1.5. 1, tenemos
T N o - A )
cond = % > 0, por tanto integrando de 0 a T = T(), se ticne que:

e o
Vel uf) — Vel v‘l(T):E"/D ﬁT(\r’f)'-i-dl(“A) i)

De donde aplicando (5.2.1) obtenemos

“] ] 1 dl(= )P < g(€) + Cre €
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es decir:
c o ] -£
f f 21) (=) e < ClSg(E) + geE), (5.2.2)
con Cy = maz{C}.(min{r,d})"} (min{r,d})"'}.

Observemos que (5.2.2) es valido para todo instante de tiempo ¢, tal que f: |t (t)
PO(z)|de £ 8,0<t<T.

Para terminar la demostracion hemos de probar que se puede tomar T = T(£) >

C:
C1(go()+¢e &)

Sif5° f: |¢f[ < %5 entonces no hay nada que probar, ya que para todo ¢ se tiene que

1 1
f!wo ﬁpp<//w@|+/\% NS S+ 588 (5.2.3)

Por tanto supongamos que f5° fab |(pf[ > %5, eso nos dice que existe un tiempo T(£) > 0,

con C» > 0 e independiente del dato inicial.

(dependiente del dato inicial), tal que

TEy b,
s A

v por (5.2.3) se tiene que [0 [2%(1) — 2% < § para todo t € [0, T{¢)] lo que nos permite

usar (5.2.2). Aplicando alora la desigualdad de Holder tenemos

T : . 1 1 1 —Cy1 L 1
(/ /|H )(7mnwb—m?s:chmm+w OBT(E)T(b - a)}

peor tanto

s 52
T > = = con Co = ———
Ci{Eg(8) + e T (b — a)

v el segundo miembro es independiente del dato inicial. El resto es inmediato.5

Observacion 5.2.1 De esta forma tenemas una cota para T(£). independiente del dato

micial, que depende de £ de forma que T(E) crece ol disminuir €

o
Vamos a ver que en una cscala de tiempo de longitud T con T > Me€, donde
M es cualquicr constante positiva, la estructura inicial de N-transiciones de la solueién,

permanece lvarianic.

u P £ 2 . . # .
Teorema 5.2.1 Supongamos que el dalo iniciol ( 25{x). vy(x)) verifica las hipdtesis de la
Proposicion 5.2.1. Entonces para todo A > )

i) lime SUPrggig— M. oS0y = A0 = 0.

yii)*“m?
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1) limg__gsup 0<r<—%-“ } levs (¢} = @& (t)l[ 12 = 0.
fos e re
) lime—osupgge,cae_y  {[uf{t) = %c,:’OHU =0
serte € .
En particular, st g(&) = ke™ € para algin k. entonces:

. ; Sty — %, = 0.
i) limg_g SuPogthe% lot (e} — % 1
M £ — E t = .
v) limg_p SuPogthe% flevt(t) — @* ()12 =0 {

vi) limg__gsup s (t) — L% 10 = 0.

[y
0<t<Me€

Demostracion: ;
i) Por la Proposicién 5.2.1, sabemos en particular que podemos elegir T(£), suficientemente

o -< ,
grande, verificindose ademds que fon f;’ |<,.:~f['d;vd! < Ché(g{€) + 7). Ademas

L

b bt
] l(pf(t) - 993[(1::: < / A |c,sffd.7;r13 < (b - n)%f.%{le(g(f) +e” )]%,
a a

de esta forma dado t < T'(¢) se tiene que

<
£

LV

() = wfllr £ Col TS (9(S) +e77)) <

con Co = {(C\(b—a))2. Por tanto eligiendo T(&) tal que T(£)<(g{€) -i—e"%) — 0si &0,
por ejemplo T'(¢) = —”At tenemos '
g({)+e &

lim  sup  |[f(t) = @Sl = 0
§—O0<tcTie) |

de esta forma teniendo en cuenta que limg._g |[,98 - <;-D]|L1 = 0 se concluye la demostracién
del primer apartado.

il) Este resultado es consecuencia del siguiente hecho:

mio

sup [feot(1) — 8|12 < Callg(€) + e
<0.7(E)

) (5.2.4)
con Cy constante positiva independendiente de € v de ¢.
Para probar (5.2.4), tenemos en cuenta de nuevo la Proposicién 5.2.1, en la que

probamos que

O

k]

Ci&(g(8) + e

b
f let (1) — 20dr < 5.Vt € [0.7(&)] con T(E) =

Falle]

)

de donde para cada t € [0.T(¢)].  #5(1). estd en las Lipdtesis del Lema 5.].2 segun el
'
cual Ee{e®)(t) > NCy— Cre™ €
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r . - . . . £ .
leniendo en cuenta ahora (3.1.1) v las hipdtesis sobre (:;8‘ vg). se tiene que

- 1 b < £.0 .
Vel v9)(0) = Belot) o)+ 5 [ (ov® = 2590 < Vil vf) < NCo + g8),
5 a

por tanto

1
2Lc

b
/|wﬁwﬂ-5N@+gm—Eﬂﬁﬂﬂﬁﬂﬂ+Cﬁ

con C; constante positiva que no depende de { ni de t ¥ (5.2.4) queda probado.

iii) Observamos que
£
fievt () — gl < lievs = @) (Ol -+ 1950) = wolle

y por la desigualdad de Holder

(TR

(er® = @S (t) < Hl(ev® = 25 (1) 12(b — a)

por tanto ¢l apartado i) junto con {5.2..1). concluyen la demostracion del Teorema 5.2.1.—

A continuacién vamos a ver un resultado gue nos muestra como tos puntos de tran-

sicién de %(t) se mueven lentamente.

Teniendo en cuenta que las fases estan localizadas en los valores ¢ = —1, v = -TC-L v
w=+1lv= %._ la evolucion de las fases esta reflejada en la evolucidn del niimero de ceros
de o5(t).

En [8), para la ecuacion (p%), — FAY 4+ h{p®) = 0, se estudia la evolucién del

mimero de ceros de la solucién, v se prucha que los ceros de 4(t), o puntos de transicién,
van disminuvendo progresivamente, (colapsando dos a dos ¢ uno a uno con los extremos
del intervalo}, acercindose asf la solucion. a las soluciones estacionarias estables.
En [8], la evolucién del mimero de ceros de la solucidn es conocida por tratarse de

una ecuacion parabolica semilineal de segundo orden, de las estudiadas por ejemplo en (3]
v [411. En estos trabajos se demuestra que el mimero de ceros es una funcién no creciente
en t. Sin embargo, estos resultados estan basados en el principio del miximo y no son
aplicables a nuestro caso. De hechio. estos resuitados sobre la evolucion del mimero de
ceros en [3], se refieren a la solucién de una ecuacion del tipo

& Ay du hu

E = 271_3 'Jra'}'f(f\u.a.
donde es fundamental el hecho de que [ no dependa explicitamente de x, por lo que no

3

es aplicable a las soluciones de (1.1.3).
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Para estudiar la evolucién de la estructura de N —transiciones, de las soluciones del
sistema. (1.1.8), vamos a aplicar las téenicas de [25], que han sido aplicadas en el contexto
de las ecuaciones de Cahn- Hilliard y para sistemas de ecuaciones de Cahn-Morral, donde
el principio del maximo tampoco se verifica. [En particular usaremos los resultado del
siguiente Lema técnico, basado inicamente en la expresion del funcional Eg.

Fijado p suficientemente pequerlo, elegimos &' C R\ {1, +1}, un conjunto cerrado

y definimos el conjunto de transicién de una funcién u por:

Definicién 5.2.1
T(u) = ™ HK) = {z € (a,b),u(z) € K}.

Observamos que u™'(K) describe los puntos donde u no es proxima a £1 y —1y
por tanto, en cierta forma, el conjunto donde u transita entre las fases %1. J

Vamos a ver la rapidez con que se mueven las transiciones de fases, analizando la
velocidad de cambio de la funcidn transicidn.

Denotamos por dist(A4, B) la distancia de Hausdorff entre los conjuntos A y B, es
decir:

dist(A, B) = maz{supacadist(a, B), suppcgdist(b, A)}.

Con estas notaciones, se tiene el siguiente resultado, cuya demostracion se puede

encontrar en [25].

Lema 5.2.1 Fijado K, como antes y o > 0, existe §° suficientemente pequeno, tal que

para toda p € H', verificando '

c
£

b .
[ 18() = ¢e)ldz < 8y Belp) < NCo+ ke
para alqin k > 0, se liene que
- o
dist(To|u], {z;}i=.v) < 5

donde z; representa los puntos de transicion de zpo.;:]

Es decir si ¢ es proximo en L' a (;TO v es “eficiente” en términos de energia, entonces
su conjunto de transicién es proximo el de »? es decir {zj,i =1, N}

Este resultado, junto con la Proposicién 5.2.1 nos permite probar, de forma casi
inmediata. que la evolucidn de los puntos de transicion de ©*(t) es lenta en intervalos

grandes de tiempo.
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Teorema 5.2.2 Para tode familia de datos iniciales {(ﬁ;g(:::),vg(a:}) EH'x L2 0<¢<
. . -c

o} verificando las hipdlesis de la Proposicidn 5.2.1 con g(&) = C3e™ ¢, dadosa > 0 y §*

como en el Lema 5.2.1, emisten C, & > 0 tales que:

x

b )
[ 1t (@) = e (@)ldz < 5 = —— para todo § < &

- @
y se tiene que el tiempo T'(a) necesario para que

dist(Tolef (., T(@)}]. Tried()]) = @

satisface la condicion T(a) > Me%, para todo M > 0.

Demostracién:

Por las hipétesis del enunciado existe &g tal que
b b .
f lo§(z) — %(z)|dz < 6 de donde f los(z) — @O(x)|dr < §* Ve < &,
f a

_< . .
Observamos que 1{5(@5, US) < NCy + ke @ para algiin & > 0, v en particular,
. < . . . " .
Eg(gog) <NCo+ %e €, v por tanlo f,og(.’f:), satisface ias hipotesis del Lema 5.2.1, segin el

cual se tiene que

N R

d{T {05l {25} j=1n) <

donde :; representa los puntos de transicién de 0.

Por el Teorema 5.2.1, podemos considerar &, suficientemente pequeno y T(¢) >

<
Me® | para que
sup [l¢$(t) = ¢l < & v portanto  sup [[@4(1) — P11 < 57
0<t£T(¢) 0<t<T(§)

ademas como Vg decrece a lo largo de la traveeloria, se ticne que
Ee(t(t)) < Ve(eS(6), v8(1)) € NCo - ke %
de esta forma de nuevo por el Lema 5.2.1, se ticne que
AT 0L ) pmr) < 5

y aplicando ahora la desigualdad triangular se tiene, que para todo instante de tiempo
<
0 <t <Met

AT (0] T () < oo



Il PARTE

UN MODELO DE TERMOSIFON
'CERRADO







EXISTENCIA Y UNICIDAD
DE SOLUCIONES




CAPITULO 1

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE
SOLUCIONES %

1.1 Preliminares

Consideramos el sistema {1.1.1) dado por

,

f{éf-}-G(u)v = §(T=8)f, ©(0) =g

ST et

—5?4_1)58-— — ATy =T), T(0,z) = To() (1.1.1)
£

as  as o2s o

0 o L s = So(z).

ot +U8:c %ﬂ# b&nz‘ (0, 2) ofz) ;

|
En este sistema z € (0, 1) es la longitud de arco y § = [; dz, representa la integracién a

lo largo de la curva cerrada, que representa® la silueta” del circuito. La funcién f esta
asociada a la variacion de altura a lo largo del circuito, v sera una funciéon conocida, al
igual que la funcion T, que representa a la temperatura ambiente.

Las incognitas v, T y § representan la velocidad, temperatura y concentracion del
soluto, en el fluido.

Consideraremos G y h, funciones continuas, tales que G(v) > Gy > 0,y h(v) > hg >
0, para Gqg y ho constantes positivas. Observamos que todas las funciones, son periddicas
respecto de la variable espacial, de periodo uno. ’

Pretendemos probar la existencia de la solucidn del sistema {1.1.1) fijada una condi-
cién inicial en un espacio de fases V., es decir, dado (vg. Ty, Sg) € V. Para ello vamos
a utilizar un argumento de punto fijo. Observemos que si v(l) es conocida, la segunda
ecuacién de (1.1.1) se puede integrar de forma explicita por caracteristicas, obteniendo

una funcién TY(t, z). Esto permite abordar las soluciones de (1.1.1} por el siguiente pro-

143
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cedimiento. Coustruiremos J. un operador que actia sobre el espacio de las funciones
continuas en tiempo, con valares en un espacio producto ! x 7 a clegiv adecuadamente,
de forma que dada una funcion (v. 8} € C{]0,7|; R x Z) vamos a definir una funcién
J{v,8) € C(|0,7]; IR x Z). Probaremos que / es contractiva v que su punto fijo (v, 5) es

la solucién del sistema parabdlico semilineal dado por

f

=Gy = §TT=SLS (0= v

i | - 1.1.2)
a5 a5 o-5 a-Tt (

— ) — o ‘Vb =

o +L8z caﬁ e ,S(0,z) = So(z)

donde 7% representa la solucién (en un sentido débil que especificaremos) de la segunda
ecuacion del sistema (1.1.1).

Para resolver la segunda ecuacion supondremos que T, T, € X, donde X representa
a un “espacio admisible” adecuado que definiremos mas adelante v que f € X', el espacio
dual de X. Con estas hipotesis v dada v € C[0. ], probaremos que existe una unica
T =T%e C([0, r]. X) solucidn integral de la segunda ecuacion de (1.1.1), que verificard
la ecuacion en c.t.p. (¢t &), dependiendo de la regularidad de 7. T,. Esta funcién TV se

obtiene integrando a lo largo de caracteristicas la ecuacion

v viene dada por

TY(t,2) = Th(x — for vie” Jo ntw) + /Df[h(v(r))e'frf ""(“)’]'a(rzr - ftv)]dr,

Veremos en primer lugar las propiedades de la funcidn 7Y, Después abordaremos ia
resolucion del sistema (1.1.2) en (v, §), utilizando el semigrupo generado por el operador

sectorial A en IR x Z, definido por:

. ’ (1.1.3)
' 0 e(-Z 1)

v la férmula de variacion de constantes correspondiente.

Para esto en primer lugar escribimos ¢l sistema (1.1.2) como una ecuacién de evolu-

U
cion en UV = . de la forma siguiente:
S
. . - . . . Lo
Lig 4 AL = F(+ 1), con L(0) =1y = (1.1.4)
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¢ |
donde A es el operador definido por (1.1.3) actuando sobre {/(t, z) = ( v(t) ) ) y la no
T
linealidad viene dada por la aplicacion /', deliuida por

[ R U)Y Y =CGju (T - S)f |
FLU) = ( Falt, U) ) B ( ~v 28 Ly (L ) + cS(t, x) ) ' - (115)

De esta forma la solucidn del sistema (1.1.2) viene dada por la formula de variacidn

de las constantes, es decir:

v(t)

U(t) = e *Us + fote_A('_r)F'(r, U(r))dr con U(t, z) = ( S(t. 2)
Stz

) e C(lo,7], R x Z)
(1.1.6)

siendo Z un espacio adecuado que elegiremos a continuacion. Observemos que a su vez

o(t) =U0—£rG(u)u—£rf(?‘—S').f (1)

esto es equivalente a:

2 t 2 as 3'.’Tv .
S, z) = ec(_é%iﬂ)sg(m) +/ ee(_%"H)“_r)[cS(r) —v(r)—(r) — b——=(r)|dr. (1.1.8}
0 dzx dz-

Por tanto definiendo

t
JU) =e MUy .+-/ "M R (U (7))
0

buscamos un punto fijo de J en C{[0, 7]; IR x Z). !

Observemos también que hemos escrito la eccuacion semilineal para S sumando y
restando ¢S, de forma que el operador C(—sl__:g + 1} sca un operador positivo, ya que
c(——g—:g) con condiciones periddicas contiene a las funciones constantes en su nucleo, es
decir no es positivo.

Vamos a ver algunos resultados previos a la demostracién de la existencia y unicidad
de soluciones del sistema {1.1.1) que nos ayudarin en la eleccion de los espacios X v 7, v
por tanto en la determinacion del espacio de fases )V, que constituirda el marco funcional

con el que vamos a trabajar. Siguiendo la notacién de [31], tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.1 Llamamos espacio adnisible X a todo espacio de Banach X de fun-
ciones I-periodicas. verificando las siguientes propiedades:

) llal +k)llx = lgllx, para todo k € IR yge X |

it) Fygada g € X, la aplicacion de IR — XN . definida por k — g(. + k) € X es continua.
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(0, 1) o C52(0.1) entre otros.

Ejemplos de espacios admisibles .Y sou 1220, 1), CF per

per - per
Supondremos € = (0,1} y en lo sucesivo suprimiremos la referencia a Q al hablar de los

espacios funcionales.

Lema 1.1.1 Sea 7 > 0, fijada v € C[0, 7| consideramos To, T, € X siendo X un espacio

admasible, entonces la funcion TV definida por

TY(t, x) = Tolz — /Otv)e_futh(u) + At[h(u(r))e_f: AT (2 — [tv)]dr (1.1.9)

es solucion integral de:
ar?y aTv
+u
at ox

=h{u)(T, = T") con TY(0, z) = Ty{z) (1.1.10)

y verifica las sigutentes propiedades:

1) TV € C(0, 7], X') y verifica la ecuacidn (1.1.10) en c.tp. 2 € (0.1}.]0, 7] siempre que
To y Ta sean diferencinbles.

@) 1T x £ max {|Tolly W Tallv} pora todo t € 0. 7).

i) Supongamos que las traslaciones de T, y Ty son Lipschitz en X, es decir existen

constantes positivas cqg > 0 cond = o yd =0 lales que:
(Tal. + k) = Ty )l € calkl para todo k € IR.
Entonces la funcion TV definida por (1.1.9) verifica:
[T+ k) = Ty < C[k]

conO<k<r te[0,7—klyC=C(vl

t. En otras palabras TV es Lipschitz ent con valores en X .

wo || Tallx) constante positiva, independiente de

: r ‘ - rpa - . Lzl
w) Supongamos que N — L;CT y que las traslaciones de 1y y T, sean Lipschitz en Liers

lo cual equivale a que To. T, € H,,.. Si ademds v; € C|0.7) con i € {1,2}, entonces
SUprep T () = T ()l < Loy — vall

para cterta L > 0. donde

fluy — volle = suprzoz|er (1) — vali)].
v) SiTy, T, € Hpger, dadas v; C Cl0. 1| con i € {1.2}, se tiene que

C)Q iy ('7‘1 4 AN
suprnzjo.r‘;Ha r,_,! (r)— ﬁf (1‘)“;1;4, < Mrllvy = volle

para cierta M > 0, con H L = ([}

per per s



Capitulo I. Existencia v unicidad 147

Demostracién:

Las afirmaciones i), ii) y iv) son consccuencia de los resultados obtenidos en [51].
Pasamos pues a ver la demostracién del apartado iii), a lo largo de la cual notaremos por
|-l la norma en el espacio admisible X

Vamos a probar que la funcién T¥, que notaremos por simplicidad por 7,

Tt z) = Ty(z — /Otv)e_fo'h(v) +- /Ot[h(v)e_f:h(")i”a(:x — /tv)]dr '

es Lipschitz en la variable ¢t. En efecto, si suponemos & > 0 vi< 71—k setiene

176480 = T <oz = [0 ™00 (o [ e o

I fowkh(v)e‘frwkh(”)?}(r-/:H.v)—_/Otlt(v)e*f:h(”)Ta(-?i—f:v)”- | (1.1.11)

Llamando [, e 15 a los dos sumandos de Ia expresion anterior, para el primer sumando se

tiene que:

t+k ik t !
o= Tole = [ vpem oM gy [ e Jarony <
0 0

ik ' ¢ .
| 7o(x —[ v)e™ Joh _ To{z — / vie™Jo AL
0 0

ik

: t+k t+k t
HIToa = [0 BT e [T e

i <
e, t-+k t t-+ ke ¢k et
se‘fo"(”}”To(x—f v) = To(z - [ o) +|[T0(.7;—f vilife™J A _ = fyhe))

0 0 0 ‘

t-+k - t+k
<l [ ol +1T0ll [ A S (eollll + [Tl b0}

t t+k t
ya que 6_-[0 h(v) <1, Ie—fo hiv) e—fo h(:r}l < !IL!-H.. /L(U)l

Para el segundo sumando de (1.1.11), tenemos |

t tik f-k t t |
I, < ||f [h(v)efr I*(")Ta(m —f vy - h.(u)e_fr MEp (g —-/ u)} dr |+
4} s .

&

-+ /{Hk {h(l})e_ﬁ*k iy o Cr IH* L‘)] dr|.

De aqui obtenemos

t+k 14k t-k
1/ Pmeﬁf“nu—[ w%wsmmmmmm
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t+k
M) o1, por ser A(e} > 0 v ademas:

t+k ' f
u / no)e™ O = [y = h)e O @ = [ <

gEh(u)e Ta(r—LH-L ) — Tl f v)||+

t trk .
HITl [ Do) e S50 — om0 1<

ya que € -/

< A llsotalilloc TR 17+ 1Tl ()57 £

lo que termina la demostracién.
v) La demostracion de este resultado es consecuencia del apartado iv) y del siguiente

hecho. Si derivamos respecto de z la ecuacion de (1.1.10) que describe la evolucién de T,

ohservamos que ‘% verifica fa misma ecuacion (1.1.10) con %"; en vez de T, y con dato

inicial & 52 Por otra parte si To, T, € M2, entonces o & ¢ !

per: or  dr per: y por tanto sus

- . . o . .
traslaciones son Lipschitz en L; .. De esta forma de nuevo por el apartado iv), se tiene

que
arvy T
SUPrcio 'r]” A (]) -

(g, < L7l = velles

Usando ahora que

ST

per

“mHH;C‘, <

con cierta constante positiva, d,, se sigue el resultado.—

1.2 Existencia y unicidad local de soluciones

A continuacion vamos a probar un resultado de existencia v unicidad de soluciones
. - .. r ) i)
para (1.1.1), con Ty, T, pertenecientes al espacio admisible X' = Hen v Sp€ Lz,

Para justificar esta eleccidon observamos que por los resultados anteriores si Ty, Ty €

o . . 2u o . . .
H .., entonces la aplicacion t — %}ry(f x) € L;,, es coutinua. Sin embargo sélo sabemos
) - ;s arre : N N 1oy
que la correspondencia v — %z es Lipschitz en H . donde Hpu, = (Hpm,), y €omo

necesitamos Lipschitzianidad de J. entonces la segunda ecnacion de (1.1.2) ha de ser

considerada en Hp—e},, Por otra parte se ticne gue

& -
(‘)1 '{ per - ][IH :r
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y en vista del término ua en la segunda ccuacion de {1.1.2), bastaria con que S(t) esté
bl = B . .. - .
en L;cr y por tanto podremos tomar Sy € Lyer- s decir, trabajaremos en el espacio de
o
fases Y = IR x H, % Lper
Pasamos a continuacidn a probar la existencia local de soluciones para el sistema

(1.1.1) en el espacio de fases V.

Teorema 1.2.1 Supongamos que H(r) = rG(r}) es localmente Lipschitz, T, € H2 y
f e Lf,c,,. Entonces dado (vg, Ty, Sp) € Y = IR x P[;fcr % L;';e,,, eriste una unica solucion
local (v, T,85) € C([0,7),Y), de (1.1.1).

Demostracién:
Queremos usar un argumento de punto fijo, para lo cual consideramos el espacio

W ={(v,8) € C{|0, 7]; IR x Lp”) v(0) = vp, S{0) = Sy tal que

[o{t) — vo| < 71, |S(t) = Solls2 7o para todo ¢ € |0, 7|}

hper —
siendo 7, 75,7 € {1,2}, constantes positivas fijas a elegir. Entonces (W, ||.|lo) es un espacio

de Banach con la norma
(v, S oo = supeeporll(v(t). SEMmx 12,

Sea U = (v, 8) e W vy J(U(t)) = (w(t). R(t, z}) la solucién del sistema

d
-(.}‘é = Gl + j{('r“ —8).f. w(0) = v,
oR R o o 08 @T R(0.2) — §
Bt_c-ga-:—g-*—C' B CL-UB:L'_)G.IQ’ (0.} = Sofz)
es decir r
JU(L) = e~ M1y -+-f e M=T P (e U (1)) (1.2.1)
4]

donde A es el operador definido por {1.1.3), la no lincalidad F viene dada por (1.1.5), es

(e U —G{u)u 4 (T () — S(¢
Fi,uy=1"" A a5 af f N
Faft, U} —v53 TY(L) + cS{t, z)
y T% viene dada por (1.1.9).

Observamos que la dependencia del tiempo de la no linealidad F, se debe a la funcién

e o [ )
J(u(t). S(t.x)) ( Ja(L7 (1)) )

decir

T, Observamos también que
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con : .
J{t)) = vy — fo Gejvdr + A [jg('f‘"(r) — S(r)}f]dr (1.2.2)
2 t 2 AS 82
Ja(U (1)) = e~z Nigg -+-/ e~ E N L8 (r) = u(r) S — b TV (r)dr. (1.2.3)
0 dz dr*

Dado que T,, Ty € ng,_ por el Lema 1.1.1 la funcidn dada por integracién a lo
largo de caracteristicas de la ecuacién {1.1.10), 7%(¢, z) descrita en (1.1.9), verifica TV €
c(o, 7], ngf) y %T” e C([0, 7], L;”:e,.). De esta forma por la continuidad de G tenemos
que J{U(t)) € C(|0, 7]; IR). Ademads e_c(_aLf’H“Sg e C(lo,7; Lge,_) v eS(t) — v(t)% —
b%T”(t) € L0, T, Hp'el.), por lo que aplicando el L.ema 0.2.1 de regularidad del apéndice
[50], [54], se ticne que:

as  o°

¢ a2
[ e_C(_m-rl)“_r}[CS(?’) _ U(?')_ — b 3
0 A -

To(r))dr € CUO, 7|, Ly},

por tanto J{L{t)) € C{|0.7]; IR x f,:’,cr).

Vamos a probar que existen 7 > 0.7 v 7o suficientemente pequenos tales que:

J (Wil flse) — (Wi ]|se) es una coniraccion.

1} En primer lugar vamos a ver que J estd bien definida, es decir J(W) C W.

Sea (v, 8) € W, entonces

= |1 (v, S)(t) = vg| + |2 (v, S)(t) — Soll 1z

“per

|/ (v, S)(E) = {vo. Solllmx ez

per

Notando por ||.|| la norma en ||.||;2_, se tiene
par

1o, )0 = vol < [ Gt [ 170 = S

La funcién H{v{-)) estd acotada en |0, 7], por ser continua, v ademds la cota es indepen-
dientemente de v. va que |u(t)] < 7+ [Jeoll v 1SN < IS8 = Soll + I|Soll < 72 + |1 S0l
para todo t € [0. 7] ¥ por el Lema 111, |7V < maz{||To]l. || Ta]l}. De esta forma, existe
T independiente de (v, &), suficienteme peguenio tal que |/, (v. 8)(1) — vg| € 11 para todo
t €0, ]

Veamos ahora que es posible tomar 7 suficientemente pequeno tal que, para todo

te (0 7]
[ Ja{u. $)(0) = Soll < o

En efecto,

- - - = 4?2 - - f -0 i-;--- -T -
I Ja{v. $) ()= Soll < (™ :7'”{—1')50”'1'/0 (AT )HL'.(H},_C[,.,L? W F2(r U)o dr

per
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Ahora por el Lema 0.1.1 del apéndice, sc ticne que

e ¥t —r
0 o < A,(—,Z (1.2.4)

2
—e{ 5+ 1) {t~1)
e 8z
| Hc(n,,,. Pee) = (t —r)2

con k;, § constantes positivas, y por lo tanto

/ |I€ (= _—”](t r)”E(H‘-l 12 IFJ(T: U(r))H”p-ch?‘ S

per: per

per

<af ) e (D

Supongamos momentincamente que existe wia constante positiva ks tal que

| Falr, U(T))”H,;‘r < ko para todo U = (v. §) € W, v para todo r € [0, 7] (1.2.3)

IO<AA/ _ar
t—: B

v teniendo en cuenta que las expresiones:

a2 t .
(e~ za DIt 1ysif] v f T S
0

L—1)7

entonces, tendriamos que

tienden a cero cuando ¢t — 0, fijada o > 0, tendriamos probado la existencia de 7 > 0
suficientemente pequeiio tal que supgpsilf2lv, S)t) — Soll £ a2, ¥ concluiriamos que
J(WYycw.

Por tanto si probamos (1.2.5) habremos terminado. En efecto:

25l G

|2 U Dz < ell SOl - Tl 40 + b“m'ft}(?‘)“u;‘r-

Por tanto teniendo en cuenta el Lema 1.1.1 v la existencia dc ks > 0, con la propiedad
i5alinzs < kallShea, 1Sz < kallSling,, para todo S € Hy,

per’ per p(’T‘ v

a° - -
“-C-)—L— U“H;,L < 1‘1”_11”!}," < maz{{|Tolt

pcr}

pe rt

concluimos (1.2.3).
1) Probaremos ahora que J/ es una coutraceion cu 1V

En efecto, sean U; = (v;. §;) € W para i € {1.2}, entonces para todo & € (0, 7|

W (U0) = HU Ol gewrz,, = 1S L) = L) (O] + |2 () (1) = Ja(U2) (]l ez, -

per
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Teniendo en cuenta la delinicion de Jy, (1.2.2), es dearr

t t

J’](U;(t)) = U —A G(UJU{(J’?' -1 / [(é\(’l‘l’i(r) — Si(?‘)lf(ir
0
se tiene que
t t

IO O=HWaO1 < [ 1 )= Halars [T =T @)+ 18 ) =Sl
Ahora por el Lema 1.1.1, tenemos para todo t € {0, 7]

“r]~‘ul(t) _ TU?('!}”L?:: S LT||U1 - UQ“OO

r

con L constante positiva. De esta forma teniendo en cuenta la Lipschitzianidad local de

H , se obtiene una constante positiva L, tal que para todo t € [0, 7]
PLWD) = KU (O € Lar(flvn = valla + 1151 = Salleo)- (1.2.6)

Por la definicion de Jo, (1.2.3),

ot

- 3? . . P g a? i —T .
Jo(Us(1)) = e Caaiig, -;-/ e a DT e () )dr
0

con Fa(r, Ur)) = cSi(r) — Ul(l)%%f(l) - b%'}""'(r') v tenemos que para todo t € [0, 7]

! - —i?-g--- —r) - -
2O = U S [ ™87 s g IFalr U1 ()= Falr, Ua(r )z r
(1.2.7)
Ademas
|Fals. Ly (s)) — Fals Lals)Hlp-r < effoi(r) = Salr)lly- +

as, 58n a "
e N=—=(7) — (7 = - ey T v _
lon(ry==(r} = volr) == flpyzy A bl o 10 ) = TR 00

Teniendo en cuenta ahora que

-~

a5, a5,
[w (r) — talr)
chr

Hu,,‘e‘, <

T
< 30r) = wal) S0 s + L)1) () = Salr)lmn
v que ”SHH,;‘, < kl|Slrz, - Aplicando el punto vi) del Lema 1.1.1, se deduce la existencia

de una constante positiva k; = ka{v., v) tal que

1Fo(s. v (s)) = Fals. UalsDlljy=r £ kalitiy = Linfloe.
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De esta forma, llevando esto a (1.2.7) v aplicando {1.2.4), se tiene que

t o0y _
(000 = B0l € el = e [ D (12g)
para todo ¢ € [0, 7]. Por {1.2.6) y (1.2.8) es posible elegir 7 suficientemente pequefio, de
forma que J sea una contraccion.

Sea (v,8) € C([0,7]; IR x L%,.) el punto fijo de J. Entonces T = TV definida por
(1.1.9) verifica la segunda ecuacién del sistema (1.1.1), y T € C([0, 7], Hpge,.). La funcién
(v, S) verifica la férmula de variacién de las constantes (1.1.6) y es continua con valores
en el espacio IR x L2, luego (v, S) representa la solucién del sistema (1.1.2) en IR x L;"m
De esta forma, se tiene {v, 5. 7) € Y solucién del sistema (1.1.1), en 0.7]. o

A continuacién vamos a ver un resultado de regularidad para la solucidn local del

sistema (1.1.1), dada por el Teorema 1.2.1.

Corolario 1.2.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.2.1. st (v, T.8) es la solucion del sis-

tema (1.1.1) en {0, 7|, se tiene que:
ve CH0.7), T eC(0,7], H.,)NC(0, 7} H )

5 € CU0. 71 Lper) N C((0,7): i) y Sc € CUO, 7Y HZ)

para todo € > 0. Ademds que si h € C'. entonces T € C*((0. 7); L:'m).

En particular (v, T, §) verifican las ecnaciones del sistema (1.1.1) en casi todo punto.

Demostracién:
La regularidad de v se obtiene como consecuencia de {1.1.7). En cuanto a la fun-
cién T, la primera afirmacién sobre su continuidad estd recogida en el Lema 1.1.1, y la

continuidad de su derivada temporal, como una funcién de H} . se obtiene a partir de la

per
expresion {1.1.10} para T, esto cs
a1 aT"

v T, - T
at Eral il )

n

de donde observamos que ademds que si h € C', entonces T € C*((0, r); Lier)-
A continuacidn vamos a ver la regularidad de §. Para ello consideramos la tercera
ecuacion del sistema (1.1.1), como una ecuacién de evolucién en S de la forma siguiente:
a8 a8

o c@.vf-’ = Fo(t. 8). 8§{0. ) = Sp(x) (1.2.9)

donde la no linealidad Fa(t, §) = b ] — ugs.._ es una fuueion definida de |0, 7] x Lper en

Hp‘ei. Ademas T e C([0. rl, Hw-'r) v oes Lipsc.lnl,/. en ! con valores en Hper, por lo que @]‘
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es Lipschitz en t con valores en ]'[p',_,}_. Como consccuencia Fa es Lipschitz en la variable
temporal v localmente Lipschitz en 8. Por tanto por un resultado de regularidad recogido

en el Teorema 0.2.1 del apéndice, se tiene que:
SeC((0,7); H;er) y Spe OO0, r); l-{;;.‘) para todo € > 0.

Escribimos ahora la ecuacidn para S (1.2.9), como
o°S oS
ar? ot
de esta forma teniendo en cuenta que la regularidad anterior de S y la de T implican ahora

que Fo{t, S) — % e C({0. 7). Licr), por un conocido resultado de regularidad eliptica se

Fa(t. 5)

—C

tiene que S € C((0, 7); ngr) lo que concluye la demostracion.—

1.3 Existencia global de soluciones

A continuacién vamos a probar que la solucion dada por el Teorema 1.2.1, estd

definida globalmente.

Teorema 1.3.1 Supongamos que H(r) = rG(r) es localmente Lipschitz. T, € Hir y
f e Lger. Entonces dado (vg, Ty, Sg) € ¥V = Rx 1-1’5cr>< Lgm,. la solucion del sistema (1.1.1)

dada por el Teorema 1.2.1 estd definido globulmente. es decir (v, T.8) € C([0,00), V), ¥
verifica la reqularidad del Corolario 1.2.1 en (0. 2c).

Ademds lo aplicacion:
S*(t)(vo, To. So) = (v(€). T(t), S{E)). t =2 0
define un semigrupo en Y de clase C°.

Demostracion:

Consideramos la solucion local del sistema (1.1.1) dada por el Teorema 1.2.1, y por
resultados estandar de prolongacién, suponemos prolongada la solucidn hasta un intervalo
maximal de definicién [0. 7). con (v, T, 8) € C([0. 7): V). Queremos probar que 7 = oo, s
decir que la solucién esta globalmente delinida v lo haremos eu varias etapas.

En una primera etapa, vamos i probar que la norma de la solucion, {|(v. T, S) |l px 2
no explota en tiempo [inite. Para ello teniendo en cuenta ¢l Lema 1.1.1 segin el cual

|

v como consecuencia probaremos a coutinuacion gue le(f)] tampoco explota en tiempo

T~ < mar{||Toljx 17Tallv} = M. vamos a ver en primer lugar que ||S{t){| no explota

finito.

2
per x [‘pcr
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Pasamos a ver en primer lugar que ||S(t)|| no explota. En efecto, S verifica la

ecuacion: e o 55 52
- T
- = ——b—=, 5(0,z) = S 1.3.1
at ‘a2~ '3z oz (0.2) ofz) ( )
0 ’ . . !
en L,... Ademds por el Corolario 1.2.1 se tiene que %f, gj, g—f— Y 57 £L ¢ L2 . Por tanto

podemos multiplicar por S en Lier la ecuacidn (1.3.1) e integrando por partes llegamos a

S, o orT
2 _ it el 11
SISIE + (e~ AN P < cl 2L

para todo € > J con C, = i, ya que por la desigualdad de Young

1§ Tl s § 28 By g e
8$~ dz oz = Ce dz
vy ademads
as 1 g2
u% ~U (AU =0
oz 2 dz
por ser S periddica.
De esta forma tomando € = §, y teniendo en cuenta que [[5Z || < maz{||Z2 a2, || 1}
obtenemos
TSI+ el g < & (132)
— &7 + el =—|I" € k 3.
dt gz’ =
con k; > 0,

Integrando ahora la ecuacién (1.3.1) respecto de z se tiene que:

a8 as T %8s

+c
ot or oz* ar’

por ser Ty S funciones periédicas. Por lo tanto %[f Sdz] = 0y § S es constante respecto

de £, es decir § S = § S5 = my, de donde, aplicando la designaldad de Poincaré

> L
“_” 2 FH”S“ - Hlmo COIl p—=—ttH dx

IEREEIE

. . . . .. N
Llevando esto a (1.3.2), se obtiene la siguiente inccuacién para ||\ S|j*:

> 0. (1.3.3)

d o Y
—IISI? + e llS° < ky + pynd
it

el . .
de donde obtenemos que ||S||~ no explota en tiempo finito.
Veamos ahora que [v(t)] tampoco explota en tiempo finito. Teniendo en cuenta la

primera ecuacién de (1.1.1) observamos que v(t) verifica

v{t) = vge fﬂd”+[|f Jda)|e” J; 6oy,
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Como e‘f:c(”) < 1, para todo r <t < 7. por el Lema L.1.1 T < wmaz{||Toll, | Tail}. ¥
5]] estd acotada en tiempo finito, entonces [u(t}){, tambiéu estd acotada en tiempo finito.

A continuacién vamos a probar que la solucion es global por un razonamiento de
reduceién al absurdo. Es decir, suponemos que 7 < oo, donde [0, 7) es el intervalo maximal
de definicién. Vamos a probar que {{v(¢), T(t), S(t)},t € [0,7)} es de Cauchy en }, con
t — 7, por lo que existe (v,, T\, S,} = lim,.{v(t), T(t), S(t}) en Y. Lo cual contradice el
hecho de que [0, 7) sea el intervalo maximal.

En efecto, con U/ = (v, S) se tiene que ||/ (t) — U (s)||mxr2, = {v{t) —v{s)| +[1S() -

per

S(s)||, y recordando la expresién de v, (1.1.7), es decir

vit) = vy — iG(U)U(ﬂ?‘ + t[ (T(r) — S(r))f|dr,
0 0

dado 0 < tg < s < t < 7, se tiene que

[u(t) — v(s)| < /: [H (v(r))|dr + /:rff{l(r) — S{r))fldr < C|t — s}

va que como [v|. |[T] v [|S]| estan acotados en [0, 1), los integrandos estdn acotados. Por
tanto si {tg — 7] << 1, v(f) es de Cauchy con t — 7 v por tanto existe lim..;v(t) € R,y
ademas por el Lema 1.1.1, tenemos que T(t) = T(i) es de Cauchy en ngr-. con t— 7.

Recordando ahora la expresion de S dada por(1.2.3), es decir

¢ 2

52 | a° .
S(0) = e s 4 [ eI Py o), ()
0

con Fao(r,U(r)) = cS{r) — u(r)%(r) - b;’—ng(r) v teniendo en cuenta el Lema 1.1.1 segin
el cual ||Tlmy,, < maz{i|Tolluy,,, I Tallag,, }, Junto con el hecho de que S esté acotada en
[0, 7), se tiene que

|Exlr v}, SOy < e < o (13.4)

per =

para todo r € [0, 7).

Teniendo en cuenta la teoria de espacios [raccionarios Z7, asociados al operador

9? o 70 — 12 i 70— g2 :
¢{—zz + 1), que es sectorial sobre Z° = L, con dominio Z° = HS,, se tiene que
1 -1 _ , - :
Zi=H,. vy Z 1= Hpelr, espacio dual de ”;Lw Entonces como consecuencia de (1.3.4),

se verifica ademas que

S0z < ks (1.3.5)

para 0 < 3 < 5 v 0 <ty < <7 vaque

r3—

- k —f,‘—i?q—-f-f o
1S (Hizs < Ne™™ 77 ™ gz, o 1 S0l
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t
+_/0 I|E_C(_3* = T)HLHWL za;”f‘ ofr v(r). S ||H,;‘,d7‘

y por el Lema 0.1.1 del apéndice, junto con (1.3.4), se obtiene que paratodoQ < tp <t < 7
¢ N '
15(8)]1z0 < ka{t™2|S0ll +L (t—r) B 2dr} < ks (1.3.6)

de donde se sigue (1.3.5).
Ademassi < fp<s<t<r

2 t 2
S(t) = S(s) = (e”Tam D _ )5 (s) +/ e~ o TN o U (r))dr

de donde 2
S(t) = S(s)|| < |[(e™ a9 _ 1ya(s) ||+
156} = S(s)ll < Ille )S (sl |
t e 7_32 " i
—I-£ [Ea=ARtC I ezt 2, 1F2(r v{r), S ()l dr (1.3.7)

Entonces de nuevo por el Lema 0.1.1 junto con (1.3.4) y (1.3.5} se tiene que

1) = S < kst = o)+ s [0 = ryHar < ksli = 5)°

5

con ) < § < % ya que por el Lema 0.1.1 del apéndice
52
(72D — 1S ()il < kot = )21 S ()]0 < kolt = 5)° y
{ u 3
”e o(— + M- T)F (r, U (r NI < lle” o~ t— r)”C(l’pelr:LperJ || Fol{r. L/ (r )“”-l < ky(t—r)"2

por (1.3.4) y por el Lema 0.1.1, segiin el cual
—e(— Lo D)t- _1
||e of v Mt T)”L(Hp_c]r ch,.) < C(L —1 2

con C,k;, i € {1,..., 11} constantes positivas.
Tomando ahora |ty — 7| << I obtenemos que S(t) es de Cauchy en Lfm con t T

y por tanto (v(t), T(t), S(t)) es de Cauchy en Y, con t — 1.4

Observacion 1.3.1 El Teorema 1.3.1 se verifica tambien para olros espactos de datos
wmiciales. Es decir, es posible demostrar la existencia y unicided global de soluciones para
el sistema (1.1.1) trabajando en espacios de fases mas generales.

En efecto, supongamos que Ty, Ty € X, donde X representa un espacio admisible
arbitrario, definido al principio de este capitulo por (1.1.1). Vamos a ver en que espacio
hemos de tomar Sg y [, pare que exista la solucion del sistema (1.1.1) con dato inicial
(U(}, To, Sg)
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Para ello consideramos la ecuacion

a* as
T —y— +cS$
ox

S=4b
oz* ) ar-

y observamos que se puede resolver adecuadamente en los espacios de potencias fracciona-
rias, Z%, asociados al operador sectorial (—-aa—; + 1}, descritos por ejemplo en la seccidn
sobre operadores sectoriales del apéndice. Notese que en la practica Z*' también podrd
ser un espacio admisible para T. La eleccion de X, si embargo, vendrd determinada por
los datos T, y Tp.

La relacion entre X y Z* tiene que ser adecuada para que %T = %T(v)(t) sea un
término “bueno”. Es decir, sabemos que lo aplicacidn t — T(t) es continua con valores
en X y a la vez necesitamos que la aplicacion t — %T(t} tome valores en 7%, que a
su vez equvale a t v T(t) € 2% lo cual se verifica automdlicamente si imponemos la
condicion

B A

Por otra parte se tiene que el operador

a il .
a7 AN
por lo tanto hace falta que S(t) € Z%3 | de donde Sp € ZoF7.

Por lo tanto. podemos considerar {vg, Ty, Sq) € IR % X x Z°7 con X — zo+t
y a elegido de tal fornm que se satisfagan las necesidades funcionales de la aplicacion
Flt,v, 8) = b‘?? T - vﬁ + ¢S, las cuales permiten llevar a cabo la demostracion basada
en un resultado de punto fijo. Siguiendo la demostracion del Teorema 1.2.1 se observa
que uno de los puntos claves de la misma se encuentra en la condicion recogida en los
apartados v} y v) del Lema 1.1.1, y que ahora se convierte en

_8.._
supmo..ll G =1 < Lifley = val|s

lo cual, teniendo en cuenta que

~

|| =5 (T (r) = T2 ()} |l 7 < e[ T (r) = T ()] gasr

A=

se verifica siempre que se tenga la propiedad

Suprejon|| T (r) — T (r)

za-1 < Lifluy — wo

-

IIste resultodo. es cierto a su vez siempre qu# To, Ty tengan traslaciones Lipschilz en zett

para lo cual es suficiente que To. T, € 2% . como se deduce del punto 2w} del Lema 1.1.1.
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Por iltimo, tenemos que elegir la funcion f en un espacio adecuado para que
$(T — S)f tenga sentido. Teniendo en cuenta que T(t} € X, y que S(t) € Z°+% | basta
con tomar f € X' N (Z®1). De esta forma siempre que X — Z°t? s Z%*1 pastaria
en principio con considerar f € (Z‘H'%)'.

Veamos algunos casos particulares:

1) Recordando la teoria de espacios de exponente fraccionario, definidos en la Pa'"oposz'cidn

2.2.1 del apendice, se tiene que —3%25 + I es sectorial en LY, = Z con dominio W;;f =
. 2

Z' yz= C PVPQC‘::”, a 2 0, es el dominio del operador (—3‘1—, + I)* dotado de la norma de

la grifica. De esta forma se tiene que Z'/* = l'l"p]éf, y Z7Y? es el espacio dual de Wpléﬂ,

conl-’ré:l.

P
. . . 2
Por lo tanto st consitderamos el operador secloria —% + | sobre Z = LE,,,1 <
p<oo,ya = —%, entonces el espacio de fases es Y = R x X % LP_ con X «— W2ir

per per?

Ta€ Wiy feLl,.
Esta eleccion en el caso particular de p = 2, coincide con las hipotesis del Teorema
1.2.1.

o . : PR
it) Si consideramos ahora o = —1 entonces el espacio de fases esY = IR X X X Z72 con

771 = (l’VI}éﬁ)' con X espacio admisible tal que N — Z3 = I-I";éf, con T, € I'V;ég yf €

Wpleg En esta situacion, st consideramos p = 2, tendriamos las siquientes condiciones:

per?

Ta, f € leer y (vg, To, So) € R x H;er x H>Ll, bajo las cuales se tiene la exristencia y

unicidad de soluciones.

PR . . . . Ll —_ .
i) Si consideramos ahorap = 2, es decir 2 = L2, ya =22 > L je m > 2 se
? per J 2 — Q: — 1
3

tiene que zot+d = Hi oy Zot: — H;’;:Q. Por tanto s1 f € L, y Ty € X, con X espacio

admisible contenido en H. . el espacio de fases es Y = R x X x H

per: ., ¥ en particular

21
per
; — fm pme=2
podemos tomar como espacio de fases Y = IR x H)\ x H o=
De esta forma, rezonando de forma andloga ol Teorema 1.3.1, se tiene el siguiente

Teorema sobre la existencia de soluciones de (1.1.1).

Teorema 1.3.2 Supongamos que H(r) = rG(r) es localmente Lipschitz y T, Ej,\’ siendo

X un espacio admasible tal que:

: - 2, 1 1 _ 3 " .
i) X C Walyf e LY, donde 5ty = 1581 < p < oo FEn este caso sea Y =
Rx X <L},

O bien
i) X C E-I";éﬁ, yf € I'l"pléj'!. En este caso sea Y = IR x X x (H"p‘f;g)'.

i) X CF ;2,-: m>2 yfe Lger- En este caso sea ¥ = IR x X x HTZ2,

per
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Entonces. en cualquiera de esas (res siluaciones, dado (vg, Ty, Sy) € Y, existe una

unica solucion (v, T,S) € C([0,00},Y). Ademds la aplicacion:
S*(t)(vo, To, So) = (v{t), T'(t), 5(t)),t 2 0
define un semigrupo en Y de clase C%—
Considerando el caso p = 2, se tiene ¢l siguiente resultado

Corolario 1.3.1 Supongamos que H(r) = rG(r) es localmente Lipschitz y que las fun-
ciones T, y f € H;er Entonces dado (vo, Ty, So) € V = IR x H1 . X pr,,_, eriste una unica

solucion (v, T, S) € C([0, 00), V). Ademds se lienc que
ve C0.00), T € C(0.00: H ), )N C D oc: L2,,)

SeC{(0.oc): Hy,). S € C(0,50): 1 L5 )

per

para todo e € (0, 1)

Demostracidn:
El razonamiento es andlogo al desarrollado en el Corolario 1.2.1. Basta con observar
ahora que la no linealidad Fa(t,S) = by ‘) =1 — v‘js de la ecunacién (1.2.9) para S, es

localmente Lipschitz en S v Lipschitz en t., considerada como

FaiRx Hibe— 1172

r

con H“ espacio dual d(:Hper por lo que estamos en las hipdtesis del Teorema 0.2.1 del

apéndice, segun el cual
C{(0, 1) p,l,,) vy See CU0, 7y Hyn), para todo e € (0, 1),

A continuacion, observamos qie S verifica la ecuacién

%8 a8

R -2
- d ! N

—C

de esta forma teniendo en cuenta que la regulavidad anterior de § y T implica que
Folt, S) — ag € C((0,7). H;,}), por regularidad eliptica se ticne que § € C((0, 7); H;e,,) lo

que COIlC]Ll}C la demostracion.—

Vamos a ver un resultado sobre la existencia v el comportamiento de soluciones

constantes respecto de la variable espacial.
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Proposicién 1.3.1 Bajo las hipotesis del Teorema de exitencia 1.2.1 y supuesto que T,
es una funcion constante, es decir T, € IR se tiene que las inicas soluciones del sistema
(1.1.1} de temperatura y concentracion constantes respecto de la variable espacial, es decir
T =T(t) y S = S(t), son equellas que tienen una concentracion constante en (z,t), es
decir Sg € IR. Ademds estas soluciones (u(t), T'(t), Sg) convergen exponencialmente a
(0, Ta, So).

Demostracion:
Si % = g—i— = 0 teniendo en cuenta que § f = 0 se tiene que ¢§(T — S}f = 0. Por tanto

las soluciones constantes en z, vienen dadas por el siguiente sistema:

&4 Gluyp =0

& = h(w)(Ta = T) (1.3.8)
das

T =0

es decir S(1) = So € R, v = voe~ S S« T() = Ty 4 (T — Ta)e™ Jo M de donde

v(t) = 0y T(t) — T, exponencialmente, cuando t — o0.
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CAPITULO 2

COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO

2.1 Atractor maximal

En esta seccién vamos a probar la existencia de un atractor para el flujo dado por
(1.1.1) en el espacio Y = IR x H?

per
que todas las funciones periddicas del sistema tengan media nula, es decir trabajaremos

en R x H2. x L donde

per per

9 . '
% L., Para ello, vamos a considerar el caso en el

_— al ) - 2 o
Hoer = {T € H,, con ng =0} v L, = {S € L, con fb = 0}.

En primer lugar vamos a ver las razones que nos llevan a la bisqueda del atractor
global (maximal} en el espacio R x Hlse1r X L3, Sea (v, T, S) la solucién de (1.1.1) dada
por el Teorema 1.3.1. Observamos que integrando respecto de z la tercera ecuacién
del sistema (1.1.1), como consecuencia de la periedicidad de S y T, se tiene que § S es
constante respecto de ¢, como vimos en la seccién anterior. Por tanto ¢ S(t) = § Sg para
todo t > 0. Como consecuencia no existe un atractor global en el sentido clasico, para el
2]

x L2 Debido a esta propiedad

por per '

flujo dado por el sistema (1.1.1) en el espacio IR x H
de conservacién de la masa para S, para cada ing constante, tendriamos que estudiar la

= %X Vi, donde Vi = {8 € Lger, $S ="

existencia de un atractor A,,, en el espacio IR x Her

mo}.
Integrando ahora respecto de z la segunda ecuacién de (1.1.1) v teniendo en cuenta

de nuevo la periocidad de T, se ticne que

%(j{’” = h{“)(jg"'a - ng), (2.1.1)

163
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Como consecuencia si consideramos aliora 1 =T — §T vo = 8 — ¢85, de la segunda y

tercera ecuacion del sistema (1.1.1), se tiene que 7 v 7 verifican las ecuaciones:

8 Fall]
fj-*-i-v_—=h,(v)(ra—r), r(0)=T0:T—fTO (2.1.2)
at o
8o 8% do %1
— — = — Ve = b = = 8 — . 1
ot C@IQ U@r b'@.rg' 00} = a0 0 5{50 (2.1.3)

donde 7, =T, — § T,.
Por iltimo, como consecuencia de § f = 0, se tiene que §(T — S}f = §(r —a)f, es

decir que la primera ecuacion de {1.1.1} quedaria

dv

E-l-G(u)vA}g(r—a).f. v(0) = vg. (2.1.4)

De esta forma por (2.1.3), (2.1.2} v (2.1.4) tenemos que (v. 7. o) verifica el sistema (1.1.1}
con 7, en el lugar de T, v ahora § 7 = §0 = § 7, = 0. Observamos que si T, es constante,
entonces 7, = (.

Observamos ademais:

i) De la ecuacién para § 7, (2.1.1), teniendo eu cuenta que h > kg > 0, se tiene que ¢ 7T
converge exponencialmente cuando t w— oc a § 1, para cualquicr valor de ¢ Tp.

ii) El sistema de ecuaciones en derivadas parciales en (v, 7. 0) es el mismo queen (v, 7, 5).
iil) Para recuperar las variables (y la dinamica) originales hay que considerar v,T =
T+ ¢7T,S = 0 + mg, ahora bien, por ii} es decir, el hecho de que las nuevas incognitas
verifican el mismo sistema, implica que la dinamica es independiente de my.

Notaremos de nuevo por T a la funcién v v por § a g v a partir de ahora conside-
raremos el sistema (1.1.1) con §75 = 0, §S; =0,¢§7, =0y ¢§T(t) = §S(t) = 0 para
todo t > 0.

Consideramos el semigrupo S*(t) generado por las soluciones de (1.1.1) dado por el

Teorema 1.3.1, definido por

S*(t)(vo, To, So} = (v(t}, T{t. ),

tr
=
T
=

donde

b(t) = uge Jo G0 4 f - Jlaty j‘( T — SY(r)f)dr (2.1.5)
Tt x) = Ty(x _] Ve - Jo i /[h S "o _/r vildr (2.1.6}

S{tox) = —el=am e (4 ) -I*l} Pt ri? )('_r)l-"g(r.u(?'),S(r))dr. (2.1.7)
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Observamos que en la seccion anterior sumiabamos ¢8 en la tercera ecuacion, para escribir
’ : s s S o2
la férmula de variacion de las constantes en funcién del operador positive —32 + 1 en
2 : , e 82 N O 2
L3, sin embargo ahora el operador — 5.7 €S Ya positivo en L . por estar actuando sobre
funciones periddicas de media nula. Por tanto escribimos la formula de variacién de las

.. 2 . . .
constantes en funcion del operador —%, v la no linealidad Fs viene ahora dada por

o

@ i) = w2 )

= ox

Fafr,v(r), S(r)) = —b

Vamos a probar la existencia de un atractor mdximal para el flujo dado por $*(t) en
Y =R x H ger b Lger, a pesar de tener en el sistema una ecuacién de transporte (para T)
lo que tiene como consecuencia que el semigrupo S*(t) no es compacto. Para ello vamos
a utilizar el efecto de regularidad asintética sobre T v las técnicas desarrolladas para
ecuaciones hiperbélicas en (28], en particular vamos a aplicar el Teorema 3.4.6 de (28],
(ver [65]), siguiendo el procedimento utilizado en el trabajo [51] para el termosifén sin
efecto Soret. Con este propdsito probaremos en primer lugar que S*(t) es un !semigrupo
puntualmente disipativo sobre ), es decir que existe un conjunto acotado B C Y que
atrae a cada punto de YV v en segundo lugar veremos que se puede descomponer como
suma de dos términos, uno de ellos que tiende a cero sobre acotados cuando t — oo y el
otro que es completamente continuo. Para probar que S*(t) es un semigrupo disipativo
necesitamos algunos lemas previos que nos proporcionan estimaciones de la norma de la
solucién (v, T, §)(t) en funcion de las normas de T, v f ¢ independientes de vg, Th v So.
Estas estimaciones se obtienen en tres etapas, primero para T {obtenida en [51]), después
para S y finalmente para v.

En el siguiente lema, cuya demostracién se puede encontrar en [51], vamos a ver

estimaciones para la norma de T en funcion de las normas de Ty v T,

Lema 2.1.1 Dadav € Cl0,00), Ty y T, € X con X espacio admisible, entonces la fun-

cion T dada por (1.1.9). solucion de la ecuacion 4

arT ar - T e\ T
N +v5}— = h(e)T, = T), T(0 2)=Tya)
verifica:
BTy < A Tallx + U Tolix = 1 Tallx )™ > 0 (2.1.8)

con h(r) > ho > 0. para todo r. Como consecuenciu paro todo Ty € X se liene que

Imsup |71y < 1T v o i

b=
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A continuacion vamos a probar una estimacion para la norma de S(t) en funcién de
ta norma de Sp.

Lema 2.1.2 Seavp € R, 1Ty, T, € Hpge,. yf S € L?m Entonces

b\/_ilﬂ“ll
limsup {|S(t) -

{00 Hy

s
[FAN

donde p11 = ming, & > 0, es el primer autovalor de

g2 2
— 353 en Lper-
Ademas se tiene que ||S(1)|| estd uniformemente acolada para todo t > 0, cuando el

dato inicial (vo, Ty, So} se mueve en un conjunto acolado de IR x Hp,,,. x L2
Demostracién:

La solucién S(t, x) dada por el Teorema 1.2.1 verifica la ecuacion

as a°8 as a=r
_— = —

S 219
a aux® da ar* ( )

. LS B : iy 13 IR P a5 8’s as , 8T
en el espacio Lp,,r y por et Corolario 1.2.1, se tiene en particular que 32, g2, 2 v 57 €
0 . . - .

Ler ¥ por tanto podemos multiplicar por & cn L};m. la ecuacion (2.1.9).
De esta forma integrando por partes v aplicando la desigualdad de Young para todo

e > 0, al igual que hicimos para obtener (1.3.2), se tiene

—|| I +2CH—H 2—|l—|| 12 IIMH

(2.1.10)
con ||.f| = ||.l|j2 . Teniendo cn cuenta que $ S = 0, por la desigualdad de Poincaré
per’
D812
A - 1
||)—|| Z jui|iS]i7 con gy = min > 0.
O

safn),, S

de esta forma considerando ¢

= 5, de doude g = % de la ecuacion (2.1.10) se tiene que:
b
H“H o [|SIF < 2— {1y + fae T
e
siendo ?
ar, aTy aTy
[ = e . ) =
e e A (e
va que por {2.1.8), con X ”;Lr
& [U u Th
|—H < H = =,
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Es decir u(t) = ||S(¢)[i* verifica:

() a I n a
E&}f bk% < M e = (1), u(0) = || So)° (2.1.11)
donde k% = ¢cu; > 0, M? = 2%11 >0yl = 2%'!2 > 0. De esta forma dado ¢ > 0, existe

to > 0 tal que
du

dt
Entonces por el Lema de Gronwall se tiene que para todo t > g

+ k% < (MP +¢) para todo t > tg (2.1.12)

M7+
) (121

L2

4
u(t) < u.(tfc,)e"k?(t“0 (1 — e_kz([_t")).

De esta forma se obtiene que

_ M2+
limsup u(t) £ —=— para todo ¢ > 0
tr—ro0 k-
2 p21 202
donde %— =2 IL m” > (.
Por tanto si probamos ahora que u{f} = ||S(£)}|* estd uniformemente acotada cuando

el dato inicial se mueve en un acotado habremos concluido la demostracion.

En efecto de (2.1.11) se tiene que:

t
u(t) < uge ™! +/ 1‘(3)6"“2“‘”(1’.5 ‘
0

teniendo en cuenta ahora que [} r(s)e_k?(r's}ds < (supszgr(s))k%(l - e‘kzt), se tiene que:

i

J't[g '*' [')

u{t) < ug + 2

, para todot >0 |

lo que termina la demostracion.—
Por iltimo vamos a ver como las estimaciones anteriores sobre las normas de T y S
1
nos van a permitir conseguir una estimacion para |vl.

n

Lema 2.1.3 Seanvy e R, Ty, T, € Hper.f, Sy & I;;'jm, y G(v) > Gy > 0, entonces

o V2|
Tall 4+ ——2—=).

Cy/

Ademds |v(t)] estd uniformemente acotado, para todo t > 0. cuando el dato inicial
i

limsup ju{t)] < %(

P

. T ]
(vo, To, Sa) se mueve en un conjunto acotado de IR x Hy . x Lo,
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Demostracion:

Sabemos que v verifica
u(t) = v{tg)e Ho® +f|?§ S).fle” d Ctg, (2.1.13)
si tp < ¢ de donde:
)] < oo™ ha 171 [ 170y - S0l K

En primer lugar dado ¢ > 0, por los Lemas 2.1.1 y 2.1.2 existe {5 > 0, tal que para

todo ¢ > to se Liene que
I7(r) = S < (Tall + AL + ¢,

b a7y .
donde M = J—i:ﬂji”— Por tanto se ticne que

t t
imsup ety < || HUITL) -+ M 4 ¢ limsup( e ). “) )

I o f—xn to

puesto que G > Gy > 0.

Observamos ahora que

t [ Gl
- - - -f
to eJ’O Cv)

y aplicamos la generalizacién de la Regla de L'Hapital para iimites superiores dada por

el Lema 0.5.1 del apéndice, segiin la cual, teniendo en cuenta que:

S '

[frtu efo C-(L)d?.} f:f:oG(PJ 1 i
lim sup - —— = lim sup —‘—,— = limsup — < =
f—r 0 E‘LO G(UJ o G’(U)E ‘g C"(") t—r 0 G (U) C' 0

va que G'(v) > Gg > 0, se obticne que

<1,

hmsup |v{t)! < (NTall + M 4 €)

t—s
para todo ¢ > (.
Por tanto si probamos ahora que |v(f)] estid uniformemente acotada cuando el dato
se mueve en un conjunto acotado, terminamos la demostracion.

En efecto considerando en {2.1.13) {5 = 0, se ticue que:

! e
r:‘_fs Cys

(e} < Jeole "+ supeoll JHIUIT )+
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teniendo en cuenta ahora que
14 ot , t ot . 1 1
f e™ s g 5] e~ i Cogs = —(1 —e %) < —
0 0 _ C-[) Go
junto con la estimacion uniforme para [|T|| dada por (2.1.8) y la estimacién uniforme para

iSliz2 obtenida a partir de (2.1.11), se obtiene el resultado.—

Proposicién 2.1.1 Supongamos que T, € Hpe,., [ € LPPT e) = H?xﬂgernger.:Entonces

para todo n > 0, el conjunto B, definido por

bf/c_aT ) (21.14)

con Ag ””j_i Lol + = 1[_672_“_) —es absorbente en Y. para_el flujo del sistema (l 1.1).

By =(=do—nAo+n) x Byz (0. Talluz, +n) x Bz (0,

Demostracién:

Vamos a ver que atrae uniformemente a todo acotado de Y. s decir, dado R > 0
probaremos que existe un to(n, R) > 0, tal que cualquier solucién del sistema (1.1.1) que
parte de un dato inicial perteneciente a la hola del espacio Y, de centro el 01‘igén y radio
R, pertenece a B, para todo t > fg. ‘

2 liSollzs, < Ry sea

En efecto, sea (ug, Ty, So) € YV, tal que
(v(t), T(t, x), St x)) la solucion del sistema (1.1.1) asociada a ese dato inicial. En primer

lugar por el Lema 2.1.1 tenemos que

~hot

IT @y, < (1= e )T, lig, e

per

de donde existe ¢; > 0 tal que para todo ¢t > ¢,

T () g,

2., +n.

31 partimos ahora de la inccuacidn (2.1.11) deducida en el Lema 2.1.2 para {|S||%,
por el Lema de Gronwall, dado e = €(5) > 0, existe (2(¢) = {a(n) > 0, tal que para todo
> to

2 Lan MT e A2
IS117 < (| Sell” F)GA (t=t2) . -
donde T;Q = C’.;lfl [| |2, Como consecuencia si [|Sol| € R v e(n) es suﬁcientemente pe-
queno, existe ta > maz{t;, to}, sulicientemente grande, tal que NS ()] < e || | + 7}

para todo { > ¢a.

Consideramos ahora la expresion para v dada por (2.1.13), de donde para todo {5 > 0

t
e J- Co gy,

(0] < Jeole™ = s 1) [ (70} - S0
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¢
. t -« —Golt~ .
teniendo en cuenta que f; ¢ [ Gogy — (—10|1 — ¢~ Colt=R)] e tiene que

11

ot
V1< flol = 5 (e (T D10 Moy 4

Por (2.1.8) dado ¢ = ¢(3) > 0, suficientemente pequefio, existe ts(n} > O suficiente-
mente grande tal que ||T|| < ||7,] + ¢ para todo ¢ > t4, por lo tanto como consecuencia
del resultado anterior para la norma de S, junto con [vol £ R, se obtiene tg > t;,i = 1,.
tal que (v(t), T(t,x), S(¢t,z)) € B, para todo t > to.—

Teorema 2.1.1 Supongamos que T, € Hp(,, yf € L;";er Entonces existe un atractor

mazimal A compacto y conero enY = IR x H>_ x Lgm_, para el flujo del sistema (1.1.1).

per

Ademads se tiene que A C B. donde

bv/2 ”67
/iy

B = [—Xg, A x Bf'.'gd(o- HTa“ng") X B,-%H(O.

Tall + 2219

con Ay = U@%(

Demostracion:

En primer lugar vamos a ver que cl semigrupo senerado por las soluciones de (1.1.1)

SH () vo, To, So} = (v(). T(1, ), 501, )

es puntualmente disipativo en J. Para ello basta observar que para todo > 0, el conjunto
acotado en Y, dado por (2.1.14),

b2 8T,

B,’: (—)\0-%/\04*1]) x B,‘IEH(O, +I]) X B!"%"(O,ﬁ ar 1+T})
donde Xy = “f” (|| Talt -+ H‘gj ll) es absorbente.

Como el S(,mlgmpo b (t) no es compacto, va que tenemos una componente de la
solucion T que verifica una ecuacion de transporte, vamos a utilizar el efecto de regularidad
asintotica sobre T que nos va a permitir aplicar el Teorema 3.4.6. de [28]. Para ello
descomponemos el semigrupo S*(t) como suma de dos términos, de forma que uno de
ellos tiende a cero sobre acotados, cuando t — oc. v ¢l otro es completamente continuo.

En efccto, para cada t > 0. descomponemos
SHE) = ST+ S con ST Y e— Y (2.1.15)

definidos por

&

RNl ! = [ hie (32. ~ ;
St (vo, Ty, So) = (vge Jo G0, 10(.1-—/0 IR LS = AN (2.1.16)
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Y
S50, To.50) = ([ ™ L OOJ T~ )y
f[h w(r))e™ S MO T, (o —/ v)|dr | L!EC%“_”FQ(T. v(r), S(r))dr) C(2.1.17)
con ~)‘2 aq ‘
Fa(r,v(r), S(r)) = —b=—T(r) = v(r) 2= (r).

- or

Veamos en primer lugar que si ||{vq, Tp, So}lly < R, entonces S}(t) verifica:
1Sy (¢} (wo, To, So)lly € K(t, R) — 0 si t — o0.

En efecto, de la definicion de S7(t), (2.1.16), v teniendo en cuenta que G > Gy >

3 . . N .
0,h 2 ho > 0y que la norma en H e €s luvarianute por traslaciones, se tiene:

1S5 (t)(vo. To, So)liy < |vole™ @' + ol el 4+ |§€Cqu0||

v ademis por el Lema 0.1.1 del apcndlce Junto con el hecho de que en me' el operador

2 - . ~ _ . .
—2 es positivo, se tiene 665?‘.5 < N||So|le=# con §, N > 0, de donde se sigue el
Er p ; afl = g
resultado.

Veamos ahora que S3(t) es completamente continuo, es decir, para cada t > 0y
B C Y acotado, el conjunto {&5(s)B , 0 < s <t} es acotado v S$3(1)B es precompacto.
Para ello partiendo de (2.1.17)} definimos

S3(t) (o, To, So) = (valt), Tu(t), S3(1))

con .
valt) = [ eSO fr - sy ar,
Ta(t) = /[h(u - "'(“JTa(J;—/rvjldr
y t 2
S3(1) :foec'r%'f(!"r)i7g(?',U(?').S(?‘))d?'.

Por lo tanto, dado B C Y acotado, teniendo en cuenta las expresiones de vs, Th y
n .
S5(t) se tiene que:

Por los Lemas anteriores, 2.1.1, 2.1.2 v 2.1.3, |v(¢)|, T ()] ¥ [iS(t)|| estdn acotadas

en tiempo finito, de hecho hemos visto que estan uniformemente acotadas cuando el dato

inicial se mueve en un acotado, lo que unido a la continuidad de las funciones G, h v Fs,
1

y a la propiedad de invarianza de la norma de 7, bajo traslaciones, nos permite concluir

que el conjunto {S3(s)B.0< s < t} estd acotado en Y = IR % H2 o« L®

ner per’
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Veamos ahora que el conjunto S3(1) 53 es precompactoen Y = IR x ch,. X Lfm Para
lo cual estudiaremos por separado cada componente de S3(t). La primera proyeccion del
conjunto S3(t)B, que denotamos por va(t)B, acabamos de probar que es acotada y por
tanto precompacta en IR, por lo que pasamos a estudiar la segunda proyeccién To(t)B.

Sea h* = h*(B) tal que para todor € [0,t] ¥y para todo (v, To, So) € B,0 <

h{v(r)) < h*; de aqui se tiecne que
0 < h(v)e™ finw < h{v) < A"

]
Consideramos ahora el conjunto K(7,) = {7T4(. + k), k € IR}, que es compacto en H,,
por ser homeomorfo a la esfera £ Em;onrres el integrando de la expresion de To(t) toma
valores en [0, h*|.£(7,), que es compacto vy como cousecuencia del Teorema de Mazur, se

tiene que
1 ! 7_[‘!:(1' ' ‘ . Y
I./ [A(uye e P (2 —/ v)ldr C [0, R°|E(T,))
0 r

donde {0, 2*]F(T,)| es la envoltura convexa v cerrada que también es compacta en
H};er Por lo tanto se tiene que 75(1)B es precompacto en Hpﬂ,

PN ,f'n
Por iltimo veamos que S35(t)B es precompacto en Ipe De nuevo por los Lemas

-
2.1.1, 2.1.2 v 2.1.3, si consideramos Fs: IR™ x IR x LPPT — Hp(,r, existe una constante
positiva K > 0 tal que |[Fa(r, v{r), S(r))H”p-EL < K. para todo r € {0,t] ¥ (vg, Ty, So) € B,
acotado de J. Como consecuencia segiin vimos en {1.3.6), existe € € {0, ;) tal que S5(t)B
esta acotado en Z°¢, espacio que representa el dominio del operador (——2) , dotado de
la norma de la grafica. Por lo tanto, teniendo en cuenta que Z¢ — L;er con inclusién
compacta (Proposicion 0.1.1 del apéndice) tenemos que S {t B es precompacto en Lper
Como consecuencia S3(t)B también lo es. De esta forma, tenemos el resultado buscado sin
mas que aplicar el Teorema 3.4.6. de |31]. Observamos ademds que por ser A invariante

se tiene que A C My ol3, = B.

A continuacién vamos a considerar los desarrollos de Fourier asociados a las funciones
que intervienen en el sistema {1.1.1), representando temperatura y salinidad. Veremos
las ecuaciones que verifican los coeficientes o modos de Fourler, correspondientes a estos
desarrollos v trabajaudo con etlos obtendremos estimaciones de la norma de la solucién,
que recuperan v mejoran, de forma considerable en alzunos casos, las obtenidas en la
seccion anterior por tos métodos de estimaciones de energia. Estas estimaciones nos per-
mitiran ver en primer lugar un efecto regularizaute sobre la solucion, a pesar de que la
segunda componente 7" verifica una ecuacidn de transporte, lo cual nos llevara a probar un

resultado sobre la regularidad del atractor maximal del Teorema 2.1.1. En una segunda
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instancia, estas cstimaciones sobre los modos de [ourier. nos llevaran a probar la exis-
tencia de variedades inerciales para el sistema. Poriltimo veremos como determinar el
comportamiento asintotico del sistema a través de “algunos® modos de f y T,, en algunos
casos.

m

Observemos que dada g € Hpe,,, con m > 0, se puede desarrollar en serie de Fourier

de forma que

g(z) = > are”™™, con B* = £\ {0}
kel

donde @ = —ag, ya que g es una funcién real. Ademds los coeficientes a; verifican que

Ykeze k¥ ar]? < oo, de forma que

Bf—

“gll”;ﬂr = (27‘,)"1 Z k’.’m[akli’

ke k-

. . r 0 r o .
En lo que sigue supondremos que las funciones T, € H2 v f € L3, vienen dadas

per
por los desarrollos de Fourier:

Talz) = D 0™y fla) = 5 ™™= (2.1.18)

ke k- keg: !

y representaremos los desarrollos de Fourier de las funciones T(t, z) € H;;’er yS(t,z) € ng
de la forma

T(tz)= Y a()e”™ v S(t,2) = 3 dp(t)e?™= L (2.1.19)

<9 A kEE"

Proposicion 2.1.2 Supongamos que la funcidn h estd acotada inferiormente por hg <
den® Ty Ty € H;fer y [, 5 € L;";:r con To(z) = Yrep aroe™™ ' y So(z) = Y rep- drpe T
Sea (v, T, S) la solucion del sistema (1.1.1) dada por el Teorema 1.2.1 con este dato
mnicial. Enlonces se tiene que

i) Los coeficientes ap(t) y die(t) en (2.1.19), verifican las ecuaciones
ap(t) + (2mkvi + h(v))ag(t) = R(v)by, k€ B* - (2.1.20)
di(t) + (2mkvi + 4er k) (8) = —dba k20 (1), k € B S (2.1.21)
y la ecuacion para v es

p(t) + Glow = D ap{flee — Y dilt)e_y. ' {2.1.22)

L= A (= A

i} Ademas se verifican las desiqualdades

()] <lagole™ s " 4 byl (1 _ s ’“”) | (2.1.23)
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|(fk(t)| S |deL€_4mr2k2t -+ '(lf\-()|Ct,l,;(!3'_h0'r — 6746:’2;{2[})'}‘

+ _ibkl ety (2.1.24)

42 i?
COﬂakam_—h())U

Demostracién:

i) Teniendo en cuenta que si U(t,z) = 3 ;qp. ur(t)e"™ =, entonces

) al ;

o _ . 2w kiz _ ﬂkl:c
(t,z) = Z u(t)e C o (t.x) = 2ni Z k(¢

kcE* ke k=

HU

( z) = —d7” Z kg (e ™

llevando los desarrollos de Fourier de las funciones 7', § v sus derivadas al sistema (1.1.1)
respectivamente, se obtienen las ecuaciones (2.1.20) v {2.1.21) para los coeficientes de T

y S,

Teniendo en cuenta ahora que
jg(T—* Z ap(t) — di(t))ex
K"

se obtiene la ecuacidn para v, (2.1.22).

i1) Integrando ahora (2.1.20) v (2.1.21) sc tiene la expresion de los coeficientes, dada por:
teg o X t S g
ap(t) = akoe_fol'“kt'”h(l‘” - b;,./ h(u{s))e_fs"“‘“"h(””ds. (2.1.25)
)

s r)')f P RO (P
di(t) = dkoe'4”2k2‘e'fo kvl dbﬂ“k‘[ a;\.(s)e_‘l"’rzj‘g(’_"’)e Jywrkeig s (2.1.26)

La primera acotacién (2.1.23) se obtiene directamente de (2.1.25), sin m4s que ob-

servar que

{,_-f S R [ hiv(s)e “firgs = e Jonw (2.1.27)
Para obtener la segunda desigualdad sustituimos (2.1.23) en (2.1.26) v obtenemos

que
Wl < Jdiole ™R e dba k2 (|1 (D] + [ Ta()]) (2.1.28)

coil

f
[1“) — / @08 jo Qrhai .’!(1)\:—-4('T (s L th‘l(!S:
0

o a5 o g ki > my s s i
!’Q(f.) _ bk—] {E_ﬁnrn?;\m(rs)—L b [/ h(t)(]‘})e--f" ‘-“ht‘h“”dl']}({s
a 40
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Observamos ahora que 4cn”k” — hg > 0 para todo & # 0, de esta forma se tiene que
|

L
[11(8)] < lagole 27"+ f U =hals gs = gl Be(e 700 — e TR (9.1.29)
0

1
con ff, = IorTkT—hg > 0.
Ademids

[T2(t)} < |bg] fot g~k (ts) (/: h(-u(r))e_f:h(”)dr) ds

de donde, teniendo en cuenta de nuevo que '
5 3 5

[ h(v(r))e_fr M) gs = 1 = ¢ Jo Ao <1

0
se obtiene |7a(t)| < [by] fa e R {slgs Por lo tanto

[t b 4(’T2k2!
b k(12 ()] £ = be|(1 — €™, (2.1.30)
¢

De esta forma sustituyendo las acotaciones para [1{{) e I»{t), dadas por (2.1.29) y

(2.1.30}, en (2.1.28) se concluye la demostracién.—

Corolario 2.1.1 Bajo las hipotesis y notaciones de lo Proposicion 2.1.2, para toda solu-
cion del sistema (1.1.1) (v, T, 8) y para todo k € £* se tiene
i) ‘

limsup |ag(t)| < |be|,  limsup|di(f)]| < -b—|bk[. | (2.1.31)

t— [ ¢

it) St |agg| < |be] ¥ ldpo! < 'E’|b;‘.| entonces |ap(t)] < |be| ¥ lde(t)] € §|bk[ para todo t > 0.
wt) Para todo (v, Ty, So) € A, donde A es el alractor mazimal sobre el espacio Y =
R x HZ,
g dxe”™ 0 se verifica

X L;L;:r‘ dado por del Teorema 2.1.1. con To(x) = Fycp. are”™ 2 4 So(z) =

b '
el < loul y Wil < -l ke 2 (2.1.32)
C .

L4

) . .
En particular si T, € HI' com m > 2. el atractor mazimal A — IR x Her X Hpe,

poer

Yy es compacto en ese espacio.

Demostracién:
i) Este primer apartado sc obticne de forma inmediata a partir de la Proposicién 2.1.2.
|

ii) Como consecuencia de {2.1.23) se ticne que

law(t] < el + e S " fagol — bl ;
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de esta forma si |agg| < |by|, entouces |a (1)] < |by| para todo t > 0 y para todo k € £*.
Llevando ahora la condicion |ag(t)] € |be] a la expresion para dy dada por (2.1.26),

se tiene que para todo k € £°*

b eaa b
lde(t)] £ (|dio] — E|bx-|)€ demtidt Elbk|

de esta forma si |dgo| < g|bk| entonces |d(t)] < %’kal para todo ¢ > Q.
iii) El conjunto 85,, dado por (2.1.14), segin vimos en la Proposicién 2.1.1, es un acotado

absorbente, de donde se tiene, [61]

A=w(B,) =S (s)B,, (2.1.33)
t>0 s>t
por tanto, dado (vg, Tp, Sg) € A de (2.1.33}, se deduce la existencia de (vn, Tn, Sn) € By,

sucesion acotada (por serlo B,)) en Y ¥ #,, — oo, tal que
STt v, Ty, S5) — (v Th, Sp) st n— oc en Y.
Con las notaciones de la Proposicion 1.2.1, si

Ta(t,z) = Z aM1)e¥™® ¢ 8 (1, 2) = Z (1) 2mhiE
kel ke K

para cada k € £* de (2.1.23) se obtiene
()] < MOle_f‘;..yl(.-.,(rmdr T bl (1 3 E_J"D'".'i(vn(r))dr) ‘

y por (2.1.24)

R (6] S [digle ™4t — Jaft glage ~4m Kt

b b .
Flakolere ™ 4 ~for] = ~[bele T
! c c

con lafo| < My < o0,y |[dio] < Ny < o0

Por tanto pasando al liniite cuando n +— oc se tiene que
b .
iﬂ;‘.i S !b;'| v ldk| S —“’Jk“’f e r",
c

y {2.1.32) queda probado.

Como cousecuencia de (2.1.32), 517, € H rs teniendo en cuenta que )z g- k2m by | <

oo, se tiene que Ty, Sp e Ccon C = {T € I-)’;j;r‘ lag| < dibg]} donde d = maz {1, 2}, que es
m

un conjunto compacto en H . .—
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2.2 Variedad inercial

En esta seccidén vamos a considerar ¢l espacio de fases Y = Il x H;’;, X Hp"é:g, m > 2
y vamos a probar que existe M variedad inercial para el semigrupo S*(t),t > 0 en Y, es
decir, M es una variedad topolégica de ), ( la topologia de M es la inducida por ) tal
que:
1) S*(t)M C M para todo ¢t > (.

it) Existe M > 0 verificando que para todo B C ) acotado, existe C'(B) > 0 tal que:
dist(S*(t), M) < C(B)e ™t >0

tal y como se puede ver en el apéndice, v en |21], [48], {49, [61].

Supendremos a partir de ahora que

T, € H%, con Ta(z) = bpe™™ ™ p #£ 0 paratodo k € K C
kEK

con 0 ¢ K, ya que § T, = 0. Denotamos por V,,, al cierre del subespacio vectorial de H;"m.

il . - .
generado por {e?™% k€ K}, es decir

1/'m = L{e'_’?rki_r‘ k€ ]\} (221)

,']mr':l

v por Vi, _o al cierre de dicho subespacio vectorial en M 7"

Teorema 2.2.1 Siguiendo las notaciones de la Proposicion 2.1.2, supongamos que

T,e H™ y f € Lgcr. Fntonces el conjunio

per

M= IR % \"m x 1',m—'3

es una variedad inercial para el flujo de S™(L){(ve, To, So) = (v(t), T'(t}, S{t)) en el espacio
Y=RxHp x Hu "
Si K es finito la dimension de M es 2K 4 1.

Demostracion:

Siguiendo las notaciones de la Proposicion 2.1.2, scan

ki 5 &) Jrkix wl Srki
f(’L) — 2 : Cke..,.h.rl ]O(IJ - 2 : ﬂkoei ki ¥ b()(.’l') — E , dkoe"mktx
bt

kek- L=y A

con 'j'([ 1) = ZR‘EK' ﬂk(ﬁ)egﬁkir v S(t, r) = ZI;EK‘ d;‘.(f}(fgﬁkm.

1) Vamos a ver en primer lugar que M es mvariante.



178 Capitulo 3. Termosifén

Basta con observar que si & € A, entonces by = 0, v por lo tanto si apg = 0, de
la acotacion de ay(t) dada por (2.1.23), se sigue que ag{t) = 0 para todo instante de
tiempo t. Como consecuencia, si by = axy = dpo = 0 de la acotacién de di(t), dada por
(2.1.24), obtenemos que d,(t) = 0 para todo ¢{. De esta forma si (vo, To, So) € M, entonces
(u(t), T(t), S(t)) € M para todo ¢, es decir, es invariante.

ii} Por el apartado anterior el flujo sobre M viene dado por

o4 G =3 a{theor = Y dil(l).cs

ke K ke K
ap(t) + (2rkvi + h{v))ag(t) = heihy, k€K (2.2.2)
de(0) + (2nkvi + den k2 )dg(t) = —dba"k ap(t), ke K.
ap=de=0kegh

Consideramos ahora la sigutente descomposicion en [0, T = T, + To, donde Ty es
la proveccion de 7" sobre 1), v 7% la proveceidn de 1" sobre el subespacio generado por

{eﬂwkim‘ kcy \ [\"} es decir

oy 2rki 73
I = Z”kf oy T

a v i [F Al A
= Y aEeT =TTy
LEK kel \K

M

Analogamente consideramos la descomposicién S = S| + S» en [-}'ger donde S5, es la
proyeccién de § sobre Vi,.0. es deciv Sy = 30 p o e 2™,

De esta forma dado {vg, Ty, Sy) € YV descomponemos Ty = Ty + Toe, So = Soy + Soo
y T(t) = T0(t) - Ta(t),  S(t) = S,{t) + Sa{t) y consideramos (v(t), Ty(t), S (t)) € M de
forma que

(e(t). T (). S()) = (w(). To(t). Su(t)) = (0. Tat), So{t)).

Veamos que el secundo miembro tiende a cero exponencialmente, para ello observa-

mos en primer lugar que T, = Ty ++ Too con Ty = Ty v Teo = 0, v en particular teniendo

en cucnta que by = O para k € K\ KN v h > ho > 0, por (2.1.23), se tiene que
e {f}] < Jaggle ™"

—ht ag decir, Ta(t) — 0 en Her 814 — oc,

de donde obtencmos [[To(t)]|m <
per
hot

TQ() ” ”;:;r [
comn tasa e’

Por otra parte se ticne que So(t) = Y rzpak dp(13e°™ 7 de donde

HSQ(L)H:}P”—? — {2ﬂ )‘E(m—ﬁ) Z k‘_’(m—'l]idk(t )!.3
LR ARV
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Teniendo en cuenta de nuevo que by = 0 para k € £*\ K. por la acotacién de di(t)
(2.1.24) de la Proposicién 2.1.2, junto con {a +4- b - ¢)? < 4{a® + b + c*), se tiene que

Z k"{m— d < 4 Z k (m—2 Id —8('1T k2r+
k€ E\K keE\K

)
0 n apo|” ~8 5
+4Sb"7’(4 2 : Lom l iol —e a(:n'2k2£+
seENK (dem2k? ~ hg)?

3,0 —%hg ﬁ,—, I”kOI
+47b"n"e hot E '
keE-\K : 0)

Puesto que hg < 4cn? existe una constante g; > 0 tal que, m < 3, para todo
- s . —_n 3 — 5 2 *
k € E*\ K, ademas por ser k£ # 0 se tiene que e semt k%t < e para todo k € E£°. De

esta forma obtenemos:

A Ry w D . . 2 —Berm? 2 -2k,
IS0} ez < 4llSaollFpm-2e ™0 64677 31 (|| Tao e > "+ [ To0llyme ™). (2.2.3)

Por lo tanto, se tiene que ||Sa{t)]|ym-2 — 0 si L — oc con tasa exponcencial e ~hot Es decir

(v(t). T(1), ${t)) = (u(t), Th{t}. Si{t)) — (0.0.0)

en Y cuando { — oo con tasa exponencial e‘f“".m
Observacién 2.2.1 Bajo las hipotesis y notaciones del Teorema 2.2.1, supongamos ademds
que

flz) = Z cre”™  cone, # 0 para todo k€ J C K
keJ

entonces

FT =517 = 3 (e - i) (16 = T ault)owe = 3o

kek~ keld

De esta forma se tiene que el flujo del sistema (1.1.1) sobre la variedad inerciol M, es

equivalente o

i)‘l‘G(U)L‘Z Z (!;.-(f).c_;\.* Z d;,‘(i.).c_k

hzRKmJ ke Kt
ap(t) + 2akvi+ h(v))og(t) = h(v)be, k€N (2.2.4)

d(t) 4+ (2rkvi + den 2k )de (1) = —dbn kK a,(t), k€ K.

En (2.2.4) vemos como la evolucion de la velocidad v, va a depender inicamente de

los coeficientes de Ty S, que pertenecen al conjunio NN J. El subconjunto de ecuaciones
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de (2.2.4) conk € KN.J, ademnds de lo ecuacion de v. forman un subsistema de ecuaciones
acopladas. Una vez resuelto éste, las ecuaciones correspondientes a k € K V(K N.J) son
ecuaciones lineales no autdnomas. Puede ocurrir que K y J sean conjunlos infinitos pero
su interseccion sea finita. Este caso concreto es particularmente inleresante, como vamos
a ver en el Corolario siguiente y un ejemplo en el que se tiene esta situacion es el caso
de un circuito circular donde f(z) ~ asen(z) + beos(x), es decir J = {£1}.

Observamos tambidn que 0 ¢ K NJ y si k € K N J, también —k, estd en este
conjunto, ya que K = —K y J = —J, por lo que el conjunto K 0 J tiene cardinal par,
que notaremos por 2ng. De esta forma el conjunto (I N J),. que representa los elementos

positivos de K N J, tiene cardinal ny.

Corolario 2.2.1 Bajo las notaciones e hipotesis del Teorema 2.2.1, supongamos ademds
que el conjunto K N J es finito y que card(N N .J) = 2ng.

Entonces, el comportamiento asintdtico del sisterna (1.1.1), viene dado por un sus-
tema de N = dno+ 1 ecuaciones acopladas. en RN . que determinan (v, ag, di), k € KNJ,
y una familia de |[K \ (K N J}| ecucciones lineales no autonomas, desacoplada con el

sistema anlerior.

Demostracién:

Teniendo en cuenta que las ecuaciones para a_y v d_i son conjugadas de las que
determinan ay v dg, resolviendo el sistema que determina ey v di k€ (K N J}y,, se
conocen todos los coeficientes ay v dy para k € K N .J. Como consccuencia de que m =

a_i (1), di(t) = d_(} y Tk = c_g, se tiene ademdis que

> ar(flea = > apltieos + > awltieox = 2Re Z ag{the_k

kcKnJ Ee(KmJ)., k(K- La(KNJ) 4

y analogamente
ST dp{tieck=2Re [ > diltie
(=¥ ¢ N KE(HM) -

Para terminar la demostracién basta con recordar que el flujo del sistema (1.1.1),

sobre la variedad inercial M viene dado por (2.2.2), lo cual es egivalente a:

4 Go)e = 2R (Daeqenn. axltleos) = 2Re (Sagons - dili)e )
(t) - (2 kui b)) = b ke (NN (2.2.5)
g- (Dwkui 4+ den kY (B = —aba ke (), ke (KnJ).
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. . . .

que es un sistema acoplado de 2ng 4 1 ecuaciones en R x £, que determinan v, ag v dg

para k € K N J, junto con la familia de ecuaciones lineales no auténomos dada por

ar(t) + (2mkvi + h{v))ar(t) = h(v)be, ke K\(KnJ)

di(t) + (2mkvi + dem*k?)dp(t) = —4bm2k i (t), k€ K\ (K NJ) (2.2.6)
ar=dp =0k ¢ K

Escribiendo las variables en parte real e imaginaria
ar(t) = a¥(t) + iak(t), by = by A+ i, cp = ¢ 4 ick di(t) = d¥(t) + 1d5(t)

el sistema (2.2.5) es equivalente al sistema en RN, con N = dng +- 1

i +G () =2 Y [af{t)es —af(t)ef] =2 > [dE(t)ch — a¥(t)ch]
dt ke(knd). ke(KNJ)y
ay(t) + h(v(t))al(t) — 2nku(t)ah(t)] = h(e(0))b, ke (K N J).
as(t) + [2nkv()af(t) + h(v())ab ()] = Au(t))BE. ke (K nJ), (2.2.7)

di(t) + [dem?k di (1) — 2nku()dS(1)] = —dbn k% ab(1). ke (K N J)s
db(t) + [den k25 () + 2mku ()b (0)] = —abr2kZak(r), ke (K N e
Corolario 2.2.2 Supongamos ademds que K NJ = 0, entonces el atractor global viene

dado por A = {(0,T,, ¥T.)}. Por tanto para todo (vg, T5. So} € R x H2, x L2,

que la solucion correspondiente verifica:

» Se liene

: b :
v(t) — 0, T(t) — Ty en I—lﬁcr y S{t) — E'l}, en Lger.
Demostracidn:
Si K NJ =@, entonces de la primera ccuacién de {2.2.5), se tiene que la ecuacién

para el flujo de v sobre la variedad inercial es:

du

"('iT +- CI(U)U =

t
de donde v(t) = uoeﬁfo G s — o
En primer lugar, teniendo en cuenta que [ |v] < o0, va que v(l) =0 exponencial-
mente con t +— oo, dado € > 0 existe t5 > 0 suficientemente grande tal que si tg < r <t

I . . - .
entonces, | [/ v]. es arbitrariamente pequeiio. de forma que por el Lema 1.1.1 se tiene que

d

||Ta('_[u)~’1‘a(-)|im < - (2.2.8)

per 4
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Para t > {5 tenemos
¢

t t
Tt z)=T(z —f v tgle = Ji M) /[h U h(’)[ alz H-/ v)]dr, (2.2.9)
t T

0

como consecuencia de (2.2.8), vamos a probar que

T, z) - (1 - euf'o h{v))Ta(:r) — 0sit+r oo en HZ (2.2.10)

per-
De esta forma teniendo en cuenta que

?!h(v),, —['h
)= Tallig,, < T = (1= ha" e g

t
. e - h(x) . .
junto con el hecho de que ||T,||;2 e Jio t— 0 81t — 2. se tiene que probando (2.2.10)
;JC]'
tenemos demostrada la conversencia de 7 a T, en /75

per

Parva probar (2.2.10), de (2.2.9} observamos que

Tt z)~{l—e f mv) ) w{2) = F{l—ff U\fg)ﬁ_fr mvl /lh u( f,' J"(")(Ta(z—/t”U)-h'i'"'a(z

fo

de donde
['Oh( B 4

oo = | h(v) -
P00 = (1= R N e < TG0 e

t
N A LA AT RS P

per

Aplicando ahora {2.‘2.8), se Licne que

1702y = (0= e R )1 < Coho™O 4 L1 )

| m

de esta forma, tomando t + ¢ v utilizando el hecho de que ¢ es arbitrario concluye la
prueba de (2.2.10).
R .. . T
Para terminar la demostracion vianmos a ver que S — 2Ta en Lo, Para ello obser-

vamos cn primer lugar que § — E’l’a verifica la siguiente cenacion:

(8 = 2 a 8AS — M) as AT — T,

_ =T — T (2.2.11
at B A dx” )
multiplicando dicha ecuacion por § — —] ell L;(T v tenlendo en cuenta, que por la perio-
dicidad de §, ‘3" = (). se obticue

- &g . h s b LS e & b
S el s = ot = e d o en d Ly Ds Z 0y,
2 HH ¢ Fal ”8;1’( cln)” r:b({}}é o ] jjé ‘?.:“ Fa) ( Ta)

Nldr
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Observamos que

b A0S b 2
-v(t) E—Ta = ——U(f.)%sc. — 0 st 00
€ dzx c éa

ya que |[S{t)|] € M para todot 2> 0y v(t} — O sit — oo.

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Young, tenemos que

a . b o
g -t s tme Sl e Dila -
T ¢
Por lo tanto dado € > 0 teniendo en cuenta que 7'(t} — T, en H;‘;ﬁ., y v(t) — 0 si

t — o0, obtenemos tg > 0 suficientemente grande, tal que para todo t > tp, se tiene que

)P T - T <
de esta forma aplicando la desigualdad de Poincare, se obtiene ¢* > 0 tal que u{t) =
s — gTGHQ verifica

u+ctu < % para todo £ > {g.

De esta forma por el Lema de Gronwall se tiene que
. € .
u(t) < u(tgle <10 4 5(1 — gt fo)y
de donde se deduce que

Limsup |u(t)] < -
=0

[NR I

para todo ¢ > 0.5

Como consecuencia del Corolario 2.2.2, tenemos el siguiente resultado que comple-

menta a la Proposicién 1.3.1 de la seccion anterior.

Corolario 2.2.3 Si en las variables originales suponemos que T, es constante, enlonces
. © 0 . .. .
para todo (vg, Ty, Sg) € R x H;;,,,_ XLy tal que § Sg = my. se tiene que la solucion asociada

a ese dato inicial verifica:
v(t) — 0, T{) — T, en ]-.[;i,r y S(L) — g en L;“;m_

Demostracién:

Si hacemos el cambio de variable 7 =T — ¢ T v 0 = & — mg, sc tiene que 7, = 0 de
donde K NJ = @, y por tauto estamos cu las Lhipdtesis del Corolario 2.2.2, segin el cual
se tiene que:

U(t) — O.T(f) = T‘ — %'Y‘ = Tg = 00“) — ET{: = 0
n
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cuando ¢ — oo. Teniendo en cuenta ahora que § 7+ §7T, = T, con t — oo, {lo cual se

obtiene como consecucncia de la ecuacidn para § T dada por (2.1.1)), se tiene que:

T(t) — T, v S(t) — mo

lo que concluye la demostracion.—
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0.1 Operadores sectoriales

0.1.1 Definicién de operador sectorial

Diremos que un operador lineal A en un espacio de Banach X' es un operador
sectorial si es cerrado, con dominio denso y existe un ¢ en (0, ), una constante M > 1

y un numero real a, tal que el sector
Seo={rel, ¢<larg{h—a)| <7 A#a}

esta contenido en la resolvente de 4 y se tiene que

1= A)7T <

= para todo A € S,,, [31].

0.1.2 Escala de espacios de interpolacién

En primer lugar vamos a ver la delinicion de las potencias fraccionarias de ope-
radores sectoriales y a continuacion la de los espacios de interpolacidén asociados a un
operador sectorial, |1, {2|, {31}, [50], [56].

Definicién 0.1.1 Dado A operador sectorial en un espacio de Banach X con Reo(A) >

0, para todo o > 0 se define

IES
Ao = = / (e Aty
IMa) Jo

A% = (A~ es el operador inverso de A%, con D(A%) = R(A™), A? = la identidad

on X

Definicién 0.1.2 Dado A operador sectorial en un espacio de Banach X, pare cada

a > 0, se define X = D(AS) con la grifica de la norma, es decir
|z]le = |ASz|l, 2 € X%, donde Ag = A +-al cona >0 tal gue o(Ag) > 0. (0.1.1)

La familia { X" }as0 se denomina codena de espacios de polencias fraccionarias aso-

ciedas al operador A.
Se tienen los sicuientes resultados, probados en [31).

Proposiciédn 0.1.1 Si A e¢s un operedor seclorial sobre un espocio de Banach X | se tiene

que:
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i) Para cada o 2 0. la norma definida en (0.1.1). es independiente de la eleccion de a.
Ademas X% es un espacio de Banach, con dicha norma.

i) Elespacio X% = X yparaa > 3 > 0, N® es un subespacio denso de X7 con inclusion

conlinua.

Ademds sia y § € IRT y0 € {0, 1], entonces para todo z € X" con v = maz{a, 8},
existe una constante C' > 0 que depende de o . J y 0, denominada constante de interpo-
lacion, tal que:

2 lloa+1-0)8 < Cllafllzll™°
ui) Si A tiene resolvente compacta, la inclusion X® C X es compacta siempre que
a>02>0.

1) Bl operador A es un operador seclorial en XN para todo o > 0

Lema 0.1.1 Supongamos que A es un operador sectoriol y que Re{(o(A}) > § > 0. En-

tonces para todo o > () existe ¢ > 0 tal que:

A% < et %7 para todo i > 0

Si0<a<l, yuw € D(AY), enlonces
-t | [ I
(&= = | = Ecl_an‘. ||.A% ||

Ademds c, estda acotada si o se mueve en cualquier intervalo compacto de (0, 00),

At

incluso permanece acotada st o — 07, donde e representa el semigrupo analitico aso-

ciadao a A, [1], [2[.[31]. [50].

Demostracidén: Iste resultado estd probado en el Teorema 1.4.3. pag 26 de [31].
Consideraremos ¢l caso particular en el que X, es un espacio de Sobolev, W"™P((})
con m > 2 un nimero entero. p un numero real con 1 < p < oo v 2 € RV, Se define

segun podemos ver en [5], {24/,

. oz i . . )
WP = {ue LP(Q). 3g; € LP(Q) con/ H—— = —/ G Ve € CO(Q)Vi=1,2,..,N}
o dz; Q
(0.1.2)
se nota g; = g;‘ vy Vu = (5)7"1 0‘1“\ J, con esta notaciou se tiene que

WP = (e LP(Q). Tu € L7(Q))

] espacio 1V dotado de la norma

llhwns = [l + S

i=1

u
—|\L»
[N
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es un espacio de Banach reflexivo para 1 < p < o¢, v separable para 1 < p < oco.
Notaremos H'(f2) = 11"72(£2), que es un espacio de Hilbert separable, con el pro-

ducto escalar:

N .

2. du du
U, V) = (v + -, —)L2.
(u,v)gr = (u,v) g2 E(ax,» axi)L

Dado m > 2, se define por recurrencia
m m—1,p Ou m-=1,p .
WTR(Q) = {u e WIP(Q), S e w0y i = 1,9, N}
[

o equivalentemente
N
WmP(Q) = {u e LP(Q), D% € LP(Q), Ya = (o), ..,an), |a] = Zai < m} (0.1.3)
=1

estos espacios dotados de la norma

Neellwms = 3" 1Dl

0<|al<m

son espacios de Banach.

Los espacios H™(2) =_1V""%(Q) dotados del producto cscalar

(w,v)ym = Z (D%, D™u) 2

< x| <m

son espacios de Hilbert.
Ll siguiente resultado basado en desigualdades de interpolacién de tipo Gagliardo-

Nirenberg, se puede encontrar en [42], nos serda de utilidad.

Lema 0.1.2 Dados, k un numero entero positivo, p > l,r < oo yj =0,..,k. Definimos

l

1
=)k -
r s

L _ 4]
@ kp
Sea Q} C RN un dominio abierto acotado y regular, siu € WSP(Q)NLT(Q), entonces

para todo multitndice o, tal que |0 = j, Du e L1(0). y

‘ L -4
10%ulle < © 5 IDRullE .

=k

con C > 0 independiente de u—

Vamos a ver algunos resultados sobre los espacios de potencias asociados al operador
sectorial —Ap, donde el subindicie B del laplaciano representa la condicién de frontera
considerada, de forma que B = D hace referencia a una coudicion de tipo Dirichlet, B = N

a una condicion de tipo Neumann, v 3 = P representa a las condiciones periddicas.
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R - 2,

Proposiciéon 0.1.2 Sit < p < oc. el operador —Ay en X° = Ll con dominio X =WwgP
es un operador sectorial con resolvente compacta.

Mds aun, si considerarnos > 0 tal que 0{—=Ap + pl) > 0, los espacios de poten-

cias fraccionarias N§ = u,-'é“'? = D|(—Ap + ul)?], dotados con la norma del grafo que

notaremos por || - ||“/§a.p. (o simplemente || - ||a).para a > 0 y || - [lgz (o |||l ), estdn bien
definidos verificando ademas que
WP C WRR(Q) (o WIP(Q) si B = P) (0.1.4)

con inclusion continua para todo o € [0, 1], donde WP es un espacio de Sobolev (1], [2],

56/

Bajo las notaciones e hipdtesis de la Proposicion anterior, podemos delinir los si-
guientes espacios de potencias fraccionarias:
i) Si B = P, entonces Wp? = 1W1P(Q).

per
i1) 81 B = D, entonces
WP = WP = {ue WP w=0cna), W57 =w2Paw (0.1.5)
Wi = {ue W uw=Au=_ = (Au)*"" = 0en a0}, (0.1.6)
WETY = {u e WPy = Au = . = (Au)f = 0 en 80}, (0.1.7)

1ii) Finalmente, si B = N delinimos:

a, OU
WA = W W = (w1 T 0 en &0} (0.1.8)
an
: op du A B(Au)*1
H"‘%A'p = {U‘ < ”"'A'p.‘ — e = .= _,____..__( _f)_ =} en aQ} (019)
an an in
s du @A A(Au)F!
e T e (—)_ = 0 en 00}, (0.1.10)
’ én an an

Observacidn 0.1.1 Para el caso purticular p = 2. tenemos que —Apg es un operador
. ) . . .
sectorial sobre Ly que es un espacio de Hilbert, y como consecuencia, ahora tenemos una

representacion espectral de forma que:

s oL o .
llla = (3 Pal® a8 = (= Ap) ellol= (= Ap + [)llo 5i B = N, P

n=1

define una norma hilbertiona en N siendo lo descomposicion espectrol de x:

x
= E -
n=]



Apéndice 191

con e, una base hilbertiana normalizada de L3, formada por funciones propias de —Op
(respeclivamente —Ag +1 st B =N, P.)

Tenemos ast el operador
~A%: D(-A%) = H) — Ly

definido por:

Ayr = Z A€y,

n=1

De esta forma tenemos la escala de espacios de interpolacion extendida a ftodo
a € IR, y la Proposicion 0.1.1 sigue siendo cierte para todo o € IR con constante de
mnterpolacron C = 1 en el apartado ). Ademds los espacios de e;rponenf,es neqativos se
obtienen por dualidad. de forma que sip = 2 notaremos por HH (I-[?}“)’. a >0, al

espacio dual de HB , ¥ tenemos entonces el siguiente resultado:

Proposicion 0.1.3 Supongamos que p = 2, entonces:

a) SiB=0D
H} = HAQ)NHYQ), H=H(Q), L} =L%Q), (0.1.11)
HL = H Q) HL = H7Y Q). con HE? = (H* Q) N H{Q)) (0.1.12)

Ademds pare todo k € N

HY ={ue H™Q), uv=~0u=_=(AYu=0 en Q) (0.1.13)
con la topologia de H*F(Q).

HE V' ={uve H*NY ), uw=0u=.=(AYu=0 en o0} (0.1.14)

con la topologia de H*71(Q).

b) Si B =N
n a <':7u‘ 1 1 n n =1 1 ] -
Hy ={H-(Q), == 0}, Hy =01 Q). Ly=L(Q), Hy =) (0.1.15)
&n
g = (), & = 0y
an
Ademds. para todo k € N
o du d(Au A AR
S T L C ol C ) S S YOO (0.1.16)

on én raji}
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con la topologia de H* ()

0 " du  dAu A(AR
B e ey 290w AT o sy (0117)
&dn dn rejg)
con la topologia de H¥+1(€1) .
c)SiB =P
Hp=Ho(Q), Hp=H\W(Q), Li=1L1(Q). Hp'={H,(Q) (0.1.18)

Hp? = (H(Q)) y HF = H2(Q) o

En el capitulo 2 de la primera parte, se prucha un resultado de existencia y unicidad
de soluciones con datos iniciales en estos espacios ll*'éa‘p perfectamente definidos para
a > 0 ysip =2 para cualquier o € R. Veamos ahora que también podemos considerar
l-Vgo'p con & < 0, en algunos casos para valores de p distintos de 2 ¥ de 1, siguiendo los
resuttados de [11, 2], [56].

En efecto si p # 1 entonces L = L(Q) o L5, (Q) es un espacio reflexivo, y
eracias a los resultados sobre interpolacidn v extrapolacidon de semigrupos, en particular
los resultados recogidos en el Teorema 8.1, pagina 220 de |1}, podemos considerar los
(a7}

. . ) .
espacios de extrapolacién 1V con o € 0. 1]. de la forma siguiente.

- s . ] ..

Sil<p<ocyyp = ;_Ll_. cl operador — A i ademis de ser sectorial en L{,, con dominio
a iy . : . ! . .

W 5P, es también un operador sectorial en L% con dominio 15”7 definido anteriormente.

De forma que podemos delinir espacios de exponentes fraccionarios negativos por dualidad,

Le segun las notaciones anteriores Lenemos

Definiciéon 0.1.3
WE™™ = (W) 0L a <1 (0.1.19)

es el espacio dual de I-\”’I‘,';n‘p’ con respecto al producto de dualidad de LP(Q) x LP(Q). En
particular se tiene gue:

W.fglp = (H;I_lilpl(Q))’
donde WP, es WoP(Q) si B =D, W' (Q) si B =N y WD) si B = P.

pur

Como consccuencia de los resultados sobre semigrupos de interpolacion y extrapo-

lacion de [1], recogidos en ¢l Teorema 3.1, Corolario 8.2 v Teorema 8.3 pdginas 228-232,
podemos considerar los espacios de Banach X = H';';”'” pata todo a € IR, verificando las
mismas propiedades de los espacios de imterpolacidon a > 0. s decair, la Proposicion 0.1.1
vel Lema 0.1.1, son vilidas para los espacios de Banach V™ = 1-1";‘;""' con o € R

Ll signiente resuliado. nos dice que podemos considerar “adecuadas” perturbaciones

de un operador scctorial. de forma gue el operador resultante sicue siendo sectorial.
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Lema 0.1.3 Supongamos que Ay es un operador sectorial en un espacio de Banach, Y,
y consideramos la escala de espacios de potencias fraccionarias asociada a este operador,
{Y*},. Sea P un operador lineal en Y con dominio D(P) tal que para algun v € [0,1) se
tiene Y¥ C D(P). Supongamos ademds que la restriccion del operador P al espacio Y
es acotada de Y¥ en Y.

Entonces el operador Ag+ P es sectorial en Y,  D(Ag+ P) = D(Ay), y los espacios
de polencias fraccionarias de Ag + P coinciden, con normas equivalentes, con los de Ag,

para 0 < v < 1.

Demostraciéon:
En primer lugar, para todo u € D(4g) = Y' — Y se tiene que {|P{u)j| € Cliull.

para alguna constante positiva C. Por tanto, si v = 0, para tedo € > 0

i 7w}l < eliully -+ Cefluf]

de esta forma, el resultado de [31] |pg 19.¢j 6] implica que Ag + P es sectorial en Y.
), < Clluli¥]l«l' ¥ y por la desigualdad de

Si v € (0,1), entonces tenemos que
Young , para todo € > 0, existe una constante positiva C, tal que [P ()] < €||ul]; + Ceilx||
y de nuevo Ay -+ P es sectorial en Y.

Ahora tomamos A suficientemente grande para que
Re(o(Ag+ P+ A1) v Re{o(dg+ A1) > 0

de esta forma, llamando 4, = Ag+ A, Ao = Ag+ P + A, sc tiene que (A, — Ax)ATY =
—~PATY esti acotado en Y. Consecuentemente, ¢l Teorema 1.4.8 de [31} nos da el

resultado.—

0.2 Ecuaciones semilineales: Existencia y unicidad

Vamos ver algunos resultados de existencia, unicidad y regularidad de soluciones,
para ecuaciones de evolucion, descritas por un operador sectorial.
En primer lugar vamos un resultado sobre la regularidad de la solucién de una

ecuacion de evolucién lincal, cuya demostracion se puede encontrar en {50], [54].

Lema 0.2.1 Dada la ecuncion

dw
T+ A = [ 20

0.2.1
w(ty) = wg e N7 ( )
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donde A es un operador sectorial en un espacio de Banach N, XN* = D{A7) con Ay =
A+ al, o > 0. son los espacios de potencias freccionarias asociadas al operador A y
fifte, 1) — X2

i) Supongamos que f € L'(0, T: X5), entonces existe una solucion de (0.2.1), denominada

solucion débil, gue viene dada por la formula de variecion de las constantes, es decir:
t
w(t) = e~ Nt=toly,, +] e~ A=) [ (5)ds (0.2.2)
fo

verificando ademas que w € C{|0,T); X7) para todo v < 8 + 1.

it) Supongamos chora que [ es localmente [lolder continua en t de exponente 6 y exisle
p > 0 tal que [E|If(t)||ysdt < o0, entonces la solucion que viene dada por la formula de
vartacion de las constantes verifica la ecuacidn (0.2.1). como una wqualdad en el espacio

X2 y en casi todo punto. ademds w, € X7 w(t) e X% t € (0,T), verificando:

we C0.T) X% nw e CHO.TENT) yuwe C0.T) X o

A continuacion vamos a ver un resiltado sobre la existencia, unicidad y regularidad
para una ecuacion de evolucién semilineal. cuyva demostracion se puede encontrar en |31},

[50].
Teorema 0.2.1 Consideramos la ecuacion no lineal

% +Aw = f(i,w) t >t

(0.2.3)
wity) = wg.wg € X

donde A es un operador sectorial en un espacio de Banuch X y N® = D(A%) con A, = A+
al, o > 0, los espacios de potencias fraccionarias asociadas al operador A. Supongamos
que [ lleva un conjunto abierto U de IR x X® en X2, pura algin 0 < o — 8 < 1, de forma
que [ es localmente Holder continua en f de exponente (3 y localmente Lipschitz en w.
Entonces para cada (tg, wy) € U7 enste t; = t1(tg. wg) > 0 de forma que el problema
de Cauchy dado por la ccuacion (0.2.3). tiene una inica solucion w en (Lo, t1), que viene

por la formula de variacion de constanies. es decir:
t
w(t) = g0l 4 / e = (s w(s))ds (0.2.4)
to

tal que w : [tg. t,) — N2 es una funcion continwg, con w(ig) = wo. w(t) € D(A), existe

diy

Sy la funcion t— f(tow(t)) es localmente Holder continia con valores en XA,

Se wverifica odemds que
‘ . Cvn . o\ Bt
w e Clito. t1); N)NClto. ) N7

Adenids se tiene que w,: (to. 1) — NP es una funcion Holder continuwa.—
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El Teorema 3.5.2 pag 71 de [31] nos dice ademas:

Teorema 0.2.2 Siguiendo las notaciones e hipdtesis del Teorema 0.2.1, si f:UCRx

X® — X con 0 < a < 1 es localmente Lipschitz, entonces si v < 1, la aplicacion

dur

tHE

€ X7 es localmente Holder continua para tg <t < ty, con
dw ey
Il < Cle =)™ '

Proposicién 0.2.1 Bajo las notaciones e hipotesis del Teorema 0.2.1, supongamos ademds
que la aplicacidn f lleva acotados de U C IR x X® en ucotados de X. Entonces st (to, t1)
es el intervalo mdrimal de definicion de la solucidn w dada por la teorema anterior, se
ticne que t] = oo, es decir lu solucidn es global, o bien la norma de la solucion explota

en tiempo finito. es decir exisle una sucesion de tiempos b, — ty. tal que lw(tn)]|la — oo,

[31], [50].

0.3 Semigrupos disipativos

En primer lugar vamos a ver algunas definiciones que estan recogidas en [28], [48],

[49).

1. Dado S§(t),¢ > 0 semigrupo en el espacio de Banach . Diremos que un conjunto
A C X esun atractor maximal (o global) bajo el semigrupo S(t), si es el maximo
conjunto compacto e invariante S()(A) = A, >0, que atrae a los acotados de
X es decir, dist{S(t)B, A) — 0sit — oo para todo B acotado de X, donde como

es habitual
dist(z, A) = inf{d(z, A).a € A} conz € X. AC X.
dist(A. B) = sup{dist{a. B).a € A} con A, B C X.

2. Dado S(1).t > 0 semigrupo en el espacio de Banach .X' con atractor maximal A.
Diremos que M es una variedad inercial de clase C'* v dimensién N para S(t), si
M es una variedad topoldgica de dimension N v clase k. subvariedad de X (ie la

topologia de M es la inducida por X'} tal que:
i) S(t)M C M para todo t > 0.

i) M contiene al atractor maximal A de S,
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iii) Existe A/ > 0 verificando que para todo B C X acotado, existe C(B) > 0 tal
quc:

dist(S(t). M)} < C(B)e ™™ ¢ >0,

Observamos que si M es cerrada en .\, entonces la tercera condicion implica la
segunda, por la invarianza del atractor maximal. Esta definicién junto con algunas

propiedades sobre las variedades inerciales. se¢ pueden encontrar en (48], [19].

3. Diremos que ¢l semigrupo S(t) es puntualmente disipativo si existe un conjunto

acotado B € X que atrac a cada punto de \.

4. El semigrupo S{{): X\ — X es asintéticamente regular si, para todo subconjunto
B no vacio, acotado y cerrado de X, tal que S(t)B C B, existe un subconjunto

compacto J de B que le atrae.

5. Diremos que el semigrupo S(1).¢ > 0 en el espacio de Banach X es condicional-
mente completamente continuo para t > |, si para cada t > ¢, y para cada
acotado B de X, tal que ¢l conjunto {S(s}B,0 < s < t} es acotado, se tiene que

S(t)B es precompacto.

6. Diremos que el senmigrupo S{f}.t > 0 en el espacio de Banach X es completamente
continuo para { > {;, si es cowdicionalmente completamente continuo y ademas

para cada acotado 3 de X, el conjunto {S(s}3.0 < s <t} es acotado.

Vamos a ver algunos resultados que relacionan los conceptos expuestos en las defini-

ciones anteriores. Su demostracién se puede encontrar en [28].

Proposiciéon 0.3.1 Todo semigrupo S(t).t 2 0 que es condicionalmente completamente

continuo para t > 0 es asintoticamente regulor—
Demostracién: Corolario 3.2.2. pag. 37 de [28].

Proposicién 0.3.2 Supongamos que el semigrupe S{(£) = T(&) - (1), con U (t) comple-
tamente conlinuwo pare t > 0. y tal que existe una funcion continua k(t,r) de IRT x IRT
en IR verificando:

i} k(tor) — 0 cuando f — oc.

w) [|[T(the|] < k(.r). para todo i 2 0 y|lw]] < r.

Entonces el senigrupo S(1) es asintdficamente regular—
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Demostracién: Lema 3.2.3. pag. 37 de [23].
Como consecuencia se tiene el siguiente resultado sobre el semigrupo generado por

las soluciones de una ecuacién de evolucion.

Proposicién 0.3.3 Consideramos la ecuacion de evolucion
we + Aw = Glw) (0.3.1)

donde A es un operador seclorial sobre un espacto de Banach Y con resolvente com-
pacta y Re(o(A)} > § > 0, y G es una aplicacion localmente Lipschitz de un abierto de
Yée€[0,1) en Y que transforma acotados en acoludos. Supongamos que el semigrupo
generado por las soluciones de (0.3.1) S(1) sobre el espacio Y estd globalmente definido,
con S(t)we = w(t), donde w(t) es le solucion de (0.3.1) que verifica w(0) = wo, y que

wviene dada por la formula de variacion de constanies (.2.4), es decir:
t | .
S{thuwg = e Mg -i—f e~ MG (w(s))d s,
0

Entonces se tiene que:

i) Bl operador U(t) definido por

t
U(t)wO:/ e M0 (w(s))ds
0

es condicionalmente completamente continuo en Y'°.
it) Si el semigrupo S(t) vertfica ademdas que para todo conjunto K C Y acotado, el
conjunto {S(t)K,0 £ ¢ < T} estd acotado en Y para todo T < oo. Entonces S(t) es un

semigrupo asintéticamente regular sobre Y©.—

La demostracién de este resultado s consecuencia de la Proposicién 0.3.2.
El Teorema 3.4.6. de 28] nos dice:

Teorema 0.3.1 i el semigrupo S(t) : X — X,t > 0 es asintolicamente regular, pun-
tualmente disipativo y las grbitas de conjunlos acotados son acoludas, entonces posee un
atractor global. Si ademds X es un espacio de Banach. entonces el atractor global es

CO??.C.’L’O.D

Definicién 0.3.1 Dado S(t).¢ > 0. un semigrupo en un espacio métrico completo X y
sea E el conjunio de punlos de equilibrio. es decir x € I si S(t)x = 2 para todo t 2> 0,
diremos que un punto de equilibrio es hiperbolico st el espectro de D(S (£} (z)) pare cada

t > 0 no corta al eirculo wnidad de centro cero en €
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Direinos que un semigrupo regular (C1) es un sistema gradiente si:
i) Las orbitas positivas acolades son precompuactus.
it) Friste un funcional de Lyapunov para S(I), es decir existe una funcion continua F :
X — R verificando:
it;) Fl(x) — oo cuando {z{ — oo.
iio) F(S(t)z) es no creciente en t para cade x € X.
it3) Si F(S(t)z) = F(z) para todo t { donde estd definida ) entonces x es un punto de

equiltbrio.

Como consecuencia del Teorema 0.3.1, teniendo en cuenta que si S(t) es un sistema
gradiente las drhitas de conjuntos acotados son acotados, y si ademas el conjunto de los
puntos de equilibrio es acotado, entonces S(t) es puntualmente disipativo, se obtiene el

siguiente resultado.

Teorema 0.3.2 Si S{i},t > 0. es un sislema gradiente, asintolicamente reqular y tal que
el conjunto de los puntos de equulibrio B es acotado. entonces existe un atractor global A

para S{t) que viene dado por A = WY (). donde
WUE)={y e X :8(=t)y esta definido para t > 0 y S(—t)y — E sit o0}

St X es un espacio de Banach, enlonces A es conexo. y si ademads los puntos de equilibrio

son hiperbolicos. entonces E es un conjunto finilo y

A=) Ww¥ ().

el

Demostracién: IZsta probado en el Teorema 3.8.5. pag 51 de [28].

0.4 Principio de estabilidad linealizada

Sea A un operador lineal seetorial en un espacio de Banach X', vscea f: U — X donde UU
es un entorno en 1 x " (para algin a < 1) de (7. 2¢) < wg. Consideramos la ccuacion

de evolucion
o

mn + Aw = )t > iy (0.4.1)
i

1. Diremos que wp es un punto de equilibrio de (0.4.1). si w(f) = wp es una solucién
de la ecuacion (0.4.0) fe. st wg € D) v shwg = fwg) (311
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2. Una solucion u(:) de (0.4.1) en [t5.o0) es estable (en X} si, para todo ¢ > 0,
existe 4 > 0 tal que toda solucion w con |lw(to) — u(tp)|la < 5, existe en [to, 00) ¥
satisface [[w(t) — w(t)(| < € para todo t > fo. s decir la aplicacién ug — w(t; to, ug)

es continua ( en X' ) en el punto u(lp), uniformemente en t > to,[31].

3. Una solucién u() en [tg,o0) es uniformemente estable si la aplicacién u,
w(t;ty,u1) es continua (en X ®) en el punto u(t,), uniformemente en ¢ > ¢, y & > to,
donde w(t; ¢1, u;) representa el valor en X'® que toma la solucién de (0.4.1) con dato

inicial w(t;} = u; en el instante t > ¢,[31].

4. Una solucién u(-) en [tg, oo) es uniformemente asintéticamente estable si es
uniformemente estable y ademads w{t;t,, u,) ~ u{t;) — 0 cuando t — t; — +oc,

uniformemente en &, > tg y |Juy — u(t;)|] < 4. para alguna constante § > 0, [31).

5. Una solucion u{-) de (0.4.1} en [tp, o0} cs inestable (en X ) si y sélo si no es
estable, [31].

Vamos a ver a continuacion como el estudio de la estabilidad e inestabilidad de un
punto de equilibrio de una ccuacién no lineal, puede estar determinada por el estudio
de la estabilidad del origen en la ccuacién lincalizada en un entorno de dicho punto de

equilibrio. Su demostracién se puede encontrar en [31].

Teorema 0.4.1 Dado A y [ como en la definicidn anterior (0.4.1} y wo un punto de

equrlibrio. Supongamos que
Sltowo+z) = f{t.wg) + Bz + g(t, 2)

donde B es una aplicacion lineal y acotada de N en X, y [{L,w) es localmente Holder
continua en t y localmenle Lipschitz en w, sobre U7, Entonces:
) Sellg(t. 2l = o(llzlla) si||zlla — O. uniformemente ent > 1, y el espectro del operador

A — B estd contenido en ReX > v pare algin v > 0. o equivalentemente lo linealizacidn

—  A: = B: (0.4.2)

es uniformemente asintoticomente estable. entonces el punto de equilibrio wy es uniforme-
menle asintoticammente esiable en N Mds precisamente, existe p>0M >1 tdd que 1

lo>7 yllw — wolla < sk enlonces exisle wna dnica solucion de (0.4.1)

dw

’r +oAw = ftow) > 1. w(ty) = uy (0.4.3)
(¢ 2
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definida en tp < t < oo y satisfeciendo pura t > &y
las(trtg. wy) — wolla < 23”70y — wplla,

donde w(t;tg, w,) represenia la solucion asoctada a la condicion inicial w(ly) = w; en el
wnstante t.

i) i g(t,0) =0 ylig(t. 1) —g(t. z2)|| < k{p}ils1 — 22/la para|jzijla < p y k(p} — O cuando
p— 0%, supongamos ademas que el espectro del operador A - B tiene algun elemento con
parie real negativa, i.e. (A — BYN {Rel < 0} es no vacio. Entonces wy es un punto
de equilibrio inestable pare la ecuacion (0.4.1). In particular, existe € > 0 y {wp, n > 1}

con |[wn — wolla =+ 0 sin — oo y ademds para todo n
suprsoflw(t; fo. wn) — wolla > ¢ > 0.
donde el supremo se toma sobre el intervalo marimal de existencia de w(-; to, wy).

Demostracién:
1) s consecuencia del Teorema 5.1.1 pag 93 de [31] v ii) del del Teorema 5.1.3. pag 102

0.5 Regla de L’Hopital

A continuacion vamos a enunciar la generalizacién de la Regla de L'Hopital para

limites superiores, cuya demostracion se puede ver en (52

Lema 0.5.1 Scan Fy y Fo funciones reales y diferenciables en {a,b), b < oo, tal que
Fa(t) # 0 en (a,b) y tal que imsup,_, Fa(t) = oc (respectivamente liminfy_, Fa(t) = 00}
Entonces

2 Fi(t)

si himsup = L. se fiene limsup — <L
L . ol
b 1) t—b  Fa(t)
y respeclivamente
N A, : A
st liminf = = L. se tiene_liminf - > L

v—b  FOTTT = T oll)



| REFERENCIAS
| BIBLIOGRAFICAS

e






Bibliografia

1)

2]

(3]

4]

5]

6]

[7]

8]

9]

[10]

H.Amann, “ Parabolic Evolution Equations and Nonlinear Boundary Condi-
tions”, J. of Diff. Eqns. 72, 201-269, (1988).

H.Amann, “Nonhomogeneous Linear and Quasilinear Elliptic and Parabolic
Boundary Value Problems”, in FFunction Spaces, Diffe. Operat. and Nonlinear
Analysis, H. Schneisser and . Triebel eds., Teubner-Texte Zur Math, 133,
9-126, (1993).

S.Angenent, “The zero set of a solution of a parabolic equation”, J.Reine
Angew.Math. 390, 79-06, (1988).

P.W .Bates, S. Zheng, “Inertial Manifolds and Inertial Sets for The Phase-Field
Equations”, J. of Dynamics and Difl. Eqns. vol 4,2, 375, {1992).

H. Brézis, “Analisis funcional”, Alianza Editorial, (1984).

D.Brochet, X.Chen, D.Hilhorst, “Finite Dimensional Exponential Atractor for
the Phase Field Model”, Appl. Analys. vol 49, 3-4, 197, {1993).

D.Brochet, D.Hilhorst, “Universal Attractor and Inertial Sets for the Phase
IField Model”, Appl. Math. Lett. vol 4, n” 6, 39-62, (1991).

L.Bronsard, R.V. Kohn, “On the Slowness of Phase Boundary Motion in One
Space Dimension”, Com. on Pure and Appl. Math. vol 43, 987-997, (1990).

G.Caginalp, “An Analysis of a Phase Field Model of a Free Boundary”,
Arch.Rat.Mech.Anal. 92, 205-245, (19306).

G.Caginalp, "The Dynamics of a Conserved Phase Field System:Stefan-like,
Hele-Shaw, and Calin-Iilliard Models as Asymptotic Limits”, IMA J. of Appl.
Math. 44, 77-94, (1990).

203



204

1]

[12]

[13]

i14]

(15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

(21]

[22]

23]

24

G.Caginalp, “Phase Field Models and Shap Interface Limits: Some Differnces
in Subtle Situactios”, J. of Appl. Math., vol 21, n® 2, 602-617, (1991},

G.Caginalp, P.C.File, “Dynamics of Lavered Interfaces Arising from Phase
Boundaries”, SIAM.J. Appl. Math. vol 48, n¢ 3, 506-518, (1988).

J.Carr, R.L.Pego, “Metastable patterns in solutions of u, = € um — f(u)”,
Comm.Pure Appl. Math. vol 42, 523-579, (1989).

J.Carr, R.Pego, “Very slow phase separation in one dimension”, Lecture Notes
in Physics 344, M.Rasele ct al. eds., Springer-Verlag, 216-226, (1989).

- . . . 0
J.Carr, R.Pego, “lnvariant manifolds for metastable patterns in uy = € ugy —

f{u)”, Proceeding of the Roval Society of Edimburgh, i 16A, 133-160, {1190).

N.Chafee, E.F.Infante ,” A Bifurcation problem for a Nonlinear Partial Differ-

ential equation of Parabolic Tvpe”, App. Ana.. vol 4, 17-37, (1974).

B.Chalmers, “Principles of Solidification™, R.IZ. Krieger Publishing, Hunting-
ton, New York, (1977).

K. Chen, “On the Oscillatory Instability of Closed-Loop Thermoyphons”, Tran.
of the ASME, vol 107, 82G-977, (1935).

K.N.Chueh, C.C. Conley, J.A. Smoller, “Positively Invariant Regions for Sys-
tems of Nounlinear Diffusion Equations”, Indiana University Mathematics Jour-
nal, vol 26, n° 2, 372-391, (1977).

C.M. Ellioty, S, Zheng, “Global Existence and Stability of Solutions to the

Phase field Equations”, Prepint, {1989).

C. Foias, G.R. Sell, R. Temam, “lucrtial Manifolds for Nonlinear Evolution
Equations™, J. Diff. Equ., 73, 300-353, (1983).

G. Fusco, J.K. Hale, “Slow-\otion Manifolds, Dormant Instability, and Sin-
cular Perturbations”. J. of Dynamics and Differential Equatiosn, vol 1, n® 1,
(1989).

JAW. Gibbs, “Collected Works”. Yale University Press, New Haven, (1948).

D. Gilbard, N.5. Trudinger, “Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order”, Springer-Verlag ed. New York, (1977).



23]

(26]

[27]

28]

[29]

[30]

131]

[32]

(33}

(34]

[35]

[36]

[37]

38]

205

C.P. Grant, “Slow motion in one-dimensional Cahn-Morral svstems”, SIAM J.
Math. Anal, vol 26, n® 1, 21-34, (1995).

R.Greif, Y. Zvirin, A. Mertol, “The Transient and Stability Behavoir of a Nat-
ural Convection Loop”, Tran. of the ASME, vol 101, 684-688, (1979);

S.R. de Groot, P. Mazur, “Non-Equilibrium Thermodynamics”, North-Holland
Publishing Company-Amsterdam, (1984).

J.K. Hale, “Asymptotic Behaviour of Dissipative Systems”, American Mathe-
matical Society, (1989).

J.E. Hart, “A Model of Flow in a Closed-Loop Thermosyphon including the
Soret, Effect”, J. of Heat Transfer, vol 107, 840-849, (1985).

J.E. Hart, “Observations of Complex Oscillations in a Closed Thermosyphon”,
J. of Heat Transfer, vol 107, 833-839, (1983).

D. Henry, “Geometric Theorv of Semilincar Parabolic Equations™, Lectures

Notes in Mathematics 840, Springer-Verlag, (1981).

M.A. Herrero, J.J-L. Velazquez, “Stability analysis of a closed thermosyphon”,
FEuropean J. Appl. Math., 1, 1-24, (1990).

J.P. Holman, “Termodinamica”, Mac Graw Hill, (1975).

D.T.J. Hurle, E. Jakerman, *Soret-Driven Thermosolutal Convection”, J. Fluid
Mech., vol 47, 667-637, (1971).

D. Japikse,“Advances in Thermosyphon Technology”, Advances in Heat
TRansfer., vol 9, 1-111, (1973).

J.B. Keller, “Periodic oscillations in a model of thermal convection”, J. Fluid

Mech., vol 26, 3.599-606, (1966).

L.D.Landau, E.M.Lifshitz “Statistical Plysics”, Addison-Wesley Publishing,

Reading, Massachusetts, (1958).

A. Linan, “Mecidnica de Fluidos™. Publicaciones de la Escuela Técnica Superior

de Ingenieros Aeronauticos, (1967).



206

[39]

40]

[41]

[42]

[43]

4]

45]

46|

[47]

43]

49]

[50]

A. Lifan, “Analytical deseription of chaotic oscillations in a toroidal ther-
mosyphon™, in‘Fluid Physics, Lecture Notes of Summer Schools, (M.G. Velarde,
C.I. Christor, Eds.) pp. 507-523, World Scientific, Singapore, (1994).

H.Matano, “Asymptotic Behavior and Stability of Solutions of Semilineat Dif-
fusion Equations”, Publi. RIMS, Kyoto Univ, 15, 401-454, (1979).

H.Matano, “Nonincrease of the lap-number of a solution for a one-dimensional

semilinear parabolic equation”, J. Math. Kvoto Univ., (1987).

K. McLeod, A Milani, “On same global well-posedness and asymptotic results
for quasilinear parabolic equations”™, NoDIZA 3, 79-114, {1996).

L. Modica, “The gradient theory of phase transitions and the minimal interface
criterion”, Arch. Rat. Mech. Anal., 98, 123-142, (1987).

L. Modica, S. Mortola “Il limite nella I'-convergenze di una famiglia di funzion-
alli ellitichi”, Boll. Un. Mach. Te. (3) ALd, 526-529, (1977).

O.A. Oleinik, “A Method of Solution of the General Stefan Problem”, Sov.
Math. Dolk. vol. 1, 1350-1354, {1960).

O.Penrose, P.Fife, “Thermodyuamically Consistent Models of Phase-Field
Type for Kinetics of Phase Transitions™, Physica D43, 44-62, {1990).

O.Penrose, “Phase-field and related models for the kinetics of phase tran-
sitions”, Notas sobre una conferencia impartida en el Dpto. Mat. Aplic de

U.C.M., (1995).

A. Rodriguez-Bernal, “Sistemas dindmicos infinito dimensionales. Aplicaciones

a la ecuacion de Kuramoto-Velarde™, Tesis doctoral, U.C.M. (1990).

A. Rodriguez-Bernal, “Inertial Alanifolds for dissipative semiflows in Banach
space”, Appli. Anal., vol 37, 95-141. (1938-89).

A. Rodriguez-Bernal. “Sistemas dindmicos en dimensién infinita”, Notas del
curse de doctorado impartido en U.C.M, (1992-1996).

A Rodriguez-Bernal, “Attractors and Inertial Manifolds for the Dynamics of
a Closed Thermosyphon™. J. of Math. Anal. and Appl., 193, 942-965, (1995).



[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

31]

{32]

33

34

|35]

136

371

[38]

207

C.P. Grant, “Slow motion in one-dimensional Cahn-Morral systems”, SIAM J.
Math. Anal, vol 26, n® 1, 21-34, (1995).

R.Greif, Y. Zvirin, A. Mertol, “The Transient and Stability Behavoir of a Nat-
ural Convection Loop”, Tran. of the ASME, vol 101, 684-688, (1979).

S.R. de Groot, P. Mazur,“Non-Equilibrium Thermodynamics”, North-Holland

Publishing Company-Amsterdam, (1934).

J.K. Hale, “Asymptotic Behaviour of Dissipative Systems”, American Mathe-
matical Society, (1989).

J.E. Hart, “A Maodel of Flow in a Closed-Loop Thermosyphon including the
Soret Effect”, J. of Heat Transler, vol 107, 840-849, (1985).

J.E. Hart, “*Observations of Complex Oscillations in a Closed Thermosyphon”,
J. of Heat Transfer, vol 107, 833-839, (1985).

D. Henry, “Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations”, Lectures

Notes in Mathematics 840, Springer-Verlag, (1981).

M.A. Herrero, J.J-1.. Velazquez, “Stability analysis of a closed thermosyphon”,
European J. Appl. Math., 1, 1-24, (1990}.

J.P. Holman, “Termodinamica”, Mac Graw Hill, (1975).

D.T.J. Hurle, E. Jakerman, “Soret-Driven Thermosolutal Convection”, J. Fluid
Mech., vol 47, 667-687, (1971).

D. Japikse,“Advances in Thermosyphon Technology”, Advances in Heat
TRansfer., vol 9, 1-111, (1973).

J.13. Keller, “Periodic oscillations in a model of thermal convection”, J. Fluid
Mech., vol 26, 3,599-600, (1966).

L.D.Landau, E.M.Lifshitz “Statistical Physies”, Addison-Wesley Publishing,

Reading, Massachusetts, {1958).

A Lifan, “Mecanica de Fluidos”, Publicaciones de la Escucla Téenica Superior

de Ingenieros Acronauticos, {1967).



208

|39]

[40]

|41]

[42]

[43]

|44]

45|

[46]

[47]

(48]

[49)

150]

A. Linan, “Analvtical description of chaotic oscillations in a toroidal ther-
mosvyphon™, in‘[Fluid Physies, Lecture Notes of Summer Schools, (M.G. Velarde,

C.1. Christor, Eds.) pp. 507-523, World Scientific, Singapore, (1994).

H.Matano, “Asymptotic Behavior and Stability of Solutions of Semilineat Dif-
fusion Equations”, Publi. RIMS, Kyoto Univ, 15, 401-454, (1979).

H.Matano, “Nonincrease of the lap-number of a solution for a one-dimensional

semilinear parabolic equation”, J. Math. Kyoto Univ., (1987).

K. McLeod, A Milani, “On some global well-posedness and asymptotic results

for quasilinear parabolic equations”, NoDEA 3, 79-114, {1996).

L. Modica. “The gradient theory of phase transitions and the minimal interface
eriterion”. Arch. Rat. Mech. Anal., 93, 123-142, (1987).

L. Modica, 5. Mortola “Il limite nella [-convergenze di wua famiglia di funzion-
alli ellitichi”, Boll. Un. Math. Tt. (3) A4, 526-529, (1977).

0O.A. Oleinik, *A Method of Solution of the General Stefan Problem”, Sov.
Math. Dolk. vol. 1, 1350-1354, (1960).

O .Penrose, P.Fife, “Thermodynamicallv Consistent Models of Phase-Field
Type for Kinetics of Phase Transitions”, Physica D43, 44-62, {1990).

O.Penrose, “Phase-field and related models for the kinetics of phase tran-
sitions”, Notas sobre una conferencia impartida en el Dpto. Mat. Aplic de

U.C.M.. (1995).

A. Rodriguez-Bernal, “Sistemas dinamicos infinito dimensionales. Aplicaciones

a la ecuacion de Kuramoto-Velarde™. Tesis doctoral, U.C.M. (1990).

A Rodriguez-Bernal, “Ineriial Manifolds for dissipative semiflows in Banach
space”. Appli. Anal.. vol 37, 95-141, (1988-89).

A. Rodrignez-Bernal, “Sistemas dindmicos en dimensién infinita”, Notas del

curso de doctorado impartido en U.C.M. {1092-1996).

A. Rodriguez-Berual. “Attractors and Inertial Manifolds for the Dynamics of
a Closed Thermosyphon™. J. of Matl. Anal. and Appl., 103, 942-965, (1995).



[52]

(53]

[54]

(58]

59]

(60]

[61]

(62]

163

641

[65]

209

A. Rodriguez-Bernal, I£.S. Van Vleck, “Complex Oscillations in a Closed Ther-

mosyphon”, Prepint, (1996).

A. Rodriguez-Bernal, £.5. Van Vleck, “Diffusion Induced in a Closed Loop
Thermosyphon”, aparecera en SIAM J. Appl. Math.

A. Rodriguez-Bernal, E. Zuazua, “Parabolic Singular Limit of a Wave Equation
with Localized Boundary Damping”, Disc. and Cont. Dyn. Syst., vol 1, n° 3,
303-346, (1995).

L..I. Rubinstein, “The Stefan Problem”, Am. Math. Soc. Transl. 27, Amwerican
Mathematical Society, Providence, {1971).

R. Seeley , “Interpolation in L? with Boundary Conditions”, Studia Mathemat-
ica 44, 47-60, (1972).

M. Sen , E. Ramos, C. Treviio. “On the Steady-State Velocity of the Inclined
Toroidal Thermosyphon™. Trans. of the ASMIE vol 107, 974-977, (1985).

J.Smoller, “Shock waves reaction-diffusion equations ”, Springer-Verlag, (1983).

J. Smoller, A. Wasserman, “Global Bifurcation of Steady-State Solutions”, J.
of Diff. Equ., 39, 269-290, (1981).

P. Stternberg, “The effect of a singular perturbation on nonconvex variational
problems”, Arch. Rat. Mech. Anal., 101, 209-260, {1988).

R. Temam, “Infinite Dimensional Dynamical Systems in Mechanics and
Physics”, Appl. Math. Sci. 68, Springer-Verlag, New York, (1988).

J.J.L. Velazquez, “On the dynamics of a closed thermosyphon, STAM J:Appl.
Math. 54, n® 6, 1561-1593, (1994).

P. Welander, “On the oscillatory of a differentially heated fluid loop”, J. Fluid
Mech., vol 29, part 1, 17-30, (19967).

S. Zheng, “Global Existence for a Thermodynamically Consistent Model of
Pliase Field Type”, Difl. and Int. Eqns. vol 5, n® 2, 241-253, (1992},

I2. Zuazua, . Feireisl, “Global attractors for semilinear wave equations with
locally distributed damping and critical exponent”, Comm. Part. Diff. Equ. 18,
1539-1556. (1993).



	DINÁMICA EN DIMENSIÓN INFINITA: MODELOS DE CAMPOS DE FASE Y UN TERMOSIFÓN CERRADO
	DEDICATORIA
	AGRADECIMIENTOS
	ÍNDICE
	I INTRODUCCIÓN Y DESCRIPCIÓN DE RESULTADOS
	1 CAMPOS DE FASE
	2 UN MODELO DE TERMOSIFÓN CERRADO

	II ECUACIONES DE CAMPOS DE FASE
	1 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES
	2 COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO
	3 ESTABILIDAD LINEAL DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO
	4 SOLUCIONES ESTACIONARIAS
	5 SOLUCIONES METAESTABLES

	IIII UN MODELO DE TERMOSIFÓN CERRADO
	1 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES
	2 COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO

	IV APÉNDICE
	0.1 Operadores sectoriales
	0.2 Ecuaciones semilineales: Existencia y unicidad
	0.3 Semigrupos disipativos
	0.4 Principio de estabilidad linealizada
	0.5 Regla de L’Hopital

	V REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	AYUDA DE ACROBAT READER
 
	SALIR DE LA TESIS

	ETHG: 
	YEHTG: 
	TRHJN: 
	7UJ: 
	TH: 
	YGH: 


