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PRCLOGO

La teoria de Diferenciacién de Integrales tiene su origen en el
teorema de Lebesgue de diferenciacién, y constituye una materia con pro-

blemidtica propia y fuertemente ligada a otras ramas del Analisis.

El clésico teorema de Vitali de cubrimiento para intervalos cuibi-
cos de R" permite probar que los promedios integrales de una funcién f lo-
calmente integrable para una sucesién de intervalos cibicos Qk que sSe con-
traen a x convergen a f(x). En cambio, si en lugar de intervalos cubicos
tomamos otra sucesién de medibles acotados Rk, el problema es muy diferen-
te y la posibilidad de convergencia radica fundamentalmente en la geome-
tria de los conjuntos Rk, de forma que se precisan unas propiedades mini-
mas de cubrimiento, que en algun sentido se parezcan a las de Vitali, para
que el resultado de Lebesgue siga siendo vdlido al menos en un espacio ra-

zonable de funciones,

Junto a los intervalos clbicos, la familia de los intervalos, con
lados paralelos a los ejes, por una parte, y la familia de los rectangulos
o paralelepipedos, por otra, constituyen las bases clasicas o modelos de
referencia con singulares caracteristicas, sobre los que la tecoria de dife-
renciacién de integrales ha elaborado a lo largo de este siglo un cimulo
de resultados positivos, no exento de numerosos problemas abiertos, fruto
del trabajo de matemdticos de reconocido prestigio y donde la contribucién

de matematicos espaficles ha sido notable.

Cabe sefialar, precisamente, que a partir de los afios setenta y gra-
cias a la aportacién de matematicos espaficles entre los que figuran M. de
Guzman, B. Rubio, I. Peral, A. Cérdoba, R. Moriyén, F. Soria, y otros, la
diferenciacién de integrales toma nuevo impulsoc, tal vez al observar la
estrecha relacién entre la propiedad de Lebesgue de diferenciacién y cier-
tas estimaciones del operador maximal de Hardy-Littlewood, y alguna de sus

variantes.

Mediante este operador se controla el supremo de los promedios in-

tegrales de una funcién localmente integrable f sobre los medibles de una



determinada familia que contengan a un punto x. Propiedades de continuidad
del operador maximal, cuando opera en un espacio de funciones, se corres-

ponden con propliedades en diferenciacién.

En particular, la caracterizacién de Busemann y Feller [1934] para
las bases de densidad invariantes por homotecias se puede interpretar co-
no una acotacién de tipo débil del correspondiente operador maximal, cuan-
do se restringe a funciones caracteristicas de medibles acotados. La acota-
cién anterior tiene una versidén geométrica sugestiva y permite asociar a
cada medible E de medida finita su A-haleo, formado por la unién de los ele-
mentos de la base que con respecto a E tengan una densidad media mayor que
A. La maxima desproporcién entre el A-halo de E con respecto a E determina
la llamada funcién de halo m, que en términos precisos para una base B vie-

ne asi definida

n(1/2) = Sup{ lu{R € B: IR n E| >AIRI}! }

TET
donde el supremo estid tomado sobre los medibles E que tengan medida Lebes-

gue |E| finita.

En el caso de bases como los intervalos cibicos o los intervalos
en R" hay una coincidencia entre la funcién de halo 3 y el espacio de de-
rivacién m(L), y el problema conocido como la conjetura de la funcién de
halo propone que, para las bases invariantes por homotecias, la funcién de
halo determine el mayor espacio de derivacién. Esta cuestidén constituye el
punto mas atractive en la teoria de diferenciacién de integrales. Por el
momento, y salvo el caso en que la funcién de hale se comporte como la fun-
cion identidad (R. Moriyén [1978]) el problema del halo permanece abierto.
No obstante, se considera de interés cualquier procedimiento que permita
deducir espacios amplios de derivacién de una base si se conoce su funcién
de halo. Desde otro punto de vista el problema equivale a obtener la mejor
acotacién del operadr maximal, o de operadores subaditivos en general, a

partir de acotaclones de tipo débil restringido.

Son muy numerosos los trabajos que en relacién con el tema de di-
ferenciacidén de integrales se han publicado en los Gltimos afios, algunos de
ellos se exponen en la bibliografia que se indica al final de esta memoria.

En particular, es de destacar la monografia de M. Guzman [1975), donde se



recogen la mayor parte de los resultados relacionados con esta teoria y su
evolucion histérica, asi como numerosas sugerencias y cuestiones abiertas.

Igualmente en la obra del mismo autor M. Guzman [1981], se presentan diver-
sas técnicas que pueden utilizarse en el tratamiento de operadores tanto en

teoria de diferenciacién como en otros campos del Analisis de Fourier,

De la lectura de estas obras y después de seguir el desarrollo de
un curso de doctorado, impartido por los profesores M. Guzman y B. Rubioc en
la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid, surgié
la idea, animado por el profesor B. Rubio que dirige este trabajo, de inten-
tar resolver alguna de las cuestiones abiertas que se indicaban en los ci-
tados textos. En particular, parecia oportuno analizar el problema de la
diferenciacién de integrales en el marco de los espacios de Orlicz, genera-
lizar a estos espacios los resultados ya conocidos en relacién con la dua-
lidad entre propiedades de cubrimiento y derivacién, hacer uso del método
de linealizacién del operador maximal para obtener propiedades de cubrimien-
to en espacios mas generales que los L. En relacién con el problema del
halo, buscar caracterizaciones de una base en términos de cubrimiento a
partir de su funcién de halo y utilizarlas al objeto de acceder a espacios

amplios de derivacién.

Con el programa previo se lleva a cabo el trabajo que aqui presen-
tamos distribuido en cinco capitulos que a su vez estan organizados por

secciones.

Iniciamos esta Memoria dando en el capitulo I un criterio de de-
rivacién, teorema 1.1., para medidas no negativas, localmente finitas y ab-
solutamente continuas respecto de la de Lebesgue. Mediante el criterio an-
terior la derivabilidad de una medida u respecto de una base de diferen-
ciacién B queda condicionada a la siguiente propiedad: siempre que para ca-
da punto x de un medible acotado A exista una sucesién Rk en B que se con-
centre en X y respecto a la cual p tenga una densidad media uniformemente
acotada por A, entonces la densidad media de p sobre A esta tamblén acota-

da por A.

La propiedad anterior permite reconocer de una forma natural y di-
recta si una base deriva la integral de una funcién o un espacio de funcio-
nes, evitando el argumento usual relativo a la proximidad respecto a fun-

ciones continuas. Cuando el criterio que venimos comentando se aplica a una



base regular respecto a intervalos clbicos se obtienen dos resultados basi-
cos del Analisis real: el teorema de Radon-Nikodym y el teorema de Lebesgue

de diferenciacidn.

Los espacios o clases de funciones cuyas integrales pueden tener
propiedades de diferenciacién en el sentldo de Lebesgue respecto de una ba-
se, han de estar contenidos en el espacio de las funciones localmente inte-
grables L(R"). De éstos posiblemente los espacios de Orlicz ¢(L) junto con
los espacios de Lorentz L(p,q) resultan los mas apropiados. En la seccién
I.3. del capitulo I se describen las propiedades especificas de lo que en
esta Memoria se ha de entender por funcién de Orlicz y por espacio de Or-
licz. Igualmente se sefiala el significado concreto que se da a una funcidn

de Young y a la relacién de conjugacién entre funciones de Young.

El capitulo II se dedica al estudio de las propiedades de deriva-
cidén de una base de densidad, es decir, de aquellas bases que, al menos, de-
rivan las integrales de las funciones caracteristicas de los conjuntos me-
dibles. En el tecrema 2.1. se ofrece una prueba directa de que el espacio

" s x = 3 m
de derivacién de una base de densidad contiene a L .

En el teorema 2.2. se dan diversos criterios que permiten recono-
cer si una base de densidad deriva la integral de una funcién localmente
integrable. Se destaca entre éstos una propiedad de cubrimiento que contie-
ne como caso particular la propiedad de cubrimiento de De Possel [1936].

No menos interesante resulta también la propiedad que permite asegurar la
derivabilidad de la integral de una funcién localmente integrable, siempre
que la derivada superior sea esencialmente nula en los conjuntos donde di-
cha funcién se anule. En la seccién tercera de este capitulo se extiende a
espacios de Orlicz la dualidad, observada por Hayes [1976], entre propieda-
des de cubrimiento de tipo Vitall de una base y el espacio de derivacién

asociado.

En el capitule IIl se introduce una extensidén del coperador maxi-
mal de Hardy-Littlewood, es decir, respecto a una familia de ablertos aco-
tados. La estrecha relacidn entre propiedades de diferenciacién de una ba-
se y propiedades de acotacién débil del correspondiente operador maximal
ya fueron observadas en los trabajos de B.Rubio [1971] y I.Peral [1974],
gue aqui se recogen en los teoremas 3.1 y 3.4. El resto de este capitulo

se orienta al andlisis de la interaccidén que existe entre propiedades de



cubrimiento de los elementos de una fam;lia de abiertos acotados y propie-
dades de acotacién de tipo débil del opérador maximal asociado. El método

inductivo de Hayes por una parte (teorema 3.6.), vy el método de linealiza-
cién de A. Cérdoba, por otra, (teorema 3.9.) sirven de referencia para ob-

tener resultados de gran alcance en el marco de los espacios de Orlicz.

En el capitulo IV se analizan las propiedades del operador maximal
asociado al producto cartesiano de familias de medibles, al menos, si una
de ellas se comporta como los intervalos cibicos. Utilizando como recurso
el procedimiento natural por el cual el operador maximal definido en L(R™)
y asoclado a una familia X admite una extensién al espacio L(Rn+m), se con-
sigue un resultado, teorema 4.2, que contiene como caso particular al co-
nocido strong maximal theorem de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund, relativo a

la acotacién del operador maximal para intervalos en R".

Merece especial interés la propiedad de cubrimiento que se deduce
para una familia de medibles que tengan alguna componente de naturaleza dia-
dica (teorema 4.4.) de la que resulta, en particular, el resultado de A.Coér-
doba referente a la propiedad de cubrimiento exponencial para intervalos
diadicos en Rz. La propiedad de cubrimiento obtenida para los intervalos
con proyeccién diaddica permite obtener una prueba alternativa del strong ma-

Ximal theorem.

En el capitulo V se exponen varias cuestlones en relacién con el
problema de la funcién de halo. Salvando el resultado de R. Moriyén [1978]
recogido en el teorema 5.1., donde la invarianza por homotecias de la base
Juega un papel decisivo en la verificacidén de la conjetura de la funcién
de halo, cuando ésta se comporta como la funcién identidad, el objeto de
este capitulo se centra en la busqueda de la mejor y mas amplia acotacién
de tipo débil que puede deducirse para un operador que sea de tipo débil

restringido y se comporte como el operador maximal.

La observacidn que queremos hacer aqui es que para obtener que
una base deriva el espacio ¢(L) es suficiente observar si el operador maxi-
mal correspondiente M se comporta localmente de forma continua en ¢(L), por
ejemplo, si

I Mf, — O
A k

cuando Hw(fk}ﬂl——a 0. En este sentido tiene interés el comportamiento local



del operador M

En la seccién 2 de este capitulo se indican caracterizaciones de
la propiedad de acotacién débil restringida de un operador en términos de
integrabilidad local (teoremas 5.2. y 5.3.) que en ocasiones resultan de fa-
cil manejo y permiten, como en el caso de bases cuya funcién de halo tiene
una convexidad parcial de grado mayor que uno, propiedades de cubrimiento
interesantes (teoremas 5.6. y 5.8.) De igual modo, y haciendo uso de las
caracterizaciones anteriores, el teorema 5.11. garantiza a un operador que
sea de tipo débil restringido p_ para ws(u) =u (1 + 1g'w)? s =0, la aco-
tacion débil en el espacio ¢=+1(L1). El resultado anterior se mejora en el
teorema 5.12., donde la acotacién débil se amplia al espacio ¢s+t(L1) para
t mayor que 0. En el primer caso la lectura de cara al problema de la fun-
clén de halo coincide con la obtenida por M. Guzman [1975] mediante el mé-

todo de extrapolacién de Yano.

Merece destacar de manera especial, en el estudio sobre medias de
operadores que se hace en la seccién 5 de este capitulo, el refinamiento y
ampliacidén a espacios de Orlicz (teorema 5.14.) que se da al lema de E. M.
Stein y N.J. Welss [1969], relativo a medias discretas de funciones unifor-
memente acotadas en L(1,w). La nueva versién permite de forma simple (teo-
rema 5.18.) probar que, si un operador con las propiedades del operador
maximal es de tipo débil restringido (1,1), entonces es de tipo débil ¢,
siendo ¢(u) = u [1 + 1g'(1g'u)]. En consecuencia, si la funcién de halo de
una base se comporta como la funcidén identidad, el espacic de derlvacidn
es, al menos, L[1 + 1g'(1g'L)}]. Resultado éste obtenido por R. Moriyén
[1978] tras observar que el anterior lema de Stein y Weiss permitia dedu-
cir ciertas propiedades de continuidad al operador maximal de tipo débil

restringido (1,1) en el espacio L[1 + 1g+(1g+L)]

En la dultima seccidén del capitulo V se presentan los espacios que
hemos llamado L[®s] y L[®s], definidos mediante quasinormas asociadas a la
funcién de distribucién y que vienen sugeridos por la modificacidén que se
ha hecho al lema de Stein y Weiss. El interés de estos espacios, que son
del tipo de los espacios de Lorentz, queda reflejado en el tecrema 5.20.,
donde se expone que si un operador T con las propledades del operador ma-
Ximal es de tipo débil restringido P entonces verifica la siguiente aco-

tacién



Hx: TE(x) > A s ¢ o [|£/A]5]-

La acotacién anterior trae como consecuencia que, si la funclédn de halo de
una base no supera a P entonces el espacio de derivacién es mayor que el
espacio L(1 + 1g'L)®[1 + 1g'(1g'L)1, tal como se expone en el trabajo de F.

Soria [1985], después de obtener acotaciones locales del operador maximal.

Quiero expresar aqul mi mas sincero agradecimiento al profesor
Baldomeroc Rubio, de qulien he recibido la maxima colaboraciéon y ayuda, que

ha hecho posible la realizacién de este trabajo.

Igualmente hago constar mi gratitud al profesor Miguel de Guzman
y a los profesores del Departamento de Analisis Matemitico de la Facultad
de Matematicas de la Universidad Complutense por tantas muestras de apoyo

y oriencién recibidas.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

I.1. Derivada de una medida

El punto de partida para todos los resultados que aparecen en es-
ta Memoria es el teorema clasico de Vitall [1908], cuya demostracién puede
verse en De Guzman [1975). Nos referiremos a R", y la medida de Lebesgue
de E se designa |E|. En R" vamos a considerar también otras medidas, y su-
ponemos que son reales aunque muchos resultados tienen validez asimismo
para medidas complejas. Si no se indica otra cosa, las expresiones medible

y casi todo punto se refieren a la medida de Lebesgue.

Una base de diferenciacién queda determinada cuando a cada x de
R" se asigna una coleccién B(x) de conjuntos acotados de medida positiva a
los que x pertenece, y tal que para cada p > 0 exlste algin elemento en
B(x) que tlene diametro menor que p. La clase formada por las colecciones
B(x) cuando x recorre R", asi como la unién de todas ellas, se designan 8.
Por ejemplo, B(x) puede ser la coleccién de todos los intervalos cibicos
de centro x. Si B(x) es la coleccién de todos los intervalos cubicos a los
que X pertenece, sea o no su centro, estamos considerandc otra base de di-

ferenciacidn.

Llamaremos base de diferenciacidén de Busseman-Feller la que esta
constituida por ablertos acotados de medida positiva, siendo B(x) la colec-
cidén de todos aquellos a los que X pertenece. En general, en esta Memoria
nos vamos a referir a bases de Busseman-Feller. Si no se dice otra cosa,

asi lo supondremos aunque no se indique explicitamente.

Cuando una sucesidn Rk de elementos de B(x) es tal que sus diame-

tros convergen a cero, se dice que Rk se contrae a X.

Si A es un conjunto arbitrario y B(A) es una subcoleccién de B
que contiene al menos una sucesidén gque se contrae a cada punto de A, se
dice que B(A) es un cubrimiento de Vitali (o una clase de Vitali) para A

de elementos de B.

11



El teorema de Vitall establece lo siguiente:

Si H(A) es una clase de Vitali para un conjunto A constituida por
intervalos cibicos, entonces existe una sucesién disjunta Qk de elementos

de 2(A) tal que

|A - vQ | = 0.

Ademas, fijado £ > 0, la sucesién Qk puede elegirse para que la medida ex-

terior del conjunto qu ~ A sea menor que €.

La coleccién 2 de todos los intervalos cibicos de R es la base
de diferenciacién fundamental, y a ella nos vamos a referir principalmente
en este capitulo. El teorema de Vitali es igualmente valido para otras ba-
ses B que denominaremos regulares respecto de 2 o, simplemente, regulares.
Esto significa que existe un nimero positive « tal que para cada R de B hay

algin intervalo ctbico Q que contiene a R y verifica |Q| = «|R|.

Suponemos ahora que p es una medida localmente finita cuya o-al-
gebra contiene a la de Lebesgue, y que B es una base de diferenciacién.
Para cada sucesidn Rk de elementos de B que se contrae a x podemos consi-

derar la sucesién de coclentes
u(Rk)
L
k

Si esta sucesidn tiene limite, y es el mismo para cualquier sucesién Rk
que se contrae a X, éste se dencmina derivada de i en x respecto de B y
se designa DB(”'X)' o simplemente D(u,x) si no hay peligro de confusién.
Suponiendo que p es real, esta derivada puede ser finita o no, y es cla-
ro, ademds, que M es derivable si lo son sus partes positiva y negativa,
por lo cual serd suficiente analizar la derivabilidad de medidas no ne-

gativas.

Un caso especialmente sencillo es que yu sea la integral indefi-

nida de una funcidén continua g. Si Rk - ¥, puesto que

[|Rkl_1 J‘R g(y)dy] - glx) = |Rk['1 IR (g(y)-g(x)]dy,
k k

resulta también

12



|[|R ™ g(Y)dy] - gto| s BT [ aty)-gto oy,
k X
R R
k x
y lo 0ltimo es menor que £ gi el didmetro de Rk es suficlentemente peque-
fio. Esto prueba que la derivada es en este caso la funcién g. Si u es la
integral de una funcién localmente integrable, el problema es muy dife-

rente.

En cualquier caso, siempre podemos definir las derivadas superior

e inferior de u respecto de B, de la forma sigulente:

_ M(Rk)

D(u,x) = sup {lim sup —
(R, |
u(Rkl

D(u,x) = Iinf {lim inf

= IR

|

en donde el supremo y el infimo estdn tomados sobre todas las sucesicnes
Rk que se contraen a x. Naturalmente, Q(u,x) = D(u,x) y, si se verifica

la igualdad, el valor comin es la derivada.

Suponiendo que u tiene derivada finita respecto de una base B pa-
ra casi todo x de R', ésta es una funcién f, y la pregunta natural es si p

es la integral indefinida de f, es decir, sl

H(E) = IEf

para cada medible E. Cuando asi sucede, decimos que B deriva pu. Debemos
destacar, pues, que con la expresién "B deriva p" indicamos no solamente
que existe derivada finita para casi todo punto, sino también que la in-

tegral indefinida de ésta es u.

El sigulente teorema ofrece una caracterizacién de la propiedad
anterior para medidas pu que sean absolutamente continuas respecto de la
de Lebesgue. Este tecorema lo usaremos después en muchas ocasiones, y nos
parece un criterio muy util de diferenciabilidad. Una construccién con al-
gunas analogias, pero realizada en un contexto diferente, puede encontrar-

se en Mattila [1986].

13



1.1. Teorema

Sea B una base de diferenciacién y p una medida no ne-
gativa, localmente finita y absolutamente continua respecto de la de

Lebesgue. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) B deriva .
b) Si A y B son medibles acotados tales que A c {x: D{u,x) = A}
y B c {x: D(u,x) s A}, (A > 0), entonces

A| =X um) . |B| = ue).

Demostracioén.
Es inmediato ver que a) implica b), puesto que salve conjuntos de

medida nula se tiene que A c {x: D(g,x) = A} ¥y B ¢ {x: D(u,x) = A}. Asi

w(A) = I D(g,.) = AlAl,  u(B) = I D(y,.) = AIB.
A B

Suponemos ahora que b) es cierto, y hay que probar, en primer lu-
gar, que p tiene derivada finita para casl todo punto. Para ello conside-

ramos los conjuntos
{x: D(,x) < D(p,x) < @}, {x: Dlu,x) = =},

y sera suficiente demostrar que es 0 la medida de Lebesgue de cada subcon-

junto acotado M del primero, y de cada subconjunto acotado N del segundo.

A su vez, M es unién numerable de los conjuntos

M _={xeM: D(ux)sr<s=Dyx) < w}

r,s

en donde r y s son racionales positivos. Por la condicién b) resulta

(s - r)lMl",SI = ”(Ml",s) - p(Mrgs) = 0

y, por ser s > r, ha de ser |M S| = 0 y también |M| = 0,

r’
En cuanto a N, estd contenido en

{x: D(u,x) = k}

siendo k cualquier numero natural, por lo que se verifica

|N| == u(N) < =

1
k

14



para cada k, y esto prueba que |[N| = 0.
Asi pues, D(u,X) existe y es finita para casi todo x.

Veremos ahora que para cada medible E se verifica
uE = [ Dluxdx,
E

y podemos suponer que E es acotado.
Fijado p > 1, consideramos los conjuntos

1

Ek={er:pk£D(u,x)<pk+}

en donde k recorre los nimercs enteros, y también
E° = {x € E : D(u,x) = 0}, Em = {x e E: D(u,x) = w}.

Salvo un conjunto de medida de Lebesgue 0, la unién de todos ellos es E.

Por lo que ya hemos probado, y por ser p absolutamente continua

respecto de la medida de Lebesgue, sera
u[Em) = |Em| =0
y, puesto que E° esta contenido en {x: D(u,x) < 17k} para todo k, resulta
o 1 .0
p(E™) = . |E |
vy asi u(Eo) = 0. Por estas razones,

u(E) = ¥ u(Ek).

Teniendo b} otra vez en cuenta, resulta también

YE |1,

k k+
P IEkI = M(Ek) = p .

I D(p,x)dx = T I D(u,x)dx = T p*'|E | = p T R(E) = p p(E).
E E
k

En el sentido inverso,

I Dl x)dx = )jj Dlp,x)dx = ¥ p*|E | = L ¥ wE) = L wiE).
E E k k

k

Vi

1
P
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Si p > 1, de estas dos desigualdades resulta finalmente

w(E) = J' D(k, x)dx.
E

Esto completa la demostraciodn.

Si f es una funcién no negativa y localmente integrable, su inte-
gral indefinida Jf es una medida no negativa, localmente finita y absolu-
tamente continua respecto de la medida de Lebesgue. Para [ff se puede utili-

zar el teorema anterior, y la condicién b) es en este caso la siguiente:

Si A y B son medibles acotados tales que A ¢ {x: D(Jf,x) = A} y
B ¢ {x: D(ff,x) = A}, (A > 0), entonces

1 1
|A] = 5 I £, |B|l z5 I f.
A A A B

El teorema expresa que esta condicldén es equivalente a que la ba-
se B deriva a [f, es decir, que existe y es finita para casi todo x la de-
derivada D(Jf,x} y la integral indefinida de ésta es f. Nétese que ello
significa Que D{ff,x) = f(x) para casi todo x, pues vamos a probar a con-
tinuacidén que dos funciones no negativas f y g que tienen la misma inte-
gral indefinida coinciden en casi todo punto. Es suficiente comprobar que
tienen medida de Lebesgue 0 los medibles acotados E contenidos en los con-

Juntos
{x: g(x) =r <s=f(x)}, {x: gxlzs>rzf(x)},

en donde se supone que r y s son positivos., Si E esta contenido en el pri-

mero, resulta
0 = slE| = I f = I g = r|E| < o,
E E

y si E estd contenido en el segundo,

v

w>r|E| = I f = I g = s|E| = 0.
E E

En ambos casos, por ser s > r, todos los términos de las desigualdades de-

ben ser ceros, y también |E| = 0.

La condicién B deriva Jf significa, pues, que para casi todo x
existe la derivada y D(ff,x) = f(x).
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Del analisis del teorema 1.1, se deducen las observaciones si-

guientes:

1. Si lo que se pretende es probar solamente que Jf tiene deriva-
da respecto de una base B pero no que la derivada coincida con f, basta
encontrar una funcién g no negativa y localmente integrable tal que, si A

y B son acotados medibles que verifican
A c {x: D(Jf,x) > A}, B c {x: D(Jf,x) < A},

resulte

1 1
Als3fe  IBl=z3[e
Ada * g

En tal caso la derivada de Jf coincide con g en casi todo punto.

2. Si de una base B conocemos alguna propiedad, por ejemplo, que
deriva las integrales de funciones acotadas, entonces el criterio estable-
cido en el teorema 1.1. para asegurar que B deriva a la integral de una
funcién f no negativa y localmente integrable puede simplificarse un po-
co. En esta situacidn, puesto que f puede aproximarse mediante una suce-
sién no decreciente fk de funciones acotadas, resulta que fk = D(Sf) para
cada k, por lo cual también es f = D([f) y de aqui se obtiene facilmente
que se verifica el citado criterio por lo que respecta a la derivada in-

ferior. Sélo resta, pues, probar lo relatlive a la derivada superior.

3. S1 suponemos ahora que la base B contiene una subbase que de-
riva [f, entonces resultarid que D(Jf) = f = D(Sf) en casi todo punto, por
lo que la derivada serd f sl es que existe. En casos como éste es aplica~-
ble la observaclén efectuada en 1. Para una base invariante por homotecias
se puede utilizar lo anterior, ya que contiene a la subbase de los homoté-
ticos de un conjunto fijado y ésta es regular respecto de los intervalos

cubicos.
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I.2. Derivacién respecto de intervalos cibicos.

Los teoremas de Lebesgue y de Radon-Nikodym

Nos referiremos ahora a la base i1 de los intervalos cubicos, o
a cualquier otra B que sea regular respecto de ella. Como hemos indicado
antes, estas bases verifican el teorema de Vitali, y en ello nos vamos a
apoyar para obtener un resultade de diferenciacién del mayor alcance po-
sible. Consideramos de nuevo una medida no negativa p localmente finita y
absolutamente continua respecto de la de Lebesgue. Si B(E) es una clase
de Vitali para E, podemos extraer de ella una sucesidén disjunta Rk tal que
|E - uRk| = 0. Vamos a ver ahora que cuando E es un medible acotado se
puede conseguir ademds, fijado € > 0, que sea p(uRk - E) < &, es decir,
la sucesidn Rk cubre a casl todo E y lo que excede tiene p-medida arbi-

trariamente pequefia. En términos precisos el resultado es el siguiente:

1.2. Teorema

Sea B una base de diferenciacidén regular respecto de
la base de los intervalos cubicos, y sea g una medida no negativa, lo-
calmente finita y absolutamente continua respecto de la medida de Le-
besgue. Entonces, fijados £ > ¢ y un medible acotado E, de cada clase
de Vitali para E contenida en B se puede extraer una sucesién disjun-

ta Rk tal que

|E - uRk| = 0, u(uRk - E) < ¢.

Demostracién.

Consideramos un intervalo abierto acotado I que contenga a E. Pa-
ra la restriccion de la medida u a I la continuidad abscoluta significa que
existe algun § > 0 tal que u(P) < € si P esta contenido en I y |P| < 3. Se
toma entonces un abierto G tal que E< Gec Iy |G - E| < 8, y restringimos
la clase de Vitali de E que estamos considerando para que todos sus miem-
bros estén contenidos en G. La aplicacién del tecrema de Vitali nos propor-
ciona entonces una sucesién disjunta Rk tal que IE - uRkI = 0 y el conjun-

to uRk—E esta contenido en G-E, por lo cual
u(uRk-E) = p(G-E) < e.

Esto completa la demostracién.
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Los dos teoremas anteriores los vamos a utilizar para obtener de
forma muy directa el siguiente resultado, que expresa la propiedad de di-
ferenciacién que tienen las bases regulares respecto de intervalos cibi-

cOs.

1.3. Teorema

81 B es una base regular respecto de intervalos cubicos
¥y it es una medida localmente finita y absolutamente continua respecto
de la de Lebesgue, entonces B deriva pu.

Demostracién.

De acuerdo con la observacién que hicimos antes, podemos suponer
que u es no nhegativa, y utilizaremos el criterio establecido en el teore-

ma 1.1.

Sea A > 0, y A un medible acotado contenido en {x: D{un,x) = A}.

Siendo 3 cualquier numero positivo menor que A, la familia
B(A) = {R € B: pu(R) > (A-8)|R}}

es una clase de Vitali para A. Fijado € > 0, existe una sucesién disjunta

Rk de miembros de B(A) tal que
lA—kal = 0; p(uRk— A) < g; p(Rk) > (A-S)IRRI para cada k
Por tanto,
= 1 1
Al = tURkl =Y le| =35 r }I(Rk) v p.(URk)

1

= A3 }J-(URk— A) + P M(URk n A)

= L pu(uR — A) + 1 f(A) - L i(A-UR )
A-S k A-& A—D k
€ 1

= 575t os0s H(A)

Puesto que € vy § son arbitrarios, resulta
IAl = 3 u(A)
Y .

Sea ahora B un medible acotado contenido en {x: D{(u,x) = A}. Si

d es un numero positivo arbitrario, la familia

B(B) = {R € B: p(R} < (A+3)|R|}

19



es una clase de Vitali para B. Fijado £ > 0, existe en B(B) una sucesidn

disjunta Rk tal que
|B—uRk| = 0, IURk_ B| < €, p(Rk] < (A+6)1Rk| para cada k ,

y al ser u absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, tam-

bién es u(B—uRk) = 0. Por tanto,

1A

n(B) u(uRk) =¥ p(Rk)

1A

(a+8) T [R | = (A+8) IR |

(A+6)IURk—BI + (A+8) |B| - (A+6)|B—URkI

1A

{(A+3)e + (A+3)|BI
Puesto que £ y 8 son arbitrarios, resulta
p(B) = A|B].
Esto completa la demostracién.
Del tecrema anterior se obtienen dos consecuencias. Por una
parte, si u es una medida localmente finita y absclutamente continua res-

pecto de la de Lebesgue, existe su derivada D(u,x) respecto de intervalos

clibicos para casl todo X, y esta derivada es una funcién f tal que

n(E) = IEf

para cada medible E. Este es el teorema de Radon-Nikodym

Por otra parte, si f es localmente integrable, la integral inde-
finida de f, es decir, la medida [f tal que (ff)(E) = IEf para cada medi-
ble E, es localmente finita y absolutamente continua respecto de la de Le-
besgue. Existe por tanto la derivada D([ff,x) respecto de intervalos cubi-

cos para casi todo x, vy

([f)(E) = | £ = | D(Jf,x)dx
e,

para cada medible E. En consecuencia, es D(Jf,x) = f(x) para casi todo x.

Este es el teorema de Lebesgue de diferenciacién.
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I.3. Espaclios de Orlicz

En esta Memoria vamos a considerar distintos espacios de funcio-
nes localmente integrables y, en particular, pondremos especial énfasis en
espacios de Orlicz, de los que vamos a describir ahora las propledades que

usaremos.

Llamaremos funcién de Orlicz a una funcién ¢ definida en R* y con
valores en R+ tal que para cada a del intervalo [0,1] y cada u = 0 verifi-

ca

plau) = a @lu) (1)

De la condicién anterlor resulta

a) ¢(0) =0,

b) ¢ es no decreciente, puesto que si u s v, entonces

plu) = ¢ [ % v ] < Y plv) = p(v).

c) La funcién ¢ definida por ¢(0) =0 y ¢@(u) = ¢(u)/u para

u > 0 es también no decreciente ya que, si 0 < u = v, entonces

plu) = = p(v).

elu) _ plluvlvl _ (uwvdelv) _ elv)
u 4 — th —v—

La propiedad c¢) caracteriza a las funciones de Orlicz puesto que,
si a, definida en R+ y con valores en R+, es no decreciente y no nula, en-

tonces la funcién
p(u) = u glu) (1’)

verifica claramente la condicién (1). Esto permite manejar las funciones
de Orlicz de la forma que se indica en (1'). En un sentido mas amplio, si

5 es no decreciente y no nula, la funcién ¢ definida por
eu) = u® plu), (2)

siendo p =2 1, la llamaremos también funcién de Orlicz, y para cada o del

intervalo [0,1] y cada u =z 0 se verifica ahora
elou) = of plu).

Y reciprocamente, si ¢ es una funcién que verifica esta ultima propiedad,

entonces admite una expresién de la forma indicada en (2).
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Son ejJemplos de funciones de Orlicz
pu) = uP(1 + lg+u)s, plu) = ! exp (u®)
donde es p 21y s = 0.
En camblo, funciones no decrecientes como, por ejemplo,
plu) = u1/2; pl(u) = exp(-1/u)

no seran consideradas en esta Memoria funciones de Orlicz.

Como es habitual, designaremos L(Rn), o bien L, el espacio de las
funciones definidas en R” que son localmente integrables, y L'®") o L}

designa al espacioc de las que tienen integral finita en R".

Dada una funcién de Orlicz ¢, el espacio de las funciones f de-
finidas en R tales que ¢(|f|) es localmente integrables se designa ¢(L).
Es decir,

(L) = {f: ¢(|f]|) €L},

y nos referiremos a é1 como la clase o el espacio de Orlicz asociado a ¢,
Andlogamente, ¢(L1) designara al espaclo de funciones f tales que ¢(|f[)

tiene integral finita en R".

El comportamiento en el infinito de dos funciones de Orlicz de-

cide la posible inclusidén de los correspondientes espacios.

1.4. Teorema

Sean ¢(L) y y(L) los espacios de Orlicz asociados a las

funciones ¢ y Y. Son equivalentes

i) existenc > 0 y u, tales que y(u) = c ¢(u) 8i u = u,
ii) (L) < ¢(L).

Demostracion

Para probar que i) implica ii) elegimos f en ¢(L) y E de medida

finita, y consideramos el conjunto A = {x € E: [f(x)] = uo}. Se tiene

jEwtlfl) - IE_Aw(|f|) . wa(|f|J-s

s wlu) IE-Al + c j eUIf]) < w,
A
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lo que prueba ii).

Si i) es falso y ¢(1) = 0, parak =1, 2, ... existe u > 1, tal

que

k
w(uk) > 2 w(ukl

Podemos elegir en la bola unidad B una sucesién disjunta de medibles Bk

tales que

IB | = p(1}
Co ey

Si ahora tomamos f =} o Xp resulta
k

1
&mn=z¢mgla|=zi§stu)

IBw(f) =T W) Bl =L 2"pu) IB|=ow

y ii) es falso.
Como consecuencia inmediata del teorema precedente resulta que
¢(L) ¢ L
para cualquier funcién de Orlicz ¢, puesto que si ¢ = a(uo) # 0, resulta

pu) =u p(u) 2 cu; uzu.

Es deseable en muchas ocasiones que el espacio de Orlicz ¢(L) sea
un espacio vectorial, y asi sucede si ¢ verifica la propiedad del doble, es

decir, existen c > 0 ¥ u tales que

e(2u) = ¢ ¢lu); uzu.

Se dice entonces que ¢ verifica la condicién Az, o que ¢ es Az

1.5. Teorema
Sea ¢ una funcién de Orlicz. Son equivalentes
i) ¢ es 4,

ii) ¢(L) es un espacio vectorial.

Demostracion

Supongamos que ¢ es Az, y fijemos E de medida finita y funciones
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f ygen ¢(L). Consideramos el conjunto
A={xeE |f(x)]| = jg(x)I|}.

Resulta

1A

jwtifl + lgh) jw(zigt) . j' o(21£1)
E A E-A

c| eUlgl) + | @(If]) € w .
i I,

1A

Por otra parte, si A > 0 y tomamos un entero k tal que A = Zk,
resulta p(Au) = w(zku) s ckw(u], lo cual permite probar que, si f e (L),

entonces Af € ¢(L). Asi se obtliene que ¢(L) es un espacio vectorial.

Reciprocamente, si f € ¢(L), entonces 2f € ¢(L); esto significa
que, si tomamos ¢1(u) = p(2u), resulta ¢(L) < wl(L) y por el teorema 1.4.

existen c > 0 y uD tales que

wl(u) = gp(2u) = cp(u); u= u,

por lo cual ¢ es Ai
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I.4, Funciones de Young.

Dos funciones de Orlicz distintas pueden dar lugar al mismo espa-
cio de Orlicz. Las funciones wi(u) =uy pz(u} = u exp(-1/u) definen ambas
el mismo espacio L, puesto que son asintéticamente iguales. Una funcién de
Orlicz ¢ diremos que es una funcidn de Young sl la funcién no decreciente

g(u)/u es ademas no acotada, por lo que

lim _Qiﬂl_ =

u —

Por tanto, una funcién de Young puede expresarse bajo la forma

p(u) = u plu)
donde 5 es no decreciente y no acotada.

Por aplicacidn del teorema 1.4. es claro que, si ¢ es una funcién
de Young, entonces ¢(L) c L. Este contenido es ademas estricto, puestec que
si L = ¢(L) existirian c > 0 y v, tales que @(u) = c u; u = u lo cual

contradice la condicién exigida a ¢.

El comentario anterior no se opone al sigulente resultado.

1.6. Teorema
Sif e Ll. existe una funcién de Young ¢ tal que

f € o(LY). Es decir, L' = u{ ¢(L!): ¢ funcién de Young}

Demostracidn

{x: |f(x)| = 1}. Para k =1, 2,

Sean A = {x: [f(x)| < 1}; B

consideramos los conjuntos

B = {xeB: 27" = [£f(x)] <2,
Puesto que f € L', 1a serie ¥ Zleul converge, ya que
K k-1
r2¥B | =251 28| szJ'B|f| < o

Existe una sucesidén no decreciente y no acotada u de numeros rea-

les tal que u z 1 para cada k y que verifica
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]

Si consideramos ahora la funcién ¢(u) u ¢(u), siendo

_ 1 si Osus=1
plu) = { u si 2%t <cus2*

k

resulta

J-qp(lfl) - I;:um + sto(lfl)

sj 1+ L o(2) 1B
A

sflfr +52°u 1B <w.
A

Asi f € ¢(L1) y el teorema es cierto.

Con el mismo razonamiento que en el teorema precedente se prueba
que LP, p = 1, se puede considerar comc la unién de los espacios w(Ll)

cuando ¢ recorre las funcilones de Young de la forma
p(u) = u® g(u),

siendo 5 no decreclente y no acotada.

Diremos que dos funciones de Young ¢, ¢ son complementarias si
verifican la desigualdad

uv s glu) +y¢lv) ; usz u, vzv

llamada desigualdad de Young.

A una funcién de Young ¢, podemos asociar su conjugada Young ¢ que

viene definida por

p(u) = sup {u v - g{v)}.
vz0

Es facil ver que ¢ es tambien funcién de Young y tiene por conjuga-
da a la propla . En consecuencia, dos funciones son complementarias si una

de ellas mayora la conjugada Young de la otra.

Los siguientes ejemplos son pares de funciones conjugadas Young
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i) plu) = W/p, p>1

wlv) = visg, p+qd = pq
i1) @(u) = u log'u
_ | expl(v-1) si v >1
wlv) = { v sl 0svs=s1

En general no resulta facil determinar la conjugada Young de una
funcién, salvo en ejemplos como los anteriores. En cambio, no resulta di-
fiecil reconccer si dos funciones son complementarias. A continuacién se
expone una condicién necesaria para que dos funciones sean conjugadas, y

una condiclén suficiente para que dos funciones sean complementarias.

1.7. Teorema
Si dos funciones Young ¢, ¥ continuas por la izquierda
son conjugadas, entonces verifican la siguiente relacién
1/ [ figl ] = ¢(u) ; uwez0.
Demostracién
Se observa, en primer lugar, que la relacién establecida en el
teorema es equivalente a la siguiente
¢ [p(u)] = u; u=zo,

donde y , ¢ son las funciones no decrecientes y no acotadas asociadas a

vy aygp de la forma
w(u) = u gu); ¢u) = u glu)
y que ahora suponemos ademds continuas por la izquierda.

Fijado u = 0, el conjunto A = {v: ¢(v) > uv} no es vacio por ser
@ no acotada. Si v es el infimo de A, dada la continuidad de ¢ por la iz-

quierda, ha de ser w(;) = u v. Resulta

g(u) = sup [uv - y(v)]
vZ0

= sup_ [uv - ¢(v)] + sup _[uv - y(v)]
Vv 5V v >V
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1A
(=
<

= sup _ [uv - y(v)]
VsV

v, y de ser ﬁ no decreciente

1A

De lo anterior se obtiene que @(u)

resulta que ¢ [p(u)] = ¢(v) = u. Esto completa la demostracién.

1.8. Teorema

Si dos funciones de Young ¢ y ¥ verifican la relacién
¢p(u)
Y [ TR ] z p{u), uwzu,

entonces son complementarias y cumplen la desigualdad de Young, siendo
en este caso uv = ¢p(u) + y(v) para u =z uy ve 0.
Demostracién
La relacién expresada en el teorema equivale a la siguiente
v [pu)] zu, uzu.

[4]

Sean u = u y v 0. Si v = p(u), es claro que uv = u ¢(u). Si v > g(u),
[

z
entonces y{v) = ¢ [@(u)] = u, por lo cual es v P(v) = vu. En cualquier

caso se verifica para u = uy v z 0
uv s p(u) + yiv)
y el tecrema es cierto.
Como aplicacién de lo anterior resulta que, si 5 es no decrecien-

te v no acotada, podemos definir su inversa generalizada @ de la siguiente

forma

g(v) = inf {u > 0: p(u) > v} ; v =0,

Resulta que @ es también no decreciente y no acotada y se tiene que
¢ lp(u)] = u.
En consecuencia, las funciones
p{u) = u plu) ; ylu) = u glu)

son complementarias.

En particular, si s > 0, las funciones de la forma
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plu} = u (1g+u)S ; wiv) = v exp(vl/sl

verifican la desigualdad de Young.

1.9 Teorema

Sean ¢ una funcién de Young continua y ¢ su conjugada.

Consideramos la funcién de Young wl que verifica

Entonces wl y ¢ son complementarias y resulta ademas

piv) = w1(V) s yl(2v); v = v,

Demostracién

Por el teorema 1.8. es claro que wl y ¢ son complementarias. Por
tanto wl mayora a . Por otra parte, a cada vzo podemos asociar el nu-

mero u definido por
u = inf{u: ¢(u) > Y(2v)}.
Por la continuidad ha de ser ¢(u) = ¢(2v). Ademas
u2v = p(u) + ¢(2v) = 2 ¢(u).
es decir
v s plu)/u

Si consideramos los valores de v para los que U es mayor que u, se tiene

pu) = y(2v).

¥, (V) =y [pw)/u ]
Esto completa la demostracién
De lo anterior se deduce que a una funcién de Young ¢ continua po-

demos asociar su conjugada Young ¥ y la conjugada Young trivializada wl

que viene dada por

Las funcicnes ¢ y wl son asintéticamente iguales si ¢ es Az. En cualquier

caso se relacionan de la forma
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ylv) = wl(v] = yi(2v)

tal como se indica en el teorema, lo que permite sustituir en la mayoria
de los casos una funcién por otra.
Para la funcién ¢(u) = u log'u, su conjugada Young es
yiv) = explv-1) , v > 1,
vy la conjugada Young trivializada es

wltv) = v exp(v).
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CAPITULO 2

PROPIEDADES DE DERIVACION Y DE CUBRIMIENTO
DE LAS BASES DE DENSIDAD

Una minima condicién que se debe pedir a una base de diferencia-
cidén es que derive a las integrales de las funcicnes caracteristicas de
los conjuntos medibles. Si asi sucede, se dice que es una base de densi-

dad.

Es decir, si B es base de densidad, E es medible, vy Rk s una su-

cesién de elementos de B que se contrae a x, resulta para casi todo x

IR_n EI 1
lim -—-l—ﬁ—l——- = lim ﬁ{:r IR xE = xE(x).
k

k

Es claro que la base { de los intervales cubicos en R®, asi como
cualquier base regular respecto de 1}, es de densidad. Para otras familias
de conjuntos, aunque tengan propiedades geométricas simples, no resulta

en general facil ver si tienen la propiedad de densidad.

Desde que Banach [1924] y casl al mismo tiempo Bohr prueban que
la base de intervalos de R® no verifica la propiedad de Vitali de cubri-
miento, la teoria de diferenciacién de integrales inicla la busqueda de
técnicas nuevas que permitan deducir las posibilidades de diferenciacién
de una base tomando como referencia la de los intervalos de R'. El primer
resultado positivo fue obtenido por Saks {19331, que confirma la propiedad
de densidad para los intervalos (strong density theorem) y establece, dos
afios mas tarde, una limitacidén a la capacidad de derivacién de esta base
probando que para casl toda (en el sentido de las categorias de Baire)

funcién de L' la derivada superior es infinita (Saks rarity theorem).

Sin embargo, la familia de los rectangulos en Rz no es base de
densidad, resultado que aparece relacionado con la construccidén de ciertos

conjuntos medibles de original geometria (4rbol de Perron y conjunto de
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Nikodym). No trataremos en esta Memoria los interesantes problemas que se

plantean en relacién con la base de los rectangulos de R".

Las bases de densidad fueron caracterizadas por De Posell [1936]
mediante una propiedad de cubrimiento aniloga a la de Vitali. Este resul-
tado hizo pensar en la existencia de cierta relacién de dualidad entre las
propiedades de diferenciacidén y las de cubrimiento de una base. Trataremos
en este capitulo estas cuestiones, presentadas en un marco de relativa ge-

neralidad.

En primer lugar, se ofrece una caracterizacién de las bases de
densidad que afecta a las derivadas supericr e inferior de la funcién ca-
racteristica de un conjunto medible, y se da una prueba muy sencilla de

que una base de densidad deriva las integrales de funciones de Lm.

En segundo lugar, se analizan las condiciones precisas para que
una base de densidad derive a una medida localmente finita y absolutamen-
te continua respecto de la medida de Lebesgue (o bien, a la integral de
una funcién localmente integrable}. Se va a obtener como consecuencia la
propledad de De Possel de cubrimiento, asi como un criterio de derivacién

que impone una acotacién local de tipo débil (1,1) a la derivada superior.

Por altimo, se generaliza a funciones de Young la estrecha rela-
cidén que existe entre las propiedades de derivacidén de una base y las pro-

piedades de cubrimiento de sus elementos.
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II1.1. Bases de densidad. Caracterizacién

En el teorema que sigue se exponen distintos criterios que permi-

ten reconocer sl una base es de densidad.

2.1, Teorema

Sea B una base de diferenciacién en R”. Son equivalen-
tes:
a) B es base de densidad
b) B deriva las integrales de las funciones de Lm
0 ctx € R'-E
1 ctx € E.

c) Si E es medible, entonces ﬁ(IxE,x)

d) Si E es medible, entonces Q(IxE,xl

Demostracién

Sea B base de densidad, y f € Lm. Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que 0 = f < 1. Existe una sucesién no decreciente {sk} de
funciones simples no negativas (combinaciones lineales finitas de conjun-
tos no necesariamente de medida finita) que converge uniformemente a f.
por tanto, para € > 0, existe k tal que s, =f < sk+ €, ¥ puesto que B

deriva también a las integrales de funciones simples, resulta para casi

todo x
D(Jf,x) = ﬁ(f(sk+c].x)
= sk(x) + e
s f{x) + e.
Asimismo
D(SE,.x) = D(fs_,x)

sk(x) > f(x) - €.

Se concluye de lo anterior que D(Jf,x) = f(x) para casi todo x, por lo que

b) es ctierto.

Que b) implica c) es inmediato, porque X, es acotada y evidente-

mente resulta para casi todo x de R"- E

ﬁ(IxE.x) = D, x) = x (x) = 0.
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Para probar que c) implica d) basta observar que

IRAE| , IBRA(R"-E)| _
fRJ iR}

1-

poer lo cual se obtiene

Q(IxE.x) + D(Jw o yX) =1
R —-E

y teniendo en cuenta c)

DUx,x) =1 -D(fx ,x) =1
R"-E

para casi todo x de E.

Por dltimo, si c) es clerto y E es medible, resulta para casi to-

do x de E

1 = Q(Ixs,x) = ﬁ(IxE,x) = 1.

Asi D(IxE,x) = 1, y por paso al complementario se tiene también para casi
todo x de R"™ E que D(fxE,x] = 0, por lo que a) se cumple., Esto comple-

ta la demostracién.
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J1.2. Bases de densidad. Derivada de una medida

Para cualquier sucesién de medibles Rk podemos considerar la fun-

cidén de solapamiento

T
kK k k

Si es o = 0, entonces la sucesién Rk es disjunta. Cuando ¢ € Lm, cada ele-
mento de R" est4d a lo mas en un numero finito y fijo de términos de la su-
cesién. La propledad de cubrimiento de Vitall para una base 8 regular res-

pecto a intervalos cibicos puede formularse asi

"Dados A medible acotado, B{A) clase de Vitall para A contenida en
B, vy £ > 0, existe una sucesién Rk en B(A) tal que, si ¢ es la funcién de

solapamiento, se verifica
|A-uR | =0, juR -A|l <&, ol = ¢
k k =]

La propiedad de cubrimiento de De Possel anteriormente citada, que
caracteriza las bases de densidad, es del mismo tipo que la de Vitali, con
la diferencia que ahora la funcién ¢ tiene norma en L1 acotada por . El
proximo teorema ofrece varios criterios para reconocer si la integral de
una funcidén localmente integrable tiene derivada respecto de una base que,
al menos, sea de densidad. Entre estos criterios figura una propiedad de

cubrimiento del que se obtiene como consecuencia el resultado de De Possel.

2.2. Teorema

Sea B una base de densidad en R" y f no negativa y lo-

calmente integrable. Son equivalentes:

a} B deriva [f

b) Si E es medible, entonces ﬁ(ffxﬁ,x) = 0 para casi todo x
de R"-E

c) Dados A de medida finita, B(A) clase de Vitali para A conteni-
da en B, y € > 0, existe en B(A) una sucesién Rk tal que, si ¢

es la funcién de solapamiento, se verifica
1) IA- R | =0, ii) IR-Al <e, 1ii) I(fa) <e

d) Si A es acotado medible contenido en {x: D(Jf,x) = A}, (A > 0)

entonces

1
IAIS—If
Alda
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Demostracioén

Supongamos que a) es cierto. Para obtener b) consideramos para
cada numero natural k el conjunto Ek = {x: f(x} < k} y descomponemos f de
la forma f = fk + g donde fk es la restriccién de f a Ek. Puesto que fk
es acotada y B deriva la integral de f, resulta que B deriva también la

integral de g, - Fijados E medible y A > 0, consideramos el conjunto
A= {xeR-E: ﬁ[f(fxE),x] > A},

Probaremos que A tiene medida cero, y podemos suponer que A es acotado.
Al ser fk una sucesion no decreciente que converge puntualmente a f, re-

sulta que, dado £ > 0, existe k tal que

I (f-f ) = J g <¢
A X Iak
¥, puesto que fxE= kaE + g X €S claro que A esta contenido en la unién

de los conjuntos

A1 = {x € R-E : D(I(kaE),xJ > A/2 )

A, = {x € R"-E : ﬁ(f(gkxg),x) > A/2 ).

A1 tiene medida nula, ya que B deriva a la integral de kaE y esta funcién
se anula en R"-E. Por ser gkxE = gk. se obtiene, salvo un conjunto de me-
dida nula,

A, < {x: ﬁ(fgk,x) > A/2 }
¥y, puesto que B deriva la integral de g ha de ser

2 2
Al s3] g <Ze
A2

Asi b) es cierto.

Supongamos ahora b) y sean A, B(A) y £ los elementos que se f1ijan
en c). Elegimos un abierto que contenga a A tal que |G-A| < e, y suponemos
que los elementos de B(A) estan contenidos en G. Asi la condicién ii) se

verifica para cualquier sucesién elegida en B(A).

Sea « tal que 2«lG| < €. Pretendemos elegir en B(A) una sucesiodn
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{Rk} tal que, si o €s la funcidén de solapamiento de la coleccidén finita

{R1' Rz' ey Rk}

y Bk es la unién de los miembros de ésta, se verifique
J(fo* ) =2alB|, k=1, 2,
k k
Ademas, en cada etapa se elegira Rk de manera que su medida esté en un sec-

tor mas alto de las medidas de los que se consideran elegibles.

A tal efecto, sea
a = sup {IR|: R € B(A)}.

Elegimos R1 en B(A) tal que |R1| > % a - Es claro entonces que

[tro) < 2air 1,

por lo cual, si IA—Rll = 0, el proceso de seleccidén termina.
Supongamos elegidos R1""Rh de manera que
[go) = 2a08,|
y que [A-Bh| > 0. La familia
B ={ReBMA: [RnB| <iRl y I (fx. ) < a|R|}
h h 2 R B,

no es vacia, debido a que B es base de densidad, a la hipétesis b), y a que

IA—BhI > 0. Sea R € Bh, y designamos xj la funcién caracteristica de Rj, y

0; la funcién de solapamiento de la coleccidn {R1, Rz' ey Rh’ R}.
Se verifica
1
IR-Bhl z = IR}
y
I(fah) = ‘f(x1+ XY T xnuah)
= fg+Jf(x+ +xh)=
YB -R B NR
h
= |foo + I fx
- R h
= 2a|B | + «|R|
h
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s 2«|B | + 2«|R-B |
= 2a|Bhu R|

Ahora elegimos R en B tal que |[R | >
h+1 h h+t

| W

a, siendo a el supremo de

{IR|: R € Bh}. De lo anterior se obtiene
I(f€h+1) = 2a|Bh+1|.

Siguiendo este proceso resulta que, si existe un k para el cual
IA—BkI = 0, entonces i), 1i) y iii) de c) se verifican para la sucesién

finita {R, R,..,R } al ser 2«|B | = 2a|G| < &.
1 2 k k

Supongamos que el proceso es infinito, y por tanto para cada k es
IA—BkI > 0. Sea B la unién de todos los R, y vamos a probar que |A-B| = o.

De no ser asi, consideramos la familia no vacia:
= . 1
B = {Re8 [RBI < 1Rl y Ifxs < alR[}.
R
Es claro que Bm < Bk para todo k, v si R € Bm, entonces ha de ser

|IR| = a <1|R |
k3 kel

para cada k, lo que supone que |R| = 0 y que Bm es vacia, puesto que

£ IRI =2 [IR] *I IR, - B,.,l] =218 =20

y como consecuencia |Rk| converge a O.
Por otra parte, si ¢ es la funcién de solapamiento de la sucesién
infinita Rk, se tiene también

Jfo = lim Ifak = lim 2aIBkI s 2a|G| < &

y asil queda probado c).

Supongamos que c) es cierto, y sea A > 0 y A acotado medible con-
tenido en {x: D([f,%x) > A}. Probaremos que AJA] = IAf. Para ello elegimos

un abierto acotado G que contenga a A y consideramos la familia

B(A)={ReB:Jf‘>MRI y Rc G},
R
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que es una clase de Vitali para A. Dado € > 0, existe & > 0 tal que, si
FecG y |F|] < &, entonces IFf < £. Tomemos &'= min {8,e} y apliquemos a

(A,B{A),8”) la hipdtesis c); se obtiene asi una sucesién Rk que verifica

1) 1A ] = 0, 11) IR -Al <&, 1) [(fe) <& 1) [ £> AR, |,
R
k

Resulta entonces

1A

1
Al = IR | s T IR| =X J'f Ix,

-1 Ufcr + If{xun - 2,) + J'Af ]

k

>|

-

[a-+e+J‘f'1
A

[2e + I fl,
A

en donde se ha tenido en cuenta que por i} y ii) es

e

- = - < '
IURk Al |uRk| |A| < 8
Puesto que £ es arbitrario, se obtiene d).

Por ultimo, si d)} es cierto, para obtener a) bastara, de acuerdo
con el teorema 1.2., probar que, para A > 0 y B acotado medible contenido
en {x: D(ff,x) = A}, se tiene A[B| = IBf, y esto se verifica para cada f
no negativa localmente integrable por ser B base de densidad. En efecto,
sea fk una sucesién no decreciente de funciones acctadas que converge pun-

tualmente a f. Dado £ > 0, existe k tal que fok > IEf - £, y se tiene
B ¢ {x: Q(If,x) = A} ¢ {x: Q(Ifk,x) = A).

Puesto que B deriva Ifk, ha de ser

AIB[szk>If—e
B B

El teorema queda asi probado.

2.3. Corolario

Si una base de densidad deriva [f, y 0 = g = f, enton-

ces deriva tambien [g.

Basta observar el apartado b) 6 el c¢) del teorema anterior.
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2.4. Corolario (Teorema de De Possel)

La propiedad de densidad para una base B es equivalente

a la siguiente propiedad de cubrimiento:

Dades A de medida finita, una clase de Vitali B(A) para
A contenida en B, y £ > 0, existe en B(A) una sucesién Rk tal que, si

c es su funcién de solapamiento, se verifica

IA-WR| =0 |WR-Al <e, Ic < e.
k k

Demostracién

Supuesto que B es base de densidad, la propiedad de cubrimiento
a la que nos referimos la establece el apartado c) del tecrema anterior

cuando f es la funcién caracteristica de R".

Para la prueba reciproca bastara probar, teniendec en cuenta el
teorema 2.1, que si E es medible, A > 0 y A acotado medible contenido en

{x € R"-E: ﬁ(fxE.x) > A}, entonces |A| = 0. Para ello consideramos en B la

familia

V = {(R: I X, > A IRI}
R

que es una clase de Vitali para A . Fijado £ > 0, por hipétesis, existe en

¥ una sucesién Rk que verifica
1A - WR 1 =0y [R=-Al<e I@ < e

donde ¢ es la funcién de solapamiento de Rk. En consecuencia, sl llamamos

X, @ la funcién caracteristica de Rk, ge tiene

Al = VR | = ZIR | = _zJ'RxE =5 [x =

n
>
p—
—y
Iad

m
q
+
—
¢
™
gi?
1
>
»

+
Sy
o

m
~
Pl

2 e
A

donde se ha tenido en cuenta que ANnE=2 y que IuRki - |Al = IuRk—AI.

Puesto que £ es arbitrario, el corolario queda probado.
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2.5, Corolario

Sean B una base de diferenciacién y J una clase de
funciones que contiene a las funciones caracteristicas de los con-
Jjuntos medibles. Entonces, B deriva las 1ntégrales de las funcio-
nes de § si y sélo si para cada £ de § y cada medible E se verifica

que ﬁ(IfxE,x) = 0 para casi todo x de R" - E.

En efecto, si B deriva las integrales de las funciones de 3,
entonces es base de densidad y basta con observar los apartados a) y b)
del teorema 2.2. En el sentido inverso, si la condicién expresada en el
corolario se cumple, resulta gque tomando en particular como f la funcidn
caracteristica de R, y teniendo en cuenta ahora el teorema 2.1., se ob-
tiene que B es base de densidad. De nuevo la equivalencia entre los apar-
tados a) y b) del teorema 2.2. permite concluir que B deriva las integra-

les de las funciones de 3.
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11.3. Propiedades de cubrimiento de las bases de densidad

La propiedad de Vitali, que permite la diferenciacion de las in-
tegrales de las funciones localmente integrables, y la de De Possel, que

caracteriza las bases de densidad, admiten un tratamiento mas general.

Denominamos propiedad V& de cubrimiento, 1 = q = », para una base
la anadloga a la de Vitali, pero la desigualdad relativa a la funcioén de

solapamiento se reflere a la norma en LY.

Es facil probar que de la propiedad Vq se deduce la diferencia-
cién de las integrales de funciones de LP siendo 1/p + 1/q = 1. La desi-

gualdad de Holder es el principal recurso que permite la prueba.

El problema inverso, que es cierto para p = w, (bases de densi-
dad), quedé abierto durante algin tiempo, y una primera aproximacién al
mismo fue obtenida por Hayes y Pauc [1955], y tratada también por de Guz-

man {1972] con el siguiente resultado:

“Si una base deriva las integrales de las funciones de L, 1 <p

< w, entonces verifica la propiedad Vq, para cada g’ menor que q."

Mis tarde, un nuevo refinamiento permitié al propio Rayes [1976]
completar la demostracién del teorema para 1 < p < o. Simultaneamente A,
Cérdoba [1976], utilizando el operador maximal de Hardy-Littlewood y me-
diante una técnica de linealizacién realmente novedosa, consiguié el mismo
resultado. El caso p = 1, fue resuelto magistralmente por R.Moriyén [1978]

para bases invariantes por homotecias.

En los préximos teoremas se da un tratamiento general, usando la
conjugacién de Young, a la dualidad entre las propiedades de diferenciacién
de una base y las propiedades de cubrimiento de sus elementos. En el teore-
ma 2.6, en donde a partir de una propiedad de derivacién se obtiene una de
cubrimiento, se sigue la idea de Hayes. En los capitulos siguientes se ana-
lizan las propiedades del operador maximal en relacién con la teoria de di-

ferenciacién, y se utilizari con frecuencia la técnica de A. Cérdoba.

Si ¢ es una funcién de Orlicz, diremos que una base tiene la pro-

piedad de cubrimiento Vw

pero la acotacién de la funcién o de solapamiento se refiere a la norma en

si se verifica una propledad comc la de Vitali,

L1 de y(c). Puesto que y es esencialmente mayor qﬁe la identidad, se conclu-
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ye gque si una base tiene una propiedad de cubrimiento V, entonces es base

v
de densidad.

2.6. Teorema

Sean ¢, Y dos funciones Young complementarias. Si una

base B verifica la propiedad de cubrimiento V, , entonces deriva las

W

integrales de las funciones de ¢(L).

Demostracion

Por lo que antes se ha comentado resultﬁ que B es base de densi-
dad. No es una restricién suponer tambien que @(1) = ¢{1) = 1. De acuerdo
con el teorema 2.2., sera suficiente probar que, si f es una funcidén no ne-
gativa de ¢(L) y A es un medible acotado contenido en {x: D(Jf,x) > A > O},
entonces A|A| = Iaf'

Para ello tomamos un ablertec acotade G que contenga a A y consi-

deramos la familia
B(A) = {R ¢ B: I £ > AlRl, R ¢ G)
R
que es una clase de Vitall para A. Fijado € > 0, existe 8 > 0 tal que, si
FcGy |F|] <3, entonces J}w(f) < g. Elegimos &'= min {&,e} y aplicamos

la hipdtesis a la terna (A,B{A),8’). Se consigue asi una sucesién Rk con-

tenida en G tal que, sl o es la funcién de solapamiento, se verifica

D IAR] =0, 1) IR AL <&, 1) [u@ <&, ) [ £> AR
Kk k R k
"
De iii) y de ser |{c 2 1}| = Ja = IW(w) < &8 se tiene

111)° J(f@) - I (fo) = J o(f) + Iw(o) <e+ 8 s 26
{o=1} {o=1}

donde se ha tenido en cuenta que ¢ y ¢ son complementarias.

De i) y ii) se obtiene también

ii)! If(xun - xA) = Ifxun-n 1 I p(f) < e,
k K VR -A

Por tanto,

1
IAl s IR | sTIRI ST [T
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T - —_—— L | ] -

{ I(fw) . If(xumk— x,) *+ J;f ]
[38 + J;f ].

Puesto que € es arbitrario, resulta que |A] = % IAf, lo que completa la

e

=

| e

demostracidn.

Es un problema abierto demostrar si el reciproco del resultado
anterior es clerto. Es muy posible que para bases generales solamente pue-
da afirmarse lo que se indica en el siguiente teorema, donde la idea de Ha-
yes se aplica a dos funciones de Orlicz que no verifican necesariamente la

desigualdad de Young.

Para una funcién de Orlicz ¢ la variacidn de ¢ es la funcién Ay
definida mediante '

Ay(u) = Y(u+l) —yp(u).

2.7. Teorema

Sean ¢ y ¢ funciones de Orlicz. Admitamos que Ay es no

decreciente y que existe ¢ > 0 tal que para u = 1 se verifica
playfu)]l = ¢ Yylu)

Resulta que, si B8 es una base que deriva las integrales de las funcio-
nes de p(L), entonces B tiene la propiedad de cubrimiento de tipo V,.

v

Demostracidn

Supongamos dados un cenjunto medible A de medida finita, una cla-
se de Vitall B(A) para A contenida en B, y ¢ > 0. Probaremos que existe en
B(A) una sucesiodn Rk tal que, si ¢ es la funcidn de solapamiento correspon-

diente, resulta

D AR =0 1) [R-A<e 1D [vio) <.

Para ello elegimos un abierto G que contenga a A y verifique |G-Al < e.
Suponemos que los elementos de B(A) estan contenidos en G; asi ii} se cum-
ple para cualquier sucesién elegida en B(A)}. Tomemos « tal que 0 < a < 1

y 2alG| < £. Se pretende construir una sucesién {Rk} elegida en B(A) cuyos

elementos tengan la mayor medida posible y que para cada k =1, 2, ... se
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verifique siempre la acotacién

I¢(¢k) < 2alB |

donde o, es la funcién de solapamiento de la coleccién finita {R1""Rk}’

\'4 Bk representa su unién.

A tal efecto, sea a = sup{|R|:R € B(A)}. Elegimos R1 en B(A) tal
que IR | > (3/4)a0. Aqui es claro que Jy(c ) < 2a|R1|. Si |A—R1| =0,
el proceso de eleccién se termina. En otro caso continuamos como se indica

a continuacién.

Supongamos elegidos R1' Rz, - Rh de manera que Iw(ah) = ZaIBhI

y que IA—BhI > 0. Entonces consideramos la familia

B=(ReB IRnBI<LIRl vy IRA[w(ah)] < alR| },

que no es vacia por ser B base de densidad vy IA—BhI > 0. Ademas, la funcidn
A[W(@h)] = w(ch+th) - w(ch}
se anula en A--Bh y pertenece a p(L) puesto que

fw[A(w(ah)JJ - j ely(1)] % * f ¢ [AWY())

{ah=o} {Gh21}
< cllBh| +c thah] s (01+ Zac)IBhl.
Para cada R de Bh, si ¢’ es la funcién de solamiento de {R1' ...,R, R},

resulta

|R-B | > (1/2)|R],

y si xj es la funcién caracteristica de Rj se tiene

Iw(a’) - Iw(xl T T X T X T xnuah)

= I Yilo) + I w(xi + ...+ x) =

h
B -R B NR
h h

= Iw(o) + I [W(xl + ...+ xh) - ¢(e)]
R
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Iw(u) . J‘Raw(a)]

1A

20|B | + «|R|

1A

ZaIBhI + 2a|R—Bh} = ZaIBhU RJ.

Nos interesa elegir R en 8 de manera que |R | > (3/4)a ,
h+1 h h+1 h

slendo a_ = sup {IRl: R € Bh}. De lo anterior se obtiene

Iw(03+1) = 2a|Bh+1|.

Siguiendo el proceso anteriormente descrito resulta que, si exis-

te un k para el que IA—Bkl = 0, entonces existe una sucesién finita que
verifica i) ii) y iii), al ser ZaIBkI s 2alG] < e.

Supongamos que para cada k es lA—BkI > 0. Veamos que para la su-
cesién, ahora infinita, Rk se verifica también i) y iii). Sea o la funcién
de solapamiento de esta sucesién, y B la unién de sus elementos. Por la mo-

notonia de la sucesién oY la funcién ¢, resulta
Iﬁ(c) = I%m Iw(wk) = l%m 2aIURkI = 2a|G| < € .

Asi iii) es clerto.

Si fuera |A - B| > 0, podemos considerar la familia no vacia

8 ={Re®: |RnB| <) R| yJA{l];(u‘]] < «lR|}.
] 2 R

Puesto que Ay es no decreciente, es claro que Bm c Bk para cada k, y si R

pertenece a Bm, entonces |R| = a = (4/3)!Rk+1l para cada k, lo que supone

que |R| = 0 y que Bm es vacla, ya que limIRkI = 0 al ser
o«
< - = = .
IR | 2[11:c1|+k)_:2|nk Bk_1|] 210R | = 2]G|

Esta contradiccidn prueba que i) es también cierto, y asi queda

probado el teorema.

2.8. Corolario

Sean ¢ y ¢ funciones conjugadas Young continuas por la

izquierda tales que ¢ es Az y ¢ verifica para algin ¢ > 0

Y(u+l) = ¢(u) = c ylul/u, u =1,
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Entonces, una base B deriva las integrales de las funciones de p(L)
s#i y s6lo si B tiene la propiedad de cubrimiento Vw.
En efecto, si tenemos en cuenta el teorema 1.7., resulta que las
funciones ¢ y ¥ verifican la condicién exigida en el teorema anterior. Por
otra parte, dado que ¢ y ¢ son complementarias, es de aplicacién el teore-

ma 2.6.

q

En particular, tomande y¢(u) = u' , q > 1, resulta

Aplu) = (ue)d - wd s g (u1)¥ ! s g 29 Wt = c ¥(u)y,

lo cual justifica el sigulente resultado

2.9. Corolario

La condicién necesaria y suficiente para que una base
B derive las integrales de las funciones de Lp, p>1, es que B veri-

fique la propiedad de cubrimiento Vq, i/p + 1/q = 1.

La relacién exigida a las funciones ¢ v ¢ en el teorema 2.7. no
supone, en general, que éstas cumplan la desigualdad de Young. En estos
casos la propiedad de cubrimiento que se obtiene sélo es necesaria. En

particular, si tomamos para s & 0 las funciones

u (1 + log+u)S

1/(s+1)]

@(u)

1l

wiu) exp [u

¥

la relacién del teorema 2.7. se verifica, y esto justifica el siguiente

resultado

2.10. Corolario

Si una base B deriva las integrales de las funciones
de L(1 + log+L)s, s = 0, entonces verifica la propiedad de cubrimien-

to V, para

¥

1/(s+1)

Y(u) = exp [u 1.
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CAPITULO 11I

EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

A una familia % de medibles acotados de R" podemos asociar el
operador M (operador maximal de Hardy-Littlewood) definido en el espacio

de las funciones localmente integrables mediante

Mf(x) = sup 1%(_[ I£]
R

si x pertenece a algin miembro de la familia R, y Mf(x) = 0 en otro caso.

El supremo se refiere a todos los miembros de K a los que X pertenece.
Es claro que M verifica las propiedades
Mf =z 0, M(f+g) = Mf + Mg, M(Af) = |A|IMf,

es decir, M es positivo, subaditivo, y positivamente homogéneo. Ademas, si

|£1 = lgl, entonces Mf = Mg.

El conjunto {x: Mf(x) > A} es la unién de todos los miembros R de
R tales que IR|f| > A|R|, por lo que, si % es una coleccidn de abiertos,
también {x: Mf(x) > A} lo es, y asi Mf es medible.

En general, un operadoer T definido en Lp. 1 =p s w se dice de
tipo fuerte (p,q) (o bien, acotado de L? en LY), 1 s q = m, si Tf pertene-

ce a L9 cuando f € Lp, y existe ¢ > 0 tal que, para cada f € LP
ITfIl = c Ufll
q P
En particular, el operador M es de tipo (w,®).

Cuando q es finito, de la acotacién anterior resulta, siendo

A, = {x: ITE(x)}] > A},
q clifil q
[A, | sJ LTf | 5_[ i R T [ "]
A A A 33 p A

desigualdad que puede escribirse también de la forma
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sup {Al{x: ITE(x)| > A} Vay < ¢ gl

A>0 P

y, cuando asi sucede, se dice que T es de tipo débil (p,q), o acotado de

LP en el espacio de Lorentz L(q,w).

La acotacién de tipo débil para un operador T puede ampliarse a
espacios de Orlicz. Si ¢ es una funcién de Orlicz, de acuerdo con lo esta-
blecido en el capitulo I, ¢(L) representa el conjunto de funciones f local-
mente integrables tales que ¢(|f|) también lo es. Reservaremos, en cambio,
la notacién ¢(L') para las funciones f tales que o(|f|) sea de L'. Es claro

que, si f € ¢(L) v A es acotado medible, entonces fo € ¢(L1L

Un operador T se dice de tipo débil-¢ si estd definido en w(L’) y
existe ¢ > O tal que, para A > 0 y f € w(Ll) se verifica
H{x: [TE(x)] > A}| = cf ¢ [|f]/al.

En particular, para ¢{u) = u’, 1 = p <w, ser de tipo débil-¢ significa ser

de tipo débil (p,p}.
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III.1. Derivacién y acotacién débil del operador maximal

Los teoremas que siguen ponen de manifiesto la estrecha relacién
que existe entre propiedades de acotacién de tipo débil del operador maxi-
mal y propledades de diferenciacién de la base.

3.1. Teorema

Sea B una base de diferenciacién en R" y ¢ una funcién
de Orlicz vy AZ. Si el operador maximal asociado a B es de tipo débil
¢, entonces B deriva p(L).

Demostracién

Serd suficiente probar, de acuerdo con el Corolario 2.5. que, si
E es medible y f € (L), f 2 0, entonces ﬁ(IfxE,x) = 0 para casi tedo x de
R"-E.

Para ello sean A acotado medible y A > 0 tales que
A c {x € R"-E: ﬁ(IfxE,x) > A},

Elegimos una sucesién decreciente de abiertos acotados Gj que contengan a
Ay IGJ-AI —» 0. Para cada J, si X € A, existe en la base un elemento R

gque contiene a x, esta contenido en Gj y verifica

I fxx = I fx_ > AIR|.
R & R ©

donde xj representa la funcién caracteristica de GJ. Por tanto,

IA] = | {x: M(fxExj)(x) > A}
= c Iw[(fxExJ)/A]

c p(f/A) — 0,
Gan I

donde se ha tenido en cuenta que lGanI = IGJ-AI — 0 . Asi el teorema es

clierto,

Conviene cobservar que en el teorema anterior la acotacién débll-¢

del coperador maximal puede ser sustituida por la condicién siguiente: Si
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f eel), 2>0, vy AJ es una sucesién de medibles tales que IAJI — 0, en-

tonces

| {x: foj(x} > A}l — 0.

Por otra parte, si la base B deriva ¢(L), es claro que se verifica
[{x: ﬁ(.r(ijl,x) >AY — 0
y esto es equivalente a decir que
| {x: Mj(ij)(x) > A} — 0,

donde Mj representa el operador maximal asociado a los elementos de la base

cuyos diametros son menores que 1/]j.

El razonamiento anterior nos lleva al siguiente resultado cbteni-

do por I. Peral [1974]

3.2 Teorema

Una base de diferenciacién deriva ¢(L) si y sdlo si el
operador maximal asociado verifica la siguiente condicidén de convergen-
cia: si £ € (L), A >0 vy AJ es una sucesién de medibles, tales que

IAjl — 0, entonces

| {x: Mj(ij)(x) > A} — 0.

Para bases invariantes por homotecias que derivan ¢(L]) la acota-

cién débil-¢ del operador maximal resulta también una condicién necesaria.

En 1934 Busemann y Feller publican un resultado valido para bases
de abiertos y acotados invariantes por homotecias por el cual la propiedad
de densidad resulta equivalente a una propiedad de tipo débil del operador
maximal restringido a funciones caracteristicas de medibles acotados. A es-
tas bases queda asociada una funcién (funcién de halo) que mide, para cada
A e (0,1), la mdxima desproporcidén que con respecto a un medible E tiene

el "A-halo" H(E,A) de E, siendec
H(E,2A) = v{R: |[R n E| > A|RI}}.

En el capitulo V se analizardn las propiedades de diferenciacion
de una base en relaclén con su funcidén de halo. E1l teorema de Buseman y Fe-

ller que antes se ha comentado, cuya demostracién puede verse en De Guzman
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[1975], dice lo siguiente:

3.3 Teorema

Sean B una base de diferenciacidn en R" invariante por

homotecias y M el operador maximal. Son equivalentes

a) B es base de densidad
b) Dado A € (0,1) existe c{A) > 0 tal que para cada E
medible de medida finita se verifica

| {x: MxE(x] > aYl s ¢(A) |E]|.

Buseman y Feller hacen uso en la prueba de la propiedad de cubri-
miento que permite, salvo conjuntos de medida nula, cubrir un abierto aco-
tado por una sucesién disjunta y uniformemente acotada de homotéticos de

un compacto.

B.Rubio [1971] probé que para las bases invariantes por homotecias
la diferenciacién del espacio ¢(L)} es equivalente a la propiedad de tipo
débil-¢ de su operador maximal. La versién que se da a continuacién difie-

re poco de la anteriormante citada.

3.4 Teorema

Sean B una base de diferenciacién invariante por homote-
ciag, M el operador maximal y ¢ una funcién de Orlicz con la condicién

Az' Son equivalentes
a) B deriva ¢(L)
b) M es de tipo débil-¢.
Demostraciodn

Fl teorema 3.1 prueba que b) implica a). En el sentido inverso
podemos suponer dque p(1) = 1, y bastari comprobar que existe c>0 tal que,

sif e w(Ll), se verifica
l{x: ME(x) > 1}] = cI¢[f).

Si la acotacién anterior es falsa, entonces para cada k = 1,2,... existe

fk en ¢{L1) tal que

k+1
o ME, (x) > 1}] > 2 Iw(fk)
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Elegimos un compacto Ck que verifique
C o< {x: ME (x) > 1} ; [C | > 2% p(f))
k ’ k ' Kk k"’

Puesto que los elementos de la base son ablertos, asociado al compacto Ck
existe una familia finita ?k formada por los elementos R de la base que
recubren Ck y verifican J} fk > |R|]. Sea r, el maximo de los diametros de

los miembros de ?k.

Podemos recubrir el intervalo cibico unidad Q mediante una suce-
sién disjunta ij de homotéticos de Ck, cuyas razones de homotecia akJ ve-—
rifiquen la siguiente acotaciédn: akjrk < 1/k. Para cada k y j definimos

las funciones fkj de 1la forma

donde nkj representa la homotecia que transforma Ck en ij . Se tiene

1 _ 1 . 1
'lC—kji' qu0(ka) = Tqi' -[@(fk) = 2k+1'

Por tanto,

1 1 1
T le(f ) sYI[L IcC 11=% = = .
K, 3 kj " I 2_k+1 kj . 2_k+1 2

Si tomamos h = sup fkJ , se tiene que h € ¢(L), puesto que
k,)

(1]

[

Jow <z Jots,) =

Por otra parte, para casi todo x € Q, y fijado k, existe j tal que
X € CkJ Yy, Ss8i z = n;j(x), entonces z € Ck y existe en ?k un elemento R

tal que z € R y 8(R) = r_yque verifica

1
>
TﬁTJRfk !
Siendo R’ el homotético de R en la homotecia nkj. resulta que

x € R, 6(R’) < 1/k, y se tiene

1 [ phed If =|—1—|Ifk>1.
|RD| R’ IR:I R)kj R
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De lo anterior se deduce que, salvo conjuntos de medida nula, Q estd con-
tenido en el conjunto {x: D(fh,x)} > 1} y, si B deriva ¢(L), entonces Q es-

t4 contenido también en el conjunto {x: ¢(h){(x) > 1}, de lo que resulta
1= 10l s [ e,

que contradice a [1]. Esto completa la demostracién.

54



III.2. Cubrimientos y acotacién débil del operador maximal

De los teoremas anteriores se desprende que el problema de la di-
ferenciacién de integrales queda reducido al analisis de las propiedades

de acotacidn débil del operador maximal.

Como es sabido, el teorema de Besicovitch [1945] de cubrimiento
permite probar que el operador maximal para intervalos cubicos es de tipo
débil (1,1). En general, si una familia de medibles verifica una propiedad
de cubrimiento de tipo Besicovitch, cuya funcién de solapamiento esta aco-
tada en LY, 1 < d = w, entonces el operador maximal asociado es de tipo dé-

bil (p,p), siendo 1/p + 1/q = 1. Ver De Guzmén [1981]

Se analizard a continuacién, para los espacios de Orlicz, la dua-
lidad que parece existir entre las propiedades de cubrimiento de una fami-
lia de medibles acotados y propiedades de acotacién débil del operador ma-
ximal asociado. La propiedad de cubrimiento de tipo Besicovitch que antes
se ha comentado puede expresarse con mayor generalidad de la forma que si-

gue, en donde ¥ es una funcién de Orlicz.

Una familia X de abiertos acctados verifica la propiedad BW de
cubrimiento significa que existen constantes positivas c ¥y c tales que pa-—
ra cualquier familia finita {R1""Rk} en X es posible elegir una subfami-

lia {Sl,..,Sh} que verifica

i) IRV ... VR| s¢c|Su ... uS
1 1

ol nl

ii) Jw[x1+ TR < c |sy ... us

al

donde xj representa la funcién caracteristica de SJ.

3.5 Teorema

Sean % una familia de abiertos acotados en R" yMel
operador maximal asociado. Sean ¢ y ¢ funciones Young complementarias.

Si la familia X verifica la propiedad B,, entonces existe ¢ > 0 tal

Y

que, si f es una funcién positiva localmente integrable, se tiene
I{x: ME(x) > 1}] = J}o(cf)

En consecuencia, si ¢ es Az, M es de tipo débil-¢
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Demostracién

Si Mf(x) > 1, existe Ren K tal que x € Ry Inf > |R|. Tomemos una

familia finita {Rl,..,Rk} que verifique
f £> IR I; 1=1, ...,k .
R i
i
Por hipétesis existe una subfamilia {51""Sh} tal que
1) JRu... VR| sec|Su... usS |
1 k 1 h
ii) J@[x1+ ..t xh] ] c|Slu RV Sh|,

donde xj representa la funcién caracteristica de SJ. Designamos por £ la

suma x1+ ce. + X Y elegimos a« = 1 tal que ac = 1/2. Resulta

|[Rv ... VR| sc|Sv...uS | =¢ [I f+ ...+ I f]
1 k 1 h
S1 Sh

= cj(fg) = J[EE£ ag] s J¢(cf/a) + JW(aE)

o -
< Jw(a f) + ac|S U ... v Sh|
= ¢(E f) + 1 IR v VR |
o 2 1 T k'
De aqui se obtiene
c
Ry ... R 1 =2[p £) s Jw(Cf),

por lo cual

[{x: ME(x) > 1}] = J¢(Cf),
Yy es claro que si ¢ es Az entonces M es de tipo débil-¢, puesto que

[{x: Mf(x) > A}| = Iw(Cf/A) < EIw(f/h)
y el tecrema es cierto.

A continuacidén se analiza la posibilidad de obtener para una fa-

milia de abiertos acotados propiedades de cubrimiento de tipo B, a partir

W

de propliedades de acotacién débil-¢ de su operador maximal.

En el teorema 3.6. se sigue la técnica usada por Hayes [1976]

56



que se caracteriza por la construcién por via inductiva de una sucesién de
solapamiento 6ptimo. La relacidén entre las funciones ¢ y ¢ no es necesa-

riamente la conjugacidén de Young en todos los casos.

En el teorema 3.9. se hace uso del método de linealizacién del
operader maximal, utilizado por A. Cérdoba [1976], consiguiendo una situa-

cién donde la relacién entre las funciones g, Y es la conjugacidén de Young.

3.6. Teorema

Sean X una familia de abiertos acotados y M el operador
maximal asociado. Sean ¢, ¥ funciones de Orlicz, tales que ¢ es Az y

verifican la relacién

ely(ur1l)—y(ul)]l s c yl{u); u =1,
Entonces, si M es de tipo débil ¢, K verifica una propiedad de cubri-
miento de tipo BW'
Demostracién

Se probarid que existen constantes c =z 1 y c = 1 tales que, cual-
quiera que sea la familia finita ¥ = {R1""Rk} en KX, se puede elegir una
subfamilia de ésta {S1’ ce e Sh} de forma que, sl B es la unidén de sus ele-

mentos y xJ es la funcidn caracteristica de SJ, se verifica
= ii .. s c|Bl.
i) IRy ... UR I = clBl, 1i1) Iw(x1+ x) = clBl

Podemos suponer que (1) = 1. De ser ¢ funcidén de Orlicz se obtie-

ne entonces que [Yl{u+l) - ¢{u)] =z y(u)/uz1,; uzl.
El proceso de seleccidén de la familia {Sl, ...,Sh} es como sigue:

Tomamos Sl= Rl. Es claro que Iw(xl} = IS1| < 2I51|. Admitamos que

hemos elegido {81' ey Sr} que verifican

foee) = 2181,

donde Br designa a S1U V) Sr, ¥y ﬁr a xl+ S X . Consideramos entonces
la familia

3 = { R e %: I MWL ) = %IRI }
R
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donde
M(E ) = YIE+ x5 ) - WIE).

Si ¥ no es vacia, tomamos como S . un elemento cualquiera R € ¥ . Observe-
r r r

mos que, si R € ¥, entonces
r

1
RaBl s | ) =Rl
R
es decir,
IR - B | = Z{R].
r 2

Ademas,

fotes x = [ wie) « [ wies )+ [ wig)
B

-R BnR R-B
r r r

A

foe) + [ wig+ ) - wE) + R -8B
R r

< 2B | + IRl + |IR-B_|
- r 2 T

Ty

2IB | + 2|R-B_|
T r
= 2|B v R|.
r
De lo anterior resulta
r+1|’

Iw(x1+ TR A xm} = 2|Sl+ ...+.sr+ S

y el proceso sigue.

Si ﬁr es vacia, resulta que para todo R de ¥ es
1
ICZRELE
R
y en consecuencia con la hipétesls ha de ser

IRy .. U RIS [{x: MB(E (GO > Rl

< cj¢[znw(gr)1 < CIW‘Er)

S8



s2ciB| =clSv ... vS |
r 1 r

y el teorema se verifica para la familia {81""8 }. En cualquier caso el
r
proceso termina al cabo de un nimero finito de pasos, y el teorema es cier-

to.

3.7. Corolario

Sean ¢, Y funciones conjugadas Young continuas por la

izquierda tales que ¢ es A2 y ¥ verifica para un c > 0 que
Ylurl) - ¢glu) = c Yy(ul/u ; u = 1.
Entonces, el operador maximal asociado a una familia X de abiertos aco-

tados es de tipo débil-y, si y sé6lo si la familia X verifica la propie-

dad de cubrimiento B,.

W

En efecto, si tenemos en cuenta el teorema 1.7., resulta que las
funciones ¢, ¥ verifican la condicidn exigida en el tecrema anterior. Por

otra parte es de aplicacién también el teorema 3.5.

En particular, si ¢(u) = u?, g > 1, se tiene para u = 1

glurl) - y@(u) = (u + 17 - ?
s q (u+ 1)1
s q 2q-luq-l
= cqw(u)/u.

lo cual justifica el siguiente resultado.

3.8. Corolario

La condicién necesaria y suficiente para que el operador
maximal asociado a una familia R de abiertogs acotados sea de tipo dé-
bil (p,p), p > 1, es que la familia % verifique una propiedad de cubri-
miento de tipo Bw , siendo y(u) = ul y 1/p + 1/q = 1.
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III.3. Operador lineal asociado a familias separadas

En lo que queda de este capitulo haremos uso del método de linea-
lizacién utilizado por A.Cérdoba [1976], por el cual se obtienen también
propiedades de cubrimiento a partir de propiedades de acotacién débil del
operador maximal, tomando como punto de partida una sucesién de medibles
cuya funcidn de solapamiento pertenece, al menos, a L!. Esta técnica per-
mitié a A. Cédrdeoba probar que las bases que derivan LP, p > 1, son aquellas

que verifican la propiedad de cubrimiento tipo Vitali Vq; i/p + 1/q = 1.

Las ideas fundamentales del método de A. Cérdoba son las siguien-
tes. Si el operador maximal M asociado a una familia K es de tipo débil-¢

restringido (limitadoe a funclones caracteristicas de medibles acotados) po-

demos siempre elegir en una familia {Rt' v Rk}.de X una subfamilia
{51’ . Sh} que verifique
i) |[Ru ... vR}| sc |Sv... uvuS |
1 k 1’1 h

y que esté "1/2-separada", es decir,
1 =
ii) ISj (S1U ARV Sj_l]l z 5 |Sj1, J=2,..,h

La construccién se realiza de la siguiente forma:
Tomamos S1 = R1' Supongamos elegidos S:""Sr verificando la con-
dicién ii) para j=2,..,r, y sea Br su unién. Consideramos la familia

§r= {R: IR n Brl = 1/2 {R| }.

Si § es vacia, entonces
r

|R1U RV Rul s | {x: MxBr(x) > 1/2}]

r

SCIw(ZxB)=EIB!
r

y el resultado es cierto para {Sl,..,Sr}. Si ﬁr no es vacia, tomamos Sr+1

en % y es claro que para } = r+l se verifica ii). El proceso termina en
r

un nimero finito de pasos. De la condicién ii) se obtiene

Is,| + ...+ |S | =2 |Sv...uS
h 1

1| h|'

A una familia 1/2-separada como la anterior podemos asociar el o-
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perador lineal T definido en el espacio L de las funciones localmente inte-
grables de la forma sigulente, donde hemos designado por S: la diferencia

Sj - (S1U V] SJ_IL

h
1
Tf=):[ If]x'
;LIS T g %
i
Es claro gque Tf = Mf. Ademas

h . h
ER 1 1
_[Tf=)31—r fa-)jjf:-jf.e
1 SJ S 2 1 vS 2
b} J
donde llamamos £ a la suma de lag funciones caracteristicas de los Sj. Con

estos recursos podemos abordar el siguiente resultado

3.9. Teorema

Sean % una familia de abiertos acotados en R" y Mel
operador maximal asociado. Sean y y ¢ funciones conjugadas Young conti-
nuas, al menos por la izquierda. Suponemos que ¢ es Az y verifica para

algin p > 1 la condicidn
plau) = afp(u); 0 =sa=1.
Son equivalentes
a) M es de tipo débil-¢p
b) La familia K verifica la propiedad de cubrimiento BW'
Demostracidén

Que b) implica a) es claro por el teorema 3.5. Para probar que a)

implica b), haremos uso del siguiente lema

Lema. Sea M un operador positivo y positivamente homogé-

neo, y ¢ una funcién con las condiciones exigidas en el teorema. Son
equivalentes

1) M es de tipo débil-¢
2) Existe ¢ > 0 tal que, si f € w(LI) y A es acotado medible

contenido en el conjunto {x: Mf(x) > 1}, entonces

qu < ¢ nqa(f)u:’p A|Y9; 1/p + 1/q = 1.
A
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Demostracién del lema

Para probar que 1) implica 2) basta observar que para cualquier

J Mf
A

N 2z 1 se tiene

(14]
I | {xeA: Mf(x) > c}| do
)

< N |Al +I l{x: ME(x) > o}| do
N
(2]
< N [A] + cf H olf (x)/c] dx] do
N Rr"
w
s N |A| + CI plf{x)]1dx I (1/¢)? do
R" N
=N |A] + = NP J{p(f).
p-1

Puesto que A < {x: Mf(x) >1}, ha de ser |A|] =¢ Ilrp(f)H1 y exXiste
N =1 tal que N°|A| = ¢ n¢(f)u1. Para este N se tiene

1/q 1

+ 1 Ci/p "w(f)ulfp 'A|1/q
p-1 1

JMf s P ()P A
A 1

= G Mp(£)ul® 1AM,
lo cual prueba 2).

Reciprocamente, sean f € w{Ll) y A acotado medible contenido en
el conjunto {x: Mf(x) > 1}. Se tiene

1/p

l/q
1 Al .

IA] = IM{ s c lp(£)
A

Por tanto, |A|l = ¢ Iltp(f)ll1 y en consecuencia

l{x: ME(x) > 1}] = ch(f).

De aqui resulta, por ser M positivamente homogéneo, que M es de tipo dé-

bil ¢.

Podemos ahora seguir con la prueba del teorema, en cuanto a que
a) implica b). Consideramos en X una familia finita & = {Rl,.‘,Rk}. Puesto
que M es, en particular, de tipo débil restringido, podemos seleccionar de

la familia ¥ una subfamilia {51' PN Sh} separada, es decir, que verifica
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i) |R1U Le. U Rkl = 01|S1u Y Shl
. N 1 . § =
i) lSJ (Slu Y Sj—1)| > 5 ISJI, J 2, ..., h.

(La diferencia SJ— (51u Y Sj_l) se designa S:). Sélo queda probar que,
51 S es la unién de todos los SJ y £ es suma de la funclones caracteris-

ticas de los conjuntos {51’ e Sh}, se tlene

11) f W) s c |S].

Para ello consideramos el operader T asoclade a la familia {Sl,..,Sh} que,

como antes se ha dicho, verifica las propledades -
T(E) = M(f); If.& < zf TF
S

Se deduce de lo anterior que

£

zI TIY(E)/E] = 2 j My (€)/E].
S S

fuee

1A

Utilizamos ahora el lema, que puede aplicarse ya que podemos suponer que

Y(1) =1 y en S se verifica

Miy(€)/€] = TIY(£)/€] = 1,

por lo que resulta

Jwier = crprpeerzen’ s
s cnyE ™ 1s1M,

donde se ha tenido en cuenta, de acuerdo con el teorema 1.7., que ¢ ¥y ¥
verifican la desigualdad
ely(u)/ul = ¢(u).
Se concluye de lo anterior que
foie) = e ls|

y asi ii) es cierto y el tecrema queda probado.
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CAPITULO IV

EL OPERADOR MAXIMAL PARA INTERVALOS

IV.1.- Extensién del operador de L(R") a L(R™™)

El objetivo que se persigue en este capitulo es establecer las
propiedades de acotacién débil que corresponden al operador maximal asocia-
do al producto cartesiano de dos familias de medibles si una de ellas se
comporta como los intervalos cubicos. Los resultados serén de aplicacién a
la familia de los intervalos en R" como producto que son de intervalos de
R. Los recursos que frecuentemente se van a utilizar son el teorema de Fu-

n+m

bini y un procedimiento natural para extender a L(R ) la actuacion de un

operador maximal definido en L(R"), que se describe a continuacién.

Si Mn es el operador maximal definido en el espacio L(R"), asocia-
do a una familia ¥ de medibles acotados de R, podemos definir en el espa-

clo L(R™™) un operador M:+m, de la siguiente forma:

si f e LR™) y (s,t) eR" xR

n+m

M f{s,t) = sup TéT I |fix,t)| dx; S e ¥,
" s€S S

Vamos a probar que cuando Mn es de tipo débil-¢ en L(R") resulta

que M:+m también es de tipo débil-¢ en L(R™™). Para ello consideramos el

n+m

conjunto {(s,t): M f(s,t) > A}, Si fijamos t en R" y tomamos el conjun-—

n
to Pt = {s: (s,t) € P}, puesto que Mn coincide con la restriccion de M:ﬂn

al espacio L(R"x{t}), resulta

P, = I{s: M£(s,t) > A}] s ¢ I w[lELELElI] dx.
n A
[Rn
Por tanto,

IP| = c j e(1£1/2).

n+m

R

Un primer resultado que podemos obtener de la idea anterior, y que

contiene ya los elementos técnicos que se pondrén en juego en el resto del
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capitulo, es el que se expone a continuacién, donde se establece que el
operader maximal asociado a la familia de los intervalos de R" es de tipo
debil restringido. A su vez, y teniendo en cuenta el teorema 3.3, queda ga-

rantizada la propledad de densidad para esta familia.

4.1. Teorema

El operador maximal Hn asociado a los intervalos de rR™
es de tipo débil restringido (n,n). Es decir, existe <, > 0 tal que,
gi E es medible de medida finita en R" y 0 < A <1, entonces

n
E}.

| {x: Man(x) > A} = N

Demostracion

El teorema es cierto para n = 1, ya que, por la propiedad de cu-
brimiento de Besicovitch, el operador maximal asociade a los intervalos de

R es de tipo débil (1,1).

Supongamos gque para n = h el enunciado del teorema es cierto, y
expresamos cada intervalo R de R™?! como producto de un intervalo I de R
y uno J de R. Consideramos las extensiones MTH y M:u, que son de tipo
débil restringido (1,1) y (h,h}, respectivamente. Sl E es de medida fini-

ta vy A € (0,1), tratamos de acotar la medida del conjunto
h
= : > .
A= {(s,t) € RxR Mh+1xE(s,t) Al
Para ello consideramos los conjuntos

B = {(s,t): M’l‘”xE(s,t) > As2)

C = {(s,t): M:”xB(s,t) > A2}
Se tiene
201
IB| = X IE|
Zch
lcl = —= 1BI,
A
per tanto
4clch ch+1
Icl = IEl = == [E|
A A

Veamos que A < C, lo que concluye la prueba del tecrema.
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Si (s,t) e C y R = 1IxJ es un intervalocon s e€ I y t e J, se

tiene
it [ = i [ [t a1
R I J
- 1 h+1
= TIT II M1 xE(x,t) dx

_ 1 h+1
= 7 '[I{xB M ] (x, t) dx +

1 I h+1
+ [x M Tx.l(x,t) dx
]Ii I [Rn_Bl E -

Teniendo en cuenta que en R -B M?HxE €5 menor que A/2 y, en cualquier

caso, es siempre menor o igual que 1, resulta

1 I 1 I
Xp = x.(x.t) dx + A/2
iRi R E |I| I B

1A

M:”xB(s,t) + A2 £ A2 + A/2 = A

Asi (s,t) no pertenece a A y el teorema es clerto.
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IV.2. Operador maximal asociado al producto de

familias de medibles

Se analizaran a continuacién las propledades de acotacién del ope-
rador maximal asociado al producto de familias de medlibles. El resultado de
Jessen~Marcinkiewicz~Zygmund [1935] relativo al operador maximal de los in-

n .
tervalos en R se obtendra como consecuencia.

4.2. Teorema

Sea ¥ una familia de abiertos acotados en R" cuyo ope-
rador maximal es de tipo débil (1,1), y sea 7 una familia de abiertos
acotados en R" cuyo operador maximal es de tipo débil-¢, siendo ¢ una
funcién de Orlicz y Az. En R se considera el producto R = ¥ x 7 de

los elementos de ¥ y los elementos de 7. Se verifica

i) El operador maximal M asociado a la familia R es de tipo débil
9, siendo ${u} = p(ul(1 + lg+u).
ii) Si la funcién ¢ verifica la siguiente propiedad:
"existe p > 1 tal que ¢(au) = ap¢(u) para cada a € (0,1)",
entonces M es también de tipo débil .

Demostracion

n+mn

La prueba consiste en estimar para f € LR ") y A > 0 la medida

del conjunto

A= {(s,t) € R°%R™ Mf(s,t) > A}.

Podemos suponer f = 0, y consideramos las extenslones a L(R™™

) de los ope-
radores maximales definidos en L(R") y L(R") asociados a las familias ¥ y

J, es decir, los operadores M:m‘ y M:+m definidos por

1

M™™f(s,t) = sup fx,t) dx; Se¥
» SES st S

M "f(s,t) = sup T%T I f(s,y) dy; TeJ
" teT T

que son de tipo débil (1,1) y de tipo débil ¢ respectivamente. Los opera-

dores anteriores permiten definir los conjuntos
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n+m

B = {(s,t): Mm f(s,t) > A/2}

C = {(s,t): M:*"'[xB M:““fl(s,t) > A/2)

El operador M puede obtenerse mediante una cierta relacién de composicién

n+m

n+m P s
entre los operadores Mn , M y se concreta en que A esta contenido en C,
m

que a continuacién vamos a probar.

Si (s,t) € A, existe en R un elemento R = SxT tal que s € S, t e T

y
1 I f>A
TRT R

Resulta entonces

n+m n+m 1 n+m

MD*® g M2PE) (5,8) = o IS[xB MYPE](x, t) dx

- 'I%f J' M™*®F(x, t) dx - TéT [x MP*®f ] (x, t) dx

s " s R"-B"

Teniendo en cuenta que en R"- B M:+mf es menor que A/2, se obtiene

Mnte (x Mn+mf](s,t) =
n B nw

1 1
> T?»TJ- [ﬁT I £(x,y) dy] dx - A/2
S T
=-1—ff-A/z>A-A/2=A/2.
" )

Asi {(s.t) pertenece a C, y el problema queda reducido a estimar |C|, para

lo cual haremos uso de los sigulentes lemas.

Lema 1

Sea T un operador definido en L(R"), positivo, subaditi-
vo, positivamente homogénec y de tipo (w,w) de constante 1. Sea ¢ una
funcién de Orlicz A2 y d(u) = p(u)(1 + 1g+u). S$i T es de tipo débil ¢
existe ¢ > 0 tal que, si f € ¢(L1). A >0 yE acotado medible conte-

nido en {x: Tf(x) > A}, resulta

J TF = A Jmmn
E
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Lema 2

Sea T un operador positivo y positivamnte homogéneo de-
finido en L(R") y sea ¢ una funcién de Orlicz A2 con la siguiente pro-
piedad: Existe p > 1 tal que g(au) = apw(u) para cada a € (0,1).

Son equivalentes:

i) T es de tipo débil-¢
ii) Existe ¢ > 0 tal que, i f € w{Ll), A>0yE es acotado

medible contenido en {x: Tf{x) > A}, entonces

I Tf < cA J¢(If/h|)
E

Supongamos de momento clertos estos lemas y sigamos con la prueba
del teorema y la estimacién de |C|. Por ser M™™ de tipo débil (1,1) ha de
n

ser
C n+m_. E n+m
ICH = A IxB Mm f= A IBMm f

y, puesto gque M™™ es de tipo débil~¢, teniendo en cuenta el lema 1 6 el
m

n+m

lema 2, dado que B = {(s,t): Mm f(s,t) > A2}, resulta una de estas dos

alternativas
i) Icl = EI@(f/A) - EJ¢(£/A) (1 + 1g¥ e

11) |C| = ij(f/a)

y el teorema queda probado.

Demostracién del lema 1

Podemos suponer f =z 0. Sera suficiente probar que, si pertenece a
L' 1a funcién p(f)(1 + 1g+f) y E es medible acotado contenido en el conjun-

to {x :Tf(x) > 1}, resulta

I T = cI e(£)(1 + 1g'1).
E

Haciendo uso de la férmula de integracién mediante la funcién de distribu-

cién se tiene

(»+] £0
I T = I |{xeE: Tf(x) > o}| do s |E| +J l{x: Tf(x) > o}| do.
E o 1
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Para cada ¢ = 1 consideramos el conjuntoe At = {x: f{x} > ¢/2} y descom-
ponemos f de la forma f = £%4 g , siendo

w _
£ = X0

Por ser T subaditivo y de tipo {(w,w), resulta
I{x: TE(x) > o}l = |{x: Tf T(x) > o/2}]

y se obtlene
* (o
I Tf = |E| + I lix: TE9(x) > o/2}| do =
E 1

]

= |El + ¢ I [ I pl2f (x)/e} dx ] do
A

(o)

_ fix)
< |E| + ¢ I [ JZ e[2£(x)/¢] do ]dx.
Rn

1

1

Puesto que ¢ 2z 1 vy ¢ es funcién de Orlicz podemos escribir

pl2f (X)/e] = 1/¢ @l2f(x)]

Por tanto

1A

_ f(x) 1
|[ElI + ¢ I pl2f (x)) [ Iz ~ de ] dx =
R" 1 e

I Tf
E

IE| + T I ple()) 1875 (%) ax
R

y teniendo en cuenta que [E| s ¢ I@(f), se tiene finalmente gque
- = + +
I Tf = & Iw(f) + T [o6) 187F = ¢ Iw(f)(l + 1g76)
E

Asi queda probado el lema 1.

Demostracion del lema 2

Para probar que i) implica ii) tomemos f € w(LI) y sea E acotado

medible contenido en {x: Tf(x) > 1}. Se tiene

0
I Tf = J j{xeE: Tf(x) > o}ldo =
E 0
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[ ¢}
= |E| + I {x: TE(x) > o}] do
1
_m
= |El + ¢ [ elIf(x}|/c] dx ]do.
Jo L]

Tenemos en cuenta ahora que por la condicién exigida a ¢ ¥y por ser o =2 1

resulta para cada x que ¢l[|f(x)|/c] s (1/6)° ¢[If(x)|]. Por tanto

[11]
I Tf = |E| + Efw(]f(x)l [ J ¢ P da] dx
E

1

_ c
= 1Bl + 555 feien,

y, dado que ademas es |E| = c Iw(lfl), se tiene finalmente

IETf s cfw(lfl).

En el cago en que E ¢ {x: Tf(x) > A}, bastari en la desigualdad
anterior cambiar f por f/A y, puesto que T es positivamente homogéneo, se

obtiene

j TF < e [p(1£/21).
E

Que i1i) implica i) es inmediato ya que, si E es acotado medible

contenido en {x: Tf(x) > A}, entonces

|E| = % I Tf = ch(If/AI).
E

Asi queda probado el lema 2.

4.3-Corolario (Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund)
El operador maximal asociado a los intervalos de R" es

de tipo débil-¢ para ¢(u) = u(1+lg+u)n-{

El resultado es cierto prara n = 1 por la propiedad de cubrimiento

de Besicovitch, y el teorema previo permite pasar del caso n-1 al caso n.
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IV.3. Propiedades de cubrimiento mediante medibles

con componente diadica.

Existe una via alternativa de obtener el resultado del corolario
anterior (strong maximal theorem) mediante una propiedad de cubrimiento
que afecta a los intervalos de R" o, al menos, a los intervalos de R" que

tienen alguna componente de naturaleza diadica.

Mediante un método geométrico A. Cérdeoba y R. Feferman [1975]) de-
muestran que la familia de los intervalos diadicos en Rz verifica una pro-
pledad de cubrimiento de tipo exponencial. Esta propiedad permite afirmar
(teorema 3.5) que el operador maximal correspondiente es de tipo débil-¢
para ¢{u) = u(l + 1g+u) y de esto se deduce que la familia de los interva-

valos de R® deriva el espacio L(1+1g+L)

A continuacidén, y mediante un procedimiento algo diferente al uti-
lizado por Cérdeoba y Fefferman, se ofrece un resultado donde se analizan
las condiciones que permiten concluir propliedades de cubrimiento que afec-

tan al producto de dos familias de medibles.

4.4. Teorema

Consideremos en R" una familia D de intervalos cibicos
diaddicos y en R" una familia 7 de abiertos acotados cuyo operador maxi-
mal es de tipo débil-¢, donde ¢ es una funcién de Orlicz Az' Si Yy es
una funcidén de Orlicz cuya variacién AP es no decreciente y para una

constante positiva c se verifica
elag(u)]l = ¢ly(u + 1) - Y(u)] s ¢ yYfu); uz1
entonces la familia R = D x 7 en R™" verifica la propiedad de cubri-

miento B

v

Demostracién

Se probard que existen constantes positivas c, ve, tales que de

cada familia finita & = {Rl, Ceey Rk} en R es posible obtener una subfami-
lia {Sl, N Sh} que verifica
i) JRvu... vR| sc |Sv ... uS |
1 k 11 h
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ii) J w(x1+ ..+ xh) = C2|51U Y ShL

donde x} es la funcién caracteristica de SJ, 1 s j=h.

Para ello supongamos que los elementos de la familia ¥ han sido
ordenados de mayor a menor segin su componente diiddica. Procedemos de igual
forma que en el teorema 3.6. y selecionamos la familia {51' ...,.Sh} asi:

S1 = R1' Admitamos que hemos elegido {S1""Sr} gque verifican la condicién

ii) para h =r vy c2 = 2. Tomamos entonces para Sr+1 el primer elemento de

la familia

43
]

{R e ¥: I AW{x1+ ..ty ) o= lgl }
r R r =

donde
Aw(x1+"'+xr) = ¢[11+---+xr * xS1u"'USr] - w(x1+---+xr3,

y se consigue ii)} para h = r+l1. El proceso finaliza si ?r es vacia.

La familia {Sl,...Sh} finalmente obtenida por el proceso anterior
verifica la condicién ii), estd ordenada segin la componente diaddica, y pa-

R 1 U h 2 ’

Veamos que también en este caso se verifica i),

Fijado R = DxT en F ¥y (s,t) € R, sea r =h el primer indice tal

que

1
JRaw(x1+ Xtk xr) > 5 IR|.

Por el criterio seguido en la seleccidén resulta que R ha sido elegible en
las etapas 1, 2,...,r-1. Por tanto ha de ser |D1| z IDEI z .= IDrl = |D|,
donde Dj y D representan las componentes diadicas de Sj ¥ R respectivamen-
te. Ademas, si lliamamos €r = X *...*tx, en los puntos (x,y) € DxT = R se

verifica

£ (x,y) = € (5,¥)
r r
puesto que si existiera (x,y) en DxT tal que Er(x.y) > Er(s,y), existiria

Sj, 1= jsr, tal que
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(x,y) € SJ i (s,y) ¢ SJ
que significa, por una parte que los intervalos cibicos diddicos D y DJ se
cortan y, por otra, que D no esta contenido en DJ, y esto es contradicto-
rio, al ser |D| = IDjl. El mismo razonamientc sirve para negar que §r(x,y)

es menor que Er(s,y). De lo anterior se concluye que si (x,y) € R se tiene
(€ )(x,y) = ayp(g )(s,y)

En consecuencia, si M:+m es la ampliacién a L(R"™) del operador asociado

a la familia J y definido en L(R"), resulta

M"8p(E ) (5, t) = [o7 jTawtsr)ts,y) dy

T%T ID [ T JTAW(Er)(x,y} dy ] dx

1 1

lo que significa que R estd contenido en el conjunto

{(s,t): M:+mA|p(€r)(s.t) > 1/2}

Cambiando en el conjunto anterior r por h, y puesto que Ay es no

decreciente, se obtiene que tanto R como Rlu RV Rk estan contenidos en

n+m

{(s,t): Mm Aw(Eh)(s,t] > 172}
¥. puesto que M:+m es de tipo débil-¢, se concluye finalmente que
IRu ...UR | = ch{ZAIp(Eh]] < cjw(gh) sc ISy ...uS|.

Asi se verifica i) y el teorema es cierto.

4.5-Corolario

La familia de los intervalos en R® tales que una de sus
proyeccciones es diddica verifica una propiedad de cubrimiento de tipo
exponencial. El operador maximal asociado a la familia de los interva-

los (di&dicos 6 no) de R° es de tipo débil-¢, para ¢(u) = u (1+1g'u).

En efecto. Los intervalos en R con una proyeccién diadica resul-
tan del producto cartesiano de intervalos de R por intervalos diadicos de

R. Por tanto podemos aplicar el tecrema para ¢(u) = u, y la funcién ¥ debe
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verificar la condicién
glu+l) - ¥(u) s c (u}).

En particular podemos tomar ¢{u) = u e”, y en consecuencia con el
Teorema 3.5. el operador maximal M asociado a los intervalos de Rz con una

proyeccién diadica es de tipo débil-¢ para ¢(u) = u(1+1g+u).

Consideremos ahora la familia de los intervalos (diadicos é no) de
Rz, y sea M el operador maximal asociado. Probaremos que existen constan-

tes c Y e, tales que
[{x: Mf(x) > A}| = C1I{X: Mf(x) > A/cz}L

Para justificar esto, sea I un intervalo en Rz que verifica

J f>Aalll.
I

Podemos encontrar dos intervalos D1 y D2 con proyeccidédn diadica y consecuti-

vos tales que

DI =5 ID,| = I1|

2

N =

1
I c Dlu Dz’ 5

y para alguno de ellos, que llamamos D, se ha de verificar que

If> 2 o1
D

Por otra parte, es claro que
I<D vD c H(D; 1/3)

donde H(D;1/3) representa el halo-1/3 de D respecto a la familia 3 de los

intervalos de Rz, es decir,
H(D; 1/3) =uw{l € 3: |In D] > {(1/3)|1]}.

Por el teorema 4.1. se tiene que |H(D; 1/3)] = C1|DI' Ademas, si {Ea} es

una familia arbitraria de medibles, es siempre cierto que

U{R(Ea; A ¢ H [(v Ea); Al

De todo lo anterior resulta

{x: ME(x) > AM = | W{L: Jf > AlLIY =
I

1A

| u{#(D; 1/3): If > A IDI}
b i
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1A

I# [W{D: I £> 21Dy 1/3)]
D

1A

c, 1u{D: I f > % (DI}
D

1A

= A
cll{x. M fix) > E}I'

Asi el corolario es cierto.
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CAPITULO V

LA FUNCION DE HALO

V.1. Acotacidén de tipo débil restringido del cperador maximal.

La funcién de halo.

Si una base de diferenciacién formada por abiertos acotados e in-
variante por homotecias deriva ¢(L), entonces el operador maximal es de ti-
po débil-¢p (teorema 3.4). En particular dicho operador es de tipo débil-¢
restringido a funciones caracteristicas de conjuntos medibles de medida fi-

nita. Es decir, si E es medible de medida finita y A € (0,1), entonces

| {x: MxE(x) > Al s c e(1/A) |E|.

Reciprocamente, si el operador maximal asociado a una base verifi-
ca una acotacién de tipo débil-p restringide, como la anterior, jse puede
afirmar que la base deriva ¢(L)?. ;Cual es la mejor acotacién que puede ob-

tenerse para un operador maximal que sea de tipo débil-¢ restringido?

El resultado de Buseman-Feller (teorema 3.3) nos garantiza que el
operador maximal asociado a una base invariante por homotecias es de tipo

débil restringido. Esto justifica la sigulente definiciodn
Sea B una base cuyo operador maximal M es de tipo débil
restringido. Llamamos funcién de halo de B a la funcién n definida asi

| x: MxE(x) > 1/ul
n(u) = sup { TE] H 0<IEl<m} ; u>1

Si 0 = u =1, podemos tomar n(u) = u.

Para la base formada por los intervalos cliblicos es fécil obser-

var que la funcién de halo n verifica la acotacién
usnp{u) scu; uzl

A su vez, la funcién de halo correspondiente a la base de los intervalos en

Rz verifica la acotacién
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u(l + 1g'u) = nlu) = cull + 1g'u); uz1

De hecho, las bases anteriores derivan los espacios L y L(1 + lg+L) respec-
tivamente. Podria pensarse, entonces, que para una base con funcién de ha-
lo n el espacio maximo de derivacién debe ser 7{L). Esta cuestlén es cono-
cida como la conjetura de la funcidén de halo. Desde otro punto de vista, el
el problema consiste en determinar las condiciones por las cuales la aco-
tacién débil-¢ restringida para el operador maximal supone la acotacidn
débil-¢.

R.Moriyén [1978] probé la validez de esta conjetura para el su-
puesto de una base invariante por homotecias cuya funcién de halo 7 veri-

fique la acotacién mn(u) = cu. El resultado es el siguiente:

5.1. Teorema

Sea B una base de abiertos acotados en R" invariante por

homotecias y M el operador maximal correspondiente. Son equivalentes:

i) M es de tipo débil (1,1) restringido
ii} M es de tipo débil (1,1).

La idea fundamental de la prueba consiste en observar que, como
consecuencia de la acotacién débil restringida de M y la invarianza por ho-
motecias, el conjunto K formado por la unién de los elementos de la base
que contienen a un punto y tienen medida 1 es un conjunto acotado en R".

De esta forma, la base resulta ser regular respecto a los homotéticos de K

y se comporta como la base de los intervalos cubicos.

En este capitulo se exponen algunos resultados en relacién con la
acotacién de tipo débil restringido del operador maximal, asi como propie-
dades de cubrimiento que vienen asociadas a aquélla. Como ya se indicé en

III.1, si el operador maximal M asociado a una familia X de abliertos acota-

dos es de tipo débil restringido, ¥ {R1""Rk} es una familia finita en K,
es posible obtener una subfamilia {Sl,..,Sh} que verifica
i) JRURuU... VR | = ¢ |SuvuSu..uS|
1 2 k 17 T2 h

11) s 1 22181, j=2,..,h
1 ) s L IR ]
3 Tz e

siendo S: = S1 y S; = Sj - (S1U V) Sj—i) para cada J mayor que 1. Por la

condicién ii) decimos que la familia {51’ cen s Sh } es 1/2- separada.
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Para la suma £ = X, + xz + .+ xh de las funclones caracteristicas de los

SJ resulta, teniendo en cuenta que los S; son disjuntos, se tiene

= ot
Je = 1s, IS, |

L *

s |S | +2IS ] + ... + 2]S |

1 2 h
=2[sv...vs8 1.

Por tanto, si el operador maximal M asociado a una familia R es de tipo dé-
bil restringido, la familia X verifica una propiedad de cubrimiento en la
que la funcién de solapamiento £ pertenece, al menos, a L. Una informacién
mas vallosa serfia conocer el comportamiento local de la funcién § que, como
a continuacién se indica, esta relacionado con el comportamiento local del

operador M.

A una familia {Sl,..,Sh} 1/2-separada, como la anterior, podemos

asocliar el operador lineal T definido en L(R") de la forma

h
1
=iy [l
| 38, |
Es claro que T estd mayorado por M y si f € L(R™) se tiene

If.g = ? Iéj s 2 § ;Zf} Jsf =2 ITf

En particular si E es medible de medida finita y llamamos S a la unién de

los SJ, resulta

I £ =2 I Ty. =2 I Mx
E s E g E

Las consideraciones anteriores se tendran en cuenta con bastante

frecuencia en los resultados que se exponen en el presente capitulo.
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V.2. Acotacion de tipo débil restringido e integrabilidad local.

La acotacién de tipo débil restringido de un operador puede ser
sustituida en algunos casos por una condicidén de integrabilidad local que

resulta mas mane jable.

5.2. Teorema

Sea T un operador positivo y de tipo (w,w}, definido en

L(R"). Son equivalentes

1) T es de tipo débil restringido (p,p); p > 1.
ii) existe ¢ > 1 tal que, si A y E son medibles de medi-

da finita, se verifica

[ 1xg = c 1E1MP AV
E

A

siendo 1/p + 1/q = 1,

Demostracién

Probemos que i) implica ii). En principio la desigualdad de ii) es

cierta para ¢ = 1 si [A| = |E|, puesto que
[ T s 1Al = 1AM A s P AM
A

En otro caso, y para cualquier a & (0,1) se tiene

1
I TxE = I J{x e A: TxE(x) > ¢}| do
A 0
1
s a |Al +I [{x: Tag(x) > o} do
a
_ 1
<a |Al + ¢ |E| I (1/0)° do
a
c 1-p
< a |A] + o1 IE| a .
Podemos ahora elegir a que verifique a’|Al = |E| y de lo anterior resulta

‘[ Tv. = |E|YP (A1Y9 + —é;— IE|YP 1AV = ¢ |E|1/p |A|1/q.
A E p-1

Asi ii) es cierto.
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Reciprocamente. Sea E de medida finita A € (0,1) y A acotado medi-

ble tales que
A c {x: TzE{x) > A}
Teniendo en cuenta ii1), se tlene

Al = £ j Tyg =+ ¢ IE(YP 1410
A

Asi resulta
Al = (c/A)PIE|

lo cual supone i) y completa la demostracién.

La idea anterior puede utilizarse para obtener un resultado mas
amplio, valido para funciones de Orlicz que tengan una propiedad de con-

vexidad parcial de tipo p, p > 1.

5.3. Teorema

Sea T un operador positivo y de tipo (w,w) definido en

L(R"). Sea ¢ una funcién de Orlicz Az que verifica:

Existe p > 1 tal que ¢(au) = apw(u) para cada a € (0,1).

Son equivalentes

i) T es de tipo débil-¢ restringido
ii) Existe ¢ > 0 tal que, si A y E son medibles de medi-

da finita y a € (0,1), entonces

I Tx_. = alAl + clE| a ¢(1/a).
A E

Demostracién

Observamos en primer lugar que la condicidén exigida a ¢ permite

escribir ésta de la forma
elu) = u® plu)

donde a es no decreciente.

Supongamos i) y sean A v E medibles de medida finita y a € (0,1).

Resulta

1
JATxE = I;l{x € A: TxE(x) > o} do
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y se obtiene i1).

1
<a |Al + ¢ |El Igo(l/o*) do
a

1A

1
a [Al + ¢ |E| ¢(1/3) J (1/¢)® do
a

a jA] + ;g; IEl ¢(1/a) a P

1A

It

a [Al + ¢ |El a ¢(1/a)},

Reciprocamente, si la desigualdad expresada en ii) es cierta, toma-

mos E medible de medida finita y A € (0,1). Sea A acotado medible tal que

Se tiene

A c {x: TxE(x) > A},

|A| = % I TXE < % [alAl + cl|E| @{1/a) a]
A

Si tomamos a = A/2, resulta

Por tanto

1

Al's 2 1Al + 3 c IEl p(2/2)

Al = ¢ ¢(1/2) |E|

que completa la demostracién.

Para funciones de Orlicz que no verifiquen la condicién de conve-

Xidad~p, p > 1, la integrabilidad local de TxE puede expresarse en la forma

J TxE =< alAl + ¢ |E| ¢(1/a) a 1lg(lr/a); a e (0,1)
A

condicién que no asegura, ahora, la acotacién débil-yp para T. Aln en estos

casos puede ser util el siguiente criterio

5.4, Teorema

Sea T un operador positivo y de tipo (w,») definido en

L(R"). S1 T es de tipo débil-¢ restringido, donde ¢ es una funcién de

Orlicz Az, entonces para cada p > 1 existe ¢ > 0 tal que, si A y E son

medibles de medida finita y a € (0,1), se verifica
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I [TxEll/p < alA| + clE| o(1/aP) a
A

Reciprecamente, si la desigualdad anterior se verifica para algin p > 1

entonces T es de tipo débil-¢ restringido.

Demostracién

Elegidos p > 1, A y E medibles de medida finita y a € (0,1), se

tiene

/p

1
I [TxE]1 J x€A: Tx_(x) > oF| do =
A 0 E

1A

1
a |Al + ¢ |E| I ¢(1/¢%) do =
a

1A

a |A] + '% IEl ¢{1/aP) a'™® =

alAl + ¢ |E| ¢(1/aF) a

donde se ha tenido en cuenta que g(u) = u @(u), ¥y ¢ es no decreciente.

Reciprocamente. Supongamos que la desigualdad anterior se verifi-
para un p > 1. Dados E medible de medida finita y A € (0,1), consideramos

un acotado medible A tal que
Ac{x Tag(x) > Ay = O [Tl P00 > A P )
y se tiene

1Al = —= [ TP < = Ta 1AL+ c IEL 0(1/37) a)
A A A

Si tomamos a = Al/p/z, resulta

1Al + = ¢ IE] @(2°/2)

Al 5

1
2
es decir

|Al = c ¢(1/A) [E|
lo cual indica que T es de tipo débil restringido y asi el teorema queda

probado.

El tecrema anterior para ¢(u) = u toma una forma simple
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5.5. Corcelario

Si T es de tipo débil (1,1) restringido, entonces para
p > 1 existe ¢ > 0 tal que, si A ¥y E son medibles de medida finita se

verifica

I [TxEJVP sc EIYP aiYY 1prisg =1
A

Reciprocamente. Si esta desigualdad se verifica para algian p > 1, en-

tonces T es de tipo débil (1,1) restringido.
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II1.~-Acotacién de tipo débil restringide y propiedades de cubri-

miento.

Los criterios de integrabilidad local, obtenidos en la seccidén an-
terior, aplicados al operador maxlmal asociado a una familia de abiertos a-

cotados, permiten obtener interesantes propiedades de cubrimiento.

5.6. Teorema
Sea R una familia de abiertos acotados, M el operador
maximal y p > 1. Son equivalentes:
a) M es de tipo débil (p,p) restringido
b) K verifica una propiedad de cubrimiento de tipo débil Bq. Es
decir, una propiedad de cubrimiento de tipo Besicovitch, en la
que la funcién de solapamiento estd acotada en L(q,»), siendo
1/p + 1/q = 1.
¢) M es acotado de L{p,1} en L(p,=)

Demostracion

Para probar que a) implica b), supongamos dada en K la familia fi-
nita {R1""Rk}' Por ser M de tipo débll restringido, tal como se ha comen-
tado en la seccién I de este capitulo, podemos seleccionar de ella una sub-

familia {51' .. ,Sh} 1/2-separada, es decir, que verifique:

i) IRvRuv.,.. vR} = ¢ |SuSwu..vuS|
1 2 k 1 2 h

"
ii) Is s -
IjI Ij

usS | =
i<) 1

Consideramos el operador T asociado a {Sj} que, como es sabido, verifica

las propiedades:

1) T(£)

1A

M(£); 11) If.ﬁ <2 ITf
)

donde f es localmente integrable y hemos llamade S a la unidén de los SJ y
£ a la suma de las funciones caracteristicas de los SJ.

Sea E acotado medible, A > 0, tal que
E c {x: &(x) > A}

Teniendo en cuenta el teorema 5.2., se tiene
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2 2
Jesz 1 =§[nop

A S E A S E
De lo anterior resulta que

y asi se obtiene que
. c 4
Ix: €(x) > A | = ( 5 ) lSiu...uShI

por tanto

- . 1/q
nen = Sup Alx: E(x) > Al = ciS1u...Sh|

’ A>0

1/q

que prueba b}.

Para probar que b) implica c), tomamos f € L{p,1), f =z 0 y consi-

deramos para A > 0 el conjunto

{x: ME(x) > A } = U{R: If > A IR}
R

Sea {R1’°"Rk} una familia finita en X del conjunto anterior. Por b) pode-
mos disponer de una subfamilia {Sl,..,Sh} tal que, =1 £ es la suma de las

funciones caracteristicas de los SJ, entonces

i} IRlu Rau.. v Rkl = CISlu Szu..u ShI

i1) BEN_ = ¢|su Swu..us P9
q,w 1 2 h
iii) J-f >Als |; j=1,2,..,h.
S J
j
Por tanto:
h c h
RuRY.URI=CEL IS SXZIf -
1 1 'S
3
e c
= x If.g = X "f"p,lllgllq,m =
<Sufl Jsuswu.us @
A p,1 1 2 h

Asi obtenemos que

IRvRuV..UR | = (c/2)° 1fN*
1 2 k p,1

¥
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lo que significa que

[x: ME(x) > A| = (c/A)F Ilflli .

’
En consecuencia

IMEIlL = sup Alx: ME(x) > AlYP = c Ifll

piw A>0 p)1

y queda probado c).

Por altimo, es claro que c) implica a), puesto que para f = Xp se
tiene:

1/p

- =
Myl s el cl|E|

¥ ’

Asi:

Ix: My (x) > Al = ( )P E|

<
A

y queda probado el teorema.

Se deduce del teorema anterior que si la funcién de halco 7 de una
base verifica la acotacién

nlu) = ¢ up; uz1

entonces deriva el espacio de funciones que estin localmente en L(p,1). Bas-
ta observar que g1 f € L(p,1) v AJ es Una sucesién de medibles tales que

IAJI — 0, entonces

Ix: Mfy (x) >A] = (c/A)° WMfx b — 0
3 j py1

y el resultado es consecuencia del teorema 3.2

El corolario que sigue, muestra un espaclo de Orlicz como espacic

de derivacién para una base con funcién de halo del tipo anterior.

5.7. Corolario
Si B es una base cuya funcién de halo 7 verifica la aco-

P

tacién 7p(u) = ¢ u", p > 1, entonces deriva el espacio LP(1 + 1g’ L)®

para cualquier s > p-1
Demostracion

Bastara comprobar que si s > p-1 y ¢{u) = u®(1 + 1g+u)s el espa-

cio (L) estid contenido en el espacio de funciones que estan localmente en

87



L(p,1). Sea f € ¢(L) y E acotado medible. Consideramos los conjuntos disjun-

tos

E, = {x e E: £(x) <1} E={xekE X le r(x) < 2%}, kK =1,2,..

Se tiene

1/p
= =
foEHp ) |Eo|

)

k
+ ¥ 2 IE |
k

= |E Il/p + 2 z 2k-1 ks/p IEkllfp k—s/p
k

y aplicando la desigualdad de Hoélder a la suma anterior, resulta
1/ (k-1) /P —sqrp] 7
k k

ilfxi‘:ilp,l

De ser sq/p > 1, para una constante c que solo depende de s y p, se tiene

W

17 + 1/p
s |E | ‘°+ch"(1+1gf)“]
° E

que prueba que fxE pertenece a L{p,1) y el teorema es clerto.

El teorema 5.6 admite una tratamiento mas general, al menos en lo
que se refiere a la propledad de cubrimiento de tipo débill, que aparece re-
lacionada con la acotacién de tipo débil del operador maximal. Recordamos
que a una funcién de Young continua ¢ podemos asociar su conjugada Young
trivializada ¢ (Teorema 1.9.) tal que son complementarias y se relacionan

de forma que las funciones ¢ y ¢ son inversas.

5.8. Teorema
Sea R una familia de abiertos acotados en R" y M el ope-
rador maximal asociado. Sean ¢ funcién de Young continua y Az que para
un p > 1 verifica:
"p(au) = apw(u); 0=<a=1"
Son equivalentes:
i) M es de tipo débil-yp restringido
ii) Existen constantes C > 0, ¢ > 0 tal que, si {R1""Rk} es una
familia finita en X, es posible elegir una subfamilia {Sl,..Sh}
de forma que, llamando S a la unién de sus elementos y € a la

suma de las funciones caracteristicas de los SJ, se tiene

88



1) |R1U Rzu...u Rul = C|S]|
2) Si E es medible de medida finita y a € (0,1), entonces

f £ = 2[alS| + clE| ¢(1/a) al
E

3) Si ¥ es la conjugada Young trivializada de ¢, entonces

) 1
Ix: €(x) > A| = 0725

En particular K verifica una propiedad de cubrimiento de tipo débil B

Z

Demostracién

Supongamos i) y sea en K la familia {Ri...,Rk}. Podemos elegir de
ésta una subfamilia 1/2-separada {51""Sh}’ de forma que si S es su unién
se verlfica la condicién 1). Consideremos el operador lineal T asociado a
{Sj} de la misma forma que en el teorema 5.6. Si E es medible de medida fi-
nita entonces, teniendo en cuenta el teorema 5.3, para cualqulier a € (0,1)

se tiene

£ = 2| Tlxo) = 2] M{x.) =
s 2{a|S| + clE| ¢(1/a) a)

y resulta 2). Por otra parte, si E es medible acotado y A > 1 tal que

E c {x: £€(x) > A)

ha de ser

+

|E| = % I £ s % {alS| + clE| p(1ra) al
E

Puesto que E estad contenido en S existe a € (0,1) tal que

p(1/a)IE}| = S|
Resulta
2 2 -
[E| = 5 ¢ IE| ¢(1/a) a = 5 © IEl ¢(1/a)
Es decir
A/2c = @(1/a)
Por tanto

Y(as2e) s plp(1/a)] = ¢(1/a) = +§}
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de donde se obtiene

IS|
IEl = 5720

lo que permite concluir que

I{x: £(x) > A}| 5‘1‘7%'6")-

y se obtiene 3)

Probemos ahora que 1ii) implica i). Sea E medible de medida finita

y consideramos para A & (0,1) el conjunto
{x: MxE(x) > A} =u{R: IR n E|] > AIR}}
Tomamos una familia finita (Rl,..,Rk} que verifique
R nE| > AIR | ; =1,..,kK
| | I I JI )

Por ii) existe una subfamilia {S1,..,Sh} que verifica la condiciénes 1} y
2). Se tiene

IRu...UR | = c[ls | +...+]S |] =
1 k 1 h

C
*3

el v -2

IS. nE| = % I g =
i E

= 25 [alS] + clEl ¢(1/a) a]

Si tomamos a = A/4c¢, resulta

IRiu...u R | = S| + = ¢ |E| ¢(4c/A)

1
2
es decir

IRu...uR | = c ¢(1/2) [E}

que termina la prueba del teorema.

Si el operador maximal es de tipo débil-¢ restringido, donde ¢ es
una funcién de Orliocz que no tiene la condicién de p-convexidad, p > 1, co-
mo en el teorema precedente, entonces también puede obtenerse una propiedad
de integrabilidad local y una propiedad de cubrimiento de tipo débil, salvo
que ahora estas propiedades no aseguran la acotacidn débil-¢ de partida.

Sigulendo la misma idea que en el teorema anterlor se obtiene el
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resultado que sigue.

5.9. Teorema
Sea X una familia de ablertos acotados y M el operador
maximal. Supongamos que M es de tipo débil-¢ restringido, donde ¢ es una
funcién de Orlicz continua y ﬂz. Se verifica
i} Existe ¢ =z 0 tal que, si A y E son medibles de medida finita y

a € (0,1] entonces

I HxE =a |A| + ¢ |E| ¢(1ra) a 1g(1/a)
A )

ii) si {Si....Sh} es una familia 1/2-separada en X y llamamos S a
la unién y £ a la suma de las funciones caracteristicas de los
(SJ}, se tiene

lx: €(x) > Al = 7'L
¥(A/2c)
donde ¥ es la conjugada Young trivializada de ®(u) = ¢(u)lg'u.

En particular ¥ verifica una propiedad de cubrimiento de tipo débil Bw.

Si el operador maximal es de tipo débil (1,1) se obtiene el resul-

tado siguiente

5.10. Corolario

Si el operador maximal M asociado a una familia X es de
tipo débil (1,1) restringido, entonces X verifica una propiedad de cu-
brimiento de tipo exponencial y en consecuencia M es, al menos, de ti-
po débil-p, para ¢f{u) = u{1+lg+u). En particular, si la funcidn de
halo 1 de una base B verifica la acotacién n(u) = c u, u =z 1; entonces

8 deriva, al menos, el espacio L(1 + 1g'L).

Demostracidn

Bastara aplicar el teorema 5.9 para p(u) = u. La conjugada Young
trivializada de &(u) = u lg+u es ¢lv) =v ev, para valores de u y v mayo-
res que 1.

Si {81""Sh} es una familia 1/2-separada se obtiene que

91



. IS|
Ix: E(x) > Al = exp(a/2c)

Veamos que la desigualdad anterior permite probar que la integral

de la funcién exp(£/4c} es finita. En efecto.

00
f exp(€/4c) = |S] + I |x: exp(&/4c) > o| do =
s 1

1A

w0
IS + I Ix: € > 4c lg o | do =
1

1A

[1s]
IS| + IS J' (1/¢)2 do
1

c|sl

Asi obtenemos que R verifica una propiedad de cubrimiento exponen-

cial y los teoremas 3.5. y 3.1. justifican el resto del Corolario.
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V.4. Aproximaciones al problema del halo

En la seccién anterior se han obtenido, mediante propiedades de
cubrimiento, algunos resultados que permiten deducir espacios amplios de
derivaclén de una base si se conoce su funcién de halo. La técnica que se
ha seguido, siguiendo a A. Cérdeoba [1976], no es otra que el uso sistema-
tico del operador lineal asociado a una familia separada de medibles, jun-

to con la acotacién local del operador maximal.

En la teoria de Diferenciacién de Integrales han sido siempre de
sumo interés cada uno de los métodos que han proporcionado una respuesta,
aunque fuera parcial, a la conjetura de la funcién de halo. En rigor, sal-
vando el trabajo de R. Moriydén recogido en el teorema 5.1., que utiliza de
manera efectiva la invarianza por homotecias de la base, todos ellos estan
orientados a conseguir la mejor acotacién de un operador, con las propieda-
des del operador maximal, que sea de tipo débil restringido. En particular,
se considera interesante el caso en que el operador maximal sea de tipo dé-

bil restringido ¢ , siendo ¢ (u) = u (1 + 1g'u)®; s = 0.
8 8

El primer resultado que en esta linea constituye una aproximacién
a la conjetura de la funcién de halo fué obtenido por Hayes [1955]. Concre-
tamente Hayes consigue probar que, sl la funcién de halo n de una base ve-
rifica la acotacién n(u) = ¢ ¢s(u). entonces la base deriva, al menos, el
espacio

+ s+t
= H >
¢5+t(L) L (1 + 1gL) ; t 1

M. Guzman [1975] mejora lo obtenido por Hayes, y utilizando el mé-

todo de extrapolacidén de Yano [1951], prueba que en las condlciones anterio-

res el espacio de derivacién alcanza L(1 + lg+L}s+{

Mis tarde R. Moriyén [1978], utilizando un conocido lema de E. M.
Stein y N. J. Weiss [1969], sobre medias discretas de funciones de L(1,w),
prueba que el espacio de derivacién para una base, no necesariamente inva-
riante por homotecias, cuya funcién de halo verifique la acotacién n(u) =
c.u, puede ampliarse hasta L[1 + 1g'(1g'L)], y F. Soria {1985), mediante
el mismo lema de Stein y Weiss, generaliza el resultado de Moriyén y prue-
ba que si la funcién de halo de una base no supera a e, el espaclo de deri-

vaclén correspondiente contlene a L(1 + 1g'L)® [1 + 1g"(1g'L)].
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En esta seccidn y en la siguiente se analiza el problema del ha-
lo en el caso en que la funcidén de halo esté acotada por la funcién P Y
se exponen algunos métodos que permiten obtener alternativamente los resul-
tados que antes se han mencionado. En el teorema 5.11. se utiliza la aco-
tacion local del operador maximal y se consigue obtener el mismo resulta-
do que por el método de extrapolacién de Yano. En el teorema 5.12. se con-
slgue un notable refinamiento del teorema anterior, al hacer uso de una
propiedad de acotacién local del operador maximal equivalente a la acota-
cién débil restringida. En la siguiente seccién una nueva versién del lema
de Stein y Weiss nos va a permitir obtener de forma simple los resultados

de R. Moriyén y F. Soria.

5.11. Tecrema

Si la funcién de halo 75 de una base de diferenciacién B

verifica para un s z 0 la acotacién
n(u) = cu (1 + 1g u)®

entonces B deriva el espacio L(1 + lg+L)s+1.

Demostracién

Sea M el operador maximal asociado a B. Se probara que M es de ti-
5+1

po débil-p, para @(u) = u(1l + I1g*u)®*'.

En principio, si A y E tienen medida finita vy a € (0,1], se tiene

1
IAMxE = I;|{XEA: MxE(x) > o}l de

iA

G e
9=

| e

11°% ' 1
alA| + clEl[ 1 lg = ] I p deo
a

1
alA| + cl|E]| I [ 1 +1g
a

1A
+

a

1A

1 1541
alA| + cIEI[ 1+ 1g 3 ] .

Sea ahora f € w(Ll), f =z 0. Consideramos los conjuntos

M
1]

{x: 0= f(x) < 1}

(x: 2V s £x) < 2% k=1, 2

™
1
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que permiten acotar f en la forma
k-1 k
L2 xpsfsx, +L2 x .
k ] k

Puesto que M es subaditivo, positivamente homogéneo y de tipo (w,®), para

un medible acotado A y para a € (0,1], se tiene

IMfs_[MxE +22kJMxE-
A A o A Tk
k 1 )%
= |A]l + ¥ 2 [akIAI + cIEkl[l + 1g ak] ]

Tomamos ahora ak = B'k. Resulta

IMf sc |Al +c ¥ 21 + k 1g 3)°E |
1 k
A
s c Al + ¢ L2 KE |

s c |Al + c jf(l + 1g')%

y puesto que para un N > O arbitrario se tiene que

J' Mf = N J M(£/N)
A A

podemos escribir

s+1

J-Mf sNc Al +¢c If(l + 1 /N5,
A

Finalmente, sl fijado A > 0 tomamos A acotado medible tal que

A c {x: Mf(x) > A},

entonces

- f + s+1
cllAl +CIX [1 + lgf/N] .

> Z

EAIS%J-Mfs
A

1/2, resulta para una nueva constante c

y tomando N tal que (N clJ/A

1 - f £ )3+
M|sym+cjx[1+mx] ,

lo que significa que
[{x: ME(x) > A} = ¢ Iw(f/h)
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s+l

y se concluye que M es de tipo débil ¢ para ¢(u) = u (1 + 1g'u)**". Por
tanto la base deriva el espacio L({1 + lg"L)Bﬂ y el teorema queda proba-

do.

Del teorema anterior se desprende, en particular. que si la fun-
cién de halo 1 de una base B verifica la acotacién 7n(u) = cu, entonces la

base deriva, al menos, L(1 + 1g*L).

En el teorema que sigue se mejora notablemente el resultado del

teorema 5.11.

5.12. Teorema

Si la funcién de halo 1 de una base de diferenciacién B

verifica para un 8 = 0 la acotacién

n(u) scu (1 +1g u)*

entonces la base deriva, para cada t > 0, el espacio L(1 + lg*L)mL

Demostracién

La prueba utiliza el criterio equivalente a la acotacién de tipo
débil restringido de un operador, que se expone en el Corolario 5.4.
Se probara que, si t > 0, entonces M es de tipo débil P ot siendo
s+t

+
ws+t(u) =u {1 + 1lgu) .

FiJemos t > Oy seap=1+t/2. Si feg (L"), f =0, conside-

ramos los conjuntos

E, = {x: 0= f(x) <1} E = {x: 2T s r(x) < 2%, k=1,2,..

que nos permiten acotar f de la forma
k-1 k
Y2 Xp S f= Xp * ¥ 2 Xp -
k 0 Kk

Puesto que M es subaditivo, positivamente homogéneo y de tipo (w,w) y la

/p

funcién u1 es también subaditiva, elegido un acotado medible A se tiene

para cualquier sucesién a_en (0,1] lo siguiente

ME1P s | My 1YP 4 T 2P [ My 1P
IA IA E:o IA Ek

k/p p
= JAl +}¥ 2 [aklAI +cnllza’) aklEkI]
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Tomamos ahora a tal que Zk/p ak = k-z. Resulta

I[Mf]Up sc (Al + oLk 02 KPIE|

-]

=c Al + ¢ L2137 (1 + 1g 2 k¥) IE |

Puesto que 2(p-1) = t, se tiene para una constante c que depende de s y p

J' M£]P = ¢ |A] + ¢ § 257 & k° |E |
A 1 k

s+t

= C1IAI +c If(l + lg+f)

= c1|A| + c I¢B+t(f)

Para cualquier r > 0 se verifica que

M £1P = ¢7VP | M(rf)]up

tomando en particular r = (2 cllp, se consigue para una nueva constante C

1/p 1
J.A[Mf] = 3 IAl+C o, ()

Sea ahora A un acotado medible tal que
Ac {x: ME(x) > 1} ¢ {x: [MF(x)1VP > 1),
Resulta

Al sj ME1MP = 11Al + C J«: (f)
A 2 s+t

de donde facilmente se obtlene para una nueva constante C que

Al =c o (1)

es decir que

l{x: Mf(x) > 1}] s C I(ps+t(f).

y basta ahora cambiar f por f/A en la desigualdad anterior para que el teo-

rema quede probado.
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V.5, Medias de operadores

Si (fk} es una sucesién de funciones uniformemente acotadas en el
espacio de Banach L{p,m) con p > 1, entonces Zakfk pertenece también a di-
cho espacio, siempre que la serie numérica Zak sea abgolutamente conver-
gente.

Lo anterior es aplicable a una sucesién de operadores Tk de tipo
débil (p,p), p > 1, uniformemente en k, respecto de un operador de la for-
ma Eaka. Los teoremas que siguen tlenen por objeto obtener la acotacidn
de tipo débil que corresponde a un operador que se obtenga como media de
una familia de operadores de tipo débil- ¢, donde ¢ es una funcién de Or-
licz. Los resultados son diferentes, al igual que ocurre en otras situacio-
nes, segin gue ¢ sea, o no, p-convexa para p > 1, es decir, que exista p

mayor que uno tal que, si a € (0.1) entonces ¢(au) = aP p(u).

5.13. Teorema

Sea (2,u) un espacio medible yl{fa: « € 9} una familia
de funciones reales, medibles, no negativas, definidas en R", que veri-

can para cada A > 0 la siguiente acotacién
i {x: fa(x) > A} = cla) @(1/70)

donde c(a) > 0 y ¢ es una funcién de Orlicz Az y p-convexa, p > 1. S5i

la funcién f dada por

£(x) = f wla) £_(x) du
0

esta bien definida para w(a) > 0, y las integrales

I w(a) du I wla) c(a) du
Q Q

son finitas, entonces existe ¢ > 0 tal que

[{x: f(x) > A}| = c ¢(1/2).

Demostracién

En principic, fijado @ y elegidos A acotado medible y N > 0, si
tenemos en cuenta que por ser g p-convexa podemos escribir g¢(u) = u® @(u)

Yy a es no decreciente, se tiene
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=
ﬁ
R
A

NIA] + I Hx: £ (x) > ¢}| do
N «

1A

NIAl + cla) Iw(l/o} do
N

1A

- o 113P
NlA}l + cla) ¢(1/N) IN [—Ef} do

cla)
-1

NIAl + N @(1/N).

Sea ahora A acotado medible contenido en {x: f(x} > A}. Por aplicacién del

teorema de Fubini, resulta

IAf(x) dx = % JA [ IQw(a) fa(x) du ] dx

= an(m) [ JAfa(x) dx ] du

[clNIAI + czN e(1/N)].

[Al

1A

e e

1A

> =

Si tomamos N = A/(ch) de lo anterior se obtiene
lA] = -;-IAI + ¢ p(1/2)
y para una constante c resulta finalmente
[{x: f(x)} > A} = ¢ ¢(1/A),

que completa la prueba del teorema.

Del teorema anterior se tiene, en particular, que si {Ta: a € Q}
es una familia de operadores positivos de tipo débil-¢ y constante cl«)

positiva, donde ¢ es p-convexa, p > 1, entonces el operador T definido por

TF(x) = J' wia) T £(x) du
Q [+ 4

es de tipo débil-¢, siempre gque se verifiquen las condiciones exigidas en

el teorema anterior para las funciones w(a), c(«).

Asimismo, y para el caso discreto, resulta que, si {Tk} es una su-
cesién de operadores positivos de tipo débil-¢ y constante ck > 0, donde ¢
es p-convexa, p > 1, entonces el operador T = Zwka es de tipo débll-yp, si

las series Zwk, Zwkck son convergentes.
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El resultado anterior puede utlllizarse, como prueba alternativa al
teorema 5.6, y obtener que si un operador, con las propiedades del operador
maximal, es de tipo débil restringido (p,p), p > 1, entonces es acotado de

L(p,1) en L(p,m].

Para funciones de Orlicz que no sean p-convexas, p > 1, el teore-
ma 5.13. no es valido. La referencia obligada para el caso p = 1 es un le-
ma de E.M. Stein. y N.J. Weiss [1969] que indica en qué condiciones una

media de funciones de L{1,w) pertenece a este espacio y dice lo sigulente.

Si {fk} es una sucesién de funciones no negativas en R" que

verifican para cada k = 1,2,..

c
| {x: fk(x) > A} = x
y {ak} es una sucesién de nimeros positivos de suma menor o igual que
1 y tal que la serie E =2 a 1g 1/ak es finita, entonces
4 c
[{x: Z a fk(x) > A} = - [1 + E].

Haciendo uso del lema anterior R. Morliyén [1978] consigue demos-
trar, aun salvando algunas dificultades técnicas, que si la funcién de ha-
lo i de una base de diferenciacién B verifica la acotacién n(u) = c u, en-
entonces B deriva el espacio L [1 + 1g'(1g'L)], resultado que supera con-

slderablemente los obtenidos por otros métodos.

Del mismo modo F. Soria [1985] utiliza el lema para obtener aco-
taciones locales del operador maximal cuando éste es de tipo débil restrin-
gido ¢ donde ws(u) = ufl + lg+u)s, s 2 0, y consigue también buenas apro-

Ximaciones en el problema del halo.

En el teorema que sigue se va a obtener una generallzacién y un
refinamiento al lema de Stein y Welss que antes se ha mencionado y puede
ser aplicado a medias discretas de operadores de tipc débil ¢ cuando ¢ es
una funcién de Orlicz. En particular, permite obtener, como se vera en la
proxima seccidn, acotaciones en espacios del tipo de los espacios de Lo-
rentz para el operador maximal si éste es de tipo débil restringido -
Como consecuencia de ello se obtendra, que si la funcién de halo se com-
perta como e, entonces el espacio de derivacién supera al espacio

L (1 + 1g'L)° 11 + 18" (1g'Ly)
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5.14. Teorema

Sea {fk} una sucesién de funciones en R" no negativas

que verifican para cada k y cada A > 0 la siguiente acotacién
| {x: fk(x) > A} = c ¢(1/3)

donde ¢ es una funcién de Orlicz y c es independiente de k. Sean {ak},
{bk} sucesiones numéricas positivas, de suma menor o igual que 1 y tal

que la cantidad E definida por la serie
z a lg 1/bk
es finita. Se verifica

{x: = a, fk(x} > A}| = 2c p(2/72) [1 + EI.

Demostracién
Para cada k consideramos los conjuntos

A = {x: fk(x) = A2}

(o]
1l

{x: A2 <« fk(x) = A/(Zbk)}

(@]
]

{x: fk(x) > A/(Zbk)}
y escribimos fk en la forma
f =u +v + W

k k Kk

k

k

donde uk, v, wk representan la restriccién de fk a los conjuntos Ak, Bk,
Ck, respectivamente. Si ahora tomamos las funciones f, u, v, w de la forma

e u=2x ak uk ; V=X akvk i W= Z ak wk
es claro que f = u + v + w, y resulta

[{x: f(x) > A}| =

[{x: ulx) > A2} + [{x: v(x) > A2} + |{x: w(x) > 0}].

Analicemos cada uno de los sumandos del segundo miembro.

En primer lugar, puesto que
u=%a u = {M2) T a s A2,
k k k

se tiene que

j{x: ulx) > A2} = 0. [1]

Por otra parte es claro que
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[{x: w(x) > 0}

1A

T |{x: wk(x) > 0}

£ Hx: £ (x) > A/(2b )}

1A

£ ¢ ¢(2b /)

1A

c p(2/72) T bk

1A

c ¢(2/1) [2]

donde hemos tenido en cuenta que por ser ¢ funclén de Orlicz verifica la
propiedad de convexidad parcial: ¢(a u) s a ¢{u) , a € [0,1].

Finalmente, se tiene que

Iv zZa JQ =Z a I f
* k k k
Bk

)]

_ A (25)
sza, | v2)g +J' o £, (x) > o} do-]
A2
i A/(Zbk)
=Za (A72) c pl(2/2) +I o c ¢(1/¢) do ]
A2

1A

£a lc ¢ (2/2) + c ¢ (2/2) 1g 1/b_]

1A
9]

o (2/2) + c ¢ (2/2) T a_lg /b
=c ¢ (2/2) [1 + E],

donde 5 es la funcidén asociada a la funcién de Orlicz ¢ que, como es sabi-

do, es no decreciente y ¢(u) = u ¢ (u).

Del calculo anterior se deduce que si H = {x: v(x) > A/2}, enton-

ces
2
Hl = 2 J'v
2 -
s2cp 20 1+ El
= ¢ p(2/A) [1 + E] (3]

De [1], [2] y [3] se obtiene finalmente
{x: f(x) > A} = c p(2/2) [2 + E]

y el teorema queda probado.
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Si en el teorema anterior tomamos ¢(u) = u vy bk =a. se obtiene

el lema ya citado de Stein y Weiss. Podemos elegir también para la sucesién

A . -2 .
bk los términos normalizados de la serie convergente ¥ k °. Asi resulta que,

salvo constante, E viene determinado por la serie

z a 1g k.

Obtenemos, en particular, los resultados siguientes

5.15. Corelario
Si {fk} es una sucesién de funciones en R no negativas

que verifican k =1,2,.. la acotacién
Hx: £ (x) >} =c e(1/2)

para una funcién de Orlicz ¢, y {ak} es una sucesidén numérica positiva
de suma menor é igual que 1, entonces existe una constante positiva ¢

tal que

[{x: = akfk(x) >AM scep(2/2) [1 + 2 aklg k].

5.16. Corolario

Si TL es una sucesion de operadores positivos de tipo
débil-¢ con cota c uniformemente en k, y a_una sucesidon numérica po-
sitiva, tal que Zka =1 y la cantidad E =2 aklg k es finita, en-
tonces el operador T = Z aka es de tipo débil ¢ y la cota es del or-
den de (1 + E)

5.17. Corolario

Sea T un operador positivo, subaditivo y positivamente
homogéneo y fk una sucesion de funciones no negativas tales que para
k=1,2,.. se tiene

| {x: Tfk(x) > A} s e ¢(1/7A)
Entonces si f = & akfk, donde a es una sucesién numérica positiva de

suma menor & igual que 1, existe c > 0 tal que

[{x: TF(x) > A}l s c c e(2/A) [1 + % a lg kl.
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Aplicaremos ahora la nueva versién del lema de Stein y Weiss para

obtener algunos resultados en relacién con el problema del halo.

5.18. Teorema

Sea T un operador definido en L(R"), positivo, subaditi-
vo, positivamente homogéneo y de tipo (o,x). Admitamos también que si
0 =f =g entonces Tf = Tg. Si T es de tipo débil restringido (1,1),
entonces es de tipo débil ¢, donde ¢(u) = u [1 + 1g (1g'u)]

Demostracién

En principio elegimos h =z 0 en ¢(L1) con la condicién

[{x: 0 < h(x) =2} =0

y consideramos para k = 2, 3,.. los conjuntos Ek = {x: 2! < h(x) = 2}

que nos permiten acotar h de la forma
Y Zk_lxk <=h=¥ 2%x

k

donde x, es la funcién caracteristica de Ek. Tomamos la sucesién numérica
a=—[[—n—|E{;k=2,3,..

cuya suma es menor o igual que 1, y consideramos las funciones
_ ok
hk = (2 /ak)xk

Por la hipétesis sobre T resulta

-k
| {x: Thk(x) > A} | {x: Txk(x) > Aakz 11|

k -1 2 c
2 a, IEkI =R "h"1.

A

<

A
De las propiedades del operador T se tiene

Ths§ 2% ) =T aT (2 x)=Farth

k k k "k k k

y por el corolario anterior resulta

I{x: Th(x) > 2} =¢c |h] [1 + L a lg (k-1}]
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1

fl
a\

Inl, + € £ 2" 1g (-1) IE,|

1A
ol

nf, + ¢ [n [1g Q& 0]

]
0l

Ih [1 + 12" (1g'n)]

c I¢(h).

Tomamos ahora f = 0 en ¢(Ll) y A>0. Si fl es la restriccién
de f al conjunto {x: f(x) > A/2} se tiene, por ser T de tipo (w.w} y por
la subaditividad que

{x: Tf(x) > A} = [{x: Tf (x) > As2}].

Si h = 4f1/h, resulta que
[{x: 0 < h(x) = 2}| = |{x: 0 < f (x) s A/2}| = 0.
Por tanto
I{x: Tf (x) > As2}] = |{x: Th(x) > 2}|
s c I¢(h) sC I¢(f1/A) < C J¢(f/h)

que demuestra el teorema.

5.19. Corolario

Si la funcién de halo 7 de una base de diferenciacién B
verifica la acotacidén m{u) = cu; u =z 1, entonces B deriva el espacio
Ll1 + 1g"(1g"L)].
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V.6. Los espacios L[9s], L[os]

En relacién con el problema de la funcién de halo es de destacar
aqui el trabajo de F. Soria [1985], en el que se analiza la extensién de
la acotacién débil restringida del operador maximal en el marco de unos es-
pacios funcicnales que son del tipo de los espaclos de Lorentz y que pare-
cen ser los mas apropiados cuando la funcién de halo se comperta como la
funcién

p_(u) = cull + 1gu)®; s=zo0

Los resultados que se exponen a continuacidén siguen esencialmen-
te las ideas de F. Soria, aunque la modificacién que hemos dado al lema de
E.M. Stein y N.J. Weiss, teorema 5.14, y su versiédn para medias de operado-
res, Corolario 5.17, nos van a permitir utilizar unos espaclos de facil ma-
nejo y obtener con ellos acotaciones globales de tipo déblil para el opera-

dor maximal.
Asociada a la funcién v, consideramos la funcién
oslv) =v (1 + 1g"1/v)% s =0

Es claro que ¥s es no decreciente, subaditiva, mayor o lgual que la iden-

tidad y verifica

1 _ 1 +« 1 s

‘ps[ 9s(v) ] - Os(v) (1+ 1g B=(v) )
1

= gs(v)

1

v

(1 + 1g+—%— )3

Definimos los espacios LI[®s] y L[9s] de la forma siguiente

00
1
Lis] = {f el g, - Jloﬂs[yr(t)] dt < }
- 1 . + +
Llos]) = {f el: |f]z= Ioﬁs[yf(t)] [1 +1g7(1g't)] dt < = }
donde yf(t) es la funcién de distribucién de f. Es facil ver que ||.|]199 y

“.“53 son quasinormas que coinciden para funciones f tales que “f"m = e,
Mediante un proceso habitual de discretizacién las quasinormas anteriores

pueden ser estimadas, respectivamente, por las siguientes sumas
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[e1] -]

£ 2% esly, (291 ;L2 1+ 1g°(1g"2")] ssly_(2)]

=" k==
Una funcién f de soporte compacto pertenece a los espacios L[¥9s], L[9s] si,
y solo si, las sumas anteriores respectivas son finitas para k = 1, o bién

si las integrales que definen las quasinormas son finitas en el intervalo
(1,w)

Los espacios L[#s] y L[®s] contienen localmente a los espacios de
Orlicz ¢ (L) = L(1 + 1g'L)%, ¢ (L) =L(1 + 1g'L)% [1 + 1g'(1g'L)] respec-

tivamente.

En efecto. Sea g en wE(L) y E de medida finita y llamemos f = 8.

Observamos en primer lugar que puesto que f € wéLi) entonces
(11]
ny(t) (1 +1g°t)° dt < »
1

Sean los conjuntos A = {t > 1: yf(t) = t-z}; B={t > 1: t ¢ A}. Resulta

om0 00
I paly (t)] dt = [E| + I paly (£)] dt
4] 1

IE} + Igﬂs(yf(t)) dt + IBﬂs[yf(t)] dt

1A

. »

IE| + I a+21gt) g J y (£) (1 +2 1g t)%at
A t° B

De las dos ltimas integrales, la primera es convergente en (1,w) y la se-

gunda es finita por hipétesis. De lo anterlor se deduce que gx, pertenece

a L[#s]. Con una prueba analoga se obtiene que si g € ¢8(L) entonces g esta

localmente en L[®9s].

5.20. Teorema

Sea T un operador definido en L(R™), positivo, subadi-
vo, positivamente homogeneo, de tipo {w,») y tal que Tf = Tg cuando
0=sf=g. S1 T es de tipo débil restringido e, entonces existe C > O

tal que, si £ € LI9s] y A > 0 se verifica

|x: ME(x) > Al = C o [|£/a)5]
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Demostracion
Obgervamos en primer lugar que para s = 0 oY ¥s coinciden con
la identidad y los espacios L{so]l y L[1 + 1 (1g"L)1 tienen normas equi-

valentes, por lo que el teorema 5.18 es un caso particular de éste.
Tomamos en principio h en L{®s], h = 0, con la condicién
|x: 0 < hix) =2| =0

{x: 2% h(x) = 2%}, que

Consideramos para k = 2,3,... los conjuntos Ek

nos permiten acotar h de la forma
)jz“'ixk =hs=T7T 2" 2, » k=23,

donde xk representa la funcién caracteristica de Ek. Sean

- 2“0 (IE, 1)
S = Z 2 ﬂs[lEki) ; ak= S

Puesto que S = "h"ﬂs = uhHEB < o, se tiene que ¥ a_ = 1. Tomamos las fun-

ciones hk = (Zk/ak)xk. Por la hipétesis sobre T resulta

|x: Thkfx) > Al

k
|x: Txk(x} > Aak/z |

1A

25
¢ q)s A ﬁstIEk[j]lEkl

c ws(ZS/A)

1A

donde hemos tenido en cuenta que ws(u.v} = ¢s(u) ¢s(v) y due ws[l/ﬂs(v)]
= 1/v. De las propliedades del operador T se tiene
k 2"
Th s § T(2x ) = L akT(—E; x) =L aTh

y por el lema de Stein y Weiss en la versién del coreolario 5.17 resulta

Ix: Th(x)} > 2| = ¢ ¢ () (1 +La lg (k-1)]
- 1 k-1
=cyg (S) g [L2701+1g (k-1)] o (IE )]
=< 9,8 |nlz, = ¢ [Inlz,]
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Tomamos ahora f = O en L[8s] y A > 0y sea f1 la restriccién de f al con-
junto {x: f(x} > A/2}. 81 h = 4f1/h, resulta

[x: 0 < hix) = 2| = |x: 0 < fl(x) = A2 =0
y de ser T subaditivo y de tipo (w,®») se obtiene finalmente

Ix: ME(x) > Al = |x: Mfl(x) > A2

Ix: Mh(x) > 2{

C ¢ [If/2]3,]

1A

que demuestra el teorema.

De lo anterior se obtiene, en particular, que si la funcién de ha-
lo n de una base B es como @ entonces B deriva las funciones que estan
localmente en L[®s]l, y por tanto deriva el espacio ¢S(L). Asi queda justifi-

cado el siguiente resultado.

5.21. Corolario

Si la funcién de halo 7 de una bage B verifica la acota-

p(u) s cu (1 + lg+u)s; s 0

entonces B deriva el espacio L(1 + 1g'L)° [1 + 1g'(1g'L)].
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