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Introduccion

Esta memoria se encuadra en el estudio de la estructura de los espacios invariantes por
reordenamiento o espacios simétricos. Esta clase importante de reticulos de Banach en-
globa una gran variedad de espacios funcionales clasicos de la Teoria de Operadores, como
son los espacios de Orlicz, de Lorentz y de Marcinkiewicz (ver por ejemplo las monografias
de Lindenstrauss y Tzafriri [LTs], de Krein, Petunin y Semenov [KPS] y de Bennett y
Sharpley [BS]).

El objetivo principal de la memoria es analizar las singularidades de inclusiones entre
espacios invariantes por reordenamiento tanto concretos (espacios de Lorentz, de Marcin-

kiewicz, de Orlicz y espacios extremos) como generales.

Recordemos que un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach X e Y se
dice que es estrictamente singular (o Kato) si no es un isomorfismo sobre ningtin subespacio
infinito dimensional de X. Los operadores estrictamente singulares introducidos por Kato
en [Ka] forman un ideal cerrado de operadores que contiene a los operadores compactos.
A diferencia de estos tltimos, el que un operador sea estrictamente singular no implica
que lo sea su traspuesto, y viceversa (ver Przeworska-Rolewicz y Rolewicz [PR, Ejemplos
C.IL.5.1 y 2]), luego la clase de los operadores estrictamente singulares no es estable por
dualidad.

Un operador lineal y continuo 7' de un reticulo de Banach X en un espacio de Banach Y
se dice que es disjuntamente estrictamente singular si no existe ninguna sucesion (,,)nen
en X de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos tal que la restriccién de T al
subespacio cerrado engendrado por ellos sea un isomorfismo. La introduccién del concepto
de operador disjuntamente estrictamente singular por Herndndez y Rodriguez-Salinas en
[HR;] esta justificada por su aplicacién al problema de encontrar proyecciones en reticulos
de Banach de funciones medibles. Por ejemplo, se tiene que si para un reticulo de Banach
X existe un operador 7' : X — LP[0,1] con p > 1 que preserva disjuntos y que no es

disjuntamente estrictamente singular, entonces X contiene un subespacio complementado
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isomorfo a /¢,. La clase de los operadores disjuntamente estrictamente singulares es un
espacio vectorial que es estable por composicion a la izquierda pero no es un ideal de

operadores (Hernédndez [Hy)).

Los antecedentes del estudio de las inclusiones disjuntamente estrictamente singulares

entre espacios invariantes por reordenamiento son los siguientes:

Kalton caracterizé en [K;] las inclusiones estrictamente singulares entre espacios de
Orlicz de sucesiones obteniendo que si £, y £, son espacios de Orlicz de sucesiones tales

que ¢ verifica la condicién Ay en 0y £, — £y, entonces son equivalentes:
(i) La inclusién £, < £ es estrictamente singular.
(ii) Para todo C' > 0 existen t1,...,t, € (0, 1] distintos y ay, ..., a, € (0,00) tales que

n

Z akga(/\tk) 2 OZ ak@Z)(/\tk)

k=1 k=1
para todo 0 < A < 1.

En este caso, como se vera mas adelante, el que la inclusién £, — £, sea estrictamente

singular es equivalente a que sea disjuntamente estrictamente singular.

En el contexto de espacios de funciones se caracterizaron en [HR;] las inclusiones
disjuntamente estrictamente singulares entre espacios de Orlicz de funciones definidas en

[0,1], L¥ y LY, verificando ¢ y v la condicién A, en oo, obteniendo que son equivalentes:
(i) La inclusién L¥ — LY es disjuntamente estrictamente singular.

(ii) Para cada constante C' > 0 existen x1,...,z, € [1,00) distintos y ay,...,a, €

(0, 00) tales que

n n

Z ap(try) < C app(tzy,)

k=1 k=1
para todo t > 1.

Cuando uno de los espacios extremos es un espacio LP con p > 1 se tienen los siguientes

criterios integrales dados en [Hq| y [HR4] respectivamente:

(i) La inclusién LP — L¥ es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

1 a
lim sup / wlsu) du = 0.
1

a—00 g>1 IOg a spypt+l
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(ii) La inclusién LY — LP es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

1 a
lim inf / plsu) du = oo.
1

a—oos>1 log a sPyuptl

Garcia del Amo, Herndndez y Ruiz dieron en [GHR] la caracterizacién de las inclusio-
nes disjuntamente estrictamente singulares entre espacios de Orlicz sobre [0, 00) la cual

extiende las dadas en los casos [0, 1] y de sucesiones.

Las inclusiones disjuntamente estrictamente singulares entre espacios de Lorentz y de
Marcinkiewicz sobre [0, 1] han sido caracterizadas por Astashkin en [A]. En concreto se

tiene que son equivalentes:

(i) La inclusién A(¢) — A(v)) es disjuntamente estrictamente singular.

id

(i) La inclusién M (¢) — M (1)) es disjuntamente estrictamente singular, donde ¢ = 5

(iii) 15% % =0.

La memoria se divide en cuatro capitulos. El primero de ellos contiene los preliminares
necesarios para el estudio de los otros tres capitulos que abordan respectivamente el caso
finito, el infinito y el discreto. Pasemos a ver més en detalle el contenido de cada uno de

ellos.

Se ha tratado de que el capitulo 1 sea lo mas autocontenido posible para de esta ma-
nera facilitar la lectura de la memoria. En él recordamos los conceptos basicos dentro
de la teoria de espacios invariantes por reordenamiento como son funcion de distribucion,
reordenamiento decreciente, funciones equimedibles, funcion maximal y funcién funda-
mental. Ademas, revisamos la teoria de espacios de Kothe. Mas tarde nos ocupamos de
recordar las definiciones de los espacios de Lorentz y de Marcinkiewicz, bésicos en toda
la memoria, y de los indices de Boyd para, finalmente, hacer una breve incursiéon en la

teoria de interpolacion.

En el capitulo 2 estudiamos inclusiones disjuntamente estrictamente singulares entre
espacios invariantes por reordenamiento construidos sobre [0, 1]. Recordemos dos resul-
tados importantes relativos a las inclusiones candnicas respecto a espacios extremos L' y
LOO.

(i) Si E es un espacio invariante por reordenamiento distinto de L> entonces la inclu-

sién L — F es siempre estrictamente singular.

Este resultado es debido a S.Ya. Novikov ([Ny]). El caso ' = L” con p > 1 es un
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resultado cldsico debido a Grothendieck (ver Rudin [R, Teorema 5.2]).

(ii) Si E es un espacio invariante por reordenamiento distinto de L' entonces la inclu-

sibon E — L' es siempre disjuntamente estrictamente singular.
Una demostracién de este resultado se tiene en ([GHR]) y en Novikov ([Ng]).

En primer lugar hemos obtenido el siguiente criterio general: dadas ¢ y ¥ con ¢ < ¢

son equivalentes:

(i) Si £y F son espacios invariantes por reordenamiento con ¢p = ¢, ¢p = ¢ y

E — F| entonces la inclusion es disjuntamente estrictamente singular.

@A%ﬁﬂﬁmw<m

En otro resultado importante del capitulo 2 factorizamos inclusiones entre espacios
invariantes por reordenamiento a través de inclusiones no disjuntamente estrictamente
singulares. En concreto, dados E y F' espacios invariantes por reordenamiento tales que
E — Fcon E # L* y F # L', existe un espacio invariante por reordenamiento G' tal
que F — G — F y ninguna de las inclusiones es disjuntamente estrictamente singular.

Como corolario de este resultado caracterizamos L' y L> mediante inclusiones singulares:

(i) Sea E # L™ un espacio invariante por reordenamiento. Entonces £ = L si y solo
si para todo espacio invariante por reordenamiento F tal que ' — F, la inclusion F' — E

es disjuntamente estrictamente singular.

(ii) Sea E # L' un espacio invariante por reordenamiento. Entonces F = L™ si y
solo si para todo espacio invariante por reordenamiento F' tal que F — F, la inclusion

E — F es estrictamente singular.

También, en el capitulo 2 estimamos el grado de proximidad entre dos espacios inva-
riantes por reordenamiento £y F' cuando se tiene la inclusion £ < F'y no es disjuntamen-
te estrictamente singular. En concreto tenemos que dados F y F' espacios invariantes por
reordenamiento tales que sus funciones fundamentales tienen variacion regular y F — F|
si la inclusiéon F — F no es disjuntamente estrictamente singular entonces existe p > 1
tal que

Urr—E—F< ()L
a>p a<p

o se tiene una de las siguientes cadenas de inclusiones:

L*—E<—F< (L

g<oo
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UM%E%F%H.

q>1

En el capitulo 3 estudiamos inclusiones disjuntamente estrictamente singulares entre
espacios invariantes por reordenamiento modelados sobre el intervalo [0, c0). Comenzamos
estudiando la inclusién extrema a la izquierda L' N L < E obteniendo la siguiente

caracterizacion general. Son equivalentes:
(i) La inclusién L' N L™ < F es disjuntamente estrictamente singular.
(ii) La inclusién L' N L>® < F es estrictamente singular.

(iii) La inclusién L' N L™ < E es débilmente compacta.

(iv) 11_1)]% ¢r(t) = lim ¢(t)

t—o0 t

= 0.

Pasamos luego a estudiar la inclusién E < L' 4+ L*® que ha resultado ser més com-
pleja. Primero obtenemos condiciones necesarias no suficientes en general para que dicha
inclusién sea disjuntamente estrictamente singular: si la inclusién E «— L' + L es dis-

juntamente estrictamente singular entonces

or(t)
t

i) lim 0.

t—0

= lim ¢p(?)
(ii) Las funciones de la forma t~1/Px g ) & E para ningin 1 < p < oo.

Y damos también condiciones suficientes: sea E un espacio invariante por reordena-
miento distinto de L' y de L. Si la funcién fundamental ¢r es submultiplicativa y
E # [P>* y E # L5 para todo 1 < p < oo entonces la inclusién £ — L' + L™ es

disjuntamente estrictamente singular.

Por tltimo, en el capitulo 3 estudiamos la inclusién entre dos espacios de Lorentz
obteniendo el siguiente criterio: si
oD _ )

220 6(1) 1o o(1)

y la funcién ¢ es submultiplicativa, entonces la inclusién A(¢) — A(v)) es disjuntamente

estrictamente singular.

El capitulo 4 se centra en los espacios invariantes por reordenamiento de sucesiones
también llamados espacios simétricos de sucesiones. Primero caracterizamos las inclusio-

nes estrictamente singulares entre espacios de Lorentz y de Marcinkiewicz de sucesiones



12 INTRODUCCION

(Teoremas 4.2 y 4.6) al igual que hizo Astashkin en el caso de espacios de funciones

definidas sobre [0, 1], obteniendo que son equivalentes:
(i) La inclusién d(w,p) — d(u’, p) es estrictamente singular.
(ii) La inclusién m(w’) < m(w) es estrictamente singular.
(iii) La inclusiéon mo(w’) < mo(w) es estrictamente singular.

n /!
(iv) lim —Zﬁzl d

De este resultado obtenemos facilmente que las inclusiones canénicas 1 — E'y E — ¢y

=0.

son siempre estrictamente singulares para todo espacio simétrico con inclusién propia.
Para espacios simétricos generales tenemos un resultado analogo al del caso finito:

Sean los pesos w = (wWp)nen ¥ W' = (w),)nen ninguno de ellos en ¢4 tales que Y, wy, <

> i, wk para todo n € N. Son equivalentes:

(i) Si E'y F son espacios simétricos de sucesiones con E — F', E ¢g-orden continuo y
dp(n) => 1 _jwry ¢r(n) = ;_, w;, para todo n € N, entonces la inclusién E — F es

estrictamente singular.

(ii) Si @ = (@x)ken es la sucesién definida por > ), @y = s, bara todo n € N
=1

entonces se cumple que
[e.e]
E Opwy, < 00.
k=1
Damos también un resultado de factorizacion de inclusiones entre espacios simétricos
de sucesiones en dos inclusiones no disjuntamente estrictamente singulares (Teorema 4.23):

Sean F y F' espacios simétricos de sucesiones con F — F, E # {1y F # ¢y, loo.

Entonces existe un espacio simétrico de sucesiones G tal que
FE—G—F

y ninguna de las inclusiones es disjuntamente estrictamente singular.

Con este resultado podemos caracterizar ¢y y ¢; mediante inclusiones estrictamente

singulares:

(i) Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de ¢;. Entonces E = ¢ si y
solo si para todo espacio simétrico de sucesiones F' con F' — E y F # FE se tiene que la

inclusiéon F' — FE es estrictamente singular.
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(ii) Sea F un espacio simétrico de sucesiones distinto de f,. Entonces E = (1 siy
solo si para todo espacio simétrico de sucesiones F' con ' — F y F # E se tiene que la

inclusiéon F — F es estrictamente singular.

También estimamos el grado de proximidad entre dos espacios simétricos de sucesiones

distintos /'y F' cuando se tiene la inclusion £ — F'y no es estrictamente singular.

Finalmente en este capitulo estudiamos inclusiones estrictamente cosingulares (las cua-
les guardan ciertan relacién de dualidad con las estrictamente singulares) y débilmente
compactas obteniendo resultados andlogos a los ya comentados para espacios de Lorentz y
de Marcinkiewicz de sucesiones y para las inclusiones candnicas. Recordemos que un ope-
rador lineal y continuo 7" entre dos espacios de Banach X e Y se dice que es estrictamente
cosingular (o de Pelczyriski) si no existe ningtin espacio de Banach infinito dimensional £
ni aplicaciones sobre hx : X — E vy hy : Y — E tales que hy oT = hx. Los operadores

estrictamente cosingulares forman también un ideal cerrado de operadores.

Varios de los resultados presentados en la memoria han sido ya objeto de publicaciones
recientes. Asi, en Garcia del Amo, Herndndez, Sénchez y Semenov [GHSS] se recogen
varios resultados del capitulo 2, y Hernandez, Sédnchez y Semenov [HSS| contiene los

principales resultados del capitulo 3.

Los operadores estrictamente singulares y estrictamente cosingulares entre espacios
simétricos extremos han sido también estudiados muy recientemente por Cobos, Manzano,
Martinez y Matos en [CMMM] usando técnicas diferentes a las nuestras basadas en teoria

de interpolacion.

Esta memoria constituye el fruto de varios anos de estudio de los espacios invariantes
por reordenamiento. La investigacién ha sido llevada a cabo en estrecha colaboracién con
mis directores de tesis, los profesores Francisco Luis Hernandez Rodriguez de la Universi-
dad Complutense de Madrid y Evgueni Mikhailovich Semenov de la Universidad Estatal
de Voronezh (Rusia), y también con el profesor Alejandro José Garcia del Amo Jiménez de
la Universidad Rey Juan Carlos de Madrid. A ellos y a todo el Departamento de Andlisis
Matematico de la Universidad Complutense de Madrid les agradezco el apoyo recibido,
en especial a mis directores sin cuyas inestimables ayuda y paciencia este trabajo habria

sido imposible.

Enero de 2002
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Capitulo 1

Preliminares

Este primer capitulo de la memoria pretende sentar las bases de la teoria de espacios
invariantes por reordenamiento. Debido a la densidad de la misma sera un capitulo esen-
cialmente expositorio, incluyendo sélamente aquellas demostraciones que consideremos

relevantes para el posterior desarrollo de la memoria.

A lo largo de la memoria, (£2,%,\) denotard uno de los siguientes tres espacios de

medida:
(i) @ =[0,1], ¥ la o-algebra de Lebesgue y A la medida de Lebesgue.
(i) 2 =[0,00), X la o-algebra de Lebesgue y A la medida de Lebesgue.
(ili) @ =N, ¥ = P(N) y A la medida cardinal.

Comenzaremos recordando dos conceptos importantes como son el de funcion de distri-
bucién asociada a una funcién medible y finita en casi todo punto y el de reordenamiento

decreciente de una funcién de este tipo.

Definicién 1.1. Sea f € Lo(2,\) = {f : @ — R U {oc} : f es A-medible y finita A\-casi
todo punto}. Se define la funcion de distribucion asociada a f por Ay : [0,00) — [0, o0]

dada por
Ar(s) =Mt e Q:|f(t)] > s}

Definicién 1.2. Sea f € Lo(2,\). Se define el reordenamiento decreciente de f por
f*:1]0,00) — [0, 0] dada por

f7(t) = inf{s € [0,00) : Af(s) <t}
con la convencién inf () = oo.

15



16 CAPITULO 1

Definicién 1.3. Dos funciones f,g € Lo(€2, A) se dicen equimedibles (o equidistribuidas)
si )\f = )‘g-

Las principales propiedades de la funcién de distribucién y del reordenamiento decre-
ciente estdn recogidas en las dos siguientes proposiciones (ver [BS, Proposiciones 2.1.3 y
2.1.7)):

Proposicién 1.4. Sean f, g, (fn)nen C Lo(Q2, ). La funcion de distribucion A¢ asociada
a una funcion f es no negativa, decreciente y continua a la derecha sobre [0,00). Ademds

verifica que:
(1) Si |g| < |f| A-casi todo punto entonces Ay < Ay.
(11) Aaf(s) = Ap(s/|al) para todo s > 0 y todo a # 0.
(iii) Np1g(s1+ 52) < Af(s1) + Ag(s2) para todo s1,s5 > 0.

(w) Si |f| < liminf, .o |f.] A-casi todo punto entonces Ay < liminf, . Af,. En
particular, si |f,| T |f| A-casi todo punto entonces Ay, T Ay.

Proposicién 1.5. Sean f, g, (fu)nen C Lo(2, X). El reordenamiento decreciente de f, f*,

es no negativo, decreciente y continuo a la derecha sobre [0,00). Ademds verifica que:
(i) Si |g| < |f| A-casi todo punto entonces g* < f*.
(i1) (af)* = |a|f* para todo a € R.
(111) (f + g)*(t1 + t2) < f*(t1) + g*(t2) para todo ty,ty > 0.

(iv) Si |f] < liminf, o |fn] A-casi todo punto entonces f* < liminf, .. f¥. En
particular, si |f,| 1 |f] A-casi todo punto entonces fr 1 f*.

(v) Si A¢(s) < oo para un cierto s > 0 entonces f*(As(s)) <'s, y si f*(t) < oo para
un cierto t > 0 entonces Ap(f*(t)) < t.

(vi) [y f* son equimedibles.

(vii) (| fIP)* = (f*)? para todo 0 < p < occ.

Un resultado basico en la teoria de espacios invariantes por reordenamiento es la
desigualdad de Hardy-Littlewood (ver [BS, Teorema 2.2.2]):

Teorema 1.6. Sean f,g € Ly(2, \). Entonces

/|fg|dA</ P
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Asociada a f € Ly(£2,\) tenemos la funcién maximal f** definida de la siguiente

forma:

Definicién 1.7. Sea f € Ly(2, \). Se denomina funcidn mazimal de f y se denota por
1 t
= —/ f*(s)ds
t Jo

Recordemos algunas propiedades (ver [BS, Proposiciones 2.3.2 y 2.3.3]):

f** ala funcién definida por

cont > 0.

Proposicién 1.8. Sean f, g, (fu)nen C Lo(2,A). Entonces f** es una funcion no negati-

va, decreciente y continua. Ademds verifica que:
(i) f* =0 si y solo si f =0 A-casi todo punto.
(i) f* < 1.
(iii) Si |g| < |f| A-casi todo punto entonces g™ < f**.
() (af)*™ = |a|f** para todo a € R.
(v) Si |ful T|f| A-casi todo punto entonces f* 1 f**.

(vi) Si, dado t > 0, eziste F' € ¥ tal que \(F') =t, entonces

RUREgey

U AE)=
Observacién 1.9. Del apartado (vi) del resultado anterior se obtiene ficilmente la su-
baditividad de la funcién maximal.
Recordemos ahora las definiciones de reticulo de Banach, espacio de Kéthe de funciones

y de espacio invariante por reordenamiento.

Definicién 1.10. Se llama reticulo de Banach a un espacio de Banach X sobre R, par-

cialmente ordenado verificando:
(i) Si z <y entonces = + z < y + z para todos z,y, z € X.
(ii) ax > 0 para todo x € X con x > 0y todo a > 0.
(iii) Existen sup(zx,y) e inf(x,y) para todos x,y € X.

(iv) Si |z| < |y| entonces ||z]| < [|y|| con z,y € X donde |x| = sup(z, —z).
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Definicién 1.11. Un espacio de Banach (F, || - ||g) formado por clases de equivalencia,
modulo igualdad en casi todo punto, de funciones f : 2 — R localmente integrables
sobre ¥ (es decir, medibles e integrables sobre cada A de ¥ de medida finita) es un

espacio de Kothe si se verifica lo siguiente:

(i) Si |f] < |g| A-casi todo punto, con f medible y g € E, entonces f € E'y ||f|g <
19l 2-

(ii) x4 € E para todo A € ¥ con A\(A) < oo.

Los espacios de Kothe son en particular reticulos de Banach.

Definicién 1.12. Un espacio invariante por reordenamiento E es un espacio de Kothe

verificando que si f y g son equimedibles y f € E entonces g € E'y || flle = |lg]l&-

Ejemplos 1.13. Los espacios LP(A) con 1 < p < oo, los espacios de Orlicz L?(\) y los
espacios de Lorentz clasicos LP9(\) con 1 < p < ooy 1 < ¢ < 0o son espacios invariantes

por reordenamiento.

Recordemos la definicién de los espacios de Orlicz:

Lm):{feLo(Q,A);ny\@:mf{kw;/(zgo(@) dtgl} <oo}

donde ¢ es una funcién de Orlicz, es decir, una funcién continua, no decreciente y convexa

definida sobre [0, 00) tal que ¢(0) = 0 y lim;_, () = co. La funcién complementaria

de ¢ se define de la siguiente forma: ¢*(t) = fot sup{z > 0 : p(z) < s}ds donde p es la

derivada por la derecha de . Se dice que ¢ satisface la condicién A, en 0 (respectivamente
©(2)

00) si lim sup;_ (o) S < 0o Si g satisface la condicién Ay en 0o entonces L?#]0,1] es

separable. Y si la satisface en 0 entonces lo es £,,.

Ahora la de los espacios de Lorentz clasicos:

o 1/q
D) — {f € Lo Il = ([0 ) < OO}

sig< ooy
LP(\) = {f € Lo(LA) || fllpoo = sup{t“/Pf*(t) : t > 0} < o0}

Claramente se tiene que LPP(\) = LP(\).
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Una propiedad importante dentro de los espacios de Kothe es la propiedad de Fatou:

Definicién 1.14. Se dice que el espacio de Kothe E tiene la propiedad de Fatou si para
toda sucesion (f,)neny C E tal que 0 < f, T f A-casi todo punto entonces o f ¢ E'y

[falle Tooo feEy ([ fulle T Iflle.

Observacién 1.15. La propiedad de Fatou garantiza la completitud de un espacio de
Kothe F.

Pasemos ya a ocuparnos de cuestiones de dualidad.

Definicién 1.16. Sea E un espacio de Kdthe. Se llama espacio asociado a E (o dual de
Kithe de E) al espacio E’ de clases de funciones medibles f sobre  con valores en R

tales que

1l = sup{ [1sgax: g€ B.lgls < 1} <o
Q

La desigualdad de Holder, anédloga a la que se tiene en los espacios LP(£2), es la siguiente
(ver [BS, Corolario 2.4.5]):

Proposicion 1.17. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Si f € E y g € E'

entonces

/ Faldr < / PO Ot < 1 lslglle
Q 0

Observacién 1.18. A cada g € E’ se le puede asociar el operador lineal 7, : £ — R
definido mediante Ty(f) = [, fgd\. Se tiene que

T,(f)] < / FaldA < £zl

para toda f € E con lo que T, € E* y ||T,]

B < ||9||E/ (de hecho ||Tg|E* = ||9||E’)

Por tanto, podemos considerar al dual de Kéthe £’ de E como un subespacio del dual

topolégico E* de E.

Definicién 1.19. Sea E un espacio de Kothe. Se dice que f € E tiene norma o-orden
continua si || fxa,|le — 0 para toda sucesion (A, ),en tal que x4, — 0 A-casi todo
punto. Denotaremos por Ej a la parte o-orden continua de F, es decir, al subconjunto
de E formado por las funciones con norma o-orden continua y diremos que E es o-orden

continuo si By = F.

Observacién 1.20. Es evidente que si E y F' son espacios de Kothe tales que £ — F

entonces se tiene que Ey — Fj.
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Teorema 1.21. Sea E un espacio de Kothe. Se tiene que E' = E* si y solo si E es
o-orden continuo.
Este resultado se puede consultar en [LTy, pagina 29].

Teorema 1.22. Si E es un espacio invariante por reordenamiento entonces E' también

lo es, verificando ademds la propiedad de Fatou y que

1l = sup { | rwg o g e Bl < 1}

para toda f € E'.

Un par de resultados importantes en dualidad son:

Proposicion 1.23. S5t E es un espacio invariante por reordenamiento entonces

/]l = sup {/0 F()g*t)dt g € B |g|le < 1} .

Proposiciéon 1.24. Si E y F son espacios de Kiothe y E — F entonces F' — E’. De
hecho, si || fllr < C||fllg para toda f € E entonces ||g||r < C||g||r para toda g € F".

Pasemos a ocuparnos de un concepto importante en la teoria de espacios invariantes
por reordenamiento: el de funcién fundamental.

Definicién 1.25. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Se define la funcion

fundamental ¢ de E mediante
(i) ¢r(t) = |Ixpgllp con 0 <t < 1si Q2= [0,1].
(1) 6£(t) = X0l con ¢ > 051 Q= [0, 00).
(iii) ¢(0) =0y ¢p(n) = [[xq,2,...n||E con n € Nsi Q=N.

Por equimedibilidad se tiene que ¢g(t) = ||xallr para todo A € ¥ con A(A) =t o

A(A) = n respectivamente. Supondremos siempre que sea necesario que ¢g(1) = 1.

Ejemplos 1.26. (i) ¢r(t) = <p711(1)'

(ii) ¢rra(t) = /P

Antes de las propiedades de las funciones fundamentales veamos un resultado basico

que nos sera de utilidad a lo largo de la memoria.
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Proposicién 1.27. Sean f y g funciones medibles no negativas sobre [0, 00) y supongamos
que fo s)ds < fo s)ds para todo t > 0. Entonces

| umeis < [ anas

para toda funcién h medible, no negativa y decreciente sobre [0,00).

Demostracion. Por el Teorema de la convergencia mondtona, sera suficiente hacer la prue-
ba para una funciéon simple h. FEntonces podemos expresar h de la siguiente forma:
h = ZZ:l anX[0,t,) €ON a, > 0 para todo 1 <n <ky0 <t <ty <---<t, Portanto,

[t = [ s 30 [ stts = [ty

O

Algunas propiedades de la funciéon fundamental ¢ se recogen en la siguiente proposi-

cién. Recordemos antes la definicién de funcién cuasi-concava:

Definicién 1.28. Sea ¢ una funcién no negativa definida en [0,00). Se dice que ¢ es

cuasi-concava si es creciente, solo se anula en 0 y % es decreciente.

Proposicion 1.29. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Entonces:

(i) ppop = id.

(ii) g es cuasi-concava.

Demostracion. (i) La desigualdad de Holder nos da que id < ¢p¢p. Veamos la desigual-
dad contraria. Consideremos primero los casos {2 = [0, 1], [0, 00). Usando la Proposicién

1.23 se tiene que

ontt) s { [ ()ts g€ B lgller <1

Ahora, dada g € E’ con ||g||z < 1 consideramos h = 1 fo s)dsxp,- Ya que

/OS h*(r)dr = min <17 ;) /Ot g (r)dr < /08 g+ (r)dr

para todo s > 0, por la Proposicién 1.27 se tiene que [~ h*(¢) f*(t)dt < [5° g*(t) f*(¢)dt

para toda f € E con ||f||g <1 con lo que usando el Teorema 1.22 obtenemos que

1

t
2 [ o sds om@) = Il < gl <1
0
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Tomando supremos en g se tiene el resultado. El caso €2 = N es analogo.

OB
id

es trivial a partir de (i). O

(ii) Es evidente que ¢ es creciente y que solo se anula en 0, y que es decreciente

Si E'y F son espacios invariantes por reordenamiento entonces también lo son £ N F

y E + F con las normas

)| erp = max(||z]|, 2] )

2l err = mf{llylle +[2lr:x =y + 2y € B,z € F}

(ver [KPS, Lema I1.4.5]), y se tiene que ¢ppnr = max(¢g, dr) v ¢prr = min(¢g, op).
Ademas, se tienen las relaciones de dualidad (ENF) = F' + F' 'y (E+ F) =ENF'

(ver Lozanovskii [Lo]).

Un resultado basico sobre inclusiones que va a ser utilizado a lo largo de la memoria

es el siguiente:

Teorema 1.30. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Entonces:
(i) Si Q =(0,1] se tiene que L*® — E — L',
(ii) Si Q2 = [0,00) se tiene que L' N L>® — E — L'+ L[>,

(iii) Si Q =N se tiene que {1 — E — (.

Recordemos que otra expresiéon para la norma en L' + L™ es || f|piize = f*(1) =
fol fr(t)dt = supy gy [5 |f(t)|dt (ver [LTy, Proposicién 2.a.2]).

Pasemos ahora a definir espacios de Lorentz generales A(¢). Empecemos considerando
los casos 2 = [0,1] o [0, 00).

Definicién 1.31. Sean ¢ : [0,00) — [0,00) una funcién creciente, céncava y nula solo

en cero y p > 1. Se define el espacio de Lorentz AP(¢) de la siguiente forma:
00 1/p
20 = 47 € L@ ) s Wl = [ raote)) < oo,
0

Nosotros estaremos interesados principalmente en el caso p = 1, es decir, en los espacios
de Lorentz A(¢).
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Observacién 1.32. Otras expresiones de la norma de un espacio de Lorentz A(¢) son

1 lae = /7 (0)6(0+) + / 00

1 flla) = /OOO d(Ns(s))ds.

En el caso particular ¢(t) = t'/? con 1 < p < 0o obtenemos los espacios LP:!,
Algunas propiedades de estos espacios son las siguientes:

(i) Se tiene la inclusion A(¢) <— A(e)) si y solo si existe una constante C' > 0 tal que

Y < Co.

(ii) Si limy— ¢(f) = oo entonces las funciones simples integrables son densas en A(¢)
(ver [KPS, Corolario 11.5.3]).

(iii) El espacio A(¢) es separable si y solo si lim; o+ ¢() = 0 y limy—o ¢(t) = 00 (ver
[KPS, Lema IL.5.1]).

Si €2 = N tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.33. Sean 1 < p < 00y w = (wp)nen C [0, 00) una sucesién decreciente de
pesos con wy; = 1. Se define el espacio de Lorentz de sucesiones d(w,p) de la siguiente

forma:

[e.9]

1/p
d(w,p) = € = (Tp)nen C R ||2]lgp) = (Z(ﬁ)pwn) < 00

n=1
Se tiene que la funcién funadamental de los espacios d(w, 1) €s Pa,1)(n) = D p_q Wk
para todo n € N.

Los espacios de Lorentz d(w, 1) son separables y tienen base simétrica. El pedir w; = 1

es para normalizar los vectores de la base candnica.

Observaciéon 1.34. Si w ¢ ¢y entonces d(w,1) = {1 y si w € ¢; entonces d(w, 1) = lw,

por lo que interesa considerar solo sucesiones de pesos w € ¢ \ /1.

En Lindenstrauss y Tzafriri [LT;] se estudian varias propiedades de estos espacios.

Por ejemplo, la Proposicion 4.e.3 se enuncia de la siguiente forma:
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Proposicién 1.35. Sea (e)nen la base candnica de d(w,p) con p > 1. Entonces toda

dn+1
i=qn+

todo € > 0 una subsucesion (un,)jen que es 14 e-equivalente a la base canénica de L.

base blogue normalizada u, = Laie; conn € N tal que lim;_,o a; = 0 contiene para

También usaremos el Corolario 17 de Casazza y Lin [CL] que nos dice que todo su-
bespacio infinito dimensional de d(w, p) contiene un subespacio complementado isomorfo

aly.

Es obvio por la definicién que tanto los espacios de Lorentz A(¢) como los d(w, p) son

espacios invariantes por reordenamiento.

La definicién de los espacios de Marcinkiewicz, que son los espacios duales de los

espacios de Lorentz, es la siguiente:

Definicién 1.36. Sea ¢ : [0,00) — [0, 00) una funcién creciente, concava y nula solo en

cero. Se define el espacio de Marcinkiewicz M(¢) de la siguiente forma:

M(¢) = {f € Lo(,A) = || fllao) = igg% < OO} :

Anélogamente al caso de espacios de Lorentz se tiene que M(¢) — M (1)) si y solo si

existe una constante C' > 0 tal que ¢ < C1.

En el caso discreto {2 = N tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.37. Sea w = (wy)nen C [0,00) una sucesion decreciente con w; = 1. Se

define el espacio de Marcinkiewicz de sucesiones m(w) de la siguiente forma:

n_ 2
m(w) = {x — (@ nent C R [y — sup =1 oo} |
neN Zkzl W

Se tiene que la funcién funadamental de los espacios m(w) es g (n) = s para
todo n € N.

Observaciéon 1.38. Si w € ¢ entonces m(w) =l y si w € {1 entonces m(w) = 4.

Tanto los espacios M (¢) como los m(w) son espacios invariantes por reordenamiento

no separables. Incluso podemos pedir que ¢ sea cuasi-concava en vez de concava y que

n
(w) sea decreciente en vez de w.
neN

Definamos ahora los siguientes subespacios de los espacios de Marcinkiewicz:
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Definicién 1.39. (i) Si 2 = [0, 1] se define

. s
M0(¢)—{f€M(¢ li ¢(t) —0}-

(ii) Si ©Q = [0, 00) se define
— ‘m fo : fo —
M) = {f e vio) g Ty BTN 0}.

(iii) Si 2 = N se define

) = {i = (en € () s lim ZE21TE o}

Las propiedades de estos espacios se pueden ver en [KPS]. Por ejemplo, si lim; .o @ <

oo entonces My(¢) = {0}.
Los espacios de Lorentz y de Marcinkiewicz se relacionan de la siguiente forma:

Proposicién 1.40. (i) Sea Q = [0,1]. Si lim;o¢(t) = 0 y limt_,o@ = 00 entonces
Moy(9) es un espacio invariante por reordenamiento, es la parte o-orden continua de M (¢)

y se tienen las siguientes relaciones de dualidad:

(A(@)" = M(¢) y (Mo(9))" = Ae).

Ademds, en general se cumple que

(ii) Si Q2 = [0,00), lim;oo(t) = 0 y lim; g @ = lim; o ¢(t) = oo entonces My(9)
es un espacio invariante por reordenamiento, es la parte o-orden continua de M(¢) y se

tienen las mismas relaciones de dualidad que en el caso finito.

(111) Si Q2 =N y w & {y entonces mo(w) es un espacio invariante por reordenamiento,

es la parte o-orden continua de m(w) y se tienen las siguientes relaciones de dualidad:
(dw, 1)) =m(w) y (mo(w))" = d(w,1).
Ademds, en general se cumple que

(dw,1)) =m(w) y (mw)) = d(w,1).
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La demostracion de este resultado se puede encontrar en [BS], Garling [Ga,], [Gas] y
[KPS, Capitulo I1.5].

Veamos ahora algunas relaciones entre las funciones céncavas y las cuasi-concavas:

Proposicién 1.41. Toda funcion ¢ : [0,00) — [0,00) creciente, concava y que solo se

anula en 0 es cuasi-concava.

Lema 1.42. Si ¢ : [0,00) — [0,00) es cuasi-concava entonces existe una funcion ¢ :

[0,00) — [0,00) creciente, céncava y nula solo en el cero tal que ¢ < ¢ < 2.

Demostracion. Ya que ¢ es cuasi-concava se tiene que

¢(t) < ¢(1) max(1,¢) < ¢(1)(1+1).
Definimos la funcién ¢ por

o= {00 328

La funcién ¢ es creciente, céncava y nula solo en 0. Por tanto, Ay = {¢ : [0,00) —

[0,00) : ¢ creciente, céncava, nula solo en 0y ¢ < 1} # (). Sea entonces
3= inf{: 0,00) — [0,00) : ¥ € Ay}

que es una funcién creciente, céncava, nula solo en 0 y ¢ > ¢. Solo resta ver que ¢ < 2¢.
Sea x > 0 fijo, entonces ¢(t) < (14 L)¢(x) para todo t > 0. En efecto, si t < z se tiene
por ser ¢ creciente, y si ¢ > x entonces

ot) _ o) _ olx)
t+x— t T =z

Definimos ahora la funcién ¢ de la siguiente forma:

o= {029 428

Ya que ¢ es creciente, céncava, nula solo en 0 y ¢ > ¢, tenemos que ¢ < ¢. Tomando
t = x se tiene que ¢(r) < 2¢(x). O

Utilizando el lema anterior y la Proposicion 1.29.ii podemos renormar cualquier espacio
invariante por reordenamiento E sobre 2 = [0, 1] o [0,00) tal que la nueva norma siga

dotando a E de estructura de espacio invariante por reordenamiento y la nueva funcion
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fundamental asociada a E sea céncava en €2 (ver [BS, Proposicién 5.11]). La nueva norma

se define de la siguiente forma: || f[| = max(|| [z, || fll r(50))-

Enunciemos a continuacién un Teorema de Semenov que usaremos a menudo (ver
[KPS, Teorema 2.5.5 y 2.5.7] y [BS]):

Teorema 1.43 (Semenov). (i) Sea E un espacio invariante por reordenamiento sobre

Q=10,1] 0 [0,00). Entonces
A¢p) = E — M(¢)
donde ¢~E = q% y las inclusiones son de norma 1.

(ii) Sea E un espacio invariante por reordenamiento sobre 0 = N distinto de cy.
Entonces

d(wg,1) — E — m(wg)

donde Y, wpp = ¢p(n) y

Ek' = prmm—
— ¢p(n) X k1 wek
para todo n € N y las inclusiones son de norma 1.

Observacién 1.44. Tanto wg como wg son sucesiones decrecientes de pesos no negativos

con wg, = wgy = 1.

Por tanto, fijada una funcién ¢ : [0,00) — [0, 00) creciente, céncava y nula solo en

0, los espacios A(¢) y M(¢) son respectivamente el menor y el mayor espacio invariante

por reordenamiento con funciéon fundamental ¢.

Un ejemplo de aplicacién de este resultado puede ser el hecho de que si E es un
espacio invariante por reordenamiento sobre [0, 1] entonces lim; o4 ¢g(t) = 0 si y solo si
E # L. En efecto, si limy_o, ¢p(t) =L >0y z € E — M(¢g) entonces 2l vr(gmy =

Lsup,.o f*(t) = L||z||c luego x € L™ y por tanto E = L*. La otra parte es trivial.

Cualquier espacio invariante por reordenamiento £ es un subespacio vectorial de E”.
Ademas E contiene al subespacio vectorial engendrado por las funciones simples integra-

bles. Con todo ello tenemos la siguiente definicién:
Definicién 1.45. Sea E un espacio invariante por reordenamiento.

(i) Se dice que E es minimal si coincide con el subespacio vectorial cerrado engendrado

en E” por las funciones simples integrables.
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(ii) Se dice que E es mazimal si E = E".
Ejemplos 1.46. (i) Todo espacio invariante por reordenamiento separable es minimal.

(ii) Un espacio invariante por reordenamiento es maximal si y solo si tiene la propiedad
de Fatou. También se tiene que un espacio invariante por reordenamiento separable es

maximal si y solo si no tiene ningin subespacio isomorfo a c.

(iii) L>°[0,1] es un espacio invariante por reordenamiento no separable maximal y
minimal al mismo tiempo. El ser ambas cosas a la vez le sucede también a todo espacio

invariante por reordenamiento reflexivo.
De ahora en adelante consideraremos siempre espacios invariantes por reordenamiento
que sean minimales o maximales.

Introduzcamos a continuacién la importante relacién de Hardy-Littlewood-Polya:

Definicién 1.47. Sean f,g € L'[0,00) + L*[0,00) o L'[0,1]. Escribimos f < ¢ si

7 < g*, es decir, si
t t
[ reas< [ g
0 0

para todo t > 0. A la relaciéon “<” se le llama relacion de Hardy-Littlewood-Polya.

La norma en un espacio invariante por reordenamiento sobre [0, 1] o [0, 00) es monétona
con respecto a la relacion de Hardy-Littlewood-Polya:
Proposicion 1.48. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. St f € E yg < f
entonces g € E y [|lglle < || f|e-

Con este resultado, que se puede consultar en [LT,, Proposicién 2.a.8|, obtenemos el

siguiente que sera de mucha utilidad en la memoria:

Proposicién 1.49. Sean E un espacio invariante por reordenamiento sobre Q = [0, 1]
0 [0,00) y ¢ una funcion definida en [0,00) creciente, concava y nula solo en 0. Son

equivalentes:
(i) M(¢p) — E.

(i1) ¢' € E.

Demostracion. (1)=-(ii). Esta implicacion es inmediata ya que ¢’ € M(¢).
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(il)=(i). Sea f € M(¢). Entonces

[ #7651 <l 610 = Il | /(51
0 0

para todo ¢t € Q, luego f < || f|lam(g)@" con lo que, usando el resultado anterior, se tiene
que f € E. O

Vamos ahora a enunciar el Teorema de interpolacién de Calderon-Mitjagin:

Teorema 1.50 (Calderén-Mitjagin). Sea E un espacio invariante por reordenamiento
y sea T un operador definido sobre L'(2) + L*(Q) acotado de L'(QY) en si mismo y de

L>() en si mismo. Entonces T aplica E en E y estd acotado con

1Tz < max ([T, | T)-

La demostracién de este resultado se puede consultar en [LTy, Teorema 2.a.10].

Una consecuencia de este resultado es el hecho de que en un espacio invariante por
reordenamiento F, el operador proyeccion en media asociado a una sucesion de conjuntos

medibles y disjuntos dos a dos (A, )nen, definido por

s fAn x(s)ds
P(r) = Z WXATL

n=1

con x € E, es un operador acotado y contractivo de F en F.

Recordemos ahora los indices de Boyd asociados a un espacio invariante por reorde-

namiento.

Para cada s > 0 definimos el operador lineal dilatacion-compresion Dy sobre Lo(€2, \)

de la siguiente forma:
(1) Si Q2 =1[0,00) y f € Lo(2, A) entonces (Dsf)(t) = f(t/s) con t > 0.
(i) Si Q2 =1[0,1] y f € Lo(2, ) entonces

i ={ JU FUE S

Claramente Dy es lineal y como consecuencia directa del Teorema de Calderén-Mitjagin

resulta que Dy es un operador continuo de F en E y que || Ds||p < max(1,s).

Otras propiedades de los operadores D, se recogen en el siguiente resultado:
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Proposicién 1.51. Sea E un espacio invariante por reordenamiento sobre = [0,1] o

[0,00). Entonces:
(i) (Dsf)* = Dsf* para toda f € Lo(Q2,\) y todo s > 0.
(i) || Ds||g puede calcularse para todo s > 0 considerando solo funciones decrecientes.
(i1i) D, f < Dsf para toda f > 0 decreciente y todo 0 < r < s.
() ||Ds|lg es una funcion creciente en s > 0.

(v) D, o Dy = D, para todo r,s > 0 salvo cuando Q2 =[0,1] yr <1 < s en cuyo caso
D,Df = X Drsf. En cualquier caso se tiene que

1Drsllz < 1Dl 5]l sl -

Definicién 1.52. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Los indices de Boyd
pe v qg se definen de la siguiente forma:
log s log s

pe = lim ——— = sup ————
B S log||Dsllg ss1 log||Dslle

i log s , log s
= 1m ———— = 1 T o~
&= B log | Dz 0%s<1 log | Ds|ls

Ejemplos 1.53. (i) Si £ = LP(\) con 1 < p < oo entonces pg = qg = p.
(ii) Si F es un espacio de Lorentz LP?(\) entonces pg = qg = p.

(iii) Sea E un espacio de Orlicz L¥|0, 1]. Entonces

o (M)
PE = sup {p >1 /\171212f1 SO >0

: p(A) }
= inf >1:su <00 ,p.
1w {q RRREVEREONT

La demostracion puede consultarse en [LTy, Proposicién 2.b.5]. En este caso de espacios
de Orlicz L¥ los indices de Boyd coinciden con los de Matuszewska-Orlicz (ver Maligranda

[M, Teorema 4.2]) los cuales se definen de la siguiente forma:

i pe(At)
. log ll)I\Ii)ngf 00
5, = lim
t—00 logt
Y ()
. @
‘ log hr)\ris;ip 00
o, = lim
t—o0 logt

. Resultados andlogos se tienen para espacios de Orlicz de sucesiones £, (ver [LTs] y [M]).
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Proposicion 1.54. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Entonces:
(i) 1 <pp < qg < 0.

sy 1 1 1 1
(ZZ)E+Q__1 Yy qE+pEl—1.

B/
Para una demostracién ver [LT5, Proposicion 2.b.2].
Estos indices intervienen en el Teorema de Boyd de interpolacién:

Teorema 1.55 (Boyd). Sea Q = [0,1] 0 [0,0), 1 <p<g<ooyT:LP + [ —
Lo(9, A) un operador lineal tal que |T(Hllpoe < Cllflpa 9 IT(F)lgee < Cllflas para
alguna constante C (poniendo || - ||« en vez de || - ||41 si ¢ = 00). Entonces para todo
espacio invariante por reordenamiento E sobre € tal que p < pp y qg < q se tiene que T

aplica E en si mismo de forma continua.

Pasemos ahora a recordar algunas nociones de la teoria de interpolacion de espacios
de Banach.

Definicién 1.56. Un par de espacios de Banach (X7, X5) se llama un par compatible si

existe un espacio vectorial topolégico Hausdorft X, tal que X; — X5y Xy — Xj.

Definicién 1.57. Sea (X, X2) un par compatible. Se dice que un espacio de Banach X

es un espacto intermedio entre Xy y Xy si
leXQ ‘—>X‘—>X1+X2

Definicién 1.58. Sean (X7, X3) e (Y7,Y5) dos pares compatibles. Un operador lineal
T: X+ Xy — Y] + Y, se llama admisible con respecto a (X7, X3) e (Y7, Y2) si se tiene

que T : X; — Y, de forma continua para i = 1, 2.

Definicién 1.59. Sean (X7, X5) e (Y1,Y2) dos pares compatibles. Sean X e Y espacios
intermedios con respecto a X; y X3 e Yj e Y, respectivamente. Se dice que el par (X,Y)
es un par de interpolacion respecto de (X, Xs) e (Y7,Y3) si cada operador admisible T°

aplica X en Y de forma continua.

Se dice que X es un espacio de interpolacion respecto de (X, Xs) si (X, X) es un par

de interpolacién respecto de (X1, X3) v (X1, X»).

Definicién 1.60. Se dice que una aplicacion F' de los pares compatibles de espacios de

Banach en los espacios de Banach es un método de interpolacion si se verifica:

(i) F(X1,X3) es un espacio intermedio con respecto a (X7, X5).
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(ii) (F (X1, X2), F(Y1,Y2)) es un par de interpolacion respecto de (X7, Xs) e (Y7, Y2).

Se dice que F' es exactosi || T pix, x5)—F(vi,ve) < MaxXi—12||7|
admisible 7.

x,—Y; para todo operador

Un ejemplo importante de método de interpolacion es el método de interpolacion real:

Definicién 1.61. Sea (X;, X3) un par compatible. Se define el K-funcional de Peetre
para cada x € X; + X5 y t > 0 como

K(ZL‘,t,Xl,X2> = inf{||x1||X1 —l—t||[L‘2||X2 T =X+ To, T1 € Xl, To € XQ}

Es evidente que min(1,t)||z||x,1x, < K(z,t, X1, Xo) < min(1, )|z x;nx,-

Definicién 1.62. Sea (X, X3) un par compatible y sean 0 < § < 1y 1 < ¢ < 00 0
0 <6 <1ygq= oo Elespacio de interpolacién real F(X;, Xs) = (X1, X2)p, estd

formado por todos los vectores x € X; + X, para los que es finito

(fooo(t_eK<I7t7X17XQ))q%)l/q Si 0 < H < 1 y 1 S q < o0,

[z]lo,q =
Supt>0t70K(w7t7X17X2) SIOSQS 1yq:oo

Recordemos algunos ejemplos:
Ejemplos 1.63. (i) Sean 1 < p; < ps < oo. Entonces
(Lpl, Lpz)&q = [ P19
(con normas equivalentes) si py < ¢ < ooy 1l/p=(1—6)/p1+60/ps con 0 <6 < 1.
ii) Sean 1 < py,pe <0y 1 <q,q,q9 < oco. Entonces
y
(Lp1,q1’ Lpz,q2)97q = [ P9

sipr Zpay 1/p=(1-=0)/p1 +6/ps con 0 < § < 1. La férmula también es cierta si
pr=p2=pyl/g=(1-0)/q1+0/q.

Es conocido el siguiente resultado de Calderon:

Teorema 1.64. Los espacios de interpolacion exactos entre L' y L™ son los espacios

mvariantes por reordenamiento.
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Recordemos ahora otros dos teoremas de interpolacién que usaremos en la memoria.
El primero, debido a Beauzamy, se puede consultar en [B, Proposicién 11.3.1] y el segundo
en Bergh y Lofstrom [BL, Teorema 3.5.2.b].

Teorema 1.65. Sean X; y X5 espacios de Banach tales que X; — X5, 0 < 0 < 1 y
1 < g < c0. Entonces (X1,X2)g,4 es reflexivo si y solo si la inclusion X; — Xy es

débilmente compacta.

Teorema 1.66. Sea (X, X3) un par compatible, X un espacio de Banach intermedio
y 0 < 6 < 1. Entonces (X1,X2)p1 — X si y solo si existe una constante C' tal que
|zl x < C||:1c||}(_10||x||§(2 para todo x € X1 N X5,
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Capitulo 2

El caso finito: espacios de funciones
invariantes por reordenamiento sobre

0,1]

En este capitulo vamos a ocuparnos de los espacios de funciones invariantes por reor-
denamiento E[0,1] = E modelados sobre el intervalo [0,1] con la medida de Lebesgue
A

En primer lugar recordemos las nociones de operador estrictamente singular y disjun-

tamente estrictamente singular.

Definicién 2.1. Un operador lineal y continuo T entre dos espacios de Banach X e
Y se dice que es estrictamente singular (o Kato) si no es un isomorfismo sobre ningin

subespacio infinito dimensional de X.

Los operadores estrictamente singulares forman un ideal de operadores (ver [LTy]) y

todo operador compacto es estrictamente singular.

Definicién 2.2. Un operador lineal y continuo 7' de un reticulo de Banach X en un
espacio de Banach Y se dice que es disjuntamente estrictamente singular si no existe
ninguna sucesion (z,),eny en X de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos

tal que la restricciéon de T' al subespacio cerrado engendrado por ellos sea un isomorfismo.

Esta nocién fue introducida por F. Herndndez y B. Rodriguez-Salinas en [HR;]. Los
operadores disjuntamente estrictamente singulares no forman un ideal de operadores si
bien la suma de dos de ellos lo es y la composicién por la izquierda de un operador disjun-

tamente estrictamente singular con un operador continuo es disjuntamente estrictamente

35
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singular. Pero la composicién por la derecha falla en general, no si el operador continuo

preserva disjuntos (ver [Hy]).

Es claro que todo operador estrictamente singular es disjuntamente estrictamente sin-
gular. El reciproco no es cierto en general: consideremos la inclusién canénica L9[0, 1] —
LP[0,1] con 1 < p < g < 00. Si (fn)nen €s una sucesion en LP[0, 1] formada por funciones

no nulas, con soportes disjuntos dos a dos y normalizadas, se tiene que

p

00 1] oo p oo 1 0o
Sadi| = [ St =3l [ Ifipir =Y lap
n=1 P n=1 n=1 n=1

para toda (an)ney C R. Luego [(fn)nen] €s isométrico a ¢, y por tanto la inclusién
L1)0,1] < LP[0,1] es disjuntamente estrictamente singular. Sin embargo, como conse-
cuencia de la desigualdad de Khintchine, el subespacio cerrado engendrado en L?[0, 1] por
la sucesién de funciones de Rademacher es canénicamente isomorfo a ¢5, luego la inclusién

L9]0,1] < LP[0,1] no es estrictamente singular.

Los conceptos de ser disjuntamente estrictamente singular y estrictamente singular
coinciden si X tiene una base de Schauder de vectores con soportes disjuntos dos a dos

(ver [Hy, Proposicién 1]).

Dados un reticulo de Banach X y p > 1, se define el reticulo de Banach p-convezificado
X®) = f: fP = |f|Psign f € X} dotado de la norma || f| = |||f|p||§</p. Es claro que si
X es un espacio invariante por reordenamiento también lo es X®). Estos espacios son

estudiados en [LTs]. Respecto a ellos se tiene el siguiente resultado bésico:

Proposicion 2.3. Sean X e Y espacios invariantes por reordenamiento con X — Y. Se
tiene que la inclusion X — Y es disjuntamente estrictamente singular si y solo si lo es

la inclusion X®) — Y®),

Demostracion. Silas normas || - ||x y || - ||y son equivalentes sobre el subespacio cerrado
engendrado por la sucesién (x,,),en de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos,
las normas || - ||xw ¥ || - |ly» serdn equivalentes sobre el subespacio cerrado engendrado

. . 1
por la sucesién con soportes disjuntos dos a dos (xn/ ) pen-

Reciprocamente, si las normas || - ||y y || - |ly@ son equivalentes sobre el subespacio
cerrado engendrado por la sucesién (z,,),en de vectores no nulos y con soportes disjuntos
dos a dos, las normas || - ||x v || - ||y serdn equivalentes sobre el subespacio cerrado

engendrado por la sucesién con soportes disjuntos dos a dos (zP),en. O
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La introduccion del concepto de operador disjuntamente estrictamente singular esta
justificada por su aplicacion al problema de encontrar proyecciones en reticulos de Banach
de funciones. Por ejemplo, en [HR;] se obtiene que si para un reticulo de Banach X existe
un operador 7' : X — LP[0, 1] con p > 1 que preserva disjuntos y que no es disjuntamente

estrictamente singular, entonces X contiene un subespacio complementado isomorfo a £,,.

Pasemos ya a considerar espacios invariantes por reordenamiento construidos sobre
[0, 1]. Dos resultados importantes relativos a las inclusiones candnicas respecto a espacios

extremos L' y L* son los siguientes:

Teorema 2.4. 51 E es un espacio invariante por reordenamiento distinto de L*™ entonces

la inclusion L™ — E es siempre estrictamente singular.

Este resultado es debido a S.Ya. Novikov ([N;]). El caso E = L? con p > 1 es un

resultado cldsico de Grothendieck (ver [R, Teorema 5.2]).

Teorema 2.5. Si E es un espacio invariante por reordenamiento distinto de L' entonces

la inclusion E — L' es siempre disjuntamente estrictamente singular.

Una demostracién de este resultado se tiene en [GHR]. Se puede ver también en [Nj].

Recordemos los resultados para inclusiones entre espacios de Lorentz y entre espacios

de Marcinkiewicz dados por Astashkin en [A].

Teorema 2.6. Sean ¢, : [0,1] — R crecientes, concavas, nulas en 0 y verificando que

1@%@ —0, (2.1)

(t)
y sea F' un espacio invariante por reordenamiento con funcion fundamental 1. Entonces

A(¢) — F siendo la inclusion disjuntamente estrictamente singular.

Demostracién. La condicién 2.1 implica que 9 (t) < C1¢(t) para todo ¢ € [0, 1]. Por tanto,
por el Teorema 1.43 se tiene que A(¢) — A(¢)) — F.

Supongamos que A(¢) — F no es disjuntamente estrictamente singular. Entonces
existe una constante Cy > 0 y una sucesiéon (x,)nen en A(¢) de funciones no nulas, con
soportes disjuntos dos a dos y que podemos suponer no negativas tal que ||z,||a@) <

Cs||zn|| F para todo n € N. Por 2.1, para todo 0 < e < 1, existe ty > 0 tal que

U(t) < eglt) (2.2)
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para todo t < ty. Sea ng € N tal que A(sop z,,) < to para todo n > ng. Ya que las
funciones simples integrables son densas en cualquier espacio de Lorentz sobre [0, 1] (ver

[KPS, Corolario 3, pdgina 110]), para cada n > ng existe una funcién

Jn
S ik
k=1
donde ay >0, Ef D E3 D --- D E7 |y AM(E}) < to, para la que

max(||z, — Ynllag)s 120 = Ynlla)) < emin(||lza||ae), |2nllaw))- (2.3)

De ello obtenemos que ||, ||aw) — [|¥nlla@w) < €llTnllaw), ¥y 2.2 implica que

znllr < llzallaw
< 2wl
= 1_¢ Yn||A@)
1 &
= 1. > apu(MER))
k=1
<
= T lwmlaw
e(1 —|— 6)
< — |z,
< S
La primera igualdad se tiene gracias a que y; = f;"zl apX©(ep))- La ultima desigualdad
es debida también a 2.3. Si tomamos ¢ tal que
1—e¢
> C;
e(1+¢) 2
contradecimos que ||z, ||a@) < Col|2n | F- O

Corolario 2.7. Sean ¢, : [0,1] — R crecientes, céncavas y nulas en 0. Son equivalentes:

e _
% 5

(i1) La inclusion A(¢) — A(v) es disjuntamente estrictamente singular.

(i1i) No existe una sucesion (T,)nen €n A(¢p) de funciones no nulas y con soportes
disjuntos dos a dos y una constante C > 0 tales que ||xn||a@) < Cl|Tnl|a@) para todo
n € N.
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Demostracion. Las implicaciones (i)=-(ii) y (ii)=-(iii) se siguen del teorema anterior y de

la definicién de operador disjuntamente estrictamente singular respectivamente.

Supongamos ahora que se tiene (iii) y no (i). Entonces

¥(t)

lim sup ——= > 0.
t—0 P o(t)
Por tanto, existe una sucesion (¢, )neny C (0, 1] y una constante C' > 0 tales que >~ ¢, <
1y ¢(t,) < Cy(t,) para todo n € N. Las funciones z, = xg, con E, C [0,1], \(E,) = t,,
neNy E,NE,, =0sin#m contradicen (iii). O

Proposicién 2.8. Sean ¢, : [0,1] — R crecientes, concavas y nulas en 0 y p > 1. Son

equivalentes:

¥t
(i) llir&¢(> = 0.

(71) La inclusion AP(p) — AP()) es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. El resultado se tiene gracias al corolario anterior y a la Proposicion 2.3 ya

que A(¢)®) = A?(¢). -

Estudiemos ahora el caso de los espacios de Marcinkiewicz. Recordemos que por

denotamos a la funcién %’.

Teorema 2.9. Sean ¢, : [0,1] — R crecientes, concavas, nulas en 0 y verificando que

lim @
8 (0

y sea E un espacio invariante por reordenamiento con funcion fundamental ¢. Entonces

=0,

E — M%) y dicha inclusion es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. La condicién 2.1 implica que 1 (t) < Cy¢(t) para todo t € [0, 1]. Por tanto,
M(¢) < M(1)), y por el Teorrema 1.43 tenemos que E < M(¢) — M (3)).

Supongamos que E — M (12) no es disjuntamente estrictamente singular. Entonces
existe una sucesién (z,)nen en E de funciones no nulas y con soportes disjuntos dos a dos

y una constante C > 0 tales que ||,y =1y

lznllar () < Cs (2.4)
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para todo n € N. Para cada n € N sea t,, € (0, 1] tal que

Debido a que las funciones x,, tienen soportes disjuntos dos a dos se puede asumir que

lim,,_,oo t, = 0. Como
tn x
MO= ot T 20(t)

para cada n € N, se tiene por 2.1 que lim,,_, H:Bn||M(¢;) = 00, lo cual contradice 2.4. [

Corolario 2.10. Sean ¢, : [0,1] — R crecientes, concavas, nulas en 0 y verificando que

v < Ci¢. Entonces son equivalentes:

o) _
1 0

(ii) La inclusion M(@) — M(v)) es disjuntamente estrictamente singular.

(iii) No existen una sucesion (z,)nen en M(¢) de funciones no nulas y con soportes
disjuntos dos a dos y una constante C' > 0 tales que ||,z < Cllanlly ) para todo
n € N.

Demostracion. Es similar a la del corolario anterior. O

Observaciéon 2.11. El que la inclusién M(¢) — M (1)) sea disjuntamente estrictamente

singular es equivalente a que lim;_,q wiﬁ) 0.

En el caso de espacios de Orlicz separables, cuando la inclusién es disjuntamente

estrictamente singular esta estudiado en [HR;]:

Proposicién 2.12. Sean L¥ y LY espacios de Orlicz tales que LY — LY. Son equivalen-

tes:
(i) La inclusion L? — LY es disjuntamente estrictamente singular.

(ii) Para cada constante C > 0 existen xq,...,x, € [1,00) distintos y ai,...,a, €

(0,00) tales que
> app(tay) < C Y arp(tay)
k=1 k=1

para todo t > 1.
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Observaciéon 2.13. Cuando uno de los espacios extremos es un espacio LP con p > 1 se

tienen los siguientes criterios integrales dados en [Hs] y [HR;] respectivamente:

(i) La inclusién LP — L¥ es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

1 a
lim sup / plsu) du = 0.
1

a—oo g>1 loga sPyuptl

(ii) La inclusién L¥ — LP es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

1 a
lim inf / plsu) du = oo.
1

a—oo s>1 log a spyptl

Observacién 2.14. Sean L¥ y LY espacios de Orlicz tales que LY — L¥. La condicién

1
iy G = S =0 )

es una condicién suficiente para que la inclusién L¥ — LY sea disjuntamente estrictamente

A

singular. En efecto, dicha condiciéon implica que

_w()
i o(t) =0

con lo que obtenemos la condicién (ii) de la Proposicién 2.12.

Sin embargo, la condiciéon 2.5 no es necesaria. FEn Hernandez y Rodriguez-Salinas
[HR3] se construye, dado p > 1, un espacio de Orlicz LY tal que L? — LY siendo la
inclusién disjuntamente estrictamente singular y

—s

t—oo tP

> 0.

Esto es una diferencia con los espacios de Lorentz.

Nuestro primer resultado original caracteriza cuando la inclusion £ — F' es disjun-
tamente estrictamente singular entre cualquier par de espacios invariantes por reordena-

miento con funciones fundamentales prefijadas.

Denotemos por @ la clase de todas las funciones ¢ : [0, 1] — R, crecientes, céncavas,

b(t)

nulas en 0, continuas en 0 y con ¢(1) = 1y lim,;_o == = oo.

Teorema 2.15. Sean ¢, € ® con ¢ < ¢. Son equivalentes:

(i) Todo par de espacios invariantes por reordenamiento E y F' con ¢p = ¢ y ¢p = ¢

verifica que £ — F.
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(ii) St E y F son espacios invariantes por reordenamiento con ¢pp = ¢, ¢p = ¢ y

E — F, entonces la inclusion es disjuntamente estrictamente singular.

(iii) /01 (%) W (t)dt < oo,

Para demostrar este teorema necesitamos probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.16. Sea E un espacio invariante por reordenamiento y ¢ € ®. Si la fun-
cion ¢’ ¢ E entonces la inclusion M(¢) — M(p) + E no es disjuntamente estrictamente

singular.

Demostracion. Se tiene que ||¢'||p(p)+£ < [|¢'||mp) = 1. Probemos primero que se cumple

que

|agy+e =1 (2.6)
para todo 0 < s < 1. En efecto, si limy,—o ||¢" X (u,s) || m(e)+5 = b < 1 para cierto 0 < s <1
entonces, ya que (M (¢)+E) = A(¢)NE’, tenemos que, dado u € (0, s), f; ¢ (Wy(t)dt <b
para todo y € A(¢) N E' con ||y|lag) < 1, [|y[ler < 1 ey > 0. Ahora, por el Lema de

}Llir[l) ||¢/X(u,s)

Fatou obtenemos que [ ¢/(¢)y(t)dt < b para cada funcién y verificando las condiciones

anteriores. Por tanto, ||¢"x(o.s)|lm(e)+£ < b. Esto implica que existe una descomposicién

#'X(0,5) = 1+ f2 donde fi € M(9), fa € E'y || fillae) + I f2llz < 1T+b Ya que fOT fi(t)dt <
IT’ngzﬁ(T) para todo 0 < 7 < 1, tenemos que

| = or) - 260 = 2520

para todo 7 € [0, s]. Esto muestra que ¢'x(o,s) < ﬁfz. Por ello ¢'x(0,s) € E lo cual es

una contradiccién ya que ¢'x[s1) € & por ser ¢’ decreciente.

Ahora, usando 2.6, podemos encontrar una sucesion (t,),en C (0, 1] tal que ¢ = 1,
th N Oy

1
1O X (tnsr ) | M)+ B2 > 5
para todo n € N. Si tomamos z,, = ¢'X(4,,,1.4,) € M(¢) para cada n € N, entonces
1 o0
Sl < [ ez
n=1 M(¢)+E
S DB
n=1 M(¢)

< el llalle

= lallc
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para todo a = (a,)nen € co. Por tanto, la inclusién M(¢) — M (¢) + E no es disjunta-

mente estrictamente singular. ]

Observacién 2.17. Si la funcién ¢ € E entonces M(¢) — E y la inclusiéon M (¢) —
M(¢) + E = E puede ser disjuntamente estrictamente singular. Por ejemplo, si se tiene
que limy_o z( 7 = 0 entonces ¢ € M(¢) y la inclusiéon M (¢) — M (¢)) es disjuntamente

estrictamente singular.

Demostracién del Teorema 2.15. (1)=(ii). Podemos asumir que la funcién ¢ es concava
(ver Lema 1.42). Sean F y F espacios invariantes por reordenamiento tales que ¢p = ¢,

¢p =y E — F. Por hipétesis tenemos la inclusién M (¢) — A(v)), luego la factorizacién
B — M() = A(¥) = F,

por lo que es suficiente probar que la inclusién M (gf;) — A(%)) es disjuntamente estricta-

mente singular. Existe una constante C' > 0 tal que

1
el = / 2 (O (1)t < Cllallyy,

para todo = € M(¢). Entonces SUD|), 5, <1 fol ()Y (t)dt < C. Ahora, como (M(p)) =
A(@) (ver Proposicién 1.40.1) tenemos que

[ s =1l <c.

Size M)y 2| 55y < 1 entonces [ x*(t)dt < 7 ¢ (t)dt para todo s € [0,1] por lo que
x < ¢y, por tanto, Hx||A(¢) < || lla@) (ver Proposicién 1.48). Si ademds A(sop z) < e
para un cierto e > 0 entonces ||z[a) < [|¢'X[0,q/la)- Ahora por la continuidad absoluta

de la integral de Lebesgue se tiene que
tim sup{[lacey * 715, < 1 AGsop #) < ¢} =0,

Esto muestra que la inclusién M(¢) — A(¢)) es disjuntamente estrictamente singular
ya que si tenemos una sucesion de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos

(Zn)nen € M(9), para cada e > 0 existe ng € N tal que A(sop 2y,) < €.

(ii)=-(iii). Supongamos que fol ¢ (1) (t)dt = co. Consideremos los espacios E =
M(¢) and F = M(¢) + A(¢)). Entonces tenemos que ¢p = ¢, ¢p = min(¢, 1)) = ¢ y
E — F. Sin embargo, usando la proposicién anterior obtenemos que la inclusion £ — F

no es disjuntamente estrictamente singular ya que ¢’ & A()).
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(iii)=(i). Sean E y F espacios invariantes por reordenamiento con ¢p = ¢ y ¢p = 1.
Six € M(¢) entonces x < ||z ¢" Por hipétesis [[2||law) < |2y 19 lacw) v; por

tanto, M(¢) — A(1), concluyéndose por el Teorema 1.43 que E — M(¢) — A(¢) —
F. O

El teorema anterior da una condicion suficiente para que la inclusion £ — F sea
disjuntamente estrictamente singular en el caso de que FE y F' sean espacios invariantes
por reordenamiento con funciones fundamentales diferentes. Veamos ahora que ocurre

con espacios invariantes por reordenamiento con la misma funcién fundamental.

Fijado un espacio de Orlicz L¥, sea ¢ una funcién definida en [0, 1] creciente, céncava
y nula solo en el 0 equivalente a la funcién fundamental
1
_ 1\°
o (3)

El Teorema 1.43 nos asegura las inclusiones A(¢) < L¥ — M (o).

Pre(t) =

Teorema 2.18. Sea L¥ un espacio de Orlicz y ¢ la funcion anterior equivalente a ¢re.

Entonces:

(i) La inclusion LY — M(¢) es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

qre < OQ.

(i1) La inclusion A(¢) — L¥ es disjuntamente estrictamente singular si y solo si

pre > 1.

Demostracion. (i) Si qre < oo entonces la funcién ¢ satisface la condicion A, en el oo
(ver [M, Teoremas 3.2.b y 4.2]), luego L¥ es o-orden continuo y no contiene ninguna copia
isomorfa de ¢ (ver Chen [C, Teorema 1.90]). El resultado se sigue de la factorizacién
L? = Lf — My(¢) — M () ya que toda sucesién normalizada de vectores en My(¢) con
soportes disjuntos dos a dos contiene una subsucesion equivalente a la base canoénica de

co (ver Semenov [Se, pagina 175]).

Supongamos ahora que qr. = co. Entonces la funcién ¢ no satisface la condicién As

en el 0o, luego podemos encontrar una sucesién de conjuntos disjuntos (A, ),en en [0, 1]

()
Ixanllze ) nen

en L¥ es equivalente a la base candnica de ¢y (ver [C, Lema 1.85]). Ya que <||X§AﬁL<P>
n neN

tal que la sucesién
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es también una sucesién normalizada en M (¢), se deduce que L¥ — M(¢) no es disjun-

tamente estrictamente singular.

(ii) Al ser A(¢) o-orden continuo realmente tenemos la inclusién A(¢) — H?. Si
prLe > 1 entonces H¥ no contiene ninguna copia de ¢;. El resultado se sigue de que toda
sucesion en A(¢) de vectores normalizados con soportes disjuntos dos a dos tiene una
subsucesion equivalente a la base candnica de ¢, siendo complementado el subespacio que

genera (ver Figiel, Johnson y Tzafriri [FJT, Teorema 5.1]).

Supongamos ahora que pre, = 1. Entonces la funcién ¢* no satisface la condicién As

en el 0o, luego podemos encontrar una sucesién de conjuntos disjuntos (A, ),en en [0, 1]

e
||XAn ||L¢ neN

en L¥ es equivalente a la base candnica de ¢, (ver [C, Teorema 1.91]). Ya que <”X§Aﬁw>

es una sucesion normalizada en A(¢), usando [FJT, Teorema 5.1], se deduce que A(¢)

tal que la sucesion

neN
—
L% no es disjuntamente estrictamente singular. O

Observacion 2.19. Del resultado anterior se deduce en particular que ambas inclusiones
A(¢) — L? y L¥ — M(¢) son disjuntamente estrictamente singulares si y solo si el
espacio de Orlicz L¥ es reflexivo, es decir, tanto ¢ como ¢* verifican la condicion A, en

el oo.

Observacién 2.20. Cada una de las inclusiones anteriores A(¢) — L¥ y LY — M(¢)

puede llegar a ser una igualdad:
Se tiene que L¥ = M () si y solo si ¢’ € L#, es decir, (te™ (%))’ e L¥.

La demostracién del “solo si” es trivial pues ¢/ € M (g?)) siempre. Ahora si ¢’ € L¢

entonces M (¢p) — L?.

Ejemplo: podemos tomar ¢(t) = ¢! — 1. Se tiene que ¢r.(t) = tlog(1l + 1) luego
~
$re () =log(1+3) — 77 ¥

1 ~ 7 1 1 1 3 —1
" J14 1 52 3v/2¢71/6
/90 Pre (1) dt:/ R dt§€—1/6/ {/jdt_1:f76_1<1-
0 3 0 et+1 0 t 2

Para la otra inclusién A(¢) < L¥ se conoce el siguiente criterio dado por Lorentz (ver

[L, Teorema 2]): se tiene que A(¢) = L¥ si y solo si existe § > 0 tal que

/ TEO) e < oo

11y P ()2
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Vamos ahora a factorizar inclusiones entre espacios invariantes por reordenamiento a

través de inclusiones no disjuntamente estrictamente singulares.

Teorema 2.21. Sean E y F espacios invariantes por reordenamiento tales que F — F
con E # L>® y F # L'. Entonces existe un espacio invariante por reordenamiento G tal
que

EFE—G—F

y ninguna de las inclusiones es disjuntamente estrictamente singular.

Para probar este teorema necesitamos dos resultados previos.

Dada una sucesién decreciente de escalares 7 = (7,)nen C [0,1] tal que 13 = 1y
lim, .o 7, = 0, denotaremos por ((7) al espacio de funciones que toman un valor
constante sobre cada intervalo (7,11,7,) con n € N. Definimos el operador traslacion a

la derecha T, sobre Q(7) de la siguiente forma:

T. (Z xnxn) = Z TnXn+1
n=1 n=1

donde X, = X(r,,1,7) Para todo n € N.

Recordemos que la proyeccion en media P, asociada a 7 (ver Capitulo 1) se define por

o0

i ([ o)

1

Proposicion 2.22. Sean E un espacio invariante por reordenamiento distinto de L™ y
0 < e < 1. Eziste una sucesion decreciente T = (Ty)nen con 71 = 1 y lim,, o 7, = 0 tal

que la imagen mediante el operador T, de L' N Q(7) estd en E y su norma
HTTHLlﬂQ(T),E S €.

Demostracion. La inclusién canénica A(¢g) <— E nos permite reducirnos a considerar el

caso de espacios de Lorentz £ = A(¢g).

Veamos qué condiciones debemos pedirle a 7 para obtener el resultado. Siz € L'NQ(7)
con x > 0y |jz]i < 1, entonces z = > 7 x,xn con z, > 0 para todon € N,y

> (T — Thr1) < 1. Supongamos que se cumple que 7,41 < €7, para todo n € N.

T, .
ey
n=1

Entonces
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Ahora, como

S Z xn¢E(7—n+l)7

AoE) n=1

17> (@) aor) =

la condicion
Or(Tnt1) < e(l —€)m (2.7)

para todo n € N (la cual es posible imponer porque al ser E # L* se tiene que

lim; o ¢g(t) = 0 (ver Capitulo 1)) implica que
1T (2) || aom) < €

Ya que la condicion 2.7 implica que 7,11 < €7, para todo n € N porque (;;E es creciente,

la demostracion esta terminada. O

Fijado un espacio Q(7) sea ahora @Q1(7) el subespacio de Q(7) formado por las fun-

D
T = § :ka(72k+la7'2k—l)
k=1

y Q2(7) el formado por las funciones

clones

y = Z yk‘X(TQk,TQk_Q) .
k=1

Proposicion 2.23. Sean E y F' espacios invariantes por reordenamiento tales que E #
L>® y F # L'. Dado 0 < e <1 existe una sucesion decreciente T = (Ty)peny con 71 =1 y
lim,, o 7 = 0 tal que

eyl < ellzllellyll e

para todo x € FNQ1(1) ey € E'NQa(7).

Demostracion. Ya que F # L' tenemos que el espacio asociado I’ # L. En efecto, si
F' = L™ entonces F" = L' y tanto si F es maximal como si es minimal llegamos a que

F = L' lo cual es una contradiccién.

Por tanto, E N F’ # L. Usando la proposicién anterior, fijado ¢ > 0 obtenemos una
sucesion decreciente 7 = (7, )neny con 71 = 1y lim,, o 7, = 0 tal que la imagen mediante
el operador T, de L' N Q(7) estd en E N F’, siendo

|| L1ngen),E <

N
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||| Lrnqee),pr <

DN

Sean x € FNQq(71) ey € E'NQ(T) con z,y > 0, es decir,

T = Z‘Tjkx(”élﬁrlﬂ'zkfl) e y= Zka(T%,Tzk&)
k=1 k=1

con xg,yr > 0 para todo k € N. Si consideramos los vectores

o)
U= § :ka(Tzkﬂ'zk—l)
k=1

y o0
v = Z YkX (rak—1,72k—2)
k=1
entonces -
T (u) = Z LkX (Tak41,72k)
k=1
y

TT(U) = Z Yk X (ror,72k—1)"
k=1

Ya que se cumple que
xy = ul:(v) + vT;(u),

obtenemos, usando la desigualdad de Holder, que

A

eyl < llullpT-() [ + ol 21T ()] 2

Slallelfoll + 5 o]zl

IN

IN

Slullelollz + Sllols lul s

€ l[ullellofl

IN

e lzllellylle

O

Demostracion del Teorema 2.21. Sean E y F espacios invariantes por reordenamiento
tales que £ — F, luego ||z||r < C||z||g para todo z € E'y cierta constante C' > 0. Usando
la proposicién anterior obtenemos una sucesion 7 = (7, )peny con 7 = 1y lim, o 7, = 0
tal que

lzylly < [lzllrllyl e
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para todo x € FNQy(7) ey € E'NQa(7). Sea V = Bp N Q2(7) donde B es la bola

unidad cerrada de E’. Definimos el espacio

G= {:c € F:|zl]l¢c= sup /01 " (t)y(t)dt < oo} :

y*eVUB gy

Es claro que G es un espacio invariante por reordenamiento al ser la intersecciéon de dos

de ellos. Ahora, dado = € F, ya que

1
sup / 2 (y(t)dt < ols
0

y*eV

1
sup / 2 (y()dt = ||,
0

y*EB gy
obtenemos que

lzlle < max(|lz]| g, [lz]r) < max(1, C)||z(p.

Por tanto se tiene la factorizacién

F— < F.

Veamos que ninguna de las inclusiones anteriores es disjuntamente estrictamente sin-
gular. Pasando a una subsucesién si fuera preciso, podemos suponer que 7,11 < %Tn
para todo n € N. Entonces para cada = € Q;(7) con i = 1,2 existe z € @Q;(7) tal que

lz] <z, z=2"y A\.(s) <2X\.(s) paratodo s> 0. En efecto, la funcién z definida por
2(t) = min{w(t) : w > |z, w = w*}

verifica todo lo requerido (para la desigualdad de las funciones de distribucién basta
pensar en el primer n € N para el que |x(t)| > s si t € (7,41, 7,)). Ahora, al tenerse que
x*(t/2) > z*(t) para todo t > 0 y ser (Dqyz*)(t) = x*(t/2), obtenemos si x € E N Qa(7)
que

l2lle <zl < 2[lz)lz

lzlle < llzlle < 2[lzlle

Ademas, como

Iy = sup / 2 (t)y()dt

y=y*€Bgy

— / (P (=) (y (#)dt

y=y* GBE/
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— s /Oz*<t><a/<y>><t>dt

y=y*€Bgs
1
= sup / 2*(t)y(t)dt
y*evV Jo
< |zl
donde 7" = (T9r_2)ken, Obtenemos que las normas || - ||g v || - ||¢ son equivalentes sobre

ENQs(7). Laultima igualdad es consecuencia del hecho de que en espacios invariantes por
reordenamiento el operador proyeccién en media asociado a una sucesion de subconjuntos

disjuntos dos a dos (F,)nen €s una proyeccién contractiva sobre [(xg, Jnen] (ver Capitulo
1).

Por otra parte, si x € G N Q1(7) obtenemos del mismo modo que

[zl < llzlle < 2[lz]la

lzllr < llzllr < 2[|2][F.

Ahora, usando la desigualdad procedente de la proposicién anterior obtenemos de la
definicién de || - ||g que ||z|l¢ < ||z]|r- Luego ||z|l¢ = ||z||F v entonces las normas || - ||g v

|| - || = son equivalentes sobre G N Q1 (7). -

Corolario 2.24. (i) Sea E # L*> un espacio invariante por reordenamiento. Entonces
E = L' si y solo si para todo espacio invariante por reordenamiento F tal que F — F,

la inclusion F' — E es disjuntamente estrictamente singular.

(ii) Sea E # L' un espacio invariante por reordenamiento. Entonces E = L™ siy
solo si para todo espacio invariante por reordenamiento F' tal que E — F', la inclusion

E — F es estrictamente singular.

Demostracién. (i) Si E = L'y F # L'lainclusién F' — FE es disjuntamente estrictamente

singular (ver Teorema 2.5).

Reciprocamente, si E es distinto de L' consideramos la inclusiéon L™ # A(¢) — F
donde ¢ = +/¢r que es continua en 0 pues E # L. Aplicando el teorema anterior

obtenemos contradiccion (de esta forma solventamos el problema que surge si £ = A(¢g)).

(ii) Si B = L® y F # L* lainclusién E — F es estrictamente singular (ver Teorema
2.4).
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Reciprocamente, si F es distinto de L* consideramos la inclusion E — M (¢) — L?
donde ¢ = \/ép (M(¢) # L' ya que sus funciones fundamentales no son equivalentes).
Aplicando el teorema anterior obtenemos contradiccién (de esta forma solventamos el

problema que surge si E = M(¢z)). O

Los proximos resultados estiman el grado de proximidad entre dos espacios invariantes
por reordenamiento E y F' cuando se tiene la inclusion £ — F y no es disjuntamente

estrictamente singular.

Recordemos que una funcién ¢ creciente y positiva en [0, 00) se dice que tiene variacion

reqular en 0 si existe
2t
lim M < 00.
t—0 Qﬁ(]f)
Proposicion 2.25. Sean E y F' espacios invariantes por reordenamiento tales que sus
funciones fundamentales tienen variacion regular en 0 y E — F. Si la inclusion E — F

no es disjuntamente estrictamente singular entonces existe p > 1 tal que

U= E—F— )L

q>p q<p

o se tiene una de las siquientes cadenas de inclusiones:

L*—E—F< ()L

g<oo

UU%E%F%U.

q>1
Demostracion. Denotemos
2t
lim 2230 _ 50
y

lim
t—0 ¢F<t)
Ya que ¢g(2t) < 2¢p(t) para todo t > 0, se tiene que 0 < a, 3 < 1.

Consideremos primero el caso 0 < a, 3 < 1. Se tiene que para todo 0 < € < min(a, 1 —

«) existe una constante C, > 0 tal que

1
el ot < gpt) < C. t*¢ (2.8)
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para todo t € [0, 1]. En efecto, existe ¢, € (0, 1] tal que
¢p(2t)

2a+e

< on(t) <
para todo ¢ € [0, 1), luego si t € [27"1,27"], por recurrencia obtenemos que

or(2"t) ¢u(2""'t)
et = ou(t) < o(nt1)(a—c)’

lo cual nos da 2.8. Ahora, usando 2.8 y el Teorema 1.43 obtenemos que
La=! A¢gp) — E — M(¢NE) — L,
Y como L™ «— L% < L% < [P para todo 1 < p < ¢ < r < 00, se tiene que
Lo? < B s [ar?
para todo 0 < € < min(«, 1 — ). Estas inclusiones muestran que a < 3. Si fuera a < f3,
tomando 1/0 < q <r < 1/a obtendriamos la factorizacién E — L" — L9 — F yla

inclusiéon E — F seria entonces disjuntamente estrictamente singular. Por tanto a = (3.

Tomando p = 1/« obtenemos

UMHE@FHHM.

q>p q<p

Si a =1, para todo 0 < € < 1 existe C. > 0 tal que ¢g(t) < Ct'~¢ para todo t € [0, 1]
lo cual nos da que [T7 < E para todo 0 < € < 1y, por tanto,

ULQ%E<—>F<—>L1.

g>1

Si =0, para todo 0 < € < 1 existe C, > 0 tal que ¢p(t) > C.t° para todo t € [0, 1]
lo cual nos da que F' — L para todo 0 < € < 1y, por tanto,

W%EHFHHL?

g<oo

Si0=a<f<1ysi0<a< =1 llegamos por factorizacién a través de espacios

LP a la misma contradiccién que antes. O

En el caso general se puede estimar la proximidad entre dos espacios invariantes por
reordenamiento distintos E' y F' con inclusion £ — F' no disjuntamente estrictamente
singular en términos de los indices de inclusion definidos de la siguiente forma:

logt
§p = liminf ——2°
BT log 6 (t)
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. logt
= l1msup ————.
T Tog (1)

Observaciéon 2.26. En el caso de ser E¥ un espacio de Orlicz L¥ los indices de inclusion

de E' se pueden expresar de la siguiente manera:

1
Ore = liminf 0g 4(5)
500 og s

1
Ve = limsup o8 SO(S).
00 log s

En efecto,

logt log %

o o .. logp(s)
610 = liminf ——2— = liminf ——=*t — — lim inf —22~2
Lo = 0 log dre(t) im0 logg-! @) e Tlogs

Y analogamente con ..

Proposicion 2.27. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Se tiene que

vp =inf{p > 0: LV — FE}

dp =sup{p>0: F — L'}

Demostracion. Siq > g entonces se sigue de la definicion de yg que existe una constante
C > 0 tal que ¢p(t) < Ct'/? para todo t € [0, 1]. Usando el Teorema 1.43 obtenemos que
L% — A(¢g) — E. Por tanto, para todo p > vg se tiene que L? — FE. Reciprocamente
si p > 0 es tal que LP? — E entonces ¢p(t) < Ct'/? para alguna constante C' > 0 y para,
todo t € [0,1], luego p > vg.

En cuanto a la otra igualdad, si ¢ < dg entonces existe una constante C' > 0 tal
que ¢g(t) > Ct'/7 para todo t € [0,1]. Usando de nuevo el Teorema 1.43 obtenemos que
E — M(gz;E) — L%°°, Por tanto, para todo p < dg se tiene que F — LP. Reciprocamente
si p > 0 es tal que E — L entonces ¢p(t) > Ct'/? para alguna constante C' > 0 y para,
todo t € [0, 1], luego p < 0. O

La relacion entre los indices de inclusion y los de Boyd viene dada en el siguiente

resultado:
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Proposicion 2.28. Dado un espacio invariante por reordenamiento E se tiene que:

(1) pp < 0p < v < qg.

(it) 5o + 5o =1y 5 + 5. = 1.

TE!
Demostracion. (i) Veamos la primera desigualdad:

—logt
< lim inf 8

pu— R p— —_— 7:6
s=olog|[Dylle =0 log[[Dillp = =0 —loggu(t)

donde la desigualdad se tiene gracias a que 1 = ||xj0,1|r = HD%X[OJ}HE < ||D% |eoE(t).

La otra desigualdad se obtiene de la siguiente forma:

log s log s

. . log s <1
gp = llm ———— = lmsup————+— < llmsup ————— =
BT D0 log | Dulle e log [ Dalle = so” loggr(s) ¢

donde la desigualdad es debida a que ¢r(s) = [|[Dsxpo1lle < || Dsl|e-

(ii) Es trivial a partir de la Proposicién 1.29.i. La segunda igualdad también se puede

obtener a partir de la primera ya que ¢pr = ¢p. O

Proposicion 2.29. Sean E y F' espacios invariantes por reordenamiento tales que E —

F. Sila inclusion E — F no es disjuntamente estrictamente singular entonces o < Y.

Demostracion. Supongamos que dg > ~yg, entonces si dg > p > ¢ > v utilizando la
Proposicién 2.27 obtenemos que E — [P — [9 — [ y la inclusion F — [ seria

disjuntamente estrictamente singular al serlo la inclusion LP — L9. O

Observacién 2.30. La inclusion F <— F' en el caso extremo dp = yr puede o no ser

disjuntamente estrictamente singular.:

(i)Si E = L? y F' = L¥ para la funcién de Orlicz

tp
olt) = log(1 + t)

con p > 1 entonces 6 = vr = p y la inclusiéon £ — F es disjuntamente estrictamente

singular ([Hy, pagina 39)).

(i) Existe un espacio de Orlicz E = L? y F' = LP con indices de inclusion g = yp = p

tales que E — F' y dicha inclusion no es disjuntamente estrictamente singular.

Dado p > 1 tomamos
o(t) = 1P paf(logt)
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para todo ¢t > 1, donde 0 < ¢ < % y f(t) = sup,,ey fn(t) siendo

f(t) = 0 si0<t<2¥" - 2nt?
TS (L —cos I si 22 — 202 < < 22

para todo n € N (ver [HR;, Teorema 3.5]).

Teorema 2.31. Sean E y F' espacios invariantes por reordenamiento. Entonces la inclu-

sion ENF — FE o la inclusion ENF — F no es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Supongamos que la inclusion £ N F — F' es disjuntamente estrictamente
singular, es decir, || || and ||-|| gnF Do son equivalentes sobre ningtin subespacio [(#, )nen]
de ENF generado por una sucesion (z,),en de vectores no nulos y con soportes disjuntos
dos a dos. Esto implica que para todo n € N existe u, € EN F tal que |ju,||lp =1y
|lua|lF < 1/n?. En efecto, si no es cierto existe N € N tal que ||z|r > 1/N? para todo
x € ENF con |z||p =1, luego ||z||p > =z ||z]|r para todo 2 € ENF con lo que || - ||¢

and || - ||gnr son equivalentes lo cual es una contradiccién.

Tomemos ahora los vectores

D1un
e ENF.

HDMLn

E

Ya que por las propiedades del operador dilatacion-compresion se tiene que

I:HDdhwl

< nHDlun
E n

E

tenemos que ||v,]lg = 1y |on|lr < 1/n. Sea (v, )ken una subsucesion de (v,,)nen tal que
nx > 2F para todo k € N, y consideremos la sucesién (xy)gen traslacién de (v, )rey tal
que el soporte sop x C (1/2% 1/2¥1) para todo k € N. Entonces ||x4||r < 1/2* para
todo k € N. Sea z € [(x)ren] en EN F, es decir, z = > re, arrg. Entonces

z)lF < Z a2kl F < Z |ay| < sup |ar| < [|2||&,
por lo que || - ||gnr es equivalente a || - || g sobre [(xg)ken] v la inclusion EN F < E no es

disjuntamente estrictamente singular. O

Observacién 2.32. El teorema anterior puede deducirse directamente a partir de resul-
tados de teoria de interpolacion de operadores disjuntamente estrictamente singulares y

vale en general para reticulos de Banach.
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En efecto, si ambas inclusiones FNF — E y ENF — F fueran disjuntamente
estrictamente singulares a la vez, usando [GHR, Teorema 3.3], también lo seria EN F <
E N F. Dicho teorema nos dice que dados un reticulo de Banach X y un espacio de
Banach intermedio Y entre Y; e Y5, si los operadores T': X — Y, y T : X — Y, son
disjuntamente estrictamente singulares entonces también lo es el operador T : X — Y

(Agradecemos al profesor F. Cobos su sugerencia).

Una cuestién por resolver es si se pueden dar resultados analogos con la suma de
espacios invariantes por reordenamiento E + F', es decir, cuando la inclusion £ — E + F
o la inclusién F' — FE + F' no es disjuntamente estrictamente singular en la linea de la

Proposicién 2.16.



Capitulo 3

El caso no acotado: espacios de
funciones invariantes por
reordenamiento sobre |0, c0)

En este capitulo vamos a estudiar inclusiones disjuntamente estrictamente singulares en-
tre espacios invariantes por reordenamiento £ modelados sobre el intervalo no acotado
[0,00) con la medida de Lebesgue. En el caso de espacios de Orlicz se han dado en
[GHR] caracterizaciones y criterios para que la inclusién LY — L¥ sea disjuntamente
estrictamente singular verificando las funciones ¢ y ¥ la condiciéon Ay en 0 y en co. Al
final del capitulo se dan criterios para espacios de Lorentz. Recordemos que se tienen las
inclusiones canénicas L' N L™ — E — L' + L> (ver Teorema 1.30). Vamos a comenzar

caracterizando cuando la inclusién L'N L% — E es disjuntamente estrictamente singular.

Estudiemos primero cuando fijada una funcién céncava ¢ tal que ¢(1) = 1 la inclusion

del espacio de Lorentz A(¢) en el espacio de Marcinkiewicz M (¢) es débilmente compacta.

Proposicion 3.1. Son equivalentes:
(i) La inclusion A(¢) — M(¢) es débilmente compacta.

(i1) Se verifican las condiciones

hH(l) @ = lim ¢(t) = o0 (3.1)

2. (3.2)

Demostracion. (i)=-(ii). Si alguna de las condiciones de 3.1 o de 3.2 no se cumple veamos

que entonces la inclusiéon A(¢) — M(¢) no es débilmente compacta ya que no puede

57
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ser factorizada a través de ningun espacio reflexivo (de hecho, un operador es débilmente
compacto si y solo si factoriza a través de un espacio reflexivo (ver [LTs, Teorema 2.g.11])).
En efecto, consideremos el subespacio U de A(¢) formado por las funciones de la forma

T=y 0 TpXn—t1,n)- Si limy_ ¢(t) = L < 0o entonces

1 [
sup |z, | = /0 r*(O)dt < ||zl < l2lla@) = D 75((n) — ¢(n — 1)) < Lsup |z,
n=1

neN neN

luego U es isomorfo a /.. Ahora, si lim;_, @ = L' > 0 se tiene que

LY ol <Nl < lollaw <Y leal == < > |l

para todo xz € U.

Consideremos ahora el subespacio V' de A(¢) formado por las funciones x con sop(z) C
[0,1]. Silim; o ¢(t) = L > 0 entonces

1
Llz]loe = Liggx*(t) < lllag) < lwllaw) —/0 2 () dg(t) < [l oo-

o(t)

Y si lim; o %~ = L' < oo entonces

2l < N2l < lellae < Ll
para todo z € V.

(ii)=-(i). Si j denota al operador inclusién, por el Teorema 1.43 tenemos que j :

A(¢) — My(p) — M(¢), luego el operador traspuesto j* va de (My(¢))* = A(¢p) (ver
Proposicién 1.40.ii) a (A(¢))* y, por tanto, el operador bitraspuesto j** va de (A(¢))™
en M (gz~5) y aplicando un teorema de Gantmacher (un operador T entre dos espacios de
Banach X e Y es débilmente compacto si y solo si T**(X**) C Y (ver por ejemplo [PR,

Teorema C.I1.4.1])) obtenemos que j es débilmente compacto. O
Proposicion 3.2. Dada ¢ son equivalentes:

(i) Existe un espacio invariante por reordenamiento E reflexivo con funcion funda-
mental g = ¢.

(i1) La funcion ¢ satisface las condiciones 3.1 y 3.2.

Demostracion. (1)=-(ii). Si existe un espacio invariante por reordenamiento E reflexivo

con funcién fundamental ¢r = ¢, la inclusién A(¢) — M (¢) es débilmente compacta y el

resultado anterior nos da (ii).
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(ii)=-(i). Bajo las condiciones 3.1 y 3.2 tenemos por la proposicién anterior que la

inclusién A(¢) — M (¢) es débilmente compacta. Consideremos el espacio de interpola-

cion real E = (A(¢), M($))1/2.4. Usando el Teorema 1.65 deducimos que E' es un espacio

invariante por reordenamiento reflexivo con

| i 0) ) o)

0 t

orts) = (
]

Observacién 3.3. Las Proposiciones 3.1 y 3.2 extienden resultados previos para espacios
invariantes por reordenamiento sobre [0, 1] dados por Kuzin-Aleksinskii en [Ku, Teoremas
2y 3.

Dado E espacio invariante por reordenamiento, son equivalentes que lim; .o ¢ (t) =0
y que E <+ L*. En efecto, si E — L% entonces existe una constante C' > 0 tal que
¢p(t) > 1/C para todo t > 0. Y si limy_.o ¢r(t) = L > 0 entonces

elle = @/l agy = Liglgl’*(t) = L[zf|s

luego F — L.

Ya que la inclusién L*'NL>® — L* no es estrictamente singular pues ||-||z1nze coincide

con || - |l en [0,1] se tiene que si la inclusién L' N L™ < F es estrictamente singular

entonces E < L.

También son equivalentes que lim;_, ¢Et(t) =0y que E & L' En efecto, si & —

L' entonces existe una constante C' > 0 tal que ¢5(t) > 1/C para todo t > 0. Y si

t
PE(t)
t

= L > 0 entonces

hmt_wo

t
zlle = %l a6 = Lsup/ " (s)ds = L[]y
t>0 Jo

luego E «— L.

Ya que la inclusién L' N L> < L' no es estrictamente singular pues || - || p1qz~ coincide
con || - |[1 sobre [(X[n—1.n))nen] se tiene que si la inclusién L' N L™ < E es estrictamente

singular entonces E & L.

oE(t)
t

que la inclusién L' N L™ < E sea estrictamente singular (disjuntamente estrictamente

Por tanto, el que lim; g ¢p(t) = lim;_ = 0 son condiciones necesarias para

singular). Veamos que también son condiciones suficientes:
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Teorema 3.4. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Son equivalentes:
(i) La inclusion L' N L™ — E es disjuntamente estrictamente singular.
(ii) La inclusion L' N L™ — E es estrictamente singular.

(iii) La inclusion L' N L>® — E es débilmente compacta.

¢r(t)
t

=0.

(0] jig o) = iy

En la demostracién usaremos el siguiente lema de extension.

Lema 3.5. Si ¢ satisface que lim;_o ¢(t) = limy_, @ = 0 entonces existe una funcion
Y que satisface las condiciones 3.1, 3.2 y
/ & ()0 (1) dt < oo.
0

Demostracion. Consideremos primero la funcién ¢, definida sobre [0,1] de la siguiente

forma

0 sit=0,
P1(t) = i@ si0<t<1.

La funcion ¢, es cuasiconcava. Denotemos por ¢, a la menor mayorante concava de ¢,

con lo que ¢; < @9 < 2¢; (ver Lema 1.42). Ahora, usando la Proposicién 1.27, obtenemos

/0 G0)oy(Ddt < 2 / &(0)6, (1)t
IOkt
2 /0 o () —

= 0 dt
1 /(t)

< 2 ; aXﬂdt

= 4/9(1).

Pasemos ahora a definir la funcién requerida en (1,00). Consideremos la sucesién

(@n)nenuqoy donde a, = ¢(n + 1) — ¢(n) para todo n € NU{0}. Ya que ¢ es céncava, &)

t
. . t . .
es decreciente y lim;_ . @ = 0, tenemos que (a,)nen €s decreciente y lim,, .., a, = 0.

Existe una sucesion (ng)reny C N creciente tal que limy o ny = limy oo (ng — ngy,) =00 y

np—1

Z an < ag = P(1) (3.3)

n=ng_1
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para todo k € N. Consideremos ahora una sucesion (b,)nen decreciente y de términos

positivos tal que

b < gb’Q(l), (3.4)
ibn <1 (3.5)

y i, _
> br(ng — ng_y) = oo (3.6)

Sea ahora la sucesion (¢,)peny con ¢, = by si ng_1 < n < ng, y tomemos una sucesién

(dp)nen C R verificando que
(bg(l) =+ d1 Y Nncp—1 + dn,1 = nc, + dn (37)

para todo n = 2,3,.... Consideremos ahora la funcién v definida sobre [0, 00) mediante

o= ¢ so<i<1
) ent+d, sin<t<n+1lconnecN.

La condicién 3.7 nos da la continuidad de v, y el decrecimiento de (¢)neny v 3.3

muestran que ¢ es una funcién positiva y decreciente, luego v es creciente y céncava.

Veamos que 1) satisface las condiciones 3.1 y 3.2. En efecto, ya que lim;_ ¢(t) = 0 se

tiene que
lim@ > 1im¢1_(t) _ im# _
t—0 t t—0 t t—0 ¢<t>

Como lim,,_ ¢, = 0 se tiene también que

d)(

Ya que la funcion es decreciente,

iy (0) < 2l s = 2l sV < sl B0

Ahora, usando 3.6, obtenemos que

ng k
o) = i (6004 3] = i (004 Y0 ) =
n=1
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Finalmente, por 3.3 y 3.5 se tiene que

e’} e8] n+1 0 e’} ne—1 00
/ SOt =3 / 0t = et =3 | S an | <> aohi < a
1 n=1Y" n=1 k=1 n=ng_1 k=1

Por tanto concluimos que la funcién v construida verifica que

/ ¢ t<4\/ +Cl0<OO

O

Demostracion del Teorema 3.4. (i)=-(iv). Supongamos que lim; .o ¢gr(t) = L > 0. En-
tonces

el > lim |e*xjoq 15 > lim2*(1)65(t) = Lijall
para todo z € E. Sea V es el subespacio de L! N L*> formado por las funciones x € L™
con sop(x) C [0, 1], entonces ||z]|; < ||z||o para todo z € V y se tiene que

1
lzlle < llzllznre = ll2lle < Fllz]le

para todo x € V. Por tanto, las normas || - ||ziqz~ ¥ || - ||z son equivalentes sobre V' y la

inclusién L' N L™ < E no es disjuntamente estrictamente singular.

Supongamos ahora que lim;_, ‘bET(t) = L' > 0. Entonces ¢g(t) > L't para todo t > 0
por lo que ¢~E(t) < % para todo t > 0. Usando el Teorema 1.43 obtenemos que

[zl = 12l s gy = Ll

para todo # € E. Ahora, si U es el subespacio de L' N L> formado por las funciones de

la forma o =) 7 | TpX[n-1,n) entonces

L lellz

el < ez~ = Z ral < 7

para todo x € U, por lo que las normas || - ||inr~ v || - ||z son equivalentes sobre U y la

inclusién L' N L™ < E no es disjuntamente estrictamente singular.

(iv)=-(iii). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢g es concava (ver Lema

1.42). Por el lema anterior existe una funcién ¢ que satisface 3.1, 3.2 y

/ PRt (t)dt < .
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De esto ultimo deducimos la inclusiéon M (¢)) < A(¢g) usando la Proposicién 1.49. Ahora,
si denotamos por ¢ a la funcién creciente, céncava y nula solo en 0 equivalente a la funcién
) = %d, tenemos la inclusién canénica A(v)) < M(z)). Por tanto, tenemos la siguiente
factorizacion

L' N L® = A@) = M(y) = Mép) = E.

Ahora por la Proposicion 3.1 deducimos que la inclusion A(y)) — M(v)) es débilmente

compacta. Por tanto, también lo es la inclusién L' N L™ — E.

(iii)=-(ii). Esta implicacién es debida a que L' N L* tiene la propiedad de Dunford-
Pettis (ver Kalton [K,] y Kamiiiska y Mastylo [KM]) ya que un operador débilmente
compacto que parte de un espacio con la propiedad de Dunford-Pettis es estrictamente
singular. Recordemos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis si
lim,, .o fn(z,) = 0 para todo par de sucesiones (,)nen C Xy (fn)nen € X* débilmente

convergentes a 0.
(ii)=-(i). Esta implicacion es trivial. O

Observacién 3.6. En [CMMM] Cobos, Manzano, Martinez y Matos han dado también
criterios para que la inclusién L' N L™ «— FE sea estrictamente singular usando métodos

de interpolacion.

Corolario 3.7. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Son equivalentes:

(i) Existe un espacio invariante por reordenamiento F' reflexivo tal que F — F.

or(t)
t

=0.

() g o) = J

Demostracion. (i)=-(ii). Ya que podemos factorizar la inclusion L' N L>® — E a través
de un espacio reflexivo, dicha inclusion es débilmente compacta y aplicando el teorema

anterior obtenemos (ii).

(ii)=-(i). La demostracién de esta implicacién es igual que la de (iv)=-(iii) del teorema
anterior considerando finalmente el espacio F' = (A(¢)), M(¥))g,con 0 <0 <1yl <p<

oo como en la Proposicion 3.2. O

Corolario 3.8. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Son equivalentes:

(i) Eziste un espacio invariante por reordenamiento F reflexivo tal que E — F'.

) g L = fm () =
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Demostracion. (i)=-(ii). Supongamos que existe un espacio invariante por reordenamiento
F reflexivo, luego maximal, tal que F — F. Entonces " — E’. Al ser I reflexivo, tanto
F como F' son og-orden continuos (ver [BS, Corolario 1.4.4]), luego F’ = F* y, por tanto,

F’ también es reflexivo. Ya que ¢g(t)¢p (t) = t para todo t > 0, el corolario anterior nos
da (ii).

(ii)=(i). Si ¢g verifica (ii), ¢pp verifica (ii) del corolario anterior. El mismo nos dice
que existe un espacio invariante por reordenamiento F reflexivo tal que F' — E’. Por

tanto, £ — E"” — F’" y F’ también es reflexivo. O

Una vez caracterizados los espacios invariantes por reordenamiento F que cumplen
que la inclusién L' N L>® < E es disjuntamente estrictamente singular, vamos a estudiar
cuando lo es la otra inclusién candnica extrema E < L' + L*°. Comencemos dando

condiciones necesarias:

Teorema 3.9. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Si la inclusion E —
L' + L™ es disjuntamente estrictamente singular entonces:

or(t)
t

0ty 5 =t o) = o

(ii) Las funciones de la forma t~YPx o) € E para 1 < p < occ.

oE(t)
t

sucesion de funciones de soportes disjuntos (z,)nen = (2"X(2-n,2-7+1])nen, se tiene que las

= [, < 0o. Si consideramos la

Demostracion. (i) Supongamos primero que lim; g

normas de E y de L' + L™ son equivalentes sobre el subespacio cerrado engendrado por
(Zn)nen, €l cual es isomorfo a ¢1. En efecto, ya que ||z,||g = 2"¢p(27") < L para todo

n € N, tenemos que

> laal = Z|an|/0 ., (t)dt

n=1 L4100

IN
(]
£
5
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)
< LYl
n=1

para toda sucesion (a,)n,en C R.

Si lim; o ¢p(t) = L’ < oo, entonces las normas de E y de L' + L> son equivalentes

sobre el subespacio engendrado por la sucesion (X[n—1,,))nen, €l cual es isomorfo a cg. En

efecto,
00 00
sup |an’ - Z AnX[n—1,n) < Z AnX[n—1,n) < L sup |an|
neN n—1 LigLoo n—1 ) neN

para toda sucesion (a,)nen C R.

(il) Supongamos ahora que existe 1 < p < oo tal que la funcién t_l/px(opo) S
Podemos considerar en E una sucesién (z,),eny C E de funciones con soportes disjuntos
dos a dos tal que cada z,, vy la funcién ¢t~V PX(0,00) s0n equimedibles para todo n € N. Para
ello basta con ir intercalando adecuadamente los trozos ¢~/ PX -1,k con k € N. Entonces

las funciones
x

> autn v lallt ™ x0.00

n=1

son equimedibles para toda sucesion a = (a,)nen € £, ya que

- . s all®
AL e (8) = D M (8) = D A, (m) =" = Mallpt=/7x(0,00) (9)
n=1 n=1 n

para todo s > 0. Por tanto,

0 oo
||a'||p ||t_1/pX(0,oo)||L1+L°° - Zanmn S Zanxn = ||a||p ||t_1/pX(0,oo)||E7
n=1 L1+ n=1 E

luego las normas de F y de L' 4+ L* son equivalentes sobre el subespacio engendrado por

la sucesién (z,)nen, €l cual es isomorfo a £,,. O
Corolario 3.10. La inclusion LP>® — L' 4+ L no es disjuntamente estrictamente
singular para 1 < p < oo.

Demostracion. Es consecuencia de que la funcion t’l/px(oﬁoo) € Lp>, O

Las condiciones necesarias dadas en el teorema anterior no son en general suficientes
para que la inclusién F — L' + L* sea disjuntamente estrictamente singular como mos-

traremos en el primer corolario del siguiente resultado. Recordemos que un reticulo de
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Banach X satisface una p-estimacidon superior (inferior) con p > 1 si existe una constante

C tal que para todos (z,,)f_, C X disjuntos dos a dos se tiene que

k 1/p
<C (Z ||xn||p)
n=1

k 1/p
- (Z ||wn||”) )-

El espacio LP* satisface una p-estimacion superior (ver Carothers y Dilworth [CDy,
Lema 2.1.ii]).

k
>
n=1

k

>

n=1

(

Proposicién 3.11. Sean LP*>® con 1 < p < oo, y una sucesion de funciones (T, )nen C
LP> con soportes disjuntos dos a dos tal que ||T,||p0o < 1 para todon € N. Sea (€,)nen C

[0,1] tal que > 7 | €, < 00 y una constante C > 0 tal que

/ o (t)dt > Cst=1/P (3.8)
0

para todo n € N y todo s € [e,, 1]. Entonces existe K > 0 tal que

—HaHp Ty < Kllall, (3.9)

L14L>®

p?oo

para toda sucesion a = (Gp)nen € Cp.

Demostracion. Usando que ||z g1y e = supym—y [ [2(t)|dt, tenemos que

[ee]
Zanasn = sup Zanxn
n=1 L1+Loo
= Z|an| ()]t
Emsop T
= |an\ / ()| dt
Yomii MEn)=17,
T S JAECI
sn >0 En) Snop—1 E,
Z;.lozls'n:l
9] Sn
— s Yl [ s
sn >0 o 0

oo

n=1 Sn = 1
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00 1
Sea ng € N tal que Zn:no én < 5. Entonces, por 3.8, tenemos que

0o 0o
S, >0 s S fals
n=1 L1400 Sn 2 €n n=ng
+ Z;:O:no sn =1
00
> C  sup > Jag|sp P

Sn >0
g Sn=1/2

o0
e sup E |a,|sL~1/P
>0
Sy an =1
n=ng Sn =

0 1/p
ol/p=1cy (Z ‘an‘p> ]

n=ng

n=ng

n=ng

Y ya que || Y7 an®y||p14 > C'sup,cy |a,| obtenemos la primera desigualdad de 3.9.

La segunda desigualdad de 3.9 es obvia, y como LP* satisface una p-estimacién supe-

rior, obtenemos la tercera desigualdad de 3.9. O

Corolario 3.12. La inclusion LE™ — L'+ L™ no es disjuntamente estrictamente

singular para 1 < p < 00.

Demostracion. Dada una sucesion (€,)n,en como en la proposition anterior, consideremos

una sucesién de funciones (x,,)neny C L™ con soportes disjuntos dos a dos tal que

P si0<t<e,,
z(t) =13 t7'7 sie, <t <1,
0 sit>1.

Entonces [|z,|[poo <1y

/a;;;(t)dt:/ egl/pdtJr/ tYrdt > s11/P
0 0 €n

para todo s € [e,, 1] y todo n € N. El resultado se sigue ahora de la proposicién anterior.
O

Observacién 3.13. Los espacios L™ con p > 1 cumplen las condiciones del Teorema
3.9.

El corolario anterior permite también debilitar la condicién necesaria (ii) dada en el

Teorema 3.9:



68 CAPITULO 3

Corolario 3.14. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Si la inclusion E —

L' + L™ es disjuntamente estrictamente singular entonces
sup [/ x 1 nm |l = 00
neN

para todo 1 < p < o00.

Demostracion. Supongamos que existe 1 < p < oo tal que sup,,cy ||t*1/px(1/n7n)||E < 00.
Entonces, como E” tiene la propiedad de Fatou, se tiene que t_l/px(o,oo) € E” con lo
que LP> « E" y por tanto la inclusién E” — L' + L* no puede ser disjuntamente
estrictamente singular. Ahora, si F es maximal es clara la contradiccién. En el caso
minimal consideramos partes o-orden continuas, con lo que se tiene Ly™ «— (E")y =
E y como por el corolario anterior la inclusién L5'™ < L' + L* no es disjuntamente

estrictamente singular, tampoco puede serlo la inclusién £ «— L' + L. O

Pasemos ahora a dar condiciones suficientes para que la inclusién E < L' + L
sea disjuntamente estrictamente singular. El primer resultado es para inclusiones que

factorizan a través de un espacio LP:

Proposicion 3.15. Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Si existe 1 < p < o0
tal que
1
— € Lp
o

entonces la inclusion E — L' + L™ es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Si x € M(pg) entonces

¢ t Pl
* d < ~ < Y —d
/0 2 (s)ds < [zl prg) on(t) = ”x||M(¢E)/o u(s)

para todo t > 0 con lo que z < ||z - L Tuego por la Proposicién 1.48 y la hipdtesis

se tiene que x € LP. Por tanto, se tiene la cadena de inclusiones
E — M(¢g) — LP — L'+ L.

Como la ultima inclusién LP — L' + L™ es disjuntamente estrictamente singular (ver

[GHR, Ejemplo 4.6]) se tiene que también lo es la inclusién E — L' + L. O

Para dar otra condicién suficiente para que la inclusién E < L'4- L sea disjuntamente
estrictamente singular que no sea tan restrictiva como la del resultado anterior, vamos a

estudiar primero el caso en el que E es un espacio de Marcinkiewicz:
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Dada la funcién ¢ supongamos que la inclusién M (¢) — L'+ L™ no es disjuntamente
estrictamente singular, es decir, existe en M (¢) una sucesion (z,),eny de funciones no

nulas y con soportes disjuntos dos a dos y una constante C' > 0 tal que

Z Uy T <C Z Qp T (3.10)
n=1 M(¢) n=1 Ll4 Lo

para toda sucesién (a,)nen C R. Sean las funciones asociadas

con n € Nyt > 0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢, (1) = 1 para todo

on(1) nEN'

n € N ya que podemos si no considerar las funciones

En el siguiente resultado usaremos los espacios modulares o de Musielak-Orlicz (ver

Woo [Wo)) definidos de la siguiente forma:

Definicién 3.16. Sea M = (¢, )nen una sucesién de funciones de Orlicz. El espacio

modular (o de Musielak-Orlicz) de sucesiones f); es el espacio de Banach formado por

todas las sucesiones = = (2, )nen tales que Y~ @, (\x_]:\> < oo para algiun k£ > 0 dotado

. — |xn|
HSL'HgM:ulf{k>0:Z<pn <T Sl .

n=1

de la norma

Lema 3.17. Sea la funcion ¢ tal que la inclusion M(¢) — L'+ L* no es disjuntamente

estrictamente singular. Entonces con la notacion anteritor existe una sucesion creciente

1 < 1
7 \k) = Cok)
para todo k € N y todo n > ny., donde C' es la constante de 3.10.

(nk)ren C N tal que

Demostracion. Usando la desigualdad 3.10 tenemos que

i 2ont lanl Jo" @ (s)ds
Apn Ty sup o0
! Vo) tn>0 (21 tn)

00 tn
<c s Ylal [ ne
n=1 0

tn >0

o itn=1

o0

E ATy

n=1

= C

I

Ll4 Lo
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para toda sucesion a = (a,)neny C R, donde la primera igualdad se obtiene de forma

analoga a como se obtuvo la tltima en la Proposiciéon 3.11. Por tanto,

* lanlpalte N
sup Zn:l ‘(})O|90 ( ) < C sup Z ‘an‘ﬁpn(tn)

L0 O, t) T 20
Ynzitn =
0
2 nt |Gn|5n N
sup o <C sup || Sp-
5020 QD01 Pt (Sn)) $n >0 ;

(3.11)

Ya que ¢, es concava para todo n € N, se tiene que ¢, ' es convexa para todo n € Ny,

por tanto, el conjunto

Az{uneNcR Zso (Ital) <1}

es convexo. Denotemos por ¢, el espacio modular (o de Musielak-Orlicz) de sucesiones

generado por la sucesién de funciones (¢, !),en. Entonces A es la bola unidad cerrada de

L. De 3.11 obtenemos que

o
sup Z —1 |an|3n

5n>0 ¢(Z 1Pt (sn))

< Cllall,

Por tanto,

o, Dol <

||“He' <1,

para toda sucesion (s, )nen con s, > 0 para todo n € N. Ya que ¢y, tiene la propiedad de

Fatou, es maximal, luego se tiene que

<C

H (cb(zzils;gl(sk)) )

154

y, por tanto,

<o¢<zz°insa,;l<sk>>)neN A

para toda sucesién (s,)nen con s, > 0 para todo n € N, con lo que

ZS” (o) <

Ahora, dado k € N y un conjunto I C N con cardinal |I| = k, consideramos la sucesién

(Sn)nen definida por

] 1 sinel,
TV 0 singl.
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Usando que ¢, (1) = 1 para todo n € N obtenemos que

> (aom) <

nel

e (cam) > 1)

Por tanto, existe una sucesion creciente (ng)reny C N tal que

(1) = cam

para todo k € N y todo n > ny. O

con lo que

< k.

Podemos ahora dar una condicién suficiente para que la inclusién E — L' + L™ sea
disjuntamente estrictamente singular. Recordemos que una funcién ¢ : R — R se dice

que es submultiplicativa si existe una constante K > 0 tal que

o(ts) < Ko(t)o(s)
para todo t,s € R.

Teorema 3.18. Sea E un espacio invariante por reordenamiento distinto de L' y de L™.
Si la funcion fundamental ¢p es submultiplicativa y E # LP>™ y E # LY para todo

1 < p < oo entonces la inclusion E — L' + L™ es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracién. Supongamos que la inclusién £ < L' + L™ no es disjuntamente estric-
tamente singular, entonces existe una sucesién (x,)nen en E de funciones no nulas y con

soportes disjuntos dos a dos y una constante C' > 0 tal que

[o.¢] o0
E antnll <C E AnTy,
n=1 E n=1 Ll4 Lo

para toda sucesion (a,)nen € R. Por el Teorema 1.43 se tiene entonces que

oo oo
g Apn Ty E Ap Ty
n=1 n=1

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||x,||z14~ = 1 para todo n € N y que

<C

M(¢g)

Ll4Loo

gz;E es concava. Veamos ahora usando el lema anterior y la concavidad de br que se tiene
t o
para @, (t) = [, x5 (s)ds que

Pn (t) > !

= m (3.12)
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para todo k € N, t € [1/k,1] y n > ny.

En efecto, supongamos que no, es decir, que
1
2Cor (7)
para algin £ € N, un ¢ € [1/k,1] y un n > ng. Ahora sea j natural tal que ¢t €
(1/27,1/2771). Si 1/k < 1/27 entonces

@n(1/2j) < pnlt) <

“n (t) <

1 1
- < —
2005(2771) — Cop(27)

lo cual contradice el lema anterior. Ahora en el otro caso, si 1/k € (1/27,1/2771] se tiene

que
1

Cop(201)

lo que contradice de nuevo el lema anterior. Se cumple pues 3.12.

en(1/2771) < 20,(1/27) < 20,(t) <

Ahora de la submultiplicatividad de ¢ se deduce la supermultiplicatividad de ¢~E, es

decir, .
Op(ts) > E¢~E(t)¢~E(3)

para todo t,s > 0, luego en particular ¢~E(t)(b~E(1/t) < ng;E(l) para todo t > 0 y usando

3.12 se cumple que

1 ~
) > ——d(t 3.13
on(t) 20K G 0) E(t) (3.13)
para todo k € N, ¢t € [1/k,1] y n > ny. Por tanto, dado j € N, se tiene que
sup Tp > sup T,
=] r=r | P TTE ] s O
nGI Pn (f)
> sup sup
[I|=5 0<t<j ¢E(
nEI Pn <§)
= sup sup ———*
0<i<i 1= ¢r(t)
1 joE (f)

2CKop(1) octes dnlt)

Ahora como ||z, |5,y < € para todo n € N, se tiene que ¢, (t) < Cop(t) para todo
neNyt>0.Seal CN con || =7, entonces

Z Ty, = sup Z <Pn n

nel LiyL Ynertn=l ey
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I
Q
Q\I
T
N
Sl =
~_

Comparando ahora las dos ultimas desigualdades se obtiene que

C t

1 oe | - /1
20K ¢p(1) o<i<i ¢g(t) J

para todo 7 € N, con lo que

op(ts) < C1op(t)dr(s)
para todo t,s > 0 tales que ts < 1 donde C; = 2KC’3¢~E(1). Por tanto,

%CbNE(t)ﬁbNE(S) < ¢p(ts) < Ciop(t)dn(s)

para todo 0 < t,s < 1. Ahora como las unicas funciones que son submultiplicativas y

supermultiplicativas son las equivalentes a potencias, se tiene que existe Cy > 1y a € [0, 1]

tal que
1 -

—t* < t) < Cot®

ol = eelt) <G
para todo t € [0,1]. Ademassit > 1y 0 < s <1/t entonces

) - p(t
Ci9r(s) ¢5(s)

con lo que

1

Oé<~ <K 2a
Cngt < ¢p(t) < KCst

para todo ¢t > 0.

Si o = 0 entonces E = L' ya que en este caso A(¢pp) = M(dp) = L' pues ¢ es
equivalente a la funcién identidad, y si & = 1 entonces £ = L porque en este otro caso
A¢g) = M(ép) = L™ ya que limy_oy4 ¢p(t) > 0. Como ambos casos estan excluidos por
hipdtesis, se tiene que 0 < a < 1, luego existen 1 < p < oo y C3 > 1 tal que

itl/p < ¢p(t) < Cst'?
Cs

para todo t > 0. La desigualdad de la izquierda y el Teorema 1.43 nos dan la inclusion
E — [P,
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Estudiemos ahora la inclusion reciproca probando que LP*° «— E”. Por 3.13 existe

una constante Cy > 0 y una sucesion (k,),en tal que
1—-1
Pr, () = Cut 7

para todon € Ny ¢t € [1/2", 1]. De esto obtenemos que
LN e —1/p on/
x=Cy|1——|min(t™/?,2"P)xp1] < Tk,
p

para todo n € N. En efecto, si ¢ > 1/2" es trivial que f(f r*(s)ds < fot vy, (s)ds y si
0 <t<1/2" se tiene que

t 2-n P

Ya que las funciones (x,,),en tienen soportes disjuntos dos a dos, para todoe >0y j € N
existe I C N con |I| = j tal que
1 J
04 (1 — —) Z(t —1 + 1>71/pX[i—1+e,i] (t) =< Zl’l

p i=1 el

Por tanto, usando las Proposiciones 3.11 y 1.48 obtenemos que

() =

iel
para alguna constante C5 > 0 que no depende de €. Ya que E” tiene la propiedad de

J
Z(t — i+ 1) o1

=1

< Cyj'lP
E

<

E

Fatou, haciendo tender € a 0 se tiene que

(-}

Ahora como las funciones

i
Z(t — i+ 1) Py

=1

< Cs5'P.

E//

J
joP Z(t — 1+ 1)71/1’)((1‘—1,@‘]

=1

=P X 0.1

son equimedibles, deducimos que

1\
17" X ller < Cs {04 <1 - _ﬂ '
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Usando de nuevo la propiedad de Fatou obtenemos que ¢~/ PX(0,00) € B, luego LP>° —
E” con lo que B = LP,

Finalmente concluimos que si F es maximal entonces £ = LP*°, y si es minimal
entonces £ = (E")y = L§™. O

Ejemplos 3.19. (i) La inclusiéon F = [P*° N L%* — [! 4+ L* es disjuntamente estricta-
mente singular para todo 1 < p < ¢ < oo (a pesar de que cada inclusién LP* — L1 4 L[>

no lo es).

En efecto, tenemos que
the si0<t <1,
¢ult) = { tr sit > 1.
que es una funciéon submultiplicativa al ser maximo de dos submultiplicativas. Como

E # L', 1>, L™ Ly™ para todo 1 < r < 0o, se sigue el resultado del teorema anterior.

(ii) Si ¢ es una funcién de Orlicz submultiplicativa entonces la inclusién L? < L'+ L™

es disjuntamente estrictamente singular excepto cuando L¥ = L.

Observacién 3.20. La submultiplicatividad de ¢g es esencial en el teorema anterior: La
inclusién B = LP+ L9 — L'+ L* no es disjuntamente estrictamente singular para ningtin
1 <p<q< oo (ver [GHR, Ejemplo 3.5]), E # L', L>°, L™, Ly para todo 1 < r < oo

y la funcién ¢ no es submultiplicativa pues

P si0 <t <1,
ou(t) = { e sit > 1.

Pasemos a aplicar el resultado anterior al estudio de cuando inclusiones £ <— F' son

disjuntamente estrictamente singulares usando algunos resultados de interpolacion.

Una aplicacién p : (0,00) — (0, 00) creciente de 0 a oo tal que % decrece de oo a 0

se dice que es una funcion pardmetro si para todo A > 0 se tiene que

S = Su PO@)
oA =sup

es finito y

. T SP<)‘) -
R

Un método de interpolacién F' se dice que es de género s, si dados (X7, X3) e (Y1, Y2)

pares compatibles y 7" un operador admisible se tiene que

||T||X2—>Y2)

s s < ClT s (i
|| ||X1—>Y1
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donde C' es una constante independiente de 7.

Por ejemplo, los métodos de interpolacién real y complejo son de género s,,.

Teorema 3.21. Sean (X, X) e (Y1, Ys) pares compatibles y T un operador admisible. Si F
es un método de interpolacion de género s, yT : X — Y es disjuntamente estrictamente

singular entonces T : X — F(Y1,Y,) también es disjuntamente estrictamente singular.

Este resultado se puede ver en [GHR, Teorema 3.4].

Considerando espacios de interpolacién obtenidos por métodos de interpolacion de

género s, obtenemos el siguiente corolario del Teorema 3.18:

Corolario 3.22. Sea E un espacio invariante por reordenamiento con funcion fundamen-
tal submultiplicativa y E # L', L>, LP*>° LE> para todo 1 < p < co. Si F es un espacio
de interpolacion entre E y L' 4+ L> obtenido por un método de interpolacion de género

s, entonces la inclusion B — F' es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema 3.18 y del anterior. O

Corolario 3.23. Sea E un espacio invariante por reordenamiento con funcion fundamen-
tal submultiplicativa y E # L', L, LP*>° LE> para todo 1 < p < co. Si F es un espacio
de Banach intermedio entre E y L* + L* tal que

lzllr < CllelElllml - (3.14)

para algin 0 < 6 < 1, algun C' > 0 y para todo © € E, entonces la inclusion E — F es
disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Este corolario se obtiene del anterior y del Teorema 1.66. O

Finalmente, como aplicacién del Teorema 3.18 demos condiciones para que una inclu-
sién entre dos espacios de Lorentz A(¢) sea disjuntamente estrictamente singular. Para

los espacios de Lorentz clésicos L”Y tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.24. Sean 1 <p < oo y 1 < g < ¢ < oco. Entonces la inclusion LP9 —

/ . . . .
LP9 es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Este resultado se obtiene facilmente del hecho siguiente: Si (f,,)nen €s una

sucesién normalizada de funciones de LP? con soportes disjuntos dos a dos, el subespacio
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cerrado engendrado por ella contiene una copia isomorfa de ¢, la cual estd engendrada

por una sucesién de funciones con soportes disjuntos dos a dos (ver Carothers y Dilworth

[CDy, Corolario 2.4]). O

Para espacios de Lorentz generales A(¢) tenemos el siguiente teorema que nos dice
cuando la inclusiéon entre dos de ellos es disjuntamente estrictamente singular siempre

que la funcién fundamental del primero sea submultiplicativa:

Teorema 3.25. Dadas las funciones ¢,, si

lim @ = lim M =
=0 §(t) =0 §(t)

y la funcion ¢ es submultiplicativa, entonces se tiene la inclusion A(p) — A() y es

(3.15)

disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. Por la hipdtesis 3.15, existe una constante K > 0 tal que ¢ < K¢, luego
se tiene la inclusién A(¢) < A(y)) (ver Capitulo 1).

Supongamos ahora que la inclusiéon A(¢) < A(¢)) no es disjuntamente estrictamen-
te singular. Entonces existe en A(¢) un subespacio S engendrado por una sucesién de

funciones con soportes disjuntos dos a dos y una constante C' > 0 tales que [|z|[xw) =

I ))ds > C para todo x € S con [|z|a@) = 1. Por 3.15 existe 0 < 6 < 1 que
depende solo de ¢, v y C tal que
C
(Aa(s))ds + Y(Aa(s))ds < <.
{ra(s)<6} {Az(s)21/6}
Por tanto, al ser ||z|[ay) > C se tiene que
/ BO(s))ds > &
(6<2a(s)<1/5} 2
Luego
1 C
Y 5 AMs€[0,00): 0 < A\(s )<1/5}2§
con lo que
C
x* (o
0= 507m)
Esto implica que
o)

1 5
||| 1y po :/0 x*(t)dt > /0 x*(t)dt > dx*(6) > 20(1/3)"
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lo cual quiere decir que || - ||a@) ¥ || - |24z son equivalentes sobre Sy por tanto que la
inclusién A(¢) < L'+ L*® no es disjuntamente estrictamente singular. Ahora se tiene
por el Teorema 3.18 que A(¢) = LP> o A(¢p) = L5 para algiin 1 < p < oo, pero esto es

una contradiccion. O

Observacién 3.26. La submultiplicatividad de ¢ en el teorema anterior es esencial como

muestra el siguiente ejemplo:
Sean 1 <7 <p<q<s<oo. Sig(t)=min(t"/? t/7) y(t) = min(t'/", /%) entonces

W0 )
o e

con lo que se tiene la inclusién A(¢) — A(). Sin embargo, esta inclusién no es disjunta-

mente estrictamente singular.

En efecto, la funcién ¢t~/"x ) € A(¢) para todo p < I < ¢, por lo que, usando el
Teorema 3.9, se tiene que la inclusién A(¢) < L'+ L> no es disjuntamente estrictamente

singular, luego tampoco lo es la inclusién A(¢) — A(¢)).

Observacién 3.27. Una cuestién por resolver es encontrar una caracterizacion general
de cuando la inclusién entre dos espacios de Lorentz A(¢) o de Marcinkiewicz M (¢) en

[0,00) es disjuntamente estrictamente singular.



Capitulo 4

El caso discreto: espacios simétricos
de sucesiones

En este ultimo capitulo vamos a centrarnos en los espacios invariantes por reordenamiento
de sucesiones, es decir, construidos sobre N, también llamados espacios simétricos de suce-
siones. Estudiaremos ademas de los operadores estrictamente singulares y disjuntamente
estrictamente singulares, operadores estrictamente cosingulares y débilmente compactos

entre espacios simétricos de sucesiones.

Una base de Schauder (e,),en de un espacio de Banach E se dice que es simétrica si
cualquier permutacion suya (ex(n))nen €s equivalente a ella, es decir, Y~ | ane, converge si
y solo si Y ° | ayeq(n) converge. Los espacios simétricos de sucesiones estdn estrechamente
relacionados con este concepto ya que todo espacio de Banach de sucesiones (F, || - ||) con

base simétrica es un espacio simétrico de sucesiones pues la norma || - || definida por

o0

anen €x(n)
n=1

|z|lo = sup sup
Op=t1 =

es equivalente a ||-|| y es claramente simétrica. Ademads se tiene que todo espacio simétrico
de sucesiones o-orden continuo FE tiene base simétrica. En efecto, sea © = (x,)nen €
E. Ya que z — 22:1 Tpen | 0 con K — o0, por la o-orden continuidad se tiene que
|z — ZZZI Tpen|l | 0 con B — oo luego (e,)nen s una base de F, y es ademds base
simétrica ya que Y " Gneyn ¥ O | Gner(ny son equimedibles para toda permutacion 7 de
N.

Dado un espacio simétrico de sucesiones E se tiene que lim,, .., ¢g(n) < oo si y solo
si B =c¢yo FE =/{,. En efecto, si E # ¢y, s, entonces Ey # ¢y, v ya que Ej tiene base

simétrica se tiene que lim, . ¢r(n) = oo (ver [LT, pagina 119]).

79
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Utilizando lo anterior obtenemos que si £ es un espacio simétrico de sucesiones distinto
de /4, entonces E — ¢y. En efecto, sea x = (x,)nen € E \ ¢o. Pasando si es necesario a
una subsucesién podemos suponer que existe € > 0 tal que |z,| > € para todo n € N. Por

tanto,

|2 im(uz) = sup epr(n) = oo
neN
lo cual es una contradiccion.

Comencemos estudiando cuando la inclusién entre dos espacios de Lorentz de sucesio-
nes d(w,1) es estrictamente singular o disjuntamente estrictamente singular. Notemos
que ambos conceptos coinciden por tener dichos espacios una base de Schauder de vectores

con soportes disjuntos dos a dos. El siguiente resultado de inclusiones es basico:

Proposicién 4.1. Sean dos sucesiones de pesos w = (wWp)nen € €1 Yy W' = (W))nen € Co-

Son equivalentes:

(i) d(w,1) — d(w',1).

(i1) Existe C' > 0 tal que Zw,’C < C’Zwk para todo n € N.

k=1 k=1

Demostracion. (i)=-(ii). Como la inclusién es continua, existe C' > 0 tal que ||z ||gwr,1) <

C||z||4(w,1) para todo x € d(w, 1). Basta entonces tomar z =) ,_, e; con n € N.

(ii)=-(i). Para demostrarlo usaremos la Proposicién 1.27. Sean las funciones f =
Yo wWiX-1,5 Y 9= CD 7 wWeX(k—1,4. Por hipétesis fo s)ds < fo s)ds para todo
n € N. Sit¢N, existe ng € N tal que t € (ng — 1,n9) y, por tanto,

nog—1

/f dS_Zu)k t—n0+1) Who

y
t no—1
/ g(s)ds =C Z wr + C(t —ng + 1Dwy,.
0 k:
Consideremos la funcién u definida por u(t) = [; g(s)ds — [ f(s)ds con t € [ng— 1,no].

Se tiene que wu(ng — 1),u(ng) > 0 y u (t) es constante luego u(t) > 0 para todo
t € [no — 1,ne]. Por tanto, [; f(s)ds < [ g(s)ds para todo t > 0. Ahora, usando la

Proposicién 1.27 con h = Zk:l TpX (k-1 Se deduce el resultado. O

Teorema 4.2. Sean dos sucesiones de pesos w = (wp)nen € 01 Yy W' = (W))nen € o \ 41.

Son equivalentes:



EL CASO DISCRETO 81

D D) W
1 ‘=1 " F
(i) Jim. S o

(i) La inclusion d(w,1) — d(w',1) es estrictamente singular.

=0.

(i1i) No eziste en d(w,1) una base bloque normalizada (x,)nen de la base candnica,
Ty = ZZ":Z;H arex, para todo n € N, con limy_.o ar, = 0, tal que se tenga ||y ||aw 1) > %

para todo n € N y para alguna constante C' > 0.

Demostracion. (i)=-(ii). Sea € > 0, existe ng € N tal que > ', w) < €Y} _, wi para todo

n > ng. De la proposicién anterior se deduce que d(w, 1) — d(w’, 1).

Supongamos que dicha inclusién no es estrictamente singular, luego por [Hy, Proposi-
ci6n 1] no es disjuntamente estrictamente singular. Entonces existe una sucesion (z,)nen
en d(w, 1) de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos y una constante C' > 0
tales que

2]l agw,1) < Cll2||aw,1

para todo = € [(x,)nen]. Tomemos el vector

:z< 11 ||xk\|oo)

n=1 \k=1,k#n

Como d(w,1) C ¢, el vector |z| tiene al menos ny coordenadas iguales a [['2, [|z,]|o0 v €l
resto menores que dicho nimero. Como & € [(,, )nen], Se tiene que 2| dw,) < Cllofaer,1)-
Lo mismo le sucede al reordenamiento z* = (z}),en, es decir x* tiene al menos las ng
primeras coordenadas iguales a [['%, ||, ||. Consideremos ahora y = Y "', z¥e, una

truncacion de x* con n; > ng tal que

max(||7" — yllaw,n, |77 — yllaw,n) < emin(||z*]aw1), 2% aw,1))-

Esto lo podemos conseguir por tener d(w, 1) base de Schauder. Entonces

2" |ar,1) = 1Yllaey < ellz™||aw -

Debido a la forma que tiene z* se tiene que existen FE; C Ey, C --- C E, C N tales
que y = Zﬁzl anXp, con a, > 0 para todon € {1,...,k}, |[E1] > ngy Zﬁzl a, =

[T, [|zn]le- Por tanto,

. 1
B Hd(w’,l) < :Hy“d(w’,l)

|En

1 & |
— 1_€;an;w}
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¢ k |En|
S D SLD L
n=1 j=1
= vl
T 1« Ylld(w,1)
e(l1+e€), .
< — l)-
T 7"l
Si tomamos € tal que
1—ce€
—>C
e(1+e)
obtenemos la contradiccion deseada ya que tendriamos
1

2] a@r,1) < 5||$||d(w,1)-

(ii)=-(iii). Supongamos que existe en d(w, 1) una base bloque normalizada (z,)nen
de la base canénica, x, = ZZ’;*;TLH arer para todo n € N, con limy_.. ap = 0, tal que
20| dor,1) = é para todo n € N y para alguna constante C' > 0. Usando la Proposicién
1.35 se tiene que existe una subsucesién (z,, )reny que es equivalente a la base candnica
de ¢;. Considerando esta subsucesién en d(w’, 1) donde es seminormalizada y aplicando
el mismo resultado obtenemos otra subsucesién (xnkj)jeN C d(w',1) que es equivalente
también a la base candnica de ¢;. Como también lo es en d(w, 1) la inclusién d(w,1) —

d(w’, 1) no es estrictamente singular ya que las normas son equivalentes en [(z,, )jen]-
J

(iii)=(i). Supongamos que

n /
) W

hmsup% =L>0.
n—oo g1 Wk

Sea C' > 0 tal que L > % Entonces existe (n;);en C N estrictamente creciente tal que
Sl wp < C Y Wl paratodo j € N. Consideremos ahora la base bloque de coeficientes

constantes (z;);en de (e;)ien definida para cada j € N por

1 ni+etng

B=1F jmny oty +1
La sucesion (z;)jen C d(w, 1) es normalizada y contradice (iii). O
Corolario 4.3. Sean dos sucesiones de pesos w = (wp)nen € U1 y W' = (W)))nen € o \ &1

yp>1. Son equivalentes:

n /
(i) Tim =1 _ g,

(71) La inclusion d(w,p) — d(&',p) es estrictamente singular.
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Demostracion. Es una consecuencia directa del teorema anterior y de la Proposicion 2.3
va que (d(w, 1)) = d(w,p). O

Corolario 4.4. Sea E un espacio simétrico de sucesiones. Son equivalentes:
(i) La inclusion {1 — E es estrictamente singular.
(i) E # (1.
fiii) tim 220

n— 00 n

=0.

Demostracion. (1)=-(ii). Trivial.
(ii)=-(iii). Supongamos que no se tiene (iii), entonces existe

lim ¢e(n)

n—oo n

=L>0,

con lo que £ # cy. Entonces, dado x € m(Wg) se tiene que |||mwy) = Lllz|l1, luego
por el Teorema 1.43 se tiene que F — m(wg) < {1 y, por tanto, F = {1 lo cual es una

contradiccion.

(iii)=>(i). Se tiene que ¢; — d(wg,1) — FE. El teorema anterior nos dice que la

primera inclusion es estrictamente singular, luego ¢; — FE también lo es. O

Observaciéon 4.5. Usando el corolario anterior y la Proposicion 2.3 se tiene que la inclu-
sién £, — d(w,p) es siempre estrictamente singular si y solo si w € ¢y, es decir, si y solo
si d(w,p) # {,, con p > 1.

Veamos ahora la caracterizacién de cuando la inclusion entre espacios de Marcinkiewicz

m(w) es disjuntamente estrictamente singular.

Teorema 4.6. Sean los pesos w = (wy)nen € co\l1 yw' = (W), )nen & ¢1. Son equivalentes:
(i) lim Zﬁ;lw’j = 0.
n=o0 ) oy W

(i1) La inclusion m(w) — m(w') es disjuntamente estrictamente singular.

Demostracion. (i)=-(ii). Por la hipétesis obtenemos la inclusién m(w) < m(w’) y que es
continua. Supongamos que no es disjuntamente estrictamente singular. Entonces existe

una sucesiéon (z"),en en m(w) de vectores no nulos y con soportes disjuntos dos a dos
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y una constante C' > 0 tales que ||z|w) < C||2||mw) para todo x € [(2")pen]. Por la
hipdtesis existe ng € N tal que
Zk 1 Wk
para todo n > ng. Sea el vector x como en la demostraciéon de (i)=-(ii) del teorema
anterior, es decir,
no no
n=1 \k=1,k#n

Se tiene que
Hx”m(w > Zk 1 k > 202k lxk
dh @ D ke W

para todo n > ng. Ya que

mﬂknwu

- (o]

D ket Wh Zk i
es creciente para n € {1,...,n0} se tiene que

22:1 Ty,

el = sup S22

n>ng
luego ||z ||mw) = 2C||%||m () lo cual supone una contradiccion.
(ii)=-(i). Supongamos que

hmsuka Lk — L >0.

n—00 k=1 Yk
Entonces existe (n;)jen C N estrictamente creciente tal que
"
Zk] 1Yk £
Slawy 2

para todo 57 € N. Consideremos ahora para cada j € N el vector

1

Prm(w) (N

con |E;| = n; para todo j € N y los conjuntos E; disjuntos dos a dos. Sea j; = 1. Por

recurrencia podemos construir una sucesién (j;);en C N estrictamente creciente tal que

gy g,
k=1 k

Dokl Wi+ Dol Wi+ D Wi < zz:i
< om
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para todo i € N. Consideremos ahora la sucesién (zj,);en. Para todo xz = >0 a;z;, €

[(},)ien] se tiene que

L
Sl < ladlzs e
<zl
< COllzlmw
< Csup|a iji
ieN P ()
< 3C'sup |a;l.
ieN

para todo ¢ € N. La tultima desigualdad es debida a que

g 4 tng 4 "1 . i1 2=y Wk
e g Dokl W Yl Wkt s,
Nyt - Nyttt

k=1 Wk k=1 Wk

S W ST W+ S wi

- Mgy ety A

k=1 Wk
i—1
1
< 2—m +1
m=0
< 3
para todo i € Ny todo r € {1,...,n;,}. Por tanto, la inclusién no es disjuntamente
estrictamente singular al ser las normas || - |[;w) ¥ || * [lm@) equivalentes a || - || en
[(j,)ien]. O

Observacién 4.7. A la vista de la demostracion anterior se observa que el mismo re-
sultado es cierto cambiando los espacios de Marcinkiewicz m(w) y m(w') por sus partes
o-orden continuas mg(w) y mo(w’) respectivamente. Ademés, ya que estos espacios mg(w)
tienen base de Schauder de vectores disjuntos (ver [Gay, Teorema 12]), el mismo resultado

se tiene también para inclusiones estrictamente singulares.
Mas general es el siguiente resultado:

Teorema 4.8. Sean los pesos w = (wp)nen € co\l1 yw' = (W)))nen & l1. Son equivalentes:

D Dkl Wh
(i) lim =—— =0.
n—00 ) i Wi,

(4] a mciuston m(w) — miw ) €s estrictamente singuLar.
(i) La inclusidn m(w) — m(w') es estrictamente singu

(#i) La inclusion mo(w) — mg(w') es estrictamente singular.
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Demostracion. (i)=-(ii). Sea la sucesién de pesos w” = (w!),en cumpliendo que

para todo n € N. Se tiene que

luego tenemos la inclusién m(w) < mg(w”) y la factorizacion
m(w) — mo(w”) — mo(w') — m(w').

Ahora como la inclusién central mg(w”) < mg(w’) por la observacién anterior es estric-

tamente singular, deducimos el resultado.

(il)=(i). Trivial a partir del Teorema 4.6.

(iii)<(i). Ver la observacién anterior. O
Corolario 4.9. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de ¢y y de . Entonces

la inclusion canonica E — cy es estrictamente singular.

Demostracion. Se tiene que E — m(Wg) — m(w') — ¢y donde la sucesiéon w' = (w))nen

cumple
“ n
/
E Wy = —F——=
k=1 (ZSE(TL)

para todo n € N. La tltima inclusién es debida a que si m(w') = ly entonces {y, =

d(wg,1) — E y, por tanto, F = (. Ya que

D k1 Wi
lim &=L WEk

=0
Y =

se tiene por el teorema anterior que m(wWg) < m(w') es estrictamente singular y, por

tanto, también lo es E — cy. O

Observacién 4.10. Los Corolarios 4.9 y 4.4 no son ciertos en general para espacios de

Banach de sucesiones no simétricos: sea

E = {(n)nen : (T2r)ken € L1, (Top—1)ken € o}
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dotado de la norma

|z||z = max(||(ar) kenl1, | (Z2r-1) ken]]so)-

Es claro que F es un espacio de Banach distinto de ¢y y de ¢; tal que ¢; — E < ¢y. Se
tiene que las normas || - |1 v || - ||z son equivalentes sobre el subespacio (cerrado) de ¢;
definido por H; = {(2y)nen : T2k—1 = 0,k € N} y las normas |||z ¥ || || Son equivalentes
sobre el subespacio (cerrado) de F definido por Hy = {(Zy)nen : z2r = 0,k € N}. Por

tanto las inclusiones ¢; — E y FE < ¢y no son estrictamente singulares.

Definicién 4.11. Un espacio normado E es subproyectivo si todo subespacio cerrado

infinito dimensional contiene otro subespacio cerrado infinito dimensional complementado
en F.

Los dos siguientes resultados estan contenidos en un articulo de Whitley ([W]).

Teorema 4.12. Sean E un espacio de Banach, F' un espacio normado subproyectivo y
T : E — F un operador lineal y continuo. Si T* es estrictamente singular entonces

también lo es T .

Corolario 4.13. Sean E un espacio de Banach reflexivo tal que E* es subproyectivo, F
un espacto normado y'T' : E — F un operador lineal y continuo. Si T es estrictamente

singular entonces también lo es T*.

Con estos dos ultimos resultados el problema de la singularidad estricta de la inclusion
entre dos duales de espacios de Lorentz de sucesiones queda también resuelto en el caso

p>1:

Proposicién 4.14. Sean dos sucesiones de pesos w = (wp)nen, W = (W), )nen € o \ {1 ¥

1 <p<oo. Son equivalentes:

D Dy WE
() i o

(ii) Se tiene la inclusion (d(w,p))* — (d(w',p))* y es estrictamente singular.

= 0.

Demostracion. (i1)=-(ii). Por hipdtesis se tiene que d(w', p) — d(w,p) luego (d(w,p))* —
(d(w',p))*. Ya que d(w,p) es reflexivo, la base canénica es reductora y, por tanto, (€ ),en
es una base de (d(w, p))*. Por [CL, Teorema 24] obtenemos que (d(w, p))* es subproyectivo.

Aplicando el corolario anterior obtenemos el resultado.

(ii)=(i). Esta implicacién es una consecuencia directa del teorema anterior y del
Corolario 4.3. O
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Observacién 4.15. Una sucesién de pesos w = (wy, )nen se dice que es regularsi se cumple
que
k
an < Ckuwy,
n=1
para alguna constante C' > 0 y todo k£ € N. Esta condicién de regularidad es equivalente
a que se tenga una representacion del dual de un espacio de Lorentz d(w, p) de la siguiente

forma:
(d(w,p))* = d(w™/?,p)

con % + z% = 1 (ver el Teorema 1 de Arino y Muckenhoupt [AM]), estando este ultimo
espacio de Lorentz de sucesiones definido a través de la sucesién de pesos w™?/? que es
creciente y no acotada. Estos espacios de Lorentz de sucesiones con pesos crecientes han
sido estudiados por Arifio, Eldeeb y Peck en [AEP].

En cuanto a inclusiones entre espacios de Orlicz de sucesiones se tiene el siguiente
resultado debido a Kalton (ver [K;, Teorema 5.2]):

Teorema 4.16. Sean {, y {y; espacios de Orlicz de sucesiones tales que ¢ wverifica la

condicion Ay en 0 y £, — L. Son equivalentes:
(1) La inclusion b, — Ly es estrictamente singular.

(i1) Para todo C > 0 existen tq,...,t, € (0,1] distintos y ay,...,a, € (0,00) tales que

D arp(Mr) > C " art (M)
k=1 k=1

para todo 0 < A < 1.

Observacion 4.17. Ya que ¢ verifica la condicién As en 0, la base candnica (e;,)nen €S
una base simétrica de £, y por tanto el que la inclusién £, < £, sea estrictamente singular

es equivalente a que sea disjuntamente estrictamente singular.

Observacién 4.18. Cuando uno de los espacios extremos es un espacio ¢, con p > 1 se
tienen los siguientes criterios integrales los cuales se pueden ver en Garcia del Amo [Go]

y [Kj] respectivamente:

(i) La inclusién £, — £, es estrictamente singular si y solo si

1
lim sup L / p(su) du = 0.
1

a—00 g<s<1 loga Jy, sPuPt?




EL CASO DISCRETO 89

(ii) La inclusién £, — ¢, es estrictamente singular si y solo si

1 1
lim inf / plsu) du = 0.
1

a—o0 0<s<1 lOg a Ja spup“

Pasemos ahora a ocuparnos de espacios simétricos de sucesiones generales.

Dado FE espacio simétrico de sucesiones consideramos los indices de inclusion Og 'y
~vg definidos por
lo
0p = liminf 08T
neso 1og 6(n)

. logn
= limsup ————.
= n—>oop log ¢E(n)

Es claro que 1 < 0 < vg < 0.

Proposicion 4.19. Se tiene que

dp =sup{p>0:¢, — E}

ve=inf{p >0: E — (,}.

Demostracion. En efecto, si ¢ < 0 se tiene que ¢g(n) < n'/4 para n suficientemente
grande. Por tanto, {;,; — d(wg,1) — E. De esto obtenemos que si p < ¢ < §p entonces
l, — ly1 — E,y al ser p arbitrario se deduce el resultado ya que el reciproco es trivial,

es decir, si ¢, — E para un cierto p > 0, entonces p < dg.

Sea ahora g > . Entonces se tiene que ¢z(n) > n'/? para n suficientemente grande,
luego E — m(wg) — {400- De esta forma si yg < ¢ < p tenemos que E — ;o — £,y

al ser p arbitrario se concluye el resultado. O

Proposicion 4.20. Sean E y F espacios simétricos de sucesiones con E — F. Si

Ve < 0F entonces la inclusion E — F es estrictamente singular.

Demostracion. Siyg < p < q¢ < dp entonces E — (, — {, — F' y el resultado se sigue

de ser la inclusién ¢, — ¢, estrictamente singular. O

Pasemos a dar otra condicion suficiente para que la inclusion E' — F' sea estrictamente

singular.
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Teorema 4.21. Sean los pesos w = (wp)neny Y W' = (W), )nen ninguno de ellos en ¢ tales

que > wy, < > wi para todo n € N. Son equivalentes:

(i) Todo par de espacios simétricos de sucesiones E y F con funciones fundamentales
dp(n) =3 _jwe y ¢r(n)=> ,_,wy, para todo n € N verifica que E — F.

1) St B y F son espacios simétricos de sucesiones con B — F, E o-orden continuo
Y P
Yy dp(n) = 1wk y or(n) = _, w) para todo n € N, entonces la inclusion E — F

es estrictamente singular.

ii1) S1 @ = (Wp)ken €5 la sucesion definida por > »_, Op = —w— para todo n € N
k=1 2k Wk

entonces se cumple que

o0
E Opw), < 00.
k=1

Demostracion. (1)=-(ii). Sean E y F dos espacios simétricos con ¢g(n) = >, _jwr y
¢r(n) =3 ,_, w, para todo n € N, E o-orden continuo y E — F. Por la hipétesis (i), y

usando el Teorema 1.43 tenemos la factorizacion

E — m(Q) —dW,1) — F.
Ya que E es o-orden continuo se tiene que

E — my(0) — d(W',1) — F

por lo que es suficiente probar que la inclusiéon my(@w) — d(w’,1) es disjuntamente es-
trictamente singular. Si no lo fuera, usando [Hy, Proposicién 1], existirfa una sucesién
(Zn)nen en mo(@) de sucesiones no nulas y con soportes disjuntos dos a dos y C' > 0
tales que |7/ < C||7]law.1) para todo z € [(¥,)nen]. Ahora, usando [CL, Corola-
rio 17] obtenemos un subespacio X de mﬂw’,l) isomorfo a ¢;. Por otra parte, por
[CL, Teorema 24] y [Ga;, Teorema 12] existe un subespacio complementado Y de X en

[(Zn)nen] g (s isomorfo a o, lo cual es una contradiccion.

(ii)=-(iil). Supongamos que > ;- Opw; = oo. Consideremos los espacios simétricos
E=my®) vy F=m(®) +dw,1). Se tiene que E es o-orden continuo, F — F y
dp(n)=>,_wr v ¢r(n)=> 7w} paratodon € N. Sin embargo, vamos a ver que

esta inclusiéon F/ — F no es estrictamente singular.

Veamos en primer lugar que se tiene que

im (|OX gmmet1,.men} |7 = 1
n—oo
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para todo m € N.

En efecto, supongamos que no, es decir, existe m € N para el que se tiene que
limy, o0 H‘DX{merl, ,m+n}||F =b<1yaque H@X{merl, ,m+n}”F < |@llr < H(I)Hm& =1
para todos m,n € N. Entonces > """y, < b para todo y € F' con |y|z < 1
ey > 0y para todo n € N. Por tanto, Y .- @pyx < b para todo y € F’ con

lyllm < 1 ey >0, luego || @Xfmm+1,.1|lF < b. Entonces existe una descomposicién

OX{mm+t1,.} =T+ 2z conx € m@), z € dwW,1)y ||2]me) + |2]ldw.) < 1+b Ahora, ya
que Y, xp < BN G para todo n > m, se tiene que
1 —1— b
Sazya- e
k=1
para todo n > m. Entonces
n—m-+1
1+b% 1-0b
> Zwk>22k+ S k>—Zwk
k=1 k=1
para todo n > m y, por tanto, usando la Proposicion 1.27 se tiene que
—1 o)
l+be~_. _1-b&X. )
o0 > szwk 5 Z W > 5 Zwk+m_1wk
k=1 k=1
por lo que OX fmm+1,..} € d(w', 1) lo cual es una contradiccion.
Asi, existe una sucesiéon (ng)rey C N estrictamente creciente con n; = 1 tal que

10X g, mpsr—13 17 = % para todo k € N. Si consideramos ahora los vectores x; =

OX fnpyomisn—13 € Mo(@) con k € N se tiene que

00 00
5 llalle, < Yoaa|| <D aran| < lale = llalle [@llm@) = llallc-
k=1 F k=1 E

00
Do
k=1

m(®)

(iii)=(i). Sean E y F espacios simétricos con ¢g(n) =Y ,_ wip vy ¢r(n) = > 0w}
para todo n € N. Por la hipdtesis se obtiene la factorizacion

E — m(®) — d(W',1) — F.

En efecto, si x € m(®), entonces Y ,_, < [|2|lm@) Dopey @r para todo n € N, luego
por la Proposicién 1.27 se tiene que > 02, zjw) < [|2|lm@) Yopeq @kw), < 00, es decir,
m(©) — d(w', 1). O
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El teorema anterior da una condicion suficiente para que la inclusion £ — F sea
estrictamente singular en el caso de que E y F' sean espacios simétricos de sucesiones con
funciones fundamentales diferentes y E sea o-orden continuo. Veamos ahora que ocurre

entre espacios simétricos de sucesiones con la misma funcion fundamental.

Proposiciéon 4.22. Sea {, un espacio de Orlicz de sucesiones con ¢ no degenerada
(p(t) >0 sit>0). Entonces:

(i) La inclusion L, — m(wy,) es estrictamente singular si y solo si g, < 00.

(i) La inclusion d(wy,,1) — L, es estrictamente singular si y solo si py, > 1.

Demostracion. (i) Si gy, < oo entonces ¢ satisface la condicién Ay en 0, £, no contiene
ninguna copia isomorfa de ¢y y es o-orden continuo (ver [LT;, Proposicién 4.a.4]. El
resultado se sigue de la factorizacién £, — mg(wy,) < m(wy,) ya que en my(wy,) todo
subespacio infinito-dimensional contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢y (ver
[CL, Teorema 24]).

Reciprocamente supongamos ahora que g, = 0o, es decir, la funcién ¢ no satisface la
condiciéon A, en 0. Entonces existe una sucesién (z,)nen en ¢, formada por vectores no
nulos y con soportes finitos y disjuntos dos a dos que es equivalente a la base candnica de
co. Més en concreto, (z,)nen €s una base bloque con coeficientes constantes de (e,)nen-
El resultado se sigue ahora de [CL, Lema 23] ya que de esa sucesién considerada ahora
en my (wzw) se puede extraer una subsucesion equivalente a la base canoénica de cg, luego

la inclusion £, — m(wy,) no es estrictamente singular.

(ii) Al ser d(wy,, 1) o-orden continuo realmente tenemos la inclusion d(wy,, 1) < hy,.
Si pg, > 1 entonces h, no contiene ninguna copia de ¢; (ver [LT;, Teorema 4.a.9]). El
resultado se sigue de que todo subespacio infinito-dimensional de d(wg,,1) contiene un

subespacio complementado isomorfo a ¢, (ver [CL, Corolario 17]).

Supongamos ahora que p;, = 1. Al ser ¢ convexa, existe una sucesién (,)nen nor-
malizada en £, formada por vectores no nulos y con soportes finitos y disjuntos dos a
dos que es equivalente a la base candnica de ¢; (ver Hernédndez [H;, Teorema 2.2.ii]). El
resultado nos lo da ahora [CL, Lema 15] porque de esa sucesién (x,,),en que estd también

en d(wy,,1) podemos extraer una subsucesién equivalente a la base candnica de ¢;. O

A continuacién vamos a dar un resultado de factorizacién de inclusiones entre espacios

simétricos de sucesiones en dos inclusiones no disjuntamente estrictamente singulares.
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Teorema 4.23. Sean E y F' espacios simétricos de sucesiones con E — F, FE # {1 y

F # ¢y, ls. Entonces eziste un espacio simétrico de sucesiones G tal que
F—-G<—F

y ninguna de las inclusiones es disjuntamente estrictamente singular.

Para demostrar este resultado necesitamos dar dos previos.

Sea a = (ng)ken C N una sucesion de naturales con ny = 1y (ngy1 — Ny )ken Creciente,
y sean los vectores (vg)ren que son base bloque de coeficientes constantes de la sucesién
(en)nen definidos por
Y e

Ng41 — Nk

Vi —

con k € Ny vy = 0. Denotamos por Qg(a) al subespacio cerrado de E generado por la

base bloque (vg)ken, es decir,
Qpla)={r€E:x= Zxkvk}.
k=1

Sea el operador traslacion a la derecha T, sobre Qg(«) definido por

Td(ZL‘) = Z xkvk—kl
k=1

conx =Y, rpvx € Qp(a).

Proposicion 4.24. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de 1 y 0 < e < 1.
Entonces existe una sucesion a = (ng)ren tal que el operador traslacion a la derecha

Ty Qey(a) — E es acotado y se verifica que

17l

Qep (), B S €

Demostracion. Supongamos primero que E = ¢y. Dado € > 0 tomamos una sucesion

(my)nen C N creciente tal que
mp

<€
mn+1

para todo n € N. Ahora consideramos la sucesién o = (ny)ren donde ny = 22:1 m, para
cada k € N. Siz =) 7 20 € Qe () con [|z]|o < 1 entonces

1Ty = sup ~ZEL < gy et

keN Mi42 keN Mi42

<e
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con lo que obtenemos el resultado

Supongamos ahora que E # ¢
lim,, .o dr(n)

Como el espacio E es distinto de ¢; se tiene que
n - Oa ya que Si hmﬂ—’oo ¢E_(n)

> 0 entonces m(Wg) = ¢,. Basta considerar
como espacio F el espacio de Lorentz d(wg, 1)

. Ahora elegimos por recurrencia una
sucesion (m;)jen C N creciente tal que my =1y
¢u(m;i1) €
mip T 27 imy

para todo j € N, y tomamos la sucesion o

ni)reny donde ny, = m; para cada
en dond b omyp d
keN. Six=>3 1" zvp € Qe(a) con |z|| < 1 entonces

I

oo

m €

[ Ta(z) 2 < Z |z ll[vp1]lE < ka—i-l k+2) <> o
k=1

Ll
Este tltimo resultado no es vélido para £ = {1 ya que si = >~ 230% € Q¢ ()
entonces [Tyl = S35, o4l

Sean ahora, fijado un espacio simétrico de sucesiones F y una sucesién de naturales
a = (ng)ren, los subespacios QL(a) y Q% () de E definidos por

o0 /
T T
1 / . _ k
Qpla) =<z = E (Tpvog—1 + Ty v2k) = , keN
1 Mok — N2k—1  Nok+1 — Nog
y

Qx(a) = {y = Z(’ykv%fz + Ypvak-1) U

/
Y
= k ,keNy.
1 Nog—1 — N2k—2 Nog — N2g—1

Ambos son subespacios cerrados de E ya que se tiene que Qx(«)
y QE()

blo) = (7400
@) = (21, €i)venl

J=nak—1 €j>k€N]

Proposicion 4.25. Sean E y F' espacios simétricos de sucesiones con E # {1 y F #

o, loo, Y 0 < € < 1. Entonces existe una sucesion de naturales o« = (ny)gen tal que

eyl < e [zl e llyll e
para todo x € QL() ey € Q% ()
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Demostracion. Ya que F # ¢y, ly se tiene que F' # (1. Ahora, usando la técnica de la
demostracién de la proposicién anterior existe una sucesiéon de naturales o = (ng)ren tal

que se tiene

[

17|

Qep (@), B S 3

DO

1 Tall ey ()7 <
Consideremos ahora los subespacios Q () v Q% (a) y sean & = >0 (xv2p-1 + T} Vo) €
Qpla) ey =1 (Ysvor—2 + ypvar—1) € Q% (). Si tomamos

[o¢]
U= szvgk € Qr(a)
k=1

y
o
/
U= Z Ypvar—1Q e (@)
k=1

entonces

[oe)

/
Tu(u) = E T) U2kt

k=1

y
o0
/
Td(v) = E Y Vak

k=1

Se tiene que
0 / /
- TrYy TpYk+1
Ty = E ——— Vg VU | -
Mok — Nok—1 Nog+1 — Nak

0 / /
TEY TpYk+1
w = g Vog + V2k+1 | -

Nok — Nogk—1 Nok+1 — Nak

Se cumple que
w = uly(v) + vTy(u).

Ahora, usando la desigualdad de Holder, se tiene que

lzyln =l
< Null eI Ta(@) |+ 0]l || Ta(w) |
< Slullpllolloo + =0l llul
< Sfullpllolle + = olle ol
>~ 2 F E 2 FE '
= llull e o]l e
< €lz||rlylle-
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O

Demostracion del Teorema 4.23. Por la proposicion anterior existe una sucesion de natu-

rales & = (ng)ren tal que los vectores bloque asociados (vg)reny cumplen

lzylls < llzllellyll e

para todo = € QL(a) e y € Q% (a). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
N1 > 2ng para todo k € N. Sea V = Bp N Q% (a). Definamos el espacio

G:{xEF |z|lc = sup anyn<oo}

y*eVUDB Ly -1

Se tiene que G es un espacio simétrico de sucesiones al ser la interseccién de dos de ellos.

Dado x € E se tiene que

sup vanyn < ll=lle

y*ev
y

e 2 Z Ty = ||z/|p.
Entonces

[2lle < max(|z]|g, [[«] r) <max(1, C)llz]z

donde C' es la constante de la inclusién E — F'. Luego se tienen las inclusiones

EF—G<—F.

Veamos que ninguna de las dos inclusiones anteriores es disjuntamente estrictamente
singular.

Sea = € Q%(a) y fijado j € N consideremos el truncamiento

J
1 /
T = E (Trvor—2 + T} U2k 1)
k=1

y tomamos

2 =min{w : w > |27|,w = w*}.

Se tiene que 27 € Q% (), 22 > |27| y 2/ = 277, y usando que ny,; > 2n; para todo k € N

se obtiene que las funciones de distribucion cumplen que A,; < 2,5, luego

(Doa?")(t) = 7" (t/2) = 27" (1)
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para todo t > 0. Entonces

127l < 127l < 2]|2| &,

I27lle < 12lle < 2[4l

12°]lz = sup Z%&% = sup ZZJ Un < [127llc

yEB o y*e

donde la segunda igualdad se obtiene usando la acotacion contractiva del operador pro-

yeccién en media P, definido de la siguiente forma para z = > .~ x;e; € E:
0o Ng+1—1 0o N1 — 1 ng41—1
ZZ Lui=ny, Vi
P.(x) = E E z; | v = E - - E e;.
k=1 \ i=ny k=1 k+1 k) =

Por tanto, || - ||z v || - l¢ son equivalentes sobre Q%(c) ya que [|z]|p = supjey [|27]|z <

sup;en |27l 5 < supjen |12 |la < 2supjey [|27]|¢ = 2||z]|e-

Sea ahora z € Q¢ (). Truncando en 27 y tomando z7 como en la primera inclusién

obtenemos que

I27lle < 12lle < 2]|2 |,
127 F < 127 [lr < 2]127|I7,

y como por la proposicién anterior se tiene que

29l = max<supz g sup z )snzﬂ'uF,

y*€Bp &
entonces
127lle = 1127l
Por tanto, razonando como antes se obtiene que || - ||g v || - || son equivalentes sobre
Qg (). O

Corolario 4.26. (i) Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de (1. Entonces
E = ¢y si y solo si para todo espacio simétrico de sucesiones F con F — E y F # FE se

tiene que la inclusion F' — E es estrictamente singular.

(i1) Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de lo,. Entonces E = {y siy
solo si para todo espacio simétrico de sucesiones F' con E — F y F # E se tiene que la

inclusion E — F es estrictamente singular.
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[P}

Demostracion. (i) El “solo si” nos lo da el Corolario 4.9 y el “si” el teorema anterior (si
E = (,, tomamos F' = ¢j) considerando la inclusiéon d(wg,1) — E si E # d(wg, 1). Si
E = d(wg, 1) consideramos la inclusién d(w, 1) < F donde w se construye de la siguiente

forma: ya que E # /; se tiene que lim,, ¢En(n)

= 0 luego existe una sucesién (n;)jey C N
creciente tal que
Z:il WEk < WEj+1
n; j +-1

para todo j € N. Sea w = (wg)ren la sucesiéon definida por wy, = wg; sinj_y <k <n;con

k € N. Para todo n; <n < n;; se tiene

n n n;
> k1 WEE < D je1 WEk < D ki1 WER - 1

n I >~ - .
> kel Wk NWEj+1 NjWE;j+1 Jg+1

Por tanto,
n
D he1 WEk
lim =>2>—
n—oo Y ) W

luego se tiene la inclusién propia d(w, 1) < d(wg, 1) (y es estrictamente singular).

=0,

[P}

(ii) El “solo si” nos lo da el Corolario 4.4 y el “si” el teorema anterior considerando la

inclusion £ — m(w’) con w' como en la demostracién del Corolario 4.9. O

El siguiente resultado estima el grado de proximidad entre dos espacios simétricos
distintos £ y F' cuando se tiene la inclusion £ — F y ademas no es estrictamente

singular.

Recordemos que una sucesién (a,)nen se dice que tiene variacion regular si existe

. Ao
lim — < 0.
n—oo (A,

Proposicion 4.27. Sean FE y F' espacios simétricos de sucesiones tales que sus funciones
fundamentales tienen variacion reqular, E — F y F # {o. Si la inclusion E — F no es

estrictamente singular entonces existe 1 < p < oo tal que

Uﬁq%E%F%qu

q<p q>p
o bien
f1<—>E<—>F<—>m€q
q>1
0

U€q<—>E<—>F<—>co.

q<oo
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Demostracion. Denotemos

. ¢E(2n) _ o«

I, dr(n) =
! br(2n)

. rlen) 3

s ¢r(n) -

Ya que ¢g(2n) < 2¢g(n) para todo n € N; se tiene que 0 < a, 3 < 1.

Consideremos primero el caso 0 < a, 3 < 1. Para todo 0 < ¢ < min(«, 1 — «) existe

una constante C, > 0 tal que

1
anafe S ¢E’<n) S Cena+e

para todo n € N. Esto es debido a que existe ng € N tal que
2°"“pp(n) < ¢p(2n) < 2°dg(n)
para todo n > ng. Sin € [2’“, 2’““], por recurrencia obtenemos que
2Me7) = 25079 5(1) < pp(n) < 20HVOT (1) = 2(ErET
lo cual nos da lo que queriamos. Usando el Teorema 1.43 obtenemos que

le"—>E'—>€L

[oon
a+te’ a—e’

Ya que £, — l;1 — {400 — ¢ paratodo 1 <p < g <7 < o0,

01 —FE—/{ 1

a+te a—e’

para todo 0 < ¢ < min(a,1 — «). Estas inclusiones muestran que o > 5. Si a > [,
tomando 1/a < ¢ < r < 1/ obtenemos E — {;, — {, — F y la inclusién E — F seria
estrictamente singular. Por tanto ha de ser a« = 3, y tomando p = 1/« obtenemos

U€q<—>E<—>F<—> ﬂéq.

q<p q>p

Si a =0, para todo 0 < € < 1 existe C. > 0 tal que ¢g(n) < Cen® para todon € N lo

cual nos da que £1 — E para todo 0 < ¢ <1y, por tanto,

U€q<—>E<—>F<—>CO.

q<oo

Si 8 =1, para todo 0 < € < 1 existe C. > 0 tal que ¢r(n) > Cen'~¢ para todo n € N

lo cual nos da que F' — /¢ para todo 0 < € < 1y, por tanto,

_1
1—¢’

El%E%F%ﬂéq.

g>1

Si0=0F<a<1ysi0< < a=1llegamos a la misma contradiccién que antes. [
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Pasemos ahora a estudiar operadores estrictamente cosingulares (o de Pelczyniski) que
guardan cierta relacién de dualidad con los estrictamente singulares. Previamente recor-
demos una definicién de operador estrictamente singular equivalente a la dada (ver [PR,
pagina 257]): un operador lineal y continuo 7" entre dos espacios de Banach X e Y se dice
que es estrictamente singular si no existe ningtin espacio de Banach infinito dimensional
Z ni operadores ix : Z — X e iy : Z — Y isomorfismos sobre su imagen tales que

TOiX:iy.

Definicién 4.28. Un operador lineal y continuo 7' entre dos espacios de Banach X e
Y se dice que es estrictamente cosingular (o de Pelczyriski) si no existe ningun espacio
de Banach infinito dimensional £ ni aplicaciones continuas sobreyectivas hx : X — E'y
hy : Y — E tales que hy oT = hx.

Enunciemos a continuacién una serie de resultados relativos a operadores estrictamente

cosingulares (ver por ejemplo [PR, Teoremas 6.5, 6.8 y 6.10 y Corolario 6.9]).

Proposicion 4.29. Sean X, Y y Z espacios de Banach yT : X - Y yS:Y — Z
operadores lineales y continuos. Si el operador S o el operador T son estrictamente

cosingulares entonces S oT' también lo es.

De hecho, los operadores estrictamente cosingulares forman también un ideal cerrado

de operadores.

Teorema 4.30. Sean X e Y espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal
y continuo. Si T* : Y* — X* es estrictamente singular (estrictamente cosingular)

entonces T es estrictamente cosingular (estrictamente singular).

Corolario 4.31. Sean X e Y espacios de Banach con X reflexivo y T : X — Y un
operador lineal y continuo. Si T es estrictamente singular (estrictamente cosingular)

entonces T* es estrictamente cosingular (estrictamente singular).

Teorema 4.32. Sean X e Y espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal,
continuo, estrictamente cosingular y débilmente compacto. Entonces T™ es estrictamente

singular.
Nuestro primer resultado sobre operadores estrictamente cosingulares, relativo a es-
pacios de Lorentz de sucesiones, es el siguiente:

Proposiciéon 4.33. Sean los pesos w = (wp)peny € €1 Yy W' = (W) nen € ¢o \ b1. Son

equivalentes:
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D Dt W
1 ‘=1 " F
(i) Jim. S o

(i1) Se tiene la inclusion d(w,1) — d(w',1) y es estrictamente cosingular.

=0.

Demostracion. (i)=-(ii). Por el Teorema 4.8 la inclusién m(w') < m(w) es estrictamente
singular, es decir, la inclusién (d(w’, 1))* — (d(w, 1))* es estrictamente singular, luego por

el Teorema 4.30 la inclusion d(w, 1) < d(w’, 1) es estrictamente cosingular.

(ii)=-(i). Por el Teorema 4.30 la inclusién mg(w) < mg(w’) es estrictamente singular
y esto es equivalente por la Observacion 4.7 a que

n /
1- Zk:l wk‘ _ 0
im =——= =0.
n—oo Y | W

Para espacios de Marcinkiewicz de sucesiones tenemos los siguientes resultados:

Proposicién 4.34. Sean los pesos w = (wp)peny € o \ 01 ¥y W' = (W))neny & C1. Si

m(w) — m(w') y la inclusion es estrictamente cosingular entonces

lim 722:1 s

= 0.
n—oo Y ) Wi

Demostracion. El que la inclusién m(w) — m(w') sea estrictamente cosingular es equi-

*

valente a que la inclusion (d(w,1))* — (d(w’,1))* sea estrictamente cosingular. Por el
Teorema 4.30 la inclusién d(w’, 1) — d(w,1) es estrictamente singular y esto es equiva-

lente a que
n

=0
n / .
n—oo Zk:l Wi

Proposicién 4.35. Sean los pesos w = (wp)neny € co \ {1 y W' = (W))nen & l1. Si
lim 72211 wic
n—o0 3 iy W

entonces my(w) — mo(w') y la inclusion es estrictamente cosingular.

=0

Demostracion. La condicién "
lim 72221 wk
P
es equivalente a que d(w’, 1) < d(w, 1) sea estrictamente singular, es decir, es equivalente
a que (mo(w))
resultado. O

=0

*

— (mp(w))* sea estrictamente singular. El Teorema 4.30 nos da el
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En cuanto a las inclusiones candnicas respecto a espacios extremos tenemos los si-

guientes resultados:

Corolario 4.36. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de cy y de lo,. En-

tonces la inclusion canonica B — ¢y es estrictamente cosingular.

Demostracion. La demostracion es idéntica a la del Corolario 4.9. O

Se sigue del corolario anterior que si E es un espacio simétrico de sucesiones distinto
de /. entonces la inclusién canénica E <— /., es siempre estrictamente cosingular (El

caso E = ¢y es un resultado clasico de Pelezyniski (ver [Ps])).

Proposicion 4.37. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de {1. Entonces la

inclusion canonica {1 — E es estrictamente cosingular.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que E # c¢o. Consideremos las inclusio-
nes {; — d(wg,1) — E. Ya que d(wg,1) es o-orden continuo se tiene que m(wg) =
(d(wg, 1)) = (d(wg,1))" — ly. Ya que esta inclusién es estrictamente singular, el Teore-

ma 4.30 nos da el resultado.

Si E' = ¢y, el resultado se obtiene por factorizacién. O

Observacién 4.38. El mismo ejemplo de la Observacién 4.10 muestra que los dos re-
sultados anteriores no son ciertos en el contexto de los espacios de Banach de sucesiones
no simétricos. Basta tomar X/Hs y X/H; respectivamente en la definicién de operador

estrictamente cosingular.

Para finalizar el capitulo veamos algunos resultados relativos a inclusiones débilmente

compactas.

Proposicién 4.39. Sea el peso w = (wy)nen € €1 tal que © & €1. Entonces la inclusion

i:d(w,1) = m(©) es débilmente compacta.

Demostracion. Ya que la inclusién d(w,1) — m(®) factoriza a través de la inclusién
d(w,1) < my(©) por ser d(w,1) o-orden continuo, se tiene que i** : (d(w, 1)) — m(w)
luego i es débilmente compacta por la caracterizaciéon de Gantmacher de dichos operado-

res. L]
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Corolario 4.40. Sea una sucesion de pesos w = (wp)nen arbitraria. Son equivalentes:

(i) Eziste un espacio simétrico de sucesiones E reflexivo tal que ¢p(n) = Y p_ wi

para todo n € N.

(i) w y © no pertenecen a (.

Demostracion. (i)=-(ii). Si w € ¢; entonces d(w, 1) =l y, por tanto, E = {, lo cual es

una contradiccion.
Si @ € {1 entonces m(w) = {1 y, por tanto, E = {; lo cual es una contradiccién.

(ii)=(i). El resultado anterior nos dice que la inclusién d(w, 1) < m(©) es débilmente
compacta. Consideremos el espacio de interpolacion real £ = (d(w, 1), m(@))1/2.4. Usando
el Teorema 1.65 deducimos que E' es un espacio simétrico reflexivo con ¢g(n) = 1 wy
para todo n € N. O

Proposicion 4.41. Sean los pesos w = (wp)peny € o \ 1 Yy W' = (W))neny & (1. Son
equivalentes:
(i) lim Zﬁ;lw’f = 0.
n=00 ) oy W

21 e tiene ta Mmciusion v . Mmolw) — molw €S aeoumente compacia.
(ii) Se tiene la inclusion i : mo(w) (W) y es débilmente compact

Demostracion. (i)=-(ii). Se tiene que i** : (mo(w))™ = m(w) — m(w’), pero (i) nos dice
que si ¢ € m(w) entonces x € my(w'), luego realmente se tiene i** : (my(w))™ — my(w’)

y, por tanto, ¢ es débilmente compacta.

(ii)=-(i). Por hipdtesis se tiene que i** : (my(w))™ = m(w) — mp(w’). Ya que

w € m(w) entonces w € my(w') y, por tanto,

ZZ:1 Wk

lim =0.
oo D p g W,
U
Corolario 4.42. Sean los pesos w = (wn)nen € co \ U1 Yy W' = (W),)nen & l1. Son

equivalentes:

D Dkl Wh
(i) lim =——- =0.
n—00 )i Wi,

(11) Se tiene la inclusion d(w',1) — d(w,1) y es débilmente compacta.

(111) Se tiene la inclusion m(w) — m(w') y es débilmente compacta.
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Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa del teorema anterior y del hecho
de que un operador lineal y continuo 7' entre dos espacios de Banach es débilmente
compacto si y solo si su operador traspuesto T* también lo es (ver [PR, Teorema C.I11.4.5
y Corolario C.I1.4.6]). O

Observacién 4.43. Las inclusiones d(w’,1) < d(w, 1) nunca son compactas pues la

inclusion ¢; < d(w, 1) no lo es ya que |le, — €p||d(w,1) = 1 + wy para todos n,m € N.

Corolario 4.44. Sean los pesos w = (wp)nen € o \ b1 y W' = (W) )nen & l1. Son
equivalentes:
Lo D1 Wh
(i) lim =——+ =0.
n—00 3 ki Wy

(11) (d(w',1),d(w,1))e, es reflezivo para todo 0 <0 <1yl <p < oo.

Demostracion. Usando el Teorema 1.65 tenemos que la inclusién d(w’,1) — d(w,1) es
débilmente compacta si y solo si (d(w’,1),d(w,1))s, es reflexivo para todo 0 < 6 < 1y
1<p<oo. [

Corolario 4.45. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de {1. FEntonces la

inclusion canonica {1 — E es débilmente compacta.

Demostracion. Podemos suponer que E # c¢q, {,. Consideremos la cadena de inclusiones
l; — d(wg,1) — E. Como E # {4, el Corolario 4.42 nos dice que la inclusién ¢; —

d(wg, 1) es débilmente compacta y, por tanto, también lo es la inclusién ¢; — FE. O

Corolario 4.46. Sea E un espacio simétrico de sucesiones distinto de ¢y y de lo,. En-

tonces la inclusion canonica E — ¢y es débilmente compacta.

Demostracion. Supongamos primero que E # ;. Tomando w’ como en la demostracion
del Corolario 4.9 se tiene la cadena de inclusiones E — m(wg) — m(w') — ¢. El
Corolario 4.42 nos dice que la inclusién m(wg) < m(w') es débilmente compacta, luego
lo es la inclusion E — ¢g. Si E = {; basta aplicar el corolario anterior a la inclusion
0y — 0. O
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