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Introduccion

En esta memoria hemos abordado el estudio de soluciones extremales para problemas parabdlicos no
lineales de evolucién. Como modelo de problema hemos considerado la ecuaciéon del calor semilineal con el
operador Laplaciano y diversas condiciones de contorno lineales y también con condiciones de contorno no
lineales. Sin embargo, al emplear argumentos dindmicos, el resultado sigue siendo vélido para operadores
diferenciales mas generales para los que se tenga un principio del maximo. Es la monotonia de estos
problemas lo que nos permite probar la existencia de soluciones extremales y su estabilidad.

Al principio de cada parte de esta memoria hacemos una introduccién sobre los problemas abordados.
Damos ahora una breve idea sobre el contenido de esta memoria.

En la primera parte, hemos abordado el caso de ecuaciones de reaccién difusién auténomas. El modelo
de ecuacién estudiada es el siguiente

{ wy — Au

flz,u) en Q
0 en 00

u

Para una clase muy amplia de problemas probamos la existencia de dos equilibrios extremales ordenados,
uno maximal y otro minimal en el sentido de que cualquier otro punto de equilibrio del sistema se encuen-
tra entre ellos. Ademads, la dindmica asintética de estos problemas queda confinada, de manera uniforme,
en la regién delimitada por los equilibrios extremales. También se tiene que el equilibrio maximal es glo-
balmente asintéticamente estable por arriba y el minimal lo es por abajo. Asi, obtenemos, en particular,
la existencia de lo que podemos denominar “tapas” de los atractores para este tipo de problemas. Como
consecuencia obtenemos también cotas uniformes sobre los atractores, hecho este que serd de utilidad en
las aplicaciones.

La hipétesis principal sobre estos problemas ha sido una condicién de estructura sobre no linealidad
que garantice la disipacion del problema. Como hemos sefialado, esta situacidn se tiene en una clase amplia
de problemas. Ademés, la condicién de estructura es ficil de comprobar. Con esta hipétesis, las soluciones
estdn uniformemente acotadas en tiempo y obtenemos la existencia de un conjunto absorbente. Hasta
aqui, estos resultados eran conocidos en algunos casos. También eran conocidas unas cotas uniformes
para el conjunto absorbente dadas por la tinica solucién de un problema lineal eliptico relacionado con la
condicién de estructura sobre el término no lineal. Haciendo evolucionar el semigrupo no lineal, definido
por las soluciones del problema no lineal, a partir de un dato inicial por encima de la solucién del problema
lineal y explotando la propiedad de monotonia y compacidad de estos problemas obtenemos la existencia
de los equilibrios extremales y su estabilidad.

Una consecuencia interesante de estos resultados es el hecho de que la existencia de un conjunto
absorbente acotado en L* implica la existencia de equilibrios extremales y, por tanto, de las tapas para
el atractor.

En el caso de dominios no acotados, la existencia de los equilibrios extremales se tiene de manera
andloga a c6mo se obtiene en el caso de dominios acotados. Sin embargo, en este caso, las soluciones van
a tender a cero cuando |z| — oo lo que introduce algunas dificultades técnicas por lo que ha sido necesario
un estudio mas detallado de las soluciones para obtener la estabilidad de los equilibrios extremales. Esto
es debido a que, en principio, no podemos usar el misto tipo de dato inicial que empledbamos en dominios
acotados para la obtencién de los equilibrios extremales. No obstante, es esta propiedad de decaimiento
a cero la que permite obtener la existencia de atractor.

A pesar de ello, obtenemos la convergencia uniforme de la soluciones a la regién delimitada por los
equilibrios extremales. Como consecuencia, todas las soluciones se hacen uniformemente pequefias cuando

A%



VI

|z| = oo.

En las aplicaciones, es usual considerar sélo las soluciones positivas. En este caso, bajo ciertas condicio-
nes naturales que esencialmente establecen la inestabilidad de la solucidn trivial, obtenemos la existencia
de un equilibrio minimal positivo, por lo que, al igual que antes, la dindmica asintdtica para soluciones po-
sitivas de estos problemas estard confinada entre el equilibrio mimimal y maximal positivos. Estudiamos
también la estabilidad de los equilibrios extremales y, como consecuencia, obtenemos resultados de unici-
dad de equilibrios positivos. Ademas, bajo ciertas condiciones, el nico equilibrio positivo es globalmente
asintéticamente estable para las soluciones positivas.

Como consecuencia de los resultados obtenidos, hemos podido recuperar con técnicas dindmicas y
de manera relativamente elemental algunos resultados conocidos, algunos ya clasicos, sobre la existencia
de soluciones positivas de ecuaciones elipticas obtenidos mediante técnicas puramente elipticas (Amann,
Figueiredo, P. L. Lions, ...). Ademds, gracias a las herramientas usadas obtenemos de manera inmediata
informacién de la dindmica del sistema.

Por dltimo, mostramos cémo aplicar las técnicas anteriormente estudiadas a ecuaciones logisticas,
poniendo de manifiesto, en particular, como las condiciones que garantizan la existencia de equilibrios
extremales son relativamente sencillas de comprobar y suficientemente potentes como para abordar pro-
blemas interesantes en la préctica.

En la segunda parte de la memoria hemos abordado el mismo tipo de cuestiones para ecuaciones no
auténomas. Para problemas no auténomos las soluciones tienen una dependencia muy fuerte del tiempo
por lo que ya no se van a tener, en general, puntos equilibrios del sistema. Ahora, los objetos de estudio
importante, andlogos a los puntos de equilibrio para problemas auténomos, son las trayectorias completas,
es decir, soluciones definidas para todo tiempo ¢t € R. Ademds, el concepto de atraccién tiene que ser
también diferente. Como hemos mencionado antes, consideramos aqui el concepto de atraccién pullback,
es decir, estudiaremos el estado del sistema en el tiempo actual teniendo en cuenta cémo se encontraba
dicho sistema hace mucho tiempo.

Para estas ecuaciones, obtenemos la existencia de trayectorias completas extremales (concepto andlogo
al de puntos de equilibrios en el caso de problemas no auténomos) que acotan la dindmica del sistema en
sentido pullback, concepto que creemos el mas conveniente a la hora de estudiar la dindmica de sistemas
no auténomos generales. En particular, las trayectorias completas extremales proporcionas “tapas” del
atractor pullback.

A partir de aqui, probamos ademds, bajo ciertas condiciones, la existencia de un atractor hacia
adelante en el tiempo. Para ello, empleamos una nocién de atraccién hacia adelante més débil que la de
atraccién uniforme, habitual en el estudio de este tipo de problemas.

Al igual que en el caso auténomo, los resultados que obtenemos son vélidos para una clase amplia
de problemas, cuyos términos no lineales verifican una condicién sencilla de comprobar. Como casos
particulares de los problemas estudiados se tienen los resultados para problemas periddicos.

Para llevar a cabo el estudio de problemas no auténomos hemos seguido un esquema similar al que
empleamos en el estudio de problemas auténomos. Recordamos que para obtener los equilibrios en el
caso auténomo hacfamos evolucionar el semigrupo a partir de un dato inicial relacionado con el Unico
equilibrio de un problema lineal. En ese caso disponfamos de una teorfa suficientemente general y amplia
para el estudio de problemas lineales. Sin embargo, ahora, hemos tenido que desarrollar una teoria para
problemas lineales. Para ello, hemos considerado los problemas lineales no auténomos como problemas
de perturbacion de operadores auténomos.

En un primer paso, obtenemos condiciones suficientes para la estabilidad exponencial de los opera-
dores de evolucién definidos por las soluciones de problemas lineales homogéneos (propiedad ansloga al
decaimiento exponencial de un semigrupo en el caso de ecuaciones auténomas que, ademas, es un concepto
fundamental para el estudio realizado de esas ecuaciones). Establecemos ademds algunos resultados sobre
la robustez del decaimiento exponencial de operadores de evolucion lineales bajo perturbaciones lineales
no auténomas. De esta forma, hemos realizado un estudio exhaustivo sobre la estabilidad exponencial de
operadores de evolucion lineales.

Es esta estabilidad exponencial la que nos permite probar que la tnica trayectoria completa para el
problema homogéneo es la trivial que, ademas, atrae en sentido pullback y hacia adelante en el tiempo
(propiedad andloga a la que se tiene para problemas lineales auténomos homogéneos donde el operador
decae exponencialmente). Como consecuencia, obtenemos un resultado sobre la existencia, unicidad y
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atraccién de trayectorias completas para problemas lineales no homogéneos. Ademads, obtenemos una
descripcién del comportamiento de la trayectoria completa en 0o y —oo segin sea el término no ho-
mogéneo. En el caso particular en que estas trayectorias sean no acotadas obtenemos una cota sobre
del crecimiento de estas trayectorias en oo y —oo en el caso en que sean no acotadas. En el caso de
soluciones periédicas obtenemos que la tnica solucién del problema lineal es periédica. Lo mismo se tiene
para problemas asintéticamente auténomos y asintéticamente periédicos en los que la tdnica solucién del
problema converge cuando ¢ tiende a oo al dnico equilibrio o a la Unica solucién periédica del problema
limite.

El siguiente paso es encontrar, al igual que antes, una cota uniforme sobre el comportamiento asintético
de las soluciones en sentido pullback. De hecho, probamos que se tiene una acotacién uniforme, andloga
a la encontrada para el caso auténomo, donde las cotas son ahora las tunicas trayectorias completas
de problemas lineales que provienen de la condicién de estructura sobre el término no lineal. Haciendo
ahora evolucionar el sistema (en sentido pullback) a partir de estas trayectorias completas, encontramos
las trayectorias completas extremales del problema no lineal. Ademds, la trayectoria completa maximal
es globalmente asintéticamente estable por arriba y la minimal lo es por abajo en sentido pullback.
Obtenemos, ademds, la existencia de un atractor del problema en sentido pullback que puede ser no
acotado.

Por ultimo, centramos nuestra atencién en el estudio de las soluciones positivas de problemas no
autémos. Concretamente, probamos, bajo ciertas condiciones de convexidad, la existencia y unicidad de
trayectorias completas positivas no degeneradas y acotadas. Por no degeneradas entendemos soluciones
que permanecen alejadas de cero para tiempos grandes ya sea en oo 0 —oo. Adem4s, esta Uinica trayectoria
completa atrae en sentido pullback y hacia adelante en el tiempo. De esta forma, el atractor pullback para
soluciones positivas viene dado por esa tUnica trayectoria completa. En particular, recuperamos los resul-
tados resultados de unicidad y estabilidad obtenidos para el caso auténomo asi como resultados conocidos
para problemas periédicos (Hess) cuyas pruebas se basaban principalmente en una teoria espectral para
ese tipo de problemas.

Como ejemplo mostramos cémo aplicar estos resultados a ecuaciones logisticas no auténomas. De
nuevo, queda puesta de manifiesto la potencia de las herramientas desarrolladas y la sencillez de la
comprobacién de las hipdtesis sobre el término no lineal.

En la tercera parte de esta memoria estudiamos dos problemas de difusién alta a los que aplicamos los
resultados obtenidos en la primera parte de la memoria. Para cada uno de ellos, llevamos a cabo un estudio
de los problemas elipticos aproximados y limite asi como de los problemas parabdlicos asociados. Como
consecuencia de los resultados de la primera parte de la memoria obtenemos la existencia de atractores
delimitamos por equilibrios extremales para los problemas aproximados y limite. Ademds, aplicando
técnicas conocidas obtenemos la semicontinuidad superior de los atractores. En particular, obtenemos
que los equilibrios extremales son semicontinuos superiormente. Enunciamos también una condicién que
garantiza la continuidad de estos equilibrios.

En primero de los problemas, la zona de difusién alta tiene contacto simultdneo con zonas de las
frontera con condiciones de contorno Dirichlet y Robin lo que provoca, debido a la homogeneizacién
espacial que se produce en la zona de difusién alta, que el problema limite sea un problema estdndar
donde las zonas de frontera con condiciones Dirichlet y Neumann tienen interseccién no vacia.

En el segundo problema, consideramos un problema con condiciones Robin donde la zona de difusién
alta es un entorno de la frontera. En este caso, la homogeneizacién espacial en esa zona hara aparecer
una aportacion directa procedente de la condicién de frontera.

Esta memoria se compone de tres partes y un apéndice. En la primera parte se aborda el estudio
de problemas auténomos. En el Capitulo 1 enunciamos una serie de resultados preliminares conocidos
sobre existencia de solucién para estos problemas. En el Capitulo 2 estudiamos la existencia de puntos de
equilibrios extremales en todo el espacio. El estudio de soluciones positivas lo realizamos en el Capitulo
3. En el Capitulo 4 revisamos algunos resultados conocidos sobre soluciones positivas de problemas
elipticos. Por iltimo, aplicamos las técnicas estudiadas al caso de ecuaciones logisticas, en el Capitulo 5.
En la segunda parte de esta memoria, abordamos el estudio de problemas no auténomos. En el Capitulo
6 hacemos una introduccién de los resultados de esta parte. La teoria lineal se encuentra en el Capitulo 7
mientras que los resultados de existencia de soluciones extremales para problemas no lineales se trata en
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el Capitulo 8. Por ultimo, en el Capitulo 9 estudiamos la existencia y unicidad de trayectorias completas
positivas no degeneradas y acotadas. En la tercera parte de la memoria, Capitulo 10 aplicamos los
resultados obtenidos para problemas auténomos a dos problemas de difusién alta. La ultima parte de la
memoria contiene los Apéndices en los que hemos incluido diversos resultados y definiciones que podrian
desviar la atencién del lector de los problemas considerados en esta memoria. Estos resultados se refieren
a la generacién de semigrupos, existencia y unicidad de problemas parabdlicos y monotonfa.



Parte 1

Problemas auténomos






Capitulo 1

Preliminares

Sea Q@ C RV un abierto regular (acotado o no) y denotamos por I' = 92 su frontera (que puede ser
acotada o no y vacia o no). Nos planteamos el estudio del comportamiento asintético de las soluciones de
un problema de reaccién-difusién disipativo. En particular, estudiaremos el siguiente problema modelo

ug—Au = f(z,u) en Q
w(0) = wg (1.0.1)
Bu = 0 sobre 0f)

con f: Q2 xR — R continua en (z,u) y localmente Lipschitz en u uniformemente en z. Por B denotamos
el operador de condiciones de contorno que puede ser, en el caso de un dominio acotado, de la forma

Bu =wu (condiciones de contorno tipo Dirichlet)

o bien,
Ou - . .
Bu = P + b(z)u (condiciones de contorno tipo Robin)
con b una funcién regular adecuada. En este dltimo caso, si b(z) = 0 tenemos condiciones de contorno
tipo Neumann.
También consideraremos condiciones de contorno no lineales, es decir, donde la condicién de frontera

sea de la forma
Bu= 2% 4 by = g(z,u)
u= 6ﬁ+ z)u = g(T,u
donde g : T' x R — R es continua en (z,u) y localmente Lipschitz uniformemente en z € T
En el caso de un dominio no acotado, consideramos condiciones de contorno tipo Dirichlet en la
frontera (siempre y cuando ésta sea no vacia).

El problema lo planteamos en un espacio de Banach X de funciones en 2. En concreto,
we€X=C@) o ueX=Hz"")
en el caso de un dominio acotado, o

w €X =BUCQ) o uweX=HM) 1<g<oo,0<a<l

en el caso de un dominio no acotado, donde hemos denotado por lega’q(ﬂ) el espacio de potenciales de
Bessel con condiciones de contorno dadas por B, ver por ejemplo Amann [3] y Daners y Koch-Medina

[21]. En el tltimo caso, las funciones de Hz™7(Q2) verifican |ug| — 0 para |z| — oo.

Bajo ciertas condiciones, que veremos mas adelante y que aseguran la existencia y unicidad de solucién
para todo tiempo, las soluciones del problema, (1.0.1), que denotamos por (¢, x; ug), son soluciones clésicas
lo que permite definir un semigrupo no lineal

St): X - X

3



4 CAFITULO 1. FPRELIMINARES

dado por
S(t)uo = u(t,x; ug)-

Nuestro objetivo en esta parte de la memoria es probar, que para una clase amplia de problemas
disipativos del tipo (1.0.1), se tiene la existencia de puntos de equilibrio extremales, es decir uno maximal
y otro minimal, y probar que toda la dindmica asintética del sistema acaba entrando entre dichos puntos
de equilibrio de manera uniforme (en espacio y para acotados de datos iniciales). Como consecuencia,
obtendremos una cota para el atractor global del problema (1.0.1). En concreto, para una clase amplia
de no linealidades f(z,u), probaremos el siguiente resultado

Teorema 1.0.1 Ezisten dos puntos de equilibrio ordenados del problema (1.0.1), pm ¥ @rr, minimal y
mazximal, respectivamente, en el sentido de que cualquier otro punto de equilibrio, 1, verifica v, < ¥ <
om- Ademds, el conjunto {v € X : ¢, < v < pup} atrae uniformemente la dindmica del sistema, es
decir,

pm(x) < Hminfu(t, z5uo) < limsupu(t, z;u0) < par(z) (1.0.2)

t—o0
uniformemente en x € Q y para ug en acotados de X. Ademds, el punto de equilibrio minimal es estable
por abajo y el mazximal lo es por arriba.
Por dltimo, existe un atractor global A del problema (1.0.1) que, como consecuencia de lo anterior,
verifica
Pm S A S YMm

Y Pm>pm € A.

Un corolario directo de este teorema es que, en caso de que exista un Unico punto de equilibrio de
(1.0.1), es decir, ¢, = pur, entonces dicho punto de equilibrio es globalmente asintéticamente estable.
En la Seccién 3.3 daremos condiciones para la unicidad de puntos de equilibrios.

Por otro lado, debido a la importancia en numerosas aplicaciones, consideraremos el caso de las solucio-
nes no negativas de (1.0.1). En este contexto, probaremos que bajo ciertas condiciones existe un equilibrio
positivo minimal del problema (1.0.1). Estas condiciones estén relacionadas con la inestabilidad del estado
u = 0 en (1.0.1). Concretamente probaremos resultados andlogos al siguiente, que estd enunciado para el
caso de condiciones de contorno de Dirichlet.

Teorema 1.0.2 Supongamos que f(x,0) > 0. Para las soluciones no negativas del problema (1.0.1) se
tiene

1) o bien existe un punto de equilibrio minimal no negativo ¢, o bien toda la dindmica del sistema
se va a infinito, es decir, ||[u(t)||L~() — o0, en tiempo finito o infinito. En caso de existir, dicho
punto minimal es, o bien ¢, = 0 (si f(x,0) = 0 para todo x € ), o bien @, (x) > 0 para todo
x € Q (si f(x0,0) > 0 para algin zo € Q).

11) Ademds, si f(x,0) =0 y 0 es inestable en cierto sentido entonces 0 es un punto de equilibrio aislado
y, o bien toda la dindmica del sistema se va a infinito (en tiempo finito o infinito), o bien existe un
punto de equilibrio positivo minimal.

En todos estos casos, si existe el punto de equilibrio minimal positivo entonces es asintéticamente estable
por abago.

Cabe resaltar que la prueba de este tipo de resultados de basa en argumentos de tipo dindmicos
asociados a la ecuacién de evolucién (1.0.1) y que estos permiten reobtener, como caso particular y de
una forma relativamente inmediata, una serie de resultados conocidos sobre la existencia de soluciones
positiva para problemas elipticos. Este tipo de resultados se obtienen de manera tradicional por medio
de técnicas especificas de ecuaciones elipticas. Es por ello que nuestros argumentos aportan informacién
de tipo dindmico (léase estabilidad) a los enunciados cldsicos. Revisaremos algunos de estos resultados
en el Capitulo 4.

Una de las herramientas fundamentales de nuestro trabajo son los métodos de monotonia. Concre-
tamente, para problemas del tipo (1.0.1) se verifican la siguientes propiedades de monotonia respecto a
datos iniciales y términos no lineales (ver Seccién B.4 o Apéndice A en Arrieta et al [10], por ejemplo):
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(1) Si tenemos dos datos iniciales ordenados, entonces las soluciones permanecen ordenadas para todo
tiempo mientras dichas soluciones existan.

(2) Sean dos funciones, f y g, de tal manera que f(t,z,s) < g(t,z,s) para todo t > 0, s € R e.c.t
z € €. Si denotamos por us y u, a las soluciones del problema (1.0.1) con segundo miembro f y g,
respectivamente, entonces, us(t,z;ug) < uy(t,x;u0) p-c.t € ) mientras las soluciones existan.

(3) Las soluciones de un problema parabdlico que parten de una subsolucién (resp. supersolucién) del
problema eliptico asociado son mondtonas crecientes (resp. decrecientes) (ver Lema B.4.5).

Debido a esto, gran parte de los resultados que obtendremos son aplicables a modelos mas generales
que (1.0.1) en los que podemos considerar operadores diferenciales més generales que —A para los que se
verifique un principio de comparacion, ver Arrieta et al. [10] o Davies [22], para el caso de operadores en
forma de divergencia, o Smith [48] y Daners y Koch-Medina [21] para para operadores mds generales.

En concreto podremos considerar operadores en forma de divergencia del tipo

Au = =div(a(z)Vu) + c¢(z)u
donde a,c € C*(Q) tales que a(z) > m > 0 para x € €. junto con operadores de contorno tipo Robin

ou
Bu = — +b
u = a(x) o7 + b(x)u
con b € C*(T') sin ninguna condicién de signo sobre b(x) en T.
También nuestros argumentos son aplicables a operadores de la forma

N N
Au= =) ai(@)0:0u+ Y ai(z)du + alz)u
i,j=1 i=1

con coeficiente adecuadamente regulares.
Por su parte, la propiedad fundamental de estructura que pediremos a f para obtener el Teorema
1.0.1 es que verifique

sf(z,s) < C(z)s® + D(z)|s| paratodoz€Q, seR

con C'y D en un espacio adecuado de funciones en 2. Todo lo que sigue también es cierto si suponemos
que f verifica

f(z,8) < Ct(z)s + Dt (z) para todo z € 2, s> 0,
f(z,8) > C (x)s — D™ (x) para todoz € 2, s<0.

Sin embargo supondremos C* = C~, DT = D~ por simplicidad de notacién.

1.1. Existencia local.

Comenzamos haciendo un breve resumen sobre existencia y unicidad de soluciones para problemas de
reaccién—difusién no lineales, que incluyen a (1.0.1).
Consideramos el problema,

us+Au = f(z,u) en Q
u(0) = wuo (1.1.1)
Bu = 0 sobre 0

con f: QxR — R adecuada.
Como hemos comentado anteriormente consideraremos los casos en los que el operador diferencial es
de la forma
Au = =div(a(z)Vu) + c(z)u (1.1.2)
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o de la forma

N N
Ay = — Z a;j(x)0;0;u + Z a;(z)%u + a(z)u, (1.1.3)
ij=1 i=1

en ambos casos asumiendo que los coeficientes poseen cierta regularidad adecuada.
De nuevo, el operador de contorno B es del tipo

Bu=1u (condiciones de contorno tipo Dirichlet)

o bien,
ou .. . .
Bu = T + b(x)u (condiciones de contorno tipo Robin).
7
sin restriccién de signo sobre b € C1(99).
Adicionalmente, para el primer tipo de operadores podremos considerar condiciones de contorno no

lineales
ou
Bu = a(z) — + b(z)u = g(z,u)
on
para cierta funcién no lineal g(z, u) en la frontera. Nétese que si g(z,u) = g(z) tenemos un problema con
condiciones de frontera no homogéneas; si g = 0 tenemos condiciones Robin homogéneas.
Por su parte el término no lineal f(z,u) (y g(z,u) en el caso anterior) satisfardn ciertas condiciones
de regularidad necesarias para que el problema (1.1.1) tenga solucién.
Cabe observar que las condiciones de regularidad sobre los coeficientes de la ecuacién (y, eventual-
mente, de la condicién de contorno) y las condiciones sobre los términos no lineales estdn estrechamente

relacionadas con la clase de datos iniciales que pueden considerarse en (1.1.1).

1.1.1. Existencia local para datos iniciales acotados.

Utilizando los resultados en Mora [39], Daners y Koch-Medina [21], Lunardi [36], Amann [4], tenemos
que podemos considerar el problema (1.1.1) con dato inicial en X = L>(Q) o X = C(Q), en el caso de
un dominio acotado, o en X = BUC(Q), en un dominio no acotado.

Para esto supondremos que los coeficientes de (1.1.3) son uniformemente continuos y acotados en Q.
En caso de condiciones de Robin, supondremos ademads que el coeficiente b(z) es uniformemente continuo
y acotado, junto con su derivada, Lunardi [36], pag. 75. Para utilizar los resultados en Daners y Koch-
Medina [21], supondremos que a;j,a;,a € C*() y b € CL#(T), para cierto 0 < p < 1; ver Daners y
Koch-Medina [21], pag. 24.

En estas condiciones, las referencias anteriores muestran que este tipo de operadores son sectoriales
y definen, por tanto, semigrupos analiticos en los espacios X = L(Q) con 1 < ¢ < oo, X = BUC(9),
o X = BUCp(9), donde este tltimo denota el subespacio de las funciones acotadas y uniformemente
continuas que se anulan en la frontera, en el caso de condiciones de Dirichlet.

Para unificar las notaciones, y restringiendo momentaneamente la exposicién a dominios acotados,
denotaremos por

Ca(T) = {CD_(Q) SiBu) =u
C(Q))  en caso contrario,
con la notacién andloga BUC3(f2) para el caso de dominios no acotados.
En el Apéndice B hemos incluido una detallada descripcién de los resultados expuestos en Lunardi
[36], de manera que aqui daremos cuenta de las particularidades del semigrupo generado por la ecuacién
lineal en estos espacios. Observemos que esta ecuacién puede ser escrita de forma abstracta en la forma,

up + Au 0
u(0) = weX

en los diferentes espacios de datos iniciales X.

>'¢
Si denotamos por S(t) el semigrupo generado por —A, tenemos que si ug € D(A)  entonces S(t)ug
es continuo para t > 0. En particular, si D(A) es denso en X entonces el semigrupo lineal es continuo
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para todo t > 0. Si D(A) noesdensoy ug € X \mx entonces existe una unica solucién del problema
pero, en este caso, S(t)ug no es continua en ¢t = 0, aunque si lo es para t > 0.

Esto se traduce que el semigrupo en C5(Q) o en LI(Q), 1 < ¢ < oo, es continuo hasta ¢ = 0 mientras
que no lo es en L>®(2), ni en C(), en el caso de condiciones de Dirichlet. Una situacién andloga se tiene
en el caso de dominios no acotados, usando espacios BUC(RQ?), ver Apéndice B y las referencias anteriores.

Obsérvese que el tratamiento de operadores en forma de divergencia, (1.1.2), con coeficientes unifor-
memente continuos y acotados se puede encontrar en las referencias citadas en Lunardi [36], pag. 119. El
caso de coeficientes C! en el marco de los espacios L(f2), 1 < g < oo, estd ampliamente desarrollado en
Amann [3]. Un trabajo pionero en esta direccién que abarca una gran cantidad de ejemplos concretos es
sin duda Henry [28].

Adicionalmente, en todas las referencias anteriores, se muestra la existencia de ciertos espacios in-
termedios entre X y el dominio del operador D(A), que denotaremos de manera genérica como X%,
0 < a <1, cuyas propiedades mas relevantes son que las inclusiones

X*c X8

son compactas (en el caso de Q acotado) si @ > §3, y el semigrupo “regulariza” en el sentido de que, si

a>pf, N
e

promy; lle"uollxs, parat >0, (1.1.4)

lle™ gl xa < M

—t4 o5 compacto en X? para todo

para ciertos M > 0, 4 € R. En particular el semigrupo S(t) = e
0<p<1.
Este tipo de desigualdades, combinadas con las inclusiones de Sobolev, se traducen en estimaciones

del tipo
5t

_ e
[le tAu0||L7-(Q) SMtﬁ(TL)“uO”Lq(Q)’ t>0 (1.1.5)
2\q r

para ciertos M >0, € R, y1<¢g<r <oo.
Por dltimo, estos semigrupos satisfacen el principio del méximo, Daners y Koch-Medina [21], pag.
120.

Con estos preparativos podemos abordar la existencia de soluciones para el problema no lineal (1.1.1).

En primer lugar, si ug € BUC3(f)) entonces, si f : 2 x R — R es continua en (x,u) y localmente
Lipschitz en u uniformemente en z, entonces un argumento de punto fijo permite probar la existencia
y unicidad de una solucién local de (1.1.1), ver Teoremas 7.3.1 y 7.3.2 de Lunardi [36], pag. 276-277, o
Mora [39].

Teorema 1.1.1 Sea Q un dominio acotado o no de RN . Supongamos que f es continua en (z,u) y
localmente Lipschitz en su segunda variable. Entonces, dado uy € X = BUCp(Q) eziste una solucion
local del problema u € C([0,T); X) N C((0,T); D(A)), para cierto T > 0, que viene dada por la férmula
de variacion de las constantes

t
u(t, z;u0) = e*ug +/ etz u(s,z))ds, 0<t<T. (1.1.6)
0
Si Q =RN | lo anterior es vdlido en X = BUC(RYN) y X = L>®(RV).
Por otro lado, por conveniencia en las aplicaciones, es deseable encontrar un teorema similar al anterior,
pero con ciertas variantes. En primer lugar, y restringiéndonos al caso de dominios acotados, resulta muy
conveniente poder resolver (1.1.1) para datos iniciales en C(€2) \ Cp(f2) e incluso L*(Q) \ Cp(Q). Por

otro lado, seria deseable poder incluir algunos términos singulares en la ecuacidn.
En este sentido, supondremos que f puede descomponerse de la forma

f(@,5) = g(x) + m(z)s + fo(, s) (1.1.7)

con fo: QxR — R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a x € Q y

0
fo(z,0)=0 %fo(m,O) =0 (1.1.8)
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y donde g es una funcién adecuadamente regular (digamos, para simplificar los argumentos, que es
acotada) y m € LP(QQ) para cierto p > N/2. Observemos que considerar este tipo de términos no lineales,
permite considerar los casos en los que el término de orden cero del operador lineal esta en LP(Q2) para
cierto p > N/2.

En estas condiciones se puede obtener el siguiente resultado

Teorema 1.1.2 Sea Q un dominio acotado de RY . Supongamos que f satisface (1.1.7) y (1.1.8). En-
tonces, dado ug € L () eziste una solucidn local del problema u € C((0,T); Cp(Q)), para cierto T > 0,
que viene dada por la férmula de variacion de las constantes (1.1.6).

Para ello, el procedimiento consiste en, dado ug acotado, truncar fy adecuadamente de manera que
sea globalmente Lipschitz y acotada. Utilizando los resultados de existencia y unicidad en L?(2), ver la
siguiente Seccién, se obtiene una tnica solucién en un sentido més débil. Finalmente, se prueba que la
solucién construida estd acotada en un cierto intervalo de tiempo. Para esta ultima propiedad, utilizando
(1.1.5) parag=r =00 y con ¢ =p y r = o0, obtenemos

t
llu(t; wo) || Lo 0y < Me®||uol|ros (o) +/ Me* =) (||g|| poo(ey + K)ds+
0

t eO(t—s)

+ [ Mooy s )l oy 0
0o (t—s)%

donde K representa la cota para el truncamiento de fy.

Ahora el Lema de Gronwall singular, ver Henry [28] y el Lema 7.0.9, mas adelante, obtenemos que
||lu(t; uo)|| L (o) es acotado en intervalos acotados de tiempo, lo cual de nuevo en la estimacién anterior
implica que si T' es pequefio y 0 < t < T, el segundo miembro anterior es tan préximo a M||uol|z~ ()
como se quiera. Por tanto, el truncamiento de fo puede ser elegido de manera que u(t;ug) es realmente
solucién del problema original, no truncado, en ese intervalo.

Finalmente observemos que en cualquiera de los casos de los teoremas anteriores, las técnicas de
iteracién de la regularidad parabdlica (“bootstrap”) permiten concluir que la solucién es de hecho més
regular. De hecho si m € LP(Q) con p > N se puede obtener que u(t) € W2P(Q) y, por tanto, u(t) €
C*?(Q) para cierto 0 < § < 1. Si por contra N/2 < p < N, podemos concluir que u(t) € C?(Q2) para
cierto 0 < 6 < 1.

1.1.2. El semigrupo en otros espacios. Dominios acotados.

Ademas del caso de datos iniciales acotados, es habitual considerar datos iniciales para problemas del
tipo (1.1.1) en otros espacios. Como ya hemos comentado anteriormente los operadores diferenciales y
condiciones de contorno que consideramos, definen semigrupos analiticos los espacios L(Q), 1 < ¢ < oo.
Esto permite utilizar los espacios intermedios asociados y las propiedades del semigrupo, ver (1.1.4),
(1.1.5) para resolver el problema en este contexto. Este tipo de aproximaciones es atin més clédsica que la
presentada en la seccién anterior; ver Henry [28], Pazy [40].

En particular es conocido que trabajando en LI(Q2), 1 < ¢ < 00, una familia adecuada de es la de los
espacios potenciales de Bessel que denotamos por X = H ,23“"1(9), ver Henry [28], Amann [3].

Usando las propiedades de estos espacios y las propiedades del operador de Nemitsky asociado al
término no lineal, entre espacios de esta familia, se tiene, usando Arrieta y Carvalho [8] el siguiente
resultado (ver también Arrieta et al. [13]).

Supongamos que f satisface (1.1.7) y (1.1.8). Entonces tenemos

Proposicion 1.1.3 Supongamos que fo verifica
|fo(z,8) = fo(z, )| < e(L+]s]P~" + |r[P7H)|s — 7] (1.1.9)

para todo x € Q, s,r € R, con p>1 tal que
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1. s12a— % < 0 entonces
2q

1<p< =14 ——;
SpPSpo +N—2aq’

2. si2a— % =0 entonces
1<p < pc = o0;
3. si2a-— % > 0 no hace falta imponer restricciones sobre el crecimiento de fy.

Entonces, para todo ug € X = Héa’q(Q) existe una tdnica solucidn local u(t,z;ug) € C([0,7),X),
T > 0, del problema con dato inicial ug, en el sentido que verifica la férmula de variacion de las constantes
(1.1.6). Esta solucidn es cldsica para t > 0.

1.1.3. Condiciones de contorno no lineales.

Consideramos ahora el problema con condiciones de contorno no lineales tal y como se considera
en Arrieta et al. [10]. Sea @ C RV un abierto acotado regular y denotamos por I' = 99 su frontera.
Supongamos que I' = Ty UT'; es una particién regular de la frontera, es decir, o N T'; = 0.

ug — div(a(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en Q

u = 0 sobre T
a(x)% +b(x)u = g(x,u) sobre Ty (1.1.10)
u(0) = wg

donde a,b,c € C1() tales que a(x) > m > 0 paraz € Q, f(z,-),g(z,+) : R = R son continuas en (z,u)
y localmente Lipschitz uniformemente en z € Q y = € I" respectivamente.
Consideramos este problema planteado en algin espacio de la clase

€ = {L4(Q), W} (2),1 < ¢ < 0}

donde denotamos por WI}(’)‘I(Q) el espacio de funciones de W'¢(Q) que se anulan en Ty.
Supongamos que f y g verifican la siguiente condicién de crecimiento

(G)x : f(z,-),g9(x,-) : R = R son localmente Lipschitz uniformemente en x € Q y x € T respectivamente.
Ademis,

1. Si X = L(Q), suponemos que f y g verifican una relacién de la forma
(@, u) = j(z,0)] < clu—v|(jul~" + [P 7" +1) (L.1.11)

con exponentes ps y p, respectivamente, tales que, para N > 2 (resp. N = 1)

2
pf§P§21:1+ﬁqa pg < pr :=1+% (resp. py < pr:=1+gq)

2. SiX= Wll(’)q(Q), suponemos que se tiene alguna de las siguientes condiciones
a) ¢g>N

b) g¢= Ny f,g verifican que para todo 1 > 0 existe ¢, > 0 tal que
17 (z, ) — j(m, )| < (e 4+ MVINTT) |y — o (1.1.12)
¢) 1<qg< Ny f,g verifican (1.1.11) con exponentes

2q q
<pg=14+—— <pgri=14-——
Pr < Pa tNog PesSer TN ¢
En este caso, la existencia local y unicidad de soluciones del problema, viene dado por el siguiente resultado
(ver Teorema 2.1 de Arrieta et al. [10]).
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Teorema 1.1.4 Sea X un espacio de la clase £. Supongamos que f y g verifican la condicidn de creci-
miento (Gx). Entonces, para todo ug € X ezxiste una dnica solucion local u(t,z;ug) € C([0,7),X), T > 0,
del problema con dato inicial ug, en el sentido que verifica la férmula de variacion de las constantes. Esta
solucidn es cldsica para t > 0.

Ademds, siug € X entonces u(t,z;up) €Y paratodoY €€ y0<t <.

Observemos que las particularidades del problema con condiciones de contorno no lineales residen en
la presencia de dos términos no lineales distintos y en la necesidad de usar escalas de espacios duales a las
de los espacios intermedios introducidos en la seccién anterior. Es por ello que para este tipo de problemas
la mayor parte de la bibliografia existente se refiere al caso de operadores en forma de divergencia.

1.1.4. El semigrupo en otros espacios. Dominios no acotados.

Para el caso de dominios no acotados, supongamos de nuevo que f puede descomponerse de la forma
f(z,5) = g(z) + m(z)s + fo(z,s) (1.1.13)

con fo:Q xR — R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a z € Q y

fo(z,0) =0 %fo(m,o) =0. (1.1.14)

La siguiente aproximacién ha sido desarrollada en Arrieta et al. [13] para el caso de condiciones de
contorno de Dirichlet.

Tomando como espacio base L?(Q2), 1 < ¢ < 0o, se puede construir entonces la escala de espacios de
potenciales de Bessel asociada a —A, que denotamos por H;‘;a’q(ﬂ), —1 < a < 1. Sobre esta escala de
espacios podemos considerar perturbaciones del Laplaciano con potenciales més generales que LP(£2), con
p> N/2.

En concreto, sea LY, (Q2) el espacio de las funciones en € tales que

sup / V()P dy < o
z€Q J B(z,1)NQ

dotado de la norma
||V||L1;;(Q) = sup ||V||LP(B(z,1)ﬂQ)-
zEQ

Si V e LY(Q) con p > N/2 entonces, S(t), el semigrupo generado por A — V(z)I en L?(f2) con
1 < g < o0, es analitico y conserva el orden (ver Simon [47]). Ademds, el operador —A + V tiene el
mismo dominio que el Laplaciano. Diremos pues que V' es un potencial subordinado del Laplaciano. En
este caso, S(t) verifica (1.1.5) y

Mt
1S ()uol| g2es o) < ta—Eﬂ)Ilu()llH%a,q(g) (1.1.15)

para ciertos —1 < 8 < a < 1 dependiendo de p, con M (t) = M, gett para ciertos p € Ry M,z > 1.

Sip> N/2yp> qentonces A — V(z)I genera un semigrupo analitico (que conserva el orden) en
cada espacio H,%a’q(ﬂ), con a € [0,1), y verifica (1.1.15) para todo 0 < 8 < a < 1 (ver Lema 2.3 en
Arrieta et al. [13]). Si por contra p > ¢' entonces (1.1.15) se verifica para —1 < f < a <0.

Por tanto, si p > N/2y p > q,¢', entonces (1.1.15) se verifica para todo —1 < < a < 1.

Aligual que en el caso de dominios acotados, dependiendo del espacio en el que planteemos el problema
necesitaremos, a veces, imponer ciertas condiciones de crecimiento sobre f. En concreto, supongamos que
f verifica, (1.1.13) y (1.1.14), donde fo es localmente Lipschitz en s € R uniformemente en z € Q y la
siguiente condicién de crecimiento

|fo(z,8) — fo(z,r)| < c(1+|s|P L+ |r|P )]s —r| (1.1.16)

paratodox € Q, s,r e Ry p>1.
En este caso, para tener existencia local del problema necesitamos imponer ciertas restricciones sobre
p como muestra el siguiente teorema cuya demostracién puede verse en Arrieta et al. [13]
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Teorema 1.1.5 Supongamos que m € LY, (Q) para algin p > N/2,p > q, y g € LY(Y). Entonces, en las
siguientes condiciones el problema estd localmente bien planteado en H%)a’q(ﬂ) para cierto 0 < a <1

1. para 2a — % < 0, supuesto que se verifica (1.1.16) con

N

7 = 0, supuesto que se verifica (1.1.16) con

2. para 2a —

1<p<pc =005y

3. para 2a — % > 0 no hace falta imponer restricciones sobre el crecimiento de fy.

1.2. Existencia global.

En esta seccién mostraremos que para los problemas no lineales tratados en la Seccién 1.1, supuestas
las condiciones de estructura de la no linealidad mencionadas al comienzo de este capitulo, las soluciones
de (1.1.1) son globales para ug en los distintos espacios de datos iniciales.

Esto nos permitird definir un semigrupo no lineal

St): X - X
mediante
S(t)ug = u(t, z;up).
1.2.1. Existencia global en dominios acotados.

Enunciamos a continuacién un resultado que proporciona una condicién suficiente para la existencia
global de solucién del problema (1.1.1) en dominios acotados.

Teorema 1.2.1 Supongamos que el problema (1.1.1) tiene solucidn local para un dato inicial ug € X en
alguno de los espacios de la Seccion 1.1. Supongamos ademds, que ezisten funciones C € LP(Q), p > N/2
y0<DeL"(Q),r>N/2 tales que

f(z,8)s < C(z)s® + D(x)|s| para todox € Q, s€R (1.2.17)

Entonces, la solucion del problema (1.1.1) estd definida para todo tiempo t > 0 y para todo acotado
B C X se tiene que para todo 0 < e < T, Ui 1)S(t) B C Cp(R) es compacto.

Demostraciéon. Como tenemos la existencia local de solucién para u basta probar que la solucién u
estd acotada en compactos de ¢ alejados de ¢t = 0.
Sea v la solucién del problema

v+ Av = C(z)v+D(z) en Q
Bv = 0 sobre 0f)
v(0) = wg

La hipétesis (1.2.17) junto con el hecho de que D(z) > 0 implican, por el principio de comparacién,
que la solucion del problema no lineal, que denotamos u, verifica

[u(t, z; uo)| < v(t, z; luol)

mientras ambas soluciones existan.
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Denotamos por S(t) el semigrupo generado por el operador —A + C(x) con condiciones de contorno
dadas por B. Entonces, v viene dada por la férmula de variacién de las constantes

v(t, z;u0) = S(t)uo + /t S(t—s)D(x)ds
0

Tomando norma en L% () tenemos que, usando (1.1.5), para todo 0 <e <t < T,
lo(t;uo)llLe(e) < MePt *||ugllx

t
+/ Me®t=9)(t — §)=% 7 ||D|| (0 ds
0

para cierto a.

Ahora bien, el término de la derecha en la desigualdad anterior estd acotado en intervalos de tiempo
compactos alejados de 0 (la integral es convergente por ser r > N/2) de donde tenemos la acotacién
L>*(Q) en [, T].

Utilizando ahora la férmula de variacién de las constantes, (1.1.6) y el hecho de que f(-,u(-)) esta
acotado en LP(Q) con p > N/2, los resultados clésicos de regularidad parabdlica implican la compacidad
de Usele, 1S () B en Cp(Q) ya que de hecho este conjunto estd acotado en C?(Q) para0 <6 < 1. m

Observemos que en la demostracién anterior si tenemos que m € LP(§2), con p > N, en (1.1.7) entonces
Utele, 715 (t) B estd acotado en C19(9).

Nota 1.2.2 La propiedad (1.2.17) implica, en particular,
|f(2,0)| < D(z).

Ndtese entonces que pedir D(xz) > 0 no supone ninguna restriccion ya que, en otro caso, f verifica
(1.2.17) con D (la parte positiva de D) en lugar de D.

En el caso de un operador en forma de divergencia y condiciones de contorno no lineales, como en
la Secciéon 1.1.3, se tiene el siguiente resultado sobre existencia global de soluciones analogo al Teorema,
1.2.1, que ha sido demostrado en Arrieta et al. [10].

Teorema 1.2.3 Supongamos que existe solucion local del problema (1.1.10) con dato inicial ug € X € €.
Supongamos ademds, que existen funciones C € LP(Q), p > N/2,0< D € L"(Q), r > N/2, Cr € L°(T),
c6>N—-1y0< DreLP(T), p>N —1 tales que

C(x)s®> + D(z)|s| para todo x € Q, s€R (1.2.18)

<
< Cr(z)s®>+ Dr(z)|s| para todox €T, s€R (1.2.19)

Entonces, la solucién del problema (1.1.10) estd definida para todo tiempo t > 0 y para todo acotado
B C X se tiene que para todo 0 < & < T, Uy, 1)S(t) B C Cp(N2) es compacto.

Observemos que en este teorema la condicién D € L*() implica las cotas L(Q2) de la solucién
mientras que D € L" () permite obtener las cotas en L ().

1.2.2. Existencia global en dominios no acotados

Con las notaciones de la Seccién 1.1.4, supongamos que existen C(z) y D(z) > 0 definidas en Q tales
que
f(z,8)s < C(z)s®> + D(x)|s| para todo s € R,z € Q. (1.2.20)

Tenemos entonces el siguiente resultado sobre existencia global de soluciones (ver Teorema 4.1 en
Arrieta et al. [13])
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Teorema 1.2.4 Supongamos que existe solucion local del problema (1.1.1). Supongamos ademds, que f
verifica (1.2.20) con

qN
DeL"(Q)N LN N/2 >8>
e L"(Q)NL(NQ) con r>N/2, q_s_N+2q

C e L}, (Q) para algin p>N/2, p>r

Entonces, la inica solucién del problema (1.1.1) con dato inicial uy € Hp*?(Q) es global y permanece
acotada en LI(Q) N L>(Q) en intervalos compactos alejados de 0.
Ademds, dado un conjunto de datos iniciales en le)a’q(Q) la solucion permanece a tiempo t > 0 en

un acotado de H%B’Q(Q) N L*(Q) para cualquier § < 1.

1.3. Un resultado de compacidad de orbitas

El siguiente lema enuncia una consecuencia del Teorema de Ascoli-Arzeld que serd de utilidad en lo
que sigue.

Lema 1.3.1 i) Sea ug un dato inicial tal que la solucién de (1.1.1) esté acotada en L°(Q), es decir,
el conjunto y(up) = {u(t,x;ug)}¢>1 estd acotado en L>(Q). Entonces, para toda sucesion creciente de
tiempos {t,} tendiendo a oo ezisten u* € Cp(QQ) y una subsucesién {t,, } de {t,} tal que

W(tn,, T;u0) = u*  cuando k — o0

uniformemente en compactos de Q). En particular, si Q0 es acotado la convergencia es uniforme en todo
Q.

it) Si, ademds, la solucidn que parte de ug es mondtona en tiempo entonces toda la solucidn converge a
u* uniformemente en compactos.

Demostracidn. i) Como la érbita de ug estd acotada, la solucién que parte de ug es global. Debido a
la regularizacién del semigrupo, fijado un compacto K C Q, la restriccién de la érbita definida por la
solucién que parte de ug a dicho compacto es una familia equicontinua de funciones continuas. Estamos
entonces en condiciones de poder aplicar el Teorema de Ascoli-Arzeld y deducir asi que se trata de un
conjunto relativamente compacto. Por tanto, podemos extraer una subsucesiéon de tiempos {t,} tales
que u(tn,x;uo) converja en el compacto K a cierta funcién u* € Cp(Q2). Nétese que, en particular, si
Q es acotado, podemos tomar como compacto K = € y tener asi convergencia uniforme en todo el
dominio. Para dominios no acotados, basta tomar una sucesién creciente de compactos K,, C K11 tales
que UK, = Q. Por lo anterior obtenemos la convergencia en cada compacto K,, y mediante un proceso
diagonal de Cantor obtenemos la convergencia en compactos de (2.

ii) Si la solucién que parte de ug es mondtona en tiempo, ademds de acotada, como u* es continua
tenenemos, por el Teorema de Dini, la convergencia en compactos no sélo de u(tn,x;uo) para cierta
subsucesién de tiempos {t,}, sino de toda la solucién a u*, es decir, existe

t_l}'gloo u(t, z;up) = u*

y es uniforme en compactos. m

Una consecuencia del Lema 1.3.1 es la siguiente propiedad del semigrupo no lineal para problemas en
dominios acotados.

Proposicién 1.3.2 Sea Q un dominio acotado. Supongamos que todas las soluciones del problema (1.1.1)
son acotadas. Entonces, el semigrupo no lineal definido por las soluciones de (1.1.1) es asintdticamente
compacto en Cp(€2).
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Para problemas con condiciones de contorno no lineales el resultado también es cierto, véase Arrieta
et al. [10].

Para el caso de dominios no acotados los resultados de Arrieta et al. [13] muestran que con ciertas
condiciones adicionales, el semigrupo no lineal correspondiente es asintéticamente compacto. Para esto es
necesario utilizar de manera fundamental que, para tiempos grandes, las soluciones tienden a cero cuando
|z| = oo de manera muy controlada.



Capitulo 2

Puntos de equilibrio extremales

2.1. Equilibrios extremales en el caso de reacciéon fuerte: Com-
paracion con una EDO

Antes de presentar el caso mas general, vamos a tratar una serie de problemas més sencillos en los
que probamos el Teorema 1.0.1 de forma directa. Concretamente, haremos una primera aproximacion a
los problemas de Neumann y Dirichlet.

Empezamos estudiando el problema (1.0.1) en un dominio acotado donde el término no lineal f no
depende explicitamente de la variable z. Concretamente supondremos que f verifica la siguiente condicién
de signo:

existe M > 0 tal que sf(s) < 0 para para todo |s| > M. (2.1.1)

La propiedad (2.1.1) se tiene, en particular, si

f(s)

limsup —= < 0.

|s]—00 B

Esta propiedad de reaccién fuerte nos va a permitir comparar las soluciones del problema (1.0.1) con
una EDO que va a empujar a éstas por debajo de un punto de equilibrio que serd el maximal. De la
misma forma obtendremos una solucién de una EDO que empuje a las soluciones de (1.0.1) por encima
del punto de equilibrio minimal.

Sea © C RY un abierto acotado regular y denotamos por I' = 9 su frontera. Consideramos el
problema siguiente
uy—Au = f(u) en
Bu = 0 sobre T (2.1.2)
u(0) = wg

donde o bien, Bu = % (condiciones de contorno tipo Neumann) o bien, Bu = u (condiciones de contorno

tipo Dirichlet), f : R — R es continua y localmente Lipschitz y ug € X = C(Q).
Por los Teoremas 1.1.1 y 1.1.2 existe una unica solucién local del problema (2.1.2).

2.1.1. Condiciones de contorno tipo Neumann

Veamos primero la existencia de los puntos de equilibrio extremales y la estimacién del comportamiento
asintético de las soluciones de (2.1.2) con condiciones de contorno tipo Neumann.

En particular tenemos el siguiente resultado que no es méas que el Teorema 1.0.1 en este caso:
Teorema 2.1.1 Consideramos el problema (2.1.2) con Bu = %. Supongamos que f : R — R es continua,
localmente Lipschitz y verifica la hipdtesis de disipacion (2.1.1). Entonces, las soluciones estdn definidas
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globalmente, son acotadas y existe un punto de equilibrio minimal p,, y otro mazimal ppr tales que toda
la dindmica asintdtica del sistema se mueve uniformemente entre dichos equilibrios, es decir,

Pm(z) < lminf u(t, z;up) < limsup u(t, z;uo) < pur(z)
t—o0 t—o0
uniformemente en x € Q y para ug en acotados de X. Es mds, dichos puntos de equilibrio extrema-
les no dependen de x, es decir, son constantes en espacio. De hecho, los equilibrios extremales vienen
caracterizados por los ceros extremales de f, es decir,

pm=min{s€R : f(s)=0} y pum=mix{seR : f(s) =0}
Ademds, existe un atractor global A para S(t) que, por lo anterior, verifica
om <A< pm
Y em,pm € A.

Nota 2.1.2 En el caso de condiciones de contorno tipo Neumann, la propiedad (2.1.1) es dptima para
que el sistema sea disipativo. Ndtese que Eg = {s: f(s) = 0} es un conjunto de puntos de equilibrio. Si
Ey es no acotado entonces el conjunto de puntos de equilibrio del problema (2.1.2) no estd acotado. Si,
por el contrario, f verifica la propiedad (2.1.1), es claro que que el sistema es disipativo.

Nota 2.1.3 El teorema no proporciona ninguna informacion sobre el signo de los equilibrios extremales.
Obsérvese que no tiene por qué ser @, < 0 y oy > 0 excepto si f(0) =0 en cuyo caso las desigualdades
son ciertas.

Demostracién. Sea MT = méx{s € R : f(s) = 0}. El hecho de que f sea continua y verifique la
propiedad de signo (2.1.1) implica la existencia de al menos un punto donde f se anula, y, por tanto, M+
estd bien definida. En particular, f(M*) = 0. De manera anéloga, definimos M~ =min{s € R : f(s) =
0} que de nuevo vuelve a estar bien definiday f(M~) = 0.

Sea B C C() acotado. Dado ug € B, denotamos por u(t,z;ug) la solucién del problema (2.1.2) a
tiempo t con dato inicial ug. Como f es continua y localmente Lipschitz dicha solucién existe al menos
localmente.

Sean

C < ml’n{Mi,—“B”Lw(Q)} <0 vy ct > méx{M+, ||B||Lco(g)} >0

donde |[|B||p«(q) = sup,ep ||v]|pe~ (). Tomamos como datos iniciales Ct,C~ € L*°(Q) en (2.1.2). El
comportamiento de la solucién de (2.1.2) que parte de CT, u(t, z; CT), nos va a proporcionar una acotacién
superior de las soluciones de dicho problema, mientras que el comportamiento de u(t,z;C~) nos va a
proporcionar una estimacion inferior.

Para estudiar el comportamiento de u(t,z; Ct) consideramos la solucién de la siguiente EDO

f(z(®) en (0,+00)

ot (2.1.3)

—_—
NN
TN —
O "~
S N
[

Al estar trabajando con condiciones de contorno tipo Neumann, esta solucién coincide con la solucién de
(2.1.2) con dato inicial C™*, es decir, u(t,z; C*) = z(t). De manera anéloga, se obtiene que u(t,z;C ) es
la solucién de (2.1.3) que parte de C~, que denotamos por w(t).

Como C*T > M, tenemos que f(z(t)) < 0 para todo t y por tanto z(t) es estrictamente decreciente
y converge a Mt cuando t = oco. En particular, z(t) < C* para todo ¢t > 0. Adem4&s, como C~ < M~
tenemos que f(w(t)) > 0 para todo t y entonces w(t) es estrictamente creciente y converge a M~ cuando
t — 0. En particular, w(t) > C~.

Ahora bien, como C~ < u(0,z;u0) = up < C* para todo ug € B, por el principio de comparacion, se
tiene

w(t) = u(t,z;C7) < ult,z3u0) < ult,z;07) = 2(t) (2.1.4)
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para todo t > 0y x € Q. Luego u(t, x; ug) existe para todot >0y

M~ = lim u(t,z;C") < liminf u(t, z;uo)
t—o0 t—o0

< limsupu(t,z;uo) < lim u(t,z;CT) = MT. (2.1.5)
t—o0 t—o0

Veamos ahora que esta estimacién del comportamiento asintético de las soluciones nos lleva a que

M es un punto de equilibrio maximal. En efecto, es claro que M es un punto de equilibrio: f(M*) =0

y M7 es independiente del tiempo. Para ver que es maximal sea ¢ otro punto de equilibrio. Entonces

sabemos que, por la regularizacién del semigrupo, ¢ € C(Q) (y por tanto es acotada). Por (2.1.5), debe

ser
Y < MT.

Luego, Mt es maximal. De manera anéloga se obtiene que M~ es un punto de equilibrio minimal.

Por dltimo, la existencia del atractor se tiene por la regularidad del semigrupo, el hecho de que existe
un conjunto absorbente (por ejemplo, el intervalo de orden [M ~ —§, M+ +§] para § > 0) y las soluciones
estdn globalmente acotadas (ver Seccién A.2). La propiedad (2.1.5) implica A C [M—, M*]. Por dltimo,
al ser puntos de equilibrio, M~, M+ € A. m

Nota 2.1.4 En este caso sencillo, el equilibrio mazimal viene dado por @y = M™T y se obtiene directa-
mente de la ecuacidn diferencial ordinaria (2.1.3). Esto es debido a que el segundo miembro de (2.1.2) no
depende de la variable espacial x € Q y las soluciones constantes pertenecen al espacio de datos iniciales y
verifican la condicion de contorno. De hecho, como hemos visto antes pyr = M viene dada directamente
por el término no lineal f (ver la definicion de M™ en la prueba anterior). La misma observacidn se
aplica a p,, = M ™.

2.1.2. Condiciones de contorno tipo Dirichlet

Como una primera aproximacién al problema de Dirichlet nos planteamos el estudio del problema
(2.1.2) con B(u) = u y la condicién de disipacién (2.1.1). Esto nos permite usar un argumento similar al
del caso de condiciones de contorno tipo Neumann para probar la existencia de un punto de equilibrio
maximal: en primer lugar la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria (2.1.3) nos va a proporcionar
una supersolucién de la EDP para tiempos pequenos; después, usando esta supersolucién y la propiedad
de monotonia, vamos a poder probar que las soluciones de la EDP entran por debajo de un punto de
equilibrio maximal. De manera andloga, obtenemos la existencia de un punto de equilibrio minimal.

La principal diferencia con el caso de Neumann es que ahora las soluciones de la EDO (2.1.3) no son
soluciones del problema (2.1.2) ya que no verifican las condiciones de contorno. Dicho de otra forma, para
el problema de Dirichlet, las soluciones de la EDO no son soluciones de la EDP. Esto va a hacer que
el Teorema 1.0.1 para el caso Dirichlet no se obtenga de manera tan directa como en el caso Neumann.
Adems4s, en este caso, los puntos de equilibrio extremales van a depender de la variable espacial z (salvo
que f(0) =0y 0 sea el Unico punto de equilibro).

Teorema 2.1.5 Consideramos el problema (2.1.2) con Bu = u. Supongamos que f es continua y local-
mente Lipschitz y verifica la hipdtesis de disipacion (2.1.1). Entonces, las conclusiones del Teorema 1.0.1
son ciertas en este caso.

Demostracién. Definimos, como antes, M+ = méx{s € R : f(s) =0}y M~ =min{s € R : f(s) = 0}.
Sea B un acotado de C'(€2). Sean

C+>méx{M+,||B||Loo(Q)}>O y C7 <min{M~,—||B||r~)} <O0.

Como en el caso de condiciones de contorno tipo Neumann, planteamos el problema para la EDO
(2.1.3) y tenemos que z(t) es estrictamente decreciente y converge a Mt cuando ¢ tiende a infinito y
2(t) < CT para todo t > 0. De la misma forma, si w(t) es la solucién para la EDO (2.1.3) con dato
inicial C~ tenemos que w(t) es estrictamente creciente y converge a M~ estrictamente cuando t — 0o y
w(t) > C~ para todo ¢ > 0.
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Podemos tomar ahora como dato inicial en (2.1.2) la constante anterior C+ € L>®°(Q). Al ser f
continua y localmente Lipschitz, existe una solucién local del problema, u(t,z; Ct) (ver Seccién 1.1.1).

Ademds, z(t) es una supersolucién de (2.1.2) con dato inicial C* ya que z(t) verifica la EDP en (2.1.2),
ug < Ct = 2(0) y para todo t > 0,

0=u(t,z;C") < 2(t) sobre 9Q

puesto que el semigrupo definido por las soluciones de (2.1.2), S(t), incorpora instantdneamente la con-
dicién de contorno a la solucién (ver Seccién 1.1.1). Por tanto, para todo ¢ > 0,

u(t,z; CT) < 2(2).

Ahora bien, por (2.1.1),
2(t) < Ct

para todo ¢ > 0. Luego, uniendo las desigualdades anteriores, tenemos
u(t,z;CT) < Ct

para todo t > 0. Tomando ahora en esta desigualdad ¢ = ¢ > 0 suficientemente pequeno y haciendo
actuar el semigrupo tenemos que, por el principio de comparacién,

u(s +¢&,2;C1) <wu(s,z;CT) (2.1.6)

para todo s > 0 y € > 0 arbitrariamente pequefio, de donde tenemos que u(t,;CT) es mondtona
decreciente en tiempo.
Adem4s, también por el principio de comparacién, como ug < C¥,

u(t, z;u0) < u(t,z;C) (2.1.7)

para todo t > 0. Luego, como u(t,z; CT) estd acotada superiormente, también lo estd u(t, z; ug).
Argumentando de manera andloga pero en este caso con C~ en vez de CT (ver la prueba del Teorema
2.1.1) se tiene que
C™ <u(t,z;C7) <ult,z;up) <ult,z;CT) < CT (2.1.8)

para todo ¢t > 0y = € Q. En particular, u(t, z;uo) estd acotada para todo ¢t > 0 y, por tanto, la soluciones
son globales. Ademés, u(t,z; C~) es mondtona creciente en tiempo y, como hemos visto, u(t, z; Ct) es
mondtona decreciente.

Ahora bien, por ser u(t,z; CT) es mondétona y acotada, converge puntualmente a cierta funcién
pm(z) € L>®(R). De la misma forma, u(t,z;C~) € L*°(Q) converge puntualmente a cierta funcién
©m(x). Ademés, estas funciones limite son continuas por el efecto regularizante del semigrupo que ga-
rantiza que dado ug € X se tiene S(t)ug € C¢(Q) para todo t > 0 (ver Seccién 1.1.1). Por el Teorema de
Dini (ver Lema 1.3.1),

u(t,7;07) = pm(@),  ult,z;CF) > pur(a) (2.1.9)

uniformemente en z cuando t — oo.
Por otra parte, (2.1.8) implica que

pm(z) < h'tm inf u(t, z; up) < limsupu(t, z;u0) < pum(x) (2.1.10)
—00

t—o0

donde los limites son uniformes en z y para ug en acotados de X por la convergencia uniforme (2.1.9).
Ademsds, por la continuidad del semigrupo, ¢ es un punto de equilibrio puesto que

= 1’ M +
pm = lim u(t;CT)
y haciendo evolucionar el sistema,

. — A P O = 14 O =
u(57§0M) = U(S,tll)I&u(t,C )) = tlirgou(s +tC ) =¢M-
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De la misma forma, ,, es también un punto de equilibrio.
Para ver que ¢, es minimal y ¢ maximal, sea ¢ otro punto de equilibrio. Entonces sabemos que,
por la regularizacién del semigrupo, ¢ € C(Q). Por (2.1.10), debe ser

om <Y <ou

luego, ¢, minimal y s es maximal.

Por dltimo, la existencia del atractor se tiene por la regularidad del semigrupo, el hecho de que existe
un conjunto absorbente (por ejemplo, el intervalo de orden [¢,,, — 8, o + d] para § > 0 ), las soluciones
estdn globalmente acotadas y el semigrupo es asintéticamente compacto (ver Proposicién 1.3.2). La pro-
piedad (2.1.10) implica A C [¢m, pm]. Por ser puntos de equilibrio, @, om € A. ®

Nota 2.1.6 De la prueba anterior se tiene
M~ <pm<ou<M*.

Observemos que la condicién (2.1.1) no es ptima para que el problema (2.1.2) con B(u) = u sea
disipativo. En Henry [28] puede verse que la condicién 6ptima es

f(s)

lim sup —= < Aq,

| 8] =00 s

donde A; es el primer autovalor de —A con condiciones de contorno tipo Dirichlet. Esta propiedad es
equivalente a que f verifique la siguiente condicién

sf(s) < Cs* + D|s| (2.1.11)

con C < A1 y D > 0, que garantiza la existencia global de solucién del problema (2.1.2) con B(u) = u
(ver Seccibn 1.2).

En estas condiciones no podemos usar los argumentos de comparacién con la ecuacién ordinaria ya
que no podemos deducir el decaimiento de la solucién de la ecuacién (2.1.3). No obstante, gracias a la
propiedad anterior vamos a tener el decaimiento exponencial del semigrupo asociado a A + C' y esto nos
va a permitir probar el resultado.

Nétese que si f verifica (2.1.1) la reaccién es lo suficientemente fuerte como para provocar por si sola
la existencia de los equilibrios extremales. Nétese también que esta condicién equivale a tomar D > 0 y
C < 0en (2.1.11).

En el caso en que C > 0, no se tiene (2.1.1) y por tanto la ecuacién diferencial ordinaria (2.1.3) no
permite concluir la existencia de los equilibrios extremales. Sin embargo, es posible obtener la existencia
de equilibrios maximales en este caso con ayuda de la difusién.

Usando los argumentos generales de la siguiente seccién obtenemos de manera inmediata el Teorema
1.0.1 para el problema (2.1.2) supuesta la condicién de disipacién éptima (2.1.11) (ver Teorema 2.2.6 y
Corolario 2.2.9).

2.2. Equilibrios extremales en el caso general. Dominios acota-
dos

En esta seccién estudiaremos el problema (1.0.1) en un caso més general que (2.1.2). En particular,
el término de reaccién podra depender de la variable espacial, es decir, supondremos f: Q x R — R.

En primer lugar estudiaremos el caso de un dominio acotado con condiciones de contorno lineales
homogéneas. Para ello obtendremos en primer lugar una estimacién uniforme de las soluciones en funcién
de la tnica soluciéon de un problema eliptico lineal. Esto nos va a permitir asegurar la existencia de
un conjunto acotado absorbente (y, por tanto, el sistema va a ser disipativo). A continuacién aplicando
un teorema general (Teorema 2.2.2 mis adelante) obtendremos la existencia de puntos de equilibrio
maximales.

Pasaremos después a aplicar estas técnicas al caso de condiciones de contorno no lineales.
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2.2.1. Un argumento general basado en monotonia y compacidad.

A continuacién probaremos un teorema general en el que se dan condiciones suficientes para la exis-
tencia de puntos de equilibrio extremales proporcionando, ademas, cierta informacién sobre la dindmica
del sistema. Para ello, probaremos en primer lugar un lema que serd de utilidad a la hora de probar dicho
teorema.

Lema 2.2.1 Sea S(t) : X — X un semigrupo continuo para todo t > 0 y ug,v € X tales que S(t)ug — v
en X cuando t — co. Entonces v es un punto de equilibrio de S(t).

Demostraciéon. Tenemos
¢ ( ) 0

Haciendo evolucionar el sistema, por la continuidad de S(t) para t > 0,
S(s)v = S(s) tllglo S(t)ug = tllf& S(s+ t)ug = v.
Es decir, S(s)v = v para todo s > 0. Luego v es un punto de equilibrio del sistema. m
Estamos ya en condiciones de probar el resultado principal.

Teorema 2.2.2 Sea S(t) un semigrupo continuo para t > 0 que conserva el orden en un espacio métri-
co completo ordenado, X, para el que los intervalos de orden de X son acotados en la norma de X.
Supongamos ademds que

1. o bien, las sucesiones decrecientes (resp. crecientes) en X y acotadas inferiormente (resp. superior-
mente) en el sentido del orden, son convergentes;

2. o bien, el semigrupo S(t) es asintdticamente compacto.

Supongamos ademds, que eziste un intervalo de orden absorbente, es decir, eristen ng,,ny € X
ordenados tales que para todo B C X acotado existe 0 <T = T'(B) tal que para todo ug € B

Im S S(t)uo S M

para todo t > T(B).

Entonces, ezisten dos puntos de equilibrio extremales ordenados ¢, < punr tales que cualquier otro
punto de equilibrio ¢ verifica o, < ¥ < opr. Ademds, el conjunto {v € X : ¢, < v < pup} atrae
uniformemente la dindmica del sistema, es decir,

©m < lminf S(¢)ug < limsup S(t)uo < pum (2.2.1)
t—o0 t—00
uniformemente en acotados de X .
Si, ademds, S(t) es asintdticamente compacto entonces existe un atractor global A de S(t) que, por
lo anterior, verifica

Ademds, om,popm € A.

Nota 2.2.3 Pedir que los intervalos de orden sean acotados es equivalente a pedir que el cono positivo
sea normal (ver Teorema 1.5 de Amann [1], pag. 627). Recordamos que se dice que el cono positivo es
normal si eziste una constante § > 0 tal que si 0 < z < y entonces ||z|| < d||y|| para todo z,y > 0 (es
decir, la norma es semimondtona,).

Los espacios X = LP(Q), 1 < p < oo tiene cono positivo normal (con § = 1) y verifica la condicion i)
del Teorema ya que cualquier sucesidn decreciente (resp. creciente) acotada inferiormente (superiormente)
es convergente en la norma de X.

El espacio de funciones continuas C()) también tiene cono positivo normal. Sin embargo, no toda
sucesidn decreciente acotada inferiormente es convergente (considérese, por ejemplo, f,(z) = z™ en[0,1]).
En este caso, hace falta la compacidad asintdtica del semigrupo para poder aplicar el resultado.
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Demostracién. Sea I = [n,,, 7). Como I es absorbente, existe un tiempo 7' > 0 tal que

D < SE+T)nm < num (2.2.2)

para todo t > 0. En particular S(t)nys estd acotada inferiormente para todo tiempo a partir de 7. Como
el semigrupo conserva el orden, de (2.2.2) obtenemos

M < SQT)nv < S(T)nm < v
y, repitiendo el proceso tenemos
M < STy < S((n—1)T)na < -+ < S(T)qm < e (2.23)

para todo n € N. Por tanto, {S(nT)npr}, es una sucesién mondtona decreciente y estd acotada infe-
riormente (por 7,,). Luego, como tanto si el espacio X verifica la propiedad 1 del teorema como si el
semigrupo es asintéticamente compacto (es decir, S verifica la propiedad 2, para una subsucesién creciente
{ni} tendiendo a oo se tiene, S(nyT)nm — ©um.

Veamos ahora que, como la sucesién {S(nT)na}rn es monétona el limite es tnico y por tanto, to-
da la sucesién converge a ¢p. En efecto, supongamos que existe otra subsucesién, {7z} 1 oo tal que
ST )nm — 1. Podemos suponer, sin falta de generalidad 7y < ng < fig41. Por (2.2.3) tenemos

ST )nv < S(neT)nm < S(fpt1 T)nm -

Tomando ahora limite en k tenemos 9 < ¢ < 1. Luego ¢ = ppr. Hemos probado, pues, que S(nT)na
converge a un Unico elemento ¢y € X.

Probamos ahora que, en realidad, es toda la solucién S(¢)na la que converge a @y cuando t — oo y
no solo la sucesion {S(nT)nu }n. En efecto, de (2.2.2) tenemos, en particular,

ST+ t)nm < num (2.2.4)

para todo 0 <t < T'. Sea {t,} una sucesién de tiempos tendiendo a infinito, t,, = k,T + 7, con k, € N
y 0 < 7, < T. Podemos suponer que {k,} es una sucesién estrictamente creciente. Entonces, por una
parte, tomando ¢t = 7, en (2.2.4) tenemos

S(T + Tn)nM <nm

y haciendo actuar el semigrupo a tiempo (k, — 1)T, por la propiedad de monotonia,
Stn)nm < S((kn = 1)T)0p- (2.2.5)

Por otra parte tenemos que dado 0 < s < T', tomando ¢t = T'— s en (2.2.4) y haciendo actuar el semigrupo
a tiempo s,
ST < S(s)pm  paratodo 0 < s < T.

Luego, haciendo actuar el semigrupo a tiempo k,7T y tomando s = 7, se tiene, por la propiedad de
monotonia,
S((kn +2)T)nm < S(tn)nm (2.2.6)

Uniendo ahora las desigualdades (2.2.5) y (2.2.6) tenemos
S((kn + 2)T)77M < S(tn)nM < S((kn - I)T)nM
y tomando limite cuando n tiende a infinito, tenemos

om < lminf S(t,)nm < limsup S(tn)nm < um-
n—+oo n——+oo
Luego
lim S(tpn)nMm = oum-

n—-+oo
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Como lo anterior es valido para cualquier sucesién de tiempos {t,} tenemos

Jim S(t)nw = o

Ademaés, como dado un conjunto de datos iniciales acotado en X, todas las soluciones que parten de
dicho acotado entran en tiempo finito por debajo de nar y la solucién que parte de nyr converge a o se
tiene la propiedad (2.2.1) uniformemente en acotados de X.

Por el Lema 2.2.1 se tiene que ¢ es un punto de equilibrio.

Por tltimo, sea 1 otro punto de equilibrio. Por (2.2.1), con ug = v tenemos ¢ < @ y, por tanto, Yas
es maximal en el conjunto de puntos de equilibrio, es decir, para todo punto de equilibrio del sistema, 1,
se tiene 1 < . Los resultados para ¢, se obtienen de manera andloga.

En el caso en que el semigrupo S(t) sea asintéticamente compacto, la existencia del atractor se tiene
por el Teorema A.2.9: el semigrupo es asintéticamente compacto, existe un conjunto absorbente acotado
(por ejemplo, el intervalo de orden [n,,na]) y las soluciones estdn globalmente acotadas. La propiedad
(2.2.1) implica A C [¢m,@nm]- Por ser puntos de equilibrio, ¢, o € A. De esta forma, queda probado
el teorema. m

Nota 2.2.4 Si en el teorema anterior, en vez de suponer que existe un conjunto ordenado absorbente
para acotados ([Nm,nu]), suponemos que dicho conjunto es inicamente puntualmente absorbente se tiene
que el resultado es cierto salvo la uniformidad en acotados de X .

Nota 2.2.5 Una vez establecido este teorema general es posible aplicar los resultados de Smith [48] y
obtener, bajo ciertas condiciones, la convergencia genérica de toda solucion que parte de un dato inicial
en el intervalo absorbente [N, nr] @ un dnico punto de equilibrio.

2.2.2. Condiciones de contorno lineales homogéneas

Sea € un abierto acotado de RY . Consideramos el siguiente problema

ug—Au = f(z,u) en Q
Bu = 0 sobre 0N (2.2.7)
u(0) = wo

con f verificando (1.1.7) y (1.1.8) con fy continua en (z,u) y localmente Lipschitz en u. Por B denotamos
el operador de condiciones de contorno, puede ser de tipo Neumann, Dirichlet o Robin. Tomamos como
espacio base X = C(2) en el que sabemos entonces que existe solucién local del problema (ver Seccién
1.1). Nétese que este caso incluye, como caso particular, al tratado en la Seccién 2.1.2.

Comenzamos con el siguiente resultado que nos proporciona una estimacién uniforme sobre el com-
portamiento asintético de las soluciones del problema (2.2.7) en funcién de la solucién de un problema
eliptico lineal asociado con el término no lineal. Observemos que las hipétesis son algo més fuerte que las
enunciadas en el Teorema 1.2.1 para la existencia global.

Observemos también que el siguiente teorema, estd enunciado para el caso del operador Laplaciano,
pero es claro por la demostracién que el resultado sigue siendo vélido para los operadores generales de la
Seccién 1.1.

Teorema 2.2.6 Supongamos que f verifica (1.1.7) y (1.1.8) con fy continua en (z,u) y localmente
Lipschitz en u. Supongamos ademds que f estd mayorada por una funcion lineal, es decir, existen C €
LP(Q), p> N/2, y0< D € L"(), r > N/2, tales que

sf(zx,s) < C(z)s* + D(z)|s| (2.2.8)

para todo s € R y z € (1.
Supongamos, ademds, que el semigrupo S(t) generado por A+ C(x) (con las condiciones de contorno
dadas por B) en C(Q) decae exponencialmente.
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FEntonces, existe una inica solucion del problema

—A¢p = C(z)p+D(z) en Q0
{ By = 0 sobre 00 (2.2.9)

Ademds, dicha solucidn es positiva, estd en Cp(Q) y las soluciones del problema no lineal (2.2.7)
verifican
lim sup |u(t, z;u0)| < ¢(z) (2.2.10)
t—o00

uniformemente en x € Q y para uo en acotados de X = Cp(Q).

Demostracién. En primer lugar, la hipétesis C € LP(Q2), p > N/2, junto con el decaimiento exponencial
del semigrupo asociado al operador A + C(z) implican la existencia de solucién del problema (2.2.9)
mientras que la hip6tesis D € L"(Q2), r > N/2, implica, por regularidad eliptica (ver por ejemplo Gilbarg
y Trudinger [25] o Ladyzhenskaya y Ural'tseva [31]), que la solucién del problema (2.2.9) estd en C ().
Ademsds, ¢ es positiva por ser D(z) > 0 e.c.t. z € Q.

Consideramos un conjunto acotado de datos iniciales, B C X. Sea ug € B y v(t,z; |uo|) la solucién
del problema,

vw—Av = C(z)v+D(z) en Q

Bv = 0 sobre 0f) (2.2.11)
v(0) = uol
entonces, w = v — ¢ verifica la problema homogéneo
wg — Aw = Cw en Q
Bw = 0 sobre 0 (2.2.12)
w(0) = |uo| —¢

Como S(t), el semigrupo asociado al operador A+C(x), decae en L>(Q), se tiene que w(t, z; |uo|—¢) — 0
uniformemente en z y en acotados de X cuando t — o0, o lo que es lo mismo, v(t,z;|ug|) = ¢(z)
uniformemente en z y en acotados de X cuando t — oco. Ademds, v(t,z;|ug|) es una supersolucién del
problema para u con dato inicial ug. Considerando el problema

z2—Az = C(x)z—D(z) en Q
Bz = 0 sobre 90
2(0) = —luo| +¢

y argumentando como antes, tenemos que z(t,x; —|up|) = —¢(x) uniformemente en z y para ug en
acotados de X cuando t — oco. Ademds, z(t,z; —|ug|) es una subsolucién del problema para u con dato
inicial ug.

Ahora bien, sabemos que z(t, z; —|uo|) < u(t, z;u0) < v(t, x; |ug|) para todo t > 0. De donde, haciendo
tender ¢ a infinito, se tiene la propiedad (2.2.10). m

Nota 2.2.7 FEl decaimiento exponencial del semigrupo es equivalente a que el primer autovalor del pro-
blema

{ —Au-C(x)u = M en Q (2.2.13)

Byp = 0 sobre 09

sea positivo.

Nota 2.2.8 La propiedad (2.2.10) proporciona, en particular, una acotacion L>(2) de la solucién para
tiempos grandes. Concretamente, dados B un acotado de C(2) y cualquier € > 0 existe un tiempo
T =T(B) > 0 tal que para todo t > T,

—¢(z) —e S u(t, z;u0) < o(x) +e

para todo x € Q y ug € B. Tenemos pues, la existencia de un conjunto absorbente del sistema para la
norma del supremo.
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Como consecuencia de los Teoremas 2.2.6 y 2.2.2 se tiene

Corolario 2.2.9 En las hipdtesis del Teorema 2.2.6, el problema (2.2.7) tiene dos equilibrios extremales
y se verifica el Teorema 1.0.1.

Demostracién. Basta observar que gracias al Teorema 2.2.6, si tomamos [y, nam] = [—¢ — 3, ¢ + J] se
verifican las hipétesis del Teorema 2.2.2. m

Otra consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2 es la siguiente.

Corolario 2.2.10 Supongamos que existe un conjunto acotado absorbente en L*°(Q) para el problema
(2.2.7). Entonces, existen dos equilibrios extremales del sistema y se verifica el Teorema 1.0.1.

Demostracién. Sea R > 0 tal que el conjunto absorbente estd contenido en la bola de centro el origen
y radio R. Basta tomar 7n,, = —R, gy = R y aplicar el teorema anterior con X = C(2) 0 X = L (Q)
para obtener el resultado. m

2.2.3. Condiciones de contorno no homogéneas y no lineales.

Sea 2 C RN un abierto acotado regular y denotamos por I' = 8 su frontera. Supongamos, con las
notaciones de la Seccién 1.1.3, que T' = Ty UT; es una particién regular de la frontera, es decir, ToNI'; = §.
Nos planteamos de nuevo, dar condiciones sobre el término f para tener la existencia de dos puntos de
equilibrio extremales que acoten el atractor del siguiente problema

ug —div(a(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en Q
u = 0 sobre T
a(w)% +b(z)u = g(z,u) sobre T (2.2.14)
'LL(O) = g

donde a,c € C*(Q), b € C*(T) tales que a(z) > m > 0 paraz € Qy f(z,u),g(z,u) son continuas en
(z,u) y locamente Lipschitz en u, uniformemente en z € Q y x € T respectivamente. Supongamos ademés
que f y g satisfacen las condiciones de crecimiento de la Seccién 1.1.3. Consideramos el espacio de datos
iniciales X = L1(Q2) o X = WhH4(Q).

Supongamos, como en la Seccién 1.1.3, que se verifica la siguiente condicién de estructura sobre los
términos no lineales, andloga a la propiedad (2.2.8) para el caso de condiciones de contorno lineales.

(S) : Existen funciones Cy € LP(Q), p > N/2,Cy € L"(Q), r > N/2, By € L°(Q), 0 > N — 1,
B; € LP(T'1), p > N — 1 tales que

ug(z,u) < —Bo(z)u? + By (x)|u| -
parau € Ry 2 € Q o x € T'; respectivamente.
Supongamos ademds que se verifica la siguiente condicién de disipacién.
(D) : El primer autovalor, A1, del siguiente problema es positivo
—div(a(z)Vu) + (c(z) + Co(z))u = Au  en Q
u = 0 sobre Ty (2.2.16)

a(z) 3% + (b(z) + Bo())u

0 sobre Iy

Nota 2.2.11 La propiedad (D) no es mds que el decaimiento exponencial del semigrupo lineal. Nétese que
en este caso, al pedir que el semigrupo lineal decaiga exponencialmente, estamos imponiendo condiciones
no sélo sobre Cy sino también sobre By.
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Se tiene entonces el siguiente resultado, andlogo al Teorema 2.2.6 para condiciones de contorno lineales
(ver Proposicién 2.5 de Arrieta et al. [10]).

Teorema 2.2.12 Supongamos que se verifican las condiciones (S) y (D). Denotamos por ¢ la solucion
del problema

—div(a(z)Ve) + (c(z) + Co(z))¢d Ci(z) en Q0

¢ = 0 sobre T (2.2.17)
a(w)% + (b(x) + Bo(z))¢ = Bi(xz) sobre Ty
Entonces, 0 < ¢ € L™(Q) y
limsup |u(t, z;uo)| < ¢(x) uniformemente en x € Q (2.2.18)

t—o0
donde el limite anterior es uniforme para datos iniciales en acotados de X .

Un caso particular es cuando g(z,u) = g(z), es decir, tenemos condiciones de Robin no homogéneas.
Entonces, basta tomar por ejemplo By(z) = 0y Bi(xz) = |g(z)|. Nétese que, en cualquier caso, por
(2.2.15) debe ser |g(z)| < Bi(x).

Como consecuencia, tenemos el siguiente corolario que no es méas que el Teorema 2.2.12 para problemas
donde el operador estd en forma de divergencia y se consideran condiciones de contorno tipo Robin o
Neumann no homogéneas.

Corolario 2.2.13 Consideramos el problema

ug — div(a(z)Vu) + c(z)u flz,u) en Q

u = 0 sobre T
a(x) % +b(x)u = g(x) sobre Ty (2.2.19)
u(0) = wg

con a,b,c, f como antes y g(x) € C(T).
Entonces los resultados del Teorema 2.2.12 siguen siendo vdlidos.

Una vez tenemos la estimacién (2.2.18), como ¢ € C(Q2) podemos truncar f y g y suponer en (2.2.14)
que f y g son globalmente Lipschitz y que tomamos datos iniciales en X = L9(2) y (2.2.18) sigue siendo
cierto. De esta manera, podemos suponer, incluso si T'g # @, que ¢+6 € X y el intervalo [-¢— 6, p+d]NX
es absorbente. Gracias a las propiedades de regularizacién del semigrupo las drbitas de acotados son
relativamente compactas en X (ver Teorema 1.1.4). Podemos entonces aplicar el Teorema, 2.2.2 y obtener
asi que las conclusiones del Teorema 1.0.1 son ciertas.

Tenemos por tanto

Teorema 2.2.14 Supongamos que se verifican (S) y (D). Entonces, los resultados del Teorema 1.0.1
son ciertos para el problema (2.2.14).

De nuevo, como caso particular tenemos el resultado para condiciones de contorno Robin o Neumann
no homogéneas y sin restricciéon de signo sobre b.

Corolario 2.2.15 Los resultados del Teorema 1.0.1 son vdlidos para el problema (2.2.19).

2.3. Equilibrios extremales que cambian de signo

En esta seccién mostraremos que es posible encontrar situaciones en las que los equilibrios extremales
de (2.2.7) cambian de signo. En concreto, consideramos el problema

ug—Au = f(z,u) en Q
w(0) = wg
u = 0 sobre 00
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con f verificando (1.1.13) y (1.1.14). De nuevo observemos que aunque los argumentos abajo estan hechos
para el Laplaciano con condiciones de Dirichlet, los mismos siguen siendo vélidos para los operadores y
condiciones de contorno més generales de la Seccién 1.1.
Supongamos que f verifica
sf(z,s) < C(z)s* + D(z)]s|

con C(z),D(z) € L™ () con r > N/2 y que el semigrupo generado por A + C decae exponencialmente.
Entonces, sabemos por el Teorema 2.2.6 y el Corolario 2.2.9 que existen un punto de equilibrio maximal
@n y otro minimal ¢, del problema.

Si f(x,0) > 0 entonces el punto de equilibrio maximal es positivo ya que 0 es una subsolucién del
problema. Por tanto, la solucién que parte de 0 es creciente (ver Lema B.4.5). Luego, ¢ > 0 por ser
maximal. De manera andloga se tiene que si f(z,0) < 0 entonces ¢, < 0.

Por tanto, para que los puntos de equilibrio maximal y minimal cambien de signo, f(z,0) debe cambiar
de signo en €.

Supongamos que f(z,0) =0y que ¢y es un punto de equilibrio positivo. Con una simple traslacién
de las soluciones del problema, anterior podemos construir un problema cuyo punto de equilibrio maximal
cambie de signo. En efecto, sea h(z) € C§°(Q2) tal que ¢pr + h cambia de signo. Descomponemos ahora
u de la forma u = v + h(z). Por la ecuacién que verifica u tenemos

v —Av = f(z,v) + Ah(z) en Q
u = 0 sobre 0N
u(0) = wg

donde hemos denotado f(z,v) = f(z,v + h(z)).

Ademis, los puntos de equilibrio de este nuevo problema son de la forma ¢ — h(z) con ¢ un punto
de equilibrio del problema original, de donde, @y — h(z) es el punto de equilibrio maximal del problema
anterior y por construccién cambia de signo.

De la misma forma, si elegimos h(x) tal que ¢,, + h(x) cambie de signo tendremos que el punto de
equilibrio minimal del problema anterior cambia de signo.

Nétese que f sigue verificando (2.2.8) ya que tenemos por una parte, para s > 0

f(z,8) = f(z,5 + h(z)) < C(2)(s + h(z)) + D(z) < C(z)s + D*(z)

donde hemos denotado D* (z) = [C(z)h(x) + D(x)]*. Por otra parte, para s < 0 tenemos

f(@,5) = f(z,5 + h(z)) 2 C(2)(s + h(z)) — D(z) > C(z)s — D™ ()

donde hemos denotado D~ (z) = [C(z)h(z) — D(z)]~.
Por dltimo obtenemos que si ambos puntos de equilibrio extremales cambian de signo entonces todo
punto de equilibrio cambia de signo.

2.4. Convergencia en espacios mas regulares

Hemos visto hasta ahora la convergencia uniforme por arriba a los puntos de equilibrio extremales,
i.e, en C(Q). Mediante la férmula de variacién de constantes y la regularizaciéon del semigrupo lineal
podemos obtener convergencia en espacios mas regulares y con ello la convergencia de las derivadas de
las soluciones.

Para ello vamos a ver el problema en LI(Q) para un dominio acotado. Asi, consideramos la escala
de espacios de potencias fraccionarias X asociada al operador —A con las condiciones de contorno
dadas por B. Esta escala de espacios verifica X* C W2*4(Q), a < 1, con inyeccién continua por lo que
la convergencia en X® implica la convergencia W2%4((2). Ahora bien, por las inyecciones de Sobolev
sabemos que W2*4(Q) c C*?(Q), k€ N, 0< 0 < 1, para k + 6 < 2a — N/q.

Si ¢ es suficientemente grande tenemos 1 + 8 < 2 — e — N/q para ¢ suficientemente pequefio y 6
préximo a 1. Luego, X se inyecta de manera continua en C*»?(Q) con € tan préximo a 1 como queramos
(tomando & més pequeiio si hace falta). Y, por tanto, la convergencia en X* implica convergencia en
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C™?(Q). De la convergencia uniforme, y gracias a la férmula de variacién de las constantes, concluiremos
la convergencia en X y, por tanto, en C1?(Q).

Para poder llevar a cabo este argumento utilizaremos la hipétesis de que la no linealidad f(z,u) es
continua en (z,u) y localmente Lipschitz en su segunda variable. El mismo argumento se puede realizar
para no linealidades que verifiquen (1.1.7) y (1.1.8) con m € LP(f2) para cierto p > N. Si por contra
N/2 < p < N, tan sélo podemos concluir la convergencia en C?(€) para cierto 0 < § < 1.

De nuevo observemos que aunque los argumentos arriba estdn hechos para el Laplaciano, los mismos
siguen siendo validos para los operadores y condiciones de contorno mas generales de la Seccién 1.1. De
hecho para cualquiera de estos operadores y condiciones de contorno homogéneas se tiene la siguiente
proposicién.

Teorema 2.4.1 El punto de equilibrio mazimal pnr obtenido en el Corolario 2.2.9 es globalmente asintoti-
camente estable por arriba en la norma de C'?(Q), para todo 0 < 8 < 1. En particular, para todo dato
inicial ug, ug > Py, tenemos

u(t, z;ug) = o (z)uniformemente en Q
cuando t — 0o, y para todo 1 <i < N

Ou(t, x; ug) R Oy ()

cuando t — co. Un resultado andlogo se tiene para el punto de equilibrio minimal.

uniformemente en )

Demostracién.

Es claro que tan solo queda por demostrar la convergencia de las derivadas. Para ello podemos
suponer que ug > @ es regular y que hemos truncado adecuadamente la no linealidad de manera que
sea globalmente Lipschitz. Podemos suponer también que hemos sustituido Ay f por A+ Ay f+ Al
con X suficientemente grande para que § < 0 en (1.1.4).

Como ¢y es un punto de equilibrio tenemos, por la férmula de variacién de las constantes,

onr = S(t—T)our + / S(t - 5) f(par)ds

para todo t > r. Luego,
¢

u(t) —om = St —7)(w(r) —om) + / S(t = 8)(f(u(s)) = F(war))ds.

Tomando norma en X* C L1(Q),
u(t) = oalla < 1St = )lleqes .o lu(r) — oalla
t
N / 115t = )1l cqzeay. x| F@(s)) = Fon)]ods.

Ahora bien, como f es Lipschitz y u(t), par € L>®(),

A\

lu®) = pulla < (IS =Tllc(me@),x=)llulr) = pmlla

t
+ 110 = 9)llecweon xe) Hlluts) - palzaoyds

e&(tf‘r)
MWHU(T) - <PM||Lq(Q)

t @o(t—s)
+ML/T WH“(S) — ouml|Le(a)ds.

Luego
M t eé(tfr)
) = oaello + ML [ G lu®) = arlnecord.

||u(t)_¢M||a§m @
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Ahora bien, dado € > 0 existe un tiempo 7 > 0 tal que para todo s > 7

|lu(s) — emllLe(a) <e-
Luego, si t > 7 + 1 tenemos

l[u(t;uo) — @arlla < CSI>1P |[u(T5u0) — wnl|La(a) < Ce.
s>T

Por tanto, se tiene la convergencia en X%, a < 1, y, para g, suficientemente grande X® C C'19(Q)
de donde se sigue la convergencia de las derivadas. m

2.5. Equilibrios extremales en el caso general. Dominios no aco-
tados

Nos planteamos el estudio del comportamiento asintético de las soluciones del problema

ur—Au = f(z,u) en Q
u = 0 en 0N (2.5.1)
u(0) = wg

planteado en X = BUC(Q) 0o X = H%a’q(ﬂ), 0<a<lyl<g<oocon2a—N/q>0,donde Q es un
abierto no acotado de RY (con el subindice D denotamos a los espacios de funciones que se anulan en la
frontera de Q si ésta es no vacia).

Nétese que cuando planteemos el problema en X = H%“’Q(Q) con 2a.— N/q > 0 vamos a trabajar con
funciones que decaen a 0 cuando |z| = oo (ya que Ha*?() € LI(2) N BUC(Q)). Como en el caso de un
dominio acotado, en un primer paso, la solucién de un problema lineal, que denotaremos por ¢, nos va a
proporcionar una estimacién uniforme sobre el comportamiento asintético de las soluciones de (2.5.1), es
decir,

lim sup |u(t, z;ug)| < #(x) uniformemente en z € Q
t—o0
Ademis, ¢ € Hy*(Q) = X. En la prueba del Corolario 2.2.9, usando el Teorema 2.2.2, la idea de la
demostracién es considerar ¢(z) +d que pertenecia al espacio de datos iniciales y eso nos permitia probar
el resultado usando el Teorema 2.2.2. Sin embargo, ahora, ¢(x) + J no pertenece al espacio de datos
iniciales. Tendremos entonces que modificar ligeramente el argumento de la prueba del Teorema 2.2.2
para obtener un resultado anélogo.

Otro espacio donde plantearemos el problema es X = BUC(Q2). En este caso vamos a poder solventar
los problemas anteriores de manera andloga a cémo lo hacfamos en el caso de dominios acotados ya
que BUC(Q) si contiene a las constantes, y como tenemos una buena teoria de existencia y unicidad de
soluciones en este espacio (ver Seccién 1.1) ademds de buenas propiedades de regularidad del semigrupo,
vamos a poder aplicar el Teorema 2.2.2 y obtener directamente el resultado. Nétese que en este caso
necesitamos condiciones de regularidad mas fuerte sobre la ecuacién que si planteamos el problema en
H29(Q) (ver Seccién 1.1.4).

Por dltimo, si queremos trabajar cualquier otro espacio de la forma H%,a’q(ﬂ), es decir, con 2a —
N/q <0, tendremos que imponer condiciones de crecimiento adicionales sobre el término de reaccién (ver
Teorema 1.1.5). Una vez tengamos la existencia de solucién local, por la regularidad del semigrupo, las
soluciones entran en cualquier otro espacio Hi)ﬂ '(Q) (ver Teorema 1.2.4) y, por tanto, podremos aplicar
los resultados que obtengamos para el caso en que 2a — N/q > 0 (ver Seccién 2.5.2).

En lo que sigue, supondremos que f puede descomponerse de la forma

f(z,5) = g(x) + m(z)s + fo(z, s) (2.5.2)

con fp: Q) x R — R localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a ¢ € Q y

0
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Supongamos que existen C(x) y D(z) > 0 definidas en Q tales que

f(z,8)s < C(z)s* + D(x)|s| paratodoseR, = €. (2.5.4)

2.5.1. El problema en BUC(Q).

Supongamos que f es de la forma (2.5.2) con m € BUC*(), 0 < p < 1,y g € BUC(Q). Tenemos
entonces que el problema (2.5.1) estd bien planteado en BUC(Q) (ver Arrieta et al [13]) y las soluciones
entran en BUCp () instantdneamente, es decir, para todo ¢ > 0.

Nétese ademds que para plantear el problema en BUC((2) necesitamos més regularidad g y m que
para hacerlo en Hp(9).

Supongamos ademds que f verifica (2.5.4) con

C e L}(Q) paraalgin p> N/2

y o bien,
D e L") paraalgin r > N/2,

o bien, f verifica (1.1.16) y

N, 1
DeL(%), r>5(1—;), y ge LN DEQ).

Entonces, la solucién de (2.5.1) con dato inicial en BUC(Q) es global (ver Teorema 7.3 de Arrieta et al.

[13]).

Si ademads, C € L¥,(Q), p > r, y el semigrupo asociado a
U g
A+ C(x) decae exponencialmente,

y m € L¥,(Q) entonces tenemos la siguiente estimacién asintGtica sobre las soluciones de (2.5.1) anéloga
a la del Teorema 2.5.4 (ver Teorema 7.4 de Arrieta et al. [13])

lim sup |u(t, z;u0)| < ¢(z) uniformemente en 2z € Q
t——+oo

donde 0 < ¢ € BUC),p(1), el espacio de funciones uniformemente continuas y acotadas que decaen a 0
cuando |z| = oo y son cero en la frontera de €2, es la solucién del problema

—A¢p = C(z)p+D(z) en Q
¢ = 0 en 00

De aqui, se tiene que el intervalo de orden [—¢ — §, ¢+ 4], con § > 0, es un intervalo absorbente. Ademas,
usando de manera esencial que ¢(z) — 0 cuando |z| — oo se prueba en Arrieta et al. [13] que el semigrupo
no lineal es asintéticamente compacto .

Se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.5.1 En las hipdtesis anteriores, los resultados del Teorema 1.0.1 son ciertos en este caso.

Demostracién. Para obtener que los resultados del Teorema 1.0.1 son ciertos en este caso basta aplicar
el Teorema 2.2.2 usando el hecho de que ¢ +§ € BUC(Q) y el intervalo de orden [—¢ — §, ¢ + 8] es un
intervalo absorbente. m

2.5.2. El problema en H;"(9).

Supongamos que f puede descomponerse de la forma (2.5.2) con g € L1(Q2), m € LY (Q), parap > N/2,
p>4q, fo: QxR — R localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a x € Q y verifica (2.5.3)

Planteamos el problema (2.5.1) en X = Hy*%(Q) con 1 < ¢ < 0o y 0 < a < 1 tales que 2a — N/q > 0.
De esta forma, tenemos por el Teorema 1.1.5 que el problema estd bien planteado y tenemos, por tanto,
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la existencia y unicidad de solucién local del problema (ver Seccién 1.1.4). Nétese que, en este caso,
H; () C BUCDH(Q) (es mas, Hy9(Q) € BUCy p(Q)).
Supongamos que f verifica (2.5.4) con

N
DeL(Q)NL* Q) con r>N/2, quZNq+2q

C e L () paraalgin p>N/2, p>r.

En estas condiciones, tenemos existencia global de solucién para el problema (2.5.1) (ver Teorema
1.2.4).
Por dltimo, supongamos también que se verifica la siguiente propiedad

(D) : El semigrupo generado por A + C(z) decae exponencialmente.

Nota 2.5.2 En la propiedad anterior no indicamos el espacio donde consideramos el decaimiento expo-
nencial ya que éste es independiente del espacio que se tome como base, es decir, si el semigrupo decae
en LP(Q) para cierto p entonces decae en LI(Q) para todo 1 < g < oo (ver Simon [47] y Arendt y Batty

[6))-

Nota 2.5.3 En Arendt y Batty [5] y [6] se prueba que si 0 > C(z) € LY(Q) + L>°(Q) entonces el
decaimiento exponencial del semigrupo asociado a A + C(z) es equivalente a

/GC(.’L') =—00

para todo dominio G que contenga bolas arbitrariamente grandes (propiedad de Arendt y Batty para el
decaimiento exponencial).

Enunciamos a continuacién un el siguiente resultado de Arrieta et al. [13] andlogo al Teorema 2.2.6
en el caso de dominios acotados.

Teorema 2.5.4 Los resultados del Teorema 2.2.6 son ciertos en este caso. Es decir, st ¢ es la unica
solucion del problema

—A¢p = C(z)p+D(z) en Q
{ o 0 S (2.5.5)
entonces 0 < ¢(x) € Hy' () C LY(Q) N BUCH(Q) y la soluciones de (2.5.1) verifican
lim sup |u(t, z; uo)| < ¢(z) (2.5.6)

t——+o0

donde el limite es uniforme en & y para ug en acotados del espacio de datos iniciales X = Hf)a’q(Q).

Nota 2.5.5 El hecho de que el semigrupo generado por A + C(x) decaiga junto con las hipdtesis sobre
D implican la existencia y unicidad de solucién del problema (2.5.5)

Las hipdtesis sobre D implican la regularidad y la positividad de la solucion del problema anterior. En
particular, por ser D € L*(Q) se tiene que ¢ € LI(Q), y por ser D € L™(Q) se tiene que ¢ € Hy"(Q) C
BUCp(Q) (r> N/2). Luego ¢ € L1(2) N BUCpP(R), de donde se tiene que ¢(x) — 0 cuando |z| = 0.

Nota 2.5.6 Como en el caso de un dominio acotado, esta propiedad nos da, en particular, una acotacion
L>(Q) de la solucidn para tiempos grandes, concretamente, dados B un acotado de H%a’q(ﬂ) y cualquier
€ > 0 existe un tiempo T > 0 tal que para todot > T,

—¢(x) —e S u(t, z;u0) < oz) +e

para todo x € Q yug € B.
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La prueba del Teorema 1.0.1 en este caso la haremos en varias etapas. En primer lugar, probaremos
la convergencia uniforme de la solucién del problema (2.5.1) que parte de ¢(z) a una cierta funcién
¢m(z). La uniformidad de la convergencia va a ser consecuencia del decaimiento a 0 en espacio de las
funciones de X. Después probaremos que ¢y es un punto de equilibrio maximal del sistema y por ultimo
la atraccién uniforme por debajo de ¢js. El resultado para el punto de equilibrio minimal se obtiene de
manera andloga. Por ltimo, probaremos que dado cualquier dato inicial, éste acaba de manera uniforme
entre los puntos de equilibrio minimal y maximal. La idea para probar esta dltima parte, es utilizar por
un lado, el decaimiento a cero para |z| grande y por otro, la convergencia uniforme en compactos de la
solucién a funciones entre ¢, y @ El decaimiento a cero de ¢(x) implica que el semigrupo no lineal es
asintéticamente compacto (ver Teorema 5.5 en Arrieta et al. [13]) con lo que tendremos la existencia de
un atractor para el problema (2.5.1) con dato inicial en Hy"?(9).

Concretamente, vamos a probar el siguiente resultado que no es mas que el Teorema 1.0.1 para el
problema, (2.5.1).

Teorema 2.5.7 Consideramos el problema (2.5.1) planteado en X = H3*(Q), 2a — ¢/N > 0. Su-

pongamos que f se puede descomponer de la forma (2.5.2) con fo continua y localmente Lipschitz en u.

Supongamos ademds que verifica (2.5.3), la condicion de signo (2.5.4) y la condicién de disipacion (D).
Entonces, las conclusiones del Teorema (1.0.1) son ciertas en este caso.

Veamos cémo se construye el candidato a punto de equilibrio maximal. El argumento para el minimal
es andlogo. Por (2.5.4), ¢, la solucién de (2.5.5), es una supersolucién de (2.5.1) ya que

¢ —Ap = C(z)¢ + D(z) > f(z,9).

donde hemos usado que ¢ no depende del tiempo, esto es, ¢; = 0.

Como C € LY,(Q),p > ¢,y D € LI(N) tenemos que ¢ € Hf)’q(ﬂ). Luego, podemos tomar ¢ como dato
inicial en (2.5.1). Por tanto, si consideramos la solucién del problema de evolucién no lineal que parte
de ¢, S(t)¢, tenemos que S(t)¢ es mondtona decreciente (ver Lema B.4.5). Ademds, por la propiedad
(2.5.6), S(t)¢ estd acotada inferiormente (ver Nota 2.5.6). Por tanto, dicha solucién converge a cierta
funcién ¢ (z) uniformemente en compactos de €2 (ver Lema 1.3.1).

La clave para probar el teorema va a ser el siguiente lema que establece que, en realidad, la convergencia
de S(t)¢ a pur es uniforme en todo 2 y no sélo en compactos.

Lema 2.5.8 S(t)¢ — pum uniformemente en z € Q cuando t — oco.

Demostraciéon. Fijamos € > 0. Tenemos que probar que existe un tiempo T > 0 tal que para todo
t>T,S(t)¢ <oum +e,yaque py(x) < S(t)¢ para todo ¢ por construccion.

Por una parte, como ¢(z) — 0 cuando |z| — oo, sabemos que existe R; > 0 tal que para todo z €
con |z| > Ry se tiene ¢(z) < /2. Como S(t)¢ decrece, también se tiene S(t)¢p(z) < /2 para todo ¢t > 0.
Ahora bien, también sabemos que S(t)(—¢) es creciente y

—¢<S(t)(—9) Som <St)p < ¢
por lo que ppr(z) > —e/2 para todo z € Q con |z| > R;. Luego, para = € Q con |z| > Ry
St)p(z) —pm(z) <ef2+4¢/2.

Es decir, S(t)¢ < opr + € enz € Q con |z| > R;.

Por otra parte, hemos visto que S(t)¢ converge a ¢ uniformemente en compactos (ver Lema 1.3.1),
luego existe un tiempo 77 > 0 tal que para todo t > Ty, S(t)¢ < ppm + € en |z| < Ry.

Hemos probado pues que existe un tiempo 77 > 0 tal que para todo t > T1, S(t)¢ < pm +€ en Q. De
donde tenemos la convergencia uniforme de S(t)¢ a par ya que ppr < S(t)¢ para todo ¢ por construccién. m

Ya estamos en condiciones de poder probar el Teorema, 2.5.7.
Demostraciéon del Teorema 2.5.7. Hasta ahora, hemos construido ¢, el candidato a punto de
equilibrio maximal. Veamos que efectivamente los es. Para ello vamos a probar que toda la dindmica
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asintOtica del problema entra de manera uniforme por debajo ypr. Concretamente vamos a probar la
atraccién uniforme dada por (1.0.2). Queremos probar, entonces, que dado € > 0 y B C X acotado,
existe T, > 0 tal que para todo t > T y ug € B, u(t,z;up) < opr(z) + € en (el argumento para ¢,, es
anélogo).

Volviendo a la prueba del Teorema 2.5.4, tenemos que

u(t, ;3 u0) < v(t,x; luo|) (2.5.7)
para todo t y para casi todo z € €2, donde v es solucién de

v—Av = C(z)v+D(z) en Q
v = 0 sobre 00
v(0) = luol

Sabemos ademds que v(t, z; [ug|) = ¢(z) en LI(Q) y uniformemente en z para ug en acotados de X.
Sea s > 0. Haciendo actuar el semigrupo no lineal a tiempo s tenemos, por monotonia

u(t + s,x;u0) = S(s)u(t, z;u0) < S(s)v(t, z; juol). (2.5.8)

Nétese que para que el tltimo miembro de la desigualdad tenga sentido se necesita v(t, z; |uo|) € Hay** ()
pero esto es cierto para t suficientemente grande debido a la convergencia de v(t, z; |uo|) a ¢ en Hp%(Q)
(yaque C € LT,(Q), p>q,y D € L), ver Lema 2.6 en Arrieta et al. [13]).

Ahora bien, como v(t, z;|ug|) — ¢(x) cuando t — oo tenemos, por la continuidad del semigrupo no

lineal
Jim S(s)u(t,; uol) = S(s) Jim v(t, z; juol) = S(s)(x)- (2:5.9)

Luego, tomando limite cuando ¢ tiende a infinito en (2.5.8) tenemos, por (2.5.9) y la propiedad de
semigrupo,
lim sup u(t + s, z; |uo|) < S(s) lt1_1')rn v(t, z; |ug|) = S(s)p(z) (2.5.10)
oo

t—oo

uniformemente en x € 2 y ug en acotados de X, es decir,
lim sup u(t, 23 uo|) < S(s)9(2)
t—o0

para todo s. Por tanto, tomando limite cuando s tiende a oo,

lim sup u(t, z; |uo|) < om(z)
t—o0
uniformemente en z € 2 y ug en acotados de X.
De manera andloga, se prueba el resultado para ¢,,, es decir,

P i >
htrgg)lfu(tamy'UO) = (pm(m)

uniformemente en z € 2 y ug en acotados de X.

Por dltimo, en Arrieta et al. [13] se prueba la existencia del atractor (Teorema 5.5). La clave de esta
prueba es el decaimiento ¢(z) — 0 cuando |z| — oo, que permite probar que el semigrupo definido por
las soluciones del problema no lineal es asintéticamente compacto. Primero se prueba la convergencia en
L4() y después, por medio de la férmula de variacién de constantes, se tiene en Ha"?(9).

La propiedad (1.0.2) implica A C [¢m, @] ¥y por ser puntos de equilibrio, @, o € A. B

El caso con condiciones de crecimiento sobre f.
Supongamos que f verifica
|fo(z,8) = folz,r)| < c(1+ s’ + |r|?~1)|s — 7| (2.5.11)

para todo x € Q, s,r € Ry p > 1 como en el Teorema 1.1.5.
Esta condicién de crecimiento nos va a permitir obtener un mejor resultado ya que podemos debilitar
las condiciones de regularidad sobre C(z) y D(z).
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Teorema 2.5.9 Sea X = Hf)a’q(ﬂ), 1 < g < oo. Supongamos que f verifica (2.5.11) y es de la forma
f(z,s) =m(z)s + folz,s) + g(z)

con
m € Ly, (Q), p> N/2, p>gq,

fo : 2 xR = R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a x € (2,

fo(z,0) =0 %fo(x, 0) =0, (2.5.12)

g€ LYQ)N L)
con a =mix{N(p—1)/2,1}, b =méx{Np/2,1}.
Supongamos, ademds, que f verifica
f(z,8)s < C(z)s® + D(z)|s| para todo s € R,z € Q
con
C e L} (Q) para algin p> N/2

tal que el semigrupo generado por A 4+ C(x) decae exponencialmente, y

N 1
DeL"()NL(Q) con r>3<1—;), qg>s>

gN
N +2q¢

FEntonces, en este caso, las conclusiones del Teorema 1.0.1 son ciertas.

Nota 2.5.10 Ahora no tenemos que ¢, la solucién de (2.5.5), esté en L*°(f) ya que D no tiene por
qué ser de L™ () conr > N/2. S6lo podemos afirmar que ¢ € LI(Y). Ahora bien, lo que si tenemos es una
estimacion uniforme de las soluciones de tipo (2.5.6) donde ahora la funcidn que acota el comportamiento
asintotico de las soluciones depende del espacio donde se considere dicha cota. Concretamente, por el
Teorema 5.2 de Arrieta et al. [13] sabemos que dado q < o < oo, existe $(7) € L7(Q) tal que

lim sup |u(t, z;u0)| < ¢ (z) en L7(Q) (2.5.13)

t—o0

uniformemente para ug en acotados de datos iniciales H%a’q(ﬂ).
Ademds, existen una cantidad finita de o para los cuales ¢'%) es distinta, es decir, {¢(") :0 € R} es
un conjunto finito. Gracias a esta propiedad vamos a poder probar el resultado.

Demostracion del Teorema 2.5.9. Sea ¢ la tnica solucién del problema

{ -A¢p = C(x)p+D(z) en
daa = 0
Por las hipétesis sobre C(x) y D(z), tenemos que 0 < ¢ € L1(Q).

Sabemos también que u(t,z; ¢) es decreciente por ser ¢ supersolucién del problema estacionario (ver
Lema B.4.5). Ahora bien, por (2.5.13), tenemos que para todo ¢ < o < 00

(2.5.14)

lim sup [u(t, 3 6(2))| < ¢(z) en L7(Q)
t—o0

uniformemente para ug en acotados de X. Ademads, existe T, > 0 tal que para todo t > T,
u(t,x; ) € L7(Q).

Ahora bien, como {qﬁ(") : 0 € R} es un conjunto finito sabemos que, existe Top > 0 tal que para todo
t> Ty
u(t,z; ) € L7(Q) para todo ¢ < o < 00,
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es decir,
u(t,z;¢) € LI(N) N L*®(Q) para todo t > Tp.

Sea pues, §n = u(Ty, z;¢) € LI(2) N L>®(N2). Como la solucién que parte de ¢ decrece con el tiempo,
también lo hace la que parte de 1. Ademds, por (2.5.13) con ug = 7 se tiene

¢ (z) —e <u(t,z;m) < ¢ (2) +¢

para todo t suficientemente grande. Luego, u(t,z;7n) es decreciente y converge a @pr(x) uniformemente
en compactos (ver Lema 1.3.1), para cierta funcién ¢ps(x).
Ademis,
limsup [u(t, ;7m)| < ¢ ()
t—o0

uniformemente en x € Q.
Argumentando ahora como en la prueba del Lema 2.5.8 y el Teorema 2.5.7 con ¢(>) en vez de ¢
tenemos que son ciertos los resultados del Teorema 1.0.1. m

2.5.3. Otras condiciones de estructura sobre f.

Mostramos a continuacién cémo seria el argumento para obtener el Teorema 1.0.1 en el caso en que
f verifique diferentes condiciones de estructura.
Otra condicién sobre f.

Supongamos que f puede descomponerse de la forma
f(z,8) = m(z)s + fo(z,s) + g(z) (2.5.15)

con fo: Q2 x R — R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a z € Q y

fo(.’L‘,O) =0 %fo(.’lﬁ,O) =0.

Supongamos que f es tal que existe solucién local del problema (2.5.1) con dato inicial ug € H%,a’q(ﬂ),
es decir, verifica (2.5.2) con m € LY, (Q), p> N/2y p > ¢, g € LY(Q), fo verifica (2.5.3) y, en el caso en
que 2a — N/q < 0, f verifica ciertas propiedades de crecimiento (ver Teorema 1.1.5 y Seccién 2.5.2).

Supongamos ademds que f verifica la condicién de signo (2.5.4) que nos proporciona la existencia
global de solucién (ver Teorema 1.2.4), es decir,

f(z,5)s < C(z)s? + D(z)|s|
con C € L7, () para algin p > N/2y D € L"(Q)NL5(Q) conr > N/2y g > s> #A;g (si imponemos
condiciones adicionales sobre el crecimiento de f, necesarias para la existencia de solucién local en algin

caso, podemos relajar las hip6tesis sobre C'y D como puede verse en la Seccién 2.5.2).
Por dltimo, supongamos que m,g € L>(Q) y

f(z,8)s < h(s)|s| paratodoz e, |s|>M (2.5.16)

con h una funcién continua tal que h(s) < 0 para todo |s| > M.

Nota 2.5.11 En este caso, el decaimiento exponencial del semigrupo generado por A + C(z) que su-
poniamos en las secciones anteriores lo hemos sustituido por la propiedad (2.5.16).

El Teorema 5.3 de Arrieta et al. [13] proporciona la existencia de un conjunto acotado absorbente en
L>(Q). En concreto se prueba el siguiente resultado
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Teorema 2.5.12 Sea X = H (). Supongamos que las soluciones del problema (2.5.1) son globales.
Supongamos ademds m,g € L (Q) y que f verifica la propiedad (2.5.16).

Entonces, para todo acotado B C Hy"(Q) existe T(B) > 0 tal que

l[u(t; uo)||Le (@) < M, t>T(B)
para todo ug € B.

Supongamos que C(z) se puede descomponer de la forma C(x) = Cy(x) — Ci(x) de tal manera
que Co > 0, Cy € L7, () y el semigrupo generado por A — Cy decae exponencialmente. Supongamos,
ademas, que Cp € L™(Q) N L*(Q) con r y s como antes. Entonces, el Teorema 5.4 de Arrieta et al.
[13] proporciona una estimacién sobre el comportamiento asintGtico del tipo (2.5.6) de las soluciones en
funcién de ¢(z) > 0, la solucién del problema

—-A¢p+ Ci(z)9 Co(z)M +D(z) en
{ 0 en 0N

¢

con M como en (2.5.16). En concreto, tenemos

lim sup |u(t, z; uo)| < ¢(z).

t——+oo

Si ademds, p > r entonces, ¢ € L1(Q) N BUCp(Q), por lo que ¢(z) — 0 para |z| — oco. Este hecho, junto
con la estimacién del comportamiento asintético de las soluciones implica que todo equilibrio debe tender
a cero cuando |z| — 0.

Procediendo como en las seccién anterior podemos probar que los resultados del Teorema 1.0.1 son
ciertos en este caso. Concretamente, tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.5.13 Supongamos que f es de la forma (2.5.15) y verifica
f(z,8)s < C(x)s* + D()]s]

con C € LY,(Q) para algin p > N/2 y D € L"(Q) N L*(Q) conr > N/2 yq> s > Nq_f_\;q. Supongamos
ademds que m,g € L>=(Q) y

f(z,8)s < h(s)|s| para todoz€Q, |s|>M

con h una funcidn continua tal que h(s) <0 para todo |s| > M.
Por dltimo, supongamos que ezxiste una descomposicidn de C de la forma C(z) = Cy(z) — C1(z) con
0<Coe L"(N)NLH Q) y Cy € LY () tal que el semigrupo generado por A —Cy decae exponencialmente.
Entonces, los resultados del Teorema 1.0.1 son ciertos.
Si, ademds p > r entonces todo equilibrio v verifica (x) — 0 cuando |z| = oo.

Términos de reaccion cuasi-mondtonos

Supongamos que f puede descomponerse de la forma
f(z,5) =m(z)s + fo(z,s) + g(z)

con fo:Q x R — R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respectoa z € Q y

for,0)=0 2 fo(a,0) =0

s
Supongamos ademds, que fo verifica

%fo(l‘, s) < L(x) paratodor €, seR (2.5.17)

con L € LY,(Q), p > N/2.
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Esta dltima propiedad implica, en particular, que — fo(x, s) + L(z)s es mondtona y
fo(z,s)s < L(x)s>.

Por tanto,
f(z,8)s < (m(z) + L(z))s* + |g(z)]|s],

o lo que es lo mismo, verifica (2.5.4) con C(z) = m(z) + L(z) y D(z) = |g(x)|-

Supongamos que g € L"(Q) N LI(N) para 1 < ¢ < oo y algin r > N/2. Supongamos ademds que
m,L € L7, (), p > r. En estas condiciones, podemos plantear el problema (2.5.1) con dato inicial en
X = L9(Q) y obtener, por el Teorema 7.1 de Arrieta et al. [13], la existencia de solucién global de dicho
problema.

Observemos que el resultado de Arrieta et al. [13] se obtiene suponiendo que L es constante. Sin
embargo, los mismos argumentos permiten trabajar con L € L¥(Q2), con p > N/2.

Supongamos ahora que existen funciones C(x) y D(z) (distintas a las anteriores) con D € L"(2) N
Ls(Q), r > N/2,g> s> #(12(1’ y C € LY,(Q), p > r, tales que

f(z,8)s < C(x)s* + D(z)|s]

y el semigrupo generado por A+ C(z) decae exponencialmente entonces, por el Teorema 7.2 de ese mismo
trabajo tenemos
lfm sup |u(t, z; uo)| < ¢(x).

t—+4o0

con ¢ € L1(Q) la solucién del problema

{—A¢ = C(z)p+D(z) en Q
daoa = 0

Argumentando ahora como en la Seccién 2.5.2 se tiene

Teorema 2.5.14 Supongamos que f puede descomponerse de la forma

f(z,s) =m(z)s + folz,s) + g(z)
con fo : 2 x R — R es localmente Lipschitz en s € R uniformemente respecto a x € 2,

0

B0 =0, Tp@0=0, y -

0s

con L € LY, (), para algin p > N/2.
Supongamos ademds que existen D € L"(Q)NL*(Q) conr > N/2,q > s > #‘éq, yCeL,(Q),p>r
tales que

fo(z,s) < L(z) para todoxz € Q, seR

f(z,5)s < C(z)s* + D(z)|z]

y el semigrupo generado por A + C(x) decae exponencialmente.
Entonces, los resultados del Teorema 1.0.1 son ciertos en este caso para X = L1(R).



Capitulo 3

Existencia y estabilidad de
equilibrios extremales positivos

3.1. Soluciones no negativas

Como primera aproximacién a los resultados que obtendremos en este capitulo, presentamos a conti-
nuacién una serie de resultados referentes a la existencia de equilibrios y comportamiento asintético de
soluciones no negativas y positivas, consecuencia directa de los resultados de la Seccién 2.2.2.

En esta primera aproximacién estaremos interesados en el estudio del problema con condiciones de
contorno tipo Dirichlet, Neumann o Robin homogéneas

ug—Au = f(z,u) en Q
Bu = 0 sobre 0} (3.1.1)
w(0) = wg

Maés adelante, veremos resultados més finos sobre existencia de equilibrio extremales positivos.

En lo que sigue, supondremos siempre que f verifica (1.1.7) y (1.1.8) y que f(z,0) > 0 ya que, de esta
forma, el semigrupo no lineal generado por las soluciones del problema anterior conserva la positividad,
es decir, dado ug > 0 se tiene que u(t, xz;ug) > 0 para todo ¢ > 0.

Aunque los resultados estan enunciados para el operador Laplaciano es claro por las demostraciones
que son vilidos para los operadores generales de la Seccion 1.1.

El primer resultado proporciona una condicién, ficil de verificar, para la existencia de un equilibrio
minimal no negativo.

Proposicién 3.1.1 Supongamos que f wverifica (1.1.7) y (1.1.8), y f(-,0) > 0, f(-,0) # 0, y existen
CelLr(Q),p>N/2y0<DeL"(Q),r>N/2, tales que

flz,s) < C(x)s + D(x) (3.1.2)

para casi todo x € Q y todo s > 0. Supongamos ademds que el semigrupo generado por A + C(z), Sa+c,
decae exponencialmente.

Entonces, (3.1.1) tiene dos equilibrios extremales positivos ordenados (que podrian coincidir). Ademds,
el equilibrio minimal es asintdticamente estable por abajo y el mazimal lo es por arriba.

Demostracién. La existencia y estabilidad del equilibrio maximal ¢ se sigue del Corolario 2.2.9 (nétese
que f verifica (3.1.2) y Sa+c decae exponencialmente). Ademds, es no negativo por ser f(-,0) > 0.
Ahora bien f(-,0) > 0, f(-,0) £ 0, implica que 0 es una subsolucién estricta. Luego, u(t,z;0) es
creciente por el Lema B.4.5. Ademds, u(t,z;0) estd acotada por la solucién maximal ¢us. Por tanto,
existe el limite puntual
lim u(t,z;0) = ¢} (z).

t—o0 m

37
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Ahora bien, por el Teorema de Ascoli-Arzeld, dicha convergencia es uniforme en z (ver Lema 1.3.1) por lo
que 0 < ¢;f es un equilibrio de (3.1.1). Ademds, es minimal ya que cualquier otro equilibrio de (3.1.1), ¢,
satisface 0 < 9, y por el principio de comparacién debe ser u(t, z;0) < 1. Luego, tomando limite cuando
t = oo se tiene @} < 1. Ademés, en este caso, tenemos que la solucién minimal no es sélo no negativa
sino positiva por el principio del maximo.

La estabilidad por abajo de ¢}, sigue del hecho de que dado cualquier dato inicial ug € X tal que
0 <wup < ¢}t se tiene, por comparacion u(t, z;0) < u(t, z;uo) < ¢ y u(t,z;0) = ¢ uniformemente en
x € Q cuando t — 00. B

Para condiciones de contorno no lineales el resultado es vélido para operadores en forma de divergencia
supuesto ademds que la no linealidad en la frontera verifique g(-,0) > 0 con, o bien f(z,0), o bien g(z,0)
no idénticamente nula, y se verifiquen (S) y (D) de la Seccién 2.2.3.

Concretamente, se tiene

Proposicién 3.1.2 Para el problema (2.2.14), supongamos que f(-,0),9(-,0) > 0, una de las dos no
idénticamente nula, y se verifican (S) y (D) de la Seccion 2.2.3.

Entonces, (3.1.1) tiene dos equilibrios extremales positivos ordenados (que podrian coincidir). Ademds,
el equilibrio minimal es asintdticamente estable por abajo y el maximal lo es por arriba.

Observemos que si 0 es un equilibrio, esto es, f(-,0) = 0, entonces 0 es el equilibrio minimal no negativo.
En el caso de condiciones de contorno no lineales, el equilibrio minimal es 0 si f(-,0) = g(-,0) = 0.

Por tanto, una cuestién interesante es cuando el problema (3.1.1) tiene un equilibrio positivo, incluso
en el caso en que f(x,0) = 0. El siguiente resultado proporciona una condicién para la existencia de un
equilibrio positivo en dicho caso. Basicamente, se necesita la acotacién global de las soluciones que parten
de un entorno de 0 y la inestabilidad de 0 para excluir la posibilidad de que el equilibrio maximal de la
Proposicién 3.1.1 sea cero.

Proposicién 3.1.3 Sea f(-,0) = 0. Supongamos que existen C € LP(Q), p > N/2 y 0 < D € L"(Q),
r > N/2, tales que

f(z,s) < C(x)s + D(x) (3.1.3)

para casi todo z € Q y todo s > 0. Supongamos, ademds, que 0 es inestable para el problema (3.1.1) y
que el semigrupo generado por A + C decae exponencialmente.

Entonces ezxiste un punto de equilibrio mazimal del problema (3.1.1) que, ademds, es positivo. En este
caso el equilibrio minimal no negativo es 0.

Demostracion. Por el Corolario 2.2.9 sabemos que existe un equilibrio maximal p; que es estable por
arriba. Recordemos que la existencia de dicho equilibrio se obtiene como limite de la solucién del pro-
blema (3.1.1) que parte de ¢ > 0 (ver (2.2.9)). Como f(-,0) = 0 sabemos que @js es no negativa, por el
principio de comparacién. Como 0 es inestable se tiene que ¢y es positiva ya que, en otro caso, @y = 0
(por el principio del méximo @y es o bien 0, o bien positiva) y, entonces, 0 seria estable, que es una
contradiccién. m

En el caso de condiciones de contorno no lineales y supuesto que f(-,0) = g(-,0) = 0 el resultado del
teorema sigue siendo cierto.

Nota 3.1.4 En cualquiera de las situaciones anteriores tenemos la existencia de un punto de equilibrio
minimal no negativo, y la existencia de un punto de equilibrio maximal. Ademds equilibrio maximal
puede coincidir con el minimal no negativo y en ese caso existe un unico punto de equilibrio globalmente
asintoticamente estable para las soluciones no negativas, no idénticamente nulas.

Si el equilibrio maximal es idénticamente cero entonces sélo existe la solucion trivial que de nuevo es
globalmente asintdticamente estable para las soluciones no negativas.
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3.2. Existencia de un punto de equilibrio positivo minimal.

En los apartados anteriores hemos tratado la existencia de puntos de equilibrio extremales en todo
el espacio X y XT = {v € X : wv(z) > 0}. En esta seccién estudiaremos la existencia de puntos de
equilibrio positivos minimales, es decir, trabajaremos en Xt \ {0}. Probaremos que en el caso en que 0
sea un punto de equilibrio de (3.1.1), es decir, f(z,0) = 0, la existencia de una solucién acotada junto con
cierta propiedad de inestabilidad de la solucién trivial 0 (ver propiedades (3.2.4), en el Teorema 3.2.1, y
(3.2.7), en el Teorema 3.2.6) proporciona la existencia de un punto de equilibrio minimal.

Enunciamos ahora un resultado para problemas con condiciones de contorno tipo Dirichlet. Sin em-
bargo, dicho resultado sigue siendo vélido para condiciones de contorno de tipo Neumann o Robin (ver
Teorema 3.2.6) e, incluso, no lineales (ver Teorema 3.2.7).

La primera parte del resultado es andloga a la Proposicién 3.1.1 con condiciones mas débiles sobre
el término de reaccién. En particular no exigimos que f verifique (3.1.2). La segunda parte, establece la
existencia de un equilibrio minimal positivo bajo cierta condicién de inestabilidad de la solucién trivial y
mejora la conclusién de la Proposicién 3.1.3.

Teorema 3.2.1 Consideramos el problema (3.1.1) con condiciones de contorno tipo Dirichlet en un
abierto acotado de RYN . Supongamos que f verifica (1.1.7) y (1.1.8), con fo continua en (x,u), localmente
Lipschitz en u y f(x,0) > 0. Entonces,

1) o bien existe un punto de equilibrio minimal no negativo ¢}, o bien toda la dindmica del sistema se
va a infinito, es decir, ||u(t)||p~(q) = 00, en tiempo finito o infinito. En caso de existir, el equilibrio
minimal es, o bien ¢t =0 (si f(x,0) =0 para todo x € ), o bien @} (z) > 0 para todo T € Q (si
f(z0,0) > 0 para algin xo € ).

11) Ademds, si f(x,0) =0 y existe € > 0 suficientemente pequefio tal que
f(z,8) > (M +¢e)s paratodoxz €N, 0<s< s (3.2.4)

donde Ay es el primer autovalor de —A con condiciones de contorno tipo Dirichlet en ), entonces 0
es un punto de equilibrio aislado y, o bien toda la dindmica del sistema se va a infinito (en tiempo
finito o infinito), o bien existe un punto de equilibrio positivo minimal o} .

En todos estos casos, si existe el punto de equilibrio minimal positivo entonces es asintoticamente estable

por abajo.

Nota 3.2.2 La condicidn (3.2.4) no es mds que una manera de expresar la inestabilidad de 0. De hecho,
esta propiedad se tiene si f verifica

Iim inf M
s

> A1 um'formemente en x.
s—0

En particular, si existe 8, f(z,0) entonces la propiedad anterior es equivalente a 0, f(x,0) > A1 para
todo x € ().
Mads adelante veremos que se puede debilitar esta condicion sobre f y el resultado sigue siendo vdlido.

Como consecuencia de este teorema tenemos
Corolario 3.2.3 Supongamos que f verifica
f(z,8) < C(z)s + D(z)
con C € LP(Q), p > N/2, y D € L"(Q), r > N/2, tal que el semigrupo generado por A + C(z) decae
exponencialmente.

Supongamos ademds que

f(z,s) > (M +¢€)s paratodo z€Q, 0<s<sg,
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donde A\ es el primer autovalor de —A con condiciones de contorno tipo Dirichlet en Q.

Entonces, existen dos equilibrios extremales positivos, es decir, existen dos equilibrios ordenados 0 <
o < pm (que podrian coincidir). Ademds, o7, es estable por abajo y pur lo es por arriba.

Es mds, para las soluciones positivas, existe un atractor Ay tal que

'A+ C [‘P;;(PM]
Ademds, o}, onm € At

Demostracién. Como f verifica la primera propiedad sabemos que, por el capitulo anterior, existe
un punto de equilibrio maximal que es estable por arriba. En particular, existe una soluciéon acotada.
Ahora bien, como f verifica la segunda propiedad, el Teorema 3.2.1 implica la existencia de un punto
de equilibrio positivo minimal que es estable por abajo. Tenemos pues, la existencia de dos puntos de
equilibrio extremales positivos ordenados en X' (que podrian coincidir).

La existencia de atractor sigue por ser Xt \ {0} positivamente invariante y ser el semigrupo no lineal
asintéticamente compacto. m

Demostracién del Teorema 3.2.1. i) Si f(z,0) = 0 entonces 0 es solucién y ésta es la solucién minimal
no negativa. Supongamos, pues, que f(z,0) Z 0. Entonces, la solucién del problema parabdlico que parte
de 0, u(t,z;0), es creciente por ser 0 una subsolucién del problema eliptico asociado (ver Lema B.4.5).

Entonces, o bien ||u(t,2;0)||z=(q) — o0, ya sea para t — oo o para t — Tp para cierto Tp > 0
(explosién en tiempo finito), o bien u(t,z;0) estd acotada para todo tiempo ¢ > 0. Si se da la primera
opcién no hay nada que probar puesto que, por la propiedad de monotonia, para todo ug > 0 se tiene
u(t, z;u9) > u(t,z;0) y, por tanto, u(t,z;ug) también explota. Si se da la segunda, hemos visto que
u(t,z;0) es creciente y estamos suponiendo que estd acotada para todo tiempo t. Por tanto, existe el
limite puntual

Jim u(t, 2;0) = o, (2).

Ahora bien, por el Teorema de Ascoli-Arzeld, dicha convergencia es uniforme en z (ver Lema 1.3.1) por
lo que 0 < ¢}t es un equilibrio de (3.1.1). Este equilibrio es minimal ya que cualquier otro equilibrio de
(3.1.1), %, satisface 0 < 7, y por el principio de comparacién debe ser u(t,z;0) < 1. Luego, tomando
limite cuando ¢t — oo se tiene ¢} < 1. Ademds, en este caso, tenemos que la solucién minimal no es sélo
no negativa sino positiva por el principio del maximo.

La estabilidad por abajo de ¢}, sigue del hecho de que dado cualquier dato inicial ug € X tal que
0 < ug < ¢ se tiene, por comparacién u(t,z;0) < u(t, z;uo) < @i v u(t,z;0) — ¢ cuando t — oo.

ii) Supongamos ahora f(z,0) = 0, y que se tiene (3.2.4), esto es,
f(z,8) > (A1 +¢)s paratodoz €, 0<s<sp.

Supongamos ademds que no toda la dindmica se va a infinito, es decir, que existe alguna solucién global
acotada, distinta de la trivial, del problema (2.2.7) con dato inicial no negativo vo € C§ ().

En lo que sigue, basta considerar datos iniciales positivos con derivada normal negativa en la frontera,
ya que en otro caso, dejando evolucionar el sistema tenemos que la solucién a tiempo t verifica estas
condiciones (por el principio del méximo) y basta entonces tomar esta solucién a tiempo ¢ como dato
inicial. Sea entonces ug > 0 un dato inicial con esta propiedad.

Sea ¢ la primera autofuncién (que podemos suponer positiva) con norma ||¢||ze(q) = 1 del problema

—Az
z

Hacemos la prueba en tres pasos.
Paso A: Convergencia de las soluciones u(t, z;v¢), con 0 < v < 7y a puntos de equilibrio.

Dado sg > v > 0, 7¢ es una subsolucién del problema eliptico asociado al problema no lineal (3.1.1)
ya que entonces

)\1 z en Q
0 sobre 90

(3.2.5)

—A(9) = Mvd < (M1 + €)7o < f(x,79).
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Por tanto, tenemos que u(t,z;y¢) es no decreciente en tiempo (ver Lema B.4.5 y Nota B.4.7) y por
tanto, o bien, converge puntualmente a cierta funcién ¢,, o bien, diverge. Ahora bien, como existe una
solucién acotada (cuyo dato inicial lo hemos supuesto regular y denotado por vy € Cj(R)), existe o
suficientemente pequeiio tal que v¢ < vy para todo 0 < v < 9 < 8¢ y entonces u(t, x;y¢) no diverge.
Por tanto, u(t, z;v$) = ¢, uniformemente en x € Q cuando ¢ — oo (ver Lema 1.3.1), a cierta funcién
¢~. Ademas, por el Lema 2.2.1, ¢, es un equilibrio.

Dados vy < 4, tenemos por lo anterior, u(t, z;y$) = ¢y y u(t, z;¥9) — 5. Pero v¢ < §¢, luego, por
comparacién, u(t, z; v¢) < u(t,z;5¢) y entonces ¢, < ¢5. Por tanto, {¢,}, es un conjunto ordenado.
Paso B: Los equilibrios estdn uniformemente alejados de cero. En concreto, vamos a probar que dado
ug € C} (), ug > 0, existe un tiempo to = to(ug) tal que para todo t > t, se tiene

ug(t;ug) > S0

Denotamos por uy la solucién del problema (3.1.1). Sea g definida por

_J M+e)s, 0<s<sp
9(z,5) = { g(z,s), S0 < 8

tal que g(z,s) < f(z,s) para todo = € (), s € R Denotamos por u, la solucién del problema (3.1.1) con
segundo miembro g. Entonces, por el principio de comparacién, para todo ug € C(),

ug(t, z;u0) < ug(t,z;up), paratodo t>0.
De nuevo por comparacién, para ug =v¢y 0 < v < 7o,

ey = uy(t, z;79) < us(t, z;79),

donde la desigualdad es cierta mientras la solucién u, esté por debajo de sy. Esto ocurre para todo t > 0
tal que ey < sg, es decir, para todo 0 < t < to con tg = £~ 'In(sq /7).

Nétese ademas que para todo ¢ > 0, la solucién uy(t;y¢$) es creciente puesto que lo es en 0 < ¢ < .
Ahora bien, fijado ug € C(Q) con derivada normal negativa en la frontera existe 0 < v < v tal que
0 < v¢ < ug. Por tanto, si t > tg entonces,

ug(t;uo) > ug(t;uo) > ug(t;79) > ug(to; y9) = s0¢-

Paso C: Los equilibrios ¢, convergen a un punto de equilibrio cuando v — 0.
Sea ¢*(x) = infocy<qy Py (x). Veamos que p* es un equilibrio positivo y que, de hecho, es el minimal.
En efecto, consideremos el conjunto {¢, }o<y<,- Como ¢, es un equilibrio, verifica

-Apy, = f(z,y) en
{ o) = 0 en 90 (3.2.6)

Como ||, ||z () < C para cierta constante C' independiente de vy, tenemos que, para otra constante que
seguimos denotamos igual,

FCellpe@) < C
con p > N/2 y por tanto, por regularidad eliptica,

lloyllce@y <C, 0<O <1

En particular, el conjunto {®~}o<y<ryo €8 equicontinuo. Como ademds, es un conjunto ordenado, ¢, —
p* € C(9) cuando v — 0. Ademds, podemos pasar al limite en (3.2.6) y obtener asi que ¢* es un punto
de equilibrio. Ademds, como para todo 0 < v < 7y, ¢y > So¢ tenemos que también

" > 800

De donde ¢* es positivo.
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Por dltimo, es claro que, si ¥ es cualquier equilibrio positivo, existe una constante v > 0 tal que
v¢ < 1. Luego, por comparacién, ¢, < 1. Ahora bien, ¢* < ¢,. Luego, ¢* < ¢ y, por tanto, ¢* es
minimal.

De esta forma, tenemos que ¢* es el punto de equilibrio minimal del problema. Para obtener la
estabilidad por abajo de ¢* basta tener en cuenta que si 0 < v < 7y entonces u(t;y$) — ¢* cuando
t — oo. Tomando ahora un dato inicial regular 0 < ug < ¢* tenemos que existe 0 < v < 7o tal que
0 < v¢ < wug < ¢* y por comparacién

0 < u(t;vp) < u(t;up) < ¢~

de donde, tomando limite cuando ¢ — co se tiene la estabilidad asintética por abajo de ¢*. m

Nota 3.2.4 El argumento anterior prueba que de hecho ¢}, = ming<y<yy @y = Pr, para cierto 0 < v <
7Yo-

Nota 3.2.5 En el caso ii) del teorema se obtiene que el intervalo de orden (0,¢;) estd incluido en
We(eih), la variedad estable de .

Como consecuencia del Teorema 3.2.6, mas abajo, los resultados del Teorema 3.2.1 siguen siendo
validos considerando condiciones de contorno tipo Neumann homogéneas o Robin. El resultado para
condiciones de contorno no lineales es consecuencia del Teorema 3.2.7 mas adelante

Siguiendo el mismo argumento que hemos usado para probar el Teorema 3.2.1 se puede extender el
resultado del apartado ii) a no linealidades que estén por arriba de una recta de la forma m(z)s cerca
de 0 con m(z) un potencial para el cual la solucién trivial sea inestable. En concreto se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.6 Sea X = C(2). Supongamos que f(x,0) =0 y existe m € LP(Q) con p > N/2 tal que
f(z,8) > m(x)s para todoz €Q, 0<s< s. (3.2.7)

Supongamos, ademds, que la solucion trivial idénticamente O es inestable para el problema

By = en 0N (32.8)

ve—Av = m(z)v en
{ 0
o equivalentemente, A\1(—A —m(x)) < 0 donde A1 (—A — m(x)) denota el primer autovalor del operador
—A +m con las condiciones de contorno dadas por B.
Entonces, si existe una solucién positiva acotada para (3.1.1) entonces existe la solucién minimal
positiva para dicho problema.

Demostracion. La prueba se sigue de manera andloga a la prueba del Teorema 3.2.1. Para el Paso A,
tomamos ahora ¢ la primera autofuncién positiva con norma ||¢||z~(q) = 1 del problema de autovalores

—Av—m(z)v = I en Q
Bv = 0 en 00

Ahora, para todo 0 < 7y < 79, ¢ es subsolucién de (3.1.1) con condiciones de contorno dadas por B
ya que
—A(v¢) = m(z)yd + Mo < m(z)v9 < f(z,79)

donde A\; < 0 es el primer autovalor del operador —A — m con las condiciones de contorno dadas por B.
De nuevo, para 0 < v < 7o, u(t, z; y¢) es creciente y converge a un punto de equilibrio.
La funcién g del Paso B viene dada por

[ m(z)s, 0<s<sg
e ={ G, W%
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y siguiendo el mismo argumento que antes, 0 es un punto aislado.
El Paso C se prueba como antes. m

Noétese que la sola inestabilidad lineal de 0 no basta para poder probar el resultado anterior. Es
necesario que 0 sea un punto aislado del sistema para evitar que ¢* = 0 (ver Paso B de la demostracién).
En nuestro caso, esa propiedad viene implicada por la condicién (3.2.7). Sin embargo, si existe m € LP((Q),
p > N/2 tal que

f(z,s)
lim ——~ =
iy = = @)
uniformemente en z, entonces dado € > 0 existe so > 0 tal que para todo 0 < s < s¢
f(z,8) > (mo(z) —€)s para casi todo z € Q.

Si 0 es un equilibrio linealmente inestable de (3.1.1) entonces A\ (—A —mg) < 0 ya que mg(z) = 0 f(z,0).
Tomando ahora ¢ suficientemente pequefio tenemos que A1(—A — (mg — €)) < 0 por la continuidad del
primer autovalor respecto del potencial. Luego, existe un potencial m(z) = mo(z) — € en las condiciones
del teorema.

Noétese que el limite anterior sea uniforme en z no es mas que una condicién sobre la aproximacién de
la derivada de f en u = 0. Por ejemplo, en el caso de las no linealidades logisticas que se consideraran en
el Capitulo 5, consideramos el caso f(x,s) = mo(z)s — n(x)s?, con p > 1, n > 0 acotada y mg € LP(12),
p > N/2, con lo que el limite anterior se verifica.

Resumiendo, la inestabilidad de cero junto con cierta regularidad de f cerca de 0 implica la existencia
de un equilibrio minimal positivo. Por otra parte, la inestabilidad de cero junto con la unicidad de
equilibrios positivos implica la existencia de un tnico equilibrio (minimal) (ver Seccién 3.3).

En el caso de problemas con condiciones de contorno no lineales se tiene el siguiente resultado andlogo
al Teorema 3.2.6.

Teorema 3.2.7 Consideramos el problema con condiciones de contorno no lineales como en las Secciones
1.1.3y 2.2.8
up — div(a(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en Q

u = 0 sobre T
a(z) 3% +b(z)u = g(z,u) sobre T (3.2.9)
u(0) = wg

Supongamos que f y g son continuas en (x,u), localmente Lipschitz en u y f(x,0),g(x,0) > 0. Entonces,

1) o bien existe un punto de equilibrio minimal no negativo ¢}, o bien toda la dindmica del sistema
se va a infinito, es decir, ||u(t)||L-() — 00, en tiempo finito o infinito. En caso de existir, dicho
punto minimal es, o bien p} =0 (si f(z,0) = g(x,0) =0 para todo x € Q), o bien ¢} (z) > 0 para
todo x € Q (si f(20,0) >0 0 g(x0,0) > 0 para algin o € QL 0 x9 € T respectivamente).

11) Ademds, si f(x,0) = g(z,0) =0 y existen so > 0, m € LP(), p > N/2, yn € L1(T1),q> N —1,
tales que, para todo 0 < s < 59,

f(z,8) >m(x)s para todo z€Q, g(x,s) >n(x)s paratodo x €Ty

y O es inestable para el problema

u — div(a(z)Vu) + c¢(z)u = m(z)u  en Q
u = 0 sobre Ty
a(z)% +b(z)u = n(z)u sobre Ty

w(0) = wo

entonces 0 es un punto de equilibrio aislado y, o bien toda la dindmica del sistema se va a infinito
(en tiempo finito o infinito), o bien existe un punto de equilibrio positivo minimal ¢, .

FEn todos estos casos, si existe el punto de equilibrio minimal positivo entonces es asintoticamente estable
por abajo.
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Demostracién. La prueba de i) es andloga a la prueba de i) en el Teorema 3.2.1 salvo que ahora 0
es subsolucién si f(z,0) o g(z,0) no son idénticamente nulas. En caso contrario, entonces cero es un
equilibrio.

La prueba de ii) se sigue de manera andloga a la prueba del Teorema 3.2.1. Para el Paso A, tomamos
ahora ¢ la primera autofuncién positiva con norma ||¢||Le ) = 1 del problema de autovalores

—div(a(z)Vv) + (c(z) —m(z))v = M en Q
v = 0 en Io (3.2.10)
%—i—(b(w)—n(m))v = 0 e I4

Ahora, para todo 0 < v < sg, 7¢ es subsolucién de (3.2.9) ya que

—div(a(z)v9) + c(x)vp = m(z)v¢ + My < m(z)v¢ < f(z,79)
donde A\; < 0 es el primer autovalor del problema (3.2.10) y

or¢
oi

De nuevo, para 0 < v < 7o, u(t, z; y¢) es creciente y converge a un punto de equilibrio.
Para el Paso B, consideramos las funciones auxiliares

+b(z)v¢ = n(z)v¢ < g(z,7¢).

(z,8), so<s

K=t}

F(z,5) = { m(z)s, 0<s<sg

[ n(z)s, 0<s<sg
G<°’”’5)—{g(w,s), 50 < 5

tales que f(z,s) > F(z,s) y g(x,s) > G(z,s) para todo s > 0y z € Q o x € 'y respectivamente.
Siguiendo el mismo argumento que el del Paso B del Teorema 3.2.1 se tiene que 0 es un punto aislado.
El Paso C se prueba como antes. m

Siguiendo la idea del Teorema II.1 en [14] (ver Seccién 4.2.2) enunciamos a continuacién una conse-
cuencia interesante de estos dos tltimos resultados: todo sigue siendo valido cuando la propiedad (3.2.4)
(0 (3.2.7) en el caso de que la estimacién dependa de x) se tiene en 4, un subdominio de {2, considerando
el primer autovalor de —A en dicho subdominio en vez del primer autovalor de —A en Q. Dicho de otra
forma, todo es valido si f verifica,

flz,8) > (1 +€)s paratodoz € Q, 0 <s< s

en vez de (3.2.4), siendo ahora u; el primer autovalor de —A en ; con condiciones Dirichlet en la
frontera. En el caso més general en que f depende de z, la propiedad (3.2.7) se puede sustituir por

f(z,8) >m(x)s en
con m(z) € L™(Q2), r > N/2. En concreto, tenemos el siguiente resultado
Corolario 3.2.8 Sea Q1 un subdominio conexo de 2. Supongamos f(x,0) =0,
flz,s) >m(z)s enQy 0<s<sg (3.2.11)
donde m(z) € L™(Q), r > N/2 es tal que 0 es inestable para el problema

{vt—Av = m(z)v en O
'1}‘391 = 0

Supongamos, ademds, que existe una solucidon acotada del problema (3.1.1) en Q.
Entonces, existe el equilibrio minimal del problema (3.1.1) con condiciones de contorno tipo Dirichlet.
Ademds, este equilibrio es asintdticamente estable por abajo.
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Demostracién. Denotamos por ug, la solucién del problema (3.1.1) en §2; con condiciones de contorno
tipo Dirichlet y ug a la solucién del mismo problema en (2.

Nétese que, por hipétesis, existe una solucién acotada uq(t, z;ve) (para cierto dato inicial vy que
podemos suponer en C}(92)) del problema en Q. Entonces, dado wo € C§(Q1) con 0 < wy < vp se tiene,
por comparacién,

0 < ug, (t, z;we) < uq(t,z;v9) para z € Q.

Luego, existe una solucién acotada del problema en 2; y, por tanto, el Teorema 3.2.1 aplicado al problema
en (), proporciona la existencia de un equilibrio minimal positivo, asintéticamente estable por abajo, @S
para el problema de Dirichlet en . Luego, dado un dato inicial ug en Q; con 0 < uy < ¢ en
entonces ug, (t,T;ug) = ¢St cuando t — co.

Adems4s, este equilibrio es una subsolucién (en sentido débil) del problema eliptico en

—Aw flz,u) en
w = 0 en 0N
ya que,
—Appt = flzom) en O
o = 0 en 0.

Extendiendo ahora ¢S por cero a 2 y tomando 0 < £ € D(Q).

/V<p 1VE = V<p Ve = ASO%IE%—/ ag?nlfﬁ flz, g€ = /f z, o)

ol 80, oOn

donde hemos usado que ‘p < 0en 00, £ > 0en 0Qy, f(z,0) = 0y ¢S = 0 fuera de ;. Se tiene
pues que efectivamente <,0 0" es una subsolucién del problema en 2.

Entonces, ugq(t, z; %) es mondtona creciente (ver Lema B.4.5). Como ademdés, est4 acotada, debe
converger a un punto de equilibrio que denotamos (p%. Veamos que dicho equilibrio no es més que el
punto de equilibrio minimal positivo para el problema en Q. En efecto, sea 0 < ug € C(Q) (que podemos
suponer positivo y con derivada normal negativa en la frontera). Sea vy € Cy(Q;) tal que ug > vy en Q.
Entonces, por comparacién, en (2 se tiene

uq(t, T3 ug) > ua(t, z;v0) > ug, (t,z;v0), = € Q.

En particular, tomando vg suficientemente pequefio para que vy < @S2 y tomando limite cuando ¢ — oo
se tiene
lim inf ug (t, 2;u0) > @5 (z), para = € Q.
t—o0

Como uq(t,xz;ug) > 0 para todo ¢t > 0, 2 € Q, extendiendo por cero a todo 2 las soluciones del problema
en ()1, se tiene la desigualdad en todo {2, es decir,

lfgglqu(t,m;u(]) > (), zeq.
En particular, tomando ug = v un equilibrio positivo del problema en 2 tenemos
() =liminfug(t,z;9) > ¢ (), = €.
Haciendo actuar ahora el semigrupo de las soluciones en todo € en ambos lados de la desigualdad tenemos
Y(x) = ult,z;9) > ult, z;95) =€
Tomando ahora limite cuando ¢ — oo tenemos
> o, TE,

por lo que go% es el equilibrio minimal del problema en todo {2.
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Para obtener la estabilidad asintética por abajo del equilibrio minimal, sea ¢ la primera autofuncién
positiva con |[¢||r= () = 1 del problema de autovalores con potencial m en ;. Nétese que v¢, para
0 < 7 suficientemente pequeiio, es una subsolucién del problema en (; y, su extensién por cero a todo 2,
que seguimos denotando igual, es una subsolucién del problema en 2. Por tanto, gracias al Lema B.4.5,
tenemos que uq(t, z;y¢) es creciente en tiempo. Ademads, siguiendo el razonamiento del del Paso A en la
prueba del Teorema 3.2.6 tenemos que debe converger a un punto de equilibrio .

Ahora, dado un dato inicial ug < ¢S, existe 1 > v > 0 suficientemente pequefio tal que y¢ < ug en
). Por monotonfa,

o > uq(t, w3 u0) > ug(t, z;79)

Tomando ahora limite cuando ¢ tiende a co tenemos que

@ () > lim sup ugq(t, x; uo) > liminf ug(t, ;uo) > ¥(x)
t—o0 t—o0

para cierto equilibrio 4 del problema en 2. Ahora bien, como ¢! es minimal, debe ser ¢ = % y por
tanto

. . — 92
tll{go 'U/Q(t;xzu(]) - (pm(x)

¥, por tanto, ¢S} es asintéticamente estable por abajo. m

Nota 3.2.9 Ndtese que al plantear el problema de Dirichlet en un dominio mds pequeno, el primer
autovalor de —A crece. Por tanto, en principio, la hipdtesis (3.2.11) es mds fuerte que pedir la misma
propiedad en 2. Sin embargo, solo se pide que se satisfagan estas propiedades en )y, que es mds débil
que pedirlo en todo el dominio ().

Nota 3.2.10 Comparando la hipdtesis (3.2.7) del Teorema 3.2.6 con la hipdtesis (3.2.11) del Corolario
3.2.8, este ultimo puede ser leido de la siguiente manera: si el potencial m es tal que cero es inestable en
un subdominio 1 entonces, 0 no es estable para el problema con el potencial m en todo ().

Dicho de otra forma, si m es tal que O es inestable para el problema en €1, ninguna extension de m
a todo S puede impedir que O sea inestable para el problema en Q.

En el caso de operadores en forma de divergencia A = div(aV-), la prueba de este hecho se puede
obtener de manera directa. En efecto, en tal caso,

inf /a|Vv|2—/m|v|2
Hy(Q) Jo Q

inf / a|Vo|? —/ mlv|> = A\ (=4 —m) < 0.
Hy(91) Jo, o

XY (—A —m)

IN

De donde 0 es inestable para el problema en todo 2.

La ventaja de la prueba del Corolario 3.2.8 es que es una argumentacion dindmica que no requiere
una estructura variacional en el operador eliptico y que por tanto puede ser trasladada a los operadores
generales de la Seccion 1.1.

3.3. Sobre la estabilidad y unicidad de puntos de equilibrio po-
sitivos

En el Teorema 3.2.6, hemos probado que en caso de que exista una solucién acotada, se tiene la
existencia de un punto de equilibrio minimal positivo que es estable por abajo. Sin embargo, podemos
obtener méds informacién sobre la estabilidad del equilibrio minimal.

Consideremos ahora la linealizacién en ¢ del problema eliptico asociado a (3.1.1)

—Au — 95 f(z, ot )u 0 en Q
{ 0 sobre 00

u

Il



9.9. oUDbRE LA ESTIADILIDAD Y UNICIDAD DE FPUNTOS DE BQUILIBRIO FOSM1LIVOS a0

Este problema tiene un primer autovalor simple A; y una primera autofuncién positiva ¢; (). Ademas,
debe ser A1 > 0. Si fuese A\; < 0 tendriamos que, por una parte, el punto de equilibrio ¢}, es inestable en la
direccién de ¢, y, por tanto, la solucién del problema de evolucién (3.1.1) que parte de ¢t —e¢y parae > 0
suficientemente pequenio deberia alejarse de ;.. Por otra parte, sabemos que dado cualquier dato inicial
0 < up < @, se tiene u(t, z;up) = ¢t (z) cuando t — oo. Tomando ahora 0 < ug = ¢}, —ed1 < @,
(sabemos que ug es positivo para e suficientemente pequefio por ser negativa la derivada normal de ¢},
en la frontera) y por comparacién tenemos

u(t, z; ¢} —edr) < ot (2)

de donde, tomando limite cuando ¢t — oo,

P (@) = Mm u(t, ;05 —61) = ¢ (2),
— 00
es decir,
u(t,z; 0} —ep1) = ¢ (z) cuando t— oo
que estd en contradiccién con la inestabilidad de ¢, . Por tanto, debe ser A\; > 0.

Ahora bien, si \; > 0 entonces tenemos que ¢;}, es estable. Si, por contra, A\; = 0 no podemos afirmar,
en general, la estabilidad de ¢}, (tendriamos una variedad centro unidimensional). Sin embargo, bajo
ciertas hipétesis de convexidad sobre f es posible probar la estabilidad. En concreto, tenemos el siguiente
resultado

Proposicién 3.3.1 Sea ¢ un punto de equilibrio estable por abajo (resp. por arriba) del problema (3.1.1).
Entonces, el primer autovalor A1 de la linealizacién en ¢

—Av = Osf(z,p)v+ v en
v = 0 en 0f)

es no negativo. Si A1 es positivo, entonces ¢ es ademds estable por arriba (resp. por abajo) y, por tanto,
estable.
Es mds, si f verifica
flz,s) <0sf(x,8)s o f(x,s)>05f(x,s)s (3.3.12)

en Q para |s| < ||¢||L~() donde, para cada s fijo, la desigualdad es estricta para x en un conjunto de
medida no nula, entonces A1 no puede ser 0 y, por tanto, ¢ es estable.

Demostraciéon. Razonando como antes, sabemos que Ay > 0. Supongamos que A; = 0. Entonces, existe
una Unica solucién (salvo multiplos) no nula del problema

—Av = Osf(z,p)v en Q
v = 0 en 0N

que denotamos ¢(z). Ademés, podemos elegir ¢(z) > 0 en Q.
Por la ecuacién que verifica ¢ tenemos

_A(P = f(xa 80)5
y por la propiedad (3.3.12) tenemos
—Ap < Osf(z, p)ep-
Multiplicando esta desigualdad por ¢(x) > 0 tenemos
—App < 0:f(z,0)pp = —Adp

donde para la dltima igualdad hemos usado la ecuacién que verifica ¢. Integrando ahora en 2 y usando
que (3.3.12) es estricta en un conjunto de medida positiva, tenemos, integrando por partes,

/QWV¢—/BQ‘;—S§¢=/Q—AW</Q—Aw:/QVqsw— 892_2‘p
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lo que es una contradiccién ya que las integrales en 9 son nulas por las condiciones de contorno que
verifican ¢ y ¢. Por tanto, debe ser Ay > 0. m

En lo que sigue serd de gran utilidad el concepto de funcién p-creciente que definimos a continuacién.

Definicién 3.3.2 Diremos que h(z,s) es p-creciente (resp. u-decreciente) si dados sy < sy se tiene
h(z,s1) < h(zx,s2) (resp. h(z,s1) > h(x,s2)) con desigualdad estricta en un conjunto de medida no nula.

Nota 3.3.3 La propiedad (3.3.12) es equivalente a

f(z,s)

8

~

(z.5)

p-creciente o ———= u-decreciente
s

respectivamente. Esta propiedad para todo s € R implica la existencia de una inica solucién positiva del
problema (3.1.1) (ver Teorema 8.3.11 mds adelante). Ndtese que en la Proposicion 3.3.1 sélo pedimos
que se verifique esta propiedad para 0 < s < ||p}f || (q)-

Este resultado puede obtenerse también como consecuencia de otro resultado mas general que enun-
clamos a continuacién

Proposicién 3.3.4 Supongamos que existe un equilibrio positivo de (3.1.1). Entonces,
i) Si f(z,s) < 05 f(x,8)s para 0 < s < |[p|| () entonces ¢ es estable.
i) Si f(x,8) > 0sf(x,8)s para 0 < s < ||@||L~(q) entonces ¢ es inestable.

Demostracion. Sean

mo(z) = f(z,o(x))/p(x) vy mi(z) =0sf(z,p(z))
Nétese que ¢ es una autofuncién positiva del problema

—Aw = Mw:mo(:c)w en {2

Bw = 0 en 00
Luego, cero es el primer autovalor de —A —myg(z) con las condiciones de contorno dadas por B. Ademas,
—A —my(z) = —=A —mo(x) + (mo(z) — mq(z)).

Ahora bien, por (3.3.12) tenemos que o bien mg(z) < my(z), o bien mo(z) > m1(z), donde la desigualdad
es estricta en un conjunto de medida positiva. Luego, cero no puede ser el primer autovalor del problema
para m; con las condiciones de contorno dadas por B, es decir, la linealizacién en ¢ y, por tanto, ¢ es o
bien estable (si mo(z) < mq(z)) o bien inestable (si mo(x) < mq(x)).

Nétese que el signo de mo(z) — my(z) determina hacia donde se desplaza el primer autovalor. m

Nota 3.3.5 Notese que la Proposicion 3.3.4 es vdlida para operadores generales, no necesariamente en
forma de divergencia. En ese caso es necesario usar los resultados sobre la monotonia del primer autovalor
con respecto al potencial de estos operadores de Berestycki et al. [15].

Bajo ciertas hipétesis sobre el término no lineal muy relacionadas con (3.3.12) (ver Nota 3.3.7 més
adelante) es posible probar la unicidad de solucién positiva del problema eliptico no lineal asociado a
(3.1.1). Esto junto con la inestabilidad de 0 va implicar, en particular, la existencia de un tnico punto de
equilibrio positivo del sistema que, adem4s, es globalmente asintéticamente estable en Xt \ {0}.

Como ejemplo, vamos a probar el resultado para un problema con condiciones de contorno Dirichlet
en un dominio acotado. La unicidad es consecuencia directa del siguiente resultado que es una adaptacién
al caso en que f dependa de z del Lema 10.3.3, pag. 160, de Cazenave y Haraux [18].
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Proposicién 3.3.6 Supongamos que f(x,0) =0 y f(z,-) es concava en [0,00). Sean ¢ > 0 una solucion
del problema

{8 2 e e (33.13)
y ¥ > 0 verificando
(o z ek b2

es decir, ¢ es supersolucion del problema (8.3.13). Entonces, o bien ¢ =0, o bien ¢ > . En particular,
existe a lo sumo una solucidn positiva del problema (3.3.13).

Demostracién. Claramente, ¢ = 0 es solucién del problema (3.3.13). Supongamos, entonces que 9 # 0
y veamos que ¢ > ¢.
Restando las dos ecuaciones, tenemos

y multiplicando por w = (¢ — 9)" e integrando en Q y aplicando partes,

/ |Vw? — f(m"‘;)j - Z;(”“p) w? < 0. (3.3.15)
. -

Si probamos que, para toda w € H () se verifica
/ IVl — k(z, @)jwl? > 0 (3.3.16)
Q

con k(z, ) = f(z,¢)/p, entonces, restando (3.3.16) de (3.3.15) tenemos

o (522

ya que w = 0 en {op < ¢}. Ahora bien, como f es estrictamente céncava, sobre el conjunto {p > 1},

tenemos
f(l',QD) _ f(.Z',(,O) _f(%l/}) >0

® =1 -

Luego, w = 0 y por tanto, ¥ > .
Veamos que para toda w € H{(f2), se verifica (3.3.16). Para ello, vamos a probar que se verifica en
D(Q) y por densidad lo extenderemos a Hg (f2). Sea w € D(f), por la ecuacién que verifica ¢

/|Vw|2—k(:c,<p)w2 = /|Vw|2+%w2
Q Q ¥

2
= / IVw|? — VoV (w—)
Q ¥

2
/ |Vw|* — Vo (2w% - %Vg@)
Q

/ 2

> 0.
Dada ahora, w € H}(Q) existe una sucesién {w,}, C D(Q) tal que w, — w en H}(Q), tomando limite
en la desigualdad anterior, tenemos lo que queriamos probar. m

Vw — Ech
14

Nota 3.3.7 Supongamos que f es céncava, regular y f(x,0) = 0. Por el teorema del valor medio, para

cierto 0 < &, < s
f(.'];, 8) _ f(was) ; f(.’L',O) = agf(xafic) > 83f(33,8)

donde el la iltima desigualdad hemos usado la concavidad de f. Luego f verifica la seqgunda propiedad de
(3.8.12). Ademds, es claro que esta iltima propiedad es equivalente al decrecimiento en s de f(z,s)/s.
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Un resultado relacionado se encuentra en Brézis y Oswald [17] donde se prueba el siguiente resultado

sobre unicidad de solucién positiva de (3.3.13)

Teorema 3.3.8 (Brézis y Oswald) Supongamos que f es continua en su segunda variable y verifica
la siguiente propiedad
f(z,3)
s

es u-decreciente en s. (3.3.17)
Entonces, existe a lo mds una solucién positiva del problema (3.3.13).

También es ese trabajo se prueba el siguiente resultado que proporciona la existencia de solucién
positiva para el problema (3.3.13).

Teorema 3.3.9 (Brézis y Oswald) Supongamos que f(z,s) es continua en su seqgunda variable y que
para todo § > 0 existe una constante Cs > 0 tal que f(x,s) > —Css para todo 0 < s < §, en casi todo

z € Q. Supongamos ademds que para cada u > 0, f(-,s) € L*=(Q) y existe una constante C > 0 tal que
f(z,s) < C(s+1). Sean

f(=z,s)

_ e flzy8) o
ao(x)—t1_1>rél+ s v aoo(:c)—t_lgnoo s

Supongamos
)\1(—A — ao) <0< )\1(—A — am).

Entonces, existe al menos una solucion positiva del problema (3.3.13).

Nota 3.3.10 En el teorema anterior se permite que ag Y G, tomen wvalores £oo. Para ello, se toma
como definicion de primer autovalor

Vo2 — a(z)|v|?
M(-A—a)= inf Jo V0 f[”i"] v
veHL(Q) Jo Ivl

aceptando que dicho autovalor puede ser +oo.

Probamos ahora un resultado relacionado con éste que proporciona la unicidad para el problema
(3.3.13) en el caso en que f(z,s)/s sea p-creciente o p-decreciente sin necesidad de suponer f(-,u) €
L*°(Q). En concreto, podemos probar el siguiente resultado

Teorema 3.3.11 Supongamos que eziste una solucion mazimal positiva del problema (3.8.13) y que, o

bien
f(“;’ s) es pu-decreciente en s;
o bien,
f(=,s)

es p-creciente en s.
s

Entonces, existe una tnica solucion positiva del problema (3.3.13).

Demostracidn. Sea ¢ la solucién maximal positiva del problema (3.3.13) y ¢ < ¢ otra solucién. Tenemos
entonces

—Ap = f(z,p) — Ay = f(=,9).

Multiplicando la primera ecuacién por 9, la segunda por ¢, restando e integrando en (2, tenemos

Ahora bien, como 1) < ¢ tenemos por la propiedad de crecimiento de f(s)/s que

flz, o)  f(=z,9) £0
¢ (0

en un conjunto de medida no nula y no cambia de signo. Por tanto, debe ser v» = 0. m
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Nota 3.3.12 A continuacion presentamos otra demostracion del Teorema 3.3.11 que es vdlida para el
caso de operadores y condiciones de contorno mds generales. En particular es vdlida para (3.1.1). Sean

[z, 9 (2))

mo(z) = DLy iy () = D00

¥(z)

Entonces, ¢ es una solucion positiva de

—Ap = mo(x)p en
By = 0 en 00

por lo que el primer autovalor de —A — mg(x) con las condiciones de contorno dadas por B es cero. De
manera andloga tenemos que el primer autovalor de —A — my(x) con las condiciones de contorno dadas
por B es cero. Ahora bien,

—A —my(z) = —A —my(z) + (m1(z) — mo(z)).

Luego, el primer autovalor de —A — my(x) es distinto de cero ya que o bien mo(x) < myi(x), o bien
mo(z) > mi(x), con desigualdad estricta en un conjunto de medida no nula. Lo que nos lleva o una
contradiccion y por tanto, p = .

Del teorema anterior se tiene directamente el siguiente corolario.

Corolario 3.3.13 Si f(z,s)/s es p-creciente o p-decreciente y existen dos equilibrios positivos del pro-
blema (3.1.1) entonces no estdn ordenados.

En cuanto a la estabilidad tenemos

Corolario 3.3.14 Si f(x,s)/s es p-decreciente y existe un equilibrio mazimal ¢ no negativo de (3.1.1)
entonces ppr es el inico equilibrio del problema (3.1.1). Ademds, es globalmente asintdticamente estable
para las soluciones positivas.

Corolario 3.3.15 Supongamos que existen C € LP(Q), p> N/2 y0< D € L"(Q), r > N/2, tal que
flz,8) < C(x)s + D(x) (3.3.18)

para casi todo x € Q y todo s > 0. Supongamos ademds que el semigrupo generado por A + C, Sayc,
decae exponencialmente. Supongamos ademds que f verifica o bien
i) existe a lo sumo un unico equilibrio positivo del problema y 0 es un punto de equilibrio inestable del
sistema; o bien
it) f(x,s8)/s es decreciente y que O es un punto de equilibrio inestable del sistema.

Entonces, existe un tinico punto de equilibrio positivo del problema que, ademds, es globalmente
asintéticamente estable.

Demostracién. Como f verifica (3.3.18) sabemos que existe un equilibrio maximal no negativo que es
estable por arriba (ver Corolario 2.2.9). Ahora bien, dicho equilibrio maximal es, o bien 0 o bien positivo
(por el principio del maximo). Pero no puede ser 0 porque estamos suponiendo que 0 es inestable (en par-
ticular, es inestable por arriba). Luego, el equilibrio maximal debe ser positivo. La unicidad de este tipo
de equilibrios proporciona el resultado. La estabilidad por abajo (y, por tanto, la estabilidad asintética
global del dnica equilibrio positivo) se siguen de la inestabilidad de 0 que, junto con la estabilidad por
arriba proporcionan la estabilidad global. m
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Capitulo 4

Revision de algunos resultados
elipticos conocidos

En este capitulo, vamos a revisar algunos resultados referentes a la existencia de puntos de equilibrio
positivos ya conocidos en los que se usan técnicas de ecuaciones elipticas como son el grado topoldgico y
sub-supersoluciones. Asi mismo, recuperaremos estos resultados (a veces parcialmente, a veces mejorados)
mediante el uso de las técnicas dindmicas expuestas anteriormente.

4.1. El autovalor principal

Antes de comenzar a enunciar diferentes resultados que podemos encontrar en la bibliografia rela-
cionados con la existencia de puntos de equilibrio positivos, vamos a hacer un breve resumen acerca del
concepto de autovalor principal y su relacién con el primer autovalor de un problema con potencial.
Este concepto aparece de manera constante en la bibliografia en el estudio de la existencia de puntos de
equilibrio y su estabilidad.

Sean 2 C RY un abierto acotado y m € LP(f2) con p > N/2.

Definicién 4.1.1 Diremos que A € R es un autovalor principal de m(z), y lo denotaremos por Ag(m),
st existe una solucion positiva en ) del problema

Ay = Im(z)u en
{ u = 0 en 0N (4.1.1)
Consideramos el problema de autovalores
—Au—m(z)u = pu en Q
{ u = 0 en 00 (4.1.2)

y denotamos por pq(m) su primer autovalor. Este autovalor siempre tiene asociada una autofuncién
positiva.

En primer lugar, nétese que —Ag(m) es un autovalor principal para —m. Ademas, si tomamos m(z) =
1, tenemos que Ag(1) es el primer autovalor del problema

{—Au = Au en (4.1.3)

u = 0 en 00
es decir, Ag(1) = p1(0).

Lema 4.1.2 Sea m € LP(Q?), p > N/2. Sea Ao(m) un autovalor principal de (4.1.1) para m. Entonces
se verifica:
i) Ao(m) =1 si y sdlo si p1(m) = 0.

53
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it) Si m(x) > 0 para casi todo x € ) entonces
signo(Ag(m) — 1) = signo(u1(m))
i44) Si m(z) <0 para casi todo x € Q entonces

signo(Ao(m) — 1) # signo(p1(m))

Demostracién. Probamos primero i). Supongamos que Ag(m) = 1, entonces existe una funcién positiva
en 2, ¢, solucién del problema

{_Au = m(z)u en Q (4.1.4)

U|F =0
Como el dnico autovalor de (4.1.2) que tiene asociada una autofuncién positiva es el primero (por ser
m € LP(N), p > N/2,y —A —m(z) autoadjunto y compacto), se tiene ui(m) = 0. Reciprocamente, si
p1(m) = 0 sabemos que este autovalor tiene asociada una autofuncién positiva, luego A\g(m) = 1 es un
autovalor principal para m. Por tanto, hemos probado la parte i) del lema.
Supongamos ahora m(x) > 0. Sea ¢ una autofuncién positiva asociada a pi(m) y % una autofuncién
positiva asociada a Ag(m). Multiplicando la ecuacién que satisface ¢ por ¢, y la que satisface ¢ por 9, e
integrando por partes tenemos

/Q M + i (m) /Q o = /Q ViVt = o(m) /Q me.
Luego
11 () /Q o = (o(m) — 1) /Q me.

Como ¢,1 >0y m > 0, tenemos que signo(A(m) — 1) = signo(u1(m)) y, por tanto, ii) es cierto.
Si m(z) < 0 entonces signo(A(m) — 1) # signo(u1(m)) y por tanto iii) es cierto. m

Es conocido que si m(z) no cambia de signo entonces el autovalor principal es tnico (ver Figueiredo
[23] o Lépez-Gémez [35]).

Corolario 4.1.3 Sea m € LP(2), p > N/2.

1. Sim(z) > 0, entonces el semigrupo generado por A + Mm(zx) decae exponencialmente si y sélo si
A< )\o(m)

2. Sim(x) <0, entonces el semigrupo generado por A + dm(zx) decae exponencialmente si y sdlo si
A > Ao(m)

Demostracién. Probamos el caso en que m(z) > 0. Si m(z) < 0, la demostracién es andloga. Suponga-
mos A > 0. Sea m(z) = Am(z). Consideramos el problema de autovalores

{—Au—nﬁ(m)u = pu en 0

e = 0 (4.1.5)

El decaimiento exponencial del semigrupo generado por A + Am(z) es equivalente a que pi (M) sea
positivo. Como @ > 0, por el Lema 4.1.2 esto es cierto si Ag(1) > 1.

Si A = 0 entonces ™ = 0 y sabemos que pu1(0), el primer autovalor de —A es positivo. Si A > 0
entonces \g(m) = Ao(m)/A. Necesitamos, pues A\g(m)/A > 1 que no es mas que pedir A < Ag(m).

Falta ver qué ocurre si A < 0. En ese caso, m < 0. De nuevo, el decaimiento exponencial del se-
migrupo generado por A + Am(z) es equivalente a que pi (M) sea positivo. Por el Lema 4.1.2, esto es
cierto si Ag(7) = Ag(m) /X < 1. Como A < 0 esto equivale a pedir Ag(m) > A. Lo que prueba el resultado. m

En lo que sigue consideraremos potenciales m(z) que pueden cambiar de signo en . Para operadores

de la forma N
0 ou
Lu=-— — [ a;;(x)=—
u Eil oz; (a](:v) 6:@) + ao(z)u

fuertemente eliptico, con a;; € L*(Q), ai; = aj; y ap € LN/?(Q), ag(z) > 0 en Q, se tiene
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Proposicién 4.1.4 (Proposicién 1.12A de Figueiredo [23]) Sean m,m € L™(Q) con r > N/2, ta-
les que m(x) < m(x) para todo x € Q. Supongamos que existen Ao(m) y Ao(7). Entonces,

Ao(m) > Ao (i) (4.1.6)

Ademds, si m(z) < m(x) en un conjunto de medida positiva, entonces la desigualdad anterior es estricta.

Proposicién 4.1.5 (Proposicién 1.12B de Figueiredo [23]) El autovalor principal es una funcion
continua del potencial en la norma de L™N/2(Q).

Consideramos ahora la funcién p(\) que a cada A € R le hace corresponder el primer autovalor del
problema

—Au — dmu p(ANu  en Q
u = 0 sobre 0

Entonces A es un autovalor principal de (4.1.1) si y sélo si u(\) = 0. Estudiando los ceros de la funcién
() se puede determinar por tanto el nimero de autovalores principales del problema (4.1.1).Para ello,
el siguiente lema enuncia una propiedad importante de p()\).

Lema 4.1.6 (Lema 6.1 de Lépez-Gémez [35], pag. 283) La funcidn u(X) es una funcion analitica
en A y céncava. Ademds, si m(z) € C() es positiva en algin punto de Q entonces

lim p(X) = —o0

A—00

y si m(x) es negativa en algin punto de Q entonces

lim p(A) = —o.

A——o0
Ademds, se tiene
Lema 4.1.7 Supongamos que m € C(Q2) cambia de signo en Q. Supongamos ademds que existe algin \*

para el que u(A\*) > 0. Entonces existen dos autovalores principales, Ay, < X* < Ayr. Ademds, la solucion
trivial del problema

{—Au—)\mu = 0 en Q (4.17)

u = 0 sobre 00N

es estable para todo A, < A < Apr e inestable para todo A > A, y para todo A > Apr.

Demostracién. Por el Lema 4.1.6, si existe algin A* para el que pu(A*) > 0 entonces existen dos
autovalores principales, A, ¥y Ay, uno menor que A\* y otro mayor. Ademas,

u(A) >0 paratodo A, <A< Ay

¥y, por tanto, la solucién trivial del problema (4.1.7) es estable para todo A, < A < Apyr e inestable para
todo A > A\, y para todo A > Apr. m

4.2. Existencia de puntos de equilibrio positivos

A continuacién revisaremos algunos resultados de la literatura referentes a la existencia de puntos de
equilibrio positivos.
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4.2.1. Revision del articulo de Amann.

En Amann [1] se prueban una serie de resultados referentes a la existencia de soluciones positivas de
problemas elipticos mediante técnicas topoldgicas, como son técnicas de punto fijo, el grado de Leray-
Schauder, el indice, etc. Mucho de estos resultados elipticos pueden obtenerse mediante el estudio del
comportamiento asintético de las soluciones de los problemas parabdlicos asociados.

Nota 4.2.1 Este articulo de Amann fue el que sistematizé e hizo cldsico el argumento de considerar sub-
supersoluciones ordenadas a partir de las cuales se define un esquema iterativo que consiste en resolver
sucesivos problemas elipticos partiendo de las sub-supersoluciones y que da lugar a sucesiones mondtonas
que convergen a puntos de equilibrio.

A continuacién, pasamos a comentar algunos de los resultados de existencia de soluciones para pro-
blemas elipticos contenidos en Amann [1].
El problema que se considera es

Lu = f(z,u) en  Q
{BU = g(x)  sobre 090 (4.2.8)

con ) un abierto acotado regular de RV, donde operador L es un operador fuertemente eliptico, de la
forma

N N
Lu=- Z a;j(x)D;Dyu + Z a;(z)D;u + a(z)u
ij=1 i=1

con ajj,a;,a € CH(Q), (a;;) simétrica y a > 0.
Las condiciones de contorno son de la forma

ou
Bu = b(z)u + 65

donde b € C'#(0Q) y,
1. obien,d=0yb=1;
2. obien,d=1y b>0 (en el caso en que b =0 se pide a > 0).

Seai=psiN>2yp=0si N=1. B
Ademds, se supone que g € C279Ft2(9Q), f € CAF(Q x I) con 0 < fi < 1 y existe w > 0 tal que

f(2,8) = fz,m) > —w(§ —n)

para todo z € Q, &,p € I, £ > 1, donde I es un intervalo cerrado de R. Esta propiedad se tiene, por
ejemplo, si f € C1 y 8, f(x,8) > —w.
En Amann [1] se buscan soluciones en el espacio

D ={v e C(Q):v(z) € I para todo = € N}.

En el caso particular de trabajar con I = Rt esto equivale a trabajar con soluciones no negativas.
En concreto se tiene

Teorema 4.2.2 (Teorema 9.6 de Amann [1], pag. 649) Supongamos que g > 0 y f(-,0) > 0. Sea
fE C(ﬁ_) y supongamos que m € C*(Q) con m(x) > 0 para casi todo x € Q. Supongamos que para todo
(z,6) € A x Ry

f(x,8) < flz) + Am(x)€ (4.2.9)
Entonces el problema (4.2.8) tiene una solucién minimal no negativa supuesto A < Ao(m), siendo
Ao(m) el autovalor principal asociado a m.
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En nuestro contexto, este resultado para condiciones de contorno Dirichlet, Neumann o Robin ho-
mogéneas es consecuencia directa de la Proposicién 3.1.1 y las notas siguientes. En efecto, nétese que
(4.2.9) implica que se tiene la propiedad (3.1.2) con C(z) = Am(z) y D(z) = f(z), y A < Ao(m) implica
el decaimiento exponencial del semigrupo generado por A 4+ C(z). El resultado es consecuencia ahora de
la, Proposicién 3.1.1 y la notas siguientes.

En el caso de un operador en forma de divergencia con condiciones de contorno tipo Neumann, Robin
no homogéneas o no lineales el resultado es consecuencia de la Proposicién 3.1.2.

De hecho, nuestro resultado se aplica a problemas mas generales puesto que no necesitamos 0 < m €
CE(2), basta m € LP(2) con p > N/2 sin imponer restricciones sobre el signo de m(z).

El resultado del teorema anterior para condiciones de contorno no homogéneas en el caso de un
operador en forma de divergencia (ver Secciones 1.1.3 y 2.2.3) es consecuencia directa del Teorema 3.2.7.
No obtenemos, sin embargo, el resultado para condiciones de contorno no homogéneas en el caso de
operadores generales.

Nétese que el caso de condiciones de contorno tipo Robin o no lineales tampoco imponemos restriccién
de signo sobre b(z).

El siguiente resultado se prueba en Amann [1] mediante el uso de técnicas de punto fijo estudiando el
radio espectral de la derivada por la derecha del operador integral cuyo punto fijo son las soluciones de
(4.2.8).

Teorema 4.2.3 (Teorema 9.8 de [1], pag. 650) Sea I = Ry, g =0 y f(-,0) = 0. Supongamos que
existe 9, f(-,0) € C*(Q) y es continua en un entorno de 0, y 8, f(x,0) > 0 para casi todo x € Q.

Si existe una supersolucion ¢ > 0 del problema (4.2.8), entonces existe una solucion mazimal positiva
del problema (4.2.8) en el intervalo de orden [0,v] supuesto Ao(0yf(-,0)) < 1.

Al igual que antes, en nuestro contexto, este resultado es consecuencia directa de los Teoremas
3.2.1 (para condiciones Dirichlet) y 3.2.6 (para condiciones Neumann o Robin). En efecto, por ser
Ao (0uf(2,0)) < 1, u = 0 es un punto de equilibrio (linealmente) inestable. Ademds, f es suficiente-
mente regular y por tanto estamos en las condiciones del Teorema 3.2.1 (o0 (3.2.7) del Teorema 3.2.6) (ver
comentarios después de la prueba del Teorema 3.2.6).

Noétese que para obtener el resultado no necesitamos tanta regularidad en los coeficientes ni la posi-
tividad de 8, f(-,0) (ver comentarios después de la prueba del Teorema 3.2.6).

El siguiente resultado enuncia condiciones para tener la existencia de una supersolucién positiva y
poder aplicar asf el teorema anterior. La prueba en Amann [1] se obtiene combinando los Teoremas 4.2.2
y 4.2.3 y un resultado de existencia de punto fijo para aplicaciones crecientes y compactas verificando
ciertas hipdtesis sobre su derivada por la derecha en 0 y el radio espectral de una mayorante en infinito.

Teorema 4.2.4 (Teorema 9.9 de [1], pag. 650) En las hipdtesis del teorema anterior, supongamos
que ezisten f € C(Q) y m € C:(Q), con m(x) > 0 para casi todo = € Q, tales que, para algin X > 0,

£(2,6) < f(z) + dm(z)¢

para todo (z,€) € A x Ry .
Entonces, existe al menos una solucidon positiva del problema (4.2.8) supuesto Ao(0nf(-,0)) < 1 y
A< X (m)

Con nuestros argumentos, de nuevo este teorema es consecuencia directa de la Proposicién 3.1.3.

Nétese que, ademads, estamos en las condiciones de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.6, segtn las condiciones
de contorno. En particular, la regularidad de f junto con la condicién sobre el problema linealizado en
0, es decir, A\g(0,f(-,0)) < 1, nos da la existencia y estabilidad por abajo de un punto de equilibrio
positivo minimal (ver Teorema 3.2.1 0 3.2.6 0 3.2.7); mientras que la propiedad sobre el potencial m(x)
(A < Ao(m)) nos da la existencia y estabilidad por arriba de un punto de equilibrio positivo maximal
(ver Teorema 1.0.1). Nétese que f verifica la propiedad (3.1.2) con C(z) = dm(z) y D(z) = f(z) y el
semigrupo generado por A + C' decae exponencialmente (ver Corolario 4.1.3).

Es mds, para aplicar nuestros argumentos, de nuevo, no es necesaria la condicién m(z) > 0 ni la
regularidad de f(z) ni de m(z).
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En Amann [1] se enuncia la siguiente consecuencia del teorema anterior donde se dan condiciones
sobre m y 0, f(z,0) para que estén en las condiciones del teorema.

Corolario 4.2.5 (Corolario 9.10 de [1], pag. 651) En las hipdtesis del teorema anterior, si

mind, f(z,0) > M(1) y mixm(z) < Ao(1)
TEQ TEQ

entonces existe al menos una solucion positiva del problema (4.2.8).

De nuevo, nuestros argumentos, prueban este resultado. En efecto, la hipétesis sobre 9, f (x, 0) implican
que 0 es un punto de equilibrio inestable del problema parabdlico asociado al problema eliptico (4.2.8).

La hipdtesis sobre m(z) nos permiten aplicar la Proposicién 3.1.3 con C' = 8 = méx, 5 m(z). Notese
que el semigrupo asociado a —L — 3 decae exponencialmente por ser 8 < Ag(1) (ver Corolario 4.1.3).

Ademds, con nuestros resultados obtenemos la existencia de un punto de equilibrio maximal y sin
més que aplicar el Teorema 3.2.1 en el caso de condiciones de contorno tipo Dirichlet, el Teorema 3.2.6
en el caso de otras condiciones de contorno lineales o el Teorema 3.2.7 para condiciones de contorno
no lineales, tenemos la existencia de un punto de equilibrio minimal positivo y, en particular, existe
una solucién positiva del problema (4.2.8). De hecho, tenemos que existen una solucién minimal y otra
maximal positiva. Ademads, tenemos la estabilidad por arriba del equilibrio maximal y la estabilidad por
abajo del equilibrio minimal. Tenemos también que para el problema parabdlico asociado el intervalo
ordenado [}, o] atrae uniformemente a los conjuntos acotados de datos iniciales no negativos.

4.2.2. Revision del articulo de H. Berestycki y P. L. Lions

En Berestycki y Lions [14] se prueba el siguiente resultado para un problema de la forma

—Au = f(z,u) en Q
{ vz o a0 (4.2.10)

Teorema 4.2.6 (Teorema II.1, pag. 18 de Berestycki y Lions [14]) Sea Q; un subdominio cone-
zo de Q. Supongamos f(xz,0) =0y
f(z, )

liminf == > pu; uniformemente en x € (4.2.11)
s—0t S

donde p1 es el primer autovalor de —A en Qq; y

f(=z,s)
S

lim sup < A1 uniformemente en x € Q (4.2.12)

s—+o0

donde A1 es el primer autovalor de —A en Q.
Entonces, existe una solucion positiva del problema (4.2.10) en W?P(Q) (para todo p < 00).

En la Nota II.1 de Berestycki y Lions [14] se observa que el corolario sigue siendo valido para operadores
mas generales, en concreto para operadores uniformemente elipticos de la forma

L=-— Z Dj(a,-jDi) + Z biD; + ¢
i3 i
con a;j = aj; € C(Q), b; € L®(Q) y 0 < c € L®(Q).
Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente resultado sin mas que tomar ; = .

Corolario 4.2.7 (Corolario I1.1, pag. 19 de Berestycki y Lions [14]) Supongamos que f(z,0) =
0y

lim inf G > A1 uniformemente en ¥ € Q) (4.2.13)
s—0+ S
lim sup f@9) < A1 uniformemente en x € Q (4.2.14)

s——+o00 S
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donde M\ es el primer autovalor de —A en Q.
Entonces, existe una solucién positiva del problema (4.2.10) en W2P(Q) (para todo p < 00).

La prueba de este resultado en Berestycki y Lions [14] sigue el método de las sub-supersoluciones para
problemas elipticos (ver Nota 4.2.1): primero se construye una subsolucién a partir de la primera funcién
propia para el problema en );; ahora, se construye una sucesién de problemas que aproximan a (4.2.10)
de manera que el segundo miembro de estos problemas esté acotado; de aqui se tiene que toda solucién
del problema original estd acotada; se construye, por dltimo, un algoritmo iterativo que proporciona una
sucesion que converge a una solucién del problema.

En nuestro contexto, el Teorema 4.2.6 se puede obtener como consecuencia de la Proposicién 3.1.3 y
el Corolario 3.2.8: por una parte la propiedad (4.2.12) implica que existen dos constantes C < A\; y D > 0
tales que, para todo s >0

flz,s) <Cs+D, xe€qQ,

que no es més que la propiedad (3.1.2); mientras que la propiedad (4.2.11) implica la inestabilidad lineal
de cero.

Nétese que, ademads, por la Proposicién 3.1.3 tenemos la existencia de un equilibrio maximal positivo
que es globalmente asintéticamente estable por arriba. Ademds estamos en las condiciones del Corolario
3.2.8 por lo que existe un equilibrio minimal que es globalmente asintéticamente estable por abajo.

En el caso del Corolario 4.2.7, la Proposicién 3.1.3 y el Teorema 3.2.1 proporcionan directamente el
resultado.

4.2.3. Revisidon del articulo de P. L. Lions.

En Lions [34] se estudia el problema

—Au = f(u) en Q
{ = (4.2.15)

con € un abierto acotado de RV y f localmente Lipschitz y sublineal en infinito, es decir, verificando

lim sup @ <M\ (4.2.16)

§—+0o0

donde \; es el primer autovalor de —A.
En primer lugar, se enuncia el siguiente resultado que da una condicién suficiente para la existencia
de una solucién positiva maximal.

Teorema 4.2.8 (Teorema 1.3 de [34], pag. 447) Si f verifica (4.2.16), f(0) =0y

lim inf fs) > A1 (4.2.17)

s—0 S

entonces, existe una solucién positiva mazimal de (4.2.15). En el caso en que f se anule en algin 8 > 0,
la solucion positiva mazimal lo es entre todas las menores que (3.

Para la prueba de este resultado se hace referencia a Amann [1], Amann [2] y Berestycki y Lions [14]
(ver Secciones 4.2.1 y 4.2.2).

En nuestro caso, este resultado es consecuencia de la Proposicién 3.1.3 y el Teorema 3.2.1. En el caso
en que f se anule en 8 > 0 el resultado se sigue de la prueba de la Proposicién 3.1.3 y el Teorema 3.2.1
considerando ahora en vez de ¢ la supersolucién 3.

Como antes, por la Proposicién 3.1.3 tenemos la existencia de un equilibrio maximal positivo que es
globalmente asintéticamente estable por arriba. Ademads estamos en las condiciones del Teorema 3.2.1
por lo que existe un equilibrio minimal que es globalmente asintéticamente estable por abajo.

También en Lions [34] se prueba, mediante el uso de sub-supersoluciones, el siguiente teorema
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Teorema 4.2.9 (Teorema 2.3 de [34], pag. 453) Supongamos que f es localmente Lipschitz, f(0) >
0. Si ademds f verifica que o bien, existe B > 0 tal que f(B) =0, o bien, f(s) > 0 para todo s >0 y

im 18 _ g

§—00 S

con K < A1, entonces para todo 0 < A\ < A\ /K, existe la menor solucién positiva de

—Au = Af(u) en
{ e = 0 (4.2.18)

Nota 4.2.10 Si K =0 en el teorema anterior, entonces el resultado es vdlido para todo A > 0.

Con nuestras técnicas, este resultado es consecuencia de la Proposicién 3.1.1. Pero, ademads, obtenemos
no sélo los dos resultados anteriores, sino también resultados de estabilidad por abajo del menor punto
de equilibrio positivo.

En efecto, supongamos primero A = 1, como 0 es una subsolucién del problema eliptico (4.2.18)
la solucién del problema de evolucién que parte de 0 es mondtona creciente. Si encontriramos una
supersolucién del problema eliptico, tendriamos que u(¢, z;0) converge a un punto de equilibrio minimal
que ademads es positivo por el principio del méximo (ver Teorema 3.2.1 i)). La convergencia es uniforme
por el Teorema de Ascoli-Arzeld (ver Lema 1.3.1).

Ahora bien, las hip6tesis anteriores sobre f bastan para probar la existencia de una supersolucién. En
efecto, en el caso en que exista 8 > 0 tal que f(8) = 0, 8 es supersolucién del problema eliptico. En otro
caso, si f(s) > 0 paratodos >0y

lim & =K (4.2.19)
§—00 S
con K < \p, tenemos que f verifica
f(s)s < Cs* + D|s|

para ciertos C < Ay y D > 0 (ver (2.1.11)). Luego, aplicando la Proposicién 3.1.1 tenemos que existe un
punto de equilibrio maximal y por tanto una supersolucién del problema eliptico. De hecho, basta tener
en cuenta que ¢ (la solucién de (2.2.9)) es una supersolucién del problema (4.2.15).

La estabilidad por abajo del punto de equilibrio minimal se sigue de la Proposicién 3.1.1 o el Teorema
3.2.1.

El resultado para todo 0 < A < A\;/K es una consecuencia inmediata de la siguiente observacién: si
denotamos g(u) = \f(u) el problema para g estd en las condiciones del teorema con A = 1 ya que

Iim ﬁz Iim L(S)</\K<)\1.

s—o00 8§ §—00 S

En este ultimo caso, nosotros tenemos, no sélo la existencia de un punto de equilibrio minimal positivo
sino también la de un punto de equilibrio maximal. Con esto, tenemos acotada la dindmica de las soluciones
no negativas del problema. Adema4s, la regién delimitada por estos dos equilibrio atrae a la dindmica de
las soluciones no negativas del sistema de manera uniforme.

4.2.4. Revision del articulo de Figueiredo.

En Figueiredo [23] de estudia un problema similar al estudiado en [1] (ver Seccién 4.2.1) con condi-
ciones de contorno son de tipo Dirichlet donde el operador L es un operador en forma de divergencia

N
0 ou
Lu=- Zl % (a”(x)é‘_x,) + ao(z)u

fuertemente eliptico, con a;; € L*(), ai; = aj; y ag € LN2(Q), ag(x) > 0 en Q. Se pide que, ademds,
f € C*(Q2 x RT) y verifique las siguientes hipétesis:
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(co) Existe una funcién continua, fo(z) > 0, y so > 0 tales que

f(z,8) > fo(x)s paratodo 0 < s < sg, €.

(o) Existen dos funciones continuas foo(2),c(z) con ¢(z) > 0 tales que

f(z,8) < foo(x)s + c(z) paratodo s >0, z € Q.
(nd) Para todo M > 0 existe k > 0 tal que s — f(z,s) + ks es no decreciente para |s| < M.

Teorema 4.2.11 (Teorema 2.2 de [23], pag. 53) Supongamos que f satisface (co), (¢xo) y (nd). Su-
pongamos ademds que
)\o(fo) <1 (4220)

Xo(fso) > 1 (4.2.21)

(esta dltima condicion sobre foo es necesaria si foo(zo) > 0 para algin zo € Q). Entonces eziste una
solucion positiva del problema de Dirichlet

—Au
u

También se prueba en Figueiredo [23].

flz,u) en Q

0 sobre 0N (4.2.22)

Lema 4.2.12 (Lema 2.3 de [23], pag. 56) En las hipdtesis del teorema anterior, el problema (4.2.22)
posee una solucidn positiva maximal.

Estos resultados se obtienen en Figueiredo [23] mediante el método de las sub-supersoluciones: las
hipdtesis (¢oo) y (4.2.21) implican la existencia de una supersolucién positiva del problema eliptico (solu-
cién de un problema eliptico lineal) y las hipétesis (co) y (4.2.20) implican la existencia de una subsolucién
positiva menor que la supersolucién anterior. Por tanto, existe una solucién positiva. La idea de la prue-
ba sigue una argumentacion clésica (ver Nota 4.2.1): se consideran dos problemas elipticos lineales que
proporcionen una subsolucién, u, y una supersolucién, u, positivas ordenadas y se aplica un algoritmo
iterativo mediante el cual se construyen dos sucesiones que parten de la sub y la supersolucién; cada
una de las sucesiones va a converger monétonamente a una solucién entre u y u; como u es positiva, las
soluciones obtenidas anteriormente van a ser positivas. De esta forma se prueba la existencia de solucién
positiva.

Siguiendo las técnicas expuestas en las secciones anteriores, se pueden probar estos resultados y llegar
a conclusiones més fuertes. En concreto, tenemos la existencia de dos soluciones extremales positivas
(que podrian ser las misma) y la estabilidad por arriba y por abajo de las soluciones maximal y minimal,
respectivamente. En efecto, por una parte, la propiedad (4.2.20) es la inestabilidad de v = 0 mientras
que, por otra, la propiedad (4.2.21) implica el decaimiento del semigrupo asociado a —L + f. Ahora
bien, esto junto con la propiedad (co) no es mas que la propiedad de disipacién (3.1.2). Basta ahora
aplicar la Proposicién 3.1.1 y el Teorema 3.2.6.

Noétese que ademaés, nuestras hipdtesis son més débiles pudiéndose aplicar el resultado a operadores
més generales (ver Seccién 1.1).

4.2.5. Otros resultados conocidos

En Hernédndez [29] se estudia la existencia de soluciones positivas para ecuaciones logisticas elipticas
con potenciales no acotados, concretamente, se estudia el problema

(4.2.23)

—Au = Im(zr)u—u” en
u = 0 en 0N

donde p> 1, A€ Ry m e LP(Q), p > N/2, con m(z) > mgy > 0 en , para cierta constante positiva myq.
Se prueba el siguiente resultado de existencia para la ecuacién (4.2.23)
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Teorema 4.2.13 Sea m como antes. Supongamos p > 1y
pN
2(p—1)

Entonces, para todo A\ > A1, el autovalor principal de m, existe una tnica solucion positiva u > 0 de
(4.2.23) con u € W>1(Q) N W, () para algin ¢ > N/2. Por tanto, u € C(Q). Si ademds

<p. (4.2.24)

N
L cp (4.2.25)

entonces u € CVP(Q) para algin 0 < B < 1.

La prueba en Herndndez [29] se basa de nuevo en el uso de sub-supersoluciones para probar la existencia
de solucién positiva. Concretamente, la supersolucién se obtiene calculando el méximo en u de la no
linealidad f. La subsolucién se construye como un multiplo pequefio de la primera funcién propia del
problema de autovalores principales para m. La unicidad se obtiene por un argumento similar a la prueba
de nuestro Teorema 3.3.11. Por ultimo la regularidad se obtiene por un argumento de regularidad eliptica.

Este tipo de ecuaciones serdn consideradas con més detalle en el Capitulo 5. Adelantando los resulta-
dos que alli obtendremos (ver Proposicién 5.0.1), la parte de existencia de este resultado es consecuencia
directa de nuestra Proposicién 3.1.3 que establece la existencia de un equilibrio positivo maximal que
ademds, es globalmente asintéticamente estable por arriba. La unicidad se sigue del Teorema 3.3.11.
Adems3s, de los resultados de la Seccién 3.3 se sigue la estabilidad asintética global para soluciones posi-
tivas del inico equilibrio positivo del problema (4.2.23). La regularidad es consecuencia de la regularidad
eliptica.

Adem3s, nuestros resultados son vélidos para operadores més generales que el Laplaciano, incluso para
operadores no variacionales. Ademds no requerimos que el potencial m(z) sea positivo en Q. Ademds no
requeriremos ninguna relacién entre el crecimiento de la no linealidad, p, y la regularidad de m, e.d. p,
como en (4.2.24) y (4.2.25). De hecho obtendremos que u € W22(Q) N W, ?(Q) y por tanto u € C(Q)
bajo la tnica condicién de que p > N/2. Si por contra, p > N entonces tendremos que u € Cl’ﬂ(ﬁ) para
algin 0 < # < 1 (véanse los comentarios tras la prueba del Teorema 1.1.2 y el final de la prueba del
Teorema 1.2.1).



Capitulo 5

Un ejemplo: ecuaciones logisticas

Nuestro objetivo en esta seccién serd aplicar los resultados anteriores al problema modelo de la ecua-
cién logistica auténoma

u—Au = f(z,u), en Q
u = 0, en 00 (5.0.1)
u(0) = wg

donde

f(z,5) =m(z)s —n(z)|s|""'s, p>1,
con

m € LP(Q) paraalgin p> N/2
y

n(z) >0 en Q esuna funcién continua.

Por tanto, f esta en las condiciones del Teorema 1.1.2 y tenemos la existencia local de solucién para datos
iniciales en X = L*°(Q).
En primer lugar, notemos que,

f(z,8)s = m(z)s® —n(z)|s|" . (5.0.2)

Supongamos que m se puede descomponer de la forma m(z) = my(z) + ma(z), z € Q, con ms > 0.
Entonces, formalmente, por la desigualdad de Young tenemos

f(z,s)s <my(z)s®> + B [%] |s] (5.0.3)

para cierta constante 8 > 0. Por tanto, f verifica una condicién de estructura similar a la condicién
(2.2.8) con

]

Para poder aplicar el Teorema 2.2.6 y el Corolario 2.2.9 necesitamos probar que podemos elegir
my € LP(Q), para algiin p > N/2, tal que el semigrupo generado por A + m; decaiga exponencialmente
y my tal que D(z) pertenezca a algin espacio L"(Q2) con r > N/2.

En ese caso, obtenemos la existencia de dos equilibrios extremales que son globalmente asintéticamente
estables por arriba y por abajo respectivamente. Es més, el Teorema 1.0.1 se aplica en este caso.

Observemos que como f(-,0) = 0 entonces el equilibrio maximal ¢s es no negativo y el minimal ,,
es no positivo.

En caso de poder demostrar que el equilibrio maximal es positivo la unicidad de equilibrios positivos
es inmediata por el Teorema 3.3.11 ya que

Ow) =my() y D(x) =B[

@) _ m(e) — n(a))sfr

S

63
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es decreciente por ser n(z) > 0, no idénticamente nula. Observamos que como m € LP(2) entonces f
no satisface las condiciones del Teorema de Brézis y Oswald, Teorema 3.3.9. Lo mismo se aplica para el
equilibrio minimal y equilibrios negativos.

En ese sentido, nétese que, si A1 (A +m) > 0 entonces

f(z,8)s = m(z)s* —n(x)|s|T < m(x)s>.

Luego, podemos tomar C' = my D = 0 y obtener asi que existe un tinico punto de equilibrio ¢, = ¢ =0
que es globalmente asintéticamente estable.

Por contra, si A1 (A +m) < 0 entonces estamos en las hipétesis del Teorema 3.2.6 y obtenemos que el
equilibrio maximal es positivo.

Como veremos a continuacién en el andlisis de (5.0.1) vamos a distinguir el caso en que n > 0 en Q
del caso en que se anula en algin subconjunto.

En el primer caso, veremos que siempre es posible elegir m; y my tales que C' y D verifiquen las
condiciones anteriores.

En el segundo caso veremos que, de forma natural, para poder aplicar los resultados de los capitulos
anteriores es necesario que m ayude a la disipacién cerca del conjunto donde n se anula ya que alli la
reaccion es lineal.

Proposicién 5.0.1 Supongamos que n(zx) > v > 0 en . Entonces, para toda m € LP(Q) con p > N/2
existen C y D satisfaciendo (2.2.8) y tales que el semigrupo generado por A+ C decae exponencialmente
y que D € L™(Q) para algin r > N/2.

Demostracién. Supongamos que existe v > 0 tal que n(z) > v en Q. Elegimos
mi(z) =m(z) =\ y ma(z) =A

con A suficientemente grande para que el semigrupo generado por A +m; decaiga exponencialmente. En
ese caso en (5.0.3) resulta

mo(z) 4 T
#[awiy| <o = n

Entonces, podemos tomar
C(z)=m(z)— X y D(z)=R.

]
Consideramos ahora el caso en que n(z) se anula en un subconjunto de Q. En este caso, tenemos

Proposicién 5.0.2 Sea Qy = {z € Q: n(z) =0} y sea Q5 un entorno de Qg tal que n(z) > v > 0 para
todo € Q\ Qs. Supongamos que /\?“(—A —m) > 0, el primer autovalor del operador —A —m en Qs
con condiciones Dirichlet.

Supongamos que m € LP(Q) con p > N/2 es tal que su parte positiva verifica

mt(z) = md (2) +mf (), z€Q\Qs

donde 0 < md € LP(\ Q) es suficientemente pequenia y 0 < mj € L*(Q\ Qs) con s > p'N/2.
Entonces, existen C y D satisfaciendo (2.2.8) y tales que el semigrupo generado por A + C decae
exponencialmente y que D € L"(Q) para algin r > N/2.

Demostracién. Por (5.0.2), si € Q5 entonces,
f(z,5) < m(z)s®

y tomamos C(x) = m(z) y D(z) =0 si z € Q5.
Por otro lado si z € Q \ Q5 entonces para A suficientemente grande, escribimos

m(z) = (md () —m™(z) — A) + (m] (z) + A) =mi(z) + ma(z), 7€ Q)\ Q.



Elegimos entonces C(z) = my(x) para z € Q\ Qs.
Por el Lema 5.0.3, que demostraremos méas adelante, y la hipétesis de pequeiiez sobre mf{ tenemos
que el semigrupo generado por A + C(z) con condiciones de Dirichlet en 2 decae exponencialmente.
Razonando como en (5.0.3) obtenemos, para z € Q0 \ Q,

D(a) = 5| ZATL)" < o omt (@) € L@\ ), 7> N2

por la hipétesis sobre mj. Por tanto, D € L"(f), con r > N/2 y se verifica (2.2.8). m

Observemos que en la Proposicién 5.0.2 no se supone ninguna regularidad sobre el conjunto g
(comparar con Fraile et al. [24]).
Notese que si Qy es un conjunto regular y )\?0 (—A —m) > 0 entonces para todo entorno s suficien-
temente cercano de (g se tiene
AE(—A—m) >0

y n(z) >~ > 0 para todo z € Q \ Q.
Demostramos ahora el lema que hemos utilizado en la prueba anterior.

Lema 5.0.3 Con las notaciones anteriores, supongamos que )\?5(—A —m) > 0.
Entonces, para A suficientemente grande, tomando

m(z) si z € Qs
Co(z) = o
—A  si zeQ\Q

se tiene que el primer autovalor de —A — Cy con condiciones de Dirichlet en §) es positivo.

Demostracion. Observemos que

M-A-Cy)= g @)
©eHL(Q) [o ¢

J(p) = / V|? —/ Cog”.
Q Q
Ahora, dado ¢ € H}(Q) definimos P(p) = £ € Hj(Qs) donde & verifica

donde

{—Af—mf = 0 en Qs

¢ — o en 805 (5.0.4)

Nétese que @jaq, € HY2(895) y )\?“ (=A —m) > 0 y por tanto el problema estd bien planteado.
Sea ahora n = ¢ — £ € Hj(§2s) que verifica el problema

—An—mn = —-Ap—myp en 5
n = 0 en 605

Nétese que —Ap —me € H~1(Qs) y de nuevo el problema estd bien planteado. Extendemos ahora 7 por
cero a todo 2 y la seguimos denotando igual.
Entonces, por una parte, como ¢ =1 + (¢ — 1), tenemos

/Co<p2 = / Coln® + (¢ = m)* + 2n(e — n)].
Q Q

Ahora bien, como 7 = 0 fuera de Q5 tenemos

/ Cop? = [ mn*+2 [ mné +/ IS —/ Ap?.
Q Qs Qg Qﬁ Q\QS
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Por otra parte, como ¢ =7+ (¢ — 1), tenemos

/IWIZ /|V77|2+2/V77V<P n) /Ich n)|

Ahora bien, como 7 es cero fuera de {15 tenemos

/|Vso|2=/ IVn|2+2/ an£+/ |V§|2+/ Vol
Q Qs Qs Qs Q\Qs

donde hemos usado que ¢ — 1 = & en Q.
Luego,

_ 2 2 _ 2 2 2 2
J(g) = / Yyl / Cop / 9o =] + / o, el + 4g?
_ 2 g2

+2 /Q V9E —mng + / (V€2 —me?].  (50.5)

Qs
Pero, por ser n € H}(Qs),
[ UvnP = mip] 258 (- = m) [ o
Qy Q

Por otro lado, de (5.0.4) multiplicando por £ e integrando por partes

/Q wep —me = [ %o

805 8’”

Ahora bien, por la relacién entre ¢ y £ tenemos

o€ 2
— | < 1/9 .
/895 6n‘P‘ < Cllell g/ (895)

De donde, dado ¢ > 0
o€

ez [ [vel-c. [ P
Qs ON Q\Qs Q\Qs

Ahora bien, de aqui,

0
[oiver+ad+ [ SEora-o [ [welr-c) [ ¥
Q\ Qs Qs ON Q\Qs Q\Qs

y tomando £ = 1/2 se tiene que, para A suficientemente grande,

0
/ (Ve + Ap?] + 6—64/) > 7/ ¢’
Q\Qs aq; on Q\Qs

para cierta constante positiva v > 0.
Por otro lado, como n € Hj(Qs) y € es solucién del problema (5.0.4) tememos

A [VnVE —mné] = 0.

J(sO)Z/\?s/ n2+7/ @* >0
Qg Q\QJ

Ahora bien, tomando ¢ = @1, la primera autofuncién del operador —A — Cy con condiciones Dirichlet,
concluimos que

Luego, en (5.0.5) resulta

A (=A = Co) = J(p1) > 0.

Observemos que los resultados de este capitulo permiten recuperar algunos de los resultados de Fraile
et al. [24] con menos requisitos de regularidad.
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Problemas no auténomos
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Capitulo 6

Introduccion

En esta parte de la memoria analizaremos la dindmica del problema parabdlico no lineal no auténomo
andlogo al problema (1.0.1)

uy—Au = f(t,z,u) en Q t>s
u(s) = wus (6.0.1)
u = 0 en 0f),

donde Q es un dominio acotado de RY y f(¢,z,u) : Rx Q2 x R — R es suficientemente regular. Denotamos
las soluciones por u(t, s; us)-

Nuestro objetivo es probar que bajo un condicién de estructura sobre el término no lineal anédloga a
(1.2.17) para problemas auténomos (véase Parte I),

ft,z,u)u < C(t,z)|u|* + D(t,z)|u| paratodou € R (6.0.2)

paraalgin C' € C*(R, LP (Q2)),con 0 < o < 1,p > N/2,y D una funcién con valoresen L"(Q2), 1 < r < o0,
adecuada, existen dos trayectorias completas extremales, una maximal y otra minimal que acotan el com-
portamiento asintético de las soluciones, esta vez en sentido pullback. Para esto, es clave suponer que el
operador de evolucién asociado a A + C(t, ) es exponencialmente estable (propiedad andloga al decai-
miento exponencial de un semigrupo para problemas auténomos). Por trayectoria completa entendemos
cualquier solucién definida para todo tiempo t € R.

Como para problemas no auténomos es necesario tener en cuenta la variable temporal como una
variable mds del problema, para analizar el comportamiento de las soluciones de (6.0.1) haremos uso de
la nocién de atraccion pullback.

La idea bésica que se halla detrds de este concepto es que, en el tiempo presente, ¢, la dindmica
relevante, esto es, aquella que observamos hoy y ha perdido cualquier comportamiento transitorio, es
aquella que es visible hoy pero comenzé hace mucho tiempo, es decir, cuando s — —oo. Es por esto
por lo que aparece el concepto del conjunto de estados, A(t), que describe el resultado de la evolucién
que empezd desde estados arbitrariamente lejanos en el pasado. La coleccién de conjuntos de estados
{A(t) }+er recibe el nombre de atractor pullback.

Por otro lado, si consideramos procesos que empiezan hoy, a tiempo s, y queremos saber cudl serd la
dindmica relevante en el futuro, es decir, cuando t — 00, aparece el concepto de comportamiento asintético
hacia adelante en el tiempo y atractor hacia adelante en el tiempo.

En esta parte vamos a probar el andlogo al Teorema 1.0.1 para problemas no auténomos. Concreta-
mente, bajo condiciones adecuadas para f, C'y D, detalladas més adelante, se tiene el siguiente resultado
(véase el Teorema 8.1.1 para un enunciado detallado).

Teorema 6.0.4 FEzisten dos trayectorias completas extremales de (6.0.1), una mazimal, o (t, ), y otra
minimal, ©m(t, ), en el sentido de que cualquier otra trayectoria completa de (6.0.1), ¥(t,x), verifica
em(t,z) < Y(t,z) < pm(t,x) para todo t € R. Si f(t,x,u) es T-periddica en tiempo también lo son
Pms PM -
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Si m(s,z) < us(z) < pu(s,x) entonces, para todo t > s, o (t,z) < ult,s;us)(z) < om(t,z) y
los intervalos de orden I(t) = [pm(t), om(t)] son invariantes hacia adelante en el tiempo y atraen la
dindmica del sistema uniformemente, en sentido pullback, es decir, para todo t € R se tiene

Om(t, ) < Uminf u(t,s, z;us) < Hmsupu(t,s, z;us) < oar(t, x) (6.0.3)

§—+—00 §——00

uniformemente en © € ) para todo {us} en un conjunto acotado B de datos iniciales. Ademds, @pr(t)
(resp. om(t)) es globalmente asintdticamente estable por arriba (resp. por abajo) en sentido pullback, es
decir, para todo v € Cyp(R, X) tal que v > par (resp. v < ) se tiene

tm_u(t, 5;05)(z) = pm(t, @) (resp. om(t, 7))
§—r—00
uniformemente en x € Q.
Como consecuencia, existe un atractor pullback para (8.0.1), que denotamos A = {A(t)}+, y

A(t) C I(t) = [pm(t), o (t)] para todo t € R.

Ademds, pm(t), pa(t) € A(t) para todo t € R.

Nétese que es posible (y de hecho ocurre en ciertos problemas) que las soluciones extremales no estén
acotadas para todo t. En tal caso, el concepto natural de atractor hacia adelante en el tiempo no tiene
sentido aunque si que lo tiene el atractor en sentido pullback.

Por simplificar, consideraremos el problema en X = C(Q). Sin embargo, bajo ciertas condiciones de
crecimiento adecuadas, podemos considerar también espacios de datos iniciales mas débiles como son
los espacios de Sobolev en L?(Q2). La principal diferencia reside en que el anélisis se vuelve més técnico
aunque el argumento dindmico es practicamente idéntico.

Al ser las técnicas de comparacién la principal herramienta que usaremos, los resultados son vélidos
para operadores mas generales que el Laplaciano y otras condiciones de contorno supuesto que el problema
admita un principio de comparacién. Haremos también uso, de manera esencial, del efecto regularizante
de las ecuaciones, que implicard la compacidad de las trayectorias.

En esta parte hacemos dos contribuciones, esencialmente independientes, que aparecen entrelazadas
en el tratamiento que hacemos de las ecuaciones de reaccién difusion.

La primera de ellas es una detallada teoria general sobre las propiedades (en particular la estabilidad
exponencial) de los operadores de evolucién lineales asociados con problemas lineales no auténomos de
la forma

uy—Au = C(t,z)u en
{ u = 0 en 0N

planteados en L(Q) (1 < g < 00) 0 C(Q), con C € C*(R,LP()), 0 < @ < 1y p > N/2. En particular,
presentamos un estudio completo de las normas del operador U(t, s) entre diferentes espacios LP.

La segunda aportacion es un argumento dindmico que, bajo ciertas condiciones naturales, garanti-
za la existencia de trayectorias completa extremales para el problema no lineal. El argumento se basa
principalmente en la conservacién del orden en estas ecuaciones.

A continuacion damos una versién simplificada en el contexto de una EDOs escalar que ilustra la
esencia de la prueba sin las dificultades técnicas necesarias en el caso de EDPs.

Queremos probar pues la existencia de una trayectoria completa maximal y otra minimal (dentro de
una determinada clase) para la EDO escalar

& = f(t,); (6.0.4)

serd conveniente escribir la solucién de esta ecuacién a tiempo ¢ con z(s) = g en términos de un operador
de evolucién U(t,s), es decir, z(t,s;z9) = U(t,s)xo. Como tenemos una EDO escalar, sus soluciones
conservan el orden inicial, es decir

Zo < Yo = U(t,s)xg < U(t,s)yo paratodo t> s.



Supuesto que f esté acotada por arriba y por abajo por una funcién lineal de z,
2f(t,7) < —C(t)a? + D(¢)la], (6.0.5)

tenemos d
3lal < —C@lel + D),

y, por tanto, es natural pensar que se pueden obtener resultados sobre el comportamiento de la ecuacién
no lineal a través del comportamiento de la ecuacién linear no homogénea

j=—C(t)y + D(t). (6.0.6)

De echo, tenemos el siguiente “principio de comparacién”

|U(t, s)xo| < y(t, s;|zol)- (6.0.7)

Para controlar el comportamiento de (6.0.6) supondremos que el operador de evolucién ®(¢, s) asociado

al problema homogéneo correspondiente 2 = —C(t)z es exponencialmente estable, es decir, para ciertos
M; ﬂ > 0;

0< ®(t,8) < MePt=9) para todo t>s.

Es facil probar entonces que

6(t) = / " (4, 5)D(s) ds

—00

es la tnica trayectoria completa de (6.0.6) en la clase
Dp = {z(:): e’!|z(t)] - 0 cuando t— —oo},
y que atrae a todo y € Dg en sentido pullback, es decir,

lim y(t, s;9(s)) = ¢(t) para todo y(-) € Dg. (6.0.8)

§——00
De (6.0.7) y (6.0.8) se tiene que

limsup |U(t, s)xo| < ¢(2), (6.0.9)

§—>—00

y que ¢(t) es una super-trayectoria de (6.0.4), es decir, que

U(t,s)¢(s) < y(t,s;6(s)) = ¢(t) ~ paratodo  t2>s.
Consideramos ahora la candidata a trayectoria completa maximal de (6.0.4), a saber

pm(t) = lim U(t, s)o(s). (6.0.10)

§——00
Como ¢(-) es una super-trayectoria, para todo t fijo tenemos
Ut s)p(s) = U(t,s +e)U(s +,5)p(s) <U(t,s +e)p(s +¢),

y por tanto U(t,s)¢(s) es no creciente cuando s — —oo. Como también sabemos, por (6.0.9), que
liminf, ., U(t, s)¢(s) > —¢(t), tenemos que existe el limite de (6.0.10). El hecho de que ¢ps(¢) es una
trayectoria completa de (6.0.4) se tiene por la continuidad de U(t, s),

Ut s)ou(s) = Ults) lim U(s,r)g(r) = lim U(t,5)U(s,1)6(r)

= TEIPOO Ut,m)o(r) = pm(t),

lo que prueba también que el limite en (6.0.10) es, de hecho, una funcién continua de .
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Para probar que ¢ es la trayectoria completa mazimal, supongamos que z(t) es otra trayectoria
completa en Dg. Entonces

Ul(r,s)z(s) < y(r,s; a(s))),

¥y, haciendo actuar U(t,r) en ambos miembros de la desigualdad tenemos

z(t) < U, r)y(r, s;|2(s)])-

Como esto se tiene para todo s, gracias a que |z(-)| € Dg podemos pasar al limite en s - —oo y obtener
asi que
z(t) <U(¢,r) imsupy(t, s;|z(s)|) < U(¢,r)g(r);

§—>—00

como esto es cierto para todo r, tomando limite cuando t = —oo tenemos z(t) < @pr(t) como querfamos
probar.

Por supuesto, en el andlisis realizado en lo que sigue emplearemos un argumento mas fino, con algunas
variaciones pero es la idea este uso del principio de comparacién y la nocién de “pullback” la que se
encuentra detras de todo.

6.1. Algunas definiciones y resultados sobre ecuaciones de evo-
lucién no auténomas.

Comenzamos con algunas definiciones de la teoria de atractores para sistemas no auténomos que nos
servirdn para el estudio del problema (6.0.1) (ver Schmalfuf} [46]).

Definicién 6.1.1 Dado un espacio métrico (X,d), diremos que una familia de aplicaciones {U(t, s)}+>s
es un proceso, unae familia de operadores de evolucién o simplemente un operador de evolucién si verifica

1. U(t,t) =1 para todo t € R.
2. Ut,s)U(s,r)u =U(t,r)u para todor < s<t,u e X.
3. uw— U(t,r)u es continua en X, t > r.

Tenemos entonces las siguientes definiciones

Definicion 6.1.2
i) Diremos que un conjunto acotado K C X absorbe en sentido pullback a tiempo to € R a una familia
de acotados B = {B(s)}ser si existe T =T (to,B) < to tal que

Ul(to,s)B(s) C K para todo s < T < to.

i1) Diremos que un conjunto acotado K C X absorbe hacia adelante a una familia de conjuntos acotados
B = {B(s)}scr si para cada s € R existe T =T(s,B) > s tal que

U(t,s)B(s) C K para todot>T.

Definicién 6.1.3 Diremos que una familia de acotados {K(t)}er en X es invariante hacia adelante
con respecto a U st

U(t,s)K(s) C K(t) para todo s < t.

Diremos que {K (t)}1er es invariante con respecto a U si

U(t,s)K(s) = K(t) para todo s <t.
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Definicién 6.1.4
i) Un conjunto acotado K C X atrae en sentido pullback a tiempo to € R a una familia de acotados
B ={B(s)}scr si
lim dist(U(to, s)B(s), K) = 0.
§——00

Una familia de conjuntos acotados dependientes del tiempo K = {K (t)}:cr atrae en sentido pullback
a una familia de conjuntos acotados B = {B(s)}scr st para todo t € R, K(t) atrae en sentido pullback a
B a tiempo t.
i) Diremos que una familia de conjuntos acotados {K (t)}1cr atrae hacia adelante en el tiempo a una
familia de conjuntos acotados {B(t)}ter, si

lim dist(U(t, 5)B(s), K (t)) = 0

para todo s € R.

En particular, diremos que una curva u(t) atrae (hacia adelante o en sentido pullback) en X si
K (t) = {u(t) }+er para todo t verifica las definiciones anteriores.

Diremos que {K(t)}1er atrae (hacia adelante o en sentido pullback) a acotados si verifica las defi-
niciones anteriores para familias de acotados independientes de t, es decir, B(t) = B para todo t € R
donde B C X es un conjunto acotado cualquiera.

En las aplicaciones es interesante considerar también el concepto de permanencia en sentido pullback
(ver Langa y Sudrez [33])

Definicién 6.1.5 Diremos que un operador de evolucién U(t,s) es permanente en sentido pullback si
existe una familia de conjuntos dependiente del tiempo {V (t)}scr tal que

1. V(t) es absorbente a tiempo t en sentido pullback t para todo t € R.
2. dist(V(¢),{0}) > 0 para todo t € R.

En lo que sigue, fijaremos una clase no vacia D de familias de conjuntos acotados de X, {B(s)}ser
denominada cuenca de atraccidn. Véase Schmalfufl [46] para mas detalles sobre las propiedades que debe
verificar dicha clase. Nétese, sin embargo, que estaremos interesados en considerar cuencas de atraccién
que incluyan familias de acotados que no dependan del tiempo, es decir, familias de la forma B(t) = B
para todo t € R donde B C X es un conjunto acotado cualquiera.

En adelante, si un elemento en la clase D es de la forma {v(s)}secr con v(s) un elemento de X, lo
denotaremos por v.

Podemos considerar las definiciones anteriores para familias de acotados B dentro de la clase D. En
particular, tenemos

Definicién 6.1.6 Diremos que una familia de compactos A = {A(t)}icr en X es el atractor pullback
asociado a U, con respecto a la clase D, si es invariante, atrae en sentido pullback a todo {D(t)}ier € D,
y es minimal en el sentido de que si {C(t)}; es cualquier otra familia de conjuntos cerrados que atrae en
sentido pullback entonces A(t) C C(t) para todo t € R.

En cuanto al comportamiento asintético de las soluciones hacia adelante en el tiempo definimos la
nocién de atractor hacia adelante.

Definicidon 6.1.7 Diremos que un compacto F es el atractor hacia adelante de U(t, s) si F es el minimo
conjunto compacto tal que para todo s € R y B C X acotado,

tlggg dist(U(t,s)B, F) = 0.
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Nétese que la nocién de pullback, introducida anteriormente, es relativa a la cuenca de atraccién D
que fijemos de antemano. Por otra parte, la nocién de atraccién hacia adelante estd restringida, como es
habitual, a la clase de conjuntos acotados independientes del tiempo. Nétese ademas que el concepto de
atractor pullback se refiere a la nocién “vemos hoy lo que ha empezado hace mucho tiempo y ha perdido
en el camino todo comportamiento transitorio”. La nocién de atractor hacia adelante hace referencia, si
embargo, al concepto “lo que veremos en el futuro dentro de mucho tiempo”.

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes para la existencia de atractor pullback (véase
Crauel et al. [20], Langa y Sudrez [33], Schmalfu3[45]).

Teorema 6.1.8 Supongamos que para todo t € R existe un compacto absorbente en sentido pullback (que
puede depender de t) para {U(t,s) }1>s. Entonces, existe un atractor pullback para {U(t, $)}t>s.

Para un resultado relacionado con éste en el caso de atractores hacia adelante véase la Seccién 8.2.

Una de las principales herramientas que usaremos para estudiar el problema (6.0.1) son los métodos
de monotonia. Para ello, necesitamos introducir una estructura de orden en el espacio X que denotaremos
por <. Trabajaremos con operadores de evolucién que conservan el orden en el siguiente sentido

Definicion 6.1.9 Diremos que un operador de evolucion conserva el orden si eriste una relacion de
orden en X (<) tal que

up <wvg = U(t,s)ug < U(t,s)vg para todo t > s

mientras ambas soluciones existan.

Definicién 6.1.10 Dados u < v definimos el intervalo de orden definido por u y v como
[u,v] ={w e X : u<w < v}

La siguiente definicién proporciona el concepto andlogo a punto de equilibrio y sub-supersolucién de la
teorfa de problemas auténomos para la teoria de problemas no auténomos (véase Amann [1], Arnold y
Chueshov [7]).

Definicién 6.1.11 Diremos que una aplicacion continua v : R — X es una trayectoria completa de U
st para todo t > s
U(t, s)v(s) = v(t).

Diremos que v es una supertrayectoria de U st para todo t > s
U(t,s)v(s) < ov(t).

Diremos que v es una subtrayectoria del U si para todo t > s
U(t,s)v(s) > v(t).

Por dltimo, definimos un concepto que serd clave en todo lo que sigue. Nos referimos al concepto de
operador de evolucién exponencialmente estable.

Definicién 6.1.12 Si X es un espacio de Banach y U(t, s) € L(X), diremos que el operador de evolucién
U(t,s) es exponencialmente estable si existen 8 >0 y M > 0 tal que

|U(t, 8)||c(x) < Me P9 para todo t > s.

Consideremos ahora el problema no lineal

ug—Au = f(t,z,u) en Q, t>s
u = 0 en 00 t>s (6.1.1)
u(s) = wo,

planteado en X = C(Q). El siguiente resultado proporciona la existencia local de solucién para el problema
(6.1.1) (véase por ejemplo Amann [3], Danners y Koch-Medina [21], Henry [28] o Lunardi [36] o Mora
[39)).



0.2. UN bREVE hbFASO DEL ARGUMBNTO DINAMICO.

Teorema 6.1.13 Supongamos que f(t,z,u) es una funcidn continua, localmente Holder ent y localmente
Lipschitz en u. Entonces, para todo ug € X = C(Q), existe una tinica solucidn local u(t,s;up) de (6.1.1)
dada por la formula de variacion de constantes

t
u(t,s5u0) = ey + [ A0 (1, u(r,5500)) .

Ademds, si ug € Co(Q) entonces u es continua en t = s.

Por dltimo, supuesto que las soluciones son globales entonces u(t, s;ug) = U(t, s)uo define un operador
de evolucion en X = C(Q) segiin la Definicion 6.1.1. Por las propiedades de reqularizacién de (6.1.1) se
tiene que para todo s > t, U(t,s) es continuo de C(Q) en C3(Q), el conjunto de funciones de clase C!
que se anula en Of).

Nota 6.1.14 Si consideramos el problema planteado en, por ejemplo, X = L1(Q), 1 < q < oo, por la
propiedad de regularizacién del operador de evolucidn, tenemos que todas las soluciones entran en C(Q)
en tiempo positivo. Luego es suficiente estudiar el problema en X = C(1Q).

Sin embargo, ndtese que en tal caso, para poder asegurar la existencia de solucion del problema (8.0.1)
necesitamos imponer restricciones en el crecimiento de f.

Nota 6.1.15 Notese que si ug € Co(Q), la solucion débil definida en el Teorema 6.1.13 es continua en
t =5 y el Teorema 6.1.13 se obtiene directamente de las referencias anteriores.

Sin embargo, si trabajamos con datos iniciales ug € C(Q) o ug € L>®(Q), la solucion débil definida
anteriormente no es continua ent = s lo que hace que la prueba sea mds delicada. Sin embargo, siguiendo
un argumento andlogo al de la prueba del Teorema 1.1.2 se puede probar la existencia de solucion partiendo
de ug € L*(Q).

6.2. Un breve repaso del argumento dinamico.

Los resultados y las demostraciones de las Secciones 7.1 y 7.2 contienen argumentos dindmicos que
pueden quedar ocultos en una primera lectura debido a que dichas demostraciones contienen ciertos deta-
lles técnicos provenientes de las técnicas para EDPs. Estos detalles técnicos son, sin embargo, necesarios
para poder explotar el efecto regularizante de la ecuacién parabdlica

vp—Av = C(t,z)v+D(,z) en Q, t>s,
v = 0 en 0N (6.2.1)
v(s) = wvs.

Esto nos permitird obtener resultados finos en las aplicaciones (véase Seccién 8.3).

Nuestro objetivo en esta seccién es proporcionar una visién abstracta sobre los argumentos dindmicos
que usaremos para obtener los resultados. Para ello mostraremos la parte dindmica de las pruebas haciendo
referencia a dénde encontrar la prueba completa en las secciones siguientes.

El tipo de ecuaciones lineales que consideraremos en las Secciones 7.1 y 7.2 pueden ser escritas en

forma abstracta como
v+ ARy = f(t), t>s
v(s) = ws

en cierto espacio de Banach X, con A(t) un operador en X dependiente del tiempo con dominio constante
DAy f:R->X.
Comenzamos estudiando el caso homogéneo, es decir, f =0,

(6.2.2)

w+A)w = 0, t>s
w(s) = wo.

Supongamos que A(t) define un operador de evolucién lineal U(t, s) y que, por tanto, (6.2.2) tiene una
unica solucién w(t, s;we) = U (¢, s)wg.
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Sea 8 > 0, definimos D = Dg(R, X), la “cuenca de atraccién”, formada por familias de conjuntos
acotados con, a lo sumo, un crecimiento exponencial menor que # en —oo, es decir, familias de conjuntos
acotados de la forma {B(t)}; tales que para todo ty € R existe M (ty) > 1 con

e"||B(t)||x = sup e"||b||x < Mi(to) para todo t < to,
beB(t)

para cierta constante 8 > v > 0.
Entonces, el Teorema, 7.1.2 se puede enunciar como:

Teorema 6.2.1 Supongamos que el operador de evolucién U(t,s) para (7.1.1) en X es exponencialmente
estable, es decir, para algin 3 > 0

Ut s)llzx) < Me= =% para todo t > s. (6.2.3)

Entonces, la inica trayectoria completa de (6.2.2) en D = Dg es la solucidn trivial. De hecho, A =
{A(t)}+ con A(t) = {0} es el atractor en sentido pullback para las familias de acotados en Dg.
Ademds, la solucidon trivial también atrae hacia adelante en tiempo a los acotados de X.

Consideramos ahora el siguiente problema lineal no homogéneo
{ v+ Aty = f(t), t>s, (6.2.4)
v(s) = ws

que, bajo hipétesis adecuadas para f, tiene una unica solucién dada por la férmula de variacién de
constantes, es decir,

ot 530,) = U(t, 5)vs + / Ut 7)f(r) dr. (6.2.5)

Supongamos, ademds, que el operador de evolucién U asociado a A(t) es exponencialmente estable
(véase (6.2.3)). Se tiene entonces el siguiente resultado (véase el Teorema, 7.1.4)

Teorema 6.2.2 Supongamos que el operador de evolucidon U (t, s) es exponencialmente estable en X, esto
es,
U, 8)|lex) < Me P con >0y M>1.

i) Supongamos que
feD=DsR X).

Entonces, existe una tnica trayectoria completa ¢ € D = Da(R, X) de (6.2.4).
i) Supongamos ahora que para algin 1 < o < oo,

fe L7 (R X).

Entonces, existe una trayectoria completa ¢ € Cp(R,X) N L°(R, X) C D de (6.2.4). Ademds, ¢ es la
unica trayectoria completa en la clase D.

Es mds, A= {A@t)}+ = {¢(t)}+ es el atractor pullback de (6.2.4) que atrae a familias de conjuntos
acotados en D = Dg.

Ademds, A = {A(t)}+ = {#(t)}+ atrae hacia adelante en el tiempo a conjuntos acotados de X. Mds
concretamente, para todo acotado B C X, se tiene

lo(t, 500) — ¢(1)||x < Ke =2 ¢ >, (6.2.6)
para todo vy € B, donde K = K(B).

Demostracion. Se puede probar que

t
B(t) = 1 Ut 7)f(r)dr (6.2.7)
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es una trayectoria completa de (6.2.4).
Sea B = {B(s)}s C D. Fijamos {vs}s € B. Sea w(t, s;vs) = v(t, s;v5) — ¢(t). Entonces w es solucién
del problema homogéneo

wy+A)w = 0, t>s
R AT ©28)
Luego, como {B(s) — ¢(s)}s € D, se tiene, por el Teorema 6.2.1,
w(t,s;vs) >0 cuando s — —o0
uniformemente en familias de acotados dependientes del tiempo {B(s)}s C D.
Por tanto, la trayectoria completa ¢ es el atractor pullback de (6.2.4) respecto de la clase D.
Nétese que si fijamos s € R y un acotado B C X, se tiene
[o(t, 53v0) — $@O)llx < Ke™PE=|jog — d(s)[|x < KrePE=") 50 (6.2.9)

cuando t — +o0, para todo vg € B, donde K depende del acotado B. Luego ¢(t) también atrae conjuntos
acotados de X hacia adelante en el tiempo.

Damos ahora una ligera idea de c6mo se prueba que ¢(t) estd bien definida y pertenece al espacio
adecuado. Para més detalles véase la prueba del Teorema 7.1.4. En el primer caso, si f € Dg tenemos,
para algin v < 3,

t
(1) = / DUt 7)™ f(r)dr
— 00

y tomando normas

M
e |p(t < limsup ——— (1 —e B¢ sup ™| f(r
I6@llx < tmsup 2= ( ) sup 1) x

M
= sup e”" || £(7)||x
<t

B—

por lo que ¢ € Dg y, por el Teorema 6.2.1, ¢ es la tnica trayectoria completa en Dg.
Si f € L>®°(R, X) entonces, un simple calculo proporciona

Z. — a—
16(8)1lx < lmsup o (1= 20 || fllimgzn) < ol llim (a0
8§——00 ,B ,3

La prueba de que ¢ € L'(R, X) cuando f € L'(R, X) se tiene usando el Teorema de Fubini. El resultado
en el caso f € L™ (R, X) se sigue por interpolacién en los espacios L™(R, X). Por dltimo, usando la desi-
gualdad de Holder se prueba que si f € L"(R, X) entonces ¢ € L®(R, X). m

En el caso en que f es integrable o, mas generalmente, cuando f es pequefio en +oo, probamos que ¢
tiende a cero cuando t = oo (véase parte iii) del Teorema 7.1.4). Concretamente (véase Corolario 7.1.7),

Corolario 6.2.3 Supongamos que, o bien,
feL’(RX)
para 1l <o < oo; 0 bien, c =00 ¥y
f®)|lx =0 cuando t— oc.

Entonces, ¢, la trayectoria completa cuya existencia establece el Teorema anterior, verifica ¢ € Co(R, X).

Consideremos ahora el problema T-periddico asociado a (6.2.4), esto es, supongamos que A y f son
T-periddicos. El siguiente resultado establece que, en el caso T-periddico, la tnica trayectoria completa
dada por el Teorema 6.2.2 es T-periédica (véase Corolario 7.1.9).
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Corolario 6.2.4 Supongamos que el operador de evolucidn asociado a A(t) es exponencialmente estable
(véase (6.2.3)) y f € L®(R, X). Supongamos que A y f son T-periddicas. Entonces, la tinica trayectoria
completa ¢ € D de (6.2.4) es T-periddica.

Demostracion. Nétese que estamos en las condiciones del Teorema 6.2.2. Luego, sea ¢ € D la tnica
trayectoria completa dada por dicho Teorema. Entonces,

oe(t) + A(t)p(t) = f(t)
y, por la periodicidad de A y f tenemos
¢e(t) + At +T)op(t) = F(t+T)
que, tras un cambio de variable, da
Ge(t —T) + At)p(t = T) = f(t).

Luego, w(t) = ¢(t — T') es una trayectoria completa del problema (6.2.4). Pero, por la unicidad en el
Teorema 6.2.2 tenemos ¢(t) = w(t) para todo t € R, esto es, ¢(t) = ¢(t — T') para todo t € R. Dicho de
otro modo, ¢ es T-periddica. m

Consideremos ahora problemas asintGticamente auténomos, esto es, supongamos que en el problema,
(6.2.4), A(t) = A% y f(t) = f* en cierto sentido cuando t — +00. Como hemos mencionado anterior-
mente nuestro objetivo en esta seccién no es dar una prueba detallada de los resultados aqui expuestos
sino dar una idea de c6mo proceder en el estudio del problema (6.0.1) (véase el Teorema 7.2.1 para un
enunciado més preciso).

Supongamos que el semigrupo generado por AT en X decae exponencialmente. Existe por tanto una
Unica solucién de la ecuacion

Aot = f+. (6.2.10)
Tomando w(t) = v(t) — ¢+ tenemos
{ we+ Atw = f(t) — At)¢*
w(s) = wo—¢T.

Ahora bien,
f) =A@t = (ft) = f1) + (fF = A(t)¢™)

y, de la definicién de ¢*
=A@t = (A(t) — AN)o™.

Luego,
f&) = AT = (f(H) = f1) + (A(t) = AT)¢" =0

cuando t — oo.
Un argumento similar al de la prueba del Corolario 6.2.3 y la parte iii) del Teorema 7.1.4 garantizan
que w(t, s;v9 — ¢) — 0. Por tanto,
v(t,s;u9) = ¢T.

En particular, ¢(t) — ¢ cuando ¢ tiende a infinito.
El estudio del comportamiento cuando ¢ tiende a —oo sigue un argumento similar.

El resultado en el caso en que A(t) y f(t) convergen en cierto sentido a un operador o una funcién
T-periddicos, respectivamente, se obtiene siguiendo un argumento analogo (véase el Teorema 7.2.2).

Como dijimos anteriormente, en las secciones siguientes usaremos los argumentos anteriores sobre el
problema modelo (6.2.1). Para ello, tomaremos X = LI(Q), 1 < ¢ < oo 0 X = C(Q). Obtendremos
entonces condiciones apropiadas finas sobre el potencial dependiente del tiempo C(t,x) que garanticen
que el correspondiente operador de evolucién U = Ug(t, s) estd bien definido y es exponencialmente
estable, véase el Capitulo 7.
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A continuacién, usando el efecto regularizante de Uq(t,s) daremos condiciones finas sobre D(¢,x)
para la existencia de la trayectoria completa ¢ del problema lineal. Nétese que el efecto regularizante
permite reproducir los argumentos anteriores sin asumir que para todo t € R, f(t) € X. Basta suponer
que f(t) toma valores un espacio de Lebesgue més débil L"(Q) para cierto r < ¢ adecuado. Para el
caso de problemas asintéticamente auténomos o periddicos, daremos condiciones adecuadas sobre las
convergencias de C(t,z) y D(t,z) cuando ¢ — +oo para obtener los resultados anteriores de manera
rigurosa. Todo esto requiere el uso de condiciones técnicas que provienen de la Teorfa de EDPs.
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Capitulo 7

Operadores de evolucion para
problemas lineales no auténomos.

En esta seccién haremos un estudio exhaustivo de los operadores de evolucién asociados a problemas
lineales de la forma

u—Au = C(t,z)u en Q, t>s
u = 0 en 0N (7.0.1)
u(s) = wuy

planteado en X = L(), 1 < ¢ < 00, 0 X = C(Q).

Para ello, comenzaremos aplicando los resultados abstractos sobre operadores lineales de evolucién en
Amann [4] al problema (7.0.1).

Si C € C*(R,LP(f)), con 0 < a < 1, para algin p > N/2, entonces el operador dependiente del
tiempo A(t) = A + C(t,z) verifica (4.2.1), pag. 55, de Amann [4]. Por tanto, por el Teorema 4.4.1, pag.
63, de Amann [4], A(t) genera un operador de evolucién con dominio constante D(A(t)) = Wp4(Q) =
W24(Q) N W, %), 1 < ¢ < o0, para todo t € R. Denotaremos dicho operador de evolucién por Uc(t, s)
y asf u(t, s;ug) = Uc(t, s)ug es la solucién del problema (7.0.1).

Usando el Teorema 4.4.1, pag. 63, y el Lema 5.1.3, pag. 69, de Amann [4] junto con las inclusiones de
Sobolev para espacios de interpolacién compleja (ver Amann [3]), puede verse que Ucg(t, s) satisface

eé(tfs)

[[Uc(t, s)uol|Lro) < M Y lluol|La(e),  t>s (7.0.2)

(t—5) ¥

para ciertos M >0, e R, y1 <g<r < oo.
Por iltimo, del Teorema 6.4.2, pag. 85 de Amann [4] se sigue que el operador de evolucién conserva
el orden.

Los siguientes resultados muestran que, en realidad, el exponente § en (7.0.2) es independiente de q y
r y estd fuertemente relacionado con el crecimiento exponencial del operador de evolucién. En particular,
muestran que el operador de evolucidn es exponencialmente estable en L?((2) siy sélo silo es en L™(f2) para
todos 1 < r,q < oo. Estos resultados seran muy ttiles en lo que sigue ya que la estabilidad exponencial
serd una propiedad crucial que usaremos repetidamente en todo lo que sigue.

Lema 7.0.5 Supongamos U = U, como antes, es un operador de evolucion en L1(Q), 1 < ¢ < 00, que
verifica que existen constantes M > 0, f € R tales que

U, 8)||cepa)) < MePt=9)  para todo t > s. (7.0.3)
Entonces, U en L™(R), para 1 < r < 00, verifica
U, 8)||cnr) < KB para todo t—s>1

para algin K > 1. En particular, el tipo exponencial del operador de evolucidn, esto es, el mejor exponente
B en (7.0.3), es independiente del espacio L1(Q).

81
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Demostracién. En primer lugar, nétese que de la estimacién (7.0.2) tenemos
U+ 1L, cr@)e@) < C paratodo teR, sig>r (7.0.4)
U@+ 1,8)||cpa).or@)y < C paratodo teR, siq<r (7.0.5)
Supongamos ahora L™(2) C LI(Q), esto es, r > ¢,y U(t+1,s) =U(t + 1,t)U(t, s). Entonces
U@+ 1, 8)uollLr) < NU(E+1,1)llc(ze(@), L7 @) IU(E, 8)uollLa(n)-
Usando ahora (7.0.3) y (7.0.5) se tiene
Ut + 1, 8)uol|Lr @) < CMe_Beﬁ(tH_s)||u0||Lq(Q) < CMe_Beﬁ(H'l_s)||u0||Lr(Q).

Luego,
U, 8)l ez ) < KePt—9)

para todo t —s > 1.
Supongamos ahora 1 < r < ¢. En este caso, LI(2) C L"(2). Nétese que U(t +1,8) =U(t+ 1,5 +
1)U(s+ 1, s). Luego, usando (7.0.3) y (7.0.4)

[|U(t + 1, 8)uol| L) ClU(t + 1, s)uo||La(a)
CllU@t+ 1,5+ 1)|| gz [U(s + 1, 8)uo||Le(a)
CMPU=I||U(s + 1,8)|| ¢ (L, Loy | ol |1+ @)

C’Me’ﬁeﬁ(t“”) | |’LLO | |L1‘(Q) .

INIA IANIA

De donde,
U, 8)|| ) < KeB(t=3)

paratodot—s>1.m
También se tiene
Lema 7.0.6 Supongamos que U(t,s) verifica (7.0.3). Entonces, para 1 < ¢ <r < 0o se tiene

K(t- 3)7%(%7%) si t—s<2

7.0.6
KeP(t—s) si t—s>2 ( )

U@, 8)llccza),zm@)) < {

para alguna constante K > 0.

Demostracién. De la estimacién (7.0.2) para t — s < 2, se tiene la existencia de una constante K tal

que
1 1

_N(1_1
U (¢, 8)l|cczo@y,i-ay < Ki(t—s)~ 3 @0,

y, para t — s > 2, de (7.0.5), se tiene la existencia de una constante K> tal que

WU )l ema@),er@)y < NUEE =Dl zma@),nr@) U E =1, 8)l|ca))
< Kzeﬁ(t_s).

Luego, se verifica (7.0.6) para cierta constante K > 1. m

Damos ahora condiciones suficientes para la estabilidad exponencial de un operador de evolucién
U(t,s) = Ug(t, s). Para ello haremos uso de la estructura de espacio de Hilbert del espacio L2(f2) asi como
del Lema 7.0.5. Consideramos el problema lineal homogéneo

uy—Au = Ct,z)u en Q, t>s
uw = 0 en 90, t>s (7.0.7)
u(s) = wog-



En el caso mas sencillo, cuando C(¢,x) = C(z) no depende de ¢, sabemos que el semigrupo asociado
a A + C(z) es exponencialmente estable si y solo si el primer autovalor del problema

—(A+C{x))u = du en Q
u = 0 sobre 0N

es positivo.
Ahora bien, para el caso en que C(t,z) dependa del tiempo, sea X = L2(Q) y para cualquier tiempo
fijado t € R, consideramos el primer autovalor A (¢) del problema

—Au—C(t,z)u = At)u en Q
u = 0 sobre 0N

que verifica

/Q (IVul]® = C(t,z)|ul’) dz > Ay (t)|]ul|?, (7.0.8)

para toda funcién regular u, donde hemos denotado por || - || la norma en L*(Q).
Multiplicando la primera ecuacién en (7.0.7) por u(t) e integrando en 2, tenemos

%Ilu(t)II2 +/Q (IVul® = C(t,z)|ul?) dz = 0.

Por (7.0.8) tenemos
d
3/ OIP + M @llu@)* <0

y por el Lema de Gronwall
l[u(®)||* < e 2047 u(s)| .

Por tanto, se tiene la estabilidad exponencial si para algin R, > 0y t > R, s < —R, con R
suficientemente grande, se tiene

fst A1 (r)dr
t—s

>2p3

que, de hecho, se verifica si
liminf X\ (¢) > 0.

t—too

Hemos probado pues el siguiente resultado.

Lema 7.0.7 Sea C € C*(R,LP(Q)), con 0 < a <1, para algin p > N/2. Supongamos que

liminf A1 () > 0

t—too

donde A1 (t) es el primer autovalor del problema

—Au—-C(t,z)u = At)u en Q
u =0 en Of.

Entonces, A+ C(t,z) genera un operador de evolucién exponencialmente estable en LI(Q) para todo
1<qg< .

Consideramos ahora perturbaciones de los operadores de evolucién U = U definidos por las soluciones
de (7.0.1) en L7(Q2), 1 < g < oo. Nuestro objetivo ahora es estimar el efecto de las perturbaciones en el
tipo exponencial del operador de evolucién resultante. De hecho, tenemos,
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Proposicién 7.0.8 Supongamos que U = Ug es el operador de evolucion definido por las soluciones del
problema (7.0.1) en L1(2), 1 < g < 00, como antes, de manera que existen M >0, 8 € R tal que

Uc(t,8)||c(pa)) < MeP =9 para todo t > s. (7.0.9)

Supongamos que P € C*(R,LP(R)), con 0 < a < 1, para algin p > N/2, es una perturbacién dada
dependiente del tiempo de C. Entonces, si denotamos por Pt la parte positiva de P, se tiene
i) Si Pt € LY(R, L>(Q)), entonces el operador de evoluciéon U = Ucyp en L1(Q), verifica

[[Ucyp(t,s)llcra@) < K= para todo t> s

para cierta constante K. )
i) Si PT € L°(R,LP(Q)), con1 <o < oo yp > NT", entonces el operador de evolucion U = Ucyp en
L1(Q), verifica que para todo € > 0 existe una constante K. tal que

[[Ucyp(t,8)|lciza)) < KB+ parg todo ¢ > s.
iii) Si Pt € L®(R, LP(1)), entonces el operador de evolucién U = Ug, p en LI(Q), verifica
[Uc+p(t,s)|lcza) < KeBtMW=9)  porg todo ¢ > s

para cierto v que depende de ||PT || r,Lr(q)) ¥ para alguna constante K.
w) Si P+ € L®(R, L?(Q)) N LY(R,LP (), p > N/2, entonces el operador de evolucién U = Ucp en
L1(Q), verifica que para todo € > 0 existe una constante K. tal que

[Uctp(t,$)l|cmay < KBTI parg todo > s.

Demostracién. Probamos primero que las perturbaciones no positivas no incrementan el tipo expo-
nencial del operador de evolucién. Mds concretamente, probamos que si 0 > P € C%(R, LP(f2)), con
0 < a <1, para algtin p > N/2, entonces

|Uc+p(t, s)uo| < Uc(t, s)|uol

puntualmente en  para todo ug € L9(12). Para ver esto, notamos que si ug > 0 entonces Uo,p(t, s)ug > 0
lo que implica que |Ug4p(t, s)ug| < Uoyp(t, s)|ug|. Por tanto, es suficientemente probar lo anterior para
datos iniciales no negativos. En ese caso, sea u(t, s;up) = Ucyp(t,s)ug > 0. Entonces, como P < 0
tenemos

{ut — Au=C(t,z)u + P(t,z)u < C(t, z)u

u(s) = ug.
Luego, por el principio de comparacion, 0 < u(t, s;ug) < Uc(t, s)ug que es lo que queriamos probar.
Sea ahora P como en el enunciado del teorema. Escribiendo P = Pt — P~ y usando el operador

de evolucién Up_p-(t,5), que también verifica (7.0.9), tenemos que, por la férmula de variacién de
constantes, para todo ug € L1(Q) u(t, s,uo) = Ucyp(t,s)uo se verifica

t
U(t, 8 UO) = UC*P— (tu S)Uo + / UC*P— (ta T)P+ (T)'LL(T, 3 Uo) dr.

Caso A). Supongamos ahora que p > ¢'. En este caso, el término P*(7)u(r, s, uq) puede ser estimado,
usando la desigualdad de Hélder, en L"(£2) con L = %—{—%. Luego, denotando z(t) = e~ #¢=9)||u(t, s; uo)|lLa(),
usando (7.0.2), y (7.0.9) tenemos

t
M
2(t) < Mjuol| ey + / — P ()l () dr
s (t - 7') 2p
y, ademds, para todo s <ty <t

t
A0 S M)+ [ T POl ozt i



Aplicando ahora el Lema de Gronwall singular (ver més adelante), con 8 = % < 1 obtenemos lo que
querfamos probar en este caso.

Caso B). Supongamos ahora que p < ¢'. En este caso, usando la desigualdad de Hdlder, sélo podemos
obtener una estimacién del término P¥(7)u(, s,ug) en L*(f2), pero, como el caso ¢ = p’ estd incluido en
el Caso A), anterior, tenemos

Blt—s) FMEED
llu(t, s, uo)l|La(e) < Me lluollza(e) +/ F”P (Mllze @) llu(T, s, u0)ll e (o) dT
s — 1) 24

y entonces

. . C POl
5, u0) 1) < Me* ol () + M2l 120 [ e dr
s (t—71)2d (1 —5)2" ¥

donde p es o bien 8+ ¢, o bien 8+« segin los casos ii), iii) o iv) del enunciado del teorema. Para probar
el resultado, basta usar la desigualdad de Holder y observar que tomando 7 = s + z(t — s) tenemos

¢ dr P o dz
o' N TN (11, = (t_s) o o' N TN (L_1y
s (t—T) 247 (7—_3)‘7 2 \q ™7 0 (1 _z) 2¢" 27 2 \q

g N IN (1
C0n2—q,<1y(f7(a

%

— 1) <1yaque Z¥ < p <q'. Por tanto,

i _ N
)

[lu(t, s,u0)||La() < MQG”(FS)”UO”L‘!(Q) (1 +(t—s)""" ”C(U,Q;p)||P+||La(R,LP(Q)))'

Probamos ahora el siguiente Lema que hemos usado en la prueba anterior.

Lema 7.0.9 Un Lema de Gronwall singular
Supongamos que a € L7([0,00)), 1 <0 < o0 y 0 < 2(t) es una funcion localmente acotada tal que
para todo 0 < ty < t verifica

t
2(t) < Mz(to) + /t %Z(T) dr (7.0.10)

con Bo’ < 1. Entonces, para t > 0 se tiene
0 < 2(t) < M(y)e

donde vy =0sioc =1 (y f=0), o es arbitrariamente pequenia si 1 < o0 < 0o y Bo’ < 1, 0y es
proporcional a ||a||1L{,E,1(62) sic=00y0<B<1.
En particular, si a € L*®([0,00)) N L1([0,00)) y 0 < B < 1 entonces, para t > 0,

0< z(t) < M(y)e
donde v es arbitrariamente pequeno.

Demostracion. Por una parte, nétese que el caso 0 = 1, f = 0 se reduce al lema de Gronwall usual y
entonces z(t) < Mz(0)elo ®5)ds y ¢l resultado, por tanto, es obvio.

Por otra parte, el caso 0 = 0o y 0 < 8 < 1 es un caso particular del lema de Gronwall singular de [28]

1/(1—
(Lema 7.1.1, pag. 188) que da v = ([|al| p=(0.00)T(1 = 8)) /" 7.

Por tanto, queda probar el resultado en el caso 1 < o < 00 y So’ < 1. Nétese que en este caso podemos
tomar Tp suficientemente grande de manera que ||al| - (7,,00) S€a tan pequefio como queramos. Adema4s,
de (7.0.10) tenemos que para To < to <t < to + 7', denotando w(to, T') = supy, <, <447 2(7) y usando la
desigualdad de Holder,

t 1 1/0’'
2(t) < Mz(to) + w(to, T)|all Lo (t6,t0+7) (/t =)o dT) < Mz(to) + w(to, T)0(To, T)
0
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donde denotamos 6(Tp,T) = ||a||La(TO,Oo)C(ﬂ,a’)Tl/"'_ﬁ, para alguna constante C(8,0").
Ahora, dado Ty, elegimos T tal que 6(To,T') = ||a|| £+ (13,00) C(B, o')T'/?'~# = 1/2. Tomando supremo
en tyg <t <ty+ T tenemos,

2(t) <w(te) < 2Mz(ty), paratodo to<t<to+7T.

Escribiendo t; = to + T y repitiendo el proceso y la estimacién anterior obtenemos una sucesién
tn, = to + nT tal que

z(t) < (2M)"2(to), paratodo to+ (n—1)T <t <tg+nT

de donde,
i2t0 4 q 41
2(t) < (2M)™T T z2(te) < (2M)T7 2(tp), para todo t > to.
Basta ahora elegir Ty suficientemente grande para que T sea tan grande como queramos para obtener el
resultado.

Por {ltimo, si a € L*>([0,00)) N L1([0,00)) ¥y 0 < B < 1 entonces siempre podemos elegir o tal que
a € L7([0,0)) y Bo' < 1 con lo que obtenemos el resultado. m

Como consecuencia de los resultados anteriores tenemos el siguiente corolario que sera de gran utilidad
mas adelante.

Corolario 7.0.10 En las hipdtesis de la Proposicion 7.0.8, supongamos ademds que el operador de evo-
lucion Uc(t, s) es exponencialmente estable en L1(Q), es decir, supongamos que se verifica (7.0.9) con
B < 0. Entonces,

i) 8i P* € LY(R, L*()), o Pt € L°(R,LP(N)), con 1 <o < o0 y p > NT"I, entonces el operador de
evolucion U = Ucyp en L1(Q), es exponencialmente estable.

i) Si P+ € L®(R,LP(Q)), con p > I, entonces el operador de evolucion U = Ucyp en LI(Q), es
exponencialmente estable supuesto

-5
B+ (M||PF || poo , Lo T(1 — 8)""" <0

dondeéz% < 1.

i) Si Pt € L®(R,LP(Q)) N LY(R, L?(Q)), con p > %, entonces el operador de evolucion U = Ucyp en
L1(Q), es exponencialmente estable.

Una mirada detallada a la prueba anterior nos permite obtener la siguiente observaciéon que usaremos
més adelante:

Nota 7.0.11 La Proposicion 7.0.8 y el Corolario 7.0.10 siguen siendo ciertos si pedimos que
Pt € L7([sg,00), LP(Q))
para algin so € R y o y p como en los enunciados anteriores. En tal caso, obtenemos la estimacion
Uc(t,8)||cpaa)) < MSOe(ﬂ'H)(t_s) para todo t > s> sg

donde v es arbitrariamente pequefio o depende de ||PT||Lo(1s0,00),7(0)) S€gin los casos anteriores.
Para obtener una constante My, independiente de so necesitaremos, pues, obtener una cota uniforme
de || Pt|| Lo ([s0,00),L7(2)) l0 que requiere que PT € L7 (R, LP(12)).

El siguiente corolario establece un resultado que serd de utilidad en el estudio de problemas asintéti-
camente auténomos.

Corolario 7.0.12 Sea C € C*(R,L?(2)), con 0 < a < 1, para algin p > N/2, tal que el operador de
evolucion generado por A + C(t,x) es exponencialmente estable.
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i) Supongamos que existen C*T € LP(Q) y Ty € R tales que C — Ct € Lo ([Ty,00), LP(Q)) con, 1 <o < 00
yp> NT"', obienoc =00y
Jlim [|C(#) - C*||zr () = 0.

Entonces, el semigrupo generado por A + CT decae exponencialmente.
it) Supongamos que ezisten C~ € LP(Q) y To € R tales que C — C~ € Lo((—o0,Tp], LP(Q)) con,
1<o<xxyp> NT"’, o bienoc =00y

Jm [IC(t) = C7||Le(e) = 0.

Entonces, el semigrupo generado por A + C~ decae exponencialmente.

Demostracion. Como el operador de evolucién Uc es exponencialmente estable sabemos que
|Uc(t, 8)l|cmaoy < MeP=*) paratodo t>s.

para cierto § < 0.

i) Sea P(t,z) = C*(x) — C(t,z). Las hipétesis del corolario implican que, para sy suficientemente
grande, la norma || P|| o ([50,00),L7(0)) €S tan pequefia como queramos. Por tanto, de la Proposicién 7.0.8
y la Nota 7.0.11 tenemos que

{Uctp(t,s)|lciLa(a) < M, eB+)=9)  paratodo t> s> sg (7.0.11)

para € arbitrariamente pequefio.

Por tltimo, como C(t, z)+P(t,z) = CT(z) tenemos que T+ (t) = Ug+ (t+50, 80), t > 0, es un operador
de evolucién auténomo, es decir, un semigrupo. De hecho, es el semigrupo generado por A + C™. Luego,
de (7.0.11), T+ (t) decae exponencialmente.

ii) Sea P(t,x) = C~(z) — C(t,x). Las hipétesis del corolario implican que, para to suficientemente
negativo, la norma ||P||Le([s,t],L7(2)) €S tan pequefia como queramos. Por tanto, por la Proposicién
7.0.8 y la Nota 7.0.11 tenemos que se verifica (7.0.11) para todo sgp < s < t < to con ¢ arbitrariamente
pequeno.

Como antes, al ser C(t,z) + P(t,z) = C~(x) el semigrupo generado por A + C~ verifica To- (t) =
Uc- (to, to — t). Luego, por (7.0.11), podemos encontrar ¢ tal que

[|1Te- ()|l zze@) <1

y, por tanto, T (t) decae exponencialmente. m

7.1. Trayectorias completas de problemas lineales.

Comenzamos estudiando el caso homogéneo. Para ello, consideramos el siguiente problema

wy—Aw = C(t,z)w en , t>s
w(s) = wo (7.1.1)
w = 0 en 00

donde € es un dominio acotado en RY y C € C*(R, L?(Q)), con 0 < a < 1, para algin p > N/2.

Sea Uq(t,s) el operador de evolucién en X = LI(Q), 1 < q < o0, 0 X = C(Q) asociado con el
problema anterior, es decir, Ug(t, s)wo = w(t, s;wp)-

Sea 8 > 0, definimos D = Dg(R, X), la “cuenca de atraccién”, formada por las familias de conjuntos
acotados con crecimiento en —oo a lo sumo exponencial con exponente menor que 3, es decir, familias de
acotados de la forma {B(t)}; tales que para todo tg € R existe My (o) > 1 tal que

e"||B(t)||x = sup e||b||x < Mi(ty) para todo t < t,
beB(t)

para cierta constante 8 > vy > 0.
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Nota 7.1.1 Ndétese que, en particular, D incluye la clase Dy que incluye la clase de acotados fijos, es
decir, B(t) = B para algin acotado B.

Ndtese también que D incluye funciones ¢ sin mds que tomar B(t) = {¢(t)} para cada t € R.

Por 4ltimo, ndtese que la clase D impone cierta restriccion al crecimiento cuando t — —o0 pero no
cuando t — +00.

Teorema 7.1.2 Supongamos que el operador de evolucidon Uc(t,s) para el problema (7.1.1) en X =
L1(Q), 1< g< oo, 0 X =C(Q), es exponencialmente estable, es decir, para algin f > 0

|Uc(t,s)|lzx) < Me P15 para todo t > s. (7.1.2)

Entonces, la inica trayectoria completa de (7.1.1) en D = Dg es la solucién trivial. De hecho, A =
{A(t)}+ con A(t) = {0} es un atractor pullback que atrae a las familias de acotados en Dg.
Ademds, la solucidn trivial también atrae hacia adelante en el tiempo a los acotados de X .

Demostracién. Es claro que {0}; € D es una trayectoria completa de (7.1.1). Por tanto, tenemos que
probar la unicidad. Sea ¢ € D una trayectoria completa. Entonces

P(t) = Uc(t,s)y(s) paratodot > s
y, tomando norma en la expresién anterior, tenemos

lo®llx < [[Ue(t,o)llex) [b(s)llx < Me P My(t)er.

Haciendo ahora s tender a —oo,
[l¥(t)||x =0 paratodoteR

por ser v < (. Luego, la tnica trayectoria completa acotada en D es 0.
Sea {B(s)}s € D. Entonces, para todo w, € B(s),

MeP=)||B(s)||x
Me_B(t_s)Ml (t)e"rs < Mz(t)e(ﬂ—ws (7.1.3)

|Uc(t, s)ws||x <
<

para cierto v < . Luego, tomando limite cuando s — —oo tenemos
Uc(t,s)ws = 0 cuando s & —o0

para todo t € R.
La atraccién hacia adelante se sigue directamente de la condicién de estabilidad exponencial (7.1.2).
Por tanto, el resultado queda probado. m

Nota 7.1.8 Para probar el teorema anterior en el caso de atraccidn de conjuntos acotados (esto es,
cuando D estd formado por las familias de conjuntos acotados independientes del tiempo) no es necesario
suponer la estabilidad exponencial de U. Es suficiente suponer que el operador de evolucion decae a cero
cuando s tiende —o0, es decir,

U, 8)||lcx)y =0 ass— —oo.

Consideramos ahora el siguiente problema lineal no homogéneo

vp—Av = C(t,x)v+D(t,z) en Q t>s
v(s) = ws (7.1.4)
’U|3Q = 0, en 0N

planteado, o bien en X = LI(f), 1 < ¢ < 00, 0 bien en X = C(Q).
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Supongamos C € C*(R,LP(f)), con 0 < a < 1, para algin p > N/2,y D € L} (R,L"(f)), para
algin Nqi\;q <r<oosiX =LY or > N/2si X = C(Q). Entonces, existe una tinica solucién de

(7.1.4) dada por la férmula de variacién de las constantes, es decir,

v(t, s,vs) = Uo(t, s)vs + /t Uc(t,7)D(7)dr. (7.1.5)

Supongamos ademds que el operador de evolucién Ug asociado a A + C(t,x) es exponencialmente
estable, como en la Seccién 7.1.

Entonces, el siguiente resultado establece la existencia de una tnica trayectoria completa de (7.1.4)
bajo dos tipos diferentes de condiciones sobre el comportamiento de D cuando t — —oo.

Teorema 7.1.4 Sea X = L(N), 1 < ¢ < o0, 0 X = C(Q). Supongamos que el operador de evolucién
Uc(t,s) es exponencialmente estable, es decir,

1Uc(t,s)|lcx) < Me Pt=5)  con B>0yM>1.
i) Supongamos que

D € Ds(R, L™ (1))
con N]j_%q <r<ocosiX=LIN),1<g< o0, 0oN/2<r<oo,s X=CNQ).
Entonces, existe una inica trayectoria completa ¢ € D = Dg(R,X) del problema (7.1.4).

i1) Supongamos ahora que o bien

D e L((—o0,T),L"(Q)) para todo T < o0,

o bien
DeL’(R L (D))
(que corresponde con el caso T = o0), para 1 < o < o0 y cierto Nli';q <r<oosiX =LYA) o
N/2<r<osi X =C(Q).
Entonces, existe una trayectoria completa ¢ € L7((—o0,T),X) N C(R,X), para todo T > 0, del
problema (7.1.4).

Si ademds, suponemos que, o bien 1 < o < 00 y N]Zfiqzq <r<oo, si X =L1N), o No' /2 <1 < o0,
si X = C(), respectivamente, o bien 0 = 1 yq <r < oo, si X = LI(N), or = 00, si X = C(N),
respectivamente. Entonces ¢ € L7((—o0,T), X) N Cyp((—00,T],X) C D = Da(R, X), para todo T > 0, y

es la unica trayectoria completa en esta clase.

En cualquiera de los casos anteriores en los que la trayectoria completa verifica ¢ € D = Dg(R, X),
se tiene que A = {A(t)}: = {#(t)}+ es el atractor pullback del problema (7.1.4), atrayendo familias de
acotados en D = Dg(R, X).

Ademds, A = {A(t)}y = {#(t)}+ atrae acotados de X hacia adelante en el tiempo. Concretamente,
para todo acotado B C X, se tiene

llv(t, s500) — p(1)||x < Ke P2 ¢ (7.1.6)
para todo vo € B, donde K = K(B).

Demostracién. Probamos primero la existencia de una trayectoria completa del problema (7.1.4). De-
finimos

60 = [ UcnD@r (7.17)

Si ¢(t) estd bien definida entonces es una trayectoria completa de (7.1.4) ya que, dado t > s

8§

o) —Uc(t,s)p(s) = / Uc(t,T)D(T)dT—Uc(t,S)/ Uc(s, 7)D(T)dT

— 00

t Uc(t,7)D(7)dr (7.1.8)

s
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Ademids, en tal caso, tendriamos ¢ € C(R,X). Veremos mds adelante que ¢(t) estd bien definida y
pertenece a D = Dg(R, X). Por ahora, supongamos que lo hemos probado.

Sea B = {B(s)}s C D. Fijamos {vs}s € B. Entonces, la solucién de (7.1.4) viene dada por la férmula
de variacién de constantes (7.1.5). Sea w(t, s; vs) = v(t, s;v5) — ¢(t). Entonces w es solucién del problema
homogéneo

w—Aw = C,z)w en Q, t>s
w(s) = wvs— @(s) (7.1.9)
w = 0 en 0N

Luego, como {B(s) — ¢(s)}s € D, del Teorema 7.1.2 se tiene
w(t,s;vs) >0 cuando s — —o0

uniformemente en familias de acotados dependientes del tiempo {B(s)}s C D. Luego, para todo ¢t € R
v(t,s;vs) = ¢(t) cuando s = —oo.

Hemos probado, pues, que para todo ¢t € R, A(t) = {¢(¢)} es el atractor pullback a tiempo ¢ del problema
(6.2.1).
Notese que si fijamos s € R y un acotado B C X se tiene

[lv(t, s;v0) — (t)]|x < Kefﬁ(t*s)HvO —¢(9)|Ix < Kie Bt 40 (7.1.10)

cuando t — 400, para todo vg € B, donde K; depende del acotado B. Luego, ¢(t) también atrae hacia
adelante en el tiempo a los acotados de X.

Pasamos ya a probar que ¢(t) estd bien definida.
i) Como 5. <r <oosi X =LIN), 1 <g<00,0N/2<r<o0,si X =C)yD e Ds(R,L"(?),
entonces, de (7.1.7) tenemos que, para todo t < #o,

e p(t) = /t UG (t, 7)€’ D(7)dT

— 00

y usando (7.0.2), llegamos a

4
60)|lx < supe D)@y [ (=) FG De g
7<t — 00

con 1 <g< 0.

Ahora bien, como r > #A;q,si 1< g<o00,0N/2<r < 00siq= 00, tenemos que & (%—%) <1y,
por tanto, el término integral estd acotado, independiente de ¢.

Luego ¢ € D y, por el Teorema 7.1.2, ¢ es la tnica trayectoria completa en D.

ii) Supongamos ahora que D € L°((—o0,T),L"(Q)) para todo T < oo (0 incluso, para T = oo si
D e L°(R, L™ (f))) y distinguimos varios casos.

Caso a) Supongamos que D € L?((—00,T),L"(2)),1 <0 <00y g<r<o0,si X =LQ), 1< q< o0,
0l1<o<ooyr=o0siX =C(Q), respectivamente.
Comenzamos con el caso o = co. Entonces, de (7.1.7) tenemos que, para t < T,

§——00

t
l6@llx < lmsup / [Uc(t,7)D()]|x dr
M

< limsup = (1 —e_B(t_S)) sup 1D ()| x (7.1.11)
7<t

§—>—00

M
< F”D”Lw((foo,T),X)-

Entonces, ¢ € L*((—o00,T), X).
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Probamos ahora el resultado en el caso en que ¢ = 1, es decir, D € L'((—o00,T),X). De (7.1.7),
tenemos

T T t
Wl = [ lowlxdes [ [ Wot D@ drat

T t
< / / Me=B=7||D(r)|| x drdt
_T _oo
< / / Me=B4=D)||D(r)||x dtdr
- T
< ¢ [ ID@Ilxdr = CIDllux(-sem;

donde hemos usado el Teorema de Fubini y la acotacién de fTT Me~P(t=7)d¢t independiente de 7 y T' < oo.
Luego, ¢ € L'((—o0,T), X).

Ahora, del teorema de interpolacién en espacios LP(f2) (ver Teorema 5.2.3, p. 111, en Bergh y Lofstrom
[16]) tenemos que si D € L7 ((—o00,T),X), 1 < 0 < 0o, entonces ¢ € L7 ((—o0,T), X) y

1Bl 27 ((—00,7),x) < ClID|| Lo ((=00,T),X)-

Por 1ltimo, probamos que si tomamos D € L7 ((—o0,T), X),1 < o < 00, entonces ¢ € L>((—o0,T), X).
En efecto, sea 1 < o < oo entonces, de la expresién (7.1.7), usando la desigualdad de Holder, tenemos
que parat < T

t
léollx < tmsup [ Vot D) xdr
s—>—00 Jsg
1 sor-0\\'" ([ e
< Mliglfgf (@ (1 —e )) (/_oo [|1D(7)||% dT) (7.1.12)
M

Gonire | Pllee (meom),2)-

Luego, ¢ € L>®((—00,T),X). El caso o = 1 se prueba de manera anéloga.

Caso b) Sea X = L1(2), 1 < ¢ < oo. Supongamos que D € L7((—o0,T),L"(2)), 1 < ¢ < o0,
Nlti 7 <r<ag En este caso, necesitamos usar la estimaciones de regularidad LP-L? para el operador de
evolucién, ver (7.0.2).

Comenzamos con el caso o = 0o. Supongamos D € L*®((—o0,T'), L"(Q2)) con Nqi\;q < r < q. Entonces,
parat <T,
¢
6@l < [ Vet D@ odr
—0o0
¢
< Msup||ID(1)lzr(o / (t—r)~ 3 (-emdtndr (7.1.13)
TS — o0

donde hemos usado (7.0.2). Ahora bien, como r > 2% tenemos ¥ (L —1) <1 or tanto, el término
q Y’ p )

N+2q 2 \r
integral anterior estd acotado independientemente ¢. Luego, de (7.1.13),

[16]] 2o ((—00,1),9(02)) < Cl|D|[Lo ((—c0,T),L7(2))-

Supongamos ahora que o = 1, es decir, D € L!((—o0,T), L"(2)). Entonces, usando (7.0.2) como en
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(7.1.13), tenemos

T t
_N(1_1 —B(t—1
18llL1((—o0sr),e(2)) < / / (t =)~ % (=3 Me P D(r) || 1 0y dr dt

T T—1 N/1 1
- / [/ Ms TG De P at | |ID()|ze ) dr
—0o0 0

IN

T
C/ [[D(T)|| (@) AT = C||D||L1((=00,T),L7(2))

donde hemos usado el Teorema de Fubini y la acotacién de la integral fooo 37%(%7%)e_53ds, ya que

N
r> N+‘12q.
De nuevo, el resultado en el caso D € L7((—00,T),L"(Q)), 1 < 0 < o0, se sigue del teorema de

interpolacién para los espacios LP como en el Caso a) anterior.

Por dltimo, probamos que si D € L°((—o0,T),L"(Q)), 1 < ¢ < oo, % < 1 < g, entonces

¢ € L®((—o00,T), L1(0)). De hecho, sea 1 < ¢ < oo entonces, como en (7.1.13), usando la desigualdad
de Hélder tenemos que, para t < T,

t
16(®lze@) < tmsup [ [[Ue(t, D) 1a(e dr
s—>—00 Jg
oo N(1_1 ’ 1/0’ t Ve
< (/ 5T (3) b0 ) (/ DO dT) (7.1.14)
0 —o0
< ClIDpe((~o0m),E7(2))
donde hemos usado que "'TN (% - %) <lyaquer > Njgf’_;%q. Luego, ¢ € L>=((—o0,T), L4(Q)).

Caso c) Sea X = C(). Supongamos que D € L°((—o0,T), L"(2)) con 1 < o < 0o, r > N/2. Este caso
se prueba como el caso Caso b) con ¢ =00 y,0bienr =cosioc=1,0bien r > N¢'/2si1 < o < 0.
[

Nota 7.1.5 En la primera parte del caso ii) del Teorema hemos probado la existencia de una trayectoria
completa ¢ € L7 ((—o00,T), X) N C(R,X). En particular, esta trayectoria completa puede ser no acotada
en tiempo e incluso no pertenecer a la clase D. Es por esto por lo que no podemos probar unicidad para
tales ¢(t). Sin embargo, la trayectoria completa ¢(t) es unica en la clase ¢ + Dg.

Nota 7.1.6 Obsérvese que, por un argumento similar al de la prueba del Teorema anterior, si definimos
Ey, = {f € C(RX) : e ?tf € Cy(R,X)}, con B > a > 0, se puede probar la ezistencia de una
trayectoria completa en Ey supuesto D € E,. En tal caso necesitamos restringir la cuenca de atraccion
D a familias de acotados con a lo sumo un crecimiento exponencial menor que 8 — a.

Si consideramos solo atraccion pullback basta trabajar en

E, ={feCR X): e¥f e Cy((—o0,7),X) para algin T € R}.
De manera andloga, si consideramos atraccion hacia adelante, basta trabajar en
Ef ={fe€e CR,X): e *f e Cy((1,0),X) para algin T € R}.

Notese que después del Teorema anterior, una cuestién interesante es conocer el comportamiento
asintdtico de la trayectoria completa cuando ¢ — £00. De hecho, mirando mas de cerca la prueba anterior
se tiene que, en los casos del Teorema en los que ¢ € Cy(R, X), dicha trayectoria completa converge, en
realidad, a cero cuando t — +00, como probamos a continuacion.
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Corolario 7.1.7 Sea X = L1(Q), 1 < ¢ < 00 0 X = C(Q). Supongamos que el operador de evolucion

asociado a A + C(t,z) es exponencialmente estable.
i) Supongamos que D € L ((—o0,T),L"(Q)), para T < 0o, con, o bien 1 < o < 0, % <r<oo, 0

c=1yqg<r<oc,00=xy Nli%q < r < oo. En el caso 0 = oo supondremos ademds que
1f; D ) = 0.
lim|[D(8)]|z-(@) = 0

Entonces, ¢(t) - 0 en X cuando t - —oo.
i1) Supongamos que D wverifica las hipdtesis del Teorema 7.1.4 y que D € L ((T,0),L"(Q)), para T >
—00, con o y r como en caso i). Ademds, en el dltimo caso, supondremos

Jim (D ()] Lr@) = O-
Entonces, ¢(t) = 0 en X cuando t = co. Luego, para todo conjunto B C X acotado se tiene

v(t,z;v90) >0 en X cuando t— o0

uniformemente para vy € B.

Demostracion. El caso i) es una consecuencia directa de las desigualdades (7.1.11), (7.1.12), (7.1.13) y
(7.1.14).

Por tanto, queda probar que ¢(¢) — 0 en X cuando ¢ — oo. En tal caso, el resto de resultados son
consecuencia de (7.1.6). Para ello, nétese que toda solucién de (7.1.4) verifica la férmula de variacién de
constantes (ver (7.1.5))

t
o(t, 5;4) = Uo(t, s)vs + / Uc(t,7)D(r) dr

y como el operador de evolucién es exponencialmente estable, el primer término tiende a cero cuando
t — oo. Para el término integral, sean t > T > s que fijaremos luego. Entonces

Caso a) Supongamos que, o bien X = LI(Q), 1 < g< oo,y 1 <0 < 0o, r > g; o bien X = C(Q),
1<o<oc0yr=no0.
Supongamos que o = oco. Dado ¢ > 0, tenemos, por un parte,

t T t
/ Uc(t,7)D(1)dr < / [|Uc(t, 7)D(1)||x dT+/ [|Uc(t,7)D(1)||x dT
s X s T

t t
/ [Uc(t,)D()||x dr < / Me=84=)||D(r)| x dr
T T

M
M (1 _ efﬁ(t*T)) ess sup || D(7)||x <
B =T

eligiendo T suficientemente grande. Por otra parte,

€

<
- 2

(7.1.15)

T T
/ [Ue(t,")D()||x dr < / Me 84| |D(7)||x dr

M g B(T-s £
5 B(t-T) (1_e B(T )) IDlle=(ae)x) <5 (7-1.16)

eligiendo t suficientemente grande. Luego, para todo t suficientemente grande

lle(@®llx <e,

es decir, ¢(t) = 0 en X cuando t = co.
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En el caso en que D € L7 ((T,0),X), 1 < 0 < 00, argumentando como en (7.1.12) en la prueba del
Teorema, 7.1.4, tenemos

1— e_ﬁa" (t-T)

/
g
B ) IPllze((m0.x) < 5

/||Uct7' xdr < M(

! s (1=
| e np@ilxar < e ] Dl <

N ™

para T grande y t — oc.
El caso o =1 se tiene de manera andloga.

Caso b) Supongamos X = L1(2),1 < g< o0,y 1 <0 < o0, NIZ,LE,Q <r<g.

Supongamos ademés o = co. En tal caso, r > Nli%q.
del Teorema 7.1.4, tenemos que para T' grande y ¢t — oo

Argumentando como en (7.1.13) en la prueba

e B(t*T) £
/ ||UC t T )HLq(Q)dT < MeSS sup||D( ||L7‘(Q)/ wd'f < 5
y
T N1 1 T
/ [[Uc(t, 7)D(1)||pe(@ydr < M(t—T)_?(;_E)/ e P\ D(7)||pr(ydT
< K. 801 (1 _efB(Tfs)) D[ o Lo < =
=~ ,8 ((S,OO), ( )) 2

para cierta constante K > 0.
Supongamos ahora 1 < ¢ < oo. De nuevo, argumentando como en (7.1.14) en la prueba del Teorema,
7.1.4, tenemos que pata T grande y t — 00

¢ —Bo' (t—7) 1o’ c
/IIUctT (Mpa@dr < M /th ID[|ze (1), 27(0) < 5
T ( (F-%)e 2

t—7)2\r"a
y
T _ﬂ(l_l) T 760'1()577—) l/a'l
/ [[Uc(t, 7)D(7)||paqydr < M@t —-T)" 2\""4 e dr 1D Lo ((5,00),L7(€2))
] e
< 1 _ e_BJI(T_s)

_B(+—T 3
Ke P0=T) (T) [1D|] Lo ((5,00),L7(02)) < 2

para cierta constante K > 0.

Caso c) Sea X = C(Q). Supongamos que D € L?((T, <), L"(2)) con 1 < o < oo, r > N/2. El resultado
en este caso se obtiene como el Caso b) con g=ococyr =oco. ®

Ahora, combinando los argumentos del Teorema 7.1.4 y el Corolario 7.1.7, tenemos el siguiente

Corolario 7.1.8 Sea X = L(Q), 1 < ¢ < 00 0 X = C(Q). Supongamos que el operador de evolucion
asociado a A + C(t,z) es exponencialmente estable.

Supongamos que Dg estd en las hipdtesis del Teorema 7.1.4 y denotamos por ¢o la trayectoria completa
correspondiente. Supongamos ademds que D — Dg estd en las hipdtesis del Corolario 7.1.7.

Entonces, (7.1.4) tiene una trayectoria completa, ¢, y ¢ — o — 0 cuando t tiende a 00 0 —oo, de
acuerdo con los casos del Corolario 7.1.7.
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Notese que, por ejemplo, lo anterior es valido si Dy € Dg(R, L™ (2)) mientras que D—Dg € L7 ((—o0,T), L™(2)).
En tal caso, D no verifica las hipé6tesis del Teorema.

Consideramos ahora el problema T-periddico asociado a (7.1.4), es decir, suponemos que C(t,z) y
D(t,z) son funciones T-periddicas. El siguiente resultado establece que, en el caso T-periddico, la dnica
trayectoria completa dada por el Teorema 7.1.4 es T-periddica.

Corolario 7.1.9 Sea X = L(Q), 1 < g < 00, 0 X = C(Q). Supongamos que C € C*(R,LP(Q)), con
0 < a <1, para algin p > N/2, y el operador de evolucién asociado a A + C(t, ) es exponencialmente
estable, y

D e L*(R,L"(2))

para cierto Njiq2q <r<oosiX=LIN) o cierto N/2 < r < o0 si X = C(Q) respectivamente.

Supongamos que C(t,z) y D(t,z) son funciones T-periddicas. Entonces, la 1inica trayectoria completa,
¢ € D del problema (7.1.4) es T-periddica.

Demostracién. Nétese que estamos en las hipétesis del Teorema 7.1.4 ya que D € Dg(R, L™ (2)). Sea
¢ € D la unica trayectoria completa dada por el Teorema 7.1.4. Entonces,

¢u(t) — Ag(t) = C(t, 2)¢(t) + D(t, z)
y, por la periodicidad de C'y D tenemos
dr(t) — Ap(t) =Ct+T,2)¢(t) + Dt + T, z)
que después de un cambio de variable da
ot —T)—Ap(t—T)=C(t,x)p(t —T) + D(t,z)
Asi, w(t) = ;;ﬁ(t —T) es una trayectoria completa del problema (7.1.4). Pero, por el Teorema 7.1.4 tene-

mos que ¢(t) = w(t) para todo t € R, esto es, ¢(t) = ¢(t — T) para todo ¢t € R. En otras palabras, ¢ es
T-periédica. m

7.2. Problemas lineales asintéticamente auténomos y periédi-
cos.

En esta seccién estudiamos el problema lineal de evolucion

vp—Av = Ct,z)v+D(,z) en Q, t>s
v = 0 en 0N (7.2.1)
v(s) = wo

donde C(t,z) y D(t,z) convergen en algin sentido cuando ¢ — oo.

En el caso en que C y D converjan a funciones independientes del tiempo veremos mas adelante que,
en condiciones adecuadas, el comportamiento asintético hacia adelante y desde atras en el tiempo de
las soluciones del problema (7.2.1) viene descrito en término de ciertas funciones ¢ (z) que pueden ser
caracterizadas como soluciones de ciertos problemas elipticos.

Probaremos un resultado andlogo en el caso en que C' y D sean funciones periddicas.

Teorema 7.2.1 Sea X = LI(Q), 1 < ¢ < o0 0 X = C(Q). Supongamos que el operador de evolucién
asociado a A + C(t,z) es exponencialmente estable.
i) Supongamos que existe C~ € LP(Q) para algin p > N/2 tal que, para T < oo,

C—-C™ €L ((—00,T),LP(Q))
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con p> Ny
i |C(t) = C ™ ||ze(e) =0

8t 0 = 0.
Supongamos también que existe D~ € L™(Q) tal que, para T < oo,

D—D" € L7((—o0,T), L"(2))

No'g <r§oo,a:1yq§r§ooobiena:oo,%‘;q<r<oo,y

con, o bien 1 <o <00, Fois =

Jlim_ (D) = D |z = 0.

Entonces, existe una unica solucion ¢~ de

{—Aq&‘ = C (z)¢— + D (x)
boa = 0.

y (7.2.1) tiene un atractor pullback dado por una trayectoria completa de (7.2.1) A= {A®t)} = {¢p(t) }+
que verifica ¢(t) = ¢~ en X, cuando t - —oo.

i) Supongamos que C' y D estdn en las condiciones del Teorema 7.1.4. Supongamos ademds que eziste
Ct € L*(Q) para algin p > N/2, tal que para —co < T,

(7.2.2)

CeDs(RLF(Q) y C—-CTeL((T,00),LP(N))

con p > NT"’, y .
tl_lfgo“C(t)—C llLr) =0

81 0 = Q.
Supongamos también que existe DT € L7 (Q) tal que, para —oo < T

D e Dg(R,L"(Q)) y D-—D%eL(T,o00),L"())

No'q

con,obien1<a<oo,m<r§oo,a:1ngrgoo,obienazoo,#‘;q<r§oo,y

. _p¥ _
Jm [[D(#) = D¥||r) = 0.

Entonces, existe una tnica solucidn ¢+ de

—A¢pt = CH(x)¢pt + Dt (z

{ 6t = 0 () (z) (7.2.3)
Ely) .

y para todo acotado B C X, se tiene que v(t,s,uq) — ¢+ en X, cuando t — oo, uniformemente para

ug € B. Ademds, eziste un atractor pullback A dado por A(t) = {¢(t)} para todo t € R donde ¢(t) es la

inica trayectoria completa de (7.2.1) y verifica ¢(t) — ¢ cuando t — co.

Demostracién. Por el Corolario 7.0.12 sabemos que C*(s) son tales que los semigrupos generados por
A + C*(x) decaen exponencialmente. Luego, existe una tnica solucién de los problemas (7.2.2) y (7.2.3)
que denotamos ¢*. Sea vy € X, denotamos por v(t, s,vp) la tinica solucién del problema (7.2.1). Entonces
w = v(t,s,vy) — ¢T verifica

wy — (A + C(t, z))w D(t,z) + (A + C(t,z))¢* = DE(t, x)
w(s) = wvo—¢F (7.2.4)
’11}|aQ = 0

donde
D*(t,x) = D(t,z) + [A + C(t,2)]¢* = (D(t,z) — D*(x)) + (C(t, z) — C*(x))¢*.
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Noétese que, por regularidad eliptica (ver Gilbard y Trudinger [25] o Ladyzhenskaya y Ural'tseva
[31]), D* € L"(Q) implica que ¢+ € L*(Q) para todo s tal que % — % < % y, por tanto, para cada t,
(C(t) — Ci)¢~jE € L™(Q) con .- = 5+ 5 > 1 — X + 3 ¥ como p > N/2 podemos tomar m > r. Luego,
para todo t, D*(t) € L™ (). )

Ahora, en el caso i), nétese que tenemos D~ (t,z) = (D(t,z) — D~ (x)) + (C(t,x) — C(x))p~ y

D€ L7((—00,T],L"(€2)) con, o bien 1 < 0 < o0, N]Zf’;%q <r<oo,c=1yq<r<00,0bien ¢ = o0,
Ngq

N+2q

<r<oo,y
Jm ||D7 (@)l @) = 0.

Entonces, por la parte i) del Corolario 7.1.7 se tiene el resultado. B
Parael caso ii) tenemos Dt (¢t,z) = (D(t,z)—D* (z))+(C(t,z)—C*(z))¢T y D+ € L°([T,0), L"())

Ngq
Nt2g <r<oo,y

con, o bien 1 < o < 00, NJZ,LJIF‘IZ]<r§oo,o:1yq§r§oo,0biena=oo,
Jm IID* ()| () = 0
Luego, la parte ii) del Corolario 7.1.7 proporciona el resultado. m
Anslogamente, para el caso de problemas asintéticamente periédicos tenemos
Teorema 7.2.2 Sea X = LI(Q), 1 < g < oo 0o X = C(Q). Supongamos que los operadores de evolucién
asociados a A + C(t,z) y A + C*(t,z) son exponencialmente estables, donde C* € C*(R, L?(Q)), con

0 < a <1, para algin p > N/2, son funciones T -periddicas.

Supongamos ademds, que D € L™(R,L"(Q)) para cierto N]qu2q <r<oosiX=L1N) oN/2<r<

oo si X = C(Q), son funciones T-periddicas.
Definimos ¢*(t) como las inicas trayectorias completas de los problemas periddicos

AT = + + +
{ 2 — Az C*(t,2)2* + D*(t,2) (7.2.5)

zli89 = 0
que, ademds, son T -periddicas.
i) Supongamos que para Ty < oo,
C —C~ € L((—o00,Ty), L (2))
con p > NT"I, y

Jim_[1C(t) = C ()] (@) =0

§t 0 = 0.
Supongamos también que para Ty < oo,

D — D~ € L7((—00,Ty), L"())

No'q
? No'+42q

Ngq
7 N+42q

con, o bien 1 < 0 < © <r<oo,0=1yq<r<oo obieno=o0o0 <r<oo,y

Jim_[ID(®) = D™ (B)lza) =0.

Entonces, (7.2.1) tiene un atractor pullback que viene dado por la inica trayectoria completa de (7.2.1)
A={A@t)}s = {6(t)}+ que verifica ¢(t) — ¢ (t) = 0 en X, cuando t - —o0.
i1) Supongamos que, para —oo < T,

CeDsRIP(N) y C—C+ e L7((Ty,00), LP(Q))

conp > NT"’, Y
Jim [|0(t) — O (8)[zo( = 0
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8t 0 = 0.
Supongamos también que, para —oo < Ty
D€ Dg(R,L"(Q)) y D—DF € L7((To,00),L"(2))

No'q
’ No'+2q

Ngq

con, o bien1 <o < 00 <r§oo,a=1yq§r§oo,obiena=oo,m<r§oo,y

. _ =+ —
Jim [|D(t) = D¥ (#)] |- () = 0.

Entonces, para todo acotado B C X, se tiene que v(t,s;ug) — ¢+ (t) = 0 en X, cuando t — oo,
uniformemente para ug € B. Ademds, existe un atractor pullback para el problema (7.2.1) A que viene
dado por A(t) = {é(t)} para todo t € R donde ¢(t) es la tdnica trayectoria completa de (7.2.1) y verifica
o(t) — ¢t (t) = 0 cuando t — cc.

Demostracién. Como los operadores de evolucién asociados a A + C*(t, ) son exponencialmente esta-
bles, sabemos, por el Corolario 7.1.9, que los problemas (7.2.5) tienen una tinica trayectoria completa ¢=
que son T-periédicas. Tomamos ahora vg € X y denotamos por v(¢, s,vg) la dnica solucién del problema
(7.2.1). Entonces w = v(t, s,v9) — ¢ (t) verifica

wy— (A+C(t2))w = D*(t,2)
w(s) = wvo— ¢t(s) (7.2.6)
w‘ag =0

donde B
D*(t, ) = (D(t,z) = D*(t,2)) + (C(t,z) — C*(t,2))$* (¢).

Nétese que, por regularidad parabdlica, para todo ¢, D*(t) € L™(Q) se tiene que ¢*(t) € L*(Q) para
todo s tal que ; —% < | y entones, para todo t, (C(t) —C*(t))¢* (t) € L™(Q) con - = 1+ > 1 — %+
¥, como p > N/2, podemos tomar m > r. Por tanto, para todo t, D*(t) € L™(Q). }

Luego, en el caso i), tenemos D~ (t,z) = (D(t,z) — D~ (t,z)) + (C(t,z) — C~(t,z))¢p (t) y D~ €

L7 ((—o0,To], L™(R2)) con, o bien 1 < o < oo, Nﬁf’;‘éq <r<o,c=1yq<r < o0, 0bien ¢ = o0,
Ngq

N+2q

<r<oo,y
lim ||D~(#)l|z-(@) = 0.

t——o00
Entonces, por la parte i) del Corolario 7.1.7 se tiene el resultado. ~
Para el caso ii) tenemos DT (t,z) = (D(t,2)—D™ (t,z))+(C(t,z)—C* (t,z))p* (t) y DT € L ([To, ), L"(Q))

Nod o p<oo,0=1yqg<r<oo,obien o =00, L <r <00,y

con, O bien 1 <o < oo, No'+2q » N4+2¢q

1fm ||D*(t)|| () = 0.

t—o0

Luego, por la parte ii) del Corolario 7.1.7 se tiene el resultado. m



Capitulo 8

El problema no lineal.

Consideramos ahora el problema no lineal, no auténomo

ug—Au = f(t,z,u) en Q, t>s
u = 0 en 0, t>s (8.0.1)
u(s) = weX

donde X = C(Q) y f(t,z,u) es continua, localmente Holder en t y localmente Lipschitz en u. De los
resultados del Capitulo 6.1, dado ug € X, (8.0.1) tiene una tnica solucién local que, ademds, es regular.
Supongamos que f verifica la condicién de disipacién

uf(t,z,u) < O(t,z)u® + D(t,z)|u| (8.0.2)

con C € C*(R,LP(Q)), con 0 < a < 1, para cierto p > N/2 tal que el operador de evolucién asociado a
A+ C(t,z), que denotamos por Uc (¢, s), es exponencialmente estable, y cierta funcién D > 0 con valores
en un espacio adecuado L"(1).

Para asegurar que las soluciones del problema (8.0.1) estén globalmente definidas hacia adelante en
el tiempo, basta probar que las soluciones del problema (8.0.1) estan acotadas para todo ¢t > s. Pero esto
se sigue de la propiedad de disipacién de f (8.0.2) (ver (8.1.7) el la prueba del Lema 8.1.2 més adelante).

De esta forma, las soluciones del problema (8.0.1) definen un operador de evolucién dado por

U(t,s)uo = u(t, s, z;ug) > s.

Ademés, por el Teorema B.4.1 este operador conserva el orden (ver también Arrieta et al. [10]).

8.1. Trayectorias completas extremales para problemas no li-
neales no auténomos

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado que garantiza la existencia de dos trayec-
torias completas extremales del problema (8.0.1) que, ademds, son atrayentes en sentido pullback. Un
resultado relacionado con éste para operadores de evolucién abstractos que verifican que, o bien existe
un par de sub-supertrayectorias, o bien existe un atractor pullback para el sistema que esté contenido
en un intervalo de orden, puede verse en Langa y Sudrez [33]. El el primer caso, los autores prueban la
existencia de trayectorias completas extremales entre la sub y la supertrayectoria (ver Nota 8.1.5 més
adelante para mas detalles).

Observemos que este resultado es el andlogo al Teorema 1.0.1 para problemas no auténomos.

Como en el caso auténomo, para probar los resultados, jugaran un papel fundamental las soluciones
completas del problema lineal

v—Av = Cl,z)v+D(t,z) en Q, t>s
v = 0 en 0, t>s (8.1.3)
u(s) = wo—¢*(s)

99
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Teorema 8.1.1 Supongamos que X = C(Q) y f es una funcién continua, localmente Hélder en t,
localmente Lipschitz en u, y verifica (8.0.2) con C' € C*(R, LP(Q)), con 0 < a <1, para algin p > N/2.

Supongamos ademds, que el operador de evolucidn asociado a A+ C(t,z) es exponencialmente estable
con exponente B y D(t,z) es tal que el problema lineal (8.1.3) posee un atractor pullback en la clase
D = Dgs dado por una trayectoria completa {¢(t)}s (como, por ejemplo, en los Teoremas 7.1.4, 7.2.1 o
7.2.2).

Entonces, las soluciones de (8.0.1) son globales y podemos definir el operador de evolucion U (t,s)
definido por las soluciones de (8.0.1).

Ademds, ezisten dos trayectorias completas extremales, una mazimal, ppr € Dg, y otra minimal,
©m € Dg, en el sentido de que cualquier otra trayectoria completa de (8.0.1) en Dg, ¢, verifica @, (t) <
Y(t) < om(t) para todo t € R.

El intervalo de orden I(t) = [pm(t), pm(t)] es invariante hacia adelante en el tiempo y atrae unifor-
memente la dindmica del sistema en sentido pullback, es decir, para todo t € R

m(t, ) < lUminfu(t,s, z;vs) < limsupu(t, s, z;vs) < par(t,x) (8.1.4)

§—=+—00 s——00

uniformemente en © € Q para todo {vs} en {B(s)}s € D = Dg. Ademds, pum(t) (resp. om(t)) es
globalmente asintdticamente estable por arriba (resp. por abajo) en sentido pullback, es decir, para todo
v € DR, X), v>pum (resp. v < pn) se tiene

im u(t,s;05) = eu(t) (resp. pm(t)).

§——00

Como consecuencia, existe un atractor pullback para (8.0.1) con cuenca de atraccion Dg, denotado
por A={A(t)}:, y
A(t) C I(t) = [pm(t), pm(t)] para todo t € R.

Ademds, @, (t), pa(t) € A(t) para todo t € R.

Veremos posteriormente que ¢, y @ar son T-periddicas si lo es f, es decir, si f(t+T,z,u) = f(t,z,u).

Siguiendo el resultado andlogo para problemas auténomos (véase la Seccién 2.2), probamos el resultado
en dos pasos. Primero, probamos que las soluciones de (8.0.1) estdn asintGticamente acotadas por la dnica
trayectoria completa del problema lineal (8.1.3) (con C y D de (8.0.2)). Después, pasamos a probar el
Teorema, 8.1.1.

Lema 8.1.2 FEn las hipdtesis del Teorema 8.1.1, las soluciones de (8.0.1) son globales y verifican

lim sup |u(t, s, z;vs)| < ¢(t, ) para todo t € R (8.1.5)

§—>—00

uniformemente en x € Q para todo {vs} en {B(s)}s € D = Dg, donde ¢(t) es el atractor pullback en la
clase D, dado por la trayectoria completa {4(t)}; del problema

v — Av
v

Ademds, el intervalo de orden [—¢(t), §(t)] es invariante hacia adelante en el tiempo para (8.0.1).

Ct,z)v+D(t,z) en Q, t>s
0 en 0Q

(8.1.6)

Nota 8.1.3 En particular, como el limite en (8.1.5) es uniforme en x € Q, se tiene que el intervalo
[—o(t) — 0, d(t) + 6] absorbe a tiempo t en sentido pullback a la soluciones de (8.0.1). De hecho, para todo
tiempo fijot € R y § > 0, existe un tiempo sqg tal que

—p(t) — 0 < ult,s;v,) < (t) +6

para todo s < sq.
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Demostracién del Lema 8.1.2. Sabemos que existe una tnica trayectoria completa acotada de (8.1.6)
que denotamos ¢(t). Es més, A = {A(t)}+ = {#(t)}+ es el atractor pullback para este problema. Dado
ug € X, seav(t, s,z;ug) la tinica solucién a tiempo ¢ del problema (8.1.6) empezando en ug y u(t, s, z; ug)
la solucién a tiempo t de (8.0.1) con dato inicial ug. Fijamos {B(s)}s € D y vs € B(s). Por (8.0.2) y el
principio de comparacién, ver Teorema B.4.1,

fu(t, 5,5 0,)| < v(t, 5,3 [v,]) (8.1.7)

mientras ambas soluciones existan. Como v permanece acotada en X en intervalos finitos de tiempo
entonces lo mismo le ocurre a u y por tanto, estd definida globalmente, es decir, para todo ¢t > s. Ahora
bien, tenemos

lim_o(t, 5, foa) = 6(t,7)

en C(Q2). Luego
limsupu(t, s, 735) < G(t,2)

§—>—00

uniformemente en z € Q y v; € B(s). Argumentando con —uv(t, s, z; —|vs|) en vez de v(t, s, x; |vs|), se
tiene
ttm sup [u(t, 5,73 v,)| < B(t,)

§——00

para todo {vs} en {B(s)}s € D.
Por 1ltimo, nétese que si {us} es tal que us < ¢(s) entonces, por el principio de comparacién

u(t, s;us) < ult,s; (s)) < v(t,s;¢(s)) = ¢(t) para todo &> s.
Tomando ahora {u,} tal que u; > —@(s) tenemos
u(u, s;us) > u(t, s; —¢(s)) > —v(t,s; —¢(s)) = —4(t) paratodo t>s.

Luego,
U(t, s)[=o(s), ¢(s)] C [=9(2), o(2)],

es decir, {[—¢(t), ¢(t)]}+ es un conjunto invariante hacia adelante en el tiempo para (8.0.1). m

Usando este lema, podemos probar ya el Teorema 8.1.1.

Demostracién del Teorema 8.1.1. Sea U(t,s) el operador de evolucién no lineal asociado a (8.0.1).
Por el Teorema B.4.1, sabemos que este operador conserva el orden. Ademds, ¢(t) es una supertrayectoria
ya que la solucién de (8.0.1) que parte de ¢(s) verifica, por (8.1.7),

u(t, s; ¢(s)) < (t, 55 6(s)) = ¢()

donde v denota la solucién del problema lineal (8.1.6). Nétese que para la tltima igualdad hemos usado
el hecho de que ¢(t) es una trayectoria completa del problema lineal.

A continuacién, probamos que, como ¢(t) es una supertrayectoria del problema no lineal, U(t, s)¢(s)
es mondtona cuando s = —oo y U(t, s)p(s) = @u(t) cuando s = —oo uniformemente en z para todo
t € R. De hecho, para un tiempo fijo ¢t € R se tiene, de la definicién de supertrayectoria

Ul(t,s)o(s) < ¢(t) paratodo s <t

y, en particular,
U(s+e,5)¢(s) < ¢(s+¢€) paratodoe > 0.

Luego, por monotonia,
U(t,s)p(s) =U(t,s +e)U(s+¢€,8)p(s) <U(t,s +¢€)p(s +¢€).

Por tanto, {U(t,s)$(s)}s es no creciente cuando s — —oo. Ademds, estd acotada inferiormente (por
—¢(t)— ¢ para algin § > 0, ver Nota 8.1.3). Luego, converge puntualmente a cierta funcién que denotamos



102 CAFITULO 6. kL FRODLEMA NO LINEAL.

wum(t,x). Es més, esta convergencia es uniforme en espacio por el Teorema de Ascoli-Arzela: {U (¢, s)¢(s)}s
es equicontinuo y acotado por el efecto regularizante del operador de evolucién ya que ¢(t) se puede
escribir U(t,s)¢(s) = U(t,t — 1)U(t — 1, s)¢p(s) donde {U(t — 1,5)p(s)}s<s, estd acotado (para cierto
80). Luego, por el efecto regularizante del operador de evolucién (véase el Teorema 6.1.13) sabemos que
{U®,8)¢(8)}s<so = Ult,t — 1){U(t — 1,8)¢(s)}s<s, €s pre-compacto en C(Q). Luego, U(t, s)p(s) —
o (t) € Co(Q) uniformemente en Q cuando s — —oo.

La continuidad de U (¢, s) implica que ¢ (t) es una trayectoria completa de (8.0.1). De hecho,

Ults)or(s) = Ult,s) lim_Uls,r)a(r) =
= TEI_nOO U(t,s)U(s,r)p(r) = TEr_nooU(t, r)o(r) = om(t). (8.1.8)

Probamos ahora que, asintéticamente, todas las trayectorias del problema (8.0.1) entran por debajo
de ¢, uniformemente en z. Fijamos {B(s)}s € Dy vs € B(s). De (8.1.7) tenemos

u(t, s;vs) < o(t, s;|vs|) para todo t > s.
Haciendo actuar el operador de evolucién en ambos lados de la desigualdad, tenemos, por monotonia
U(r, t)u(t, s;vs) = u(r, s;vs) < U(r,t)u(t, s; |vs|) paratodo r >t > s.
Tomando ahora limite cuando s tiende a —oco tenemos

lim sup u(r, s;v5) < U(r, t)é(t) (8.1.9)

§——00
para todo ¢ < r, donde hemos usado la continuidad de U(t, s). Haciendo tender ¢ a —oc tenemos

im sup u(r, s;vs) < @m(r),
§—>—00

como queriamos probar. La maximalidad de ¢pr(t) sigue de esta desigualdad.

De la desigualdad (8.1.9) tenemos la estabilidad asintética global por arriba de la trayectoria completa
maximal. En efecto, fijamos r € R y suponemos que {vs} € Dg es tal que vs > pum(s) para todo s.
Entonces, por monotonia

o (r) =u(r, s;0u(s)) < u(r, s;0,)

para todo s < r. Ahora bien, tomando limite cuando s = —oo y usando (8.1.9) tenemos

eum(r) < lminf u(r, s;vs) < limsup u(r, s;vs) < U(r,t)d(t)

§H—0 5——00
para todo t < r. Tomando ahora limite cuando ¢ = —oo tenemos

oum(r) < lminf u(r, s;vs) < lmsupu(r, s;vs) < @ur(r).
§—=—00 s——00

Por tanto, u(r, s;vs) = @p(r) cuando s — —oo lo que prueba la estabilidad asintética por arriba de la
trayectoria completa maximal. El resultado para la trayectoria completa minimal se prueba de manera
andloga.

Para probar la invarianza de I(t), para todo s € R tomamos us tal que

om(s) <us < ou(s).

Entonces, haciendo actual el operador de evolucién en ambos lados de la desigualdad tenemos, por el
principio de comparacion,

om(t) = U(t, 5)pm(s) < ult,s;us) UL s)om(s) = oum ().

Luego, U(t,s)I(s) C I(t), es decir, I(t) es invariante por U hacia adelante en el tiempo.
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Pasamos ahora a probar la existencia del atractor pullback \A. A saber, como sefialamos en la Nota
8.1.3, el intervalo de orden dependiente del tiempo, [—@(t) — 4, ¢(t) +d] en C(£2) es un conjunto absorbente
para U(t, s). Sea

J@) =U@,t—1)[—d(t —1) —6,¢(t — 1) + 4.

Del efecto regularizante de U (%, s) tenemos que J(t) es compacto en C(2). Ademés, J(t) es un conjunto
absorbente en sentido pullback. Luego, por el Teorema 6.1.8 existe el atractor pullback A para U(t, s).
Por dltimo, es claro que A(t) C I(t) y pm(t), om(t) € A(t) paratodot € R. m

Nota 8.1.4 Obsérvese que si C y D estdn en las hipdtesis del Corolario 7.1.7 entonces se tiene que ¢(t)
converge a 0 en X = C(Q) cuando t = oo ot — —oco. En particular, esto mismo es cierto para las
soluciones del problema no lineal (8.0.1).

Por otra parte, si C y D estdn en las hipdtesis del Teorema 7.2.1, el Corolario 7.1.9 o el Teorema
7.2.2 entonces ¢(t) es asintdticamente constante o periddica.

Nota 8.1.5 Ndtese que, con el resultado anterior, obtenemos informacion global sobre la dindmica del
problema (8.0.1) asi como propiedades uniformes en el comportamiento asintdtico de sus soluciones. A
saber, obtenemos informacion sobre la dindmica del problema en todo el espacio de fases X (de hecho,
en la cuenca de atraccion D) y la convergencia uniforme de las soluciones al intervalo de orden definido
por las dos trayectorias completas extremales.

Ademds, de la prueba anterior, es facil extender los resultados obtenidos para el caso particular del
problema (8.0.1) al marco general de operadores de evolucion que conservan el orden que se considera en
[33].

Puede encontrarse un resultado relacionado o éste en Langa y Sudrez [33] (Teorema 3.4). Dicho
resultado establece la existencia de trayectorias completas extremales en un intervalo de orden definido
por un par de sub-supersoluciones.

Consideramos ahora le problema T-periédico asociado a (6.0.1), es decir, suponemos que f(t,,u) es
una funcién T-periddica. Este tipo de problemas ha sido ampliamente estudiado (ver, por ejemplo, Daners
y Koch—-Medina [21] o Hess [30]). Ademas, supongamos que f verifica (8.0.2) con funciones T-periédicas
C(t,z) y D(t,x).

Una sencilla aplicacién de nuestro resultado principal, Teorema 8.1.1, proporciona la existencia de
soluciones extremales T-periddicas del problema no lineal.

Corolario 8.1.6 En el caso de una ecuacidn T -periddica, las soluciones extremales de (8.0.1) proporcio-
nadas por el Teorema 8.1.1 son T -periddicas. En particular, existen dos soluciones extremales T -periddicas
del problema (8.0.1).

Demostracién. Por el Corolario 7.1.9 sabemos que la tnica trayectoria completa de (8.1.6) en Dg es
T-periédica. Sélo tenemos que comprobar que la trayectoria completa maximal del Teorema 8.1.1 es
T-peridédica. Pero, sabemos que

U(t,s)é(s) = om(t) cuando s — —oo.
Podemos usar ahora que ¢(s) y f(t,z,u) son funciones T-periddicas y, entonces,
UT +¢,T+s)p(T +s)=U(t,s)p(s)

donde el primer miembro de la desigualdad tiende a ¢ (T + t) cuando s - —oo y el segundo tiende a
pum(t) cuando s — —oo. Luego, pur(t) = om (T +t) y, por tanto, @y es T-periddica como querfamos
probar. El mismo argumento se aplica a ¢, (t). m

Nota 8.1.7 En el estudio de las ecuaciones periddicas, es habitual considerar la aplicacion de Poin-
caré asociada a (8.0.1): S = U(T,0), donde U(t, s) es el operador de evolucion definido por las soluciones
de (6.0.1) (ver, por ejemplo, Hess [30]).
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En este caso, la estabilidad exponencial del operador de evolucidn generado por A + C(t,x) es equi-
valente a que la aplicacion de Poincaré Sc asociada a este operador tiene radio espectral menor que
uno.

En tal caso, esto implica 1 € p(S¢) (la resolvente de S¢) y por la Proposicién 6.9 de Daners y Koch—
Medina [21] tenemos la ezistencia de una dnica solucién periddica del problema lineal establecida en el
Corolario 7.1.9. Sin embargo, nosotros hemos dado otra prueba que sigue directamente del hecho de que
estamos trabajando con ecuaciones de coeficientes periddicos.

8.2. Comportamiento asintdtico hacia adelante en el tiempo

Para estudiar el comportamiento asintético hacia adelante en el tiempo de una ecuacién no auténoma,
los conceptos naturales son aquellos de operadores de evolucién asintéticamente compactos y atractor
uniforme definidos por Haraux en [27] y Chepyzhov y Vishik en [19]. Estos conceptos son los siguientes

Definicién 8.2.1
i) Diremos que U (t,s) es asintéticamente compacto en o € R si para la familia uniparamétrica U, (¢,0) =
U(t+o,0),t > 0, existe un conjunto compacto K, C X, que puede depender de o, que atrae hacia adelante
en tiempo a conjuntos acotados de X .

Diremos que U(t, s) es asintGticamente compacto si es asintdticamente compacto para todo s € R.
i1) Diremos que U (t,s) es uniformemente asintGticamente compacto si existe un conjunto compacto K C
X tal que para todo conjunto acotado B C X

lim supdist(U(t + s,s)B,K) = 0.

— 00 sER

iii) Diremos que un conjunto compacto Fy es el atractor uniforme de U(t,s) si es el menor conjunto
compacto verificando la definicidn ii).

Como veremos mas adelante, en algunos casos, esta nocién de atractor puede ser demasiado fuerte
para el estudio del comportamiento hacia adelante en el tiempo de una ecuacién no auténoma. Es por
esto por lo que construiremos ahora otro tipo de atractor que proporciona informacion sobre la dindmica
hacia adelante en el tiempo.

Consideramos un operador de evolucion asintéticamente compacto U(t, s). Entonces, fijado s € R, por
definicién, existe un conjunto compacto K que atrae hacia adelante en el tiempo a conjuntos acotados
de datos iniciales empezando a tiempo s.

Luego, de manera usual, dado un acotado B C X definimos el conjunto w-limite desde tiempo s como

ws(B)={ue X : I, oo, v, €B, t.q. Ulty,s)v, = u cuando n — co}.

Con esto, es claro que Fy; = ws(Ks) C K, es el minimo conjunto compacto que atrae a acotados de X
hacia adelante en el tiempo para la familia uniparamétrica Uy(¢,0) = U(t + s,s), t > 0.

No es dificil probar que existe una relacién de monotonia entre esta familia de conjuntos compactos
(véase Haraux [27]). Concretamente,

Fs C F¢ paratodo s<t.

Un caso interesante es cuando el conjunto compacto K, en la Definicién 8.2.1 es de hecho independiente
de o, esto es, existe un conjunto compacto K C X tal que para todo s € R y cualquier acotado B C X,

tllglo distx (U(t,s)B,K) = 0.

En tal caso, tenemos la existencia de un atractor del problema (8.0.1) hacia adelante en el tiempo en
el sentido de la Definicion 6.1.7 que puede ser caracterizado por

F=JF cK

sER
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donde Fs = ws(K) C K.

Para mostrar como se aplica lo anterior al problema (8.0.1), tomamos X = C(Q). Supongamos que f
es continua, localmente Holder en t, localmente Lipschitz en u, y verifica (8.0.2) con C' € C*(R, L?(Q))
con 0 < a <1y alginp> N/2,y D es tal que existe una dnica trayectoria completa ¢ € L*°(R, X) para
el problema lineal (7.1.4) verificando

[v(t, s;u0) — B(t)||x < Me Pt

para todo ug € B donde B es cualquier acotado de X, con M = M (B) (véanse los Teoremas 7.1.4, 7.2.1
y 7.2.2 para tales condiciones sobre C' y D). Entonces, dado un conjunto acotado B de X y £ > 0 existe
un tiempo T' = T'(¢) tal que para todo ug € B,

[|lv(t,s;u0) — (t)||x <e paratodo t—s>T. (8.2.1)
En particular, para R = ||@||pe(x) + 1,
[lv(t, s;uo)||x <R paratodo t—s>T.
Ademas, sabemos que |u(t, s;ug)| < v(t, s;|up|) para todo t > s. Luego, para todo t —s > T,
[lu(t, s;uo)llx < l[v(t, s;u0)llx < R, (8.22)

es decir, para todo s € R, Bx (0, R) es un conjunto absorbente hacia adelante en el tiempo para U(t, s).
Es mas, por el efecto regularizante del operador de evolucién, las soluciones del problema no lineal
entran en una cierta bola By (0, Ry) C Bx(0,R) de un subespacio Y con inclusién compacta en X.
Luego, K = By (0,Ry) C Bx(0,R) es un conjunto compacto absorbente hacia adelante en el tiempo
independiente de s, donde la clausura la hemos tomado en X.

Ahora, es claro que en este caso, tenemos que los conjuntos Fs y F definidos anteriormente pueden
ser también descritos como

Fo= |J wi(B)

BCB(X)

donde B(X) denota e conjunto de los los conjuntos acotados de X y

F = |J ws(Bx(0,R)).

sER

Nota 8.2.2 Ndtese que la construccion anterior puede llevarse acabo para (8.0.1) sin suponer la acota-
cion de ¢(t). Concretamente, todo lo anterior sigue siendo vdlido si ¢ € D., para algin 0 < v < 8 ya
que, en tal caso,

Me= = uy — ¢(s)|| < Mye=P=e
Mye Ve B8 — pr o e (B-71)(t—5)

o (t, 55 us) — B(t)]]x

IN N

Y, para t > 0 tenemos
lo(t, 53us) = $(t)]|x < Mye™F=1=2),

Luego, como 8 —~ >0, dado € > 0, existe T = T(¢) > 0 tal que para todot —s > T, t >0,
llu(t, s;us) — B()]|x <e.
El argumento sigue ahora como antes.

Probamos ahora un resultado sobre la estructura del atractor hacia adelante en el tiempo, F, de
(8.0.1). Para ello, sea {B(t)}; una familia invariante para U (¢, s), esto es, U(t, s)B(s) = B(t) para todo
t > s. Denotamos por w(B) el conjunto

wB)={uve X : I, 1t oo, v, € B(t,), t.q- v, = u cuando n — co}.
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¢+

_¢+

Figura 8.1: Esquema de las trayectorias completas @, ©m y ©m

Proposicién 8.2.3 Sea {B(t)}; un conjunto invariante para U(t,s). Entonces
w(B)CF

donde F es el atractor hacia adelante en el tiempo de U(t,s) definido anteriormente.
En particular, si A es el atractor pullback para U(t,s) entonces w(A) C F. Ademds, si ¢(t) es una
trayectoria completa de U(t,s) entonces w(¢)) C F.

Demostracién. De (8.2.2) y el efecto regularizante, si tomamos r — s > T como antes, tenemos

B(r)=U(r,s)B(s) C K

donde K = By (0, Ry) C Bx (0, R). Luego, para todo t > r,
B(t) =U(t,r)B(r) cU(t,r)K.
Tomando limites de sucesiones cuando ¢ tiende a oo tenemos
w(B) Cw.(K)CF.CF

donde w,(K) es el conjunto w-limite desde tiempo r definido anteriormente. m

Nota 8.2.4 La nocion atractor hacia adelante en tiempo F que hemos definido anteriormente es mds
débil que la de atractor uniforme. En particular, puede existir el atractor que hemos definido en ocasiones
en las que el atractor uniforme no. Esto es debido a que, para la definicion de atractor uniforme, es
esencial el hecho de que las trayectorias completas consideradas sean acotadas (véase Chepyzhov y Vishik
[19]). Concretamente, se puede probar (véase Chepyzhov y Vishik [19]) que

Fu=J AW

teER

donde A es el atractor pullback que atrae conjuntos acotados.
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Consideremos ahora un problema lineal cuya inica trayectoria completa es no acotada hacia atrds en
el tiempo. Entonces, el inico conjunto que satisface la Definicion 8.2.1 es

Fu = ¢t

teER

que no es un conjunto acotado y, por tanto, no es compacto. Sin embargo, existe el atractor (no uniforme)
hacia adelante en el tiempo tal y como lo hemos definido,

F=w(p)={ue X : Jt, T oo, t.q. ¢(tn) = u cuando n - oo}

Como caso particular, consideramos ahora el caso de problemas asintéticamente auténomos. Concreta-
mente, supongamos en primer lugar que f verifica la condicién de disipacion (8.0.2) con C(t,z) — C*(z),
D(t,z) — D*(z) cuando t = oo como en el Teorema 7.2.1. De los resultados anteriores tenemos, para
todo t € R,

A(t) C [pm(®), emr (8)] C [=¢(1), ¢(8)] C Bx (0, R)
y todos estos conjuntos son invariantes. Luego, denotando I = {I(t)}; = {[¢m(t), om(t)]}+, tenemos por
el Teorema 7.2.1 y la Proposicién 8.2.3,

w(A) cw(I) C F C [-¢T,¢"].

Observamos ahora que por ser {pm(t)}, {©m(t)}: trayectorias completas relativamente compactas,
podemos definir w(yar) ¥y w(pm), que son conjuntos compactos y conexos de X. Luego,

w(A) Cw(l) C [m, vu] NF C [T, 7]

donde
Ym(z) = inf wo(z) and Yu(z) = sup v(x).
vEW(Pm) vEw(pnm)
Nétese que puede realizarse un andlisis andlogo hacia atrés en el tiempo cuando C(t,z) — C~(x),
D(t,z) — D~ (z) cuando t - —oo considerando el conjunto a-limite de un conjunto invariante,

a(B)={ue X : Jt, 1 —o0, v, € B(ty), t.q. v, = u cuando n — oc}.

Volviendo al comportamiento hacia adelante, supongamos ahora ademis que f(t,z,u) — g(z,u)
cuando t tiende a oo, uniformemente en = € €0, para u en conjuntos acotados de X . Entonces, se prueba
en Mischaikow et al. [38] que el operador de evolucién asociado a la ecuacién (8.0.1) es asintGticamente
auténomo en el sentido de Thieme (véase Thieme [49]). Luego, el conjunto w-limite de cualquier punto
ws(ug) es invariante por el semiflujo S(¢) definido por las soluciones de la ecuacién limite

ve—Av = g(z,v), t>0
v(0) = o (8.2.3)
van = 0

(véase el Teorema 2.5, p. 760 en Thieme [49]). Ademas, si los equilibrios del problema limite son aislados,
la existencia de una funcién de Lyapunov para el problema limite (8.2.3) implica que dichos equilibrios
no estan encadenados de manera ciclica en el sentido de la Definicién 1.3 de Mischaikow et al. [38].

Por tanto, del Teorema 4.2 y el Corolario 4.3, p. 762, de Thieme [49] el conjunto w-limite de cualquier
solucién del problema no auténomo es un punto de equilibrio de S(t). Luego, se tiene que

wlem) ={em}s wlonm) ={ear} C F,
para ciertos equilibrios ¢ < @5 del problema auténomo limite. Ademads, tenemos
w(A) Cw(I) C o, 957] C [=om, oy] C [T, 7]

donde ¢}, cpj(,f son los equilibrios extremales del problema limite supuesto que existen, véase la Parte I
de esta memoria.
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Es mis, w(A) estd contenido en el atractor del problema limite (véase el Teorema 3.7.2, p. 45, de Hale
[26] o el Teorema 4.3.6, p. 96, de Henry [28]).
Por otra parte, de los argumentos anteriores es claro que también

F C ok o]
ya que F puede obtenerse como la unién de conjuntos w-limite de conjuntos acotados fijos y, por el
Teorema 3.7.2, p. 45, de Hale [26] o el Teorema 4.3.6, p. 96, en [28], debe ser un conjunto invariante del
problema limite.

8.3. Un ejemplo: la ecuacion logistica no auténoma.

Consideramos ahora la ecuacién logistica no auténoma

ug—Au = f(t,z,u) en Q, t>s
u = 0 en 00, t>s (8.3.1)
u(s) = s

con
ft,z,0) = m(t, z)u — n(t,z)|ul’ " u

donden >0y p> 1.
A continuacién veremos c6mo se pueden aplicar las técnicas anteriormente estudiadas a este problema
concreto.

Teorema 8.3.1 Supongamos que n(t,x) > 0 y m(t,x) es tal que el operador de evolucién asociado a
A+ m(t,x) es exponencialmente estable. Entonces, ||u(t,s;uo)||pe(q) — 0 cuando t — 400 0 5 = —o00,
uniformemente para ug en acotados de X = C(1).

En particular, el atractor pullback viene dado por A(t) = {0} y el atractor hacia adelante viene dado
por F = {0}.

Demostracién. Nétese que usando n(t,z) > 0 tenemos que f(t,z,u) verifica
ft,z,w)u = m(t, z)u® — n(t,z)|ul’™" < m(t,z)u’ (8.3.2)

para todo t € R.

Ahora bien, como m(t, ) es tal que el semigrupo de evolucién asociado a A + m(t, ) es exponencial-
mente estable, se tiene, por Theorem 8.1.1 con C(t,z) = m(t,z) y D(t,z) =0, y (8.3.2) que existen dos
trayectorias completas acotadas extremales del problema (8.3.1). Pero, en este caso, ambas trayectorias
son iguales y coinciden con la solucién trivial. Por tanto, el atractor pullback y el atractor hacia adelante
en el tiempo vienen dados por 0. De hecho, ¢(t) =0 paratodot € R m

Supongamos ahora que m(t,z) es tal que el operador de evolucién generado por A + m(t,z) no es
exponencialmente estable.

Teorema 8.3.2 Sea X = C(Q). Supongamos que el operador de evolucién generado por A +m(t,x) no
es exponencialmente estable pero existe una descomposicion m(t,z) = mq (¢, z)+ma(t, z) con ma(t,z) >0
Y

m; € C*(R,LP(2)), 0<a<1l, p>N/2

tal que el operador de evolucidn asociado a A +my(t, ) si es exponencialmente estable con exponente 3.

Sea D = B (22)" . Supongamos que, o bien

i) D € Dag(R, L™ ()) con N/2 < r < 00; o bien
i4) para todo T, D € L7((—00,T),L"(Q)) con1 <o <00 yNo'/2<r<oosil<o<oo, 0r=o00si
c=1,0N/2<r <00 sio=00.

Entonces, podemos aplicar el Teorema 8.1.1 y entonces
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1. Eziste un atractor pullback A(t) C [om(t), o (t)] donde ., (t) y pr(t) son las trayectorias com-
pletas extremales dadas por el Teorema 8.1.1. En particular, el intervalo ordenado [pm (t), onr ()]
atrae a tiempo t en sentido pullback.

2. Para soluciones no negativas también existe un atractor pullback A (t) C [0, pam(t)]. En particular,
eziste un conjunto atrae a tiempo t a las soluciones no negativas en sentido pullback que viene dado

bor [07 @M(t)] .

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Young a f se tiene

ma(t, o) )P' .

f(t,z,u) <my(t,z)u + B (W

para todo u > 0. Para u < 0 se tiene una expresién similar y, por tanto,

)
2,0 < mieop + 5 (Z2EDN

Luego, si se tiene i) o0 ii), podemos aplicar nuestro teorema principal (Teorema 8.1.1 con C(t,z) = m(t, x)

P
y D(t,z) =0 (;&2%’%) ) y obtener la existencia de dos trayectorias completas maximales y un atractor

pullback A(t) tal que
A(t) C [om (1), par()]-

Ademads, como 0 es solucién del problema, por el principio de comparacién tenemos que la trayectoria
completa maximal es no negativa y la minimal, no positiva. Luego, si consideramos tnicamente soluciones
no negativas, el atractor pullback A4 (¢) verifica

Ay (t) C[0,om(t)] paratodo teR

donde @ (t) es la trayectoria completa maximal y hemos denotado por [-,-] el intervalo de orden. m

Nétese que, en general, las soluciones del problema (8.3.1) pueden no estar acotadas cuando ¢ tiende
+00, por ejemplo si n(t,z) = n(t) tiende 0 cuando ¢ tiende +oo y m(t,2) = A, una constante positiva
mayor que el primer autovalor del operador de Laplace en Q con condiciones de contorno Dirichlet (ver
Langa y Sudrez [33], Lema 4.5, y Teorema 8.3.3 mds adelante). De hecho, supongamos que sobre un
subdominio regular adecuado Q¢ C Q se tiene 0 < N(t) = méx,eq,n(t,z) = 0 cuando t — oo y
m = m(z). Entonces, es claro que las soluciones de

wi—Aw = mz)w - NEHw® en Q, t>s
w = 0 en 00
11)(0) = wgy > 0

proporcionan cotas inferiores para las soluciones no negativas de (8.3.1) restringidas a . Por tanto, si
el primer autovalor de —A — m(z)I con condiciones de contorno Dirichlet en 2y es negativo, entonces,
usando los argumentos en Langa y Sudrez [33], Lema 4.5, se puede probar que w(t, z) se vuelve no acotado
en o y por tanto también lo hacen las soluciones de (8.3.1).

En particular, no existe un atractor hacia adelante en el tiempo para (8.3.1) en el sentido cldsico. Sin
embargo, podemos obtener la existencia de un atractor pullback como muestra el resultado anterior.

8.3.1. Algunos ejemplos

Veamos ahora a través de cuatro ejemplos que aun cuando el término no lineal no tiene ningin com-
portamiento especial respecto al tiempo £, a veces, la cota lineal de Lema 8.1.2 si que puede presentarlo.
En concreto, ¢(t) puede ser independiente de ¢t o T-periddica, por ejemplo, mientras que el término de
reaccién f no. En los siguientes ejemplos consideramos que la no linealidad f es de la forma

ft,z,u) = m(t,z)u — n(t, z)ud (8.3.3)
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donde n > 0y m(t,z) admite una descomposicién de la forma
m(ta .Z‘) =m (t7 JI) + m2(t7 .Z')

tal que el operador de evolucién generado por A + m (¢, z) es exponencialmente estable.

Ejemplo a. Supongamos que

my (t, ) es una funcién T-periddica

ma(t,z) = a(t)g*(t, z)
donde g(t,z) > 0 es una funcién T-periddica y a(t) > 0 es arbitraria. Sea
n(t,z) = a®>(t)h*(t, )
para cierta funcién 0 < h(t,z) T-periddica. Entonces, f verifica (8.0.2) con
C(t,z) =my(t,z) and D(t,x) = g°(t,z)/h(t, z)

que son funciones T-periddicas. Por tanto, ¢(t) es una solucién T-periédica del problema lineal, es decir,
obtenemos una cota T-periédica del atractor pullback del problema no lineal (que puede no ser T-
periddico).

Ejemplo b. Supongamos ahora que
my(t, ) = mo(x), ma(t,z) = a(t,z)gi(z), n(t,z)=a*(t,z)he()
donde hg > 0, mo, go > 0 no dependen de t y a(t,x) > 0 es arbitraria. Entonces, f verifica (8.0.2) con
C(t,z) =mo(z) y D(t,z) = g5(x)/ho().

y, entonces, el problema lineal

vp—Av = C(t,x)v+D(t,z) en Q, t>s
v = 0 en 0N (8.3.4)
v(s) = ws

es un problema parabdlico auténomo. Luego, el unico equilibrio de (8.3.4) proporciona cotas para el
problema no lineal, es decir, tenemos una cota independiente del tiempo para el atractor pullback del
problema no lineal.

Ejemplo c. Supongamos ahora que

m1(t,x) es una funcién T-periddica

m2(tax) = a(t,x)b(t,x)g2(t,a:) y ’I’L(t,IL') = as(tam)b(tax)hz(ta ZU)

con g(t,z) > 0y h(t,x) > 0, funciones T-periddicas y a(t,z) > 0 arbitraria. Supongamos que 0 <
b(t, z) — bo(x) uniformemente en x cuando ¢ tiende a co. En este caso

C(t,z) =mi(t,x) y D(t,z)=b(t,x)g>(t,x)/h(t,z).

Nétese que si denotamos D* (¢, z) = by(z)g3(t,z)/h(t, =) entonces D(t,z) — DT (t,z) — 0 cuando ¢ tiende
a infinito. Luego ¢(¢) es la tnica trayectoria completa del problema asintéticamente T-periddico (8.3.4).
Por tanto, ¢(t) es asintéticamente T-periddica.

Ejemplo d. Si en el ejemplo anterior suponemos que m1,g y h no dependen de ¢, esto es,

ml(ta .CL') = mo(.'L'), m2(t7 ZU) = a(t,x)b(t,x)gg(a:), TL(t, .CL') = a3(t,a:)b(t,:v)h%(:v)
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con a(t,z) > 0 arbitraria y 0 < b(¢,z) — bo(x) uniformemente en z cuando ¢ tiende a oo, entonces
C(t,z) = mo(z)

’ D(t,z) = b*(t,z)gs (x)/h(x) = D (x) = b2(2)g3 () /h(z) cuando t— oo.

Luego, ¢(t) verifica un problema lineal asintéticamente auténomo. En particular, de los resultados de
la, Seccién 8.2 tenemos cotas para el comportamiento asintético de las soluciones del problema no lineal
hacia adelante en el tiempo.

8.3.2. Una ecuacién logistica homogénea en espacio

Para ilustrar el uso de las técnicas anteriores en las aplicaciones, consideramos ahora el caso particular
en el que el coeficiente n sélo depende de t, y m es constante, es decir.,

w—Au = mu-—-n(t)u® en Q, t>s
u = 0 en 0N (8.3.5)
u(s) = wup>0.

Este caso ha sido considerado por Langa y Sudrez en [33], cuyos resultados se pueden resumir como
sigue

Teorema 8.3.3 Supongamos que 0 < n(t) < N para algin N > 0. Sea A1 el primer autovalor de —A
con condiciones Dirichlet.

1. Sim < A entonces |[u(t, s;uo)||L=(q) = 0 cuando t - +00 0 s — —o0 para todo ug € Co(9).
2. Supongamos m > \y. Entonces,

a) siug >0 (up Z0) yn(t) = 0 cuando t tiende a +oo entonces, para todos M >0 y s € R
eziste to tal que para todo t > to, ||u(t, s;uo0)||L= () > M, es decir, las soluciones de (8.3.5)
son no acotadas;

b) eziste un atractor pullback para las soluciones no negativas A(t) tal que

eth

fioo e2m7n (1) dr

A(t) C[0,7(8)], con r*(t) =

)
c) existe una trayectoria completa mazimal; y
d) el sistema es permanente en sentido pullback.

Para probar este resultado, explotando de manera esencial el hecho de que m es constante, n = n(t)
y el problema tiene condiciones de contorno Dirichlet, Langa y Sudrez usan la EDO

Para soluciones positivas de (8.3.5), las soluciones de esta ecuacién proporcionan cotas para la solucién
de (8.3.5) ya que
0 < ult,s;us) <y(t,s;ys)

con ys = |[us|| L (q)- Ademds, podemos resolver explicitamente la EDO (8.3.6) y obtener que y(t) viene

dado por
2mt

y(t, s;95)° = °
e % + 2f: e2m™ (1) dr

Esto permite obtener una cota de la solucién a tiempo ¢ cuando s tiende —oo

e2mt

S 2 fioo e2mtn(r)dr

lim sup [ly (¢, 5 o) [z () < 7°(1) (8:3.7)
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En particular, para todo t € R, existe T'(t) € R tal que
[[u(t, 53us)||L(0) < 7(2)

para todo s < T'(t). Luego, el intervalo de orden [0, 7(t)] es un conjunto absorbente a tiempo ¢ en sentido
pullback, para todo ¢t. Entonces, usando el efecto regularizante de la ecuacién parabdlica, encuentran que
existe un conjunto absorbente a tiempo ¢, en sentido pullback, en C () que es compacto en Cp(f2). De
aqui se deduce que existe el atractor pullback.

Observemos de nuevo que, en el argumento anterior, resolver explicitamente la EDO (8.3.6) es esencial
ala hora de obtener la existencia de un conjunto absorbente y, por tanto, del atractor pullback. Es también
esencial el hecho de que los coeficientes m y n no dependen de =x.

Los métodos estudiados es los capitulos anteriores se pueden aplicar a (8.3.5) sin hacer uso de la
EDO (8.3.6) pero, en ese caso, necesitamos imponer alguna restriccién sobre el comportamiento de n(t)
cuando t — —oo. Por ejemplo, para obtener la existencia de una trayectoria completa del problema, lineal,
como hicimos en el Teorema 7.1.4, necesitamos imponer ciertas restricciones sobre el coeficiente n. En
ese teorema, probamos la existencia de una trayectoria completa dada por

t

o0 = [ velt.nDw)r

— 00

con C'y D como en (8.1.6). En la prueba del Teorema 8.3.2 se demuestra que podemos elegir C' como
C = \1 — B, con B > 0 arbitrariamente pequefio y asi

U (t, 8)l|2x)y < Me PE—2)
y, por la desigualdad de Young, se podemos tomar D como
(m+(8=X1)?)

n(r)

Ahora, nétese que existe 3 > 0 tal que D € Dg si y sélo si n(t) estd alejado de cero, cuando t — oo,
o bien

1/2
D(r) =

liminf n(t)e~ 2" > 0
§—r—00
para algin v < 3, y, en tal caso, por el Teorema 7.1.4, existe una tnica trayectoria completa ¢(t) en Dg.
Luego, podemos aplicar el Teorema 8.1.1 y se tiene el resultado. En particular, obtenemos los puntos
2.¢) y 2.d) y el andlogo al punto 2.b) del Teorema 8.3.3

Noétese que en el caso considerado en los capitulos anteriores, cuando m y n dependen de = y ¢, no
disponemos de la EDO (8.3.6). Sin embargo, el punto 1) del Teorema 8.3.3 se obtiene gracias al Teorema
8.3.1, mientras que los puntos 2.b) y 2.c) se pueden obtener del Teorema 8.3.2. Por dltimo, para el
punto 2.d), de los resultados en el Capitulo 9 se obtiene la permanencia en sentido pullback para la
ecuacién logistica no homogénea en espacio. Ademds, obtenemos més informacién sobre las soluciones y
el comportamiento asintético de las soluciones del problema (8.3.5) ya que, por ejemplo, probamos que
bajo ciertas condiciones de inestabilidad de 0 existe una trayectoria completa minimal alejada de cero
que es asintdticamente estable por abajo. Para el punto 2.a) véanse los comentarios después del Teorema
8.3.2.

Noétese que el argumento sigue siendo vélido si suponemos n = n(t,z) y n(t,z) — 0 uniformemente
en z € ) cuando ¢t — co. En tal caso, se tiene la existencia de ¢(t) supuesto que existe § > 0 tal que

1/2

(m+ (5= 2]

Dt,z) = n(t, )

que se verifica si para cierto v < 8

;. —2~t
lim inf € =**[|n(t)|| = (@) > 0

esto es, |[n(t)||z~(n) — 0 a lo sumo exponencialmente cuando ¢ — —oo.
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8.4. Algunas generalizaciones

Con minimas modificaciones, los resultados de los Capitulos 7 y 8 se pueden trasladar a otro tipo de
problemas distintos de los del modelo (8.0.1).

Por ejemplo, los resultados sobre ecuaciones lineales del Capitulo 7 siguen siendo validos para ope-
radores mas generales que (7.0.1), incluso dependientes del tiempo, y otras condiciones de contorno (ver
Seccién 1.1). Por ejemplo, usando los resultados de Daners y Koch-Median [21], se pueden considerar
operadores de la forma

N N
A(t,D)yu = — Z a;j(z,t)0;0;u + Z a;(z,t)0u + a(z, t)u
i,j=1 i=1

con coeficientes suficientemente regulares y condiciones de contorno Dirichlet o Robin dependiente del
tiempo

Bu = % + b(x)u
sin condicién de signo sobre el coeficiente b(z). Todos estos operadores verifican el principio del méximo
(ver Daners y Koch-Medina [21], pag. 120) y las estimaciones (7.0.2).

También se pueden obtener de Daners y Koch-Medina [21] y Lunardi [36] los resultados referentes a
la existencia de solucion del problema no lineal del Teorema 6.1.13.

Por tanto, el anélisis sobre trayectorias completas de la Seccién 7.1 se puede llevar a cabo sin mayores
cambios. Por supuesto, los casos asintéticamente auténomo o periédico de la Seccién 7.2 requieren un
tratamiento especifico pero completamente similar.

De aqui se siguen los resultados para ecuaciones no lineales del Capitulo 8.
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Capitulo 9

Existencia, unicidad y atraccion de
trayectorias completas positivas

Nuestro objetivo en este capitulo serd probar, bajo ciertas condiciones apropiadas, la existencia de una
Unica trayectoria completa, acotada y no degenerada para el problema de reaccién difusién no auténomo

ug—Au = f(t,z,u) en Q, t>s
u = 0 en 0N (9.0.1)
u(s) = wog

cuyas soluciones denotaremos por u(t, s; ug), donde Q C RV es un dominio acotado regular y f : Rx Q x
R — R es una funcién suficientemente regular verificando f(¢,2,0) >0y

f(tﬂ x’ ’U/)

u

es no creciente para u>0. (9.0.2)

Por solucién no degenerada en +oo entenderemos que cuando ¢ — +o0, u(z,t) permanece alejado
de cero en algin sentido que precisaremos més adelante. La acotacién, a lo largo de este capitulo, la
entenderemos en sentido C*(Q).

Probaremos también que esta tinica trayectoria completa positiva, u(t, z), captura la dindmica asintéti-
ca de todas las soluciones positivas de (9.0.1) en sentido pullback y hacia adelante en el tiempo como
ahora precisamos. Primero, esta solucién atrae a dindmica de todas las soluciones positivas de (9.0.1) en
sentido pullback, es decir, para todo t € R,

lim w(t,s;u0) = u(t) (9.0.3)

§—>—00

uniformemente para ug > 0 en acotados de datos iniciales en X = C(Q2).
Adem3s, atrae hacia adelante en el tiempo, es decir,

tl_l)rgo (u(t, s;u0) —u(t)) =0 (9.0.4)
para todo s € R, uniformemente para uo > 0 en acotados de datos iniciales en X = C(Q).

Nétese que sobre f supondremos cierta regularidad que asegure para todo up € X = C(Q), (9.0.1)
tiene una dnica solucién ¢ > s que denotamos u(t, s;uo) = U(t, s)ue donde U(t,s) es el operador de
evolucién asociado a (9.0.1), que al igual que antes, verifica U(t,s) € L(X) y

i) U(t,t) = I para todo t € R,

ii) U(t,s)U(s,r)u =U(t,r)u paratodor <s<t,u € X,y

iii) u — U(t,r)u es continuo en X para t > r.

Ademas, en tal caso U(t, s) conserva el orden y regulariza las soluciones en el sentido de que U(t, s)
es continuo y acotado de X = C(Q) en C} (1), el subconjunto de C*(Q) de funciones que se anulan en
0f). Tales condiciones han sido estudiadas en el Capitulo 8.

115
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Nétese que en el caso auténomo, es decir, cuando f no depende de ¢, la unicidad de equilibrio positivo,
ug(z), para el problema eliptico

—Au = f(z,u) en Q
{ u = 0 en 00 (905)
con M decreciente ha sido estudiado en la Seccién 3.3 de esta memoria. Ademads, este equilibrio

es glob‘glmente asintdticamente estable para el problema de evolucién auténomo correspondiente, ver
también Brézis y Oswald [17] y Fraile et al. [24].

Por otra parte, en el caso periédico, es decir, cuando f(t+T, x,u) = f(t,z,u), la unicidad de soluciones
periédicas positivas de (9.0.1), supuesto (9.0.2), se prob6 en Hess [30], donde también se prueba que esta
solucién es globalmente asintGticamente estable. Més recientemente, el caso f(t,z,u) = Au — b(t, z)u” ha
sido considerado en Langa et al. [32] bajo la restriccién

0 < ag <b(t,z) < Ay, con Ao < pag.

Todos estos resultados entran dentro del resultado general que estableceremos méas adelante. En
particular, probaremos el resultado de Langa et al. [32] sin la restriccién anterior.
Precisamos ahora las definiciones hechas anteriormente.

Definicién 9.0.1

i) Una funcién positiva con valores en X = C(Q) que se anula en (), es no degenerada en oo (respecti-
vamente —o0) si existe tg € R tal que u estd definida en [tg,00) (respectivamente (—oo,tp]) y existe una
funcién ¢ € C1(Q), wo(x) > 0 en Q, que se anula en 09, tal que

u(t, ) > @o(x) para todo t >t (9.0.6)

(respectivamente para todo t < tg).

i) Una funcién positiva con valores en X = C(Q) que se anula en Q, es acotada superiormente en oo
(respectivamente —oc) si existe to € R tal que u estd definida en [to,00) (respectivamente (—oo,t0]) y
eziste una funcion o1 € C*(Q), p1(z) > 0 en Q, que se anula en 05, tal que

u(t,z) < ¢1(x) para todo t > to (9.0.7)
(respectivamente para todo t < tg).

Nétese que para que se satisfaga (9.0.7) es suficiente que 0 < u(t) esté acotada en C'(Q) para todo
t > to (respectivamente para todo t < tg).

Precisamos ahora las hipGtesis sobre el término no lineal. Supondremos que f(t,z,u) es continua en
Rx Q xR, localmente Lipschitz en u y localmente Hélder en ¢, y verifica las dos siguientes condiciones de
no degeneracién. En primer lugar, si u(¢, z) es una funcién positiva no degenerada en oo (respectivamente
en —oo) y acotada superiormente, entonces

ft,z,u(t, z))

wlt, 2) > qo(x) para todo t > to (9.0.8)

q(t,z) :=
(respectivamente para todo t < tg) para todo z € Q y go € LP(2) con p > N/2.

Ademis, supondremos que si 0 < u;(t,z) < ua(t,z) son curvas positivas no degeneradas y acotadas
en oo (respectivamente en —oo) tales que para algin conjunto de medida positiva A C Q y a > 0 se tiene

liminf(ua (¢, ) —u1(t,z)) >a>0 ect. z€A
t—o0

entonces el potencial
J(t,z,ui(t, 7)) [t 2, ux(t, x))
P(t,x) := - >0 9.0.9
(¢ 2) uy (t, ) ua(t, x) = ( )
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verifica que existe un conjunto de medida positiva, que seguimos denotando A C €2 y un nimero positivo
que seguimos denotando a > 0 tal que

liminf P(t,2) >a >0 ect. z€A (9.0.10)
t—o0

(con una condicién andloga cuando t - —00).
Por dltimo, supongamos la siguiente condicién de compacidad: si u(t,z) es una trayectoria completa
positiva de (9.0.1) acotada superiormente en co (resp. en —oo) entonces, para algin ¢ € R,

{u(t,-), t>to} es precompactoen L'(Q) (9.0.11)

(resp. para t < tg).

9.1. Unicidad de trayectorias completas positivas no degenera-
das

En esta seccidén vamos a probar el siguiente resultado de unicidad de trayectoria completa positiva

Teorema 9.1.1 Supongamos que se tiene (9.0.2), las condiciones de no generacién (9.0.8) y (9.0.9) y
la hipdtesis de compacidad (9.0.11) cuando t — —oo.

Si 0 < ur(t) < ua(t) son trayectorias completas positivas, no degeneradas y acotadas en —oo del
problema (9.0.1), entonces u; = us.

Noétese que sin ningtn tipo de no degeneracién de la solucién, la unicidad anterior puede no ser cierta.
De hecho, en el caso auténomo (9.0.5) supongamos que la solucién positiva, ug(x), existe, f(z,0) =0y
u = 0 es inestable en el sentido de que el primer autovalor del problema linealizado de autovalores

{_Az = O0uf(z,0z+Az en 0 (9.1.1)

z = 0 en 0N

verifica A; < 0. Entonces, el problema de evolucién asociado (9.0.1) tiene como operador de evolucién
U(t,s)uo = T'(t — s)up donde T'(t) es un semigrupo no lineal. Luego, si existe una conexién heteroclinica
para T'(t) ente el equilibrio inestable u = 0 y el equilibrio estable ug, entonces (9.0.1) tendria una
trayectoria completa positiva y acotada, ug(t), verificando ui(t) — 0, cuando t — —o0, y u1(t) = ug,
cuando t — oo, ademds de la trayectoria completa no degenerada us(t) = ug. Ademads, u; (t) < ua(t).

Para probar el teorema, observamos que si u(t, z) es una trayectoria completa positiva y no degenerada,
TCPND, en —oo, del problema (9.0.1), entonces también lo es para el problema lineal

z = 0 en 0N (9.1.2)

{ 2z¢— Az = q(t,z)z, en Q
[t @, u(t,z))

u(t,z)

Noétese que por los resultados del Capitulo 7, si ¢ € C*(R, LP(2)) para algin 0 < a < 1y p > N/2,
entonces (9.1.2) define un operador de evolucién que conserva el orden Ty (t,s) en £(Y) donde o bien
Y =L"(Q), con 1 <r < oo, 0 bien Y = C(Q).

Tenemos entonces

con ¢(t,z) :=

Proposicién 9.1.2 En las hipdtesis anteriores, supongamos que el problema (9.1.2) tiene una TCPND
acotada superiormente en —oo. B
Entonces, paraY = L"(Q), con 1 <r < oo oY =C(Q) y para todo s <t < tg se tiene

Co(to) < [ITy(t, 8)llcvy < Calto) (9-1.3)

donde tg es como en la Definicion 9.0.1.
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Demostracién. En primer lugar, nétese que dado ug € C'(Q) que se anula en 99, existe A = A(ug) tal
que |ug(x)| < Apo(z) en 2. Entonces, por comparacién, tenemos que para todo s <t < tg

|Tq (2, s)uo(2)| < ATy(t, s)po(x) < ATy(t; 8)2(s) () = Az(t, )

de donde
1T (¢, s)uolly < Allz(®)|ly < /\tsgtp Iy
>to

Luego, T,(t, s) estd acotado puntualmente en un subconjunto denso de Y y, por tanto, del Principio de
Acotacién Uniforme tenemos la cota superior para ||T,(t, s)||c(v)-
Por otra parte, tenemos
0 < go(x) < z(t,x) = Ty(t, s)z(s)(x)

y por tanto
lleolly < NITq(t, s)llcev)llz(s)lly
de donde obtenemos la cota inferior para ||T;(t, s)||z(v). ®

Como consecuencia tenemos para el problema no lineal (9.0.1)

Corolario 9.1.3 Supongamos que se tiene (9.0.2) y que 0 < wuy(t) < ua(t) son TCPND y acotadas
superiormente en —oo del problema (9.0.1).
FEntonces, si

tlf{noo (ua(t) —ui(t)) =0 en L'(Q)
entonces u1(t) = ua(t) para todo t € R.
f(ta T, uz’(ta m))

Demostracidén. Si denotamos g¢;(t, z) :=
ui(ta Z‘)

, para i = 1,2, entonces, por (9.0.2), ¢ (¢t,z) >

g2(t,x) y se tiene
(u1)t — Aug = @1 (t, 2)uy > g2(t, )ug .

En particular ui(t) > Ty, (¢, 8)u1(s) y como ua(t) = Ty, (¢, $)ua(s), se tiene
u () — ua(t) > Ty, (¢, 8) (u1(s) — ua(s)).

Ahora bien, por la Proposicién 9.1.2 y la hipétesis sobre uq, us, tomando limites cuando s — —o0, tenemos
que us (t) — u2(t) > 0 para todo t < tg. Luego uy(t) = ua(t) para todo t < tg. Ademds, de esto dltimo se
tiene la igualdad también para t > to. m

Supondremos pues en lo que sigue que 0 < uy(t) < ua(t) son TCPND y acotadas superiormente en
—oo del problema (9.0.1) tales que

0<ua(t)—ui(t)—/» 0 en LYQ)

cuando t — —o0. Nétese que, del teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, por ser la soluciones
acotadas superiormente, la condicién anterior equivale a

0 <wa(t,z) —ui(t,z)— 0 ect. z€Q,

cuando t — —oo. Ademds, por la hipétesis de compacidad (9.0.11) cuando t — —oo podemos suponer
que para cierto conjunto de medida positiva A C Q y algin a > 0 se tiene

lgLnj{.lc)f (us(t,z) — ui(t,z)) > a > 0.
De hecho, en caso contrario tendriamos iminf;_,_o (ua(t,z) — u1(t,z)) = 0 e.c.t. z € Q y entonces la

hipétesis de compacidad (9.0.11) implicaria que, tomando subsucesiones si es necesario, lim;_, (u2 (t,z)—
u(t,x)) = 0 e.c.t. z € Q de donde se tiene la convergencia L'(Q2) que es una contradiccion.
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Ahora, la ecuacién para us(t) se puede escribir como
(u2)e — Aug = gao(t, 2)us = (q1 (t,2) — P(t, z))us

donde

P(t,.’lﬂ') = (fh - (I2)(t,$) Z 0
y verifica (9.0.10) cuando t — —oo. Ademds, por la hipdtesis (9.0.8) tenemos g1 (¢,x) > go(x) para todo
t < tg, para todo z € Q y para go € LP(2) para algin p > N/2.

Por tanto, el Teorema 9.1.1 quedard probado cuando probemos la Proposiciéon 9.1.4 méas adelante,
ya que ésta implica que us no es una TCPND de (9.0.1), que es una contradiccién. Nétese que esta
proposicién implica que si un problema lineal tiene una TCPND en —oo entonces una perturbacién
sostenida destruye estas soluciones.

Proposicion 9.1.4 Supongamos que para algin tg € R
q(t,z) > qo(x) para todo t < tg
para todo x € Q y qo € LP(Q) para algin p > N/2, y

2—Az = q(t,x)z, enQ
z 0 en 0N

tiene una TCPND y acotada en —oo. Entonces,
i) Si existen un conjunto de medida positiva A C Q y a > 0 tales que

liminf P(t,z) >a >0 ect. z€A
t——o00
entonces el problema perturbado

{ v — Av+ P(t,z)v = q(t,z)v, enQ (9.1.4)

v = 0 en 0N

no tiene ninguna TCPND acotada en —oo.
i1) Si P(t,x) > po(x) para alguna funcidn positiva en Q, que puede anularse en OS2, entonces v =0 es la
dnica trayectoria completa acotada no negativa de (9.1.4).

Demostracién.
i) Supongamos lo contrario, es decir, que existe una TCPND y acotada en —oco de (9.1.4), v. Entonces,
para s < t < to tenemos, por la férmula de variacién de constantes,

t
0 <w(t) =Ty(t,s)v(s) — / Ty(t,r)P(r,-)v(r) dr < Ty(t,s)v(s) (9.1.5)

Denotamos J(s) = f: T,y (t,r)P(r,-)v(r) dr > 0 que es creciente cuando s | —oo ya que el integrando es
no negativo. Entonces, por (9.1.5), la Proposicién 9.1.2 y la acotacién de v, tenemos que J(s) estd acotado
en LP(Q) para todo 1 < p < oo, cuando s = —oo.

Luego, por el teorema de la convergencia mondtona, tenemos

t
0< / T,(t,r)P(r,-)v(r)dr € L'(1)
—o0
que es equivalente a

t
| ITn P 0l o dr < .

En particular, existe una sucesién r, - —oo tal que, cuando n — 0o,

|7 (t, rn) P(rn, - )v(ra)llL@) — O.
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Por las hipétesis sobre P(t,z) y por ser v no degenerada

0< /Q T, (¢, 7) (X a00) () dz = 0. (9.1.6)

donde X 4 denota la funcién caracteristica. _
Ahora bien, por el Lema 9.1.6, més adelante, tenemos que existe una funcién ¢, € C1(Q) con s (z) > 0
en Q, que se anula en 99, tal que

Ty(rn + 1,7m) (X apo) (z) > ¢2(z) para todo n.
Luego podemos escribir, para t > r, + 1,
Tyt ) (X apo) = Ty(t,rn + V)Ty(rn + 1,m) (X a@o) > Ty(t,rn + )2 >0

y el término de la izquierda converge a cero en L!(Q) cuando n — oo.
Pero, como z es una TCPND y acotada superiormente en —oo, entonces existe A > 0 tal que para
todon € N, z(r, + 1) < p1 < Aps y por tanto

0 < o < 2(t) = Ty(t,rn + V)z(rn + 1) < AT, (t,rn + 1) = 0 en  L'Y(Q)

cuando n — 0o, que es una contradiccién.
ii) Supongamos lo contrario, es decir, que el problema (9.1.4) tiene una trayectoria completa acotada
no negativa, v, distinta de la trivial. Supongamos en primer lugar que existen un conjunto de medida
positiva A C Q y a > 0 tales que

liminfu(t,z) > a > 0.

t——o0
Entonces, por la hipétesis sobre P, argumentando como en i), tenemos (9.1.6) lo que nos lleva a una con-
tradiccién como antes. Luego, podemos suponer que liminf; , o, v(t,z) = 0 e.c.t. z € Q. Pero entonces,
denotando por U (¢, s) al operador de evolucién asociado a (9.1.4), podemos escribir v(t) = U(t, t—1)v(t—1)
y por el efecto regularizante de U (t, s) tenemos que v(t) es precompacto en L!() cuando t — —oo. Pero
entonces, pasando a subsucesiones si fuera necesario, tenemos que v(t) debe converger a cero en L'(Q)
cuando t — —oo. Ahora bien, de la segunda desigualdad en (9.1.5) y la Proposicién 9.1.2 tenemos

[[lv@®)]] < C|lv(s)|] = 0 cuando § = —00

es decir, v(t) = 0.
Supongamos ahora que v es una trayectoria completa tal que
liminf u(t,z) = 0.
t——o0
Por el efecto regularizante de la ecuacién (9.1.4), cuyo operador de evolucién denotamos por T, p(t,s)
tenemos que {v(t)};<o estd en un acotado de C?(Q2), para algin 0 < 6 < 1, ya que podemos escribir
v(t) = T,—p(t,t—1)v(t—1) (ver demostracién del Teorema 8.1.1). En particular, {v(t)}¢+<o es relativamente
compacto en C(Q) y por tanto, existen v* € C(Q) y una sucesién t, — —oo cuando n — 0o tal que
v(t,) = v* cuando n — occ.
Ahora bien, para esta sucesidn, se tiene que o bien v* = 0 con lo que no tendriamos nada que probar
o bien existen un conjunto de medida positiva A C 2 y a > 0 tales que

lim v(tn,z) > a > 0.

n—oo

Pero, procediendo como antes tenemos que v* debe ser idénticamente nula. Como el argumento es véalido
para cualquier subsucesién tenemos que

lim v(t,z) =0

t——o0

que es una contradiccién. Como antes, v(t) =0 paratoot € R. m
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Nota 9.1.5 Ndtese que, en realidad, la iltima parte de la prueba del punto i) de la Proposicién an-
terior prueba que para cualquier dato inicial no negativo ug, no idénticamente nulo, y t € R la curva
{Ty(t, s)ug, s <t} es no degenerada en —oo. Esto junto con (9.1.6) lleva a contradiccion.

Probamos ahora el siguiente resultado sobre no degeneracién utilizado anteriormente.

Lema 9.1.6 Supongamos que para algin intervalo no acotado I C R tenemos
q(t,x) > qo(x) para todo t €l

para todo x € Q y qo € LP(Q) para algin p > N/2.
Entonces, dado 0 < ¢ € LY(Q) existe una funcién ¢ € C*(Q) tal que (x) > 0 en Q, que se anula en
01, tal que
To(s+1,8)> ¢ (9.1.7)

para todo s con s,s+ 1€ 1.

Demostracion. Basta notar que usando comparacién
Ty(s +1,8)6 > Tyo(s + 1,8)8 = Sgo (1) = ¢
donde Sy, (t) denota el semigrupo asociado a la ecuacién auténoma no lineal

z2—Az = qo(x)z, en
z =0 en 0f)

Nétese que las hipotesis del Lema pueden leerse como q(t,z) = q*(t,z) — ¢ (t,x) > qo(x) y por
tanto, son necesarias para obtener el resultado. De hecho, si ¢~ (¢, z) puede hacerse muy grande en algin
subconjunto de 2 cuando ¢t € (s,s +1) C Iy |s| = oo, es facil ver que T,(s + 1, s){ debe tender a cero
sobre este conjunto y por tanto la conclusién del lema falla.

9.2. Comportamiento de las soluciones positivas hacia adelante
en el tiempo

Tratamos ahora el comportamiento asintético hacia adelante en el tiempo de las soluciones positivas
del problema (9.0.1). En particular probamos que supuesto que se verifica (9.0.2) todas las soluciones
positivas de (9.0.1) tienen el mismo comportamiento asintético cuando ¢ — oo. Concretamente probamos

Teorema 9.2.1 Supongamos que se tienen (9.0.2) y las condiciones de no degeneracién (9.0.8) y (9.0.9)
y la hipotesis de compacidad 9.0.11 cuando t — oco.

Si 0 < ui(t) < ua(t) son soluciones positivas, no degeneradas y acotadas superiormente en oo de
(9.0.1) entonces

lim (ua(t,z) —ui(t,2)) =0 uniformemente en x € ().
t—o0
Empezamos con el siguiente resultado sobre ecuaciones lineales.

Proposicién 9.2.2 Sea Ty(t,s) el operador de evolucidn asociado a la ecuacion (9.1.2).

i) Supongamos que para algin s € R existe una solucidn positiva acotada de (9.1.2), z(t), para t > s.
Entonces, todas las soluciones no negativas de (9.1.2) estdn acotadas parat > s y para todo t >ty > s

se tiene

1T, (t, to) |l z(vy < Ci(to)

paraY = L"(Q), con 1 <r<oo oY =C(Q).
En particular, o bien todas las soluciones positivas de (9.1.2) son acotadas o bien son no acotadas
para t > 8.
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i1) Supongamos ademds que la solucion en i) es tal que z(t) — 0 en L>®(Q) cuando t — oo. Entonces,
todas las soluciones de (9.1.2) convergen a cero uniformemente en 0 cuando t — oo.
iii) Si z(t) para t > s es una solucion positiva acotada de (9.1.2), entonces z(t) — 0 en L>®(Q) cuando
t — oo sty solo st

2(tg,z) >0 ect. z €N

para alguna subsucesion tp — 00.
iv) Supongamos que para algin s € R existe una solucidon positiva no degenerada en oo, SPND, de (9.1.2),
z, en el sentido de la Definicion 9.0.1.

Entonces, todas las soluciones no triviales de (9.1.2) son SPND en oo y para todo t > tg > s se tiene

Co(to) < [[T4(t:t0)ll (v
paraY = L"(Q), con1 <r < oo oY = C(Q).

Demostracion.
i) y ii). Es claro que, para todo ¢t > s, si 0 < vy < 2(s) entonces 0 < v(t) = Ty(¢, s)vg < Ty(t, s)2(s) = 2(t)
y, por tanto, v también estd acotada o tiende a cero cuando t — oo.

Por otra parte, siempre podemos suponer vy € C§ (9), ya que de otra forma basta desplazar el tiempo
inicial a la derecha y usar el efecto regularizante del operador de evolucién. Luego, para cualquier tg > s
existe 0 < X\ = A(wo, to), tal que |vg(z)| < Az(z,t0) y entonces

v(t, z)| = [Ty(t, to)vo ()| < ATq(t, to)z(to) () = Az(t,2)
y por tanto
lo@®lly < Allz(B)llv

que esta acotado o converge a cero cuando t — oo. Ademads

1ot to)volly < Allz(®)lly < A sup [[z(®)lly-
Zto

Luego, T,(t,to) estd acotada puntualmente en un subconjunto denso de Y de donde, por el Principio de
Acotacién Uniforme se tiene la cota superior para ||Tq(t,to)|z(y)-

iii) Como z estd acotadaen L>(Q) parat > s, entonces si z(x,t) — 0e.c.t. z € Q para alguna subsucesién
tr, — oo entonces el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue implica que [|z(tz)||z1 () — 0.
Entonces, por los resultados del Capitulo 7 (ver (7.0.2))

C
m”z(tkmﬂ(ﬂ) para tp <t <tp+1
”z(t)”L‘x’(Q) < k (9.2.1)
Cllz(te)llL @) para t >t + 1

para alguna constante C' independiente de k y, entonces, tomando ¢ > t; + 1 se tiene el resultado.
iv) Como 0 < g < 2(t) = T, (¢, t0)=(to) entonces

llpolly < [Ty (¢ t0)z (o)l ¥ l|2(to) Iy

y obtenemos la estimacién.
Por otra parte, sea vo > 0. Nétese que para t > s + 1 se tiene v(t) = Ty(t,s + 1)Ty(s + 1,8)vo ¥
wo = T,(s + 1, 8)ve € C§ () es positivo en 2. Por tanto, existe § > 0 tal que wo > dz(s + 1) y entonces

v(t) = Ty(t, s)we > T, (t, s +1)z(s + 1) = 62(t) > dypo

Luego v es una SPND en co.m

Consideramos ahora las soluciones no negativas del problema no lineal (9.0.1) con la condicién (9.0.2).
Se tiene entonces
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Corolario 9.2.3 Los resultados de la Proposicion 9.2.2 siguen siendo vdlidos para soluciones no nega-
tivas de (9.0.1), suponiendo que el punto i) se lee: si u1(t),u2(t) para t > s son soluciones positivas
acotadas de (9.0.1) y

uy (b, ) —ua(ty,z) > 0 ect z€Q

para alguna subsucesidn tr, — oo entonces
ui(t,x) —u2(t,z) = 0 wuniformemente en x € Q cuando t— 0.

Demostracién.
i) y ii). Si para todo t > s, u(t) es una solucién positiva acotada de (9.0.1) entonces si v(¢) es otra solucién
tal que v(t) < u(t) entonces el resultado es obvio. Por otra parte, si v(t) > u(t) entonces

ft0) £tz
v

- u

vy — Av = v = q(t, z)v.

Luego,
0 <v(t) < Ty(t, s)v(s) (9.2.2)

donde T,(t, s) verifica las hipétesis i) o ii) de la Proposicién 9.2.2 respectivamente (con z(t) = u(t)). Por
tanto se tiene el resultado.

iii) Nétese que siempre podemos suponer u;(t) < us(t) de donde por (9.2.2) aplicado a v = us2 y ¢(t,z) =
f(ta z, ul)

” y usando uq (t) = T, (¢, tx)u1(tr) tenemos
1

0 < ug(t) —ur(t) < Ty(t,tr) (uate) — ui(ty)).

Usando ahora (9.2.1) se tiene el resultado.

iv) Si u(t) para ¢t > s es una SPND de (9.0.1) y v(t) es otra solucién tal que v(t) > u(t) entonces es claro

que v también es una SPND. Por otra parte, si 0 < v(t) < u(t), argumentando como antes, tenemos
ftw) o fw)

vy — Av = v v = q(t, z)v.

(% u

Luego v(t) > Ty(t, s)v(s) y el resultado se sigue de la Proposicién. m

Por tanto, podemos suponer en adelante que (9.0.1) tiene una SPND acotada y entonces todas las
soluciones no triviales son SPND acotadas. Luego, suponiendo las condiciones de no degeneracién (9.0.8)
y (9.0.9) cuando t — o0, estamos ya en posicién de poder probar el resultado principal de esta seccién,
el Teorema 9.2.1.

Demostracién del Teorema 9.2.1 Supongamos que 0 < wuq(t) < wa(t) son soluciones positivas,
no degeneradas y acotadas superiormente en oo del problema (9.0.1). Por el Corolario 9.2.3 iii), si
lim¢ 00 (ua(t,z) — ui(t,2)) = 0 e.c.t. € Q entonces se obtiene el resultado. Luego, por la hipétesis
de compacidad (9.0.11) podemos suponer que existen un conjunto de medida positiva A C ) y algin
a > 0 tales que
im i - > .
lfm inf (uz(t,x) —ui(t,z)) > a >0
Entonces, la ecuacién para us(t) se puede escribir como
(u2)t — Aug = @2(t, )us = (q1 (t,z) — P(t, :c))ug
donde,
P(t,.’II) = (ql - Q2)(ta$) > 0
verifica (9.0.10).
Ademsds, por (9.0.8) tenemos ¢(t,x) > qo(z) para todo t > tg, para todo z € Q y go € LP(2) para
algin p > N/2.
Ahora bien, por la Proposicién 9.2.4 mas adelante, tenemos que u2(t) no es una SPND, lo que es una

contradiccién. m

Enunciamos y probamos ahora la Proposicién usada en la demostracién anterior que ademas es inte-
resante en s{ misma. Nétese que este resultado es el andlogo en oo a la Proposicién 9.1.4 y establece que
las perturbaciones sostenidas destruyen la existencia de soluciones no degeneradas.
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Proposicién 9.2.4 Supongamos que para algin tg € R
q(t,z) > qo(x) para todo t > tg

para todo x € Q y qo € LP(Q) para alginp > N/2, y

z—Az = q(t,x)z, en
z = 0 en 0N)

tiene una SPND acotada superiormente para t > s. Entonces
i) Si existen un conjunto de medida positiva A C Q y a > 0 tales que

liminf P(t,z) >a >0 ect. z€A
t——o0
entonces el problema perturbado

{ v —Av+ Pt,z)v = q(t,z)v, enQ (9.2.3)

v = 0 en 02

no tiene ninguna SPND en co.
ii) Si P(t,x) > po(z) para alguna funcidn positiva en ), que puede anularse en 0N, entonces todas las
soluciones de (9.2.3) decaen a cero uniformemente en 2, cuando t — oo.

Demostracion.

i) Supongamos lo contrario, es decir, que existe una SPND (que debe ser necesariamente acotada supe-
riormente) en oo del problema (9.2.3), v. Entonces, para t > tg > s tenemos, por la férmula de variacién
de constantes,

0 < w(t) = Ty(t, to)v(to) — /t T, (t,7)P(r, - )v(r) dr < T,(t,to)v(to)- (9.2.4)

Denotando J(t) = ftto Tq(t,7)P(r,-)u(r)dr > 0 tenemos, por (9.2.4) y las hipdtesis que J(t) estd aco-
tado en L?(Q) para 1 < p < 00, cuando t — oc.
En particular,

¢
OS/ /Tq(t,r)P(r,a:)v(r,a:) dzxdr < C.
to JQ

Por ser v no degenerada en oo y las hipétesis sobre P(t, z), tenemos que existe un conjunto de medida
positiva A C 2 tal que, si tg es suficientemente grande,

0< /ttl/QTq(t, r) (XAcpo)(a:) dxdr < /tt/QTq(t,r)(XAgoo)(x) dxdr < C (9.2.5)
0 0
Noétese ahora que podemos escribir, parat >r+ 1> tg + 1,
Ty(t,r) (X apo) (@) = Ty(t,r + D)T,(r + 1,7) (X ap0) (z)
de donde, por el Lema 9.1.6 se tiene
Ty(r +1,7) (X apo) () > pa(2)

para alguna funcién ¢, € C*(Q), @2(z) > 0 en €, que se anula en 9. Ahora, como z es una SPND
acotada superiormente se tiene que para algin ¢ > 0 independiente de r, @2(x) > dp1(x) > dz(z,r + 1)
y entonces

Ty(t,r) (X apo) (@) > 6Ty (t,r + 1)z(z,r + 1) = 62(t,z) > dp(z)

para alguna funcién ¢ € C*(Q), ¢(x) > 0 en Q, que se anula en 9. Luego,

t—1
05/ /(p(a:)dxdrgc
to Q
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que es una contradiccion.
ii) Supongamos lo contrario, es decir, que v es una solucién no negativa de (9.2.3) (que debe ser necesa-
riamente acotada superiormente). Supongamos ademas que existe un conjunto de medida positiva A C
y algin a > 0 tal que
liminfu(t,z) > a > 0.
t—o0

Entonces, usando la hipétesis sobre P y argumentando como en i) tenemos (9.2.5) y se llega a contradiccién
como antes.

Luego, podemos suponer que liminf; ., v(t,z) = 0 e.c.t. z € Q. Pero entonces, denotando por
U(t,s) al operador de evolucién asociado a (9.2.3), podemos escribir v(t) = U(t,t0)v(to) y por el efecto
regularizante de U(t,s) tenemos que v(t) es precompacto en L!(Q) cuando ¢ — —oo. Pero entonces,
pasando a subsucesiones si fuera necesario, tenemos que v(t) debe converger a cero en L!(f) cuando
t — —oo. Pero entonces, por la segunda desigualdad en (9.2.4) y (9.2.1) se tiene, para todo t > to + 1,

lo@®)[|Le () < Cllv(to)llz1(@) =0  cuando to — co.m

9.3. Existencia de trayectorias completas positivas no degene-
radas

En esta seccién estudiamos la existencia de trayectorias completas no negativas o positivas del proble-
ma (9.0.1). Ademaés, damos condiciones que garantizan que las trayectorias completas son no degeneradas
y acotadas superiormente en Foc.

Comenzamos con el caso en que la dindmica asintética de (9.0.1) es trivial y no existen trayectorias
completas no negativas. De hecho, como consecuencia de la Proposicién 9.2.2 y el Corolario 9.2.3 tenemos

Teorema 9.3.1 Supongamos que f(t,x,0) = 0, se verifica (9.0.2) y

m(t, ) = lim inf Ft2,4)
u—0+ U
es tal que el operador de evolucidn lineal Ty, (t,s), como en (9.1.2), es exponencialmente estable.
Entonces, todas las soluciones de (9.0.1) verifican ||u(t, s;uo)||L=() — 0 cuando t — +00 0 5 = —o0
uniformemente para ug en acotados de X = C(Q2).
En particular u(t) = 0 es la dnica trayectoria completa no negativa y atrae todas las soluciones de
(9.0.1) en sentido pullback y hacia adelante en el tiempo.

Demostracion. Si 0 < u(t,z) es una solucién no negativa de (9.0.1), entonces

f(tJ 1’-7 u)

U <m(t,z)u

ug — Au =
y, por tanto, 0 < u(t) < T,,(t, s)ug de donde se tiene el resultado. m

Recordemos que como consecuencia de los resultados de los Capitulos 7 y 8 se tiene la existencia de
una trayectoria completa no negativa de (9.0.1). Ademds, esta trayectoria es estable por arriba en sentido
pullback. Nétese también que para esto no hace falta suponer (9.0.2). Concretamente, recopilando los
resultados de dichos capitulos, se tiene

Teorema 9.3.2 Supongamos que f(t,z,0) >0y
flt,z,u) < C(t,z)u+ D(t, ) para todo u >0, (9.3.1)

tal que el operador de evolucidn Tc(t,s) como en (9.1.2), es exponencialmente estable con exponente
B > 0. Entonces, en cada una de las siguientes hipdtesis sobre D existe una trayectoria completa maximal
0 < ¢m € Dg =Ds(R,Co(N)) en el sentido de que cualquier otra trayectoria completa de (9.0.1) en Dpg,
¥, verifica 0 < (t) < pum(t) para todo t € R.
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i) D € Ds(R,L"(Q)) con N/2 < r < 00; en tal caso ou € Ds(R,Co(R)), 0

#) para todo T < oo, D € L7((—00,T),L"(Q)) con1 <o < o0 y No'/2<r <00, 0 N/2< 1 <00 si
0=00,0r =00 8i0=1; en tal caso oy € L>®((—00,T),Co()) C Dp(R, Cy (2)).

Es mds, en cada uno de los casos anteriores, el intervalo de orden I(t) = [0, (t)] es invariante
hacia adelante en el tiempo y atrae uniformemente toda la dindmica de las soluciones positivas de (9.0.1)
en sentido pullback, es decir, para todo t € R se tiene

0 < liminf u(t, s, z;v,s) < limsupu(t, s, z;vs) < om(t, ) (9.3.2)
§—=—00 s——00
uniformemente en x € Q para todo 0 < {vs} en {B(s)}s € D = Djs.

Ademds, op(t) _es globalmente asintdticamente estable por arriba en sentido pullback, es decir, para

todo v € Dg(R, Co(N)), v > pu se tiene
lim u(t, s;v(s)) = pum(t).
§—>—00

Recordamos que la trayectoria completa maximal oy, (t) construida anteriormente puede no estar
acotada cuando t tiende a +oo (ver Capitulo 7, Seccién 8.3).

Ademads, como consecuencia del Teorema 8.1.1 existe un atractor en sentido pullback para soluciones
no negativas de (9.0.1) con cuenca de atraccién Dg, que denotamos A = {A(t)}+, y

A(t) c I(t) = [0,m(t)] paratodo teR

Ademas, ¢ (t) € A(t) para todo t € R.
Damos ahora condiciones para que una trayectoria completa de (9.0.1) sea acotada superiormente en
400 en el sentido de la Definicién 9.0.1.

Proposicién 9.3.3 i) Supongamos que una trayectoria completa de (9.0.1), u(t), verifica
u € Loo((_ooa T)J CO(G))

para algin T € R y f(-,u(:)) permanece en un conjunto acotado de LP(Q) para algin p > N. Entonces,
u estd acotada superiormente y es precompacta en L'(Q) en —oo.
i1) Supongamos que una trayectoria completa de (9.0.1), u(t), verifica

u € L%((T, ), Co(Q))

para algin T € R y f(-,u(-)) permanece en un conjunto acotado de LP(Q) para algin p > N. Entonces,
u estd acotada superiormente y es precompacta en L'(f2) en oo.

Demostracién. Como observamos en la Definicién 9.0.1, para probar que u estd acotada superiormente
basta probar que estd acotada en C'(Q). Entonces

i) Nétese que dado t < T se tiene u(t) = U(t,s)u(s) = U(t,t — 1)u(t — 1) y u(t — 1) permanece en un
conjunto acotado de Co(Q2). Por tanto, basta probar que U(t,t — 1) transforma un conjunto acotado de
Co(0) en un conjunto acotado de C*(2) independientemente de ¢. Para ello, nétese que sin € B C Co(9)
es un conjunto acotado entonces, de la férmula de variacién de constantes para (9.0.1) se tiene

t

Ut t— 1)y = by + / A=) (7 U(r,t — 1)n) dr. (9.3.3)
t—1

Como f(r,U(7,t — 1)n) permanece en un conjunto acotado de LP(Q), para algin p > N, independiente-
mente de ¢, el resultado se sigue del efecto regularizante del semigrupo del calor.
ii) Ahora, dado ¢t > s > T se tiene

u(t) = 2 u(s) + /t A=) £ (1, u(r)) dr. (9.3.4)

8

De nuevo f(7,u(7)) permanece en un conjunto acotado de LP({2), para algtiin p > N, independientemente
de t y el resultado se sigue de las cotas exponenciales para el semigrupo del calor. m

En particular, de los resultados de los Capitulos 7 y 8 se tiene
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Corolario 9.3.4 En las condiciones del Teorema 9.3.2,
i) Supongamos que D wverifica que para todo T < oo, D € L7((—00,T),L"(R)) con1 < 0 < o0 y
No'/2<r<o0,0oN/2<r<ocosic=00,0r=00si0=1.

Entonces, pp € L% ((—00,T),Co(R2)) C Ds(R, Co(Q)) estd acotada superiormente en —oo.
i1) Supongamos que D wverifica alguna de las hipdtesis de los casos i) o i) del Teorema 9.3.2 y ademds
D e L°((T,00),L"()), para todo T > —o0, con o y r como en el caso i).

Entonces, pu € Dg(R,Co(Q)) N L®((T,0), Co(Q)) y estd acotada superiormente en oo.

Nota 9.3.5 Notese que el Corolario 7.1.7 implica que en cualquiera de los casos del Corolario 9.3.4, si
1 <o < oo entonces
pm(t) =0

cuando t tiende a —oo o co. Lo mismo se tiene si 0 = oo y ||D(t)||z~) — 0 cuando t — +oc. Estos
casos no estdn incluidos en el Teorema 9.3.1.

Por tanto, supondremos de aqui en adelante que o = oo y N/2 < r < oo y D(t) no tiende a cero en
L*>®(Q) cuando t — +o0.

Nos centramos ahora en la cuestién de la no degeneracién de las soluciones positivas de (9.0.1) en
+00. Para ello, en lo que sigue usaremos las propiedades de las soluciones de la ecuacién auténoma no
lineal

wg— Aw = fo(z,w) en N
w = 0 en 0N (9.3.5)
w(0) = wug

cuyas soluciones denotamos por w(t;ug), con fo(z,0) >0y

fo(.’L‘,’U/)

u

es no creciente para  u > 0. (9.3.6)

Bajo condiciones adecuadas sobre fy, este problema tiene un tnico equilibrio positivo, u%(z) > 0

en ), ver Seccién 3.3 y Brézis y Oswald [17]. Ademéds, u}(z) es globalmente asintéticamente estable, es

decir, para todo conjunto acotado B de funciones positivas alejadas de cero, se tiene
w(t;ug) = u% cuando t — oo (9.3.7)

uniformemente para todo 0 < ug € B.

Luego, en cuanto a no degeneracién de soluciones en —oo se refiere, tenemos el siguiente resultado.
Nétese que este resultado establece no sélo la no degeneracion sino la estabilidad asintética por abajo en
sentido pullback de una solucién minimal positiva de (9.0.1). Nétese también que no se usa la hipdtesis
(9.0.2).

Teorema 9.3.6 Supongamos que estamos en las condiciones del Teorema 9.3.2 y que para todo t < tg <
00
folz,u) < f(t,z,u) para todo z€Q, u>0 (9.3.8)

para algin fo verificando (9.3.6) y (9.3.7).

Entonces, la trayectoria maximal completa @ (t) construida en el Teorema 9.3.2 es una TCPND en
—00.

Ademds, existe una TCPND en —oco que es minimal para t € R que denotamos ¢, (t). Es mds,
I (t) = [pm(t), oar (t)] es invariante hacia adelante en el tiempo para (9.0.1), es decir,

U(t,s)I*(s) C IT(t) para todo s <t
y atrae uniformemente la dindmica del sistema en sentido pullback, es decir, para todo t € R,

0 < o (t) < liminf u(t, s;ug) < limsup u(t, s;ug) < par(t) (9.3.9)

§—=—00 s——00

uniformemente para ug > 0 en conjuntos acotados de datos iniciales positivos alejados de cero.
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En particular, existe un atractor pullback para las soluciones positivas de (9.0.1), {Ay(t)}ier, que
verifica
AL(t) C lem(t),onm(t)] para todo t€R

Y om(t), om(t) € A(t) para todo t € R.
Ademds, p,;, es asintdticamente estable por abajo en sentido pullback parat € R, esto es, para cualquier
funcidn no degenerada en —oco, v € Cyp(R, X) tal que 0 < v(s) < pp(s) para todo s € R se tiene
lim wu(t,s;v(s)) = @m(t).

§—>—0Q
Por altimo, si tg = oo entonces m, y par son TCPND en oo.

Demostraciéon. Notese que por el principio de comparacién tenemos que para cualquier dato inicial no
negativoy s <t <tp
0 < w(t — s;u0) < u(t, s;u0)
donde w es la solucién del problema auténomo (9.3.5).
Consideramos ahora u%(z) el dnico equilibrio positivo de (9.3.5). Né6tese que u%(z) puede ser visto
como una subtrayectoria de (9.0.1) ya que, por el principio de comparacién,

0 < up(z) = w(r — s;up(z)) < U(r, s)up(z) (9-3.10)

para todo 7 > s. Luego, haciendo actual el operador de evolucién U(¢,r) en (9.3.10) tenemos, por el
principio de comparacién

U(t, ryuy(z) < U, r)U(r, s)ul(x) = U(t, s)uf(x) (9.3.11)

para todo s < r < t. De donde tenemos que 0 < u(t, s;u%) = U(t, s)u? es creciente en s tendiendo a

—00.
Ahora bien, como estamos en las hipdtesis del Teorema 9.3.2, tenemos, en particular, la existencia
de una trayectoria completa maximal no negativa oy (t). De donde, tomando limites en (9.3.10) cuando
s — oo tenemos por (9.3.2)

0<ul < lslgl_llglu(t, s;ul) < our(t) para t < to. (9.3.12)
En particular, ¢as es no degenerada en —oo.

Ademds, u(t, s;u%) > 0 estd acotada superiormente y es creciente cuando s — —oo. Luego, converge
puntualmente a cierta funcién que denotamos ¢, (t, ). Es més, esta convergencia es uniforme en espacio
por el Teorema de Ascoli-Arzeld: {u(t, s;u%)}s es equicontinuo y acotado por el efecto regularizante del
operador de ya que {u(t — 1, 5;u%) }s<s, estd acotado (para cierto sq). Luego, por el efecto regularizante
del operador de evolucién (véase el Teorema 6.1.13) sabemos que {u(t, s;u%)}s<so = U(t,t — 1){u(t —
1,5;u%) }s<s, €s pre-compacto en C(Q). Luego, u(t, s;u%) — om(t) € Co(Q) uniformemente en Q cuando
s = —o0. Por (9.3.12), ¢, verifica

0<ul <om(t) <om(t) para t<to.

Ademids, por la continuidad de U(t,s), t > s, siguiendo el mismo argumento que el la prueba del
Teorema 8.1.1 se tiene que ¢, (t) es una trayectoria completa de (9.0.1) que claramente es no degenerada
en —oo. Ademsds, de lo anterior también obtenemos que 0 < ¢, () < @ (t) para todo ¢t € R.

Probamos ahora (9.3.9). Supongamos primero ¢t < 5. Sea B un conjunto acotado de datos iniciales
alejados de cero, es decir,

dist(B, {0}) > 0.

Sean s < r < t < to. Entonces, para todo dato inicial {us}s tal que us € B para todo s tenemos
w(r — s;us) <u(r,s;us) paratodo s<r <ty (9.3.13)

y haciendo actuar el operador de evolucién en ambos miembros de la desigualdad tenemos para todo
s<r<t<ty
U(t,r)w(r - S5 us) S U(ta T)U(T, 3 us) = U(t, 83 us)'
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Tomando primero el limite cuando s tiende a —oo y usando la estabilidad asint6tica de u%, para (9.3.5)
(ver (9.3.7)) junto con la continuidad de U, tenemos

0 <u% <U(t,r)ul < lminfu(t,s;us).

§—>—00
Tomando ahora limite cuando r tiende a —o¢ tenemos
0 < uy < om(t) <liminfu(t, s;us) (9.3.14)

donde el limite es uniforme para u, en conjuntos acotado de X+ \ {0} alejados de cero. Esto y (9.3.2)
proporciona (9.3.9).

Supongamos ahora que t > 9. Entonces, haciendo actuar el operador de evolucién en (9.3.13) tenemos,
parar <7 <tp <t

U@, DU (r,m)w(r — s;us) < U, 7)U(T,m)u(r, s;us) = u(t, s; us)-
De nuevo, tomando limite cuando s — —oo como antes, tenemos

U(t,7)U(r,r)u% < liminf u(t, s;us)

§——00
y tomando ahora limite cuando r — —oc se tiene

U(t, 7)pm(7) < liminf u(t, s;us).

§—>—00
Por ultimo, usando que ¢,, es una trayectoria completa se tiene

0 < pm(t) < liminf u(t, s; us).
§—>—00
Probemos ahora que ¢, (t) es asintéticamente estable por abajo en sentido pullback para t € R. Sea
ahora, v € Cy(R, X) una funcién no degenerada en —oo tal que 0 < v(s) < ¢, (s) para todo s € R.
Entonces, para s < t,
u(t, 5;0(s)) < ult, s;0m(s)) = em(t).

Tomando ahora limite cuando s = —oo y usando (9.3.14) tenemos

Pm(t) <liminfu(t, s;v(s)) < limsupu(t, s;v(s)) < @m(t)-
§—H—00 §——00
Por tanto, ¢,, es asintéticamente estable por abajo en sentido pullback para t € R.

Por dltimo, probamos que ,,(t) es la trayectoria completa positiva minimal no degenerada en —oo.
Para ello, sea 1) otra trayectoria completa positiva no degenerada en —oc. Sea v € Cp(R, X) una funcién
no degenerada en —oo tal que 0 < v(s) < ¥(s) paratodo s € R. Entonces, por el principio de comparacién,
tenemos para t € R,

u(t, s50(s)) < U(t 8)(s) = (1)

Tomando ahora limite cuando s — —oo tenemos, de los resultados anteriores,

Pm(t) < liminfu(t, s;v(s)) < P(t) para teR
§——00
Luego, pm(t) < 1(t) para todot € R.
La invarianza hacia adelante en el tiempo de It (t) se sigue del principio de comparacién y el hecho
de que ¢, (t) y @m(t) son trayectorias completas. El resto se sigue facilmente. m

Nota 9.3.7 Observamos que el Teorema anterior implica que (9.0.1) es permanente en sentido pullback.

Observamos también que si to = 0o en el Teorema anterior, entonces toda trayectoria completa no
trivial ¢(t) en el intervalo de orden [0, (t)] debe verifica ¥(t) — 0 cuando t - —oo. Esto es, debe
conectar 0 en t = —o0 con @, (t) en t = co.
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Nota 9.3.8 El resultado anterior prueba que si se tiene la unicidad de soluciones dada por el Teorema
9.1.1 entonces existe una tnica trayectoria completa positiva de (9.0.1), es decir, on(t) = om(t) y
entonces es globalmente asintdticamente estable en sentido pullback.

Damos ahora otras condiciones para que las soluciones de (9.0.1) sean SPND en oo.

Proposicion 9.3.9 Supongamos que para t > to
fo(z,u) < f(t,z,u) paratodo z€Q, u>0 (9.3.15)

para alguna funcion fo verificando (9.8.6) y (9.3.7).
Entonces, para todo s > to y todo dato inicial no negativo, la solucion de (9.0.1), u(t,s;uo), es una
SPND en 0.

Demostracion. Basta notar que por el principio de comparacién
w(t — s3u0) < u(t, s;uo)

y el resultado se sigue de (9.3.7).m

Nétese que los argumentos anteriores sugieren otro tipo de condiciones para obtener que las trayecto-
rias completas estadn acotadas superiormente. Estas condiciones son complementarias a las del Corolario
9.3.4.

Proposicién 9.3.10 Supongamos que para t < tg < 0o (ot > to respectivamente) se tiene
ft,z,u) < fi(z,u) paratodo z€Q, u>0 (9.3.16)

para alguna funcion fi verificando (9.8.6) y (9.3.7).
Entonces, cualquier trayectoria completa no negativa de (9.0.1) estd acotada superiormente en —oo
(0 oo respectivamente).

Demostracion. Nétese que por comparacién se tiene que cualquier dato inicial no negativoy s < t < tg
0 <u(t,s5u0) < w(t — s;uo)

donde w es la solucién del problema (9.3.5) con término no lineal f;(z,u). Entonces, la propiedad (9.3.7)
proporciona el resultado.m

Nota 9.3.11 Ndtese que combinando los argumentes anteriores se tiene que si para todo t € R,
fo(z,u) < f(t,z,u) < fi(z,u) paratodo z€Q, u>0

con fo y f1 verificando (9.3.6) y (9.3.7) entonces podemos obtener la existencia de dos trayectorias
completas extremales om < pur que verifican (9.8.9), son no degeneradas y estdn acotadas superiormente
en to0o. Estas ideas han sido empleadas en [32].

9.4. Un ejemplo: ecuaciones logisticas

Mostramos ahora cémo se pueden aplicar nuestras técnicas a una importante clase de problemas
definidos por la ecuacién logistica no auténoma

u—Au = f(t,z,u) en Q, t>s
u = 0 en 0N (9.4.1)
u(s) = wg

con no linealidad
f,z,u) =mt,z)u — g(t,z,u)u (9.4.2)
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donde m es una funcién continua y localmente Holder en ¢ y g(¢,x,u) > 0 es una funcién regular, creciente
en u. Un caso particularmente importante es cuando se tiene el término no lineal

ft,z,u) = m(t, z)u — n(t, z)u’, p>2 (9.4.3)

donde n > 0 es también continua y localmente Holder en ¢. Todos estos ejemplos verifican (9.0.2).

Nétese que para estos problemas, se tiene que para una funcién v verificando o (z) < u(t, z) < ¢1(x)
para todo z € € y t en algiin intervalo I, para ciertas funciones ¢; € C1(Q), ¢;(z) > 0 en Q, que se
anulan en 91},

ft,z,u(t, z))

u(t.7) =m(t,z) — g(t,z,u(t,z)) > m(t,z) — g(t, z,01(x))

q(t,z) =

para (9.4.2) y

[t 2, u(t, )

ult,z) m(t, z) —n(t, z)uf~ (¢, z) > m(t,z) — n(t, )" (z)

q(t,z) =

para (9.4.3). Por tanto, para que se tenga (9.0.8) pediremos g(t, z, o1 () > go(x) 0 m(t, z)—n(t, z)o? ' (z) >
go(z) respectivamente. Por ejemplo, en el caso en que m(t, z) esté acotada independientemente de z y ¢
esto se tiene, respectivamente, si las partes negativas de g(t,z, p1(x)), o n(t,z) no se vuelven demasiado
grandes.

Por otra parte, para funciones verificando o (z) < ui (¢, )
en algin intervalo I, para ciertas funciones ¢; € C1(Q), @;(z
para (9.4.2),

ua(t, ) < ¢1(x) para todo x € Q y ¢

<
> 0 en , que se anulan en 92, tenemos,

0< P(t,z) = f(tﬁ;(il;t)’ 2 ﬂt,j;g?it), o) 9(t, 2, us(t, 2)) — g(t, 2, ur(t, ),

luego,
P(t,x) = Oug(t, z,&(t, x)) (ua(t, 2) — us(t, z))

< 1(2).
43),

para algin @o(z) < &(t, 2)
Por otra parte, para (9.

0< P(t,0) = {2l S22 (w8 1,0) -t (00)

luego
P(t,z) > (p— n(t,z)pf (@) (u2(t, 2) — wi (¢, 7))

Por tanto, para tener la condicién (9.0.10) pediremos una no degeneracién para la derivada de g: para
todo subconjunto ¢ C Q existe un conjunto de medida positiva A C Qp y a > 0 tales que

th'm Oug(t,z,E(t,2)) >a>0 ect. z€A
—00

Para (9.4.3) esto se traduce en que para todo subconjunto Q¢ C 2 existen un conjunto de medida positiva
A C Q y algin a > 0 tales que

liminfn(t,z) >a >0 ect. z€A
t—o0

(respectivamente cuando t — —o0). Esto se tiene en particular si n(t,z) > N(z) > 0 paratodo z € Q y
todo t en un intervalo no acotado.
Con todo esto, podemos aplicar los resultados de las Secciones 9.1 y 9.2 al problema (9.4.1).

Como en la Seccién 9.3, nétese que podemos aplicar el Teorema 9.3.1 si el operador de evolucién
asociado a A + m(t,z) es exponencialmente estable.
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Por otra parte, nétese que para (9.4.3), si suponemos que existe una descomposicién m(t,x) =
my (t,x) + ma(t,z) con ma(t,z) >0y

my € C*(R,LP()) con 0<a<1l yalgin p> N/2.

tales que el operador de evolucién asociado a A + my (¢, z) es exponencialmente estable con exponente
B > 0 entonces, usando la desigualdad de Young, se tiene que se verifica (9.3.1) con

ne (t,z)

para alguna constante A. Entonces, se puede aplicar el Teorema, 9.3.2.
Por otra parte, para
fo(z,u) = M(z)u — N(z)u

se verifican (9.3.8) y (9.3.15) supuesto que m(t,z) > M(z) para ciertos M € LP(Q), p > N/2y 0 <
n(t,z) < N(z) para todo ¢ en un intervalo no acotado adecuado. Ademds, (9.3.16) se verifica con fi = fq
como antes supuesto que m(t,z) < M(z) para ciertos M € LP(Q), p > N/2y 0 < N(z) < n(t, z).

De los resultado de la Seccién 3.3 y el Capitulo 5 y Brézis y Oswald [17], el problema (9.3.5) verifica
(9.3.7) supuesto que cero es una solucién inestable para

vu—Av = M(z)v en Q
v = 0 en 0N (9.4.4)
v(0) = wo

y existe una descomposicién M (xz) = M;(z) + Ms(x), con My > 0, tal que el semigrupo generado por
A + M (z) decaiga exponencialmente y

Do = (M2>p’ € L°(Q) (9.4.5)

1
)

para algin o > N/2.

9.5. Algunas generalizaciones y extensiones

Noétese que la mayor parte del andlisis en las secciones anteriores pueden llevarse a cabo para ecuaciones
mas generales de la forma

ug + A, Du = f(t,z,u), enQ t>s
u = 0 en 00 (9.5.1)
u(s) = wug

donde A(t, D) representa un operador diferencial eliptico general, que puede depender del tiempo, de la
forma,
A(t, D)u = —div(a(t,z)Vu) + c(t, z)u

o incluso
N N
A(t,D)u = — Z a;j(t, ©)0;05u + Z a;(t, z)0iu + a(t, z)u
i,j=1 i=1

con coeficientes regulares adecuados (ver Seccién 1.1).

Noétese que para estos problemas se pueden aplicar la mayor parte de los argumentos de este capitulo.
En primer lugar, se necesita un resultado de existencia y unicidad de solucién adecuado para poder definir
el operador de evolucién U(t, s) como para (9.0.1). Entonces, hemos de suponer las condiciones (9.0.2) y
(9.0.9). Nétese que la condicién (9.0.8) se impone para poder usar el Lema 9.1.6; ver mds abajo para ver
c6mo obtener este resultado en el caso mas general de la ecuacién (9.5.1).
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Después, se necesita un resultado adecuado de existencia para las ecuaciones lineales de la forma
(9.1.2), que se leerfa ahora como

z = 0 en Of) (95.2)

{ 2+ At,D)z = q(t,z)z, enQ
para una clase adecuada de potenciales ¢(t, z). Con esto, se puede definir el operador de evolucién T(t, s)
de la Seccién 9.1.
Con esto, todos los argumentos de la Seccién 9.1 siguen siendo vélidos supuesto que se pruebe el
resultado andlogo al del Lema 9.1.6 para (9.5.2): para todo 0 < £ € L1(f) existe una funcién ¢ € C1(Q),
p(z) > 0 en Q, que se anula en 99, tal que

Ty(s +1,5)¢ > ¢ 9.5.3)

para todo s tal que s,s + 1 € I; ver (9.1.7). Né6tese que este resultado es valido, supuesto que se verifica
(9.0.8), en el caso de operadores A independientes el tiempo. Sin embargo, puede ser cierto sin necesidad
de suponer (9.0.8). Por ejemplo en el caso periédico, se verifica usando la positividad fuerte de la aplicacién
de Poincaré, ver Hess [30].

Entonces, por los resultado de la Seccién 9.2, nétese que sélo se necesita establecer una estimacién
del efecto regularizante andlogo a (9.2.1) (puede que con un exponente diferente en lugar de N/2).

Por otra parte, los resultados de existencia de la Seccién 9.3, Teorema 9.3.2 pueden trasladarse a
(9.5.1) ver Seccién 8.4. Ademads, serfa necesario imponer ciertas condiciones para obtener la Proposicién
9.3.3 y el Corolario 9.3.4. Sin embargo, el resto de los resultados de esta seccién dependen del uso de
problemas auténomos adecuados con los que comparar, ver (9.3.5). Esta herramienta deberfa sustituirse
por una adecuada a (9.5.1) para obtener la no degeneracién y la acotacién superior.

Para otras condiciones de contorno, nétese que si se consideran condiciones Neumann o Robin, los
argumentos son algo més simples. De hecho, en estos casos las soluciones de (9.5.1) se vuelven estric-
tamente positivas en todo 2. Luego, en la definicién de no degeneracién, Definicién 9.0.1, las funciones
wo y 1 se pueden tomar como constantes positivas. Esto simplifica mucho las demostraciones en este
Capitulo.
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Capitulo 10

Difusion alta

En este capitulo estudiaremos varios ejemplos que, ademds de ser interesantes en si mismos, permiten
mostrar cémo se aplican las técnicas estudiadas en las secciones anteriores a ejemplos concretos.

Los ejemplos elegidos son dos problemas de difusién alta, es decir, problemas en los que la difusién
se hace infinita en alguna regién del dominio. Concretamente, en el primero de ellos, la zona de difusién
alta tocara a la frontera del dominio en zonas donde las condiciones de contorno son Dirichlet y en zonas
donde son Robin al mismo tiempo; en el segundo, la zona de difusién alta serd un entorno de la frontera
que, en este caso, tendré condiciones Robin.

Como veremos, en este tipo de problemas, se produce un proceso de homogeneizacién espacial en
la zona en la que la difusién en alta. Ademads, veremos también cémo interaccionan las condiciones de
contorno con la difusién. En el primer caso, como la zona de difusién alta tiene interseccién no vacia con
la parte de frontera con condiciones Dirichlet, tendremos que, necesariamente, en esa regién la solucién
va a ser nula produciéndose asi una propagacién de las condiciones Dirichlet a toda la regién de difusién
alta. En el segundo ejemplo, sin embargo, gracias a la interaccién de la condicién de frontera con la
difusién alta va a aparecer una aportacién directa procedente de la condicién de frontera en la zona de
difusién alta.

En el primer ejemplo, veremos que a pesar de que el problema limite que obtendremos es un problema
estdndar, sin embargo, las zonas de frontera con condiciones de contorno mixtas y Dirichlet van a tener
interseccién no vacia. Como consecuencia, vamos a perder regularidad en las soluciones del problema
limite. En el segundo ejemplo, el problema limite que obtendremos no serd un problema estdndar lo que
hard necesario el uso de soluciones e-regulares para obtener existencia de solucién (ver Arrieta et al. [8]).

Este tipo de problemas han sido estudiados en Rodriguez-Bernal [42] (problema eliptico) y Arrieta
et al. [12] (problema parabdlico) en el caso en que la zona de difusién alta no toca a la frontera. El caso
en que la difusién alta se tiene en todo el dominio ha sido estudiado en Rodriguez-Bernal y Willie [43] y
Willie [50].

En las Figuras 10.1 y 10.2 mostramos otras configuraciones de dominios que pueden tratarse con las
mismas técnicas que los estudiados més adelante. Hemos denotado por ¢ la regién del dominio donde
la difusién es alta, por I'p la regién de frontera con condiciones Dirichlet y por I'y la regién de frontera
con condiciones Robin o Neumann.

En la Figura 10.1 mostramos dos tipos de configuraciones en las cuales la zona de difusién alta tiene
contacto con la frontera de dominio pero no llega a recubrirla completamente. En el caso de condiciones
de contorno de tipo Dirichlet, la solucién va a ser cero en la regién con difusién alta (como el en primer
ejemplo que presentamos). Por tanto, el problema limite va a ser un problema de Dirichlet estdndar en
Q2 \ Qo, donde a lo sumo se perder la regularidad de la frontera. En el caso de condiciones Neumann o
Robin, la solucién serd constante en €y y dicha constante dependerd explicitamente de las condiciones
de contorno.

Las configuraciones de dominio mostradas en la Figura 10.2 dan lugar, en el limite, a dos problemas
de Dirichlet estandar desacoplados, siendo la solucién igual a cero en la regién de difusién alta.

El esquema que seguiremos en su estudio es el siguiente. En primer lugar, estudiaremos los problemas
lineales elipticos aproximados. Estos problemas serdan problemas estdndar y usaremos las herramientas

137
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Figura 10.2: Otras configuraciones posibles

habituales para su estudio. Una vez analizados, deduciremos cudl debe ser el problema limite y estudiare-
mos su buen planteamiento. Una vez identificado el problema limite, probaremos que, efectivamente, las
soluciones de los problemas aproximados convergen a las soluciones del problema limite. Por dltimo, es-
tudiaremos la convergencia espectral de los problemas aproximados al problema limite donde probaremos
que los autovalores y las autofunciones pasan al limite de manera adecuada.

Una vez estudiados los problemas elipticos pasaremos a estudiar los problemas parabdlicos lineales
asociados. Concretamente, probaremos que dichos problemas estdn bien planteados y que pasan al limite.
Con este estudio de los problemas lineales podremos pasar ya a considerar los problemas parabdlicos
no lineales. Los problemas no lineales aproximados serdn problemas estdndar que se pueden enmarcar
dentro de los problemas con condiciones de contorno no lineales estudiados en la Parte I. Bajo ciertas
condiciones de disipacién, obtendremos la existencia de atractor para las soluciones aproximadas asi como
cotas uniformes para las soluciones de los problemas aproximados. A partir de aqui, podremos plantear
el problema parabdlico limite y probar que estd bien planteado, posee un atractor y verifica las cotas
uniformes obtenidas para los problemas aproximados. Como observamos anteriormente, en el primer
ejemplo el problema limite va a ser un problema estandar y su buen planteamiento se va a obtener de
manera inmediata. En el segundo ejemplo, sin embargo, el buen planteamiento del problema va a requerir
mas esfuerzo no pudiéndose obtener de la forma habitual.

Por dltimo, las cotas uniformes y la convergencia de los problemas parabdlicos lineales, permite obtener
la, semicontinuidad superior de los atractores y de los equilibrios extremales. Ademads, enunciaremos una
propiedad que garantiza que los equilibrios extremales pasan al limite.

10.1. Difusién alta hasta la frontera

Comenzamos con un problema de difusién alta hasta la frontera en el que el problema limite resultante
es un problema estdndar con condiciones de frontera mixtas (tanto Robin como Dirichlet) en el que las
fronteras van a tener interseccién no vacfa. Esto va a impedir obtener soluciones muy regulares.
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10.1.1. Planteamiento del problema eliptico

Sea (2 un abierto acotado regular de RY . Denotamos por I' su frontera y suponemos que I' = Tp UTx
con I'p NI’y = 0. Adem4s, consideramos Q¢ C Q un abierto tal que 'y = 0 tiene interseccién no vacia
con 'y y I'p, que denotamos por Iy x y T'o,p, respectivamente. Sea ; = Q '\ Q.

Figura 10.3: Dominios de los problemas original y limite

Nos planteamos en primer lugar estudiar la convergencia de los problemas
—div(d.(z)Vue) + A+ V(z))u*=f en Q
6 &€
i b(z)u® =g sobre TI'y (10.1.1)

PE -
(P:) o7,
u® =0 sobre I'p

donde
= d.(x) son funciones suficientemente regulares, estrictamente positivas y tales que
0 <mp <d.(r) < M. paratodo z € Q (10.1.2)
Ademiés

00 uniformemente en compactos de Qg

de(z) — { do(z) uniformemente en Qy (10.1.3)

A es una constante positiva.

V es una funcién de L™ ().

b es una funcién de L™ (T'y).

f es una funcién de Hi! ().
= g es un elemento de H—1/2 (T'y).

Denotaremos Ty =Ty \Ton y Tp = 99, \ Ty

Nota 10.1.1 Todo lo que sigue sigue siendo vdlido suponiendo V. € L°(Q), 0 > N/2 y b € L"(Q),
r>N—1.

10.1.2. Marco funcional

A continuacién describimos el marco funcional que emplearemos para el estudio del problema (ver
Rodriguez-Bernal [42]).
Sea H'! () el espacio de Sobolev, denotamos por H~! (Q) su dual. Sea

Hi () ={ueH"(Q) :u=0sobre 'p}
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y denotamos por HF_;(Q) su dual. Definimos el espacio
Y. ={z € H_(Q) : —Div(d.(z)V=z) € L*(Q)}

Para u € Y, podemos definir g_ﬁus € H-'/2(T) por

ou .
<8—ﬁs,fy(v)>1/2’1/2 :/QDlv(ds(x)Vu)v+/Qd5(a:)VuVU (10.1.4)

para toda v € H' (Q). El espacio Y. es un espacio de Banach para la norma

|lzlly. = |IDiv(de () V2)||L2() + [I2]lm1(0)
que es un espacio de Hilbert y la aplicacién z — g—i es continua entre Y. y H~1/2?(T'). Denotamos el
dual de H'/? (T'x) por H=/2 (Ty).
Definimos a continuacién una serie de espacios que nos serdn de utilidad en lo que sigue. Serd en estos
espacios en los que “vivan” las soluciones del problema limite. Sean

L3, () = {ue L*(Q) :u=0sobre Qo }, Hy (Q) =L (QNH(Q) = H%D(Q)

y, por dltimo,
Yo, = {# € H,, (Q) : —Div(do(z)Vz) € L*()} .
10.1.3. Los problemas elipticos aproximados
Estudiemos, antes que nada, la existencia de solucién del problema eliptico lineal
—div(d.(2)Vu) + A+ V(z))u=f en Q
Y +b(x)u=g sobre Ty (10.1.5)

on,
u=0 sobre I'p.

Tomando funciones test ¢ € H () enla formulacién del problema (10.1.5) e integrando formalmente
por partes, tenemos

/ ds(x)VuV¢+/()\+V(m))u¢+ b(x)ugp = / f¢—|—/ g9 Vo€ H%D Q).
Q Q I'n Q '~
Se tiene entonces el siguiente resultado

Teorema 10.1.2 Fl operador T, definido por la forma bilineal

Te(u,v) = (Teu,v) = /st(m)Vqu + /Q()\ + V(z))uv + b(x)uv (10.1.6)

I'n
es un isomorfismo, para X suficientemente grande, entre H{ () y H{; (Q), y entre Y. y L? () +
H-'Y2(Ty). Ademds, entre estos tiltimos espacios, T, viene dado por
. 0-
T. = (—Div(d:(z)V-) + A+ V(x)) ) + T b(zx)-
g

I'n
Por restriccion a L? (), T. induce un operador autoadjunto, positivo con resolvente compacta, B. , con

dominio
ou

" Ot

D(B,) = {u € Hf (Q) : —Div (d-Vu) € L* () + bu = 0 sobre I‘N} ,

y para u € D (B.),
B.u = —Div(d. (2)Vu) + (A + V(2)) u.
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Demostraciéon. El operador T, estd en las condiciones del Teorema de Lax-Milgram para A suficiente-
mente grande y por tanto es un isomorfismo entre Hf_ (Q) y HF_; Q).

Sea h = fo +gry € L?(Q) + H /2(Tn) y sea u € H: () tal que T.u = h. Entonces, para toda
¢ € D(Q),

(Tou, ¢) = / 0. (2)VuV + / A+ V(@))uo = / /6.

Luego integrando por partes en la primera integral llegamos a que —Div (d. () Vu)+ (A + V(z))u = fenel
sentido de las distribuciones y, ademds, por ser f € L* (Q),V € L™ (Q) y u € H._ () C L* () tenemos
—div (d.(z)Vu) € L? () y la ecuacién se verifica en L? (Q2). Por tanto, u € Y.. Ademés, T, y su inversa
son continuas en estos espacios, luego 7. también es un isomorfismo entre Y. y L2 (Q) + H=/? (Ty).

Si tomamos ahora ¢ € Hf_ (), tenemos que

/Q d.(z)VuVé + /Q (Vs + [ o= /Q fo+ /F gt

e integrando por partes y teniendo en cuenta la ecuacién que verifica v en (2, tenemos

ou
on.

+b(z)u=gen H 2(Dy).

Luego T, viene dado por

T. = (-Div(de(2)V-) + A+ V() )q + (%E +b(x) )

I'n

Si restringimos este operador a L? (), tenemos que 7. induce un operador autoadjunto, positivo con
resolvente compacta, B., con dominio D (B;) = {u € H} _ (Q) : T.u € L? () }. Ahora bien, siu € D (B.),
como D (B.) C Y. tenemos —Div (d:Vu) € L*(Q). Por otra parte, v € Hf () C L*(Q) y como
V € L*®(Q), tenemos —Div (d-Vu) + Vu € L?(Q). Tomando u € D (B.) y ¢ € D(f), tenemos que
se verifica la ecuacién —Div (d.(z)Vu) + (A + V(z))u = f en D' () (de hecho, se verifica en L2 (Q2)).
Tomando ahora ¢ € Hf. (1), tenemos que ;_FZ + bu = 0 sobre I'y. Luego,

D(B.) = {u € H} (9):—Div (d-Vu) € L*(Q), 88% + bu = 0 sobre I‘N}

y parau € D (B.),
B.u = —Div(d.(z)Vu) + A+ V(z))u

Una consecuencia inmediata de este teorema es la existencia de solucién del problema (10.1.5) con
segundo miembro en L?(Q) + H~/2(Ty).

Corolario 10.1.3 Sea A € R. Siu € H}_(Q) es una solucidn de
T.u=h= fo+9ry
donde fo € L? () y gry € H™'/?>(Tx), entonces u € Yz y

—Div(d.(2)Vu) + (A + V(z))
59—#5 +b(x)

= f en L*Q)
g en H2(Ty)
= 0 en Ip

S
I
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10.1.4. El problema limite eliptico

Como dijimos en la introduccién, la difusién alta va a provocar una homogeneizacién espacial en g
por lo que en dicha regién, en el limite cuando € — 0, la solucién va a ser constante. Ademads, en nuestro
caso, la solucién en una parte de la frontera de Qg (I'o,p) debe ser 0 por lo que la solucién en todo Qg va
a ser 0.

El siguiente resultado nos proporciona un resultado de existencia de solucién del problema eliptico
limite mientras que el Corolario 10.1.5 muestra explicitamente el problema limite.

Teorema 10.1.4 Sea Ty el operador definido por la forma bilineal

70(u,v) = (Tou,v) = A do(z)VuVu +/Q A+ V(z))uv + g b(z)uv (10.1.7)

con u,v € Hsl20 (Q), que es un isomorfismo entre Hgl20 (Q) y su dual H501 Q).
La restriccion B
Ty : Yo, — Lg, () + H'/*(Tn) C Hg! ()

también es un isomorfismo. Ademds, sobre estos espacios,

Tou = (=Div(do(2)Vu) + (A + V(z))u)q, + (66—50 +b(z) u) B (10.1.8)
I'n

Por otra parte, la restriccion de Ty a Léo (Q) induce un operador no acotado, positivo, autoadjunto, con
resolvente compacta, By, con dominio

ou

D (By) = {u € Hp, (Q) : —div (do (z) Vu) € L, () y 57 T (z)u =0 sobre fN}
0
y para u € D (By),

By (u) = (=div (do (z) Vu) + (A + V) u) xq, .-

Nétese que H (92) se puede identificar con H%D(Ql) (ver Figura 10.3) por lo que que el problema
eliptico limite es un problema estandar planteado en H%D (€1). La unica diferencia con el planteamiento

de los problemas aproximados es que, en el problema limite, las zonas de la frontera en los que las
condiciones de contorno son Dirichlet tocan las zonas con condiciones de contorno tipo Robin, es decir,

TaN FD # 0 (ver figura 10.3). Esto se traduce en una falta de regularidad adicional de las soluciones de
los problemas elipticos. Por tanto, la prueba del siguiente resultado es andloga a la del Teorema 10.1.2.
Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 10.1.5 Si A € R, y u € H, (Q) es solucion de
Tou = fa + gry (10.1.9)
donde f e Ly, () yg € H~'/2(Ty), entonces u € Yo, y (10.1.9) es equivalente a

—Div(do(z)Vu) + A+ V(z)u=f en O\

Ou [
o +b(zx)u=g sobre Iy (10.1.10)
u=0 en

u=0 sobre TIp.

10.1.5. Convergencia de las soluciones de los problemas elipticos

Sean u. y u soluciones de los problemas (10.1.5) y (10.1.10), respectivamente. Veamos que podemos
pasar al limite en los problemas aproximados (10.1.5) y obtenemos el problema (10.1.10). Comenzamos
enunciado dos resultados de Rodriguez-Bernal [42] (Lema 4.3 y Teorema 4.4 i), pag. 1371) que serdn de
utilidad en lo que sigue.
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Lema 10.1.6 Supongamos que, cuando € — 0,
d. (x) = do () uniformemente en Q1 y u® — u en H' (Qy) -débil.

Entonces

do () |Vul”* < liminf [ d. (z) |[Vu©|*.
Ql € Q1

Si, ademds, u® — u en L? (), entonces u® — u en H* (Q) si y sdlo si

do () [Vul? =11’m/ d. (z) |Vue]?.
e Ja,

Q1

Lema 10.1.7 Supongamos que para 0 < ¢ < eo, {u°}, C H} (Q) estin acotadas en L (Q) y 0 <

Jo de () |Vuf|> < M con M una constante independiente de e. Entonces, tomando una subsucesidn si es
necesario, u¢ converge a u € Hy (Q) débil en H' (Q) y fuerte en L? (Q).
Ademds,

lfm/ d. (z) |Vuc|? = / do (z) |Vul? = / do (2) |Vul?
¢ Ja Q Q4
si y sélo si u® converge a u fuerte en H' (Q) y lim, fQo d. () |Vuf|2 =0.

Con estos resultados ya podemos probar que podemos pasar al limite en los problemas aproximados.

Teorema 10.1.8 Sea A € R. Supongamos que para 0 < € < g9, {he}. C H{; (Q) estdn acotadas y
convergen débilmente a h € HF_; (Q). Supongamos {u.}, estin acotadas en L* () y verifican

Tou=(Le + (AL +V)q + (by)p) u® =h°

Entonces 0 < [, de () |Vus|2 < M para alguna constante independiente de € y tomando subsucesiones si
fuese necesario, u® converge a u € Héo (Q) débil en H' (Q) y Vu® y bu® convergen a Vu y bu en L2 (Q)
y L? (Ty), respectivamente. Ademds, u € Héo (Q) y verifica

Tou = (Lo + M+ V) + (b'V)rN) u= h|HS110 @ en HS;OI(Q)

Por ltimo, u® converge fuerte a u en H' (Q) si y sélo si {(he,u®)_11 — {(h,u)_11 y esto se da, por
ejemplo, si h® — h fuerte en H=! (Q). Ademds, en tal caso

lim 7. (u®, u®) = 10(u, u). (10.1.11)

Demostracién. Sea A € Ry {h.}. C HF_; (Q) acotadas y convergentes débilmente a h € Hr_; ().
Supongamos {u.}_ estdn acotadas en L? () y verifican

Tou = (Le+ (AL +V)g + (by)p) u® = h°.

Entonces,

/ds(a:)|Vu5|2+/()\+V(x))|u5|2+/ b(a) [ = (heru) 4., - (10.1.12)
Q Q I'n

Acotando convenientemente y teniendo en cuenta (10.1.2) llegamos a que [, d. () [Vus|” < My
podemos aplicar el Lema 10.1.7 y tenemos que, para una subsucesion, u® converge a u € Hslzo () débil en
H! (Q) y fuerte en L? (2). Ademds, como V € L™ (Q) y b € L*> (T'y), tenemos que Vu y bu® convergen
fuerte a Vu y bu en L2(Q) y L?(T'n), respectivamente.

Ahora, dada ¢ € H} (Q), tenemos

rwd) = [ d(2)Vave+ /Q A+V(@)up+ [ b@)usd = (he,d) 12

Ql 1—‘N



144 CAFPI1TULO 10. DIFUSION ALIA

podemos pasar al limite y tenemos
w(ud) = [ da@)Vuve+ [ 0+ VE)uo+ [ ba)us= (¢
Qq 1954 I'n
es decir, Tou = h|g (2)- Tomando ¢ = u, tenemos
Q9

do(a:)|Vu|2+/ A+V@) [uf + [ b@)|ul® = (hu)-1.1 (10.1.13)
Q1 Q1 I'n

En particular, de (10.1.12) y ( 10.1.13), tenemos lim [, d.(z) |Vu*|* = [, do(z)|Vul* si y sdlo si
(he,u®y_1,1 — (h,u)_1,1 y esto dltimo se da si h. 0 u. convergen fuerte. Ademds, en tal caso,

lim 7. (u®,u®) = 10(u, u).
€

Veamos ahora cémo se comporta la solucién y su derivada normal en las diferentes regiones del
dominio.

Corolario 10.1.9 Supongamos que en las condiciones del Teorema 10.1.8, h® = f§ + g7 y f* = f en
L? (Q)-débil y g° — g en H'/2 (T'x)-débil. Entonces

1.  En el interior de 4,

div (d. (z) Vu®) — Div (do () Vu) en L? (Qy) -débil
ou® ou _125
o7 — B7ie en H (Tn)

2. En el interior de Qo,
Div (d. (z) Vu®) — f en L* () -débil

3. Sobre la frontera de Qy,

ou’
- - g
Io,n 8n5 Io,n

ou®
[N R VY &
890\1‘0,1\7 6”5 1_‘O,N Qo

Ademds, u® converge fuerte a u en H' (Q) si y sdlo si {g-,u)r, — {9,u)ry Y esto pasa, por
ejemplo, si g° converge a g fuerte en H=/2 (T'y). En tal caso,

h’m/ d. |[Vue|* = 0.
£ Q0

Demostracién. Supongamos ahora que h° = f§+ g% y f¢ — f en L? (Q)-débil y g° — g en H=1/2 (Ty)-
débil. Tenemos que u® es la solucién del problema

—Div(d. (z) Vu®) + A+ V (2)) u® = f¢ en
ou®

o + b(z)u® = ¢° sobre T'y

luego,
—Div (d: () Vu®) = f* = (A +V (z))u® en
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y el segundo miembro converge a f — (A + V (z)) u = —Div (dp (x) Vu) en L? (2;)-débil, luego,
Div (d. (z) Vu®) = Div (do (z) Vu) en L? (Qy)-débil
Por la misma razén, en y tenemos
Div (d. (z) Vu®) — f en L? (€) -débil

ya que u. — 0 en H*(Qp).
Por otra parte, de (10.1.4), para toda ¢ € Hslzo Q)

6’&5 . e 5
<6_m’”(¢)>ml -/ Div(d (@) Vu)o+ [ d.(a)vurvs

Q

donde el segundo miembro converge a

/Q 1 Div(do(z)Vu)p + [ do(z)VuVe = <§—%,v(¢)>ml

931

Ahora bien, como ¢ =0 en €y y en I'p, tenemos que

<§—£,v<¢)>m (o ,v<¢>>m y <§§0,7(¢)>891=<§—%,7(¢)>m

luego
ou® ou
el H™ 1/2
dri.  Biig ('w)
Veamos qué pasa en §)y. Por una parte, sabemos que —Div (d. (z) Vu®) — f en L2 (Q)-débil. Por otra,
g g g
/Dw( () Vo) = a‘j:/ 87“i+/ Ou
Qo 80 O, Lo,n 0. 8Q0\l'o, v 0.

6 1=
/ (g° — bu®) +/ 1i
Ton 8Q0\l'o, N ot

donde el primer miembro converge a — fg f y el primer término del segundo miembro converge a

Jro o (9= bu) = fr g por ser u = 0 sobre T'y. Adem4s, fr g4 — (). De aqui, obtenemos

g+ /
/5390\F0 N 8715 </Fo N Qo )

Por el teorema sabemos que u® converge fuerte a u en L? (£2), luego la convergencia fuerte de u en
H! (Q) es equivalente a la convergencia (g.,u)r, — {g,u)ry- =

10.1.6. El problema de autovalores

Sean B: y By, los operadores de las secciones anteriores. Como tienen resolvente compacta, su espectro
estd formado por autovalores de multiplicidad finita, o (B.) = {5} y 0 (Bo) = {n} sucesiones crecientes
tendiendo a oo.

El siguiente resultado establece la convergencia espectral de los problemas aproximados (10.1.5) al
problema limite (10.1.10). La prueba sigue la linea del Teorema 5.1 de [42].

Teorema 10.1.10 Supongamos que el espectro de B, viene dado por

pi < <pp S pigyg <



1406 CArii1vLO 10. DIFUSION ALIA
contando multiplicidades y, para cada n, sea ¢;, una autofuncidn de pj, tal que || [lr2) =1 y {65},
forman una base de Hilbert de L? (Q). Supongamos, también, que el espectro de By viene dado por

< S < ppgr <
contando multiplicidades. Entonces, se verifican

1. Para cadan € N,
Wy, = Wy, cuando € tiende a 0

2. Para cada n € N, y para toda sucesion convergente a 0, que seguiremos denotando € — 0, existe
una subsucesidn €; tal que

¢ — ¢y € Hgl20 (Q) cuando j tiende a oo

fuerte en H* (Q) y lim; o fQo d; |V¢Zj e 0, donde ¢, es una autofuncion de By correspondiente
a fin Y {¢n}, forman una base de Hilbert de Lg ().

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Por la caracterizacién min-méx de los autovalores,
tenemos, para A suficientemente grande,

p= inf / d. |Vul? +/ O+ V) [uf? +/ b= inf 7 (uu)>0
uwe HL (Q) Jo Q I'n ue HE ()

llull =1 llull =1
y
p=  inf do |Vu? +/ OV P+ [ bluf=  inf 1o(uu)>0
ue H, (Q) Jo ol Iy ue H, (Q)
llull =1 llull = 1

donde ||-|| representa la norma en L2 (£2).
Si imponemos que u € Hgl20 (Q), por ser u =0 en Qo y de la convergencia de d., tenemos

i < 7 (u,u) = 10 (u,u)

y, en particular, Ifm sup, puf < p1.
Sea, ahora, {¢7}. la familia de las primeras autofunciones, entonces

7o (85, 65) = /chm) Ve + /Q<A +V (@) 652 +/F b(a) |65 = ps < M

para alguna constante independiente de . Por tanto, del Teorema 10.1.8 tenemos que, tomando subsuce-

siones si hace falta, u§ — p® y ¢§ = ¢ € Hy (Q) en H' (Q)-débil y L? (Q)-fuerte, con [|¢|| = 1. Ademds,

V¢s — Vo en L2(Q) y bg; — bp en L? (T'n). Pero Be (¢5) = uj¢5 y entonces, como u$¢§ converge a

p0¢° en H=' (), por el Teorema 10.1.8, ¢ verifica By (¢) = u’¢ y tenemos ¢§ — ¢ € HS (Q) fuerte en
, 2

H'(Q) y lim, fQo d. |[V¢5|” = 0.

Por tanto, u° = 79 (¢, #) > p1. Como el argumento es independiente de la subsucesién que tomemos,
tenemos que liminf, p§ > p1. Luego, lim, pu§ = p;1 y la funcién ¢ es una autofuncién (normalizada) de
M1-

Hemos probado el teorema para el caso n = 1. Supongamos ahora que se verifica para los n primeros
autovalores. Por la caracterizacién min-méx de los autovalores,

M1 = inf Te (u,u) .
" ue HL ()
u Ll ¢f,..., 85

lJull =1
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Tomamos cualquier sucesién que tienda a cero y la seguimos denotando por € — 0. Entonces, existe {¢;}
tal que, paratodoi=1,...,n

¢;" = ¢; € Hy (9) cuando j — oo

en H' (Q)-fuerte, lim;_, o fQo d. |V¢5|” =0y ¢; es una autofuncién de p; y {¢;} son ortonormales entre
si en L2 (Q2). Con esto,

Pntl = inf 70 (u,u) .
ue H, (Q)

u L ¢1, . 7¢n
llull =1
Definimos en L* () y H* (), las proyecciones P, = Y7, (¢;7,-),¢:", Qi = I - P;’,y P, =
S {9is)g dis @n = I — Py. De la convergencia fuerte de las ¢;’, tenemos

Pii = P,, Q5 =Qn

en £ (L*(Q),H"(Q)).

Dado u € H§, (), tomamos u® = Q5 (u) que es ortogonal a {¢7’,...,¢ } en L? (Q) y converge a
u® = Qy, (u) fuerte en H! (Q). Si probamos que
7e; (u,u%) 1o (u0,ul)

_)
112 2
[[us]| [[u]]

iy < cuando j — o0 (10.1.14)
al ser u® 1 {¢y,...,d,} arbitrario, tenemos que lfm sup; sz+1 < Mp+1 que es una cota independiente de
e. Luego, limsup, ;7,1 < fin1-

Probemos (10.1.14). La primera desigualdad es inmediata por la caracterizacién min-max de los
autovalores. Como v = Q5 (u) = u — P’ (u), tenemos

Te; (usj 3 qu) = Te; (uau) + Te; (Pij (’LL) aPij (U)) - 2Tsj ('LL, PnEJ (U))

Como u € HS (Q), 7, (u,u) = 7o (u,u) y

7o, (u, Po (u)) = d.(z)VuV P (u)+/ A+ V(2)uPs (u)+ [ b(x)uP (u)
Q1 Q1 Py

- do(z)VuV Py (u) + / A+ V(@)uPy (u) + | b(@)uPy (u) =70 (u, Py (u))

Q1 (971 f‘N

Por ltimo,
n

Te; (P9 (), Py () = Y ({7, u)|” e, (657, 65)

i=1
que, por (10.1.11) y la convergencia de ¢;’, converge a
n

> Ki w70 (¢4, 63) = 70 (P (u) , Pr (w))

=1
Como u® = Qn (u) = u — P, (u), tenemos que 7., (u¥,u%) — 79 (u°,u’). Ademss,
]| = 105 ()]l = [|Qn (W) = ||u°|

Luego hemos probado (10.1.14).
Tomando ahora la familia de las (n + 1)-ésimas autofunciones {¢?, +1}E, tenemos

Te (¢2+1; ¢2+1) = fpy <M
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donde M es una constante independiente de e. Por tanto, [, d. |V¢§L 1 |2 estd acotado y por el Teorema
10.1.8 y pasando a subsucesiones si hiciera falta, tenemos ¢, = pu®y ¢5,, = ¢ € Hy () en H' () -
débil y L? ()-fuerte con ||¢|| = 1. Ademds, para toda i = 1,...,n tenemos pui — py ¢5 — ¢ € H, (Q).
Tenemos también que V¢ — Vg y bgs — bp; en L2 (Q) y L?(I'y) respectivamente. Ahora b1en
B (¢641) = o 10541 ¥ Mop1 0541 converge a p®¢ en H' (Q), luego, por el Teorema 10.1.8, By (¢) = Oci)
Y 641 — & € Hb () fuerte en H' (Q) y, ademds, lim. [, d |V, [* = 0.

Como <¢2+1,¢§>Q = 0 para todo ¢ = 1,...,n, entonces, en el limite, (¢, ;) = 0. Por tanto,
u = 79 (¢, ¢) > piny1. Luego, lim, ps, 11 = png1 Yy la funcién ¢ anterior, que puede depender de la sub-
sucesién, es una autofuncién de p,,41. Con esto, hemos probado el cason + 1. m

10.1.7. Convergencia de los problemas parabdlicos lineales

En esta seccién probaremos la convergencia de los problemas parabdlicos lineales aproximados aso-
ciados a (10.1.5)
—div(de(2)Vu®) + c(z)u® = f en
Ou’

. +b(x)u® = g sobre Ty
u® = 0 sobre I'p
ut(0) = wg
en H{ () al problema parabdlico lineal limite asociado a (10.1.10)
— div(do(z )Vu) +e(z)u = f en
8n0 +b(z)u = g sobre I'y
u(0) = wuo

en H%D (€1). Denotaremos por X, y A2 los autovalores de los operador B, y By respectivamente.
Noétese que como estamos trabajando con operadores autoadjuntos, compactos y con dominio denso,
el problema estd bien definido en L2(Q) y, ademds, podemos construir una escala de espacios de potencias
fraccionaria X7 verificando X7 C H??() (ver Henry [28]).
Sea pues P : L*(Q) — L () la proyeccién de L*(Q) en Lg (Q) dada por Pf =0en Qo y Pf = f
en ;. Se tiene el siguiente resultado de continuidad de los problemas parabdlicos aproximados (ver
Proposicién 4.6, pag. 48, de Arrieta et al. [10])

Proposicién 10.1.11 Supongamos X} > 0. Entonces, dado v € [0,1) existen a € ((1 +7)/2,1) y una
funcidn c(e) > 0 con c¢(e) = 0 cuando € — 0, tal que para todo h € H-7(Q) = (H"(RQ))’

||e_AEth _ e_AOth*“Hl(Q) < C(E)t_a||h||H—”/(Q)’ t>0 (10115)

donde h* € (Hg ()" = (HE, ,(1))" denota la restriccidn de h al espacio Hg = HY, () (donde la

equivalencia de espacios se tiene extendiendo por cero a todo ).

Demostracién. Sean X7 los espacios de potencias fraccionarias asociados a los operadores A.. Entonces

X0 = I%(Q) con la misma norma y, de (10.1.3), X2/* < HY(Q), con constante de inyeccién uniforme, es
decir, existe una constante C' tal que

lullz@) < Cllull g1/

para todo 0 < & < gg. Usando ahora interpolacién tenemos que X2 — H?7(Q) para 0 < v < 1/2 con
constante de inyeccién uniforme y, por dualidad, H=27(Q) = (H?'(Q))' — X" para 0 < v < 1/2 con
constante de inyeccién uniforme.

Para probar (10.1.15) basta probar que es cierto para sucesiones, es decir, que dada una sucesién {e}
con g — 0, k = 00, existen una subsucesion, que seguimos denotando igual, y una sucesién §; — 0,
k — 00, tal que

lle=Aecth — e= A h* || g (o) < Skt *||Bllir-+(),  t > 0. (10.1.16)
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Para ello, denotamos por {AS,ws} un conjunto de autovalores y autofunciones del operador A para
0 < & < gg. Por el Teorema 10.1.10 sabemos que para dada una sucesién €; — 0, kK — 00, existe una
subsucesién, que seguimos denotando igual, y una familia ortonormal de autofunciones de (10.1.24), que
denotamos {w?}22 |, tales que wi* — w? en H'(R), cuando k — oo.

Sea h € C*°(2) C H 7(f2). Entonces, h se puede escribir como

h= 3 (s

n=1

donde por (-, ) denotamos el producto escalar en L?(Q2). Adem4s, sabemos que
n

oo

— _\°k

e Aath = E (h, wek)e™ A tysh.
n=1

Del mismo modo, la proyeccién sobre L, () verifica

o o

Ph =" (Ph,wp)uf, =Y (h,u})uw),
n=1 n=1
y
> 0 > 0
e Aotpp = Z(Ph, wd)e Ml = Z(h,wg)e*’\"twg
n=1 n=1

donde hemos usado que Ph y w? son nulas en Q.
Fijamos ahora un pardmetro § > 0 y consideramos dos casos

i) Supongamos 0 < t < 4. En este caso, usando la inyeccién continua Xé/z C H,, (Q) = H%D (),

le~Aexh — e~ 4 Phllgii) < Clle™ o hllxa/2 + Clle™ "o Phl| ya2
< O PPl a4+ CEHPT Ph |
< CtIN(||h|| o @) + | PAl - @)
< 2Ct_(1+7)/2||h||H—v(Q)

< 2Cta_(lﬂ)ﬂt_o‘||h||H—v(Q) < 206"t~ bl g-+ (o)
conp=a—-(1+7v)/2>0 (yaquea € ((1+7v)/2,1)).

ii) Supongamos ahora ¢ > 4. Fijamos 3 € (0,1). Por la convergencia de los autovalores A* — X cuando
k — o0 y A2 = 400 cuando n — 0o, tenemos que existen N (d), k1(d) € N, tales que

AFe™ M < 5t78 paratodo n > N(8), k> ki(6), t>.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer )\?\,( 5 < )\?\,( 8)+1° Luego, de la descomposicién espectral del
semigrupo lineal, tenemos

N(8) N NE
||e7A5kth — eiAotPh”Hl(Q) < e t(ha wik Jwrt — Z eiA"t(Phawg)wg
=1 n=1 H1(Q)
i 5% > 0
X e g 4| S e PR uful

N(6)+1 HY(Q) N(6)+1 HY(Q)
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pero, usando la inyeccién continua X! 2cH 1(Q) con constante independiente de ¢, se tiene

o> o
> e M, wiw < Cf X e it
N(9)+1 HY(Q) N(6)+1 X5142
- 1/2
_ — ek n—2A0FE er)2
= C Z Ake (h,wsk)
| N(8)+1
1/2
-3 - 1 £k |2
< Cdt > sew | (hwi)]
N@)+1 "
(10.1.17)
< O8tP||h||g-1(0) (10.1.18)
y, de la misma forma,
oo
> e (Phwdwh, < C8t~8||Phl|gr-1 ().
N(8)+1 H(Q)
Por dltimo,
N(6) N(3)
€ 0
Yo e b wwiE = Y e (Phyw))w,
n=1 n=1 HY(Q)
N(5) N(3)
<D @ — e, wik yw + {13 e M (hy wikywit — (Ph,wl)uf)
=t mi@) I HY(Q)
N(3) N(3)
—& —_\° _\O0
<A e — e Bl gy + Y e (B wi)wEt — (hwd)wd)| o)
n=1 n=1

Para el primer sumando tenemos que, para n € N y ¢ suficientemente pequefio tal que A5, > \(/2,
oAt — e ARt < [AG — X [te 1N/

para todo t. De dénde,

N(5) N(9)
_\°k _ 0 _ 4320 _
S e bl ) € S NGy | XS = Aote M2 bl -1y < 6P IRl -1y
n=1 n=1
para todo k > k2(8) > k1(9).
Para el segundo sumando tenemos,
N(9)
-0 1> 12
Y e I wiF)wik — (b, w) o)l o)
n=1

N(9)
0
<e MUY I(hy ik = wd)wit la ) + (B, w)) (wi —wp)llme)
n=1

N(6)
_\0
<e Mt Z llwgr — wg”Hl(Q)(Hwi’“HHl(Q) + ||wg”H1(Q))”h”H—1(Q)

i=1

< 6t P||hllr-1(0)
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para todo k > k3(d) > ko2(9).
En particular, hemos probado que existe una constante C' tal que dado 8 € (0,1) y ¢ arbitrariamente
pequeno, existe k3 tal que

||eiA5kth — eiAotPh”Hl(Q) < Cdtiﬂ“h”H—l(Q), k>ks, t>0

Usando ahora la continuidad de la inyeccién H~7(2) < H~'(Q) y uniendo i) y ii) tenemos probado el
resultado h € C*°(Q). Por un argumento de densidad se tiene la prueba para todo h € H=7(2). m

En particular, se tiene (ver Corolario 4.8 en Arrieta et al. [10])

Corolario 10.1.12 Ezisten o € (3/4,1) y una funcion c(-) > 0 con ¢(¢) — 0 cuando € — 0 tal que para
todo f € L?(Q) y g € L*(T) se tiene

lle™ ! (fa + gr) — e (fg + gr)llm (o) < c@)t *(|fllz2) + l9llL2r)), t>0
donde f& = Pf, la proyeccion de L*(Q) sobre Lg ().

Otra consecuencia interesante es la regularizacién L2 — L™ del semigrupo del problema limite (ver
Corolario 4.9 de Arrieta et al. [10]). Para probar dicho resultado, usaremos el siguiente lema de Arrieta
et al. [10]

Lema 10.1.13 (Lema 4.4 de Arrieta et al. [10]) Sea A el operador eliptico asociado al problema
modelo (10.1.5) para e fijo. Si el primer autovalor de A es Ay > 0 entonces exriste una constante
M = M(Q, A\, infq d(z), [|b]| L0y ) lele= (@), N) tal que

lle™uo|| (@) < Mt~ ||uo||L2(q)-
Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 10.1.14 Existe una constante M > 0 tal que para todo f € L?ZO (Q),

lle= fllpoo () < MEN| £l 2()-

Demostracién. Por el Lema 10.1.13 aplicado a A se tiene que existe M, independiente de ¢, tal que
lle=4<t f[| oo () < Mt=N||f||12()- Tomando limite cuando & — 0 y usando el Corolario 10.1.12 (teniendo
en cuenta que en este caso f* = f) se tiene

lle™ % f[| oo () < MEN |9 12(0)-

10.1.8. Los problemas parabdlicos no lineales aproximados

Consideramos ahora los problemas parabdlicos no lineales asociados a (10.1.1).

uf — div(de (2)Vu®) + c(z)u® = f(z,u®) en N
ou® A R
(P) o +b(x)u® = g(x,u’) sobre Ty (10.1.19)
u® = 0 sobre T'p
us(0) = wug

con ug € X donde X es algin espacio de la clase £ definida en la Seccién 1.1.3, i.e.,

£ ={LI(Q), WHIN), 1< q< oo}

)
D

Supongamos que f y g verifican las siguientes condiciones de crecimiento
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(G)x : f(=,-),g9(z,-) : R = R son locamente Lipschitz uniformemente en z € Q y x € T respectivamente.
Ademais,

1. Si X = LI(Q), suponemos que f y g verifican una relacién de la forma
() = j(@,0)| < clu—v|(lul"~" + [0}~ +1) (10.1.20)

con exponentes py y p, respectivamente, tales que, para N > 2 (resp. N = 1)

2 1
pr < po :=1+Nq, pPg < pr ::1+N (resp. pg < pr :=1+¢q)

2. SiX= WED‘J(Q), suponemos que se tiene alguna de las siguientes condiciones

a) ¢g>N
b) ¢= Ny f,g verifican que para todo 7 > 0 existe ¢, > 0 tal que

17 (z, ) — j(z,v)| < cp(€ 5T 4 MV IF5T )|y — o] (10.1.21)
¢) 1<qg< Ny f, g verifican (10.1.20) con exponentes

2q q
< =14+ — < =14 —
Pf = pPa +N—q Pg S pr +N—q
Supongamos ademds que existen Cq € LP(Q2), 0 < Do € LP(Q), p > N/2, Cr € L"(Q) y Dr € L"(Q),
r > N — 1, tal que

sf(x,s) < Cq(z)s® + Dqa(z)|s| z€Q (10.1.22)
< COr(z)s*+ Dr(z)|s| z€T (10.1.23)

para todo s € R. Por ultimo, supongamos que se tiene la condicién de disipacién

(D)o : El primer autovalor, \{, del siguiente problema es positivo

—div(dg(z)Vu) + (c(z) — Ca(z))u = Au en
u = 0 sobre 9N \Ty (10.1.24)
do(z)%% + (b(z) — Cr(z))u = 0  sobre Tn.

Denotamos por Aj el primer autovalor del problema

—div(d.(z)Vu) + (c(z) = Cqo(z))u = Au en
u = 0 sobre Ip (10.1.25)
d-(z)%% + (b(z) — Cr(z))u = 0 sobre Ty

Noétese que la condicién (D)o junto con la convergencia del primer autovalor A de los problemas
aproximados a A} implican que existe €9 > 0 tal que para todo 0 < e < gg, A§ > 0.

De los resultados en Arrieta et al. [10] (ver Seccién 1.1.3) se tiene la existencia y unicidad de solucién
del problema (10.1.19) asi como la existencia de un atractor global para dicho problema. En concreto, se
tiene el siguiente resultado

Teorema 10.1.15 Sea 0 < € < &9. Sea X algin espacio de la clase £. Supongamos que f y g son
localmente Lipschitz y verifican (G)x. Entonces, dado ug € X existe una inica solucion u.(-;ug) del
problema (10.1.19) definida para todo t > 0. Ademds, dicha solucién depende continuamente de los
datos y es cldsica para t > 0. Por dltimo se tiene el siguiente efecto reqularizante: si ug € X entonces
ue(t;u0) € Y para cualquier otro espacio Y de la clase £, t > 0.

Por tanto, se puede definir el semigrupo Sc:(t) en X dado por las soluciones de (10.1.19) con dato
inicial ug € X. Ademds, este semigrupo posee un atractor global A°x en X y para todo Y de la clase €
tal que Y C X también existe el atractor A°y. Es mds, A°x = A%y y atrae acotados de X en la topologia
deY.
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Como consecuencias de los resultados obtenidos en la Seccién 2.2.3 (ver también Arrieta et al. [10])
se tienen las siguientes estimaciones uniformes para las soluciones de (10.1.19)

Teorema 10.1.16 En las condiciones del Teorema 10.1.15, fijado € > 0 existe una constante K. > 0 tal
que

sup sup {||ul|pe(), |[ullm2e@)} < K-.

u€A% 0<a<l

Veamos a continuacién que existe una cota uniforme en L>® y H! de los atractores de los problemas
(10.1.25) (es decir, si fijamos a = 1/2, la constante K. que aparece en el Teorema 10.1.16 puede ser
tomada independiente de € para e suficientemente pequefio).

Pare ello, en primer lugar observamos que en la Seccidn 2.2 probamos que, fijado 4, el intervalo
ordenado [—¢° — 4,¢° + 0] es un conjunto absorbente (ver Nota 2.2.8). Probamos ahora que, ademais,
en este caso, las soluciones del problema no lineal entran en dicho intervalo en un tiempo uniforme,
independiente de €.

Proposicién 10.1.17 Fijado € > 0, la soluciones del problema (10.1.19) verifican

lim sup |u(t, z;u0)| < ¢ ()
t—o00

uniformemente en T para ug en acotados de datos iniciales, donde ¢° es la solucion del problema
—div(d. (2)V¢®) + c(x)¢g° = Cq(x)¢® +Dq(z) en Q
g?i +b(z)¢®° = Cr(z)¢° + Dr(xz) sobre Ty (10.1.26)
: ¢* = 0 sobre T'p.

Ademds, para todo § > 0, dado un acotado B de X, existe un tiempo Ty independiente de € tal que
para todo ug € B
|u®(t, z;u0)| < ¢°(x) +0 para todo z€Q t>Tp

para todo 0 < € < gg.

Demostracién. La existencia y unicidad de ¢° se tiene por ser A > 0. La primera parte de la proposicién
se sigue entonces de los resultados obtenidos en la Parte I.
Para la segunda parte, notemos que

v (t, z;u0) = ¢° + w(t, ;5 u0)

donde w® denota la solucién del problema parabdlico lineal homogéneo asociado a (10.1.26), es decir,
we (t;up) = e~ “<tug y por tanto,

[|w® (t, z;u0)| Lo () < Mt*Ne*)‘itHuOHLz(Q) — 0 cuando t— o0

con M independiente de e, donde hemos aplicado el Lema 10.1.13 y la convergencia de A a \{.
Como consecuencia de esta estimacién tenemos que existe un tiempo Ty tal que

v (t,x;u9) < ¢°(x) +J paratodo z€Q t>Tp.
Para obtener el resultado, basta recordar que, por monotonia, |u®(t,z;ug)| < v¢(t, z;u0). W
En particular,
Proposicion 10.1.18 Para todo 0 < € < &g

sup  sup (|ullar () + [|ullLe(@) + [ (W)]lL=(@) + [[9(u)|[Lem) < K (10.1.27)
0<e<ep u€As

con K independiente de €.
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Demostracién. Por las estimaciones uniformes sobre los atractores de los problemas (10.1.19) tenemos
que para todo 0 < € < gg

S;EE(HUHLW(Q) + [|f(w)||ze (@) + [l9(w)||Ler)) < Ke.

Lo que tenemos que probar ahora es que K. no depende de €. Para 0 < € < g9, recordamos que la
acotacién uniforme del atractor viene dada por la solucién del problema lineal eliptico que proviene de
(10.1.22) y (10.1.23) (ver Teorema 2.2.12), es decir,

sup ||ul|pe (@) < 116°]|L ()
u€ A

donde ¢° es solucién del problema (10.1.26).
Ahora bien, por el Lema B.1 en Arrieta et al. [10] sabemos que existe una cierta constante Ko tal que

[|6°]| L) < Ko
para 0 < € < gg. Por tanto, los atractores A° estan uniformemente acotados para 0 < € < &g, i.e.,

sup sup ||u||z~(q) < Ko
0<e<eg ucAs

Ademss, por ser f y g Lipschitz en acotados

sup sup {|[f(u)||z=(@), ||9(w)||Le @y} < K1
0<e<eg u€As

para cierta constante Kj.

Para probar la estimacién H' basta usar la férmula de variacién de las constantes, las acotaciones
L ya obtenidas y acotacién de los primeros autovalores A (recordamos que dichos autovalores con-
vergen). Nétese que en este caso, todas las constantes que aparecen en la férmula de variacién de las
constantes pueden ser acotadas uniformemente en ¢ ya que la constante de inyeccién de X'/2 ¢ H'(Q)
es independiente de €.

De donde, se tiene (10.1.27) como queriamos probar. m

Como consecuencia de los resultados obtenidos en la Parte I tenemos

Teorema 10.1.19 En las condiciones del Teorema 10.1.15, existen dos equilibrios extremales 5, < @5
tales que A° C [p5,, 9], P> P € A y

o5, < liminf u® (¢, z;u0) < limsupu®(t, x;u0) < ¢y
t—oo t—o0

uniformemente en x € ) para ug en acotados de X.

10.1.9. El problema parabdlico limite

El problema parabdlico limite no lineal asociado a (10.1.10) viene dado por

ug —div(do(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en

% +b(x)u = g(z,u) sobre T'n
0
w = 0 . (10.1.28)
u = 0 sobre T'p
w(0) = wg

con f y g son globalmente Lipschitz. Notese que gracias a la cota uniforme en L para las soluciones en
el atractor dadas por (10.1.27) podemos truncar las funciones f y g y suponer, sin falta de generalidad,
que son globalmente Lipschitz
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Este problema es equivalente a encontrar una funcién u € H%D () tal que

ug — div(do(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en
6—3 +b(z)u = g(z,u) sobre Ty (10.1.29)
8710
u(0) = wo

En concreto, basta extender por cero la solucién de este problema para obtener la solucién del problema
(10.1.28).

El siguiente resultado proporciona la existencia local y global de soluciones asi como del atractor del
problema limite y algunas propiedades notables de éste.

Teorema 10.1.20 Sea X = L?(Q4). Supongamos que f y g son globalmente Lipschitz. Entonces, dado
up € L2(Q4), eziste una tinica solucidn local del problema (10.1.29). Ademds, dichas soluciones verifican
el principio de comparacidn.

Supongamos ademds que f y g verifican (10.1.22) y (10.1.28). Entonces, las soluciones del problema
(10.1.29) son globales.

Por 1iltimo supongamos que se tiene la propiedad (D)o. Entonces, existe A° el atractor global del
problema (10.1.29) que es compacto en H'(Q) y acotado en L*°(Q). Ademds, existen dos soluciones
extremales @2, < %, tales que A° C [¢%, %], ¥%, % € A% y

P < liminf u(t, 23 u0) < limsupu®(t,w;u0) < Py
—+00 t—o0

uniformemente en x € ) para ug en acotados de X .

Demostracién. Nétese que en H%D (Q1) el operador de Nemitski asociado a h = fq + gr sigue siendo
globalmente Lipschitz de H%D (©1) en Hf_,;Y(Ql) con v > 1/2. Por tanto la existencia local del problema se

sigue de la teoria general para ecuaciones parabdlicas (ver Henry [28]). Ademds, dicho problema verifica
el principio de comparacién (véase Teorema 1.3.2, pag. 12, en Davies [22]).

La existencia global se tiene ya que f y g verifican (10.1.22) y (10.1.23). Mientras que la existencia
de atractor se tiene por la propiedad (D)o.

En el caso de trabajar con datos iniciales en L?(£2;) el operador de Nemitski asociado a h no est4 bien
definido (nétese que no podemos definir la aplicacién traza en L?(£2;)). Sin embargo, sf que se puede pro-
bar existencia de solucién usando a través de las soluciones e-regulares. En concreto, si ug € L2(Q;) = X¢
podemos aplicar la teoria general desarrollada en Arrieta y Carvalho [8] y Arrieta et al. [11] obtener asf los
resultados del teorema. Nétese que si definimos E* = X&' entonces h : E't1/2 — E'=5 s > 1/4, y
es globalmente Lipschitz. En la notacién de Arrieta y Carvalho [8] y Arrieta et al. [11] esta aplicacién
es e—regular para ¢ = 1/2 relativo a (E', EY). Aplicando el Teorema 1 de Arrieta y Carvalho [8] o el
Teorema 2.2 de Arrieta et al. [11] se tiene la existencia de solucién. El resto sigue como en la Parte I de
esta memoria. m

Noétese que aunque el problema limite es un problema estdndar (en en sentido de que podemos plantear
el problema en espacios naturales), el hecho de que I'y yNI'1,p # () limita la regularidad de las soluciones.

Enunciamos ahora un resultado que establece a acotacién uniforme de A°, el atractor del problema
(10.1.29).

Proposicién 10.1.21 La soluciones del problema (10.1.19) verifican

lim sup |u(t, z;u0)| < ¢°(z)

t—o0

uniformemente en © para ug en acotados de datos iniciales, donde ¢° es la solucion del problema

—div(dp (:c)VqﬁOO) +e(x)d® = Ca(z)¢® + Do(z) en U
g% +b(z)¢° = Cr(z)¢°+ Dr(z) sobre Tn (10.1.30)
0

o =0 sobre 90 \ Ty
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Ademds, eziste una constante Ko tal que

SUEO{HUHHl(Q): [|w||Le @), [|f ()| Lo ), 11g(w)|| Lo (ry } < Ko.
ue

Demostracién. La existencia y unicidad de ¢° se tiene por ser A{ > 0. La primera parte de la proposicién
se obtiene entonces por los resultados obtenidos en la Parte I de esta memoria.

Por el Teorema 10.1.8, ¢° — ¢° en H'(2) cuando € — 0. Ademaés, por la Proposicién 10.1.18 sabemos
que |[¢°]|p= () < K luego

16°| Lo () < Ko

lo que implica que existe una constante K tal que

SUEO{HUHL"‘J(Q): 1F (W)l ), [lg(w)]|Loe )} < K.
ue

La estimacién H! sigue como en la prueba del Lema 10.1.18. m

10.1.10. Semicontinuidad superior de los atractores

En esta seccién vamos a probar cierta continuidad de los atractores de los problemas (10.1.19) y
(10.1.29) en & = 0. Para ello seguiremos los argumentos de la Seccién 5.1 de Arrieta et al. [10]. Aunque
las pruebas de los resultados que enunciaremos a continuacién son similares a los de esta referencia, las
detallamos por completitud.

Para probar la semicontinuidad superior usaremos la acotacién uniforme de los atractores dada por
los resultados de las Proposiciones 10.1.18 y 10.1.21.

El siguiente resultado compara la dindmica asintética de los problemas (10.1.19) y (10.1.28) en la
métrica de H(Q2) (ver Teorema 5.2 de Arrieta et al. [10]).

Teorema 10.1.22 Los atractores globales, Ac y Ap, son semicontinuos superiormente para € = 0 en
HY(Q).

Demostracion. En primer lugar, como hemos obtenido estimaciones uniformes sobre los atractores de
(10.1.19) y (10.1.28) en H*(2) N L>=(Q2) (ver Lema 10.1.18 y la Proposicién 10.1.21), podemos suponer
que existe una constante Ky tal que

SEUE (lullgr @) + llullzes @) + [1f (@)L (@) + lg(@)llLe@)) < Ko, 0<e<eo

va que f y g son globalmente Lipschitz.

Denotamos por Se y So los semigrupos no lineales asociados a (10.1.19) y (10.1.28) respectivamente.
De la férmula de variacién de las constantes, para 7. € A, tenemos

t
Se(t)ne = e Aty + /0 e A7) (fo(S.(s)me) + gr(Se(s)ne))ds,

t
So(t)Pr. = e~ 4t Py, + / e A0(=9) (£ (So(s) 1) + gr(So(s) Pre))ds

donde P el el operador de proyeccién de L*(Q2) a Lg () definido en la Seccién 10.1.7.
En particular, teniendo en cuenta la Proposicién 10.1.11 y el Corolario 10.1.12 tenemos, parat € (0, 7),
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1S=(t)me — So(t) Prcl 1 () < lle en. — e~ At P || 1oy +
+ fy lle= A<= (fo(S=(s)ne) + gr(S(s)n.)—
—e= 0= (P fo(Sc(s)ne) + g (Se(5)11e)) | (e ds
+ Jy lle 42 (P fo(Sc(s)n:) + gr(S=(s)ne) — fa(So(s)Pne) — gr(So(s)Pne))lar o ds

<c(e)t Ko+ [y c(e)(t —s) *Kods + [5 (t — s) P L||Se (t)n. — So () Prel | 1 (2 ds

< ele)Kopigt™® + L [ (t — 8) 2 ||Se(t)n. — So(t) P || a1 (e ds

-«

donde o € (3/4,1) viene dado por el Corolario 10.1.12y 8 € (0, 1). Por el Lema de Gronwall singular, ver
Lema 7.0.9 o Henry [28], tenemos que existen una constante M = M(«, 3, L,T) y una funcién positiva
¢(+), con ¢(e) = 0 cuando € — 0, tal que

||Sg(t)’l75 - SO(t)PnEHHl(Q) < Mc(e) Kot ¢, te (0,7), n: € A.. (10.1.31)

Nétese ahora que fijado § > 0, existe 7 = 7(d) tal que dist g1 (So(7)Pne, Ao) < §/2, para todo 7. € A
y para todo € € (0,g0), ya que U. A, estd en un acotado de H'(f2) y, por tanto, U. P.A. estd en un acotado
de H} (Q) y por el Teorema 10.1.20, Ap atrae acotados de H (). Ademds, como los atractores son
invariantes, tenemos que dado v. € A. existe 7. € A. con S¢(7)n. = ve. Por tanto, eligiendo £, € (0, &)
tal que Mce(e)Kor™® < §/2, para todo € € (0,e71), tenemos

dist g1 (ve, Ao) < |[ve — So(7)ne ||z + dist(So(7)ne, Ao) <6, ve € A, € € (0,e1).

de donde se tiene la semicontinuidad superior en H'. m
También se tiene convergencia de las trayectorias en los atractores (ver Proposicién 5.3 de Arrieta et al.

[10))-

Proposicién 10.1.23 Sea ¢, una sucesidn tal que ey, € (0,69) con e, — 0, k — 00, y ¢e, € Ac, tal que
b.,, = G0, k = oo, en HY(Q). Entonces, u°(-), la drbita positiva que pasa por ¢°, verifica u°(-) C Ay.
Ademds,

u = u® en C([0,T], H(Q)), cuando k — copara todo T > 0 (10.1.32)

donde u*(-) C A., es la drbita positiva que pasa por ¢., y u®(-) es la drbita positiva que pasa por ¢g.

Demostracién. En primer lugar, como g, — 0, k = 00 y ¢, € A., en H'(Q), la semicontinuidad
superior en H'(Q) implica que @9 € Ay y, por tanto, u®(-) C Ap.

Supongamos que no se tiene (10.1.32), es decir, podemos elegir una sucesién ¢j, y funciones ¢., € A.,
tales que ¢., — ¢o € Ao, k = 00, y § > 0, de manera que

lut () =’ lleqo, @) =n, k€N (10.1.33)

Pero, por la invarianza de los atractores, existen 9., € A, , con S, (1)¢e, = ¢¢,. Ademads, de la
semicontinuidad de los atractores establecida en el Teorema 10.1.22 podemos elegir una subsucesién
que seguimos denotando igual y una funcién v¢g € Ao tales que 9., — %o, K = 00. Ahora, por ser
Py, — Pty = 1o, k — o0, la dependencia continua del semigrupo Sp y (10.1.31) tenemos que

u*(t) = S, (t+ 1), — So(t + 1) en C([0,T],H'()) cuando k — oo.

En particular, tomando ¢t = 0, ¢, = Se, (1)¢e, = So(1)v0, k — 0o0. Por tanto So(1)1o = ¢o. Luego, por
la unicidad de soluciones hacia adelante en el tiempo, So(t + 1)1)o = u°(¢) lo que contradice la existencia
de 1 > 0 verificando (10.1.33). m

Con esto, se puede probar el siguiente resultado (ver Corolario 5.3 de Arrieta et al. [10])
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Corolario 10.1.24 Para toda sucesion g, con g, — 0, k — 00, y para toda sucesion de orbitas completas
u*(-) C A.,, existen una subsucesion ey; y una orbita completa u®(-) C A tales que

u™i () = u®(:) en O([-T,T],H(Q)), cuando j — co para todo T > 0.

Demostracion. Basta usar la invarianza y compacidad de los atractores, la Proposicién 10.1.23 y un
argumento estandar de diagonalizacién para obtener la subsucesién deseada. m

En particular, para puntos de equilibrio se tiene el siguiente resultado

Corolario 10.1.25 Para toda sucesion € con €, — 0, k — 00, y para toda sucesion de equilibrios
¢+ € Ae, existen una subsucesion €x; y un equilibrio @ € Ao del problema limite tales que

O = " en HY(Q), cuando j — oo

Una vez probada la convergencia de equilibrios a equilibrios, una cuestién interesante es cuando los
equilibrios extremales aproximados convergen al equilibrio extremal del problema limite, es decir, en el
caso de los equilibrios extremales

lim ¢5; = % (10.1.34)
e—0

(andlogamente para los equilibrios minimales).

Nétese que en particular, del Corolario 10.1.25, hemos obtenido que para cualquier ¢° punto de
acumulacién en H'(§) del conjunto formado por los equilibrios maximales de los problemas aproximados
{¢51}, se tiene

@’ < oy
El problema es entonces obtener la otra desigualdad.
Supongamos que de tiene la siguiente propiedad

(P) En todo entorno de 9, (extendido por 0 fuera de ;) existe un equilibrio de los problemas
aproximados, es decir, existe una sucesién de equilibrios de los problemas aproximados {¢° }
tales que ¢ — ¢, cuando n — cc.

Sea ahora ¢° = lim,_, ¢35 un punto de acumulacién en H'(Q2) del conjunto de los equilibrios maximales.
Entonces,
0 z 1> 2. £ 0
= n < Y .
A= lim o7 <l o =
Luego, ¢%; < ¢°, de donde ¢° = ¢, y se tiene (10.1.34).
Basta entonces dar condiciones que aseguren que se tiene (P) para asegurar el paso el limite en los
equilibrios maximales.

Enunciamos a continuacién dos propiedades que aseguran que se tiene la propiedad (P).

1) Supongamos que existe un tnico equilibrio positivo el problema limite, y por tanto es el maximal,
Y. Consideramos su extensién por cero a Q. Entonces, si ¢35, > 0 no idénticamente nulos y existe una
sucesién &, para la cual p3; — ¢° cuando n — oo para cierto ¢° > 0 no idénticamente nulo entonces
debe ser ¢° = ¢9,. Tenemos pues que se verifica la propiedad (P).

2) Si Y, es hiperbdlico, usando las técnicas de Arrieta y Carvalho [9] es posible obtener que la propiedad
(P) es cierta en este caso.

10.2. Difusién alta en un entorno de la frontera

Como segundo ejemplo, vamos a estudiar un problema de difusién alta en un dominio con condicién
de frontera Robin donde la regién de difusion alta es un entorno de la frontera. Al pasar al limite en la
ecuacién obtendremos un problema no estandar en el que tendremos una EDO en la region de difusiéon
alta y en el resto, una EDP con condicién de contorno tipo Dirichlet dada por la solucién de la EDO.

En el andlisis seguiremos los mismo pasos que en el caso anterior.
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10.2.1. Planteamiento del problema

Dado Q un abierto acotado regular de RY y denotamos por I' su frontera. Ademds, consideramos
Qo C Q un abierto tal que ' N Ty =T, donde 'y = 9€2. Nos planteamos estudiar la convergencia de los
problemas

—Div(d.(z)Vus) + A+ V(z)u*=f en Q
ouf 2.
(F) =4 b(z)u® =g sobre T (10.2.1)
on.
donde

= d.(x) son funciones suficientemente regulares, estrictamente positivas y tales que
0<mo <d.(x) < M. paratodo z € (10.2.2)

Ademds
0 uniformemente en compactos de g

de(z) — { do(z) uniformemente en Qy (10.2.3)

A es una constante positiva.

V es una funcién de L™ ().

b es una funcién de L*> (T").

f es una funcién de H=1 ().

g es un elemento de H~'/2(T").

Figura 10.4: Dominio del problema aproximado y el problema limite.

Nétese que la principal diferencia con el caso anterior es que la regiéon donde la difusién es alta es un
entorno de la frontera. De esta forma, el dominio €4 es interior al dominio original.

Nota 10.2.1 Al igual que en el caso anterior, todo lo que sigue sigue siendo vdlido suponiendo V €
L)), 0 >N/2ybe L"(Q), r> N —1.

Para estudiar este problema, seguiremos la linea de argumentacién de la Seccién 10.1 por lo que
omitiremos, en general, las pruebas de los resultados indicando en cada caso las diferencias con el problema
alli tratado.

10.2.2. Marco funcional

Sea H'(1) el espacio de Sobolev habitual. Como en la Seccién 10.1.2 denotamos por H~1(Q) su dual.
Consideramos el espacio Y; definido en la Seccién 10.1.2. Vimos en esa misma, seccién que podemos definir
la derivada normal de 2% € H~'/2(T') por

<au 7(U)>1/2,1/2 - /Q Div(d. (z)Vu)v + /Q d.(2)VuVo (10.2.4)

on.’



160 CAFPI1TULO 10. DIFUSION ALIA

para toda v € H(Q). Vimos ademds que el espacio Y. es un espacio de Banach para la norma
l1z|lv. = |Div(d:(2)V2)l|Lr () + ||2]| a1 (0)

que es un espacio de Hilbert y la aplicacién z — aa_ﬁus es continua entre Y, y H~1/ (D).
Definimos a continuacién una serie de espacios andlogos a los definidos en la Seccién 10.1.2 que nos
serdn de utilidad en lo que sigue. Sean

L3, () = {u € L* () : u es constante sobre Qo }, Hg (Q) =L, () NH"(Q)

y, por tltimo,
Yo, = {2 € Hy, (2) : —Div(do(2)V2) € L*(1)} .

Noétese que aunque usamos la misma notacién que en la Seccién 10.1 los espacios empleados son
esencialmente diferentes. En este caso, consideramos espacios en los que las funciones son constantes en
una determinada regién {2y mientras que el el caso anterior usdbamos funciones que se anulaban en dicha
regién. Esto va a provocar que el problema limite que obtengamos va a ser un problema no estdndar (ver
Seccién 10.2.4, més adelante).

10.2.3. Los problemas aproximados

Al igual que antes, comenzamos con el estudio de la existencia de solucién de los problemas aproxi-
mados que en este caso son

—Div(d.()Vu) + A+ V(z))u=f en
ieg (10.2.5)

Ou
. + b(z) sobre T

Tomando como funciones test ¢ € H' (Q) en la formulacién del problema (10.2.5) e integrando formal-
mente por partes, tenemos

/ng(x)VquzS+/Q()\+V(a:))u¢+/rb(x)u¢:/Qf¢+/rg¢.

Nétese que el resultado que establece el buen planteamiento del problema es similar al Teorema, 10.1.2
del caso anterior. La tnica diferencia reside en los espacios en los que buscamos la solucién. Enunciamos
el resultado por completitud.

Theorem 10.2.1 FEl operador T. definido por la forma bilineal

7 (u,v) = (Tou,v) = /Q d. (z)VuVo + /Q O+ V(2))uv + /F b(w)uv (10.2.6)

es un isomorfismo entre H'(Q) y H~Y(Q), y entre Y. y L*(Q) + H~Y/*(T). Ademds, entre estos tltimos
espacios, T, viene dado por

T. = (-Div(d:(2)V-) + A+ V(z)) )gq + (6%5 +b(x) -)F

Por restriccién a L? (), T. induce un operador autoadjunto, positivo con resolvente compacta, B., con
dominio
ou
) -
on.

D(B.) = {u € H' (Q) : —Div (d.Vu) € L*(Q) + bu = 0 sobre I‘} ,

y para u € D (B,.),
B.u = —Div(d.(z)Vu) + (A + V(2)) u.

Se tiene también el andlogo al Corolario 10.1.3.
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Corolario 10.2.2 Sea A € R. Siu € H} (Q) es una solucidn de
Tu=h=fao+gr
donde fo € L? () y gry € H Y/?(Ty), entonces u € Yz y

—Div(d.(z)Vu) + A+ V(z)u = f en L?(Q)

ou 1
_ = - /2
o +b(z)u g en H™Y(T).

10.2.4. El problema limite

Al igual que en el caso anterior, la solucién en la regién donde la difusién es alta la solucién va a
ser constante. Esta vez, se producird un balance entre la condicién de contorno en la frontera de Q y la
reaccién en Qy que determinard el valor de la solucién en ¢ asi como la condicién de frontera que debe
satisfacer la solucién limite en I'y (ver Figura 10.2.1.)

Se tiene el siguiente resultado de existencia de solucién para el problema limite. El Corolario 10.2.2
muestra explicitamente el problema limite.

Teorema 10.2.3 Sea Ty el operador definido por la forma bilineal

10(u,v) = (Tou,v) = [ do(z)VuVu +/

O+ V(@))uv + / b(z)uv (10.2.7)
Q1 Q T

con u,v € HS (), que es un isomorfismo entre H (Q) y su dual Héol(ﬂ)
La restriccion
To : Yo, — L, (Q) C HG! ()

también es un isomorfismo. Ademds, sobre estos espacios,

Tou = |(—Div(de(z)Vu)+ A+ V(2))u)xe,
1 ou 1 1
+[m v 07T (m QO(AJ“V)JFW/F”)UQO]X%)L (10.2.8)

Por otra parte, la restriccion de Ty a L?zo (Q) induce un operador no acotado, positivo, autoadjunto,
con resolvente compacta, By, con dominio

D(Bo) = {u € Hg, () : —div (do (z) Vu) € L*(1)}

y para u € D (By),
Bo(u) = (=div (do(x)Vu) + (A + V) u) xa,

Demostracién. Sea h € L (Q) y sea u € Hp () tal que Tou = h. Multiplicando por ¢ € D()
tenemos

do(z)VuVeo + /

Q1

A+V(x)up= [ ho
Ql Ql
Luego, —Div (do(2)Vu) + (A + V(z))u = h en D' (Q1), de donde —Div (do(z)Vu) € L2(€4) y por tanto
u € Y, y la igualdad es, de hecho, en L?(f;). La continuidad se obtiene f4cilmente a partir de la
expresién de Ty. Tomando ahora ¢ € Hp (),

do(m)VuV¢+/Q()\+V(x))u¢+/fb(m)uq&z/thb

1951
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Integrando por partes en la primera integral y teniendo en cuenta la ecuacién que verifica u en Q; y que

¢ = ¢q, en o, tenemos
Ou
/F1 o T (/QO(/\+V) +/Fb)u90 = |Qo|hq,

donde hgq, es el valor de h en Q. Luego Tp viene dado por la expresién (10.2.8). m

Corollary 10.2.2 Si e R, yu € Héo (Q) es solucidon de
Tou = fo (10.2.9)
donde f € Lg (Q) entonces u € Yo, y (10.1.9) es equivalente a

—Div(do(z)Vu) + A+ V(z))u = f en U
u ug, en I

) o (10.2.10)

1 1
— [ Zi(= 0tV +—/b ua, =
i ). 7 (gl o O )+ g L D)use = g

10.2.5. Paso al limite

El siguiente resultado se obtiene de manera andloga a como obtuvimos el Teorema 10.1.8 en el caso
de la Seccién 10.1.

Teorema 10.2.4 Supongamos que para 0 < e < g, A€ Ry {h.}_ C HS;OI () estdn acotadas y convergen
débilmente a h € H§01 (R). Supongamos {u}_ estdn acotadas en L*(Q) y verifican

Teu= (Le + M+ V)g + (by)p) u® = he

Entonces 0 < [, d.(x) |Vus|* < M para alguna constante independiente de & y tomando subsucesiones si
fuese necesario, u converge a u € Hy (Q) débil en H' (Q) y Vu® y bu® convergen a Vu y bu en L?(Q)
y L*(T), respectivamente. Ademds, u € H§ () y verifica

Tou= (Lo + (M +V)g+ (by)p, ) u= h|H$120 @ en Hg;:(o)'

Por 1ltimo, u® converge fuerte a u en H'(Q) si y sdlo si (he,u®)_1,1 — (h,u)_1,1 y esto se da, por
ejemplo, si h® — h fuerte en H—' (Q). Ademds, en tal caso

lim 7. (u®,u®) = 10(u, u) (10.2.11)
e—=0

Como consecuencia de este resultado obtenemos cierta convergencia de las derivadas normales en la
frontera de la regién donde la difusién crece a infinito.

Corolario 10.2.5 Supongamos que en las condiciones del Teorema 10.2.4, h® = f§ + g7 y f* = f en
L?(Q)-débil y g° — g en H~'/2(T)-débil. Entonces

1.  En el interior de Qq,

Div (d. (z) Vu®) — Div (do (z) Vu) en L* () -débil
ou® ou _1/2
8—’fL’E — 6—% en H (Fl)

2.  En el interior de Qo,
Div (d. (z) Vu®) = f en L* () -débil
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ot Lo vens o= 1+ [

Ademds, u® converge fuerte a u en H' (Q) si y sdlo si (g, u®)r — {(g,u)r y esto pasa, por ejemplo,
si g° converge a g fuerte en H—'/?(T). En tal caso, lim, fQo d. |Vus|> = 0.

3. Por dltimo,

Demostracién. Supongamos ahora que h® = f§+g& y f¢ — f en L? (Q)-débil y g¢° — gen H'/? (T y)-
débil. Tenemos que u° es la solucién del problema

{—Dw( () Vue) + (A +V (z))u® = f° en )
ou®

Ol

+ b(z)u® = ¢° sobre T'y

luego,
—Div(d. (z) Vu°) = f = (A+V (z))u® en U
y el segundo miembro converge a f — (A + V(x))u = —Div (dy (z) Vu) en L%(£;)-débil, luego,
Div (d. (z) Vu®) = div (dg (z) Vu) en L? () -débil.

En Qg tenemos
Div (d. (z) Vu®) — f en L? (Qp) -débil.

Por otra parte, de (10.1.4), para toda ¢ € Hf (Q)

Q1

(Frr@) = [ ptavires [ d@vevs

donde el segundo miembro converge a

) 0
/ Div(do(z)Vu)¢ + do(z)VuVe¢ = <8—_7:L; Y (¢)>
Q1 @, no (2931
luego
6u5 8u 1/2
o7 — D70 en H™/%(Ty).

Veamos qué pasa en y. Por una parte, sabemos que —Div (d. (z) Vu®) = f—(A+V(z))u en L2(Qp)-débil.
Por otra,

ou’ ou’ ou’
Div (d. () Vu®) = — = - — —
/Qo (e @V) = ) o~ oo, o7
ou®
= T —but) - o=
[ (o =be) [ 5

donde el primer miembro converge a — fQ f+ (A +V(x)u y, el primer término del segundo miembro
converge a [1.(g — bu) y el segundo a fr 52, De aqui, obtenemos

- 6n0 [QO A+V(x))+/rb]u90=/00f+/rg

Por el teorema sabemos que u° converge fuerte a u en L?(Q), luego la convergencia fuerte de u® en
H' () es equivalente a la convergencia (g., u®)ry — (g, u)ry. ™
N N
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10.2.6. El problema de autovalores

Sean B y By, los operadores de las secciones anteriores. Como tienen resolvente compacta, su espectro
estd formado por autovalores de multiplicidad finita, o (B:) = {u} y 0 (Bo) = {un} que son sucesiones
crecientes tendiendo a co.

El siguiente resultado es el analogo al Teorema 10.1.10. Su prueba es similar a la de dicho teorema.

Teorema 10.2.6 Supongamos que el espectro de B, viene dado por

pi < S Sy <o

contando multiplicidades y, para cada n, sea ¢F, una autofuncion de us, tal que ||¢2||L2(Q) =1y {¢},
forman una base de Hilbert de L* (Q). Supongamos, también, que el espectro de By viene dado por

pr < S S g S
contando multiplicidades. Entonces, se verifican

1. Para cadan €N,
Wy, = b, cuando € tiende a 0

2. Para cada n € N, y para toda sucesion convergente a 0, que segquiremos denotando € — 0, existe
una subsucesidn €; tal que

@5 — ¢n € Hy, () cuando j tiende a oo

fuerte en H () ylim;_, o fQo de, |V¢fﬁ 2 _ 0, donde ¢,, es una autofuncion de By correspondiente
a fin Y {¢n}, forman una base de Hilbert de Lg (Q).

10.2.7. Convergencia de los problemas parabdlicos lineales

En esta seccién probaremos la convergencia de los problemas parabdlicos lineales

uf —div(d:(z)Vus) +c(z)u® = f en Q
g:_fzs +b(x)u®* = g sobre T
uw(0) = wuo

en H'(Q) al problema lineal limite

ut — Div(do(z2)Vu) + A+ V(z))u = f en ()
U = ugq, en I

. 1 Ou 1 IT|
Ug, + —— — + — A+V +/bu = + —
ot ot i (L O+ (B = ot gy 9

en Hy ().

Para ello, sea P : L?(Q) — Lg, () la proyeccién de L?(2) en Lg, (), es decir, Pf = |§%_0\ Jo, fen Qo
y Pf = f en 4. Se tiene el siguiente resultado de continuidad de los problemas parabdlicos aproximados
(ver Proposicién 10.1.11 o Proposicién 4.6, pag. 48, de Arrieta et al. [10])

Proposicién 10.2.7 Supongamos X} > 0. Entonces, dado v € [0,1) existen o € ((1+7)/2,1) y una
funcidn ¢(€) > 0 con c¢(e) = 0 cuando € — 0, tal que para todo h € H~7() = (HY(Q))’

lle=A<th — e A" h*|| 1) < c(e)t *||hllg-v(q)y,  t>0 (10.2.12)
donde h* € (HQ ()" denota la restriccion de h al espacio HS (9).

En particular, se tiene (ver Corolario 10.1.12 o Corolario 4.8 en Arrieta et al. [10])
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Corolario 10.2.8 Ezisten a € (3/4,1) y una funcién c(-) > 0 con c(e) = 0 cuando € — 0 tal que para
todo f € L?(Q) y g € L*(T) se tiene

lle™*<*(fa + gr) — e (£ + gr)llm () < c@t™*(Ifllz2) + ll9llz2r)), t>0
donde f& = Pf, la proyeccion de L*(Q) sobre L3 (12).

Otra consecuencia interesante es la regularizacién L2-L*>° del semigrupo del problema limite (ver
Corolario 10.1.14 o Corolario 4.9 de Arrieta et al. [10]). Concretamente,

Corolario 10.2.9 Eziste una constante M > 0 tal que para todo f € L3 (),
A _
lle 0tf||L°°(Q) < Mt N||f||LgO(Q)-

10.2.8. Los problemas parabdlicos aproximados

Consideramos ahora los problemas parabdlicos no lineales asociados a (10.2.1).

uf —div(de (2)Vu®) + c(z)u® = f(z,u®) en N
(P:) g:; +b(x)u®* = g(z,u®) sobre T (10.2.13)
T =

con ug € X donde X es algin espacio de la clase £ definida en la Seccién 1.1.3, es decir,
E={LYQ), WH(Q), 1 < q< cc}.

Supongamos que f y g verifican las siguientes condiciones de crecimiento (G)x de la Seccién 10.1.8.

Al igual que en dicha seccién, supongamos ademds que existen Cq € LP(2), 0 < Dg € LP(2), p > N/2,
CreL™(Q)y Dr €€ L"(Q), r > N — 1, tal que

sf(z,s) < Ca(z)s®>+ Do(z)|s| z€Q (10.2.14)

sg(z,s) < Cr(z)s®*+ Dr(z)ls|] z€T (10.2.15)

para todo s € R. Por tltimo, supongamos que se tiene la condicién de disipacién anéloga a (D) de la
Seccién 10.1.8, es decir,

(D)o : El primer autovalor, A\{, del siguiente problema en H} () es positivo

—div(dg(z)Vu) + (c(z) — Ca(z))u = Au en ()
U = uQ, sobre I
1 ou 1 1

— — — c(z) — Col(x +—/b—C’ U = du en

o -, 5+ (g J,, (€@ = Cal@) + g | (0= Cn)Jun, % 0
(10.2.16)

Denotamos por A el primer autovalor del problema
—div(d.(z)Vu) + (c(z) — Cq(z))u = Au en Q (10.2.17)
ds(m)% + (b(x) = Cr(z))u = 0 sobre T -

De nuevo, (D)o junto con la convergencia del primer autovalor A§ de los problemas aproximados a \{
implican la existencia de €9 > 0 tal que para todo 0 < e < gg, A] > 0.

De los resultados de la Seccién 1.1.3 (ver también Arrieta et al. [10]) se tiene la existencia y unicidad
de solucién del problema (10.2.13) asi como la existencia de un atractor global para dicho problema. En
concreto, los resultados del Teorema 10.1.15 son validos para este caso.

Una propiedad importante es la siguiente estimacién uniforme del tiempo de entrada de las solucio-
nes de los problemas aproximados dentro de un conjunto absorbente. La prueba es andloga a la de la
Proposiciéon 10.1.17
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Proposicién 10.2.10 Fijado € > 0, la soluciones del problema (10.2.13) verifican

lim sup |u(t, z;u0)| < ¢°(x)
t—o0

uniformemente en x para ug en acotados de datos iniciales donde ¢° es la inica solucion del problema

{ —div(de (2)Vu) + c(z)u Co(z)u+ Do(z) en
ds(w)% +b(x)u = Cr(z)u+ Dr(z) sobre T.

Ademds, para todo § > 0, dado un acotado B de X, existe un tiempo Ty independiente de € tal que
para todo ug € B
|u®(t, z;u0)| < ¢°(x) +0 para todo z€Q t>1Tp

para todo 0 < € < gg.

Ademis, al igual que en la Seccién 10.1.8, como consecuencia de los resultados obtenidos en la Seccién
2.2.3 (ver también Arrieta et al. [10]) se tienen las siguientes estimaciones uniformes para las soluciones
de (10.2.13)

Teorema 10.2.11 En las condiciones del Teorema 10.1.15, fijado € > 0 existe una constante K. > 0 tal
que

sup sup {[|ul|lp~(q), |[ullaza@)} < K-.

u€ A% 0<a<1

De nuevo, como en la Seccién 10.1.8 existe una cota uniforme en L>® y H' de los atractores de los
problemas (10.2.17) (es decir, si fijamos o = 1/2, la constante K que aparece en el Teorema 10.2.11 puede
ser tomada independiente de ¢ para e suficientemente pequeiio). Concretamente se tiene el siguiente lema
cuya prueba sigue la linea de la prueba del Lema 10.1.18.

Lema 10.2.12 Para todo 0 < e < &g

sup  sup (I[ull 1 (@) + |[ullL(@) + [1F@)llo (@) + 9@ e (y) < K (10.2.18)
0<e<eg u€.A¢

con K independiente de €.

Por ultimo, como consecuencia de los resultados obtenidos en el Capitulo I tenemos

Teorema 10.2.13 En las condiciones del Teorema 10.1.15, existen dos equilibrios extremales ©f, < ¢,
tales que A° C [p5,, Y]y PP € A° Y

%, < liminf u®(t, 2;u0) < limsup u® (¢, z;u0) < @iy
t—o0 t—o00

uniformemente en x € Q para ug en acotados de X .

10.2.9. El problema parabdlico limite

El problema parabdlico limite no lineal asociado a (10.1.10) viene dado por

up — div(dp(z)Vu) + c(z)u = f(z,u) en
u = uQ, sobre Iy
. 1 ou 1 / / T /
U, + —— — + — cx)+ [ blu = T,uQ,) + —— T, en
o fag o g U, @ F D) = S+ g f ot °
(10.2.19)

Noétese que gracias a la cotas uniformes en L para las soluciones en el atractor dadas en 10.2.12
podemos truncar las funciones f y g y suponer, sin falta de generalidad, que son globalmente Lipschitz.
Esto va a ser fundamental a la hora de tratar este problema limite.

Aunque el problema limite no es un problema, estdndar, podemos concluir la existencia global de
soluciones y de atractor para este problema como mostramos en el siguiente teorema.
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Teorema 10.2.14 Sea X = L%*(). Supongamos que f y g son globalmente Lipschitz en u. Entonces,
dado ug € L3 (), existe una tnica solucion local del problema (10.2.19). Ademds, dichas soluciones
verifican el principio de comparacion.

Supongamos ademds que f y g verifican (10.2.14) y (10.2.15). Entonces, las soluciones del problema
(10.2.19) son globales.

Por 1iltimo supongamos que se tiene la propiedad (D)o. Entonces, existe A° el atractor global del
problema (10.2.19) que es compacto en H'(Q) y acotado en L*(). Ademds, eristen dos soluciones
extremales @2, < 9, tales que A° C [¢%, %] v

% < liminf u®(t, z;u0) < limsup u®(t, z;u0) < 5
t—o0 t—o0

uniformemente en x € 0 para ug en acotados de X.

Demostracion. El operador de Nemitski asociado a h = fq + gr estd bien definido y sigue siendo
globalmente Lipschitz de Lg () en L3 (Q) (nétese que podemos definir la traza de una funcién de
L?(Q) como su valor constante en ()g). Por tanto la existencia local del problema se sigue de la teorfa
general para ecuaciones parabdlicas (ver Henry [28]).

Veamos ahora que el problema (10.2.16) verifica el principio de comparacién. En efecto, sabemos que
los problemas elipticos aproximados (10.2.5) verifican tal principio, es decir, si u®, v® son solucién del
problema eliptico (10.2.5) con términos no homogéneos f, f € L?ZO (), f < f, respectivamente, entonces
u® < v°. Ahora bien, pasando al limite en € tenemos, por el Corolario 10.2.5, u < v. Luego, se verifica el
principio de comparacién (ver Apéndice A en Arrieta et al. [10]).

La existencia global para (10.2.19) se tiene ya que f y g verifican (10.2.14) y (10.2.15) y se tiene
el principio de comparacién. La existencia de atractor se tiene por la propiedad de disipacién (D)y. La
existencia de equilibrios extremales se sigue del Teorema 2.2.2.

Queda probar la acotacién L del atractor. Para ello denotamos por Ag dicho atractor. Por el principio
de comparacién y las propiedades (10.2.14) y (10.2.15) tenemos que |u(t,uo)| < v(t, |ug|) donde u es la
solucién del problema no lineal (10.2.19) y v denota la solucién del problema lineal

vy — div(do(z)Vv) + (c(z) — Ca(z))v = Dg(z) en

vo= vg, sobre TI';
. 1 ov 1
UQ, + m s o + m(/no (c(z) — Cq(x)) + /F(b(:c) —ICF(:C)))UQO
= D + —/D Q
2] o o(z) 0] Jr r(z) en 0

que podemos escribir como v; + Agv = h donde h = Dg(z)xq, + ﬁ(fﬂo Dq + i Dr)xq,- Sea ¢° el
tinico punto de equilibrio de este problema. Por el Teorema 10.2.4, ¢° — ¢° en H'(Q) cuando ¢ — 0.
Ademés, por la Proposicién 10.2.12 sabemos que ||¢°||p=(q) < K luego ¢° € L*(Q2). Si denotamos

w(t,uo) = u(t,up) — ¢° = e~ A0t(|ug| — ¢°) tenemos, por el Corolario 10.2.9
lo(t,u0) — 8%l < Mt™*(||uol|z2(0) + ||6°lL2(e))-
Luego, por comparacion,
lu(t, uo)l| Lo (@) < [16°] L) + Mt (|JuollL2@) + 114°]l2(0))-
Por tanto, haciendo tender ¢ — oo se tiene

Ao C {u € Hp, () : |[ullz2(e) < [[6°][p=(0)} € LZ(9).

Enunciamos ahora el andlogo a la Proposicién 10.1.21 que establece a acotacién uniforme de A°, el
atractor del problema (10.2.19).

Proposiciéon 10.2.15 FEziste una constante Ko tal que

SEUEO{HUHHl(Q)a l[ul| Lo (s [ (W)|| Lo (), |g(w)[| Lo (ry } < Ko
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10.2.10. Semicontinuidad superior de los atractores

En esta seccién probaremos la semicontinuidad superior de los atractores de los problemas (10.2.13)
y (10.2.19) en € = 0. Para ello seguiremos los argumentos de la Seccién 10.1.10 (ver también Seccién 5.1
de Arrieta et al. [10]). Las pruebas de los resultados que enunciaremos a continuacién son similares a los
resultados andlogos en la Seccién 10.1.10 por ello, sélo daremos el enunciado y el resultado correspondiente
en dicha seccién.

Para probar la semicontinuidad superior, necesitamos en primer lugar, la acotacién uniforme de los
atractores. Dicha acotacién uniforme viene dada por los resultados del Lema 10.2.12 y la Proposicién
10.2.15.

El siguiente resultado compara la dindmica asintética de los problemas (10.1.19) y (10.1.28) en la
métrica de H1(Q2) (ver Teorema 10.1.22 en la Seccién 10.1.10 o Teorema 5.2 de Arrieta et al. [10]).

Teorema 10.2.16 Los atractores globales, A. y Ao, son semicontinuos superiormente para ¢ = 0 en
HY(Q).

También se tiene convergencia de las trayectorias en los atractores (ver Proposicién 10.1.23 en la
Seccién 10.1.10 o Proposicién 5.3 de Arrieta et al. [10]).

Proposicién 10.2.17 Sea e, una sucesion tal que €, € (0,&0) coner, — 0, k — 00, y ¢, € Ae, tal que
¢e, = G0, k = oo, en HY(Q). Entonces, u’(-), la drbita positiva que pasa por ¢°, verifica u°(-) C Ay.
Ademds,

u™ —u® en C([0,T], H'(Q)), cuando k — copara todo T > 0 (10.2.20)

donde u*(-) C A., es la drbita positiva que pasa por ¢., y u’(-) es la drbita positiva que pasa por ¢y.

Con esto, se puede probar el siguiente resultado (ver Corolario 10.1.24 en la Seccién 10.1.10 o Corolario
5.3 de Arrieta et al. [10])

Corolario 10.2.18 Par todo sucesion e con g, — 0, k = o0, y para toda sucesion de orbitas completas
ufk(-) C A, , existen una subsucesion ey, y una drbita completa u°(-) C Ao tales que

u™i () = u°(:) en C([-T,T],H'(Q)), cuando j — oo para todo T > 0.

Por ultimo, enunciamos a continuacién una propiedad de convergencia de los equilibrios de los pro-
blemas aproximados a equilibrios del problema limite.

Corolario 10.2.19 Para toda sucesion € con €, — 0, k — 00, y para toda sucesion de equilibrios
¢ € Ac, existen una subsucesion €y; y un equilibrio @° € Ag del problema limite tales que

O = ¥ en HY(Q), cuando j — oo

Al igual que en el primer ejemplo, una vez probada la convergencia de equilibrios a equilibrios, una
cuestién interesante es cuando los equilibrios extremales aproximados convergen al equilibrio extremal
del problema limite, es decir, en el caso de los equilibrios extremales

m%¢%a:¢% (10.2.21)
e—

(anédlogamente para los equilibrios minimales).

Nétese que en particular, del Corolario 10.2.19, hemos obtenido que para cualquier ¢° punto de
acumulacién en H'(Q) del conjunto formado por los equilibrios maximales de los problemas aproximados
{¢51}, se tiene

©° < Y.
El problema de nuevo es obtener la otra desigualdad.

La siguiente propiedad aniloga a la propiedad (P) de la Seccién 10.1.10 va a garantizar la otra

desigualdad (la prueba es andloga, ver Seccién 10.1.10 para més detalles).

(P) En todo entorno de 9, existe un equilibrio de los problemas aproximados, es decir, existe
una sucesién de equilibrios de los problemas aproximados {p°" } tales que ¢ — ¢, cuando
n — oo.
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Apéndice A

Algunas definiciones y resultados
previos

A.1. Sobre la Teoria de Semigrupos.

Sea X un espacio de Banach con norma || - ||. Consideramos el problema de evolucién
du
— = Au(t t>0
u(0) = z€X

donde A : D(A) C X — X un operador lineal en X. Denotamos por ‘4 el semigrupo generado por A.

Definicion A.1.1 Se dice que A es un operador sectorial si existen constantes w € R, 0 € (w/2,7),
M > 0 tales que

1) p(A) DSy ={A€C: A #w,|larg A\ —w < 6)}.

H) ||R()‘7A)||L(X) < ﬁ Ve Sg,w.

Nétese que no estamos pidiendo, en la definicién anterior, que el dominio del operador A, D(A), sea
denso en X. En particular, no pedimos que el semigrupo generado por A sea fuertemente continuo.
D(A) es denso en X si y sélo si el semigrupo generado por A es fuertemente continuo. Esto se tiene
de la propiedad siguiente
lim etz =2 <= z € D(A)
t—0+t

(ver Proposicién 2.1.4 de Lunardi [36], pag. 38).

Definicién A.1.2 Diremos que un semigrupo S(t) es analitico si la aplicacidon t — S(t) es analitica de
(0,00) a L(X), donde por L(X) denotamos el espacio de aplicaciones lineales de X en X.

Una propiedad importante es la siguiente

tA

Proposicion A.1.3 Si A es sectorial entonces €' es analitico.

Para terminar, enunciamos una propiedad sobre el efecto regularizante del semigrupo generado por
A.

Proposicién A.1.4 Dado z € X, ¢4z € D(A) para todo t > 0.
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A.2. Algunos resultados de la teoria de atractores

En esta seccién recordamos algunas definiciones y enunciamos una serie de resultado sobre la teoria
de atractores que usaremos en lo que sigue. Para més detalle véase Hale [26].
Sea X un espacio de Banach y S(t) un semigrupo en X.

Definicién A.2.1 Dado z € X, se define la semi-drbita positiva que parte de x como v+ (z) = {S(t)z,t >
0}. Dado B C X se define y©(B) = Uzepy™ ()

Definicién A.2.2 Siyi(z) es relativamente compacta, se define el w-limite de x como
w(z) = Ns>0Ur>sS(t)z.

Dado un conjunto B C X definimos el w-limite de B como
w(B) = Ns>0Us>5S(t) B.

Proposicién A.2.3 Sea xg € X. Podemos caracterizar w(xzg) como los elementos © € X tales que
existe una sucesion {t,}n>0 tendiendo a oo tales que T(t,)xo — . Dado un conjunto B C X, podemos
caracterizar los elementos de w(B) como los elementos x € X tales que existen una sucesion {tn}nzo
tendiendo a 00 y una sucesion {x,}n>0 C B tales que T (tn)x, —

Definiciéon A.2.4 Decimos que un conjunto A C X atrae a B C X si

lim dist(S(t)B, A) — 0.

t—o0

Definicién A.2.5 Decimos que S(t) es puntualmente disipativo si existe un acotado B C X tal que
atrae todo punto de X.

Definicién A.2.6 Decimos que B C X es un conjunto absorbente para S(t) si para todo acotado D C X
existe tg > 0 tal que para todo
S(t)D C B para todo t > tg.

Definicién A.2.7 Un conjunto A C X se dice positivamente invariante si S(t)A C A para todo t > 0.
Un conjunto A C X se dice invariante si S(t)A = A para todo t > 0.

Definicién A.2.8 Se dice que un conjunto A C X es un atractor global para S(t) si verifica
1. A es mazximal compacto e invariante.

2. A atrae a todos los acotados de X.

Teorema A.2.9 Supongamos que eriste un conjunto absorbente y compacto, B. Entonces A = w(B).
Ademds, si B es conezxo entonces A es conexo.

Definicién A.2.10 Decimos que S(t) es asintGticamente regular si para todo conjunto cerrado, acotado,
no vacio, B C X tal que S(t)B C B para todo t > 0, existe un compacto J C B tal que J atrae a B.

Definicién A.2.11 Decimos que S(t) es asintéticamente compacto (o de clase AK) si para todo acotado
B C X tal que {S(t)B}:>0 es acotado se tiene que toda sucesion {S(t;)x;)};, con x; € B yt; T oo, es
precompacta.

Nota A.2.12 En el caso en que las orbitas estén acotadas, la propiedad de ser asintéticamente compacto
equivale a ser asintdticamente regular dada por Hale en [26]. En esta misma referencia se dan algunas
propiedades suficientes para tener que el semigrupo sea asintdticamente regular.
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Definicién A.2.13 Decimos que S(t) es condicionalmente completamente continuo para t > t; si para
todo t > t1 y cada acotado B de X para el cual el conjunto {S(s)B: 0 < s <t} sea acotado, se tiene
que S(t)B es precompacto.

Diremos que S(t) es completamente continuo si es condicionalmente completamente continuo y para
todo acotado B yt >0, el conjunto {S(s)B: 0< s <t} es acotado.

Proposicién A.2.14 (Corolario 3.2.2 de [26], pag. 37) Un semigrupo condicionalmente completa-
mente continuo para t > to es asintoticamente regular.

Teorema A.2.15 (Teorema 3.4.6, pag. 39 de [26]) Sea S(t) : X — X, ¢t > 0, asintdticamente regu-
lar y puntualmente disipativo. Supongamos, ademds, que toda drbita de un conjunto acotado es acotada.

Entonces, existe un atractor global A para S(t). Es mds, si S(t) es inyectivo en A entonces S(t) 4 es
un grupo. Por dltimo, si ademds X es un espacio de Banach, entones A es conexo.

Teorema A.2.16 (Teorema 3.4.8, pag. 40 de [26]) Si existe t; > 0 tal que S(t) : X = X, t >0, es
completamente continuo para todo t > t; y puntualmente disipativo entonces existe un atractor global A
para S(t).

Si X es un espacio de Banach entonces A es conexo y, sity = 0 entonces existe un punto de equilibrio
para S(t). Si, ademds, si S(t) es inyectivo en A entonces S(t)|4 es un grupo
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Apéndice B

Existencia y unicidad de solucién de
problemas lineales.

B.1. El semigrupo en L®(2). Q acotado.

En primer lugar vamos a estudiar un caso especial que, como veremos mas adelante, serd de gran
utilidad. Nos planteamos el estudio del problema en X = L*° (). En este caso, el semigrupo pierde la
propiedad de ser fuertemente continuo (es decir, no es continuo en ¢t = 0) pero sigue siendo analitico para
t>0.

Comenzamos con el resultado para el semigrupo lineal generado por un operador de la forma

Au = —div(a(z)Vu) + ¢(z)u

o de la forma

N N
Au=— Z a;j(z)0;0;u + Z ai(z)0u + a(z)u,
ij=1 i=1

en ambos casos asumiendo que los coeficientes poseen cierta regularidad adecuada.
El operador de contorno B es del tipo

Bu =wu (condiciones de contorno tipo Dirichlet)
o bien,
Bu = % + b(x)u (condiciones de contorno tipo Robin).
sin restriccién de signo sobre b € C1(99).

En concreto, para condiciones de contorno tipo Dirichlet se tiene el siguiente resultado (ver Corolario
3.1.21 de Lunardi [36], pag. 97).

Teorema B.1.1 Sea Q C RN abierto acotado.

1. Consideramos la realizacion del operador A en L*°(Q), que denotamos Ao

D(As) ={u€ [\ WLP(Q):  Au,u€ L®(Q), ujpq =0}

p>1
Ao 1 D(As) — L®(R), Asou = Au

Entonces, Ax es sectorial,

D(A) C CYF*(Q)  para todo 0 < e < 1

D(Aoo) = CD(ﬁ)

{u S C(ﬁ) DU = 0}.
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2. Consideramos la realizacién del operador A en C(Q), que denotamos A,

D(4o) ={u€ (\WLP(Q): Au,ue C[Q), upq =0}

p>1
Ao : D(4)) — C(Q), Aou= Au

Entonces, Ag es sectorial,

D(Ap) C C'¥(Q) para todo 0 < a < 1

D(4) = Cp(Q).

En el caso de condiciones de contorno tipo Robin el resultado es el siguiente (ver Corolario 3.1.24 de
Lunardi [36], pag. 100).

Teorema B.1.2 Sea Q C RN un abierto acotado.

1. Consideramos la realizacion del operador A en L*°(Q), que denotamos A

D(Aroo) ={u€ [\ WL2(Q):  Au,u€ L®(Q), Bujq =0}
p>1

Aloo : D(Aloo) — LOO(Q), Aloou = Au

Entonces, A1 es sectorial,

D(Ais) C C'™ Q)  para todo 0 < a < 1

D(A100) = C(Q).
2. Consideramos la realizacién del operador A en C(Q), que denotamos A,

D(41) ={ue€ ﬂ Wi2(Q):  Au,u € C(Q), Bujpa = 0}
2!

Al D(Al) —)C(ﬁ), A1u=Au

Entonces, A1 es sectorial,

D(A1) C C*™(Q) para todo 0 < a < 1

D(4;) = C(9).

En el siguiente esquema, que resume los resultados anteriores, mostramos cudl es el dominio del
operador A tomando diferentes espacios base. Concretamente, el esquema muestra relaciones de la forma
X 43 D(A), donde X es el espacio base. En particular, esto muestra el efecto regularizante del semigrupo
generado por A parat > 0.

i Aco
Cp(Q——C()Y—— L=(Q)

@W
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B.2. El semigrupo en L*(2).  no acotado
Comenzamos suponiendo que 2 = RY. Denotaremos
BC(RN) = C(RN)n L®(RY),
es decir, el espacio de funciones continuas y acotadas de RV ; y
BUCRY) = {u € BO(R") : u es uniformemente continua en R },

es decir, el espacio de funciones uniformemente continuas y acotadas de RY .
En este caso, tenemos el siguiente resultado sobre la generacién de semigrupos en L*(RYN) (ver
Teorema 3.1.7, pag. 78 y Corolario 3.1.9, pag. 81 de Lunardi [36]).

Teorema B.2.1 Se tiene,

1. Consideramos la realizacion del operador A en L®(RY), que denotamos A,

D(Ay)={ue€ ﬂWl’p (RYY:  Au,u € L®(RN)}

p>1
As : D(A) — L®(RVN), Agu= Au
Entonces, A, es sectorial,

D(Ay) C CHH(RN)  para todo 0 < a < 1

D(Ay) = BUC(RM).
2. Consideramos la realizacién del operador A en BC(RY), que denotamos Ac

D(AD) ={ue [\ WyP[®RY): Au,ue BC(RV)}
p>1

Ac: D(Ac) — BC(RN), Acu = Au
Entonces, Ac es sectorial,

D(A¢) € CYHRN)Y  para todo 0 < a < 1

D(Ag) = BUC(RY).
3. Consideramos la realizacién del operador A en BUC(RY), que denotamos Ayc

D(APy) ={ue [\ WLP(RY): Au,u€ BUCRN)}

p>1
AUC’ : D(AUc) — BUC(]RN), AUcu = Au

Entonces, Ayc es sectorial,

D(Ayc) € CY*(RY)  para todo 0 < a < 1

D(Ayc) = BUC(RM).
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4. Consideramos la realizacion del operador A en BUCH(RY), que denotamos Ay

D(4o) ={ue [\ WLZ@®RY): Au,u€ BUCH(RY)}
p>1

ADO : D(Ao) — Co(RN), ABUC’OU = Au
Entonces, Ay es sectorial,

D(APY c C*(RN)  para todo 0 < a < 1

D(Ag) = BUCH(RM).

Con la notacién anterior, el siguiente esquema refleja el dominio del operador A y el efecto regulari-
zante, para t > 0, del semigrupo generado por A, tomando diferentes espacios base.

Ao Avc

O NV R

Co = BUCy (RN )—— BUC(RN ) BC(RN ) L= (RY)

En el caso en que Q # RY debemos distinguir entre el caso de condiciones de Dirichlet en la frontera,
y condiciones Robin (o Neumann).

Para condiciones de contorno Dirichlet en un dominio no acotado, introducimos los espacios de fun-
ciones que incorporar las condiciones de contorno en la frontera de Q (que denotamos por el subindice
D). Tenemos el siguiente resultado (ver Corolario 3.1.21 de Lunardi [36], pag. 97).

Teorema B.2.2 Sea Q C RY un abierto no acotado, Q #Z RV .

1. Consideramos la realizacion del operador A en L>(S)), que denotamos AL

D(AR) ={ue (Y W,P(Q):  Au,ue L¥(), ujpq = 0}
p>1

AD . D(AD) — L=(Q), APu= Au

FEntonces, Ago es sectorial,

D(AZ) c C***(Q) para todo 0 < a < 1

D(AP) = BUCp(Q).
2. Consideramos la realizacién del operador A en BC(Q), que denotamos AZ

D(AD) ={ue (| W,P(Q): Au,ue BC(Q), ujpq =0}

p21
AL :D(AE) — BC(Q), ABu=Au
FEntonces, Ag es sectorial,

D(Af) c C'**(Q) para todo 0 < a < 1

D(AD) = BUCH(Q).
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8. Consideramos la realizacién del operador A en BUC(Q), que denotamos AL,

D(ARo) ={ue (Y Wi(Q):  Au,ue BUCE), upn =0}
p>1

AP :D(AE,) — BUC(Q), AP u= Au

Entonces, A es sectorial,

D(AD) € C*2*(Q)  para todo 0 < a < 1

D(AP,) = BUCp(9).
4. Consideramos la realizacién del operador A en BUCy(Y), que denotamos AL

DAD)={ue (| WLP(Q): Au,u€ BUCHQ), ujpn =0}

p>1
AP DAP) — Cy(TY), Alu= Au
Entonces, AP es sectorial,

D(AP) c C**2(Q) para todo 0 < a < 1

D(ADP) = BUC, p(Q).

Para condiciones de contorno Robin (0 Neumann) podemos plantear el problema sin necesidad de
introducir espacios que incorporen condiciones de contorno. El resultado que se tiene es el siguiente (ver
Corolario 3.1.24 en Lunardi [36], pag. 100)

Teorema B.2.3 Sea Q C RN un abierto no acotado, Q # RV .

1. Consideramos la realizacidn del operador A en L>(Q), que denotamos Ao

D(Aioo) = {u€ [\ WL(Q): Au,u€ L®(Q), Bujpg =0}
p>1

Aloo : D(A]_OO) — LOO(Q), Aloou = Au

Entonces, A1 es sectorial,

D(A1s) CC*(Q)  para todo 0 < a < 1

D(A,) = BUC(Q).
2. Consideramos la realizacion del operador A en BC(Q), que denotamos Ajc

D(Aic) ={ue [\ WyP(Q): Au,u€ BC@Q), Bujsq =0}

p>1
AIC’ : D(Alc) — C(ﬁ), Alcu = Au
Entonces, Aic es sectorial,

D(Aic) C C*(Q)  para todo 0 < a < 1

D(A0) = BUC(@).
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3. Consideramos la realizacién del operador A en BUC(Q), que denotamos A;yc

D(Awwe) ={ue [\ W,2(Q): Au,u€ BUC(Q), Bujsq =0}

loc
p>1

Ao : D(Awe) — C(Q), Awwcu = Au
Entonces, Aiyc es sectorial,

D(Apc) € CH2(Q)  para todo 0 < a < 1

D(Aiyc) = BUC(Q).
4. Consideramos la realizacién del operador A en BUCy(QQ), que denotamos Ay

D(As) ={u€ (| WLP(Q): Au,u€ BUCo(Q), Bujsg = 0}
p2>1

A10 : D(Al()) — C(ﬁ), Alou = Au
Entonces, A1g es sectorial,

D(A10) C C*T(Q)  para todo 0 < a < 1

D(Ay) = BUCH(Q).
En el siguiente diagrama se muestra un resumen de los resultados anteriores acerca de la generacién de

semigrupos analiticos en L°°(f) para 2 un dominio no acotado de R . Como en los diagramas anteriores
se muestra X —* D(A). En particular, reflejan también el efecto regularizante del semigrupo generado

por A parat > 0.
Ao Awve

C(]—BUCO )C—>BUC

e

C(]D—BUCOD )C—>BUCD c—>BCD

B.3. El semigrupo no lineal

Consideramos ahora el problema

us+Au = f(z,u) en Q
u(0) = wo (B.3.1)
Bu = 0 sobre 9N

con f: QxR — R continua en (z,u) y localmente Lipschitz en u y los operadores A y B como antes.
Entonces se tiene el siguiente resultado (ver Proposicién 7.1.2 de Lunardi [36], pag. 258).

Teorema B.3.1 Sea Q un dominio acotado o no de RN . Supongamos que f es localmente Lipschitz en
su sequnda variable. Entonces, dado ug € X exziste una solucion local del problema u € C([0,9); X) N
C((0,6); D(A)) (6 > 0) que viene dada por la formula de variacion de las constantes

t
u(t, zu0) = eAtug + / DA F(y(s))ds, 0<t< 0. (B.3.2)
0
Siug € D(A) entonces, u € C([0,8]; D(A)). Ademds, u es la tinica solucién del problema en C([0,d]; X)N
C'((0,4]; X).



b.4. SUbRE LA MONO1LTONIA D SOLUCIONEDS. 151

B.4. Sobre la monotonia de soluciones.

Como hemos mencionado en la introduccién, una de las principales herramientas que vamos a emplear
son los métodos de monotonia. Enunciamos a continuacién una serie de resultados relacionados con estos
métodos (ver Apéndice A de Arrieta et al. [10]).

El primer resultado establece el principio de comparacion para el problema

ug+Au = f(t,z,u) en Q
u(0) = wo (B.4.3)
Bu = 0 sobre 02

(ver Apéndice A de Arrieta et al. [10]).

Teorema B.4.1 Sean f,g: R x Q xR — R funciones continuas, localmente Hélder en t y localmente
Lipschitz en u. Supongamos que para todot € R, x € Q yu € R se tiene

f(tJ x? u) S g(t7w7 u)'
Entonces, si ug < vg son dos datos iniciales ordenados de X, se tiene
Uf(t, 8, &3 UO) < ug(ta 8, &3 UO)

mientras ambas soluciones existan, donde hemos denotado por us(t,s,x;uo) la solucidn a tiempo t del
problema (6.1.1) con dato inicial ug a tiempo s y término no lineal f.

Mostramos ahora una serie de resultados abstractos que son de gran utilidad en esta memoria. Con-

sideramos el problema
{ uw+Au = f(t,u) en Q

wt) = (B.4.4)

planteado en un espacio de Banach X dotado de un orden ¢ < ‘. Supongamos que A es sectorial y que
f:Rx X% — X es localmente Holder en tiempo y localmente Lipschitz en u. En estas condiciones existe
una solucién local del problema (B.4.4) que viene dada por la férmula de variacién de las constantes

u(t) = S(t — s)uo + / S(t = )£ (r,u(r)) dr

donde S(t) denota el semigrupo generado por A a tiempo t.
A continuacién damos una definicién del concepto de subsolucién y supersolucion del problema B.4.4
en un sentido generalizado (ver Apéndice A en Arrieta et al. [10]).

Definicién B.4.2 Decimos que v(t) € C([0,9),X%) es una subsolucién para el problema (B.4.4) si

v(t) < S(t)v(s) + /t St —r)f(r,v(r))dr

para todos 0 < s <t <4.
Decimos que v(t) es una supersolucién para el problema (B.4.4) si

v(t) > S(t)v(s) + /tS(t —r)f(r,v(r))dr

para todos 0 < s <t <4.

Si estamos trabajando en un espacio X suficientemente regular, toda subsolucién asi definida verifica
la siguiente desigualdad
up + Au < f(t,u)

en el sentido de las distribuciones o incluso puntualmente.
Se tiene el siguiente resultado de Arrieta et al. [10] del cuya prueba damos una breve idea.
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Teorema B.4.3 (Teorema A.12 de [10]) Supongamos que f es creciente. Sea v(t) una subsolucion
de (B.4.4). Entonces,
v(t) < u(t;v(0))

mientras ambas soluciones existan. El resultado para supersoluciones es andlogo con la desigualdad in-
versa.

Demostracion. Sabemos que u es el dinico punto fijo de la férmula de variacién de las constantes

ma:;mn:suwmyﬁ/sa—mﬂnmmmr

V={2€C(0,d8], X : ||lu(t) —v(0)]|x« < a}.

Sea ahora
V= {zeV:v@®) <z}

Ahora bien, se puede comprobar que F (V) C V y por tanto, el tinico punto de F en V esté en realidad
en V' y, por tanto, v(t) < u(t;v(0)). m

Supongamos en adelante que f no depende de ¢, es decir, el problema (B.4.4) es auténomo. Entonces,
Para el problema, eliptico asociado tenemos que para que v sea subsolucién debe verificar

¢
v < S(t)v+/ S(t—s)f(v)ds
0

para todo tiempo ¢ > 0. Haciendo ahora tender ¢ a infinito, tenemos,

ng S(6)f(v)ds

supuesto que S(t) — 0 exponencialmente cuando ¢ — 00, que no es mas que la desigualdad para la
ecuacién de punto fijo que debe verificar un punto de equilibrio del problema eliptico asociado:

o>
v:/ S(8)f(v)ds.
0
Nota B.4.4 Si la subsolucion es suficientemente regular, la definicion anterior es equivalente a la defi-

nicion cldsica para problemas elipticos y parabdlicos.

Enunciamos a continuacién un lema que son de gran utilidad en esta memoria.

Lema B.4.5 Sea f: Q x R — R localmente Lipschitz. Sea u € X una subsolucion del problema eliptico
Au = f(u) (B.4.5)

Entonces, si el problema parabdlico

{ wt Au = f(u) (B.4.6)

u(0) = wu

estd bien puesto, la solucion que parte de u es mondtona creciente.
De manera andloga si u es una subsolucion del problema eliptico, entonces la solucion del problema
parabdlico que parte de w es mondtona decreciente.

Nota B.4.6 Este resultado es una extension del Teorema 3.3 (para soluciones C2*())) y del Teorema
3.4 (para soluciones L?(Y)) de Sattinger [44] (pag. 986) donde se prueba el resultado en el marco cldsico,
en el que se supone regularidad de las sub-supersoluciones.
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Nota B.4.7 El resultado sigue siendo vdlido siu es subsolucidn para tiempos pequenos. En efecto, en tal
caso, tenemos que u(t, ;u) es no decreciente para todo tiempo 0 < t < tg. Por el principio de monotonia,
dados 0 < t < tg tenemos, para todo s > 0

u < u(t,z;u) < u(t+ s,z;0).
Luego, u(t,z;u) es no decreciente.

Demostraciéon. Probamos el resultado para la subsolucién. El resultado para la supersolucién se obtiene
de manera andloga.

Por ser u subsolucién del problema eliptico (B.4.5) se tiene que también lo es del problema parabdlico
B.4.6. Aplicando ahora el Teorema B.4.3 tenemos

u < u(s, z;u)

mientras exista las solucién u. Aplicando la propiedad de monotonia de las soluciones del problema, (B.4.6)
tenemos
u(t, z;u) < u(t + s, ;)

para todo t,s > 0, mientras las soluciones existan. En particular, s tan pequeno como queramos. Por lo
tanto, u(t, z;u) decrece con el tiempo. m

Lema B.4.8 Supongamos ug € D(A) = X1 es tal que u(t;uo) es decreciente (resp. creciente). Entonces,
up es una subsolucion (resp. supersolucion) del problema eliptico (B.4.5).

Demostracién. Sea ug € D(A) tal que u(t;uo) es decreciente (el caso en que u(t;up) sea creciente se
obtiene de manera anéloga). Como la solucién es C! en ¢ = 0 tenemos %u > 0. Ademas, por la ecuacién
que satisface u tenemos

d
Au(t) = f(u(t)) — Fu®) < f(u(t).
Tomando ahora t = 0, tenemos
AuO S f(UO)a

es decir, ug es una subsolucién para el problema eliptico (B.4.5). m
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