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RESUMEN

Una coloracién valida de un grafo es una asignacion de colores a cada vértice de
tal manera que cualquier par de nodos adyacentes no tengan el mismo color. Algunos
problemas de planificacion del tiempo o de recursos se pueden plantear como problemas de
coloracion de los vértices de un grafo; los vértices representan los elementos a programar
y hay una arista entre dos vértices cuando los elementos representados por éstos son
incompatibles; una coloracion valida identifica una asignacién de recursos compatibles.
Si el objetivo es usar el minimo numero de colores se tiene planteado el problema de
coloracién minima.

En este trabajo se presentan extensiones del problema de coloracion, al introducir
el nuevo requerimiento de que el nimero de colores no tiene que ser necesariamente el
minimo, esto permite modelizar otros problemas de planificacién.

Se introduce primero el Problema de Coloracion Robusta, que consiste en determinar
una coloracién con ¢ colores que minimice el grado de rigidez; la rigidez de una coloraciéon
distingue las aristas complementarias penalizdndolas cuando sus extremos comparten el
mismo color, permitiendo asi obtener coloraciones validas con diferentes propiedades.

Se proponen dos algoritmos para encontrar soluciones aproximadas uno es de enume-
racion parcial y el otro es un hibrido de un genético con uno voraz, cuyas soluciones se
consideran aceptables después de haber sido comparadas con las exactas, obtenidas de
modelos de programacion matematica del problema.

También se presenta el Problema de Coloracién Robusta Generalizado, en el que se re-
laja el concepto de incompatibilidad de una coloracién respecto al Problema de Coloracion
Robusta.

Finalmente se presentan dos generalizaciones difusas del problema de coloracién, una
basada en la difuminacion del concepto de color y otra que consiste en plantear el problema,
de coloraciéon minima en un grafo difuso. A partir de esta tltima se introduce el concepto

de nimero cromatico difuso.
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PROLOGO

La teoria de grafos ha proporcionado muchos modelos y técnicas de solucion eficientes
para una gran variedad de problemas que han surgido en diferentes contextos. Uno de
estos problemas es el de colorear los vértices de un grafo, que consiste en asignar un color
—un numero entero positivo— a cada vértice de tal manera que cualquier par de nodos

adyacentes no tengan el mismo color.

A partir del concepto de coloracién de un grafo se plantea de forma natural el Problema
de Coloracion Minima al buscar el minimo nimero de colores que permite colorear un
grafo.

El problema de coloracién minima, conocido también como problema de coloracion o
problema de coloracion de grafos, surgié con el teorema de Brooks en 1941, que da una
cota superior para el nimero cromatico de cualquier grafo, al analizar la Conjetura de
los Cuatro Colores, que ha sido uno de los grandes problemas matematicos no resueltos
durante mas de 120 anos. En 1852 Francis Guthrie, que planted este problema a su
hermano Frederick, noté que eran suficientes cuatro colores para distinguir los condados
en un mapa de Inglaterra.

El primer documento escrito que se conoce sobre el problema de los cuatro colores es
una carta fechada el 23 de octubre de 1852 escrita por Augustus De Morgan a su colega
y amigo Sir William Rowan Hamilton. En esta carta comentaba que su alumno Frederick
Gouthrie le habia planteado el problema de los cuatro colores y que no habia sido capaz de
resolverlo. El problema se descuidé hasta 1878 cuando Arthur Cayley dijo a los miembros
de la Sociedad Matemaética de Londres que no habia podido resolverlo.

En [25], Fritsch y Fritsch presentan un estudio completo de las diferentes aportaciones
que se fueron haciendo para resolver el problema desde 1880 hasta que fue demostrado en
1976 por Wolfgang Haken y Kenneth Appel de la Universidad de Illinois, EE.UU., quienes
usaron un enfoque bien orquestado que comprende entre otras cosas, 10'° operaciones en

un ordenador de alta velocidad.
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La mayoria de las aproximaciones que se han dado para el problema de coloracién
minima son para grafos de hasta 1000 vértices, solo en el trabajo de Joseph C. Culberson
y Feng Luo comentan que estaban experimentando con su algoritmo en grafos de hasta
10000 vértices.

En 1972, Richard Karp demostré que el problema de coloracién minima era N P-
Completo, en 1973 Stockmeyer y en 1976 Garey, Johnson y Stockmeyer reforzaron el
resultado de Karp demostrando que el problema de colorear un grafo con k colores es

N P-Completo para cualquier k& mayor o igual a 3, ver [53].

Los problemas que se han modelizado como problemas de coloracién minima de grafos
son variados y van desde los que sélo tienen interés histérico o pedagdgico hasta las
aplicaciones en diversas areas: El problema de las 8 damas, planteado por Gauss, consiste
en colocar en un tablero de ajedrez 8 damas sin que se puedan comer entre ellas [2]. El
problema de las colegialas, que se puede enunciar como sigue: en un colegio en el que
hay 2p chicas se organizan paseos para recorrer en un pequeno tren parte de un parque,
las chicas van sentadas en parejas y se pregunta si se pueden hacer 2p — 1 paseos en
igual nimero de dias, de manera que cualesquiera dos chicas hagan pareja una vez [2].
El problema de conglomerados, que consiste en buscar una particién de un conjunto de
datos en clases, tales que dos elementos de la misma clase estan mas cerca uno del otro
que dos elementos de clases distintas [30]. Un problema de sistemas de manufactura
en el que se intenta agrupar en un mismo lugar partes de manufactura que requeriran
tantas herramientas comunes como sea posible [15]. Problema de asignacién de turnos a
diferentes lineas de ferrocarril [7]. En [60] se detallan mds aplicaciones del problema de

coloracion de grafos.

Los problemas de planificacion del tiempo y de recursos son numerosos y difieren entre
si no so6lo por las restricciones que tiene cada uno de ellos, sino también por la complejidad
de las mismas. Algunos ejemplos son: problemas de horarios de cursos, formulados en

términos de coloracién de grafos o coloracion de hipergrafos [66], problema de coloracién de
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aristas para modelos de planificacién [67], coloracién de intervalos de grafos ponderados,
aplicados a problemas de horarios con cursos de diferente duracién [8]. Mas referencias

pueden verse [5], [6] y [4].

Desde el punto de vista computacional, el problema de coloracion minima es muy
interesante, puesto que se ha demostrado que es de los mas dificiles de resolver entre los
N P-Duros, pues no hay algoritmos que en tiempo polinomial den buenas aproximaciones
como ocurre con otros problemas de optimizacién combinatoria, es el caso, por ejemplo,
del problema de empaquetamiento o de la versién del problema del viajante en que se
cumple la desigualdad triangular [26].

Por lo anterior, y atin con todos los adelantos habidos tanto en teoria de algoritmos
como en la capacidad de los ordenadores para hacer calculos, sélo es posible conocer solu-
ciones aproximadas del problema. En los ultimos quince anos se han estado proponiendo
heuristicas que en su momento han dado buenas soluciones al problema de coloracién,
entre las que estan temple simulado [15], biusqueda tabu [31] y [36], algoritmos genéticos
[20], sistemas de hormigas [17], hibridos [24], heuristicas para colorear cierto tipo de grafos
[45]. Para mds referencias sobre las heuristicas anteriores y otras consultar el censo de

Pardalos et al. [53] y la muestra reciente de Johnson y Trick [37].

En esta memoria se han introducido algunas extensiones del problema de coloracién

minima que han dado lugar a otros tantos problemas de coloracion de grafos.

En el Capitulo 1 se hace una introduccién histérica del problema de coloracién minima.
Se presentan algunos problemas que pueden ser modelizados como problemas de colora-
cion minima; concretamente, un problema de programacion de horarios de examenes, un
problema de conglomerados y un problema de coloracién de grafos planares. Se detallan
seis formulaciones diversas del mismo como problemas de programacién matematica. Por
ultimo se comentan otras extensiones de problemas de coloracién introducidas por otros

autores.
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En el Capitulo 2 se introduce el Problema de Coloracion Robusta. Se justifica su interés
al introducir en determinados problemas de coloracién minima nuevos requerimientos en
las coloraciones; concretamente, la posibilidad de convertir el criterio de minimizar el
niumero de colores utilizados en una restriccion y buscar nuevos criterios de optimizacién
que permitan comparar las distintas coloraciones obtenidas con un nimero fijado de co-
lores. Se propone asi el concepto de rigidez de una coloracién, que se basa en penalizar
la coincidencia de colores entre los extremos de las aristas complementarias. Se relaciona
este nuevo problema con el de coloracién minima y se analiza su complejidad.

En el Capitulo 3, se presentan distintas modelizaciones del Problema de Coloracién
Robusta. El primer modelo, de programacion binaria, es la extension natural de uno de
los modelos de programacion matematica que resuelve el problema de coloraciéon minima.
A partir de los clanes del grafo complementario, se introduce un modelo de particion.
El Problema de Coloracién Robusta se puede plantear también como un problema de
asignacién cuadratica. Por tultimo se modeliza como una red generalizada. Se analizan
estos modelos y se aportan algunas experiencias computacionales.

A partir del analisis de los modelos del capitulo 3 se puede concluir que, salvo para
grafos de tamano reducido, los algoritmos exactos no pueden aportar soluciones validas.
En el Capitulo 4 se proponen dos algoritmos aproximados para el Problema de coloracion
Robusta. Se introduce primero un algoritmo de enumeraciéon parcial basado en los clanes
del grafo complementario. El segundo algoritmo se basa en la metaheuristica de los
algoritmos genéticos. Se analizan computacionalmente ambos algoritmos.

En el Capitulo 5 se propone un nuevo problema de coloraciéon de grafos que generaliza
el problema de coloracién robusta, por lo que se denominard Problema de Coloracion
Robusta Generalizado. En este problema, de forma analoga al problema de coloracién
robusta, se fija el nimero de colores vélidos, pero se penalizan las aristas complementa-
rias sé6lo cuando los extremos tengan asignados unos colores suficientemente proximos. La

introduccién de una distancia entre colores proporciona una gran flexibilidad a los proble-
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mas que pueden ser resueltos con este nuevo planteamiento. Se introduce un problema de
horarios para justificar este problema. Después de plantear el nuevo problema se propone
un modelo de programacion matematica, que generaliza el correspondiente modelo del
problema de coloracion robusta.

Otra extension que se aporta en esta memoria se basa en enfocar desde la teoria de los
conjuntos difusos el Problema de Coloracién . Se estudian en el capitulo 6 dos enfoques de
este tipo. Se introduce primero el concepto de Coloracién Difusa de un grafo, basado en
la difuminacion del concepto de color en un grafo nitido. Posteriormente se introduce el
Problema de Coloracion Minima Difusa, que plantea el problema de coloraciéon minima en
un grafo difuso que resulta de difuminar el concepto de arista. Se introduce un problema
de programar las fases de un seméforo (traffic light phasing problem) para justificar este

nuevo problema y que permitira introducir el concepto de Numero Cromdtico Difuso.



INDICE GENERAL

12



Capitulo 1

El Problema de Coloracion Minima

1.1 Planteamiento del Problema

El problema de colorear los vértices de un grafo, es muy conocido en teoria de grafos y
consiste en asignar un color a cada vértice de forma que cualquier par de vértices adya-
centes no tengan el mismo color. Este problema surgié como un intento por resolver la
Conjetura de los Cuatro Colores, con el teorema de Brooks en 1941, que da una cota su-
perior para el nimero cromatico de cualquier grafo. El desarrollo de la teoria de grafos ha
utilizado, entre otras, muchas de las ideas propuestas para intentar resolver la Conjetura
de los Cuatro Colores, que ha sido uno de los grandes problemas matematicos no resueltos
durante mas de 120 anos, desde que en 1852 Francis Guthrie lo propuso a su hermano
Frederick. Francis noto que eran suficientes cuatro colores para distinguir los condados
en un mapa de Inglaterra.

El primer documento escrito que se conoce sobre el problema de los cuatro colores es
una carta fechada el 23 de octubre de 1852 escrita por Augustus De Morgan a su colega y
amigo Sir William Rowan Hamilton. Escribié que su alumno Frederick Gouthrie le habia
planteado el problema de los cuatro colores y que no habia sido capaz de resolverlo. El

problema se descuido hasta 1878 cuando Arthur Cayley dijo a los miembros de la Sociedad

13
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Matematica de Londres que no habia podido resolverlo.

En 1880 el abogado Alfred Bray Kempe publicé una ”prueba” de la conjetura y el
mismo ano, también Peter Guthrie Tait publicé, segtin él, una nueva prueba, pero sélo hizo
unas pocas reformulaciones interesantes del problema, por lo que se siguié considerando
a Kempe como el que habia realizado la prueba. En 1890 Percy John Heawood demostro
que la prueba de Kempe no era correcta y usd una parte de ésta para hacer la primera
demostracion del problema de los cinco colores, que dice: Los paises de cualquier mapa
de la esfera se pueden colorear con cinco colores.

Fritsch y Fritsch [25] presentan un estudio completo de las diferentes aportaciones
que se fueron haciendo para resolver el problema, hasta que fue demostrado en 1976 por
Wolfgang Haken y Kenneth Appel de la Universidad de Illinois, EE.UU., quienes usaron
un enfoque bien orquestado que comprende entre otras cosas, 10'° operaciones en un
ordenador de alta velocidad.

Sin embargo, la salida no esta muy clara debido a la cantidad asombrosa de calculos
que se hicieron en 1200 horas y también a lo elaborado del argumento necesario para
entender céomo los cédlculos resuelven el problema.

Formalmente, dado un grafo G = (V,E), con |V| = n, se define una funcion de

coloracion como una aplicacién
C:{l,...,n} —{1,2,...}

que identifica a C'(i) como el color del vértice i € V' de forma que dos vértices adyacentes,
{i,7} € E no tienen el mismo color, es decir, C(i) # C(j).
Dada una funcién de coloraciéon C' de un grafo GG, al conjunto de vértices que tienen

asignado el mismo color se le llama clase de color:

Velk)={ieV|C@H) =k} VEke{l,2,...}

Una k-coloracion es una funcién de coloracién que no utiliza mas de k colores:
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ck:{1,....,n} — {1,2,...,k}

Un grafo es k-coloreable si admite una k-coloracion. Al minimo valor £ tal que G es
k-coloreable se le llama el nimero cromdtico del grafo y se denota por x(G).

Dado un grafo GG, el Problema de Coloraciéon Minima, denotado por PC'M en lo que
sigue, busca una funcién de coloracién que no utilice mas de x(G) colores.

En 1972 Richard Karp demostré que el problema de coloraciéon minima de grafos es
NP-Completo, en 1973 Stockmeyer y en 1976 Garey, Johnson y Stockmeyer reforzaron
el resultado de Karp demostrando que el problema de colorear un grafo con k colores es

NP-Completo para cualquier k£ mayor o igual a 3, [53]; siendo k el nimero cromatico.

1.2 Ejemplos

Con el fin de justificar el interés real que tiene el problema de coloraciéon minima se

presentan los siguientes problemas que se pueden plantear como problemas de coloracion.

1.2.1 Programacién de Examenes

Se necesita programar los exdmenes en un Centro Universitario. Si dos asignaturas com-
parten al menos un alumno no se pueden programar el mismo dia. Teniendo en cuenta esta
restriccién, se puede construir el grafo de incompatibilidad G = (V, E') cuyos vértices son
las asignaturas. La arista {i,j} € E indica que hay al menos un estudiante matriculado
en las asignaturas i,j € V.

Este es un problema tipico de planificacién de recursos, los elementos a planificar son
las asignaturas y el recurso que determina la incompatibilidad entre las asignaturas es el

dia en que se realizaran los correspondientes examenes.
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1.2.2 Determinaciéon de Conglomerados

Consiste en buscar un conglomerado o particiéon de un conjunto de elementos {1,...,n}
en clases, de forma que dos elementos de la misma clase estdn mas cerca uno del otro que
dos elementos de clases diferentes.

La cercania entre los elementos se define a partir de una distancia o medida de disi-
militud

d:{1l,....n} x{1,....,n} — [0,00)

y de un umbral o > 0 fijado previamente: dos elementos se consideran préximos si su
disimilitud es menor o igual que dicho umbral «.

Este problema se puede modelar como un problema de coloracién de grafos a partir de
la distancia d y el umbral a: Se introduce el grafo G, = (V, E,), siendo V = {1,...,n} e
imponiendo que {i,j} € E, si y sélo si d(i,j) > «. En otras palabras, uniendo con una
arista a dos elementos cuando su disimilitud sea mayor que el umbral fijado.

Cualquier coloracién vélida del grafo GG, induce un conglomerado en el que las clases
estan definidas por los vértices que estan igualmente coloreados. El menor nimero de

clases del conglomerado se asocia asi al nimero cromatico del grafo G,,.

1.2.3 Coloracién de un mapa

El problema consiste en determinar el menor niimero de colores que permite pintar un
mapa geografico de tal manera que dos regiones con una frontera comin tengan colores
diferentes.

Al mapa se le puede asociar un grafo, que sera un grafo planar, cuyos vértices son
cada una de las regiones del mapa y habra una arista entre dos vértices si las regiones
correspondientes tienen una frontera comin. Una coloracion de los vértices es equivalente
a una coloracién de las regiones. El problema se reduce a determinar el niimero croméatico

del grafo asociado al mapa.
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Figura 1.1: Representacion del grafo del ejemplo 1.1

El problema de los cuatro colores esta resuelto y es equivalente a afirmar que el nimero

cromatico de cualquier grafo planar es siempre menor o igual que cuatro.

1.3 Modelos de Programacién Matematica

El PCM admite varias formulaciones como problema de programacién matematica. Al
trabajar con grafos finitos, se supondra, sin pérdida de generalidad, que el conjunto de
vértices es V' = {1,2,...,n}. Obviamente, cualquier grafo con n vértices es siempre
n-coloreable, por lo que el nimero de colores esta acotado siempre.

Con el fin de ilustrar las distintas formulaciones, se propone el siguiente grafo.
Ejemplo 1.1 Sea el grafo G = (V, E) con cuatro vértices y cinco aristas

V= {17 2,3, 4} E = {{11 2}; {17 3}; {17 4}; {27 3}; {37 4}}

representado en la figura 1.1

El nimero cromdtico es x(G) = 3 y una coloracion que determina —no la inica— es
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1.3.1 Modelo de programacion entera

Las variables de decision del modelo identificaran la coloracion de los vértices:

r;=C@l)e{l,...,n} Vie{l,...,n}

El modelo de programacion es el siguiente:

min ol
s.a. x; <y VieV
x; > x; + 1 —nd;j, V{i,j} € E
v <wz;—1+n(l—-46;), Y{i,j}€eFE
6;; € {0,1}, Vi,j eV
La variable endégena v identifica el color de maximo indice utilizado. El conjunto de
variables d;; controla las restricciones disyuntivas que evitan que dos vértices adyacentes
tengan el mismo color. Lo que puede verse notando que si x; = z;, entonces ninguna
asignacion factible de d;; satisfard a ambas restricciones.

El modelo de programacion entera asociado al ejemplo 1.1 es:
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Min v
Ty = 7
T2 < v
T3 < v
ry <
T > x9+1—401
T > x3+1—4613
T > x4+ 1—4014
T2 > w3+ 1 — 4093
T3 Z Ty + 1-— 4534
T S To — 1+ 4(]_ - 512)
T S T3 — 1+ 4(1 — (513)
T S T4 — 1+ 4(1 — (514)
T2 S xTr3 — 1+ 4(]_ - 523)
XT3 S T4 — 1+ 4(1 — (534)

una solucién éptima es v = 3 y las variables tienen los valores que siguen: z; = 1, zo =

2, 13=3, 24 =2y 0o =1,013=1, 01a =1, 023 =1, 9314 = 0.

1.3.2 Modelo de programaciéon binaria

En esta formulacién las variables de decisién son variables binarias:

1 siC(i) =k ,
Tip = Vi ke{l,...,n}
0 si C(i) #k

y las variables end6genas

1 siel color k es usado

Yk VkE{l,,n}

0 st el color k no es usado
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El modelo de programacion es el siguiente:

min Sho k- Yk
s.a. Yohoq Tk =1,
Tip + T < 1,
it Tik <N Y,
Yr, Tix € 10,1},

VieV

v{i,j} € E

Vk e {1,...,n}
VieVke{l,...,n}

20

La funcion objetivo se define asi, para asegurar que se agotan antes los colores mas

bajos. La primera restriccion garantiza que se asigna exactamente un color a cada vértice,

la segunda previene compatibilidad de colores de los extremos de aristas y la tercera

garantiza que si algin color es usado, entonces la variable y; vale 1. El valor 6ptimo de

la funcion objetivo asegura que se agotan antes los colores mas bajos.

El modelo de programacion binaria asociado al ejemplo 1.1 es:

Min  y1 + 2y2 + 3ys + 4ys

s.a Ty +T2+x13t+r4 =
To1 + Tog + Toz + Toy =
T31 + T3z +T33 + T3 =

Ty + Tao +T43 +Taa =

Tk + Tok
T1k + T3k
T1k + T4k
Tok + T3k
T3k + Tag

Tig + Lok + T3k

1
1
1
1
< 1 Vk
< 1 Vk
< 1 Vk
< 1 Vk
< 1 Vk
+xy < 4y Yk

cuyo valor minimo es 6 y las variables que no valen cero son xy; = 1, x99 = 1, x33 =

1, 5642:1
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1.3.3 Modelo de particion

El modelo de particién que resuelve el PCM, Korman [43], se basa en identificar todos
los conjuntos independientes maximales del grafo G = (V, E).

Un conjunto S C V es independiente cuando {i,j} ¢ E Vi,j € S. Obviamente,
las clases de color asociadas a cualquier funciéon de coloracién son conjuntos independien-
tes. El conjunto independiente es maximal cuando no se puede incluir en otro conjunto
independiente.

Sean Si,5%,...,5; todos los conjuntos independientes maximales de G, que estian

caracterizados por los siguientes parametros:

1, siel vértice i € S, . ,
€ij = \V/ZE{]_,...,’I’L} VJE{]_,,t}
0, en otro caso

Las variables de decisién son

1, siS; es una clase de color .
w; = Vie{l,... t}
0, en otro caso

El programa es

t

j=

sa. Yijej-w;=1 Vie{l,... n}
w; € {0,1}, Vie{l,... t}

min L W;

Se quiere encontrar el minimo nimero de conjuntos independientes que formen una

particion de V.

El grafo del ejemplo 1.1, tiene los conjuntos independientes mazimales Sy = {1}, Sy =

{2,4} y S3 = {3}. El modelo de particion es:
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s.a w1 =1
w9 =1

w3 =1

Wo =1

El mejor valor de la funcion objetivo es 8 y wy =1, wy =1, w3 = 1; el resto de las

variables vale cero.

El determinar todos los conjuntos independientes maximales supone una dificultad

computacional muy seria para la utilidad real de este modelo.

1.3.4 Modelo de asignacién

Un problema de tipo asignacion se puede plantear de la siguiente manera: Dados n items
y m recursos, determinar una asignacién de los items a los recursos, optimizando una
funcion objetivo y satisfaciendo un conjunto de restricciones adicionales.

El PCM se puede formular como un problema de asignacién, ver Costa y Hertz [17].
Dado un grafo G = (V, E) donde |V| = n y |E| = m, los items son los vértices y los
recursos son los colores. Ya que siempre es posible colorear cualquier grafo G' con n

colores, se hace m = n. Las variables de decisiéon son

1 st el vértice v recibe el color k )
Tl = Vi, k € {1,...,n}
0 en otro caso

La funcién objetivo es
n

kzi: k . (S(ink)

i—1

sujeto a

Gk(X): Z xik-xjkgo, 1§k§n
{i,j}eE
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donde
1 s12>0

0(z) =
0 en otro caso
La funcién objetivo suma los nimeros asociados con los colores usados en la colora-
cion de x. De esta manera una coloracién minima usa necesariamente todos los colores
consecutivos entre 1 y x(G). Las restricciones G;(x) impiden que las aristas tengan el

mismo color en sus extremos. Obsérvese que este es un modelo no lineal.

El modelo de asignacion para el ejemplo 1.1, es:

MZTLf(X) = (S(IL’H + T21 + T31 + IL’41) + 25(1‘12 + ZT29o + T32 + l‘42)+
+3(S(IL’13 + T93 + T33 + 1‘43) + 45(1‘14 + To4 + T34 + 1‘44)

k
Ej:l Tyj - T2j <0

k , , <0
E]‘:l L5+ X35 ~

k

j=1T1j * T4j >

j=142j .25'3] =

k T <0
Z]‘:l T35+ Tyj >~

las variables diferentes de cero son : x1; = 1,299 = 1,233 = 1 y 2490 = 1; el valor éptimo

de la funcién objetivo es 6.

1.3.5 Modelo de asignacién cuadratica

El Problema de Coloracién Minima también se puede plantear como un caso especial del
Problema de Asignacién Cuadratica, PAC para abreviar, que consiste en determinar el

vector x € IR"™ tal que:

: t 1t
Min c¢'x+ 53x'Qx

PAC Ax =Db
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siendo ¢ € IR", b € IR™, ( una matriz cuadrada simétrica n X n y A una matriz m x n
El caso especial fue propuesto por Pardalos y Wolkowics [52] como sigue: Dado un
nimero entero ¢, el valor 6ptimo de la funcién objetivo del siguiente problema es cero si

y solo si G es c-coloreable.

Min 351 Yi)er Tikljn
s.a STk =1, i=1,---\n
zi € {0,1}, Vi, k
El vector x identifica la funcién de coloracion C' que resuelve el PC'M:
1 Cl)y=k
Tk = Vie{l,...,n} Vke{l,...,n}
0 Ci)#k
donde el nimero de colores del grafo se ha acotado de forma natural por n al verificarse
siempre que x(G) < n.
Sabiendo que el grafo del ejemplo 1.1 es 3-coloreable, el modelo de asignacién cua-

dratica asociado es el siguiente:

Minf(x) = i1 - T + X1y - T31 + T11 - Tag + Tor - T31 + Tz1 - Tar +
+X12 - Tog + T12 - T3z + T12 * Tyo + Lo * T32 + T32 - Tyo+

413+ Toz + 13 * T33 + T13 * T4z + Ta3 * T3z + T33 * T43

T11 + T12 + X3 =1
To1 + T2 + T3 =1
T31 + T32 + T33 =1
Tyl + Tao + T43 =1

como ya se dijo, al ser el grafo 3-coloreable el valor de la funcion objetivo es cero y las

variables x11 = 1, x99 =1, w33 = 1, x40 = 1 y las demds valen todas cero.
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1.4 Otros problemas de coloracién

De los problemas de optimizacion que pueden modelarse como un problema de coloraciéon
de grafos se han obtenido generalizaciones muy interesantes y Pardalos et al. [53], sugieren

que se pueden clasificar en dos grupos, que les llaman generalizaciones internas y externas.

Generalizaciones internas En este grupo se relaja la restriccion de que los conjuntos

de vértices con un mismo color deben ser conjuntos independientes.
Dos generalizaciones de este tipo son la (¢, d)*-coloracién y la (¢, k)~ -coloracién.

Un grafo G es (¢, d)*-coloreable cuando admite ¢ colores distintos, con la propiedad
de que cualquier vértice de G puede ser adyacente hasta con d vértices que tengan

el mismo color.

Cuando a una clase de color se le permite que tenga una cadena con no mas de
k aristas y bajo esta relajacion G se puede colorear con c¢ colores entonces G es

(¢, k)~ -coloreable.

Notese que si en los casos anteriores d = 0 y k = 0 respectivamente, entonces se

tiene el problema de coloracion minima.

En [16] y en [35] se estudian estas coloraciones, pero no se aporta algin ejemplo que

justifique el interés practico.

Generalizaciones externas Aqui cada clase de color es aiin un conjunto independiente,

sin embargo, se imponen relaciones adicionales entre las clases de color.

En estas generalizaciones a cada vértice se le asigna un conjunto de colores, mediante
una funcién L, con la propiedad A. A la funcién L se le llama asignacién \ —
conjunto. El concepto de conjunto coloracion o A — coloracion fue introducido por
Roberts en [60], y consiste en asignar un conjunto L(i) de colores a cada vértice i

de tal manera que para todo {i,j} € E'y i # j se cumple que L(i) N L(j) = 0.
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La propiedad A puede ser que cada conjunto L(i) tenga un nimero determinado de
elementos. Notar que si en este tipo de coloraciones cada L(i) verifica L(i) <1 VieV,
entonces la A — coloracion coincide con la funcion de coloracion.

Dependiendo de la definiciéon de A los problemas de conjunto coloracién pueden ser

diferentes. Se han estudiado muchas variaciones, tales como:

e k L-lista 7 coloracién de grafos de De Luca Cardillo y Mione [22]. La caracteristica de
este problema es la existencia de un conjunto 7, llamado conjunto de asignaciones
incompatibles; para cada asignacién de un color a un vértice i, debe verificarse
que el color pertenece a la lista L(i) de colores asociados al vértice y cualesquiera
dos colores asignados a dos vértices adyacentes no pertenezcan al conjunto 7. La
longitud de la lista L(i), para cada ¢ de G, debe ser menor o igual a k, donde k es
el numero de colores. Esta claro que la condicién necesaria para obtener la k L-lista

7 coloracién es que k > x(G).

Problema de andenes para trenes (De Luca Cardillo y Mione [22]). Consiste en

asignar trenes que llegan o salen de una estacion a los andenes disponibles.

El problema lo resuelven coloreando un grafo, para cuya definicién utilizan lo si-
guiente. Sea T = {1,2,...,n} el conjunto de trenes que se van a asignar, donde
a cada tren i € T, se le asocia un intervalo [T'L(i), T'S(j)]. TL(i) y T'S(j) indican
los tiempos de llegada y de salida de los trenes ¢ y j respectivamente. Sea IMIN
un entero no negativo que representa el intervalo minimo de seguridad que debe

respetarse entre cada salida y cada llegada en el mismo andén.

Se define el grafo G = (V, E), donde V es el conjunto ordenado de los n trenes de
T, los trenes son ordenados de tal manera que si ¢ llega a la estacién después que j,
entonces i > j, i.e., TL(i) > TL(j); hay incompatibilidad entre dos trenes i y j, es

decir, (i,7) € E, cuando llegan en un intervalo de tiempo menor que IMIN.

Dados k andenes disponibles, a cada tren i € T se le asocia una lista L(i) de
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posibles andenes, con |L(i)| < k, teniendo en cuenta la capacidad de los andenes
y las direcciones de llegada y salida de los trenes. El andén a asignar al tren ¢ se

escoge de esta lista coloreando a G.

e Sea G un grafo y T un conjunto de enteros no negativos. Una T-coloracion de G
es una asignacién de un entero positivo f(i) a cada vértice i de G tal que si iy j
estdn unidos por una arista de G, entonces |f(i) — f(j)| no estd en 7. Roberts [60],
comenta que las T-Coloraciones fueron introducidas por Hale con el problema de

asignacion de canales en comunicaciones.

Problema de mantenimiento de flotas (Opsut y Roberts [51]). Los vértices son los
vehiculos que llegan para mantenimiento regular y hay una arista entre dos vehiculos
si son programados en un puesto de mantenimiento en periodos de tiempo que se
intersecan. Se busca asignar en el puesto de mantenimiento un periodo de tiempo
L(7) a cada vehiculo i, de tal manera que los vehiculos tengan asignados intervalos

que no se traslapen.

Problema de asignacién de frecuencia a radios méviles (Opsut y Roberts [51]). Los
vértices de G son las zonas en que operan los vehiculos con radios mdviles y hay
una arista entre dos zonas si los vehiculos con radios moviles operando en dichas
zonas pueden interferir entre si. Se busca asignar un conjunto L(i) de frecuencias
permisibles a cada zona ¢ de tal manera que dos zonas con posibles interferencias

tengan conjuntos disjuntos.

e Intervalo de coloracién de grafos ponderados de éangalovié y Schreuder [8], que es
una versién del mismo concepto de Golumbic [29], se dice que un grafo es ponderado
si cada vértice del grafo tiene asociado un nimero entero positivo. Sea G = (V, E, p)
un grafo, donde A es el conjunto de vértices, E el de aristas y p es un vector
que contiene los pesos. Un grafo tiene un intervalo k-coloracién si a cada vértice

i € {1,...,n} se le asignan p; enteros distintos y consecutivos de un conjunto
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{1,2,...,k}, de tal manera que vértices adyacentes no tengan un color en comn.

Problema en que grupos de alumnos con un programa determinado de cursos, un
conjunto de profesores, un conjunto de periodos de tiempo y un conjunto de clases
que consisten de una combinacion especifica de profesores y grupos. Cada clase

tiene una duracion en horas o periodos necesarios.

El problema consiste en encontrar un horario factible tal que todas las clases sean
asignadas a un conjunto de periodos y cada grupo tenga a lo mas una clase en
cada periodo. Las clases pueden tener duraciones diferentes, deben ser consecutivas
y cada profesor puede ensefiar en mas de un grupo. El conjunto de periodos de
tiempo consiste de horas consecutivas de clase por dia. Al horario diario de clase
se le puede asociar un grafo ponderado, cada clase se representa por un vértice
cuyo peso es la duracion de la clase y hay una arista entre dos vértices si las clases

correspondientes tienen un grupo o un profesor en comun.

En Pardalos et al. [53] se comentan algunas interpretaciones de las generalizaciones, de
los nombres que reciben las coloraciones correspondientes y se dan amplias referencias

sobre dichas generalizaciones.



Capitulo 2

Problema de Coloracion Robusta

2.1 Justificacién del problema

Algunos problemas de planificacion del tiempo o de recursos se pueden plantear como
problemas de coloracién de los vértices de un grafo, frecuentemente tratando de minimizar
el nimero de colores a utilizar. En [5], [13] y [14] se presenta una descripcién muy completa
de las técnicas que se han utilizado para tratar de encontrar buenas soluciones a diversas
variantes del problema y en [4] y [6] se presenta la gran mayoria de esas técnicas.

Los vértices representan los elementos a programar y cada arista identifica la incom-
patibilidad entre los elementos correspondientes. FEsta incompatibilidad representa el
conflicto entre recursos cuando no puedan ser compartidos los elementos a programar.

Una coloracién valida identifica una asignacién de recursos compatibles. En estos
problemas es comtun que el objetivo sea utilizar el minimo nimero de colores, de tal
manera que a cada par de elementos a programar que no pueden compartir el mismo
recurso se les asigne un color diferente. Cada clase de color contendra los elementos entre
los que no hay conflicto y que pueden compartir el recurso en cuestién.

En algunas circunstancias, el recurso a minimizar con el planteamiento de minimo

nimero de colores no es critico, sino que interesa que una solucion al problema sea estable,

29
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en el sentido de que al anadir o cambiar aristas al grafo, la coloraciéon continie siendo
valida. Estas consideraciones muestran que el problema de coloracion minima es un
modelo muy restrictivo para este tipo de problemas.

Se presenta un nuevo problema de coloracion de grafos que contempla las extensiones
mencionadas. En este problema, cada planificacion se hara teniendo en cuenta un cierto
numero de recursos, sabiendo que existen programaciones alternativas —coloraciones del

grafo asociado— mas flexibles y que puedan ser valoradas con otros criterios.

A continuacion se ilustran este tipo de problemas, usando como base los ejemplos de

problemas de coloracién minima enunciados en la seccién 1.2.

2.2 Programacién de Examenes

Un caso concreto de grafo de incompatibilidad del problema planteado en la seccién 1.2.1

es el siguiente.

Ejemplo 2.1 Sea G = (V, E) definido por V- ={1,...,6} y con matriz de adyacencia:

0

10

110
B =

1000

00110

010110

Se omite la matriz triangular superior al ser un grafo no dirigido.

La representacion del grafo G es la siguiente:
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Si el objetivo es minimizar la duracién del periodo de exdmenes se plantea el proble-
ma de coloraciéon minima de los vértices del grafo de incompatibilidades G' previamente

definido.

Para este caso concreto, se puede comprobar que el numero cromdtico es 3, es decir
X(G) = 3 y los exdmenes se pueden realizar en 3 dias.
Una coloracion minima, es decir, la asignacion de cada examen a cada uno de los dias

—colores— es la siguiente:

C(1)=1,C0(2) =2,0(3) =3,0(4) =2,C(5) = 1,C(6) = 3

Si se considera que el nimero de dias que duran los exdmenes es sélo una restriccion
y no la funcién objetivo a minimizar, cualquier coloracion minima serd una solucién del
problema sin més que exigir que el nimero cromatico del grafo de incompatibilidad no
supere el numero disponible de dias .

No sélo la coloracién minima, sino cualquier coloracion que no utilice mas colores que

los dias permitidos proporcionara un calendario valido para realizar los exdmenes.
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Un criterio que permitiria ordenar estas coloraciones podria ser el siguiente: Valorar las
distintas coloraciones por la probabilidad de que sigan siendo vélidas una vez anadida una
arista que no existia en E. Esta modificacién de la topologia del grafo GG tiene sentido al
considerar la posibilidad de que, una vez fijado el calendario de exdmenes, algiin alumno
cambie de asignatura provocando asi la incompatibilidad de dos asignaturas que antes
eran compatibles.

Si se conoce la probabilidad de que una pareja de vértices representando a las asignatu-
ras y verificando que {i,j} € E sea incluida en el grafo ampliado, tiene sentido plantearse

el problema anterior.

En lo que sigue, se denotara por E al conjunto de aristas complementarias de E, es

decir,

{i.jte P < {i,j}¢E

y G = (V, E) seré el grafo complementario de G.

Volviendo al ejemplo 2.1, se supone que la probabilidad de que a algun alumno le
coincidan las asignaturas i y j, cuando {i,j} € E, i.e., que se agreque la arista {i,7}
al grafo de incompatibilidades, depende de los valores n; y n;, siendo n; el nimero de
alumnos que escogieron la asignatura v € V.

Sean 50 los alumnos del Centro Universitario que al escoger 2 de las 6 asignaturas,

proporcionan los siguientes datos:

ny = 9,n9 = 30,n3 = 10,n4 = 30, n5 = 20,ng = 5

Si las probabilidades p;;, de anadir las aristas complementarias del grafo {i,j} ¢ E
aumentan con n; y n;, segun se especifica en la siguiente tabla, donde se han determinado

las probabilidades normalizadas a partir de los productos n; X n;
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{i,jy € E|n;xn;| prij
(1,5} | 100 |0.0506
(1.6} | 25 |o0.0127
(2,4} | 900 |0.4557
2,5} | 600 |0.3038
(3,4} | 300 |0.1519
3,6} | 50 |0.0253

y hay 3 dias para programar los exdmenes, el problema se puede plantear de la siguiente
manera:
Obtener una 3-coloracion optima en el sentido de minimizar la probabilidad de anadir

una arista con los dos extremos igualmente coloreados.

El problema de coloracion asi planteado busca una coloracion que se mantenga vdlida
cuando se anada alguna arista. Suponiendo la independencia de estos sucesos, es decir,
el cambio de asignatura, la probabilidad de que se anada una arista al grafo de incompa-

tibilidades de asignaturas que no invalide la coloracion C' es:

I1 (1 —pry)

{i.J}€E,C(1)=C())

En el ejemplo 2.1 de referencia, al considerar la coloracion C' esta probabilidad es:

(1 —pris) - (1 — prag) - (1 — prag) = (1 — 0.0506) - (1 — 0.4557) - (1 — 0.0253) = 0.5037
Si se considera la coloracion C':
C'(1)=1,C"(2) =2,C"'(3) =3,C"(4) = 3,C'(5) =2,C"(6) = 1

la probabilidad de que no se invalide la coloracion al agregar una arista es:
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(1 —prig) - (1 = prag) - (1 — prag) = (1 — 0.0127) - (1 — 0.3038) - (1 — 0.1519) = 0.5829

Comparando ambas probabilidades, con el criterio de maximizar la probabilidad de que
la coloracion sea valida, serd preferible C' a C.

Si se dispone de 4 dias para programar los exdmenes, al considerar la coloracion:

C"(1) =2,C"(2) =4,C"(3) = 1,C"(4) = 3,C"(5) = 2,C"(6) = 1

la probabilidad de que se mantenga vdlida frente a la posible adicion de alguna arista es:

(1= pris) - (1 — prag) = (1 — 0.0506) - (1 — 0.0253) = 0.9254

Como era de esperar, al aumentar el numero de dias disponibles, aumenta la probabi-

lidad de mantener vdlida la coloracion obtenida al anadir una arista.

2.3 Determinacion de Conglomerados

El siguiente ejemplo ilustra un problema de conglomerados del tipo introducido en la

seccion 1.2.2.

Ejemplo 2.2 Considérense el siguiente conjunto de 5 elementos {1,2,3,4,5} y la dis-

tancia d especificada por la siguiente matriz triangular:

* .01 .02 .05 .04
x* .04 .03 .04

* .06 .07
* .03
*

Para distintos valores de o se obtienen los siguientes grafos y coloraciones:
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Si o = .05 entonces G, tiene dos aristas: {3,4} y {3,5}, segin se puede comprobar

con el grafo adjunto.

O
@

G.05

El nimero cromdtico de G o5 es 2, que se puede asociar a la coloracion
Ci(l)=1 C}2)=1 Ci(3)=2 Ci(4)=1 C}()=1
por lo que con 2 clases se define un conglomerado formado por

Ve (1) = {1,2,4,5} Vz(2) = {3}

Andlogamente se puede definir esta otra 2-coloracion
Ci(l)=1 C3(2)=1 C3(3)=1 C;(4)=2 C3(5) =2
que tiene asociado el conglomerado formado por

Ver (1) = {1,2,3} Vez(2) = {4,5}

Al disminuir el umbral para obtener o = .03, se deben anadir a las aristas anteriores

las aristas {1,4}, {1,5}, {2,3} y {2,5}. Se obtiene asi el grafo G 3.
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G.OS

con numero cromdtico 3, por lo que el niumero minimo de clases del conglomerado asociado
ha aumentado.

Una coloracion valida seria
Ci()y=1 C}(2)=2 C{3)=1 Ci4)=2 C}(5)=3
que tiene asociado el conglomerado formado por

Ves(1) ={1,3},  Ves(2) = (2,4}, Ves(3) = {5}

Se puede comprobar que para o = .02, al anadir las aristas {2,4} y {4,5}, el nimero

cromdtico del grafo G s es 4. La coloracion asociada seria

Ci(l)y=2 C{(2)=2 C{33)=3 C{(4)=4 C{()=1
Obviamente, en el caso limite o = 0, el grafo G, es un grafo completo y hay tantas

clases como elementos.

En este ejemplo puede observarse que el nimero cromatico del grafo GG, identifica el
menor nimero de clases que se pueden formar con la disimilitud d y el umbral «. Este

nimero cromatico se obtiene con una coloracién valida del citado grafo.
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Volviendo al ejemplo de conglomerados, fijando el nimero de colores ¢ = 2, la colo-
racién C? no es vdlida para el valor del umbral o = 0.04, puesto que los vértices 1 y 4
tienen asignado el mismo color.

Sin embargo, manteniendo el mismo mimero de colores, la coloracion C3 sigue siendo
valida st « = 0.04. De alguna forma, esta coloracion es mejor que la anterior al permitir

una mayor disminucién del umbral .

En el Problema de Conglomerados, fijado el umbral o y determinada una coloracion
valida C° de G, se define el valor minimo a(C*) € [0, 1] como el valor del umbral tal que

C* sigue siendo una coloracién vélida para G, para cualquier o > a(C*).

Segiin lo anterior, a(C?) = 0.05 y a(C%) = 0.04.

Se puede comprobar que la coloracidn C3 tiene asociado un valor a(C3) = 0.03.

Tiene sentido plantearse el siguiente problema de Conglomerados: fijados el nimero
maximo de clases ¢ y el umbral «, jcudl es aquélla coloracién con ¢ colores C¢ : V. —

{1,..,¢} con un valor critico a(C¢) minimo?. Tal coloracién debe verificar:

af =a(Cy) = r%m a(C)

En otras palabras, a® es el menor valor de « con el que la coloracién C° es una
coloracién valida para G¢,. No es dificil ver que a“ disminuye al aumentar el pardmetro

c. En el caso limite, cuando ¢ = n, se verifica que o™ = 0.
En el ejemplo 2.2, fijando o = 0.05, se puede comprobar que
o = 0.04

siendo C? = C3.
Con ¢ = 3, se obtiene

a® = 0.03
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Figura 2.1: Grafo de Regiones

alcanzdndose este valor minimo con C? = C3:

Ci(l)y=1 C3(2)=1 C3(3)=2 C3(4)=3 C3(5)=3

2.4 Coloracion de un mapa

Se presenta el siguiente ejemplo de problema de coloraciéon de un mapa introducido en la

seccién 1.2.3.

Ejemplo 2.3 Se quiere pintar el mapa cuyo grafo asociado se ha representado en la

figura 2.1.

Sean las siquientes 4 — coloraciones

Ct
Cy

~ ~ | O
Lo A | ™

|
~ | QD
N e |

LW W | x>
o | I

SN e
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que dan lugar o las clases de color

VC{‘(l) ={D}, VCf(Q) ={B,C,F,G}, VCf(3) = {4, H}, VC{‘(4) ={E}

ch(l) ={D,G}, VC§(2) ={B, F}, VC§(3) = {4, E}, VC§(4) ={C,H}

respectivamente.
Con la coloracion Cy las clases de color son homogéneas en lo que se refiere al nimero

de elementos de las mismas, esto hard preferible a la coloracién Cy en lugar de la C}.

2.5 Planteamiento del Problema

Dados un grafo G = (V,FE) con |V| = ny |E| = m y un entero ¢ > 0, sea C° una

c-coloracion, es decir:

ce:V — {1,2,...,¢}

verificando

(i) #C°() Y{i,jteE

Observacion 2.1 En todos los desarrollos posteriores, se supone que cualquier c-coloracion

es estricta en el sentido de agotar los ¢ colores.

Velr)#0 VYre{l,... ¢}

En los ejemplos anteriores se ha justificado el interés de valorar la coloracién de un
grafo en la medida en que siga siendo una coloracion vélida al anadir nuevas aristas al

grafo. Se introduce asi el siguiente concepto.
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Definicién 2.1 Dados el grafo G y conocida la familia de penalizaciones {p;; > 0, {i,j} €
E}, se define el grado de rigidez de la c-coloracion C¢, y se denota por R(C¢) a la su-
ma de las penalizaciones de las aristas complementarias cuyos extremos estdn igualmente

coloreados:

R(C*) = > Dij

{i.7}€E,Ce(i)=C(j)

En el ejemplo 2.1, hay que considerar como penalizacion, p;;, de cada arista comple-
mentaria {i,7} € E el logaritmo neperiano del complemento de la probabilidad de que se

tncorpore cada arista cambiado de signo, es decir
pij = —In(1 — prij)

Con esta penalizacion, el grado de rigidez de la c-coloracion C' es

R(C°) = > —In(1—pryj) =—1In II (1 —prij)

{0 }EB,Ce(i)=C°(j) {0 }€B,Ce(i)=C°(j)
Por consiguiente, el grado de rigidez de una c-coloracion en el ejemplo 2.1 coincide
con el logaritmo —cambiado de signo— de la probabilidad de que la coloracion sea vdlida,

al anadir una arista .

En el ejemplo 2.2, sin embargo, la interpretacion del grado de rigidez no es tan directa,
puesto que la penalizacion de las aristas complementarias debe considerar el orden de los
valores de las disimilitudes. Recordar que en este problema se anaden aristas al grafo G,
al disminuir el valor de o.

El siguiente procedimiento es vdlido si las disimilitudes toman un numero finito de
valores, lo que en la prdctica no supone una restriccion muy fuerte. Por consiguiente, sea

{d*,d?,...,d*} el conjunto de disimilitudes de E, de forma que



CAPITULO 2. PROBLEMA DE COLORACION ROBUSTA 41

di € {d",d* ...,d"} v{i,j} € E,

verificando

d'<d®> <. <d

Fijado un umbral a, la penalizacion al colorear igualmente los extremos de una arista
complementaria {i,j} € E, con una determinada disimilitud asociada debe verificar que
su penalizacion supere la suma de un numero arbitrario de las penalizaciones de aristas
complementarias con una disimilitud menor.

Seam = |E|, una forma de garantizar la propiedad anterior es a través de la siguiente

penalizacion:

pz‘j:(m)s_l sidy=d Y{i,j}eFE se{l,....k}

Concretamente, si se considera k = 2 y la situacion limite

dl Za] 7& Z.07j0 -
dij = {, _} {, _} Vi, j} € E
d® {i,j} = {io, jo}
es decir, si de las T aristas complementarias la arista {ig, jo} tiene disimilitud d;j, igual
a d? y las m — 1 restantes tienen una disimilitud igual a d*, entonces la arista {ig, jo}

tiene penalizacion p;,;, = M y todas las demds tienen penalizacidn p;; = m® = 1, de forma

que

Yo py=m-1)-1 < (M)> " =m = piy,
{i’j}ei/dij =d!

por lo que es prioritario el evitar colorear los vértices ig y jo con el mismo color para

consequir una rigidez menor.



CAPITULO 2. PROBLEMA DE COLORACION ROBUSTA 42

En el ejemplo 2.2, fijado el umbral o = 0.05 y considerando que las disimilitudes de

los elementos estin incluidas en el conjunto

{0.01,0.02,0.03,0.04,0.05}

se concluye que k =5, siendo

d'=0.01 d>=0.02 d®>=003 d*=0.04 d°=0.05

Al ser m = 8, se tiene que las penalizaciones son:

ARISTA | dij | d° | py
{1,2y |.01]d" | 1
{1,y |.02|a*| 8
{1,4} | .05|d°| 4096
{1,5y | .04 |d*| 512
(2,8 | .04|d"| 512
{24} |.03| | 64
(2,5} | .04 |d*| 512
{4,5v | .03|d*| 64

se consigue asi que cualquier coloracion que trate de minimizar el grado de rigidez evite
prioritariamente asignar el mismo color a los vértices 1 y 4, cuya penalizacion supera

cualquier suma del resto de penalizaciones.

Si en el ejemplo 2.3, se considera que las penalizaciones p;; son iguales a 1 para toda
{i,j} € E, el grado de rigidez de una c-coloracion se aumentard con el nimero de regiones

no adyacentes iqualmente coloreadas.

Como se ha visto en los tres ejemplos anteriores, con las penalizaciones de E se pue-

den considerar coloraciones que satisfagan distintos criterios, ampliando asi el campo de
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problemas de coloracion al no restringir el criterio de minimizar el nimero de colores
utilizados en la coloracidn.

El grado de rigidez de una coloracién mide la robustez de la coloracién respecto de la
adicién de nuevas aristas al grafo; es decir, la validez de la coloracién al no estar coloreados
con el mismo color los extremos de las nuevas aristas. Para un c fijo, cuanto menor sea el
grado de rigidez, mayor sera la robustez de la coloracién.

En el caso limite, cuando ¢ = n, la coloraciéon que asigna un color diferente a cada

vértice, es decir,

C"(i)=iVYieV
tendrd un grado de rigidez igual a 0. Esto se justifica al permanecer valida la coloracién
al anadirse cualquier arista al grafo.
De esta forma, entre las diversas c-coloraciones que se pueden definir en un grafo,

tiene sentido determinar cudl es la de menor grado de rigidez. Este es el Problema de

Coloracién Robusta, de ahora en adelante PC'R, y que se formaliza a continuacién.

Dados un grafo G = (V, E), un nimero de colores vélido ¢ > 0 y una familia de pena-
lizaciones de las aristas complementarias {p;; , {i,j} € E}, El Problema de Coloracion

Robusta consiste en determinar aquella c-coloracién Cf, con menor grado de rigidez:

R(C) = min R(C")

Considerando que la matriz de adyacencia del grafo GG es simétrica y que se conocen
las penalizaciones p;; de las aristas complementarias {7, j} € E, cada ejemplo del PCR
queda caracterizado por los parametros n, nimero de vértices del grafo; ¢, el nimero
de colores permitidos; y la matriz cuadrada H de dimension n X n, que almacena en la
matriz triangular inferior la matriz de adyacencia de G' y en la matriz triangular superior

las penalizaciones:
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i St <]
N
bji sti>]
de tal forma que la matriz H es:

0 pi2 piz - Pij - Pin
bio 0 pag - P2j - Don
bis by 0 - P3j - DPsn

H— . .
bij by by - 0 - pin
bln b2n b3n b]n 0
B es la matriz de adyacencia:
1 sid{i,jter o
bij = 1<)
0 si{i,j} ¢F

y pi; es la penalizacién del par {i,j} ¢ E que vale 0 si {i,j} € E.

Los pardmetros (n,c, H) que caracterizan el ejemplo 2.1, son:

0 0O 0 .0519

1 0 0 .6083 .3621

1 1 0 .1648 0
n=6 c=4 H=

1 00 0 0

0 0 1 1 0

010 1 1

donde las penalizaciones h;; se han obtenido de la tabla

0128
0
.0256
0
0
0

44
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{i,j} € E| pri Dij
(1,5} | 0.0506 | 0.0519
(1,6} |0.0127 | 0.0128
(2,4} | 0.4557 | 0.6083
(2,5} |0.30380.3621
(3,4} |0.1519 | 0.1648
(3,6} | 0.0253|0.0256

La 4-coloracidén mds robusta es

O;l%(l) =2, C?%(Q) =4, C;l%(3) = 170}1{(4) = 370}1{(5) = 270}1{(6) =1

Su grado de rigidez es

R(C%) = 0.0519

de forma que la probabilidad de que se mantenga vdlida la coloracién C3, es

= 0.9494
exp(0.0519)

Por otra parte, los pardametros (n,c, H) que caracterizan el ejemplo 2.2, son:

0 1 8 4096 512
0 0 512 64 512
n=5 c=3 H=|00 0 0 0
00 1 0 64
00 1 0 0

Hay que notar que el grafo sdlo tiene las aristas {3,4} y {3,5} lo que indica que se

considera un « = 0.05. La 3-coloracion mds robusta es
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Ch(l)=1 C3(2)=1 C3(3)=2 C}4)=3 C}5)=3

Su grado de rigidez es R(C}) = p12 + pas = 65. La interpretacion es la siguiente: al
ser

64 =8%<65<512=28"

la coloracién C3, sigue siendo vdlida para umbrales superiores a d* = 0.03 y, por consi-

guiente, el umbral critico para 3 colores es:

o’ = a(C3) =0.03

Los parametros del ejemplo 2.3 son:

00001111
10100111
10001111
ne8 c—d H- 11100010
01010100
00010010
000O0T1O0O0O0
00011110

la rigidez de cada coloracion es

R(CY) = ppc + ppr + pBa + por + pe + Pra + pag =T

R(C;l) =ppag +PBr +Ppap +peg =4

con lo que la coloracién mds robusta es Cy que, como ya se dijo, es preferible a C't.

Si las penalizaciones son constantes, es decir, si p;; = p V{i,j} € E, entonces la

coloracion mas robusta de un grafo tiende a homogeneizar el tamano de las clases de
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color, esta situacién se puede apreciar en las clases de color C'y C' del ejemplo 2.2 y en

las coloraciones C y C3 del ejemplo 2.3. Esta propiedad se formaliza a continuacién.

Proposicién 2.1 Dada una c-coloracion C§ de un grafo G = (V, E), con ¢ > x(G) y las
penalizaciones de las aristas complementarias todas con el mismo valor positivo p;; = p,
conp>0 V{i,j} € E. Sidos de sus clases de color tienen cardinales que difieren en al
menos dos, i.e.,

m = Ve, (F)| < Ve, ()] = ny

con ng > ny + 1, entonces la c-coloracion C§ que resulta de cambiar, si es posible, un

vértice de la clase de color 1 a la clase de color k es mds robusta que C¥.

Demostracién:
Las clases de color k y [ de Cf tendran n; +1 y ny, —1 elementos respectivamente. Para
demostrar la proposicién basta con demostrar que la rigidez aportada por estas clases en

la coloracion Cf es mayor que la rigidez aportada en la coloracion C , es decir
nq N9 ni + 1 Nng — 1
+ >
2 2 2 2

desarrollando los coeficientes binomiales, se tiene

1 1
>
2(nf —ny+n3 —ng) ~ 2(ni+n +nj—3ny+2)

que se reduce a

—N1 —Ng >N1 — 3Ny + 2

y por tanto es equivalente a

ny >np +1

que, al ser la hipdtesis de partida, es cierta la desigualdad que se pretendia demostrar.
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2.6 Complejidad algoritmica del Problema

Cuando se plantea un nuevo Problema de Optimizacién, la primera pregunta que surge es:
. Puede resolverse por un algoritmo en tiempo polinomial?. Si la respuesta es afirmativa,
el algoritmo construido permitira resolver problemas de gran tamano y se puede concluir
que el Problema esta resuelto. En caso contrario, sin embargo, cuando el algoritmo no es
polinomial o no se es capaz de construirlo, hay que analizar la Complejidad Algoritmica
del Problema de Optimizacién.

El andlisis de la complejidad algoritmica requiere identificar el Problema de Decisién
asociado para compararlo con otros problemas de Decision analizados en la literatura, ver

Garey y Johnson [26].
El Problema de Decisién asociado al PC'R, denotado por PDCR, es el siguiente:

PDCR: Dados los pardametros que caracterizan al PCR, (n,c, H), y una cota superior
del grado de rigidez, 7,

Cuestién: ;Existe una c-coloracion C° tal que

R(CC) == Z hij S r ?
i<j,Ce(i)=C°(j)
A continuacién se demuestra que el PDCR es NP-Completo.

Proposicion 2.2 El Problema de Decision PDCR pertenece a la clase NP.

Demostracion:
En efecto, dada una c-coloracién C¢, en tiempo polinomial se puede comprobar si

verifica o no las condiciones exigidas al problema de decisién. e

Para demostrar que el PDCR es NP-Completo se compara con el problema de decision

asociado al problema de coloracién minima (PDCM).
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PDCM: Dados un grafo G = (V, E) y la constante x < |V|. ¢ Existe una c-coloracién
C° tal que ¢ < x7.

Proposicion 2.3 FEl Problema de Decision PDCM es un caso particular del PDCR.

Demostracion:
Basta considerar que ¢ = x, que p;; =0,V {i,7} € E, es decir, que si i < j entonces

hij =0y que7=0. o

Al ser el Problema de Decisién NP-Completo, se deducen los siguientes corolarios
Corolario 2.1 El Problema de decision PDCR es NP-Completo.
Corolario 2.2 El Problema de optimizacion PCR es NP-duro.

Como para todos los problemas de este tipo, la forma de encontrar buenas soluciones
para ejemplos de tamano medio y grande del problema de coloracion robusta es utilizando

heuristicas.
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Capitulo 3

Modelos matematicos del PCR

El PCR admite distintas modelizaciones que se ilustraran en este capitulo: como un
problema de programaciéon binaria, como un modelo de particién, como un modelo de
asignacion cuadréatica o como una red generalizada.

En cualquier caso, todas estas modelizaciones ilustran la dificultad computacional de
resolver el PC'R, que, segtin se ha visto en el capitulo anterior, es un problema NP-duro.
Por otra parte, los algoritmos exactos basados en estas modelizaciones permitiran identi-
ficar familias de heuristicas que resolveran eficientemente problemas de tamano medio y

grande.

Se supone que el PC'R estéd planteado en un grafo G = (V) E) con n vértices y se han

fijado el nimero de colores valido ¢ > 0 y las penalizaciones de las aristas complementarias

{p; / {i,j} € E}.

3.1 Modelo de programacién binaria

Sean las variables de decisién

ol
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1 si C3) =k |
Tip = Vie{l,...,n} Vke{l,...,c}
0 i C(i) #k

Se introducen las siguientes variables auxiliares

1 siexiste k € {1,...,c} tal que z;, = xj o
Yij = . V{i,j} € E
0 en caso contrario

con el fin de plantear el PC'R como el problema de programacion binaria:

Min 3 ivew Pijlij
s.a Sy T =1 Vie{l,...,n}
Tip + T < 1 V{i,j} e EyVke{l,...,c}
Tk + i — 1<y V{i,j} € EyVke{l,... ,c}
La primera familia de restricciones, al igual que en la formulacién para el problema
de coloraciéon minima, asegura que a cada vértice se le asigna un solo color. La segunda
familia garantiza que la coloracion sea vélida y la tercera garantiza que si dos vértices

i,7 € V no unidos por una arista tienen el mismo color, entonces la variable auxiliar y;;

vale 1.
. n(n—1) . - . o
Sim = ——— —m es el cardinal de F, el numero de variables binarias del modelo
2
. - n(n —1)
es n-c-+m y el nimero de restriccionesesn+c¢-m+c-m=n—+c¢c-———.
2

Las dos ultimas familias de restricciones se pueden reemplazar por la familia de restric-
ciones disyuntivas siguiente, controlada por las variables binarias z;;, que son los elementos

de la matriz de adyacencia del grafo G:

xik—l—xjkgl—l—(l—zij) Vi, 7, k
Tig + T — 1 < yij + 25 Vi, k
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Hay que observar que fijados i y j, si z;; = 1, entonces {7, j} € E y se relaja la segunda
familia de restricciones; mientras que si z;; = 0, entonces {i, j} € E y se relaja la primera

familia de restricciones.

3.2 Cliques del grafo complementario. Modelo de
particién

Un grafo G' es completo si hay una arista entre cualquier par de vértices 7, j, para todo
t # j. Un grafo completo con n vértices se denota por K,, y se llama n-clique.
Obviamente, en el PC'R se supone que ¢ < n. El caso ¢ = n es trivial, puesto que, en

este caso, la coloracién mas robusta seria:

Cr(i)=i Vi=1,...,n

al tener grado de rigidez R(C%) = 0.

Para el caso ¢ = n — 1, la coloracién mas robusta se deduce de la coloracién C'3 sin
m4s que asignar el mismo color a los extremos de la arista complementaria {4, j} € F con

menor penalizacién. Suponiendo una reordenacién de vértices de forma que

Pipn = MNP
{ijtek

la coloracién mas robusta con ¢ = n — 1 colores seria entonces:
i Sii#EMN
n—1/:\ __
Cr (1) = , o
i, Sii=mn
En el caso general, cuando ¢ < n—1, no es cierto que la c-coloracién méas robusta sea la

que repite color en las dos aristas complementarias de menor penalizaciéon. El resultado,
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que se recoge en la siguiente proposicion, es mas general y hace referencia no sélo a las
aristas de G —cliques de orden 2— sino a los cliques de orden genérico K, de G.

Se entiende que un clique de orden 1 es un clique trivial formado por un solo vértice.

Cualquier k-clique de G es un conjunto independiente de G, por lo que permite iden-

tificar las clases de color de una coloracién valida. Esta idea se formaliza a continuacién.

Proposicién 3.1 Dado un grafo G = (V,E) con n vértices, fijado ¢ < n, cualquier
c-coloracion de G tiene asociada la siquiente propiedad del grafo complementario G =
(V. E):

En G ezisten ny,no, ..., ng cliques de orden 1,2, ..., s respectivamente:
{Kicv/te{l,..  shke{l,. .. n}}
stendo 1 < s <n—c+1 tal que
n=n+2 -ng+--+5-ng

y estando los vértices de cada clique no trivial igualmente coloreados:

C(i)=0C°(i") Vi,i e K. CG, Vte{2,...,s}Vke{l,....n
k

Demostracion
Al ser C° una c-coloracién, se verifica que las clases de color forman una particion del

conjunto de vértices

V= O Ve (k)

k=1
Por ser C'° una coloracién estricta, ver observacion 2.1, cada una de estas clases es no

vacia:

Vee(k) £ 0 Vke{l,...,c}
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y, por consiguiente,

1 <|Vee(k)|<n—c+1 Vke{l,...,c}

Ademas, Vee (k) es un clique de G para todo k € {1,...,c}. En efecto, si |[Vee (k)| = 1
es un clique trivial, en caso contrario, es decir, si |Vee(k)| > 1, dados dos vértices i,i" €
Ve (k), se verifica que {i,i'} € E, puesto que en caso contrario, la coloracién C° no serfa
valida.

Sean ni, N, . .., Np_ct1 €l nimero de clases Ve (k) con cardinal £ € {1,2,...,n—c+1}

respectivamente. Entonces se verifica que

n=ny+2-ng+--4+5-n;

siendo

s=Max{te{l,...,n—c+1} / n, >0}

La demostracién de la proposicién 3.1 asegura que dos cliques K} no pueden tener

ningin vértice en comin. Tiene sentido, pues, introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.1 Dado un grafo G = (V, E), dos cliques K1, Ky C V' son independientes

st verifican

Klﬂng(Z)

Como corolario de la proposicion 3.1 se deduce que la c-coloraciéon mas robusta serd
aquélla que determine los valores 6ptimos para nj,ns,...,n: y los cliques independientes

asociados.
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Corolario 3.1 La c-coloracion mds robusta C'y estd asociada a la determinacion de los

ny,ns,...,n: cliques independientes de G':
1 1. g2 2 . s 5
K*l,...,K*nI,K*l,...,K*n;,...,Kﬂ,...,K*n;
stendo

1<s<n—-c+1

estando igualmente coloreados los vértices de los cliques no triviales

C%(i) =C%(j) Vi,je Ky Vte{2,...,s} Vke{l,...,n}

y minimizando el grado de rigidez:

g* nz S n¢
DD > hy <00 D0 Iy
=2 k=1ijeK?!, =2 k=lijeK]

entre todas las c-coloraciones verificando las condiciones de la proposicion 3.1.

A partir de estas propiedades y con el fin de resolver el PCR a partir de los cliques
del grafo complementario G, se definird una matriz basada en la matriz de cliques, ver
Nemhauser y Wolsey [49], con n+1 filas y tantas columnas como cliques tenga G, incluidos

los cliques de orden 1, que son los propios vértices del citado grafo.

Definicién 3.2 Dado el grafo complementario G y los conjuntos my, my,- -+, m, de cli-

ques de orden 1,2,---,s respectivamente

K{,...,K} :K? ... K2 :

mi1) mo) *

. S S
K KD

donde 1 < s <n —c+1, se define la matriz de incidencia de cliques como
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1 1 2 2 t s s
b11 e b1m1 b11 e b1m2 blj b11 e blms
1 1 2 2 t s S
BK bil . biml bil . bz_m2 Ce bij . bil . .
1 1 2 2 t s s
bnl e bnm1 bnl e bnmg e bnj e bnl e bnms
1 1 2 2 t s S
bn+1,1 e bn+1,m1 bn+1,1 e bn+1,m2 bn+1,j e bn+1,1 e bn+1,mS

donde el clique K} de orden t se caracteriza por el vector columna bl definido por:

1 siie K!
b, = Yoie{l,.. 0}
0 sii¢ K}
Y
n
b;+1,k = Z bfk =1
i=1
Obviamente, hay tantos cliques de orden 1 como vértices, de forma que m; = n,
) 1 sii=k ,
0 sii#k
y

bhp=1 Vke{l,...,m}

Observacién 3.1 No confundir la matriz BX, que se refiere al grafo complementario G,

con la matriz de adyacencia del grafo G, que es B.

El PCR se puede plantear como un Problema de Particion. Con este fin se introduce
la siguiente notacion:
Sea

m- =mp+mg+ -+ My
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el nimero de cliques de G. Introduciendo el indice j para identificar cada uno de los
cliques K}, de orden ¢ segin la relacién:

t—1

j:meLk

=1

e, inversamente, identificando el clique K} a partir del indice j segin:

t=Min{r /> m>j}
=1

t—1
k=j7-Y m
=1

La matriz de incidencia de cliques de G se especifica por

BE = (bfj.) ie{l,...,n+1} je{1,....m5}
La variable de decisién sera el vector de dimensién m definido por

1 si Kj es elegido )
T = _ jed{tl,...,m"}
0 en caso contrario

que indica si el clique j-ésimo es elegido para colorear todos sus vértices con el mismo

color

Ce(i) =C°(I') Vi,i' € K;
Hay que exigir que sean c los cliques seleccionados, por lo que
mK
> mi=c
j=1

Cada clique K estd caracterizado por la penalizacion p; asociada a las aristas com-

plementarias que estan incluidas en el clique

b = Z Diit

i,i’EKj
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Al exigir que cada uno de los cliques sea independiente, se asegura que cada vértice

sera coloreado con un unico color.

Con todo lo expuesto anteriormente, el PC'R se puede plantear como un Problema de

Particion al minimizar

mK
> v (3-1)
j=1
verificando:
mK
ZL‘j =C (32)
7=1
mK
Sk =1 Vie{l,...,n} Vke{l,...,s} (3.3)
j=1
mK
> bfﬂ,jxj =n (3.4)
7=1

La primera restriccion garantiza que se utilicen sélo ¢ colores. El segundo grupo de
restricciones impone que los cliques utilizados sean independientes. La tercera restriccion
asegura que todos los vértices estén coloreados.

El ntimero de variables es m®, un pardmetro que crece exponencialmente con n y m
al especificar el nimero de cliques del grafo complementario. El nimero de restricciones

es n-m% +2.

En el ejemplo 2.1, hay un total de 12 cliques, incluidos los 6 cliques triviales formados

por los vértices. La matriz de incidencia de cliques es la siguiente:
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100000110000
010000001100
001000000011

B¥=10001000010T10
000010100100
000001010001
111111222222

cuyos pesos son, respectivamente:

p(j) = (0,0,0,0,0,0,0.0408,0.0100, 0.4463, 0.2744, 0.1278, 0.0202)

Si se considera ¢ = 4, el optimo del problema de particion se obtiene con

.’L'QZ]_ 1‘4:1 1‘7:1 $12:1

y anulando el resto de variables binarias. El peso obtenido es, por consiguiente

P2 +ps+pr+pi2 =0+ 0+ 0.0408 + 0.0202 = 0.0610

La coloracion asociada se construye asignando el mismo color a cada uno de los vértices

incluitdos en los 4 cliques elegidos:
o cliqgue 2. Ko = {2}. C4(2) = 4.

clique 4. K, = {4}. C%(4) = 3.

cliqgue 7. K7 = {1,5}. Cx(1) = Cx(5) = 2.

clique 12. Ky = {3,6}. C%(3) = Cx(6) = 1.

En el ejemplo 2.2, hay 19 cliques, de forma que la matriz de incidencia de cliques es:
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10000111 1T00O0011T1TT1Q071
6100010001 1101110171
X 0oo0o100010010O0O01O0O0O0O0O0
B" =
6001000100101 O01O01T1T1
oooo1oo00100110O011T1T71
111 1122222222333 33414
con pesos

p(j) = (0,0,0,0,0,1,8,4096, 512, 512, 64, 512, 64, 521, 4161, 1025, 4672, 640, 5249)

Para ¢ = 3, la solucion del problema de particion es el vector de variables binarias:

(0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)

que estd asociado a la eleccion de los cliques 3, 6 y 13. El peso de todos estos cliques es

p3+pe+pi3=0+14+64=065

La coloracion mds robusta asociada es :
e clique 3. K3 = {3}. C3(3) =2.
o clique 6. K¢ ={1,2}. C3(1) =C3(2) = 1.

o clique 13. K13 = {4,5}. C}(4) = C3(5) = 3.

3.3 Modelo de Asignacién Cuadratica

Considerando que el PCR se puede formular como un problema de de programacion
binaria, es natural plantearse si se puede adaptar a un modelo de asignacion cuadrética.

La respuesta es afirmativa, como recoge la siguiente proposicién.
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Proposicion 3.2 El PCR se puede plantear como un problema de asignacion cuadratica.

Demostracion:

Sea el PC'R con los parametros (n, ¢, H), siendo G = (V, E) el grafo a colorear, n = |V|
y m = |E]; ¢ es el nimero de colores vélido y la matriz H la matriz que especifica en
la matriz triangular inferior la matriz de adyacencia de G y en la triangular superior las
penalizaciones de las aristas complementarias E.

La variable de decision se construye a partir del conjunto de variables binarias:

((1‘117 Loty 7‘Tn1)7 (1‘127 T22y .« -« 7l‘n2)7 D) (-Tlm Toey - - al‘nc))

que identifican la c-coloracién C°:

1 CG)=Fk .
Tik = Vie{l,...,n} Vke{l,...,¢}
0 C(i)#k

La matriz A de restricciones del PAC debe caracterizar las soluciones factibles del

problema de coloracion:

1. Cada vértice se colorea de forma tnica.

agp=1 Vie{l,...,n} (3.5)
k=1

2. Los extremos de cualquier arista no pueden ser igualmente coloreados:

l‘ik—F.ijkSl V{Z,j}EE VkE{l,...,C} (36)

La matriz A y el vector b tienen n - ¢ filas:
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La funcién objetivo,

1
Min §xth

y la matriz @), es una matriz simétrica (c-n) X (¢-n) en ¢ cajas de dimensiones n x n:

P11 - Pn1

Pin ' DPnn
P11 " Pml

P11 o DPn1

Pin ' DPnn
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Si en el ejemplo 2.2 se hace ¢ = 3 y sabiendo que las penalizaciones, i.e., las cajas de

() son:

0 1 8§ 4096 512

1 0 512 64 512

8 512 0 0 0
4096 64 0 0 64
512 512 0 64 0

la funcién objetivo es
1
5(.1'11.1’21 + 8.1'11.1'31 —+ 40961’111‘41 + 5121‘111’51 4+ ...+ 512.1'131'53 + 5121‘231’53 + 641‘43.1'53)

Este planteamiento del PCR contiene muchas variables, ain en problemas pequenos,
como para ser manejable. Los algoritmos que resuelven este tipo de problemas son
métodos de enumeracion, que soélo producen una solucién exacta en un tiempo razonable

en problemas con n < 15, segiin reporta Santiago Cano [10].

3.4 Modelo de red generalizada

A partir del andlisis de los cliques del grafo complementario, el PC'R se puede plantear
como un problema de coste éptimo en una red generalizada G* = (VX UX),

Los vértices de la red son de tres tipos VE = VE U VE U {F} U {S}, donde:

1. VX es el conjunto de vértices del grafo G del PCR.

VE =1{1,2,...,n}

2. VK es el conjunto de cliques del grafo complementario G

VI =K KL KK K K

mi) ma? Y mg
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conl<s<n-—c+1.

3. Dos vértices ficticios F' y S que generan y recogen respectivamente el flujo de la red

generalizada.

Se tiene asi un total de n 4+ m + 2 vértices.

El conjunto de arcos de la red generalizada incluye arcos de tres tipos UX = UK U
UF UUE. Para cada uno de los arcos u € UX se incluye el limite inferior de flujo I,,, el

limite superior ¢,, el coste d, y el multiplicador m,,:

1. Arcos de selecciéon de cliques del grafo complementario. El flujo unitario por uno de
los arcos implica la seleccion del clique y la coloracion de todos sus vértices con el

mismo color.
UFK:{(F,K}é) Jte{l,....;shke{l,...,m}}

2. Arcos de cubrimiento de vértices por los cliques. Cada clique elegido debe cubrir

los vértices que estan incluidos en dicho clique.
UF={(Kt,7)/te{l,...;s},ke{l,...,m;},j € KL}

l,=0 c,=1 d,=0 m,=1 Vu= (K}, j) e UE

El flujo por estos arcos es igual a 1 cuando el clique asociado al extremo inicial es

elegido.

3. Arcos de incompatibilidad de vértices para evitar que un vértice del grafo original

sea coloreado con mas de un color.
vk ={(,5) / j € Vi&}
l,b=0 ¢,=1 d,=0 m,=1 Vu=(5,9) e UX

Se evita con la capacidad de estos arcos que los vértices sean cubiertos por mas de

un clique.
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Figura 3.1: Red generalizada ejemplo 2.1

En la red generalizada G* asi definida, el problema de coloracién robusto se plantea
como un problema de flujo inicial fijo vg = ¢, el nimero de colores valido, flujo final fijo
vg = n, para garantizar que todos los vértices han sido coloreados, y con coste minimo,

va que el coste sélo depende del coste de los cliques seleccionados.

En el ejemplo 2.1, con 12 cliques, la red generalizada seria la dibujada en la figura 3.1.

Sobre los arcos se ha representado el multiplicador cuando no es igual a 1.

El flujo de coste minimo en esta red generalizada proporciona la solucion de PCR.
Los arcos que se indican a continuacion son los que tienen flujo unidad, el resto tiene

flujo nulo:
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(F,Ky) (F,K4) (F,K;) (F,K2)

(KZ,Q) (K4a4) (K711) (K775) (K1273) (K12a6)

(1,5) (2,9) (3,9) (4,59) (5,9) (6,9)

Los problemas discretos tienen espacios de soluciones muy grandes en tamano, y cre-
cen explosivamente con el nimero de selecciones discretas a resolverse; por ejemplo, un

2200 o cerca de 10%°

problema que requiere 200 decisiones binarias independientes tiene
soluciones a considerar.

Como se ha visto, el modelo de programacién mas sencillo para representar al PCR
tiene n - ¢ +m variables donde n es el niimero de vértices, ¢ el nimero de colores a usar
y m es el numero de aristas complementarias. Que para un problema pequeno que se
puede modelar con un grafo de 25 vértices y m = 150, que representa una densidad de
50%, el modelo de programacién binaria para una 8-coloracién tiene 350 variables y 2425
restricciones.

Por otra parte, el andlisis del politopo asociado al PC'R es mas complejo que el del
Problema de Coloracion Minima, por lo que su analisis es complicado y no se esperan

resultados espectaculares al buscar reforzamientos del recinto definido por las soluciones

factibles.

3.5 Experiencias computacionales

Debido al crecimiento explosivo del nimero de variables y restricciones cuando aumenta
el tamano del grafo, el modelo de programacién binaria sélo puede resolver problemas

de tamano pequeno o medio. Por ejemplo, en un grafo de cuatro vértices y tres aristas,
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para hallar una 2-coloracion, el modelo de programacion binaria correspondiente tiene 11
variables y 20 restricciones; el modelo para hallar una 5-coloracién en un grafo con 10
vértices y 23 aristas tiene 72 variables y 275 restricciones; el modelo para una 7-coloracion
de un grafo con 20 vértices y 95 aristas tiene 188 variables y 1470 restricciones. Usando
el GAMS 2.25 que usa un procedimiento de ramificacién y acotamiento para resolver este
tipo de problemas; en instancias de grafos con 15 vértices y 5 colores, en algunos casos no
se pudo encontrar una solucién entera, pues en menos de 50 000 iteraciones se agotaron
los nodos disponibles para la ramificacién; en otros casos se hallé una solucién entera,

pero no 6ptima, al agotar los nodos disponibles.

En el modelo de particion en cliques, ademas del niimero creciente de variables y
restricciones cuando se incrementa el nimero de vértices, hay que anadir el problema de
encontrar todos los cliques de diferentes tamanos. El modelo para hallar una 5-coloracién
en una instancia Gi,0.5, donde 10 es el numero de vértices y 0.5 es la probabilidad de que

haya una arista entre dos vértices cualesquiera, tiene 32 variables y 1600 restricciones.

Por lo tanto se ha utilizado el modelo de programacion binaria como la alternativa méas
razonable, dentro de las limitaciones que tienen los modelos de programacién entera, para
realizar algunas experiencias computacionales con el Problema de Coloracién Robusta.

Se generaron aleatoriamente grafos de 10 a 20 vértices con densidad igual a 0.5, es
decir, la probabilidad de que exista la arista {i,j} para cualquier pareja i,j € {1,...,n}
es igual a 0.5.

La penalizacion de las aristas complementarias se ha generado aleatoriamente de forma
uniforme en el intervalo [0, 1].

Los valores del parametro ¢ se han fijado entre 4,5 y 6.

Se han resuelto los correspondientes problemas de programacion binaria con el GAMS
2.25. Las pruebas se realizaron en un ordenador con procesador Intel Celeron de 550
Mhz., y se programé en Fortran-90.

Estos resultados se presentan en la siguiente tabla. Cada problema ha sido identificado
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por el fichero que almacena la informacion, el nimero de vértices y aristas del grafo
asociado, las aristas complementarias, el nimero de variables y restricciones del modelo

de programacion.

GRAFO | n | m | m | Var | Rest | ¢ | GAMS
all0 1024121 | 59 | 190 | 4| 3.8458
69 | 275 | 5| 2.1641
alll | 11(31[29| 70 | 231 | 4| 3.9532(*)
81 | 286 | 5| 2.6373
all2 12 (33133 | 81 | 276 | 4 | 3.8274(*)
93 | 342 |5 4.634
all3 1313741 93 | 325 | 5| 4.9117
all4 14 |46 | 45 | 116 | 469 | 5| 5.0689
allb 155253128 | 540 | 5| 7.5935
allsh | 15 |57 | 48 | 123 | 645 | 6 —

Experiencias computacionales con el Modelo de Programacion Binaria

La tabla muestra la rigidez obtenida en cada uno de los problemas. El nimero de
nodos en el correspondiente método de ramificacién y acotacién estd limitado por el pro-
grama, por lo que no termina siempre el procedimiento de enumeracién implicita cuando el
numero de variables es suficientemente grande, por lo que el resultado presentado cuando
alcanza el limite anterior es sélo una aproximacién de la solucion. Con un asterisco se ha
marcado cuando se ha alcanzado el 6ptimo. Asi se concluye que —salvo en los problemas
identificados como al114 y al124— el modelo de programacién funciona realmente como
una heuristica aportando sé6lo una solucién aproximada.

Si dentro de este limite de nodos que sondea no se ha encontrado ninguna solucién

”. En esta situacion se encuentra el problema identificado

factible, se especificard 7 —
por all5b. Este hecho pone de manifiesto que el modelo de programacién no se puede

aplicar méas que a problemas de tamano muy reducido.
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Capitulo 4

Heuristicas para el Problema de

Coloracion Robusta

Al ser el PC'R un problema NP-duro, es necesario el uso de heuristicas para resolver
ejemplos de tamano medio o grande. Algoritmos heuristicos pueden ser los algoritmos
voraces, algoritmos de bisqueda local, aproximaciones por técnicas de relajacion, enume-
racién parcial, técnicas de particion y descomposicién, etc.

Estas técnicas se pueden aplicar a los distintos modelos matematicos del PC R descritos
anteriormente. En este capitulo se describirdn dos heuristicas: la primera de enumeracion
parcial, esta basada en los cliques del grafo complementario, la segunda heuristica se basa

en la metaheuristica de los algoritmos genéticos.

4.1 Heuristica basada en k-cliques

Dado el grafo G = (V, E), el nimero de colores vilido ¢ y la familia de penalizaciones
{pij / {i,7} € E}, se analiz6 en la seccién 3.2 la relacién entre el PCR y los cliques del
grafo complementario G = (V, E).

Segiin aumenta el tamano del grafo, el nimero de aristas complementarias m = |F|

71
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crece y, en consecuencia, el niimero de columnas de la matriz BX crece exponencialmen-
te, por lo que la simple identificacién de esta matriz puede ser prohibitiva a partir de
determinados tamanos.

Por otra parte, el corolario 3.1 precisa del calculo de n}, nj}, ..., n} cliques independien-
tes de G. Como se verd a continuacién, el nimero de cliques debe seguir unas relaciones

muy precisas, lo que dificultarda ain mas la solucién exacta del problema.

En efecto, el nimero de k-cliques asociados a una c-coloracion, dependera del valor de
c. Habra c-coloraciones en las que baste hallar un nimero determinado de 2-cliques . En
otras, sin embargo, conforme disminuye el valor de ¢, serd necesario considerar cliques de
orden superior, pues no es suficiente considerar sélo 2-cliques. Esta situacién se ilustra

con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 Considérese el PCR cuyos pardmetros son los siguientes

0 0 .0194 .0052 .0544 0  .0712
10 0 .0028 .0103 O 0
01 0 .0009 .0103 .0025 O
n=7 ¢=3 H=100 0 0 0 .0007 O
00 O 1 0 0 0
11 0 0 1 0 0
01 1 1 1 1 0

Al tener el grafo 7 vértices, si se consideran solo 2-cliques, la minima c-coloracion
posible es cuando ¢ vale al menos 4, por lo que una 3-coloracion requeriria al menos un
3-clique. Concretamente, si se consideran tres 2-cliques, es decir, se pintan seis vértices

con 3 colores y el vértice restante con el cuarto color.

Es preciso, pues, estudiar las relaciones entre ¢ y n a partir del andlisis de los cliques

realizado en la seccién 3.2 y, concretamente, de las férmulas:
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n=ny+2-ng+---4+5-n;

y

c=mny+ng+---+ng
asociadas a cualquier c-coloracién que colorea igualmente (nq,...,n,) cliques de orden
(1,...,s) respectivamente del grafo complementario G-

e Si el valor de ¢ es tal que sélo se necesitan encontrar 2-cliques, entonces el niimero

de vértices se puede expresar como

n=mny + 2ny (4.1)

y el de colores como

Cc="n1 + N9 (42)

De las ecuaciones 4.1 y 4.2 se concluye que los valores de ¢ estan acotados:

<c<n

o3

no pudiendo considerar, por tanto, valores de ¢ menores que % ].

En algunos casos resulta méas robusta una coloracién que considera un 3-clique y un
1-clique en lugar de dos 2-cliques, esta situacion se analiza en el algoritmo, también

véase el ejemplo 4.2.

e Para valores de c menores que |7 | es necesario considerar cliques de orden superior,

puesto que los 1-cliques y los 2-cliques no permitirian resolver el problema.
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Si se consideran k-cliques, con k € {1, 2,3}, se deben verificar las siguientes relacio-

nes para n'y c:

n=mn, +2ny + 3ns (4.3)

y el nimero de colores validos

c=n;+ny+ns (4.4)

De ambas expresiones, se deduce

3c—n =2n; +ny (4.5)

de donde

3c>n (4.6)

lo que determina el minimo valor de c.

De la diferencia entre 4.3 y 4.4 se obtiene también la expresién

n—c=ny+2n3 (4.7)

de donde

ng =n—c—2ng (4.8)

De la expresién 4.4 se obtiene

n=c¢c—ng—n3>0 (4.9)
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que proporciona una cota superior para el valor de ny

ny < c—ng (4.10)

con las restricciones 4.8 y 4.10, se define el siguiente recinto:

ne+2n3=n—c (4.11)
ne +ns <c (4.12)
ng,n3 € {0,1,2,...} (4.13)

Este recinto, representado en la figura 4.1, permite determinar los valores factibles

para los parametros ny y ns.

Hay que observar que existird solucion factible siempre y cuando ¢ >

equivalente a exigir que ¢ > Z.

Teniendo en cuenta, ademas, que en el caso en que las penalizaciones sean todas iguales
y positivas interesa utilizar los cliques de menor orden posible, se acota en 3 dicho orden.
Si son necesarios cliques de orden 3, convendra que sea el menor nimero posible, por lo
que tiene sentido minimizar ns.

Al determinar este menor valor de n3 en el ejemplo 4.1, se plantea el problema de

programacion entera

Min n3
s.a ny + 2n3 =4
N9 + N3 S 3

ne,n3 € {0,1,2,...}
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7
o

ns

ny c n—=c

Figura 4.1: Recinto asociado a ny y n3
cuya solucion optima es ng =1 y ny = 2.

No es necesario, sin embargo, resolver ningtin problema de programacién entera en la
heuristica que sélo utiliza cliques de orden 3 como maximo, puesto que los valores de nq,

no v ng deben ser enteros y se verifica que el menor valor posible de n3 es
0 _
ng=|n—2-c
y los valores de ny y 1y se determinan a partir del anterior segin

No=n—c—2-n3

n=n—2-ny—3-n3

A continuacién se detalla esta heuristica que busca la c-coloracion més robusta uti-
lizando sélo cliques de orden 3 como méaximo. Con este fin se determina primero la
combinacion apropiada del nimero de 2-cliques y 3-cliques del grafo complementario y se
eligen de forma voraz a continuacion dichos cliques.

Por lo senalado anteriormente, es facil ver que:
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e ¢ >n — [%], entonces el minimo valor de n3 es cero y ny =n — c.

e c=n—[§] yn es impar, entonces el minimo valor de ng es 1y ny = [5] — 2.
n

ec<|5]y

— n es par, entonces el minimo valor de la funcién objetivo es n3 = 2(|5] —¢) y

na = |2) - 3(13) — o).

— n es impar, entonces ng = 2(|5] —¢) + Ly ny = 5] —=3([5] —¢) — L.

Si no se encuentra ninguna c-coloracién con los ng 3-cliques y con los ns 2-cliques,

entonces se hace n3 = ng + 1y ny = ny — 2 las veces que sea necesario, siempre que
N9 2 0.

Para concretar el procedimiento anterior, considérese un grafo G con 10 vértices, 5

colores permitidos y 20 aristas; por consiguiente, n = 10, ¢ = 5 y m = 20. El grafo

complementario G tiene entonces m = 45 — 20 = 25 aristas complementarias.

Segiin las formulas anteriores, ny = [n—2-c| = 0. Los valores posibles de ni,ny y n3

se recogen en la siguiente tabla:

ne | ny | ny 4+ ng +nz(=c) | ny + 2ns + 3nz(=n)

ns

01510 5 10
1135 |1 5 10
211\ 2 5 10

La determinacién de cada una de los (ng, ng, n1) cliques de orden (3,2, 1) respectiva-

mente se realiza a partir de las m aristas complementarias lo que, en el peor de los casos,

requiere identificar
m m — 3’/’L3

37’L3 N9

combinaciones de aristas complementarias.



CAPITULO 4. HEURISTICAS PARA EL PROBLEMA DE COLORACION ROBUSTATS

En el caso anterior de 10 vértices y 25 aristas complementarias se tendrian los si-

guientes valores:

ns | ne | ny | Aristas complementarias
01510 53130
1] 3] 1 38500
21 1| 2 3364900

que implica, en definitiva, analizar un total de 3456530 combinaciones de aristas comple-
mentarias.

Las dificultades computacionales apuntadas justifican la construccion de un algoritmo
de enumeracién parcial que, en lugar de buscar la mejor combinacién de (ng, ng, n1) cliques,
se quede con la primera encontrada después de ordenar convenientemente la bisqueda.

Con este proposito se ordenaran las aristas complementarias por la rigidez que aportan
si sus extremos son coloreados igualmente, es decir, se ordenan en forma creciente por la
penalizacién para que sean elegidas primero las de menor penalizacion.

El algoritmo, una vez fijados los (ng,ny,nq) cliques, elige primero los n3 cliques de
orden 3 independientes formados por las aristas de menor penalizacién, después seleccio-
na los ny 2-cliques (aristas) de menor penalizacién que sean también independientes y
completar con los 1-cliques, que no aportan ninguna penalizacion al ser vértices que no

comparten el color con ningin otro vértice.

A continuacién se presenta el esquema de la heuristica basada en los cliques de orden

3 y menores basada en las ideas anteriormente expuestas.
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inicio
lectura(n,c,H)
Ordenar las m aristas complementarias segin penalizacion
if(3¢c > n) then
ng = |n — 2¢|
ne = max{n — ¢ — 2n3;0}
ny=n-—22ny — 3ns
do while(n; >0 .AND. solucién # 1)
Determinar n3 cliques orden 3 independientes
Determinar ny cliques orden 2 independientes
if (existen nz y ns cliques) then
solucién =1
else
ny =ng+1
ne = max{n — ¢ — 2ns; 0}
ny=n—2ny — 3ns
endif
enddo
else
No existe coloracion. Es preciso aumentar el orden de los cliques.
endif
fin

Obviamente, al limitar el tamano de los cliques y evitar la busqueda exhaustiva entre
éstos, se disminuye drasticamente el tiempo de computacién pero, por otra parte, el
espacio de las soluciones queda limitado impidiendo, a veces, la determinacion de una

c-coloracién aun en el caso en que exista.

A continuacién se presentan dos ejemplos que muestran caracteristicas relevantes que
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deben ser consideradas en el algoritmo.

Ejemplo 4.2 FEncontrar las coloraciones mds robustas con 6, 5, 4 y 3 colores respectiva-
mente, en el grafo del ejemplo 4.1.

Las aristas complementarias ordenadas de menor a mayor sequn su peso Son.:

{4,6}{3,4}{3,6}{2,4}{1,4}{2,5}{3,5}{1,3}{1,5}{1,7}

sic es 6, entonces se encuentra un 2-clique de peso minimo en G¢, que es {4,6}, se pintan
tgual ambos vértices en G y los restantes con el color cuyo nimero corresponda con el del
vértice.

Si el valor de ¢ es 5, entonces hay que encontrar dos 2-cliques de peso minimo y colorear
los vértices de G como ya se explicé. Aunque a veces resulta mas conveniente encontrar

un K3 de peso minimo en lugar de dos Ky de peso minimo, como en este ejemplo.

En la siguiente tabla se presentan las coloraciones mas robustas para los diferentes

valores de c.

Ck
c|ng|ny|n| cliques 1 23456 7 |RCf
60|15 {4,6} 2341516 | .0007
51014/ {346} 2 311415 | .004
40111 ] 2] {3,4,6} {25} 3211214 | .0144
31120 {3,46} {25} {1,77 | 32 1 121 3 | .0856

Estd claro que si ¢ es menor que |5 | debe encontrarse al menos un 3-clique en G para

conseguir una coloracién véalida. En la tabla anterior se observa que la coloracion mds

robusta con n — i colores se obtiene a partir de la coloracion mds robusta con n — i + 1

colores; en general esto no sucede, como puede observarse en el siguiente ejemplo.
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Coloreando de esta manera, se puede obtener una cota inferior para la robustez de una
coloracién con n — ¢ colores, si en la ordenacién, a partir del iltimo clique encontrado en
la coloraciéon mas robusta con n — ¢+ 1 colores, se encuentra un 2-clique, si no es posible,
entonces hallar un vértice que complete un 3-clique con uno de los 2-cliques que ya se
tienen.

Lo anterior limitara el espacio de busqueda de los K5 necesarios o Ky mas K3 o K>

mas K3 mas Ky,..., que den la coloracién mas robusta en G.

Ejemplo 4.3 Se quiere encontrar la c-coloracion mds robusta, para ¢ = 4,5,6,7,8, en el

grafo cuyos parametros son los siquientes:

0 .0058 0 .0265 O .0213 .0251 O .0105
0O 0 0 .0062 O 0 0 .0034 .0024
1 1 0 0 .0084 O 0  .0100 .0072
o o0 1 0 .0130 0 0 0 0111
n=9 H=|[1 1 0 0 0 .0104 .0123 .0071 O
0 1 1 1 0 0 0 0 .0089
0 1 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0 .0061
o 0 0 O 1 0 1 0 0

Las aristas complementarias ordenadas de menor a mayor sequn su peso son:
{2,93{2,8}{1,2}{8,9}{2,4}{5,8}{3,9}{3,5}{6,9}
{3,8}1{5,6}{1,9}{4, 9}{5, 7}{4, 5}{1,6}{1, 7}{1,4}

Si ¢ es 6, se puede encontrar una cota inferior para la robustez usando la coloracion
mas robusta con 7 colores, y a partir de {5,8} se encuentra un Ky, {1,6}, sin interseccion

con {2,9} ni con {5,8}; que junto con dichos cliques permite una coloracion con 6 colores.
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Al intentar mejorar esta coloracion, la busqueda de los cliques necesarios se reduce a las
aristas que estan entre el inicio de la ordenacion y la arista {1,6}.

Las coloraciones mds robustas para los diferentes valores de ¢ son:

Ck
c|ng|ny|n| cliques 1 23 4567289 R(C%)
810|181 {29} 21345617381 0024
710215 {2,9} {58} 314526721 0095
6103 3] {1,2} {58} {3,9} 1134256 2 3 0201
50014117 {1,2} {6,9} {3,8} {57} 1135 4 2 4 3 2 0370
41113107 {3,89} {2,4} {57} {1,6} 4 21234311 0631

4.2 Algoritmo hibrido genético-voraz

Un algoritmo genético puede considerarse un algoritmo de bisqueda probabilistica ”in-

teligente” que puede aplicarse a varios problemas de optimizacién combinatoria.

Las bases teéricas de los algoritmos genéticos fueron desarrolladas por Holland [33];
la idea estd basada en el proceso evolutivo de los organismos bioldgicos en la naturaleza.
Durante el curso de la evolucion las poblaciones naturales evolucionan de acuerdo a los
principios de la seleccién natural en que sobreviven y se reproducen los mas aptos. Lo que
significa que los genes de los individuos mejor adaptados se transmitiran a los individuos
de generaciones posteriores.

La combinaciéon de buenas caracteristicas de ancestros altamente adaptados puede
producir descendientes aun mejor adaptados. De esta manera, las especies evolucionan y
estan cada vez mejor adaptadas a su medio ambiente.

Los algoritmos genéticos intentan imitar matematicamente algunos procesos adaptati-

vos del fenémeno biolégico, considerando una poblacién inicial de individuos y aplicando
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operadores genéticos en cada reproduccion, con dichos operadores se define un meca-
nismo de busqueda sin necesidad de imponer restricciones matematicas adicionales. En
términos de optimizacion, cada individuo de una poblacién es codificado en una cadena
o cromosoma que representa una posible solucién de un problema dado.

El ajuste de un individuo es evaluado con respecto a una funcién objetivo dada. A los
individuos mejor adaptados o mejores soluciones, se les permite reproducirse intercam-
biando algunos elementos de su informacién genética en un proceso de cruce con otros
individuos también muy aptos. Esto produce nuevas soluciones, que comparten algunas
caracteristicas tomadas de sus padres.

Frecuentemente se aplica la mutacién después del cruce alterando algunos genes en
las cadenas. Esto como ya se menciond, con el fin de mejorar el ajuste de un conjunto de
soluciones iniciales o soluciones de la poblacion inicial.

Los descendientes pueden reemplazar a la poblacién total, enfoque generacional (gene-
rational approach), o reemplazar a los individuos menos aptos, enfoque de estado uniforme
(steady-state approach). Este ciclo de evaluacién-seleccién-reproduccién se repite hasta
encontrar una solucién satisfactoria, para ampliar la informacién, véase [28], [33], [58],
54] v [1]

Segiin Hong et al.[34], un algoritmo genético estandar se puede resumir en la siguiente

tabla:
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inicio
Representar adecuadamente las soluciones del Problema
Generar poblacion inicial con individuos o soluciones del Problema
Definir una funcién de aptitud de los individuos de la poblacion
do while (NO se haya satisfecho el criterio de parada)
Elegir pares de individuos como padres
Cruzar los padres elegidos para obtener dos hijos
Reemplazar los padres elegidos por sus hijos
Mutar algunas caracteristicas de los individuos de la generacién
Evaluar la aptitud de los individuos de la poblacién
Seleccionar los individuos que sobreviven en la siguiente generacién
enddo
fin

A diferencia de otras heuristicas, como temple simulado o bisqueda tabi, los algorit-
mos genéticos manejan simultdneamente un conjunto de soluciones (individuos) en cada
etapa (la generacién). Esta caracteristica es compartida con una heuristica de Fred Glo-
ver, llamada biusqueda dispersa (scatter search),[27] y [54]. Las caracteristicas de cada
solucién deben ser codificadas adecuadamente (el cromosoma) de forma que al combinar
dos soluciones para producir una nueva solucion, parte de estas caracteristicas (los genes)

se transmitan a ésta.

Los algoritmos genéticos se han utilizados combinados con algoritmos voraces [20],
[24] o con otras metaheuristicas [24]; para hallar soluciones aproximadas del problema de
coloraciéon minima. Los algoritmos genéticos han permitido encontrar permutaciones de

los vértices para posteriormente colorearlos con un método voraz.

A continuacién se detallan los pasos de la construcciéon de un algoritmo genético para

el PCR.
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El primer parametro de la metaheuristica es el tamano de la poblacion, que identifica
el nimero m de soluciones que se gestionan simultdneamente. Cuanto mayor sea m mayor
serd la diversificacién de la bisqueda pero serd mas lento el proceso. Tamanos apropiados

pueden variar entre 10 y 50 individuos.

4.2.1 Representacién y funcion de ajuste

Cada uno de los individuos de la poblacién o soluciones del problema debe ser representado
a partir de un esquema que permita, ademas, valorar la aptitud del individuo o valoracién
de la funcién objetivo a maximizar (inverso de la penalizacién en el caso de minimizacién).

Un esquema natural seria el que representa cada solucién por un vector con n com-
ponentes x' = (zy, 29, ...,7,) donde cada z; indica el color asignado al vértice 7. Cada
vector corresponde a una solucion. El ajuste de un elemento o individuo se representa

por la funcién objetivo en que se intenta minimizar la rigidez de la coloraciéon

Rx)= >

{i,j}GF,Ii:Ij
donde p;; es la penalizacién de la arista complementaria {7, j}; como ya se dijo, la colo-

raciéon menos rigida es la mas robusta.

No obstante, la obtencion de coloraciones validas con esta representacion seria muy
dificil, por lo que el esquema se basard en la ordenacién de los vértices para, siguiendo

esta ordenacién, colorear vorazmente con ¢ colores el grafo.

Asi pues, el conjunto de soluciones serd el conjunto de permutaciones de n vértices.
Cada una de ellas se identificard por el vector de n componentes (iy, ..., 1i,).

Habra, por tanto, n! ordenaciones posibles de los vértices que daran lugar, con el
correspondiente algoritmo de coloracién aplicado a esa ordenacion, una coloracion del

grafo.
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4.2.2 Algoritmo de coloraciéon robusta voraz

Fijado el nimero de colores permitidos ¢, el algoritmo tratara de repartir estos colores
uniformemente entre los vértices para permitir una coloracién valida. La coloracion de-
pendera del orden de los vértices, por lo que no se garantiza la validez de la coloracion
pudiendo necesitar mas colores de los ¢ permitidos.

El esquema de este algoritmo es el siguiente:

Sea kc el tltimo color utilizado, inicialmente kc = 0

doj=1,n
Sea el k > kc (ciclicamente en {1,...,c}) el menor color valido para i,
(Si existe tal color, z; = C'(i;) =k, kc = k)
(Si no existe tal color, z; = C(i;) € {¢c,c+1,...})

enddo

Algoritmo voraz robusto

Sea x(i#) ]a coloracién obtenida a partir de la permutacién (iy, ..., 4,), el conjunto

de coloraciones es, entonces,

X — {X(i1,~~~,in> [ (i1, ... in) € Pn}

Una cuestién que se plantea es si la coloracion robusta C'g se puede obtener con el
algoritmo voraz y una ordenacion adecuada de vértices, como ocurria en el problema de

coloracién minima. En caso afirmativo, existirfa una ordenacién (i%,... i) € P, tal que
. (iR, iF) .
Cr(i) = x; Vie{l,...,n}

Sin embargo, y a diferencia del Problema de Coloracién Minima, en el que una colo-
racién minima puede ser obtenida a partir de una ordenacion adecuada de vértices y el
algoritmo voraz, en el PCR no es cierto este resultado, como se puede comprobar en el

siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.4 Sea el PCR caracterizado por los siguientes pardmetros:

1 .1 .3
0 1 .3
n =4, c=2, H =
0 0 3
0 0 0

Es fdacil comprobar que la 2-coloracion mdas robusta es

Sin embargo, al aplicar el algoritmo de coloracion voraz robusto a cualquier ordenacion

de vértices, al no tener el grafo aristas, se obtiene siempre una coloracion C verificando:

Ve(1)| = Ve(2)| =2  R(C)=04

No obstante, para grafos con un nimero suficiente de aristas es posible encontrar
una ordenacion de vértices apropiada de forma que la coloracién voraz robusta pueda

aproximar (si no obtener) la coloracién mas robusta.

En cualquier caso, dada una solucién x = z(1--) asociada a una ordenacién de
vértices, se penaliza su invalidez en el caso en que se hayan necesitado més de ¢ colores,
por lo que se define la funcién Iv(x) como el nimero de colores adicionales a ¢ que se han
utilizado. Es decir, Tv(x) = 0 si y solo si la coloracién es valida.

Su rigidez se determina por
Rx)= > py
{i,j}GF,Ii:Ij

Inicialmente, se seleccionan aleatoriamente m ordenaciones de n vértices para obtener

la generacién inicial
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de coloraciones.
Este valor m, que indica el tamano de la poblacion, es el primer pardametro de la
heuristica.

Los vectores

(Tv(x"), ..., Tv(x™)) (R(x"),..., R(x™))

caracterizan la aptitud de cada uno de los individuos de la poblacion inicial a partir de

la combinacién ponderada de la robustez y la invalidez de la coloracion segin:

A(x") = - ! - Vie{l,...,m}
R(x') 4+ P - Iv(x")

siendo P > 0 una constante de ponderacién que penaliza el uso de mas de c¢ colores.
Cuando el numero de colores utilizado no supere a ¢, la aptitud de la coloracién es el
inverso del grado de robustez. Hay que asignar a este parametro un valor suficientemente
grande con el fin de obtener coloraciones vélidas; un valor razonable para penalizaciones
de las aristas del orden de la unidad es P = 100000.

A partir de estos vectores se puede ponderar globalmente la poblacién inicial segin:

4.2.3 Operador de seleccion

Con el fin de permitir que sélo aquellos individuos més aptos sobrevivan a la siguiente ge-
neracién, los algoritmos genéticos introducen un operador de seleccién para elegir aquellas

soluciones mejores con una probabilidad mayor que aquéllas con una peor aptitud.
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Dada una poblacion en la iteracion k, el individuo i-ésimo de dicha poblacion serd

seleccionado para formar parte de la poblacién de la iteracién k£ + 1 con una probabilidad:

LA
Py =—— Vie{l,...,m}

Al seleccionar m individuos a partir de esta distribucion de probabilidad se pueden
repetir algunos de ellos.

Repitiendo este proceso indefinidamente se obtendria a partir de una determinada
iteracion k una poblacién uniforme que se iria repitiendo y en la que todos los individuos
serian iguales. Este individuo seria uno de la poblacién inicial y probablemente seria el
individuo de maxima aptitud.

Con el fin de diversificar la busqueda de soluciones, se introduce en los algoritmos

genéticos el siguiente operador.

4.2.4 Operador de cruce

Cada dos individuos de una generacién son elegidos con una determinada probabilidad p,
como progenitores que se cruzan para obtener dos soluciones que participaran de carac-
teristicas de los progenitores. Los hijos sustituiran a los padres en la poblaciéon. Se usan
los términos padre y madre para ser congruentes con el fendmeno biolégico que se imita.

Dependiendo del valor de p., tercer parametro de la metaheuristica, se conseguira una
poblacién estable con valores bajos de p. al ser sustituidos muy pocos pares de individuos
por sus hijos; por otra parte, valores muy altos de p. proporcionaran una poblacién muy
inestable al ser sustituidos los padres por sus hijos.

Los valores centrales de p,, entre 0.3 y 0.7, consiguen un equilibrio entre los extremos
anteriores.

Una forma de obtener dos hijos a partir de los padres, caracterizados por las ordena-

1 1 2 2

ciones de vértices (if,...,i) e (if,...,i2), es la siguiente:
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1. Seleccionar al azar dos nimeros j; y jo verificando 1 < j; < 7o < n.
2. El primer hijo se caracteriza por la ordenacion del padre entre los elementos 71 v 7o

3. Fuera de este intervalo, el primer hijo tendra los elementos de la madre si ha sido

utilizado el indice del padre, en cuyo caso se toma el siguiente indice.

4. El segundo hijo se construye dualmente a partir de los indices centrales de la madre

y seleccionando los otros del padre.

5. Los hijos sustituyen a los padres.

Por ejemplo, sea n =7 y sean las dos ordenaciones de vértices
(3,5,4,2,6,1,7) (6,3,4,1,7,2,5)

asociadas a los padres seleccionados.
St j1 = 3 y jo = 5, las ordenaciones de vértices que sustituirdn a las dos anteriores

son

(1,7,4,2,6,5,3) (2,6,4,1,7,3,5)

4.2.5 Operador de mutacién

Una vez que los padres elegidos han sido sustituidos por sus hijos, y con el fin de diversificar
la bisqueda permitiendo explorar soluciones que nunca podrian ser obtenidas por las
limitaciones de los individuos inicialmente generados, se modifican aleatoriamente y sin
seguir ningun patrén, algunas caracteristicas de la generacién obtenida con los operadores
de seleccién y cruce. Es el operador de mutacion.

La probabilidad de modificar alguna de las caracteristicas de cada uno de los individuos
de la generacion o poblacion en cada iteracion, p,,, debe ser pequena con el fin de asegurar

la mejora de la aptitud de cada generacion respecto de las anteriores. Un valor alto
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provocaria una gran inestabilidad de la poblacién. Un valor aceptable puede ser del orden
de p,, = 0.05.
El operador de mutacion se aplica generando para cada ordenacién que ha sido elegida

dos vértices aleatoriamente, el orden de estos dos vértices es cambiado.

4.3 Experiencias computacionales

Se han disenado dos baterias de experimentos para validar los algoritmos aproximados
descritos en este capitulo. En la primera bateria se han comparado las heuristicas con
el modelo de programacion binaria introducido en el capitulo anterior. Se han resuelto
los problemas generados aleatoriamente y resueltos por el modelo de programacién (MP)
descritos en la tabla de experiencias computacionales del capitulo 3 con el algoritmo de
cliques (clique) y con el algoritmo basado en algoritmos genéticos (GEN). Los resultados
se detallan en la tabla 1.

Los problemas a resolver en esta bateria estan, por consiguiente, limitados en su
tamafno. Con el fin de comprobar los algoritmos en problemas de mayor tamafo, se han
generado otros grafos aleatorios que han sido resueltos por las dos heuristicas anteriores.

Los resultados se detallan en la tabla 2.



CAPITULO 4. HEURISTICAS PARA EL PROBLEMA DE COLORACION ROBUSTA92

Fichero | n | c | MP clique | GEN
all04 | 10 | 4 | 3.8458 | 4.6624 | 4.4005
all05 | 10 | 5| 2.1641 | 2.3698 | 3.4005
alll4 | 11 | 4 | 3.9532 | 3.9532 | 6.2907
allls | 11 | 5 | 2.6373 | 2.6684 | 4.6809
all24 | 12| 4| 3.8274 — | 3.8274
all2d | 12| 5| 4.634 | 3.659 | 2.6904
all3d | 13| 5| 4.9117 | 5.657 | 5.8056
all45 | 14 | 5| 5.0689 | 6.1605 | 5.5329
alldd | 15| 5| 7.5935 | 6.5979 | 6.5979
allb6 | 15| 6 — 5.069 | 9.7643

Tabla 1. Experiencias computacionales

La tabla muestra la rigidez obtenida en cada uno de los problemas con el modelo
de programacién binaria (MP) y las heuristicas basadas en los cliques (clique) y en los
algoritmos genéticos (GEN). La heuristica de cliques no ha sido capaz de encontrar una
coloracién valida en el problema codificado como al124.

Para cada problema se ha subrayado la mejor solucién obtenida. Se pone de manifiesto
asi que para ejemplos pequenos no hay una heuristica —el modelo de programacién se
puede considerar asi al tener limitado el nimero de nodos— que domine claramente al

resto.

A continuacién se ilustra en la siguiente tabla las experiencias computacionales con

problemas de gran tamano, en los que los grafos alcanzan hasta 1000 vértices.
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Fichero | n ¢ | clique | GEN

al50 20 17 | 14.71 | 19.87
al75 75 25 | 20.63 | 32.12
all00 | 100 | 34 | 21.93 | 42.71
all50 | 150 | 50 | 33.90 | 67.05
al200 | 200 | 67 | 39.46 | 125.21
al250 | 250 | 84 | 50.35 | 117.86
al500 | 500 | 200 | — 407.0
al1000 | 1000 | 300 | — | 1233.0

Tabla 2. Experiencias computacionales

Se observa que la heuristica de cliques proporciona mejores resultados que la basada
en algoritmos genéticos. Sin embargo, ésta permite abordar problemas de mayor tamano
y es més general al permitir valores de ¢ < %, lo que es imposible para la heuristica de
cliques al trabajar sélo con cliques de orden 3 como maximo.

El problema al1000 tiene asociado un grafo con n = 1000 y un nimero de colores
¢ = 300. Este problema no ha podido ser resuelto con la heuristica de cliques al superar
el limite del nimero de aristas complementarias. Ha sido generado con todas las pena-
lizaciones iguales a 1.0 para que pueda ser evaluada la heuristica basada en algoritmos
genéticos. Concretamente, con dichos valores de n y ¢ el valor minimo que puede alcanzar
la rigidez —sin considerar la topologia concreta del grafo— es 1200, que se obtendria con
ng = 100 y ng = 200, cliques de orden 4 y 3 respectivamente. El error cometido estd
acotado, pues, en un 2.75%.

Se puede concluir inicialmente, y a falta de una experimentacién sistematica y mas
extensa, que para valores mayores de ¢ —y siempre imponiendo que ¢ > 2-— se comporta
mejor la heuristica de cliques mientras que para valores menores de ¢, y sin limitacion
alguna siempre que ¢ > x(G), se comporta mejor la heuristica basada en algoritmos

genéticos.
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Capitulo 5

El Problema de Coloracion Robusta

(Generalizado

5.1 Planificaciéon con restricciones de tiempo

Cuando se plantea un problema de planificacion con un conjunto de recursos limitados y
en un calendario concreto, es natural plantearse restricciones andlogas a las vistas en la
planificacién de exdmenes de la secciéon 1.2.1. Se identifica asi un grafo donde los vértices
son los elementos a planificar —las asignaturas en el problema de la seccion 1.2.1— y
las aristas unen los elementos que no pueden compartir el mismo recurso. La coloraciéon
identificard el recurso asignado.

Puede ocurrir, ademas, que la programacion de los eventos esté limitada por restriccio-
nes temporales del tipo ”dos eventos no pueden ser programados en el mismo dia”, o " debe
haber al menos dos dias entre dos eventos de un mismo tipo”; también con restricciones
de espacio como "no pueden programarse mas de k eventos en cada hora”, por disponer
de un nimero limitado de espacios. En estos casos, el problema de coloracion con el grafo
anterior no resuelve el problema; no obstante, un nuevo problema de coloracién de grafos

permitira abordarlos.

95
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Para ilustrar este problema, se introduce el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1 Se desea planificar la docencia de un titulo universitario que consta de
15 asignaturas distribuidas en 3 cursos. Cada asignatura se imparte en 1, 2 ¢ 3 horas

semanales sequn consta en la tabla adjunta:

CURSO | ASIGNATURAS | HORAS/SEMAN A
I|A,B,C 3
K 1
II|D,E 3
F,G 2
IIT|H,1,7 2
L,M,N,O 1

Por otra parte, para el citado titulo universitario se han reservado 3 horas cada uno
de los 5 dias lectivos de la semana.

El problema consiste en asignar, si es posible, las 30 horas de las 15 asignaturas entre
las 15 horas disponibles por semana. A la restriccion natural que evita la coincidencia en
una misma hora de mds de una clase de un mismo curso, correspondientes a la misma
astgnatura o distintas, se anade la restriccion de que dos clases de una misma asignatura
no pueden programarse en el mismo dia ni en dias consecutivos.

Obviamente, el numero de clases que se pueden impartir en cada hora de las 15 dispo-
nibles no podrad superar el numero de 3, puesto que en caso contrario, se impartiria mas

de una asignatura de un mismo curso.

Se introducen 30 vértices

AL AL AL BIBLBL.. NI O
que identifican cada clase XF por la asignatura X € {A,B,...,0}, el subindice de la
clase asociada i € {1,2,3}, y el superindice del curso k € {I,11,111}.
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El color de cada clase identificard la hora y el dia reservados para impartirla. Habrd,

por tanto, 15 colores vdlidos.

Sin embargo, las restricciones de tiempo no pueden ser contempladas al modelizar este
tipo de problemas con el esquema de la seccion 1.2.1. El color distinto de dos elementos
no garantiza que se verifiquen las restricciones de tiempo exigidas. Dos colores distintos,
astgnados a dos clases de la misma asignatura, pueden asociarse a dos horas consecutivas

de un mismo dia.

No obstante, el grado de rigidez de una coloracién valida permitird distinguir éstas de
forma que se fuerce una solucion que contempla las restricciones de tiempo en este tipo

de problemas de planificacién de horarios.

Una definicion natural de las aristas del ejemplo 5.1 seria aquélla que relaciona todas
las clases de un mismo curso, para evitar ser coloreadas con el mismo color, que equivale
a asignarles la misma hora y dia.

Sin embargo, esta definicion no permitiria distinguir las incompatibilidades temporales
de las clases de una misma asignatura, puesto que, o bien no se contemplan, o bien
forzarian esas restricciones para todas las clases de un mismo curso.

Con esta idea, las 15 horas consecutivas de los cinco dias de la semana se asocian
ordenadamente a los colores: el color 1 para la primera hora del lunes, el color 2 para la
sequnda hora del lunes, ..., el color 15 para la tercera hora del viernes. Se identifica asi
el parametro del nimero de colores vilidos ¢ = 15.

Por otra parte, y aprovechando la flexibilidad que incorpora en los problemas de colo-
racion el grado de rigidez, se relaja el grafo al suprimir las aristas que unen las clases de
una misma asignatura y se mantienen las aristas que unen las clases de un mismo curso
pero de distinta asignatura.

Obviamente, y para garantizar que no sean coloreadas igualmente dos clases de la

misma asignatura, deben ser penalizadas fuertemente este tipo de aristas del grafo com-
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plementario.

En conclusion, el conjunto de aristas es

FE = {{X?“, YRy [ ke {I,IIIIT}, X # Y,Vi,j}

2

definiendo asi tantas componentes conexas como cursos, y siempre que cada curso tenga
al menos dos asignaturas. En el ejemplo, hay 3 componentes conezas.
Para el problema de coloracion robusta interesa precisar cudl es el conjunto de aristas

complementarias F, que estd compuesto de dos tipos de aristas complementarias:

o {X},X}} para todo k € {I, 11,111} y VX" verificando i # j. Estas aristas estdn

fuertemente penalizadas para evitar que sean coloreadas igualmente.

Esta penalizacion fuerza la incompatibilidad real de las clases de una misma asig-

natura.

o {XF, Y]l} tales que k #1 € {I,II,II1} yVi,j. Estas aristas tienen una penalizacion

minima, 1 por ejemplo.

Con esta penalizacion se consique distribuir las clases uniformemente a las horas
disponibles evitando, por ejemplo, que todas las clases compatibles se impartieran a

primera hora del lunes.

Con este planteamiento, sin embargo, no se puede resolver el problema como un pro-
blema de coloraciéon robusta, segiin se ha estudiado en el capitulo 2, puesto que el grado de
rigidez de una coloracién se incrementa por cada arista complementaria cuyos extremos
estén igualmente coloreados, cuando en realidad hay que incrementar el grado de rigidez
cuando los colores estén suficientemente proximos para indicar que las correspondientes

clases han sido asignadas muy préximas en el tiempo.
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La solucién a este problema pasa por considerar la penalizacion de las aristas comple-
mentarias cuando sus extremos estén coloreados con colores muy proximos, en el ejem-
plo 5.1 los colores préoximos identifican asignaciéon temporal proxima.

Con el fin de poder modelizar problemas como el descrito anteriormente en el ejem-
plo 5.1, se propone un nuevo problema de grafos que generaliza el PCR, por lo que se

denominara Problema de Coloracién Robusta Generalizado, y se denotara por PCRG.

5.2 Planteamiento del Problema

Con el fin de graduar la disimilitud de los colores, se utilizard una distancia entre los

mismos. Recordando el concepto de distancia, ver Mardia et al. [48]:

Definicién 5.1 Dado un conjunto no vacio C', se define una distancia como una aplica-
cion

d : Cx(C = R

verificando las siguientes propiedades:

1. Simetria:

d(z,y) =d(y,z) Va,yeC

2. No negatividad:
d(z,y) >0 Va,yeCl

3. Identidad:
d(z,z) =0 VreC

se introduce la siguiente definicion:

Definicién 5.2 Dada una c-coloracion C€, se define una c-distancia d como una distan-

cia en el conjunto de colores {1,2,...,c}
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Un ejemplo de c-distancia es la trivial:

; 0 k=k
d(k, k') = VK € {1,2,...,c}
1 kK

Otra c-distancia puede ser la basada en el valor absoluto de la diferencia de los colores:

d'(k, k') = |k — k| Vk K €{1,2,...,c}

A partir de una c-distancia d y de una cota d > 0 se define el grado de rigidez

generalizado:

Definicién 5.3 Fijada una c-distancia de colores d, a partir del grafo G y conocida la fa-

milia de penalizaciones {p;; > 0, {i,j} € F}, se define el d-grado de rigidez generalizado

de la c-coloracion C°, siendo d > 0, a la suma de las penalizaciones de las aristas com-
7 J
plementarias cuyos extremos estdn coloreados con colores que tienen una distancia menor

0 igual d. Se denota por R‘i(C’C) :

RYC*) = > Dij

{i,}€E,d(Ce(i),Ce(5))<d

El Problema de Coloracién Robusta es un caso particular de PCRG, en el que la

c-distancia es d° y d = 0.

5.3 Modelo de programacién matematica
Con el fin de incorporar la c-distancia entre colores
d: {1,2,...,c} x{1,2,...,c} — {0,1,2,..}

y la cota o umbral d en el modelo de programacién matematica (lineal) del PCRG, se

introduce la matriz M de dimensién ¢ x ¢ definida por:
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VE K e {1,...,c}

Por ejemplo, fijado ¢ = 4, si la 4-distancia es d°, la distancia trivial, y el umbral es

~

d =0, la matriz M es:

0111

1 011
M =

1 1 01

1 110

Con la 4-distancia d* basada en el valor absoluto de la diferencia, con d=0 Yy d=1

se tienen las siguientes matrices:

01 11 0011

1 011 0 001
M: M’:

1 1 01 1000

1 110 1100

Una vez incorporados los datos de la c-distancia y la cota d en la matriz M, el PCRG
queda caracterizado por el grafo G = (V| E), el nimero de colores vélido ¢ y las penali-
zaciones {p;;, {i,j} € F}.

Las variables de decisiéon asociadas a la coloracion C¢ estan definida por:

{1 coiy=k
Ty = ie{l,....,n}, ke{l,...,c}
0 C°(i) £k

Las restricciones del modelo de programacion son las siguientes:

e L[a coloracién estd bien definida en todos los vértices:
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> wy =1 Vie{l,...,n}
k=1

e La coloracién es valida:

l‘ik—i-l'jkgl V{Z,]}EE VkE{l,...,C}

Con el fin de identificar las aristas complementarias que unen vértices con coloraciones
suficientemente cercanas, se introducen las variables auxiliares:
o — 1 si d(C°(d), C°(j)) Scf {1,7} Ef Vi) e F
0 sid(C°(i),C(5))>d {i,j}eFE
Es decir, y;; = 1 si y sélo si los extremos de la arista complementaria {7, j} € E, con
colores k = C°(i) y k' = C°(j), verifican my = 0.
Con el fin de garantizar esta propiedad se introduce, por un lado, la siguiente familia

de restricciones lineales:

Tik + Z IL’jkl(l —mkk/) < Yij + 1 V{Z,]} € E, Vk € {1,...,6}
K'=1

de forma que si existen dos colores k, k' suficientemente proximos, mg, = 0, que colorean
los extremos de una arista complementaria {i,j} € E, entonces el valor de las variables
auxiliares son y;; = 1.

Por otro lado, al considerar la funcién objetivo que penaliza las aristas complementa-

rias con colores suficientemente proximos

RYC*) = Y pijyij
{i.j}eE
al ser p;; > 0 garantizara el valor y;; = 0 excepto cuando 7 y j sean los extremos de aristas

complementarias con colores suficientemente proximos.
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1 n
Este modelo consta, si la densidad del grafo es 0.5, de n x ¢ +¢ X ¢+ —-
2 2
. 7 . . 1 n
variables. En este caso, el numero de aristas complementarias es — - y el de
2 2
. . n
restricciones es n X ¢ + X C.
2

Para el ejemplo 5.1, que tiene 115 aristas y 320 aristas complementarias y dado que
c = 15, el modelo tiene 570 variables y 6555 restricciones el cual resulta demasiado grande

para resolver de manera exracta.

Si en este modelo se hace d = 0, entonces se tiene el modelo de programacién binaria
para el PCR, lo que demuestra que el PCR es un caso particular del PCRG. En efecto, si

d = 0 no es necesario definir la matriz M y las variables y;; valdran uno si se usa el color

k y cero en otro caso.

El problema de coloracién robusta generalizado es muy flexible al permitir definir
diferentes distancias entre los colores. En el problema de un horario diario, por ejemplo,
que se repite sistematicamente, puede interesar que las asignaciones de las primeras horas
del dia, los colores 1, 2,..., sean incompatibles con las asignaciones de las tltimas horas,
los colores ...,c — 2,c — 1,¢, por lo que una c-distancia circular determinaria para una

cota fija d una matriz M del tipo

0 00 1 0 0

0 00 1 1 0

0 00 1 11
M=

1 11 0 00

011 0 00

0 01 0 00
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Por otra parte, esta matriz M permite identificar situaciones més generales que las

contempladas por una c-distancia definida en el conjunto de colores y una cota o umbral

~

d.

Concretamente, en el ejemplo 5.1, se podria fijar d =6 y utilizar la distancia d'
para evitar que una asignatura se imparta en dos dias consecutivos, el primero a ultima
hora y el siguiente a primera hora. En consecuencia el modelo impuesto garantizaria las
restricciones del problema aunque es mds restrictivo.

Definiendo de forma apropiada una matriz M, se podria obtener un modelo menos
restrictivo que el anterior y verificando todas las restricciones originales del problema.

Esta matriz Mis.15 que tendria la siguiente estructura:

0000O0OO0O1T1T1T1TT1T1TI1T1:1
0000O0OO0O1T1T1T1TT1T1TI1T1:1
0000001111 T1TT1TT1T171
0000O0OO0OO0OO0OO0OT1TT1T1IT1T11
0000O0OO0OO0OO0OO0OT1TT1T1IT1T11
0000O0O0OO0OO0OO0OT1TTT1TT1T1:1
11 10000O0O0OCO0COOT1TT1T1
M=]1111000000000T1T1:1
11 10000O0O0OO0OCOCOT1T1T1
11111100O0O0O0O0O0O0O
111111000O0O0O0O0O0O
111111000O0O0O0O0O0O
11111111 100O0O0O0°O0
11111111 100O0O0O0°O0
111111111000O00O0O00O0

El grafo de 30 vértices, los asociados a las clases de las asignaturas, tiene 3 componen-
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tes conexas, una por curso. Cada componente conexa tiene tantos vértices como clases y
todos los vértices de las clases de cada asignatura del curso estan unidos al resto de los
vértices de las otras asignaturas; no estan unidos los vértices correspondientes a clases de
una misma asignatura.

Las aristas complementarias se penalizan de forma diferente segun su origen:

e Las aristas complementarias uniendo clases de una misma asignatura se penalizan
con una cantidad suficientemente grande; por ejemplo, pxx xx = 100 para todo par
i
k

de clases de una misma asignatura X, XF.

e Las aristas complementarias que unen clases de asignaturas de distintos curso se
penalizan con una cantidad positiva incomparablemente inferior a la anterior; por
ejemplo, pxr vyt = 1 para cualquier par de clases XF, le verificando k # 1.

1277
Algunas de las aristas del grafo que corresponde al ejemplo 5.1, son {1,4}, {11,18},
{22,29} y algunas aristas complementarias con penalizacion 100 son {1,2}, {1,3}, {1,4}

y con penalizacion 1, {5,11}, {5,21} y {20,30}; el modelo de programacién quedaria

Min RJ(CC) =100y; 2+ ...+ ¥s 21+ ...+ Y20 30
S.a l‘i1—|—...+l'i15:1 Vi
VEk
Ty1+a41 <1
T115+Tg 15 <1

Too 1+ T30 1(1—my 1)+ ...+ 230 15(1 — My 15) < Yap 30 + 1

Tao 15+ T30 1(L —mus 1) + ...+ 230 15(1 — mus 15) < Yoo 30 + 1
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Observacién 5.1 Dada la similitud entre el PCR y el PCRG, y considerando la flexi-
bilidad de los algoritmos genéticos, la adaptacion de un algoritmo genético que resuelva

el primer problema se realiza facilmente de forma que pueda resolver el sequndo.

La 15-coloracion obtenida con un algoritmo genético es la que asigna los colores si-

guientes:
CURSO | CLASE COLOR | CLASE COLOR | CLASE COLOR
I Ay 1] A, 7| As 13
B 2| By 8| Bs 14
4 3| Oy 9|Cs 15
K 6
I1 D, 1| D, 7| D3 13
E, 2| Ey 8| Es 14
Fy 4| Fy 10
Gy 51 Gy 11
I H, 4 | Hy 10
L 51 Iy 11
Ji 6| Jo 12
L, 3
M, 9
N, 15
O1 14

Asignacion de colores a las clases

Fijando las asignaturas a cada una de las horas de los dias de la semana segun el color

astgnado a las clases asociadas, se tiene la siguiente tabla:
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HORA | LUNES | MARTES | MIERCOLES | JUEVES | VIERNES
1| A1) F(II) A(D) F(II) A(I)
D(II) | H(II) D(II) H(III) D(II)
2| B(I) G(II) B(I) G(II) B(I)
E(TT) | I(TII) E(1T) 1(I17) E(1T)
O(III)
3| o) K(I) c(I) J(I11) c(I)
L | (I M(I11) N(III)

Planificacion semanal de las clases

La coloracion asi obtenida es vdlida al no coincidir en una misma hora de un dia dos
astgnaturas del mismo curso. El grado de rigidez penaliza solo la coincidencia de mdas de
una clase en una misma hora, el valor obtenido para el grado de rigidez es igual a 16,
no pudiéndose alcanzar el valor minimo 15, que corresponderia a distribuir las 30 clases

uniformemente —dos por hora— entre las 15 horas disponibles en la semana.
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Capitulo 6

Enfoque Difuso de Problemas de

Coloracion

A partir del concepto de nimero difuso, y considerando que una funcién de coloracién
asigna nimeros (colores) a los vértices de un grafo, es natural plantearse qué ocurre cuando
el color asignado es un numero difuso, introduciendo asi la coloracién difusa de un grafo
nitido. También se puede uno plantear qué ocurre cuando la funcién de coloracion es
nitida pero el grafo es difuso; a partir de esta idea se plantea el problema de coloracién

minima difusa y se introduce el concepto de niimero cromatico difuso.

6.1 Coloracion difusa de un grafo nitido

Una de las formas en que se puede representar a un conjunto A es usando el concepto de
funcién caracteristica p4(-) cuyo valor uno o cero indica si un elemento pertenece o no a
A.

Sean los conjuntos V' = {wy, vq, v3,v4, 05} vy A = {v1, v3,v5}; entonces se puede escribir
pa(vr) =1, pa(vy) =0, pa(vs) =1, pa(vy) =0y pa(vs) = 1, lo que permite describir

al conjunto A con los elementos de V' acompanados del valor de la funcién caracteristica:

109
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A = {(v1,1), (v2,0), (vs, 1), (v4,0), (vs,1)}. Los elementos con grado de pertenencia igual
a cero normalmente no se escriben. Al considerar que la funcién caracteristica puede
tomar cualquier valor en el intervalo [0, 1], en 1965 Zadeh introdujo el siguiente concepto

de conjunto difuso, que generaliza al concepto clasico de conjunto.

Definicién 6.1 (Zadeh [70]) Sea V un conjunto finito o infinito de elementos denotados
genéricamente por v, entonces un subconjunto difuso D de V es el conjunto de parejas
{v,up(v)}, Yo € V donde up(v) es el grado de pertenencia de v a D. Se puede decir
que pup(v) toma sus valores de un conjunto M llamado conjunto de pertenencia, con la

funcion pp : V. — M. Esta funcion se llama también funcion de pertenencia.

Si M = {0, 1}, entonces el subconjunto difuso D se vuelve un subconjunto no difuso
o subconjunto comin, aqui normalmente se considerard M = [0,1]. En [38], se comenta

una generalizacion del conjunto M realizada por J. A. Goghen.

Considerando que la funcién de coloracién de un grafo asigna colores (nimeros) a cada
vértice, y que esta coloracion implica una determinada asignacion, es natural plantearse la
cuestion de generalizar esta asignacion permitiendo que el color sea un nimero difuso. La
coloracién difusa C' asi introducida debe asignar a cada vértice del grafo una graduacién
de cada uno de los colores seleccionados de un conjunto fijado previamente. Formalmente,

se introduce la siguiente definicion:

Definicién 6.2 Dados un grafo G = (V, E) y el conjunto finito de colores {1,2,...,c},

una coloraciéon difusa es una aplicacion

CV = (pge(l), ..., nae(c))

Es decir, cada color k, k € {1,...,c} estd presente en la coloracién de un vértice i € V

con una cierta intensidad pge (k).

Por ejemplo, si ¢ = 2, considerando los colores blanco y negro, una coloracion difusa

asignard diferentes intensidades a los colores 0 (blanco) y 1 (negro) y se obtienen las
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tonalidades de grises. Si ¢ = 3 y se seleccionan los tres colores basicos, se obtendrdn con
todas las intensidades posibles toda la gama cromdtica. En el procesador de textos La-
tex [46], los colores bdsicos utilizados son el rojo, el verde y el azul para obtener diferentes

tonalidades asignando intensidades entre 0 y 1.

Los problemas de coloracién (nitidos) se basan en la distincién de colores entre los
extremos de las aristas del grafo. Surge entonces la siguiente cuestién al definir una
coloracion difusa: ;cudndo dos colores difusos son iguales 7 Dos respuestas a esta pregunta

son las siguientes:

1. Utilizando la definicién de igualdad de conjuntos difusos de Kaufmann [38], se dira
que dos vectores de intensidades de color lge Y Heg, con ¢ colores cada uno, son

iguales si y solo si
es decir, si la intensidad del color k£ es la misma en ambas coloraciones, para todo

k.

Si al menos un k € {1,...,c} es tal que pige (k) # pigg (K), entonces los vectores de

intensidades de color correspondientes a las coloraciones Cf y C son diferentes.
Esta propuesta es muy restrictiva y haria que el conjunto de colores fuera no nume-

rable.

2. Una relacién difusa 2Ry con 2,y € Rty
palry)=e P07 P>

de acuerdo con Zimmermann [74], se puede definir por la frase difusa z e y estdin

muy prorimos, para cierto valor de F'.

A partir de esta relacién, dos valores = e y estdn muy préximos, si p15 (2, y) es mayor

que un determinado nivel a, por ejemplo, a = 0.5.
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Esta relacién no es transitiva como lo demuestra Kaufmann [38].

Se dird que dos vectores de intensidades de color, con ¢ componentes cada uno, son

equivalentes, lo que se escribird como

o~
Hée = Heg

si ,uéf(k) estd muy préximo de ,uég(k) para toda k € {1,...,c}; es decir,

e—F(u@f(k)—Ho”g (k)) > o VE e {l,...,c}

Por ejemplo, considérese que los colores primarios amarillo, azul y rojo tienen res-

pectivamente, las siguientes intensidades de color en las coloraciones

pee = (0.3,0.9,0.58) g = (0.6,0.72,0.25)

Entonces las dos coloraciones son equivalentes al nivel F' =5, ya que

11:(0.3,0.6) = 0.6376 > 0.5 15(0.9,0.72) = 0.8504 > 0.5

17(0.58,0.25) = 0.5801 > 0.5

En cambio, los vectores de intensidades Hee Y Beg = (0.8,0.6,0.3) no son equivalen-

tes debido a que pu;(0.3,0.8) = .2865 # 0.5

La generalizacion difusa del concepto de coloracion de los vértices de un grafo es
mas amplia que la generalizacion externa presentada en la seccion 1.4, pues todos
los colores pueden estar presentes en cada vértice. Se ha presentado con cardcter
descriptivo aunque no se excluyen resultados interesantes al plantear problemas de

asignacion difusa como problemas de coloracion.
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6.2 Problema de Coloracion Minima Difusa

Se repasan algunos conceptos y notacion de uso comun necesarios para formalizar el
planteamiento de este nuevo problema.

El soporte de D es S(D) = {v € V]up(v) > 0}. D es no trivial si S(D) es no vacio.
La altura de D, a(D) = maxz{pp(v)|v € V}; D es normal si a(D) = 1.

Definicién 6.3 (Zadeh [70]) Si up(v) € [0,1], se puede escoger un umbral oo € (0,1] y
se define el conjunto

Do = {v € S(D)|pp(v) = a}

como conjunto de corte al nivel o o bien o — corte.
Definicién 6.4 (Zadeh [70]) Un conjunto difuso D es convezo si
pp(Avy + (1 — Nwg) > min{up(v1), up(ve)} v, € V. X € (0,1]

Alternativamente, un conjunto difuso D es convexo si todos sus a-cortes son convexos.
Un conjunto difuso también se puede definir segiin Dubois y Prade [23], especificando

la familia C (D) = {D,|a € (0,1]} de a — cortes que es monétona, i.e.
0<a<p<1=D,D Dy (6.1)
que es una representacion de D por medio de conjuntos clasicos ya que
Vv  pp(v) = sup{alv € D,} (6.2)

Inversamente, una familia finita monétona de conjuntos {G,,,...,G,,, } cuyos pesos
«; satisfacen 6.1 forma el conjunto de o — cortes de un conjunto difuso definido por 6.2.
Para més propiedades de los a — cortes véase Kerre [39].

Desde que en 1979 Mitsumoto y Tanaka [74], introdujeron el concepto de nimero
difuso, han aparecido varios articulos sobre el tema por lo que se han propuesto muchas
definiciones, Kerre presenta en [39] el concepto més general y llega al mas especifico

agregando condiciones suplementarias sucesivamente.
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Definicién 6.5 (Zimmermann [74]) Un nimero difuso M, es un conjunto convezo nor-

malizado de IR siempre que

1. Ezista exactamente un xo € IR tal que py (o) = 1.
2. py(x) es continua por partes.

Cualquier nimero real r € R tal que p7(r) = 1 se llama valor modal de M.  Si
M es un nimero difuso con valor modal r entonces M es una representacion posible de

Pcasir”.

La primera definicién de grafo difuso la presenté Kaufmann en 1973, ver [38], a partir
de las relaciones difusas propuestas por Zadeh en 1971 [71]. En 1975 Rosenfeld [61],
presentd otra mas elaborada, también basada en las relaciones difusas y es la que se
utilizara en este capitulo.

Se consideraran grafos finitos no dirigidos, i.e., se supone que las relaciones difusas
son simétricas, lo que significa que la aristas se pueden ver como parejas no ordenadas de

vértices.

Definicién 6.6 (Rosenfeld [61]) Sea V = {1,...,n}, un grafo G = (V,0, 1) es un grafo
difuso,donde

1. 0:V — [0,1], que indica el nivel de pertenencia de cada vértice.
2. p: VxV — [0,1], que indica el nivel de pertenencia de cada arista.

Dados x,y € V, si pu(x,y) = 0 entonces no existe la arista {z,y} y si p(x,y) >0
entonces existe la arista difusa {z,y}, siendo p(x,y) el grado de pertenencia de {z,y} al

grafo G.

Los grafos difusos considerados verifican que o(v) =1V v € V, que Kéczy [42] llama
grafo con aristas difusas que se denota por G = (V,u); donde la imagen de p es un

conjunto totalmente ordenado, no necesariamente el intervalo [0, 1].
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Figura 6.1: Cruce de Calles

Definicién 6.7 Sea el grafo con aristas difusas G = (V, 1), para cada o que sea elemento
de un conjunto totalmente ordenado, se define el « — corte de G como el grafo nitido
Go = (V,E,) donde E, = {(i,j) € E|u(i,j) > a}. Ya que los grafos a tratar tienen

un conjunto finito de aristas, tendrdn un numero finito de oo — cortes diferentes.

A continuacién se presenta un ejemplo del problema de coloracion minima y poste-

riormente se definira el grafo difuso asociado.

Ejemplo 6.1 Sea el cruce de cuatro calles ilustrado en la figura 6.1. Las flechas indican
los sentidos posibles de circulacion de los automouiles.

Se trata de regular el trafico del cruce mediante semdforos que indiquen a los conduc-
tores cudndo pueden pasar. Hay que identificar el ciclo minimo del semdforo que evite los
choques, indicando en cada uno de los periodos de ese ciclo cudles son los movimientos
permitidos.

Este problema ha sido tratado por Golumbic [29], que lo estudia como un grafo de
interseccion. Otro autores, ver Stoffers [62], Opsut y Roberts [51] y Roberts [59], lo
tratan como un conjunto asignacion.

En este capitulo se estudia como un problema de coloracion minima de los vértices de
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Figura 6.2: Grafo de incompatibilidad del ejemplo 6.1

un grafo G, cuyos vértices son cada uno de los sentidos de circulacion posibles y habra una
arista entre dos vértices cuando sean incompatibles, i.e, cuando los sentidos de circulacion
correspondientes haya riesgo de colision al permitir el paso a ambos sentidos por tener el
semdaforo en verde simultaneamente.

Los vértices son AB, AD, CB, CD y DB; como puede apreciarse en el diagrama del
cruce, hay sentidos de circulacion que son compatibles, i.e., que pueden realizarse si-
multdneamente sin que haya peligro de colisiones, tales como los sentidos AD y CB.
También hay otros en los que existe un riesgo de colision, es el caso de los sentidos AD
y CD . El grafo de incompatibilidad G asi definido se ilustra en la figura 6.2.

Una coloracion del grafo, indicard con cada clase de color los trayectos que se pueden
realizar simultaneamente y con esto, qué semaforos deben tener luz verde y cudles luz roja.

La coloracion de G es la siguiente:
C(AB) =1,C(AD)=2,C(CB)=1462,C(CD)=2y C(DB)=1

de donde se concluye que el sentido de circulacion CB puede realizarse siempre, pues ser
compatible con todos, admite cualesquiera de los dos colores. Los sentidos de circulacion
AB y DB tendrdn el semdforo en luz verde cuando los sentidos de circulacion AD y CB

tengan luz roja en sus semdforos y viceversa.
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6.2.1 Numero cromatico difuso

El ciclo del semdforo en el ejemplo 6.1 depende de la definicion de incompatibilidad de
los sentidos de circulacion. Fste concepto admite graduaciones. FEstd claro que si en
este ejemplo se consideran todos los giros incompatibles, el grafo de incompatibilidad es
un grafo completo, por lo que se requieren 5 colores para pintarlos; lo que indica que
deberia haber en el semdforo un periodo de color verde para cada uno de los sentidos de
circulacion posibles, que no es una opcion prdctica. En el extremo opuesto, si todos los
giros son compatibles, el grafo de incompatibilidad no tendrd aristas y se pueden pintar
con un solo color todos los vértices; la circulacion en el cruce estaria permitida para todos

los giros, lo que tampoco es una opcion.

Situaciones intermedias se obtienen cuando el grafo se hace mds restrictivo, es decir,
limitando cada periodo de luz verde en un semdforo a los sentidos de circulacion de menos
riesgo, e.g., al realizar los trayectos AD y CD, véase la figura 6.1, hay mayor riesgo de

colisiones que cuando se recorren CB y DB.

El permitir que las variables sean palabras u oraciones del lenguaje natural o arti-
ficial (linguistic variables), es otra de las formas posibles en que se puede representar
la vaguedad, este concepto se desarrollé como un complemento del concepto de varia-
ble numérica [41]. La teoria de variables lingiiisticas fue desarrollada por L.A. Zadeh
en [73]. Esta forma de imprecisién gradia la pertenencia de una arista determinada con

calificativos tales como alta, moderadamente alta,. .., etc.

Volviendo al ejemplo 6.1, dependiendo del riesgo que implique el que dos sentidos
de circulacion se realicen al mismo tiempo, las incompatibilidades se clasifican sequn su
grado en nula, baja, media y alta, que en la figura 6.1, corresponden a los sentidos de
circulacion CB-DB, AB-CB,AD-CD y AB-CD respectivamente.

De lo anterior, el problema puede modelarse como un grafo con aristas difusas G =

(V) donde p: V. x V. — {nulo, bajo, medio, alto} y (i, j) indica el grado en que el
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Figura 6.3: Grafo difuso del ejemplo 6.1

sentido de circulacion i es incompatible con el sentido de circulacion j.
Este grafo difuso se ilustra en la figura 6.3, en el que se han senialado las aristas con las
letras a, m y b para indicar el grado de incompatibilidad alto, medio y bajo respectivamente.
La cuestion es si se puede plantear el problema de coloracion del ejemplo cuando el

grafo es difuso, asi como interpretar los resultados obtenidos.

Considerando una variante del esquema general para resolver problemas de optimi-
zacién en un ambiente difuso de Delgado et al. [21], que es usando la representacion
a — cortes para obtener un conjunto de problemas nitidos que dependen del grado de
pertenencia; al resolver estos problemas se obtienen soluciones que dependen de dicho
grado y se llaman soluciones difusas del problema.

De las definiciones 6.7y 6.1, se puede concluir que existe una secuencia A = («q, ..., ),
donde a; € IR 6 «; es elemento de un conjunto de adjetivos identificando cada «a; un
intervalo I; = (a;_1, ;) dentro del cual el o — corte, G,,, no cambia. De esta manera,
con los distintos valores de «; se genera una secuencia Z de intervalos dentro de cada uno
de los cuales se define un grafo nitido.

La solucion al problema de optimizacién se puede expresar de la siguiente manera:

. . ! ! . . . .
Existe una secuencia A = (ay, .. ., ap) de niveles de pertenencia y el conjunto de soluciones
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Figura 6.4: Geqiq del ejemplo6.1

., , . ! .7
S = {s1,...,sp} tales que sy es solucién de G,, y es 6ptima en J; = (0, a4], s2 es solucién
, . i 7 ., , .
de Gqo, y es 6ptima en J, = (o, @), -+, sp es solucién de G, y es éptima en J, =
’ ’
(apfla ap]'

Se hace notar que los intervalos .J; generalmente no coinciden con los intervalos I, €
. . !
7T definidos por los a — cortes y que obviamente, o, = ay.
./, . . . . ~ ! ’
Una solucién difusa se puede considerar como el conjunto difuso S = {(s1, @), - .-, (sp, )}
Con esta definicion cada s; de los elementos de S sera una solucién nitida que es

’ . . . . ! .
6ptima para niveles de pertenencia mayores o iguales a a; con i € {1,...,p}.

Continuando con el ejemplo 6.1, si ademds de las aristas que son incompatibles se

consideran:

1. El grafo de incompatibilidad alta G4, es el grafo nitido representado en la figura 6.2.

2. Al anadir al grafo anterior las aristas que tienen incompatibilidad media, se define

el grafo G eqia, que se representa en la figura 6.4:

Este grafo tiene numero cromdtico 3; una 3 — coloracion es la siguiente

C(AB) =163, C(AD)=3, C(CB)=1,263, C(CD) =2y C(DB) =1
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Figura 6.5: Gy, del ejemplo6.1

se observa que con esta coloracion se incrementa a tres el nimero de periodos de
color verde en el ciclo del semdforo, esta situacion no exrige tanta pericia de los
conductores como en el grafo G que parece en el ejemplo 6.1, al evitar aqui que
puedan efectuarse simultaneamente los sentidos de circulacion AD y CD ademds de

los no permitidos en el grafo G.

3. Al anadir al grafo Gpeqia las aristas que tengan incompatibilidad baja, es decir, las

aristas {AB,CB} y {AB,DB}, se define el grafo Gy,ja, representado en la figura6.5.

Ghraja tiene nimero cromdtico 3 y una 3 — coloracion es la siguiente
C(AB)=1, C(AD)=1, C(CB)=2¢3, C(CD)=2y C(DB)=3

en este caso, el numero de periodos de color verde en el ciclo del semdforo sigue
siendo tres y corresponde a los sentidos de circulacion AB y AD, CB y CD finalmente
CB,DB; el tiempo que dure en cada uno dependera, entre otros factores, del volumen

de trafico en cada sentido de circulacion.

La ventaja de los casos Gmedia Y Graja S0bre G, al que se designard por Gy, €s que
disminuyen el riesgo de accidentes, pero también tienen el inconveniente de hacer

mas lento el trdfico.
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Figura 6.6: x(G) del ejemplo 6.1

La solucién difusa es S = {(3,baja), (2,alta)} y para cada elemento proporciona el
numero cromdtico que se obtiene con el o correspondiente y ese valor de a es el mayor
con el que se puede obtener dicho numero cromdtico. En otras palabras, cada elemento
proporciona el numero de periodos de luz verde en el semdforo y el mayor nivel de riesgo
de colisiones que se corre con dichos periodos; a mayor incompatibilidad le corresponde
mayor riesgo. La solucion se puede representar en la figura 6.6.

Notar que en la solucion anterior los intervalos J; de la solucion no coinciden, como

ya se dijo, con los intervalos I, € . Concretamente, m =3 y p = 2.

A partir del esquema general de optimizacién y de estas ilustraciones se presenta la

siguiente definicion.

Definicién 6.8 Dado un grafo con aristas difusas G = (V, ) el nimero cromatico difuso
de G estard formado por el conjunto difuso no normalizado cuyos elementos son las parejas

formadas por el nimero cromdtico del o; — corte G,, y «;, con i que toma valores en

{1,...,p}.

No es dificil demostrar que el nimero cromatico difuso es un conjunto convexo no-

normalizado cuyo valor modal estd asociado con el grafo mas restrictivo.
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El problema que se plantea ahora es el de la determinacién del nimero croméatico
de un grafo difuso. Segun lo expuesto anteriormente, habra que identificar los distintos
grafos que resultan de variar el nivel @ € {aq,...,a,}, determinar el nimero cromético
de cada uno de estos grafos (nitidos) G, resultantes y componer la funcién que asocia a
cada nivel « el valor x(G,,,).

Se pueden excluir de estos calculos los valores extremos a = 0, que asignaria un color
diferente a cada vértice (el nimero cromdtico seria igual a n, el nimero de vértices del
grafo), y el valor &« = 1 que permitiria colorear todos los vértices con un tinico color, por
lo que el nimero cromético seria igual a 1.

Un algoritmo exacto que puede resolver el problema de coloracién minima para grafos

pequenos es el de Korman [43]. Para tamanos mayores habra que utilizar heuristicas.

Si en el ejemplo de conglomerados 2.2 se considera un o < 0.01 entonces el grafo
correspondiente es un grafo completo y xo(G) = 5 lo que significa que todos los puntos
estdn suficientemente retirados entre si. El conglomerado tendrd |V'| elementos.

Si « > 0.07 entonces el grafo no tiene aristas y xo(G) = 1, lo que quiere decir que
todos los puntos estdn cerca y el conglomerado tiene solo un elemento que es igual a V.
Este caso, como el anterior, carecen de interés.

Los valores de o mayores o iguales a 0.01 y menores que 0.07 dardn lugar a diferentes
conglomerados o formas en que se pueden agrupar los elementos de acuerdo a la distancia
que los separa. Las distancias pueden considerarse como el nivel de pertenencia de las
aristas y el grafo puede verse como un grafo con aristas difusas.

En este grafo se obtienen los siguientes o — cortes con sus respectivas coloraciones.

e Si o = 0.01, es decir, si se considera que dos elementos estin cerca solo si su
distancia es menor o igual a 0.01, entonces se tendrd un grafo completo menos la
arista {1,2} con xo(G) = 4. Notar que el grafo serd el mismo si « es cualquier

valor del intervalo [0.01,0.02) = I.
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Figura 6.7: G(.02,.03]

e Para o = 0.02, hay que retirar también la arista {1,3}. El correspondiente grafo se
representa en la figura 6.7. con Xao(G) = 4, como antes, el grafo no cambia si

a € [0.02,0.03) = L.

e Cuando a € [0.03,0.04) = I3, entonces al grafo anterior se le retiran las aristas

{2,4} y {4,5} vy queda el grafo en el que xo(G) = 3.
e Sia €[0.04,0.05) = Iy al grafo tiene las aristas {1,4}, {3,4} v {3,5} y xa(G) = 2.

e Para« € [0.05,0.06) = I5 el grafo tiene las aristas {3,4} y {3,5} y también xo(G) =
2.

e Sia€[0.06,0.07) = Is el grafo tiene la arista {3,5} y xa(G) = 2.

Se han identificado la secuencia de intervalos T = (I,...,Is), la secuencia de inter-
valos J = (Ji, Ja, J3) donde J; = [0.02,0.03), J, = [0.03,0.04), J3 = [0.04,0.07) y el
nimero cromdtico difuso es S = {(4,0.01), (3,0.03), (2,0.04)}, en donde también puede
verse que los intervalos de J no coinciden con los intervalos de I, que se representa en

la figura 6.8.
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Figura 6.8: y(G) del ejemplo 2.2
En las coloraciones de los dos ejemplos anteriores, el valor modal de cada coloracion
esta asociado al grafo de mayor sensibilidad o mds restrictivo, para cada uno de los o —

cortes, Go,, 1 =1,---,p.
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