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3 1. Introduccion

1 Introduccion

El objetivo de este trabajo es desarrollar las herramientas matematicas y computacionales
necesarias para utilizar la familia de distribuciones Potencial Exponencial univariante en
el marco inferencial del tratamiento de modelos bayesianos. Se presentaran técnicas de
aproximacién y simulaciéon para utilizar esta familia como generalizadora de la habitual
distribucion Normal, se estudiaran medidas de diagnéstico para poder comparar cuando
nos interesard tratar con esta familia en lugar de utilizar su restricciéon al caso particu-
lar Normal, y finalmente se estudiaran aplicaciones de esta distribucién en el marco de
modelos lineales, no lineales y longitudinales.

La utilizacién de la distribucién Potencial Exponencial en el marco de inferencia
bayesiana fue propiciada por (Box y Tiao, 1973), que la presenté como "una eleccién
més amplia de la distribucién de base”. (O’Hagan, 1979) observé su utilidad en el estu-
dio de Outliers. M4s recientemente, otros autores como (Fernédndez, Osiewalski y Steel,
1995), presentan una extensién asimétrica de esta familia, (Gémez, Gémez-Villegas y
Marin, 1998), la generalizan al caso multivariante, y (Walker y Gutierrez-Pena, 1999), en
estudios de robustez, se han interesado por ella dentro del marco bayesiano.

La principal particularidad de la distribucién es la existencia de un parametro 3 que
controla la curtosis, de manera que para valores positivos de este parametro la distribucion
es leptocirtica (més curtosis que la distribucién Normal) y para valores negativos es
platicirtica. Aunque (Box y Tiao, 1973) ya plantearon la posibilidad de considerar (3 como
variable aleatoria, como corresponde en el entorno bayesiano, los intentos de aproximacion
y utilizacién automatica de su distribucién a posteriori se vieron truncados en parte por
las limitaciones técnicas y computacionales del momento, y se restringieron en general a
la suposicién exploratoria de varios valores fijos para . Igualmente han procedido otros
autores que han tratado la utilizacion de esta distribucién en problemas de robustez mas
recientemente, como (Walker y Gutierrez-Pena, 1999), (Gémez, E. Gémez-Villegas, M. A.
y Marin, J. M., 2002)

La novedad en este trabajo consiste en suponer, en consonancia con el paradigma
bayesiano, la aleatoriedad de 3 en toda circunstancia, con las consecuencias de una
mayor sofisticaciéon en el tratamiento de todas las distribuciones a posteriori. En el
primer Capitulo se sientan las bases para poder tratar con esta distribucién. En par-
ticular, se presenta una generalizacién de la forma funcional de esta distribucion, 1til en
su tratamiento en aplicaciones, y a continuacién se plantea la utilizacién de esta familia
dentro del paradigma bayesiano. Se presentan varias técnicas para realizar inferencias so-
bre las distribuciones a posteriori de los pardmetros. Concretamente, se utiliza un método
Monte-Carlo y dos métodos para extraer muestras de la distribucién a posteriori, a través
del muestreo de Gibbs. La eficacia de estos métodos se verd comprobada a través de todo
el trabajo, mediante su utilizacién en los Capitulos 2 y 3.
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Habitualmente se utiliza la distribucion Normal en los modelos estadisticos, tanto
bayesianos como clésicos, como modelo de distribucion para el termino de error , e igual-
mente ocurre con frecuencia para modelizar simplemente la distribucién de una variable
aleatoria. Si se quiere utilizar en lugar de la distribucién Normal la distribucién Potencial
Exponencial , es necesario de alguna manera determinar si esto es pertinente, pues la
complejidad de tratamiento del modelo es mayor con esta distribucion.

En el Capitulo 2 se estudian y comparan algunas medidas de diagndstico que arrojan
luz sobre cuando se debe adoptar un modelo u otro. Como el caso Normal es un caso
particular de la familia Potencial Exponencial el problema podra ser planteado como un
problema de contraste de hipodtesis , donde la hipodtesis nula puntual es la nulidad del
parametro 3, correspondiente a la Normalidad de los datos de partida. Esta hipétesis se
rechazaria en favor de la hipétesis alternativa que corresponde a cualquier 3 distinto de
cero, es decir, la distribucién Potencial Exponencial con 3 # 0. El problema de contraste
de hipétesis nula puntual en inferencia bayesiana ha sido tratado desde diferentes perspec-
tivas, mediante la utilizacién del factor Bayes (Gémez-Villegas, Gémez,1992), (Verdinelli,
Wasserman,1998), calibracién de p-valores (Bayarri, Berger, J.,1998), o comparacién de
modelos (Carota et al, 1996). (Bernardo, Smith, 1994) plantean, entre otras posibili-
dades, abordar el problema a partir de medidas de discrepancia, que es la perspectiva
adoptada en este trabajo. Se estudiarén algunas medidas de discrepancia para resolver
este problema de contraste de hipétesis, haciendo énfasis en una medida de discrepan-
cia basada en el célculo de regiones de méxima densidad a posteriori. Se desarrollan
técnicas de aproximacién Monte-Carlo y simulacion para el cdlculo de estas medidas. Los
métodos mencionados en este Capitulo 2 se verdn finalmente comparados en un estudio
de simulacién.

La eficacia de la eventual sustitucion de la distribucién Normal por la distribucién Po-
tencial Exponencial debe ser observada a la luz de sus aplicaciones en modelos concretos.
El Capitulo 3 presenta en primer lugar como adecuar las técnicas de tratamiento de las
distribuciones a posteriori presentadas en el Capitulo 1 a los casos concretos del modelo
lineal y del modelo no lineal. En dicho Capitulo se estudia también la posibilidad de com-
parar modelos desde una perspectiva de ajuste, que se tomara como referencia anadida a
la medida de discrepancia estudiada en el Capitulo anterior, para poder evaluar la posible
mejoria del modelo al utilizar la distribucién Potencial Exponencial.

Este Capitulo 3 se centra en tres aplicaciones sobre datos reales: el estudio de un
modelo lineal sobre datos quimicos, la comparaciéon de dos modelos no lineales en un
experimento de agricultura y finalmente el estudio de comparaciéon de dos modelos lon-
gitudinales sobre datos médicos de SIDA, que pone a prueba la utilidad de trabajar con
esta familia de distribuciones en este tipo de modelos.

Finalmente se incluye un Capitulo de Conclusiones que recoge algunos aspectos técnicos
observados en el tratamiento de esta familia de distribuciones y que pone de manifiesto
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la aplicacién y utilidad de esta familia en el marco de estudios de robustez en inferencia
bayesiana.
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2 Revision de la distribucion Potencial Exponencial
univariante

2.1 Introduccion

La distribuciéon Potencial Exponencial sirvié como base a (Box y Tiao, 1973) para aportar
una mayor flexibilidad respecto a la distribucién normal en la modelizacién de datos.
Tiene la particularidad de englobar a las distribuciones Normal y Laplace, pues contiene
un parametro relacionado con su curtosis, lo que la hace interesante al tratar datos con
mas 0 menos curtosis que la distribucién Normal. Desde entonces ha sido utilizada sobre
todo en el campo de la inferencia bayesiana. (O’Hagan, 1979) comenta su utilidad en
el estudio de Outliers. (West, 1987) presenta una representacién de la familia como una
mixtura de escala distribuciones normales. (Gémez-Villegas, 1988) la utiliza en el contexto
del contraste de hipdtesis bayesiano.

Otros autores la emplean , en la linea de Box y Tiao, en estudios de robustez bayesiana:
as{ (Ferndndez, Osiewalski y Steel, 1995) la presentan en el contexto de las distribuciones
v-esféricas y elaboran una extensién asimétrica para esta familia. (Gémez, Gémez-Villegas
y Marin 1998) y (Marin, 1998) elaboran su versién multivariante y utilizan esta versién
en aplicaciones en modelos dindmicos. (Walker y Gutierrez-Pena, 1999) la utilizan en un
problema de seleccién de modelos. Desde el punto de vista clésico, (Rahman y Gokhale,
1996) plantean cémo estimar los pardmetros de esta distribucién via simulacién.

Salvo en aproximaciones puntuales, como ocurre en (Box y Tiao, 1973), (Gémez-
Villegas, 1988), o Marin (1998), la orientacién general del tratamiento bayesiano de los
autores que han tratado esta distribucién es plantear el pardmetro 4 como "fijo y des-
conocido”, actuando en las aplicaciones de manera exploratoria, variando el valor de
este parametro y observando sus consecuencias en la modelizacién de los datos. Este
planteamiento es en cierto modo contrario al paradigma bayesiano, pues si se consideran
los parametros de centralizacion 6 y escala ¢ como aleatorios, igualmente ha de ocurrir
con el pardmetro de control de curtosis 3, dentro de la misma distribucion.

El planteamiento de J como aleatorio nos permitiria en primer lugar realizar inferen-
cias mas apropiadas sobre las restantes distribuciones a posteriori; en particular sobre la
distribucion a posteriori de . También nos permitiria elaborar hipotesis sobre cuestiones
relativas a la normalidad de los datos y a su curtosis, y estudiar con més flexibilidad
el tratamiento de outliers en nuestros datos. Desgraciadamente este tratamiento no es
directo analiticamente, y la ausencia de técnicas para poder abordar este problema desde
el punto de vista practico ha supuesto una limitacién para su tratamiento en aplicaciones.

Este trabajo pretende rellenar esta laguna , aportando y verificando técnicas que
permitan tratar al pardmetro § como una variable aleatoria y por lo tanto estudiar las
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distribuciones a posteriori de los tres parametros que consideramos en la distribuciéon. En
este primer Capitulo se presentaran estas técnicas. En la Seccién 2.2 se expone la forma
funcional usual de esta distribucién, y se aporta una generalizacién de ésta que permitira
un tratamiento mas flexible de ella en desarrollos posteriores. En la Seccion 2.3 veremos
una propiedad de representaciéon por mixturas de esta familia, utilizada a lo largo del
presente trabajo, y veremos la forma de sus extensiones asimétrica y multivariante. En la
Seccién 2.4 se elaboran técnicas de generacion de muestras de esta familia, tanto para la
foirma usual de la funcién de densidad completa como para la cola de la distribucién, para
su version asimétrica y para su versiéon multivariante. La Seccidon 2.5 presenta algunas
posibilidades para el planteamiento de las distribuciones a priori sobre los parametros. En
la Seccion 2.6 se desarrollan técnicas para el tratamiento de las distribuciones a posteriori
. En particular, se estudian aproximaciones via Monte-Carlo, generacion de muestras a
posteriori a través de la utilizacién del algoritmo de muestreo de Gibbs, y utilizacién de
la representacién por mixturas de la familia para generar muestras también a partir del
mismo algoritmo.

2.2 Forma funcional de la distribucion Potencial Exponencial

Esta distribucién continua, que denotaremos PE(0, 0, 3), fue presentada en (Box y Tiao,

1973) bajo la forma:

y—0

g

Py |0,0,8) = w(B)o" exp (1.1)

()

2/(1+B)]

con —o<Yy< 400, —w<l<+o0, —1<FG<1,0>0

donde

(1 + ﬂ)] }1/(1+l3)

w() — —ATBA+AN
(1+8) {T3 1+ B}

siendo los parametros # y ¢ respectivamente la media y desviacién tipica de la poblacion.

El pardametro 3 puede verse como una medida de kurtosis, y es tal que la distribucion es
una Normal (0, 0) cuando 3 = 0, doble exponencial cuando § = 1 y Uniforme en el limite
cuando § — —1.
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g=1 f=3

Figura 1.1. Densidad de la distribucién Potencial Exponencial para diferentes valores de (3,

con =0, 0 = 1.
Parametrizaciones sobre 3

El pardmetro de kurtosis puede ponerse en la forma ¢ = con q perteneciente al

2
1 )
intervalo (1, 00). El dominio de los pardmetros (3 (y alternativa;rfente q) puede extenderse
a (—1,00) (alternativamente, a (0,00)), dando lugar a la distribucién Uniforme en ambos
extremos de los intervalos citados. La justificacién para adoptar la forma ﬁ en (—1,1] se
basa en que lleva a la distribucién Uniforme y a la doble exponencial respectivamente en
sus extremos, adoptando la distribucion Normal en el centro del intervalo. De este modo
la distribucién de la poblacién sera leptociurtica para § > 0 y platicirtica para § < 0.
Esto no impide que para casos particulares se pueda optar por unas u otras extensiones

del dominio del parametro de kurtosis.
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2.2.1 Generalizacion

La representacién de la distribucién Potencial Exponencial presentada en (1.1) se puede
generalizar variando ¢(3) y w(3) segin la siguiente propiedad:

Teorema 1.1.

Sea ¢(3) = cualquier funcién positiva y acotada para todo —1 < 3 <1

Entonces, tomando w((3)

1) La expresién (1.1) es la funcién de densidad de una variable aleatoria Y
2) La esperanza de esta variable aleatoria es F[Y] = @ y su varianza es

A+,
T[3(1+ B)le(B)+e

Demostracién.

V(Y) =

Utilizaremos para la demostracién la siguiente propiedad:

Paraa >0,p>0,a >0,

fajpflefamadaj — éa—p/a:[‘(%) (12)
0
1) Aplicando el cambio de variable x = Y=Y tenemos
o
7 y— 0[O
/ w(Bo exp | —c() ‘ o dy =
oo B
— [ w@)exp [e() o 7] dz = 20(8) [ exp [=c(8) a1 da
oo A

Llamando en (1.2) p=1,a=¢(3) y & = 2/(1 + ), queda finalmente

“+o00

2w() / exp [—c(8) o] dw = 20(8) 15 2(8) - T(L2)

0
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Para que se trate de una funcién de densidad esta expresion ha de ser igual a 1, lo que
se cumple si y sélo si

¥
C 2
w(B) = =5

2T[5(3 + B)]
que es la condicién impuesta en el enunciado.

7 y — 02/
2) B(Y) = /w(ﬂ)olyexp —c(f) ‘T dy
Haciendo el cambio de variable x = y— tenemos
00 “+o0

BOY) = w(@)o [ wexp [~c(9) o] dy+0 [ w(s)exp [~e(3) o] ay
En esta expresign , la primera integral se anula }; la segunda es # multiplicado por la
integral de la funcién de densidad de una Potencial Exponencial con 6 =0y ¢ = 1, con

lo que E(Y) = 0.

se tlene

Por otra parte, haciendo el mismo cambio de variable z =
o
+oo +oo

B = w()o? [ a?exp [c(9) o) dy+200() [ wexp [~e(3) o 4] ay+

—|—9270w(ﬂ) exp [—c(ﬂ) ]a:]Q/(HB)} dy =

“+o00

= 2w(f)o? / x? exp [—c(ﬂ) ]a:]QKHB)} dy + 0

0

La integral se calcula con la propiedad (1.2), tomando p = 3,a = ¢(8) y o = 2/(14+ ),
quedando finalmente
B(Y?) = 2w(B)o*E2e(p) "3 TG + 07

y, por lo tanto,

V(Y)=E(Y?) - E(Y)? =

<

Utilizando esta propiedad se puede definir esta versién generalizada de la familia Po-
tencial Exponencial:
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y—0

g

(1.3)

2/(1+8)
ply | 0,0,8) =w(B)o Lexp [—c(ﬂ) ‘ ]

con —0 <y <400, — << 40, —1<f<1, >0

donde ¢(3) es cualquier funcién de 3 positiva y acotada, y

()%

v = SiE o)

La expresion de la distribucion Potencial Exponencial presentada inicialmente es un
caso particular de esta familia de distribuciones, en el que se toma

o(8)= {r[?l +5) }”““” |

La generalizacién presentada tiene el inconveniente de que la varianza de la variable
aleatoria depende de los dos parametros o y (3, ademas de que la variable en cuestion
no tiene, en general, por qué coincidir con la distribucion Normal o Laplace para ciertos
valores concretos de . Esta propiedad dependerd en cada caso de la funcién ¢(3). Sin
embargo esta generalizacién permite una reparametrizacion interesante para un problema
que nos ocupara en el presente trabajo, que es reflejar el alejamiento de los datos de la
distribucién Normal.

1
Fijando concretamente c((3) = 5 %€ tienen las siguientes propiedades :

a) La funcién de densidad toma la forma

ply |0,0,8) = w(B)o " exp

2

(1.4)

1‘y—§

2/(1+5)
g

con —o<Yy< 400, —w<l<+o0, —1<FG<1,0>0

donde

345
2

w(@) =2 Tl5(3+0)"
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b) BlY] =0y V(Y) = sz(ﬂ

c) Cuando B = 0, V(Y) = 0% y ademés la variable aleatoria Y coincide con la dis-
tribucién Normal N(6,0?) .

I

ND [N [

A la hora de trabajar con la distribucién potencial exponencial con fines de inferencia ,
se podré utilizar la parametrizacién inicial y por lo tanto el ¢(3) dado en la definicién (1.1)
de esta familia dada por (Box y Tiao, 1973), o bien fijar otro valor constante o funcional
para ¢(), como el ya indicado ¢(3) = % La eleccién de ¢(3) definird en particular la
relacién de o y (3 con la varianza de la distribucion.

El hecho de fijar ¢(3) constante simplifica los cdlculos en muchos casos, manteniéndose
las propiedades principales de la distribucién Potencial Exponencial, es decir, el hecho de
ser una distribucion simétrica que incluye a la distribucién Normal y que contiene un
parametro 3 que controla la curtosis.

En lo sucesivo, cuando sea posible se adoptard una expresién genérica de la familia,
utilizando el término ¢(3), dejando lugar asf a la libertad de poder determinar esta funcién.
Si en algin desarrollo o aplicacién es necesario prefijar ¢(3) = % para obtener resultados
mas directos y controlables, se indicara previamente.

2.3 Propiedades y Extensiones de la distribucion.

La distribucién Potencial Exponencial es simétrica respecto a # y unimodal con moda en
0 . Ademaés es log-céncava para 3 < 1.

El poder adoptar, segiin los valores de [, distribuciones simétricas con diferente apun-
tamiento, incluida la distribucién Normal, permite realizar inferencias sobre los datos
teniendo en cuenta, con mayor o menor sensibilidad, la presencia de datos atipicos .
(O’Hagan, 1984) comenta cémo esta familia de distribuciones es sensible a outliers para
# < 1 (en el sentido en que los outliers influyen en la distribucién a posteriori del pardmetro
de centralizacién aunque se aumente el tamano muestral) y, reciprocamente, insensible a
outliers para 3 > 1 (en el sentido en que los outliers no influyen sensiblemente en la dis-
tribucién a posteriori del pardmetro de centralizacién si se aumenta el tamano muestral),
independientemente de la distribucion a priori que tomemos sobre el parametro. Estas
propiedades hacen que la familia sea especialmente interesante en Inferencia Bayesiana
con problemas de Robustez.

A continuacién se verd una propiedad de representacién de esta distribucién, que se
utilizara en las aplicaciones.
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Teorema 1.2 (Representacién de la Potencial Exponencial como mixtura de Uniforme
y Gamma).

SiU=T(1+ %, 1) y V.=U [-1,1] ,independientes, entonces la variable aleatoria

% 148 - . .
Y = ——5 VU™ + 0 se distribuye como una Potencial Exponencial PE(0,0,D).

c(B)

Demostracién.

Al ser V =U [-1, 1], tenemos que

g 148 g 1+8
Y| U=Ul - —U7 0+ ——U>
| ( e(B)= c(B) = )

Bastara ver que p(y) = [ p(y | u)p(u)du es la expresién de la funcién de densidad de
una Potencial Exponencial PE(0,0, ().

Como
st i
c(B)> y—Q‘ U\ et ‘y—Q =
u) = , < > = u>c
bl ) = S eon |20 < (2 )]
Yy

_ 1
plu) = r(ZGo) -

to|+
iR

tenemos que

S p(y | w)p(u)du = DT uE e udy =
ooy 22 T(F3+5)
([T
c(p)5 gy g ()5 y— 020
- e tdu = - exp | —c(9)
20T (1(3 + 9)) ) 20T ((3 + 1)) o
(o) 2 T

que es la expresion de la densidad de una distribuciéon Potencial Exponenciale

Esta propiedad, aparte de dar lugar a un sencillo método de generacion de muestras
de la familia Potencial Exponencial, permite una representacion de esta familia mediante
mixturas de Uniformes y Gamma que toma la siguiente forma:

a 148 g 148
Y|U0,8,0=U0-——U7z 04+ ——U72
o= ey o
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1
U] B =T(E+ ).
Se verifica por el Teorema 1.2 que Y | 0,0, = PE(0,0,5).

Esta representacion permite abordar la extraccidon de muestras de la distribucion a
posteriori p(6,0,3 | y) mediante el método de muestreo de Gibbs, como veremos en la
seccién 4. Esto nos permitird realizar inferencias sobre 6, 3y o . Ademads, el estudio de la
distribucion de los valores de la variable de mixtura u nos permitiria estudiar la presencia
de outliers en nuestros datos (Walker, S.G.y Gutierrez-Penia, E. (1999)).

2.3.1 La distribucion Potencial Exponencial Asimétrica.

La distribucién Potencial Exponencial pertenece a la familia exponencial y a su vez a la
familia mds amplia de las distribuciones [, esféricas. (C. Fernandez,1995) presenta una
variante de la Potencial Exponencial, la Potencial Exponencial Asimétrica, con densidad

cexp(—4(y | o) siy > 0
cexp(—1(—oy)¥ A iy < 0

p(ylo,ﬁ)z{
con-co<y<oo,—1l<fg<oo,0<o<

y

1
¢t = 2HAPT(L 4+ L) (o 4 )

Esta distribucién coincide con la distribucién Potencial Exponencial PFE(0,1,3) si
o = 1. Para 0 # 1 es asimétrica respecto de 0 (aunque se puede anadir también un
pardmetro de centralizacién @ y hacerla asimétrica respecto a ). En esta familia el
coeficiente de asimetria no depende sélo de 3, como ocurria en la familia presentada por
(Box, Tiao, 1973), sino que es también funcién del pardmetro de escala 0. En la notacién
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original del autor, se fija g = %
Cilusents | geubet
g=1,0=05 g=1,0=4
1=30-05  q—to—4

Figura 1.2. Distribucién Potencial Exponencial Asimétrica. § = 0

La distribucién Potencial Exponencial Asimétrica pretende extender el modelo Poten-
cial Exponencial permitiendo modelizar también una posible asimetria en los datos. Para
contener realmente a los modelos simétricos de la Potencial Exponencial seria necesario
establecer un pardmetro de escala adicional (en el caso 0 = 1 sélo estarfamos en presencia
de una Potencial Exponencial Simétrica con pardmetro de escala ¢ = 1). Esto anadirfa
un esfuerzo adicional al problema de la deduccion de las distribuciones a posteriori de
los parametros, dificil de por si por la forma funcional de la densidad, que depende de la
situacion de y respecto de la moda, en la recta real.

2.3.2 La distribucion Potencial Exponencial Multivariante
Una generalizacién multivariante de esta familia puede verse en Gémez, Gémez-Villegas
y Marin (1998), y est4 definida por

nl(%)

9727 = n (1
P 10.3,0) = Ly

exp(~5 (s~ 0)S(y — 0))")
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donde y es un vector n dimensional, 8 es un vector n-dimensional de parametros, 3
es una matriz definida positiva de pardmetros y J estd definido en (0,00). Para 5 = 2,
con la notacion utilizada, coincide con la distribucién Normal Multivariante.

PE bivariante, 3 = 0.25 PE bivariante, 3 = 10

Figura 1.3. Distribucién Potencial Exponencial Multivariante

2.4 Generacion de muestras de la distribucién Potencial Expo-
nencial

2.4.1 Muestras de la distribucién Potencial Exponencial

Utilizando el Teorema 1.2, se puede establecer un método para extraer muestras de la
distribucion Potencial Exponencial :

[Generacidn de muestras de la distribucidn Potencial Exponencial PE(0, 0, ()]
1. Generar V de una I'(1 + #), U de wna U(—1,1)

2. Y — UV 40
c(B)2

La muestra obtenida y proviene de una potencial exponencial PFE(0, 0, (3).
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Figura 1.4. Simulacién de la distribucién Potencial Exponencial para diferentes valores de (3,

con =0, 0 = 1.

2.4.2 Muestras de la cola de una Potencial Exponencial

En ocasiones se necesitaran extraer muestras de la cola de una Potencial Exponencial.
Para ello se pueden generar valores directamente de esta distribucion y rechazar aquellos
que no caen en la cola, pero este modo de proceder puede ser muy ineficiente en casos en
que las colas tienen una probabilidad asociada relativamente pequena. En este apartado
presentaremos un método mas rapido para simular valores de la cola de una distribucién
Potencial Exponencial PE (0,0, 3) , es decir, valores de la Potencial Exponencial truncada
en un punto a, X > a (para simplificar supondremos a > 0, y para.la otra cola se razona
por simetria, asf como para simular de ambas colas o de un intervalo central).

Supondremos para simplificar la notacién ¢(3)==, aunque el método se puede aplicar

1
2
con cualquier ¢(f3).

Para z > a > 0, se sabe que
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1 2/(1L48)-1 | . _

exp(—§

x—0

g

2/(11.9) a0
) < eXP(—g‘

g

=exp(—C(z —0)), paraz >a >0

— _ p|2/+8)-1
Donde C' = 553/ (17 5) la — 0|

Por lo tanto podemos utilizar el método de rechazo (Devroye, 1984) para generar
muestras de la cola de una Potencial Exponencial. La versiéon mas sencilla del algoritmo

de rechazo es la siguiente:

Supongamos que el objetivo es extraer muestras de una distribucién f(y) cuya forma
analitica es conocida y sabemos extraer muestras de una distribucién ¢g(y) y conocemos
ademds una constante ¢ tal que f(y) < cg(y) para todo y.

[Algoritmo de rechazo |

1. Extraer una muestra y de g(y) y u de U(0,1)

_ o)
2. Hacer t = o)

3. Siut <1, aceptar ¥ como una muestra de f(y) Si no, rechazar ¥ y volver al Paso 1

Para poder aplicar el algoritmo pueden conocerse solamente las formas analiticas de
f(¥) v 9(y) a menos de una constante de proporcionalidad, sin que varfe el resultado del
algoritmo, aunque estos casos se tiene menos control sobre la constante de rechazo. En el
presente trabajo hemos utilizado esta propiedad en la mayoria de los métodos de rechazo,
comprobando empiricamente el funcionamiento del algoritmo en pruebas de simulacién
para observar su eficiencia.

En nuestro caso aplicaremos el algoritmo generando en primer lugar muestras de la
distribucion Exponencial Truncada en a, y a continuacién rechazando las muestras =
obtenidas utilizando la razén de la funcién de acotacién y la funcién acotada,

1a—@|Y0F9= 114 g
exp(—5 |~ —)
t U2 — 0 |2/040)
exp(—5 |2 )
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[Generacion de muestras de la cola de una Potencial Exponencial]

1. Generar un valor z de la distribucién exponencial Fxp(C') truncada en X > a
2. Generar un valor % de una U(0,1)

3. Calcular ¢ segin la expresién citada. Si ut < 1, aceptar . En caso contrario, volver al

paso 1

2.4.3 Muestras de la distribucién Potencial Exponencial Asimétrica

Se puede establecer también un método de simulacién para la familia Potencial Exponen-
cial Asimétrica, utilizando algunas de sus propiedades:

[Generacidn de muestras de la distribucidn Potencial Exponencial Asimétrica

PEA(0,0,0)]
1. Generar U de una Uniforme (0,1)
2. Generar V de wna I'(, 1)
3. Y, — —1yTs

Y, oVTE

4. S i/ <
1 P 118 P

Entonces Y «— Y, + 6
Sino, Y «— Y, + 0

Teorema 1.3. Las muestras obtenidas con el algoritmo presentado provienen de una
distribucién Potencial Exponencial Asimétrica.

Demostracién-. En (Devroye, 1984) se puede ver que si se sabe generar una muestra
de la variable aleatoria (YY) con densidad h, dado que Y tiene densidad f, y (V) es
una funcién regular cuya derivada tiene, por ejemplo, signo positivo en (0, 00) y negativo
en (—o0,0), puede generarse una muestra Y con densidad f de la siguiente manera:
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1. Se hallan las soluciones Y7 v Y5 a la ecuacién V = 4 (Y’), de manera que Y7 = [(V)
es la solucién en(-00,0) y Yy = (V) es la solucién en (0, 00).

F()

2. Dada V generada con la densidad h, se toma Y; con probabilidad p = )
1

Y, con probabilidad 1 — p, con

)= e 0+ | e

como densidad h de 1(Y"), deducida utilizando el Teorema del cambio de Variable.

En el caso que nos ocupa, si y tiene densidad Potencial Exponencial Asimétrica,
definimos

YY) =v=(y]0)00)(¥) + U(=y)L(s00)(y)
= U1](0,00)<y) + U2](foo,0)<y)

Asi, la densidad en v queda

f(v] 7,9) = cexp(~5v)

Por el Teorema del Cambio de Variable, si y > 0,

1_
v=(y|o)?, |dy/dv] = Zva!
y

fw]o,qy>0)xvi!

Il
ﬂ
P
ND =
=
g

exp(—%v)
Andlogamente, si y < 0,

v =09(—y)", |dy/dv| = Lvi*

y

-1

)

como v = v11(0,00)(Y) + Vad(_00,0)(y) tenemos que

1
fw]o,qy<0)ocvi exp(—zv) = I

ND =
=

I
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es

pvlo,q)=p|o,qy>0)ply>0|0,q)+pv|o,qy<0)ply<0|o,q) =

o? 1
=02+1p(vIU,q,y20)+02+1p(vIU,q,ySO)Z
o? 1 1 1 1

Lo + v
o241 P(l)gﬁ
q

“ e =1

Asi; v = 9(y) tiene densidad 1—‘(%, %) Ademas,

¥ (y) = —qo(—y)*! <0 para y € (-o0,0)

y

Y'(y) = Ly? ' > 0 paray € (0,00)

Por otra parte, las soluciones Y7 y Y5 a la ecuacién V = ¢(Y) son
Y, = —%W para y € (—o0,0)

y

Yy = o¥/V para y € (0, 00)

Es facil ver que la probabilidad p mencionada en el Algoritmo de generacién propuesto
en nuestro caso, de la forma

1
1+ 0% () Texp[—1((2)7 — 09(=Y;)9)]

p

con lo cual queda concluida la demostracion.o

Se recoge una aplicacién de este algoritmo para distintos valores de g en la Figura 1.5.
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uuuuuuu
uuuuuuuu

nnmﬂHHHHN L. Lo HHHHHHHWW

L wr

q=050=05 q=050=4

Figura 1.5. Simulacién de la distribucién Potencial Exponencial Asimétrica, 8 = 0

2.4.4 Muestras de la distribucion Potencial Exponencial Multivariante

Un método para simular muestras de la distribucion Potencial Exponencial Multivariante
estd expuesto en Gémez, Gomez-Villegas y Marin (1998). Toma la siguiente forma:

[Generacion de muestras de la distribucién Potencial Exponencial Multivariante PE(0,%, 3)]

1. Calcular una matriz A tal que AA=%

2. Generar U uniformemente en la esfera unidad en R"

w

. Generar U uniformemente en la esfera unidad en R"

e

. Generar S de una I'(1, M)

. R — (25)%"

ot

6. Y — 0+ ARU
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El vector obtenido Y proviene de una distribucion Potencial Exponencial Multivariante

PE(O,3, ).

r

LA | F'f‘“ |

PE bivariante, § = 0.25 PE ijarja_-({ge’ ﬂ =10

Figura 1.6. Muestras simuladas de la distribucién Potencial Exponencial Multivariante

2.5 Eleccion de las distribuciones a priori

En (Box, Tiao, 1973) se presenta el modelo a priori con los tres pardmetros independientes.
Aunque la independencia a priori entre el pardmetro de centralizacion 0 y los pardmetros
de escala 0 y ( es razonable, es necesario profundizar en la independencia a priori entre los

dos pardmetros de escala ¢ y 3. Una posibilidad es proponer log ¢ Uniforme (p(c) = ;)

1
e independiente de 3; es decir p(o, 3) = —p(3). Esta opcién, ademds de ser natural en el
o

marco de una familia de centralizacion y escala, pues corresponde a la obtenida mediante
la regla de Jefireys cuando se consideran fijos los demés pardmetros, permite reducir
sustancialmente los calculos mediante integracién en ¢, y adoptar con mas flexibilidad las
distribuciones a priori p(3) y p(0) .

Por lo tanto, adoptaremos a partir de ahora este criterio, tomando

1
p(0,0,08) < ~p(0)p(f)
Distribuciones a priori sobre 6

Tanto (Box, Tiao, 1973) como (Marin, 1998) y (Ferndndez, 1995) (ésta tltima en
el contexto de la extensién Asimétrica de la distribucién) plantean como distribucién a
priori sobre ¢ una distribucién no informativa p() o cte. Esta distribucién corresponde
a la distribucién obtenida mediante la regla de Jeffreys cuando se consideran fijos los
parametros o y 3. Posiblemente el hecho de no disponer de distribuciones conjugadas para
0 limité el anélisis Bayesiano de la distribucién en (Box, Tiao, 1973), que s{ adoptaron el
modelo Normal a priori para el parametro de centralizacién en el contexto de Normalidad
de los datos. Si bien es cierto que los métodos de aproximacion e Integracién Numérica
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aplicados en su estudio, resolvian parte de los problemas numéricos planteados en el
céalculo de las distribuciones a posteriori de la Potencial Exponencial, con el método de
Monte-Carlo y los métodos de simulacién presentados en este trabajo es posible llegar a
resultados a posteriori partiendo practicamente de cualquier distribucién p(6), dejando el
terreno abierto a cualquier aplicacién practica en la que se disponga de informaciéon mas
0 menos precisa sobre 6.

Por lo tanto en este trabajo utilizaremos la distribucién a priori genérica p(¢) , continua
y acotada, con dominio en (—o0, +00).

En aplicaciones particulares podremos plantear en algiin caso una distribuciéon no
informativa para @, restringiendo su dominio a un rango arbitrario suficientemente amplio

Distribuciones a priori sobre (3

La versatilidad del pardmetro J reside en primer lugar en la posibilidad de asignarle
un valor fijo, pretendiendo con ello modelizar los datos con distribuciones con colas més o
menos pesadas, o distribuciones mds o menos alejadas de la Normal o de la Uniforme en lo
que se refiere a la curtosis. Asi, (Box, Tiao, 1973) dedican parte de su trabajo al estudio
de la distribucién con  conocido. Aunque se pueda objetar que la interpretacién sobre los
valores del pardmetro diferentes de 0, —1 o 1 puede ser oscura (no se sabe qué significado
en términos reales tiene un valor para 3 como 0.63345), la posibilidad de ajustar mejor la
forma de la distribucion a los datos de que se dispone en casos concretos puede ser valiosa,
como comenta (O’Hagan, 1984) al presentarla como un modelo interesante en cuanto a
datos con Outliers.

El interpretar  como variable aleatoria permitird contrastar y enriquecer con los
datos la opinién inicial sobre J aportada a través de la distribucién a priori. Esta infor-
macién sobre 3 es, en realidad, informacién sobre el apuntamiento de los datos. Algunas
posibilidades son:

e Suponer los datos Uniformes, lo que equivale a tomar una distribucién sobre 3 de

la forma con moda en el limite para § — —1.

1
(1+8)P

e Adoptar una distribucién Uniforme (no informativa) sobre 3, p(3) = cte, dejando
a los datos, mediante la distribucién a posteriori sobre 3, la responsabilidad de
aportar toda la informacién sobre este parametro.

e Finalmente (Box, Tiao, 1973) proponen

I'(2a)

T A S 1< As ez

p(3) =
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que es un modelo Beta-simétrico extendido al intervalo (—1,1]. Es una distribucién
unimodal con moda en (3 = 0, (que corresponde a suponer una distribucién Normal inicial
sobre los datos) y valores § — —1 y 8 = 1 en los extremos, relativos a las distribuciones
Uniforme y Laplace respectivamente. El pardmetro a permitird ajustar el apuntamiento
de esta distribucién a priori. A medida que a aumenta la distribucién es més apuntada,
tendiendo hacia una funcién § en 3 = 0 cuando a — o, con lo cual se asumiria Normalidad
de los datos independientemente de la informacién aportada por la muestra.

Es sencillo deducir un generador para esta distribucion, cuya utilidad reside en los
métodos de estimacion de densidades a posteriori que se veran mas adelante.

[Generacidn de muestras de la distribucidn Beta Simétrica (—1,1)(a)]

1. Generar U de una Uniforme U(0,1)

2. Generar V' de una Beta B(%, a)

3. 81U < %,Entonces B VV.Sino, g+ —VV

Teorema 1.4. Las muestras obtenidas provienen de la distribucién Beta Simétrica
presentada.

Demostraciéon-. De la forma simétrica de la distribucion se deduce que basta en-
contrar un generador para la variable restringida al intervalo (0,1), sorteando después con
idéntica probabilidad la muestra obtenida entre los intervalos (-1,0) y (0.1). Para obtener
una muestra de la distribucién restringida a (0,1), basta realizar el cambio de variable
v = 3% en la funcién de densidad, lo que da lugar a una distribucién ﬂ(%,a) para V.
El cambio se deshace en el algoritmo, con 3 = /v . En el algoritmo, se asigna el signo
positivo o negativo con idéntica probabilidad a través de la distribucién Uniforme.
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Figura 1.7. Distribucién Beta Simétrica(-1,1)

Aunque la idea original de adoptar esta distribucién radicaba en que la moda 3 = 0

estaba situada en el centro de un intervalo con dos distribuciones de referencia en § — —1
y 3 =1 el dominio de J se puede extender a (—1,00), adoptando los datos la distribucién
Uniforme en el limite en ambos extremos. Para esta extensién se puede adoptar un modelo
Gamma trasladado, con # = 3’ — 1, donde ' = I'(a,b). Los pardmetros a y b se pueden
escoger de manera que la moda de (3’ esté en el valor ' = 1, correspondiente a 3 =0y
por lo tanto a Normalidad en los datos. Esto equivale a tomar como distribucién para 3’

p(#) =T(a,a+1), con a > 0.

Figura 1.8. Distribucién Gamma trasladada, moda en 0
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2.6 Distribuciones a posteriori

En lo sucesivo supondremos que J es una variable aleatoria con distribucién a priori p(3),
0 es una variable aleatoria con distribucién a priori p(f) y ¢ es una variable aleatoria

con distribucién a priori impropia p(o) o« —, siendo las tres distribuciones sobre los

1
pardmetros independientes y por lo tanto p(6, 0, 8) = ;p(@)p(ﬂ).

En estas condiciones, si y = (¥1,...,%,) es una muestra aleatoria simple de una Po-
tencial Exponencial PE(0, 0, 3), la distribucién conjunta a posteriori de (0, 0, (3), vendra
dada, mediante

n

p(0.5.81y) = ——pO)p(A)w(B)]"o ™ exp [—cw) =

g

2/(148)
p(y) —

siendo p(y) la constante integradora, p(y) = [p(0,0,3 | y)d0dod3. En lo sucesivo,
utilizaremos generalmente la expresién de proporcionalidad

n

p(0,0,8 | y) o p(0)p(B)[w(B)] o " exp [—C(ﬂ) >

=1

y; — 0
o

(1.5)

2/(1+B)]

Nos interesard, en particular, obtener las distribuciones a posteriori marginales p(6 |
y), p(8 | y) v eventualmente p(c | y). Al no existir distribuciones conjugadas conoci-
das para [ v 0 serd necesario establecer métodos numéricos que nos lleven a correctas
aproximaciones de estas distribuciones.

Cuando se utiliza la densidad a priori p(o), la densidad a posteriori se puede reducir
en o como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.5.

p0.81y) = [p#,0,73 | y)do o (1.6)

o p(0)p(B)[w(B)]"e(8) = T(n(1+ 5)/2)(1+79) [Z; s — O/l

Demostraciéon-.
En la integral de la expresién (1.5) se aplica que:

Paraa >0,p>0,a >0,
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ofoaf(p“)e*“‘”fada: = Lo P/oT(2)
0

n 2
Tomando p = n, a = ¢() Zizl |ly; — 9]2/(1“3), yo=7 e se obtiene el resultado

del enunciado¢

Esta reduccion del parametro de escala o proviene del hecho de utilizar la distribucion

a priori p(0) = — para o, y permitird abordar con més sencillez problemas de Inferencia

sobre los pardmetros 6 y [.

Surge la pregunta de si para todas las distribuciones p(0) y p(/3) esta distribucién es
1

propia, pues hemos integrado respecto del pardmetro o, que tenfa distribucién p(o) = —
o
impropia.

Teorema 1.6.

Si p(3) es una distribucién continua y acotada en (—1,1) y p(0) es una distribucién
continua y acotada en (—o00,400), la expresién p(6, 5 | y) que aparece en (1.4) es inte-
grable en 0 y 3 y por lo tanto p(6,3 | y) es una densidad a posteriori propia.

Demostracién-.

Tenemos ffp(&)ﬂ ’ y)dBdo o
p(Op(@)[w(B)"e(8) “F2T(m(1+8)/2(1+8)D .,y — 0] )52

e (—oo,+o0) Be(—1,1)

Como funcién de 3, p(0, 3 | y) es continua en el intervalo (—1,1) para todo 0,

lim [w(B)]"e(8)" "5 = lim 27 "T(E48)=n — (2I(1))~" acotado,
pg——1 f—-1
y ademads el término [Zil |y; — 9]2/(”5)]*"(1;5) estd acotado para todo 0:

by < [30 g — 00Ot g
=1

con

ki = Min{(n|Max{y;} — 0])"", (n|Min{y;} — 0]) "}
ky = Mazx{(n|Maz{y;} —0]) ", (n|Min{y;} —0]) "}

Por lo tanto su limite en § — —1 es finito para todo 6.
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Como los demds términos en J estdn acotados o son nulos, pues I'(n(1+3)/2)(1+3) =
0, entonces Blimlp(Q,ﬂ | ¥) = 0, de modo que la integral en 3 € (—1,1) existe para todo

8.
(1+8)
n D)

Por otra parte, al ser p(f) acotado, el término [Z |ly; — 9]%] - p(0) estd
i=1

acotado, para todo 3, por una funcién de orden con n > 1, que es integrable en

mn

0 € (—o0,400) . De manera que la integral en 0 € (—o0, +00) existe para todo J.
Asi | la integral doble existe y p(0, 3 | y) es una distribucién a posteriori propia.c

En algunas aplicaciones se utiliza como distribuciéon de ¢ p(f) occonstante, en un
entorno suficientemente grande, [— M, M| de manera que su distribucién es aproximada-
mente no informativa. En este caso el término en 0 en la integral es continuo y estd
acotado en el intervalo acotado [— M, M| con lo cual la integral doble existe igualmente.

2.6.1 Aproximaciones e Integracion Numérica

Para obtener p(f | y) v p(8 | y) hay que integrar la expresiéon (1.4) en [ o 0 respecti-
vamente . Al no existir primitivas para estas integrales es necesario adoptar soluciones
numéricas. Por ejemplo, para calcular p(f | y) para varios valores de @ es necesario
aproximar numéricamente la integral

n(1+8) a+s)
T3 n—

/ p@)p(B)[w(B)]"c(B) "2 T(n(l+B)/2)(1 +ﬁ>[i ly; — O/ a

para cada valor diferente de 0 para el cual queramos calcular p(f | y). Esta dltima
evaluacién requeriria por ejemplo, métodos de integraciéon numérica en 3 para cada valor
de 0. Andlogamente, si queremos calcular p(f | y) deberemos evaluar numéricamente la
integral

- )
/ PO [y — 0/ g
=1

para cada valor de 3 en el que estemos interesados,. Estas tareas de integracién numérica
se complican dependiendo de las distribuciones a priori que se adopten para 6 y 3, vy del
tamano muestral n.
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(Box, Tiao, 1973) se centran sobre todo en la distribucién p(f | y), solucionando el
problema mediante integracién numérica sobre el parametro (3, sin detenerse en el célculo
de la constante normalizadora ﬁ. El mayor esfuerzo de su estudio se centra en el calculo
de aproximaciones a p(f | 3,y) donde 3 estd considerado conocido. En este caso, proponen
la aproximacién

n

p(0]8,y)=C-[)

=1

~

2/(1+8) o
Yi — +

(o — 9)2]f%n(1+/3)

donde 0 es la moda aproximada de p(¢ | B,y), v d y C son constantes calculadas apropi-
adamente.

En cualquier caso, en las aplicaciones practicas que abordan comparan resultados con
varios (3 fijos, y raramente tratan el problema de inferencia con los tres pardmetros como
aleatorios, enfoque que seguiremos en este trabajo.

2.6.2 Aproximaciones mediante Monte-Carlo

El método Monte-Carlo de integracion permitird abordar los problemas de integracion
numérica planteados en el calculo de las distribuciones a posteriori sobre los tres parametros,
de una manera econdémica en cuanto a calculos computacionales, a pesar de la necesidad de
tomar un tamano muestral suficientemente grande en las simulaciones. Dado el problema
de estimar la integral

I(y) = / p(y | 0)p(0)do

donde tanto y como 6 pueden ser vectores, y, supuesto que se sabe extraer muestras
aleatorias de p(¢) , el método Monte-Carlo de integracién toma la siguiente forma:

[Integracion Monte-Carlo]

1. Generar una muestra 01,05, ..., 0, de p(0)

2. Calcular j(y) = % Znil p(y ’ ei)

En (Geweke,1989) se puede ver que f(y) = 1(y).
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Una estimacién de la varianza del estimador Monte-Carlo es :

P = ———3 ol | 0) — 1))
m(m —1) 4

Se puede presentar un intervalo de confianza clésico para el verdadero valor de la
integral :

(L) = 20\ VU @) L) + 200\ V()

En la practica suele ser necesario recurrir a tamanos muestrales m grandes para obtener
buenas estimaciones; es necesario que los 6 simulados cubran suficientemente el dominio de
definicién de 6 (en los métodos de integracién numérica las abscisas o puntos de evaluacién
estan cuidadosamente escogidos, mientras que en el método de Monte-Carlo son valores
aleatorios simulados).

Veremos a continuacién una aplicacién de este método al problema que nos ocupa.
Partiendo de (1.4), sabemos que

p0 | Y)OC/p(Q,ﬁIY)dﬂoc

_ n(1+8)
2

« [ O () T+ )20 +ﬁ>[i e — O/ 15

La estimacion de la integral via Monte-Carlo se reduce por lo tanto a extraer m muestras
independientes de p((3) y calcular la media del resto del integrando en esas m muestras

de 3.

Para el célculo de p(f | y) se emplea:

. )
p(By) o / PO s — 01/ 0H) g
=1

y para p(o | y) :

p(o | y) o / p(y | 0,8, )p(O)p(D)p(c)dods



32 2. Revision de la distribucion Potencial Fxponencial univariante

Si hiciera falta calcular la constante de normalizacién p(y) se podrian utililizar métodos
de integracién numeérica, o bien incluso con el mismo método de Monte-Carlo, extrayendo

valores de p(0,3) y estimando fﬁ a través de la expresion

. " -G - ECET)
5y / pOp@[w(B)]"e(B) "2 T(n(l+p)/2)(L+ B> |y — 0/ " dods
=1
Dada la muestra aleatoria simple y = (y1, ..., %) ¥ las distribuciones a priori sobre los

pardmetros p(0), p(5), y p(o) = S, un método Monte-Carlo para estimar las distribuciones

a posteriori en la Potencial Exponencial es presentado a continuaciéon. Para simplificar
las expresiones, llamaremos h(y,0, 3) a

by 0.5) bl APe(9) T2+ 9)/2)(1+ A3y — 0/ 19) 752

[Estimacion Monte-Carlo de distribuciones a posteriori en la distribucién Potencial

Exponencial]

1. Generar m muestras (0, (3); independientes de p(0, 5) = p(0)p(5).

2. Calcular

[y) o £ hly.0.8)p(0)
o 23" (y.0: A)p(8)
Poly)az=>"" 37" plylo.(0:5))

Py) =y, D hly.0.8))

Este método permitird abordar los problemas de inferencia basados en la distribucién
Potencial Exponencial con las siguientes consideraciones:
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e Generando m muestras de los pares (6, 3) obtenemos estimaciones proporcionales a

las distribuciones a posteriori p(3 | y), p(0 | y) vy p(c | y). Estos cdlculos permiten
evaluar graficamente estas distribuciones, ademads de una estimacién de las pro-
babilidades obtenida tras el calculo de la constante normalizadora por integracion
numérica trapezoidal en una rejilla de puntos escogidos. Se podran realizar infe-
rencias a través de estos resultados, asi como estudios de sensibilidad del modelo
tales como realizar analisis de robustez de la distribucién a posteriori respecto de
la distribucién a priori para cada pardmetro, como, por ejemplo, evaluar el efecto
que puede tener sobre p(3 | y) el hecho de plantear una determinada distribucién a
priori p(f) sobre el pardmetro de centralizacién.

Para poder utilizar este método es necesario conocer la forma analitica de las dis-
tribuciones a priori p(0) vy p(3), asi como saber extraer muestras de ellas. Se ha

supuesto ademds la restriccién p(0) = —. En caso de tener ¢ otra distribucién a
o

priori se puede extender el método. Existe también la posibilidad de utilizar aproxi-
maciones en el caso de tomar p(0) como una Gamma inversa con ciertos parametros
que la hagan aproximadamente no informativa.

Los métodos Monte-Carlo permiten aumentar la precisién de las estimaciones au-
mentando m, siendo conocida una medida del error estandar cometido en la es-
timacién. Para aumentar la precision, si en lugar de ello utilizamos técnicas de
integracién numérica aplicadas a nuestro problema de inferencia, es necesario au-
mentar el nimero de abscisas de evaluacion en cada integral numérica a aproximar;
en cambio, con Monte-Carlo, aumentar m redunda simultdneamente en una pre-
cisién mayor en todas las aproximaciones a p(y), p(0 | y), p(B | y), vy p(o | v).
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Para estudiar el tamano m apropiado para obtener aproximaciones estables de las
probabilidades estudiadas se ha realizado un estudio de simulacién a partir de diferentes
tamanos muestrales n provinientes de una N(0,1). Se observa en la Figura 1.9 como la
reduccion en la varianza del estimador es mucho menor a partir de muestras de tamano

m? = 360000.

0
T

T T T T T
[ oanon a0 inoono +aoono sonono

n =10 n = 50

Figural.9.Fvolucién de la varianza estimada de ﬁ(y)para diferentes tamanos de simulaciéon m

Ejemplo 1.1 (Box, Tiao, 1973) aplicaron la distribucién Potencial Exponencial al
estudio de datos y tomados por Darwin. Cada valor y representa la diferencia en altura
(octavos de pulgada) entre un par de plantas, cuidadas ambas en las mismas condiciones
pero con distintos tipo de abono: y = -67,-48, 6, 8, 14, 16, 23, 24, 28, 29, 41, 49, 56, 60,
75.

En este caso el tamano muestral es pequeno, n = 15; los valores -67 y -48 tendran
repercusiones en la distribucién a posteriori del pardmetro de centralizacion @, en diferente
medida segiin se adopte un modelo méds o menos resistente a Outliers. El coeficiente de
apuntamiento es de 1.4; cabe esperar una distribucién a posteriori para (3 centrada en
valores positivos de .

Estamos interesados en observar las distribuciones a posteriori de los tres parametros
0, o, 3. Para observar la influencia de las distribuciones a priori sobre el modelo final
plantearemos diferentes modelos informativos y no informativos sobre § v . En primer

1
lugar planteamos como distribuciones a priori p(o) = p p(0) = N(15,5) y p(fB) =

B(—1,1) simétrica con pardmetro a = 3; es decir, asumimos cierta informacién inicial
sobre la centralizacion de los datos, y asumimos también, a través de la distribucién de
[, con moda en 3 = 0, la distribucién Normal como la distribuciéon més probable a priori
en cuanto a apuntamiento se refiere.

Hemos tomado m = 500000 para obtener un estimador de p(y) que se estabilice a lo
largo de la secuencia de simulacién . Para estimaciones de las diferentes distribuciones
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se ha tomado un tamano m = 1000, para € v # v m = 25000 para o. Los célculos
de las distribuciones a posteriori se realizan a través de una curva suavizada basada en

interpolacién ciibica por splines de los puntos dados en las coordenadas (z,¥).

Prigr Prior
19 L.

p(B |y

1.0

0.5

0.0 1.0 1.0 0.0 100 20.0 30.0 40.0
Beta Theta

Post
06

100 .

Prior

50 03 ' N

p(o) ‘

00 |

00 ‘ ‘ i T T ‘

00 50.0 100.0 00 500 1000
Sigma Sigma

Figura 1.10. Distribuciones a posteriori p(5 | v),p(0 | v) vy p(o | v)

Se observa en la Figura 1.10 cémo la distribucién a posteriori p(( | y) se desplaza
respecto de p((3) hacia una distribucién con moda en 0.7, alejdndose por lo tanto de la
hipétesis de Normalidad de la variable Y . La distribucién a posteriori de  se desplaza
hacia la derecha; p(f | y) no sufre una traslacién mayor seguramente a causa de la fuerte
informacién a priori planteada, respecto del tamano de los datos, n = 15. Por 1ltimo

vemos c¢émo la distribucién a posteriori de ¢, inicialmente de la forma —, deriva en una

o
distribucién unimodal con moda en o = 37, que coincide con la desviacién tipica muestral

Sy
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0.6

' pB|y) O] )

1.0 p(B) 03 p@)
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-1.0 0.0 1.0 0.0 10.0 200 300

Figura 1.11. Distribuciones a posteriori p(ﬂ ’ Y)y p(@ ’ y)para distribuciones a priori no
informativas

En la Figura 1.11 se han tomado diferentes distribuciones a priori no informativas
sobre los pardmetros 6 y 3. En particular es interesante observar cémo p((3 | y) toma la
forma de una distribucién con moda en el extremo 8 =1, y p(f | y) es una distribucién
unimodal con moda en § = 26, correspondiente a la media muestral y = 26. El hecho de no
suponer informacién sobre 3 lleva a a una distribucién a posteriori p(3 | y) muy apuntada,
afectada por la curtosis de la muestra, mientras que p(f | y) toma también una forma
apuntada en torno a la media muestral. Siendo p(( | y) muy sensible al apuntamiento de
la muestra cuando se utiliza una distribucién a priori sobre J no informativa, adoptaremos
este modelo a priori en lo sucesivo.

2.6.3 Generacién de muestras de p(0,0, 0| y) a través del muestreo de Gibbs
. 1 o : :

En este apartado utilizaremos ¢((3) = 5 con el fin de simplificar los algoritmos de simu-

lacién.

Sabemos que la distribucién a posteriori p(0, o, 3| y) toma la forma, cuando ¢(3) = 3’

de

1Sy — 0 2/(1+8)
P00/ ] y) ox ()]0 " exp [—52 - ]pw,o,ﬂ)
i=1
donde
1
w(A) =~
2 2 T[53+P)]

Para extraer muestras de p(0, o, 3 | y) podemos utilizar el muestreo de Gibbs (Geman
y Geman, 1984). Si el problema es por ejemplo, extraer muestras de una distribucién a
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posteriori p(61,05,03,... | y) v se sabe como extraer muestras de la distribucién condi-

cional para cada 6;, el método es el siguiente:

[Algoritmo de Muestreo de Gibbs]

1. Tomar valores iniciales 950), 8&0)7

2. Generar una muestra le) de p(0; | Qg)), Qz(,,o), e Y)

3. Generar una muestra le) de p(0s | le) ,ng), 0 Y)

4. Generar una muestra 03 de p(0s | le) ,le), s y)

5. .

6. Continuar el algoritmo de sustitucién hasta un niimero de iteraciones m suficientemente
alto.

Las muestras obtenidas provienen de la distribucién p(6y,0, ,0s,... | y).

Existen muchas maneras de seleccionar las muestras obtenidas el algoritmo, piedra an-
gular de los llamados métodos MCMC (Markov Chain Monte-Carlo). A titulo ilustrativo
nombraremos solamente algunas. Una revisién del procedimiento puede verse en (Chen,

Shao, Ibrahim, 1999):

1.

Correr el algoritmo una sola vez hasta un niimero suficientemente alto de itera-
ciones m y registrar solamente las muestras obtenidas a partir de esta iteracion m.
Este método tiene la desventaja de que pueda existir correlacién entre muestras
consecutivas.

Correr el algoritmo k veces en paralelo hasta un nimero de iteraciones m y reg-
istrar la dltima muestra obtenida de cada secuencia. Este método es mas costoso
computacionalmente, y puede depender demasiado de los valores iniciales si m no
es muy alto.

Correr el algoritmo una sola vez hasta un niimero muy alto de iteraciones M reg-
istrando la muestra obtenida cada k iteraciones. Aunque el salto entre registros
elimina la correlacion consecutiva, puede haber problemas de dependencia de la
secuencia particular.

En nuestro caso particular, utilizaremos el algoritmo de Gibbs extrayendo sucesiva-
mente muestras de p(0 | 0,0,y), p(o | 0,8,y) v p(8 | 0,0,y). Para cada una de estas
distribuciones sera necesario disponer de un método de simulacién.
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Generacién de muestras de p(o | 6,3,y).

En este caso la extraccién es directa en el entorno que hemos definido con p(o)xo !,

pues

1o 1
o | L ey L
plo|0,8,y) xo exp |~ (3 ;{;!yz 9 ) e

Haciendo el cambio de variable z = 0249 tenemos que z2x/G(a,b) donde a =

n(l—l—ﬂ)yb:<1

n
5 = > |y — 9]2/(1+B)) con lo que un método directo para extraer muestras de

p(o | 0,8,y) seré extraer una muestra = de una Gamma [(a,b) y transformarla mediante
_ —(1+8)/2
o=z .

Generacién de muestras de p(0 | o,3,y).

En este caso tenemos

Yy, — 0
o

p(0]0,3,y) xexp [—% > p(0)

wu+m]

Se puede verificar que para k > 1, es > |0 — yzlk >nl0— ylk de lo cual se deduce que

n

exp [_% Z Yz

- g
=1

0

T

p(6) < exp [—— y—¢

g

p(0)

wu+m]

2K1+B1

El primer término de la acotacién superior toma la forma de una distribucién Potencial
Exponencial, con lo cual podemos emplear el método de rechazo para extraer muestras
de . En nuestro caso aplicaremos el algoritmo: bien utilizando la distribucién Potencial
Exponencial como base , en caso de que ese término sea dominante, por ejemplo cuando
p(0) sea no informativa , bien utilizando p(#) como base .

[Algoritmo de rechazo para simular muestras de p(0 | 0,3,y)]

1. Extraer una muestra 6 de una PE(7, alternativamente., extraer una muestra

0 de p(0)]

g
e P |

2/(1+8) 2/(148)

n|y—=~0 —0

2. Tomar logt = —— ‘—
2| o

1n
52
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3. Extraer u de una U(0, 1)

4. Silog(u) < —logt, Aceptar 6. En caso contrario, rechazar € y volver al paso 1

Este algoritmo de rechazo funciona relativamente bien para muestras moderadas, de-
bido sobre todo a la similitud entre las colas de la distribucion que acota y la distribucién
objetivo.

Generacién de muestras de p(3 | 0,0,y)

En este caso tendremos

Y — 0
o

p(B)

) . Lo 2/(1+8)
e TIE R ) 3 TR [_5; ]
9 2

Esta expresion estd acotada superiormente por

11
75— exp(—(510g(2))B)p(B)
e

con lo cual podemos utilizar otra vez el método de rechazo para generar muestras de
p(B | 0,0,y), andlogamente al caso anterior, utilizando alternativamente la distribucién
exponencial truncada o bien p(3) como base para el algoritmo.

[Algoritmo de rechazo para simular muestras de p(3 | 0,0,y)]

1. Extraer una muestra 2 de una distribucién exponencial Exp( 10g(2)) truncada en 3 €
(—1,1][o bien, alternativamente, extraer una muestra de p(ﬂ)]

yi — 021059

3 L&
2. Tomar logt = —nlog(I'(3/2)) — Tnlog( P>

3. Extraer u de una U(0, 1)

4. Silog(u) < —logt, Aceptar 3. En caso contrario, rechazar 3 y volver al paso 1

Se presenta a continuacién un método para generar muestras de la distribucién expo-
nencial truncada, necesario en el algoritmo anterior:
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[Algoritmo para generar muestras de la distribucién exponencial truncada Exp(A)a, <X <a,)

1. Calcular k = e @ — g~ A2,

1
2. Generar U de una Uniforme (0,1) . Calcular X = Y In(e @ — kU).

Teorema 1.6

Las muestras obtenidas provienen de una distribucién Exponencial Fzp(\) truncada
en el intervalo (aq,as).

Demostracién

El método de inversién para generar muestras de una variable aleatoria X (Devroye,
1984) requiere conocer la forma analitica de la funcién de distribucién F'(x) y saber obtener
una solucién tnica a la ecuacién z = F~!(y). El método consiste en

[Método de Inversion|

1. Simular U de una distribucién Uniforme U(0,1).

2. Hacer x = Fﬁl(u).

En nuestro caso, la densidad de la exponencial truncada es

_ exp(—An)
p(z) = [ exp(—Az)dx

al

para z € (ay,as)

. 1
Como faf exp(—Azx)dz = X(e”‘“l — e Aa2)

e*Aal Az

J— 67
(ef)\m _ 67)\@)

F(z) = 1+ [ exp(—Az)dz =

a
_(ef)\al 767)\0,2)

De lo que se deduce que la solucién a la ecuacién u = F'(x) es

1
= 3 In(e " — ku)o

Utilizando el muestreo de Gibbs, es decir, simulando alternadamente muestras de
p(0 o, 8,y), plo]0,8,y)y p(8|0,0,y), obtendremos una muestra de p(6, 0,3 | y).
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2.6.4 Generacién de muestras de p(, 0, 3| y) a través de la representacién por
mixturas

Hemos visto que esta familia se puede representar de la siguiente manera:

g+l o g+l
2 2

g
y’e,O’,ﬂ,U,EU(Q——BiU ,Q—I——Biu )

c(B) 2 c(8) 2

con

wl f=T(B+0),)

La funcién de verosimilitud de una muestra y, dado el vector de pardmetros de mixtura
u = (uy,us, ..., Uy), serd

py | 0.0.8,u) = (20)"¢(8) "2 [lu, ",
=1
B+1 B+1
con y; € [8_ O_g+1 U,Z-Q 78+ O_g+1ui2 ]

c(B) 2 c(B) 2

La implementacion de esta representacién para obtener muestras a posteriori de (0,0, (3 |
y) mediante el muestreo de Gibbs es complicada, pues es necesario extraer muestras de
(8| 0,0,u,y) en un paso del algoritmo.

Plantearemos las distribuciones a priori p(0) y p(5), y supondremos p(¢) como una
Gamma Inversa GI(a,b) con los pardmetros a y b tales que sea aproximadamente no

informativa, para actuar en consonancia con el planteamiento p(0) = — de las secciones
o

anteriores.

La implementacién del muestreo de Gibbs se realiza a través de las distribuciones
condicionales de los parametros 0, 3, o, ademaés de los pardmetros de mixtura u;. En el
resultado siguiente se expresan la forma proporcional a las distribuciones de interés.

Teorema 1.7.

Las distribuciones condicionales obtenidas con la representaciéon por mixturas toman
la forma
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s £t s £t
glo_uﬂuuuy Ep<8)78€ [mla‘x{yl_ iuz2 }Jmlln{yz_l_ iuZQ }]
c(B) 2 c(B) 2
g1
_ c(B) 2
U’Q,ﬂ,u,y :]G<a’+n?b)70_>ma‘x{ W ’yl_el}
n(14+3) % 9 9
B10,0,u,y x p(ﬂic(ﬂ) ’ , 3 tal que Y — > <yZ — > Vi
g+l o
N33+ A) o9
1
Uy (yi — 9)2 8
uilguo_uﬂuy OCEajp(l)u C(ﬂ) >< 0_2
Demostracion
p(0]o,8a,y)ocp(y | 0,0,8,u)p(0) o p(0)
Bi1 PP
Al ser y; € [0 — —u; * 0+ —u; * =
c(B) 2 c(B) 2
g1 Bl
= Y; — O_+1u12 <8<yz+ O_ﬁ+1ui2v2.
c(B) 2 c(B) 2
s B s B
= 0 € [max{y; — T U 2} min{y; + T U 2 1]
c(B) 2 c(B) 2
Por otra parte, p(o | 0,8,u,y) o< p(y | 0,0, 3,u)p(e) x p(o)
PP PP PP
Como y; € [0 — [3+1ui2 0+ —u; ? =y — 0| < —u, . =0 >
c(B) 2 c(B) 2 c(B) 2
A
c
max((22) 7y~ o)
7 Uy
En el caso del parametro (3,tenemos
(B
p(B)e(B)” 2
p(ﬂ]&,o,u,y)Kp(y]@,a,ﬂ,u)p(ﬂ)oc 1
LEE+6)"
51 Bl o 2
2 )
Dado que y; € [0 — UgHUiQ 0+ Uﬂui? | = Y xS, ><yZ > Vi que
c(8) 2 c(8) 2 c(8) 2

es la condicidon impuesta.
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Por ultimo, como

= p(u; | 0,0,0,y) =p(w; | 0,0, 8,y:) < p(y; | 0,0, 8,u;)p(u; | f)

1
1 g+l i i — 0)%\ 148
x 7 cu, 2 e % o Bxp(l), con u) ><(y = ) > o

ul

La implementacién de m iteraciones del algoritmo de Gibbs , dada la muestray = (y1, 9, ...

toma la siguiente forma:
[Algoritmo de Gibbs para generar muestras de p(3,0,0 | u,y)]

1. Extraer una primera muestra de las distribuciones a priori 8¢ ~ p(0), oo ~ p(0), By ~

p(f). Hacer j =1

2. Extraer una muestra del vector u = (uy, Us, ..., U, ) muestreando u; ~ p(u; | 0,0, 3, Ui, Y)
parat=1,...n

3. Hacer j = j + 1. Extraer 0, ~ (0 | 0,8,u,y), 0; ~ (0| 0,0,w,y), y B ~ (2 |
870_7u7y)

4. Si j = m, parar. Si no, volver al paso 2

Obtenemos con este procedimiento una muestra de tamano m de (0,0,5 | y).
Dos problemas surgen a la hora de extraer muestras de 3 | 0,0, u,y:

a) Qué valores de [ son los que cumplen la condicién

o 0\ 2
U; Yi — .
ﬂ tal que <m> > <T> ,VZ

b) Cémo extraer muestras de la densidad proporcional a

n(14+8)

c(f) 2
B+ 06)"

p(3
I(

S~—

, condicionado

| —

a la regién determinada en a).
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Debido a que nuestro interés se centra sobre todo en las desviaciones respecto a la
Normalidad, utilizaremos la reparametrizacién planteada al inicio, con ¢(3) = 1/2 con-
stante.

Las densidades condicionales de la representacion por mixturas quedan

g+l g1
0]o,3,uy = p(0),0 € [max{y; — o(2u;) 2 },min{y; + o(2u;) 2 }]
Z ! gt
2
U[Q,ﬁ,u,y E]G<a+n,b>,0'>max{<2u> ’yl_gl}
0\ ?
ﬂ ’ 8,0'7117}/' X (1 p<ﬂ) ) ﬂ tal que <2Ui)ﬁ+1 > <—yZ > ,VZ
+8) 1 .
2% T3+

o2

1
. — 0)2\ 1+8
u; | 0,0,8,u;,y x Exp(l), 2ui><<yl—)>

Las condiciones a) y b) también se simplifican sustancialmente. Habria que resolver:

=0\’
a) Qué valores de 3 son los que cumplen la condicién { 3 tal que (2u;)t > <y > ,W}

a
p(B)
a+8)

277 T3+

b) Cémo extraer muestras de la densidad proporcional a , condi-

cionado a la regién determinada en a).
Daremos respuesta a estas dos preguntas en los siguientes apartados.
Busqueda de la region de pertenencia de § para cada wu.
Se puede verificar facilmente que la restriccion depende de la regiéon de pertenencia de

| ()]

Para 2u,; € (07 1)7 ﬂ < Inlln log(2ul)

()]

Uy °

Para 2u; € (1,00), > max
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Extraccién de muestras de (5| 0,0,u,y)

Es necesario extraer muestras de la distribucién proporcional a la funcién

f(ﬂ) = 3B18) pgﬂ)
25 T + Al

truncada en la regién indicada en a). Se verifica que

p(B)

F(8) = exp(—2 10g(2) exp(— (} log(2))5)—
T(5(3+ )

1
Ademas se puede comprobar que la funcién [P(§(3 + 3))]" tiene un méximo global en

3 =0 para todo n, con lo que f(3) se puede acotar superiormente por la expresién

exp(—3 log(2)) exp(— (5 10g(2))5)

con lo cual se puede aplicar el método de rechazo para extraer muestras de la densidad
proporcional a f((3), generando muestras de la distribucién exponencial de pardmetro
%log(Q), truncada en las cotas sobre beta calculadas anteriormente, o bien utilizando p(()
como base. Usualmente, utilizaremos como distribucién a priori p(3) = Uni forme(-1,1),
en cuyo caso el algoritmo seria:

[Algoritmo para generar muestras de (5 | 0,0, u,y)]

1. Generar U ~ Uniforme (0,1) y 3 ~ Exponencial (5 log(2)) truncada en la regién calculada

en a).
2. 1= SUERED L5 gy
iy

3. SiUT <1 parar. Si no, volver al paso 1-.
La aplicacién del algoritmo de Gibbs también requiere generar muestras de varias
distribuciones truncadas, para las que existen ya métodos (Devroye, 1984).

Generar muestras de la distribucion a posteriori de o plantea ciertos problemas, debido
a que la regiéon de truncamiento es a veces tan pequena que es necesario un método
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apropiado para reducir el tiempo de proceso. El método para generar una muestra X
de una Gamma Inversa acotada en [0, k| consiste en generar previamente una muestra

Y de una Gamma acotada en [0, —] y posteriormente hacer X = —. Para ello se aplica

"k Y
1
un método para variables acotadas en el intervalo [0, E] (Devroye, 1984) que en el caso

concreto de una variable Gamma queda:

[Algoritmo para generar muestras de la distribucién Gamma(a,b) en [0, E]
1. Generar U,V Uniformes (0,1).

1
2. Calcular X = EV

1 a—3 1 b
. L — _a73 7]1).
3 Sl/{:<—b ,M—(k) e
1 a—3 a—3
4. 9 = _ a—3,—(a—3)
Slk> 5 M = ( 5 )e %

5. SiUM < X% 3¢ %X parar. Si no, volver al paso 1.

Ejemplo 1.2-.

Para ilustrar el método de extraccién de (0,0,5 | y) en primer lugar a través del
muestreo directo de Gibbs, y en segundo lugar mediante la representacién como mixturas
de Gamma y Uniforme, utilizaremos los datos de Darwin ya tratados en la seccién anterior.

1
Emplearemos como distribuciones a priori p(o) = = p(0) = N(15,5) y p(B) = U(—1,1)

en el primer caso, cambiando p(o) = (G(0.001,0.01) lo que da una aproximacién a la

distribucién no informativa p(c) = =, en el método basado en la representacién por
o

mixturas.

Se han realizado m = 500000 iteraciones del muestreo de Gibbs, eliminando las 2000
primeras y tomando los valores obtenidos de 5000 en 5000 para evitar dependencia en los
resultados obtenidos.

Se observa en la Figura 1.12 cdmo a partir de m = 350000 las varianzas ergédicas del
la cadena de Gibbs se estabilizan para cada pardmetro, con una mayor variabilidad en el
caso de [ debido también a haber utilizado a priori una distribucién Uniforme .
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Figura 1.12. Varianzas ergédicas de los pardmetros 6,0 y 0.

Los histogramas obtenidos de las marginales a posteriori de 8,0, y § son:

csMHsB@auBBiB35AA3388

Figura 1.13. Histogramas de las marginales de los pardmetros 0, o y (3.

A titulo indicativo, las medias muestrales a posteriori de 6 y de ¢ son respectivamente
15.7 y 36.85, que coinciden aproximadamente con la media y desviacion tipica muestrales
de la muestra y.

La media muestral a posteriori de 3 es 0.18, aunque se ve en el grafico como la moda a
posteriori esta situada sobre el valor 0.65, lo que nos indicaria la presencia de una curtosis
mayor que la de la distribucién Normal.

La utilizacion de la representacion por mixturas también nos permite utilizar las mues-
tras obtenidas de u = (uq,us, ..., u,), para estudiar la posible presencia de outliers en
nuestra muestra. Las graficas de las distribuciones de los pardmetros son similares a las
obtenidas utilizando directamente el muestreo de Gibbs directo.
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Ordenada la muestra original, se presenta en la Figura 1.14 el grafico de cajas para
cada u; (cada u; estd relacionado con su y; correspondiente) :

cate

Figura 1.14. Diagrama de caja de los valores u;.

Se ve claramente cémo las observaciones 1 y 2 (valores y; = —67 y y» = —59) son
posibles outliers dentro de la familia Potencial Exponencial, conclusién a la que habian
llegado también otros autores (Choy,1999) considerando modelos con  como un valor
concreto prefijado.
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3 Medidas de discrepancia para el contraste de nor-
malidad

3.1 Introduccion

Hemos visto que la familia Potencial Exponencial Exponencial contiene a la distribucién
Normal, y puede considerarse una extension de ésta en términos de robustez para modelos
en que nos interese adoptar distribuciones con una mayor o menor curtosis. En concreto,
nuestro interés radica en utilizar esta propiedad para considerar la aplicacion del modelo
Normal a nuestros datos o rechazarla y utilizar en su lugar la familia Potencial Exponen-
cial PE(0,0,3). Esta decisién serd de importancia como veremos, al plantear modelos
estadisticos clasicos como los modelos lineales utilizados en el ultimo capitulo de este
trabajo. El problema que vamos a abordar consiste por lo tanto en evaluar la desviaciéon
de nuestros datos de la normalidad en el marco de la distribucién Potencial Exponencial.

Este problema se puede plantear como un contraste de hipétesis Hy : 5 = 0 frente a
Hy : 8 # 0 puesto que para 5 = 0 la distribuciéon Potencial Exponencial coincide con la
Normal. El tema del contraste puntual bayesiano se ha tratado desde muchas perspectivas
diferentes, como por ejemplo la utilizacién del Factor Bayes (Verdinelli, Wasserman,1998),
(Gémez-Villegas, Gémez,1992); calibracién de p-valores (Bayarri, Berger, J.,1998) o com-
paracién de modelos (Carota et al, 1996), (Walker, Gutiérrez-Pena, 1999), (Gelfand y
Ghosh,1998) o (Goutis, Robert, 1998). (Bernardo,Smith, 1994) plantean el contraste que
nos ocupa, en el que podemos suponer el modelo normal como una hipétesis de partida,
en el marco definido como Rechazo de Modelos .

Bajo esta perspectiva, (Bernardo, Smith, 1994) establecen una medida de discrepancia
8(/3) entre las verosimilitudes correspondientes a las dos hipdtesis y calculan la esperanza
a posteriori de esa medida g, [6(3)] bajo uno de los dos modelos planteados. La medida
se plantea como la diferencia de utilidades de ambos modelos, es decir

6(8) = U(B) = U(Bo)

Las conclusiones sobre el contraste se reflejaran en el célculo de la diferencia de utili-
dades esperadas a posteriori:

Eyl6(9)] = / 5(8)p(6 | y)dB

como una medida a favor del modelo p(y | 3), frente al modelo p(y | 5,)-

El objetivo de este Capitulo es, dentro de nuestro problema concreto y de la per-
spectiva senalada de utilizacién de medidas de discrepancia, evaluar, el comportamiento
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que pueden tener las medidas de discrepancia propuestas por varios autores, comparadas
con una medida propuesta en la Seccién 3.5 basada en el célculo de regiones de méaxima
densidad a posteriori. En este marco, aplicaremos en la Seccion 3.2 la divergencia de
Kullback-Leibler como medida de discrepancia para este problema. En la Seccién 3.3
se planteara la medida de discrepancia llamada ”deviance” o logaritmo de la razon de
verosimilitudes. En la Seccién 3.4 se planteard una medida de discrepancia basada en la
distribucién predictiva. En la Seccién 3.5 se presenta una medida basada en el cédlculo de
regiones HPD, y se procede a la comparacién de las distintas medidas en un estudio de
simulacion. La Seccién 3.6 presenta una aplicacién de la utilizaciéon de la medida presen-
tada al contraste de normalidad y al contraste general de bondad de ajuste, comparando
los resultados obtenidos con la distribucién Potencial Exponencial con los obtenidos por
otros autores con otras familias de distribuciones.

3.2 Divergencia de Kullback-Leibler como medida de discrep-
ancia

Si planteamos como utilidades de cada modelo
U(s,0,0) = /p(y | 8,0,0)logp(y | 8,0,0)dy

U8y, 0,0) = / Dy | 5o, 0,0) logp(y | Bo. 0, 0)dy

con

6<ﬂ7670_) = U(ﬂ7970_> - U(ﬂme?g)

En este caso, la medida de discrepancia §((3) serd

ply [5,0,0)

p(y 10,0,0)

6xr(B) = 6xi(B,0,0) = /P(Y | 3,0,0)log

con

Esooyl0xr(8,0,0)] = /5KL(57970)P(@9,0 | y)dBdoda

La primera integral, en el caso que nos ocupa, (distribucién Potencial Exponencial)
se puede desarrollar analiticamente y no depende de (¢,0), quedando, si aplicamos la

o 1 o
reparametrizacién con c(3) = 5 constante como aparece en el siguiente resultado.
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Teorema 2.1

_(1+h)
2T(1(3+ 1)) 22T(3(3+ 1))

Ski(B3,0,0) =n —T(3(83+8) +2°T(3(1+ 3))

Demostracién-.

6KL<ﬂ7870_) = /p<y ’ ﬂ,&,o) 1Ogi<<y—dy =

:n/p@rﬂﬁﬂ)bgp(yro,e,o)

tenemos

Haciendo el cambio de variable z = y—
o

o0

() exp |~ o)

1
w(0) exp l_§ ’Z’2/(1+/3)1

6KL(ﬂ,8,J):n/ dz =

1
w()exp |~ o) 1og

— 00

°e 1 °e 1
— 2nw(B) log L) / exp |~ & [2/0) | —u(g) / 2O gy | L | gy
UJ(O) 0 2 0 2

o0 1
w(ﬂ)/ ]z]QeXp l_§ ’ZIQ/(1+5)1 dz

0

Las tres integrales se resuelven a partir de (1.2), tomando, respectivamente, p =

la = 1/2,a = ﬁ en la primera, p = %1, a =1/2a = ﬁ en la segunda, y
p=3,a=1/2 a= ﬁ en la tercera. Finalmente
1+ 1 1+ 3
511(0,0.0) = (@) tog o () - w(o S e e
1—|—ﬂ 3(14 8
e e
1 r
gt o —— L - (354 0) + TG0+ 0| o
2 22T (3(3+ )

Se puede ver la forma de esta medida asimétrica de distancia entre las distribuciones
p(y | 3,0,0) y p(y | 0,0,0) en la Figura 2.1.
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Figura 2.1. Medida de Kullback Leibler de la distribucién Normal N (9, ), ala distribucién
Potencial Exponencial PF(3,0, ) para diferentes parametros (3.

Si queremos calcular la esperanza a posteriori de 81, (3,0, 0) el desarrollo analitico no
es posible pero si se puede realizar una estimacion Monte- Carlo a partir de las muestras
generadas de la distribucién a posteriori p(3,0,0 | y) :

Eso0yl6x1(8,0,0)] = /5KL(ﬁ,9,0)p(ﬂ,9,o | y)dBdodo ~

i 6x1(B;,05,05)

1
m ;

donde el vector (ﬂj, 0;,0,) estéd generado de p((3,0,0 | y) por los métodos de extraccién
de muestras presentados en el capitulo anterior.

3.3 Logaritmo de la razén de verosimilitudes como medida de
discrepancia

(Gelfand y Ghosh,1998) utilizan el logaritmo de la razén de verosimilitudes (la deviance)
como medida de discrepancia o funcién de pérdida.
Esta medida es, en nuestro caso,

ply [5,0,0)
p(y 10,0,0)

Utilizar esta medida equivaldria a plantear como utilidades de ambos modelos

6D<ﬂ7 87 U) = lOg

U(3,0,0) =logp(y | 8,0,0)
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U(0,0,0) =logp(y | 0,0,0)

con

6p(83,0,0) = U(B,0,0) = U(0,0,0)

y donde Egy[6p(5,0,0)] serfa la diferencia de utilidades a posteriori.

La aproximacién a Egy[6p (53,0, 0)] serd

Bayl6p(3,0,0)] = %Z(SD%@M) -

J’J

]111 yl’08]70_3)

donde el vector (ﬂjﬂj,oj) estd generado de p(3,0,0 | y) . Respecto a la medida dis-
cretizada anterior, seria necesario calibrar esta medida para saber cuando considerarla
suficientemente grande o pequena pues sus cotas dependen de n.

3.4 Medida de discrepancia basada en la distribucién predictiva

En este marco, (Walker y Gutiérrez-Penia (1999)) plantean como medida a favor del
modelo p(y | 3,0,0) frente a p(y | 0,0, 0) la diferencia de utilidades esperadas estimadas,
donde las utilidades son:

1 n
U(ﬂ? 87 O_) = g Z 1ng<yzv (ﬂ? 87 O_))
i=1
p(ys; (8,0, 0)) es la densidad predictiva cuando se trata del modelo (3,0, 0):

p(yi; (8,0,0)) =ply: | y) = [0y | B,0,0)p(5,0,0 | y)dGdodo

y analogamente,

U(0,0,0) = = 3" log plys; (0,6, 0))

=1

con

m%maaowzp@mywa/m%raaommﬂpwywwo
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La diferencia de utilidades quedara

6(8,0,0) = U(8,0,0) = U(0,0,0) Zlog Ay 5,2,2)

Si aproximamos la densidad predictiva por el estimador Monte-Carlo

1 m
i (8.0.0)) = [ plos | 5.0.0)p(8.0.0 | y)d5ddo = 3" plws | £,.0,,0)

J=1

donde el vector (3;,0;,0;) estd generado de p(3,0,0 | y) y

p<yi;<o,e,o>>=/p<yz-rﬁ, )p(0,0,0 | y)dbdo =~ — Zpyzro, s o)

y el vector (9;, ;‘) estd generado de p(0,0,0 | y) , se tiene entonces que

n 2p<yi’ﬂj78j70j)
6P<ﬂ7670_) = U(ﬂ7970_> - 07870_ Zlog J:n,l
i=1 Zp(yZIO, 5 0%)

Notese el gran parecido con el resultado obtenido con el enfoque que toma la deviance

como medida de discrepancia.

(45,

el caso de la deviance todos los (3;,0;,0;) estan generados de p(3,0,0 |y) .

La diferencia, aparte de que los sumatorios en m aparecen en la fraccion, es que los
U;T) han sido generados de la distribucién a posteriori p(0,60,0 | y) , mientras que en

Al igual que en el caso de la deviance, serfa conveniente en este caso establecer una

calibracién de esta medida de evidencia a favor de (3,0, 0).
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3.5 Medida de discrepancia basada en el calculo de la region
HPD.

Una medida de evidencia en contra de la Normalidad de los datos consiste en encontrar
la regién a posteriori

C'={81pBly)=p(0]y)}

y calcular a continuacién la probabilidad a posteriori P(C’ | y). Cuanto menor sea
P(C" | y), la evidencia aportada por la muestra a favor de la hipdtesis 3 = 0 serd mayor.

Este método tiene relacion directa con el cdlculo de regiones de maxima densidad a
posteriori (Berger, 1985).

La regién de méxima densidad a posteriori C' (regién HPD) es

C={8p(B|y) = k(e)}
donde k() es la mayor constante tal que P(C | y) > 1 — a.

Teorema 2.2-. Para variables aleatorias continuas, se puede verificar que plantear
un contraste via region HPD a nivel 1 — «;, es decir,

1. Calculando la region C' a posteriori.

2. Rechazando la hipétesis nula si § = 0 cae fuera de esa regién C

es equivalente a:

1. Calcular P(C' | y) con C’ definida por C' = {3 | p(# | y) > p(0 | y)}
2. Rechazar Hysi P(C' |y) > 1 —«.

Con lo cual existe una relacién directa entre la medida de evidencia P(C' | y) y el
contraste por regiones de confianza .

Demostracién-.

Demostraremos que se rechaza de manera equivalente en el primer método que en el
segundo .
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Método HPD =Método P(C' | y)
En el contraste via regién HPD, al ser k(«) tal que P(C | y) > 1 — «, tenemos que
Py {81 p(B1y) 2 k(@)} 21— a.

Este contraste rechaza Hy si § = 0 cae fuera de la regién C, es decir, si k(a) > p(0 | y)
y por lo tanto , si

{B1p(Bly) =2p0]y)} {8 pB|y) > k(a)}. Lo que equivale a

Bey{8 1 p(8 1 y) 2 p(0 )} > Pep{B | p(B | y) 2 k(a)} 21—«
Esto equivale a decir que se rechaza Hy si Py, {8 | p(B|y) > p(0|y)} >1 -«

Es decir, se rechaza Hy si P(C' | y) > 1 — « siendo (' la regién definida en el segundo
método.

Método P(C" | y) =-Método HPD
En el método P(C’ | y), se rechaza Hy si Py, {0 | p(B|y) > p(0]y)} >1—a. Como

k() es la mayor constante tal que Py, {3 | p(3 | y) > k(a)} > 1 —a, ha de ser por fuerza
p(0 ] y) < k(«), lo que equivale a decir que J = 0 cae fuera de la regién C' definida en el
método HPD.
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Esta equivalencia se puede verificar graficamente en la Figura 2.2

G

Rechazo Hy si =0 no
pertenece a la region C

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

plbeta/y)

Rechazo HO si p(C? ‘y)>1-oc |

Figura 2.2. Relacién entre el contraste via regiones de méaxima densidad a posteriori y la
medida de evidencia presentada.

Si queremos situar esta medida de evidencia dentro del marco relativo a las medidas
de discrepancia, pondremos

P(C" y) = /p(ﬂ,G,UIY)dﬂdﬁdoz
g/BecC’

J 11551 5) = 0001 9))0(8.0.0 | y)dsavis
es decir, la medida de evidencia P(C’ | y) se puede poner como

P(C"|y) = Egjy[6urp(B)]
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donde

Supp(B) =G |p(Bly) 2 p0|y)} =
p(By)

) 1s go’y)>1
0 i Bly)
p(0]y)

Como hemos fijado p(3) o cte, quedaria

| S 18.0,0)p(0, 0)d0da

5 [p(y |0,0,0)p(0,0)d0do =
mro(f) = 0 [ply | 3,0,0)p(0,0)d0do
N oy [0,0,0)p(0, 0)d0do

Una ventaja de este método, aparte de tener relacién directa con los contrastes via re-
giones HPD, es que Egy [6npp(F,0,0)] = Egy[0upp(5)] esté calibrada automaticamente:
toma valores entre 0 y 1, pues es una probabilidad a posteriori. El planteamiento del
contraste con otras medidas 6y pp(3,0,0) exige realizar andlisis de las cotas de la espe-
ranza a posteriori de estas medidas, cuestion dificil de tratar aunque algunos autores han
establecido aproximaciones (Carota et al, 1996).

Hay que senalar que esta medida concreta 8y pp(3,0,0) depende de la muestra y,
mientras que la distancia de Kullback-Leibler, planteada como medida de discrepancia,
no. Esto no parece una objecién en el sentido de que al final siempre se va a tomar la
esperanza a posteriori de esta medida respecto de la muestra y.

Para el céleulo de Fgy [0 pp(3,0,0)] es més sencillo utilizar la aproximaciéon Monte-
Carlo a la distribucién a posteriori que las muestras extraidas (ﬂJ,QJ,J ;) mediante la
aproximacién por mixturas o Gibbs.

Para estimar Fgy, [0y pp(53,0,0)] a partir de las muestras (ﬂJ,QJ,U ), seria necesario
previamente realizar una estimacién kernel de la densidad p(3 | y) a partir de la marginal
en (3 en esas muestras, pues necesitamos conocer el punto * tal que p(5* | y) = p(0 | y)
para poder a continuacion estimar la probabilidad a posteriori.

Ejemplo 2.1

En el ejemplo siguiente simulamos 100 valores de una T-Student con 4 g. de L.
Pretendemos contrastar la hipodtesis de Normalidad en los datos a través del contraste
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Ho : B = B, frente a Hy : 3 # B,. La distribucién a posteriori p(3 | y) obtenida, con
moda aproximada en 0.7, tiene una regiéon C’ que abarca desde 3 = 0 hasta § = 1. Su
densidad es p(C’ | y) = 0.9968, con lo que claramente rechazarfamos la hipdtesis nula de
Normalidad de los datos. A modo de comparacién, el p-valor obtenido para la hipétesis
de normalidad de los datos con el contraste de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors es p = 0.45.

P!D

099

plp |9

ooy

oo B 1o
Figura 2.3. Contraste de normalidad sobre una muestra de una distribucién 1" — Student
con 4 g. de 1.
Ejemplo 2.2

Veremos un ejemplo de comparacion de las diferentes medidas de discrepancia con
datos no simulados, utilizando los datos de Darwin ya tratados.

Generando los puntos (3;,0;,0;) para j = 1,...,m con m = 100000 (y también (0%, c%)
en el caso de la medida basada en la distribucién predictiva) tenemos las siguientes difer-
encias de utilidades estimadas para cada de discrepancia utilizada:

e Kullback Leibler U(8.0,0) — U(0,0,0) = 9.1668
e Medida basada en HPD U(8,0,0) — U(0,0,0) = 0.8173
e Deviance U(3,0,0)—U(0,0,0) =297
e Distribucién predictiva U(8,0,0) — U(0,0,0) = 0.08

Aunque no son comparables entre s debido a las diferencias de escala, se observa cémo
en todos los casos estarfamos més cerca de adoptar modelos con 3 # 0 que de adoptar el
modelo con 3 =0 . En las medidas Kullback Leibler, Deviance y Distribucién predictiva
se deduce de la magnitud de la diferencia de utilidades esperadas a favor del modelo
(3,0,0), aunque habria que calibrar esa magnitud en cada caso. En el caso de la Medida
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basada en HPD , cuya diferencia de utilidades esperada se sitila en una escala de 0 a 1,se
ve claramente cémo se rechazaria el modelo g = 0.

Ejemplo 2.3.

Se han realizado simulaciones con el objetivo de comparar el comportamiento de las
diferentes medidas de evidencia presentadas. Se simulan muestras de tamano n = 100
provinientes de la distribucién Potencial Exponencial con parametro 3 . Se calculan los
valores de las medidas de discrepancia presentadas que mediran la evidencia a posteriori
en contra de que la muestra original provenga de una distribucién Normal. Este proceso
se repetird 30 veces con 30 muestras de tamano n = 100, simuladas de una Potencial Expo-

nencial para cada uno de los pardmetros 3 = —0.75, —0.5, —0.25, 0(Normal),0.25,0.5,0.75.

Obtenemos por tanto, para cada pardmetro 3 de la distribucién original de los datos,
una muestra de cada medida para contrastar normalidad. De estas muestras presentare-
mos los diagramas de caja en la Figura 2.4, ordenados segtn el valor del pardmetro 3 de
la muestra original simulada .

Para tener una referencia de comparacién se han incluido también los p-valores de los
contrastes de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors y el contraste y? sobre las mismas muestras.
A efectos de poder comparar, presentamos en estos casos la cantidad 71 — pvalor” pues
nuestras medidas toman valores mayores segin nos alejamos de la Normalidad.
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medidamDeviance medida=HPD
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=47 =2% =hi L1 an L5 am -7 050 036 000 0% 050 o
Box=plols de la madica ce evidercia Box=plofs de la medida de evidencia
B Nizaka do bmens 1= L) emdades de b dal Fol B al para cald oy da Baia

S0 Muestras de tamano n=100 sinuladas de la dist Pot Exponencial para cada valor de Beta

Figura 2.4. Diagramas de caja de las diferentes medidas de discrepancia obtenidas en 30
muestras de tamano 7 = 100 de la distribucién Potencial Exponencial con diferentes parametros

3.

Se observa como las medidas de evidencia basadas en los contrastes clasicos de Kolmogorov-
Smirnov-Lilliefors v 2, la deviance, la medida a posteriori H/PD vy la medida basada en
la distribucién predictiva funcionan correctamente, dando valores mayores a medida que
las muestras simuladas se alejan de la Normal (3 = 0) tanto hacia una curtosis més baja
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Media de las medidas de evidencia

L (L L A L L L L L I L L L L B LA B LR

K=Smimaow Chi=zquars - Eullbgel=Leikley

Figure 1:

de lo normal (# — —1) como hacia una curtosis més alta de lo normal (5 — 1).

En el caso de la medida de Kullback-Leibler, se nota en el grifico su asimetria: dis-
criminaria mejor los casos en los que la muestra tenga una curtosis mas alta de lo normal
que aquellos casos en los que la curtosis sea mas baja.

Al ser cada valor de la medida de discrepancia la esperanza a posteriori de la distancia
de Kullback-Leibler, es 14gico que la curva formada por los graficos de caja se asemeje
exactamente a la curva de la distancia de Kullback-Leibler presentada en la Figura 2.4.

En la Figura 2.5 se reescalan los valores de las medidas de Kullback-Leibler y la medida
basada en la distribucién predictiva al intervalo (0,1) para poder ser comparadas con los
demés métodos, Kolmogorov-Smirnov,x? y medida HPD. Se presentan lineas uniendo
respectivamente la media y la mediana muestrales de la medida de evidencia obtenida
para cada parametro [.
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Mediana de las medidas de evidencia

Figura 2.5. Medias y medianas de las medidas de discrepancia a posteriori para cada valor
de (3 en las muestras simuladas.

3.6 Aplicacion. Contrastes de bondad de ajuste

Es conocido que si X es una variable aleatoria con densidad f(x) y funcién de distribucién
F(z), la variable aleatoria Y = F'(X) se distribuye como una Uniforme U(0, 1). Podemos
contrastar la hipGtesis de que la muestra x proviene de una distribucién F'(x) contrastando
la uniformidad de la muestra transformada y = F(z), si la forma analitica de F(z) es
completamente conocida.

(Bernardo, 1982), (Girdn, 1985) y (Gémez-Villegas, 1988) realizan contrastes de bon-
dad de ajuste para cualquier distribucion a partir de contrastes sobre los parametros de,
respectivamente, la familia Alfa, la familia Beta simétrica en (0,1) y la familia Potencial
exponencial.

En esta seccién comparamos los métodos de las familias Alfa, Beta simétrica y Potencial-
Exponencial para una distribucién completamente conocida.

En primer lugar mostraremos una aplicacién del método de la transformada por F(z)
utilizando la distribucién Potencial Exponencial.

Ejemplo 2.4.

Hemos realizado dos contrastes reciprocos para mostrar algunas limitaciones del con-
traste a través de la familia Potencial Exponencial utilizando la transformada por F(x).
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Se sabe que la distribucién Potencial Exponencial coincide con la distribucién Uniforme
cuando 3 — —1, con lo cual realizaremos el contraste calculando

P(C"|y) = Py, {0 | p(B|y) 2 lim p(6]y)}.

En el primer caso se simulan 7 = 100 valores de una Normal N(0,0.75) y se transforman
mediante la funcién de distribucién de una T de Student con 4 grados de libertad. Es
decir, contrastaremos que esa muestra que en realidad proviene de la distribucién Normal,
proviene de una distribucién T de Student con 4 grados de libertad. Como resultado de la
transformacién obtenemos una muestra unimodal y con baja curtosis, pero no Uniforme.
La distribucién a posteriori p(J | ¥),tomando como priori una Uniforme, toma la forma de
una distribucién unimodal con moda en 3 = —0.72. La medida de evidencia P(C’ | y) =
0.97 con lo cual rechazamos, adecuadamente, que los datos provienen de una t-Student
con 4 grados de libertad.

El segundo ejemplo es el inverso: se simulan 100 valores de una distribucién T de
Student con 4 grados de libertad y se transforman mediante la funcién de distribucién
de una Normal(0,0.75). El resultado es una muestra con distribucién en forma de U, que
implica, como ya se ha visto, una distribucién p(3 | y) con moda hacia § = —1 en el
limite, y p(C" | y) = 0, lo que nos llevarfa a aceptar, erréneamente, la normalidad de los
datos.

Se puede deducir que el método, en el caso de la distribucién Potencial Exponencial,
depende en gran medida del resultado de la transformacién tomada sobre la muestra.
Si la imagen de los datos puede ser tomada como perteneciente a la familia Potencial
Exponencial, las conclusiones sobre p(3 | y) son directas, mientras que sino es asi, estas
conclusiones son cuestionables.

(Bernardo, 1982) propone utilizar la familia Alfa(f,w) , cuya forma analitica es

0(L)Y 15 0<y<w
ply|0,w) = 12
9(1—y)9*1 stw<y<l1
— W

cony € [0,1],60 >0, w € [0,1].

Si se dispone de una muestra ¥y, ...,y, v se define

{Zlog ](0 w) yz (u) 1)<yz)}
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1
Bernardo propone, utilizando la priori de referencia p(f) = 7 la aproximacion

p(0 | y) = I'(n,nt(w)), donde & es un estimador consistente de w, calculado a partir
de un estudio de los extremos relativos de t(w).

Cuando =1 la distribucién adopta la forma de una Uniforme, lo que permitira utilizar
la técnica de contraste planteada.

Anélogamente, (Girén, 1985) utiliza la familia Beta simétrica(a) en (0,1):

I'(2a)

— 1 — a—1

py | a) T(a)? {y(1—y)}

cony € (0,1),a > 0.

Si se dispone de una muestra ¥, ...,¥y, y se adopta una distribucién a priori no infor-

mativa sobre ¢, la distribucién a posteriori toma la forma

o 13) x (g

)n a—1

con G =TI (1l —w)
Cuando a=1 la distribucién adopta la forma de una Uniforme.

Se han calculado las distribuciones a posteriori para diferentes muestras, con los mod-
elos Alfa, Beta simétrico y Potencial Exponencial con el objetivo de comparar los tres
procedimientos .

Ejemplo 2.5.

En la Figura 2.6 contrastamos la hipétesis de normalidad N(0,1) de una muestra de
tamano generada de una T de Student con 4 g.1. Aplicamos a los datos la transfomacién
por la funcién de distribucién F'(x) de la Normal para contrastar Uniformidad de la
muestra transformada, con los tres métodos presentados anteriormente.

p

100 |

5.0 1

Figura 2.6. Distribuciones a posteriori de «, 3, 6. Datos originales T Student con 4 g. 1.
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Observamos cémo las familias de distribucion Alfa y Beta-simétricas parecen maés
sensibles a la no uniformidad que la familia Potencial Exponencial, que tiene (—o0,+00)
por dominio para y. (Para poder comparar con las familias Alfa y Beta-simétrica hemos
trasladado el plot de esta distribucién con la reparametrizacién 3 = 342). La distribucién
a posteriori p(f | y) de la Potencial Exponencial tiene su moda cerca de 3 = —1, en el
primer caso, dando P(C’ | y) = 0. Con lo que aceptarfamos erréneamente, la hipétesis
de uniformidad. en este ejemplo tenemos p(C’ | y) = 0.91 para la familia Alfa y p(C" |
y) = 0.89 para la familia Beta simétrica, rechazando la uniformidad en ambos casos.

P P
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(8|
p(ee| )
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oo D3 1o n] ;:l 0 T |I T .I.J-ll
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Figura 2.7. Distribuciones a posteriori de «, 3,0. Datos originales T Student con 5 g.
l.transformados por F(x)

En la Figura 2.7 hemos generado datos de una T Student con 5 g. de 1. Calculamos
la medida de evidencia utilizando las familias Alfa y Beta simétrica para el contraste
pero tomando los datos sin transformar para el caso concreto del contraste a través de la
familia Potencial Exponencial.

Con el modelo Alfa tenemos p(C’ | y) = 0.7534, con lo que no rechazarfamos comple-
tamente normalidad original de los datos. Con la familia Beta simétrica P(C’ | y) = 0.89.
Utilizando la familia Potencial Exponencial, sin usar la transformacién F'(y), tenemos
P(C" | y) =0.9989 con lo que rechazarfamos la hipétesis de Normalidad de los datos.
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En este ejemplo particular tenemos

PAlfa<C/ ’ y> < PBeta<C/ ’ Y> < PPot.Empon.<C/ ’ Y)

Podemos ver que la familia Potencial Exponencial otorga adecuadamente menos evi-
dencia a favor de la distribucién Normal que las otras dos familias.

Puede ser indicativo también el hecho de que el p-valor del contraste de Normalidad
de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors sea p = 0.46.

Finalmente realizamos contrastes de Normalidad para muestras generadas de las dis-
tribuciones Normal, T de Student con 4 g. de 1., Cauchy y Doble Exponencial. Generamos
10 muestras de tamano n = 100 para cada distribucién y calculamos la medida de eviden-
cia para el contraste de Normalidad. Mostramos el resultado en Box-Plots de los valores
de la medida de evidencia obtenidad a través de cada procedimiento, y a partir de cada
distribucién original de los datos. Anadimos el resultado obtenido utilizando el p-valor
en el contraste clasico de Kolmogorov-Smirnov.

1o
Alpha Beta

ITLRE] v} = TRE] SEOn N(0.1) t4 t10 clo.1 DE(0.1)

Test

m
]
o
H
°
S S
Kolmogorav

~2
N{0,1) t-4 t-10 c{o.1) DE(0.1) w0, 1) t-4 £-10 c(o, 1) DE(0,1)

Test Test

Figura 2.8. Box-plots de P(C" | y) sobre datos simulados

El contraste Potencial-Exponencial obtiene resultados aceptables a la hora de acep-
tar Normalidad cuando es cierta, y también rechazando normalidad cuando los datos
provienen de otras distribuciones, obteniendo en este caso ligeramente peores resultados
que los contrastes Alfa y Beta simétricos. Los resultados a través de la distribucion Beta
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simétrica parecen ser los mejores rechazando normalidad cuando no es cierta, mientras
los resultados a partir del contraste Potencial Exponencial detectan mejor cuando se da
realmente Normalidad. El contraste clasico de Kolmogorov-Smirnov parece en ambos
casos tener buenos resultados.

En las figuras siguientes presentaremos boxplots de las medidas obtenidas bajo difer-
entes tamanos muestrales y con varias distribuciones de origen. En primer lugar ob-
servamos en la Figura 2.9 para tamanos muestrales respectivos de los datos originales
n = 10,50,100 cémo, cuando las muestras provienen de la distribucién Potencial Expo-
nencial, el contraste Potencial-Exponencial y los contrastes x? y Kolmogorov-Smirnov dis-
criminan correctamente a medida que nos alejamos de la Normalidad en nuestros datos y
tienden a aceptar, también correctamente, a medida que el parametro 3 de la distribucién
de origen de los datos simulados se acerca al valor § = 0. Los contrastes basados en las
familias Beta Simétrica y Alpha no discriminan tan bien con este tipo de datos de ori-
gen. Se puede observar también cémo la precision de los contrastes mejora al aumentar
el tamano de la muestra original.
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Figura 2.9
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| Box Plots de P(C’| y)

Alpha

Pct. Exponencial

Box Plots de P(C’| y)

Muestras simuladas de tamano n= 50 de una Normal(0,])

Box Plots de P(C’| y)
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Figura 2.10.
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Figura 2.11
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En las siguientes Figuras realizamos el contraste de Normalidad sobre muestras tomadas
de la distribucién t de Student con respectivamente 4,8 y 12 grados de libertad. Se ob-
serva como todos los contrastes tienden a aceptar normalidad a medida que aumentamos
los grados de libertad de la distribucion original.

i85

oo

| Box Plots de P(C’| y)

Figura 2.12
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Box Plots de P(C’| y)

Box Plots de P(C"| y) | Box Plots de P(C’| ) |

Box Plots de P(C’|y)

Figura 2.14

La Figura 2.15 presenta las medias de las medidas de discrepancia obtenidas a medida
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que se varia el pardmetro 3 de la distribucion original de los datos simulados de una
Potencial Exponencial, para n = 100. Se observa cémo los contrastes que mejor funcionan
en este caso son el basado en la distribucion Potencial-Exponencial y los contrastes clasicos
de Kolmogorov-Smirnov y x2. Se ve cémo la media de la medida de discrepancia desciende
a medida que las muestras provienen de una distribucién Normal.
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Medias de P(C’ | v)
Test sobre nmestras de tamano n=100 de Fof.ExponencialiU,1Beta)

Figura 2.15.

Obtenemos un grafico parecido para muestras originales tomadas de una T de Stu-
dent, observando cémo los contrastes que mejor parecen discriminar son los de la familia
Potencial-Exponencial, familia Beta simétrica y contraste x2, en ese orden Como es nat-
ural, la media de la medida de discrepancia desciende a medida que aumentan los grados

de libertad.
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normalidad
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Figura 2.16

En la Figura 2.17 presentamos la media de la medida de discrepancia basada en la

Potencial-Exponencial frente a los p-valores de los contrastes x? y Kolmogorov- Smirnov-
Lilliefors en el caso en que la distribucién de los datos originales es una I'(«, 3), y vamos
aumentando el pardmetro $ de § = 5 a 3 = 20. Se observa cémo las medidas de
discrepancia tienden a aceptar correctamente Normalidad de los datos a medida que

aumentamos

el tamano muestral.

Medias de P[C'/y) en muestas similadas de Gamins
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muestras de tamano n=50

Figura 2.17
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4 Aplicaciones en modelos bayesianos

4.1 Introduccion

Algunos autores como (Box, Tiao, 1973) y (Marin, 1998) han presentado la posibilidad
de aplicaciéon de la distribucion Potencial Exponencial en modelos lineales a través de
aplicaciones concretas, poniendo de manifiesto la utilidad de un margen maés flexible en
cuanto a curtosis se refiere a la hora de modelizar los errores. Se profundizard ahora en
esta idea, a través de la utilizacién de la distribucién a posteriori del pardmetro 3, en
aplicaciones que aparecen en (Gémez-Villegas, Portela, 2003).

En la Seccion 4.2 se sentaran las bases para poder aplicar las técnicas de tratamiento
bayesiano de la distribucion Potencial Exponencial presentadas en el Capitulo 1 | en el
contexto concreto de los modelos lineales. Se verd una aplicacién concreta en el campo
de la quimica, en la que se comparan los modelos Normal y Potencial Exponencial.

En la Seccién 4.3 se estudia como utilizar la distribucién Potencial Exponencial en
modelos no lineales, con especial énfasis en la comparacién de modelos, tanto en la funcién
lineal como en el hecho de utilizar la distribucién Potencial Exponencial o la Normal para
los errores. Para contrastar esta tiltima posibilidad se utilizara la medida de discrepancia
HPD enunciada en el Capitulo anterior y, debido a que el ajuste en términos de prediccion
puede ser una referencia alternativa de la bondad del modelo en los modelos lineales que
vamos a tratar, utilizaremos una medida de este ajuste como medida complementaria. Se
plantea como ejemplo una aplicacién para la comparacién de dos modelos no lineales en
la evolucién del peso de bulbos de cebolla.

Para poder evaluar la factibilidad de aplicacién de la distribuciéon Potencial Exponen-
cial en todo tipo de modelos, se desarrolla una aplicaciéon més compleja en la Seccion 4.4,
en la que se comparan dos modelos longitudinales sobre la evolucién de células afectadas
por el virus del SIDA. En este modelo, como en los estudiados en la Seccién anterior,
se pone de manifiesto cémo la utilizacién de la distribucién Potencial Exponencial como
modelo para los errores puede mejorar el modelo.
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4.2 Aplicaciéon al modelo lineal

Los estudios sobre la distribucién a posteriori de los parametros (0, 0, 3) pueden aplicarse
al modelo lineal

y=X60+¢

donde y es un vector de n observaciones, X es una matriz de n X k elementos fijos, @ es
un vector de coeficientes de regresién desconocidos 8 = (01, ...,0;) v £ es un vector de n
errores aleatorios.

Supondremos que los errores son independientes con distribucién PFE(0, o, 3), es decir,Vi,

p(zi | 0,8) = w(B)oexp l_c(ﬁ) ‘% 2/(1+g)]

Esto lleva a que

Yi — ng

2/(1+5)
g

p(y; — xi0 | 6,0, 3) = w(B)o Texp [—c(ﬂ)

Vi,y, por lo tanto, el modelo a posteriori para los parametros sera

LA p(0,0, 5)

2/(1+8)
g

p(0o,8|y) x [w(B)]"o "exp [—c(ﬂ) Z

=1

Nuestros objetivos seran :

1. Estudiar la desviacién de nuestro modelo respecto del modelo usual (errores dis-
tribuidos segtin una N(0,0?) ), a través del estudio de la distribucién a posteriori

p(B1y).

2. Realizar inferencias sobre los pardmetros de regresién 8 considerando 3 como aleato-
rio en el modelo Potencial Exponencial para los errores, vy comparar con los resul-
tados obtenidos en el modelo Normal usual.

Para cumplir estos objetivos serd necesario utilizar las técnicas expuestas en los
anteriores apartados.



78 4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Distribuciones a priori

Continuando en la linea de plantear distribuciones a priori no informativas y suponiendo
a priori las distribuciones de los parametros independientes, supondremos las distribu-

ciones genéricas p(f3) y p(0).

p(8.0,3) =p(0)p(o)p(B) x o

Donde p(0) =p((04, ...,0k)) y supondremos estos pardmetros independientes a priori,
con lo que p(0) = Hlep(Ql).

Distribuciones a posteriori

Si estamos interesados en realizar inferencias sobre los pardmetros (8,0, 3) buscare-
mos, bien obtener una estimacién de las probabilidades marginales p(8 | y), p(3 | y),
p(0 | y) o eventualmente p(f; | y), o bien obtener muestras generadas de estas distribu-
ciones marginales. Comenzaremos con el primer caso, la estimacién de las densidades a
posteriori, para el cual utilizaremos la técnica de Monte-Carlo expuesta en apartados ante-
riores, modificada adecuadamente. El segundo objetivo, la obtencién de muestras de esas
densidades marginales, se abordard mediante el método de mixturas también modificado
para ser aplicado al caso concreto del modelo lineal.

4.2.1 Estimacion de las densidades marginales mediante el método de Monte-
Carlo

Utilizando las distribuciones a priori que hemos planteado en el apartado anterior,

a

p(0.0,5]y) o [w(B)]"o " exp [—C(ﬂ) >

=1

2/(1+B)]

Esta expresion se puede integrar en o, resultando

p(0.8]y) x[T((B+3)/2)] "T(n(B+1)/2+ 1)[2 ly; — xt0[7 )]

S1 deseamos obtener una estimacién Monte-Carlo de las distribuciones marginales de
los parametros podemos aplicar el siguiente proceso:

Simulando muestras respectivamente de p(3) , p((01,...,0x)), o p(6;), estimaremos el
valor de la funcién proporcional a la densidad marginal de cada uno de los parametros ,
respectivamente, mediante las expresiones
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ﬁ (817“‘78k) ’ Y) OCZle«eluuek)uﬂz ’ Y)

(
(B1y) x> (b1, 00):.8 | )

50y om 3 b0, O | y)
(

donde el vector (01, ...,0%);

;! representa el vector (0, ...,0;); eliminada la componente

4.2.2 Extraccion de muestras de las densidades a posteriori

Método de Muestreo de Gibbs

S1 deseamos obtener muestras de las densidades a posteriori podemos utilizar el método
de muestreo de Gibbs, en el cual se extraen muestras de las distribuciones condicionales.

n
Para ello sabemos que, para k > 1,> |0 — yzlk >nl0— ylk, con lo cual, como
=1

A" p(0))

g

(0 | (64, ---76k)7l70_7ﬂJY) X exp [‘dﬂ) i

=1

wu+m]

Tenemos que

2/(1+5)

(y_Xt,l<817"'79k)7l> — 0 p(el)

g

p(0; | (917---79104707@3’) <exp | —nc(f)

donde y — x* (04, ..., 0;) ! representa la media muestral de y — x" ,(0y,...,0;) ! en las
n observaciones, y X', es el vector x sin la componente [. Esta expresién de acotacién se
utiliza como base para implementar el método de rechazo obtenido en la seccion 2.2.4.

~(nt1) _ N ety :
Como p(o | 6,5,y) xo exp [ (e(B) Z; ly; — x10| )02/(1+/3)] basta aplicar

el método visto en la seccién 2.2.4 sin méas que cambiar |y; — 0| por |y; — x18).

Del mismo modo, como

_ xt@
ho A7 ()

g

(3] 6,0,y) cw(B) exp [—cw) >

=1

2/(1+B)]
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Se utilizard un método similar al visto en 2.2.4 para extraer muestras de la distribucién

p(186,0,y).

El método de Gibbs se desarrollard como sigue:

1. Tomar valores iniciales 9(0), o, ﬁ(o)

2. Extraer muestras sucesivamente de los 6; a través de la distribucion condicional
p(0; ] (01,....0,) 7", 0@ 8@ y) segiin el método propuesto. Con este paso se obtiene
el vector 8, actualizado en cada iteracion del algoritmo

3. Extraer ¢V de p(o | 9(1),ﬂ(0),y)
4. Extraer ﬁ(l) de p(3 | 9(1)7 oM y)

5. Volver al paso 2

Utilizacion de la representaciéon por mixturas

Otra posibilidad es utilizar la representacién de la Potencial Exponencial a través de
mixturas. De acuerdo con esta representacién, tenemos que

g B+l t9 g +1
- 92 -
Gt 2 X+

c(B) 2 co(B) 2

y ’ 970_7/67U7X£U<Xt0_

con

ul f=T(56+0),1)

Planteando como distribuciones a priori para cada pardmetro ¢; del vector (04, ..., 0%)
distribuciones uniformes, p(6;)  cte, asi como para el pardmetro 3 , p((3) x cte y para
la distribucién IG(a,b), se pueden generar muestras de la distribucién a posteriori.

Las densidades condicionales, necesarias para aplicar el muestreo de Gibbs, son:

Paral > 2,

0,1 (0y,....,0,) " o, 8,u,y = cte,0; € max(Maxl, Max2), min(Minl, Min2)]

donde
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. g+l
Z c(B) 2 '
Ma$2:l£if){<yi + — —x{(01,...,08)" );)
: () 2 '
. . g % t ~1 1
Minl = ?i%(yz + T T x;(01, ... 0x) );)
: () 2 '
. . O_ w 1
MZTQ:II}SS(% — —ﬁiul 2 _ X§<817 e 9,0*[)5)
: () 2 '
(denotando por ! la componente | — ésima del vector X en la muestra i)
Paral =1,
8[ ’ (917"'78k)7l70_7ﬂ7u7y ECt@,
o et o 24
con 0, € [mlax(yi——ﬁiui 2 —x4(0y, ...,Qk)’l),mln(yrl-ﬁui 2 —x{(0y,...,00)7")]

() (B =

El resto de distribuciones condicionales quedara

e
o|0,6,uy EIG<a+n,b>,0>maX{<c ﬁ)) * g - x0)}
;rl

(

n(14+3) 15
c(8

— ) . B tal que ——— T <—yZ — Xt0> Vi
M(3(3+4) o)

1
(y; — Xt9)2> 18

/6’970_7117}, X

o2

u; | 0,0,0,u; x Exp(l), czbﬂl) ><

Con estas distribuciones condicionales se desarrolla el muestreo de Gibbs obteniendo

muestras de la distribucion conjunta a posteriori de los parametros, del modo planteado

en la seccidon 2.2.4.
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4.2.3 Aplicacién

(Box, Tia0,1973) estudian datos de un experimento que relaciona la tasa de una reaccién
quimica K con la temperatura absoluta 7" a la que se hizo el experimento. En su modelo

y; = 01 + Oyx; + &

donde y; = log K y z; es una funcién de la temperatura T; prefijada en varias pruebas
repetidas. En total el tamano muestral es de n = 20.

Supondremos que g; = PFE(0, 0, 3) independientes y aplicaremos la técnica propuesta
para establecer inferencias sobre o, (3, y el vector de coeficientes que en este caso es

bidimensional, 8 = (01, 05).

El estudio de estos datos fue llevado a cabo por (Box, Tia0,1973) sin considerar la
aleatoriedad del pardmetro 3, realizandose las inferencias sobre 01,0y y o para ciertos
valores concretos de este pardmetro de curtosis 3. En nuestro caso, el reflejar la incer-
tidumbre de 3 tendra repercusiones en las distribuciones a posteriori de 61,05 v 7 .

Hemos implementado el método Monte-Carlo para estimar las densidades marginales

respectivas p(3 | y), p(o | y), p(01,05 | y), p(01 | y) y p(05 | ¥), adoptado las distribuciones
a priori no informativas ya mencionadas, en dominios suficientemente amplios.

Se observa en la Figura 3.1 cémo en este caso la distribucién a posteriori de (3 refleja
practicamente Normalidad de los datos : la moda a posteriori se sitiia en 7 = 0.08 y
la medida de discrepancia HPD toma el valor 0.18, con lo que podriamos eventualmente
utilizar el modelo Normal usual para los errores &;.

k)

R R R R R N e N = R ]

i
W e ad® 0O RN W N

zeta

Figura 3.1. Distribucién a posteriori p(ﬂ ’ Y)

En la Figura 3.2 se observa el histograma de una muestra de p( | y) obtenida a través
del método de mixturas:
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500
400

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

zeta

Figura 3.2. Histograma de muestras de p(ﬂ ’ Y)

La distribucién a posteriori conjunta de los pardmetros de regresién (6;,0,) se refleja
en las Figuras 3.3 y 3.4 donde, en concreto en el grafico de contorno, el centro corresponde
aproximadamente al punto (01 = —4.00, 0, = —0.2145).

-3.925:
-3.9751
y
-4.025% \A
-4.0751 . .
-0.275 -0.225 ~0.175 ~0.125

al
Figura 3.3. Gréfico de contorno de p(01,0, | )
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pri2

0.67 1

Figura 3.4. Gréfico de p(01,0s | y)

En las distribuciones marginales para 6, y 0y presentadas en la Figura 3.5 se puede
apreciar como las modas respectivas a posteriori se dan en los valores #; = —4.015 y

0, = —0.2035.

(Los estimadores de minimos cuadrados, correspondientes al modelo con errores Nor-

males, son 0; = —4.013 y 0, = —0.2027).

pri priz

1.29 1.2

1.04

0.79

0.54

0.295 _ 0.23 -0.203

0.00 0.07

(LIS B B L B LA IS B B S B S S B L B

-4.15 -4.10 -4.05 -4.00 -3.95 -3.90 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15

al a2
Figura 3.5. Distribuciones p(01 | v) y p(02 | v)
La Figura 3.6 presenta los histogramas respectivos de las muestras obtenidas de p(61 |

y) v p(05 | y). No se aprecian diferencias entre los resultados obtenidos con el método de
la estimacién de la densidad via Monte-Carlo.
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Figura 3.6. Muestras simuladas de p(01 | y) y p(02 | v)

En el caso del parametro de escala o, la distribucion a posteriori tiene moda aproxi-

mada en o = 0.048.

<1

OO NN UH=ECIN GO -0 OO0 O |-

[slaslesleissleslssleeleeeleeles el
COOONOUICIIOUIONONOUOUIOUOGD N
NN NI N R I I PR I P A I

AL B L L L B N R |

o

.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

sigma

Figura 3.7. Distribucién p(o | )

|
500007
40000 7

3000073

20000
10000 3 | ‘l
I IIIII-

0

LN L e B B S S B B L s L B B S B S L B S

.04 0.01 0.06 0.1 0.16 0.21 0.26 0.31 0.36 0.41

sigma

Figura 3.8. Muestras simuladas de p(o | y)

En la Figura 3.9 presentamos la nube de puntos y las rectas ajustadas para los
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parametros 6, y 09, siguiendo tanto el modelo de errores Normales, como el modelo con
errores PFE(0,0, ) y utilizando la moda a posteriori. Las rectas son respectivamente,

y = —4.013 — 0.2027x para el modelo con € = N (0, 0?)

y = —4.00 — 0.2145x para el modelo con ¢ = PFE(0,0, )

Debido a que, como hemos visto a través de la medida de discrepancia y de la dis-
tribucién a posteriori p(f3 | y), no se puede asegurar una gran desviacién del modelo
Normal , estas dos rectas son muy parecidas.

<

<~ .~ modelo PE

\\i\

0O~ U1 4~ AN — O O 00~ > U P~

AhLhbbbbbddidididdid

Figura 3.9. Nube de puntos y rectas ajustadas segiin 91, 92 =moda a posteriori, en el modelo
PE(0,0,0) y en el modelo Normal.

4.3 Extension al modelo no lineal

Si la relacién entre la variable respuesta y las regresoras se expresa segin cierta funcién
g segin

Y, = g(xi| 0)+<;
donde 9 = (81, "'78}7) , YV X; = (a’)l, ,a’)k)l

Por ejemplo, en el modelo lineal, tenemos que p=k+ 1y

g(X ’ 9) :91 + 92371 + ...+ 8k+lajk
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Andlogamente al planteamiento expuesto en la seccién anterior, supondremos que los
errores &; son variables aleatorias independientes con distribucion Potencial Exponencial
PE(0,0, ). Planteando las mismas distribuciones a priori para los pardmetros que en el
modelo lineal, se obtiene que la distribucién a posteriori es

Yi — Q(Xz" 9)

g

n 2/(1+8)
p(8.0,8 | y) o [w(B)]"o” "D exp [—c(ﬂ) > ]

=1

Para la estimaciéon via Monte-Carlo de las densidades marginales a posteriori esta
expresiéon no encierra mayores dificultades y se puede plantear de modo general para
cualquier funcién g(x;| 8) regular. No es asi sin embargo para la extraccién de muestras
utilizando el método de muestreo de Gibbs directo o la representacién por mixturas, pues
el desarrollo técnico depende en cada caso de la funcién g(x;| 8) utilizada.

4.3.1 Estimacién de las densidades marginales mediante el método Monte-
Carlo

El método Monte-Carlo utilizado tiene un desarrollo idéntico al caso del modelo lineal:

Simulando muestras de tamano m respectivamente de p((3) , p((61,...,05)), o p(6)),
estimaremos el valor de la funcién proporcional a la densidad marginal de cada uno de
los parametros, respectivamente, por las expresiones

(01,00 [ y) 0D p((01,00).5; | )

B3| y) oclzfing«el, SUANCIES

plo]y) R Z.:lp«elu s 0k)i 85,0 | y)

DO 1y) o<y P01, 00) 8,1 )

donde el vector (01, ...,0;); " representa el vector (6, ...,0;); eliminada la componente
0.
4.3.2 Comparacion de dos modelos no lineales.

(Gelfand, Dey y Chang, 1992) plantean la eleccién entre dos modelos no lineales a partir
de la utilizacién de la distribucién predictiva bajo una perspectiva de validacién cruzada,
es decir, denotando por yy,y al vector y sin la r-ésima observacion,

Y yw)  py)
POl Y) = =050)  plve)




88 4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Una posibilidad para comparar los modelos

v = g1(x;] 0)+<
Y = go(x;] 0)+<;

consiste en utilizar una funcién de diagndstico que represente el ajuste del modelo para
cada observacién h(y,) y calcular su esperanza bajo la distribucién predictiva presentada.
Es decir, calcular d, = E(h(Y})] y(r)). Tendriamos asi una medida intuitiva del ajuste de
cada uno de los dos modelos para cada observacion , que podria agregarse para obtener
una medida general.

Concretamente, una posibilidad es tomar
Myr) =y, — Yo

de manera que

dr =y, — BV, y(,y)

Siendo estos d, residuos mencionados en (Geisser, 1987). Estas medidas se pueden
estandarizar tomando 02 = Var(Y,| y(r)) y calculando d, =d, /o,.

La suma Y (d,)? puede usarse como un indice de bondad de ajuste de cada modelo.
Los d). permitirdn identificar observaciones anémalas.

Como veremos a continuacién, la estimacién de F(Y| y(r)) se puede realizar a partir
de estimaciones Monte-Carlo.

En el caso que nos ocupa, si consideramos los errores independientes y distribuidos
segin una Potencial Exponencial, es decir,

e= PFE(0,0,0)

Tenemos que, para cada r,

p(Y:18,0,0,%) = PE(g(x,,0),0,5)

Ademas,

(Y2l yi) = [ (Y| 0,0,8,%,y,)p(0,0,8,x | y())dodeds

y, por lo tanto,
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EY, |y = [Yop(Ye] 0,0,8,%,y))p(0,0,8,% | yr)didod3dY,
Suponemos independencia condicional en la distribucién de Y,., de manera que
p(Y7] 0,0,8,%,y)) =p(Y:| 0,0,8,%)
y por lo tanto podemos poner
EY |y = [/ Yep(Ye] 0,0,8,%)dY,] p(0.0,8 | yu),x)d0dod s =
JIEY:] 6,0,8,x)|p(0.0,8|yw),x)dbdod =
=/ g(z,,0)p(0,0,3 | yuy,x)d0dod

Esta expresion se puede integrar en o, con lo que queda

EY:|yq) = J9(z:,0)p(ye) | 0,8,%)p(0)p(3)dods

p(yr)

En esta tultima expresién puede utilizarse el método Monte-Carlo expuesto para la
estimacién de valores de la distribucién a posteriori p(8,0, 8 | y(u),%), de la siguiente
manera:

1. Se generan i muestras de p(8), y p(3)

2. Se estima la constante normalizadora por Monte-Carlo o bien por integracion

P(y()
numérica en los puntos (6, ﬂ)(i) calculados en la expresion p(y () | 8,3,%)p(0)p(5)

1

3. Se calcula E(Y’ Yimy) = EQ(Q% g(i))p<y(r) | (O,ﬂ)(i),x)

<Y(7’)) i=
Finalmente se calcula la medida

d, = Yr — EO/T’ y(r))

Todos estos calculos se deben repetir para cada observacién r.

Por otra parte, para estandarizar estos residuos, y para calcular 02 = Var(Y,| y(r)),
se puede tener en cuenta, suponiendo de nuevo independencia condicional en Y, , que

V(Y| Y(r)) = B(Y?| Y(r)) — [B(Y;] Y(r))]2

E(Y? | 9707ﬁ7X7Y(T)) =E(Y? 08,0,8,x)=



90 4. Aplicaciones en modelos bayesianos

= 0_2 +g<$7’79)2

Por lo tanto, para estimar la varianza V(Y| y(r)) utilizando el método Monte-Carlo,
tenemos que

V(K” Y(r)) = f}/;p(}/rl QJJJﬂJXJY(T))p<970_JﬂJX ’ Y(I‘))dedo_dﬂd}/r - [E<}/7” Y(r))]2

= [lo* + g(z.,0)]p(0,0, 8,x | y))dOdods — [E(Y:| ()]

= p&(r)) Jlo” + gz, O)p(ye) | 0.0, 8,%)p(0)p(B)p(0)dbdod 3 — [E(Y,| y,))]*

En esta expresion la primera integral se puede estimar con un método similar al presen-
tado anteriormente para estimar E(Y}| y(r)) v en el segundo término podemos aproximar

[E(Y,] Y(r))]2 por [E(K[ Y(r))]Q-

Una vez calculados E(YT] y(r)) y ‘7(}/7,] y(r)) se construyen

d, v—EWly,)
O V<}/7” y(r))

Obtendremos ademés por el método Monte-Carlo , estimaciones para las densidades
a posteriori de los parametros de regresiéon y de ¢ y 3, con lo que podremos estudiar la
posibilidad de utilizar o no el modelo con errores normales en alguno de los dos modelos.

4.3.3 Aplicacién

(Gelfand, Dey y Chang, 1992) comparan los modelos siguientes

Modelo logistico: y = 0o(1 + 0,05) ' + ¢

Modelo de Gompertz: y = fge 1% + ¢

donde la variable Y es el peso de bulbos de cebolla medido a través del tiempo creciente

X.
X1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y | 16.08 | 33.83 | 65.80 | 97.2 | 191.55 | 326.2 | 386.87 | 520.53 | 590.03
10 11 12 13 14 15
651.92 | 724.93 | 699.56 | 689.86 | 637.56 | 717.41
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Figura 3.10

Estos autores plantean errores e distribuidos segin una Normal, utilizando distribu-
ciones no informativas para los pardmetros. En nuestro caso supondremos que los errores
se distribuyen segiin la Potencial Exponencial, comparando ambos modelos en este marco
y poniendo de relieve las diferencias de ajuste utilizando esta distribucién para el término
de error. Compararemos no solamente las diferencias de ajuste para los dos modelos, sino
también respecto a utilizar el modelo de errores distribuidos segiin una Normal y segiin
la distribuciéon Potencial Exponencial.

En ambos modelos, logistico y de Gompertz, utilizaremos la reparametrizacién si-
guiente:

[ 8/1 = 10g<81)

0
o 0, = 10g<1——26?2)

Las distribuciones a priori que tomaremos sobre los parametros seran independientes
a priori y no informativas, de manera que

1
p<807 /17 /270_7/6) X ;



92

4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Modelo Logistico.
de los parametros en la figura siguiente.

Para este modelo, se presentan las distribuciones a posteriori marginales

S s
§50 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700 705 710 115 720 725 730 735 740 1 i 4

ol 11

p(o|y)

R T A A | 0.1 0.2 0.3 b4 0.5

p(0s | y)
Figura 3.11. Distribuciones a posteriori de 0, 07, 0,

Las distribuciones a posteriori para los pardmetros o y [ correspondientes al error &

quedan reflejadas en la siguiente figura.
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Figura 3.12. Distribuciones a posteriori de o, 3
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A la vista del tltimo gréafico, donde la distribucién p(3 | y) tiene moda en 5 =1y
por lo tanto alejada del valor 3 = 0 correspondiente a Normalidad, parece més apropiado
utilizar el modelo Potencial Exponencial que el modelo usual con los errores normales, si,

como estamos haciendo, se adopta el modelo logistico a los datos.
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Se han realizado también estimaciones de las distribuciones a posteriori de los pardmetros

para el caso concreto de errores normales, considerando por lo tanto 3 = 0 constante en
el modelo Potencial Exponencial. Los resultados aparecen en la Figura 3.13.
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Figura 3.13. Distribuciones a posteriori de los parametros en caso de Normalidad.

Finalmente se presenta una tabla con las medias y modas a posteriori de los parametros

de interés en ambos casos:

Modelo Potencial Exponencial

Modelo Normal

Moda a posteriori
Media a posteriori

0o 0, g, o I54
699.75 4.37 0.0158 11.3 1
702.31 4.44 0.016 135 0.8

0, 0, 0, o
697 4.35 0.015 25.6
702.30 4.39 0.016 27.3
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Modelo Gompertz.

Utilizando la misma reparametrizacién, y con el modelo Potencial

Exponencial para los errores, tenemos las distribuciones a posteriori siguientes:
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0.01

0.01 |

0.00 |

0.00 |

0.00
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Figura 3.14. Distribuciones a posteriori de 0y, 07, 0,
Las distribuciones marginales de ¢ y [ son, en este modelo,
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Como ocurre con el modelo logistico, parece més adecuado plantear un modelo Poten-
cial Exponencial, dado que la distribucién a posteriori p(J| y) tiene su moda muy alejada
del valor 3 = 0 correspondiente a la distribucién Normal. La medida P(C'| y) = 0.85.

Si planteamos el modelo Normal para los errores £, (es decir § = 0 en el modelo
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Potencial Exponencial), obtenemos las distribuciones

pri2 pri2
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Figura 3.16. Distribuciones a posteriori de los parametros en el caso de normalidad

La Tabla de estimaciones a posteriori para los pardmetros se presenta a continuacion.

Las medias a posteriori se estiman por integracién numérica.

Modelo Potencial Exponencial

Modelo Normal

Moda a posteriori
Media a posteriori

0o 0, g, o 1§
726.5 255 055 158 0.8
723.8 2.567 0.543 19.5 0.75

0o 0, 0, o
7215 235 055 33
721.37 257 054 338
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Ajuste de los modelos. Comparaciéon. Aplicando el método de comparacién a partir
de la estimacién E(Y;| y(r)), obtenemos los siguientes resultados:

Modelo Logistico

£ =Potencial Exponencial ¢ =Normal
1 | 16.08 16.72 -0.64 | -0.06 17.03 -0.95 | -0.04
2 | 33.83 32.53 1.29 | 0.11 32.69 1.13 | 0.04
3 | 65.80 61.92 3.87 | 0.33 61.47 4.33 | 0.17
4 | 97.20 113.01 -15.81 | -1.35 111.19 -13.99 | -0.53
5 | 191.55 192.21 -0.66 | -0.06 188.67 2.87 | 0.11
6 | 326.20 296.60 29.59 | 2.62 292.29 33.90 | 1.30
7 | 386.87 409.92 -23.05 | -1.93 406.58 -19.70 | -0.78
8 | 520.53 510.93 9.59 | 0.80 509.42 11.11 | 0.42
9 |590.03 586.71 3.31 | 0.29 586.57 3.45 | 0.14
10 | 651.92 636.44 1547 | 1.35 636.87 15.04 | 0.58
11 | 724.93 666.19 58.73 | 5.04 666.69 58.23 | 2.25
12 | 699.56 682.95 16.60 | 1.37 683.34 16.21 | 0.62
13 | 689.96 692.07 -2.11 | -0.18 692.32 -2.36 | -0.09
14 | 637.56 696.93 -59.37 | -5.21 697.08 -59.52 | -2.28
15 | 717.41 699.49 17.91 | 1.46 699.58 17.82 | 0.70

Modelo de Gompertz

¢ =Potencial Exponencial £ =Normal
1 | 16.08 1.12 14.95 | 0.91 1.13 14.94 | 0.45
2 | 33.83 9.63 24.19 | 1.45 9.57 24.25 | 0.72
3 | 658 41.24 24.55 | 1.56 40.79 25.00 | 0.74
4 | 97.2 108.53 -11.33 | -0.73 107.49 -10.29 | -0.31
5 | 91.55 206.23 -14.68 | -0.98 204.73 -13.18 | -0.39
6 | 326.2 315.65 10.54 | 0.63 313.93 12.26 | 0.38
7 | 386.87 418.50 -31.63 | -2.08 416.68 -29.81 | -0.88
8 | 520.53 504.39 16.13 | 1.03 502.46 18.06 | 0.54
9 |590.03 570.58 19.44 | 1.28 568.53 21.49 | 0.67
10 | 651.92 618.92 32.99 | 2.10 616.74 35.17 | 1.07
11 | 724.93 652.96 71.96 | 4.67 650.68 74.24 | 2.20
12 | 699.56 676.36 23.19 | 1.43 674.02 25.54 | 0.75
13 | 689.96 692.20 -2.24 | -0.14 689.81 0.14 | 0.01
14 | 637.56 702.81 -65.25 | -3.97 700.39 -62.83 | -1.90
15 | 717.41 709.88 7.52 | 0.46 707.45 9.96 | 0.30




97

4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Modelo Logistico Modelo de Gompertz
Potencial Exponencial | Normal | Potencial Exponencial | Normal
S (d,)? 9593.30 9646.06 14632.62 14993.61
>, 258.06 260.68 370.67 377.23

Se ve como el modelo Potencial Exponencial parece ajustar ligeramente mejor en
ambos modelos (logistico y de Gompertz), algo que se prevefa tras presentar la distribucién
a posteriori de [ en los dos casos. Por otra parte, el modelo logistico parece comportarse
con claridad mejor que el modelo de Gompertz en el ajuste de los datos.

Por 1ltimo se presenta el grafico de los residuos estandarizados d, en los modelos que
mejor se ajustan (modelo logistico con distribucién Potencial Exponencial para los errores
y modelo logistico con distribucién Normal para los errores). El objetivo es ahora detectar
datos anémalos. Como se ve en el grafico, las observaciones correspondientes a z = 11 y
x = 14 son datos probleméticos para ambos modelos (esto también se puede confirmar
observando la tabla de valores en el modelo de Gompertz).

w0,

_57 o

o]

1 2 3 4 5 €] 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1 2 3 4 5 €] 7 8 9

Modelo logistico, ¢ = PE Modelo logistico, € = Normal

Figura 3.17. Graficos de residuos

4.4 Aplicacion a un Modelo lineal con datos longitudinales

(Han, Carlin, 2001) plantean comparar dos modelos con el objetivo de tratar datos lon-
gitudinales en un experimento clinico con pacientes con SIDA. Estos datos ya fueron
tratados en otros estudios como (Carlin, Louis, 2000) o (Goldman et al, 1996). Consisten
en mediciones del niimero de linfocitos afectados por SIDA y llamados CD4, realizadas
a cada sujeto a los 0, 2, 6, 12 y 18 meses de comenzar el seguimiento. Se dividié a los
pacientes en dos grupos segin dos tratamientos distintos (variable z; = 1 0 0), y también
se considerd si tenfan un diagnéstico de SIDA positivo en ¢ = 0 (variable zo = 1 0 0).
Debido a multiples factores existen muchos datos ausentes en la muestra. Se considera

10 11 12 13 14 15
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conveniente transformar mediante la raiz cuadrada las medidas de CD4, con lo cual el
vector respuesta serd Y; = (Yi1,...,Y;s) , la rafz del niimero de CD4 para cada paciente i,
tomado en cada tiempo j = 1,...,5, equivalentes a los tiempos ¢;; = 0,2,6,12, 18 meses.
Debido a los datos ausentes el vector Y; tendréd dimension variable para cada paciente.
Llamaremos s; al niimero de mediciones en el tiempo de cada paciente Y, es decir, a la
dimensién de este vector.

Nos disponemos a comparar los modelos M; vy M,, donde

Ml YZ:XZa—I—WZbZ—I—&Z

M, Y; = Pic+ Qid; + v,

En el primer modelo, W; es una matriz s; x 3, con fila j-ésima (1,¢,;, max(0,t;; — 2))
X, es una matriz s; X 9, tal que X; = (W; | 2, W, | 20,W5).

En este marco, a es un vector de 9 componentes (ay, ..., a9) y los b, relativos a efectos
aleatorios debidos a cada sujeto, son vectores de 3 componentes b; = (b;1, b;9, b;3).

El segundo modelo es similar al primero, pero en el modelo M, la matriz (); es de
dimensiones s; x 2, tal que tiene fila j-ésima (1,¢,;).En concreto, la diferencia entre los dos
modelos radica en que el modelo M; permite un punto de cambio en la evolucién lineal de
la variable respuesta en el mes ¢t = 2, que pretende reflejar las consecuencias inmediatas de
los tratamientos, mientras que el modelo mas simple My aproxima la tendencia lineal de
la variable respuesta respecto al tiempo, desde ¢ = 0, sin considerar puntos de cambio. En
el desarrollo bayesiano siguiente nos centraremos en el modelo M, pues no hay diferencia
sustancial en el tratamiento basico de ambos modelos.

4.4.1 Distribuciones a priori de los parametros

Siguiendo un planteamiento similar al de (Zeger, Karim, 1992) supondremos una dis-
tribucién a priori no informativa para el vector a. Los vectores b, seguiran a priori una
distribucién Normal Multivariante N (0, V), donde V! es una matriz definida positiva
que sigue a su vez una distribucién de Wishart W((pR) !, p) con ciertos valores iniciales
que tomaremos idénticos a los valores sugeridos por (Carlin, Louis,2000) para estos datos.

Continuando con la propuesta de modelizar los errores segin una distribucién Po-
tencial Exponencial, planteamos ¢; o« PFE(0,0%1,3), independientes e igualmente dis-
tribuidos. La extension multivariante no sera necesaria a la hora de los desarrollos, pues
trabajaremos en cada componente por separado.
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Para cada observacién, (paciente 7 y momento del tiempo j), tendremos

Yij = Xgja + wib + &5

es decir,

Yij = (JU}J-CH + ...+ $?jag)+<wiljbi1 + ...+ wfjblz),) + Eij
De este modo, la verosimilitud quedara

p<yZ] ’ a, biuo_uﬂ) X PE<XZ]a+WZJb17O_7ﬂ) =

Yij— (xija + wib;)
g

= [w(P)]"*0 " exp

1n Ch
I

2/(1+B)]

Si deseamos comparar ambos modelos utilizando la técnica del apartado anterior, se
llega a

E(Y y(ij)) = /(nga‘l'wm )p(o, B,a,b; |y )dodBdadb;

Es decir, para estimar E(Y};]| Y )) utilizaremos el método Monte-Carlo, extrayendo
muestras de p(o,3,a, b, | y(u)) y evaluando la funcién (x;;a + wy;b;), mediante

1 «— o m
k=1

En esta ultima estimacién se consideraran solamente las mediciones en el tiempo con-
creto j existentes para el paciente 7, para poder establecer la medida de ajuste d;; =
Yij — E(YZJ] y(ij)) y posteriormente D(Modelo M) =Dy =" | Z] 1 d7; como una me-
dida global de ajuste. Respectivamente, para el modelo My se calculara la cantidad D).

Finalmente se compararan ambas cantidades Dy y Ds.

4.4.2 Simulacién de las distribuciones a posteriori

Se desean extraer muestras de p(c,f,a,b |yg;)). Para ello utilizaremos el muestreo
de Gibbs, extrayendo sucesivamente muestras de p(U[ﬂ,a,b,y(ij)), p(ﬂ]a,a,b,y(ij)),
p(a la,ﬂ,b,y(ij)) y p(b la,ﬂ,a,V,y(ij)). Es necesario disponer de medios para extraer
muestras de estas distribuciones, para lo que recurriremos a las técnicas expuestas en el
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apartado de simulacion de muestras de los parametros de una distribucién Potencial Ex-
ponencial. Para no sobrecargar la notacion, haremos los desarrollos suponiendo un vector
genérico de datos y.

Muestras de la distribucién p(o |, 3,a,b,y)

Al ser
(s 1 1
plo].B.a.b.y) oo O Vexp | ~ormzs 3D Iy (xga - wby) 1
i=1 j=1

n

> si(1+7) .
Fijando a = % Z Z Y5 (xija + wi;b; )’2/(1+B)
=1 j=

1-. Se extrae una muestra g de una Gamma I'(a, b)
2-. Se calcula o = ¢~ (140)/2

Se verifica que ¢ proviene de la distribucién objetivo.
Muestras de la distribucién p(3 | o,a,b,y)

En este caso,

p(# | o.aby)ox
vii (x;4 + wyb;)

2/(1+B)]

1 1
SsB 40 TEE+aE ["Z

5 5 =1 j=1

que esta acotada por

R
ETE

exp(—(5 log(2))7)

con lo que utilizaremos el siguiente método de rechazo:

1. Extraer una muestra (3 de una distribucién exponencial Exp(% log(2)) truncada en
ﬂ S <_17 1]

(lea_‘_ wi;b; ) 2/(148)

g

1 n 8
2. Tomar logt = —nlog(T'(3/2)) — 37n10g< )+ 5 Z Z "
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3. Extraer u de una U(0,1)

4. Silog(u) < —logt, Aceptar 3. En caso contrario, rechazar (3 y volver al paso 1.

Muestras de la distribucién p(a | o, 3,b,y)

En este caso, a = (ay, ..., ag), con lo que utilizaremos el muestreo de Gibbs generando
alternativamente muestras de las distribuciones p(ay| a‘,ﬂ,a(k),b,y), denotando por a,
el vector (ay, ..., a9) sin la componente k-ésima.

Para generar valores de p(a;| 0,0, ag,y,b,y) hay que ver que, denotando por

l
Yij — Wby — > wia
K I£k
k

ajij

se tiene que

(et [0

R %)
U/%Z

(4.1)

1 n 8
p<a’k’ a?ﬂua(k)ubiJY) X exp _5 Z Z
i—1 j—1

Con lo que se tiene el marco apropiado para utilizar el algoritmo de rechazo usual a
la hora de trabajar con la distribuciéon Potencial Exponencial.

n 8 o
Definiendo las cantidades zF = > > 2% v 0., = ————, se verifica que la ex-
imij=1 Min{x};}
presién (4.1) estd acotada por
s |a, — 3% [2/0+0)
exp | — % k
2 O max

De modo que el método de rechazo para simular muestras de a; tomara la siguiente
forma:

O_ma.x
1. Extraer una muestra a; de una Potencial Exponencial PE(z%, ———— )
28(14‘[3)/2
(2

2/(1+5)
+

S, 2/(1+9)

2

ak—Zk

N ij i
2. Tomar logt = — (xi;2 + Wby

i Yij—

14=1 g

| —

O_ma.x K2

3. Extraer u de una U(0,1)
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4. Silog(u) < —logt, Aceptar aj. En caso contrario, rechazar ay y volver al paso 1

Esta operacion se realizard sucesivamente con los aq, ..., a9 con un niimero suficiente
de iteraciones para obtener una muestra final proveniente de p(a | o,5,b, y(ij)).

Muestras de la distribucién p(b; | o, 3,a,V,y)
En este caso, tenemos que p(b;|o,0,a, V,y) xp(y | 0,3,a,b;,)p(b; | V)

Es necesario obtener, para cada i = 1, ...,n, una muestra del vector b; = (b;1, b2, bs3).
Aplicando la misma idea que en la simulacién del vector a, y llamando bj) al vector b;
sin la componente k, tenemos:

54

1 2/(1453) 1 btibi
p<bzk’ a?ﬂJani(k)JVJY) X exp [__Z 5

2V

Yij— (Xija + wijbi)
g

2

=1

1
I

2/(1+8)
bik - ZZ 1 btibi

2V

J/wfj

donde

ko 14k
ij k
w;
Definiendo las cantidades
S4
E k
& = E Zzg
Jj=1
o
O_ma.x — .
%
Min{w;
La cota es ahora
=% |2/(148)
i b, — Z;
exp | —— | ——~
2 O_ma.x

De modo que el método de rechazo para simular muestras de b;;, tomara la siguiente
forma:
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O_ma.x
1. Extraer una muestra b;, de una Potencial Exponencial PE(z¥, NEL B)
o)

sk

by — 2O s

+§Z

i=1

s ) 2/(1+5)
2. Tomar logt = _EZ

Ysj— (Xz‘ja + w;;b;
o

2 max

3. Extraer u de una U(0,1)

4. Silog(u) < —logt, Aceptar by. En caso contrario, rechazar by, y volver al paso 1

Esta operacidon se realizard sucesivamente para cada 2 = 1,...,n y dentro de cada 1,
con los b1, b;o, b3 alternativamente, con un ntimero suficiente de iteraciones de muestreo
de Gibbs para obtener una muestra final proveniente de p(b;| 0,3, a, y(ij)).

Correcciones para acelerar el proceso de simulacion

Las simulaciones de los vectores a y b por rechazo, pueden ser costosas en tiempo sobre
todo en los casos en los que 3 es pequeno y tenemos un tamano muestral n relativamente
grande. El método se puede acelerar truncando superiormente la distribucién de acotacion
segun la Figura 3.18.

Woda

— 5
Funcién de
acolacion

x1 = w2
Figura 3.18. Truncamiento de la funcién de acotacion.

El valor de la funcién en la moda de la funcién objetivo, m, se puede estimar por
métodos numéricos. Los puntos x; y &y que corresponden a las abscisas cuyo valor en la
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distribucion de acotacion es m se deducen analiticamente y son, por ejemplo, en el caso
de cada componente a; ,

m o 18
r = 5k+0max(§) 2
7
m 148
To = Zk_o_ma)((g) 2 )
7

Para simular de la nueva funcién de acotacion y aplicar el método de rechazo se estiman
las areas de las colas y del rectangulo central y se sortea de qué parte se simulard, con
probabilidades proporcionales a cada area. Seguidamente, para simular de las colas se
utilizara el método planteado anteriormente para simulacion de colas de una Potencial
Exponencial, y para el rectdngulo central segiin una uniforme. Finalmente se continta
con el método de rechazo como habitualmente.

Por ultimo, existen situaciones extremas en las que el método de rechazo, debido a
una variabilidad muy pequena en la funcién objetivo, puede llevar demasiado tiempo. En
estos casos se toma como valor simulado, con una infima pérdida de precisién, la moda a
posteriori calculada numéricamente en el apartado anterior.

4.4.3 Resultados

Presentamos a continuacion los resultados correspondientes al modelo M = 1.

Se han realizado 500 iteraciones del muestreo de Gibbs, descartando las 100 primeras.
Se realizan 5 secuencias paralelas del muestreo de Gibbs. Se observa en los gréficos
siguientes, que presentan como evolucionan los valores modales de ay,bg; y 0, como el
algoritmo parece converger antes de las 100 iteraciones, aunque la gran variabilidad de
bs,1 se aprecia en el grafico.



105 4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Figura 3.19. Convergencia de los valores modales de los parametros en el algoritmo.

En la Figura 3.20 se muestran histogramas de las distribuciones a posteriori de los
pardmetros al,a7,bsy, bso,0 y 3. En la distribucién a posteriori de 3,con moda en 8 =
1,y P(C'|y) ~ 1, se aprecia cémo en este modelo parece méas adecuado utilizar una
distribucion con mayor apuntamiento que la distribucién Normal para los errores.
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Figura 3.20. Distribuciones a posteriori de al, a7,bg 1, bsa, 0y 3.

En la siguiente tabla se presentan las modas a posteriori de los parametros aq, ..., ag
bg.1,b8.9,bs3, 0y 8. A titulo comparativo, se ahaden los resultados obtenidos por (Carlin
y Louis,2000) con el modelo Normal (equivalente a considerar 3 = 0 constante).
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4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Modelo con 3 aleatorio | Modelo con =0 constante

Parametro Moda Moda
aq 10.1 9.93
o -1.25 -0.04
as -0.75 -0.16
ay 0.15 0.004
as 1.21 0.309
ag -0.22 -0.34
ar -4.31 -4.29
ag -0.60 -0.32
g 0.50 0.35
bs 1 -5.86 -7.5
b o -0.04 -0.5
bg 3 -0.08 0
o 0.51 1.83
I} 1

Los resultados se asemejan , tanto en lo que afecta a los pardmetros correspondientes a
efectos fijos, aq, ..., a9 como a los de efectos aleatorios bg 1, bs o, bs 3, & pesar de la diferencia
del enfoque propuesto y del diferente desarrollo computacional. Coherentemente con los
modelos presentados anteriormente, el pardmetro més afectado por el hecho de introducir
[ como variable aleatoria es la desviacion tipica o.

Para comparar los modelos M = 1y M = 2, en las versiones § = 0 (Modelo con
errores normales) y (3 aleatorio (modelo con errores Potencial Exponencial) se utiliza el
método de estudio de ajuste calculando d;; = vy;; — F (Y] y(ij)) para los y;; cuyo valor es
conocido. La tabla siguiente presenta los valores predichos para las primeras observaciones
con cada modelo y finalmente la medida de ajuste calculada Ed?j para cada uno de

los cuatro planteamientos.



108 4. Aplicaciones en modelos bayesianos

Modelo M =1, 3 aleatorio | Modelo M =1, =0 cte
Yii | EYul yap) | 1l | BVl yiep) |dij|
10.67 9.95 0.72 9.66 1.01
8.42 6.23 2.19 5.88 2.54
9.43 9.82 0.40 12.62 3.19
6.32 4.30 2.02 2.89 3.43
8.12 10.40 2.28 13.98 5.86
5 2.3 2.7 1.66 3.34
3.46 9.22 5.76 8.03 4.57
3.60 8.51 4.91 11.60 8
6.16 1.80 4.36 2.97 3.19
> dZ 98.33 169.96
Modelo M = 2, 3 aleatorio | Modelo M =2, § =0 cte
E(Yj] y(ij)) |dij| (Y Y(ij)) ||
7.55 3.12 7.36 3.31
6.98 1.43 10.79 2.37
9.23 0.20 7.21 2.22
6.32 0.00 8.79 247
7.28 0.84 9.10 0.98
2.26 2.73 3.2 1.8
3.21 0.24 5.1 1.64
4.41 0.80 4.8 1.2
2.25 3.90 2.20 3.96
35.88 51.61

Se observa que en general, de los modelos utilizados, el modelo M = 2, menos compli-
cado, da un ajuste mucho mejor que el modelo M = 1. Estos resultados son coherentes
con los de (Carlin, Louis, 2000) y (Han, Carlin, 2001). Dentro de cada uno de los modelos
la utilizacién de 5 como pardmetro aleatorio da lugar a una mayor precisién en el ajuste.
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5 Conclusiones

En el primer Capitulo se han presentado técnicas para el tratamiento de la distribucién
Potencial Exponencial en el marco de la Inferencia Bayesiana. Los resultados en cuanto
a las distribuciones a posteriori coinciden con los obtenidos por otros autores sobre los
mismos datos, como el ejemplo de datos de Darwin presente en (Box, Tiao, 1973) y
(Walker y Gutierrez-Penia (1999), con la ventaja que presenta nuestra aproximacién de
incorporar un método alternativo a la integracion numérica y técnicas de aproximacion
para la distribucién a posteriori de 3, tratadas escasamente por otros autores.

Las tres técnicas presentadas para el tratamiento de las distribuciones a posteriori
presentan ventajas alternativas. Utilizando la aproximaciéon via Monte-Carlo se obtienen
valores puntuales proporcionales al valor funcional de las distribuciones a posteriori. En
algunos casos es la manera més sencilla de tratar los problemas. Se ha utilizado este
método, por ejemplo, en el calculo de valores de medidas de discrepancia y en la aplicacion
a modelos no lineales, donde la existencia de una funcién no lineal impide un desarrollo
directo de las técnicas de simulacion de las distribuciones a posteriori. El método Monte-
Carlo empleado se ha revelado como bastante rapido y eficiente en las aplicaciones.

La utilizacién del método de muestreo de Gibbs para extraer muestras de las distribu-
ciones a posteriori de la distribucién Potencial Exponencial, permite una gran flexibil-
idad en cuanto al tratamiento de muchos modelos, pues a menudo existen estructuras
jerarquicas que permiten la utilizacion de este método en el seno de simulaciones con un
numero mayor de parametros. Esto ha quedado patente por ejemplo, en el tratamiento
de la aplicacién del modelo de datos longitudinales del Capitulo 3. La utilizacién de
la representacion de la distribucion Potencial Exponencial a través de mixturas para la
extraccion de muestras de las distribuciones a posteriori tiene el inconveniente, frente al
método anterior, de incorporar la extraccion de muestras de la variable de mixtura u , lo
que redunda en mayor tiempo de proceso. . Esto en algunos casos puede ser una ventaja,
pues para cada observacion tenemos una muestra de los parametros de mixtura u , que
nos permitird indagar hasta qué punto puede ser considerada un valor discordante.

La aplicacion de estos dos ultimos métodos requiere utilizar los algoritmos de rechazo
presentados. Estos funcionan eficientemente para muestras moderadas, pero pueden ser
lentos (rechazar demasiado a menudo) en casos de gran apuntamiento o de muestras
grandes. En algunos casos, cuando el porcentaje de puntos rechazado es excesivamente
alto, se recurre a técnicas mas sencillas como integracion numérica seguida de simulacion
trapezoidal, o a métodos de truncamiento de la funcién de rechazo como la presentada
en el Capitulo 3. Los métodos basados en el muestreo de Gibbs parecen maés lentos
que la utilizacién del método Monte-Carlo, pero estos tiltimos no serian tan facilmente
aplicables en modelos més complejos o de indole jerarquica, con lo cual ambas técnicas
son complementarias.
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Se han presentado algunas alternativas para tratar el contraste de normalidad en el
seno de la familia Potencial Exponencial; este contraste es equivalente a un contraste de
hipoétesis nula puntual. Hemos escogido como referencia la medida basada en la region de
méxima densidad a posteriori, pues estd automdticamente calibrada en el intervalo (0,1)
y responde a un simple célculo de probabilidad a posteriori. Este calculo se puede llevar a
cabo en las aplicaciones a través del método Monte-Carlo, o bien mediante las técnicas de
muestreo de Gibbs, aunque en este Ultimo caso se requiere un niimero alto de muestras y
por consiguiente mayor tiempo de cédlculo, para tener una aproximacién igual de precisa
que en el método de Monte-Carlo.

La sensibilidad del procedimiento de contraste de normalidad esta supeditada a la
procedencia de la muestra de una familia, si no Potencial Exponencial, al menos uni-
modal y simétrica. En caso de no ser Potencial Exponencial pero si cumplir estas tltimas
condiciones (como es el caso de las simulaciones de variables T de Student) el proce-
dimiento parece funcionar correctamente, pues la distribucién Potencial Exponencial si
parece una familia capaz de aproximar gran parte de este tipo de distribuciones. Se ha
visto también que cuando la muestra original proviene de una Potencial Exponencial el
procedimiento de contraste funciona adecuadamente. Por otra parte, si el objetivo es
realizar contrastes bayesianos de bondad de ajuste para cualquier distribucién a partir de
la transformacién de la funcién de distribucion, es deseable utilizar familias de distribu-
ciones como las presentadas por otros autores, que al tener limitado su dominio en (0,1)
se muestran mds sensibles en el contraste de uniformidad.

Se ha utilizado la distribucién Potencial Exponencial como base para aplicaciones
en modelos bayesianos. Con los métodos propuestos, su utilizacidon no es excesivamente
complicada, con la ventaja de representar una generalizacién de la distribucion Normal
util en muchos casos. Se compara el modelo normal con el modelo Potencial Exponencial
en todas las situaciones, y en algunas se comparan también dos modelos alternativos
entre si,. situdndonos asi en el marco de comparacién de modelos. Se han utilizado
como medidas de comparacién la medida de discrepancia HPD, y una medida de eficacia
predictiva 1util dentro de la perspectiva practica de las aplicaciones tratadas.

En la mayor parte de las aplicaciones, se observa como las técnicas presentadas se
aplican con cierta rapidez y las medidas de comparacion permiten la decision de emplear
el modelo Normal usual , como en la primera aplicacion, o bien de suponer los errores
como distribuidos como una Potencial Exponencial, con beneficios en lo que corresponde
a la capacidad predictiva y a la adecuacion del modelo a los datos.
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