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Resumen.

En esta memoria abordamos el estudio de algunos subconjuntos de superficies de Rie-
mann y superficies de Klein que son invariantes bajo la accién del grupo de automorfismos
de éstas. El Capitulo 2| esta centrado en el conjunto de puntos de Weierstrass de una
superficie de Riemann. En él se establecen cotas inferiores para el peso de los puntos fijos
de un automorfismo de la superficie. Estas cotas dependen del orden del automorfismo,
el nimero de puntos fijos que posee y el género de la superficie. En el Capitulo 13 exten-
demos las nociones de la teoria de puntos de Weierstrass al contexto de las superficies de
Klein. Asociamos a cada punto de la superficie una sucesién de enteros positivos (forma-
da por diferencias de dimensiones de espacios de funciones meromorfas definidas sobre la
superficie) que generaliza el concepto de sucesién de gaps en un punto, estudiamos algu-
nas propiedades de esta sucesién y la determinamos para cada punto de una superficie
de Klein hipereliptica. En el Capitulo 4| obtenemos cotas superiores para el orden de un
grupo de automorfismos de una superficie de Klein con borde; estas cotas dependen del
género algebraico de la superficie y de cardinales de subconjuntos finitos de la superficie
invariantes bajo la acciéon del grupo. Imponiendo condiciones de no transitividad en la
accién del grupo sobre el conjunto de componentes conexas del borde de la superficie,
podemos aplicar nuestras cotas para hallar otras que sélo dependen del género algebraico.






Introduccion.

Histéricamente las superficies de Riemann se introdujeron como los dominios adecuados
para definir funciones de variable compleja. La definicién original trataba sélo superficies
orientables y sin borde. La nocién de superficie de Klein se atribuye a Klein por las
observaciones hechas en 1882 en las paginas finales de un histérico trabajo de Hurwitz
[28]. Mientras que las superficies de Riemann han sido estudiadas exhaustivamente a lo
largo del siglo XX, las superficies de Klein que no son superficies de Riemann se han
mencionado sélo ocasionalmente en la literatura, pero se empezd a trabajar en ellas de
modo sistemadtico a partir de la aparicién de la monografia [46]. En este trabajo, Schiffer y
Spencer se refieren a las superficies de Riemann como a superficies con o sin borde y que
pueden ser orientables o no. En [3], Alling y Greenleaf, para evitar confusién, vuelven a
llamar superficies de Klein a las superficies introducidas por Klein y presentan con detalle
la teoria basica acerca de ellas, reservando el término superficie de Riemann para aquéllas
que son orientables y sin borde.

El estudio de la teoria de superficies de Riemann involucra argumentos de Geometria
Algebraica, de Variable Compleja, de Topologia y otros de naturaleza combinatoria. En
nuestra memoria queda reflejado este hecho. Estudiar una superficie de Riemann de forma
aislada resulta dificil, por lo cual se suele abordar su estudio agrupandolas en familias que
cumplen alguna propiedad. Los miembros de una misma familia tienen un comportamiento
semejante respecto de su grupo de automorfismos, su cuerpo de funciones meromorfas o
los grupos fuchsianos que las uniformizan. En los Capitulos 2 y 3| de esta memoria se
abordan cuestiones relacionadas con el cuerpo de funciones meromorfas de la superficie, lo
que entrafia un comportamiento particular de un subconjunto privilegiado de puntos de la
superficie con respecto al grupo de automorfismos: el conjunto de puntos de Weierstrass.
También el Capitulo |4/ trata de subconjuntos invariantes bajo la acciéon del grupo de
automorfismos, pero ahora desde un punto de vista distinto; se trata de aportar nuevos
resultados en una linea clasica de trabajo: la obtencién de cotas superiores para el orden
del grupo de automorfismos.

La nocién de punto de Weierstrass de una superficie de Riemann fue introducida hace
més de un siglo (véase [28]). Toda superficie de Riemann compacta R de género topoldgico
g > 2 posee un subconjunto distinguido W, finito y no vacio, cuyos elementos reciben el
nombre de puntos de Weierstrass de R. La existencia de funciones meromorfas que cumplen
ciertas condiciones nos permite asociar a cada punto P de R una coleccién, formada por
g numeros enteros positivos, que recibe el nombre de sucesién de gaps en P. El conjunto
de puntos de Weierstrass de R resulta estar formado por los puntos de R cuya sucesién
de gaps es distinta de la genérica {1,2,...,g}. La sucesién de gaps en un punto P nos



permite asignar a ese punto un nimero entero no negativo wt(P) que se denomina peso
de P, de manera que W estd formado por los puntos de S cuyo peso es positivo.

El conjunto W de puntos de Weierstrass de R es un conjunto invariante bajo la accién
de los automorfismos de R, es decir, cada automorfismo de R transforma W en si mismo.
Es mas, cada uno de los subconjuntos de W formado por los puntos que tienen un peso
determinado es también invariante bajo la accién de los automorfismos de R. Esto hace que
el conjunto de puntos de Weierstrass sea un objeto de interés ya que contiene informacién
sobre el grupo de automorfismos de la superficie.

Quizé el trabajo mas relevante sobre puntos de Weierstrass a lo largo del siglo pasado
es el articulo de Lewittes [30] donde se establece una representacién matricial del grupo
de automorfismos de una superficie de Riemann. Una de las consecuencias que obtuvo
Lewittes es el siguiente resultado: si un automorfismo de R tiene mas de cuatro puntos
fijos, entonces todos ellos son puntos de Weierstrass. En [2, p. 52] Accola proporcioné una
demostracién alternativa de este resultado. Torres [48] y Towse [49] obtuvieron una cota
inferior para los pesos de los puntos fijos de un automorfismo de R de orden 2. Watanabe
propuso una demostraciéon més simple del mismo resultado en [50]. En el Capitulo 2|
siguiendo ideas de la demostracion de Watanabe, obtenemos una cota inferior para los
pesos de los puntos fijos de un automorfismo de R de orden arbitrario. En particular,
si el nimero de puntos fijos del automorfismo es mayor que cuatro, la cota obtenida
es positiva, con lo cual proporcionamos una demostracién alternativa del resultado de
Lewittes. Por tltimo, empleamos resultados de Harvey [27] y Lewittes [30] (en la misma
linea que Maclachlan en [36]) para obtener, mediante uniformizacién por grupos fuchsianos,
superficies de Riemann para las cuales se alcanzan nuestras cotas inferiores.

El objetivo del Capitulo 3 es extender las nociones de la teoria de puntos de Weierstrass
al contexto de las superficies de Klein. Un automorfismo antianalitico de orden 2 de una
superficie de Riemann recibe el nombre de simetria. Se atribuye a Klein la idea de asociar
a cada simetria o de una superficie de Riemann R otra superficie topoldgica, con borde
o no orientable (o ambas cosas), obtenida como cociente de R bajo la accién de (o). En
la monografia [3] Alling y Greenleaf demuestran que, dada una superficie de Klein S,
existe una superficie de Riemann S, y una simetria o, de S, tales que S = S./ (0.) y la
proyeccién natural 7. : S. — S es un morfismo en la categoria de superficies de Klein.
La terna (Se, 7, 0.) recibe el nombre de cubierta doble de S.

Si S, es compacta y su género es mayor que 1, es natural preguntarse cémo afecta la
existencia de la simetria o, al conjunto W de puntos de Weierstrass de S.. El primer hecho
destacable es que W es simétrico, esto es, o.(WW) = W. Asi pues aparece en S el conjunto
distinguido 7.(W') formado por los puntos que son proyeccién de los puntos de Weierstrass
de S.. La superficie S posee su propio cuerpo de funciones meromorfas, luego cabe plantear,
en primer lugar, si es posible caracterizar los elementos de 7.(W) en términos de funciones
meromorfas definidas sobre S. Este problema se resuelve parcialmente en el Capitulo 3 de
esta memoria, concretamente para los puntos del borde de S.

El estudio del problema mencionado nos conduce a definir el concepto de sucesiéon de
gaps en un punto P de una superficie de Klein S, asi como una sucesién de niimeros enteros



{aj(P)} formada por diferencias de dimensiones de subespacios vectoriales de funciones
meromorfas definidas sobre S. La sucesién {a;(P)} no sélo determina la sucesién de gaps
en P sino que contiene informacién adicional sobre el comportamiento de las funciones
meromorfas cuyo conjunto de polos se reduce al conjunto {P}.

Las sucesiones de gaps en las superficies de Klein resultan tener un comportamiento
distinto al de las sucesiones de gaps en las superficies de Riemann, ya que las primeras
no poseen cardinal fijo y pueden llegar a ser vacias. Demostramos que, si la sucesién de
gaps en algin punto de una superficie de Klein S es vacia, entonces S es hipereliptica. A
continuacién estudiamos el conjunto G1(S) de puntos de S para los cuales la sucesién de
gaps es vacia. Este conjunto estd formado por un nimero finito de “curvas” dentro de la
superficie S; més formalmente, G1(S) es un subespacio semialgebraico de S (en el sentido
de Delfs-Knebusch) de dimensién 1. Por tltimo, determinamos la sucesién {a;(P)} para
cada punto P de una superficie de Klein hipereliptica.

En el Capitulo 4 se aborda un problema clésico: el estudio de cotas superiores para
el orden del grupo de automorfismos. El problema del calculo explicito de los grupos de
automorfismos es muy dificil y sélo estd resuelto en casos muy particulares de superficies
de Riemann: bien para géneros bajos o bien para superficies de Riemann que poseen un
automorfismo distinguido, como las hiperelipticas. En el caso de superficies de Klein el
problema es de parecida dificultad y sélo se conoce el grupo de automorfismos para ciertas
familias. Por ese motivo un problema importante es el calculo de cotas superiores para el
orden del grupo de automorfismos de la superficie.

Es un resultado clasico, probado por Hurwitz en [28], que el orden del grupo de auto-
morfismos Aut(R) de una superficie de Riemann compacta R de género g > 2 estd aco-
tado superiormente por 84(g — 1). En la misma linea, May [37] probé en los anos 70 que
para una superficie de Klein S, con borde y de género algebraico p > 2, se tiene que
|Aut®(S)| < 12(p — 1).

Posteriormente se ha estudiado el problema de rebajar estas cotas, tanto en el caso de
superficies de Riemann como de Klein, imponiendo ciertas condiciones sobre el grupo
de automorfismos; por ejemplo, considerando grupos ciclicos, abelianos, metabelianos,
resolubles, superresolubles, nilpotentes y p-grupos (se pueden encontrar referencias en
[6, 9, 11}, 12 15 19, 22] 23], 24] 25| 39, 40} 41, 47, 51, 52]). Las cotas que se obtienen en
estos trabajos no se alcanzan para todos los géneros; como consecuencia de ello surge el
siguiente problema: hallar el maximo nimero entero positivo que aparece como el orden
de un grupo de automorfismos de una superficie de género arbitrario. Esto fue resuelto por
Accola [1] y Maclachlan [34] para superficies de Riemann, por May [38] para superficies de
Klein con borde y, parcialmente, por Conder, Maclachlan, Todorovic Vasiljevic y Wilson
[16] para superficies de Klein sin borde.

Otra forma de abordar el problema de la acotaciéon del orden del grupo de automor-
fismos consiste en imponer condiciones sobre subconjuntos de la superficie que quedan
invariantes bajo la accién del grupo. El conjunto de puntos de Weierstrass de una super-
ficie de Riemann R es un ejemplo de subconjunto invariante bajo la accién del grupo de
automorfismos de la superficie. De forma mas general, dado un grupo G de automorfismos



de R, se dice que un subconjunto B de R es invariante bajo la accién de G si y(B) = B
para cada v € G. Los conjuntos invariantes estan, por tanto, formados por la unién de
orbitas de puntos de R bajo la accién de G. Este hecho fue aprovechado por Arakawa
[4] y Oikawa [43] para obtener cotas superiores para el orden del grupo G en funcién
del género g > 2 de R y de cardinales de subconjuntos invariantes finitos de R. En el
Capitulo 4 estudiamos el problema andlogo para una superficie de Klein S, con borde y
de género algebraico p > 2. Obtenemos cotas superiores para el orden de un grupo G de
automorfismos de S; dichas cotas dependen del género algebraico p de S y de cardinales
de subconjuntos finitos de S invariantes bajo la accién de G. Si G = Auti(S) y los car-
dinales de los conjuntos invariantes son suficientemente pequenos, nuestras cotas mejoran
la obtenida por May en [37].

Cada automorfismo de una superficie de Klein .S induce una permutacién en el con-
junto (finito) B de componentes conexas del borde de S. Por tanto cada grupo G de
automorfismos de S actiia sobre el conjunto . Bajo la hipo6tesis de que esta accién no sea
transitiva, aplicamos las cotas obtenidas anteriormente para obtener nuevas cotas para el
cardinal de GG. Concretamente, probamos el siguiente resultado: si el nimero de érbitas de
la accién es mayor que 1, entonces |G| < 4(p — 1); si el nimero de 6rbitas es mayor que 2,
entonces |G| < 2(p — 1) (con la salvedad, en cada caso, de algunas superficies de géneros
bajos). Cabe destacar que estas cotas s6lo dependen del género algebraico p de Sy que
mejoran la cota de May si G = Aut®(9).

Ademaés demostramos que todas las cotas obtenidas en este capitulo son finas, constru-
yendo, mediante la teorfa de grupos cristalograficos no euclideos (grupos NEC), superficies
de género arbitrariamente grande para las cuales nuestras cotas se alcanzan.
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Capitulo 1

Preliminares.

Definiciéon 1.1. Llamaremos superficie a un espacio topolégico S, conexo y Hausdorff,
junto con una familia de cartas {U;, ¢;},c; que recubren S; esto es, U; € S para cada i € I
es un subconjunto abierto en S, | J;c; U; = S y cada ¢; : U; — A; es un homeomorfismo,
donde A; denota un subconjunto abierto de C o de Ct = {z +iy € C : y > 0}.

Una familia de cartas como la descrita en la definicién de superficie recibira el nombre
de atlas. Diremos que una carta (U, ¢) estd centrada en P € Ssi P € Uy ¢(P) = 0.

La orientabilidad de S se define como para una variedad real de dimension 2. El borde
de S, que denotaremos con 385, es el conjunto

0S={Pe€S : dieltalque PecU;, ¢;(P)€eR, ¢;(U;) C (C+}

Llamaremos interior de S al conjunto S\ 05, que denotaremos con S°.

Definicién 1.2. Una superficie de Riemann es una superficie sin borde dotada de un atlas
maximal {U;, ¢;},c; tal que las funciones de transicion ¢; o qu_l son analiticas (cuando
los dominios de las cartas permitan que estén definidas).

Observaciones 1.3.

(1) Por ser analiticas, las funciones de transicién de una superficie de Riemann preservan
la orientacién de C. Como consecuencia de este hecho, toda superficie de Riemann es
orientable.

(ii) Para definir una superficie de Riemann no es necesario proporcionar un atlas ma-
ximal; es suficiente con un recubrimiento de la superficie mediante un conjunto de cartas
con cambios de coordenadas analiticos.

Ejemplos 1.4.
(i) La carta (C,id) dota al plano complejo C de estructura de superficie de Riemann.

(ii) Un abierto de una superficie de Riemann vuelve a tener estructura de superficie
de Riemann, basta con restringir las cartas. Por tanto el semiplano superior abierto H :=



{z+iy € C : y > 0} es una superficie de Riemann, que también recibe el nombre de plano
hiperbalico.

(iii) Sea C=CuU {oc} la compactificacién mediante un punto de C. El par de cartas
(U1 =C, ¢1(2) = 2) y (U2 = C\ {0}, ¢2(2) = 1/2) definen una estructura de superficie
de Riemann en C. Esta superficie se denomina esfera de Riemann.

Definiciones 1.5.

(i) Sean X e Y superficies de Riemann. Se dice que una aplicacién continua F : X —
Y es holomorfa o analitica si, para cada par de cartas (U, ¢) y (V, 1), definidas sobre X e
Y respectivamente y tales que F'(U) C V, la aplicacién 9po Fog~! es analitica (considerada
como una funcién de variable compleja).

(ii) Sea F': X — Y una aplicacién holomorfa. Se dice que F' es un isomorfismo si es
biyectiva y su inversa es también holomorfa. Un isomorfismo de la superficie de Riemann
X en si misma recibe el nombre de automorfismo de X. El conjunto formado por todos los
automorfismos de X, dotado de la composiciéon de aplicaciones, tiene estructura de grupo;
denotaremos este grupo con Aut(X).

(iii) Sea X una superficie de Riemann. Una funcién holomorfa es una aplicacién holo-
morfa de X en C. Una funcion meromorfa es una aplicacién holomorfa de X en C distinta
de la aplicacion constante oc.

A continuacién se determinan los grupos de automorfismos de C y H. Como referencia
se puede consultar [29].

Ejemplos 1.6.

(i) Transformaciones de Mobius. Una transformacion de Mdébius es una aplicacion
m : C — C definida como

m(z) =

az+b
cz+d

para ze€C ; m(o0)=a/c

donde a,b,¢c,d € Cy ad — bc # 0. Se cumple que el grupo de automorfismos de C es el
conjunto formado por todas las transformaciones de Mobius. Ademéas dadas dos ternas
(21, 22,23) y (w1, we,ws) de puntos de C existe una tinica transformacién de Mébius m tal
que m(z;) = wj para j € {1,2,3}.

(ii) Automorfismos de H. Una transformacién de Mobius m(z) = (az + b)/(cz + d)
tal que a,b,c,d € Ry ad — bd > 0 transforma el semiplano superior H en si mismo, y
es, por tanto, un automorfismo de H. Reciprocamente, todo automorfismo de H se puede
escribir como una transformacion de Mobius que cumple estas condiciones.

Hay una forma natural de dotar a Aut(H) de estructura de grupo topolégico. Sea
GL™(2,R) el grupo formado por las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales
y determinante positivo. Este conjunto se puede dotar de la topologia que hereda como
subespacio de R*. La aplicacién



GL"(2,R) — Aut(H)

a b Hm(z)_az+b
c d cz+d

es un epimorfismo de grupos que nos permite dotar a Aut(H) de la correspondiente
topologia final.

Proposicién 1.7. Sean F' : X — Y wuna aplicacion holomorfa que no es constante y
P € X. Entonces existe un unico numero entero m > 1 que cumple la siguiente propiedad:
para cada carta (V,1) de 'Y centrada en F(P) existe una carta (U, ¢) de X centrada en
P tal que (o Fo¢~1)(2) = 2™. Este niimero entero m recibe el nombre de multiplicidad
de F en P y serd denotado con multp(F).

Definiciéon 1.8. Sea F': X — Y una aplicacién holomorfa que no es constante. Se dice
que un punto P € X es un punto de ramificacion de F' si multp(F) > 2. Un punto Q € Y
es un punto de ramificacion de F si Q = F(P) para algiin punto de ramificacién P € X.
Los conjuntos de puntos de ramificacién de F' en X e Y son subconjuntos discretos. En
particular si X e Y son compactas, los conjuntos de puntos de ramificacion son finitos.

Definiciéon 1.9. Sea f: X — C una funcién meromorfa. Se dice que f tiene un polo de
orden m en P si f(P) = ooy multp(f) = m. Se dice que f tiene un cero de orden m en
Psi f(P)=0y multp(f) =m.

Observacién 1.10. La definicién que hemos dado de funcién meromorfa es equivalente
a esta otra: una funciéon meromorfa sobre una superficie de Riemann X es una aplicacién
f: X\ P — C, donde P es un subconjunto discreto de X, tal que, para cada carta (U, ¢)
de X, la composicién f o ¢~! es una funcién meromorfa (en el sentido usual). La forma
de extender una de estas funciones a una funcién meromorfa sobre C es definir, para cada
PeP, R

J(P) = 1im f(Q) € €

Q—P

Asi pues, si f : X — C es una funcién meromorfa, P € X es un polo de f de orden
my (U, ¢) es una carta centrada en P, entonces f o ¢! tiene un desarrollo de Laurent en

torno a 0 de la forma
(foo N(z)= > a2’

k>—m

donde a_,, # 0.

Las aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann compactas tienen buenas
propiedades. Como se establece en la siguiente proposicién, siempre son suprayectivas y el
numero de preimagenes de cada punto es constante (contando multiplicidades).

Proposicién 1.11. Sea F' : X — Y wuna aplicacion holomorfa que no es constante.
Supongamos que X es compacta. Entonces:



(i) F es sobreyectiva y, por tanto, Y es también compacta.

(ii) Eziste un nimero entero d > 1, que recibe el nombre de grado de F, tal que para
cada @ €Y se tiene que

d= > multp(F)

PeF-1(Q)

(iii) Férmula de Riemann-Hurwitz. Sean g y q los géneros topoldgicos de X e Y
respectivamente. Sea d el grado de F. Entonces

29 -2=d(2¢—2)+ »_(multp(F)—1)
pPeX

Una construccion frecuente para obtener una nueva superficie de Riemann a partir de
otra consiste en efectuar el cociente bajo la accién de un grupo de automorfismos. Como
referencia se puede consultar II1.3 de [42].

Construccion 1.12. Sea X un superficie de Riemann y G un grupo de automorfismos
de X. Existe una accién natural de G sobre X definida como

GxX—X
(9, P) — g(P)
Sea P € X. Se define la drbita de P bajo la acciéon de G como el conjunto
G-P={g(P):geG}
y el estabilizador Gp de P como el subgrupo de G formado por los automorfismos que

fijan P
Gp={geG:g(P)="r}

Las érbitas de los puntos de X bajo la acciéon de G constituyen una particién de X. El
conjunto formado por estas Orbitas recibe el nombre de espacio cociente y se denota con
X/G. La proyeccién natural

m: X — X/G

P—G-P

permite dotar al cociente de una topologia: la topologia final relativa a .

Si la accién del grupo G sobre X cumple ciertas condiciones, es posible dotar al cociente
X/G de estructura de superficie de Riemann. En particular estas condiciones se cumplen
si G es finito.

Proposicién 1.13. Sean X una superficie de Riemann compacta y G un grupo finito
de automorfismos de X. Entonces el cociente Y = X/G admite una unica estructura de
superficie de Riemann tal que la proyeccion m: X — Y es una aplicacién holomorfa. El
grado de 7 es el orden |G| del grupo G. Dado Q €Y se tiene que |Gp| es el mismo para
cada P € 771(Q); ademds multp(r) = |Gp|.
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La condicién de finitud sobre el grupo de automorfismos no es demasiado restrictiva si
prestamos atencién a superficies de Riemann compactas. En concreto, Hurwitz probé en
[28] el siguiente resultado:

Teorema 1.14 (Teorema de Hurwitz). Sea X una superficie de Riemann compacta
de género g > 2. Entonces Aut(X) es finito y |Aut(X)| <84 (g —1).

A continuacién se exponen algunos hechos importantes sobre grupos fuchsianos, asi co-
mo la estrecha relacién de éstos con las superficies de Riemann compactas y sus grupos de
automorfismos. Como referencia se puede consultar [31] o también [8] para una exposicién
en el contexto mas amplio de los grupos NEC.

Definicién 1.15. Se dice que un subgrupo I' de Aut(H) es un grupo fuchsiano si I' es
discreto en Aut(H) y el espacio cociente H/T' es compacto.

La siguiente proposicién recoge las propiedades fundamentales de los grupos fuchsianos
que emplearemos en esta memoria.

Proposicién 1.16. Todo grupo fuchsiano I' admite una presentacion por generadores y
relaciones del tipo:

r

v
I’:<:/Ul,...,azr,al,bl,...,aw,b,Y : a:?%j:1Vj€{1,...,r}, H:sz[ak,bk]:1>
J=1 k=1

donde v y r son enteros no negativos y cada m;j es un entero mayor que 1. Los generadores
xj con j € {l,...,r} reciben el nombre de generadores elipticos. Ademds:

(i) Llamaremos signatura de I' a la coleccion de enteros o(I') = (v; my,...,my). El
entero 7y recibe el nombre de género orbital de I' mientras que los enteros m; se denominan
periodos de I'. Dos grupos fuchsianos son isomorfos si y sélo si tienen la misma signatura
(salvo permutacion de periodos).

(ii) Sea o = (v; ma,...,m,) una coleccion de enteros con y,r >0 ym; > 2 para cada
je{l,...,r}. Llamaremos area de o al numero

u<a>=2<v—1>+§(1—ﬂij)

Existe un grupo fuchsiano con signatura o si y sélo si u(o) > 0.

(iii) Sea I' un grupo fuchsiano. El cociente R = H/I' admite una tinica estructura de
superficie de Riemann que haga que la proyeccion candnica v : HH — R sea un morfismo.
El género de R coincide con el género orbital de I.

(iv) Sir =0 escribiremos la signatura de I' de la forma (v; —) y diremos que I' es un
grupo fuchsiano de superficie. Toda superficie de Riemann compacta de género g > 2 es
isomorfa a un cociente H/T' donde I' es un grupo de superficie.



(v) Sean K un grupo de superficie y R = H/K. Un grupo G es isomorfo a un grupo
de automorfismos de R si y sdlo si G = T'/K para algin grupo fuchsiano I' que contenga

a K como subgrupo normal. El cociente R/G es isomorfo, como superficie de Riemann, a
H/T.

(vi) Sea I" un grupo fuchsiano y A un subrupo de I’ de indice finito. Entonces A también
es grupo fuchsiano.



Capitulo 2

Puntos de Weilerstrass. Pesos.

Toda superficie de Riemann compacta R de género topoldgico g > 2 posee un subcon-
junto distinguido W, finito y no vacio, cuyos elementos reciben el nombre de puntos de
Weierstrass de R. La existencia de funciones meromorfas que cumplen ciertas condiciones
nos permite asociar a cada punto P de R una coleccién, formada por g ntimeros enteros
positivos, que recibe el nombre de sucesién de gaps en P. El conjunto de puntos de Weier-
strass de R resulta estar formado por los puntos de R cuya sucesién de gaps es distinta
de la genérica {1,2,...,¢g}. La sucesién de gaps en un punto P nos permite asignar a ese
punto un nimero entero no negativo wt(P) que se denomina peso de P, de manera que
W esta formado por los puntos de S cuyo peso es positivo.

El conjunto W de puntos de Weierstrass de R es un conjunto invariante bajo la accién
de los automorfismos de R, es decir, cada automorfismo de R transforma W en si mismo.
Es mas, cada uno de los subconjuntos de W formado por los puntos que tienen un peso
determinado es también invariante bajo la accion de los automorfismos de R.

Lewittes probé en [30] que si un automorfismo de R tiene méds de cuatro puntos fijos,
entonces todos ellos son puntos de Weierstrass. En [2, p. 52] Accola proporcioné una
demostracién alternativa de este resultado. Torres [48] y Towse [49] obtuvieron una cota
inferior para los pesos de los puntos fijos de un automorfismo de R de orden 2. Watanabe
proporcioné una demostracién més simple del mismo resultado en [50]. En este capitulo,
siguiendo ideas de la demostracién de Watanabe, obtenemos una cota inferior para los
pesos de los puntos fijos de un automorfismo de R de orden arbitrario. En particular, si el
nimero de puntos fijos del automorfismo es mayor que cuatro, la cota obtenida es positiva,
con lo cual proporcionamos una demostracién alternativa del resultado de Lewittes.

Por tltimo, empleamos resultados de Harvey [27] y Lewittes [30] (en la misma linea
que Maclachlan en [36]) para obtener, mediante uniformizacién por grupos fuchsianos,
superficies de Riemann para las cuales se alcanzan nuestras cotas inferiores.



2.1. Divisores y puntos de Weierstrass.

A lo largo de esta seccion, R denotara una superficie de Riemann compacta de género
g > 0. M(R) denotara el cuerpo de funciones meromorfas de R.

Definiciones 2.1.

(i) Un divisor en R es un simbolo formal

D= D(P)-P

PeR

donde cada D(P) € Z y D(P) = 0 salvo para un ntimero finito de puntos P € R. Los
divisores en R, con la operacién natural de suma, forman un grupo abeliano. De hecho,
son el grupo abeliano libre sobre el conjunto de puntos de R.

(ii) Sea f € M(R) una funcién meromorfa. El divisor de f, que denotaremos con (f),
es el siguiente divisor:

(f) = Z multp(f) - P — Z multp(f) - P

Pef-1(0) Pef=1(c0)

(iii) Dado un divisor D en R, diremos que D > 0 si D(P) > 0 para cada P € R. Dados
dos divisores D y D’ diremos que D > D’ si D — D' > 0.

(iv) Dado un divisor D en R, el espacio de funciones meromorfas con polos acotados por
D, que denotaremos con Lr(D) (o simplemente con L(D) si no hay riesgo de confusion),
es el siguiente conjunto de funciones meromorfas:

Lr(D)={f e M(R) : (f) > -D}
Observaciones 2.2.

(i) L(D) es un espacio vectorial sobre C. Por definicién, si D < D’ entonces L(D) C
L(D").

(ii) Supongamos que D(P) = n > 0. Entonces la condicién f € L(D) quiere decir
que si f tiene un polo en P, el orden de ese polo es a lo sumo n. Analogamente, si
D(P) = —n < 0, entonces f € L(D) significa que f ha de tener un cero en P y, ademas,
el orden de ese cero ha de ser por lo menos n.

Como consecuencia del Teorema de Riemann-Roch se obtiene:

Teorema 2.3 (Teorema de los gaps de Noether). Sean R una superficie de Riemann
compacta de género g > 1 y Py, Py, P3,... una sucesion de puntos de R (en la que puede
haber puntos repetidos). Definimos la sucesion de divisores Dy = 0; Dji1 = Dj + Pjq
para cada j > 0. Entonces existen g enteros positivos 1 = y1 < 2 < ... < 74 < 2g tales
que:

A e LDY\ LD 1) & G ¢ {7 )



Observacién 2.4. D;_; < Dj; luego, por la Observacion 2.2 (i), L(Dj—1) € L(D;). Si el
contenido es estricto entonces L(D;_1) tiene codimensién 1 en L(D;).

Demostracion. Veamos que el cociente V' := L(D;)/L(D;_1) tiene dimensién 1. Sea n :=
D; (Pj) > 0. Denotaremos con f la clase de equivalencia en V de una funcién meromorfa
f € L(D;). Si f es un elemento no nulo de V, entonces f estd en la diferencia L(D;) \
L(D;_1). Por pertenecer f a L(Dj), si f tiene un polo en P; entonces el orden de ese polo
es a lo sumo n. Pero como f no pertenece a L(D;_1), necesariamente f ha de tener un
polo de orden n en Pj; por tanto, si elegimos una carta ¢ centrada en Pj, la expresion local
de f tendrd un desarrollo en serie de Laurent (véase la Observacién 1.10) de la forma

(fod™(z)= > axz*
k>—n

donde a_,, # 0.

Sean f y g dos elementos no nulos de V, sea ¢ una carta centrada en P y sean

(food 1)(2) = D k>—n Ok 2Py (goop(z) = > k>—n bk z* los desarrollos en serie de las
expresiones locales de f y ¢g. La funcién meromorfa

A—n
h:=f—-——g € L(Dj)

tendrd expresion local (ho ¢~ 1)(2) = D k>—nt1Ck 2k, lo cual implica que h € L(Dj_1).
Por tanto, h = 0, es decir,
F=mng

Asi pues f y g son linealmente dependientes sobre C. O

Definicién 2.5. Sea P € Ry tomemos como sucesion de puntos P; = P para cada j > 1.
La sucesién de divisores mencionada en el enunciado del Teorema 2.3 serd D; = j - P para
cada 7 > 0. De la demostracion de la Observacién 2.4 se deduce que, para una funcion
meromorfa f € M(R) y un entero positivo j € N, son equivalentes:

L. f € L(D;)\ L(D;-1)
2. f tiene un tunico polo en R, que es P, y ese Unico polo es de orden j.

Si una funcién meromorfa f cumple las condiciones 1 y 2 diremos que f es una funcion
en j(P).

Asi pues, como caso particular del Teorema de los gaps de Noether, tomando P; = P
para cada j > 1, obtenemos:



Teorema 2.6 (Teorema de los gaps de Weierstrass). Sean R una superficie de
Riemann compacta de género g > 1 y P € R. Entonces existen g enteros positivos 1 =
y1 <Y < ... <79 < 2g tales que

existe una funcion en j(P) << j¢T(P)={m,...,7}
Definiciones 2.7.

(i) Los enteros «; del Teorema 2.6 reciben el nombre de gaps en P y al conjunto
I'(P) = {m,...,74} se le llama sucesion de gaps en P. Llamaremos no-gaps en P a los
enteros del conjunto N\ I'(P).

(ii) Diremos que P es un punto de Weierstrass de R si I'(P) # {1,2,...,g}.

(iii) Llamaremos peso de P al entero positivo

wt(P) = (v — )

j=1
Obviamente P es un punto de Weierstrass si y sélo si wt(P) > 0.

Proposicién 2.8. Sean B € Aut(R) y P € R. Entonces I'(P) = I'(B(P)). En particular,
el conjunto W de puntos de Weierstrass de R es invariante bajo la accion de automorfismos
de R, es decir, BIW) =W para cada B € Aut(R).

Demostracion. Supongamos que n es un no-gap en P. Sea f una funcién meromorfa en
n(P). Entonces f o B~! es una funcién meromorfa en n(B(P)) y, por tanto, n es un no-
gap en B(P). Aplicando esto al automorfismo B~! obtenemos que todo no-gap en B(P)
también es un no-gap en P. Por tanto las sucesiones de gaps en Py B(P) coinciden. [

Observaciones 2.9.

(i) El conjunto de no-gaps en P tiene estructura de semigrupo aditivo: si f es una
funcién en j(P) y g es una funcién en k(P) entonces el producto fg es una funcién en
(j + k)(P). Por tanto si j y k son no-gaps, su suma j + k también es un no-gap.

(ii) Si R tiene género 1 y P € R, entonces I'(P) = {1} por el Teorema 2.6y, por tanto,
no hay puntos de Weierstrass en R.

(iii) Si R tiene género 0, esto es, R = @, la esfera de Riemann, entonces para cada
P € R existe un automorfismo de R que transforma P en el punto del infinito co (véase
1.6). Este automorfismo se puede interpretar como una funcién en 1(P) y f/ serd una
funcién en j(P) para cada j > 1. Por tanto podemos decir por extensién, aunque no
hayamos deﬁnidAo punto de Weierstrass para superficies de género 0, que no hay puntos de
Weierstrass en C.

El siguiente resultado establece la finitud del conjunto de puntos de Weierstrass en una
superficie de género mayor que 1. Se encuentra probado en [20) pdg. 85].
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Proposicién 2.10. Sea R una superficie de Riemann compacta de género g > 2. Entonces
el conjunto W de puntos de Weierstrass de R es finito. Ademds 29+ 2 < |[W| < ¢ — g.
De hecho, hay exactamente g> — g puntos de Weierstrass en R si contamos cada uno con

su peso, es decir,
Y wt(P)=g"—g
PeR

2.2. Algunos resultados previos.

Para una superficie de Riemann compacta R de género g > 2, Lewittes encontré en
[30] una representacién matricial h de Aut(R), obtenida haciendo actuar cada automor-
fismo de R sobre Q;(R), el espacio vectorial complejo de dimensién g formado por las
diferenciales holomorfas de R. Dado un automorfismo 7' € Aut(R) con algin punto fijo
P € R, el siguiente resultado de Lewites proporciona la representaciéon h(7') en términos
de la expresién local de T' cerca de P y de la sucesién de gaps en P:

Teorema 2.11. Sea R una superficie de Riemann compacta de género g > 2, sea T €
Aut(R) un automorfismo de orden n que fija P € R y sea z — ez la expresion local de T

cerca de P, donde € es una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Sea {v1,...,74} la sucesion
de gaps en P. Entonces, con respecto a una base adecuada de Q1(R), la representacion
matricial h(T) es la matriz diagonal diag {e", ..., }.

Sea I" un grupo fuchsiano (véanse la Definicién1.15'y la Proposicién[1.16) con signatura
o= (y;mi,...,my),sean K < I' un grupo fuchsiano de superficie, R = H/K la superficie
de Riemann cociente, G = I'/K un grupo de automorfismos de Ry ¢ : H — R la
proyeccién canénica. Los puntos fijos en H de elementos de I' son los puntos fijos de los
generadores elipticos xp y sus conjugados y cada generador eliptico zj; tiene un tnico
punto fijo en H, al que llamaremos zj (véase 5.2 de [29]). Sabiendo esto, es facil probar lo
siguiente:

Observacién 2.12. Los puntos fijos en R de elementos de G son los puntos del conjunto

Uj—1 ¥(T z), donde T' z denota la érbita de z en H bajo la accién de I

Demostracion. Sea P = zK un punto fijo de T'= vK € G. Tendremos por tanto que
2K = P =T(P) = (vK)(zK) = 1(2)K

asi que z = 0((z)) para algin § € K. Luego § o v serd conjugado de algin generador
eliptico de T, es decir, § oy = p~! 0wy 0 p para ciertos p € 'y k € {1,...,r}. Tendremos
pues que p(z) = xr(p(2)), con lo cual p(z) = 2 por ser z el Gnico punto fijo en H de z.
Con lo que queda probado que z € T z; lo que implica que P = zK € (T z).

Reciprocamente, si P € (I zx), se tiene que P = p(z)K para algin p € T'. Pero
entonces P es punto fijo del automorfismo (p oz 0 p 1)K € G. O
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Supongamos ahora que G es un grupo ciclico de orden n generado por un automorfismo
T. Recordemos que my es el orden del generador eliptico z. Como K = Ker ¢ no contiene
elementos de orden finito, también my, es el orden de ¢(zy) en G, asi que my, divide a n.
Los puntos del conjunto (I z;) serdn puntos fijos del automorfismo 7(*/™). Harvey
encontré en [27] la expresién local de T~("/"#) cerca de cada uno de sus puntos fijos en
funcién del epimorfismo ¢ : I' — G . Como G = Z,, identificaremos cada elemento de G
de la forma T™ con el entero m mdédulo n y usaremos la notacién ¢y, := ¢(xy) para cada
ke {1,...,r}. El resultado de Harvey es:

Teorema 2.13. En cada P € )(T'zy) la expresion local de T-(/mi) eg 2 s ez donde

£p = eQWiT]k/mk
donde ny, es tal que 0 < m, < my, (N, mg) =1 y drmr = n/myg(mod n)

Sea w = €2™/™. Los autovalores de la representacién matricial h(T) (ver Teorema 2.11)
son potencias de w. Para el caso en que el orden de G es un nimero primo, Lewittes
obtuvo en [30] una expresién para la multiplicidades {N;}o<j<n—1 de los autovalores w’ en
la representacién h(T). Usando las técnicas de Lewittes (“bajar” y “subir” diferenciales
entre Ry R/G y calcular dimensiones de subespacios vectoriales de diferenciales usando
el teorema de Riemann-Roch) se pueden obtener estas multiplicidades en el caso en que n
es un entero positivo arbitrario. Ademads, con ayuda del Teorema [2.13| las férmulas para
calcular los N; se pueden reescribir en funcién del epimorfismo ¢ y del género orbital de
T, tal y como las presenté Harvey en [27]:

Proposicién 2.14. Con las notaciones anteriores se tiene

Nij=~v—-1+ Z <1—<‘7n¢%>) para j€{1,...,n—1}

k=1
J-6x7#0 (mod n)

donde (x) denota la parte fraccionaria de x.

Por otro parte, Macbeath obtuvo en [33] el nimero de puntos fijos de cualquier auto-
morfismo del grupo ciclico G en funcién de la signatura de I':

Proposicién 2.15. Para un automorfismo U € G cuyo orden es d, el numero F(U) de
puntos fijos de U en R viene dado por:
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2.3. Automorfismos que fijan un nimero par de puntos.

Teorema 2.16. Sea R una superficie de Riemann compacta de género g > 2. Sea T un
automorfismo de R con un numero par r > 6 de puntos fijos y sea n el orden de T.
Entonces el peso de cada punto fijo P de T satisface la siguiente cota:

wt(P) > =(n—1)(r —4)(r —2)

ool

Demostracion. Sea G = (T) el subgrupo de Aut(R) generado por T, sea S = R/G el
cociente de R bajo la accién de G y sea q el género de S. Consideramos la proyeccién

natural

mT:R— S

P—P

que es un morfismo entre superficies de Riemann compactas. Por tanto, se satisface la
féormula de ramificacién de Riemann-Hurwitz (véase 1.11) para w. Veamos qué aspecto
toma esta férmula. Para cada P € R la fibra 7—1(P) es la érbita de P bajo la accién de
G (véanse [1.12/y [1.13). El cardinal de cada una de estas érbitas es n, salvo si P es punto
fijo de alguna potencia de T distinta de la identidad (en este caso el cardinal de la 6rbita
disminuye). Asi pues, 7 es un morfismo de grado n y sus puntos de ramificacién son los
puntos fijos de las potencias de T' distintas de la identidad. En particular, los r puntos
fijos de T son puntos de ramificacién de 7 con indice de ramificacién igual a n —1 (ya que,
en este caso, la érbita de P tiene cardinal 1). Sustituyendo esta informacién en la férmula
de Riemann-Hurwitz para m obtenemos

(+) 29—2=n(2¢—2)+(n—1)r+B

donde B denota la contribucién a la férmula del resto de los puntos de ramificacion de .
La siguiente afirmacién sera util a lo largo de la demostracién:

(+) Sea F' : X — Y un morfismo de grado n entre superficies de Riemann compactas
y sea Q €Y tal que F~Y(Q) consta de un tinico punto P € X. Si a es un no-gap en Q
entonces na es un no-gap en P.

Veamos que esta ultima afirmacién es cierta. Como « es un no-gap en ), existe una
funcién en a(Q) (véase la Definicién 2.5), es decir, una funcién meromorfa f : ¥ — C
que cumple que ) es su unico polo y que el orden de este polo es a. Asi pues f es un
morfismo de grado « y, por tanto, la composicién f o F' es un morfismo de grado n a.
Ademss (f o F)~(o0) = F7HQ) = {P}, con lo cual f o F es una funcién en (na)(P) vy,
por tanto, n o es un no-gap en P, como queriamos probar.

Sea P uno cualquiera de los puntos fijos de 7. Vamos a estimar el peso wt(P). Para
ello, consideramos 2 casos:
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(i) P no es punto de Weierestrass de S.

Esto es lo mismo que decir que «; := ¢+ j es un no-gap en P para cada entero j > 1.
Como 7 es un morfismo de grado n y 7~ 1(P) = {P} podemos aplicar (+), obteniendo que
noj =n(qg+ j) es un no-gap en P para cada j > 1. Sabiendo que la coleccién de enteros
{na;};>1 esta formada por no-gaps en P, tendremos que el peso en P serfa minimo cuando
la sucesion de gaps en P coincidiera con la sucesién {7;}1<;<4 de los g primeros enteros
positivos que no estan en la colecciéon {n«;};>1. Podemos suponer entonces, dado que
estamos calculando una cota inferior para el peso, que nos encontramos en esta situacion.

Como n (¢+1) es el primer no-gap en P, tendremos n (¢+1)—1 gaps cuya contribucién
al peso serd nula. Usando la ecuacién (*), podemos obtener el nimero m de gaps cuya
contribucién al peso es positiva:

1 B
m:gf(anrnfl):§(n71)(1“74)+§>O

El peso wt(P) serfa minimo cuando m fuera lo mas pequeno posible, esto es, cuando
B =0, con lo que m = %(n — 1)(r — 4). Calculando el peso en este caso, obtendremos la
cota inferior que buscamos. Tendremos pues n — 1 gaps entre n (¢ + 1) y n(q + 2), cada
uno de los cuales anadird una unidad al peso, n — 1 gaps entre n (¢ +2) y n (g + 3) que
anadirdn dos unidades al peso cada uno y asi sucesivamente hasta que se acaben los m
gaps que contribuyen al peso. Al ser r par, n — 1 divide a m, asi que podemos agrupar
estos m gaps en (r —4)/2 bloques (de n — 1 gaps cada uno), de modo que la contribucién
al peso de cada gap de un bloque es una unidad mayor que la contribucién de cada gap

del bloque anterior. Por tanto, el peso en este caso toma el valor
r—4)/2

k=(n-1)
1

—_

7(7“—4)(7“—2)
2 2 2

(
w(P) = (n - 1)
k=

(i) P es punto de Weierstrass de S.

Sea {3;};>1 la sucesién de no-gaps en P. El hecho de que P no sea punto de Weierstrass
se traduce en que algunos de los g primeros no-gaps en P toman valores mas bajos que en
el caso (i), pero, sea como sea, siempre se tiene que 3; < oj = ¢ + j para cada j > 1. De
nuevo por (+), se cumple que n B es un no-gap en P para cada j > 1.

Supongamos ahora que el peso wt(P) es lo més pequeno posible, es decir, que la
sucesion de gaps {7;} en P esta formada por los g primeros enteros positivos que no estdn
en la coleccién {n B3;};>1. Como nf; < na; para cada j > 1, se sigue que §; > ~; para
cada l € {1,...,¢g}. Por lo tanto, el peso wt(P) serd necesriamente mayor o igual que la
cota obtenida en (i). O

Observacién 2.17. Si el orden de T es una potencia de 2, esto es n = 2™, el ntimero
de puntos fijos r es par. El motivo es el siguiente: al ser todos los divisores de n pares,
todas las érbitas bajo la accién de GG de puntos de la superficie, salvo las formadas por los
puntos fijos de 7', tendran cardinal par. Asi que en la relacién (x) el sumando B es par y,
por tanto, también lo es (n — 1) r. Como n — 1 es impar, concluimos que r es par.
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Probaremos a continuacién que la cota obtenida es fina para todos los posibles valores
de n y r. Esto se haréd construyendo superficies y automorfismos para los cuales se alcanza
la cota.

Proposiciéon 2.18. Sean n y r enteros positivos, v par, tales que n > 2 yr > 6. Entonces
existen una superficie de Riemann compacta R, un automorfismo T € Aut(R) con r puntos
fijos y de orden n y un punto P € R que es punto fijo de T tales que

wi(P) = é(n D —4)(r—2)

Demostracion. Sea I' un grupo fuchsiano (véanse la Definicién [1.15y la Proposicién [1.16)
con presentacién

. n o __ e —
F=(x1,...,2p : 2l =... =2 =x122... 2y = 1)

es decir, con signatura o = (0; n,...,n), donde r es el nimero de periodos. La existencia
de este grupo estd garantizada por la Proposicién [1.16/ (ii), ya que el drea u(o) de la
signatura

(0) 247r (1 L > -2+ 1> 2+61 1
o)=-24r(1-—— —24r=>— Z =
a n) = 2 = 2
es positiva.
Consideramos una aplicacion ¢ : {z1,...,z,} — Z, definida de la siguiente forma:
Elag) =1 para 1<k <r/2

&(zy) =n—1 para 71/2<k<r

donde Z,, denota el grupo aditivo de restos médulo n. Es inmediato comprobar que £ es
compatible con las relaciones de I'. Por tanto, £ se extiende a un tinico homomorfismo de
grupos ¢ : I' — Z,,. Ademas, por estar el generador 1 de Z,, en la imagen de ¢, tenemos
que ¢ es un epimorfismo. Usaremos la notacién ¢, = ¢(xy).

Veamos ahora que el nicleo K = Ker ¢ es un grupo de superficie. En primer lugar,
K es grupo fuchsiano por ser subgrupo de indice finito del grupo fuchsiano I' (véase
Proposicién [1.16/ (vi)). Por tanto, s6lo nos queda probar que K no contiene elementos de
orden finito distintos de la identidad, ya que, en ese caso, no tendra generadores elipticos.
Pero es un hecho conocido (véase [35]) que los elementos de orden finito de I' son todos
conjugados de potencias de los generadores elipticos, es decir de la forma y = d x} d~—! con
del, ke{l,...,r} ym#0 (mod n). La imagen de uno cualquiera de estos elementos

d(y) = ¢(d) + m ¢(xx) — P(d) = m Py
es distinta de cero en Z,, ya que ¢ es una unidad en Z,,. Asi pues, y no estd en K = Ker ¢.

Por la Proposicién 1.16, apartados (iii) y (v), el grupo G = I'/K = Z,, actiia como
grupo de automorfismos de la superficie de Riemann compacta R = H/K. Sea g el género
de Ry sea T € GG el automorfismo de R que se identifica con el generador 1 € Z,.
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Por la Proposicién 2.15 el nimero de puntos fijos de T en R es
1
F(T) = E Z =
( ) b k=1 n '

Vamos ahora a obtener la sucesién de gaps en P = ¢ (I z1), que por el Teorema 2.13| es
punto fijo de T-"/" = T~ y, por tanto, de T' (nétese que m; = n). Este mismo Teorema
nos proporciona la expresion local de T~! cerca de P. Como ¢; = 1 se tiene que 1 = 1
con lo cual €7 = w = 2™/ es decir, la expresién local de T—1 cerca de P es z — w z.
Por el Teorema 2.11/la representacién matricial h(7") obtenida por Lewittes tiene la forma
diag {w",...,w?}, donde {v1,...,74} es la sucesién de gaps en P. Asi que el niimero
de gaps en P que son congruentes con j médulo n coincide con la multiplicidad N; del
autovalor w/ en h(T) para cada j € {0,...,n —1}.

Las férmulas de la Proposicién 2.14 nos permiten obtener las multiplicidades N; (re-

cuérdese que, en nuestro caso, ¥y =0y my = n para cada k € {1,...,7}):
Nog=0
r/2 . T .
j-1 j-(n—1)
N. — — S — =
e (=) 2 (-5
k=1 k=(r+2)/2

:_1+;<1_ [J;z]n>+72”<1_[j(n7;1)]n> :7”52

para j € {1,...,n—1}
donde [m ], denota el representante entre 0 y n — 1 de la clase de m médulo n.

Al ser Ny = 0 ninguno de los gaps es miltiplo de n. Por este motivo, los (r — 2)/2
gaps que son congruentes con j médulo n han de ser exactamente los (r — 2)/2 primeros
enteros positivos congruentes con j médulo n. Esto se debe a la estructura de semigrupo
aditivo del conjunto de no-gaps (véase Observacién 2.9 (i)): como n es un no-gap, si m es
otro no-gap, entonces todos los enteros de la forma m + ¢ n han de ser no-gaps. Como esto
sucede para cada j € {1,...,n — 1}, queda determinada la sucesién de gaps en P. Pero si
nos fijamos en la demostracién del Teorema [2.16/ observaremos que esta sucesiéon de gaps
es exactamente la que proporciona la cota inferior de dicho Teorema. Por tanto el peso de
P coincide con la cota. O

Observaciéon 2.19. A partir de la féormula de Riemann-Hurwitz (%) podemos obtener
el género g de las superficies que hemos construido para probar la Proposicion 2.18. El
género ¢ del cociente R/G coincide, por la Proposicién [1.16 (iii), con el género orbital de
I', esto es, ¢ = 0. Por la Proposicion 2.15, el nimero de puntos fijos de cualquier potencia
de T es r, asi que los uinicos puntos de ramificacién de 7 : R — R/G son los puntos fijos
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de T, por lo tanto B = 0. Usando la relacién (x) obtenemos

r—2
2

g=(n-1)

2.4. Automorfismos que fijan un nimero impar de puntos.

Vamos a considerar ahora automorfismos con un nimero impar r de puntos fijos.
Mantendremos las notaciones empleadas durante la seccién precedente. En este caso, a
diferencia del anterior, es necesario estudiar separadamente dos casos, dependiendo de la
paridad del orden n del automorfismo. Esto se debe a que, si n es par, en la formula de
Riemann-Hurwitz

(%) 20—2=n(2¢—-2)+(n—1)r+B
el sumando (n — 1) r es impar, con lo que necesariamente B es impar y en particular no

nulo. Esto hace que la situacién se vuelva mas complicada.

Sin embargo, si n es impar el tratamiento es muy similar al de la seccién anterior.
Estudiaremos, en primer lugar, este caso.

Teorema 2.20. Sea R una superficie de Riemann compacta de género g > 2. Sea T un
automorfismo de R de orden impar n con un ndmero imparr > 5 de puntos fijos. Entonces
el peso de cada punto fijo P de T satisface la siguiente cota:

wt(P) > =(n—1)(r — 3)2

o =

Demostracion. Este resultado se prueba reproduciendo paso por paso la demostracion
del Teorema 2.16. La tnica diferencia resenable aparece cuando se calcula el peso wt(P)
asociado a la sucesion de gaps {7 }1<i<4 que proporciona la cota inferior. En este caso el
numero m = (n — 1)(r — 4)/2 de gaps que contribuyen al peso no es divisible entre n — 1
con lo cual tenemos (r —5)/2 bloques con n—1 gaps cada uno y un tltimo bloque formado
por (n —1)/2 gaps, cada uno de los cuales anade al peso (r — 3)/2 unidades. Por tanto:

2 m—ir-3 1
wP)=(n=1) > k+—— ——=2-1)0r-3)
k=1

O

Proposicién 2.21. Sean n > 2 y r > 5 enteros positivos impares. Enconces existen una
superficie de Riemann compacta R, un automorfismo T € Aut(R) con r puntos fijos y de
orden n y un punto P € R que es punto fijo de T tales que

1

wt(P) = g(n —1)(r — 3)?
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Demostracion. La demostracion es paralela a la de la Proposicién 2.18 asi que omitiremos
los detalles y mantendremos las mismas notaciones. Las justificaciones de las afirmaciones
que se haran son andlogas a las de la citada demostracion.

Sea I' un grupo fuchsiano con género orbital 0 y r periodos iguales a n y sean
{z1,...,2,} los generadores de I'. Consideramos la aplicacién & : {z1,...,2,} — Zy,
dada por

ry = %(r—|—3)

ro = %(r—?))

rL=2 Ty =2
ry=3(r-3) Tazt =Tag = 5(r—3)
1"3:%(7‘—1) Tp_o =1

L 74 =0 r;j =0 en otro caso

donde r; denota el nimero de géneradores cuya imagen por & es [ j ], (ndtese que, a efectos
de esta demostracion, no importa cudl sea la imagen de cada generador siempre que se
satisfaga la condicién previamente citada, asi que podemos hacer una eleccién cualquiera).
Es inmediato comprobar la compatibilidad de § con la tnica relacién relevante [[j,_; x5 =1
de la presentacién de T', pues >, _, k7 € nZ. Por tanto & se extiende a un epimorfismo
¢ : I' — Z,. Las imagenes de todos los generadores de I' son unidades en el anillo Z,
(esto es, generadores del grupo ciclico Z,,), asi que K := Ker ¢ es un grupo de superficie.

Sea R=H/K y sea G =T /K = Z,, que es un grupo de automorfismos de R. Sean g
el género de Ry T € G el automorfismo de R que se identifica con el generador 1 € Z,,.
Por la Proposicién 2.15, el nimero de puntos fijos de T en R es r. Sea xj, un generador
eliptico tal que ¢(xg) =1y sea P = 9(I" zx), que es un punto fijo de R.

La Proposicién 2.14/ nos permite calcular la multiplicidad NN; del autovalor e2mii/m en
la representacién h(T') de Lewittes (Teorema 2.11) para cada j € {0,...,n — 1}:

No=0
r—1 . n—1
N; = 5 para I <5< 5=
-3
Nj:r2 para ”T_l <j< n-1

Por los Teoremas 2.11'y 2.13 esta multiplicidad N; coincide con el niimero de gaps en
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P que son congruentes con j médulo n. Al no ser ninguno de los gaps miltiplo de n, la
estructura de semigrupo aditivo del conjunto de no-gaps hace que quede determinada la
sucesion de gaps en P : estd formada por los N; primeros enteros enteros congruentes con

j médulo n para cada j € {1,...,n — 1}. Pero esta sucesién de gaps es exactamente la
que proporciona la cota inferior del Teorema 2.20. Por tanto el peso de P coincide con la
cota. O

Observacién 2.22. Como en la Observacién 2.19, la formula de Riemann-Hurwitz nos
permite obtener el género de la superficie que hemos construido en la demostracién de
2.21] que de nuevo es .
n—

g=0-2)—
Notese que en este caso, a diferencia del anterior, no se construyen superficies de cualquier
género, ya que el factor (r—2) > 1 es un nimero impar, con lo que no aparecen superficies
cuyo género es una potencia de 2.

Trataremos ahora el caso en que el orden n de T es par. También en este caso es posible
obtener una cota inferior para el peso de un punto fijo de T

Teorema 2.23. Sea R una superficie de Riemann compacta de género g > 2. Sea T un
automorfismo de R de orden par n con un nimero impar r > 5 de puntos fijos. Entonces
el peso de cada punto fijo P de T satisface la siguiente cota:

1 r—3 a+1
wt(P)>8(n—1)(r—5)(r—3)—|—2<n— ! )

donde a es el mayor divisor impar de n.

Demostracién. Mantendremos las notaciones empleadas en el Teorema2.16. Argumentan-
do igual que en la demostracién del citado Teorema, se puede asegurar que el peso de P
sera siempre mayor o igual que el que se obtendria si la sucesién de gaps en P estuviera
formada por los g primeros enteros que no estan en la coleccién {n (g + j)};>1 (¢ es el
género de S = R/(T)). A partir de ahora supondremos que nos encontramos en esta
situacion.

De la férmula de Riemann-Hurwitz (*) se sigue que el nimero de gaps cuya contribucién
al peso es positiva es

|

m=g—(ng+n—1)=(n-1)r—4)+

y, ademds, que el niimero B es un entero positivo impar, como senalamos al comienzo de
esta seccion. Por tanto obtendremos una cota inferior para el peso de P si B es lo méas
pequeno posible. Recordemos que B es la contribucién a (x) de los puntos de ramificacién
de m: R — S que no son puntos fijos de T". Si @ es uno de esos puntos de ramificacion,
el cardinal ng de la érbita de @ bajo la accion de T es el cociente n/mg, donde mg es
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la multiplicidad de 7 en Q. La aportacién de @ y los demds puntos de su érbita a (%)
serd Bg = ng (mg — 1) = n — ng, que serd mas pequeno cuanto mayor sea ng.

Como B es impar, existe un punto (Q € R que no es punto fijo de T" tal que Bg es
impar. Desde luego B > Bg, asi que se trata de minimizar Bg = n —n/mg de modo que
B sea impar. Esto se logra cuando mg es la mayor potencia de 2 que divide a n (ndtese
que mg > 1, ya que n es par, y mg < n por la Observacién 2.17, al ser r impar). Por ello
denotamos con a el mayor divisor impar de n y asi B > n — a, luego

<n—1><r—4>+”;“:<n_1>r;5+(n_a—;)

m >

N |

y, como 1 < a <n — 1, se tiene que

a+1

—1> —
n n B

n
>
-2

Por tanto tenemos, por un lado, (r—5)/2 bloques formados por n—1 gaps cada uno, de
manera que cada gap del bloque j-ésimo afiade j unidades al peso. Por otro lado, tenemos
un ultimo bloque formado por al menos n — (a + 1)/2 gaps, cada uno de los cuales anade
(r — 3)/2 unidades al peso. Por tanto, la cota inferior es

(n—l)(TkZS)l/2k+rg3 (n—a;rl> Z;(n—l)(r—S)(T—S)ﬂLT;?)(n—a;rl)

O]

20



Capitulo 3

Sucesiones de gaps en superficies
de Klein.

Un automorfismo antianalitico de orden 2 de una superficie de Riemann recibe el
nombre de simetria. Se atribuye a Klein la idea de asociar a cada simetria ¢ de una
superficie de Riemann R otra superficie topoldgica, con borde o no orientable (o ambas
cosas), obtenida como cociente de R bajo la accién de (o). El tratamiento moderno de
estas superfices, que actualmente reciben el nombre de superficies de Klein, se debe a
Alling y Greenleaf, cuyos trabajos se encuentran recogidos en [3]. En esta monografia se
introduce la definicién de superficie de Klein como una superficie topoldgica dotada de lo
que Alling y Greenleaf llaman estructura dianalitica. También se demuestra que, dada una
superficie de Klein S, existe una superficie de Riemann S, y una simetria o, de S, tales
que S = S,/ (o) y la proyeccién natural 7. : S, — S es un morfismo en la categoria de
las superficies de Klein. La terna (S, 7., 0.) recibe el nombre de cubierta doble de S.

Si S. es compacta y su género es mayor que 1, es natural preguntarse como afecta
la existencia de la simetria o, al conjunto W de puntos de Weierstrass de S.. El primer
hecho destacable es que W es simétrico, esto es, o.(W) = W. As{ pues aparece en S el
conjunto distinguido 7.(W) formado por los puntos que son proyeccién de los puntos de
Weierstrass de S.. La superficie S posee su propio cuerpo de funciones meromorfas, luego
cabe plantear, en primer lugar, si es posible caracterizar los elementos de 7.(W) en térmi-
nos de funciones meromorfas definidas sobre S. Este problema se resuelve parcialmente en
el presente capitulo, concretamente para los puntos del borde de S.

El estudio del problema antes mencionado nos conduce a definir el concepto de sucesién
de gaps en un punto P de una superficie de Klein S, asi como una sucesién de nimeros
enteros {a;(P)} formada por diferencias de dimensiones de subespacios vectoriales de
funciones meromorfas definidas sobre S. La sucesién {a;(P)} no sélo determina la sucesién
de gaps en P sino que contiene informacién adicional sobre el comportamiento de las
funciones meromorfas cuyo conjunto de polos se reduce al conjunto {P}.

Las sucesiones de gaps en las superficies de Klein resultan tener un comportamiento
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distinto al de las sucesiones de gaps en las superficies de Riemann, ya que las primeras
no poseen cardinal fijo y pueden llegar a ser vacias. Demostramos que, si la sucesién de
gaps en algin punto de una superficie de Klein S es vacia, entonces S es hipereliptica. A
continuacién estudiamos el conjunto G1(S) de puntos de S para los cuales la sucesién de
gaps es vacia. Este conjunto esta formado por un nimero finito de “curvas” dentro de la
superficie S; mas formalmente, G1(.S) es un subespacio semialgebraico de S (en el sentido
de Delfs-Knebusch) de dimensién 1. Por tltimo, determinamos la sucesién {a;(P)} para
cada punto P de una superficie de Klein hipereliptica.

3.1. Superficies de Klein.

Definiciones 3.1.

(i) Sea U un subconjunto abierto de C. Diremos que una funcién f : U — C es
antianalitica en U si su funcién conjugada

f:U— C

z — f(2)
es analitica en U. Diremos que f es dianalitica en U si para cada componente conexa V'
de U la restriccién de f a V es analitica o antianalitica.

(ii) Sea A un subconjunto abierto de C*. Diremos que una funcién f : A — C es
dianalitica en A si se puede extender a una funcién dianalitica definida en un abierto de C,
es decir, si existen un subconjunto U abierto de C y una funcién dianalitica f: U—C
tales que A C U y f = f|a. Diremos que f es analitica en A si se puede conseguir que la
extension fsea analitica en U.

Definiciéon 3.2. Una superficie de Klein es una superficie S (véase la Definicién [1.1)) junto
con un conjunto maximal de cartas {U;, ¢;},;c; tal que las funciones de transicion ¢; o¢j_1
son dianaliticas (nétese que estas funciones estan definidas si U; N U; es no vacio).

Observaciones 3.3.

(i) Para definir una superficie de Klein no es necesario proporcionar un conjunto ma-
ximal de cartas; basta con un conjunto de cartas dianaliticas que recubran la superfice (al
que llamaremos atlas dianalitico). Si la superficie de Klein es orientable es posible elegir
un atlas formado por cartas analiticas.

(ii) Hay una biyeccién natural entre superficies de Riemann y superficies de Klein
orientables sin borde. Identificaremos estas dos clases a partir de ahora.

Ejemplos 3.4.

(i) La carta (C*,id) dota a C* de estructura de superficie de Klein. El borde de C*
consiste en los puntos del eje del real.
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(ii) Sea A = C* U {oo} la compactificacién mediante un punto de C*. Las dos cartas
Up = (CH¢1(2) = 2) y Uy = (A\ {0}, ¢2(2) = 1/2) dotan a A de estructura de superficie
de Klein. El borde de A es el conjunto R U {oco}.

Definicion 3.5. Sea S una superficie de Klein compacta de género topoldgico g y sea k el
nimero de componentes conexas de 95. El género algebraico de S es el entero p = ag+k—1,
donde av = 2 si S es orientable y o = 1 en caso contrario. El tipo topoldgico de S (es decir,
la clase de equivalencia de S bajo la relacién “ser homeomorfo a”) estd determinado por
la terna (p, k, @).

Definicion 3.6. La aplicacion doblez es la aplicacion
: C — C*
x4 iy — x + i|y|

Definicién 3.7. Un morfismo entre las superficies de Klein S y S’ es una aplicacién
continua F : S — S’ tal que

1. F(8S) C 08",

2. Para cada P € S existen cartas (U, ¢) en S'y (V,4) en S’ y una aplicacién analitica
T:¢(U) — Ctalesque Pe U, F(U)CV,(V)CCryvoF|y=PoTodp.

Proposicién 3.8. Los morfismos entre superficies de Klein son aplicaciones abiertas.

Definicion 3.9. Diremos que una aplicacion F' entre superficies de Klein es un isomor-
fismo si es un morfismo biyectivo y F~! es también un morfismo. De hecho, si F es un
morfismo biyectivo, por la Proposicién 3.8, es un isomorfismo. Un automorfismo de una
superficie de Klein es un morfismo de la superficie en si misma. La composicién de dos mor-
fismos entre superficies de Klein es un morfismo. Por tanto, el conjunto de automorfismos
de una superficie de Klein .S, dotado con la composicién de aplicaciones, es un grupo, que
denotaremos con Aut™(S). Los morfismos de orden 2 reciben el nombre de involuciones.

Definicién 3.10. Sean S y S’ superficies de Klein orientables y supongamos que estdn
orientadas. Diremos que un morfismo es analitico si preserva la orientacién y que es an-
tianalitico si la invierte. Los automorfismos analiticos de S forman un subgrupo de indice
2 de Aut®(S) que denotaremos con Aut™(S). Si S es una superficie de Riemann, Aut(S)
(segtin se defini6 en el Capitulo 1) y Aut™(S) son grupos isomorfos.

Ejemplo 3.11. En 1.6/ se determiné el grupo Aut(H) y se le dio estructura de grupo
topolégico. Ahora vamos a hacer lo mismo con Aut™(H). Sea A~ el conjunto formado por
las transformaciones m del tipo

az+b
czZ+d

para z€H

m(z) =

donde a, b, c,d € Ry ad—bc < 0. Los elementos de A~ resultan ser todos los automorfismos
antianaliticos de H, con lo cual se tiene que Aut™(H) = Aut(H) U A~.
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Sea GL(2,R) el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales y
determinante no nulo. Este conjunto hereda la topologia usual como subespacio de R*. La
aplicacion

GL(2,R) — Aut®(H)
m(z) = (az +b)/(cz +d) si det(A) >0

a b
A= —
( c d > m(z) = (az + b)(cz + d) si det(A) <0

es un epimorfismo de grupos que permite dotar a Auti(H) de la topologia final correspon-
diente.

A continuacién se introducen algunas notaciones usadas por May en [37]. Los resultados
que se mencionan se deben a Alling y Greenleaf y se pueden encontrar demostrados en [3].

Proposicién 3.12. Sean F : S — S’ un morfismo no constante entre superficies de
Kleiny P € S.

(1) Existen cartas dianaliticas (U, ¢) y (V, ) centradas en P y F(P), respectivamente,
tales que, para cada @ € U,

v o ®(£9(Q)°) si F(P) € ds’
FQ) =
b1 (£ (Q)) si F(P) ¢ 05’
donde e es un entero positivo, al que llamaremos multiplicidad o indice de ramificacion de

F en P y denotaremos con multp(P) y otras veces, por brevedad, con ep(P). Se dird que
F' es ramificado en P si multp(P) > 1.

(ii) Llamaremos grado relativo de P sobre F(P) al entero positivo dp(P) definido

como ,
2 P eS°yF(P)edS

i = {2 HEES VED
en otro caso

Eziste un entero positivo r, al que llamaremos grado de F, tal que
> en(P)dp(P)=r
PeF-1(Q)
para cada Q € S'.

(iii) St F: S — Sy G : 8 — S" son morfismos entre superficies de Klein de
grados r y s respectivamente entonces G o F' es un morfismo de grado v - s. Ademds
ecgor(P) =ep(P) - eq(F(P)) para cada P € S.

Vamos a introducir la cubierta doble de una superficie de Klein (véase, por ejemplo,
[3)-

Construccion 3.13. Sea S una superficie de Klein que no es una superficie de Riemann
(es decir, 0S es no vacio, S es no es orientable o ambas cosas). Entonces existe una terna
(Se, e, 0¢), lamada la cubierta doble de S, que cumple las siguientes condiciones:
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1. S. es una superficie de Riemann. Si S es compacta, S. también lo es; ademds, el
género de S, coincide con el género algebraico de S.

2. La aplicacién 7. : S. — S es un morfismo de grado 2 entre superficies de Klein tal
que |71 (P)| =1si P € 9SSy |x;1(P)| =2si P ¢ 0S. Por tanto 7. no es ramificado
en ningin punto de S..

3. La aplicacién o, : S. — S, es el tnico automorfismo antianalitico de orden 2 de S,
que satisface la igualdad 7. o 0. = m.. Llamaremos involucion antianalitica de S, a
este autormorfismo. Un punto @ € S, es punto fijo de o, si y s6lo si 7.(Q) € 9S.

Si no hay posibilidad de confusién, denotaremos la cubierta doble de S simplemente con
(Se,m, 0).

Como veremos mas adelante, la cubierta doble permite establecer una equivalencia
funtorial entre la categoria de superficies de Klein y la de superficies de Riemann simétricas
que introducimos a continuacién. Conviene destacar también un resultado probado por
Bujalance y Singerman en [10]: la superficie de Klein S es orientable si y sélo si S.\7~1(95)
no es conexo.

Definicién 3.14. Una superficie de Riemann simétrica es un par (R,o) donde R es una
superficie de Riemann y 0 : R — R es un autormorfismo antianalitico de orden 2 (al que
llamaremos involucion antianalitica de R). Un morfismo entre dos superficies de Riemann
simétricas (R,0) y (R/,0’) es un morfismo F : R — R’ que conserva la orientacién y
cumple que F oo =0’ o F.

Observacién 3.15. Es un hecho conocido (una demostracién puede verse en [13) pag. 7])
que son funtorialmente equivalentes las dos categorias cuyos objetos son las superficies de
Klein y las superficies de Riemann simétricas, respectivamente, y cuyos morfismos son los
morfismos no constantes. La forma natural de identificarlas es la siguiente:

Una superficie de Klein S se asocia con su cubierta doble (S., o), que es una superficie
de Riemann simétrica.

Una superficie de Riemann simétrica (R, o) se asocia con el cociente S = R/ (o), que
puede ser dotado con una unica estructura de superficie de Klein tal que la proyeccién
canodnica sea un morfismo.

Si S es una superficie de Klein con cubierta doble (S., o) se cumple que

Aut™(S) = Aut(S,,0) = {F € Aut(S.): Foo=00F}

La restriccion de esta correspondencia nos permite identificar también las superficies
de Klein compactas con las superficies de Riemann simétricas compactas.
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3.2. Funciones meromorfas en superficies de Klein.

Definicién 3.16. Sean S una superficie de Klein y A = {U;, ¢;};; un atlas dianalitico.
Una funcion meromorfa sobre S relativa a A es una familia de aplicaciones f4 = {f; :
U; — C}ier tal que:

1. Cada aplicacién f; o ¢, *

(2

: ¢i(U;) — C es una funcién meromorfa.

3. Para cada componente conexa V' de U; NU; se tiene:

filv  sigio (bj_l es analitica

filv =

filv  sigio (bj_l es antianalitica
Observaciones 3.17.

(i) El conjunto M 4(.S) de funciones meromorfas sobre S relativas a A es una extension
de cuerpos de R con grado de trascendencia 1. Se prueba facilmente que si A y B son dos
atlas dianaliticos que definen S, entonces M4(S) y Mpg(S) son cuerpos R-isomorfos.
Asi pues llamaremos a cualquiera de estos cuerpos el cuerpo de funciones meromorfas de
S que sera denotado con M(S).

(ii) M(S) contiene una copia de C si y sélo si S es una superficie de Riemann. Ademds,
M(S) es un cuerpo formalmente real (esto es, un cuerpo en el cual —1 no es suma de
cuadrados) si y sélo si 9S es vacio.

(iii) Sea S una superficie de Klein orientable y sin borde. Los conjuntos de funciones
meromorfas sobre .S, vista como superficie de Riemann y como superficie de Klein, son
cuerpos isomorfos, por tanto los identificaremos y denotaremos ambos con M(S).

Definiciones 3.18.

(i) Sean S una superficie de Klein, (S, 7, o) su cubierta doble y f una funcién mero-
morfa sobre S.. Podemos definir una nueva funcién meromorfa o* f sobre S, del siguiente
modo:

(e f)(P) = f(o(P))
Diremos que f es invariante bajo o* o simétrica si o*f = f. Dado un subconjunto A de
M(S,) denotaremos con A% el subconjunto de A formado por las funciones meromorfas
invariantes bajo o, esto es,

AT ={feA: o f=f}

(ii) Sea f = {fi : Uy — @}ze 7 una funcién meromorfa de una superficie de Klein S.
El valor de f en un punto no esta bien definido, ya que depende de la carta elegida entre
las que cubren dicho punto. Sin embargo podemos introducir las nociones de cero y polo
de f. Diremos que f tiene un cero (resp. un polo) de orden n en P € S si existe i € I tal
que P e Uy fio qﬁi_l tiene un cero (resp. un polo) de orden n en ¢;(P). Es inmediato
comprobar que estas definiciones no dependen de la carta elegida.
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Observacién 3.19. La multiplicidad del morfismo ¢* f en un punto P € S, es la misma
que la de f en o(P).

Demostracion. Sea ¢ : C — C el morfismo definido como c(z) =z paracada z € C y
¢(00) = oo. Entonces, por deﬁnicién7 podemos escribir o*f = co f o 0. Las aplicaciones
o y ¢ son automorfismos de S, y C respectivamente y, por tanto, morfismos de grado 1,
asi que tienen multiplicidad 1 en todos los puntos de su dominio. Por la Proposicion [3.12,
para cada P € S. se tiene que

eof(P) = ec(f(a(P))) - ef(a(P)) - €5 (P) = ef(a(P))
O

Construccién 3.20. Sea A la compactificacién mediante un punto de C* (véase 3.4).
Sean S una superficie de Klein y f = {f; : Ui — C};es una funcién meromorfa de S. A
partir de f se construye un morfismo f : S — A del siguiente modo: si f tiene un polo en

P € S, definimos f(P) = o0; en otro caso, elegimos un dominio de carta U; que contenga

a Py definimos f(P) = a + |b|i, donde fj(P) = a + bi. La definicién de esta funcién no
depende de la carta elegida. Ademés, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si f y g son funciones meromorfas no constantes tales que f # g, entonces f;é g.

2. El orden de una funcién meromorfa f en un punto P y el indice de ramificacién del
morfismo f en P coinciden.

La siguiente Proposicién se deduce de los resultados A.5 y A.8 en el Apéndice de [§].

Proposicién 3.21. Sean S una superficie de Klein y (S¢, 7, 0) su cubierta doble. Entonces
existe un isomorfismo de espacios vectoriales reales ™ : M(S) — M(S.)?" . Este iso-
morfismo cumple la siguiente propiedad: si f es una funcion meromorfa sobre S, entonces

el morfismo 7*(f) asociado a 7 (f) es for.

A lo largo del resto de la seccién, S denotard una superficie de Klein compacta de
género algebraico p > 2 con cubierta doble (S, 7, o) (estamos suponiendo, por tanto,
que S no es una superficie de Riemann). Necesitamos usar el lenguaje de divisores en
superficies de Klein. Las definiciones basicas son, formalmente, las mismas que las dadas
en [2.1.

Para divisores en una superficie de Klein S se cumplen los enunciados anédlogos de las
Observaciones 2.2y [2.4, pero con dos salvedades:

(i) Los espacios Lg(D) son subespacios vectoriales de M(S) y, por tanto, espacios
vectoriales sobre R, pero no sobre C.

(ii) Si D; es una sucesién de divisores construida como en el Teorema de los gaps the
Noether (2.3), también se cumple que L(D;j_1) € L(D;). Sin embargo, si el contenido es
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estricto, la diferencia de dimensiones de los dos subespacios no tiene por qué ser 1. De
hecho, como probaremos més adelante, si P € S\ 9S 'y D; = j - P entonces

dimRLS(Dj) — dimRLs(Djfl) =2

si j > p, donde p es el género algebraico de S.

También podemos dar una Definicién analoga a la 2.5y, a partir de ella, establecer
las definiciones de gap y no-gap en un punto de una superficie de Klein. Hacemos esto a
continuacién.

Definicion 3.22. Sea P € Sy consideremos la sucesion de divisores D; = j - P para cada
j > 0. Para una funcién meromorfa f € M(S) y un entero positivo j € N son equivalentes:

1. f € L(D]) \ L(Dj_l)

2. f tiene un tnico polo en R, que es P, y ese tnico polo es de orden j

Si una funcién meromorfa f cumple las condiciones anteriores diremos que f es una funcion
en j(P). Si existe una funcién en j(P) diremos que j es un no-gap en P; en caso contrario
diremos que j es un gap en P.

Asi pues la sucesion de gaps en un punto P € S esta determinada por los espacios
L(Dj). Concretamente, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 es un no-gap en P

2. aj(P) :=dimrLs(Dj) — dimrLs(Dj—1) #0

Para estudiar las sucesiones de gaps en los puntos de una superficie de Klein estable-

ceremos relaciones entre los espacios Lg(D) y ciertos espacios de funciones meromorfas
asociados a divisores en la cubierta doble S..

Definicién 3.23. Dado un divisor D =), gnp P en S definimos el divisor asociado a

D como _
D := Z Nx(Q) Q
QeS.

que es un divisor en S..

Los tres siguientes resultados aparecen sin demostrar en [45]. Seran enunciados como
lemas y se incorporaran demostraciones.

Lema 3.24. Sea D un diwvisor en S. Entonces la restriccion de la aplicacion 7* al subes-

pacio vectorial Lg(D) es un R-isomorfismo sobre el subespacio vectorial Lg, (D)% .
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Demostracion. Sea f una funcién meromorfa con un cero o un polo de orden n en P € S.
Como se afirm6 en la Construction 3.2()/,61\ morfismo f: S — A asociado a f tiene orden
nen Py lo mismo le sucede a form = 7*(f) en cada punto de 7~1(P) (por la Proposicién
3.12, teniendo en cuenta que 7 no es ramificado en ningtin punto de S;). Por tanto, 7*(f)
tiene orden n en cada punto de 7~ 1(P).

Esto prueba, por definicién de 15, que si f es una funcién meromorfa en Lg(D), entonces
7*(f) estd en Lg, (D)” . Al mismo tiempo, también implica que si f no estda en Lg(D),
entonces 7*(f) no estd en Lg,(D)?". Por lo tanto 7*(Lg(D)) = Ls,(D)"" O

Lema 3.25. Sean V un espacio vectorial de dimension finita sobre C y 7:V — V una
aplicacion tal que 72 = Id y

T(v+w) =7(v) + 7(w) para cada v,w €V

(M) = A1(v) para cada v € V, A\ € C

Entonces el espacio vectorial real VT = {v € V : 7(v) = v} cumple que dimgV™ = dimcV .

Demostracion. Sea B = {uy,...,u,} una base de V7 sobre R. Probemos que B genera V'
sobre C. Sea v € V. Como los vectores v1 = v+ 7(v) y v = i(v — 7(v)) estdan en V7,
deducimos que:

1 1 — - —
v:2(1)1—i1)2):2(;(1]‘Uj—ijz:;ﬂjuj):zJ 5 J Uj

Jj=1
con oy, 3; € R.

Veamos que B es linealmente independiente sobre C. Si Z?Zl Ajuj = 0 con \; € C,
entonces 0 = T(Z?zl Ajuj) = Z?zl Ajuj. Si sumamos las dos igualdades precedentes,
obtenemos Y 7 (Aj + Aj)u; = 0. Como A\j + A; € Ry B es linealmente independiente
sobre R, concluimos que A; + A; = 0 para cada 1 < j < n y, por tanto, A\; = ia; con
aj € R. Asf pues 0 = —i Z;”:l Ajuj = Z?:l aju; lo cual implica que o; = 0y, por tanto,
Aj = 0 para cada 1 < j < n. O

Lema 3.26. Sea 0™ : M(S.) — M(S,) la aplicacion definida en!3.18 y sea D un divisor
en S. Entonces 0*(Lg. (D)) C Lg, (D).

Demostracion. Sea f € LSC(]_N?). Por la Observacién 3.19] se tiene que si f tiene multipli-
cidad j en un punto @ € S., entonces o* f tiene multiplicidad j en ¢(Q). Por tanto, para
cada @) € S;, se tiene

(0" N)(Q) = (N(e(Q) = =D(0(Q)) = =D(Q)

Luego o* f pertenece a Lg, (D). O
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Como consecuencia inmediata de los tres Lemas precedentes, teniendo en cuenta que la

aplicacién o* : Lg, (D) — Lg, (D) cumple las hipétesis de [3.25, se obtienen las siguientes
igualdades de dimensiones:

Proposiciéon 3.27. Sea D un divisor en S. Entonces

dimRLs(D) = dimRLSC (ﬁ)g* = dim(CLSc (ﬁ)

Un problema de interés consiste en comparar las sucesiones de gaps en un punto @) € S,
y su proyeccién 7(Q) € S. En la siguiente Proposicién esto se resuelve en el caso en que

Q € 7 109).

Proposicién 3.28. Sean P € 9S y Q = 7 Y(P) € S.. Sea j > 1 un entero positivo.
Entonces j es un gap en P si y solo si j es un gap en Q.

Demostracion. El entero j es un gap en P si y sélo si
CLj(P) = dimRLs(Dj) — dimRLs(Dj_l) =0

Por la Proposicién 3.27, a;(P) = dimcLs,(D;) — dimcLs,(D;_1). Como 7~ (P) = Q,

los divisores asociados a los D; tienen la forma D; = j Q. Por tanto a;(P) = dimcLs,(j Q)—
dimcLs,((7 —1)Q), que es cero si y sélo si j es un gap en Q. O

Observaciones 3.29.

(i) Como consecuencia inmediata de la Proposicién 3.28 se obtiene que el conjunto de
no-gaps en un punto P € 95 tiene estructura de semigrupo aditivo, ya que coincide con
el conjunto de no-gaps en un punto de una superficie de Riemann (véase la Observacién

2.91(1)).
(ii) De la demostracién anterior y de la Observacién 2.4 se deduce que a;(P) € {0,1}
si P eos.

La situacién es mas complicada cuando P € S\ 95, porque la fibra 7r*~1 (P) ={Q1,Q2}
tiene dos elementos y los divisores asociados a los D; toman la forma D; = jQ1 + jQ2.
A lo largo del resto de la seccién nos referiremos a este tltimo caso y emplearemos la
notacién que acabamos de introducir.

Notacién 3.30. Para poder aplicar el Teorema de los gaps de Noether (2.3) y obtener
informacion sobre la sucesién {a;(P)} definimos una nueva sucesién de divisores en S,

1. EO = 0.
2. Ej:==FE;_ 1+ @ sij es impar.

3. Ej:=F;_1+Q2if j es par.
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Sea bj(P) := dimcLg,(E;) — dimcLs,(Ej—1). Por la Observacion 2.4, b; € {0,1} para
cada j > 1. Por definicién, E; = D; para cada j > 0. Por lo tanto, para cada j > 0 se
cumple la igualdad

aj(P) = d’imRLs(Dj) — dimRLS(Dj_l) = ij(P) + ij_l(P)
que implica que a;(P) € {0,1,2}.
Proposicién 3.31. Ezisten p nimeros enteros (donde p es el género algebraico de S)

1=01<Ba<...<fBp<2p tales que:

bj(P)=0 & je{B,....0}

En particular, a;(P) =2 si j > p y ap(P) # 0.

Demostracion. Basta con aplicar el Teorema de los gaps de Noether (2.3) a la superficie
de Riemann S, tomando como sucesién de divisores {E;};>o0. O

En la siguiente Proposicién se establecen algunas restricciones para los valores de la
sucesién {b;(P)}.

Proposicién 3.32. Sea P € S\ 0S. Entonces:
(i) Si boj—1(P) = 1 entonces byj(P) =1 y por tanto aj(P) = 2. En consecuencia las
sucesiones {a;j(P)}j>1 y {bj(P)}j>1 se determinan mutuamente.

(ii) El conjunto de no-gaps en P tiene estructura de semigrupo aditivo. En otros térmi-
nos, si a;(P),ar(P) # 0 entonces a;ji,(P) # 0.

Demostracion. Por una de las igualdades de la Proposicién 3.27/ se tiene que

aj(P) = dimRLSc (ﬁj)a* — dim]RLSc (53'_1)0

Recordemos que 7~ 1(P) consta de 2 puntos que denotamos con Q1 y @Q2; por tanto,
Dj=j@1+jQ2.

Si a;j(P) # 0 elegimos f; € Lg, (IN)]-)”* \ Ls, (Ej_l)“*. Entonces f; ha de tener un polo
de orden j en Q1 6 en Q2. Pero como Q2 = 0(Q1) v f; es simétrica, de hecho f; tiene un
polo de orden j tanto en @1 como en Q2 (por la Observacién 3.19).

Supongamos ahora que by;j_1(P) = 1; entonces a;(P) # 0. La funcién f; estd en la
diferencia Lg,(E;) \ Ls.(F2j—1), asi que byj(P) = 1. Con esto queda probado (i).

Por otra parte, si a;(P), ai(P) # 0, el producto f; fi es una funcién meromorfa simétri-

ca con polos de orden j+k en Q1 y Q2 (y sin polos en el resto de S.), por tanto a4 (P) # 0;
esto prueba (ii). O

A continuacién se obtiene informacion sobre la sucesion de gaps en un punto P a partir
de las sucesiones de gaps en Q1 y Q2 = 0(Q1) (que, como se prueba, son coincidentes).
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Observaciones 3.33.

(i) Las sucesiones de gaps en @)1 y Q2 coinciden. En particular, Q)1 es un punto de
Weierstrass de S si y sélo si lo es Qa.

(ii) Si j es un no-gap en 1 entonces j es un no-gap en P. Ademés a;(P) = 2.

Demostracion.

(i) Sea f una funcién meromorfa en j(Q)1). Entonces o*f es una funcién meromorfa
en j(Q2) (por la Observacién 3.19). Por tanto si j es un no-gap en @1, también lo es en
Q2. Cambiando ()1 por Q)2 se obtiene la afirmacién reciproca.

(ii) Si j es un no-gap en @1, existe una funcién meromorfa f en j(Q1). Esta funcién
cumple que f € Lg, (E2j—1)\ Ls,(E2j—2), asi que baj_1(P) =1y, por la Proposicién [3.32,
a;(P) =2 (y, por tanto, j es un no-gap en P). O

3.3. Superficies de Klein hiperelipticas.

Definicion 3.34. Se dice que una superficie de Riemann _compacta R de género p > 2 es
hipereliptica si existe una funcion meromorfa f : R — C de grado 2. Diremos que una
superficie de Klein S es hipereliptica si lo es su cubierta doble S.

Estamos interesados en estudiar las sucesiones de gaps en los puntos de una super-
ficie de Klein hipereliptica. A continuacién enumeramos algunas propiedades bésicas de
las superficies de Riemann hiperelipticas que seran utiles para este objetivo. Se pueden
encontrar demostradas en [20].

Proposicién 3.35. Sea R una superficie de Riemann hipereliptica. La funcidn meromorfa
f:R— C de grado 2 es unica salvo automorfismos de (C es decir, st g: R — C es otra
funcion meromorfa de grado 2 entonces existe una transformacion de Mobius T : C—C
tal que g=T o f.

Proposiciéon 3.36. Sea R una superficie de Riemann compacta de génerop > 2 y sea W
el conjunto de puntos de Weierstrass de R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R es hipereliptica.

2. FExiste una involucion analitica h : R — R que tiene exactamente 2p + 2 puntos

fijos.
3. |W|=2p+2.
4. Existe P € W tal que T'(P)=1{1,3,5,...,2p— 1}.

5. Para cada P € W se tiene que T'(P)={1,3,5,...,2p— 1}.
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Corolario 3.37. Toda superficie de Riemann compacta de género 2 es hipereliptica.

Demostracion. Del Teorema de los gaps de Weierstrass (2.6) se deduce que las tnicas
sucesiones de gaps posibles en un punto de una superficie de Riemann de género 2 son
{1,2} y {1,3}. Por tanto, en cada punto de Weierstrass de la superficie la sucesién de
gaps sera {1,3}. De la equivalencia entre 1 y 5 de la Proposicién anterior se sigue que la
superficie es hipereliptica. ]

Definicién 3.38. El automorfismo h : R — R de la Proposicién 3.36 es la inica involu-
cién analitica de R con exactamente 2p + 2 puntos fijos. Recibe el nombre de involucion
hipereliptica de R. La involucion hipereliptica conmuta con todos los automorfismos de R
(véase [8, pag. 160]).

Observacién 3.39. Sea R una superficie de Riemann hipereliptica y sea f € M(R) una
funcién meromorfa de grado 2 cualquiera. Entonces los puntos de ramificacién de f en R
son exactamente los 2p + 2 puntos de Weierstrass de R. También coincide el conjunto de
puntos de Weierstrass de R con el conjunto de puntos fijos de la involucién antianalitica
h. Dado un punto z € C que no es punto de ramificaciéon de f, la aplicacion h intercambia
los dos puntos que forman la fibra f=1(z).

Introducimos ahora el modelo plano afin de una superficie de Riemann hipereliptica
R, que consiste en una curva en C2, definida como el conjunto de ceros de un polinomio en
dos variables, junto con una compactificacién suya que es isomorfa a R. Una descripcién
detallada de este modelo se puede encontrar en el Capitulo III de [42].

Construccién 3.40. Para nosotros, una curva afin seré el conjunto de ceros en C? de un
polinomio no constante F(x,y) € C[x,y]. Diremos que una curva afin es lisa si se puede
encontrar un polinomio F' que la defina de manera que en cada punto de la curva alguna
de las dos derivadas parciales de F' es distinta de cero. Si el polinomio F' es irreducible la
curva es conexa. Una curva afin lisa y conexa tiene estructura de superficie de Riemann,
con cartas dadas por el Teorema de la funcién implicita.

Sea G(x) un polinomio ménico de grado 2p+1+¢ donde € € {0,1} y p > 2. Supongamos
que todas las raices de GG son simples. Sea X la curva plana definida por la ecuacion
y? = G(7), que es una superficie de Riemann no compacta. “Pegando” X y la curva afin
definida por w? = 229t2G(1/z) a lo largo de los conjuntos {z # 0} y {z # 0} (véase [42]
II1.1) se obtiene una superficie de Riemann compacta Z de género p.

Podemos identificar Z con la curva X junto con algunos puntos anadidos en el infinito:
un Unico punto, que denotaremos con oo, si € = 0; y dos puntos, que denotaremos con oo
e 009, sie=1.

Sea f: 7 — C la aplicaciéon que transforma (z,y) — x y los puntos del infinito en
oo. Se cumple que f es una funcién meromorfa de grado 2; por tanto Z es hipereliptica.
Por otro lado, toda superficie de Riemann hipereliptica R es isomorfa a una superficie Z
construida con el procedimiento que hemos descrito a partir de una curva plana X. La
curva X recibe el nombre de modelo plano afin de R.
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La aplicacion h(z,y) = (z, —y) extendida a Z por h(co) = oo (sie = 0) o por h(co1) =
002 ¥ h(oo2) = 001 (si € = 1) es la involucidén hipereliptica de Z. Los puntos de la forma
(x,0) donde z es una raiz de G (junto con oo si G tiene grado impar) son los 2p+ 2 puntos
fijos de h, esto es, los puntos de Weierstrass de Z.

Sean S una superficie de Klein hipereliptica de género p > 2 y (S, 7, 0) su cubierta
doble, también hipereliptica por definiciéon. Es posible elegir un modelo afin plano para S,
de manera que la involucién antianalitica o tenga una expresion sencilla en las variables
x e y. Esto se detalla en la siguiente Proposiciéon, que se puede encontrar demostrada en
[14].

Proposicién 3.41. Sea S una superficie de Klein hipereliptica con cubierta doble (S¢, 7, 0).
Entonces (S, 0) es isomorfa, como superficie de Riemann simétrica, a (R,or) donde R
es una superficie de Riemann hipereliptica con modelo afin plano {y?> = G(z)} de manera
que G y or cumplen una y solo una de las siguientes condiciones:

1. G es un polinomio mdnico real (es decir, con coefientes reales) y or(x,y) = (T, 7).
2. G es un polinomio ménico real sin raices reales y or(x,y) = (T, —7).

3. G es un polinomio mdnico y or(x,y) = (—=1/Z, ¢(Z,y)) para cierta funcion racional
©.

Dos superficies de Riemann simétricas (R;, oR;) y (Rj,0R;) que satisfacen las condiciones
i y j anteriores, respectivamente, con i,j € {1,2,3}, i # j, no son isomorfas.

El siguiente resultado fue probado en [26]; la formulacién que empleamos se puede
encontrar en [7]. Denotaremos con [z] la parte entera de x y con gr G el grado del polinomio

G.

Lema 3.42 (Lema de clasificacién topolégica). Sea S una superficie de Klein hiper-
eliptica. Sea (p,k,«) la terna de enteros positivos descrita en 3.5 que determina el tipo
topoldgico de S. En cada uno de los tres casos descritos en |3.41 el tipo topolégico de S
viene dado por:

1. p=1[(gr G —1)/2]. Sea d el numero de raices reales de G.

a) k=p+lya=2 si d=grG.

b) k=2p+2—-grG+d)/2ya=1 si 0<d<grG.
c)k=1lya=2 si d=0yp es par.

d) k=2ya=2 si d=0yp es impar.

2.p=(grG—2)/2, k=0ya=1.

3. p=[(grG—1)/2] impar, k=0 y a=1.

34



Observacién 3.43. En [13, paginas 38-39 y 47] se demuestra que toda superficie del
primero de los tipos anteriores es isomorfa tanto a una que estd definida por un polinomio
G de grado par como a una que viene dada por un polinomio G de grado impar.

Es conocido que la esfera de Riemann es la unica superficie de Riemann que admite
funciones meromorfas de grado 1 y, por tanto, con un tnico polo en C, el cual tiene orden
1. Si una superficie de Riemann de género g > 2 admite una funcién meromorfa de grado
2, entonces es, por definicién, hipereliptica y para cada punto de Weierstrass P existe una
funcién meromorfa en 2(P).

En el caso de una superficie de Klein S de género algebraico p > 2, la Proposcién
3.31l no excluye la posibilidad de que haya algin punto P en el interior de S tal que
exista una funcién meromorfa f en 1(P). De hecho, esto ocurre si y sélo si ba(P) = 1.
Supongamos que existe dicha funcién f y sea f : S — A el morfismo asociado a f. Es
conveniente destacar que, a diferencia de lo que sucederfa para una funcién meromorfa
sobre una superﬁ(ne de Riemann, el morfismo f no tiene grado 1. Esto se explica porque,
a pesar de que f Yoo)={P}y f tiene multiplicidad 1 en P, el grado relativo de f en P
es 2 (véase la Proposicién 3.12), ya que P ¢ 9S y oo € OA. Por tanto, f es un morfismo
de grado 2.

Definiciéon 3.44. Sea n un entero positivo y S una superficie de Klein compacta. De-
notaremos con G (S) el conjunto de puntos P € S tales que n es el primer no-gap en
P.

Sea S una superficie de Klein compacta de género algebraico p > 2 y con cubierta
doble (S., m, o). Estamos interesados en estudiar el conjunto G1(S), formado por los puntos
P € S que admiten una funcién meromorfa en 1(P). Por la Proposicién 3.28, no hay puntos
de 0S en G1(S), asi que, en lo que sigue, nos preocuparemos sélo de puntos interiores de

S.
Observacién 3.45. Sea P € S\ 95 y sean Q1,Q2 € S, tales que 7~ 1(P) = {Q1, Q2}.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Pe Gl(S)

2. Existe una funcién meromorfa f sobre S. con polos de orden 1 en Q1 y Q2 y sin
polos en el resto de puntos de S,.

Demostracion. Por definicién, P € G1(S) si y sélo si a1(P) # 0. Como

a1(P) = dimcLs, (Q1 + Q2) — dimcLs,(0)

se deduce que P € G1(S) si y sdlo si existe una funcién meromorfa f no constante en
Lg, (Q1 + Q2); una funcién f en ese espacio no puede tener un tnico polo de orden 1,
porque S, tiene género p > 0, por tanto f ha de tener polos de orden 1 en @1 y Q2. U
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Proposicién 3.46. Si G1(S) es no vacio entonces S es hipereliptica.

Demostracion. Sea P € G1(S). Por la Observacién precedente, existe f € M(S.) con
polos de orden 1 en Q1 y Q2 y sin polos en los demds puntos de S.. Entonces f~!(c0)
tiene dos elementos, contando multiplicidades y, por tanto, f tiene grado 2. Asi pues S,
es hipereliptica y, por definicién, también lo es S. 0

En la siguiente Proposicién caracterizamos el conjunto G1(S) mediante las dos involu-
ciones (hipereliptica y antianalitica) de la cubierta doble S.:

Proposicién 3.47. Sean S una superficie de Klein hipereliptica, h : S. — S¢ la in-
volucion hipereliptica de su cubierta doble (Se,m,0), P € S\ 9S y n~1(P) = {Q1,Q2}.
FEntonces

PeGi(S) & hQi1)=Q2=0(Q1)

Demostracion. Nos apoyaremos en la caracterizacién de G1(S) dada en la Observacién
3.45.

<] Sea f una funcién meromorfa sobre S. de grado 2. Como h(Q1) = Q2, se tiene que
f(@1) = f(Q2) =z € C. Sea m una transformacién de Mébius de C (véase [1.6) tal que
m(z) = oo. Por tener m grado 1, la funcién meromorfa g = m o f tiene grado 2 (por la
Proposicién 3.12); g tiene polos en Q1 y @2, por tanto ha de tener un polo de orden 1 en
cada uno de estos puntos y no puede tener polos en el resto de puntos de S,.

=] Sea f una funcién meromorfa sobre S, con polos de orden 1 en @1 y Q2 y sin polos
en el resto de puntos de S.. Esta funcién f tiene grado 2, luego la involucién h intercambia
los dos puntos de la fibra f~!(c0) = {Q1, @2}, es decir, h(Q1) = Q. O

Observaciéon 3.48. Si la cubierta doble (S, 7, o) es hipereliptica y h : S. — S, es la
involucién hipereliptica, entonces el morfismo 7 = hoo : S, — S, es antianalitico, por
ser composicién de un morfismo analitico y uno antianalitico; ademds 7 tiene orden 2,
porque h conmuta con todos los elementos de Aut®(S,). Por tanto (S, 7) también es una
superficie de Riemann simétrica.

En la Proposicién previa hemos probado que 7= 1(G1(.9)) estd formado por los puntos
@ € S¢ que no son puntos fijos de o y tales que 7(Q) = hoo(Q) = @, es decir, por los
puntos de S, que yacen sobre el borde de S./ (1) pero no sobre el borde de S = S,/ (o).

A continuacién, a partir del modelo afin plano de la cubierta doble de S (véase 3.41),
proporcionamos una descripcién explicita del conjunto G1(S).

Proposicién 3.49. Sean S una superficie de Klein hipereliptica y (Se,m,0) su cubier-
ta doble. Sea {y*> = F(z)} un modelo plano afin de S. que cumpla alguna de las tres
condiciones de la Proposicion 3.4 1.

1. Si F' es un polinomio mdnico real (es decir, con coefientes reales) y or(z,y) = (T, y)
entonces
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G1(S) ={n(z,y): (z,y) €S., x €R, F(x) <0}.

2. Si F es un polinomio mdnico real sin raices reales y og(x,y) = (T, —Y), entonces
G1(S) ={m(z,y) : (w,y) € Sc, v € R} U{m(o01) = m(002)}.

3. Si F es un polinomio ménico y or(x,y) = (—=1/Z, ¢(T,y)), donde ¢ es cierta funcion
racional, entonces

G1(S) es vacio.

Demostracion. Gracias a la caracterizaciéon de G (.S) proporcionada en la Proposicion(3.47,
basta con encontrar los puntos @ € S, tales que h(Q) = 0(Q) y 0(Q) # Q. Recordemos
que h(SE,y) = (CE, *y)'

(1) (z,—y) = (7,7y). Entonces = ha de ser real e y = iaw donde a € R. Los puntos fijos
de o son los puntos (x,y) con las dos coordenadas reales, junto con los puntos del infinito.
Al ser y? = F(z), los puntos que estamos buscando son aquellos que tienen la coordenada
x real y tal que F(x) < 0 (lo que implica que y = i ¢ R).

(2) (x,—y) = (7, —7y). Estos son los puntos (x,y) con x,y € R. Como F es ménico y
no tiene raices reales, F'(z) > 0 para cada x € R, luego los puntos (z,y) cuya coordenada
x es real tienen también coordenada y real. Todos estos puntos cumplen las condiciones
mencionadas porque, en este caso, ¢ no tiene puntos fijos. Por otro lado, los dos puntos
del infinito son intercambiados tanto por ¢ como por h.

(3) = —1/Z. Cuando z # 0, esta ecuacién equivale a |z|?> = 2T = —1, que no tiene
solucién. Las imégenes por o de los puntos de la forma (0, y) son los puntos del infinito y
viceversa. Por tanto G1(S) es vacio. O

Observacién 3.50. Notese que en el primer caso de la Proposiciéon [3.49, G1(S) es vacio
si y sélo si F' no tiene raices reales.

Proposicién 3.51. Sea S una superficie de Klein hipereliptica con cubierta doble (Se,m, o)
y sea {y? = F(x)} un modelo plano afin de S. que cumpla alguna de las tres condiciones
de la Proposicion|3.41. Supongamos que G1(S) es no vacio. Entonces G1(S) es un subes-
pacio semialgebraico de S (en el sentido de Delfs-Knebusch) de dimension 1. Ademds,
dependiendo de la expresion de o, se tiene:

1. Si F es un polinomio mdnico real con 2k > 0 raices reales (podemos suponer que F
tiene grado par por la Observacion |3.43) y or(x,y) = (T, §) entonces

G1(S) es un subconjunto no compacto de S que tiene k componentes conezas.

2. Si F es un polinomio mdnico real sin raices reales y or(x,y) = (T, —7) entonces

G1(S) es un subconjunto compacto y conezxo de S.
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Demostracion.

(1) Ya que los puntos del infinito no estdn en G1(S) podemos trabajar con el subcon-
junto abierto de S. consistente en la parte affn {(z,y) € C?: y? = F(z)} de S, cuya
topologia es la misma que la que hereda como subespacio de C2.

Sean a1 < ... < awy las raices reales de F. Los valores € R tales que F(x) < 0
son exactamente los ntmeros reales en la unién de los k intervalos abiertos (aq, ) U
-+~ U (agp—1, agx). Por tanto el conjunto 7~ 1(G1(S)) C S. estd formado por las 2k curvas
parametrizadas por

c;r (agj—1,95) — Se

x +— (x,i\/—F(x))

c; : (agj—1,005) — S

x +— (x,—i\/—F(z))

donde 1 < j < k.

Como o transforma zm(cj) en im(c; ), G1(S) se puede escribir como la unién disjunta
k
G1(S) = | Jim(moc))
j=1

Cada uno de estos subconjuntos im(m o cj) es conexo, por ser la imagen por una

aplicacién continua del intervalo (ag;_1,ap;). Ademds im(m o c;r) estd contenido en la

proyeccién por 7 del cilindro con base (a2j—1,a2;) y es por tanto un subconjunto abierto

de S. Asi pues los k conjuntos im(m o cj) son las componentes conexas de G1(5).

Por otra parte, S es un espacio semialgebraico en el sentido de Delfs-Knebusch (véanse
[17] v [18]), ya que la parte afin de S. es un subconjunto algebraico de R* de dimensién
2 y la aplicacién 7 : S, — S = S,/ (o) tiene fibras finitas, por lo que basta aplicar el
Corolario 1.6 de [5]. Veamos que también G1(S) es semialgebraico. Como

k
G1(S) = U imc;L
j=1

y 7 es aplicacion semialgebraica, basta probar que lo es la unién U§:1 im cj+. Esto es obvio
ya que F' es un polinomio. Ademas dim G1(S) = dim (a1, a9) = 1.
Finalmente, G1(S) no es compacto, ya que no es cerrado en S porque los puntos

m(a;,0) estan en la clausura de G1(S) pero no en G1(S).

(2) Sea ¥ := {(x,y) € Sc : z,y € R} U{o01,002}. G1(5) es semialgebraico de
dimensién 1 por ser G1(S) = w(X). Recordemos que S, se construye pegando las curvas
Cy = {y? = F(x)} y Oy = {w? = 22P*2F(1/2)} a lo largo de los subconjuntos {(z,y) €
Cy: x#0}y {(z,w) € Cy: z # 0} mediante cierta aplicacién continua y sobreyectiva
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Y : C1 UCy — S.. Asi pues es posible describir 3 como el subconjunto de S. que se
obtiene al pegar los subconjuntos compactos K1 = {(z,y) € C1 : z,y € R, |z| < 1}y
Ky = {(z,w) € Cy: z,w € R, |w| < 1}, es decir, ¥ = ¢(K; U K3). Por lo tanto ¥ es
compacto luego también lo es G1(5), por ser 7 continua.

Por no tener F' raices reales, los conjuntos K; = {(z,y) € K1 : = > 0} y Ky =
{(z,w) € Ky : w > 0} son conexos, asi que también lo es ¥(K; U K;) C S.. Como
o(x,y) = (T, —y) = (z,—y) para z,y € R, se tiene que G1(S5) es la imagen por = de
Y(K; U KY), luego G1(S) es conexo. O

La Proposicién precedente nos permite emplear el Lema de Clasificacion Topoldgica
(3.42) para establecer una correspondencia entre el tipo topolégico de Sy la compacidad y
ntimero de componentes conexas de G1(.5). Sin embargo, la topologia de G1(.S) no permite
determinar completamente el tipo topolédgico de S, ya que G1(S) es vacio en dos casos
distintos:

(i) S no es orientable y no tiene borde (caso 3 de la Proposicién 3.49).

(ii) S es orientable con borde y el nimero de componentes conexas de S es minimo:
uno o dos, segun la paridad de p (caso 1 de la Proposicién [3.49 cuando F' no tiene raices
reales).

En el primer caso S consta solo de puntos interiores, luego, por la Proposicién 3.31, p
es un no-gap en cada punto de S, y por tanto Gp41(S) es vacio.

En el segundo caso, un punto P € 95 tal que 7~ 1(P) no es punto de Weierstrass de
Sc cumple que p + 1 es el primer no-gap en P. Por tanto P estd en Gp41(S). Como el
conjunto de puntos de Weierstrass de S, es finito, concluimos que Gp41(S) es no vacio.

Estos dos hechos nos permiten distinguir entre los casos (i) y (ii) por medio del conjunto
Gp+1(95). Nétese que la propiedad que hemos establecido no depende del hecho de que S
sea hipereliptica y es cierta en general:

Observacién 3.52. Sea S una superficie de Klein compacta de género algebraico p > 2.
Entonces el borde de S es vacio si y sélo si Gp11(5) es vacio.

Exponemos en la siguiente tabla la correspondencia entre las propiedades de los con-
juntos G,,(S) y el tipo topoldgico de S. En la primera columna aparece el nimero k de
componentes conexas de G1(95), seguido de la letra ¢ si G1(S) es compacto. En la dltima
columna aparece la terna (p, k, &) que determina el tipo topolégico de S.

’ #{ c.c. de G1(S)} \ Gp+1(9) H (p,k, ) ‘
k=p+1 no vacio (p,p+1,2)
ke{l,...,p} no vacio (p, K, 1)
k=1 c vacio (p,0,1)
0 no vacio || (p,2,2) 6 (p,1,2)
0 vacio (p,0,1)
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Al igual que el conjunto de puntos de Weierstrass de una superficie de Riemann, los
conjuntos G, (S) también son invariantes bajo la accién de automorfismos de S, como
prueba el siguiente resultado.

Proposicién 3.53. Sean S una superficie de Klein compacta de género p > 2, A €
Aut*(S) y P € S. Entonces aj(P) = a;(A(P)) para cada j > 0. En particular, A(Gy(S)) =
Gn(S) para cadan > 1.

Demostracion. Sea (S¢,m, o) la cubierta doble de S. Como se establecié en la Observacién
3.15
Aut*(S) = Aut(S,,0) = {F € Aut(S.): Foo=00F}

Sea B el automorfismo de (S, o) inducido por A, es decir B cumple que Boo = oo B
ymoB=Aom. Sea P' = A(P).

Supongamos en primer lugar que P € 9S. Por ser A un automorfismo de S, P’ € 9S.
Sean Q = 7 }(P) y Q" = 7 }(P’); entonces B(Q) = Q'. Combinando las Proposiciones
2.8 y 13.28 obtenemos

aj(P)=1 & jesunno-gapen @ < jesunnogapen @ < qj(P)=1

para cada j > 1. Como los tnicos valores posibles de a;(P) y a;j(P’) son 0 y 1, hemos
obtenido el resultado deseado.

Supongamos ahora que P ¢ 0S. Entonces P’ = A(P) también es un punto interior
de 8. Sean 7 1(P) = {Q1, @2} y 7 '(P') = {@}, Qb}. Como BU{Q1,Q2}) = {QL, Q4.
podemos suponer, intercambiando Q1 y Q2 si es necesario, que B(Q;) = Q’; para j = 1,2.
Denotaremos con {Ej}j>0 y {£]};>0 las sucesiones de divisores en S, construidas a partir
de Py P’ de la manera descrita en 3.30.

Si bj(P) = 1 entonces existe una funcién meromorfa f que estd en la diferencia
Ls.(E;) \ Ls.(Ej—1). La multiplicidad de f en Q; es la misma que la de f o B~! en
Q) para j = 1,2. Por lo tanto, foB~!estden Ls,(E%)\ Ls,(E_), por lo que b;(P') = 1.

Aplicando este resultado al automorfismo A~! obtenemos que las sucesiones {b;(P)};>1
y {b;(P’)};j>1 coinciden. Por tanto las sucesiones {a;(P)};>1 y {a;(P’)};>1 también coin-
ciden. O

Volvamos al caso en que S es una superficie de Klein hipereliptica y supongamos que
0S y G1(S) no son vacios. Sean (S., 7, 0) la cubierta doble de S y W el conjunto de
puntos de Weierstrass de S.. Cada automorfismo A € Aut(.S) induce una permutacién en
el conjunto 7(W)NAS. Como consecuencia de la Proposicién precedente, obtendremos que
la imagen por A de uno cualquiera de los puntos de (W) N S determina las imagenes
por A del resto de los puntos del conjunto.
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Como S es una superficie con borde, es del primero de los tipos descritos en la Proposi-
cién 3.41ly, por la Observacién 3.43, podemos suponer que (S, 7, o) tiene un modelo plano
affn {y? = F(x)} donde F es un polinomio de grado par (lo que implica que los puntos del
infinito de S, no son puntos de Weierstrass). También sabemos que G1(S5) # @ implica
que F tiene alguna raiz real, por lo cual hay puntos de Weierstrass en 7= 1(95S); estos
puntos son exactamente los de la forma T = (a;,0) € Sc con j € {1,...,7}.

Proposicién 3.54. Sea S una superficie de Klein hipereliptica con borde y supongamos que
G1(S) no es vacio. Sean (Se,m, o) la cubierta doble de S e {y?> = F(z)} un modelo plano
afin de S. como el descrito en|3.41. Sea A un automorfismo de S. Sean a1 < ... < a, las
raices reales de F' y P; = w((a;,0)) para cada j € {1,...,7}. Entonces A{Pi,...,P.}) =
{P1,...,P.}. Ademdas, si k € {1,...,r}, entonces la imagen A(Py) determina el resto de
las imdgenes A(Pj).

Demostracion. Sea B el automorfismo de (S., o) inducido por A, es decir B cumple que
Boo=00BymoB = Aow. El conjunto W de puntos de Weierstrass de S; es invariante
bajo la accién de automorfismos de S. (véase la Proposicién 2.8). Ademads, los puntos
T; = (c,0) € W son puntos fijos de o, luego

B(Tj) = B(a(T})) = o(B(T}))

Por tanto B(Tj) es a la vez punto de Weierstrass y punto fijo de o, es decir, B(T}) = T},
para algin k € {1,...,7}. Asi pues

A(Py) = A(n(T})) = m(B(T})) = 7(Tk) = P

Esto implica que A transforma el conjunto {Py,..., P} en si mismo.

A continuacion probaremos la segunda parte del enunciado. En cada componente
conexa de 0S5 hay exactamente dos puntos del conjunto #(W)NaS = {Pi,...,P.}. Por
otra parte, dada una componente conexa C' del conjunto G1(S), también hay exactamente
dos puntos de 7(W) N dS en la clausura topolégica de C' en S. Por tanto, cada punto Py
estd “unido” a los dos puntos Py_1 y Pr1+1 (si alguno de los indices k—1 6 k+1 no estd en
el conjunto {1,...,r}, nos estaremos refiriendo al representante de su clase médulo r en
dicho conjunto), ya que estd en la misma componente conexa de S que uno de ellos y en
la misma componente conexa de la clausura de G1(S) que el otro.

Supongamos conocida la imagen A(Py) de Py por A. El automorfismo A es una apli-
cacién continua y cumple que A(9S) = 9S y A(G1(S)) = G1(S). Por lo tanto A(Py_1) y
A(Pyg+1) son los dos tnicos puntos de (W) NS que estan “unidos” a A(Py), cada uno de
ellos de la misma forma en que Py_1 y Pxy1 lo estaban a Py. Asi pues A(Px_1) y A(Px+1)
quedan determinados por A(Py). Repitiendo este proceso obtenemos las imagenes por A
de todos los puntos de w(W) N 9S. O

Sea S una superficie de Klein hipereliptica de género algebraico p > 2. A continuacién
obtenemos la sucesién {a;(P)};>1 de diferencias de dimensiones para cada punto P de S.
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Recordemos que si P es un punto interior de S también estd definida la sucesién
{bj(P)};>1 que a la vez determina y queda determinada por {a;(P)};>1; por tanto nos
referiremos a una u otra segin nos interese.

Ademis, sélo son relevantes una cantidad finita de términos de estas sucesiones, ya
que si P € 0S entonces a;(P) = 1 para cada j > 2p (por la Proposicién [3.28), mientras
que si P ¢ 0S entonces a;(P) = 2 para cada j > p (por la Proposicién [3.31)).

Teorema 3.55. Sea S una superficie de Klein hipereliptica de género algebraico p > 2.
Sean P un punto de S, (S¢,m,0) la cubierta doble de S y W el conjunto de puntos de
Weierstrass de Sg.

a;(P)=0sije{l,3,...,2p—1}
1sije{2,4,...,2p}

=0sije{l,2,...,p}
lsije{p+1,p+2,...,2p}

2. P¢0S

a) Si P € G1(S) entonces
a;j(P) =1 para cada j € {1,2,...,p}
b) Si P € m(W) entonces

1) sip es par
aj(P)=0sije{l,3,....,p—1}
a;(P)=2sije{2,4,...,p}

2) sip es impar
aj(P)=0sije{l,3,...,p—2}
aj(P)=2sije{2,4,...,p—1}
ap(P) =1

c) Si P ¢ Gyi(S)y P ¢n(W) entonces
bj(P)=0sije{l,2,...,p}
bj(P)=1sije{p+1,p+2,...,2p}

Demostracién. Supongamos que P € 9S y sea Q = 71 (P) € S.. Por la Proposicién 3.28,
a;j(P) =0sijesun gap en Q y a;j(P) =1 en caso contrario. Como S, es una superficie
hipereliptica, la sucesién de gaps en @ es I'(Q) = {1,3,...,2p — 1} si @ es un punto de
Weierstrass de S. y I'(Q) = {1,2,...,p} si no lo es. De estos dos hechos se deduce la
primera parte del enunciado.
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Supongamos a partir de ahora que P € S\ 9S y sea 7~ 1(P) = {Q1,Q2}.

Si P € G1(S), por definicién, a;(P) = 1. Entonces a;j(P) # 0 para j > 2, ya que la
sucesién de no-gaps en un punto de S tiene estructura de semigrupo aditivo (Proposicién
3.32). Pero, por la Proposicién [3.31), se tiene que

() YaP)=»

asi que los tnicos valores posibles son a;(P) = 1 para cada j € {1,2,...,p}.

Si P € n(W) entonces @1 es un punto de Weierstrass de S, y, por tanto, todos los
nimeros naturales pares son no-gaps en Q1. Por la Observacion 3.33, a;(P) = 2 para cada
j > 2 par.

Si p es par, podemos escribir la relacién (x) de la forma

p/2 p/2 p/2

p= az(P)+Y ap1(P)=p+) az1(P)
j=1 j=1 j=1

luego a;(P)=0sije{1,3,...,p—1}.

Si p es impar, tendremos que

(p—1)/2 (r-1)/2 (p—1)/2
p= Y ay(P)+ Y aga(P)+apy(P)=p—1+ >  as1(P)+ay(P)
= i=1 i=1

Como ap(P) # 0 (véase la Proposicién [3.31) los tnicos valores posibles para el resto de
los a;(P) son a,(P) =1y a;j(P) =0 para cada j € {1,3,...,p —2}.

Por tdltimo, para estudiar el ultimo caso, necesitamos hablar de diferenciales meromor-
fas sobre la superficie de Riemann S.. Como referencia se pueden consultar las secciones
IL.5, 1I1.4 y IIL5 de [20)].

Dada una diferencial meromorfa w sobre una superficie de Riemann R se define el
divisor de w de forma analoga a como se hace para una funcién meromorfa, esto es,

(w) = Z multp(w)- P — Z multp(w) - P

P es cero de w P es polo de w

Dado un divisor D en R se define el siguiente espacio vectorial complejo de diferenciales
meromorfas:

Q(D) = {w : w es una diferencial meromorfa sobre Ry (w) > D}

En este caso se cumple que si D > D’ entonces Q(D) C Q(D").
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Supongamos que {D;};>0 es una sucesién de divisores construida como en el enunciado
del Teorema de los gaps de Noether (2.3). Como consecuencia del Teorema de Riemann-
Roch se tiene la igualdad de dimensiones de espacios vectoriales sobre C

dim L(Dj) —dim L(Dj_l) =14+dim Q(DJ) —dim Q(Dj_l)
De esta igualdad se deduce que

(+) dim L(Dj) —dim L(Dj_1) =0 < dim Q(Dj_l) — dim Q(Dj) =1

Supongamos ahora que P ¢ G1(S) y P ¢ w(W). La Observacién 3.43| nos permite
suponer que S, viene dada por un modelo plano afin {y? = F(x)} donde F es un polinomio
de grado impar. Por lo tanto podemos considerar (véase 3.40) que S, es la compactificacién
de este modelo plano mediante un tinico punto oo, que es, ademas, un punto de Weierstrass
de S.. Asi pues 2p — 1 es un gap en oo, por ser S, hipereliptica. Pero esto es lo mismo que

dim L(D2p71) —dim L(DQIFQ) =0

donde Dj = joo para j € {2p — 2,2p — 1}. Por la equivalencia (+), existe una diferencial
w € Q(Dap—2) \ Q(D2p—1). Por definicién w no tiene polos y ha de tener un cero de orden
2p—2 en o0o. Ademas, es bien conocido que toda diferencial holomorfa sobre una superficie
de Riemann de género p tiene exactamente 2p — 2 ceros contando multiplicidades (véase,
por ejemplo, el capitulo V de [42]). Por lo tanto, oo es el tnico cero de w en S..

Consideremos la aplicacién x : S, — C definida como z(a,b) = ay x(o00) = 00, que es
una funcién meromorfa sobre S, de grado 2. Recordemos que P € S\ (0SUG1(S)Un(W))
y 7 HP) = {Q1,Q2}. Para a y 8 enteros positivos definimos las siguientes funciones
meromorfas sobre S,

fap(a,b) = (a —2(Q1)* (a — 2(Q2))"

Teniendo en cuenta que o(x,y) = (Z,7) y 0(Q1) = Q2 se obtiene que x(Q2) = x(Q1). Del
hecho de que P ¢ S y P ¢ G1(S) y de las descripciones que se han obtendido de estos

conjuntos se deduce que z(Q1) ¢ (RU{o0}), luego z(Q1) # z(Q2).

Por otra parte P ¢ w(WW), asi que Q1 y Q2 no son puntos de Weierstrass. Por lo tanto
la funcién meromorfa f; = z — 2(Q;), que es de grado 2, tiene un cero simple en @); para

J € {1,2}; el otro cero de f; en S; es h(Q;) ¢ {Q1,Q2}.

En resumen, hemos probado que f, 3 es una funcién meromorfa sobre S. de grado
2(av+ ) cuyos ceros son @1, h(Q1), Q2 v h(Q2); los dos primeros son ceros de orden « y
los dos tltimos de orden 3. Como f, g no tiene polos en la parte afin de S, ha de tener
un polo de orden 2(«a + 3) en oc.

Dados o'y 3 enteros positivos, el producto w, g = fa 3w es nuevamente una diferencial
meromorfa sobre S., cuyos ceros en la parte afin de S, son los mismos y tienen los mismos
érdenes que los de f, 3. Ademads, si o+ 3 < p — 1, la diferencial w, g no tiene polos en co
y es, por tanto, holomorfa.
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Sea {E;}j>1 la sucesién de divisores en S, construida como en 3.30 a partir de Q1 y
Q2. Sea k € {0,1,...,p— 1}; vamos a probar que by1(P) = 0.

Supongamos primero que k = 2/ es par. Entonces la diferencial holomorfa w;; tiene
ceros de orden [ en Q1 y Q2 y por tanto pertence al conjunto Q(Ey) \ Q(Ej11) (recuérdese
que B, =1-Q1+1-Q2). Si k = 2l+1, entonces la diferencial holomorfa wj;; tiene un cero
de orden [+1 en @ y un cero de orden [ en @2, luego pertence al conjunto Q(E}y)\ Q(Fxi1)
(en este caso Ep = (I+1)-Q1+1-Q2).

En ambos casos Q(E)) \ Q(Ek+1) no es vacio, por lo cual
dim Q(Ey) — dim Q(Fgy1) = 1
y la relacién (+) implica que
dim L(Eky1) —dim L(Ey) =0
que, por definicién, es lo mismo que by1(P) = 0.
Hemos probado pues que b;j(P) =0sij € {1,2,...,p}; la Proposcién 3.31] asegura que

hay exactamente p niimeros enteros positivos que cumplen esta condicién, luego b;(P) =1
sij>p+ 1. O

Ejemplo 3.56. Sea S, la superficie de Klein hipereliptica dada por el modelo plano afin
{y? = F(x)} donde F(x) = (22 4+ 1)(2? + 4)(2® — 1)(2% — 4). Por ser F de grado 8, S.
tiene género 3. Como el grado de F' es par, S. es isomorfa a la compactificacién de su
modelo plano afin mediante dos puntos en el infinito, que denotaremos con ooy e 0cos. La
aplicacién h definida por h(z,y) = (z, —y), h(co1) = 002 y h(co2) = 001 es la involucién
hipereliptica de S.. La aplicacién o definida por o(z,y) = (Z,7) y o(c0j) = 00; es una
involucién antianalitica de S.. El par (S¢, o) es una superficie de Riemann simétrica del
primero de los tipos descritos en la Proposicién [3.41.

El espacio cociente S = S./ (o) es una superficie de Klein. Denotaremos con 7 : S, —
S la proyeccién canoénica sobre el cociente. Como se establecié en la Observacién [3.15,
(Se, m,0) es la cubierta doble de Sy, por tanto, S tiene género algebraico 3.

El polinomio F' tiene 4 raices reales, {£1,+2}, asi que, por el Lema de clasificacién
topolégica (3.42), S no es orientable y tiene borde; ademés el borde de S tiene dos com-
ponentes conexas. El borde de S estd formado por los puntos que son proyeccién por w
de los puntos fijos de o en S, es decir, los puntos de S. cuyas dos coordenadas son reales
junto con los puntos del infinito. Por tanto

08 = {71 (w,i@) cx € (—o0,—2]U[-1,1]U [2,00)} U {001,002}

Las dos componentes conexas C7 y Co de 0.5 son
Ch = {7‘(‘ (x,:t\/F(:L")) cx € (—o0,—2]U [2,00)} U {001,002}
Cy = {7? (x,:tvF(x)) NS [—1,1]}
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El conjunto W de puntos de Weierstrass de S, estd formado por los puntos de la forma
(x,0) donde z es una raiz del polinomio F'. Por tanto

W = {(+£1,0),(£2,0), (£7,0), (+24,0)}
Podemos separar el conjunto W en dos subconjuntos disjuntos W7 = {(£1,0), (£2,0)} y
Wy = {(=£i,0), (+27,0)} que cumplen que 7(W7) C 9S y n(Wa) C S\ 9S.

Vamos a obtener, usando el Teorema precedente, la sucesién {a;(P)} para cada P € S.
Como S tiene género algebraico 3, solo son relevantes los seis primeros términos de esta
sucesion si P € 0S5, y los tres primeros términos en caso contrario. Denotaremos con
a(P) al conjunto ordenado formado por los términos de la sucesién, es decir, a(P) =
{a1(P),a2(P),a3(P),as(P),a5(P),as(P)} si P € S y a(P) = {a1(P),a2(P),as(P)} si
P ¢0S.

Supongamos en primer lugar que P € 9S. El conjunto 95 N 7(W) coincide con 95 N
w(W7) y consta de cuatro puntos

5N W(W) = {71'(1, 0)7 71—(2) O)a 7T(—1, 0)7 7T(—2, 0)}
Para cada punto P € 9S Nx (W) se cumple que a(P) = {0,1,0,1,0,1}. Si P € 39S\ n(W)
entonces a(P) ={0,0,0,1,1,1}.

Supondremos a partir de ahora que P € S\ 9S. El conjunto de puntos interiores de S
que son proyecciénes por m de puntos de Weierstrass de S, consta de dos puntos, ya que
las parejas de puntos que estdn en la misma o6rbita bajo la accién de o tienen la misma
imagen por 7. En concreto

(S\ S Nx(W) = (S\ S) Nx(Wy) = {r(i,0), (2i,0)}

Para cada uno de estos dos puntos a(P) = {0,2,1}.

Por la Proposicién [3.49 el conjunto G1(S) esté formado por puntos de la forma 7 (x, y)
donde z € Ry F(x) < 0. Por tanto

G1(S) = {77 (x,z\/T(x)) t T € (—2,—1)} U {Tr (:c,z\/T(ac)) tx € (1,2)}

Nétese que hemos presentado G1(.S) como unién de sus dos componentes conexas. Para
cada P € G1(9) se tiene que a(P) = {1,1,1}.

Por dltimo, si P € S\ (9S Un(W) U G1(S)) entonces a(P) = {0,1,2}.
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Capitulo 4

Conjuntos invariantes en
superficies de Klein con borde

Es un resultado clésico, probado por Hurwitz en [28], que el orden del grupo de auto-
morfismos Aut(R) de una superficie de Riemann compacta R de género g > 2 estd acotado
superiormente por 84(¢g—1). En la misma linea, May prob6 en [37] que para una superficie
de Klein S, con borde y de género algebraico p > 2, se tiene que [Aut®(S)| < 12(p — 1).

La obtencién de cotas del orden de subgrupos distinguidos de Aut £ (S) bajo cier-
tas condiciones acerca de este grupo o de la superficie S constituye un tema activo de
investigacién y el presente capitulo se enmarca en esta linea de trabajo.

El conjunto de puntos de Weierstrass de una superficie de Riemann R es un ejemplo
de subconjunto invariante bajo la acciéon del grupo de automorfismos de la superficie. De
forma mas general, dado un grupo G de automorfismos de R, se dice que un subconjunto
B de R es invariante bajo la accién de G si y(B) = B para cada v € G. Los conjuntos
invariantes estan, por tanto, formados por la uniéon de orbitas de puntos de R bajo la
accién de G. Este hecho fue aprovechado por Arakawa [4] y Oikawa [43] para obtener cotas
superiores para el orden del grupo G en funcién del género g > 2 de R y de cardinales de
subconjuntos invariantes finitos de R. En este capitulo estudiamos el problema analogo
para una superficie de Klein S, con borde y de género algebraico p > 2. Obtenemos cotas
superiores para el orden de un grupo G de automorfismos de .S; dichas cotas dependen
del género algebraico p de S y de cardinales de subconjuntos finitos de S invariantes
bajo la accién de G. Si G = Auti(S) y los cardinales de los conjuntos invariantes son
suficientemente pequenos, las cotas obtenidas mejoran la cota de May.

Cada automorfismo de una superficie de Klein .S induce una permutacién en el con-
junto (finito) B de componentes conexas del borde de S. Por tanto cada grupo G de
automorfismos de S actia sobre el conjunto B. Bajo la hipétesis de que esta accién no sea
transitiva, aplicamos las cotas obtenidas anteriormente para obtener nuevas cotas para el
cardinal de GG. Concretamente, probamos el siguiente resultado: si el nimero de orbitas de
la accién es mayor que 1, entonces |G| < 4(p — 1); si el ndmero de 6rbitas es mayor que 2,
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entonces |G| < 2(p — 1) (con la salvedad, en cada caso, de algunas superficies de géneros
bajos). Cabe destacar que estas cotas s6lo dependen del género algebraico p de Sy que
mejoran la cota obtenida por May en [37] si G = Aut®(S).

Ademaés demostramos que todas las cotas obtenidas en este capitulo son finas, constru-
yendo, mediante la teorfa de grupos cristalograficos no euclideos (grupos NEC), superficies
de género arbitrariamente grande para las cuales nuestras cotas se alcanzan.

4.1. Algunos resultados previos

Sea S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico p > 2 y sea GG
un grupo de automorfismos de S. Sabemos que G es isomorfo a un grupo de automorfismos
de la cubierta doble de S (véase la Observacion 3.15)) y es, por tanto, finito (Teorema[1.14).
SeaY = S/G la superficie de Klein compacta obtenida como el cociente de S bajo la accién
de G y sea q el género algebraico de Y. Sea m : S — Y la proyeccién canoénica, que es un
morfismo de superficies de Klein.

Emplearemos la notacién utilizada por May en [37]. Para un punto P € S definimos

1 siPedS
"P=1 2 siP¢as

Con esta notacién el grado relativo d.(P) de m en un punto P € S (véase la Proposicién
3.12)) se puede escribir como el cociente

np
dTr(P) -
N (P)
Sean ()1,...,Q; € Y los puntos de ramificacién de 7 en Y. Denotaremos con e; el

indice de ramificacién de m en un punto cualquiera que pertenezca a F_I(Qj) (al igual
que sucede para superficies de Riemann, el indice de ramificacién es el mismo en todos los
puntos de cada fibra de la aplicacién 7, véase [3, paginas 52-56]); supondremos siempre que
e; < eg < --- < . Por brevedad escribiremos n; en lugar de ng,. La siguiente igualdad es
la expresién obtenida por May en [37] de la férmula de ramificacién de Riemann-Hurwitz
para la aplicacion 7.

t
2p — 2 1
(%) P :2q—2+§ nj(l—)
r e;

j=1

Los dos lemas que siguen también fueron probados en [37]. El primero de ellos fue
enunciado originalmente para ¥ = D, donde D es el disco cerrado unidad del plano
complejo, pero la demostracién que se da en [37] es valida sin imponer ninguna condicién
sobre el cociente Y.

Lema 4.1. Si P € 05 es un punto de ramificacion de 7, entonces el indice de ramificacion
de m en P es igual a 2.
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Lema 4.2. Supongamos que Y = D y que Qi € 0D para algin k € {1,...,t}. Entonces
el nimero de fibras W_I(Qj) que estan contenidas en 0S es mayor que cero y par.

4.2. Conjuntos invariantes finitos

Mantendremos las notaciones de la seccion precedente. Diremos que un subconjunto no
vacio B C S es invariante bajo la accion de G si G(B) ={y(P) |y€ G, Pe B} =B. Alo
largo de esta seccién trataremos con conjuntos invariantes finitos. La siguiente Observaciéon
sobre la naturaleza de los conjuntos invariantes sera 1til con frecuencia.

Observacién 4.3. Sea B C S finito e invariante bajo la acciéon de G. Entonces B es una
unién disjunta y finita de fibras de la aplicacién 7. Supongamos que 7~ (Q) es una de
estas fibras y sean P € 7 1(Q) y e = e (P) el indice de ramificacién de m en P. Entonces

|G|/e si  d.(P)=1

7 Q) =
|G|/2e si dp(P)=2

Demostracion. La primera parte del enunciado se deduce de que las fibras de la aplicacién
7 son exactamente las érbitas de los puntos de S bajo la accién de G.

El cardinal de las fibras se obtiene a partir del hecho de que 7 es un morfismo de grado
|G|. Dado @ €Y, tanto el indice de ramificacién e, (P) como el grado relativo d.(P) son
iguales para cada P € 771(Q). Esto se debe, nuevamente, a que las fibras de 7 son érbitas
de puntos de S bajo la accién de G. Usando la ecuacién del grado de un morfismo que
aparece en la Proposicién [3.12! (ii) se obtiene que

|G| = [77H(Q)] ex(P) dr(P)

donde P es un punto cualquiera de 771(Q). De esta igualdad se deduce la segunda parte
del enunciado. O

Observacién 4.4. Todo automorfismo 7' de S cumple que T'(9S) = 9S y T(S°) = S°.
Por tanto un subconjunto invariante B C S es unién de dos subconjuntos invariantes mas
pequenos, a saber, BNOS y BN.S°. Estamos interesados en encontrar cotas superiores para
el cardinal de un grupo G' C Aut®(S) en funcién (creciente) del cardinal de un conjunto
invariante B, asi que nos basta con estudiar dos casos: B C 0S y B C S°.

En el primero de los casos se obtiene facilmente, a partir del Lema 4.1y la Observacién
4.3, una cota para el orden de G.

Observacion 4.5. Sea B C 0S5 un subconjunto finito invariante bajo la accién de un
grupo G C Aut™(S). Entonces |G| < 2|B|. Ademés, si |G| < 2|B|, entonces |G| < |B|.
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Demostracion. En efecto, el conjunto B ha de ser unién disjunta y finita de fibras de la
proyeccién canénica m : S — S/G. Como B C 985, el Lema [4.2] implica que los tnicos
indices de ramificacién posibles en puntos de |B| son 1 y 2. Teniendo en cuenta que la
aplicacién 7 es de grado |G|, por la Observacién [4.3], se tiene que las fibras de 7 contenidas
en B tienen cardinal |G| o |G|/2. Asi pues si B esta formado por una tnica fibra se cumple
que |B| > |G|/2. Obviamente, si |B| > |G|/2 entonces B contiene a més de una fibra de
la aplicacién m o a una fibra de cardinal |G|; en ambos casos |B| > |G]|. O

Sean (Se, ¢, 0c) la cubierta doble de S 'y W el conjunto de puntos de Weierstrass de
Sc que, como ya sabemos (véase la Proposicién 2.8), es finito e invariante bajo la accién
de Aut(S.). Por tanto m.(W) es invariante bajo la accién de Aut™(S). A partir de la
Observacion 4.5 se obtiene inmediatamente:

Corolario 4.6. Sea w el nimero de puntos de w.(W) que estdin en 9S. Si w > 0 entonces
w > [Aut™(S)]/2.

Enunciamos y demostramos, a continuacién, el resultado fundamental de este capitulo,
que proporciona una cota superior para el orden de un grupo de automorfismos de una
superficie de Klein compacta con borde en funcién de su género algebraico y el cardinal
de un conjunto invariante.

Teorema 4.7. Sean S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico
p > 2y G un grupo de automorfismos de S. Sea B un subconjunto no vacio y finito de S,
invariante bajo la accion de G. Entonces

Gl <4(p—1) +4[B|

Demostracion. En primer lugar, nétese que las Observaciones 4.4/ y 4.5/ nos permiten
suponer que B C S°.

La prueba se apoya en la férmula de ramificaciéon (x). Mantendremos las notaciones
introducidas en la Seccién [4.1. Recordemos que ¢ es el género del cociente Y := S/G,
Q1,...,Q+ € Y son los puntos de ramificaciéon de la proyeccién canénica m: S — Y y
e1 < ey < --- < e son los correspondientes indices de ramificacién de 7. Denotaremos
con r = |G| el orden de G. Separaremos los célculos en varios casos y veremos, en cada
uno de ellos, que la cota es valida.

(i) ¢ > 2. Entonces
2p — 2

r

>20—2>2

asique r < g—1.

(ii) Si ¢ = 1, el ntimero ¢ de puntos de ramificacién de 7 ha de ser mayor que cero.

Asi pues
2p — 2 ( 1) 1
>(1-——]2==
T el 2
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lo que implica que r < 4(p — 1).

(ili) g =0y Q1,...,Q € Y°. Entonces n; = 2 para cada j y la férmula de ramificacién
() adopta el siguiente aspecto

t
p—1 1
=1 E 1— —
r +- < ej)
J=1

Necesariamente ¢t > 2 y volvemos a considerar varios subcasos:

(iii.a) ¢ > 3. Entonces

1

p—1 1
>—-143--==
2 + 573

r

y se sigue que r < 2(p — 1).
(iii.b) t = 2. No puede ocurrir que e; = e = 2, luego e > 3. Si ey > 4 entonces:
p—1 1 3 1

>_14-4°2==
R

yr<4(p-1).
Si e; = e2 = 3 entonces 7 = 3(p — 1).

Sie; =2y ey =3 se tiene que r = 6(p — 1). Por la Observacién 4.3] la fibra de m que
menor cardinal tiene es 7~1(Qs2), que consta de /3 = 2(p — 1) puntos. Entonces, de nuevo
por la Observacién 4.3, el conjunto B tiene cardinal a lo sumo 2(p — 1). Asi pues

Alp—1)+4|B| > 4|B| >8(p—1) > r

(iv) ¢ = 0 y 7 es ramificada sobre algin punto de Y. Nétese que Y = D, el disco
unidad del plano complejo. Esto se debe a que 7(9S) C JY por lo que 9Y es no vacio;
D es la tnica superficie de Klein con borde de género algebraico 0. Por el Lema 4.2, 7
tiene al menos dos puntos de ramificacién en Y (podemos suponer que son Q1 y @Q2) tales
que 7 5(Q1) y 7 1(Q2) estén contenidas en 9S. Entonces, por el Lema 4.1, e; = e3 = 2.
Asi pues ¢t > 3 y la relacién (x) se escribe como

t
2% — 2 1
P=2- 1 nj<1—'>
T =3 6]

Es 1til considerar varios subcasos:

(iv.a) t > 5. Entonces
2p — 2

r

1 1
> 1+3. =2
= + 5~ 3
luego r < 4(p — 1).
(iv.b) t = 3. Entonces ng =2 y e3 > 3. Si e > 4 se tiene que

2p — 2 3 1
> 142 —==
r - + 4 2
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yr<4(p-1).
Si e3 = 3 entonces r = 6(g — 1). La fibra con cardinal més pequeno de la aplicacién 7
es 7 1(Q3) que consta de 7/3 = 2(p — 1) puntos. De nuevo, como en (iii.b),

4p—1)+4|B|>4B|>8(p—1)>r

(iv.c) t = 4. Supongamos en primer lugar que uno de los puntos de ramificacién Q3 o
()4 es un punto interior de Y, por ejemplo Q4 € Y°. Entonces

2p — 2 1 1 1
> 14+ -42--=-=
R R

y, en consecuencia, r < 4(p — 1).

Supongamos ahora que (3, Q4 € JY . Recordemos que estamos suponiendo que e3 < ey4
y no es posible que e3 = e4 = 2. Si e3 > 4 se tiene que

2% — 2 3 3 1
> 1442 =
ro + 4 + 4 2
con lo que r < 4(p —1).
Si ez € {2, 3} entonces
2p — 2 1 1 -1 1
P=2_ 148" -

r €3 €4 €3 €4

r (63—1 1>
p—1=7 - —
2 es eq

Para estos dos valores de e3 la fibra de 7 con menor cardinal es 771(Q4), que consta
de r/2e4 puntos. Nuevamente por la Observacion 4.3 se tiene que

esto es

—1 1
G > +4|B| >
€4

2 -1
4(p—1)+4|B|:2r< Zries —1)
e

O

Observacidén 4.8. Nétese que si |B| < 2(p — 1) entonces la cota obtenida en el Teorema
4.7 es mejor que la cota de May (véase la introduccién de este capitulo).

El Teorema 4.7/ se puede aplicar a algunas tipos particulares de superficies de Klein.
Sea y un entero positivo; una superficie de Klein S es v-hipereliptica (respectivamente
~-trigonal ciclica) si existe T € Aut®(S) de orden 2 (respectivamente de orden 3) tal que
el cociente S/ (T') tiene género algebraico 7.
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Corolario 4.9. Sea S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico
p>2yseay >0 un entero positivo.

(i) Si S es y-hipereliptica y p > 4y + 1 entonces

[Aut™(S)[ <8(p— )

(i) Si S es y-trigonal ciclica y p > 6y + 4 entonces
[Aut™(S)| < 6(p—~)

Demostracion. La condicién p > 4+ + 1 (resp. p > 6y + 4) implica que existe un auto-
morfismo ¢ de orden 2 (resp. de orden 3) de S tal que (¢) es central en Aut®(S), esto
es, A{p) = (¢) A para cada A € Aut®(S). Esta tltima afirmacién es consecuencia de la
unicidad del grupo (¢), que se deduce, para superficies de Riemann, de 3.5. en [2]. La uni-
cidad se puede probar facilmente para superficies de Klein (véase 6.1.5. de [8]) empleando
un argumento de grupos NEC, de los que hablaremos mas adelante en este Capitulo. Una
alternativa consiste en levantar el automorfismo ¢ a un automorfismo 5 de la cubierta

doble S, de S y aprovechar entonces la unicidad del grupo <$> en Se.

Como consecuencia de la centralidad de (¢), el conjunto B de puntos fijos de ¢ es
invariante bajo la acciéon de Aut*(S). El conjunto B también es el conjunto de puntos
de ramificacién de la proyeccién canénica m : S — S/ (@), con lo cual la férmula de
Riemann-Hurwitz (%) nos permite calcular el cardinal de B.

Supongamos que B C S°. En el caso (i) la relacién (*) adopta la forma

2p — 2 1
=2v—2+4+2|B|[1—-=
5 v —2+2] \( 2)

de donde |B| =p+ 1 — 2. En el caso (ii) se tiene que

% — 2 1
=2vy—-24+2|B| |1——=
o =2-2ezi8 (1-3)

con lo cual |B| = 3(p+ 2 — 37). Aplicando el Teorema 4.7 se obtiene
[Aut™(S)[ < 8(p— )

en el caso (i) y
[Aut™(S)[ < 6(p —)
en el caso (ii).

Si BNOS es no vacio basta, por la Observacién 4.4, con estudiar el caso en que B C 95.
En esta situacién, de la férmula de Riemann-Hurwitz () se deduce que |B| = 2(p+1—27)
en el caso (i) y |B| =p+2 — 37 en el caso (ii). Por la Observacién 4.5 se tiene
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[Aut™(S)| < 4(p+1—27) <8(p—1)

en el caso (i) y
[Aut™(S)| < 2(p+2—37) <6(p—1)

en el caso (ii). ]

Siguiendo la demostracién del Teorema 4.7 se observa que |G| < maz{4 (p—1), 4|B|}
salvo en el siguiente caso: el género algebraico de la superficie cociente Y es igual a 0; la
proyeccién w tiene exactamente cuatro puntos de ramificacion, todos ellos en Y, y tres
de los indices de ramificacion son igual a 2.

En la siguiente Proposicion 4.10| construimos superficies que cumplen estas condiciones
y para las cuales se alcanza la cota del Teoremal4.7, con lo cual quedara probado que dicha
cota es fina. Ademads en [4.10] se afirma que esta cota es “buena” en otro sentido: no es
posible encontrar otra cota similar para |G| (es decir, en la que intervengan el género p y
el cardinal de un conjunto invariante) en la cual el coeficiente que multiplica a p sea menor
que 4.

Proposicién 4.10. Sean A y p numeros reales positivos con A < 4. Entonces existen
una superficie de Klein S compacta y con borde, un grupo G de automorfismos de S y un
conjunto C C S, invariante bajo la accion de G, tales que:

Gl > Ap —1) + plC]

donde p es el género algebraico de S. Ademds se puede consequir que |C| = 1.

Para demostrar [4.10 emplearemos algunos hechos basicos de la teoria de grupos crista-
logréficos no euclideos (grupos NEC), que describimos a continuacién. Los grupos NEC
desempenian en la teoria de superficies de Klein la misma funcién que los grupos fuchsianos
en la teoria de superficies de Riemann; como referencia se pueden consultar los Capitulos
0,1y 2de[8].

Definiciones y Propiedades 4.11 (Grupos NEC). Un grupo NEC es un subgrupo
discreto T' de Aut®(H) (véase [3.11) tal que el cociente S := H/T es compacto. Se define
el signo de I' como

+ si S es orientable

— si S no es orientable

sign(T) = {

(i) Todo grupo NEC admite una presentacién dada por el conjunto de generadores

Ty iZl,...,T

€; i:1,...,k

Cij izl,...,]{i,jzo,...,si
a;, b; i=1,...,9 sisign(I') =+
d; i=1,...,9 sisign(l')=—
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(que recibiréan el nombre de generadores candnicos de T') y las relaciones

=1 i=1,...,r
e;lcigeicisizl i:1,...,]€

;=1 i=1,...,k, j=0,...,8;
(CZ'J_lCij)n"j:l izl,...,kz,jzl,...,si
T1...xrer...epla1,bi].. . [ag,by] =1 i=1,...,9 sisign(l')=+
xl...xrel...ekd%...dg i=1,...,9 sisign(l')=—

donde [a;,b;] = a; b; a; * b; ', los m;,n;; son nimeros enteros mayores que 1y 7,k,g y los
s; son numeros enteros no negativos.

(ii) Una signatura es una coleccién de nimeros enteros y simbolos de la forma

g = (g7 :t7 [m17 o 7m7‘]; {(n117 .. '7n181)7 ey (nkh e 7nksk)})
Se definen el signo de o

gn(o) + si 4+ es el signo que aparece en o
sign(o) = . .
g — si — es el signo que aparece en o

y el cardcter de orientabilidad de o como

{ 2 sisign(o) =+

o) = 1 si sign(o) = —

(iii) Si T' es un grupo NEC con la presentacién descrita anteriormente, se define la
signatura de I' como

o=0(I) = (g;sign(I'); [m1,...,m.); {(n11,. .., 1sy )y ooy (MR, -+, ks, ) })

Para la superficie S = H/T', el ntimero entero g coincide con el género topoldgico de S, el
ntimero entero k es igual al nimero de componentes conexas de 9S y a(S) = a(o) (véase
la Definicién 3.5). Nétese que si k = 0y sign(I') = + entonces I' es un grupo fuchsiano y
S una superficie orientable y sin borde.

Sir=s;=0parai=1,...k escribiremos la signatura de I' de la forma

o(T) = (9% [~ {(=): . ()}

y diremos que I' es un grupo de superficie. Si k > 0 diremos que I es un grupo de superficie
con borde.

(iv) El drea de una signatura

o= (gEima,...omeli{(nur, o mas) o (s - ks ) )

se define como
(o) =27 |a(o) +k—2+z 1—i —i—lz 1—i
H - g P m; 2 Nij
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y el drea pu(T") de un grupo NEC T' como el drea de su signatura.

Dada una signatura o, existe un grupo NEC I" tal que o = o(T") si y sélo si u(o) > 0
y a(o) +g > 2.

(v) Sean IV un grupo NEC y I" un subgrupo de I" de indice finito [I” : T']. Entonces T’
es también un grupo NEC y se cumple la férmula de Riemann-Hurwitz para grupos NEC:

N(F) .
a1

(vi) SiT es un grupo NEC, la superficie compacta S = H/T" admite una inica estructura
de superficie de Klein tal que la proyeccién natural y : H — S es un morfismo. Si A es otro
grupo NEC que contiene a I' como subgrupo normal de indice finito, entonces G = A/T
actia como grupo de automorfismos de S = H/T'. La superficie cociente S/G es isomorfa,
como superficie de Klein, a H/A.

(vii) Si S es una superficie de Klein compacta de género algebraico p > 2 entonces
existe un grupo NEC de superficie T" tal que S = H/T'. Si G es un grupo de automorfismos
de S, entonces existe un grupo NEC A que contiene a I' como subgrupo normal de indice
finito tal que G = A/T.

Demostracion de la Proposicion 4.10. Sea M > 4 un numero entero par. Sea I un grupo
NEC con signatura o = (0; +;[—];{(2,2,2, M)}). La existencia de I' estd garantizada por
411 (iv), ya que

u(a):27r[1—2+;<3<1—;>+1—]\14>} :%E_mlw] 227{1—2] >0

ya(o)+g=2+02>2.

Por [4.11 (i) y (iii) I admite una presentacién dada por el conjunto canénico de gene-
radores {co, 1,2, c3,c4} v las relaciones

{Cjz = (6061)2 = (0102)2 = (0263)2 = (6364)M = CpC4 — ]. . ] - 0, e ,4}

Sea Dy el grupo diedral de orden 2M, que esta generado por una rotacion p de orden
M y una simetria o (que es de orden 2). De hecho Dj; admite la siguiente presentacién

(po:0=p" =1 po=0cp)
Consideremos la aplicacién v : {co, ¢1, c2, c3,c4} — Dys definida como

Wlco) = dlea) =05 Pler) =15 Plea) = p2 oy h(es) = po

Es facil comprobar que v respeta las relaciones que definen I', y por tanto se extiende
a un homomorfismo de grupos ¢ : I' — Dj;. De hecho, ¢ es un epimorfismo, ya que

o= ¢(co), p=d(czco) € im .
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El nicleo A := Ker ¢ es un subgrupo normal de I" de indice 2M, asi que, por 4.11! (v),
A también es un grupo NEC. Sea

U(A) = (97 :l:a [m17 o 7m7“]; {(nlla cee 7n181)7 CIRIEINY (nk17 C 7nk8k)})
la signatura de A. El automorfismo ¢ respeta los 6rdenes de los elementos
CoC1, €102, C2C3, C3C4 €T

lo que implica que 7 = 0 (véase el Teorema 2.2.4 de [§]). Ademds, el Teorema 2.3.3. de [§]
nos permite afirmar que £ > 1 y que s; = 0 para cada j. En resumen, A es un grupo de
superficie con borde.

Sean Sy := H/A y Gy := I'/A. Por [4.11 (vi) se tiene que Sy es una superficie de
Klein compacta (y con borde, ya que k > 0) y que Gjy = D) actiia como grupo de
automorfismos de S;.

Por 411! (vi), la superficie cociente Sy /G s es isomorfa a H/I'. Sea 7 : Sy — Sy /G
la proyeccién canénica. El hecho de que I' tenga signatura o = (0;+; [—]; {(2,2,2, M)})
se traduce en que 7 tiene exactamente cuatro puntos de ramificacién @1, @2, @3, Q4 en
Sy /G, todos ellos pertenecientes al borde 9(Sy;/Gar), con indices de ramificacién e; =
eg =e3 =2y ey =M (véase [32]).

Sea Cyy := 7 1(Q4) C Sy, que, por ser una fibra de la aplicaciéon 7 resulta ser un
conjunto finito invariante bajo la accién del grupo Gjs. El Lema 4.1] implica que Cyy C
Sa\ 0Syr vy se sigue de la Observacion 4.3/ y del hecho de que 7 tiene grado 2M que
|Cy| = 1.

Por otra parte, la férmula de Riemann-Hurwitz para grupos NEC (4.11 (v)) nos permite
calcular el género algebraico p = a(Syr) g+ k — 1 de Sus:

oo M) 2r[a(Sm)g+ k-2 p-1
e e R

de donde se deduce que p = M/2.

Por lo tanto, si elegimos M suficientemente grande, la desigualdad del enunciado se
cumple para la terna (Sas, Gar, Chr), ya que

M
/\(p—l)—i—u\CM\:)\(Q—1)+u<2M:]GM\

siempre que

O
Observacién 4.12. En la demostracién anterior, para que se cumpla la desigualdad del
enunciado, el nimero entero M = 2p debe cumplir
AM

T—i—,u—)\<2M es decir p—=A<p(4-2A)
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Por lo tanto, si fijamos inicialmente un ntmero entero p que cumpla esta condicién, con-
seguiremos una superficie Sy; cuyo género algebraico sera precisamente p.

Construccién 4.13. Dado un numero entero par M > 4 sea (Sy, Gar, Cyr) la terna
construida en la demostracién de la Proposicién 4.10. Recordemos que S); es una su-
perficie de Klein compacta y con borde de género algebraico M/2 y Gjs es un grupo
de automorfismos de Sp; isomorfo a Dy, el grupo diedral de orden 2M. La proyeccién
7w Sy — Sy /Gy ramifica sobre cuatro puntos Q1, Q2,Q3, Q4 € A(Sn/Gar). El con-
junto Cpy = 7 1(Q4) C Spr \ OSy tiene un tnico elemento y es invariante bajo la accién
del grupo G-

La superfice cociente Sp;/Gps es isomorfa a H/I', donde I' es un grupo NEC con
signatura o = (0;+;[—];{(2,2,2,M)}). Por tanto Sys/Gs es isomorfa al disco cerrado
unidad D del plano complejo. Por el Lema 4.2, el nimero de fibras 771(Q;) contenidas en
dS) es par, por tanto existe k € {1,2,3} tal que By := 7 1(Qg) € Sy \dSy . El conjunto
By es invariante bajo la accién del grupo Gy y, por la Observacion [4.3), |Bas| = M /2.

Nos serd de gran utilidad (para probar que las cotas que obtenemos son finas) la familia
S definida como
S ={(Sm,Gun, By, Coyr) : M >4y par}

A continuacién obtenemos una cota superior para el orden de un grupo de autormor-
fismos de una superficie de Klein compacta y con borde S en funcién de los cardinales de
dos subconjuntos finitos de S, invariantes bajo la accién de ese grupo.

Teorema 4.14. Sea S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico
p > 2. Sean B y C dos subconjuntos distintos de S, finitos y no vacios, invariantes bajo
la accion de un grupo G de automorfismos de S. Entones

Gl <2(p—1) +2|B[ +2|C]

Demostracion. Por las Observaciones 4.4y 4.5 podemos suponer que B, C' C S°. También
podemos suponer que B y C son disjuntos; en caso contrario basta con considerar los
conjuntos B = BN CyC' =B\C (o C"=C\ B, en caso de que B\ C sea vacio),
que son conjuntos invariantes disjuntos mas pequetios que los originales. Denotaremos con
k = |B| y I = |C| los cardinales de los conjuntos invariantes y supondremos que k > [.
Mantendremos el resto de las notaciones de la demostracién del Teorema4.7: q es el género
del cociente Y := S/G, Q1,...,Q: € Y son los puntos de ramificacién de la proyeccién
candnica m: S — Y, e < ey < --- < e son los correspondientes indices de ramificacion
de 7 yr=]|G|.

(i) El caso ¢ > 2 estd cubierto por la demostracién de 4.7, en la que se prob6 que
r < p— 1. Por tanto podemos asumir que ¢ = 0, 1.

(ii) ¢ = 1. En este caso t > 1. De la ecuacién (*) se obtiene que

%—221_l
T (&)
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o lo que es lo mismo
r<2p-1)+ r
€t
La Observacién 4.3/ implica que la fibra mas pequena de la aplicaciéon 7 consta al menos
de r/2e; puntos, por lo cual el cardinal | del conjunto invariante C' cumple que | > r/2e;.
De esto se deduce que
TSQ(p—l)—i—e% <2(p—1)+2

(iii)) g =0y Q1,...,Q: € Y°. En este caso t > 2 y se obtiene a partir de la relacién

() que
t

—1 1 11

P <1—>21——

T = € €t

€t—1

0, equivalentemente,
r r
r<p—-1l4+—+—
€t—1 €t
Las dos fibras méas pequeiias de la aplicacién 7 son 7~ 1(Q;_1) and 7~ (Q;) que tienen
cardinales r/e;—1 y 7/e; respectively, por ser Q;—1 y (¢ puntos interiores de Y. Por lo
tanto, los cardinales k y [ de los conjuntos invariantes B y C' cumplen que k > r/e;—1 y
[ > r/ei. Asi pues
r r
r<p—1+—+4+—<p—-14+k+I
€t—1 €t
(iv) ¢ = 0 y 7 ramifica sobre algiin punto de 9Y. Tal y como se prueba en el caso (iv)
de la demostracién del Teorema /4.7, podemos suponer que 7! ({a1,as}) C 85, con lo cual
la relacién () toma la forma

t
% — 2 1
P22 14 nj<1—'>
T =3 ej

Si t = 3 entonces todas las fibras de la aplicacién 7 tienen cardinal por lo menos /2,
con la excepcién de 771(Q3). Por lo tanto, k > r/2, es decir, r < 2k.
Sit > 4 se tiene la desigualdad
9 — 2 1 1

>-14+41—-—4+1-—
r €t—1 €t

es decir
r<2p-1)+ — + =
€t—1 €t
En este caso, las dos fibras mas pequenas de la aplicacién 7 constan a lo sumo de r/2¢; y
r/2e4_1 respectivamente, luego [ > r/2e; y k > r/2e;—1 de lo cual se sigue que

r<2p—1)+ —— + — <2p—1)+ 2k + 2
€t—1 €t
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Proposicién 4.15. Existen superficies de género algebraico p > 2 arbitrario tales que
las cotas de los Teoremas 4.7 y [4.14 se alcanzan para esas superficies (concretamente, se
alcanzan para todas las superficies de la familia S definida en 4.13)).

Demostracion. Sea (Sar, Gar, Bar, Car) un elemento cualquiera de la familia S definida en
4.13l La superficie Sy, tiene género algebraico p = 2M, donde M > 4 es un niimero entero
par arbitrario. Para (Sas, Gar, Bar, Cir) se alcanzan las cotas de los Teoremas 4.7y 4.14]
ya que

M
4(p—1)+4CM|:4<2—1> +4=2M = |Gyl

M
2(p—1)+2\BM|+2|CM:2(2—1>+M+2:2M:|GM|

4.3. Conjuntos invariantes formados por componentes
conexas del borde

Sean S una superficie de Klein con borde de género algebraico p > 2, B el conjunto
finito cuyos elementos son las componentes conexas de S y GG un grupo de automorfismos
de S.Si C € By v € G se tiene que v(C) vuelve a ser una componente conexa de 0S. Por
tanto cada automorfismo v € G permuta los elementos de B con lo que aparece de forma
natural una accion p del grupo G sobre el conjunto B. En esta seccién encontraremos cotas
para el orden de G en el caso en que la accién p no sea transitiva (es decir, que existan
al menos dos drbitas distintas de elementos de B bajo la accién p). Estas cotas dependen
s6lo del género algebraico de S y mejoran la cota de May en el caso en que G = Aut™(S).

Definicién 4.16. Diremos que {By,...,B,,} es una particion no trivial de B si

1. Cada B; es un subconjunto de By B = U;nzl B;
2. BjN By es vaclo si j # k
3. Cada Bj es no vacio y m > 2

Definicién 4.17. Diremos que un conjunto B; € {Bi,...,By,} es invariante bajo la
accién de G si y(C) € B; para cada v € G y cada C € B;.

Observacién 4.18. El hecho de que la acciéon p de G sobre B no sea transitiva es equi-
valente a que exista una particién {Bi,...,B,,} de B no trivial y formada por conjuntos
invariantes bajo la accién de G. Denotaremos con k; = |B;| el nimero de componentes
conexas de cada miembro de la particiéon y supondremos que k1 < --- < k.
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La herramienta que utilizaremos es el siguiente resultado, obtenido por Oikawa en [44]
(véase también [43]) para superficies de Klein orientables con borde y por Greenleaf y May
en [21] para el caso no orientable.

Teorema 4.19. Sea S una superficie de Klein con borde. Entonces es posible sumergir S
en una superficie de Klein sin borde W que tiene el mismo género topoldgico que S y tal
que cada automorfismo de S se extiende a un automorfismo de W. El complementario de
S en W consiste en un nimero finito de discos abiertos, uno por cada componente conexa
de 0S.

Observacién 4.20. En la demostracién del teorema anterior, la superficie W se consigue
“pegando” un disco a cada componente del borde de S y probando que los automorfismos
pueden extenderse a cada uno de estos discos. Ademas, si un automorfismo  transforma
una componente conexa C7 del borde de S en otra Cs, entonces la extensién v de v a W
transforma el disco Dy pegado a la componente C; en el disco Ds pegado a la componente
C5. Més atn, 7 transforma el centro de Dj en el centro de Do. En otras palabras, el conjunto
formado por los centros de los discos que se anaden es un conjunto finito invariante bajo
la accién del grupo {7 : v € Aut®(S)} de automorfismos de W.

Supongamos ahora que B; es un subconjunto del conjunto B de componentes conexas
de 0S invariante bajo la accién de un grupo G de automorfismos de S. Sean k = |B| y
k; = |B;|. Teniendo en cuenta las observaciones precedentes, podemos usar la técnica de
la, demostracién del Teorema 4.19 para pegar discos tinicamente a los elementos de B;. De
este modo conseguiremos sumergir .S en una superficie de Klein V' de manera que

1. El género topdlogico de V es el mismo que el de S; V es orientable si y sélo si lo es
S (ya que el proceso de pegar discos a una superficie no altera su género ni cambia
el hecho de que sea o no orientable).

2. El ntimero de componentes conexas de 9V es k — k; (ya que hemos “tapado” k;
agujeros).

3. Cada automorfismo v € G se extiende a un automorfismo v de V.

4. El conjunto B; formado por los k; centros de los discos que se han anadido a S es

un conjunto invariante bajo la accién del grupo G= {7 : v € G} de automorfismos
de V.

En lo que sigue mantendremos las notaciones empleadas previamente y denotaremos
con gq(S) el género algebraico de S y con g;(5) el género topolégico de S. Recordemos
que se tiene la relacién

9a(8) = a(S) g:(S) + k-1
donde «(S) =2 si S es orientable y a(S) = 1 en caso contrario.

Supongamos que existe una particién no trivial {By, B2} de B en conjuntos invariantes
bajo la accién de un grupo G C Aut®(S). Por la Observacién 4.20/ podemos sumergir S
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en otra superficie de Klein V| construida pegando discos a los elementos de B;. El género
topolégico g.(V') de la superficie V' es igual a ¢¢(S) y el nimero de componentes conexas
de OV es k — k1 = ko. Por tanto se cumple que

(+) 9a(V) =a(V) g(V) + k2 — 1 =a(S) g:(S) + k2 — 1

La superficie V' posee un grupo de automorfismos G isomorfo a G y el conjunto B; CV
formado por los k; centros de los discos que se han anadido a S es invariante bajo la accién
de G. Asi pues, si g, (V') > 2 podemos aplicar el Teorema 4.7 a la superficie V' para obtener
una cota superior para el orden de G.

|G| = |G| < 4(ga(V) + [B1] = 1) = 4((S) gu(S) + k2 = 1+ k1 — 1) = 4(ga(S) = 1)

Observacién 4.21. La condicién g,(V) > 2 que aparece en el parrafo previo se puede
traducir en términos de la superficie original S gracias a la igualdad (+). De hecho, ¢,(V) >
2 a no ser que:

1. gt(S):O, k1§2, k2:2 (0}
2. gt(S) = Oé(S) = 1, kl = kQ =1

Nétese que no es posible g.(S) =0, k1 = ko = 1 ya que g4(S) > 2.

Supongamos ahora que existe una particién no trivial {B;, Ba, B3} de B en conjuntos
invariantes bajo la accién de un grupo G. Tal como se describe en la Observacién 4.20
podemos pegar discos a los elementos de B; y B para conseguir sumergir S en una
superficie de Klein V' del mismo género topoldgico. El ntimero de componentes conexas
de OV’ es k — k1 — ko = k3, asi que se cumple

(++) ga(V) = (V') (V') + ks — 1 = a(S) gu(S) + k3 — 1
Ademas el grupo G se extiende a un grupo G de automorfismos de V' de manera que
para cada j € 1,2 el conjunto B; formado por los k; centros de los discos que se han pegado
a los elementos de B; es invariante bajo la accién de automorfismos de G. Aplicando el

Teorema 4.14/ a la superficie V' (lo cual podemos hacer siempre que g,(V’) > 2) obtenemos
que

|G| = |G| < 2(ga (V") +|Bi|+|Ba| = 1) = 2(a(S) ge(S) + ks — 1+ k1 + ko —1) = 2(ga(S) 1)

Observacién 4.22. La condicién g,(V’) > 2 se expresa en términos de S por medio de
la relacién (+4). Se cumple que gq(V') > 2 a no ser que:

1. gt(S):O, klzkgzkgzl (0}
2. gt(S):O, k1,k2§2, k3:2 O
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3. gt(S) :a(S) = 1, kl :kQ :k3 =1

Recogemos los dos resultados obtenidos en el siguiente Teorema:

Teorema 4.23. Sea S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico
p > 2 y género topolégico gi(S). Sean G un grupo de automorfismos de S y {Bi,...,Bn}
una particion no trivial del conjunto de componentes conexas de S tal que cada conjunto
B; es invariante bajo la accion del grupo G. Sea k; el cardinal de B;.

Sim > 2 y S no se encuentra en ninguno de los casos descritos en la Observacion
4.21 entonces
Gl <4(p—-1)

Sim >3 y S no se encuentra en ninguno de los casos descritos en la Observacion
4.22| entonces
Gl <2(p—1)

Proposicién 4.24. Existen superficies de género algebraico p arbitrariamente grande tales
que las cotas obtenidas en el Teorema 4.23 se alcanzan para esas superficies. Concreta-
mente, la primera cota se alcanza para género algebraico p > 3 arbitrario y la sequnda
para p > 5 arbitrario.

Demostracion. Para probar este resultado utilizaremos la misma técnica que Oikawa en
[43]; pasamos a describirla a continuacion.

Supongamos que S es una superficie de Klein compacta de género algebraico p > 2 y
que B C S es finito e invariante bajo la acciéon de un grupo G de automorfismos de S.

Por 4.11! (vii), la superficie S se obtiene como cociente del plano hiperbdlico H bajo
la accién de un grupo NEC I' y G = A/I" donde A es otro grupo NEC que contiene a I'
como subgrupo normal de indice finito. Los elementos de un grupo NEC son isometrias de
H con respecto a la distancia hiperbdlica de H, por tanto, S hereda de H una distancia
de forma que los automorfismos de S son isometrias con respecto a §. Asi pues, podemos
elegir ¢ suficientemente pequenio de manera que los discos abiertos

D.(P)={Q€S: §Q,P) <<}

sean disjuntos cuando P € B. La superficie de Klein S’ que se obtiene eliminando de S el
conjunto |Jpc g D (P) tiene las siguientes propiedades:

L gi(8) = 9:(5) y a(9) = ()

2. Si k(S) es el nimero de componentes conexas de 0S entonces el nimero k(S’) de
componentes conexas de 95’ es igual a k(S) + | B|

3. Cada automorfismo v € G se restringe a un automorfismo de S’, es decir, G también
es un grupo de automorfismos de S’.
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Las dos primeras propiedades se deben a que S’ se construye quitando |B| discos abiertos
a S. La ultima propiedad se debe a que cada elemento de G, por ser una isometria con
respecto a ¢ y permutar los puntos de B, transforma el conjunto (Jpc g D:(P) en si mismo.

Para obtener superficies para las cuales se alcancen las cotas del Teorema 4.23| apli-
caremos lo anterior a las superficies construidas en la demostracion de la Proposicién 4.10.
Sea (S, G, B, C) un elemento cualquiera de la familia S construida en 4.13.

Sea S’ la superficie de Klein obtenida a partir de S cortando discos centrados en los
puntos de C por el procedimiento descrito anteriormente. El género algebraico g,(S’) es
igual a

9a(S") = a(8")g:(S") + k(") = 1 = a(S)ge(S) + k(S) +|C| = 1 = ga(S) + |C]

El grupo G actiia como grupo de automorfismos de S’ y, como se establecié en la
Proposicion 4.15 su orden cumple

|G| = 4(ga(S) +|Cl = 1) = 4(ga(5") = 1)

Por otra parte cada elemento de GG, por ser un automorfismo de S, permuta las compo-
nentes conexas de 95, por lo cual el conjunto de componentes conexas de 95’ admite una
particién en dos subconjuntos invariantes bajo la accién de G: uno de ellos el formado por
los elementos de 35S y el otro por las nuevas componentes que aparecen al cortar discos
para construir S’. Asf pues hemos probado que S’ cumple las hipétesis de la primera parte
del Teorema 4.23y que la cota se alcanza. Ademads, como g,(S’) = 9o (S) +|C| = g4(S)+1
y el género algebraico de S sélo estaba restringido por la condicién ¢,(S) > 2, podemos
construir una superficie S’ de cualquier género algebraico mayor o igual que 3.

Sea ahora S” la superficie de Klein que se obtiene quitando a S discos suficientemente
pequenos alrededor de los puntos de los conjuntos B y C. El género algebraico de S”
cumple

9a(8") = a(5")g:(8") + k(S") = 1 = a(9)gu(S) + k() + | B + |C| = 1 = ga(S) + | B| + [C]

Sea B el conjunto formado por las componentes conexas de 9S”. Sean B; el conjunto de
componentes conexas de 35, Bs el conjunto formado por los elementos de B que se obtienen
al cortar discos alrededor de los puntos de B y Bs el conjunto formado por el resto de
los elementos de B (es decir, las componentes que aparecen al cortar discos alrededor de
los puntos de C). Por construccién {Bi, B2, B3} es una particién no trivial de B formada
por subconjuntos invariantes bajo la accién de G. Ademds, como quedé establecido en la
Proposicion [4.15) el orden de G cumple

|Gl = 2(ga(S) + |B| +|C| = 1) = 2(ga(5") = 1)

Por tanto, la cota de la segunda parte del Teorema [4.23 se alcanza para la superficie S”,
cuyo género algebraico es g, (S”) = 2¢g,(5)+ 1. Asi pues se puede conseguir S” de cualquier
género algebraico mayor o igual que 5. O
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Por dltimo obtenemos de forma inmediata el siguiente corolario a partir del Teorema
4.23.

Corolario 4.25. Sea S una superficie de Klein compacta y con borde de género algebraico
p > 2 y supongamos que Aut™(S) es un M*-grupo, es decir, tiene orden 12 (p—1). Entonces

la accion de Auti(S) sobre el conjunto B, formado por las componentes conexas de 0S,
es transitiva.
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