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Introduccion

I INTRODUCCION:

Las matematicas han atraido la atencién de numerosas disciplinas desde
mucho tiempo atras, y ello fue debido a que ocupaban y ocupan en la actualidad, un
lugar importante y necesario en la sociedad, en el sistema econémico y en la vida
diaria. A modo de ilustracion, son infinidades de cosas las que a diario son contadas:
los dias de la semana, los dias del mes, el dinero, los objetos, los nifios que hay en
una clase etc. Y ademas, las matematicas estdn presentes en el curriculo escolar
desde los 3 afios y hasta el bachillerato cuando los nifios tienen ya 18 afios. Sin
embargo, a pesar de ser una de las materias a las que mas tiempo se dedica en el
curriculo escolar es una de las que més fracaso académico conlleva. Buena prueba de
ello son, por ejemplo, los resultados de la selectividad del 2003 en los que se pone de
manifiesto que la mayoria de los jovenes espafioles suspendian esta asignatura.
También los correspondientes al informe Pisa 2004, que arrojaron datos tan
alarmantes como que un 20% de los alumnos de secundaria no resolvian con éxito un
problema bésico.

Estos resultados, hacen surgir inmediatamente la pregunta ¢cuando se inicia
este fracaso? Y lo que es mas importante ¢por qué?. Desde nuestro punto de vista,
buena parte de las respuestas han de girar en torno a la forma en que se ensefian
actualmente las matematicas. Al ser esta una enseflanza que no parte del
conocimiento previo de los alumnos (i.e., conocimiento matematico informal), que no
potencia la diversidad en la forma de resolver las tareas y que aleja las matematicas

del entorno del nifio favoreciendo la resolucién de algoritmos frente a los problemas,
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el aprendizaje resulta mecénico y carente de razonamiento. Paliar las dificultades
inherentes a la materia comporta prestar mas atencién a como se forma y desarrolla
el conocimiento matematico para disefiar estrategias de aprendizaje mas eficaces. Sin
embargo, nos encontramos con varios problemas:

a) como sefialan Bermejo, Lago, Rodriguez, (1998) y Bermejo, Lago,
Rodriguez y Pérez, (2000). Los profesores conocen las teorias generales sobre el
desarrollo intelectual, pero desconocen las teorias evolutivas sobre el desarrollo en
ambitos especificos como las matematicas. No suelen conocer los pasos evolutivos en
la adquisicion de las estrategias de resolucién de los diferentes problemas, ni los
errores que suelen cometer en distintas tareas, ni las diferentes categorias de
problemas). Este desconocimiento hace dificil que los profesores puedan plantear
tareas que provoquen reorganizaciones conceptuales en los nifios.

b) La instruccién del conocimiento matematico se inicia con la simbologia y
con los algoritmos de las operaciones basicas (i.e. adicién, sustraccion, multiplicacion
y division), pensando que éstos constituyen la base para la comprension de los
problemas verbales. De esta forma, queda relegado a un segundo plano la
comprension, la construccion y el significado de los problemas verbales.

¢) En la escuela no se proponen problemas verbales (i.e., adicion, sustraccion,
multiplicacién y division) con estructuras semanticas diferentes. Esta limitacion
provoca que los nifios den respuestas automaticas en determinados problemas,
siendo incapaces de resolver otros con estructuras diferentes, que requieren los

mismos esquemas conceptuales.
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Estas ideas, aunque lentamente, han empezado a introducirse en la escuela,
ya que en los ultimos afios se han llevado a cabo diferentes investigaciones que han
puesto de manifiesto, por ejemplo, que los primeros conceptos que desarrollan los
nifos sobre la adiciéon, sustraccion, multiplicacion y divisién tienen su origen, como
tendremos ocasion de mostrar en este estudio, en el conocimiento informal, en las
acciones de la vida cotidiana. Acciones como “quitar”, “poner” o “repartir” las realizan
los nifios habitualmente con gran éxito. No obstante, queda mucho por hacer y el
cambio debe afectar directamente al curriculo escolar. Por ejemplo, si nos
circunscribimos a la Educacion Infantil, comprobaremos que los primeros
conocimientos matematicos que se ensefian estan relacionados con el aprendizaje de
las etiquetas-numeéricas, y los aspectos ordinales y cardinales del niamero pasando
posteriormente a la adicion de conjuntos con pequefias cantidades, pero no se
potencia y desarrolla el conocimiento informal sobre las operaciones basicas en
contextos de resolucion de problemas. Conocimiento que como comprobaremos en
nuestro estudio, es muy abundante. Desde este momento la escuela empieza a limitar
las posibilidades de razonar ante diferentes problemas verbales y situaciones
matematicas.

Nos gustaria concluir afirmando que la perspectiva educativa que deberia
predominar en la escuela ha de ser aquella que tenga en cuenta los conocimientos
informales de los nifios y a partir de ellos construya el aprendizaje formal.

Desde este punto de vista, el trabajo de investigaciébn que a continuacién se
presenta pretende contribuir al conocimiento sobre como se desarrolla y conforma el

conocimiento matematico, estableciendo los conocimientos informales que los nifios
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tienen, antes de la ensefianza formal, de las operaciones aritméticas basicas,
averiguando si realmente hay un orden de dificultad en la adquisicion de estas
operaciones, comprobando si los diferentes tipos de problemas (i.e., accion, no
accionl) son resueltos con igual facilidad, asi como el estudio minucioso de los
procedimientos correctos e incorrectos de resolucion.

El trabajo lo hemos estructurado en tres partes. Una primera parte tedrica en
la que se discute el paso del conocimiento informal al conocimiento formal y algunos
procedimientos de cuantificacién. Posteriormente, nos ocupamos, por un lado, de la
adicion y sustraccion y por otro, de la multiplicaciéon y division analizando en ambos
casos: el conocimiento informal de los nifios sobre estas operaciones, las
clasificaciones basadas en los problemas verbales, las estrategias utilizadas en la

resolucion de los problemas verbales y por Gltimo, los errores méas frecuentes.

La segunda parte corresponde al trabajo experimental. En primer lugar,
exponemos nuestros objetivos e hipdtesis para pasar posteriormente a la descripcion
de la muestra y el método. A continuacién realizamos el analisis cualitativo y
cuantitativo de los resultados obtenidos para terminar con las conclusiones finales.

En la tercera parte recogemos las referencias bibliograficas.
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II. MARCO TEORICO.

Una parte importante del conocimiento matematico de los nifios tiene que ver con
la construccion del nimero. Dos modelos merecen ser especialmente destacados. Por
un lado la corriente piagetiana (Piaget y Szeminska, 1941), que asume que la
capacidad para adquirir, comprender y emplear el nimero sélo es posible si los nifios
previamente han tenido acceso a una serie de conceptos ligados al estadio de las
operaciones concretas. Brevemente, hasta que los nifios alcanzan esta etapa no se
puede hablar de una comprension real del namero (Piaget, 1959). La otra alternativa,
representada fundamentalmente por Gelman (p.e., Gelman, 1972; Gelman y Gallistel,
1978), considera que la capacidad tanto para usar como para comprender los
nameros se desarrolla a partir de la experiencia de contar y ésta, como tendremos
ocasion de ver mas adelante, esta presente desde muy temprano. En este marco
tedrico tendrd cabida nuestra investigacion, cuyo objetivo reside en mostrar que el
conocimiento inicial de los nifios sobre esta habilidad les permite resolver diversas

situaciones que implican las operaciones aritméticas elementales.

1. LOS ORIGENES DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO INFORMAL.

A la hora de abordar la cuestion relativa al conocimiento matematico informal
se plantean numerosas preguntas: ¢cuando se empieza a desarrollar el conocimiento
matematico?, ;este aprendizaje depende de la habilidad del lenguaje para contar, de

la cultura o es innato?
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Se ha comprobado en numerosos estudios que los nifios poseen habilidades
numéricas que pueden ser usadas para contar pequefios grupos de objetos. Parece
gue en torno a los 2 afios surgen los primeros intentos de usar los numeros
convencionales en situaciones concretas y hacer uso del conocimiento informal
(Bermejo,1994). En principio, empiezan a contar para enumerar pequefios conjuntos
y no reparan en si los objetos son similares o no, si son estaticos o no, y tampoco si
son secuenciales o simultaneos.

Geary (1994) sefial6 que la competencia matematica de los nifios no depende
del lenguaje o de la transmision cultural, sino de que nacen con “un sentido
matematico”. Este hecho resulta patente en numerosos estudios realizados con bebés
y con animales en los que se demuestra que los mas pequefios son capaces de
discriminar y atender a la numerosidad como cualidad de los objetos, ademas de
anticipar la solucién correcta ante pequefias operaciones de adicién y sustraccién
(Ginsburg, 1998). A continuacion, recogemos algunos de los estudios realizados
desde esta perspectiva.

Starkey y Cooper (1980) encontraron en un experimento de habituacion que
los nifios de 5 meses discriminaban entre 2 y 3 puntos, pero en un segundo
experimento también hallaron que dicha discriminacién no se producia ante 4 y 6
puntos. En esta misma linea, Cooper (1984) mostré que los nifios con edades
comprendidas entre los 12 y 18 meses eran capaces de determinar cudl resultaba ser
el mas numeroso de dos conjuntos, pero incapaces de establecer la distincion “mas
gue/menos que”. Diez afios después Starkey junto a Spelke y Gelman realizaron un

experimento con bebés de 6 meses a los que expusieron imégenes auditivo-visuales,
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comprobando que miraban més tiempo la exposicién visual que se emparejaba con el
namero de sonidos que habian escuchado. Ademas, recientemente Wynn, Bloom y
Chiang (2002) pusieron de manifiesto que no solo los mas pequefios respondian a
aspectos numéricos y eran capaces de contar objetos, sino que también consideraban
una coleccion de objetos como una unidad y eran capaces de contarla. En efecto,
estos autores llegaron a la conclusion de que los nifios de 5 meses podian
individualizar y contar colecciones de objetos. Para ello, separaron a los bebés en dos
grupos: unos fueron habituados a dos colecciones de 3 objetos cada una y otros a 4
colecciones de 3 objetos. En la fase de prueba se les mostr6 a ambos grupos dos
tipos de ensayos con 8 objetos: uno formado por dos conjuntos con 4 elementos cada
uno y otro por cuatro conjuntos con dos objetos cada uno. Tanto en la fase de
habituacion como en la de prueba, los objetos de cada coleccién se hallaban en
movimiento, de manera que la configuracion de la coleccion cambiaba
constantemente. Encontraron que los bebés que habian sido habituados a dos
colecciones miraban mas tiempo la fase de prueba compuesta por cuatro colecciones,
y los habituados a cuatro miraban mas la de dos. Hasta aqui se podria afirmar que los
mas pequefos conocen los aspectos relacionados con la cardinalidad del niumero, es
decir, conocen si dos conjuntos son o no del mismo tamafio, pero las investigaciones
han dado un paso mas en el desarrollo del conocimiento numérico al investigar
también el aspecto ordinal. En otras palabras, se trata de evaluar si comparan entre si
dos conjuntos y el sentido en el que son diferentes (i.e. mayor o menor). Este
conocimiento supone comprender que determinados efectos numéricos implican

transformaciones en los conjuntos. A pesar de que las investigaciones al respecto son
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escasas encontramos dos lineas de investigacion, claramente definidas: la posicion
innatista y la posicibn que defiende que estas habilidades ordinales se
adquieren progresivamente en el desarrollo del nifio. La primera de ellas ha
estado representada por Wynn quien sefiald que los bebés de tan sélo 5 meses tenian
habilidades numéricas necesarias y suficientes para discriminar dos cantidades
numeéricas distintas y establecer relaciones de orden mayor que /menor que. En
cuanto a la segunda, autores como Cooper (1984) propusieron un modelo evolutivo
en dos pasos: (1) la discriminacion equivalente / no equivalente que se adquiere a los
12 meses. (2) las relaciones mayor que / menor que a los 16. Sin embargo, estudios
posteriores mostraron que la comprensién de las relaciones ordinales se produce
hacia los 9-11 meses de edad antes de que los nifios sean capaces de emitir la
secuencia de conteo. Por ejemplo Elisabeth Brannon ha sido una de las autoras que
de forma reciente ha ahondado sobre la formacion de relaciones ordinales en bebés
preverbales. Uno de sus objetivos ha sido comprobar el modelo evolutivo
anteriormente presentado controlando algunas variables experimentales, sobre todo
de tipo perceptivo, que podrian estar influyendo. Asi, Brannon, (2002) habitu6 a
bebés de 9 a 11 meses a una secuencia de elementos ascendentes (2, 4 y 8
cuadrados). Con el fin de evitar el efecto de plenitud que se produciria al aumentar
sin mas el nimero de elementos en pantalla, se controlaron diversos aspectos
visuales de los elementos y de la pantalla de presentacion (p.e., el tamafio, el area, la
densidad...). En la fase de evaluacién se emplearon dos condiciones experimentales:
familiar si se mantenia el orden de presentacion y novedosa si éste se invertia. Los

resultados mostraron que sélo a partir de los 11 meses los nifios detectaban la
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inversion de la secuencia numérica (p.e., 2, 4 y 8 cuadrados frente a 8, 4 y 2
cuadrados).

Ademas, encontramos que los bebés no solo tienen conocimientos sobre la
cardinalidad y la ordinalidad de conjuntos pequefios de objetos, sino también acerca
de las direcciones y efectos que producen las transformaciones que se hacen como
resultado de la adicién y la sustraccién. Por ejemplo, en el estudio que Wynn realizé
en 1992, mostr6 a bebes de 5 meses el resultado correcto de la adicion 1+1 y la
sustraccién 2-1, asi como la solucion incorrecta (i.e., 1+1=1 y 2-1=2). Advirtié que
los nifios de 5 meses observaban durante mas tiempo la respuesta no correcta o
inesperada. Sin embargo, estos resultados podian deberse a que en la solucién
incorrecta el conjunto inicial permanecia invariable, por ello llevé a cabo un nuevo
experimento variando la respuesta incorrecta (1+1=3). En este ultimo caso, los bebés
miraban durante mas tiempo la solucion incorrecta.

Estos estudios han sido replicados por diferentes autores variando la técnica y
el estimulo. Asi, Uller, Carey Huntley, Fenner y Klatt (1996) encontraron los mismos
resultados que Wynn con nifios de ocho meses e igualmente, Baillargeon (1994),
obtuvo resultados similares con nifios de 10 meses. No obstante, algunos autores han
propuesto explicaciones alternativas (para una amplia revision sobre el tema se puede
consultar Rodriguez, Lago y Jimenez, 2003). Por ejemplo, Koechlin, Dehaene y Mehler
(1997) plantearon que quizas los bebés respondian en funcion de la presencia /
ausencia del objeto, mas que en funcién del nimero. Por este motivo, colocaron los
objetos en una plataforma giratoria, que los nifios no pudieron retener una

localizacion espacial especifica. A pesar de esto, los bebés de 5 meses se
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comportaron del mismo modo que lo habian hecho en el experimento de Wynn, es
decir, miraban mas tiempo los resultados numéricos incorrectos.

Por su parte, Simon, Hepos y Rochat (1995) trataron de verificar si esas
respuestas se debian a expectativas no cumplidas del proceso visual o al célculo
exacto de la operacién aritmética. Para ello, introdujeron una serie de variaciones en
el experimento de Wynn consistentes en modificar la identidad de los objetos
presentados (i.e., los mufiecos: ElImo y Ernie). En concreto, los nifios observaron en la
situacion experimental de adicion dos condiciones:

(a)Situaciones  posibles: ElImo+EImo=2 Elmos, Ernie+Ernie=2 Ernies,

ElImo+Ernie= Elmo+Ernie.

(b) Situaciones imposibles: EImo+EImo=Elmo y Ernie, Elmo+EImo=1 EImo,

EImo+EImo=Ernie

En la sustraccion se sigui6é una pauta similar. Los resultados concluyeron que los
bebés de 5 meses miraban més tiempo los resultados aritméticamente imposibles,
tanto de adicion como de sustraccion, independientemente de que los objetos no
cumpliesen la regla de identidad.

Finalmente, Starkey (1992) llevo a cabo una investigacion con nifios de 18 a
35 meses en la que debian identificar el nimero de pelotas de pin-pon de diferentes
colores que habia dentro de una caja (i.e., de 1 a 5) que se manipulaba poniendo o
guitando pelotas. Los nifios de 18 meses eran capaces de identificar correctamente el
namero de pelotas dentro de la caja, en esta situacion 1 mas 1.

Estudios similares a estos fueron realizados con animales, por ejemplo con

ratas (Davis y Bradford, 1986; Meck y Church, 1983; Platt y Johnson,1971),

-10-
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chimpancés (Matsuzawa, 1985; Davis 1984; Boysen y Berntson, 1989), papagayos
(Pepperberg, 1987) y monos Rhesus (Wynn, 1992). Estos ultimos al igual que los
bebés observaban mas tiempo cuando la solucion de 1+1 no era la correcta. En
general, los animales eran capaces de distinguir entre conjuntos con diferentes
elementos, ademas de establecer comparaciones entre dos conjuntos.

Podemos concluir este apartado sefialando que, independientemente de a que
edad los nifios adquieran los aspectos cardinales ordinales de los numerales y las
habilidades aritméticas de adicidén y sustraccion, parece claro que los bebés presentan
constancia visual ante aspectos como el tamafo, la forma, el color, la propia
identidad y la numerosidad (Karmiloff-Smith, 1992). Esto pone de manifiesto que
desde muy temprana edad los nifios tienen un conocimiento matematico informal,
que se desarrolla como veremos en el siguiente apartado, en los primeros afios de la

infancia.

2. EL PENSAMIENTO MATEMATICO INFORMAL EN LOS ANOS DE LA

EDUCACION INFANTIL

Las investigaciones cognitivo-evolutivas indican que, en general, al margen de
como se introduzcan las técnicas, simbolos y conceptos matematicos en la escuela,
los niflos tienden a interpretar y abordar las matematicas formales en funcion de sus
conocimientos matematicos informales (p.e., Clements y Sarama, 2000; Ginsburg,
1997; Hierbert, 1984). A este respecto, seria correcto afirmar que las matematicas

informales constituyen el paso intermedio crucial entre el conocimiento intuitivo,

-11-
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limitado e impreciso basado en la percepcién directa, y la mateméatica precisa basada
en simbolos abstractos que se aprende en la escuela. La distincion entre conocimiento
formal e informal reside en que este Ultimo se construye a partir de la interaccion con
el medio fisico y social, mientras que el formal consiste en la manipulacién de un
sistema de simbolos escritos que se aprende en la escuela.

Desde el nacimiento encontramos que los nifios se desarrollan en un medio
social que les brinda multiples oportunidades para relacionarse con elementos que
pueden ser manipulados, tocados e incluso contados. Es en este medio donde los méas
pequefios se enfrentan con situaciones de adicion, sustraccion y otros problemas
numeéricos (p.e., Langer, 1986).

Independientemente del medio cultural, los niflos tienen numerosas
oportunidades para contar, desarrollando sus propias etiquetas (palabras-numerales)
y aunque estas varien de cultura a cultura, todas tienen en comin que presentan un
sistema de conteo altamente elaborado. Un breve recorrido por el sistema de conteo
de culturas muy primitivas recuerda los primeros procesos de cuantificacion de los
ninos mas pequefios, que pasa por la utilizaciébn de los dedos para contar y las
marcas para representar lo que se ha contado, antes de llegar a la simbologia de los
nameros propiamente dichos. Asi, remontandonos al siglo VIII hallamos un complejo
sistema de representacibn de numeros de 0 hasta 1 millon basados en la
representacion con los dedos (p.e., Flegg, 1984). En 1979 Geofrey Saxe describe el
sistema de conteo que utilizan los miembros de la tribu Oksapmin de Nueva Guinea.
Los Oksapmin empiezan contando por el dedo mefique de una mano y marcan hasta

veintisiete lugares del cuerpo, acabando con el mefique de la otra mano. De esta
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forma se pone de manifiesto que la simbologia matematica no constituye un
conocimiento innato.

El desarrollo del conocimiento informal estd sujeto a influencias
socioculturales, pero los componentes basicos del conocimiento matematico informal
son universales a lo largo de las diversas culturas y grupos sociales (p.e., Ginsburg,
Choi, Lopez, Netley, y Chi, 1997; Klein y Starkey, 1988).

En lo que sigue nos referiremos especificamente a dos habilidades basicas, el
subitizing y la habilidad de contar, que junto a otras, por ejemplo la correspondencia,

permitiran a los nifios pequefios resolver con éxito numerosas situaciones aritméticas.

2.1. ALGUNOS PROCEDIMENTOS DE CUANTIFICACION

2.1.1. Subitizing.

El proceso de subitizing esta presente desde muy temprano cuando a los
pequefios se les interroga acerca de la cantidad de elementos que contiene un
determinado conjunto. En efecto, encontramos que, sin necesidad de contar, si el
namero de elementos es menor de 5, son capaces de responder correctamente a la
cardinalidad del conjunto.

A la hora de explicar los origenes del procedimiento de subitizacidn los autores
proponen diferentes explicaciones. Asi, segun Kaufman (1949) el subitizing es un
proceso rapido de apreciacion de numeros pequefios hasta cantidades de 5
elementos. Von Glasersfeld (1982) lo considera como una operacion puramente

perceptiva, que no implica procedimientos numeéricos. Otros autores (p.e. Gelman y
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Gallistel, 1978; Ginsburg, Klein y Starkey, 1998; Mandler y Shebo, 1982) sefialan que
el nimero es algo que la mente impone sobre la realidad y que el subitizing debe
basarse en un rapido recuento subvocal y no s6lo en procesos perceptivos. En
concreto, Gelman y Gallistel (1978) afirman que el subitizing llega a través del
recuento, es decir, consiste en la utilizacion de modelos candnicos (i.e., similares a las
agrupaciones del domino), que se adquieren de forma paulatina y que se utilizan para
facilitar el recuento. Ademas, sefialan una secuencia evolutiva en el proceso de
adquisicion: (1) recuento de numeros pequefios, (2) subitizacion de numeros
pequefios y (3) recuento de nimeros grandes.

Lo que parece claro es que el proceso de subitizacién es distinto al de conteo
en la velocidad y precision con que nifios y adultos determinan la numerosidad,
aunque el tiempo aumenta con el niumero de elementos del conjunto. Ademas, el
subitizing es un proceso limitado no solo por la cantidad que se puede enumerar,
sino también en la clase de informacion numérica que proporciona. Por ejemplo, un
nifio podria afirmar que un conjunto de 3 elementos es diferente de un conjunto con
2, sin llegar a percibir que el primero es mayor. Estas relaciones ordinales son
aprendidas, segun Cooper (1984), observando que sucede via subitizing, cuando

afladen o quitan objetos a un conjunto.

2.1.2. La habilidad de contar
Definimos la habilidad de contar como la asignacion individual de etiquetas en
secuencia a los elementos de un conjunto, designando la Ultima etiqueta el cardinal.

Esta habilidad requiere la coordinacion visual, manual y verbal.
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Los primeros estudios sobre el conteo surgieron en los afios 70 en un intento
de superar las posiciones piagetianas que consideraban el conteo como una mera
actividad verbal no relacionada con el nimero, hasta que los nifios hubieran superado
con éxito las tareas de conservacion.

La nueva conceptualizaciéon sobre la habilidad de contar se ve reforzada,
entre otras cosas, por los estudios que muestran que el conteo constituye una
habilidad util para los nifios cuando solucionan diferentes problemas matematicos
antes de los aprendizajes formales (p.e., Bermejo y Lago, 1988; Bermejo y Rodriguez,
1987a, 1987b, 1988, 1990; Carpenter Hiebert y Morse, 1983; Lago, 1992; Lago,
Rodriguez, Caballero, 1999; Secada, Fuson y Hall, 1983 etc.). A este respecto, han
surgido diferentes explicaciones teoricas sobre el proceso de adquisicion de esta
habilidad. Algunos autores consideran el conteo como resultado de un proceso
mecanico o aprendizaje memoristico (p.e., Baroody y Ginsburg, 1986; Brier y Siegler,
1984; Fuson y Hall, 1983; Siegler y Shneger, 1984). En otras palabras, la habilidad de
contar se debe a la creacion de héabitos desde los cuales se inducen los principios del
conteo, de tal manera que el conteo mecanico va siendo sustituido por un conteo
progresivamente mas significativo.

Otros autores proponen que la habilidad de contar descansa en la adquisicion
de unos principios que guian su aprendizaje y estos principios son los siguientes:
correspondencia uno a uno, orden estable, cardinalidad, abstraccion y orden
irrelevante (Gelman y Gallistel, 1978; Gelman y Meck, 1983; Greeno, Riley y Gelman,
1984). La naturaleza no unitaria del modelo propuesto por estos autores (i.e., se

pueden tener adquiridos unos principios y otros no) permite conocer los procesos
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cognitivos subyacentes a la habilidad de contar. Seguidamente, pasaremos a tratar

cada uno de los principios por separado.

(1) Principio de correspondencia uno a uno

Este principio permite asignar a cada elemento una Unica etiqueta y a cada
etiqueta un Unico elemento. Segun Gelman y Gallistel (1987) la aplicacion de este
principio conlleva la coordinacion de dos procesos: el de particion y el de
etiguetacion.

- El de particion permite distinguir entre el nimero de elementos de un
conjunto que han sido contados y los que aun faltan por contar. Esto se puede
realizar bien mediante una accion fisica cuando los nifios sefialan, bien mental cuando
han interiorizado dicha accion.

- El de etiguetacion supone la asignacién de un conjunto de etiquetas que el
nifio habra de hacer corresponder una y s6lo una vez a cada objeto

Por su parte Fuson (1988) mencion6 que la correspondencia uno a uno
supone la coordinacion de dos tipos de correspondencia: (a) la espacial entre el
objeto y el acto de sefialar y (b) la temporal entre el acto de sefialar y la etiquetacion.

Las propuestas de Gelman y Gallistel (1978) y Fuson (1988) han dado lugar a
dos clasificaciones diferentes de los errores que cometen los nifios en relacion a este
principio y que vamos a comentar a continuacion. A modo de ejemplo, veremos los
tipos de errores propuestos por Fuson:

(A) Errores en la correspondencia temporal:

-1. sefialan el objeto, pero no le asignan ninguna etiqueta,
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-2. asignan mudltiples etiquetas a un mismo objeto, que ha sido sefialado una
anica vez,

-3. fraccionamiento de una etiqueta aunque sefialen correctamente los
objetos,

-4. etiquetan en un lugar donde no hay ningun objeto.

(B) Errores relacionados con la correspondencia espacial:

-1. uno o varios objetos no son sefialados, ni etiquetados, aunque pasen el
dedo por encima de ellos,

-2. algunos objetos son sefalados y etiquetados varias veces,

-3. sefialan y etiquetan un lugar donde no hay objetos.

(C) Errores en la correspondencia temporal y espacial conjuntamente:
-1. un mismo objeto es sefalado dos veces, pero sélo se le aplica una
etiqueta,

-2. el objeto es seflalado en dos o mas ocasiones, pero no le asignhan
ninguna etiqueta,

-3. etiquetan un objeto sin sefalarlo,

-4. no realizan seflalamientos especificos y las etiquetas se emiten de
forma continua,

-5. realizan rapidos seflalamientos al tiempo que dan etiquetas a un
ritmo regular sin correspondencia con los seflalamientos.

(D) Errores que se producen al contar dos veces el mismo objeto

-1. invertir el conteo para contar nuevamente un elemento que ya habia sido

contado,
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-2. recontar después de contar un elemento que habia sido omitido y al que

regresan para contarlo.

En el principio de correspondencia uno a uno existe un aspecto especialmente
sobresaliente que guarda relacion con el acto de sefialar o, como indica Fuson (1988),
los actos de indicacion. Cuando los nifios adquieren el conteo se observa siempre el
acto de sefalar, progresivamente esta accion se va interiorizando de tal manera que
les resulta suficiente con “sefalar” los objetos con la mirada. Este proceso de
interiorizacion tiene repercusiones en la exactitud del conteo. En efecto, no resulta
extrafio encontrar nifios de 6 afos que obtienen peores resultados en tareas de
conteo que los mas pequefios, debido a que los primeros han iniciado el proceso de
interiorizacion (Lago, 1992).

Para terminar cabe sefialar que existe una relacion directamente proporcional
entre los ensayos erréneos y el tamafo del conjunto, sobre todo en los nifios mas
pequefios cuando se trata de conjuntos grandes (i.e., de 12 y 14 elementos) (Lago,

1992).

(2) Principio de orden estable

Desde el punto de vista de Gelman y Gallistel (1978) la aplicacion de
este principio no requiere la utilizacién de la secuencia convencional de
numerales Unicamente precisa dos condiciones para considerarse correcto:
ser repetible y estar integrado por etiquetas Unicas. El uso de secuencias no
convencionales, idiosincrasicas, hace que los nifilos obtengan mejores

resultados en el conteo que aquellos que utilizan la lista convencional. Esto se
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debe a que la organizacion impuesta desde el exterior interfiere con la

organizacion propia de los nifios, de ahi que recuerden mejor una lista creada

por ellos mismos.

Fuson, Richards y Briars (1982) analizan la adquisicién y elaboracion de

la secuencia de numerales, estableciendo las siguientes fases:

(A)

(B)

En la fase de adquisicidon se realiza el aprendizaje de la secuencia

convencional como un bloque compacto. Posteriormente, los nifios
comienzan a aplicarla en el procedimiento de conteo.

En la fase de elaboracién se crean nuevos nexos entre los

numerales proporcionados por la fase de adquisicidn,
convirtiéndose en elementos sobre los que operan las estrategias
de resolucion de problemas. Este periodo de elaboracion se
subdivide en cinco niveles:

1) En el nivel de secuencia los numerales sb6lo se pueden emitir
ordenadamente sin que exista correspondencia entre la etiqueta, el
acto de sefalar y el objeto.

2) En el nivel de cadena irrompible si bien ésta sigue siendo
unidireccional, cada etiqueta se distingue de las demés y ya existe
una correspondencia uno a uno.

3) En el nivel de cadena fragmentable el conteo se puede iniciar
desde cualquier lugar de la secuencia, esto es, no se requiere que
sea emitida en bloque (p.e., se empieza a contar desde un numero

gue no sea el 1, puede ser el 3, el 5, ...).
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4) En el nivel de cadena numerable, que supone un nivel mayor de
abstraccién de los numerales, resulta posible contar los numerales
gue hay de un numeral a otro, es decir se convierten en unidades
susceptibles de ser contadas (p.e., ante una secuencia 3,4,5,6,7 el
nifio puede contar cuantos numeros hay del 3 al 7: 1,2,3,4).

5). Por «ultimo, el nivel de cadena bidireccional implica el
conocimiento pleno de la secuencia, lo que permite su utilizacién

en ambos sentidos (i.e., creciente y decreciente)

(3) Principio de cardinalidad
Este principio indica que la ultima etiqueta usada en el conteo de un
conjunto de objetos representa el nimero de objetos contenidos en el mismo.
Para Gelman y Gallistel (1978) los nifios estan utilizando el principio de
cardinalidad si siguen alguna de las siguientes pautas:
-repiten el altimo elemento del conteo
-ponen un énfasis especial en el ultimo elemento de la secuencia de
conteo
-repiten espontaneamente el ultimo numeral empleado durante el conteo
y/o indican correctamente el cardinal del conjunto.
En un estudio posterior, Bermejo y Lago (1990) identificaron 6 niveles
evolutivos por los que pasan los nifios en la adquisicion de este principio:

1.-no entienden la situacion planteada y dan respuestas al azar.
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2.-repiten la secuencia de numeros emitidos sin referencia explicita a los
objetos.

3.-repiten la secuencia de numeros, estableciendo correspondencias entre
los numerales y los objetos.

4.-responden siempre con el Gltimo nimero emitido sin tener en cuenta si
se corresponde o no con la cantidad de objetos (p.e. cuando se cuenta de
forma decreciente).

5.- responden con el numeral mayor de la secuencia de conteo.
6.-comprenden que el Gltimo nimero corresponde y representa la totalidad
del conjunto.

Bermejo, Lago y Rodriguez (1986) observaron que los nifios de
Educacion Infantil respondian a la pregunta de cardinalidad
independientemente del tamafio de los conjuntos, mientras que los
porcentajes de ensayos correctos de conteo se reducian drasticamente
cuando se pasaba de los conjuntos pequefios a conjuntos de mayor tamafio.
De este modo, en conjuntos pequefios de 5 y 9 elementos los nifios de 4 afios
contaban correctamente en el 79% de las ocasiones y respondian
adecuadamente a la cardinalidad en el 90%; cuando el conjunto era grande
(i.e., de 16 y 23 elementos) contaban correctamente en el 38% de las
ocasiones y un 81% daban la respuesta de cardinalidad. Los nifios de 5 afios
ofrecian la respuesta de cardinalidad correcta en el 100% de las situaciones y
contaban correctamente conjuntos pequefios y grandes en un 96%. En una

linea similar Wynn (1990) indic6 que el tamafo de los conjuntos no afectaba
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al principio de cardinalidad, ya que los nifios respondian con el dltimo
elemento de la secuencia de conteo tanto en conjuntos pequefios como
grandes.

Sin embargo, Bermejo, Lago y Rodriguez (1989) sefialan que el conteo
no es mas que uno de los procedimientos que permite la obtencién del
cardinal, no existiendo un nexo directo entre conteo y cardinalidad. Los nifios
no aplican siempre la regla del cuantos, que consiste en contar y contestar
con el ultimo elemento de la secuencia, sino que introducen modificaciones en
la respuesta de cardinalidad e incluso se apoyan en procedimientos diferentes
al conteo.

Los tres principios hasta ahora examinados (i.e., el principio de
correspondencia uno a uno, el principio de orden estable y el principio de
cardinalidad) forman la estructura conceptual del conteo. Es decir, se trata de
principios procesuales que indican a los niflos como han de proceder al

contar y determinar la cantidad de elementos de un conjunto.

(4) Principio de abstraccion

El principio de abstraccion hace referencia a que el nUumero de objetos
de un conjunto es independiente de las cualidades de los elementos del
mismo. Las reglas para contar un conjunto heterogéneo son las mismas que
para contar un conjunto de elementos homogéneos. Brevemente, Von
Glasersfeld y Richards (1983) establecieron diferentes etapas en la aplicacién

de este principio:
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1. Unidades perceptivas: cuentan sélo los objetos que estan dentro de
su campo visual.

2. Unidades figurales: cuentan objetos que no estan disponibles
directamente, pero son representaciones de ellos.

3. Unidades motoras: el numeral adquiere la cualidad de ser contado.

4. Unidades abstractas: pueden prescindir de ayudas externas y contar

cualquier objeto.

(5) Principio de orden irrelevante

Este principio supone que el cardinal de un conjunto no se ve afectado
por el orden de enumeracién. Es condicion necesaria pero no suficiente para
comprender la irrelevancia del orden haber adquirido los tres primeros
principios (i.e., correspondencia uno a uno, orden estable y cardinalidad).

Gelman y Gallistel (1978) afirmaron que los nifios que han adquirido
este principio saben:

- que el item contado es una cosa y no un “1” o un “2”,

- que las etiquetas de conteo son asignadas al objeto de forma

temporal y arbitraria

-y que siempre se obtiene el mismo cardinal.

Podemos concluir este apartado sefialando que la adquisicion de la
habilidad de contar resulta ser un proceso complejo, que se extiende a lo
largo de varios afios y que se basa en el aprendizaje de los principios

anteriormente mencionados. De hecho, como hemos tenido ocasién de ver en
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las paginas anteriores, la adquisicion de estos principios no es un proceso de
todo o nada, sino que cada uno de ellos conlleva una serie de etapas
evolutivas, mas o menos explicitas, por las que atraviesan los nifios. En
efecto, la habilidad de contar se desarrolla a medida que los nifios
comprenden e integran los diferentes principios, que sufren transformaciones
y elaboraciones, adquiriendo progresivamente mayor flexibilidad y robustez.
No obstante, el desarrollo de la habilidad de contar constituye sé6lo el primer
paso del razonamiento matematico. Para que los nifios aprendan a usar los
numeros, deben aplicarlos a objetos y manipularlos bajo una serie de reglas y
algoritmos. Contar es la base para la adquisicion de los procedimientos
aritméticos y conceptos numéricos mas complejos, sofisticados 'y
desarrollados.

Conviene no perder de vista que cuando los nifios aprenden a contar, lo hacen
con un sistema artificial que ha sido inventado hace cientos de afios y que presenta
sus propias dificultades. Como la propia Nunes (1997) sefial6, las dificultades con el
conteo pueden ser inherentes al propio sistema y no al razonamiento matematico

subyacente.
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3. ADICION Y SUSTRACCION

Comenzamos este apartado analizando el concepto y las propiedades de la
adicién y la sustraccién para de este modo poder acercarnos mejor, en un nuevo
apartado al conocimiento informal de los mas pequefios. A continuacion, llevaremos a
cabo un analisis exhaustivo de las diferentes clasificaciones de los problemas verbales
de adicion y sustraccion con el fin de esclarecer y justificar la eleccion de los tipos de
problemas que vamos a utilizar en la parte empirica de este trabajo. Por ultimo,
examinaremos los procedimientos de resolucion empleados por los nifios, lo que nos
va a permitir determinar no sélo los procesos subyacentes a las ejecuciones correctas
e incorrectas, sino conocer también los mecanismos implicados en el cambio

conceptual.

3.1. CONCEPTO Y PROPIEDADES DE LA ADICION Y LA SUSTRACCION.

Los diferentes estudios sobre la adicion tienen como objetivo principal inferir
los procesos cognitivos subyacentes a las respuestas infantiles, asi como dar
explicacion a los cambios experimentados con el tiempo. Se pueden diferenciar dos

grandes lineas de trabajo:
/la centrada en conocer la secuencia evolutiva de adquisicion de la adicion y

sustraccién a partir del andlisis de los procedimientos de resolucién empleados

-25-



Adicion y Sustraccion

por los nifios (p.e. Bermejo, Lago y Rodriguez, 1987; Carpenter y Moser,

1983; De Corte y Verschaffel 1987; Vergnaud, 1982);
v/la segunda interesada en definir los aspectos de la cuantificacién, que se

ocupa de estudiar los procesos de interiorizacion del acto de sumar, es decir,

la unidad de mediciobn sobre la que se aplican los procedimientos (p.e.

Davidov, 1982; Hatano, 1982; Miyamoto y Gimbayashi, 1983).

El trabajo empirico, que méas adelante presentamos, se situaria dentro de la
primera linea de investigacion, ya que nuestro objetivo reside en recoger los
procedimientos de resolucion que los nifios de educacién infantil utilizan para resolver
los diferentes problemas verbales y su evolucion.

Como indicamos en paginas anteriores, la adicién esta vinculada, inicialmente, a la
accion de arfadir y es precisamente a la edad de 3 y 4 afios cuando los nifios
empiezan a comprender esta nocién con nimeros menores a la decena (p.e., Geary,

1995). Este proceso de afiadir se corresponde con la concepcién unitaria de la suma

(Weaver, 1995), segun la cual el conjunto inicial sufre un cambio de estado al
afiadirle un segundo conjunto, que da como resultado su incremento. Esta concepcion
unitaria impide a los nifios resolver con la misma facilidad expresiones 1+N que N+1.
Con el tiempo y la experiencia, llegan a entender que ambas expresiones producen el
mismo resultado. Cuando esto sucede habran superado la concepcion unitaria de la
suma Yy habran captado la irrelevancia del orden en el que se adicionan los sumandos,
es decir, la concepcion binaria. Desde esta concepcidn la adicion se relaciona con la
accion de combinar y no de afadir. De esta forma, se considera la adicibn como la

combinacién de dos conjuntos a los que se les asigna el mismo papel e implica, por
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tanto, la conmutatividad (Weaver, 1982). Esta propiedad y el resto de las propiedades
aditivas (i.e asociativa e identidad) se consideran inherentes al sistema numérico y
son descubiertas por los nifios cuando empiezan a tener sus primeras experiencias en
la resolucién de expresiones aditivas escritas (Bermejo, 1994). En lo que sigue, nos
vamos a referir Unicamente a los estudios sobre la propiedad conmutativa, puesto
gue ademas de ser la propiedad que primero se adquiere (Canobi, Reeve, Pattison,
1998) es la Unica que de algin modo puede aparecer en nuestro trabajo empirico, ya
gue los nifios tan solo tienen la oportunidad de operar con dos cantidades en cada
uno de los problemas, no pudiendo apreciar, por tanto, la propiedad asociativa.
Ademas ninguna de las operaciones propuestas toma el valor cero, lo que a su vez
impide observar su conocimiento sobre la propiedad de identidad.

Como mencionamos unas lineas méas arriba, el proceso de adquisicion de la
propiedad conmutativa resulta anterior al de la asociativa, tal y como demostraron los
trabajos de Canobi, Reeve y Pattinson (1998, 2002) realizados con nifios de primero y
segundo grado de primaria, y otros estudios con nifios de Educacion Infantil (Baroody
y Gannon, 1984; Baroody, Ginsburg y Waxman, 1983; Cowan y Renton, 1996; Siegler
y Jenkins, 1989). En esta misma linea, Rodriguez (1992) con nifios de 5 a 8 afos
descubrid que el empleo de la estrategia “contar desde el mayor” no se puede
desvincular del conocimiento de tal propiedad, comprobando que la adquisicién de la
conmutatividad no se realiza como un proceso de todo o nada, sino que supone un
desarrollo gradual sobre el que inciden diversas variables referidas, por ejemplo, al

contexto en el que se presentan las tareas.
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Por su parte Baroody (1988) y Baroody y Ginsburg (1986) consideraron dos
etapas evolutivas en la adquisicion de la conmutatividad: la protoconmutativa y la
conmutativa. Algunos nifios parecen tener desde muy temprano una nocion primitiva
de la conmutatividad, es decir la protoconmutatividad o “esquema de adicion de
orden indiferente”, que les permite comprender que el orden en que se adicionan los
sumandos no presenta diferencias con la exactitud de la suma, o lo que es lo mismo,
la protoconmutatividad supone que dos nimeros pueden ser combinados en cualquier
orden para producir respuestas correctas, aunque éstas no sean necesariamente las
mismas. Esto Ultimo implica que el orden de los sumandos puede afectar al
resultado. La protoconmutatividad se adquiere como resultado de la experiencia
informal, por lo que no se encuentra ligada a la utilizacion de estrategias mas
avanzadas. Baroody consider6 la conmutatividad como un concepto particularmente
apropiado para ser fomentado mediante el aprendizaje por descubrimiento y que
puede ser descubierto tempranamente por los nifios sin necesidad de tener una
concepcion binaria de la adicion, si se les da la oportunidad de comparar los
resultados de pares conmutados (Baroody, Ginsburg y Waxman, 1983).

Por ultimo, recientemente Wilkins, Baroody y Tiilikainen (2001) establecieron los
siguientes niveles en el desarrollo de la conmutatividad:

Nivel 0: los nifios tienen una concepcion unitaria de la adicién y no presentan

comprension de la conmutatividad; Nivel 1: presentan una concepcion unitaria y

binaria de la adicién y se encuentran en la fase de protoconmutatividad; Nivel 2:

tienen una concepcion unitaria y binaria de la adicion, ademas de la

protoconmutativa y de la conmutatividad en problemas del tipo parte-parte-todo;
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Nivel 3: demuestran una concepcidn unitaria y binaria de la suma, la
conmutatividad en problemas de cambio (“pseudoconmutatividad”) y la
“verdadera” conmutatividad matematica.

En cuanto a la sustracciéon, encontramos que se presenta bajo tres formas
diferentes quitar, comparar y separar. La primera y la tercera corresponden a un
esquema parte-todo, mientras que la segunda supone la comparacién de un conjunto
con otro, de manera que uno de ellos se considera parte del otro.

Una idea bastante extendida es que la ensefianza de la sustraccion se
debe postergar a la de la adicion. Esto es debido a la creencia generalizada
de gue la sustracciéon presenta mayor dificultad que su inversa la adicién. Sin
embargo, esta idea no tiene sustento empirico, ya que los nifios de Educacién
Infantil resuelven problemas verbales de sustraccion sencillos manipulando
objetos fisicos (p.e., Bebout 1990; Bermejo, Lago, Pérez, Bejerano, Dopico,
Lozano y Pintos 1995; Carpenter, Hiebert y Moser, 1983; Bermejo y Rodriguez
1987; De Corte y Verschaffel, 1987; Hudson, 1983). No obstante, se
encuentran datos contrarios cuando los trabajos se realizan con nifios
mayores de Educacion Primaria, ya que ciertos aspectos de la sustraccion les
suponen una gran dificultad. Este hecho podria indicar que la adquisicion del
concepto de sustraccién, ya sea de quitar, completar o separar se produce de
manera gradual y sdélo al final del proceso llegan los nifios a una plena
comprension del mismo. A este respecto, Resnick y Omanson (1987)
argumentaron que la comprensién auténtica de la sustracciéon supone la

adquisicion de cuatro principios: la composicion aditiva de las cantidades, es
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decir, todo numero esta formado por otras cantidades (p.e., la cantidad 6
ademas de representar la cardinalidad de un conjunto con 6 elementos, se
compone de cantidades como 4 y 2, 3 y 3, etc.). La comprension de este
principio resulta imprescindible para la resolucidn de expresiones sustractivas
como 6-2, que seria imposible de resolver sin entender que el 6 puede
descomponerse en 4 y 2. El segundo principio, /os valores convencionales de
la notacion decimal, es una consecuencia del anterior, de modo que en la
aritmética escrita los valores de los simbolos depende de sus posiciones
espaciales en el sistema decimal. De este modo, por ejemplo, el nUmero 6 no
tiene el mismo valor si ocupa el lugar de las unidades o decenas (i.e., 16 ¢
61), puesto que en el sistema decimal cada posicion hacia la izquierda
representa un valor diez veces mayor que el anterior. El tercer principio se
refiere a la realizacion de calculos por partesy supone gque toda cantidad esta
compuesta de otras cantidades, lo que permite operar con o entre las partes
(por ejemplo, en la expresién 25-12, podemos descomponer ambos términos
en 20+5 y 10+2, y restar las unidades del sustraendo a las unidades del
minuendo 5-2 e igualmente las decenas 20-10). El ultimo principio es el de
recomposicion y conversion de la cantidad del minuendo. Teniendo en cuenta
gue para los niflos de Educacion Primaria resulta dificil la comprensién de los
numeros negativos es necesario recomponer el minuendo cuando sea menor
gue el sustraendo (por ejemplo, en la sustracciéon 32-27 no se pueden

descomponer sin mas porque nos guedaria 30-20 y 2-7, la descomposicién
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para esta expresion, siguiendo este principio, quedaria 20-20 y 12-7 para
evitar los numeros negativos).

La mayor complejidad de la sustraccion tiene su explicacién por un lado,
como acabamos de ver, en la dificultad inherente a la propia operacién y por
otro, en la extrapolacién que se hace de los atributos y estrategias de la
operacion aditiva a la sustractiva (p.e., Fuson, Wearne, Hiebert, Murray,
Human, Olivier, Carpenter y Fennema, 1997). Dicha extrapolacion explicaria el
hecho de que en los estudios realizados con nifios de Educacion Infantil no se
presenten diferencias sustanciales en la forma de resolver los problemas de
adicion y sustraccién, aunque esto no lleve aparejado el mismo grado de
eficacia. No obstante, los aspectos diferenciales entre una operacion y otra
resultan evidentes:

A) La adicién engloba dos concepciones diferentes: la unitaria y la
binaria, mientras que la sustraccion es una operacion unidireccional por lo
gue no se puede dar esta doble polaridad. En la sustraccion tenemos un
conjunto inicial del que extraemos la cantidad correspondiente al segundo
conjunto, lo que conlleva logicamente la modificacion del conjunto inicial. La
unidireccionalidad queda patente en el hecho de que no se permite el cambio
de papel entre los dos conjuntos.

B) La sustraccion no posee las mismas propiedades que la adicion (p.e.,
5-3 no da el mismo resultado que 3-5), salvo la propiedad de identidad (i.e.,

si a un namero se le resta 0 sigue siendo el mismo namero).
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3.2. CONOCIMIENTO INFORMAL SOBRE LA ADICION Y LA SUSTRACCION

EN LOS NINOS DE EDUCACION INFANTIL.

Sabemos que las operaciones aritméticas elementales estan presentes en las
acciones cotidianas de los nifios, es decir, las conocen y practican antes de su
ensefianza formal dentro de las aulas (p.e. Cowan y Renton, 1996; Fuson, 1982;
Klein, 1984; Siegler, 1987; Siegler y Robinson, 1982; Starkey, 1992). Al principio, la
operacién de sumar se vincula con la accion de afiadir o “poner” y la de restar con la
accion de quitar, separar, comparar o dar el cambio. Los efectos producidos por las
acciones de “quitar” y “poner” permiten a los nifios descubrir que se trata de procesos
inversos: si la adicibn aumenta un conjunto, la sustracciébn lo disminuye (p.e.
Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; Resnick, 1983; Riley, Greeno y Heller, 1983). En
esta misma linea, sefald Bryant (1987) que si bien los nifios de 3 a 5 afios no
conocen la relacion de inversion entre ambas operaciones, son capaces de realizar
sumas y restas con cantidades pequeiias.

En otras palabras, el conocimiento informal va mas alld de los procedimientos
de subitizing y conteo. Diversas investigaciones han demostrado que los nifios
pequefios conocen los efectos de la adicion o la sustraccion de pequefios conjuntos
sin necesidad de contarlos (p.e., Bryant, 1997; Ginsburg, Klein y Starkey, 1998; Rittle-
Johnson y Siegler, 1998; Wynn, 1998). En efecto, en un estudio clasico llevado a cabo
por Siegler y Robinson (1982) observaron que los nifios de 3 a 5 afios resolvian
problemas verbales simples en los que habia un conjunto de objetos imaginarios que

se transformaban (p.e., Si tienes “m” naranjas y yo te doy “n” naranjas ¢cuantas
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naranjas tienes ahora?). En concreto los nifios de 3 afios ejecutaban con éxito el
problema si los nidmeros usados eran pequefios, mientras que los de 4 a 5 afios
podian solucionar problemas con cantidades numéricas mayores utilizando una gran
variedad de estrategias. En la misma linea, Starkey y Gelman (1982) hallaron que los
ninos de 3 aflos no usaban espontaneamente estrategias de conteo, sino que
utilizaban “estrategias cerradas” en los problemas de adicién, mientras que los de 4
recurrian espontaneamente a “estrategias de conteo abiertas” para resolver los
distintos problemas aritméticos. Las “estrategias cerradas” consistian en
procedimientos ligados directamente a la estructura del problema. Por ejemplo, para
resolver el problema “Maria tiene 3 galletas y Ana le da 4 galletas. ;Cuantas galletas
tiene ahora Maria?”, los nifios representaban a Maria y Ana, después las galletas
correspondientes a una y otra y por ultimo, juntaban todas las galletas y las
contaban. Las “estrategias abiertas” eran aquellas que estaban menos ligadas a los
datos irrelevantes del problema e incluian el conteo verbal (contaban sin necesidad de
utilizar material fisico) y las de conteo con los dedos (usaban los dedos para sustituir
a los objetos fisicos y después los contaban).

En general, estos y otros trabajos permitieron concluir que las “estrategias
cerradas” aparecian primero y se utilizaban en problemas con conjuntos pequefios,
mientras que las “estrategias abiertas” se desarrollaban mas tarde y servian para
contar conjuntos grandes. Estas ultimas, resultaban mas eficaces y mostraban un
grado de conocimiento matematico mas elevado.

El conocimiento informal de la sustraccion ha sido menos estudiado que el de

la adicién, aunque parece que ambos siguen desarrollos paralelos. Investigaciones
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como las de Siegler (1987) o Starkey y Gelman (1982) demostraron que los nifios
utilizaban estrategias similares de resolucién en la adicién y la sustraccion.

Parece claro, como hemos sefalado anteriormente, que los nifios conocen que
la adicion “hace mas grande” y la sustraccién “mas pequefio”, tanto en un conjunto
Gnico como en la comparacion de dos conjuntos, pero cuando los conjuntos iniciales
no resultan equivalentes tienen mayor dificultad. Por ejemplo, Klein (1984) presento a
los nifios dos hileras con 8 objetos cada una, de modo que pudieran observar su
equivalencia y los interrogé acerca de la misma. Posteriormente, afiadian o quitaban
dos elementos en una de las hileras. Los nifios respondian correctamente a la
pregunta sobre si habia mas o0 menos que antes. Sin embargo, cuando los conjuntos
de partida no eran equivalentes (p.e., en una fila hay 7 y en la otra hay 10) y se
afiadian dos elementos a la fila menor, los nifios mas pequefios cometian errores
consistentes, por ejemplo, en considerar sélo la direccion (i.e., aumento o
decremento) en que se transformaba el conjunto sin tener en cuenta la desigualdad
inicial entre ellos. Los nifios de Educacion Infantil mayores tenian en cuenta ambos
conjuntos, pero se equivocaban al hacer la adicién. Aproximadamente, hasta los 6 6 7
afnos no se observaba un progreso significativo en este tipo de problema.

Hasta aqui hemos tenido ocasion de analizar cuéles son los conocimientos
informales que tienen los mas pequefos acerca de la adicién y la sustraccion, pero
debemos sefialar que hay otros factores como la estructura del enunciado, que
afectan a la resolucion de los diferentes problemas. Hughes (1981) demostrd, por
ejemplo, que el tipo de pregunta que se plantea en los problemas provoca grandes

diferencias en la resolucion de los mismos por parte de los nifios pequefios. En esta
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linea, estudios mas recientes analizaron la influencia del enunciado del problema en el
rendimiento mediante la reformulacion de los mismos (i.e., problema rutinario vs
problema reformulado), concluyendo que los problemas planteados bajo la
reformulacion realista generan un mayor nimero de respuestas correctas a la hora de
solucionarlos ( p.e., De Corte, y Verchaffel, 1987; Hudson, 1983; Lago, Rodriguez,

Dopico y Lozano, 2001).

3.3. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS VERBALES DE ADICION Y

SUSTRACCION.

En general, los problemas de adicion y sustraccion mas sencillos se caracterizan
por estar integrados por dos partes, la informativa y la pregunta, ademés de tres
cantidades, dos de las cuales se dan como dato en la parte informativa y la otra
forma parte de la pregunta. Existe evidencia empirica reiterada que demuestra que
ante los mismos algoritmos y cantidades los nifios resuelven mejor unos tipos de
problemas que otros (p.e., Aguilar y Navarro, 2000; Bermejo, Lago y Rodriguez,
1998; Christou y Philippou, 1998; Lago, Rodriguez, Zamora y Madrofio, 1999; Riley y
Greeno, 1988 ). Estos resultados ponen de manifiesto la existencia de factores que
nada tienen que ver con las habilidades matematicas que poseen los sujetos. A la
hora de explicitar dichos factores se ha recurrido a establecer distintas clasificaciones
de los problemas verbales para determinar las diferencias entre ellos. Las primeras
clasificaciones atendian a criterios linguisticos, estudiando aspectos como el tiempo

verbal, el nUmero de palabras, el tipo de vocabulario (Nesher,1982). Sin embargo, los
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estudios mas recientes indican que la estructura semantica de los problemas
desempefia un papel relevante a la hora de esclarecer los procesos cognitivos, que
ponen en marcha los nifios en su resolucion (p.e., Bermejo y Rodriguez, 1990; De
Corte, Verschaffel y Pauwels, 1990; Ginsburg, Klein y Starkey, 1998; Renninger y
Staris, 1995). En efecto, Heller y Greeno (1978) sefialaron que los problemas verbales
gue requieren la misma representacion pueden presentar diferentes estructuras
semanticas. En concreto, establecieron tres tipos: a) cambio, b) combinacién y ¢)
comparacién. En términos generales, estas tres categorias se diferencian entre si
dependiendo de que describan situaciones dinamicas (i.e., los problemas de cambio)
o estaticas (i.e., los problemas de combinacion y comparacién). Veamos cada uno de

ellos con mas detalle:

1. Los problemas de cambio hacen referencia a un suceso que introduce
modificaciones en una cantidad inicial. Por ejemplo, en la adicion: “Maria tiene 3
galletas y Ana le da 2 galletas mas, ;cuantas galletas tiene ahora Maria?’. En la
sustraccion: “Maria tiene 5 galletas y se come 2 galletas, ;cudntas galletas tiene

ahora Maria?” .

2. Los problemas de combinacién muestran dos cantidades disjuntas, que
pueden considerarse independientemente o como partes de un todo. Esta categoria
solo admite formulaciones en términos de adicidon. Por ejemplo: “Maria tiene 2
galletas y Ana tiene 3 galletas, ;cuantas galletas tienen entre las dos?”.

3. En los problemas de comparacion se presenta la relacion entre dos

cantidades disjuntas, bien para determinar la diferencia entre ellas, bien para

averiguar una cantidad conociendo la otra. Por ejemplo: “Maria tiene 4 galletas. Ana
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tiene 2 galletas mas que Maria, (cuantas galletas tiene Ana?”. En términos de
sustraccién seria: “Maria tiene 4 galletas. Ana tiene 2 galletas menos que Maria,
ceuantas galletas tiene Ana?”.

A su vez estas tres categorias se subdividen en otras dependiendo de dénde
se encuentre la incognita (i.e. en el primer término, en el segundo o en el resultado).
Asimismo, los problemas de cambio y comparacién se subdividen dependiendo de la
direccion del cambio (i.e. incremento o decremento) o de la relacién en el caso de los
problemas de comparacion (i.e. mas que o menos que). En conjunto, se puede
obtener un total de 14 tipos de problemas diferentes (ver Tabla 1).

Estas tres categorias las vamos a encontrar de modo mas o menos explicito en
algunas de las clasificaciones de los distintos autores. Entre estas cabe mencionar la
de Carpenter y Moser (1982), quienes clasificaron los problemas atendiendo a varias
dimensiones: la primera basada en el caracter dinamico vs estatico de la relacion
entre los conjuntos del problema, la segunda referida a la relacion entre un conjunto
y sus subconjuntos, la tercera establece si se produce un incremento o decremento
de la cantidad inicial y se aplica s6lo a los problemas que implican accion y finalmente
la cuarta, tiene que ver con el lugar en que se ubica la incégnita. Conjugando estas
cuatro dimensiones identificaron seis categorias de problemas: union, separacion,
parte-parte-todo, comparacién, igualacion de afiadir e igualacién de quitar. Si se tiene
en cuenta la ubicacion de la incégnita, entonces se obtiene un total de 17 problemas,
ya que en el problema parte-parte-todo la incognita tan solo aparece en una de las
partes o en el resultado. Los problemas de unién y separacion corresponden a los

problemas de cambio de adicion y sustraccion, los de parte-parte-todo a los de
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combinacién y, por ultimo, los de comparacion reciben el mismo nombre. Por tanto, la
novedad mas importante esta en los problemas de igualacion. Estos problemas
suponen la comparacion de dos conjuntos disjuntos y una accién implicita que ha de
aplicarse a uno de los subconjuntos para hacerlo equivalente a otro (p.e., “Maria tiene

5 galletas y Ana 3. ¢(Cuantas galletas necesita Ana para tener las mismas que

Maria?’).
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Tabla 1: Clasificacion de problemas verbales aditivos y sustractivos.

Adicion-cambio
- Maria tenia 3 galletas y Ana le da dos mas. ;Cuadntas galletas tiene ahora Maria?.
- Maria tenia 3 galletas, Ana le dio alguna galleta mas. Ahora tiene 5 galletas.
cCuantas galletas le dio Ana?
- Maria tenia algunas galletas. Ana le dio 2 galletas mads. Ahora Maria tiene 5
galletas. ;Cuadntas galletas tenia Maria?
Sustraccion-cambio
- Maria tenia 5 galletas. Le dio 2 galletas a Ana. ;Cudntas galletas tiene ahora Ana?.
- Maria tenia 5 galletas. Le dio algunas galletas a Ana. Ahora Maria tiene 3 galletas.
¢Cudntas galletas le dio a Ana?.
- Maria tenia algunas galletas. Le dio 2 galletas a Ana. Ahora Maria tiene 3 galletas.
¢Cudntas galletas tenia Maria al principio?
Combinacion
- Maria tiene 3 galletas y Ana tiene 2 galletas. ;Cuantas galletas tienen entre las
dos?
- Maria y Ana tienen 5 galletas entre las dos. Maria tiene 3 galletas. (Cuadntas
galletas tiene Ana?.
Adicion-comparacion
- Maria tiene 5 galletas. Ana tiene 2 galletas. ;Cuadntas galletas tiene Maria mas que
Ana?
- Maria tiene 3 galletas. Ana tiene 2 galletas mads que Maria. ;Cuadntas galletas tiene
Ana?.
- Maria tiene 5 galletas. Tiene 3 galletas mas que Ana. ;Cuantas galletas tiene Ana?
Sustraccion-comparacion
- Maria tiene 5 galletas. Ana tiene 2 galletas. ;Cuantas galletas tiene Ana menos
que Maria?.
- Maria tiene 5 galletas. Ana tiene 2 galletas menos que Maria. ;Cuadntas galletas
tiene Ana?.
- Maria tiene 3 galletas. Tiene 2 galletas menos que Ana. ;Cuantas galletas tiene

Ana?.

-39-




Adicion y Sustraccion

En 1983, estos mismos autores realizaron una nueva clasificacién, organizando
los problemas en las categorias de cambio (i.e., de unién o separacién), comparacion
(i.e., seis tipos dependiendo de si se desconoce el conjunto de referencia, el de
comparacién o la diferencia entre ambos, asi como si el conjunto mayor es el de
referencia o el de comparacion), igualacion (i.e., de unir o de quitar) y combinacion.
En trabajos posteriores (1993, 1996, 1999) retoman la clasificacion del afio 1982

diferenciando nuevamente cuatro tipos de problemas: unidn, separacidn, parte-parte-

todo y comparacién. En esta propuesta dejaron al margen los problemas de

igualacion y le dieron mayor importancia a los tipos de acciones y relaciones descritas
en los problemas. Asi, los de union implican una accién directa en la que una cantidad
inicial se ve incrementada por otra cantidad determinada, considerando tres tipos de
problemas: conjunto inicial desconocido, conjunto de cambio desconocido y resultado
desconocido. Los problemas de separacion son semejantes a los anteriores, salvo que
en la cantidad inicial se produce un decremento. En los de parte-parte-todo las
relaciones entre un conjunto y los dos subconjuntos disjuntos no implican accién sino
gue son estaticas, diferenciandose dos tipos de problemas dependiendo de que la
incognita esté en el resultado (el todo) o en los subconjuntos (partes). Por dltimo, los
de comparacion resultan semejantes a los anteriores, pero en los primeros se produce
la comparacién de dos conjuntos disjuntos y en éstos se compara un conjunto y sus
subconjuntos. En estos problemas se distinguen tres subtipos: diferencia desconocida,
conjunto de comparacion desconocido y referente desconocido.

Romberg y Collis (1978) propusieron una clasificacion similar que incluia

cuatro categorias: los problemas de cambio (i.e., son dindmicos e implican accién),
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los de combinacion (i.e., son situaciones estaticas que no implican accién), los de
comparacién (i.e., son situaciones estaticas en las que un conjunto es comparado con
otro) y los problemas de igualacién (i.e., accion llevada a cabo sobre un conjunto que
hace que éste se iguale a otro). Cada uno de estos tipos de problemas comprende
seis formas diferentes dependiendo que se trate de un problema de adicion o
sustraccion y del lugar donde se encuentre la incognita

Por su parte Vergnaud en 1982 establecié6 una clasificacion con seis
categorias, que atiende a tres criterios principales: medida, transformacion y relacién
estatica y que da lugar a los siguientes tipos de problemas: composicion de medidas,
transformacién que une dos medidas, relacion estatica que une dos medidas,
composicion de dos transformaciones, transformacion que conexiona dos relaciones
estaticas y composicion de relaciones estaticas.

La primera categoria, composicion de medidas, se corresponde con los
problemas de combinacién: dos medidas dan lugar a una nueva medida.

En la segunda categoria, transformacion que une dos medidas, resulta
equivalente a los problemas de cambio: una transformacién opera sobre una medida
para asignar otra medida.

La tercera categoria, relacion estdtica que une dos medidas, muestra la
relacion entre dos medidas y guarda relacién con los problemas de comparacion.

La cuarta categoria, composicion de dos transformaciones, se restringe al
conjunto de los nameros naturales y describe meramente una situacion de doble

cambio, es decir, dos transformaciones se componen para dar lugar a otra
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transformacion. Por ejemplo: “Maria tenia ayer 5 galletas. Hoy se comio 2 galletas,
ceuantas galletas le quedan?”.

En la quinta categoria, transformacion que une dos relaciones, una
transformacién que opera sobre un estado relativo da lugar a un nuevo estado
relativo. Por ejemplo: “Maria le debia 5 galletas a Ana. Le devuelve 2, ;cudntas le
debe?”. Esta categoria pone de relieve un tipo de relacion, que no habia sido
considerada en las restantes clasificaciones de los problemas verbales.

En la sexta categoria, composicion de relaciones estaticas, recoge aspectos
relacionados con la propiedad transitiva de dos relaciones estéticas (p.e., “Maria tiene
1 galleta mads que Ana y Ana tiene 2 galletas mas que Pedro, ;cuadntas galletas tiene
Maria mas que Pedro?).

La propuesta de Fuson (1992) se bas6 en dos aspectos esenciales a la hora de
clasificar los problemas de adicidon y sustraccién. El primero se refiere al tipo de
operacion implicada, unitaria o binaria, y el segundo a la estructura, estatica o
dindmica. Se entiende por operacion binaria cuando hay dos cantidades disjuntas con
las que se opera para producir una tercera. La unitaria considera la adicién como un
cambio de estado.

Teniendo en cuenta la estructura, Fuson indicé que las situaciones estaticas
son aquellas en las que las cantidades implicadas en el problema no cambian. Por
ejemplo: “Maria tiene 5 galletas y Ana tienen 3, ;cuantas galletas tienen entre las
dos?”. Sin embargo, las estructuras dinamicas suponen un cambio en una de las
cantidades implicadas. Por ejemplo: “Maria tiene 5 galletas y Ana le da 3 mas,

ceuantas galletas tiene ahora Maria?”.

-42-



Adicion y Sustraccion

De este modo Fuson distinguio tres situaciones diferentes de adicion y sustraccion:
a) activa con operacion unitaria: los problemas de cambio de afiadir y cambio
de quitar
b) activa con operacién binaria: problemas de combinacion fisica en la adicion
y los de igualacién en la sustraccion
) estatica con operacion binaria: aqui sitta los de combinacion conceptual en
la adicion y los de comparacion en la sustraccion.
La distincién entre combinacion fisica y conceptual reside en que, en la
primera, la combinacion se hace explicita usando términos de inclusion (p.e., “Maria

tiene 5 galletas. Ana tiene 3 galletas. ;Cudntas tienen entre /as dos?”), mientras que

en la conceptual las palabras clave permiten la resolucién correcta a los nifios que
aun no poseen el concepto de inclusion (p.e., “Maria tiene 6 galletas, 2 son redondas
y el resto cuadradas, ;cudntas galletas cuadradas tiene Maria?”).

Otras clasificaciones como la de Bermejo y Cols., (1998) consideraron el hecho
de que el problema implique la presencia de uno o dos sujetos. En el primer caso,
cuando afecta a un Unico sujeto hay dos situaciones: una que implica accién y otra en

la que no hay accion. En la primera se situan los problemas de cambio, mientras que

en las situaciones en las que no hay accion las dos cantidades pueden combinarse
dando lugar a un problema de combinacién, compararlas lo que permite formular un
problema de comparacion o preguntar por un cambio implicito que las iguale
hallandonos entonces ante un problema de igualacidn.

Cuando estan implicados dos sujetos, aparecen dos opciones: accién que

afecta a alguna de las cantidades y no accion. En la primera, la accién puede
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proceder de un cambio interno, de modo que uno de los sujetos altera su cardinal
aumentando el del otro (p.e., “Maria tiene 5 galletas y Ana tiene 4, Ana le da 2
galletas a Maria”, En este caso los nifios han de poder controlar dos operaciones
distintas a la vez. Por el contrario, la accién puede venir por un cambio externo en el
gue alguno de los sujetos cambia su cardinal. Asi, nos hallariamos ante un problema
de cambio con datos irrelevantes (p.e., "Maria tiene 4 galletas y Ana tiene 3 galletas.
Maria se encuentra 3 galletas, ;cuantas galletas tiene Maria?”). No obstante, esta
situacion también puede describirse teniendo en cuenta la relacion entre los
cardinales correspondientes a los dos sujetos. De ahi que los autores propusieran una
nueva categoria denominada relacional, en la que hay una relacién inicial de dos
sujetos que mediante un cambio externo produce una relacion final (p.e., Maria tiene
3 galletas y Ana tiene 2 galletas mds que Maria. La madre de Maria le da 4 galletas.
cCuantas galletas tiene ahora Maria mas que Anaz.

En las situaciones en las que no hay accion, si los dos cardinales son distintos
se dan tres posibilidades: un cambio hipotético que los iguale, la comparacion de
cardinales o la uniéon de cardinales con lo que se obtendrian las categorias ya
conocidas de igualacion, comparacion y combinacion.

A pesar de la variedad terminoldgica utilizada por los diferentes autores (ver
Tabla 2), podriamos concluir diciendo que todos ellos aceptan y reconocen la
existencia de cuatro categorias: cambio, combinacion, comparacién e igualacion. Esta
Gltima es la que implica una mayor polémica, ya que no aparece en algunas
clasificaciones y es la menos estudiada por parte de los investigadores. En nuestro

trabajo de investigacion tomamos dos de estos tipos de problemas: los de cambio y
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comparacioén, ya que ambos se pueden formular en términos aditivos y sustractivos y
como veremos en el apartado de multiplicacion y divisién, tienen su correlato en estas

dos operaciones.
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3.4. SECUENCIACION DE LOS PROBLEMAS VERBALES DE ADICION Y

SUSTRACCION.

Como sefialamos en el apartado anterior, numerosos estudios han
demostrado que los nifios obtienen niveles de rendimiento distintos dependiendo
del problema verbal que se les proponga ( p.e., Bermejo y Rodriguez, 1990 a;
Carpenter, Moser y Bebout, 1988). Ademéas de la estructura semantica otros
factores también afectan a los niveles de ejecucion, como son el tamafio de las
cantidades, el nivel de abstraccion de los sumandos, la ubicacion de la incégnita,
el tipo de sentencia (i.e., candnica 0 no candnica) y la presencia o no de ayudas.

En lo referente a la estructura semantica numerosos trabajos han puesto
de manifiesto que los problemas mas faciles de resolver son los de cambio (p.e.,
Bermejo, Lago y Rodriguez, 1994; Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Empson,
1999; De Corte y Verschaffel, 1987; Lago, Rodriguez y Caballero 1999). Ello se
debe a que este tipo de problemas conllevan accién y existe un Unico poseedor
gue aumenta o decrementa su cantidad inicial. En cambio, los problemas de
comparaciéon y combinacion resultan mas dificiles, ya que suponen relaciones
estaticas e implican mas de un poseedor. Los problemas de igualacién son més
complejos que los de combinacion, pero mas sencillos que los de comparacion
(Bermejo y Rodriguez, 1987c; Aguilar, Alcalde, Marchena y Navarro, 1998)

Teniendo en cuenta esto, en orden decreciente de dificultad se podria
establecer la siguiente jerarquia: comparacion, igualacion, combinacién, y

cambio. Esto no significa que se adquiera primero la nocion de cambio en todas
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las circunstancias, sino que se desarrolla en paralelo con las nociones de
comparaciéon, combinacion e igualacion.

Como acabamos de mencionar unas lineas mas arriba, parece que los
problemas de comparacién son muy complejos para los nifios. En efecto, segun
se ha demostrado en algunos estudios los problemas que contienen sentencias
relacionales en las que un conjunto se define en funcion de otro resultan mas
dificiles y esta dificultad aumenta, cuando la operacion aritmética no es
consistente con la sentencia de relacion (p.e., Bermejo y Rodriguez, 1990b;
Bermejo, Lago y Rodriguez, 1998; Fuson, Carroll y Landis, 1996; Lago,
Rodriguez, Dopico y Lozano, 2001; Lewis, 1989; Mwangi y Sweller, 1998;
Verchaffel, De Corte y Pawels, 1992). Con el fin de solventar estas dificultades se
ha procedido a la reformulacién de estos problemas. Uno de los trabajos
pioneros es el de Hudson (1983) en el que mostré que los nifios de Educacion
Infantil eran capaces de resolver problemas de comparaciébn cuando se
reformulaba el enunciado. En concreto, les planted dos cuestiones: la habitual en
los problemas comparativos (i.e., ¢Cuéntos pajaros hay mas que gusanos?), y
otra reformulada (i.e., Imagina que todos los pajaros corrieran y que cada uno
intentase coger un gusano, ¢;cudntos pajaros se quedarian sin gusano?). El
problema resulté mas facil en el segundo caso, ya que propiciaba la puesta en
marcha de una estrategia de emparejamiento. Mas recientemente, Lago,
Rodriguez, Dopico y Lozano (2001) evaluaron a nifios de 5 a 7 afios en
problemas de comparaciébn con enunciado tradicional y con enunciado
reformulado, utilizando o no material fisico como ayuda. Comprobaron que

cuando se reformulaban los problemas mediante la dinamizacion de la pregunta
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y ademas se utilizaba material que permitia la representacién del enunciado
mejoraba notablemente el rendimiento de los nifios.

Otras variables que explican la complejidad de los problemas guarda
relacion con el lugar en que se encuentra la incégnita. La dificultad mayor surge
cuando la cantidad no conocida se encuentra en el conjunto de partida, es decir,
en el primer sumando (Carpenter, 1986). Estos datos son congruentes con la
hipotesis del esquema unitario, ya que los nifios no son capaces de “trasladar” la
incognita al segundo sumando para que el problema verbal sea mas féacil. Esta
afirmacion resulta igualmente valida tanto para los problemas de cambio como
para los de combinacion. En los de comparacion la dificultad es maxima cuando
se desconoce el conjunto de referencia o el de comparacién, por ejemplo: “Maria
tiene 6 galletas. Tiene 3 mds que Ana. ;Cuantas galletas tiene Ana?” (Bermejo y
Rodriguez 1990a).

En los trabajos con nifios pequefios se ha comprobado que la presencia
de ayudas, como pueden ser dibujos o material concreto que se pueda
manipular, facilita el proceso de representacion del problema, lo que repercute
favorablemente en los resultados (Carpenter y Moser, 1982; Pepper y Hunting,
1998). Asi, Carpenter y cols. (1993) mostraron que los nifios de Educacion
Infantil, tenian éxito en problemas de comparacion de sustraccion en los que se
desconocia el resultado y en los problemas de cambio con la incognita en el
conjunto de cambio (i.e., segundo sumando), cuando recibian materiales para
representar las acciones descritas en el problema. De modo semejante, Bermejo

y Rodriguez (1987) encontraron que un 52% de los nifios de 5-5;6 afios y el
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64% de los niflos de 6;6-6 afios eran capaces de resolver problemas de
igualaciéon cuando disponian de objetos para representar el problema.

En cuanto a la magnitud de los sumandos, existe una cierta relacion entre
las magnitudes que se presentan en el problema y el tipo de estrategia que
utilizan para resolverlo.

Al margen de los factores anteriormente considerados para explicar las
dificultades que presentan los nifios ante los diferentes tipos de problemas, se
han propuesto dos modelos explicativos generales: el l6gico-mateméatico (p.e.,
Briars y Larkin, 1988; Riley y Greeno, 1988) y el linguistico (p.e., Cummins,
1991; Davis-Dorsey, Ross y Morrison, 1991; De Corte, Verschaffel y De Win,
1987). Los autores que defienden el punto de vista l6gico-matematico consideran
que los errores de los nifios en las tareas verbales se deberian a la falta del
conocimiento conceptual necesario para resolverlos correctamente. Asi, por
ejemplo, Riley y Greeno (1988) establecieron tres niveles de desarrollo
dependiendo del nivel de conocimiento. En el nivel I, los nifios representaban
adecuadamente las proposiciones en las que se especifica la cantidad, podian
construir conjuntos y comprender cuestiones relativas a los conjuntos, pero eran
incapaces de resolver problemas con la incognita en uno de los sumandos. En el
nivel Il, poseian un esquema que les permitia asignar a los objetos como
miembros del conjunto principal y de los subconjuntos. Por uGltimo, en el nivel 111,
la incorporacion del esquema parte-parte-todo facilitaba la representacion de las
relaciones existentes entre todos los elementos del problema.

Desde el punto de vista de Cummins (1991) los nifios preescolares tenian

a menudo més conocimiento sobre las relaciones l6gicas de lo que se suponia,
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como se demostraba en el hecho de que tenian una cierta comprensién del
esquema parte-parte-todo.

Por el contrario, los autores que defienden el punto de vista linguistico
consideran que ciertos tipos de problemas verbales son dificiles de resolver
porque emplean formas linguisticas que no tienen una proyeccién adecuada en
las estructuras conceptuales de los nifios, lo que hace que ciertas palabras y
frases puedan resultar ambiguas. En otras palabras, ademas de la estructura
semantica y el lugar ocupado por la incognita, la formulacién verbal (i.e., el
grado en que en el texto se explicitan las relaciones entre las cantidades
conocidas y desconocidas, y el orden de presentacién de la informacion) influye
en la facilidad o dificultad que los nifios tienen para resolver las tareas. Bajo esta
perspectiva, la representacion significativa del problema se ve afectada tanto por
variables internas (i.e., procesamiento de la informacion) como externas (i.e., la
instruccion). En las variables internas no se puede intervenir, pero si se pueden
manipular las variables externas mediante la reformulacién y la personalizacion
del contexto en el que se presentan las tareas.

En 1991 Cummins realiz6 un estudio para comprobar qué factores tenian
mas peso en la interpretaciébn que hacian los nifios de los problemas verbales.
Los resultados de este y otro estudio posterior demostraron que, por una parte,
habia una relacion directa entre tener éxito en la solucion de los problemas
verbales y la habilidad para conceptuar adecuadamente las situaciones descritas
en el mismo y, por otra, que los errores cometidos en la resoluciéon de problemas

verbales eran causados por interpretaciones incorrectas de ciertas expresiones.
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Estas interpretaciones constituyen el resultado de la dificultad para traducir esas
expresiones al esquema conceptual correspondiente.

En una linea semejante Davis-Dorsey, Ross y Morrison (1991) trataron de
ver la incidencia de la personalizacion y la reformulacién de los problemas,
comprobando que los nifios de 2° y 5° curso obtenian mejores resultados cuando
se presentaban situaciones reformuladas y personalizadas. La personalizaciéon
incrementaba la motivacion en los nifios, favorecia la representaciéon mental y
allanaba el establecimiento de conexiones entre el texto del problema y los
esquemas conceptuales existentes.

A modo de conclusion general, cabria sefialar que si bien se observa una
cierta progresion en el tipo de problemas que resuelven los nifios, es dificil
establecer de forma rigida y unidireccional una jerarquia, ya que son muchos los
factores que influyen en el éxito infantil, entre ellos, la presencia o no de objetos
que permitan la representacién del problema, la estructura semantica de los
mismos y el lugar en que se encuentra la incégnita. Ademas, como sefiala
Bermejo y col., (1998) una dificultad adicional a la hora de establecer jerarquias
procede a menudo de la imposibilidad para aunar criterios, debido a que los
niveles escolares considerados por los diferentes autores no resultan
homogéneos, y también, a que encontramos escasez de estudios que investiguen
en un mismo trabajo las diferentes operaciones y las diferentes categorias de
problemas. La mayoria de estudios se centran tan sOlo en una o varias
categorias, pero no en todas y ademas, no utilizan todos los subtipos dentro de
una misma categoria, lo que unido a la variabilidad de las diferentes condiciones

en las investigaciones hace complejo establecer conclusiones generales. No
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obstante, también estamos en condiciones de afirmar que los nifios de Educacion
Infantil son capaces de resolver problemas con estructura de cambio de adicién y
sustraccion si la incognita se encuentra en el resultado y cuentan con ayuda de
material para la representacion, pero como hemos visto en los trabajos de
reformulacion también pueden resolver problemas con estructuras mas
complejas (i.e., problemas de comparacion), asi como problemas con la incégnita

en uno de los sumandos.

3.5. ESTRATEGIAS Y ERRORES EN LA RESOLUCION DE LAS TAREAS DE

ADICION Y SUSTRACCION.

El estudio de los procedimientos de resolucion que emplean los nifios para
resolver los diferentes problemas resulta de gran importancia para conocer los
procesos subyacentes a las ejecuciones correctas e incorrectas y establecer los
mecanismos implicados en el cambio conceptual. Por esta razon, en los ultimos
afios han proliferado los estudios basados en el examen de esos procedimientos
de resolucion (p.e., Beishuizen, Van Puttlen y Van Mulken, 1997; Bertelli, Joanni
y Martlew, 1998; Blote, Klein y Beishuizen 2000; Cobb, 1995; Deboys y Pitt,
1995; Lefevre, Sadesky y Bisanz, 1996; Lozano, 2001; Siegler y Stern, 1998;
Thompson, 1999; Verschaffel, De Corte, Lamote y Dherdt, 1998). En lo que
sigue, analizaremos exhaustivamente las estrategias correctas e incorrectas
hasta ahora identificadas, prestando especial atencion a las estrategias basadas
en la habilidad de contar, cuyo protagonismo sera indudable dada la edad de

nuestros sujetos.
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3.5.1. Estrategias de representacion directa.

En esta categoria se incluyen aquellos procedimientos de resolucién
en los que los nifios usan los dedos o cualquier otro objeto para
representar cada uno de los términos del problema verbal, contando a
continuacion todo para obtener el resultado. Dependiendo de cédmo se
lleve a cabo la representacion del problema y el conteo final, podemos

considerar diferentes tipos de estrategias en la adicion:

v/ Juntar todo.

Es considerada la estrategia mas elemental y estd presente antes
de que los nifios reciban instruccion formal (p.e. Bermejo y Rodriguez,
1987; Carpenter y Moser, 1984; Ginsburg y Rusell, 1981; Lozano 2001).
La estrategia de juntar todo consiste en representar cada uno de los
sumandos con dedos o con objetos, contando a continuacibn ambos
conjuntos. Por ejemplo para resolver un problema verbal del tipo: “Maria
tiene 5 galletas y su mama le da 3 galletas. ;Cudntas galletas tiene ahora
Maria?”, los nifios cogen 5 galletas u objetos que va contando 1, 2 ,3, 4,
5, después disponen tres galletas que colocan en otro lugar 1, 2, 3, y por
altimo, juntan todas las galletas u objetos y las cuentan para ver cuantas
tienen en total: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Esta estrategia aparece principalmente en los problemas de cambio y

parte-parte-todo con la incognita en el resultado.
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v/ Juntar a.

Los nifios construyen el conjunto inicial y afiaden elementos hasta que
alcanzan el conjunto total. Esta estrategia la utilizan cuando desconocen el
conjunto de cambio. Por ejemplo: “Maria tiene 5 galletas, Pedro le da galletas,
ahora Maria tiene 8 galletas. ; Cuantas galletas le ha dado Pedro a Maria?”, en
este caso los nifios forman un conjunto inicial con 5 galletas y afiaden galletas
hasta llegar a 8, contando después las galletas afadidas (i.e., 1, 2 y 3) para
llegar a la solucion (i.e., 3)

En la sustraccion, la representacion directa sigue las mismas reglas que
en la adiciébn, ya que los nifios necesitan representar ambos términos para

obtener el resultado final:

v Quitar de.

Representan con objetos la cantidad que corresponde al minuendo y
retiran de este conjunto inicial una cantidad de objetos igual al sustraendo. Por
ultimo, cuentan los objetos que quedan en el conjunto inicial.

Esta estrategia es utilizada por los nifios en los problemas de sustraccion,
cuando la incégnita esta en el resultado. Por ejemplo: “Maria tiene 5 caramelos y
le da 2 caramelos a un amigo. ¢;Cuantos caramelos tiene ahora Maria?”, 10s nifios
toman los 5 caramelos que se indica en el primer término, después separan de
estos 5 caramelos los 2 caramelos que indica el segundo término y, en altimo

lugar, cuentan el numero de caramelos que quedan en el primer grupo: 1, 2y 3.
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v Quitar a.

Al igual que en la estrategia anterior los nifios representan en un primer
momento la cantidad indicada por el minuendo, pero en vez de quitar los objetos
que corresponden al sustraendo retiran objetos hasta que en el conjunto inicial
aparecen representados los objetos correspondientes al sustraendo. La respuesta
final es el nimero que se obtiene de contar el conjunto de objetos que se ha
retirado. Los nifios recurren a esta estrategia cuando la incognita esta en el
conjunto de cambio (p.e., “Maria tenia 7 canicas, después de jugar con ellas solo

le quedan 2 canicas. ;Cuantas canicas ha perdido Maria?”)

v Emparejamiento.

Este procedimiento se wusa principalmente en los problemas de
comparacién en los que se desconoce la diferencia, es decir, en problemas del
tipo “Maria tiene 6 galletas y Pedro tiene 4 galletas. ;Cuadntas galletas tiene Maria
mas que Pedro?”.

En este caso los alumnos construyen los dos conjuntos y realizan la
correspondencia uno-a-uno, siendo la respuesta el nimero de elementos que no
tienen pareja. Para llegar a extraer la respuesta final los nifios pueden contar de
tres formas diferentes, que siguiendo el ejemplo anterior serian las siguientes:

1. contando: cuentan los elementos no emparejados

O0O0000O0
00001 2

2. quitando: retiran los objetos no emparejados y los cuentan

O000O0O0
O00O01 2
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3. anadiendo: adicionan los objetos necesarios para que los dos conjuntos

de objetos sean equivalentes y después cuentan los objetos afiadidos.

0O000O0O0
000000
1 2

3.5.2. Estrategias de conteo.

En este caso, los nifios no precisan de la representacion fisica de los
conjuntos, de tal forma que si utilizan los dedos u otro tipo de marca lo hacen
para registrar lo que ya han contado y no para representar uno de los sumandos
o términos del problema.

En la adicion se pueden observar varias formas de realizar el conteo:

v/ Contar todo.

Cuentan el primer sumando y siguen contando al tiempo que afiaden el
segundo sumando. Este conteo suele ir acompafiado de los dedos o de algun
otro apoyo fisico; como golpes con los pies en el suelo, movimientos con la
cabeza, etc. En el ejemplo: “Maria tiene 5 galletas y Pedro le da 4 galletas
cCuantas galletas tiene ahora Maria?”, l1os nifios empiezan contando 1, 2, 3, 4y

5, y contintian con el segundo término 6, 7, 8 y 9.

v/ Contar a partir del primer sumando.

Es similar a la anterior, s6lo que en este caso no cuentan ambos

sumandos, sino que comienzan contando a partir del primer sumando. Por
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ejemplo: “Maria tiene 3 galletas y Ana le regala 5 ;Cudntas galletas tiene ahora
Maria?”, parten del 3 y cuentan 4, 5, 6, 7 y 8, dando como respuesta el ultimo

nimero de la secuencia, es decir, 8.

v/ Contar a partir del sumando mayor.

Esta estrategia supone un avance respecto a la anterior, ya que se
produce una economia en el proceso de conteo. Los nifios inician el recuento
desde el sumando mayor, independientemente de cual sea su situacion dentro
del problema.

Tanto este procedimiento como el anterior son usados principalmente en

los problemas de adicidn con la incégnita en el resultado.

/ Contar hasta.

Consiste en contar desde el sumando conocido hasta el resultado y suele
manifestarse cuando la incégnita del problema se encuentra en el segundo
sumando. Por ejemplo: “A/ comenzar el dia Maria tiene 5 canicas, después de
Jugar con sus amigos Maria tiene 9 canicas ¢;Cuantas canicas ha ganado Maria?”,
los nifios cuentan desde el 5 hasta el nueve (i.e., 6, 7, 8, 9), al tiempo que
cuentan el nimero de elementos que representa cada numeral (i.e., 1, 2, 3, 4)
para llegar a la respuesta final “4”.

En los problemas de sustraccion se han identificado los siguientes

procedimientos:
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/ Contar hacia atras.

Esta estrategia resulta semejante al procedimiento de quitar de y surge
principalmente en los problemas de sustraccion con la incégnita en el resultado.
Partiendo del minuendo los nifios levantan dedos contando hacia atras hasta que
llegan a tener tantos dedos como se indica en el sustraendo, siendo el resultado
el ultimo numeral dicho en la secuencia de conteo. Supone un estadio evolutivo
avanzado, ya que requiere la habilidad de ir hacia atras en la secuencia del
conteo. Por ejemplo: “Maria tiene 7 galletas y se ha comido 3, ;cuantas galletas
le quedan?”, los nifios resuelven el problema partiendo del 7 y contando hacia
atras tres nameros como indica el sustraendo (i.e., 6, 5, 4), dando como

respuesta el ultimo numeral de la serie.

/ Contar hacia delante.

Este procedimiento aparece con menos frecuencia que el anterior. Los
nifios cuentan desde el sustraendo hasta alcanzar el numeral que indica el
minuendo. Tomando como ejemplo el problema anterior, los alumnos dirian 3 y
contarian hacia delante hasta alcanzar el 7 (i.e., 4, 5, 6, y 7), contando después
los nimeros que habian mencionado 4 (1°), 5 (2°), 6 (3°), 7 (4°) para dar la

respuesta “4”.
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3.5.3. Estrategias memoristicas: hechos numéricos y hechos derivados.

Son aqguellas combinaciones numéricas que los nifios conocen de memoria
(i.e., hechos numeéricos) o las pueden derivar a partir de otras conocidas (p.e.,
para sumar 6 y 7, como saben que 6 y 6 son 12 una mas 13), (i.e. reglas o
hechos derivados).

La recuperacion directa de hechos numéricos y hechos derivados forman
la base del calculo mental (Askew, 1997). Los estudios comparativos realizados
con nifios escolarizados y no escolarizados pusieron de manifiesto que estos
Ultimos presentaban un mayor numero de estrategias basadas en el calculo
mental (p.e., Ginsburg, Posner y Russell, 1981). Este dato induce a pensar que
una parte del conocimiento sobre los hechos numéricos resulta del conocimiento
informal y se puede adquirir, como tendremos ocasion de averiguar en nuestra
investigacion, antes de la ensefianza formal en la escuela a la edad de 4 6 5
anos.

En lo que sigue vamos a considerar los hechos numeéricos y derivados en

la adicion y posteriormente, en la sustraccion:

v/ Los hechos numéricos de la adicion.

Los hechos numéricos son el resultado de la memorizacién de una serie
de combinaciones. Por tanto, la recuperacién de estos hechos se produce de
manera rapida y correcta siempre que se hayan almacenado de forma adecuada
en la memoria. No obstante, no todas las combinaciones de adiciéon se recuerdan

con la misma facilidad, parece que los dobles (en este orden 2+2, 5+5, 3+3,
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4+4, 6+6, 7+7,8+8, 9+9) son mas faciles de aprender (p.e., Hamann y Ashcraft,
1985; Lozano, 2001; Rathemell, 1978; Siegler, 1988; Verschaffel, De Corte,
Gielen y Struyf, 1994). Los complementarios, es decir, aquellos nameros que
sumados forman la decena resultan mas faciles del recordar que otras
combinaciones (7+3, 6+4, 9+1, 8+2). Cuando el 5 es uno de los sumandos la
memorizacién es mas facil, ya que este numero se representa con los dedos de
la mano. Igualmente, los hechos numéricos correspondientes a cifras grandes
(p-e., 7y 8) son mas dificiles de memorizar que los de cifras pequefias (p.e.,
2+1). Finalmente, el empleo de procedimientos de hechos conocidos resulta mas
frecuente cuando se trata de resolver problemas en los que hay una operacion
de suma que de resta, tal como se ha puesto de relieve en diversas

investigaciones realizadas con nifios de Educacion Primaria.

v/ Los hechos derivados de la adicion.

Los hechos derivados son complejos y sofisticados y requieren un mayor
desarrollo evolutivo que los hechos numeéricos, ya que son estructuras que
surgen de los hechos numéricos conocidos. Estos procedimientos se basan en el
conocimiento procedimental, dependen de un procesamiento consciente e
imponen mas demandas a la memoria de trabajo. Debido a su nivel de
complejidad, la manifestacion de este procedimiento es mucho menor en los
nifios de corta edad.

Como sucedia con los hechos numéricos conocidos, los hechos derivados
también son mas utilizados en los problemas de adicién que en los de sustraccion

(p.e., Dowken, 1996). Ademas, al aumentar los hechos numéricos memorizados,
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también lo hace el rango de estrategias disponibles para derivar otros hechos

numeéricos. Se han establecido varios tipos y, a modo de ejemplo, vamos a ver

algunos de ellos:

a)

b)

d)

“dobles +/- 1” o “dobles +/- 2”: a partir de las memorizaciones de
adiciones de nimeros iguales, deducen otras cuyos nimeros no distan
en mas de una o dos unidades respectivamente; por ejemplo:
7+8=7+7=14+1=15; 4+6=4+4=8+2=10.

“decena”: utilizan los numeros como si fueran una decena; por
ejemplo: 9+5= 10+5=15-1= 14 (el nueve como si fuera 10). Dicho
de otra forma “todo lo que se suma a 9 da uno menos que si se suma
a 10”.

“compartir o compensar”: los nifios realizan la compensacion de los
sumandos buscando alguna combinacion numérica memorizada
anteriormente; por ejemplo: 3+5=4+4.

“Usar el 5”: consiste en sumar de 5 en 5 representando cualquier

unidad como la suma de 5+N.

Cuando los nimeros son mayores los nifios utilizan procedimientos en los

que aparece el uso de la decena (p.e., “N - 10” y “10 - 10”).

Al igual que en la adiciobn, mencionaremos las estrategias basadas en

hechos numéricos y en hechos derivados en la sustraccion:

v/ Los hechos numeéricos de la sustraccion.

Los hechos numéricos de la resta se recuperan de dos formas:
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- de manera directa: los niflos recuerdan automaticamente el resultado de
la resta (p.e., 8-3=5)

- de manera indirecta: encuentran la respuesta a partir de un hecho
conocido relacionado. En el caso anterior, al conocer que 8-5 son 3
deducen que 8-3 son 5

- basadas en la adicion: extraen la respuesta correcta partiendo de un
hecho numérico conocido de la adicién (p.e., 8-4 son 4, por que saben

que 4+4 son 8).

v/ Los hechos derivados de la sustraccion.

Como en la adicién las estrategias basadas en hechos derivados se nutren
de las estrategias de hechos numéricos, es decir, los hechos derivados se
obtienen componiendo o descomponiendo los diferentes términos conocidos
(Putnam, de Bettencourt y Leinhardt, 1990). Por ejemplo:
a) “decena”: cuando uno de los términos de la operacion es 9 lo usan
como si fuera 10; por ejemplo 9-4=10-4=6 como 10 es uno mas que
9 resto uno mas a 6 y quedan 5.

b) “dobles +/-1" 0 “dobles +/-2": por ejemplo 5-3=6-3=3 como 5 es uno
menos que 6 se quita 1 al resultado; 10-4=8-4=4 como 10 es dos
mas que 8 se afiade 2 al resultado y se obtiene 6.

c) “compartir o compensar”: uno de los términos de la operacion se
aumenta una unidad y en el otro disminuye una unidad para
compensar el aumento; por ejemplo 16-9=16-8=8 como 9 es una

mas que 8 se quita una unidad al resultado (7).
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d) “mantener la diferencia”: consiste en aumentar o disminuir en una
unidad los dos términos para transformarlos en un hecho conocido;
por ejemplo 15-8=14-7.

e) “usar los 5”: proceden a restar de 5 en 5; por ejemplo 9-6=9-5=4-
1=3.

Al igual que en la adicion cuando se trata de niUmeros mayores aparecen

las estrategias de “N-10" y “10-10".

Hasta aqui hemos realizado un amplio recorrido por las diferentes
estrategias que utilizan los nifios cuando resuelven los problemas verbales de
adicion y sustraccion, a continuacion analizaremos la evolucion de estas
estrategias para de este modo entender mejor las competencias de los nifios de

Educacion Infantil.

3.5.4. Evolucion de las estrategias de adicion y sustraccion.

Sabemos que durante los primeros afios escolares, los nifios transforman
progresivamente sus procedimientos de resolucion desde las estrategias de
conteo a otras que implican un menor esfuerzo y tiempo de ejecucion como las
mentales.

A este respecto, se han propuesto algunos modelos que describen el
desarrollo de las distintas estrategias, como son el de Steffe, von Glasersfelf,
Richards y Cobb (1983), el de Carpenter y Moser (1984) o el méas reciente de

Carpenter, Fennema, Franke, Levi, Empson (1999). En el primero, Steffe et
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al.(1983) consideraron que la evolucion de las estrategias se desarrollaba en 4
etapas:

1. Los niflos representan mediante objetos fisicos ambos términos de la
operacion. En este nivel el material fisico es imprescindible para resolver con
éxito la operacion y tan so6lo pueden contar elementos que perciben o
representan.

2. En este nivel, los objetos sirven para representar los pasos que se han
realizado en el conteo y constituyen también, como en el anterior, una ayuda
externa a la memoria.

3. Los nifios utilizan el conteo mental sin necesidad de usar objetos
externos.

4. Por Gltimo, aparecen las estrategias basadas en hechos numéricos que
se recuperan directamente de la memoria o se derivan de reglas.

De manera similar Carpenter y Moser (1984) diferenciaron 5 niveles de
evolucion en los procesos de resolucion:

1. Se caracteriza por la incapacidad para llevar a cabo procedimientos que
les permitan resolver cualquier tipo de problema aritmético.

2. Representan ambos términos de la operacién mediante objetos fisicos.
A este nivel corresponden las estrategias de representacion directa.

3. Constituye un periodo de transicién en el que surgen procesos basados
en la representacion directa y los basados en el conteo.

4. Usan sisteméticamente las estrategias de conteo.

5. Surgen los procesos memoristicos y los Aechos numéricos y derivados.
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Por ultimo, este modelo ha sido sintetizado por Carpenter, et al. (1999)

en 3 niveles:
v/ El primero estaria caracterizado por la necesidad de representar los

términos de la operacion mediante objetos fisicos. A este nivel corresponden las

estrategias de representacion directa.
+/Tiene lugar un proceso gradual en el que se procede a reemplazar las

estrategias de representacion directa por otras mas eficientes como son las de
conteo. Inicialmente, los nifios recurren a ambas estrategias, usando las de
conteo en las situaciones que les resultan méas faciles. A medida que el tiempo
pasa se encontraran cada vez mas seguros con las estrategias de conteo

guedando en un segundo plano las de representacion directa.
v/ En (ltimo lugar aparecen las estrategias de hechos numéricos y

derivados para dar respuesta a problemas con cantidades grandes y de este
modo, economizar el esfuerzo cognitivo que suponen las estrategias de conteo.
En los tres modelos encontramos una pauta comun a la hora de describir
el proceso de evolucién de las estrategias: representacién directa, conteo (con o
sin apoyos fisicos) y estrategias memoristicas (hechos numéricos y hechos
derivados). No obstante, falta por especificar como se produce el transito de
unas estrategias a otras y el momento en que tienen lugar esos cambios. El
estudio de Carpenter y Moser (1984) ofrece algunas respuestas al respecto. En
efecto, en este estudio longitudinal encontraron que la estrategia de “contar
todo” era sustituida por la de “contar a partir de una de las cantidades”, pero ese

transito no ocurria de forma completa en los primeros momentos, pues los nifios
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empleaban ambos procedimientos de manera indistinta. Asimismo, no hallaron
ninguna evidencia empirica para establecer etapas separadas entre las
estrategias de “contar desde el primer sumando”y “contar desde el sumando
mayor” (i.e., el 80% de los nifios empleaban ambas estrategias al menos en una
de las entrevistas). Sin embargo, Baroody (1987) en un estudio longitudinal con
nifios de Educacion Infantil observé que la estrategia de “contar desde el
sumando mayor” era mas frecuente que la de "contar desde el primer sumando”.

Este resultado lo explicaba por la tendencia de los nifios a utilizar las
estrategias que suponian un menor esfuerzo cognitivo.

Otros estudios como el de Siegler (1987, ver también Siegler, 1996) con
nifios de Educacién Infantil y 1° y 2°© de Educacion Primaria, mostraron que no
predominaba ninguna estrategia en particular, sino que utilizaban una gran
variedad de ellas, pero con cambios en la distribucion. Asi, pasaban de utilizar
procedimientos como “contar todo” a estrategias de “recuperaciori’. Del mismo
modo, la estrategia de “contar desde el sumando mayor” se usaba en todas las
edades, pero a medida que se incrementaba la edad disminuia su presencia.
Afirmaba Siegler que el desarrollo de las estrategias se debia a la experiencia
acumulada.

Esta variabilidad en el uso de estrategias también fue hallada en algunos
estudios transversales como el de Carpenter, et al (1993), y el de Lago,
Rodriguez y Caballero (1999) con nifios de Educacion Infantil. En este ultimo, se
comprob6 que los mas pequefios utilizaban principalmente estrategias basadas
en la representacion directa, pero también, aunque con menor frecuencia,

recurrian a las de conteoy estrategias mentales.
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3.5.5.Estrategias incorrectas de adicion y sustraccion.

Las “estrategias erroneas” constituyen, junto al estudio de las “estrategias
correctas”, uno de los mecanismos para conocer los procesos cognitivos que
subyacen a la resolucién de problemas verbales.

Las dificultades que encuentran los nifios al enfrentarse a la adicién o la
sustraccion podemos agruparlas en dos tipos: los errores en los algoritmos y los

errores en los problemas verbales.

a) Errores en los algoritmos.

Vamos a tratar este apartado brevemente, ya que la parte empirica de
nuestro trabajo se ha llevado a cabo con nifios de Educacion Infantil que ain no
han recibido instruccion formal sobre el algoritmo y ademés tan s6lo hemos
planteado problemas verbales.

En lineas generales, sabemos que solucionar correctamente un algoritmo
implica tener en cuenta una serie de factores de tipo sintactico y semantico
(Brown y Burton, 1978; Brown y Van Lehn, 1982; Resnick, 1983). Los
componentes sintacticos abarcan reglas que dirigen la actuacion como, por
ejemplo, empezar el algoritmo por la primera columna de la derecha, sumar o
restar columna por columna etc. Los semanticos hacen referencia a conceptos
basicos como el valor posicional y el conocimiento del sistema de base. Desde el
punto de vista sintactico, uno de los errores méas frecuente consiste en anotar el
resultado de la adicién de una columna en valor absoluto olvidando que sélo

debe consignarse un Unico digito por columna hasta llegar a la Ultima de la
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izquierda. En cuanto a los errores semanticos, los més frecuentes son aquellos

que tienen que ver con las “llevadas”.

b) Errores en los problemas verbales

Diversas investigaciones han mostrado que los problemas verbales de
adicibn son mas dificiles de solucionar que los algoritmos. Esto sugiere que
ademas de las habilidades matematicas que contribuyen al éxito en la resolucion,
hay otros factores implicados como el tipo de problema que se le propone al
alumno.

En general, siguiendo a Rodriguez (1992), se pueden establecer dos
grandes categorias de errores: los de ejecucién y los de representacion. Los
errores de ejecucion se producen cuando los nifios resuelven los problemas con
la operacion aritmética adecuada, pero cometen algun error en la ejecucion de la
misma (p.e., no empezar la operacién por la primera columna de la derecha). Los
de representacién tienen lugar cuando construyen una representacion
inapropiada del problema a partir del texto verbal. Estos uUltimos son de varios
tipos:

1. Repetir una de las cantidades propuestas en el problema. Este error se
ha observado en los tres tipos de problemas (i.e. comparacion, cambio,
combinacién). En los de comparacion, Bermejo y Rodriguez (1990) comprobaron
qgue en el problema “Javier tiene 6 globos. Mario tienen 9 globos mas que Javier.
ccuantos globos tiene Mario”, un alto porcentaje de nifios de 2° y 3° de
Educacién Primaria respondian a la pregunta diciendo “9”. Riley y cols. (1983)

también identificaron esta clase de error y apuntaron que se debia a una
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representacion inapropiada de la historia del problema, como resultado de la
ausencia del esquema que permite su comprension. En la misma linea, Mayer
(1986) sefal6 que los nifios interpretaban una proposicion de relacibn como una
proposicién de asignacion. Es decir, la proposicion relacional “Mario tiene 9
globos mds que Javier” es interpretada como una proposicién de asignacion
“Mario tiene 9 globos’.

En los problemas de cambio, los errores surgen porque los nifios se
muestran incapaces de representar los conjuntos de partida y cambio
separadamente (Riley y cols., 1983). Por ejemplo, en el problema ‘“Maria tiene
algunas galletas. Ana le da 5 galletas. Ahora Maria tiene 8 galletas. ;Cuanitas
galletas tenia Maria al principio?”, cuando el nifio recibe la frase “Maria tiene
algunas galletas” se da cuenta de que no conoce el conjunto inicial con exactitud,
pero no crea un conjunto de partida desconocido para Maria. Ante la segunda
proposicion, “Ana le da 5 galletas” , crea un conjunto con 5 galletas para Maria,
pero como no ha representado un conjunto de partida inicial, no entienden este
conjunto como un cambio en el sumando inicial. A continuacion, la tercera
proposicion “Ahora Maria tiene 8 galletas” la interpreta como un incremento en el
conjunto anterior. Por eso, al llegar a la pregunta ‘;Cudntas galletas tenia Maria
al principio?”, responde 5, esto es, el nUumero que, segun el nifio, representa al
conjunto inicial (Bermejo y Rodriguez, 1990).

En los problemas de combinacion, por ejemplo “Maria y Ana tienen juntas
9 galletas. Maria tiene 4 galletas. ;Cuantas galletas tiene Ana?”, De Corte y
Verschaffel (1987) afirmaron que los errores se producian porque los nifios

interpretaban la proposicion “Maria y Ana tienen juntas 9 galletas” como Maria
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tiene 9 galletas y Ana tienen 9 galletas, es decir, conciben erréneamente el 9
como una informacién relativa a la cantidad de cada persona. Por su parte Riley
y cols (1983) y Briars y Larkin (1984) explicaron estos errores como resultado de
la falta de comprensién de la relacion parte-todo. Es decir, los nifios que no
disponian de este esquema interpretaban cada parte del problema
separadamente, sin poder establecer las relaciones entre los dos conjuntos.

2. Inventar la respuesta. Suele aparecer con cierta frecuencia cuando los
nifios no comprenden el problema, limitAndose a pronunciar la primera cantidad
que se les pasa por la cabeza sin ninguna reflexién.

3. Seleccion de una operacion inadecuada. Este tipo de error se muestra
con mas frecuencia en aquellos problemas en los que la incégnita se sitda en uno
de los sumandos. Se presenta en todas las categorias de problemas y tiene su
origen en tres causas diferentes. La primera reside en la dificultad para entender
el significado de la identificacion de uno de los sumandos (“algunos™), la segunda
se refiere a que no aprecian la informacion temporal contenida en el texto y la
altima a que la proposicion comparativa que determina uno de los sumandos
resulta dificilmente comprensible para los nifios (Bermejo y Rodriguez, 1990;
Lopez, 2001). Por otro lado, De Corte y Verschaffel (1985) apuntan que este
error se debe a que procesan el texto de forma superficial, bien porque se
centran en palabras claves que estan asociadas a ciertas operaciones aritméticas
(i.e. “entre los dos” asociada a la suma), en vez de intentar construir una
representacion mental del problema como un todo, bien a que no comprenden el

problema y utilizan la operacién que les resulta mas facil y conocida.
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4. MULTIPLICACION Y DIVISION

Siguiendo el mismo esquema que en el apartado correspondiente a de la
adicion y la sustraccion comenzaremos, en primer lugar, haciendo referencia al
concepto de multiplicacion y division y sus propiedades, el conocimiento informal
de los méas pequefios, la clasificacion de los problemas verbales y finalmente los

procedimientos de resolucion.

4.1. CONCEPTO Y PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION Y LA

DIVISION.

Segun la nocién matematica la multiplicacién se define “como la ley de
composiciéon interna asociativa definida en un conjunto C, cuya notacion es X y
que, a dos elementos X e Y, asocia el elemento X por Y llamado producto del
factor X por el factor Y” (Enciclopedia Larousse, 1989). Una segunda definicién
mas extendida es la referida a los niameros enteros en la que el producto n.x
aparece como una adicién iterada: nx=x+x+X.....+x. Esta nocion de la
multiplicacion como una suma repetida resulta ser la mas habitual entre nuestros
escolares lo que les acarreard mdltiples dificultades, como veremos en el
apartado 4.2.1, cuando se enfrenten con los numeros racionales. Sin embargo,
Nesher (1992) considerd que ensefiar la multiplicacion como una suma repetida,
evita al profesor la necesidad de hablar directamente de la regla “x por y”. De

este modo, la multiplicaciéon se trata como una operacion unitaria y no binaria
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con dos predicados nl y n2. En esta misma linea, Vergnaud (1983) indic6 que

ensefiar una concepcion binaria de la multiplicacion en los primeros afios de

aprendizaje llevaria a los nifios a conflictos conceptuales, por el hecho de que los
dos términos de la multiplicacion pertenecen a espacios de medida diferentes
(i.e, galletas y cajas). Esta situacion resulta muy diferente a la que se plantea en
el caso de la adicién, ya que en ésta ambas medidas son del mismo tipo (i.e.,
galletas). Por este motivo, la multiplicacion se presenta como una operacion
unitaria lo que, segun Maza (1991), acarrea dos consecuencias. En primer lugar,
el papel concebido por los dos términos de la multiplicacion es diferente, el
multiplicando seria un elemento “pasivo” y el multiplicador (operador escalar) un
agente “activo” que opera sobre el anterior y de ahi, que la multiplicaciéon no sea
conmutativa. Segundo, el operador escalar actla sobre un espacio de medida e
indica el nUmero de veces que se repite la suma del multiplicando. Entendida asi
la multiplicacién permite a los nifios pequefios continuar empleando los
procedimientos familiares de la adicion, en vez de considerarla como una
operacion distinta. Ademds, tampoco van a concebir la multiplicacion como una
operacion binaria, ni como la inversa de la division, sino que aparece
estrechamente ligada a la adicion.

Como indicdbamos unas lineas mas arriba, la multiplicaciéon no tiene
caracter conmutativo en su concepcion unitaria, pero si en la binaria, ya que a
ambos factores se les asigna el mismo papel. Las propiedades restantes surgen
con posterioridad en niveles escolares avanzados. Por ejemplo, la multiplicacion

cumple la propiedad asociativa (x (b x ¢) = (a X b) x ¢), y el elemento neutro
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(i.e., llamamos asi al elemento “u” que al multiplicarlo por cualquier otro
elemento da el mismo nimero).

La division se define como la inversa de la multiplicacion. Es decir, la
operacion que permite que dos nimeros a (dividendo) y b (divisor) encuentren
un unico par de numeros (q, r) tales que, siendo g el cociente y r el resto, se
cumpla que dividendo = divisor x cociente + resto. Sin embargo, en sus origenes
la division no aparece vinculada a la multiplicacion sino a la idea de reparto (p.e.,
Correa, Nunes y Bryant, 1988; Dickson, Brown y Gibson, 1984). Para que la
divisién pueda considerarse como la inversa de la multiplicacién, esta tltima debe
entenderse como una operacion binaria y ésta, como hemos visto anteriormente,
no se da en los mas pequefios.

En lo referente a las propiedades de la divisibn hay que tener en cuenta
que al tratarse de una operacion unidireccional el papel del dividendo y del
divisor no se pueden intercambiar, por tanto no cumple la propiedad conmutativa
(i.e., 6:2 no es igual que 2:6), ni la asociativa (i.e. 12:(6:3) no es igual (12:6):3),

pero si, como en la multiplicacion, el elemento neutro.

4.2. CONOCIMIENTO INFORMAL SOBRE LA MULTIPLICACION Y LA

DIVISION EN LOS NINOS DE EDUCACION INFANTIL.

Numerosos estudios demostraron que el conocimiento de los mas
pequefios acerca de la multiplicacion y la divisibn ha sido frecuentemente
subestimado. En este apartado recogeremos algunas de las investigaciones que

han cuestionado estas deficiencias.
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El estudio de Carpenter, Ansell, Franke, Fennema y Weisbeck (1993)
aporté datos sobre las habilidades de los nifios con edades comprendidas entre
los 4-6 afios en problemas verbales (i.e.,adicion, sustraccion, multiplicacion y
divisién). Antes de comentar los resultados del estudio conviene tener en cuenta
gue los profesores que impartian clases en esas aulas formaban parte del
programa de “Instruccion Guiada Cognitivamente” en el que recibian informacion
acerca del conocimiento informal, y participaban en discusiones sobre los
conocimientos y las estrategias que los alumnos tendian a utilizar para resolver
los distintos problemas (para mas informacion, ver p.e., Carpenter y Fennema,
1992; Carpenter, Fennema, Peterson y Carey, 1988). En concreto, los nifios
debian resolver un total de 9 problemas: tres de adicién y sustraccion, tres de
multiplicacion y divisiébn y tres no rutinarios o que requerian mas de una
operacion aritmética. En cuanto a los de divisién les plantearon un problema de
division de medida, un problema de divisién partitiva y un problema de divisién
con resto. Los resultados mostraron que los nifios empleaban diversas
estrategias correctas para resolverlos: representacion directa, conteo y hechos
numeéricos. Encontraron que el 46% de los nifios recurrian a una estrategia
correcta para resolver los nueve problemas, aunque 13 de ellos cometieron algin
error de conteo en uno o dos problemas y el 63% resolvia correctamente siete
problemas. Con respecto a la multiplicaciéon, 60 de los 70 nifios que participaron
en el estudio utilizaron una estrategia correcta, de éstos 46 usaron la estrategia
de representacion directa 'y 14 la de conteo. En la divisibn, 51 resolvieron
correctamente el problema de division de medida (50 con una estrategia de

representacion directa y 1 con la de conteo), 49 ejecutaron correctamente el
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problema de divisién partitiva (39 con una estrategia de representacion directa, 1
la de conteo, 1 la de hechos derivados y los 8 restantes con estrategias
inclasificables) y 45 nifios tuvieron éxito en el problema de division con resto (42
con una estrategia de representacion directa, 1 con una estrategia de conteoy 2
con estrategias de hechos derivados). Ademés, 41 alumnos solucionaron el
problema no rutinario (40 con una estrategia de representacion directa’y 1 con
una estrategia de conteo).

En resumen, los resultados del estudio indicaron que los nifios desde
temprana edad solucionaban problemas de multiplicacion y division, ahora bien
siempre y cuando contasen con objetos fisicos para representar las cantidades de
los problemas.

En otros estudios, como el de Kouba (1989), también se solicité a nifios
de los primeros cursos de Primaria que solucionaran problemas de adicion,
sustraccién, multiplicacion y de division. Asi, comprobd que el éxito en los
problemas multiplicativos aumentaba a medida que lo hacia el nivel escolar de
los alumnos. También hallé variaciones en las estrategias, de modo que los nifios
de 1° y 2° recurrian a la representacion directa en los problemas de division,
mientras que los de 3° al recuerdo de hechos numéricos. Ademas, si
comparamos los datos de este estudio con los de Carpenter et al. (1993) se
pone de manifiesto que los nifios de Educacion Infantil obtenian mejores
resultados que los de primero y segundo, igualandose a los de tercero. En esta
misma linea, habria que situar los hallazgos correspondientes a los problemas de

divisién con resto (Caballero, Rodriguez, Lago, Jiménez, Hernandez, 2005).
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Desde nuestro punto de vista, estas diferencias podrian ser atribuidas a la
metodologia de ensefianza que seguian los profesores en la investigacion dirigida
por Carpenter et al. (1993), ya que habian participado previamente en el CGI.
Con objeto de comprobar esta afirmacion hicimos una réplica de este trabajo,
con la salvedad de que ni los profesores, ni los nifios habian formado parte de
ningln programa de entrenamiento previo y que, en nuestro caso, se cifié
exclusivamente a la multiplicacion y a la division (Lago, Rodriguez y Caballero,
1999). Concretamente, seleccionamos 20 nifios con edades comprendidas entre
los 5y 6 afos, ninguno de los cuales habia recibido instruccién anterior sobre la
multiplicacion y division, limitdndose sus conocimientos a pequefios calculos de
adicion y sustraccion con cantidades pequenias.

La prueba elaborada consistié en problemas de multiplicacion, division de
medida, division partitiva, division con resto y no rutinario. Los datos se
recogieron mediante entrevista individual y a los nifios se les proporcioné
material para facilitar los procesos de representacion. Los resultados de este
estudio corroboraron los hallados por Carpenter et al. (1993), los nifios
mostraron una competencia mayor de la que se suponia para su edad, puesto
gque obtuvieron porcentajes de éxito del 86% en los problemas de multiplicacion,
72% y 70% en los de division partitiva y division de medida, respectivamente

A la hora de explicar el éxito alcanzado, no se puede atribuir Gnicamente
a la disponibilidad de material para representar los problemas, sino también al
esfuerzo de interpretacion que hacen para acomodar su respuesta a los

requerimientos del problema. Al no haber recibido instruccién formal sobre la
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multiplicacion y la divisién, estos alumnos no son dependientes de los algoritmos,
sino que buscan otras estrategias que les faciliten el proceso de resolucion.

Una muestra mas de la importancia de los conocimientos informales son
los estudios con los nifios de la calle (p.e., Nunes y Bryant, 1996; Nunes
Schliemann y Carraher, 1993). Nunes, Schliemann y Carraher (1993) al examinar
a una nifia de 9 afios que vendia fruta en la calle comprobaron que poseia una
gran habilidad para establecer el precio de 12 limones que costaban 5 cruceiros
cada uno. La estrategia consistia en separar dos limones cada vez mientras
contaba “10, 20, 30, 40, 50, 60”. Sin embargo, cuando presentaron un problema
con la misma estructura (i.e., 12 x 5), pero en un contexto fuera del habitual el
fracaso fue total (p.e., ponian 2, después 5y por ultimo 1, respondiendo 251).

Llegados a este punto cabria preguntarse de donde proviene este
conocimiento informal. Por ejemplo Dickson, Brown y Gibson (1984) y Bryant
(1997) sugirieron que la experiencia con el “reparto” favorece la aparicion del
concepto de la division o en términos de Correa, Nunes y Bryant (1988), cuando
los nifios tienen un esquema de accion para realizar una distribucién equitativa
empiezan a comprender la divisién. Los nifios de 4 y 5 afios son capaces de
repartir cantidades discontinuas usando el reparto vno a uno, pero normalmente
no establecen ninguna conexion entre el reparto y la equivalencia cardinal. A
partir de los 5 afios comienzan a maodificar su rutina de reparto para ajustarla a
las diferencias en el tamafo de las unidades repartidas. Asi, Frydman y Bryant
(1988) mostraron que los nifios de 5 afios conocian el sentido de la
correspondencia uno a uno en el reparto. En efecto, enfrentaron a los nifios a

una tarea consistente en repartir pastillas de chocolate en dos recipientes, pero
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mientras que en uno colocaban pastillas sencillas, en el otro ponian pastillas
dobles, de este modo cada vez que el nifio repartia situaba dos sencillas en un
recipiente y una doble en el otro. Los resultados mostraron que los nifios de 5
afos realizaban correctamente la tarea, pero los de 4 se limitaban a colocar una
pastilla en cada recipiente sin tener en cuenta si era doble o sencilla. Los autores
intentaron ir mas lejos tratando de comprobar que sucedia con la
correspondencia uno a uno en nifios de 4 afios. Para ello, llevaron a cabo un
nuevo experimento en el que se introducia el color para enfatizar la situacion
(i.e., tabletas simples, unas azules y otras amarillas, tabletas dobles de dos
colores, la mitad azul y la otra mitad amarilla). Los nifios de 4 afios ejecutaron
con éxito la tarea, utilizando adecuadamente la correspondencia uno a uno. A
continuacion, se repitid el mismo experimento sin la variable color y en esta
ocasion, fueron capaces de ejecutar bien la tarea. En otras palabras, aprendieron
y extrapolaron la tarea de correspondencia uno a uno. De ahi, se puede concluir
que las actividades de repartir no solo proporcionan a los mas pequefios el
significado de la correspondencia uno a uno, sino que constituyen el primer paso
en la adquisicién del concepto de dividir.

Sin embargo, no podemos limitar el concepto de dividir al reparto
(Bryant, 1997; Correa, Nunes y Bryant, 1998). Comprender la division conlleva
que los nifilos capten ademas la relacion entre los tres elementos de la misma: el
dividendo, el divisor y el cociente. Los nifios pequefios no parecen haber
desarrollado esta comprension y asi, cuando reparten, su objetivo radica en que

todos los destinatarios tengan la misma cantidad.
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4.2.1. Los modelos intuitivos de la multiplicacion y division.

En el apartado anterior hemos tenido ocasion de comprobar que los
nifios son capaces de resolver problemas sencillos a pesar de no haber recibido
instruccion formal. Algunos autores tratan de explicar estas habilidades
basandose en la existencia de modelos implicitos sobre la multiplicacion y la
division. En efecto, Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985), consideran que cada
operacion aritmética esta vinculada a un modelo intuitivo y la identificacion de la
operacion necesaria para resolver un problema determinado esta mediatizada por
el modelo intuitivo correspondiente.

Los modelos intuitivos arraigan en la mente de los alumnos ejerciendo
un control inconsciente sobre su conducta, incluso después de haber recibido
instruccion formal sobre las nociones matematicas. Esto da lugar a errores
cuando tienen que resolver problemas elementales con datos numéricos que
conducen a conflictos entre la operacion correcta y las imposiciones del modelo
correspondiente (Lago, Rodriguez, Zamora y Madrofio, 1999).

De este modo, el modelo intuitivo asociado a la multiplicacién es el de
sumas repetidas, siendo el multiplicador el nimero de colecciones equivalentes y
el multiplicando el tamafio de cada coleccion. Para que una situacion se ajuste a
este modelo tiene que cumplir los siguientes criterios: (a) el multiplicador ha de
ser un entero y (b) el resultado siempre serd mayor que el multiplicando,
guedando implicita la idea de que la multiplicacion siempre hace mayor. En los
primeros afios escolares esta concepcidon de la multiplicacion se refuerza

continuamente, ya que los nifios sélo trabajan con numeros enteros.

-80-



Multiplicacion y Division

En el caso de la division, Fischbein et al. (1985) propusieron dos
modelos intuitivos: el partitivoy el de medida, siendo la estructura del problema
la que determina qué modelo se activara. El modelo partitivo esta asociado a la
idea de que un objeto o coleccion de objetos se divide en subcolecciones o
fragmentos iguales, siendo el dividendo el nimero de colecciones, el divisor el
namero de subcolecciones y el cociente el tamafio de cada coleccion. Este
modelo genera tres reglas intuitivas: (a) el divisor tienen que ser un entero, (b)
el divisor ha de ser mas pequefio que el dividendo y (c) el cociente tiene que ser
menor que el dividendo, lo que conlleva la idea de que la divisidbn siempre hace
mas pequerio.

El modelo de medida alude a cuantas veces una cantidad dada es
contenida en otra mayor. La Unica regla que impone este modelo es que el
divisor tiene que ser mas pequefio que el dividendo. Si el cociente es un namero
entero, este modelo se representa como sustracciones repetidas. Ademas, difiere
del modelo anterior en que el divisor puede ser un numero no entero y el
cociente mayor que el dividendo y en consecuencia, la division no siempre
reduce.

Fischbein et al. (1985) indicaron que los nifios inicialmente tienen un
modelo partitivoy que solo después con la instruccion surge el de medida.

Kuoba (1989), partiendo de la misma hipétesis que Fischbein et al
(1985), investigo los modelos implicitos evaluando a nifios de entre 6 y 9 afios en
problemas con nimeros enteros. Los datos mostraron que no era correcto definir
el modelo intuitivo de la divisibn de medida como sustraccion repetida, puesto

que los nifios resolvian los problemas de medida de dos formas diferentes:
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quitando repetidamente (forman un conjunto de elementos que representa el
dividendo y quitan grupos equivalentes hasta agotar el dividendo) o por
acumulacion repetida (cuentan uno por uno los objetos al tiempo que forma los
grupos, y dan la respuesta cuando el conteo total alcanza el dividendo p.e., en 9
dividido por 3, cuentan 1, 2 y 3 un grupo, 4, 5y 6, dos grupos, 7, 8 y 9 tres
grupos; la respuesta es tres).

Respecto al modelo intuitivo de division partitiva, sugirié tres modelos
intuitivos diferentes: repartir por reparto (representan el dividendo con objetos y
los reparten uno a uno hasta agotar el dividendo), repartir quitando
repetidamente (representan el dividendo con objetos, estiman el namero de
elementos que compone cada conjunto y quitan, sucesivamente, los conjuntos
equivalentes estimados hasta agotar el dividendo) y repartir acumulando
repetidamente (estiman el nUmero de elementos en un grupo y cuentan por
multiplos desde ese namero hasta alcanzar el dividendo o sobrepasarlo).

Kuoba indicé que, tanto en los problemas con estructura partitiva como
en los de medida, los nifios recurrian a quitar repetidamente y acumular
repetidamente, lo que parecia indicar que percibian los dos tipos de division mas
relacionadas de lo que inicialmente parecia en las descripciones de Fischbein et
al. (1985). Asimismo, si tenemos en cuenta que acumular y quitar son los
modelos implicitos de la sustraccion, ésta y la divisién aparecen vinculadas.

Por ultimo, Kouba (1989) no hallé una correspondencia directa entre la
estructura semantica del problema y los métodos que empleaban los nifios para

resolverlos.
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Investigaciones posteriores confirmaron las diferencias entre ambos
tipos de divisién. Por ejemplo, Correa, Nunes y Bryant (1998) realizaron dos
experimentos, uno con problemas de divisién partitiva y otro con problemas de
division de medida. Las tareas fueron disefladas para evaluar la comprension
conceptual de los nifios de 5, 6 y 7 afios sobre las variaciones en el tamafio del
cociente cuando se modificaba el tamafio del divisor y se mantenia constante el
dividendo.

En el primer experimento, mostraron a los nifios dos conjuntos de
conejos rosas y azules cada uno con una pequefia mochila. En algunas
ocasiones, el niumero de conejos en ambos grupos era el mismo y en otras,
habia mas conejos rosas que azules o viceversa. El experimentador repartia un
namero de caramelos equivalente para cada grupo de conejos (p.e., 12 6 24) sin
que el nifio viese como lo hacia. A continuacion, si por ejemplo, habia mas
conejos rosas que azules (p.e., 2 rosas y 4 azules) le preguntaban si unos tenian
mas caramelos que los otros.

La tarea resulté muy dificil para los nifios de 5 y 6 afios cuando el
namero de conejos era diferente en los dos grupos (i.e., se modificaba el
divisor), mientras que los de 7 afios respondieron mejor.

En el segundo experimento propusieron a nifios de 5, 6 y 7 afios
problemas de divisién de medida. El material consistié en 24 bloques de plastico
rojos y 24 azules que hacian las veces de caramelos, 6 conejos rosas, 6 azules y
6 dibujos, tres de ellos mostraban 2, 3 y 4 bloques rojos en un plato y los otros
tres mostraban 2, 3 y 4 blogues azules en otro plato. Estos dibujos se utilizaron

para ayudar a los nifios a recordar el numero de caramelos que el
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experimentador queria poner sobre cada plato. El investigador le decia al nifio
gue queria invitar a un picnic a los conejos rosas y a otro picnic a los conejos
azules, pero que desconocia a cuantos podia invitar, mostrandole al mismo
tiempo uno de los dibujos con la cantidad de caramelos que le gustaria dar a
cada uno de los grupos de conejos (i.e., en tres ensayos el divisor era el mismo y
en otros tres diferente). La entrevista concluia interrogando al nifio acerca de si
era posible invitar al mismo nimero de conejos azules y rosas.

La tarea resulté muy dificil, en los tres grupos de edad, cuando el divisor
era diferente en los dos grupos.

Correa et al. (1998) concluyeron que la habilidad para comparar dos
conjuntos, una vez efectuado el reparto, y comprender la relaciéon inversa entre
el divisor y el cociente surgia gradualmente entre los 5 y los 7 afios, siendo tres
las posibles explicaciones: las experiencias diarias de los nifios con el reparto, los
aprendizajes escolares de conceptos relacionados, el proceso mismo de
maduracion.

En otro orden de cosas, las diferencias entre la division de medida y la
partitiva ponen de manifiesto la distincion psicoldgica entre ambos conceptos.
Comprender la division de medida, segun estos autores, supone la coordinacién
de las experiencias con la division partitiva y con la sustraccion.

En la misma linea, Kornilaki y Nunes (1997) también estuvieron
interesados en averiguar cdmo influye el modelo del problema de divisién en la
ejecucion. Para ello, presentaron a nifios de 5, 6, y 7 afios problemas de medida
y partitivos en las condiciones de divisor idéntico y divisor diferente, con

cantidades continuas y discontinuas. Los autores no hallaron diferencias
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dependiendo de las cantidades que estuvieran presentes, pero si en el tipo de
division. En efecto, resultaron mas dificiles los problemas de division de medida
que los partitivos. Este dltimo dato lo explicaron aludiendo a que la divisién
partitiva se encuentra mas préxima a la experiencia de reparto de los nifios.

Por su parte Bryant (1997) afirmo6 que resultaba mas dificil la division de
medida que la partitiva, ya que, en esta Ultima, los nifios podian representar el
dividendo y el divisor, mientras que en la de medida tan sélo el dividendo. Por
ejemplo, en el siguiente problema partitivo: “Maria tiene 9 galletas, que quiere
guardar en tres cajas. ;Cuantas galletas tiene que guardar en cada caja para que
quepan todas?”, representaban las 9 galletas y las 3 cajas y procedian al reparto;
en el de medida: “Maria tiene 9 galletas que quiere guardar en cajas, si en cada
caja coloca 3 galletas. ;Cuadntas cajas necesita para que quepan todas las
galletas?”, representaban el dividendo (i.e., el nueve), pero no las cajas porque
desconocian el namero. Conclusiones similares fueron halladas por Squire y
Bryant (2002). En efecto, comprobaron que a los nifios les resultaba
relativamente més sencillo determinar el nimero de caramelos que correspondia
a cada mufeco cuando en la situacion de reparto el divisor determinaba el
namero de grupos Yy el cociente el tamafio de cada grupo (i.e., division partitiva),
pero que esta situacion se volvia compleja cuando el divisor establecia el nUmero
de objetos en cada grupo y el cociente era el nimero de grupos formados (i.e.,
division de medida).

Contrariamente a estas propuestas, Neuman (1999) sostuvo que el
modelo natural a través del cual los nifios pequefios se acercaban a la division

era el de medida. Mejor dicho, segun este autor, concebian la division en
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términos partitivos, pero la resolvian como si se tratase de un problema de
medida, de tal forma que extraian repetidas veces del dividendo la cantidad que
representaba el divisor (i.e., cuantos grupos de 3 galletas puede haber en 12
galletas).

Volviendo al tema de los modelos implicitos, Mulligan y Mitchelmore
(1997) intentaron determinar el tipo de estrategias de célculo que utilizaban los
nifios cuando resolvian problemas de multiplicacion y division, y su relacién con
estos modelos. El estudio fue longitudinal y se inicié con nifios de 2° de primaria
(i.e., 7 a 8 afios), que no habian recibido instruccion formal sobre la
multiplicacion y division.

Los resultados permitieron identificar tres modelos intuitivos de la
multiplicacion: conteo directo, adicion repetida, y operacion de multiplicar; y
cuatro de la division: conteo directo, sustraccion repetida, adicion repetida y
operacion de multiplicar.

En el modelo de conteo directo los nifios utilizaban la habilidad de contar
para representar correctamente un problema y dar la respuesta.

En los de adicion y sustraccion repetida representaban grupos de
tamafios iguales, es decir, secuencias de multiplos.

En el de operacion entendian la multiplicacion como una operacion
binaria, cuyo resultado representaba el numero final de la secuencia de
multiplos.

Los datos indicaron que existia una progresion en los modelos utilizados
por los estudiantes de 2° y 3°, que iban desde el conteo directo pasando por la

sustraccion o adicion repetida a las operaciones multiplicativas, asi como en la
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eficacia para resolver los problemas. No encontraron relacion entre la estructura
semantica de los problemas y los modelos intuitivos utilizados para resolverlos, ni
que el modelo intuitivo mas utilizado para la multiplicacion fuese el de adicion
repetida.

Podriamos concluir este apartado afirmando que, a excepcion de
Fischbein et al (1985) quienes defendian que la estructura del problema
determinaba el modelo intuitivo, otros autores no hallaron tal relacion sino que el
alumno ponia en marcha la estructura matematica que tuviera disponible.
Asimismo, parece existir cierta unanimidad en que el modelo intuitivo partitivo de

la division resulta mas primitivo que el de medida.

4.3. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS VERBALES DE

MULTIPLICACION Y DIVISION.

Las investigaciones sobre divisibn y multiplicacibn guardan un cierto
paralelismo con los trabajos sobre la adicion y sustraccion. Al igual que en éstos,
se han propuesto clasificaciones de los problemas verbales, que segun Nesher
(1982) pueden agruparse en tres enfoques: el de los modelos psicolégicos
implicitos (Fischbein, 1985, 1987, 1989), el analisis conceptual de Schwartz
(1988) y Vergnaud (1988, 1994) y el enfoque textual de Nesher (1988) y Kouba
(1989). Por otro lado Greer (1992, 1994) sugirié una nueva clasificacion de los
problemas verbales de multiplicacion y divisién, en la cual coordina dos
dimensiones: el tipo de problema y la posibilidad de formular los diversos tipos

de problemas verbales con cantidades que trasciendan los numeros enteros.
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Asimismo, hay que destacar las propuestas de Bell, Greer, Griminson y Mangan
(1989) y la més reciente de Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Epson (1999).

Desde el enfoque textual se afirma que la resolucion de problemas
comienza con el analisis del texto, a través del cual el sujeto descubre las
relaciones légicas y semanticas que le permitirdn encontrar los datos relevantes.
Afirma Nesher (1992) que los problemas de multiplicacién y division comparten la
misma estructura multiplicativa, la diferencia entre unos y otros reside en la
informacién que se muestra y en la que se oculta. De este modo, la parte
informativa presente en un problema de dividir se corresponde con la pregunta
en un problema de multiplicar. Por tanto, las diferentes estructuras semanticas
que surgen a la hora de plantear un problema de multiplicacién son exactamente
las mismas que en un problema de dividir.

A continuacion, recogeremos las diferentes clasificaciones realizadas por

los distintos autores, asi como los puntos de convergencia entre unas y otras.

Clasificacion de Bell, Greer, Griminson y Mangan.

Bell, Greer, Griminson y Mangan (1989) mantienen que los problemas
verbales de multiplicacion describen dos tipos de situaciones: simétricas y
asimeétricas.

En las situaciones simétricas, los papeles del multiplicador y el
multiplicando se pueden intercambiar (p.e., problemas en los que se pregunta
por el &rea de una figura geométrica: ancho x alto). En las asimétricas, el
multiplicador y el multiplicando tienen asignados papeles distintos y se

diferencian en las situaciones descritas en el texto del problema (p.e., 4 platos
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con 3 galletas cada uno: la estructura es de 4 repeticiones de un conjunto de 3

elementos, o lo que es lo mismo 3+3+3+3; esta estructura resulta diferente si

tenemos 3 platos con 4 galletas cada uno).

Teniendo en cuenta esto, Bell et al. (1984, 1989) establecen los

siguientes tipos: grupos mdltiples, medidas repetidas, porcentajes en diferentes

contextos (l.e., precio, velocidad, conversion de moneda), cambio de tamafio con

las mismas unidades, cambio de tamarfio con unidades diferentes, mezcla con

unigades iguales y mezcla con unidades diferentes. En la Tabla 3 recogemos un

ejemplo de cada uno de ellos.

Tabla 3: ejemplos de las situaciones asimétricas recogidas por Bell et al.(1989).

Estructura

Multiplicacion

GRUPOS MULTIPLES

Hay 3 platos y en cada plato hay 4 galletas.
;Cuantas galletas hay en total?.

MEDIDAS REPETIDAS

Un nifio necesita 3 botes de pintura para pintar 4 m
de pared. Si tiene que pintar 8 metros. ;Cuantos
botes de pintura necesita comprar?

PORCENTAJE

PORCENTAJE PRECIO

PORCENTAJE VELOCIDAD

PORCENTAJE CONVERSION
MONEDAS

Un coche recorre por término medio 20 km en una
hora. ¢cuanto habra recorrido en 3 horas?

Maria compro 1 paquete de galletas a 2 euros el
paquete. Si quiere comprar 6 paquetes. ¢Cuanto
dinero necesita?

Un caballo de carreras se mueve a la velocidad de
15 km por hora. ¢(Cuanta distancia recorrera el
caballo viajando durante 3 horas?

Si un hombre quiere comprar un regalo que vale
400 pesetas. ¢Cuantas euros necesita? (1 euro son
166,386 pesetas)

CAMBIO DE TAMANO
(mismas unidades)

Se realiza una fotocopia ampliandola en 4 cm por 1
cm. Si el valor inicial era de 3 cm. (Cuanto ha
aumentado la fotocopia?

CAMBIO DE TAMANO
(unidades diferentes)

Un mapa se ha realizado a escala 2 metros a un cm.
Si el modelo tiene de largo 5 cm. ;Cual es el largo
real del mapa?

MEZCLA (mismas unidades)

Un pintor mezcla para hacer un color a partes
iguales 3 kg tanto de azul como de amarillo.
¢Cuanto azul deberia utilizar con 1.2 kg de amarillo?

MEZCLA (unidades diferentes)

1 litro de disolvente se mezcla con 2 kg de pintura.
¢Cuantos litros de disolvente se necesitan para
mezclar 4 kg de pintura?
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Las dos primeras estructuras se caracterizan por la presencia de un numero
entero y/o una cantidad continua, mientras que en las estructuras restantes se
produce una correspondencia entre dos cantidades continuas. Los problemas de
porcentajes se presentan en contextos diferentes. En los de cambio de tamafio la
correspondencia tiene lugar entre medidas, que pueden o no estar en diferentes
unidades (i.e., los problemas de escala representan un ejemplo de unidades
diferentes). En los de mezcla las dos cantidades componentes, de la misma o
diferente unidad, se unen fisicamente. Ademas, en las estructuras de grupos
iguales y medidas repetidas, el multiplicador es por definicibn el niamero de
repeticiones, mientras que en las estructuras restantes el multiplicador
desempefia un papel analogo al multiplicando, no diferenciandose claramente
uno de otro.

Por ultimo, en las situaciones simétricas, cada una de estas categorias de
problemas, puede adoptar dos modalidades en la division: la partitiva o division

por el “multiplicador” y la de medida o divisién por el “multiplicando”.

Clasificacion de Vergnaud

Vergnaud (1983, 1988) identifico tres clases de problemas dentro de las
“estructuras multiplicativas”: /somorfismo de medidas (p.e., ‘Maria tiene 3 cajas
con galletas, en cada caja hay 4 galletas. ;Cuantas galletas hay en total?”),
producto de medidas (por ejemplo: “Maria tiene 3 chaquetas y 2 faldas.
¢Cuantos conjuntos distintos puede formar?”) y proporcion mdltiple (p.e., ”si un

0so come 10 peces al dia. ¢Cuantos peces comeran dos 0so0s en tres dias?”).
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Los problemas de /somorfismo de medidas plantean situaciones en las
gue hay una proporcion directa entre dos espacios de medida: M1 (cajas de
galletas) y M2 (galletas). Son problemas con dos dimensiones basicas que
incluyen dos numeros o cantidades (i.e., enteros, fracciones o decimales) e
incorporan, ademas, el 1 como base para la razon. La representacion de esta
relacion de proporcionalidad quedaria asi:

M1=cajas M2=galletas

Por tanto, se trata de una relacion entre cuatro elementos en la que
caben dos representaciones diferentes:

1) un operador escalar dentro de cada dimensién que aumenta o
disminuye (entre 1y 304y ¢?)

2) un operador funcién entre las dimensiones M1 y M2, que
mantiene una razon constante (entre 1 y 4 y 3y ¢?,
respectivamente).

De la misma manera Vergnaud diferencia dos tipos de problemas de
division: partitivo y de medida.

Los problemas de Producto de medidas consisten en una composicion
cartesiana entre dos espacios de medida (M1 y M2) dentro de un tercero (M3).
Por ejemplo: “Maria tiene 3 chaquetas y 2 faldas. ;Cuantos conjuntos distintos
puede formar?’, en este caso M1=3 chaquetas, M2= 2 faldas, M3=conjuntos
distintos que puede formar. Aqui se incluyen 3 cantidades, pero dos de ellas (M1

y M2) estan contenidas en una tercera (M3). La diferencia entre estos problemas
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y los de [/somorfismo de medidas reside en que en estos Ultimos hay una
proporcion simple, mientras que en los de Productos de medida el alumno ha de
manejar proporciones dobles. Ademas, en éstos el multiplicando y el
multiplicador desempefian el mismo papel dentro del problema, por tanto
estamos ante una multiplicacion que se considera simétrica. Esta simetria es la
que justifica que tan sélo se pueda formular un Unico tipo de problema de
division: “Maria tiene 6 conjuntos de chaqueta y falda diferentes, si tiene 3
chaquetas. ;Cuantas faldas diferentes tiene?’

Finalmente, los problemas de Proporcion mdltiple se caracterizan por una
medida (M3) que es proporcional a dos medidas diferentes independientes (M1 y
M2). En el problema ”si un oso come 10 peces al dia. ;Cuantos peces comeran
dos 0s0s en tres dias?”, en este caso M3 representa al nimero de peces por 0s0
y dia, M1 el numero de peces por 0so y M2 el nimero de peces por dia.

Ademas, estos problemas incluyen cantidades que tienen significados
intrinsecos, ya que ninguna de ellas puede ser reducida al producto de las otras

dos.

Clasificacion de Schwartz

Schwartz (1988) propuso un andlisis dimensional basado en la distincion
entre los tipos de cantidades implicados en cada operacion: cantidades intensivas
y cantidades extensivas. Por ejemplo, en el problema “Maria tiene 3 cajas con
galletas, en cada caja hay 4 galletas. ;Cudntas galletas hay en total?”, el nUmero
3 representa una cantidad discreta que se refiere al nimero de cajas de galletas

y la unidad de medida corresponde a una cantidad extensiva, mientras que el
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namero 4 guarda relacion no solo con el niumero de galletas, sino también con el
namero de galletas que hay en cada caja, es decir, hace referencia a la
intensidad con que una magnitud esta presente en otra y se expresa como una
razén entre dos magnitudes. Partiendo de esta idea, Schwartz hace una doble
distincion: Problemas con estructura | x E=E ", Problemas con estructura £ x £ =

E ", Problemas con estructura | x | = 1.

1. Problemas con estructura | x E= E~

Son los problemas de multiplicacién en los que hay una cantidad intensiva
(I) para representar el multiplicando y una cantidad extensiva (E) para el
multiplicador. Cuando el multiplicador es un ndamero entero se concibe la
multiplicacion como una adicién repetida o problema de isomorfismo de medidas
en términos de Vergnaud (1983, 1988), ya que la cantidad intensiva corresponde
al operador funcion entre las dos cantidades. Del mismo modo, la divisién adopta
dos formatos: partitivo (i.e., cuando la incognita esta en la cantidad intensiva y
responde a la férmula ? x E=E™) y de medida (i.e., cuando la incégnita esta en la
cantidad extensiva, en otras palabras, responde a la formula | x ?=E")

Ahora bien, en otras ocasiones la cantidad intensiva representa al
cuantificador, de manera que los papeles del multiplicador y del multiplicando se
intercambian, es decir, la cantidad extensiva se convierte en multiplicando vy la
intensiva en multiplicador (p.e., “Maria tiene 4 galletas. Ana tiene 2 veces mas
galletas que Maria. ;Cuantas galletas tiene Ana?’). Estos problemas se conocen
con el nombre de comparacién y en la divisién, pueden formularse en términos

partitivos (p.e.: “Maria tiene algunas galletas. Ana tiene 8 galletas, ella tiene dos
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veces mds galletas que Maria. ;Cuantas galletas tiene Maria?”) o de medida
(p.e., “Maria tiene 4 galletas, Ana tiene 8 galletas. ;Cuantas veces mas tiene Ana

las galletas de Maria”).

2. Problemas con estructura E x E = E~

Bajo esta nomenclatura se incluyen los problemas de multiplicacion
cartesiana (i.e., productos de medidas segun Vergnaud), siendo las dos
cantidades que se multiplican cantidades extensivas (E1 y E2) que dan lugar a
una tercera cantidad (E3). Ejemplo de esta categoria son los problemas en los
que hay que obtener el &rea de un rectangulo, o aquellos en los que se
combinan dos conjuntos diferentes para dar lugar a un tercero (p.e., “Un
rectangulo mide 8 cm de largo y 2 cm de alto, hallar el drea de dicho rectangulo”
0 “Maria tiene 3 chaquetas y 2 falda. ;Cuantos conjuntos distintos puede

formar?”).

3. Problemas con estructura | x | =1~

En estos problemas dos cantidades intensivas son multiplicadas para dar
como resultado una tercera cantidad intensiva (p.e., Un grifo echa 20 litros de
agua a la hora, si funciona durante 4 horas al dia. ;Cuantos litros habrd echado
en un dia?).

El problema de division correspondiente a esta estructura multiplicativa se
resolveria con la operacion 1°/1. Por ejemplo: Un grifo echa a lo largo del dia 80
litros, si echa a razon de 20 litros a la hora. ;Cudntas horas habra tardado en

echar los 80 litros?.
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Clasificacion de Nesher

Nesher (1992) realizd un analisis textual de los problemas y sefial6 que es
la formulacién verbal la que va a permitir descubrir a los nifios las condiciones
l6gicas y las relaciones semanticas, que se establecen en un problema
multiplicativo bien estructurado.

Diferencié tres tipos de problemas multiplicativos (Nesher, 1988, 1992;
Nesher y Katriel, 1977, 1978):

(1) Problemas que describen una regla de correspondencia:

Por ejemplo: “Maria tiene 3 cajas con galletas, en cada caja hay 4
galletas. ;Cuantas galletas hay en total?”. En este problema se distinguen tres
proposiciones. La primera informa sobre el nimero de veces en que ocurre la
repeticién. En otras palabras, existe un Xs (i.e., cafas) para los cuales hay Ys
(i.e., galletas) y una relacion entre ambos (i.e., entre las cajasy las galletas). La
segunda presenta una regla de correspondencia general y una relacion funcional
que constituye la cantidad intensiva. Esto es, incluye una descripcion de una
cantidad repetida en forma de regla (i.e., 4 galletas en cada caja) y conecta las
dos dimensiones que constituirdn la cantidad intensiva de la pregunta. El nUmero
que aparece en esta proposicion, el multiplicando, es el que se repite. La tercera
proposicion corresponde a la pregunta, que se refiere al total de una dimension

considerando todas las repeticiones.

(2) Problemas de comparacion multiplicativa.
Los problemas de comparacion multiplicativa representan una cantidad en

funcién de otra e incluyen dos tipos de cantidades: la referente y la comparada.
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Siguiendo el ejemplo: “Maria tiene 4 galletas. Ana tiene 2 veces mas
galletas que Maria. ;Cudntas galletas tiene Ana?”, podemos observar que consta
de tres proposiciones. La primera afirma que hay un conjunto de referencia que
contiene un determinado numero de elementos Ys (i.e., “Maria tiene 4 galletas™),
la segunda mantiene que hay una regla especifica para cada elemento del
conjunto de referencia Ys con respecto al conjunto de comparacion Xs (i.e., por
cada galleta de Maria, Ana tiene 2 galletas) y, la tercera, plantea la pregunta
acerca del numero de elementos que hay en el conjunto de comparacién Xs (i.e.,
“,Cuantas galletas tiene Ana?’).

En general, estos problemas se definen mediante una funcion escalar
entre el nimero de objetos en el conjunto referente y los del conjunto
comparado. La direccién en la que se establece la relacién no es intercambiable,
puesto que los papeles del conjunto referente y el conjunto comparado no son
simétricos. No obstante, los objetos que se van a comparar no tienen que
pertenecer necesariamente a la misma clase (p.e., las galletas de Maria con las
mufiecas de Ana).

Finalmente, los problemas de comparacién pueden adoptar dos formas
diferentes en la division: partitivos (i.e., son aquellos que muestran el conjunto
de comparacion y la funcion escalar y se pregunta por el conjunto de referencia)
y de medida (i.e., presentan el conjunto de referencia y el de comparacién y se

pregunta por la funcién escalar).
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(3) Problemas de multiplicacion cartesiana.

Este tipo de problemas implica la presencia de dos dimensiones
diferentes, que se combinan para dar lugar a una tercera cantidad también
distinta. Presentan tres proposiciones: las dos primeras describen los dos
conjuntos independientes de objetos y en la tercera se propone la pregunta,
acerca de cuantos conjuntos distintos se pueden obtener del producto cruzado
de cada uno de los conjuntos independientes anteriormente descritos.

Estos problemas son simétricos y, por tanto, sélo admiten una Unica

formulacion en términos de division.

Clasificacion de Kouba

Kouba (1989), en la misma linea que Nesher, sefial6 que los factores
semanticos tienen un efecto significativo en la interpretacion que realizan los
nifios de los distintos problemas. La autora identificé dos factores principales: la
cantidad desconocida y la naturaleza de las cantidades. A su vez, la cantidad
desconocida, da lugar a tres categorias de problemas:

- multiplicacién: la cantidad desconocida es el producto

- division partitiva: la cantidad desconocida es el numero de
elementos de cada conjunto

- divisiobn de medida: la cantidad desconocida es el ndmero de
conjuntos.

En cuanto la naturaleza de las cantidades, las situaciones mas

importantes que implican la multiplicacion y la division de enteros incluye:
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problemas de conjuntos equivalentes o grupos iguales, problemas escalares o

comparacion multiplicativa y problemas de producto cartesiano.

Clasificacion de Greer

Como en las clasificaciones anteriores, Greer (1992) consideré que los
factores semanticos son esenciales y por ese motivo su clasificacién coincide con
las ya descritas. No obstante, existen algunas divergencias en los tipos de
problemas que identificé en el factor naturaleza de las cantidades. En efecto,
considerd una cuarta categoria: los problemas de drea rectangular. La resolucién
de estos problemas era similar a los de producto cartesiano y como en éstos, los
multiplicandos desempefian papeles equivalentes.

Greer amplié su clasificacion a los niameros decimales y las fracciones,
pero no nos detendremos en ella, puesto que estas cantidades se encuentran

fuera de los objetivos de nuestra investigacion.

Clasificacion de Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Epson

Una de las clasificaciones mas recientes corresponde a Carpenter,
Fennema, Franke, Levi y Epson (1999), que consideraron los siguientes tipos de
problemas:

(1) Problemas de agrupamiento y particion: dentro de este grupo se
encuentran aquellos problemas de multiplicacion y divisibn que pueden ser
agrupados o partidos en grupos equivalentes.

(2) Problemas simétricos (problemas de drea, tablas y de combinacion):

- Los problemas de drea equivalen a los de drea rectangular de Greer.
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- Los problemas de tablas, tan soOlo, se diferencian de los anteriores en
gue éstos pueden incluir objetos discretos (p.e., filas de sillas). Concretamente
estan formados por un namero de filas con el mismo nimero de elementos en
cada fila. Por ejemplo: "En la clase de segundo curso se han puesto cuatro filas
de sillas con 4 sillas en cada fila. ;Cuantas sillas se han colocado en /a clase?”.

- Los Problemas de combinacion se corresponden con los de producto de
medida de Vergnaud, los de producto cartesiano de Kouba y Nesher, los de
estructura E x £ de Schwartz y los de estructura de combinacion de Schmidt y
Weiser.

(3) Problemas no simétricos (problemas de razon, precio y multiplicacion
comparativa):

- Problemas de razon y precio son los problemas de Estructura IxI=/" de
Schwartz, y los de proporcion mdltiple de Vergnaud.

Los problemas de razén no tienen necesariamente que incluir un grupo de
objetos contables (p.e., “Un grifo echa 20 litros de agua a la hora, si funciona
durante 4 horas al dia. ;Cuantos litros habra echado en un dia?”). Estos
problemas pueden ser resueltos de igual manera que los de agrupamiento y
particion. Es decir, los nifios pueden calcular cuantos litros de agua echa el grifo
en un dia, en dos dias y asi sucesivamente haciendo cuatro grupos de 20 litros
en cada uno.

Los Problemas de precio, son problemas de razon en los que la razén es
el precio por item (p.e., “Maria compro 1 paquete de galletas a 2 euros el

paquete. Si quiere comprar 6 paquetes. ;Cuanto dinero necesita?”)
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- Problemas de multiplicacion comparativa: guardan semejanza con los
problemas de comparacion multiplicativa de Nesher, Kuoba y Greer.

A lo largo de estas paginas hemos presentado diversas clasificaciones,
pero las semejanzas entre unas y otras resultan evidentes. Por este motivo,
hemos elaborado una tabla final en la que hemos plasmado estas similitudes

(Tabla 4).
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En la parte empirica del trabajo, teniendo en cuenta que nuestro objetivo
consistia en examinar las competencias de los nifios de Educacion Infantil en las
cuatro operaciones basicas de calculo, hemos intentado mantener un criterio
Unico a la hora de plantear las tareas. Por ello, hemos recurrido al factor
estructura seméantica en un intento de hacer corresponder los problemas con
estructuras de multiplicacion y division con los de adicién y sustraccién. En
nuestra investigacion, clasificaremos los problemas verbales en dos grandes
grupos, dependiendo de que impliquen accion o no accion, obteniendo las

siguientes equivalencias:

Accion No Accion
Adicion cambio Adicién comparacién
Sustraccién cambio Sustraccién comparacion
Multiplicacion sumas repetidas Multiplicacién comparacion
Divisiébn de medida restas repetidas Divisiébn de medida comparacion
Division partitiva restas repetidas Division partitiva de comparacion

Quedan al margen los problemas de combinacion, igualacién de adicién y
sustraccion por no tener una estructura similar en los problemas de
multiplicacion y division y de igual modo, descartamos los problemas de producto
cartesiano al adoptar tan sélo la estructura multiplicativa. La necesidad de
plantear estructuras semanticas equivalentes para las cuatro operaciones se debe

a que, como veremos, uno de nuestros objetivos consiste en a averiguar la
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dificultad inicial de cada una de estas operaciones cuando los nifios no han

recibido instruccion formal en ninguna de ellas.

4.4. SECUENCIACION DE LOS PROBLEMAS VERBALES DE

MULTIPLICACION Y DIVISION.

En este apartado recogeremos los distintos niveles de dificultad de los
problemas de multiplicacion y division. A pesar de las similitudes con los
problemas verbales de adicidén y sustraccion, los estudios sobre multiplicacién y
divisibn, como sefialaron Lago y Rodriguez (1999), no constituyen una copia
exacta de éstos. La razdén es que en la adicién y la sustraccion la estructura
semantica se ha considerado un factor esencial, mientras que en el &mbito de la
multiplicacion y la division se ha explicado su dificultad acudiendo a la naturaleza
de las cantidades. Brevemente sefialaremos algunos de estos datos, ya que gran
parte de las investigaciones se han centrado en los niumeros racionales. Asi, Bell,
Swan y Taylor (1981) demostraron que un problema verbal con el mismo
contenido, pero diferentes datos numéricos, daba lugar a que nifios de entre 12
y 15 afios eligiesen una operacion diferente dependiendo del tipo de cantidad
implicada. Por ejemplo, en el siguiente problema “Encuentra el precio de 0.22
galones de petrdleo, si un galon cuesta 1.20 libras”, la respuesta mas frecuente
entre los estudiantes era la division. Sin embargo, cuando se enfrentaban a la
misma situacién con numeros naturales: “Encuentra el precio de 5 galones de
petroleo, si un galon cuesta 2 libras”, la respuesta mayoritaria fue la

multiplicacion. Los autores explicaron estos resultados aludiendo a que los
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alumnos pensaban que el precio de 0.22 tenia que ser inferior al de 1 galén y por
ello, resolvian el problema dividiendo, actuando de acuerdo con la idea intuitiva
errébnea de que esta operaciéon “hace menor” (la division produce un numero
menor que el dividendo).

En esta misma linea, cuando el multiplicando era un decimal, las
dificultades no eran mayores que si era un nimero natural. Sin embargo, si el
decimal era el multiplicador la dificultad crecia, ya que a los nifios les resultaba
dificil imaginar un nimero multiplicado tantas veces como indicaba el decimal
(i.e., modelo intuitivo de sumas repetidas). En concreto, De corte, Verschaffel y
Van Collie (1988) realizaron un estudio con 116 nifios de 12 afios, la tarea
consisti6 en problemas verbales de multiplicacion en los que se variaba la
naturaleza de la cantidad en el multiplicando y en el multiplicador (entero
positivo, decimal mayor que uno y decimal menor que uno). Los resultados
fueron los siguientes: a) cuando el multiplicador era un ndmero decimal mayor
gque uno se quebrantaba la regla de “adicion repetida” (i.e., el multiplicador debe
ser un numero entero) y en consecuencia, el nUmero de operaciones erréneas
era mayor que cuando el multiplicador era un namero entero; b) cuando el
multiplicador era inferior a uno se violaba tanto la regla de la adicion repetida
como la de que el resultado debe ser mayor que el multiplicando, siendo muy
alta la tasa de errores; ¢) la naturaleza de los nimeros que aparecian en el
multiplicando no producia diferencias significativas en la ejecuciéon.

En cuanto a la division, Fischbein et al. (1985) sefialaron que las
cantidades que se utilizaban en los problemas determinaban el nivel de dificultad

de los mismos. De esta forma, cuando el divisor era un ndmero decimal los
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problemas de dividir resultaban mas dificiles (i.e., tan so6lo el 22% nifios de 10-11
afos, daban respuestas correctas, el 25% de los de 12-13 afios y el 40% de los
alumnos de 14-15) que cuando el divisor era un namero entero (i.e., 89%, 93%
y 99%, respectivamente). El error mas frecuente que cometian los nifios
consistia en cambiar la operacion de dividir por la de multiplicar. Cuando el
divisor era mayor que el dividendo la dificultad aun era mayor (i.e., 20%, 24% y
41%), siendo el error mas frecuente la inversion de los datos numéricos (i.e.,
dividir el nimero mayor por el nimero menor).

Como acabamos de ver, uno de los obstaculos principales con el que se
encuentran los alumnos cuando resuelven problemas verbales de multiplicacion y
division tiene que ver con la eleccion de la operacién adecuada, de este modo
resuelven problemas de divisibn como si fueran de multiplicacién y viceversa.
Ademas, en el estudio realizado recientemente por Dopico (2001) con nifios de
39, 4° y 5° de Educacién Primaria, se indicaba que era la estructura semantica
de los problemas la que influia en el nivel de éxito. En esta misma linea, otros
estudios encontraron que los problemas de grupos iguales resultaban mas
sencillos que los de comparacion (p.e., Bell et al., 1984, 1989; De Corte y
Verschaffel, 1996; Fischbein et al., 1985; Graeber, Tirosh y Glover, 1989; Kouba
y Franklin, 1993; Mulligan y Mitchelmore, 1997; Nesher, 1992; Tirosh y Graeber,
1990).

Parece que las estructuras que implican accién, como los problemas de
grupos iguales de division, son mas sencillos que los problemas que presentan
una relacién estatica como, por ejemplo, los de comparacion (p.e., Bermejo,

Lago y Rodriguez, 1994; Carpenter y Moser, 1984; De Corte y Verschaffel, 1996;
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Dopico, 2001). En otras palabras, en los problemas de grupos iguales los nifios
podian interpretar la relacion dindmica entre los conjuntos y comprender mas
facilmente el papel desempefado por las dos cantidades del enunciado sin tener
gue realizar una elaboracion profunda, mientras que en los de comparacion de
division se enfrentaban a una relacion asimétrica compleja del tipo: “A tiene n
veces lo que tiene B” (Dopico, 2001). De este modo, el modelo matematico de
las situaciones de grupos iguales imponia menos demandas cognitivas y no
requeria una comprension tan profunda como el de las situaciones de
comparacion.

Volviendo al estudio de Dopico (2001) no hallé diferencias significativas
cuando consideraba Unicamente el factor modelo (partitivo / medida), pero si
cuando tenia en cuenta ademas la estructura semantica del problema. Asi, los
nifos de 3° y 5° resolvian ligeramente mejor la division de medida que la
partitiva, tanto con las estructuras de grupos iguales, como con las de
comparacion. A la hora de explicar estos datos acudia a dos interpretaciones no
excluyentes: el lugar donde aparece la palabra clave y la transformacion de la
sentencia de comparacién en una de asignacién. Respecto a la primera, los nifios
parecian emplear una “estrategia” de palabra clave, que daba Ilugar a una
determinada operacién aritmética. De este modo, en los problemas de
comparacion de medida la palabra clave “veces” se sitla en la pregunta,
mientras que en los de comparacion partitiva la palabra clave se encuentra en
alguna otra de las proposiciones del enunciado. Con respecto a la segunda

justificacion, los datos sefialaban que los nifios tenian dificultades para
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interpretar el significado de wuna sentencia relacional traduciéndola, en
consecuencia, en una de asignacion.

En la multiplicaciéon se han encontrado datos similares a la division, los
problemas multiplicativos de grupos iguales son los mas sencillos, frente a los
comparativos o de producto cartesiano (p.e., Bell, Greer, Griminson y Mangan,
1989; De Corte y Verschaffel, 1996; Lago et al., 1999). A la hora de explicar este
orden de dificultad hemos de acudir a Nesher (1988) quien sefalé que: “/a
primera ofeada que los nifios realizan del problema verbal les muestra un texto
consistente, en un lenguaje natural y con algun dato numeérico. Esta claro que el
dato numérico no ofrece ninguna informacion con respecto al tipo de operacion
que se tiene que ejecutar, al contrario, toda la informacion decisiva se encuentra
en la formulacion verbal del texto” (p.24). En otras palabras, lo que determina la
eleccidon de una u otra operacidon en un problema verbal no son las cantidades,
sino fundamentalmente el texto. De ahi que, la dificultad de los problemas se
pueda predecir a partir de su estructura proposicional. Teniendo en cuenta esto,
los problemas de grupos iguales son los més sencillos, ya que los nifios pueden
comprender el papel desempefiado por cada una de las cantidades dadas
directamente, sin tener que llevar a cabo una elaboracion profunda del texto. La
estructura presente en estos problemas puede verse como un procedimiento
dindmico en el cual n2 se repite nl veces (p.e., 4 galletas en 5 cajas),
convirtiéndose en un proceso de suma repetida (Nesher, 1992). Ademas, segun
esta misma autora, los més pequefios aprenden la multiplicacion como una suma
repetida, de este modo el problema se convierte en una operacion unitaria en

vez de una operacion binaria con dos predicados nly n2.
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Los problemas de comparacion son mas dificiles, porque los alumnos han
de comprender la relacién asimétrica entre la cantidad comparada y la cantidad
de referencia. Esta relacién sélo se menciona sutilmente en la estructura de la
segunda condicion (i.e., “a” tiene n veces lo que tiene “b”).

Los problemas de producto cartesiano son los mas complejos de resolver.
Implican la consideracion de un hecho que no aparece explicitamente en el texto
del problema, pero que ha de ser tenido en cuenta para resolverlo con éxito,
esto es, “cada A tiene que ser multiplicado de forma cruzada con cada B”. La
estructura inherente a estos problemas puede conducir a los nifios a
interpretarlos como problemas de adicion, dada la ausencia de indicios claros que

los vincule con la multiplicacion.

4.5. ESTRATEGIAS Y ERRORES EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE

MULTIPLICACION Y DIVISION.

Para obtener una vision completa del conocimiento que tienen los nifios
sobre los problemas de multiplicacion y divisién es necesario prestar atencién a
como los resuelven. A este respecto, Wright, Mulligan y Gould (2000)
distinguieron cinco niveles evolutivos en el conocimiento temprano de los nifios
sobre la multiplicaciéon y division, vinculados a estrategias que procedian de la
reorganizacion cognitiva del conteo y de las estrategias de adicién y sustraccion.

En lo que sigue describiremos estos 5 niveles:

-108-



Multiplicacion y Division

Nivel 1: “agrupamiento inicial”: los nifios son capaces de establecer
la cantidad numérica de una coleccion, asi como establecer grupos iguales si los
ftems son visibles y pueden realizar el conteo uno a uno de cada uno de ellos.

Nivel 2 “conteo perceptual por multiplos”: las estrategias de conteo
correspondientes a este nivel conllevan, implicita o explicitamente, el conteo por
multiplos. Puede ser de tres tipos:.

a) Conteo ritmico. cuentan todos los items contenidos en cada uno de
los grupos, enfatizando el dltimo “numeral” de cada grupo (p.e., Si
tienen que contar 3 grupos con 4 elementos cada uno, enfatizaran el
“cuatro” el “ocho” y el “doce”)

b) Doble conteo: cuentan todos los items que hay dentro de un grupo y
al mismo tiempo cuentan el nimero de grupos (p.e., en el problema
anterior cuentan: 1,2, 3, 4 (1) 5,6,7,8 (2) 9,10, 11, 12 (3)).

c) Conteo a saltos. el conteo se realiza utilizando multiplos de un mismo
factor (p.e., de 2 en 2, de 3 en 3, etc.)

Nivel 3 “composicion figurativa de grupos”: los nifios son capaces

de contar el nimero de items, no visibles, de los diferentes grupos.

Nivel 4 “repeticion abstracta de la composicion de un grupo”: los
nifios construyen una estructura conceptual de etiquetado (i.e., una unidad de
composicién abstracta), que les permite ser conscientes de la composicion del
namero y de su caracter unitario. De ahi que puedan utilizar sumas o restas
repetidas para resolver problemas de multiplicacion o de division, siendo
conocedores de que si hay 6 grupos de 3 elementos, por ejemplo, cada grupo de

3 forma una unidad y al mismo tiempo comprende 3 elementos.
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Nivel 5 "multiplicacion y division como operacion”: en este nivel se
sitan las operaciones de multiplicacion y division propiamente dichas. Los
alumnos son capaces de coordinar dos composiciones de unidades en el contexto
de la multiplicacion o de la divisién. Por ejemplo, si tenemos seis grupos de tres
elementos cada uno, saben que tanto el 6 como el 3 son unidades de
composicién abstracta. Ademas, en este nivel tendrdn acceso a la propiedad
conmutativa y el principio de relacion inversa entre la multiplicacién y la division.

Otros autores consideraron el grado de abstraccion de los procedimientos,
agrupandolos en cinco categorias: representacién directa o recuento unitario,
doble recuento, recuento transaccional, aditivas o sustractivas y hechos
numeéricos recordados (p.e., Anghileri, 1989; Kouba, 1989; Mulligan, 1992). Estas
categorias hallan cierta correspondencia con los niveles de Wright et al. (2000).
Asi, por ejemplo, la representacion directa o recuento unitario se ubicaria en el
nivel 1, mientras que las estrategias de adicién y sustraccién podriamos situarlas
en el nivel 4. A continuacion, examinaremos estos procedimientos con cierto

detalle.

4.5.1. Estrategias de representacion directa o recuento unitario

Reciben este nombre todas aquellas estrategias que se apoyan en la
utilizacion de objetos fisicos para representar las relaciones descritas en el
enunciado del problema. Veamos algunos ejemplos.

“Maria compro 4 cajas de galletas. Habia 3 galletas en cada caja,

ceuantas galletas compro Maria?”,
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Para resolverlo, los nifios pequefios hacen grupos de 3 elementos, de uno
en uno, hasta llegar a tener 4 grupos de 3 elementos cada uno, posteriormente
cuentan todos los objetos utilizados y dan la respuesta “12”.

“Maria tiene 12 galletas, si quiere colocar 3 galletas en cada plato.

cCuantos platos necesita para colocar todas las galletas?”.

En este problema de division de medida encontramos dos variantes de la
estrategia de representacion directa, dependiendo de si el niumero total es
contado al principio o al final. En la primera, los nifios cuentan el total de objetos
12 y los reparten en grupos de 3 objetos cada uno, contando finalmente el
namero de grupos. En la segunda, los nifios van tomando, sucesivamente,
objetos para hacer grupos de 3 elementos cada uno. Cuando han hecho 3
grupos, por ejemplo, cuentan las “galletas” que tienen, (i.e., 9) y cogen
nuevamente otro grupo de 3 elementos contando el total (12). Por ultimo,
proceden a contar el nimero de grupos para dar la respuesta final.

“Maria tiene 12 galletas, guarda todas las galletas en 4 cajas,

poniendo en cada caja el mismo numero de galletas. (Cuadntas

galletas hay en cada caja?’.

Para resolver este problema de divisién partitiva los nifios pequefios
pueden proceder de dos formas: bien contando las 12 galletas y repartiéndolas
de una en una para formar 4 montones de 3 elementos cada uno, bien tomando
el conjunto inicial de 12 galletas y repartiéndolo, por ejemplo de 2 en 2,
afiadiendo, una méas a cada grupo de las sobrantes. No obstante, algunos nifios

no cuentan inicialmente el total de elementos, sino que comienzan el reparto al
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tiempo que cuentan 1, 2, 3, 4, afiaden mas elementos en otro lugar separado y
cuentan 5, 6, 7, 8 y asi sucesivamente hasta llegar a 12.

Dentro de estas estrategias estan aquellas que aunque existe la
representacion con objetos fisicos se apoyan en adiciones y restas repetidas para
dar solucion al problema. Por ejemplo, en la multiplicaciéon (4 x 3) los nifios
llevan a cabo la representacion de: 3 + 3 + 3 + 3 =12.

En la division de medida, si recurren a la adicion repetida afiaden
reiteradamente el divisor hasta llegar al dividendo. Si echan mano de la
sustraccion repetida comienzan con el dividendo y utilizan un procedimiento de
célculo en el que quitan reiteradamente el divisor. Veamos un ejemplo.

“Maria tiene 12 galletas, si quiere colocar 3 galletas en cada

plato, ccuantos platos necesita para colocar todas las

galletas?”.

En este caso, los nifios lo pueden resolver haciendo grupos de 3 en 3 al
hasta llegar al dividendo (12), para finalizar contando el nimero de grupos de 3
elementos.

En la estrategia de sustraccion comenzara con la representacion de 12 y
quitardn mdltiplos de 3 hasta llegar a 3, es decir, 12, 9, 6, 3. Finalmente,
contaran el nimero de veces que se ha quitado 3 a 12.

“ Maria tiene 12 galletas, guarda todas las galletas en 4

cajas, poniendo el mismo numero de galletas en cada caja.

cCuantas galletas hay en cada caja?”.

En este problema de divisibn partitiva, los nifios efectuaran sumas de

grupos equivalentes hasta sumar un total de cuatro grupos. Por ejemplo de 2 en
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2, (2,4,6,8), pero como el ultimo numero no coincide con el dividendo volveran a
intentarlo de 3 en 3, (3,6,9,12).

En las estrategias de sustraccion, partiendo del 12, procederan a quitar
multiplos de 2 o de 3 un total de 4 veces, (12,9,6,3). El cardinal del conjunto es

correcto si el tltimo nimero coincide con el elegido (en nuestro caso el 3).

4.5.2, Estrategias de doble recuento

Estas estrategias representan un nivel de abstraccion mas avanzado,

puesto que los sujetos son capaces de integrar dos secuencias de conteo.

Siguiendo a Baroody (1988) la estrategia de doble recuento comprende

cuatro pasos. A modo de ejemplo veamos la siguiente division, 6:2

1. generan los numeros de la secuencia numeérica estandar, que se

corresponde con el dividendo (i.e., 1, 2, 3, 4, 5, 6)

2. de forma simultanea al paso anterior, llevan la cuenta de cada dos

nameros contados, (i.e.,1,2, 1,2, 1,2.)

3. cuentan el nimero de grupos de dos (i.e., 1, 2, 3).

4. detienen la secuencia numérica después de completar el Gltimo grupo,

siendo la respuesta el dltimo grupo contado (i.e., 3).

Los nifilos que utilizan el doble recuento no comienzan representando el
dividendo con un conjunto de objetos, sino que utilizan el dividendo para
saber “cuando tienen que parar” y no formar méas grupos.

“Maria tiene 12 galletas, si quiere colocar 3 galletas en cada plato.

cCuantos platos necesita para colocar todas las galletas?”.
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En el ejemplo, cuentan los elementos al tiempo que cuentan el nimero de

conjuntos formado
123 456 789 10 11 12
1 2 3 4

“ Maria tiene 12 galletas, guarda todas las galletas en 4 cajas,

poniendo en cada caja el mismo numero de galletas. (Cuadntas

galletas hay en cada caja?”.

En este caso el doble recuento lo realizan mientras reparten los objetos
uno a uno. Por ejemplo, distribuyen una galleta en cada cajita hasta llegar al
namero que indica el dividendo, al tiempo que cuentan el nimero de galletas
gue colocan en las cajas.

[ ] [ ] [ ]
14 710 25811 36 912

Con el paso del tiempo, los nifios se vuelven menos dependientes de la
presencia de objetos o del uso de los dedos, lo que les va a permitir contar
verbalmente estableciendo distintas pausas o énfasis en la palabra que se
corresponde con el Ultimo numeral de un conjunto. Por ejemplo, en el
problema anterior contaran: 1, 2, 3 (pausa) 4, 5, 6 (pausa) 7, 8, 9 (pausa)

10, 11, 12 (pausa).
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4.5.3. Recuento transaccional

La caracteristica esencial que define esta estrategia es que los nifios
calculan la respuesta al problema utilizando una secuencia de conteo basada en
multiplos de un mismo factor. Por ejemplo, en el problema de divisiébn anterior

(6:2) contaran 2, 4, 6.

4.5.4. Estrategias de conteo

Como en la adicion y la sustraccion, a medida que los nifios van
adquiriendo mas habilidades matematicas cambian las estrategias basadas en la
representacion directa por las de conteo (Carpenter et al., 1999).

“Maria compro 4 cajas de galletas, habia 3 galletas en cada caja.

¢Cuantas galletas compro Maria?”

Este problema de multiplicacion puede resolverse mediante un
procedimiento de conteo por multiplos, es decir, los nifios extienden 4 dedos al
tiempo que cuentan 3, 6, 9, 12. En este caso los dedos sirven para registrar lo
gque ya han contado y no como objeto fisico para contar.

En otras ocasiones, lo que hacen es utilizar estrategias combinadas. Por
ejemplo, recurren inicialmente al conteo por mdltiplos (i.e.,3, 6, 9) y después,
contindian con un conteo uno a uno hasta llegar a la respuesta.

“Maria tiene 12 galletas, si quiere colocar 3 galletas en cada plato.

cCuantos platos necesita para colocar todas las galletas?”.
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Los nifios contaran 3, 6, 9, 12, hasta llegar al dividendo (12) al tiempo
gue extienden un dedo por cada numero dicho, siendo la respuesta el nUmero de
dedos levantados (4).

“Maria tiene 12 galletas, guarda todas las galletas en 4 cajas,

poniendo el mismo numero de galletas en cada caja. ¢;Cuantas

galletas hay en cada caja?”.

En este problema de division partitiva, pueden proceder formando 4
grupos equivalentes, por ejemplo 2, 4, 6, 8 y como el ultimo nimero no se
corresponde con el dividendo, procederan a realizar nuevos grupos equivalentes

con diferente cardinal 3, 6, 9, 12.

4.5.5. Estrategias memoristicas: hechos numeéricos y hechos derivados

En algunas ocasiones los nifios obtienen la respuesta recordando el
producto de la multiplicacién o el resultado de la divisién. En otras, recurren a los

hechos derivados. Por ejemplo en el problema “Maria compro 4 cajas de galletas,

habia 3 galletas en cada caja. ;Cuadntas galletas compro Maria?”, la respuesta

seria la siguiente: como 4 mas 4 son 8, una vez mas 4 son 12.

4.5.6. Estrategqgias incorrectas de multiplicacion y division

A la hora de analizar los errores de multiplicacion y division nos
encontramos con la dificultad de que los estudios se han basado principalmente

en el efecto de las cantidades, en vez de en la estructura semantica del
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problema. Por ejemplo, Bell et al. (1989) sefialaron que uno de los errores que
cometian los nifios era cambiar el dividendo por el divisor cuando el primero era
menor que el segundo. Asimismo, Bell, Sawn y Taylor (1981) encontraron que en
el problema “Encontrar el precio de 0.22 galones de petrdleo si un galon cuesta
1.20 libras” uno de los errores mas frecuentes consistia en resolver el problema
mediante la division de 1.20 entre 0.22. No vamos a extendernos mas en estos
errores, que como indicamos anteriormente, se producian ante la presencia de
cantidades decimales o en situaciones en las que el dividendo es menor que el
divisor y, ambos casos, estan fuera de los objetivo de nuestra investigacion.

Otros estudios analizaron los errores en la tarea de “plantear problemas’.

De Corte y Verschaffel (1996) sefalaron las siguientes respuestas incorrectas,
datos que también fueron corroborados en el estudio de Dopico (2001):

- Plantear el problema sin formular la pregunta final, describiendo
solamente una situacion.

- Incluir la respuesta dentro del enunciado, sin que conlleve ningun
célculo aritmético para solucionar el problema.

- Algunos problemas carecen de cierta informacion necesaria para
poder resolverlos (por ejemplo: “Maria tiene 3 galletas y Ana le da
mads galletas. ;Cudntas galletas tiene ahora Maria?”).

- Utilizar datos numéricamente diferentes a los dados.

- Generar un problema cuya solucién requiere una operacion aritmética

diferente a la dada.
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Finalmente, otros errores atafien directamente al conocimiento
inapropiado del papel desempefiado por los términos de la division (i.e.,
dividendo, divisor, cociente y resto). En efecto, en un estudio que realizamos
sobre division partitiva y de medida en nifios de Educacion Infantil (Caballero,
Rodriguez y Lago, 1999) identificamos los siguientes errores:

Error de cociente: denominamos asi cuando no consideran el cociente, de

manera que distribuyen el dividendo sin tener en cuenta que todos los
subconjuntos formados han de tener el mismo nimero de elementos.

Por ejemplo en el problema: “9 gallinas se van a jugar a la casa azul,
amarilla, verde y roja. En todas tiene que haber el mismo numero de gallinas.
¢Cuantas gallinas hay jugando en cada casa?”.

Virginia (5 afios):cogié 4 casas (divisor) y las 9 gallinas (dividendo) y
distribuy6 2 gallinas en cada casa, salvo en la cuarta donde colocé 3 gallinas.

Error en el dividendo: no tienen en cuenta el nimero de elementos que

componen el dividendo, incrementandolo o disminuyéndolo. Este error suele
deberse al conteo, ya que a menudo cuentan dos veces un mismo elemento o
dejan alguno sin etiquetar.

Error en el divisor: los nifios no prestan la debida atencion al nUmero que

representa al divisor. En los problemas de division partitiva hacen agrupaciones
con un namero mayor o menor de subconjuntos de los que indica el divisor. En la
de medida, distribuyen un ndmero de elementos, mayor o menor, que lo

indicado por el divisor.
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Por ejemplo en el problema de division de medida: “Empieza a llover, la
vaca Paca tiene que guardar 11 gallinas. Solo puede meter 3 gallinas en cada
casa. ¢;Cuantas casas necesita para que quepan todas las gallinas?”.

Raul (5 afos): cogié 11 gallinas (dividendo) y 2 casas, distribuy6 7
gallinas en una casa y 4 en la otra casa (no teniendo en cuenta que en cada casa
solo podia haber 3 gallinas).

En el problema de division partitiva: “9 gallinas se van a jugar a /a casa
azul, amarilla, verde y roja. En todas tiene que haber el mismo numero de
gallinas. ;Cuantas gallinas hay jugando en cada casa?”.

Laura (5 afios): cogio 9 gallinas (dividendo) y 4 casas (divisor) distribuyo
las 9 gallinas entre 3 casas y respondié “tres gallinas en cada casa y quito una
casa porque sobra’ (no tuvo en cuenta el tamafio del divisor).

Transformacién en multiplicacion: en vez de resolver el problema

repartiendo dividendo entre divisor, lo que hacen es “multiplicar” el dividendo por
el divisor.

Por ejemplo en el problema: “Empieza a llover, la vaca Paca tiene que
guardar 11 gallinas. Solo puede meter 3 gallinas en cada casa. ;Cuantas casas
necesita para que quepan todas las gallinas?”.

Miguel Angel (5 afios): colocé 11 gallinas en cada casa, de manera que
habria un total de 33 gallinas.

Estos errores fueron hallados también por Squire y Bryant (2002). En
concreto, realizaron un estudio con nifios de 5 a 8 afios sobre problemas de
division presentados bajo dos formas diferentes: Agrupamiento por el divisor y

Agrupamiento por el cociente. En la primera situacion de reparto el divisor
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determinaba el nimero de grupos y el cociente el tamafio de cada grupo,
mientras que en la segunda el divisor establecia el nimero de objetos en cada
grupo y el cociente el nimero de grupos formados. En ambos casos, los autores
encontraron dos errores principales: e/ error de divisor, (i.e., daban por
respuesta el divisor en lugar del cociente) y el error de dividendo, (i.e.,

respondian con el dividendo en vez del cociente).
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III. MARCO EXPERIMENTAL.

1. PLANTEAMIENTO DE HIPOTESIS.

El objetivo principal de esta investigacion es ahondar en el conocimiento
informal que tienen los mas pequefios acerca de las cuatro operaciones aritméticas,
esto es, adicién, sustraccion, multiplicacion y divisibn. Como sefialamos
repetidamente a lo largo de este trabajo, este interés resulté de suma importancia,
puesto que los nifios tienden a interpretar y abordar las mateméticas formales en
funcién de sus conocimientos informales.

Esta meta se plasma a su vez en dos objetivos especificos. El primero reside
en comprobar si las cuatro operaciones aritméticas representan para ellos distintos
niveles de complejidad. La trascendencia educativa de este planteamiento se
evidencia en el proyecto curricular de primaria, momento en que empieza la
ensefianza reglada de las operaciones aritméticas. Esta ensefianza formal empieza
por la adicién, seguida de la sustraccién, multiplicacién y concluye con la divisién, en
un intento de ir de lo mas facil a lo méas dificil. Sin embargo, ¢esta secuenciacion
obedece a razones puramente matematicas, que centran el aprendizaje de estas
operaciones en la ensefianza del algoritmo, o toma en consideraciébn aspectos
psicoldgicos relacionados con el proceso de adquisicion de estos conceptos?. Para
responder a esta cuestion, no s6lo hemos incorporado en las tareas propuestas a los
nifos las cuatro operaciones aritméticas, sino también el factor estructura semantica,

que en la investigacion sobre problemas verbales se ha revelado de gran importancia.
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En otras palabras, nuestro interés consiste en determinar si el grado de dificultad de
las diferentes operaciones varia dependiendo de que los problemas se formulen en
términos de accion o no accion.

El segundo objetivo consiste en conocer los procesos de solucién de los nifios
de EI cuando se enfrentan a estas tareas. En efecto, pretendemos trazar la secuencia
evolutiva que siguen en los procedimientos de resolucion mediante la combinacion de
una metodologia transversal y longitudinal. La novedad aqui reside en que la mayoria
de los estudios emplean una metodologia transversal y ademas, analizan una o dos
operaciones aritméticas (p.e., adicién y substraccion), pero no las cuatro de manera
conjunta.

Para alcanzar estas metas planteamos las siguientes hipétesis de trabajo:

Hipotesis 1: los nifos de 4-5 afos realizaran peor las tareas de
resolver problemas verbales que los de 5-6 aios, independientemente del
tipo de Operacion y Estructura Semantica.

Desde que los nifios nacen se encuentran con un entorno lleno de elementos
gue pueden ser manipulados, tocados e incluso cuantificados, dando lugar a
pequefios ejemplos de adicion, sustraccion y reparto. Escenas como contar los
peldafios de la escalera y repartir caramelos son frecuentes en los juegos entre
padres e hijos lo que provoca que, con la edad, el nimero de estimulos matematicos
recibidos sea mayor y, por tanto, mejore el rendimiento.

Hipdtesis 2: no esperamos encontrar diferencias en el factor

Operacion.

-122-



Marco Experimental

Como sefilalamos unas lineas mas arriba, las experiencias cotidianas
proporcionan a los nifios los conocimientos informales y en éstas, se dan por igual en
situaciones aditivas, sustractivas, etc.

Hipodtesis 3: los nifios de EI resolveran mejor los problemas con
Estructura Semantica de accion (i.e., cambio, sumas repetidas y restas
repetidas) que los problemas con estructura de no accion (i.e.,
comparacion) y ello afectara principalmente al grupo de 4-5 afios.

A este respecto, como hemos tenido ocasién de comentar en la parte tedrica
de este trabajo, son varios los estudios que confirman que los problemas con
estructura que implica accion resultan mas faciles de resolver, puesto que los nifios
pueden interpretar la relacion dindmica entre los conjuntos y comprender mejor el
papel desempefiado por las dos cantidades del enunciado sin tener que realizar una
elaboracion profunda, mientras que en los problemas que implican no accion se
enfrentan a situaciones estaticas y asimétricas. Esta dificultad es ain mayor si
tenemos en cuenta que en estos problemas han de representar correctamente la
relacion comparativa que se establece entre los conjuntos.

Hipotesis 4: la progresiva elaboracion del conocimiento informal
permitira a los nifos, cuando alcancen la edad de 5-6 afios, mostrar
estrategias mas elaboradas para resolver los problemas que a los 4-5 anos.

Cabe esperar que, con la edad, los nifios tengan la oportunidad de descubrir
procedimientos mas elaborados y con menor carga cognitiva, como son las

estrategias de conteo frente a las de representacion directa.
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Hipotesis 5: las estrategias de resolucion estaran determinadas por
la Operacion y Tipo de Problema.

Al partir del conocimiento informal de los nifios trataremos de averiguar si este
conocimiento previo es el que determina los procesos de resolucién o por el contrario,
estos procesos estan mediatizados por otros factores como el tipo de problema o la
operacion.

Hipotesis 6: con la edad los errores experimentaran cambios
cuantitativos y cualitativos.

En otras palabras, y siguiendo con el razonamiento anterior, a los 4-5 afos el
namero de errores serd mayor y estaran relacionados con la competencia conceptual,

mientras que a los 5-6 afos se incrementaran los de ejecucion.

2. METODO.
2.1. PARTICIPANTES.

Participaron en este estudio todos los nifios de Educaciéon Infantil del colegio
concertado Centro Cultural Salmantino situado en la zona sur de Madrid, cuyo nivel
socio-econémico y cultural era medio-bajo.

En total fueron 36 alumnos, que se repartieron en dos grupos equivalentes
siguiendo el criterio de curso escolar en el que se hallaban (i.e., primero o segundo
de Educacion Infantil). De este modo:

El Grupo | estuvo formado por 18 nifios con edades comprendidas entre los 4
y los 5 afios, que en el momento de iniciar la recogida de datos tenian una media de

edad de 4;7 afos.
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El Grupo Il estuvo integrado por 18 nifios con edades comprendidas entre los

5y los 6 afios (M: 5;5 afios).

Al tratarse, como veremos mas adelante, no s6lo de un estudio transversal

sino también longitudinal se procedié a hacer un seguimiento a todos los nifios del

Grupo I, salvo 3 que causaron baja en el colegio, cuando sus edades oscilaban entre

los 5y los 6 afos (M:5;7afos), formando el Grupo 111 con un total de 15 nifios.

2.2. MATERIAL.

El material que se proporcionaba a los participantes para la resolucion de los

diferentes tareas constaba de:

A)

B)

)

D)

ocho dibujos de casas de diferentes colores (2 amarillas, 2 rojas, 2 verdes, 2
azules) presentadas cada una de ellas en papel plastificado de 19,7 x 19, 7 cm
(Ver Anexo 11, pag.245).

20 gallinitas de plastico duro, iguales en cuanto al tamafo, color y forma. En
concreto, todas eran de color blanco con cresta, pico y barba de color rojo, y con
dos puntitos de color negro para los ojos. Las gallinitas median 6,5 cm de alto, 7
cm de largo y 4 cm de ancho (Ver foto, Anexo 11, pagina 243).

20 sacos de trigo, confeccionados con tela de color amarillo claro y rellenos de
algodon, del mismo color, forma y tamafo. Las medidas de los sacos eran 8,5 cm
de alto, 4,5 cm de largo y 2 cm de ancho (ver foto, Anexo 11, pagina 243).

Una marioneta de guante en forma de vaca, y con el nombre de “la vaca Paca”,
confeccionada con lana de color marrén oscuro, con el hocico de color blanco y la

parte interna de la boca de color rosa. Los ojos, la separaciéon entre los ojos, la
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nariz y la parte anterior de las orejas estaba hecha con fieltro. La nariz eran dos
6valos de color negro, los ojos también eran dos Ovalos superpuestos uno blanco
y otro negro, la separacion entre los ojos era blanca y la parte anterior de las
orejas era de color rosa. El pelo de la vaca era de color blanco y tenia una tira de
color rojo que separaba los ojos del hocico. Media 23 cm de alto (Ver foto, Anexo
I, pagina 244).

E) Finalmente, para realizar los analisis posteriores, utilizamos una camara de video

para grabar las sesiones de recogida de datos.

2.3. PROCEDIMIENTO.

La recogida de datos se realizd en 2 cursos escolares consecutivos (1999-
2000, 2000-2001). En el curso 1999-2000, resolvieron las tareas los nifios de los
Grupos | y 1l (4-5 afios y 5-6 afios, respectivamente). Durante el curso 2000-2001 se
realizo el seguimiento a 15 nifios del Grupo | (Grupo Ill: 5-6 afios).

En cuanto a las pruebas, consistieron en un protocolo de problemas verbales
para los nifios de 5-6 afios y otro protocolo de iguales caracteristicas, pero diferentes
cantidades numéricas, para los nifios de 4-5 afios. Los protocolos estaban constituidos
por 20 problemas verbales:

(1) dos problemas de adicién - accion: “£n la casa azul hay 5 gallinas, y otras

3 van a jugar con ellas. ¢Cuantas gallinas hay ahora en la casa azul?”.

(2) dos problemas de sustraccion - accion: “ £n /a casa amarilla hay 11

gallinas y 6 gallinas se van de paseo. ;Cuantas gallinas se quedan en la casa

amarilla?”,
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(3) dos problemas de multiplicacion - accién: “Las gallinas preparan la cena,
colocan en la casa azul, en la casa rofa y en la casa amarilla 3 sacos de trigo
en cada una. ;Cuantos sacos de trigo han colocado en total para la cena?”

(4) dos problemas de divisién de medida - accion: “12 gallinas se van a dormir
Y en cada casa caben 4 gallinas. ;Cuantas casas se necesitan para que quepan
todas las gallinas?”.

(5) dos problemas de division partitiva - accion: “Tenemos 12 gallinas, que
hay que guardar entre la casa azul, amarilla y verde. En todas las casas tiene
que haber el mismo numero de gallinas. ;Cuantas gallinas metemos en cada
casaz?”.

(6) dos problemas de adicion - no accion: “Las gallinas preparan la comida,
ponen en la casa azul 7 sacos de trigo y en la casa amarilla ponen 4 sacos de
trigo mads que en la casa azul. ;Cudntos sacos de trigo han puesto en la casa
amarilla?”.

(7) dos problemas de sustraccibn - no accion: “En la casa verde estan
descansando 10 gallinas y en la casa amarilla estan descansando 5 gallinas
menos que en la verde. (Cuantas gallinas estan descansando en la casa
amarilla?”.

(8) dos problemas de multiplicacion - no accion: “En /a casa roja hay 3 gallinas
y en la casa azul 4 veces las gallinas que hay en la casa roja. ;Cuantas gallinas
hay en la casa azul?”,

(9) dos problemas de division partitiva - no accion: “Las gallinas de la
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casa verde comen la mitad de sacos de trigo que las gallinas de la casa azul y

/as de la casa azul comen 8 sacos de trigo. ;Cuantos sacos de trigo comen las

gallinas de la casa verde?”.

(10) dos problemas de divisién de medida - no accion: “Las gallinas de la casa

azul comen 9 sacos de trigo y las de la casa verde comen 3 sacos de trigo. Si

en cada viafe tralgo 3 sacos de trigo. ;Cuantos viajes mas tendré que ir a /a

tienda para comprar el trigo de las gallinas de /la casa azul?”,

Las cantidades seleccionadas para los participantes de 4-5 afios no excedian
en ningun caso de 7, mientras que las cantidades en el grupo de 5-6 afos llegaban
hasta el 12 (ver Anexo |, pags. 238-242). En ambos casos se escogieron nimeros
pequefios para asegurarnos de que los nifios eran capaces de realizar el conteo hasta
dichas cantidades y excluir que éstas en si mismas fuesen una dificultad afiadida. No
obstante, se elevaron las cantidades en el grupo de los mayores para evitar que
resolvieran los problemas por subitizing y tuvieran ocasion de desarrollar un mayor
namero de estrategias.

Las pruebas fueron aplicadas en 5 entrevista individuales, cada una con 4
problemas. El nUmero de sesiones fue elevado para prevenir el cansancio y la falta de
atencion que el mismo provoca en nifios de tan corta edad. El orden de la
presentacidén de los diferentes problemas fue elegido al azar y se mantuvo constante
para todos los participantes. Cada nifio era entrevistado sélo una vez por semana,
durante las horas lectivas del centro, para mitigar posibles efectos del aprendizaje,

con una duracién que no excedia de los 20 minutos.
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La recogida de datos fue realizada por nosotros mismos junto con dos
estudiantes de psicologia a quienes se entrené previamente.
Todas las sesiones seguian una pauta similar. Se iniciaban presentando la

“vaca Paca” y el material que se iba a utilizar, segun indican los siguientes dialogos:

- PRIMERA ENTREVISTA.
jHola soy la vaca Paca!.
Yt .;Como te llamas?.
Qué nombre mas bonito.
cCuantos afios tienes?.
Eres muy mayor...
¢ Te gusta jugar?
¢Quieres jugar conmigo?.
Tengo muchas gallinas pero no sé contarlas, ni colocarlas en sus casas. ;Tu me
puedes ayudar?.
Entonces yo te pregunto cosas y tu me ayudas a resolverlas, ;de acuerdo?. Te
dejo las gallinitas, las casas de las gallinitas y los sacos de trigo.

Si no entiendes lo que te digo me puedes preguntar todo lo que quieras.

-RESTO DE ENTREVISTAS
jHolal.
¢ Te acuerdas de mi? (seguramente el nifio responderd diciendo quien es).
Vamos a jugar a lo mismo del otro dia. ;Me vas a ayudar otra vez?.
Entonces yo te prequnto cosas y tu me ayudas a resolverlas, ;de acuerdo?. Te
dejo las gallinitas, las casas de las gallinitas y los sacos de trigo.

Si no entiendes lo que te digo me puedes preguntar todo lo que quieras.
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Todos los materiales se situaban en una silla, al lado del nifio, para facilitar su
acceso. A continuacién, el experimentador se colocaba la marioneta de guante (i.e.,
“la vaca Paca”) y leia en voz alta el problema correspondiente. Si los nifilos hacian
alguna pregunta se volvia a leer el problema y asi, cuantas veces lo solicitasen. Una
vez que habian finalizado y antes de pasar al problema siguiente, se procedia a
interrogarlos para establecer adecuadamente cual habia sido su procedimiento de
resolucion.

Todas las sesiones fueron grabadas en video para su andlisis posterior. Los
dos estudiantes, que actuaban como colaboradores, tomaban nota de todos aquellos
aspectos que consideraban de interés durante el desarrollo de las pruebas (p.e.,

contar con los dedos debajo de la mesa, etc.).

3. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS DATOS.

En aras de una mayor claridad, dividimos la exposicion de nuestro datos en
dos partes: 1) los resultados transversales y 2) los datos correspondientes al
seguimiento longitudinal. En ambas partes, procederemos a analizar los datos
cuantitativos generales y el analisis cualitativo de los procedimientos correctos e
incorrectos de resolucion, con el fin de establecer una imagen mas precisa del

conocimiento informal de los nifios.
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3.1. DATOS TRANSVERSALES.
3.1.1. Andlisis cuantitativo.

Desde la vertiente cuantitativa y de acuerdo con los objetivos de nuestro
trabajo, nos interesaba determinar el efecto que tenian las variables edad, operacion
y tipo de problema sobre la resolucién de problemas. Para ello, realizamos un ANOVA
mixto 2 (Grupo: 1 y I1) x 5 (Operacion: adicion vs. sustraccion vs. multiplicacion vs.
divisién partitiva vs. division de medida) x 2 ( Tipo de Problema: accién vs. no accién)
con medidas repetidas en los dos ultimos factores, que fue ejecutado con el programa
SPSS. Los resultados mostraron que eran significativos los efectos principales de los
factores Grupo (F 134 = 6.940, p< 0.05), Operacion (F 4135 = 3.860, p< 0.01) y Tipo

de Problema o Estructura Semantica (F 134 = 183.165, p<0.01) (ver Tabla 5).

Tabla 5. Medias y desviaciones tipicas, entre paréntesis, del ANOVA

Grupo | Grupo 11
Accion No Accién Accién No Accién
o 1.61 0.06 1.78 0.72
Adicion
(0.70) (0.24) (0.65) (0.83)
_ 1.61 0.06 1.67 0.61
Sustraccién
(0.78) (0.24) (0.59) (0.85)
o 1.50 0.00 1.94 0.44
Multiplicacién
(0.72) (0.00) (0.24) (0.62)
o N 1.33 0.11 1.83 0.28
Division Partitiva
(0.84) (0.32) (0.38) (0.46)
1.72 0.39 1.72 0.72
Division de Medida
(0.67) (0.50) (0.70) (0.83)

Puntuacion maxima posible: 2
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En efecto, existen diferencias entre las puntuaciones medias de ambos grupos
(G.1I= 0.839 y G.lI= 1.172), siendo superior el rendimiento de los nifios de 5-6 afios
frente al de los de 4-5 afios.

En cuanto al factor Operacion el orden de dificultad, de acuerdo con sus
valores medios, seria el siguiente: divisién de medida (M: 1.139), adicién (M: 1.042),
sustraccion (M:0.986), multiplicacion (M: 0.972) y division partitiva (M:0.889). El
andlisis de las comparaciones multiples mostr6é que era significativo el contraste entre
la divisibn de medida y el resto de las operaciones (i.e., sustraccion (p< 0.05),
multiplicacion (p< 0.05), division partitiva (p< 0.01)) a excepcion de la adicion que
resultd significativa con la divisién partitiva (p< 0.05). Aungque, como veremos unas
lineas mas adelante las diferentes operaciones no presentan un orden intrinseco de
dificultad, teniendo en cuenta el grupo y tipo de problema. Ello confirma que los mas
pequefios aln careciendo de un conocimiento formal acerca de estas operaciones
sitian en un primer plano como mas facil la division de medida y en otro bloque la
sustraccion, multiplicacion, y divisién partitiva que les resultan mas dificiles. Estos
resultados no ratifican los hallados por otros autores como Carpenter et al., (1993) en
problemas de sustraccion, multiplicacion, division de medida y division partitiva con
estructura de cambio (i.e., accion). En efecto, este autor, encontré un rendimiento
similar en todos los problemas (51%, 50%, 50% y 49% respectivamente).

El tercer factor que resultd significativo fue el Tipo de Problema o Estructura
Semantica (i.e., acciébn vs. no accién). En este caso, las puntuaciones medias se
distanciaron notablemente, siendo mayor el nivel de rendimiento alcanzado en los

problemas de accion (M:1.672) que en los de no accién (M: 0.339), a pesar de que
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los nifios disponian de objetos para manipular en ambos casos. Este dato concuerda
con los de otras investigaciones, como las realizadas en torno a los problemas de
adicién y sustraccion, en las que se ponia de manifiesto que los tipos de problemas
gue implicaban accién (p. e., problema de cambio) resultaban mas sencillas que las
estructuras que describian situaciones estaticas (p. e., problema de comparacién)
(p.e., Bermejo, Lago, Rodriguez, 1994; Bermejo et al. 1998; Carpenter y Moser,
1983). Asimismo, en los estudios sobre estructuras multiplicativas en las que se
observé que los problemas de sumas repetidas y restas repetidas resultaban mas
sencillos que los de comparacion (p.e., Bell et al., 1989; De Corte y Verschaffel, 1996;
Dopico, 2001; English, 1998; Mulligan y Mitchelmore, 1997; Nesher, 1992). En efecto,
de acuerdo con Nesher (1992) y De Corte y Verschaffel (1996), la facilidad de
nuestros nifios para resolver los problemas que implicaban accion guardaba relacion
con el hecho de que por tratarse de situaciones dindmicas imponian menos demandas
cognitivas, de modo que podian representar facilmente con los objetos las cantidades
dadas en el enunciado, sin necesidad de llevar a cabo elaboraciones mas profundas
para interpretar la relacibn asimétrica entre ellas, como sucedia en los de
comparacion.

El andlisis de varianza revelé también que no resultaba significativa ninguna
interaccion doble, aunque si la triple Grupo x Operacion x Tipo de Problema (F 4, 136 =
3.334, p < 0.05). El analisis de la Grafica 1 mostré que, en ambos grupos de edad y
en los problemas de accién, el factor operacién afecté al rendimiento de los nifios en

las tareas de multiplicacién y divisibn partitiva. Ahora bien, en el grupo de los
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mayores la presencia de estas operaciones elevd la ejecucion, mientras que

descendié entre los mas pequenos.

Grafica 1.- Interaccidon Grupo * Operacion * Problema.
PROBLEMAS DE ACCION

M =

L8 - T /
0
<
a 14
w
=

0,5

0 ‘
Adicion Sustraccion  Multiplicacién Division Division de
partitiva medida
OPERACION
== Grupo | === Grupo |

En cuanto a la estructura de no accion, en la Grafica 2 podemos observar que
si bien el comportamiento de los nifios era similar en las tareas de adicién,
sustraccion y multiplicacion, presentaba variaciones positivas cuando se enfrentaban
a las pruebas de divisién partitiva y division de medida. El aumento del rendimiento
en los problemas de division partitiva ha venido provocado por la formulacion de los
mismos, ya que la aparicion de la expresion “/a mitad que” parecid facilitar la
resolucion de estos (p.e., “/as gallinas de la casa azul comen 4 sacos de trigo y las
gallinas de la casa verde comen la_mitad que las gallinas de la casa azul. ;Cuantos
sacos de trigo comen las gallinas de la casa verde?”). Ademas, estos datos

confirmaron, por un lado, que la division no era la operacion mas dificil para los nifios,
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como presuponen los programas educativos que comienzan con la ensefianza de la
adicién y terminan con la divisién y por otro, altera el planteamiento de Fischbein et
al. (1985) segun el cual el modelo partitivo esta asociado a la idea de reparto y
supone un modelo mas primitivo, mientras que el de medida es adquirido
posteriormente con la instruccidén. En efecto, este resultado no solo no hallé sustento
en nuestros datos, sino que el modelo de medida fue ligeramente mas sencillo, lo que
se halla mas proximo a las propuestas de Neuman (1999) en vista a las cuales el

modelo natural con el que los nifios se acercan a la divisién es el modelo de medida.

(
Gréfica 2.- Interaccién Grupo * Operacion * Problema
PROBLEMAS DE NO ACCION
2
15 |
0
<
o 14
L
= B
e —
05 — /
0 [ *_A/
Adicion Sustraccion Multiplicacion  Divisién partitiva  Division de
medida
OPERACION
L == Grupo | == Grupo Il

Por ultimo, hemos intentado ahondar alin méas en como los mas pequefios se
enfrentaban a cada una de estas operaciones analizandolas por separado. Por lo que
se refiere a la adicién y sustraccién (ver Graficas 3 y 4) hemos encontrado que,

ambos grupos de edad, estaban mas préximos en el rendimiento cuando resolvian
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problemas que implicaban accion que cuando no implicaban accion. Parece que en los
problemas mas sencillos el conocimiento informal resultaba suficiente para resolverlos
con cierto éxito. De hecho, algunos estudios de instruccibn han mostrado que las
mejoras en el rendimiento se producian sobre todo en los problemas mas complejos.
Por ejemplo, Aguilar y Navarro (2000) realizaron un programa para comprobar el
papel de la instruccion en la resolucion de problemas de adicién, e informaron que si
el problema era de cambio (i.e. problemas de accién) la instruccibn no generaba
mejoras significativas, siendo similar el rendimiento en el grupo control y en el grupo
de instruccion. En cambio, cuando el problema era de comparacion (i.e. problemas de
no accion) la instruccion influia positivamente en el grupo que la habia recibido.
Finalmente, nuestros resultados también concordaron con los de Bermejo, Lago y
Rodriguez (1998) en los que se apuntaba que no existian diferencias en el
rendimiento de los nifios en la resolucién de las tareas en funcion de la operacion

implicada, sino que el éxito en una u otra dependia del tipo de problema.

GRAFICA3.- GRAFICA 4.-
OPERACION DE ADICION OPERACION DE SUSTRACCION
2 5

1,5 1 15 1
1 1]
0,5 0,5
0 : : 0 | |
Accion No accion Accion No accion
—&—Grupo | —il—Grupo |l —&—Grupo | —ll—Grupo Il
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En los problemas de multiplicacién (ver Gréfica 5), de nuevo hemos observado
un fenbmeno similar. En efecto, el rendimiento de ambos grupos corria paralelo,
siendo, como era de esperar, menor en el Grupo | en las tareas con estructura de no

accion.

GRAFICA 5.-
OPERACION DE MULTIPLICACION.

1,5 A
1 4
0,5 4
0
Accion No accion
—&—Grupo |
—l—Grupo Il

En la division de medida (Grafica 6) ambos grupos tenian un rendimiento
similar cuando los problemas presentaban una estructura de accion, pero cuando
eran de no accion se distanciaron siendo el Grupo Il el que obtuvo un mayor nimero
de respuestas correctas. En los problemas de division partitiva (Grafica 7) hemos
hallado datos contrarios a estos, puesto que ambos grupos tuvieron un rendimiento
mas alejado cuando los problemas eran de acciony mas cercano cuando eran de rno

accion.
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GRAFICO N° 6.- GRAFICON° 7.-
OPERACION DIVISION DE MEDIDA. OPERACION DIVISION PARTITIVA.
2 27
1,5 15 -
1 19
0,5 0,5
0 T 1 0 T 1
Accion No accion Accion No accion
—&—Grupo | —&— Grupo |
—l— Grupo |l ——Grupo |l

3.1.2. Analisis cualitativo.

En este apartado analizaremos los procedimientos de resolucion. Para ello,
describiremos y explicaremos las estrategias correctas y los errores que cometen los
alumnos a la hora de resolver los problemas verbales, refiriéndonos, por un lado, a
los problemas verbales de adicién y sustraccidén y, por otro, a los de multiplicacién y

division.

1. Procedimientos de resolucion: correctos e incorrectos.

Hemos diferenciado tres procedimientos de resolucion correctos:
representacion directa, estrategias de conteo y estrategias memoristicas. Brevemente,
las primeras aluden a aquellas estrategias en las que los nifios utilizan los dedos u
otro objeto fisico para representar cada uno de los términos del problema verbal,

contando a continuacion todo para obtener el resultado final; en las de conteo no
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precisan representar fisicamente los conjuntos, aunque utilizan apoyos fisicos para
registrar lo ya contado y por Gltimo, en las estrategias memoristicas conocen el
resultado de memoria. A lo largo de este andlisis comprobaremos en qué medida

aparecen dichos procedimientos en los nifios de Educacion Infantil.

A) Procedimientos correctos en problemas verbales de adicion y

sustraccion:

Si tenemos en cuenta el tipo de problema, los resultados mostraron que, en
ambos grupos de edad, los procedimientos correctos aparecian mas frecuentemente
en los problemas de accion que en los de no accion (ver Tabla 7). Asimismo, hemos
constatado, como era de esperar, que el grupo de 5-6 afios utiliz6 un mayor niamero
de procedimientos correctos en ambas estructuras semanticas que el grupo de 4-5
afos, aunque estas diferencias eran mayores cuando solucionaban problemas de no

accion.

PORCENTAJES DE PROCEDIMIENTOS CORRECTOS
ACCION NO ACCION

GRUPOI | GRUPOII | GRUPOI | GRUPOII
ADICION 80,56 88,89 2,78 36,31
SUSTRACCION 80,56 83,33 2.78 30,50

Tabla 7: porcentajes de ensayos correspondientes a los procedimientos
correctos de resolucion en problemas verbales de adiciébn y sustraccion,

teniendo en cuenta la estructura semantica.
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Respecto al tipo de estrategia empleado, todos los nifios, independientemente

de la edad y del tipo de problema, utilizaron mayoritariamente las basadas en la

representacion directa (Ver Grafica 8) .

Concretamente, el grupo de 4-5 afios recurri6 fundamentalmente a las

estrategias de representacion directa, tanto en adicibn como en sustraccién y en

ambos tipos de problemas. Ademas, tanto las estrategias memoristicas como las de

conteo, aungque en un porcentaje muy escaso, s6lo aparecieron en las situaciones de

accion.

El grupo de 5-6 afios utiliz6 con menor frecuencia la representacion directa en

favor de las estrategias de conteoy memoristicas, especialmente en los problemas de

no accion.

100+

754

504

GRAFICA 8: Porcentajes de ensayos correspondientes a los
procedimientos correctos en adiciéon y sustraccion

Grupo | |Grupo 1| Grupo | |Grupo 1| Grupo | |Grupo 11| Grupo | |Grupo Il
NO ACCION ACCION NO ACCION

ACCION

ADICION

O Representacion directa

SUSTRACCION

EEstrategias de conteo B Estrategias memoristicas

Como hemos comentado en la parte teérica de este trabajo, Carpenter y

Moser (1983, 1984) propusieron tres categorias de estrategias, que aparecerian en el

-140-



Marco Experimental

siguiente orden: representacion directa, conteo y hechos numéricos. Nuestros datos
confirman que los mas pequefios recurrian mayoritariamente a las estrategias de
representacion directa. Cabria esperar, de acuerdo con este modelo evolutivo, que la
siguiente estrategia mas utilizada fuese la de conteo, pero no siempre fue asi; en los
problemas de adicién de accion, en el grupo de 4-5 afios, y en los de sustraccién de
accion y sustraccion de no accion, en el grupo de 5-6 afios, surgieron las estrategias
memoristicas. Estos problemas tienen en comin que las cantidades consistian en
nameros dobles o los mismos nifios hacian uso de los dobles para su resolucion (p.e.,
3+3; 8-4 y 10-5). Por ejemplo, en el ultimo caso Nerea (5 afios) lo resolvié diciendo:
“como 5+5 son 10, quito 5 y se quedan 5”. Estos resultados concuerdan con el
estudio evolutivo sobre célculo mental realizado por Lozano (2001) en el que sefiald
que las combinaciones numéricas que antes memorizaban los alumnos eran los
“dobles”. Teniendo en cuenta esto, estamos en condiciones de afirmar, por un lado,
gue algunos nifios de Educacion Infantil podrian contar con un repertorio de “sumas
de dobles”, 1o que explica la utilizacion de estrategias memoristicas en lugar de
estrategias de conteo, ya que las primeras les supondrian un menor esfuerzo
cognitivo. Por otro, aun cuando estos nifios dispongan de estrategias mas
sofisticadas, ello no supone que abandonen las més sencillas cuya utilizacion, como
mencionamos anteriormente, es mayoritaria. Finalmente, un analisis pormenorizado
de los datos puso de manifiesto que aquellos nifios que solucionaban los problemas
utilizando estrategias de representacion directa o de conteo no lo hacian todos de la
misma forma, pudiéndose establecer diferentes pautas de actuacion que

correspondian a distintos niveles de complejidad:
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Nivel 1°, representa y vuelve a contar: representaban inicialmente los dos
sumandos con los dedos o con objetos y contaban todo. Por ejemplo: “en la casa azul
hay 3 gallinas y otras tres van a fjugar con ellas. ¢Cuantas gallinas hay ahora en la
casa azul?”, Lara (4 afos) cogi6 3 gallinas y las colocé en la casa azul, después puso
otras tres y conté una a una todas las gallinas que habia colocado dentro “1, 2, 3, 4,

5y 6”, termind indicando el dltimo numeral de la secuencia “6”.

1 2 3 1 2 3
YYY  YYY
OOO O O O
1 2 3 4 5 6

Nivel 29, representa y cuenta a la vez: representaban uno por uno ambos
términos a medida que los contaban, sin que hubiese doble conteo. Siguiendo con el
ejemplo anterior, Nieves (4 afios) cogié 3 gallinas y las coloc6 en la casa azul al
tiempo que las contaba “1, 2 y 3” y siguié contando al afiadir las restantes gallinas “4,

5y6”.

Y Yy

OO O

Nivel 3°, representa un (nico término y cuenta: representaban uno de
los términos y afadian el otro mentalmente sin necesidad de representacion fisica.

Por ejemplo: “en /a casa azul hay 5 gallinas y otras 3 van a jugar con éllas. ;Cuantas
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gallinas hay ahora en la casa azul?”, Fran (5 afios) represento las 5 gallinas (i.e.,

primer término de la adicion) y dio la respuesta 8 sin necesidad de representar el 3.

1 2 3 4 5
YYYYPY  eaye
OO OO0
Como deciamos, estas formas de representacion directa denotaban diferentes
niveles de comprensién. En efecto, a medida que avanzan los niveles los nifios
mostraban un mayor “conocimiento matematico”. Por ejemplo, en el Nivel 2° no
necesitaban volver a contar como en el Nivel 1° y en el Nivel 3° prescindian de
representar uno de los términos.
De igual modo, hemos hallado dos niveles diferentes en las estrategias de

conteo, que denominamos Nivel 4° y Nivel 5° por ser mas avanzados

matematicamente que los niveles anteriores:

Nivel 4°, contar todo sin objetos fisicos: contaban el primer sumando y
seguian contando al tiempo que afadian el segundo sumando. Por ejemplo: “as
gallinas preparan la comida, ponen en la casa rofa 4 sacos de trigo y en la casa verde
ponen 5 sacos de trigo mas que en la casa roja. ;Cuantos sacos de trigo han puesto

en la casa verde?, Enrique (5 afios) dijo: “cuento primero 4 (al tiempo que levant6

simultdneamente 4 dedos) y después 5 (levantando a la vez 5 dedos), en total son 9'.

| Cuento4 | Ydespués5

_~ | en total son 9.

-143-



Marco Experimental

Nivel 59, contar a partir del primer sumando: el primer sumando no lo
contaban, partian de él y afiadian el segundo. En el ejemplo anterior: Mdnica (5 afios)
dijo: “son nueve, tengo 4 y cuento 5 mds y son 9”, a continuacion levanté 4 y 5

dedos para demostrar lo que ya habia contado.

| Tengo 4 | Ycuento5
Al
J L4 W?r p _ | entotal son 9.
= 't:-'.

Pt f_(’—-'

Este dltimo nivel suponia una menor carga cognitiva al no tener que contar los
dos sumandos.
Teniendo en cuenta estos niveles en la Tabla 9 hemos recogido los

porcentajes de ensayos correspondientes a cada uno de ellos.

R. D. R. D. R. D. E. C. E. C.
Nivel 1° | Nivel 2° | Nivel 3° | Nivel 4° | Nivel 5°
GRUPOI | 81,84 11,11 7,40 -- --
GRUPOII| 75,86 10,34 13,79 = 100

NO GRUPO 1 100 -- -- -- --
ACCION |GRUPO II| 66,67 22,22 11,11 66,67 33,33

ACCION

7

ADICION

R.D.= Representacion directa, E.C.= Estrategias de conteo

Tabla 9: porcentajes de ensayos de utilizacion en cada grupo de edad y tipo de
problema segun los niveles de comprension establecidos en las estrategias de

representacion directa y conteo.

La mayoria de las respuestas de nuestros participantes, independientemente

de la edad y tipo de problema, se sitta en el Nivel 1° de representacion directa (Tabla
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9). El hecho de que ambos grupos no hubieran recibido ensefianza formal sobre la
adicién explica la aparicion del mismo tipo de estrategias, aunque se puede apreciar
gue el grupo de los mayores empleé un mayor porcentaje de estrategias de niveles
superiores. En efecto, las estrategias de conteo tan so6lo aparecian en el grupo de 5
anos. En el problema: “en la casa azul hay 5 gallinas, y otras 3 van a fjugar con ellas.
cCuantas gallinas hay ahora en la casa azul?”, Ana recurrié al procedimiento de contar
a partir del primer sumando: “estos son 5 (extendié una mano), 6, 7 y 8, (levant6 3
dedos para demostrar que 5y 3 son 8). El uso de este tipo de estrategias por parte
de estos nifios viene a confirmar que el aumento de experiencias matematicas
informales provocaba la aparicién de procedimientos mas sofisticados, aunque ello no
implicase la desaparicion de los primitivos.

En cuanto a la sustraccion, también hemos encontrado distintos niveles en las
estrategias de representacion directa y conteo que detallamos a continuacion:

- Dentro de las estrategias de representacion directa distinguimos los
siguientes:

Nivel 19, guitar de: representaban el conjunto correspondiente al minuendo
y retiraban tantos objetos como indicaba el sustraendo, contando por ultimo los
objetos que quedaban en el conjunto inicial. Por ejemplo: “en /a casa verde hay 6
gallinas y 2 gallinas se van de paseo. ;Cuantas gallinas se quedan en la casa verde?”,
Maria (4 afos) representé 6 gallinas (i.e., minuendo) y a continuacién quité 2 (i.e.,
sustraendo), simulando que se iban de paseo, y conté las que se quedaron en la casa

para dar la respuesta.
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1 2 3 4 5 6 1 2

YYYYYH o Y

OO OO OO OO
1 2 3 4

Cuenta

Nivel 2°, guitar a: representaban el conjunto indicado por el minuendo y
retiraban elementos hasta que en este conjunto quedaban representados los objetos
correspondientes al sustraendo, la respuesta final era el nUmero de objetos que se
habian retirado. En el ejemplo anterior Noelia B. (4 afios) representd 6 gallinas (i.e.,
minuendo) y quité gallinas hasta quedarse con las indicadas por el sustraendo (i.e.,2),

dando como respuesta el niumero de gallinas retiradas: “4”.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4
YYVYYPY we YOG
<§F> <€§> QO OO OO OO

Deja

Nivel 3°, basada en la adiciom: Este procedimiento, es similar a la

estrategia de conteo de contar hacia delante, no se ha hallado anteriormente en otros
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estudios. Consistioé en que los nifios representaban el sustraendo y afiadian elementos
hasta alcanzar el minuendo, contando el numero de elementos afiadidos.
Posiblemente constituya una de las vias de transito a la estrategia de conteo “contar
hacia delante”. Veamos un ejemplo, Noelia M. (4 afios) coloc6 2 gallinas fuera de la
casa verde y conté al tiempo que introducia gallinas en la casa “3, 4, 5y 6”, después

contd el numero de gallinas que puso dentro de la casa y dio la respuesta, cuatro.
i 2
Y oo YWY QY
OO

Si analizamos detenidamente estos niveles, salvo el primero que representa la
situacion clasica de sustraccién, repararemos en que su ejecucion puede requerir
conocimientos que, a priori, estarian por encima de lo que cabe esperar en nifios de
El. En efecto, poner en marcha el procedimiento de “quitar a” del Nivel 2° supone el
conocimiento de que el “minuendo-resto=sustraendo” y el principio de composicién
aditiva de las cantidades (Martins-Mourao y Cowan, 1998; Nunes y Moreno, 2002). De
igual modo, la estrategia derivada de la adicién correspondiente al Nivel 3° implicaria,
ademas del conocimiento sobre la composicion aditiva de las cantidades, ser capaz de
resolver un problema de sustraccion como si fuera de adicion (i.e., 6-2=4 se
trasforma en 2+ ;=6). Con los datos de que disponemos, seria poco riguroso por
nuestra parte afirmar que los nifios de El tienen esos conocimientos pero si abre el

camino para investigar sus origenes y evolucion posterior. En todo caso nos hallamos
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ante unos conocimientos intuitivos que constituyen la antesala de los conocimientos
formales y que capacitan a los nifios para actuar representando la informacion
presente en el problema de modos diferentes.

Por lo que se refiere a las estrategias de conteo las clasificamos de acuerdo a
los siguientes niveles:

Nivel 1°, contar hacia delante: como ya hemos sefialado anteriormente
esta estrategia resultaba similar a la del Nivel 3 de representacién directa, pero en
esta ocasién prescindian de la representacion del sustraendo, contando desde éste
hasta alcanzar el numeral que indicaba el minuendo y hacian equivaler el resultado al

namero de elementos que se habian contado. Siguiendo el problema anterior:

3 4
| 5
Parten de 2 y 'II._,-" 6 dan por respuesta los
cuentarn. ._:. elementos contados, 4.
d

Nivel 2°, contar hacia atras: partiendo del minuendo contaban hacia atras
tantas veces como indicaba el sustraendo, de modo que el resultado era el Gltimo

numeral dicho en la secuencia de conteo.

Quito la 6

Quito la 5 I|-J

W L
";,;' Y quedan 4.
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Siguiendo esta clasificacion por niveles, ambos grupos utilizaron
mayoritariamente la estrategia de Nivel 1° de representacion directa,
independientemente del tipo de problema (ver Tabla 10). En cuanto a las de conteo,
aparecieron, en ambos grupos de edad, cuando resolvian problemas que implicaban
accion y solo en el grupo de los mayores cuando los problemas eran de no accion.
Tomemos como ejemplo la respuesta de Blanca (4 afios) que utiliz la estrategia de
“contar hacia atrds” para resolver el siguiente problema: “en /a casa verde hay 6
gallinas y 2 gallinas se van de paseo. ;Cuadntas gallinas se quedan en la casa verde?,

sin usar material, respondié: "Quedan 4. Hay 6, quito la 6 y quito la 5 y quedan 4.

R. D. R. D. R. D. E. C. E. C.
Nivel 1° | Nivel 2° | Nivel 3° | Nivel 4° | Nivel 5°

GRUPOTI | 88,89 7,41 3,70 50 50

7

SUSTRACCION

ACCION

GRUPO II 100 - - — 100

NO GRUPO 1 100 -- - = --

ACCION [GRUPO II| 100 - - - 100

R.D.= Representacion directa, E.C.= Estrategias de conteo

Tabla 10: Porcentajes de ensayos correspondientes a los niveles de las

estrategias de representacion directay conteo en los problemas de sustraccion.

Por ultimo, sefialar que en las estrategias memoristicas s6lo encontramos las
basadas en la recuperacion de hechos numeéricos a partir del repertorio de “sumas de
dobles” mencionado unas paginas antes. Por ejemplo, en el problema: “£En /a casa
verde hay 8 gallinas y 4 gallinas se van de paseo. ;Cuantas gallinas se quedan en la

casa verde?”, Nerea (5 anos) dice:”4 porque 4 y 4 son 8,
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B) Procedimientos incorrectos en problemas verbales de adicion y

sustraccion:

En el apartado anterior hemos comentado que se producia un decremento en
los errores cometidos por los nifios con la edad y que el mayor porcentaje de estos
tenia lugar, en ambos niveles de edad y tipo de operacién, en los problemas de no
accion. En lo que sigue vamos a ahondar en la naturaleza de estos errores.

Basandonos en la tipologia de errores propuesta por Bermejo y Rodriguez
(1992), clasificamos los procedimientos erréneos de los nifios en conceptuales,
procedimentales y de ejecucion.

1. Errores conceptuales:

ERROR 1: respondian con una de las cantidades del enunciado. Por ejemplo:
“En la casa amarilla hay 11 gallinas y 6 gallinas se van de paseo. ;Cuantas gallinas
estdan descansando en la casa amarilla?”, daban como respuesta “11” 6 “6”.

ERROR 2: introducian cantidades nuevas diferentes a las del enunciado. En el
ejemplo anterior representaban 11 (i.e., minuendo) y quitaban 3 (i.e., en lugar de 6),
dando como respuesta 8.

ERROR 3: respuestas al azar, respondian con ndmeros sin ninguna légica
aparente: 4, 8, 9, 5.

ERROR 4: transformaban la adicién en sustraccién. Por ejemplo: “£En /a casa
verde hay 6 gallinas y otras 4 van a jugar con éellas. ;Cuantas gallinas hay ahora en la
casa verde?”, representaban 6 gallinas y quitaban 4.

ERROR 5: transformaban la sustraccion en adicion. Siguiendo con el ejemplo

inicial: representaban 11 gallinas y afiadian 6, contando un total de 17.
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ERROR 6: representaban correctamente el problema, pero no ofrecian
ninguna respuesta. Ponian 11 gallinas en la casa amarilla y quitaban 6, pero decian
gue no sabian cuantas gallinas quedaban en la casa amarilla.

Hasta aqui hemos expuesto los errores surgidos cuando los problema
implicaban accién. Cuando la estructura era de no accion hallamos ademas de éstos,
otros errores que describiremos a continuacion, tomando como ejemplo el siguiente
problema: “las gallinas preparan la comida, ponen en la casa rofa 4 sacos de trigo y
en la casa verde ponen 5 sacos de trigo mas que en la casa roja. ;Cuantos sacos de
trigo han puesto en la casa verde?.

ERROR 7: transformaban la proposicidon relacional en una proposicion de
asignacion. Asi procedian a representar el problema colocando 4 sacos de trigo en la
casa rojay 5 en la verde, y respondian “5”.

ERROR 8: duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicion relacional.
Colocaban cuatro sacos en la casa roja 'y 5 en la verde, después afiadian 5 sacos mas
a la casa verde y respondian 10 (i.e., 5+5).

ERROR 9: resolvian el problema utilizando la operacién que les resultaba mas
sencilla, ya fuera la adicion o la sustraccién. Por ejemplo, sumaban los nimeros que
aparecian en el enunciado 4+5 o los restaban 5-4.

ERROR 10: comprendian el sentido de la relacién comparativa “mas que” /
“menos que”, pero no podian establecer una cuantificacion precisa a partir de ella.
Por ejemplo: “en la casa verde hay 7 sacos porque siete son mas que 4”.

2. Errores procedimentales:
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ERROR 11: surgian cuando intentaban representar cantidades que superaban
los 10 dedos de la mano.

3. Errores de ejecucion:

ERROR 12: se producia un error de conteo cuando al representar, por
ejemplo el minuendo (i.e., 11) algin elemento se contaba en dos ocasiones,
estableciendo un punto de partida erroneo para quitar la cantidad indicada por el
sustraendo (i.e., 6).

COHONONONONONONONOING
12 34 5 6 7 8 9 10-11

Como se puede apreciar en la Grafica 9, la mayoria de los procedimientos
erréneos fueron conceptuales.

Tomando en consideracion el tipo de problema, en los de sustraccion - accion
el error mas habitual fue el de conteo (i.e., Error 12) en el grupo de 4-5 afios
(71,43% de ensayos), error totalmente ausente en el de los mayores. Por ejemplo:
“en la casa verde hay 6 gallinas y dos se van de paseo. ;Cuantas gallinas se quedan
en la casa verde?, Sergio (4 afios) cogio gallinas de la caja y las fue colocando sobre
la mesa, en total 7, después las contd una a una, pero al saltarse una en el recuento
el resultado fue 6. A continuacion, retird las “2 gallinas que se van de paseo” y de
nuevo volvié a contar, pero en esta ocasién le salieron “5”. Parece claro que Sergio no
presentaba ningun error conceptual, sino que sus fallos eran debidos a una escasa
habilidad de conteo.

En el grupo de 5-6 afios la respuesta errénea mas habitual en sustraccién-

accion fue responder al azar (i.e., Error 3 en el 50% de los ensayos). Ademas, en este
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mismo grupo, aparecieron errores procedimentales (i.e., Error 11, en el 16,67% de
los ensayos) que nos conducen a pensar que si bien existia por parte de los nifios
una cierta comprension de la sustraccion, las estrategias de resolucién no resultan del
todo eficaces. Por ejemplo: “£n /a casa amarilla hay 11 gallinas y 6 gallinas se van de
paseo. ¢;Ccuantas gallinas se quedan en la casa amariflla?. Enrique (5 afos) extendio
las dos manos y sefiald6 “un dedo imaginario” para representar el 11, después conto
hacia atras al tiempo que sefialaba los dedos: “11 (sefialé el dedo que no existia) 10,
9, 8, 7, 6”, pero se olvidé de que ya habia contado el “dedo imaginario” y procedi6 a
restar un dedo mas de la otra mano para que fuesen 6 (valor correspondiente al
sustraendo) con lo que respondié 4, que eran los dedos que permanecian levantados.

En los problemas de adicibn — accion, en el grupo de los mayores se
producian dos tipos de errores: transformaban la adicion en sustraccion (50% de los
ensayos) y respuestas al azar (50% de los ensayos). Este udltimo error también lo
cometieron los mas pequefios, aungue en un porcentaje muy inferior (i.e., Error 3, en
el 28,57% de los ensayos). Desde nuestro punto de vista, ello puede obedecer a que
los mayores no comprendian el problema planteado y optaban por ofrecer
simplemente una respuesta al azar. Sin embargo, los de 4-5 afios creian entender lo
gue demandaba el enunciado e intentaban resolverlo, aunque fuese repitiendo una de
las cantidades del enunciado (i.e., Error 1, en el 28,57% de los ensayos). Respecto al
error consistente en sustraer en vez de sumar también aparecia en el grupo de 4-5
afos (14,29% de los ensayos). Por ejemplo: “en /la casa azul hay 3 gallinas y otras

tres van a jugar con ellas. ;Cuantas gallinas hay ahora en la casa azul?”, Israel (4
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afios) puso tres gallinas dentro de la casa azul, las sacé y dijo: “tres menos tres son
0, no queda ninguna” (ver Gréafica 9).

Cuando los problemas se presentaron en términos de n0 accion, tanto en la
adicibn como en la sustracciébn y en ambos grupos de edad el error mas habitual
consisti6 en que los nifios interpretaban la proposiciébn relacional como una
proposicion de asignacion (62,86%, 60,87%, 77,14% y 68% de ensayos,
respectivamente para la adicion y sustraccion en los grupos | y Il). Por ejemplo: “Las
gallinas preparan la comida, ponen en la casa rofa 4 sacos de trigo y en la casa verde
ponen 5 sacos de trigo mas que en la casa roja ;Cuantos sacos de trigo han puesto
en la casa verde?, consideraban la proposicion relacional “en /a casa verde ponen 5
sacos de trigo mds que en la casa roja” como una proposicion de asignacion “en /a
casa verde ponen 5 sacos de trigo”. Las respuestas al azar fueron el siguiente error
mas frecuente en ambas operaciones y grupos (14,29%, 26,09%, 20% y 28%,
respectivamente para la adicion y sustraccion en los grupos | y Il) (ver Gréafica 9).

A modo de resumen, destacamos que en los problemas de adicion y
sustraccién que presentaban estructura de no accion las respuestas erréneas eran
similares en ambos grupos y operaciones. Sin embargo, cuando la estructura era de
accion se producia una mayor diversidad y diferencia entre ambas operaciones y

grupos.
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GRAFICA 9: Porcentajes de ensayos correspondientes a los
procedimientos incorrectos segun la operacion y tipo de problema

100 «
75 4
50 <
25 4
5 I [
Grupo | Grupo Il Grupo | Grupo Il Grupo | Grupo Il Grupo | Grupo Il
accion no accion accion no accion
Adicion Sustraccion

OErrorl MError2 BEError3 OError4 MError5 OError6 MError 7 EError 8 OError 9
M Error 10 OError 11 @Error 12

Error 1: respondian con una de las cantidades del enunciado. Error 2: introducian cantidades nuevas
diferentes a las mencionadas en el enunciado. Error 3: respuestas al azar. Error 4. transformaban adicion en
sustraccion. Error 5: transformaban sustraccion en adicion. Error 6: representaban correctamente el problema,
pero no ofrecian ninguna respuesta. Error 7. transformaban la proposicion relacional en una proposicion de
asignacion. Error 8: duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicion relacional. Error 9: resolvian e/
problema utilizando la operacion que les resulta mds facil. Error 10: comprendia el sentido de la relacion
comparativa “mds que” / “menos que”, pero no podian establecer una cuantificacion precisa a partir de ella.
Error 11: intentaban representar cantidades que superaban los 10 dedos de las manos. Error 12: producian un

error de conteo.

C) Procedimientos correctos en problemas verbales de multiplicacion y
division:
En primer lugar, nuestros datos pusieron de manifiesto, una vez mas, que el

tipo de problema que implicaba accion resultaba mas sencillo en ambos grupos de
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edad y en cualquier operacion (i.e., multiplicacién, division partitiva y division de

medida). En segundo lugar, indicaron que el grupo de 5-6 afios utilizaba, en general,

un mayor numero de procedimientos correctos (Tabla 11).

Multiplicacion Division partitiva Division de medida
Accion | No accion | Accion | No accion | Accion | No accion
GRUPO I 75 -- 66,67 5,56 86,11 19,44
GRUPO II 97,22 22,22 91,66 13,89 86,11 36,11

Tabla 11: Distribucidn de porcentajes correctos de ensayos segun la edad

y la estructura seméntica del problema.

Asimismo, en tercer lugar, mostraron que todos los nifios, independientemente
de la edad, tipo de problema y operacion, recurrian mayoritariamente a los
procedimientos basados en la representacion directa (88,43% de ensayos), seguidos
de los memoristicos (10,18% de ensayos), si bien estos Ultimos resultaban mas
frecuentes en el grupo de los mayores (ver Grafica 10). En cuarto lugar, evidenciaron
gue las estrategias de conteo eran privativas de este ultimo grupo. Por ejemplo: “en
la casa verde hay 5 gallinas y en la amarilla hay 2 veces las gallinas que hay en la
casa verde. ;Cuantas gallinas hay en la casa amarilla?” Chandra (5 afios), colocé 5
gallinas en la casa amarillay respondio: “son 10”, explicando que los habia contado a

partir de las gallinas de la casa amarilla.
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Grafica 10: porcentajes de ensayos de estratategias correctas en
las estructuras multiplicativas.
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Accioén No accion Accioén No accion Accién No accion
Multiplicacién Divisién de medida Divisién partitiva

O Representacion directa [ Estrategias de conteo W Estrategias memoristicas

No obstante, el analisis detallado de los datos reveld que si bien la estrategia
de representacion directa era la mas frecuente, el modo de ejecutarla diferia,
I6gicamente, dependiendo de la operacidn.

Concretamente, en la multiplicacion, hemos encontrado 4 tipos de estrategias
de representacion directa, que hemos ordenado, de acuerdo con su nivel de
complejidad, en 4 niveles:

Nivel 1°, adicion repetida con representacion uno a uno:. formaban
tantos grupos como indicaba el multiplicador y afladian elementos, uno a uno en
cada grupo, hasta completar el nimero correspondiente al multiplicando. Por ultimo,
contaban todos los elementos. Por ejemplo: “las gallinas preparan /la cena, colocan en
la casa azul, en la casa rofa y en la casa amarifla 3 sacos de trigo en cada una.
cCuantos sacos de trigo han colocado en total para la cena?”, Oscar (5 afios) coloco 3

casas (para representar el multiplicador) y a continuacion, un saco en cada casa,

-157-



Marco Experimental

después otro y asi hasta 3 en cada una (i.e., multiplicando). Una vez hecho esto,
contd uno a uno todos los sacos.
i 2 3 i1 2 3 1 2 3
OO O O O O O O O
i 2 3 4 5 6 7 8 9

Nivel 29, adicion repetida con representacion por miultiplos: como en
el nivel anterior, formaron tantos grupos como indicaba el multiplicador y afiadieron
elementos a cada grupo segun el multiplicando, pero esta vez la representacion la
hacian grupo por grupo y no pasaban al siguiente hasta que no habian finalizado el
anterior. Finalmente, contaban todos los elementos. En el ejemplo anterior, Ana (5
afnos) coloco 3 casas, cogid 3 sacos y los coloco en una, de nuevo tomo otros 3 y los
puso en otra casa y tres mas para la Ultima. Después contdé uno a uno todos los
sacos.

Nivel 3°, adicion repetida con representacion uno a uno y doble
conteo. representaban el primer conjunto equivalente al multiplicando y asi
sucesivamente tantos conjuntos como indicaba el multiplicador, al tiempo que
contaban. Por ejemplo, Chandra (5 afios) cogio 3 sacos, después otros tres y conto 4,

5, 6, y por Gltimo 3 mas 7, 8y 9.

YYY YR YUY

OO O (-
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Nivel 4°, adicion repetida con representacion de un unico factor y
doble conteo. representaban un conjunto equivalente al multiplicando y
mentalmente afiadian tantos conjuntos como indicaba el multiplicador. Por ejemplo,
Adrian (5 afios) cogié 3 sacos y afiadié los que le faltaban mentalmente 4, 5, 6

(pausa), 7, 8y 9.

1 2 3
(*lf) (*lf) (*lf) Y cuenta 4, 5, 6 (pausa), 7,8, y 9

OO O

El orden que hemos impuesto a estos procedimientos responde a que suponen
distintos grados de elaboraciéon que acercan a los nifios a dar el salto a estrategias
progresivamente mas complejas. Asi, en primer lugar, podemos apreciar que en los
Niveles 1° y 2° precisaban material fisico para representar los dos términos de la
operacion (i.e., multiplicando y multiplicador), mientras que en el 3° y 4°
representaban soélo fisicamente el multiplicando y aparecia el doble conteo (i.e., llevar
paralelas dos secuencias de conteo). En segundo lugar, el Nivel 2° superaba al 1° en
gue el reparto se realiz6 por multiplos lo que suponia menor tiempo de resolucion y
menor carga cognitiva. A su vez, los nifios del Nivel 4° mostraban una mayor
abstraccion del ndmero, ya que tan solo representaban uno de los conjuntos y
afadian el resto mentalmente. Sin embargo, en el 3° representaban tantos conjuntos
equivalentes como indicaba el multiplicador. Teniendo en cuenta esto, hemos
encontrado que el grupo de 5-6 afos utilizaba con mayor frecuencia, tanto en los

problemas que implicaban accibn como en los de no accién, las estrategias de
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representacion directa en las que hacian uso del doble conteo, es decir, Niveles 3° y
4°, En cambio, el grupo de 4-5 afos recurria a las estrategias de los Niveles 1° y 2°
en los problemas de accion, pero en los de no accion no empleaban ningun
procedimiento correcto (Tabla 12).

A pesar de que la presencia de las estrategias de conteo fue apenas
apreciable, hemos tenido ocasion de observar dos modos de ejecutarlas:

Nivel 1°, contar todo: contaban el primer conjunto que representaba al
multiplicando y seguian contando al tiempo que afiadian tantos conjuntos
equivalentes como indicaba el multiplicador. En el ejemplo, Enrique (5 afios) cont6 1,

2, 3 (pausa), 4, 5, 6 (pausa) 7, 8 y 9y utiliz6 los dedos como apoyo.

6 (pausa)
3 (pausa)

v, \
Y 2 }“j
by

Nivel 2°, contar a partir del primer factor. partiendo del cardinal del
primer conjunto (i.e., el multiplicando), afiadian los restantes contando. Por ejemplo:
3 y sigue contando 4, 5, 6 (pausa) 7, 8, 9. En consecuencia, se acortaba el proceso

anterior de conteo.

5
4 J 6 (vausa) 9

7
Parten de 3 y cuentan L -::;I 7

e |
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R. D. R. D. R. D. R. D. E. C. E. C.
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 4 | Nivel 5 | Nivel 6
Zz | GRUPOI 76,92 23,08 -- -- -- --
Z |0
e | 5
2 | 9 |GruPoII | 8518 7,40 3,70 3,70 50 50
5
= z | GRUPO1I - - -- -- — —
L ¥e)
= O M
2 Z0
= Q| GRUPOII | 57,14 -- 14,29 | 28,57 -- --

R.D.= Representacion directa, E.C.= Estrategias de conteo

Tabla 12: porcentajes de ensayos correspondientes a los diferentes niveles

de estrategias de representacion directa y de conteo en la multiplicacion.

Terminamos este analisis de las estrategias correctas de los problemas de
multiplicacién, recalcando, una vez mas, que los procedimientos memoristicos que
utilizaban los nifios estaban basados en el repertorio de “sumas de dobles” que ya
dominaban. Por ejemplo, en el problema: “/as gallinas preparan la cena, colocan en la
casa rofa y en la casa verde 4 sacos de trigo en cada una. ;Cuantos sacos de trigo
han colocado en total para la cena?’, Chandra (5 afios) respondio: “8, porque 4 y 4
son 8, y sefialando las dos casas afadio: “cuatro aqui y cuatro aqui son 8”.

En los problemas de division hemos apreciado mdultiples maneras de
abordarlos, de ahi que las hayamos clasificado en dos grandes grupos. En el primero
hemos incluido las estrategias basadas en el reparto, es decir, los nifios tomaban el
dividendo y “repartian” elementos formando los conjuntos que indicaba el divisor; en
el sequndo las estrategias utilizadas se basaron en la “adicién repetida”, de modo que
los nifios formaban un primer conjunto como indicaba el divisor y afiadian conjuntos

equivalentes hasta alcanzar el dividendo.
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Ademés, en cada grupo de estrategias hemos establecido distintos niveles:

Estrategias basadas en el reparto:

Nivel 1°a, reparto por ensayo y error. repartian al azar la cantidad
correspondiente al dividendo formando tantos grupos como indicaba el divisor y a
continuacion, redistribuian los elementos repartidos hasta igualar los conjuntos. Por
ejemplo: “tenemos 12 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul, la amarilla y
la verde. En todas las casas tiene que haber el mismo numero de gallinas. ;Cuantas
gallinas metemos en cada casa?, Ana Maria (5 afios) cogié 12 gallinas y las casas
azul, amarilla y verde. Después, procedié a distribuir las gallinas formando las
siguientes agrupaciones: 3, 3y 6; 2, 5y 5; 4, 5y 3; hasta conseguir grupos
equivalentes de 4 elementos: 4, 4, 4.

Nivel 2°a, reparto de 1 en 1: repartian el dividendo asignando cada vez
una unidad a cada elemento del divisor. En el ejemplo anterior, representaron las 12
gallinas y las tres casas. A continuacion, pusieron una gallina en la casa azul, otra en
la amarilla y otra en la verde, después otra en la azul, otra en la amarilla y otra en la
verde y asi sucesivamente hasta repartir las 12 gallinas. Una vez hecho esto, contaron

el nimero de gallinas que habia en cada casa y dieron la respuesta, 4.

10

¥

11

¥

12

ﬁvw ﬁvw ﬁvw@
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Nivel 3°a, reparto por miultiplos: a cada elemento del divisor le hacian
corresponder mas de una unidad cada vez. Por ejemplo, Maria R. (5 afios) cogié 12
gallinas y las casas azul, amarilla y verde, coloc6 3 gallinas en la casa amarilla, 3 en la
azul y otras 3 en la verde y al no haber agotado los elementos del dividendo situé

otra gallina en cada casa.

0 1 2

1 2 3 1 4 5 6 1 7 8 9 1

YO, YYY,, YV,

OO O OO O OO O
o o o

Las diferencias entre unos niveles y otros resultaron evidentes en este grupo
de estrategias. En efecto, los repartos en los Niveles 2 y 3 denotaban una mayor
habilidad en la forma de efectuarlo, siendo menor el tiempo de reparto en el nivel 3.
Ademas, a diferencia del Nivel 1, el hecho de que el reparto se efectuase de manera

adecuada ofrecia mas garantias de éxito.

Estrategias basadas en la adicién repetida:

Nivel 1°b, representa y cuenta: formaban grupos a partir del divisor y
después contaban para averiguar si tenian tantos elementos como indicaba el
dividendo. Por ejemplo: “6 gallinas se van a dormir y en cada casa caben 2 gallinas.
cCuantas casas se necesitan para que quepan todas las gallinas?, Virginia (4 afos)
cogio dos gallinas y las metié en una casa, otras dos en otra casa y dos mas en una
tercera, después contd todas las gallinas colocadas para comprobar si tenia 6 (que

era el dividendo). Por dltimo, conto todas las casas y respondi6 3.
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1 2 1 2 1 2

(ilf) Cif) ’ ’ Cif) Cif) Cuentan los grupos formados, 3
OO OO o O

1 2 3 4 5 6

Nivel 2°b, representa con doble conteo: hacian tantos grupos como
indicaba el divisor al tiempo que contaban los elementos que iban introduciendo en
cada casa. Blanca (4 afios) dispuso 2 gallinas en una casa, cogi6 otra casa y colocé
otras dos gallinas, pero al mismo tiempo contd “3 y 4”. Por Gltimo, cogi6é otra casa y
situé otras dos “5 y 6” (i.e., 6 era el dividendo) y respondi6 “3”. Esta estrategia es
conocida con el nombre de doble recuento (Baroody, 1988). Este segundo nivel

resultaba mas complejo que el primero, ya que integraban dos secuencias de conteo

al mismo tiempo.

(‘if) (‘If) (‘If) (‘If) (‘If) (‘If) Cuentan los grupos formados, 3

o O o O

Nivel 4°, representa un unico término y prosigue mentalmente:
representaban el dividendo o el divisor y llevaban a cabo un reparto mental sin usar
objetos fisicos.

Este ultimo nivel seria el més evolucionado, porque los nifios prescindian de la

representacion fisica y utilizaban la representacién mental.
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Siguiendo esta clasificacion, en la Tabla 13 hemos recogido los porcentajes
correspondientes a los diferentes niveles, teniendo en cuenta la edad y la estructura

semantica en ambos tipos de division.

ESTRATEGIAS DE
ESTRATEGIAS DE REPARTO ADICION
R. D. R. D. R. D. R. D. R. D. R. D.
Nivel 1°%a | Nivel 2°a | Nivel 3°a | Nivel 1°b | Nivel 2°b | Nivel 4°
g GRUPO I 13,04 8,69 43,48 21,74 -- 13,04
z<| O
o2l Y |GRrupPOII 38,46 7,69 42,30 3,84 7,69 -
ap| <
[
==
2 %| Z| GRUPOI -- -- 100 -- -- --
o3| of
Z0
& | GRUPOII -- -- 100 -- -- --
Z | GRUPOI -- -- 50 32,15 17,85 -
s | 8
=< Y |GRuUPOII - - 59,26 14,81 25,93 =
a <
‘O =
=)
S Z | GRUPOI -- 100 - -- - -
O
a ox
Z0
& | GRUPO II - 100 -- -- -- --

R.D.= Representacion directa.

Tabla 13: porcentajes de ensayos correspondientes a los diferentes niveles

dentro de las estrategias de representacion directa en la division.

A la vista de esta tabla, un primer dato que llamé nuestra atencion fue que en
los problemas de accion de division partitiva los nifios, independientemente del grupo
de edad, utilizaban mayoritariamente estrategias de representacion directa basadas
en “el reparto” (especialmente reparto por multiplos), mientras que en los de medida

la presencia de las estrategias basadas en la “adicion repetida” aumentd hasta
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igualarse con las de reparto. Esta diferencia en el uso de estrategias reveld que en los
problemas de divisién partitiva los nifios resolvian agrupando por el divisor, mientras
gue en los de medida basaban sus estrategias en el cociente. Estos resultados eran
acordes con los de Bryant y Squire (2002, 2003) ya que habian encontrado que el
éxito de nifios de 5 a 8 afios en problemas de divisién partitiva y de medida dependia
del modo de presentacion del problema, siendo mas sencilla la division partitiva
cuando se agrupaba por el divisor y la division de medida si se agrupaba por el
cociente. Sin embargo, en la estructura de no accién no hemos hallado diferencias, ya
gue ambos grupos se decantaron por las de reparto.

Ademas, en cierto modo estos resultados también sintonizan con los de
Dopico (2001) en 3°, 4° y 5° de Primaria, ya que los nifios utilizaban estrategias
basadas en la adicion en los problemas de division de medida.

Por dltimo, las estrategias de conteo tan sélo estaban presentes en el grupo
de los mayores en los problemas de division de medida y partitiva con estructura de
accion. Las memoristicas se basaban, en ambos grupos y en los dos tipos de division,
en el recuerdo de “sumas de dobles”. Por ejemplo: “4 gallinas se van a dormir y en
cada casa caben 2 gallinas. ¢;Cuantas casas se necesitan para que quepan todas las

gallinas?”, Israel (4 afios) respondi6 “son 2 porque 2 y 2 son 4.

D) Procedimientos incorrectos en los problemas de multiplicacion y
division:
Como en las situaciones aditivas, clasificaremos los errores de multiplicacién y

division en tres grupos: conceptuales, procedimentales y de ejecucion.
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1 Errores conceptuales

ERROR 1: no entendian el problema. Por ejemplo: /as gallinas de la casa azul comen
4 sacos de trigo y las gallinas de la casa verde comen la mitad que las gallinas de la
casa azul. ;Cuantos sacos de trigo comen las gallinas de la casa verde?, Karen (4
afnos) colocdé 4 sacos en una casa y dijo: "no se que es /la mitad” y no ofrecié
respuesta alguna.

ERROR 2: respondian con una de las cantidades del enunciado. Siguiendo el ejemplo
anterior, Raul (4 afios) respondi6 “4”.

ERROR 3: representaban correctamente el problema con objetos, pero no daban
ninguna respuesta. Por ejemplo: “as gallinas preparan la cena, colocan en la casa
azul, en la casa roja y en la casa amarifla 2 sacos de trigo en cada una. ¢;Cudntos
sacos de trigo han colocado en total para la cena?”, Jonathan (4 afios) cogio las tres
casas Yy coloco 2 sacos en cada casa, pero respondié que no sabia cuantas habia en
total para la cena.

ERROR 4 : respuestas al azar. Es decir, respondian con diferentes nameros sin dar
una explicacion razonada: “3”, “4”, “5”.

ERROR 5: introducian cantidades nuevas diferentes a las del enunciado. Por
ejemplo: “las gallinas preparan /la cena, colocan en la casa roja y en la casa verde 2
sacos de trigo en cada una. ;Cuantos sacos de trigo han colocado en total para la
cena?. Jonathan (4 afios) desplegd 8 casas, en vez de 2 como indicaba el
multiplicando, y colocé 2 sacos en cada una.

ERROR 6: transformaban la proposicion relacional en una proposicion de asignacion.

Por ejemplo: “En /a casa verde hay 5 gallinas, y en la amarilla 2 veces las gallinas de
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la casa verde. ;Cuadntas gallinas hay en la casa amarifla?”, Ana (5 afios) respondié
gue en la casa amarilla habia 2 gallinas “porque has dicho dos veces”,

ERROR 7: duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicién relacional.
Siguiendo con el ejemplo anterior, Maria (5 afios) dispuso 5 gallinas en la casa verde,
2 gallinas y otras 2 mas en la casa amarilla, respondiendo 4. En este caso consideré
la proposicién “2 veces mas” como dos veces 2, en vez de 2 veces 5.

ERROR 8: interpretaban erréneamente el término de la comparacién. Por ejemplo,
Adrian (5 afos) colocé en la casa verde 5 gallinas y en la amarilla 5 para que hubiese
las mismas que en la casa verde. A continuacién, afiadié 5 y 5 gallinas mas para tener
“2 veces mds’. Después las conté todas y respondié “15”.

ERROR 9: adicionaban simplemente las cantidades del enunciado. Es decir, sumaban
2més5.

ERROR 10: sustraian las cantidades del enunciado. Como en el caso anterior, pero
esta vez restaban 5 menos 2.

ERROR 11: transformaban la estructura seméantica del problema, convirtiendo un
problema de no accion en accion. Por ejemplo en el siguiente problema de divisién:
"las gallinas de la casa azul comen 6 sacos de trigo y las de /a casa verde comen 2
sacos de trigo. Si en cada viafe traigo 2 sacos de trigo. ;Cuantos viajes mds tendré
que ir a la tienda para comprar el trigo de las gallinas de la casa azul?, Noelia (4
afnos) cogié los 6 sacos de trigo de la casa azul e hizo grupos de 2 en 2, para
representar cada uno de los viajes ejecutados y respondié “3”, olvidando la

comparacién ‘¢ Cuantos viajes mas...?”.
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ERROR 12: transformaban los problemas de division en multiplicacion. Por ejemplo
en el problema: “tenemos 4 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul y la roja.
En todas tiene que haber el mismo numero de gallinas. ;Cuantas gallinas metemos en
cada casa?”, Nieves (4 afios) cogi6 las dos casas y coloco 4 (i.e., dividendo) gallinas
en cada casa, en total 8 gallinas (i.e., 4 x 2).

2. Errores procedimentales.

ERROR 13: alteraban el tamafio del dividendo. Por ejemplo: “tenemos 12 gallinas
que hay que guardar entre la casa azul, amarilla y verde. En todas tiene que haber e/
mismo numero de gallinas. ;Cudntas gallinas metemos en cada casa?, Miguel Angel
(5 afios) dispuso sobre la mesa las tres casas y metid gallinas en cada una de ellas
hasta un total de 6 en cada casa (repartiendo un total de 18 gallinas), de tal manera
gue la respuesta fue “6” en vez de “4”.

ERROR 14: no percibian la igualdad del cociente. En el ejemplo anterior, cogian las
12 gallinas y las distribuian en las 3 casas de forma desigual (p.e., 5, 4 y 3), sin tener
en cuenta que debia haber el mismo ndmero en cada una.

ERROR 15: alteraban el tamafio del divisor. En este caso, repartian 12 gallinas en 4
casas (en vez de en 3), colocando 3 en cada una.

ERROR 16: alteraban el tamafio del dividendo y divisor en un mismo problema. Por
ejemplo: “tenemos 4 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul y la rofa. En
todas tiene que haber el mismo numero de gallinas. ¢;Cuantas gallinas metemos en
cada casa?, Jonathan (4 afios) cogi6é 4 casas (i.e., divisor) y coloco 2 gallinas en cada
casa (i.e., dividendo), en total 8.

3. Errores de ejecucion.
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ERROR 17: errores de conteo. Por ejemplo: “/as gallinas preparan la cena, colocan
en la casa azul, en la casa rofa y en la casa amarilla 2 sacos de trigo en cada una.
cCudntos sacos de trigo han colocado en total para la cena?, Miguel Angel (4 afios)
represento las tres casas y a cada una le asign6 2 sacos, pero al contar los sacos se
olvid6 de uno y respondid 5 en vez de 6.

En cuanto a los resultados, hemos hallado diferencias en el tipo de errores que
cometian los nifios en la multiplicacion en funcion de la estructura semantica (ver
Gréafica 11). En concreto, en los problemas de accion el error mas frecuente, en el
grupo 1, fue el Error 2 (i.e., responder con una de las cantidades del enunciado),
mientras que en el grupo Il hubo una Unica respuesta errébnea que consistié en

responder al azar.

Grafica 11: Distribucién de errores en la multiplicacién
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50 <
25 <
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Accion No accion
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Error 2: respondian con una de las cantidades del enunciado. Error 3: representaban correctamente el problema
con objetos, pero no daban ninguna respuesta. Error 4: respuestas al azar. Error 5: introducian cantidades
nuevas diferentes a las del enunciad. Error 6: transformaban la proposicion relacional en una proposicion de
asignacion. Error 7: duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicion relacional. Error 8: interpretaban
erroneamente el término de la comparacion. Error 9: adicionaban las cantidades del enunciado. Error 17: errores

de conteo.
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Ahora bien, cuando los problemas de multiplicacién eran de no accion destaco el
Error 6 (i.e., transformaban la proposicion relacional en una proposicion de
asignacion), en ambos grupos de edad. Asimismo, en el grupo de los mayores,
aparecia con cierta frecuencia el Error 8 (i.e., interpretan errbneamente el término de
la comparacion). Ello viene a demostrar la mayor habilidad de estos sujetos para
entender la relacion de comparacion, en el sentido de que empiezan a elaborar la
expresion “veces mas”, aunque todavia no les conduzca al éxito deseado.

En la divisién partitiva los errores, en los problemas de accion, fueron diferentes
en ambos grupos de edad (Grafica 12). Asi, el grupo | cometi6 principalmente el error
conceptual 12, consistente en convertir un problema de division en multiplicacion
(i.e., 66,67% de ensayos).

En cambio, el grupo Il presentd un mayor porcentaje de errores procedimentales
(66,66% de ensayos) relacionados con los términos de la divisién (i.e., dividendo,
divisor y cociente), como los Errores 13 y 16 (i.e., alterar el tamafio del dividendo;
alterar el tamafo del dividendo y divisor) y de ejecucion (i.e, error 17). Estos errores
procedimentales de nuevo aparecieron en este mismo grupo en la division de medida

(i.e., Errores 13 y 14).
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Gréfica 12; Distribucién de errores en los problemas de accion de division

partitiva y division de medida.
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Error 2: respondian con una de las cantidades del enunciado. Error 3: representaban correctamente el problema con
los objetos, pero no daban ninguna respuesta. Error 4. respuestas al azar. Error 12: transformaban los problemas de
division en multiplicacion. Error 13: alteraban el tamafio del dividendo. Error 14: no percibian la igualdad del cociente.
Error 15: alteraban el tamafio del divisor. Error 16: alteraban el tamafio del dividendo y divisor. Error 17: errores de

conteo.

En los problemas con estructura de no accion (Grafica 13) los errores fueron
frecuentes en ambos tipos de division. Esta variabilidad se debié a que resultaron mas
dificiles. En la division partitiva hemos hallado tres tipos de errores en ambos grupos:
los Errores 11 (i.e., transformaban la estructura semantica del problema, convirtiendo
un problema de no accion en accion), 3 'y 4 (i.e., representaban correctamente el
problema con objetos, pero no daban ninguna respuesta y respuestas al azar,
respectivamente). En la division de medida el error méas frecuente en ambos grupos
fue el Error 4 (i.e., respuestas al azar). Ademas, en el grupo de 4-5 afios destacé el
Error 6, mientras que en el grupo de 5-6 afios lo hizo el Error 8. En el primer caso, los
nifos interpretaban incorrectamente el término comparativo. Por ejemplo en el

problema: “las gallinas de la casa azul comen 4 sacos de trigo y las gallinas de la casa
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verde comen la mitad que las gallinas de la casa azul. ;Cuantos sacos de trigo comen
las gallinas de la casa verde?, Virginia de 4 afos representd la casa azul, colocé 4
sacos de trigo y respondié que las gallinas de la casa verde “comen cuatro mitades de

sacos”, al tiempo que con su mano hacia el gesto de partir los sacos por la mitad.

Grafico 13: Distribucién de errores en los problemas de no accién
de divisién partitivay de medida

100 «
75 «
50 4
25 «
04 | I I o s |
Grupo | Grupo Il Grupo | I Grupo Il
Divisién partitiva Division de medida

OErrorl EError2 WMError3 EError4 HEError6 EMError8 EError9 OError 10 MError 11 OError 15

Error 1: no entendian el problema. Error 2: respondian con una de las cantidades del enunciado. Error 3:
representaban correctamente el problema con objetos, pero no daban ninguna respuesta. Error 4. respuestas al azar,
Error 6: transformaban la proposicion relacional en una proposicion de asignacion, Error 8: interpretaban
erroneamente el término comparativo. Error 9: adicionaban simplemente las cantidades del enunciado. Error 10:
sustraian las cantidades del enunciado. Error 11: transformaban la estructura semantica del problema, convirtiendo un

problema de no accion en accion. Error 15: alteraban el tamafio del divisor.

En general, los resultados de la division han permitido extraer al menos 3
conclusiones. En primer lugar , los nifios mayores resolvieron mejor los problemas con

estructura semantica de accién que los pequefios debido, entre otras cosas, a sus
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crecientes capacidades linguisticas y su mayor experiencia con el reparto. Ahora bien,
como sefalaron Correa, Bryant y Nunes (1998) dividir supone algo mas que repartir,
implica establecer relaciones entre los términos de la division y comprender que la
alteracion en el tamafio de uno de ellos afecta al resultado. Este conocimiento resulta
fragil, por el momento, en nuestros sujetos, posiblemente por su corta experiencia
matematica.

En segundo lugar, en los problemas de accidn no se apreciaron diferencias en
los errores dependiendo de que la division fuese partitiva o de medida, lo que nos
conduce a pensar de nuevo que existe mayor relacion entre ellas de lo que habian
sospechado Fischbein et al (1985).

Finalmente, como en la multiplicacion, las diferencias entre los grupos se
situaban en los problemas de accion y asi, los mayores cometian errores
procedimentales mientras que entre los pequefios abundaban los conceptuales. Por el
contrario, la dificultad extrema de los problemas de no accion equiparaba a ambos

grupos.

3.2. DATOS LONGITUDINALES

Los analisis hasta ahora realizados han puesto de manifiesto diferencias
sustanciales entre los grupos de 2° y 3° de Educacion Infantil en la resolucion de
problemas con estructuras semanticas y operaciones diferentes. En este nuevo
apartado nos proponemos ahondar en el analisis de estas diferencias y para ello
hemos realizado un seguimiento longitudinal de los nifios de 2° de El a lo largo del

siguiente curso escolar. Por este motivo, comenzaremos determinando la
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significatividad de los diferentes factores considerados (i.e., Momento de la medicién,
Operacion y Tipo de problema). A continuacion, analizaremos los procedimientos
correctos e incorrectos, que conducian a las respuestas de los nifios en los problemas,
haciendo especial hincapié en las diferencias entre ambas mediciones. Finalmente,
estableceremos a que sujetos concretos afecta especialmente el cambio y la
consistencia del mismo en funcion de la Operacion, el Tipo de Problema y los

procedimientos de resolucién.

3.2.1. Analisis cuantitativo.

De acuerdo con los objetivos de esta investigacion interesaba determinar el
efecto que tenian las variables Operacion y Tipo de problema o Estructura Semantica
en un mismo grupo de nifios en dos momentos diferentes de su desarrollo evolutivo
(i.e., Medicion I: cuando los nifios cursaban 2° de El y Medicion Il: cuando los nifios
cursaban 3° de El). En consecuencia, hemos realizado un ANOVA 2 (Momento de la
Medicién: Medicion | vs Medicion II) X 5 (Operacion: adicion vs sustraccion vs
multiplicacion vs divisién partitiva vs division de medida) X 2 (Tipo de Problema:
accion vs no acciorl) con medidas repetidas y ejecutado con el programa SPSS (ver
Tabla 14).

Este analisis mostr6 que eran significativos los efectos principales de los
factores Medicion (F 1 14= 6.000, p<0.05), Operacion (F 455=4.482, p<0.01) y Tipo de
Problema (F;14=101.083, p< 0.01). Ninguna interaccion, doble o triple, fue

significativa.
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Tabla 14: Medias y desviaciones tipicas, entre paréntesis, del ANOVA.

Medicion | Medicion 11
Accién No accion Accién No accién
Adicion 1.53 0.00 1.87 0.27
(0.74) (0.00) (0.35) (0.59)
Sustraccion 1.53 0.00 1.40 0.33
(0.83) (0.00) (0.83) (0.62)
Multiplicacion 1.47 0.00 1.60 0.33
(0.74) (0.00) (0.74) (0.62)
Divisién partitiva 1.27 0.07 1.53 0.07
(0.88) (0.26) (0.83) (0.26)
Divisién de medida 1.67 0.47 1.60 0,60
(0.72) (0.52) (0.74) (0.63)

Puntuacion maxima posible: 2

En el factor Medicién, las puntuaciones medias indicaron que el rendimiento de
los nifios era ligeramente superior cuando cursaban 3° de Educacion Infantil (M:0.96)
gue cuando se hallaban en 2° curso (M:0.80).

Asimismo, el rendimiento de los nifios variaba en funcion de la Operacion,
como pone de relieve la significacion de este factor. En concreto, se apreciaron
diferencias significativas en las comparaciones entre la division de medida y los
restantes niveles del factor (i.e., sustraccion (p< 0.01), multiplicacion (p< 0.01) y
divisiébn partitiva (p< 0.01)) excepto la adicion. Por tanto, a los nifios parecian
resultarles mas sencillas las tareas de division de medida (M:1.08) y adicién (M:0.92)

que todas las demas.
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El tercer factor que resulté significativo fue el Tipo de Problema (i.e., accion
VS. no accién). En este caso las puntuaciones medias se distanciaron notablemente,
siendo mayor el nivel de rendimiento alcanzado en los problemas que implicaban

accion (M: 1.55) frente a los de no accion (M: 0.21).

3.2.2. Andlisis cualitativo.
1. Procedimientos de resolucion: correctos e incorrectos.
En este apartado, tanto en el caso de las estructuras aditivas como en las
multiplicativas, nos mantendremos fieles a la clasificacion de los procedimientos

correctos e incorrectos realizada en el estudio transversal.

A) Procedimientos correctos en problemas verbales de adicion y

sustraccion:

En ambas operaciones (i.e., adicién y sustraccion) y mediciones, la estructura
que implicaba acciébn obtuvo un mayor porcentaje de estrategias correctas que la
estructura de no accion (ver Gréfica 14). Si consideramos por separado ambas
operaciones, en la adicién los nifios emplearon un nimero mayor de procedimientos
correctos en la Medicion |1, independientemente del Tipo de Problema. En cambio, en
la sustraccion el porcentaje de procedimientos correctos fue superior en la Medicion |
cuando la estructura del problema era de accion, debiéndose este efecto
probablemente al tamafio de las cantidades utilizadas de la Medicion Il, ya que
superaban la decena (i.e., £n /a casa amarifla hay 11 gallinas y 6 se van de paseo

cCuantas gallinas se quedan en la casa amarilla).
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Gréfica 14: Porcentaje de estrategias correctas de adicion y
sustracciéon en ambas mediciones

100+
75
50+

25

Accion No accion Accion No accién

Adicién Sustraccion

E Medicion | W Medicion 11

Igualmente, en ambas mediciones, hemos encontrado que las estrategias mas
utilizadas en orden de aparicion fueron las de representacién directa, seguidas con
una incidencia similar, por las memoristicas y las de conteo. Ademas en la Medicion
Il, en los problemas con estructura de no accién de sustraccion, hemos hallado un
mayor numero de estrategias memoristicas y de conteo (ver Grafica 15). De nuevo, la
explicacion de que hayan recurrido a estrategias mas evolucionadas en problemas
gue les resultaban mas complejos guardo relacién con las cantidades. Por ejemplo, £n
/a casa verde estan descansando 10 gallinas y en la casa amarifla estan descansando
5 gallinas menos que en la verde. ;Cuadntas gallinas estan descansando en la casa
amarifla?, los nifios solucionaron este problema sin necesidad de recurrir a la
representacion de las cantidades, porque sabian que el resultado de la adiciébn 5 + 5

se correspondia con los dedos de las 2 manos.
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Gréfico 15; Porcentajes de estrategias correctas utilizadas en la adicion y

sustraccion
100+
754
504
254
04
Adicion | Sustraccion|  Adicion | Sustraccion]  Adicion | Sustraccion | Adicion
Accion No accion
Medicion | Medicion Il
B Representacion Directa [ Estrategia de Conteo l Estrategia Memoristica

Como indicdbamos al inicio de este apartado, en el analisis de las estrategias
hemos considerado los mismos niveles que en el analisis transversal y han sido
recogidos en la Tabla 15. No obstante, en este caso hemos reflejado también aquellas
estrategias que, a pesar de ser adecuadas, no conducian a la solucion correcta, es

decir, las que presentaban un “Déficit de utilizacion”.
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Las gréficas 16 y 17 muestran la distribucion de estos niveles en la adicion y
sustraccion en problemas de accion. Como se puede observar hemos procedido a
comparar los resultados de la Medicion 1 y Il, lo que nos ha permitido verificar, en
primer lugar, que en la Medicién Il tendian a aparecer procedimientos mas complejos.
No obstante, conviene no perder de vista que dichas estrategias se hallaban ya
presentes en la Medicion I, aunque con un grado bajo de eficacia. La mejora que se
produce en la Medicion Il tiene que ver precisamente con la disminucién de los
errores en la aplicacion de estos procedimientos. En segundo lugar, en adicion, las
estrategias mas primitivas de Representacion Directa (nivel 1) han sido sustituidas
por estrategias de los niveles 2, 3 y 5 (ver Tabla 15). En la sustraccién, las
diferencias no resultaron sustanciales, destacando el dato de que en la Medicion 11

aparecian por primera vez los procedimientos memoristicos.

GRAFICA 16: Frecuencia de nifios en las estrategias de adicion en problemas
de accion, en las Mediciones | y Il

15.- PRIMERA MEDICION 15 - SEGUNDA MEDICION
E3
3 1B 2B
104 01B O2B 49 O B
OimmM O2M BE oM Bavm
6
6
5 - 5 4
4 H B
0 - 2] —_— 2] . 0 - — 2] ,
NIVELLT NIVEL2 NIVEL3 NIVEL4 NIVEL5 NIVEL6 NIVELLT NIVE2 NIVEL3 NIVE4 NVES5 NIVELG6

1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.
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GRAFICA 17: Frecuencia de nifios en las estrategias de sustraccién en problemas

de accién, en las Mediciones | y Il

15 - ER PRIMERA MEDICION 15 - SEGUNDA MEDICION
2
E [T]
O1B 028 = OiB 028
10 - L
OiM [02M 10 Oim 0o2Mm
7
6
54 — 54 —
5 5
H [t] [*] [1] [1] M
0 v v v v v » 0 v v v v v v
NIVELL NIVEL2 NIVEL3 NIVEL4 NIVELS NIVEL6 NIVELLT  NIVEL2 NIVEL3 NIVEL4 NIVEL5  NIVEL6

1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.

En los problemas de no accion |a Grafica 18 pone de manifiesto los avances
gue tenian lugar en la Medicion 1l1. En efecto, en la adicién y en la sustraccién, no
hemos hallado estrategias correctas o con “déficit de utilizacion” en la Medicion |,
pero si las hemos encontrado en la segunda puesto que los nifios recurrian a la
Representacion Directa, aunque en varias ocasiones no les llevo a la respuesta
correcta. Incluso se arriesgaban a emplear, con éxito, las Memoristicas en la

sustraccion.
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GRAFICA 18: Frecuencias de nifios en las diferentes estrategias en la medicion Il en
problemas de no accién de adicién y sustraccion
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.

En resumen, a la vista de estos resultados, estamos en condiciones de afirmar

gue las experiencias escolares de los nifios ha redundado en una mejora en la

Medicion 11, que se ha reflejado no s6lo en que eran capaces de resolver un niamero

mayor de situaciones de adicién y sustraccién, sino también en los procedimientos de

resolucion empleados, ya que ahora resultaban mas complejos. No obstante, hay que

tener en cuenta que si bien las experiencias escolares de los nifios con los nimeros

eran cada vez mayores, ho podemos pensar que sean éstas las Unicas responsables

de estas mejoras, puesto que deberiamos contar también con las experiencias

informales que tenian lugar fuera del colegio.
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B) Procedimientos incorrectos en problemas verbales de adicion y

sustraccion:

Comenzamos mostrando, a modo de resumen, una tabla con la clasificacién de
los diferentes errores cometidos por los nifios en las estructuras aditivas y
multiplicativas (ver Tabla 16).

En lo que sigue analizaremos las estrategias incorrectas, comparando ambas
mediciones, para determinar si se produce un cambio sustancial en el tipo de errores
cometidos por los nifios.

En el caso de la adicion no hemos hallado diferencias sustanciales entre la
Medicion | y Il, puesto que los errores de los nifios eran conceptuales, tanto en
problemas de accién como en los de no accion. No obstante, se producian algunos
cambios que merecen ser destacados. En efecto, aunque todos los errores eran
conceptuales en los problemas de accién, hemos podido apreciar un cierto progreso
en el sentido de que disminuyeron drasticamente aquellos en los que no producian
computo alguno (p.e., repetir una de las cantidades dadas en el enunciado), siendo
sustituidos por errores que implicaban un esfuerzo por operar con las cantidades en la
Medicion 11 (p.e., error 4), (ver Grafica 19). Sin embargo, en los problemas de no
accion, en ambas mediciones, la mayor frecuencia de errores consisti6 en
transformar la proposicién relacional en una proposicion de asignacion, lo que de
nuevo dejaba constancia de la dificultad manifiesta de estos problemas. Desde el
punto de vista evolutivo, cabe sefialar que el cambio conceptual se propicia primero

en los problemas de accion.
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Grafica 19: Distribucion de porcentajes de ensayos de estrategias
erroneas en la adicion

100 «
75 4
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Medicién | I Medicion Il Medicién | Medicion 1
Accion No accién

OError 1 MError 2 @ Error 3 OError 4 @Error 7 @Error 8 OError 9 M Error 10 @ Error 12

Error 1: respondian con una de las cantidades del enunciado, Error 2: introducian cantidades nuevas
diferentes a las mencionadas en el enunciado, Error 3: respuestas al azar, Error 4: transformaban adicion en
sustraccion, Error 7: transformaban la proposicion relacional en una proposicion de asignacion, Error 8:
duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicion relacional, Error 9: resolvian el problema utilizando la
operacion que les resulta mas facil, Error 10: comprendian la relacion comparativa “mads que”/ “menos que”,

pero no tenian en cuenta la cantidad indicada en el enunciado, Error 12: producian un error de conteo.

En cuanto a la sustraccion, cuando el problema era de accion en la Medicion |
el error mas frecuente fue el Error 3 (respuestas al azar), mientras que en la Medicion
Il aunque persistia este tipo de error también destac6 el Error 5 ( i.e., cambio de
sustraccion por adicion). La dificultad de los problemas de no accion provoc6 que no
hubiese diferencias destacables entre ambas mediciones, salvo la aparicion del Error
10 (i.e., comprendian la relaciébn comparativa “mas que” / “menos que”, pero no

tenian en cuenta la cantidad indicada en el enunciado) (ver Gréfica 20)
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Grafica 20: Distribucidn de porcentajes de ensayos de estrategias
erroneas en la sustraccion.
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Error 1: respondian con una de las cantidades del enunciado, Error 2: introducian cantidades nuevas
diferentes a las mencionadas en el enunciado, Error 3: respuestas al azar, Error 5: transformaban la
sustraccion en adicion, Error 7: transformaban la proposicion relacional en una proposicion de asignacion,
Error 10: comprendia la relacion comparativa “mads que” / “menos que” , pero no tenian en cuenta la

cantidad indicada en el enunciado, Error 12: producian un error de conteo.

C) Procedimientos correctos en problemas verbales de multiplicacion y

division:

En general, se ha producido una cierta mejora en los resultados tras la
Medicion 11 en la multiplicacion y divisién, independientemente de que el problema
implicase 0 no accion. Este cambio vino propiciado, en cierto modo, por los cambios
acaecidos en los procedimientos de resolucion. Veamos esto con més detalle.

En la multiplicacién, cuando los problemas eran de accion, la mayoria de los
nifos recurrian principalmente, en ambas mediciones, a las estrategias de
Representacion Directa. No obstante como se puede apreciar en la Grafica 21, en la
Medicién Il estos procedimientos se flexibilizaban dando lugar a nuevas formas de
aplicacion, que implicaban un grado mayor de desarrollo. En efecto, los nifios

recurrian a /a representacion con doble conteo 'y a la representacion de un unico
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factor y doble conteo. Ademds, algunos nifios comenzaron a experimentar con los

procedimientos de conteo y se

memoristicas.

incrementoé

la presencia de las estrategias

Cuando los problemas eran de no accibn no hemos registrado ningun

procedimiento correcto en la Medicion I. Sin embargo, en la segunda, algunos nifios

resolvieron estos problemas con éxito recurriendo a la representacion directa uno a

uno (ver Gréfica 22).

GRAFICA 21: Frecuencias de nifios en las estrategias de multiplicacion en problemas
de accion, en las Mediciones |y Il
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.
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GRAFICA 22: Frecuencias de nifios en las estrategias de

multiplicacién en problemas de no accién, en la Medicién II.
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, ZM= dos

ensayos incorrectos.

En la divisién partitiva hemos apreciado algunas diferencias entre la Medicion |
y Il cuando los problemas eran de accién, ya que se producia una mayor variacién en
los procedimientos en esta ultima. En la Medicion | fueron mas consistentes en la
utilizacion de la misma estrategia de un ensayo a otro, aun cuando eso les llevase a
una respuesta equivocada. Resumiendo, hemos comprobado que, en ambas
mediciones, primaron las estrategias basadas en el reparto y ademas, en la Medicion
Il habia una mayor consolidacion de estrategias, disminuyendo las que implicaban

“déficit de utilizacion”.
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De forma similar en la division de medida, los nifios fueron mas consistentes
en las estrategias que utilizaban en ambos ensayos durante la Medicién I. Pero, a
diferencia de la division partitiva, predominaron las estrategias basadas en la adicion
repetida (i.e., Nivel 1b y Nivel 2b). Estas diferencias en los procedimientos, en ambos
tipos de division mostré que los nifios se acomodaban al enunciado del problema para

poner en marcha una u otra estrategia (ver Graficas 23 y 24).

GRAFICA 23: Frecuencia de nifios en las estrategias de division partitiva en problemas
de accidn, en la Medicién | y Il
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.
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GRAFICA 24: Frecuencia de nifios en las estrategias de division de medida en
problemas de accion, en la Medicion 1y Il
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.

Cuando los problema fueron de no accion, en la divisién partitiva encontramos
datos similares en ambas mediciones, ya que sélo hubo una respuesta correcta en
cada caso. No obstante, se constataron varios intentos por parte de los nifios para
poner en marcha algunas estrategias que no daban lugar a la respuesta correcta (ver

Gréfica 25).
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GRAFICA 25: Frecuencia de nifios en las estrategias de division partitiva en problemas

de no accién, en la Medicién |y Il

15 - 15 -
PRIMERA MEDICION SEGUNDA MEDICION
10 ~ 10 A
O1B @O28B Oie 028
O1M ©O2M oM 0O2M
5 4 5 4
; 3 [T
N g, L
S ) © M S ©
W87 (0 (07 (8P 0 o W8 (0 (0 (8P (P o

1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.

En la divisién de medida predominaron las estrategias correctas basadas en el
reparto en ambas mediciones. Estos datos comparados con los de la division partitiva
mostraron que no hubo diferencias en como los mas pequefio afrontaban la division
partitiva y la de medida cuando los problemas eran de no accién, aunque el éxito en

esta dltima fue mayor en ambas mediciones (Gréfica 26).
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GRAFICA 26: Frecuencia de nifios en las estrategias de division de medida en

problemas de no accién, en la Mediciéon |y I
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1B= un ensayo correcto, 2B= dos ensayos correctos, IM= un ensayo incorrecto, 2M= dos ensayos

incorrectos.

D) Procedimientos incorrectos en los problemas verbales de

multiplicacion y division:

Siguiendo la tabla de clasificacion de errores (ver Tabla 16), hemos constatado
que en los problemas de multiplicacion se producian cambios en los errores cometidos
por los nifios de una medicién a otra. Asi, en los problemas de accién, en la Medicion
Il los errores fueron debidos a que representaban correctamente el problema aunque
no eran capaces de ofrecer ninguna respuesta numeérica (Error 3). Sin embargo, en la
Mediciébn 1, aunque también eran frecuentes estos errores los nifios optaban

igualmente por responder al azar o con una de las cantidades del enunciado (Grafica
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27). Estas ultimas denotaban un grado de comprensién muy pobre, que les alejaba
aun mas de la posibilidad de conseguir una respuesta correcta.

En los problemas de no accion, el resultado mas destacado en la Medicion 11 fue
la disminucion del error en el que transformaban la proposicién de relacién en una de
asignacion y el aumento del error en el que adicionaban las cantidades. Este cambio
mostro que durante la ultima medicion hubo mayor comprension de los problemas de
no accion, entendiendo que entre las cantidades del problema existia una relacion,

aunqgue la eleccién de la operacién no fuese la adecuada.

Grafica 27: Distribucién de porcentajes de ensayos de estrategias
erréneas en la multiplicacién, en la Medicion 'y 1l

100 «
75 4

2E_IZE m 0 [ -HH~ =[]

Medicion | Medicion Il Medicion | I Medicion Il

Accion No accién

OError 1 @Error 2 @Error 3 OError 4 WMError 5 OError 6 O Error 7 MError 9 @Error 17

Error 1: no entienden el problema, Error 2: respondian con una de las cantidades del enunciado, Error 3:
representaban correctamente el problema con objetos, pero no daban ninguna respuesta, Error 4. respuestas al
azar, Error 5: introducian cantidades nuevas diferentes a las del enunciado, Error 6: transformaban la proposicion
relacional en una proposicion de asignacion, Error 7. duplicaban la cantidad correspondiente a la proposicion

relacional, Error 9: adicionaban las cantidades del enunciado, Error 17: errores de conteo.

En los problemas de division partitiva y de medida, consideraremos ambos tipos

de division al tiempo para reflejar adecuadamente las diferencias y similitudes entre

-194-



Marco Experimental

ambas, en los diferentes momentos de la medicién. De este modo, en los problemas
de accién de division partitiva, en ambas mediciones, transformaron los problemas de
division en multiplicacion. En la division de medida los errores, en la Medicion I, eran
conceptuales (Error 3) y procedimentales (Error 16) y en la Medicion 1l predominaron
las respuestas al azar, seguidos de los procedimentales (Error 14 y Error 16) (Gréfica

28).

Grafica 28: Distribuciéon de porcentajes de ensayos de
estrategias erroneas en problemas de divisiéon de accion
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Error 1: no entendian el problema, Error 3. representaban correctamente el problema con los objetos, pero no daban
ninguna respuesta, Error 4: respuestas al azar, Error 12: transformaban los problemas de division en multiplicacion,
Error 14: no percibian la igualdad del cociente, Error 15: alteraban el tamario del divisor, Error 16: alteraban e/

tamafio del dividendo y divisor.

En las estructuras de no accién las estrategias erréneas fueron diversas en
ambas mediciones. En la division partitiva destacaba el aumento del Error 11 (i.e.,
convertian el problema de no accion en accion), lo que indicaba que los nifios

captaban que se trataba de un problema de division, aunque persistian sus
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dificultades para entender el término comparativo y por eso, lo transformaban en una
estructura mas sencilla. En la division de medida, en la Medicion 11, los errores fueron
muy variables. En efecto, hemos recogido ocho tipos de errores diferentes frente a los
4 de la Medicion |, siendo los errores 2, 9, 10 y 12 completamente nuevos. Ademas,
estos tres Ultimos suponian, junto con el aumento en la frecuencia del Error 8, un
esfuerzo claro por parte de los nifios para resolver estos problemas, ya que
disminuian las respuestas al azar caracteristicas de la Medicion | y eran sustituidas
por errores en los que transformaban el problema en estructuras de adicion,

sustraccion y multiplicacion (ver Grafica 29).

Graéfica 29: Distribucion de porcentajes de ensayos de estrategias

erroneas en problemas de divisién de no accion.
100 «
75 «
50 <

“1mlh i il
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Medicion | Medicion I Medicion | Medicion 1l
ida

Division Partltlva Division de med
OError1 MError2 EEror3 OError4 OError6 EError8 EError9 MError 10 MEror 11 BEError 12 OError 15

Error 1: no entendian el problema, Error 2: respondian con una de las cantidades del enunciado, Error 3:
representaban correctamente el problema con objetos, pero no daban ninguna respuesta, Error 4: respuestas al azar,
Error 6: consideraban la proposicion relacional como una proposicion de asignacion, Error 8: interpretaban
erroneamente el término comparativo, Error 9: adicionaban simplemente las cantidades del enunciado, Error 10:
sustraian las cantidades del enunciado, Error 11: transformaban la estructura semantica del problema, convirtiendo un
problema de no accion en accion, Error 12. transformaban los problemas de division en multiplicacion, Error 15:

alteraban el tamafio del divisor.
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3.2.3. El cambio intraindividual.

A lo largo de este trabajo hemos tenido ocasibn de comprobar que la
ejecucion de los nifios, en los dos grupos de edad, diferia sustancialmente
dependiendo de que los problemas se formularan con estructuras aditivas o
multiplicativas y de que implicaran o no accién. En el apartado que sigue,
procederemos a examinar estos mismos datos, pero con un objetivo bien distinto,
consistente en explicar la forma que adopta el cambio en cada uno de los nifios que
formaron parte del seguimiento longitudinal.

Esperamos que este andlisis nos permita averiguar el efecto conjunto de las
variables Operacion y Tipo de Problema y los conocimientos previos de cada nifio en
particular. Para ello, en un primer momento, hemos agrupado los procedimientos de
resolucién utilizados en las cuatro operaciones en seis niveles, tal y como aparecen

recogidos en la Tabla 21.
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equivalencia de las estrategias en las diferentes operaciones.

Tabla 21
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El andlisis de datos se realizé con la prueba de Wilcoxon. Hemos considerado
como respuestas correctas todos los ensayos en los que los nifios seleccionaban una
estrategia correcta, aunque la respuesta final no lo fuese por algun error de ejecucién
(i.e., error de conteo). Ademas, hemos elegido la estrategia mas evolucionada
propuesta por los nifios, a pesar de que no fuera la misma en los dos ensayos. Los
resultados correspondientes a esta prueba se presentan en las graficas del cuadro 1
(i.e., operaciones con estructura de accién) y del cuadro 2 (i.e., operaciones con
estructura de no accion).

En concreto, cuando los problemas eran de accion hemos advertido, por un
lado que en las estructuras aditivas (Z=-0.424, p> 0.05 y Z=-0.566, p>0.05 en
adicién y sustraccion respectivamente) no habia diferencias significativas en las
estrategias que utilizaban en la Medicion | y Il (ver Cuadro 1, gréficas
correspondientes a estas operaciones). En ambas operaciones no hubo una evoluciéon
cualitativa de las estrategias, ya que en la Medicion 1, cuando los nifios tenian 4 afios,
utilizaban estrategias de Conteo (Nivel 5) y Memoristicas (Nivel 6). No obstante, el
uso de estrategias de nivel superior es mayor en la Medicion 11, lo que demuestra que
a lo largo de un afio las estrategias se van consolidado y como resultado imponen
una menor carga cognitiva a los nifios y eso les conduce a usarlas mas a menudo.

Por otro lado, en las estructuras multiplicativas (Z=-2.684, p<0.01; Z=-2.280,
p<0.05 y Z=-2.356, p<0.05 en multiplicacién, division partitiva y division de medida
respectivamente) se producian diferencias significativas en las estrategias de una

Medicién a otra. Asi, en la Medicién I las estrategias se agrupaban en el Nivel 1, pero
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en la Medicion Il eran més variables abarcando desde el Nivel 1 al 6 (ver en el Cuadro
1 las graficas correspondientes a estas operaciones).

En resumen, tomados conjuntamente los resultados correspondientes a las
estructuras aditivas y multiplicativas, en problemas de accién, parecia evidente que si
bien los procedimientos de resolucién resultaban similares de unas operaciones a
otras (i.e., Representacién Directa, Conteo y Memoristicas) la aplicacion de unas
estrategias u otras dependia del tipo de operacién implicada. Asi, las estrategias mas
evolucionadas surgian antes en los problemas de adicién y sustraccion, puesto que ya
estaban presentes en la Medicion 1. Sin embargo en la multiplicacion y division habia
gue esperar a la Mediciéon Il. Mas concretamente, tan solo 3 nifios (i.e., el 5, el 7 y el
8) en adicion y 4 en sustraccion (i.e., el 6, el 8, el 11 y el 12) cambiaban a un
procedimiento mas evolucionado, pero en la multiplicacion lo hacia 10 nifios (i.e., el 1,
3,4,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13 y 15), 7 en division partitiva (i.e., el 1, 4, 6, 8, 11, 12y

14) y 9 en division de medida (i.e., 1, 4, 5, 6, 8, 11, 12, 13 y 14).
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CUADRO 1:

graficas de la distribucion de estrategias en las

de accion.
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Cuando las estructuras de los problemas era de no accion, los resultados
mostraron que fueron significativos los cambios de estrategias en la Medicién Il en los
problemas de adicidn, sustraccion y multiplicacién (ver Cuadro 2). Cuando los nifios
tenian 4 afios no utilizaron ninguna estrategia correcta (i.e., Nivel 0), pero en la
Medicién Il mejoraron claramente su rendimiento 8 nifios en adicion (i.e., el 2, 3, 5,
6, 10, 12, 13y 14), 5 en sustraccion (i.e., el 3, 4, 6, 8 y 12) y 8 en multiplicacion (i.e,
2,3,5,6,8, 11, 12 y 13), llegando a poner en marcha estrategias memoristicas.

Sin embargo, no hubo un salto cualitativo tan importarte en la division, puesto
que el rendimiento de los nifios en la Medicion | no se situaba en el Nivel 0.

A la vista de estos resultados, se podria concluir que los mas pequefios poseen
un repertorio amplio de estrategias, aunque no las utilizan por igual en todas las
situaciones, siendo determinante el Tipo de Problema y la Operacion. Ademas, las
mejoras observadas de una Medicién a otra no son sélo cuantitativas, sino también
cualitativas en los procedimientos de resolucion. En efecto, 6 nifios (i.e., el 4, 5, 6, 8,
11 y 12) cambiaban a una estrategia mas evolucionada en 5 0 mas situaciones de

accion / no accion entre la Medicion 1y 11.
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CUADRO 2: graficas de la distribucion de estrategias en las diferentes operaciones

de no accion.
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IV. CONCLUSIONES

En el marco de los andlisis efectuados hemos extraido las siguientes

conclusiones respecto a las hipotesis formuladas:

Hipotesis 1: los nifios de 4-5 afos realizaran peor las tareas de
resolver problemas verbales que los de 5-6 aios,
independientemente del Tipo de Operacion y Estructura Semantica.
En relacién con esta primera hipotesis comprobamos que, efectivamente, en el
analisis transversal el nivel de ejecucion, independientemente del Tipo de Operacion y
de la Estructura Semantica, fue superior en el grupo de los mayores, frente a los
pequefios. No obstante, cuando tomamos en cuenta los tres factores considerados en
este estudio (i.e., Grupo, Operacion y Tipo de problema), el rendimiento en ambos
grupos resulté similar en la adicion, sustraccion y division de medida en problemas de
accion. Aunque esta tendencia se invirti6 a favor del Grupo Il en los problemas de
multiplicacion y division partitiva con estructura de accion y en todas las operaciones
cuando la estructura era de no accion. En general, parece que el éxito de los mas
pequefios tenia lugar en aquellos problemas que podian resolver con estrategias de
adicion, resultdndoles mas complejos los de multiplicacion porque la informacion no
se ofrecia de forma explicita (p.e., 3 por 2, no son cantidades “equivalentes” que se
unen o separan, sino que suponen una mayor complejidad porque el nifio ha de
abstraer su significado, en el sentido de que uno de los términos indica la cuantia y el

otro el nimero de veces que se repite). Asimismo, los de divisién partitiva eran
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dificiles para ellos porgue su resolucion comportaba poner en marcha estrategias de
sustraccién repetida. Estos datos concuerdan con los obtenidos en el estudio
longitudinal, ya que el rendimiento en la Medicién | fue inferior al obtenido en la
Medicion Il. También fueron similares a los encontrados por otros autores quienes
demostraron que el rendimiento en los problemas aumentaba de forma proporcional a

la edad en nifios de 5 a 7 afos (p.e., Kuoba, 1989; Kornilaki y Nunes, 1997).

Hipdtesis 2: no esperamos encontrar diferencias entre los grupos en

el factor Operacion.

Esta hipotesis no se confirmd ni en el andlisis transversal, ni en el longitudinal.
En general, en ambos andlisis encontramos diferencias significativas entre la division
de medida y el resto de las operaciones (i.e., sustraccién, multiplicacion, division
partitiva), a excepcion de la adicién. En concreto, el porcentaje mayor de éxito, en
ambos grupos de edad, se situd en los problemas de division de media y de adicion.

Por tanto, lejos de lo que el curriculo escolar establece en cuanto al orden de
dificultad de las diferentes operaciones (i.e., adicion, sustraccion, multiplicacion,
divisién), los nifios de E.l. obtenian mejores resultados en los problemas de adicién y
divisiébn de medida. A nuestro entender, el problema del curriculo reside en que olvida
los conocimientos informales que construyen los nifios sobre la adicidn, sustraccion,
multiplicacion y division a través de las experiencias de “repartir”, “quitar” y “afadir”,
entre otras, antes de conocer los algoritmos. Como se demuestra en este estudio, los
ninos de E.l. ya han empezado a construir los conceptos relacionados con estas
cuatro operaciones aritméticas y debe ser la ensefianza formal la encargada de tender

un puente entre estos conocimientos iniciales y los posteriores. El punto de partida
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podrian ser los procedimientos ideados por los propios nifios conectandolo con otros
méas formales como los basados en los algoritmos. A este respecto, a nadie se le
escapa que el aprendizaje del algoritmo de la division resulta méas complejo que el de
la multiplicacién y asi sucesivamente porque, entre otras cosas, se basan unos en
otros (p.e., la division es una multiplicacion y una resta), del mismo modo que los
algoritmos son procedimientos mas precisos que los basados en el conteo, pero ain
asi resulta poco apropiado descartar los conocimientos informales generados por los
ninos. Ademds, tampoco se puede basar Unicamente la ensefianza de estas cuatro
operaciones aritméticas en la resoluciéon de algoritmos, relegando los problemas a un
segundo plano. Parece claro, a la luz de estos datos arrojados por este estudio y otros
muchos a los que nos hemos referido en este trabajo, que la resolucion de problemas
podria ser el instrumento que facilitase el establecimiento de nexos entre el

aprendizaje informal y el formal.

Hipotesis 3: los nifios de EI resolveran mejor los problemas con una

Estructura Semantica de accion (i.e., cambio, sumas repetidas y

restas repetidas) que los problemas con una estructura de no accion

(i.e., comparacion) y ello afectara principalmente al grupo de 4-5

anos.

Como esperdbamos, los resultados del andlisis transversal y longitudinal
revelaron que el tipo de estructura afectaba al rendimiento de los nifios, siendo éste
superior cuando resolvian problemas de accion. La explicacion radica en la dificultad

que tienen los nifios, especialmente los més pequefios, para interpretar las
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proposiciones relacionales que aparecian en los problemas de no accion, ya que
tendian a transformarlas en proposiciones de asignacion. Estas dificultades fueron, en
algunas ocasiones, solventadas por los nifios mayores y a ello contribuyeron las
crecientes competencias cognitivas, en especial las referidas al leguaje y las
experiencias aritméticas. De manera que se atrevieron a utilizar los procedimientos de

resolucion en un nimero de situaciones cada vez mayor.

Hipotesis 4: la progresiva elaboracion del conocimiento informal

permitira a los niilos, cuando alcancen la edad de 5-6 afios, mostrar

estrategias mas elaboradas para resolver los problemas que a los 4-5

anos.

Efectivamente, tanto el andlisis transversal como el longitudinal mostraron que
el grupo de 5-6 afos utilizé con mayor frecuencia estrategias méas elaboradas y en un
namero mayor de situaciones. Hay que tener en cuenta que, algunas de estas
estrategias, como las memoristicas, ya estaban presentes a la edad de 4 afios e
incluso, como se ha puesto de manifiesto en otros estudios, en nifios no escolarizados
(p.e., Ginsburg, Posner y Russell, 1981; Nunes, Schliemann y Carraher, 1993). No
obstante, como deciamos al inicio de este parrafo, los nifios mayores usaban
estrategias mas elaboradas que suponian una menor carga cognitiva. Por ejemplo, en
el andlisis transversal las estrategias de conteo, sélo aparecieron en el Grupo | en los
problemas de sustraccidn de accion, mientras que el Grupo Il las utilizé en todas las
operaciones e incluso en los problemas de no accion. En esta misma linea, los datos
del estudio longitudinal mostraron que en las operaciones de adicion y sustraccion de

no accion utilizaron en la Medicién 11, por primera vez, estrategias de representacion
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directa, conteo y memoristicas. Estas estrategias solian convivir y tendian a echar

mano de las menos desarrolladas en las situaciones mas complejas.

Hipotesis 5: las estrategias de resolucion estaran determinadas por

la Operacion y Tipo de Problema.

Los resultados transversales y los longitudinales indicaron que los nifios
tendian a recurrir a los procedimientos de representacion directa. Asimismo, hallamos,
en ambos grupos, estrategias de conteo y memoristicas. No obstante, hubo
diferencias evidentes en el uso de unas y otras dependiendo del Tipo de Problema.
Por ejemplo, utilizaron méas las de conteo y memoristicas en los problemas con
estructura aditiva (i.e., adicién y sustraccion) que en los problemas con estructura
multiplicativa (i.e., multiplicacion, divisién partitiva y division de medida). Ademas, las
estrategias evolutivamente mas desarrolladas, aparecieron, en general, en los
problemas de accién.

En otro orden de cosas, las cantidades del enunciado parecian desempefiar
un papel importante en la seleccion de la estrategia mas apropiada. De este modo,
las estrategias memoristicas aparecieron principalmente cuando los nifios podian
hacer uso de los dobles.

Por dltimo, queremos resaltar que el hecho de que los nifios dispongan de
procedimientos de resolucion sofisticados no garantiza que resuelvan con éxito los
problemas mas complejos de no accién, ni que sean estos a los que recurren cuando
los resuelven certeramente. Por el contrario, en este dltimo caso solian utilizar, como

indicamos antes, procedimientos mas simples.
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Hipotesis 6: con la edad los errores experimentaran cambios

cuantitativos y cualitativos.

Los datos aportados por los estudios transversal y longitudinal
revelaron que los nifios pequefios cometian mas errores que los mayores.
Ademas, si tenemos en cuenta los factores Operacion y Tipo de Problema
hemos constatado que en los problemas de estructuras aditivas de accién los
mayores presentaban mas errores de ejecucién, mientras que los pequefos
mostraban errores conceptuales (p.e., repetir una de las cantidades del
enunciado) y errores de conteo. En el primer caso, parecian originarse en
gue recurrian a estrategias complejas como “contar hacia atras” y la falta de
automatizacion generaba un gran numero de errores de conteo. En los
problemas de estructura multiplicativa los errores procedimentales
nuevamente proliferaron entre los mayores. Por ejemplo, al resolver los
problemas de division no consideraban la necesaria equivalencia del cociente.
Los pequefios respondian errébneamente con una de las cantidades del
enunciado y también resolvian los problemas de division como si se tratasen
de una multiplicacion, mientras que los errores procedimentales resultaron
escasos.

Cuando la estructura era de no accion, en los problemas con estructura
aditiva no hubo diferencias significativas entre ambos grupos, siendo el error
mas frecuente de transformar una proposicion relacional en una proposicién
de asignacion. Este error también predominé en los problemas de
multiplicacion en ambos grupos. En los de divisién también fue el mas habitual

en el grupo de los nifios pequefios, junto con las respuestas al azar, mientras
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gue los mayores cometieron errores en los que transformaban el problema en
adicion, sustraccién o multiplicacion.

Para terminar, nos gustaria sefalar que este trabajo pretende ser una
contribucion al estudio de los conocimientos informales sobre la aritmética
elemental en nifios de Educacion Infantil. Nuestro objetivo ultimo era desvelar
las caracteristicas de ese conocimiento para vincularlo con la ensefianza
posterior de los conocimientos formales. Para ello, hemos optado por una
perspectiva evolutiva, ya que, desde nuestro punto de vista, cualquier pauta
educativa ha de tomar en consideracion los resultados evolutivos. En efecto, si
conseguimos establecer los niveles evolutivos en la adquisicion de uno u otro
procedimiento, la ensefianza puede facilitar a los nifios el transito de uno a
otro, sin perder de vista las diferencias individuales. Son esas diferencias,
precisamente, las que hemos intentado reflejar en el GUltimo apartado de la
Tesis en el que nos hacemos eco de los cambios individuales en los
procedimientos de resolucién de un medicion a otra. En este estudio hemos
obtenido algunos datos evolutivos destacados, que se suman a los
encontrados en otros trabajos. No obstante, aln son necesarias nuevas
investigaciones que no soOlo corroboren, sino que amplien y abran nuevas

perspectivas de trabajo.
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1. PROTOCOLO PARA LOS NINOS DE 4-5 ANOS
ADICION-PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 1: En la casa azul hay 3 gallinas, y otras 3 van a jugar con ellas.
¢Cuantas gallinas hay ahora en la casa azul?.

PROBLEMA 2: En la casa verde hay 4 gallinas, y otras 2 van a jugar con

ellas. ¢Cuantas gallinas hay ahora en la casa verde?.

ADICION — PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 3: Las gallinas preparan la comida, ponen en la casa roja 3
sacos de trigo y en la casa verde ponen 2 sacos de trigo mas que en la casa
roja. ¢Cuantos sacos de trigo han puesto en la casa verde?.

PROBLEMA 4: Las gallinas preparan la comida, ponen en la casa azul 4
sacos de trigo y en la casa amarilla ponen 3 sacos de trigo mas que en la casa

azul. ¢Cuantos sacos de trigo han puesto en la casa amarilla?.

SUSTRACCION- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 5: En la casa verde hay 6 gallinas y 2 gallinas se van de paseo.
¢Cuantas gallinas se quedan en la casa verde?.
PROBLEMA 6: En la casa amarilla hay 7 gallinas y 4 gallinas se van de paseo.

¢Cuantas gallinas se quedan en la casa amarilla?.

SUSTRACCION- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 7: En la casa azul estan descansando 5 gallinas y en la casa roja
estan descansando 3 gallinas menos que en la azul. ;Cuantas gallinas estan
descansando en la casa roja?.

PROBLEMA 8: En la casa verde estan descansando 6 gallinas y en la casa
amarilla estan descansando 2 gallinas menos que en la verde. ¢Cuantas

gallinas estan descansando en la casa amarilla?.
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MULTIPLICACION- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 9: Las gallinas preparan la cena, colocan en la casa azul, en la
casa roja y en la casa amarilla 2 sacos de trigo en cada una. ¢{Cuantos sacos
de trigo han colocado en total para la cena?.

PROBLEMA 10: Las gallinas preparan la cena, colocan en la casa roja 'y en la
casa verde 2 sacos de trigo en cada una. ¢(Cuantos sacos de trigo han

colocado en total para la cena?.

MULTIPLICACION —PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 11: En la casa verde hay 2 gallinas y en la amarilla 3 veces las
gallinas que hay en la casa verde. (Cuantas gallinas hay en la casa amarilla?.
PROBLEMA 12: En la casa roja hay 3 gallinas y en la casa azul 2 veces las

gallinas que hay en la casa roja. ¢Cuantas gallinas hay en la casa azul?.

DIVISION PARTITIVA- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 13: Tenemos 6 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul,
amarilla y verde. En todas las casas tiene que haber el mismo numero de
gallinas. ¢cuantas gallinas metemos en cada casa?.

PROBLEMA 14: Tenemos 4 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul,
y roja. En todas las casas tiene que haber el mismo nimero de gallinas.

¢Cuantas gallinas metemos en cada casa?.

DIVISION PARTITIVA- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 15: Las gallinas de la casa verde comen la mitad de sacos de
trigo que las gallinas de la casa azul y las de la casa azul comen 4 sacos de
trigo. ¢Cuantos sacos de trigo comen las gallinas de la casa verde?.
PROBLEMA 16: Las gallinas de la casa roja comen 6 sacos de trigo y comen
2 veces mas sacos de trigo que las gallinas de la casa amarilla. ;Cuantos sacos

de trigo comen las gallinas de la casa amarilla?.
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DIVISION DE MEDIDA- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 17: 6 gallinas se van a dormir y en cada casa caben 2 gallinas.
¢Cuantas casas se necesitan para que quepan todas las gallinas?.

PROBLEMA 18: 4 gallinas se van a dormir y en cada casa caben 2 gallinas.

¢Cuantas casas se necesitan para que quepan todas las gallinas?.

DIVISION DE MEDIDA- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 19: Las gallinas de la casa azul comen 6 sacos de trigo y las de
la casa verde comen 2 sacos de trigo. Si en cada viaje traigo 2 sacos de trigo.
¢Cuantos viajes mas tendré que ir a la tienda para comprar el trigo de las
gallinas de la casa azul?

PROBLEMA 20: Las gallinas de la casa roja comen 4 sacos de trigo y las de
la casa amarilla comen 2 sacos de trigo. Si en cada viaje traigo 2 sacos de
trigo. ¢Cuantos viajes mas tendré que ir a la tienda para comprar el trigo de

las gallinas de la casa roja®?.

2. PROTOCOLO PARA LOS NINOS DE 5-6 ANOS
ADICION-PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 1: En la casa azul hay 5 gallinas, y otras 3 van a jugar con ellas.
¢Cuantas gallinas hay ahora en la casa azul?.

PROBLEMA 2: En la casa verde hay 6 gallinas, y otras 4 van a jugar con

ellas. ¢Cuantas gallinas hay ahora en la casa verde?.

ADICION — PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 3: Las gallinas preparan la comida, ponen en la casa roja 4 sacos
de trigo y en la casa verde ponen 5 sacos de trigo mas que en la casa roja.
¢Cuantos sacos de trigo han puesto en la casa verde?.

PROBLEMA 4: Las gallinas preparan la comida, ponen en la casa azul 7 sacos
de trigo y en la casa amarilla ponen 4 sacos de trigo mas que en la casa azul.

¢Cuantos sacos de trigo han puesto en la casa amarilla?.
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SUSTRACCION- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 5: En la casa verde hay 8 gallinas y 4 gallinas se van de paseo.
¢Cuantas gallinas se quedan en la casa verde?.
PROBLEMA 6: En la casa amarilla hay 11 gallinas y 6 gallinas se van de

paseo. ¢(Cuantas gallinas se quedan en la casa amarilla?.

SUSTRACCION- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 7: En la casa azul estan descansando 7 gallinas y en la casa roja
estdn descansando 3 gallinas menos que en la azul. ;Cuéntas gallinas estan
descansando en la casa roja?.

PROBLEMA 8: En la casa verde estan descansando 10 gallinas y en la casa
amarilla estan descansando 5 gallinas menos que en la verde. ;Cuantas

gallinas estan descansando en la casa amarilla?.

MULTIPLICACION- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 9: Las gallinas preparan la cena, colocan en la casa azul, en la
casa roja y en la casa amarilla 3 sacos de trigo en cada una. ;Cuantos sacos
de trigo han colocado en total para la cena?.

PROBLEMA 10: Las gallinas preparan la cena, colocan en la casa roja y en la
casa verde 4 sacos de trigo en cada una. ;Cuantos sacos de trigo han

colocado en total para la cena?.

MULTIPLICACION —PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 11: En la casa verde hay 5 gallinas y en la amarilla 2 veces las
gallinas que hay en la casa verde. ;Cuantas gallinas hay en la casa amarilla?.
PROBLEMA 12: En la casa roja hay 3 gallinas y en la casa azul 4 veces las

gallinas que hay en la casa roja. ¢Cuantas gallinas hay en la casa azul?.
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DIVISION PARTITIVA- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 13: Tenemos 12 gallinas, que hay que guardar entre la casa
azul, amarilla y verde. En todas las casas tiene que haber el mismo nimero de
gallinas. ;{Cantas gallinas metemos en cada casa?.

PROBLEMA 14: Tenemos 8 gallinas, que hay que guardar entre la casa azul,
y roja. En todas las casas tiene que haber el mismo nimero de gallinas.

¢Cuantas gallinas metemos en cada casa?.

DIVISION PARTITIVA- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 15: Las gallinas de la casa verde comen la mitad de sacos de
trigo que las gallinas de la casa azul y las de la casa azul comen 8 sacos de
trigo. ¢Cuantos sacos de trigo comen las gallinas de la casa verde?.
PROBLEMA 16: Las gallinas de la casa roja comen 10 sacos de trigo y comen
2 veces mas sacos de trigo que las gallinas de la casa amarilla. ;Cuantos sacos

de trigo comen las gallinas de la casa amarilla?.

DIVISION DE MEDIDA- PROBLEMAS DE ACCION.

PROBLEMA 17: 12 gallinas se van a dormir y en cada casa caben 4 gallinas.
¢Cuantas casas se necesitan para que quepan todas las gallinas?.

PROBLEMA 18: 10 gallinas se van a dormir y en cada casa caben 5 gallinas.

¢Cuantas casas se necesitan para que quepan todas las gallinas?.

DIVISION DE MEDIDA- PROBLEMAS DE NO ACCION.

PROBLEMA 19: Las gallinas de la casa azul comen 9 sacos de trigo y las de
la casa verde comen 3 sacos de trigo. Si en cada viaje traigo 3 sacos de trigo.
¢Cuantos viajes mas tendré que ir a la tienda para comprar el trigo de las
gallinas de la casa azul?.

PROBLEMA 20: Las gallinas de la casa roja comen 8 sacos de trigo y las de
la casa amarilla comen 2 sacos de trigo. Si en cada viaje traigo 2 sacos de
trigo. ¢Cuantos viajes mas tendré que ir a la tienda para comprar el trigo de

las gallinas de la casa roja?.
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