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From acategorical point of view, algebraand ¡ogic are the same,
providediii algebra oneadmitsmany-sortedoperationa

andin Iogic onepaysattention to equalityof deductions.

Y Larnbek, ‘Vn the Unity ofÁlgebraand Logic”
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Capítulo O

Introducción: sobre lógicas

categóricas
La lógica categóricacomo disciplinamatemáticase puededefinir (sin ningunaintención de
exactitud)como el estudiode la lógicausandoteoríade categorías.Aunqueeste intentode
definición puedahacerpensarque este campo es algo muy concretoy con pocavariedad,
la realidad es todo lo contrario, puestoque la lógica categóricaes un áreafascinantey
asombrosamentericaen la cual se hanobtenidoresultadosde muchaimportancia,y queestá
resultandomuy útil en las aplicacionesen informática. No tenemosespacioaquíparadecir
muchoal respecto,puestoqueestatareade por sípodríaocuparvarioslibros,peroqueremos
destacarlaimportanciaquetienela teoríadetopos,cuyasrelacionesconla lógicaintuicionista
de orden superiorestánmuy bien explicadasen los libros [93, 14, 64]. Otra cuestiónmuy
interesanteque no tratamosen estetrabajoes la interpretaciónde cuantificadoresmediante
adjunciones[96, 140]. Un par de referenciasde carácterintroductorio dondeel lector puede
encontrarmuchamásinformaciónsobreel estudiodela lógicausandoherramientasde teoría
de categoríasson[80] de Kock y Reyes,y el conjuntode trabajos[130] de Poigné.

Un aspectoquevale la penadestacares el interésqueel estudiode la lógica desdeun
puntodevistacategóricoha adquiridoparala informática,en varioscamposquevan desdela
implementacióndelenguajesfuncionales[33]hastala teoríadelaconcurrencia[113],pasando
por diferenteslógicasde programas[125]. Una de las razonesa las que se debeesteinterés
es el aspectoconstructivode muchasde estaslógicas,en las que las pruebasse corresponden
con computaciones.Esteaspectoha sido explotadosobretodoen la teoríade tipos, donde
podemosdestacarelestudiode modeloscategóricosdel lambdacálculopolimórfico de Girard-
Reynolds[47,135], dela teoríadetiposdeMartin-Léf [107],yde tiposdependientesengeneral
[29, 38, 75, 109, 141, 142, 146, 147, entre otros]. Las aplicacionesde estasteoríasde tipos
en programaciónfuncionalpuedenverseen la colecciónde artículos[73]. De hecho,la lógica
linealde Girard [49]queestudiamosenla Parte1 estárelacionadaconestosestudios,teniendo
en cuentaquesuorigenhistóricose basaenlos espacioscoherentesestudiadoscomosemántica
del lambda cálculo polimórfico [48] y que, bajo la identificaciónde tipos con fórmulas, las
conectivasde la lógicalineal aparecencomorefinamientosde las conectivas(o constructores
de tipos) máshabitualesen programaciónfuncional, por ejemplola implicaciónlineal —o es
un refinamientode ~
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En estaintroduccióntenemosdos objetivosprincipales. En primer lugar,queremosmo-
tivar la correspondenciaentre categoríasy lógicas postuladapor Lambek y Lawvere que
constituyela basefundamentalde la lógica categórica.En estesentidola Parte1 de este
trabajosigueel espíritude los trabajosde LambeR[88, 89, 901 queidentifican categoríascon
sistemasdeductivosen los que se tomaen consideraciónunarelaciónde equivalenciaentre
pruebas.Por otra parte,la ParteII signeel espíritude los trabajospionerosde Lawvere [94],
generalizandola semánticafuntorial del álgebraheterogéneaal álgebracon tipos ordenados
de [62]. Si no al final de estaintroducción,esperamosque al menosal final de estetrabajoel
lector entiendaque, en las palabrasde 3. Lambek [91],

... desdeun puntodevistacategórico,elálgebray la lógicasonlo mismo,supuesto
queen álgebrase admitanoperacionesheterogéneas,y en lógicase presteatención
a la igualdadentrededucciones.

En segundolugar, queremosexplicar cómo se puedeformalizar la nociónintuitiva de que
una lógica es categórica.Paraello, resumimosel trabajo de Meseguer[110],queempieza
formalizandoel conceptode lógica (general)y continúacon el desarrolloen ese marco del
conceptoquenosinteresade Lógica categórica. Entoncespodemosdestacarel hechode que
tanto la lógica lineal estudiadaen la Parte 1 como el álgebracon tipos ordenadoscuya
semánticafuntorial se estudiaen la ParteII son ambaslógicascategóricas.Concluimosesta
introduccion con un resumende los resultadosobtenidosen este trabajo, y algunasideas
sobrelas queestamostrabajando.

0.1 Categoríasy sistemasdeductivos

En sus artículos[88, 89, 90], Lambek mostró cómolas categoríascorrespondenasistemas
deductivosen los que se tomaen consideraciónunarelaciónde equivalenciaentrepruebas.
Podemosresumir brevementeestacorrespondenciadiciendoque los objetosse correspon-
denconfórmulas y los morfismos se correspondencon (clasesde equivalenciade) pruebas.
Un ejemploparadigmáticode estaclasede correspondenciases la existenteentrela lógica
proposicionalintuicionista(conpruebasde deducciónnaturalescritasen términosdel lambda
cálculo contipos) y las categoríascartesianascerradas,quenosotrosvamosageneralizaren
el Capítulo3 de la Parte II. Remitimos al lector al excelentelibro [93] paralos detalles
de estacorrespondencia,así como tambiénparaotra de gran interésentretoposy lógicas
intuicionistasde orden superior.

En estasecciónconsideramosun ejemplomuchomásbásicoparaexplicar las ideasclave
en estacorrespondenciaentrelógicay categorías.Recordemosla definición de unacategoría
C con productosfinitos [99], empezandopor la misma definición de categoría. En primer
lugar, tenemosdos coleccionesOb(C) de objetosy Mor(C) de rnorfisrnos. Cadamorfismo
f E Mor(C) tiene asociadosdos objetosOo(f),Oi(f) E Qb(C), llamadosorigen y destino,
respectivamente.Paradecir quef es un morfismo en C con origen A y destinoB escribimos

f A —. Ben C.

Cadaobjeto A c Ob(C) tiene asociadoun morfismo identidadidA cuyo origen es A y cuyo
destinoes tambiénA, es decir, ~dÁ A —* A enC paratodo objeto A. Dadosf : A—* R,g:
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B — C enC,existeun morfismo1;y : A —* C en C llamadola composiciónde f seguidode g.
Estaoperaciónparcialde composicióndebesatisfacerla siguienteecuaciónde asociatividad:
Si f : A — B,g : B —* C yh : C —. D enC, entonces(f;g);h = f;(g;h). Finalmente
las identidadesson unidadesparaestaoperación,en el sentidode que si f : A — B en
entoncesidÁ;f = 1 y f;idB = f.

Paraque unacategoríatengaproductosfinitos es necesarioy suficiente que tengaun
objetofinal y productosbinarios [99]. Un objeto 1 E Ob(C) se llamafinal si paratodoobjeto
Aexisteun único morfismo<>Á : A .—* 1. Por último, productosbinariossedefinencomosigue.
DadosobjetosA,B E Ob(C),existenun objetoA x E, llamadoel productode A y E, y dos
morfismos lrA,B : A st E —* A, lr%B A x B — E en C, llamadosproyecciones,quesatisfacen
la siguientepropiedaduniversal: dadoun objeto C y morfismosf : C —* A,g: C —* E enC
cualesquiera,existeun único morfismo <f,g> : C -~ A st E en C tal que <f,g>prÁ,B = 1
y <f~ g>; IrÁB = y. Una forma típica de presentarestadefinición de productosbinarios es
medianteel siguientediagramaconmutativo,dondela flechaen trazodiscontinuoindicala
propiedadde existenciay unicidad del morfismo <f,g>.

A 1r~4,B A st E ‘¼.B E
4

y

¿Y

Convieneresaltarque la definición de objetofinal o productos,asícomocualquierotracons-
trucciónuniversal,sólo los determinasalvoisomorfismo,por lo que,parafijar laestructura,
suponemosque se realizaunaelecciónarbitraria.

Estadefinición de categoríaconproductosfinitos puedepresentarsetambiénde la forma
siguiente. Comoantes,tenemosdos coleccionesde objetosy modismosy las funcionesque
asignanaun morfismosuorigeny destino,manteniendolanotaciónanteriorf : A —* E en C.
Las identidadesy la composiciónvienen dadaspor las reglas

A E Qb(C) f:A—B,g:B--..CenC
idA:A—AenC f;g:A—CenC

y las ecuacionesque tienenquesatisfacerson

f:A—*B, g:B—*C, h:C—*DenC f:A—.EenC f:A—BenC
f;(g;h)=(f;g);h idÁ;f=f f;id~=f

El objeto final estácaracterizadopor

______ A E Ob(O) f:A—*lenC
1 E Ob(C) <>A:A—* lenC f <>A -

Paralos productosbinarios,tenemosen primerlugar reglasqueafirmanla existenciadel
objetoproductoy de las proyecciones:

A,B E Ob(O) A,B E Ob(O) A,B E Ob(O

)

AxB E Ob(O) IrÁB:AXE-.AenC Ir~B:AXB—.BenC
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La existenciadel ¡norfismoinducido se expresamediantela regla

1:0—> A, g :0 — Ben C
<f,g>:C—AstBenC

y que el diagramade arribaconmutaes afirmadopor las reglasecuacionales

f : O — A, g :0 — BenC

<f,9>;7rA,B = 1
1:0—> A, y: O — BenC

Finalmente,es fácil ver cómola unicidaddel morfismoinducidoen la definición de arribaes
equivalentea la satisfacciónde la siguientereglaecuacional

Ii :0 — A st E enC

<h;irÁ,B, h;r%8) =

Hasta aquí no hay nadanuevo, pero
siguientescambiosen la terminologíay la

objeto
morfismo

f:A-B
AstB

reconsideremoseste conjunto de reglas tras los
notación:

--4

h4

l-4

1 :.~

Las dosreglas

T E For(C)

fórmula
secuente
f:A —E
AAB

T.

A,B E For(C

)

AAB E For(C)

afirman quehay unafórmula constanteT y que la colecciónde fórmulases cerradaparala
operaciónbinariaA.

Si en las reglas siguientesnos olvidamosdel nombre del secuente(es decir, para cada
f : A 1- E nos quedamossólo conA- B),

A E For(C)

idA : A 1— A en £2

f: A h E, y : E 1— 0 enC
1; y : A 1- 0 en £2

A,B E For(C)
7rA,B : A A E F- A enC

A E For(C)

A 1— T enC

f : 0 1- A, y : O F- E enC

01— AAE enC

A,B c For(C)

~rÁB A AB 1— Ben LV

es inmediato que lo que se obtienees un cálculo de secuentesparala lógica intuicionista
proposicionalcuyaúnicaconectivaes la conjunción.Sin embargo,la novedades que,al tener
los secuentesla forma 1 A F- E, con un nombre1~ esasmismasreglasproporcionanun
lenguajede pruebas,que se completaal introducir las siguientesecuaciones:

1: A 1--BenC

idA; 1 = 1
f Ah Ben £2

f; idp = f
f : A 1- 1 en C

1= (>A
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f:CFA,g:CFEenC f:CFA,g:CFBen£2
<f,9>;lrA.B=f <f,g>;r%=g

f:AFB, g:B}-C, h:CF-Den£2 h:CFA stEen£2
f;(g;h) = (f;g);h <h;WA,B,h;tB> =

Así pues,podemosdefinir unaprueba [a] : A 1- E comola clasede equivalenciade todaslas
expresionesde pruebaa : A F E queson identificadaspor esasreglasecuacionales,haciendo
abstracciónde estaforma de la presentacióncompletamentesintácticamás habitual. De
hecho, estaequivalenciaentrepruebasestáplenamentede acuerdocon las reduccionesde
pruebasen cálculosde secuentesen las presentacionesusualesde la teoríadepruebas[132].

Resumiendo,podemosdecirqueunaclasede categoríascoincideconun sistemadeductivo
paraunalógicaintuicionista,dondelaestructuracategóricaestáestrechamenteconectadacon
laestructuralógica;en esteejemploparticular,puedeversecomolasidentidadescorresponden
conel (esquemade) axiomade la identidadparala lógica, lacomposiciónse correspondecon
la regla de corte, y el producto (binario) con la conjunción A. De forma completamente
análogapodemosañadirunaestructuracerradaa unacategoríacon productos(obteniendo
asíunacategoríacartesianacerrada),correspondienteala implicaciónlógica, y la adiciónde
coproductosfinitos se correspondecon la disyunción’ [93].

Este es el punto de vista consideradoen la Parte 1 sobrela lógicalineal. Esta lógica,
introducidarecientementepor Girard [49], se obtienea partir de (unapresentacióncomo
calculode secuentes)de la lógicaclásicaal prohibir las reglasestructuralesde debilitamiento
y contracción

Al-E A,AFE
A,C 1-E Al-E

lo cual tiene importantesconsecuenciasen la forma quelas conectivasadquierenen la lógica,
asícomoen supoderexpresivo;por ejemplo,laconjunciónusualA se separaen dos conectivas
® y &, y por otro lado,la lógicatiene unanegaciónclásica(en el sentidode quela ley de la
doblenegaciónes válida) al mismotiempoquees constructiva.Usandolanociónde categoría
conun objetodualizante(véaselaSección3.1 enla Parte1), refinamoslosresultadosobtenidos
por Seely[143]sobrela relaciónentrelógicalinealy categoríaslineales,conun enfoquegeneral
análogoal esbozadoen el ejemploanterior. Un aspectomuy importante,que no discutimos
aquí,pero queestácompletamentemotivadoy desarrolladoen el Capítulo2 de la Parte1,
es que añadimosunaterceracomponentea estacorrespondenciaentrelógica y categorías,
a saber,computacionesen sistemasconcurrentes,másexactamentecomputacionesen redes
de Petri en este trabajo. Estaterceracomponentese obtieneapartir de los resultadosde
Meseguery Montanarien [116,117]. De estemodoobtenemosunacorrespondenciatriangular
entrelógica, teoríade categoríasy teoríade la concurrencia.

‘Desafortunadamente,si se quiere realizar un tratamiento siguiendo esteestilode la negación clásicano se
obtieneninguna información nueva y las categoríascorrespondientesse reducen a las álgebras de Boole (véase
la Proposición 61 en la Parte 1). Ésta es una indicación de la falta de “constructividad” en las pruebas de la
lógica clásica.
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0.2 Álgebras en categorías

Habiendovisto en la secciónanterior “la unidadde las categoríasy las lógicas,” vamosa
ver ahora “la unidad de las categoríasy el álgebra,”presentandolos resultadosde Lawvere
y Bénabouparalas álgebrashomogéneay heterogénea194, 15]. Presentamosaquí el caso
heterogéneo;el casohomogéneopuedeverse como el casoparticular en el que sólo se tiene
un tipo.

Consideremosunasignatura heterogéneadadapor un conjuntode tipos S y unafamilia
de conjuntos2 = {E~,, 1 ~ E S*,.s E S} de símbolosde operación(disiuntosdos ados). La
definición conjuntistausual deuna (5,£)-ólgebra heterogéneaA consisteen dar un conjunto
A, para cada & E 5 y una función A0 : A,, st ... st A,,, —. A, para cada símbolo de
operacióna E E3í...81,8~ En el casoen quea es unaconstanteen 2~,, (dondee denotala lista
vacía),su interpretaciónconsisteen un elementoA0 E A,, o equivalentementeen unafuncion
A0 : 1 — A, con origenen el conjuntounitario 1, de forma queestecasose puedeconsiderar
un casoparticular del anterior.Además,la definición de (5,S)-homomorfismoheterogéneo
entredos (5,2)-álgebrasA y E consisteen una5-funciónh = {h, : A, — E, 1 .s E S} que
satisfacela condición de homomorfismo

h,(A0(ai,. . .,a,,)) =

paratodoa E S,,...,,,,,y (a1,. - ., a,,) E A,, st ... st A,,,.
La primeraideaimportantees notar quela únicapropiedadde conjuntosy funcionesque

hemosusadoen estasdefinicioneses laexistenciade productoscartesianosA,, st... st A,,, y de
un conjuntounitario 1. Estaspropiedadestienenunaformulacióncategóricacompletamente
generalen lanoción de categoríaconproductosfinitos quehemosvisto en lasecciónanterior.
Si £2 es unacategoría con productosfinitos, podemosdefinir las nocionesde (5,2)-álgebray
(5,2)-homomorfismoen £2 por el simplemétodode interpretarlas anterioresdefinicionesen
términosde objetosy morfismosen vez de conjuntosy funciones. Por ejemplo, un (5, 2)-
homomorfisrnoen £2 entre(5,2)-álgebrasA y E en ¿2 consisteen una5-familiade morfismos
{h, : A. .— E, ¡se S} en £2 tal queparacadaa E 14.,,,,,,

A0; h,=(h,,st.-.sth,,,);E0

como morfismosA,, st ... st A,,, —~ E,, es decir, el siguientediagramade morfismosen £2
conmuta:

A,,st...stA,,, A0 A,

h,,st•••sth,,,

E,,x.~stE,,, E0 E,

En particular,A0; h, = idi; E0 = E« paraa E 114,,.
La segundaidea importantees la interpretacióncategóricade las variables. En este

sentido,caberecordarqueunaecuación heterogéneatienela forma (zí : ~i x,, .s,,) 1 = 1’
dondex1 &i,. . . , x,, s,, es un contextode variables(distintasdos ados)y t, t’ son términos
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cuyasvariablesestánentrelas dadaspor el contexto.Entonces,lo que hacemoses considerar
un término en un contextode variablesexplícito. De estaforma, es fácil ver que, dadauna
(5,2)-álgebraA en £2, la operaciónderivadaasociadaaun términoit de tipo s en un contexto

s~,...,x,, :s,, dalugaraunmorfismoenC

[t]IÁ: A,, st ... x A,,, — A,.

En particularlas variablesse interpretancomo proyecciones,es decir, la operaciónderivada
en el contextoanteriores la i-ésimaproyección

~rj : A,, st -.. st A,,, — A,~.

Con estainterpretacióncategóricade los términosse tienequelacomposiciónen la categoría
correspondeasustituciónen los términos.

Enestemarco,una(S,E)-álgebraAen£2satisfaceunaecuación(x1 :81,.. .,z~.: .s,,)t =

si [tIA = [Vb comomorfismosA,, st ... st A.,, —~ A, en £2.

El granavanceen estepunto de vistase obtieneal darsecuentaque, si A es una(E, r)-
algebra(esdecir, unaE-álgebraquesatisfaceel conjuntode ecuaciones~),la operación[JA
constituyeun funtor que conservaproductosLs,r — £2 dondeLr,r es la categoríadefinida
como sigue. Su conjunto de objetoses S~, o sea, listas finitas de tipos, y un morfismo
si ...

5n —4 ?1 . . 7m viene dadopor unalista [ti],..., [tm] de clasesde equivalenciamódulo
las ecuaciones1’ de 2-términos11 en el contextode variablesx

1 : ~ x,, : s,,. La com-
posícion en estacategoríasedefinemediantela sustituciónde términos.

Peroes más,estacorrespondenciaes biyectiva,enel sentidode quetodofuntorLsy —~ £2
queconservaproductosda lugarauna(E, r)-álgebraen £2. De estemodo,álgebrasen £2 se
identificanconfuntoresqueconservanproductosLs,r —. £2, y los homomorfismosentretales
álgebrasse identifican con las transformacionesnaturalesentre tales funtores. Además,la
construcciónde la categoríaLi paraunateoría ecuacionalheterogéneaT da lugar a una
adjunción entretales teoríasy las categoríascon productosfinitos. En la Sección0.4, un
poco masadelante,veremosqueestosresultadosmuestranqueel álgebraheterogéneaes una
Lógica categonca.

En la Parte II desarrollamosen primer lugar unasemánticacategóricaparael álgebra
con tipos ordenados[62], siguiendoel espíritu de estadiscusión,y generalizandotodosestos
resultados.Luego,estudiamosunaextensiónde orden superior,pasandode categoríascon
productosfinitos acategoríascartesianascerradas,y considerandoun lenguajede términos
que es un lambdacálculo tipado con subtipos. De estaforma, generalizamosla correspon-
denciaentrecategoríascartesianascerradasy lambdacálculocon tipos presentadaen [93].

0.3 Lógicas generales

La. abundanciade lógicases algomuy evidente.Sin tratarde ser exhaustivosni sistemáticos
podemosmencionar,por ejemplo, lógicas ecuacionales,intuicionistas,clásicas,homogéneas,
heterogéneas,de primer orden,de orden superior,modales,temporales,condicionales,etc.
así como diversascombinacionesentre ellas. Esta situación y la importante cuestiónde
las aplicacionesde las diferenteslógicas en informática,ha hechoquevariosautoreshayan
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dedicadosuatencióna la cuestiónde formalizarqué se entiendepor unalógica. En general,
se puedendistinguir dos enfoquesdiferentes,unomássintáctico desdela teoríade pruebas,
dondelanocióndededucciónesfundamental;y otromássemánticodesdela teoríademodelos
donde la noción básicaes la de satisfacción. Aquí vamosa resumir algunasde las ideas
principales desarrolladaspor Mesegueren [110], donde esta cuestiónse abordadesdeun
punto de vista que trata de unificar los dos enfoquescomentados.La idea básicaes que
una lógica tiene dos componentes.Por un lado un sistemade deducciónqueproporciona
el aspectosintáctico,y por otro una institución (noción tomadadel trabajo de Cogueny
Burstall [57]) que proporcionala componentesemánticade los modelosparaunalógica. En
estaseccióndamossólo algunasde las definicionesprincipales,las necesariasparahacerver
cómo el trabajodesarrolladoen las dos partesquesiguense encuadradentro de un marco
formalmuy general;paralas motivacionessubyacentesaestosconceptosasícomo parauna
discusiónmás completa,ejemplosy resultadossobreellos, remitimosal lector al artículo
original [110].

Definición 1 [110] Un sistemade deducciónes un triple £ = (Sign,sen,F) donde

• Sign es unacategoríacuyosobjetosse llaman signaturas,

• senes un funtor2 sen : Sign —* 5fl queasociaacadasignaturaun conjuntode
sentencias,y

• F es unafunción queacadasignaturaE en Sign le asociaunarelaciónbinaria
F~ G P(sen(E))x sen(S),llamadaE-deducción,

talesque se satisfacenlas siguientespropiedades:

• Refiexividad:paratodaso E sen(S),{so} Fs so;

• Monotonía: si r l-s so y r’ D r, entoncesr’ h-~ so;

• Transitividad: si r l-s 50j para E 1, y r U {~j ¡ i E fi F~ ~b,entoncesr Fs ~b;

• F-traducción: si 1’ Fs so, entoncesparatodo II : E —. E’ en Sign, H(~) l-s~ II(so). O

Ejemplo 2 Un punto interesanteque vale la penamencionarsobre la forma en queesta
definición se aplica a la lógicalineal es el siguiente.Comoveremosen la Parte1, unade las
característicasmásimportantesde la lógicalineal es la ausenciade las reglasestructurales
de debilitamientoy contracción

AFE A,AFE
A,CI-E Al—E

Si interpretamosF en estasreglascomoel F que apareceen la definiciónanteriorparaalguna
signatura,entoncesla ausenciade talesreglaspareceindicar quela lógicalinealno satisfacela
condiciónde Monotonía, y quepor tantono es un sistemade deducciónsegúnestadefinicion.
Sin embargo,lo queocurre es quehay que teneren cuentacuál es la noción adecuadade

2La función sen(ll) asociada. por eí funtor sen a un morfisnio de signaturas H se denota también H.
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sentenciaparala lógica lineal; nuestrosresultadosen la Parte1 van a dejarclaro quepara
unasignaturaconsistenteen un conjuntode constantes5, unasentenciaen la lógicalineal
consisteprecisamenteen un secuentede la forma 1’ 1-- A donde1’ y A son listas de fórmulas
de lógicalineal conconstantesen 5, y que el símbolo1— en la anteriordefinición seinterpreta
comola barrahorizontalen las reglasde inferenciaquepermitededucirun secuenteapartir
de otros. Desdeestepuntode vista, la condiciónde Monotoníase satisfacey la lógicalineal
constituyeen efectoun sistemade deducción.

Comoes habitual,unateoría,tambiénllamadapresentación,se define comounacolección
de sentencias.Algunos autoresdefinenteoríascomopresentacionescerradasbajodeducción,
perotal diferenciaciónno noses necesaria.

Definición 3 Dado un sistemade deducciónE, la categoría TIz de teorías tiene como
objetospares T = (2,1’) donde E es una signaturay 1’ ~ sen(S)y como morfismos
IT : (2,1’) — (E’,F’), llamadosmorfismosde teorías,morfismosde signaturasII : E — E’
talesqueparatodasentenciaso E 1’, 1” Fs~ “(so).

La categoríaTh~ es lasubcategoriadeiii quetienelos mismosobjetosqueiYj pero cuyos
morfismosson aquellosmorfismos de teorías11 : (E, 1’) -~ (5’, 1”) que conservanaxiomas,
es decir, H(F) C 1”. o

Comoya hemosmencionado,la componentesemánticade una lógicaestábasadaen la
noción de institucióndebidaaGogueny Burstail [571.Si los morfismosde signaturasse ven
como cambiosde notación,la interpretaciónintuitiva dela condiciónde j=-invarianzaes que
la relación de satisfacciónes conservadapor los cambiosde notación.

Definición 4 [57] Una institución7 = (Sign,sen,MgÁ,~)constade

• unacategoríaSign de signaturas,

• un funtorsen: Sign— Setquequeasociaacadasignaturaun conjuntode sentencias,

• un funtor Mod : Sign0~ — Cat queasociaacadasignaturaunacategoríade modelo?,

y

• unafunción 1= queacadasignaturaE en Sign le asociaunarelaciónbinaria

~ Qb(jyfgj(E)) st sen(s),llamadasatisfacción,

tales que la siguiente propiedades válida: para todo modelo M’ en M24(S’), morfismo
IT : E — E’ y sentenciaso E sen(S):

h-invarianza: Hb(M~) kr so si y sólo si M’ kv H(soY ‘‘

Conestosdatos,se puededefinir unarelación,tambiéndenotada¡= siguiendola práctica
habitual,hs ~ P(sen(E)) st sen(s)comosigue:

1’ ~ ~ si y sólo si M ks so paratodomodelo M en Mod(fl, 1’).

‘Escribimos MQd(H) = para un mor~smo H en Sign.
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De estaforma se obtieneun sistemade deducciónapartir de la institución.

Proposición5 [110]Dadaunainstitución7 = (Sign,sen,Mod, h)~ el triple (Sign,sen,
dondeahorah denotala relacióndefinidaarribaentreconjuntosde sentenciasy sentencias,
es un sistemade deducción.

Denotamospor Thh la categoríade teoríasasociadaal sistemade deduccióndadopor la
proposiciónanterior.

Si IT : (5,1’)—> (S’,l”) es un morfismo de teorías en Th¡, es fácil ver, usando la

condiciónde j=-invarianza,que ~L’ : MQ4{S’) — MQ4(S)se restringeaun funtor (denotado
igual)

~ :MQ4.(S’,F’) —> Mod(S,1’),

dondeMod(S,1’) denotala subcategoríaplenadeM&(S) cuyosobjetossonlos modelosque
satisfacentodaslas sentenciasen 1’. En otraspalabras,el funtor Mod : Sign0’ — Cat se
extiendeaun funtor

Mod : Th~’ — Cat.

Deñnkión 6 [57] Una institución 7 = (Sign sen Mod,h) se llama liberal si para todo
morfismode teoríasJi : (5,1’)—. (E’,l”) en Th~, el funtor

JiL’ :Mgd{S’,l”) — Ah4(S,1’)

tieneun adjunto aizquierda

ff: MQ4XS,1?) — MQ4(~’, 1”). 0

La instituciónde la lógicade primerorden no es liberal, perolas de la lógicaecuacionaly
la lógicade ibm homogéneassilo son. En efecto,Lawveredemostróen sutesisdoctoral [94]
quetodaslas construccioneslibres usualesen álgebrason consecuenciade quela institución
de la lógicaecuacionalhomogéneaes liberal.

Definición 7 [110] Decimosque una institución 7 = (Sign,sen,Mod, 1=) admite modelos
iniciales si paratodateoríaT en Th~’, la categoríaMQ4(T) tieneun objetoinicial.

La institución 7 se llama exacta si el funtor Mod : Th~ — Oca conservaproductos

fibrados (pullbacká). O

Por ejemplo,la institución dela lógicaecuacionalhomogéneaadmitemodelosiniciales y
es exacta.Másadelanteveremosqueestoes unaconsecuenciadirectadel hechode queesta
lógicaes categórica.

Una vez definidaslas componentessintácticay semántica,la definición precisade lo que
entendemospor unalógica(general)es muy sencilla. Una lógicatiene dos componentes,un
sistemade deduccióny una institución, relacionadasde forma que la lógicaseacorrecta,es
decir, de forma quededucciónimplique satisfaccion.

Definición 8 [110]Una lógica es unatupía £ = (Sign,sen,3J0 ~ , F, 1=) donde
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• (Sign, sen,F) es un sistemade deducción,

• (Sign,sen,~~h) es una institución,y

la siguientecondición de correcciónes válida: para todasignaturaE en Sign, conjuntode
sentencias1’ ~ sen(S)y sentenciaso E sen(S),

1’Frso ~ rkzso.

Unalógica se llama completasi, además,

1’Frso ~ l’kzso.O

Se dice queunalógicaes liberal, exactao admitemodelosinicialescuandola institución
subyacentetienetalespropiedades.

Hay un aspectoimportanteque estadefinición no cubre,asaber,la teoríade pruebas,ya
quelaúnicainformaciónqueapareceenla definicióndeun sistemade deducciónesla relación
de deducibilidad,sindecirnadasobrecómola deducciónse llevaacabo.Esteaspectose trata
en [110]bajolos conceptosde cólculo de pruebasy cólculo efectivode pruebas,quejunto con
unalógicadanlugar ala nociónde sistemalógico, peronosotrosno vamosaentraren ellos.
Otranociónde graninteréstratadaen el artículo[110]queomitimosen esteresumenes la de
morfismosde lógicas. Ejemplosimportantesde talesmodismossonla inclusión de la lógica
ecuacionalen la lógicade primer ordenconigualdad,o el pasodelógicaheterogéneaalógica
homogéneaomitiendo tipos. En la Sección4.5 de la ParteII, veremosque hayun morfismo
de la lógicaecuacionalcontipos ordenadosen lalógicaecuacionalde ordensuperiorcontipos
ordenadosque es conservativo.Otro ejemplode morfismoentrelógicas en la-inclusiónde la
lógicaconstituidapor el fragmento0 dela lógicalinealen la lógicade reescrituramencionada
en el Capitulo5 de la Parte1.

0.4 Lógicas categóricas

Habiendodefinidoen la secciónanteriorlo queentendemospor unalógica,podemospasara
definir ahorael conceptode lógicacategórica.La ideaesenciales que se tieneunacategoría
de categoríascon ciertaestructura,de forma quelas teoríasen la lógicay estascategorías
están“muy bienrelacionadas,”enel sentidode queexisteunaadjunciónentreellasy además
los modelosde unateoríacoincidencon los funtoresdesdela categoríageneradalibremente
porla teoríaque conservanla estructuradada.

Definición 9 [110]Unalógicase llamauna lógica categóricasobre£2 si existeunacategoría
£2 con sumasfibradas(puslzouts)y un funtor fiel £2 — Cat tal que

1. ExistenfuntoresU : £2 —-> Th~ y L: Th~ —. £2 con£ adjuntoa izquierdadeU.

2. ParacadateoríaT tenemosun isomorfismonaturalde categorías

Mod(T) L(T)/£2,

entrela categoríade modelosde T y la categoríade objetosbajo12(T) (slicecategory)
cuyosobjetossonmodismosJ : 12(T) — Gen£2 y cuyosmorfismosE : J — Y

son morfimos E : 0 ~ 0’ en £2 talesqueJ; £ = J’.
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3. ParatodateoríaT = (5,12) y sentenciaso E sen(S),tenemos

FFsso ‘~=t 1c(T)ksso

dondeestamosidentificandomodeloscon funtores.O

En [110],Meseguerpruebaque unalógicacategóricatiene propiedadesmuy interesantes
como muestrael siguienteteorema.

Teorema10 [110] Una lógica categóricaes completa, liberal, exacta,y admite modelos
iniciales. O

La siguientelista enumeralos ejemplosmásimportantesde lógicas categóricasdando
referenciasdondese puedeencontrarmásinformaciónal respecto.

1. La lógicadel lambdacálculocontipos es categóricasobrela categoríaCCCat de cate-
goríascartesianascerradas[93].

2. la lógicaintuicionistade ordensuperiores categóricasobrela categoríaToposde topos
elementalesde Lawvere-Tierney[93].

3. La lógicade la teoríade tipos de Martin-Lóf [107] con tipos de igualdades categórica
sobrela categoríaLCCCatde categoríaslocalmentecartesianascerradas[141].

4. La lógicade la teoríade tipos de Martin-Lóf sin tipos de igualdades categóricasobre
la categoríaRCCCatde categoríasrelativamentecartesianascerradas[75], y también
sobrela categoríaCtxCat de categoríascontextualesde Cartmell [29].

5. La lógica del lambda cálculo polimórfico de Girard-Reynolds[47, 135] es categórica
sobrela categoríaRCCCat de categoríasrelativamentecartesianascerradas[109], y
tambiénsobrela categoríaPLCat de PL-categoríasde Seely [142].

En la Parte1 demostramosquela lógicalineal de Girardes categóricasobrela categoría
LinCat de categoríaslineales. En efecto, en el Teorema43 de la Parte1 probamosque el
funtor 4..]: LinTh —-> LinCat es adjunto a izquierdadel funtor (j)0 : LinCat —~ LinTh, y
ademásque tenemosun isomorfismo

Mod(T) L[T]/LinCat.

La Definición 46 de satisfaccióny el Teorema47 de completitudproporcionanel restode los
datosexigidospor la definición de lógicacategórica.

Lawveremostróen su tesisdoctoral[94] quela lógicaecuacionalhomogéneaes categórica
sobrela categoríaPCat de categoríascon productosfinitos. Lawvereprobó que las (5, 12)-
álgebrasparaunateoríaecuacionalhomogénea(5, 12) en unacategoría£2 puedenponerseen
correspondenciabiyectiva con funtores 12s,r — £2 queconservanproductos,dondela cate-
goría12sy tiene como objetos los númerosnaturalesy como morfismos n —> m m-tuplas
<[ti],. . . , [e».]>de clasesde equivalenciamódulo las ecuaciones1’ de 5-términost cuyasva-
riablesestánentrex

1,. ..,z,,.
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Esteresultadofue generalizadoalalógicaecuacionalheterogéneapor Bénabouen su tesis
doctoral [15]. La categoríaLE,r se construyecomoen el casohomogéneo,pero ahoratiene
como conjuntode objetosel monoidelibre 5* generadopor el conjunto5 de tipos.

En la ParteII generalizamosestosresultadosala lógicaecuacionalcon tipos ordenados.
Efectivamente,en el Teorema37 construimosunacategoríaclasificanteLT paraunateoría
contipos ordenadosT = (5, =,E,]?) tal queexisteun isomorfismo

OSAlg~~ LTIPICat,

donde PICat denotala categoríade categoríascon productosfinitos y unaestructurade
inclusiones. Luego, en el Teorema 48 y la Observación52 demostramosque el funtor
£ : OSTh— PICat es adjunto a izquierdade 2’: FICat —* OSThparateoríasdesam-
biguadas.Parael caso generalde teoríascon ambigiiedadtenemosunaadjunciónanáloga
con unacategoríaLPICat que tiene estructuraadicional que no hacefalta considerarpara
interpretarlas álgebras.Sin embargo,las categoríasLPICat y PICat se relacionanmediante
unaadjunción(Proposición51), y por lo tantoen estecasotenemosunaestructurade lógica
categóricaligeramentemásgeneralquela dadaen la Definición 9.

0.5 Sumario

Trasestaintroduccióngeneralsobrelógicascategóricas,en la Parte1 estudiamosporun lado
unacorrespondenciatriangular sistemáticaentreredesde Petri, categoríaslinealesy teorías
de la lógicalineal de Girard. Por otra parte,estudiamosla semánticacategóricade la lógica
lineal en términosde categoríascon un objeto dualizante.

La lógica lineal ha sido introducida recientementepor Girard [49] como una lógicade
accionesqueparecemuy bien adaptadaparacomputaciónconcurrente.Nuestracorrespon-
denciatriangularilustra algunasde las relacionesentrela lógicalineal y la concurrencia,
destacandoen especialla teoríade redesde Petri, desdeel punto de vista de su semántica
categórica.Desdeestaperspectiva,lascategoríassonvistascomosistemasconcurrentescuyos
objetossonestados,y cuyosmorfismosson transiciones.

Más detalladamente,el punto de partidade nuestrotrabajoes el trabajode Meseguery
Montanarien el queunared de Petri es vistacomo un grafo conunaestructurade monoide
conmutativo[116,117]. Estoles permiteasociaraunaredN unacategoríaT[N] deformaque
losestadosde N coincidenconlos objetosde T[N] y las computacionesen la red coincidencon
morfismosen estacategoría.Como las computacionesse puedencomponertantosecuencial
comoconcurrentemente,Y[N] es unacategoríarnonoidal dondeel productotensorialcoincide
conla composiciónen paralelo. Siguiendolas ideasdescubiertaspor Aspertl [6], Gunter [65]
y otros,se observaque el comportamientode unared de Petri puededescribirseusandola
conectiva® de la lógicalineal. De estaforma, los estadosde unared de Petri se convierten
en proposicionesde lógica lineal y sus computacionesen deduccionesen estefragmentode
la lógica lineal. Nuestroenfoquecategóricohace estacorrespondenciamuy clara, y tiene
particular importanciapuestoque permite la identificaciónde computacionesconcurrentes
y deduccioneslógicas,no aun nivel meramentesintáctico,sino de unaforma másabstracta
axiomatizableecuacionalmente.Dehecho,variasnocionesde computaciónen unaredde Petri
sonposibles;Degano,Meseguery Montanari[36] estudiaronvariasdeellasusandovariaciones
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dela categoríaT[N] y, dadala correspondenciacon las deducciones,estopermiteintroducir
diferentes nociones de equivalenciaentrepruebas. En resumen,nuestracorrespondencia
triangularpermiteidentificar,por un ladoobjetosen unacategoríamonoidal,estadosde una
red de Petri y proposicionesen el fragmento® de la lógica lineal, y por otro morfismosen
una categoría,computacionesen unared de Petri y pruebasen ese fragmentode la lógica
lineal.

La lógicalineal es muchomásrica que el simple fragmentoconstituidopor la conectiva
®. Cambiandoel modelo de computación,la correspondenciacon la lógica lineal de las
redesde Petri se puedeextenderaotras interpretacionescomputacionales.Esteaspectose
ilustra mediantela discusiónde la interpretaciónlógica de máquinascon A-ramificación y
dos contadoresobtenidapor Lincoln, Mitchell, Scedrov y Shankar[97]. La conectiva —o
de implicación lineal expresaestadoscondicionalesdondeunatransiciónha sido empezada
consumiendoalgunosde los recursosquenecesita,peroaúnno ha sido concluidadebidoa la
faltade los recursosrestantes;su semánticacategóricavienedadapor categoríasmonoidales
cerradas.La interpretaciónintuitiva de las conectivas& y @ es elecciónexternae interna,
respectivamente,y su semánticacategóricaconsisteen productosy coproductos.

La noción categóricacorrespondientea la negaciónno es tan obvia. Presentamosuna
nuevaaxiomatizaciónalgebralcade modelos de la lógicalineal con negación,en la quelos
axiomasreflejandirectamentealnivel de modelosla dualidaddedeMorganqueposeela lógica
lineal. Estaaxiomatizaciónse consiguemedianteel usodel conceptode objetodualizante. Un
objetoD en unacategoríamonoidalcerradaes denominadodualizantesi el morfismo natural
A — ((A—oD)---oD), obtenido por Curry-conversióna partir del morfismo de evaluacion
(A—oD)® A —* D es siempreun isomorfismo. Entonces,unacategoríalineal es justamente
unacategoríacon un objeto dualizantey productosfinitos. Estanuevaaxiomatizaciónes
considerablementemás simple queunaprevia debidaa Seely [143] y basadaen la noción
de categoría*-autónomade Barr [9]. Damosdefinicionesprecisasde la categoríade teorías
linealesy de los modelosde unateoríalineal, hacemosexplícitoslos detallesde la adjuncion
entreteoríaslinealesy categoríaslineales,definimos satisfaccióndeun secuenteen un modelo,
y demostramoslas esperadaspropiedadesde correccióny completituddela lógicalineal con
respectoalos modelosen categoríaslineales,probandode estaforma quela lógica lineal es
una lógica categórica.

La interpretaciónde una proposiciónp como un recursoy su negaciónp’ unadeuda
sugiereunanuevavariantedela lógicalineal, quellamamoslógica lineal cancelativa,enla cual
siemprees posiblecancelarunaproposiciónp vista como un recursoy su negaciónp’ vista
comounadeuda. Deestaformase obtieneunasemánticaparaunageneralizacióndel habitual
juego de marcasen redesde Petri, llamado juegofinanciero. Los modeloscategóricosde la
lógicalineal cancelativason categoríaslinealescancelativas,cuyaspropiedadessonsatisfechas
tambiénpor la dualidaddel álgebralineal.

Estudiamosvariasclasesde modelosdefinidasecuacionalmente,en particularlos modelos
en conjuntosparcialmenteordenados,que llamamosálgebrasde Girard y que generalizana
la lógicalineal las álgebrasde Boole de la lógica clásica,conteniendolos modelosen cuan-
tales como un casoespecial. Tambiénmostramoscómo los modelosen diferentesclasesse
relacionanmedianteadjunciones.

En un apéndiceincluimos unaexposiciónelementalde los conceptosgeneralesy propie-
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dadesde las categoríasmonoidalessimétricascerradasy, usandoesamaquinariacategórica,
desarrollamosunadetalladacomparaciónentrela noción de categoríacon un objeto duali-
zantey la nociónde categoría*-autónomadebidaaBarr [9], probandoque ambasnociones
son equivalentesen un precisosentidocategórico,cuandose añadeun ligero refinamientoa
la noción de categoría*-autónoma.

En la ParteII cambiamosde tema,aunquemanteniéndonosdentrodelespíritudela lógica
categórica,y pasamosa estudiarla semánticacategóricadel dígebra con génerosordenados
[62] y su extensióna orden superior. Nuestramotivación paraesteestudioes la siguiente.
Creemosqueel fracasoen hacerexplícitasdosnocionesdiferentesde subtipo,unanoción de
subtipo comoinclusión, originalmentepropuestapor Goguen[56], y unanoción de subtipo
comoconversiónirnplícita, originalmentepropuestapor Reynolds[136],conduceasituaciones
insatisfactoriasenlos enfoquesactualesde subtipos. Argiiimos queelegir unade las nociones
acostadelaotraseríaerróneoy limitado, y proponemosun marcoenel quedosrelacionesde
subtipor ~ r’ (inclusión)y r =:‘i-’ (conversiónimplícita) se distinguene integran.La mayor
partede nuestrainvestigaciónestádedicadaaextenderla teoríade primer orden de subtipos
comoinclusionesdesarrolladaen [62]aun contextode ordensuperiordesdeun puntode vista
de semánticacategórica.

Enprimerlugar,repasamoslasdefinicionesy resultadosbásicosdelálgebracontiposorde-
nados,incluyendosignatura,álgebra,homomorfismo,la construccióndelálgebrade términos,
deducciónecuacional4los teoremasde corrección,completitudeinicialidad correspondientes
a su semánticaconjuntista. De aquípasamosa desarrollarunasemánticafuntorial genera-
lizando los resultadosde Lawvere y Bénabouparalas álgebrashomogéneay heterogénea
[94, 15]. La estructuraconsideradaes la de unacategoríacon productosy unaestructura
de inclusiones,queabreviamosa PI-categoría. Estaestructuraaxiomatizalas propiedades
que las inclusionesusualesentreconjuntostienen, de forma que los conceptosde álgebra,
homomorfismoy satisfacciónde unaecuaciónparael álgebracon tiposordenadosse pueden
desarrollaren estemarcomuchomásgeneral. Probamosque la categoríade álgebrasy ho-
momorfismosparaunateoríacon tipos ordenadosT en unaPI-categoría£2 es isomorfaa la
categoríade PI-funtoresde Lr en C, dondeLT es la categoríaclasificantede T. La construc-
ción de la PI-categoríaLr proporcionaunaadjunciónentre teoríascon tipos ordenadosy
PI-categorías.Tambiéndemostramosteoremasde corrección,completitude ixdcialidadpara
el álgebracon tipos ordenadoscon respectoa su semánticaen PI-categorías.Así pues,el
álgebracon tipos ordenadoses tambiénuna lóyica categórica.

Despuéspasamosaestudiarunaextensiónaorden superiordel álgebracon tipos orde-
nados. Sintácticamente,introducimos dos constructoresde tipos paraconseguirproductos
y espaciosfuncionales,y el lenguajede términoses un lambdacálculo tipado con subtipos.
Categóricamente,pasamosde categoríasconproductosacategorías,cartesianascerradas,lla-
madas COl-categoríastrasla introducciónde unaestructurade inclusiones. A estenivel
de orden superiorrealizamosun desarrollocompletamenteparaleloal casode primer orden,
y demostramosque las álgebrasde orden superior coincidencon funtores,la existenciade
una adjunciónentre teoríasde orden superiory CCI-categorias,y teoremasde corrección,
completitude inicialidad parala lógica ecuacionalde orden superior con tipos ordenados.
Tambiénprobamosqueestalógicade ordensuperiores conservativasobresu equivalentede
primerorden,y queadmitela introducciónde retractos,que son operacionessuplementarias
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que anadenflexibilidad ala disciplinade tipos del álgebracon tiposordenados.Finalmente,
damos axiomasque integranlas relaciones< y <: en una semánticacategóricaunificada.
Ademásde poseerlas ventajasde cadaunade las nocionessin sus respectivaslimitaciones,
nuestromarcoadmitereglasde subtipadoestructuralqueson másinformativas y pueden
distinguir entreinclusionesy conversionesimplícitas.

0.6 Desarrollosfuturos

A modo de conclusión,desearíamosmencionaralgunasideasqueestamosinvestigandoac-
tualmente.

Por unaparte, como se mencionabrevementeen el Capítulo5 de la Parte1, la corres-
pondenciatriangularestudiadaen estetrabajose extiendeaunacorrespondenciatriangular
muchomásgeneralentrelógicade reescritura,sistemasconcurrentesy categoríasconestruc-
tura algebraica;estageneralizacióncubre unaextensavariedadde importantesmodelosde
concurrencia[111, 112, 113]. La lógicade reescritura(con tipos ordenados)permitela iden-
tificación de computacionesde reescrituraconcurrentede términos(módulo un conjuntoE
de axiomasestructurales)con deducciónlógica. De estaforma se adquiereunagran flexibi-
lidad y expresividadparaestructurarel estadodistribuidode un sistemaconcurrentey para
describirsustransiciones;el fragmento® de lógicalineal aparececomoel casoparticularen
queel estadodistribuido se estructuracomo un multiconjunto. Al considerarunareglade
reescrituracomo unaecuación,se obtieneun modismode lógicas OSRwLogic — OSEqtl
de la lógicade reescritura(con tipos ordenados)en la lógicaecuacionalcon tiposordenados.
Estaúltima estáincluida en una lógica ecuacionalde orden superiorcon tipos ordenados,
como veremosen la Sección4.5 de la ParteII, por lo quetenemosel siguientediagramade
morfismosde lógicas:

OSEqtl ffOSEqtl

®-Logic § OSRwLogicC HOSRwLogic

El desarrollode la lógica HOSRtnLogic,consistenteen unaextensiónaorden superiorde la
lógica de reescrituracon tipos ordenados,es uno de los temasen los quenos encontramos
trabajandoen la actualidad.Estalógicaes importanteporquepermitiráextendera tipos de
orden superior la integraciónde la programaciónfuncional (de primer orden) dentro de la
programaciónde sistemasconcurrentesconlógica de reescrituraobtenidaen [111, 112, 113].
En cierto sentido,la lógicaHOSRwLogicproporcionael marcoideal en el quelas doslógicas
estudiadasen estetrabajo(la lógicalineal y en particularsu fragmento®-Logic, y la lógica
HOSEqil)se unifican y permitenaplicacionesmuy prometedorasen el diseñode lenguajesde
programaciónmultiparadigma.

En el Capítulo6 de la ParteII se mencionanvariasposibilidadesde caraala continuación
de la investigaciónsobrela lógica con tipos ordenados. Un aspectode gran interéses la
realizaciónde un análisissimilar al desarrolladoen esaparteparala lógicaesbozadaen el
Capitulo5, en la. que se integranlas dos nocionesde subtipocomo inclusión y de subtipo
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comoconversiónimplícita. Otro temaquenos interesaes su extensiónalenguajescon teorías
de tiposmásricas, comopor ejemplo tipos dependientes.

Notación

La notaciónque hemosusadoen cadaparte se introducea medidaque se necesita. Sin
embargo,convienehacernotar que en buenapartenos desviamosde la notaciónhabitual.
En lo concernientea la Parte1, hemosseguido la notaciónde la lógica lineal introducida
por Girard, conla únicaexcepciónde queusamos1 para su 1. Pero lo que es importante
resaltares queestamismanotaciónha sidousadatambiénanivel semántico,enlas categorías,
siguiendola prácticahabitual de confundir notacionalmentesintaxisy semántica.De este
modo,un producto monoidalen unacategoríase denota® como es usual,mientrasqueel
hominternose denota-o pueséstaes la notaciónintroducidapor Girardparala implicación
llneal; por la misma razón, productosy coproductosen unacategoríase denotan& y e
respectivamente,siendo sus respectivasunidadesun objeto final T y un objeto inicial 0.
En unacategoríamonoidal simétrica cerrada,denotamosla Curry-conversiónpor ()t y el
morfismode evaluaciónpor EA,B.

Por otro lado, en la Parte II, usamosla notaciónmás habitual en teoría de tipos y
categoríascartesianascerradas. En este contexto, st denotael producto categóricoy el
productocartesianode conjuntosen particular,y 1 denotael objetofinal. El hom internoo
funtor exponenciales denotado~‘, la Curry-conversiónse denotaAÁ,n,c() y el morfismode
evaluación~ Confundiendode nuevosintaxisy semántica,st y =t~ denotantambiénlos
correspondientesconstructoresde tipos en el álgebrade orden superiorcon tipos ordenados.
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Capítulo 1

Introducción (Parte 1)

Durantelos últimos veinteañosla correspondenciade Curry-Howard[72] ha demostradoser
una herramientametodológicamuy fructífera de caraa explotar las profundasconexiones
entrevariantesde lógicaintuicionistay lambdacálculoscon tipos. Un resultadodirecto de
estacorrespondenciahasidoel diseñodelenguajesdeprogramaciónfuncionalconsistemasde
tipos muy ricos y potentes,comopor ejemploML [120]. Estacorrespondenciao isomorfismo
puederesumirsecomosigue:

Fórmulas — Tipos
Pruebas ~— Funciones

Aproximadamenteal mismo tiempo que Howard divulgabasu notaoriginal, unacorres-
pondenciadiferente,lacorrespondenciade Lambek-Lawvere,eradescubiertaporestosrenom-
bradosmatemáticos[88, 89, 90, 95]. Estaotra correspondenciase expresacomosigue:

Fórmulas e—> Objetos
Pruebas e—> Morfisrnos

Comoenmuchascategoríaslosmorfismossonfunciones,y en el casoparticulardel lambda
calculocon tiposlas categoríasasociadasson categoríascartesianascerradas,estacorrespon-
denciahasido muchomenosdivulgaday hastacierto puntoha pasadoinadvertidacomootra
variantede la correspondenciade Curry-Howarden lenguajecategórico.El aspectocrucial
que se ignoraba,sin embargo,era quela teoríade categoríases unateoría abstractade es-
tructurasmatemáticasy quepor lo tanto morfisrnosen unacategoríano sonfuncionesen
general,aunquepuedaocurrir que seanfuncionesen casosparticulares. Un examende los
artículosoriginalesde Lambeky Lawvereponeabsolutamenteen claroquelos morfismosno
tienenque ser funcionesen su correspondenciaentreteoríade categoríasy lógica.

Un avanceimportanteha tenidolugarconla recienteintroducciónde la lógicalineal por
parte de Girard [49, 51]. Estanuevalógica ha sido reconocidadesdesu origen como muy
adecuadaparaaplicacionesinformáticas.El mismo Girard y sus colaboradoreshan iniciado
algunasde estasaplicacionesen las áreasde semánticaoperacional[82] y programacion
lógica[51, 81], y existenactualmentevariasinvestigacionesde gran interésincluyendo,entre
otras, un tratamientológico de computabilidaden tiempo polinomial a través de lógica
lineal acotada[54], y nuevaspropuestasparalenguajesde programaciónfuncionalesy lógicos
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[1,5, 31, 66, 67, 71, 81, 82, 86, 149, 150,entreotros]. Uno de los aspectosmásprometedores
en el uso de la lógicalineal paraaplicacionesinformáticases que es unalógica de acciones
que parecemuy convenienteparacomputaciónconcurrente[50]. Es claro, y Girard hace
hincapiéen estepunto en sus trabajos,que los viejos cuerosde vino de la correspondencia
de Curry-Howardno puedencontenerel Ecaujolais nouveaude la lógica lineal. El modo
de pensarde la computaciónfuncional es simplementeinadecuado.La correspondenciade
Girard puedeexpresarseas,:

Fórmulas e—-> Estados
Pruebas ~—* Transiciones

Los detallesde estacorrespondenciaparael casode redesde Petri fuerondivulgadospor
Asperti [6]. Recientemente,mucho esfuerzoha sido dedicadopor varios investigadoresal
estudiodelas relacionesentrelógicalineal y concurrencia[3, 7, 21, 22, 23, 41, 44, 45, 65, 131,
entreotros]; en estetrabajorecopilamoslos resultadosde nuestrapropiainvestigacióneneste
área,y los relacionamoscon los resultadosen varios de los artículosmencionados.

Por otraparte, Meseguery Montanari [116, 117] handescubiertoun interesanteisomor-
fismo entresistemasconcurrentesy categoríasque puederesumirse:

Estados *—* Objetos
Transiciones ÷— Morfismos

Aunqueesta correspondenciafue desarrolladaparael casode redesde Petri en [117],el
recientetrabajo[113]hacehincapiéen su grangeneralidadal explicarcómo variasclasesde
sistemasconcurrentespuedenversecomo categoríascon estructuraalgebraica.

En estetrabajovamosacomponerlos dos últimos isomorfismosparaobtener:

Fórmulas .— — Objetos

Estados

Pruebas— — Morfismos

Transiciones

De estemodoconseguimosunacorrespondenciatriangular potencialmentemuy fructífera
entreteoríasde lógicalineal, sistemasconcurrentesy categorías,que da lugaraimportantes
métodosde transferenciaentrelos trescamposde lógica,concurrenciay teoríade categorias.
En particular,estacorrespondenciapareceprometedorade caraaobtenerinformaciónde-
talladasobreel significado de la correspondenciade Lambek-Lawvereparala lógica lineal
en términosde sistemasconcurrentes.Que unacorrespondenciade Lambek-Lawvereexiste
paralógica lineal habíasido ya hechonotaren los artículosde Seely [143],quien explica la
relaciónentrelógicalineal y las categorías*-autónomasde Barr [9], de de Paiva[127],quien
consideraun marcocategóricoligeramentediferente,y de Lafont [82], quien estudiael frag-
rnento intuicionista. Sin embargo,ninguno de estostrabajospresentabaningunaconexión
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con el áreade sistemasconcurrentes.Con respectoa la semánticacategóricade la lógica
lineal, en estetrabajopresentamosunaaxiomatizacióndelos modelosmuchomássimplede
lo queeraantesposibleusandocategorías*-autónomasen [143, 103].

1.1 Computaciones,morfismos y pruebas

La esenciade lacorrespondenciatriangulardescritaarribapuederesumirsecomosigue. Que-
remosinterpretarunacomputaciónconcurrenteposiblementecomplejaen unared de Petri
N, por ejemplounacomputación

a:A—E

mediantela cual la red pasadel estadoA al estadoE, como una deducciónlógica. Por
supuesto,la computacióna es en generalunacombinaciónbastantecomplejade computa-
cionesparalelasy secuencialescuyosconstituyentesúltimos son algunasde las transiciones
básicas

de la red de Petri N.
Ahorabien, un estadode N es un rnulticonjunto, típicamenterepresentadomediantela

apariciónde varias “marcas” en algunosde los “lugares” de la red. Usandoun operador
binario ® paradenotarla unión de multiconjuntos,un estadotípico puedepor ejemploser
a ® a ® b ® b 0 b indicando quehay dos marcasen el lugar a y tresen el lugar b. La idea
clave es interpretartal estadocomounaproposiciónque establecequeciertosrecursosestán
disponibles,o sea que tenemosa y a y b, etc. Sin embargo, tal y como ocurre con otros
recursoscomo dinero por ejemplo, a y a es diferente de a, y esto es esencialpara que el
comportamientode la red de Petri seael adecuado,el cual requierela presenciade marcas.
con cierta multiplicidad mínima paraque las transicionespuedanser disparadas.Estaes
precisamentela intuición expresadapor la conectivade conjunción® en lógicalineal, quees
asociativay conmutativapero no idempotente.

Una vez los estadoshansido reinterpretadoscomoproposiciones,podemosreinterpretar
la red 1V como unateoríalógica cuyosaxiomasbásicosson los secuentes

it1: 4 F E¿

correspondientesa las transicionesbásicasde la red. Nuestralógica debeserunalógica de
acciónquenospermitadeducircambioscomplejosapartir delos cambiosbásicospermitidos
por los axiomas.Segúnestalógica,computacióndebecoincidir condeducción;en particular,
nuestraanteriorcomputacióna puedereinterpretarsecomo unaprueba

a:AFE

usandolos axiomasdela teoría1V. En efecto,estaintuición es completamentecorrecta,y las
reglaslógicasparala conjunciónlineal nos permitendeducirexactamentelas computaciones
posiblesen la red 1V.

El hechoevidentede que en un sistemalas transicionesson transitivas sugiereque las
computacionesen unared de Petri se puedencomponersecuencialmente,es decir, unacom-
putacióna de A en E y otra fi de E en C dan lugar auna composiciónsecuenciala;fi de A
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en O. La naturalezaconcurrentede las redesde Petri nospermiterealizarno sólo composi-
ciones secuencíalessino tambiéncomposicionesparalelasde computaciones.Así, al ejecutar
en paralelolas computacionesa : A — E y a’ : A’ — E’ se obtieneunacomputaciónparalela
a ® a’ : A ® A’ —* E ® B’. Esto sugiereque el “espacio” de las computacionesen una red
de Petri 1V es unacategoríaT[N] con un productobinario 0, y dadanuestrainterpretación
lógicade las computaciones,estosugiereasimismoqueel “espacio” de pruebasde la teoría
lógica1V es tambiénunacategoríaconesamismaestructura.En resumen,identificamostres
cosas:unacomputacióna : A —i. E, unapruebaev : A l- E y un morfismoa : A — E.

1.2 ¿Quées una prueba?

Estaes unacuestióncandenteparainvestigadoresen el campode teoríade pruebas,y Girard
señalaquesuestudiode normalizacióny equivalenciade pruebasen lógicalineal tiene como
objetivo llegar al estudiode una“geometríade la interacción” [51] que liberarála teoríade
pruebasde todaslas distincionessintácticasartificiales y arbitrariascreadaspor la sintaxis
ordinaria. Uno de los frutos de la correspondenciatriangularentrelógica lineal, sistemas
concurrentesy categoríases la sugerencia1de quela teoríacategóricade coherencia[98, 100]
constituyeel marcomatemáticoadecuadoparael estudiode estacuestión2y, dadanuestra
correspondencia,quela teoríadecoherenciaes asimismoelescenarioadecuadopararesponder
a la cuestiónestrechamenterelacionada

¿ Qué es un procesoconcurrente?

que, pararedesde Petri, ha sido estudiadausandotécnicasde coherenciaen el trabajode
Degano,Meseguery Montanari [36]. El trabajode Gehlot y Gunter [44,45] sobrela relación
entre lógica lineal y redesde Petri también trata de responderestasmismascuestiones,si
bien desdeel punto de vista de la teoríade pruebasen vez del enfoquecategóricoseguido
por nosotros.Resumimosestasinvestigacionesen la Sección2.5.

1.3 Objetos dualizantes

El adjetivo “lineal” en “lógica lineal” estámuybien elegido.La lógicalineal tienemuchomás
en comuncon el álgebralineal delo queun conocimientosuperficialde su modelomáscono-
cido, los espacioscoherentes[49], podríasugerir. En estetrabajopresentamosun detallado
estudioaxiomáticodelas propiedadescategóricasquehacenel álgebralineal y la lógicalineal
no sólo vagamentesemejantes,sino de hechounamisma cosaal ser adecuadamentegeneral-
izadas. Másprecisamente,presentamosla basede unasemánticacategóricageneralparala
lógicalineal clásica(esdecir, incluyendolanegación)siguiendolasideaspropuestaspor Seely
[143] y despuésdesarrolladasen nuestropropiotrabajo [103], pero con unaaxiomatízacion
muchomássimpley claraque lapermitida por las categorías*-autónomas[9].

‘Esta sugerenciano es original nuestra;pertenecea toda unatradicióncategóricadesdequela correspon-
dencia de Lambek-Lawverefuera descubierta. El artículo [101] de Mac Lane es un excelenteexponentede
estatradición.

2Recientementeha llegado anuestrasmanosla nota [121]dondeMints tambiéninsisteen el interésquela
coherenciatieneparala semánticade la lógica lineal.
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Al tratar de dar unarelaciónprecisade las ideasde Seelycomocomponentede la corres-
pondenciatriangularentrelógica lineal, teoría de categoríasy sistemasconcurrentes,nos
dimoscuentade quea la definición original de Barr del conceptode categoría*-autónoma
habíaqueañadirleun requisitoparahacerlamásnatural. Concretamente,queríamosque la
conectiva3~?,dual de la conjunciónlineal ®, se interpretaracomounaestructuramonoidal
simétricasobrela categoríadebase,siendotodoslosisomorfismosnaturalesinducidoscanóni-
camentepor dualidadapartir de los de la estructuramonoidalsimétricade 0. En corre-
spondenciasubsiguiente,RossStreet [145]nos sugirió queun tratamientomássimple de la
dualidaddeberíaserposiblecentrandola atencióndirectamenteen la transformaciónnatural

5A,B,D (A-oB) —. ((E-.-oD)-o(A-oD))

queexisteen todacategoríacon funtor de hom interno .—o, y que puedeser expresadaen
la notacióndel lambdacálculomedianteel término

Af.Ag.(f;g),

dondef;g denota la compósiciónde f : A — E seguidode g : E --> D. Él atribuíaa
AndréJoyal la intuición de querequerirquetal transformaciónnaturalfueraun isomorfismo
deberíabastarparaqueD fueraun objeto dualizante. Sin embargo,no pudimosencontrar
en la literaturanadaescrito sobredualidaden estostérminos,ni sobrela relaciónentretal
definición y ladebidaaBarr de categoría*-autónoma.

Paramotivar un pocomáslasideas,el puntoesencialquehayquesubrayares laidentidad
entrenegacióny dualización. En lógicalineal clásicala proposición“falsa” 1 actúacomoun
objetodualizanteen el sentidode que tenemos

A’ = A-ox

y la igualdadde la doble negación
A”=A.

Similarmente,en el casode los espaciosvectorialesde dimensiónfinita sobreun cuerpo1<,
podemosver 1< comola “proposiciónfalsa” e interpretarel espaciodual

= V-oI<

como la “negación” del espaciovectorial V, dondey—oK denotaahora el espaciode las
formas lineales sobreV, es decir, el espaciode las funcioneslinealesde V en K. Como es
biensabido[102, por ejemplo], tenemosentoncesun isomorfismonatural

que se puedeexpresaren la notacióndel lambdacálculo por el término Ax.Af.f(z), y un
isomorfismorelacionado

5v,w : (V-cW) ~ (W*~oV*)

31a notación que usamos está de acuerdo con la natación para la lógica lineal introducida por Girard;
el 6nico cambio con respectoa su natación es el uso de 1 en vez de 1 para denotar la unidad del producto
tensorial ®. Conviene notar también que estamosusando la misma natación para denotar las conectivasen
la sintaxis de la lógica lineal que para denotar los funtores correspondientesen la semánticacategórica.
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quea nivel de matriceses simplementetransposición.Comohemosmencionadoarriba, .sv,w

puedeexpresarseen la notacióndel lambdacálculo por el término >.f.Ag.(f; g).
Nuestradefinición de un objeto dualizante 1 en la Sección 3.1 es muy simple. Basta

requerirquela transformaciónnatural

dAt : A —> ((A-o.L)-oI)

expresablecomoAz.~\f.f(z)seaun isomorfismo.Unacategoríalineal se defineentoncescomo
unacategoriaconun objetodualizantey productosfinitos.

1.4 Modelos para lógica lineal

Paramuchasde las aplicacionespropuestas,así comoparael misfno desarrollode la lógica
lineal, los modelosson de gran importancia. Aunquevariosmodelos interesantescomolos
espacioscoherentesy la semánticade faseshan sido conocidosdesdeel principio [49], el
desarrollode una teoría general de modelos paralógica lineal es más reciente. En este
contexto,los métodosalgebraicosde la teoríade categoríashansido reconocidoscomo muy
útiles por variosautores,incluyendoLafont [82], de Paiva [127] y Seely [143].

Unode losbeneficiosimportantesquela correspondenciade Lambek-Lawvereproporciona
es unanocion muy generaly flexible de modeloparaunateoríalineal 2’. Nuestroenfoque
usala noción de objeto dualizante;estoes considerablementemássimple queusarcategorías
*-autónomascomoen [143,103]; no obstante,añadiendoun pequeñorequisitoaunacategoría
*-autónomaobtenemosun conceptoequivalentea nuestraformulaciónmás simple, como
probamosen el ApéndiceB. Un modelo de T interpretala sintaxis de 2’ en una categoría
lineal £2 de tal forma que los axiomasde 2’ se satisfacenentoncescomo morfismos en £2.

Comola categoríaCohí de espacioscoherentesy funcioneslineales [49] es una categoría
lineal, estasemánticacategóricageneralcontienela semánticadenotacionalde Girard como
un caso particular. Esto es totalmenteanálogoa la forma en que interpretarpna teoría
del lambda cálculocon tipos en la categoríade dominios de Scott es un caso particular de
su interpretacióngeneralen categoríascartesianascerradas.También como en el casodel
lambdacálculo con tipos, la completitudde la lógica4 se convierteahoraen unapropiedad
casi trivial asociadacon la categoríalineal libre £[T] generadapor la teoría 2’. En este
modelo,que es el modelo inicial de 2’, la teoría de pruebasy la semánticase unifican, del
mismomodoqueocurreen el casode tipos de datosalgebraicos.Por lo tanto,la cuestiónde
equivalenciade pruebasse transformaen el estudiode modelosiniciales.

1.5 Especificaciónde concurrenciamediante lógica lineal

A unared de Petri N se le asociaunacategoríamonoidalT[N] cuyosobjetossonestados,y
cuyosmorfismosson transicionescomplejas,o procesos,consistentesen composicionespara-
lelasy secuencialesde transicionesatómicas[116]. Por otra parte,unared de Petri 1V puede
versecomounateoríalineal usandosólola conectiva®. La categoríalineal libre £[N] gene-
radapor la red N cuandoéstaes vistacomo unateoríalineal contieneesencialmentea T[N]

4Establecidaoriginalmentepor Girard en <49] usandola semánticade fases, pero no relacionadacon la
semanticaen espacioscoherentes,dondese satisfacenpropiedadessuplementarias.



Capítulo1. Introducción(Parte 1) 27

comounasubcategoríay por lo tantopuedeversetambiéncomounacategoríacuyosobjetos
son estadosy cuyosmorfismos son procesos. Sin embargo,£[N] es mucho más expresiva
que T[N] y debemospensaren sus estadosy procesoscomo estadosy procesosidealeso
gedanken.Por ejemplo, terminaren un estadoA&E significala posibilidadde elegir entre
pasaral estadoA o pasaral estado.8 (elecciónexterna),y empezaren un estadoA ~ E
significa la posibilidad de empezaro bien en el estadoA o bien en el estadoE (elección
interna). Podemosusaraxiomasde lógica lineal paraespecificarpropiedadesde la red 1V.
La satisfacciónde talesespecificacionespor 1V significaentoncesla satisfacciónen el modelo
£[N] de sus computacionesidealesqueasu vez se reducea derivar talesespecificacionesa
partir de los axiomasde 1V vistacomoteoría.

1.6 Categoríascancelativas

Un aspectoimportantequeexplotamosen estetrabajoes la naturalezaalgebraicade los
axiomasquedefinenlos modelosen términosde suestructuraalgebraica.Esto proporciona
los beneficiosusualesde la lógicaecuacional5tales comomodeloslibres y clasesde modelos
definibles ecuacionalmente.Una de las propuestasque hacemoses la introducción de una
variantede la lógica lineal, que denominamoslógica lineal cancelativay que correspondea
imponerlas ecuacionesX 0 Y = X2YY e 1 = 1. La lógicalineal es unalógica “consciente
de los recursos”en la cual unaproposiciónp puedeversecomoun recurso,y su negaciónp’
como unadeudade tal recurso. Sin embargo,debido a la distinción entre0, que acumula
recursos,y X, queacumuladeudas,en la lógicalineal normallas deudasno puedenen ge-
neralser canceladas;la lógicalineal cancelativahace que estoseaposible. Estalógicay su
teoríade modelosasociadasugiereunageneralizacióndel juego de marcashabitualen redes
de Petri a lo quellamamosun juegofinanciero,dondeun jugadorpuedeprogresartomando
prestadoalgúnrecurso,peroes siemprehonestosobresusfinanzas,o sea,unadeudano puede
cancelarseamenosque el recursocorrespondientese hagadisponible.

Los beneficiosen términosde claridad y simplicidadque la adopciónde unaaxiomati-
zaciónbasadaen el conceptode objetodualizanteproporcionaparaunasemánticacategórica
de la lógicalineal son considerables,perolos axiomasmássimplesy los resultadosa los que
dan lugar tambiénson útiles en el contextooriginal de álgebralineal y espaciosvectoriales
topológicosquemotivaron la investigacióninicial de Barr [9]. En efecto, el clásicoejemplo
del álgebralineal exhibe un tipo de dualidadcon propiedadesadicionalesque es capturado
en lo quedenominamoscategoríascancelativasen estetrabajo6. Laspropiedadesmásfuertes
satisfechasporlas categoríascancelativas,en las quetenemosun isomorfismoA ® E ~
son comunesa la dualidaddel álgebralineal y a la interpretaciónde la negaciónen redesde
Petri mediantelosjuegosfinancieros.

Otraclasede modelosimportanté,también definible ecuacionalmente,es aquéllaen la
quelas categoríasusadasparalos modelosson conjuntosparcialmenteordenados.Llamamos

Específicamente,la lógica ecuacionalsubyacenteesla de teoríasesencialmentealgebraicas[42]o esquemas
(sketches)[13]. No obstante, familiaridad con esta versión de lógica ecuacional no es necesariapara poder
seguir las ideasen este trabajo.

6Robert Seelynos ha señaladoque una axiomatización de estas categoríascomo categorías*-autónomas
ya apareció en [9], donde se llamaban compactas.
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aun modelode estaclaseun álgebra de Girard. Talesálgebrassonparala lógicalineal lo que
las álgebrasde Boole son parala lógicaclásica.La investigaciónsobremodelosen cuantales
[2, 152], quegeneralizanla semánticade fasesde Girard [49], estácontenidaen esteárea.

1.7 Este trabajo

Estetrabajoestá basadoen nuestroartículo [104], que hemosextendidomuchoen varias
direcciones. En primer lugar, parahacer la presentaciónde la semánticacategóricade la
lógicalineal másautosuficiente,hemosañadidolos resultadosdivulgadosen el informe[106],
quedanunacomparacióndetalladaentrelos conceptosde categoríaconun objetodualizante
y categoría*-autónoma[9].

En segundolugar, el marcocategóricobásicoen el cual se desarrollala semánticade la
lógicalineal es el de categoríasmonoidalessimétricascerradas7.Duranteel desarrollode la
investigaciónque aquírecopilamosnos hemosencontradocon la dificultad de no disponer
de una buena referenciabásica,convenienteparainvestigadoresen informática, sobrelos
conceptosgeneralesy propiedadesde las categoríasmonoidalessimétricascerradas,aunque
el punto obligadode consultacontinúasiendola monografíaoriginal de Eilenbergy Kelly
[40]. Por lo tanto,hemosdecididoincluir unaexposicióncompletamenteautónomasobre
categoríasmonoidalessimétricascerradasen el ApéndiceA. Creemosque el inconveniente
de unaexposiciónun pocomásextensase compensaconel beneficiode divulgar las técnicas
de categoríascerradasy hacerlasmásasequiblesa los investigadoresen informática.

En tercerlugar,hemosincluidocomparacionesconel trabajoquevariosautoreshanhecho
en estecampoen el tiempo transcurridodesdeque escribimosla primeraversión de [103].

Este trabajo es en algunosaspectosbastanteindependientey se supone que el lector
no tiene muchosconocimientosen los camposquecubre: redesde Petri, lógicalineal y su
semánticacategórica. No obstante,algo de familiaridad en ellas puedeser útil. En par-
ticular, se partede la suposiciónde queel lector tiene conocimientosbásicosde teoría de
categorías,incluyendolas nocionesdefuntor, transformaciónnatural,equivalencia,adjunción
y (co)límites. El libro de Mac Lane [99] es unareferenciabásicaparaestetema, y recen-
tementehan sido publicadosvarioslibros sobreteoríade categoríasdirigidos a lectorescon
unaformación informática. Comoya hemosmencionado,el ApéndiceA contieneunaex-
posiciónelementalsobrecategoríasmonoidalessimétricascerradas.Pararedesde Petri, el
libro de Reisig [134]es unabuenareferencia,asícomootros trabajosde carácterintroductorio
disponiblesentrela enormecantidadde literaturasobreestetema. Por último, la cantidad
de artículossobrelógica lineal estácreciendomuy rápidamenteapesarde su introducción
bastantereciente;dos interesantesintroduccionesde carácterinformal son [53] por Girard
y [139] por Scedrov. Las notas [148] por Troelstraconstituyenuna introducción al tema
cubriendotanto aspectosde teoríade pruebascomoaspectosde teoríade modelos.

‘Para la lógicalineal no conmutativadeberíaadoptarseel contextomásgeneralde categoríasmonoidales
no simétricascerradasen eí estilo de Larubek [92]; en estetrabajo nos concentramosen el casosimétrico.
Tambiénes posibledar la noción de objeto dualizanteen eí casogeneral de categoríascerradas[40], sin un
producto tensorial; desdeci punto de vista de la teoría de pruebas,esto podría ser iltil paraeí estudio de
fragmentosde lógicalineal queincluyenla conectiva—o perono ®.
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De las redes de Petri a la lógica

lineal
En este capítulo introducimosprimero las redesde Petri y explicamoscómo dan lugar a
categoríasmonoidales(el punto de vistade “redes de Petri como monoides”en [116, 117]).
Luego,describimoscómolas redesdePetripuedentambiénversecomoteoríasde lógicalineal
usandosólo la conectivaconjuntiva ®. Finalmente,introducimoslas otrasconectivasde la
lógicalineal de unaforma gradual,discutiendoparacadaunasu semánticacategóricay su
interpretacióncomputacional.

2.1 Multiconjuntos y monoidesconmutativos libres

Un multiconjunto, tambiénllamadobolsaen la literatura informática,es un “conjunto” en
el cual el númerode vecesqueun dementoaparecese tomaen consideración,es decir, cada
elementotiene unamultiplicidad asociada.Una forma posiblede presentarun multiconjunto
sobreun conjuntoS es por tanto comoun función de S en IN, el conjuntode los numeros
naturales,quedala multiplicidaddecadaelemento.Tambiénpodemosdefinir launión y otras
operacionesconjuntistassobremulticonjuntos.Estamosinteresadossólo en multiconjuntos
finitos, o sea,multiconjuntosdondela multiplicidad es ceroparatodos exceptoun número
finito de elementos.

Definición 1 Dadoun conjuntoS,un rnulticonjuntofinito sobre8 es unafunciónA : 8 —. IN
tal queel conjunto {s E 8 ¡ A(s) # es finito.

SeanA,E dos multiconjuntossobre8.
La unión deAy E, denotadaA®E, eselmulticonjuntodadopor (A®E)(s) = A(s)+B(s)

paratodo a E 8. La operación® es asociativay conmutativaporquela adición de números
naturaleslo es.

Decimosque A estáincluido en E y escribimosA C E si A(s) =E(s) paratodo .s E 8.
Si A C E, la diferenciaE — A se define como el multiconjuntodadopor (E — A)(s) =

E(s) — A(s) paratodoa E 8.
Si p E IN, la p-ésimapotenciade un multiconjuntoA, denotadaA~, es el multiconjunto

definido por Ap(s)= pA(s)paratodos E 8.
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Si s e 8, su multiconjuntoasociadounitario, tambiéndenotados, estádadopor s(s) = 1
y .s(s’) = O paratodo .s’ e 8 tal que .s’ ~ s. E

Si A es un multiconjuntofinito sobre8, A puedeexpresarsecomo unión de potencias
de multiconjuntosunitariosA = ®sES 8A(s> de forma única, no importandoel orden de los
factores. Cuandotodoslos exponentesson cero,obtenemosel multiconjuntovacio, denotado
1.

El conjuntode todoslos multiconjuntosfinitos sobre8 se denotaS®.
Dadauna1<-familia {Ak}kex de multiconjuntosfinitos sobre8 y un multiconjuntofinito

P = ®~ ~k’~’ sobreK,escribimos®kFKA~~(k> paradenotarelmulticonjuntoA%®.-.®A~.
Del mismomodo queel conjuntode listas finitas sobreun conjunto8 junto con la lista

vacíay la concatenaciónconstituyeun monoidelibre sobre8, el conjuntode bolsasfinitas
sobre8 junto con el multiconjunto vacío y la operaciónde unión constituyeun monoide
conmutativolibre sobre8.

Proposición2 Si 8 es un conjunto,el conjuntoS® demulticonjuntosfinitos sobre8, junto
conla unión ® y el elemento1, constituyeun monoideconmutativolibre sobre8. 0

Nota: En el restode estetrabajo,multiconjunto significarásiempreun multiconjuntofinito.

2.2 Enfoque clásico de las redesde Petri

En el enfoqueusuala la teoríade redesde Petri [134],unared de Petri con lugaresy tran-
sicionesconsisteen un conjuntode lugaresy un conjuntodisjunto de transiciones,juntocon
unarelaciónde causalidadentreellos. A cadatransiciónse le asociandosmulticonjuntosde
lugaresllamadospreconjuntoy postconjunto.Los estadosglobalesconsistenen multiconjun-
tos de lugaresllamadosmarcados.Másformalmente,tenemosla siguientedefinición.

Definición 3 Una red de Petri con lugares y transiciones,o brevementeuna red de Petri,
es un triple (S,T,F) donde:

1. 5 es un conjuntode lugares,

2. 2’ es un conjuntodisjunto de transiciones,y

3. E es un multiconjunto sobre(8 x 2’) + (2’ x S) llamado la relación de dependencia
causal (aquíel símbolo+ denotala unión disjuntade conjuntos).

Dadaunatransiciónit e T, el preconjuntoasociadoes el multiconjunto t sobre8 definido
por it(s) = F(s, it) paratodo s E 8. Análogamente,el postconjuntoasociadoes el multicon-
junto t tal que t(s) = F(t,s) paratodosE 8.

Finalmente,un marcadoes un multiconjuntosobre8. E

A partir de esta definición de preconjuntoy postconjunto,deberíaestarclaro que la
relaciónE de dependenciacausalpor un lado,y los preconjuntosy postconjuntosparatodo

e 2’ por otro, se determinanentresí biunívocamente. Por lo tanto,una red de Petri se
caracterizapor los conjuntos3,2’ y los multiconjuntos 1,1 paratodo it E 2’.
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Figura2.1: Una red de Petri paracomprarpastelesy manzanas.

Dadaunared de Petri y un marcadoM, el númerode marcasalmacenadoen un lugar
s E S por el marcadoM es M(s). El estadoglobal dadopor estemarcadopuedecambiarse
por medio del disparo de una transiciónit E 2’. Estedisparoreduceel númerode marcas
en un lugar s en t(s), el númerode marcasen s consumidopor it, y lo aumentaen it(s),
el númerode marcasen s creadopor it. Por lo tanto,paraqueel disparode it puedatener
lugarbajoun marcadoM, el númer¿de marcasalmacenadoen cadalugar s por M debeser
mayor o igual queel númerode marcasconsumidopor t en .s; en tal caso,decimosqueM

disponeel disparode it.

Ejemplo 4 Consideremosla red de Petri dibujadaen la Figura 2.1, que representauna
máquinaparacomprarpastelesy manzanas.Un pastel cuestaun dólar y un cuarto; una
manzanacuestatres cuartos,y puedecomprarsetambiénusandoun dólar, en cuyo casola
máquinadevuelveun cuarto; finalmente,un dólar se puedecambiaren cuatrocuartos.Esta
red de Petri tiene un conjuntode lugares8 = {$, q, e, 4 y un conjuntode transicionés2’ =

{ cmp-c,cmp-a,cmp-a’,cambio},cuyo significadointuitivo acabamosde explicar. Las flechas
queentrany salen de unatransicióny los númerosasociadosespecificanlos preconjuntosy
postconjuntos,y por supuestotambiénla relaciónde dependenciacausal.Tenemos

cmp-c=q®$ cmp-?=c
cmp-a=$ cmp-¿?=a®q
cmpa’ — cmp-a’ = a

•cambio = $ cambi? —

La Figura 2.1 muestraun marcadoM = $ ® q2, o seaun marcadoquealmacenados
marcasen el lugar q, y unaen el lugar $.

El marcadoM disponeel disparode cmp-c,de cmp-a y de cambio porque cmp-c M,
cmp-a C My cambio CM. Sin embargo,eldisparode latransicióncmp-a’ noesdispuesto,

porqueno hay bastantesmarcasen el lugar q. O

El disparode una sola transiciónpuedeconsiderarsecomo el paso computacionalmás
simpleen unared de Petri. Másgeneralmente,comolas marcasestándistribuidaspor varios
lugares,suponiendoque un marcadoM tiene suficientesmarcas,es perfectamenteposible

3

q
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queunascuantastransicionesse disparenconcurrenternente,o inclusoqueunatransiciónsea
disparadaconcurrentementeconsigomisma. Porlo tanto,podemosconsiderarcomputaciones
consistentesen unasucesiónde disparosdondecadadisparoinvolucra un rnulticonjunto de
transiciones.

Definición 5 Dadauna red de Petri (8,2’,E), un marcadoM y un multiconjuntoU sobre
2’, el disparoparalelo o concurrentede U es dispuestosi ®ÉET tU(t) C M. En estecasoun

paso ML M’ puedetenerlugar, siendoM’ el nuevomarcadoo estadoglobal dadopor

= (M — ® tu(o) ® ®itU(O
tEl teT

Denotamospor M ~ M’ la existenciade marcadosM1,... , M~1 tales que M ~

- . , M~1 4~. M’, es decir, para denotarel disparo secuencialde los multiconjuntos de
transicionesU1,. ..,Uk.

La notaciónM ~. M’ indicalaexistenciade un multiconjuntoU de transicionestal que

M ~ M’, y =*= denotala clausurareflexiva y transitivade la relación~ entremarcados.
o

Si sólonos interesael efectofinal de unacomputación,es decir,el estadoglobal resultante
al final, y no en la estructuraconcurrentede las computaciones,bastaconsiderarsucesiones
de disparosconsistentescadauno en unaúnica transición(véanse[36] y la Sección2.5 para
más discusiónde este tema). Sin embargo,la anterior definición es másgeneral,expresa
la concurrenciainherentea las redes de Petri y se correspondemuy bien con el enfoque
categóricode la Sección2.3.

Ejemplo 6 Consideremosde nuevola red del Ejemplo4 conelmarcadoM = $®q
2 represen-

tadoen la Figura2.1. La Figura2.2 describeel estadoM’ — a2 alcanzadotrasel disparode

cmp-a seguidopor el disparode cmp-a’, es decir,trasel disparosecuencialM ~ M’.
Nóteseque cmp-a y cmp-a’ no podíanser disparadasconcurrentemente,porque $ ® q3 ~

$ ® q2. En cambio,si consideramosel marcadoM
1 = $ ® q

4, sí que puedenser disparadas
en paralelopues ahora$ ® q3 G $ ® q4, alcanzandoun marcadoM’ — a2 ® q2; estedisparo

correspondeal pasoM
1 ~ M{ Conel marcadoM1, las transicionescmp-cy cmp-a

puedenasimismodispararseen paralelo,resultandoen el pasoM1 CW•P~f~rP~4 a ® c. O

Aunque en esta sección hemospresentadolas redesde Petri con un enfoqueclásico,
ya hemosintroducido una notaciónespecialpara multiconjuntosque serámuy útil en la
presentaciónmásalgebraicay categóricadadaen la secciónsiguiente.

2.3 Redesde Petri como categoríasmonoidales

En estasecciónrepasamosel enfoquecategóricode las redesde Petri desarrolladoen [116,
117], y en particularla construcciónde la categoríade Petri T[N] asociadaaunared 1V.
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Figura2.2: La mismared de Petri traslos disparossecuencialesde crnp-a y cmp-a’.

Hemos visto cómo unared de Petri viene dadapor dos conjuntosdisjuntosS,2’ y los
preconjuntosy postconjuntosasociadoscon cadatransición it E 2’. Si pensamosen una
transiciónt comoun morfismoit: t .—~ it y recordamosqueel conjuntoS® de multiconjuntos
sobre8 es un monoideconmutativolibre sobre8, es naturaldefinir unared de Petri como
un grafo cuyo conjuntode nodoses un monoideconmutativolibre. Aunquemássimple,esta
definición es equivalentea la Definición 3.

Definición 7 [116, 117] Una red de Petri N = (S®,T,8o,8~) consta de un monoidecon-
mutativo libre S® de nodossobreun conjunto8 de lugares, un conjunto2’ de transiciones,
y dos funcionesOa,0~ : 2’ —* queasocianacada transiciónit su origen Oo(it) = t y su
destino 8i(t) = it., respectivamente.O

Como es habitual,si parait E 2’, Oo(it) = A y 8i(it) = E, escribimosit : A —* E.

Ejemplo 8 Desdeestepunto de vista, la red de la Figura 2.1 se representacomo un graSo
cuyo conjuntode nodoses {$,q,c,a}® y cuyastransicionesson

cmp-c:$®q--.c cmp-a:$--*a®q
cmp-a’ :q3 —*a cambio:$—*q4.O

Observación9 Habiendodefinidounared de Petricomoun grafoconestructuraalgebraica
adicional, un morfismo entredos redesde Petri es simplementeun morfismo de grafosque
conserva,esaestructura.Así pues,un rnorfismo de redesde Petri de 1V = (8®,T,Oo,Oí)en
1V’ — (S’® 2”,8¿,8) es un par <f,g> siendo1 : 2’ —* 2” una función y g : .~. un
homomorfismode monoides1y tal que paratodo t E 2’, g(0

1(t)) = Ot(f(it)) (1 = 0,1).
Esto define unacategoríaPetri quetieneproductosy coproductos(véase[117]). 0

Cuandoconsideramoslacomputaciónconsistenteen el disparoparalelode cmp-a y crnp-a’
encontramosel multiconjuntoU = cmp-a 0 cmp-a’. ¿Podemosextenderel puntode vistade
unared de Petri comoun grafoparaincluir estascomputaciones?¿Cuáles entoncesel origen

3

q

‘Es decir, g(I) = ¡y paratodo A, BE S®, g(A ® B) = g(A) ® g(B).
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y el destinode it oit’? Si el origende t es t y su destinoesr, quepodemosinterpretarcomo
el númeroglobal de marcasproducidasy consumidaspor it, respectivamente,es natural ver
it Oit’ comounaflecha t O t’ —> t• O it’.

Ejemplo 10 En los Ejemplos4 y 8, tenemoscmp-cz O cmp-a’ : $ O q3 —~ a2 0 q, y también
cmp-aO cmp-c: $2 O q —~ a 0 q Oc. O

De este modo podemosgenerarnuevas flechas como multiconjuntossobreel conjunto
original de flechas2’, de tal forma que si U : A —* B, y : A’ —* E’ sonflechas con U, V E
T®, entoncesU ® V es también unaflecha U O V : A O A’ —* E O E’. En particular,
introducimos unaflecha 1 : 1 —+ 1. Nóteseque 8o y Oi se extiendenentoncesde forma
únicaahomomorfismosde monoides00,01 : —* y la red de Petri extendidaasípuede
verse como un grafo en la categoríade monoidesconmutativos,o equivalentemente,como
una estructurade monoideconmutativosobreun grafo, tal quesus monoidesde nodosy
morfismosson libres.

Avanzandoun poco más, podemosconsiderartambién transicionesinactivas, represen-
tadascomoflechasidentidad. Por ejemplo,la identidadid

0®b : a O b —* a Ob se interpreta
como la inactividadde unamarcaen el lugar ay unamarcaen el lugar it

Estasoperacionesnos permiteninterpretaralgebraicamentela relación M =~. M’ entre
marcadosdefinidaen la Sección2.2. Si U es un multiconjuntode transiciones,su origen es

00(U) = ®tET itU(t) y su destinoes 81(U) = ®teTt U. EntoncesM 4~. M’ si y sólo si
80(U) C M y M’ = M — 8o(U) O 81(U). Si A = M — 0o(U), entoncesM = 80(U) O A
y M’ = 01(U) O A, es decir, escribiendoidA : A —* A parala correspondienteidentidado

transicióninactiva,tenemosM Á~- M’ si y sólo si U O idA: M —* M’.
Además,deseamosdisponerde unanoción de composiciónsecuencial de computaciones

2
denotadapor ~;~3 Específicamente,si a: A — E y fi: E -~ C son computaciones,entonces
a; fi : A —. C es asimismounacomputación.Obsérvesequeel destinode a y el origen de fi
debencoincidir. Es natural suponerque estacomposiciónsecuenciales asociativa.Por otra
parte, dadaunacomputacióna : A —* E, es tambiénnaturalver las transicionesinactivas
jdA y idB como susidentidadesa izquierday derecha,respectivamente.

Entoncespodemosimponerunaecuaciónque convierteaO en unaoperaciónfuntorial4:
dadasa : A —* E, a’ : A’ —. E’, fi : E .-. C, fi’ : E’ —~ C’, tenemos

(a; /3)0 (a’; fi’) = (a 0 a’); (/30 fi’).

El significadointuitivo de estaecuaciónes quela composiciónconcurrenteo paralelade dos
computacionesindependientesdadastiene el mismo efectoque la computaciónsecuencial
cuyascomponentesson las composicionesparalelasdedospasosde las computacionesdadas.

2flonde poruna computaciónentendemosintuitivamenteunacombinaciónposiblementecomplejade com-
posicionesparalelasy secuencialesde transicionesbásicas.

‘Nóteseque usamossiemprenotacióndiagramáticapara denotarla composiciónde morfismos; asípues,
1;g A —* C denotala composiciónde 1 A —* fi seguidode g B — C

4Sin embargo,cuando la estruclurainterna de la computaciónse toma en consideración, imponer tal
funtorialidadpuedesuponerdemasiadasidentificacionesen algunassituaciones.Véasela Sección2.5 parauna
discusión de diferentesaxiomatizacionesalternativas.
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La estructuraresultanteal combinarlas dos operacionesanterioresde composiciónpara-
lela (O) y secuencial(;) de computacioneses unacategoríacon unaestructurade monoide
conmutativo,quellamamosunacategoríade Petri.

Definición 11 [116, 117] Una categoría de Petri es una categoríaC = (S®,R,Oo,81,;,id)
tal que

• el conjuntode objetosSG es un monoideconmutativolibre sobreel conjunto8,

• el conjuntode morfismos R tiene unaestructurade monoideconmutativo(1?, 0, idi)
que no es necesariamentelibre,

• las funcionesde origen y destino0~, 0~ : 1? —. SG sonhomomorfismosde monoides,

• la estructuradeinonoidesobrelos morfismoses compatibleconlaestructuracategórica
en el sentidode que O conservala composicióny las identidades: si a : A —* E,
a’ : A’ —* E’, fi : E — C, fi’:.8’ —* C’, tenemos

(a;/3)O(a’;fi’) = (aOa’);(fiO fi’)
idÁ®B = idA O ida.

Dadasdos categoríasde Petri C y C’, un morfismo de categoríasde Petri es un funtor
que es un homomorfismode monoidesal restringirlotantoaobjetoscomo amorfismos.Esto
determinaunacategoríaCatPetri. O

Es muy importanteobservarque en esta definición usamosel mismo símbolo O para
denotardosestructurasde monoidediferentes:sobrelos objetosy sobrelos morfismos.Esto
no deberíaconfundiren absolutoy de hecholo que -® - denotaes un funtor de C x C en e;
en efecto,éstees precisamenteel significadode las dos ecuaciones.Además,por definición,
estefuntor satisfaceecuacionesde asociatividad,conmutatividade identidad. Por lo tanto,
unacategoríade Petri es justamenteunacategoríaestrictamonoidalestrictamentesimétrica
en la cual el monoidede objetoses libre (véasela Definición 68 en el ApéndiceA).

Nótesetambiénqueel elementoneutropara(R, 0) es idj. La razónparaestoes que, si
1’ denotatal elementoneutro,de las otrasecuacionesse deduceque1’ = idj.

Tenemosun obvio funtor de olvido U : CatPetri —y ~frj que olvida la estructura
categóricay la estructurade monoidesobrelos morfismos. Este funtor tiene un adjunto
aizquierdaT[..] : Petri —* CatPetri que pasamosadescribircondetalle.

Dada unared de Petri 1V = (Oo,01: 2’ —~ SG), la categoríade Petri T[N] se define por
mediode las siguientesreglasde generación:

AES® it:A—*EenN
idÁ:A—.AenTIN] it:A—4EenT[N]

a:A-.E,/3:E-*Cen’T[N

]

a;fi:A—*CenT[N]

(O) a:A—.13,/3:C--*DenT[N

]

a 0/3 : A O C —* E O D en T[N]
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junto conlas siguientesreglasecuacionales:

a:A—*E,/3:E--~C,y:C—*DenT[N

]

a;(/3yy)= (a;/3);y

a:A—BenT[N] a:A—*EenT[N

]

idA; a = a a; ids = a

a : A —* E, /3 : E —* O, a’ : A’ — E’, fi’ : E’ —~ <117’ en T[N

]

(a; /3)0 (a’ fi’) — (a o a’); (/30/3’)

A,E E SG
idA O idB = idA®B

a : A —* E, a’ : A’ —* fl~, ~ : A” .—. E” en T[N

]

a O (a’ o a”) = (a O a’) O a”

a:A-+E,a’:A’---*B’enl[1V] a:A-.EenT[1V

]

aOa’ = a’Oa aOidi = a

Los objetosde T[1V] son los nodosde N, es decir,los elementosdel monoideconmutativo
y los morfismosde T[N] se obtienenapartir de las transiciones2’ de 1V añadiendopara

cadaobjetoA un morfismoidentidadidA y cerrandolibrementeconrespectoalasoperaciones
de composiciónparalela - O - y de composiciónsecuencial___ y despuésimponi~ndolas
ecuacionesanteriores(asociatividade identidadesparaambasoperaciones,funtorialidady
conmutatividadpara - O .3. Las propiedadesde las funcionesde origen y destinoestán
implícitas en la notaciónquehemosusadoparapresentarlas reglas. Denotamospor [a]
A —. E la clasede equivalenciade unaexpresiónde morfismo a : A —* E con respectoa la
relaciónde equivalenciageneradapor las anterioresreglas ecuacionales.

Teorema12 [117] El funtot de olvido U: CatPetri —. Petri que ve unacategoríade Petri
como unared de Petri tiene un adjunto a izquierda7[4 : Petri —~ CatPetri, es decir, la
anteriorconstrucciónde Y[1V] define la categoria de Petri libre generadapor unared de Petri
1V. 0

Comoya hemosdiscutido, el significadointuitivo de la operaciónmonoidal 0 - es com-
posiciónparalela,y naturalmenteel significadode la operacióncategórica~;- es composicion
secuencial.Comolos morfismosgeneradoressonlas transicionesde 1V, alcerrarconrespecto
aestasoperacionesobtenemosla noción generalde computaciónen una red.

Teorema13 Dadaunared de Petri 1V = (Oo,O1 : 2’ —* S®), marcadosM y M’ en 1V, y
multiconjuntosU, U1,..., U,, sobre2’,

1. M 4~. M’ si y sólo si existe A E 5® tal que [U O idA] : Al —* M’ es un morfismo en
‘T[1V].

2. M ~ M’ si y sólosi existenA1,..., A,, E 5® talesque ((L’~ OidÁ1); . . . ; (UkOidAk)]
M —. M’ es un morfismo en T[N].
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3. M ~.“ M’ si y sólo si existeun morfismoM —* M’ en T[1V].

Demostración: Trasla anteriordiscusión,la únicapartequehay queprobares 3Q~=). En
efecto,es unaconsecuenciadirecta,usando2(-~=), del Lema 7 en [117], segúnel cual todo
morfismoM —~ M’ en T[1V] puedeescribirsede la forma

[(UlOidÁJ...;(U,,OidÁk)]:M—*M’

para algunos Aí,...,A,,eS®yUi,..,U,,ET®. O

Los morfismosde la categoríaT[N] proporcionanunanociónabstractade computación
en una red de Petri. La misma computationpuedeteneruna variedadde descripciones
diferentesmásconcretasquese hacenigualespor mediode los axiomasecuacionalesde T[N].
Sinembargo,otrasaxiomatizacionesquepermitendistincionesmásfinasentrecomputaciones
puedendefinirseen el mismoespíritu [36], como se discuteen la Sección2.5.

2.4 Redesde Petri como teorías

La lógicalineal de Girard [49, 50, 51] se presentaexplícitamentecomo unalógica de inter-
acciónconcurrenteen la cual los recursosson limitadosy son consumidosen tales interac-
clones. Estaidea es por supuestomuy semejantea la de redesde Petri, dondelos recursos
se representanmediantemarcasque son consumidaspor las transiciones.Al nivel de teoría
de pruebas,la limitación de recursosse expresamediantela prohibición de las reglasestruc-
turalesde debilitamiento(weakeningo thinning)

Al-E

kC FE

(quepermiteobtenernuevosrecursosde formailimitada) y de contracción

4A 1-E
Al-E

(queeliminade forma arbitrariarecursosduplicados).Así, la conjunciónO de Girardno es
idempotente,es decir,no satisfaceAOA = A. En efecto,si pensamosen un multiconjunto
sobre8 como una“proposiciónconscientede los recursos,” la conjunciónde Girardcorres-
pondeexactamentea la operaciónde unión A OE de dosmulticonjuntos,y las reglaslógicas
parala conjunciónvana reflejar las propiedadesde la composiciónconcurrentede computa-
cionesen redesde Petri. Estacorrespondenciade la conjunciónde Cirard con computación
concurrenteen redesde Petri fue descubiertaprimeropor Asperti [6], quien demostróque
unared de Petri puedeversecomo unateoríade forma que, identificandoproposicionescon
marcados,existeunacorrespondenciaexactaentresecuentesderivablesA l- E y la relación
A ==A E de la Definición 5. Guntery Gehlot tambiénhan desarrolladoesta idea en su
artículo [65] y nosotrosdesarrollamoslas conexionesconla semánticacategóricaen [104].

Una de las cuestionesfundamentalesen teoríade pruebases: “¿Cuándoson dos pruebas
iguales?”. Paralógicaintuicionista,el trabajode Prawitz [132]ha hechocontribucionesde
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gran importanciaa esteproblema. ParaGirard, éstaes también unacuestiónclave en el
contextode lógica lineal. Girardhablade una“geometríade la interacción” [51] parasalvar
distincionessintácticasinnecesariasy llegar a la noción correctade prueba. En el contexto
limitado del fragmentode lógicalineal queusasolamentela conectivade conjunciónO, el
enfoquecategóricode redesde Petri esbozadoen la Sección2.3 proporcionaun marcoalge-
braicoen el cual se puedediscutir deforma naturalla cuestióndeequivalenciaentrepruebas.
Esto clarifica másla relación entreredesde Petri y lógicalineal tratadapor Asperti [6] y
por Guntery Gehlot [65] en términosde la relación de derivabilidad 3—. En efecto, comoel
artículo [36]muestra,distintasnocionesde equivalenciaentrecomputaciones(y consecuente-
menteentrepruebas)sonposibles.Aquí nos limitaremosadiscutir la equivalenciagenerada
por las reglasecuacionalesquedefinenT[1V], y discutiremosbrevementeotrasequivalencias
posiblesen la Sección2.5. Tanto el articulo [36] como el elegantey generalenfoquede la
coherenciarecientementepropuestopor Joyal y Street [76, 77] ponenénfasisen una inter-
pretacióngeométricade los modismosqueparecemuy prometedorade caraal estudiode
nocionesadecuadasde equivalenciaentrepruebas.

Un ejemplosencillo puedeayudara aclararestasideas sobreesta“lógica conscientede
los recursos.” Consideremoslas dos accionesde comprarunamanzanaa pagandoun dólar
$, y de comprarun pastelc pagandotambiénun dólar $. En lógicalineal, podemosexpresar
estasdos accionescomoaxiomas

cmp-a: $I-a cmp-c: $l-c

y entonceslas reglasde la conjunciónO nos permitenderivar el secuente

pero no podemosderivar el secuente$ 1— a Oc, debidoa la ausenciade las reglasde debilita-
mientoy contraccion.

La red de PetridescribiendoestasituaciónapareceenlaFigura2.3, dondenecesitamosdos
marcasen el lugar $ parapoder obtenerunamanzanay un pastelmediantela computación
concurrente

cmp-aOcmp-c:$O$—.aOc.

Naturalmente,las reglasecuacionalesparaT[N] hacenqueestacomputaciónseaequivalente
acomprarprimero la manzanay luegoel pastel,o viceversa,es decir, tenemos:

(cmp-aO 14); (ida O cmp-c)= (ids O crnp-c); (crup-aO idc) = crup-aO cmp-c.

Considerandoun conjunto 8 de proposicionesconstantes,las fórmulas proposicionales
generadaspor 8 usandosólo la conectivade conjunciónO, quese suponeasociativay con-
mutativapero no idempotente,sonexactamentelos elementosdel monoideconmutativolibre
S® de multiconjuntossobre8. Entoncesformalizamoslas anterioresideasintuitivas como
sigue.

Definición 14 Una teoría tensorialo O-teoría 2’ consisteen un conjuntode constantes8 y
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$

cmp-a cmp-c

a e

Figura2.3: Una red de Petrimássimpleparacomprarmanzanasy pasteles.

un conjuntoAz de secuentes5de la formaa : A l- E con A,E E 5® llamadoslos axiomasde
2’.

Dadas0-teorías2’ = (8,Ax) y 2” = (S’, Az’) un niorfismo de 0-teoríasL : 2’ —* 2”
lleva fórmulassobre5 afórmulassobre8’ conservandola operación0, es decir,es un horno-
morfismo de monoidessobrefórmulas, y lleva un secuentea : A 1— E E Ax aun secuente
L(a) : L(A) 1- L(E) E Az’.

Esto define una categoría®-Th con 0-teoríascomo objetosy morfismosde 0-teorías
comomorfismos. O

La correspondenciaentreredesde Petri y O-teorías,como por ejemploentrela red de
Petri en la Figura 2-3 y la 0-teoríacon constantes$, a, c, y con los dos axiomascrup-a y
crup-e, puedehacerseahoraprecisa.

Proposición15 Si 1V es unared de Petri con conjuntode lugares8 y conjuntode transi-
clones T, la 0-teoríaasociadaa 1V estádadapor el conjuntode constantes8 y paracada
it 62’, un axiomait: it 1- r.

Recíprocamente,si 2’ = (8, Az) es una0-teoría,la correspondientered de Petri tiene 8
como conjuntode lugaresy paracadaaxiomaa : A 1— E E Az unatransicióna con a = A
y a = E.

Entonces0-modismosde 0-teoríascorrespondenexactamentea morfismosde redesde
Petri,y tenemosun isomorfismoentrelas categoríasPetri y ®-Th. O

Debidoaesteisomorfismo,usamostambién1V paradenotarla 0-teoríaasociadaala red
de Petri 1V.

Definición 16 Dadauna0-teoría2’ = (S,Ax),unaexpresiónde prueba derivableapartir
de 2’ es un secuentea : A 3- E con A, E E 5G y a generadoinductivamenteapartir de los
axiomasAz y el esquemade axioma

(id) idA : A 3- A

5Nótesequenuestrossecuentesllevanasociadoun nombrea. Estoesimportanteparanuestraformalización
posteriorde pruebas,y haceque la correspondenciaentrepruebasy computacionesen unared de Petri sea
particularmenteclara. De esemodo,el hechode queunaredde Petri puedepasarde un estadoA aun estado
8 por medio de variascomputacionesdiferentesse reflejadirectamenteen el hechode queel secuentelineal
A 1- 8 puedetenerdiferentespruebas.
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por las reglas:
a : A 1- E, fi : E 3- C

(corte) a;fi:A 3-O

a : A 3- E, /3 : 0 1- D
(O) aO/3:AOCI-EOD

La clausura 2’~ de 2’ es la O-teoríacon constantes8 y con axiomasel conjuntode todas
las expresionesde pruebasderivablesapartir de 2’, por lo quehayun morfismode inclusión
obvio 2’ ‘—* T0en 0-72k 5

Es muy importanteobservarque, salvoel ligero cambio en notaciónde a : A —* E a
a : A l- E, las reglasde generaciónde la categoría1(2’] asociadaa 2’ (al verla comored
de Petri) son exactamentelas mismasque las de TO, es decir, empezamoscon los axiomas
(transiciones)y las identidades,y generamostodas las expresionesde pruebasmediante
las reglas (corte), correspondientea la regla (;) en 7[T], y (O), denotadaigual en ambos
casos.Por construcción,expresionesde pruebasen TO y expresionesde morfismosen 7(2’]
son sintácticamenteidénticas. Comoen 7(2’] tales expresionesse identifican mediantelas
reglasecuacionalesde su definición, podemosdefinir unaprueba [a] : A 1- E como la clase
de equivalenciade todaslas expresionesde pruebaa : A 3- E queson identificadas por
esasreglasecuacionales;de estaforma, pruebasy computacionesen redesde Petri se hacen
formalmenteidénticas.

Teorema17 Dadaunared de Petri 1V = (Oo,Oi :2’ —~ SG) y marcadosM,M’ en 1V, existe
un morfismo [a] : M —+ M’ en T[N] si y sólo si existeunaprueba[a] M 3- M’ apartir de
los axiomasde la 0-teoría1V. 0

Finalmente,podemosestablecerla conexiónconla notaciónmásclásicadela Définición 5.

Coralario 18 Dadaunared de Petri 1V = (8o,8~ : 2’ —y SG), marcadosM y M’ en 1V, y
multiconjuntosU, U

1, - - -, U,, sobre2’,

U1. M : M’ si y sólo si existeA E S® tal quehayunaprueba[U ® idA] : M 3- M’ a
partir delos axiomasde la O-teoría1V.

2. M =tA M’ si y sólo si existen A1,...,A,, E SG tales que tenemosuna prueba
[(U1OidA1);...; (U,, O idAk)] : M 1- M’ apartir de los axiomasde laO-teoría1V.

3. M ==~ M’ si y sólo si existeunaprueba[a] : M 3- M’ a partir de los axiomasde la
O-teoría1V. 0

Esteresultadoes llamado “Teoremade Correccióny Completitud” por Guntery Gehlot
en [65, 44]. El lector debenotar queCunter y Gehlot usan unapresentaciónligeramente
diferente;sus secuentesson de la forma A1, ... , 4 1- E con variasfórmulasa la izquierda,y
sin un nombreparael secuente.Además,nuestraregla (O) se separaen dos:

1’,A,E3-C el-A Al-E
(OL) I’,AOBFC (OR) f,=I-AOE
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Aunqueestasdiferenciasno importanmuchoen lo concernienteasecuentesderivables(iden-
tificando la comaen el lado izquierdode los secuentescon la conectivaO) ni tampocoen
lo concernientea los resultadosanterioressobresu relacióncon computacionesen redesde
Petri, si queadquierenimportanciaal tomaren consideraciónla estructurade las pruebas.

En las seccionesposterioresconsideraremostambiénsecuentesde la forma másgeneral
A1,..., A~ 3- E1,..., Dm, pero en estasecciónhemospreferido tratarsecuentesde la forma
a : A 3- E porquecreemosquede estemodolacorrespondenciaentrepruebas,computaciones
y morfismosen la categoríaT[1V] se hacemás claray fácil de entender.

2.5 Otras categorías(monoidales)para redes

En la Sección2.3 hemosasociadoaunared de Petri 1V = (8v, 0~ : 2’ .—* SG)unacategoríade
Petri T[1V], los morfismosde la cual se interpretancomo computacionesen 1V, obtenidasal
cerrarel conjuntode transiciones2’ y computacionesinactivasconrespectoalas operaciones
de composiciónparalela..®...yde composiciónsecuencial-; -, y luegoimponiendoun conjunto
de ecuaciones.Sin embargo,ya hemosseñaladovariasvecesqueesteconjuntode ecuaciones
no estáunívocamentedeterminadoy que se puedenconsiderardiversasvariaciones. Aquí
repasamosalgunasde ellas,siguiendoel trabajopresentadoen [36].

Tresimportantesdescripcionesde las computacionesen redesdePetri sonlas siguientes:

1. Sucesionesde pasosM ~ M’, dondecadaU1 es un multiconjuntode transiciones
no vacío, tal y comose definió en la Definición 5.

2. Sucesionesde ocurrencias,el casoparticular de sucesionesde pasosM ~>“

dondecada fJ1 consisteen unaúnica transición.

3. Procesos,definidoscomomorfismosdesderedesde ocurrencias
6en la red de Petridada.

En la categoríaT[N], usandola ecuaciónde funtorialidad

(a; fi) o (a’; fi’) = (a o a’); (fi O fi’),

todomorfismoa : M —. M’ puededescomponersecomounacomposiciónsecuencial

(itíOidAl);...;(it,,®idA~):M—* U’

conit
1 E 2’ y A1 E 5® (i = 1,..., k), correspondienteala sucesiónde ocurrenciasM ~- M’

[117,Corolario8].
Ahora vamosa definir otrascategorías—relacionadascon T[N] pero diferentes—cuyos

objetosson marcadosen 50 y cuyosmorfismoscorrespondenasucesionesde pasosy proce-
sos. La primera categoría,K[N], representaunanoción de computaciónmásconcretaque

6Una red de ocurrencias es una red de Petri (S,T,E) tal que: (1) para cada 1 E T, el preconjunto 1 y el
postconjunto 1 son conjuntos (por lo tanto, E es una relación), (11) la clausura reflexiva y transitiva de la
relación E es un orden parcial, y (iii) para cada lugar s ES, los conjuntos fi E T¡ F(i, s)} y {i E T F(s, i)}
contienencomo mucho un elemento.
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sucesionesde pasos y procesos. Contieneuna subcategoriade simetrías quepermitenla
permutaciónde marcasen un lugar (éstassonútiles parael tratamientode procesos).Dado
un marcadoM — s”’ O . . ~

8

4k E 5®, unasimetríap: M —~ M se define como un vector
<a

1,..., a~> tal que a~ es unapermutaciónde n~ elementos(i = 1,..., k). Estassimetríasse
dotan de operacionesde composiciónparalelay secuencialy forman unacategoríaestricta
monoidalsimétrica(remitimosal lector al artículo [361paralos detalles).

Los morfismos en /41V] se generana partir de transicionesbásicasy simetrías(éstas
incluyenlasidentidades)cerrandoconrespectoalas operacionesde composiciónparalela ®

y de composiciónsecuencial-; -. Estosmorfismosestánsujetosaecuacionesqueexpresanlas
propiedadesde asociatividade identidadde -; - (es decir, que 141V] es unacategoría),y de
-® - (es decir, que los morfismosforman tambiénun monoide);además,hay dosecuaciones
que involucransimetrías:

1. Las transicionesbásicasson simétricas:Para it : t —~ t y simetríasp : t —. it y
q : it —. it, tenemosp;it; q = t.

2. Un “axioma de coherencia”expresandola propiedadde quelos factorespuedeninter-
cambiarseen unacomposiciónparalela,supuestoquesimetríasapropiadasse compon-
gansecuencialmente:Si a¿ : —+ 1114 (i = 1,..., k) y ir es unapermutaciónde k
elementos,tenemos

p; (ar(í) O.. - Oar(k>) = (ai O... Oa,,); q

dondep y q son simetríasde intercambio definidasen términosde ir (véasede nuevo
[36]paralos detalles).

Nótesequela ecuaciónde funtorialidadpara® se ha omitido,y por lo tanto >41V] no es una
categoríamonoidal.

La categoríaS[N] se obtieneapartirde /41V] al identificar todaslas simetrías,es decir,al
imponerel siguienteaxiomaadicional: si ji : M—. M es unasimetría,entoncesji = idM. Por
el axioma de coherencia,unapresentaciónequivalentede S[N] consisteen omitir del todo
las simetrías(exceptolas ideñtidades)y el axioma de coherencia,y postularen cambio la
conmutatividadde O. El siguienteteoremaque identificasucesionesde pasosy ocurrencias
con ciertos modismosen S[N] se demuestraen [36].

Teorema19 [36] Las siguientesexpresionesson canónicasen S[N], es decir, términosdife-
rentesdenotanmodismosdiferentes(salvoasociatividadde ; y conmutatividadde O):

(idA,®ití); ;(idÁ~Otfl) : AiO it1 —*A~®it

Además,estánen biyeccióncon lassucesionesdeocurrenciasy pasospara1V, respectivamente.
5

En S[N] hay morfismos adicionales,correspondientesa expresionesdonde composiciones
secuencialesy paralelasse mezclande forma máscompleja.
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procesosconmutativos
‘T[N]

conmutatividad funtorialidad
deO deo

procesos sucesionesde
concatenables S[N] ocurrenciasy pasos

funtorialidad conmutatividad
deo deo

K[N]
computacionesen redes

Figura 2.4: Un diamantede categoríasparaunared 1V.

La cuartacategoría,P[N], se obtieneapartir de K[N] imponiendola ecuaciónde funto-
ríalidad

(a; /3)0 (a’; fi’) = (a O a’); (/30/3’).

Éstaconviertea P[1V] en una categoríaestrictamonoidal simétrica,si bien no es la tal
categoríalibre generadapor la red de Petri N, ya que satisfaceecuacionesadicionales.Un
resultadoimportanteen [36] es que los morfismosen P[N] coincidencon un refinamientode
procesosllamadosprocesosconcatenables.Estosse obtienenapartir de los procesosusuales
al imponerun orden total en aquelloslugaresminimales(u “orígenes”)de un procesoqueson
instanciasdel mismolugar, y un ordensimilarparaloslugaresmaximales(o “destinos”);esto
permite,por un lado,la definición de unanoción generalnuevade composiciónsecuencialde
procesos,y por otra parte,unaaxiomatizacióncompletamentealgebraicade procesos.

Finalmente,la categoríaT[N] puedeobtenerseo bien añadiendola ecuacióndefuntoria-
lidad a S[N], o bien añadiendola identificaciónde simetríasa P[1V]. En [36] se demuestra
quelos morfismosde T[1V] coincidencon los procesosconmutativosdefinidospor Besty De-
villers [16]; éstosconstituyenel menosabstractomodelode computaciónquees másabstracto
quesucesionesde ocurrenciasy que procesos.Una forma equivalentede decir estoes que el
diagramaen forma de diamanteen la Figura2.4, que resumeestadiscusión,es unasuma
fibrada (pushout)de categoríascon estructuraalgebraicadadapor la operación0.

Pasamosa discutir ahora el trabajo de Gehlot y Gunter sobre “reducción de cortes”
[65, 44] y su relaciónconlas categoríasanteriores,establecidaen [45, 44].

La lógica lineal poseela propiedadde eliminacióndel corte, es decir,cualquiersecuente
que se puedeprobarusandoel axiomade identidad,la reglade cortey las restantesreglas
lógicas,puedeprobarsetambiénsin usarla reglade corte [49]. Sin embargo,en presenciade
axiomasextra-lógicos,como por ejemplo los correspondientesa las transicionesde unared
de Petri, la propiedadde eliminacióndel corteobviamentese pierde. No obstante,es aún
posible“reducir” a un mínimo el uso de la reglade corte en las pruebas. Además,como
hemosvisto en la Sección2.4, la reglade cortecorrespondea la composiciónsecuencialde
computaciones;por lo tanto,desdeun punto de vista computacional,la eliminacióndel uso
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de la reglade cortecorrespondea la eliminaciónde secuencializacionesinnecesariasen una
computación,es decir, a maximizarla concurrencia. Estaes la idea básicadesarrolladaen
el trabajo de Guntery Gehlot. Ellos dan unacolección de reglasde reducciónde la forma
II *~,,. II’ dondeII y II’ denotanpruebasdel mismosecuenter l- A, que, al aplicarlasauna
pruebade un secuente,producenunapruebadel mismo secuenteque es intuitivamentemás
concurrente.Estaintuición sobrela correspondenciaentrereduccióndelcortey maximización
de la concurrenciase formalizamedianteunasemánticade pruebasentérminosde conjuntos
parcialmenteordenados,en la que las dependenciassecuencialesintroducidaspor el uso de
la reglade cortese hacenexplicitas (véase[44] paralos detalles).

El principal resultadosobrela relaciónde reducción =~,. es quees normailzante:dada
unapruebaII de un secuenter 1— A, hay unasucesiónde reduccionesII =4,. II’ tal que II’ es
normal con respectoa !=~,..

Hemosobservadoen la Sección2.4 quehay unaestrechaconexiónentre las reglas del
fragmentotensorialde lógicalineal y las reglasquegeneranla categoríaT[N], asícomootras
categoríasK[AT], P[1V] y S[1V] descritasmásarriba. El conjuntode ecuacionesimpuestoen
cadacasoparadefinir la respectivacategoríainduceunaequivalenciaentrepruebasquepuede
asimismoexpresarsedirectamentemedianteecuacionesentrepruebasde la forma fi =¿ II’,
dondeII y II’ denotanpruebasdel mismosecuenterl- A y E E {K,P,S,fl. Esteúltimo es
el puntode vistaconsideradoen [44, 45]?. La relaciónde reducción!=~,,. induceunarelación
de reducción=~¿ sobreclasesde E-equivalenciade pruebas.El siguienteteoremaenumera
algunaspropiedadesimportantesque estasrelacionesde reducciónsatisfacen.

Teorema20 [44]

1. Las equivalencias=,z y =s son correctascon respectoa la semánticade conjuntos
parcialmenteordenadosmencionadaantes.

2. La relaciónde reducción=~s es fuertementenormalizante,pero no Church-Rosser.

3. La relaciónde reducción*p~ es fuertementenormalizantey Church-Rosser.

4. La relación de reducción *~,. respeta=p (y por lo tanto también ir): si 11*<,,. II’,
entoncesexisteII” tal que II = II” y II’ =p fi”.

5. La relaciónde reducción*> respeta=p. (Éstees un corolariodelapropiedadanterior.)

6. En cadaclasede P-equivalenciaexisteunaúnicaclasedeK-equivalenciaque es normal
conrespectoa *> (“único representantede procesos”en la terminologíade [45, 44])8.

o

Con esto acabamosnuestradiscusióndetalladade la conectiva O de la lógica lineal y
de su relación con el punto de vista de “redes de Petri como monoides” desarrolladoen
[116, 117, 36]. En las siguientesseccionesvamosa ver las restantesconectivasde la lógica
lineal y discutimossu posibleinterpretacióncomputacional.

7Hablando estrictamente, hay una pequeñadiferenciarelativa a la distinción entre comay tensor en el lado
izquierdo de los secuentes.

8Este resultado se afirmaba equivocadamenteen [45] para 1 y Sen vez de 7’ y PC, respectivamente.



Capitulo 2. De las redesde Petri a la lógica lineal 45

2.6 Implicación lineal y estadoscondicionales

Hastaahora hemosestudiadoel fragmento de lógica lineal consistenteen el esquemade
axioma (id) A 3- A, la regla(corte), cuyaforma general9es

1%-A A,I”l-E
r,P’l-E

y sólola conectivalógica0 cuyasreglassepuedengeneralizara

I?AE3-C FHA 1”I—E

(OL) r,Á¿E¡-c (01?) F,r’3-A®E
Hemosvisto quelas categoríasmonoidalessimétricasproporcionanunasemánticamuy

generalparaestefragmento,y que sus pruebasestánestrechamenterelacionadascon com-
putacionesen redesde Petri. Antes hemossupuestoque la conectiva O era asociativay
conmutativapero no hayningún problemaen generalizarestesupuestoaunaregla

paratodapermutacióna de n elementos

en cuyo casoalgunasidentidadesse relajana isomorfismos.De estaforma, en vez de consi-
derarcategoríasestrictasmonoidalesestrictamentesimétricas,podemosdar unasemántica
en términosde categoríasmonoidalessimétricasen general.

Por supuesto,lógicalineal es muchomásrica queesteminúsculofragmento.Una de sus
conectivasmásinteresanteses la implicaciónlineal —o, caracterizadapor las reglas

FI-A r’,E3-C (oR) I’,A3-E
(-eL) P,F’,A—oE 3- C FI- A-cE’

que son enteramenteanálogasa las reglasparala conectivade implicaciónen lógicaclásica
e intuicionista.

Desdeun punto de vistacategórico,la regla (—eR) indica la existenciade un morfismo
fi : 0 —* A—cE paracada morfismo f : O O A —* E. Y, particularizandolas premisas
de la regla (—eL) a identidadesA 3- A y E 1- E, su conclusiónsugierela existenciade un
morfismo de evaluación6AB : (A—cE)O A —* E. Estas ideas motivan el marcode las
categoríasmonoidalessimétricascerradas(véasela Sección A.1 del ApéndiceA) como la
semánticaadecuadaparaestefragmento;éstaes unasimple generalizacióndel hecho bien
conocidode que las categoríascartesianascerradasconstituyenla semánticaadecuadapara
lógicaintuicionistapreposicional.

Ahora, pasandoa la terceraparte de nuestracorrespondenciatriangular, la pregunta
que se planteaes: ¿Cuál es la interpretacióncomputacionalde la implicación lineal? En
principio, en teoría de redes de Petri no hay nada que correspondadirectamentea esta
conectiva.Por lo tanto, la categoríaT[N] (o cualquierade las posiblesvariacionesdiscutidas
en laSección2.5) no contieneningúnobjeto correspondientea implicaciones,y naturalmente
no es una categoríacerrada.Paraobtenerunaextensiónde T[N] aunacategoríacon una
estructuracerradapodemosconsiderarla siguientesituación.

‘En las discusionesque siguen vamos a considerar secuentessin nombres asociados.
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Tenemosun funtor de olvido obvio CMonCat —* MonCat de la categoríade categorías
monoidalessimétricascerradasen la categoríade categoríasmonoidalessimétricas (estas
categoríasse definen en la Sección A.1 del Apéndice A). Por resultadosgeneralessobre
teoríasesencialmentealgebraicas(véasepor ejemplo [13, Teorema4.4.1]), estefuntor tiene
un adjuntoa izquierda

M[-] : MonCat —* CMonCat

quelleva unacategoríamonoidalsimétricaC ala categoríamonoidal simétricacerradalibre
M[C] generadapor C. Una forma máselementaly explícitade construir estacategoría,sin
tener que recurrir a ningún resultadogeneral,es considerarla construccióndadapor las
reglasen el ApéndiceC, excepto las reglas de productosfinitos y del objeto dualizante,y
sustituir en todas partes V[C] por M[C]. Los objetosde M[C] estángeneradoslibremente
por los de C cerrandocon respectoa las operaciones® y —o; y los morfismosde M[C] se
obtienenapartir de los de C y familiasde morfismos id,a,a1, e,e,C~,ecerrandolibremente
con respectoa las operaciones-; -, - O -, (4~ e imponiendosobreellos las ecuacionesque
una categoríanecesitasatisfacerparaseruna categoríamonoidalsimétricacerrada(véase
tambiénla explicaciónen la Sección3.3).

Usandoel funtor M[] podemosconsiderarla categoríamonoidalsimétricacerradalibre
Q[N] = M[T[N]] generadapor Y[1V] (y similarmente,la categoríaM[P[N]] generadapor
P[N]). La categoríaC[1V] contienetodoslosobjetosy morfismosde T[N]—correspondientes
amarcadosy computacionesde la red 1V—asícomo nuevosobjetosy morfismosadicionales
proporcionadospor la estructurasuplementaria.Estosnuevosobjetosy morfismosno tienen
equivalentes“reales” comoestadoso procesosen la red, y por lo tanto,podemospensaren
ellos como estadosy procesosidealeso gedankenquepuedenser útiles parapropósitosde
especificacióno razonamiento.En [103]propusimosinterpretarun estadodela forma A—cE
como un estado condicional con el significado “si los recursosA estuvierandisponibles,
entoncesla computaciónpodría seguir al estadoE.” Esta idea ha sido continuadapor
Asperti, Ferrari y Gorrieri en suartículo [7].

Consideremosde nuevola red de la Figura 2.1, cuyos axiomas como teoría tensorial
incluyen la siguientetransición (vamosa identificar secuentesderivables,computacionesy
morfismosen Q[N], generalizandolos resultadosdel Teorema13 y Corolario 18):

cmp-c: qO$l-c,

con el significadointuitivo de quecon un dólar y un cuarto se puedecomprarun pastel,
y consideremosel marcadoq consistenteúnicamenteen un cuarto. Siguiendola definición
usual de disparoy paso de unacomputación(Definición 5), no puedesucedernadaen este
estado,ya quecadatransiciónnecesitarecursosquepor el momentono estándisponibles;
por ejemplo,el disparode la transición crnp-a’ necesitatrescuartosparaser dispuesto,y el
disparode la transicióncmp-anecesitaun cuartoy un dólar. Sin embargo,usandola regla
(—eR), apartir del anterioraxiomapodemosderivarel secuente

q l- $—oc,

correspondientea una transiciónderivadacuyo disparo sí es dispuestoen el estado repre-
sentadopor el marcadoq. El disparode estacomputaciónresultaen un estadocondicional
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$—oc. Talesestadossonllamadosinconclusosen [7],siguiendola idea de queaunquealgunos
recursosse hanconsumido,aún son necesariosotros recursos($ en esteejemploparticular)
para que la transiciónbásicacmp-c puedacompletarsedel todo mediantela computación
($—oc)O $ —* c, correspondienteaun morfismo de evaluaciónc~.

Estosnuevosestadosinconclusos,junto con sus computacionesasociadas,permitenla
observaciónde computacionesa un nivel más bajo de atomicidad,dondecualquiermarca
puedeserconsumidaindependientementede ladisponibilidadde otrasmarcasparacompletar
unatransiciónbásica. Por ejemplo,en la mismasituaciónqueantes,la marcaen el lugar ej

puedeasimismoser consumidapor la transicióncrnp-a’, dandolugar aun estadoinconcluso
q2—oa, con el significadointuitivo de quesi yo tuviera dos cuartosmás, entoncespodría
comprarunamanzana.

Comohemosmencionadoarriba,cuandolos recursosrestantesestándisponibles,la tran-
sición básicapuedecompletarse;sin embargo,tambiénpuededarseahoraunasituaciónde
puntomuerto. Consideremospor ejemploun marcadoej3 en la red de la Figura2.1; en este
estado,el disparode la transiciónbásicacrnp-a’ estádispuesto,y tal disparodaríalugar al
marcadoa. Supongamosen cambioque sólo se usandescuartos,resultandoen el estado
inconclusoej o (ej—ea);en estasituación,la transiciónbásicacmp-a’ podríaaún completarse,
pero supongamosen cambioque el cuarto restantees consumidopor la transición crnp-c
dandoun estado($—oc) o (q—ea),en el que ambastransicionesbásicasestánincompletas,y
ademáshan llegadoa un puntomuertoya queno haymásrecursosdisponibles.Los autores
de [7] dan un interesanteejemplode punto muertousandoel famosoejemplode la cenade
los filósofos [37].

El principal resultadode [7] es un resultadode conservatividad,demostradomedianteun
procedimientode eliminaciónde cortes,quepodemosenunciarcomosigue:

Teorema21 [7] Si A
1,.. .,A,,,E son fórmulas usandosólo la conectiva0, y el secuente

A1, ... , A,, 3- E es derivablea partir de unateoríatensorial2’ usando(corte) y las reglas
paraOy —e, entoncesestesecuentese puedederivarasimismoapartirde 2’ mediante(corte)
y las reglasparaO- Además,ambasderivacionestienen la mismasemánticacategórica,es
decir,describenel mismoproceso.O

Como consecuenciade esteresultado,parauna red (Oo,0~ : 2’ —* SG), la relación de
alcanzabilidad=t0 sobreSG no cambiaconlageneralizacióndel juegode marcassegúnlas
ideasdesarrolladasantes.

2.7 Las conectivasaditivas y elección

Entrelas presentacionesusualesdel cálculode secuentesparalógicaintuicionista,diferentes
autoresusandosreglasdiferentesparala conjunciónA, unaen lacual el contextose reparte
entrelas dos premisasy otra en la queel contextoes compartidopor ambaspremisas:

FI-A r’3-B rl-A 14-E
1’,l”3-AAE I’I-AAE

Usandolas reglasestructuralesde debilitamientoy contracción,es muy fácil demostrarque
estasdosreglasson equivalentes.Sin embargo,unadelas característicasmásimportantesde
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la lógica lineal es precisamentela ausenciade talesreglas estructurales,y por lo tanto esas
dos reglasno son equivalentesen lógica lineal. Por estarazón,la conjunciónA se separaen
dos conectivasdiferentes. Ya hemosestudiadola cone¿tiva“multiplicativa” O introducida
por las reglas

I’,A,BI-C FI-A I”F-E
(OL) (01?) r,rI-AOB

La otra conectivaes la conjunción“aditiva” & (pronunciadacon) introducidapor las reglas

F A1I-C l’I-A 173-E

(&Li) F,A1&A2 3-0 (i = 1,2) (&R) FI- A&E
De la mismaforma,la disyuncióny se separaen una“aditiva” e (pronunciadamás)con

reglas
F,AI—C F,EI-C FI-AL

(eL) F,AeEI-C (SRi) F3-A15A2 (i= 1,2),

y una“multiplicativa” ~?(pronunciadapar), cuyasreglascorrespondientesson

F,A3-A l7’,B 3-A’ ~2s’R\ FI-A,E,A

Estaes la primeravez quehemosusadosecuentesconunalistade fórmulasenel ladoderecho,
donde,como la regla (YR) sugiere,la comase interpretacomola conectiva~, de la misma
forma quela comaen el ladoizquierdose interprétacomola conectivaO debido a la regla
(OL). Todaslas reglasanterioresse generalizanfácilmenteaestaclasede presentación;por
ejemplo,la regla(—eL) se convierteen

FI-A,/X F’,EI-A

’

1% 17’, A—oE3- A’,A

(véasela Sección3.2).
Las conectivas2? y e son dualesde O y &, respectivamente,en el sentidode quea través

de la negaciónse relacionanmedianteleyesde de Morgan, de formacompletamenteanáloga
ala dualidadentreA y y en lógicaclásica;por ejemplo,(A2?E)’ — A-’- OE’.

El lector puedeconvencersefácilmentede quela interpretacióncategóricanaturalde las
conectivas& y e viene dadapor productosy coproductos,respectivamente.

Discutiremosmásla negacióny 2? en la siguienteseccióny susemánticacategóricaen la
Sección3.1, y dedicamosel restode estasecciónamostrarla interpretacióncomputacional
de las conectivasaditivas& y e-

Volvamos de nuevoa la trivial red de Petride la Figura 2.3, con axiomas

crnp-a: $3-a cmp-c: $I-c.

Intuitivamente,estosaxiomasdicen quecon un dólar se puedecomprarunamanzanay que
tambiéncon un dólar se puedecomprar un pastel. Hemosvisto cómo podemosderivar el
secuente

so$ 3- a Oc,
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con el significado de quecon dos dólaresse puedecomprarla manzanay el pastel,pero no
el secuente$ 3- a O e, queindicala posibilidadde comprarambascosascon un único dólar.

Ahorabien, usandola regla(&R) podemosderivar apartirde los axiomascmp-a y cmp-c
el secuente

$I-a&c.

Una atractivainterpretaciónde estesecuentees que indica la posibilidadde una elección
entrecomprar la manzanao comprarel pastel,pero no ambos. Además,estaelección es
externaen el sentidode queen esteejemplo es el usuariode la máquinavendedoraquien
tomala decisión. Por otra parte,la regla(eR) permitela derivacióndel secuente

$ 1— a e c3.

Estesecuentepuedeinterpretarseasimismocomola posibilidadde elegir entreunamanzana
y trespasteles,pero ahorala elecciónes interna en el sentidode que la máquina“decide”
mientrasque el usuariono puedetomarningunadecisión;en esteejemplo trivial, es fácil ver
queel usuariosiemprerecibirála manzana,y nuncalos trespasteles.Estasinterpretaciones
intuitivas de estasconectivasde la lógica lineal ya fueron propuestaspor Girard en [51], y
tambiénaparecenen [65, 103].

Estasposibilidadesde elecciónno estánpresentesexplícitamenteen el habitualjuegode
marcasen redesde Petri,si bienaparecenen otrosmodelosde concurrenciacomopor ejemplo
ellenguajeCSP[70]. Podríamosseguiraquíel caminotomadoenla Sección2.6, considerando
la categoríacon productosy coproductoslibre generadapor T[N], e identificandosus mor-
fismos con computacionesgeneralizadassobrela red 1V que incluyen las posibilidadesde
eleccióndiscutidasarriba,correspondientesapruebasen el fragmentodelógicalineal con las
conectivas& y 5. Sin embargo,en vez de dar los detallesde estaconstrucciónlibre’0, vamos
aexaminaraquí los interesantesresultadosobtenidosrecientementepor Lincoln, Mitchell,
Scedrovy Shankaren [97], dondeel modelo de computacióncambiade redesde Petri auna
clasede máquinascon dos contadores,obteniendounabuenarelaciónentrecomputaciones
en estasmáquinasy el fragmentode lógicalineal que incluye las conectivasO y 5. Lo que
sigue es un resumende las Secciones3.4—3.6 de [97], con algunospequeñoscambiosen la
notación.

Lincoln, Mitchell, Scedrovy Shankar[97] usanmáquinasnodeterministicasconA-ramifi-
cacióny dos contadores,pero sin test de cero. Estas máquinassustituyenunatransición
explícita de test de cero por transicionesde “bifurcación”; unainstrucciónde “bifurcación”
(Q~ Bifurcar Q,Q,~) permitequeunamáquinaen estadoQ~ continúelacomputacióndesde
ambosestadosQj y Q,,, cadacomputaciónconlos valoresactualesen los contadores.

Una Máquina con A-Ramificacióny Dos Contadoressin Test de Cero, abreviadopor
ACM, 1V consisteen un conjuntofinito Q de estados,un conjuntofinito T de transicionesde
la forma descritaacontinuación,y un estadofinal distinguidoQF.

Una descripcióninstantánea,o ID, de unaACM 1V es unalista finita de triples <Q~, A, E>,
dondeQ1 E Q, y A y E son númerosnaturalescorrespondientesa los dos contadoresde la
máquina.Una íD correspondeintuitivamenteaun estadodistribuidode la máquina.Una ID

“‘Animamos al lector interesadoa que desarrolle él mismo la construcción de esacategoría libre usandolas
técnicasdel Apéndice O.



50 Parte 1. Lógica Lineal

aceptantees unaID cuyoselementosson todosinstanciasdel triple aceptante<QF, 0,0>. Por
ejemplo,{<QF, 0,0>,<QF, 0,0>,<QF, 0,0>1esunaID aceptante.Porúltimo, unaACM 1V acepta
una ID s si y sólo si existealgunacomputaciónde s en una ID aceptante.Intuitivamente,
unacomputaciónde una ACM es unaclasede computaciónparalelaque terminacon éxito
sólo cuandotodassus ramasde computaciónconcurrentesterminancon éxito, o sea,cada
A-rama terminaen el estadoQF con amboscontadorespuestosa cero,alcanzandode esta
forma el triple aceptante.

Las transicionesen 2’ puedentenerlas siguientesformas:

(Q~ Incrementar A Q~) pasandode

(Q~ Incrementar E Q~) pasandode

(Q~ Decrementar A Q~) pasandode

(Q~ Decrementar E Q~) pasandode

(Q~ Bifurcar Q5,Qk) pasandode

<Q1,A,E>

<Q1,A+ 1,E>

<Q1,A,E+ 1>

a <Q5,A+l,E>

a <Q5,A,E+1>

a

a

a (<Qs, .4, E>, <Qk, A, E>)

dondeQI,Q5, y Qk son estadosen Q, y Q~ # Gr.
Las instruccionesDecrementarsólo puedenejecutarsecuandoel contadorcorrespon-

dienteesdiferentedecero,mientrasquelas otrasinstruccionessepuedenejecutaren cualquier
momento.

La {O, e}-teoría asociadaa una ACM se define como sigue. Primero, dadauna ACM

1V = <Q,T,Qr>, el conjuntode constantesno lógicases {qi ¡ Ql E Q} U {a,b}; entonces,los
axiomascorrespondientesalas transicionesen 2’ son

(Q~ Incrementar A Q) ~*

(Q~ Incrementar E Q) :

:

q, 3- q5 Oa

ql 3- q~j Ob

(Ql Decrementar A Qfl F* q~, al- ejj

(Ql Decrementar E QD
(Q~ Bifurcar Qs,Qk) u

:

ql,b 3- qj

q~ 3- qg 5

El secuentecorrespondienteaun triple <Q~,n,m>de unaACM se define por

0(<Ql, it, m>) = q~, a”, 6”’ 1— qp.

Con ésto,los autoresde [97] pruebanel siguienteinteresanteteorema.

Teorema22 [97] Una ACM 1V aceptauna ID s si y sólo si paratodo elementoE en .s, el
secuente0(E) es derivableapartir de la teoríaasociadaaN. O

Estacorrespondenciaentreteoríasy máquinases usadaparaprobarel siguienteimpor-
tante resultadode indecidibilidad.

Teorema23 [97] El problemade derivabilidadparalógicalinealproposicional(intuicionista)
es reciírsivamenteindecidible. O
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Otros resultadosimportantesen [97] sonla indecidibilidad de variosfragmentosde lógica
lineal no conmutativa(esdecir, la conectivaO no es conmutativa),y la PsPAcE-completitud
del fragmentoconsistenteen las conectivas multiplicativas y aditivas sin axiomas extra-
lógicos.

Terminamosestaseccióncon el ejemplosiguiente,tomadode [97], queilustra la corres-
pondenciaentre computacionesde una ACM y pruebasen el fragmento{O, ej de la lógica
lineal.

Ejemplo 24 [97] ConsideremoslaACM dadapor el conjuntodeestados{Qí, Q2, Qa,Z~, Qr}
y las transicionesen la primeracolumnade la tablasiguiente.La segundacolumnamuestra
la {®, 5}-teoria asociadaaestaACM.

Transiciones Axiomas

Si = (Q~ IncrementarA GO q1 E q~ Oa

62 = (Qa flecrementarA QF) qa,a 3- qF

63 = (Q2BifurcarZa,Qa) q2I-z~Sqa

64 = (Za DecrementarA Za) ZB,O 3- Z~

4 = (Za BifurcarQr,QF) z~I-q~$q~

Una posiblecomputaciónde estaACM vienedadapor la sucesiónde transiciones

{<Qí, 0,0>1 ±. {<Q2, 1,0>1 ~.§. {<Za, 1,0>, <Qa,1,08 -~-~ {<Za, 0,0>,<Q~, 1,0>1 -.4

Esta computaciónempiezaen el estado Qx, incrementael contadorA (6~) y pasaa
Q 2~ Entoncesse “bifurca” en dos computacionesseparadas(6~), unaque compruebaque el
contadorE estáacero,y la otra que pasaa Q~. Comoel contadorE estáen efectopuesto
acero,esaramade la computacióndecrementael contadorA acero (64), y saltaal estado
final QF (65). La otra ramade estacomputacióndecrementaA y se muevedel estadoQ~ a
Gr (62). Así pues,todaslas ramasterminanen Gr con amboscontadorespuestosa cero,y
la ID {<Qí,0,0>1 es por lo tantoaceptadapor estaACM.

La derivacióndel secuenteq~ 1- gp correspondienteala computacióndearribaapareceen
las Figuras2.5 y 2-6. En la primerafigura tenemosla subderivacióndel secuentez~,a I- gp

quedebesustituirsepor los puntos: en lasegundafigura de caraaobtenerla derivacióncom-
pleta. Paraunadiscusiónmásdetalladade esteejemplo,remitimosal lector a la Sección3.6
de [97]. 0

2.8 Lógica lineal cancelativa

La lógicalineal incluye entresusconectivasla negación,denotada(.)I, que es “clásica” en
el sentidode quesatisfacela ley dela doblenegaciónA” ~ A. Además,hayunaconstante
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íd íd
qF

3-qF qFI-qr~~
ZB 3-q~5q»5 qr®qrl-qr’ corte

64
ZB,UI-ZB z~3-qp

ZB,a F- qp

Figura2.5: Un fragmentode la derivación.

• íd

- q
3,a 3- q»’ qF r

ZB,a
3-qF q~,aI-q~ eL

q2 I-z~E3q~ z~5qa,al-q~ orte

q
2,aI- gp

qlI-q2®a q~®a3-qF corte

q~ 3- gp

Figura2.6: Una derivacióncorrespondienteaunacomputación.

de “falsedad” 1 tal que la negación(<Y’- es equivalentea .,—oi. Las reglasparala negación
incluyen los axiomas A 3- A”, A” 3- A y la regla

17,A 3- E,A

r,E’ 1- A’,A

Usandoaxiomasqueaquíomitimosperoaparecenen la Sección3.2, es fácil ver queestaregla
es equivalenteal par de reglas

r,AI-A FF-E,A

rF-A’,A 17,E’I-=

Nuestrapresentaciónaquí es algo diferentede la de [49] y otrosartículossobrelógicalineal,
dondela negaciónestá integradaen la sintaxis de las fórmulas y se consideransecuentes
unilateralesde la forma 3- A. Comoen el artículode Seely [143],preferimosusarsecuentes
normales de la forma F 3- A porquese adaptanmejoraun tratamientocategóricodel tema.

La semánticacategóricade la negaciónen lógica lineal se caracterizapor la noción de
categoríacon un objetodualizante,queestudiamosdetalladamenteen el Capítulo3. Esencial-
mente,unacategoríacon un objeto dualizantees unacategoríamonoidalsimétricacerrada
C junto con un objeto especial1 tal quepara todo objeto A en C existe un isomorfismo
canonicoA (A—oI)--oI, correspondiente a la ley de doble negación. En tal categoría la
conectiva2? es interpretadapor el funtor A2?R — (A’OE’)’, donde(.~)±denota.—oi (véase
la Proposición31); el objetodualizante1 es entoncesla unidad de 2? dela mismaforma que
1 es la unidad de O. Una categoríalineal se define como una categoría con un objeto duali-
zante y productos(coproductosexistenentoncesautomáticamente;véasela Proposición32)
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Figura2.7: Otra red de Petri paracomprarmanzanasy pasteles.

y proporcionael marcocategóricoadecuadoparala semánticade la lógicalineal tal y como
veremosen la Sección3.2. Esteesun refinamientode la definiciónoriginal de categoríalineal
dadapor Seely [143].

Tenemosun funtor deolvido y LinCat —* MonCatde lacategoríade categoríaslineales
en la categoríade categoríasmonoidalessimétricas,quetieneun adjunto aizquierda

74..] : MonCat —. LinCat

llevandounacategoríamonoidalsimétricaO ala categoríalineal libre V[C] generadapor O
(Teorema50). La construcciónde estacategoríaestádadapor las reglasen el ApéndiceC y
se explicaen la Sección3.3.

Dadaunared de Petri N, extendiendolas ideasen la Sección2.6, consideramosla cate-
goríalineal libre £[N] = V[T[1V]] generadapor T[N], y observamossus objetosy morfismos
como estadosy procesosidealeso gedanken,respectivamente,que no tienenun equivalente
“real” en el habitual juego de marcas en 1V, pero puedenutilizarse para expresarotras
propiedadesde unared. En la Sección2.6 hemosvisto la interpretaciónde A-eE comoes-
tadosinconclusos,y en laSección2.7hemosinterpretadolas conectivasaditivas& y 5 como
elecciónexternae interna, respectivamente.En [103]propusimosinterpretarla negaciónlin-
eal (..)±comounadeudademarcaso recursos,y 2? comoacumulaciónde deudas,dela misma
forma que ® se interpretacomo acumulaciónde recursos.Sin embargo,la interacciónentre
recursosy deudasse complica, asícomoestesignificadointuitivo de ® o 2? cuandoambosse
mezclan.

Examinemosun ejemplo. La red de Petri en la Figura2.7 representaotra máquinapara
comprarpastelesy manzanas;un pastelcuestaun dólar y unamanzanatrescuartos.Debido
aun diseñodesafortunado,la máquinasólo aceptadólares,y devuelveun cuartocuandoel
usuariocompraunamanzana;paraaliviar en parteesteproblema,la máquinacambiacuatro
cuartosen un dólar.

La O-teoríaasociadaaestared constade los siguientesaxiomas

cmp-c:$I-c cmp-a:$F-a®q carnbio:q4I-$.

Consideremos un usuario que quierecomprarunamanzanapero sólo tiene trescuartos.
Como la categoría£[N] representa todas las computaciones de la máquina junto con las
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másgeneralescomputaciones“ideales,” el usuariopuederealizarun Cedankenexperimenten
141V] para ver cómo podríaconseguirunamanzanacon sus trescuartos.Usandola idea de
las deudas, podría tomar prestado un cuarto, creando simultáneamente la correspondiente
deuda;estoquedareflejadoen £[1Vj en la existenciade un morfismo 1 —~ q2?ej’. Entonces
podría cambiar los cuatro cuartos en un dólar, comprar una manzana, y cancelar la deuda
con el cuarto devuelto;esteúltimo pasoquedareflejado en el morfismo ej O ej1 —~ 1, dual
del anterior. Si intentamoshaceresto en £[N], podemos tratar de reaiizar la siguiente
composicion:

3 3q —~ ej 01 —~ q30(q2?q’) —y (q3®q)2?q’ —~ $2?q’ —*

9

—. (aOq)2?q~ -Z* a2?(qoq’) —~ a2?.L —4 a

Todo funcionabien, exceptoel morfismo señaladocon ? porque simplemente no existe en
141V]. Obsérveseque esteproblemaestárelacionadoconla reorganizaciónde los recursosy
las deudas;apartede eso,la deudasemantienehastaqueuno consiguelos recursosnecesarios
paracancelarla.Otro problemarelacionadoes la asimetríaentre1 —y q2?q’ y ej o ej1 —~ 1;

en el primerola ausenciade recursosy deudasse indicacon1, y la composiciónde un recurso
con la deudacorrespondientese representacon 2?, mientrasqueen el segundose representan
con .1 y 0, respectivamente.

El problemaes queen la lógicalineal usual,comoO y 2? son conectivasdiferentes,la idea
de cancelaruna deuda no puedellevarsea caboen general. Podríamoshaberprevistoesto
desdeel principio, ya que el usuariono puedeconseguirla manzanaen la máquinaoriginal,
cuyascomputacionescorrespondenadeduccionesenel fragmentoO, y laextensiónala lógica
lineal completaes conservativasobreestefragmento[7, 8].

Nuestrasoluciónaesteproblemaes muy simple. Bastaidentificar las conectivasO y 2? y
sus respectivasunidades1 y .1. Entoncesla asimetríaquehemosseñaladoarribadesaparece
y la reorganizaciónde recursoses simplementeasociatividadde O. La computaciónque nos
interesabase convierteen (olvidandomorfismosde asociatividad)

(f) q3—*q3®I——*q3OqOq’-—.$Oq’ —*aOq®q’ —*aOI—--a.

Llamamos lógica lineal cancelativaa la lógica lineal junto con las identificaciones1 =

.1, 0 = 2?. Las reglasparaesta lógica pueden obtenerse a partir de las reglas usuales de la
lógica lineal sustituyendo 1 por 1 y O por 2? en las reglascorrespondientes.En particular,las
dos reglas que resultan al hacer esta sustitución en las reglas (01?)y (2?L) son equivalentes
a la regla

FI-A F’3-&

r r’

llamada (mix) por Girard en [49, 51]. Estaregladice que O es más fuerte que 2?, lo cual es
cierto en Gobi,la categoríalineal deespacioscoherentes(véaseel Ejemplo34); sin embargo,
probaremos mas adelante en el Ejemplo 55 que (~f4 no es un modelo de la lógica lineal
cancelativa.

Los modeloscategóricosde lógicalineal cancelativason categoríaslinealesconisomorfis-
mosnaturales(AORV- ~ A’®B’ y 1 1 que hacenlas estructurasmonoidalessimétricas
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O y 2? isomorfas. Por lo tanto,constituyenunaclasede modelosaxiomatizableecuacional-
mente que llamamos categoríaslineales cancelativasy que estudiamosen la Sección 3.6.
Robert Seely nos ha señalado que estas categorías ya aparecen en el libro de Barr [9], donde
se las denomina compactas.

Usando resultados generales sobre teorías esencialmente algebraicas ([13, Teorema 4.4.1]
por ejemplo), o añadiendo simplemente reglas apropiadas a las del Apéndice C, tenemos un
adjunto a izquierda

LinCat —.÷ CLinCat

del funtor de olvido CLinCat —* LinCat, donde CLinCat denotala categoríade categorías
linealescancelativasy funtoresque conservanla estructura.

Consideremosla categoríalineal cancelativaC[N] = 7-t[T[N]] asociadaaunared de Petri
1V. En estacategoríadisponemosde los morfismosdeseados1 —. a O a1 y aO a1 —* 1
paratodo lugar a en la red 1V; tales modismoscorrespondena computacionesque“toman
prestada”unamarcacreandosimultáneamentela deudacorrespondiente,y “cancelanuna
deuda” con la correspondente marca, respectivamente. Por supuesto, disponemos también
de las computacionesbásicast 1 —. t paracadatransición1. Y además,tenemoscom-
putacionesque “transfierenunadeuda” t1 : (y)’ —~ (1)’-; por ejemplo,en la situación
anteriorla transicióncambio:ej4 —> $ da lugaraunacomputacióncambio’ : $1 —*

que transfiereunadeudade un dólar aunadeudade cuatrocuartos(o equivalentementea
cuatro deudas de un cuarto cada una, debido a la condición (A O E)’ ~ A’- O E’).

Esto sugiereuna noción generalizadadel juego de marcas que llamamosun juego fi-
nanciero. Aparte de los movimientoshabitualesen el juego normal,tambiénse puede:

1. Crear una deuda, obteniendosimultáneamenteunamarcapositiva (e) y una marca
negativa(o) en el lugardeseado.Por ejemplo,si empezamoscon trescuartos,podemos
tomarprestadootro creandounadeuda:

Qq Qq

2. Transferir una deuda,jugandoel juego de marcasa la inversaparamarcasnegativas.
Por ejemplo, podemostransformarunadeudade un dólar en unadeudade cuatro
cuartosal dispararla transición cambioa la inversa:

0$ ~Qq

3. Cancelaruna deuda,aniquilandomarcaspositivasy negativasen el mismolugar, como
por ejemplo

Qq =~Qq
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Figura 2.8: Unas instantáneas de un juego financiero.

Porlo tanto,aunqueel usuariodenuestroejemplono podríanuncacomprarunamanzana
en la máquina original, sí que podría conseguir una en una máquina más sofisticada que per-
mitiera juegos financieros. En la Figura 2.8 mostramosunasinstantáneasdel juegofinanciero
en el que la manzana se compra tomando prestado un dólar, que correspondeal siguiente
morfismo1’ en C[N] (olvidamos de nuevo morfismos de asociatividady conmutatividad):

3 ________ 4q —* q3 ® $ ~ ~ ídGcmP~aGc&m¿i< q OaO(q4)’—*a.

Un modelo categóricode los juegos financierospara una red de Petri N = (Oo, Oí
2’ .—. SG) viene dadopor la subcategoríade C[1V] consistenteen los objetosy morfismos
generadossólo porO y (j’ apartir del conjuntooriginal delugaresy de transicionesbásicas
en 1V; paraevitar la estructurasuplementariacreadapor los isomorfismosde coherencia,
seríaconvenienteconsiderarunacategoríaestricta dondeestosisomorfismossonsimplemente
identidades,como hicimos con la categoríaT[N]. Es importanteobservarque, como los
ejemplosanterioresdemuestran,la lógicalineal cancelativano es conservativasobrela lógica
lineal normal y por lo tanto la relación de alcanzabilidad=~ sobre5G cambia con la
generalizacióndel juego de marcasalos juegosfinancieros.

Otraposibleinterpretaciónde la negaciónen unared ha sido propuestapor Engbergy
Winskel en [41]; ésta les permite especificarinteresanteinformaciónnegativasobrela red
como, por ejemplo, la satisfacciónde unapropiedadde exclusión mutua.

“El lector puedejugar por sí mismo eí juego para el ¡norfisino (t) presentado antes.
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2.9 Las modalidades

Al omitir las reglas estructurales de debilitamiento y contracciónel poder expresivode la
lógica lineal disminuye sobremanera (véase [54] para una clara exposiciónde estacuestión).
Para poder recuperarelpoderexpresivoperdido,estasreglasestructuralesse reintroducende
forma controladamediantelas modalidades(también denominadas exponenciales)!, llamada
por supuesto(of course)y ?, llamadapor quéno (wliy not). Brevemente,unafórmulapuede
ser “contraída” o “debilitada” sólo cuandotal posibilidadestáindicadapor mediode estas
modalidades. Las regias para la modalidad por supuesto(!) son las siguientes:

r,A3-A FI-A
F,!A —A

F,!A,!AI- A

]7,!Al- A

Las reglasparala modalidadpor qué no (?) son análogas,perocon las fórmulas relevantes
en el lado derechodel secuente.Ambas modalidadesson unadual de la otra, de la misma
forma quelos cuantificadoreshabitualesV y 2 lo son;así !(A’) — (?A)±.

La interpretaciónintuitiva de !A es la posibilidad de disponerdel recursoA de forma
ilimitada. Una convenientemetáforausadanormalmenteparahablarsobreestoes el hecho
de almacenarun datoen lamemoriadeun ordenador,dondepuedeusarsetantasvecescomo
seanecesario.

La interpretacióncategóricade la lógicalineal puedeextenderseparaincluir tambiénlas
exponenciales,tantoen el casointuicionista(sinnegación)comoen el casoclásico,siguiendo
lasideasde los trabajosde Lafont [82], de Paiva [127] y Seely [143].

Sin entrar en detalles, la interpretaciónde la conectiva consisteen una cornónada
e —> C que lleva la estructurade comonoideT +— A —* A&A (dadapor el morfismo

“diagonal” A : A —~ ASiA)en unaestructurade comonoide1 — !A —* !A®!A atravésde
isomorfismos‘T ~ 1 y ‘(ASiA) ~ !A®!A. Lafont [82]tambiénrequierequeestaestructurade
comonoideseacolibre. Paraobtenerla interpretaciónde la modalidaddual ? bastaaplicar
la dualidad ()‘. Remitimosal lector al libro de Mac Lane[99] paralas definicionesde los
conceptosde comónada,comonoide,colibre,etc. y a los artículoscitadosanteriormentepara
estudiosmásdetalladosde estaestructuracategórica.Lo que tiene interéses darsecuenta
que estoequivale a añadirmásestructuraa unacategoríalineal, y que estopuedehacerse
ecuacionalinente.Por lo tanto,nuestromarcode trabajopuedeextenderseparaincluir las
conectivasexponencialessin ningúncambioen el punto de vistaalgebraico.En los artículos
relacionados[12, 11], M. Barr estudiabajoquécondicionessobrela categoríaC la categoría
lineal CK definidapor Chu en el Apéndicede [9] (véasetambiénel Ejemplo35) estádotada
de estaestructuraadicionalparainterpretarlas modalidades.

Es fácil ver que un secuenteA1,... , A,, 3- E1,... , E,,, es derivableen lógicalineal apartir
de un conjuntode axiomassi y sólo si el secuente3- (A1 O . . .0 A~)—o(Bí2? . . . 2?E,,,) lo es.
Si 17 3- A denotaun secuenteA1,...,A,, 3- E1,...,Bm, entoncesdenotamospor 17—eA la
fórmula (A1 O ... O A,,)—o(Eí2?...

2?Em). Por otra parte, al derivar un secuentea partir
de unateoría2’, los axiomasen 2’ se usantantasvecescomoseanecesario.Por lo tanto,el
siguiente“teoremade deducción”es intuitivamenteclaro:



58 Parte 1? Lógica Lineal

Teorema25 [97] Dada unateoría2’ = (S,{F1 3- A1,..., 17,, 3- A,,}), un secuente17’ 3- A’ es
derivable a partir de 2’ si y sólo si el secuente

!(171—oAí), . . . , !(17,,—oA,,), F’ 3- A’

es derivableapartir de la teoría (S,Ql)’ es decir, sin el usode ningúnaxiomaextra-lógico.El

Particularizandola teoría T de arriba a la teoríatensorialasociadaa una red de Petri,
obtenemosel siguienteresultado:

Corolario 26 Dada una red de Petri 1V = (Oo,Oí : 2’ ~ SG) con 2’ = {tí,... ,t,,}, y
marcadosM, M’ E 5G, tenemosM => M’ su el secuente

es derivableen lógicalineal pura,es decir, sin usarningún axiomaextra-lógico.El

Éstees esencialmenteel enfoquede la relaciónentreredesde Petri y lógicalineal consi-
deradopor C. Brown en [21].

Ahora que ya hemos examinado todas las conectivas de la lógica lineal, vamos a terminar
esta sección con un bonito ejemplo debido a Yves Lafont.

Ejemplo 27 [53] Consideremosla siguientefórmulade lógicalineal

$
20—o(ensalada&sopa)o (salmóne emperador)o!patatasfritas o (pastel&fruta).

Estafórmularepresentaun menúquecuesta20 dólares,y contieneun primer plato,un plato
principal, patatas fritas y postre. Para el primer plato, el cliente debe elegir entre ensalada o
sopa;el plato principal consisteen emperadoro salmón,segúnla temporada,y por lo tanto,
desdeel punto de vista del cliente,es el cocineroquien realizala elección,pero no el mismo
cliente; éstepuedecomertodaslas patatasfritas quedesee,y finalmentedebeelegirde nuevo
entreel pastelo la fruta parael postre. Si aplicamosla negación(..)± a estafórmula, las
conectivasduales& y 5 sonintercambiadas;estopuedeinterpretarsecomoun cambioen el
punto de vista del cliente al cocinero. Este debe elegir entre el salmón y el emperador, pero
no puede hacerlo entre la ensalada y la sopa. El



Capítulo 3

Lógica lineal y categorías lineales

En estecapitulopresentamosunasemánticacategóricasimpleparala lógicalineal, basadaen
la noción de objeto dualizanteen unacategoríamonoidalsimétricacerrada. Una categoría
lineal es justamenteunacategoríacon un objeto dualizantey productosfinitos. Estanueva
axiomatizaciónes considerablementemássimple queunaprevia, desarrolladaprimeropor
R. Seely [143]y explicadaun pocomásen [103],quese basabaen lanocióndebidaalvi. Barr
de categoría*-autónoma[9]. En la Sección3.1 revisamosalgunasde las propiedadesbásicas
de unacategoríacon un objeto dualizantequenecesitaremosluego en la secciónsiguiente
paraestablecerla semánticacategóricade la lógicalineal (unaexposicióndetalladacon de-
mostracionescompletasde estaspropiedadesestáenel ApéndiceA), y damosvariosejemplos
de categoríaslineales.En la Sección3.2 damosdefinicionesprecisasde la categoríade teorías
lineales y de los modelos de una teoría lineal, hacemos explícitos los detalles de la adjunción
entre teorías lineales y categorías lineales, definimos satisfacción de un secuente en un modelo,
y demostramoslas esperadaspropiedadesde correccióny completitudde la lógicalineal con
respectoalos modelosen categoríaslineales.

3.1 Objetosdualizantesy categoríaslineales

Una categoríacon un objeto dualizantees una categoríamonoidalsimétricacerradajunto
con un objeto quesatisfaceunacondición especial. A pesarde su definición mássimple,
esteconceptoés equivalentea la nociónde categoría*-autónoma[9], másexactamente,a la
definición ligeramentemásfuerte deesteconceptoquepresentarnospor primeravez en [103];
un estudiodetalladode estaequivalenciaes realizadoen el ApéndiceB.

Recordamosbrevementeaquíla noción de categoría monoidal simétrica (C,0, 1, a,c,e)
sin dar todoslos detallesque puedenencontrarseen [99] y también en la SecciónA.1 del
Apéndice A. La idea básicaes que tenemosun productobinario” - O - definido como
un funtor - O - : e2 —.—~ e y un “objeto unidad” 1 en C convirtiendoa C en un monoide
conmutativo“salvo isomorfismosde coherencia”a, e y e. Estosson isomorfismosnaturales

aA,B,C: A®(EOC) 2. (AOE)@C

cA,B: A®B —=-* EOA

eA: lOA —-.‘ A

59
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expresandoasociatividad,conmutatividade identidad“salvo coherencia,”respectivamente.
Toda categoríaC con productosfinitos es un ejemplode categoríamonoidalsimétrica,

pero en otrosejemplosAOE no es un productocategórico;el productotensorialde espacios
vectorialeses uno de talesejemplos.Comoveremosmásadelante,la conectivaO dela lógica
lineal se interpreta en los modelos como un producto monoidal de esta clase, mientras que la
conectiva & se interpretacomo un productocategórico.

El conocido concepto de categoría cartesianacerradapuederecobrarseapartir del con-
ceptomásgeneralde categoríamonoidalsimétricacerradadefinidoacontinuaciónexigiendo
que - - seaun productocategóricoe 1 un objeto final. Una categoría monoidalsimétrica
cerrada es unacategoríamonoidalsimétrica(t2,O,I,a,c,e) tal queparatodo objeto A de
C, el funtor -® A : —* C tiene un adjunto a derechaA—e:t ——. C, o sea,paratodoslos
objetos A,E,C en C tenemosun isomorfismonatural -

y: Homc(EO A,C) —* Homc(B,A-oC).

La interpretación intuitiva de A—oBes la internalizaciónde la colección de morfismos de A
en E como un objeto de C. La notación A—oBha sido elegida para sugerir que la implicación
lineal será interpretada en los modelos por el funtor ..—o.

El ejemplo clásico de categoríamonoidalsimétrica cerradaes la categoríade espacios
vectorialessobreun cuerpo1< conaplicacioneslinealescomo morfismos,dondeA O E es el
producto tensorial usual, 1 = K, y A—oB es el espaciode aplicacioneslinealesde A en E.

Si f : E O A —~ C es un morfismo en C, fi denotael morfismo y(f) : E —~ (A—oC),
llamado la Curry-conversiónde f. La counidadde estaadjunciónes un morfismodenotado

5Á,C : (A-oC) O A —~

y llamado evaluación.
Este morfismo de evaluación da lugar, por Curry-conversión, a un morfismo

dA,c = (cA,A~c;eÁ,c)t : A (A—oC)--oC.

Intuitivamente,estemorfismocorrespondeala función expresadaen la notacióndel lambda
cálculo como AxÁ\f.f(x).

En el caso de espaciosvectorialesde dimensiónfinita sobreun cuerpoK, la instancia
particular del morfismo dÁ,C dondeC es el cuerpoK es un isomorfismonatural (en A),
denotadonormalmente

dondeA es el espaciovectorial A—oK dual de A. Este isomorfismoexpresala conocida
dualidad de los espaciosvectorialesde dimensiónfinita [102,por ejemplo]. Es importante
observar que aunque A y A tienenla mismadimensión,no son isomorfosde forma natural.
Esta dualidad se expresa también mediante otro isomorfismo natural

A-oB 2. E*..~oA*.

que asigna a una aplicación linealf : A ——~ E su dual ft : E ~ A, definida por f(g) = f; g,
dondey es una formalineal fi : E ~ 1<. Al nivel de matrices,estemorfismo es exactamente
la transposiciónde matrices.
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En general,en unacategoríamonoidalsimétricacerradaarbitrariatenemosun morfismo
natural (en A y E)

.SA,B,C : A-oB —. (B-—oC)-o(A-.oC)

definidopor la expresión

5AFB,C = (cA~n,n~c; (a~?.ec,Á~B,Á;(idBOCO EA,B);EB,c)~)~.

Estemorfismoes la Curry-conversiónde la internalizaciónde la composiciónen la categoría
(véaselaSecciónA.2 delApéndiceA paralos detalles)y suinstanciaparaC = K proporciona
el isomorfismode arribaparael casode espaciosvectorialesde dimensiónfinita sobreun
cuerpoK.

Dadoun objetoC enunacategoríamonoidalsimétricacerradaC, la relaciónprecisaentre
el hechode que dA,C seaun isomorfismoparatodo objetoA en C, y el hechode que .SA,B,C

seaun isomorfismoparatodoslos objetosA,E en es la siguiente:

Teorema28 Dadoun objetoC en unacategoríamonoidalsimétricacenadaC, el modismo

dAc : A (A-eC)-eC

es un isomorfismoparatodo objeto A en C si y sólo si el morfismo

5A,B,C : (A-oB) —* ((E-oC)-o(A-oC))

es un isomorfismoparatodoslos objetosA,B en tZ.

Demostración: Véasela SecciónA.5 en el ApéndiceA. El

La dualidadde los espaciosvectorialesse generalizaa categoríasmonoidalessimétricas
cerradascomosigue:

Definición 29 Dadaunacategoríamonoidalsimétricacerrada(C, 0,1,a, c,e, —e), un objeto
.1 en es un objeto dualizantesi, paratodo objeto A en C, el morfismonatural (en A)

dA,, = (cÁ,Á±;EÁ,±)t: A —* (A—&L)—oi

es un isomorfismo.
Entoncesdecimosque(~, 0,1,a, c,e,—o, 1) es una categonacon un objeto dualizante.EJ

Corolario 30 En unacategoríamonoidalsimétricacerrada(C,0,1,a,e,e,-o), un objeto 1
es un objeto dualizante si y sólo si, para todos los objetos A, E en C, el ¡norfismonatural (en
AyB)

(A-oB) —* ((E-o 1)-o(A-o.L))

es un isomorfismo. O
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En una categoría C con un objeto dualizante 1, escribimos dA y 8A,B para denotar dA,, y

5A,B,±, respectivamente, y denotamos por (4-’- el funtor ..—oI : £2. Con esta notación
tenemos

dA : A —. A”

A—oB ~ E’—oA’

La elección de notación se justifica por la íntima conexión entre dualización y negación en
lógica lineal, así como por la relación con categorías *-autónomas estudiada en el Apéndice E.

Motivados por la correspondencia con lógica lineal, nos interesa la conectiva 2?, dual de
0.

Proposición31 Sea(e,o,í,a,c,e,-o,±)unacategoríacon un objeto dualizante.Si defi-
lumos:

1. A2?B= (A’ O E’)’ paraobjetosA,E

2. f2?y = (f’ 09’)’ para morfismos f,g

3. aA,B,C = (idÁ.J. O ds±Gc±)’;(a1 si ~J-) ,(dÁ±GB±O id~§~a.)’

4. c%~ = (cha. A’)

5. e~ = (40 idÁ±)’;(Ci)’;di’

entonces (£2,2?, 1, a’, c’, e’) es una categoría monoidal simétrica.

Demostración: Véase la Sección A.5 en el Apéndice A. El

De nuevo hemos elegido la notación para sugerir que la conectiva 2? se interpretaen los
modelos por el funtor -2?-.

Proposición 32 En una categoría con un objeto dualizante£2, el funtor (..)±: £20~~ -4 £2 es
una equivalenciade categorías, y por tanto conserva límites y colimites [99]. Por consiguiente,
C is (finitamente) completa si y sólo si es (finitamente)cocompleta,es decir, £2 tiene todos
los limites (finitos) su tiene todos los colímites (finitos).

En particular,si ASiE es un producto en £2, y T es un objeto final en £2, y definimos
A5B — (A’&B’)’ paraobjetos A,B en £2, yO—T’ entonces ASE es un coproducto en
C y O es un objetoinicial en £2. Estaes unaversióncategóricadelas leyesde de Morgan.

Demostración: Bastaobservarquela equivalencia“inversa” de (..)± : C”P —* £2 es
—~ Ca’, y queambosfuntoresestánrelacionadospor medio del isomorfismonatural dA

A 2. A”.
El producto A’&E’ en es un coproductoen ~ y, como (4’ conservacolimites,

obtenemosqueA e E es un coproductoen £2. O

Comohemosido señalando,nuestraelecciónde notaciónha sido motivadaen todo mo-
mentopor el deseode acentuarlas conexionescon la lógicalineal. En efecto,unasemántica
categóricanaturalparala lógicalineal interpretala conjunciónO y la implicación lineal -o
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como producto tensorial y hominterno,respectivamente,en unacategoríamonoidalsimétrica
cerrada. La negación clásica (..3±se interpretaentoncescomo dualizaciónpor medio de un
objetodualizante1. Similarmente,las conectivasaditivas& y 5 se interpretancomoproduc-
tos y coproductos,respectivamente.Esto motiva nuestradefinición de unacategoríalineal
a continuacióncomo la noción natural de modelo parala lógica lineal clásica1. Nuestra
definición es un refinamiento de la de Seely[143], cuyasideassobrelos modeloscategóricos
de la lógicalineal seguimosen [103].

Definición 33 Una categoríalineal es unacategoríaconun objetodualizante(£2,0,1, a,c,e,
—e,1) y con productosfinitos (elegidos2),es decir, un objeto final T y paraobjetoscua-
lesquieraA,E, un productobinario denotadoASiE (por lo tanto,por la Proposición32, £2
tambiéntiene coproductosfinitos).

Un funtor lineal entredoscategoríaslineales(£2,0,1,a, c,e, —o, .1, T, Si) y (£2’, 0’, 1’, a’, c’,
e’, —e’, 1’, T’, Si’) es un funtor monoidalsimétricocerradoY de (£2,0,1,a, c,e, —o) en (£2’, 0’,
1’, a’, c’, e’, —o’) queconservala estructuraadicionalen la categoría,es decir, F(.L) = 1’,

7ff) = T’ y F(A&E) = F(A)&’F(B).
La categoríaLinCat tiene categoríaslinealescomoobjetosy funtoreslinealescomomor-

fismos. El

Discutimos ahora varios ejemplos de categorías lineales, que también son, por supuesto,
ejemplosde categoríasconun objetodualizante.

Ejemplo 34 SeaR un semianilloconmutativo. La categoríaFSmodp,cuyos objetosson
R-semimóduloslibres sobreconjuntosfinitos y cuyosmorfismosson aplicacioneslineales,es
unacategoríalineal. Como unaaplicación lineal estácompletamentedeterminadapor su
acción sobrelos elementosde unabase,una aplicaciónlineal desdeel R-semimódulolibre
sobreX, denotadoR(X), en el R-semimódulolibre sobreY, R(Y), es lo mismo queuna
función X —* R(Y), quepodemosver como unaR-matriz de dimensiónLXI x VI~ si ¡XJ
denotala cardinalidaddel conjuntoX. Por lo tanto,FSmodpes equivalentea la categoría
con conjuntosfinitos comoobjetosy “R-matrices” (funcionesX R(Y)) comomodismos.

Particularizandoel semianilloR, obtenemoslos siguientesejemplosde categoríaslineales:

1. Para)?el álgebrade Boole {0, 1}, lacategoríade conjuntosfinitos y relaciones(“{0, 1}-
matrices”),

2. ParaR el conjuntoIN de númerosnaturales,la categoríade conjuntosfinitos y rnulti-
rrelaciones(“IN-matrices”), equivalenteala categoríade monoidesconmutativoslibres
sobreconjuntosfinitos y homomorfismos,

3. ParaR un cuerpo1<, la categoríade conjuntosfinitos y “1<-matrices,”equivalentea la
categoríaEdVectk de espaciosvectorialesde dimensiónfinita sobre1< y aplicaciones
lineales.

‘No incluimos las exponenciales y ?; sin embargo, su tratamiento esperfectamentecompatible con este en-
foque y sólo requiere proporcionar la adecuadaestructura categóricasuplementariadiscutida en la Sección2.9.

2La definición categóricade productos y otras construccionesuniversales sólo los determina salvo isomor-
fismo; como necesitamosfijar la estructura, suponemosque se ha realizado una elección arbitraria pero fija.
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Paratodasestascategorías,la involución (.)± es la conocida dualidad de álgebra lineal, donde
el objeto dualizante es el semianillo II. Al nivel de matrices, la dual de una x ¡Y¡-matriz
es su traspuesta ~ >< ¡X¡-matriz.

Un ejemplo muyimportante de categoría lineal es la categoría Cohíde espacioscoherentes
y funciones lineales [49], que proporcionó la primera semántica de la lógica lineal. Para una
exposición de Cohí como categoríalineal remitimos al lector a [143], y para una buena
introducción a los espacios coherentes a [84]. El espacio coherente dualizante1 viene dado
por un conjunto unitario con la relación de coherencia obvia.

Todas estas categorías, incluyendo Co/ii, tienen en común la propiedad de que sus morfis-
mos pueden verse como matrices(llamadas trazas en .G~kI). Sin embargo, al nivelde objetos
(espacios coherentes) la involución (..)±en Cohí es de un tipo diferente al de la dualidad del
álgebra lineal y da más la idea de una complementación; al nivel de morfismos, si 1 : A —~ E
es una función lineal, entonces f~ : E’ —~ A’ se define por

(x,y)e Traza(f’) -~ (y,x)e 2’raza(f).

Una claseinteresantede categoríaslinealesse obtienecuandola categoríaes un conjunto
parcialmenteordenado;denominamosa talesconjuntosparcialmenteordenadosálgebrasde
Girará. Estasson paralógicalineal lo quelas álgebrasde Boole son paralógicaclásica. Los
trabajossobremodelosen cuantales[2, 152], quegeneralizanla semánticade fasesde Girard
[49], seencuadranenestemarco.Discutimosestetemamásdetalladamenteen el Capítulo4.
o

Ejemplo 35 En el Apéndicedel libro de M. Barr [9], su estudiantePo-HsiangChu muestra
unaforma generalde construir unacategoríacon un objeto dualizante£2K a partir de una
categoríamonoidalsimétricacerrada£2 que tieneproductosfibrados (pullbacks),y un objeto
fijo K de £2.

Los objetosde £2K son triples <X,Y,e: X O Y 1<>’ dondeX e Y sonobjetosde £2, y e
es un morfismo en£2. Un morfismo de <X,Y,e: X O Y —* K> en <X’,Y’,e’ X’o Y’ —* 1<>
consiste en un par de morfismos f: X —* X’y g : Y’ ~ Y en£2 talesque (idxog);e =

(f O idy’); e’, es decir, tales que el siguientediagramade morfismosen £2 conmuta:

xor idx®g

f0idY~j je

e K

Los productosfibrados se usanpara definir el funtor de hom interno ..—o en Cg. El
objeto unidadparael productotensoriales <1, 1<, ex : JO K —. K>, y el objeto dualizante
es <K, I,ci,x; ex KO 1—* K>. En general,paraun objeto <X, Y,e : X O Y —* K> en Cx,

su objeto dual está dado por <Y,X,cy,x;e: YO X —* K>.
Si la categoría£2 es (finitamente)completay cocompleta,es decir, tienetodoslos límites

y colímites (finitos), entoncesCx es asimismo (finitamente) completay cocompletapara
cualquier 1< [12]. Por la Proposición32 ya sabemosque£2~< es (finitamente) completa su es
(finitamente) cocompleta.
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La categoríaCarnes,.~ definidapor Lafont en [85] es la especializaciónde la construcción
de Chuala categoría5~de conjuntosy funciones.La categoríaVectkdeespaciosvectoriales
sobreun cuerpo1< y aplicacioneslinealeses (isomorfaa) unasubcategoríaplenade Carnes¡-.-

;

y Top, la categoríade espaciostopológicosy funcionescontinuas,y Co/U son (isomorfasa)
subcategorías plenas de Garnes{o,í} (véasetambién[87]).El

Comoya hemosseñaladoen su definición, en unacategoríalineal tenemoscoproductos
finitos: un objetoinicial O y coproductosbinariosdenotadosA eE.

La siguienteproposiciónenumeravarios morfismosnaturales,la mayoríade los cualesson
isomorfismos,queexistensiempreen unacategoríalineal, y quejugaránun importantepapel
en la siguientesección; algunosde ellos existenen cualquiercategoríamonoidalsimétrica
cerrada.

Proposición 36 Sea(C,®,I,a,c,e,—e,.L,T,&)unacategoríalineal. Entonces,

1. A—e(B-oC) ~ (A®B)-oC

2.I-oA~A

3.A~A”

4. A-oB ~ E~--eA1

5 J ji

6. A2?E A’—oB _

8. A-e(B2?C) ~ (A-eB)4’C

9. AO(ESC) ~ (AOE)5(AOC)yAOO ~ O

10. A2?(B&C) ~ (A2?E)&(A2?C)y A2?T ~ T

11. A-e(E&C) ~ (A-eE)&(A-eC)y A-eT ~ T

12. (As E)—oC ~ (A-—eC)&(E-oC)y 0—OC ~ T

13. A O (E2S’C) —* (A O E)2?Cy dualmente,(A2?B)OC —> A2?(BOC)

14. (A O A’) O (E2?C) -4 (A O E)2?(A’ OC) y dualmente,
(A2?B)o (A’2?C) — (A2?A’fl’(B oC)

Demostración: El isomorfismoen 1 viene dadopor (a; (eo id);e)t con inverso (a’;s)tt
(véaseel Lema 84 en el ApéndiceA).

Para2, usamosn = J1; c; e, coninverso(e;e)t (véaseel Lema 83 en el Apéndice A).
El isomorfismo para 3 es dA : A A”, proporcionadopor la Definición 29 de objeto

dualizante.
Para 4, tenemos el isomorfismo 8A,B A—oB —* E’-—eA’ presentado en el Corolario 30.
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ParaS,tenemosel ruorfismoe~ : 1 .L—oi quees un isomorfismoporquecoincidecon
la siguientecomposición,dondeusamos2 y 3:

n~’—oid

Paraobtener6 y el dual 7, bastausarel isomorfismo

1
(AOB)’ — (AOE)—oi ~ A-o(E-oI) = A-oBt.

El isomorfismoen 8 se siguede 6 y 1.
El isomorfismode distributividaden 9 se deduceapartir del hechode queel funtor A O -

conservacolímites puestoque tiene un adjunto a derecha[99]. Análogamente,A—o.,y A2?.
(~ A’—&. por 6) conservan límites porque tienen un adjunto a izquierda. Además, ..—eC
transforma colímites en limites porque ..—oC ~ C’—e( )‘. Esto justifica 10, 11 y 12.

Paraobtenerlos morfismosen laprimeramitad de 13y 14, aplicamos9§4 alas siguientes
composiciones,donde i~ denota la unidad de la adjunción 0 A -l A—o..:

I
1’Vd (A—o(AOE))2?C ~ A-o((AOE)2?C)

A’ O (E2?C) ~ A’ O (C2?E) -~* (A’ O C)2?E —~ (A o C)2?(A-o(AO E)) ~
8

~ (A—o(AO B))2?(A’ O C) ~ A-e((A O B)~’(A’ OC)).

Aplicando el funtor (~)~ a estos morfismos se obtienen los morfismos duales en la segunda
mitad de 13 y 14. 0

3.2 Interpretación categóricade la lógica lineal

En estasecciónrealizamosun análisisdetalladodela semánticadela lógicalinealen términos
de categoríaslineales. Nuestrapresentaciónpuedeversecomoel desarrolloposteriorde ideas
iniciadaso implícitasen el trabajode Seely [143]. No obstante,comoya hemosmencionado,
en estetrabajoadoptamosunaaxiomatizaciónde categoríaslinealesquees muchomássimple
queunabasadaen categorías*-autónomas. Nos restringimosa lógica lineal proposicional,
sin las modalidades,pero incluyendo la negación

3. De ahora en adelante llamamos a este
fragmento lógica lineaL En vez de adoptarlas reglas originalesde Girard [49], usamoscon
ligeras modificacioneslas de Seely [143], puestoque secuentesconvencionalesde la forma
17 3- A sonmásconvenientesparaun tratamientocategóricoquesecuentesde la forma 3- A.
Definimos modelos de una teoría lineal en categorías lineales, y probamos la corrección y
completitud de la lógica lineal con respecto a modelos en categorías lineales.

Una fórmula lineal es generada por las conectivas binarias o, 2?,Si, 5 y —o y por la ope-
ración unaria (..)± a partir de unacolección de constantesproposicionales,que incluye las
constanteslógicas 1,1,T, 0.

Un secuentelineal consiste en un par ordenado de listas finitas de fórmulas lineales
(aunqueel orden delas fórmulasen ambosladosva aser indiferentedebidoa la regla(perm)

~Estees el fragmento de la lógica lineal llamado MALI. en [97].
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quepresentamosmasadelante),junto con un nombreparadistinguir diferentesderivaciones
del mismosecuente;en particular,estenombrenospermitedistinguir axiomasconlas mismas
fórmulas, si bien no vamos a desarrollar un lenguaje de pruebas4. De este modo, un secuente
lineal tienela forma

donde,ala vista de las reglas (OL) y (2?)?)quepresentamosmásadelante,las comasen la
izquierdadebenversecomo conjunción(O) y las de la derecha como disyunción (2?).

En general,no escribiremosel nombrede unaderivacióny sólo lo haremosexplicito en
algunasocasiones,sobretodo cuandoseaimportantedistinguir entre desaxiomascon las
mismasfórmulas.

Dadauna colección S de constantes proposicionales no lógicas, una S-fórrnula es una
fórmula lineal construidaapartir de las constantesen S y las constanteslógicas,y un
secuentees un secuentelineal cuyasfórmulasson S-fórmulas.

Una teoría lineal T viene dadapor una colección S de constantes proposicionales (no
lógicas)y unacolecciónte de S-secuentesllamadosaxzomas.

Dadauna teoríalineal T = (S,te), un S-secuente17 3- A pertenecea la clausurode T,
denotada2””, si puedederivarse(del modo habitual,usandoárbolesfinitos) a partir de los
axiomaskv y S-secuentesqueson instanciasde los esquemasde axiomas:

(id) A 1— A

(IR) 1-1 (rL) ±1-

(TR) 173-T,A (OL) 17,03-A

(negl) A 1- A” (neg2) A1’ 1- A

(negl) 13- 1~ (negl) 1’ 3- 1

usandolas siguientesreglasde inferencia:

Reglasestructurales

173-A
(perm) parapermutacionescualesquieraa y r

uF 3- rA

(corte) r3-A,A

17’ 3- A’,A

Reglaslógicas

(Negación)

f,A 3- E,A

(ivar) r,~’ 3- A’,A
4Éstano es una tareasencillaen absolutoy en estesentidoel recientetrabajo de Abramsky [1] es una

contribuciónmuy importante.
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(Multiplicativas)

173-A
(IL) 17,13-A

(OL)

(2S’L) 17,A3-A 17’,B 1-A

’

17,17’,AYE3- A,A’

171-A,A 17’,B3-A

’

(-<4) 17, r’, A-oB 1- A’,A

(&L1) 17A3-AF,ÁSB3-A

(IR) 173-A
173- I,A

(2?)?)

(-o)?)

(&L2) 17 El-A
17,A&B3-A

17F-A,A 17I—E,A
(Si)?) 173-A&E,A

17,A3-/x 17,E3-A
(SL)

173- A,A
(sRl) r~ ASE,A

173- E,/x
(e.R2) 171-A5BA

Comoya hemosseñaladoanteriormente,estamosinteresadosno sólo en sabersi un se-
cuenteperteneceala clausurade unateoríao no, sino tambiénen conocersuderivación.

La notacióncategóricaquehemosvenidousandoestáde acuerdocon la notaciónlógica
introducidapor Girard; en nuestrapresentaciónde fórmulas y secuenteslineales,el único
cambiorespectode lanotaciónutilizadapor Cirard es el usode 1 en vez de 1 parala unidad
del producto tensorial O.

Una vez presentadas la sintaxis y la teoría de pruebas de la lógica lineal, podemos discutir
su semántica categórica. Dada una categoría lineal £2, unateoríalineal 2’ = (S,kv) y una
asignación de un objeto ~ien £2 a cada constante s E .9, es claro quepodemosinterpretar
cualquier.9-fórmulaA como un objeto ¡A¡ en £2. Luego,podemosasociara unaderivación
deunS-secuenteAí,...,An3-Eí,..,EmunmorfismoIAíIO.-.OIA~I —* IEiL2?...2?IEmI
en £2. Sin = 0, ¡A

1j o..~®IA~i se reduceal, y sim = 0, IBíI2?~~2?IBmIse reduceal.
Así pues, una interpretación de una teoría lineal 2’ en una categoría lineal £2 viene dada

por la asignaciónde un objeto si c Ob(£2)acadaconstantes E .9, extendidalibrementea .9-
fórmulas,y de un modismo¡fj : ¡Aí¡ ~ •~ ¡A~¡ —4 [Eí¡2?- - ~2?¡Emjen £2 acada.9-secuente
f : A1,...,A~ 3- E1....,Em en te. Sin embargo,esteconceptopuededefinirsedeunaforma
mas categórica y elegante mediante el uso de morfismos de teorías lineales.

Definición 37 Dadasdos teoríaslineales2’ = (S,Az) y 2” = (S’,Az’), un morfisrno de
teoríaslinealesL : 2’ ~ T’ lleva .9-fórmulasaS’-fórmulas,conservandotodaslas operaciones,
es decir, L(1) = 1, L(A OE) = L(A) o L(E), L(A’) — L(A)’, etc.,y lleva un .9-secuente

(Aditivas)

f:Ai,...,An3-Ei,...,Em E kv
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aun S’-secuente

L(f) : L(A1), . - . , L(A,,) 3- L(Bí),.. . , L(B,,.) E te’.

De estemodo se defineunacategoría LinTh con teoríaslineales como objetos y morfismos
de teorías lineales como morfismos. O

Es daro queuna O-teoríaes un casoespecialde teoría lineal
6 y queun morfismo L

2’ —÷ 2” de O-teoríases asimismoun morfismo de teoríaslineales cuandoconsideramos2’
y 2” como teorías lineales. Por lo tanto, tenemos un funtor inclusión de O-Th en LinTh

.

Además,como la regla (O) de la Definición 16 es una regladerivadaen lógicalineal, dada
unaO-teoría2’ tenemos2”’ C T~.

Definición 38 Dadaunacategoríalineal £2, se define unateoríalineal £20 cuyasconstantes
sonlos objetosde £2 y tal que

~ Bm

esnnaxiomadeC0siysólosif:A
1O.-.®A~-—B1~...2?E~esunmorfismoen~.O

Obviamente,un funtor lineal Y : £2-——. £2’ induce un morfismo de teoríaslineales50

£20 £2~o, y por lo tantohay un “funtor de olvido” (..)O: LinCat —* LinTh

.

Ahora una interpretaciónde unateoría 2’ en una categoríalineal £2 es justamenteun
morfismo de teoríaslineales 2’ ~ £20 en LinTh, y un modelo de 2’ va a consistir en una
categoríalineal £2 junto con unainterpretaciónde T en £2.

Definición 39 Dadaunateoríalineal 2’, un modelode 2’ consisteen unacategoríalineal £2
y un morfismode teoríaslineales7 : 2’ —* C~.

Un morfismo
6entredos modelos(£2,7)y (£2’,7’) de 2’ es un fMntor lineal Y : £2 -. £2’ tal

que7;50 =7’en LinTh

.

De estaformase define la categoríaMgj(T) de modelosde 2’. 0

La demostracióndel siguienteteoremaes unageneralizaciónde la Proposición13 en el
Capitulo III de la tesis doctoral de V. de Paiva. De Paiva [127]considera interpretaciones de
lógica lineal en un marco categórico ligeramente diferente que no es completamentecompa-
tible con categoríaslineales.

Teorema40 Dada una teoría lineal 2’ = (S,Ax) y un modelo (£2,7) de 2’, para cada
derivación de un .9-secuente

Ai,..,AnFBi,...,Bm E T*

5Hablandoestrictamente,estono escompletamentepreciso,ya queen el casode ®-teoríashemossupuesto
que ® es asociativoy conmutativo,mientrasqueen el casode teoríaslinealesno estamoshaciendoninguna
identificación sintáctica. No obstante,éstees un detalletécnico de pocaimportanciacuyacorreciónse deja
comoejercicio.

6Éstano es la definición másgeneralposiblede morfismo. Una definición másgeneralsupondríael uso de
transformacionesnaturales,cuandose ven las interpretacionescomofuntoreslineales(véaseeí Teorema43).
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existeen £2 un morfismo

Demostración: Si 17 es unalista A1, ... , A,, a la izquierda de un secuente, denotamos por
O el objeto7(Aí) o .r® 7(4,), y análogamente, si A es una lista Eí,..., Bm a la derecha
de un secuente,denotamospor D el objeto7(Bi)

2S’ . - - 2?7(Em) (induyendolos casosn = O
y m = 0). En la demostración,omitimos7 parafacilitar la notación.

Los esquemasde axiomas(id),(IR),(IL),(negl) y (neg2)así como las reglas(perra),
(IL), (1)?), (OL) y (2?)?) son obvios. Para los esquemas de axiomas (T)?),(OL),(negl) y
(negí),bastaconsiderarlos isomodismosT2?D ~ T GO O ~ 0, 1 ~ y 1’ ~ 1,
respectivamente.

Para(corte),si f: O —* A2?D,g : A 00’ —y D’, tenemos

G’OG ~¡ O’ O(A2?D)~(O’OA)2?D ~t” D’2?D.

Para (Ivar), de un morfismo O o A —* B2?D obtenemosmediantela adjunción un
morfismo0 ~ A-o(E2?D). Usandoel isomorfismo

y la adjunciónde nuevoobtenemosun morfismoO O E’ —* A’-2?D.
Para(o)?),si f: O —~ A2?D,g : 0’ -~ E2?D’, componemosfo g con el morfismo

(D2?A)o (D’2?E) (D2S’D’fl’(A O E).

Para(2?L), si f : GO A —. D,g : 0’ o E —* D’, componemosel morfismo

(Go0’) o (A2?E) —~ (GO A)2?(G’ o E)

con f2?g.
Para(—oL), si f : O —* A2?D,g : 0’ 0 E —* D’, tenemosla composición:

GOG’O(A-oE) J®id (O’O(A B))O(A2?D)

—~ (O’ O (A—oB)o A)2?D (id®4’2id (0’ o E)2?D 93~it D’2?D.

Para(-o)?), el resultadose sigue de la adjuncióny el isomodismo

A-o(B2?D) ~ (A-oE)2?D.

(SiL1),(&L2) y (SRl), (S)?2)usanlas proyeccionesdel productoy las inyeccionesdel
coproducto,respectivamente.

Finalmente,para(Sil?) y (SL) se usanlos isomorfismos

(A&B)2?D ~ (A2?D)&(E2?D), GO(A ® E) ~ (GoA) e (GoE)

respectivamente.El
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llemos visto cómounacategoríalineal da lugar a unateoríalineal. Recíprocamente,a
unateoríalineal se le asociaunacategoríalineal “libre.”

Definición 41 Dada unateoríalineal 2’ = (S,Az),existe una categoría lineal £[T] cuyos
objetos son las S-fórmulas, y cuyos modismos son clases de equivalencia de derivaciones
de .9-secuentes17 1- A E T* con respectoa la congruenciageneradapor la colecciónde
ecuacionesque unacategoríanecesitasatisfacerparaserunacategoríalineal. Estacolección
puedeobtenerseseleccionandotodaslas reglasecuacionalesdel ApéndiceC. O

Ejemplo 42 Dadasfórmulas A,B,C,D y morfismosf : A —* E, y : C —~ D corres-
pondientesa derivacionesde los secuentesA F- E y C 3- D respectivamente, el morfismo

109 : A O C —* E OD es la clasede equivajenciade la derivación

Al—E Ci—D
A Cl- BOD

A®’Cl-BoD

obtenida usando las reglas (O)?)y (OL). (Depaso,esteejemplodemuestranuestraafirmación
de quela regla(o) de la Definición 16 es unaregladerivadaen lógica lineal.)

Otrosejemplospuedenencontrarseen el articulo de Seely [143]. O ¡

Estadiscusiónsugiereque unainterpretación7 : 2’ ~ £2~ de 2’ en £2 puedeextendersede
forma únicaaun funtor lineal £[T] .-.* £2.

Teorema43 Dadaunacategoríalineal £2 y unateoríalineal 2’ existeunabiyecciónnatural
entrefuntoreslinealesde £[2’] en £2 y morfismosde teoríaslineales2’ ~ £20. En otraspalabras,
el funtor £[..] : LinTh —> LinCat es adjuntoa izquierdadel funtor (..)o : LinCat — LinTh

.

Además,existeun isomorfismode categorías

Mn4{T) £[T]/LinCat,

entre la categoríade modelosde 2’ y la categoríade objetosbajo £[T] (slice categori,q)

£[§fl/LinCat cuyosobjetosson funtoreslineales3 : £[2’] —+ £2 y cuyosmodismosY : .7 -4

3’ son funtoreslinealesY : £2 ~ £2’ talesque .7; Y =3’.

Demostración: Un morfismo de teoríaslineales 2’ —* C~ o interpretaciónde 2’ en £2 se
extiende libremente a fórmulas, es decir, objetos de ([2’], y usando el Teorema 40 a (clases
de equivalenciade) derivaciones,queson los morfismos en £[T], dandolugar a un funtor
lineal 42’] —. £2. Recíprocamente,es obvio que la restricciónde un funtor lineal 42’] —~ £2
a las fórmulas queson las constantesproposicionalesen la teoríalineal 2’ da lugar a una
interpretación de 2’ en £2. Y estos dos procedimientos son uno inverso del otro.

SeaY : £2 —* £2’ un morfismo entrelos modelos(£2,7) y (C’,7’) de 2’, o sea,Y es un
funtor lineal tal que7; Y0 = 27’ en LinTh. Entonces, si 7 y 7’ son los funtores lineales
correspondientesal y 27’ respectivamentebajola biyecciónde arriba,es fácil ver que7; Y =

7’; por lo tanto,Y es tambiénun morfismoentre27 y 1’ en £[T]/LinCat. De estaforma, la
biyecciónanteriorha sido extendidaa un isomorfismode categorías.O
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Corolario 44 El modelo (C[T],T ‘—~ £[T]0) es inicial en la categoríaMod(T), donde2’ ‘—*

es la inclusión obvia de teoríasproporcionandola unidadde la adjunciónI2[..] -H (.)o.

Demostración: El modelo (E[2’],2’ <.~* I74T]~) corresponde,bajo el isomorfismode cate-
goríasdel Teorema43, al funtor identidad £[T] —~ 41], que es el objetoinicial en la
categoría£[T]/LinCat. O

Corolario 45 Si T = (0,0) es la teoría lineal pura, la categoríalineal ¡¿[2’] es un objeto
inicial en la categoríaLinCat

.

Demostración: Bastanotar que para 2’ la teoría lineal pura, la categoríaM24(T) de
modelosde 2’ puedeidentificarseconLinCat. O

Estosresultados,asícomolos ejemplosde categoríaslinealespresentadosenel Ejemplo34,
sugierenquelas categoríaslinealesconstituyenunanoción de “modelo” muy generalparala
lógica lineal7. Estepunto de vista es completamenteanálogoa la forma en que categorías
cartesianascerradasproporcionanunanocion de modelomuy generalparael lambdacálculo
con tipos.
Definición 46 Dadaunateoríalineal 2’ = (S,Ax),un modelo (£2,27) de 2’ y un .9-secuente

Aí,. . . , A,, 1- E
1,... , E,,,,decimosque (£2,27) satisfaceestesecuentey escribimos

(£2,27)h Aí,...,Anl-Bi,...,Em

si existeen £2 un morfismo7(A1) o 07(A,-.) —~ 7(Eí)2? . . . 2?7(E~).
Similarmente,(£2,1) satisfaceunacolecciónQ de .9-secuentes,denotado(£2,7) 1= Q, si

(£2,27) satisfacetodoslos secuentesen Q. El

Desdeestepunto de vista, el Teorema40 afirma la correcciónde las reglasde inferen-
cia con respectoa estanoción de modelo. Tambiénobtenemosfácilmenteun resultadode
completitud:

Teorema47 (Completitud)Dadaunateoríalineal 2’ = (2,kv) y un .9-secuente17 3- A,

17l-AET* ~ (42’tT’—*4Tflh 173-A.

Demostración: Bastanotar que la interpretación2’ ‘—~ £[T]O asignaa una fórmula A
ella misma como objectode £[T], y quelos morfismosen ¡¿[2’] son clasesde equivalenciade
pruebas.Por lo tanto,el secuenteA1,.. .,A,, 3-E1,.. - ,E,,, tiene unapruebasi y sólo si hay
unmorfismoAiO...OA,,—*Eí2?...~Emen4T]. El

Corolario 48 Dadaunateoríalineal 2’ = (S,Az)y unacolección Q de 2-secuentes,

Observación49 Los resultadosen los Teoremas43 y 47 muestranquela lógicalineal es una
lógicacategóricaen el sentidode la Definición 9 en la Introducción sobrelógicascategóricas
(Capítulo0). El

Naturalmente,parainterpretarlasconectivasexponencialesse necesitaestructuraadicional.
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3.3 Relacionesfuntorialesentreredesde Petri y lógica lineal

En la Sección2.3 hemoshechonotarque unacategoríade Petries un casoespecialde cate-
goríamonoidalsimétrica; por lo tanto,hay un funtor inclusión de la categoríaPetriCat de
categoríasde PetrienlacategoríaMonCat cuyosobjetosson categoríasmonoidalessimétricas
y cuyosmorfismossonfuntoresmonoidalessimétricos.Comounacategoríalineal esunacate-
goríamonoidalsimétrica,tambiénhayun funtordeolvido Y: LinCat —* MonCat.Tomando
en consideraciónlas categoríasPetri, ~fl y LinTh, nos encontramoscon la situacióndes-
critaen el siguientediagramadefuntores:

Petri T[] PetriCat C MonCat
u

y V[]

®-2’h G LinTh LinCal
()O

En estediagramalas flechas ‘~ denotanfuntoresinclusión _ denotaun isomodismode
categorías,U y Y sonfuntoresde olvido, T[.] es adjuntoa izquierdade U, 4..] es adjunto a
izquierdade (.~)o, y el funtor V[4 : MonCat -4 LinCat es el adjunto a izquierdadel funtor
de olvido Y : LinCat —~ MonCat definido acontinuación. La intenciónde estediagrama
es que, tras descartarlos funtores de olvido U, Y y (..)o, deberíamosobtenerun diagrama
conmutativosalvo isomorfismo, es decir, dadauna red de Petri N nos gustaríatener el
isomorfismoV[T[N]] ¡¿[1V]. Sin embargo,estono es cierto debidoal desacuerdoentreel
tratamientoestrictode O en T[N] y el tratamientono estrictode O en ¡¿[1V]. Ésteno es un
obstáculoserioen absoluto,y eldeseadoisomorfismopuedeobtenerseadoptandosimplemente
un tratamientono estrictodesdeel principio.

Dadaunacategoríamonoidalsimétrica(£2, o,I,a,c,e),construimosunacategortalineal li-
bre (V[£2], 0,1,a, c,e, —o,i,T,&) generadapor£2. Nóteseel reúsode los símbolos0,1,a,c,e.
Esto nos permitesimplificar la notaciónasí como disminuir el númerode reglasnecesarias
para definir V[£2], porque evitamostener que escribir las reglasque dicen que las nuevas
operacionescoincidenconlas viejas al restringiríasa £2.

Los objetosde V[C] se generanlibrementeapartir de los objetosde £2 y nuevosobjetos
1, T, cerrandoconrespectoa las operaciones~, —o y Si. Los morfismosde V[£2] se obtienen
a partir de los morfismos de £2 y familias de modismos id, a,a1,c,e,e1,s,r,ir’, <>,t1,
cerrandolibrementecon respectoa las operaciones-; —, .,®, (..)t, (.,> e imponiendola
colecciónde ecuacionesque unacategoríanecesitasatisfacerparaserunacategoríalineal.

El conjuntocompletode reglasde inferenciaquedefinen V[£2] apareceen el ApéndiceC,
clasificadodeacuerdoalaestructuracategóricaquecadasubconjuntodereglasle proporciona
a

e £2 es unasubcategoriade ‘D[£2]: cadaobjetoy morfismode £2 estánen V[£2].
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• V[£2] es una categoría:composición-; -, identidadesid y las esperadasecuacionesde
asociatividade identidades.

• V[£2j es monoidalsimétrica: el funtor — O — y los isomorfismosnaturalesa, c,e satisfa-
ciendolas condicionesde coherenciade Mac Lane-Kelly; el objeto1 estáen V[£2] pues
ya pertenecíaa£2.

• V[£2] es monoidalcerrada: .—o sobreobjetos,el morfismo evaluacióne y la función
f ft queconstituyenla adjunción

HomvIc1(EO A,C) —~ Homv[c](E, A-oC).

• V[C] tiene productosfinitos: un objeto final T y para cadapar de objetosA,E un
objeto ASiE y proyeccionesir, ir’, sujetasa la correspondientecondiciónuniversal.

• D[£2] tiene un objetoduailizante: un objeto 1, y paracada objeto A un inversodÁ’
(A-oI)--oi —* A del morfismo

(cA,Á~x;eÁ,±)~: A —+ (A—o.L)---o.L.

Con la detalladapresentaciónde la construcciónde V[C] tal y como apareceen el
ApéndiceC, es rutinario completarla demostracióndel siguiente

Teorema50 El funtor de olvido LinCat -4 MonCat tiene un adjunto a izquierdaV[.]
MonCat —* LinCat, es decir, dadaunacategoríamonoidalsimétrica£2, V[£2] es la categoría
lineal libre generadapor £2. O

3.4 Combinadorescategóricos

En su artículo[82], Lafont presentóunasemánticacategóricade la lógicalineal intuicionista
en términos de categoríasmonoidalessimétricascerradas,y la usó para desarrollaruna
Máquina Lineal Abstracta. La idea general de estepasode lógica a categoríasy de cate-
goríasacódigo de máquinaes como sigue. Primerose define unatraducciónde un cálculo
lógico aunacolecciónde morfismosespeciales,llamadoscombinadorescategóricos,sujetosa
un conjuntode ecuacionesquedefinenunaclasede categorías;luegose defineunamáquina
abstractacuyos programasson expresionesque denotanmorfismosen unacategoríalibre y
cuyacomputaciónes reducciónde tales expresionesa formacanónicausandolas ecuaciones.
Estogeneralizaa categoríasmonoidalessimétricascerradasla traducciónentre pruebasde
deducción natural, escritascomo términos del lambda cálculo con tipos, y combinadores
categóricosparacategoríascartesianascerradasestudiadapor Cunen[34] y usadaen la
Máquina CategóricaAbstracta [33]. El paralelismoentreambasideasestáhechomuchomas
explícito en la tesisdoctoralde Lafont [83].

Nuestraconstrucciónde unacategoríalineal libre, presentadaen detalleen el ApéndiceC,
puedeverse desdeesta perspectivacomo unaextensión del trabajo de Lafont que propor-
cionacombinadorescategóricosparacategoríaslineales,o sea,paralógica lineal incluyendo
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negación8.Sin embargo,nuestraprimerapresentaciónen términosdecategorías*-autónomas
[103]eraexcesivamentecomplicada:apartede los combinadorescategóricosquedefinenuna
categoríamonoidalsimétricacerrada,necesitábamosunanegaciónexplícita (..)1 sobrelos
objetos,e isomorfismosnaturales8Á,B : (A—cE) -4 (E’—oA’) y dA : A —* A” sujetosa
cuatro ecuacionesnadaintuitivas. La axiomatizaciónen términosde un objeto dualizante
presentadaen estetrabajoproporcionaun conjuntoequivalentede combinadoresmuchomás
simple. Sólonecesitamosañadirun objetoespecial1 (el objetodualizante)y un inversopara
el morfismoya presente(c;e)t : A —> A” dondeA’ — A—oi. Un aspectointeresanteque
valdríala penainvestigares la noción apropiadade reducciónparaestoscombinadoresasí
como tambiénla posibilidadde extenderla MáquinaLineal Abstractaaestecontextomás
general.

3.5 Especificaciónde concurrenciamediantelógica lineal

Éstaes naturalmenteunadelas intencionesexplicitasde la lógicalineal. Sin embargo,queda
muchopor hacerparaaprovecharcompletamentelas prometedorasconexionesentrelógica
lineal y concurrencia.En estetrabajohemostendidoun puenteentreredesde Petri y lógica
lineal al nivel de su teoríade modelosen términosde su semánticacategórica.Un beneficio
inmediatode tal conexiónes unadefinición precisade satisfacciónde unafórmulade lógica
lineal por unared de Petri, comose describeacontinuación.

En general,un buenmétodoparaconsiderarlos posiblesusosde (diferentesvariantesde)
la lógicalineal parasistemasconcurrenteses lanociónde cálculode concurrenciaintroducida
por Milner en [119]. De forma muy breve, tal cálculo consisteen unalógica £ usadapara
escribirespecificacionesy unaclasedesistemasconcurrentes£2, junto conunarelaciónQ ~= so
queafirma que un sistemaconcurrenteQ en £2 satisfaceunaespecificaciónso en ¡¿. Milner
[119] da variosejemplos,incluyendoel conocidocaso en que £2 es CCS y .C es la lógicade
Hennessy-Milner.El casoen que£ es lógicalineal proposicionaly £2 es la clasede redesde
Petri se haceexplícitoen la siguientedefinición.

Definición 51 Dadaunared de Petri 1V = (00,31 : 2’ -. S®), y un .9-secuente17 1- A,
decimosqueN satisface17 3- A y escribimos1V 1= 17 1- A si y sólo si (¡¿[1V], 1V ‘—* £[1V]O) 1=
17 1- A. El

Porel Teorema47 de completitud,sabemosque1V 1= 17 3- A si y sólo si 17 3- A pertenecea
laclausura1V*, es decir,su tal secuentees derivableapartirde losaxiomas{t : t 3- t ¡t E 2’}
mediantelos axiomasy reglasde la lógicalineal presentadosen la Sección3.2. Por lo tanto,
podemosconsiderar1V* como la colección de todas las especificacionesescritascomo .5’-
secuentesde lógicalineal que la red de Petri 1V satisface,y ¡¿[1V] comoel modelocategórico
apropiado9en el cual se puedeninterpretartalesespecificaciones.

8Aunquenosotrosno tratamosla conectivaexponencial!, tratadaen [82], éstapuedeintegra.rseen nuestro
marcomediantela adición de la estructuracategóricadiscutidaen la Sección2.9.

9Comoya hemosseñaladovarias vecesen estetrabajo, 4N] contienetodaslas computacionesde la red
de Petri N asícomolas adicionales«computacionesidealizadas”correspondientespor ejemploa posibilidades
de elecciónexterna (84, ainversionesde causalidad((.)±),etc.
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$

Figura3.1: La cuartared de Petri paracomprarmanzanasy pasteles.

Comoya hemosvisto en el Capítulo~, la interpretación intuitiva de las conectivasSi
y e es elecciónexternae interna, respectivamente.Una fórmula escritausandosolamente
la conectivaO correspondealos recursosdisponibles,con O significandola acumulaciónde
recursos;la negaciónde tal fórmulamediante(...)±correspondeauna“deuda” de recursos,y
2?, siendodual de O, correspondea la acumulaciónde deudas;estainterpretaciónintuitiva
estáde acuerdoconla dualidad(AOE)’ ~ (A’2S’B’). La conectiva—o deimplicaciónlineal
expresaestadoscondicional~sdondeunatransiciónha sido empezadaconsumiendoalgunos
de los recursosque necesita,peroaúnno ha sido concluidadebidoala falta de los recursos
restantes.

Ejemplo 52 La red de Petri en la Figura 3.1 extiendela de la Figura 2.3 añadiendolas
posibilidadesde comprarunamanzanao un pastel con cuatrocuartosen vez de un dólar,
y de cambiar un dólar en cuatro cuartos. Estared satisface,entre otras, las siguientes
especificaciones:

1. $3- a Si eSi q4

2. q4 1- a & c

3 $2 3-a Oc

4. $0 q4 3- q8

5. $~ q4 3- a

6. $S q4 3- q4

q

7. $Sq4 3- a Sc
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8. $33- (aOcOq4)Siq12 Si c3Si (c2 0$)

9. $ 3- a 5 ~

10. a’ 3- $‘

11. a’2?c’ 3- $‘-2?$’

12. a1Sc’ 1- $‘-

13. $F-$—o(aoc)

El significadointuitivo de las anterioresespecificacioneses:

1. Con un dólar, se puedeelegir entre comprarunamanzanay (Si) comprarun pastel y
(Si) cambiarloen cuatrocuartos.

2. Con cuatro cuartos,se puedeelegir entrecompraruna manzanay (Si) comprarun
pastel.

3. Con dos dólares,se puedecomprarunamanzanay (O) un pastel.

4. Con un dólar y (O) cuatrocuartossepuedenconseguirocho cuartos.

5. Con bien un dólar o (e) bien cuatrocuartos,se puedecomprarunamanzana.

6. Con bien un dólaro (5) biencuatrocuartos,se puedeconseguircuatrocuartos.

7. Con bien un dólar o (e) bien cuatrocuartos,se.puedecomprarbienunamanzanao
(@)bienun pastel.

8. Con tres dólares,se puedeelegir entre: (i) comprarunamanzanay (o) un pastely (O)
conseguircuatrocuartos,y (Si) (ji) cambiarlosen docecuartos, y (Si) (iii) comprar
trespasteles,y (Si) (iv) comprarsólodospastelesy (O) ahorrarun dólar.

9. Con un dólar,podemosconseguirunamanzanao (e) mil dólares.Éstees un ejemplode
elección interna que,en estared de Petri,siemprese lleva acabomediantela elección
de la primeraposibilidad.

10. Se puedesustituirunadeuda((..)‘-) de unamanzanapor unadeuda((..)‘) de un dólar.

11. Se puedesustituir una deuda ((ji’) de una manzanay (2?) un pastelpor una deuda
((4~-) de dos dólares.

12. Se puedesustituirunadeuda((ji’-) de bienunamanzanao (5) bienun pastelpor una
deuda ((ji’) de un dólar

13. Teniendo un dólar, si uno tuviera otro dólar, entonces(—o) se podría compraruna
manzanay (O) tambiénun pastel.o
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El objetivo de usaraxiomasdelógica lineal paraespecificarpropiedadesde concurrencia
aparecetambiénexplícitamenteenlos trabajosdeAsperti[6], Guntery Gehlot[65],y Engberg
y Winskel [41]. En particular,Asperti [61sugiereque axiomasal nivel de lógicade predicados
de primer orden podríanser de utilidad y corresponderíanen generaladescripcionesal nivel
de redesde predicados/eventos[134, 46] (un trabajorelacionadoes [108]).

Nuestraopiniónes queaxiomasdelógicalinealproposicionaldesegundoordenpodríanser
útiles paraespecificarpropiedadesglobalesde un sistemaconcurrente,ya que cuantificación
de segundoorden correspondeintuitivamentea cuantificar sobre todos los estadosde un
sistema. No obstante,deberíaserimportantedistinguir entrecuantificaciónsobreestados
“reales” e “ideales,” y estopodríahacerla lógica máscomplicadade lo esperado;la forma
precisay el significadode tales especificacionesrequierenmásinvestigaciónen este tema.
Engbergy Winskel [41] considerantambiénla posibilidadde añadir recursiónala lógica.

3.6 Categorías (lineales) cancelativas

En la Sección2.8 hemosintroducidola lógicalineal cancelativa,obtenidaapartir dela lógica
lineal mediante la identificación de las conectivasO y 2? y susrespectivoselementosneutros1
y 1, comounalógicaen la cual se puedeexpresarunanociónextendidadel juegode marcas
en redesde Petri,llamadojuego financiero,dondela negaciónse interpretacomounadeuda
de recursos.

Los modeloscategóricosde estalógicasoncategoríaslinealescancelativas,llamadascom-
pactasen [9]. Ahora vamosa explicar en detalleestanoción; más en general, podemos
prescindirde los productos,y hablar de categoríascon un objetodualizanteque son cance-
lativas.

Aunquenuestramotivaciónoriginal paradefinir categoríascancelativasviene de nuestro
trabajosobrela relaciónentrelógicalineal y concurrencia,estanoción puedeversetambién
como unaaxiomatizaciónde un grado de dualidad más completo,en el cual se disponede
isomorfismosadicionales

(AoB)½A’oE’, i~±.

Más adelantedemostraremosquelos espaciosvectorialesde dimensiónfinita, o másgeneral-
mentelos semimóduloslibres finitamentegeneradossobreun semianilloconmutativo,forman
unacategoríalineal cancelativa.Por lo tanto,la dualidaddel álgebralineal es estrictamente
másricaqueotrasdualidadesmásdébilesqueno soncancelativas.

Definición 53 Una categoríacancelativaes una categoria con un objeto dualizante (£2, 0,1,
a, c,e, —o, .L) e isomorfismosnaturales1”Á,B : AOB —> A4E y A :1 —* .1 que hacenquelas
estructuras monoidales simétricas (£2,0,1,a, e,e) y (£2,2?, 1, a’, e’, e’), definida esta última en
la Proposición31, seanisomorfas,es decir, los diagramasen la Figura3.2 debenconmutar.

Una categoría lineal cancelativaes unacategoríacancelativaquetieneproductosfinitos.
El

Ejemplo 54 La categoríalineal FdVecth de los espaciosvectorialesde dimensiónfinita
sobreun cuerpo1< y las aplicaciones lineales es cancelativa. Más generalmente,la misma
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AO(E OC)

uf

A2?(Eo C)

id2Yuj

A2?(E2?C)

AOE

uf

A2?E
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a’

c

(AoE)oC

fu
(A O E)2?C

EOA

fu

c E2?A

e

A2?id

A

I e’

fl’A

Figura3.2: Diagramasconmutativosparaunacategoríacancelativa.

propiedades satisfechapor la categoríaFSmodn,cuyosobjetosson los R-semimóduloslibres
finitamentegeneradossobreun semianilloconmutativo1? y cuyosmorfismossonaplicaciones
lineales.

El isomorfismoVAR A O E —+ A2?E se define como sigue. Dadaunabase{a~ Ii E 11
de A y una base{b5 ¡ j E J} de B, unabaseparaA O E es {a~ Ob5 ¡ i E I,j E J}, y
por linearidadbastadar el resultadode aplicar u alos miembros de unabase.En estecaso,
¡-‘(a¿ o 49 es la forma lineal

u(a~ o b5) AOE —~ 1<

>3 a¡¿f~, o h~) >3 (Yk(fk(aI) . h4b5))
Iv Iv

donde. denotael productoen el cuerpo1<.
Supóngaseque {Pi Ji E I} es la basede AS dual de {a1 ¡ i E I}, es decir, pí(aí¿) =

(donde,como es habitual,6~ denotala delta de Kronecker definida por ~ = 1 si i = i’ y
= O si i ~ i’), y análogamente{q5 5 E J} es la basede E dual de {b5 1 5 6 una

forma lineal 1 E (A O E~) se caracterizapor los elementos{l(p~ o q5) ¡ i E 1,5 6 J}, y la
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aplicacióninversade u asignaa¡ el elemento2~ l(p~ O qj)(aj O b
5) de A O El No es difícil

probarqueestasaplicacionesson efectivamenteunainversade la otra,que
1’A,B es natural

(en A y E), y queu haceconmutarlos diagramasde la Figura3.2. Por supuesto,en el caso
de espaciosvectoriales1 = 1< = 1, y entoncesA = idK. O

Ejemplo 55 La categoríaCohí de espacioscoherentesy funcioneslineales es un ejemplo
de categoríalineal no cancelativa,si bien en estecaso1 = 1. Recordemosque un espacio
coherenteX se caracterizapor un grafo reflexivono orientado,llamadola red de coherencia
(web)de X, querepresentala relaciónde coherenciasobreel conjuntosubyacente[XI; es más,
si dosespacioscoherentessonisomorfosen Cohí,suscorrespondientesredesde coherenciason

isomorfascomo grafos. Sabiendoesto,si X se representapor 13 e Y es el espacio
discreto 1. •2 tenemos

X OY = (2,1). j . (2,2) mientrasque X2?Y= (2,1). • (2,2)

(3,1)1 (3,2) (3,1) (3,2)

Resumiendo,en general,X O Y ~ X2?Yeh Cohí. O

Paraunacategoríacon un objeto dualizantequeremosexpresarla condiciónde ser can-
celativaen términosde O y (ji’ en vez de O y 2? como antes,paraeludir asíla complicada
definición de los isomorfismosde coherenciaa’, c’ y e’. Paraestousamosel funtor (..)‘ y el
isomorfismodA : A —* A” paradefinir un isomorfismo

,LLAB:(AOE) —~A’OE’

dadopor la expresión$A,B = (vV¿’; d~®Bt. De esta forma obtenemosunabiyección
entrelas dos clasesde isomorfismos,ya queu se puederecuperarpor medio de la definición

= d,~®~; (RS)’. Entonces,los diagramasde la Figura3.2 se transformanen los de la
Figura3.3 y obtenemosla siguientecaracterizaciónde unacategoríacancelativa.

Proposicion56 Una categoríacancelativaes unacategoríaconun objetodualizante(£2,0,
1, a, c,e, —o, i) junto conisomorfismosnaturales

PA,B : (AOE)’ 4A’OE’
A :

satisfaciendolas ecuaciones:

FA®B,c; (wte O idc±) = aABc; tt4,R®c;(idÁL O gaG); aAJ.BJ. CL

gB,A = cAB;UA,E;cAt,BI

= e1;((j±;A’)® idÁ±).El6A; iLLI,A
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(Ao(EOC))’ a ((AOE)®C)’

4 VI
A’O(EOC)’ (AOB)’oC’

idOuj j~Oid

A’O(E’oC’) a (A’®E-1-)OC’

(Ao E)’ C (EOA)’

AIf _________

c B’-OA’

(loA)’ A’

4 _________ jci
I’OA’ (j;A’)Oid JA’

Figura3.3: Diagramasalternativosparaunacategoríacancelativa.

Es interesanteobservarquela composición (j±; A’) : 1 —* queapareceen la última
ecuaciónes igual a>;n’ -

Añadiendo a las reglas en el Apéndice C reglas generadoras para los isomorfismos ¡¿ y A y
reglas ecuacionales para las ecuaciones de la Proposición 56, y sustituyendo en todas partes
V[£2] por 7-i[£2], se pruebael siguienteresultado.

Proposición 57 Si CLinCat denota la categoríade categoríaslinealescancelativasy fun-
tores que conservan toda la estructura, el funtor de olvido CLinCat -4 Lir¿Cat tiene un
adjunto a izquierda

LinCat — CLinCat. El

Denotamos por £2[2’j la imagen bajo este adjunto a izquierda de la categoría lineal £[T]
asociada a una teoría lineal 2’.

Un modelocancelativode unateoría2’ es un modelo (£2,1)del, comoen laDefinición 39,
tal que£2 es unacategoríalineal cancelativa.Con unanoción de satisfacciónanálogaa la de
la Definición 46, tenemos un teorema de corrección y completitud:
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Teorema58 Un secuente1’ 3- A es satisfecho por todos los modelos cancelativos de una
teoría 2’ si y sólo si es derivable a partir de 2’ mediante los axiomas y las reglas de lógica
lineal cancelativa. O

Comoantes, la completitud se demuestra usando la categoría £2[T].



Capítulo 4

Álgebras de Girard y modelos en

cuantales
Consideramos importante insistir en que, como las categorías lineales son simplemente catego-
rías con estructura algebraica adicional, pueden axiomatizarse completamente de una forma
finitaria, ecuacionaly de primer orden.Esto es biensabidoen lógicacategóricay remitimos,
entre otros, a los trabajos [42, 93, 13] para más detalles sobre este tipo de axiomatizaciones.
Este argumento tiene gran importancia puesto que, al usar categorías lineales como modelos
de lógicalineal, podemosentendermejory clasificartalesmodelos(e inclusoencontrarotros
nuevos)teniendoen cuentaaxiomasecuacionalesadicionalesque se puedenimponer.

Una clase de modelos para la lógica lineal basada en conjuntos parcialmente ordenados ha
sido propuestaen la forma de cuantales[2, 152] (enlas referenciasen estosartículosel lector
encontrará más información sobre el tema de los cuantales), que también son adecuados
para el caso no conmutativo [152]. De hecho, la semántica original de fases para lógica
lineal descrita por Girard en [49] se basa en el cuantal libre sobre un monoide. En este
capitulo relacionamos esta clase de modelos con los modelos categóricos presentados en el

Capítulo3. Nos restringimosal casoconmutativo.La relaciónes muy simple: es meramente
una inclusión en el sentidode quelos cuantalesde Girard constituyenun casoespecialde
categorías lineales cuya estructura de categoría’ es un conjunto parcialmente ordenado, que
nosotros denominamos álgebras de Girard.

Definición 59 Un álgebra de Girard es unacategoríalineal quees un conjuntoparcialmente
ordenado.O

Esta noción corresponde a restringirnos a la clase ecuacional de modelos definida mediante
las dos ecuaciones(condicionales)adicionales:

Vf,g E Mor, dom(f)= dom(g)A cod(f) = cod(g) =~ f = g

Vf,g E Mor, dom(f) = cod(g) A cod(f) = dom(g) ~- f = g.

‘Cualquier conjunto parcialmenteordenado(1’, =)puedeversecomo unacategoríacuyosobjetosson los
elementosde P y dondehay un úniconiorfismo a —. b si y sólo si a <6 en (P,=).

83
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La primera ecuación obliga a una categoría a ser un preorden, y al añadir la segunda este
preorden tiene que ser antisimétrico, dando lugar a un conjunto parcialmente ordenado.

Comoes habitual en álgebrauniversal(véasepor ejemplo [13, Teorema4.4.1]), cuando
tenemos una subcategoría plena definida por una colección de ecuaciones, esa subcategoría
es reflectiva dentrode la mayorquela contiene,es decir,sufuntor inclusión tiene un adjunto
a izquierdallamado reflexión [99]. En nuestro caso, tenemos el siguiente resultado:

Proposición60 Si GirAlg denota la subcategoria plena de J&inCat cuyos objetos son las
álgebras de Girard, entonces el funtor inclusión GirAlg ~—* LinCat tiene una reflexión

Q[] : LinCat GirAlg. O

En una categoríaque es un conjuntoparcialmenteordenado,productosy coproductos
correspondenaínfimos y supremos, respectivamente; en particular, los objetos final e inicial
correspondena los elementosmáximo y mínimo. Un funtor - O .: —* F es exactamente
unafunciónmonótona,y dotaaP de unaestructuramonoidalsimétricasi existeun elemento
lE P tal que (P,o,I) esun monoideconmutativo.Dadoun elementoa E P, un adjunto a
derecha a—o,de -O a es una función monótona a—e..:1’ —* P tal que

cOa <b ~ cC a-ob.

Por último, un elemento1 E 1’ es dualizantesi y sólo si, paratodoa E P, (a—oI)—oI = a.
Porlo tanto,un álgebrade Girardpuedecaracterizarseequivalentementecomoun retículo

(F,e,Si) conmáximoT y mínimo0, junto con una estructura de monoide conmutativo (0,1),
unaoperaciónde “pseudo-complementorelativo” —o y un elementodualizante1. Estaes una
generalización del hecho bien conocido que un álgebra de Heyting es una categoría cartesiana
cerradacon coproductosfinitos quees un conjuntoparcialmenteordenado.De hecho,como
la negación lineal es clásica, las álgebras de Girard generalizan las álgebras de Boole, que
puedencaracterizarseecuacionalmentecomo sigue:

Proposición61 La categoríaEoolAlg de álgebrasde Boole es la subcategoríaplena de
GirAlg definidapor las ecuaciones

(O XOY=XSiY
(u) I=T.

Además, cualquier categoría lineal £2 que satisface las ecuaciones (i) y (u) es un preorden,
equivalentecomo categoríaaun álgebrade Boole.

Demostradón: Observemos primero que imponer las ecuaciones (i) y (u) significa que
la categoría lineal es una categoría cartesiana cerrada con coproductos finitos en la cual el
objeto dualizantees inicial. Entonces,tenemos

Horn(A,E) ~ Hom(A,B”) ~ Hom(AOE’,I)

y, como 1 es inicial, el último conjuntode morfismostiene como mucho un morfismo [93,
Proposición 1.8.3]; de aquí se deduce que la categoría es un preorden y todo preorden es
equivalente, como categoría, a un conjunto parcialmente ordenado. Por supuesto, una cate-
goría que es un conjunto parcialmente ordenado, es cartesiana cerrada, tiene coproductos
finitos y un óbjeto dualizante inicial es exactamenteun álgebrade Boole. O
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Delmismomodo queun álgebrade Heyting completaes unacategoríacartesianacerrada
que es un conjunto parcialmente ordenado y tiene todos los productos y coproductos (no sólo
los finitos), podemos definir

Definición 62 Un álgebrade Girardes cornpleta si tiene todos los productos (coproductos
existen automáticamente por la Proposición 32, así como por argumentos generales en teoría

de retículos; denotamos el coproducto de {a¿} por e{a~}). O

Análogamentea la forma en que la implicación se define en un álgebrade Heyting
completa,en un álgebrade Girard completala implicación lineal —o puededefinirse como
a-ob = e{c ¡ c O a =b}. Por lo tanto,tenemosel siguienteresultado.

Proposición 63 Un álgebrade Girai-d completaes un sup-semirretículocompleto(Q, e)’
equipadocon unaestructurade monoideconmutativo(0,1) que es distributivasobresupre-
mos arbitrarios:

Va E QVS § Q, aO(eS)=S{aObIbE S}

y con un objeto dualizante 1. Por lo tanto, un álgebra de Girard completa es exactamente
un cuantal de Girard tal y como se define en [1521.0

Porsupuesto,comoun álgebrade Girardes un casoparticulardecategoríalineal, podemos
darunasemánticaalalógicalineal enestemarco. Yetterdemuestraen [152]quelasemántica
en cuantaleses correctay completaparael cálculo de secuenteslineal. En este caso, la
satisfacciónde un secuenteA1, ... , A,, 1— E1,... , E,,, significa que

Componiendolas adjunciones[99, TeoremaIV.8.1] ¡¿[2] -l (..)o : LinCat —~ LinTh y
Q[.] -l’--*: GirAlg —~ LinCat, y denotando por CMod(T)losmodelosde la teoríalineal 2’ en
álgebrasde Girard,obtenemos,apartir del Teorema43, un isomorfismo

GMod(T) Q[¡¿[2’]]/GirAlg,

entrelacategoríademodelosdeTen álgebrasde Girardy lacategoríadeobjetosbajoQ[¡¿[T]]
(slicecategorig) Q[4T]]/CirAlg cuyosobjetossonfuntoreslineales¿7: Q[L4T]] —* Q en un
álgebrade Girard Q, y cuyos morfismos Y : ¿7 —* ¿7’ son funtores lineales Y : Q —. Q’ tales
que¿7;7= 3”.

Corolario 64 El modelo (Q[/.Z[T]],T ‘—* Q[J4TW’) es inicial en la categoría GMod(T). El

Teorema 65 Dada una teoría lineal 2’ = (S,Az)y un .9-secuente 17 3- A,

Si omitimos el requisito de un objeto dualizante en la definición de un álgebra de Cirard
completa obtenemos un cuantal tal y como se define en [2, 152].
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Observacion66 A partir de un cuantal (Q,®,O,1) y un elemento arbitrario d E Q se
obtiene un cuantal de Girard al restringirse al conjunto de elementos a E Q quesatisfacen
(a—od)—od= a. O

Tiene interés señalar que en un cuantal arbitrario se puede dar semántica a la lógica lineal
intuicionista, es decir, al fragmentode lógica linealque no incluye la negación(ji’ ni 2?. Es
precisamente el objeto dualizante el que permite la interpretación clásica de la negación;
naturalmente, esta observación es igualmente válida en la semántica categórica.

Dadoun monoideconmutativo(M, ., i), el cuantal libre sobreM es el retículoP(M) junto
con la operaciónO definida sobreconjuntosA E C M por A O E = {a - b ¡ a E A,b E E}.
Si aplicamosel métodogeneralindicadoen la Observación66 paraconseguirun cuantalde
Girard, se obtienela semánticade fasesen términosde hechosdefinida por Girard en [49].

Otras axiomatizaciones ecuacionales de modelos para lógica lineal en conjuntos parcial-
mente ordenados puedenencontrarseen [68, 74].

En su articulo [41], Engbergy Winskel asocianaunared de Petri 1V un cuantalQ[N]
cuyos elementos son los conjuntos de marcados cerrados hacia abajo con respecto a la relación
de alcanzabilidad. Más explícitamente, si 1V = (8o,O~ :2’—. S®), un conjuntode marcados
P G .9® es cerrado hacia abajo su satisfacela siguientepropiedad: M E P y M’ ~> M
implican M’ e P. Entonces, el cuantal Q[1V] es el conjunto

{P G S® 1 P es cerradohacia abajo}

ordenadoporinclusión, consupremoe ínfimo dadospor unióneintersecciónrespectivamente,
y el productotensorialdefinidopor

FO Q = {M e .9® ¡ ~M
1 e ¡‘3M2 E Q.M => 1v!1 0 M2},

dondeM1 O tv!2 denota la unión de multiconjuntos (Definición 1).
Estoles permitedefinir unainterpretacióndela lógicalineal intuicionista,y consecuente-

menteunarelaciónde satisfacciónde un secuentede dicha lógicapor unared de Petri. Sin
embargo,estarelaciónde satisfacciónno es completacon respectoa las reglasde inferencia
para el cálculo de secuentes lineal: hay secuentes satisfechos por la red que no son derivables
en el cálculo apartir de los axiomasasociadosa la red. Esteenfoquepuedeextendersepara
tratar la negación intuicionísticamente fijando un elemento del cuantal como la interpretación
de 1; ellos eligen como 1 el conjunto de marcadosno alcanzablesapartirdel marcadoinicial
vacío. De esta forma, pueden especificar información negativa interesante sobre la red como,
por ejemplo, la satisfacciónde unapropiedadde exclusiónmutua. No obstante,el elemento
elegido como 1 no es dualizantey no parecequeexistaunaformafácil de recobrarladualidad
en esta situación; por ejemplo, la restricción a un cuantal de Girard en la Observación 66 no
parecedar lugar aunainterpretaciónsignificativa.

Una construcción completamente similar es llevada a cabo por C. Brown en [22], siendo
la principal diferencia que ella considera conjuntos de marcados cerrados hacia arriba con
respecto a la relación de alcanzabilidad.
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Conclusiones finales (Parte 1)

Las aplicacionesde la lógica lineal en informáticason muchasy variadas. Sin intentaren
ningún mododar unalista completa,podemosmencionarporejemplolas aplicacionesen:

• programaciónfuncional,por ejemplo [1, 66, 82, 149, 150];

• programaciónlógica,por ejemplo [5, 31, 67, 71];

• teoría de la complejidad,por ejemplo [54].

En estetrabajo nos hemosrestringidoa un campo más limitado, la relaciónentrelógica
lineal y la concurrencia—destacandoen especialla teoría de redesde Petri—, sin intentar
cubrir otras áreas. No obstante,queremoshacernotar la existenciade un contextomás
amplio y mencionarunas pocas referenciasrelevantes,tales como las anteriores,para el
lector interesado. Incluso dentro del campo de las aplicacionesen concurrenciano hemos
pretendido ser exhaustivos. Existen por ejemplo otros trabajos cuyo tema es asimismo la
relación entre lógica lineal y concurrencia, si bien desde un punto de vista diferente al que
nosotros hemos adoptado. Podemos mencionar brevemente los trabajos de Abramsky y
Vickers [3], quienes clasifican varias equivalencias para lenguajes del estilo de CCS en un
marcoalgebraicouniforme de cuantales,y de Brown y Gurr [23], quienessiguiendoideasen
[127] construyen una categoría lineal cuyos objetos son redes de Petri elementales.

Otra limitación conscientedel tratamientodadoen estetrabajoes la restricciónalógica
lineal conmutativa. Una interesante generalización de lógica lineal que ha sido mencionada
[51, 152, 97] pero que aún no ha sido estudiada en profundidad es la lógica lineal no con-
mutativa, donde la conectiva O dejade ser conmutativa. Yetter [152]considera una variante
dondealgunaspermutacionesson válidasy otras condicionesson exigidas,pero no incluye
la conectiva—o en su sistema. Parael estudiode la semánticacategóricade la lógicalin-
ealno conmutativanecesitaríamosunacategoríainonoidal (£2, 0,1) (nótese la omisión de la
condición de simetría) junto con dosadjuntosaderecha.—oA de 0A y Ao—deA0, puesto
que en esta situación ya no disponemos del isomorfismo - O A ~ A O -. Tales categorías
ya han sido estudiadas por Lambek [92]. Un problema interesante es encontrar la noción
adecuada de objeto dualizante en este marco. Otro aspecto que vale la pena investigar es la
relación con la noción de categoríamonoidal trenzadaestudiada por Joyal y Street [76, 77].
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Vamos a resumir las principales ideas que hemos presentado. Hemos hecho explícita una
correspondencia triangular entre redes de Petri, lógica lineal y categorías que proporciona
unaconexiónformal sistemáticaentreestostrescampos.Bajo estacorrespondencia,unared
de Petripuedereinterpretarsecomounateoríade lógicalineal que tieneunacategoríalineal
comosu modeloinicial asociado.Los estadosde la red de Petri se conviertenenproposiciones
de lógica lineal y se interpretan como objetos en esta categoría lineal; las computaciones de la

red de Petri se convierten en deducciones en lógica lineal y se interpretan como morfismos en
la semánticacategórica. Estasemánticacategóricatiene particular importanciapuestoque
permite la identificación de computaciones concurrentes y deducciones lógicas, no a un nivel
meramentesintáctico,sino de unaforma másabstractaen la que descripcionessintácticas
equivalentes de una “misma” computación se reinterpretan como descripciones sintácticas
equivalentes de una “misma” prueba. Siguiendo el trabajo [36], también hemos señalado
cómo existen varias nociones diferentes de equivalencia entre computaciones concurrentes y
entrepruebas,y hemosdiscutidoalgunasde ellas,explicandosucaracterizaciónde unaforma

- axiomáticaabstracta.Cambiandoelmodelode computación,lacorrespondenciaconlalógica
lineal de las redesde Petri se puedeextenderaotrasinterpretacionescomputacionales.Este
aspecto ha sido ilustrado mediante nuestra discusión de la interpretación lógica de máquinas
con A-ramificación y dos contadores obtenida en el trabajo [97].

Otro aspecto importante que hemos tratado en este trabajo ha sido un estudio detallado
de una noción axiomáticageneral de modelo parala lógica lineal proposicional. En este
sentido, la teoría de categorías constituye una poderosa herramienta que permite unificar y
relacionarun amplioespectrode modelosaparentementediferentes(bastapensarporejemplo
en lo diferentes que parecen la semántica de espacios coherentes y la semántica de fases,
ambasintroducidaspor Cirard en [49]). Así pues, las nociones categóricasnos han ayu-
dado a extraer las características abstractas esenciales de un modelo e identificar de esta
formalas similitudesexistentesentrediferentesmodelos1.Nuestrotrabajoen estetemadebe
mucho al trabajo anterior de Seely [143] y otros autores;sin embargo,la axiomatización
que proponemosen términosde objetosdualizanteses considerablementemássimple que
axiomatizaciones previas usando categorías *-autónomas (la relación exacta con tales axioma-
tizaciones previas se explica en detalle en el Apéndice B). También hemos estudiado clases de
modelos definidas ecuacionalmente tales como modelos en conjuntos parcialmente ordenados
(álgebrasde Girard) y modelosde lógica lineal cancelativa,y hemosmostradocómo los
modelosen diferentesclasesse relacionanmedianteadjunciones.

Desearíamosconcluir con algunasconsideracionesque, aunquedentrodel espíritu de las
conexionesentrelógicay concurrenciaestudiadasen estetrabajo, ilustrandesarrollosposte-
riores quevan másallá del casode la lógicalineal aquípresentado.Meseguery Montanari
propusieronen su trabajo [116, 117] categoríascon unaestructurade monoideconmutativo
como la semánticacategóricaparacomputacionesen redesde Petri. Comohemosvisto, la
operación monoidal O tiene una interpretación natural como conjunción lineal de forma que
esta semántica categórica se puede reinterpretar como una semantica lógica. Los recientes
trabajos de Meseguer [111, 112, 113] han generalizado esta idea a estructuras algebraicas

‘Aunque nuestranoción de modelo es muy generaly cubremuchosde los modelosexistentes,deseamos
señalar que los modelos descritos en términos de operadores en espaciosde flilbert por Girard en (52] no
parecenencajaren el marcopropuestoen estetrabajo.
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arbitrarias sobre una categoría, mostrando que esta generalización cubre una extensa va-
ríedad de importantes modelos de concurrencia. La lógica correspondiente, que generaliza
ampliamente el fragmento O de la lógica lineal, se llama lógica de reescritura. Esta lógica
permite la identificación de computaciones de reescritura concurrente de términos (módulo
un conjunto E de axiomasestructurales) con deducción lógica. Desde un punto de vista
práctico, se adquierede estaforma unagran flexibilidad y expresividadparaestructurarel
estadodistribuido de un sistemaconcurrentey paradescribirsus transiciones;el fragmento
O de lógicalineal aparececomo el caso particular en que el estado distribuido se estructura
corno un multiconjunto. La correspondencia triangular que hemos estudiado en este trabajo
se extiende a una correspondencia triangular mucho más general entre lógica de reescritura,
sistemas concurrentes y categorías con estructura algebraica. Un importante beneficio del
marcomasamplio quela lógicade reescrituraproporcionaes quelos paradigmasde progra-
maciónfuncionaly programaciónconcurrentedirigidaaobjetossurgencomocasosespeciales;
estoha sido explotádoen el diseñode un lenguajemultiparadigmaen el quelos ¡nódulosde
programas son teorías en lógica de reescritura [112, 113].
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Apéndice A

Categorías monoidales simétricas

cerradas
Comenzamos con una revisión de las propiedades básicas de las categorías monoidales simé-
tricascerradas,dirigida a lectoresque no estánfamiliarizadoscon estetema,parael cual la
referencia básica es el artículo de Eilenberg y Kefly [40]. Después de revisar las definiciones
básicas, pasamos a internalizar conceptos categóricos tales como identidades y composición
como modismosen una categoríamonoidalsimétricacerrada. La internalizaciónde fun-
tores y transformaciones naturales da lugar a las nociones de funtor fuerte y transformación
natural fuerte, respectivamente. Finalmente, demostramos algunas propiedades usadas en
el Capitulo 3 para la semántica categórica de la lógica lineal, y en el Apéndice B para la
equivalenciaentrecategoríasconun objetodualizantey categorías*-autónomas.

A.1 Definiciones básicas

La ideabásicaes quetenemosunacategoría£2 conun productotensorial 0 - definido como
un funtor O : £22 —* £2 y un objeto unidad len £2 de forma que £2 es un monoide conmutativo
“salvo isomorfismosde coherencia”a,c y e.

Definición 67 [99] Una categortamonozdalsimétricaconsisteen los siguientes datos:

• Una categoría£2

• Un funtor - O - : £2 x £2 —* C (producto tensorial)

• Un objeto 1 en £2 (unidad)

• Tres isomorfismos naturales:

Asociatividad aÁ,Bc : A O (E OC) (A OE) OC (naturalen A, E y C)

Conrautatividad cA,B : A O E —e BOA (natural en A y B) -

Identidad eA 10 A ~ A (naturalen A)

91
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ido a)

AO((BOC)OD)
I a O ida

ido c1
AO(COE) A(AoC)o
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J a
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IO(AOE) —9—.-(IOA)OB

Ie O ide
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Figura A.1: Condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly.

sujetos a las condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly, presentadas en los diagramas de
la FiguraA.1. El

Parasabermás sobreel papel que las condicionesde coherenciade Mac Lane-Kelly
desempeñan en ladefinición anterior, remitimos al lector al Capítulo VII del libro de Mac Lane
[99].

Un ejemplo sencillo de una categoría monoidal simétrica lo constituye la categoría Set
de conjuntosy funcionesjunto con el producto cartesianode conjuntosusual; en efecto,
este producto es asociativo y conmutativo salvo isomorfismo, en el sentido de que tenemos
biyecciones naturales

aA,B,C : A x (E x C) —~-* (A x E) x C

cA,B:AXE --* ExA.

El conjuntounitario 1 actúacomoelementoneutrosalvo isomorfismomedianteunabiyección
natural

:1 x A ~ A.

Es muy fácil comprobar que estos isomorfismos satisfacen las condiciones de coherencia des-
critas en la Figura A.l.

En general cualquier categoríacon productoso coproductosfinitos es una categoría
monoidal simétrica.
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Definición 68 Cuandoa = id y e = id, decimos que (C,O,I,id,c,id) es úna categoría
estricta rnonoidal simétrica.

Cuandoc = id, decimosque (£2,O,1,a,id,e)es una categoría monoidal estrictamente
simétrica.

Finalmente,cuandolos tres isomorfismosnaturalesson identidades,(£2, 0,1, id, id, id) se
llama unacategoríaestricta monoidalestrictamentesimétrica. El

Una estructuraestrictamonoidalestrictamentesimétricasobreunacategoría£2 es sim-
plementeuna forma algo complicada de decir que £2 tiene una estructura de rnonoide con-
mutativo en la categoríaCat de categoríaspequeñas. Paradarsecuentade esto, basta
notar que un monoideconmutativopuededefinirse como un conjunto M junto con fun-
ciones ® : M x M —* M y 1 : 1 —* M quesatisfacenlas correspondientesecuacionesde
asociatividad,conmutatividade identidad,quepuedenexpresarsecomodiagramasconmuta-
tivos en la categoríaSet. Estadefinición tiene sentidoen cualquiercategoríacon productos
finitos y, particularizándola a la categoría Cat coincide con la noción de categoríaestricta
monoidal estrictamente simétrica: una categoría £2 (o sea, un objeto de .Qg.t)juntoconfuntores
O : £2 x £2 —-e £2 el: 1 —* £2 (morfismos en .Cat’) satisfaciendo las ecuaciones de asociatividad,
conmutatividade identidad,expresadascomodiagramasconmutativosen Cat

.

Unacategoríade Petri (véasela Definición 11) es un casoespecialdeunacategoríaestricta
monoidalestrictamentesimétrica,en la cual laestructurade monoideconmutativosobrelos
objetos es libre.

Definición 69 Dadas categorías monoidales simétricas (C,O,I,a,c,e)y (£2’,O’,I’,a’,c’,e’),
un funtor monoidalsirñetrico2 entre ellas es un funtor Y £2 £2’ queconservatoda la
estructuraadicional, es decir, Y(A O E) = Y(A) O’ Y(E), Y(I) = 1’, Y(a) = a’, 7(c) = e’,
y Y(e) = e’.

De estaforma se define unacategoríaMonCat cuyosobjetosson categoríasmonoidales
simétricas y cuyos morfismos son funtores monoidales simétricos. El

El bien conocidoconceptode categoríacartesianacerradapuedeobtenersea partir del
conceptomás generalde categoríamonoidal simétricacerradadefinido a continuacionim-
poniendosimplementelos requisitosadicionalesde que el producto tensorial- O - seaun
productocategóricoy de que el objetounidad1 seaun objetofinal.

Definición 70 Una categoría monoidalsimétrica cerrada es unacategoríamonoidaisimé-
trica (£2, 0,1, a, c,e) tal que además,paratodoobjetoA en £2, el funtor -® A : £2 —-e £2 tiene
un adjuntoa derecha(elegido3)A—o.. : £2 —* £2, es decir, paratodoslos objetosA,E, C en £2
se tiene un isomorfismonatural (en E y C)

Homc(EO A,C) + Homc(B,A-oC).El

‘Nótesequefuntoresdela categoría1 consólo un objetoy un mnorfismo identidaden C puedenidentificase
conobjetosdeC, de la misma formaquefunciones1 .—. M se identificanconelementosde M.

2Éstano esen absolutola noción másgeneralposible. Paracubrir algunosejemplosimportantesesnecesano
hacer ei concepto“laxo.” Por ejemplo,en vez de unaigualdadF(A ® fi) = Y(A) ®‘ 7(B), se puederelajar
la condición a tenerunatransformaciónnaturalY(A)®‘ 7(B) — Y(A ® B). Véase[40] paralos detallesde
estanoclon másgeneral.

3De nuevo, ladefinición deadjunto sólo lo determinasalvoisomorfismoy, parafijar laestructura,realizamos
unaelecciónarbitrariaperofija.
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La interpretación intuitiva del objeto A—oE es la internalización de la colección de mor-
fismos de A en E como un objeto de £2, una idea a la quededicaremosmásatenciónen la
Sección A.2.

El articulo [117] estudia la estructuramonoidal simétricacerradade varias categorías
cuyos objetos son redes de Petri.

Dadaunacategoríamonoidalsimétricacerrada(£2,O,I,a,c,e,—o), sif: E O A —* Ces
un morfismo en £2, denotamos por It el morfismo s~A,c(f), llamadola Curry-conversión de

1, y
EA,G = (SOI-oC00

1(idAoC): (AoC) O A —* C
denotala counidadde estaadjunción, llamadaevaluación;por tanto, si g : E —~ (A—oC)
es un morfismo en £2, (<p~c»’(g) = (go idA); 5A,C En estanotación, lapropiedadde que

A sea un isomorfismo se expresa mediante las dos ecuaciones
~B,C

(ftOidÁ);EAB = 1

=

De ahoraen adelante,siemprequeseaconveniente,omitiremoslos subíndicesy superíndices,
quepuedeninferirse por el contexto.

Definición 71 Dadascategoríasmonoidalessimétricascerradas(£2,O,I,a,c,e,—o)y (£2’,O’,
1’, a’, e’, e’, —o’), un funtor monoidal simétrico cerrado entre ellas es un funtor monoidal
simétrico Y : £2 —~ £2’ que también conservala estructuraadicional, es decir, Y(A—oE) =

Y(A)—o’Y(E)y Y(s) = E’. En este caso, se deduce también Y(f~) = Y(f)t’.
De estaforma se define la categoríaCMonCat cuyosobjetosson categoríasmonoidales

simétricascerradasy cuyosmorfismossonfuntoresmonoidalessimétricoscerrados.El

Comoantes,convienenotarqueéstano es la definiciónmásgeneralposiblede un funtor
monoidal simétrico cerrado; véase [40] para una versión “laxa” de este concepto.

A.2 Internalizaciónde morfismos, identidadesy composición

En unacategoríamonoidalsimétricacerrada£2, tenemosel siguienteisomorfismonatural:

Hom(e íd)

Homc(A,E) —4 Homc(l OA,.B) -4 Homc(I,A—oE),
denotado (ji~ (y su inverso (4), que da lugar a una representación interna de los morfismos
en £2, siguiendola ideade que el objeto A—oE es unarepresentacióninternadel conjuntode
morfismosHomc(A,E).

En particular, tenemos representaciones internas de las identidades:

JA = (idÁ)~ = e~ : 1 (A—oA).

Y tambiéntenemosun morfismo que internalizala composición:

mA,B,c : (E-oC) O (A—oB) -4 (A—oC),
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10 (A-oB) JO id (E-vB) O (A-oB)

e lm
A-oB

(A—cC)O (A-eA)
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IO(A-oC) e A-oC

((C-cD) O (E-oC))® (A-vE) a (C-oD) O ((E-oC) ® (A-oB))
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FiguraA.2: Representacióninternade las identidadesy la composición.

definido por tmA,B,C= (a~QCÁ~BÁ;(idBc OEA,B);Efi,c)t.
En efecto, que estos modismos corresponden internamente alas identidades y la com-

posición es confirmado por la conmutatividad de los diagramas en la Figura A.2 (véase la
Proposición72 acontinuación),queexpresanen términosde morfismosen £2 las propiedades
quedefinen unacategoría: identidadesy asociatividad.Estaspropiedadesdemuestranque
unacategoríamonoidalsimétricacerrada£2 es una categoría enriquecidasobresí mismao
categoría £2-enriquecida. Esto significa que las colecciones de morfismos son objetos en la
categoría£2 y que las funcionesque definenla estructuracategóricasonasimismomorfismos
en £2 satisfaciendo las propiedades esperadas. Para la definición general de una categoría
enriquecida, véase el libro de KeUy sobre este tema [78]; el artículo [30] estudia el tiempo en
sistemas concurrentes desde un punto de vista abstracto usando categorías enriquecidas.

Proposición72 [78]Si (£2, 0,1,a, e,e, —e) es unacategoríamonoidalsimétricacerraday se
define JA = 4 y 7~AB,C = (a CA.«,BA;(idB~~OcOEA,B);eB,c)t,entonces, para todos los
objetos A,E, C, D en £2, se tienenlas siguientesigualdades:

1. (fa O idA..oB) mABB = eA~B.

2. (idÁ~c O JA);mA,A,c= cÁ~c,I; eÁ~c.
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3. (idcon O mA,E,c); mA,c,D = ac~D,B~c,A~B; (ms,c,D O idÁ~n);mA,B,D.

Demostración: Como s~ es un isomorfismo, un métodomuy útil para probar que dos
morfismosk,l : D —* E-eF son iguales consisteen demostrarque ~—‘(k) — sr1(l). De-
mostramos las igualdades 1 y 3 usando este método; la otra igualdad 2 se demuestra de la
misma forma.

Parala igualdad1, tenemos

<1((JnO idÁ~n);mABB) = (((JO íd);m) O íd); E =

((1 Oid) o id);&1; (ido s);e = a1; (ido e);(Jo id);c =

C~; (ido s);e = a1;e;e = (eOid);e=

Y parala 3,

<1((idc.on O mARC);mA,C,D) =

(((ido m);m) O id);s = ((ido m)0 id);C’;(idO Ó;~ =

a1 ;(idO ((mo id);s));e = &‘;(ido &‘);(ido (idoc));(idos);e=

(a O id);a’; a1; (ido (ido e)); (idos);e =

(a o íd); a1; (idos);C1; (íd Os);e= (a Oid); a1; (id Os); (moíd); c =

((a; (moid)) Oid); C’; (íd Oc);e = ((a; (moíd); m)O íd); e =

<‘(ac~D,Bc,A~B; (mB,c,n O idA~s); mA,B,D).O

Dadoun objeto A en £2, tenemos el funtor A—o: £2 —-. £2. Podemos considerar también
—o como un funtor contravariante en la primera componente; si f: A —~ E y y : C —~ D son
morfismos en £2, se definey-ef: (D—oA) (C—oB)mediantela expresión

y—of= ((idD~A O y); 6D,A; f)t

Si vemosel objeto A—oB como la representacióninterna del conjunto Homc(A,E), y—of
se convierteen la representación interna de la función Homc(y,1) que lleva un morfismo
h E Homc(D,A) a la composicióny; h; fE Homc(C,E).

Algunas de las relaciones intuitivamente esperadas entre todas estas representaciones
internasse resumenen la siguienteproposición.

Proposición73 Seanf : A --e E, y : C —* D, Ii : D — A morfismos en una categoría
monoidalsimétricacerrada(£2,0,1,a, c,e,—o); entonces,

1. La definición anterior de y—of da lugar aun funtor -o : £2OP x £2 —* £2 de forma que
el isomorfismo soZ

0 tambiénes naturalen A.

2. (y; h)~ = e7
1;(h~ o y9; mC,D,A.

3. h~;(g—of)= (y;h;f)U.
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4. idc—of= ec~A; (1 0 idc~Á); mC,A,B

5. y—oid~ = eB~A;cID.,,Á;(idn..,Á O.q~);mc,D,A.

Demostración: Primero probamosque —-o es un funtor; conservaidentidadesporque
eft = id. Y asimismo conserva la composición:

f’((y—of); (g’—of’)) = (((y-ef); (g’—of’)) O id);e =

((y—of) Oid); (ido y’); e; f’ = (idogj; ((y—cf) Oid); e; f’
(idoy’); (ido y); e;f; f’ = so1((y’;y)—o(f; f’)).

Parademostrarques~ es natural en A debemos probar que si 1: A -—* A’ y k : E OA’ —* C
entonces¡0; (1-oid) = ((id 01); k)t; esta igualdad se sigue de

((10; (1-oid)) O id); e = (10 0 id); (idO 1); e =

(ido¡);(ktOid);e= (ido l);k.

Parademostrarla igualdad2, tenemos

<‘(e?; (h~ O y%; mC,D,A)=

((~1; (h~ 0g1);m)O id);e = (C’ Oid); ((¡A oy~) Oid);a’; (ido é);e =

(e1 O id); a1; (¡A o ((y~ Oid); e));e = C1; (¡A O (e;y)); e =

&‘;(ido (e;y));e;h= e;g;h =

La igualdad3 se demuestracomosigue:

so ‘(h~;(g—of)) = (((e; h)~; ((id®y);s;f)t) o id);e =

((e; h)~ o id); (id o y); e; f = (id Oy); ((e;h)t O id); e; f =

(ido g);e;h;f = e;g;h;f =

Lasdos igualdadesrestantesen 4 y 5 se demuestrande forma completamentesimilar. El

A.3 Funtores y transformaciones naturales fuertes

Habiendovisto en la secciónanterior cómo en unacategoríamonoidal simétrica cerrada
podemos internalizar morfismos, identidades y composición, no resulta nada extraño que
consideremos también la internalización de un fnntor. Un funtor E : £2 —~ £2 es fuerte si
su componente sobre los morfismos puede internalizarse mediante una familia de morfismos

(A-oB) —--e (F(A)—oF(E)) satisfaciendo las esperadas propiedades de funtorialidad
con respectoa las representacionesinternasde morfismos, identidadesy composicióntal y
como detallamosmásadelante;por ejemplo,si f : A —~ E, F(f)u = f~;FÁ,n. En la sección
anterior ya hemosvisto que £2 es unacategoría£2-enriquecida;entonces,desdeeste punto
de vista, un funtor fuerte es simplemente un funtor C-enriquecido, un caso particular de la
noción general de funtor enriquecido que puede encontrarse en [78].

Comoestamosinteresadosespecialmenteen el casode un funtor contravariante,damos
los detallesparaestecaso;los detallesparael casocovarianteson completamenteanálogos.
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(E-oC) o (A—esE) m A-oC

F®Fj

(F(C)—oF(B))O (F(E)-oF(A)) E

el

(17(E)-oF(A))o (E(C)-eE(.B)) —~— 17(C)-oF(A)

1 AyA

j ¿E

E(A)-oF(A)

Figura A.3: Diagramas conmutativos para un funtor fuerte.

Definición 74 Sea(£2,0,1, a,e,e, —o) unacategoríamonoidalsimétricacerrada.
Un funtor (contravariante)fuerte de £2 en sí mismaconsisteen unafunción E sobre los

objetos de £2 y una familia de morfismos {EA,s : A—oB —* E(E)—oF(A) ¡ A,E E Ob(£2)}
satisfaciendo los diagramas conmutativos de la Figura A.3, que expresan internamente la
conservaciónde las identidadesy la composición,es decir,

JA; FAA = frA)
7~A,B,C;FA,C = (FB,C O FA E); Cr(C»,,F(B),F(B»4,F(A>; mF(c>,F(B),F(A).Q

Un funtor fuerte puede externalizarse para obtener un funtor ordinario como muestra la
siguiente proposición.

Proposición75 Supóngaseque(£2,0,1,a, e,e, —o) es unacategoriamonoidalsimétricace-
rraday que (E, {EÁ,s}Á,Beob(c))es un funtor (contravariante)fuerte de £2 en si misma.

Si, paraun morfismof : A —~ E en £2, definimos 17(f) = (fi; FA,~, obtenemos un funtor
(contravariante) E : £2OP £2, llamadola externalizaciónde (E, {EA,B}A,Beob(c)).

Además,la familia de morfismosFAB : A—oB —* F(B)—oF(A)es naturalen A y E.

Demostración: En primer lugar, como E(id)11 = id11;E = J;E = J = idt sabemos que E
conserva las identidades.

En segundolugar, E tambiénconservala composiciónpues

F(f;y)11 = (f;g)l. E — e1 (y11 O ftt); nr E —

e’; (y11 O f%; (FO E); e;m= e1;(F(y~ OF(f)11); e; m =

C~; (F(f)~ o F(y)11); m = (E(y); F(f))t
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En lo que respecta a la naturalidad de 17A,B, debemos probar que si f : A —* E y
y : C --e D entonces

17D,A; (F(f)—oF(g)) = (y—of); EC,B : D—oA —~ F(B)—oE(C),

es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

D A D—oA E E(A)-oF(D)

y~ fj tof 1 E 1 F(f)-oE(y)

C E C—oB E(B)—oF(C)

Efectivamente,

A; (E(f)-.-oE(g))) =

((17; (E(f)—.oF(y)))Oid); E = (FO id); (ido (fm; F)~); e~ (y~E)b —

(FO id);(idO (e’;((f11;E) Oid);e));c;e’;((y11;E)O id);e =

(ido (C’;(f11 Oid)));(EO (Fo id));(idOc);e;e’;((g11;E) o id);e =

(ido (e’; (f11 Oid)));a; ((E OE) Oid); (moid); s;C~; ((yl; F) Oid); e =

(ido e1); (ido (f11 O id));a;((c;m; 17)0 id);e;&1;((
9

11; E) O id);s =

(ido e’); a; (eOid); ((1 Oid) Oid); ((m; F) Oid); e1; (id Oc); ((gl; E) Oid); e =

(C1 O id);(((f11 o id);m;E) O id);C1; ((g11;E)o (ido id)); (ido s);c =

((C%(f11o id);m;E) O id);e’;a;(((y11;E) Oid)O id);(raoid);e—

((e’; (f11 Oid); m; E; e1; ((y11;E) O id); m) O id);e =

((e’; (ido (e’; (f11 Oid); m;F));((y~;E) O id);m) o id);c =

((e’; (idoe1); (gl O ((f~ Oid); m));(FO E); m) O id);e =

((e’; (ido ~1); e;(((f11 O id);m) Og~);m;F) O id);c =

e;(C’ Oid); ((f11 Oid) Oy%; (mo id); m; 17)0 id); e =

((e’;e;(e’ Oid);a1;(f11 O (idO y11));(idom);m;E)O id);e =

e;C~; (ido ((ido y11); m)); (f~ O id); m; E) O id); e =

((e’;e; (ido yí);m;e1 ; (f11 Oid); m;F) O id);s =

(((y-oid); (id-of); E) Oid); e = (((y-of); E) Oid); e =

<1((g—of); FC,B).O

A continuaciónpresentamosun ejemplo importantede funtor fuerte. Dado un objeto
C en una categoríamonoidal simétricacerrada£2, consideramosel funtor contravariante

£2, obtenidoal fijar lasegundacomponenteen el funtor -e. : £2o1~ x £2 —~ £2.
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Tomemos en consideración el siguiente morfismo, que puede verse como la Curry-conversión
de la composiciónmARC:

8A,B,C = (cA.-on,B—oc;rnA,R,C)t : (A—oB) —* ((E—oC)—o(A--oC)).

Vamos a demostrar que la restricción de ..r-oC a objetosjunto con la familia de morfismos
{ 8AB,C}A,BEOb(C> constituye un funtor fuerte, cuya externalización es precisamente ..s—oC
£2OP ——* £2.

Proposición76 Dadoun objetoC en unacategoríamonoidalsimétricacerrada£2, la funcion
.—oC sobre objetos y la familia de morfismos {5A,B,C}A,BEOb(C)definenun funtor contrava-
riante fuerte de £2 en si misma,cuyaexternalizacióncoincide con

Demostración: Primeroprobamosque J;s = J. En efecto,

so’ (j;(c;m)t) = (JOid);c;m= e; (idoJ);m= c;c;e= e = ‘p

Luego,(sos);e; m = m; s, pues

~ 1(((c; m)to (e; rn)~); m) =

(((e; m)~ O (e; rn)~) Oid); (eOid); a1; (id Oc);e =

(e O id);a1; ((e; m)t O((c; m)t Oid)); (ido s);s=

(e o id);a1; ((c;m)t o (e; m));c =

(coid);C’;(ido (c;m));c;m =

(co id);C’;(ido c);c; (mo id);rn =

(co id);C’;(ido c);c;a1;(idO m);m=

e; (id Orn); m = (mo id); c; rn =

so ‘(rn; (e; m)t)

Finalmente,paraun morfismo f en £2, tenemos

(1; (e; m)t)b — e1;(((e; f)f; (e;m)t) oid); e =

e1; ((e;f)t O id); e; m = C~; c; (ido (e;f)t); m = f—oid.El

Nótese que, por la Proposición 75, .SA,B,C es naturalen A y E.
Por supuesto,el siguientepasoes la internalizaciónde unatransformaciónnatural.

Definición 77 Supóngaseque (£2, 0,1,a,c,e,—o) es una categoría monoidal simétrica cerra-
da, y que (E, {EA,B}) y (O, {CA,B}) son funtores (contravariantes) fuertes de £2 en sí misma.

Unatransformaciónnaturalfuerte~ de (E, {EA,B}) en (0, {CÁ,B}) consisteenunafamilia
de morfismos {fiA : F(-A) —÷C(A)}ÁEOb(c)tal que,paratodoslos objetosA,E en £2,

TA,R; (idr(B>—oI3Á) = 0A,B;(13n—oida(Á)),

es decir, el siguientediagramaconmuta:
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A-esE E 17(E)-oF(A)

cJ jid—esis

0(B)-oC(A) /3-oid 17(E)-cG(A)

El

La motivación detrás de esta definición es simplemente el enunciado de la condición ha-
bitual de naturalidad en términos del siguiente diagrama conmutativo:

Hom(A,B) Hom(E(B),F(A))

o] I Hom(id,/3)

Hom(G(B),O(A)) Hom(f3,id) Hom(E(E),O(A))

Comoera de esperar,tras la externalizaciónde los correspondientesfuntores fuertes, se
obtieneunatransformaciónnaturalordinaria:

Proposición 78 Sean(17, {FA,B}) y (0, {GA,B}) funtorescontravariantesfuertesdela cate-
goria monoidal simétricacerrada£2 en si misma,y denotemostambiénpor E y O sus res-
pectivasexternalizaciones.Entonces,unatransformaciónnaturalfuerte/3 de (E, {EA,B}) en
(0, {GÁ,B}) se convierteen una transformaciónnaturalordinariaentrelas externalizaciones
EyG-

Demostración: Dado un morfismo f : A —-e E en £2, tenemos por las Proposiciones 75
y 73.3,

(F(f);13A)11 = E(fV;(idF(n)—ofiA) = f%EA,s;(idF(B>-o/3A)

1; 048; (13B—oida(A))= 0(f)11; (/3B—oida(Á))= (Ii~; C(f))~,

de dondese sigueque 17(f); /3A = fiR; 0(f) y por tanto fi es natural. El

De la mismaforma que un funtor fuerte es un casoparticular de funtor £2-enriquecido,
una transformación natural fuerte es simplemente un caso particular de la noción general de
transformación natural £2-enriquecida [78].

Transformacionesnaturalesfuertesse componende la forma obvia, dandolugar a una
categoríacuyosobjetosson funtores fuertes (E, {EA,s}) : £2ÓP —--e £2 y cuyosmodismosson
transformacionesnaturalesfuertes.

De nuevo hemosenunciadola definición de transformaciónnatural fuerte parael caso
de funtorescontravariantesfuertes;el caso covariantees completamenteanálogo. En par-
ticular, un funtor fuerte (E, {FA,B}) : £2OP —. £2 puedeversetambién comoun funtor fuerte
(17, {EA,B}) : £2 —~ £2OP. En estecaso,si tenemosotro funtor fuerte (O, {CAB}) : £2~’ £2,
podemos componerlos, obteniendo así un funtor covariantefuerte(E; 0, {F

48; CF(B),F(A)}):
£2 —* £2.



102 Parte Ji Lógica Lineal

Vamos a discutir ahora un ejemplo de transformación natural fuerte. Denotemos por dA,c
la Curry-conversión de la evaluación EA,C en unacategoriamonoidalsimétricacerrada£2,

dA,C = (cA,A~c;sA,c)t : A —~ (A—oC)—oC.

Entonces,podemosprobarel siguienteresultado.

Proposición79 Dado un objetoC en unacategoríamonoidalsimétricacerrada£2, las fa-
milias de morfismos {.SA,B,C}A,BEOb(C)y {dÁ,c}Aeob(c)satisfacen

idA—odfi,C = SA,B,C;8B—oC,A-oC,C;(dA,c—esid(B..,c»~c).

A—esE 8 - ((E—oC)—o(A—oC))

id~odj d—oid js

A-o((E--oC)—oC)— ((A—esC)-esC)—o((E—oC)--oC)

Por tanto, d es una transformación natural fuerte entre los dos funtores (covariantes) fuertes
(Id, {idA.,B}) y ((--oC); (..-oC), {sA,R,c; sB-~C,A-oC,C}) (el primeroes por supuestoel fun-
tor identidad 1c de £2 en si misma).

Demostración: La igualdaden el enunciadoes equivalentea

e;d= <1(id—od) = <‘(s;s;d—oid)= (sod);c;rn.

Probamos esta igualdad aplicando de nuevo la adjunción so’ aambosmiembros.Por un
lado, obtenemosso’(s;d) = (eOíd);c;e = c;(idoe);e.

Por otraparte,

so’((s O d); c; ni) = (c O id); ((dos)Oid); C1; (ido e);E =

(c O id); a1; (do (c; m)); E = (c Oid); a1; (ido (c;.rn)); (do id); c =

(coid);a’;(idO (c;rn));c;e = (cO id);a’;(idO c);c;a1;(idos);s =

c;(idOe);s.El

En nuestroestudiode categorías*-autónomasen el ApéndiceB, necesitamosunagenera-
lización del conceptode transformaciónnaturalfuerte. Estageneralizaciónconsisteen hacer
relativa la noción de transformaciónnaturalfuerteconrespectoaun cambiode categoríade
basea travésde un funtor monoidalsimétricocerrado.

Definición 80 SupóngasequeY: £2’ —* £2 es un funtor monoidalsimétricocerradoentrelas
categorías monoidales simétricas cerradas (£2’, 0’, 1’, a’, c’, e’, —o’) y (£2,0,1,a, e,e,—o), y que

(E, {EA,B}) : £2~o1> £2’ y (O,{GÁ,B}) : £2OP —* £2 son dosfuntores (contravariantes)fuertes.
Una transformaciónnatural fuerte ¡3 de (17, {FA,B}) en (O, {OA,s}) relativa a Y consiste

en unafamilia de morfismos {/3A : Y(E(A)) --e G(iP(A))}AEob(cf> en £2 tal que,paratodos
los objetosA,E en £2’,

.F(EA,s);(idy(r{e»—esi?A)= 0r(A),r(B); (¡3s—oidaeqA»),

es decir, el siguiente diagrama conmuta:
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Y(A)-oY(E) Y(F) Y(E(E))-oY(F(A))

4 ________ Jid~o/3
G(Y(E))-oG(Y(A)) /3-oid Y(F(E))-oC(Y(A))

o

Nótese que una transformación natural fuerte es justamente una transformación natural
fuerte relativa al funtor identidad. Como antes, el proceso de externalización produce una
transformación natural ordinaria, pero ahora el funtor Y debe tenerse en cuenta.

Proposición 81 Sea Y : £2’ —--e £2 un funtor monoidalsimétrico cerrado entre dos categorías
monoidales simétricas cerradas, y sea ¡3 una transformación natural fuerte relativa a Y entre
los funtores fuertes (E, {FA,n}) : £2”” —* £2’ y (O, {GA,n}) : £2”’ —-e £2. Si denotamos también
por E y & sus respectivas externalizaciones, fi se convierte en una transformación natural
ordinariaentrelos funtoresE; Y y Y0”; O : £2””’ —. £2.

Demostración: Completamenteanálogaa la demostraciónde la Proposición78, teniendo
en cuentaque Y(f11) = Y(f)11 porqueY conservala estructuramonoidalsimétricacerrada.
o

Observación82 Se puededefinir unacategoríacuyosobjetossonpares<£2, E>, donde£2 es
una categoría monoidal simétrica cerrada y E es un funtor (contravariante) fuerte de £2 en si
misma, y cuyos morfismos son pares <YA>, donde Y es un funtor monoidal simétrico cerrado
y fi es una transformación natural fuerte relativa a Y. La composición de dos morfismos

—* <£2’,G> y <Y,¡3> : <£2’,G> —* <£2,17> vienedadapor<Q;Y,Yf3’;/Yg> donde
paraun objeto A en £2”

(Y¡3’;f$g)Á = Y(¡3~);fic(Á) : YQ(1I(A)) —* E(Yg(A)).El

El conceptodefuntorfuertetambiénpuedegeneralizarse,haciéndolorelativoconrespecto
a un funtor monoidalsimétricocerrado. Así se obtienela situaciónmásequilibradade una
categoría en la cual tanto funtores fuertes como transformaciones naturales fuertes (en una
versión un poco más general) son ambosrelativos. Ademástodosestos conceptospueden
hacerse aun más generales a lo largo de las lineas descritas después de las Definiciones 69
y 71.

A.4 Algunas propiedades útiles

En esta sección enunciamos y probamos una serie de lemas válidos en una categoría monoidal
simétrica cerrada arbitraria que son importantes para los resultados en el Capítulo 3 y el
Apéndice B. Las propiedades que demostramos hacen explicitas varias transformaciones natu-
rales interesantes que existen en cualquier categoría monoidal simétrica cerradá (£2,0,1,a, c,
e,—o) y establecenunas cuantas igualdades algebraicas útiles entre ellas.
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tema83 El morfismo ~A = (ejj7~~; cI,L~A; sIA) : 1—eA—* A es un isomorfismo, con in-
verso = (cA,!; eA)t : A —* 1—eA.

Demostración: Por un lado,

ti 1; ~ = (e; e)t; Cí; c;s = e1; c; ((c;e)t) O id;s = e1;c; c;e = id.

Por otra parte,

so1(n;ti—1) = ((e1; c;s) O id); ((c;e)~ Oid);e =

c;(idO (e’;c;s));e = c;e;e1;c;E = E =

y en consecuencia, ti; = id. El

El siguientelemaproporcionaun morfismobA,B,D : (A—o(B—oD))—* ((AOE)—oD)que

puede verse como la internalización de la “Curry-reconversión.”
Lema 84 El morfismo bA,R,D : (A—o(B—oD))—* ((A o E)-oD) definido mediante

bA,B,D = (aA~-O(B--~D),A,n; (CA,B—ODO ida); EB,D)t

es un isomorfismo, con inverso

bSD = (a¿i®B».,,DAB;sA®B,D)tf.

Demostración: Por unapartetenemos

so’(so’(b; b’)) = so’(((a; (e ® id); s)t Oid); (a’; s)t) =

(((a;(so id);s)~o id) O id);a1;e = C’ ;((a;(EO id);e)t O id);e =a; (e O id);e = (so id);s =

de donde deducimos que b~ b1 — id.
Por otrolado,

so1(b1; b) = ((C1; s)l4 O id); a; (sO id); e =

a; (((a’;s)tí Oid)Oid); (so id);s =

a;((a1;s)t® id);e = a;a1 ;s = so1(id),

de donde b1; b = id. O

Comoantes,dA,c denota la Curry-conversión (cÁ,A~c;eA,c)t dela evaluación5A,C• En-
toncesd satisface la ecuación mostrada en el siguiente lema

Lema 85

dÁ~c,c; (dA,c—oidc) = idA~c.
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A-oC d ((A—oC)-oC)—oC

id I d-vid

A-oC

Demostracion:

s~1(d;(d—oid))= (((c; E)~; ((c; E)t—oid))O id); £ =

(((c; e)t. ((ido (c; E)~); E)t) Oid); e = ((c; s)t O id); (ido (c; E)t); E =

(ido (c;e)t);c;e= c;((c;e)toid);E = c;c;e = E = so1(id).O

Comoantes,denotamospor 5A,B,C la Curry-conversión (cÁ~B,B.c;mA,R,C)tde la com-
posición rnA,B,C. El siguientelemamuestraqued puede expresarse en términos de ti (véase
el Lema83) y .s.

Lema 86

dA C —
— A ,SI,A,C;(idA~oC-oflC).

ti—1 1—vA

(A—oC)—oC zd—on js
— (A-oC)-o(1—oC)

Demostración:

so10C’;s;id—on)= ((c;e90 id);((c; rn)t O id);((e;r¿)toid);e

((c;e)t O id);c;m;C’; c;e = c;(idO (c; e)t);e’; e; J1; (ido e);e =

c;e1;c;a’;(ido(c;e));e =

Lema 87 El morfismo~A,C : A—o(1—oC)—* (A-oC) definidopor la expresión

~A,C = sA,I~OC,C;(dI,C—oidA~-OG);nA~OC

es un isomorfismo, cuyo inverso viene dado por

UÁC = tiA,G~,5I,A~C,C;(dA,0—oid~

Además,

~A,C = idA—ona= bÁIc;((e1;c¡Á)—oidc).
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íd—en

1 .~ ((I-oC)—oC)—o(A--oC) d—oid ‘1
d-oi ((A-oC)-oC)—o(I-oC) 8

(A o 1)—oC (&~; c)—oid

—1Demostración: En primer lugar, demostramosque uA,C; uAC = idÁ~(r...,c) usando la
naturalidad de 5A,B,Cen A y E, la Proposición79 y el Lema85.

u; u1 = s; (d—.oid); ti; n1; s; (d—oid)= s; (d—oid);s; (d—oid) =

s;s; (id—o(d—vid));(d—oid)= .s; s; (d—oid);(id—o(d—oid))=

(id—ed);(id—o(d—oid))= id—o(d; (d-oid)) = id-oid = id.

La pruebade la igualdadu1c;‘UAC = idAOC es completamente análoga. Con respecto

a las otras dos igualdades, aplicamos la adjunción Q~ a los tres morfismos, obteniendo el
mismoresultado:

= so’((c; (a’; (ido E); e)t)t; ((ido (c; E)t); e)~; e’; c; e) =

so’(e’; c;((c;(a1; (idoE);E)t)t Oid); (ido (c; e)t);e) =

so’(e’; ((c; E)~ Oid); (a1; (id oc);c)~) =

(e1 O id); (((c;E)t Oid) Oid); a1; (ido e);e=

§‘(id—on) = E;ti = s;e~t;c;s = e’;c;(eO id);e.

so’(b; ((e’; c)—oid)) =

(((a; (£0 id); E)t; ((ido (e1; c));eV) Oid); e =

((a; (e O id);e)t Oid); (ido (e1;c));c =

(id o (gl; c)); a; (eO id); e =

e’;c;(eOid);e.El

Por último vamosa probarque d también puede expresarse en términos del morfismo u
definidoen el lema anterior.

b
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Lema 88

dA,c = (cA Á~Oc;(uAQ, O idA); EÁ,poc)t;UAoC,C.

Demostración: Sabemospor el Lema 87 que UA,C = idA—onc, y en consecuencia el
miembro derecho de la igualdad del enunciado es igual a

(c; ((id—on1) Oid); c)~; (id-vn) = (c; e; n1)~; (E~ n)~ = et; (e;n9.

Aplicando so’ ala última expresión,obtenemos:

(e~oid);c;n=e;e’ ;c;e=c;e=cp71(d).El

A.5 Dos demostraciones

Demostracióndel Teorema28
Dado un objeto C en una categoría monoidal simétrica cerrada £2, el morfismo

dAC : A — (A—oC)—oC

es un isomorfismo para todo objeto A en £2 si y sólo si el morfismo

8A,B,C : (A—vE) —~ ((E.-oC)-o(A—oC))

es un isomorfismoparatodoslos objetosA,B en £2.

Demostración: Si 5A,R,C es un isomorfismo,entoncesdA,C tambiénlo es,puestoque por
el Lema 86 tenemos

dÁ,c = nÁ’; sI,A,C; (idÁ~c—onc)

y la expresiónde la derecha,siendounacomposiciónde isomorfismos,es asimismoun iso-
morfismo.

Recíprocamente,si dA,C es un isomorfismo,entonces8BOC,AOC,C tambiénlo es,porque
por la Proposición79

((dA c—o¿Qc);SA,B,C);8B-OC,A-OC,C=

8B-oC,A-oC,C; ~ (dnc,c—od;~,cc)) =

y de aquí, usandode nuevola Proposición79, SA,~C = (d’c—odB,c);s~QcA..«,CC.Por
tanto,8A,B,C, siendo una composición de isomorfismos, es asimismo un isomorfismo. El

Demostraciónde la Proposición 31
Sea(£2,0,1,a, c, e,-o, 1) una categoría con un objeto dualizante. Definimos:

1. A2S’E = (A’ OB’)’ paraobjetosA,B

2. f2~’g = (f’ O y’)’ para morfismosLs
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3. ~ = (idÁ±OdB±®cL)’;(a.i Rj ~±) ;(dAi®BI Oidci)’

4.

5. e4~ = (el

donde ()± denotael funtor ..—oi; entonces,(£2,
2~’,I,a’,c’,e’) es una categoría monoidal

simétrica.

Demostración: Paraempezar,2L: £2 x £2 -~ £2 es un funtor, puesto que viene dado por
la siguientecomposiciónde funtores:

(..)J.OPx(..).LOP

£2x£2 :£20”xC”” 24 £2OP £2.

Tenemos que demostrar quea’, c’y e’ sonisomorfismosnaturalesquesatisfacen las condiciones
de coherenciade Mac Lane-Kelly presentadasen la Figura A.1. Algunas igualdadesson
inmediatas como por ejemplo e’; ¿ = id o probar que a’, e’ son isomorfismos. Vamos a
comprobardos condicionesde coherenciay dejamosla restantecondiciónde coherenciacomo
ejercicioparael lector.

La siguientesucesiónde igualdadesmuestraque a’; e’; a’ = (i&Xc’); a’; (c’~Yid).

UA,B,C, CA2TB,C; aC,A,B =

(idO d)’;(a’)’;(d1 o id)’;c’;(idO d)’;(a’)’;(d’ Oid)’ —

(ido d)’;(a’)’;c’;(a1)’;(d1 Oid)’ =

(ido d)’;(idoc)’;(C’)’;(coid)’;(C1oid)’
(ido c”)’;(idO d)’;(o7’)’;(C1 Oid)’;(c” Oid)’ =

(idAX4 a); aÁCB; (4c2~’idB).

Finalmente, probamos a’; (e’~’id) = e’, usando la igualdad dAI; d~¡ = idÁ±del Lema 85.

ai,A,B; (e53id) =

(ido d)’; (a1)’; (d’ O id)’; ((O Oid)” Oid)’; ((~í)±± Oid)’; ((dÁ’)’ Oid)’ =

(idOd)±;(&í)±;((etoid)Oid)±;(d1O id)’;((e1)” Oid)’;(dAx Oid)’ =

(idOd)±;(etOid)±;(&í)±;(e1Oid)’ —

(et O id)’;(idO d)’;(e’)’ = (O Oid)’;(e’)’;d~t®Ba. =

(et Oid)’; (e1)’; d¿Á±®B±>±= Q4’?B-0



Apéndice B

Categorías *-autónomas

En esteapéndicerealizamosunacomparacióndetalladaentrelos conceptosde categoríacon
un objeto dualizantey categoría*-autónoma.Primero analizamosel conceptode categoría
*-autónomay presentamosbuenasrazonesparaañadirunacondiciónadicional;de estaforma
obtenemosunanoción másfuerte quedenominamoscategoría*-autónomacanónica. Luego
probamosquelos conceptosde categoríacon un objetodualizantey de categoría*-autónoma
canónicason equivalentes.Estaequivalenciase encuentraimplícita en algunospasajesdel
libro de Barr [9], pero ni la equivalenciani la condición adicional son hechosexplícitosen
ningún momentoen tal libro. La pruebade equivalenciaque presentamosmás adelante
suponeladefinición de adecuadascategoríasCatDualObj y Can*-AutCat,y la construcción
de la equivalenciaentreellas. Por otro lado, en su recienteartículo [12], Barr usanuestra
Definición 29 de unacategoríaconun objeto dualizantecomosu definición de unacategoría
*-autónoma.

B.1 Categorías *-autónomas

Esencialmente,una categoría*-autónomaes una categoríamonoidal simétrica cerradaC
con unainvolución (..j± C0’ —* C. DadaunacategoríainonoidalsimétricacerradaC, una
znvoluciónes un funtor (contravariante)fuerte(.)± C0P —* C junto conun isomorfismonat-
ural dA A —* A’--’ sujetoaunascondicionesque detallamosmásadelante.Es importante
observar,sin embargo,queaunqueestemosusandonotacionestales como()±,d,s,y u, que
son remznzscentesde conceptospreviamenteintroducidosen estetrabajo,en estasecciónno
se asumeabsolutamentenada acercade tales funtoresy morfismos,exceptolo que se diga
explícitamentesobre ellos. De hecho,la intenciónprincipal de todanuestradiscusiónes pre-
cisamentela de caracterizarlas condicionesbajolas cualesel usodela mismanotacióntanto
paracategorías*-autónomascomoparacategoríasconun objeto dualizanteestáplenamente
justificado.

La siguientedefinición se debeaMichael Barr [9]:

Definición 89 Una categoría*-autónomaconsisteen

1. Una categoríamonoidalsimétricacerrada(e,®, 1,a,e,e, —o),

109
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2. Un funtor (contravariante)fuerte de C en sí misma, llamado involución,dadopor una
función (..)±sobrelos objetosy unafamilia de morfismos3Á,B A—oS—* fl1—oAt,

3. Una familia de isomorfismosdA : A —* A”, llamadaisomorfismo de la involución

talesqueel siguientediagramaconmuta:

A-oB B’—oA’

js

A” —o

es decir, estosdatosdebensatisfacerla ecuación

dÁ’—odB = SA,B;SBI,AI.Q

El lectorpuedereconoceren el diagramatriangulardeestadefinición lapropiedadanáloga
a la demostradaen la Proposición79 del ApéndiceA, parael casoen que dÁ,c es un iso-
morfismo; por tanto, estacondición simplementeafirma qued es un isomorfismonatural
fuerte entrelos funtores (covariantes)fuertes (Id,{idÁ..,B}) y
La primera consecuenciaes que, por la Proposición78 en el ApéndiceA, d es una trans-
formación naturalordinaria. Además,del diagramaconmutativoen la definición anterior
tambiénse deduceque 3AB es un isomorfismoparatodoslos objetosA,B e Ob(C), sigu-
iendola demostracióndel Teorema28 (véasela SecciónA.5 en el ApéndiceA).

Luego,usandoel isomorfismo~Á = (6PtA; cI,1.,Á; EI,A) : f—oÁ —* A (véaseel Lema 83
en el ApéndiceA), existeun isomorfismonatural

(f) A—of1 -t I”—oA’ d.
2&d 1—cA

1 ~ A’

denotado~Á, queva a jugar un papelimportanteen la discusiónque sigue; en particular,
su papelseráfundamentalen la Proposición92 de caraaprobarque,dadaslas condiciones
adecuadas,1-’- es un objetodualizante.

Usandoesteisomorfismo,tenemosel siguienteisomorfismonatural:

Homc(A,B’) Hom(id,tC’> Homc(A,B—oí’) ,f:: Homc(A®B,I’) —

Hom(c,id> ~ Hom(idu)
Homc(B®A,1’) Homc(B,A—oI ) —0 Homc(B,A’)

esdecir, tenemosunaadjunción

~B,A Homcor(B’,A) —. Homc(B,A’)

“del funtor (.)± consigomismo.” (Paraser completamenteprecisos,deberíamosdecir que la
adjunciónes entre(.)± C0’ —* C y (...)‘ÚP C —*

¿Cuáles el objetivo de esta discusión? Podemosdefinir, comoen la Proposición31. un
funtor 2Y. C x C —* C mediantela igualdad A~’S’B — (A’ ® E’)’ sobreobjetosy una
expresiónsimilar paralos morfismos,un objeto 1 = 1’, y correspondientesisomorfismos
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naturalesa’, c’, e’, y queremosque (e, ~‘?,1, a’, e’, e’) sea también una categoríamonoidal
simétrica.Paraqueestoseaverdadnecesitamosla igualdaddAt; Q!¡= ~dÁI queen general
no se deduce de las suposicionesen la Definición 89, como el siguienteejemplo debido a
Michael Barr [10]demuestra.Es importantedarsecuentade queestapropiedades laanáloga
ala demostradaen el lema 85 del ApéndiceA, y que la hemosusadoen la demostraciónde
la Proposición31 (enla SecciónA.5 del ApéndiceA) asícomoen otros lugares,paraprobar
algunaspropiedadesde categoríasmonoidalessimétricascerradas.

Ejemplo 90 Sea (M, •, i) un monoideconmutativo con un elementoinvertible d tal que
~ d1 ~ d. Y seaC la categoríacon un único objeto, denotado1, y M su monoidede

endomorfismos.Si definimosf®I = fe 1—of= f paraelobjeto1, y x®y = z•y y x—oy =

paralos morfismos,entonces(e,®, 1, i, i, i, —o) es unacategoríamonoidalsimétricacerrada.
En estasituación,el funtoridentidadsobreC es un funtor fuerte(.)í, con s = id : f ~

puestoquej = m = id. Ahora bien, d : f —* f” es un isomorfismonaturalsatisfaciendo
= id = s;s,perosin embargod’ — d # t’. o

Por otra parte,el isomorfismo~Á tambiénpuededefinirsemediantela composición

A-of1 d~
4id A” -of

1 ±~~* f-.oA1 —~-* A’

y naturalmentedesearíamosqueestadefinición coincidieracon la dadaanteriormenteen la
expresión(t) (véaseel diagrainaen el Lema 87 del ApéndiceA). Paraqueestoseacierto,
necesitamosde nuevola igualdaddÁ±;d~¿= idA±.

Si d es la unidad (y la counidadpor razonesde simetría,ya que = 4’Á,B) de la

adjunción definida por ~‘, entoncesla igualdaddÁi;d* = idA.,. es una de las “ecuaciones
triangulares”válidas en cualquieradjunción[99]. Estacondición es muy naturaly, aunque
no se exigieraen la definición original de categoría*-autónomacitadaantes,la incluimosen
nuestradefinición revisadade esteconcepto.En efecto,el mismo Michael Barr dice [10],

“La definición de [categoría]*-autónomaexigeque ested seaun isomorfismo,no
quesimplementeexistaun isomorfismonaturalcualquiera.[...] ésaes—odeberia
ser—ladefinición.”

Por lo tanto, nuestradefinición revisadadel conceptode categoría*-autónomaes la
siguiente:

Definición 91 Una categoría*-autónomacanónicaconsisteen

1. Una categoríamonoidalsimétricacerrada(C,®, 1,a, e,e, —o),

2. Un funtor (contravariante)fuertede C en sí misma,llamado involución, dadopor una
función J’ sobrelos objetosy unafamilia de morfismos3A,B : A—oB —* B’—oA’,

3. Una familia de isomorfismosdA : A —. A”, llamada isomorfismo dc ¿a involución,
sujetosalas ecuaciones
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(a) dÁ’-odB =

quedice precisamentequed es un isomorfismonatural fuerte entrelos funtores
(covariantes)fuertes (Id, {idA~n}) y ((~)±;(—)~, {SA,B; SBt,A1~}).

(b) dB = (cn,BL;(u1 ®idB);en,It)t;UBI,

queexpresala propiedadde qued es la unidad(y counidad)de la adjunción

Honzcop(B’,A) — Homc(B,A’)

definidapor

= Homc(idA,u~1);(so%±)‘; HOmC(CB,A, id
1t); cp~p.;Hornc(idB,UA)

dondeitA es el isomorfismo(A—of’) —* A’ descritoen (f). ~

B.2 Categorías *-autónomas y categoríascon un objeto dua-
lizante

Estáclaro queunacategoría*-autónomaes bastantesimilar aunacategoríacon un objeto
dualizante. A primera vista la principal diferenciaes que en una categoría*-autónoma
los isomorfismosd y s son datos básicos dadosen su definición, sujetosa tres ecuaciones
nadaintuitivas, es decir, no estáclaro si puedenreducirsea datos más elementalesen la
categoría;no obstante,el objeto f~ parececomportarsecomo un objeto dualizante. Por
otro lado,en unacategoriacon un objeto dualizantepodemosdefinir los isomorfismosd (la
Curry-conversióndel morfismoevaluación)y s (la Curry-conversiónde la composiciónm)
quesatisfacenvariasecuaciones(como se demuestraen la SecciónA.4 del ApéndiceA), por
lo que parecemuy probableque tal categoríatiene unaestructura*-autónomade forma
natural. De hecho todasestasimpresionesson correctas. En general, la elección de s y
d en una categoría*-autónomano es reduciblea datos máselementales;sin embargo,las
categorías*-autónomascanónicascaracterizanel casoen quetal elecciónes reducibleadatos
más elementales.La correspondenciaentrelos dos conceptosse haceentoncesmuy clara:
los conceptosde categoríacon un objeto dualizantey de categoría*-autónomacanónicason
equivalentes,en el sentidoprecisode unaequivalenciade categorías[99].

Primerodemostramosque en unacategoría*-autónoma(C,®,I,a,c,e,—o,(..)’,s,d)el
objeto I~ es un objeto dualizante,tal y como se ha sugeridoantes. Es importantenotar
queen la siguienteproposiciónno hacemosuso de la propiedadadicional introducidaen la
Definición 91.

Proposición92 Sea (C,®,f,a,c,e,—o,(..)’,s,d)una categoría*-autónoma. Como antes,
denotamospor ~Á : (A-of’) ~. A’ el isomorfismodefinido en (fl porla expresión

= SA,IL;(dI~OidAt);flAI.

Entonces
(CAOBBOIL; mAR11)t; UB 0UA =

es decir, el siguientediagramaconmuta:
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(c; m)t (B—of’)—o(A—of’)

A-oB jira—oit

s
.B’-oA’

Por lo tanto,(c; m)t es un isomorfismo,y 1’ es un objetodualizante.

Demostración: En el siguientecálculo, vamosausarla igualdad

(s®d);e= c;e;u

quees muy fácil deprobary se dejacomoejercidoparael lector. La deseadaconmutatividad
del diagramatriangularse siguede:

~~‘((c; m)~;(u’—ou)) =

((c;m)t 0 id);(id® C’);e;u=

((c; m)~ ® id); (id ® iC’); e; 8; d-oid; n =

((e;m)~o u’); e; s;d-oid; C~; c; E =

(id ® tC’); e;ni; s;J~; e; ((d—oid)® id); e =

(ido iC’);c;(s O s); e; m;e1;c;(ido d);e =

(id O u’); (s® s); C1; e; (id O d); (ni O id); e =

C’ ;c;((id® tC’)®id);((s®s) o id);(id® d);C’;(id®e);e =

e~;c;cC’;(id® (C’ ® id));(sO(s Od));(id®e);e =

(ido (e’;c;(u’ ®id);1$s®d);e));(s® id);e =

(id ® (e—’; e; (C’ o id); e; e; u)); (s O id); e =

(sO id);e =

Vamosaver ahoracómounacategoríacon un objetodualizante(C,0,1,a, e,e,—o, 1) da
lugar aunacategoría*-autónomacanónica.

Proposición93 Sea (C,®,f,a,c,e,—o,.L) una categoríacon un objeto dualizante. Para
objetos A,B en C, definimos

1 A’—A-oI

2. 8A,B = (et~BB«,,;mÁB,)t : A-oB —* B’—oA’

3. d~ = (cÁ,Á.,±;EA,,)t : A — A”

Entonces,(e,0,1, a,c,e,—o, (..)‘,s,d) es unacategoría*-autónoinacanónica.

Demostración: En primer lugar, (.)‘ y .s definenun funtorcontravariantefuerte, comose
demuestraen la Proposición76 del ApéndiceA. En segundolugar, en la Proposición79 y el
Lema88 del ApéndiceA demostramosques y d satisfacenlas dosecuacionesrequeridaspor
la definición de categoría*-autónomacanónica,O
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Queremosprobarquelas construccionesdefinidasen las dosproposicionesanterioresson
funtoriales,o sea,queproporcionanfuntores entreadecuadascategoríascuyos objetosson
categorias*-autónomasy categoríascon un objeto dualizante,respectivamente.Paraesto
necesitamosdefinir las nocionesapropiadasde morfismo paraestosobjetos.

Comenzamoscon la definición de la categoríaCatDualObj cuyos objetosson categorías
con un objetodualizante.

Proposición94 Dadasdos categoríascon un objeto dualizante(e’, ®‘, 1’, a’, c’, e’, -o’, .i’>
y (C,®,f,a,c,e,—o,I),se define un morfismo’ entreellas como un par ~ dondeY

—* C es un funtor monoidalsimétricocerradoy a : .7(1’) —* 1 es un morfismo en C.
Estadefinición proporcionaunacategoríaCatDuaLObj

.

Demostración: Las identidadesson pares <lc,id,>, y la composiciónde dos morfismos
(Q,a’> y <Y,a> viene dadapor el par <Q; Y,F(a’); a>. E

La definición de las categorías*-AutCat y Can*-AutCat es un poco más complicada.
Estees el momentoen quela noción de transformaciónnatural fuerte relativaaun funtor
monoidalsimétricocerrado,introducidaen la SecciónA.3 del ApéndiceA, nosva asermuy
útil.

Proposición95 Dadascategorías*-autónomas(C’, 0’, 1’, a’, e’, e’, —o’, (..)“,s’, d’) y (C, O,
I,a,c,e,—o,O’,s,d), se define un morfismo entre ellas como un par <,fi>, dondeY
£2’ —. £2 es un funtor monoidalsimétricocerrado,y fi es unatransformaciónnatural fuerte
relativaaY entrelos funtoresfuertes((...)í’, s’) y ((.D’ , s) que satisfaceademásla ecuación

= dr(A);/3±,

es decir, el siguientediagramaconniuta:

.7(A) Y(d’

)

Entoncesestadefinición proporcionaunacategoría*-AutCat. La categoríaCan*-AutCates
la subcategoríaplenade *-AutCat cuyosobjetosson categorías*-autónomascanónicas.

Demostración: La composiciónde dos de tales morfismos se define como en la Obser-
vación 82 en el ApéndiceA:

=

donde,paraun objeto A en £2”,

(Yfi’rBcúA = Y(PÁ);fig(Á> YQ(A”’) —* (.79(A))’.

‘Por convenienciade notación, aquí y en el resto de estasección, usamosprimas en el dominio de un
modismoen vez de seguir la convenciónhabitualde usarprimasen el codominio.
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Paraquela composiciónasídefinidaseaun morfismoen *-AutCat, necesitamoscompro-
bar que la condiciónadicional es satisfecha.Paraello usamosla propiedadde que, por la
Proposición81 en el Apéndice A, ¡Y se externalizaa unatransformaciónnaturalordinaria
entre los funtores (..)±‘;Y y YOP; (..)~. Por lo tanto, paraun modismof : A -~ 5 en (2’,
tenemos

~(1”); ¡YA = ¡YBY(f)’.

En particular,parael morfismo/3~ : Q(A”’) —* 9(A)”, obtenemosla igualdad

= ¡YQ<A>i’;~(¡YA)

De modo quepodemosrealizarel siguientecálculo:

YQ(d~j; (Y/Y; ¡Yc)Á±”= Y9(d~);Y(/t4t~¡);~c(Á”’) =

~(
4(Á)); Y((i3~)”); ~o(A”’) = Y(4(Á)); ~c(Á)”’ Y(i3%)’ =

drg(Á); PC(A);Y(/Y~)’ = dyc(A>; (Y(
18%j;¡YQ(Á))’ =

drc(Á); (Y/Y; ¡YQVi•~

Una vez tenemosdefinidaslas categoríasque nos interesaban,podemosprobar quelas
construccioneshechasen las Proposiciones92 y 93 sonfuntoriales:

Proposición96 Las asignaciones

(C,®,I,a,c,e,—o,(...)’,s,d) —. (C,®,f,a,c,e,—o,I’)

se extiendenrespectivamentea funtores

DO : *-AutCat —* CatDualObj

AC: CatDualObj —* Can*-AutCat

.

Demostración: Dado un inorfismoen *-AutCat

<Y, ¡Y> : ((2’, ®‘, 1’, a’, e’, e’, ‘, (..)“, s’, d’) —* (O, O, f, a,e,e, —o, (..)í, s,d),

como ¡Yp : .7(1”’) —~ Y(I’)’ y Y(f’) = 1, el morfismoen CatDualObj

DQ<Y,¡Y> : (C’,®’,I’,a’,c’,e’, —o’,f”’) —~ ((2,0,f, a, e, e,—o,I’)

se define mediante
DO<Y,f3) = <YqYp : Y(f”’) —. 1’>.

Es obvio queDO conservaidentidades;y tambiénconservala composición,pues

DO<Q;F,Y¡Y’;¡YQ> = <Q;Y,(Y¡Y’;¡YQ)v’>
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y (Y¡Y’;¡Yg)p’ = Y(¡Yj,,);IJp.
Recíprocamente,dadoun morfismoen CatDualObj

el morfismoen Con*-AutCat

((2,0,1,a, e,e,—o, —oi, (e; m)t, (e;c)t)

se define como sigue.
Primerorecordemosla notaciónusadaen la SecciónA.4 del ApéndiceA, y denotemospor

8A,B,I y dA,±los morfismos(e; m)t y (e; e)t, respectivamente,y análogamentecon s%n,±,y

d~,,. ComoY conservala estructuramonoidalsimétricacerrada,tenemoslas igualdades

= SY(Á)gr(B),r(í’)

=

Queremosdefinir una familia de morfismos ¡YA : Y(A—o’i’) —. (Y(A)—oX) usandoel
morfismo dadoa .7(1’) —* 1; paraesto,usamoslapropiedadde queY conservala estruc-
tura monoidalsimétricacerrada,y definimos

¡YA = idr(A>-oa (Y(A)-oY(1’)) —~ (Y(A)—oX).

Debemosdemostrarque <Y, ¡Y> satisfacelas dos condicionesrequeridasparaserun mor-
fismo en Car¿*-AutCat.La primeracondición es

~(ú,B,,’); (idr(n~,~,¡) ..-o¡YÁ) = 8r(A)4r(B),I; (¡YB—oidr(A)-.~,,),

que es equivalentea

87(A),Y(B),Y(I’); (idr(B.g,:) —o(idr(Á)—oa)) = 85(Á),r(B),±;((idr<B)—oa)—oidr(A»,±).

Aplicando la adjunción
9r’, estaúltima igualdadse reducea la naturalidadde mÁ,B,cen

C.
La segundacondiciónes

Y(d’A,x¡); ¡YA-o’±’ = dr(A),,; (¡YA—oid,),

o equivalentemente,

dr(A) 7(J)); (idr(Á~s±~>—ea) = dr(A),,; ((idr(Á)—oa)—oidjj.

Estaigualdadse reducede nuevo, aplicandola adjunción~ a la naturalidadde
6A,B en

5.
Que AC conservaidentidadeses obvio. y que conservala composiciónse siguede

(Y/3’;Ñfl = Y(idccÁ)—o’a’);(idrg(A)—oa)=

(idrg(Á)—oY(a’));(idrg(Á)—oa)= idrc(Á)—o(Y(a’);a).C
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Finalmentepodemosdemostrarnuestroresultadoprincipal, asaber,quelas nocionesde
categoría*-autónomacanónicay de categoríaconun objeto dualizanteson equivalentesen
el sentidoprecisode la existenciade unaequivalenciaentrelas correspondientescategorías.

Teorema97 Los dos funtores

DO!ca~,A~tc~t : Can*-AutCat —* CatDualQbj

AC: CatDualObj —* Can*-AutCat

constituyenunaequivalenciade categorías.

Demostración: Dada unacategoríaconun objeto dualizante(2 debemosprobarqueexiste
un isomorfismonaturalDQ(AC(C)) ~ (2 en CatDualObj, y dadaunacategoría*-autónoma
canónica£2’, tenemosquedemostrarlaexistenciadeun isomorfismonaturalAC(DO «2’)) ~ (2’

en Can*-AutCat

.

Sea (C,®,f,a,c,e,—o,.L)unacategoríacon un objeto dualizante.La categoríacon un
objeto dualizanteque se obtienetras aplicar el funtor AC;DO es (£2, ®,f, a,c,e,-o, f—o.L).
Usandoel isomorfismo n~ = (eLA;cla-OÁ;c¡,A) : f—oA —. A (véaseel Lema 83 en el
ApéndiceA), se tiene e] isomorfismo<le, it,>. Es fácil ver quela naturalidaddeeste isomor-
fismo se reducea la naturalidadde ~Á•

Por otro lado, sea(C,®,1,a,c,e,—o,(..)’,s,d)unacategoría*-autónomacanónica.Tras
la aplicacióndel funtor DQ;AC tenemosla categoría*-autónomacanónica((2,0,1,a, e,6,—o,
..~~of’,(c;m)t,(c;s)t),ydisponemosdel isomorfismo<lc,UA>, dondeit~: —~ A-’- fue
definido mediantela expresión (t) despuésde la Definición 89 (y en el enunciadode la
Proposición92). Tenemosquecomprobarque éstees en efectoun morfismoen la categoría
Can*-AutCat

.

El diagramatriangularconmutativoen la Proposición92 muestraqueu es un isomorfismo
naturalfuerte (relativo al funtor identidadle) entre los funtoresfuertes(-.—oI’, (e;m)t) y
((.)±,s). Necesitamosprobarqueu tambiénsatisfacela segundacondición:

(c;c)t;uÁ~,¡I = dÁ;?4.

Éstees el momentoprecisoen el quevamosa usar la propiedadadicionalintroducidaen la
definición de categoría*-autónomacanónica.Comod es la unidadde la adjunción

Homcop(B’,A) —* Hornc(B,A’)

descritaen la Definición 91, la igualdadbuscadaes equivalentea

= itA,

que es efectivamentesatisfechapor u, puestoque

4~((c;c)t;u) = (e; (((c;e)t;u; u’) O id);c)t; u = (c; c;s)t; ~¿= ¿t; ~ =

Además,por la Proposición78 enel ApéndiceA, u es una.transformaciónnatural (ordinaria)
entrelos funtores(ordinarios) 1’ y (..)±;de aquí,en particular,u satisfacela ecuacion

UA.L; = (uÁ—oidl±):
t1A—oÍ~’
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de la cual es fácil deducir que 201 también satisfacela segundacondición. Resumiendo,
<lc, itA> es realmenteun isomorfismoen la categoríaCan*-AutCat

.

Nos queda por probar que esteisomorfismo es natural. Dado un morfismo <YHY> en
*-AutCat de (C’,®’, 1’, a’, e’, e’, —o’, (..)“,s’, d’) en (£2,®, 1, a, e, e, —o, (..Q’, s,d), la condición
de naturalidadse reduceala igualdad

(idr(Ár..o/?p);urcA) =

dondeu’ denotael correspondientemorfismoen £2’; en efecto,

Y(u’); ¡Y = Y(s’; (d’—o’id); n’); ¡Y = Y(s’); (Y(d’)—oid);n; ¡Y =

Y(s’); (Y(d’)—o¡Y);n = Y(s’); (id—o¡Y);(Y(d’)—víd);u =

s; (¡Y—oid);(Y(d’)-oid); n = s; ((.7(d); ¡Y)—oid);u =

s; ((d; ¡Y’)—oid); u = .s; (¡Y’—oid);(d—oid);u =

(id—o¡Y); s; (d—oid);u = (id-o¡Y); u.

En estecálculo hemoshecho usode la naturalidadde s, garantizadapor la Proposición75
del ApéndiceA. O

Con estohemosterminadonuestroestudiode la relaciónentrecategorías*-autónomasy
categoríascon un objetodualizante.

En nuestraopinión, los resultadosen estasecciónmuestranqueel conceptode categoría
*-autónomaes en cierto sentidodemasiadogeneral. El problemaconsisteen que,como el
Ejemplo90 muestra,hay demasiadalibertad en la elección de s y d de forma que,aunque
unacategoría*-autónomasiempretiene asociadoun objetodualizante,las transformaciones
naturalescanónicass y d asociadasa eseobjeto dualizanteno tienenningunarelación sis-
temáticacon las transformacioness y d elegidasoriginalmente. En cambio, el conceptode
categoría*-autónomacanónicaaseguraque las transformacioness y d elegidas coinciden
salvoisomorfismonaturalcon las s y ti canónicas.Comolanoción decategoríaconun objeto
dualizantees considerablementemássimple, y no pareceexistir ningunarazón por la que
no queramosque .s y ti seancanónicasen las aplicaciones,concluimosquecategoríascon un
objetodualizanteproporcionanunabaseaxiomáticamássimplesobrela cual puedenbasarse
posterioresestudiosde lógicalineal y de dualidad. Dehecho,éstaes la axiomatizaciónusada
por Michael Barr en su recienteartículo [12].



Apéndice c

Reglas de inferencia para

C es una subcategoría de V[C]

A E Ob(C)
A E Ob(V[C])

f : A -. 5 enC
f: A —* B en V[C]

V[C] es una categoría

f : A —> 5, g : 5 —* C en V[C] (composición)
f•g : A —~ C en 174(2]

A E Ob(V[C])
tdA : A —* A en 24(2] (identidades)

f A -~ 5, g : E —* C, h C —. Den ‘14(2] (asociatividad)

f;(g;h) = (f;g);h

f : A —* 5 en 24(2

]

idA;f — (id izquierda)
f : A —> E en 24(2

]

f; id~ = f

D[C] esmonoidal simétrica

A,B E Ob(V[C])
A®5 E Ob(V[C])

f:A—*B,g:C-.DenV[C

]

f®g:A®C-*B®DenD[C]

f: A — B,g:B —* A’ —* 5’, 9’: C’ —* D’ en V[C] (O funtor-1)

(1; 9)0 (f’; 9’) = (1o f’); (909’)
A,B E Ob(V[C]

)

~dÁ ® td~ = idÁ®n
(0 funtor-2)

flcj

(id derecha)
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A,B,C e Ob(D[C])
aA,B,c : A O (E OC) —* (A o»)OC en

A,5,C E Ob(V[C])
(A o5) OC —~ A 0(50 C) en 174(2] (inverso)

A,5,C E Ob(274C]) A,5,C e Ob(V[C]

)

aA,B,c; -1 -1<iZA,B,c = idA®(B®C) aÁ,B,G;aA,B,c= id(A®B)®c

f : A —* A’, g :5 —* 5’, h : C —~ C’ en 24(2] (naturalidad)

aÁ,B,c;(fOg) Oh = 1®(g Oh); <1AtBÑC’

A,» E Ob(V[C])
cA,B : AOB —. BOA en D[C2] (conmutatividad)

f : A —* A’, g 5 —. 5’ en v[C] (naturalidad)
CA,B;9®1= fOg;CA’BI

A E Ob(D[C]) (unidad)

fO A —* A en 24(2]
A E Ob(V[C]) (inverso)

A—foA en 174(2]

A E Ob(24C]

)

—•1eA ; e~4 = idA

A E Ob(24C]) ___________

—1

eA;eA =tdl®A
f : A —* 5 en 14(2

]

eA;f = (idi 0 f); eR (naturalidad)

A,B,C,D E Ob(V[C])
= (idA O aB,c,D); aA,B®c,D; (aA,B,CO

A,5 E Ob(V[C]

)

cAR;CB,Á = idÁ®B (coherencia-2)

A,B E Ob(V[C]) (coherencia-Y)
aI,A,B; (c~ O idB) = eA®B

A,B,D E Ob(V[C])
aA,B,D;cA®B,D;aDÁn = (idA O cB,D); aA,D,B; (cAo O ida) (coherencia-4)

ido) (coherencia-1)

D[C] es cerrada

A,5 E Ob(V[C]

)

A—oB E Ob(D[C])

A,E E Ob(V[C])

~A,B : (A—o»)O A —. 5 en V[C] (connidad)

aA,B,c®D;aA®B,c,D
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f : Co A -.4 Ben 2)[C] (biyección)
ft: C .-* (A—o»)en 24(2]
f : C ® A —* 5 en V[C] (adjunción-1)

(ft O idÁ);EÁ,B = f
g : C —. (A—oB) en 24(2] (adjunción-E)

((g O idA); EA,B)~ = g

D[C] tiene productos finitos

A,B E Ob(24C]

)

A&B E Ob(24CJ)(objetoproducto)

f : C —~ A, g : C —~ 5 en V[C] (rnorfisrno inducido)
C —* A&B en V[(2]

A,B e Ob(V[C])
lrA,B : A&B —* A en 24(2] (proyección-1)

A,B E Ob(24C])
7rA,B : A&B —. 5 en D[C] (proyección-E)

f C .-.* A, g C —* B en 24(2] (ecuaciónprod-1)

= f
f C —. A, g: C —. 5 en 24(2] (ecuaciónprod-2)

<f,g>; 7r~
4~ = g

h : C -~ A&B en 24(2]
<h; #A,B, h; ir~ > — h (ecuaciónprod-3)

T E Ob(24C]) (objeto final)

A E Ob(24C]) (existencia)

A —* T en 24(2]

f : A —* T en V[C] (unicidad)
f =

‘D[C] tiene un objeto dualizante

1 E Ob(24C]) (objeto dualizante)

A E Ob(V[C])

dj~
1 : (A—oI)--o.t —* A en V[C] (inverso)

A E Ob(V[C])
= IdA

A E Ob(V[C])
=
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Capítulo 1

Introducción (Parte II)

A finales de los años 70 aparecierondos artículospionerossobre la semánticade subtipos,
escritospor Goguen[56] y por Reynolds[136]. Aunque ambosenfoquesposeíanalgunas
similitudes formales y compartíanun punto de vista algebraicocomún, las intuicionesque
formalizabanerandiferentes,asaber:

1. unanoción de subtipo comoinclusión en el artículo de Goguen,y

2. unanoción de conversiónimplícita (o coerción)en el artículode Reynolds.

La primeraintuición ha sido seguiday desarrolladaposteriormentepor varios autoresen un
contextode primer ordenen talestrabajoscomo [55, 58, 129, 62, 115]; estaintuición ha dado
lugaral diseñode lenguajesdeprogramaciónfuncionales[43, 59] y delenguajesquecombinan
programaciónfuncionalconprogramaciónrelacional,dirigidaaobjetosy concurrente[60, 144,
61, 112]. La segundaintuición ha sido asimismoobjeto de investigaciónen un contextode
ordensuperior; desdela apariciónde artículoscomo [122, 25, 138] muchoha sido hechopor
diversosautores,comoexplicaremosmástarde. Además,se handiseñadolenguajesbasados
en estasnociones como Fun [28] y Quest [26]; estasideas tambiéninfluenciarán futuras
versionesdeotros lenguajesfuncionalesexistentes,como por ejemploML [120].

Sinembargo,estasdoslíneasdetrabajohantenidoescasainteracciónmutuay—con pocas
excepciones1—casinadaseha hechodecaraacompararsusrelativosprosy contras.Creemos
que de tal comparaciónse puedeobtenerun enriquecimientomutuoy estetrabajodebeverse
comoun primer pasoen esadirección2. Concretamente,argumentamosque ningunadeestas
intuicioneses por sí solasuficienteparaconseguirunasemánticade subtiposcompletamente
satisfactoria,y proponemosun marcoseinanticoen el que ambasintuicionespuedencoexistir
y al mismo tiempo serlegítimamentedistinguidas.

Por ejemplo,una de las característicasmásinteresantesde la noción de “subtipo como
inclusión” es que es completamenteseguromoverdatosy realizaroperacionesdesplazándose
arriba y abajo en la jerarquíade subtipos,por lo que se puedeignorar prácticamenteen

1Talescomo[115]quediscuteinclusionesy coercionesen un contextode primerorden,y [63]que compara
propuestaspara programacióndirigidaa objetosen ambosenfoques.

2Aunquemuy diferentedel nuestroen estilo y punto de vista semántico,el reciente trabajo de Z. Qian
[133] tiene objetivos bastante semejantes;no obstanie, sus deliniciones nos parecen difíciles de comparar con
los trabajos existentesen teoría de tipos de orden si’ perior.

[25
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qué tipo se está trabajando. Estanoción de subtipo es probablementela másnatural y
la más ampliamenteafianzada,y estáperfectamentede acuerdoconla prácticay notación
tradicionalesen matemáticas,dondepor ejemplopodemossumarel número3 ala expresíon
compleja(—i) * i y evaluarentoncesla expresiónresultanteal númeronatural4, o en cambio
podemosevaluarprimero (—i) * i a 1 y despuéssumar los númerosnaturales3 y 1 para
obtenerel mismoresultado4. Estaseguridaden el movimiento de datos arribay abajoestá
garantizadapor el siguienteaxiomade “conservaciónde la información”: si r =7~’,

Vx,y:r 2=rY ~ Zr’Y

quetípicamentese encuentraimplícito en trabajoscomo [62], dondela relaciónde igualdad
se define de forma independientedel tipo.

En contraste,tal seguridadno es posibleen el enfoquede conversionesimplícitas,donde
el anterior axiomano es cierto, incluso en el caso en quelas relacionesde subtipo paralos
tipos básicosson todasinclusiones. Esta situaciónpuedeilustrarsemediantela siguiente
reglaparaespaciosfuncionales

r=r’ p=p’
(9 !=- ,o)=(r !=‘ p’)

debidaa Reynolds[136],y queapareceen todoslos trabajossobresubtiposen un contexto
de orden superiordelos quesomosconscientes.Consideremos,por ejemplo,los tipos basícos
2 y 3, con constantes1, 2 de tipo 2 y 1, 2, 3 de tipo 3, y unainclusión de subtipo2 =3, y
consideremosun tipo básicoIR de númerosreales.Entonces,en cualquiercategoríasemántica
razonable,seade conjuntos(intuicionistaso no), seade espaciostopológicoso seade otra
cosa,podemosaplicar la reglaanteriorcon i- — 2 9 — 3, y p = p’ = IR obteniendo

(3 =~ IR) =(2 ~ IR).

Así pueslo queestareglanosdicees queel espacioeucídeotridimensionales,desdeestepunto
de vista, un subtipo(!) del planoeuclídeo.Estáclaroqueaquípor “subtipo” se entiendealgo
completamentediferentede una inclusión entretipos. El significado real es quela inclusión
j : 2 ‘—* 3 induceuna restricczon

que no es otracosaquela proyecciónde un puntoenel espacioasus dosprimerascoordenadas
y en el plano. Estaconversiónimplícita de puntosen el espacioa puntosen el plano no

cumple el axiomade “conservaciónde la información”; por ejemplo, los puntosp = (1, 1,1)
y q = (1,1,2) satisfacenp ts*fl) q, pero por supuestop =(2~’n) q. Por lo tanto, tales
conversionesimplícitas son insegurasen el sentidode que, unavez la conversiónha sido
aplicada,no hayen generalningunaforma de recuperarel datooriginal,porqueinformacion
esencialpuedehaberseperdido. E] casoextremode pérdidade información apareceen el
llamado tipo universal Top, presenteen muchosde los trabajosexistentes,y quecontiene
cualquier otro tipo i- comoun subtipor =Top, puestoque Top se interpretacomoun objeto
final 1, de forma que x =Top y paracualesquierax,y. En consecuencia,ningunainformacion
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queentreen Top puedejamássalir; estosugierela imagende un “agujeronegro” comouna
intuición másadecuadapara Top que pensaren él comoel universo.

La principal cuestiónque la anteriordiscusionintentaponer en claro es quedos intui-
cionessemánticascompletamentediferentesse confundenbujo la denominaciónde “subtipo,”
asaber,las nocionesde inclusión y de conversiónimplícita. Creemosqueseríaunaequivo-
cación pensarquehay que elegir una de estasnocionesa costade la otra; efectivamente
la anterior discusiónmuestraque cualquiereleccióntendríaconsecuenciasindeseables.Por
ejemplo,las buenaspropiedadesde conservaciónde informacióny las asociadasintuicionesy
facilidad en la manipulaciónde datosquela noción de inclusión tiene se perderíanal tomar
partido por conversionesimplícitas;peropor el otroladoinsistiren inclusionescomolaúnica
nociónpertinentetambiénseriaindeseable,puesse perderíala capacidadproporcionadapor
la regla(*) de pasarcomoargumentosfuncionesconun dominiode definiciónestrictamente
mayor de lo exigido.

Nuestrapropuestaes intentarconseguirlo mejor de ambosmundosdistinguiendoam-
basnocionestantosintácticamentecomo semánticamente.En nuestraopinión, la noción de
inclusión es la másintuitiva, poseelas propiedadesmásinteresantes,y es la noción mejor
entendidapor los no especialistas;por lo tanto,usamosel nombre subtipospara tipos rela-
cionadospor inclusionesy la notaciónr < r’ sóloen estecaso. Paralanoción de conversión
implícita usamosla terminologíasubtiposgeneralizadosy lanotaciónr <:,-‘. Ambasnociones
se relacionanpor medio de la regla

r < r’
r <: Y

que justifica asimismo nuestraterminología. De este modo, las interesantesventajasde
la noción de subtipocomo inclusión se conservany se hacenexplícitasen la sintaxisy la
semántica,sin perder los mecanismosadicionalesquela noción de subtipocomo conversión
implícita proporciona.Un beneficioinmediatode estemarco—ilustradoen detalleen algunos
casos,pero válidotambiénparaotros constructoresde tipos queno tratamosexplícitamente
en estetrabajo—esla posibilidad de tenerreglasmásinformativasparael subtipadoestruc-
tural de diferentesconstructoresde tipos. Por ejemplo,la regla (!=~)es válida sólo parala
relación <~ parala relación < se requiereunaversiónmásrestringida.De la mismaforma,
reglasparavectores(records)necesitanrestriccionesanálogas.En contrastecon los casosque
acabamosdemencionar,reglasdesubtipadoestructuralparaproductosno necesitanninguna
restricciónparala relación <.

Nuestraprincipal tareaen estetrabajoes generalizarla semánticade primer orden de
subtiposcomoinclusionespresentadaen [62]aordensuperior,consiguiendodeestaformauna
teoría de orden superiorde subtiposinclusivoscon interesantespropiedades,incluyendola
de “conservaciónde la información,” unalógicaecuacionalcompletamentedesarrollada(algo
no disponiblehastaahoraen otros enfoquesde orden superior),unasemánticacategórica
muy general, teoremasde completitude inicialidad, así comola flexibilidad adicionalen el
tipado proporcionadapor la técnicade los “retractos” [58, 62] queha resultadoser muy
útil y convenienteen las implementacionesde 0B32 y 0BJ3 [43, 59]. Además,también
demostramosque nuestralógica ecuacionalde orden superior de subtiposes conservativa
sobrela original lógicaecuacionalde primer orden.
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Nuestraintencion en estetrabajo es algo modestaen el sentidode que la teoría que
desarrollamoses la más básicaposible, o seaun lambda cálculo tipado con productosy
subtiposcomoinclusiones.Sinembargo,laextensiónacálculosmásricosno deberíapresentar
dificultadesespecialessiguiendoideasanálogasalasyadesarrolladasparalanocióndesubtipo
comoconversiónimplícitaen trabajostalescomo[28, 24, 18, 26, 35,4,entreotros]. A pesarde
restringirnosaun cálculo muy simple, permitimosla generalidady convenienciaadicionales
de tipos básicosdefiniblesecuacionalmente,paralos cualeslas relacionesde subtipoy ope-
racionesambiguas(o sobrecargadas)se puedenespecificarcomo en [62]. Talesoperaciones
ambiguassoportantantopolimorfismodesubtipos,como cuando+ se defineparalos números
naturales,enteros,racionalesy complejos,y tambiénpolimorfismoad hoc, como cuando+
se define paratipos no relacionadosentresí como por ejemplo los valoresde verdady los
númerosnaturales.

Nuestranociónde subtipocomoinclusiónes muygeneraly puedeinterpretarseen muchas
categorías,incluyendocategoríasque sonesencialmente“modelosde términos.” Por lo tanto,
la primeratareaen estetrabajoes generalizarla teoríade primer orden de álgebracon tipos
ordenados[62]a modelosde primer orden en categoríasgeneralessiguiendolas ideasde la
semánticafuntorial de Lawvereparalógica ecuacional[94]. En un segundopaso,genera-
lizamosla semánticacategóricade primer orden aorden superior.

La integraciónde las relaciones< y <: se trataen el Capítulo5, y discutimosun ejemplo
muy natural de estaintegraciónen modelosde relacionesde equivalenciaparciales(per’s);
sin embargo,un tratamientocompletodel sistemacombinadode ambasrelacionestendráque
esperarunapublicaciónfutura. En las conclusionesfinalesdiscutimosposiblesdireccionesde
investigaciónsugeridaspor el presentetrabajoquedesearíamosexploraren el futuro.



Capítulo 2

Álgebra con tipos ordenados

El álgebracontipos ordenadoses unageneralizaciónmuy expresivadel álgebraheterogénea
obtenidaal introducir una relación de orden en el conjunto de tipos, interpretadacomo
inclusión, y permitir el uso de símbolosde operaciónambiguos.En estecapítulorepasamos
las definicionesy resultadosbásicosdel álgebracon tipos ordenados,incluyendosignatura,
álgebra,homomorfismo,la construccióndel álgebrade términos,deducciónecuacional,y
los teoremasde corrección,completitude iicialidad. Estecapítulo es un breve resumen
del material contenidoen las Secciones2 y 3 de [62], donderemitimos al lector paraun
tratamientodetallado,incluyendodemostracionesy aspectosaquíomitidos; un resumenmás
detalladode estematerialaparecetambiénen [115].

Suponemosqueel lector estáfamiliarizadoconálgebraheterogénea,en particularcon los
conceptosdesignatura,álgebra,homomorfismoy ecuaciónen esemarco(véase,por ejemplo,
[114]).

Notación: Dado un conjunto5, denotamospor ~ unalista s~ . . s,, (n =0) en 5* cuya
longitud n se dejaa menudoimplícita en el contexto;la lista vacíase denotaE.

Si (5,=)es un conjunto parcialmenteordenado,el orden < se extiendea listas de la
mismalongitud en S componenteacomponente,y se denotatambién< es decir,

Dado un 5-conjuntoA = {A. 1 s E 5), es decir unafamilia de conjuntosconíndices en
5, si ~ = s~ . . . 8,, ~¿e, escribimosA7 paradenotarel productocartesianoA,, x ... x A,~,
y si S es la lista vacía e, A~ es un conjuntounitario denotado1. De forma análoga,si
h = {h, : A, — Ss 1 s E 5) es una5-función entrelos 5-conjuntosA y 5, escribimosh7
paradenotarh,, x ... x It,,, : Ay —> Br, y h~ es id1.

En lo quesigue,abreviamoshabitualmentela frase“con tipos ordenados”a “c.t.o.”.

2.1 Signaturas,álgebrasy homomorfismos

Definición 1 [62] Una signatura con tipos ordenados,abreviadoa signatura cÁ.o., es un
triple (5, =,E) tal que (5, E) es unasignaturaheterogénea(es decir, un conjuntode tipos

129
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3 y un S’~ x 3-conjuntoE = {E¡,, ¡ ~ E S,s E S} de símbolosde operación1),(S,=)es
un conjuntoparcialmenteordenado,y los símbolosdeoperaciónen la signaturasatisfacenla
siguientecondición de monotonía:

a E E~. o Err y s y implican a _ 7’. 0

Cuandoel conjuntoparcialmenteordenadode tiposestáclaro,escribimossimplementeE
paradenotarunasignaturacontipos ordenados.

Convienedestacarel hecho de que, contrariamentea la prácticahabitual en álgebra
heterogénea,los conjuntosde símbolosde operación E~, en unasignaturac.t.o. no sólo
no se suponendisjuntosdos a dos, sino que se dancondicionesexplicitasparael caso en
queel mismosímbolode operaciónaparececon dos rangosdistintos(un pocomásadelante
veremosla condición de regularidadque tambiénse aplica en este caso). Estasituaciónse
conoce como ambigiledado sobrecarga(overloading)y se dice queel símbolode operaciónes
ambiguoo estásobrecargado.La posibilidaddeoperacionesambiguasjunto conlarelaciónde
subtipoconstituyeunadelas característicasmásinteresantesy expresivasala horade escribir
éspecificacionesusandoálgebracon tipos ordenados. Por ejemplo, estopermite justificar
dentro de un marcoformal la prácticahabitual de sobrecargarlos símbolosde operaciones
aritméticasen la jerarquíanumérica.El Ejemplo 15 ilustraestecaso.

Definición 2 [62] Sea(3,=,E) unasignaturac.t.o. Una (3, =,32)-álgebra A es una(3, E)-
álgebraheterogéneaA (es decir, paracada a E 3 un conjuntoA, y paracadasímbolo de
operacióna E 32;,, unafunción A~’ : A

7 —. A,) quesatisfacelas siguientescondicionesde
monotonía:

1. s<s’ en 3 implica A, ciA8’, y

2. a E 32;,,fl E~ y ¡ Y implican que4’ : A7 —~ A, y A7 : A~ 4 Ar coincidenen los
elementosde A7. O

Cuandoel conjuntoordenadode tipos estáclaro,nosreferimosauna(3,=,32)-álgebraA
simplementecomounaE-álgebra.

Definición 3 [62] Sea(3, =,E) una signaturac.t.o. Dadasdos (3,=,32)-álgebrasA y B,
un (3, =,32)-homomorfismoIt : A —. 8 es un (3,32)-homomorfismaheterogéneo(es decir,
una3-función It = {h. : A, —* 5, 1 .s E S} satisfaciendola condición de homomorfismo
h,(At’(a)) = BZ’(hw(a)) para todo a E E;,, y a E A;) queademássatisfacela siguiente
condición de restricción:

s =a’ y a E A, implican h,(a) = h,s(a).O

Observación4 Con estasdefinicionesde E-álgebray E-homomorfismoc.t.o.,tenemosuna
categoríadenotadaOSAlg~. O

‘Cuando a E E~1, decimos que a tiene rongo <,‘>, andad 7 y tipo o coanidod t A vecesE tambi¿u
denotala unión U7~8.,SES
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Observación5 Por definición, toda (3,=,32)-álgebraes una(3,32)-álgebrasy todo (3,=
,32)-homomorfismoes un (3,E)-homomorfismo,por lo que, si AIgs denota la categoríade
E-álgebrasy 32-homomorfismosheterogéneos,tenemosun funtorde olvido OSAIg5 —* Alg~.
Cuandoel orden en 3 es el discreto,es decir s < S~ 511 5 = s’, el anteriorfuntor de olvido se
convierteen la identidady obtenemoscomocasoespecialde la definicióncontipos ordenados
la noción de álgebraheterogéneay la correspondientecategoríaAlg~. O

2.2 Álgebrasde términose inicialidad

Construimosun álgebrade términos,inicial en la categoríaOSA¿gs,de la mismaforma que
el álgebrade términosheterogéneaT5 es inicial en Aigs.

Definición 6 [62] Dadaunasignaturac.t.o. (3,=,E), el álgebrade términoscontipos orde-
nados7¿ se define comoel menor3-conjunto2~ = {tTs, ¡ s E S} que satisfacelas siguientes
condiciones:

1.Ees ~
Ts,s parasES.

2. 7¿,~ ~ ~ si s < 3’.

3. Siu e E~
8yt~ e ~ (i = 1,...,n),con~= s1 ..s,, $ e,entoncesa(ti,...,t,,)E

Además,paraa E Es,,, la función TL.: Ts,;—*Ys,8llevati,...,t~aa(ti,...,t,,). E

Obsérvesequelacláusula2 en estadefinicióncorrespondealareglallamadade subsunción

en la literaturasobrelambdacálculo consubtipos[35].
Obviamente,T2 es un álgebracon tipos ordenados.Es importantenotar que en general
no es igual a T2,8ni tampocoa U8’<8 T5,,’. Un términocontipos ordenadospuedetener

muchostipos diferentes;en particular,si t tienetipo s, entoncest tambiéntiene tipo s’ para
todo .s’ > s. Es más,comoun símbolodeoperaciónapuedetenervariosrangosdiferentes,un
términoa(ti, ... 4,,) puedetenerinclusotiposqueno sondirectamentecomparables.Debido
aestasituación,el álgebraZ~ no es inicial en general;paraconseguirla inicialidad, exigimos
la siguientecondición:

Definición 7 [62] Una signaturacon tiposordenados(3,=,E) es regular su dadosa E
32r,r

y~<Ten S,elconjuntoderangos{<~,q> E S½SI~=~yaE E~} tieneunmínimo. O

Proposición8 [62] Dadaunasignaturac.t.o.reguiar (3, =,E), paracadatérmino 1 en
existeun mínimo s E 3, llamadoel tipo mínimo de 1 y denotadols(t), tal que 1 E 7j,,.

Demostración: Si 1 = a E E~, ls(t) es el mínimo s tal queu E Es,, (que existe por
regularidad).

Si 1 = o¡ti,. . .,t,,) dondels(t~) = r~ (por hipótesisde inducción) y u E E
81.~.8,,,8 con

rt =s~ (i= 1,...,n),el tipo mínimo del esqtal que <~,q> es el mínimo rango con
a E E~9. O
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Nóteseque el algoritmodado en la anterior demostraciónno sólo proporcionael tipo
mínimo de un términot sino quetambiéndalugaraun análisissintáctico(parsing)canónico
de t queesmínimo conrespectoalorden apropiado(cadainstanciade un símbolodeoperacion
o tiene un rangomínimo con respectoa los correspondientesargumentos);véasetambiénel
artículo [79].

Comoen el casoheterogéneo,términoscon variablespuedenversecomoun casoespecial
de términosbásicos,usandoel truco de aumentarla signaturacon constantesadicionales
correspondientesa las variables: dadauna 3-familia X = {X, ¡ .s E S} de conjuntosde
variablesdisjuntosdos a dos, y disjuntosde E, definimos la signaturac.t.o. (3,=,32(X))
medianteE(X)~,8 = Ea,, U X, y E(X»8 = ~ paraS# e. Nóteseque32(X) es regularsi E
lo es; en particular,el tipo mínimo de unavariablees el único tipo que tieneasignadoen el
conjuntode variables.Entonces,construimoscomo antes

Ts(x) y, olvidandolas constantes
en X, podemosverlacomounaE-álgebrac.t.o. denotadaTr(X).

Teorema9 [62] Dadaunasignaturac.t.o.regular(3,=,E), una(3, =,32)-álgebraA, y una
asignaciónf de X en A (esdecir,una3-función f : X —. A), existeun único homomorfismo
c.t.o. f~ : Tz(X) —* A que extiendéf, es decir, f~(x) = f

8(x) paratodo x E X8 y paratodo
s E 3. Por lo tanto,77(X) es la E-álgebrac.t.o.libre generadapor X; en particular,7~ es
el álgebrainicial en OSAlg~. O

En lo que sigue,adoptaremoslas siguientesconvencionessobrela representaciónde con-
juntos de variablesy términos:

1. Escribimost : s paraindicarqueel términoc.t.o. t tienetipos, es decir,quet pertenece
aT~«X), (recuérdesequeun términoc.t.o.puedetenervariostipos diferentes).

2. Un 3-conjuntofinito de variablesX se representacomo unalista z1 : si,... ,x,, : 5,,, o
másbrevemente~: 5, dondetodastas variablesx~ sondistintas.

3. La notaciónt(zi : sr,.. . , x,, : s,,),o t(~ : 5), se usapararepresentarun término1 cuyas
variablesestánincluidasen el conjuntoz : s.

Si X e Y son conjuntosde variables,unaasignaciónde la forma 1 : X —. Ts(Y) se
llama unasustitución. Si X = x1 : .s~,...,z,, : 8,, y f lleva x~ a t~ (i = 1,. ..,n), entonces
la sustituciónlleva 1’ E Ts(X)8 al término f(t’), dondef~ es el único homomorfismoc.t.o.

12(X) —. Tz(Y)queextiendef. El término f~Q’) se denotat’(tj/zi, .. . ,I,,/x,.) o más
brevementet’(7/w~).

2.3 Ecuaciones,satisfaccióny completitud

Consideramosla noción de ecuaciónen el marcode álgebracontipos ordenados.En álgebra
heterogénea,unaecuaciónestádadapor un conjuntode variablesy un par de términosdel
mismotipo. En álgebracon tipos ordenadosdisponemosde másflexibilidad y simplemente
requerimosquelos dos términos tenganun supertipocomún. Paraque esto funcione ade-
cuadamentecon respectoa deducciónecuacionaly satisfacción,necesitamosunacondición
de coherenciaen signaturascon tipos ordenados.
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Definición 10 Una signaturacon tipos ordenados(3, =,32) es localmentefiltrada si y sólo
si el conjuntoparcialmenteordenado(3,=)es localmentefiltrado, o sea,cadacomponente
conexaes filtrada2.

Una signaturac.t.o. es coherentesu es regulary localmentefiltrada. O

Definición 11 [62] Dada una signaturac.t.o. coherente(3, =,32), una E-ecuación es un
triple <~ : 3,t,t’> dondeY: S es un conjunto (finito) de variables,y t y t’ son términosen

39 talesquels(t) y ls(t’) estánenla mismacomponenteconexade (3,=).Denotaremos
tal ecuaciónpor (Y: 5’) t = t’. Nóteseque, al serla signaturalocalmentefiltrada, dadauna
ecuación(Y: 5’) t = t’ siempreexisteun tipo s tal quet : a y t’ : s; si queremoshacertal tipo
explícito usamosla notación(Y: Sji = t’ : s.

Una teoría con tipos ordenados,o teoría c.t.o., consisteen unasignaturac.to. coherente
(3, =,E) y un conjuntor de E-ecuaciones,O

Definición 12 [62] Una 32-álgebraA satisfaceuna E-ecuación(Y : 5’) t = t’ si y sólo si

t(t)(t) = fj*

8(j,)(tí) en A paratodaasignaciónf: (Y :5’) —+ A.
Estanoción se extiendede la forma obviaaun conjuntor de E-ecuacionesy en estecaso

decimosque A es una (E, r)-álgebra. Denotamospor OSAlgz,r la subcategoríaplena de
O3Alg~ cuyosobjetosson las (E, r)-álgebras.O

Dado un conjuntor de E-ecuaciones,escribimosr F— (Y : 5’) t = t’ para denotarque la
ecuación(Y: 5’) 1 = 1’ es derivablea partir de r mediantelas siguientesreglasde deducción
ecuacionalcon tipos ordenados(en la presentaciónde estasreglas,suponemosque todoslos
términosy ecuacionesc.t.o. que aparecenestánbienformados):

Refiexividad:

r>- Y:5’ t=t’

Simetria: ri- Y:5’ t’=t

Transitividad: rI—(Y:flí=t

U 1— (Y: 5’) 1 = 1”
Congruencia: U 1- (y :7) t”Q/Y) =

Sustitución: tj : s~ E 7j(y: 7) Ci = 1,.. .,n) (xí : si, - . .,x, : s,,)t’ = 1” E U

Teorema13 (Corrección y Completitud) [62] Dada unateoría con tipos ordenados(3,=,

E, 17) y términos1,1’ E Ts(Y : 39, la ecuación(Y : 5’) t = 1’ es derivablea partir de U su es
satisfechapor todaslas (E,17)-álgebrascon tiposordenados.O

2Las componentesconexosde un conjuntoparcialmenteordenado(S,=)son lasclasesdeequivalenciade la
clausuratransitivay sim¿tricade <. ¡Sn conjuntoparcialmenteordenado(S, =)esfu rodo su paracualesquiera
elementoss,s’ C S existes” E S tal ques ~ y s’ < 8v’.
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La completituden esteteoremase demuestrausandola (E, 17)-álgebra¶i,r(~ :5’) obtenida
al hacer el cociente de la 32-álgebra ‘r(~ : 5’) por la E-congruencia con tipos ordenados

definida por 1 Er(~~ t’ su la ecuación(~ : 5’) 1 = t’ es derivable a partir de 17. Una

E-congruenciacon tipos ordenadossobre una E-álgebra A es una congruencia heterogénea
— s E S} sobre A (es decir, una 3-relación de equivalencia conservada por las ope-
racionesen E) tal que si s =s’ y a,a’ E A3, entonces a ~ a’ su a ~ a’. En el caso de

estoes cierto porquela derivabilidades independientedelos tipos. Además,tenemos
el siguienteresultado:

Teorema14 [62] Dada unateoría con tipos ordenados(3, =,E,17),Tz,r(X) es la (32,17)-
álgebrac.t.o.libre generadaporX; en particular,?i,r(<~)) es una(E, 17)-álgebrainicial. O

La clasede equivalenciade un términoc.t.o. t(~: 5’) con respecto a la congruencia c.t.o.

se denota [1],es decir, [1]= {t’ E ‘z(~ : 39¡ 17 1— (~ : 5’) t = t’}; a veces,si queremos
hacerla teoríaexplícita,la clasede equivalencia[t] se denota [t]sy.

Ejemplo 15 Supongamosque INT es una teoría con tipos ordenadosque especificalos
númerosenteroscomo su álgebrainicial; entonces,la siguienteteoriacon tipos ordenados
RAT—unaligera variante de unaespecificaciónincluida en un ejemplomuchomáscompleto
de la jerarquíanuméricaqueapareceen [62]—especificalos númerosracionales.Usamosla
notaciónde OBJ [59] parapresentarla;la líneaprotecting INT afirmaque INT es unasub-
teoríadeBIT, y ademásquelos enterosno sonmodificadosen el sentidode queno se añaden
datosde tipo mt y que númerosdiferentesno se identificanpor lasnuevasecuacionesen BIT.
Las declaracionesEassoccormnj afirmanquelas operaciones..+ y ..* son ambasasociativas
y conmutativas.Obsérveseque las operaciones/., -- y ..* sonambiguas,siguiendoel uso
matemáticohabitual.

obj BIT is
protecting INT
sorts NzRat Rat

subsorts mt < Rat

subsorts Nzlnt < NzRat < Bat
op ¡ :RatNzRat->Rat
op .1.. : NzRat NzRat -> NzRat

Rat->Rat
op -— : NzRat -> NzRat
op .4... : Rat Rat -> Rat

op *_ : Bat Bat -> Rat
op *_ : NzRat NzRat ->

vars R S : Rat -

vais R’ S’ T’: NzRat

eq II ¡ CR’ 1 S’) = (R * S’) ¡ R’
eq (R ¡ E?) ¡ S’ = R ¡ (R’ * SO

eq (R’ * T’) ¡ (S’ * 1’) = R’ 1 5’
eq R ¡ 1 = R
eq 0 1 R’ = O

Eassocconxmj
Eassoc commj
NzRat [assoc coxninj
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eq R 1 (— RO = (— R) ¡ a’
eq — (R ¡ R’) = (— R) ¡ E?
eq R + (S ¡ R’) = ((a * R’) 4 S) ¡ R’
eqR* (S ¡ R’) = (R* 5) ¡ R’

j bo

El álgebrainicial especificadapor la teoría con tipos ordenadosRAT es el álgebrade los
números racionales. Este ejemplo ilustra la expresividad del álgebra con tipos ordenados y su
flexibilidad para tratar operaciones parcialmente definidas. Nótese que, debido al problema
ocasionado por la división por cero, este ejemplo no puedeespecificarsede forma realmente
satisfactoria usando álgebraheterogénea,dondese requiereel uso de constantesde error y
operaciones auxiliares (véase, por ejemplo, [39]). 0
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Capítulo 3

Semántica funtorial del álgebra

con tipos ordenados
La lógicaecuacionalfue el primer ejemplode lógica categóricaconsideradopor Lawvereen
su tesisdoctoral [94]. Dadaunateoríaecuacionalhomogénea(E, 17), Lawvereconstruyóuna
categoríaconproductosfinitos £s,r tal que(E, 17)-álgebrasA puedenponerseen correspon-
denciabiyectivacon funtores

£zy —.4 Set

que conservan productos estrictamente, es decir, productos (elegidos’) en Lzy son transfor-
mados en productos cartesianos en Set. Esto puede generalizarse a (32, 17)-álgebras en una
categoría arbitraria (2 con productos finitos, que se pueden definir como funtores £s,r —. (2
que conservan productos estrictamente.

La categoría £s,r es fácil de describir. Sus objetos són los números naturales. Un mor-
fismo [t] : n —* 1 es la clase de equivalencia módulo las ecuaciones 17 de un E-término t
cuyas variables están entre z1,. . .,z,2. Un morfismo it —~ m es una nt-tupía de morfismos
it —~ 1. La composición de morfismos viene dada por sustitución en los términos. Por ejem-
pío, <[x7 * x3], [x4+ rs]>; [x2+ zl] = [(x4 + rs) + Qn7 * rs)] (para una signatura que inciuye las
operacionesaritméticas+ y *, y usandoorden diagramáticoparala composiciónde morfis-
mosen unacategoría).Es fácil ver entoncesqueel objeton es el n-ésimoproductodel objeto
1 conproyecciones[x,], . . . , [x,.], y, en general,queel productode los objetosny mesn+m.
El funtor A asociadoconel álgebraA llevael morfismo[t] : it —* 1 ala operaciónderivada
tA : A” —. A asociadaal términot en el álgebraA. Bajoestacorrespondenciaentreálgebras
y funtores,unaecuaciónt = t’ es satisfechapor una(E, 17)-álgebraA sil A([t]) =

Lawveretambiéndemostróquecualquiercategoríaconproductosfinitos y conlosnúmeros
naturalespor objetostal que it es el n-ésimoproductode 1 es isomorfaa £,y parauna
teoríaecuacional(E, 17). De hecho,variaspresentacionesequivalentesmedianteoperaciones
y ecuacionessonposiblesparaun mismoconcepto,comopor ejemplogrupos.Lo quela teoría
de Lawvereproporcionaes unadescripciónindependientede presentacionesdel concepto,y
considerandofuntoresqueconservanproductosen Set,tambiénde los modelos.

‘La definición categórica de productos y otras construccionesuniversales sólo los determina salvo isomor-
fismo; comonecesitamosfijar la estructura,suponemosquese ha realizadounaelecciónarbitrariaperofija.

137



138 Parte 1)? Algebracon Tipos Ordenados

El caso análogo de lógica ecuacional heterogénea fue estudiado por Bénabou en su tesis
doctoral [15]. La categoría£r,r se construyecomo en el caso homogéneo,pero ahoratiene
como conjuntode objetosel monoidelibre S* generadopor el conjunto3 de tipos2. Pitts
realizaunadetalladapresentaciónde este casoen [128]junto conuna extensióna tipos de
orden superior;él considerael casoen que los funtores conservanla correspondienteestruc-
tura categóricasalvo isomorfismo. En este capítulodesarrollamosunasemánticafuntorial
para el álgebra con tipos ordenados, con funtores que conservan estrictamente la estructura
categórica;y en el siguientecapítuloextenderemosnuestrasemánticacategóricaateoríasde
orden superior con tipos ordenados.

3.1 Álgebras, homomorfismos y satisfacción en categorías

El primer paso en este estudio es la axiomatización de la estructura que una categoría £2 debe
poseer de cara a poder definir álgebras con tipos ordenados en ella. En el caso de álgebras
heterogéneas,bastadisponerde productosfinitos; en el casode álgebrasc.t.o. necesitamos
productosfinitos y ademásmorfismosadecuadosparapoderinterpretarlas inciusionesentre
los conjuntossubyacentes.

Notación: Dadaunacategoríacon(unaelecciónde) productosfinitos (2, A
1 x A2 denota

el productobinario de los objetosA1 y A2, y 1 denotael objeto final en (2.

Las proyeccionesse denotanir1 : A1 <A2 —. A1 (i = 1,2)- Si fi : C —* 4 (i = 1,2)
son morfismosenC, <fí,f2> denotael único modismof : C —~ A1 x A2 tal que f;ir1 =

(i = 1,2). El único morfismo A -~ 1 se denota<>Á, o a vecessimplemente<>.

En general,dadosobjetosA1,. ..,A~ (n =2) en (2, A1 >< ... x A,, denotael producto
iterado (...((Aí x A2) x Aa). .) z A~, y, dadosmorfismos fi : C —* 4 (i = 1,..., n) en

(2, <fí,-..,fn> denota«...«fí,f2>,fa>...>,f,,>. Finalmente,las proyeccionesgeneralizadas

ir1 : A1 x ... x A,, —* A1 se definenmediantelas expresiones

ir1 = irifli>;r

ir5 = ir1, ... , 1;ir2 (j=2,...,n).

Por supuesto,el productode un objeto A es él mismo, y el producto de O objetos es el objeto
final 1.

Nótese el abuso de notación en <fr,..., 1~~> y ir1; los dominiosy codominiosestánhabi-
tualinentedeterminadospor el contexto.

En estemarcopodemosreusarla notaciónintroducidaanteriormenteparaconjuntos: si
5’= S~ ...s,, ~ e, A7 denotaA3, x...xA84;yh¡denotah$,x...x It3,, :A; —.4 E7; asimismo,

= 1 y It~ = id1.

Definición 16 Una estructurade inclusionesen una categoría(2 con (unaelección de) pro-
ductos finitos es una subcategoría 27 de (2 tal que

1. 27 tiene los mismosobjetosque(2.
2Comonos interesanfuntoresqueconservanestrictamentela estructuracategórica,vamosaconsideraruna

construcción ligeramente refinada.
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2. Todos los morfismosen 27 son monomorfismosen £2.

3. 27 es un conjuntoparcialmenteordenado.

4. 27 es cerradabajolaoperación— x — sobremodismos,es decir,si j1 : A~ —* 5~ (i = 1,2)
son morfismosen 27, entoncesjí x j2 : A1 x A2 —* Bí x B~ es tambiénun morfismo
en 273•

Al par (£2,27) lo llamamosunaPI-categoría. O

Porlacondición3, lasubcategoría27 proveeaOb((2)con un ordendenotado=j definiendo
A =a5 su hay un morfismoj : A —* 5 en 27. La extensióncomponenteacomponentede
esteorden a tupíasde objetosdela mismalongitud es denotadatambién=g-

Ejemplo 17 Existen muchosejemplosnaturalesde PI-categorías.El ejemplomásobvio es
la categoríaSet de conjuntosy funcionesjunto conla subcategoríaInc cuyosmorfismosson
las inclusionesentreconjuntos;en general,categoríasde conjuntosconestructuratalescomo
espaciostopológicos,conjuntosparcialmenteordenados,grupos, etc. tienen normalmente
unanociónde “subestructura”(subespaciotopológico,subconjuntoparcialmenteordenado,
subgrupo,etc.) queproporcionaunaestructurade inclusionesen el sentidode la definición
anterior.

Nótese también que cualquier categoría (2 con productos finitos tiene una estructura de
inclusionestrivial Id determinadapor la subcategoriacuyos morfismosson justamentelas
identidades.O

Parael restode estasecciónfijamos unaPI-categoría((2,27).
Dadaunasignaturac.t.o.(3, =,E), definimos unaE-álgebraen (2 comosigue:

Definición 18 Paraunasignatura c.t.o. (3, =,E), una(3,=,32)-álgebraA en 0 está deter-
minadapor los siguientesdatos:

1. Un objetoA, en (2 paracadatipo s E 3,

2. Un morfismo 4’ : A7—.A, en (2 paracadasímbolode operaciónaE E,,,

3. Si s <s’ en 3, un morfismo A,<g : A, .—* A,~ en 274,

sujetosa la siguientecondiciónde monotonía:a E
32z~ fl 32F,r y 5’ =

3r implican

A;c; =1= A”; A,<,. : A7 —* A~.

A.

Asi.cri >( ...>< As,,<r,, 1 As=r

AriX..XAr,, Ar
3Si 5, y Ji son monomorfismos, entoncesSí >< 12 es asimismo un monomorfismo, porque el funtor - - es

un adjunto a derecha y por tanto conservalímites.
4Corno 3 es cerrada bajo productos de morfismos si 7 < f en S, tenemosentoncesun modismo AT<r:

A
7 — Aren 3.



140 Parte1)? Álgebra con Tipos Ordenados

O

Es importante observar que la Definición 2 es precisamente la especialización de esta
definición al caso((2,27) = (Set,Inc).

La definición categórica de homomorfismo es bastantesencilla:

Definición 19 Dadas dos E-álgebras A y B en (2, un 32-homomorfismoh : A —* B consiste

en una3-familia de morfismos {It, : A8 —* 5, ¡ s E S} en (2 tal que

1. Condiciónde homomorfismo:Paracadaa E 32w,,, At’; It, = It7; 5”’ : A7 —* 5,.

A,, x... x A,,, A,

It,, >< .. x It,1 ___________

0

En particular, A~9; It, = idí; ~r=

2. Condición de restricción: Si .s <5’ It_;R«,’ = A,<,’;h,’ : A, —~ 5,’.

A, A,<8’ A,t

Jhst

5, 58~

O

Observación20 Con estasdefinicionesde E-álgebray E-homomorfismoen (2, tenemos una
categoríadenotada OSAlg((2,27)~. Es claro que OSAlg~ = OSAlg(Set,Inc)s- O

Dado un E-términoct.o. t(xí : sí,...,z,, : .s~) : s y una E-álgebraA enC, definimos
el significadode t como un morfismo~t : SJA : A,1 x - . - x A,,, —* A., en £2. El morfismo
LilA se define mediante inducción sobre la estructura de t; sin embargo, un término c.t.o. se
puedeconstruir de varias formasdiferentesy, por lo tanto,paraque ese morfismoestébien
definido, debemosprobarquees independentedela construcciónde t. Paraestonecesitamos
la condición de regularidaden signaturasquegarantizaque t poseeun tipo mínimo ls(t)
así como un análisissintáctico canónico(véasela demostraciónde la Proposición8 y los
comentariosquelasiguen). Es importantenotartambiénque,aunqueno lo hagamosexplicito
parafacilitar la notación,la definición del modIsmo[t : sjA dependede la lista de variables

s,, considerada.No obstante,hay queobservarque no dependede los
nombresde las variables~, sino sólo de sus tipos 5’, porquelas variablesson simplemente
proyecciones.
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Definición 21 Dadasuna signaturac.t.o. regular (3,=,32)y una (3,=,32)-álgebraA en
£2, la operación derivada asociada a un E-término t(xí : .s1,. . .,z,, : s~) : a es el morfismo
ji : lA : A,, x .. - x A,,, —~ A, en £2 definido como sigue:

1. Si t : a es x~: s~, : .SJA = ir~.

2. Si t = a con a E Es,,, entonces [1: lA = <>A7; A~”.

3. Si 1: .s’ con a’ < s, entonces [1: S¡4 = ji : ~‘~A; Ag<,.

4. Si t = a(tl,...,tk) con a E
32r1...r~,8 y t~: r~ (i = 1,...,k), entonces

ji : alÁ = <[ti : JA, - . ., [4 : rkJA>; A~3••’>”. ¡~

En la notación[t : .SIA omitimos a o A cuandoesténclaros por el contexto.
El siguienteresultadoexpresala coherenciasemánticade las posibles diferentes construc-

cionesde un término c.t.o.

Lema 22 DadaunaE-álgebraA en (2 y un E-términoct.o. t(M: 5’),

[1: s!A = ji : ls(t)JÁ;Als(t)~s.

Por lo tanto, el significadode t es independentede la forma en que 1 se construyecomo
términoc.t.o.

Demostración: Si t = zj y a = a~, sabemos que ls(i) = a y A¡,(t)=,es la identidad.
Si i = a E ~ ls(t) es el mínimostal quea E Es,,,y entonces

[1: sj = <¼~;A” = <>A
7; A¿¡s(o> A — : ls(i)J; Ai,<g>=,,a , ¿s(a)<s — r4

debido a la condición de monotonía en la definición de E-álgebra.
Si 1: s < a’, bastanotarqueA¡,<i>=,;A«,’ = A¡,(t)=,¡porque 27 es un conjuntoparcial-

menteordenado.
Sil = a(ií,..,t~) donde ls(ii) = r~ ya E 32’,...,,,,, con r~ =a1 (i = 1,...,n), entonces

ls(i) = q tal que<~, q> es el mínimo rangocon a E E~~;q y 3’ =~. En estecaso,por la hipótesis
de la induccióny ser 27 un conjunto parcialmente ordenado, tenemos

[te: ad = [4 : r,j; ATi<q¿; Aqj<,~.

De aquí,haciendonuevousode la condiciónde monotonía,

[1: sj = <ji~ : sí],..., [t~ : s~1>; A~” =

<I[tí : y1],. - ., [1,,: r~l>; Ar.q; A~=7;A’ =

<¡[ti : qj,.. ., [1,, : q,j>; A~; Aq<, =

ji: ls(t)J;A,8<~><,. O

La siguienteproposícionmuestraquesustituciónde términos corresponde a composición
en la categoría.
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Proposición23 Dadauna E-álgebraA en (2 y E-términost’(x1 : ,x,~ : s~) : s’ y
Yk : r&) : s~ (i = 1,..., n), tenemos

x. . >Ar~ A~.

Demostración: Si 1’ =

Si i’=ae E~’,

= [a~ = <>Arj x...xA A”” =O

Si 1’ : a” =a’,

= [a(1(7/E),. . . ,4(7/39)] =

<[4(7/39j,. - -, [4(T/w,91>;A~ÁS’ —

=

La siguienteproposiciónmuestraquelos homomorfismosconservanno sólolasoperaciones
básicas,sino tambiénlas operacionesderivadas.

Lema 24 Dado un homomorfismoIt : A — B entre dos 32-álgebrasA y B en (2, y un
E-términoc.t.o. t(~ : 5’) : a, tenemos

h7; [t : LIB = [1: a]Á; h8.

Demostración: Si t = :

It¡; jtIB = (h,, x .. . x It,); r~ = ir~; h,~ = HA; I¡3j~

Si 1 = ~ E 32~,,,

It7; jt]n = Itg; <>.B~; B~” = <>A7 id1; 5” = <>A7; A~”; It8 = [tíA; Ii,.

Si 1 a’ < a

It¡; ¡ji : a]B = hy; ji : s’j¡B; 5,’.c, =

¡ji : s’IA; h,~; 5,’<~ = ¡jt : s’]A; Ag<,; h, = ji: alA; It,.
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Si t = o(ií, . . .,ik) dondei1 : r~ (i = 1,.. .4)ya E ET2...rk,s,

Ity; [ijn = Itr; <[iJ~, . . ., [té>; n;~’ =

<It7; [ilIB,... ,h¡; [1dB>; flr,8 =

<LiliA, - . ., [ik]A>; (Itr, >< . . . x Itrj; 5’ =

<[tijA,..., ¡jt¡j4>; A:~s; It8 = LilA; It8. ~

Ahora pasamosa definir la noción de satisfacción en este marco categórico muchomás
general. De ahoraen adelante,suponemosquenuestrasignaturact.o. (S,=,E) es coherente.

Definición 25 Dadaunasignaturac.t.o. coherente(S, =,E), una (3, =,32)-álgebraA en (2
satisfaceunaE-ecuación(~ : 5’) t = 1’, denotadoA 1= (~ : 3) i = 1’, si y sólo si

¡ji : S]A = [1’ : a]Á

paraun tipo a comúna i y t’ (queexisteporla Definición 11 de ecuacióú).O

Lema 26 La nociónde satisfaccióndefinidaarribaes independientedel tipo comúna de 1 y
t’ considerado.

Demostración: Supóngasequea y s’ sonambostipos comunesde 1 andi’; entonces,como
S es localmentefiltraday a,a’ estánen la misma componenteconexa,existea” E 3 tal que
a =a” y a’ < .s”.

Si ¡ji :.s] = ji’ : a], usandoel Lema22, tenemosla siguientecadenade igualdades:

[1: 8’]; A.~<8~1 = [1: a”] = [1: a]; A,<.’~ = [1’ : a]; A8<,1. = ¡ji’ : a”] = [1’ : a’]; A8’<8~~

de la cual se deduce[t : a’] = ji’ : a’] como se deseaba,ya que~ es un monomorfismo.
O

Observación27 Dadaunateoríac.to. (3,=,E, 1’), denotamos por O3Alg((2,27)sp la sub-
categoríaplena de QSAlg(C,27)s cuyosobjetosson las (E,fl-álgebras en £2, es decir, las
E-álgebrasen (2 que satisfacentodas las ecuacionesen 17. Está claro que OSAlgs,r =

OSAIg(Set,Inc)s,r.O

Proposición 28 (Corrección)Sea(3,=,E, 17) unateoríac-t.o. y A una(E, 17)-álgebraen £2.

Si 17 1- (~ :3)1 = t’, entoncesA fr (~:5’) t = 1’.

Demostración: La correcciónde las reglasReflexividady Simetríaes obvia, y la de la
reglaTransitividad tambiénes trivial al considerarun tipo comúnparat, 1’ y 1”.

Parala correccióndela reglaCongruencia,supóngasequea~ es un tipo comúnde t1 y
t~, y que jt~ :s~] = : aJ (i = 1,. ..,n). Entonces,por la Proposición23,

= <[ii : sr],..., ji,-. : aj>; [t” : a’] =



Parte II. Álgebracon Tipos Ordenados144

El casode la reglaSustituciónes muy similar:

Et”(i/tl. ~

3.2 Categorías clasificantes para teorías con tipos ordenados

Definición 29 DadasPI-categorías(£2,27) y (£2’, 279, un funtor que conservaproductos e
inclusiones,o brevementeun PI-funtor, E : ((2,27) ((21,27’) es un funtor E : £2 —> (2’ que
conservaproductosfinitos estrictamente5y tal que E(S) C 27’, es decir,si j es un morfismo
en 27 entoncesF(j) es un modismoen 27’.

Denotamospor PI((C,27), (£2’,279) la categoríacuyosobjetossonPI-funtoresentre(£2, 27)
y ((2’,27’) y cuyos morfismos son transformaciones naturales entre tales funtores. O

Proposición30 Un PI-funtor E : ((2,27) —* ((2’,27’) determinaun funtor

F*: OSAlg(C,27)~—~ OSAlg((2’,27’)~

definido por

1. (PA)
8 = E(A8).

2. (PA)~ — E(AY~S)

3. (PA)8<8t =

4. (Ph)8 = E(h8) paraun homomorfismoh : A B en OSAIg(£2,S)r

.

Demostración: ComoE conservaproductosfinitos e inclusiones,los datosen elenunciado
satisfacenlas condicionesexigidasen las Definiciones18 y 19. 0

Lema 31 Si E : (£2,27) —* (£2’,]’) es un PI-funtor, A es unaE-álgebraen £2, y i(~ :5’): a
es un E-términoc.t.o.,tenemos

¡ji: a1~r*A = F([i : 51A).

Demostración: Si i = :

[ilF*A = = EQr1) = E(¡jtlA).

Si t = a E Ea,.,,

[IIF*A = <>F(A7); (E*A)Vs — E(<>Á.); F(A%9) — F([t!A).
5Es decir, E(A, x A

2) = E(A) x E(A2), F(1) = 1 y F(r1) = ‘r~ (1 = 1,2). Entonces,se deducetambién
F(<>A) = y F(<j, ,f2>) = <F(f,), F(f2)>.
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Si t : a’ < a
¡jI s~F*A = [t : SIF*A; (PA)81.<, =

EUi : s’IA); E(A81=8) = E(¡jt : alA).

Sil = a(tl,...,tk) dondei1 :r~ (z= 1,...,k)yo’e Er...rk,s,

¡[t]IF*A — <¡jtlIF*A,. .. , [4jJjp’*4>;(PA)” =

<E(EtíJA),-..,F([tkJA)>; E(A~”) =

F(<[tílA,..., EtkIA)); E(A”) =

E([iJA).O

Una fácil consecuencia de este lema es que el funtor P conserva satisfacción:

(3, =,E, 17),

Proposición32 Si E : (£2,27) —* ((2’,]’) es un PI-fuintor y A es unaE-álgebraen (2 tal
queA 1= (~: 5’) 1 = i’, entoncesPA 1= (~: 391 = 1’. Por lo tanto, dadaunateoría c.t.o.

0: OSAlg(£2,27)~—* O3Alg(£2’,27’)~

se restringe a un funtor

F*:OSAIg(£2,27)rr —* O&41g(£2’, 27’),~

.

Demostración: Si A h (~: 5’) t = 1’, tenemos¡ji : SJA = ¡ji’ : .S!A. De aquí,

¡ji : sJF*A = E([i : alA) = E<jt’ : alA) = ¡ji’: aJF*A. O

Proposición 33 Sea i~ una transformaciónnatural entre PI-funtores E,O
(£2’,]’) y A una E-álgebraen £2; entonces‘ir4 = OlA. : E(A,) —* O(A8) 1 a
32-homomorfismoentrePA y O*A en £2’.

Demostración: Debemosprobarque~r4satisfacelas condiciones:

1. Paraa E ~

2. Si a < 8~,

((2,27)—.
E S} es un

(PA)3=;(nrA). = (‘t4)r; (G*A)~,

(E*A),=,,;(nrA)s’ = (nrA)8; (O*A),.<g.

Al ser una transformación natural entre funtores que conservan productos, ‘isatisface

71A,x...xA,, = ‘lA
1 X .. . X ‘lA,-..

Por lo tanto, (7fr4)7 = ‘lA7 y las anteriores condiciones pueden reescribirse como sigue:

1. ParaaeE¡,,

2. Si a < a’,

E(A~7); ‘lA. = ‘lA7;

= ‘lAAO(A,<M),

las cualesson ambascasosparticularesde la naturalidadde ‘1- ~
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Proposición34 Sean(£2,27) y (£2’,]’) dos PI-categoríasy A una(E, 17)-álgebraen (2. En-
tonces,las asignaciones

E~~*F*A

‘l h—* ‘irA

definenun funtor A# : PI((£2,27),((2’,27’)) —* OSAlg(£2’,27’)~~

.

Demostración: Yahemosvisto queestasasignacionesestánbiendefinidas,y es obvio que
la segundaconservaidentidadesy composición.0

Estaproposiciónmuestracómo cualquier(E, 17)-álgebrac.t.o.A en cualquierPI-categoría
((2,27) da lugaraun funtor

este funtor transforma PI-funtores £2 —* (2’ en álgebrasen (2’ y transformacionesnaturales
en homomorfismos.Nos interesael casoen queestacorrespondenciaes biyectiva, de forma
que podamos identificar álgebras con Pí-funtoresy homomorfismoscon transformaciones
naturales:

Definición 35 Dadaunateoríac.t.o.T = (3, =,E,1’), unaPI-categoría(£2,27) se llamauna
categoríaclasificantede T si existeunaE-álgebraO en £2, llamadaálgebra genérica,tal que
paratodaPI-categoría((2’,]’) el funtor

es un isomorfismo. O

Proposición36 Si dos PI-categorías(£2, 27) y (£2’, 27’) son categoríasciasificantesparauna
teoríac.t.o. (5,=, 32,17), con respectivas álgebras genéricas O y G’, entonces existé un PI-
funtor E : (2 —~ (2’ quees un isomorfismo y tal que PO = O’.

Demostración: Por definición de categoríaclasificante,disponemosde isomorfismos

G’# PI((£2’, 27’), (£2,27)) —* 03A19((2,
27)nr~

Por lo tanto, existen PI-funtores E : £2 —* £2’ y H : £2’ —* £2 tales que O#(F) = O’ y
O’#(H) = O, respectivamente;o lo quees equivalente,PO = O’ y H*Gí = O. Entonces,

G#(F;H) = (E;H)*G = H*(F*G) = H*GI = O = G#(lc)

y deaquíE; H = 1c pues es un isomorfismo. Análogamente H; E = 1c’ y por consiguiente
el funtor E esun isomorfismo. O

En consecuencia,teniendoen cuentala unicidadsalvo isomorfismode categoríasclasifi-
cantesy de álgebrasgenéricasparaunateoríaT, se puedehablarde la categoríaclasificante
de T, denotadatT, y de el álgebragenéricade T, denotada0T•
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Teorema37 (Existenciade categoríasclasificantespara teoríascon tipos ordenados)
Dadaunateoríac.t.o. T = (S,=,E,r),existenunacategoríaclasificanteCT y un álgebra

genérica0T-

Demostracion:

1. La categoría~T se construyecomosigue:

Objetos: Productosfinitos formalesdeelementosdeS; o sea,elconjunto3X deobjetos
se defineinductivamentepor:

(a) 3C3x.

(b) Un símboloespecial1 e 3>’.
(c) Si a

1,a2E ,9>’, entoncesa1 x a2 E 3”.

Nóteseque tenemosunafunción (cociente) Li : 3>’ —* S definidapor [al= a,

Fil = £ y [aí x a2] = [ai] [a2].
Morfismos: Segúnel codominiotenemoslos siguientescasos:

(a) Los morfismoscon dominio a E 3” tal que [a] = ? y codominiosE 3 son
generadosportérminost(~ :3’): sen7j~ :3’) sujetosalarelacióndeigualdad

~-

De estemodo,si olvidamoslos nombresde las variablesusadasparaescribir
los términos, un morfismoa —~ a correspondea unaclasede equivalencia
[t] en Ts,r(~ : 3’) junto con la especificaciónde su dominio a y codominio
a. Abusandode la notación,usaremos[t] paradenotartambiénla clasede
equivalenciade 1 con respectoa la relaciónde equivalenciaanterior,o sea,
comomorfismo en £T.

(b) Paracadaa E 3”, hay un único morfismo a —* 1, denotado<>.
(c) Paraaj,a2,fi E 3”, los modismos¡3 —* a1 x a2 son de la forma <11,12> con

f1:f3-.a~ (i= 1,2).

Dadosa1,a2E 3>’ con fail = 3’ y fa2] = ~í•- ~
5k, y unalista

tal que t~ : s~ (i = 1,. . ., n), hay una única forma de construir un morfismo
a

1 —* a2 apartir de estalista (manteniendoel orden)y modismos<> mediantela
operación<.., .4; en efecto, es fácil ver cómola forma del codominio determinala
construcciónde estemorfismo. Porejemplo, supóngase que a2 = (ai xs2)x (lx Sa)
y 11 : a¿ (i = 1,2,3); entonces, el correspondiente morfismo a1 —* a2 viene dado
por la expresión

Por consiguiente,si tenemosen cuentaestapropiedad,un morfismo con dominio
a1 y codominioa2 puederepresentarsecomounalista

junto conla especificaciónde sudominio a1 y codominioa2.
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Identidades:La identidadpara 1 es <> : 1 -. 1, y paraa con ra] = si ... a,, viene
dada por [x1(~ :5’)]. - . [z,,(3’ :39]: a —. a.

Composición: Usamos sustitución para definir la composición. Dados a,¡3,y E 3”
con Fal = 3’~ Pl = 5’~ y hí = ~, la composición de

con

se define como
[i~(7¡/3’)] ... [t,,Qi~/3’)]: y —* ¡3.

En particular, si ral = 3’, la composición de <> : a —* 1 con [i]8 : 1 —* .s da
[t(~ : 3’)] : a —* a, es decir, la sustituciónno afecta al término básico t, pero
el conjuntode variablesconsideradocambiade la forma adecuada;por último,

Productos: El objeto final es 1. El productode a1 y a2 es a1 x a2-
Dadosa, ¡3 E 3” con Fa] = 3’, y Pl = 5’, las proyeccionestienen la forma

5’,1~ :3’)] ...[x,,(~§S,~:3’)] : ¡3 x a

En particular, si ¡3 = 1, la proyeccióncorrespondientees

Dadosy 6 3”, [i1] . . - [i,,] : y —> ¡3 y [t] . . . [4] : y —* a, el morfismoinducido
... [i,,], [ii] ... [4]> : y • ¡3 x a estádeterminadopor la “concatenaciónde

listas”

Estructura de inclusiones:Los morfismosen jz’ se generanapartir de <>: 1 ~ 1 y

[x(x : a)] :s —* r

con s < r mediantela operación- x - sobremorfismos(que por supuestopuede
definirseen términosde <..,..), composicióny proyecciones).

Es sencillocomprobarquetodaestaconstruccióndefineunaPI-categoría.Un aspecto
quemereceser destacadoes que,paraprobarquelos morfismosen IT son monomor-
fismos, usamosla propiedadde que derivabilidad de unaecuación(W : 5’) t = t’ es
independiente de los tipos considerados para 1 y 1’.

2. El álgebragenérica
0T se define por:

(a) (Gr» = a.
(b) (Gr)V8 = [u] : 1 —* a.

(c) (GT)~~~”’~ = [u(x
1, .. .,x,,) (~ :5’)]: ~í x . . . x a,,

(d) (GT)scs’ = jz Qn : a)] : a —. s’.



Capítulo3. Semánticafuntorial del álgebracon tipos ordenados 149

La condiciónde monotoníase reducea 171- (~: 5’)a(zi,. . .,x,,) = a(xi,. ..,x~) que es
obviamente cierto por Reflexividad.

Es tambiénfácil probarque [i(i: 5’): 4a,. = [i] : s~ x ... x s,, —~ s, por inducción
sobrela estructurade t, y en consecuencia0T es una(E, 17)-álgebra

3. Vamosa definir un funtor

OSAIP((2,J)rr —y PI((CT,27r),((2,27))

.

Dadauna(E, 17)-álgebraB en(2, el funtor asociadoW : —> £2 se define comosigue:

(a) B(a) = s*.
(b) B(í) = 1.

(c) B(ai x a
2) = B(ai) x B(a2).

(d) B([i(~ : 5’)]. : a —~ a) = (II; ji : ab) : B(a) —. 55, donde [a] = 5’ y II es
el único isomorfismode asociatividadW(a) —* (58, x .. x B,~) que “empuja
paréntesishacia delante”y es naturalen cadacomponente.B,16•

(e) B(<>) =

(f) B(<fí,f2>) =

ComoB es una(E, 17)-álgebra,W estábiendefinidosobrelos morfismos.Además,por
la Definición 21, la Proposición23 y la naturalidadde II, W es un PI-funtor £T —* (2.

Dado un homomorfismoIt : B -. C entre las (E, 17)-álgebrasE y O, definimos una
transformaciónnaturalM entreB• y V por

(a) h = It, : Rs~~ 08.

(b) h~ = id1.

(c) It,,>’0, =h,3 xIt,2.

Es realmenteunatransformaciónnaturalpor el Lema 24 y la naturalidaddel isomor-
fismo II.

Es obvio que(~ es un funtor.

4. Finalmente, demostramos que el funtor

PI((.Cr,27T),(£2,27)) —* VSAlg(£2,J)~~

es un isomorfismo,con inverso (~. Por unaparte,tenemos

(a) (O~(B))8 = B(s) = B~.
6Para it < 2, fl es siempre la identidad. Si n=3 y 4 8, x (82 x B,) — B~ (i = 1,2,3) son las

proyeccionesgeneralizadas definidas por = , ,4 = r
2; T1 y ~ = r2; r2, entonces II B, x (82 >C

83)—. (B, x B2) >c B~ se define por <1r,Irá,x>. En general, II = <4 4,> para apropiadas proyecciones
generalizadas4 B(a) — B.~ (1 = 1 ti).
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(b) (O~(B))~~ = W([a]) = id1; ¡ja : sjs — 5t,8

(c) (O~(B))~’~”’ = B([a(xí,- . .,x,,fl) = id; [a(z1,.. .,x,,) : sIB

(d) (G~(Bfl)8.c8’ = B([z : a]) = id; [x : a’]n = ns<8’•

(e) (G~(It%, = h~0> = h3.

Por la otra parte,

(a) G~(E)(s) = (PGT)S = E(s) y ambosfuntorescoincidensobretodoslos objetos
porqueconservanproductos.

(b) O~(E)([i] : a —. a) = II; [i: .5IF*or = E(ll); E([i : SiDGT) =

usandoel Lema31, ¡jt : ~S~GT= [t], y lapropiedadde queel isomorfismoII en
estádeterminadopor la lista [xi(~: 39] . . . [x,,(~ : 5’)]. De nuevo,ambosfuntores
coincidensobretodoslos morfismosporqueconservanproductos.

(c) G~(’i) = (‘l~T) = ‘l~ y de aquíambastransformacionesnaturalescoinciden
porque‘ies unatransformaciónnaturalentrefuntoresqueconservanproductosy
satisface ‘lax13 = ‘la >< ‘lg• O

Así pues, despuésde haberprobado esteresultado,podemosidentificar álgebrasc.t.o.
con PI-funtoresy homomorfismoscon transformaciones naturales, exactamente de la misma
forma queLawverehizo parala lógica ecuacionalhomogénea.Siguiendola Observación5,
cuandoel ordenen 3 es el discreto,obtenemoscomocasoespeciallacorrespondientecategoría
clasificantey el álgebra genérica para una teoría heterogénea.

El primer beneficiodeestasemánticafuntorialparaálgebracontiposordenadoses un fácil
resultadode completitud. En la Proposición28 ya hemosvisto un resultadode corrección.
Completitudes unaconsecuenciadirectade laexistenciade categoríasclasificantesy álgebras
genéricas:

Proposición38 (Completitud)Dada unateoría contipos ordenadosT = (3, =,E,17),

Demostración: En el sentido(.~=) bastaaplicarcorrección(Pioposición28).
En lo que respecta al sentido(r~), por definición de satisfacción, 02’ 1= (~: 5’) t = t’ su

[t sja,. = ¡ji’ : a~a~ para un tipo a comúna i y t’; esto es equivalentea [i] = [t’] como
morfismosen £2’. Porlo tanto,comoi y i’ sontérminossobreelmismoconjuntode variables

5’, obtenemos17 1- (~ : 5’) i = 1’ tal y como deseábamos. O

Otro beneficioes un resultadode inicialidad:

Proposición39 Dadaunateoría con tipos ordenadosT = (3, =,32,1’), definimos la cate-
goría FunctO3Alg~,rque tiene como objetosPI-funtoresE : (/22’, 272’) —* (£2,27) (es decir,
(E, 17)-álgebrasen cualquierPI-categoría),y en laqueun morfismode E : (£2’, Ir) —~ ((2,27)
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en E’ : (£r, 27T) —* (£2’, 27’) es un PI-funtor H : (£2,27) —. ((2’,27’) tal que E; fi = E’. En-
tonces,el PI-funtor 1~T correspondienteal álgebragenérica0T es inicial en la categoría
EunctOSAlg~r

.

Si consideramosla categoríaCralO3Alg~,r con los mismosobjetosque FunctQSAlg~,r

,

pero con un morfismo de E : (£T,27T) —* (£2,27) en E’ : (£r,27T) —> ((2’,27’) dadopor un
PI-funtor H : (£2,27) —~ (£2’, 27’) junto con unatransformaciónnatural O entre E; fi y E’,
entoncesel PI-funtor 1~. correspondienteal álgebragenéricaG

2’ es débilmenteinicial [99,
p. 231] en GralOSAlg~,r. D

3.3 La adjunción entre teorías y categorías

Dada unaPI-categoría(£2,27), ¿existeuna teoría cÁ.o. T tal que (2 es (equivalentea) la
categoríaclasificantede T? La respuestaa estapreguntaes afirmativa, supuestoque la
categoría(2seapequeña,es decir,suscoleccionesdeobjetosy morfismosseanconjuntos(pues
asumimosquelas coleccionesde tipos 3 y de símbolosde operaciónE paraunateoríaT son
conjuntos),y que la subcategoría27 como conjuntoparcialmenteordenadosealocalmente
filtrado (pues27 determinaráel orden en el conjuntode tipos). Sin embargo,paraque esta
asignaciónseafuntorial, la ambigiiedado sobrecargade los símbolosde operación,quejuega
un importantepapelen la expresividaddel álgebracon tiposordenados,debesertomadaen
consideracióny esto suponeun tratamientomássutil. Nuestrasolución se basaen la idea
de que la ambigliedaddependede un punto de vista concretoy de ningunaforma es algo
intrínsecoal nivel semántico;por lo tanto,paratomarla ambigúedaden consideración,en el
pasode categoríasa teorías,debemoshacerlaexplícita,en el sentidodela Definición 42.

Necesitamoslas siguientesdefinicionesauxiliaresque proporcionanal nivel semánticola
propiedadcorrespondientea la condición sintácticade regularidaden signaturascon tipos
ordenados.

Definición 40 Dadaunacategoríaconproductos£2, denotamospor f : A1 x ... x A,, —> B
o bien fA, A,, un morfismo en £2 junto con una descomposiciónde su dominio como un
productode n factoresA1,... , A,,. Y denotamospor DMor((2) lacoleccióndetalesmorfismos
con dominiosdescompuestos.O

Por supuesto,un morfismo f : A —* E en £2 tiene al menosuna factorizaciónde su
dominio como un producto unario; pero si es posible descomponersu dominio en másde
unafactorización,entoncesel modismojunto con cadadescomposiciónda lugaradiferentes
elementosde DMor(£2).

Una signaturac.t.o. (3, =,E)es regular su cadasímbolode operación(ambiguo)u E E
satisfacecierta propiedad,a saber,que si a E

32r,,- y 5’ ~ 3’ en 3* el conjunto de rangos
{<~,q> ~ 3~ >< 3 ¡ 5’ =~ Y U E E~q} tiene un mínimo; en este caso, podemosdecir que
a satisfacela condición de regularidad,o quea es regular. Naturalmente,unasignatura
es regular su cadasímbolode operaciónen ella es regular. La siguientedefinición captura
semánticamentela nociónsintácticade símbolode operaciónambiguoregular.

Definición 41 Unafamilia de morfismosY G DMor(£2) en unaPI-categoríapequeña(£2,27)
es regular si y sólo si satisfacelas dos condicionessiguientes:
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1. Si f:Ai x ...xA,, —*5 yg: A~ x ..,x A~, —B’son morfismos enfy A1 =3A
(con morfismos correspondientesjj : A¡ —* A~ en 27) (1 = 1,...,n), entonces5 Sg 5’
(con j’ :5 —*5’ en 27) y además(A x ... xj~);g= fU’.

2. DadosobjetosC1,...,C,,en£2yunmorfismof : A1 x ...xA,,—45 en Ftal que
C¡ Sg A¡ (1 = 1,...,n), el conjunto

{(Dí,..,D~)¡2g:Díx..xD,,—.BEF y

tiene un mínimo con respectoal orden Sg sobretupias (D1,.. .,D,,). O

Obsérvesequeunafamilia que eso bienvacíao biende cardinalidad1 es siempreregular.

Definición 42 DadaunaPI-categoría((2,27) pequeña,un etiquetadoparaella consisteen
un conjuntoE y unafunción 1: DMor(£2) —* E tal que paracadaa E E la familia ft’(a) de
morfismoses regular.

UnaPI-categoría(£2,27) pequeñatal que27 es localmentefiltradajuntoconun etiquetado
1 paraella se llamaunaLPI-categor-ía. O

Teorema43 DadaunaLPI-categoría((2,27,1: DMor(£2) —* 32), existeunateoría c.t.o. Tc
tal que£2 es equivalentea la categoríaclasificante£Tc de Tc.

Demostración: La teoría c.t.o. Tc = (S,<,E,17)se define comosigue:

Tipos: El conjunto 3 = Ob(£2) parcialmenteordenadopor el orden =g. Es localmente
ifitrado por la hipótesissobre27.

Símbolosdeoperación: Paracadaa E E y morfismo f : A1 x ... x A,, — 5 en
ponemosun símbolode operación(ambiguo)a E

32A

1...A,,,B~ Nótesequelas condiciones
de monotoníay regularidadse cumplenporque1’(a) es unafamilia regular.

Ecuaciones:Todaslas E-ecuacionessatisfechaspor la E-álgebraDc en £2 queasignaa cada
tipo A el objetoA y a cadasímbolo de operacióna E

32A, ...A,,,B correspondienteaun
morfismo 1 : A

1 >< ... x A,~ —* 5 con l(fÁ m.,An) = a el modismof. De nuevo,la
condición de monotoníaparaálgebrasse cumpleporqueh’(a) es regular.

Por el Teorema37 existeun PI-funtor

E = D~ : ~ —~ £2.

Tenemosunafunción de “interpretación”obvia 11 : Ob(£2)” —* Ob(£2), y el funtor E está
definido sobreobjetospor E(A) = ¡Al, y sobremorfismospor la extensióndel casobásico
E([i] : a -4 A) = fl;¡jt : A]DC, dondea E Ob(£2)”, A e Ob(£2) y lles el isomorfismonatural
de asociatividadque “empujaparéntesishacia delante.”

El funtor “inverso” de E es O (2 —* £Tc definido por O(A) = A paraun objeto A en

£2 y 0(1) = [l(fÁ)(x)] con x : A paraun morfismo f : A —+ 5 en £2, usandola propiedad
¡(fA) E

32A,B~
Como[l(fÁ)(Z)lDc = f, es fácil comprobarqueO es realmenteun funtor y O; E = ½.

Por otraparte, E; O no es el funtoridentidadsobre£Tc, ya queO(E(a)) = ¡a¡; no obstante,
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hay un isomorfismo natural entre ellos, definido como sigue: dado un objeto a en £rc con

[al = A1 ... A,,, tenemosproyecciones generalizadas ir : ¡a¡ —* A1 y el isomorfismo de
asociatividadrl: Ial —-* (Ai z ... x A,,) tal que II = <Wj,. ..,r~> (éstaspuedendefinirseen
términosde ir1; véaseporejemplo la notaapie de página6). Entonces,

¡aj —4 a

AÓ(Y1,” .,y,,)] : a —* a¡.

En efecto,éstosson unoinversodel otro: en primer lugar,

[l(ll’)(l(r~)(x), . . -, l(irj(z))] = [x] : Jal ja¡

porque <ir,. ..,ir4>;11
1 — id en £2; recíprocamente,

porque<1rí,...,1r,,>;ll~;r¿=r
1 (i=1,...,n)en£2.

La naturalidadde [l(
11’)(yí,. ..,y,,)] se reducea

donde [4 denota el significado de i en Dc. Estaigualdades válida porquelos morfismos
correspondientes que interpretan ambos miembros de la igualdad coinciden en O:

Definición 44 Un morfismo fi entre dos teoríascon tipos ordenadosT = (3,=,E, r) y
= (S’, =‘,E’, r’) consiste en

1. Una función monótona fi : (S, =)—* (3’, =‘)cuyaextensiónlibre a 3 se denota
asimismo H,

2. Una función fi : E —* 32’ tal que, si a E E~,, entonces fi(a) E

tales que, si (~ : 5’) 1 = 1’ es unaecuaciónen 17, la ecuación (~ : fi(S)) 11(t) = 11(1’) es
derivable a partir de 17’, donde H(t) denotala “traducción” de i inducidapor fi7~ O

Es importanteobservarque si a es una operación ambiguaen E, entoncesfi(a) es
asimismoambigua en E’; por tanto, la traducción inducida por 1? estábien definida.

Observación45 La condiciónimpuestasobremorfismosentre teoríascon tipos ordenados
implica:

De estemodo, tenemosunacategoríadenotadaOSTh. O

‘la traducción inducida por Ssedefine por 11(x) = x y 11(o’(i¡ i~)) = H(a)(H(t,) 11(t.)).
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Definición 46 Un LPI-funtor entre LPI-categorias (£2,3,1: DMor(£2) —~ E) y (£2’,]’, 1’

DMor(£2’) —* E’) consiste en un Pí-funtor E : ((2,27) —. ((2’,27’) junto con una función
~:S-.E’talqueparatodof:A1 x...XA,,—.-*SenflMor((3),

«l(fA A,.)) = l’(E(f)F(Á1) rNA,.>).

Así se define una categoría denotadaLPICat. O

Proposición 47 La asignación de una teoría con tipos ordenados Te a una LPI-categoría
(£2, 27,1: DMor(£2) —* E) se extiendeaun funtor

T : LPICat —* OSTJZ

.

Demostración: Sea (E,#) un LPI-funtor de ((2,27,1 : DMor((2) —* E) en (£2’,27’,l’
DMor(£2’) —. 329. Como E conservainclusiones,su componentesobrelos objetos es una
función monótona entre los conjuntos ordenadosde tipos de

Tc y Tc~.
Si f : A

1 x... x A,, —* E es un morfismoen DMor(£2),proporcionando un símbolode ope-
racion l(IA A,,) con rango <Aí . .A,,,5> en la signatura de Te,disponemos del correspon-
diente morfismo E(f) : E(Aí)x...xE(A,,) —* E(B)enDMor(£2’), que dalugar aun símbolo
de operación l’(E(f)F(A,) F<A,,)) = «l(fA1 A)) con rango <E(A1)... E(A,.),E(B)> en la
signaturade ~ De estaforma, e] efectodel morfismoentreteoríasTF sobrelos símbolos
de operaciónvienedadoprecisamenteporla función 4’.

Usando la propiedad de que E es un LPI-funtor es fácil observar que, para un termino
t, ¡jTF(t)jQ~ = E(EtIDC); en consecuencia, si Dc satisface una ecuación (~‘ : 39i = i’, la
ecuación“traducida” (~ : TF(39) TF(t) = TF(t’) es satisfecha por Dci.

Finalmente, es trivial ver que T.. conserva identidades y composición. O

Teorema48 La construcciónde la categoría clasificante £2- para una teoría con tipos orde-
nados T es libre con respectoal funtor T.: LPICat —* OSTII. Así tenemosun funtor

/2: OSTh —* LPICat

adjunto a izquierda de T...

Demostración: En primer lugar, dada una teoría c.to. T = (3,=,E,r),necesitamosun
etiquetadopara(£2’, 272’) de caraaconseguirun objetodela categoríaLFICaI. Consideremos
el conjunto

= DMor(£r) — {[a(xí,. . .,x,,)] :s~ x ... z a,, —* ala E ~ U (5 a E E¡,4;

el etiquetado1 : DMor(£2’) —* E~ lleva [a(zí, . . . ,x,,)]8, ~,.a & y es la identidad sobre
los restanteselementosde DMor(12-). Es claro que la familia V

1(&) es regular, porque la
signaturaE es regular; para los otros elementosfr]o~ a,. de DMor(£

2’), h’([t]0, a,,,) =

{ [t]a, a,) que es asimismounafamilia regular por ser de cardinalidad1.
Tenemos un morfismo de teorías (que va a ser la unidad de la adjunción) N : T —* Tc~

definido como sigue.
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Primero, un tipo s E 3 es un objeto de £r, y por tantotambiénun tipo en TCT; asípues,
N lleva .s a a y conserva trivialmente el orden < en 3.

Segundo, si a E ~ disponemos del morfismo [a(z1,... , x,,)] : s~ x ... x s,, —* a en
£r y un correspondiente símbolo de operación & con rango <sí ... a,., a> en la signaturade
Tc~. Así pues, N lleva a a a.

Dado un término c.t.o. t%’: 39: a, es sencilloprobarmediante inducción sobre la estruc-
tura de 1 que

(nótesela similaridadentre 02’ y Dc7). De aquí,si (~ : 39t = 1’ es unaecuaciónen 17,
¡jN(tfl = ¡jN(i’)j como morfismosen £2’, y la ecuación(~: N(39)¡‘1(1) = N(i’) pertenecea
Tc~. Con esto se completa la definición del morfismo de teorías N.

Supongamos ahora que tenemos una LPI-categoría((2,27,1’ : DMor(£2) —* E’) y un
morfismo de teorías fi : T —* Te. Debemosencontrarun único LPI-funtor (St, 4’) de
(£~,27r,l: DMor(£r) -4 E,) en (£2,27,!’: DMor(£2) -4 E’) tal que N;THt = fi.

La ecuaciónN; THt = fi implicaSt(a) = fi(s) y la conservacióndeproductosdetermina
la acción de fit en el restode objetos. Por la mismarazón, la acción del funtor fit sobre
morfismosestádeterminadaapartir de su acciónsobrelos morfismosbásicosde la forma
[t] : a —~ a.

La anterior ecuacióntambién implica que, si u E E~....,.,,, entonces tenemos T11t(&) =

fi(a) con rango <~(sí)...S(s~),fi(a)> en la signaturade Te. De estemodo, fi(a) E E’
determinaunafamiliaregular1’’(S(a)) en la cual hayúnicamenteun morfismode la forma
It : S(ai) x .. x fi(a,,) —. fi(s), por lo quela únicaposibilidadquetenemoses definir

~í x ... x s,, —* a) = h.

El funtor St debeconservarproductose inclusiones,y estodeterminasu acciónsobrelos
morfismos de la forma [x~(~: 5’)] paraz¿ unavariable, querepresentanen la categoría£r
o bieninclusiones(identidadesen particular)o bienproyecciones,dependiendodel contexto
~: 5’. Cualquier morfismo [t] : a —* .s en es o bien de unade estasdos formas,o bienuna
composición([ti] . . . [t,,]); [afr1, . . . , x,,)]. Por lo tanto, fi~ estáúnicamentedeterminadoa
partir de la condiciónN;

THt = fi. Efectivamente,su acciónsobremorfismosbásicospuede
defiídrseen generalcomo

fit([i(~: 5’)]: a —.* a) = II; ¡jH(i)(r: 5(39): fi(a)~Dc,

dondeTI : St(a) —+ (S(s~)st ...x fi(a,,)) es el isomorfismonaturalde asociatividadque
“empujaparéntesis hacia delante,” y [a] = a.

Como fi es un morfismo entre teorías,si JI’ 1- (~ : 391 — 1’ la ecuación “traducida”
(~: 5(39)5(1) = 5(1’) es satisfechapor De; de aquí, ¡jS(t)1n~ = [fi(i’)frc y 5~ estábien
definidosobremorfismos. Es rutinariocomprobarqueconestadefinición fit satisfacetodas
las propiedadesexigidas.

Finalmente,la función 4’ : Ec —* E’ debe satisfacerl;4’ = SL;!’, donde ~L denota
la componentesobre los morfismosdel funtor it. Esto determinael efecto de 4’ sobreel
conjunto

DMor(Cr) — {[a(xi, .. .,x,,)] : s~ x ... sta,, —> a ¡a E E
8...8,.,5}.
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Y la única definición posiblepara«a) es fi(o), ya que

l’(fit([a(xi, . - . , x,,)])) = ¿‘(It) = fi(a) = 4’(&) = 4’(l([a(xi, . . . ,

dondeel morfismo It es como arriba. Esto completala definición de (St, 4’) así como la
demostraciónde suunicidad,y por lo tantodel teorema, O

Comoya hemosseñalado,la presenciade operacionesambiguasen la signaturade una
teoríacontiposordenadoshacequetodasestasconstruccionesseanalgocomplicadas.El caso
especialde teoríasc.t.o. sin ambigñedadadmiteun tratamientomássimple, másparecido
al tratamientousual de la semánticafuntorial parael álgebraheterogénea;en efecto,como
vamosaver acontinuación,unateoríac.t.o.admiteunapresentaciónsin ambigiiedadporque
la informaciónsuplementariade las operacionesambiguaspuedeexpresarsepor medio de
ecuaciones.Sin embargo,convieneresaltarqueel usode operacionesambiguasparaexpresar
polimorfismode subtiposes unade las característicasmásinteresantesdel álgebracon tipos
ordenados,y consecuentementeel esfuerzoadicional necesarioparadesarrollarsu semántica
funtorial estábienjustificado.

Definición 49 Una teoríac.t.o. (3,=,E,]?) se llama desambiguadasilos conjuntosde sím-
bolosdeoperacionesE~8 sondisjuntosdosados,es decir,no hayningún símbolode operación
ambiguo.

Denotamospor DOSTIZ la subcategoriaplenade OSTI4consistenteen las teoríasdesam-
biguadas, y por 1: DOSTh —> OST1Zel funtor de inclusión. O

Nótese que para unateoríadesambiguadalas condicionesde monotoníay regularidadson
triviales.

La siguienteproposicióndemuestraque la ambigijedaden los símbolosde operaciónes
básicamente un mecanismo de abstracción muy útil que permite escribir especificaciones más
simples y cortas, pero que, semánticamente, los modelos especificados de este modo pueden
también ser especificados sin usar la ambigiiedad.

Proposición50 El funtor de desambiguaciónD: OSTh —* DOSTI
tZ se define sobre teorías

c.t.o.por D(3, =,32,17)= (3,=,
32d pd ~ M), donde

1. Ed es la familia de conjuntosE hechosdisjuntosdos a dos por el métodode decorar
cada símbolo de operacióna E ~ con su correspondienterango <5’, a>, denotado aa’.

2. Dado un E-término 1, obtenemosun Ed~término1d sustituyendo cada instancia de un
símbolo de operación a por &~, donde <5’,~> es el rango de a en el análisissintáctico
mínimo de 1 (véanse los comentarios tras la demostración de la Proposición 8).

3. _

4. iv! = {(~: 5’) atS(zi,...,z,.) — aF.r(x ...,x,.) a E ~ fl Sr,., 5’ =
3’y5’# 3’} es el

conjuntode ecuacionesllamadasreglas de morfiamos8en [79].

8Talesreglasde morfisinosfueron primero introducidasen [58]comopartede unadesambiguaciónhetero-
géneade álgebrascon tipos ordenados.
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Si 5 es un morfismode teoríasen OSTh,D(fi) lleva a a fi(a) y a fi(a)H(¡YHN.

Entonces, el funtor inclusión1 es adjunto a izquierdade D.
Además,O3Alg((2,~ = 03A19(£2,~)I(D(r» paratodateoríacon tipos ordenadosT y

PI-categoría(£2,27).

Demostración: No es difícil comprobar que D es efectivamenteun funtor y quelas cate-
gorías de álgebras coinciden. La unidad de la adjunción ‘lTo : -4 D(1(2’o)) paraunateoría
ct.o. desambiguada T0 es simplemente la identidad, y la counidad e~j’ : 1(D(T)) T para
una teoría c.t.o. T es el morfismo de ambiguaciónque lleva 08.8 aa. O

El principal motivo de estadiscusiónes señalarque parateoríasc.t.o.desambiguadasno
necesitamosla noción de etiquetadoparaunaPI-categoría.Es muy fácil probarel siguiente
resultado,quedemuestraque cualquierPI-categoríatiene un etiquetadotrivial.

Proposición 51 Si PICat denotala categoríade PI-categoríaspequeñasconunaestructura
de inclusiones localmente filtrada como objetos y PI-funtores como modismos, tenemos un
funtor proyecciónP : LPICat —* PICat quelleva (£2,27,1) a (£2,27) y (E, 4’) aE.

Entonces, el funtor R : PlCat —* LPICat que lleva (£2,27) a ((2,27,id : DMor(£2) —*

DMor(£2)) y E a (E, 4’) con 4’(fA, A,,) = E(f)FCÁ,) F(A,.) es adjuntoa izquierdade P. O

Observación52 Si olvidamosel etiquetadopara(£2-, 27r) definidoen la demostracióndel
Teorema48, obtenemosun funtor

/2’ : DOSTIi —* PICat

.

Por otro lado, descartandotodas las referenciasa familias regularesy etiquetadosen el
Teorema43 (equivalentemente,considerandoel etiquetadotrivial definido en la proposición
anterior), conseguimos un funtor

T’: PICat —. DOSTiL

.

Y una sencilla simplificación de la demostración del Teorema 48 muestra que £‘ es adjunto
a izquierdade T’. O

Todaestasituaciónse resumeen el siguientediagramade funtoresadjuntos:

LPICat

FF1?

PICat

/2
1

2•1~

/2 ‘

r

O3Th

DEI

DOSTIZ
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Cadaunode los cuatrocuadradosdeterminadospor los funtoresen el diagramaes conmuta-
tivo (salvo isomorfismo). Primero, la Observación 52 muestra que /2’_ 1? 1; /2.., y por tanto
E; 2” ~ 2’..; D porqueadjuntosaderechason únicossalvo isomorfismo. Por otra parte,por
la Proposición50, tenemos03A19((2,27)~, = OSAlg((2,~)I<D(2’)>’ y la unicidadde categorías
clasificantes implica /22’ ~ £>r(D(T)); en términosde funtores,estapropiedadse expresacomo
4.; E ~ ft /2’ De nuevo,la Observación52 implica 1?; 2’ ~ T’ L

Observación53 Los resultadosen la Observación52, el Teorema37 y las Proposiciones 38
y 39 muestran que el álgebra con tipos ordenados desambiguada es una lógica categórica en
el sentido de la Definición 9 en la Introducción sobrelógicas categóricas(CapítuloO).

En el casogeneral,laadjunciónentrecategoríasy teoríasdel Teorema48 requiereel usode
categoríasconestructuraadicionaldadapor los etiquetados,queno apareceen las categorías
usadas para interpretar las álgebras; sin embargo, por la Proposición 51 ambos niveles se
relacionan mediante una adjunción. Por lo tanto, en este caso tenemos unaestructurade
lógicacategóricaligeramentemásgeneralque la dadaen la Definición 9. 5



Capítulo 4

Algebra de orden superior con
tipos ordenados

En estasección,estudiamosunaextensióndel álgebracon tipos ordenadoscorrespondiente
al lambdacálculo con tipos (simples)con productosy subtipos. Obtenemosestaextensión
admitiendodosconstructoresde tipos: si r y r’ sontipos, r x Y y y ~- Y sonasimismotipos.
Al mismo tiempo, introducimos nuevos constructores de términos para formar términos de
los nuevos tipos: proyecciones y pares para productos, y lambda abstracción y aplicación
paralos espaciosfuncionales.Categóricamente,un tipo r !=-Y se interpretacomo el objeto
exponencial o espacio funcional de los objetosque interpretanr y r’; así pues, pasamos de
categorías con productos finitos a categorías cartesianas cerradas.

Estecapítulopuedeversecomo unageneralizaciónde la bien conocidacorrespondencia
entreel lambdacálculo tipadoconproductosy categoríascartesianascerradas(93], quetoma
en consideraciónla relaciónde subtipo’.

En lo quesigue,abreviamosnormalmentela frase“deordensuperiorcontiposordenados”
a “d.o.s.c.t.o.”.

4.1 Signaturas, términos, ecuacionesy deducción

Definición 54 Dadoun conjunto3, denotamospor
3M el conjuntogeneradoapartirde 3

y la constante 1 por las operacionesst y =~:

1. 3 C 3”.

2. Un símboloespecial1 E 3”.

3. Sir,,r2E3”,entoncesr¶XV2eS”.

4. Si ri,r2 ~ 5M entonces r1 * r2 E S~.

‘Aunque el siguiente estudio podría llevarsea cabo sin productos apareciendoexplícitamenteen los
términos, la correspondenciaentre categoríascartesianascerradas y lambda cálculo con tipos se hace en-
tonces mucho másconfusa y difícil de expresar.

159



160 Parte IL Álgebracon TiposOrdenados

Si (3, =)es un conjuntoparcialmenteordenado,(SM, =M) es el conjunto parcialmente orde-
nado por el orden <“ definido como sigile:

1. Si a < a’ en 3, entonces a _ en

2. 1 <M 1.

3. Si i-~ =Mi- en
5M (i = 1,2), entonces r1 st r2 r st en

4. Sir<Nr~en3NyT¡/eSN,entoncesrt/!=~r<Nr~¡=~-i-’.

Usaremos los nombres tipos bósicosparalos elementosde 3 y tipos paralos elementosde
SM. u

La disponibilidad de productos al nivel de tipos permite considerarsignaturascon solo
operaciones unarias.

Definición 55 Una signatura de orden superiorcon tipos ordenados,abreviado a signatura
d.o.s.ct.a, consiste en un conjunto parcialmente ordenado (3, =)junto con una signatura
con tipos ordenadoscoherente(SM, =M,E) tal que E~y~ # 0 implica longitud(T) = 1. 0

Normalmentedenotamosunasignaturad.o.sct.o.por (SM, =N,E) o simplementeE si 3

y =estánclaros;amenudoescribiremossólo =significando<N.
Es importante observar que el orden viene dado sólo para tipos básicos y se extiende

“estructuralmente” a los tipos restantes;por lo tanto,si r, Y, Y’ E 3, no tenemosrelaciones
desubtipodelasformasr” =(r * r’), (rxr’) =(r =* r’)ór” =(rstr’). Obsérvese también
que hemosimpuestola restricciónde coherenciadesdeel principio, puesla necesitamospara
llevar a cabo un tratamiento de las ecuaciones similar al desarrollado en el caso del álgebra
con tipos ordenados.

Como es bien sabido,unade las principalescomplicacionessintácticascon las que hay
que enfrentarseen el estudio de lambda cálculos es la distinción entre variables libres y
ligadas. Por lo tanto, si deseamosusar la sintaxishabitualdel lambdacálculo,no podemos
aprovecharel anterior enfoquealgebraicobasadoen definir primero términosbásicos(sin
variables)y definir despuéstérminosconvariablesagregandosimplementemás“constantes”
a la signatura. Parael tratamientode orden superior,dado un conjunto3, consideramos
fijado un S”-conjunto Vs de variablestal que paracada tipo r E 3N el conjunto Vs,,- es
infinito numerable.

Definición 56 Dadaunasignaturade orden superior con tipos ordenados(SM, =“, 32), el
SM~conjuntoTs de términos d.o.s.c.t.o. (con variablesen Vs) se define como el mínimo
S”-conjunto quesatisfacelas siguientescondiciones:

1. Vs,,- C Tv,-.

2. Tr,. GTE,-’ sir _ en 3”.

3. Si a E E,-,,-~ y t E T2,-, entoncesu(t) E ~

4. <> E Ira.
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5. Si t~ E Ts,,-~ (i = 1,2), entonces <t1,i2> E Ts,.,.,xrí.

6. Si 1 6 T~,,-, xr2, entonces p~(t) E Tsa. (i = 1,2).

7. Si t E Tr,~~,-’ y 1’ E T2,,-, entonces it’ E Tz,,-~.

8. Si 1 E Ts,-~ y Z E VS,,-, entonces Az:r.i E Tzr*r¡. O

Habitualmente no hacemos explicito el conjunto de variablesVs.

Proposición 57 Dadaunasignaturad.o.sx.t.o.(SM, =M,32), cadatérmino1 en T~ tieneun
tipo m<nimo denotadolíQ).

Demostración: A los casosen la demostraciónde la Proposición 8 hay que añadir los
siguientes casos:

1. U(<>) = 1.

2. ¿í(Qi,12>) = ¡1(u) st ¡1(12).

3. ¿t(p1(1)) = r~ (i = 1,2) si ¡1(1) = ri st r2.

4. ¡i(tt’) = r si ¡1(1) = p * T.

5. 11(Az : T.i) = r * 11(1). 0

La definición de (instancias de) variables libres y ligadas es la habitual. Vamos aseguir
las mismasconvencionesqueantesen lo que respectaa la representaciónde términos;sin
embargo,es importantenotar que ahorat(~’: 7) : r denotaun término 1 de tipo r cuyas
variableslibres estánincluidasen la lista ~‘ : 7. La sustituciónt(t’/z) de 1’ por las instan-
cias libres de z en 1 se define asimismocomoes habitual en estasituación,requiriendoel
renombramientode variablesligadasen t paraevitar la capturade variableslibres en 1’.

Cuandoseaconveniente,adoptaremoslas mismasconvencionescontérminosqueconmor-
fismos,escribiendo<ti,.. .,t> yp~(I) (i = 1~. ..,n) paratuplasyproyeccionesgeneralizadas,
respectivamente.

La definición de ecuaciónes como antes,es decir, unaecuaciónincluye un contextode
variablestipadasy relacionatérminoscuyostipos mínimosestánen la misma componente
conexade S~. Las reglas de deducciónecuacionalapartir de un conjunto 17 de ecuaciones
d.o.s.c.t.o.son Reflexividad, Simetría, Transitividad, Congruenciay Sustitución
comoantes,junto conlas siguientesreglas (dondesuponemosquetodoslos términosy ecua-
cionesd.o.s.c.Lo.queaparecenestánsiemprebien formados):

Final: 171-(z:1)z=<>

Proyecciones: PH (~:T)Pi(<íi,12>) — ~ (i = 1,2)

Par: 17k- (~: 7) <pi (í),p2(t)> = 1

A Ifa: 1’ 1— (?:T) Az :r.t = Ay:r.1(y/z) dondei~ no es libre en 1.
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1’ F- (~ : 7, y : p) t =

Xi: 17k- (~Á 79Ay:p.t = Ay:p.t’

Beta: 173— (~ :7) (Az:r.t)t’ =

Eta: rk-(7.T)AX.T(tx)~tdondexnoesíibreentYt:T=~~T.

La condición adicionalen la reglaEta sobreel tipo de evita situacionescomola siguiente,
quenosha hechonotar SimoneMartini.

Consideremosdos tipos diferentesa,r con o < r y variablesy : a, x : r. Entonces el
término Ay:a.(Az: i-.z)y está bien formado y tiene tipo mínimo a * T. Aplicando la regla
Beta se obtieneel término Ay : a.y con tipo mínimo (a =~- a) =(a =~‘ T); así el tipo ha
disminuido pero esto no causa ningún problema. Sin embargo, la aplicación de la regla Eta
daría lugar al término Az : -r.z cuyo tipo mínimo r =~- r no estáen la misma componente
conexaquelos otros tipos. La restricconen Eta eliminaestaúltima posibilidad.

Definición 58 Una teoría d.o.s.c.t.o.consiste en una signatura d.o.s.c.t.o. (SM, =~,E) y un
conjunto17 de 32-ecuacionesd.o.s.c.t.o.O

4.2 Algebras de orden superior en una categoría cartesiana
cerrada

Dadaunacategoríacartesianacerrada
2£2, usamosla notación1 parael objetofinal, st para

productosy r~ paraproyecciones,como antes,con las mismasconvencionesparaproductos,
tupíasy proyeccionesgeneralizados;además,usamos* paradenotarel funtor exponencial,
AA,B,c(f) : A —* (5 =~ O) parala Curry-conversiónde f : A st 5 —* O, y evA,p : (A *

5) st A —* E parael morfismode evaluación.A vecesomitimos los subíndicesen AA,B,C y
evA,B-

Definición 59 Una estructurade inclusionesen unaCCC £2 es una estructura de inciusiones
27 en la categoría £2 que satisface además la siguiente condición: si 5: A —* B es un morfismo
en 27 y O es un objeto,entoncesidc r> 5: (0 * A) —* (0 => 5) es asimismo un morfismo
en 273•

Al par (£2,27) lo llamamosunaOCX-categoría.O

Para el resto de esta sección fijamos una CCI-categoría (£2,27).

Definición 60 Dada una signatura de orden superior con tipos ordenados (SM, =“, E), una

(3”, <N 32)-álgebrad.o.s.c.t.o.en (2 es una (3” <M 32)-álgebra c.t.o. A en (2 tal que

1. A
1 = 1.

2. A,-,x,-2 = A,-1 st A,-2.
2Abreviado a CCC a partir de ahora.
‘Si ¡es un monomorfismo, entoncesidc =t. 5 esasimismoun monomorfismo,porqueel funtorC =~. - esun

adjunto a derecha y por tanto conservalímites.
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3. ~ = A,- * A,-t. O

Dado un E-término d.o.s.c.t.o. 1 y una E-álgebra do.s.c.t.o. A en £2, el significadode 1
se define como un morfismo LIlA en £2, por inducción sobrela estructurade 1. Comoun
término d.o.s.c.t.o.puedeconstruirsede varias formas diferentes,tenemosque probar que
[t~A es independiente de la construcción de 1.

Definición 61 Dada una (SM, =~,32)-álgebra d.o.s.c.t.o. A en £2, la operaciónderivada aso-
ciadaaun 32-términodo.sc.t.o.«~ : 7): -r es el morfismo [1: IjA : 4 A,- en £2 definido
por las cláusulas en la Definición 21 junto con las siguientes cláusulas adicionales4:

1. Sit=<>, Et:7iA=<>A..

2. Si t = p~Q’) con 1’: p~ st o
2, [t :1-JA = ¡t’: Pi st p21A;rÍ.

3. Si t = <i1,t2>, con t~ : p~ (i = 1,2), [1: TíA = <[11 : P1IA,[12 : p2lÁ>.

4. Si 1 = t’i” con1’ : Y * r y 1” : Y, entonces

jI : TíA = <[1’ : 1~ ~ r¡4, J[t” : ríA>; evA,-,,A,..

5. Si 1 = Az : i-’.t’ con 1’ : Y’ y i = - Y * Y’, y el conjuntode variables~ : 7 es vacío,
entonces

[1: TíA = Aí,A,.,,A ,,(a-2;[i’(z : r’) : ríA),

donde,r2 : 1 x A,-~ —.~ A,.~ proporcionael esperadoisomorfismo 1 x A~. ~ A,-’ (con
inverso «>Arí~tdArí> A,-1 —. 1 st A,-t).

6. Si 1 = Ax: Y.t’ con 1’ : Y’ y r = Y * Y’, y el conjunto de variables ~ : 7 no es vacío,
entonces

jt(~ :7): TíA = AAr,A,.,,A,.,,([i’(~ :7, x : r’) : TIJA). O

Denuevo,esimportantedarsecuentade queji] no dependedelosnombresde lasvariables
que aparecenen 1, sino sólo de sus tipos, porque las variables son simplemente proyecciones.
Por lo tanto,la satisfaccióndel axiomaAlfa va aser trivial.

Lema 62 Dadauna(SM, =~<,32)-álgebrad.o.s.c.t.o.A en £2 y un E-términod.o.s.c.t.o.1,

¡i: TíA = ji: lt(t)IA; Áti(t)=~.

Porlo tanto,el significadode 1 es independientede su construccioncomotérmino.

Demostración: A los casosen la demostracióndel Lema 22 hay queañadir los siguientes
casos:

Si 1 = <>, T = 1 = lt(t) pues 1 sólo se relaciona consigo mismo en el orden <¶ y en este
caso AU(e>c,- es la identidad.

‘Como en la Definición 21, [i j~ depende de un contexto Y 7 de variables libres para el término
r, que se deja implícito.
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Si t = p~(i’) con r = ~, 11(1’) = Pi st P2 =n st T2,

ji : r] = ji’ : T
1 st 1-21; ir~ =

ji’ : >01 st Pi; Apixnn-,x,-2;ir1 =

[1’ : Pi st pi; (A4201 st A42=,-2);~u=

[t’ : p~ st P2]; w~; ~ —

Si t = <11,12> conr = r~ st T2 y 11(t) = A (i = 1,2),

[1:i] = <[t1 : ri¡[12 : r2]> =

<[ti : pí];A41<,-1,jt2 :p2];A42<,-2> =

<[ti : pi], ji2 : >021>; (Ap,o1 st A~=,-2)=

<[ti: pi]j,jt2 :P2]>;APlXP2<,-,X,-2 =

Sit=t,’t”conli(i’)=p!=-r’<p!=-Tyt” :p,

ji : rj = <[1’ : p * 4, [1”: A>; eVAp,A,- =
<[1’: p =- T’J; A : ev=

p~,-><p*,-, ji” pU;

<ji’ : >o * Y], [1”: A>; (A4~,-’<4~,- st id4j; ev=

<ji’ : p => Y], ji” : pl>; ((idA4 * A,-’<r) st idi.,,); ~ =

<ji’ : >0 ~ Y], jt” : p~; evA,,,A,-,;Ar’=r =

Si t = : >0.1’ con r = p * T’ y lt(t’) = E = r’, y el conjunto de variables 7: 7 no es
vacío,

[1(7: 7): = AA7,A,,,A,.,(ji’(7: 7, x : p) : y’]) =

A(jt’(7:7, x : p): E]; A~=,-.)=

Ai.r,i.p,i.e(jt’(7:7, x :p): E]); idA,, => A¿=r>=

A([t’(7: 7, z : p) : tJ); ~ =

El casoen el cual el conjuntode variables7 : 7 es vacíoes similar. O

Proposición63 Dada una (3”, =M, 32)-álgebra d.o.s.c.t.o. A en £2 y términos d.o.s.c.t.o.
i~(yi : pi,..., 11k : pk) : r~ (i = 1,.. . , n) y t’(xí : T1, . . . , : r,,) : r’, tenemos

Demostración: A los casosen la demostraciónde la Proposición 23 hay que añadir los
siguientescasos:
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Si t’ =

Si 1’ =

= [p~(t”(?/7))) =

Si t’ =

= [Q (7/7),4(~/~)>] =

<j4(7/w)], 14(~/~)]> =

=

Si i’ = uy,

jI’(i/7)j = [u(7/7)v(7/7)] =

<[u(7/7)j, 1~(~/~)]>; ev=

<[ti],.. •4Jtnl>; <[nl, IJv]>;ev=

Finalmente,si 1’ = Az : ¿.u (donde podemossuponerque z no apareceni en u ni en la
lista de variables(7 : 73: fl, ya queel significadode los términosno dependedel nombre
de las variables), tenemos

[1>/7)] =

jÁz:¿.u(?/7)(~ : ~)]=

AA~,Ae,ArI([U(?/7) (ji: ~, z : sc)]) =

A(ju(7/7, z/z) (~ : ~, z : 0]) =

&)1,...,[t,.(V:p,z :fl],[z(ji:~,z :~)l>;[u(7:7,z : ¿YI) =

A((<j11],. . . ,jí,,j> st idi.<I>; [u(7: tz :01) =

<jtl],...,jtnI>;AAv,A¿,A,([U(7:7,z :fl]) =

Finalmente, basta notar que si el conjunto de variables 7 : 7 es vacío, la ecuación del
enunciado se hace trivial. O
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La definición de satisfacciónde unaecuaciónpor un álgebraes como antes,y entonces
podemosprobarla siguiente

Proposición 64 (Corrección) Sea (3”, =“, E,r) una teoría d.o.s.c.t.o.y
álgebrad.o.s.c.t.o.en £2. Si 17 k- (7: 7)1 = 1’, entoncesA h (7:7)1 = 1’.

Demostración: A los casosen la demostraciónde la Proposición28 hay
siguientescasos:

A una (32,17)-

que añadir los

Final: j<> (z :1)] = <>‘ = id1 = jz (z :1)].

Proyecciones: jp~(<t1,t2>)] = <[11], jtd>; ir~ = [tjj.

Par: [<pí(1),p2(1)>] = <jt];irí, [1;Ir2> = ji); <lri,1r2> = [t].

Alfa: Ya hemosseñaladoque el significadode los términoses independientede los nombres
de las variables,pueslas variablesson proyecciones.

Xi: Obvio.

Beta: ((7:7) novacío}

j(Az : i-.1)t’ (7 : 7)] =

<A([t (7: 7, x : r)J), [1’ (7 :7)]>; ev=

<íd, [1’(7:7)]>; [1(7: 7, z : r)j =

<1ri,~,,r,.,[t’(7:7)]>;[t(7:7,x :r)] =

[1(7/7, t’/z) (7 : 7)] =
jt(V/x) (7: 7)].

Eta: {(7 : 7) no vac<o}

jAx:r.Qx) (7:7)1 =

A(jtx (7:7, x : r)]j) =

A(<[1 (7:7, x : r)], jz (7: 7,z : r)]>; ev) =

<Ir,.>; ji (7:7)], ir,.+í>; tv) =

A(([t (7: 7)] x id); ev) =

ji (7:7)].

{(7 : 7) vacío}

¡(Xr:r.t)t’] =

<A(ir2; ¡t (z : T))), [t’]>; ev=

It’]; [1(re : r)] =

[IQ’/x)].

{(7: 7) vac<o}

[Ax:r.(tx)] =

A(r2; [ix (re : r)]) =

A(r2; <[1 (re : r)], [re(re : r)!>; ev) =

A(r2;<<>;[1],id>;ev) =

A(r2; <<>, íd>; ([1] st íd); ev) =

A(([i] st id);ev) =

ji]. o

Todavíano hemosdefinidola nociónde homomorfismoparaálgebrasd.o.s.c.t.o.Intuitiva-
mente,un homomorfismod.o.s.c.t.o.deberíaser un homomorfismocon tipos ordenadosque
conservaademáslasnuevasoperacionessobrelos términos.No hayningún problemaenlo que
aproductoso aplicaciónrespecta;sin embargo,lambdaabstracciónrequierehacerreferencia
a términos arbitrarios

5. Siguiendo unasugerenciade Val Breazu-Tannen,presentamosa

5Másexactamente,necesitamostina condición diciendoqueun hosnomorfismod.o.s.c.t.o.1. debe satisfacer
la ecuación (hr, >( . .. x hrj; A([I rIn) = : ~j~);h,,=.r para todos los términos «Y: r, y : p) : it

1
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continuación una formulación equivalente, pero más compacta, usando combinadores [69,
118]. Por supuesto,junto con los combinadores ciásicos K y S, debemosusar combinadores
correspondientesalas proyecciones,los paresy los símbolosde operaciónen la signatura.

Definición 65 Dadaunasignaturad.o.s.c.t.o.(S”, =“, E), definimoslas familiasde combí-
nadores(SM, =M,32)-tipados,o simplementeE-combinadores,comosigue:

— >tre:p.Ay:T.re
— Are:¿ * (r !=-¡,).Ay:.~ => r.Az:E.(zz)(yz)

= Are :p st r.pi(re)

= Az:>o st r.p2(re)

— AZ:>o.Ay:r.<re,v>

— Are:p.a(x), para cadasímbolo de operaciónu E 32,,,,-. ~

Observación66 Dadauna32-álgebrad.o.s.c.t.o.A en £2, es merarutinaseguirlas Defini-
ciones 61 y 65 paraencontrarquelas operacionesderivadasasociadasalos 32-combinadores,
enel conjuntovacío de variables,son las siguientes(dondeporbrevedadomitimoslos tipos):

jK]~ = A(ir2;AQri))

jS]A = A(ir2; A(A(«ri, ir3>; ev,<ir2, ir3>; CV>; ev)))

[PIJA = A(ir2pr1) (i = 1,2)

jEJA = A(ir2;A(id))

[F~’~JA = A(ir2; Agfl. O

Definición 67 Decimosque un términod.o.s.c.t.o.1(7 : 7) : r en I~ estáen forma combi-
natoria si caeen uno de los siguientescasos:

1. Si t es <>, unavariableo un E-combinador,entoncesestáen forma combinatoria.

2. Si t : r’ estáen forma combinatoria,y Y =r, entonces1 : r estáen forma combinatoria.

3. Si 1’ : r’ * i- y 1” : Y estánen forma combinatoria,entoncest’t” : 1- estáen forma
combinatoria,O

Definición 68 [69, 118] Dado un término d.o.sc.t.o.1 : r en forma combinatoriay una
variable re : >o, la abstracciónde 1 : T conrespectoa re : p es el términoen formacombinatoria
<re : ~o>t:p * r definido comosigue:

1. <re : ~ — K~’~t si la variablere no es libre en t.

2. <re : p>re — (SP.P~PPKP.’~P)K>’~~’.

3. <re : p>t’i” — (S~’
t’}re : >o>t’)<re : >0>1” si t = t’i” con1’: ¿ * r y 1” : .~, y el caso 1 no se

aplica, O
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Lema 69 Paraun términod.o.s.c.t.o.1(7:7) en forma combinatoria,

H (7:7) <re: = >vr:p.l.

Demostración: Omitiendo los tipos en términos y combinadores por brevedad, tenemos:

1. Kl = (Áy.Are.y)1 = Ax.t.

2. (SK)K = ((Ay..\zAre.(yz)(zre))K)K = ~z.(Kre)(Kre)= .\z.re.

3- (S<re>t’)<z>l” = (S(Are.1’))(Are.1”) = ((Ay.Az.Are.(yre)(zz))(.Xx.1’))(Az.t”) =

Are.((Are.t’)re)((Are.1”)re)= Are-l’t”. O

Proposición70 Dadoun términod.o.s.c.to.t(7: 7) r en Tz, existeun términod.o.s.c.t.o.
en forma combinatorial~(7: 7) : r en Ts tal que k- (7:7)1 =

Demostración: Por inducción sobrelaestructurade 1, tenemoslossiguientescasos(donde
por brevedad omitimos los tipos en general):

te =

1=re

1 : r’ < 1-

= a(t’)

1 = pJl’)

1 = <1’, 1”>

=

1 = Are:p.l’

le = Z

Y =r

=

1 — Pi’
e

le = El~t~

=

= <re : p>1~

Usando inducción y el Lema 69, es fácil comprobar que 1— (7 : 7)1 = t0. O

Definición 71 Sea(SM, =M, E) unasignaturad.o.s.c.t.o. Dadas¿osE-álgebrasd.o.s.c.t.o.
A y E en (2, un E-homomorfismod.o.s.c.1.o.h : A —+ E vienedadopor unaS”-familia de
morfismos {h,- : A,- —> 5,- 1 r E 3M} en £2 tal que

1. Si T < T’

~,-«

57 5,-,
s

= ir~;h,-~ (i= 1,2)
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A,.1 st A,.,

h,-1

~
(equivalentemente,h,.1~,,,= It,., st It,-,).

3. (h,,~,. st It,,); evs,,,n,-= evi.,,,i.r;h.

(A,, * A,.) st A,,

hPl
(5,, * 5,.) st 5,,

ir1

ir1

ev

ev

A,.

I It,.

5,.

(equivalentemente,h,,~,.; (It,, * 1dB,-) = idA,, * It,-).

4. ParatodoE-combinadorC de tipo r~, [C : Tc]Á; hrc = [C : Teja.

1

It,.~

De estaformase defineunacategoríadenotadaHOSAlg(£2,
27)~ asícomosubcategoríasplenas

HOSAlg(£2,27)~~.O

Si cadaIt,- es un isomorfismo,entoncesh,,~,- = It;1 !=-It,.; en estecaso,un homomorfismo
estácompletamentedeterminadoapartir de sus componentesparatipos básicosa E 3. Éste
es el casoparticular de álgebraheterogéneade ordensuperiorestudiadopor Pitts en [128].
Que la definición anterior, aparte de ser completamente general,capturala evasivanociónde
homomorfismode orden superiores confirmadopor el siguientelema.

Lema 72 Dado un homomorfismo d.o.s.cÁ.o. It : A —* B entre dos E-álgebras A y B en (2,
y un E-términod.o.s.c.t.o.1(7: 7) : r, tenemos

(It,-, st . . . st h,-j;jí : rja = ji: r]i.;It,-.

Demostración: Por las Proposiciones70 y 64, paracadatérmino d.o.s.c.t.o.1 existeun
término 1,, en forma combinatoriatal que ji] = jt~]; por lo tanto, basta probar el lema para.
términosen forma combinatoria.

TeJA
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Los casos básicos de combinadores, variables y <>son todos obvios a partir de la definición
de homomorfismod.o.s.c.t.o. Supongamosque Itr; [1’ : p !=- rin = ji’ : p !=‘ -ríA; h,,~,- y
Itr; [1” : PIE = ji” : píA; h,,, donde¡ir denota It,., st . . - st It,-,,. Entonces,

hr; [ti” : 1-]~ = Itr; <jl’]B, jt]n>; evB,>,Br =

<nr; [l’Jn, ¡ir; [l”]B>; ev

<jí’]A, [t”JA>;(h,,~,.,.st It,,); evn,,,B,- =

<ji’]., [l”]~4>; evApÁr; It,. =

Corolario 73 Comoun casoparticular de estelema,obtenemosIt,-; 5’~’ = A’~’; It,.’ para
todo a E E,.,->, pues A~’~’ — ja(re) (re : r)J. y análogamentepara E. Por lo tanto, un
E-homomorfismod.os.c.t.o.It: A —> B es un E-homomorfismoc.t.o. entrelas (Stt=¶E)~
álgebrassubyacentes-O

Es interesante comparar nuestra definición de homomorfismo de orden superior, interpre-
tada en categorías cuyos objetos son conjuntos, con la noción de relación lógica [137, 123].
Por un lado, nosotros estamos interesados en funciones en vez de relaciones, y desde este
punto de vista nuestra noción de homomorfismoes másrestrictivaquela de relaciónlógica.
Por otra parte, las componentes de una relación lógica para tipos de orden superior están
completamentedeterminadasa partir de suscomponentesparatipos básicos,mientrasque
en nuestroenfoqueestono es cierto en general,si bien silo es en algunoscasosparticulares
como, por ejemplo, el ya mencionadodondetodaslas componentessonisomorfismos;en este
aspecto,nuestranoción es menosrestrictiva.El Teorema78 proporcionarámásevidenciaen
el sentido de que nuestra noción de homomorfismo es muy natural, al demostrar que en la
semánticafuntorial los homomorfismosse correspondenexactamenteconlas transformaciones
naturales.

4.3 Categorías clasificantes para teorías de orden superior

Definición 74 Un CCI-funíor E : (£2,27) —~ (£2’, 27’) entre dos CCI-categorías(£2,27) y
(£2’,.]’) es un funtor E : £2 —* £2’ que conservala estructuracartesianacerradade forma
estricta6 y tal que F(27) C 27’.

Denotamos por CCJ«£2,27), (£2’,]’)) la categoría cuyos objetos son CCI-funtores entre
(£2, 27) y (£2’,27’) y cuyosmorfismosson transformacionesnaturalesentretalesfuntores. E

Con esta definición, tenemos los siguientes resultados.

Proposición75 SeaE: (£2,27) —* (£2’,]’) un CCI-funtor. Entonces,

6Es decir, E conserva productos finitos estrictamentey ademAs F(A * B) = E(A) =t. F(B) y F(evA,n) =

evF(AyflB>. En esta situación sededuce también F(AA,s,c(f)) = AF(A»p(B),F(c)(F(f)).
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1. Comoen la Proposición30, la aplicaciónde E defineun funtor

0 : HOSAlg(£2,27~—* HOSAlg((2’,27%

.

2. Si A es una32-álgebrad.o.s.c.t.o.en£2, y 1(7: 7) : r es un E-término d.o.s.c.t.o.,

[1: TJF*A = F([t : T!A).

3. Dada una teoría d.o.s.c.to. (3,=,32,17), F* se restringe a un funtor

O : HOSAlg(£2,27)r~—* HOSAlg(£2’, ~

Demostración: ComoE es un CCI-funtor, si A es una E-álgebrad.o.s.c.t.o.,entonces
es asimismo una E-álgebra d.o.s.c.t.o. Es fácil probar que [1: r]r*A = F(jt : r]~)

como en el Lema 31. Esta ecuación es necesaria para probar que si It : A ~ B es un
32-homomorfismo d.o.s .c.t.o., entonces r¡i lo es también, debidoa la condiciónsobrecon-
servación de combinadoresen la Definición 71: si [C : TcJn = jC : Tc]A; ~~c’ entonces
F(jC : 1-cm) = F([C : rc]i.);E(h,-c); equivalentemente,[C : rcjp*~ = [C :
como se desea.

El funtor E~ conservasatisfacciónpor 2, y 3 se obtienecomo en la Proposición32. 0

Proposición ‘16 Sean(£2,27) y (£2’,.]’) dos CCI-categoríasy A una(E,17)-álgebraen £2.

1. Si i~ es unatransformaciónnatural entreCCI-funtoresE,O: (£2,27) —. (£2’, 27’), la fa-
milia ~ = {flhlr : E(A,.) —* O(A,.) r E S”} constituyeun E-homomorfismod.o.s.c.t.o.
entre~A y G*A en £2’.

2. LasasignacionesE —* F~A y i~ —* ~ definenun funtor

Ab : CCI((£2,27),(£2’,27’)) —* HOSAlg(C’,J’)~~

.

Demostración: Comoen laProposición33, las condicionesparaqueij~ seaun homomor-
fismo soncasosparticularesde la naturalidadde i~. O

Definición 77 Dadaunateoríad.o.s.c.t.o.T = (S” <M E 17), unaCCI-categoría(£2,27) se
llama una categoría clasificantede T si existe una E-álgebrad.o.s.c.t.o.G en O, llamada
álgebra genérica,tal que paratodaCCI-categoría(£2’, 27’) el funtor

COI((£2,27), (£2’, 27’)) —* HO3AIg(£2’,3% r’

es un isomorfismo. O

Categorías clasificantes para una teoría d.o.sct.o. son de nuevo únicas salvo isomorfismo
y podemos hablar de la categoría clasificante de T, denotada4, y de el álgebragenéricade
T, denotadaay.
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Teorema78 (Existenciade categoríasclasificantespara teoríasdos.c.t.o.)
Dada una teoría d.o.s.c.t.o. T = (

3M, =M, E, 17), existenunacategoríaciasificante4 y
un álgebra genérica G~.

Demostración: La demostraciónsigue exactamentelos mismospasos que la del Teo-
rema 37.

1. La categoría 4 se construye como sigue:

Objetos: Los elementos de 5M•

Morfismos: Los morfismos con dominio i- y codominio y’ se generana partir de
términos «re : r) : T~, sujetosa la relaciónde igualdad

De estemodo,excepto por el nombre de la variable, un modismo con dominio y y
codomiio Y es unaclasede equivalencia[1(re: i-fl junto con la especificaciónde
su dominio y codominio.

Identidades:La identidadparar es [<re : <] : T —4 1-.

Composición: La composiciónde [1(re: )] : r —* p y [t’(v :p)]: p —4 ~ vienedadapor
la sustitución

[t’(t/y) (re : r)] : T 4

Productos: El objetofinal es 1, siendoel morfismoúnico de r a 1

r)]: r 1.

El producto de T1 y T2 es r~ st r2. Lasproyeccionesson dela forma

Dados[t~(re : p)] :>0 -4 r~ (i = 1,2), el morfismo inducido es

[<ti,t2> (re : p)] : ¡9 (ri x 1-2).

Exponenciales: El objeto exponencialde i- y r’ es T * r’. El morfismo evaluación
(T * T’) st T — r’ se define por

[pl(re)p2(re) (re : (r !=> Y) st r)].

Y la Curry-conversiónde [1 (re : r st Y)1: (i- st Y) -4>0 es el modismo

[AZ:T’.t(<y,z>/x)(y : rfl :r —* (r’ * p).

Estructurade inclusiones:Los morfismos en 274. son de la forma [x(re : r)] : T —~

parar 44 r’ en
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EssencillocomprobarqueestasconstruccionesdefinenunaCCI-categoría.La partemás
interesante es la que respecta al objeto exponencial. Primero, dados [t(y : r)] : ~r—*

y [1’(z : r’)] : Y ~ p’, el morfismo [t(y : r)] st [1’(z : rOl : (~ st Y) —~ (p xp’) estádado
por

[<t(pi(re)/y),t’(p2(x)/z)>(re : r st Y)].
Ahora, dado[1(re: >o st i-)] : (px r) -4 T’, tenemosqueprobar

,o st r)]) st íd,.); ev,.,,.~ = [1(re: >o st T)] (f)
equivalentemente

([Az:r.t(<y,z>/re)] st [w]);[pi(a)p2(a)] = [t]

o sea
[<Az:r.i(<pi(re),z>/z),p2(re)>];[p.i(a)p2(a)]= [1].

Calculemos:

{ Proyecciones}

{Beta}

r.t(<pi(x), z>/x),p2(x)>)p2(<Xz: r.t(<pi(x), z>/re),p2(re)>) =

(Az:r.t(&i(x),z>/re))p2(x) =

«<pi(re), z>/re)(p2(z)/z)=

1(<pl(re),p2(re)>/re)=

{Par} t(re/x) = 1.

La unicidadde A([t]) con respectoa lapropiedad(t) se demuestra como sigue. Supon-
gamosque [t’(y :p)]: p -4 (r * Y) tambiénsatisface(j); entonces,

[<t’(pi(x)/y),p2(z)>]; [p1(a)p2(a)]= [1],

o sea,usandola reglaProyecciones,

17 l- (re :p st r) (i’(p«z)/y))p2(re)= 1.

Aplicando la sustituciónre ‘—* <y, z> y la reglaProyecciones,obtenemos

rl- (y: p,z: T) (t’(y/y))z = t(<y, z>/re),

y por la reglaXi,
17k- (y:p) >z:r.Q~’z) = Az:r.t(<y,z>/re).

Finalmente,Eta nos da la ecuacióndeseada

17k- (y:p)1’ = Az:Td(<y,z>/x).

2. El álgebra genérica G~ se define por:

(a) (Gb) —r

(b) (Gb )T.T’ — [a(x) (re : r)] : r -4 Y.
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(c) (GY),.<,.> = [re(re:r)] :T —e. r’.

La condición de monotoníaes trivial de nuevo.

Es rutinarioprobarque

[1(7:7) : r]c~ = [1(pi(re)/reí,. . - ,p,«re)/ren)(re : r~ st ... st

medianteinducción sobrela estructurade 1. Por ejemplo,

= ji]; (G~);’~’ —

[t(p
1(re)/rei, - . . ,p,.(re)/re,~)]; [a(y)] =

[a(t(pí(re)/reí,. . . ,p~x)/x,.))] =

[a(t)(pí(re)/reí,. . . ,p,,(re)/re,.)].

Otro ejemplo:

jAz:,o.t(7:7)] =

A([1(px(y)/reí,. . .,p4y)/x,.,p,,+i(y)/z)]) =

[Az:p.1(pi(<re, z>)Irei,. . . , p,.(<re, z>)Ire,., p,,+1(<re, z>)Iz)] =

[Az:p.t(pi(re)/rei,. . .,p,.(re)/re,.,z/z)] =

,pn(re)/ren)].

Por lo tanto, ~ satisface todas las ecuaciones en 17.

3. Definimos un funtor (~ : HOSAIg(C,
27)zr — COI((L~, 274.), (£2,27))

.

Dada una (E, 17)-álgebrado.s.c.t.o.B en £2, el funtor W : 4 —~ £2 se define por
B(r) = 5,. y B([t(re : r)] : T Y) = [1(x : T) : T’!B.

W está bien definido sobre morfismos porque E es una (32,17)-álgebra, y es un CCI-
funtor por la Definición 61 y la Proposición63.

Un homomorfismo It : E —e. O da lugar,por el Lema 72, aunatransformaciónnatural
h entreW y C, definidapor It~ = It,. :5,. —* 07.

4. Finalmente,el funtor (Gy)b : CCI((4, 274.), (£2,27)) —. HOSAlg(£2,27)~~es un iso-

morfismo, coninverso() comoen la demostracióndel Teorema37. 0

Proposición79 (Corapletitud) Dadaunateoríad.o.s.c.t.o.T = (SM 44,Ej’),

G~,~h(7:7)t=i’ —~ 17k-(7:7)I=i’.

Demostración: Corrección(Proposición64) implica el sentido(‘@).
En el otro sentido. (4-), por definición de satisfacción,G~ h (7: 7)1 = 1’ si y sólo si

jt : 1-]

0b = [t’ : 4Gb siendor un tipo comúnde 1 y 1’; esto es equivalente a
T T

~t(p1(x)/x;) (re : r~ st ... st r,.)] = [t’(p~(re)/re~)(re : r~ st - . . st
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comomorfismosen4. De aquí,

17 k- (re : r
1 st ... st T,) I(p~(x)/re1) = 1’(p~(re)/re1).

Por lo tanto,usandola sustituciónre —e. <re1,...,re,.> y la reglaProyecciones,obtenemos

17k- (reí : Tj,. . . ,re,. : r,,) t = 1’. 0

Proposición80 Dada una teoría d.o.s.c.t.o.T = (SM, =M,32,17), consideremosla cate-
goría Func1HOSAlg~,rcuyos objetos son CCI-funtores E : (4,274.) —e. (£2,3) (es decir,
(32,17)-álgebrasd.o.sst.o. en cualquier COl-categoría),y en la cual un modismode E
(4,274.) —e. (£2,27) en E’ : (4,274.) —e. (£2’,.]’) es un OCI-funtor H : (£2,27) —e. (£2’,.]’)
tal que E; fi = E’. Entonces, el OCI-funtor i~ correspondienteal álgebragenérica ay es

7

inicial en FunctHO3Alg~,p

.

En la categoría CralHOSAlg~,~con los mismosobjetosque FunctHO3Alg~~,pero con
un morfismode E: (4,274.) —e. (£2,27)en E’ : (4,274.) —e. (£2’,.]’) dadopor un COI-funtor
fi : (£2,3) —e. (£2’,.]’) junto conunatransformaciónnaturalO entreE; fi y E’, el OCI-funtor
y correspondienteal álgebragenéricaayes débilmente inicial. ~

4.4 La adjunción entre teorías y categorías

Comoen el caso de primer orden, dadauna COl-categoríapequeña(£2,27) tal que 3 es
localmentefiltrada, podemosdefinir unateoría d.o.s.c.t.o.T~ tal que£2 es (equivalentea)
la categoríaclasificantede T~. Antes quenadatenemosquedescomponerlos dominiosy
codominios de los morfismos tomando en consideración la estructura cartesiana cerrada de la
categoría,y tenemosque volver a formular la noción de familia regulary etiquetadoen este
marco.

Definición 81 DadaunaCCC £2, al interpretarlas operacionesformalesst y * en Ob(£2)”
mediantelas operacionescorrespondientesen la categoría£2, obtenemos una función de in-
terpretación¡.4: Ob(£2)” —e. Ob(£2).

Paracadapar y, Y deelementosde Ob(£2)” y cadamorfismo f: ¡TI —e. ¡r’¡ en £2 denotamos
por f,.,,.í el morfismo f en £2 junto con las “descomposiciones”T de su dominio y r’ de su
codominio. DCMor(C) denota la colección de tales modismos. 0

Dadauna COl-categoríapequeña(£2,27), el orden =gen Ob(£2) se extiende a en
Ob(£2)”; obsérveseque cuando~r r’ en Ob(£2)”, entonces hay un morfismo j : r¡ —e.

en.].

Definición 82 Dada una COl-categoría pequeña (£2,27), una familia de morfismos Y C

DCMor(£2) es 000-regular si y sólo si satisface las siguientes condiciones:

1. Si f,.,.> y y,,,,: son morfismosen Y y r ~ (con j : rl -4 ¡p¡ en 27), entoncesT’

(con j’: Ir’! ¡~‘¡ en 27) y ademásj;g = f;j’.
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2. Dadosp, r E Ob(£2)” con p r y un modismo f,.,.í en Y, el conjunto

E Ob(£2)~ go =~st ~ ]g¿,¿’ E F}

tieneun minimo con respectoal orden <~. O

Definición 83 DadaunaCCI-categoríapequeña(£2,27),un CCC-etiquetadopara ella viene
dado por un conjunto 32 y una función ¡ : DCMor(C) —e. E tal queparacadaa E E la familia
h1(a) de morfismoses CCC-regular.

Una CCI-categoría pequeña (£2,3) tal que 27 es localmente filtrada junto con un CCC-
etiquetado 1 paraella se llamaunaLCCI-categoría. O

Teorema 84 Dada una LCCI-categoría (£2,27,l : DCMor(£2) -4 E), existe una teoría de
ordensuperiorcon tipos ordenadosT~ tal queO es equivalenteala categoríaclasificante

de T~.

Demostración: La teoríad.o.s.c.t.o. T~ = ((5, =),S~ 44 E 17) se define comosigue:

Tipos: Los tipos básicosson los objetosde £2, ordenados por.].

Simbolosde operación: Paracada a E E y modismo f,.,~a en l’(u) hay un símbolo
de operación (ambiguo) a E 32,.,,-’. Las condicionesde monotoníay regularidadse
satisfacen porque h’(a) es una familia CCC-regular.

Equaciones: Todas las E-ecuaciones satisfechas por la E-álgebra d.o.s.c.t.o. D~ en £2 que
asigna a cada tipo r elobjetoVI y acadasímbolode operación a E E,.,-> correspondiente
a un morfismo f,.,,-> con1(1,.,.>) = a el morfismof: [rl -~ I~1.

Por el Teorema 78 tenemos un CCI-funtor

E = (D~fl :4, —e. £2
c

definido por E(r) = ¡-rj y E([1 (re : r)]) = [t]Db.
e

El funtor “inverso” es O : £2 —e. £yb definido por O(A) = A paraun objeto A en £2 y
e

0(1) = [l(fA,B)(x)] con re : A paraun morfismo1 : A —e. 5 en £2.

El funtor O; E es el funtor identidadsobre£2. AunqueE; O no es el funtor identidad ya
queC(E(T)) = G([r¡) = Ir!, existe un isomorfismo natural dado por:

[l(id,.,
1,j)(x) (re : r)] : i —e.

Definición 85 Un morfismo fi entre dos teoríasd.o.s.c.t.o. T = (SM, <tE, 17) y T’ =
(SIM <~M E> 17’) consiste en

1. Una función monótona fi : (3, =)—e. (3’, =‘), extendida libremente a ¡jM : (5”, =“)
(stM, =IM),

2. Una función fi : 32 —e. E’ tal que, si a E E,.,->, entonces fi(a) E

talesque, si (7 : 7) 1 = 1’ es unaecuaciónen 17, la ecuación (7 : fi”(7)) H(t) = H(t’) es
derivable a partir de 17’, donde H(1) denotala “traducción” de 1 inducidapor fi

7.

TEsta traducciónestádeñnidapor 11(z) = z, H(a(t)) = H(a)(H(l)), H(p,(fl) = pi(Jf(t)), H(Ax rl) =

Az: R(r).H(i), etc.
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Así se define unacategoríadenotadaHOSTh.O

Definición 86 Un LCCI-funtor entre las LCCI-categorías(£2,27,l : DCMor(£2) —e. E) y
(£2’,.]’, 1’ : DCMor(£2’) —e. E’) consisteen un CCI-funtorE : (£2,27) -4 (£2’,.]’) y unafunción
4>: 32 —e. E’ tal queparatodof~~’ en DCMor(£2),

=

donde E” : Ob(£2)” —-4 Ob(£2’)” denota la extensiónlibre de la componentede E sobre
objetos,satisfaciendo¡E”(r)¡ = F(¡rj) ya queE es un CCI-funtor.

Estadefinición proporcionaunacategoríadenotadaLCCICat. O

Proposición87 La función queasignaa unaLCCI-categoría((2,27,1: DCMor(C) —e. E)
unateoríad.o.s.c.t.o.T~ se extiendeaun funtor

TK LCCICaI —e. fiOSTh

.

Demostración: Supongamosque (E, 4>) es un LCCI-funtor de (£2, .7,1: DCMor(£2) —e. E)
en (0’, 27’, 1’ : DCMor(£2’) —e. E’). Ya hemosseñaladoantes como la componentede E
sobre los objetos (que es una función monótona con respecto a los órdenes inducidos por las
estructuras de inclusiones) se extiende libremente a E” : Ob(O)” —e. Qb(£2’)”, satisfaciendo
IEfl{r)I = E(!T¡).

La accióndel morfismo de teoríasTF sobre los símbolos de operación está dada simple-
mente por la función 4~.

Entonces, para un término d.o.s.c.t.o. t, j2?r(t4
0~ = E(j1]D~) y esto implica que si D~

satisface una ecuación (~ : S)1 = 1’, la ecuación “traducida” (7 : TE(S))Tp(t) = Tp’(I’) es
satisfecha por Dg,. o

Teorema88 La construcciónde la categoríaclasificante4 parauna teoríad.o.s.c.t.o.T
es libre con respectoal funtor Tb : LCCICat —e. HOST¡i. Por lo tanto, tenemosun funtor

it : HOSTA—e. LCCICaI

adjunto a izquierda de T
1.

Demostración: La demostraciónes esencialmenteanálogaala del Teorema48. Paraver
que,dado fi : 1 -. T~, el LCCI-funtor fit : 4 —e. £2 estácompletamentedeterminado,se
necesitacomprobarmáscasos,debidoala estructuraadicionalen los términos;por ejemplo,

fit([tt’]) = fit([Q, e’>]; [p~(re)’2(x)]) =

fit([<I, e»]); fit([pi(re)p
2(z)]) =

fit(<[t],[I>]>);ev =

<Ht([t]), fit(Lí’])>; ev.

Otro ejemplo:

Ht([Az : r.t (y : T’)]) = fit(A([I(p1 (x)/y,p2(z)/z) (re : Y st r)])) =

A(fit([t(p«x)/y,p2(re)/z) (re : Y st
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DefiniendoHt([í]) = [fi(1)]DC, se compruebaque IP satisfacetodaslas propiedadesexigidas.
O

La discusiónal final de la Sección3.3 sobrelas simplificaciones—expresadasen la forma de
un diagrama conmutativo de adjunciones—que son posibles para la anterior correspondencia
entre teorías y categorías en el caso de teorías desambiguadas puede asimismo aplicarse aquí,
mutatismutandis.

4.5 Conservatividad de la lógica de orden superior con tipos
ordenados sobre su versión de primer orden

Es claro que teorías con tipos ordenados constituyen un caso particular de teorías d.o.s.c.t.o.;
hay,sin embargo,un pequeñodetalleque debeseraclarado,debidoanuestrapresentaciónde
signaturasd.o.sct.o.con sólo símbolosde operacionesunarias. La idea es por supuesto
codificar una operación n-aria en una teoría c.t.o. (cuyo lenguaje no incluye productos
explícitamente)en unaoperaciónunariaen unateoríad.o.s.c.t.o.por mediodelos productos
(queforman partede los tipos en estecaso).

Definimos una función que transforma una signatura c.t.o. (5, =,E) en una signatura
d.o.s.c.t.o.((S,=),SM,=I2tEP).Un símbolo de operacióna E 32S1...Sn,S se convierteen un
símbolo de operación a’ E ~ ,,~; en particular, en el caso de una constante a E E~,

5,
a~ E 32~,,. Los restantes conjuntos en 321’ son vacíos.

Un E-término c.t.o. 1(7 5) : a se convierte en un En-términod.osc.t.o.11’ como sigue:
si 1 = z~ entoncesIP = x~; en el caso de una constante1 = a entoncest1’ = oP(<>); y si

= a(ti,. . .,t,.), entonces?= aP(<t~,. ..,I~>).

Comotodaslas reglasde deducciónparala lógicaecuacional(de primer orden)contipos
ordenados son asimismo reglas de deducción para la lógica ecuacional de orden superior con
tipos ordenados, el siguiente lema es obvio.

Lema 89 Si 1? es un conjunto de E-ecuaciones c.t.o. y 17 1- (7 : 5)1 = 1’ usando deduccion
ecuacional c.t.o., entonces 171’ ¡- (7 : 5)11’ — 111’ usando deducción ecuacional d.o.s.c.t.o., donde
171’ es el conjunto de 32

1’-ecuaciones d.o.s.c.t.o. «7: Y) IP — t>P (7: Y) 1 = 1’ E f}. O

Proposición 90 La función

(S,=,E,1’)—e.

se extiendeaun funtor (..)1’: OSTII —e. HOSTII

.

Demostración: Seafi : (5,=, 32,17) —e. (5’ <‘ 32’ 17’) un morfismo de teoríasen OST¡I

.

Entonces1ff : (5,=)—e. (5’, =‘) se extiende librementea fi” : (3”, =“) -4 (5’”, =>“) ~
ponemos fi1’ = fi sobretipos.

Supongamosquea E E~, ...~,,,,; entonces, por un lado, a1’ E ~ por el otro lado,
fi(a) E 32«s,)H<.~)H(s)- De aquí, fi(a)1’ c 32>1’ y definimos fiP(aP) =H(s,)x...XH(sn),H(s)

fi(a)P E 324N(SlX XSn) HM(s)
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Sea(7:5)11’ — 1>1’ unaecuaciónd.os.c.t.o.en r~. Tenemos que probar

Como H es un morfismo de teoríasen OSTIt y (7 : 5)1 = 1’ es una ecuación ct.o. en 17,
tenemos 17’ 1— (7: fi(S)) fi(í) = fi(t’); por el Lema 89, obtenemos

quees el resultadodeseadopues fiP (11’ ) = H(1)P paratodoslos E-términos1. 0

Vamosaprobarel recíprocodel Lema 89 medianteun argumentosemántico,obteniendo
de estemodo un resultadode conservatividad.DadaunaE-álgebrac.t.o. A en unaCCI-
categoría, la extendemos a una E1’-álgebra A1’ definiendo

1.A~= A,.

2. A~=L

3. ~ =A~ stAy

= A~ * A~,.

Un símbolo de operación a E E,,...,~,8 se interpretacomoun morfismo

Por otra parte,al nivel de orden superior, tenemos ~ = A,
1 st ... st A,,,, y la inter-

pretaciónsemánticade a
1’ E ~ se definepor A~ = A~’ : ~ —. A~. El caso

de las constantesse tratade forma completamentesimilar. En estasituación,es fácil ver que
j1]A = jt1’]ÁP y consecuentemente que A h (7: 5)1 — 1’ su A1’ h (7:5) IP — I’1’

Tras definir todasestasnociones,podemosprobarnuestroresultadoprincipal:

Teorema91 El álgebradeorden superiorcontipos ordenadosesunaextensiónconservativa
(módulo (..)P) del álgebracontiposordenados,es decir,dadoun conjunto 17 de E-ecuaciones
c.t.o., tenemos

Demostración: El sentido(=±¿-)es el Lema 89.
Recíprocamente,parael sentido(<=), supongamosquer~ k- (7: 5)11’ — 1’1’ y consideremos

la (E, 17)-álgebra‘Tr,r(7 : 5) en (Ss.L,J~) (véanselos comentariostras el Teorema13 y el
artículo [62] para una construcción detallada de esta álgebra).

Por el argumentoanterior, Ys,r(7 : 5)1’ es una (321’, 17P)-álgebrad.o.s.c.to.,y por la
Proposición64,

Tsr(7 : 5)1’ h (7: 5) 11’ —

De nuevopor el argumento anterior, esto es equivalente a

Is,r(7 :5) H (7:5)1 = 1’

y, por (los comentariosdespuésdel) Teorema13,estoes equivalentea17 k- (7: s)í = 1’, como
deseábamos.O
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Podemosresumirestaseccióndiciendoque hemosdefinido un morfismoentrelógicas

OSEqtl —y HOSEqtl

de la lógicaecuacional(de primer orden)con tipos ordenadosen la lógicaecuacionaldeorden
superiorcon tiposordenados,en el sentidoprecisodefinidoen [110]y ademáshemosprobado
que estemorfismoes conservativo.

4.6 Retractos

Dadoque en álgebrade orden superior con tipos ordenadosel tipo de un término puede
variar sobreunavariedadde subtipos,y que las funcionespuedenposeerpolimorfismo de
subtipos, esta disciplina de tipos es intrínsecamente más flexible que el lambda cálculo con
tipos que generaliza8. Sin embargo, puede haber expresiones que estrictamente hablando no
se puedantipar porqueel tipo mínimo de un subtérminoes demasiadogrande,pero que,
no obstante, merecen el beneficio de la duda porque la reducción de tal subtérrnino puede
rebajarel tipo y dar lugaraun términobienformado.En álgebracon tiposordenados,esto
se consigue aumentando la signatura original con operaciones adicionales llamadas “retrac-
tos” que rellenan tales “huecos” en los tipos [58, 62] y ha sido implementado en los sistemas
OBJ2 y OBJ3 [43, 59]. Bajo condiciones bastante débiles, tal extensión con retractos es
conservativa y permite la evaluación de un término dudoso de forma que si el término tenía
realmente sentido los retractos desaparecerán; en cambio, si el hueco era esencial, el retracto
permanecerá proporcionando un informativo mensaje de error. Así pues, se obtiene un in-
teresante mecanismo de recuperación de errores en tiempo de ejecución, al mismo tiempo que
se aumenta la flexibilidad del tipado y se continúan descartando expresiones realmente sin

sentido, tales como por ejemplo la división de un valor de verdad por un número, que no será
tipadoinclusoal añadirretractos.Estasecciónmuestraquelos interesantesresultadossobre
retractos conocidos al nivel de primer orden se generalizan a orden superior, permitiendo que
esas mismas técnicas se hagan disponibles en este contexto más general.

Consideremos por ejemplo una teoría para listas de números naturales con una signatura
E que incluye tipos Nat paralos númerosnaturales,List paralas listas y NeList paralas
listas no vacías,así como símbolosde operaciónO E 32c,Nat, S E 32Nat,Nat, empty E ECLISt,

cons E ENatrjst,NeLíst, headE ENeLíst,Nat, y taU E ENeLIst,List. Entonces, el término

head(tail(cons(O,cons(s(O),empty))))

no estábien formadoporqueheadtiene andadNeList mientrasque el subtérmino

tail(cons(O,cons(s(O),empty)))

tiene tipo List, apesarde queel términocompletotiene perfectosentido.

Definición 92 [62] Dadaunateoríac.t.o. 1 = (3,32,17),definimos una nueva teoría T® =

(3, 32®, F®) aumentandoE connuevos símbolos de operación ra>, E E~., paras=aí y a ~ a’,
llamados retractos,y añadiendoa1’ las correspondientes ecuacionesde retractos

(re s) r
8t,8(re) = re. O

%imilarmente,añadiendosubtiposa calculosmásricos da Ingar a disciplinasde tipos mis flexibles.
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En el ejemploanterior,el términoquehemosconsideradose convierteen bienformadoal
insertarel retractorLI~tN~L1~~, obteniendo

head(rLÍ5tN0L±5t(tail(cons(O,cons(s(O),emptyflfl);

entonces tenemos la siguiente sucesión de reducciones

head(rLÍ3t,N~LÍSt(tai1(cons(O,cons(s(O),empty))))) —e.

headCrLl5tN6Ll5tCcons(s(O) ,empty))) —e.

—e. headCcons(s(O),empty)) —e. s(O).

Remitimos al lector al articulo [62] donde puede encontrar más motivación y detalles sobre
retractos.

El principal resultadoen [62] respectoalos retractoses que es conservativasobreT,
en el sentido de la siguiente defixucion:

Definición 93 Dadasteoríascon tipos ordenadosT = (3,=,E,1’)y 2” =

tales que 2’ está incluida en 2” (es decir, (5,=)es un subconjuntoparcialmenteordenadode
(S’,=’),E~ C E~- paratodo Y E S ya E S,y 17 § 17’), decimosqueT’ es conservativa

sobreT si y sólo si paraE-términosc.lxo. 1 y 1’ (y por tanto tambiénE’-términos),

FI- (7:5)t=i’ <~. 17’I—(7:5)t=t’.

La definición es completamenteanálogaparael casode teoríasd.o.ss.t.o.O

Proposición94 Si 2’ estáincluida en 2”, tenemosun morfismo inclusión J : 2’ —e. 2” en
OSTh;estemorfismodalugaraun funtor Lj : 1=—e. LT’ transformandoun morfismo[tls,r
en Li’ en el modismo[1]s’,r>en Li”. Entonces,2” es conservativasobre2’ si y sólosi el funtor
Lj es fiel. (En el casode orden superiorse tieneun resultadoanálogo.)

Demostración: Dados32-términos1 y 1’, sabemospor la Proposición38 que17 1- (7 : Y) 1 =

1’ su Gi’ h (7: Y) 1 = 1’, es decir, su [I]r,r = [1’]s,r comomorfismosen Lx; con esto,es muy
fácil ver quela condición de conservatividades equivalenteala fidelidad de Lj. O

Paraprobar que es conservativasobre2’ es necesarioañadir unadébil condicióna
la teoría 2’, equivalente a la corrección de la siguiente regla de deducción: para E-términos

1(7:5) y 1’(7 : Y),

No-vacío: rl- Y:S,y:s’ 1=1’
FI- 7:5)1=1’

Entonces, el resultado de conservatividad se prueba en [62]demostrando que el 32-homomor-
fismo

‘Tr,r(X) — Tsep®(X)

que es la identidadsobreX y lleva [1]r,r’ a [í]~®~® es inyectivo, siendoX un conjuntode
variables tal que X, # O paratodoa E 3.

En esta sección probamos un resultado análogo para el álgebra de orden superior con
tipos ordenados,usandomodelosde Henkin [123, 124], másexactamente una generalización
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de modelos de l-lenkin que tiene en cuenta la relación de subtipo. Los modelos de Henkin son
másgeneralesquelas álgebrasd.o.s.c.t.o.en (Set,Inc) porque,en vez de exigir las igualdades
A,.,xr2 = A,., st A,.2 y A,.~,.> = A,. * A,.>, simplementese requiereninclusiones A,-, x,.2

A,., st A,., y A,.~,.> C A,. * A,.’. tina definición equivalente(salvoisomorfismo)de modelo
de Henkin es en términos de un S”-conjunto A = {A,. 1 r e sM} y familias de funciones

Á<,.*rt>xr —e. A,.> y proft,,., : A,-1x,-, —e. A,., (i = 1,2) sujetasa las condicionesde
extensionalidady existenciade combinadores(véanse[123, 124] paramásdetalles). Lo que
nos interesa a nosotros es que la construcción de un modelo de términos para una teoría tal que
la reglaNo-yacío anteriores correctay un conjuntode variablesX suficientementegrande
proporcionaun modelode Henkin libre sobreX [123, 124]. Estosresultadosse generalizan
al casod.o.s.c.t.o.comosigue.

Primero,usandocorrección(Proposición 64), completitud (Proposición79) y el resul-
tado análogoa la Proposición50 parael casode orden superior,podemosrestringir nues-
tra atención sin pérdidade generalidada teoríasd.o.s.c.t.o.desambiguadas.Dada una
teoríad.o.s.c.t.o.desambiguada2’ = (SM, =M,32,17),definimosunateoríacon tiposordenados

— (3”, ~M, 32h, rh), donde

1. Paracadapar T,>0 E 5M, tenemosun símbolode operaciónambiguoapp E Ex,.,,,. (es
fácil ver quees regular). NormalmenteescribimostI’ en vez de app(1,1’).

2. Paracadai-,p E 5M, K~’
7 E

3. Paracadar,p,¿ E 3”, S~’~’~ E
32h

4. Paracadar,p E 5N, P~’
t E 32c,(pxr)’~p y P~’7 E

5. Paracadar,>0 E 5”, E~’7 E

6. Paracadasímbolode operacióna E E,,,,., F~’7 E

7. Hay unaconstante<> E 32%

8. El conjuntode Eh~ecuacionesc.Lo.
17h contienelas ecuaciones(7 : 7) tc = 4 paracada

ecuación (7 : ‘7)1 = 1> en 17, donde 1, se definió en la Proposición 70, junto con las
siguientes familias de ecuaciones:

(re :>0,y: r) (KP’
7re)y — re

(re: ~ * (T * >0),p : ~ * r,z : ~)((S~’P’~re)y)z = (rez)(yz)

(re : go, y: i) P~’7((EP’~re)y) = re
(re: go,y: T) P~’T((EP’~z)y) = y

(re :go st r) (EPr(P~’Tre))(P~’7re) — re

(re:1)re=<>.

Un (E, 17)-modelode Hen/cind.o.s.c.t.o.E es una(Eh, 17h).álgebrac.t.o. H en (5~L,½)que
ademássatisfacela siguientecondición de extensionalidad:dadosf,g E J’,,~,-, si paratodo
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a E fi,,, fi41’1’(f, a) = fi01’p(g, a), entonces f = g. Usandoel Teorema14, para cualquier
conjuntode variablesX, tenemosuna (Eh, 17h)álgebralibre T5~ rh(X) si X,. # 0 paratodo
r E S~, obtenemosun (E, 17)-modelode Henkin libre al imponer la condiciónde extensiona-
lidad sobreTsh,rh(X). Una presentaciónisomorfadeestemodelo de Henkin libre se consigue
imponiendosobreel S”-conjunto T5 de E-términoscon variablesen X, introducidoen la
Definición 56, la siguienterelación de congruencia

paraalgún conjuntofinito de variables7 : 17 incluido en X (corrección con respectoa la
regla No-vacíohace queestadefinición seaindependientedel conjunto finito de variables
considerado).Denotamospor [1]s,r la clasede equivalenciade t conrespectoa

t’~’s,r, y por
7is,r(X) el cocientede T

5 conrespectoala mismacongruencia,que es la presentacióndel
modelo de Henkin libre sobreX en la queestamosinteresados.

La razón de nuestrointerés en los modelosde Henkin como instrumentotécnicopara
establecerel resultadode conservatividadbuscadose puederesumirahoraclaramente.De la
anteriorconstruccióndel modelo libre de Henkin fls,r(X) se sigue que,dadaunainclusión
2’ e—e. 2” de teoríasd.o.s.c.t.o,2” es conservativasobre2’ si y sólo si el Eh~homomorfismo

ils,r(X) —e. ils¡,r’(X)

que es la identidadsobreX y lleva [t]s,r a [t]r.,r> es inyectivo.

Teorema95 Dadaunateoría d.o.s.c.t.o.2’ = (SM cM E 17) tal que la reglaNo-vacío es
correcta,el homomorfismo

fls,r(V) —e. 7rj~® ,re(V)

que es la identidadsobreV es inyectivo (recuérdesequeV es un S”-conjunto de variables
tal que paracadatipo r E S~ el conjuntoy,. es infinito numerable).

Demostración: La ideaclavees convertirel (E, 17)-modeloUs,r(V)en un (E®, r®).modelo.
En primer lugar, escogemospara cadaT E 3M unavariable re?. Entonces,para T < T~,

definimos unafunción y,..,,. : i-ts,r(V),-’ —-4 7-ts,r(V),. quelleva (t] E ils,r(V),. asi mismoy
los restanteselementosa re?; esta funcion satisfaceobviamentelas ecuacionesde retractos.
Porlo tanto,por serfl5® re(V) libre, la inclusiónde V en its,r(V) induceun homomorfismo

x : i-ls®re(V) its,r(V)

quees la identidadsobreV.
Finalmente,la composición4’; x es un homomorfismode

7-ts dV) en sí mismo que es la
identidadsobreV y, por ser Us,r(V) libre, debeserla identidad. De aquídeducimosque 4’
es inyectivo. O
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Capítulo 5

Subtipos generalizados

En estetrabajohemosestudiadoen detalle la semánticacategóricade subtiposcomo in-
clusiones,interpretandola relaciónde subtipo T =T~ comoexistenciade un monomorfismo
canónicoA,.<,.’ : A,. —e. A,.> en unasubcategoría.7 de £2. Hemosllegado a estanoción al
generalizarla noción conjuntistade subtipopropuestaen álgebracon tipos ordenados[62]
primeroa categoríasgeneralesy luego aorden superior,manteniendotodassus propiedades
másinteresantes.En particular,no se pierdeinformacional mover un datoaun supertipo,
y la igualdadde datoses independientedel tipo en el que se trabaje.

Comoya hemosmencionadoen la Introducción de estasegundaparte,hay sin embargo
situacionesen las cualesunanociónmásdébil de “subtipo” esdeseabley natural,asaberuna
correspondientea una conversiónimpWdta entretipos queno necesitaser inyectiva. Tales
conversionesimplícitaspuedensurgiren respuestaalanecesidado convenienciade convertir
datos(quizásconalgunapérdidade información)entretipos básicos,asícomoenel contexto
de espaciosfuncionalesal pasarfuncionescomoargumentosde funcionesde orden superior.
Por ejemplo,unafunción de ordensuperior f puederequerir un argumentode tipo go’ 4 T

peroen cambiorecibirun argumentoh de tipo go * T congo’ =go (interpretadocomoantespor
unainclusióncanónicag :go —e. go). Estasituaciónsepuederesolverfácilmenterestringiendo
h al dominio go’, es decir, componiendoh conla inclusión j paratenerj; h:go’ * T; de este
modo,obtenemosunaconversiónimplícita

* T : (go!=~r) —e. (go’* r)

que no es inyectivaen general.
Como ya hemosseñalado,al compararcon el casoen el cual subtiposse interpretan

como inclusiones,algunasbuenaspropiedadesse pierden definitivamente; a saber,cierta
informaciónpuedeperdersede forma irreversibleal mover un datoaun supertipomediante
unaconversiónimplícita, y la igualdadde dosdatosdependeahoracrucialmentedel tipo en
que se considere.

Por lo tanto, seríaunaseriaequivocaciónconfundir las nocionesde “subtipo como in-
clusión” y de “subtipo como conversiónimplícita” en unaúnicanoción de subtipo,puesto
quelas importantesventajaseintuicionesadicionalesdel casode “subtipo comoinclusión” se
perderíanentonces.Nuestrapropuestaconsisteen distinguir y relacionarestasdosnociones
en unasemánticaque conservalas ventajasde cadauna. Parala noción de “subtipo como

185
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inclusión” mantenemosla relaciónde subtipo=tal y comose ha formalizadoen estetrabajo;
parala nociónde “subtipo como conversiónimplícita” introducimosunarelaciónde subtipo
generalizado <: diferentede la de subtipo =, pero conteniéndolacomounasubrelación,es
decir, tenemosla siguienteregla

T

T

Paraespaciosfuncionales,subtiposobedecenla reglalimitada

r<r’ gotipo
go * T =>0 ~ Y

mientrasqueparasubtiposgeneralizadostenemosla reglamásgeneral

r<:Y go’<:go

>0 * T <:go’ *

Paraproductos,ambasrelacionesse comportande forma similar:

r=Y p=go’ T<:Y >0<:go

’

goXT=>0>stT’ gostT<:go’stY

La ventajade estasreglasde tipadoes que nospermitendiscriminarentrelas dosrelaciones
de subtipoy, en consecuencia,soportanrazonamientosmáscuidadososy precisosde lo que
seríaposibleen otro caso;la adición de otros constructoresde tiposaesteescenarioes muy
naturaly conducea similaresreglas de tipado quediscriminanentrelas dos relacionesde
subtipoparael constructoren cuestión.

Podemosdefinir signaturasy álgebrasd.o.s.c.t.o.generalizadasen unaforma queextiende
naturalmentenuestrotratamientode subtiposcomo inclusionesy satisfacetodas las reglas
de tipado mencionadasanteriormente.Dado un conjunto3 de tipos básicos,consideramos
el conjunto 3” de tipos generadoa partir de 5 como antes (Definición 54). Dadosdos
preórdenes1(3,=,S:) con =C =:y < un orden parcial,podemosextenderlosapreórdenes
en S~ extendiendo< exactamentecomo antes(Definición 54), y añadiendolas siguientes
cláusulasadicionales:

1. Si r 44 Y, entoncesr c2M T~

2. Sir <.M T (i= 1,2),entoncesristr
2 =:“r st 4

3. Sir <:M Y y go’ =:“go, entoncesgo* r =:“ go> * Y.

El preorden=:Men S~ se denotatambién<:.

Definición 96 Unasignaturageneralizadade ordensuperiorcontipos ordenados,o signatura
g.do.s.c.t.o. paraabreviar,consisteen un par de estructurasde preorden(5, =,=:)sobre

‘La razónparaadmitir que<:seaun preordenes que, mientrasquelasinclusionesentretipos son natural-

menteantisimétricas,parecebastantenatural considerarconversionesimplícitas queson bidireccionales.Por
ejemplo, uno puede desearla flexibilidad de convertir implícitamente de coordenadascartesianasa polares, y
viceversa, al realizar cómputoscon puntos en ei plano.
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un conjunto 5 tales que=~ =:y < es un ordenparcial, junto conunasignaturacon tipos
ordenados(SM, 44,32)que es regular y coherenteparaambospreórdenes2=“y <.M y tal
que 32v,,. # 0 implica longitud(7) = 1. 5

La semánticade talessignaturasgd.o-s.c.t.o.viene dadapor CCC’s con estructurasde
inclusionesy de conversionesimplícitas, llamadasCCIC-categorázsy definidascomosigue:

Definición 97 Una CCIC-categoriaes un triple (£2,J,K) tal que

1. (£2,.]) es unaCCI-categoría.

2. K es unasubcategoríapreordende £2 conteniendo.7, llamadala categoríade conver-
aionesimplícitas.

3. K es cerradabajo st, es decir,si k~ : A
1 —e. B1 (i = 1,2) sonmorfismosen K,entonces

k1 st k2 : A1 st A2 —* B1 st .82 es asimismoun morfismoen K.

4. K es cerradabajo - * -, es decir, si k~ : A1 -. E, (i = 1,2) son morfismosen
entonces~ * : B~ * A2 —e. A1 r> .82 es asimismoun modismoen K. O

Ejemplo 98 La categoriaE~derelacionesdeequivalenciaparcialessobrelos númerosnatu-
ralesproporcionaun interesanteejemplode CCIC-categoría.La subcategoríade conversiones
implícitasse obtienecomosigue: hayunaconversiónimplícita A —e. E su nAmimplica nBm,
es decir, A C E comoconjuntosde pares;estaestructuraha sido estudiadaen [24, 26], donde
remitimosal lector paramásdetalles.La subcategoríadeinclusionesque nosotrosqueremos
distinguir es la siguiente: hay unainclusión A —e. E su dadosnúmerosnaturalesn, m en el
dominiodeA, nAm su nBm (estono implica queA = E porqueE puedeteneren sudominio
elementosqueno estánen el dominio de A). O

En su tesis doctoral [147], P. Taylor define una estructurade coercionesen una CCC
comounasubcategoríapreordencerradabajo ...st - y - - (Definición 1.3.9). No obstante,él
no distinguelasubcategoríade inclusionesen la quenosotrosponemosénfasisen la anterior
definición.

Definición 99 Paraunasignaturag.d.o.s.c.t.o.(3” ,=“ ,=:“, E), un eil9ebrag.do.s.c.1.o.A
en unaCCIC-categoría(£2,.],K) consisteen una(3”, =“, 32)-álgebrad.o.s.c.t.o.A en la CCI-
categoría(£2,.]) junto con morfismos A,-<,1.> : A,. —e. A,.> en K paraT =:Y en 3~, sujetosa
la condición de monotonía:a E E,.,,.>fl E,,,,’ y T =:go implican

Estasdefinicionesproporcionanunabasesobrela cualextenderlasemánticacategóricade
subtipospropuestaen estetrabajoasubtiposgeneralizados.Tenemosla intencióndeestudiar
tal semánticaen trabajosposteriores.Comosubtiposgeneralizadosconstituyenuna noción
intrínsecamentemásdébil, algunaspropiedadesimportantescomola de “conservaciónde la
información” no se van ageneralizary serán‘~alidas sólo en la subcategoríade inclusiones.

2Aunquelascondicionesderegularidady coherenciase handefinidoparaun conjuntode tiposparcialmente
ordenado, pueden generalizarsea un preorden.
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Capítulo 6

Conclusiones finales (Parte II)

Hemospresentadoun enfoquesemánticode subtiposen el cual las dos nocionesdiferentes
de subtiposcomoinclusionesy de subtipos(generalizados)comoconversionesimplícitasson
al mismo tiempo distinguidase integradas.Esteenfoquepermiteexhibir los beneficiosde
ambasnocioneseliminandolas desventajasquela restricciónaunade ellas conexclusiónde
laotra crearía.Estetrabajoes un primer pasoen la integraciónde ambasnocionesy todavía
quedamuchopor hacer. A continuaciónenumeramosalgunasdireccionesde investigación
queel trabajopresentesugierey nosotroscreemosque merecenser seguidas:

1. Lógica ecuacionalpara subtiposgeneralizados.Tal lógicano estápresenteen actuales
enfoquesy es muy deseable;la necesidadde estalógica tambiénes señaladaen [18]
como unaforma más directade razonarsobresubtiposque traduccionesen modelos
con coercionesexplicitasquepuedenintroducir supuestosadicionales.La teoría ecua-
cional quehemosdesarrolladocompletamenteparael caso < deberíaservir como una
baseapartir de la cual tal teoríaseobtienecomounageneralización;estotambiénpro-
porcionaríala construccióndel modelogenéricoadecuadoparala semánticacategórica
esbozadaen el Capítulo5.

2. Extensionesa lambdacálculosmásricos. Comoya sehamencionadoenla Introducción,
estodeberíaseguirlas lineasde trabajoqueotros investigadoreshan desarrolladopara
subtiposgeneralizados[28, 24, 18, 26, 35, 4]. Sin embargo,seríadeseablerealizarun
tratamientomásaxiomáticomedianteunasemánticacategóricageneralal estilo de la
presentadaen estetrabajo. Por ejemplo,paratipos dependientesseríanaturalexigir
inclusionesde subcategorías

~

dondelos modismosen .7 son inclusiones,en K son conversionesimplícitas, y en 1)
son morfismosprivilegiados(display rnaps) [147, 109, 38, 146], siendocadaunade las
categoríasestablebajo productosfibrados (pullbacks)a lo largode morfismosarbitra-
rios en la categoríaambiente£2. Las reglas de subtipadoestructuralparadiferentes
constructoresde tipos y paralas diferentesrelaciones(=y <:) se derivaríanentonces
comoconsecuenciasde los axiomascategóricos.

3. SemánticaoperacionaL Con laexcepciónde[20], muy pocose ha hechoparadesarrollar
unasemánticaoperacionalparasubtiposde orden superior. Estetrabajoproporciona
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unanuevaconexióncon la completamentedesarrolladateoría de la semánticaopera-
cional parasubtiposcomo inclusiones [58, 79] que merecemásinvestigación. A este
respecto,los recientesresultadossobrela integraciónde reglasde reescrituracon fun-
cionesde orden superiorcomolos de [17, 19, 126] puedensermuy útiles.

4. Verificación de tipos. El elegantetrabajo de Cuneny Chelil [35], adecuadamente
extendidoal marcodesarrolladoen estetrabajo,deberíaproporcionarunametodología
generalparaderivar algoritmosde verificación de tipos paracálculosespecíficos.Una
cuestióninteresantees cómo hacer tales algoritmos aún más flexibles al permitir la
inserciónde retractosen los huecosapropiados.

5. Diseño de lenguajesde programación.El enfoquede subtiposcomo inclusionesanivel
deprimer orden ha acumuladounarica experienciaen el diseñoy la implementaciónde
lenguajesfuncionalesquesonmuyexpresivosy flexiblesen suestructurade tipos [43,59]
y queproporcionanmecanismosmuy útilesparatratarexcepcionesy parcialidad. Un
temadeinvestigacióndegraninterésesla transferenciade tal experienciaalenguajesde
ordensuperior,asícomosuintegraciónconlas técnicasdesarrolladasparalenguajescon
conversionesimplícitas. Asimismo,las extensionesde OBJ aprogramaciónrelacional,
dirigidaa objetosy concurrente[60, 144, 61, 112] puedensugerirsimilaresextensiones
paralenguajesde orden superior.

6. Programacióndirigida a objetos.Comoéstees un campoenel queaúnexistegrandes-
acuerdosobreconceptosbásicoscomopor ejemploel de herencia,hemospreferidode-
sarrollarnuestrateoríaen un contextopuramentefuncional, dejandoabiertala cuestión
de las aplicacionesa programacióndirigida aobjetos;no obstante,tales aplicaciones
son de hechorelevantese importantes.Varias propuestassemánticashansido hechas,
tanto desdeteoríasde tipos de orden superior [151, 27, 32, entreotros] como desde
la teoría de subtiposde primer orden [61, 63, 112, por ejemplo]. El marcopresente,
al proporcionarun vínculo conceptualentreestasdos líneasde trabajo,puedeofrecer
unabuenabasesobrela cual comparary relacionarpropuestasde estaclase,y por otro
ladopuedetambiénsugerirnuevassolucionesalestimulanteproblemadeencontraruna
buenabasesemánticaparala programacióndirigidaaobjetos.
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