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CAPITULO 1
Introducción

El objetivo de este trabajo consisteen la descripciónteórica, la puestaen prácticay el estudio

empíricodel funcionamientode un nuevo algoritmo parala estimaciónpor máximaverosimilitud de

modelosARMA multivariantesestocásticos.El problemade la estimaciónse estudiadiferenciando

claramenteentre evaluacióny maximizaciónde la función de verosimilitud. Esta distinción permite

analizaren detalle, integrar adecuadamentey sacarel máximo partido de todos los elementosque

componenel problemaglobal dela estimación.Además,los problemasasociadosa cadaunade esasdos

tareassontan diferentesentresi, quesu estudiopor separadoresultaimprescindiblesi se deseaprestar

la debidaatencióna los aspectoscríticos de su utilización en la práctica.

Esta distinción entreevaluacióny maximizaciónde la función de verosimilitud no ha recibido

muchaatenciónen la literaturasobreestimaciónde modelosARMA. Si bien existeunagran cantidad

de trabajosteóricossobre la evaluaciónde la función de verosimilitud [por ejemploHilímer y Tiao

(1979), Nicholís y Hall (1979), Hall y Nicholís (1980) y Shea (1984, 1987)], son muy escasaslas

referenciasqueprestanatenciónal problemadesu maximización.Además,dichaatenciónsueleLimitarse

a sugerir en unaspocas lfneasel empleode algún método de optimizaciónestándarpara maximizar la

función de verosimilitud evaluadasegúnsedescribeampliamenteen dichos trabajos[vid, por ejemplo

Hilímer y Tiao (1979)y Hall y Nicholís (1980)]. Unainteresanteexcepciónesel trabajodeShea(1984).

Por otro lado, aunqueel problemade la evaluaciónde la función de verosimilitud ha recibido

muchísimaatencióndesdela publicacióndel libro de Box y Jenkins (1970), las diferentesalternativas

existentes en la actualidad no pueden considerarse,desde nuestro punto de vista, plenamente

satisfactorias.Esto es debido a que todas las propiedadesque, en nuestra opinión, debe reunir un

algoritmoparallevara cabodichaevaluaciónseencuentrandispersasentrelos muchostrabajosexistentes

sobreel tema, de manera que si bien ciertos procedimientosposeenuna serie de características

interesantes,carecende otrasquesf puedenencontrarseen procedimientosalternativos.

Así, aunquelos algoritmos de Shea (1984, 1987) [incorporadosen la submtina G13DCF de la

libreríaN.A.G. (1987)f puedenconsiderarselos más eficientesdesdeel punto de vista computacional

1



2 INTRODUCC/QN

y
entre los disponiblesactualmente,su empleono permite detectarautomáticamentesituacionesde no

invertibilidadni evaluarel vectorde residuosanalíticamenteexactoscorrespondientesa la muestray a e

los valoresnuméricosde los parámetrosconsiderados.Estastareassi tienen cabidaen el algoritmo de

Hall y Nicholís (1980)y en la extensiónal contextomultivariantedel procedimientode Ljung y Box

(1979).No obstante,el primero implica un elevadocostecomputacionaly el segundocierta ineficiencia

y pérdidade precisiónnumérica, debidasa la necesidadde evaluarexplícitamentela inversade una

matriz. Por último, el procedimientode Hilímer y Tiao (1979) [ofrecidopor Jlze 5. C.A. Statistical

System;vid. Liu y Hudak(1986, 1992)] no permite,paraprocesoscon parteautorregresiva,evaluarni
a

la funciónde verosimilitud ni el vectorde residuosdeformaanalíticamenteexacta,lo cualpuedesuponer

un graveinconvenientecuando,por ejemplo, la muestraconsideradacontieneanomalíasimportantes

dentrode las primerasobservaciones.

a
Teniendo en cuenta este panorama, en el presentetrabajo se diseña un procedimiento

cornputacionalmenteeficiente paraestimarpor máximaverosimilitud procesosARMA multivariantes,
a

integrando, tras un análisis detallado por separado,los problemasde la evaluación y posterior

maximizaciónde la función de verosimilitud. El nuevo procedimientoqueseproponecomoalternativa

a los disponiblesactualmenteestábasadoen argumentosteóricosrigurososy proporcionaen la práctica:

[1] Buenasestimacionesdelos parámetrosen situacionestanto bien comomal condicionadas(muestras

cortas, parámetroscercanosa la no estacionariedado a la no invertibilidad, presenciade

observacionesinfluyentes, ...).

[2] Indicadoresautomáticosdeespecificacionesinadecuadas(no estacionariaso no invertibles)asícomo

instrumentos(residuosanalíticamenteexactos>paraefectuarla diagnosisdelos modelosestimados.

El algoritmo quese proponeen estetrabajo partede un profundoanálisisde las ideascontenidas

en los procedimientosdisponiblesactualmente.De estaforma, sepuedendescubriry explotar nuevas u’

posibilidadesignoradasendichostrabajos.Esteanálisis,junto con ciertasinnovaciones,permiterecoger

en un sólo algoritmo las ventajasque se encuentranpor separadoen los procedimientosdisponibles

actualmente,a la vez quepermitedemostrarquedichos algoritmosson simplementeun casoparticular

(en ocasiones,arbitrariamenteparticular) del procedimientodescritoen este trabajo. Con el fin de

aprovecharefectivamentelas ventajas que dicho algoritmo puedeofrecer, a lo largo del trabajo se

describentantosu estructurateóricabásicacomolos detallesdesu puestaen práctica(algohabitualmente a
ignoradoen los trabajosteóricossobreel tema).

a



INTRODUCCION 3

La exposiciónqueseutiliza en el trabajo,encaminadaa conseguirlos objetivosmencionados,está

organizadasobredospilaresfundamentales:

[1] La descripciónteórica (con instrumentosmatemáticosy estadísticossencillos)y codificadade un

nuevo procedimientopara evaluar y maximizar eficientementela función de verosimilitud de

procesosARMA multivariantes, así como la comparación (teórica y empírica) de dicho

procedimientocon los algoritmosdisponiblesen la actualidad.

[21 La comprobacióndel correctofuncionamientoen la prácticade los métodospropuestos,mediante

un amplio conjuntode ejerciciosempíricoscon datostanto simuladoscomoreales.

El trabajoestáestructuradoen cuatrocapítulos(el primerode los cualeses estaintroducción)y

cinco apéndices,cuyo contenidoserepasabrevementea continuación.

Los Capítulos2 y 3 constituyenla partecentraldel trabajo, tanto en extensióncomoen contenido.

En concreto,en el Capitulo 2 setratael temade la evaluaciónde la función de verosimilitud exactade

procesosARMA multivariantesestacionarios.Trasun resumendela formulacióny propiedadesdedichos

modelos,se revisandetenidamentelos procedimientosmás relevantesdisponiblesactualmenteparatal

fin. Partiendode algunassugerenciasextraídasde esterepaso,sedescribeun nuevoprocedimientopara

evaluarla funcióndeverosimilitudexacta,quereúnetodaslasventajasqueseencuentranesparcidasentre

los algoritmos revisadosy carecede sus inconvenientes.El Capitulo 2 se cierra con un resumen

comparativoque revela la potencialsuperioridaddel algoritmo propuestoen estetrabajo frente a los

disponiblesactualmente.

El CapItulo 3 seabrecon la descripcióndetalladade un algoritmo, basadoen algunasde las ideas

sugeridaspor Shea(1984>,paramaximizarla funcióndeverosimilitudexactaevaluadasegúnel algoritmo

del CapItulo 2. Tambiénse contrastael funcionamientoen la prácticadel procedimientode estimación

resultantede la combinaciónde ambosalgoritmos,medianteun conjuntode estimacionesen situaciones

tantosimuladascomoreales.A continuación,se estudianotrosprocedimientosde estimaciónderivados

del de máximaverosimilitud exacta(incluidos los procedimientosbasadosen el criteriode mínimasuma

de cuadrados)y se comparansus resultadoscon los proporcionadospor dicho método. A modo de

conclusiónpráctica,el Capitulo 3 se cierracon algunosejemplosde situacionesen las que los métodos

propuestosen este trabajo resultan más adecuadosque los ofrecidos por uno de los programas

comercialesmás utilizadosen el análisisde seriestemporales(lite 5. C.A. SratisticalSystem).
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e

Porúltimo, en el Capitulo 4 se resumenlas principalesaportacionesdel trabajo y se sugierentanto

posiblesampliacionesdel mismo comofuturas lineasde investigaciónapoyadasen él. e

Por su parte, Los Apéndicesestánestructuradosde la siguientemanera. En el ApéndiceAA se st

resumenalgunosresultadosde álgebramatricial, utilizadosen el Capitulo 2 y en el ApéndiceA.4, en

el quese presentaun procedimientoparaevaluar las primerasderivadasde la funciónde verosimilitud, e

Por último, en el ApéndiceA.5 seresumela metodologíaempleadaen los ejerciciosde simulación

realizadosen el Capitulo 3. e

Los ApéndicesA.2 y A.3 merecenun comentarioespecial.Uno delos objetivosprincipalesdeeste

trabajo ha consistido en desarrollarprocedimientosadecuadospara ser empleadosen la práctica

econométricahabitual. Pensamosque la descripción teórica y el análisis empírico de dichos
e

procedimientosno constituyenpor si solos, aunque se expongan muy detalladamente,materiales

suficientes para lograr tal objetivo (aunque,por supuesto,sí necesarios).Por este motivo, se ha
e

consideradofundamentalincluir la descripciónde los algoritmospropuestosde la forma más adecuada

parasu codificaciónen algúnlenguajedeprogramación(como Pascalo Cj, de maneraquesu puestaen

marcharesulteprácticamenteinmediata.Con estepropósito,en el ApéndiceA.2 se describeen forma

depseudoccldigo[vid. Dennisy Schnabel(1983)j el algoritmopropuestoen el Capitulo 2 paraevaluar

la función de verosimilitud exacta,mientrasqueen el ApéndiceA.3 se describeel algoritmopropuesto

en el Capituto3 parasu maximización.La traduccióndetpseudocddigoa un lenguajecomo Pascalo C

resulta(para alguien familiarizadocon la programaciónde ordenadores)muy sencilla, por lo que se

disponede un procedimientode estimacióncompletoque puedeponerseen marchay utilizarseen la

prácticainmediatamente, u

Paraconcluir, puedeseflalarseque, si bien el objetivo de estetrabajo no es la modelizaciónde O

seriestemporales,estábastanteclaro que la estimacióneficientede un modelo es una partecrucial en

dicho proceso.Por ello, pensamosque es importantedisponerde métodosqueproporcionentanto las a

mejoresestimacionesposiblescomolos instrumentosdediagnosismás adecuadosen cualquiersituación,

ya que las decisionesque setomensobrela posiblereformulaciónde un modelodependencríticamente

de ambosfactores.Los algoritmosquese proponenen estetrabajo respondena dichafinalidad, por lo

quepensamosque su empleoen la prácticaecononiétricapuederesultarverdaderamenteútil.

a

e

e



CAPITULO 2
Evaluación de la función de verosimilitud exacta de procesos

ARMA estacionarios

El estudiode la funcióndeverosimilitudexacta(FVEen adelante)de procesosARMA estacionarios

muJtivariantes,constituyetanto el punto de partida como el núcleodel presentetrabajo. Como es bien

sabido, la expresiónmatemáticade la FVE puedeescribirsede distintas formas. Dependiendode los

objetivosperseguidos,algunasde estasformas resultanmás útiles queotras.En concreto,mientrasque

algunasformulacionesson especialmenteadecuadasa la hora de evaluarnuméricamentela FVE en un

puntodel espacioparamétrico,otras lo son parainterpretarlas propiedadesdel procesoARMA cuyos

parámetrossedeseaestimar,así comoparadiagnosticardichomodeloy paraobtenerprevisionesa partir

deél. No obstante,comose muestraen estecapitulo,esposibleencontraruna formulaciónadecuadapara

todos estospropósitos.A continuaciónse resumebrevementeel contenidode estecapitulo:

Sección2.1: Formulaciónde los procesosARMA estacionarios.En estasecciónintroductoria

se describela formulación matemáticay estadísticade los modelos objeto de estudio, así como sus

condicionesde estacionariedade invertibilidad. Estostemasconstituyenla baseparala obtenciónde la

FI/E dedichosmodelos.

Sección2.2: Repasode procedimientosexistentes.En estasecciónse revisanlos procedimientos

más relevantesdisponiblesactualmenteparaevaluarla FVE. Aunqueel contenido de estasecciónes,

básicamente,un repaso de temas conocidos, también se presentanen detalle ciertas cuestiones

computacionalmenteinteresantes,ignoradashabitualmenteen los trabajosteóricossobreel tema.

Sección2.3: Un nuevoprocedimientoparaevaluarla función de verosimilitud exacta.A partir

de algunasideassugeridaspor los procedimientosdescritosen la secciónanterior, se puedediseñarun

método computacionalmenteeficiente para evaluar la FVE, que tiene ciertas ventajasrespectoa los

procedimientosdisponiblesen la actualidad. Además,este método permitedemostrarla equivalencia

matemática(aunqueno computacional)de las formulacionesmás utilizadasentrelas propuestasen la

literatura y puedeutilizarsecomo punto de partida para el diseño de otros métodosde estimación,

alternativosal de máximaverosimilitudexacta,que,en la práctica,puedenresultarextremadamenteútiles

5
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6 EVALUA ClON DE LA FUNCION DE VEROSIMILITUD EXACTA

a

(vid. CapItulo 3). En esta secciónse describecon todo detalle este nuevp procedimiento,prestando

especialatencióna determinadosaspectoscomputacionalesy numéricos,queresultanfundamentalespara

su puestaen práctica.

a

Sección2.4: Análisis comparativode distintosprocedimientos.Finalmente,en estasecciónse

comparan la eficiencia computacional (en términos de tiempo de cálculo, precisión numérica y

necesidadesde almacenamiento)y las ventajasprácticasde los métodosdescritosen las secciones2.2 y

2.3. El procedimientode la sección2.3 resultaal menostan eficiente como el mejor de los disponibles

actualmente,con el añadidodepresentarciertas ventajasprácticassobreestosúltimos.

2.1. Formulación de los procesos ARMA estacionarios e

A lo largo del presentetrabajo,supondremosque se disponede N observacioneso realizaciones

simultáneasde m variablesaleatoriasordenadasen el tiempo. Denotaremospor~t=(yI1,~2~,...,y»9T al

vector(mx1) del nivel de cada serieoriginal en el periodo t (t= l,2,...,A9. Supondremostambiénque
a

cadauna de las m seriesconsideradasadmiteuna transformaciónde Box-Cox, caracterizadapor dos

parámetros(X1,m~) y definidacomo:
a

1
(X1,m~) (y~1+m1) ‘—1ti = ~0< >~J =2 [2.1.1]¡ ln(y1~+m1) , si X1=0

e
que estabilizasu varianzae inducelinealidad y normalidad[vid. Box y Cox (1964); Hox y Jenkins

(1910),cap. 4; Jenkinsy Alavi (1981)]. Porotro lado, si ~ esel componentedeterministadela i-ésima

serietransformadaen el periodot, definimosel componentepuramenteestocdsticode dichaseriecomo:

e
(X1,m~)

= — ~it [2.1.21

Por tanto, el vector(mx1) s=(z11,zn, z,,.~)Tesel vectordel nivel de los componentespuramente

estocásticosde las seriestransformadasenel periodo1 (t= 1,2 1V). Finalmente,definimosw¿.= V(B);,

con V(B)=diag[V1(B),V2(B),.. .,V,~(B)], de maneraque cadaserie w11= V¿B)z1,(i= 1,2 m) resultante

deestatransformaciónseaestacionariaen iÉedia y en covarianza
1.La matriz (m >< m) diagonalV(B) tiene a

como elementocaracterísticoun polinomio V~(B) definido en el operadorde retardosB (Bk; =
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normalizado(V/0)= 1) y de ordend~, que contienelos factoresno estacionariosdel modelo (K(BÁO

— 181 = 1) (vid. Jenkinsy Alavi (1981); Tiao y Box (1981); Wei (1990), cap. 14).

2.1.1. Procesos ARMA<p,q> multivariantes estocésticos

En estas condiciones, diremos que la serie temporal múltiple n’, (t= 1,2,...,u), con

n=N—mdximo{d~,i=l ,2~..,m}, hasido generadapor un procesoARM¡Q»,q)multivarianteestocclstico

estacionario(vid. Hannan(1970); Zelíner y Palm(1974); Wallis (1977); Jenkinsy Alavi (1981); Tiao

y Box (1981); Grangery Newbold (1986), cap. 8; MilIs (1990), cap. 14; Wei (1990), cap. 14) cuando

dicha serieadmita la siguienterepresentación:

0(B)a, , t=1,2,...,n [2.1.3]

donde:

$(B)=Im — [2.L41
p

0(B)=Im —0~B — 0,82 [2.1.5]

y ix es el vector que contienela mediade cada serie. En [2.1.41 y [2.1.5], •~ (fr 1,2 p) y 0,

(i= 1,2 q) son matrices(ni xm)deparámetros,‘m esla matriz identidaddeordenni yResel operador

de retardos.En principio, supondremosque los polinomiosde [2.1.4]y [2.1.5]satisfacenlas siguientes

condiciones:

4(8)1 = O— R{>l [2.1.6]

19(8)1 = o~ s~>í [2.1.7]

a las quenos referiremoscomocondicionesdeestacionariedady de invertibilidad, respectivamente(vid.

Jenkinsy Alavi (1981); Tiao y fox (1981); Wei (1990), cap. 14). Dichas condicionesaseguranque las

siguientessumasinfinitas:

00

t(B) — •(R§’6(R) = + [2.1.8]

J~
1

11(8) = 0(8<0(8) = — [2.1.9]
j= 1
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a

convergenpara 181 =1.En concreto,[2.1.61y [2.1.7]aseguranque las secuenciasde matrices*~ y fl~

se amortiguana medidaque el indice] crece, de maneraque, por un lado, las matricesde covarianzas

de n’, sonfinitas y, por otro lado, wt dependemenosde su pasadomas lejano quede su pasadoreciente.

a

Por último, en [2.1.3], supondremosquea,es unasucesiónde vectores(mx1) aleatoriosidéntica

e independientementedistribuidoscaracterizadospor:

E[a,] =
0(mXl)

TE[a ,aÍ#k] I ~Qqnx n,~ k=0

ni) k!=0

[2.1.10]

[2.1.11]

e

a

a

u.
con ¿>0 y Q simétricay definidapositivt Por tanto, las matricesde covarianzasteóricasdel proceso

estacionariow, estándadaspor:
a

e
00

~Y tJQtJ~ = ¿IN~k)T , k=O,l,2~.. [2.1.12]
j=O

st
donde0,=w,—g. Las matrices*j puedencalcularserecursivamentede la siguientemanera:

<ji*

j=0

st. — ¡>1
31

e
y se entiendeque%=Oparaj>p

las matricesII de [2.1.9]:

y O~=O paraj>q. Unarecursiónsimilarpuedeutilizarseparacalcular

e

j=O

= { $ [2.1.14]
j

+ yo,ry, ,j=1
•4

Alternativamente[vid. [2.2.8] y (3.7) de Jenkinsy Alavi (1981)], las matricesde covarianzas

teóricaspuedenexpresarsecomo:

T T
= E[,y~W,] = ¿r(k) =

e

[2.1.13]
e

e

st

e

e
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¿r(k) = ~ r(k—OIQ + ¿r3,,¿k) — ¿s rwa(k-.j)OjT, k0,1,2,...
¡=1 j~I

[2.1.15]

donde ¿1’~0(h)=E[Osf+h] son las matrices de covarianzascruzadas entre w1 y a~ (vid. [2.2.4]-[2.2.6]).

2.1.2. Formulación compacta de procesos ARMA(p,q) multivauiantes estocásticos

Para obtener una forma cerrada de la FVEde las observacionesw~ generadaspor el proceso[2.1.3],

resulta convenienteescribir [2.1.3]para r= 1,2,...,ny reorganizar el resultado de forma compacta. Para

ello [vid. Hilimer y Tiao (1979); Ljung y Box (1979); Nicholís y Hall (1979)], definimos los vectores

de observacionesO (nmx1), de residuosa (nmx 1) y de valores premuestralesu,~, ((p+q)mx1) como:

Gj

0= , 0 ~2

O an n

01-p

1V2-p

*0

—q

02-q

a
0

1
= t a*

[2.1.16]

donde 0. es (pmxl) y a~ es (qmx1). Segúnesto,el proceso [2.1.3]

de forma campactacomo sigue:

puedeescribirse para t= 1,2,...

D0¿ = D0~a + Vii,

[2.1.17]

donde Vesuna matriz de orden (mnX&+q)m),definida en dos bloques como:

y = G0~) [2.1.18]

y las matricesD,~ (mnxmn), D9~ (mnxmn), G,~ (mnxmp> y G0~ (mnxmq) sedefinen como:
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o
o

‘ni

o
o
o

o2 ~i ~m

‘2

o
o

o

O~2 ~1 ‘ni

~02 —01 ~m

si.

$3

sp

o

o

o o
O O

o o

sp-’
sp

o

‘—si a
[2.1. 19] a=

Do,n =

o —,
1’

o
‘ni

—O’

ni

—si

—5p

o

o

‘ni

—0~

~04
o

o

=

e

4

[2.1.20]

u

e5p—1

sp

o

o

sp

o
o

o
o

o

[2.1.21]
1

e

e
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O

O

O

O

O

— ~ 1
~04

O

O

O

O

~04~¡

—04

O

O

O

~02

~03

O

O

[2.1.22]

A la vista de [2.1.20],resulta inmediato comprobar [vid.Hilimer y Tiao (1979)] que:

—1
=

E’
E2

O O

4 0
~I ‘ni

O

o

E2 E1 ‘~

[2.1.23]

donde¡astimatrices (mxm)~k (k=1,2,...,n—1)puedencaicularserecursivamentede la siguienteforma:

[2.1.24]E,, = Y ~ k=1,2,...,n—1
j=1

con ~ Y ~k
0 parak<O.

Para concluir, nótese,enprimer lugar, que la representación[2.1.17]para un procesoAR&> puro

(q=0) sereduce a I>~ ¿=a+Vu*, con V=G,~ y u~=0.; anílogamente,para un MA(q) puro (p=O),

tenemos0=D
6 ~a-s-Vsa., con V=G0,~ y u=a,. Y, en segundo lugar, a la vista de [2.1.11],resulta

evidente que:

=
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E[aaT] = ¿(J@Q) [2.1.25]

donde0 representael productodeKronecker(vid. ApéndiceA.1). Si suponemosqueas—i.i.d. N(O,t?Q> 4
paratodo t, el procesoARMA multivarianteestocásticoquedacompletamenteespecificado,de manera

queya se puedeformular la FVE de la muestraconsiderada.

¿

2.1 .3. Referencias y notas para la sección 2.1 U

Tratamientossencillosy actnalesde la especificacióny propiedadesde procesosARMA multivanantes, S
puedenencontrarseen Grangery Newbold(1986), cap. 8, Milís (1990), cap. 14, y Wei (1990), cap. 14. Estos

libros,además,constituyenunafuenteconsiderabledereferenciasbibliográficas.Concretamente,enHannan(1970),
Zellnery Palm(1974)y Wallis (1977), sediscuten,entreotrostemas,la unicidadde la representación[2.1.3]y

su relacióncon losmodelosdeecuacionessimultáneastradicionales.En Jenkinsy Alavi (1981)puedeencontrarse e
un resumende la interpretacióne implicacionesdeestosmodelos,incluyendolas condiciones[2.1.6)y 12.1.7]y

laposibleincorporacióndeestructuraestacional.Esteúltimo tematambiénes consideradoporTiao y Box (1981>,

quienes,además,generalizanla condición [2.1.6]permitiendoque algunasraícesde la ecuacióncaracterística

14(B) =0 estén sobreel circulo unitario, con el fin de evitar la no invertibilidad provocadapor la sobre-
diferenciacióndelas seriesestocásticastransformadasy losproblemasderivadosdeello. Además,Jenldnsy Alavi

(1981), Tiao y fox (1981)y Tiso y Tsay(1983, 1989)son puntosdereferenciafundamentalessobrelosprincipios

de construcciónde modelosARMA multivariantes.

[11 Que cada serie sea estacionaria,junto con las condiciones[2.1.6]y [2.1.7], no es la única forma de e
especificarun modeloARMA multivarianteestocístico.Paraganargeneralidad,podríanincluirseen el vector w

variablesno estacionariassiemprey cuandoestuviesencoinsegradas.En el contextode un modelo ARMA e
multivarianteestocástico,la cointegraciónpodría reflejarseen la existenciade raícesdel polinomio ¡ 4(B) 1 = O

con módulo ¡Bj = 1 sin queexistiesenfactorescomunescon módulounitario en ningunacolumnade la matriz -

4(B). No obstante,comoel objetode este trabajo es tan sólo la estimaciónde este tipo de modelos,se da por

supuestoque estascircunstanciasy cualesquieraotras relacionadascon la modelizaciónde series multívanantes 2
estocásticasya han sidotenidaso se tendránposteriormenteen cuenta.
[2] La descomposiciónde la matriz de covarianzas[2.1.11] es un artificio empleado simplementepor

convenienciacomputacional.Brevemente,dichadescomposiciónpermite concentrar la FVE en el estimador

maximoverosímilde A conlo que (i) seconsigueuna aceptableestabilidadnuméricaen los cálculos,al tenerel e
resto de parámetrosa estimar un orden de magnitud homogéneoy (U) el logaritmode la FVE concentradapuede

escribirsede una forma muy adecuadapara su maxímización mediante algoritmos eficientesde propósito general
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(métodoscuasi-Newton)y algoritmosespecíficosparasumasdecuadrados(tipo Gauss-Newton).Todosestostemas

sontratadoscon detalleen el CapItulo 3.

2.2. Repaso de procedimientos existentes

La utilidad inmediatade la Fi/E asociadaa un vector de seriestemporalesgeneradopor [2.1.3],

resideen la estimaciónde los parámetrosqueaparecenen el modelo (<‘a, 11,2,...,p, 01, 1=1,2,..

y Q), tareaquesellevaráa cabomaximizandola funciónobtenida(o algunaaproximacióna ella;

vid. Capitulo 3). Ademas,el estudiode la forma funcionalde la Fi/E y de las distintasexpresionesde

sus componentes,resulta fundamentalparaentendertantosus propiedadesestructuralescomo las del

procesoARMA cuyosparámetrossedeseaestimar.

A partir de la exposiciónde la metodologíaBox-Jenkinspara el análisis univariantede series

temporales[Box y ¿Ienkins(1970)], la fase de la estimaciónde los parámetrosdel modelo previamente

identificadoha recibidounaconsiderableatenciónen la literatura.Porello, puederesultarútil presentar

un breveresumende los resultadosmásrelevantesconocidoshastahoy.

Enel dominiodel tiempo, Newbold(1974),Mi (1977),Dent(1977)y Ljung y Box (1979)obtienen

expresionesalternativasde la Fi/E deprocesosunivariantes;los dosúltimos trabajostambiéndescriben

con cierto detallecómo evaluarnuméricamentesus expresiones.A partir de Ansley (1979),el interés

sobreel temase desvíahacia la evaluacióny la maximizaciónprácticade la FVE, en vez de hacia la

obtención de expresionesanalíticas calculablesde la FVE. Estos trabajosse basan siempreen la

aplicaciónde técnicasde modelizaciónen espaciode los estados[vid. Cancio(1989)] y culminan en

Kohn y Ansley (1985),dondetambiénseobtienenexpresionesde las primerasy segundasderivadasde

la FI/E de procesosunivariantes.EnKohn y Ansley(1985)secombinanlos algoritmosde Ansley(1979)

y Pearíman(1980) [programadoen Melard (1984)] paraevaluarla FI/E de procesosunivariantesde la

formamáseficiente,desdeel puntode vistacomputacional,conocidaen laliteratura[elmétododeKohn

y Ansley(1985)essuperior,enconcreto,al basadoen elfiltro deKalman deGardner,Harveyy Phillips

(1980) y al basadoen las ecuacionesde Chandrasekharde Pearíman(1980)]. Como contrapartidaa su

eficiencia, el métodode Kohn y Ansley (1985) es de una complejidadextrema,debido a lo cual la

interpretación de las propiedadesestructuralesde la Fi/E resultadifícil.
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e
La literaturasobreestimaciónde modelosunivariantesen el dominio del tiempo, secompletacon

los trabajosde McLeod (1975, 1977) Y Tunnicílife Wilson (1979) (sobreel cálculo eficiente de las

autocovarianzasteóricas,necesariasparaevaluarla Fi/E), Denty Mm (1978)y Ansleyy Newbold(1980)

4(dondesecomparanlas propiedadesen muestraspequeñasde los distintosestimadorespropuestosen la
literatura;vid. CapItulo 3) y Godolphiny Unwin (1983)(un procedimientosencillodecalcularla matriz -

de covarianzasdel estimadorpor máximaverosimilitud). Finalmente,Tuan (1987) describeunaforma

deevaluarlaFi/E y susprimerasderivadashaciendousode la técnicadela rerrovisión deBox y Jenkins

(1970) y Koreishay Pukkila (1990) presentanun estimadorpor mínimos cuadradosgeneralizadosque 4
equivalenuméricamente,bajo ciertascondiciones,al estimadorpor máximaverosimilitud. a

U
Las técnicasbasadasen la representaciónde procesosARMA en espaciode los estados,hansido

u
aúnmásutilizadasrecientementeen la literaturasobreestimacióndeprocesosARMA multivariantes(vid, e
apanado2.2.3). Dehecho,desdelos trabajosdeHilimer y Tiao (1979), Nicholísy Hall (1979) y Hall

y Nicholís (1980), ningunareferenciaen la literatura Qiastadondeconocemos)seha dedicadoa la

obtención,evaluacióny maximizaciónprácticade la Fi/E de procesosARMA multivariantesen el

dominio del tiempocomoun problemaen sí mismoenvez de como un casopaniculardela estimación

de modelosmás generales,ya que puededemostrarseque la aplicaciónde las técnicasbasadasen la

representaciónde procesosARMA en espaciodelos estados,no essinoun casoparticularde esamisma 4e
estrategiaaplicadaa la representacióngeneralde cualquiermodelo lineal y dinámicoen forma espacio

de los estados[vid. Cancio(1989) y Sotoca(1992)]. 1

En Shea(1989)sepresentaun algoritmoparaevaluarla FI/E, aplicandoelfiltro de Chandraseleiuir

[vid. Morf, Sidhu y Kailath (1974); Shea(1987)] a la representaciónen espaciode los estadosdel

procesoARMA multivariantecuyosparámetrossedeseaestimar. Estemétodoes más eficiente queel

de Ansleyy Kohn (1983)[queesunageneralizacióndeJones(1980),basadoenelfiltro de Kalman; vid,

Kalman(1960)Y Andersony Moore(1979)1cuandono faltan observacionesen la muestraconsiderada.

Sin hacerusode estastécnicas,el trabajodeTunnicliffe Wilson (1973)puedeconsiderarsepionero

en el contextode la estimaciónde procesosARMA multivariantes.Posteriormente,Osborn(1977),

Phadkey Kedem (1978)y Hilímer y Tiao (1979)hanobtenido expresionesde la FI/E paraun proceso 74
MA puro. En esteúltimo trabajotambiénse proponeuna aproximacióna la FI/E de procesosmixtos.

Estrictamentehablando,sólo Nicholís y Hall (1979) [conel énfasis puestoen la prácticaen Hall y

Nicholís (1980)] handerivadounaexpresiónoperativade la FI/E paraprocesosARMA multivariantes e
enel dominiodel tiemposin recurrira lastécnicasbasadasenla representaciónen espaciode los estados.

á
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Finalmente, Koreisha y Pukkila (1989) discuten varios procedimientospara obtener estimaciones

preliminaresde los parámetros,mientras que Ansley (1980) presentaun procedimientoeficiente

[mejoradoen Kohn y Ansley (1982)] paracalcularlas matricesde autocovarianzasteóricas,necesarias

paraevaluar la Fi/E.

A la vistadetodosestosresultados,nuestrosobjetivosenestecapítuloson: (II exponery comparar

los distintosprocedimientosdisponiblesactualmenteparaevaluar la Fi/E (secciones2.2 y 2.4) y [2]

describir en detalle un nuevo procedimientopara llevar a cabodichaevaluación(sección2.3). Este

procedimientopermite [3) demostrarla equivalenciamatemáticaentrelasformulacionesmásrelevantes

propuestasen la literatura(sección2.3) y (~I interpretardedistintas formas los términos queaparecen

en la expresiónde la Fi/E, asícomo generarlos mediosnecesariosparadiagnosticarel modeloARMA

estimadoy paraobtenerprevisionesa partir de él (sección2.3). Es importantesubrayarquealgunasde

estasUltimas cuestionesno soninmediatascuandosehaceusodelastécnicasbasadasenla representación

en espaciode los estados[por ejemplo, Kohn y Ansley (1985); Shea (1989)]. Además, a partir del

procedimientode la sección2.3, pueden diseñarseotros métodosde estimación,alternativosal de

máximaverosimilitud exactaque, en la práctica,puedenresultarmuy útiles (vid. Capitulo 3).

2.2.1. Evaluaci6ndirectade la función de verosimilitud exacta

LaFi/E delos parámetros*¡ (1= l,2,...,p), O~ (1=1,2,.Ñ,q),ji, <0 y Q, paraunamuestraw dada,

puedeescribirse,bajo la hipótesisa—MO, o2(I~@Q)], como:

dondeL = (1/¿)EIWWTI esla matriz (nmxnm)de autocovarianzasteóricasdel procesow~generadopor

[2.1.3j Es inmediatocomprobarque E
11 = (1I¿)E[W10~] = I’(j—i) y que£11 = (1/¿)E[W1sPf] — I’Q—j)

= rq~oT = EfJ (¡¿=1,2,...,n); luego paraobtenerla matriz E necesitamoscalcular1’(k) desdek=0

hastak=n—1 (n matrices(mxm) distintas).Paracalcularestasit matrices,convieneexpresarel proceso

multivariante[2.1.3] entérminosde [2.1.41y [2.1.51:

[2.2.1]
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s

WttiWt~t’$2Wt~2•”””’~4pWt.~p = a¡—Ola¡..¡~Q2aí..
2~”~~Oqaí...q [2.2.2] -

e
Entonces,postmultiplicando[2.2.2] por ~ tomando valores esperadosy reordenandola

expresiónresultante,tenemosque:

T T 7” +4>PE[0,...Pa[+k] [2.2.3]E[
0~a~+k] = •

1E[W1....1 a1~] +%E[ 0¡.2G¡+k] ~ +

T T T nrr7”1 1E[auaí+k] —01E[a,...1 Gí+k] —OZE[aÍ..2a(+k] ... ~t~LG¡....qGt+k] s

5
Si tenemosen cuentaqueE[a,qzf]=O paraj*0(a1 esruidoblanco)y queEIui¼AT]=0 paraj>0 á

no dependede valoresfuturosde a), resultainmediato comprobarlos siguientesresultados:
ue

r~4(o) = IE[4%afl = Q [2.24] —

o2

Uwa(k) = 1 T ~, k>0 [225]

~Eh¡at+k]
k

r~i—k) = 1 T = •1r~¿—k+i) — , —

~EI~Dpt...k] 2 0k2 k=1,2,... [2.2.6]

En estaúltima expresión,$~0parai>p Y O~=0parai>q. Por tanto, dadaQ, las matricesrwa(k) para

kcO puedencalcularserecursivamentesegúnla expresión [2.2.6]. Por otro lado, paraobtener los

elementosde la matriz L, transponemos[2.2.2], premultiplicamosel resultadopor P¡~k y tomamos

valores esperados,de formaque, reordenandola expresiónresultante:

T+,.rwwTl,T++Er
00Tl,T+ s

= E[Wt....k
0¡....¡]4’í ‘-tt—k¡~2J2tt—kt—pip [2.2.7]

7” 7” T 7” T 4
Escribiendo[2.2.7] parak=0,1,2,...y dividiendopor <0, seobtienelo siguiente(vid. [2.1.15]): e

qI’(k) = yr(k—04P
1 + rwa(k) — E I’~0(k—J)01 , k=O,1,2,... [2.2.8] -

¡=1 j=1

Recordandoque r(h)
T—P( —h), [2.2.8]puedeescribirseparak=0,1,2,...,p, sin másquetransponerdicha e

expresión,comosigue:
4

e
74



2.2. REPASO DE PROCEDIMIENTOS EXISTENTES 17

1’
r(—k) — E 41r(i—k) = W(k) , k=0,1,2,...,p

W(k) = r~.(k)T — É 9j~0(k—J)
T,

j=l

Definiendoy(h)= vedI’(h)] y w(h)= vec[W(h)] y aplicando

[2.2.9], tenemosque:

k0,1,2,...,p [2.2.10]

el operadorvee(vid. ApéndiceA. 1) a

p
— E (¡m®hí)T(¡k) = w(k) [2.2.11]

En estaexpresión,aparecencomo incógnitasy(—p), y(—p+1), ..., y(—1), y(O), y(1), ..., ‘y(p—I) y

y(p). Perocomo‘y( —Ii)= vec[r( —h)] = vec[INhff ] =Pvec¡7r(h)]= I>y(h), paraalgunamatrizdepennutación

P (m2Xm2) (vid. ApéndiceA.1), [2.2.11] puedeexpresarsesóloen términosde y(O), y(1), ..., y(p—1)

>‘ ~‘&)como:

k
Py(k) — ~ (Im®$i)PY(k1) — E (¡m®híh(¡k) = w(k) , k=O,1,...,p [2.2.12]

1=1

Estaexpresiónconstituyeun sistemalinealden?q>+ 1) ecuacionesconm%’+ 1) incógnitas[losni2

elementosde cada uno de los p+ 1 vectoresy(O), «1), ..., y(p)]. Dicho sistemapuedeescribirsede

formacompactacomo 4’y = u, dondeyT=[y(Q)fl y(1)7” ..., y&F] (&Q+ 1)X 1), ú3qú,(Off,w(1)T

wq~V”] (m2&+1)xl) y la matriz$(m~+1)xm2&+1» estádefinida como$=F
1+F2, donde:

¡m2 O

1’

— (¡m® ‘1’ ¿PP

o

o
P

O

o
O

O

o

o

“«¡mG

‘Wm@p~iW

P

~(lm®*i)P

donde:

[2.2.9]

— (lme ‘~)

O

Iv

[2.2.13]
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e
O ‘Á¡m®t) 9m®%) ‘ ‘ ‘ “‘Um®p-¡) —~m®p)

O ““(¡m®%) ‘Á¡m®t) “‘(¡m®~’p) O
O ““(¡m03) “‘(¡m®ts) . O O

u

O “‘(¡m@p) O ‘ O O

O O O O O
[2.2.14]

s
La primera columnade la matriz F1 seha escritoteniendo en cuentaque U(O) es una matriz

simétrica,por lo que Py(0)=y(0)y entoncesno es necesariopostmultiplicarningúncomponentede la

primeracolumnade F1 por P. Unavez resueltoel sistema[2.2.12]y recuperadaslas matricesI’(k),

k=0,1,...,p, del vector y. las restantesmatrices 1’(k), k=p+1,p+2,...,n—I, pueden calcularse

recursivamentesegún[2.2.8].El procedimientoCGAMMA del ApéndiceA.2 puedeutilizarseparallevar

a cabotodos estoscálculos. Un procedimientomás eficiente,aunquebastantemás complicado,para

calcular las matrices de autocovarianzasteóricas, puede encontrarseen Kohn y Ansley (1982).

Finalmente,esinteresanteseñalarquecuandom= 1, el mecanismodescrito[queesequivalenteal deHall
e

y Nicholís (1980)] sereduceal propuestopor Ljung y Box (1979).

Unavezobtenidala matrizde autocovarianzas5, la evaluacióndelaFi/E [2.2.1]resulta,al menos

en teoría, inmediata.No obstante,en la práctica,la utilizacióndirecta de [2.2.1]paraevaluar la Fi/E

puederesultarineficiente, en términos tanto de tiempo de cálculo como de necesidadesde almacena- á

miento. Porestarazón,todala literaturasobrela formade evaluarla Fi/E sereducea la obtenciónde

expresionesoperativasdel determinanteSI y de la formacuadrática0t”’w queaparecenen [2.2.1]. U

A pesarde estascircunstancias,la expresión[2.2.1] es interesanteparaciertospropósitos.En

primerlugar,permitecontrastarla valideznuméricadeotrosprocedimientosmás eficientesparaevaluar

la FI/E, ya quela codificaciónde un procedimientobasadoen el cálculodirectode ¡ S¡ y de 07”5 0

es muy sencilla(como se discutemás abajo). En segundolugar, la comparaciónde los componentesde

[2.2.1] con losresultantesdeotrosprocedimientosmáseficientes,permiteinterpretardichoscomponentes

en términosde las característicasestructuralesdel procesogeneradorde la muestra.Porúltimo, cuando

p=O (esdecir, cuandoel procesoesun MA(q> puro), la evaluacióndirectade [2.2.1] sI puederesultar

eficienteen la práctica,ya que, en tal caso,I’(k)=O parak> q y entonces5 es un matriz simétricade

e
1e
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banda con anchura de banda máxima igual a mq [estaúltima circunstanciaes, de hecho, la que se

encuentradetrásdel procedimientode Ansley(1979)].

La forma más eficientey numéricamenteestablede evaluardirectamente¡L¡ y 0T5 10 consiste

en obtenerla descomposiciónde Cholesky[vid. Manin, Petersy Wilkinson (1965)]de la matriz 5=ppT,

donde P es una matriz (nmxnm) triangular inferior. Entonces, ¡SJ — ¡Pi
2 (¡Pl es simplementeel

productode los elementosde su diagonalprincipal) y 0TE10~vTv(quees simplementeuna sumade

nm cuadrados),dondev=r’sV. Las siguientesobservacionessoninteresantes:

[1] La descomposiciónS— 1>1>7” sólo existe cuandoS es definida positiva. Puededemostrarse[vid.

Pagano(1973); Ansley (1979)] quesi el proceso[2.1.3]es estacionario(en el sentidode [2.1.6]),

entoncesE es definidapositiva, aunqueel recíprocono es en generalcierto (salvo paraprocesos

AR(p) puros). Luego siempreque el proceso[2.1.3] sea estacionario,es posibleencontrarla

descomposiciónE= PPT. independienumentede si el procesoes o no invenible. Es importante

señalarque, enestecontexto,estamoshablandodeestacionariedadnumérica, esdecir, de aquellos

valoresde los parámetrosautorregresivosquehacenque la matriz E seadefinidapositiva.

[2] La obtenciónde P requiereel cálculo de nm raícescuadradasy de aproximadamente(nm916

multiplicaciones;además,la solucióndelsistematriangularPv=O requiere(nm9/2multiplicaciones

y tun divisionesadicionales.No obstante,cuandop=O, la estructuraespecialde la matriz E

(I’(k> =0 parak> q) permiteobtenerP, utilizandoel algoritmode Martin y Wilkinson (1965) con

tansólo u¡m raícescuadradasy aproximadamentenm(mq+1)(mq+2)/4multiplicacionesy resolver

el sistematriangularPv=0 con aproximadamente(nnz)(mq+1) multiplicacionesy nm divisiones

adicionales.Estagananciaessiempreinteresanteporcuantoque it debeser bastantemayorque q.

[3] Cuandoel procesono esinvertible(en el sentidode [2.1.7]),el cálculodel determinanteIP 1 como

el productode los elementosde la diagonalprincipal de P, puedeplantearproblemasnuméricos

(overflow) cuandon es grande. No obstante,almacenar P¡ en la forma a2b [vid. Martin y

Wilkinson (1965)] essuficientepararesolverel problema.

En definitiva, la evaluacióndirectade [2.2.1] permite calcularel valor de la Fi/E en cualquier

puntodelespacioparamétricoquesatisfagalascondicionesdeestacionariedad,aunqueno necesariamente

las de invertibilidad. No obstante,cuandop*O, la matriz P contienenm(nm+1)12 elementosdistintos

que hay que almacenarsimultáneamente;si n y/o m son grandes (it siempredeberlaserlo), la carga
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computacionales muy elevada.Porello, resultaconvenientedisponerdeotrosmétodosparaevaluar¡L¡

y 0~S”1W, quereduzcantanto la cargacomputacionalcomo los requisitosde almacenamiento

4
2.2.2. La formulación de Nicholis y MalI (1979)

Siguiendoa Nicholís y Hall (1979), paraobtenerexpresionesde ~I í empezamos

escribiendoel procesoARMA multivariantecomo en [2.1.17]:

D,~0—D
0¿ +Vu~ [2.2.15]

Premultiplicandoestaexpresiónpor D~’~ (D9~ es no singular; vid. [2.1.20]y [2.1.23]),resultaque:

a = KO + Zu~ [2.2.16]

donde:
—1

Z=—D0~V

NótesequeK es (nmxnm) y Z es(nmx(p+q)m). Portanto, podemosescribirel siguientesistema:

[2.2.17]

[2.2.18]

= -l

I :1 =f
E

Definimos ahoradosmatricesR (mxm) y T «p+q)mx(p+q)m)talesquesi:

E[a~aTI = <0Q<mxm>

E[u*uh = ¿ú<Q~+q)mx~+q)m)

[2.2.19]

e

RQR
T —

TOTT = ‘Q’+q)m

(~ Q~~l - RTR)

(n O~ — TTT)

a

a

1e

e

e

74
4e

I +

-j
j

entonces:

[2.2.20]
á

[2.2.21] á

[2.2.22] u

[2.2.23] 4
e

a

e
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Si premultiplicamos

tenemosque:

o bien:

[2.2.19]por diag[T,(¡~@R)] (matriz diagonalpor bloquesde orden<p+q+n)m),nTzoaI
L

[EA
= 0 +

— [(I~0R)K] 1V +

I I

(l~@R)

¡ (¡~eR)zr’j e*

o, finalmente:

e = TO + Ae~ [2.2.26]

dondee ((p+q+n)mxfl, e. «p+q)mX1), e (nmXl), T «p+q+n)m<nm) y A ((p+q+n)mx(p+q)m)

se definende acuerdocon [2.2.24]-[2.2.26].Paraobtenerla funcióndedensidaddel vectore, bastacon

teneren cuentaque:

= E[Tu*uitT7”] = ¿TOTT —

E[eeT] = E[Tu,aT(I~0R)Tl = TO(I~ GR)T — 0(~+q)mxnm)

E[eeT] = E1(I~®R)aaT(I~@R)T] = <0(l~0R)(I~@Q)(¡~®R)T= ~Ñnm

[2.2.27]

[2.2.28]

[2.2.29]

dondesehanutilizado 12.2.22],12.2.23]y 12.1.25],asícomola independenciaentreay u~ y 12.1.25].

Teniendoen cuenta[2.2.27]-[2.2.29],resultaevidenteque:

T TI
eA~ e.e —

EfreT] = E ¡[ 7” ee7” ¡ — (p+q+n)mee* J
[2.2.30]

Finalmente,bajo la hipótesisa~ — i. i.d. N(O,0Q) paratodo t, tenemosque la función de densidaddel

vectore es la siguiente:

f(e) = (2102)! +q+n)m [ 2<0 T
8 J

[2.2.24]

[2.2.25]

[2.2.31]

donde,reescribiendo[2.2.26]:
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e

e = (T [2.2.32]

Paraexpresarla funcióndedensidadconjuntade w y e*, tansólo hay quecalcularel jacobianode

la transformación[2.2.32], que seráel valor absolutodel determinante¡ (Y A) 1. Teniendoen cuenta -;

(vid. [2.2.25]-[2.2.26»que: e

4
(1 A) = L¡~®R)K (¡~®R)zr’j [2.2.33] S

s
el determinantede estamatriz es:

4

—¡(I~®R)Kl = —¡R¡~ [2.2.34]

dondesehatenido presenteque,por [2.2.17], ¡Kl =1. Además,utilizando[2.2.22],resultaevidenteque

IRQRTI=1, por lo que ¡R¡2= ¡Ql —l y entonces¡Rl = Ql ~. Sustituyendoesteresultadoen[2.2.34],

eljacobianode latransformación[2.2.32]resultaser 1 Ql ‘~. Portanto, la funcióndedensidadconjunta e
de w y 6* es la siguiente:

ó
—.Jp+q+n)m —— [2.2.35]

f(w,e~) = (2r¿) 2 2.exP[1(T0+M)T(TO+Ae)J

Para obtenerla función de densidadde w, empezamoscalculandoel estimadorpor máxima

verosimilitud del vector e~ en el modelo [2.2.26] (reescrito TO=—Ae~+e). Evidentemente,dicho

estimadorestádadopor: S

8. = —(ATAf1ATTO [2.2.36]
s

A partir de estaexpresión,resultainmediatocomprobarque:

(TO+Ae~)T(TO+Ae*) = (TO+ Al.) T(TW+A&) + (e~ —4) 7”(A TA)(e ~¿.) [2.2 37]

ya que:

74
e
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[2.2.38](TO+A¿,)T(TO+A4) = 0T[TrT—TTA(ArAy~1ATT]0

7” 7”

= e~(A A)e~ + 20TTTAC~ + WTTTA(ATAY”1ATTO [2.2.39]

Por tanto, podemosfactorizar[2.2.35]como sigue:

nm n

(2ir02) T. ¡Ql 2. IATAI 2.exP[..A(T0+A¿)T(T~+Ae~ x

1.IATA¡2.exP[ — — (e~— ¿*) 1’(A TA)(e~ ~¿*)

= f(w) >< f(e~iw)

Entonces:

nm n 1

f(w) = (2r¿) Y. Ql ~ ~Al 2.exP(....1(TO+A¿)T(TW+Aé)j

Considerando[2.2.41]comofunción de los parámetros$~ (i=1,2,...,p), 0~ (i1,2 q), ~, 02

y Q queen ella intervienen,obtenemosfinalmentela Fi/E paraunamuestraw dada,quees:

La funciónde verosimilitud sólodepende,paraunamuestradada,de los parámetrosmencionados.

Paraverlo, bastateneren cuentala definiciónde lasmatrices7 y A en[2.2.33]y la definicióndel vector

8~ en [2.2.36].Tan sólo restaobtenerunaexpresiónparala matriz O de [2.2.21]y [2.2.23]en función

de los parámetrosdel modelo ARMA multivariante.Dicha matriz puedeparticionarsede la siguiente

manera:

[2.2.43]0=
02 ~u5r=—E[u

donde:

f(w,e*)

x (2-ir¿)
[2.2.40]

[2.2.41]

[2.2.42]

1 7”
rA<¡,~xpm> = E[0~0~I [2.2.44]
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e
.2n 7”UD(pmxqm) = EPVA~] [2.2.45]

á
¿C<qmxqm) =E[a4jI [2.2.46]

ComoA~ = (1/02)É[0. 03?>,. = ¡y—¡>ynfi = (1/<r)E[W1...,, ,4 — r(1—j)=rQ—i)
T=4 S1

(ij= 1,2,...,p), paraobtenerla matrizA necesitamoscalcularI’(k) desdek0 hastak=p— 1 <p matrices -e
distintas). Además,R~ = (1/¿)E[0j...~

2,U3?q] = r~jj—i—q+p) (i=1,2,...,p;j=1,2,...,q);por tanto,

paraobtenerB necesitamoscalcularrwa(k) desdek= —q+ 1 hastak=p— 1 (p+q— 1 matricesdistintas). e
Porúltimo, es evidenteque:

C = (Iq®
2) [2.2.47] e

Todoslos cálculos referentesa las matricesA y E puedenllevarsea cabosegún[2.2.8]-[2.2.14]

y [2.2.4]-(2.2.6], respectivamente.Llegadosa estepunto,la evaluacióndela FI/E [2.2.42]enun punto

del espacioparamétrico (definido por unos valores numéricos concretosde •~ (i= 1,2,...,p), O~

(i= 1,2,...,q), ji, 02 y Q) puedellevarsea cabo medianteel siguienteprocedimiento(algoritmo [NH]):

e
[NH.1] Calcular r~.(k) según[2.2.4]-[2.2.6](k=0,1,...,q).

jNH.2] CalcularW(k) según[2.2.10](k=0,1,...,p).
e

[NH.3] Formarel sistema[2.2.12]y resolverloparay(k) (k0,1,. .

1[NH.4] Recuperarlas matricesI’(k) (k=0,1,...,p)a partir de los vectores~(k) (k0,1,...,p).

Estascuatro operacionesgeneranla matriz O de [2.2.43],segúnlo expuestoanteriormente.Para

evaluar los determinantesy la formacuadráticade[2.2.42],resultainteresanteescribirestaúltima (vid.

[2.2.38])como:

(T0+A¿~ff(T0+~U~) = (TO)T[I,», — A(ATAf’A 7”](To) [2.2.48] S

[11H31 Obtener»(y, simultáneamente,¡Q¡) según[2.2.22]y r’ según[2.2.23]. S
[1111.61Calcularel vector TO y la matriz A según[2.2.25]-[2.2.26].

[NH.71 Evaluar ¡ATA¡ y la forma cuadrática[2.2.48].

Respectoa [NHJ], es suficientetenerpresentequeQ=Q
1Qf (sudescomposiciónde Cholesky),

por lo que, según[2.2.22] R-’Q”’ (~ Ql = IQi 12, quees simplementeel productode los elementos

de la diagonal principal de Q1 al cuadrado);análogamente,ú=ú~4, por lo que, según [2.2.23], 0

e

e
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T’=01 (nóteseque tan sólo senecesitar’, no 1). Ya que Q es siempredefinida positiva (vid.

[2.1.11]),su descomposiciónde Choleskysiempreexiste; respectoa la descomposiciónde Choleskyde

O, existirásiemprequeO seadefinidapositiva,paralo cualescondiciónsuficientequeel procesoARMA

cuyosparámetrossedeseaestimarseaestacionario[vid. Pagano(1973); Dent (1977); Ansley (1979)].

Por tanto, el paso[1111.5]proporcionauna comprobaciónnecesariaparala estacionariedaddel proceso.

Respectoa [NH.6] y a la vista de [2.2.25],sóloesnecesariocalcular(l~®R)K0 y (I~®R)ZTt

Hall y Nicholís(1980)describencómocalcularrecursivamente(I~0R)K0 y (¡~®R)Z; tambiénproponen

evaluar(T0+Aé~)T(T0+A4)directamente(haciendousode [2.2.361)o utilizando [2.2.481,quees la

suma de residuosal cuadradode la regresiónde TO sobreA. Sin embargo, este método tiene el

inconvenientede requerirunagran cantidadde almacenamiento(en concreto,los (p+q+n)mx(,p+q)m

elementosde A). Estacuestión,asícomola velocidadde cálculo, puedenmejorarseconsiderablemente

explorandocon mayorprofundidadla estructurade la Fi/E, tal y comose haceen la Sección2.3.

2.2.3. TécnIcas basadas en las representaciones en espacio de los estados

Las contribucionesmásrecientessobrela evaluaciónde laFi/E deprocesosARMA estacionarios,

estáninvariablementebasadasen algunarepresentaciónen espaciode los estados(EE en adelante)del

procesocuyos parámetrossedeseaestimar.En concreto, la utilización de los filtros de Kalman y de

Chandrasekhar,como un medio computacionalmenteeficienteparaevaluar la Fi/E, puedeencontrarse

en Gardner,Harvey y Phillips (1980),Pearíman(1980), Melard (1984) y Kohn y Ansley (1985) en el

contextounivariantey enAnsLeyy Kohn (1983)y Shea(1984, 1987, 1989)paraprocesosmultivariantes.

En Shea(1989)seproponeun algoritmoparaevaluarla Fi/E, quepuedeconsiderarsecomoel más

eficiente(y, hastadondeconocemos,el másreciente)disponibleenla actualidad.Además,paracalibrar

el interésprácticodel nuevoalgoritmo de la sección2.3 respectoa los ya existentes,en la sección2.4

se presentanalgunaspruebas comparativasde las prestacionesde distintos algoritmos [incluido,

lógicamente,el de Shea(1989)1.Portodoello, puederesultarútil resumirestetrabajo.El proceso[2.1.3]

puedeescribirseen EE como:

= T~,....1 + Ra,1 [2.2.49]

[2.2.50]
= H%2, + a,
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dondefl~ es el vectorde estadodedimensióngm (g=máximo{p,q}),[2.2.49]es la ecuaciónde estado,

[2.2.50]es la ecuaciónde observación[vid. Andersony Moore(1979)] y:

•1 ¡ 0 0

“‘2 0 ¡ 0

~OO1

OO...O

4

sg

=

4—8g g

‘nl
0

o

a

e

e[2.2.51]

e

edonde4~=Oparai>p y 81=0para!>q (las matrices»y Tde[2.2.49]y [2.2.51]no debenconflindirse

con las matricesR y T de 12.2.22]y 12.2.23],respectivamente).Si definimos b,í~...1 como el estimador

lineal con error cuadráticomedio mínimo de U~, dadatoda la informaciónhastar— 1, y el procesode

innovacionescomo v~=01—E[0<j0,...1,0~2 0í]0~—H
2”b~i

1...1, puededemos~arseque Eh~]=0,

E[v,vf]=¿F, y queE[VIVT+k]=O parak*0. Además, la FI/E de la muestraconsideradaestádadapor:

e

e

e

ePor tanto, la claveparaevaluareficientementela Fi/E consisteen disponerde un procedimiento

eficienteparaevaluarlas innovacionest~ junto con susmatricesde covarianzasF~. Dicho procedimiento

estádescritopor el siguienteconjuntode ecuacionesrecursivas(ecuacionesde Chandrasekhar):

vt =

,... ¡

¡4=
=77, -l-Kt—I 7.

Fk —H
TL

11M ~‘

= M~....¡ + M11Lfl¡HF7’H7”L~¡M1I

e
[2.2.53]

á

e
dondeM1 es(mxm),L1 es<jmxm) y K~=EL8~+¡v~?] eslagananciadelfiltro deKalman.Lascondiciones

iniciales paralas ecuaciones[2.2.53]estándadaspor:

e

e

26

[2.2.52]
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= O; K1 = = TP11<>H + RQ; F1 = HTP111/I + Q; As!1 = —F’ [2.2.54]

donde, considerandoP1 ioH—E[MAI]H como un vectorde g matrices(mxm),puededemostrarseque

la i-ésima componentede P1 0H estádadapor:

(1>11011)1 = , i—1,2,...,g [2.2.55]>3$~INj—i+1) — re~r~0(i—i+1í
j=i j=i

(vid, apanado2.2.1 parael cálculode las matricesde covarianzasqueaparecenen [2.2.55]).

En estecontexto,el procesoARMA esestacionariocuandolos autovaloresde T estándentrodel

círculo unitario (condición equivalentea [2.1.6]). Análogamente,cuando los autovaloresde T—RH
T

satisfacenesta misma condición, el procesoes invertible (condición equivalentea [2.1.7]). Paraun

procesoestacionarioe invertible, puededemostrarseque el filtro descritopor las ecuaciones[2.2.53]

alcanzaun estadoestacionariocon 14 -. RQ, F~ -. Q y v~ -. a~ en mediacuadrática.En la práctica,esto

ocurrea medida que r en [2.2.53]seva haciendomás grande.Una vez alcanzadaestasituación, las

restantesmatricesF~ puedenigualarsea Q y las innovacionesy
1 puedencalcularserecursivamentea partir

de la forma [2.2.2] del procesoARMA como:

p q [2.2.56]
= o, — s 4j01-j + s

j=1 j=1

Estaforma de procederse conocecomo Mswitching to quickrecursions” (paraun procesoAR<p), las

ecuaciones(2.2.531convergenexactamenteenp recursiones).

En la práctica, puedeconsiderarseque el filtro descritopor [2.2.531ha alcanzadoun estado

estacionariocuando:

F/i,i) —Q(i,i) 1 1
máximo Q(i,i) < 5 , ¡=1,2,...,m [2.2.57]

El criteriodeconvergencia(representadopor 5), puedehacerselo suficientementerígido comopara

que la diferenciaF
1—Q seadespreciable,de forma que la diferencia entre el valor de la Fi/E y el

resultadode estaestrategiaseatambiéndespreciable(el valor de la funciónde verosimilitud escadavez

más exactoa medidaque 5 — 0). Si, cuandoocurre,no se reconoceestaconvergencia,continuarcon las
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e
recursiones[2.2.531hasta t=n implica una gran pérdidade tiempo y puede provocar problemas

numéricos(underflow)cuandon esgrande.

Shea(1989) examinatres criterios de convergencia:(i) 6<0 (Fi/E), (u) fird0~ (función de 4
verosimilitud aproximada)y (iii) 5 co (función de verosimilitud condicional).Los resultadosde este . -

examen ilustran los obtenidospor Dent y Mm (1978) y Ansley y Newbold (1980) en el contexto e

univariante(vid. CapItulo 3 paramásdetalles).

s
Finalmente,es importanteseñalardosaspectos.Primero,aunqueel procedimientodescritoesmás

eficiente que el propuestopor Kohn y Ansley (1983), basadoen el filtro de Kalman [exceptopara s
procesosAR(1), AR(2) y ARMA(2,1); vid. Shea (1987)], no puedeser empleadocuando faltan

observacionesen la muestraconsiderada(en el casode observacionesausenteso de datos agregados e
temporalmente),ya que, paraafrontarestasituación,esnecesariopermitirque las matricesR, T y H de

[2.2.491-[2.2.511varienen el tiempoy las recursiones[2.2.53]estánderivadasbajo el supuestode que

R, T y H son constantesa lo largo del periodo muestral. Por dítimo, estrictamentehablando,este

procedimientono permitecalculardirectamente(comoun subproducto)los residuoscorrespondientesa 4
e

la muestray a los parámetrosestimados,cuyautilidad resideen la diagnosisdel modeloestimadoy en

el cálculo de previsionesde valoresfuturos.
e

2.2.4. La aproximación de Milimer y Tiao <1979>

Hilimer y Tiao (1979)han demostradoque una aproximaciónadecuadaa la Fi/E de procesos

ARMA(p,q) puedeobtenersemedianteel siguienteprocedimiento(algoritmo1H11):

[IIT.1] Evaluar la secuenciau, = 0, — S~=1 •~W~—~ (t = p+1,p+2,...,n)considerando0~ (t =

1,
2,...,p)como númerosfijos.

JHT.21 Considerarla secuenciau, comon—pobservacionesgeneradaspor un procesoMA(q). - -

[HT.3] Utilizar dichasecuenciaen el cálculode la Fi/E de un procesoMA(q) puro.

La forma de evaluar la Fi/E de un procesoMA(q) utilizada por Hilímer y Tiao (1979) (paso S
[HT.3]) es matemáticamenteequivalentea las propuestasde Ljung y Box (1979) y de Nicholísy Hall

(1979) (vid, nota [1] al final de la Sección2.3). Por otro lado, aunqueel algoritmo [111] resulta

adecuado(vid. Capitulo 3) en muchasocasionese implica una evaluacióncomputacionalenmetemás
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eficientequeunaevaluaciónanalíticamenteexacta(cuandoel procesocontieneparteAR), es importante

subrayartres inconvenientesquepuedensurgiren su aplicaciónpráctica: (i) la ausenciade detección,

como subproductode ciertos cálculos, de situacionesde no estacionariedad,(u) la imposibilidad de

estimarlos primerosp residuosy (iii) a consecuenciade ello, la imposibilidadde detectaranomalías

(posiblementeimportantes)en la muestracuandotienenlugar dentrode las primerasp observaciones.

Comoseilustra enel CapItulo 3, no esdifícil encontrarsituacionesprácticasen las quealgunade

estastres circunstanciasproduceestimacionesde los parámetrosquepuedenconducira conclusiones

erróneas.No obstante,en el casode procesosMA(q) puroso cuandono tienenlugar los inconvenientes

citadosanteriormente,el procedimientode Rilímer y Tiao (1979)puederesultaradecuado.

2.3. Un nuevo procedimiento para evaluar la función de verosimilitud exacta

El algoritmo quesepresentaen estasección(algoritmo LFVEI) tienesu origen en la formulación

de laFI/E de Nicholísy Hall (1979)(vid, apanado2.2.2).El resultadopermitedemostrarla equivalencia

matemáticaentrela formulaciónde Nicholísy Hall (1979)y la extensiónmultivariantedela formulación

de Ljung y Box (1979). Estaequivalenciapermite, además,interpretarde distintasformas los factores

que aparecenen la FI/E [2.2.42].Tambiénes posibledemostrarla equivalenciamatemáticaentrelas

formulacionesde Nicholís y Hall (1979) y de Hilímer y Tiao (1979)’. Por tanto, el algoritmo [FVE]

engloba las formulacionesde la Fi/E más utilizadasentre aquellas que no se basan en alguna

represemaciónenEE. Además(vid, sección2.4)el algoritmo[FVE] puedecompetir(y enmuchoscasos

resultarsuperior)en términosde eficienciacomputacionalcon los algoritmosmás eficientesbasadoses

algunarepresentaciónenEE [enconcreto,Shea(1989)].

2.3.1. El algoritmo [FVEI

UnaprimeracuestiónrelevanteparaevaluareficientementelaFi/E [2.2.42] consisteen escribirla

formacuadrática[2.2.48]como:

(YO +AD.) T(T0÷A¿~)= (T0VÚ0~ — (A TT0~ kA TÁ) - 1(A 7”u> [2.3.1]
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d

De estaforma, sólo es necesariocalculary almacenarlos vectoresU «,p+q+n)mxl), ATTW —

((p+q)mx1) y la matriz ATA((p+q)mx(p+q)nz).Comolos (p+q)mprimeroselementosdeU soncero 4
(vid. [2.2.25]) y la matriz ATA es simétrica, tan sólo hay que calcular y almacenar [nm]+[(p+q)m]+

[(p+q)m((p+q)m+1)12] elementosdistintos. d

Paraevaluar los nmelementosno nulos del vector YO, necesitamoscalcular primero el vector KW.

Si definimos [en la notaciónde Ljung y Box (1979)] áoEtal w,u.=0], es evidente,por [2.2.16],que

KO=60. Por tanto, teniendo en cuenta la expresión [2.2.2] del proceso ARMAmultivariante, los n

vectores (mx 1) que componen 4 pueden calcularse recursivamente como:
4

d
p q

= — ~ ~ + > ~ , i=1,2,...,n [2.3.2]
j=l j=l e

con 0=0 para i< 1 y ~=0 para i< 1. Entonces, cada uno de los ti vectores ¿~ (mxl) que componen

el vector ii=(1~®R)K0 están dados por ~=Rá<~(i=1,2,...,n>.

--.4
s

Para evaluar los (p+q)m((p+q)m+1>12 elementosdistintosdeATA, hay que tenerencuentaque,

por [2.2.331:

ATA — ‘Q’+q)m + r
tTxr1 [2.3.3] 4

donde:

X = ZT(1,,@RT)(I~@R)Z [2.3.41 a
o, por [2.2.18]:

X = VTD~f(I~®RT)(I~GR)D
0%V [2.3.51 4

o, finalmente:

x = V~I.JH’V [2.3.6]

donde, si definimos g=máx¿mo[p,q}, 1’1 (gmx(p+q)m)contiene las primerasgm filas de V y H

(nmxgm)contiene las primeras ¡ni columnas de (I~®R)D5’~. Teniendo en cuenta [2.1.23], resulta

inmediatocomprobarqueH=(H1 ><2 11), con cada H1 (nmxm)de la forma:

4
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REO o o

111= RZ<., ;H8= [2.3.7]14=

RZnI »~n~2 RZfl~g

donde, por [2.1.24], las n matrices Z~ (k = 0,1,...,n—1) se calculan recursivamente como sigue:

4
= Y 0j~k—j k=1,2,...,n—1 [2.3.8]

j=1

con ~c>~m y Xk=O para kC0. Si definimos P~~~HTH (¡ni Xgm), para evaluar [2.3.6] sólo necesitamos

calcular las ¡(¡+1)12 matrices P~, (i= 1,2,...,g; j= 1,2,...,i) que componen la diagonal principal y el

triángulo inferior de HTH. Pero esta operación tan sólo requiere el cálculo de P
11 (i = 1,2,... ,g) como:

~
4R~RXk+i...¶ , i=1,2,...,g [2.3.9]

k=O

ya que, como puede comprobarse fácilmente, las demás matrices P
9 puedencalcularserecursivamente

como:

— E,~L1~1R~RX ..~ , i=2,3,...,g,j=2,3,...,i [2.3.10]

Por tanto, una vez evaluada la matriz HTH, podemosevaluar[2.3.6] y [2.3.3]paraobtenerlos

elementos requeridos de la matriz ATA. Esta tarea puede llevarse a cabo teniendo en cuenta que [2.3.3]

también puede escribirse como:

ATA~1
— (p+q)m + ATHTHA [2.3.11]

donde los elementos de la matriz (Smx (p + q)m)A = ~ se calculan de la siguientemanera:

p—i ~-1
= E p~kTk+Í,j — Y , frl,2,...,g , j=1,2,...,p+q [2.3.12]

k=O Oq~~kTk+p+ij

Por último, necesitamos calcular los (p +q)m elementosdel vector ATTO. Teniendo en cuenta

[2.2.33]:
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ATTW —

donde el vector (nmxl) p«I~GR)K0 ya se evaluó para calcular TW. Además, por [2.2.18]:

ATTW = ~rITVTD;I,Yq,IeRT),

o bien:

ATTW = —r~

donde:

g = vTh

h =

Los p+q vectores(mx1) g~ que componenel vectorg puedencalcularsecomo:

L T

¡=1

7.
~~Oqj+¡+ph¿ ,j=p+1,p+2,...,p+q

e
[2.3.18]

e

donde los g vectores <m xl) hj, necesariosen esta expresión, se calculan como:

e
n —j

= Y X~RS, , j 1,2 g
¡=0

[2.3.19]
e

Nótese que, aunque [2.3.16]sugiere calcular Is~ desdej=1 hastajzzn, la expresión[2.3.18]deja

bien claro que dicho cálculo sólo es necesario desdej= 1 hasta j=g. Una vez calculado el vector g, los

elementos de ATTWpueden evaluarse directamente de [2.3.151.No obstante,por [2.3.15]y [2.3.16]:

ATT0 = ~r¶TvTh — —r’~vTA — ATh [2.3.20] e

donde A esla matrizde 12.3.11]-12.3.12] y A = (14, 4, ..., >49~. Portanto,paraevaluarATTW tan sólo

es necesarioevaluar12.3.19],ya que la matriz A ya se calculóparaobtener[2.3.11].

e

[2.3.13]

e

e

[2.3.14] a
e[2.3.15]

[2.3.16]

[2.3.17]
e
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Una vez descrita la evaluación de los elementos de TW, 1J10y ATA, el cálculo de la Fi/E [2.2.42]

puede llevarse a cabo mediante la siguiente secuencia de operaciones (algoritmo [FVE’U:

[FVE’.I] Realizar los pasos [NH.1]-[NH.5Idel algoritmo [NR] [Hall y Nicholís (1980)].

IIFVE’.21 Evaluar los nm elementos no nulos (vector i) de ISP según [2.3.2].

[FVE’.3] Evaluar ATA según [2.3.11].

[FVE’.4] Evaluar ATTWsegún [2.3.20].

!jFVE’.5I Obtener la descomposición de Cholesky de (ArA)~LLT y evaluar ATA 1 = ¡LI2.
[FVE’.6J Resolverel sistematriangularLX(ATTW).

[FVE’.7J Evaluar (TWff(TWtnTn y (ATTW)T(ATAy¡(AT~N)~XTX.

Respectoa [FVE’.5I, ATAI = LI2 (el producto de los elementos de la diagonal principal deL al

cuadrado). Por otro lado, la estrategia en ¡iFVE’.6J-[FVE¼7] permite expresar la forma cuadrática [2.3.1]

como la diferencia entre dos sumas de cuadrados(vid. Capftulo 3). Por último, análogamente a [NH.5],

que proporciona una verificación suficiente de la no estacionariedaddelproceso,[FVE’.3] lo proporciona

respecto a la no invertibilidad,yaque la naturalezarecursivadelas expresiones[2.3.8]-[2.3.10] haceque

estos cálculos resultenexplosivoscuandoel procesono es invertibley n es lo suficientemente grande.

Es importante señalar que, mientras (FVE¼2] es equivalente al procedimiento de Hall y Nicholís

(1980) para evaluar (I~®R)XW, los pasos [FVE’.3]-[FVEt.7] son nuevos respecto a la literatura

existente. Además, aunque el procedimiento (FVE’] resulta satisfactorio en la mayor parte de los casos

encontradosen la práctica econométrica(vid, sección 2.4), la eficiencia computacional de este

procedimientopuedemejorarseconsiderablementecuandog = mdxinw{p,q} es sensiblementeinferior a

p+q (cuandop y q son ambos elevados y, en cualquier caso, cuando p!=0y q!=0simultáneamente).

La claveparamejorarla eficienciadel algoritmo [FVE’) en estos casos, consiste en reemplazar la

descomposiciónde Choleskyde las matricesde orden (p+q)mx<,p+q)m1) y ATA (pasos[FVE’.1] y

[FVE’.5]) por la dedosmatricesde ordentansólo gmxgm.Paraello, essuficientetenerencuentaque,

en la expresión[2.2.481parala forma cuadráticade la Fi/E [2.2.42J,por la definición de A en [2.2.331:

‘AT — ¡ (I~@R)zr¡<ATArí (,~®R)zrl(ATÁri7~~”zT(J~®RT)1(2.3.21]
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Además,ya queTWÁOT, ;T)T con:

ti =

a0 = EtaIw,u*=O1 = KW

(vid. [2.3.2]), la forma cuadrática [2.2.48]puede escribirsecomo:

(TW+A¿~)T(TW+A4) = ,1T, — ;T(leR)Zrl(ATArIrITZT(JeRT);

Pero teniendo en cuenta [2.3.3], [2.3.6] y [2.2.23]:

TTATAT = 0-t + VTHTHVI

y entonces:

rl(ATAFIr¡T — [r¡+v[HTHV1rI

por lo que [2.3.24]puede escribirse como:

(TW+A¿~)
T(TW+A¿~) = ,12;, — ,,Tq®,¿)zbo—l + V(HTHV, ]¡ZT(J~®RT),

y teniendo en cuenta (2.2.18] y 12.3.17]:

(TW +A4)T(TW+Á¿)

o bien:

(T0+A¿~)T(TW+A¿~) = jjT;

= ,T,, — hTV[W¡+V[HTHV,V.¡VTh

— ¡¡TV, [W’ +v[HT¡¡v,]—lvfA

donde(vid. ApéndiceA. 1):

1’, [W’ + VfHTHVIII—IVT — [(VIOVTY” +HTHFI

por lo que [2.3.291puede escribirse también como:

(tW+A¿~)T(T0+Aé~) = ~T> —

Ee

[2.3.22]

[2.3.23]

e

e

4[2.3.241

e
(2.3.25] e

[2.3.26]

1
e

[2.3.27] e

[2.3.28]
e

4
[2.3.29]

[2.3.301

e
ue

[2.3.31]

e

e
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Nótese que para evaluar [2.3.31]sólo es necesario obtener la descomposición de Cholesky de las

matrices de orden gmxgm(V,OVj’) y [(V10VjY” +~Tgj~ Estas operaciones proporcionan simultánea-

mente la forma de evaluar el determinante ArAl, que puede escribirse, por [2.3.25],como:

ATA! — olxiW1+vi¡’HTHViI = vllvf¡xí~v1ov[r¼~HTH¡ [2.3.32]

No obstante, las expresiones [2.3.31]y [2.3.32]presentan un ligero inconveniente desde el puntO

de vista numérico, que consiste en la necesidad de calcular explícitamentela inversa de la matriz

(V1OV{). En muchos casos, esto no supone ningún problema, pero en otros, la precisiónde los cálculos

puede verse seriamente afectada por esta circunstancia.Paraevitar dicha inversión, es suficientetener

presenteque, si definimosAl (gmxgm)comoel factor de Choleskyde (V1OV?j):

(V10i/[) — MMT * MT(VIOVfV1M = ‘gm [2.3.33]

entonces, es evidente que:

por lo que:

[(V,OVb...í+HTH] — M¡TMT[(VIOi/ k’ +HTH]MMI

= M”.¡TII +MTHTHM]M-lgm
[2.3.34]

[2.3.35][(V1OVff’ +.uTHr¡ = M[4» +MTHTHMF¡MT

y entonces, la forma cuadrática [2.3.31]puede escribirse definitivamente como:

(T*+ A¿*) T(Tg +A¿~) = ~ — (AlTA) T[Igm +MTHTHM] —‘ (AlTA)

Por último, a la vista de [2.3.32]-[2.3.34],resulta inmediato comprobar que el determinante ¡ATA 1
puede escribirse como:

ATA! = II~+MTHTHMI

[2.3.37]

.1
[2.3.36]
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Por tanto, para evaluar la Fi/E de un proceso ARMA estacionario,bastacon introducir las

expresiones12.3.36] y 12.3.37] en la formulación12.2.42]de Nicholís y Hall (1979).Ya que tanto el

cálculo de los g vectoresh1, necesariosen 12.3.36], como el cálculo de la matriz H
TH, necesariaen 4

[2.3.36]y [2.3.37],estándescritosen [2.3.19]y [2.3.9]-[2.3.10], respectivamente,tansólofaltaevaluar
los gm(gm+1)12 elementos distintos de la matriz (V

1UVT), operación que puede llevarse a cabo, para 4
i1,2,...,g,j1,2,...,i, comosigue:

(V,flVf)~, = P’..k(
0~i>k+i,j — Z OQ...k(OVI)k+p+iJ [2.3.38]

k=O k=O

donde,paraj=1,2,...,g:

e
4—1 2’

(OVf)
0 = Y F%*3’Lk...¿+J — Y Pwa(~Q+P+k)Oq...k...í+j , i=í,...,p [2.3.39]

k=j—i k=j—i

2’ 2’ — , i=p+1,...,p+q [2.3.40]

(Oi/)¿y E rWÚ(q+pk)%Pk....Í+J QOq
2’+p~¿+j

kp +j—i

s
con r(k)=r(~~k)T para k<0, rwa(k)=o para k>0 y 9~=0 para i>q. En definitiva, el algoritmo

propuesto para evaluar eficientemente laFVE,puederesumirseenlos siguientespasos(algoritmo[FVE]): 4
[FVE.1] Realizarlos pasos(NH.1]-[NH.SJ del algoritmo[NHJ(sin calcularT ‘).

[FVE.2] Evaluar los nm elementos no nulos (vector i~) de TWsegún [2.3.2].

(FVE.3] Evaluarh
1, i=t,2,...,g, segdn[2.3.19]. 4

(FVE.4] Evaluar HTH según 12.3.9] y (2.3.103.

[FVLS] Evaluar (V,OVT) según [2.3.38]-[2.3.40].

[FVE.6] Obtener Al tal que (V,OVT)—MM
T.

[FVE.7] Obtener L tal que [Ig~+MTHTHM]=LLTy evaluar!ATA¡ = I¡gm+M”HTHMI — li!2.
[FVE.8] Resolver el sistematriangularLX=«MTÑ.

[FVE.9] Evaluar la forma cuadrática[2.3.36]como (~?~ — >tTA).

s

Antesde comentaralgunosdetallescomputacionalesdel algoritmo (FVE], es importante tener en

cuentalas siguientesobservaciones: S

s

e
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[1] La estrategiaempleadaparaobtenerlas expresiones[2.3.31]y [2.3.32],consistebásicamenteen

la extensiónal contextomultivariantede algunasde las ideassugeridaspor Ljung y Box (1979).

Enconcreto,cuandom = 1, las expresiones[2.3.27]y [2.3.32]sereducena las expresiones(2.6)

y (2.4), respectivamente,de Ljung y Box (1979). Por tanto, ya que dichas expresionessehan

obtenido a partir de la formulación [2.2.42] de Nicholís y Hall (1979), constituyenuna

demostración implícita de la equivalencia matemática entre ambos trabajos.

[2] No obstante, la estrategia que evita invertir explícitamente la matriz (V,OVT) y que conduce a las

expresiones [2.3.361y [2.3.37], no se encuentra sugerida en ninguna referencia (basta donde

conocemos).Ademásde la mejora,entérminosdeprecisiónnumérica,quesuponedichaestrategia

frentea unaextensiónestrictadel trabajodeLjung y Box (1979),tambiénproporcionaunamejora

en términosde velocidadde cálculo, ya queparainvertir la matriz (1’1OVf) sonnecesariasn1 —

g
2m2(gm+ 2) multiplicacionesy divisiones, mientras que para evaluar las expresiones MTHTHM

y MTh sólo son necesarias ti
2 = tm

2(xm+1)+gm(gm+1)/2 multiplicaciones(nótesequeu
1 —

= gm(gm—1)12> 0, excepto cuando m = g = 1).

[3] La estrategia que se utiliza para evaluar la forma cuadrática [2.3.36]como la diferencia entre dos

sumas de cuadrados (pasos [FVE.8]-IFVE.9]), permite maximizar la FI/E utilizando tanto

algoritmosde propósitogeneral(tipo cuasi-Newton;vid. Capítulo 3) comoalgoritmos específicos

parasumasdecuadrados(tipo Gauss-Newton;vid. Capitulo 3), de manera que el algoritmo [FVE]

puede adaptarse a los métodos más eficientes de optimización numérica disponibles en cualquier

librería científica.

[4] El vector de residuos correspondientes a la muestra considerada y a los valores numéricos de los

parámetros del proceso ARMA, puede obtenerse directamente a partir de las operaciones descritas

para evaluar [2.3.36]y [2.3.37].En concreto, teniendo en cuenta [2.2.16],áK0+Zú~, donde

KW=á0(ya calculado; vid. [2.3.2])y, por [2.2.24]-[2.2.25],O~=T”’¿~, donde é*=E[e*Iw] está

definido en [2.2.36]. Por lo tanto, 4,— —r”(A
TAy”ATTW y, teniendo en cuenta [2.3.15],

[2.3.16]y [2.3.26],resulta finalmente que:

O_ — [!U’+VTH2’HV
1V”V2’h [2.3.41]

A partir de esta expresión, es inmediato comprobar que:
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e

a = a0 — D~T’~ —g)mX 1 j [2.3.42]¡M[Igm+MTHTHM]~IMTi¡

Por tanto, a partir de cantidadesya evaluadasen el algoritmo [F’VE], el vector de residuos

estimados a puedecalcularsemediantela siguientesecuenciadeoperaciones(algoritmo[CRES]): 4
[CRES.1] Resolver el sistema triangular L

Tc—X y evaluar el vector d=Mc. 4
[CRES.21Evaluar el vector r=D~’~(dT,

0T)T y calcular a=a0—r.

La evaluación de los n vectores r1 que componen el vector r de [CRES.2],puede llevarse a cabo,

teniendo en cuenta la estructura de la matriz D5’~ (vid. 12.1.231), de la siguiente forma:

= ~¡. .d. ~ [2.3.43]
5—~J 3con d.=O

, paraj>g. El vector de residuosasí calculado puede emplearse para diagnosticar el

modelo estimadoy paragenerarprevisionescon dicho modelo. S

[5] Los pasos [FVE.6] y [FVE.4] proporcionan una comprobación automática de la estacionariedad U

y la invertibilidad del proceso considerado,ya que (i) la matriz (V
1OVf) serádefinida positiva

(condición necesaria y suficiente para la existencia de Al) sí y sólo silo es O (condición necesaria

para que el proceso sea estacionario y suficiente cuando q=0) y (u) la recursividad de [2.3.8]hace

que su cálculo resulte explosivo cuando el proceso no es invertible (vid, apartado 2.3.2). 4
[6] Aunque el procedimiento descritoen el apanado2.2.1 esválido paracalcularlas autocovarianzas 4

teóricas (necesarias en [FVE.1I), podría incorporarse al algoritmo [FVE] el procedimiento más

eficiente de Kohn y Ansley (1982). Evidentemente, este procedimiento también podría incorporarse

a cualquier otro algoritmo para evaluar la FI/E.

2.3.2. Algunos aspectos computacionalea e

La principal ventaja del procedimiento descrito en el apanado 2.2.3 [Shea(1989)1, consiste en la

posibilidaddeadoptarla estrategiaconocidacomo switchingto quickrecw’sions (SQRen adelante)en

á

e
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algúnmomentodel procesodeevaluacióndela funcióndeverosimilitud. ComoescribeShea(1989,Pp.

169): “7bis ‘quick recursions‘ proper¡y gAyes¡he KalmanfUer a major computationaladvantageover

other me¡hods“. La idea original de estaestrategia,en el contexto de procesos univariantes, puede

encontrarseen Gardner, Marvey y Phillips (1980) y ha sido aplicada (dentro de un algoritmo más

eficiente)por Melard (1984), tambiénparaprocesosunivariantes.

Una estrategiasimilar a SQl? puede aplicarsedentro del algoritmo [FVEJ. En concreto, si e!

procesomultivarianteconsideradoes invertible, no sueleser necesariocalcular las matricesE~ según

[2.3.8]hastai=n— 1 ya que, a medidaque i crece,E~ -.0 tanto más rápidamentecuantomayoressean

los módulosde las raícesdel polinomio característico(2.2.7]. Evidentemente,paraun procesoAR puro

«¡=0), estaconvergenciaocurreexactamentecuando¡=1. Además, unaverificación dela invertibilidad

del procesoconsideradoconsisteúnicamenteen comprobarque estaconvergenciaocurre(tareatrivial

en comparacióncon el cálculo explicito de las raícesde [2.1.7]).Estapropiedad(al igual que SQR)

suponeun importante ahorro en el número de operacionesrequeridaspara evaluar la función de

verosimilitud (sobretodo, cuandoit esgrande;vid. [2.3.8]-[2.3.10] y [2.3.19],operacionescontenidas

en (FVE.3] y [FVE.4fl. El valor de la fthnckln de verosimilitud, calculado haciendo uso de esta

propiedad,puedeconsiderarsecomounaaproximaciónal valor de la Fi/E; por tanto, podemoshablar

de unafunciónde verosimilitud aproximada(Fi/A en adelante),en contraposicióna la Fi/E, paracuyo

cálculo no se haceusode la propiedadde convergenciade las 21 (excepto,lógicamente,paraprocesos

AR puros,ya queen estecaso los valoresde la Fi/E y de la Fi/A coinciden).

En la práctica,podría pensarseque las matricesE
1 han convergidoa O cuandosecumple la

siguientecondición:

c a [2.3.U]

No obstante,paraevitarposiblescomplicacionesenmodeloscon algunasmatricesO~Oparai<q

(en concreto,modelosestacionales),unavez satisfechala condición[2.3.«], resultaconvenientecalcular

las q matricesE1 siguientesa Z~., con el fin de asegurarque el cumplimientode [2.3.U] se debe

efectivamentea que las 21 han convergidoy no a la existenciade alguna0~=~O. En concreto,para

determinarcorrectamenteel índice (r*) a partir del cual las E~ (i> r~) se consideran0, puedeutilizarse

el procedimientodescritoen el ApéndiceA.2 (algoritmoCXI).

En estascircunstancias,para i>r* puedeconsiderarseque 21=0 y utilizarseeste hecho para
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e
evaluar las expresiones [2.3.9], [2.3.10],[2.3.19]y, en su caso, [2.3.43].El criterio de convergencia

(representado por 8), puede hacerse lo suficientementeestricto (pequefio) como para quela diferencia

entre los valoresdela FI/E y de la FI/A sea despreciable (en concreto,cuando8=0los valoresde la Fi/E

y de laFI/A coinciden). Para ilustrar todas estas cuestiones,consideremosel siguienteprocesobivariante: S

fí—:BS 1M fZ~] = ¡1—BBS i—tssl [tI (2.3.45]

4
En la Tabla2.3.1, sepresentanlos resultadosde la evaluaciónde la funciónde verosimilitud del

proceso[2.3.45](con n=300), paradistintosvalores de S, de ~ y de O. Nóteseque para~=0.999 y

6=0.998,el procesoes casi no estacionarioy no invertible,respectivamente.En estatabla tambiénse
presentanel indice r* (obtenidopara 8— 1t~

3), a partir del cual seconsideraque ~1=~ (1> r*) y el

cocienteentreel númerodeoperaciones(multiplicaciones,divisionesy raícescuadradas)requeridaspara

evaluarla FI/E (A/E) y la FI/A (~Á)~

4—0.5:6—0.3 •=0.999;O—0.3 4—0.5;6—O.998 •—0.999:é—0.998

ARMMI.I)
<5—1)

-/ogF1’E
—log FVA
,
ATyN

4

l566.46Q4@8~ 1036.08930170 104157.50462232 2201.89340436
1566.46050727 1036.08913686 104757.50462232 2201.89340436

6 6 299 299
2.82 2.82 1.09 1.09

ARMA(1.1)4
(S4)

- I.og FVE

-Iq FVA

,

Ng’N4

1895.62320334 19~.77848932 9274.77420320 2209.18545073
1895.62327167 lQ8O.7728564S 9214.77420320 2209.12545073

24 24 296 296
2.54 2.54 1.09 1.09

ARMA<l.1)12
(5—12)

-log FVE
—¡og FVA
,
RiNA

2226.74584052 2920.91385243 2~1.83186&6 2212.02468385
2226.74657421 2930.92252921 2W7.83l868~ 2212.02468385

72 72 288 288
1.W 1.66 1.01 1.01

TABLA 1.3.1. Comparación en términos de piccisión y carga computacional entre la evaluación
exacta (FVE) y aproximada (FV.4) de la función de verosimilitud d¿l proceso [2.3.45]

(Qíí=Q2í=Qn=
10~ 222=2.0, ¿1.0).

Estos resultadossugierenlas siguientesconclusiones[vid,sección2.4]: (i) la evaluaciónde la FI/A

es extremadamenteprecisaen relacióna la evaluacióndela Fi/E; (u) cuandoel procesoconsideradoes

claramente invertible,la gananciaen términosde tiempodecálculoporevaluarla FI/A en vez dela FI/E

es considerable; (iii) cuandoel procesoescasino invertible, evaluarlaFI/A es prácticamente equivalente

a evaluar la FI/E, ya quelas matricesE
1 convergen aO muy lentamentey, por ello, r* esprácticamente

igual a n —1 (la discrepanciaentrer* y n —1 queocurreen las dos últimas columnasde los procesos

ARMA(1,1)4 y ARMA(1,1)12, se debealapresenciade matricesO¡=O para1<4e 1<12, respectiva-

mente; no obstante, como debe ser, los valores calculados de la FI/A y de la FI/E sonidénticos).

4
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Finalmente,paracomprobarla invertibilidad del procesoconsiderado,es suficientecomprobarsi

el cálculo de las matricesE1 resultaconvergenteo explosivo. En concreto,podemosconsiderarqueel

procesono es invertible cuando:

s[mm IEhQJ)I] max(h,q) [mm IEk(1~JDIj [2.3.46]

paraal menosun h < it— 1. En general,cuandoel procesoconsideradono es invertible,la ocurrencia

de la condiciónanterior tiene lugarparah ligeramentemayor que q, por lo que la detecciónde no

invertibilidadsueleser casi inmediata(el procedimientoCXI del ApéndiceA.2 tambiéncontieneesta

comprobación de invertibilidad).

Un segundoaspectoimportante,desdeel punto de vistanumérico, consisteen la caracterización

de la matriz (V1OVf) como no definida positiva, indicando estasituación la no estacionariedaddel

procesoconsiderado.Es importantesubrayarque los problemasplanteadosporla no estacionariedadson

bastantedistintos,al menosdesdeel puntodevista numérico,delos planteadospor la no invertibilidad.

En concreto,mientrasque el hechode que (V1OVf)no seadefinidapositiva implica la imposibilidadde

realizarel paso[FVE.6] (y, portanto, deevaluarla FI/E>, el hechode queel procesoseano invertible

tansóloocasionaproblemasnuméricos(oveflow)cuandon eslo suficientementegrandey el módulode

algunade las raícesde [2.1.7] es claramentemenorque la unidad (en panicular,no existeningún

problemaparaevaluar la Fi/E en la fronterade la regiónde invertibilidad). Porello, la caracterización

de la matriz (V1OVf) requiere especial atención (nótese, por otro lado, que estasúltimasobservaciones

sugierenque, a la hora de construirun modelo ARMA, la sobrediferenciaciónpuederesultarmenos

costosaque la infradiferenciaciónde las seriesestocásticas).

El mecanismoquesehautilizadoparacaracterizarla matriz(V1OVf), consisteenunamodificación

del algoritmoparaobtenerla descomposiciónde Choleskyde unamatriz cuadradapropuestopor (1111,

Murray y Wright (1981) y desarrollado,en forma de pseudocódigo,por Dennis y Schnabel(1983).

Básicamente, la modificación realizada sobre este algoritmo (vid. Apéndice A.2, procedimiento

CHOLDCMP) consisteenforzar el carácterdefinidopositivo de la matriz (V1OV?j), solamentecuando

en la descomposiciónde Choleskyestándar[vid. Martin, Petersy Wilkinson (1965)] se detectaque

(V1QVf) no es definidapositiva debido a erroresnuméricos.Dichoserroresnuméricossurgencuando

(1) el procesoescasi no estacionarioy/o (u) el ordende magnitudde los elementosde la matriz Q (que

formapartede O) es pequeño.En estoscasos,la descomposiciónde Choleskyestándarpuedeconcluir
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(erróneamente)que (V1OVf) no esdefinidapositiva.

El procedimientoCHOLDCMP tambiénse empleaen JjFVE.7], paraobtenerla descomposición

de Choleskyde Ugm+MTHTHMI y paracalcularsu determinante.Respectoa estesegundocálculo, se

ha evitado la posiblepresenciade problemasnuméricos(overflow o underflow), almacenando dicho

determinanteenla formaa2
1’ [vid.Martin y Wilkinson(1965); Ansley(1979);Melard (1984)].La misma

estrategiaseha seguidoparacalcularladescomposicióndeCholeskyde Qy su determinanteenjjFVE.1].

Un último aspectocomputacionalmenterelevante,consisteen la discusiónde las necesidadesde

almacenamientoquepresentael algoritmo(FVEJ. Dadoqueestepuntosetratacondetalleenel Apéndice

A.2, basteseflalar ahoraque: (i) salvoparaprocesosMA puros,lacantidadmáximade almacenamiento
4

requeridasuelevenir dictadapor la necesariaparaevaluarlas autocovarianzasteóricasy (ji) amodode

ejemplo,resultaposibleevaluarla FI/E deprocesosARMA con m4,p=q=13 y n=300dentrodelos

límitesreducidosde un ordenadorpersonal(concretamente,todoslos cálculospresentadosenestetrabajo,

sehanllevado a caboen un HP Yedra386/25operandobajo MS-DOS5.0, lo quesuponedisponerde

algo menosde 600 Kb de memoriaRAMparacódigoy datos).

e
1

a
2.3.3. Nataspara la sección2.3

[1] DadoqueHilimer y Tiao (1979)sólo obtienenla FI/E paraun MA(q) puro, noslimitaremosa exponerla

equivalenciaenestecaso.Cuandop=0,O=(¡
4®Q) (vid. [2.2.43]-[2.2.47]).Portanto,teniendoencuenta[2.3.32],

[2.3.61,[2.3.4) y [2.2.22),esevidenteque:

ArAl = jQ~~xj(Iq®Q”¡)+ZT(Iq®Q”’í)Z~ 4
Porotro lado, sustituyendo[2.3.22]-[2.3.23]en [2.3.27],obtenemosque: 4

(T*+A¿.)T(T*.I.M,) = *TKT{(I~®Q-~ ~ ‘)ZV ‘Z
T(I~®Q ‘)}K0

Finalmente, sustituyendoestasdos expresionesen la Fi/E [2.2.42], teniendo presenteque para un MA(q) a

y seobtienela formulaciónpropuestaporHiímery Tiao (1979).Z ~D~’~G
0~ O,n’

a

4
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2.4. Análisis comparativo de distintos procedimientos

Partiendodelplanteamientorealizadoenlassecciones2.2 y 2.3, puedeconcluirsequeel algoritmo

(FVE] tieneel potencialde sercomputacionalmentemás eficiente (en términosde velocidadde cálculo

y necesidadesde almacenamiento)que los algoritmosde Hall y Nicholís (1979),Hilímer y Tiao (1979)

(paraprocesosMA puros)y la extensiónmultivariantedel algoritmodeLjung y Box (1979),puestoque

el algoritmo[FVE] explotahastasusúltimasconsecuenciasla estructurade los factoresqueaparecenen

la FZ t2.2.42].En estesentido,puededecirsequelos trestrabajosmencionadosno explotantodaslas

posibilidadesque parecenofrecer, incluso ignorandolos aspectoscomputacionalesdescritosen el

apanado2.3.2 (en panicular,la discusiónsobrela evaluaciónde la FI/A).

Porestemotivo y porqueunacomparaciónteóricacon los algoritmosbasadosenrepresentaciones

en formaEE resultacomplicaday confusa,seha consideradoconvenientecompararel algoritmo[FVEI

sólo con el más relevantede los basadosen algunarepresentaciónen forma EE [Shea(1987, 1989)],

prestandoespecialatencióna las cuestionesprácticas.

Para realizar la comparaciónempfrica se han escrito programasde ordenadorbasadosen la

evaluacióndirectade la Fi/E (apartado2.2.1), en el algoritmo de Hall y Nicholís (1980) (algoritmo

[NHI, apartado2.2.2), en el algoritmo [FVE’] (apartado2.3.1), en la extensiónmultivariantedel

algoritmo de Ljung y Box (1979) (apanado2.3.1), en el algoritmo [FVEI (apartado2.3.2) y en el

algoritmo de Shea (1989) (apanado2.2.3). Los resultadosde distintas comparacionesconfirman,

lógicamente,las conclusionesexpuestasmás arriba.

Todos los programasmencionadosse han escrito en Pascalutilizando precisióndoble, sehan

compilado con Turbo Pascal6.0 y se han ejecutadoen un HP i/ectra 386/25 con un coprocesador

matemáticoIntel 387DX-25 (un equipoque, actualmente,puedeconsiderarseestándar).Al escribir en

Pascalel algoritmode Shea(1989),publicadoenFORTRAN, seha respetadoabsolutamentela estructura

del códigoorigina], de forma queel programaresultanteesal menostan eficientecomoel origina] (en

algunoscasos,al haceruso de característicaspropiasdePascal, inclusomás).

Para comparar la eficiencia computacional (en términos de tiempo de cálculo) entre el

procedimientode Shea(1989)y el algoritmo [FVEJ,seha evaluadola FI/E de un amplio conjunto de

procesosARMA multivariantes(vid. Tabla 2.4.1)paradistintosvaloresde my de it.
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M 1 ARCI) M 9 AR(l)
4 M 17 AR(I) x .ARMA<1,l)4 MiS MAC!) X MA(1)12

M 2 AR(2) Al lO MA(l)4 Al it ARO) X ARO)12 Al 26 MAO) x ARMA(l,l) 12

M 3 MA<I) Al 11 ARMACI,1)4 Al 19 AR(l) >< MA(1)12 Al 27 ARMA(l.I) i< AR<1)4

Al 4 MACI) Al 11 AR(I)12 Al 20 AR(l) x ARMA<l.i>12 Al 28 ARMA<1,l) >< MAC!)4

MS ARMA(I.I) Al II MA(l)12 Al 21 MA<I) X AR(I)4 M29 ARMA(1.I) x ARMA(l.!)4

M 6 ARMA<2,l) Al 14 ARMAd,!)12 Al 22 MA(fl x MA(l)4 M30 ARMA(l.l) >< AR(I)12

Ml ARMA(1,2) Al 15 ARCI) x AR(fl4 Al 23 MA(l) >< ARMA(I,l)4 Al 31 ARMAd,!) x MACI),,

MS ARMA(24) Al 16 ARO) > MA(1)4 Al 24 MA<I) >< AR(l)u Al 32 ARMA(I.1) X ARMA(l,I),2

TABLA 2.4.1. Modelosempleados para comparar la eficiencia computacional dc
los algoritmos de Shea <1989) y IFVEI <m2, 4; n100, 200, 300).

MODELOS
m=2 m4

n=I00 n20
0 n=300 n100 n200 n300

Ml 1.01* 1.01* 1.00* ¡.05* 1.03* [.02*
Ml 0.99 0.99 1.00* 1.00* 1.00* 1.00*
M3 2.38 * 2.40* 2.41 * 2.31 * 2.53 * 2.54*
M4 1.35* 1.33 • 1.39w 1.95 * 1.98* 1.99w
M 5 2.42 * 2.46 * 2.47 * 2.65 * 2.69 * 2.70 *
M6 222 * 2.07 * 2.09 * 2.14 * 2.20* 2.22 *
M7 1.90* 1.94* 1.96* 2.05* 2.09* 2.11 *
MS ¡,94* 1.99* 2.01* 2.12* 2.18* 2.21*
M 9 0.31 0.33 0.91 0.73 0.81 0.86
Mio 1.44 * 1.51 * 1.53 * 1.53 * * 1.63 *
Mil 1.32* 1.63w 1.68* 1.65* ¡79* 1.85*
M 12 0.30 0.39 0.46 0.23 0.29 0.34
MiS 0.77 0.96 1.06 * 0.78 1.01 * 1.12 *
M14 0.70 0.96 1.10* 0.69 0.99 1.16*
M 15 0.71 0.80 0.85 0.61 0.71 0.76

1.48* ¡35* l.58~ ¡.58* 1.66* ¡.69*
M 17 1.46 * 1.61 * 166 * 1.50 * ¡.69 * 1.76 *
M 18 0.27 0.35 0.42 0.21 0.26 0.31
M 19 0.77 0.97 1.07 * 0.79 1.02 * 1.13 *
M 20 0.69 0.97 1.12 * 0.63 0.95 1.13 *
M21 1.48* ¡.59* 1.63* 1.51 * 1.64* 1.69*
Mil 1.32* 1.4¡~ ¡44* I.40~ 1.30* ¡.53*
Mli 1.33 * 1.51 * [.56 * 1.48 * 1.64 * 1.71 *
MU 0.38 0.79 0.90 0.52 0.73 0.85
M25 0.71 0.92 1.02~ 0.72 0.95 107 *
M26 0.65 0.91 1.05 * 0.64 0.93 2.10 *
M27 1.30 * 1.43 * 1.49 * 1.30 * 1.46 * 1.52 *
MiS 1.34 * 1.44 * 1.41 * ¡43 * 1.54 * ¡59 *
M29 138k l.52~ 1.38* ¡.47* ¡.66* 174*
M 30 0.52 0.73 0.84 0.46 0.66 0.79
M 31 0.71 0.92 1.03 * 0.72 0.96 ¡.08 *
M 32 0.64 0.90 ¡04 * 0.63 0.92 1.09 *

TABLA 2.4.2. Eficiencia cómputacional

(un * indica cuándo [FVE]es más

relativa de los algoritmos de Shea (1989)y IFVE)
eficiente en términos de tiempo de cálculo>.

44

4
4
5

4
4
j

4

5

a

4
J

e

5



2.4. ANAL/SIS COMPARATIVO DE DISTINTOS PROCEDIMIENTOS 45

Esteconjuntode modelosesbastanterepresentativode los utilizadoshabitua]menteen la práctica

y contieneel suficientenúmerode ellos comoparapodersacarconclusiones,respectoa la eficienciade

los dosalgoritmosconsiderados,generalizablesparacualesquieravaloresdep y q. Con estepropósito,

la Tabla 2.4.2contieneel cocienteentreel númerode operaciones(multiplicaciones,divisionesy raíces

cuadradas)requeridaspor el algoritmo de Shea(1989) y las requeridaspor el algoritmo !FVEI, para

eva]uarla Fi/E de los modelosconsiderados(portanto, un cocientesuperiora la unidad implica queel

algoritmo [FVEI es más eficiente, en términos detiempo de cálculo, que el de Shea(1989),para las

especificacionesdep, q, m y it correspondientes).

A la vista de estos resultados,puedenextraerselas siguientesconclusionesimportantes: (i) la

eficiencia relativadel algoritmo[FVE] aumentacon it (exceptoen procesosAR de ordenbajo) y conm

(exceptosip eselevadoy bastantemayorqueq) y (u) el algoritmode Shea(1989)sóloessensiblemente

superiora ¡IFVE] cuandop es elevadoy bastantemayorqueq, o cuandop y q sonamboselevadosy la

muestraconsideraradano es larga(en estesegundocaso,las diferenciassonpequeñas).

Por tanto, ya queen la prácticaeconométricaes pocorealistasuponerquea unaseriecortasele

puedeajustarun modelodeordenelevado,puedeconcluirsequeel algoritmo [FVEI esmáseficienteque

el de Shea(1989) en todos los casosde interéspráctico,exceptocuandop eselevadoy bastantemayor

queq. Parailustrarestaconclusión,en la Tabla2.4.3 sepresentael mismotipo de informaciónqueen

la Tabla 2.4.2, ampliaday reorganizadaparacontemplarla eficiencia relativa de ambos algoritmos

cuandose aplican a modelosadecuadospara datosanuales,trimestralesy mensuales,con tamaños

muestralesequivalentesa disponerde 25 añosde datos(paraque los resultadosvariasensignificativa-

mente, deberlacontemplarseun númerode añosbastanteinferior a 25, lo cual seríapocorealista).

Parafinalizar la comparación,desdeel puntodevista computacional,entrelos algoritmosde Shea

(1989)y [FVEI puedeseñalarseque: (i) las necesidadesde almacenamientodel algoritmo [FVE] son,

conalgunasexcepciones,ligeramentesuperioresa las del algoritmode Shea(1989)(vid. ApéndiceA.2),

aunque,enamboscasos,dichasnecesidadessonextremadamentepequeñascomparadas,porejemplo,con

las requeridasparaevaluar la FI/E directamente<apartado2.2.1)o medianteel algoritmo de Hall y

Nicholís (1989) (apartado2.2.2); (u) en todoslos casosconsiderados,los resultadosnuméricosde los

algoritmosde Shea(1989) y [FVEJ,coincidenhastaal menosla octavaposicióndecimalsignificativa;

(iii) a modo de curiosidad,parala evaluaciónde la FI/E de todos los ejemplosconsideradosen Shea

(1987, 1989>, el algoritmo[FVE] requieremenosoperacionesqueel propuestoen dichostrabajos.
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MODELOS
Modelos pan datos anuales (a = 25)

m2 m4

Mi
Ml
M3
M4
MS
M6
M7
MS

1.04* ¡¡4*
0.97 ¡.00*
2.24~ 2.39*
l.68~ ¡73*
2.23w 2.46*
¡.76* ¡34*
1.69* ¡.81*
¡.68 * ¡.81 *

MODELOS
Modelos para datos trimestrales (n — 100)

m2 m4

M9
MiO
Mii
M 15
M16
M17
Mli
MII
M23
M17
M28
M29

0.81 0.73
¡44* ¡53*
¡.52* ¡.65*
0.71 0.61
1.48* ¡.58*
1.46* ¡.50*
¡48 * 1.31 *
1.32* 1.40•
1.38* l.48*
1.30* ¡.30*
1.34* 1.43*
1.38* 1.47*

MODELOS
Modelos pan datos mensuales (n = 300>

,n2

Mil
MU
5414
MiS
M19
MiO
54 24
MiS
5426
M30
5431
5432

0.46 0,34
1.06* 1.12*
¡.10*
0.42 0.31
¡.07* ¡¡3*
¡.12*
0.90 0.83
1(12* 1.07*
1.05* 1.10*
0.84 0.79
1.03* 1.08*
1.04* 1.09*

TABLA 2.4.3. Eficiencia computacional relativa de los algoritmos de Shea <¡989) y (FVE)
cuando seaplican a modelospan datos anuales, trimestrales y mensuales

(un * indica cuándo [FVE] ea más eficiente en términos de tiempo de cálculo).

Comoseindicó en el apartado2.3.2, una propiedadinteresantedel algoritmo[FVE] [compartida

por el de Shea(1989)] consisteen la posibilidadde controlarel gradode precisiónen la evaluaciónde

la funciónde verosimilitud.Haciendousoenel algoritmo¡FVFj de la propiedadde convergenciadelas

matricesE
1 [o de la convergenciade K1, F y y1 en el de Shea(1989)], puedeobtenerseunaevaluación

numéricamenteprecisade la función de verosimilitud, tanto más cuanto más rígida seala tolerancia
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(valor del parámetroA) empleada.Si, además,las raícesde [2.1.7]estánclaramentefuera del circulo

unitario, la gananciaen tiempo de cálculo, utilizando cualquierade los dos algoritmos,respectoa una

evaluaciónexactapuedeser considerable.Enestesentido,la Tabla2.4.4contienela gananciamediaen

el número de operacionesy el error relativo medio en el valor del logaritmo de la función de

verosimilitud,resultantesde la evaluaciónaproximada(con A = 1(W3) frentea la evaluaciónexactade

la funciónde verosimilitud de los modelosde la Tabla2.4.1 (excluidoslos procesosAR puros).

Los resultadosse han tabulado para las aproximacionesimplícitas en los dos algoritmos

considerados(vid, apartados2.2.3 y 2.3.2 paraShea (1989) y IPVEI, respectivamente).Los valores

numéricosde los parámetrosMA se han escogido de tal forma que los procesosresultantesson

claramenteinvertibles. Evidentemente,para procesoscerca de la no invertibilidad la gananciaen el

número de operacionesresultaría inferior a las presentadasen la tabla, ya que, en este caso, la

convergenciade E~, E,, F, y i’, ocurremáslentamente.

m—4

Nuca
(I9~

Ganancia media

Errorrehtivomcdio

3.53 4.76 5.22

022x10 0.23X10 O.24~<lO

5.07 6.59 7.9!

0.25x10 O.29X10 0.29x10

A~srtmo

Ifl’EI

Ganancia media

Error r.Wi~o medio

1.53 2.29 2.56

OSIXiO 6 0.45x10’ 0.30X105

2.04 2.76 3.22

0.41 ,r 10 0.21 X!08 0.14x105

TABLA 2.4.4. Comparación entrs las evaluacionesaproximada y exacta de la función deverosimilitud
de los modelosde la Tabla 2.4.¡ utilizando los algoritmos de 51ra (¡989) y [FVEI.

Si bien la gananciamedia en el ndmerode operacioneses,en el contextodel algoritmo de Shea

(1989),algo más del doblequeen el contextodel algoritmo [FVEI, el error relativo medio asociadoa

la evaluaciónaproximadaes,en aquelcaso,del ordende 1000vecesmayorqueenel casodel algoritmo

[FVE], En amboscasos,la gananciaen tiempo de cálculo es grandey crecientecon it y con nr. No

obstante, la precisión numéricade la evaluaciónaproximadaen el caso del algoritmo [FVEI es

considerabley aumentacon la dimensióndel modelo (it y m), lo cual no pareceocurrir en el casodel

algoritmode Shea(1989).En definitiva, estaspropiedadeshacende la FI/A, implicada por cualquiera

delos dosalgoritmos,un interesantecandidatocomofunciónobjetivo en el procesodeestimaciónde los

parámetrosde cualquiermodeloconsiderado(vid. Capitulo3).

Paraconcluir el análisiscomparativode estasección,es importanteteneren cuenta,apanede la

eficienciacomputacional,otraspropiedadesde los algoritmosconsiderados,que puedenhacera uno de
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ellos más interesantequelos otros en determinadoscontextos.En concreto,creemosque el siguiente

conjunto de propiedadesdebetenerseen cuentaa la hora de compararlas prestacionesde distintos

algoritmosparaevaluarla función de verosimilitud de procesosARMA (no necesariamentepor orden

de importancia):(i) que la evaluaciónsea analfticamenteexacta; (Li) la posibilidad de realizaruna 4
evaluaciónaproximada,no consistenteen ignorarcienostérminosde las expresionesanalíticasexactas

(vid. CapItulo 3), que seanuméricamenteprecisay considerablementemás rápida que la evaluación

exacta; (iii) su eficiencia computacional, en términos de tiempo de cálculo y necesidadesde

almacenamiento;(iv) suprecisiónnumérica,sobretodoen situacionesmal condicionadas;(y) detección 4
auwmcUica (como subproducto de ciertos cálculos) de situacionesde no estacionariedado no

invertibilidad, sin necesidadde resolvercomplicadospolinomios; (vi) finalmente, la posibilidad de

generar,a partirde cálculosya efectuadosparaevaluarla funcióndeverosimilitud, el vectorde residuos

anal(ricamenteexactos correspondientea los valoresnuméricosde los parámetrosconsiderados.

En basea estoscriterios, la Tabla2.4.5 contieneun resumencomparativode las prestacionesde

todoslos algoritmosconsideradosen estecapítulo.

ER.cidn
directa

Hall y Nicbc&
(19ff)

L~uq y8n
(1979)

Humar yrko
(1979)

Lbs
(1917, 1919)

Aigottno
(FVEI

Ewluacidee ciada (FI’!) SI SI SI NO SI SI

Ewh.ación sproxims~ (FVA) NO SI sí sí sí sí

Eficiencia coínputacional NO NO NO Si SI Si

Precisión nuw¿rim SI Si NO NO Si Si

Detección de no eaciosrie&.d Si SI SI NO SI SI

Detcco¡dei dc nc invcítibiiiéd NO Si Si SI NO SI

Vector d. rc.idus slftksmecu ca NO SI SI NO NO SI

TABLA 2.4.5.Comparación de los distintos algoritmos pan evaluar la función de verosimilitud 4
de procesosARMA mukivariantes.

El algoritmo[FVEJreúne,por tanto, un conjuntodepropiedades,queseencuentranpor separado

en los algoritmosdisponiblesactualmenteparaevaluar la funciónde verosimilitud de procesosARMA

y no tieneningunode los inconvenientesquepresentandichosalgoritmos.No obstante,aunquela validez

teóricade esteprocedimientoquedafueradeduda,el análisisdebecompletarsecon supuestaenpráctica,

frente a situacionestantosimuladascomo reales,en el contextode la estimaciónde los parámetrosde

los modelosconsiderados.Esteaspecto,junto con otrostemasafines,setratanen el capitulosiguiente.



CAPITULO 3
Estimación de procesos ARMA estacionarios por máxima

verosimilitud

Una vez conocidala forma de evaluar la FI/E de procesosARMA estacionarios,es importante

estudiardetalladamentela formademaximizardichafunción (o algunaaproximacióna ella), paraobtener

estimacionesde los parámetrosque aparecenen los modelosconsiderados.Como es bien sabido,bajo

ciertas condicionesgenerales,el criterio de estimaciónpor máximaverosimilitud exacta (MI/E en

adelante) proporciona estimadores asintóticamentenormales, consistentes [Whittle (1953)] y

asintóticamenteeficientes[Aigner (1971)]. Además,a partir del estudio de la estimaciónpor MI/E,

puedendiseñarseotrosmecanismosde estimaciónalternativos,con propiedadesasintóticasequivalentes

a las del estimadorpor MI/E, queimplican un costecomputacionalgeneralmentemás reducido.Tanto

el correcto funcionamientoen la prácticacomo el comportamientoen situacionesmal condicionadas

(muestraspequeñasy parámetrosredundanteso cerca de las fronterasde no estacionariedady no

invertibilidad) son aspectosque requierenun estudiocuidadosopara cualquierade los métodosde

estimaciónconsiderados.A continuaciónseresumebrevementeel contenidode estecapitulo:

Sección3.1: Estimación por máxima verosimilitud exacta.En esta secciónse describeun

procedimientocomputacionalmenteeficienteparaobtenerlos valoresnuméricosde los parámetrosque

maximizan la FI/E, correspondientesa una muestray unaespecificacióndadas.Tambiénse ilustra la

validezen la prácticadel procedimientodescrito,a travésdeun conjunto deestimacionesen situaciones

tantosimuladascomoreales.

Sección3.2:Otrosprocedimientosde estimación.A partirdelcriteriode estimaciónpormáxima

verosimilitud,seproponeny seestudiandosalternativasasu versiónexacta(MI/E): máximaverosimi-

litud aproximada(MI/A) y máximaverosimilitudcondicional(MI/Q. Tambiénsedescribeel criteriode

estimaciónpor m(nimasumade cuadradosy sus posiblesversiones.

Sección3.3: Análisis comparativode distintosprocedimientosde estimación.Finalmente,se

comparanlas propiedadesde lastresversionesde la estimaciónpor máximaverosimilitud(descritasen

las seccionesanteriores)y del procedimientoofrecidopor 77w S.C.A. StatisticalSystem.

49
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4
3.1. Estimación por máxima verosimilitud exacta

La maximizaciónnuméricade la FI/E parauna muestray una ~zspeciflcacióndadas,requiereuna 4
formulaciónadecuadadela función aoptimizar y un algoritmo eficientede optimizaciónnuméricaque

se adaptea las característicasde esa formulación y, en la medida de lo posible, las aproveche. 4
Básicamente,dichas característicasconsistenen la necesidadde que los parámetrosdel modelo

consideradocumplan determinadascondiciones,en especial las matrices Q (vid. [2.1.11]) y •~ 4
(1= L,2,...,p) (vid. [2.1.61y apartado2.3.2). Porello, el procedimientoqueseutilice paramaximizar

la FI/E debecontemplarlos requerimientosde dichafunción parapoderserevaluada,así como las j
propiedadesde un algoritmode optimizaciónqueseacapazde teneren cuentadichos requerimientos,

ademásde aprovecharla estructurade unaformulaciónadecuadade la función objetivo.

Los trabajossobrela optimizaciónnuméricade la FI/E (o de algunaaproximación)de procesos

ARMA sonmuy escasos.En el contextounivariante,Ansley(1979)y Kohny Ansley(1985)demuestran

quemaximizarla FI/E equivalea minimizar unasumade cuadradosy proponenparaello la utilización

dealgoritmosespecíficosparasumasdecuadrados(vid. Dennisy Schnabel(1983), cap. 10; (1111,Murray

y Wright (1981>, cap. 4). También en este contexto,Dent (19’7’7) proponeel empleo del algoritmo

PRAXIS (un métodode propósitogeneralque no empleaderivadas;vid. Brent (1973), cap. 7) para

maximizarla FI/E. Estaestambiénla propuestadeHall y Nicholls (1980)paraprocesosmultivariantes. 4
En estecontexto,Hilímer y Tiao (1979)proponenun procedimientode estimaciónen dosetapas.

En la primera etapa, sugieren estimar a2Q mediantelas covarianzasmuestralesde los residuos

correspondientesaunasestimaciones(iniciales)de $~ (i= 1,2,...,p),O~ (11,2,...,q)y p. En la segunda

etapa,proponenel empleode un algoritmoparasumasde cuadradosparamaximizarsu aproximación

a la FI/E, con ¿Qfija segúnel cálculode la primeraetapa.Las estimacionesde 5, (i=1,2,...,p), 0,

(1=1,2,...,q)y p asíobtenidas,seutilizan en la primeraetapaparaobtenerunanuevaestimaciónde o2Q 4
y el procesoserepitehastaquelos elementosde ¿Qconvergen.Esteprocedimientoesel queofrece77w

S.C.A. SíatisticalSystemparala estimaciónde modelosARMA, tanto univariantescomomultivariantes,

inclusoen su versiónmás reciente[vid. Liu y Hudak(1986, 1992)]. 4
En todos estostrabajos,las propuestasmencionanadassólo sediscutenbrevementey no setratan,

entre otros, temas tan fundamentalescomo las posiblesestrategiasa seguir cuandoel algoritmo de J
optimizaciónempleadogeneraun punto en el queno esposibleevaluar la FI/E. Estacuestiónse trata
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detalladamenteen Shea(1984,pp. 99-100)paraprocesosmultivariantes.Unaadaptaciónde las ideasde

esetrabajojunto con ciertasextensiones,forman la basede estasección.

3.1.1.Formulación de la función objetivo

Teniendoen cuenta las expresiones(2.3.36] y [2.3.37],la FI/E [2.2.42] puedeescribirse,en

términosde los elementosevaluadospor el algoritmo(FVEJ (vid, apartado2.3.1)como:

‘un n _ 1

L(41,0¡,s,titQlw) = (2ir¿ T.1Q1
2•IDI 2.exP[.....L~lTIrXTX)j [3.1.1]

donde:

D=Img +MTHTHM [3.1.2]

En [3.1.2],M (mgxmg)es el factorde Choleskyde (V
1OVf) (vid. [2.3.33])y IITH=P (mgXmg)

estádefinidaen [2.3.9]-(2.3.10].En [3.1.1],i (mnxl) estádefinidoen [2.3.22]-[2.3.23] y X (mgxl)

eslasolucióndel sistematriangularLX~(MTh), dondeL (mgxmg)esel factordeCholeskyde la matriz

Dde[3.1.2] y los elementosdeh (mgxl) estándadosen [2.3.19].El problemade maximizar [3.1.1]

equivaleaminimizarel opuestodesu logaritmoneperiano(log), queestádadoporla siguienteexpresión:

l(4Í,Obp,a
2,QIw) = 1 [mn.lo~(2ro2)+n•log¡QI +logID¡ + ±(iITII...

4Tx)j [3.1.3]

Enprincipio, cualquieralgoritmodepropósitogeneralpuedeutilizarseparaminimizar [3.1.3].No

obstante,algunasmanipulacionessobredicha expresiónpueden simplificar el problemaconsidera-

blemente.En concreto,esevidentequeel estimadorporMVE del parámetro¿resultade igualara cero

la derivadaparcial de [3.1.3] respectoa &. Despejando¿de la expresiónresultante:

— _____ [3.1.4]
.
0MVE mt,

Entonces,sustituyendog2 en [3.1.3]por la expresión[3.1.4],se obtieneel opuestodel logaritmo
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neperianode la FI/E concemrada[vid,por ejemplo Ansley(1979)], quepuedeescribirsecomo:

1*01s1,0¿,p,QIw) = £! [loa (3!] + + .~log(111 xW)

11~ = ú,7;ATX)m

= QIxiDI~

Por tanto, las estimacionespor MI/E de los parámetros5.

puedenobtenerseminimizandola función:

11(x) = >< “2

(i=1,2,...,p), % (i=l,2,...,q), pyQ

dondex es un vector (¡<xl) que contienetodos los parámetrosa estimar (k). A la vista de [3.1.6] y

[3.1.7], la función objetivo[3.1.8] no tieneningunaestructuraespecial,porlo queparasuminimización

numéricadebeutilizarseun métodode propósitogeneral.El métodode Newtono algúnmétodocuasi-

Newtonpodríanserlos candidatosa teneren cuenta
1.

Alternativamente,la función [3.1.51puedeescribirsecomo:

+ ~!log(A
1xA) [3.1.9]

donde:

A1 = (qT,?....ATX)

1
A2 = QI

mx Di»tm

[3.1.10]

[3.1.11]

Por tanto, las estimacionespor MI/E de los parámetros$~ (i= l,2,...,p), 0~ (i= 1,2,...,q), ¡¿ y Q

tambiénpuedenobtenerseminimizando la función:

donde:

J

[3.1.5] a
[3.1.6] 4
[3,1.7] a

a
4

[3.1.8]

4

4
4sA(x) = A

1 >< [3.1.121
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Entonces,si definimos:

[3.1.13]

xx [3.1.14]

es evidentequeminimizar 13.1.12]equivaleaminimizar la siguienteexpresión:

1 = ~ ....¡r¡ — 1 1 -2 [3.1.15]

1-7’- 1 —~ mg2 2 Z..2 rx1¡=1

Dadoque[3.1.151esla diferenciaentredossumasdecuadrados,su minimizaciónnuméricapuede

llevarsea caboutilizandounamodificacióndealgúnmétodoespecificoparasumasdecuadrados(Gauss-

Newtono Levenberg-Marquardí9.

Por tanto, la formade evaluarla FI/E descritaen el Capítulo2, permite,en principio, el empleo

parasu maximizaciónnuméricatantode algoritmosdepropósitogeneral(paraminimizar [3.1.8]) como

de algoritmosespecíficosparasumasde cuadrados(paraminimizar [3.1.15]).En cualquierade los dos

casos,la estimaciónde los parámetros•~ (i=l,2,...,p), O~ (i=1,2,...,q), ¡¿ y Q se lleva a cabo

simultóneamente.Una vez obtenidasdichas estimacionespor cualquierade los dos procedimientos

descritos,la estimacióncorrespondientede o~ secalculaa partir de [3.1.4].Finalmente,la estimación

por MI/E de la matriz de covarianzasde los residuosdel modelo se obtienemultiplicando por [3.1.4]

cadacomponentede la matriz Q estimada(vid. [2.1.11]).A esterespecto,es interesanteseñalarque el

procedimientopropuestoporHilímer y Tiao(1979)no proporciona,estrictamentehablando,un estimador

porMI/E (ni siquieradandopor válida la aproximacióna la FI/E propuestaen esetrabajo),a menosque

los elementosde la matriz ¿Qseanconocidos(vid. Hilímer y Tiao (1979),Pp. 659).

3.1.2. DescrIpción del procedImiento de optimización

El mecanismode maximizaciónde la FI/E que se proponeen este trabajo, está basadoen la

minimización de la función objetivo [3.1.8] medianteun método cuasi-Newton. El resultadoes un

algoritmo computacionalmenteeficiente,quegeneraverdaderasestimacionespor MI/E al minimizar la

función objetivo respectoa todos los parámetrosdel modelo considerado(incluida la matriz Q).
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El puntode partidaparala minimizaciónde [3.1.8] (o de [3.1.15]),consisteen unasestimaciones

iniciales de los parámetros4~ (i1,2,...,p), 9~ (i1,2,...,q), ji y Q, quese recogenen el vectorx<> á

Correspondientesa dichasestimacionesiniciales,sedisponede dos valoresII~<> y Wo~ de maneraque

11(x<>) = ‘ha >< W<> (vid. [3.1.8]) [si seestuvieraminimizando [3.1.15], se dispondrfade A(x0)]. A

continuación,el mecanismoiterativo de minimización de [3.1.8] (o de [3.1.15]),generauna secuencia

de puntosx1~1 (¡=0,1,2,...)mediantela siguienteregla: 4
x~4.1 =x¡+ a¿d¡ [3116] 4

dondeel vector(¡<xl) d1 esunadirecciónde búsqueday el escalara1 esuna longituddepaso,talesque 4
II(x1~1><TI(x1) [o bien gx1~1)<gx¿d. Si converge, el límite de la secuencia [3.1.16] es

aproximadamenteun mínimo local de la funciónobjetivo (vid. Dennisy Schnabel(1983), cap. 7 para

una discusióndetalladade distintos criterios de convergencia).La forma de calcularla direcciónde

búsquedad1 en cadaiteraciónes lo quedistinguea unosalgoritmosde otros.No obstante,en el contexto 4
de algoritmosqueutilicen al menosprimerasderivadasde la funciónobjetivo, la direcciónde búsqueda

d3 sueleserla solucióndel sistemade k ecuacioneslineales: 4

G1d1 = —VF(x1) [3 1.17] 4

dondeVF(x1) esel vectorgradientede la funciónobjetivo ((3.1.8] ó [3.1.15])evaluadoenx~ y Gesuna 4
matriz (kxk) simétricay no singular.Si, además,G~ esdefinidapositiva en cadaiteración,entoncesla

direcciónd1 (solucióndel sistema[3.1.17])es unadirecciónde descenso
3de la función objetivo en 4

(1=0,1,2,...).La importanciadedisponerde unadirecciónde descensod
1 en cadaiteraciónconsisteen

que, bajo estacircunstancia,es seguroque existeunalongitud de paso cr1 >0 tal que el valor de la

funciónobjetivo decreceestrictamenteal pasardeunaiteracióna otra. Esto,juntocon otrascondiciones,

garantiza la convergenciade la sucesión [3.1.161a un mínimo local de la función objetivo,

independientementede los valoresde las estimacionesinicialesx<> (Dennisy Schnabel(1983) serefieren

a estapropiedadcomoconvergenciaglobal, lo cualno debeconfundirseconla convergenciade [3.1.16]

aun mínimo global de la función objetivo).

a
En nuestrocontexto, la utilización de un algoritmo eficiente y globalmenteconvergentepara

minimizar [3.1.8] ó [3.1.15],requiereprestarespecialatencióna ciertosproblemas.En primerlugar,

parahaceruso de [3.1.17], es necesarioevaluar el vector gradientede la función objetivo en cada
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iteración. Aunquepuedenobtenerseexpresionesanalíticasde las primerasderivadasde (3.1.81 y de

[3.1.151(vid. ApéndiceA.4), la evaluacióndedichasexpresiones,aunqueteóricamenteexacta,esmuy

costosaen términosde tiempo de cálculo.La alternativaconsisteen evaluardichasderivadasmediante

djferenciasfinitas de los valoresde la funciónobjetivo4. La aproximaciónimplícita en estaalternativa

suponeun importanteahorro computacionaly tan sólo una ligera pérdida de precisión numérica

(despreciableentodoslos casosanalizadosen estetrabajo),aunqueparasu correctofuncionamientodebe

instrumentarsecuidadosamente.En concreto,es muy importanteque los valoresque puedetomar la

funciónaminimizaresténacotadosporun intervalocuyaampliwdseasuficientementepequeña.Además,

estacircunstanciapuedemejorarconsiderablementeel rendimientoglobal del algoritmodeoptimización

empleado[vid. Shea(1984)].

El segundoproblemaa teneren cuentaestáestrechamenterelacionadoconel anterior.En la i-ésima

iteracióndel algoritmo empleadoparaminimizar [3.1.8] (o [3.1.15]),es necesarioevaluar la función

objetivo [3.1.8] (o los m(n+g) elementosde [3.1.15])enun conjuntode puntos,generadosapartir de

x
1, paracalcular(i) el vectorgradientede la funciónobjetivo en x1 y (u) la longitud de paso a~. En

principio,nadagarantizaqueentodoslos puntosde dicho conjunto seaposibleevaluaresascantidades.

Concretamente,si algunode esospuntos correspondea una matriz Q no definida positiva o a unos

valoresnuméricosde los parámetrosAR que implican no estacionariedad,ni la funciónobjetivo [3.1.8]

ni los m(n+g) elementosde[3.1.151puedenserevaluadosendichopunto.Unaformasencillay efectiva

detratarestetipo de situaciones[vid. Shea(1984)]consisteen minimizar, envezde [3.1.8], la siguiente

función normalizada:

11(x)
11¡ “2

donde1110 y ~2osonlos valoresde [3.1.6] y [3.1.7]enla estimacióninicial x<> (11(x<>) = lío x

El interésde minimizar [3.1.18]en vez de [3.1.8] consisteen que, si el algoritmo de minimización

generaentodaslas iteracionesunadireccióndedescenso,el valorde[3.1.18]estáacotadosuperiormente

por 1. En concreto,bajo esta condición, el valor de [3.1.18]en rodos los puntosgeneradospor el

algoritmo serásiempreinferior a 1 (tambiénserásiempremayor que cero, ya que los dos factoresde

[3.1.18]sonsiemprepositivos;vid. [3.1.6]-[3.1.’7]).Evidentemente,un mínimo de [3.1.18]estambién

un mínimo de [3.1.8] (unaestimaciónpor MI/E de los parámetrosdel modelo considerado).

En los casosen los que es necesarioevaluar[3.1.18]cuandoQ no es definidapositiva o cuando

los valoresnuméricosdelos parámetrosAR implicanno estacionariedad,essuficienteigualara 1 el valor
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de [3.1.18]para(i) poderevaluarnuméricamentesusprimerasderivadasy (u) paraqueel algoritmode

minimizaciónrechacetalespuntoscomoposiblescandidatosa ser la solucióndel problema.Si sedesea,

estamismapenalizaciónpuedeimponersecuandoel algoritmo[FVE] detectaquelos valoresnuméricos

de los parámetrosMA implican no invertibilidad, aunque,salvo en casosde clara ausencia de

invertibilidad, no seaestrictamentenecesario(vid, apanado2.3.2). Es importanteseñalarque, en el

contextode la minimizaciónde [3.1.15]medianteun métodoparasumasde cuadrados,el diseñode una 4
estrategiasimilar a la descritano es inmediato, sobretodo a la hora de evaluarnuméricamentelas

derivadasnecesarias.Probablemente,seriainteresanteinvestigarsolucionesen esecontexto. 4

Parapoderaplicarla estrategiadescritaesnecesario,portanto,queel algoritmoqueseutilice para

minimizar [3.1.18]genereencadaiteraciónunadirecciónde descenso.Un métodocuasi-Newtonbasado

en la fórmulaBFGS (vid. Dermisy Schnabel(1983), cap. 9; Gilí, Murray y Wright (1981), cap. 4) es, 4
probablemente,uno de los métodosde optimizaciónnuméricamás eficientesparagenerardirecciones

de descensoen cada iteración. Apanede estacaracterística,un método cuasi-Newtonbasadoen la

fórmula BFGS tieneotraspropiedadesque, en el contextode la estimacióndeparámetrospor MVE, lo

hacenespecialmenteinteresante.En concreto,la aproximaciónen el óptimo a la matriz de segundas

derivadasqueseactualizaen cadaiteraciónen un métodode estetipo, proporcionaunaforma sencilla

y suficientementeprecisa para evaluar las covarianzasde las estimacionesobtenidasminimizando

[3.1.180.Los erroresestándarestimadosquesederivande estaaproximación(comocualesquieraotros

obtenidospor mediosteóricamenteexactos),sólo deberíanutilizarsecomoun indicadordel resultadoen

la inferenciasobrecualquierparámetroestimado.Paracontrastarformalmenteunahipótesisnula H<>,

consistenteen r restriccionessobrelos k parámetrosconsiderados,puedeutilizarseun testde la razón

de verosimilitudes(vid, por ejemploEngle(1983); Maddala(1977),pp. 179-SO):

eRV = —2 [logL(tH0)—logL(t~) — [3.1.19]

dondeL() representael valor de la FI/E [3.1.1] evaluadaen los argumentoscorrespondientes.Para

evaluar la FI/E del proceso ARMA consideradobajo la hipótesisnula H<>, es necesarioestimar los

parámetrosconlasrestriccionesrepresentadasporH<>. Siemprequedichasrestriccionespermitanescribir

los parámetros$¿ (i=1,2,...,p), % (i=1,2,...,q), ji y Q como función expilcita de los parámetrosa 4
estimarbajo 14, no es necesariorecurrir a métodosnuméricosde optimizacióncon restriccionespara
minimizar [3.1.18]bajo H0 (vid. GUI, Murray y Wright (1983), caps. 5 y 6). En casocontrario, el

problemaque seplanteapuederesultarmuy complicado;probablemente,seria interesanteinvestigar

posiblessolucionesen esecontexto.

4
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Un métodode optimizaciónbasadoen todasestassugerenciastendría,en definitiva, la siguiente

estructura(algoritmo [MAXFV]):

[MAXFVAJ (Comprobarpreestimaciones).Escogerunasestimacionesinicialesx<> y evaluar~10 y Iko

según[3.1.61y [3.1.7], respectivamente,haciendousodel algoritmo [FVEJ.Si lasestimacionesiniciales

no sonadmisibles,parar;en casocontrario,pasara (MAXFV..21.

[MAXFV.2] (Asignarvaloresiniciales>. HacerF(x<>)~ 1; evaluarVF(x<>); hacerGo=Ik (nótesequeel

factor de Choleslcyde G<> es I~<) ; hacer i0 y pasara (MAXFV.31.

[MAXFV.3] (Pasoprincipal: iteración cuasi-Newton).

[MAXFV.3.1] (Direccióndebúsqueda).Resolverel sistemaG~d~= —V’F(x1).

[MAXFV.3.2J (Lnngi¡’ud depaso).Encontrarcr1>Otal queF(x1+a,<4)<F(x1).

[MAXFV.3.31 (Nuevaestimación).Hacerx¡+t=xí+a4; evaluarF(x1~1) y VF(x1~1).

fjMAXFV.3.4] (Actualizara1). Obtenerel factor de Choleskyde G1~1 actualizandoel

factor de Choleskyde (3~ mediantela fórmulaBFGS.

(Comprobar convergencia).Si secumplenlas condicionesde conver-

gencia,pasara [MAXFV.4j; en casocontrario,haceri=i+ 1 y volver

a [MAXFV.31].

[MAXFV.3.51

(MAXFV.4] (Estimaciónde erroresestándar,correlacionesy residuos).En basea las estimaciones

obtenidas(k>,~,gx5~1), evaluarsu matriz de covarianzasy, medianteunaúltima llamadaal algoritmo

[FVE], evaluar[3.1.4], el vectorde residuosy su matriz de covarianzasestimadas.

En el ApéndiceA.3 sedescribedetalladamenteel algoritmo [MAXFVJparaminimizar [3.1.18],

haciendousodel algoritmoFFVEI descritoen el Capitulo2 (vid, tambiénApéndiceA.2) e incluyendo

la posibilidadde incorporarrestriccionessencillasdel tipo mencionadoanteriormente.En resumen,la

estructuradel algoritmo [MAXFV] consisteen una extensiónde un método cuasi-Newton(iteración

[MAXFV.3]) basadoenla fórmulaBFGS (paso[MAXFV.3.4]),quecontemplalas característicaspropias

del contexto en el que se está aplicando. Básicamente,estas característicasconsistenen (i) la

incorporaciónde la estrategiadescritaanteriormentepara evaluar la función objetivo en puntos no

admisibles,detectadosporel algoritmo[FVEI (pasos[MAXFV.3.2]y (MAXFV.3.3]), (II) la estimación,

unavezel algoritmohaconvergido,delos erroresestándary las correlacionesentrelos parámetros(paso

[M?AXFV.4])y (iii) la evaluaciónde los residuoscorrespondientesy de su matriz de covarianzas(paso

[MAXFV.4]) (los detallespuedenencontrarseen el ApéndiceA.3).



e

58 ESTIMAClON DE PROCESOSARMAESTACIONARIOS

3.1.3. Análisis y aplicaciones del procedimiento de estimación
a

Para contrastar empíricamentela validez de los métodos propuestos(algoritmos rFVE] y

[MAXFV]) parala estimaciónporMI/E deprocesosARMA multivariantes,sehanestimado,enprimer

lugar, unaseriede modelosdiagonales(por sencillezy claridad),seleccionadosde la Tabla2.4.1 (vid.

Sección2.4), simuladossegúnsedescribeen el ApéndiceA.5. Todoslos modelosestimadostienen la

forma:

= 9(B)a, [3120] 4
con:

4(R) = [í —~11B—~12B
2 O ~[1—1

1B
5 0 1 [3.L21]

[a 1— 4~
1R — ~B

2 J [ 0 1— 420

0(R) = fi — 6MB— 0
12B

2 — 0
21B 012B

2 1 t ~ 1 [3.1.22]

(2 2
T _ ~il ~I2 1 [3123] 4E[a

1a,] 2 2

~12 ~22 4
donde,dependiendodel modelo considerado,algunosparámetrosde [3.1.21]y [3.1.22]son igualesa

cero.Cadamodelo (12 en total) seha estimadocon 100 realizacionesindependientes<le tamañon=5O 4
(excepton = 100paralos modeloscon períodoestacionalS=12) utilizandolos algoritmosIiMAXFVI y

WVE] (1200estimacionesentotal). Los resultadosde cadasimulaciónseencuentranen lasTablas3.1.1-

3.1.12,quecontienen,paracadamodelo,los valoresteóricosdelos parámetros,lasmediasy los errores

estándarmuestralesde la estimacionesobtenidaspor MVE.

La brevedaden el tamañode las muestrasconsideradasy los valoresnuméricosde los parámetros 4
(muchos de ellos cerca de las fronterasde no invertibilidad o no estacionariedad),obedecena dos

propósitos:(i) contrastarla validez de los algoritmospropuestosen situacionesd<ffciles y (u) comparar

las propiedadesde distintosestimadorespor máximaverosimilituden dichas situaciones(vid, sección

3.3). Eslógico esperarquesi los algoritmospropuestosfuncionanbienen estoscasos,tambiénlo harán

ensituacionesmejorcondicionadas[enconcreto,paramuestraslargasno cabeesperargrandesdiferencias

en las estimacionesobtenidaspor criteriosdistintosal deMI/E; vid. Ansley y Newbold(1980)].

a
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En todoslos casosconsiderados,las diferenciasentrelos valoresteóricosde los parámetrosy los

valores medios estimadosson muy pequeñas.Por ello, los valores teóricosde los parámetrosse

encuentransiempreenun intervalo, alrededorde susvaloresmediosestimados,de amplitud igual a tan

sólo dos erroresestándar.Estacircunstanciaserefleja tambiénen el error relativo medio cometidoen

laestimacióndecadamodelo,calculadocomoel cocienteentrela sumade los erroresrelativosasociados

a cadaparámetroy el númerototal de parámetrosestimadosen cadamodelo. En ningúncaso, el error

relativo medio es superioral 2.8%, exceptoen el modelosobreparaznetrizadode la Tabla3.1.5; en este

caso,el errorrelativo medio alcanzael 12.0%,lo cual estáde acuerdocon los grandeserroresestándar

asociadosa los parámetrosredundantes.

Por supuesto, estos resultadosno se restringenal caso de modelos diagonales.A modo de

ilustración, se han estimado dos modelos bivariantes, cada uno de ellos con 100 realizaciones

independientesde tamaño n= 100, generadassegúnse describeen el ApéndiceA.5. Los modelos

estimadoshansido un MA(2):

= (‘2 — 0
1R — 02B

2)a~ [3.1.24]

con:

1—1.00 —1.80 1 1—0.80 —1.40 1 11.00 ] [3.1.25]
Oi=¡ 0.50 1.00j’ ~2 = ¡ o.~so 0.70]’ E[a~a,I = [1.00 2.00 j

y un ARMA (1,1):

(~2 — •
1B)w~ = (‘2 — 01R)a~ [3.1.26]

con:

1.10 0.50 1 = .00 1.00 1 11.00 1 [3.1.27]11 I ; E[apf] =[—1.90 0.40 j (—0.80 —1.20 j [1.00 2.00

Los resultados(mediasy erroresestándarmuestrales)delas 100 estimacionesporMI/E parael proceso

MA(2) [3.1.24143.1.25]sonlos siguientes:

—1.00444 —1.80205

(0.09690) (0.06039)
[3.1.28]

0.49525 1.00033

(0.08539) (0.05867)
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02

T
=

—0.81131

(0.17570)

0.40894

(0.14342)

0.97809

(0.12805)

0.99949

(0.16319)

—1.403 17

(0.11880)
[3.1.29j

0.70187

(0.09402)

st

s[3.1.30]

1.96114

(0.29378)

Y parael procesoARMA(1,1) [3.1.26]-[3.1,27]:

~1 —

TE[d~d,] =

1.09940

(0.05432)

—0.97760

(0.10193)

1.00543

(0.08782)

—0.77610

(0.11808)

0.98058

(0.13201)

0.98418

(0.16752)

0.51538

(0.04248)
[3. 1.31]

0.38480

(0.07739)

1.02248

(0.08462)
[3.1.32]

—1.20312

(0.07670)

1.93134

(0.29255)

[3.1.33]

En conjunto, la precisiónde las estimacionesobtenidases considerable.Como antes,los valores

teóricosde todoslos parámetrosseencuentransiempreen un intervalo, alrededorde susvaloresmedios

estimados,de amplitudigual asólodoserroresestándar.Paraconcluir, cabeseñalarqueel errorrelativo

medio enla estimacióndel procesoARMA(1,1) es deun 2.0%y tansólode un 0.8% en la del MA(2).

J

4
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Los resultadosanterioressugierencon claridadque los algoritmos[FilE] y [MAXPV] resultan

adecuadosparasusfines. No obstante,parailustrarel usoen la prácticade las ventajasquepresentan

estosalgoritmosfrente a otrosalternativos,se han aplicadodichosprocedimientosa unasituacióncon

datosreales(que tambiénseempleaen las seccionessiguientes).En Flores (1987) y Cancio (1989) se

estimaun modelocuatrivariantedela macroeconomíadelos EstadosUnidos,con la siguienteestructura:

1—~11B O O O sr~ 1 0 —01B O a1,

o í 0 0 PibctL 0 1 —02E —03B ~

O O 1-413B O r, 0 0 1 —04B a3,

O O O (1—*14B—~b,~B
2)(1—aB) mi, 0 0 0 1 a

4,
[3.1.34]

dondesr,=Vlog(SR~),pib,=Vlog(PIB,), r,=Vlog(1+R,) y m1,=Vlog(ML,) (vid. Flores (1987)parala

definición y fuente de las variablesSR,, PIE,, R, y Mí,). Las principalescaracterísticasdel modelo

[3.1.34]puedenresumirseen (i) la presenciadel factor (1—aB) en la posición(4,4) de la matriz AR,

cuya estacionariedadse deseacontrastar(vid. Flores (1987), Pp. 177), (u) el elevado número de

parámetrosa estimar(20, incluyendola matrizde covarianzasde los residuos)y (iii) la brevedaden el

tamafio<lela muestraconsiderada(n=31 observacionesanuales:1953-1983).Si a 1, la representación

[3.1.34]sesimplifica eliminandoel factor(1 —aB)y reemplazandoml,=Vlog(ML,)pormi,— V
2log(M1,)

[lo cual implica neutralidadmonetaria;vid. Flores (1987)].

En la Tabla3.1.13sepresentanlasestimaciones,obtenidasconel algoritmo[MAXFV], delmodelo

[3.1.34] en dos situaciones:(i) imponiendo a=1 [eliminandode [3.1.34] el factor (1 —aB) y

reemplazandoml,= VIog(M1,) por ml,= V2log(Ml,)] y (u) no imponiendodicharestricción[estimando

todos los parámetrosde [3.1.34]con m1,e~Vlog(M1)]. En estatabla tambiénse presentael valor del

logaritmoneperianode la FI/E evaluadaen ambospuntosdel espacioparamétrico.

*13 *14 ~4 a 0, 04 Log F1’E

EtÉindaca.

~n uxI

0.029

(0.033)

0.236

(0.088)

0.362

(0.083)

—0.536

(0.069>

—0 339

(0065)

•

•

0 503

(0351)

1 782

(0515)

—0.746

(0.141)

—0.522

(0.045)

365.545

EthIo.a..

— aUn

0.029

(0.033)

0.244

(0.083>

0.353

(0.0W)

—0.542

(0.06~

—0354

(0064)

0 997

(0034)

0 546

(0302)

1 976

(0513)

—0.714

(0.144)

—0.492

(0.043)

375.964

Tabla 3.1.13. Estimaciones porM1~E del modelo [3.1.34)con y sin la restricción ~ 1, obtenidas
con el algoritmo (MAXFV] (un * indica que el parámetro correspondiente no se ha estimado).
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a
La estimaciónde la matrizde covarianzasdelos residuos,correspondienteal modeloestimadocon —

a1, es la siguiente: S

O.56xio-’~

ELA1dT] = 0.soxíO’~
4 0.16x10”’3 [3.1.35]

—O.75x10”’4 —0.16x10”’4 0.33x1W4 4
0.4lxlW’3 O.72x10”~4 —0.43x1r4 0.35x10”’3

mientrasquela correspondientea la estimaciónqueno imponea= 1 es6: S

1

T = 0.57x1W4 0.18>UO~ [3.1.361E[L1~6J —0.75x 1O”’~ —0.54x ío5 0.34x ir4

0.4lxlW3 0.58x1W4 —0.43xlW4 O.36x1W3 4

En conjunto, los resultadosde ambas estimacionesno puedenconsiderarsesignificativamente 4
distintos. Estaconclusiónpuedejustificarse,además,examinandoen primer lugar las Figuras3.1.1-

3.1.8, que contienenlos residuos(estandarizados)correspondientesa ambas estimaciones(evaluados

segúnel algoritmo[CRES]del apartado2.3.1),susmediasy susdesviacionestípicasmuestrales.Este

examenno sugierediferenciassignificativasentrelos residuosdelas dosestimacionesy, además,justifica
a

la inclusióndel parámetroji en [3.1.341,ya que la no inclusióndedicho parámetropodríagenerarunos

residuosá,~, con media no nula[comoocurrecon los resultadosobtenidospor Cancio(1989)].

Otro argumentofavorablea la conclusióncitadaanteriormente,puedeobtenerseexaminandolos

perfiles de la FVE alrededorde la estimaciónpuntualde cadauno de los parámetrosde la especificación S

13.1.34]. Este examenproporciona, además,una comprobaciónde la convergenciadel algoritmo

[MAXFVI a un máximo local de la FVE. Con estepropósito,enlas Figuras3.1.9-3.1.18serepresenta,

paracadaparámetro(x
1), el cocienteentre(1) el valor del logaritmo neperianode la FVE, evaluadaen

200 puntos querecorrenun rangode ±4.0erroresestándaralrededorde cadaestimaciónpuntual [log
L(x1) x*)] y (u) el valor del logaritmo neperianode la FVE evaluadaen la estimaciónpor Mi/E [log

L(x*)]. En todoslos casos,el rango de variaciónde estecocientese ha representadoentrelos mismos á
lImites (0.975y 1.0). Porúltimo, en cadagráficotambiénse representael intervalo de confianzadel

95.0%paracadaparámetro(aunque,comose discutemás abajo,no tienesentidocalcularde la forma

habitualun intervalo de confianzaparael parámetroa si su verdaderovalor es la unidad).

4

a
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FUE. 3.1.1: an (con a=I); a1,=o.aoi<0.004); ft~,=0.O24.

—4

—4
55 57 59 SI 63 68 67 5* 71 73 76 77 79 61 53

Hg. 3.1.3: d31 <con a¡); ¡3~sO.000(0.001); 031=0.006.

2

o

—4

67

60 62

Flg. 3.1.5: d1~ (con a libre); a1<=o.ouz (0.004); ~

2

55 57 59 SI 63 65 57 69 7! 73 75 77 79 Sl 63

Hg. 3.1.2: á21 (con al); 021=0.001 (0.002); 0~=0.013.

—4

54 56 56 60 62 64 66 68 70 72 74. 76 76 60 62

Flg. 3.1.6: á21 (con a libre); ¡21=0.001(0.002); 021=0.013.

64 55 65 50 62 64 66 SS 70 72 74 76 76 60 62

FIs. 3.1.7: á3, <con a libre); ¡310.000 <0.001); 031=0.006.

4- .——

55 57 59 SI 63 65 67 69 II 73 75 77 79 SI 53
—4

54 56 56 60 62 64 66 65 70 72 74. 76 76 80 92

FIg. 3.1.5:a41 (con a libre); a4,=0.003(0.003); 84<=0.019.
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Estas representacionespuedenresultar útiles para contrastar, ademásde la validez de las

estimacionespuntuales,la validezde los erroresestándarcalculadossegúnel procedimientodescritoen

el apanado3.1.2. Los rangosde variaciónde las cantidadesrepresentadasen cadaeje implican que, si

los erroresestándarde los parámetrosestáncorrectamenteestimados,todos los perfilesdebenpresentar

una aparienciasimilar: la de unacampana&or normalidad)centradaen la estimaciónpuntual, cuyabase

ocupala prácticatotalidaddel ejehorizontal(suponiendoquela FVE puedaevaluarseentodoslos puntos

representadosen dicho eje; vid. Fig. 3.1.14).Un perfil más apuntado(más estrecho)podríaindicar que

el error estándardel parámetrocorrespondienteha sido sobreestimado,mientras que un perfil menos

apuntado(más ancho)podríasugerirla subestimaciónde dicho error estándar.

4
3 .000

0.995

‘¾

.4
0~

0.990

0,985

0.980

0,975
0.035 0.041

e

—4
s

0.576

Hg. 3.1.10: Perfil pan *¡¡ [0.244(0.083)].

3 .000

0.995

j. 0.990

.~ 0.955

0.980

0.975
0.673

Hg. 3.1.11: Perfil pan *13 [0.353(0.080)1.

a
a
u

a
e

4
—0.~l0 —0.278 4

a
a
4

J

J

e

1 .000

0.995

~ 0,990
o
Ñ

0.985

0,980

0,975

1.000

0.995

0.017 0.023 0.029

Hg. 3.1.9: Perfil pata t’ [0.029<0.003)].

—0.088 0.078 0.244 0.4~O

cz,
0.990

0.985

0.980

0.975
0.033 0.193 0.353 0.513 —0.808 —0.674 —0.542

•1•

Hg. 3.1.11: Perfil pan *14 (—0.542 (0.066)].
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1.000.

0.995

—J 0.990
o
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FI. 3.1.15: Perfil para 6~ [0.546<0.302)].
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Hg. 3.1.18: Perfil para 64 [—0.492<0.043)].
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Hg. 3.1.17: Perfil para 63 [—0.714(0.144)].
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Las Figuras 3.1.10-3.1.13podrían indicar una ligera sobreestimaciónde los errores estándar

correspondientesa los parámetrosautorregresivos(que, en cualquier caso, resultan claramente

significativos). Por su parte, la Figura 3.1.14 sugiere una clara subestimacióndel error estándar

correspondienteal parámetroa. Esto es razonablecuandoel verdaderovalor de dicho parámetroes 1, J
ya que, en tal caso, la FVE no satisfacelas condicionesde regularidadnecesariasparajustificar las

propiedadesasintóticasdel estimadorpor MVE (vid, por ejemplo Pella (1989),Pp. 611-12).La Figura S

3.1.14ilustraclaramenteestaúltima observación(nóteseque IaFVE no estádefinidaparaa~1). Todas

estasconsideracionessugierenconcluir queel parámetroano essignificativamentedistintode la unidad, S

porlo quela especificación[3.1.34]sin el factor(1—aB) y conm11=V
2log(MI)puedeconsiderarseade-

cuada[estaconclusiónes la misma quela obtenidaporFlores (1987),aunqueno por Cancio(1989)]. 4

4
3.1.4. Notaspara la sección 3.1

4
[1] Para minimizar numéricamenteun campo escalar Y:r-.E dos vecesdiferenciable,mejen eniplearse

algoritmos de optimización no lineal con la siguienteestructura: 4
PASOlNICIA.L: escogeruna estimacióninicial x

0 de la solucióny unos criterios de convergencia(tolerancias,

máximonúmerode iteraciones,...); hacerk=O y ejecutarel pasoprincipal. á
PASOPRINCIPAL:

[P.1] evaluarF(xk), VF(xk) y <k’ dondeVF(xk) eselgradientedeF(4) y Gkesunamatrizsimétricay no singular; 4
[P.2]calcularuna dirección de búsqueda4 resolviendoel sistemalineal GAt =

[IP.3]calcular una longituddepaso~k tal queF(xk+a14) .C F(x~) (vid, nota[31másabajo); 4
[P.5] obteneruna nuevaestimaciónde la soluciónóptima comoXk+ ¡ = Xk +

[P.6]si secumplenlos criteriosde convergencia,parar; en casocontrario, hacerk = k+ 1 y volver a [P.1].

En estecontexto, la diferenciaentreunosalgoritmosy otrosresideenel cálculodela matriz Gk de [P.1] y $

[P.2]que, a suvez, determinala direcciónde búsquedaen cadaiteración.Si = 1,,, el métodoresultanteesel

del gradiente;estemétodo (i) sólo requiereprimerasderivadas,(u) generaen cadaiteraciónuna dirección de

descenso(vid, nota[3])y (iii) presentaunatasade convergenciagloballineal. Porotro lado, si <k = H(x¡<7) [matriz S
hessianadeF(xkfl, tenemosel métodode Newton, que (i) requiereprimerasy segundasderivadas,(u) engeneral,

4debeser modificadopara generardireccionesde descenso(ya que H(x0 no siemprees definidapositiva) y <iii)
presentauna tasade convergencialocal cuadráica<,global con ciertas modificaciones).Por último, cuandoGk es

unaaproximacióndefinidapositiva (vid, nota[5])a H(x~, tenemosun métodocuasi-Newton,que(i) sólo requiere

primerasderivadas,(ji) generasiempredireccionesdedescensoy (iii) convergeglobaly superlineat’nente(vid. Gilí,

Murrayy Wright (1981),Pp. 56-8 y 99-133;Dermisy Schnabel(1983),Pp. 5 y caps. 6, 7 y 9).

e
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[2] Paraminimizar numéricamenteun campoescalarF:r-..E dosvecesdiferenciable,definidocomola suma

de m camposescalaresal cuadrado[F(x)= ½E7=1f1(x9I, resultaconvenientesacarprovechode ¡a estructura

especialque en estecasotienenelvectorgradienteVF(x0 y la matrizhessianaH(xk) de la funciónobjetivo.Resulta

inmediatocomprobarqueVF(x>) = J(X0TAX0 y que il(xk) = J%)TJ<10+M(10,dondeftx0 Lf¡(Xttfi(X0,

..•,fm(4>]T~ J(xÉ)~ = bf,(x~/&r1 (i=1,2,...,m;j=1,2 n)yM(x0 ET=if¡(xÉ)H¡(x*» siendoHÍ(xk) la matriz

heesianadef,(x~. Cundoen el algoritmotipo de lanota[11G~ = J(4)TJ(x~) seobtieneel métodode Gauss-

Newtonpara sumasde cuadrados,cuyas propiedades de convergenciasonsimilaresa las del métodode Newton

cuandoel término de segundoorden M(x0 essuficientementepequeño(a pesarde que sólo seutilizan primeras

derivadas).Por otro lado, si Gk = (J(xkj0J(xk)+ X¿~), el método resultanteesel de Levenberg-Marquardt,que,

manipulandoadecuadamenteel valor del parámetroXk >0, implica un compromisoentreel métodode Gauss-

Newton (cuando~k~
0) yel del gradiente(cuandoXk..¿e) (vid. OH], Murray y Wright (1981), Pp. 133-8; Dennis

y Scbnabel(1983), cap. 10).
1~

[3] Si un campoescalarF~r-.EesdiferenciableenXkEr, entonces4 esunadireccióndedescensode F en

Xk si y sólosi existeun escalarOk>O tal que F(xk+0k4) <F(xk) paratodoakE(OAk).A partirdeestadefinición,

resultainmediatocomprobarquesi VF(x0Td* < 0, entonces¿4 esuna direccióndedescensode FenX*. Además,

en el contextodel algoritmo tipo de la nota[1], donde4 —G ‘VF(x0, resultaevidenteque si <k esdefinida

positivaen ¡odas las iteraciones,entoncesVF(xk)T4 < 0, por lo quelas direccionesde búsqueda4k generadaspor

el algoritmo son siempredireccionesde descenso.Por estemotivo resultafundamentalgarantizarel carácter

definidopositivode la matriz 6k encadaiteración, lo cual requiereespecialatenciónen los métodosde Newton,

Gauss-Newtony Levenberg-Marquardt(vid, por ejemploGilí, Murrayy Wright (1981),Pp. 101-15)mientrasque

en un métodocuasi-Newtonesterequisitoestá,porconstrucción,garantizado(vid, por ejemploDennisy Schnabel

(1983),Pp. 198-211). El carácterdefinidopositivodeGk garantiza,portanto,laexistenciadeunalongituddepaso

tal que el valor dela funciónobjetivodecreceestrictamentedeuna iteracióna otra. Sobrelas posiblesestrategias

de cálculo de dichalongitudde paso,puedenconsultarseGUI, Murray y Wright (1981), Pp. 100-2y Dennisy

Schnabel(1983),Pp. 116-29,cuyassugerenciassehanempleadoenel algoritmo[MAXEV](vid. ApéndiceA.3).

[4] Paraevaluarnuméricamentelas primerasderivadasde un campo escalarF:r-.’E diferenciable,pueden

utilizarsedos aproximaciones.La primeradeellas ( 7orwardd(fferencefonnula”)está dadapor:

F(xk+hIeI) — F(xk

)

[VF(x~]
1 — /a, , ¿=1,2 n

dondee1 es el i-ésimovectorde la basecanónicade t’ y h1 esunaperturbaciónque, en términosmatemáticos,

tiendeacero, La fórmula anteriorrequieretan sólo unaevaluaciónadicionalde la ftnción objetivo, y suponeun

error implícito 0</a,). La segundaaproximación (
6cernrald(fferenceformulo9 estádadapor:
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IVF(x0]1 — F(xk+ h1e~) F(xk—h¡e¿) , i=í,2

Estaaproximaciónrequieredosevaluacionesadicionalesdela funciónobjetivoporvariable,peroelerrorimplícito

estan sólo 0(14). Estasegundafórmula esla quese empleaenel algoritmo[MAXFV] (vid. ApéndiceA.3) y su

utilizaciónponedemanifiestoel interésendisponerdeun métodocomputacionalmenteeficiente(rápidoy preciso)

paraevaluarla funciónobjetivo(la FIlE en nuestrocaso).Paramásdetalles(incluidala eleccióndelosvaloresde

he), puedeconsultarseDennis y Scbnabel(1983),Pp. 77-SOy 103-6.

e
[5] Comoes biensabido[vid, porejemploNicholís (1976, 1977); Anderson(1980)],para evaluarla precisión -
de las estimacionespuntuales(x*) obtenidasporMVE, puedenutilizarselos elementosde la diagonalprincipal de 4
la inversade la matriz de información, evaluadaen las estimacionespuntuales1I(x*) “‘Ii, que es un estimadcn

consistentede la matriz de covarianzasdela distribución(normal) asintóticadel estimadorporMllE. Teniendoen

cuentaque, enel óptimo (x*), lasexpresiones[3.1.1](FIlE) y [3.1.5](FIlE concentrada)coinciden,la matriz de

informaciónparaun procesoARMA multivariantopuedeescribirsecomo: 4

[_ 1 “ H(x) 11(x) = E
t 2fl(x9 Vfl(r)V11(x)T + 211(x)

dondeH(x) esla matrizhessianade13.1.81.Unaestimacióndelamatnzdeccvananzasentrelosparámetrospuede

obtenerse,apartirdeestaexpresión,ignorandoel operadoresperanzay teniendoencuentaqueVfl(x*) =0. Dicha

estimaciónvendrádadapor:

COV(x*) — 2F(x*)H(x*f¡

donde H(x*) es ahora la matriz hessiana de [3.1.18] evaluada en el óptimo (nótese que, en [3.1.18],

11(x0)=~10x1120es unaconstante).La principal ventajade trabajarcon laexpresiónanterior,consisteen quesu

cálculoesinmediatoapartirdela informaciónacumuladaenelcursode lasiteracionesdeun métodocuasi-Newton.

Básicamente,partkndo de
6o = ¡9(x

0) i >< 4 = 4 (matriz identidadde orden k, conk = n
0 de parámetrosa

estimar),en cada iteraciónde un métodocuasi-Newtonbasadoen la fórmula EFOS,se actualiza la información

4sobrela curvaturade la función objetivo (en nuestro caso, F(x) en 13.1.18]) actualizandola matriz G,, que

determinala direcciónde búsqueda(vid. [3.1.17]),mediantelasiguientefórmula:

s
T

61+1 = + .22±...+ VF(x»VF(x?T1’a
1,1 d1 VF(x,)Td1 s

s

e
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dondey~ = VF(x1~ ¡) —VF(x,). Cuandoel algoritmoha convergido, la última actualización, obtenida mediante la

fórmula anterior,contienela informaciónsuficientesobrela curvaturade la función objetivoen el óptimo como

paraque la inversadedichaactualizaciónpuedaconsiderarseunaaproximaciónrazonablea H(x*)
1 (vid. Dennis

y Schnabel(1983),Pp. 206-7y las referenciasallí citadas).En cualquiercaso, unacomprobaciónde lavalidezde

las covarianzasasí obtenidas,puedellevarsea cabocomo se describeal final del apartado3.1.3 (la descripción

detalladade todosestoscálculospuedeencontrarseen el ApéndiceA.3).

[6] El algoritmo [MAXFV]optimizalafunciónobjetivo [3.1.18]respectoalosparámetros9~ (i=1,2,...,p),0<

(i= 1,2 q), p y Q. Cuandoel procedimientohaconvergido,el parámetroc?queapareceen la FIlE [3.1.1]se

estimasegdn [3.1.4] y, a la vista de [2.1.11], la estimación correspondientede la matriz de covarianzasde; se

obtienemultiplicandopor [3.1.4]cada componentede la matriz Q estimada, tal y como se describe al final del

apartado3.1.1.En la práctica, se ha observadoque estaestrategiapor si sólaevita posiblesproblemasde escala

cuandoel arden de magnitud de las covarianzasdea
1 bastante inferior al del resto de parámetros del modelo (9,

(i=1,2 p), O, (i=1,2 q)yp); comose ilustraen la estimación de [3.1.34],estasituaciónno es, ni mucho

menos,improbable.

3.2. Otros procedimientos de estimacion

Como es biensabido(vid, por ejemplo Box y Jenkins(1970), cap. 7; Ansley y Newbold (1980),

Pp. 159-61),paraestimarlos parámetrosde un procesoARMA, puedeemplearse,ademásdel criterio

de máxima verosimilitud, el de nuhima sumade cuadrados(MSCen adelante).Este criterio puede

justificarseper se (minimizar las diferenciasentrevaloresobservadosy ajustados)o partiendode la

expresión[3.1.9] e ignorandoel término [3.1.11] (si el tamaflomuestral¡a es lo suficientementegrande

y el modelo estábien condicionado,el segundofactor de [3.1.11] puedeconsiderarsedespreciable).

Entonces,teniendoen cuenta(2.3.36] y [2.2.23]-[2.2.26],es inmediato comprobarque la expresión

[3.1.10]puedeescribirsecomo:

ATA) — úTo...¡ú~ + AT(I®Q—l)a [3.2.1]

dondeI2~=EIu~1w] (vid. [2.3.41])y *=E[a 1w] (vid. [2.3.42]).Porotro lado,apartirde las expresiones

[2.1.16],[2.2.43]y [2.2.47]sededuce,paraun procesoMA(q) puro &=0), que:
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s
o

é[ur’é~ = y; af~—’a1 [3.2.2]

t=t—q

Por tanto, dadoquecualquierprocesoARMA&,q) estacionariopuedeexpresarse(aproximada -4
mente)como un procesoMA purode ordeninfinito, puededemostrarseque. cuandop*0:

d
(,T~XTA) — ú[o—la~ + É afQ—’a, = É afQ—’81 [3.2.3] -

t=1 t=—oo s

A partir de estaexpresión,puedediseflarse,unaprimeraversióndel criterioMSC consistenteen 4
minimizar:

II

S(4¡,01,p,Q¡w)= S aTQ’a~ (3.2.4]

4
En la práctica[3.2.4] seevalúahaciendousode la técnicade la retrovisión(“backcasflng9 de Box

y Jenkins (1970), dondeL es un número entero lo suficientementegrandecomo para que pueda
a

considerarseque61 = O parat < 1—L (nóteseque paraun MA(q) puro ~‘=0), L=q; vid. [3.2.2]).

Estrictamentehablando,la expresión[3.2.4]estansólounaaproximaciónala sumade cuadradosexacta
e

[3.2.3],ya que, numéricamente,Lesun númerofinito y, aunqueel cálculoderetrovisionesdescritopor

Box y Jenkins(1976)es un procesoiterativo, en la prácticasuelellevarsea caboen unasólaiteración,

probablementepor convenienciacomputacional.

En particular,el estimadorbasadoenminimizar [3.2.4](MSCcon retrovisión)esdedudosavalidez S

cuandoel módulode algunade las rafcesde (2.1.6]y(o de (2.1.71 escercanaa la unidadyfo el tamaño

muestral¡a es pequefio.En estascircunstancias,resultanecesarioescogerL bastantegrandeyio iterar

variasvecesen el cálculo de las retrovisiones[vid.por ejemplo Newbold (1974)], lo cual haceperder

a esteprocedimientosu principalatractivo:la eficienciacomputacional.Unprocedimientoaúnmásrápido

paraobtenerestimadorespor MSCsederiva de igualar u a su valor esperadode cero; la función a

minimizar es en estecaso: S

S($¿,01,s,QIw,ua=0)= E 4Q4 [3.2.5]
t=1

dondelos 6<~ secalculanrecursivamentesegún[2.3.2] (nóteseque [3.2.51seobtienedirectamentede s

[3.1.9] ignorandoel factor[3.1.11]y el segundosumandode [3.1.10]).

s

4
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Esteprocedimiento(MSC condicional)presentaproblemasaún más graves queel procedimiento

MSC con retrovisión cuandoel procesoARMA estácercade o en la no invertibilidad yio el tamaño

muestral¡a es pequeflo(vid. Ansleyy Newbold (1980)paraun análisisdetalladode las propiedadesen

muestraspequefiasdeestosdos estimadoresen el contextounivariante).No obstante,puededemostrarse

quelas propiedadesasintóticasde los estimadorespor MSCcon retrovisióny por MSCcondicionalson

equivalentesa las del estimadorpor MI/E [vid, por ejemplo Whittle (1953); Kabaila (1980, 1983)].

En el contextounivariante,laspropiedadesasintóticasy enmuestraspequeñasdedistintoscriterios

de estimación(máximaverosimilitudy mínima sumade cuadrados)y de las posiblesversionesde los

mismos(exacta,aproximaday condicional)son, por tanto, conocidas.Porello, estasecciónselimita a

ilustrarla extensiónde dichas propiedadesal contextomultivariante,haciendousode las posibilidades

que ofrece el mecanismode estimaciónpor MI/E descritoen el Capítulo 2 y en la Sección3.1.

Probablemente,seríainteresanterealizarun análisisdetalladode las propiedadesen muestraspequeñas

de los distintosestimadoresdisponiblesparaprocesosARMA multivariantes,aunque,en principio, no

cabeesperardiferenciasrespectoa los resultadosya conocidossobreprocesosunivariantes.

3.2.1. Estimación pormáxima verosimilitud aproximada

En los casosen que el procesoARMA consideradoes claramenteinvertible,puedeobtenerseun

importanteahorrocomputacionalsi en el procesode estimaciónseevalúala función de verosimilitud

haciendousode laspropiedadesdescritasenel apanado2.3.2 (vid, tambiénSección2.4).Paracontrastar

empíricamentela validez del estimadorpor MI’A, se ha llevado a cabo, en primer lugar, el mismo

ejercicio de simulación que en el apartado 3.1.3 (un total de 1200 estimacionespor MI/A,

correspondientesa 100 simulacionesdecadaunode los 12 modelosderivadosde[3.1.20]-[3.1,23]).Los

resultadosobtenidos,paraun criterio8 de convergenciadelas matrices11 igual a 1W3 (vid. [2.3.44]),

son idénticosa los resumidosen las Tablas3.1.1-3.1.12del apanado3.1.3.Por supuesto,la diferencia

entreambosejerciciosseencuentraen el tiempomediorequeridopor cadaestimación(vid. Sección3.3).

Ensegundolugar, tambiénsehanestimadoporMI/A (con5=1W3) las representacionesbivariantes

[3.1.24]-[3.1.25]y [3.1.26]-[3.1.27],cadaunade ellascon 100 realizacionesindependientesde tamaño

n= 100. En estecaso, los resultadostampocodifieren significativamentede los obtenidospor MI/E,

aunque,debido, probablemente,a que ahora los modelosno son diagonales,los resultadosno son

idénticos. En concreto,parael procesoMA(2) [3.1.24]-[3.1.25]los resultadosson:
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Ó1=

Ó2=

T

—1.00443

(0.09689)

0.49521

(0.08533)

—0.81135

(0.17558)

0.40897

(0.14335)

0.97807

(0.12806)

0.99948

(0.16319)

Y parael procesoARMA(1,1) [3.1.26]-[3.1.27]:

~1 =

Ó1=

E[d~d[] —

1.09883

(0.05413)

—0.97644

(0.10147)

1.00455

(0.08251)

—0.77457

(0.11869)

0.98152

(0.13270)

0.98478

(0.16770)

1.96115

(0.29377)

s

1.93074

(0.29193)
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á

4
—1.80204

(0.06038)

1 00036

(0.05863)

—1.40314

(0. 11874)

[3.2.61

0.70185

(0.09400)

[3.2.7] s

4
[3.2.8]

0.51528

(0.04243)

0.38540

(0.07718)

1.02254

(0.02497)

—1.20280

(0.07624)

A

[3.2.9]

ji

s

[3.2.10]
1

e

s

[3.2.11]

41

a

e
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Comparando[3.2.6143.2.111 con [3.1.28]-[3. 1.33], es evidente que no existen diferencias

significativasentrelasestimacionespor MI/A y por MI/E [al igual queentonces,el error relativo medio

en laestimacióndel procesoARMA(1,1) es de un 2.0% y tan sólo de un 0.8% en la del MA(2)].

Porúltimo, tambiénse hanestimadoporMI/A (con 5 10-’~) las dosrepresentacionesalternativas

del modelo [3.1.34] consideradasa] final del apanado3.1.3. Los resultadosobtenidosson idénticosa

los que se resumen en la Tabla 3.1.13 de dicho apanadoy en las ecuaciones[3.1.35] y [3.1.36] (por

supuesto, también coinciden los residuos de las Figuras3.1.1-3.1.8 y los perfilesde las Figuras3.1.9-

3.1.18). Para completarel análisisde dicho apartado,aprovechandola coincidenciade resultados,se

ofrecena continuaciónlos perfiles de la FI/A (que coinciden con los de la FVE) parala representación

[3.1.34]obtenidaeliminandoel factor (1 —aB)y reemplazandom1~=VIog(M1)por m1~=V2log(M1).

1.000

0.995

o

7!
0.990

0.985

0.980

0.975
0.040

Hg. 3.2.1: Perfil poza p (0.029 (0.003)1.

1.000

0.995

0.990

0.985

0.980

0.975
0.413 0.590

1 .000

0.995

o~ 0.990

0,985

0.980

0.975
0.694

0.019 0.024 0,029 0,035

—0.117 0.060 0.236

4~

0.030 0.196 0.362 0.528

Hg. 3.2.2:Perfil pan*~ (0.236(0.066)1. Hg. 3.2.3: Perfil para*13 (0.362 (0.063)].
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—0.811 —0.674 —0.530 —0399

~I4

Sg. 3.2.4: Perfil para *14 [—0,536(0.069)1.

a

N
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—0,902 —0,199 0.503 ‘.205 1.907
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0.980

0.975

Oí

Hg. 3.2.6: Perfil pan 6~ [0.503 (0.35!)].

—0.746 —0.463 —0.180

1.000

0.995

~, 0.990

~ 0.985

0,980

0.975

83

—0.598 —0.468 —0.339 —0.210

Sg. 3.2.5: Perfil pan 4>24 (—0.339(0.065)].

—0.080

3.844

—0.343

78

4

1.000

0.995~.0.990

S 0.985

0,980

0.975
—0.280 0.751 782 2.813

62

Hg. 3.2.7: Perfil pan 62(1.782 (0.515)1.

1.000

0.995

~, 0.990
o

S. 0.985

0,980

0,975
—1.311 —1.029 —0.700 —0811 —0.522 —0.433

0~

Hg. 3.2.9: Perfil para 64 [—0.522(0.045)1.FI. 3.2.8: Perfil pan6~ [—0.746(0.141)].
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Al igual queen la estimaciónpor MI/E de la representación[3.1.34]completa,las Figuras3.2.2-

3.2.5podríanindicarunaligerasobreestimacióndelos erroresestándarcorrespondientesa los parámetros

autorregresivos,que, en cualquiercaso,resultanclaramentesignificativos.

Sobrela basede todos estosresultados,puedeconcluirse,comoerade esperarsegúnlo expuesto

sobrela FI/A en el apartado2.3.2 y en la Sección2.4 del Capítulo 2, que el empleode la FI/A como

función objetivo a maximizar en vez de la FI/E no suponeninguna pérdida de fiabilidad de las

estimacionesresultantes.Además, como el grado de precisión en la evaluaciónde la función de

verosimilitudpuedecontrolarsemanipulandosimplementelatolerancia¿5, sedisponede unprocedimiento

de estimacióngeneral,que incluye, como casosparticulares,la estimaciónpor MI/E y porMI/A, con la

gananciaen tiempo de cálculo quepuedesuponeréstasobreaquélla(vid. Sección2.4 y Sección3.3).

3.2.2.Estimación por máxima verosimilitud condicional

Unaúltima versióndel criterio de estimaciónpor máximaverosimilitud puedeobtenerse,al igual

queen el contextodel criterioMSC, igualandoel vectoru. devalorespremuestrales(vid. [2.1.16]>asu

valor esperadode cero. Es inmediatocomprobarque, en tal caso,la funciónde verosimilitud (condicio-

nal en u.=0) resultaser:

L($.O.iru2fllwu=0~ = (2r¿) 1 T’ [3.2.12]T. Ql 2’exp ——~~ q202 j

(compáreseesta expresióncon la FI/E [3.1.1]). Concentrandola FI/C [3.2.12] en el estimadorpor

máximaverosimilitud de 02 (como al principio del apanado3.1.1), resultaevidenteque maximizar

[3.2.12] es equivalentea minimizar la siguienteexpresión:

1 1
IQ¡mx~s — lQlrnxraQ~lao [3.2.13]

t=I

(vid. [3.2.5]). Paraexaminarlas propiedadesdel estimadorresultantede minimizar (3.2.13] (estimador

porMVQ, seha efectuado,enprimer lugar, elmismoejerciciodesimulaciónqueen los apartados3.1.3

(MI/E) y 3.2.1 (MVA) (1200 estimacionespor MVC, correspondientesa 100 realizacionesde cadauno

de los 12 modelosderivadosde [3.1.20]-[3. 1.23]). LosresultadosseresumenenlasTablas3.2.1-3.2.12.
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34 ESTIMA ClON DEPROCESOSARMAESTACIONARIOS

Segúnestosresultados,puedenhacerselas siguientesobservaciones:(i) tanto enprocesosAR puros

comoen procesosmixtos, las estimacionesde los parámetrosautorregresivossonbastanteprecisas;(u)

no obstante,las estimacionesde los parámetrosMA sólo son precisascuando no hay parteAR y,

además,el procesoes claramenteinvertible; (iii) en el casodeprocesosmixtos, los parámetrosMA están 4
siempreinfraestimados(aunqueel procesoseaclaramenteinvertible), tantomáscuantomáscercaestán

dichos parámetrosde la no invertibilidad (esta jiltima matizacióntambiénes cierta para el caso de

procesosMA puros);(iv) las estimacionesde las covaxianzasdel vectorde residuosson,prácticamente

en todoslos casos,de dudosavalidez, en especialsi el ordendel procesoes elevadoo los parámetros á
MA estáninfraestimados(cuandoestáncercanosa la no invertibilidado en el casode procesosmixtos).

4
En segundolugar, tambiénsehan estimadopor MVC las representacionesbivariantes[3 1 24]-

[3.1.25]y [3.1.26]-[3.1.27],cadaunade ellas con 100 realizacionesindependientesdetamañon=100.

Parael procesoMA(2) [3.1.241-L3.1.25]los resultados(mediasy erroresestándarmuestrales)de las 100

estimacionespor MVC sonlos siguientes:

—106436 —1.76612
(0.13396) (0.08863)

= (3.2.14] 40.53437 0.97410

(0.08800) (0.06567)

s
—0.80281 —1.41293

(0.13732) (0.10181) 4
[3.2.151

0.40595 0.70775 á
(0.11209) (0.07903)

4

1.16385

(0.27423)
T [3.2.16] á

E[8161] =

0.89940 2.01798

(0.21726) (0.31977)

Y parael procesoARMA(1,1) [3.1.26]-[3.1.27]:

s
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1.09819 0.51648

(0.05660) (0.04202)

4 = [3.2.17]

—0.97440 0.38473

(0.11406) (0.07496)

1.02303 0.92862

(0.01780) (0.15723)
[3.2.18]

—0.93498 —1.00358
(0.20814) (0.17697)

1.37578

(0.43956)
T

= [3.2.19]

0.62649 2.61557

(0.35157) (0.91577)

El error relativo medio en la estimacióndel procesoMA(2) es de un 4.5% (frente al 0.8%

correspondientea las estimacionespor MI/E y MI/A), mientrasque el cometidoen la estimacióndel

proceso ARMA(1,1) alcanzael 14.4% (frenteal 2.0% en las estimacionespor UVE y UVA). En

panicular,el error relativomedio enla estimaciónde las covarianzasdelos residuoses deun 9.1% para

el proceso MA(2) y de un 35.3% para el proceso ARMA(1,1) (frente al 1.4% y al 2.3%,

respectivamente,obtenidospor MI/E y MI/A).

Por último, tambiénsehan estimadopor MI/C las dos representacionesalternativasdel modelo

[3.1.34]consideradasal final de los apanados3.1.3 y 3.2.1.Los resultadosobtenidosse resumenen la

Tabla 3.2.13.

4íí 4,3 4>4 a 62 03 64

Edhnadone

— a1

0.032

<0.033)

0.211

<0.089)

0.395

<0.105)

—0.496

<0.072)

—0.312

<0.071)

*

*

0.435

<0.306)

1.615

<0.571)

—0.689

(0.168)

—0.506

<0.055)

Eauack.e.

aatre

0.029

<OXE3>

0.283

(0.085)

0.463

<0.103)

—0.506

<0.068)

—0.316

<0.087>

1012

<0011)

0.364

<0.356)

1.576

<0.586)

—0.753

(0.150)

—0.511

<0.053)

Tabla3.2.13. EstimacionesporMVC del modelo [3.1.34]cony sin la restriccióna1
(un * indica queel paxtnetrocorrespondienteno seha estimado).
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La estimaciónde la matriz de covarianzasdelos residuos,correspondienteal modeloestimadopor

MVC cona=i, es la siguiente:

0.57x

0.58x ir4

•o.soxir4

0.42x

0.20xío’3

0.44x ir5

0.43x

0.40x

—0.51 x ío4 0.36x

mientrasque la correspondientea la estimaciónpor MVC queno imponea= 1 es:

O.58x ío-’3

0.89x io—4
—0.62 x

0.44xío-’~

0.23x ir3

0.49xío5

0.52xío4

0.33 x ir4

—0.43x104 0.40x1W3

Es interesanteobservarque el parámetroa estimadoesmayorque la unidad.En el contextode la

estimaciónporMVC esperfectamenteposibleque lasestimacionespuntualesdealgunosparámetrosestén

fuerade las regionesde estacionariedado de invertibilidad,yaque, comopuedeobservarseen [3.2.12]

y [3.2.13],el único requisitoparaevaluarla FVCconsisteenquelamatriz Qseadefinidapositiva (sobre

estacuestión,puedenencontrarsemás detallesen Ansley y Newbold(1980),pp. 162-3).

Por lo demás,es evidenteque, en conjunto, las estimacionesobtenidaspor MI/C (Tabla 3.2.13)

nopuedenconsiderarsesignificativamentedistintasdelasobtenidasporMI/E y MI/A (Tabla3.1.13).Esta

afirmaciónpuedecontrastarse,si sedesea,concaráctermásformal, haciendousodel estadístico[3.1. 19],

cuyo valor, considerandolahipótesisnula deigualdadentrelas estimacionesobtenidaspor MYCy MI/E

(o MI/A) es ~RV=5.’ (el valorde la FI/E evaluadaen las estimacionesporMI/Ces igual a 366.006).

En resumen,el mecanismode estimaciónpor MI/C puedeproporcionarestimacionesfiables en

situacionesbien condicionadas(como semuestraen el último ejemplo considerado).No obstante,en

determinadoscasos(sobretodo, cuandoalgunos parámetrosestáncercanosa la no invertibilidad), la

validezde las estimacionesobtenidaspor MI/C esmás quecuestionable.Sin embargo,dadala sencillez

y la eficiencia computacional(vid. Sección3.3) de esteprocedimiento,su utilización puederesultar

interesanteen los primerospasosde modelizaciónde un procesoARMA (vid. Tiao y Box (1981), Pp.

4
14
á

TE[á~d~] =

4

4

4[3.2.20]

TE[d~A~] =

s

4

4
[3.2.2 1]

s

4

4



3.2. OTROSPROCEDIMIENTOSDEESTIMACION 97

809) y en la obtenciónde estimacionespreliminaresde los parámetros,quesirvande puntode partida

paraun algoritmo dc estimaciónpor MI/E o UVA [sobrela obtenciónde estimacionespreliminaresde

los parámetros,puedenconsultarseShea(1987); Koreishay Pukkila (1989)].

3.3. Análisis comparativo de distintos procedimientos de estimacion

Sobrela basede los resultadosobtenidosen los apanados3.1.3 (FI/E), 3.2.1 (FI/A) y 3.2.2 (FVC)

puedenrealizarselos siguientescomentarios:

[1] En todos los casosanalizados,las estimacionesobtenidaspor MI/E, utilizando el algoritmo

[MAXFV], sonadecuadas,inclusocon los tamañosmuestralesconsideradosy con algunosde los

parámetroscercade no estacionariedado no invertibilidad.

[2] En ningunodelos casosanalizados,las estimacionesobtenidasporMI/A difieren significativamente

de lasobtenidaspor MI/E.

[3] Las estimacionespor MVC de modelosbien condicionadossuelenseraceptables.No obstante,en

determinadoscasos,las estimacionesdelos parámetrosMA y de las covarianzasentrelos residuos

no puedenconsiderarseadecuadas,sobretodo cuando los parámetrosMA están cerca de no

invertibilidad. En estos casos,los resultadosobtenidos por MI/E o por MI/A son claramente

superioresa los obtenidospor MVC.

Parafinalizar la comparaciónentre las tres versionesdel criterio de estimaciónpor máxima

verosimilitud consideradasen estecapitulo, en la Tabla3.3.1 se recogenlos tiemposempleadospor el

algoritmo[MAXFV] en la estimaciónpor MI/E, MI/A y MVC de todoslos ejemplosexaminados.En el

casode los 14 modelosde [3.i.20]-[3.1.23]y [3.1.24]-[3.1.27],los tiempos que se presentanson

tiemposmedios(la sumade los tiempos empleadosen cadaunade las 100 estimacionesdividida entre

100), mientrasqueparalas dosrepresentacionesalternativasde [3.1.34],los tiempossonlos de la única

estimaciónllevadaa cabo.El códigoempleadosehacompiladoconTurbo Pascal6.0 y seha ejecutado

en un ordenadorpersonalHP Vectra 386/25 con un coprocesadormatemáticohael 387DX-25. Por

supuesto,los tiemposvariaránsi seutilizan otros lenguajes,compiladoresy ordenadores.
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MW MV,4

AR(I) bivariante diagonal 6” 6” 4”

AR<2) bivariante diagonal 19” 19” 10”

MA(1) bivariante diagonal 8” 6” 3”

MA(2) bivariante diagonal 39» 39” 15”

ARMA(I,l) bivariante diagonal sobrepanmetrizado 35” 27» 13”

ARMA(í,I) bivariante diagonal 21» 15” 8”

AR(l)XAR<l)4 bivariante diagonal ¡‘5” 1’? 13”

AR(l)XAR(l)12 bivariante diagonal II’ 40” 11>40” 51”

MA(1)XMA(l)4 bivariante diagonal 1’ 22” 1’ 22” 24”

MA(l)XMA(1)12 bivariante diagonal 7’ 31” 7’ 31» 1’25”

ARMA(I,l)4 bivañante diagonal I’39” I’4” 18”

ARMA<l,I)12 bivariante diagonal II’ 24” lO’ 27” ¡‘20»

MA(2) bivariante 3’ ¡‘20” 54”

ARMA(l,l) bivariante 3’2” 1’ 57” ¡‘14»

Modelo [3.1.34)sin <l—a) y conm —~V
2log(Ml

1) l/s 18’ 33” lh 6’ ¡3” 6’ 37”

Modelo [3.1.34]completo 4h48’ 42” 3h 18’ 28” 13’ 54”

Tabla 3.3.1. Tiempos empleados en la estimación dc los modelos considerados en este capítulo.

En contrade los defectosmencionadosanteriormente,la estimaciónpor MVCes,con diferencia,

el procedimientocomputacionalmentemás rápido. Porotro lado,en consonanciacon lo expuestoen el

Capítulo2, la estimaciónporMI/A essignificativamentemásrápidaquela estimaciónporMI/E, excepto

paraprocesosAR purosy paraprocesoscon parteMA cercadeno invertibilidad. Es imponantesubrayar

que el tiempo de estimaciónde cualquier proceso es altamentedependientede (i) el número de

parámetrosa estimar, (u) el tamañode la muestray (iii) la proximidadde los parámetrosAR y MA a

lasfronterasdesusconjuntosadmisibles.Por tanto, los resultadosanteriorestansólodebenconsiderarse

como una ilustración de la carga computacional implícita en la estimaciónde procesosARMA

multivariantes.Dichos resultadospuedenvariar sensiblementecon tan sólo un cambio en los valores

teóricosde los parámetroso en el tamañode las muestrasconsideradas.

Paraconcluir estasección,sehanrealizadocon la versiónexactadel procedimientode Hilímer y

Tiao (1979>,ofrecidapor 77w S.C.A.StatisflcalSystem[vid.Liu y Hudak(1986)], los mismosejercicios

de estimaciónqueen lasseccionesanteriores.Los resultadoscorrespondientesa las 100estimacionesde

cadauno de los 12 modelosderivadosde [3.1.20]-[3.1.23]seresumenen las Tablas3.3.2-3.3.13.
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Si bien, en conjunto, estasestimacionesno puedenconsiderarsesignificativamentedistintasde las

obtenidaspor MI/E (o MI/A) con los algoritmos(MAXFV] y (FVE] (vid. Tablas 3.1.1-3.1.12),es

interesanteseñalarlo siguiente:(i) con muy pocasexcepciones,los erroresestándardelas estimaciones

obtenidascon 5. C.A. sonligeramentemayoresque los obtenidospor MI/E, lo cual parecereflejaruna

mayoreficienciadel algoritmo[MAXF’V], debidaa la estimaciónsimultáneade todoslos parámetros;

(u) la estimaciónproporcionadapor S.C.A. del modelo sobreparametrizadode la Tabla 3.3.6, es

claramenteinferior inclusoa la obtenidapor MI/C (vid. Tabla3.2.5); (iii) las estimacionesde la matriz

de covarianzasde los residuos en las Tablas 3.3.11 y 3.3.13 son ligeramenteinferiores a las

correspondientesde las Tablas3.1.10y 3.1.12.

Estaúltima circunstanciasepuedeobservarmás claramenteen las estimacionesobtenidascon

5. C.A. delas representacionesbivariantes[3.1.24)43.1.25]y [3.1.26J-[3. 1.27]. Parael procesoMA(2)

[3.1.24]-[3.1.25]los resultados(mediasy erroresestándarmuestrales)de las 100 estimacionescon

S.CA. sonlos siguientes:

—1.0118 —1.7974
(0.0938) (0.0586)

[3.3.1]

0.4975 0.9983

(0.0862) (0.0599)

—0.8158 —1.4006

(0.1761) (0.1208)
[3.3.2]

0.4161 0.6947

(0.1441) (0.0963)

0.9256

(0.2680)
T

= . [3.3.3]
0.9616 1.8765

(0.2912) (0.5558)

Y parael procesoARMA(1,1) [3.1.26]43.1.27]:
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•1 =

TE[4,8,] =

1.0985

(0.0532)

—0.9759
(0.1042)

1 0026

(0.0898)

—0.7733

(0.1187)

0.9267

(0.2669)

0.9381

(0.2873)

0.5157

(0.0411)
[3.3.4]

0.3849
(0.073 1)

1.0240

(0.0856)

—1.2024

(0.0736)

1.8325

(0.5476)

[3.3.5]

El error relativo medio en la estimacióndel procesoMA(2) es de un 2.4% (frente al 0.8%

correspondientea las estimacionespor MI/E), mientrasque el cometido en la estimacióndel proceso

ARMA(1,1) alcanzael 3.4% (frenteal 2.0% en las estimacionespor MVE). En particular, el error

relativo medio en la estimaciónde las covarianzasde los residuosesdeun 5.8% parael procesoMA(2)

y de un 7.3% parael procesoARMA(1,1) (frenteal 1.4% y al 2.3%, respectivamente,obtenidospor

MI/E con los algoritmosIIMAXFVI y (FVE3).

Porúltimo, tambiénsehanestimadoconS.C.A. las dos representacionesalternativasdel modelo

[3.1.34]consideradasal final de los apanados3.1.3y 3.2.1.Los resultadosobtenidosseresumenen la

Tabla 3.3.14.

•1I •24 a 6, 62 03 64

Etknadou

CO» «o’ ¡

0.029

<0.032)

0.232

(0.086)

0.357

<0.0W)

—0.5Ñ

<0.061>)

—0354

(0062)

•

•

0525

<0347)

1749

<0 4*3)

—0.753

<0.136)

—0.562

(0.047>

EÉI,tsdoaes

~n a Une

0.026

(0.033>

0.257

(0.099)

0.313

<0.081)

—0.SM

<0.073)

—0401

(0064)

1(03

<0(09)

0543

(0344)

1 465

<0476)

—0.791

<0.137>

—0.492

<0.045)

94

4

4

4

a
4

4

4

4
[3.3.6]

4

s

4

4

J
Tabla 3.3.14. Estimaciones con S.C.A. del modelo (3.1.34] con y sin la restriccióna1

(un * indica que el parínietro correspondiente no se ha estimado).
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La estimaciónde la matrizde covarianzasdelos residuos,correspondienteal modeloestimadocon

S.C.A. con a=1, esla siguiente:

o.áox

r 0.11X103 0.17X103 [3.3.7]
E[é~d~] =

—0.73x10”’4 —0.20x10”” 0.32x10”’4

o.44x1r3 0.94x1W4 —o.40x1r4 0.38x1W3

mientrasquela correspondientea la estimacióncon 5.C.A. queno imponea= 1 es:

o.6ox¡o—3

T = 0.13x10”’3 O.20x10”’3 [3.3.8]
E[d~ú

1] —O.76x1W
4 —0.16x10”’~ 0.34x10”~4

0.46xio3 0.12x io—3 —0.42 x 1W4 0.41 >< lo—3

Portanto,estasestimacionesno difierensignificativamentedetasobtenidasporMI/E, aunquepuede

apreciarseun ligero aumentoen las varianzasestimadasde los residuosrespectoa las obtenidascon los

algoritmos[MAXFV] y [FVEI (vid. [3.1.35]-[3.1.36]).Tambiénesinteresanteseñalarqueel parámetro

a estimadoesmayorquela unidad;lo cualesimposible queocurracuandoseestámaximizandola FI/E

(vid, apanados2.2.4, 2.3.2 y 3.2.2).

Las pequeñasdiferenciasentrelos resultadosobtenidoscon los algoritmos[FVEI y [MAXFVI y

los obtenidoscon 71w 5. C.A. SiatisticalSystempodríansugerirque,enla práctica,ambosprocedimientos

sonequivalentes.Sin embargo,no resultadiffdll encontrarejemplosrealesquerechazanclaramenteesta

posible equivalencia.Para ilustrar el mejor comportamientode los algoritmos [FVEJ y [MAXFV]

respectoa useS.C.A.S:aflsticalSys:em,sehaajustadoun modeloARIMA(O,1,1)x(2,i,1)
12univariante

a dos serieseconómicasmensuales(ConsumoAparentede Cementoe I.P.I. Energía) de tamañon =

107. Los resultadosobtenidoscon los dosprocedimientoscitados(quese presentanen lashojasresumen

1 a 8) sonclaramentedistintoscuandohay anomalíasimportantesdentrodelas 24 (ordenAR) primeras

observacionesde la mues~a.Esto es debido a que dichasobservacionessontratadaspor 71w 5. C.A.

StatisticalSystemcomonúmerosfijos paracalcularunaseriequese suponegeneradapor la parteMA

del proceso(vid, apartado2.2.4). Más importanteadn es observarqueestas situacionesno pueden

detectarseutilizando 77w S.C.A.StaflsricalSystem,yaque los 24 primerosresiduosno son calculados.
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Hoja resumen 1: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.

- Muestra1/82 - 12/91(10años= 120observaciones).Fuente:Doler/ti Estad/sacodelBancodeEspafia.

- Efectosextraídos: [1] SemanaSanta(—10.6%).

Estimaddncon los algoritmos[FVE]-[MAXFVJ(107observacionesefectivas):

(1 — .561B
12 +

(.106)
166824)VV

12
(.112)

logY~ = (1 — .713B)(1

(.060)
—1.000B

12)a~
(.543)

53 84. 85 80 87 80 89 90

nA JbAkkAÚM APIAIVAAA..ADSA ihi

5

Residuos:~ = —.0007 (.006); 8~ = 6.54%.

0,00-

a ti ¡

—0.25.

liii 1

i3~061’fl17 20 23 26 20 32 33 38

a

a
a

9,
4-

2

o

—2

—4

0.00

1 35 20111417 20 23 26 39 33 33 36

4
4

A.C.F. residuos [9(39) = 38.41. P.A.C.F. residuos. J
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Hoja ruumen 2: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO

- Muestra1/82 - 12/91(10años= 120observaciones).Fuente:Bole«nEstad/nicodelBancodeEspafla.

- Efectosextraídos: [1] SemanaSanta (—10.6%).

Estimación con S.C.A. (107 observacionesefecavas):

(1 — .067B’2
(.164)

4

2

o

—2

—4

+ .204t)VV
(.111)

12 log~ = (1 — .714B)(1
(.070)

2/83 1/85

Residuos: ~ = .0076 (.0079); ft3 = 7.41%.

Iii IILI.j.I.LI 1.¡ Iii
III 1 • ‘1~1 II’ III’ ~j ~•‘¡‘¡I —1

—0.20]

3570V 6 720332620323338

- . 269B’2)a~
(.163)

7.00

0.20.

—0.33.

307916,41220233620233338

A.C.F. residuos[Q(39) = 44.3]. P.A.C.F. residuos.



99 ESTIMAClON DEPROCESOSARMAESTACIONARíOS

Hoja resumen3: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.

- Muestra1/82 - 12/91(10 años= 120observaciones).Fuente:BoletínEstadísticodelSancodeEspafla.

- Efectosextraídos: [1] SemanaSanta(—10.6%).

[2] Impulsosen 2/83 (— 13.0%), 3/84 (—9.3%) y 1/85 (—16.9%).

Estimacióncon los algoritmos[FVEI-IjMAXFV](107observacionesefectivas):

(1 — .662B’2
(.100)

+ .356t)VV
12 logY, = (1

(.105)
— .700B)(1

(.063)
—1.000B

12)a
1

(1.188)

85 86 87 88 59 90 91

1:.
1 ílA Ah APV’\AI\.,1 ¿LÁAÁ’U\MIY

,-.ji~yL7~Yiztiiyj
Residuos:~ = —.0017 (.0054); 8~ = 5.83%.

0.80

0.2S

1É1 ~ . ¡

—0.35.

4

±.. ~1Ii 4
III 1 ¡( III

4
1 3 9201114” 20 23 25 20 32 33 38

P.A.C.F. residuos.

1

4

4

4

8j3 8~-

4

4

o

—2

—4

J

4

4

0.00.

0,20

-.0.25

1252511 4 ¡7 20 23 25 25 32 33 3*

A.C.F. residuos[Q(39)= 47.7].
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Hoja resumen 4: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.

- Muestra1/82 - 12/91 (10 años= 120observaciones).Fuente:BoletínEstadísticodel BancodeEspaña.

- Efectosextraídos: [fi SemanaSanta(— 10.6%).

[2] Impulsosen 2/83 (—13.0%), 3/84 (—9.3%)y 1/85 (—16.9%).

Estimación con S.C.A. (107 observacionesefectivas):

(1 — .563512 + .426B2’5VV
12 logl = (1

(.100)

2

o

—2

—4

(.106)
— .802B)(1

(.069)
—1.192B

12>a,
(.084)

Residuos:~ = .0008 (.006); b~ = 5.22%.

Ii..,. 1

•,¡. 1 II iii’ liii—’
II 1,1 . .1 ¡1 i 1

—0.38-

1 3 5 7 Oíl 417 20 23 26 20 32 30 38

2/83 1/85

8.00

0.3S

1 2 $7011 1411 20 33 26 20 33 33 3*

A.C.F. residuos[Q(39) 41.3]. P.A.CSF. residuos.
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Hoja resumen 5: I.P.I. ENERGíA (10.3% DEL INDICE GENERAL).

- Muestra1/82 - 12/91 (10 años= 120observaciones>.Fuente:BoletínEstadísticodelBancodeEspaña.

- Efectosextraídos: (1] SemanaSanta(—3.7%).

(2] Impulsoen 2/90 (—9.3%).

Estimación con los algoritmos(FVEI-(MAXFVI (107observacionesefectivas):

(1 + .046B12 + .227B24)VV>
2

(.140) (.121>

4

2

o

—2

—4

logY = (1 — .537B)(1 —

(.156) (.152) 4

e

0.50,

1. ..~I1.~Li-.1~ti. II a 0.00’ 11.11
‘liii’ ri í ¡ III

—0.30

357051 4 720232020303338

‘hIll’’ 111111 ‘I¡ 111—~’1 ¡

327011 *1720 23 20 30 32 35 30

A.C.F. residuos[Q(39)= 45.8]. P.A.C.F. residuos.

4

Residuos:a = — .0016 (.0027); G~ = 2.93%.

0.50

—0.22

4

4
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Hoja resumen 6: I.P.I. ENERGíA (10.3% DEL INDICE GENERAL).

- Muestra 1/82 - 12/91(10años= 120observaciones).Fuente: BoletínEstadísticodelBancodeEspaña.

- Efectosextraídos: [1] SemanaSanta(—3.7%).

[2] Impulso en2/90 (—9.3%).

Estimación con S.C.A. (107observacionesefectivas):

(1 + .110B12
(.09%

4

2

o

—2

—4

+ .230t)VV
12 log~

(.098)

2/83 1/85

(1 — .626B)(I
(.092)

— l.087B
12>a

1
(.078)

0.00.

0.35 -

‘II ‘‘Ir’ 11~5 u -ti

II ~

—0.25

3570.1 0 7 20 23 76 3* 32 55 36

Residuos: U = —.0001 (.0024); é~ = 2.40%.

0.14

—C.25

1357011 4 72025262033 353*

A.C.F. residuos[Q(39)= P.A.C.F. residuos.
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4
- Muestra1/82- 12/91(10años = 120observaciones).Fuente:BoletínEstadísticodelBancodeEspaña.

- Efectosextraídos: [1] SemanaSanta (—3.7%).

[2] Impulsosen 1/85 (7.7%) y 2/90 (—9.3%).

Estimación con los algoritmos[FVE]-[MAXFV] (107observacionesefectivas):

(1 + .121B12 +
(.140)

4

2

o

—2

—4

33482tVV
12

(.119)
log~ = (1 — .392B)(1 — .640B’

2)a~
(.151) (.143)

0.00.

0.25.

¡ LI iii Ii ~I.111~1~ III II’- ¡II~~’ III 0.—

0.25

02 07011 ¡*1720V 2025323805

A.C.F. residuos[Q(39) 44.2].

i Ii. ¡
l1~.~I ¡ .111 ¡ II-’ U’IlIl ‘1

¡ 3079’’ ¡4172023 28 20 32 35 30

P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 7: I.P.I. ENERGIA (10.3% DEL INDICE GENERAL).

e

4

e

4

J
4

4

0.50

Residuos:U = —.0015 (.0026); O~ = 2.80%.

A
e

4

4
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Hoja resumen 8: I.P.I. ENERGíA (10.3% DEL INDICE GENERAL).

- Muestra 1/82 - 12/91(10años = 120observaciones).Fuente:BoletínEstadísticodelBancodeEspaña.

- Efectosextrafdos: [1] SemanaSanta(—3.7%).

[2] Impulsosen 1/85 (7.7%> y 2/90 (—9.3%).

Estimacióncon S.C.A. (107observacionesefectivas):

(1 + .175B12
(.108>

4

2

o

—2

—4

+ .314t) VV
12 logY~ = (1

(.103)
— .492B)(1

(.103)

2/83 1/85

Residuos: U = .0005 (.0028); &~ = 2.66%.

0.50

liii ‘I•¡ - 1•t1 1 ‘1’

1 II¡ a II u.,.III ¡6 11111• ‘‘¡1 l’’i liii 1

135701• ‘6 ¡7 20 23 26 20 35 353*

— .703B’
2)a~

(.090)

0,50

0.25

0.00 i •m .11 I~’ .1.
—0.30

-0.00
3579V 4 II 20 232629 32 303*

A.C.F. residuos[Q(39)= 35.5]. P.A.C.F. residuos.
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á

Unacomparaciónentrelashojasresumen1 y 2, essuficienteparaponerclaramentede manifiesto

lo inadecuadodel procedimientode estimaciónempleadopor 77w S.C.A. Statisticol Sysremcuandola

muestraconsideradacontienevaloresanómalosdentrodelaspprimerasobservaciones.Ladiferenciamás

interesanteentreambashojasseencuentraenlas estimacionesdel parámetroMA estacional,queresulta

no invertible cuandoel modelo es estimadocon los algoritmos[MAXFVJ y (flTEJ, mientras que es

claramentedistinto de 1 (inclusoprácticamenteno significativo) cuandoel modelo esestimadocon 77w

3. C.A. Statistical System.También es interesanteseñalarque el posible carácterinfluyente de las

observaciones2/83, 3/84 y 1/85 no podríadetectarsemediantela inspeccióndel gráficode residuosde e

lahojaresumen2, ya que los residuoscorrespondientesal periodo2/83-1/85(24 observaciones)no son

calculadospor 77w 5. C.A. SraflsttcojSystem.Porúltimo, esposibleseñalarqueel funcionamientodelos 4
algoritmos[MAXFVI y [FVEI si puedeconsiderarseadecuadoen estetipo de situaciones,ya que las

estimacionesresumidasen las hojas 3 y 4 (con las observaciones2/83, 3/84 y 1/85 corregidas)no 4

difieren sensiblementede las presentadasenla hoja 1; concretamente,en los trescasosel parámetroMA

estacionalresultano invertible (estasituaciónpodríasugerirque la estacionalidadde la serieno puede

captarseadecuadamentemediantela modelizaciónutilizada,peroesteesun temaquecaefueradelámbito

del presentetrabajo).

Unasituaciónsimilar es la quesepresentaen las hojas resumen5-8. En estecaso,el parámetro

MA estacionalsi es claramenteinvertible (como se muestraen las hojas 5, 7 y 8), aunquecuandoel

modeloesestimadocon 77w 5. C.A. SraflsricalSystemsin corregirel dato 1/85 (cuyo residuono aparece

en el gráfico de la hoja 6), dicho parámetroresultano invertible. En definitiva, las estimaciones

generadaspor el procedimientodeHilímer y Tiao (1979)puedenresultarinadecuadasen ciertoscasos,

casosen los que, por otro lado,los algoritmosIIMAXFVI y (FVEI si funcionancorrectamente.

Paraconcluir estecapitulo,puedeseflalarseque,debidoa la coincidenciaen los valoresnuméricos

de la FI/E evaluadacon los algoritmosde Sbea(1984, 1987, 1989) y [FVEI (vid. Sección2.4), no cabe

esperardiferenciasapreciablesentrelas estimacionesporMI/E obtenidasconel algoritmo[MAXFV] y

con la subrutinaG13DCF de la librería N.A.G. (1987), basadaen Sbea (1987). En concreto,si el

algoritmode optimizaciónempleadoenambosprocedimientosfueseel mismo(vid. Shea(1984), Pp. 99- 4
100), los resultadosdeberíanser muy similares. No obstante,el algoritmotFVEI presentaunaseriede

ventajasprácticas(vid, secciones2.3 y 2.4) quesugierensu utilización en la mayoríade las situaciones

queocurrenen la prácticaeconométricahabitual.

e

4



CAPITULO 4
Conclusiones

La estimacióneficientedeun modeloARMA constituyeunafasecriticadentrodel procesoiterativo

de modelización de seriestemporales,ya que de sus resultados(incluyendo los instrumentosque

proporcionaparala fase de diagnosis)dependenen gran medidalas decisionesque se toman sobrela

posiblereformulacióndel modelo considerado.

En situacionesbien condicionadas,caracterizadaspor muestraslargas, modelos claramente

estacionariose invertibles y ausenciade anomalíasimportantes,no suele ser necesariorecurrir a la

estimaciónpor MI/E paraobtenerresultadossatisfactorios.En dichas situaciones,otros métodosde

estimaciónmás sencillos, computacionalmentemás eficientesy con las mismaspropiedadesasintóticas

(MVC, MSC con retrovisión o MSC condicional) pueden proporcionarresultadosque no difieren

significativamentede los obtenidospor MI/E.

No obstante,enla práctica,no es difícil encontrarsituacionesen las quelos resultadosobtenidos

con un método difieren sustancialmentede los obtenidos con otro. En concreto, en situaciones

caracterizadaspor muestrascortas,modeloscercanosa la no invertibilidado a la no estacionariedado

por la presenciade anomalíasimportantesen la muestra,es muy recomendableutilizar el criterio de

estimaciónpor MI/E. De lo contrario, los resultadosobtenidospuedenconducira conclusioneserróneas

sobre lo adecuadoo la posiblereformulaciónde un modelo. Por supuesto,la estimaciónpor MI/E

también funciona correctamenteen situacionesbien condicionadas,por lo que su empleo debería

considerarsemás como unanormaquecomounaposiblealternativa.

Teniendoen cuentaestetipo de conclusiones(queno son nuevas),en estetrabajose ha diseñado

un nuevoprocedimientoparala estimaciónpor MVEdeprocesosARMA multivariantesestocásticos.Las

principalesaportacionesrespectoa la literatura existentesobrela materia, puedenresumirseen los

siguientespuntos:

[1] Sehadiferenciadoclaramenteentreevaluación(CapItulo2> y maximización(CapItulo3) delaFI/E.

Estadistinciónhapermitidoestudiarsolucionesdetalladasaambosproblemas,enlugardeproponer
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á
la aplicaciónrutinariade un algoritmo estándarde optimizaciónnuméricaa unatbrmulaciónmás

o menosadecuadade la FVE.

[2] Se han integrado las solucionespropuestasa ambos problemasen un algoritmo completo de

estimaciónporMI/E, cuyo funcionamientoenla prácticahasidocontrastado(Capitulo3) mediante -
un amplio conjuntode estimacionesen situacionescondiferentesestructurasde condicionamiento,

tantosimuladascomo reales.

13] Dadoque la utilidad de un trabajo de estascaracterísticasdebecontrastarse,sobretodo, en la

práctica,se ha prestadoespecialatencióna facilitar la utilización efectivade los algoritmos 4
propuestos,de maneraque,junto con un análisisteóricoriguroso,sehandescrito(ApéndicesA.2

y A.3) todoslos detallesnecesariosparasu codificaciónen algúnlenguajede programación 4

Ademásde estasaportacionesde caráctergeneral,respectoal nuevo algoritmo propuestopara 4
evaluar la FVE (algoritmo [FVE]) puedendestacarselas siguientes:

[1] Se han explotado al máximo las posibilidadesofrecidas y no exploradasen los trabajos más

relevantessobreel tema.
s

[21 A consecuenciade lo anterior,se han reunido,en un sólo algoritmo, todaslas ventajasque se

encuentranpor separadoen los procedimientosdisponiblesen la actualidad,a la vez que se han

evitado susposiblesinconvenientes. ¡

En concreto,el algoritmo[FVEI (Capitulo2) evalúala funcióndeverosimilituddeformaanalitica-

menteexacta [algono contemplado,por ejemplo, en Hilímer y Tiao (1979)] y permite realizaruna

evaluaciónaproximada,queesnuméricamenteprecisay considerablementemásrápidaque la evaluación

exacta[propiedadcompartidacon el algoritmo de Shea (1989)]. Por otro lado, el algoritmo [FVE]

permitedetectarcomosubproductode cienoscálculossituacionesde no estacionariedad[imposiblesde

identificar con el algoritmode Hilimer y Tiao (1979)] y de no invertibilidad [imposiblesde identificar

conel algoritmodeShea(1989)1.Porúltimo, el algoritmo(FVEJproporcionalos residuosanalltipamente

exactoscorrespondientesa la especificaciónconsiderada[nocalculablesdirectamentecon los algoritmos

deHilímer y Tiao (1979)y deShea(1989)] y resultasuperior,en términosde eficienciacomputacional,

a los algoritmosde Hall y Nicholís (1979)y ala extensiónmultivariantedeLjung y Box (1979),a la vez

quepuedecompetirenestostérminos(y resultarsuperiorenmuchoscasos)conel algoritmodeShea(1989).

s
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Con el fin de aprovecharlas ventajasofrecidas por el algoritmo JjFVE], se ha diseñadoun

procedimientode maximizaciónde la FVE (algoritmo (MAXFVJ), basadoen uno de los métodosde

optimizaciónnuméricamás eficientesdisponiblesen la actualidad(un métodocuasi-Newton,basadoen

la versión factorizadade la actualizaciónBFGS, que utiliza primerasderivadasevaluadasmediante

diferenciasfinitas). La simpledescripcióndelos detallesparaacoplardichométodoa las peculiaridades

de la funciónobjetivo (derivadaa partirde la FVE), constituyeuna interesanteaportacióndesdeel punto

de vistapráctico,yaqueestacuestiónhasido pasadapor alto sistemáticamenteenlos trabajosexistentes

sobreestimaciónde modelosARMA [porejemplo,en Hilímer y nao(1979) y Hall y Nicholís (1980)1.

El resultadode la combinaciónde los algoritmos [FVE] y [MAXFVJ es un procedimientode

estimacióncomputacionalmenteeficiente que, ademásde proporcionarestimacionesadecuadasy los

mediosnecesariosparallevar a cabola diagnosisdel modeloestimado,permitedemostrarcómo algunos

procedimientos,teóricamenteválidos,puedenfallar en la práctica(comoseilustra, respectoal algoritmo

de Hilímer y Tiao (1979),en los últimos ejemplosdel Capitulo3).

Apartede algunasextensionesinmediatas(comola incorporacióndel algoritmode Kohny Ansley

(1982) parael cálculo de las autocovarianzasteóricas), a lo largo del procesode elaboraciónde este

trabajo,hansurgidovariascuestionescuyasoluciónsepuedever facilitadapor los algoritmosdesarrolla-

dosen los Capítulos2 y 3. En concreto,creemosqueseriainteresanteinvestigar los siguientestemas:

[1] La estimaciónsimultáneadeun modeloARMA junto con los componentesdeterministasasociados

a un vectorde seriestemporales.

[2] La estimación simultáneade la estructuraARMA junto con la matriz de coeficientesde

cointegración,en modelosmultivariantescon seriesno estacionariascointegradas.

[3] La estimaciónde representacionesalternativasa la estacionalidadestocásticamultiplicativa, un

ejemplode cuyaposiblepresenciaseencuentraal final del Capitulo3.

[4] El diseñode nuevosinstrumentosde diagnosisde la estimación,basadosen el análisis y en la

integraciónnuméricade curvassemejantesa las presentadasen el Capitulo3.

El análisisde estostemas,sobrela basede los resultadosobtenidosenestetrabajo,puederesultar

muy útil a la horade mejorarlas técnicasdisponiblesparala modelizaciónde seriestemporales.
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APENDICE A.1
Resultados de álgebra matricial

En esteapéndicesepresentanlos instrumentosde álgebramatricial utilizadosen los Capítulos2

y 3 y en el ApéndiceA.4. A continuaciónde cada resultadose cita una referenciadonde puede

encontrarsesu demostración,aunqueen general, dichademostracióntambién puedeencontrarse,en

diferentesversiones,en muchosde los manualesdeEconometríamás conocidos.Tan sólo endoscasos

sepresentala demostracióna continuacióndel enunciado,ya quetalesresultadosno figuranen ninguna

de las referenciasconsultadas.

[A.1.1] Sean A y B dosmatricesde orden(mxn)y (pxq), respectivamente.El productodeKronecker

de las dos matricesse denotapor A<&B y sedefinecomo la siguientematriz de orden (mpxnq):

a11B a12B a1~B

A@B= a21Ba~B”.a2¿

dmíB a~B a,~B

(vid. Dhrymes(1984>, pp. 449-52).

[.4.1.2]SeaA unamatriz (mxn).Se representapor vec(Á)al vectorcolumnademn elementosformado

por las n columnasde A dispuestasunadebajode la otra. Es decir, si denotamosla i-ésimacolumnade

A por a~ (1 = 1,2,...,n), entoncesvec(Á) = [of,4 ..., a~ff (vid. Dhrymes(1984),Pp. 508-13).

[A.1.31 Sean A y A dos matrices de orden (mxn) y (nxq), respectivamente.Entonces,puede

demostrarsequevec(AB)— (BT®I,4)vec(A) = (Iq@A>vec(B) (vid. Dhrymes(1984),Pp. 509).

(.4.1.4]Si A es unamatriz cuadradade ordenn, entoncesexisteunamatriz (n
2 X¿)depermutaciónP

tal quePvec(A) = vec(AT)(vid. Nicholis y Hall (1979),pp. 260). En concreto,todoslos elementosde

la matriz P son cero,exceptoP
1+~~,k+í+(í—í)n = 1 (i = 1,2,...,n;k = 0,1,...,n—1).
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[.4.1.5]SeanA, P y Q matricesde orden (nxn), (pxp) y (nxp), respectivamente,con A no singular.

Entonces(A+QPQTY¡ —Al~AíQ[P¡+Q~A¡Qf¡ QTA—t , siempreque (rí+QTA—¡Q)seano

singular(vid. Maddala,pp. 44547).

[.4.1.6] Sea A una matriz cuadradano singular, cuyos elementosson funcionesde un escalara.

Entonces:

OJAl
= lAIxtraza[¿C’4~4]

(vid. Dhrymes(1984),pp. 523-5).

1.4.1.71 Sea A una matriz cuadradano singular, cuyos elementosson funcionesde un escalara.

Entonces:

—C1 OAÁ~l

(vid. Dhrymes(1984),pp. 529-30).

e
[.4.1.8] Sea Q una matriz simétricay definida positiva tal que = RTR y cuyos elementosson

8A’

funcionesdeun escalara. Entonces:

25 _ __
Oa 2 Oa

Demostración.En primer lugar, teniendoen cuenta[.4.1.7]y que = RTR:

8Q’ =

-IQ-’= 2 Oa
....IQIOQRTR

=
2

- lQ-4 OQQ-t
2 Oa

— !RTRPIQ.I
2 Oa

Y en segundolugar:

RTAS

1
á

s

4

4

s

s

4

8(RTR

)

aRT

e

+

ComoQ1 = RTR, estasdosexpresionesdebencoincidir,por lo que:
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_ íQ-fl 2~RTR~ Da !RTR?2Q1
2 Sa

dedondesededuceinmediatamenteel resultadopropuestoE.

[.4.1.9] SeaM una matriz simétricay definida positiva tal que M = LLT y cuyos elementosson

funcionesde un escalara. Entonces:

DL laDM L

Da 2 Da

Demostración.Si definimosW’ = M —LA!, teniendoen cuenta[.4.1.71:

_ ir’ É!w’
Da Da

2 Da

2 Da

- 1ir-125w-l
2 Da

— ILLTÉIKW.[
2 ea

Porotro lado:

D(LLT)
Da

kSLT+L
Da

aLT

Como W1 = LiT, estasdos expresionesdebencoincidir, por lo que:

1 p
1—IDW~J,T

Da — ILLT2YKW-1 — DLLT + iDi
2 Da da Da

de donde:

SL _
Da2

aRT
— R

Da
+ RTBR

que, teniendoen cuentaque PC
1 = M, es el resultadopropuestoO.



APENDICE A.2
Codificación del algoritmo [FVEI

u

Introducción

En esteapéndicey en el siguientesepresentan,en formadepseudocódigo,los algoritmos[FVE] 4
y [MAXFV] desarrolladosen los Capítulos2 y 3. El objetivo fundamentalconsisteen proporcionaruna

descripciónlo suficientementedetalladade estosalgoritmoscomo paraque su codificación en algún

lenguajede alto nivel (Fascal, FORTRANo C) resulterazonablementesencilla. Con ello, se pretende

ofrecer todo lo necesario para disponer en la práctica de un método de estimaciónpreciso y

computacionalnienteeficiente,quepuedeutilizarsepor si sólo o, mejoraún, en combinacióncon otras

herramientaspropiasdel análisisde seriestemporalesmultivariantes(vid. Capítulo4).

e
Dado su carácter,la lecturade estosapéndicespuederesultarincómoda(inclusoininteligible) para

quienesno esténfamiliarizadoscon la programaciónde ordenadores.No obstante,seha considerado

fundamentalsu inclusiónen estetrabajo,yaque la exposiciónde los algoritmos(FVE] y (M.4XFV] en

un formatosimilar y fácilmenteconvertiblea un lenguajede programaciónde alto nivel, permite: S

[1] Proporcionarun gradodedetalleenla descripcióndelos algoritmosimposiblede alcanzarsólo con

texto y fórmulas. De hecho,muchos de los aspectosprácticossimplementeapuntadosen los

Capítulos 2 y 3, sedesarrollancompletamenteen estos apéndices,permitiendoasí una mayor

comprensióndel funcionamientode los algoritmosen la práctica.

á
[21 Mostrar que los algoritmospropuestosen el texto puedenponersea funcionaren la prácticasin

t
grandesdificultades.De estaforma, se pretendesubrayarla importanciade disponerde técnicas
que, basadasen argumentosteóricosrigurosos,seanútiles y eficacesen la prácticahabitual.

[31 Proporcionar,en fin, todoslos mediosnecesarios(junto con el ApéndiceA.5) paracontrastarla

validez de los resultadosempíricospresentadosen los Capítulos2 y 3, asícomo paracomparar

dichos resultados(o cualesquieraotros relativos a distintasespecificaciones)con los obtenidos

medianteotrastécnicasmaximoverosimileso inclusomedianteotroscriterios de estimación.

it
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Elpseudocódigoseha elaboradoa partirdel cddigofuenteenPascal,siguiendolaspautasdescritas

enDennisy Schnabel(1983),Pp. 262-71, queno setranscribenaquí. No obstante,como complemento

a dichas pautas,sedescribena continuaciónlas reglas que sehan seguido en estos apéndicespara

almacenarciertas cantidadesque entranen juego en los algoritmos¡FVE] y [MAXFVJ, así comolas

alternativasmás relevantesa dichasreglas.

El almacenamientode los elementosdeun vector(nx1) vEr y deunamatriz (nxn) MEEYXn,

se ha llevado a caboasignando,respectivamente,el i-ésimo elementode va vec[iJ (i = l,2,...,n) y el

elemento(i,j)-ésimo de MaMA7TiJ], dondevecy MAT sondosvariablesdetipo “array” definidasde

acuerdocon el lenguajede programaciónempleado(p.e. “wc: ARRAY¡’J..nJ OF reala en Pascalo

“double MAT[nJ[n]” en Q. Paraalmacenarlos elementosde unasecuenciadematricesMkE E” ><» (k =

1,2,...,O,seha asignadoel elemento(4ñ-ésimode 4<k a MA7(k)UJI (1< = l,2,...,l; ij =

Aunqueestaes la forma más intuitiva de almacenarlos elementosde MkEEYXn(k = 1,2 O~ su

instrumentacióntansólo es inmediataen Pascal (p.e. “fl’PE mann:ARRAY[1. .n, 1.. nJ OF real; I/AR

MAT: ARRAYJI..1] OF matnn9. En FORTRANy C, resultaconvenienteasignarel elemento(i,j)-ésimo

de ?*fk a MA7Ti, j+(k— 1)n] (k = 1,2 1; ij = l,2,...,n), dondeMAT es ahoraunavariablede tipo

“arra>”’ <~p.e. definida en C como “double MAT[nJflnJ’9. Estaha sido, de hecho,la reglaseguidapara

almacenarlos elementosde una secuenciade vectoresVkEEY (k = 1,2 l), de forma que seha

asignadoel elementoi-ésimo de Vk a vec[i+(k—l)n] (1< = 1,2,...,l; 1 = 1,2,...,n),donde vec es una

variablede tipo “array” (p.e. “vec: ARRAYJI..ini OF real” en Pascalo doublevecflnJ” en C). Por

último, el problemade almacenarlos elementosdeunasecuenciade matricesMkEEYXn(k =

se ha resuelto asignando el elemento (ij)-ésimo de 54k a MA77(k)[i,j] en algún caso y a

vec[k¿+(i—1)n+j] en otros (1< = 0,í,...,l; ¡4 = l,2,...,n), contemplándoseasí tanto las facilidades

ofrecidaspor Pascalcomolos condicionantesde FORTRANy C (vid, algoritmo CGAMMA).

Los algoritmosquesedescribenen esteapéndiceestánenglobadosen tres categorías:algoritmo

principal (FVE), algoritmosinternwdios(CGAMM.4, CXI y CRES)y algoritmosauxiliares(LUDCMP,

LUSOL, CHOLDCMP, CHOLBACK y CHOLFOR). El algoritmo principal tiene el propósitode

evaluarla FI/E (o laFVA) del modeloespecificado.Los cálculosdelas matricesde covarianzasteóricas,

delasecuenciadematrices[2.1.24]y del vectorderesiduos(opcional)sellevan a caboen los algoritmos

intermedios.Finalmente,tantoel algoritmoprincipalcomo los intermedioshacenusode los algoritmos

auxiliares, que contienen procedimientosde cálculo matricial estándar (excepto el algoritmo

CHOLDCMP), utilizadostambiénpor el algoritmoMAXFVCN (vid. ApéndiceA.3). Por tanto, para

incorporartodasestasrutinasen un sistemade análisismultivariantemásamplio (vid. ApéndiceA.3),
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tan sólo se requiereuna llamadaal algoritmo principal. La Figura A.3.1 muestralas dependenciasy

llamadasentreel algoritmoF’VE (principal) y los algoritmosintermediosy auxiliares.

Ftp. A.3.I: Diagrama de dependeacias del algoritmo FVE.

Con el fin decentrarla atenciónsobrelos métodospropiosde la evaluacióndela FVE de modelos

ARMA multivariantes,en el apartadoDescripciónde algunosalgoritmosauxiliarespuedeencontrarse,

en lugarde unadescripcióndel algoritmo,unareferenciadondedichadescripciónseencuentracontodo

detalle (tambiénparaevitar en lo posiblela transcripciónliteral de ciertasfuentes).Por último, puede

seflalarseque, en general,seha intentadoque el pseudocódlgoresulte lo más eficienteposible en

términosde necesidadesde almacenamiento.No obstante,cuandoseha consideradoalgúnartificio para

ahorrarmemoriademasiadocomplicadou oscuro,seha sacrificadoeficienciaporclaridad(naturalmente,

estano ha sido la reglaa la horade escribirel códigofuente).Salvopor estasexcepciones,la redacción

delpseudocódigoseha efectuadodirectamentesobreeL códigofuenteenPascal,por lo queesperamos

que la posibilidadde encontraralgún erroren el mismo hayaquedadoreducidaal mínimo.

Algoritmo LUDCMP

Propósito.-DescomposicióndeunamatrizcuadradaM’ = LI]. M’ estáformadamediantepermutaciones

de las filas de la matriz M (que puedeser una matriz a invertir o la matriz de un sistemade

ecuacionesa resolver),L es triangularinferior conunosen la diagonalprincipal y U estriangular

e

4

e

e

e

e

á

e

1

4
4

e

e

e
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superior(vid. Press,Flannery,Teukolskyy Vetterling (1989), cap. 2).

Llamada.-LUDCMP(MJ4T, n, ¡mlx, dcmpok).

Parámetros de entrada.- nEZ: dimensiónde la matriz a descomponer.

Parámetros dc entrada-salida.- MATEFYxn: a la entrada,el elemento(ij)-ésimo de M (la matriz

original, no la permutada)se almacenaen M,4711j] (41 = 1,2,. ..,n); a la salida,MA7lij] (i =

2,3,.. .,n; j = 1,2,.. .4—1; triángulo inferior de MM) contieneel elemento(ij)-ésimo de L y

MA7IiJ] (1 = 1,2,...,n;j = i,i+1 n; diagonalprincipal y triángulosuperiorde MA?) contiene

el elemento(ij)-ésimo de U (la descomposicióndela matriz permutadaM’).

Parámetrosde salida.- [1] tncfrEZ’: vector de ndmeros enteros que registra las permutaciones

efectuadassobrela matriz original. [2] dcmpokE{TRUE, FALSE}: cuando la matriz M es

singular,el algoritmodevuelvedcmpok= FALSE; en casocontrario,devuelvedcmpok= TRUE.

Abnacenaniientointermedio.-Un vector auxiliar vtmpEE”.

Otras consideraciones.-Este algoritmo se utiliza junto con LUSOL para resolver el sistemade

ecuacioneslineales[2.2.12].

Descripción.-El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen

Press,Flannery,Teukolskyy Vetterling (1989),Pp. 3947.

Algoritmo:

(* Asignaciónde valoresiniciales 4)

1: dcmpok.- TRUE.

(“< Cálculode la mayor componenteen cadafila *)
2: POR i = 1 TO n DO

2.1: mJYLv- max1~,=~(¡M47Liu]¡).

2.2: IP (mfil = 0.0) TEEN

(* Matriz singular— fin anormalalgoritmoLUDCMP *)

2.2.1: dcmpok~ FALSE.

2.2.2:RETURN.

2.3: vrnzp[i] .- 1.0 1 infil.

(* Bucle principal: algoritmode Crou: conpivoteo parcial ‘<)

3: PORJ= 1 TO n DO

3.1: POR1 1 TOj—1DO
MAII4Í] 4- M24flJj] —

3.2: mill 4- 0.0.

3.3: POR1 = JTOn DO
3.3.1: MAlIió] — MAI¡ij] — E11 M~42¡i,k]

3.3.2: tmnp .- vtmp[i] x ¡ MA7Ii¿II.

1:1 M..471i,k] ><

x MATLkJI.
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a

3.3.3: IP (¡mp =¡nf!) THEN

3.3.3.1: mfil — ¡mp.

3.3.3.2: un¿u .-,.

(* END POR3.3 *) a

3.4: IP (1 ~ imax) TEEN

3.4.1: PORk = 1 TOnDO

34.1.1: (mp .~ MA7Umar,kl.

3.4.1.2: MAlIimar,kJ MAZTJ,k].
3.4.1.3:MAITJ,k] - ¡mp.

3.4.2: v¡mp[lmax] .- vrmp[jJ.

(* END IP 3.4 *)

3.5: ineLrU] — imar.

3.6: IP (MAZIJJ] = 0.0) THEN

MAIIjJ] — í.o...20. a

3.7: IP (1 ~ n) IHEN

3.7.1: imp 1.0 1 MATTJal.

3.7.2:PORI=j+JTOnDO

MA7IIJ] — MA7Iij] >< ¡mp.

(* END IP 3.7 *)
(* END POR3*)

4: RETURN. (* Fin nonnalalgoritmoLUDCMP 4)

a
Algoritmo LUSOL

Propósito.-Solucióndel sistemade ir ecuacioneslinealesMx = b, haciendousode la descomposición

de la matriz Al calculadapor el algoritmoLUDCMP.

Llamada.- LUSOL(MAT, ir, ¿mlx, rhso!).

Parámetrosde entrada.- [11MATES’>‘~: descomposicióndelamatrizAldel sistema,segúnesdevuelta

por el algoritmo LUDCMP. [21nEZ: dimensióndel sistema(n0 de ecuaciones).(3] imfrEZ”: 0

vector de númerosenterosdevueltopor el algoritmoLUDCMP.

Parámetrosdeentrada-salida.-rhsolEE”: a la entrada,el elementoi-ésimode b (el lado derechodel

sistema)se almacenaen rlzsol[i] (1 = 1,2,...,n); a la salida, rhsol[i] (i = 2,3,...,n) contieneel

elementoi-ésimo dex (la solucióndel sistema). S

Otrasconsideraciones.-Estealgoritmo se utiliza junto con LUIDCMP para resolverel sistemade

ecuacioneslineales[2.2.12](vid, algoritmoCG.4MMA). S

Descripción.-El funcionamientoy la descripcióndetalladade este algoritmo puedenencontrarseen
á
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Press,Flannery,Teukolskyy Vetterling (1989),Pp. 3947.

Algoritmo:

1: k —0.
(* “Forward substitwion’ *)

2: POR1 = 1 TO n DO

2.1: Lx — in&x[i].

2.2: ¡mp - rhso4lx].

2.3: rhsol[ix] .- rhsol[i].

2.4T: IP (k ‘~ 0) IHEN
¡mp.- ¡mp — EykMA7lid] x rhsolli].

2.4E:ELSE IP (¡mp + 0.0) TEEN

k—1.

2.5: rhsollli] 4— ¡mp.

(* END POR2 *)

(* “Backsubsti¡ution

3: POR 1 = n DOWNTO 1 DO

3.1: ¡mp.. rhsol[i] — ~7..t1.,.1MA7IIJ] >< rhsol[j].

3.2: rhsolIIi] <— ¡mp 1 MA7LI,i].

4: RETURN. (* Fin normalalgoritmoLUSOL *)

Algoritmo CHOLDCMP

Propósito. - [1] Encontrar la descomposiciónLLT (Cholesky) de una matriz Al simétricay definida

positiva, perturbadasegúnel algoritmo de Gilí, Murray y Wright (1981) cuandosedetectaque

dichamatriz no esdefinidapositivapor erroresde redondeo.(21 Cálculo del determinantede M.

Llamada.- CHOLDCMP(MAT, ir, di, d2, dpok, epsmaq).

Parámetrosde entrada.-[1] ir EZ: dimensión de la matriz a descomponer.[2] epsmaqEE: épsilon

máquina(vid, algoritmoCEPSMQen el ApéndiceA.3).

Parámetrosde entrada-salida.-MATEE” XL a la entrada,MA7IiJ] contieneel elemento(ij)-Esimo de

Al (tansóloesnecesarioel triángulosuperiory la diagonalprincipal);a la salida,MAIIiJ] contiene

el elemento(ij)-ésimo deL (i = 1,2,...,n;j 1,2,...,i;nótesequeLes triangularinferior).

Parámetrosde salida.- [11dí CE: factora en la expresióndel determinantejM( = a2P. (21 d2EZ:

factorb en la expresióndel determinante MI = a2b. (3) dpokE{TRUE, FALSE): el algoritmo

devuelvedpok = FALSE cuandoAl no esdefinidapositivay dpok = TRUE cuandosilo es.
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Descripción(vid. Dennisy Schnabel(1983),pp. 318-9).-Elalgoritmointentaobtenerla descomposición 4
de Choleskyestándarde Al, a la vez queva actualizandolos factoresa y A’ parael cálculo de su

determinante.No obstante,cuandose detectaque Al no es definida positiva debido a errores 4
numéricos,se perturbanlos elementosde su diagonalprincipal lo justo paragarantizarsu buen

condicionamiento;si el carácterno definidopositivono esdebidoa erroresnuméricos,el algoritmo 1

seinterrumpedevolviendodpok = FALSE.

Algoritmo: S

(“< Asignaciónde valoresiniciales*)
s

1: dpok-TRUE.

2: di -1.0.

3:d2..-0.

4: mini — 0.0.

5: maxoffl.- max1~,=~(IMA7TidU). S
6: minl2 — (epsmaq)½>< maxoffl.

7: maxadd — 0.0.

(* Bucleprincipal:cálculode laj-ésimacolumnadeL *) S

8: POR] =1 TOn DO

8.1: MAIIjJ] e. MAIT] Ji — E~i (MAIT] ,1]9. a
8.2: IP (MAIIjJ] + ¡MAITj,jfl) AND (IMAIIiJII > minl2) TREN

(* Matriz Al no definidapositiva~ fin anormalalgoritmoCHOLDCMP*)

8.2.1: dpok<- FALSE.

8.2.2: RETURN.
8.3: min¡jj 4-0.0.

8.4: POR¿=j+í TOnDO

8.4.1:MA7IiJ] ~- MA1TJ,i] — E11MAITi,k] >< MAITJ,k].

8.4.2: minfrj .- max( ¡ MAITiJ]I, mir4¡j).

LS:minUj .- max(min4j1 ,naxoffl, mm!).

8.6: IP (MAIIjJJ > ¡ninUj
2) a

8.6T: TREN (* Descomposiciónde Cboleskyestándar*)

MA7IJJ] e. (MAIIjJI)’h.

8.6E: ELSE (* Perturbaciónde la diagonalprincipal 4)

8.6E.1: IP (min~j] < minl2) TREN eminW.— minl2.

LEE.2: maxadd— max(maxadd, minufl - M
14ITjJ]).

8.6E.3:MAI1JJJ—

a

4
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(‘ Actualizaciónde los factoresparael cálculo de ¡MI *)

8.7: di e. di 5< (MA2TjJD2.
8.8: WHILE (¡dli ~ 1.0) DO

8.8.1: di e.dl >< 0.0625.

8.8.2:d2 .- <12 + 4.
8.9: WHILE (¡dlj < 0.0625)DO

8.9.1: di .-d1 X 16.0.

8.9.2:d2.-d2—4.
8.10: POR 1 =j+1 TONDO

MA714/] — MAZVJ¡ ¡ MAZTjJJ.
(* END FOR 8 *)

9: RETURN. (* Fin normalalgoritmoCROLDCMP *)

Algoritmo CI-IOLFOR

Propósito.- Solucióndel sistemade ir ecuacioneslinealesLx = b, con L triangular inferior.

Llantada.- CHOLFOR(MA7L, ir, rhso!).

Parámetros de entrada.- [11nEZ: dimensióndel sistema(n0 de ecuaciones>.[2] MATLEFY5<~: el

elemento(i,j)-ésimo de L se almacenaenM<47L[ij] (1 = 1,2 n;j = 1,2 o.
Parámetrosde entrada-salida.-rhsolEE’: a la entrada,el elementoi-ésimo de b (el lado derechodel

sistema)sealmacenaen rhsol[i] (1 = 1,2,. ..,n); a la salida, rhsol[i] (1 = 2,3,...,n) contieneel

elementoi-ésimo dex (la solucióndel sistema).

Otrasconsideraciones.-Estealgoritmopuedeutilizarsesólo, o seguidodeCHOLBACK pararesolver

el sistemaMx = b; en estecaso,L (MATL) es el resultadodel algoritmo CHOLDCMP con Al

(MA?) como parámetrode entrada(vid, algoritmoFVE).

Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen

Dennisy Schnabel(1983),Pp. 47-51.

Algoritmo:

(* “Forward subaitution» *)

1: rhsol[i] e. rhso4l] 1 MATL[l,1].

2: POR 1 = 2 TO n DO

2.1: ¡mp — rhsofli] — LI MA7L[ij] >< rhsolfj].

2.2: rhsoljjj — ¡¡np 1 MAli [i,i].

3: RETURN. (~ Pin normal algoritmoCHOLFOR *)



1s
122 CODIFICA ClON DEL ALGORITMO (Pl/EJ

s
Algoritmo CHOLBACK 4

Propósito.-Solucióndel sistemade ir ecuacioneslinealesLTx —A’, con L triangularinferior.

Llamada.-CHOLBACK(M47L, n, rhsoO. S

Parámetros de entrada.- (II ir EZ: dimensióndel sistema(n’> de ecuaciones).[2] MAlLE E’ Xn: el

elemento(ij)-ésimodeL sealmacenaenMAILI4j] (1 = 1,2,...,n;j = 1,2 O.

Parámetros de entrada-salida.-rhsolEL”: a la entrada,el elementoi-ésimo de A’ (el lado derechodel

sistema)sealmacenaen rhsol[i] (i = 1,2,...,n); a la salida,rhsoffi] (2 = 2,3,...,n) contieneel

elementoi-ésimo de x (la solucióndel sistema).

Otras consideraciones.-Estealgoritmopuedeutilizarsesólo,o precedidode CHOLFORpararesolver 4
el sistemaMx = b; en estecaso,L (MAIL) es el resultadodel algoritmo CHOLDCMP con M

(MA?) comoparámetrode entrada(vid, algoritmoFVE). e
Descripción.-El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen

Dennisy Schnabel(1983),Pp. 41-51.
e

Algoritmo:

(* “Backsubstitution” *)

1: rhso4n] 4—rhsol[n] 1 MAIlJn,n]. á
2: POR 1 = ,z—1 DOWNTO 1 DO

2.1:¡mp’.-rhso4i]—S’~.,+
1MA7L(j,i] 5< rhsol[fl.

2.2: rhsol[i] e- ¡mp 1 MAI’L[4i].

3: RETURN. (* Pin normalalgoritmoCHOLBACK *)

Algoritmo CGAMMA

Propósito.-Cálculo de las matricesde autocovarianzasI’(k) (k = 0,1,...,p) y de covarianzascruzadas S

r~0(k) (k = O,—1,...,—q), según[2.2.7]-[2.2.14] y [2.2.4]-[2.2.6], respectivamente.

Llamada. - CGAMMA(PHI, TRETA, QQ, ni, p, q, G14MWA, gamma,covok).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n
0 series. [21pEZ: orden AR. [31qEZ: orden MA. [41

QQCEmXm: matriz Q (covarianzasdel término de mido cuando«2 = 1); el elemento(i,fl-ésimo e

de la matriz Q de [2.1.11]se almacenaen QQ[ijJ (14 = 1,2,...,m). [5] PHJ(k)EEmxm(k =

1,2,...,p): matricesAR; el elemento(i,j)-ésimo de 4~ se almacenaen PR¡Qtj[i,j] (k 1,2 p; á
14 = 1,2,...,m).[61THETA(k)EFyxm(k = 1,2,...4:matricesMA; el elemento(4fl-ésimode

a

- u
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sealmacenaen IWETA(k)[41] (k = 1,2,...,q; 14 = 1,2,..
Parámetrosde salida.-[1] gammaEEm2<P+ 1): matricesde autocovarianzasteóricas;el elemento(¿4)-

ésimo de J(k) se almacenaen gamma[m2k+m(i—l)+j] (k = ~ 14 = 1,2,...,m). [2]

GAMwA(k)E Etm5<m (k = 0,1,...,q): matrices de covarianzascruzadasteóricas;el elemento(14)-

ésimo de r~
0(—k) se almacena en GAMWAQ)[i¿] (k = 0,1,...,q; 14 = 1,2,...,m). [3]

covok6{TRUE, FALSE}: cuandoel sistemalineal [2.2.12]esresueltosin problemas,sedevuelve

covok = TRUE; en casocontrario, sedevuelvecovok= FALSE (estasituaciónindicarfaque los

parámetrosAR estáneno cercade la no estacionariedad).
a

Almacenamiento intermedio.- [1] MJ4TPHIEE(m <P+1)WQfl
2(p+!.)): matriz del sistemalineal [2.2.12];

el elemento(i,fl-ésimo de $ = F
1+F2 (vid. [2.2.13j-[2.2. 14]) sealmacenaen MATPHI[ijJ [14—

1,2,...,m
2Q,+1)]. [2] mdxeZm2(p+1): vector de númerosenterosrequeridopor las rutinas de

soluciónde sistemaslineales(vid, algoritmosLUDCMP y LUSOL>.

Otras consideraciones.-[1] El vector (m2(p+1)) w del sistema[2.1.12]se calcula(vid. [2.2.10]) y

almacenaen gammay pasacomoparámetrode entrada-salidaal algoritmoLUSOL, que devuelve

en gammalos elementosde las matricesde autocovarianzasteóricas;por tanto, no se requiere

almacenamientoadicionalparaw (vid, algoritmo LUSOL). (2] Parainstrumentaren FORTRAN,

Pascalo C el almacenamientode las matricesr~
4(—k), •k y

0k’ vid, la introducción a este

apéndice.

Descripción(vid, apartado2.2.1).-En primerlugar,el algoritmocalcularecursivamentelas matricesde

covarianzascruzadasr~j—k) según[2.2.4] y [2.2.6]. A continuación,calculay almacenalos

elementosdel vector w y de la matriz 4 para, finalmente, resolver el sistemalineal [2.2.12]

mediantedosalgoritmosauxiliares(LUDCMP y LUSOL).

Algoritmo:

(* Asignacióndevaloresiniciales *)

1: covoke. TRISE.
2: POR 1 = 110 m2X(p-4-1)DO

2.1: PORj = 1 10 m1x<p+í) DO
MATPHI[iJ]—0.O.

2.2: gamma[i] .-. 0.0.

2.3: inefr[i] — O.

3: PORk = OTO q DO

3.1: POR 1 = 1 10 inflO

3.1.1: PORJ= 1 10 inDO

GAMWA(k)[iJ] 0,0.
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(* Cálculode las q+1 matrices(mxm) r~(k) (k = 0,—1 —q); vid? [2.2.4]-[2.2.6] *)

4: GAMWA(0)— QQ.

5: FORk = 1 TO q DO

5.1: POR i = 1 TO inDO

5.1.1: PORj = 1 TO in DO
5.1.1.1:sum — — S~1 THETA(k)[i,h] x QQ[h 4].

e5.1.1.2:POR1 = 1 TOpDO

5.1.1.2.1:IP (k—l a 0) IHEN

swn .-swn + ~ PHJ(!)[i,h] x GAMW.4(k—l)[h4].

5.1.1.3: GAMW.4(k)[iJ] e. swn.

(* Cálculoy almacenamientodel vectoru en gammay de la matriz* en MATPHI; vid. [2.2.12]-[2.2. 14] *)

6: PORk = o Top DO

6.1: POR ¡ = 1 TO in DO ‘:1
6.1.1: PORj = 1 TO ni DO

6.1.1.1:¿ — kxn0+inx(i-.1)+j.

6.1.1.2: IP (k = 0) THEN 1.
go.mma[L] .- QQ[¿J].

6.1.1.3: IP (k > O) AND (k s q) THEN
garnma[1] e. gan¡ma[¿] — ~1 THETJ4(kflj,h] >C QQ[i,h].

6.1.1.4:FORU = k+í TO q DO

ganmza[L] — ganmma[l] —E7~ THETA(iiflj,h] X GAMWA(ii—k~[i,h]. k L
6.1.1.5:MATPH4LJ] -~1.0. 1!
6.1.1.6:POR Ii = 1 TOp DO 1

61.1.6.1:PORkk = 1 TO inflO

6.1.1.6.1.1T:IP (k a u) THEN ‘1~
114— (k—ii)Xin2+(¿—1)Xn¡+kk

6.1.1.6.1.1E:ELSE
¿1¡U.— (ii—k)Xm2+Q*—1)X,n+i.

6.1.1.6.1.2:MATPH4¡,II] — MA7PH4¡,ll] —PHIQflU,kk].

7: IP (p> 0) THEN 1
(* Solucióndel sistema[2.2.12](nóteseque sólo senecesitanlas autocovarianzascuandohay parteAR) *)

(* DescomposiciónLU de la matrizMATPHI; vid. algoritmoLUDCMP *)
7.1: CALLLUDCMP(MAWHJ, ,n2X(p+1), iwlr, covok). u

7.2: IP (NOT covok)THEN
(* Matriz M,4TPHJ singular~ fin anormalalgoritmoCGAMMA *) d
RETURN.

(* Solucióndel sistema;vid, algoritmoLUSOL *) 4
7.3: CALLLUSOL(MAIPH¡, m2x(p+1),mcix, gamma).

8: RETURN. (* Fin normalalgoritmoCGAMMA “9

e

¿
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Algoritmo CXI

Propósito.-[1] Cálculo y premultiplicaciónporR (vid. [2.2.22])de las matrices4 según[2.3.8](k —

0,1 r*). [2]Cálculo del límite superiorr* de la secuencia(2k = O parak> r*). [2]Detección

de no invertibilidad.

Llamada.-CXI(7HETA, Q1INV, RIf, ni, ir, q, rt, 5, xiok).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n<’ series. [21i’¿EZ: n0 observaciones.[3] qEZ: orden MA. [4]

THETA(k)EE~xm(k = 1,2,...,q): matricesMA; el elemento(i,j)-ésimo de 0k se almacenaen

THETA(k)[i JI (k = 1,2,...,q;4/ = 1,2,...,m). [51Q1INVEEY~5<m:matriz R de [2.2.22](factor

de Choleskyinversode Q); el elemento(i jy-ésimodeRsealmacenaen Q1¡NI¶iJ] (i = 1,2 ni;

j = 1,2,...,i; nótese que R es triangular inferior). [6] SEE: toleranciapara determinar la

convergenciade la sucesiónde matricesX~; vid. [2.3.U].

Parámetrosde salida.-[1] RXI(k)EEmxIn(k = O,1,...,rt): el elemento (i,j)-ésimo de l¿Xk sealmacena

en RXJ(k)[lJj (k = 0,1 r*; ¿4 = 1,2,...,m);vid. Descripción.[21r*EZ: límite superiorde la

secuenciade matrices Zk (Zk = O para k>r4). [31xiokE {TRUE, FALSE}: indicador de

invertibilidad (xiok = TRUE) 1 no invertibilidad (xiok = FALSE).

Almacenamiento intermedio.- Por motivos de claridad, pararealizarlas premultiplicacionesde cada

matriz Ek calculadapor la matrizR, se haceuso de unamatriz auxiliar M7MPEEXm.

Otrasconsideraciones.-[11Para instrumentar en FORTRAN,Pascalo C el almacenamientode las

matrices0k y 2k’ vid, la introduccióna esteapéndice.[21Dado queel limite superior r4 no se

conocea priori, convienereservaralmacenamientosuficiente para, en el peor de los casos

(procesoscasi no invertibles),podercalcularlas matricesZk hastak = n—1. [3] El algoritmoestá

diseñadopara que se interrumpa si se satisface la condición [2.3.46). No obstante,dicha

interrupciónpuede ignorarseeliminando las instrucciones ‘7.4, 7.5, 7.6.3.5 y 7.6.3.6; esto

permitiríaevaluarla FVE fuerade la regiónde invertibilidad,aunquecon el riesgode problemas

numéricos(overftow).

Descripción(vid, apartado2.3.2).-El algoritmo calcularecursivamentelas matrices2k según[2.3.8]

y, simultáneamente,va actualizandoun Indice r4 que indica el punto a partir del cual pueden

considerarsedespreciablesdichas matrices. El cálculo de r* se realiza en base al criterio de

convergencia[2.3.~], teniendoen cuentala posiblepresenciade matricesO~ = O para iCq. Si

sedeseaevaluarla FVE, debeasignarsea 6 un valor negativo;un valor positivo de 5 implica una

evaluaciónaproximadade la funciónde verosimilitud, tanto másprecisacuantomás pequeñosea

8. El algoritmo también compruebala condición [2.3.46]y devuelvexiok = FALSE si dicha

condiciónsecumple,indicandono invertibflidaddel procesoconsiderado.Finalmente,por motivos
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de convenienciacomputacional,cadamatriz 2k (k = 0,1,...,r*) se devuelvepremultiplicadapor

R (vid. [2.3.9], [2.3.10] y [2.3.19]). e

Algoritmo:

(‘< Asignaciónde valores iniciales *)

1: xiok e. TRUE.

2: delta — FALSE.

3: mar <-0.0. S
4: FORk = OTOn—1 DO

4.1: POR¿=1 TO mDO e

4.1.1: FORj = 1 TO m DO
RJU(k)[4j] — 0.0.

5: POR i = 1 TO in DO

RXI(0)[i,i] e. 1.0.

(* Actualizacióndel Indice rt y evaluaciónde las matrices2,. en RXIQ*) *)

6: r* <-.0.

7: REPEAT e7.1: r* — r* + 1.

(* Cálculode 2,.. en RX¡(r*); vid. [2.3.8] *)

7.2: POR] 1 TO q DO

7.2.1: IF (r*~j =0) THEN

7.2.1.1:POR Ii = 1 TO inDO

7.2.1.1.1:PORJ¡= 1 TO inDO

RXJ(r*) — RXJ(r*) + E~..
1 THETA(,¶ii,h] x RXI(r~—j)[hj¡].

(* Ladoizquierdode [2.3.44]y [2.3.46]*)

7.3:s2e.E7...1E7..i IRXI(tflij]L.
(* Actualizacióndel ladoderechode [2.3.46]“9 —

7.4: IP (r”’ S ¿y) THEN
mc~ mar + s2. U

(* Comprobaciónde (2.3.46]*)

7.5: IP (s2 > nzax)THEN

7.5.1:xiok — FALSE. a
7.5.2: RETURN. (* No invertibilidad fin anormalalgoritmo CXI “9

(* Convergenciaaparente:comprobarque no esdebidaa matricese1 = Oparai.Cq*)

7.6: IP (s2 < 5) THEN

7.6.1: nq — 1.

7.6.2:delta — TRISE. S
7.62: WHILE (nq ~ q~ AND « .C n— 1) AND <delta) DO
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7.6.3.1:ng — ng + 1.

7.6.3.2: r~ .— r’# + 1.

7.6.13:FORJ= 1 TO q DO

7.6.3.3.1:IP (,~—j a O) THEN

7.6.3.3.1.1:PORU = 1 TO mDO

7.6.3.3.1.1.1:PORJ¡= 1 TO ni DO

RXJ(r*)<-RXNr*) + S~ THETA(f411,h] xRXJ(r*~~j)[h4j].

(* Lado izquierdode [2.3.46]*)

7.6.3.4: s2 e. E7,x E7=1 ¡ RXI(r*fli ¿II

(* Actualizacióndel ladoderechodc [2.3.46]“9

7.6.3.5:IP (r* =¿y) THEN

,nax e. inax + s2.
(* Comprobacióndc [2.3.46]*)

7.6.3.6:IP (s2 > inax) THEN

7.6.3.6.1:xiok .- PALSE.
7.6.3.6.2:RETURN. (* No invertibilidad~ fin anormalalgoritmoCXI *)

7.6.3.7:IF (s2 > 6) THEN
delta 4- PALSE.

(* END WHILE 7.6.3 *)

7.6.4: IP delta THEN

— r* — ng. (* Convergenciaefectiva 9

(* END IP 7.6 *)

7U: UNTIL (delta) OR (r* = n—1).

(“< PremultiplicarcadaZk por R y sobreescribirRXl(k) “9

8: FORk = OTO r” DO

ti: POR i = 1 TO in DO

t1.1: FORj = 1 TO m DO
M7MPI4Í] — Ek.., Q1INI4i,h] x RXJ(kflhj].

8.2: RXI(k)e. MTMP.

9: RETURN. (“‘ Pm normalalgoritmoCXI *)

Algoritmo CRES

Propósito.-Evaluaciónanalíticamenteexacta,según[2.3.42],del vectorde residuoscorrespondientes

a la muestray los valores numéricosde los parámetrosconsiderados,a partir de cantidades

previamenteevaluadaspor el algoritmoFIJE.

Llamada.- CRES(RXI, Ql. MA7M, MAR, lambda,m, n,p, q, g, r
4, res).
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Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n0 series. [2] nEZ: n0 observaciones.[3] pEZ: orden AR. [4]

qEZ: ordenMA. [51gEZ: máximo(p,q). [6] rtEZ: indice tal que 2k = O parak>r* (vid.

algoritmo CXI). [71RXI(k)EE~nxm(k= O,1,...,r*): matricesREk (vid, algoritmo CXI); el

elemento(iJ)-ésimode ‘~2k sealmacenaen RXI(k)[iJ] (k = 0,1,...,r*; 24 = 1,2,...,m). ~8] S

Ql EEm~m: factorde CholeskydeQ = Q
1Qf; el elemento(iJ)-ésimode Q1 sealmacenaenQ1[i4]

(i = 1,2,...,m;j= 1,2,...,i; nóteseque Q1 estriangularinferior). [9] ~ factorde S

Cholesky de (‘/1OVf) = MMT (vid. [FVE.6fl; el elemento(i4)-ésimo de M se almacenaen

MATMI2J] (i = 1,2,...,m; j = 1,2,...,i; nótese que M es triangular inferior). [10] S

~ factorde Choleskyde [1 +MTHTHM] = LLT (vid. [FVE.4] y [FVE.7D; elgm

elemento(i4)-ésimodeL sealmacenaen MAIL[i¿1 (2 = 1,2,...,m;j= 1,2 1; nótesequeLes S
triangularinferior). [11] lambdaE~gm~solucióndel sistematriangular LX —MTI¡ (vid. [FVE.8]);

el elementoi-ésimo deX sealmacenaen lambda[i] (i = 1,2,...,gm). á
Parámetros de entrada-salida.- resEE~?m: a la entrada,res[i+ (t— 1)m] contieneel elementoi-ésimodel

vector~1(t 1,2,...,n;¡ = 1,2 ni; vid. [2.3.22],[2.3.23]y[2.3.2]>; alasalida,res[i+(t—1)m]

contieneel elementoi-ésimo del vectorde residuosá~ (t = 1,2,...,n; i = 1,2,...,m;vid. [2.3.42]

y [2.1.16]).

Almacenamientointermedio.- Un vectorauxiliar vtmpEF”.

Otrasconsideraciones.-ParainstrumentarenFORTRAN, Pascalo Cel almacenamientode las matrices

R4, vid, la introduccióna esteapéndice.

Descripción(vid, apartado2.3.1).-El algoritmorecibelas matrices~k (que formanpartedeD~’~; vid. a
[2.1.23])y el vector4 premultiplicadospor R. Por ello, seevalúaen primerlugar la expresión

[2.3.42]premultiplicadapor R y, a continuación,el resultadosepremultiplicapor la inversade
a

dichamatriz (queentraen el algoritmoen Qí) paraobtenerel vectorde residuosevaluadosegún

[2.3.42].El algoritmohaceusode larutina CHOLBACK pararesolverene el sistematriangular

1/e = A. e

Algoritmo: S

(* Cálculode e (en Jainbda) tal que l/c = X (lambdaes sobreescrito;vid, algoritmoCHOLBACK)”9 e

1: CHOLBACX(MA7L, gXmlambda).

(* Cálculode d = Mc (lambdasesobreescribegradualmenteparaalmacenard) *)

2: FOR i = m:><g DOWNTO iDO

2.1 si e. E}.¡ MATMiij] x lambda[j].

2.2: lambda[i] e.sí.
(* Evaluaciónde [2.3.42]preinultiplicadapor A (ressesobreescribegradualmente)*)

a

e
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3:FOR¿:= 1TOnDO

3.1: FORJ= 1 TO iDO

3.1.1: IP (i—j S r«) AND (1 ~ g) THEN

3.1.1.1:POR]! = 1 TOin DO
rnW-4-(i—1)Xm]e. res[j/+Q—1)Xm] — Z~..1 RXJ(i—PW,h] >< lwnbda[h+(j—1)Xm].

(“< Premultiplicarel resultadoanteriorporQl paraobtenerlos residuosen res

4: FORJ = 1 TO n DO

4.1: FOR i = 1 TO inDO

vtmp[i] e. E~=1 Q1[i,h] >< rn[h+<j—1)xin].
4.2: POR = 1 TO in DO

res[i+(j—1)Xn¡] — vtnzp[i].

5: R?ETURN. (* Pm normalalgoritmoCRES *)

Algoritmo FVE

Propósito.-Evaluacióndel logaritmode la FVE o dela FVA de un procesoARMA(p,q)multivariante,

haciendousode las expresiones[2.2.42],[2.3.36]y [2.3.37].

Llamada.- FVE(PHI, THETA, QQ, mu,w, a, m,p,q, g, ti, 6, aIf f1,f2, u2, log/t’, reícd, epsmaq).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n
0 de series (dimensióndel modelo). [2] pEZ: orden AR. [3]

qEZ:ordenMA. [4] gEZ: máximo&,q). [5] nEZ: n0 observaciones.[61PRI(k)EEmxm(k =

1,2,...,p): matricesAR; el elemento(ij)-ésimo de 4k sealmacenaen PH¡(k)[ij] (k = 1,2,...,p;

¿4 = 1,2,...,m). [7] THETA(k)EFYXm(k = 1,2,...,q):matricesMA; el elemento(iJ)-ésimode

sealmacenaen THETA(k)[iJ] (k 1,2,...,q; ¿4 = 1,2,...,ni). [8] QQEEYx~~:matriz Q de
[2.1.11](en general,matriz de covarianzasdel términode ruido); el elemento(iJ)-ésimode Q se

almacenaen QQ[i4] (i = 1,2,...,m;j = ¿,i+1,...,ni;tansólo seutiliza el triángulo superiory la

diagonalprincipal). [9] muEErn:vectorde medias;el elementoi-ésimo de ¡¿sealmacenaenmu[i]

(i = 1,2,...,m). [10] wEE”’~: vectorde observaciones(seriestransformadasy diferenciadas);la

observaciónr-ésimade la i-ésima serie (elementoi-ésimo de u’) se almacenaen w[i+(t—1)ni] (í

= 1,2 ti; ¿ = 1,2 ni). [11] o2~E: factor~?en [2.1.11](en general,u2 = 1.0). [12] 66E:

toleranciaparadeterminarla convergenciadela sucesióndematricesE
1 (vid, algoritmoCXI). [13]

aifE {TRUE, FALSE): si sedeseacalcularel vectorde residuos,debeentrara¡f= TRUE; encaso

contrario,debeentraraif = FALSE. [14]epsmaqEE:épsilonmáquina(vid, algoritmo CEPSMQ

en el ApéndiceA.3).

Parámetrosde salida.-[1] aEE””’: vector de residuos(sólo cuandoaf = TRUE); a[i+(t— 1)ni]

contieneel elementoi-ésimo del vectorá~ (r = 1,2,...,n; i = 1,2,...,ni). [2]JIEE: valor de la
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forma cuadrática[2.3.36](raiz m-ésimade [3.1.6]).[3]/2EE: valorde la expresión[3.1.7]. [3]

logfi’EE: logaritmode la FVE (cuando5<0)0de la FVA (cuando6>0). [4] rercdEZ: indicador

de la causade terminacióndel algoritmo; puedetornaruno de los siguientesvalores:

0: fin normal (evaluaciónde la funcióndeverosimilitud sin problemas);

1:matrizQnodefinidapositiva;

2: sistema[2.2.12]singular (imposibilidad decalcularlas autocovarianzasteóricas);

3: matriz (V1OV?j) no definidapositiva (~ procesono estacionario);

4: procesono invertible (vid, algoritmo CXI);

5: matriz [
1gm+MTHTHMI no definidapositiva.

4Almacenamientointermedio.- [1] Ql EE~~xm: factordeCholeskyde Q. [2] Q1INVEE~~xm:factorde
2

Choleskyinversode Q (matriz R de [2.2,22]).[3] gammaEEm <~‘~ ‘>: matricesdeautocovarianzas

teóricas;el elemento(iJ)-ésimode 17(k) se almacenaen gam,na[m2k+niQ—l)+jl (k =

4/ = 1,2 ni). ~ 0,1,...,q):matricesdecovarianzascruzadasteóricas;

el elemento(4j)-ésimode17wa(~k)sealmacenaen GAMWA(k)[iJ] (k = 0,1,...,q;¿¿ = 1,2,...,ni). 4
[5] RX.1(k)EEmxm (k = 0,1,...,n—1): secuenciade matricesREk; el elemento(iJ)-ésiniodeREk

se almacenaen RXJ(k)[i,j] (k = 0,1,...,r*; ¿4 = 1,2,...,m). [6] vtmpl,vrnip2EL”’; vechEEm~;

MIMP1 ~~m(~+q)Xmg. MTMP2,MTMP3,0M1
6~fltgXmR~ vectoresy matrices para almacenar

‘1resultadosintermedios.

Otras consideraciones.-[1] Para instrumentaren FORTRAN,Pascalo C el almacenamientode las

matrices
tk’ 0k’ 17(k), I’~.(—k) y RZk, vid, la introduccióna esteapéndice.[2] Paraevaluar la

funciónde verosimilitud,essuficientealmacenarla matriz de covarianzasdel términode ruido en

QQ con o2 = 1.0; la descomposiciónque se haceen [2.1.11]sólo es relevanteparamaximizar
s

dichafunción,como sedescribeen el Capítulo3 y en el ApéndiceA.3.

Descripción (vid. Sección2.3).- El algoritmo empieza calculando, haciendo uso del algoritmo

CHOLDCMP, el determinante Ql y el factorde CholeskyQ
1 de la matrizQ, asícomola matriz

R=Q7
1de[2.2.22].En segundolugar,haciendouso del algoritmoCGAMMA, se calculan las

matrices de autocovarianzas17(k) (k 0,1,...,p) y de covarianzascruzadasI’~«(—k) (k =

0,1,...,q). A continuación,seevalúala matriz (‘/
1OVf), según[2.3.38]-[2.3.40],y se obtienesu

descomposiciónde Cholesky con el algoritmo CHOLDCMIP (matriz M de [2.3.33]).

Seguidamente,haciendouso del algoritmo CXI, se evalúala secuenciade matricesRXk (k =

0,1,...,r*) y el limite superiorr
t de dicha secuencia.El algoritmoprosigueevaluandoel vector~

según [2.3.22]-[2.3.23]y [2.3.2]. A continuación,se evalúa el vectorMTII haciendo uso de

[2.3.19].Seguidamente,haciendousode [2.3.9]-[2.3.10],se calculanlos elementosde la matriz

D = [I
8~+MTHTHM1,asícomosu determinante¡Di y su factorde CholeskyL (con el algoritmo

u

á



APENDICEA .2 131

CHOLDCMP), para, posteriormente,resolverel sistematriangularLA — AlTA con el algoritmo

CHOLFOR. El algoritmo devuelvelas expresionesfl= ;T~ —ATA, f2 = Ql X IDI ~“‘ y logfv

evaluadasegún[3.1.1].Porúltimo, si entróa(f TRUE, seevalúael vectorde residuoshaciendo

usodel algoritmoCRES.

Algoritmo:

(* Asignaciónde valores iniciales“9

1:fl e. 0.0.
242 — 0.0.

3: lote. 0.0.

4: retal — O.

(* Cálculo de R (en Q1) y de ¡Q¡ (en detq) “9

5: Ql e. QQ.
6: CHOLDCMP(Q1, in, di, d2, ok, epsnuzq). (“‘ Pactorde CholeskydeQ en Ql “9

7: IP (NOT ok) THEN

(* Matriz Q no definidapositiva*)

7.1: reted <— 1.

7.2: RiETURN. (* Fin anormalalgoritmo¡‘VE “9

8: PORi = 1 TO mDO (* Factorde Choleskyinversode Q en Q1JNV”9

8.1: PORJ = 1 TOni DO

vimplIj] e. 0.0.

8.2: vrtnpl [1].- 1.0.

8.3: CHOLFOR(QL, in, vfrnpl).

8.4: FORJ = i TOmDO

Q1JNVrJ.i] 4- vtmpl[fi.

9: derq —di x

(4 Cálculode las autocovarianzasy de las covananzascruzadas“9

10: CGAMMA(PHJ, THETA, QQ, in, p, ¿y, G~4MW,4, gainina, ok).

11: IP (NOT ok) THEN

(4 Matriz del sistema[2.1.12] singular4)

11.1: raede. 2.
11.2: RETURN. (4 pm anormalalgoritmoTVE 4)

(4 Cálculo de M [factordeCholeskyde (V111Vb] en OMI y verificación de estacionariedad4)

12: POR i = 1 TO mxgDO

12.1: FORJ= 1 TO mxgDO

OM1[iJJ — 0.0.

13: POR i = 1 TO rnx(p+q) DO (4 Cálculode IWfen MTMP1 según[2.3.39]-[2.3.40]4)

13.1: PORJ= 1 10 mxgDO
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s

M2MP1UJ] — 0.0.

14: POR i = 1 TOp DO (* Evaluaciónde [2.3.39]”9

14.1: PORJ = 1 TOg DO

14.1.1:PORk =j—iTOp—IDO

14.1.1.1:POR ti = 1 TO m DO

14.1.1.1.1:FOR]! = 1 TOin DO

14.1.1.1.1.1:suin e. 0.0. 4
14.1.1.1.1.2: PORkl = 1 TOin DO

14.1.1.1.1.2.1T:IP (k a 0) TREN
le. kxm2+Qi—1)Xm+kk

14.1.1.1.1.Z.1E: ELSE

le. —kxin2+(kk—1)Xin+U. 4
14.1.1.1.1.2.2:swn e. swn + ganmu4l] x PHJ(p—k—i+j)[jj,kic].

14.1.1.1.1.3:fil.-U+(i—1)xm. 4
14.1.1.1.1.4:col e.jj+(j—1)xm.

14.1.1.1.1.5:MIMP1[fil,col] e. MIMP1[fil,col] + swn.

(4 END POR 14.1.1.1.14)

14.1.2:FOR k = j—i TO ¿y—iDO

14.1.2.1:IP (—q+p+k S 0) TREN s
14.1.2.1.1:POR U = 1 TO ni DO

14.1.2.1.1.1:FORJJ = 1 TO inflO

14.1.2.1.1.1.1:sun:e. Skk—¡ (3AMWA(q—p—k)[U,kk] X THET,4(q—k—i+j4jj,kk].
14.1.2.1.L1.2:fil e. U+(i— 1)xm.

14.1.2.tl.I.3: col .‘-jj+(j—1)xrn.

14.1.2.1.1.1.4:MIMP1[fil,col] .- MTMP1IfiI,coll — sun:.

(4 END POR 14.1.2.1.1 4)

(4 ENDPOR14.1 4)

15: PORi = p+l ‘[O p+q DO (4 Evaluaciónde [2.3.40]’9

15.1: PORJ= 1 TO g DO
15.1.1:FOR k = p+j—i TO 2Xp—i DO

15.1.1.1:IP (—q+p--k S 0) ‘[HEN
15.1.1.1.1:POR U = 1 ‘[Orn DO

15.1.1.1.1.1:POR]! = 1 ‘[Orn DO
15.1.1.1.1.1.1:sume.ETk—1 GAMWA(q—p+kilkk.UIxPHI(2 xp—k—i+illhi.kkl. S

15.1.1.1.1.1.3: col ‘-]!+(j—1)Xm. S
l5.1.1.1.1.1.4:MTMPXWI,coll— MTMPI[fil,cot] + sun:.

(4 END POR15.1.1.1.1.14)

15.1,2: IP (p—i+j S 0) THEN

á

e
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15.1.2.1: POR U = 1 ‘[Orn DO

15.1.2.1.1: FOR]! = 1 ‘[Orn DO
15.1.2.1.1.1:sun:— ETk¡ GAMWA(O)[ii,kk] x THETA(q+p—i+j)[jj,kk].

15.l.2.1.1.2:fll — ii+(i—flxin.

15.1.2.1.1.3: col “-ji+<j—l)xrn.

15.1.2.1.1.4: M7MPl[fil,col] — MTMP1¡fll,col] — sun:.

(* END POR15.1.2.1.1*)

(“‘END POR15.1 9

16: POR i = 1 ‘[0 g DO (4 Evaluaciónde [2.3.38]4)

16.1: PORj = ¡‘[0 g DO

16.1.1: FORk = O TOp—iDO

16.1.1.1:PORu = 1 ‘[Orn DO

16.1.1.1.1:POR]! = 1 ‘[Orn DO

16.1.1.1.1.1: col.—jj+q—1)xrn.

16.1.1.1.1.2:swne. ET*¡ PHI(p—k)[ii,kk] x MTMP1[kk+(k+i—1)z,n,col].

16.L1.1.1.3:fil — ii+(i—1)xn:.

16.1.1.1.1.4:OM1[fil,col] — OM1[fil,col] + sunh.

(4 END POR16.1.1.1.14)

16.1.2: PORk = OTO q—i DO

16.1.2.1:POR U = 1 ‘[Orn DO

16.1.2.1.1: POR]! = 1 TOrn DO

16.1.2.1.1.1: coL e.jj+(j—1)xrn.

16.1.2.1.1.2: non e. ~
7k...I IHETÁ(q—kili4kkI X MIMPI[Idc+(k+p+i—1)xrn,col].

16.1.2.1.1.3:jU — U+(i—1)Xrn.

16.1.2.1.1.4: OM1[fil,col] e. OM1[fil,col] — swn.

(“‘ END POR 16.1.2.1.1 9

17: CHOLDCMP(OM1, rnxg, di, d2, ok, epsrna¿fl.

18: IP (NOT Ok) ‘[HEN

(* Matriz (V
10Vf) no definidapositiva— procesono estacionario4)

18.1: retal — 3.

18.2: RETURN. (4 Fin anormalalgoritmo¡‘VE “9

(4 Cálculode la secuenciaRZ~ (k = 0,1 r~<) en RU(k)4)

19: CXI(IYJETA, Q>IN¾AY!, ni, n, q, rS 6, ok>.

20: IP (NO’[ ok) ‘[HEN
(4 SecuenciaZk explosiva— procesono invertible 4)

20.1: retal —4.

20.2: RETURN. (4 Fin anormal algoritmo¡‘VE 4)

(4 Evaluacióndel vector ,~ en a 4)

21: POR i = 1 ‘[0 ,nxn DO
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a[i] — 0.0. 4
22: POR i = 1 ‘[0 n DO (4 Cálculorecursivode los residuoscondicionadossegún[2.3.2]4)

22.1: PORj = 1 ‘[Orn DO

ninpl[f] e. 0.0. S
22.2:FORj= 1TOpDO

22.2.1: IP (i—j a 1) TREN 4
21.2.1.1: POR U = 1 TO ni DO

21.2.1.1.1:sum— ET.-i PHRf)[U,k] >C (w[k+(i—j—I)Xrn] — niu[k]).

22.2.1.1.2: nmpí[ii] — vtnipí[it] + swn. 4
22.3:PORj= iTOinDO

vtrnp2[j]e. 0.0.

21.4: PORj = 1 ‘[0 ¿y DO

22.4.1:IP (i—j a 1) ‘[HEN

22.4.1.1:PORU = 1 TO ni DO

21.4.1.1.1:sum— ET—1 THETA(j>[U,k] x a[k+«—j—1)x ni].

21.4.1.1.2:virnp2[ii] e. vmrnp2[¿i] + swn. 4
21.5: POR U = 1 ‘[Orn DO

a[ii+(i— 1)Xrn] .— (w[ii+(i—1)Xm] — rn¡4ii]) — vtrnpl[U] + vtnip2[ii].

(“a END POR21*)
23: PORi = 1 170 n DO (4 Evaluaciónde ~ena según[2.3.22]”9

23.1: PORJ = 1 ‘[Orn DO

ninpl[j]e. Sj~=1 QlJNI’Tj,k] >( a[k+Q—1)xm].

23.2:PORj=lTOniDO
u

aU+(i—1)Xni] — vtnipl[jj.

(4 Cálculodel vector MTI¡ en vech 4)

24:PORI= lTOgxrnDO S
vechli] e. 0.0.

25: PORj = 1 170g DO (4 Evaluacióndel vectorfi según[2.3.191*)

25.1:FORI = OTO n—jDO

25.1.1: IP (i S ¡“9 ‘[HEN
25.1.1.1:POR» = 1170 in DO

25.1.1.1.1:sum~S7~RA7(i)[kjfJ X a[k+Q+j—1)Xrn].

25.1.1.1.2: vechW+fj—l)xrn]4- vechw+(j—1)Xm] + sun:. s

(4 END POR25.1.1.14)

26: FOR i = 1 170 ni xg DO (4 PremultiplicaciéndeA por M’” “9
26.1:sume.S2~f OM1[k,i] x vech[kJ.

26.2: vech[i] — sun:.

(4 Almacenamientotemporalde Al enAIIMP3 si aif = TRUE (cálculo deresiduossolicitado)“9

27: IP afTHEN

e
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27.1: POR 1 = 1 ‘[0 mxgDO
27.1.1: PORJ= 1 ‘[0 i DO

MIMPS[ij] — OML[ij].

(4 Cálculode D = [Igm+MTHTHM] (enOM1) y de IDI (en deron~) “9
28: POR ¡ = 1 ‘[0 mxgDO (4 Cálculode HTHenMTA’1P2según[2.3.9]-[2.3.10] 4)

28.1: PORJ = 1 ‘[0 rnxg DO

MTMP2[¡J] — 0.0.

29: POR ¡ = 1 ‘[0 g DO (4 Evaluaciónde [2.3.9]4)

29.1: PORk = OTO ¡¿—¡DO

29.1.1: IP (k+i—1 s rl’) TREN

29.1.1.1: POR U = 1 ‘[Orn DO

29.1.1.1.1: POR]! = 1170 ¡‘~ DO

29.1.1.1.1.1: surn .— ETk...¡ RXJ(k)[kk,ui] x RXI(k+i—1)[kk,ffJ.

29.1.1.1.1.2: M7MP2[¡i+(i—1)Xrnd¡i e. MTMP2[ii+(i—1)xinjj] + sun:.

30: PORi = 2 ‘[Og DO (4 Evaluaciónde [2.3.10] ‘<)

30.1: PORJ= 2170 iDO

30.1.1:POR U = 1 ‘[Orn DO

30.1.1.1:POR]! = 1 ‘[Orn DO

30.1.1.1.1:swn e.0.0.

30.1.1.1.2:IP (n—i+1 =rl’) AND (n—j+1 =rl’) TREN

swn- ETk=1 RXI(n—i+1)(kk,U] >< RYJ(n—j+1)[kkjfl.

30.1.1.1.3:MTMP2[U+Q—1)xrnjj+(j— 1)xrn]e.M7MP2[U+Q—2)xrnjj+(j—2»<rn].-swn.

31: POR i = 1 ‘[0 rnxg DO (4 ¡Fil essimétrica4)

31.1: POR] = ¡+1 TOrnXgDO

MTMP2[i4] e. MIMP2y,í].
32: POR i = 1 ‘[0 ni Xg DO (4 CálculodeMTHTH en MIMP1 4)

32.1: PORj = 1 ‘[0 rnXg DO

MIMP1[¿4] e. E7~f OM1[k,i] >< MIMP2[k4].

33: MTMP2 — OMI. (4 Almacenamientode Al en MTMP24)

34: POR i = 1 170 rnxg DO (4 Cálculo de [Igm+MTHTHM]en OM1 “9
34.1: POR] = iTOrnxgDO

34.1.1: OM1[i,j] — ET2 MTMP1[i,k] >< MTMP2I[kj].

34.1.2: OM1[j,i] — OM1[i ói.
34.2: OMí[i,i] — 1.0 + OML[i,i].

35: CHOLDCMP(OMí, n¡Xg, di, ¿12, ok, epsrnaq).

36: IP (NOT ok) ‘[HEN

(4 Matriz [‘gm+ MTHTHM] no definidapositiva4)

36.1: rerai—5.

36.2: RETURN. (4 Pin anormal algoritmo¡‘VE 4)
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37: deton:e. di >< 24F.
(* Cálculode la forma cuadrática[2.3.36] enfi 4) J
38: sí — E7~? (a[i])2. (4 ti2”; 4)

39: CHOLFOR(0M1, mxg, vec*). (4 Solucióndel sistemaU — MTfi 4) 4
40: s2 e. Z7~f (vech[i]9. (4 >3>. *>

41:fIe.sl —s2. 4
(4 Cálculo dela expresión13.1.7]enj2 4)

42:12 — log(detoin) 1 n.

43: j’2e.det¿y X exp(ft). 4
(4 Cálculo del logaritmo de la función de verosimilituden logfi’ (vid. [3.1.1] y [3.1.3]) ‘l’)

44: logfv— —0.5 x (n x ni >< log(2.0Xrxu2) + n x log(detq) + log(detom) +f1 1 a2). 4
(4 Evaluacióndel vectorde residuosa si <nf = TRUE 4)

45: IP a(fTHEN
C11ES(RX¡, Qí, MIMP3, 0M1, vech, m, n, p, ¿y, g, r4, a).

46: RETURN. (4 Fin normal algoritmo¡‘VE 4)

4

e

a

a

S



APENDICE A.3
Codificación del algoritmo [MAXFVJ

Introducción

En esteapéndicesedescribeen formadepseudocódigoun algoritmoparamaximizarlaFVE (o la

FVA) de procesosARMA multivariantes,haciendouso de las ideas expuestasen el Capítulo 3 y del

algoritmo [¡‘VE], descritoen el CapItulo 2 y codificado en el ApéndiceA.2. En dicho apéndicepuede

encontrarsetambiénunadescripcióndetalladadelas normasseguidasparala redaccióndelpseudocód¿go.

La Figura A.3.1 representael diagraniade dependenciasy llamadas entre los módulos que

componenel algoritmode estimación(algoritmoMAXFV).

Hg. A.3.l: Diagrama de dcpendencin del algoritmo MAX}V.

El algoritmo MAXFV actúa tan sólo como intermediario(driver) entreun supuestoprograma

principal y el algoritmode estimaciónMAXFVCN. Tambiénrealizaalgunoscálculosauxiliares(como

el del épsilon máquina, medianteuna llamadaal algoritmo CEPSMQ). Por tanto, para utilizar el
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mecanismodc estimaciónpropuestoen estetrbajo,como parteintegralde un programade análisisde

seriestemporales,tan sólo es necesariauna llamadaal algoritmo MAXFV. El algoritmo MAXFVCN

(algoritmoprincipal) contieneel procedimientode estimaciónpropiamentedicho,descritoen el Capítulo

3. Esteprocedimientominimiza la funciónobjetivo [3.1.18]haciendouso de un métodocuasi-Newton

basadoen la versiónfactorizadade la fórmulaBFGS (algoritmosCNBFGS y ACTBFGS). El vector

gradientede la función objetivo se evalúamediantediferenciasfinitas con el algoritmo CGRADDC,

mientrasquela longitudde pasoen cadaiteraciónsecalculaconel algoritmoCLP. Estosdosalgoritmos

4
hacenasode los procedimientosCFOBJ (paraevaluar la funciónobjetivo [3.1.181)y DEFPAR «Jara
definir el vector de parámetrosa estimar). El algoritmo FIJE del ApéndiceA.2 seutiliza directamente

enlos algoritmosCFOBJ, MAXFVCN y MAXFV. Porúltimo, las rutinasCONVO y CONV evalúan

la convergenciadel procesoiterativo, mientrasque los algoritmosCHOLFOR y CHOLBACK (vid.

ApéndiceA.2) seempleanpararesolverel sistemade ecuacioneslinealesqueproporcionala dirección

debúsquedaen cadaiteracióny parainvertir la matrizde segundasderivadasen la última iteración.

4

Algoritmo CEPSMQ

Propésito.-Cálculo del épsilonmáquina.

Llamada.- CEPSMQ(epsmaq).

Parámetros de salida.- epsniaqEE:épsilonmáquina,

Algoritmo:

1: epsrna¿ye. 1.0.

2: REPEAT

epsrnaqe. epsmaq/ 2.0

21): UNTIL (epsmaq+ 1.0) = 1.0.

3: epsrnaq— 2.0 >C epsniaq.
4: RETURN. (4 Pm normalalgoritmoCEPSMQ4) 4

Algoritmo DEFPAR

Propósito. - Asignara los parámetrosestándardel modelo considerado(4~ %, ¡~ y Q) los valores

numéricosderivadosde (i) los valores numéricosde los parámetrosque efectivamentese desea
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estimary (u) las posiblesrestriccionessobrelos parámetrosestándar.El algoritmoestácodificado

contemplandola posibilidadde fijar el valor de cualquierparámetrode las matrices4~, 6~, p y Q,

de maneraquedicho parámetrono seestime.En el apartadoOtrasconsideracionessedescribe

cómo incorporarotro tipo de restriccionessencillasentreparámetros.

Llamada. - DEFPAR(npar, x, ni, p, ej FMI, ¡Ff11, THETA, JINETA, mu, ¡mu, QQ, ¡QQ).
Parámetros de entrada.- [1] nparEZ: n0 de parámetrosaestimar.[2] x EEtP~r: valoresnuméricosde

los npar parámetrosque se deseaestimar. [3] mEZ: n0 de series (dimensióndel modelo). [4]

pEZ: ordenAR. [5] qEZ: ordenMA. [6] JPHJ(k)EZYxm(k = l,2,...,p): si IPH¡(k)[ij] = 1,

el elemento(i¿)-ésimode tk es un parámetroa estimary, por tanto, forma partedel vectorde

parámetrosx; en caso contrario, el elemento(41)-ésimo de •k se mantienefijo durante la

estimación.[7] JTHETA(k)EZYxm(k 1,2,...,q): si ITHETA(k)[i,j] = 1, el elemento(ij)-ésimo

de 0k es un parámetroa estimary, por tanto, forma partedel vector de parámetrosx; en caso

contrario, el elemento(ij)-ésimo de 0k se mantienefijo durantela estimación.[8] imueZ?: si

imz4i] = 1, el elementoi-ésimodepesun parámetroa estimary, portanto, formapartedel vector

deparámetrosx; encasocontrario,el elementoi-ésimo dep semantienefijo durantela estimación.

[9] JQQEZmxm:si IQQIij] = 1, el elemento(i,j)-ésimo de la matriz Q esun parámetroa estimar

y, por tanto, formapartedel vectorde parámetrosx; en casocontrario, el elemento(ij)-ésimo de

Q semantienefijo durantela estimación.

Parámetrosde entrada-salida.- [UPHJ(k)EEmnxm(k I,2,...,p):matricesAR; el elemento(4ñ-Esimo

de tk sealmacenaen PHJ(k)[ijl (1< 1,2,.. .~p; 4/ = 1,2 m). 12] THETA«c~EEmxmQ< —

1,2,...,q): matrices MA; el elemento(ij)-ésimo de 0k se almacenaen THETA(k)[i,j] (k —

1,2 q; 1,/ = 1,2,...,m). [31QQErxm: matriz Qde[2.1.11];el elemento(ij)-ésimo deQse

almacenaen QQ[íjI (1 = I,2,...,m;j = 1,2 m). [4] mUEEM: vectorde medias; el elemento

i-ésimode ji sealmacenaen mu[iJ (1 =

Otras consideraciones.- Si el único tipo de restriccionesconsideradasconsisteen fijar el valor de

algunosparámetrosde las matrices4~, O~, p y Q, el algoritmono requieremodificaciones.En tal

caso,los parámetrosde entrada-salida[1]-[4]contienena la entrada,en susrespectivasposiciones,

los valoresde los parámetrosquesemantienenfijos y, a la salida,tantodichos valores comolos

de los parámetrosque se estánestimando(que entranen el vector x). Por el contrario, si se

contemplanotro tipo de restricciones,éstasdebenpoderserresueltaspor sustitucióny, ental caso,

debecodificarseexplícitamentela dependenciade cadacomponentede las matrices4~, O~, p y Q

respectoa los parámetrosquesedeseaestimar,a lavez que todaslas referenciasa los parámetros

¡PH!, ¡THETA, ¿mue ¡QQpuedenser suprimidasde todo el sistema.La presenciade restricciones

más complejasimplica el usode un algoritmode optimizacióncon restricciones(vid. Capítulo3).
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J
Descripción.-El algoritmocoloca,enlas posicionescorrespondientesa los parámetrosde las matrices

•~, 0~, ji y Q queseestánestimando,los valoresnuméricosde dichosparámetros(contenidosen J
el vectorx) en diversasfasesde la estimación.Al mismo tiempo, mantienetanto las posiciones

como los valoresnuméricosde los parámetrosque sonfijos (si hubieraalguno).Por supuesto,

cualesquieraqueseanlas restricciones,éstaspuedencodificarseexplícitamenteen cadacaso. No

obstante,la utilidadde estealgoritmo consisteenproporcionaruna formaestándarparadefinir los j
parámetrosde $~, ~ ji y Q quepuedeemplearseen muchasocasiones.

4
Algoritmo:

4
1: ¡¿¡¿“-0.
(* Definición del vectorji en términosde los parámetrosa estimar”)

2: POR¡-1170rnDO 4
2.1: IF (irnuU] = 1) ‘[BEN

2.1.1: >¡n 4- nn + 1. 4
2.1.2: mullí] — x[nnl.

(* Definición de las matricestk en términosdelos parámetrosa estimar “9

3:PORk= íTOpDO J
3.1:PORj~ lTOrnDO

3.1.1: FOR ¡sitO m DO

3.1.1.1: IP (¡PH¡(kflij] = 1) TREN

3.1.1.1.1: ¡¿¡¿e.nn + 1. 4
3.1.1.1.2:PWQCfl¿J] .- 4nnI.

(* Definición de las matrices 0k en términos de los parámetros a estimar “9

4:PORk=’ l17OqDO

4.1: PORj = 1 ‘[Orn DO

4.1.1: PORI —1 ‘[Orn DO 4
4.1.1.1: IP (fll.IETA(k)[ij] — 1) ‘[HEN

4.1.1.1.1: ¡¿p¡ e. mi + 1.

4.1.1.1.2: THETA(kflij] —4~n1.
(* Definición de la matriz Q en términos de los parámetros a estimar 4)

5: POR ¡ = 1 ‘[0 rn DO

5.1: FORJ = i 170 rn DO

5.1.1: IP (IQQ[ij] = 1) Ok (IQQIj,i] = 1) ‘[HEN

5.1.1.1: ¡¿ti “— ¡¿pi + 1.

5.1.1.2: QQ[ijJ .-4nn].

5.1.1.3:QQfj,i] — QQ(ij].

6: R.E’[URN. (“Fin normal algoritmo DEFPAR “9

4
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Algoritmo CFOBJ

Propósito.-Evaluarla funciónobjetivo [3.1.18]haciendousodel algoritmoFVE del ApéndiceA.2.

Llamada.- CFOBJ(PHJ, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, q, g, n, 1110, 1120, 8, epsmaq,111, 112,fobj).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n0 de series (dimensióndel modelo). [2]pEZ: orden AR. [3]

qEZ:ordenMA. [4] gEZ: máximo~,q). [51nEZ: n0 observaciones.[6] PHI(k)EEmxm(k =

1,2,...,p): maticesAR. [7] THETA(k)EE”’><m (k = 1,2,...,q): matricesMA. [8] QQEE¿xm:

matrizQde[2.1.11].[9] muEEm:vectorde medias.[10] wEE»”’: vectorde observaciones.[11]

a~Em’: vector auxiliar. [12] fl1OEE: valor de la forma cuadrática[2.3.36] (raiz m-ésimade

[3.1.6]) en las estimacionesiniciales. [13] II2OEE: valor de la expresión [3.1.7] en las

estimacionesiniciales. [14] 5EE: toleranciaparadeterminarla convergenciade la sucesiónde

matricesE
1. [151epsmaqEE:épsilonmáquina.

Parámetrosde salida.-[1] 111 EE: valor de la forma cuadrática[2.3.361(raiz m-ésimade [3.1.6])

evaluadaen el punto representadopor los valoresde entradade $~, %, ~¿y Q. [2] 1126E: valor

de la expresión[3.1.7] evaluadaenel puntorepresentadopor los valoresde entradade 5~, O~,¡¿

y Q. [3]fobjEE: valor de la funciónobjetivo (3.1.18] evaluadaen el punto representadopor los

valoresde entradade 0~, 9~, ji y Q; cuandodicho puntono esadmisible,sedevuelveft>bj= 1.0.

Descripción.-El algoritmoevalúalas expresiones[3.1.6]y [3.1.7] haciendouso del algoritmo FIJE y

devuelve(i) el valorde [3.1.18]cuandoel códigode retornodel algoritmo ¡‘VE es O (indicando

unaevaluacióncorrecta)d (u) 1.0 en casocontrario (cuandoQ no es definidapositiva o cuando

el procesoesno estacionarioo no invertible; vid. ApéndiceA.2).

Algoritmo:

(* Evaluaciónde la funciónde verosimilitud4)

1: FVE(PHI, THETA, QQ, ¡¡¿u, w, a, m,p, ¿y, g, n, 6, PALSE,111, 112, 1.0, ¡mp, mcd, epsmatfl.

2T: IP (retal $ 0) ‘[BEN

(4 Puntono admisible4)

fobj— LO
2E: ELSE

(4 Evaluaciónadecuada4)

fobj.-(111 inior x (fl2/fl20).
3: RETURN. (4 Pm normalalgoritmoCFOBJ4)
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Algoritmo CGRADDC

Propósito.-Evaluaciónmediantediferenciasfinitas del gradientede la funciónobjetivo [3.1.18].

Llamada.- CGP..ADDC(PH¡, ¡FUI, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, 1110,

1120, 6, epsmaq,x, grad, npar).

Parámetros de entrada.- (11 mEZ: n0 de series (dimensióndel modelo). (21 pEZ: orden AR. [3)

qEZ:ordenMA. [4] gEZ: máximo(p,q).[5] nEZ: n0 observaciones.[6]PH¡(k)EE~>~xm (k =

1,2,...,p): matricesAR. [7] ¡PHI(k)EZYxm(k = l,2,...,p) (vid. algoritmo DEFPAR). [8]

THETA(k)Erxm(k = l,2,...,q): matrices MA. [9] ¡THETA(k)EZPxm(k = í,2,...,q) (vid.

algoritmoDEFPAR). [10] QQEEmXm: matriz Q de [2.1.11].[11] IQQEZ~~x»1(vid, algoritmo

DEFPAR). [12] muEEm: vector de medias. [13] imuEZ’Y (vid, algoritmo DEFPAR). (14]

wEE’~>’: vectordeobservaciones.[15] aEE””: vector auxiliar. [16] II1OEE: valor de la forma

cuadrática[2.3.36](raiz m-ésimade [3.1.6])en las estimacionesiniciales. [17]IUOEE: valor de

la expresión 13.1.7] en las estimacionesiniciales, [18] BEE: tolerancia para determinarla

convergenciade la sucesiónde matrices21. [19] epsmaqEE: épsilonmáquina.(201 nparEZ: n0

de parámetrosa estimar.(211 xEE~hI~<Jr: valoresnuméricosde los ¡¿par parámetrosa estimar.

Parámetros de salida.- gradEEYar: vector gradientede la funciónobjetivo [3.1.18].

Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade este algoritmo puedenencontrarseen

Dennisy Schnabel(1983), pp. 323-5 (vid, tambiénnota[4] al final de la Sección3.1).

Algoritmo:

1: mU— (epsmaqV’3.

2: POR A = 1 ‘[0 ¡¿par DO
2.1:hí.—m13 >< rnax( x[i]¡, 1.0).

2.2: xtmp¿e. 41].

2.3:xDle.xtmpi + hi.

2.4: DEFPAR(npar,x, m, p, q, Pu, IFNI, THETA, ¡THETA,

2.5: CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m,p, ¿y, g, n, 1110,

2.6: 4:’] e.xrmpi — hi.

2.7: DEFPAR(npar,x, ¡ti, p, ¿y, PH!, ¡PH!, THETA, ¡THETA,

2.8: CFOBJ(PHJ,THETA, QQ, mu, w, a, m, p, ¿y, g, ti, 1110,

2.9: gradli] —(4 —fin) ¡ (/ñ + hi).

2.10: x[i] — nmpi.

2.11: DEEPAR(¡¿par,.r, m, p, q, FF11, ¡FUI, THETA, ¡THETA, mu, ¿mu, QQ, ¡QQ).

3: RETURN. (4 Fin normal algoritmoCGRADDC 4)

mu, ¿mu, QQ, ¡QQ).
1120, 6, epsmaq,tmpI, tmp2,fp).

mu, imu, QQ, ¡QQ).

nio, a, epsmaq,imp1, ¡mpl,fin).
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Algoritmo OLP

Propósito.-Calcular en la i-ésima iteraciónuna longitud de paso a1 tal que F(x1+cr¡) S F(x1) +

Xa1VF(x1)
7d

1, dondex1 contienelas estimacionesactualesde los parámetros,d~ es la direcciónde

búsqueda,VF(x1) es el vector gradientede la función objetivo [3.1.18] evaluado en x1 (con

VF(x1)Td1 .C O) y X —í0
4 (vid, nota[3] al final dela Sección3.1).

Llamada.- CLP(PH¡, ¡PH!, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, ti, 1110, 1120,

8, epsmaq,tipar, xold,fold, goid, doid, xnew,III, 112, fnew,maxp, rolp, mxi, rezcd).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n0 de series (dimensión del modelo). [2] pEZ: orden AR. [31
qEZ:ordenMA. ¡4] gEZ: máximo(p,q). [5] ¡¿EZ: n0 observaciones.[61PH¡(k)EEmxm(1< —

l,2,...,p): matrices AR. [‘7] IPH¡(k)6Z¡¿xm (k = l,2,...,p) (vid, algoritmo DEFPAR). [81

THETA(k)EEPnxm(k = 1,2,...,q): matricesMA. [9] ¡774ETA(k)EZ~km(k = 1,2,...,q) (vid.

algoritmoDEFPAR). [10] QQEEmxm:matriz Q de [2.1.11].[11] JQQErXm (vid, algoritmo

DEFPAR). [12] muEE”’: vector de medias. [131imuEV (vid, algoritmo DEFPAR). [14]

wEE»W: vector de observaciones.[15]aEE’>’~: vectorauxiliar. [16]H1OEE: valor de la forma

cuadrática[2.3.361(raiz m-ésimade [3.1.61)en las estimacionesiniciales. [17111206E:valor de

la expresión [3.1.7] en las estimacionesiniciales. [18]8EE: tolerancia para determinarla

convergenciade la sucesiónde matricesE
1. [19]epsmaqEE:épsilonmáquina.[20] nparEZ: n

0

de parámetrosa estimar. [211xoldEEf~r: valores numéricosde los parámetrosen la iteración

actual (x
1). [22]foldEE: valor de la funciónobjetivo [3.1.18]en la iteraciónactual [F(x1)].[23]

goldEEYar: vector gradiente de la función objetivo en la iteración actual [VF(x1)].[24]

doldEEY
0T:direcciónde búsqueda(d

1). [251maxpEE:máximotamañopermitido del pasoa,41.

[26] zolpEE: tamaño relativo del paso a141 para el cual se consideraque x14~ difiere lo

suficientementepocode x1 comoparaterminarel algoritmo.

Parámetrosde salida.- [11x,wwErpor: valoresactualizadosde los parámetros(x1.,.1 = x1+aA¿). [2]

HiCE: valor de la forma cuadrática [2.3.36](raiz m-ésimade [3.1.6])en las nuevasestimaciones.

[31112 CE: valor de la expresión[3.1.7] en las nuevasestimaciones.[4] fnewEE:valor de la

función objetivo [3.1.18] en las nuevasestimaciones.(5] mnE{TRUE, FALSE): el algoritmo

devuelvetiar = TRUE cuandoel tamañodel pas.oa~d1es el máximopermitido; en casocontrario,

devuelvemxi = FALSE. [6]rercdEz: indicadorde la causadeterminacióndel algoritmo(código

de retorno);puedetomarlos valoresO (fin satisfactorio~ nuevaiteración)ó 1 (imposibleencontrar

11+1 suficientementedistinto dex1 posibleconvergencia).
Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen

Dennisy Schnabel(1983), pp. 116-29.
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Algoritmo: 4
1: mxt— FALSE.

2: retal e. 2.

3: X”- ío—4.
(4Taniañodeladireccióndebdsqueda:3<432”) 4
4: sIn.’- IdoldN

2.

5: IP (sin> maxp)‘[BEN
(4 Tamañodel pasomayor que el máximopermitido“9

5.1: doW.-(maxp¡sin) ~<doM.

5.2: sIn e. maxp. a
6: sip e. gokITdold. (* VFXX,)

Td
1 c 0 4)

7: rin — mc1~ 1 ma4jxoldIflJ,1.0)).

8: minalpha— tdp 1 rin. (4 ,ninalphaesel menor tamañode pasopermitido“9

9: alpha e. 1.0.
(4 Comprobarsi la actualizaciónesadecuada;si no, calcularuna nuevalongitudde paso4)

10: REPEA’[

10.1:xnewe.xold+ alpha x doM. (
4x

1+1 = x~+cr1<4”)

10.2: DEFPAR(¡¿par,xnew,m, p, ¿y, PH!, ¡PH!, THETA, ¡THETA, ¡¡¿u, imu, QQ. ¡QQ).

10.3: CFOB,J(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, ¿y, g, n, ¡110,1120,6, epsmaq,¡11, 112, frew).

10.4k IPfizew <= «oid + XX alpha X sip) TREN
(4 x~.1 esunaactualizaciónadecuadade lasestimaciones~> 4
10.4L1: retad.-0.
10.4A.2: IP (alpha = 1.0) AND (sin > (0.99 x ¡¡¿¿np))‘[BEN 4

¡¡at — TRUE.
(* Fin satisfactorioalgoritmoCL?”) a

10.4B: SSEIP (alpha .c minalpha) ‘[HEN
(“No puedeencontrarsex1.4.1 suficientementedistintode x1”)

10.411:¡tale. 1.

10.4B.2:xnewe.xold.

10.413:DEFPAIR(npar,xnew,in, p, ¿y, PUL ¡PH!, THETA, ¡THETA, mu, irnu, QQ, ¡QQ). a
10.4B.4: CFOBJ(PH¡,THETA, QQ, ¡¡¿u, w, a, m,p, ¿y, g, n, 1110, 1120, 6, epsmaq,nl, 112,fnew).

(“Pm algoritmo CL?*)

10.4C: ELSE (“Reduccióndela longitudde pasoalpha *)

10.4C.1T:IP (alpha = 1.0)‘[BEN

(“Interpolacióncuadrática”) 4
alplmunpe. - dpI (2.0 x (f¡¿ew - foid - sip)).

10.4C.1E: ELSE
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(“Interpolacióncúbica *)

1O.4C.lE.1:tl.-fi¡ew —foid- alpha >< sip.

1O.4C.1E.2:t2.—pfiaew-foid - palpha x sip.
1O.4C.tE.3:t3 e. 1.0 1 (alpha — palpha).

1O.4C.lE.4:a — t3 x (11 1 alph¿? — a 1 palpha2).

1O.4C.1E.5: b — d >< (C x alpha 1 palpha2 —ti x palpha1 alpha2).
1O.4C.1E.6: ¿¡¡sc — — 3.0 x a x sip.

1O.4C.1E.7T: lF <a = 0.0) ‘[BEN

alpharmp<-—sip /(2.0 >< b)

tO.4C.1E.7E: ELSE

alpho.tmp—(—b +disc”t/(3.0 >< a).

1O.4C.1E.8: IP (alphatmp> 0.5 >c alpha) ‘[HEN

alphwmp— 0.5 x alpha.

(* END ELSE1O.4C.1E*)

1O.4C.2: palpha— alpha.
1O.4C.3: pfnew“-fnew.

1O.4C.4T: IP (alphatmp <= 0.1 >< alpha) ThEN

alpha”-O.1 >< alpha

1O.4C.4E: ELSE

alphae. alphatmp.

(* ENDELSE 1O.4.C <9

1013: UNTIL (retal < 2).

11: RE’[URN (* Fin normal algoritmo CL?”9

Algoritmo ACTBFGS

Propósito.-Dada una matriz (nxn) LT triangularsuperiory dosvectores(nx 1) u y y, obteneruna

matriz 4 triangular superior tal que L+LT = (L+yur)(LT+uvT). Nótese que L4 = R.
1.

(triangularsuperior)en la descomposición<¿Ji de J3 = (LT+UvT) = Q~R.,., dado queJ4{ =

R4Q{Q~R+ = 4R+, puestoque la matriz Q~ es ortogonal.

Llantada. - ACTBFGS(R, u, y, ti).

Parámetros de entrada.- [1] nEZ: dimensióndel problema.[21uEE”: vectoru. [31vEr: vector y.

Parámetros de entrada-salida.-REE” Xn: el triángulosuperiordeR contienela matrizLT a la entrada

y la matriz LT a la salida.

Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen

flennis y Schnabel(1983), pp. 311-2.
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Algoritmo: 4
1: k.-n. 4
2: WHILE (u[k] = 0.0) AND (k > 1) DO

k — k —. 1.

(* Obtenerla matriz R~ enla descomposición(LT+ «y?’) = Q~R~”) 4
3: POR 1 = k-.1 DOWNTO IDO

3.1T: IP (‘4~1 = 0.0) ‘[HEN 4
3.IT.1: PORJ = ¿‘[0 ¡¿DO

3.IT.1.1: tmp — R[i,j].

e. R[i+lj]. J
3.IT.1.3: RU+ 1j~ — Imp.

3..IT.2: u[iI e. u[i+ 11. 4
3.1E: ELSE

3.1E.1: y — ¡~[iI 1 (u[i9 + u[i+ 1]2)’h

3.1E.2: s~ —u[i+í] 1 (4iJ2 + u[i+íÑ½. e
3.1E.3: POR] = i ‘[O pi DO

3.1E.3.1:y — R[ij]. 4
3.IE.3.2: z.’- R[i+ U].

3.1E.3.3:R[ij] e. e >< y — s x z.

3.1E.3.4:R[i+1j1e.s >y + e xz
3.1E.4: u[i] — (u[i]

2 + u[i+1Ñ½.

4: FORj = 1 ‘[0 pi DO
R[1,j].-R[1j] + u[1] >< vfj].

5:FORI= 1TOk—IDO 4
tíT: IP (R[i,i] = 0.0) THEN

5.1T.1: POR] = i ‘[O ti DO a
5.1T.1.1:nnp R[idl.

5.1T.1.2: ¡¿[¡ji .-R[i+IjJ.

5.1T.1.3: RU+ la] e. rmp. 4
LíE: ELSE

L1E.1: e — R[iJ] 1 (R[i,if + R[i+ ld]2)’h.

5.1E.2: se.—R[¿+ 1,1] 1 (R[i,i]2 + R[iI~1,i]2)½.

L1E.3: FORJ = ¿‘[O ti DO

5.1E.3.i: y<- ¡¿ItJi

5.1E.3.2: z — R[i+1j].
L1E.3.3: ¡¿[¿JI e. c >< y — s X z.

5.1E.3.4: R[i+lj] —s X y + e >c
6: RE’I’URN. (“Fin normalalgoritmoACTBFGS”)
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Algoritmo CNBFGS

Propósito.-Actualizarel factorde CholeskyL (triangular inferior) de la matriz (nYit) G = U?’ para

obtenerel factor de CboleskyL~ de la matriz G~ = ~ dondeG~ seobtieneapartir de G

mediantela fórmula 13F05 (vid, nota[51al final de la Sección3.1).

Llamada.- CNBFGS(xold, goid, xnew, gnew,L, it, epsmaq,¿¡it, noact).

Parámetrosde entrada.- [1] it EZ: dimensióndel problema.[2]xoldEAY: x1. [3] goldEAY: VF(x¡). [4]

xnewEE”: x1.~.1. 151 gnewEE”: VF(x1~1). [6]epsmaqEE:épsilonmáquina.[‘7]itnEZ: iteración

actual (O.
Parámetrosde entrada-salIda.- [1]L EH¡x~: el triángulo inferiory la diagonalprincipaldeLcontienen

la matriz L ala entraday la matriz L~ a la salida. [2] noactE(TRUE, FALSE}: indicadorde si

seha llevadoa caboalgunaactualización.

Almacenamiento intermedio.- Cuatro vectoress,y,u,vEV.

Descripción.-El funcionamientoy la descripcióndetalladade este algoritmo puedenencontrarseen

Dermis y Schnabel(1983),Pp. 198-201 y 356-8.

Algoritmo:

1: IP (Un = 1) ‘[HEN

twact— TRUE.

2: se. xnew —xold. (“s = x1.~.1 — x1 = a>d1 4)

3: y—gnew — goid. (“y = VF(x1~1) — VF(x,) *)

5: IP (denl > (epsmaq)’kY I~I2 Y IyIz)THEN

(“En casocontrario, el algoritmotermina”)

5.1: den2e. 0.0.

5.2: POR 1 = 1 ‘[0 n DO
5.2.1: ¡41] — E%.,íL[j,i] Y s(fl. (<‘ u — Cx”)

5.2.2: den2e. den2 + u[i]
2. (“‘ dciii = s?’LIYs”)

5.3: alpha — (den1 1 den
2)’h. «~ a —<yTs 1 JLIA)’~ *)

5.4: IP noan THEN
(“Sólo en la primera iteración”)

5.4.1:FOR ¿ = 1 ‘[0 ti DO
5.4.1.1:«(1] e. alpha x uIjI. (* u = a x u”)
5.4.1.2: FORJ = 1 TOnDO

L[j,i] — alpha Y LIj.i]. (* L = a x L *)
5.4.2:noacg.- FALSE.
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5.4.3: den2-denl.

5.4.4:alpha — 1.0. a
5.5: reltol e. (epsma¿y)½.

5.6: en e. ‘[RUS. a
5.7: POR ¿ = 1 TO ti DO

5.8:/e.1.

5.9: WHILE (i Sn)AND (en-) DO
5.9.1T: IP (jy[i] — vMI a reltol x max(¡gold[i]I,Ignew(i]I»’[HEN

en-e. FALSE

5.9.1E: ELSE

¿ — ¿ + 1.

5.10: IP NOT (en-) ‘[BEN
3.10.1:v.-y — alpha x y. (‘4< y =y — aLlis”)

5.10.2: u e. alpha ¡ denl Y u. (“u —fis 1 &s Y ¿uTs)’A 4<)

(“Copiar fi en el triángulosuperiordeL”) ¶

5.10.3: FOR ¿=2TO ¡¿DO

5.10.3.1:PORJ = 1 ‘[0 ¿—1 DO

5.10.3.1.1:LU,i] e.L[ijj.

5.10.3.1.2:L[iJ] ~ 0.0.
(“Cálculo del factorJi en la descomposiciónde .1?’ — (17+uv~’) — QA”)

5.10.4: ACTEFGS(L, u, y, ti).

(“Copiar Ji?’ en el triánguloinferior de L *)

5.10.5:POR i = 2 TOnDO S
5.10.5.1:FORj = 1 ‘[01—1 DO

L[ij] — LU,i]. a

(* END IP 5.10 y 5”)

6: RE’[URN. (“Pm normalalgoritmoCNBFGS*)
s

Algoritmo CONVO

Propósito.- Comprobarsi las estimacionesinicialesconstituyenaproximadamenteun puntoestacionario

(gradienteigual a cero)de la funciónobjetivo.

Llamada.- CONVO(xO, gO,JO, ti, sucpmax,retcd).

Parámetrosde entrada.- [11nEZ: n0 deparámetrosa estimar.[2]xOEE’: x
0. [3] gOEAY: VF(x0). [4]

JOEE: F(x0).

Parámetros de salida.- [11sucpmaxEz:n
0 de pasos consecutivosde tamaño igual al máximo

s
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permitido. [2] re:cdEZ: el algoritmo devuelveretcd = 1 si x0 constituyeaproximadamenteun

puntoestacionariode la funciónobjetivo y retcd = O en casocontrario.

Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade este algoritmo puedenencontrarseen

Dennisy Schnabel(1983),Pp. 348-9.

Algoritmo:

1: gritA — 106. (“Criterio deparadaestándar;puedenemplearsootros”)
2: sucpmax— 0.

3T: IFmaxi=¡=~(Ig0[i]lY max(j.xO[¿]¡,1.0)/ max(LM,1.0»~ gnol’[HEN

retal — 1

3E: ELSE

retal e. 0.

4: RETURN. (“Fin normal algoritmoCONVO ‘4<)

Algoritmo CONV

Propósito.- Comprobar si severitlca algunade las condicionesdescritasmás abajo paraconcluir el

procesoiterativo de minimización de la función objetivo [3.1.181.

Llamada.- CONV(xold, xnew, gnew, ft¡ew, it, clpcd, Un, maxirs, mxt, sucpmax,retal).

Parámetros de entrada,- [11nEZ: n
0 de parámetrosa estimar.[2] xoldEFY: x

1. [31xneweE”: x1~1.

[4] gnewEE”: VF(x1~1). [5]fnewEE:F(x1~1). [6] clpcdEz: código de retomodel algoritmo

CL?. [71UnEZ: n
0 dela iteraciónactual(i). [8] maxitsE 2: máximo ti0 de iteracionespermitido.

[9]inflE {TRUE, FALSE}: indicadordel tamañodel pasoactualdevueltopor el algoritmo CL?

Parámetros de entrada-salida.- sucpnuaxEZ: n0 de pasosconsecutivosde tamaño igual al máximo

permitido.

Parámetros de salida.- reícdE2: códigode retorno;puedetomaruno de los siguientesvalores:

O: no se satisfaceninguno de los criteriosde convergencia(el algoritmo prosigue);

1: normadel gradienteescaladoenx
1.~.1 menorque la toleranciafijada;

2: distanciaescaladaentrex1 y xN.1 menorque la toleranciafijada;

3: longitud de paso(calculadapor el algoritmoCL?) muy pequeña;

4: alcanzadoel máximo n
0 de iteracionespermitido;

5: alcanzadoel máximon0 permitidodepasosconsecutivosdetamañoigual al máximopermitido.

Descripción.- El funcionamientoy la descripcióndetalladade estealgoritmo puedenencontrarseen
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a
Dennisy Schnabel(1983), pp. 347-8.

Algoritmo:

a
1: griol — iot (“Criterios de paradaestándar;puedenemplearseotros”)

2: xrtol e. 106

3: retcd.-O.

4: maxí— max1~,=~(¡gnew[iJI Y niax(¡xnew[i]¡ ,1.0)1 max(¡ftuew~,1.0)).

5: max2.r.~max¡=¡=~4Isnewfi]—xoid[ilI 1 max(JxnewflJl,l.0)).
6A: IP (mart 5 grrnl> THEN

retal — 1 s
6K ELSE IP (mafl 5 x.rtol) ‘[HEN

retcde. 2

6C: ELSE IP (cipal = 1) TREN

retal — 3

61): ELSEIP (Un ~ ,naxits) ‘[BEN

raed — 4

6E: ELSE IP (mxt) ‘[HEN 4
EE.1: sucpmax e. sucpmax + 1.

LE.2: IP (sucpmax = 4) ‘[HEN (“El lImite 4 esarbitrarioy puedecambiarseporotro”)

retede. 5 4
6F: ELSE

sucpmax e. o. 4
7: RElVAN. (“Fin nonnalalgoritmoCONV”)

Algoritmo MAXFVCN 4
Propósito.-Maximizar la función de verosimilitud de un procesoARMA multivariante,mediantela

minimizaciónnuméricade la funciónobjetivo [3.1.18]con un métodocuasi-Newtonbasadoenla

fórmulaBFGS (vid, apartados3.1.1 y 3.1.2).

Llamada.- MAXFVCN(PH¡, ¡PW, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, it, 8,

epsmaq,npar, xnew,MCOV, sigma2,retcd).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n
0 de series(dimensióndel modelo). [2] pEZ: ordenAR. [3] 4

qEZ:ordenMA. [4] gEZ: máximo<,p,q). [5] nEZ: n0 observaciones.[6] ¡PH¡(k)EVxm (k =

1,2,.. .,p) (vid, algoritmo DEFPAR). [7] ¡THETA(k)EZmxm (k = 1,2,...,q) (vid, algoritmo 4

DEFPAR). [S~¡QQEzrxm (vid, algoritmoDEFPAR). [9] imueV (vid, algoritmoDEFPAR).

4

S
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[101wEE””’: vector de observaciones.[11]aEE¡¡m: vector auxiliar. [12] 5EE: toleranciapara

determinarla convergenciade las matricesE1. [~31epsmaqEE:épsilonmáquina.[14] npar6Z:

n
0 de parámetrosa estimar.

Parámetros de entrada-salida.- (Los parámetros [1] a [4] contienen a la entrada las estimaciones

inicialesy a la salidalasestimacionesfinales)[1] PH¡(k)EFYxm(k = 1,2 p): matricesAR. [2]

THETA(k)EFrxm (1< = 1,2,...,q): matricesMA. [3) QQErxm: matriz Q de [2.1.11]. [41

muEEm: vectorde medias.[5] xnewEEY<~T:valoresiniciales(a la entrada)y finales(a la salida)

de los ¡¿par parámetrosa estimar.

Parámetrosde salida.- [1] MCOVEE”P<¿rx»~r: matriz de covarianzasestimadasentrelos parámetros.

[2] sigma2EE:estimacióndel parámetro¿ de [2.1.11]según [3.1.4]. [31retcdEZ: código de

causadeterminacióndel algoritmo; puedeseruno delos devueltosporel algoritmoCONV o rercd

= 6, indicandoquelas estimacionesinicialesno sonválidas.

Almacenamiento intermedio.- [1] xold, gnew,goid ,doldEFYI~<Jr. [2] M14TGEErpar~<~par.

Descripción (vid, apartado3.1.2).-Partiendode unasestimacionesiniciales, el algoritmominimiza la

función objetivo [3.1.18]utilizando un método cuasi-Newtonbasadoen la versiónfactorizadade

la fórmula BFGS (algoritmosCNBFGS y ACTBFGS). Encadaiteración,el vector gradientese

evalúa mediantediferenciasfinitas centralesde la función objetivo (algoritmo CGRADDC) y se

calculauna longitud de paso adecuadamedianteun métodode “Une search” (algoritmo CL?).

Cuandoconverge,se evalúala matriz de covarianzasentreparámetros,haciendousode la última

actualizaciónde la matriz desegundasderivadasy se estimael parámetro~2 de [2.1.11].

Algoritmo:

(“Límites estándar;puedenfijarseotros”)
1: maria e. 15. (“Máximo n0 de iteraciones”)

2: maxpe. 10~ Y max(Ixnewlvl.0). (“Máximo tamañodelpaso”)

3: tolp e. 106. (“Mínimo tamañorelativo del paso”)
(“Evaluacióndc [3.1.6]y [3.1.7]en las estimacionesiniciales *)

4: FVE(PH¡, THETA, QQ, mu, w, a, ni, p, q, g, pi, 6, PALSE, ¡110, 1120, 1.0, :mp,fvcd,epsmaq).

5: IP (frcd ~ 0) THEN (“Estimacionesinicialesno válidas; vid. algoritmoEVE”)

5.1: retad —6.

5.2: RiE’[URN. (“Pin anormal algoritmoMAXFVCN”)
(“Funciónobjetivo [3.1.18] y vectorgradienteen las estimacionesiniciales”)

6:frew.—1.0.

7: CGRÁDDC(PH¡, ¡PHL THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, ¿mu, w, a, m,p, q, g, ti, filO, ¡120, 6, epsmaq,

new, gnew, tipar).
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(“Comprobarsi lasestimacionesinicialesconstituyenun punto estacionario*)

8: CONVO(xnew, gnew,jhew, ¡¿par, sucpmax,retal).

9: IF (raed = O) THEN

(“ ~ó = ¡npar ‘4<)

9.1: POR ¿ = 1 ‘[0 tipar DO

9.1.1: PORJ = 1 ‘[0 ¡¿par DO

MAIfliJ] e. 0.0.

9.1.2:MATO[¿,¿] e. 1.0.

(“Bucle principal: iteracióndel algoritmo”)

10: WHILE (raed = 0) DO

10.1: ¿¡ti e. ¿ni + 1.
10.2: foid e.fnew.

10.3: xo/de. new.

10.4: go/ti 4- gnew.

(“Si sedesea,puedepresentarseel estadodelproceso: ¡¡ti, xo/d,fo/ti, go/ti y MATO”)

(“Dirección de búsqueda¡4: 4<4 = —VF(x?”)
10.5: do/tie. —goid.

10.6: CHOLFOR(MATO, npar, do/ti).

10.7: CHOLBACK(MA7G, ¡¡par, do/ti).

(4 Nueva estimaciónx1.~.1 — x +a4: F(x,+aje4) C F(x)”)

10.8: CLP(PH¡, ¡PH¡, THETA, ¡THETA, QQ,¡QQ,mu, ¿mu,w, a,

xo/ti, fo/ti, go/ti, do/ti, xnew, 1711, 112, Jhew,maxp, ¡olp,

10.9: CGRÁDDC(PH¡, ¡PH¡, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu,

eps¡naq,new,gnew,¡¿par).

(“Comprobarsi secumplealgúncriterio de convergencia”)

10.10: CONV(xold, xnew, gnew,jhew, ¡¿par, ciped, ¿¡pi, nw.x¿ts,mxl, sucpmax,retal).

(“Cálculo del factordeCholeskyde O¡~¡ mediantela actualizaciónBFGS”)

10.11: CNBFGS(xold, go/ti, new, gtiew, MATO, ¡¿par, epsmaq,¿iii, noacr).

(“END WHILE 10”)

(“Estimaciónde ¿según[3.1.4]”)

11: s¿gma2<-111/ (ti Y m).

(“Estimaciónde la matriz de covarianzasentreparámetros;v¿d. nota[5]al final dela Sección3.1”)

12: POR¿ = 1 ‘[0 nparDO
12.1: PORj = 1 ‘[0 ¡¿par DO

xo¡dlj] e. 0.0.

12.2: xo/s4¿] e. 1.0.
12.3: CHOLFOR(MA7Y3, ¡¡par, xo/d).

12.4: CHOLBACK(MAIU, ¡¿par, xo/d).

m,p, q, g, pi, ¡110,1120,6,epsmaq,npar,

ma, cíped).

¿mu, w, a, m, p, q, g, ti, 1110, ¡120, 6,
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12.5: PORj = 1 ‘[0 pipar DO

MCOV[4/] — 2.0 Y fiww x xo/drj] 1 pi.

13: RETURN (“ Pm normalalgoritmoMAXFVCN”)

Algoritmo MAXFV

Propósito.- Estimar por MVE o por MVA los parámetrosde un procesoARMA multivariante.

Llamada.- MAXFV(PH¡, ¡PHI, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, imu, w, a, m, p, q, n, 6, sigma2,

MCOV, logfv, re¡cd).

Parámetros de entrada.- [1] mEZ: n0 de series (dimensión del modelo). [2] pEZ: orden AL [3]

qEZ:ordenMA. [4] nEZ: n0 observaciones.[5] ¡PHJ(k)EZ?~~xm(k = I,2,...,p): si ¡PH¡(k)[ij]

= 1, el elemento(¿j)-ésimode 4k esun parámetroaestimar;en casocontrario, el elemento(ij)-

¿simo de tk semantienefijo durantela estimación.[6] ¡THETA(k)EZmxm(k = 1,2,...,q): si

¡THETA(k)[ij] = 1, el elemento(ij)-¿simo de 0k es un parámetroa estimar;en casocontrario,

el elemento(ij)-¿simode 0k semantienefijo durantela estimación.[71¡QQEZ¡x~~: si JQQ[ij]

= 1, el elemento(ij)-ésimode la matriz Q esun parámetroa estimar;casocontrario,el elemento

(ij)-¿simo de Q se mantienefijo durantela estimación.[8] imuEZ”’: si ¿mu[i] = 1, el elemento

i-ésimo de ¡¿ es un parámetroa estimar;en casocontrario, el elemento¿-ésimode ji semantiene

fijo durantela estimación.[9] wEE~~U: vectorde observaciones(seriesestocásticastransformadas

y diferenciadas);la observación¡-¿simadela ¿-¿simaserie(elemetoi-ésimo de it’) sealmacenaen

w[i+ (t— 1)m] (¡=1,2,...,n; ¿=1,2,...,m). [10]ÓEE: toleranciaparadeterminarlaconvergenciade

las matricesE
1 (vid, algoritmo CXI); si sedeseaunaestimaciónpor MVE debeentrar6 < O; si

se deseaunaestimaciónpor MVA debeentrar6 > O (por ejemplo,6 = í0
3).

Parámetrosde entrada-sailda.- (Los parámetros[1] a [4] contienena la entradalas estimaciones

inicialesy a la salidalas estimacionespor MI/E o por MI/A) [1] PH¡(k)Erxm (1< =

matricesAR; el elemento(ij)-ésimo de •k se almacenaen PHI(k)[ia1 (st = 1,2,...,p; ij —

1,2,...,na). [21THETA(k)EEnhxm(st — 1,2,.. .,¿fl: matricesMA; el elemento(4j)-ésimode 0k se

almacenaen THETA(k)[4j] (st = 1,2,...,q;4j= 1,2,...,m).[3] QQEE~~><m: matrizQde[2.1.11];

el elemento(ij)-¿simo de Q sealmacenaen QQ[ij] (1 = 1,2 m; j = ¿,i+1,. . .,m; tan sólo se

utiliza el triángulo superiory la diagonalprincipal, aunquese devuelvela matriz completa). [4]

muEEY:vectorde medias; el elemento¿-¿simode ji se almacenaenmu[i] (1 = 1,2,..

Parámetrosde salida.- [1] aEE~m: vector de residuos evaluadosen las estimacionesfinales;

a[¿+Q—1)m] contiene el elemento¿-¿simodel vector 4 (¡ = 1,2,...,n; ¿ = 1,2,...,m). [2)
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s¿gma2CE: estimacióndel factor ¿ de [2.1.11].[3] MCOVEEYPÉ#xnPor:matriz de covaríanzas

estimadasentrelos parámetros.[4] logfrEE: logaritmodelafuncióndeverosimilitud (vid. [3.1.3])
1

evaluadaen las estimacionesfinales. [5] retcdEZ: códigode causade terminacióndel algoritmo;
puedeseruno delos devueltospor el algoritmoCONVo reícd= 6, indicandoquelas estimaciones

iniciales no sonválidas. 4
Almacenamientointermedio.-Un vector xEE~I~ar, donde npar es el n0 de parámetrosa estimar

(calculadopor el algoritmo). 4
Consideracionesadicionales.- [1] Estealgoritmo sólo actúade intermediario(driver) entreel usuario

y el algoritmodeestimaciónpropiamentedicho(algoritmoMAXFVCN). [2] Es recomendableque

las estimacionesiniciales(incluidas las de la matriz Q) tenganun ordende magnitudhomogéneo; S

dichasestimacionespuedentomarsede los resultadosobtenidosal estimarel modelo considerado

4porotrosprocedimientosmásrápidos(MI/C, MSCconretrovisióitoMSCcondicional).[3] Cuando

m = 1 (modelosunivariantes),la descomposición[2.1.11]no tienesentido,por lo que QQ[1,1]

4debe entrar igual a 1.0 e JQQ[1,1] igual a O (sólo es necesarioestimar «2). [4] El algoritmo

devuelveen MCOV la matriz de covarianzasestimadasentreparámetros,que puedeutilizarse

posteriormenteparaevaluarlas desviacionestípicasy la matriz de correlaciones.[5] Paraestimar e

la matriz E[&9’] deberealizarseposteriormenteel productodesigma2porcadacomponentede QQ

(vid. [2.1.11]y nota [6) al final de la Sección3.1); a esterespecto,es importanteseflalarque las 4
covarianzasdevueltasen MCOVserefieren a los parámetrosde QQ, no a los de E[&2T]. [6]Para

instrumentar en FORTRAN, Pascal o C el almacenamientode las matrices ~‘» 0k (y sus 4
correspondientesIPH¡ e ¡THETA), vid, la introducciónal ApéndiceA.2. [71Si el único tipo de

restriccionesconsideradasconsisteenfijar el valor de algunosparámetrosde las matrices1. O~, e
ji y Q, el algoritmo no requieremodificaciones.Por el contrario, si se contemplanotro tipo de

restricciones,¿stasdebenpoderser resueltaspor sustitucióny, en tal caso(i) debecodificarse

explícitamentela dependenciade cadacomponentede las matrices$~, 9~, ji y Q respectoa los

parámetrosquesedeseaestimar(vid, algoritmoDEFPAR), (u) debensustituirselaslineas3-7 por 4
la definiciónexplícitade las variablesx y npary (iii) todaslas referenciasa los parámetros¡I’HJ,

¡THETA, ¿mue ¡QQ debensersuprimidasdetodo el sistema.

Descripción.-En primer lugar, se define el vector de parámetrosa estimar sobrela base de las

especificacionesdeentrada.A continuación,seestimael modeloconsideradomedianteunallamada 4
al optimizadorMAXFVCN. Porúltimo, sobrela basede las estimacionesobtenidas,seevalúael

vectorde residuosy el logaritmo de la función de verosimilitud medianteuna última llamadaal

algoritmo [FVfl.

J
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Algoritmo:

(“Asignaciónde valoresiniciales”)

1: /ogfv — 0.0. raede. O. s¿gma2e.0.0.

2: POR ¿ = 110 mx,,DO a[¿] — 0.0.

(“Definición del vectorde parámetrosa estimar”)

3: ¡¿pare. O.

4: POR ¿ = 1 10 m DO

4.1: IP (¿mubl = 1) IHEN

4.1.1: ¡¿par e. ¡¡par + 1.

4.1.2: x[npar] e. mu[i].

5:FORk= lTOpDO

5.1: FORj = 1 ‘[Orn DO

5.1.1: POR ¿ = 1 ‘[Orn DO

5.1.1.1: IP (¡PHI(k)[4j] = 1) TREN

5.1.1.1.1:npar~ ¡¿par + 1.

5.1.1.1.2:4¡¿par] — PH¡(k)[4.f].

6:PORk= 1TOqDO

6.1: FORj = 1 10 mDO

6.1.1: POR ¿ = 1 10 m DO

6.1.1.1: IP (¡THETA(kfl¿j] = 1) IHEN

6.1.1.1.1: tipar <—¡¿par + 1.

6.1.1.1.2:4t¡par] e. THETA(k)[¿ ji.

7: POR ¿ = 1 ‘[0 m DO

7.1: PORJ= ¿10 mDO
7.1.1: IP (¡QQ[ij] = 1) OR (¡QQfJ,¿] = 1) IHEN

7.1.1.1: ¡¿pare. ¡¿par + 1

7.1.1.2: x[tipar] e. QQfi,j].

(“ Cálculosauxiliares“)

8: CEPSMQ(epsmaq).
9: g — max(,p,q).

10: POR ¿ = 1 10 ¡¿par DO
10.1: FORj = 1 ‘[O ¡¿par DO MCOlj4j] e. 0.0.

(“Estimaciónde los parámetrosmedianteel algoritmoMAXFVCN”)
11: MAXFVCN(PH¡, IPH¡, THETA, ¡THETA, QQ, ¡QQ, mu, ¿mu, w, a, m, p, ¿y, g, it. 6, epsmaq,¡¿par, x,

MCOV, s¿gma2, raed).

(“Evaluacióndel logaritmode la función de verosimilitud y del vectorderesiduos”)

12: FVE(PH¡, THETA, QQ, mu,w, a, m,p, ¿y, g, ti, 6, ‘[RIlE, tnzpl. ¡mp2, s¿gma2,/ogtI’, intmpl, epsmaq).

13: RETURN (“ Pin normalalgoritmoMAXFV”)



e

APENDICE AA
El vector gradiente de la función objetivo

e

Paraminimizar [3.1.8]medianteun métododepropósitogeneral(vid, nota[1] al final dela Sección 4
3.1)utilizando primerasderivadasanalíticas,es necesarioevaluarel vectorgradientede dichafunción

objetivo . Derivando[3.1.81con respectoa un parámetrogenéricox1 (queseráalgunacomponentede

•k’
0k’ Q o ji) seobtienelaj-ésimacomponentede su vector gradiente,que es: S

1 s611(x) tit...xTxvn~lx8(IlSXTX) YIQIXIDI~ +— = OxOx~

(,Tq....XTX)mY.9i.9j.Y IDI~ + [A.3.1]

QJ,ATX)mY Ql Y±jD¡~X O¡Dj
n Ox

1

Si la función a minimizar es[3.1.15],paraemplearun métodoespecificoparasumasde cuadrados

con primerasderivadasanalíticas(vid, nota [2] al final de la Sección3.1), es necesarioevaluar las

derivadasde cadasumandocon respectoa x1. Derivandola i-ésimacomponentede[3.1.13]conrespecto

a un parámetrogenéricox~, se obtienelo siguiente:

e
O4~¡1(x) 8 1 1

Ql >< lDI~” +

1—ini 1
1,?1Y.IQI ini ~2i9i~¡DI2”»’ + [A.3.2]

2m Ox
1 á

1 l—2mn

1 OIDI2»:.:
2mn 8x,~

con ¿ = 1,2,...,mn.Por otro lado, derivandola ¿-¿simacomponentede [3.1.14]con respectoa x1, se

obtienelo siguiente:

4

156
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8X1(x) _ OX.
Ox1 Ox1

1X5Y~IQl
A- 2m

xiDI
2»”’ +

1—2»’
2m Y O¡Q¡

8x,~
x + [A.3.3]

1—2»’.:

YÉIÉI
Ox,

1
1x—IDI

2mn

con ¿ = 1,2,...,mg.Pinalmente,teniendoen cuentaen [A.3.1]que:

es evidentequeparaevaluarlas derivadas[A.3.1], [A.3.2]y [A.3.3]es necesarioevaluarpreviamente

las derivadasde ¡Ql, ‘~ Di y A con respectoa x1. En primer lugar (vid. ApéndiceA.1):

—A7\)
8x,~

OIQI = Ql Y traza
Ox1

Ox1

[A.3.5]

[~~1&

En segundolugar, teniendoen cuentaque >k = R4~ (k = 1,2,...,n; vid. [2.3.22]-[2.3.23]),es

evidenteque:

Ox1
OR

+.1

OdOk

Ox1
[A.3.6]

donde(vid. ApéndiceA. 1):

dR
Ox1

[A.3.7]
2 Ox1

Ox1
[A.3.4]

y derivando[2.3.2] con respectoa

A [os. OWk..q~
—L[~y-Wk~í+t Ox. ¡

¿‘=1 j J ±[!4kk~¿+OíOti1

con st = 1,2 ti. Nóteseque 0~ = = OWJOxj = Od<>,/8x1 = O para i < 1. En tercer lugar, para

evaluar01 DI/Ox,1 es necesarioevaluarpreviamentela derivadade la matriz D con respectoa x1, ya que

000k

r j

_ OWk

Ox1
[A.3.8]

(vid. ApéndiceA.1):
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!IRL= IDIxtraza¡jir¡2~~ [A39]
Ox1 Ox

Entonces,teniendoen cuenta[3.1.2]:

— — HTHM + [A.3.10] SOMT MTO(H¡~M+MTHTH2M
Ox,> Ox,> Ox,> Ox,>

á
Paraevaluarestaexpresión,hay que teneren cuentaque (vid. [2.3.33]y ApéndiceA.!): 4

OM — !(V10V15 O(V10V1) [A.3.11]
Ox1 2 Ox1 d

donde(vid. ApéndiceA. 1): s
T = T—i _______ [A.3.í2] 4

O(V10V1 §1 O<V¡O V1) Ti

Ox1 —(V101’) Ox.

y en [A.3.12]: a
T _ 0<

O(V10V1) _ OV~T OCr [A.3.13]
Ox,> Ox,> Ox. 1 J

Dado que los elementosde V1 sólodependende los parámetrosAR y MA (vid. [2.1.18], [2 121]

ay [2.1.22]), paraevaluar[A.3.131 tan sólo hay que calcular la derivada 00/Ox,>, lo cual implica (vid.

[2.2.43]-[2.2.46])evaluarlas expresionesOr~(—st)/Ox,>(st = 0,1,...,q)y Or(k)/0x1 (st = O,1,...,p).Para 4
el primercálculo,es inmediatocomprobar,por [2.2.6],que:

rO1’~4(—k) _ 4’ I±2rWa(~k+o+síOrwa(st)1—~e —e OQ [A.3.14]

_ ‘O jOx,> L> Ox> J Ox1

con st = 1,2 q y 041/x,> = 001/x,> = O para i > p e i > q, respectivamente.Parael segundocálculo,

derivandola expresión[2.2.12]con respectoax,>, seobtieneun sistemade m
2~+ 1> ecuacioneslineales

conm2(p+1) incógnitas(los ni2 elementosde cadauno de los p+1 vectores&y(k)IOx,>, st = 0,1,...,p).

Dicho sistemapuedeescribirsede formacompactacomo SU x, donde5 = + F’2 (vid. [2.2.13]

y [2.2.14]),
12T = [O.y(0)T/Ox,>,Oy(1)T/Ox,>, ..., &yq)T/Ox,>], 0 = [ir(O)~’,ir(19 ..., rQuff] y los
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elementosdel vector x secalculancomosigue:

0’I.
ir(st) —

Ox,> Ox,>

parast = 0,1,...,p, dondeOgst)/Ox,> puedeobtenerseaplicandoel operadorveca

(vid. [2.2.10]):

OW(k) _ Or~.(k)T
Ox> Ox,>

‘7

-r
i=1

[A.3.15]

la siguienteexpresión

Fao. Or~.(st~OT
~ Ox

i

[A.3. 16]

Por tanto,unavez quesedisponedetodaslas cantidadesnecesariasparaevaluar[A.3.11], tansólo

hay que calcularO(HTH)/Ox,> parapoderevaluar[A.3.10]. Si definimos P = HTH, teniendoencuenta

[2.3.9], [2.3.10]y [2.2.22],es inmediatocomprobarque, para¿ =

[oxkí¡ XTOQ’x
2T~..i

03k+i-1 1
Ox,> ¡

i J J
[A.3.17]

y parai = 2,3,...,g,h

,h —1

Ox,>

T
OEn~i+I Q~I~ — T

h+I —z,Ñ1+1Q—’ 0~nh+1
Ox~ ~n~~¿+ 1r- ‘2 Ox,>

[A.3.18]

Finalmente,paraevaluar [A.3.17]y [A.3.18]hay que teneren cuentaque, por [2.3.8]:

Ox.
j k=I

[ k 1
Ox J

i i

[A.3. 19]

Ox,> Ox,>

y, por otro lado (vid. ApéndiceA. 1):

_ [A.3.20]

En definitiva, las expresiones[A.3.10]-[A.3.20] permitenevaluar[A.3.9],porlo queparaevaluar

las derivadas[A.3.1]-[A.3.3] de la función objetivo tan sólo restaobtenerla expresiónanalíticade

OX/Ox~. Paraello, tan sólohay queteneren cuentaque,como X es la solucióndel sistemaLX =

1 •~ los
¡ Py(k O ~r 1 ‘m®
j —. í=k+i Ox. jT(i....st)i

Ox,>
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a
entoncesX = L..IMTh, por lo que:

OX _
Ox,> Ox,> 1W Ox.j

donde, teniendoen cuenta[A.3.11], tan sólo hay queevaluar (vid. [2.3.19]):

Ohk n—k

Ox,> = L
OZT T aRTOx,> + XTRT.92Qkl

Ox.
J J

[A.3.22]

con st = 1,2 g, y (vid. ApéndiceA.1):

OL-‘
Ox,>

[A.3.23]
Ox,>

Todaslasderivadasqueaparecenen[A.3.22)yaestáncalculadas(vid. LA.3.61-[A.3.8] y [A.3.19]),

mientrasque para evaluar [A.3.23] tan sólo hay que teneren cuentaque, como L es el factor de

Choleskyde la matrizDde [3.1.2],entonces(vid. ApéndiceA.!):

OL
Ox,>

01< _
Ox,>

— lDODL
2 Ox,>

[A.3.24]

[A.3.25]
Oxj

y estaúltima expresiónpuedeevaluarsehaciendouso de [A.3.101.

En resumen,el cálculoordenadode las derivadasqueaparecenen [A.3.1]-[A.3.3] puedellevarse

a cabomedianteel siguienteprocedimiento(algoritmo [AGRD]):

[AGR.D.1]Cálculode O ¡Ql/Ox,> (evaluacióndirectade [A.3.5]).

[AGRD.2] Cálculo de

[2.1] Evaluar [A.3.8] con st = 1,2,...,n.

[2.21Evaluar [A.3.7].

[A.3.21]
a

4
1

á

donde:

e

á

a

a

a

a

a

á

s

a
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[2.3] Evaluar [A.3.6] con st = 1,2 n.

[AGRD.3] Cálculo de O

[3.1] Evaluar[A.3.14] con st = 1,2,...,q.

[3.2] Evaluar[A.3.16] y [A.3.15]con st = 0,2,...,p.

[3.3] ResolverparaU el sistema~U= r con 5 = + F2 (vid. [2.2.3]y [2.2.4]) y = [x(09”,

..., irQ,)r], dondelos x(k) sonel resultadodel paso[3.2].

[3.4] Formar la matriz 00/Ox, a partir de los pasos(3.1] y [3.3] (vid. [2.2.43]-[2.2.46]).

[3.5] Evaluar,por esteorden, [A.3.13], [A.3.12]y [A.3.11](OMIOx,».

[3.61Evaluar [A.3.20j y [A.3.191.

[3.7] Evaluar [A.3.17] y [A.3.18] [8(HTH)IOx,>].

[3.8] Evaluar [A.3.10] (ODIOx,>) haciendouso de [3.5] y [3.7].

[3.9] Evaluar[A.3.9].

[AGRD.4] Cálculo de OX/Ox,>:

[4.1] Evaluar [A.3.22]con st = 1,2,...,ghaciendouso de cantidadesevaluadasen [AGR.2] y [3.6].
(4.2] Evaluar [A.3.25]haciendousode [3.81.

[~~31Evaluar, por esteorden, [A.3.24]y [A.3.23].

[4.4] Evaluar [A.3.21].

Paraconcluir, es importanteseñalarque el procedimiento[AGRD)ha dellevarsea cabo,en cada

iteracióndel procesode minimizaciónde (3.1.8] o de [3.1.15],un númerode vecesigual al númerode

parámetrosa estimar. La elevadacargacomputacionalimplícita en esatareasugierela convenienciade

evaluarnuméricamentelas primerasderivadasde la función objetivo. No obstante,podríatenerinter¿s

codificarel procedimiento[AGRD]y hacerusode él enla estimación,aunquea partir de la experiencia

prácticaresumidaen los resultadosque se presentanen el Capitulo 3, esatareano seha considerado

fundamental.



APENDICE A.5
Simulación de procesos ARMA multivariantes S

a

En este Apéndicese describeun procedimientopara simular observacionesgeneradaspor un 4
procesoARMA<,p,q) multivarianteestocástico.Las series obtenidascon este procedimientose han

empleadopararealizarlos ejerciciosde estimación,en situacionessimuladas,que sepresentanen el

CapItulo 3. Básicamente,el procedimientoutilizado esunasimpleextensiónal contextomultivariantede

la metodologíadescritaen Ansleyy Newbold (1980,pp. 181-2). 4

El problema consiste en obtener n observacionesm-variantes w~ (:= 1,2,...,n) generadas j

recursivamentepor la siguienteecuación(vid. (2.! .3]-[2. 1.5]): á

= ji + ~ ~ + a1— [AS 1]

donde~ = w,—ji y a1 (t= 1,2,...,n) esunasucesiónden observacionesindependientesgeneradaspor

unadistribuciónNormal m-variante,caracterizadapor: a

E[a1J = O [A.5.2]

«2’>
T ?CQpiX»’) stO 14.5.3] S

E[aíaí+k] =

con¿>0 y Qsimétricay definidapositiva. En [A.5.l]-[A.5.3], ji, <‘¿ (frl,2,...,p), O~ (i=1,2, ,q),

¿ y Q sonparámetrosconocidos.

Paraevaluar [A.5.1] desde¡=1 hastat=n, es necesariodisponerde los p+q valores iniciales

Wi~p~ W2~p~ ..., %, ~i—q, ~ ..., a0, que recogemosen el vectoru. (vid. [2.1.16]).Es inmediato

comprobarque u~—N(O,¿O), donde O es la matriz de [2.2.43J-[2.2.47].Entonces,paraestimar el 4
vector u~, tan sólo se necesitadisponerde una sucesióne1 (t= 1,2,...,p+q)de p+q observaciones

1
independientesgeneradaspor unadistribuciónNormalm-variante,caracterizadapor:

162 S

á
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E[e~] = [A.5.4]

E[eÍe~+k] = (m><m)’ —

WmXnO

ya que, si definimos ú~ = 01e, dondee~’ = [ef, 4, ..., <4 y O~ es el factorde Choleskyde O (O =

entonceses evidenteque uZ~ tiene la distribuciónapropiadaparaconstituirun conjuntoadecuado

de valoresiniciales(en concreto,E[d.] = O y E[Lú~] = ¿O).

Sobrela basede estasconsideraciones,el procedimientoque se ha utilizado parageneraruna

realizaciónde tamafio n de un procesoARMA(p,q) multivariante,ha sidoel siguiente:

[1] Generar2000 observacionesprocedentesde una distribución Normal m-variantecon media O y

matrizde covarianzas¿Q(vid. [A.5.2]-[A.5.3]).

[2] Seleccionarlas n últimasobservaciones,que componenla sucesióna~ (t= 1,2,...,n).

[3] Generar2000 observacionesprocedentesde una distribución Normal m-variantecon media O y

matriz de covarianzas¿1 (vid. [A.5.4]-[A.5.5]).

[41 Seleccionarlasp+q últimasobservaciones,que componenla sucesióne, (t= 1,2,...,p+q).

[5] Evaluar los elementosde la matriz O (vid. [2.2.43]-[2.2.47])y obtenersu descomposiciónde

Cholesky(O =

[6] Evaluarlos elementosdel vector A. = 01ey utilizarlos comovaloresiniciales(vid. [2.1.16]) para

evaluar[A.5.1] desdet= 1 hastat= n.

La generaciónde númerosaleatorios,contenidaen los pasos[1] y [3],seha llevado a cabo

utilizando las rutinasoftecidaspor 77w S.C.A. Sta:isticalSysrem(vid. Hudaky Liu (1991), cap. 12),

basadasen el métodode Box y Muller (1958). Porúltimo, cadauna de las 100 realizacionesde a~y e,

ha sidogeneradautilizandounasemilladistintaencadacaso,por lo quelos resultadosdecadaestimación

puedenconsiderarserazonablementeindependientesentresí.
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