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CAPITULO 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo consiste en la descripcion tedrica, la puesta en prictica y el estudio
empfrico del funcionamiento de un nuevo algoritmo para la estimacién por mixima verosimilitud de
modelos ARMA multivariantes estocdsticos. El problema de la estimacidn se estudia diferenciando
claramente entre evaluacién y maximizacién de la funcién de verosimilitud. Esta distincién permite
analizar en detaile, integrar adecuadamente y sacar el mdximo partido de todos los elementos que
componen el problema global de la estimacién. Ademds, los problemas asociados a cada una de esas dos
tareas son tan diferentes entre si, que su estudio por separado resulta imprescindible si se desea prestar

la debida atencidn a los aspectos criticos de su utilizacion en la préctica.

Esta distincidén entre evaluacién y maximizacién de la funcidén de verosimilitud no ha recibido
mucha atencién en la literatura sobre estimacion de modelos ARMA. Si bien existe una gran cantidad
de trabajos tedricos sobre la evaluacién de la funcidn de verosimilitud [por e¢jemplo Hillmer y Tiac
(1979), Nicholls y Hall (1979), Hall y Nicholls (1980) y Shea (1984, 1987)], son muy escasas las
referencias que prestan atencién al problema de su maximizacion. Ademds, dicha atencion suele limitarse
a sugerir en unas pocas lineas el empleo de algin método de optimizacién estdndar para maximizar la
funcidn de verosimilitud evaluada segiin se describe ampliamente en dichos trabajos [vid. por ejemplo
Hillmer y Tiao (1979) y Hall y Nicholls (1980)]. Una interesante excepcidn es el trabajo de Shea (1984).

Por otro lado, aunque el problema de la evaluacién de la funcién de verosimilitud ha recibido
muchfsima atencién desde la publicacién del libro de Box y Jenkins (1970), las diterentes alternativas
existentes en la actualidad no pueden considerarse, desde nuestro punto de vista, plenamente
satisfactorias. Esto es debido a que todas las propiedades que, en nuestra opinién, debe reunir un
algoritmo para ilevar a cabo dicha evaluacidn se encuentran dispersas entre los muchos trabajos existentes
sobre el tema, de manera que si bien ciertos procedimientos poseen una serie de caracterfsticas

interesantes, carecen de otras que sf pueden encontrarse en procedimientos alternativos.

Asf, aunque los algoritmos de Shea (1984, 1987) [incorporados en la subrutina G13DCF de la

libreria N.A.G. (1987)] pueden considerarse los mds eficientes desde el punto de vista computacional
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entre los disponibles actualmente, su empleo no permite detectar automdticamente situaciones de no
invertibilidad ni evaluar el vector de residuos analfticamente exactos correspondientes a la muestra y a
los valores numéricos de los pardmetros considerados. Estas tareas sf tienen cabida en el algoritmo de
Hall y Nicholls (1980) y en Ia extensién al contexto muitivariante del procedimiento de Ljung y Box
(1979). No obstante, el primero implica un elevado coste computacional y el segundo cierta ineficiencia
y pérdida de precision numérica, debidas a la necesidad de evaluar explicitamente la inversa de una
matriz. Por iltimo, el procedimiento de Hillmer y Tiao (1979) [ofrecido por The S.C.A. Statistical
System; vid. Liu y Hudak (1986, 1992)] no permite, para procesos con parte autorregresiva, evaluar ni
la funcidn de verosimilitud ni el vector de residuos de forma analfticamente exacta, lo cual puede suponer
un grave inconveniente cuando, por ejemplo, la muestra considerada contiene anomalfas importantes

dentro de las primeras observaciones.

Teniendo en cuenta este panorama, en el presente trabajo se disefia un procedimiento
computacionalmente eficiente para estimar por méxima verosimilitud procesos ARMA multivariantes,
integrando, tras un andlisis detallado por separado, los problemas de la evaluacién y posterior
maximizacidn de la funcién de verosimilitud. El nuevo procedimiento que se propone como alternativa

a los disponibles actualmente estd basado en argumentos tedricos rigurosos y propotciona en la prictica:

[1] Buenas estimaciones de los pardmetros en situaciones tanto bien como mal condicionadas (muestras
cortas, pardmetros cercanos a la no estacionariedad o a la no invertibilidad, presencia de

observaciones influyentes, ...).

[2]1 Indicadores automaticos de especificaciones inadecuadas (no estacionarias o no invertibles) asf como

instrumentos (residuos analiticamente exactos) para efectuar la diagnosis de los modelos estimados.

El algoritmo que se propone en este trabajo parte de un profundo andlisis de las ideas contenidas
en los procedimientos disponibles actualmente. De esta forma, se pueden descubrir y explotar nuevas
posibilidades ignoradas en dichos trabajos. Este andlisis, junto con ciertas innovaciones, permite recoger
en un sélo algoritmo las ventajas que se encuentran por separado en los procedimientos disponibles
actualmente, a la vez que permite demostrar que dichos algoritmos son simplemente un caso particular
(en ocasiones, arbitrariamente particular) del procedimiento descrito en este trabajo. Con el fin de
aprovechar efectivamente las ventajas que dicho algoritmo puede ofrecer, a lo largo del trabajo se
describen tanto su estructura tedrica basica como los detalles de su puesta en préctica (algo habitualmente

ignorado en los trabajos teGricos sobre el tema).
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La exposicién que se utiliza en el trabajo, encaminada a conseguir los objetivos mencionados, estd

organizada sobre dos pilares fundamentales:

[1] La descripcion tedrica (con instrumentos matemdticos y estadfsticos sencillos) y codificada de un
nuevo procedimiento para evaluar y maximizar eficientemente la funcién de verosimilitud de
procesos ARMA multivariantes, asf como [a comparacién (tedrica y empirica) de dicho

procedimiento con los algoritmos disponibles en la actualidad.

(2] La comprobacion del correcto funcionamiento en la préctica de los métodos propuestos, mediante

un amplio conjunto de ejercicios empiricos con datos tanto simulados como reales.

El trabajo est4 estructurado en cuatro capitulos (el primero de los cuales es esta introduccion) y

cinco apéndices, cuyo contenido se repasa brevemente a continuacion.

Los Capftulos 2 y 3 constituyen la parte central del trabajo, tanto en extensién como en contenido.
En concreto, en el Capftulo 2 se trata el tema de la evaluacién de 1a funcién de verosimilitud exacta de
procesos ARMA multivariantes estacionarios. Tras un resumen de la formulacidn y propiedades de dichos
modelos, se revisan detenidamente fos procedimientos mds relevantes disponibles actualmente para tal
fin. Partiendo de algunas sugerencias extrafdas de este repaso, se describe un nuevo procedimiento para
evaluar la funcidn de verosimilitud exacta, que retine todas las ventajas que se encuentran esparcidas entre
los algoritmos revisados y carece de sus inconvenientes. El Capiftulo 2 se cierra con un resumen
comparativo que revela la potencial superioridad del algoritmo propuesto en este trabajo frente a los

disponibles actualmente.

El Capftulo 3 se abre con la descripcion detallada de un algoritmo, basado en algunas de las ideas
sugeridas por Shea (1984), para maximizar la funcién de verosimilitud exacta evaluada seguin el algoritmo
del Capitulo 2. También se contrasta el funcionamiento en la practica del procedimiento de estimacién
resultante de la combinacién de ambos algoritmos, mediante un conjunto de estimaciones en situaciones
tanto simuladas como reales. A continuacién, se estudian otros procedimientos de estimacién derivados
del de madxima verosimilitud exacta (incluidos los procedimientos basados en el criterio de minima suma
de cuadrados) y se comparan sus resultados con los proporcionados por dicho método. A modo de
conclusion préctica, el Capftulo 3 se cierra con algunos ejemplos de situaciones en las que los métodos
propuestos en este trabajo resultan mds adecuados que los ofrecidos por uno de los programas

comerciales mds utilizados en el andlisis de series temporales (The S.C.A. Statistical System).
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Por tltimo, en el Capftulo 4 se resumen las principales aportaciones del trabajo y se sugieren tanto

posibles ampliaciones del mismo como futuras Ifneas de investigacién apoyadas en él.

Por su parte, los Apéndices estdn estructurados de la siguiente manera. En el Apéndice A.1 se
resumen algunos resultados de dlgebra matricial, utilizados en el Capitulo 2 y en el Apéndice A.4, en
el que se presenta un procedimiento para evaluar las primeras derivadas de la funcién de verosimilitud.
Por iltimo, en el Apéndice A.5 se resume la metodologfa empleada en los ejercicios de simulacidn

realizados en el Capitulo 3.

Los Apéndices A.2 y A.3 merecen un comentario especial. Uno de los objetivos principales de este
trabajo ha consistido en desarrollar procedimientos adecuados para ser empleados en la prictica
econométrica habitual. Pensamos que la descripcién tedrica y el andlisis empfrico de dichos
procedimientos no constituyen por sf solos, aunque se expongan muy detalladamente, materiales
suficientes para lograr tal objetivo (aunque, por supuesto, si necesarios). Por este motivo, se ha
considerado fundamental incluir la descripcién de los algoritmos propuestos de la forma m4s adecuada
para su codificacién en algin lenguaje de programacion (como Pascal o C), de manera que su puesta en
marcha resulte pricticamente inmediata. Con este propdsito, en el Apéndice A.2 se describe en forma
de pseudocédigo [vid. Dennis y Schnabel (1983)] el algoritmo propuesto en el Capftulo 2 para evaluar
la funcién de verosimilitud exacta, mientras que en el Apéndice A.3 se describe el algoritmo propuesto
en el Capftulo 3 para su maximizacién. La traduccién del pseudocddigo a un lenguaje como Pascal o C
resulta (para alguien familiarizado con la programacién de ordenadores) muy sencilla, por Io que se
dispone de un procedimiento de estimacién completo que puede ponerse en marcha y utilizarse en la

préictica inmediatamente.

Para concluir, puede sefialarse que, si bien el objetivo de este trabajo no es la modelizacién de
series temporales, estd bastante claro que la estimacion eficiente de un modelo es una parte crucial en
dicho proceso. Por ello, pensamos que es importante disponer de métodos que proporcionen tanto las
mejores estimaciones posibles como los instrumentos de diagnosis mds adecuados en cualquier situacién,
ya que las decisiones que se tomen sobre la posibie reformulacién de un modelo dependen criticamente
de ambos factores. Los algoritmos que se proponen en este trabajo responden a dicha finalidad, por lo

que pensamos que su empleo en la prictica econométrica puede resultar verdaderamente 1itil.



CAPITULO 2

Evaluacion de la funcién de verosimilitud exacta de procesos

ARMA estacionarios

El estudio de la funcién de verosimilitud exacta (FVE en adelante) de procesos ARMA estacionarios
multivariantes, constituye tanto el punto de partida como el nicleo del presente trabajo. Como es bien
sabido, la expresion matemdtica de la FVE puede escribirse de distintas formas. Dependiendo de los
objetivos perseguidos, algunas de estas formas resultan mds ttiles que otras. En concreto, mientras que
algunas formulaciones son especialmente adecuadas a la hora de evaluar numéricamente la FVE en un
punto del espacio paramétrico, otras io son para interpretar las propiedades del proceso ARMA cuyos
pardmetros se desed estimar, asi como para diagnosticar dicho modelo y para obtener previsiones a partir
de él. No obstante, como se muestra en este capftulo, es posible encontrar una formulacién adecuada para

todos estos propdsitos. A continuacidn se resume brevemente el contenido de este capitulo:

Seccion 2.1: Formulacion de los procesos ARMA estacionarios. En esta seccidén introductoria
se describe la formulacidn matemdtica y estadfstica de los modelos objeto de estudio, asf como sus
condiciones de estacionariedad e invertibilidad. Estos temas constituyen la base para la obtencién de la
FVE de dichos modelos.

Seccion 2.2: Repaso de procedimientos existentes. En esta seccidn se revisan los procedimientos
mds relevantes disponibles actualmente para evaluar la FVE. Aunque el contenido de esta seccién es,
bdsicamente, un repaso de temas conocidos, también se presentan en detalle ciertas cuestiones

computacionalmente interesantes, ignoradas habitualmente en los trabajos tedricos sobre el tema.

Seccion 2.3: Un nuevo procedimiento para evaluar la funcién de verosimilitud exacta. A partir
de algunas ideas sugeridas por los procedimientos descritos en la seccién anterior, se puede disefiar un
método computacionalmente eficiente para evaluar la FVE, que tiene ciertas ventajas respecto a los
procedimientos disponibles en la actualidad. Ademds, este método permite demostrar [a equivalencia
matemdtica (aunque no computacional) de las formulaciones m4ds utilizadas entre las propuestas en la
literatura y puede utilizarse como punto de partida para el disefio de otros métodos de estimacién,

alternativos al de mdxima verosimilitud exacta, que, en la prictica, pueden resultar extremadamente dtiles
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(vid. Capitulo 3). En esta seccién se describe con todo detalle este nuevp procedimiento, prestando
especial atencién a determinados aspectos computacionales y numéricos, que resultan fundamentales para

su puesta en prdctica.

Seccidn 2.4: Andlisis comparativo de distintos procedimientos. Finalmente, en esta seccidén se
comparan la eficiencia computacional (en términos de tiempo de cdlculo, precisién numérica y
necesidades de almacenamiento) y las ventajas pricticas de los métodos descritos en las secciones 2.2 y
2.3. El procedimiento de la seccién 2.3 resulta al menos tan eficiente como el mejor de los disponibles

actualmente, con el afiadido de presentar ciertas ventajas prdcticas sobre estos ltimos.

2.1. Formulacién de los procesos ARMA estacionarios

A lo largo del presente trabajo, supondremos que se dispone de N observaciones o realizaciones
simultdneas de m variables aleatorias ordenadas en el tiempo. Denotaremos por y,=(y, ,,yz,,...,ym)r al
vector (mx 1) del nivel de cada serie original en el perfodo ¢ (t=1,2,...,N). Supondremos también que
cada una de las m series consideradas admite una transformacién de Box-Cox, caracterizada por dos

pardmetros (A\;,m;) y definida como:

A

(y;;+m;) '—1 .
(A ) Y si0< N2 [2.1.1]
it = A

InG,+m)  , siA=0

que estabiliza su varianza e induce linealidad y normalidad [vid. Box y Cox (1964); Box y Jenkins
(1970), cap. 4; Jenkins y Alavi (1981)]. Por otro lado, si £, es el componente determinista de la i-ésima

serie transformada en el perfodo ¢, definimos el componente puramente estocdstico de dicha serie como:

(A,’,m,’)
4y = Yit - &

[2.1.2]

Por tanto, el vector (mX 1) z,=(z(,,29,.. .,zm,)r es el vector del nivel de los componentes puramente
estocdsticos de las series transformadas en el periodo t (¢=1,2,...,N). Finalmente, definimos w,= V(B)z,,
con V(B)=diag[V,(B),V,(B),...,V,(B)], de manera que cada serie w, =V(B)z;, (I=1,2,...,m) resultante
de esta transformacion sea estacionaria en media y en covarianza!. La matriz (mxm) diagonal V(B) tiene

como elemento caracteristico un polinomio V;(B) definido en el operador de retardos B (15‘kzt =z, 1)
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normalizado (V(0)=1) y de orden d;, que contiene los factores no estacionarios del modelo (V;(B}=0

= |B|=1) (vid. Jenkins y Alavi (1981); Tiao y Box (1981); Wei (1990}, cap. 14).

2.1.1. Procesos ARMA(p.q} multivariantes estocasticos

En estas condiciones, diremos que la serie temporal multiple w, (r=1,2,...,n), con
n=N-mdximo{d,, i=1,2,...,m}, ha sido generada por un proceso ARMA(p,q) multivariante estocdstico
estacionario (vid. Hannan (1970); Zellner y Palm (1974); Wallis (1977); Jenkins y Alavi (1981); Tiao
y Box (1981); Granger y Newbold {1986), cap. 8; Mills (1990}, cap. 14; Wei (1990), cap. 14) cuando

dicha serie admita la siguiente representacion:

®B)(w,—p) = O6(B)a, , t=12,...n [2.1.3]

donde:
®B) =1, - &B ~ B — - — ¢ BF [2.1.4]
0B) = I, — 0,8 ~ 8,8 — - — 9 _B¢ [2.1.5]

y n es el vector que contiene la media de cada serie. En [2.1.4] y {2.1.5], &, (i=1,2,...p) v O,
{(i=1,2,...,4) son matrices (m xm) de pardmetros, I, es la matriz identidad de orden m y B es el operador
de retardos. En principio, supondremos que los polinomios de [2.1.4] y [2.1.5] satisfacen las siguientes

condiciones:

|®#B)| = 0= |B|>1 [2.1.6]

|0B)) = 0= |B|>1 [2.1.7]

a las que nos referiremos como condiciones de estacionariedad y de invertibilidad, respectivamente (vid.
Jenkins y Alavi (1981); Tiao y Box (1981); Wei (1990), cap. 14). Dichas condiciones aseguran que las

siguientes sumas infinitas:

¥B) = &B)'o®) =1, + ¥ \Iijj {2.1.8]
=1

(B) = O(B)~'#(®8) = 1, — Y MB/ 2.1.9]
i=1
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convergen para |B| <1. En concreto, [2.1.6] y [2.1.7] aseguran que las secuencias de matrices ‘l'j y IIJ-
se amortiguan a medida que el fndice j crece, de manera que, por un lado, las matrices de covarianzas

de w, son finitas y, por otro lado, w, depende menos de su pasado mds lejano que de su pasado reciente.

Por ltimo, en (2.1.3], supondremos que a, &5 una sucesion de vectores (m x 1) aleatorios idéntica

e independientemente distribuidos caracterizados por:

Ela] = 0, [2.1.10]

T 02Q(m)<m) 4 k=0

Ela,a”,,] = (2.1.11)

Oy » k=0

con 02> 0 y Q simétrica y definida positiva®. Por tanto, las matrices de covarianzas tedricas del proceso

estacionario w, estdn dadas por:

Elw 4] = ElF, ) = oT(k) = 02_230 Y0¥, = AT(-HT, k=0,12,.. 2.1.12]
p=

donde W,=w,—pu. Las matrices ‘P]- pueden calcularse recursivamente de la siguiente manera;

I, ,J=0
. [2.1.13]
! Yeov,_ -0 ,j=1

y se entiende que <I>j=0 paraj>py 9j=0 para j >g. Una recursién similar puede utilizarse para calcular

las matrices IIJ- de [2.1.9]:

i . j=0

m

; [2.1.14]
J ,

‘-_.
Alternativamente [vid. [2.2.8] v (3.7) de Jenkins y Alavi (1981)], las matrices de covarianzas

tedricas pueden expresarse como:



2.1. FORMULACION OE LOS PROCESOS ARMA ESTACIONARIOS 9

Tk = a?-i rk-i® + T, k) - 02)5 r,k-ne7 , k=0,12,.  [(2.1.13]
i=1 j=t

donde azl"w(h)=E[W,af +5] son las matrices de covarianzas cruzadas entre w, y a, (vid. [2.2.4]-[2.2.6]).

A

2.1.2. Formulacién compacta de procesos ARMA({p,.q) multivariantes estocésticos

Para obtener una forma cerrada de la FVE de las observaciones w, generadas por el proceso {2.1.3],
resulta conveniente escribir [2.1.3] para t=1,2,...,n y reorganizar el resultado de forma compacta. Para
ello [vid. Hillmer y Tiao (1979); Ljung y Box (1979); Nicholls y Hall (1979)], definimos los vectores

de observaciones w (nmx 1), de residuos a (nmx 1) y de valores premuestrales u, ((p+g)mx1) como:

Wiy
wz_p
Wy G, - -
. Wo Wy
W
- p) a,
w=|"l; a= Dol = e I {2.1.16]
' a_ ax
- q
wﬂ an
% —q
a
| %o

donde w, es (pmXx1) y a, es (gmx1). Segin esto, el proceso [2.1.3] puede escribirse para t=1,2,...,n

de forma compacta como sigue:

DQ ,MW = De’na + Vu*
{2.1.171
donde V es una matriz de orden (nm X (p+q)m), definida en dos bloques como:
" V=(Gy, Gp,) [2.1.18]

y las matrices Dy ,, (mnXxmn), Dg , (mnXmn), Gg , (mnXmp) y Gy, (mnxmgq) se definen como:
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"‘bl Im
_Qz
”91 Im
..92

L
B,
q.P
0

[2.1.19]

[2.1.20]

[2.1.21)
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(—94 —Oq_l “94_2 —9] ]
0 -8, -0, - -6
0 0 ""eq o _93
Go, =1 ' : o [2.1.22]
’ 0 0 0 o -—Gq
0 0
0 0 0 0

m 0
zl Im
E2 zl Im )
o [2.1.23]
pgh=1|. . . . :
LG-l EZ El Im‘

donde las n matrices (m Xm) E; (k=1,2,...,n—~1) pueden calcularse recursivamente de la signiente forma:

q
Zi =), 05, k=121 (2.1.24]
j=

con Eg=1I, y &,=0 para k<0.

Para concluir, nétese, en primer lugar, que la representacién (2.1.17] para un proceso AR(p) puro
(¢=0) se reduce a Dy ,W=a+ Vux, con V=G , y U+=W,; anflogamente, para un MA(g) puro (p=0),
tenemos Ww=Dg a4+ Vi, con V‘“‘Ge,n ¥ #+=ax. Y, en segundo lugar, a ia vista de (2.1.11], resulta
evidente que:
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Elaa™) = &(1,8Q) [2.1.25]

donde @ representa el producto de Kronecker (vid. Apéndice A.1). Sisuponemos que a,~ i.i.d. N(0,6°Q)
para todo ¢, ¢l proceso ARMA multivariante estocdstico queda completamente especificado, de manera

que ya se puede formular la FVE de la muestra considerada.

2.1.3. Referencias y notas para la seccién 2.1

Tratamientos sencillos y actuales de la especificacién y propiedades de procesos ARMA multivariantes,
pueden encontrarse en Granger y Newbold (1986), cap. 8, Mills (1990), cap. 14, y Wei (1990), cap. 14. Estos
libros, ademds, constituyen una fuente considerable de referencias bibliogrificas. Concretamente, en Hannan (1970),
Zellner y Palm (1974) y Wallis (1977), se discuten, entre otros temas, la unicidad de la representacién [2.1.3] y
su relacion con los modelos de ecuaciones simultdneas tradicionales, En Jenkins y Alavi (1981) puede encontrarse
un resumen de la interpretacién ¢ implicaciones de estos modelos, incluyendo las condiciones [2.1.6)y [2.1.7} ¥
la posible incorporacidn de estructura estacional. Este dltimo tema también es considerado por Tiao y Box (1981),
quienes, ademds, generalizan la condicidn [2.1.6] permitiendc que algunas rafces de la ecuacién caracteristica
| ®(B)| =0 estén sobre el circulo unitario, con el fin de evitar la n6 invertibilidad provocada por la sobre-
diferenciacién de las series estocdsticas transformadas y los problemas derivados de ello. Ademds, Jenkins y Alavi
(1981), Tiao y Box (1981) y Tiao y Tsay (1983, 1989) son puntos de referencia fundamentales sobre los principios

de construccién de modelos ARMA multivariantes.

[1] Que cada serie sea estacionaria, junto con las condiciones [2.1.6] y [2.1.7], no es la vinica forma de
especificar un modelo ARMA multivariante estocdstico. Para ganar generalidad, podrian incluirse en el vector w
variables no estacionarias siempre y cuando estuviesen cointegradas. En ¢l contexto de un modelo ARMA
multivariante estocdstico, la cointegracién podria reflejarse en la existencia de raices del polinomio |#(B)| = 0
con médulo |{B| = 1 sin que existiesen factores comunes con médulo unitario en ninguna columna de la matriz
$(B). No obstante, como el objeto de este trabajo es tan sélo la estimacién de este tipo de modelos, se da por
supuesto que estas circunstancias y cualesquiera otras relacionadas con la modelizacidn de series multivariantes

estocdsticas ya han sido tenidas o se tendrdn posteriormente en cuenta.

[2] La descomposicién de la matriz de covarianzas [2.1.11] es un artificio empleado simplemente por
conveniencia computacional. Brevemente, dicha descomposicién permite concentrar la FVE en el estimador
maximoverosimil de ¢%, con lo que (i) se consigue una aceptable estabilidad numérica en los cdlculos, al tener ¢l
resto de pardmeiros a estimar un orden de magnitud homogéneo y (ii) el logaritmo de la FVE concentrada puede

escribirse de una forma muy adecuada para su maximizacién mediante algoritmos eficientes de propdsito general
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{métodos cuasi-Newton) y algoritmos especificos para sumas de cuadrados (tipo Gauss-Newron). Todos estos temas
son tratados con detalle en el Capitulo 3.

2.2. Repaso de procedimientos existentes

La utilidad inmediata de la FVE asociada a un vector de series temporales generado por [2.1.3],
reside en la estimacién de los pardmetros que aparecen en el modelo (¥, i=1,2,....p, O, i=1,2,...,q,
p, 6¢ y ), tarea que se llevard a cabo maximizando la funcién obtenida (o alguna aproximacién a ella;
vid. Capftulo 3). Ademds, el estudio de la forma funcional de la FVE y de las distintas expresiones de
sus componentes, resuita fundamental para entender tanto sus propiedades estructurales como las del
proceso ARMA cuyos pardmetros se desea estimar.

A partir de la exposicién de la metodologia Box-Jenkins para el andlisis univariante de series
temporales [Box y Jenkins (1970)], la fase de la estimacién de los pardmetros del modelo previamente
identificado ha recibido una considerable atencién en la literatura. Por ello, puede resultar \til presentar

un breve resumen de los resuitados mds relevantes conocidos hasta hoy.

En el dominio del tiempo, Newbold (1974), Ali (1977), Dent (1977) y Ljung y Box (1979) obtienen
expresiones alternativas de la FVE de procesos univariantes; los dos tltimos trabajos también describen
con cierto detalle como evaluar numéricamente sus expresiones. A partir de Ansley (1979), el interés
sobre el tema se desvfa hacia la evaluacién y la maximizacion préctica de la FVE, en vez de hacia la
obtencion de expresiones analfticas calculables de la FVE. Estos trabajos se basan siempre en la
aplicacion de técnicas de modelizacion en espacio de los estados [vid. Cancio (1989)] y culminan en
Kohn y Ansley (1985), donde también se obtienen expresiones de las primeras y segundas derivadas de
la FVE de procesos univariantes. En Kohn y Ansley (1985) se combinan los algoritmos de Ansley (1979)
y Peariman (1980) {programado en Melard (1984)] para evaluar la FVE de procesos univariantes de Ia
forma mds eficiente, desde el punto de vista computacional, conocida en la literatura [el método de Kohn
y Ansley (1985) es superior, en concreto, al basado en el filtro de Kalman de Gardner, Harvey y Phillips
(1980) y al basado en las ecuaciones de Chandrasekhar de Pearlman (1980)]. Como contrapartida a su
eficiencia, el método de Kohn y Ansley (1985) es de una complejidad extrema, debido a lo cual la
interpretacion de las propiedades estructurales de la FVE resulta dificil.
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La literatura sobre estimacién de modelos univariantes en el dominio del tiempo, se completa con
los trabajos de McLeod (1975, 1977) y Tunnicliffe Wilson (1979) (sobre el cdlculo eficiente de las
autocovarianzas tedricas, necesarias para evaluar la FVE), Dent y Min (1978) y Ansley y Newbold (1980)
(donde se comparan las propiedades en muestras pequeiias de los distintos estimadores propuestos en la
literatura; vid. Capitulo 3) y Godolphin y Unwin (1983) (un procedimiento sencillo de calcuiar la matriz
de covarianzas del estimador por mdxima verosimilitud). Finalmente, Tuan (1987) describe una forma
de evaluar ia FVE y sus primeras derivadas haciendo uso de la técnica de la rerrovisién de Box y Jenkins
(1970) y Koreisha y Pukkila (1990) presentan un estimador por mfnimos cuadrados generalizados que

equivale numéricamente, bajo ciertas condiciones, al estimador por mdxima verosimilitud.

Las técnicas basadas en 1a representacidn de procesos ARMA en espacio de los estados, han sido
atin mds utilizadas recientemente en la literatura sobre estimacion de procesos ARMA multivariantes (vid.
apartado 2.2.3). De hecho, desde los trabajos de Hillmer y Tiao (1979), Nicholls y Hall (1979) y Hall
y Nicholls (1980), ninguna referencia en la literatura (hasta donde conocemos) se ha dedicado a la
obtencidén, evaluacién y maximizacién prictica de la FVE de procesos ARMA multivariantes en el
dominio del tiempo como un problema en s{ mismo en vez de como un caso particular de la estimacién
de modelos mds generales, ya que puede demostrarse que la aplicacién de las técnicas basadas en la
representacion de procesos ARMA en espacio de los estados, no es sino un caso particular de esa misma
estrategia aplicada a la representacion general de cualquier modelo lineal y dindmico en forma espacio
de los estados [vid. Cancio (1989} y Sotoca (1992)].

En Shea (1989) se presenta un algoritmo para evaluar la FVE, aplicando el filtro de Chandrasekhar
fvid. Morf, Sidhu y Kailath (1974); Shea (1987)] a la representacion en espacio de los estados del
proceso ARMA multivariante cuyos pardmetros se desea estimar. Este método es més eficiente que ¢l
de Ansley y Kohn (1983) [que es una generalizacién de Jones (1980), basado en el‘ filtro de Kalman, vid.
Kalman (1960) y Anderson y Moore (1979)] cuando no faltan observaciones en la muestra considerada.

Sin hacer uso de estas técnicas, el trabajo de Tunnicliffe Wilson (1973) puede considerarse pionero
en el contexto de la estimacién de procesos ARMA multivariantes. Posteriormente, Osborn (1977),
Phadke y Kedem (1978) y Hillmer y Tiao (1979) han obtenido expresiones de la FVE para un proceso
MA puro. En este iltimo trabajo también se propone una aproximacién a la FVE de procesos mixtos.
Estrictamente hablando, sélo Nicholls y Hall (1979) [con el énfasis puesto en la prictica en Hall y
Nicholls (1980)] han derivado una expresién operativa de la FVE para procesos ARMA multivariantes

en el dominio del tiempo sin recurrir a las técnicas basadas en la representacion en espacio de los estados.
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Finalmente, Koreisha y Pukkila (1989) discuten varios procedimientos para obtener estimaciones
preliminares de los pardmetros, mientras que Ansley (1980) presenta un procedimiento eficiente
[mejorado en Kohn y Ansley (1982)] para calcular las matrices de autocovarianzas tedricas, necesarias

para evaluar la FVE.

A la vista de todos estos resultados, nuestros objetivos en este capftulo son: {1] exponer y comparar
los distintos procedimientos disponibles actualmente para evaluar la FVE (secciones 2.2 y 2.4) y [2]
describir en detalle un nuevo procedimiento para llevar a cabo dicha evaluacién (seccién 2.3). Este
procedimiento permite [3] demostrar la equivalencia matemdtica entre las formulaciones mds relevantes
propuestas en la literatura (seccién 2.3) y {4] interpretar de distintas formas los términos que aparecen
en la expresion de ia FVE, asf como generar los medios necesarios para diagnosticar ¢l modelo ARMA
estimado y para obtener previsiones a partir de él (seccién 2.3). Es importante subrayar que algunas de
estas tiltimas cuestiones no son inmediatas cuando se hace uso de las técnicas basadas en la representacién
en espacio de los estados [por ejemplo, Kohn y Ansley (1985); Shea (1989)]. Ademds, a partir del
procedimiento de la seccion 2.3, pueden disefiarse otros métodos de estimacitn, alternativos al de

mdxima verosimilitud exacta que, en la prictica, pueden resultar muy itiles (vid. Capftulo 3).

2.2.1. Evaluacion directa de la funcién de verosimilitud exacta

La FVE de los pardmetros ®; (i=1,2,...,p), ©; (i=1,2,...,9), &, o y Q, para una muestra w dada,
puede escribirse, bajo la hipétesis a ~ MO, o*(I,®Q)], como:

_omo 1
L®,0,u.0,0|w) = @xd®) % -|E| 2-exp[-*_.%w7}:"ﬁ]

[2.2.1]

donde E = (1/c®)E[WwW] es 1a matriz (nm xnm) de autocovarianzas tedricas del proceso w, generado por
[2.1.3]. Es inmediato comprobar que E,.j = (lloz)E[ﬁ'r,-Wf =T({-i}yque Eﬁ = (lloz)E[Wjﬁf] = I'(i—j)
=DP{-HT = 23} (j=1,2,...,n); luego para obtener la matriz I necesitamos calcular I'(k) desde k=0
hasta k=n—1 (n matrices (m Xm) distintas). Para calcular estas n matrices, conviene expresar el proceso
multivariante [2.1.3] en términos de [2.1.4] y [2.1.5]:
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W= W, — W~ "‘I’pwt—p

= a,-—Bia,_l-Qza,_z—"'—eqa:_q [222]
Entonces, postmultiplicando [2.2.2] por @!,,, tomando valores esperados y reordenando la

expresion resultante, tenemos que:

. T . T _ T . T
ElW,a,] = EW,_ 0.0+ 8EW,_sa,, )1+ +®EW,_, 6,1+ 2.2.3]

T T T T
Ela,8,.]—9O Ela,_ 0, —O:Ela, 18, ;]——0 [Ela,_,0,,,]

Si tenemos en cuenta que Efa, +jaf] =0 para j#0 (g, es ruido blanco) y que E[W,_jaf] =0 paraj>0

W, no depende de valores futuros de @), resulta inmediato comprobar los siguientes resultados:
i p [£

r, 0 = %Ew,a,’] =0 [2.2.4]
T, 0 = T‘I.Z.E[W,a,ik] =0, k>0 2.2.5]
oo T :
Tk = ?E[W,a,_k] = Z;@irw‘,(—kw) - 0,0, k=12,.. (2.2.6]

En esta vltima expresién, ®;=0 para i>py ©,=0 para i > q. Por tanto, dada @, las matrices I, (k) para
k<0 pueden calcularse recursivamente segin la expresién [2.2.6]. Por otro lado, para obtener los
elementos de la matriz £, transponemos [2.2.2], premultiplicamos ei resultado por W,_; y tomamos

valores esperados, de forma que, reordenando la expresi6n resultante:

T e T 1aT. o =T vaT Y T 4T
E[W,_;w,] = E[W,_; W,_ 10, +EW,_, W, 5]+ +E[W,_, %, ]®,+

[2.2.7]
_ T. - T ol T :aT - T \oT
E[®,_,a,1-ElW,_,a,_10; —E[W,_,8, 10, - _E[wr—kar—qle q
Escribiendo [2.2.7] para k=0,1,2,... y dividiendo por &2, se obtiene lo siguiente (vid. {2.1.15]):
p q
T = Y Fk-dd] + y® = Y T, k-00] , k=0,12,... [2.2.8]
i=1 j=1

Recordando que I'(m)7=P(-h), [2.2.8] puede escribirse para k=0,1,2,...,p, sin mds que transponer dicha

expresién, como sigue:
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P
-k — Y, oTG-k) = WK) , k=0,1,2,....p [2.2.9]
i=1
donde:
. _
Wk = P, 07 = Y 05, k-DT, k=0,1,2,....p [2.2.10]
j=1

Definiendo y(h)=vec[T(#)] y w{f)=vec[W(h)] y aplicando el operador vec (vid. Apéndice A.1) a
[2.2.9], tenemos que:

y(=k) — i (1,98 y(i-k) = wk) , k=0,1,....p [2.2.11]
i=1

En esta expresion, aparecen como incégnitas y(—p), y(—p+1), ..., y(—=1), ¥(0), y(1), ..., ¥(p—-1) ¥
¥(p). Pero como y(—~k)=vec[l'(—h)] =vec(I' (h)T] = Pyec[['(h)] = Py(h), para alguna matriz de permutacién
P (mZXmZ) (vid. Apéndice A.1), [2.2.11] puede expresarse sélo en términos de v(0), (1), ..., y(p—1)
y ¥(p) como:

k

P® ~ ¥ E,08)P6-) = ¥ (1,08ni-k = ol , k=0,1,..p 2212
i=] i=k+1

Esta expresién constituye un sistema lineal de mz(p+ 1) ecuaciones con m2(p+ 1) incégnitas [los a
elementos de cada uno de los p+1 vectores ¥(0), ¥(1), ..., ¥(@)]. Dicho sistema puede escribirse de
forma compacta como $y = w, donde ¥y =[y(0)T, ¥(1)7, ..., y()71 (P +1)x1), 0’ =[w(0)7, w(1)T,
coes @(P)T] (MP(p+1)X1) y la matriz & (n*(p+ 1) xm?(p+1)) estd definida como &=F,; +F,, donde:

( Imz 0
-I,,@%,) 0 SR 0 0
-1, ®%,) -, ®%)P P
F, =
—(Im®¢’p_,l) —(Im®Qp_2)P -(Im®‘bp_3)f’ I P 0
L --(Im@@p) -(Im®@P_I)P —(IMQQP_z)P coe s =(1,9%)P PJ

(2.2.13]
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0 -a,8%) -U,8%) - - -U,8%,_) -U,0%)
0 -,9%) -U,8%) - -U,0%) 0
0 -(,®%) -U,0%) - - 0 0
F2 =
0 -U,®%) 0 Ce 0 0
0 0 0

[2.2.14]

La primera columna de la matriz F| se ha escrito teniendo en cuenta que I'(0) es una matriz
simétrica, por lo que Py(0)=+(0) y entonces no es necesario postmultiplicar ningtin componente de la
primera columna de F; por P. Una vez resuelto el sistema [2.2.12] y recuperadas las matrices I'(k),
k=0,1,...,p, del vector v, las restantes matrices I'(k), k=p+1,p+2,....,n—1, pueden calcularse
recursivamente seguin [2.2.8]. El procedimiento CGAMMA del Apéndice A.2 puede utilizarse para llevar
a cabo todos estos cdlculos. Un procedimiento mds eficiente, aunque bastante mds complicado, para
calcular las matrices de autocovarianzas teéricas, puede encontrarse en Kohn y Ansley (1982).
Finalmente, es interesanté sefialar que cuando m= 1, el mecanismo descrito [que es equivalente al de Hall

y Nicholls (1980)] se reduce al propuesto por Ljung y Box (1979).

Una vez obtenida la matriz de autocovarianzas I, 1a evaluacién de 1a FVE [2.2.1] resulta, al menos
en teorfa, inmediata, No obstante, en la practica, la utilizacion directa de [2.2.1] para evaluar la FVE
puede resultar ineficiente, en términos tanto de tiempo de cdlculo como de necesidades de almacena-
miento. Por esta razén, toda la literatura sobre la forma de evaluar la FVE se reduce a la obtencidn de

expresiones operativas del determinante |Z| y de la forma cuadritica wIZ~ % que aparecen en [2.2.1].

A pesar de estas circunstancias, la expresién [2.2.1] es interesante para ciertos propdsitos. En
primer lugar, permite contrastar la validez numérica de otros procedimientos mds eficientes para evaluar
la FVE, ya que la codificacién de un procedimiento basado en el cdlculo directo de |E| y de w'T~!'w
es muy sencilla (como se discute mis abajo). En segundo lugar, la comparacién de los componentes de
[2.2.1] con los resultantes de otros procedimientos mds eficientes, permite interpretar dichos componentes
en términos de las caracterfsticas estructurales del proceso generador de la muestra. Por iltimo, cuando
p=0 (es decir, cuando el proceso es un MA(g) puro), la evaluacion directa de [2.2.1] sf puede resultar

eficiente en la préctica, ya que, en tal caso, I'(k)=0 para k> ¢q y entonces I es un matriz simétrica de
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banda con anchura de banda mdxima igual a mq [esta \ltima circunstancia es, de hecho, la que se
encuentra detrds del procedimiento de Ansley (1979)].

La forma m4s eficiente y numéricamente estable de evaluar directamente |E| y w7E~ 1%, consiste
en obtener la descomposicién de Cholesky [vid. Martin, Peters y Wilkinson (1965)] de la matriz £=PpPT,
donde P es una matriz (nmxnm) triangular inferior. Entonces, |E|=|P|?> (]P] es simplemente el
producto de los elementos de su diagonal principal) y #’Z~!%=v7v (que es simplemente una suma de

nm cuadrados), donde v=P~!y%. Las siguientes observaciones son interesantes:

{1} La descomposicién Z=PPT s6lo existe cuando I es definida positiva. Puede demostrarse {vid.
Pagano (1973); Ansley (1979)] que si el proceso [2.1.3] es estacionario (en el sentido de [2.1.6]),
entonces X es definida positiva, aunque el recfproco no es en general cierto (salvo para procesos
AR({p) puros). Luego siempre que el proceso [2.1.3] sea estacionario, es posible encontrar la
descomposicién E=PPT, independientemente de si el proceso es o no invertible. Es importante
sefialar que, en este contexto, estamos hablando de estacionariedad nuwmérica, es decir, de aquellos

valores de los pardmetros autorregresivos que hacen que la matriz I sea definida positiva.

[2] La obtencién de P requiere el cdlculo de nm rafces cuadradas y de aproximadamente (nm)>/6
multiplicaciones; ademds, la solucidn del sistema triangular Pv= W requiere (nm)*12 multiplicaciones
y nm divisiones adicionales. No obstante, cuando p=0, la estructura especial de la matriz X
(T'(k)=0 para k> q) permite obtener P, utilizando el algoritmo de Martin y Wilkinson (1965) con
tan s6lo nm rafces cuadradas y aproximadamente nm(mg+ 1)(mq+2)/4 multiplicaciones y resolver
el sistema triangular Pv=W con aproximadamente (nm){(mq+ 1) multiplicaciones y nm divisiones

adicionales. Esta ganancia es siempre interesante por cuanto que n debe ser bastante mayor que g.

{31 Cuando el proceso no es invertible (en el sentido de [2.1.7}), el cdlculo del determinante | P| como
gl producto de los elementos de la diagonal principal de P, puede plantear problemas numéricos
(overflow) cuando n es grande. No obstante, almacenar |P| en la forma 42° [vid. Martin y

Wilkinson (1965)] es suficiente para resolver el problema.

En definitiva, la evaluacién directa de [2.2.1] permite calcular el valor de la FVE en cualquier
punto del espacio paramétrico que satisfaga las condiciones de estacionariedad, aunque no necesariamente
las de invertibilidad. No obstante, cuando p#0, la matriz P contiene nm(nm+ 1)/2 elementos distintos

que hay que almacenar simultdneamente; si n y/o m son grandes (n siempre deberfa serlo), la carga
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computacional es muy elevada. Por ello, resulta conveniente disponer de otros métodos para evaluar |I|

y w'Z™1%, que reduzcan tanto la carga computacional como los requisitos de almacenamiento.

2.2.2, La formulacién de Nicholls y Hall (1979)

Siguiendo a Nicholls y Hall (1979), para obtener expresiones de || y w/Z~!W, empezamos

escribiendo el procesoc ARMA multivariante como en {2.1.17];

D’J'W = Derna + VU* {2-2-15]

Premultiplicando esta expresién por Daf,, (Do’n es no singular; vid. [2.1.20] y [2.1.23]), resulta que:

a = K#W + Zu, [2.2.16]
donde;

K = D3\ D, , [2.2.17]

Z=-Dg\V [2.2.18]

Nétese que K es (nmxnm) y Z es (nmX(p+q)m). Por tanto, podemos escribir el siguiente sistema:

-

Definimos ahora dos matrices R (mxm) y T ((p+q)m X (p+qg)m) tales que si:

0((p +g)mXnm)
K

W+

’(p+q)xm] [2.2.19]
z |™

Ea,a)] = o [2.2.20]
T,
Elusits] = s gmxp+qm) [2.2.21]
entonces:
RORT =1, (= Q' =R™R) [2.2.22)

TnTT _ I(p+q)m (= Q! = TTT) [2.2.23]
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Si premultiplicamos [2.2.19] por diag[T,(I,® R)] (matriz diagonal por bloques de orden (p+gq-+mm),

tenemos que:

| O 1.4 d Tu, [2.2.24]
(1,®Ra (,2RK a,9rzr !
0 bien:
e 0 1
« _ 5+ e [2.2.25]
e (I, ®RK d,®RZI
o, finalmente:
e =TW 1+ Ae, [2.2.26]

donde & ((p+g+nymxl), ex (p+gmXx1), e (nmXx1), T ((p+g+nymxXnm) y A ((p+g+n)ymxXp+qm)
se definen de acuerdo con [2.2.24]-[2.2.26]. Para obtener la funcién de densidad del vector &, basta con

tener en cuenta que:

Elewe] = E[Tuu, T = #TOI7 = 21, ,, [2.2.27]
Elewe”] = E[Tua™0, OB = TOLBRT = 0, s nm [2.2.28]

EleeT) = E[(I,®Re6a™1 @R = AU BRI, R0, R = 41, [2.2.29]

donde se han utilizado [2.2.22], [2.2.23] y [2.1.25], asf como la independencia entre a y u. y [2.1.25].
Teniendo en cuenta [2.2.27]-{2.2.29], resulta evidente que:

T
exls Exfl

Ty - _ 2.2.30
Flee) = E| | = X [ ]
eey, ee

Finalmente, bajo la hipétesis a,~i.i.d. N©0,0%Q) para todo 1, tenemos que la funcién de densidad del

vector ¢ es la siguiente:

- n)m
fle = (21702) §@+q+) -exp[—._iing] [2.2.31]
2

donde, reescribiendo [2.2.26]:
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e = (T A)

W [2.2.32]
€y
Para expresar la funcién de densidad conjunta de w y ey, tan sélo hay que calcular el jacobiano de

la transformacién [2.2.32], que ser4 el valor absoluto del determinante |(Y A)|. Teniendo en cuenta
(vid. [2.2.25]-[2.2.26)) que:

0 I
@ A) = | [2.2.33]
{1,®RK (I,QR)IT
el determinante de esta matriz es:
~|(I,®RK| = —|R|" [2.2.34]

donde se ha tenido presente que, por [2.2.17], |K|=1. Ademds, utilizando [2.2.22], resulta evidente que
|RORT| =1, por lo que |R|®>=|@| !y entonces |R|=|Q| ~*. Sustituyendo este resultado en [2.2.34],
el jacobiano de la transformaci6n [2.2.32] resulta ser | @] ~™2. Por tanto, la funcién de densidad conjunta

de w y e es la siguiente:

1 n
—-<(p+g+mm -—
fwe) = @red) 2 1@ Zeexp -_%(TW+Ae,.)T(Tﬁ+Ae*) [2.2.35]
2

Para obtener Ia funcién de densidad de w, empezamos calculando el estimador por mdxima
verosimilitud del vector ex en el modelo [2.2.26] (reescrito TW= —Ae.+¢). Evidentemente, dicho

estimador estd dado por:
é = —(ATA 1ATTW [2.2.36)
A partir de esta expresién, resulta inmediato comprobar que:

(Tiw+Ae,) (W +Aey) = (TR+AL)T(TH+AL,) + (ea—8)T(ATAY(e—8)  [2:2.37]

ya que:
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Mo+ AT (Mo +Ae) = »TPTr—rTAATA) A TW [2.2.38]

(ex—2)T(ATA)ex—282) = eJ(ATA)es + 20TTAe, + WITTAATA) " 'ATTW  [2.2.39]

Por tanto, podemos factorizar [2.2.35] como sigue:

flw,e) = (2«02)_22'2- IQI_%- |ATA| _%-exp[—Ei_j(rmz\é,)f(wmé,)] X
~ j@+am 1 | [2.2.40]
x (2no?) -IATAIz‘exp[—;;(e*-é*)T(ATA)(e*—é*)l
= f(w) X flex|w)
Entonces:
fw) = (2«02)"% 10| 1. |ATA| h%-exp [—_Z%(Twme*)f(wue*) [2.2.41]

Considerando [2.2.41] como funcién de los pardmetros ®; (i=1,2,...,p), ©; (i=1,2,....9), &, o*

y @ que en ella intervienen, obtenemos finalmente la FVE para una muestra w dada, que es:

- m -3 -1
L(®,0,p0,0%Q\w) = 2xd®) 2 -|Q| 2 |ATA| 2'exp]—%(TW+Aé*)T(TW+Aé*)
2

[2.2.42]

La funcidn de verosimilitud sélo depende,para una muestra dada, de los pardmetros mencionados.
Para verlo, basta tener en cuenta la definicién de las matrices T y A en {2.2.33) y 1a definici6n del vector
é, en [2.2.36). Tan s6lo resta obtener una expresién para la matriz @ de [2.2.21} y [2.2.23] en funcién
de los pardmetros del modelo ARMA multivariante. Dicha matriz puede particionarse de la siguiente

manera:

A B
BT C

- 1 T _ [2.2.43]
Q = _Elusu,) =
@

donde:
PApmxpm = EFR] [2.2.44]
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PBimxgm = ElPsas] [2.2.45]

PCogmxam = Blaal] (2246

Como Ay = (L/eDEIW,_,#]_} = T(—DyA; = (Uaz)E[ﬁj_pw{_p] =I(-j) = Pj-HT=A],

(ij=1,2,...,p), para obtener la matriz A necesitamos calcular I'(k) desde k=0 hasta k=p—1 (p matrices

distintas). Ademds, Bl-j = (lloZ)E[ﬂ',-_PaJT_ ] =P (i—i—qg+p) (i=12,....p; j=1,2,...,9); por tanto,

para obtener B necesitamos calcular T (k) desde k= —g-+1 hasta k=p~1 (p+¢g—1 matrices distintas).
Por ﬁltimo_, es evidente que:

C = (Iq@g) [2.2.47]

Todos los cdlculos referentes a las matrices A y B pueden llevarse a cabo segiin {2.2.8]-[2.2.14]
y [2.2.4]-{2.2.6], respectivamente. Llegados a este punto, la evaluacién de 1a FVE [2.2.42] en un punto
del espacio paramétrico (definido por unos valores numéricos concretos de ®; (i=1,2,....p), 9;

(i=1,2,....9), p, 0* y @) puede llevarse a cabo mediante el siguiente procedimiento (algoritmo [NH]):

[NH.1] Calcular T, (k) segin [2.2.4]-[2.2.6] (k=0,1,...,9).

{NH.2] Calcular W(k) segin [2.2.10] (k=0,1,...,p).

[NH.3] Formar el sistema [2.2.12] y resolverlo para y(k) (k=0,1,...,p).

[NH.4] Recuperar las matrices ['(k) (k=0,1,...,p) a partir de los vectores y(k) (k=0,1,...,p).

Estas cuatro operaciones generan la matriz @ de [2.2.43], segin lo expuesto anteriormente. Para
evaluar los determinantes y la forma cuadritica de [2.2.42], resulta interesante escribir esta iltima (vid.
(2.2.38]) como:

M +Ae) T+ A8 = (AW)T[L,, — AATAT'ATI(TH) [2.2.48)

[NH.5] Obtener R (y, simultdneamente, |Q|) segiin [2.2.22] y T~ ! seguin [2.2.23].
[NH.6] Calcular el vector TWw y la matriz A segiin [2.2.25]-{2.2.26].
[NH.7] Evaluar {ATA] y la forma cuadrdtica [2.2.48].

Respecto a [NH.5], es suficiente tener presente que Q=Q,Q,T {(su descomposicion de Cholesky),
por lo que, segiin [2.2.22], R=07! (v |Q!=0, |2, que es simplemente €l producto de los elementos
de la diagonal principal de @, al cuadrado); andlogamente, ﬂ=ﬂxﬂlr, por 1o que, segin [2.2.23],
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T 1=n1 (ndtese que tan sélo se necesita T 1 no . Ya que Q es siempre definida positiva (vid.
[2.1.11]), su descomposicién de Cholesky siempre existe; respecto a la descomposicién de Cholesky de
1), existird siempre que @ sea definida positiva, para lo cual es condicién s'uﬁciente que el proceso ARMA
cuyos pardmetros se desea estimar sea estacionario [vid. Pagano (1973); Dent (1977); Ansley (1979)].

Por tanto, el paso [NH.5] proporciona una comprobacién necesaria para la estacionariedad del proceso.

Respecto a [NH.6] y a la vista de [2.2.25], s6lo es necesario calcular (I, ® R)KW y (I,,®R)ZT"".
Hall y Nicholls (1980) describen cémo calcular recursivamente (I, @ R)Kw y (I, ® R)Z; también proponen
evaluar (TW+ Aé.)T(TW%+ Aé,) directamente (haciendo uso de [2.2.36]) o utilizando [2.2.48], que es la
suma de residuos al cuadrado de la regresion de T#w sobre A. Sin embargo, este método tiene el
inconveniente de requerir una gran cantidad de almacenamiento (en concreto, los (p+g+mmX(p+qm
elementos de A). Esta cuestion, asf como la velocidad de cdlculo, pueden mejorarse considerablemente

explorando con mayor profundidad la estructura de la FVE, tal y como se hace en la Seccidn 2.3.

2.2.3. Técnicas hasadas en las reprasentaciones en espacio de los estados

Las contribuciones mds recientes sobre la evaluacién de la FVE de procesos ARMA estacionarios,
estdn invariablemente basadas en alguna representacién en espacio de los estados (EE en adelante) del
proceso cuyos pardmetros se desea estimar. En concreto, Ia utilizacion de los filtros de Kalman y de
Chandrasekhar, como un medio computacionalmente eficiente para evaluar la FVE, puede encontrarse
en Gardner, Harvey y Phillips (1980), Pearlman (1980), Melard (1984) y Kohn y Ansley (1985) en el
contexto univariante y en Ansley y Kohn (1983) y Shea (1984, 1987, 1989) para procesos multivariantes.

En Shea (1989) se propone un algoritmo para evaluar la FVE, que puede considerarse como el mds
eficiente (y, hasta donde conocemos, el mds reciente) disponible en la actualidad. Ademids, para calibrar
el interés prdctico del nuevo algoritmo de la seccién 2.3 respecto a los ya existentes, en la seccién 2.4
se presentan algunas pruebas comparativas de las prestaciones de distintos algoritmos [incluido,
16gicamente, el de Shea (1989)]. Por todo ello, puede resultar vtil resumir este trabajo. El proceso [2.1.3)

puede escribirse en EE como:

B, =T8,_, + Ra,_, [2.2.49]

w, = H'8, + a, [2.2.50]
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donde 8, es el vector de estado de dimensién gm (g=mdximo{p,q}), [2.2.49] es 1a ecuacién de estado,
[2.2.50] es la ecuacion de observacion [vid. Anderson y Moore (1979)] y:

' $ 10 - 0]
‘1’1‘91 I
» 01 0 . 6 m
T=|: :+: « : R = 2. 2 H = 9 [2.2.51]
$ 00 -1 : :
g-1 #,-9, 0
¢, 00 -0

donde ®,=0 para i>py 0,=0 para i > q (las matrices R y T de [2.2.49] y [2.2.51] no deben confundirse
con las matrices R y T de [2.2.22] y {2.2.23], respectivamente). Si definimos bfl (-1 como ¢l estimador
lineal con error cuadrdtico medio minimo de B8,, dada toda la informacién hasta t—1, y el proceso de
innovaciones como v,=ﬁf,—E[ﬁ,|ﬁ,*i,ﬁ,_z,...,ﬁl]=ﬁ,—HTb,| ;-1> puede demostrarse que E[v,]j=0,
ElvyT1=c*F, y que E[vpT , ]=0 para k+0. Ademés, la FVE de la muestra considerada est4 dada por:

_nm

L(®,0,1,0%0|W) = 2re®) 2 -

- "% 1 = Tt
JRLA exp| ~—x YV, F, v
r=] f 20% =1 e

[2.2.52]

Por tanto, la clave para evaluar eficientemente la FVE consiste en disponer de un procedimiento
eficiente para evaluar las innovaciones v, junto con sus matrices de covarianzas F,. Dicho procedimiento

estd descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones recursivas (ecuaciones de Chandrasekhar):

v, =W, - HTbr[r—l
b1 = n’:—l{r—Q + Kz—lﬂzllv:—l
, = K_, - TL_M,_L_ \H
F_, - HL_M_L H
M,_, + M_ LT HF,'HTL,_M,_,
TL,_| - Kt—lFt_-llHTL:—l

-~
i

[2.2.53]

F,
M,
L

donde M, es (mxm), L, es (gmxm)y K,=E[8,, ,v'f] es la ganancia del filtro de Kalman. Las condiciones

iniciales para las ecuaciones [2.2.53] estdn dadas por:
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—1
bjo=0;K =L =TPH +RQ:F =HPH+Q; M = -F [2.2.54]

donde, considerando Py joH =E[8,87)H como un vector de g matrices (mXm), puede demostrarse que

la i-ésima componente de P, oH estd dada por:

P q
(PyofD); = ¥ &, 0(—i+1) — Y 0,1, (—j+DT, i=1,2,..¢ [2.2.55]
j=i j=i

(vid. apartado 2.2.1 para el cdlculo de las matrices de covarianzas que aparecen en {2.2.55]).

En este contexto, el proceso ARMA es estacionario cuando los autovalbres de T estdn dentro del
cfrculo unitario (condicién equivalente a [2.1.6]). Andlogamente, cuando los autovalores de T-RHT
satisfacen esta misma condicién, el proceso es invertible (condicién equivalente a [2.1.7]). Para un
proceso estacionario e invertible, puede demostrarse que el filtro descrito por las ecuaciones [2.2.53]
alcanza un estado estacionario con K, » RQ, F,—~ Q y v, > a, en media cuadritica. En la prictica, esto
ocurre a medida que ¢ en [2.2.53] se va haciendo mds grande, Una vez alcanzada esta situacidn, las
restantes matrices F, pueden igualarse a Q y las innovaciones v, pueden calcularse recursivamente a partir
de la forma [2.2.2] del proceso ARMA como:

» T [2.2.56]
V‘ = ﬁl‘ - El ¢]ﬁf-j + El ejv‘_j
I= J=

Esta forma de proceder se conoce como "switching to quick recursions” (para un proceso AR(p), las

ecuaciones {2.2.53} convergen exactamente en p recursiones).

En la préctica, puede considerarse que el filtro descrito por {2.2.53] ha alcanzado un estado

estacionario cuando:

| F(i,) = Q.|
Q.H

[2.2.57]

mdximo

] < 6, i=1,2,....m

El criterio de convergencia (representado por 8), puede hacerse lo suficientemente rigido como para
que la diferencia F,—Q sea despreciable, de forma que la diferencia entre el valor de la FVE y el

resultado de esta estrategia sea también despreciable (el valor de la funcidn de verosimilitud es cada vez

mds exacto a medida que 8 - 0). Si, cuando ocurre, no se reconoce esta convergencia, continuar con las
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recursiones {2.2.53] hasta r=n implica una gran pérdida de tiempo y puede provocar problemas

numéricos (underflow) cuando n es grande.

Shea (1989) examina tres criterios de convergencia: (i) §<0 (FVE), (ii) 6=10"3 (funcién de
verosimilitud aproximada) y (iif) 6=oc0 (funcién de verosimilitud condicional). Los resultados de este
examen ilustran los obtenidos por Dent y Min (1978) y Ansley y Newbold (1980) en el contexto
univariante (vid. Capitulo 3 para mds detalles).

Finalmente, es importante sefialar dos aspectos. Primero, aunque el procedimiento descrito es mds
eficiente que el propuesto por Kohn y Ansley (1983), basado en el filtro de Kalman [excepto para
procesos AR(1), AR(2) y ARMA(2,1); vid. Shea (1987)], no puede ser empleado cuando faltan
observaciones en la muestra considerada (en el caso de observaciones ausentes o de datos agregados
temporalmente), ya que, para afrontar esta situacion, es necesario permitir que las matrices R, Ty H de
[2.2.491-[2.2.51] varfen en el tiempo y las recursiones [2.2.53] estdn derivadas bajo el supuesto de que
R, T y H son constantes a lo largo del perfodo muestral. Por ditimo, estrictamente hablando, este
procedimiento no permite calcular directamente (como un subproducto) los residuos correspondientes a
la muestra y a los pardmetros estimados, cuya utilidad reside en {a diagnosis del modelo estimado y en

el cdlculo de previsiones de valores futuros.

2.,2.4. La aproximacion de Hillmer y Tiao (1979)

Hillmer y Tiac (1979) han demostrado que una aproximacion adecuada a la FVE de procesos

ARMA(p,q) puede obtenerse mediante el siguiente procedimiento (algoritmo [HT]):

[HT.1] Evaluar ia secuencia u, = W, — Zf}___l *b,ﬁ,_,j {(t = p+1,p+2,....n) considerando w, (¢ =
1,2,...,p) como mimeros fijos.
[HT.2] Considerar la secuencia &, como n—p observaciones generadas por un proceso MA(g).

[HT.3] Utilizar dicha secuencia en el cdlculo de la FVE de un proceso MA(g) puro.

La forma de evaluar la FVE de un proceso MA(g) utilizada por Hillmer y Tiao (1979) (paso
[HT.3]) es matemdticamente equivalente a las propuestas de Ljung y Box (1979) y de Nicholls y Hall
(1979) (vid. nota [1] al final de la Seccién 2.3). Por otro lado, aunque el algoritmo [HT] resulta

adecuado (vid. Capftulo 3) en muchas ocasiones e implica una evaluacién computacionalemnete mds
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eficiente que una evaluacién analfticamente exacta (cuando el proceso contiene parte AR), es importante
subrayar tres inconvenientes que pueden surgir en su aplicacion préctica: (i) la ausencia de deteccion,
como subproducto de ciertos célculos, de situaciones de no estacionariedad, (i) ia imposibilidad de
estimar los primeros p residuos y (iii) a consecuencia de ello, la imposibilidad de detectar anomalfas

(posiblemente importantes) en la muestra cuando tienen lugar dentro de las primeras p observaciones.

Como se ilustra en el Capftulo 3, no es diffcil encontrar situaciones practicas en las que alguna de
estas tres circunstancias produce estimaciones de los pardmetros que pueden conducir a conclusiones
erréneas. No obstante, en el caso de procesos MA(g) puros o cuando no tienen lugar los inconvenientes

citados anteriormente, el procedimiento de Hillmer y Tiao (1979) puede resuitar adecuado.

2.3. Un nuevo procedimiento para evaluar la funcién de verosimilitud exacta

El algoritmo que se presenta en esta seccién (algoritmo [FVE]) tiene su origen en la formulacién
de la FVE de Nicholls y Hall (1979) (vid. apartado 2.2.2). El resultado permite demostrar la equivalencia
matemdtica entre la formulacién de Nicholls y Hall (1979} y la extension multivariante de la formulacién
de Ljung y Box (1979). Esta equivalencia permite, ademds, interpretar de distintas formas los factores
que aparecen en la FVE [2.2.42]. También es posible demostrar 1a equivalencia matemdtica entre las
formulaciones de Nicholls y Hall (1979) y de Hillmer y Tiao (1979)!. Por tanto, el algoritmo [FVE]
engloba las formulaciones de la FVE mds utilizadas entre aquellas que no se basan en alguna
representacion en EE. Ademds (vid. seccion 2.4) el algoritmo [FVE] puede competir (y en muchos casos
resultar superior) en términos de eficiencia computacional con los algoritmos mds eficientes basados es

alguna representacion en EE [en concreto, Shea (1989)].

2.3.1. El algoritmo [FVE]

Una primera cuestidn relevante para evaluar eficientemente la FVE [2.2.42] consiste en escribir la
forma cuadrdtica [2.2.48] como:

(MW +A2) TP +AL) = (BT - AT TATA 1A TW) [2.3.1)
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De esta forma, sélo es necesario calcular y almacenar los vectores TH (p+gq+nmmx1), ATtw
{((p+q)mx1) y la matriz ATA (p+qmx (p+g)m). Coma los (p+ g)m primeros elementos de Tw son cero
(vid. [2.2.25) y la matriz ATA es simétrica, tan sélo hay que calcular y almacenar {am}+{(p+gim}+
[(p+@mi{(p+gm+1)/2] elementos distintos.

Para evaluar los nm elementos no nulos del vector TW, necesitamos calcular primero el vector K#.
Si definimos [en la notacién de Ljung y Box (1979)] dy=E[a|w,u.=0l, es evidente, por [2.2.16], que
Kw=4a,. Por tanto, teniendo en cuenta la expresidn [2.2.2] del proceso ARMA muitivariante, los n

vectores (m X 1) que componen &, pueden calcularse recursivamente como:
p q
&0' = ‘;’l - E Q]ﬁl—J + E ejdo,l'—j » i=1,2,...,n [2'32]
j=1 j=1

con W;=0 para i< 1y dy,=0 para i< 1. Entonces, cada uno de los n vectores ; (mx1) que componen
el vector g=(I, ® R)Kw estdn dados por ;= Réy, (i=1,2,...,n).

Para evaluar los (p+¢@m((p+g)m+1)/2 elementos distintos de ATA, hay que tener en cuenta que,
por [2.2.33]:

ATA = I, p, + T7XT [2.3.3]
donde:
X = zTa,®RH(1,®R)Z . 234
o, por {2.2.18]:
X = VIDg, /(1 8RNI, @RDy,V (2.3.5]
o, finalmente: ‘
X = VIHHV, [2.3.6]

donde, si definimos g=mdximo{p,q}, V| (gm>{p+q)m) contiene las primeras gm filas de Vy H
{nmx gm) contiene las primeras gm columnas de (I,,®R)D3}n. Teniendo en cuenta [2.1.23], resulta

inmediato comprobar que H=(H, H, - Hg), con cada H; (nmxm) de la forma:
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RZ, 0 0

RZ, RZ 0 237
Hl = : ; Hz = , ; e ; Hg = : [ b ]

RE, _, RE,_, RE,

donde, por [2.1.24), las » matrices Z, (k = 0,1,...,n—1) se calculan recursivamente como sigue:

q
E, = 21 0,E,_; , k=12,..,n-1 [2.3.8]
i=

con Eg=1I,, y E,~0 para k<0. Si definimos P=H"H (gmx gm), para evaluar [2.3.6] sélo necesitamos
calcular las g(g+1)/2 matrices P, (i=1,2,...,8; j=1,2,...,i) que componen la diagonal principal y el

tridngulo inferior de HTH. Pero esta operacion tan sélo requiere ¢! cdlculo de P;, (i=1,2,...,8) como:

: n—i
Py= Y EIRTRE,;; ,i=12,..8 [2.3.9]
k=0

ya que, como puede comprobarse ficilmente, las demds matrices P;; pueden calcularse recursivamente

como:

T . . .
Py=PF_y;1 — En—i+lRTRzn—j+l  §=2,3,...,8, J=2,3,.. (2.3.10]

Por tanto, una vez evaluada la matriz HTH, podemos evaluar [2.3.6) y [2.3.3] para obtener los
elementos requeridos de la matriz A7A. Esta tarea puede llevarse a cabo teniendo en cuenta que [2.3.3]

también puede escribirse como:

ATA = Iy, + ATHTHA [2.3.11]

donde los elementos de la matriz (gmX(p+q)m) A=V, T ! se calculan de la siguiente manera:

p—~i q—i '
T -1 )3 -1 . .
A = K oq’p_kaH’j - oeq*krﬁpﬁ,j L i=12,..8 , j=12,.p+q  [2:3.12]

Por 1ltimo, necesitamos calcular los (p+g)m elementos del vector A7TW. Teniendo en cuenta
[2.2.33}:
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ATtw = 777277 @RTy [2.3.13]

donde el vector (nmx1) y=(I, @ R)KW ya se evalué para calcular T#. Ademds, por [2.2.18):

ATw = -1 TYVTDg (1, ®R Dy [2.3.14]

0 bien:
ATt = -7 {2.3.15]

donde:
g=Vh [2.3.16]
h = Dy, (1,®RTy [2.3.17)

Los p+q vectores (mXx1) g; que componen el vector g pueden calcularse como:

[ i .
Qp—j-{-ihi ;j=192,"'!p
=1 [2.3.18]
i-p T
~.2; O, irirphi - J=P+1p+2,...p+q
1=

H

29
H

.

donde los g vectores (mx1) hj, necesarios en esta expresién, se calculan como:

n—j
h; = Z‘:)E?RT’!H,- s J=1,2,....8 [2.3.19]
=

Noétese que, aunque [2.3,16] sugiere calcular hj desde j=1 hasta j=n, la expresion [2.3.18] deja
bien claro que dicho cdlculo sélo es necesario desde j=1 hasta j=g. Una vez calculado el vector g, los

elementos de ATTW pueden evaluarse directamente de [2.3.15]. No obstante, por [2.3.15] y [2.3.16]:

ATt% = -T T = —T"'Tv[} = ATk [2.3.20]

donde A es la matriz de [2.3.11]412.3.12] y b = (4], A, ..., ). Por tanto, para evaluar ATI' tan slo

es necesario evaluar {2.3.19], ya que la matriz A ya se calculd para obtener {2.3.11].
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Una vez descrita la evaluacion de los elementos de Tw, ATTW y ATA, el cdiculo de la FVE {2.2.42]

puede llevarse a cabo mediante la siguiente secuencia de operaciones (algoritmo [FVE']):

[FVE’.1] Realizar los pasos [NH.1]-[NH.S] del algoritmo [NH] {Hall y Nicholls (1980)].
[FVE'.2] Evaluar los nm elementos no nuios (vector 4) de Tw segun [2.3.2].

[FVE’.3] Evaluar A7A segin [2.3.11].

[FVE'.4] Evaluar ATY% segiin [2.3.20].

[FVE'.5] Obtener la descomposicién de Cholesky de (ATA)=LLT y evaluar |ATA|=|L]?.
[FVE'.6] Resolver el sistema triangular LX=(ATTW).

[FVE'.7] Evaluar (*)I(Tw)=4Tn y ATEH)TATA) ~HATT#)=ATA,

Respecto a {FVE'.5], |ATA|=|L|? (el producto de los elementos de la diagonal principal de L al
cuadrado). Por otro lado, la estrategia en {FVE',6]-[FVE',7] permite expresar la forma cuadrdtica [2.3.1]
como la diferencia entre dos sumas de cuadrados (vid. Capftulo 3). Por tltimo, andlogamente a [NHLS],
que proporciona una verificacién suficiente de la no estacionariedad del proceso, [FVE'.3] lo proporciona
respecto a la no invertibilidad, ya que la naturaleza recursiva de las expresiones [2.3.8]-[2.3.10] hace que

estos cdlculos resulten explosivos cuando el proceso no es invertible y n es lo suficientemente grande.

Es importante sefialar que, mientras {[FVE’.2] es equivalente al procedimiento de Hall y Nicholls
(1980) para evaluar (I, @ R)Kw, los pasos [FVE'.3}-[FVE'.7] son nuevos respecto a la literatura
existente. Ademds, aunque el procedimiento [FVE'] resuita satisfactorio en la mayor parte de los casos
encontrados en la prdctica econométrica (vid. seccién 2.4), la eficiencia computacional de este
procedimiento puede mejorarse considerablemente cuando g=mdximo{p,q} es sensiblemente inferior a

p+¢ (cuando p y g son ambos elevados y, en cualquier caso, cuando p#0 y g# 0 simultdneamente).

La clave para mejorar la eficiencia del algoritmo [FVE'} en estos casos, consiste en reemplazar la
descomposicién de Cholesky de las matrices de orden (p+q)mX(p+q)m @ y ATA (pasos [FVE'.1] y
[FVE'’.5]) por la de dos matrices de orden tan sélo gm X gm. Para ello, es suficiente tener en cuenta que,
en la expresion [2.2.48] para la forma cuadrdtica de la FVE [2.2.42], por la definicién de A en [2.2.33]:

Thay—1 Tay~1g—=1To T, T
AATATAT = ATN) AT~ 27 @R (2.3.21]

AORZT AT (1, @RZT AN !'T"172%1,0RT)
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Ademds, ya que T#=(07, yD)T con:
v = I, @R, (2.3.22]

a4y = Ela|w,u.=0] = Kw [2.3.23]
(vid. [2.3.2]), la forma cuadritica [2.2.48] puede escribirse como:
(Tw+A)T(MW+AL) = 9Ty — 97U ®RZT 'ATA) T 12T ®RTy  [2.3.24]
Pero teniendo en cuenta [2.3.3], [2.3.6] y [2.2.23]:

TTATAT = 07! + VIHTHV, (2.3.25)

y entonces:
'@ ' = (07 + v{HTHY ]! [2.3.26]

por lo que [2.3.24] puede escribirse como:
(TW+Ae)T(Tw+A8,) = 9Ty ~ 9T @RZIO™' + VIHTHV,]"'27(1, Ry [2.3.27]

y teniendo en cuenta [2.2.18] y {2.3.17}:

O +A8)TM+Ae) = nTy - RTVIQ~ + VIHTHV,]" VTR [2.3.28]
o0 bien:
+A2)T(tw+A8) = 9Ty — ATV, (07 + VI HTHV,]"'VTR [2.3.29]
donde (vid. Apéndice A.1):
v,i0 + VIETEV, WY = ((vevh) T+ BT ! [2.3.30]

por lo que [2.3.29] puede escribirse también como:

(M9 +A8,) T(Mw+A) = 9Ty - RT[(VaVD '+ HTHI 'k [2.3.31]
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Nétese que para evaluar [2.3.31] s6lo es necesario obtener la descomposicién de Cholesky de las
matrices de orden gmx gm (V,@V7) y [(V,@VD)~!+ HH). Estas operaciones proporcionan simulténea-

mente la forma de evaluar el determinante ]ATA| , que puede escribirse, por [2.3.25], como:

IATA| = |0|x|2" '+ V]HTHV,| = |v,av]|x|(V,av]) "' +HTH| [2.3.32]

No obstante, las expresiones {2.3.31] y {2.3.32] presentan un ligero inconveniente desde el punto

de vista numérico, que consiste en la necesidad de calcular expifcitamente la inversa de la matriz
(VanT{). En muchos casos, esto no supone ningin problema, pero en otros, la precisién de los célculos

puede verse seriamente afectada por esta circunstancia. Para evitar dicha inversidn, es suficiente tener

presente que, si definimos M (gm X gm) como el factor de Cholesky de (VlﬂVf):
v,av) = MMT & MTVaV)) M = I, (2.3.33]
entonces, es evidente que:

(V,0vD '+ HTH] = M~ TMT[(v,av]) ' «+HTHI MM

[2.3.34]
= ML, + MTHTHM)M™!
por lo que:
((vav) '+ HTH)™! = M[1,, + MTHTHM)'MT [2.3.35]
y entonces, ia forma cuadrdtica [2.3.31] puede escribirse definitivamente como:
(TH+Ae)T(TW+A8) = 9Ty — MTR)T[L, + MTHTHM]™' (M"h)
[2.3.36]

Por tltimo, a la vista de [2.3.32]-[2.3.34), resulta inmediato comprobar que el determinante | ATA |
puede escribirse como:

|ATA| = |L,,+M"HTHM]|

[2.3.37]
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Por tanto, para evaluar la FVE de un proceso ARMA estacionario, basta con introducir las
expresiones [2.3.36] y [2.3.37] en ia formulacién [2.2.42] de Nicholls y Hall (1979). Ya que tanto el
cdlculo de los g vectores h;, necesarios en [2.3.36], como el cdlculo de la matriz HTH, necesaria en
[2.3.36] y [2.3.37], estdn descritos en [2.3.19] y [2.3.9]-[2.3.10], respectivamente, tan sélo falta evaluar
los gm(gm+1)/2 elementos distintos de 1a matriz (V,ﬂVf), operacién que puede llevarse a cabo, para

i=1,2,....8, j=1,2,...,i, como sigue:

p—i q-i
T, T. T
(V,vy), = kz_:o B, @V))esij — k;)eq_k(nv, Detp+i.j [2.3.38)

donde, paraj=1,2,...,8:

pi g—i
T T ,
@D = ¥ T8, . - ¥ T (—g+p+0]_, ., i=1,..p 12339
k=j—i k:j—j
T = 7 T 2.3.4
@vy; = Pwa(‘q+P"k)T‘l’2p_k_,-+j - 00, i1, i=p+l,...p+q [2.3.40]
k=p+j—i

con T(K)=T(—k)7 para k<0, T, (k)=0 para k>0 y 6,=0 para i>q. En definitiva, e! algoritmo

propuesto para evaluar eficientemente la FVE, puede resumirse en los siguientes pasos (algoritmo [FVE]):

[FVE.1] Realizar los pasos [NH.1]HNH.5] del aigoritmo [NH] (sin calcular T~').

[FVE.2] Evaluar los nm elementos no nulos (vector ) de TW segin [2.3.2].

[FVE.3] Evaluar k;, i=1,2,...,g, segin [2.3.19].

[FVE.4] Evaluar HTH segin [2.3.9] y [2.3.10].

[FVE.5] Evaluar (V,2V]) segin [2.3.38]-[2.3.40).

[FVE.6] Obtener M tal que (V,0V]))=MMT.

[FVE.7] Obtener L tal que [I,,,+M H HM]=LLT y evaluar|ATA| = |1,,,+M"H HM | = |L|*.
[FVE.8] Resolver el sistema triangular LA=(MTh).

[FVE.9] Evaluar la forma cuadritica [2.3.36) como (y7g — ATA).

Antes de comentar algunos detalles computacionales del algoritmo [FVE], es importante tener en

cuenta las siguientes observaciones:
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(1}

2]

[3]

[4]

La estrategia empleada para obtener las expresiones [2.3.31] y [2.3.32], consiste bésicamente en
la extensién al contexto multivariante de algunas de las ideas sugeridas por Ljung y Box (1979).
En concreto, cuando m = 1, las expresiones {2.3.27] y [2.3.32] se reducen a las expresiones (2.6)
y (2.4), respectivamente, de Ljung y Box (1979). Por tanto, ya que dichas expresiones se han
obtenido a partir de la formulacion [2.2.42] de Nicholls y Hall (1979), constituyen una

demostracién implicita de la equivalencia matemdtica entre ambos trabajos.

No obstante, la estrategia que evita invertir explicitamente la matriz (VlﬂVf) y que conduce a las
expresiones [2.3.36] y (2.3.37], no s¢ encuentra sugerida en ninguna referencia (hasta donde
conocemos). Ademds de la mejora, en términos de precisién numérica, que supone dicha estrategia
frente a una extensidn estricta del trabajo de Ljung y Box (1979), también proporciona una mejora
en términos de velocidad de cdlculo, ya que para invertir la matriz (V,V]) son necesarias n; =
g*m*(gm+2) multiplicaciones y divisiones, mientras que para evaluar las expresiones M'H'HM
y M7h s6lo son necesarias n, = g?m?(gm+ 1)+ gm(gm+ 1)/2 multiplicaciones (nétese que n, — m,
= gm(gm—1)/2 > 0, excepto cuandom = g = 1),

La estrategia que se utiliza para evaluar la forma cuadrdtica [2.3.36] como la diferencia entre dos
sumas de cuadrados (pasos [FVE.8]-[FVE.9]), permite maximizar la FVE utilizando tanto
algoritmos de propdsito general (tipo cuasi-Newton; vid. Capitulo 3) como algoritmos especificos
para sumas de cuadrados (tipo Gauss-Newton; vid. Capftulo 3), de manera que el algoritmo [FVE]
puede adaptarse a los métodos mds eficientes de optimizacién numérica disponibles en cualquier

librer{a cientifica.

El vector de residuos correspondientes a la muestra considerada y a los valores numéricos de los
pardmetros del proceso ARMA, puede obtenerse directamente a partir de las operaciones descritas
para evaluar [2.3.36] y [2.3.37]. En concreto, teniendo en cuentﬁ [2.2.16], 4=KWw+ Z@., donde
K#w=4y (ya calculado; vid. [2.3.2]) y, por [2.2.24]-{2.2.25), &.=T"1é., donde é,=E[e.|w] estd
definido en [2.2.36]. Por lo tanto, f.=—-T"'(ATA)"!ATY% vy, teniendo en cuenta [2.3.15],
[2.3.16] y [2.3.26], resulta finalmente que:

b = (27 '+ VIHTHV,]"'VTh [2.3.41]

A partir de esta expresion, es inmediato comprobar que:
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(5]

(6]

| ML+ MTHTEM) 'MTh
4 = 4 - D3 Ugm ] 2.3.42)
o(n-g)mxl

Por tanto, a partir de cantidades ya evaluadas en el algoritmo [FVE], el vector de residuos

estimados & puede calcularse mediante la siguiente secuencia de operaciones (algoritmo [CRES]):

[CRES.1] Resolver el sistema triangular LTe=) y evaluar el vector d=Mec.
[CRES.2] Evaluar el vector r=Dg' @, 007 y calcular a=d,—r.

La evaluacién de los n vectores r; que componen el vector r de [CRES.2], puede ilevarse a cabo,
teniendo en cuenta la estructura de la matriz D!, (vid. [2.1.23)), de la siguiente forma:

i
rl = El E!_}d] y i=1,2,...,n {2'343]
J=

con d;=0 para j>g. El vector de residuos as( calculado puede emplearse para diagnosticar el

modelo estimado y para generar previsiones con dicho modelo.

Los pasos [FVE.6] y [FVE.4] proporcionan una comprobacién automdtica de la estacionariedad
y la invertibilidad del proceso considerado, ya que (i) la matriz (VI(IV{) serd definida positiva
(condicién necesaria y suficiente para la existencia de M) s{ y s6lo sf lo es © (condicion necesaria
para que el proceso sea estacionario y suficiente cuando ¢=0) y (ii) la recursividad de [2.3.8) hace

gue su cdlculo resulte explosivo cuando el proceso no es invertible (vid. apartado 2.3.2),

Aunque el procedimiento descrito en el apartado 2.2.1 es vdlido para calcular las autocovarianzas
tedricas (necesarias en [FVE.1]), podria incorporarse al algoritmo [FVE] el procedimiento mds
eficiente de Kohn y Ansley (1982). Evidentemente, este procedimiento también podrfa incorporarse

a cualquier otro algoritmo para evaluar la FVE,

2.3.2. Algunos aspectos computacionales

La principal ventaja del procedimiento descrito en el apartado 2.2.3 [Shea (1989)], consiste en la

posibilidad de adoptar la estrategia conocida como "switching to quick recursions” (SQR en adelante} en
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algiin momento del proceso de evaluacion de la funcién de verosimilitud. Como escribe Shea (1989, pp.
169): “This ’quick recursions’ property gives the Kalman filter a major computational advantage over
other methods”. La idea original de esta estrategia, en el contexto de procesos univariantes, puede
encontrarse en Gardner, Harvey y Phillips (1980) y ha sido aplicada (dentro de un algoritmo mids

eficiente) por Melard (1984), también para procesos univariantes.

Una estrategia similar a SOR puede aplicarse dentro del algoritmo [FVE]. En concreto, si el
proceso multivariante considerado es invertible, no suele ser necesario calcular las matrices Z; segiin
[2.3.8] hasta i=n—1 ya que, a medida que i crece, E; = 0 tanto mds rdpidamente cuanto mayores sean
los mddulos de las rafces del polinomio caracterfstico {2.1.7]. Evidentemente, para un proceso AR puro
(g=0), esta convergencia ocurre exactamente cuando i=1. Ademds, una verificacién de la invertibilidad
del proceso considerado consiste inicamente en comprobar que esta convergencia ocurre (tarea trivial
en comparacién con el cdlculo explicito de las rafces de [2.1.7]). Esta propiedad (al igual que SOR)
supone un importante ahorro en el nimero de operaciones requeridas para evaluar la funcién de
verosimilitud (sobre todo, cuando n es grande; vid. [2.3.8]-[2.3.10] y [2.3.19], operaciones contenidas
en [FVE.3] y [FVE.4]). El valor de la funcidn de verosimilitud, calculado haciendo uso de esta
propiedad, puede considerarse como una aproximacién al valor de la FVE; por tanto, podemos hablar
de una funcién de verosimilitud aproximada (FVA en adelante), en contraposicién a la FVE, para cuyo
cdlculo no se hace uso de la propiedad de convergencia de las ZE,; (excepto, |6gicamente, para procesos

AR puros, ya que en este caso los valores de la FVE y de la FVA coinciden).

En la préctica, podrfa pensarse que las matrices 2, han convergido a 0 cuando se cumple la

l..

No obstante, para evitar posibies complicaciones en modelos con algunas matrices ©,=0 para i<q

siguiente condicién:

< 6 [2.3.44]

™M=

Y 2.6
j=t

i

(en concreto, modelos estacionales), una vez satisfecha la condicién [2.3.44], resulta conveniente calcular
las g matrices Z; siguientes a £, con el fin de asegurar que el cumplimiento de [2.3.44] se debe
efectivamente a que las Z; han convergido y no a la existencia de alguna ©,=0. En concreto, para
determinar correctamente el fndice (r*) a partir del cual las Z; (i> r*) se consideran 0, puede utilizarse

el procedimiento descrito en el Apéndice A.2 (algoritmo CXI).

En estas circunstancias, para i>r* puede considerarse que Z,=0 y utilizarse este hecho para
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evaluar las expresiones [2.3.9], [2.3.10], [2.3.19] y, en su caso, [2.3.43]. El criterio de convergencia
(representado por §), puede hacerse lo suficientemente estricto (pequefio) como para que la diferencia
entre los valores de la FVE y de la FVA sea despreciable (en concreto, cuando § <0 los valores de la FVE

y de la FVA coinciden). Para ilustrar todas estas cuestiones, consideremos el siguiente proceso bivariante;

1 —‘¢Bs 0 Wi; _ 1 —OBS 0 ai; [2‘3 45]
0 1-9¢B5| ["x 0 1-4B%]| |

En la Tabla 2.3.1, se presentan los resultados de la evaluacién de la funcién de verosimilitud del
proceso [2.3.45] (con n=300), para distintos valores de S, de ¢ y de 6. Nétese que para ¢=0.999 y

6=0.998, el proceso es casi no estacionario y no invertible, respectivamente, En esta tabla también se
presentan el fndice r* {obtenido para 6=10"3), a partir del cual se considera que ;=0 (i>r*) y el

cociente entre el mimero de operaciones (multiplicaciones, divisiones y rafces cuadradas) requeridas para
evaluar la FVE (Ng) y la FVA (N,).

¢=05;0=03 ¢ =099 ;6 =03 ¢ =05;0 =099 ¢ = 0.999 ;0 = 0.998

~log FVE 1566.46549480 1036.08930170 104757.50467232 220189340436

ARMA(L,1) ~log FVA 1566.46950727 1036.08913686 104757.50462232 220189340436
(S=1 ~ 6 6 9 299
Ng/N, 2.8 2.82 1.00 1.00

~log FVE 1895.68330234 1980, 77348932 9274.77420020 2200.18545073

ARMA(LY), | —log FVA 1895.68327167 1980, 77285648 9274, 77420320 2209.18543073
S=4 - u /] 296 296
NgN, 2.54 2.5 1.00 1.00

—log FVE 2226. 74584052 2900.91385243 2807.83186866 221202468385

ARMA(L1);; | —log FY4 2226.74657427 2930.92252921 2807, 83186866 2212.02468385
(5= 12) ~ 7 72 288 288
NN, 1.60 1.60 1.01 1.01

TABLA 2.3.1. Comparacién en términos de precisién y cargs computacional entre la evaluacion
exacta (FVE) y aproximada (FVA4) de la funcién de vems%mi]jtud del proceso [2.3.45)
©11=221=0212=10, 0=2.0, ¢"=1.0).

Estos resultados sugieren las siguientes conclusiones [vid. seccién 2.4]: (i) la evaluacidn de la FVA
es extremadamente precisa en relacion a la evaluacion de la FVE; (ii} cuando el proceso considerado es
claramente invertible, 1a ganancia en términos de tiempo de cdlculo por evaluar 1a FVA en vez dela FVE
es considerable; (iii) cuando el proceso es casi no invertible, evaluar la FVA es prdcticamente equivalente
a evaluar la FVE, ya que las matrices Z; convergen a 0 muy lentamente y, por ello, r* es précticamente
igual a n—1 (la discrepancia entre 7* y n—1 que ocurre en las dos iiltimas columnas de los procesos
ARMA(1,1); y ARMAC(1,1),, se debe a la presenbia de matrices ©,=0 para i<4 e i< 12, respectiva-

mente; no obstante, como debe ser, los valores calculados de la FVA y de la FVE son idénticos).
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Finalmente, para comprobar la invertibilidad del proceso considerado, es suficiente comprobar si
el cdlculo de las matrices Z; resulta convergente o explosivo. En concreto, podemos considerar que el

proceso no es invertible cuando:

i=1j=1 k=1 j=1

m o m max(k,g) { ' m m
Y X |Ea(iJ)|] > Y [_”1 |zk(j,j)|] [2.3.46]

para al menos un 4 < n—1. En general, cuando el proceso considerado no es invertible, la ocurrencia
de la condicién anterior tiene lugar para % ligeramente mayor que ¢, por lo que la deteccién de no
invertibilidad suele ser casi inmediata (el procedimiento CXI del Apéndice A.2 también contiene esta
comprobacién de invertibilidad).

Un segundo aspecto importante, desde el punto de vista numérico, consiste en la caracterizacién
de la matriz (V,QV]) como no definida positiva, indicando esta situacion la no estacionariedad del
proceso considerado. Es importante subrayar que los problemas planteados por la no estacionariedad son
bastante distintos, al menos desde el punto de vista numérico, de los pianteados por la no invertibilidad.
En concreto, mientras que el hecho de que (VlﬂV'{) no sea definida positiva implica la imposibilidad de
realizar el paso [FVE.6] (y, por tanto, de evaluar la FVE), el hecho de que el proceso sea no invertible
tan sélo ocasiona problemas numéricos (overflow) cuando n es lo suficientemente grande y el mddulo de
alguna de las rafces de [2.1.7] es claramente menor que la unidad (en particular, no existe ningin
problema para evaluar la FVE en la frontera de la regién de invertibilidad). Por ello, 1a caracterizacién
de la matriz (VlﬂV{) requiere especial atencidn (nétese, por otro lado, que estas dltimas observaciones
sugieren que, a la hora de construir un modelo ARMA, la sobrediferenciacién puede resuitar menos

costosa que la infradiferenciacion de las series estocdsticas).

El mecanismo que se ha utilizado para caracterizar la matriz (V,QV7), consiste en una modificacién
del aigoritmo para obtener la descomposicién de Cholesky de una matriz cuadrada propuesto por Gill,
Murray y Wright (1981) y desarrollado, en forma de pseudocddigo, por Dennis y Schnabel (1983).
Bdsicamente, {a modificacidn realizada sobre este algoritmo (vid. Apéndice A.2, procedimiento
CHOLDCMP) consiste en forzar el cardcter definido bositivo de la matriz (V,QV7), solamente cuando
en la descomposicién de Cholesky estdndar [vid. Martin, Peters y Wilkinson (1965)] se detecta que
(ViV]) no es definida positiva debido a errores numéricos. Dichos errores numéricos surgen cuando
(1) el proceso es casi no estacionario y/o (iij el orden de magnitud de los elementos de la matriz @ (que

forma parte de 1) es pequefio. En estos casos, la descomposicién de Cholesky estdndar puede concluir
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(erréneamente) que (V,;RV7) no es definida positiva.

El procedimiento CHOLDCMP también se emplea en [FVE.7], para obtener la descomposicién
de Cholesky de [Igm-i-MTHTHM] y para calcular su determinante. Respecto a este segundo célculo, se
ha evitado la posible presencia de problemas numéricos (overflow o underflow), almacenando dicho
determinante en la forma a2? [vid. Martin y Wilkinson (1965); Ansley (1979); Melard (1984}]. La misma

estrategia se ha seguido para calcular la descomposicidn de Cholesky de @ v su determinante en [FVE.1].

Un dltimo aspecto computacionalmente relevante, consiste en la discusién de las necesidades de
almacenamiento que presenta el algoritmo [FVE]. Dado que este punto se trata con detalle en el Apéndice
A.2, baste sefialar ahora que: (i) salvo para procesos MA puros, la.cantidad mdxima de almacenamiento
requerida suele venir dictada por 1a necesaria para evaluar las autocovarianzas tedricas y (ii) a modo de
gjemplo, resulta posible evaluar la FVE de procesos ARMA con m=4, p=¢=13 y n=300 dentro de los
1imites reducidos de un ordenador personat {concretamente, todos los cdlculos presentados en este trabajo,
se han llevado a cabo en un HP Vectra 386/25 operando bajo MS-DOS 5.0, lo que supone disponer de
algo menos de 600 Xb de memoria RAM para c6digo y datos).

2.3.3. Notas para la seccitn 2.3
{1} Dado que Hillmer y Tiao (1979) sélo obtienen la FVE para un MA(g) puro, nos limitaremos a exponer la
equivalencia en este caso, Cuando p=0, 1= (Iq®Q) {vid. [2.2.43]-[2.2.47]). Por tanto, teniendo en cuenta [2.3.32],

[2.3.6], 12.3.4] y {2.2.22), es evidente que:
|ATA} = Q9% |(,®Q ) +ZTU, 80 2|
Por otro lado, sustituyendo [2.3.22)-{2.3.23] en [2.3.27], obtenemos que:
v+ ALY TR+ AL = wTKT(I,007Y-(,@0 HZ{1, 8¢ )+ 271,80 121 271,007 ) )KW

Finalmente, sustituyendo estas dos expresiones en la FVE [2.2.42], teniendo presente que para un MA(g)
Z= —DafnGem y K=D§}n, se obtiene la formulacién propuesta por Hillmer y Tiao (1979).
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2.4. Anédlisis comparativo de distintos procedimientos

Partiendo del planteamiento realizado en las secciones 2.2 y 2.3, puede concluirse que el algoritmo
[FVE] tiene el potencial de ser computacionaimente mds eficiente (en términos de velocidad de cdlculo
y necesidades de almacenamiento) que los algoritmos de Hall y Nicholls (1979), Hillmer y Tiao (1979)
(para procesos MA puros) y la extension multivariante del algoritmo de Ljung y Box (1979), puesto que
el algoritmo [FVE] explota hasta sus iltimas consecuencias 1a estructura de los factores que aparecen en
la FVE [2.2.42]. En este sentido, puede decirse que los tres trabajos mencionados no explotan todas las
posibilidades que parecen ofrecer, incluso ignorando los aspectos computacionales descritos en el

apartado 2.3.2 (en particular, la discusién sobre la evaluacién de la FVA).

Por este motivo y porque una comparacién teérica con los algoritmos basados en representaciones
en forma EE resulta complicada y confusa, se ha considerado conveniente comparar e} algoritmo [FVE]
s6lo con el mds relevante de los basados en alguna representacién en forma EE [Shea (1987, 1989)],

prestando especial atencidn a las cuestiones pricticas.

Para realizar 1a comparacién empfrica se han escrito programas de ordenador basados en la
evaluacion directa de la FVE (apartado 2.2.1), en el algoritmo de Hall y Nicholls (1980) (algoritmo
[NH], apartado 2.2.2), en el algoritmo [FVE’] (apartado 2.3.1), en la extensién multivariante del
algoritmo de Ljung y Box (1979) (apartado 2.3.1), en el algoritmo [FVE] (apartado 2.3.2) y en el
algoritmo de Shea (1989} (apartado 2.2.3). Los resultados de distintas comparaciones confirman,
16gicamente, las conclusiones expuestas mds arriba.

Todos los programas mencionados se han escrito en Pascal utilizando precisién doble, se han
compilado con Turbo Pascal 6.0 y se han ejecutado en un HP Vectra 386/25 con un coprocesador
matemdtico Intel 387DX-25 (un equipo que, actualmente, puede considerarse estdndar). Al escribir en
Pascal el algoritmo de Shea (1989), publicado en FORTRAN, se ha respetado absolutamente la estructura
del cédigo original, de forma que el programa resultante es al menos tan eficiente como el original (en

algunos casos, al hacer uso de caracterfsticas propias de Pascal, incluso mds).

Para comparar la eficiencia computacional {en términos de tiempo de cdlculo) entre el
procedimiento de Shea (1989) y el algoritmo [FVE], se ha evaluado la FVE de un amplio conjunto de
procesos ARMA multivariantes (vid. Tabla 2.4.1) para distintos valores de m y de n.
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M1 AR(1) '_M $ AR(1), M 17 AR(1) X ARMA(1,1), M2s MA(1) % MA(D),
M2 AR(2) M0 MA(D), M 18 AR(L) % AR(1};y M 26 MA(1) % ARMA(1,1},
M3 MA(D) M1 ARMA(1,1), M 19 AR(1) X MA() 3 M27 ARMA(L1) X AR(1),
M4 MA(2) MR AR(1) |3 M20  AR(l) x ARMA(LD) Mi1s ARMA(L 1} x MA(1),
M5 ARMA(1,1) M13 MA(1)3 M21 MA(T) % AR(D), M9 ARMA(L,1) x ARMA(LL),
M6 ARMA(2,1) M4 ARMA(L, 1), M2 MA(1) % MA(1), MM ARMAC(L1} x AR(1}(y
M7  ARMA(,2) MIS AR x AR(D, | M23  MA() x ARMA(LL), M3t ARMA(L1) X MA(1)y
M8  ARMA(2,2) M16 AR x MA(), | M2 MA(1) X AR(1); M3 ARMA(LD) x ARMA(L 1}

TABLA 2.4.1. Modelos empleados para comparar la eficiencia computacional de
los algoritmos de Shea (1989) y [FVE] (m=2, 4; n=100, 200, 300).

m=2 m=4 J
MODELOS

n=100 =200 n=300 =100 n=200 n=300
M1 1.01 * 1.01 * 1.00 * 1.05 # 1.03 * 1.02 *
M2 0.99 0.99 1.00 * 1.00 * 1.00 * 1.00
M3 2.38 » 240 = 241 % 2.51 % 253 % 2.54 =
M4 1.85 % 1.88 * 1.89 * 1.95» 1.98 * 1.99 %
M5 2.42 * 246 % 2.47 * 2.65 % 2.69 * 2.70 %
Mé6 2.02 * 2.07 * 2.09 % 2.14 % 220 ¥ 222 %
M7 1.90 * 1.94 * 1.96 * 2.05 ¥ 2.09 2.11 *
MS 1.94 1.99 * 2.01 % 2.12 % 2.18 * 2.21 %
M9 0.81 0.88 0.91 0.73 0.81 0.86
M 10 1.44 > 1.51 * 1.53 * 1.53 # 1.60 * 1.63 *
M1l 1.52 * 1.63 * 1.68 * 1.65 * 1.79 * 1.85*
M12 0.30 0.39 0.46 0.23 0.29 0.34
M13 0.77 0.96 1.06 * 0.78 1.01 * 1.12 *
Mid 0.70 0.96 1.10 * 0.69 0.99 1.16 *
M15 0.71 0.80 0.85 0.61 0.71 0.76
M 16 1.48 * 1,55+ 1.58 = 1.58 * 1.66 * 1.69 *
M 17 1.46 * 1.61 * 1.66 * 1.50 * 1.69 * 1.76 *
M8 Q27 0.35 0.42 0.2t 0.26 0.31
M19 0.77 0.97 1.07 * 0.79 1.2 = 1.13 *
M 20 0.6% 0.97 1.12 % 0.65 0.95 1.13 *
M2l 1.48 * 1.59 * 1.63 * 1.51 # 1.64 * 1.69 *
M 22 132 % 1.41 * 1.44 * 1.40 # 1.50 % 1.53 *
M 23 1.38 = 1.51 * 1.56 * 1.48 * 1.64 * 1.71 *
M 24 0.58 0.79 0.950 0.52 0.73 0.85
M25 0.71 0.92 1.02* 0.72 0.95 1.07 *
M 26 0.65 0.91 1.05 * 0.64 0.93 1.10 *
M 27 1.30 * 143 * 1.49 * 1.30 * 1.46 * 1.52 *
M 28 1.34 * 1.44 * 1.47 * 1.43 ¥ 1.54 * 1.50 %
M29 1.38 * 1.52 % 1.58 = 1.47 * 1.66 * 1.74 *
M3 0.52 0.73 0.34 0.46 0.66 0.79
M 31 0.71 0.92 1.03 * 0.72 0.96 1.08 *
M3 0.64 0.90 1.o4* [ 063 0.92 1.00 *

TABLA 2.4.2. Eficiencia computacional relativa de 10s algoritmos de Shea {1989) y [FVE]
{un * indica cuéndo [FVE] es mds eficiente en términos de tiempo de cdleulo).
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Este conjunto de modelos es bastante representativo de los utilizados habitualmente en la prictica
y contiene el suficiente mimero de ellos como para poder sacar conclusiones, respecto a la eficiencia de
los dos algoritmos considerados, generalizables para cualesquiera valores de p y g. Con este propdsito,
la Tabla 2.4.2 contiene el cociente entre el mimero de operaciones (multiplicaciones, divisiones y rafces
cuadradas) requeridas por el algoritmo de Shea (1989) y las requeridas por el algoritme [FVE], para
evaluar la FVE de los modelos considerados (por tanto, un cociente superior a la unidad implica que el
algoritmo [FVE] es mds eficiente, en términos de tiempo de cdlculo, que el de Shea (1989), para las
especificaciones de p, g, m y n correspondientes).

A la vista de estos resultados, pueden extraerse las siguientes conclusiones importantes: (i) la
eficiencia relativa del algoritmo [FVE] aumenta con n (excepto en procesos AR de orden bajo) y con m
(excepto si p es elevado y bastante mayor que q) y (ii) el algoritmo de Shea (1989) sélo es sensiblemente
superior a [FVE] cuando p es elevado y bastante mayor que g, o cuando p y g son ambos elevados y la

muestra considerarada no es larga (en este segundo caso, las diferencias son pequeiias).

Por tanto, ya que en la prictica econométrica es poco realista suponer que a una serie corta se le
puede ajustar un modelo de orden elevado, puede concluirse que el algoritmo [FVE] es mds eficiente que
el de Shea (1989) en todos los casos de interés prictico, excepto cuando p es elevado y bastante mayor
que g. Para ilustrar esta conclusién, en la Tabla 2.4.3 se presenta el mismo tipo de informacién que en
la Tabla 2.4.2, ampliada y reorganizada para contemplar la eficiencia relativa de ambos algoritmos
cuando se aplican a modelos adecuados para datos anuales, trimestrales y mensuales, con tamafios
muestrales equivalentes a disponer de 25 afios de datos (para que los resultados variasen significativa-

mente, deberfa contemplarse un mimero de afios bastante inferior a 25, lo cual serfa poco realista).

Para finalizar la comparacién, desde el punto de vista computacional, entre los algoritmos de Shea
(1989) y [FVE] puede sefialarse que: (i) las necesidades de almacenamiento del algoritmo [FVE] son,
con algunas excepciones, ligeramente superiores a las del algoritmo de Shea (1989) (vid. Apéndice A.2),
aunque, en ambos casos, dichas necesidades son extremadamente pequefias comparadas, por ejemplo, con
las requeridas para evaluar 1a FVE directamente (apartado 2.2.1) o mediante el algoritmo de Hall y
Nicholls (1989) (apartado 2.2.2); (ii) en todos los casos considerados, los resultados numéricos de los
algoritmos de Shea (1989) y [FVE], coinciden hasta al menos 1a octava posicién decimal significativa;
(iii) a modo de curiosidad, para la evaluacién de la FVE de todos los ejemplos considerados en Shea

(1987, 1989), el algoritmo [FVE] requiere menos operaciones que el propuesto en dichos trabajos.
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Modelos para datos anuales (n = 25)
MODELOS
m=2 m=4
M1 1.04 * 1.14 %
M2 0.97 1.00 *
M3 2.24 * 2.39 %
M4 1.68 * 1.78 *
MS§ 225 2.46 %
M6 1.76 1.84 *
M7 1.69 * 1.81 *
Mg 1.68 * 1.81 *
r Modelos para datos trimestrales (n = 100)
MODELOS
m=72 m=4
M9 0.81 0.73
M 10 1.44 * 1.53 *
M1l 1.52 * 1.65 *
M1s 0.71 0.61
M1é 1.48 ¥ 1.58 *
M17 [.46 * 1.50 =
M21 1.48 * 1.51 *
M22 1.32* 1.40 *
M23 1.38 * 1.48 *
M27 130 = 1.30 *
M 28 1.34 * 1.43 »
M29 1.38 = 147 *
Modelos para datos mensuales (n = 300)
MODELOS |
m=72 m=4
M12 0.46 0.34
M13 1.06 * 1,12 *
MIl4 1.10 = 1.16 *
M 18 0.42 0.31
M19 1.07 * 1.13 %
M 20 [.12 * 1.13*
M24 0.90 0.85
M 25 1.02 * 1.07 *
M26 1.05 * 1.10 *
M 30 0.84 0.79
M3 1.03 * 1,08 =
M3 1.04 * 1.09

TABLA 2.4.3. Eficiencia computacional relativa de los algoritmos de Shea (1989) y [FVE]
cuando se aplican a modelos para datos anuales, trimestrales y mensuales
(un * indica cudndo [FVE] es més eficiente en términos de tiempo de céleulo).

Como se indic6 en el apartado 2.3.2, una propiedad interesante del algoritmo [FVE] [compartida
por el de Shea (1989)] consiste en la posibilidad de controlar el grado de precisién en la evaluacién de
la funcién de verosimilitud. Haciendo uso en el algoritmo [FVE] de la propiedad de convergencia de las
matrices Z; [0 de la convergencia de K,, F, y v, en el de Shea (1989)], puede obtenerse una evaluacion

numéricamente precisa de la funcidn de verosimilitud, tanto m4s cuanto mds rigida sea la tolerancia
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(valor del pardmetro &) empleada. Si, ademds, las rafces de {2.1.7) estdn claramente fuera del circulo
unitario, 1a ganancia en tiempo de cdlculo, utilizando cualquiera de los dos algoritmos, respecto a una
evaluacion exacta puede ser considerable. En este sentido, la Tabia 2.4.4 contiene la ganancia media en
el mimero de operaciones y el error relativo medio en el valor del logaritmo de la funcién de
verosimilitud, resultantes de la evaluacion aproximada (con 6 = 1073) frente a la evaluacién exacta de

1a funcién de verosimilitud de los modelos de la Tabla 2.4.1 (excluidos los procesos AR puros).

Los resultados se han tabulado para las aproximaciones impifcitas en los dos algoritmos
considerados (vid. apartados 2.2.3 y 2.3.2 para Shea (1989) y [FVE], respectivamente). Los valores
numéricos de los pardmetros MA se han escogido de tal forma que los procesos resultantes son
claramente invertibles. Evidentemente, para procesos cerca de la no invertibilidad la ganancia en el
mimero de operaciones resultarfa inferior a las presentadas en la tabla, ya que, en este caso, la

convergencia de Z;, K,, F, y v, ocurre mis lentamente.

m=2 m=4
r = 100 n o= X0 r = 300 n = 100 n =200 r = 30
Shea Gonancia media 1.80 476 5.2 50 6.89 7.01
(1989 Brror relativo medio | 02 x 1070 023 x 1070 ozxi0” | c2mx10”  omxw?  e2exw0”
Algoritmo | Ganancia media 1.83 2.9 2.56 2.04 2.7 Ey?)
[FVE] Error reiative medio 088 x107° oasxw® osxw0® | oaxw0® o0z xwt 0.14 x 107°

TABILA 2.4.4. Comparacién entre las evaluaciones aproximada y exacta de ia funcién de verosimilitud
de los modelos de la Tabla 2.4.1 utilizando los algoritmos de Shes (1989) y [FVE].

Si bien la ganancia media en el mimero de operaciones es, en el contexto del algoritmo de Shea
(1989), algo mds del doble que en el contexto del algoritmo [FVE], el error relativo medio asociado a
la evaluacion aproximada es, en aquel caso, del orden de 1000 veces mayor que en el caso del algoritmo
[FVE]. En ambos casos, la ganancia en tiempo de cdlculo es grande y creciente con n y con m. No
obstante, la precision numérica de la evaluacién aproximada en el caso del algoritmo [FVE] es
considerable y aumenta con la dimensién del modelo (n y m), lo cual no parece ocurrir en el caso del
algoritmo de Shea (1989). En definitiva, estas propiedades hacen de la FVA, implicada por cualquiera
de los dos algoritmos, un interesante candidato como funci6n objetivo en el proceso de estimacién de los

pardmetros de cualquier modelo considerado (vid. Capftulo 3).

Para concluir el andlisis comparativo de esta seccién, es importante tener en cuenta, aparte de la

eficiencia computacional, otras propiedades de los algoritmos considerados, que pueden hacer a uno de
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ellos mds interesante que los otros en determinados contextos. En concreto, creemos que el siguiente
conjunto de propiedades debe tenerse en cuenta a la hora de comparar las prestaciones de distintos
algoritmos para evaluar la funcién de verosimilitud de procesos ARMA (no necesariamente por orden
de importancia): (i) que la evaluacion sea analfticamente exacta; (ii) la posibilidad de realizar una
evaluacién aproximada, no consistente en ignorar ciertos términos de las expresiones analfticas exactas
(vid. Capitulo 3), que sea numéricamente precisa y considerablemente mds rdpida que la evaluacién
exacta; (jii) su eficiencia computacional, en términos de tiempo de cdlculo y necesidades de
almacenamiento; (iv) su precisién numérica, sobre todo en situaciones mal condicionadas; (v) deteccién
automdtica (como subproducto de ciertos cdlculos) de situaciones de no estacionariedad o no
invertibilidad, sin necesidad de resolver complicados polinomios; (vi) finalmente, la posibilidad de
generar, a partir de cdlculos ya efectuados para evaluar la funcién de verosimilitud, el vector de residuos

analfticamente exactos correspondiente a los valores numéricos de los pardmetros considerados.

En base a estos criterios, la Tabla 2.4.5 contiene un resumen comparativo de las prestaciones de

todos los algoritmos considerados en este capftulo.

Evaluacién Hall y Nicholls Ljung ¥ Box Hillmer ¥ Tiag Shea Algoritine
. directa (1980} asey | asry  § (087, 1985 [FVE]
Evaluacida exacts (FVE) s sl ) NO s sl
Evalugcin aproximada (FVA) NO 8] 31 SI SI L1
Eficiencia computacional NO NO NO SI S sl
Precision numérica S SI NO NO Sl sl
D in de no i iedad 81 St St NO SI sl
Deteccitn de no invertibilidad NO 81 3] 81 NO st
Vector de residucs analfti NO 81 81 NO NO ]

TABLA 2.4.5. Comparacitn de los distintos algoritmos para evaluar ia funcién de verosimilitud
de procesos ARMA multivariantes,

El algoritmo [FVE] reiine, por tanto, unt conjunto de propiedades, que se encuentran por separado
en los algoritmos disponibles actualmente para evaluar la funcién de verosimilitud de procesos ARMA
y no tiene ninguno de los inconvenientes que presentan dichos algoritmos. No obstante, aunque la validez
tedrica de este procedimiento queda fuera de duda, el andlisis debe completarse con su puesta en practica,
frente a situaciones tanto simuladas como reales, en el contexto de la estimacién de los pardmetros de

los modelos considerados. Este aspecto, junto con otros temas afines, se tratan en el capftulo siguiente.



CAPITULO 3

Estimacién de procesos ARMA estacionarios por maxima

verosimilitud

Una vez conocida la forma de evaluar la FVE de procesos ARMA estacionarios, es importante
estudiar detalladamente la forma de maximizar dicha funcién (o alguna aproximacion a ella), para obtener
estimaciones de los pardmetros que aparecen en los modelos considerados. Como es bien sabido, bajo
ciertas condiciones generales, el criterio de estimacién por mdxima verosimilitud exacta (MVE en
adelante) proporciona estimadores asintSticamente normales, consistentes [Whittle (1953)] y
asintéticamente eficientes [Aigner (1971)]. Adem4s, a partir del estudio de la estimacién por MVE,
pueden disefiarse otros mecanismos de estimacidn alternativos, con propiedades asintéticas equivalentes
a las del estimador por MVE, que implican un coste computacional generalmente mds reducido. Tanto
el correcto funcionamiento en [a practica como el comportamiento en situaciones mal condicionadas
(muestras pequefias y pardmetros redundantes o cerca de las fronteras de no estacionariedad y no
invertibilidad) son aspectos que requieren un estudio cuidadoso para cualquiera de los métodos de

estimacién considerados. A continuacién se resume brevemente el contenido de este capftulo:

Seccién 3.1: Estimacién por m#éxima verosimilitud exacta. En esta seccion se describe un
procedimiento computacionalmente eficiente para obtener los valores numéricos de los pardmetros que
maximizan la FVE, correspondientes a una muestra y una especificacién dadas. También se ilustra la
validez en la prictica del procedimiento descrito, a través de un conjunto de estimaciones en situaciones

tanto simuladas como reales.

Seccibén 3.2: Otros procedimientos de estimacién. A partir del criterio de estimacién por méxima
verosimilitud, se proponen y se estudian dos alternativas a su versién exacta (MVE): mdxima verosimi-
litud aproximada (MVA) y mdxima verosimilitud condicional (MVC). También se describe ¢l criterio de

estimacidén por minima suma de cuadrados y sus posibles versiones.
Seccidn 3.3: Anglisis comparativo de distintos procedimientos de estimacion. Finalmente, se

comparan las propiedades de las tres versiones de la estimacién por maxima verosimilitud (descritas en

las secciones anteriores) y del procedimiento ofrecido por The S.C.A. Statistical System.

49
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3.1. Estimacién por méxima verosimilitud exacta

La maximizacion numérica de la FVE para una muestra y una cspecificacién dadas, requiere una
formulacion adecuada de la funcidn a optimizar y un algoritmo eficiente de optimizacién numérica que
se adapte a las caracterfsticas de esa formulacidén y, en la medida de lo posible, las aproveche.
Bdsicamente, dichas caracterfsticas consisten en la necesidad de que los pardmetros del modelo
considerado cumplan determinadas condiciones, en especial las matrices @ (vid. [2.1.11]) v &,
(i=1,2,...,p) (vid. [2.1.6] y apartado 2.3.2). Por ello, el procedimiento que se utilice para maximizar
la FVE debe contemplar los requerimientos de dicha funcién para poder ser evaluada, asf como las
propiedades de un algoritmo de optimizacién que sea capaz de tener en cuenta dichos requerimientos,

ademds de aprovechar la estructura de una formulacién adecuada de la funcidn objetivo.

Los trabajos sobre la optimizacién numérica de ia FVE {o de alguna aproximacién) de procesos
ARMA son muy escasos. En el contexto univariante, Ansléy (1979) y Kohn y Ansley {1985) demuestran
que maximizar la FVE equivale a minimizar una suma de cuadrados y proponen para ello la utilizacién
de algoritmos especificos para sumas de cuvadrados (vid. Dennis y Schnabel {(1983), cap. 10; Gili, Murray
y Wright (1981), cap. 4). También en este contexto, Dent (1977) propone el empleo del algoritmo
PRAXIS (un método de propésito general que no emplea derivadas; vid. Brent (1973), cap. 7) para

maximizar 1a FVE, Esta es también la propuesta de Hall y Nicholls (1980) para procesos multivariantes.

En este contexto, Hillmer y Tiao (1979) proponen un procedimiento de estimacin en dos etapas.
Fn la primera etapa, sugieren estimar ¢°Q mediante las covarianzas muestrales de los residuos
correspondientes a unas estimaciones (iniciales) de ®; (i=1,2,...,p), 9, (i=1,2,...,q) y u. En la segunda
etapa, proponen el empleo de un algoritmo para sumas de cuadrados para maximizar su aproximacion
a la FVE, con ¢2( fija segin el cdlculo de la primera etapa. Las estimaciones de ¥ (i=1,2,...,p), 6;
(i=1,2,...,) y p asf obtenidas, se utilizan en la primera etapa para obtener una nueva estimacién de o?Q
y el proceso se repite hasta que los elementos de 0*Q convergen. Este procedimiento es el que ofrece The
S.C.A. Statistical System para la estimacién de modelos ARMA, tanto univariantes como multivariantes,
incluso en su versién més reciente [vid. Liu y Hudak (1986, 1992)].

En todos estos trabajos, las propuestas mencionanadas sé6lo se discuten brevemente y no se tratan,
entre otros, temas tan fundamentales como las posibles estrategias a seguir cuando el algoritmo de

. optimizacién empleado genera un punto en el que no es posible evaluar la FVE. Esta cuestién se trata
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detalladamente en Shea (1984, pp. 99-100) para procesos multivariantes. Una adaptacion de las ideas de

ese trabajo junto con ciertas extensiones, forman la base de esta seccion.

3.1.1. Formulacién de la funcién objetivo

Teniendo en cuenta las expresiones [2.3.36) y [2.3.37], la FVE [2.2.42] puede escribirse, en
términos de los elementos evaluados por el algoritmo [FVE] (vid. apartado 2.3.1) como:

- hm -1 =1
L(‘l’i,ejyﬂ,dz,Q|w) = (211‘02) 2 10| 2'|D| 2.exp[__2_i_i("T”_ATA)] [3.1.1]

donde:

D=1, + MTH"HM [3.1.2]

En [3.1.2], M (mgxmg) es el factor de Cholesky de (VIQV{) (vid. [2.3.33]) y HTH=P (mg Xmg)
estd definida en [2.3.9]-[2.3.10]. En [3.1.1], 5 (mnx 1) estd definido en {2.3.22]-[2.3.23] y A (mgx1)
es la solucion del sistema triangular LA =(M"hk), donde L (mgXmyg) es el factor de Cholesky de la matriz
D de [3.1,2] y los elementos de h (mgx1) estdn dados en [2.3.19]. El problema de maximizar [3.1.1]

equivale a minimizar el opuesto de su logaritmo neperiano (log), que estd dado por la siguiente expresion:

1

i®,0,1.0°.Q|W) = > mn-log(zroz)m-logmi+log|D|+§(ufn—xfx) 3.1.3]

En principio, cualquier algoritmo de propdsito general puede utilizarse para minimizar {3.1.3]. No
obstante, algunas manipulaciones sobre dicha expresién pueden simplificar el problema considera-
blemente. En concreto, es evidente que el estimador por MVE del pardmetro o® resulta de igualar a cero

la derivada parcial de {3.1.3] respecto a o%. Despejando ¢* de la expresién resultante:

OyvE = lel_ [3.1.4]

Entonces, sustituyendo ¢ en [3.1.3] por la expresion [3.1.4], se obtiene el opuesto del logaritmo
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neperiano de la FVE concemtrada (vid. por ejemplo Ansley (1979)], que puede escribirse como:

9. y = mn 2 n 3.1.5
(®,0,m01W) = [log[,-ﬁ] + 1} + Zlog(IT, x1L,) 3.15]
donde:
I = aTg-A")" [3.1.6]
1
! 3.1.7
m, = |QIx|D[* B-17]

Por tanto, las estimaciones por MVE de los pardmetros ®; (i=1,2,...,p), ©, (i=1.2,....q), uy @

pueden obtenerse minimizando la funcién:

o) = I, x I, (3.1.8]

donde x es un vector (kx1) que contiene todos los pardmetros a estimar (k). A la vista de [3.1.6] y
[3.1.7], 1a funcién objetivo [3.1.8] no tiene ninguna estructura especial, por lo que para su minimizacién
numérica debe utilizarse un método de propésito general. El método de Newron o algiin método cuasi-

Newton podrfan ser los candidatos a tener en cuental.

Alternativamente, la funcidén (3.1.5] puede escribirse como:

'y = mmn 2r mn 3.1.9
l,.,(ﬁ,,ﬁ,,u,mw) 5 [log[mn] + 1] + 3 log(A; X &4,) { ]
donde;
Ap = -2 [3.1.10]
1 1
- —— [3.1.11
A, = Q17X |D}™ ]

Por tanto, las estimaciones por MVE de los pardmetros ®; (i=1,2,....0), ©, (i=1,2,...,), ny @

también pueden obtenerse minimizando la funcién:

AR) = A; X 4 (3.1.12]
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Entonces, si definimos:

§ = A;'ﬁ X 1 [3.1.13]
X = A;ﬁ % A [3.1.14]
es evidente que minimizar [3.1.12] equivale a minimizar la siguiente expresion:
Lpgy = 1a%s _dsrg = 132 1 (852 [3.1.15]
—A(x) "‘2'(1’ 7 2 2l=t i 2 ig} i

Dado que [3.1.15] es la diferencia entre dos sumas de cuadrados, su minimizacién numérica puede
llevarse a cabo utilizando una modificacidn de algiin método especifico para sumas de cuadrados (Gauss-
Newton o Levenberg-Marquardt)z.

Por tanto, 1a forma de evaluar la FVE descrita en el Capftulo 2, permite, en principio, el empleo
para su maximizacién numérica tanto de algoritmos de propdsito general (para minimizar [3.1.8]) como
de algoritmos especfficos para sumas de cuadrados (para minimizar [3.1.15]). En cualquiera de los dos
casos, la estimacién cie los pardmetros ®; (i=1,2,...,p), ©; (i=1,2,....q), p y Q se lleva a cabo
simultdneamente. Una vez obtenidas dichas estimaciones por cualquiera de los dos procedimientos
descritos, la estimacion correspondiente de o2 se calcula a partir de {3.1.4]. Finalmente, 1a estimacién
por MVE de la matriz de covarianzas de los residuos del modelo se obtiene multiplicando por [3.1.4]
cada componente de la matriz @ estimada (vid. [2.1.11]). A este respecto, es interesante sefialar que el
procedimiento propuesto por Hitlmer y Tiao (1979) no proporciona, estrictamente hablando, un estimador
por MVE (ni siquiera dando por vélida la aproximacién a 1a FVE propuesta en ese trabajo), a menos que

los elementos de la matriz GZQ sean conocidos (vid. Hillmer y Tiao (1979), pp. 659).

3.1.2. Descripcién del procedimiento de optimizacién

El mecanismo de maximizacién de la FVE que se propone en este trabajo, estd basado en la
minimizacién de la funcién objetivo [3.1.8] mediante un método cuasi-Newron. El resultado es un
algoritmo computacionalmente eficiente, que genera verdaderas estimaciones por MVE al minimizar la

funcién objetivo respecto a todos los pardmetros del modelo considerado (incluida la matriz Q).
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El punto de partida para la minimizacién de [3.1.8] (o de [3.1.15]), consiste en unas estimaciones
iniciales de los pardmetros ®; (i=1,2,...,p), ©; (i=1,2,...,9), » y Q, que se recogen en el vector Xy
Correspondientes a dichas estimaciones iniciales, se dispone de dos valores II,y y 11, de manera que
II(xg) = IL;q X ILyg (vid. {3.1.8]) [si se estuviera minimizando [3.1.15], se dispondrfa de A(xg)]. A
continuacidn, el mecanismo iterativo de minimizacién de [3.1.8] (o de [3.1.15]), genera una secuencia

de puntos x;,, (i=0,1,2,...) mediante la siguiente regla:
X = X; + “idi [3.1.16]

donde el vector (kX 1) d; es una direccién de busqueda y el escalar «; es una longitud de paso, tales que
IIx; . ) <II(x;) [o bien A(x; . )<A@)]. Si converge, el limite de la secuencia [3.1.16] es
aproximadamente un mfnimo local de la funcién objetivo (vid. Dennis y Schnabet (1983), cap. 7 para
una discusion detailada de distintos criterios de convergencia). La forma de calcular la direccién de
btisqueda d; en cada iteracion es lo que distingue a unos algoritmos de otros. No obstante, en el contexto
de algoritmos que utilicen al menos primeras derivadas de la funcién objetivo, la direccién de hisqueda

d; suele ser la solucidn del sistema de k ecuaciones lineales:

Gd; = ~VFx) [3.1.17]

[ At ]

donde VF(x;) es el vector gradiente de la funcién objetivo ([3.1.8] 6 {3.1.15]) evaluado en x; y G; es una
matriz (K Xk) simétrica y no singular. Si, ademds, G; es definida positiva en cada iteracion, entonces la
direccién d; (solucién del sistema [3.1.17]) es una direccién de descenso® de 1a funcién objetivo en x;
(i=0,1,2,...). La importancia de disponer de una direccién de descenso d; en cada iteracién consiste en
que, bajo esta circunstancia, es seguro que existe una longitud de paso «;>0 tal que el valor de la
funcién objetivo decrece estrictamente al pasar de una iteracion a otra. Esto, junto con otras condiciones,
garantiza Ia convergencia de la sucesién (3.1.16] a un miimo Jlocal de la funcién objetivo,
independientemente de los valores de las estimaciones iniciales xy (Dennis y Schnabel (1983) se refieren
a esta propiedad como convergencia global, lo cual no debe confundirse con la convergencia de [3.1.16]

a un mfnimo global de la funcién objetivo).

En nuestro contexto, 1a utilizacién de un algoritmo eficiente y globalmente convergente para
minimizar [3.1.8] ¢ [3.1.15], requiere prestar especial atencién a ciertos problemas. En primer lugar,

para hacer uso de [3.1.17], es necesario evaluar el vector gradiente de la funcién objetivo en cada
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iteracidn. Aunque pueden obtenerse expresiones analfticas de las primeras derivadas de {3.1.8] y de
[3.1.15] (vid. Apéndice A .4), la evaluacidn de dichas expresiones, aunque tedricamente exacta, es muy
costosa en términos de tiempo de cdlculo. La alternativa consiste en evaluar dichas derivadas mediante
diferencias finitas de los valores de la funcién objetivo?. La aproximacién implicita en esta alternativa
supone un importante ahorro computacional y tan sélo una ligera pérdida de precisién numérica
{despreciable en todos los casos analizados en este trabajo), aunque para su correcto funcionamiento debe
instrumentarse cuidadosamente. En concreto, es muy importante que los valores que puede tomar la
funcidn a minimizar estén acotados por un intervalo cuya amplitud sea suficientemente pequefia. Ademds,
esta circunstancia puede mejorar considerablemente el rendimiento global de! algoritmo de optimizacién
empleado [vid, Shea (1984)].

El segundo problema a tener en cuenta estd estrechamente relacionado con el anterior. En la i-ésima
iteracién del algoritmo empleado para minimizar [3.1.8] (o [3.1.15]), es necesario evaluar la funcién
objetivo [3.1.8] (o los m(n+g) elementos de [3.1.15]) en un conjunto de puntos, generados a partir de
X;, para calcular (i) el vector gradiente de la funcién objetivo en x; y (ii) la longitud de paso «;. En
principio, nada garantiza que en todos los puntos de dicho conjunto sea posible evaluar esas cantidades.
Concretamente, si alguno de esos puntos corresponde a una matriz @ no definida positiva 0 a unos
valores numéricos de los pardmetros AR que implican no estacionariedad, ni la funcion objetivo [3.1.8]
ni los m(n+ g) elementos de {3.1.15] pueden ser evaluados en dicho punto. Una forma sencilla y efectiva
de tratar este tipo de situaciones {vid. Shea (1984)] consiste en minimizar, en vez de [3.1.8], la siguiente

funcidn normalizada:

ne) _ I o,
Fx) = o) = 1 - [3.1.18]
© NGy * 1 '

donde II,, y II,q son los valores de [3.1.6] y {3.1.7] en la estimaci6n inicial xy (TI(xy) = II;o % TL).
El interés de minimizar [3.1.18) en vez de [3.1.8] consiste en que, si el algoritmo de minimizacién
genera en todas las iteraciones una direccion de descenso, el valor de [3.1.18] est4 acotado superiormente
por 1. En concreto, bajo esta condicién, el valor de [3.1.18]) en todos los puntos generados por el
algoritmo serd siempre inferior a 1 (también serd siempre mayor que cero, ya que los dos factores de
[3.1.18) son siempre positivos; vid. [3.1.6]-[3.1.7]). Evidentemente, un mfnimo de {3.1.18] es también
un mfnimo de [3.1.8] (una estimacién por MVE de los pardmetros del modelo considerado).

En los casos en los que es necesario evaluar [3.1.18] cuando @ no es definida positiva o cuando

los valores numéricos de los pardmetros AR implican no estacionariedad, es suficiente igualar a 1 el valor
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de [3.1.18] para (i) poder evaluar numéricamente sus primeras derivadas y (ii) para que el algoritmo de
minimizacidn rechace tales puntos como posibles candidatos a ser la solucidn del problema. Si se desea,
esta misma penalizacién puede imponerse cuando el algoritmo [FVE] detecta que los valores numéricos
de los pardmetros MA implican no invertibilidad, aunque, salvo en casos de clara ausencia de
invertibilidad, no sea estrictamente necesario (vid. apartado 2.3.2). Es importante sefialar que, en el
contexto de la minimizacién de [3.1.15] mediante un método para sumas de cuadrados, el disefio de una
estrategia similar a la descrita no es inmediato, sobre todo a la hora de evaluar numéricamente las

A
derivadas necesarias. Probablemente, serfa interesante investigar soluciones en ese contexto.

Para poder aplicar la estrategia descrita es necesario, por tanto, que el algoritmo que se utilice para
minimizar [3.1.18] genere en cada iteracién una direccién de descenso. Un método cuasi-Newron basado
en la férmula BFGS (vid. Dennis y Schnabel (1983), cap. 9; Gill, Murray y Wright (1981), cap. 4) es,
probablemente, uno de los métodos de optimizacién numérica m4s eficientes para generar direcciones
de descenso en cada iteracién. Aparte de esta caracteristica, un método cuasi-Newton basado en la
férmula BFGS tiene otras propiedades que, en el contexto de la estimacién de pardmetros por MVE, lo
hacen especialmente interesante. En concreto, la aproximacion en el 6ptimo a la matriz de segundas
derivadas que se actuatiza en cada iteracion en un método de este tipo, proporciona una forma sencilla
y suficientemente precisa para evaluar las covarianzas de las estimaciones obtenidas minimizando
[3.1.18]5. Los errores estdndar estimados que se derivan de esta aproximacién (como cualesquiéra otros
obtenidos por medios tedricamente exactos), sélo deberfan utilizarse como un indicador del resultado en
la inferencia sobre cualquier pardmetro estimado. Para contrastar formalmente una hipétesis nula H,,
consistente en r restricciones sobre los k& pardmetros considerados, puede utilizarse un test de la razén
de verosimilitudes (vid. por ejemplo Engle (1983); Maddala(1977), pp. 179-80):

try = —2(10gL(ty) ~I0ELGyD)] ~ X (3.1.19]

donde L(-) representa el valor de la FVE [3.1.1] evaluada en los argumentos cofrespondientes. Para
evaluar la FVE del proceso ARMA considerado bajo la hipétesis nula Hj, es necesario estimar los
pardmetros con las restricciones representadas por Hy. Siempre que dichas restricciones permitan escribir
los pardmetros &, (i=1,2,...,p), ©, (i=1,2,...,9), p y Q como funcién explicita de los pardmetros a
estimar bajo H,, no es necesario recurrir a métodos numéricos de optimizacién con restricciones para
minimizar [3.1.18] bajo Hy (vid. Gill, Murray y Wright (1983), caps. 5 y 6). En caso contrario, el
probiema que se plantea puede resultar muy complicado; probablemente, serfa interesante investigar

posibles soluciones en ese contexto.
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Un método de optimizacién basado en todas estas sugerencias tendrfa, en definitiva, la siguiente
estructura (algoritmo [MAXFV]):

[MAXFV.1] (Comprobar preestimaciones). Escoger unas estimaciones iniciales x;, y evaluar I, y IT,,
segun 3.1.6] y [3.1.7], respectivamente, haciendo uso del algoritmo [(FVE]. Si las estimaciones iniciales
no son admisibles, parar; en caso contrario, pasar a [MAXFV.2].

IMAXFEV.2] (Asignar valores iniciales). Hacer F(xp)=1; evaluar VF{(xy); hacer Gy=1I, (ntese que el
factor de Choleéky de Gy es I) ; hacer i=0 y pasar a [MAXFV.3].

[MAXFV.3] (Paso principal: iteracién cuasi-Newton).

[MAXFV.3.1] (Direccion de bisqueda). Resolver el sistema Gd,= —VF(x;).

[MAXFV.3.2] (Longitud de paso). Encontrar o; > 0 tal que Flx;+ad,) <F(x).

[MAXFV.3.3) (Nueva estimacién). Hacer x;  ,=x,+od,; evaluar F(x; ) y VF(x; ).

[MAXFV 3.4} (Actualizar G;). Obtener el factor de Cholesky de G, actualizando el
factor de Cholesky de G; mediante la férmula BFGS.

[MAXFV.3.5] (Comprobar convergencia). St se cumplen las condiciones de conver-
gencia, pasar a [MAXFV.4]; en caso contrario, hacer i=i+1 y volver

a [MAXFV.3.1].

[MAXFV.4] (Estimacion de errores estdndar, correlaciones y residuos). En base a las estimaciones
obtenidas (£,,z=x;, ), evaluar su matriz de covarianzas y, mediante una dltima llamada al algoritmo

[FVE], evaluar [3.1.4], el vector de residuos y su matriz de covarianzas estimadas.

En el Apéndice A.3 se describe detalladamente el algoritmo [MAXFV] para minimizar [3.1.18],
haciendo uso del algoritmo [FVE] descrito en el Capitulo 2 (vid. también Apéndice A.2) ¢ incluyendo
1a posibilidad de incorporar restricciones sencillas del tipo mencionado anteriormente. En resumen, la
estructura del algoritmo [MAXFV] consiste en una extensién de un método cuasi-Newton (iteracién
[MAXFYV.3]) basado en la férmuia BFGS (paso [MAXFV.3.4]), que contempla las caracterfsticas propias
del contexto en el que se estd aplicando. Bdsicamente, estas caracterfsticas consisten en (i) la
incorporacidn de la estrategia descrita anteriormente para evaluar la funcién objetivo en puntos no
admisibles, detectados por el algoritmo [FVE] (pasos [MAXFV.3.2] y [MAXFV.3.3)), (ii) a estimacién,
una vez el algoritmo ha convergido, de los errores estdndar y las correlaciones entre los pardmetros (paso
[MAXFV.4]) y (iii) 1a evaluacién de los residuos correspondientes y de su matriz de covarianzas (paso
[MAXFYV .4]) (los detalles pueden encontrarse en el Apéndice A.3).
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3.1.3. Andlisis y aplicaciones del procedimiento de estimacion

Para contrastar empfricamente la validez de los métodos propuestos (algoritmos [FVE] y
[MAXFYV]) para la estimacidn por MVE de procesos ARMA multivariantes, se han estimado, en primer
lugar, una serie de modelos diagonales (por sencillez y ciaridad), seleccionados de ia Tabia 2.4.1 (vid.

Seccién 2.4), simulados segiin se describe en el Apéndice A.5. Todos los modelos estimados tienen la

forma:
®#[B)w, = O(B)a, [3.1.20]
con:
- - 2 ‘ - §
¥(B) = bl = 9f 0 L-#8" 0 [3.1.21]
0 1 ~ ¢,B — ¢nB° 0 1 — &,B°
|
_ - 2 - s
oB) = L= 0B = 0B 0 b-~o8 0 (3.1.22]
0 1 ~ 6,B ~ 65,B° 0 1 — 0,B%
02 02 1
12
Ela,a]] = ;' ; (3.1.23]
%12 922 |

donde, dependiendo del modelo considerado, algunos pardmetros de [3.1.21] y [3.1.22] son iguales a
cero. Cada modelo (12 en total) se ha estimado con 100 realizaciones independientes de tamafio n=50
(excepto n=100 para los modelos con perfodo estacional §=12) utilizando los algoritmos [MAXFV] y
[FVE] (1200 estimaciones en total). Los resultados de cada simulacién se encuentran en las Tablas 3.1.1-
3.1.12, que contienen, para cada modelo, los valores tedricos de los pardmetros, las medias y los errores

estdndar muestrales de ia estimaciones obtenidas por MVE.

La brevedad en el tamafio de las muestras consideradas y los valores numéricos de los pardmetros
(muchos de ellos cerca de las fronteras de no invertibilidad o no estacionariedad), obedecen a dos
propésitos: (i) contrastar 1a validez de los algoritmos propuestos en situaciones dificiles y (ii) comparar
las propiedades de distintos estimadores por mdxima verosimilitud en dichas situaciones (vid. seccién
3.3). Es 16gico esperar que si los algoﬁtmos propuestos funcionan bien en estos casos, también lo hardn
en situaciones mejor condicionadas [en concreto, para muestras largas no cabe esperar grandes diferencias

en las estimaciones obtenidas por criterios distintos al de MVE; vid. Ansley y Newbold (1980)].



M1 r by l $ I oh _! 012 I %
Valor del pardmerrs | 095 | oa0 | 100 | o0 | 200
Valor medio estimado 0.923 0.383 | 1.003 | 0.988 l 1.959
Ervor estndar estimado (0.041) (0.090) (0.194) ©.245) 0.423)

Tabia 3.1.1. Resultados de la estimacién por MVE para un AR(1) bivariante diagonal (n=>50; 100 repeticicones).

M2 I 11 I $12 l n | b I oh ( oh l %
Valor detparimers | 095 | -0 | oss | -ess | 10| 10 | 20
Valor medio estimado 0.941 —0.93% 0.839 —0.928 | 0,999 l 0.995 l 1.950
Error estindar estimado (0.045) (0.038) (0.037) {0.042) (0.194) (0.248) (0.424)

Tabla 3.1.2. Resultados de la estimacién por MVE para un AR(2) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

M3 I b11 J 02y ‘ o I o2 l 0%
Valor delparimero | 030 | o | 1w | 100 | 20
Valor medio estimado 0.306 0.703 1.000 | 0.984 l 1.947
Error esiandar estimado 0.122) (0.082) ©.194) (0.245) (0.424)

Tabla 3.1,3. Resultados de la estimacién por MVE para un MA(1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
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M4 I 81 I b1z ’ 01 l 032 l oh I 0% l %
Valor del pardmetro | 0.95 I -0.96 l Q.85 | —-0.95 l 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.955 -09% 0.858 —(0.961 0.965 I 0.956 ‘ 1.8%6
Error estindar estimado (0.066) (0.061) (0.072) (0.074) (0.189) {0.232) 0.417
Tabla 3.1.4. Resultados de 1a estimacién por MVE para un MA(2) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
MS§ I d11 I 41 T Y i 21 ' oy l o} I 0
Valor del parémewo | 090 | 03 |  om | 0.30 | 1.00 | 1.00 ] 2.00
Valor medio estimado 0.820 0214 0.619 0.211 | 0.992 l 0.986 | 1.941
Error esidndar estimado (©.161) (0.507) ©.217) {0.532) (0.195) (0.245) (0.426)
Tabla 3.1.5. Resultados de la estimacién por MVE para un ARMA(1,1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
2
M5 I %11 I $21 I 611 l 03 I o l 91 l %
Valor def parimewo | -090 | -os0 |  o0a0 | 0.50 | 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado ~0.875 ~0.770 0414 0.516 | 0.954 | 0.987 I 1.943
Error estindar estimado (0.066) 0.073) (0.124) (0.102) (0.195) (0.244) (0.424)

Tabla 3.1.6. Resultados de la estimacién per MVE pam un ARMA(1,1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
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M15 I Lat! J $2y I & I ) I ol I o [ %
Valor detpardmews | 020 | o040 | 0s0 | 0w | 100 | w0 | zoo
Valor medio estimado 0.199 0.399 0.882 0.387 0.990 0.978 1.934
Ervor essindar estimado 0.113) {0.107) (0.050) {0.100) (0.194) (0.253) (0.428)

Tabla 3.1.7. Resultados de la estimacidn por MVE para un AR(1) X AR(1), bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
2

M8 l %1 | $n l % l ot l o1 i % i o
Valor del pardmetro | .90 | 0.40 | 020 i 0.95 | 1.00 | 1.00 ! 2.00
Valor medio estimado 0.881 0.384 0.187 —[ 0.545 I 0.991 | 0.991 | 1.967
Error estdndar estimado (0.040) (0.068) (0.083) (0.015) (0.126) (0.154) (0.277)

Tabla 3.1.8. Resultados de la estimacién por MVE para un AR(1) X AR(l);, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).

M22 l b1y I b l 9 | 0, | oh l o l %
Valor del pardmesro | 060 | os0 |} owm | os | 10 | 10 | 200
Valor medic estimado 0.603 0.798 0.712 0.927 0.973 0.969 1.879
Error estdndar estimado (0.110) (0.083) (0.118) 0.104) (0.191) (0.245) (0.412)

Tabla 3.1.9. Resultados de la estimacidn por MVE pam un MA(1) X MA(1), bivariante diggonal (n=50; 100 repeticiconcs).
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M2s I 61y l 621 I 6y i 6, l ot l o )
Valor delparimero | 0% | o | es0 | e | 1w | 10 2.00
Valor medio estimado 0.916 0.709 l 0.904 0.819 0.980 0.968 1.906
Error esuindar estimado (0.047) (0.058) (0.112) (0.115) (0.139) (0.158) (0.301)

Tabla 3.1.10. Resultados de la estimacion por MVE para un MA(1) X MA(1),; bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).

M1l ( &y I ot l 0, I 0, I oy ' o2 %
Valor del parémero |  ~090 | -0s0 | o4 | 0.50 | 1.00 | 1.00 2.00
Valor medio estimado ~0.877 ‘ -0.11 I 0.408 0.522 l 0.998 0.987 1.910
Error estindar estimado (0.056) (0.080) (0.153) {0.133) (0.203) (0.248) (0.409)

Tabla 3.1.11. Resultados de la estimacién por MVE para un ARMA(1,1), bivariante diagonal (n=>50; 100 repeticicones).

M 14 i &, | ®; i 6, I 0, ' oy I ol2 %
Volor det pardmero | —090 | —0s0 | o4 | os0o | 100 | 1.00 2.00
Valor medio estimado ~0.899 —0.799 | 0.397 0.502 1.008 | 1.002 1.979
Error estindar estimado (0.030) (0.045) (0.100) (0.101) (0.122) (0.149) (0.261)

Tabla 3.1.12. Resultados de la cstimacién por MVE para un ARMA(1,1);, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).

9
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En todos los casos considerados, las diferencias entre los valores teéricos de los pardmetros y los
valores medios estimados son muy pequefias. Por ello, los valores tedricos de los pardmetros se
encuentran siempre en un intervalo, alrededor de sus valores medios estimados, de amplitud igual a tan
s6lo dos errores estdndar, Esta circunstancia se refleja también en el error relativo medio cometido en
la estimacidn de cada modelo, calculado como el cociente entre la suma de los errores relativos asociados
a cada pardmetro y el mimero total de pardmetros estimados en cada modelo. En ningiin caso, el error
relativo medio es superior al 2.8%, excepto en el modelo sobreparametrizado de la Tabla 3.1.5; en este
caso, el error relativo medio alcanza el 12.0%, lo cual estd de acuerdo con los grandes errores estdndar

asociados a los pardmetros redundantes.

Por supuesto, estos resultados no se restringen al caso de modelos diagonales. A modo de
ilustracién, se han estimado dos modelos bivariantes, cada uno de ellos con 100 realizaciones
independientes de tamafio n=100, generadas segiin se describe en el Apéndice A.5. Los modelos
estimados han sido un MA(2):

w, = (I, — 8B — 6,8%)a, [3.1.24]
con:
-1.00 —1.80 -0.80 —1.40 I 1.00 [3.1.25]
‘ [ 0.50 1.00 ] 2 [ 040 070 | Bl [1.00 2.00 ]
y un ARMA (1,1):
(I, — #B)w, = (I, — 0,B)a, [3.1.26]

con;

110 0.50 100 1.00 r_ (100 [3.1.27]
$ = : = : =
! [—1.po 0.40] e l—o.so -1.20] > Blaga,] [1.00 2.00]

Los resultados (medias y errores estdndar muestrales) de las 100 estimaciones por MVE para el proceso
MA(2) [3.1.24]-[3.1.25] son los siguientes:

(—~1.00444 —1.80205

(0.09690)  (0.06039)
o, = [3.1.28]

0.49525 1.00033
| (0.08539) (0.05867)
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El4,8]) =

[-0.81131 —1.40317
(0.17570)  (0.11880)

0.40894  0.70187

| (0.14342)  (0.09402)

(0.12805)

0.99949 1.96114

[ 0.97809 |

(0.16319) (0.29378) |

Y para el proceso ARMA(L,1) [3.1.26]-[3.1.27]:

Ela,40 =

[ 1.09940 0.51538
(0.05432) (0.04248)

—0.97760  0.38480

1.00543 1.02248
(0.08782) (0.08462)

-0.77610 -1.20312

[ 0.98058
(0.13201)

0.98418 1.93134

| (0.10193) (0.07739) |

| (0.11808) (0.07670) |

(0.16752) (0.29255) |

3

»

[3.1.29]

[3.1.30]

\

[3.1.31)

[3.1.32}

{3.1.33]

En conjunto, 1a precisidn de las estimaciones obtenidas es considerable. Como antes, los valores

tedricos de todos los pardmetros se encuentran siempre en un intervalo, alrededor de sus valores medios

estimados, de amplitud igual a sdlo dos errores estdndar. Para concluir, cabe sefialar que el error relativo
medio en la estimacion del proceso ARMA(1,1) es de un 2.0% y tan sélo de un 0.8% en la del MA(2).
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Los resultados anteriores sugieren con claridad que los algoritmos [FVE] y [MAXFV] resultan
adecuados para sus fines. No obstante, para ilustrar el uso en la prictica de las ventajas que presentan
estos algoritmos frente a otros alternativos, se ban aplicado dichos procedimientos a una situacién con
datos reales (que también se emplea en las secciones siguientes). En Flores (1987) y Cancio (1989) se

estima un modelo cuatrivariante de la macroeconomia de los Estados Unidos, con la siguiente estructura:

rl"‘¢llB 0 0 0 1 srf l 0 —GIB 0 Pahﬁ
0 1 0 0 pib,—p 01 —6,8B —8,B| |ay
0 0 1-¢3B 0 . | oo 1 -6B||a,
0 0 0 (1—¢4B—9,BH(1-cB)|| mi, 00 o0 1 a4
) C ‘ [3.1.34]

donde s7,=Vlog(SR), pib,=Vlog(PIB,), r,=Vlog(1+R)) y m1,=Vlog(M1,) (vid. Flores (1987) para la
definicién y fuente de las variables SR,, PIB,, R, y M1). Las principales caracteristicas del modelo
[3.1.34] pueden resumirse en (i) la presencia del factor (1 —aB) en la posicién (4,4) de la matriz AR,
cuya estacionariedad se desea contrastar (vid. Flores (1987), pp. 177), (ii) el elevado nimero de
pardmetros a estimar (20, incluyendo la matriz de covarianzas de los residuos) y (iii) la brevedad en el
tamaifio de la muestra considerada (n=31 observaciones anuales; 1953-1983). Si a=1, la representacién
[3.1.34] se simplifica eliminando el factor (1 —aB) y reemplazando m1,=Vlog(M1,) per m1 ,=V210g(M1 h
[lo cual implica neutralidad monetaria; vid. Flores (1987)].

En la Tabla 3.1.13 se presentan las estimaciones, obtenidas con el algoritmo [MAXFYV], del modelo
[3.1.34] en dos situaciones: (i) imponiendo a=1 [eliminando de [3.1.34] el factor (1—aB) y
reemplazando m1,=Vlog(M1,) por m1,=V210g(M 1)] y (ii) no imponiendo dicha restriccién [estimando
todos los pardmetros de [3.1.34] con m1,=Vlog(M1)]. En esta tabla también se presenta el valor del

logaritmo neperiano de la FVE evaluada en ambos puntos del espacio paramétrico.

» 11 $13 b4 $24 o L0 L] L) by log FVE

Estimaciones 0.029 0.236 0.362 ~0.536 -0.339 * 0.503 1.782 ~0.746 -0.522 368,545
con a=1 ©.0m) | w©osg (0.083) (0.06%) ©.065) » 0381 ©.51% (0.141) ©.045)

Estimaciones Q.020 0.244 0.353 —-0.542 —0.354 0.997 0.546 1.976 -0.714 —0.492 375,964
von « lbre (0.003) (0.083) (0.030 (0.066) (0.064) (0.004) (0.302) ©.513) (0.144) (0.043)

Tabla 3.1.13. Estimaciones por MVE del modelo {3.1.34] con y sin la restriccién a=1, obtenidas
con el algoritmo [MAXFV] (un * indica que el pardmetro correspondiente no se ha estimado).
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La estimacién de la matriz de covarianzas de los residuocs, correspondiente al modelo estimado con

a=1, es la siguiente:

r

0.56x1073
0.80x10™*  0.16x1073 [3.1.35]
-0.75x10™* -0.16x10"*  0.33x107*

| 0.41x107%  0.72x107* -0.43x107* 0.35x107? |

E(4,4]) =

mientras que la correspondiente a la estimacién que no impone a=1 esb:

r

0.55%1073
0.57x10™*  0.18x1073 [3.1.36]
~0.75x107* —0.54x107°  0.34x107*

0.41x107%  0.58x107* —0.43x10™* 0.36x1073 |

Efa,al] =

.

En conjunto, los resultados de ambas estimaciones no pueden considerarse significativamente
distintos. Esta conclusién puede justificarse, ademds, examinando en primer lugar las Figuras 3.1.1-
3.1.8, que contienen los residuos (estandarizados) correspondientes a ambas estimaciones (evaluados
segiin el algoritmo [CRES] del apartado 2.3.1), sus medias y sus desviaciones tipicas muestrales. Este
examen no sugiere diferencias significativas entre los residuos de las dos estimaciones y, ademds, justifica

1a inclusién del pardmetro p en [3.1.34], ya que la no inclusién de dicho pardmetro podrfa generar unos
residuos 4,, con media no nuia [como ocurre con los resultados obtenidos por Cancio (1989)].

Otro argumento favorable a la conclusién citada anteriormente, puede obtenerse examinando los
perfiles de la FVE alrededor de la estimacién puntual de cada uno de los pardmetros de la especificacién
[3.1.34]. Este examen proporciona, ademds, una comprobacién de la convergencia del algoritmo
[MAXFV] a un m4ximo local de la FVE. Con este propdsito, en las Figuras 3.1.9-3.1.18 se representa,
para cada pardmetro (x;), el cociente entre (i) el valor del logaritmo neperiano de la FVE, evaluada en
200 puntos que recorren un rango de +4.0 errores es_téndar alrededor de cada estimacién puntual [log
L(x}|x*)] y (ii) el valor del logaritmo neperiano de la FVE evaluada en la estimacién por MVE {log
L(x*)]. En todos los casos, el rango de variacién de este cociente se ha representado entre 10s mismos
limites (0.975 y 1.0). Por iltimo, en cada grédfico también se representa el intervalo de confianza del
95.0% para cada pardmetro (aunque, como se discute mds abajo, no tiene sentido calcular de la forma

habitual un intervalo de confianza para el pardmetro o si su verdadero valor es la unidad).
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-2

55 37 8% &1 63 &3 B7 & Yt 73 75 77 789 B B3

Fig. 3.1.1: 41, (con a=1); a,,=0.001 (0.004); 3,,=0.024.

A

-4+

a5 87 =29 6) 63 &5 &7 e9 V1 Y3 V5 77 T9 81 B3

Fig. 3.1.2: 4y, (con a=1); a5,=0.001 (0.002); 3,,=0.013.

4 .

—4

Fig. 3.1.3: a5, (con a=1); d3,=0.000 {0.001); 3,,=0.006. Fig.

4

~2 J

-4

85 27 59 81 63 65 87 &g 71 ?3 75 77 79 B1 @3

5% 57 59 &1 &3 &3 B87 ea 1 73 7R 77 79 A% A3

Fig. 3.1.4: d,, (con a=1); a,,=0.003 (0.003); §,,=0.019.

24

-2 4

54 82 S8 A0 62 &4 B2 &8 70 72 74 T8 78 4G &2

Fig. 3.1.5: 4, (con « libre); a,,=0.002 (0.004); 3,,=0.024.

S4 36 38 50 B2 B4 J¢ 68 70 T2 74 78 74 BO B2

Fig. 3.1.6: &, (con « libre); 3,,=0.001 (0.002); 9,,=0.013.

4

~2

54 S5 A 80 82 B84 84 S8 70 72 T4 76 TH 80 82

3.1.7: d3; (con « libre); a4,=0.000 (0.001}; 85,=0.006.

34 58 58 AD B2 S+ A8 &8 T0 T2 74 T& TA BO A2

Fig. 3.1.8: 4, (con « libre); a,4,=0.003 (0.003); 84,=0.019.
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Estas representaciones pueden resultar utiles para contrastar, ademéds de la validez de las
estimaciones puntuales, la validez de los errores estdndar calculados segun el procedimiento descrito en
el apartado 3.1.2. Los rangos de variacién de las cantidades representadas en cada eje implican que, si
los errores estdndar de los pardmetros estdn correctamente estimados, todos los perfiles deben presentar
una apariencia similar: la de una campana (por normalidad) centrada en la estimacién puntual, cuya base
ocupa la prdctica totalidad del eje horizontal (suponiendo que la FVE pueda evaluarse en todos 1os puntos
representados en dicho eje; vid. Fig. 3.1.14). Un perfil mds apuntado (mds estrecho) podria indicar que
el error estdndar del pacdmetro correspondiente ha sido sobreestimado, mientras que un perfil menos

apuntado (md4s ancho) podrfa sugerir la subestimacion de dicho error estdndar.

1.000 4o o 1.000
0.995 4 0.995
)
< z
< 0.890 4 % 0.990
2 ]
S b
E %
» -
3 goes & 0.985 {
S 3
2 2
0.980 0.980 1
0.27% - : 0.975 ; H -
0.017 0.023 0.029 0.035 0.041 -5.088 0.078 0.244 D.410 0576
“ Py
Fig. 3.1.%: Perfil para x [0.029 (0.003)]. Fig. 3.1.10: Perfil para ¢, [0.244 (0.083)].
1,000 - - o 1.000 §.---
0.995 4 0.995
3 g
= =
T 0.990 4 = 0.990
-] k=]
= =
5 %
" k3
& 0. q & 0.985 4
£ oses £
g g
.90 - 0.980
¢.975 ; ; 0.975 — - .
0.033 0.193 0.353 0.513 0.673 ~0.808  -0.674 —0.542 ~0.410 -0.278
3 LT

Fig. 3.1.11: Perfil para ¢;5 [0.353 (C.080)]. Fig. 3.1.12: Perfil para ¢4 {~0.542 (0.066)].
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logL{#z4ix")logL{x")

logL{8,1x*) /logh(x*)

logL{83x")/legL{x")

1.000 4 7,000 4
0.585 0,995 -
En .
2
$.990 g’ 0.990 4 —
o
L
=
K
0.985 £ 0385
o
2
0.980 0.980 -
0.275% +- _ 0.975-1_ — ; )
-0.610  —0.482 -0.354 -0.226 -0.098 5.981 0.989 0.997 1.008 1.013
LI o
Fig. 3.1.13: Perfil para ¢4 [—0.354 (0.064)]. Fig. 3.1.14: Perfil para o [0.997 (0.004)].
1000 7 oo 1,000 1 -
0.995 4 0.895 {
s
0.996 ;,'. 2.990
=
i
3
0.985 L o085
-
o
k]
0.980 0.980
0.975 ; ' ; 4, 0.975 : )
~0.662  -0.058 0.546 1.150 1.754 -0.076 0.950 1.976 3.002 4,028
9, 0,
Fig. 3.1.15: Perfil para 91 [0.546 (0.302)]. Fig. 3.1.16: Perfil para 02 [1.976 (0.513)].
1.000 1.000 4
0.995 4 0.995 4
)
g.950 E" 4,890 1
=
=
b
%
0.985 4 Z 0.985
]
o
k!
0.980 { 0.980
0.975 4 e - 0.875 ;
-1.280 -1.002 ~0.714 -0.426 -0.138 -0.6B4  —0.578 -0.492 -0.408 -0.320
a; 04

Fig, 3.1.17: Perfil para 6y [—0.714 (0.144))]. Fig. 3.1.18: Perfil para 6, [—0.492 (0.043)].
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Las Figuras 3.1.10-3.1.13 podrfan indicar una ligera sobreestimacidn de los errores estindar
correspondientes a los pardmetros autorregresivos (que, en cualquier caso, resuitan claramente
significativos). Por su parte, la Figura 3.1.14 sugiere una clara subestimacién del error estindar

correspondiente al pardmetro «. Esto es razonable cuando el verdadero valor de dicho pardmetro es 1,

ya que, en tal caso, la FVE no satisface las condiciones de regularidad necesarias para justificar las
propiedades asintdticas del estimador por MVE (vid. por ejemplo Pefia (1989), pp. 611-12). La Figura
3.1.14 ilustra claramente esta ltima observacién (ndtese que la FVE no estd definida para a = 1). Todas
estas consideraciones sugieren concluir que el pardmetro o no es significativamente distinto de la unidad,
por lo que la especificacion [3.1.34] sin el factor (1 —aB) y con m1,=V210g(M1,) puede considerarse ade-

cuada [esta conclusion es la misma que la obtenida por Flores (1987), aunque no por Cancio (1989)].

3.1.4. Notas para la seccién 3.1

[1} Para minimizar numéricamente un campo escalar F:E"-»E dos veces diferenciable, suelen emplearse

algoritmos de optimizacién no lineal con la siguiente estructura:

PASO INICIAL: escoger una estimacidn inicial x;; de la solucién y unos criterios de convergencia (tolerancias,
méximo nimero de iteraciones, ...); hacer k=0 y ejecutar el paso principal.

PASO PRINCIPAL:

[P.1] evaluar F(xy), VF(x,) y Gy, donde VF(x,) es el gradiente de F(x;) y G, es una matriz simétrica y no singular;
[P.2] calcular una direccidn de bisqueda dy, resolviendo el sistema lineal G4, = —VF(x,);

[P.3] calcular una longitud de paso oy tal que F(xy+oydy) < F(xp) (vid. nota [3] mds abajo);

[P.5] obtener una nueva estimacién de la solucién 6ptima como x| = X} + oy

[P.6] si se cumplen los criterios de convergencia, parar; en caso contrario, hacer Xk = k+1 y volver a [P.1].

En este contexto, la diferencia entre unos algoritmos y otros reside en el cdlculo de ia matriz G, de [P.1] ¥
[P.2] que, a su vez, determina la direccién de biisqueda en cada iteracién. Si G = I, el método resultante es el
del gradiente; este método (i) s6lo requiere primeras derivadas, (ii) genera en cada iteracidn una direccidn de
descenso (vid. nota [3]) y (iii) presenta una tasa de convergencia global lineal. Por otro lado, si &, = H(x;) [matriz
hessiana de F(x,)], tenemos el método de Newton, que (i) re;luiere primeras y segundas derivadas, (ii) en general,
debe ser modificado para generar direcciones de descenso (ya que H(x;) no siempre es definida positiva) y (iii)
presenta una tasa de convergencia local cuadrdtica (global con ciertas modificaciones). Por iltimo, cuando G, es
una aproximacion definida positiva (vid. nota [5]) a H(x,), tenemos un método cuasi-Newton, que (i) s6lo requiere
primeras derivadas, (ii) genera siempre direcciones de descenso y (iii) converge global y superlinealmente (vid. Gill,
Murray y Wright (1981), pp. 56-8 y 99-133; Dennis y Schnabel (1983), pp. 5 y caps. 6, 7y 9.
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[2] Para minimizar numéricamente un campo escalar F:E"-E dos veces diferenciable, definido como 1a suma
de m campos escalares al cuadrado [F(x) = 4 L7_, f}(x)zj, resulta conveniente sacar provecho de la estructura
especial que en este caso tienen el vector gradiente VF(x,) y la matriz hessiana H(x,) de la funcién objetivo. Resulta
inmediato comprobar que VF(x,) = J(x)TRxy) y que Hixy = J@xp M x)+M(xy), donde fixy) = [fi(xp), fr(xp),
AR LN Jxpy = 8fi(xp/ox; (i=1,2,....m; j=1,2,....n) y M(xp) = L= filxpH,(x;), siendo H(x;) la matriz
hessiana de f(x;). Cuando en el algoritmo tipo de la nota [1] G = ](xk)TJ(xk), se obtiene el método de Gauss-
Newton para sumas de cuadrados, cuyas propiedades de convergencia son similares & las del método de Newton
cuando el término de segundo orden M(x;) es suficientemente pequefio (a pesar de que sélo se utilizan primeras
derivadas). Por otro lado, si G, = (J(x)7J(xp) +AJ,), el método resuitante es el de Levenberg-Marquardt, que,
manipulando adecuadamente el valor del parimetro A, >0, implica un compromiso entre el método de Gauss-
Newton (cuando \;~0) y el del gradiente (cuando \+o0) (vid. Gill, Murray y Wright (1981), pp. 133-8; Dennis
y Schnabel (1983), cap. 10).

[3] Si un campo escalar F:E'-E es diferenciable en x, EE", entonces d; es una direccién de descenso de F en
X, sf y s6lo sf existe un escalar 5, >0 tal que F(x; +oydy) < F(x,) para todo o, €(0,5;). A partir de esta definicién,
resulta inmediato comprobar que si VF(xy)d, < 0, entonces dj, es una direccion de descenso de F en x;. Ademds,
en el contexto del algoritmo tipo de la nota (1], donde d;, = —GEIVF(xk), resulta evidente que si G, es definida
positiva en todas las iteraciones, entonces VF(xk)Tdk < 0, por lo que las direcciones de hisqueda d,, generadas por
el algoritmo son siempre direcciones de descenso. Por este motivo resulta fundamental garantizar el cardcter
definido positivo de la matriz G, en cada iteracién, lo cual requiere especial atencién en los métodos de Newton,
Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt (vid. por ¢jemplo Gill, Murray y Wright (1981), pp. 107-15) mientras que
en un método cuasi-Newton este requisito estd, por construccidn, garantizado (vid. por ejemplo Dennis y Schnabel
(1983), pp. 198-211). El caricter definido positivo de G, garantiza, por tanto, la existencia de una longitud de paso
tal que el valor de la funcién objetivo decrece estrictamente de una iteracién a otra. Sobre las posibles estrategias
de cdlculo de dicha longitud de paso, pueden consultarse Gill, Murray y Wright (1981), pp. 100-2 y Dennis y
Schnabel (1983), pp. 116-29, cuyas sugerencias se han empleado en el algoritmo [MAXFV] (vid. Apéndice A.3).

[4] Para evaluar numéricamente las primeras derivadas de un campo escalar F:E"~E diferenciable, pueden

utilizarse dos aproximaciones. La primera de ellas (forward difference formula”) estd dada por:

F(x,+he) - F

[VFxp); =~ -
{

, i=1,2,...,n

donde ¢, es el i-¢simo vector de la base candnica de E” y h; es una perturbacion que, en términos matemdticos,
tiende a cero. La férmula anterior requiere tan sélo una evaluacién adicional de la funcién objetivo, y supone un

error implicito O(h;). La segunda aproximacién ( "central difference formula™) estd dada por:
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F(.\'k+hfei) - F(xk—h‘-e‘)

LI

, i=1,2,...,8

[VF(xp); =

Esta aproximacion requiere dos evaluaciones adicionales de la funcién objetivo por variable, pero el error implicito
es tan sélo O(h%). Esta segunda férmuia es la que se emplea en ¢l algoritmo [MAXFV] (vid. Apéndice A.3) y su
utilizacion pone de manifiesto el interés en disponer de un método computacionalmente eficiente (rdpido y preciso)
para evaluar la funcién objetivo (la FVE en nuestro caso). Para mds detalles (incluida la eleccién de los valores de
h;), puede consultarse Dennis y Schoabel (1983), pp. 77-80 y 103-6.

[§] Como es bien sabido [vid. por ¢jemplo Nicholls (1976, 1977); Anderson (1980)], para evaluar la precisién
de las estimaciones puntuales (x*) obtenidas por MVE, pueden utilizarse los elementos de la diagonal principal de
la inversa de la matriz de informacién, evaluada en las estimaciones puntuales [[(x*)~!], que es un estimador
consistente de la matriz de covarianzas de la distribucién (normal) asintdtica del estimador por MVE. Teniendo en
cuenta que, en el 6ptimo (x*), las expresiones [3.1.1] (FVE) y [3.1.5] (FVE concentrada) coinciden, la matriz de
informacién para un proceso ARMA multivariante puede escribirse como:

1 T n
Ix) = E | ———_VIx)VII(x)* + Hx
®) i VI + s OO
donde H(x) es la matriz hessiana de [3.1.8]. Una estimacién de la matriz de covarianzas entre los pardmetros puede
obtenerse, a partir de esta expresion, ignorando el operador esperanza y teniendo en cuenta que VII(x*)==0. Dicha

estimacién vendrd dada por:

COVixY) = Efg‘ﬂn(x*)“‘

donde H(x*) es ahora la matriz hessiana de [3.1.18] evaluada en el 6ptimo (nétese que, en [3.1.18],
I(xg)=1I,¢ % II5g es una constante). La principal ventaja de trabajar con la expresién anterior, consiste en que su
cdlcuto es inmediato a partir de la informaci6n acurmulada en el curso de las iteraciones de un método cuasi-Newton.
Bésicamente, partiendo de Gy = |F(xp)| X1, = I; (matriz identidad de orden k, con k¥ = n° de pardmetros a
estimar), en cada iteracién de un método cuasi-Newton basado en Ia férmula BFGS, se actualiza la informacién
sobre la curvatura de la funci6n objetivo {en nuestro caso, F(x) en [3.1.18]) actualizando la matriz G,, que

determina la direccion de busqueda (vid. [3.1.17]), mediante la siguients férmula:

Yy N VF(x ) VFx )T

aiyirdi VEX3) 'd,

Gy =G, +
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donde y, = VF(x,,)—VF(x). Cuando el algoritmo ha convergido, la \iltima actualizaci6n, obtenida mediante la
férmula anterior, contiene la informacién suficiente sobre la curvatura de la funcién objetivo en el 6ptimo como
para que la inversa de dicha actualizacién pueda considerarse una aproximacién razonable a H(x*)~1 (vid. Dennis
y Schnabel (1983), pp. 206-7 y las referencias allf citadas). En cualquier caso, una comprobacion de la validez de
las covarianzas asi obtenidas, puede llevarse a cabo como se describe al final del apartado 3.1.3 (la descripcidn
detallada de todos estos cdlculos puede encontrarse en el Apéndice A.3).

[6) El algoritmo [MAXFYV] optimiza la funcién objetivo [3.1.18] respecto a los pardmetros &, (i=1,2,...,p), 6,
(i=1,2,....9), p y @ Cuando el procedimiento ha convergido, el parémetro o2 que aparece en la FVE [3.1.1] se
estima segiin [3.1.4] y, a la vista de [2.1.11], la estimacién correspondiente de la matriz de covarianzas de g, se
obtiene multiplicando por [3.1.4] cada componente de la matriz { estimada, tal y como se describe al final del
apartado 3.1.1. En la préctica, se ha observado que esta estrategia por sf s6la evita posibles problemas de escala
cuando el orden de magnitud de las covarianzas de g, es bastante inferior al del resto de pardmetros del modelo (;
(i=1,2,...,p), 9, (i=1,2,...,q) y #t); como se ilustra en la estimacién de [3.1.34], esta situacién no es, ni mucho

menos, improbable.

3.2. Otros procedimientos de estimacion

Como es bien sabido (vid. por ejemplo Box y Jenkins (1970), cap. 7; Ansiey y Newbold (1980),
pp. 159-61), para estimar los pardmetros de un proceso ARMA, puede emplearse, ademds del criterio
de mdxima verosimilitud, el de minima swna de cuadrados (MSC en adelante). Este criterio puede
justificarse per se (minimizar las diferencias entre valores observados y ajustados) o partiendo de la
expresion [3.1.9] e ignorando el término [3.1.11] (si el tamaiio muestral n es lo suficientemente grande
y ¢l modelo est bien condicionado, el segundo factor de [3.1.11] puede considerarse despreciable).
Entonces, teniendo en cuenta (2.3.36] y {2.2.23]-[2.2.26], es inmediato comprobar que la expresion

[3.1.10] puede escribirse como:

@T-AT) = ajo"'a, + 471,00 M [3.2.1]

donde &.=Elu«|w] (vid. [2.3.41]) y d=El[a|w] (vid. [2.3.42]). Por otro lado, a partir de las expresiones
[2.1.16], [2.2.43] y [2.2.47] se deduce, para un proceso MA(g) puro (p=0), que:
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0
alo~la, = Y 470 s, [3.2.2]
t=1l—q

Por tanto, dado que cualquier proceso ARMA(p,q) estacionario puede expresarse (aproximada-

mente) como un proceso MA puro de orden infinito, puede demostrarse que. cuando p#0:

n n
@-A™y = aln 7, + Y al0 s, = Y a0 7a, [3.2.3]
=1

t=—o0

A partir de esta expresién, puede disefiarse, una primera versién del criterio MSC consistente en
minimizar;

n
S®;,0,8,0(w) = )1: a707'a, 3.2.4]
t=1-L

En la prdctica [3.2.4] se evalia haciendo uso de la técnica de la retrovision ("backcasting "} de Box
y Jenkins (1970), donde L es un mimero entero lo suficientemente grande como para que pueda
considerarse que 4, = 0 para ¢t < 1—L (n6tese que para un MA(g) puro (p=0), L=q; vid. [3.2.2]).
Estrictamente hablando, 1a expresi6n [3.2.4] es tan sélo una aproximacidn a 1a suma de cuadrados exacta
[3.2.3], ya que, numéricamente, L es un némero finito y, aunque el cdlculo de retrovisiones descrito por
Box y Jenkins {1976) es un proceso iterativo, en la prictica suele llevarse a cabo en una séla iteracion,

probablemente por conveniencia computacional.

En particular, el estimador basado en minimizar [3.2.4] (MSC con retrovisién) es de dudosa validez
cuando el mddulo de alguna de las rafces de [2.1.6] y/o de [2.1.7] es cercano a la unidad y/o el tamafio
muestral n es pequeiio. En estas circunstancias, resulta necesario escoger L bastante grande y/o iterar
varias veces en el cdlculo de las retrovisiones [vid. por e¢jemplo Newbold (1974)], lo cual hace perder
a este procedimiento su principal atractivo: la eficiencia computacional. Un procedimiento atin m4s rdpido
para obtener estimadores por MSC se deriva de igualar u. a su valor esperado de cero; la funcion a

minimizar es en este caso:

S(*i:ei’ﬂsglw:ut=o) = z dgt‘Qﬂldo‘ [325]
r=1

donde los &, se calculan recursivamente segin {2.3.2] (ntese que [3.2.5] se obtiene directamente de

[3.1.9] ignorando el factor [3.1.11] y el segundo sumando de [3.1.10]).
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Este procedimiento (MSC condicional) presenta problemas atin mds graves que el procedimiento
MSC con retrovision cuando el proceso ARMA estd cerca de o en la no invertibilidad y/o el tamafio
muestral » es pequefio (vid. Ansley y Newbold (1980) para un andlisis detallado de las propiedades en
muestras pequeiias de estos dos estimadores en el contexto univariante). No obstante, puede demostrarse
que las propiedades asintdticas de los estimadores por MSC con retrovisién y por MSC condicional son
equivalentes a las del estimador por MVE [vid. por ejemplo Whittle (1953); Kabaila (1980, 1983)].

En el contexto univariante, las propiedades asintdticas y en muestras pequeiias de distintos criterios
de estimacién (médxima verosimilitud y mfnima suma de cuadrados) y de las posibles versiones de los
mismos (exacta, aproximada y condicional) son, por tanto, conocidas. Por ello, esta seccién se limita a
ilustrar la extensién de dichas propiedades al contexto multivariante, haciendo uso de las posibilidades
que ofrece el mecanismo de estimacién por MVE descrito en el Capitulo 2 y en la Seccién 3.1.
Probablemente, serfa interesante realizar un andlisis detallado de las propiedades en muestras pequefias
de los distintos estimadores disponibles para procesos ARMA multivariantes, aunque, en principio, no

cabe esperar diferencias respecto a los resultados ya conocidos sobre procesos univariantes.

3.2.1. Estimacién por maxima verosimilitud aproximada

En los casos en que el proceso ARMA considerado es claramente invertible, puede obtenerse un
importante ahorro computacional si en ¢l proceso de estimacién se evaltia la funcién de verosimilitud
haciendo uso de las propiedades descritas en el apartado 2.3.2 (vid. también Seccién 2.4). Para contrastar
empfricamente la validez del estimador por MVA, se ha llevado a cabo, en primer lugar, el mismo
gjercicio de simulacién que en el apartado 3.1.3 (un total de 1200 estimaciones por MVA,
correspondientes a 100 simulaciones de cada uno de los 12 modelos derivados de [3.1.20]-[3.1.23]). Los
resultados obtenidos, para un criterio § de convergencia de las matrices Z; igual a 1073 (vid. [2.3.44)),
son idénticos a los resumidos en las Tablas 3.1.1-3.1.12 del apartado 3.1.3. Por supuesto, la diferencia

entre ambos ejercicios se encuentra en el tiempo medio requerido por cada estimacion (vid. Seccién 3.3).

En segundo lugar, también se han estimado por MVA (con 6=10"3) las representaciones bivariantes
[3.1.24])-[3.1.25] y [3.1.26]-[3.1.27], cada una de ellas con 100 realizaciones independientes de tamafio
n=100. En este caso, los resultados tampoco difieren significativamente de los obtenidos por MVE,
aunque, debido, probablemente, a que ahora los modelos no son diagonales, los resultados no son

idénticos. En concreto, para el proceso MA(2) [3.1.24]-[3.1.25] los resultados son:
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@@
i

Efa,a]) =

[ -1.00443 —1.80204 )
(0.09689)  (0.06038)

0.49521  1.00036
| (0.08533) (0.05863) |

(—0.81135 —1.40314
(0.17558) (0.11874)

0.40897  0.70185

| (0.14335)  (0.09400)

J

[ 0.97807
(0.12806)

0.99948 1.96115
| 0.16319) (0.29377) |

Y para ¢l proceso ARMA(1,1) [3.1.26)-[3.1.27]:

g
i

E[8,8]] =

1.09883 0.51528
(0.05413) (0.04243)

-0.97644 0.38540
| (0.10147) (0.07718) |

r

1.00455 1.02254
(0.08851) (0.08497)

-0.77457 -1.20280

| (0.11869)  (0.07624) |

[ 0.98152
(0.13270)

0.98478  1.93074
(0.16770) (0.29193) |

[3.2.6]

[3.2.7]

[3.2.8]

{3.2.9]

[3.2.10)

[3.2.11]
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Comparando [3.2.6]-[3.2.11] con [3.1.28]-[3.1.33], es evidente que no existen diferencias
significativas entre las estimaciones por MVA y por MVE [al igual que entonces, el error relativo medio
en la estimacién del proceso ARMA(],1) es de un 2,0% y tan s6lo de un 0.8% en la del MA(2)].

Por iltimo, también se han estimado por MVA (con =10"3) las dos representaciones alternativas
del modelo [3.1.34] consideradas al final del apartado 3.1.3. Los resultados obtenidos son idénticos a
los que se resumen en la Tabla 3.1.13 de dicho apartado y en las ecuaciones [3.1.35] y [3.1.36] (por
supuesto, también coinciden los residuos de las Figuras 3.1.1-3.1.8 y los perfiles de las Figuras 3.1.9-
3.1.18). Para completar el andlisis de dicho apartado, aprovechando la coincidencia de resultados, se
ofrecen a continuacidn los perfiles de la FVA (que coinciden con los de la FVE) para la representacién
[3.1.34] obtenida eliminando el factor (1 —aB) y reemplazando m1,=Vlog(M1,) por ml ,=Vzlog(M1,).

1.000 5
0.995 4

0.990 A

0.985 4

logL{uix*}/logl{x")

0.980 4

0.975

0.019 0.024 0,029 0.03% 0.040
m

Fig. 3.2.1: Perfil para u {0.029 (0.003)].

1.000 1.000 -

0.995 | '0.985 4
0.950

£0.980

0.985 0.985 4

logl(#441x>)/logL{x")
logL{#3ix")/TogL{x")

0.980 4 0.980 4

0.975

y 0.975 ,
-Q.117 0.060 0.236 0.413 0.580 0.030 0.196 0.352 0.528 0.694

LT *13

Fig. 3.2.2: Perfil para ¢,; {0.236 (0.088)]. Fig. 3.2.3: Perfil para ¢, [0.362 (0.083)].
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logL{#,x*)/logL{x")

logL{8,ix*)/logL(x")

togL{@ix") AlegL{x"}

1.000 1.
0.995 4
0.990 1
0.385

0.330

0.875

~0.538
47

~0.811 -0.674 -3.399 -0.262

Fig. 3.2.4: Perfil para 4,4 [—0.536 (0.069)].

000 g o e e e e e
0.895
0.950 4
0.9551

0.98¢ J

0.875

0.503
&y

-0.902 ~0,199 1.205 1.8907

Fig. 3.2.6: Perfil para 8, [0.503 (0.351)].

1,000 1 RS
0.995

0.990
0.985 4

0,980 4

0.975

~0.746 ~0.463

By

—-1.31 -1.029 ={.180

Fig. 3.2.8: Perfil para 85 [—0.746 (0.141)].

logL{#24h*) /laglix*)

lagL{9,1x*}/logL{x")

togL{@x*) /logL{x"}

1.000 1.
0.885 ]
0.990
.985 |
0.980
0.975 - — .
-0.538  -0.468 ~0.339 -0.210 -0.080
©24
Fig. 3.2.5: Perfil para ¢yq [—0.339 (0.065)].
1.000 .-
0.995 -
0.950
0.985
0.982
0.978 — — - —
~0.280  0.75% 1.782 2.813 3.844
92
Fig. 3.2.7: Perfil para &, [1.782 (0.515)].
1.006
0.995
£.990 |
2.985
0.980 ]
0.975 . — —
-0.700  -0.611 -0,522 0,433 -0.343
N

Fig. 3.2.9: Perfil para 6, [—0.522 (0.045)].



3.2. OTROS PROCEDIMIENTOS DE ESTIMACION 79

Al igual que en la estimacién por MVE de la representacion [3.1.34] completa, las Figuras 3.2.2-
3.2.5 podrfan indicar una ligera sobreestimacion de los errores estdndar correspondientes a los pardmetros

autorregresivos, que, en cualquier caso, resultan claramente significativos.

Sobre la base de todos estos resultados, puede concluirse, como era de esperar segiin lo expuesto
sobre 1a FVA en el apartado 2.3.2 y en la Secci6n 2.4 del Capftulo 2, que el empleo de la FVA como
funcién objetivo a maximizar en vez de la FVE no supone ninguna pérdida de fiabilidad de las
estimaciones resultantes. Ademds, como el grado de precisién en la evaluacién de la funcién de
verosimilitud puede controlarse manipulando simplemente la tolerancia 8, se dispone de un procedimiento
de estimacién general, que incluye, como casos particulares, la estimacién por MVE y por MVA, con la

ganancia en tiempo de cdlculo que puede suponer ésta sobre aquéila (vid. Seccién 2.4 y Seccién 3.3).

3.2.2. Estimacién por méxima verosimilitud condicional

Una ltima version del criterio de estimacién por méxima verosimilitud puede obtenerse, al igual
que en el contexto del criterio MSC, igualando el vector u. de valores premuestrales (vid. [2.1.16]) a su

valor esperado de cero. Es inmediato comprobar que, en tal caso, [a funcién de verosimilitud (condicio-

nal en u,=0) resulta ser:

L(@f,ﬁi,u,oz,Qlw,u*=0) = (2,,02)——2'. IQl-.E.exp [__%"Tn] [3.2.12]
2

(compdrese esta expresién con la FVE [3.1.1]). Concentrando la FVC [3.2.12] en el estimador por
méxima verosimilitud de ¢ (como al principio del apartado 3.1.1), resulta evidente que maximizar

[3.2.12] es equivalente a minimizar la siguiente expresién:

1 1o
017 xa™ = 101" x Y da @4, 328
=1 :

{vid. {3.2.5]). Para examinar las propiedades del estimador resultante de minimizar {3.2.13] (estimador
por MVC), se ha efectuado, en primer lugar, el mismo ejercicio de simulacién que en los apartados 3.1.3
(MVE) y 3.2.1 (MVA) (1200 estimaciones por MVC, correspondientes a 100 realizaciones de cada uno
de los 12 modelos derivados de [3.1.20]-{3.1.23]). Los resultados se resumen en las Tablas 3.2.1-3.2.12.



M1 I b1 l é2 I o I ot l %
Valor del pardmetro | 095 | a0 | 100 | 1.00 | 200
Valor medio estimado 0.527 0.384 l 1.185 | 1.000 | 1.967
Error estdndar estimado (0.044) (0.091) 0.325) ©.262) (0.428)

Tabla 3.2.1. Resultados de 1a estimacién por MVC pam un AR(1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

M2 l b11 ' b12 | $31 r b2 I o1 ‘ o2 I %
Valor del parmero | 095 | oo | oss | -ess | 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.939 | ~0.939 0.825 l ~0.920 | 1.510 I 1190 2.864
Error extindar estimado (0.053) (0.046) 0.059) (0.054) (0.756) (0.608) L (1.285)

Tabla 3.2.2. Resultados de la estimacién por MVC para un AR(2) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

M3 | 11 | 02 I o I ot J 9%
Valor del pardmetro | o0 | ow | 1.00 | 1.00 I 2.00
Valor medio estimado I 0.300 I 0.691 I 1.002 l 0.987 1.982
Error estindar estimado (0.120) (0.077) (0.154) (0.246) (0.435)

Tabla 3.2.3. Resultados de Ia estimacién por MVC para un MA(1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
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M4 | b1y ! b1z | b3 | 273 | o | o2 0%
Valor del pardmetro I 0.95 | -0 | 0.85 | -0.95 | 1.00 | 1.00 2.00
Valor medio estimado 0.89i —0.853 0.820 —~0.840 1.153 1.143 2.247
Error estdndar estimado (0.092) (0.092) (0.091) (0.112) (0.241) (0.284) (0.533)

Tabla 3.2.4, Resultados de la estimacién por MVC para un MA(2) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

M3 l $11 ' )] I 11 I 31 I o l o2 %
Valor del pardmetro | 0.90 I 0.30 I 0.70 I 0.30 | 1.00 | 1.00 2.00
Valor medio estimado 0.823 0.200 0.621 0.195 1.000 0.984 1.942
Error estdndar estimado {0.178) (0.515) (0.232) (0.541) (0.197) {0.247) (0.427)

Tabla 3.2.5, Resultados de la estimacion por MVC para un ARMA(L,!1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

MSs | b1 i $21 | b1y i 021 l o ' o1y %
Valor del pardmetro | -0.90 I —0.80 | 0.40 | 0.50 | 1.00 | 1.00 2.00
Valor medio estimado —0.875 -0.766 0,358 0.464 1.172 1.110 2.181
Error estdndar estimado (0.066) 0.073) (0.123) (0.110) 0.311) (0.306) {0.538)

Tabla 3.2.6. Resultados de la estimacion por MVC para un ARMA(1,1) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
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M 15 l b1y l bn I &y l ®, I h I o l %
Valor del pardmetro l 0.20 | 0.40 l 0.90 l 0.40 I 1.00 I 1.00 I 2.00
Valor medio estimado 0.191 0.396 0.384 , 0.391 | 1.286 l 1.005 1,970
Error estindar estimado ©.143) {0.114) (D.058) (0.103) {0.291) (0.280) (0.432)
Tahla 3.2.7. Resultados de la estimacién por MVC para un AR(1) X AR(1), bivariante dingonal (n=50; 100 repeticicones).
M 18 T T T I T I e
Valor del pardmerrs | 090 | 040 | 020 i 0.95 | 100 | 100 | 2.00
Valor medio estimado 0.877 T 0.366 l 0.184 | 0.944 | 1.024 1.025 4.107
Error estindar estimado (0.045) (0.135) (0.092) (0.028) (0.148) 0.239) (0.907)
Tabla 3.2.8. Resultados de la estimaci6n por MVC para un AR(1) X AR(1),, bivariante diagonal (n=100; 100 rcpeticicones).
M 22 | 011 l b3 ! 0, | 0, | o | 0% J b
Valor del pardmetro I 0.60 l 0.80 ‘ 0.70 I 0.90 l 1.00 l 1.00 ‘ 2.00
Valor medio estimado 0.547 0.681 l 0.610 0.714 | 1.083 £.148 2.542
Error estdndar estimado (0.120) (0.125) (0.113) (0.101) {0.218) (0.308) (0.649)

Tabla 3.2.9. Resuliados de la estimacidn por MVC para un MA(1) X MA(l), biveriante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
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M 25 I all ' o ! 8 | 6, I it l " I "_12’2
Valor del pardmetro | 0.90 | 0.70 | 0.90 | 0.80 | 1.00 I 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.841 0.673 0.675 0.647 1.325 1.213 l 2.300
Ervor estindar estimado (0.064) (0.062) 0.071) (0.069) (0.211) (0.214) (0.351)
Tabla 3.2.10. Resultados de la estimacién por MVC para un MA(1) X MA(1),, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).
M 11 T &, ' %, , 6 I 0, | "il I “fz ' "%2
Valor delparimero | -0 | 080 | o4 |  os0 | oo | 10 | 200
Valor medio estimado —0.881 | —-0.769 0.244 0.360 1.816 1.562 2.755
Error estdndar estimado (0.066) (0.096) (0.102) (0.105) (0.610) (0.536) (0.784)
Tabla 3.2.11. Resultados de la estimacién por MVC para un ARMA(], 1), bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
M4 | o | e I e I e I & | & | &
Valor del paramero | 090 | 080 | o040 | 0.50 | 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado —0.898 —0.803 0.186 0.267 2.193 1.818 3.306
Error estdndar estimado (0.040) {0.050) (Q.071) (0.083) (0.470) (0.426) (0.636)

Tabia 3.2.12. Resultados de la estimacién por MVC para un ARMA(1,1),, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).
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Segiin estos resultados, pueden hacerse las signientes observaciones: (i) tanto en procesos AR puros
como en procesos mixtos, las estimaciones de los pardmetros autorregresivos son bastante precisas; (ii)
no obstante, las estimaciones de los pardmetros MA sdlo son precisas cuando no hay parte AR vy,
ademds, el proceso es claramente invertible; (iii) en el caso de procesos mixtos, los pardmetros MA estdn
siempre infraestimados (aunque el proceso sea claramente invertible), tanto mas cuanto mds cerca estdn
dichos pardmetros de la no invertibilidad (esta ltima matizacién también es cierta para el caso de
procesos MA puros); (iv) las estimaciones de las covarianzas del vector de residuos son, practicamente
en todos los casos, de dudosa validez, en especial si el orden del proceso es elevado o los pardmetros

MA estdn infraestimados (cuando estdn cercanos a 1a no invertibilidad o en el caso de procesos mixtos).

En segundo lugar, también se han estimado por MVC las representaciones bivariantes [3.1.24]-
[3.1.25] y [3.1.26]-[3.1.27], cada una de ellas con 100 realizaciones independientes de tamafio n=100.
Para el proceso MA(2) [3.1.24]-[3.1.25] los resultados (medias y errores estdndar muestrales) de las 100

estimaciones por MVC son los siguientes:

[ —1.06436 —1.76612

(0.13596)  (0.08863)
o, = [3.2.14]

0.53437  0.97410
| (0.08800) (0.06567) |

(—0.80281 —1.41293
0.13732)  (0.10181)
o, = ) o [3.2.15]
, =

0.40595  0.70775

| (0.11209)  (0.07903) |

[ 1.16385
(0.27423)
Eia,af] = | [3.2.16]
0.89940 2.01798

(0.21726) (0.31977) |

Y para el proceso ARMA(1,1) [3.1.26]-3.1.27]:
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B

El6,4]1 =

1.09819
(0.05660)

~0.97440
| (0.11406)

1.02303
(0.01780)

—0.93498

| (0.20814)

[ 1.37578
(0.43956)

0.62649

0.51648
(0.04202)

0.38473

(0.07496) |

0.92862
(0.15723)

-1.00358
(0.17697)

2.61557

(0.35157) (0.91577) |

1

[3.2.17]

(3.2.18]

[3.2.19]

El error relativo medio en la estimacién del proceso MA(2) es de un 4.5% (frente al 0.8%

correspondiente a las estimaciones por MVE y MVA), mientras que el cometido en la estimacidn del
proceso ARMA(1,]) aicanza ¢l 14.4% (frente al 2.0% en las estimaciones por MVE y MVA). En
particular, el error relativo medio en la estimacion de las covarianzas de los residuos es de un 9.1% para
el proceso MA(2) y de un 35.3% para el proceso ARMA(L,1) (frente al 1.4% y al 2.3%,
respectivamente, obtenidos por MVE y MVA).

Por 1iltimo, también se han estimado por MVC las dos representaciones alternativas del modelo

[3.1.34] consideradas al final de los apartados 3.1.3 y 3.2.1. Los resultados obtenidos se resumen en la

Tabla 3.2.13.
" 4n b3 b1 b2 « 8 b by 0
Estimaciones 0.032 0.281 0.395 —0.496 -0.312 * 0,435 1.615 —0.689 —0.506
con =1 o) | @089 ©.105 (0.07) ©.07) * {0.306) ©.51) {0.168) {0.055)
Estimaciones 0.029 0.283 0.443 ~0.506 1 -0.316 1.012 0.364 1.576 -0.753 -0.511
con o ibre €0.00%) ©.085) (©0.10%) {0.068) 0.067) @.011) (0.356) {0.586) ©.150 (0.053)

Tabla 3.2.13. Estimaciones por MVC del modelo [3.1.34] con y sin la restriccién a=1
{un * indica que el pardmetro correspondiente no se ha estimado).
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La estimacién de la matriz de covarianzas de los residuos, correspondiente al modelo estimado por

MVC con =1, es la siguiente:

0.57x1073
0.58x10™* 0.20x1073 [3.2.20]
—0.80x107% 0.44x107°  0.40x10™*

0.42x1073 0.43%x107¢% -0.51x10"* 0.36x1073

E[4,4]) =

mientras que la correspondiente a la estimacién por MVC que no impone a=1 es:

0.58x107?
0.89x10™* 0.23x1073 [3.2.21]
—0.62x10™% 0.49x107%  033x10™*

| 0.44x1073 0.52x10™* -0.43x10~* 0.40x10‘3‘

Ela,al] =

Es interesante observar que el pardmetro o estimado es mayor que la unidad. En el contexto de la
estimacién por MVC es perfectamente posible que las estimaciones puntuales de algunos pardmetros estén
fuera de las regiones de estacionariedad o de invertibilidad, ya que, como puede observarse en {3.2.12]
y [3.2.13), el \inico requisito para evaluar la FVC consiste en que la matriz @ sea definida positiva (sobre
esta cuestién, pueden encontrarse mds detalles en Ansley y Newbold (1980), pp. 162-3).

Por lo demds, es evidente que, en conjunto, las estimaciones obtenidas por MVC (Tabla 3.2.13)
no pueden considerarse significativamente distintas de las obtenidas por MVE y MVA (Tabla 3.1.13). Esta
afirmacidén puede contrastarse, si se desea, con cardcter mds formal, haciendo uso del estadfstico [3.1.19],
cuyo valor, considerando la hipdtesis nula de iguaidad entre las estimaciones obtenidas por MVC y MVE
(0o MVA) es £gy=5.1 (el valor de la FVE evaluada en las estimaciones por MVC es igual a 366.006).

En resumen, el mecanismo de estimacién por MVC puede proporcionar estimaciones fiables en
situaciones bien condicionadas (como se muestra en el ultimo ejemplo considerado). No obstante, en
determinados casos (sobre todo, cuando algunos pardmetros estdn cercanos a la no invertibilidad), la
validez de las estimaciones obtenidas por MVC es mds que cuestionable. Sin embargo, dada la sencillez
y la eficiencia computacional (vid. Seccién 3.3) de este procedimiento, su utilizacion puede resultar

interesante en los primeros pasos de modelizacién de un proceso ARMA (vid. Tiao y Box (1981), pp.
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809) y en la obtencidn de estimaciones preliminares de los pardmetros, que sirvan de punto de partida

para un algoritmo de estimacién por MVE o MVA [sobre la obtencién de estimaciones preliminares de
los pardmetros, pueden consultarse Shea (1987); Koreisha y Pukkila (1989)].

3.3. Anélisis comparativo de distintos procedimientos de estimacion

Sobre 1a base de los resultados obtenidos en los apartados 3.1.3 (FVE), 3.2.1 (FVA) y 3.2.2 (FVC)

pueden realizarse los siguientes comentarios:

(1]

[2]

(3]

En todos los casos analizados, las estimaciones obtenidas por MVE, utilizando el algoritmo
[MAXFV], son adecuadas, inciuso con los tamafios muestrales considerados y con algunos de los

pardmetros cerca de no estacionariedad o no invertibilidad.

En ninguno de los casos analizados, las estimaciones obtenidas por MVA difieren significativamente

de las obtenidas por MVE.

Las estimaciones por MVC de modelos bien condicionados suelen ser aceptables. No obstante, en
determinados casos, las estimaciones de los pardmetros MA y de las covarianzas entre 10s residuos
no pueden considerarse adecuadas, sobre todo cuando los pardmetros MA estdn cerca de no
invertibilidad. En estos casos, los resultados obtenidos por MVE o por MVA son claramente

superiores a los obtenidos por MVC.

Para finalizar la ¢omparacion entre las tres versiones del criterio de estimacién por mdxima

verosimilitud consideradas en este capftulo, en la Tabla 3.3.1 se recogen los tiempos empleados por el
algoritmo [MAXFV] en la estimacién por MVE, MVA y MVC de todos los e¢jemplos examinados. En el
caso de los 14 modelos de {3.1.20]-[3.1.23] ¥ [3.1.24]-[3.1.27], los tiempos que se presentan son

tiempos medios (la suma de los tiempos empleados en cada una de las 100 estimaciones dividida entre

100), mientras que para las dos representaciones alternativas de [3.1.34], los tiempos son los de la tnica

estimacion llevada a cabo. El cédigo empleado se ha compilado con Turbo Pascal 6.0 y se ha ejecutado

en un ordenador personal HP Vectra 386/25 con un coprocesador matemdtico Intel 387DX-25. Por

supuesto, los tiempos variardn si se utilizan otros lenguajes, compiladores y ordenadores.
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MVE MVA MVC
AR(1) bivariante diagonal . 6" 6" 4"
AR(2) bivariante diagonal 19# 197 10"
MA(1) bivariante diagonal 8 6" 37
MA(2} bivariante diagonal 39 39" 15"
ARMA(L,1) bivariante diagonal sobreparametrizado 35" 27" 13"
ARMA(1,1) bivariante diagonal L 21" 15" g
AR(I) X AR(1), bivariante diagonal L 1'5” 1's” 13*
AR(1)X AR(1),, bivariante diagonal 11’ 407 11" 40" 51"
MA(1) xMA(1), bivariante diagonal 1" 227 1r 22" 24"
MA(1) XMA(1),, bivariante diagonal |7 7 31" 17 25"
ARMA(1,1), bivariante diagonal 1" 39” 1’4" 18
ARMA(1,1),, bivariante diagonal 11’ 24" 0 27" 1 20"
MA(2) bivariante 3 1" 207 547
ARMA(1,1) bivariante 3 1" 577 1" 147
Modelo [3.1.34] sin (1—a) y con m1,=Vzlog(Ml,) 141833 | 1h 6 13* 1 6 37"
Modelo [3.1.34] completo 4k 48' 42" { 3h 18’ 287 13’ 54"

Tabla 3.3.1. Tiempos empleados en Ia estimacién de los modelos considerados en este capitulo.

En contra de los defectos mencionados anteriormente, la estimacién por MVC es, con diferencia,
el procedimiento computacionalmente mds rdpido. Por otro lado, en consonancia con 1o expuesto en ¢l
Capftulo 2, la estimacién por MVA es significativamente mds rdpida que la estimacién por MVE, excepto
para procesos AR puros y para procesos con parte MA cerca de no invertibilidad. Es importante subrayar
que el tiempo de estimacién de cualquier proceso es altamente dependiente de (i) el mimero de
pardmetros a estimar, (ii) el tamaiio de la muestra y (iii) la proximidad de los pardmetros AR y MA a
las fronteras de sus conjuntos admisibles. Por tanto, los resultados anteriores tan sélo deben considerarse
como una ilustracién de la carga computacional implicita en la estimacién de procesos ARMA
multivariantes, Dichos resultados pueden variar sensiblemente con tan sélo un cambio en los valores

tedricos de los pardmetros o en el tamaiio de las muestras consideradas.

Para concluir esta seccién, se han realizado con la versién exacta del procedimiento de Hillmer y
Tiao (1979), ofrecida por The S.C.A. Statistical System [vid. Liu y Hudak (1986)], los mismos ejercicios
de estimacién que en las secciones anteriores. Los resultados correspondientes a las 100 estimaciones de
cada uno de los 12 modelos derivados de [3.1.20]-{3.1.23] se resumen en las Tablas 3.3.2-3.3.13.



M1 l 11 l on l oh I o | %
Valor del pardmetro | 00s | o4 | 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.927 ‘ 0.384 | 1.007 | 0.992 I 1.961
Ervor estdndar estimado (0.044) (0.091) {0.200) (0.250) (0.431)

Tabla 3.3.2. Resultados de la estimacién con §.C.A. para un AR(1) bivariante diagonal (n=350; 100 repeticicones).

M2 I b1t | %12 I $21 | n l o I o I %
Valor del parimewo | 095 | —os | oss | —oes | 00 | 100 | 2.00
Valor medio estimado 0.943 ~0.942 0.839 -0.927 ‘ 0.992 | 0.986 ‘ 1.929
Error estindar estimado (0.048) (0.044) (0.040) (0.049) (0.203) ©.261) ©.432)

Tabla 3.3.3. Resultados de la estimaci6n con S.C.A. para un AR(2) bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).

M3 l 61, | 03, | o I oty | 7%
Valor del pargmetre | 030 | om0 | 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.306 0.704 I 1.005 ‘ 0.993 ‘ 1.957
Error estindar estimado ©0.123) (0.082) ©0.197) (0.250) (0.429)

Tabla 3.3.4. Resultados de la estimacién con 5.C.A. para un MA(1) bivariante diagonal (#=50; 100 repeticicones).
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M4 l 0y l f12 l 621 , 7 T oy I oz L o
Valor del pardmertro I Q.95 l —0.96 l 0.85 I ~0.95 ! 1.00 l 1.00 l 2.00
Valor medio estimado 0.946 —0.951 | 0.850 ~0.948 1.002 1.002 1.953
Error estindar estimado (0.066) (0.050) (0.063) (0.063) {0.200) (0.243) (0.432)
Tabla 3.3.5. Resultados de la estimacién con §.C.A. para un MA(2) bivariante diagonal (n=350; 100 repeticicones).
MS$5 l $11 | $1 I 1 i 0 i oh I o I %
Valor detparamere |} oo | o3 | om | o 1 e [ e | 20
Valor medio estimado 0.769 0172 0.579 0.186 l 0.995 0.995 1.936
Error estindar estimado (0.234) | (0.405) ©.27T7 (0.456) (0.201) (0257 {0.437)
Tabla 3.3.6. Resultados de 1a estimacién con S.C.A. para un ARMA(1,1) bivariante diagonal (n=50; 100 rcpeticicones).
M35 l $11 I L] | b1 l 0y l o1 i o1 | 0%
Valor det parimerro | 090 | —os0 | oa |  es | 1.00 | 10 | 20
Valor medio estimudo —0.877 —-0.771 0.414 0.515 0.997 0.989 | 1.942
Error estindar estimado (0.066) (0.073) (0.129) (0.107) (0.203) (0.255) (0.437)

Tabla 3.3.7. Reaultados de la estimacién con §.C.A. para un ARMA(1,1) bivaniante diagonal (n=50; 100 repeticicones}.
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M 15 l $11 ] $2 l 2 I P, I ol I o ' %
Valor del pardmetro | 0.20 I 0.40 | 0.90 l 0.40 | 1.00 | 1.00 I 2.00
Valor medio estimado 0.201 0.397 | 0.884 0.387 0.995 0.989 1.936
Error estindar estimado (0.117) (0.108) (0.057) (0.108) (0.204) (0.263) (0.446)
Tabla 3.3.8. Resultados de la estimacién con 5.C.A. para un AR(1) X AR(1), bivariante diagonal (n=50; 100 repeticicones).
M I8 I $11 l 2l I + I ®, l o l % I "%_2_
Valor det paramero | 090 | o040 | o020 | 0.95 | 10 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.881 0.383 0.190 0.945 | 0.993 I 0.996 1.961
Ervor estdndar estimado (0.044) (0.069) (0.088) (0.026) (0.166) (0.191) (0.358)
Tabla 3.3.9. Resultados de la estimacién con 5.C.4. para un AR(l) X AR(1},, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).
M 22 I 0y I 021 ' 0, l 0, l aky ' o} l o3
Valor del pardmetro | 0.60 I 0.80 | 0.70 | 0.90 l 1.00 | 1.00 | 2.00
Valor medio estimado 0.608 0.800 0.710 0.912 | 1.000 ‘ 1.016 1.940
Error estdndar estimado (0.119) (0.086) 0.123) (0.098) (0.201) (0.259) (0.430)

Tabla 3.3.10. Resultados de la estimacién con S.C.A. para un MA(1) X MA(1), bivariante diagonal {(n=50; 100 repeticicones).
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M2§ l 84 i 8 l 9, | 0, I U%I. I 5%2 I 0222

Valor del pardmetro L 0.90 ( 0.70 I 0.90 I 0.80 I 1.00 l 1.00 I 2.00
Valor medio estimado 0.920 0.715 0.901 0.829 0.962 0.958 1.853
Error estdndar estimado (0.053) {0.060) (0.104) {0.115) (021D 0.237) (0.445)

Tabla 3.3.11. Resultados de la estimacion con §.C.A. par un MA(1) X MA(1),, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).

M1l l ) I &y I 9, l 0, I it ‘ % I 0%
Valor det parimewro |  -090 | -0z | o4 | 0.50 l 1.00 { 1.00 | 2.00
Valor medio estimado --0.887 I —~0.786 ' 0.400 0.514 0.994 0.987 1.913
Error estdndar estimado (0.059) (0.082) (0.156) (0.132) (0.211) (0.264) (0.432)

Tabla 3.3.12. Resultados de la estimacion con 5. C.A. para un ARMA(1,1), bivariante diagonal (r=50; 100 repeticicones).

M 14 I %, I %, | 9, ‘ 9, | o I o2 L o
Valor del paramero | <090 | o080 | o4 | ose | Lo | 10 ] 200
Valor medio estimado ~0.905 ~0.813 | 0.399 l 0.495 | 0.945 | 0,540 1.840
Error esuindar estimado (0.035) (0.044) ©.104) (0.105) (0.275) (0.290) I (0.556)

Tabla 3.3.13. Resultados de la estimacién con S.C.A. para un ARMAC(L,1),, bivariante diagonal (n=100; 100 repeticicones).

c6
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Si bien, en conjunto, estas estimaciones no pueden considerarse significativamente distintas de las
obtenidas por MVE (0 MVA) con los algoritmos [MAXFV] y [FVE] (vid. Tablas 3.1.1-3.1.12), es
interesante sefialar lo siguiente: (i) con muy pocas excepciones, los errores estdndar de las estimaciones
obtenidas con S.C.A. son ligeramente mayores que los obtenidos por MVE, lo cual parece reflejar una
mayor eficiencia del algoritmo [MAXFYV], debida a Ia estimacién simultdnea de todos los pardmetros;
(ii) la estimacién proporcionada por §.C.A. del modelo sobreparametrizado de la Tabla 3.3.6, es
claramente inferior incluso a la obtenida por MVC (vid. Tabla 3.2.5); (iii) las estimaciones de la matriz
de covarianzas de los residuos en las Tablas 3.3.11 y 3.3.13 son ligeramente inferiores a las
correspondientes de las Tablas 3.1.10 y 3.1.12.

Esta dltima circunstancia se puede observar mds claramente en Ias estimaciones obtenidas con
S.C.A. de las representaciones bivariantes [3.1.24)-[3.1.25] y [3.1.26]-[3.1.27). Para el proceso MA(2)
[3.1.24]-[3.1.25] los resultados (medias y errores estdndar muestrales) de las 100 estimaciones con
S.C.A. son los siguientes:

[~1.0118 ~1.7974

(0.0938)  (0.0586)
9, = [3.3.1]

0.4975  0.9983
| (0.0862) (0.0599) |

(~0.8158 —1.4006 |

(0.1761)  (0.1208)
8, = 3.3.2]

0.4161  0.6947
| 0.1441)  (0.0963) |

[ 0.9256
(0.2680)
E[a,a]) = . (3.3.3]
0.9616 1.8765

(0.2912) (0.5558) |

Y para el proceso ARMA(1,1) (3.1.26]-{3.1.27]:
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AT
Elaa,] =

1.0985 0.5157
(0.0532) (0.0411)

~0.9759  0.3849
| 0.1042) (0.0731)

1.0026  1.0240

-0.7733 -1.2024

[ 0.9267
(0.2669)

0.9381 1.8325

(0.0898) (0.0856)

| 0.1187)  (0.0736) |

)

J

3

| 0.2873) (0.5476) |

(3.3.4]

[3.3.5]

{3.3.6]

El error relativo medio en la estimacién del proceso MA(2) es de un 2.4% (frente al 0.8%

correspondiente a las estimaciones por MVE), mientras que el cometido en la estimacién del proceso
ARMA(1,1) alcanza el 3.4% (frente al 2.0% en las estimaciones por MVE). En particular, el error

relativo medio en la estimacidn de las covarianzas de los residuos es de un 5.8% para el proceso MA(2)

y de un 7.3% para el proceso ARMA(1,1) (frente al 1.4% y al 2.3%, respectivamente, obtenidos por
MVE con los algoritmos [MAXFV] y {FVE]).

Por iiltimo, también se han estimado con §.C.A. las dos representaciones alternativas del modelo

[3.1.34] consideradas al final de los apartados 3.1.3 y 3.2.1. Los resultados obtenidos se resumen en la

Tabla 3.3.14.
~t
# én ¢13 LT b2 o LN b [ fy
Estimaciones Q.28 0.232 0.357 —0.55. «0.354 * 0.525 1.749 -0.753 —{.562
cona=1 | 000 | @89 | oo | oom (0.062) . ©M7 | 480 ©.138 (0.047)
Estimmaciones 0.026 0.267 0.313 —0.534 -0.401 1.003 0.543 1.465 -0.791 «(.482
onalbre | 000n | @osn | ooy | oom | o0s 0o | o | ©.47 ©.137 0.045)

Tabla 3.3.14, Estimaciones con §.C.A. del modelo [3.1.34] con y sin la restriceién a=1
{un * indica que el pardmetro correspondiente no se ha estimado).
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La estimacion de la matriz de covarianzas de los residuos, correspondiente al modelo estimado con

$.C.A. con a=1, es la siguiente:

0.60x1073
0.11x10™*  0.17x1073 [3.3.7]
—0.73x10™* -0.20x107%  0.32x107*

0.44x10™3  0.94x107* -0.40x107* 0.38x107° |

Ela,aN =

L

mientras que la correspondiente a la estimacién con S.C.A. que no impone =1 es:

0.60x1073
0.13x107%  0.20x107? [3.3.8]
~0.76x10™* -0.16x10"*  0.34x107*

0.46x1073  0.12x107° -0.42x107* 0.41x107* |

Ela,4]] =

Por tanto, estas estimaciones no difieren significativamente de las obtenidas por MVE, aunque puede
apreciarse un ligero aumento en las varianzas estimadas de los residuos respecto a las obtenidas con los
algoritmos [MAXFYV] y [FVE] (vid. [3.1.35]-[3.1.36]). También es interesante sefialar que el pardmetro
« estimado es mayor que la unidad, lo cual es imposible que ocurra cuando se estd maximizando la FVE
(vid. apartados 2.2.4, 2.3.2'y 3.2.2).

Las pequeiias diferencias entre los resultados obtenidos con los algoritmos [FVE] y [MAXFV] y
los obtenidos con The 8. C.A. Statistical System podrfan sugerir que, en la prictica, ambos procedimientos
son equivalentes. Sin embargo, no resulta diffcil encontrar ejemplos reales que rechazan claramente esta
posible equivalencia. Para ilustrar el mejor comportamiento de los algoritmos [FVE] y [MAXFV]
respecto a The S. C.A. Statistical System, se ha ajustado un modelo ARIMA(0,1,1) X(2,1,1),, univariante
a dos series econémicas mensuales (Consumo Aparente de Cemento e I.P.1. Energfa) de tamafio n =
107. Los resultados obtenidos con los dos procedimientos citados (que se presentan en las hojas resumen
I a 8) son claramente distintos cuando hay anomalfas importantes dentro de ias 24 (orden AR) primeras
observaciones de 1a muestra. Esto es debido a que dichas observaciones son tratadas por The S.C.A.
Statistical System como nimeros fijos para calcular una serie que se supone generada por la parte MA
del proceso (Vid. apartado 2.2.4). Mds importante ain es observar que estas Situaciones no pueden

detectarse utilizando The §.C.A. Statistical System, ya que los 24 primeros residuos no son calculados.
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ESTIMACION DE PROCESCS ARMA ESTACIONARIOS

Hoja resumen 1: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.

- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Bolet{n Estad{stico del Banco de Espafia.

- Efectos

extrafdos: [1] Semana Santa (—10.6%).

Estimacién con los algoritmos [FVE]}-[MAXFV] (107 observaciones efectivas):

0.50

0.00

~0.25

(1 — .561B'%2 + .166B*9)VV, log¥, = (1 — .713B)(1 — 1.0008'%)q,

(.106)  (.112)

83 a4 BS 8& 87 ]

(.060)

(.543)

Residuos: 7 = ~—.0007 (.006); 82 = 6.54%.

138 F 91 44 17 20 23 26 M 32 35 M

A.C.F. residuos [Q(39) = 38.4].

0.5¢
G.ESJ
) .00
-0.35

-0.50

138 e e 17 20 13 28 29 1 B A

P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 2: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.

- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletin Estadistico del Banco de Espafia.

- Efectos extrafdos: [1} Semana Santa (—10.6%).
Estimacién con S.C.A. (107 observaciones efectivas);
(1 — 06782 + 20482V, log¥, = (1 — .714B)(1 — .269B")a,

(.164) (.111) (.070) (.163)

83 B4 a5 86 a7 88 89 80 a1

2/83 1/85

Residuos: @ = .0076 (.0079); 82 = 7.41%.

LE-] &30

~0.285 B -0.25%

135 7 91 14 17 20 023 XN 29 1R M M 1 85 7 910 14 17 20 23 28 29 37 313

A.C.F. residuos [Q(39) = 44.3). P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 3: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.
- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletfn Estad{stico del Banco de Espafia.

- Efectos extraidos: [1]} Semana Santa (—10.6%).
{2] Impulsos en 2/83 (~13.0%), 3/84 (-9.3%) y 1/85 (~16.9%).

Estimacién con los algoritmos [FVE}-[MAXFV] (107 observaciones efectivas):

(1 — .662B'2 + ,356B*)VV,, logY, = (1 — .700B)(1 — 1.0008'%)q,
(100)  (.105) (063)  (1.188)

83 a4 85 86 87 88 ag 90 a1

Residuos: @ = —.0017 (.0054); & = 5.83%.

080 .50

—0.50 bbb "
5 87 91 14 17T 20 23 24 28 3 15 3E

135 7911 4 17 W 23 28 29 42 35 8

A.C.F. residuos [Q(39) = 47.7]. P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 4: CONSUMO APARENTE DE CEMENTO.
- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletin Estadistico del Banco de Espafa.
- Efectos extrafdos: [1] Semana Santa (—10.6%).
[2] Impulsos en 2/83 (—13.0%), 3/84 (—9.3%) y 1/85 (-16.9%).
Estimacién con S.C.A. (107 observaciones efectivas):
(1 — .563B'2 + .42682)VV,, log¥, = (1 — .802B)(1 — 1.192B'%)q,

(.100) (.106) (.069) (.084)

a3 a4 &5 86 37 &8 ag a0 a1

2783 1/85

Residuos: @ = .0008 (.006); &3 = 522%.

0.5 . e.sa

L LT

.00 v’-l.“i.‘-“—lrr_l(hll’r_‘_l.“'[_'u.‘_v a00 ".L_’.‘ALTIJ"AMW
—ggs{ T TTTTTTTITI IR oA s o o EUEIN R '"'""""": """"""""
-0.80 -6.40

TA 378N 47 20 023 26 20 11 35 3 T35S Y9! 17 20 23 2 29 R MM

A.C.F. residuos [Q(39) = 41.3]. P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 5: 1.P.1. ENERGIA (10.3% DEL INDICE GENERAL).
- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Bolet!n Estad{stico del Banco de Espaha.
- Efectos extrafdos: [1] Semana Santa (—3.7%).

{21 Impuiso en 2/9¢ (-9.3%).

Estimacién con los algoritmoes [FVE]-[MAXFV] (107 observaciones efectivas):

(1 + 046B'2 + 227B*vV,, log¥, = (1 — .537B)(1 — .749B'%)q,

(.140) (.121) (.156) (.152)
4 1 : :
83 B4 as 8s 87 a8 5 CE] ED a1
o o1/8s
- J I T

U
(AL

N L e ) i)
—4 .
Residuos: @ = —.0016 (.0027); &2 = 2.93%.
0.50 : . .50 :
UZB’_ ________________________________________ [Xl ""“““""E""’““'"'" ________________
. 2TY Rk _gasf o TTT oo T T T s s s a Tt
*0!0'3379" |ll720232510);_‘;:!l u.ml!s'lil!‘ll1’202!‘1!29!!,“3!

A.C.F. residuos [Q(39) = 45.8]. P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 6: L.P.I. ENERGIA (10.3% DEL INDICE GENERAL).
- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletfn Estadistico del Banco de Espana.
- Efectos extrafdos: [1} Semana Santa (—3.7%).

[2] Impuiso en 2/90 (—9.3%).

Estimaci6én con S.C.A. (107 observaciones efectivas):

(1 + .1108'2 + 23082)VV,, log¥, = (1 ~ .626B)(1 — 1.087B'%)q,

(.099) (.098) (.092) (.078)
4 5 .

as a4 85 86 87 88 a9 80 91
D

2/83 1/85

Residuos: @ = —.0001 (.0024); 2 = 2.40%.

B -0.80 n
135 791 1417 10 23 26 % & ¥ 38 t 35 7T e 94 97 Z0 23 28 2% 32 13 3p

A.C.F. residuos [Q(39) = 44.4]. ' P.A.C.F. residuos.
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Hoja resumen 7: L.P.I. ENERGIA (10.3% DEL INDICE GENERAL).

- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletin Estadistico del Banco de Espafia.

- Efectos extrafdos: [1] Semana Santa (—3.7%).
[2] Impulsos en 1/85 (7.7%) y 2/90 (—9.3%).

Estimacion con los algoritmos [FVE]-[MAXFV] (107 observaciones efectivas):

(1 + .121B2 + 334B2VV , log¥, = (1 — .392B)(1 — .640B'2)a,
(.140)  (.119) (151)  (.143)

83 B84 85 86 87 &8 B9 80 a1

U

~0.50 ol .
$3NTRN A 17 OB M 2 WM 135 TaM 4 17 zo 23 M 29 32 3% 3B

A.C.F. residuos [Q(39) = 44.2]. P.A.C.F. residuos.



3.2. ANALISIS COMPARATIVO DE DISTINTOS PROCEDIMIENTOS DE ESTIMACION 103

Hoja resumen 8: L.P.I. ENERGIA (10.3% DEL INDICE GENERAL).
- Muestra 1/82 - 12/91 (10 afios = 120 observaciones). Fuente: Boletin Estadfstico del Banco de Espafia.
- Efectos extrafdos: [1] Semana Santa (—3.7%).

[2] Impulsos en 1/85 (7.7%) y 2/90 (-9.3%).

Estimacion con S.C.A. (107 observaciones efectivas):

(1 + .175B" + 314B%VV,, logY, = (1 — .492B)(1 — .703B'd)q,

(.108) (.103) {.103) (.050)
* -| 83 a4 85 as ar a8 88 90 . 91
2 R

1 oty
min

2/83 1/B5

Residuos: Z = .0005 (.0028); 82 = 2.66%.

050 : 2.50
R e I
R R ECET R
-0.50 . -0.50

1A T RN 407 20 23 28 B9 52 MM 1337 991 14 17 20 25 28 29 3 38 38

A.C.F. residuos [Q(39) = 35.5]. P.A.C.F. residuos.
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Una comparacion entre las hojas resumen 1 y 2, es suficiente para poner claramente de manifiesto
lo inadecuado del procedimiento de estimacidn empleado por The S.C.A. Statistical System cuando la
muestra considerada contiene valores anémalos dentro de las p primeras observaciones. La diferencia mds
interesante entre ambas hojas se encuentra en las estimaciones del pardmetro MA estacional, que resulta
no invertible cuando el mbdelo es estimado con los algoritmos [MAXFV] y [FVE], mientras que es
claramente distinto de 1 (incluso prdcticamente no significativo) cuando el modelo es estimado con The
S.C.A. Stratistical System. También es interesante sefialar que el posible cardcter influyente de las
observaciones 2/83, 3/84 y 1/85 no podrfa detectarse mediante la inspeccién del gréfico de residuos de
la hoja resumen 2, ya que los residuos correspondientes al perfodo 2/83-1/85 (24 observaciones) no son
calculados por The S.C. A, Staristical System. Por viltimo, es posible sefialar que el funcionamiento de los
algoritmos [MAXFYV] y [FVE] sf puede considerarse adecuado en este tipo de situaciones, ya que las
estimaciones resumidas en las hojas 3 y 4 (con las observaciones 2/83, 3/84 y 1/85 corregidas) no
difieren sensiblemente de las presentadas en la hoja 1; concretamente, en los tres casos el pardmetro MA
estacional resulta no invertible (esta situacién podrfa sugerir que la estacionalidad de la serie no puede
captarse adecuadamente mediante la modelizacién utilizada, pero este es un tema que cae fuera del 4mbito

del presente trabajo).

Una situacidn simitar es la que se presenta en las hojas resumen 5-8. En este caso, el pardmetro
MA estacional si es claramente invertible (como se muestra en las hojas 5, 7 y 8), aunque cuando el
modelo es estimado con The S.C.A. Stratistical System sin corregir el dato 1/85 (cuyo residuo no aparece
en el grdfico de la hoja 6), diche pardmetro resulta no invertible. En definitiva, las estimaciones
generadas por el procedimiento de Hillmer y Tiao (1979) pueden resultar inadecuadas en ciertos casos,
casos en los que, por otro lado, los algoritmos [MAXFV] y [FVE] s{ funcionan correctamente.

Para concluir este capitulo, puede sefialarse que, debido a la coincidencia en los valores numéricos
de la FVE evaluada con ios algoritmos de Shea (1984, 1987, 1989) y [FVE] (vid. Seccién 2.4), no cabe
esperar diferencias apreciables entre las estimaciones por MVE obtenidas con el algoritmo [MAXFV] y
con la subrutina G13DCF de la librerfa N.A.G. (1987), basada en Shea (1987). En concreto, si el
algoritmo de optimizacién empleado en ambos procedimientos fuese el mismo (vid. Shea (1984), pp. 99-
100), los resultados deberfan ser muy similares. No obétante, el algoritmo [FVE] presenta una serie de
ventajas précticas (vid. secciones 2.3 y 2.4) que sugieren su utilizacién en 1a mayorfa de las situaciones

que ocurren en la prdctica econométrica habitual.



CAPITULO 4

Conclusiones

La estimacién eficiente de un modelo ARMA constituye una fase critica dentro del proceso iterativo
de modelizacién de series temporales, ya que de sus resultados (incluyendo los instrumentos que
proporciona para la fase de diagnosis) dependen en gran medida las decisiones que se toman sobre la

posible reformulacién del modelo considerado.

En situaciones bien condicionadas, caracterizadas por muestras largas, modelos claramente
estacionarios e invertibles y ausencia de anomaifas importantes, no suele ser necesario recurrir a ia
estimacién por MVE para obtener resultados satisfactorios. En dichas situaciones, otros métodos de
estimacién mds sencillos, computacionalmente mds eficientes y con las mismas propiedades asintdticas
(MVC, MSC con retrovision o MSC condicional) pueden proporcionar resultados que no difieren

significativamente de los obtenidos por MVE.

No cbstante, en la prdctica, no es dificil encontrar situaciones en las que los resultados obtenidos
con un método difieren sustancialmente de los obtenidos con otro. En concreto, en situaciones
caracterizadas por muestras cortas, modelos cercanos a la no invertibilidad o a la no estacionariedad o
por la presencia de anomalfas importantes en la muestra, es muy recomendable utilizar el criterio de
estimacién por MVE. De lo contrario, los resultados obtenidos pueden conducir a conclusiones erréneas
sobre lo adecuado o la posible reformulacién de un modelo. Por supuesto, la estimacién por MVE
también funciona correctamente en situaciones bien condicionadas, por lo que su empleo deberfa

considerarse mds como una norma que como una posible alternativa.

Teniendo en cuenta este tipo de conclusiones (que no son nuevas), en este trabajo se ha disefiado
un nuevo procedimiento para 1a estimacion por MVE de procesos ARMA multivariantes estocdsticos. Las
principales aportaciones respecto a la literatura existente sobre 12 materia, pueden resumirse en los

siguientes puntos:

1] Se hadiferenciado claramente entre evaluacidn (Capftulo 2) y maximizacién (Capftulo 3) de la FVE.

Esta distincién ha permitido estudiar soluciones detalladas a ambos problemas, en lugar de proponer

105
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la aplicacién rutinaria de un algoritmo estdndar de optimizacién numérica a una formulacion mds
0 menos adecuada de la FVE.

{2] Se han integrado las soluciones propuestas a ambos problemas en un algoritmo completo de
estimacién por MVE, cuyo funcionamiento en la préctica ha sido contrastado (Capitulo 3) mediante
un amplio conjunto de estimaciones en situaciones con diferentes estructuras de condicionamiento,

tanto simuladas como reales,

[3] Dado que la utilidad de un trabajo de estas caracteristicas debe contrastarse, sobre todo, en la
préctica, se ha prestado especial atencién a facilitar la utilizacién efectiva de los algoritmos
propuestos, de manera que, junto con un andlisis tedrico riguroso, se han descrito (Apéndices A.2

y A.3) todos los detalles necesarios para su codificacién en algtin lenguaje de programacién.

Ademds de estas aportaciones de cardcter general, respecto al nuevo algoritmo propuesto para

evaluar la FVE (algoritmo [FVE]) pueden destacarse las siguientes:

[1] Se han explotado al mdximo las posibilidades ofrecidas y no exploradas en los trabajos mds

relevantes sobre el tema.

[2] A consecuencia de lo anterior, se han reunido, en un sélo algoritmo, todas las ventajas que se
encuentran por separado en los procedimientos disponibles en la actualidad, a la vez que se han

evitado sus posibles inconvenientes.

En concreto, el algoritmo [FVE] (Capftulo 2) evalida la funcién de verosimilitud de forma analttica-
mente exacta [algo no contemplado, por ejemplo, en Hillmer y Tiao (1979)] y permite realizar una
evaluacidn gproximada, que es numéricamente precisa y considerablemente mds rdpida que la evaluacién
exacta [propiedad compartida con el algoritmo de Shea (1989)]. Por otro lado, el algoritmo [FVE]
permite detectar como subproducto de ciertos cdiculos situaciones de no estacionariedad [imposibles de
identificar con el algoritmo de Hillmer y Tiao (1979)] y de no invertibilidad {imposibles de identificar
con el algoritmo de Shea (1989)]. Por «ltimo, ¢l algoritmo {FVE] proporciona los residuos analtticamente
exactos correspondientes a la especificacién considerada [no calculables directamente con los algoritmos
de Hillmer y Tiao (1979) y de Shea (1989)] y resulta superior, en términos de eficiencia computacional,
a los algoritmos de Hall y Nicholls (1979) y a la extensién multivariante de Ljung y Box (1979), ala vez

que puede competir en estos términos (y resultar superior en muchos casos) con el algoritmo de Shea (1989).
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Con el fin de aprovechar las ventajas ofrecidas por el algoritmo [FVE], se ha disefiado un
procedimiento de maximizacién de la FVE (algoritmo {MAXFV]), basado en uno de los métodos de
optimizacion numérica mds eficientes disponibles en la actualidad (un método cuasi-Newton, basado en
la versién factorizada de la actualizacién BFGS, que utiliza primeras derivadas evaluadas mediante
diferencias finitas). La simple descripcidn de los detalles para acoplar dicho método a las peculiaridades
de la funcién objetivo (derivada a partir de la FVE), constituye una interesante aportacion desde el punto
de vista préctico, ya que esta cuestién ha sido pasada por alto sistemdticamente en los trabajos existentes
sobre estimacion de modeios ARMA [por ejemplo, en Hillmer y Tiao (1979) y Halil y Nicholls (1980)].

El resultado de la combinacién de los algoritmos [FVE] y [MAXFV] es un procedimiento de
estimacién computacionalmente eficiente que, ademds de proporcionar estimaciones adecuadas y los
medios necesarios para llevar a cabo la diagnosis del modelo estimado, permite demostrar c6mo algunos
procedimientos, teGricamente vélidos, pueden fallar en la préctica (como se ilustra, respecto al algoritmo
de Hillmer y Tiao (1979), en los iltimos ejemplos del Capftulo 3).

Aparte de algunas extensiones inmediatas {como la incorporacién del algoritmo de Kohn y Ansley
(1982) para el cdlculo de las autocovarianzas teéricas), a lo largo del proceso de elaboracién de este
trabajo, han surgido varias cuestiones cuya solucién se puede ver facilitada por los algoritmos desarrolla-

dos en los Capitulos 2 y 3. En concreto, creemos que serfa interesante investigar los siguientes temas:

{1] La estimacién simultinea de un modelo ARMA junto con los componentes deterministas asociados

a un vector de series temporales.

[2] La estimacién simultdnea de la estructura ARMA junto con la matriz de coeficientes de

cointegracién, en modelos multivariantes con series no estacionarias cointegradas.

[3] La estimacién de representaciones alternativas a la estacionalidad estoc4stica muitiplicativa, un
ejemplo de cuya posible presencia se encuentra al final del Capitulo 3,

[4] El disefio de nuevos instrumentos de diagnosis de la estimécidn, basados en el andlisis y en la

integracién numérica de curvas semejantes a las presentadas en el Capftulo 3.

El andlisis de estos temas, sobre la base de los resultados obtenidos en este trabajo, puede resultar

muy (til a la hora de mejorar las técnicas disponibles para 1a modelizacién de series temporales.
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APENDICE A.1

Resultados de algebra matricial

En este apéndice se presentan los instrumentos de dlgebra matricial utilizados en los Capftulos 2
y 3 y en el Apéndice A.4. A continuacion de cada resultado se cita una referencia donde puede
encontrarse su demostracidn, aunque en general, dicha demostracién también puede encontrarse, en -
diferentes versiones, en muchos de los manuales de Econometrfa mds conocidos. Tan sdlo en dos casos
se presenta 1a demostracién a continuacién del enunciado, ya que tales resultados no figuran en ninguna

de las referencias consultadas.

[A.1.1] Sean 4 y B dos matrices de orden (mxn) y (pXq), respectivamente. El producto de Kronecker

de las dos matrices se denota por AQ B y se define como la siguiente matriz de orden (mp X ng):

(@B apB - a,B ]

B ayB -
aop = |2 @B

mn

LamlB a,B - a,,B
(vid. Dhrymes (1984), pp. 449-52).

[A.1.2] Sea A una matriz (mxn). Se representa por vec(A) al vector columna de mn elementos formado
por las n columnas de A dispuestas una debajo de ia otra. Es decir, si denotamos la i-ésima columna de

A por g; (i = 1,2,...,n), entonces vec(A) = [a{, a{, vy af;]T (vid. Dhrymes (1984), pp. 508-13).

[A.1.3] Sean A y B dos matrices de orden (mxn) y (nxq), respectivamente. Entonces, puede
demostrarse que vec(AB) = (BT®Im)vec(A) = (Iq®A)vec(B) (vid. Dhrymes (1984), pp. 509).

{A.1.4] Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces existe una matriz (n° xn?) de permutacién P

tal que Pvec(A) = vec(AT) (vid. Nicholls y Hall (1979), pp. 260). En concreto, todos los elementos de

la matriz P son cero, excepto Py, 41y4i-1ys = 1 (6= 1,2,...m k= 0,1,..,n=1).
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[A.1.5) Sean A, Py Q matrices de orden (nXn), (pXp) y (nXp), respectivamente, con A no singular.
Entonces (A+QPQN ! = A~ —A~1Q[P~ 1+ QTA~1Q} ' QTA !, siempre que (P~ +QTA~!(Q) seano
singular (vid. Maddala, pp. 445-47).

[A.1.6] Sea A una matriz cuadrada no singular, cuyos elementos son funciones de un escalar o,

Entonces:

CIL) |A| Xtraza A-194
oo oo

(vid. Dhrymes (1984), pp. 523-5).

[A.1.7] Sea A una matriz cuadrada no singular, cuyos elementos son funciones de un escalar «o.

Etitonces:

94! 104 , -1
—_— = A
dor do

(vid. Dhrymes (1984), pp. 529-30).

[A.1.8] Sea Q@ una matriz simétrica y definida positiva tal que 0! = RTR y cuyos elementos son

funciones de un escalar «. Entonces:

oR

1 53Q -1
e = ~_ R X
do 2 BaQ

Demostracién. En primer lugar, teniendo en cuenta {A.1.7] y que @~! = R'R:

Q' _ _-10Q -1
do ¢ EQ

- 1 -10Q -1 _ 1 ,-19Q H-1
39 3¢ 3¢ 3¢

7% 5 FRRZ20

Y en segundo lugar:

T T
3R'R) _ OR 5 , pTIR
da oo do

Como Q! = RTR, estas dos expresiones deben coincidir, por lo que:
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T
—1g-19Qp7g _ 1g7r%8o-1 - R p , griR
2 da do

2

de donde se deduce inmediatamente el resultado propuesto (1.

dot

[A.1.9] Sea M una matriz simétrica y definida positiva tal que M = LLT y cuyos elementos son

funciones de un escalar «. Entonces:

-1
oL _ _1, 0M

adend L
do 2 do

Demostracién. Si definimos W1 = M = LLT, teniendo en cuenta [A.1.71:

W -1 aW
do dor
1

_ oW -1 I g1 0W (et
= ——wilw!l - _wllw
2 do 2 do

1 1

= —_W‘l%‘_"LLT ~ -Z.LLT.:_‘.VW’I
[

2 o
Por otro lado:
UL _ oL, T aLT
= L'+ L__.
da da do

Como Wi = LL7 estas dos expresiones deben coincidir, por lo que:

1 10W T 1,,7dW 1 oL , 1
w1 3Wpyr 1y rdWgr 3L,
2 da 2 da da

de donde;

3L _ 1,1 0W
- 3" wt

que, teniendo en cuenta que W—! = M, es el resultado propuesto [].

aLT
+ L2
do
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Codificacién del algoritmo [FVE]

introduccién

En este apéndice y en el siguiente se presentan, en forma de pseudocédigo, los algoritmos [FVE]
y [MAXFY] desarroliados en los Capftulos 2 y 3. El objetivo fundamental consiste en proporcionar una
descripcion lo suficientemente detallada de estos algoritmos como para que su codificacién en algiin
lenguaje de alto nivel (Pascal, FORTRAN o C) resulte razonablemente sencilla. Con ello, se pretende
ofrecer todo lo necesario para disponer en la prdctica de un método de estimacién preciso y
computacionalmente eficiente, que puede utilizarse por sf s6lo o, mejor awin, en combinacién con otras

herramientas propias del andlisis de series temporales multivariantes (vid. Capftulo 4).

Dado su cardcter, Ia lectura de estos apéndices puede resultar incémoda (incluso ininteligible) para
quienes no estén familiarizados con la programacion de ordenadores. No obstante, se ha considerado
fundamental su inclusién en este trabajo, ya que la exposicién de los algoritmos [FVE] y [MAXFV] en

un formato similar y ficilmente convertible a un lenguaje de programacién de alto nivel, permite:

[1] Proporcionar un grado de detalle en la descripcion de los algoritmos imposible de alcanzar sélo con
texto y férmulas. De hecho, muchos de los aspectos prdcticos simplemente apuntados en los
Capftulos 2 y 3, se desarrollan completamente en estos apéndices, permitiendo asf una mayor

comprensién del funcionamiento de los algoritmos en la préctica.

[2] Mostrar que los algoritmos propuestos en el texto pueden ponerse a funcionar en la préctica sin
grandes dificultades. De esta forma, se pretende subrayar la importancia de disponer de técnicas

que, basadas en argumentos teSricos rigurosos, sean utiles y eficaces en la préctica habitual.

[31 Proporcionar, en fin, todos los medios necesarios (junto con el Apéndice A.S) para contrastar la
validez de los resultados empiricos presentados en los Capftulos 2 y 3, asf como para comparar
dichos resultados (o cualesquiera otros relativos a distintas especificaciones) con los obtenidos

mediante otras técnicas maximoverosimiles o incluso mediante otros criterios de estimacién.
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El pseudocddigo se ha elaborado a partir del cédigo fuente en Pascal, siguiendo las pautas descritas
en Dennis y Schnabel (1983), pp. 262-71, que no se transcriben aquf. No obstante, como complemento
a dichas pautas, se describen a -continuacién las reglas que se han seguido en estos apéndices para
almacenar ciertas cantidades que entran en juego en los algoritmos {FVE] y [MAXFV], asf como las

alternativas mds relevantes a dichas reglas.

El almacenamiento de los elementos de un vector (nx 1) vEE" y de una matriz (nxn) MEE"*",
se ha llevado a cabo asignando, respectivamente, €l i~ésimo elemento de v a vecli] (( = 1,2,...,n) y el
elemento (i j)-ésimo de M a MATIi f], donde vec y MAT son dos variables de tipo "array” definidas de
acuerdo con el lenguaje de programacién empleado (p.e. "vec: ARRAY{l..n] OF real” en Pascal o
"double MAT{njfn]" en C). Para almacenar los elementos de una secuencia de matrices MkEE“x" k =
1,2,...,0), se ha asignado el elemento ()-ésimo de M, a MATR)[ij] &k = 1,2,....0; ij = 1,2,...,n).
Aunque esta es la forma mds intuitiva de almacenar los elementos de M, EE**" (k = 1,2,...,]), su
instrumentacidn tan s6lo es inmediata en Pascal (p.e. "TYPE matnn: ARRAY(1..n, 1..n] OF real; VAR
MAT: ARRAY/1..1) OF matnn”). En FORTRAN y C, resulta conveniente asignar el elemento (i,j)-ésimo
de M, a MATYi, j+(k-Dn) (k = 1,2,...,1; ij = 1,2,...,n), donde MAT es ahora una variable de tipo
"array” (p.e. definida en C como "double MAT{n]{In]"). Esta ha sido, de hecho, la regla seguida para
almacenar los elementos de una secuencia de vectores v, €E" (k = 1,2,....)), de forma que se ha
asignado el elemento i-ésimo de v, a vecfi+(k—1)n] (k = 1,2,....5; i = 1,2,...,n), donde vec es una
variable de tipo “array” (p.e. "vec: ARRAY[I..In] OF real” en Pascal o "double vecfin]" en C). Por
dltimo, el problema de almacenar los elementos de una secuencia de matrices M, €E**" (k = 0,1,...,),
s¢ ha resuelto asignando el elemento (ij)-6ésimo de M, a MATK)[i,/] en algin caso y a
vec[kn2+(i ~1)n+j] en otros (k¢ = 0,1,...,5; ij = 1,2,...,n), contempldndose asf tanto las facilidades
ofrecidas por Pascal como los condicionantes de FORTRAN y C (vid. algoritmo CGAMMA).

Los algoritmos que se describen en este apéndice estdn englobados en tres categorfas: algoritmo
principal (FVE), algoritmos intermedios (CGAMMA, CXI y CRES) y algoritmos guxiliares LUDCMP,
LUSOL, CHOLDCMP, CHOLBACK y CHOLFOR). El algoritmo principal tiene el propdsito de
evaluar la FVE (o 1a FVA) del modelo especificado. Los cdlculos de las matrices de covarianzas tedricas,
de la secuencia de matrices [2.1.24] y del vector de residuos (opcional) se llevan a cabo en los algoritmos
intermedios. Finalmente, tanto el algoritmo principal como los intermedios hacen uso de los algoritmos
auxiliares, que contienen procedimientos de cdlculo matricial estdndar (excepto el algoritmo
CHOLDCMP), utilizados también por el algoritmo MAXFVCN (vid. Apéndice A.3). Por tanto, para

incorporar todas estas rutinas en un sistema de andlisis multivariante mds amplio (vid. Apéndice A.3),
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tan sélo se requiere una llamada al algoritmo principal. La Figura A.3.1 muestra las dependencias y
llamadas entre el algoritmo FVE (principal) y los algoritmos intermedios y auxiliares,

CHOLDOWP j

CHOLFOR |

LUDCMP

CHOLBACK

LUSOL _‘j

CCAMMA

opcional

FVE

{algaritma principal)

Fig. A.3.1: Diggrama de dependenciaa del algoritmo FVE.

Con el fin de centrar la atencién sobre los métodos propios de la evaluacion de la FVE de modelos
ARMA multivariantes, en el apartado Deseripcién de algunos algoritmos auxiliares puede encontrarse,
en lugar de una descripcién del algoritmo, una referencia donde dicha descripcin se encuentra con todo
detalle (también para evitar en lo posible la transcripcion literal de ciertas fuentes). Por dltimo, puede
sefialarse que, en general, se ha intentado que el pseudocddigo resulte lo mds eficiente posible en
términos de necesidades de almacenamiento. No obstante, cuando se ha considerado algin artificio para
ahorrar memoria demasiado complicado u oscuro, se ha sacrificado eficiencia por claridad (naturalmente,
esta no ha sido ia regla a la hora de escribir el c6digo fuente). Salvo por estas excepciones, la redaccién
det pseudocédigo se ha efectuado directamente sobre el cédigo fuente en Pascal, por lo que esperamos

que la posibilidad de encontrar algiin error en el mismo haya quedado reducida al mfnimo.

Algoritmo LUDCMP

Propésito.- Descomposicién de una matriz cuadrada M' = LU. M’ estd formada mediante permutaciones

de las filas de la matriz M (que puede ser una matriz a invertir 0 la matriz de un sistema de

ecuaciones a resolver), L es triangular inferior con unos en la diagonal principal y U es triangular
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superior (vid. Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1989), cap. 2).

Llamada.- LUDCMP(MAT, n, indx, dempok).

Pardmetros de entrada.- n€Z: dimensién de la matriz a descomponer.

Pardmetros de entrada-salida.- MATEE"*": a la entrada, el elemento (i,/)-ésimo de M (la matriz
original, no la permutada) se almacena en MAZlij] (ij = 1,2,...,n); ala salida, MAT(i,j] (i =
2.3,...m; j = 1,2,...,i—1; tridngulo inferior de MAT) contiene el elemento (i,/)-ésimo de L y
MANij] (i = 1,2,...,n; j = i,i+1,...,n; diagonal principal y tridngulo superior de MAT) contiene
el elemento (i,/)-ésimo de U (la descomposicidn de la matriz permutada M").

Pardmetros de salida.- [1] indv€Z” vector de mimeros enteros que registra las permutaciones
efectnadas sobre la matriz original. [2] dempok€ {TRUE, FALSE}: cuando la matriz M es
singular, el algoritmo devuelve dempok = FALSE, en caso contrario, devuelve dempok = TRUE.

Almacenamiento intermedio.- Un vector auxiliar vimp € E".

Otras consideraciones.- Este algoritmo se utiliza junto con LUSOL para resolver el sistema de
ecuaciones lineales [2.2.12].

- Descripcién.- El funcionamiento y la descripcion detallada de este algoritmo pueden encontrarse en

Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1989), pp. 39-47.

Algoritmo:

(* Asignacién de valores iniciales *)
1: dempok < TRUE.
(* Cdlculo de la mayor componente en cada fila *)
2: FORi = 1 TO n DO
2.1: mfil « max, ;< (| MATL).
2.2: IF (mfil = 0.0) THEN
(* Matriz singular = fin anormal algoritmo LUDCMP *)
2.2.1: dempok < FALSE.
2,2.2: RETURN.
2.3: vimplil « 1.0/ mfil.
(* Bucle principal: algoritmo de Crout con pivoteo parcial *)
3: FOR; = 1TOn DO
JJ1: FORi=1TOj-1DO
MATLi j] « MATij]1 — LLs} MATLLK] X MAT(k ).
3.2: mfil « 0.0.
33: FORi = TOn DO
3.3.1: MATij] « MATTif] — E{;{ MATL K] X MATTk,f).
3.3.2: imp « vimpli] x |MATij1|.
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3.3.3: IF (tmp = mfil) THEN
3.3.3.1: mfil « tmp.
3.3.3.2: imax « i
(* END FOR 3.3 %)
3.4: IF (j # imax} THEN
3.4.1: FORk = 1 TO n DO
3.4.1.1: tmp «~ MAT]imax, K. _
3.4.1.2: MATimax,k) — MATj k).
3.4.1.3: MAT[j k] « tmp.
3.4.2: vimplimax) « vimp[j].
(*ENDIF 3.4 %)
3.5: indx{j] + imax.
3.6: IF (MATj 4] = 0.0) THEN
MATYj j] « 1.0720,
A7 IF (j + n) THEN
3.7.1: mmp « 1.0 / MATYj j1.
3.7.2: FOR i = j+1 TO n DO
MATIi j] ~ MAT(i j] X mmp.
(* END IF 3.7 %)
(* END FOR 3 *)
4: RETURN. (* Fin normal algoritmo LUDCMP *)

Algoritmo LUSOL

Propésito.- Solucién del sistema de n ecuaciones lineales Mx = b, haciendo uso de la descomposicion
de la matriz M calculada por el algoritmo LUDCMP.

Llamada.- LUSOL(MAT, n, indx, rhsol).

Pardmetros de entrada.- [1] MATE E"*"™ descomposicion de [a matriz M del sistema, segiin es devuelta
por el algoritmo LUDCMP. [2] n€Z: dimensidn del sistema (n° de ecuaciones). {3] indx€Z™:
vector de nimeros enteros devuelto por el algoritmo LUDCMP.

Pardmetros de entrada-salida.- rhsol € E™ a la entrada, el elemento i-ésimo de b (el lado derecho del
sistema) se almacena en rhsol[i] (i = 1,2,...,n); a la salida, rhsol[i] (i = 2,3,...,n) contiene el
elemento i-ésimo de x (la solucidn del sistema).

Otras consideraciones.- Este algoritmo se utiliza junto con LUDCMP para resolver el sistema de
ecuaciones lineales [2.2,12] (vid. algoritmo CGAMMA).

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcion detatlada de este algoritmo pueden encontrarse en
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Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1989), pp. 39-47.

Algoritmo:

1: k<0,
(* "Forward substitution" *)
2: FORi=1TOn DO
2.1: ix « indx[i].
2.2: tmp « rhsolfix].
2.3: rhsollix] « rhsol[i].
2.4T: IF (k + 0) THEN
tmp « tmp — Z};L MATij] X rhsol[f].
2.4E: ELSE IF (rmp + 0.0) THEN
ki
2.5: rhsol[il « tmp.
(* END FOR 2 %)
(* "Backsubstitution” *)
3: FOR | = n DOWNTO 1 DO
3.1: tmp « rhsolli] ~ }:?=i+l MATILi f] % rhsol[j).
3.2; rhsolli] « tmp | MATi .
4: RETURN. (* Fin normal algoritmo LUSOL *)

Algoritmo CHOLDCMP

Propdsito.- [1] Encontrar la descomposicién LLT (Cholesky) de una matriz M simétrica y definida
positiva, perturbada segin el algoritmo de Gill, Murray y Wright (1981) cuando se detecta que
dicha matriz no es definida positiva por errores de redondeo. {2] Cdlculo del determinante de M.

Llamada.- CHOLDCMP(MAT, n, d1, 42, dpok, epsmaq).

Pardmetros de entrada.- [1] n€Z: dimensién de la matriz a descomponer. [2] epsmag€E: épsilon
mdquina (vid. algoritmo CEPSMQ en el Apéndice A.3).

Parimetros de entrada-salida.- MATE E"*"; a la entrada, MAT[ij] contiene ¢l elemento (i ,f)-ésimo de
M (tan sélo es necesario el tridngulo superior y la diagonal principal); a la salida, MAT][i,f] contiene
el elemento (ij)-ésimode L (i = 1,2,...,n; j = 1,2,...,i; nétese que L es triangular inferior).

Pardmetros de salida.- [1] di €E: factor a en la expresidn del determinante |M| = a2t 21 2€Z:
factor b en la expresion del determinante |M| = a2®. [3} dpok€ {TRUE, FALSE}: el algoritmo
devuelve dpok = FALSE cuando M no es definida positiva y dpok = TRUE cuando sf lo es.
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Descripceién (vid. Dennis y Schnabel (1983), pp. 318-9).- El algoritmo intenta obtener 1a descomposicion
de Cholesky estdndar de M, a la vez que va actualizando los factores a y b para el cdlculo de su
determinante. No obstante, cuando se detecta que M no es definida positiva debido a errores
numéricos, se perturban los elementos de su diagonal principal 10 justo para garantizar su buen
condicionamiento; si el cardcter no definido positivo no es debido a errores numéricos, el algoritmo

se interrumpe devolviendo dpok = FALSE.

Algoritmo:

{* Asignacién de valores iniciales *)
1: dpok « TRUE.
2: d1 < 1.0.
3:d2«0.
4: minl « 0.0,
5: maxoffl + \[max, ¢, <,(| MATIL,i1]) .
6: minl2 « (epsmag)” x maxoffl.
7: maxadd < 0.0.
(* Bucle principal: cdlculo de la j-ésima columna de L *)
8: FOR/=1TO n DO
8.1: MATY j] « MATjy] — TiZ] (MATY,iD%
8.2: IF (MAT[jj] + |MAT(jjl1|) AND (|MATLj]| > mini2) THEN
(* Matriz M no definida positiva = fin anormal algoritmo CHOLDCMP *)
8.2.1: dpok « FALSE.
8.2.2: RETURN.
8.3: minljf « 0.0.
8.4: FOR i = j+1TO n DO
8.4.1: MATLi j] « MATV, i1 — T{z] MATIi k] X MATY A).
8.4.2: minljj « max{(|MAT{i j1], minlj).
8.5: minlij « max{minljj / maxoffl, mini).
8.6: IF (MATLj j1 > mindif?)
8.6T: THEN (* Descomposicién de Cholesky estdndar *)
MATY j] < (MATG D™
8.6E: ELSE (* Perturbacién de la diagonal principal *)
8.6E.%; IF (minljj < minl2) THEN
minljj «— minl2.
8.6E.2: maxadd « max(maxadd, minlj? — MATj j)).
8.6E.3: MAT[j,f] « minljj.
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(* Actualizacién de los factores para el cdlculo de [ M| *)
8.7: d1 « d1 x (MAT]j j])*
8.8: WHILE (|d1| = 1.0) DO
8.8.1: d1 < d1 x 0.0625.
8.8.2: 2« d2 + 4.
8.9: WHILE (Jd1] < 0.0625) DO
8.9.1: 41 « d1 x 16.0.
892: 2 d2 — 4
8.10: FOR i = j+1 TO N DO
MATi j] « MAT(ij] / MAT /1.
(* END FOR 8 %)
9: RETURN. (* Fin normal algoritmo CHOLDCMP *)

Algoritmo CHOLFOR

Propésito.- Solucion del sistema de » ecuaciones lineales Lx = b, con L triangular inferior.

Liamada.- CHOLFOR(MATL, n, rhsol).

Parimetros de entrada.- [1] n€Z: dimensi6n del sistema (n° de ecuaciones). [2] MATLEE"*": el
elemento (i,))-ésimo de L se almacena en MATL[ij] (i = 1,2,....n; j = 1,2,...,).

Pardmetros de entrada-salida.- rhsol € E™: a la entrada, el elemento i-ésimo de b (el 1ado derecho del
sistema) se almacena en rhsol[i] (i = 1,2,...,n); a la salida, rhsolli] (i = 2,3,...,n) contiene el
elemento i-ésimo de x (1a solucién del sistema). '

Otras consideraciones.- Este algoritmo puede utilizarse sélo, o seguido de CHOLBACK para resolver
el sistema Mx = b; en este caso, L (MATL) es el resultado del algoritmo CHOLDCMP con M
(MAT) como pardmetro de entrada (vid. algoritmo FVE).

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcion detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983}, pp. 47-51.

Algoritmo:

(* "Forward substitution” *)
1: rhsol[1] = rhsolf1] / MATL[1,1).
2:FORi=2TOnDO
2.1: tmp « rhsolli] — LIz} MATL[i,j] X rhsol{j}.
2.2: rhsolli] « tmp | MATL{i,i).
3: RETURN. (* Fin normal algoritmo CHOLFOR *)
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Algoritmo CHOLBACK

Propésito.- Solucién del sistema de 7 ecuaciones lineales LTx = &, con L triangular inferior.

Llamada.- CHOLBACK(MATL, n, rhsol).

Pardmetros de entrada.- {1] 7€ Z: dimensidén del sistema (n°® de ecuaciones). [2] MATLEE®**: ¢l
elemento (i,/)-ésimo de L se almacena en MATL[ij} (i = 1,2,....n;j = 1,2,...,D).

Pardmetros de entrada-salida.- rhsol €E™: a la entrada, el elemento i-ésimo de b (¢l lado derecho del
sistema) se almacena en rhsolli] (i = 1,2,...,n); a la salida, rasol(i] (i = 2,3,...,n) contiene el
elemento i-ésimo de x (la solucién del sistema).

Otras consideraciones.- Este algoritmo puede utilizarse sdlo, o precedido de CHOLFOR para resolver
el sistema Mx = b; en este caso, L (MATL) es el resultado del algoritmo CHOLDCMP con M
(MAT) como pardmetro de entrada (vid. algoritmo FVE).

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcidn detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 47-51.

Algoritmo:

(* "Backsubstitution” *)

1: rhsol{n] < rhsol[n] / MATL[n,n].

2: FORi = n—1 DOWNTO I DO
2.1: tmp « rhsol[i] — ;.‘m- +1 MATL[;,i] X rhsolj].
2.2: rhsolli] « tmp /| MATLI[i,i].

3: RETURN. (* Fin normal algoritmo CHOLBACK *)

Algoritmo CGAMMA

Propésito.- Célculo de las matrices de autocovarianzas I'(k) (k = 0,1,...,p) y de covarianzas cruzadas
M@ &k = 0,~1,...,~¢q), segin [2.2.7]-[2.2.14] y {2.2.4]-[2.2.6], respectivamente.

Llamada.- CGAMMA(PHI, THETA, QQ, m, p, g, GAMWA, gamma, covok).

Pardmetros de entrada.- [1] mE€Z: n° series. [2] pE€Z: orden AR. [3] ¢&€Z: orden MA. [4]
QQEE™ ™ matriz Q (covarianzas del término de ruido cuando 0% = 1); el elemento (i,f)-ésimo
de 1a matriz @ de [2.1.11] se almacena en QQ[ij] GJ = 1,2,...,m). [8] PHKR)EE™ ™ (k =
1,2,...,p): matrices AR; el elemento (i,/)-ésimo de ¥, se almacena en PHI(K)[ij] (k = 1,2,....p;
ij = 1,2,...,m). (6] THETAK)EE™™ (k = 1,2,...,g): matrices MA; el elemento (i,/)-ésimo de
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O, se almacena en THETAK)[ij] (k = 1,2,...,q; ij = 1,2,....m).

Pardmetros de salida.- [1] gamma EE"‘Z{P“): matrices de autocovarianzas tedricas; el elemento (i,f)-

ésimo de I'(k) se almacena en gamma[m2k+m(i—l)+;] &k =01,.p ij = 1,2,....m). [2]
GAMWA(K) EE™ ™ (k = (,1,...,9): matrices de covarianzas cruzadas tedricas; el elemento (i j)-
ésimo de I, (—k) se almacena en GAMWAR[i/] k = 0,1,....q; ij = L12,..m). [3]
covok€ {TRUE, FALSE}: cuando el sistema lineal [2.2.12} es resuelto sin problemas, se devuelve
covok = TRUE; en caso contrario, se devuelve covok = FALSE (esta situacién indicarfa que los

pardmetros AR estdn en o cerca de la no estacionariedad).

Almacenamiento interredio - [1] MATPHI € E® @+ WXm G+ 1), marriy del sistemna lineal [2.2.12]:

el elemento (i,f/)-ésimo de & = F,+F, (vid. [2.2.13]-[2.2.14]) se almacena en MATPHILi j] [ij =
1,2,... 0@+ D]. [2] indr €Z"° @D vector de niimeros enteros requerido por las rutinas de
solucién de sistemas lineales (vid. algoritmos LUDCMP y LUSOL).

Otras consideraciones.- [1] El vector (mz(p+1)) w del sistema [2.1.12) se calcula (vid. [2.2.10]) y

almacena en gamma y pasa como pardmetro de entrada-salida al algoritmo LUSOL, que devuelve
en gamma los elementos de las matrices de autocovarianzas tedricas; por tanto, no se requiere
almacenamiento adicional para w {vid. algoritmo LUSOL)}. [2] Para instrumentar en FORTRAN,
Pascal o C el almacenamiento de las matrices I, (—4), ®, y O, vid. la introduccién a este

apéndice.

Descripei6n (vid. apartado 2.2.1).- En primer lugar, el algoritmo calcula recursivamente las matrices de

covarianzas cruzadas I, ,(—k) segin [2.2.4] y {2.2.6]. A continuacién, calcula y almacena los
elementos del vector w y de la matriz ¢ para, finalmente, resolver el sistema lineal [2.2.12]
mediante dos algoritmos auxiliares (LUDCMP y LUSOL),

Algoritmo:

(* Asignacién de valores iniciales *)

1:
2:

covok «— TRUE.
FOR i = 1 TO m*X(p+1) DO
2.1: FORj = 1 TO m*x(p+1) DO

MATPHI[i ] « 0.0.

2.2: gammali] « 0.0.
2.3: indx[i] « 0.
:FORk = 0TO q DO
J.1: FORi =1TOmDO

3.1.1: FORj = 1 TO m DO
GAMWA®)i ] < 0.0.
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(* Cdlculo de las g+ 1 matrices (mxm) I' (k) (k = 0,—1,...,—¢q); vid. [2.2.4]-[2.2.6] *)
4: GAMWA(0) <~ Q0.
5: FORk=1TO gDO
51: FORi =1 TOmDO
S5.LL1: FORj =1 TOmDO
5.1.1.1: sum <« — T'B_, THETAK)[i,h] x QQOfhJ].
5.1.L1.2: FOR! = 1TO p DO
5.1.1.2.1: IF (k-1 = 0) THEN
sum « sum + L%_, PHI(D{i,h] X GAMWA(k—D[h,].
5.1.1.3: GAMWA(K)[ij] « sum.
(* Célculo y almacenamiento del vector w en gamma y de la matriz $ en MATPHE, vid. [2.2.12]-[2.2.14] %)
6: FOR k = ¢ TO p DO
6.1: FORi =1TOmDO
6.1.1: FORj = 1 TOm DO
6.1.1.1: ! « kxm?+mX(i~1)+j.
6.1.1.2: IF (k¢ = 0) THEN
gammall] « QQ[ij].
6.1.1.3: [F (¢ > 0) AND (¥ < q) THEN
gammall] « gammalll — L7 _, THETAK){j,h] X QQli,h].
6.1.1.4: FOR ii = k+1 TO g4 DO
gamma(l} « gammall} — DF _ | THETA(iD[j,h] X GAMWA(ii—k)[i,h].
6.1.1.5: MATPHILI] «1.0.
6.1.1.6: FOR ii = 1 TO p DO
6.1.1.6.1: FOR kk = 1 TO m DO
6.1.1.6.1.1T: IF (k = ii) THEN
I« (k—i))xm2+(i—1) xm+kk
6.1.1.6.1.1E: ELSE
Il « (fi—k) Xm?+(kk—1) Xm+i.
6.1.1.6.1.2: MATPHI[L,II] — MATPHI[L 1T — PHI()(j kk).
(* Solucidn del sistema [2.2.12] (nétese que s6lo se necesitan las autocovarianzas cuando hay parte AR) *)
7: IF (p > 0) THEN
(* Descomposicién LU de la matriz MATPHI; vid. algoritmo LUDCMP *)
7.1: CALL LUDCMP(MATPHI, m*X(p+1), indx, covok).
7.2: IF (NOT covok) THEN '
(* Matriz MATPHI singular = fin anormal algoritmo CGAMMA *)
RETURN.
(* Solucién del sistema; vid. algoritmo LUSOL *)
7.3: CALL LUSOL(MATPHI, m*x(p+1), indx, gamma).
8: RETURN. (* Fin normal algoritmo CGAMMA *)
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Algoritmo CXI

Propésito.- [1] Cdlculo y premultiplicacion por R (vid. [2.2.22]) de las matrices Z; segin [2.3.8] (k =
0,1,...,7%). [2] Calculo del Ifmite superior r* de la secuencia (Z; = 0 para k> r¥). [2] Deteccién
de no invertibilidad.

Llamada.- CXI(THETA, Q1INV, RXI, m, n, q, r*, 8, xiok).

Pardimetros de entrada.- [1] mE€Z: n° series. [2] n€Z: n° observaciones. [3] g€ Z: orden MA. [4]
THETA(KYEE™ ™ (k = 1,2,...,9): matrices MA; el elemento (i,/)-ésimo de ©, se almacena en
THETA®ij] (k = 1,2,...,q; i,j = 1,2,...,m). [5] QUNVEE™*™: matriz R de [2.2.22] (factor
de Cholesky inverso de Q); el elemento (i)-ésimo de R se almacena en Q1INV[ij} (i = 1,2,...,m;
j = 1,2,...,i; nétese que R es triangular inferior). [6] S€E: tolerancia para determinar la
convergencia de la sucesién de matrices Z;; vid. [2.3.44].

Pardmetros de salida.- [1] RXI(X) EE™*™ (k = 0,1,...,r*): el elemento (i f)-ésimo de RE, se almacena
en RXIGK)ijl k = 0,1,...,r%; ij = 1,2,...,m); vid. Descripcion. {2] r*€Z: lfmite superior de la
secuencia de matrices X, (£, = 0 para k>r*). [3] xiok€ {TRUE, FALSE}: indicador de
invertibilidad (xiok = TRUE) / no invertibilidad (xiok = FALSE).

Almacenamiento intermedio.- Por motivos de claridad, para realizar las premultiplicaciones de cada
matriz £, calculada por la matriz R, se hace uso de una matriz auxiliar MTMPE E™*"™,

Otras mqsideradonos.- [1] Para instrumentar en FORTRAN, Pascal o C el almacenamiento de las
matrices 0, y E;, vid. 1a introduccion a este apéndice. [2] Dado que el Ifmite superior 7* no se
conoce a priori, conviene reservar almacenamiento suficiente para, en el peor de los casos
(procesos casi no invertibles), poder calcular las matrices £, hasta k = n—1. {3] El algoritmo est4
disefiado para que se interrumpa si se satisface la condicion [2.3.46]. No obstante, dicha
interrupcion puede ignorarse eliminando las instrucciones 7.4, 7.5, 7.6.3.5 y 7.6.3.6; esto
permitirfa evaluar la FVE fuera de la regién de invertibilidad, aunque con el riesgo de problemas
numéricos (overflow).

Descripcién (vid. apartado 2.3.2).- El algoritmo calcula recursivamente las matrices £, segin [2.3.8]
y, simultdneamente, va actualizando un indice r* que indica el punto a partir del cual pueden
considerarse despreciables dichas matrices. El cdlculo de r* se realiza en base al criterio de
convergencia [2.3.44], teniendo en cuenta la posible presencia de matrices @; = 0 para i<gq. Si
se desea evaluar la FVE, debe asignarse a § un valor negativo; un valor positivo de & implica una
evaluacién aproximada de la funcién de verosimilitud, tanto mds precisa cuanto mds pequefio sea
6. El algoritmo también comprueba la condicién [2.3.46) y devuelve xiok = FALSE si dicha

condicién se cumple, indicando no invertibilidad de} proceso considerado. Finalmente, por motivos
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de conveniencia computacional, cada matriz Z, (¢ = 0,1,...,r*) se devuelve premultiplicada por
R (vid. [2.3.9], [2.3.10] y [2.3.19]).

Algoritmo:

(* Asignacién de valores iniciales *)
1: xiok « TRUE.
2: delta « FALSE.
3: max « 0.0.
4: FORk = 0 TO n—1DO
4,1: FORi=1TOmDO
4.1.1: FORj = 1 TO m DO
RXI(k)[ij] < 0.0.
5: FORi =1TOmDO
RXI(O)i,i] «~ 1.0.
{* Actualizacién del indlce r* y evaluacién de las matrices £, en RXI(r*) *)
6: rte0,
7: REPEAT
Tdirker* + 1.
(* Célculo de X ., en RXI(r*); vid. [2.3.8] %)
7.2: FORj = 1TO q DO
7.2.1: IF (@*—j = 0) THEN
7.2.1.1: FOR ii = 1 TOm DO
7.2.1.1.1; FOR jj = 1 TOm DO o~
RXI(r*) « RXKr® + L7} ., THETA()lii,h] X RXI(r*—plh.jj].
(* Lado izquierdo de [2.3.44] y [2.3.46] *)
7.3 52 « Z?=IE?,1 | RXKr)[i ]| -
(* Actualizacién del lado derecho de [2.3.46] *)
7.4: IF (r* < ¢) THEN
max + max + §2.
{* Comprobacién de [2.3.46] *)
7.5: IF (52 > max) THEN
7.5.1: xiok « FALSE.
7.5.2: RETURN. (* No invertibilidad = fin anormal algoritmo CXI *)
(* Convergencia aparente: comprobar que no es debida a matrices 0, = 0 para i<q ¥)
7.6: IF (s2 < §) THEN
7.6.1: ng«1.
7.6.2: delta « TRUE.,
7.6.3: WHILE (nq < q) AND (r* < n—1) AND (delta) DO
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7.6.3.1: ng «~ ng + 1.
7.6.3.2%: r*er* + 1.
7.6.3.3: FORj = 1 TO ¢ DO

7.6.3.3.1: IF (**—j = 0) THEN _
7.6.3.3.1.1; FOR ii = 1 TO m DO
7.6.3.3.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO

RXI(r*)«<RXKr*) + L7} _; THETA(DLii,h] X RXI(r*—plAjf].
(* Lado izquierdo de [2.3.46] *)
7.63.4: 52« T, £?=l | RXKr*)[i j]] -
{* Actualizacién del lado derecho de [2.3.46] %)
7.6.3.5: IF (r* =< ¢) THEN
max < max + §2.
(* Comprobacidén de {2.3.46] *)
7.6.3.6: IF (s2 > max) THEN
7.6.3.6.1: xiok < FALSE.
7.6.3.6.2: RETURN. (* No invertibilidad = fin anormal algoritmo CXI *)
7.6.3.7: IF (s2 > &) THEN
delta « FALSE.
(* END WHILE 7.6.3
7.6.4; IF deita THEN
r* « r* — ng. (* Convergencia efectiva *)
(*ENDIF7.6 ™
7U: UNTIL (delta) OR (r* = n—1).
(* Premultiplicar cada Z, por R y sobreescribir RXI(k) *)
8: FORk = 0 TO r* DO
81: FOR{ = 1 TOm DO
8.1.1: FORj = 1 TOm DO
MTMP(ij] « T}, QUNV,h] X RXI(K){h,7).
8.2: RXI(k) ~ MTMP.
9: RETURN. (* Fin normal algoritmo CXI *)

Algoritmo CRES

Propésito.- Evaluacion analfticamente exacta, segin [2.3.42], del vector de residuos correspondientes
a la muestra y los valores numéricos de los pardmetros considerados, a partir de cantidades
previamente evaluadas por el algoritmo FVE.

Llamada.- CRES(RXI, Q1, MATM, MATL, lambda, m, n, p, g, g, r*, res).
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Pardmetros de entrada.- [1] m&Z: n® series. [2] n€Z: n° observaciones. [3] pEZ: orden AR. [4]
q€Z: orden MA, [5] g€Z: miximo(p, q). [6] r*€Z: (ndice tal que Z, = 0 para k>r* (vid.
algoritmo CXI). [7] RXIK)EE™" ™k = 0,1,...,r*): matrices RE, (vid. algoritmo CXI); el
elemento (i,/)-ésimo de RE, se almacena en RXIK)[ij] (k = 0,1,....r% ij = 1,2,...,m). [8]
Q1 EE™*™: factor de Cholesky de Q = QlQT; el elemento (i,f)-ésimo de @, se almacena en Q1[i j]
(= 12,...m;j=12,..,i nétese que @, es triangular inferior). [9] MATME E8™>8™: factor de
Cholesky de (V,QV]) = MMT (vid. [FVE.6)); el elemento (i,f)-ésimo de M se almacena en
MATMIij1 G = 1,2,....m; j = 1,2,...,i; nétese que M es triangular inferior). [10]
MATL € ES™*8™; factor de Cholesky de [Igm-i-MTHTHM] = LLT (vid. [FVE.4] y [FVE.T]); ¢l
elemento (i,/)-6simo de L se almacena en MATL[i,f] (i = 1,2,....m; j = 1,2,...,i; nétese que L es
triangular inferior). [11] lambda € E8™: soluci6n del sistema triangular LA = M7k (vid. [FVE.8]);
el elemento i-ésimo de A se almacena en lambdali] (i = 1,2,...,gm).

Pardmetros de entrada-salida.- res € E™: ala entrada, res[i+(t— 1)m] contiene el elemento i-&simo del
vector g, (t = 1,2,....n;i = 1,2,...,m; vid. [2.3.22], [2.3.23] y [2.3.2)); a la salida, res[i+(t—1)m]
contiene el elemento i-ésimo del vector de residuos &, (t = 1,2,...,n; i = 1,2,...,m; vid. [2.3.42]
y [2.1.16]).

Almacenamiento intermedio.- Un vector auxiliar vimp € E™.

Otras consideraciones.- Para instrumentar en FORTRAN, Pascal o C el almacenamiento de las matrices
RE,, vid. la introduccidn a este apéndice.

Descripeién (vid. apartado 2.3.1).- El algoritmo recibe las matrices &, (que forman parte de D;fn; vid.
[2.1.23]) y el vector 4 premultiplicados por R. Por ello, se evalda en primer lugar la expresién
[2.3.42} premultiplicada por R y, a continuacidn, el resultado se premultiplica por la inversa de
dicha matriz (que entra en el algoritmo en Q1) para obtener ¢l vector de residuos evaluado segiin
[2.3.42]. El algoritmo hace uso de la rutina CHOLBACK para resolver en ¢ el sistema triangular
LTe = A,

Algoritmo:

(* Célculo de ¢ (en lambda) tal que LT¢ = A (Jambda es sobreescrito; vid. algoritmo CHOLBACK) *)
1: CHOLBACK(MATL, gxm lambda).
(* Célculo de d = Mc (lambda se sobreescribe gradualmente para almacenar d) *)
2: FOR i = mxg DOWNTO 1 DO )
2.1: s1 « Li_; MATMIij] X lambdal)).
2.2: lambdafi] « s1.
(* Evaluacién de [2.3.42] premultiplicada por R (res se sobreescribe gradualmente) *)
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3 FORi:= 1 TGO nDO
31: FORj = 1TOiDO
3.1.1: IF (i—~j = r*) AND (f = g) THEN
31.LL FORj = 1 TOmDO
res[jj+(i—1)xXm] « res(fj+(i—1yxm] — L7 RXKi—/)lij,h) X lambdalh+(j—1}xm].
(* Premultiplicar el resultado anterior por Q1 para obtener los residuos en res *)
4: FORj = 1 TO n DO
4.1: FOR i = 1 TO m DO
vtmplil « T}, Q1[i,h] X res(h+(~1)xm].
4,2: FORi = 1 TOm DO
res{i+(j—1)xm)] « vempli].
5: RETURN. (* Fin normal algoritmo CRES *)

Algoritmo FVE

Propésito.- Evaluacién del logaritmo de la FVE o de la FVA de un proceso ARMA(p,q) multivariante,
haciendo uso de las expresiones [2.2.42}, [2.3.36] y [2.3.37].

Llamada.- FVE(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, q, 8, h, b, atf, f1, 12, 02, logfv, retcd, epsmaq).

Pardmetros de entrada.- [1] m€Z: n° de series (dimensién del modelo). [2] pE€Z: orden AR. [3]
gEZ:orden MA, [4] gE€Z: mdximo(p,q). [S] nEZ: n° observaciones. [6] PHI(k)EE™™™ (k =
1,2,...,p): matrices AR; el elemento (i,/)-ésimo de ®, se almacena en PHI(K)[ij] (k = 1,2,...,p;
ij = 12,...,m). [7] THETA®K)EE™ " (k = 1,2,...,q): matrices MA; el elemento (i{/)-ésimo de
0, se almacena en THETA(K)(ij] &k = 1,2,...,q; ij = 1,2,...,m). [8] QQE E™*™: matriz Q de
[2.1.11] (en general, matriz de covarianzas del término de ruido); el elemento (i,/)-ésimo de Q se
almacena en QQi /]l ¢ = 1,2,....m; j = i,i+1,...,m; tan sdlo se utiliza el tridngulo superior y la
diagonal principal). [9] mu€ E™: vector de medias; el elemento i-ésimo de x se almacena en mufi]
i = 1,2,...,m). [10] w€E™: vector de observaciones (series transformadas y diferenciadas); la
observacion r-ésima de la i-ésima serie (elemento i-6simo de w,) se almacena en wli+(—1)m] (¢
= 1,2,...,n; i = 1,2,...,m). [11] 62 EE: factor ¢* en [2.1.11] (en general, 62 = 1.0). [12] 6EE:
tolerancia para determinar la convergencia de la sucesién de matrices Z; (vid. algoritmo CXI). [13]
atf€ {TRUE, FALSE}: si se desea calcular el vector de residuos, debe entrar atf = TRUE, en caso
contrario, debe entrar aff = FALSE. [14] epsmag € E: épsilon miquina (vid. algoritmo CEPSMQ
en el Apéndice A.3).

Pardmetros de salida.- [1] a€E™: vector de residuos (s6lo cuando aff = TRUE); a[i+(—1)m]
contiene el elemento i-ésimo del vector &, (¢ = 1,2,...,n; i = 1,2,...,m). [2] flEE: valor de la
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forma cuadrdtica [2.3.36] (raiz m-ésima de [3.1.6]). [3] 2E€E: valor de la expresidn [3.1.7]. [3]
logfvE E: logaritmo de la FVE (cuando 8<0) o de la FVA (cuando 6> 0). [4] retcd € Z: indicador
de la causa de terminacién del algoritmo; puede tomar uno de los siguientes valores:

0: fin normal (evaluacién de la funcién de verosimilitud sin problemas);

1: matriz @ no definida positiva;

2: sistema [2.2.12] singular (imposibilidad de calcular las autocovarianzas teéricas);

3: matriz (ViﬂV'f) no definida positiva (= proceso no estacionario);

4: proceso no invertible (vid. algoritmo CXI);

5: matriz [I,,,+M"HTHM) no definida positiva,

Almacenamiento intermedio.- [1] Q1€ E™*™: factor de Cholesky de Q. [2] QUNVE E™*™: factor de
Cholesky inverso de @ (matriz R de [2.2.22]). [3] gamma € E™®+1: matrices de autocovarianzas
tedricas; el elemento (i,/)-ésimo de I'(k) se almacena en gamma(m®k+m(i— D+ & =0,1,...p;
ij=1,2,....m). [4) GAMWA(K)E E™*™ (k = 0,1,...,q): matrices de covarianzas cruzadas tedricas;
el elemento (i,/)-ésimo de I’ (—k) se almacena en GAMWARK)[ij] (k = 0,1,...,¢; i,j = 1,2,....m).
[5) RXIK)EE™™™ (k = 0,1,...,n—1): secuencia de matrices RZ,; el elemento (i,/)-ésimo de RE,
se almacena en RXI(h)[ij] k = 0,1,....7%; ij = 1,2,...,m). [6] vimpl,vimp2 €E™; vech€ E™S,
MTMP1 EEmP+D>*m8, MTMP2 MTMP3,0M1EE™X™m8: vectores y matrices para almacenar
resultados intermedios.

Otras consideraciones.- [1] Para instrumentar en FORTRAN, Pascal o C el almacenamiento de las
matrices &, 6,, I'(k), T, (—k) y RE,, vid. la introducci6n a este apéndice. [2] Para evaluar la
funcién de verosimilitud, es suficiente almacenar la matriz de covarianzas del término de ruido en
0Q con 02 = 1.0; la descomposicién que se hace en [2.1.11] s6lo es relevante para maximizar
dicha funcién, como se describe en el Capftulo 3 y en el Apéndice A.3.

Descripcién (vid. Seccién 2.3).- El algoritmo empieza calculando, haciendo uso del algoritmo
CHOLDCMP, el determinante | Q| y el factor de Cholesky @ de la matriz Q, asf como la matriz
R = Q'{‘ de [2.2.22]. En segundo lugar, haciendo uso del algoritmo CGAMMA, se calculan las
matrices de autocovarianzas I'(k) (¢ = 0,1,...,p) y de covarianzas cruzadas ', (—k) (k =
0.1,....q). A continuacidn, se evalia la matriz (Vanf), segiin [2.3.38]-[2.3.40], y se obtiene su
descomposicién de Cholesky con el algoritmo CHOLDCMP (matriz M de [2.3.33]).
Seguidamente, haciendo uso del algoritmo CXI, se evalia la secuencia de matrices RE, (k¢ =
0,1,...,r*) y el limite superior r* de dicha secuencia. El algoritmo prosigue evaluando el vector g
segin [2.3.22]-(2.3.23] y [2.3.2]. A continuacién, se evalia el vector MTh haciendo uso de
[2.3.19]. Seguidamente, haciendo uso de [2.3.9]-[2.3.10], se calculan los elementos de la matriz
D = (I, + M"H"HM), asf como su determinante | D| y su factor de Cholesky L (con el algoritmo
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CHOLDCMP), para, posteriormente, resolver el sistema triangular LA = M7k con el algoritmo
CHOLFOR. EI algoritmo devuelve las expresiones f = q47g — AT\, 2 = | Q| X |D|" y logfv
evaluada segun [3.1.1]. Por iltimo, si entré atf = TRUE, se evalia el vector de residuos haciendo

uso del algoritmo CRES.

Algoritmo:

(* Asignacién de valores iniciales *)
1: f1 « 0.0,
2: 2« 0.0,
3: logfv «+ 0.0.
4: reted « 0,
(* Célculo de R {en Q1) y de | Q| (en derg) *)
5: 01 « QQ.
6: CHOLDCMP(QL1, m, dl, d2, ok, epsmag). (* Factor de Cholesky de Q en Q1 *)
7: IF (NOT ok) THEN

(* Matriz O no definida positiva *)

7.1: retcd « 1.

7.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo FVE *)
8: FOR i = 1 TO m DO (* Factor de Cholesky inverso de Q) en Q1INV *)

8.1: FOR/j = 1 TO m DO

vimpl[j] < 0.0,

8.2: wmpl[i] « 1.0.

8.3: CHOLFOR(Q1, m, vtmpl).

8.4: FORj = i TOm DO

OLINV, il - vempl[f].

9: detq « d1 x 2.02,
(* Ciélculo de las autocovarianzas y de las covarianzas cruzadas *)
10: CGAMMA(PHI, THETA, QQ, m, p, q, GAMWA, gamma, ok).
11: IF (NOT ok) THEN

(* Matriz del sistema [2.1.12] singular *)

11.1: retcd « 2.

11.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo FVE *)

(* Cilculo de M [factor de Cholesky de ( VIRV{)] en OM1 y verificacién de estacionariedad *)

12: FORi = 1 TO mxg DO
12.1: FORj = 1 TO mxg DO
OMI1Li j] « 0.0.

13: FOR i = 1 TO mx(p+¢q) DO (* Cédlculo de ﬂV{eu MTMP1 segun {2.3.39]-{2.3.40) %)

13.1: FORj = 1 TO mxg DO
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MTMP1]ij] + 0.0.
14: FOR i = 1 TO p DO (* Evaluacién de [2.3.39] %)
14.1: FORj = 1 TO g DO
14.1.1: FOR k = j—i TO p—i DO
14.1.1.1: FOR ii = 1 TO m DO
14.1.1.1.1; FOR jj = 1 TO m DO
14.1.1.1.1.1: sum « 0.0.
14.1,1,1.1.2: FOR kk = 1 TO m DO
14.1.1.1.1.2,1T: IF (k = 0) THEN
L« kxm®+(ii—1)xm+kk
14.1.1.1.1.2.1E: ELSE
1« —kxXm?+(kk—1)Xm+ii.
14.1.1.1.1.2.2: sum « sum + gamma[l] X PHKp—k—i+))[ij kk].
14.1.1.1.1.3; fil « ii+(i—1)Xm.
14.1,1,1.1.4: col « jj+({~1) xm.
14.1.1.1.1.5: MTMPIL[fil,col] « MTMPI1[fil,col] + sum.
(* END FOR 14.1,1.1.1 %)
14.1.2: FOR k = j—i TO q—i DO
14.1,2,1: IF (—g+p+k < 0) THEN
14.1.2,1.1: FOR éi = 1 TO m DO
14.1.2.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
14.1.2.1.1.1.1: sum« T, _ | GAMWA(g—p—K)[ii,kk] X THETA(q—k—i+)ij kk].
14.1.2.1.1.1.2: fil = ii+(i—1) xXm.
14.1.2.1.1.1.3: col « jj+{j—1) xXm.
14.1.2.1.1.1.4: MIMP1{fil,col] « MTMPI(fil,col] — sum.
(* END FOR 14.1.2.1.1 %)
(* END FOR 14.1 %)
15: FOR i = p+1 TO p+q DO (* Evaluacién de [2.3.40] *)
15.1: FORj = 1 TO g DO
15.1.1: FOR k = p+j—i TO 2Xp—i DO
15.1.1.1: IF (—g+p—k < 0) THEN
15.1.1,1L.1: FOR ii = 1 TOm DO
15.1.1.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
15.1.LL.L L sume L7, _ GAMWA(g—p +k)[kk,iil X PHK2 Xp—k—i+)f k]
15.1.1.1.1.1.2;: fil = di+(i—1) Xm.
15.1.1.1.1.1.3: col «~ jj+(GF— 1) xXm.
15.1.1.1.1.1.4: MTMP1{fil,col} « MIMPI[fil,col} + sum.
(* END FOR 15.1.1.1.1.1 %
15.1.2: IF (p—i+j s 0) THEN
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15.1.2.1: FOR ii = 1 TO m DO

15.1.2.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
15.1.2. 1L 1.1: sum « T, _, GAMWA(O)[ii,kk] X THETA(g+p~i+lij.kk].
15.1.2.1.1.2: fil « ii +(i=1)Xrm.
15.1.2.1.1.3: col « jj+(j—1)Xm.
15.1.2.1.1.4: MTMPI[fil,col] « MTMPI1[fil,col} — sum.

(* END FOR 15.1.2.1.1 %
(* END FOR 15.1 %)
16: FOR i = 1 TO g DO (* Evaluacién de [2.3.38] *)
16.1: FORj = i TO g DO
16.1.1: FOR k = 0 TO p—i DO
16.1.1.1: FOR ii = 1 TO m DO
16.1.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
16.1.1.1.1.1: col « jj+(—1)xXm.
16.1.1.1.1.2: sum « L, _, PHIp—R)[ii, k] X MIMPL{kk+(k+i—1)Xm,col).
16.1.1.1.1.3: fil « ii+(i—1)Xm.
16.1.1.1.1.4: OM1{fil,col] « OMI1[fil,col] + sum.
(* END FOR 16.1.1.1.1 %)
16.1.2: FOR k = 0 TO q—i DO
16.1.2.1: FOR ii = 1 TOm DO

16.1.2.1.1: FOR jj = 1 TOm DO
16.1.2.1.1.1: col < jj+(j—1)xXm.
16.1.2.1.1.2: sum « L7, _| THETA(q—k)[ii,kk] X MIMP1{kk+(k+p+i—1)Xm,col].
16,1,2,1.1,3: fil < ii+(i—1)xm.
16.1.2.1.1.4: OM1{fil,col] « OMI1[fil,col] — sum.

(* END FOR 16.1.2.1.1 %
-17: CHOLDCMP(OM1, mxg, dl, d2, ok, epsmag).
18: IF (NOT ok) THEN
(* Matriz (VlﬂVf) no definida positiva = proceso no estacionario *)
18.1: reted « 3.
18.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo FVE *)
(* Cdlculo de la secuencia RE, (k = 0,1,...,r*) en RXI(k) *)
18: CXW(THETA, Q1INV, RXI, m, n, g, r*, &, ok).
20: IF (NOT ok) THEN
(* Secuencia Z, explosiva = proceso no invertible *)
20.1: reted « 4.
20.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo FVE *)
(* Evaluacidn del vector n en a *)
21: FOR i = 1 TO mxn DO
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ali] < 0.0.

22: FOR{ = 1 TO n DO {* Cdlculo recursivo de los residuos condicionados segiin [2.3.2] *)

22.1: FORj = 1 TO m DO
vempl[f] « 0.0.
22.2: FORj = 1 TO p DO
22.2.1: IF (i—j = 1) THEN
22.2.1.1: FOR ii = 1 TO m DO

22.2.1.1.1: sum < T2 _, PRIpDiiK] X (wWk+(i—j—1)xXm] — mulk]).
22.2.1.1.2; wmnpl[ii] « vimpl[ii] + sum.
22.3: FORj = 1 TO m DO
vtmp2[f] < 0.0,

22,4: FORj = 1TO ¢ DO
22.4.1: IF (i—j = 1) THEN
22.4.1.1: FOR ii = 1 TOm DO
22.4.1.1.1: sum < T2 _; THETA(D{ii,k] X alk+(i~j—1)Xm].
22.4.1.1.2: vtmp2[ii] « vtmp2[ii] + sum.
22.5: FOR ii = t TOm DO
alii +(— 1y xm] = (wWlii+ (i —1)xm) — mulii]) — vempl[ii] + vemp2[ii].
(* END FOR 22 %
23: FOR i = 1 TO r DO (* Evaluacién de % en g segiin [2.3.22] *)
23.1: FORj = 1 TOm DO
vimpl[j] « $£{., QUNV]j,k] X alk+(i—1)xm].
23.2: FORj = 1 TOm DO
alj + (i —1) xm] « vempl[j].
(* Célculo del vector MTA en vech *)
24: FORi = 1 TO gxm DO
vechli] « 0.0.
25: FORj = 1 TO g DO (* Evaluacién del vector A segtin [2.3.19] %)
25,1: FOR i = 0 TO n—j DO
25.1.1: IF (! < r*) THEN
25.1.1.1: FOR jj = 1 TOm DO
25.1.1.1.1: sum « L7_ | RXI(H)lkjj] X alk+(@i+j—1)Xm].
25.1.1.1.2: vech[jj +(j — 1y xXm] « vech[jj +(—1)xm] + sum.
(* END FOR 25.1.1.1 % '
26: FOR i = 1 TO mxg DO (* Premultiplicacién de £ por M7 *)
26.1: sum « T 72§ OM1[k,i] X vechlk].
26.2: vechli] « sum.

(* Almacenamiento temporal de M en MTMP3 si atf = TRUE (célculo de residuos solicitado) *)

27 IF atf THEN
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27.1: FORi = 1 TO mxg DO
27.1.1: FORj = 1 TO i DO
MTMP3(i,j] « OM1{i j].
(* Célculo de D = [, + M "H'HM) (en OM1) y de |D| (en detom) *)
28: FOR i = 1 TO mxg DO (* Célculo de H'H en MTMP2 seguin [2.3.9]-[2.3.10] %)
28.1: FORj = 1 TO mxg DO
MTMP2[i,j} « 0.0.
29: FOR i = 1 TO g DO (* Evaluacién de [2.3.9] *)
29.1: FOR k = 0 TO »—i DO
29.1.1: IF (k+i—1 < r*) THEN
29.1.1.1: FOR ii = 1 TO m DO
29.1.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
29.1.1.1.1.1: sum « T, ., RXIR)[kk,ii] X RXI(k+i—1)[kk jj].
29.1.1.1.1.2: MIMP2[ii+(i— 1) Xm,jj] « MTMP2[ii +(i—1) Xm.jj] + sum.
30: FOR i = 2 TO g DO (* Evaluacién de [2.3.10] %)
30.1: FORj = 2 TO i DO
30.1.1: FOR ii = 1 TO m DO
30.1.1.1: FOR jj = 1 TO m DO
30.1.1.1.1: sum « 0.0,
30.1.1.1.2: IF (n—i+1 < r*) AND (n~j+1 < r*) THEN
sum « T, 1 RXKn—i+V){kk,ii] X RXI(n—j+ 1)[kk.jj].
30.1. 1. L.3: MTMP2[ii + (i — 1) Xm,jj + ( — 1) X mle-MTMP2[ii + (i— 2) X m jj +(f — 2) X m] — sum.
31: FOR i = 1 TO mxg DO (* HTH es simétrica *)
31.1: FOR/ = i+1 TO mXg DO
MTMP2[i,j] «~ MTMP2{j.i].
32: FORi = 1 TO mxg DO (* Céleulo de MH'H en MTMP1 *)
32.1: FORj = 1 TO mxg DO
MIMP1[ij] < L7258 OMI[k,i] X MIMP2[k,].
33: MTMP2 « OM1. (* Almacenamiento de M en MTMP2 %)
34: FOR i = 1 TO mxg DO (* Célculo de [1,,,+ M"H'HM] en OM1 *)
34.1: FOR j = i TO mXg DO
34.1.1: OM1[ij] = T7%8 MTMP1[i,k] X MIMP2[k,].
34.1.2: OMI1[j,i] < OM1[iJ].
34.2: OMI1[i,i] = 1.0 + OM1[i,i}.
35: CHOLDCMP(OM1, mxg, d1, d2, ok, epsmag).
36: IF (NOT ok) THEN
(* Matriz (L, + MTH"HM) no definida positiva *)
36.1: reted « 5.
36.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo FVE *)
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37: detom « d1 x 2.0%2,
(* Cdlculo de la forma cuadrdtica {2.3.36] en f1 *)
38: 51+ E7ZF @l (*oTn %)
39: CHOLFOR(OM1, mxg, vech). (* Solucién del sistema LX = M7h %
40: 52 « L7X§ (vech[ih)®. (* ATA %)
41: f1 « st — 52.
(* Ciélculo de la expresidn [3.1.7] en 2 *)
42: 12 « log(detom) | n.
43: {2 « detq X exp{f2}.
{* Céiculo del logaritmo de la funcién de verosimilitud en logfv (vid. [3.1.1] y [3.1.3]) ¥)
44: logfv « —0.5 X (n X m X log(2.0xX7Tx02) + n X log(detq) + log(derom) + f1 / o2).
(* Evaluacién del vector de residuos & si atf = TRUE *)
45: IF aif THEN
CRES(RXI, Q1, MTMP3, OM1, vech, m, n, p, q, g, ™, a).
46: RETURN. (* Fin norma) algoritmo FVE *)



APENDICE A.3
Codificacién del algoritmo [MAXFV]

Introduccién

En este apéndice se describe en forma de pseudocddigo un algoritmo para maximizar la FVE (o la
FVA) de procesos ARMA multivariantes, haciendo uso de las ideas expuestas en el Capftulo 3 y del
algoritmo [FVE], descrito en el Capftulo 2 y codificado en el Apéndice A.2. En dicho apéndice puede

encontrarse también una descripcién detallada de las normas seguidas para la redaccion del pseudocddigo.

La Figura A.3.1 representa el diagrama de dependencias y llamadas entre los mddulos que
componen el algoritmo de estimacién (algoritmo MAXFV).

o]
ACTBFGS
—| CONVO
I FVE
o b2 =X
CNBFGS
CFOBJ CLP r- : o
MAXFVCN
Igorit incioal
DEFPAR CGRADDC . (algeritmo principal) = ]
d l
MAXFV

(driver) CEPSMQ

Fig. A.3.1: Diagrama de dependencias de} algoritme MAXFV.
El algoritmo MAXFV actiia tan sélo como intermediario (driver) entre un supuesto programa

principal y el algoritmo de estimacién MAXFVCN. También realiza algunos cdlculos auxiliares (como
el del épsilon mdquina, mediante una {lamada al algoritmo CEPSMQ). Por tanto, para utilizar el

137
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mecanismo de estimacién propuesto en este trbajo, como parte integral de un programa de andlisis de
series temporales, tan s6lo es necesaria una llamada al algoritmo MAXFYV. El algoritmo MAXFVCN
(algoritmo principal) contiene el procedimiento de estimacion propiamente dicho, descrito en el Capftulo
3. Este procedimiento minimiza la funcién objetivo [3.1.18] haciendo uso de un método cuasi-Newton
basado en la versién factorizada de la formula BFGS (algoritmos CNBFGS y ACTBFGS). El vector
gradiente de la funcidn objetivo se evaliia mediante diferencias finitas con el algoritmo CGRADDC,
mientras que la longitud de paso en cada iteracién se caicula con el algoritmo CLP. Estos dos algoritmos
hacen uso de los procedimientos CFOBJ (para evaluar la funcidn objetivo [3.1.18]) y DEFPAR (para
definir el vector de pardmetros a estimar). El algoritmo FVE del Apéndice A.2 se utiliza directamente
en los algoritmos CFOBJ, MAXFVCN y MAXFY. Por iltimo, las rutinas CONV0 y CONV evalidan
1a convergencia del proceso iterativo, mientras que los élgoritmos CHOLFOR y CHOLBACK (vid.
Apéndice A.2) se emplean para resolver el sistema de ecuaciones lineales que proporciona la direccién

de buisqueda en cada iteracin y para invertir la matriz de segundas derivadas en la tltima iteracidn.

Algoritmo CEPSMQ

Propésito.- Célculo del épsilon mdquina.
Llamada.- CEPSMQ(epsmag).
Pardmetros de salida.- epsmag € E: épsilon mdquina.

Algoritmo:

1: epsmag < 1.0.
2: REPEAT
epsmaq « epsmaq [ 2.0
2U: UNTIL (epsmaq + 1.0) = 1.0.
3: epsmaq « 2.0 X epsmagq,
4: RETURN. (* Fin normal algoritmo CEPSMQ *)

Algoritmo DEFPAR

Propésito.- Asignar a los pardmetros estdndar del modelo considerado (®;, @, p y Q) los valores
numéricos derivados de (i) los valores numéricos de los pardmetros que efectivamente se desea



APENDICE A.3 139

estimar y (ii) las posibles restricciones sobre los pardmetros estdndar. El algoritmo estd codificado
contemplando 1a posibilidad de fijar el valor de cualquier pardmetro de las matrices &;, 9, n y @,
de manera que dicho pardmetro no se estime. En el apartado Otras consideraciones se describe
¢6omo incorporar otro tipo de restricciones senciilas entre pardmetros.

Llamada.- DEFPAR{npar, x, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, imu, QQ, 100).

Pardmetros de entrada.- [1] npar€Z: n° de pardmetros a estimar, [2] x€ E"P?": valores numéricos de
los npar pardmetros que se desea estimar. [3] mE€Z: n° de series (dimensién del modelo). [4]
PEZ: orden AR. [5] gEZ: orden MA, [6] IPHIK)EZ™™ (k = 1,2,...,p): si IPHKK)[if] = 1,
el elemento (i/)-ésimo de ¥, es un pardmetro a estimar y, por tanto, forma parte del vector de
pardmetros x; en caso contrario, el elemento (i, )-ésimo de ®, se mantiene fijo durante la
estimacién, [7} ITHETA(k)EZ™ ™ (k = 1,2,...,q): si ITHETA(K)[if] = 1, el elemento (i j)-ésimo
de O, es un pardmetro a estimar y, por tanto, forma parte del vector de pardmetros x; en caso
contrario, el elemento (i,/)-ésimo de ©, se mantiene fijo durante la estimacién. [8) imu€Z™: si
imuli] = 1, el elemento i-ésimo de g es un pardmetro a estimar y, por tanto, forma parte del vector
de pardmetros x; en caso contrario, el elemento i-ésimo de u se mantiene fijo durante 1a estimacién,
[91 IQQ EZ™*™: si IQQ[i,j] = 1, el elemento (i,f)-ésimo de la matriz Q es un pardmetro a estimar
y, por tanto, forma parte del vector de pardmetros x; en caso contrario, el elemento (i j)-ésimo de
@ se mantiene fijo durante la estimacién.

Pardmetros de entrada-salida.- [1] PHI(K) €E™ ™ (k = 1,2,...,p): matrices AR; el elemento (i,/)-ésimo
de ®, se almacena en PHIK)(ij] (k = 1,2,....p; ij = 1,2,....m). [2] THETA(H)EE™*™ (k
1,2,...,q): matrices MA; el elemento (i,/)-ésimo de @, se almacena en THETA(K)[i;j1 (k
1,2,...,q; ij = 1,2,....m). [3]1 QQE€E™™™: matriz Q de [2.1.11]; el elemento (i,f)~ésimo de Q se
almacena en QQfij] G = 1,2,....m; f = 1,2,...,m). (4] mu€ E™: vector de medias; el elemento

i-6simo de u se almacena en mufi) (i = 1,2,...,m).

Otras consideraciones.- Si el tnico tipo de restricciones consideradas consiste en fijar el valor de
algunos pardmetros de las matrices ¥;, 9;, x y Q, el algoritmo no requiere modificaciones. En tal
caso, los pardmetros de entrada-salida [1]-{4]} contienen a la entrada, en sus respectivas posiciones,
los valores de los pardmetros que se mantienen fijos y, a la salida, tanto dichos valores como los
de los pardmetros que se estdn estimando (que entran en el vector x). Por el contrario, si se
contemplan otro tipo de restricciones, éstas deben poder ser resueltas por sustitucién y, en tal caso,
debe codificarse explicitamente la dependencia de cada componente de las matrices ®,, 9, py Q
respecto a los pardmetros que se desea estimar, a la vez que todas las referencias a los pardmetros
IPHI, ITHETA, imu ¢ IQQ pueden ser suprimidas de todo el sistema. La presencia de restricciones

mds complejas implica el uso de un algoritmo de optimizacién con restricciones (vid. Capftulo 3).
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Descripeidn.- El algoritmo coloca, en las posiciones correspondientes a los pardmetros de las matrices

®,, 0,, p y Q que se estdn estimando, los valores numéricos de dichos pardmetros {contenidos en

el vector x) en diversas fases de la estimacidn. Al mismo tiempo, mantiene tanto las posiciones
como los valores numéricos de los pardmetros que son fijos (si hubiera alguno). Por supuesto,
cualesquiera que sean las restricciones, éstas pueden codificarse explicitamente en cada caso. No
obstante, la utilidad de este algoritmo consiste en proporcionar una forma estdndar para definir los

pardmetros de &, 6, u y Q que puede emplearse en muchas ocasiones.

Algoritmo:

1: nn « 0.
(* Definicién del vector g en términos de los pardmetros a estimar *)
2. FORi=1TOmDO
2.1: IF (imu[i] = 1) THEN
21.1L:nnenn + L.
2.1.2: mufi] « x{nn].
(* Definicién de las matrices %, en términos de los pardmetros a estimar *)
3: FORk = 1TO p DO
3.1: FORj = 1 TOm DO
3.1.1: FOR{ = 1 TOm DO
3.1.1.1: IF (JPHIBIij] = 1) THEN
Mllllinnenn + 1.
3.1.1.1.2: PHI(R)[i /1 < x[nn].
(* Definicién de las matrices O, en términos de los pardmetros a estimar *)
4: FOR k = 1 TO g DO
4.1: FORj =1TOm DO
4.1.1: FORi = 1 TOm DO
4,1.1.1: IF (JTHETA(®)[i,/] = 1) THEN
4.1.1.1.1: nnenn + 1.
4.1.1.1.2: THETA(K)Ii /] « xinn).
(* Definicitn de la matriz Q en términos de los pardmetros a estimar *)
5:FORi=1TOmDO
5.1: FORj = i TOm DO
5.1.1; IF (IQQ[ij] = 1) OR (IQQ{j.i] = 1) TEEN
51115 nnenn + 1.
5.1.1.2: Q0[i,j] « x{nn).
5.1.1.3: Q0O1,i] « @Ofij].
6: RETURN. (* Fin normal algoritmo DEFPAR *)
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Algoritmo CFOBJ

Propésito.- Evaluar 1a funcién objetivo [3.1.18] haciendo uso del algoritmo FVE del Apéndice A.2.

Llamada.- CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, q, g, n, I110, 1120, 6, epsmagq, 111, 112, foby).

Pardmetros de entrada.- [1] mEZ: n° de series (dimensién del modelo). [2] p€Z: orden AR. [3]
g€ Z:orden MA. [4] gE€Z: miximo(p,q). [S] nE€Z: n° observaciones. [6) PHIk)EE™*™ (k =
1,2,...,p): matrices AR. [7] THETAK)EE™ ™ (k = 1,2,...,q): matrices MA. [8§] QQEE™*™,
matriz Q de [2.1.11). [9) mu€E™: vector de medias. [10) wE E™: vector de observaciones. [11]
a€ E™: vector auxiliar. [12] III0E€E: valor de la forma cuadritica [2.3.36] (raiz m-ésima de
[3.1.6]) en las estimaciones iniciales. [13] TI20€E: valor de la expresion {3.1.7] en las
estimaciones iniciales. [14] §E€E: tolerancia para determinar la convergencia de la sucesion de
matrices X;. [15] epsmaq€ E: épsilon mdquina.

Pardmetros de salida.- [1] II1 €E: valor de la forma cuadrdtica [2.3.36] (raiz m-ésima de [3.1.6])
evaluada en el punto representado por los valores de entrada de ®;, @, u y Q. [2]) I2€E€E: vaior
de la expresion [3.1.7] evaluada en el punto representado por los valores de entrada de ®;, 9,, g
y Q. [3] fobj €E: valor de la funcién objetivo [3.1.18] evaluada en el punto representado por los
valores de entrada de ®;, ©,, u y Q; cuando dicho punto no es admisible, se devuelve fobj = 1.0.

Descripeion.- El algoritmo evalida las expresiones [3.1.6] y [3.1.7] haciendo uso del algoritmo FVE y
devuelve (i) el valor de [3.1.18] cuando el cdédigo de retorno del algoritmo FVE es 0 (indicando
una evaluacidn correcta) 6 (ii) 1.0 en caso contrario (cuando @ no es definida positiva o cuando

el proceso es no estacionario o no invertible; vid. Apéndice A.2).

Algoritmo:

(* Evaluacién de la funcién de verosimilitud *)
1: FVE(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, 4, 8, n, §, FALSE, II1, I12, 1.0, tmp, retcd, epsmaq).
2T: IF (retcd + 0) THEN
{* Punto no admisible *)
Jobj < 1.0
2E: ELSE
{* Evaluacién adecuada *)
Sobj < (111 / IT10Y" x (T12 / I120).
3: RETURN. (* Fin normal algoritmo CFOBJ *)
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Algoritmo CGRADDC

Propésito.- Evaluacién mediante diferencias finitas del gradiente de la funcién objetivo [3.1.18].

Llamada.- CGRADDC(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, 10Q, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, 10,
1120, &, epsmagq, x, grad, npar).

Pardmetros de entrada.- [1] mEZ: n° de series (dimensidn del modelo). (2] pE€Z: orden AR. [3]
gE€Z:orden MA. [4] gE€Z: mdximo(p,q). {5] nE€Z: n° observaciones. [6] PHI(k)EE™ ™ (k =
1,2,...,p): matrices AR, [7] IPHIK)EZ"™ (k = 1,2,...,p) (vid. algoritmo DEFPAR). [8]
THETAK)EE™ ™ (k = 1,2,...,9): matrices MA. [9] ITHETAR)EZ™™ (k = 1,2,...,q) (vid.
algoritmo DEFPAR). [10] QO € E™*™: matriz Q de [2.1.11]. [11] IQQEZ™ ™ (vid. algoritmo
DEFPAR). [12] mu€E™: vector de medias. [13] imu€Z™ (vid. algoritmo DEFPAR). [14]
wE€ E™*: vector de observaciones. [15] a€ E™: vector auxiliar. [16] II10€E: valor de 1a forma
cuadrdtica [2.3.36] (raiz m-ésima de [3.1.6]) en las estimaciones iniciales. [17] IROEE: valor de
la expresién [3.1,7] en las estimaciones iniciales. [18} 8€E: tolerancia para determinar ia
convergencia de la sucesidn de matrices Z;. [19] epsmag € E: épsilon méquina. [20] npar€Z: n°
de pardmetros a estimar. [21] x& E™%": valores numéricos de los npar pardmetros a estimar.

Pardmetros de salida.- grad € E"P*": vector gradiente de la funcién objetivo [3.1.18].

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcién detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 323-5 (vid. también nota [4] al final de la Seccién 3.1).

Algoritmo:
1: m13 « (epsmag)l’3.
2: FOR{ = 1 TO npar DO
2.1: hi «= m13 x max(|x[{]], 1.0).
2.2: xtmpi « x{i).
2.3; xli] = xtmpi + hi.
2.4: DEFPAR(npar, x, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, ima, QQ, 1QQ).
2.5: CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, 4, &, n, I110, 1120, 8, epsmagq, tmp1, tmp2, fp).
2.6: x(i] « xtmpi — hi.
2.7: DEFPAR{(npar, x, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, imu, QQ, I1QQ).
2.8: CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, ¢, &, n, 1110, 1120, 8, epsmagq, tmpl, tmp2, fim).
2.9: gradi] « (fp — fim) / (hi + hi).
2.10: x[i} <« xrmpi. ‘
2.11: DEFPAR(npar, x, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, imu, QQ, 1Q0).
3: RETURN. (* Fin normal algoritmo CGRADDC *)
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Algoritmo CLP

Propésito.- Calcular en la i-ésima iteracién una longitud de paso o; tal que F(x;+ad) = Flxp +
Aq;VF(x,)7d,, donde x; contiene las estimaciones actuales de los pardmetros, d; es la direccién de
busqueda, VF(x;} es el vector gradiente de la funcién objetivo [3.1.18] evaluado en x; (con
VF(x)7d; < 0) y A = 10™# (vid. nota [3] al final de la Secci6n 3.1).

Llamada.- CLP(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, IQQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, 110, I120,
8, epsmagq, npar, xold, fold, gold, doid, xnew, 111, 112, fnew, maxp, tolp, mxt, retcd).

Pardimetros de entrada.- [1] mE€2Z: n°® de series (dimensién del modelo). [2] pEZ: orden AR. [3]
g€ Z:orden MA. [4] g€Z: miximo(p,q). [S] n€Z: n° observaciones. [6] PHI(k)EE™ ™ (k =
1,2,...,p): matrices AR. [7] IPHI(K)EZ™*™ (k = 1,2,...,p) (vid. algoritmo DEFPAR). [8]
THETA(W)EE™ ™ (k = 1,2,...,q): matrices MA. [9] ITHETA()EZ™™™ (k = 1,2,...,q) (vid.
algoritmo DEFPAR). [10] Q0€ E™*™; matriz @ de [2.1.11]. [11] IQQEZ™*™ (vid. algotitmo
DEFPAR). [12] mu€E™ vector de medias. [13} imu€Z" (vid. algoritmo DEFPAR). [14]
w& E™*: vector de observaciones. [15] a€ E™: vector auxiliar. [16] II1QE€E: valor de la forma
cuadratica [2.3.36] (raiz m-ésima de [3.1.6]) en las estimaciones iniciales. [17] II20€ E: valor de
la expresidon [3.1.7] en las estimaciones iniciales. {18] §€E: tolerancia para determinar la
convergencia de la sucesion de matrices E;. [19] epsmag€ E: épsilon méquina. [20] npar€Z: n®
de pardmetros a estimar. [21] xold € E"PY": valores numéricos de los pardmetros en la iteracién
actual (x;). [22] fold € E: valor de la funci6n objetivo [3.1.18] en la iteracidn actual [F(x,)]. [23]
gold S E™": vector gradiente de la funcién objetivo en la iteracion actual [VF(x))]. [24]
dold € E"P77: direccidn de bisqueda (d;). [25] maxp € E: méximo tamafio permitido del paso od;.
[26]) rolpEE: tamaiio relativo del paso o, para el cual se considera que x; ; difiere lo
suficientemente poco de x; como para terminar el algoritmo.

Pardimetros de salida.- [1] xnew€ E"P": valores actualizados de los pardmetros (x;,, = x;+od,). [2]
II1 € E: valor de ia forma cuadrética [2.3.36] (raiz m-ésima de [3.1.6]) en las nuevas estimaciones.
[3] TR € E: valor de la expresion [3.1.7] en las nuevas estimaciones. {4] fnrew€E: valor de la
funcién objetivo [3.1.18] en las nuevas estimaciones. {S] mxt€ {TRUE, FALSE}: el aigoritmo
devuelve mxt = TRUE cuando el tamafio del paso «d; es el mdximo permitido; en caso contrario,
devuelve mxt = FALSE. [6] retcd € Z: indicador de la causa de terminacion del algoritmo (cédigo
de retorno); puede tomar los valores 0 (fin satisfactorio =+ nueva iteracibn) 6 1 (imposible encontrar
x;, | suficientemente distinto de x; = posible convergencia).

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcion detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 116-29.
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Algoritmo:

1: mxt — FALSE.
2: reted « 2.
JAe1074
(* Tamaiio de la direccién de bisqueda: |d, ], *
4: sin « |dold|,.
§: IF (sin > maxp) THEN
(* Tamafio del paso mayor gue el mdximo permitido *)
5.1: dold < {maxp / sln) X dold.
5.2: sin «~ maxp.
6: sip « goldTdold. (* VF(x)7d; < 0%
7: rin + max; ; <ppq () g0ldlil) | max(]xold[i]|,1.0)).
8: minalpha « tolp ! rin. (* minalpha es el menor tamaiio de paso permitido *)
9: alpha « 1.0,
(* Comprobear si Ia actualizacién es adecuada; si no, calcular una nueva longitud de paso *)
10: REPEAT |
10.1: xnew « xold + alpha X dold. (* x| = x;+ad; %
(*Flx )™
10.2: DEFPAR(npar, xnew, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, imu, QQ, 1QQ).
10.3: CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, q, g, n, 110, 1120, §, epsmagq, I11, 12, frew).
10.4A: IF fnew < = (fold + N x alpha X slp) THEN
(* x;,., es una actualizacién adecuada de las estimaciones *)
10.4A.1: reted « 0.
10.4A.2: IF (ailpha = 1.0) AND (sin > (0.99 X maxp)) THEN
mxs « TRUE.
(* Fin satisfactorio algoritmo CLP *)
10.4B: ELSE IF (alpha < minalpha) THEN
(* No puede encontrarse x; | suficientemente distinto de x; *)
10.4B.1: reted « 1.
10.4B.2: xnew « xold.
10.4B.3: DEFPAR(npar, xnew, m, p, q, PHI, IPHI, THETA, ITHETA, mu, imu, QQ, 10Q).
10.4B.4: CFOBJ(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, 4, &, 5, I110, 1120, &, epsmagq, 1, I12, fnew).
(* Fin algoritmo CLP %) '
10.4C: ELSE (* Reduccién de la longitud de paso alpha *)
10.4C.1T: IF (alpha = 1.0) THEN
(* Interpolacién cuadrdtica *)
alphatmp « — slp 7 (2.0 X (fnew — fold — sip}).
10.4C.1E: ELSE
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(* Interpolacién cibica *)
10.4C.1E.1: {1 « few — fold — alpha X sip.
10.4C.1E.2: 12 « pfnew — fold — palpha X slp.
10.4C.1E.3: 13 « 1.0/ {alpha — palpha).
10.4C.1E.4: a « 13 X (11 / alpha® — 12 / palpha®).
10.4C.1E.5: b« 13 X (12 X alpha / palpha2 ~ t1 X palpha / alpha®).
10.4C.1E.6: disc « * — 3.0 X a X sip.
10.4C.1E.7T: IF (@ = 0.0) THEN
alphatmp « —slp / (2.0 X b)
10.4C.1E.7E: ELSE
alphatmp « (—b + disc®) / (3.0 X a).
10.4C.1E.8: IF (alphatmp > 0.5 X alpha) THEN
alpharmp <« 0.5 X alpha.
(* END ELSE 10.4C.1E %)
10.4C.2: palpha « alpha.
10.4C.3: pfrew « fnew.
10.4C.4T: IF (alphatmp <= 0.1 X alpha) THEN
alpha < 0.1 X alpha
10.4C.4E: ELSE
alpha «~ alphatmp.
(* END ELSE 10.4.C %
10U: UNTIL (reted < 2).
11: RETURN (* Fin normal algoritmo CLP *)

Algoritmo ACTBFGS

Propésito.- Dada una matriz (nxn) L7 trianguiar superior y dos vectores (7x1) & y v, obtener una
matriz LT triangular superior tal que L, L] = (L+vu)(LT+uv’). Notese que LT = R,
(triangular superior) en la descomposicién QR de JT = (LT+wy") = Q_ R, dado que J JT =
RTQTO R, = RIR_, puesto que la matriz Q_ es ortogonal.

Llamada.- ACTBFGS(R, u, v, 7).

Pardmetros de entrada.- [1] n€Z: dimensién del problema. [2] u€E": vector u. [3] vE€ E": vector v.

Pardimetros de entrada-salida.- RE E"*": ¢l tridngulo superior de R contiene la matriz L7 a la entrada
y la matriz LT ala salida.

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcion detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 311-2.
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Algoritmo:

1: k = n.

2: WHILE (x[k] = 0.0) AND (k > 1) DO
ke=k — 1.

(* Obtener la matriz R, en la descomposicion (L7+uwv = Q. R, %
3. FOR i = k—1 DOWNTO 1 DO
3.1T: IF (ufi] = 0.0) THEN
3.1T.1: FORj = i TO r DO
3IT.1.1: tmp « R{ijl.
3AT.1.2: Rli ]+ Rli+1].
3AT.1.3: Rli+ 1,1 = amp.
3.AT.2: alil « uli+1].
3.1E: ELSE
3.1E.1: ¢ « uli] / (u(iB + uli+1P)%
3.E.2: s « —u[i+1}/ i + uli+1))"%
3.1E.3: FOR/j = i TO n DO
J1E.3.1: y « Rlijl.
3.1E.3.2: z < Rli+1,].
JUAEAX: Rlijlec Xy —s X2z
3.E3.4: Rli+1j]«s Xy +ec X2
3.1E.4: afi] « wlil* + uli+1P)%.
4: FORj = 1 TO n DO
RI1,] « RI1,1 + u{1] % V).
§: FORi = 1 TO k-1 DO
5.1T: IF (R}i,i] = 0.0) THEN
5.AT.1:FORj = iTOaDO
5.1T.1.1: rmp « R{i jl.
5.1T.1.2: R{ij]1 + Rli+1}.
5.1T.1.3: R[i+1,f] <« tmp.
5.1E: ELSE
5.1E.1: ¢ « R[i,il / (R, + R[i+1,iP)%.
§.1E.2: s « —R[i+1,i] / (R[i,i? + Rli+1,iH"%.
5.1E.3: FORj = i TO n DO
5.1E.3.1: y < R[ij].
5.1E.3.2: 7 « R[i +1,).
S51AE33: Rlijlvc Xy —s Xz
5.1E3.4: Rli+1j]+=s Xy + ¢ Xz
6: RETURN. (* Fin normal algoritmo ACTBFGS *)



APENDICE A3 ‘ 147

Algoritmo CNBFGS

Proposito.- Actualizar el factor de Cholesky L (triangular inferior) de 1a matriz (#xXn) G = LLT para
obtener el factor de Cholesky L, de la matriz G, = L, LI, donde G, se obtiene a partir de G
mediante la férmula BFGS (vid. nota [5] al final de la Seccidn 3.1).

Llamada.- CNBFGS(xold, gold, xnew, gnew, L, n, epsmagq, itn, noact). _

Pardmetros de entrada.- [1] n € Z: dimension del problema. {2] xold € E™: x;. [3] gold €E™: VF(x,). [4]
xnew€E": x; . I5) gnewC E™: VF(x, ). |6] epsmaq€ E: épsilon miquina. [7] itn € Z: iteracién
actual (7).

Pardmetros de entrada-salida.- [1] L EE"*": el tridngulo inferior y 1a diagonal principal de L contienen
la matriz L a la entrada y la matriz L, a la salida. [2] noact€ {TRUE, FALSE}: indicador de si
se ha llevado a cabo alguna actualizacidn.

Almacenamiento intermedio.- Cuatro vectores s,y,u,vEE".

Descripcién.- El funcionamiento y la descripcidn detallada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 198-201 y 356-8.

Algoritmo:

1: IF (itn = 1) THEN
noact < TRUE.
tsexnew —xold. (*s =x;,, —X; = ad; *)
tye—gnew — gold. (*y = VF(x;, ) — VF(x) ™
: denl *—yTs. (* denl = yTs *)
: IF (denl > (epsmag)* x fs{, % |y}, THEN
(* En caso contrario, el algoritmo termina *)
5.1: den2 « 0.0.
S2:FORi=1TOnDO
5.2.1: ulil « 7, LUl X sl (*u = LTs *)
5.2.2: den2 « den2 + ulil®. (* den2 = sTLL7s %)
5.3: alpha « (denl | den2)%. (* a = (y7s | sS"LLTg)" %)
5.4: IF noact THEN
{* Sélo en la primera iteracién *)
5.41: FORi = 1TO n DO
5.4.1.1: ufil = alpha X ulil. Fu=a xu*
§.4.1.2: FORj = i TOn DO
LIj,i) « alpha x Lj,il. (*L = a x L %
5.4.2: noact « FALSE,

n a W
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5.4.3: denl < denl.
5.4.4; alpha ~ 1.0,
8.5: reltol « (epsmaq)™.
5.6: err « TRUE,
57:FORi = 1TOn DO
Wil < L7, LIyl % uljl. (* v = LLTs %)
58 i+«1,
5.9: WHILE (¢ < n) AND (err) DO
5.9.1T: IF (|yli] — vil| = reltol x max(|goldli]|,|gneni]|)) THEN
err «- FALSE
5.9.1E: ELSE
i=i+ 1.
5.10: IF NOT (err) THEN
510.1: vey —alpha x v. (*v =y — olLTs ¥
5.10.2; u « alpha / denl x u. (* u = LTs / (¢7s x sTLLT9)% *
(* Copiar LT en el trifngulo superior de L *)
5.10.3: FORi=2TO »n DO
5103.1: FORj = 1TO i-1DO
5.10.3.1.1: L[, i] < L[i 4.
5.10.3.1.2: L[i,j] « 0.0.
(* Célculo del factor R en la descomposicién de JT = (LT+uvT) =0R*
5.10.4: ACTBFGS(L, u, v, m).
(* Copiar RTenel tridngulo inferior de L *)
5.10.5: FOR i = 2 TO n DO
§.10.5.1: FORj = 1 TO i-1 DO
Lliy] « L[ ).
(*ENDIF5.10y 5%
6: RETURN. (* Fin normal algoritmo CNBFGS *)

Algoritmo CONVO

Propdésito.- Comprobar si las estimaciones iniciales constituyen aproximadamente un punto estacionario
(gradiente igual a cero) de la funcién objetivo.

Llamada.- CONVO0(x0, g0, 0, n, sucomax, retcd).

Pardmetros de entrada.- [1] n€ Z: n° de pardmetros a estimar. [2] X0 E®: x;. [3] g0€ E™: VF(x,). [4]
JSOEE: Flxy).

Pardmetros de salida.- [1] sucpmaxE€Z: n°® de pasos consecutivos de tamafio igual al mdximo
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permitido. [2) retcd €Z: el algoritmo devuelve retcd = 1 si xy constituye aproximadamente un
punto estacionario de la funcién objetivo y retcd = 0 en caso contrario.

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcién detaliada de este algoritmo pueden encontrarse en
Dennis y Schnabel (1983), pp. 348-9.

Algoritmo:

1: grtol « 1075, (* Criterio de parada esténdar; pueden emplearse otros *)

2: sucpmax < 0.

3T: IF max, <;<,,(| g0f)| X max(|x0[{]|,1.0) / max(|/0},1.0)) < grtol THEN
reted < |

JE: ELSE
reted <« 0.

4: RETURN. (* Fin normal algoritmo CONV0 *)

Algoritmo CONV

Propésito.- Comprobar si se verifica alguna de las condiciones descritas mds abajo para concluir el
proceso iterativo de minimizacion de la funcién objetivo [3.1.18].

Llamada.- CONV(xold, xnew, gnew, frew, n, clpcd, itn, maxits, mxt, sucpmax, retcd).

Pardmetros de entrada.- [1] nE€Z: n°® de pardmetros a estimar. [2] xold €E™: x;. [3] xnew€E™ x, . ,.
[4] gnew€E": VF(x,,,). [5] fnew€E: F(x;, ). [6] clpcd€Z: cddigo de retorno del algoritmo
CLP. [T itn€ Z: n° de la iteracién actual (i). [8) maxits € Z: maximo n® de iteraciones permitido.
[9] mxt€ {TRUE, FALSE}: indicador del tamafio del paso actual devuelto por el algoritmo CLP.

Pardmetros de entrada-salida.- sucpmax€Z: n° de pasos consecutivos de tamafio igual al mdximo
permitido.

Pardmetros de salida.- retcd € Z: c6digo de retorno; puede tomar uno de los siguientes valores:

0: no se satisface ninguno de los criterios de convergencia {el algoritmo prosigue);

1: norma del gradiente escalado en x;, | menor que la tolerancia fijada;

2: distancia escalada entre x; y x; . ; menor que la tolerancia fijada;

3: longitud de paso (calculada por el algoritmo CLP) muy pequeiia;

4: alcanzado el mdximo n® de iteraciones permitido;

5: alcanzado el miximo n° permitido de pasos consecutivos de tamafio igual al mdximo permitido.

Descripcion.- El funcionamiento y la descripcién detallada de este algoritmo pueden encontrarse en

s
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Dennis y Schnabel (1983), pp. 347-8.

Algoritmo:

1: grtol « 1075, (* Criterios de parada esténdar; pueden emplearse otros *)
2: xxtol « 1078,
3: reted < 0,
4: maxl < max; ¢ <,(|gnewli]l] x max(|xnew{i]|,1.0) / max(|fiew]|,1.0)).
5: max2 « max; ;< ,(|xnewli] — xoldli)| | max(|xnewlil],1.0).
6A: IF (max1 < grtol) THEN

reted « 1
6B: ELSE IF (max2 < xxtol) THEN

reted « 2
6C: ELSE IF (cIpcd = 1) THEN

retcd «— 3
6D: ELSE IF (itn = maxits) THEN

reted < 4
6E: ELSE IF (mxt) THEN

6E.1: sucpmax < sucpmax + 1.
6E.2: IF (sucpmax = 4) THEN (* El l{fmite 4 es arbitrario y puede cambiarse por otro *)
reted « 5

6F: ELSE

sucpmax < 0,
7: RETURN. (* Fin normal algoritmo CONV *)

Algoritmo MAXFVCN

Propdsito.- Maximizar [a funcién de verosimilitud de un proceso ARMA multivariante, mediante la
minimizacién numérica de la funcién objetivo [3.1.18] con un método cuasi-Newton basado en la
formula BFGS (vid. apartados 3.1.1y 3.1.2).

Llamada.- MAXFVCN(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, 1QQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, 9,
epsmagq, npar, xnew, MCOV, sigma2, retcd).

Pardmetros de entrada.- [1] mE2Z: n° de series (dimensién del modelo). [2] p€Z: orden AR. [3]
g€ Z.orden MA. [4] gGZ:' mdximo(p,q). [5] n€Z: n® observaciones. [6] IPHIK)EZ™*"™ (k =
1,2,...,p) (vid. algoritmo DEFPAR). [7] ITHETA()EZ™*™ (k = 1,2,...,q) (vid. algoritmo
DEFPAR). [8) IQQE Z™*™ (vid. algoritmo DEFPAR). [9] imu € Z™ (vid, algoritmo DEFPAR).
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[10} wE€ E™: vector de observaciones. [11] a€ E™: vector auxiliar. [12] € E: tolerancia para
determinar la convergencia de las matrices E,. [13) epsmag€E: épsilon mdquina. [14]} npar€Z:
n® de pardmetros a estimar.

Pardmetros de entrada-salida.- (Los pardmetros [1] a [4] contienen a la entrada las estimaciones
iniciales y a ia salida las estimaciones finales) [1] PHI(k)EE™*™ (k = 1,2,...,p): matrices AR. [2]
THETA(W)EE™ ™ (k = 1,2,...,q): matrices MA. [3] QQEE™ ™ matriz Q de [2.1.11]. [4]
mu€ E™: vector de medias. [5] xnew € E"P%: valores iniciales (a la entrada) y finales (a la salida)
de los npar parémétros a estimar.

Pardmetros de salida.- [1] MCOVE EP¥*"P%". matriz de covarianzas estimadas entre los pardmetros.
[2] sigma2 EE: estimacion del pardmetro o de [2.1.11] segun [3.1.4]. [3] retcd € Z: cddigo de
causa de terminacién del algoritmo; puede ser uno de los devueltos por el algoritmo CONY o retcd
= 6, indicando que las estimaciones iniciales no son vélidas.

Almacenamiento intermedio.- [1] xold, gnew, gold ,dold € E"P%", [2] MATGE EnPar>npar

Descripcién (vid. apartado 3.1.2).- Partiendo de unas estimaciones iniciales, el algoritmo minimiza la
funcidn objetivo [3.1.18] utilizando un método cuasi-Newton basado en la versién factorizada de
la férmula BFGS (algoritmos CNBFGS y ACTBFGS). En cada iteracidn, el vector gradiente se
evalda mediante diferencias finitas centrales de la funcién objetivo (algoritmo CGRADDC) y se
calcula una longitud de paso adecuada mediante un método de “"line search” (algoritmo CLP).
Cuando converge, se evaliia la matriz de covarianzas entre pardmetros, haciendo uso de la dltima

actualizacién de 1a matriz de segundas derivadas y se estima el pardmetro o2 de [2.1.11].

Algoritme:

(* Limites estdndar; pueden fijarse otros *)
1: maxits « 15. (* Mdximo n° de iteraciones *)
2: maxp « 10° x max( fxnew | 5,1.0). (* Mdximo tamafio del paso *)
3: tolp « 1075, (* Minimo tamafio relativo del paso *)
(* Evaluacién de [3.1.6] y [3.1.7] en las estimaciones iniciales *)
4: FVE(PHI, THETA, QQ, mu, w, a, m, p, q, g, n, 8, FALSE, 1110, 1120, 1.0, mmp, fvcd, epsmaqg).
5: IF (fved # 0) THEN (* Estimaciones iniciales no vélidas; vid. algoritmo FVE *)
5.1: reted < 6.
5.2: RETURN. (* Fin anormal algoritmo MAXFVCN %)
(* Funcién objetivo [3.1.18] y vector gradiente en las estimaciones iniciales *)
6: frew « 1.0,
7: CGRADDC(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, IQQ, mu, imu, w, a, m, p, g, g, n, 1110, 1120, §, epsmag,

xnew, gnew, npar),
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{* Comprobar si las estimaciones iniciales constituyen un punto estacionario *)
8: CONVO(xnew, gnew, fnew, npar, sucpmax, retcd).
9: IF (reted = 0) THEN
* GO = Inpar *)
9.1: FOR i = 1 TO npar DO
9.1.1: FORj = 1 TO npar DO
MATGli j] « 0.0,
9.1.2: MATGli,i] < 1.0.
(* Bucle principal: iteracidn del algoritmo *)
10: WHILE (reted = 0) DO
10.1: itn=itn + 1.
10.2: fold + frnew.
10.3: xold « xnew.
10.4: gold «~ gnew.
(* Si se desea, puede presentarse el estado del proceso: itn, xold, fold, gold y MATG *)
(* Direccién de bisqueda d;: Gd, = —VF(x)}
10.5: dold < —gold.
10.6: CHOLFOR(MATG, npar, dold).
10.7: CHOLBACK(MATG, npar, dold).
(* Nueva estimacién x;, | = x;+ad;: Fx;+ad) < F(x)) *)
10.8: CLP(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, 0Q, 10Q, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, I110, 1120, &, epsmag, npar,
xold, fold, gold, dold, xnew, 111, 112, fhew, maxp, tolp, mxt, clped).
* VF(x; 11 ™)
10.9: CGRADDC(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, IQQ, mu, imu, w, a, m, p, ¢, &, », 1110, 1120, §,
epsmaq, xnew, gnew, npar).
(* Comprobar si se cumple algun criterio de convergencia *)
10.10: CONV(xold, xnew, gnew, fnew, npar, clpcd, itn, maxits, mxt, sucpmax, reted).
(* Cilculo del factor de Cholesky de G, , mediante la actualizacién BFGS *)
10.11: CNBFGS(xold, gold, xnew, gnew, MATG, npar, epsmaq, itn, noact).
(* END WHILE 14 *)
(* Estimacién de ¢* segiin [3.1.4] %)
11: sigma2 « II1 / (n X m).
{* Estimacién de la matriz de covarianzas entre pardmetros; vid. nota [S] al final de la Seccién 3.1 *)
12: FOR { = 1 TO npar DO
12.1: FOR j = 1 TO npar DO
xold[j] « 0.0.
12.2: xold[i] « 1.0.
12.3: CHOLFOR(MATG, npar, xold).
12.4: CHOLBACK(MATG, npar, xold).
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12.5: FOR j = 1 TO npar DO

MCOMVi j] «+ 2.0 X frew X xold[f]/ n.
13: RETURN (* Fin normal algoritmo MAXFVCN %)

Algoritmo MAXFV

Propésito.- Estimar por MVE o por MVA los pardmetros de un proceso ARMA multivariante.

Llamada.- MAXFV(PHI, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, IQ0Q, mu, imu, w, a, m, p, q, n, 0, sigma2,
MCOV, logfv, retcd).

Pardmetros de entrada.- [1] mE€Z: n° de series (dimensién del modelo). [2] pEZ: orden AR. {3]
gEZ:orden MA. [4] nEZ: n° observaciones. [5] IPHIK)EZ™*™ (k = 1,2,...,p): si IPHI(K)[i ]
= 1, el elemento (i,f)-ésimo de ®, es un pardmetro a estimar; en caso contrario, el elemento (i,/)-
ésimo de ®, se mantiene fijo durante la estimacién. {6] ITHETAR)EZ™ ™ (k = 1,2,...,q): si
ITHETA)[ij] = 1, el elemento (i)-ésimo de O, es un pardmetro a estimar; en caso contrario,
el elemento (i,/)-ésimo de ©, se mantiene fijo durante la estimacion. [7] 10QEZ™*™: si I0Qi.f]
= 1, el elemento (i,/)-ésimo de la matriz @ es un pardmetro a estimar; caso contrario, el elemento
(i,/)-ésimo de Q se mantiene fijo durante la estimacion. [8] imu€2Z™: si imuli] = 1, el elemento
i-6simo de p es un pardmetro a estimar; en caso contrario, el elemento i-ésimo de g se mantiene
fijo durante la estimacién. [9] wE€ E™: vector de observaciones (series estocdsticas transformadas
y diferenciadas); la observacion ¢-ésima de la i-ésima serie (elemeto i-ésimo de w,) se almacena en
wli+(—1)m)] ¢t=1,2,...,n;i=1,2,...,m). [10] E E: tolerancia para determinar la convergencia de
las matrices Z; (vid. algoritmo CXI); si se desea una estimacién por MVE debe entrar 6 < 0; si
se desea una estimacién por MVA debe entrar § > 0 (por ejemplo, § = 1073).

Pardmetros de entrada-salida.- (Los pardmetros [1] a [4] contienen a la entrada las estimaciones
iniciales y a la salida las estimaciones por MVE o por MVA) [1] PHIK)EE™ ™ (k = 1,2,....,p):
matrices AR; el elemento (i,/)-6simo de &, se almacena en PHI(W)[ij] (k = 1,2,....p; Ij =
1,2,...,m). [2] THETA(K)EE™ "™ (k = 1,2,...,9): matrices MA; el elemento (i,/)-ésimo de @ se
almacena en THETAK)[ij] (k = 1.2,...,q; ij = 1,2,....m). (3] QQEE™ ™ matriz Q de [2.1.11];
el elemento (i,j)-ésimo de @ se almacena en QQ[i.j] G = 1,2,....m; j = i,i+1,...,m; tan sélo se
utiliza el tridngulo superior y la diagonal principal, aunque se devuelve la matriz completa). [4]
mu € E": vector de medias; el elemento i-ésimo de pu se almacena en mu[i] (i = 1,2,...,m).

Pardmetros de salida.- [1] a€E™: vector de residuos evaluados en las estimaciones finales;

ali+(—1)m] contiene el elemento i-ésimo del vector &, (¢ = 1,2,...,n; i = 1,2,....m). [2]
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sigma2 €E: estimacidn del factor o de [2.1.11). [3] MCOVE ENPErXnpar. matriz de covarianzas
estimadas entre los parametros. {4] logfv€ E: logaritmo de }a funcién de verosimilitud (vid. [3.1.3))
evaluada en las estimaciones finales. [5} retcd € Z: c6digo de causa de terminacidn del algoritmo;
puede ser uno de los devueltos por el algoritmo CONV o retcd = 6, indicando que las estimaciones
iniciales no son vélidas.

Almacenamiento intermedio.- Un vector x€E"%", donde npar es el n° de pardmetros a estimar
(calculado por el algoritmo).

Consideraciones adicionales.- [1] Este algoritmo sélo actia de intermediario (driver) entre el usuario
y el algoritmo de estimacién propiamente dicho (algoritmo MAXFVCN). [2] Es recomendable que
las estimaciones iniciales {inclufdas las de la matriz Q) tengan un orden de magnitud homogéneo;
dichas estimaciones pueden tomarse de los resultados obtenidos al estimar el modelo considerado
por otros procedimientos mds rdpidos (MVC, MSC con retrovisién o MSC condicional). [3] Cuando
m = 1 (modelos univariantes), la descomposicién [2.1.11] no tiene sentido, por lo que QQ[1,1]
debe entrar igual a 1.0 e IQQ[1,1] igual a Q0 (sélo es necesario estimar 02). [4] E! algoritmo
devuelve en MCOV la matriz de covarianzas estimadas entre pardmetros, que puede utilizarse
posteriormente para evaluar las desviaciones tipicas y la matriz de correlaciones. [5] Para estimar
la matriz E[a47] debe realizarse posteriormente el producto de sigma2 por cada componente de 00
(vid. [2.1.11} y nota [6] al final de la Seccién 3.1); a este respecto, es importante sefialar que las
covarianzas devueltas en MCOYV se refieren a los pardmetros de QQ, no a los de E{aaT). [6] Para
instrumentar en FORTRAN, Pascal o C el almacenamiento de las matrices &,, 8, (y sus
correspondientes IPHI e ITHETA), vid. 1a introduccion al Apéndice A.2. [7] Si el tnico tipo de
restricciones consideradas consiste en fijar el valor de algunos pardmetros de las matrices ®;, ©,,
p y @, el algoritmo no requiere modificaciones. Por el contrario, si se contemplan otro tipo de
restricciones, éstas deben poder ser resueltas por sustitucion y, en tal caso (i) debe codificarse
explicitamente la dependencia de cada componente de las matrices ®;, ©;, u y Q respecto a los
pardmetros que se desea estimar (vid. algoritmo DEFPAR), (ii} deben sustituirse las 1fneas 3-7 por
la definicién explicita de las variables x y npar y (iii) todas las referencias a los pardmetros IPHI,
ITHETA, imu e IQQ deben ser suprimidas de todo el sistema.

Descripcion.- En primer lugar, se define el vector .de pardmetros a estimar sobre la base de las
especificaciones de entrada. A continuacidn, se estima el modelo considerado mediante una llamada
al optimizador MAXFVCN. Por iltimo, sobre la base de las estimaciones obtenidas, se evalia el

vector de residuos y el logaritmo de la funcién de verosimilitud mediante una iltima Hamada al

algoritmo [FVE].
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Algoritmo:

(* Asignacién de valores iniciales *)
1: logfv « 0.0. reted « 0, sigma? « 0.0.
2: FOR i = 1 TO mxn DO a[i] « 0.0.
(* Definicion del vector de pardmetros a estimar *)
3: npar « Q.
4: FOR{ = 1TO m DO
4.1: IF (imufi] = 1) THEN
4.1.1: npar < npar + 1.
4.1.2: x[npar] « mufil.
5: FORk =1TOp DO
5.1: FORj = 1 TO m DO
5.1.1: FORi = 1 TOm DO
§.1.1.1: IF (IPHI(k)[ij]1 = 1) THEN
5.1.1.1,1: npar < npar + 1.
5.1.1.1.2: x{npar} « PHIK)L /]
6: FORk = 1 TO g DO
6.1: FORj = 1 TOm DO
6.1.1: FORi{ = 1 TOm DO
6.1.1.1: IF (JTHETA(®ij] = 1) THEN
6.1.1.1.1: npar « npar + 1.
6.1.1.1.2: xinpar] « THETA(k){i .
T7: FOR i = 1 TOm DO
7.1: FORj = i TO m DO
7.1.1: IF (100l /1 = 1) OR (IQQ{j,i1 = 1) THEN
7.1.1.1: npar « npar + 1.
7.1.1.2: a[npar] « QQfi j].
(* Célculos auxiliares *)
8: CEPSMQ(epsmag).
9: g « max{p,q).
10: FOR i = 1 TO npar DO
10.1: FOR j = 1 TO npar DO MCOVi,j} « 0.0.
(* Estimacidn de los pardmetros mediante el algoritmo MAXFVCN *)
11: MAXFVCN(PH!, IPHI, THETA, ITHETA, QQ, IQQ, mu, imu, w, a, m, p, q, g, n, 8, epsmag, npar, x,
MCOV, sigma2, retcd).
(* Evaluacién del logaritmo de la funcién de verosimilitud y del vector de residuos *)
12: FVE(FHI, THETA, Q0Q, mu, w, a, m, p, q, g, n, 8, TRUE, mmpl, imp2, sigma2, logfv, intmpl, epsmagq).
13: RETURN (* Fin normal algoritmo MAXFV *)
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El vector gradiente de la funcién objetivo

Para minimizar [3.1.8] mediante un método de propdsito general (vid. nota [1] al final de la Seccién
3.1) utilizando primeras derivadas analfticas, es necesario evaluar el vector gradiente de dicha funcién
objetivo . Derivando [3.1.8] con respecto a un pardmetro genérico x; (que serd alguna componente de

., 0,, Q 0 p) se obtiene la j-ésima componente de su vector gradiente, que es:

{
T T il
M)~ Ty~ aTy 1 x 3A=2A D o101 % |D|™ +
ij ij
1
@y -2 x 212l x p|7 + [A.3.1]
8xj

3|D|

axj

-n
aTi=-ATN"x | Q| X%IDI "X

Si la funcién a minimizar es {3.1.15}, para emplear un método espectfico para sumas de cuadrados
con primeras derivadas analfticas (vid. nota [2] al final de la Seccién 3.1), es necesario evaluar las
derivadas de cada sumando con respecto a x;. Derivando la i-ésima componente de [3.1.13] con respecto

a un pardmetro genérico X;, se obtiene lo siguiente:

a9,(x
T 0T x D) +
ij 81
1-2m _-_1_
7X@ xa_I_Q_Lx|D|2”"' + [A.3.2]
2m ax;
1 1~2mn

3| D]

axj

2Zm 1 2mn
. X X —1\D X
i |Qi 2mn' |

con i = 1,2,...,mn. Por otro lado, derivando la i-ésima componente de {3.1.14] con respecto a x;, se

obtiene lo siguiente:

156
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1 t

A, N, 5= —
0 = T x p| 7 +
X; ij
Lol x 21 5 | pi 5
A X L 2m 5 x | D2 4 [A.3.3]
I 2m|Q| ax. | I ’

7

1 Y 1 =2nmn 31D
N 1017 x L p) P x AP

ij

coni = 1,2,...,mg. Finalmente, teniendo en cuenta en [A.3.1] que:

0@Ta—ATN) _ 5,781 _ 572X (A.3.4]

axj ax ; axj

es evidente que para evaluar las derivadas [A.3.1], {A.3.2] y [A.3.3] es necesario evaluar previamente

las derivadas de |Q], », |P| y A con respecto a x;. En primer lugar (vid. Apéndice A.1):

2191 _ i xtraza [Q—lig} [A.3.5]
ox;

ax; j

En segundo lugar, teniendo en cuenta que w, = Rég, (k = 1,2,....n; vid. [2.3.22]-{2.3.23]), es

evidente que:

3 a8
o R+ REE [A.3.6]
Bx] axj axj
donde (vid. Apéndice A.1): .
R _ _1p3@5-1 [A3.7)
axj 2 axj

y derivando [2.3.2] con respecto a xj:

sy ow, L |09, | & |ae, .| ass
_—= W+, + gy, +0, kT [A.3.8]
ax; ax; ,-;1 [ij Vet % ax; ,;1 ox; Bos-i+ 9 ax;

conk = 1,2,...,n. Nétese que W; = dp; = 3W,/dx; = ddq/0x; = 0 para i < 1. En tercer lugar, para
evaluar 3| D|/dx; es necesario evaluar previamente la derivada de la matriz D con respecto a X, ya que
(vid. Apéndice A.1):
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91D| _ \p|xiraza | D' 8P [A.3.9]
axj ax]
Entonces, teniendo en cuenta [3.1.2]:
D _ Myt rOETE) b Ty M [A.3.10]
8xj X; BxJ axj

Para evaluar esta expresion, hay que tener en cuenta que (vid. [2.3.33] y Apéndice A.1):

T, -1
M —l(v,nvf)f’(_.v—‘fi—v__u [A3.11]
ij 2 6j
donde (vid. Apéndice A.1):
a(v,av))~! Ay, ;
ij J
y en [A.3.12]:
av,avh  av, a0 avl
= tovi+v, Svls V,n__._ [A.3.13]
ij ax; X; ox; X; x]

Dado que los elementos de V; s6lo dependen de los pardmetros AR y MA (vid. [2.1.18], [2.1.21]
y [2.1.22]), para evaluar [A.3.13] tan sélo hay que calcular la derivada 8Q/9x;, lo cual implica (vid.
[2.2.43]-[2.2.46]) evaluar las expresiones aPW(—k)Iaxj k=0,1,..,9y BI‘(k)Iij k =0,1,...,p). Para

el primer célculo, es inmediato comprobar, por [2.2.6], que:

L= _ 5 [ 2 (k) + &, ar,,.,(—k“')] aekQ 0,22 [A314

axi i=t | %% ox; 0x; ox;

conk = 1,2,....,9y 0%/x; = 30,/x; = Oparai > pei > g, respectivamente. Para el segundo cdlculo,
derivando 1a expresién [2.2.12] con respecto ax; se obtiene un sistema de mz(p+ 1) ecuaciones lineales
conm (p+ 1) incégnitas (los m? elementos de cada uno de los p+ 1 vectores a«,(k)/a k=0,1,..p).
Dicho sistema puede escribirse de forma compacta como #8 = «, donde ® = F, + F, (vid. [2.2.13]
y (2.2.14]), 8T = (v T1ax;, dv(D)Tlax;, ..., dv()TIax], =7 = [#(O)T, =), ..., =) y los
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elementos del vector = se calculan como sigue:

k
_ dw(k) 0%, . 4 oF; | . [A.3.15]
w0 B, + ‘.E I ®'a'5c‘ ]Py(k i) + ;3;1 I ®Tﬁ' Y(i—k)

parak = 0.1,...,p, donde Bw(k)laxj puede obtenerse aplicando el operador vec a la siguiente expresién
(vid. [2.2.10]):

awy _ k7 a9, 7. o OTugte=Dy [A.3.16]
= ——-E Zip, k-pT+e, e
ij axj =1 axj ij

Por tanto, una vez que se dispone de todas las cantidades necesarias para evaluar [A.3.11], tan sélo
hay que calcular B(HTIDIij para poder evaluar [A.3.10]. Si definimos P = HTH, teniendo en cuenta
[2.3.9], [2.3.10] y [2.2.22], es inmediato comprobar que, parai = 1,2,...,g

op, ni|omy _, r3Q"! T,-1 Bpain [A.3.17]
—_— = — + k=] 3.
ij kz=:0 |: axj zk+: -1 E axj zk+; 1 EkQ axj

yparai =23,..,8 h =23,

T
Py  OP_y4 0B, iy T 3Q”! T OB p
axj - axj ij O By 1~ Byt axj Ephst ~2poit1Q —'—5;;"—
[A.3.18]

Finalmente, para evaluar [A.3.17] y [A.3.18] hay que tener en cuenta que, por [2.3.8]:

0&,; 1 100 O%;_
_— = E K et O — k [A.3.19]
axi k=1 ij axj
¥, por otro lado (vid. Apéndice A.l):
-1
g~ —o! ggQul [A.3.20]
ox. ox;

7

En definitiva, las expresiones [A.3.10]-[A.3.20] permiten evaluar [A.3.9], por lo que para evaluar
las derivadas {A.3.1]-[A.3.3] de la funcién objetivo tan sélo resta obtener la expresién analftica de
3)\/6xj. Para ello, tan s6lo hay que tener en cuenta que, como A es la solucién del sistema LA = M7k,
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entonces A = L™'M7A, por lo que:

-1 - T_ ‘
O LT g1 OM g 1y T Ok [A3.21]
axj axj ij axj

donde, teniendo en cuenta [A.3.11], tan sélo hay que evaluar (vid. [2.3.19]):

oh, "klom] . ToRT T O
S -y |5, gTIRT o TRT Mitk [A.3.22]
axj l;ﬂ l:axj Ni+k E: axj Mi+k Zl axj
conk = 1,2,....g, y (vid. Apéndice A.1):
-1
oL . 13- [A.3.23]
axj ij

Todas las derivadas que aparecen en [A.3.22] ya est4n calculadas (vid. [A.3.6]-[A.3.8]) y[A.3.19)),
mientras que para evaluar [A.3.23] tan sélo hay que tener en cuenta que, como L es el factor de
Cholesky de la matriz D de [3.1.2], entonces (vid. Apéndice A.1):

-1
oL _ _1poD 4 [A.3.24]
ij 2 ij
donde:
™! _ 18D [A.3.25]
ax; ax,

7 T
y esta (ltima expresion puede evaluarse haciendo uso de [A.3.10].

En resumen, el cdlculo ordenado de las derivadas que aparecen en [A.3.1])-[A.3.3] puede llevarse

a cabo mediante el siguiente procedimiento (algoritmo [AGRD]):

[AGRD.,1] Cdiculo de 9| Qllaxj (evaluacidn directa de {A.3.5]).
[AGRD.2] Célculo de 3»/dx;:

[2.1] Evaluar [A.3.8l conk = 1,2,....n.

[2.2] Evaluar [A.3.7].
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[2.3] Evaluar [A.3.6] conk = 1,2,....n.
[AGRD.3] Cdiculo de 8| D|/x;:
[3.1] Evaluar [A.3.14) conk = 1,2,...,q.
[3.2] Evaluar [A.3.16] y [A.3.15) con k = 0,2,...,p.
[3.3] Resolver para 8 el sistema ®8 = xcon® = F, + F, (vid. [2.2.3)y [2.24]) ¥ 7l = [-n-(O)T,
(1), ..., x(p)7], donde los ®(k) son el resultado del paso [3.2].
[3.4] Formar la matriz 30/0x; a partir de los pasos {3.1] y {3.3] (vid. [2.2.43]-[2.2.46]).
[3.5] Evaluar, por este orden, [A.3.13], [A.3.12] y [A.3.11] (BMIBch).
[3.6] Evaluar [A.3.20] y [A.3.19].
[3.7] Evaluar [A.3.17] y [A.3.18] [D(H"H)/ax].
[3.8] Evaluar [A.3.10] (amaxj) haciendo uso de [3.5] y [3.7].
[3.9] Evaluar [A.3.9].
[AGRD.4] Cdlculo de BAIij:
[4.1] Evaluar [A.3.22] con k& = 1,2,...,¢ haciendo uso de cantidades evaluadas en [AGR.2] y [3.6].
[4.2] Evaluar [A.3.25] haciendo uso de [3.8].
[4.3] Evaluar, por este orden, [A.3.24] y [A.3.23].
[4.4] Evaluar [A.3.21).

Para concluir, es importante sefialar que el procedimiento [AGRDY] ha de llevarse a cabo, en cada
iteracién del proceso de minimizacién de {3.1.8] o de [3.1.15], un mimero de veces igual al mimero de
pardmetros a estimar. La elevada carga computacional implicita en esa tarea sugiere Ia conveniencia de
evaluar numéricamente las primeras derivadas de la funcién objetivo. No obstante, podrfa tener interés
codificar el procedimiento [AGRD] y hacer uso de él en la estimacién, aunque a partir de la experiencia

préctica resumida en los resultados que se presentan en el Capftulo 3, esa tarea no se ha considerado
fundamental.
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Simulacién de procesos ARMA multivariantes

En este Apéndice se describe un procedimiento para simular observaciones generadas por un
proceso ARMA(p,q) multivariante estocdstico. Las series obtenidas con este procedimiento se han
empleado para realizar los ejercicios de estimacién, en situaciones simuladas, que se presentan en el
Capitulo 3. B4sicamente, el procedimiento utilizado es una simple extensién al contexto multivariante de

la metodologia descrita en Ansley y Newbold (1580, pp. 181-2).

El problema consiste en obtener n observaciones m-variantes w, (t=1,2,...,n) generadas

recursivamente por la siguiente ecuacién (vid. (2.1.3]-[2.1.5]):

P q
W,=p+ Y bW +a - ) 04, [A.5.1]
i=] i=1

donde W, = w,—p y a, (t=1,2,...,n) es una sucesién de n observaciones independientes generadas por

una distribucién Normal m-variante, caracterizada por:
Ela) =0 [A.5.2]

o | o - k=0 [A5.3]
Ela,a., ] =
0(m><m) , k%0
con 02> 0 y @ simétrica y definida positiva. En [A.5.1)-{A.5.3], p, &, (i=1,2,...,p), @, (i=1,2,...,9),
? y Q son pardmetros conocidos.

Para evaluar [A.5.1] desde r=1 hasta t=n, es necesario disponer de los p+g valores iniciales

WI_P, ﬁ2._p, vers Wo, &g B—gs ---» Gg, qUE recogemos en el vector u. (vid. [2.1.16]). Es inmediato
comprobar que u.~ N(0, o), donde @ es la matriz de [2.2.43)-[2.2.47]. Entonces, para estimar el
vector #., tan s6lo se necesita disponer de una sucesién e, (t=1,2,...,p+q) de p+q observaciones

independientes generadas por una distribucién Normal m-variante, caracterizada por:
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Ele,) = (}(mxl) [A.5.4]
Heel | < Plimxmy » k=0 [A.5.5]
[etet+k]
0(mxm) , k#0

ya que, si definimos # = 0,e, donde T = [e], ¢, ..., e;_,_q] y 2, es el factor de Cholesky de @ (I =

ﬂ,ﬂ{), entonces es evidente que &, tiene la distribucion apropiada para constituir un conjunto adecuado
de valores iniciales (en concreto, E[tix] = 0y E[l‘t*ﬁ{] = 02(]).

?

Sobre la base de estas consideraciones, el procedimiento que se ha utilizado para generar una

realizacién de tamaiio n de un proceso ARMA(p,q) multivariante, ha sido el siguiente:

(1}

[2]
3]

[4]
[51

[6]

Generar 2000 observaciones procedentes de una distribucion Normal m-variante con media 0 y
matriz de covarianzas ¢°Q (vid. [A.5.2]-[A.5.3]).

Seleccionar las » ultimas observaciones, que componen la sucesién g, (1=1,2,...,n).

Generar 2000 observaciones procedentes de una distribucion Normal m-variante con media 0 y
matriz de covarianzas o*1 (vid. [A.5.4]-[A.5.5]).

Seleccionar las p+¢ dltimas observaciones, que componen la sucesion ¢, (¢=1,2,....p+q).
Evaluar los elementos de la matriz @ (vid. [2.2.43]-[2.2.47]) y obtener su descomposicién de
Cholesky (@ = 2,07).

Evaluar los elementos del vector &« = 0,e y utilizarlos como valores iniciales (vid. [2.1.16]) para

evaluar [A.5.1] desde r = 1 hastat = n,

La generacién de nimeros aleatorios, contenida en los pasos [1] y [3], se ha llevado a cabo

utilizando las rutinas ofrecidas por The §.C.A. Statistical System (vid. Hudak y Liu (1991), cap. 12),

basadas en el método de Box y Muller (1958). Por iltimo, cada una de las 100 realizaciones de a, y ¢,

ha sido generada utilizando una semilla distinta en cada caso, por lo que los resultados de cada estimacién

pueden considerarse razonablemente independientes entre si.
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