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PROLOGO

La experiencia del Psicéloge en el estudio del comportamiento
humano, pone de manifiesto la influencia que cierto tipo de estimulos,
entre elles los de naturaleza sconora o visual, ejercen sobre el
individue llegando a modificar a veces sesgadamente su conducta.

Dade el intereés siempre «creciente por llegar hasta el
conocimiento mas preofundo en la esencia del ser humano, a través de
sus repuestas, se considera indispensable la Interrelacidén entre los
distintos campos de la actividad humana, con el fin de que, poniendo
en comun los diferentes puntos de vista, =se llegue a una mayor
informacidn sobre este tipo de planteamientes.

También se conoce el avance tanto tedrico como practico en el
desarrollo de métodes y técnicas de prediceiédn, asi como del amplio
rango de sus aplicaciones. De otro lado, es cada vez mayor el empefio
por modelizar adecuadamente situaciones de la vida actual con el fin
de lograr mayor informacidén sobre ellas.

El interés hacia estos temas le debo {fundamentalmente a tres
motivaciones:

12 A que mi formacidén Matematica y Estadistica me acercan al
gstudio y modelizacién formal de fendmencs de la vida real que gracias
al avance de nuevas técnicas, pueden ser modelizados y estudiados en
profundidad.

22 A mis vinculaciones con la Facultad de Psicologia donde a
través de su Escuela recibi mi formacidén como psicédloga y donde sigo
colaborando en cursos e investigaciones dirigidos por la D=2 Carmen

Satisteban quien también ha dirigido asesorado y estimulado este
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traba jo.

3% Por mi pertenencia en calidad de profesora Asociada de la
disciplina de Bicestadistica de 1la Facultad de Medicina, donde se
abordan métodos formales encaminados al estudico y conocimiento del ser
humano.

El estudio de los modelos aqui propuestos, esta realizado
fundamentalmente en el dominio de la frecuencia tomando como base las
técnicas del Analisis Espectral, 51 bien se incide también en el
estudio de los mismos en el dominio del tiempo, estableciendo
comparacicnes entre ambos.

Este trabajo moncgrafico, a la vez que recoge gran parte de las
técnicas desarrolladas en el estudio y estimacidn del espectro tedrico
en modelos aleatorios, poniendo marcado interés, scobre modelos donde
el ruido es parte fundamental en el proceso, propone otras que se
estudian en é1.

[.La presentacién de los contenidos, se hace a lo largo de cinco
capitulos.

En el primer capitulo, se realiza wuna revisién sobre los
conceptos fundamentales basicos en el estudio de la descomposicién
espectral de sefiales. Partiendo del anadlisis de Fourier, su
descomposicidén en serie, y el concepto de transformada, se llega a las
definiciones de espectros unidimensicnales, unilaterales y
bilaterales, relacionando conceptos y operaclones entre los dominiocs
del espacio, del tiempc y de la frecuencia. Hacliendo por ultimoc una
breve mencidén al concepto de espectro bidimensional.

En el capitulo segundo, se realiza un estudio sobre
transformaciones y modificaciones de funciones reproduciendo algin

transmisor ideal. Se hace referencia al operador delta de Dirac,
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completando el capitule con un estudio sgobre filtros lineales como
operadores inportantes en la modificacién de sefiales.

En el tercer capitulo se exponen los conceptos tedéricos
basicos sobre los procesos estaclionarios, desarrollande la integracién
respecto de un proceso estocésticé para comprender la descomposicidén y
la representacidn espectral de estos procesos. Se dan importantes
conceptos sobre muestreo, allsamiento y modelos en tiempo discreto
finalizando el capitulec con un estudio sobre tecria general de filtros
lineales.

En el capitulo cuarte se recogen algunos filtros especiales de
ruidos blancos exponiendo algunas técnicas sobre la estimacidén de
frecuencias en espectros discretos destacando una técnica de
optimizacién global. Se estudian métodos de optimizacidn global. Se
estudian también métodos para estimar la densidad espectral de
precesos discretos y la modificacidén de estos estimadores mediante
"ventanas espectrales", exponiendo las distintas caracteristicas que
debe cumplir la ventana espectral para okbtener estimadores precisos.
Se finaliza el capitulo exponiendo algunas pautas utiles para la
determinacién de la ventana espectral.

En el capituleo quinto, se da una generalizacidén a procesos
aleatorios bivariantes, partiendo de las funcicnes de autocorrelacion
cruzada vy covarianza cruzada. Se analiza el espectro cruzado,
analizande los dos tipos de informacién dados per los dos tipos de
espectros; el espectro coherente y el espectro fase. Se muestra la
relacisdn entre el espectro cruzado muestra y la funcion de covarianza
cruzada muestra haciendo neotar 1la necesidad de proceder a una
estimacién del espectre cruzado. Utilizando el estimador espectral

cruzado 6ptimo del que se analizan sus propiedades, se llega a estimar
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el espectro tedrice optimo. Se citan algunos de los resultados

obtenidos.
El trabajo se concluye con una exposicién bibliogréfica sobre las

fuentes de informacidn utilizadas.

Madrid, Juniec 1992,
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CAPITULQ |

CONCEPTOS FUNDAMENTALES BASICOS, EN
EL ESTUDIO DE LA DESCOMPOSICION

ESPECTRAL DE SENALES.



CAPITULO |

1.1. INTRODUCCION

Jean-Baptiste Toseph-Fourier (1768-1830) apoyandose en la teoria
atomista formulada por Demédcrito en el siglo V a. c¢., cuyo fundamento
supone que toda sustancia material puede cbtenerse combinando unas
cuantas clases de Atomos de todas formas posibles, afirmé en 1807 que
una funcién periocdica que cumple ciertas condiciones, pueden

expresarse como uha combinacién lineal de senos y cosenos.

Para introducir el concepto de espectro de una sefal fisica,
resulta imprescindible la utilizacién del desarrollo en serie de
Fourier, es por estc que en el apartado 2 de este capitulo se tratan

de recordar las ideas basicas sobre este desarrcllo.

En el apartade 3 se definen los conceptos de espectros
unilaterales y bilaterales de funciones periodicas mostrandc un

ejemplo.

Muchas veces en el estudico e interpretacién de senales, es
necesaric modificarlas mediante otra sefial de propiedades adecuadas,
para ello se procede a una modulacién en su frecuencia y en su fase,
mediante la utilizacién de multiplicadores convenientes. Sobre este
problema de modulacién en funciones periodicas, se trata en el

apartado 4.



Posteriormente Fourier afirmé que algunas funciones, aungque no
fueran periocdicas, bajo clertas condiciones, se podian expresar
mediante una integral llamada transformada de Fourier. Esta teoria de
las transfeormaciones convenientemente Iinterpretada, es aplicable a
funciones mas generales; de ello trata en el apartado 3, concluyéndose
el capitulo con un Gltimo punto 6, que recoge las propiedades de estas

transformadas de Fourier.

1-2 DESARROLLOS EN SERIES DE FOURIER DE FUNCIONES PERIODICAS.

DEFINICION 1-2-1.~ Sea f{(x) una funcién periodica de periodo

Ty v, o= _lT' Se dice que f{x) es desarrollable en serie de Fourier si

y solo si existe una serie trigonométrica convergente

ao 00 co
S(x) = — + E a cos 2m nu X + [ b senZmnu x
2 s n 0 . n o
n= n=

de tal forma que respecto de la medida de lLebesgue que, f(x) y S{x)

son iguales casi seguro.

Las condiciones para gque una funcidén periodica, admita un
desarrclle de Fourier, quedan expuestas en los dos teoremas

siguientes:

TEOREMA 1-2-1 (TEOREMA DE DIRICHELET}. Sea f(x) una funcién

periodica de periodo 2m. Si f(x} es continua, salvo en un numero
finito de puntos, en los que solo admite discontinuidades de primera
especie, entonces f(x) es desarrollable en serie de Fourler. Ademas si
el desarrollo en serie de Fourier de f(x) es S{x), se Liene que:

1

S(x} = —z—[f(x‘) + f(X_}] YV X.



TEOREMA 1-2-2.- Sea f(x) una funcién periodica de periodo T. Si

T/2 2
[f(x)] dx < oo, entonces [f(x) es desarrollable en serie de

J

Fourier

-T/2

Veamos como se pueden c¢alcular los coeficientes a vy b del
n n

desarrollo en serie de Fourier. Sabemos que

Ts2 w T/2

2 0
[I] ——|— cos 2mmu_xdx + E a COS 21MNuU_Xcos2amu xXdx +
T 2 o] n 0 0
-T/2 n=1 -T/2
co T/2
+ [ b J cos 2nnu _x cosZmumu xdx = a vy
n Q 0 m
n=1 ~T/2
5 a, T/2 © T/2
[11] =—— sen Z2nmu_xdx + z a sen 2umu_xdx cosZ2mmu xdx +
T 2 0 n o] 0
-1/2 n=1 -T/2
) T/2
+ z b J sen 2mnu X cosZmmu xdx = b
n 0 6]} m
n=1 -Trs2

TEOREMA 1-2-3.- Si en [I] y [1I] cconmutan el sumateriec con la

integral se tiene:

T/2 T/2
a = J S(x) cosZnnqudx = J f(x) cosZnnuoxdx.
m -T/2 -T/2
/2
b = j S{x) senZ2mnu xdx , ¥V = 1
m O m
-T/2
o 172
a = ————J fx) dx.
0 T
-T/2

La demostracidén es evidente.

Son resultados interesantes de los desarrollos en serie de

Fourier, los siguientes:

Ri1) Si f(x) es una funcién par, entonces Vm, b =0

_— m

Rz) Si f(x) es una funcién impar, entonces Vm. a_ = 0

R3) (Lema de Riemman-Lebesgue}. Si f{x) es pericdica de pericdo T y



continua a trozos en el intervalo [— T/2, T/2] entonces:

lim (a ) = 1lim (b} =0
m—)mm m--—)oom

Ra) La serie de Fourier, por lo general, se puede integrar término a
término, sin embargo, si f(x) es desarrollable en serie de Fourier, la
serie solo es derivable términe a términc en leos puntos xo, en los que

exista £77{x ).
0

Al sinusoide de frecuencia n uG se le denomina n-ésimo arménico

de la funcién f(x). Cuando n = 1 se le llama arménico principal.

Los coeficientes b y a representan, respectivamente las
m m
amplitudes de las funcicnes seno y coseno en la frecuencia Znnuo. El
a

ceoeficiente es el valor medio de la funcién en el intervalo

[— T72, T/2].

Frecuentemente, es mas conveniente expresar el desarrollo en
serie de Fourier S(x) de una funcidn periodica f{x) en forma compleja.

Para ello solo hay que tener en cuenta que:

cos 2nnu0x

1 . ;
~§—[exp(12nnuox) + exp( 12nnu0x}]

sen Znnuox wl—[exp(iZHHuox) - expl(- iZnnuox)]

2

y sustituirlos en el desarrollo en serie de f(x), obteniendo:
a w ,a - ibn ]

O

exp (i2nnu0x) +

]exp (- iZnnuox)

a0 a - ibn a_ + ibn
n -
Llamando C, = 5 c, = y C-n = Cn =
se puede sintetizar la férmula de S(x), quedando:
o0

[TI1] Six) = E ¢ _exp [iZnnuox]

n==0o



La férmula [II1] generaliza el desarrollo de Fourier a funciones
complejas. Seclo cuando f(x) es real se tiene que C_n = Eﬁ
Teniendo en cuenta las férmulas [I] y [II], el calculo de los

coeficientes ¢, se obtiene por la férmula.
n

1 (172
[IV] C = __iI fix) exp(- 2mnu x)dx.
n T o]
-T/2

Para lograr una mejor interpretacién de desarrcllo en serie de
Fourier de f(x), conviene expresarla en forma médulo argumental, segin

la siguiente expresién:
0

[V] f(x)cfsS(x) = [ lcnlexp[i(ZHnuox + wn)]
n=-0
siendo:
y1/2
le | = [C .C ]
n n n

¢ = arc tg[
n

Suelen ser interesantes los sigulentes resultados gque resultan
evidentes:

Rs) Si f(x)} es real y par entonces:

S S
%9~ 7 %
_ 1
T T %
1
1Cn|——2—-|an|
¢ =0

Rs) Si f(x} es real e impar entonces:

1,
C_n = = ibn
1
= — i >
Cn > ibn ; n 0
1
¢, = 0 ICnI = IC_nI = —zulbnl
=
(pn 2
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Si consideramos la funcidn f(x} f(x - &), f(x) no es mas (Que una

It

traslacién en el tiempo de f(x), y su desarrollo en serie de Fourier

es:
w

é(x) = z Cnexp[iZHnuo(x - A)] =
n=-
fes)
L.
o

z E exp[iZnnu x]
n 0

n=-0

cnexp[- 12nnuoa]exp[i2nnuox] =

1]

~

Si lo que se observa con la funcién f en t - 4, se observa con f en t,
los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de f, C, estan
n

ligados con Cn por la férmula:

C = Cexp (- i2rnu A)

n n o
El valor ¢ de la férmula [V] es el angulo fase inicial, medido en

n

radianes del n-ésimo arménico del desarrollo en serie de Fourier

expresado en forma compleja.

BEFINHCION3=2=2 +~ Se llama potencia media p asoclada a una

funcién periodica f de periodo T, a la expresion:

1 T/2 2
P = ‘HT-_[ [f(X)] dx.
~Tr2

El teorema de Parseval indica cual es la contribucién de cada
componente de la frecuencia a la potencia de la funcién. Es
interesante saber la contribucién de los n-primeros arménices, ya que
si esta es suficientemente grande, cabe la posibilidad de poder

desechar el resto de los armdnicos.

“+=3=4—TFOREMA—DEPARSEVAE— « La potencia media de la funcién

periodica f(x), es la suma de las potencias medias |C I2 de cada una
n



de las componentes de la frecuencia, es decir:

P=3 icl|
n=-
1 (72 . _ _
Si suponemos que ET_I [f(x)]"dx = P <o : P recibe el nombre de
-T/s2

“potencia media de la funcioén periodica f(x). Pueste que:

_ 1 T/2 ¢ © ©
p = _T—J [ z Cn exp (12nnu0x)][ z Cm exp {—12nmu0x)]dx

-T/2 n=-m n=-m

y puesto que la integral es absolutamente convergente se tiene:

_ 1 ® @ 1 T/2 _ @ 5
p = _T_E Z -—T—I C.C exp [12n(n - m)uox]dx = E IC |
n=-0 m=-mo -Trs2 n=-c

que recibe el nombre de fdérmula o teorema de Parseval.

N
Si definimos de otro lado gN(x) = Z dnexp(lznnuox). siendo d
n

n==N

cualquier numero complejo, se verifica:

2 1 /2 2
e2(d) = [—T—J £ - g (01 dx] >
-T/2
1 T/2 N
= {ﬁfi[ If{x) - Z Cnexp(lznnuoxlldx =
- =Ts2 n=-N
= X 2 2
=P - ;_-Nlcnl e

Férmula que nos dice que el desarrolleo de Fourier finite, da la mejor

aproximacion a f{x) en el sentido de los minimos cuadrados.

En el desarrollo en serie de Fourler en forma compleja de f({x):

o

S(x) = [ IC lexp|i2mnu x + ¢

. n 0 n
n=-—

i
son importantes los coeficientes {ICnl}nEN , {Iwnl}neN y u, = —-, que
representan la amplitud, la fase y la frecuencia principal de la

funcién fix); cuye valor, en términos fisicos, representan alguna

medida sobre una sefial fisica.



La funcidén A(n) = ICnI se denomina espectro de amplitud, vy la

funcién F(n) = ¢ se llama espectro de fase de la funcidn periodica

fix).

A veces se dd el nombre de espectros a las graficas de las

funcicnes previas.

1-3 ESPECTROS

1-3-1 ESPECTROS UNILATERALES

En el desarrollo en serie de Fourier en forma compleja de f(x),

que es:

o0
S{x) = z ICnIexp[iZHnuox + Qn]

n=-m

Son importantes las familias de coeficientes {ICnI}neN Y {lw I}neN,
n

. s 1 -
asi como el valor de la frecuencia principal UO = = - Estas tres
piezas son las fundamentales, para el desarrollo en serie de Fourier

de f(x).

Consideradas como funcicnes A y F de Z2— R, las dos familias de
coeficientes reciben el nombre de Espectro de Amplitud y Espectro de

Fase, respectivamente, de la funcién periodica f{x).

S]1 se elige para la funcién la representacién trigonométrica, se
obtienen los espectros unilaterales, sl se elige la forma compleja,

espectros bilaterales.



En el espectro de amplitud unilateral, se representa la amplitud
A de la sefial, en funcidén de la frecuencia u, asi como en el espectro
de fase unilateral, se representa la fase ¢ en funcidén de dicha

frecuencia u.

Se debe tener en cuenta que los angulos de fase inicial vienen
expresados en radianes y se referencian respecto de la funcidn coseno
de forma que las funciones senc, tienen fases relativas de - /2

radianes.

La amplitud es siempre positiva, aungque a veces aparece un signo
negativo precediéndola, estc indica que la seflal se ha desplazado de
fase * w radianes. Los angulos de fase pueden ser positives o

negativos.

Ejemplo 1.- Sea la funcién f(x) tal que:

n

f(X)§SS(X) = AOSEH(ZTIUOX + q)o} = Aocos(znuox + (po - =

lLas graficasde los espectros de amplitud y fase de esta funcidn, para

u, = 3; AO =6y 9, = n. Son los de la siguiente figura.
A
6
m
n/2 u
—_— 4 -
Espectro de amplitud Espectro de Fase



Ejemplo 2.~ Sea una sefial definida por f(x) y cuyo desarrolio es:

S(x) = Ssen(2ndx) = - Scos[2n4x - —g—] = 5cos[2n4x - —Eg—]
Los espectros de amplitud y de fase correspondientes son:
AA b
5‘ P -
" w
| M.
b T ¥ 1‘ ‘;_ - - - - - -
Espectro de amplitud Espectro de Fase

1-3~2 ESPECTROS BILATERALES

Los espectros bilaterales de amplitud y fase se definen de forma

andloga que los espectros unilaterales pero, al utillzar en ellos la

representacién exponencial compleja de la seflal seno y coseno, ofrecen

las siguientes caracteristicas.

1.-

2.-

Aparecen frecuencias positivas y negativas.

En el espectro de amplitud bilateral, la amplitud para cada
frecuencia es la mitad de la amplitud de la sefial, por lo que la
altura de la linea que representa este espectro es la mitad de la
altura que tendria en el espectro de amplitud unilateral.

El espectro de amplitud bilateral tiene simetria par ya que la

amplitud es igual para la frecuencia positiva que para la

10



negativa. A u le corresponde —%—A, ya - u, le corresponderia

. 1
tambien-jg-ﬁ.

4.- El espectro de fase bilateral tlene simetria impar, puesto que la
fase correspondiente a la frecuencia negativa, tiene signo
opuesto que la fase correspondiente a la frecuencla positiva.

Ejemplo 2 Sea la funcién f(x) tal que:

1 (2Mu x+)
[+]
[e

-1 [2M-u }x-@]
‘e ]

f[x):‘s'A cos(2nuox + @) = ~§—A

Suponiendo que ¢ > 0, las graficas de los espectros bllaterales de

amplitud y fase de esta funcién aparecen en la flgura:

ah Alp

U ~lo k
~Uo Wo > Ho >

€. ﬁu»?ﬂi‘}ud 1% & Tan

1-3-3.- ESTUDIO DEL ESPECTRO DE LA FUNCION DE ONDA CUADRADA

Campell y Robson (1968) observaron que uno de los estimulos mas
utilizados en pslicofisica visual, estaba constituide por un conjunto
de franjas paralelas, oscuras y claras alternadas, es decir por

franjas paralelas cuya luminancia varia en forma de funcién deflnida

por:
1, s1 0 < x < T/2
fix) =-‘{ y
-1, sl - T/" < x <0
. =T T
f(x) = f{y + nT) si x =y + nT ; — Sy <>

11



cuya grafica es:

|
;
]

b —
S

—
|
|
!

N
<

M
|

Estudiaremos los espectros unilaterales y bilaterales de esta funcién

de onda cuadrada f(x).

T/2

Puesto que I 1f{x)}]%dx < @ , f(x) es desarrollable en serie de
-T2

Fourier, siendo su desarrollo:

_ _ 4 1 . 21
f(X)cfs.S(X) = —E—;_I—E—sen(n2nuox) Py U=
{mpar
es decir:

f(x) = 2 sen{2mu } + —l—sen(2n3u x) + -l—sen(2n5u X) + ...
n 0 3 0 5 0

Por calculo sencillo se comprueba, que el valor de los coeficlentes

es:
0, sines par
{ o

; sl n es impar

La funcion de onda cuadrada puede considerarse como una suma
infinita de funciones seno, cuyas frecuenclas son la frecuencla de la
funcién cuadrada (no freciencia fundamental) y los maltlplos impares
de esa frecuencia (3u0, Suo, 7uo...) ¢ frecuenclas del tercero,

quinto, séptimo... arménico.

12



La amplitud del componente fundamental es —%— veces mayor que la

amplitud de la funcién cuadrada.

1-3-3-1 ESPECTRO UNILATERAL

Partiendo del desarrollo de Fourler de la funcién de onda

cuadrada expresado como:

4 g 1 n
f(x) = - E —cos [Znnuo - _E—]
n=1
i mpar
A =0, A = 2 ara n par ; = 2 radi
o T par i #, g radlanes.
La expresién de f(x) mediante espectro unlilateral esta dado por:
o
= A + - .
S(x) A0 ;_lAncos(Zrmu0 wn)

Los espectros de amplitud unilateral y de fase unllateral estan

representados en las siguientes graficas.
ﬁﬁ Ay
bry

Mo Slte o FUo Mo

i
—~

qggu Uo A A .
% - |
X !

L
RN
Wo Mo Slho o TFuo i

Espectro de amplitud Unilateral Espectro de Fase Unilateral

En el espectro de amplitud unilateral, se representa A . Sobre el

o

origen del eje de frecuencias; A1 sobre Uy A2 sobre 3u0 y asi

sucesivamente.

En el espectro de fase representamos - A sobre el punto nu (n

13



impar) del eje de frecuencia.

1-3-3-2 ESPECTRO BILATERAL

Para el espectro bilateral o complejo de Fourler, se utiliza la

expresién:
o 1 (2lnu x + @ )
S(x) = X IC le ® siendo
n
n=-c
1o
C =1iCle "
n n

El desarrolleo de Fourier en forma compleja para la funcién de onda

cuadrada se expresa mediante:

_ 21 00 1 i(nwox— )
Sbad =5 ) Igle
=0,
n impar
n=20
donde
C =0; ICi=IC | = |-=
0 n -n mn
_ - _E . = L
L B Sl

En el espectro de amplitud se representan Cnsobre los puntos
nuo(n =0; 2 1; £2;...) del eje de frecuencias.
En el espectro de fase se representa wn(radianesJ sobre los puntos
nuotn =0; *1; ¢+ 2;...) del eje de frecuencias.
Los espectros de amplitud y de fase bilaterales estan

representados en las siguientes graficas.
$u

- F%/
|| [ 1 v

Espectro de Amplitud Bilateral

14



Espectro de fase Bilateral

1-3-4 ESPECTRO DE FRECUENCIA. -

Utilizando la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier,
para la funcidén f, es posible representar el espectro de frecuencia,
es decir el de amplitud y el de fase en la misma grafica, utilizando

el plano real y el planc complejo. La funcién de onda cuadrada, puede

eXpresarse Ccomo:

., 2 .
i— sin <0
n

o -inW x
_ . 2 1
S(X) = - lT z ——ﬁ—e
n=-=0
impar
n=0
donde: >
- i—EE sT n >0
C =

El espectro de frecuencia, es decir la representacién grafica de

C sera: .
n

op b

-

Espectro de Frecuencia de la Funciéon cuadrada

15



que

imaginario purec.

a)

b)

c)

e)

f)

g}

Las flechas han sido giradas del plano real -n/2 y n/2 radianes

son las transformaciones ¢que convierten a un numero real en

1-3-5 CONCLUSIONES

Todas las funciones sinuscidales, se transforman en funciones
coseno, con la amplitud precedida del signe positivo.

En el espectro de amplitud, se representan las ampliitudes de las
funclones cosenco que componen la sefial, en funcidén de sus
frecuencias.

En el espectro de fase, se representan las fases de las funciones
coseno componentes de la sefial, en funcién de sus frecuencias.
Las constantes se interpretan como sefiales sinuvosidales de
frecuencia y de fase cero.

El espectro de amplitud de una funcién, indica qué frecuencias
estan presentes en esa funcién y en qué proporcidén relativa.

El espectro de fase indica la posicién relativa de las funciones
coseno.

Conocidos el espectro de amplitud y el especiro de fase de una
sefial, se puede sintetizar esa sefial, y solo en ese caso, ya que
si se conoce uno solo de los espectros la determinacién no es

unica.

16



h) El espectro de amplitud de toda funcidén periocdica real es funcién
par (simetria respecto eje y' ylde nu, y el espectro de fase es
funcién impar (simetria respecto origen).

i) Si se desplaza el origen de la funcidon f en una cantidad h el
espectro de amplitud u varia, pero la fase del componente
n-ésimo se desplaza en una cantidad igual a nwoh radianes.

3 Si el periodo T de la funcidén aumenta, esto se manifiesta en una
disminucién de la separacién de las lineas del espectro, Yy

reciprocamente.

1-4 MODULACION DE AMPLITUD Y FASE EN FUNCIONES PERIODICAS

Con frecuencia conviene modificar una seflal fisica, mediante otra
sefial que tenga prop;edades adecuadas. En el modelo tedrico esto se
corresponde con la realizacién del producto de funciones. Supongamos
que g(x), h(x) son funciones periodicas del mismo periodo T. Sea
f(x) = g{x).h(x). Supongamos tambien que f, g y h son desarrollables
en serie de Fourier, y sean S{(x), t(x} y ui{x) sus correspondientes
series. En estas condiciones se tiene el resultado sigulente:

[+:]

z a exp(iZanu x)
n o]
n=-o

R=4-1 Si S(x)

]
[ b exp(i2mnu x) , vy
n 8]

n==

tix)

It

oo
u(x) = [ Cnexp(lznnuox)

n=-m

b
n-k Kk

[2+]
entonces a = Z Chb =
n Kk n=k
n=-

a~18

[+ =-00

La formula anterior no es correcta cuando las frecuencias de g y h son
distintas.

Uno de los multiplicadores mas frecuentemente usados en la

17



practica es la funcién hi(x) = 2non que se utiliza para modular la
amplitud de un tren de impulsos cortos; segun muestran las graficas

ad juntas.

Figura 1 Figura 2

La sefial de la figura 2 se obtine multiplicande la sefial de la

figura 1 g(x) poer h(x), obteniendec la sefial:
o

flx) = cos[Znon] E C exp [12nnuox]
n=—o
con U ——
oT

Siende C el coeficiente de Fourier del tren de impulsos de la figura
n

1.

Si definimos la funcion sinc(x) = —EEE—E , el coeficiente de
Fourier C es:
n
cC = at sinc
n T T
Escribiendo cos 2nhox = ~%—exp{2nihox) + —%—exp{Znihox) podemos

escribir la funcién £{x) mediante la férmula:

Lo n] [+4]
1 - 1 o _
fix) = —E—Z Cnexp[12n1(ho + nuo)t] + ~§—E Cnexp[ 12n1(A0 nuo)x]

n=-00 n=-m

18
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Si AO es mucho mayor que —%r = uo, la ecuacién previa prueba gque
las componentes de la frecuencia no estan centradas en cero, como
sucede cuando h{x) esti ausente, sino que aparecen trasladados por Ao
y - Ao' El espectro de amplitud se define en términos de 1la
frecuencia como:
A = A_ + nu
n o} 0
La modulacién de sefiales en frecuencia y en fase, Sse usa con
frecuencia en wuna variedad de aplicaclones tales como radar vy

comunicaciones. Son frecuentes las sefiales de frecuencia modulada (FM)

en radic.

El ejemplo mas simple de una sefial modulada en su fase es:
g{t) = Acos [2nh0t + g{t)]
donde hemos cambiado x por t para significar tilempo, A es una

constante y la funcidén of{t), varia con el tiempo.

Se define la frecuenclila instantanea W , medida en radianes, de la
1

sefial harménica, come la derivada de su fase, es decir como:

d[2nA0t+ e(t})) (t)

wi - dt = 2Tmo * dt

Cuando o(t) es derivable, y la {recuencia instantanea AV

esta dada por la expresidn:

_ i 1 det)
AT o T AN Y I Tan

il

Si @(t) es constante & lineal, la frecuencia instantanea es constante.
Si la frecuencia instantanea, no es constante se dice que la sefial
esta modulada, en su frecuencia, y el objetivo de 1la modulacién

consiste en que la frecuencia varia de forma prescrita. Bajo estas
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mismas condiciones, la fase no se incrementa linealmente, como sucede
cuando ®(t) es una funcidén afin, y en esta sentido se entiende el que
la sefial esté modulada también en su fase. Con frecuencia los términos
& . . » « .. . >

Modulacién de la Fase” y "Modulacién de la Frecuencia” se usan

intercambiablemente.

Supongamos que #{t) es una funcidén periodica tal que:

o
e - £=_manexp(i2nnuot)
Sustituyendo u, = —%— tenemos:
A 2
g(t) = > EL 00anexp[iZH(Ao + nuo}t] +

[12]
+ —%- Z exp[—iZn(Ao + nuolt] donde los coeficientes
n=-00

a estan expresados mediante:
n

T/2

1 . . Z2nnt

a = ffi[ exp[le(t) i 7 ]dt
-T/2

1-5 TRANSFORMADA DE FOURIER

Si hi(x) no es una funcién periodica, entonces h(x)} no cumple las

condiciones para ser desarrollada en serie de Fourier. No obstante, si
T/2 )

¥T > 0; T > », se verifica gue J [h(x) | dx < « , podemos construir
-Ts2

en funcién de h, la familia de funciones periodicas
hix) six) = T/2
fT(x) =
hiy) six=vy + nT ; |yl = T/2

En este supuesto, para cada T, fT(x) es desarrollable en serie de

Fourier, y por tanto, llamando

-imnx
T/2

(Tg ) = I fT(x]e T dx obtenemos:
" -1/2

20



o]
_ 1 .
1.5.1 fr(x4EfET"T_ E m(Tgnlexp(12n nx/T
n=-
n+1
T

llamando u = — , glu )} = Tg (T) ; Au =
n T n n n

-—ll'.J

podemos escribir la férmula previa:

1.5.2 f (x) =
T c.8.

|-
a~18

glu Jexp(iZmu x}Au
o n n n

Admitiendo que existe limite cuando T——s w en (1-5-2) y puesto que Vx
tal que |Ixl <o , 3 T tal que T 2 Ix|, se deduce que VT z |x{|, es

fT(x) = h(x) y por tanto

[s4]
1.5.3 hix) = 1im f_{(x) = lim h{u Jexp(iZnu (x}Au =
T n n n
TTe Au lO n=-0o
1]
00 12TTu =
= I e " g(u)du
-0
(81]
Es coneccido que si J Ilh(x)ldx < ® , entonces existe una funcién g(u)
-]
tal que:

h{x) = J elanuxg(u) du =

c.8. -

De donde una condicién suficiente, para que exista el limite en 1-5-3

es que se verifique:

20

I Ih(x) |dx <

-0

Tambien es un resultade muy conocido el que si hi(x) y g(u) estan

relacionados por (1-5-3) entonces se verifica que:

[1-5-4] glu) = J‘ e PEMUXp () dx

c.s5. -0

Con relacién a (1-5-3) y (1-5-4), se llama a g{u) la transformada de
Fouier de h{x), mientras que h(x) es la transformada inversa de

Fourier de g(u).

21



1-5-1 TEOREMA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

o2
Sea f(x) una funcioén real tal que J [f(x)|dx < w, y que solo
-0

admite discontinuidades de primera especie. Si en el punto Xy existen
las derivadas unidireccionales de f, por la derecha(fDJ y por la

’

izquierda (fI), entonces se verifica:
1 00 8s]
f(xo) = _E_Jo I_mf(u)[cosv(u - xo)]du dv

Ademas si1 f es real, y se cumplen las condiciones previas, entonces:

f(Xm) + f(xo_) 1 0 .00
5 = J J f(u)cos[V(u - X )]du av
b 0
0 Y-

Si f es a valores complejos, con scolo discontinuidades de 12 especie vy

o0

J [f(x)]dx < o , entonces:
-

f(xo*) + f(xo )

1 T ® v
" =~ lim I Flu)e' ™ auiav
2 2m

TTow Y-7|Y -w

1-5-7 TEOREMA DE WIENNER (1943)

& . .. .
La transformada de Fourler de una funcién, cuando existe, es

unica casi seguro.

1-6 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En este apartado suponemos que todas las funciones que utilizamos
tienen transformada de Fourier. Denotames por TF(h), la transformada
de Fourier de h; esto es si g = TF{h), entonces

m "
glu) = J e EMh () dx

c.s. =0

Entre las propiedades mas importantes de la transformada de
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Fourier estéan:
1) Linealidad.- si h1 y h2 tienen transformadas de Fourier, entonces
vYa, beR ; ah1 + bh2 = h tiene transformada de Fourler y

TF(h) = TF(ah + bh_ ) = aTF{h ) + bTF(h_)
1 2 1 2

2) Comple jo conjugado.- Si h(x) es real y g = TF(h) entonces ¥ u > 0;

gl-u) = g(u); siendo gf{u) el complejo conjugado de g{u).

3) Par.- Si h es real y par, entonces:

Lee]

g(u) = TF(h) = ZJ h(x)cos Znuxdx.
0

4} Impar.- Si h es real e impar, entonces:
(o]

g{u) = TF(h) = - ZJ h(x)sen 2muxdx.
o

5) Cambio de escala en las frecuencias.- Si g = TF(h} y 8 # 0 es un

numero real, entonces la transformada de Fourier inversa de g(fu) es:

_ 1
hB[X) = --W h{x/B)

6) Cambio de escala en el tiempo.- Si g = TF(h) y a€R; a=#0, entonces

1
TF[h(ax)] = ga(u] ® Tal glusa)
7) Desplazamiento en el tiempo.-Sea g = TF(h) y sea
h (x) = hix - xo), entonces:
X
0 -1 21’!qu
TF(hx ) = g, (u) = e glu}.

o] o]

8) Desplazamiento en la frecuencia.-Sea g = TF(h); h = TF-l(g); y
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sea h (u) = glu - uo) entonces:
u

° -1 i2Mu_x
TF (g ) =h (x) =e h(x)
u u
) 0
o]
9) Derivabilidad. -Seag = TF(h) y supongamos due j [x"h{x)|dx < o,
-00
entonces g es derivable n veces y g“”[u) = (-i2nu)"g(u)

10) Area.- Si g = TF(h), colocando u = 0, tenemos:
m

2(0) =J‘ h () dx

-

TF{h), entonces la

11) Complejo conjugado 2.-Si h es complejo y g

g, = TF(h1], siendo h1(X) = h(x) es tal que gl(u) g(-u)

o

12) Lema de Riemmam-Lebesgue.-  Si J |h(x) [dx

-~ 00

<w y g= TF(h)

entonces lim g(A) =0
Ao tow

1-7 CONVOLUCION

Definicidén 1-7-1.- Sean h1 y h2 dos funciones definidas en los

reales R, con valeores en R 6 en los compiejos. Se llama convolucién de

hl, h2, que denotaremos por h1 * hz’ a la funcidén h, supuesto que

existe, que se obtiene por la férmula

[vs]
h(x) =J h (t)h_(x - t)dt.
-0

(oe] 0
Teorema 1-7-1.- Si I [hi(x}|dx < o ¥y J Ihz(x)ldx < w entonces
>

-0

existe h_*h TF(h) = TF(h ) Tf(h )
1 2 1 2
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Demactracidn

Es una clara consecuencia de la desigualda de Schwarz.
L0 00

Teorema 1=7-2 - Si h=h1xh2; J fhix)|dx < oy J. |h2(><_)|dx < o,
-0 -0d
entonces TF(h) = TF(h1LTf{h2].
Demostracioén
[24] o3 (2]
TF(h) = J e 12T () dy = J o~ iEMux J h (S)h_(x - S)dSdx =
-t - -0 ! 2
) [a4]
- I e-iznushl(S)e—ianuh«s)hz(x - S)dSdx =
v -0 -0
P‘m o .
= J' e '¥%%h (5)e™ ¥ n_(vV)dsav =
Y- ] -0
0 ) )
- e"Z““Shl{S)ds_J' ™% _(v)av = TF(h ). TF (h2)
\J‘_m -0

Propiedades. — Las siguientes propiedades son inmediatas.

1) Conmutativa: h1 * h2 = h * h

; s . * * - * *
2) Asociativa: (h1 h2) h3 h1 (h2 h3)

3) Distributiva respecto de la suma

* - * *
h1 (h2 + ha) h1 h2 + h1 h3
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CAPITULOD I

TRANSFORMACION DE FUNCIONES.

FILTRADO LINEAL. ALISAMIENTOS.



2.1. INTRODUCCION

Este capitule se dedica al estudio de transformaciones vy
modificaciones de funciones, con el fin de reproducir algin transmisor
ideal. Se recogen los mas importantes conceptos sobre el tema, y se
sintetizan algunas ideas sobre filtros y relaciones entre filtros.

En el apartado n? 2 se introduce el importante concepto de tren
de impulsos, como preambulo del operador delta de Dirac, operador que
facilita la notacidén y comprensién de impertantes nociones
matematicas, entre ellas la de muestra discreta sobre una sefial
continua. En el epigrafe 3 se desarrollan las principales propiedades
del operador delta, completandose el estudio, en el parrafo 4, con el
concepto de funcién delta en varias dimensiones. Resaltamos la
conexién que establecemos entre fucién delta y funcién de distribucién
concentrada en un punto.

En el epigrafe 5, se desarrolla el concepto de transformada de
Fourier del producto de dos funciones, concepto que se utiliza en la
modificacién de la sefial recibida, para transformarla en una sefial
proxima a la emitida, originando el concepto de ventana. Estas ideas
se completan en el epigrafe 6, con el estudio de sefiales discretas,
que corresponden a muestras tomadas sobre sefales continuas,
precisando como tiene que ser la razén de muestreo, para reproducir el
espectro de la sefial continua en términos de la discreta.

Se completa el capitulo con el estudio de los filtros lineales,
que son los mas importantes operadores de modificacidén de sefiales;

destacando el concepto de amplificador ideal asi como la conexién
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operar sobre la funcién g(t) produce

o
3()(e(t)) = [ g(t) sttt = g(0)
-
Por convenio, representamos a 8(t)[g(t)] por J g(t) a(t)dt.

-

Esta operacidén produce el mismo resultade que el que origina la

integracién de la funcidn g respecto de la funcion de distribucidn
{ 0 sit=20 @

ya que I g(tld Fo(t] = g(0)

Fo(t) =
1 sitz0 -t

A la funcién generalizada, u operador 8(t) se le conoce con el nombre

de delta de Dirac.

Si definimos la funcidn:

R e LA
s (t) =
nT 0 en el resto
ca
es claro que St(t) = z SET (t). Si la funcién g es regular en todo
n=-o
teR; es claro que
o T [>+]
lim I glt) ST (t)dt = J g(t) 8(t - nT)dt = g(t)
tio bt +] -t

Supuesto que la funcidén g cumple propiedades adecuadas, se obtiene:

o o] 1] T
lim J g(t) S_(t)dt = [ lim j g(t) S o (t)dt =
T]o " e n=-w T}0o * -
fes] [=5] 0
= Z J g(t) 8(t - nT)dt = z g(nT).
n=-mw —w Nn=—om

Fs en este sentido en el gque se suele utilizar la férmula

oo

lims_(t) = § &(t - nT)
T
T]o n=—co
X Sen x . :
LLlamando sinc x = = Y desarrollando en serie de Fourier Sr(t) se
tiene:
N
_ 1 . 2r nt
Sr{t) = lim Z Sn expl]j T
N- 0 n=-N
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M‘CODS—LSU}C
T ’ n T T

= Z S expl]
n
n=-w
Supongamos que t|o mas rapido que M a infinite, de tal forma que

Nnt
T

, 1
sea muchisimo menor que uno, para que S = —— con este supuesto
n

tenemos que:

N N
1 2n nt 2n nt
S (t) = lim —— exp|- —e—| + exp| 1————| - 1
K N-» o2 T nZO T nZO T
1 - exp|- 1 2néN+1)] 1 - exp[_ i 2n§N+1)t
= lim . >m + 57t - 11 =
N- @ 1 - exp|- 1—= } 1 - exp[ i T ]
- lim {sen{ZN + 1) (nt/T
Mo o l. Tsen(nt/T)

Pe las férmulas anteriores se concluye que si g es regular se verifica

que:
o T/2
I g(t) 8(t)dt = lim I g(r)SenieN + 1) (nT/T)
- NTm _T/z IToCIIViItLs 1)
Se puede eliminar la restriccidn :EI =t = —%—, haciendo que T-»> w; de
tal forma que @ = £g-N——%.—llE——-E-}eﬁda—&—-‘rﬁ-finito; (es decir que N tienda
a infinito mas rapido que T). En estes supuestos se tiene que:
sen(mt/T) = _rt
T
y la férmula
Lip _Sen(2N + 1} (nT/T) _ lim[ seth}
= bbb
HTw QT
Llamando
@ senQT € senQdT . senQT
I = lim J g(t)Senly, +J g(1)-SSnTy, +J‘ g(t)—=Snlyy
oo o nt e mt e nt

siendo £ > 0 un numerc suficientemente pequefio.

Es claro que la 12 y 3% se anulan; mientras que la 22 vale:

Lin g(0) o 8O T senx o)
nt i b4

OTe -e GTew ¥ -0

senQTd
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Los resultados previos se pueden usar para obtener un importante y

itil resultado., Consideremos, para ello, la integral

Calculande la integral obtenemos:

T1 = lim _%H IQ cos wtdw + iJQ sen wtdt] =
OTw Q -Q

Q

que considerada como operador, se comporta lgual gque &(t).

2 iwl(t-t )
Analogamente, se observa gue lim —g- I e ° dw
2n
QTe -0

se comporta como operador como &8{t - t ).
[}

2-3 PROPIEDADES DE LA FUNCION DELTA

_ i[cos cot]Q = 1y Sen Ot
Q t g fe TF

L. - Derivabilidad. Suponiendo que la funcién g es derivable cuantas

veces sea necesarlo, y admitiendo que es valida la integral por partes

y que la evaluacién de g(t) 8(t) es nula en o y en -w

definir &' (t) de tal forma que:

20 [vs]

-0 -

De igual forma se puede definir la derivada '™ (t) por:

o0 1 6] o]
J g(t)s™ (t)dt = [g(t)a‘“' ’(t)] - f g (t)s
-w

- =-m

{n-1)

, podemos

J g(t)a’ (t)dt = [g(t)é(t)] - j g’ (t)a(t)dt = - g’ (0)
-0

(t)dt = (-1)"g"(0)

11 Proociedades de si . lacig big d ]

Es claro que J g(t)s(t)dt = ﬁ g(£)8(- t)dt = g(0), que

-0 -0

simetria de la funcidén delta de Dirac.

Ademas:
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] 00
I g{t)s(t - a)dt = J glu + a)3(u)du = g(a)
0
[ ewsaiat =
-0
o0

_ 1
I g(t)s(at - bldt = TaTl J

[“ + b]a{u)du - g[_g*]

Igualdades que se obtienen después de realizar el cambio de variable

aproplado.

1Ll Integral

Si recordamos que I g(s)d(s)ds = I g{s)dFo(sJ, y admitimos que

-0 -0

dicha igualdad se verifica integrando desde - hasta t, para todo t,

tomando come gi(s) la funcidén que vale idénticamente uno, se obtiene:

t t t l1sit=zo0
I gis)é(s)ds = j g(s)dFD(s) = j S(s)ds = Fott) =
-0 - - 0sit«<O

En teoria de operadores, a la funcidn Fo(t) se la conoce con el nombre

de funcién de Heaviside.

FUNCION MUESTRAL Y FUNCION MUESTRAL AGRUPADA

Es claro que si muestreamos g(t} a razén constante T, obtenemos las

observaciones {g{nT)} que se pueden denotar por

nez '

o0

[S(t-n)(g{t))]nez.Suponiendo que Z lg(nT)| < w , podemos denotar la

n=-c0
muestra agrupada

[L/T)
MA(t) = Z s(t - nT)(g(t))

n=-00

Estas férmulas unifican y simplifican las notaciones de la muestra y

muestra agrupada de una sefial g{t).

2-4 LA FUNCION DELTA EN DOS DIMENSIONES

La funcién delta se generaliza con facilidad a mas de una dimensioén.
Téngase en cuenta, para ello, que la funcién de distribucién que

concentra toda su probabilidad en un punto (xo,yo) es de la forma:
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(x_,y )

{x,y} = F (x).F {y)
0% (x) (v,

Y por tanto 6(0 0)(x,y) = éo(x).éoty) = §(x).8(y); esto es:

]

(2+] o0 00 o
J J g,(x,y).a(x,y )(x,y)dxdy = I I g(x,y)ﬁ(x—xo)é(y—yo)dxdy =
-0 - 0 "0 - " -®

o o0
=g = j I g(x,y}dF (x,y).
(xo.yo) o Y -0 (xo,yo)

Admitiendo las mismas reglas de integracidén que para una variable se

tiene:

(x,vy)

L s £t
T T glx,y)8{x)8(yldxdy = J J glx,y)dF o
o Y- o (0,0)

y tomando g{(x,y) = 1. Se obtiene:

t s
J' [ 5(x)8(y)axdy = F  (s,t)
- Y -wm

2-5 TRANSFORMADAS DE FOURIER DE FUNCIONES SINGULARES

Sean W(t) = x(t)§(t + T) donde x e y pueden ser funciones con valores
comple jos. Sean X(A),Y(A} las transformadas de Fourier de x(t) e y(t)

respectivamente, el objetivo es hallar la transformada de Fourier de

W(t). Sabemos que:
(2 ¢]

* m 1] '
Wit) =J‘ REL tX(A’)d?\'J o AT By ETy gy
-

-m
Para obtener la transformada de Fourier de W(t), multiplicamos ambos
lados de la ecuacidén previa por exp(- i2mit) e integramos en t de -® a
w, obteniendo :
o s ] , m 1l
WiA) = f _J' e IR -AT-AL S12MATA o) FTRTT dA"dA’dt =
-0 Y =00
J‘m
-0

e-iET[?\ fa X(A, )’W 6(A:_Au_h)dhndh’ -

I.
I.
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m r
J‘ e-xan(A - A XA ) IO =RT dx

-0

Cuando el producto W(t) = X(tly{t + T),entonces Y{A' - A}, debe ser
reemplazade por Y(A - A’).

Si en las ecuaciones previas reemplazamos A por cero obtenemos:

00 (e1]

J x{t) y(t+A) dt = J‘ X(a') W e-iET[?L'A dx’

- —00
Cuando x(t) e y{t) son funciones reales tenemos:

L] o0

J x(t) y(t+a) dt = J X)) Ty e 2™ 8 gy
- -m
y si x(t) = y(t), obtenemos la férmula:
* ° 2 12TAA
J x(t) =x(t+A)dt = I [ X(A}]© e dA y como consecuencia se
=00 =00
obtiene las férmulas siguientes:
® 2 ® 2 -i2mAl
E = J [X(t)1™ dt = J IX(A)1" e dA[Férula de Parseval] donde a
—0 -

E se le suele llamar energia de la sefial x(t), y W(A) se expresa como:

[2+]
Wn) = I [X(A') Y(A"-A) dA  cuando w(t) = x(t)y(t)

-

El producto de dos funciones x(t) e y(t) se suele emplear en la
practica para limitar el rango de una de ellas, (por ejemplo x{t)) por
una funcién y(t) adecuada. En estas situaciones, la funcién y(t)

recibe el nombre de ventana.

1 si - T0 =t =T
Si y(t) =

¢ en el resto

entonces la transformada de Fourier de y(t) viene dado por:

To/a L 2TAL 2sen nATO
_i .
Y(A) = ]‘ e y(t)dt = ——® = T sinc(n T))
-T /2
0
En estas condiciones, si X(A) es la transformada de X(t), la
transformada de Y(t)oX(t) = w(t) es:
Lee]
W (A) = I X{A )T sinc [wT (A - A" )]ldx
T, ® 0 0

33



Solo cuando T0 es muy grande, WT (A) es préxima a X{A).
0

El problema de la utilizacién de una ventana, viene propiciado
por el siguiente hecho practico. Se suele recibir una sefial x(t) que
corresponde a la suma de dos sefiales, una v(t)}) que es la verdadera
sefial y otra I'(t) que es el ruide con el que hemos perturbado a V(t);
esto es:

X(t) = v(t) + T'(t)
El hecho de utilizar una ventana y(t); es con el fin de que x{t)y(t)
esté mas préxima a V(t), gque la propia X(t). En este sentido se

pretende que W(A), la transformada de x{t)y(t), coincida con V{A} la

(s3]
transformada de v(t). Si X(A) = I edaAtx(t)dt, asoclados con X(A),

-0

hay tres funciones, la propia X(A), su médulo [X(A)| = A(A) y su
argumento 8(A},

X(A) recibe el nombre de espectre de frecuencias de x(t); A(R)
espectro de amplitud y 8(X) el de espectro fase.

La operacién que hemos hecho de multiplicar las funciones x(t)
y(t), que se corresponde con una convolucién de sus espectros de
frecuencias respectivas se puede realizar en la otra direccién,esto
es, multiplicando los espectros de frecuencias X(A} Y(A) = W(A) de dos
sefiales x(t) e y(t), siendo W(A) el espectrode frecuencia de la sefial

(vs]

w(t) =I x(t )y(t - t')dt’.

-0

2-6 SENALES DISCRETAS Y SUS TRANSFORMADAS DE FOURIER

En esta seccién suponemos gque todas las funciones tienen
transformada de Fourier.

"

Una funcién se llama de banda limitada, si y sole si exliste AO >0

34



tal que su transformada de Fourier X(A)} = TF[x(t)] es tal que

X(A) = 0; VAl = Ad
Si x(t} es de banda limitada, entonces

Ao 12mA
x(t) = I X(A) e ™%
_AO

Se puede obtener una cota de x(t) utilizando la desigualda de

Schwarz:

A
bx(t)| = [za Io Ix(A)Isz] s (2a B)'7?
o] -2 9]

o
donde E, es virtud de la desigualdad de Parseval, es la energia de 1la
sefial x(t).

Si la sefial x(t) es derivable n veces, se obtiene que:

A
x™M(t) = J ° (izmn) €' T™X(A)dr

-A
o]

y una cota para x(n)(t) es por la misma técnica, obteniendo:

2n+1
- {ZAo] 22" E]1/2
Ix " (t)] =

2n + 2
‘o
Puesto que x(tz) - x(tll = = j x' (s)ds, se obtiene que
Y
2 1/2
ZAO mE
|X(t2) - x(t1)| = 5 (t2 - tl)

Tras este preambulo, pasamos al objetivo principal de esta
seccién, que es el de observar la seflal x(t) en intervalos de tiempo
equiespaciados; esto es de x(t) solo conocemos X{nT) para
neZ = enteros. Simbolicamente, podemes representar el conjunto

{X(nT)}nez por la expresidn:

o0 1; si t = nT
Q(t) = x(t) E §{t - nT};: siendo 8(t - nT) =
n=-oo 0, resto
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Puesto que la transformada de Fourier de la sefial discreta Q(t) es

o
z x(nT]e-lznAnT, podemes utilizar simbélica y practicamente la

n=-e

siguiente expresion:

L) = [ I e 1My (1)8(t - nT)dt E x(nT) e 'eMT

n=-0 n=-

Si X(A) es la transformada de Fourier de x(t), pretendemos ver la

relacién entre X(A) y 2(A). Para ello, tengamos en cuenta que:

[e]
QA+ mT) = [ x(nT) exp(- i2mnAT - i2wnm) =
n=-c
23]
= [ x(nT) exp(- i2mnAT) = R(X)

n=-m

y por lo tanto Q(A) es una funcién periodica de periecdo T.

m bl
Puesto que x(t) = J eianA Y%A )da sustituyende en la

- 00

expresion que calcula R2(A) se obtiene:

- L 27nAT ® 121A " nt
2y = Z g™t I e TN M (A Yda =

n=-0 - 00

o0 2]
_ -12Mn(A-AT)T , .1 _n
=] e XAy = - ) X[A —]

n=-0 n=-m

Si X(A) = 0, para |A| = T/2, entonces X(A) colincide con Q{A), salva

por el factor—%r1 esto es X(A) es un alisamiento de X(A), en el

sentido de que:

QT = _oi X[A - _?_]

n==0

Cuando X(A)=0, para [A| =z T/2; Q(A) es un alisamiento de X(A), en el

o)
sentido de que QT = Z X[h - _%_]_ Cuando K(A)=0; si

n=-m
L
B H

I

- B/2 = A s B2 y se tema T se dice que hemos utilizado la
razén de muestreo de Nyquist, algunas veces llamada razén de muestreo

critica.

Pretendemos reconstruir la sefial continua x{t) con el solo
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. ~ . A
conocimiento de la seflal discreta X(nT). Cuando = B, se verifica

al -

que X(a) = TR () y por tanto:

(=] A B
x(t) = J MY ¥(A)da = TJ 1ZA 0 yda =
-ca -B
[£4]

X x(nT)Jj el2MAL(E-RT) 4y

n=-0n -B

T

BT Z x(nT)sinc[nB(t - nT)]

n=-0
siendo la funcién sinc x = —EEE—E—, para x=0 y sinc(0} = 1,
1 . .
Cuando B = 5 las farmulas previas se pueden escribir como:
[+ +] [es]
x(t) = Z x(nT) sinc[—%—](t - nT) = Z X(nTH¥ (t)
n
n=-o n=-w«
= n
—] ————— i —_— .E—
x(t) z x[ 5 151nc{n8)[t B ]
n=-co
Las funciones wn(t) = sinc[—%—}(t - nT) satisfacen las propledades:
o T, si |Al = ——
1) J ¢ (L)¥ (t)at = eT
o 7 " o) si |[Al > 1
’ 2T

2T
1

2T

® P2
2) J ¢ ™M (t)dt =

-0

T e—lznnAT; si |A] = __l_
o, si [A] »
que son las tipicas caracteristicas de ortogonalidad.

Finalmente la 1igualdad de Parseval para sefiales de bajas

frecuencias quedaria:

o0 (»2]
R =I 1X(2) 12dA

n=-0m -0

2-7 FILTROS LINEALES. PROPIEDADES GENERALES

Fl término filtro 1lineal significa que transforma una serie
temporal, en una nueva serie temporal, donde el término serie temperal

se debe interpretar en sentido amplio, cualquier funcién numérica del
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tiempo, continua o discreta, aleatoria ¢ no. Un importante tépico es
como coenstruir filtros, que modifiquen los datos de forma adecuada.
Definicién Un filtro lineal F es una transformacién de una serie
temporal, la entrada x(t}; en una serle temporl, la sallda y(t), que
cumple ademads las dos propledades siguientes:
{1) Linealidad:

F[alxl(t) + azxz(t}] = alF[xl(t)] + azF[xa(t)]
(ii} Invariancia en el tiempo:

si F[x(t}] = y{t) y xT(t) = x(t + 1T); yr(t) = y{t + T) entonces

F[xr(t)] =y (%)

£s claro que si x{t) = [ a.xj(t} entonces
j
j=1

F[x(t)] = z & F[x (t)]
351 ] ]

Exigiremos tamblen la propiedad de conmutacién de F con el limite,
siempre que los limites existan, es decir:
i1} [22]
Fllim ax (ty| =F ax (t =
[ XJ'J ] [_ZJJ()]

n->e j=1 j=1

n

= lim ):ajF[xJ(t)] = jZlajF[xJ(t)]

n-»0 j=1

El tipo de limite dependerd del problema particular, ya que en uncs
casos representara una suma infinita, mientras que en otros casos el
limite se transformarda en una integral.

Simbolicamente este hecho gqueda representadoe mediante la

expresioén: .

F[ £ anA(t)] = ); aAF[xA(t]]
En el caso particular de que Xk(t] = eiht, tendremos
que x(t) = ; aAeiAt. La accién del filtro F, sobre x(t), queda
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totalmente determinado por F[eikt} = wh{t).

Como F[elkﬂﬁhq

= wh(t + h) = eilhwh(t}, se sigue que:
_ 1Ah
wh{h) = wA(O)e

Llamando T(A) = ¢, (0) = F[e"“’] = 1im F[e’“] se obtiene que

t]o
_ P 1AL
F[x(t)] = F[; e ] = ; aAT(A)e
A la funcién T{A) se le llama funcidn de transferencia del filtro F, vy

si llamamos:

H = {x(t) /s x(t) = lim Z aaelta}

entonces [ operando sobre H, queda tectalmente determinada, por su
funcién de transferencia.
Si escribimos « eitaT{A) en forma médulo argumental, obtenemos:

A
x(t) = ; IaAIel[(At+w(A}]

T(A) = IT(A) BN

De donde se obtiene que:

P =; oy [1T(A) fe! AT DO

Es decir si A representa una frecuencia de la sefial x(t), la
amplitud de cada fqgcuencia A estd multiplicada por el factor |T{A)[ v
la fase se cambia de ¥(A) a ¥{A) + 8(A).

Las funciones T(A) vy 6(A), se denominan ganancia y fase del
filtro lineal, respectivamente.

Cuande x(t) es real, se debe verificar que « para que la

AT Y

salida del filtro F sea real, se debe verificar que T(-A)} = T(A), en
cuyc caso, se tiene que:
[T(AY] = IT(-A)] , y @(-A) = — 68(A)
Sabemos que si x({t) es una funcién periodica de periocdo T,

entonces:
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x(t) = [ c e = z emnt
c.8. n n
n=-x n=-co
1 o 2
A =2 : = — ;
con . nnuo : uO T 3 E ) Icnl < o
n=-

En este supuesto la salida del filtro es:

o

F[x(t)] = z cmT(?\n)el}tnt que es una funcién periodica con petencia
n=-m
[24]
le 12 1T < w
n= -
(81]
Si x(t) es una {funcidén real tal que J‘ x*(t)dt < o . entonces
- - o
existe h{a) tal que J |h(t)|2dA <w, y
—w
x(t) = J e Mh(A)dA
-0
(¢ ]
Por tanto si I Ih(A)Ile{A)tZdA < ®w , entonces

-0

0
F[x(t)] = I |h(>\)|2 |T(h]|elhtdx < ® es una funcién de cuadrado
-®

integrable (energia finita} bien definida.

2-8 TIPos EsPECIALES DE FILTROS LINEALES

De lo dicho se desprende que al aplicar un filtro lineal F, a la
funcioén eiht, el resultado es la misma funcién multiplicada por la

funcion de transferencia del filtro T(A) en la frecuencia de A.

Esto es F(eiht) = T(A)eih{

Partiendo de FD{eiAt} = —g§I~« = iAeiAt, se obtiene que
T(A) = iA. Por tanto la funcidén de ganancia del filtro derivada FD es
G(A) = |A| vy su funcién fase es:

n/e si1 Az 0
g(A) =
-n/2 ; s81 A <O
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I 12l e Fil linea]

Observemos que el filtro derivado FD. actia atenuando el efecto
de las frecuencias pequefias, y amplificande el efecto de las
frecuencias altas.

Un filtro se llama de alta frecuencia cuando atenua o disminuye las
frecuencias inferiores a una determinada frecuencia Ao, mientras que
refuerza o deja igual las frecuencias superiores a AO. El punto AO, se

llama corte en las frecuencias del filtro, y la frecuencia para este

valor, por lo general, no se transforma por el filtro. Un filtreo ideal

de alta frecuencia esta dado por:
0 ; si |AI<?\0
T (A) =
AF

1 si [A] =2 A
Q

A, FILTRG CONVOLUCION

Sea x[(t) una funcién real de cuadrade integrable, y sea h{u) una
0

funcién tal que la funcién y{t) = j h{t - ulx(u)du sea de cuadrado
-0

integrable. demostraremos que la transformacién
(e
ic[x[t)] = J nit - wx{u)du = y(t)
-0

es un filtro lineal, denominado filtro convolucidén, Para elle es claro

que:
ic[axl(t) + sz(t)] = thc[xl(t)] + Bic[xa(t)] v
0 (+1]
F [x (t)] =J hit - ulx(t + uldu =J hit + Tt - uw)x(u' )du' = y(t + 1)
hec T o o

A la funcién h(u) se la denomina funcién de respuesta al impulso,
ya que h{t) es la transformada por el filtro de la funcidon delta de
Dirac, que equivale en el filtro convolucién, a integrar respecto de
una distribucién que concentra su probabilidad en t.

Facilmente se comprueba que la funcién de transferencia del

41



o Au

filtro F_, es T(A) = J. hiu)e "““du

-
00

Es claro que I Ih{u)ldu < w , entonces T(A) es una funcién
-

acotada.
Def Un filtro se llama estable, si y solo, si, cuando la entrada x(t)
esta acotada, tambien esta acotada la salida y(t).
Si |x(t)] = M, entonces:
o e

[y(t)] = J th{u)lIx(t - u)ldu = MJ [h{u)]du

-0 -0
(s3]

Por tanto si J- |[h(u)ldu € ® , entonces el filtre F es
- 00

estable.
Def E1 filtro ic se llama realizable, si y solo si h{u) = 0, para

u<?o

Ay FIITROS OF BAJA FRECUFNCIA

Un filtro de baja frecuencia, es aquél que atenda o debilita el

efecto de las altas frecuencias, y refuerza el efecto de las
frecuencias bajas. Frecuentemente se les llama tamblen filtros de

alisamiento.

Un filtro 1ideal de Dbaja frecuencia, tiene por funcién de
transferencia:
1 si A = AD
FgF(A) =
0, gi A > AO

EJEMPLO 1.- PROCESO ACUMULADO Y SU ESPECTRO ALISADO

En muchos ejemplos, las series temporales en tiempo discreto, se
obtienen mediante la acumulacién de material en tiempos Iigualmente
espaciados. Por ejemplo el grosor anual de los anillos de los troncos
de los arboles, es la acumulacién de madera producida por el proceso
de crecimiento continuo del arbol.

Si representamos por X(t) el proceso en tiempo continuo, el
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procesc acumulado en tiempo discreto es:
(n+1)T
Y{nT) = f X{ul}du
nT

Mediante el cambio de variable V = nT - u , la representacién

anterior se puede escribir en la forma:

-T T
Y(nT) = - J X(nT - v)dv = J X(nT - v)dv
8] (8]

Generalizando este hecho y tomande Y(t) como la cantidad de medida
acumulada en el tiempo (t - T,t) se tlene:

1 T
Y(t) = T J})X(t - V]dV

La funcién de respuesta al impulso del filtro convolucién es
/T si 0 =u = v
h{u) =
0 en el resto

y la funcién de transferencia de este filtro convolucidn es:

T
T(A) = _%_ I e_iAvdV - e-iAsz se§#i§£23
0

EJEMPLO 2 EL AMPLIFICADOR IDEAL

lLos amplificadores fisicos, son dispositives cuyo objeto es
transformar una sefial debil, en una version fuerte de la misma sefial,
con tan pequefias distorsiones como sea posible. El modelo matematico
para un amplificador ideal realizable es:
A[x(t)] = CX(t ~ T)
Siendo C el factor de amplificacion y 1 el retardo de la salida
sobre la entrada A es un filtro lineal <cuyas funciones de

transferencia, ganancia y fase son respectivamente:

T (A) = ce AT
A

G(A) = ¢

6(A) = - AT

Los modernos amplificadores de alta fidellidad, estan muy proximos
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de alcanzar el objetivoe ideal sobre un amplic range de frecuencias.
Esto ha hecho posible amplificar con precisidén seflales previamente
registradas con baja fidelidad, como sucede con electroencefalogramas,
electrocardiogramas, rayos césmicos, seismogramas, etc.

La funcidén 6(A) recibe también el nombre de desplazamiento de la
fase. También es interesante la funcién desplazamiento en el tiempo

a(a)

T(A) = 5 cuya introduccién viene motivada por el segundo ejemplo:

T(A) mide el desplazamiento de la fase en unidades de tiempo.

Como consecuencia tenemos que si [H(A] = |T(A)|| v 8{A) son las
funciones ganancia y desplazamiento de la fase de un filtro F,
entonces:

F[eikt] _ G(A}eiﬁ[t+T(RM

Es decir que F desplaza el origen del tiempo de los arménicos de
frecuencia A en T(A) unidades.

Puesto que B(A) y A son funciones impares, t(A) es una funcién
par. En el ejemplo 2, t{A) = - T, que significa que todos los
arménicos se han desplazado hacia atras en el tiempo, en la
misma cantidad.

Cuando estc no sucede, tiene una distorsién de la fase.

Def. Un filtro se llama simétrico, si y solo si, t(A) = 8(A) = 0.

Esto sucede cuando la funcién respuesta al impulsoc es simétrica.
Los filtros simétricos no son realizables salvo que sean
instantaneos, esto es A[X(t)] = CX(t).

De donde, todo filtro realizable no instantaneo, debe ser tal que
0(A)#0, para algin valor de A.

2-9 COMBINACIONES DE FILTROS

R1 Si F1 y F2 son filtros lineales con funciones de transferencia
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TI(A) y Tz(h), entonces a F1 + bF2 = F es un filtro lineal con funcién
de transferencia a TI(R} + sz(A).

R2 Si F1 y F2 son dos filtros lineales con funciones de

transferencia TI{A) y Tz(A), tales que F1 opera sobre x(t) y F2 sobre
Fl[x(t)], entonces F2 o F1 es un filtro 1lineal con funcién de

transferencia:
T(A) = TE(A).Tl(A)
Basandonos en estas transformaciones, y representande por I el

filtro identidad, esto es I[x(t)] = x{t) , y per F el filtro de baja

I;si |l = Al

]

0; si Al > a
2

frecuencia, con funcién de transferencia T(A) =

entonces el filtro F1 =1 -F , es un filtro de altas frecuencias.
Los filtros de bajas y altas frecuenclas, se pueden ,componer
secuencialmente, para obtener filtros de frecuencias intermedias. Por

e jemplo, sl F1 es un filtro con funcién de transferencia

1, si |Al =z Al
T = Y F2 un filtro con funcidén de transferencia
0; en el resto

1;: si |JA] = A
T (A) = , con A < A, entonces el filtre F=F_ o
2 1 2 2
0;: en el resto

F = F1 0 F2 tiene por funcién de transferencia

1; st |A]l = A
2

0; en el resto
El intervalo [Al,hzl se llama la banda que pasa el filtro.
Otra combinacidn interesante son los filtrs de la forma:
F=1- F] + F2 + F3 + ——-~+Fk

siendo cada Fi un filtro que solo pasa las frecuencias comprendidas
entre Al < Al S A
1 2

Es interesante sefialar que todos los filtros previos se pueden
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componer a partir de filtros de bajas frecuencias y de las operaciones

basicas de combinacién lineal y composicion.
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CAPITULO III

ProcESOS ALEATORIOS Y SERIES

TEMPORALES.



3.1. INTRODUCCION

En el estudio de las series temporales que admiten descomposicién
espectral se han desarrollade, histéricamente, dos lineas de
investigacidén. La primera de ellas, tuve su origen en el estudio que
realizé sobre la luz Sir Arthur Schuster (1898,1906), y se culmind con
el tratado que publicé Wienner (1930) sobre Analisis Arménico
Generalizado, aplicado a Geofisica. En este importante trabajo, gquedd
completamente explicado el analisis espectral de funciones de potencia
finita. La teoria de Wienner abarcaba series temporales univariantes y
multivariantes y sus aplicaciones se extendian a modelo de series
temporales tanto aleatorias, como no aleatorias o deterministicas;
aunque por esta época no se comprendian en todo su significado las
series aleatorias.

El matematico ruso Khintchine desarrolld la segunda linea, al
introducir los procesos estocasticos estacionarios tanto en el sentido
fuerte, como en el debil, y estudiar su estructura de correlacién.
Esta linea, ademds de 1la importancia que tuvo en facilitar el
conocimiento de las series aleatorias, fué uno de los trabajos
pioneros en el desarrollo de la teoria sobre procesos estocasticos
estacionarios. Cramer (1942) formuld el importante teorema sobre
descomposicién espectral de los procesos debilmente estacionarios. En
1971 Kolmogoroff amplié la teoria sobre dichos procesos, intreduciendo
una concepcién geométrica.

[La teoria desarrollada por Wienner es adecuada para explicar un

gran numero de fenomenos reales que admiten una modelizacidén tanto
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deterministica como aleatoria. Trabajos mas recientes dedicados a
estos temas consideran que estos fendmenos son de naturaleza puramente
probabilistica y desarrcllan teorias estadisticas para la estimacién
de los modelos mas iddneos.

En este capitulo exponemos los conceptos tedricos sobre los
procesos estaclionarios. En el epigrafe 3-2 se desarrolla el anadlisis
en media cuadratica de procesos,englobando el analisis de correlacién
iniciado por Khintchine.

En 3-3 se desarrclla 1la integracién respecte de un proceso
estocAdstico, exponiendo una serie de resultades basicos, para el
desarrollo y comprensién de la descomposicién espectral de un proceso
estacionario.

En 3-4 se clasifican los procesos en funcién de la informacién
que el pasado tiene sobre el futuro.

En 3-5 se desarrollan los conceptos basicos sobre procesos
estacionarios, ampliandose en [3-6] con los resultados relativos al
importante hecho de la representacién espectral de estos proceses y de
su ergodicidad.

En 3-8 se dan importantes conceptos sobre muestreo, alisamiento y
modelos en tiempo discreto, y se explica como se pueden reproducir,
parcialmente la estructura espectral del proceso continuo en términos
del discreto.

Se finaliza el capitulo con un estudio sobre teoria general de
filtros lineales.

En los epigrafes [3-2] al [3-6] se han seguido las notas de Velez

(Preprint).
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3-2 ANALISIS EN MEDIA CUADRATICA DE PROCESOS ESTOCASTICOS

Sea {Zt} teT un proceso estocastico a valores complejos en
general. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que E(Zt) = 0
pués en otro caso, llamando m(t) = E(Zt) construiremos el proceso:

z'(t) = 2(t) = m(t)
y 2" (t) tendria medio cero.
Def. 3-2-1 Si representamos Z(t) = X(t) + iY(t), se llama fucién
de autocovarianza del proceso 2(t) a:
y(t,s) = E[Z(t)fTET] = E[X(t)x(s) + Y(t)Y(s)] + iE[Y(t)X(s)— Y(s)X(t)]

Son bien conccidas las siguientes propiedades de la funcidén de

autocovarianza.
P1. - y(t,s) = y(s,t)
Pa2. - ¥(t,t) = E|Z2(t).Z(t ]
1/2

P3. - [v(t,s)| = [y(t t).Y(s, s)] {Desigualdad de Schwartz)
Pa. - vn,vt ,t_, .. y ¥z.,z_,...z eC"
— 1’ T2 1" 72 n

n n _

» ke

=1 Jl

Puesto que exigiremos que E[Z(t) )] < w, consideraremos como

basico el espacio

¢° = {Z:Q—)ﬂ:lEtzlz = J' 121%P (dw) < m}
0

es decir el espacio de variables aleatorias, definidas sobre el
espacio de prdbabilidad (Q,a,P}, con los valores en los complejos y de
cuadrado integrable. En dicho espacio se define el preducte escalar

<u,v> = E[U(w)V(w)] y por tanto

. 1r2
Juj = [E(UU)]
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Por tanto la convergecia en medic cuadratico no es mas que la

. : . 2
convergencia en el espacio de Hilbert £°, con producto escalar <.,.>,

3-2-1 CONTINUIDAD EN MEDIA CUADRATICA DE UN PROCESO

Sea Z(t) un proceso estocastico tal que vt, Earlz(t)l2 < o
Def. 3-2-1 Se dice que Z2(t} es continuc en media cuadedtica en to’
si y solo si:

lim EIZ(t_ + h) - z(t0}|2 =0
h=>0

Teorema 3-2-1.- Z(t) es continuo en media cuadratica en to’ si y solo

si1 su funcién de autocovarianza y(t,s) es continua en (to,to)
Demostracién

2— - —
EIZ(t0 + h) - Z(to)l = y(t_ + h,t0 + h) y(to + h,to)

o
- y(to,to + h) + w(to,to). Tomande limites cuande h - 0 vy
suponiendo que y es continua en (to,to) se tiene que

lim EiZ(t  + h) - z(toJa2 =0

h=>0

Reciprocamente si 2(t) es continuo en m.¢., entonces:

limlimE[Z Z ,]=lim ar(t+h,t+h’)=EI|:Z 2]=3r(t,t)
\ t +h t +h . 0 0 t o 0’ o

h->0 h =0 [} [} h,h =0 0

Corolario 3-2-1.- Si y es continua en todos los puntos de la diagonal,

entonces es continua y, ademds, Z(t) es continuo en media cuadratica

en todo t.

Teorema 3-2-2.- Sea {Z (t}}nen una suceslidén de procesos estocasticos
n

continuos en media cuadratica y tales gque E[Z (t)e (t)] < w. Si
n n

Z {(t) — 2(t) uniformemente en t; entonces el proceso estocastico Z(t)

n m.C.

es continuo en media cuadratica.
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3-2-2 DERIVADA DE UN PROCESO ESTOCASTICO

Bef—3-2-2-1-—~ Sea {Z(t)}tET un proceso estocdstico tal que

E[Z{t)Z(t)] < w. Se dice que Z{t) es derivable en media cuadratica en

to si y solo si existe una variable aleatoria U(to) tal gque:

Z{t ) + h) - 2(t)
lim m.c 0 ° = Uit )
T h c.s. o}
h->0

Feeremp—3-2-2-4— Si Z(t) es derivable en media cuadratica en to’

entonces Z(t) es continua en media cuadratica en t0

Teorema 3-2-2-2.- Z(t) es derivable en media cuadratica en to' si vy

solo si y(s,t) es dos veces derivable en (to.toL

Demostracidn. - Puesto que:

Zt +h Zt zt +h Zt w(t + h,t + h'] - y[t + h, t )
0 0 0 0 0 0

Tomande limites cuande h y h’ tlenden a cero, se obtiene el resultado
deseado.

Corelario—J=2=2=]—= §5i Zt es derivable en t0 y llamamos ét a su

0
derivada , entonces E[? z ] = [—inﬁlgl](t ,t). Ademas si Z es

to t ds 0 t
derivable en media cuadratica en todo t, entonces:

2
o1 _ [ 8%rlu,v)
E[ZL ZL] = [“‘W]“-”
dEIZ (E}I

tambien [ ] =m (t), siendo
m{t) = [Z(t)] y el operador derivado en media cuadratica es lineal.
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3-2-3 INTEGRAL DE UN PROCESO ESTOCASTICO EN MEDIA CUADRATICA

Def. 3-2-3-1.- Sea {2(t)} un proceso estocastico de cuadrado

integrable. Se dice que Z(t) es integrable en medla cuadratica en

si y solo si las sumas

n=1
Z [tiu"ti]z[ta]' cona=t <t <t <. <t =b
i=

= max . [t1+1 - tl], converge en media cuadratica cuando p — 0.

0={=n-1

Utilizaremos entonces la notacién

b n-1
JZ(t)dt = lin moc. § [tm - ti]z[ti].
a

p——> 0 i=0

Teorema 3-2-3-1.- Z(t) es integrable en [a,b] si y solo si y(t,s) es

integrable en la,b) x [a,b]l.

Demostracién. - S1 y(t,s) es integrable en [a,b] x [a,b] sera:

b b n-1 m-1
j J y(t,s)dtds = lim Z lim Z ;y[t St ][t - t'] =

’ y 1 j j+1 ]
ava p,p'»0 =0 p,p'a 0 §=0

= lim E i [tm - ti}z[tiJ "‘il [t’J+1 - t’J]z[t’J]

g.p >0 1=0 =0

n~1
Por tanto Z [t1+1 - ti}Z[tiJ converge en media cuadratica cuando
=

p — 0. Reciprocamente, si

b
[t -t ]Z[t ].E;E;_g J 2(t)dt entonces
i+l i 1] p—0 .

{E o ] (£ - e s

120 )= p.p' >0

b b b
E|J'2(t)dt! y por tantof I x(t, s)dsdt
a a a

b
existe y coincide con E[IJ Z(t)dtlz]
a

Corolario 3-2-3-1.- Si Z{(t) es continuo en media cuadratica en todo

punto de un intervale finito [a,bl, entonces es integrable en media

52



cuadratica en [a,b)

Demostracion Puesto que 7(t,s) es continua en [a,b] x [a,bl].

PROPIEDADES

b b
P1. - E[ Z(t)dt]f E[Z(t)]dt.

e

b 4 b .d
Z(t)dtj 2(u§du] = J I r{t,u)dudt.
a c a C

_ b b
(Cz(t)) + sz(t)]dt = CJZ(t)dt . czj V(t)dt
- a a

a

{+] c d
Pa. - IZ(t)dt - IZ(t)dt " J.Z(t)dt . VCe(a,b)
a a [+

Teorema 3-2-3-2.- Suponemos gue Z(u) es integrable en [a,b] vy sea

t
S(t) = I Z{u)du ; vtela,bl.
a

a) S(t) es continuo en media cuadratica en tode [a,b], S(t) es
derivable en {a,b) y S(t) = Z(t).
Demostracién: Son evidentes en funcidén de los resultados previos.

Teorema 3-2-3-3.- Sea Z{t) derivable en media cuadratica en [a,b], ¥y

sea Z(t) su derivable. Si 2(t) es integrable en {a,b], entonces:

t.
2(t) - 2(u) = Jﬂuwu
c. 5. a

Demostracion:
b_ 2 2
Eiz(b) - Z(a) - IZ(u)du‘ - E\ztb) - Zfa)i +

2 b —

- E[Z(b) - Z(a]]-[ 2(u)du] -

b
EHZ_(b) - ﬂi&)”é(u)du - y(b,b} - y{b,a} -

+

EIJ.bZ{u)du|

azr(s,t)
dsét —

b b
yla,b) + y(a,al) + I I dsdt -
a a

b _— b
j E[[Z(b) - Z(a)]zm]du J E[z'rs) - m)]é(u)du -

a
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= 7(b,b) - 7(b,a) - ¥(a,b) + y(a,a) + y(b,b) ~ ¥(a,b) -

- y{b,a) + ¥l(a,a) - 2¥(b,b) - 27(a,a) + 2y(b,a) + 2x(a,b) =0

3-2-4 TEOREMA ERGODICO EN MEDIA CUADRATICA

Sea Z{t) un proceso estocastico Vte [0,») tal que E[Z(t)] =0

TEOREMA.- « Si ¥(t,s) es continua Vt, Vs Yy se cumple que

T T T
"%J- J.a‘(t,s)dsdt — 0 equivale a %J. z(t)dt LS50 5
T o -0 T— o o] T— ®

Demostracién. -~ El resultado se desprende de

1 T 2 1 T T
E’—T_ I Z(u)du’ = e J J y(t,s)dsdt.
2
o] T 0 vo

3-3 INTEGRACION RESPECTO DE UN PROCESO ESTOCASTICO

Sea {Z(t]} un proceso estocastico, al que E[IZ(t)IE] < 2Z(t)
teT

es un proceso de incrementos ortogonales si y solo si satisface:
a) E[Z(t) - Z(S)] = 0; vt, seT
b) EIZ(t) - 2(s) 1% < w; Vi, seT
v e e ey - 2 [ - 26)] <o

TEOREMA 3-3-1.- « Si Z(t) es un proceso de incrementos ortogonales,

entonces existe una funcién Fi{x) tal que
Vs s teT es F(t} - F(s) = ElZ2(t) - 2(s)|%.
Dicha funcién es mondétona, no decreciente y queda definida salvo por

una constante aditiva. »

Demcstracidn .- f1ijemos tOeT y sea
ElZ(t) - 2(¢ 1% sit ozt
F{t) = 2
- E[2(t) - Z(to)l si t = to
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Sit =g =t: F(t) = E|2(t) - Z(t0)|2 = E|Z(t)- Z(s)+ 2(s)- Z(to)lz =

E1Z(t) - 2(s)}? + F(s)

Sis =t =t El2(t) - 2(s)|° = E|2(t) - z(to)l2 - E|Z(s)- 2(t0)|2 =
= F(t)} - F(s).
Sis=tst; -Fls)= EIZ(tO)—Z(s)|2= EIZ(tO)—Z(t)|2+ E{Z(t)-2(s)|? =

= F(t) + El2(t) - 2(s)|°.
La monotonia resulta trivialmente de que
2
ElZ{t) - Z(s)|
por ultimo si Gft) es otra funcién que

G(t) - G(s) E|Z(t) - Z(SJI2; ¥s = t, entonces

G(t) - F(t) G(s) - F(s) = constante.

Apartir de este resultado, es c¢laro que el procceso {Z(t)} es
teT

continuo en media cuadratica en t si y solo si F es continuo en t.
Por comodidad y sin pérdida de generalidad, suponemos que Z{t) es
continuc por la derecha.
Definimos la integracién de una funcién no aleatoria g(t),
respecto de un proceso de incrementos ortogonales en [a,bl. Comenzamos

con funciones g(t) escalonadas, es decir, cuando

g(t) =nzl CTy ¢t
120 i-17 1
siendo a = to < t1 < t2 <L.<t = b una particién de [a,b]
b n-=1
Por definicién:J;g(t)dZ(t} = ;Z; Ci[Z(ti+l} ~ Z{ti)]

b
Es claro que EJ g(t)dz(t) =0, v,
a

b b b
E[I g(t)dZ[t]I h(u)dZ(u)] - J g(t)h(t)dF(t)
a a a

Extendemos la definicién de integral a otras fuciones.

Consideremos, para ello, los espacios de Hilbert:
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b b
L? = {g: (a,b]l—s g/-[ lg(t)1%dF(t) < » con <g, h> = Jg(tlh(t}dF{t)}
a a

2

k4 {Z:(Q.a,p)——e C/Eizl2 <, y <z,v> = I Z(W)V(W}P(dw)\
)

Q

La definicidén anterior de 1integral, hace corresponder a las
: 2 . . 2 :
funcilones escalonadas de L%, variables aleatorias de ¥, y dicha
correspondencia, conserva el producto escalar.
\ 2 . . . .
Si gel”, entonces existe una sucesién g de funciones
n
neN

2 b
escalonadas tales que gnE—+ g. Entonces la sucesién J‘g (t)dZ(t) de
n
a

variables en ¥£° es convergente, y por definicién, su limite se define

b
comoj glt)dz2({t).

a

b b
Por tanto I g{t)dZ(t) = lim J gn(t}dZ(t); donde gn(t) son
a m. ¢ a

2
funciones escalonadas tales que gnE—e g.

Esta definicién de integral, cumple las propiedades siguientes:

b
Pi.- E| g(t)d2(t) = O

a

SR oY h— b —_—
P2. - E J' g(t)dZ(t)Jh(t)dZ(t)] = Ig(t)h(t)dF(t) R
- a a a

h 2 b
P3. - E I g{t)dz(t)| = I ‘g(t)lzdF(t)

Si gEL2 es continua, se puede tomar:
n-1

g () =T g(t)T (1)
1=0 17 T+l

Cont =a +1 b _a ., ¥ simplemente,
1

n
n-1 m. e b
[g(tl)[ztth - Z(ti)]-—'—-e Jg(t)dz(t).
i=0 a

TEOREMA 3-3-1 « La integral en [a,bl de una funcidén g(t}, respecto a

un preoceso de incrementos ortogonales existe si y solo si
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b
J lg(t)|%dF(t) < w
a

b
En este caso EJ g(t)dz(t}) =0 , vy
a

b e o —_
g(t)dZ(t).I h(u)dZ(u)] - j g(t)h(WdF(u) »
-] a

“|J

Demostracién. - Segin el criterio de convergencia en media cuadratica

a

b
Ig(t)dZ(t) existe si y solo si
a

n-1 m=1
E[{ [g(ti)[z(th-Z(ti)]} { }: g(t'j}[Z(tM)—Z(tj)]} ,

i=0 j=o0

converge a una constante, cuando los radios p y p’ de las particiones

t n , ¥y <+t " tienden a cero.
i) 1=0 1l j=0

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {t’)} es una
subparticidén de {tl}; lo cual permite expresar el criterio en la

forma:

m -1
n=-1
E[ [g(ti)i g(t'j)[Zt, - zt,][zt, - zt,] -
j=0 j=0 j* } Jj+1 J

m =1
n-1
= glt )i 'g'(t’){F[t’ ] - F[t‘]}
iZO - | 141 ]

En el caso de que gl(t} sea real, esta Ultima expresidén, es mayor
o igual que:
n

-1 2
min[g(t})] {F(t1+1) - F[tl)} y menor o lgual que:
=0

i

n-1 2 b
méax [g(t’)] {F(t1+1) - F(tx)} de forma que sl existe J g(t}zdF(t)
i=0 _]=l—mj ] a

b
entonces existe J glt)dz(t).
a

b b
Por tanto, si existe J lg(t)}IF{t), existen J Rg{t)dz(t) y
a a
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2

a

b b b 2
J Ig{t)dz(t), puesto que J [Rg(t)] drF(t) y J [Ig(t)] dF(t) existen}
a a

b
y por tanto I gl{t)d2(t) existe.
a
b

Reciprocamente si J.g(t)dZ(t) existe, el criterio converge para
a

cualquier par de particiones {tl} y {t}}, en particular, cuando ambas

b
coinciden, es claro que definen I Ig(t)lzdF(tL
a

Esta ultima afirmacidén prueba ademas que

b 2 n-1 2
EHg(t)dzm] - lin E [g(tl)[zum} § Z(tl)]l
a i=0 .
b n-1
Por ultimo E| g(t)dZ(t) = 1im E Zg(tl)[Z(tm) - Z(tk)] =0
a p— 0 1=0

ya que E[Z(t1+1) - Z(ti)] = 0.
El mismo razonamientc hecho en el c¢aso de la demostracién,
permite afirmar que si g(t) y h{t) son integrables en [a,b], respecto

a Z2(t} sera:

b b

g{t)h(t)dF{t).

il

Teorema 3-3-2.- « Si 2(t) es un procesc de incrementos ortogonales tal

b
g(t}dZ(t)I h(s)dZ(s)] = J‘

a a

que E|Z(t) - Z(s)l2 = Uz(t - 5)y

0 -lut ~-1ivt

S{u) - slv) = ! J < -~ ;te dZ2(t) entonces
vor %
1 0 e—iut _ e—ivt
2(t) - 2(s) = | — ds (u)

v 2n -

El teorema recibe el nombre de transformada de Fourier respecto de un

proceso de incrementos ortogonales.

58



3-4 PROCESOS DETERMINISTICOS E INDETERMINISTICOS

Sea Z(t) un procesc estocastico tal que Vt, E[Z(t)f(t)] < w; esto
es Z(t)efZVteR. Representamos por HZ(T) el espacio wvectorial
engendrado por {Z{t)/t = T}.

Si queremos predecir el wvalor de 2Z(T + h), en funcién de
{Z(t)/t = T}, lo légico es dar como prediccién el valor de 1la
proyeccién Y de Z(T + h) sobre HZ(T); es decir buscar aquella variable
Y, engendrada por la historia del proceso, que sea lo mas proxima
posible a 2{T + h) en el sentido de los minimos cuadrados, de forma
tal que el error de prediccién E|Z(T + h) - Y[2 sea minimo.

Consideramos ahora la familia de subespacios HZ[T) al variar T.
Es claro que HZ(T) es mondtona creciente con T y por tante existe

H(-w) =  H(T)
z TER z

H (- w) se llama pasado remotc del proceso. Por otra parte H {+ ») es
F4 4

el espacio engendrado por {Z2(t)/teR} y representa la evolucidn

completa del proceso, y es claro que VT; HZ(T]CH2(+ 0).

Pueden ccurrir tres casos.

[«]

1) H{- o} = H (+ m»)
4 z

22) H (- ) = 02H (+ o)
z Z

32) O=H_(- m):Hz(+ w)

En el 187 caso Hz(— w) contiene toda la informacién sobre el proceso,
y este recibe el nombre de proceso deterministico o singular.

En el segundo caso Hz(— w) = 0, el pasado remotc del proceso, no
contiene informacidén alguna sobre el proceso. Se dice entonces que el

proceso es indetermindstico purec.
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En el tercer case, el proceso se llama no deterministico 6
regular. Vamos a probar que en tal caso el proceso es suma de dos
procesos incorrelados, unc deterministico y otro indeterministico
puro.

TEOREMA 3-4-1.- « Si {Z(t)}  es un proceso tal que VtE|Z(t)|® < w

entonces  se puede  escribir Z2(t) = D(t) + I(t), siende D(t)
deterministico e I(t) indeterministico puro y ambos incorrelados.
Ademas dicha descompesicidn es uUnica ».

Demostracién. - Dado Z(t), sea D(t) la proyeccion de Z2(t) sobre Hz(- o)
e I(t) = Z(T)-D(t). es eclaro que 2(t) = D(t) + I(t), y
E[D(t)TTTT] = (0, por el teorema de la proyeccién ortogonal en espacios
de Hilbert, con lo cual

E[d(t)TTYT] = 0; Vs < teR.

Para ver que {Z(t)}teR es indeterministice puro basta observar

que los subespacios de Hibert. HI(T) definidos por el proceso I(t)
han de cumplir:
a) HI(T) < HZ(T); YTeR puesto que I{t) = Z(t) - D(t)eHz(T)
b) HI(T) Hz(— w); ¥TeR; donde , significa ortogonal.
Luego HI(- w) < HZ(— o) Yy HI(- m)cHz(- x); lo cual indica que
H(-w)] =20
I
En cuanto al proceso {DL}tER, observemos que
H(T) = HD(T)OHI(T); vTeR, y por tanto Hz(- o) < HD(T)OHI(T); ¥TeR vy
z
debido a que H (- m)HI(T); ¥TeR, sera Hz(~ @), ¥YTeR, se concluye gque
z
H {T) = H (- «); ¥TeR.
D z
Supongamos ahora que Zt = DL + IL, entonces.
H,(TloH., (T) = H {T)JoH_ (T); ¥TeR. Por tanto
D T b I

H (- o) =H,(+ wloH_, (- @} = H,{(+ w) y por tanto
z D 1 D
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D'eH (- w) vy como I, H (- ), resulta que
t z t 4
D; = proy. (Zt) sochre HZ(- @), ¥ la unicidad queda probada.
Para el casc discreto, el resultado se resume en el siguiente

teorema.

TEOREMA=3=4=2. = « Un proceso {Z }neZ con E[Z | < ®
n n -
¥n es indeterministico puro si y seolo si 2 = [ a? € e
n n-

J=o

Siendo |en| neZ un proceso de variables ortonormales

e 2
y [ 1a"1° < o, ¥n »

J
J=0
Comentario Por Pnl(Zn) representamos la proyeccién del proceso 2
- n

sobre el espacio H({n - 1) ye =2 -P (2 )
z n n 1

Por tantce € es ortogonal a € para n#m.
n m

3-4-3 DESARROLLOS DE KARHUNEN LOEVE

Sea z{t) un proceso estocastico tal que EIZ(t)I2 < w, VYtela,bl,
E [2(t)] = 0 y funcion de autocovarianza continua y{t,s). Pretendemos

conseguir un desarrollo en serie de Z2{(t) en la forma

o
2(t) =) £, (0)Y
K K
K=0
de tal forma que las sucesiones de v.a.{Y } sean cortonormales de
KEM
media cero, y la sucesién de funclones fk(tJ sean tamblien

ortonormales. Queremos gque e}l desarrollo sea valido en media

cuadratica; esto es:
n m I,
1im E[[f (t)y Z £ (s) Y] = 7(t,s)
] J i i
n, m—0 j=1 j=1
es decir, gque llamando Ak = EIYk!2 tengamos:
[+0]
y(t,s) = KZl?\kfk(t)fk(s)
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Si en la igualdad prévia, multiplicamos por fj(s) e integramos ,

tenemos:

b b [+]
I?(t,s)f}(s)ds - J‘ Y AL TT £ (s)ds.

a a K=1

Supuesto gue se pueden intercambiar los operadores integracién y

suma, obtendriamos:
b
t,s)f (s)ds = A f (t
[ERES ()

a
de tal forma que AJ seria un autovalor del operador que a g(s) le
haria corresponder

b
j 7(t,s)g(s)ds = h(t)

a

y £ (t) un auto vector, asociado con el auto valor Ay
j
El operador que hemos citado esta definido sobre
2 . , .
L"fa,b] = {f:{a,bl——3 C}, siendo C los nuimeros complejos y f tal que

b 2
f 1£(s)1%ds < o
a

Se puede demostrar que todos los autovalores de este operador son

[=»]
mayores ¢ lguales que cero, y que si {f } es una base ortonormal
n
n=1

del espacio vectorial engendrado por los autovectores del operador
asoclados a autovalores no nulos, entonces

4]
y(t,s) = Kglhkfn(t) £ {s)

Tenemos asi el sigulente resultado.

TEOREMA 3-4-4. - « Si {Z(t)} es un proceso tal que
tela, bl

E[Z(t)]2 < o E(Z(t)] =0, ay b finitos vy funcidén de autocovarianza
continua, entonces existe wuna sucesién de variables aleatorias

~ ortogonales {Yn} tales que E[Yk] =0, VYK, y una sucesién de
neN

w n
funciones ortogonales {fk[t]} tales que Z(t) = lim Z erj(t) ».
K=1 m.c. =1
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o«
Demostracién. - Sean {Ak} los autovalores no nulos del operador
k=1
asociado con 7, {fk(t)} una base ortonormal del
K=1...00

espacio engendrado por los autovectores ascociados con autovalores no

nulos. Definimos

b
Y (w) = J‘Z(t,w)—f (D)dt.
n a n

nm n m

Es claro que E[Yn(w)} =0y E[Yn(w)Ym(w)] =8 V.V

n
Llamando S (t,w) = Z ¥ {(w)f (t) tendrenos:
n el k k

n
2 2
El2(t,w) - S (t,w)]% = y(t,t) « .Eﬂ?\kifk(t)l

n n
_ N 2
- ZRZ A (DT TE) = olt,t) Z: ANE ()15

=1 =1

y por tanto lim E|Z(t,w) - S (t,w)|% = O
n— @ "

3-5 PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS. INTRODUCCION

Defipieién3=5=1= Un proceso estocastico {Z(t)} se dice que es
teR

estrictamente estacionario s ¥V neN y V¥ tl, tg"‘tnER y ¥Yh > 0, las
variables aleatorias n - dimensicnales [Z(t1)’ Z(tz)...Z(tn)], y
[Z(t1 + hJ, Z(t2 + h)...2(t + h)] son lgualmente distribuidas.

n

Esto quiere decir que V 81’ Bz"'B € B (o0 - dlgebra de Borel del
n

plano complejo o de la recta real):

P{Z{t JeB, Z2(t JeB_...2(t )EB} =
1 1 2 2 n n
= P{Z(t + h)eB, 2(t_ + h)eB_...Z2(t + h)eB }
1 1 2 2 n n

Esta claro que si E|Z(t)] < «, entonces se verifica que

E[Z(t)] = u, cuando el proceso es estrictamente estaciocnaric. De igual
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modo las distribuciones bidimensionales del proceso estacionario, soleo
dependen de la diferncia t - s, y come c¢onsecuencia la funcién de
autocovarianza del proceso Z2(t) sélo depende de t - s, esto es
¥(t,s) = R{t - s) = R(1).

Esto nos lleva a debilitar la definicién de proceso estrictamente
estacicnario, dando el concepto de proceso debilmente estacionario.
Def.3-5-2.- Un proceso estocastico Z(t) es debilmente estacionario si
vy solo si EIZ(t)l2 <o ; VteR ; y

E[Z(t + 1).2(t}] = R(t); ¥YteR y V¥teR.

Es evidente que R{t) cumple las condiciones siguientes:

a) R(- t) = R(7) ; vteR

b) R(Q) = E{Z(t)]a = 0

c) [R{T)| = R(0) ; VreR

d) R es semidefinida positiva; esto es ¥ t1’t2"'tnER'
Y 21,22...2n eC

)

Es bien conocido que la propiedad d} caracteriza a las funclones

n
z R{t -t )ZZ =20
3 i ] (S

=1 =1

de autocovarianza de los procesos estaclionarios.

Sea {Ai} una sucesidén mondtona crecliente de valores reales y
ieN

Ehi(W) una sucesién de variables aleatorias independientes. Podemos

construir el proceso
LAl . .
S(A,w) = e EA_(w}, siendo 1(A) = { i/A = A }.
I€1(A) ' '
Es claro que el proceso S(A,w) es un proceso de incrementos
2
ortogonales. Haremos la hipétesis de que lim E[S(A,w)] < w. En estas
ATe

condiciones podemos construir:
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Z(t) = '[eimdS(?\) =Z eltAl £,, ()
R ieM

que obviamente es un proceso estacionario.

En general, supongamos que {S(A)} es un proceso de incrementos
AeR

ortogonales, tal gque su distribucién asociada F(A)} estd acotada. En
tal supuesto, puede considerarse el proceso
(1]

Z(t) =f e tras(a)

-0

El proceso Z(t), esta compuesto por una suma 6 superposicién de
arménicos de los distintas frecuencias. Ademds segun las propiedades
de la integral en media cuadratica, se tiene que,

E[Z(t)] =0

—_— @ il A
E[Z(t)Z(s)] =f e AE() = R - s)

-
0

Siendo R(0) = E[!Z(t)|2] = J’ dF ()

-0

lo que indica que el proceso {Z(t)} es estacicnario de
teR

Se llama la representacién espectral de Z2(t) a I e“AdS(A)y el
R

proceso {S(A)} se llama su espectreo. Si S(A) es continuo por la
aeR

derecha en media cuadréatica, entonces F(A) es mondétona, no decreciente
y continua por la derecha.

Dividiendo a F(A) por R(Q), obtenemos la funcidn
G(A) = ﬁT%TF(t)' y la funcién G(A) se llama funcién de distribucién
espectral propia del proceso estacionario Z2(t).

Puesto que F{A) - F(u) = E{S(A) - S(u)ta, YA = ueR
resulta que F(A) - F(u) mide la contribuciéon de los arménices de la
banda dé frecuencia [u,Ar] a la varianza del proceso Z(t). De las

féormulas previas se deduce que:
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R(t) = J ! TR (1)

-

y por la férmula de inversién se puede obtener F(A), cuando se

conoce R(T).

3-6 REPRESENTACION ESPECTRAL DE PROCESOS ESTACIONARIOS

Comenzamos enunciando el teorema de Bochner, gque utilizaremos
despues

TEOREMA 3-6-1 (Bochner).- « una funcién es continua y definida no

negativa si y solo si existe una funcién F(A), real, no decreciente y

continua por la derecha, tal que F(- ») = 0; F(+ o} = R{0) y tal que

R(t) = J S TAF(A). »

-0

Con este resultado podemos abordar el ©problema de la
representacion espectral de un proceso estacionario

TEOREMA 3-6-2.~ (Teorema de la representacién espectral de un proceso

estacionaric). Si {Z(t)} es un proceso estaclonario, continuec en
teR

media cuadratica, entonces existe un proceso de incrementos
ortogonales
AT
(SO} tal que 2(t) = [ e"as()
-0

Ademas si E|S(A) - S(u)l2 = F{A) - F(u), vu = A, entonces la

funcién de autovarianza del proceso R(t) se puede escribir como:

I eitAdF{A) = R(t) »
R

BDemestraecidn— Consideremos los dos espacics de Hilbert Hz = espacio

vectorial engendrado por {Z(t]} , dotado del producto escalar
teR
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¢ 7(t),2(s) = E[Z(t)Z—[sJ]

oo

/
GF = {g:R——A 9/ I Ig(A)IZdF(A) < w, dotado del producto escalar
-
(v}

<gh > =J g(AMATAY dF(A)

-
Construiremos , por pasos sucesivos, un operador entre H y G
z F

A[Z(t)] = ' L L

to

1

(23]
Puesto que R{t - s) = E[Z(t)ifg)] = J ' “Para) =

-0

w0
I A{Z(t)]A[Zisi]dF(A) resulta que A conserva el producto escalar.
-0

™o
Io

Para combinaciones lineales aJZ(tJ), definimos A por la

=1

O g )

T1 n
lineal idad A[ Z aJZ(tj)] = Z aje‘Atj y evidentemente A sigue
J=1 J=1

conservando el producto escalar para combinaciones lineales de
funciones Z(t)

3- Si n, nz...n es una sucesién de v.a. tales que cada m es una
r n .)

combinacién lineal de wvariables aleatorias 2, tales que lim 7,
© m.c. n
entonces Elnn - nm|2 = I IA(nn) - Aln )I°dF (1) de tal forma que
m
-m

Aln ) converge en la norma de CDF hacia un limite, que
n

llamaremos, por definicién A(mn).
Las propiedades de la convergencia en media cuadratica indican

que A sigue conservandc el producto escalar y la norma. Es decir:
(2]
E ) = [ AG)RGIAFR), y
@
2 2
2= [ 1At - am)1er)

-0

Eln -,
La altima relacién permite afirmar que A es lnyectiva, puesto que
si A(nI) = A(nz), el segundo miembro es cero y por tante el numero

tambien.

A es sobreyectiva, ya que cualquier elemento GF, admite un
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w
: ] 1tjA
desarrolleo en serie de Fourler E aje ] , gque converge a G en la
=1

norma G_.
F
Puesto que A es una correspondencia biyectiva, esto es, wun

operador que ceonserva la norma ¥ el producto escalar,

definimos {S(A)} por:
A€R
1, stasa ySQ) =4l )
Para cada AOGR, gy (A) = 0
0 0, sia> Ao

ya que evidentemente gy EGF , Y sera entonces
0

-t
SAO = A [g(ho)].

va que evidentemente g, EGF, y seréa entonces
o

S =A-1(g(AO)).Sean A0<A15A2<A3, como A conserva el productc escalar y

)
-1 -1 ] .
SA —SA = A (gh J-A (gA }; se tiene
1 2 1 ©
E[(SA _SA )(SA -SA )] = [gA (A)—gh (A)][gA (A) - 85 (A)] dF(A) =0
3 2 1 0 -w ) 2 1 )
Y.

1 =)

[24]
2 _ _ 2 _ _ o
E|SA _SAOI = J_ |gA1(A) gAO(A)| dF (A) F(Ai) F(Ao) <

por ualtimo sea —a=AO<A1<A2<...<A =a una particién de (-a,a) es claro
n

n iL}\J _
que z e (SA o SA ) = A "(g) siendo
J=1 J J
it)\_J
e ;osioA <=
gy = )
0 ; s1 A<-a 6 Ara

cuando a tlende a @« y el radio de la particidén tiende a cero, Aq(g}

itA
converge a elt con la norma de GF. Por tanto

o . .
[ eltadsh =AMy =z
=0a

3-6-1. REPRESENTACION ESPECTRAL MULTIDIMENSIONAL

Sea Z(t) = (Zl(t),Zz(t)....,Zp(t)) un proceso estocastico
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multidimensional tal que E|Zi|2<m Vj=1,2,...,n, E22=0 Vj=1,2,....n vy

Elz? Z°] = r (t-s) Vj=1,2,...,n; Vs,t
t s Jk
n
Formamos el proceso Y(t) = [ aJZJ(t). que es estacionario y tiene
j=1 n
por funcién de autocovarianza p(t) = Z ajgkgjk(t)

Jyk=1

©
Por el teorema de Bochner p(t) = J elAth {A) siendo G real, no
a

-

decreciente y acotada. En particular para aJ=ak=1 y a,=0 ve, k,

I
tendremos
® 1At
L)+ t t t = =1 =
gjj( ) 7Jk( ) o+ ykj( )+ ykk( ) . e dGl(A] y para aJ i, a 1
a£=0 v = j,k.
S
y (t)+y (t) -iy (t) + 7y (t} = e Mac ()
1) Jk k] kk e 2
de donde
o [ o .
2y (t) = [ etag ) - 1] eMtac (n)-(2-1)(r (t)er ()
jk 1 2 1] Kk
- _—oo
es decir

| T ] Caa oo
7Jk(t) = [— e dGl.(A) 1[_ e dGz(A) (2 1)(?Jj(t)+vkk{t])

” E iat
Como consecuencia 3jk(t) = e' dFJk(AJ con
=0
_ 1 . _ .
ij(h) =3 { GI(A) 1G2(A) (1-1) (?JJ(A) + wkk(h)}

Podemos sehalar ademas que la relacién entre Y.y ykj obliga a que
i

sea dFJk(A) = dFkJ(A) y también que puesto que

o0 n
_ iat - _ )
plt) = J e Z a@d, dF () e [ aja, dF (M) = dG(A)

-» i,k=1
de manera que Z ajEde.k(A) =0 . Es decir que la matriz
j
(dF  (A)) es hermitica y definida no negativa.
jk ik=1,2,..,n

Intuitivamente idF.k(A)| mide la importancia relativa que tiene
i
el arménico de frecuencia A en los procesos ZJ(t) y Zk(t), mientras

que arg[dF.k(A)] mide el desfase entre las aportaciones del arménico
J
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de frecuencia A a cada uno de dichos procesos. En este sentide a
[aF (A)|?
ik

aF U dF 00 se le llama la coherencia entre ambos procesos y a
Jih kk

arg dFJk(A),la fase entre ambos.
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3.7. TEOREMA ERGODICO EN PROCESOS ESTACIONARIOS.

Sea Z(t) un procesc estacionario con funcién de autocovarianza
continua r{t). El teorema ergddico en media cuadratica, aplicado a
este proceso, afirma:

T T .T
ljz(t)dt—rﬁ) 0 siy sélo si lim IIr(S ~ t)dsdt =
T o Tow oo

I T
= lim % J r(u)[l - l%l]du =
T ~T
Ahora bien, puesto que r{u) = I elludF(u), sustituyende en la

-0

ecuacidén previa, obtenemos:

T o0
lJ r(u)[l - Lﬂ]du = 201 - cosAT) 4p(ny =
T T T n 2‘
1

e

) R
= F({O}) + J 2 tt——TozATY
o A2.r2

dF (1)

siendo la fuclién F continua en cero, ya que F(A) = {F(A) sia<O
F(A)-F(0) si A =0
y F({0}) = F{Q0) - F(0-) es la probabilidad que F asigna al cero.

00
I 2(1 - cosAT)dﬁ(A) = 0, y, como, consecuencia,

Es obvio que lim 5
T ¥ - ATT

obtenemos:

T
lJ'Z(tJdt% 0 siy sélo si F({0}) =0
T o T &

Como consecuencia obtenemos el sigulente.

TEOREMA 3-7-15ea IZ(t)EtER un proceso estacionario, con la funcién

de autocovarianza continua asociada con {2(t)} y F(A]) su funcidén de

distribucioéon espectral. En estas condiciones se verifica:

T
(1) lim m.c.%J z(t)e 'Mat = s(u) - S(u-) vy
T¢m 0
1 T -
(2) lin I rit)e " Mat = Flu) - Flp-)
Tﬁm o]

Con facilidad se comprueba que, para b fijo, y a» - w
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lim moo.c— | Z(t)e” Mt = s(w) - Su-)
a

¥y que para a fijo, b tendiendo a +

b
lim m.c.blfa IZ(t]e-“pdt = S(u) - S(u-)
a,roo a

Este resultado, tiene una importancia e intuitiva consecuencia:

Si la fucién de distribucién espectral de un proceso estacionario
es discreta, entonces el proceso es deterministico.

Esto quiere decir que, F concentra toda su probabilidad en las

frecuencias{AantneZ (enteros), entonces

Z(t) = }:e”“t[smn) - S(P\n—)]
nez

3-8 RESULTADOS NOTABLES SOBRE PROCESOS ESTACIONARIOS

Enunclaremos, sin demostracion, algunos importantes resultados
sobre representacién espectral de precesos estaclonarios Z(t), cuando
su funcién de distribucién espectral es absclutamente continua.

PROPOSICION 3-8-1 Sea {Z(t}}teR un proceso estacionario, continuo en

media cuadratica, con funcién de densidad espectral f{A).
En estas condiciones, 2(t) admite la siguiente representacién
espectral:

(a1

Z(t) =J e ()as’ (a)

-0

siendo Igo(A)I2 = f(A) vy {S’(A)}RER un procese de incrementos
ortogonales tal que E|S‘(A2} - S*(?\I)l2 = A - A VA_ =z A_.

2 1 2 1
TEOREMA 3-8-2

Un proceso estacionario {Z(t)}teR, continuo en media cuadratica

tiene funcidén de densidad espectral si y solo si
o0
Z(t) =J alt - way(u)

-

siendo {Y(u)}ueR, un proceso de incrementos ortogonales tal que
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(] 2
E|Y(u) - Y(v]|2 =u - v Yu 2z V y I (a(u)] du <
o

TEOREMA 3-8-3

Un procese estacionario discreto {Z{n)lneZ, tiene fucién de densidad
espectral sl y soélo si

Z(n) = aky(n - k)

k=-00

. 2 . . .
siendo |ak| < w e {YnneZ, una sucesidén de variables ortogonales,
k=-m

3-8-1 DESCOMPOSICION DE WOLD DE PROCESOS ESTACIONARIOS

Consideremos sdlo procesos estacionarios de cuadrade integrable.
Denctando por Hz(t) el espacio vectorial engendrado por {Z(s)|s = t}.
Es sabido que la mejor prediccién de Z(t + t), conociendo el proceso
hasta el tiempo t, es la proyeccidén ortogonal de Z(t + 1) sobre Hz(tL

Sea H_(- ») = H_(t). Recordemos que:
z z
teR

a) Un proceso se llama deterministice puro si Hz(t) = HZ(— w); VYt.
En este caso se predice la evolucion futura del proceso sin error.
b) Un proceso es indeterministiceo puro si y solo si HZ(— o) = 0.

Con esta notacidén tenemos los siguientes resultados

TEOREMA 3-8-1-1.— « Un proceso estacionario discreto {Z(n)}neZ es

v 2]
indeterministico pure si y sélo si Z(n) = Z ajy(n - j); siendo
J=o

23]
{y(n)}nez un proceso de variables ortogonales y Z |aj|2 < w»
J=0

TEOREMA. 3-8-1-2.— « Un procesc estacionario discreto es

indeterministico puro si y sélo si tiene funcién de densidad espectral

f(A) satisfaciendo
M
J‘ log f(A}dA > - o »
-M

TEOREMA. 3-8-1-3.- « Un proceso estacionario discreto {Z(n)}lneZ se
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puede expresar en la forma:
4 4]
z(n) = D(n) + Y ajyln - j),
J=0

2]
. (12
siendo Z |aj]® < w, |y(n)|neZ un proceso de variables ortogonales vy
JZo

{D(n)}nézun proceso estacionario puro; tal que:
E[D(nJy(m)] =0 ; vn, ¥m. ».

TEOREMA.3-8-1-4-

« Sea {2(t))teR un proceso estacicnario continue en media
cuadratica, con funcion de densidad espectral f(A), a(u) una fucién de
(1] 2
R en R tal que J [a(u)] du < @ e |Y(u)|ueR un proceso de incrementos
-m
ortogonales tal que Vu = v, E|Y{u) - Y(\«f)'2 =u - .

En estas condiciones
Lre]

Z2(t) = I alu)dY(t - u) si y sélo si J

- —w 1 + A

0
log f(h; d

A > - m

de incrementos ortogonales con
— — 2 . ) . .
Ely(u) = y(v)|"=u=-v ; VYu=zv si y solo si su funcién de

distribucién espectral tiene funcién de densidad f(A) que satisface

®  rogrtno
co 1+ A%

TEOREMA 3-8-1-5.~ « Un proceso estacionario {Z(t)}teR continuoc en

da > - o »

media cuadratica es indeterministice puro si y sélo si su funcién de

distribucién espectral, tiene funcién de densidad f(A) que satisface
®  rogrtmd
—o 1+ A%

3-9. TEOREMAS ERGODICOS SOBRE PROCESOS ESTACIONARIQOS

dA > - w »

Sea {X(t)}teR un proceso real, estrictamente estacionario,
definido scobre un espacio de probabilidad (R,a,P) y RY = {f]f:R—e R},

el espacio de posibles trayectorias del proceso
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Para cada t€R, definimos U(T):RR—e RR; por la fdérmula

Ult)f(t) = £(t + 1); es decir, U(tr) traslada el argumento de cada
funcion f de t a t + 1. Sea {U(t)}teR = OP. Dotado con la ley de
composicién, es claro que OP tiene estructura de grupo conmutativo,

S1 S es un conjunto de trayectorias, denotamos por

s, = {g|3feS tal que glt) = f(t + 1)}

Si P es la probabilidad que el procesc {X(t)}teR induce sobre el
espacio de trayectorias, entonces el hecho de que el proceso {X(t)}teR
sea estrictamente estacionarioc significa que para todo conjunto
medible S de trayectorias, se verifica P(S) = ﬁ{ST).

Un cenjunte medible de trayectorias S se llama invariante para el
proceso|x(t){teR si y sélo si

P(sas ) = ﬁ[(s - s )|v(s_ - 5)] = 0 VteR.

Es clarc que la familia I = {S|S es un conjunto de trayectorias
invariantes para el proceso {x(t)|teR es un ¢-dlgebra.

El proceso{X(t)|teR se llama ergédico si y solo si o-dlgebra I
contiene exclusivamente conjuntos de trayectorias de probabilidad
nula, evaluada con B.

Con esta breve introduccién tenemos los siguientes resultados.

TEOREMA. 3-9-1.— « Si {X(n)}nEz un proceso discreto, estrictamente

=N R

n
estacionario con E[X(O)] < o, entonces Z X(i) converge casl seguro
i=

1

hacia E[XO/X_I(I)}, siendo I la ¢-algebra de conjuntos de trayectorias
invariantes.»

Si {X(n)} es ergédico entonces

neZ
E[xo/x”{z)] =E [X_]

o]
COROLARIO 3-9-2.— « Si [y(n)]

nez €S uUn  proceso estrictamente
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estacionaric y pe(- T, T) entonces:

n-—

1 ! -ik
= [ X(K)e ' M

k=0

converge sSeguro ».

TEOREMA. 3-9-3.- « Sea |X(u) IueR es un proceso estacionarioc con media

cero y funcién de autocovarianza y(u) continua, y sea

s
7(8) = é f y(u)du. Si se cumple
0
o 2 T
Il_ff%?fqg(u)ldu < w , Tentonces %J;X(t)dt converge casl seguro a
cero ».
COROLARIO 23-9-4.— « Sea {X(t)}teR un proceso estrictamente

estacionario y pe(- U, T ), entonces

t

%~ I X(S)ye Has converge casi seguro: a S{pg) - S(u-); con S(A) el
0

proceso de incrementos ortogonales que se corresponde con el espectro

del proceso X(t) »

3-10. MUESTREC ALISAMIENTO Y MODELOS EN TIEMPO DISCRETO

La operacién de tomar muestras en una serie temporal, convierte
un preoceso en tiempo continue en uno discretoc. Cuando se modeliza la
serle temporal original por un proceso estocastico debilmente
estacicnarioc, la serie obtenida con el muestreo, es un proceso
debilmente estacionario en tiempo discreto. En este contexto, las
relaciones entre el espectro de la serie temporal en tiempo continuo y
el de la obtenida con el muestreo es importante, ya que la serie
muestral se debe utllizar para la estimacidén del espectro de la serie
original. El problema que se plantea es como seleccionar la razon o
intervalo de muestreo, para garantizar una buena aproximacién de un

espectro por el otro. Para formalizar este problema, necesltamos
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exponer el siguiente desarrollo:

Supongamos que X(t) es una serie temporal en tiempo continuo, gque
admite wuna modelacién por wun proceso debilmente estacionario.
Consideremos que el muestreo en X(t) es equiespaciado. Sea At, el
intervalo de tiempo entre muestras. Se llama razén de muestreo, al
numero de muestras por unidad de tiempo, que es igual a 1/At. La serle
muestral obtenlda es:

YAt(K) = X(KAt) ; K=0,%1, £ 2;...

[re]
Sea X(t) = I e]AtS(dA) la representacién espectral del proceso

-0
(0]
X(t). En este supuesto YAt(K) = J eihkﬂtS(dA)
-0
Se puede ver la formula previa como una combinacién lineal, en A,

de las funciones periodicas wA(K) = elhkﬂt, con coeficientes S(dAa).

Con este punto de vista, es claro que:

et —gg% (K} = ¢A(K) , ¥ por tanto, llamando
o 2nn
SAt(dAJ = E S[d[A + *E%—]] se tiene que
n==m
/At
yAt(K) - I elAkAtSAt(dx)
-/ At

que explica como la representacién espectral del proceso muestral,

»

se reduce a las frecuencias del intervalo [— E%' E%}'
Si F(A) es la funcién de distribucién espectral de lx(t)‘teR
entonces

[44]
2fin 2ln - T -1 1l
Fae® = ] [F[" ¥ KE_] } F[T]] FOS AT R

n==-u
es la funcion de distribucién espectral de la serie muestral.

Si F{A) tiene funcién de densidad f(A), entonces la funcién de

densidad espectral muestral es:
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4]
_ 2Tn) _
fAt(A) = Z f[a + ik AT = A = T

n=-w

=

Por tanto, todas las lineas o rayas espectrales { puntos de
potencia discreta) apareceran como lineas del espectro muestral en el
rango [— n/at, H/At], y el espectro continuc se transforma en dicho
range, formande la componente continua del espectro muestral. El
limite superior del rango del proceso muestral se llama frecuencia de
Nyquist, y puede ser evaluada por la expresién AN = /At (en radianes

por unidad de tiempo) & por fN = (ciclos por unidad de tiempo}.

L
2At
La eleccién de la razén de muestreo At, equivale a seleccicnar la
frecuencia de Nyquist. El proceso muestral en la frecuencia A,
- AN < A= AN, acumula o alisa toda la medida correspondiente a las
frecuencias A * 2MAN; n = 0; + 1; * 2 % 3; 4,
De lo anteriormente expuesto, se intuye la dependencia entre la
razén de muestreo y el rango del espectro muestral.
Cuando el espectro del procesc X{(t) estd acotado en las
frecuencias, tomande wuna razén de muestreo aproplada, se puede

reproducir el espectro del proceso original, con el sdlec conocimiento

del espectro muestral, segin confirma el teorema sigulente.

TEOREMA MUESTRAL 3-10-1.- « Si para algun namero A, el espectro de

X(t) es cero fuera de intervalo de frecuencias - A = A = A, entonces
el espectro de X(t), asi como el mismo proceso X(t), se pueden
reconstruir del todo sélo conociendo los valores de X{(t) en los puntos
TIK

- sjiendo K =0, £ 1; t 2...; es decir con mas precisién, podemos

deducir gque:

o )
Lo
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c . A <2
Demostracion— Sea ek t la funcién de que es igual a elAt para

-A<cx=A y fuera de este intervalo es igual a la extensién
periodica, con periodo 27, de esta funcién. La expansién en serie de

Fourier de esta funcién viene dada por la expresién:

L @ senA[t - [HK/A]]
L=

Por hipétesis es claro que F(dA) = 0 para |A] > A y por tanto

eiA(nK/A)

D(dA) = 0. Como consecuencia, se obtiene:
o

A
Vi, X(t) = f eMtas(a) = f e!*s(an)
A

-0 -

Aplicando las férmulas previas obtenemos:

A A
X(t) = I e'Mas(a) = j e'Ms(an) =
A

" senA[t - [HK/A]] A

L

@ senA[t - [HK/A]] o
L T A) =)

La implicacién de la convergencia en media cuadratica de esta

S(da) =

suma, y el intercamblio de la suma y la integral se puede ver en
ROZANOV Yu(1967) "Stationary Randon Processes" Holden Day. c.q.d.

Consecuencia del teorema es que si la frecuencia de Nyquist AN z A,
entonces FAt(t) = F(t), ¥t, y las descomposiciones espectrales del

proceso ceontinue y del muestral son idénticas.

3-11 FILTROS LINEALES. PROPIEDADES GENERALES. APLICACIONES

Sea X{t) wun procesoc debilmente estacionario tal que su

representacion espectral es:

X(t) = J e as (1)
R

y sea F(A) la funcién de distribucion esgé 4A && ciC
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< US[X(t)], US[X(u)]> = < X(t + s),X{s + u)> = < X(t}, X(u} > = R(t,s)
Se concluye que las operaciones U consevan el producto escalar.
s
Extendemos Us por linealidad a las combinaciones lineales finitas:
U a X(t =3} a |X(t =) aX|(t +8
S[z B J}] Z J[ J}] Z J [( ] )]
J J j]
y por continuidad a limites de sucesicones de Canchy de coubinac ones
lineales, cobteniendo:
U [ lim Y ] = lim U (Y )
s n S n
n— n—»
Es claro que, representando por M(X) el espacio de Hilbert
engendrado por el proceso X(t)}, Us es un operador lineal! sobre este

espacio, conservando el productoc escalar.

3-11-1 FILTROS LINEALES EN PROCESOS ESTACIONARIOS.

Def 3-9-1-1 Un filtro lineal F, es una transformacién lineal
continua de un espacio D(F) € M(X), invariante por los operadores Ug
VseR,; en si mismo; cumpliende ademas 1la siguiente propiedad de
invariancia en el tiempo:

¥SeR y VieD(F) USF(f) = F[Us(f)]

Sintetizande F :D(F)— D(F) es un filtro lineal si y sdélo si
¥SeR y YIieD(F), Uso F(f) = F o Us{f) y F es lineal y continua. La
definicién previa conlleva el que D(F) sea invariante por los
operadores Ug

TEOREMA 3-11-1-1 Si F1 es la funcién de distribucion espectral del

procesc X(t), entonces los filtros lineales estan en correspondencia
biunivoca con el espacio de Hilbert L2{R,B,F1L

Ademas, si F[x(o)] = J T(A)dS{A,w), entonces la correspondencia
R

biunivoca entre los filtros vy Lz(R,B,F}) es F «— T(A). Esto nos

confirma que los filtros lineales gquedan caracterizados por el valor
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Fﬁwq
1
Nota A

la funcién T(A)ELZ(R.B,FI) se la llama funcién de
transferencia del filtro.

Demostracién

Sabemos que LZ(Q,a,Px) y La(R‘B’F1) son isomorfos. Puesto que

F[X(O.w)]eLz(Q,a,Px). existe T(A)eLz(R,B,Fll tal que

F[X(O,w)] - JT(?\)dS(P\,w}
R

siendo S{A,w) el proceso espectral asociado con X(t,w).

Probamos seguidamente que F[X(O,w)] = J eiAtT(A)dS(A,w).
R

Para ello, pueste que T(A)eLa(R,B,Fl) existe una sucesién de
e-iALn,J

Cauchy T (i), tal que T (A) = [ a vy lim T (A) = T(X)
n n n,J n
j€Jn n=-—>» m

Puesto que:

F[X(O,w)} = lim jT (A)dS{A,w) = lim Z a JI A ag(a W) =
n—s o 8 " n— o j€Jn VR

= lim Z a_ . X(- tn, Jj)

n— 0 jEJn

Por tanto

F[X(t)] = lim E an,J X{t - tn,Jj) =
n—> @ JE€Jn

= un J a JJ AT Dye(a W) = 1im JelM T (A)dS{A, w)=
n— @ J&Jn Mg n— ® “R "

- Je“‘t T(A)dS(A, w)
R

Sea UeD(F) vy supongamos que Ulw) = J g{A)dS(A,w), siendo
R

2
j |g(A)|2dF,(A) < w. Supongamos ademas que J [g(A]T(A)] dFl(A) < .
R

R

Esta hipétesis supone que tante g(A), como g(h).T{A)ELZ(R,B,Fl)

81



En este contexto, sabemos que exliste una sucesién gn(A) de

exponenciales complejos; esto es
gn{a) = Z bn, k emm'k
kEKn

tales que 1lim gn(A) = g(A), gn(A) y gn(A).T{A)eLE(R,B,FIJ y ademas la
n-—3y o

sucesidén {gn{A)} es una sucesidén de Cauchy en LE(R,B,FIL

Por tanto

U = f g(A}dS(A,w) = lim J gds(,w) = lim  § bnk X(tn,k).
R n—) R n—) ® k&EKn

Por las propiedades de linealidad y continuidad del filtro F tenemos:

F(U) = lim X bn, k F[X(tn,k)] = lim Z bn,kJ AR () dS (A, w) =

n—> wkE€Kn n— ™ Kk€Kn R
= 1lim J gn(A)T(A)dS(A, w) = = f g(T(AAS (A, w).
n— o R R

Come consecuencia el filtro queda caracterizado por T(A), que

determina su valor en X(0,w)}, F[X(o,w)].

Ademas si U = lim J g(A)dS(A,w) entonces F(U) = lim J g(AIT(A)AS(A, w)
n— t R n— "R c.q.d.

En teoria se pueden construir una gran variedad de filtros
lineales, para ejecutar una amplia cantidad de operaciones sobre
series temporales. Para elle es necesario especificar la funcién de
transferencia del filtro. En la practica sélc se usan una clase muy
restringida de filtros. Por ejemplo, si X(t) es un proceso en tiempo
continuo que tiene densidad espectral acotada, entonces:

2
¢ =g/ IR|g(A)| A < @} < L (RB,F ).

Es claro que cada elemento de 22 se corresponde con un filtro

convolucién, puesto que si g(h)efz, entonces
2
g(A) = J e-iauh(u)du; valiendo J [h(u)] du < o
R R
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Si F es el filtro que se corresponde con g(A)} tenemos:

1At -1At

F[X(t)] = I et (A)dS (A, w) = Ie
R R

= fh(u))((t - w)du.
R

dS(A,w)J e h{u)du =
R

que es el filtro convolucidén anunciado.
Ahora bien, si F es unfiltro que se corresponde con una funcién

de transferencia T(A) acotada, tomando

T(A) si |A| =K
o - {
0 si [A] > K
2
se tiene que J [Tk(A)] dA < w ; correspondiende a Tk(A), para

R

cualquier K, un filtro convolucidn,

Puestc que dade € > (, se puede elegir K de tal forma
que J ITA) - TR(A)|2dF1(A) < g, se tiene
. 2
gque E[Fk[X(t)] - F[X(t)]] < g VYt, siendo
Fk[xm] - [ n0xc - wa
R

En este sentido, se dice que los filtros convolucién aproximan
cualquier tipe de filtros; Jjustificandose asi, el amplisimo wuso

practico de los filtros convoluciodn.
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CAPITULO IV

ESTIMACION ESPECTRAL EN PROCESOS
ALEATORIOS UNIVARIANTES. ESPECTRO

DE UN PROCESO ALEATORIO.



4-1. INTRODUCCION

El teorema de representacidén espectral para los procesos
estacionarios, suministra informacién util para estimar los espectros,
o las frecuencias espectrales mas relevantes, de dichos procesos.
Dicho espectro suele representar, desde el punto de vista fisico las
frecuencias dé emisidén de la energia ¢ de otra sefial, que se mide
mediente el proceso estacionarico X(t). Dedicamos el capitulo IV de
esta monografia al estudio de estas cuestiones.

Los apartados 2 y 3 estén destinados al estudio de los filtres, y
a filtros especiales de ruidos blancos; que generan, en términos
amplios, los procesos estacionarios discretos. Se dan algunas pautas
gsobre distintas formas de encontrar un filtro que se adapte a los
datos.

El apartade 4 va dedicado a exponer algunas técnicas sobre la
estimacion de frecuencias en espectros discretos. Destaca el
subapartado 1-4-3 en el que se desarrolla una técnica de optimizacién
global destinada a tal fin.

En los apartados 5,6 y 7 se estudian diversos métodos de estimar
la densidad espectral de procesos discretos, analizando sus
propiedades. Conviene destacar la modificacidn de dichos estimadores
mediante las ventanas espectrales, que corrigen algunas deficlencias
de estimadores naturales. El apartado 7 esta dedicado al estudio y
presentacién de las propiedades muestrales de los estimadores
espectrales. Estos aspectos se completan en el apartado 8, teniendo en
cuenta algunas de las caracteristicas expuestas en los apartados 2 y
3.

El apartado 9 se dedica a analizar las caracteristicas especlales
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que se presentan al tener que estimar las densidades espectrales de
procescs estacionarios continuos, mediante muestras u observaciones
discretas de dichos procesos. El intervalo & razén de muestreo es
fundamental en este apartado.

El apigrafe 10 estA destinado a exponer distintas caracteristicas
que deben cumplir la ventana espectral, para obtener estimadores
precicses. El inconveniente de muchas de estas caracteristicas es que
se definen en funcién de la densidad espectral, que es desconocida. En
el apartadec 11 se completan algunos de estos aspectos, especlalmente
ios destinados a la eleccidén de los parametros de la ventana, la
longitud de los registros ¢ tamafic muestral y los Intervalos de
frecuencias. Destacan en este apartado las técnicas de preblanqueo ©
prefiltrade y el tapering.

Se finaliza el capitulo con el apartadoe 12, destinado a exponer

algunas pautas Gtiles para la determinacién de la ventana.

4-2. FILTROS DIGITALES

El términe filtro digital significa un filtro lineal en tiempo
discreto. Su principal uso es la modificacién de datos obtenidos en
tiempo discreto. Se llama disefio del filtro el proceso de seleccionar
los parametros adecuadamente para alcanzar los objetivos pretendidos

en la modificacién de los datos.

Como ya vimos en capitulos precedentes, gran parte de los filtros

son tipe convolucidn, y su funcion u operador es

85



o0
[4-2-1] L[X(t)] = Z CJX{t -J)i t=0; *1; %2, £ 3... donde Cj
J=-mw

son numeros reales llamados pesos del filtro, que satisfacen la

[ys]
.. 2
condicién Z C ; < m

J=-m0

El principico general para evaluar la funcidén de transferencia en

tiempo discreto, es analoga a las versiones en tiempo continuo. Se

aplica el filtro digital a la entrada X{(t) = eita y se obtiene como

salida y({t) = B(AJelAt donde B(A) es la funcién de transferencia del

filtro. Aplicando este criterio, se obtiene que la funcién de
transferencia de L[X(t)] definida por [4-2-1] es:

o0
[4-2-2] BOA) = ) Ce™ . p<asn

F=-w
1 T 1Ak
de donde Ck = EE_J e B(A)dA, para todo k,
-

y por la relaclén de Parseval se obtiene:

= 2 1 1 2
Z c = TJ- IB(A) | “da
kK=- =TT

T
Por tanto, cualquier funcién B(A) tal que J IB(A)IZdA < w, tiene una
-7

expansién o desarrollo en serie de Fourier como [4-2-2] y peor tanto

puede ser funcidn de transferencia de un filtro digital.

Si los pesos de los filtros satisfacen la condicidén, algo mas

0
fuerte X |C | <« w , entonces el filtro tiene una funcién de

J=-

transferencia continua y acotada, y por tanto se puede asociar con una

entrada debilmente estacionaria con potencia finita.

Tomando como unidad el valor At, intervalo que transcurre entre

la toma de dos seflales consecutivas, podemos utilizar la notacidn de 1
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por At: k por KAt, y c{k) por CX(KAt), donde C (KAt) es la funcién de
X

covarianza, calculando la densidad espectral por:

1 ¢ -1Ak
f(a) = EE—k=_mC(k}e s -m < A=W
con esta transformacién se verifica que i% < A= gfy la funcién de
densidad espectral es:
At P Ak
£,(0) = gy UDcx(kAt)e“ kAt

existiendo la relacidén entre ambas de fﬂt(h) = Atf(AAL,

Segun vimes en capitulos precedentes, si | es un filtro lineal, con
funcién de transferencia B(A) e Y{t) = L[X(t)], entonces la medida
espectral y la funcién de densidad espectral de la salida son
Z,(dA) = B(A)Z (dA), y, F (dA) = 1B(A)I'F (dA)
En particular, la funcién espectral y las funciones de densidad
espectral estan relacionadas por las expresiones:
P.(A) = [BOOIP (dA); £,(A) = [BOOI®E (dA)
sic =cC,; VJ; entonces B(A) es a valores reales y por tante la fase
solo puede teomar valores O y £ w y los filtros que tienen esta

propiedad se llaman filtros simétricos.

oW
Si Y(t) = X aJX(t - j) es un filtro digital, se llama
J

transformada Z del filtro a 1la funcién a valores complejos
o

A(Z) = z aJZJ; vy si A{A) es la funcién de transferencia del filtro,
j=-o

entonces A(A} = &[e-kk].

Se define el operador salto hacia atras par B, donde

87



B[X(t)] = X(t - 1), filtro que tiene por funcidén de transferencia

-1A . ot . . . -
e Consecuentemente, si definimos el filtro combinacién lineal por

[+
4(B) = Z aJBJ, con B! = |B'|1:, siendo B el inverso de B,
3

entonces «(B) es el filtre lineal, con funcién de transferencia
Alx) = ﬂ[e-ih], que se puede escribir como:

Y(t) = 4(B)X(t).
Una medida razonable de la desviacidn de U(t) de la sefial ideal Y(t}

2
es E[u{t) - Y(t)] , cantidad que se puede evaluar por:

2 b1 VAt 2
E[u{t) - Y[t]] = E‘J e [AN t(h) - A(R}]Zx(dh)’ =
-1 !

-

i K>t=1 iAk 2
a e } F (dA).
k x

- k<t-N

4-2-1, FILTRAGE LINEAL PARA TRANSFORMADAS DE FOURIER

T
Las relaciones Y(t) J eiAtC(A)ZX(dA) para salida de un filtro
-n
m 1AL
J e 2 (dA), y funcidén de transferencia
x

=T

lineal con entrada X({(t)

C(A) sugiere el siguiente procedimiento. Se obtiene en primer lugar la
transformada de Fourler réapida
N .
2 = LF v
X,V N
t=1

- [N -11/2 s v s[l]

2nv
N »

con Ap = >

después multiplicande a Zx yper ia funcién de transferencia C(A)

evaluada en los puntos AV y el producto se transforma hacla atras, en
el dominic del tiempo por la transformada de Fourier rapida para
obtener:

[N/2] LAvt
Wit) = e Clav)z
X,V

V=-[(N-1}/2]

88



Si los pesos del filtro son bk; k =0, *1;....y si la

densidad espectral de las entradas satisface la desigualdad

0 <ms= fx(A) = M, entonces

2
2ampeN, t = E[W(t) - Y(t)] = 2nMpN, t

5 @ t-1 2
b” + -b|;
k [ bk * z [bk bk] Y
k=t k=t-N

t=N-1
donde pN, t = z
k=

-2

Suponiende que los pesos bkdecrecen de forma monétona razonable
cuando{Kl|— =, entonces los valores mayores de pN,t, se producen al
comienzo y al final del rango 1 =t = N; por tanto prescindiendc de

algunos valores extremos, se obtendran buenas aproximaciones.

4-3. MODELIZACION DISCRETA. MEDIAS MOVILES

Recordemos que un procesc de ruido blanco es una sucesiédn de v.a;
incorreladas c(t); t = 0O + 2...., con media coman E[s(t)] =0 vy

varianza comun E[cz(t)] = ¢°.

Un proceso de medios mbéviles es un proceso que se puede modelizar
por
n
[4-3-1) X(t]=[ aglt - j): t =0 %=1, =2 ..
.J=-mj
donde m y n son enteros no negativos y los coeficientes aJ son

constantes reales. En general, se dice que X(t), modelizado por

{4-3-1]1 es un proceso de medias mdéviles finito.
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Un proceso de medias méviles infinito modelizado por
m o
: 2
-3 = - <
[4-3-2] X(t) { ae(t - j), con Z a’ <o

J:—m _j:-m

se denomina un proceso lineal.

El proceso X(t), modelizado por [4-3-1] & [4-3-2] se puede ver
como una versién filtrada del proceso de ruido blanco €(t). La versidn

transferencia del filtro es :

-1Aj

B(A) = E ae
J=-00

Teniendo en cuenta que la funcién de densidad espectral de =(t) es
2

o
he(A) = ZE , se obtiene que la funcidén de densidad espectral de X(t)
es
2
2 %
hx(h) = [B(A}] >

El proceso X(t} definido por [4-3-2] tiene media cero y varianza

4]
Uz [ af, y segun vimos en el capitulo 3 de esta monografia, todo
k

=-c0

proceso estacionario de media cero y cuadrado integrable, se puede

representar por [4-3-2].

No obstante [4-3-2] no es una buena modelizacién para X(t), por
depender tanto de las innovaciones pasadas £(t - j) para j = t, como

de las futuras e(t - j) J < 0.

Cuando en el modelo [4-3-2] suponemes a =0, para j < 0, nos
J

gueda la representacidn
fral

- . v 2
[4-3-3] X(t) = E ajs(t J) con g a° < w

J:O =0 J

Camblando con el meodelo [4-3-1] el indice j peor s=j+m y llamando
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n{t) = e(t - s), dicha formulacidén se transforma en:

[4-3-4] X(t) = % bsn(t - s)
3=0

modelizacion que es la que se usa mas ampliamente.

Si X(t) estd bien modelizado por [4-3-4), entonces basta con

determinar los parametros b5 para calcular la densidad espectral de

X(t].

4-3-1. MODELOS AUTORREGRESIVOS

Si e£(t) es un procesc de ruilde blance, de media cero y varianza

o, y X(t} un proceso tal que E[X(s)c(t)] = 0 ¥t ¥y ¥s < t, diremos que

X(t) es un proceso autorregresiveo finito cuande se puede representar

por el modelo
[4-3-1-1] X(t) + blx(t - 1) + bZX(t -2} + ... 0+ qu(t -qgql) = g(t)
El proceso X(t) es autorregresive de orden finite, cuande se puede

representar por

[6+] o
(4-3-1-2] X b X(t - k) = e(t); con b, = 1; y[ b <
k=0 k=0

Demostramos en el capitulo (3%) gque todo proceso discreto estacionario

de cuadrado integrable admite wuna representacidén como un proceso
o k

autorregresivo de orden infinito de tal forma gue B(z) = z bkz sea
k=0

una serie con radioc de convergencia p > 1. En este supuesto:
n n 00
_ PAL 1 - 1At -1Aj
X(t) —J' e [—B(M]Zg{d?\] J‘ e [[ ae ]thdh)
- - j=0
[4 4]
=Z a £t - j)

3=0

4]
Siendo B(A) = B[eqa]; y 1/B(z) = [ ajZJ
j=0
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Puesto que los procesos autorregresivos, finitos o infinitos, son
expresables como transformaciones lineales de procesos de ruido

blanco, tienen espectros continuos con densidad espectral.
o® 1 o° 1

f(h): =
* 2m IB(A)]° 2n Ii b e-&Ak
Kk
k=0

‘ 2

4-3-2. PROCESC DE MEDIAS MOVILES-AUTORREGRESIVO

El modelo ARMA es:
P

(4-3-2-1] i 4 Xt - j) =7 Celt - k)
1=0 k=0

donde £(t) es un procesc de ruido blanco, con varianza &%, Una
solucién X(t} debilmente estacionaria del modelc previc, se llama

proceso de medias moéviles autorregresivo.

P
Se supone que ¢, = d0 =1, y que Clz) = Z cka no tiene ceros en
k=0

{z/|z] < 1} yv D(z) = i dJZ}; no tiene ceros en {2/)z| = 1}.
=0

La razén de estas hipdtesis, es garantizar la existencia de solucidn

en el modelo [4-3-2-1].

Visto X(t) como la salida de un filtre lineal con entrada e{t},

la funcién de transferencia A{A) viene definida por

0
AR) = g c e—ihk//i d e-lhk - Z a.e_ikk
k 7L ] §
k=0 j=0 J=-o

o
con E a® < w, siempre que D(z) = 0 no tenga raices sobre el circulo
J
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En este supuesto la funcién de densidad espectral del proceso

X(t) es igual a:

0‘2 2 2
fx(A} = ——2; lA{A) ™ =

4-3-3. FILTRAJE EN TIEMPO REAL

Sean X(t) e Y{t) proceses debilmente estacionarios, siendo x(t)
no observable e y(t) obsevable. Suponiendo que Y(t) es observable para
- <t <o el proceso de filtraje real consiste, a nivel teérico, a
aproximar X(t} tanto como sea posible, en funcién de Y(t}; 1lo cual
equivale a encontrar un filtro lineal | tal que minimice
E[X(t) - L[Y(t)]]2. $1 ambos procesos tienen espectros continuos con
densidad espectral fX(A) y fy(A) y densidad espectral cruzada fxy(A);
la funcién de transferencia del filtro | es:
B{a) = fxy(h)/fy[h)
Mas realisticamente, para un tiempo dado t, solo disponemos de
observaciones Y(s) para s = t. Por tantc, debemos preguntarncs por el
filtro de mejor prediccidén de X(t + v), para algin v = 0, esto es
debemos determinar el filtro Lv que minimice E[X(t +v) - I_V[Y(t]”2
entre los filtros lineales restringidos a que Y{s), sea menor gque

s = t,

La solucidn a este problema es la proyeccién de X(t + v) sobre el

subespacic lineal engendrado {Y(s)/s = t} resuelve el problema. El
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filto Lv = PL, donde | es el filtro que proyecta X(t + v} sobre el

espacic generado por {Y(s)/ - w <5 < m} y P es la proyeccidén sobre el

espacio generado por {Y[s)/s = t}.

El filtro | esta determinade por la primera versién del problema
de filtrage, operando sobre YV(t) = Y(t + v), en vez de sobre Y(t}. Su
funcién de transferencia es B(A)eikv donde

B(A} = fxy(h)/fy(A), y la salida es

S T A

X (t) =J e B(A)Z_(dA)

v Y

-

Si Y(t) tiene una representacién unilateral de medias méviles, con
respecto al proceso de ruido blance e(t}, y que

EE{Y(s)]|s = t} = EE{e(s)|s = t} ;, donde
EE = Espacio engendrado, entonces nydh) = C(A)2.(dA)

- £
con C(A)} = z Cje-lAJ; y z C? < w®
Jj=0

-~ i )
Se sigue que Xv(t) = J e‘Aﬂ*V)D(A)Zg(dA) = Z dje(t + v - j)
-1 j:—m

donde D(A) = C(A)B(A). Puesto que EE{Y(s)ls = t} = EE{e(s)|s = t}, 1la

A

proyeccion de Xv(t) sobre EE{Y(s)|s = t} tiene representacién:

n @ ®
P[Xv(t)] =Ij:vdje:(t + v - ) = Zodj +velt - ) = X (1)
= ]

El proceso Rv(t) = P[Xvit)] es LV[Y(t)], que es la solucién al

problema, y sole queda por calcular la funcién de transferencia de

este filtro.

No cobstante observemos que:

2~ {dx) =D (A)Z
X v

1]
(dA) donde DV(A) = z dj + pe 1A
v b]

=0

3

Por tanto la funcién de transferencla de Ev es:
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A (A) =D (A)|C(A); donde Z2~ = A (A)Z (dA)
v v X, v Y

4-4. ESTIMACION EN PROCESOS CON ESPECTROS DISCRETOS

Un proceso con espectro discreto se puede modelizar por
Kk
[4-a-1] X(t) =Z Acos(At + ¢) + elt)
1=1

donde e£(t) es un procesc aleatorio é de ruido blanco, que tiene poca
influencia sobre el valor de X(t}, y gque representa un proceso de

ajuste o error de medida en el modelo,

El conjunto {Al, A ,...Ak} representa la frecuencia de emisién,

2

{¢1,¢2,...¢k} las fases vy {A1. Az"'Ak} las amplitudes de los

distintes arménicos.

Con el fin de facilitar el proceso de estimacion, podemos operar

en el modelo [4-4-1] para obtener:
k

[4-4-2] X(t) = { [Aicos¢lcoshit - Aisen¢isenhit] + e(t) =
=1

i=
k

= Z [A;coshit + B;senhit] + e(t).
T=1

El problema que abordamos en esta seccién, consiste en:

Dadas N observaciocnes Xl, Xa""xn de un proceso estocédstico, que

se puede modelizar por [4-4-1], estimar los parémetros

CRCTILA T N NN
i ifi=1,2,...k ifi=1,2,...x £

2 .
donde o es la varianza del error e(t).
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Supuesto k conocido, podemos estimar el resto de parametros
mediante técnicas de regresién minimo cuadraticas. Para ello debemos

minimizar la funcién:
N k

2
Z [X(t) - z [A’cos?\ t + B’seni t]:|
i i i i

t=1 i=1

Diferenciando respecto de A; 1% B; obtenemos:

N k k
[4-4-3) Z X(t)cosA t =): A +E BiU, .
t=1 1=1 T=1
N K k
[ X(t)senh t = [ AU +z B'S,,
t=1 i=1 i=1
N
donde ¥ = z cosA tcosA t
t) H
t=1
N
= [ senA tcosa t.
] i J
t=1
N
S =-Z senA tsenA t.
19 3 i J
t=1
El desconocimiento de las frecuencias {Ai} , no hace facil la
1 = i =k

resolucién de las ecuaciones [4-4-3]. Sin embarge, cuando se supone

que las frecuencias A] son de la forma:

m1
= —_ = 2, ...
Ai 2n N 1 1, 2, k
con ml, mz, ...mk enteros: entonces se facilita notablemente la

resolucisén de las ecuaciones, ya que:

y o, si 0=p=g= [N2]
[ cos gp cos ;q =4{ N/2, si O < = q < [N/2]
- N, sip=gq=0 6p=gq=N2

cuando N es par

M
[ sen 2npt cos 2nqt _ 0 ; ¥Yp, Vg enteros.

N R '
=1
0 O0=p=gqc< [N2]
1 TPt Tt
E sen Np Sen Nq = N/2; O = = q < [N/2]
v 0; p=q=0; 6p=4q=NZ

N par
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Ba jo estas hipdtesis se tiene que:

2 & ™
= —N—[ X(t)COS ZHT t.

A’
i
t=1
N m
o, 2 i
B1 = —N—;—1X(t)sen Zn—ir t.

Ademéas:
N k

N
A, - 2 — 2 + * _
E[Ai] —ﬁ—§=1E[X(t)]cos At=s — . Z;l[AjcosAjt + Bjsenajt].coshit =

=1

[A’cosA tcosA t + B’senA tcosaA t] = A’
j=t t=1 J b 1 ] J i B

Andlogamente se prueba que E[Ba] =B

Yy que:
n (o 2 2 N 5 Zac
Var Ai] = T] O"E ): cos At = i
t=1 2
R 5 2 5 M ” 208
Var Bl] = t_ﬁ_] GC Z sen A t = 5
. t=1
{ ~ A~y
Cov A;, B; = 0.

\ 4

Las férmulas previas son puramente matemdticas, ya que por lo general

las frecuencias Al, Az,...hk son descenocidas.

Se puede desarrcollar un proceso iterative para mejorar las
estimaciones, tanto de los parametros A’ vy B;, como de las frecuencias
1

AJ. El proceso iterativo se concreta en los siguientes pasos:

m
1) Se eligen A, A L. L A arbitrarios, con A= 2n——i :

1 2 k i N
0 =m= [N2] y se calculan los estimadores A; ; B; y el error
cuadratico medio:

N K . - 2

E.C.M. = { [X(t) - z [Aicoshit + Bisenhit]]

£=1 T=1

11} Se seleciona un A = 2n—%— 3 {AI, A?...Ak} y se sustituye por

cada uno de los Ai, calculande E.C.M. (A, AiJ. el error cuadratico
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medic que se cbtiene al sustituir A por hi. Si E.C.M. (A, A‘), se
sustituye A~ por A y se repite el proceso, hasta que E.C.M. (A,
L3

A) = E.C.M.

III) Se busca un Ag {Al, AZ"'Ak] conjunto de frecuencias actuales
tales que:

-
Min E.C.M.(A,Ai) = E.C.M. (A, A} <E.C.M.

Si es posible encontrtar un tal A, se sustituye en [Al, AL . A ) A

2 k

por A' y se coloca E.C.M. = E.C.M. (A, A~]. El proceso finaliza cuando
no se puede hallar tal A. La eleccidén de A se simplifica teniendo en
cuenta las ecuaciones [4-4-3] y observando que solo uno de los valores
yij; Ul} Y Sij es no numérico.

Otra forma de obtener buenos valcores 1iniciales para las
frecuencias A, es mediante la técnica de periodograma. Dicha técnica
consiste en:

Dados N observaciones X1’ X, ...XN; de un proceso estacicnario

2
discreto, se llama periodograma del proceso para los N cobservacliones a

la funcién IN(A) definida por:
2 2
IN(A) = {A(AJ} + {B(A)} definida para - N = A = N siendo
- 2

N
- 2 -
(4-a-a] AN = /= _);_lxtcosu, y BA) = /= Z_lxtsenkt,

férmulas que son similares a las que servian para estimar A y B' en

los supuestos previos.

Otra forma, mas sintética, de definir el periodograma es:
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N 2
-1At

2
IN(A) =N ’[ X{t)e
t=1
Aunque IN(t} estd definida ¥YAel - N, N], es claro que no se puede

evaluar dicha funcidén numéricamente para todos los valores de A, Por

lo general se suele evaluar IN(A} en las frecuencias 2on A en

N m

cuyo caso se verifica que:

aa) = /AN ysay = /N
m 2 m m

Se llama grafica del Periodograma a la que resulta de dibujar m versus

I 2mm)
N N
Supuesto que el proceso se puede modelizar por {4-4-1], con Al = EEE ,

entonces:

2m1n N 2 .2 N 2 2 2
- L- ’ 4 _ —————
E[IN[ N ]] 2 h[Al * Bl ] 2 [Ai * Bn] * 208

mientras que si m = m, entonces:

o[l - =

Al ser IN(A) funcién de una sola variable, se pueden aplicar técnicas

de programacién matematica global, para buscar los maximos de la
funcion periodograma. Respecto de este periodograma se tienen los

siguientes resultados.

TEOREMA. 4-4-1.- « Si {X(t)}tez es una sucesién de variables

aleatorias independientes de media cero y varianza Gi , entonces
2mn . .
IH Nl m = 0, 1, 2, ... [N/2} son variables aleatorias

independientes que se distribuyen segin:

xi . sik#0; k # N2

2mr c

IN N - 2 .2

20 X1 . s k=0 ,; 6 k = N2, con N par ».
x

DEMOSTRACION. - Clara consecuencia de la ortogonalidad de las
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funciones senc y coseno.
N-|s|

Llamando Ri(s) = —%—z X{L)X(t + [s]), podemos escribir el
£=1
periodograma por la formula:
N-1 n
I, () =2y R(S)cos SA.
S=-(N-1)
TEOREMA 4-4-2.- (PRIESTLEY)« Supongamos gque X{t) se ajusta al

k
modelo [4-4-1]; X(t) = E: Aicos(Ait + ¢1J + g(t) entonces, VYA, se
T=1

verifica:
2 1 1
2 1 Kk sen [-——Z—N(A + Al)] sen [TN(A - ;‘\1)J
E[IN(A)] = 2@8 * 5N A ; + : »
T=1 sen [—E—(A + A )] sen [—E—(A - Ai)]
TEOREMA [4-4-3].- (PRIESTLEY) & sl LOS {xt} son
1=t=N

independientes ¥ tienen cumulante de cuarto orden finito

k =p - 304, entonces:
4 4 X
4k 404 sen2 E N(A + A) sen® lN(?\ - Aa)
4 % 2 1 2 2 1 2
cov IN(AI)'IN(AE) N * 2(1 ¥ 2f1 ' =
Nz |sen [E Al- AZ) ] sen [2—(A1— Aa)]

4k, Sncri
= T + N {FN(Al + 7\2} + FN(AI - ;\2)}

]

siendo FN el ntcleo de Fejer, definido por la férmula:

1 sen® (N6/2) - e [ s

N > 1 - -wh]cos s80.
(6/2) S=-(N-1)

2nFN(6) = N
sen
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4-4-1. ALGUNQOS TEST SOBRE FRECUENCIAS Y PERIODOGRAMAS

Aunque se observen en el periodograma una serie de picos, no
podemos concluir, sin realizar previamente un contraste adecuado, que
las abcisas de estos picos se corresponden con las frecuencias del

modelo [4-4-1].

2mam
N 3

El dibujo de Am = m=20a, 1, 2, ...[IN/2], versus IN(Am), 6 la
grafica del periodograma, nos proporcicna informacién relevante para
decidir si podemos admitir la hipdtesis de que k = 0, esto es; X(t) es
un proceso puramente aleatoric & no. Hemos visto gque cuando el proceso
X(t) es puramente aleatorio, para 1 = m < [N/2], la wvariable

IN(A }//02 se distribuye como una XE, siendo todas estas variables
m X

independientes, obteniendose como consecuencia el siguiente resultado.

TEOREMA 4-4-1-1.- « La funcién de distribucién de la v.a.

S = Max. [I (A }/éz], cuando el proceso es puramente aleatorio, es
1=2mec(m/2] " *

s [N/2]
Fs(z) = [1 - e ] si N es par ».

DEMOSTRACION

F (z) =P[S = z]
S

- 3]

o N/2-1
-2
cuando N es par, Fs(z) = [1 - e ]

I 1]
— av]
— —
—
| =
——
[0} ~
' 3
N S
~
Ny tA
= N
N -
[¥)
- <L
3
-
[}

. . 2 .
S solo se conoce cuando sabemos quién es ¢ , aungue dicho valor en la
X

practica es desconocido.

Cuando el modeloX(t) es puramente aleatorio es
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1 N/2)

~ [
5,2 2 _ 1
E[IN(AmJ] = 20x , ¥ por tanto Sx ACVA Z_l IM(Am)

. : 2
es un estimador insesgado de ¢
X

Si reemplazamos ai por su estimador 52 en la definicién de S,
x

podemos construir un test aproximado para contrastar la hipétesis:

HO £ El modelo [4-4-1]} es puramente aleatorio, frente a
H = El modelo {4-4-1] no es puramente aleatorio.
° [M/2]
hd -z*/2
Para ello, sea 2 un valor tal que [1 - e } =1-a

£
El test decide Ho’ si S' =Z vy Hien case contrario
Mo obstante, Fisher (1929) obtuvo 1la distribucién exacta del

estadistico:

Max. [IN(A }1
S = - bajo la hipotesis H_

i IN(Am)

TEOREMA 4-4-1-2. (Fisher 1929).- « Si N es impar y Ho es clerta,

la distribucidén de S1 es:

Fsl(z) =1 -n(1 -2)"t+ [’2‘}(1 S [g]u 32"t e

+ ( - 1)3[2 (1 - az)n-l; donde n = [N/2] y a es el mayor entero menor
que 1/z ; 0 <z =1 »
El test se realiza hallando un valer Z, tal que

F (Z)}=1-aydecide H s1 S =2 , yH siS >2.
s, 0 1 o 1 1 o

Si las verdaderas frecuencias no son de la forma A = 2n~§m, Whittle
m
(1952) demostré que bajo la hipbétesis de que las frecuencias estén

suficientemente espaciadas, y tomandc como estimador de la frecuencia

A, los correspondientes maximos sucesivos del periodograma mas
1
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-~

s . m .
préximos, correspondientes a A = Zﬂ—ﬂ—, se obtiene que:
m

E{ii) = A+ 00I/N)

Var(x ) = + 001N

N3[A 24+ B 2]
t i
El procedimiento de Whittle trabaja bien siempre que las verdaderas

frecuencias del modeloc [4-4-1], estén préximas al conjunto {%EE} :

N

N
0 =m= [_i_]; en otro caso, los resultados se debilitan notablemente.

I A
Llamando S _ = —iLL[JJ——— ; donde 1 (A )
r (r)

[M/2) m
I (A)
N m

k=1

es el r-ésimo valor mayor de {IN(A )}
m
1=m=[N/2]

Grenander y Rosenblatt, obtuvieron el siguiente resultado.

TEOREMA 4—4—3-3 (Grenander, Rosenblatt 1957) « La funcién de

distribucién de Sr , supuesta que es clerta la hipétesis nula Ho , €s:

_ nt & -0)Ta - g™t
F, (z) =1 - 7= Dtl—= 30 - (G -

r

siendo a el mayor entero¢

menor que 17z ».

La distribucién se puede usar para contrastar el numero de términos
peridédicos que tiene el modelo [4-4-1], aunque no es exacto aplicar
sucesivamente el contraste previo para distinteos valores consecutivos

el citado modelo.

4-4-3 ANALISIS SECUNDARIO. - Es una técnica muy usada en mejorar

la estimacién de las frecuencias en procesos estocdsticos con
espectros discretos. Para facilitar la exposicisdn suponemos que el

modelo es:
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X(t) = Acos(hlt + ¢1) + e(t)

2n
A ’
o

n

Supondremos gque Ao es la frecuencia estimada de Al y sea T1 la

correspondiente estimacién del periodo. Dividimos las observaciones en

grupes, conteniendo mT1 observaciones cada grupoc. Para el s-ésimo

grupe las amplitudes son estimadas por:
smT

1
~ (2
A = [———]E Acos(hit + ¢1)coshot

s mT
1 t.=[s—1)mT1

smT

1
A (2
B [ ]z Acos(hlt + ¢1)coshot

mT
1/ t=(s-1 }mTl

Llamando t’ = SmT1 - t podemos escribir

T
mT "y
117 A
[ Z ]As T2 [

t'=0

{cos{(ho + Al)(SmT1 -t} + ¢1} +

+ cos[hO - Al)(SmTl) - t') - ¢1

mT1 N
B)

con una expresién similar para > 5

Por tanto:

mT
1 ﬁn -“' __1 s — '
g [As + lBs] = — A[ Z,exp[l(Ao + Al)(SmT1 £ o+ ¢1] +

: ey L 21 X
+ exp[l[ho + Ai)(SmT1 t’) ¢1]] =3 A‘G(AO + Al)’[exp[l(ho + AIL
1 3 .
_SmT1 + ¢1 + Wl] t 5 A’G(Ag AO}‘exp[l(Ao Al)SmT1 ¢1 + @1],
mT1
donde G(8)= Z“ﬂexp(—it 8) vy wl = arg{G(Ao + Al)]; @2= arg]B(AO— Al)l

Ahora bien, si mT1 es suficientemente grande (y Al suf icientemente

alejado de cero) entonces:

2
1
sen[i (Ao + All]

sen 1 T (A + A ]]
170 1

’G(AD+ A])| =

sera pequefio. En estas condiciones, tendremes la aproximacién
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¢, = tang [ ] = (A, = ASHT - ¢ + ¥ (mod. 2m)
y

s/
Si computamos A’ B para cada grupo, evaluamos ¢S y dibujamos ¢S
frente a S, el grafo debe ser lineal con tangente,.
g = (Ao - Al)mT1 = 2am(1 - AO/Al) y por tanto
Al = Ao[l - (B/an]]
El valor de B se estima por regresidén, obteniendose una mejor

estimacién de la frecuencia.

4-4-3.- OTRAS TECNICAS DE ESTIMACION DE FRECUENCIAS

Dedicamos este epigrafe a dar una técnica, basada en optimizacién
global, para la estimacién de las frecuencias de un espectro discreto.
Como ya se ha dicho, la estimacién consiste, desde el punto de vista
de la programacion matematica, en calcular los maximos relatives de la
funcion

L) = (A2 + (B = A

= J\N]

| X(t) e
t=1

N N
: /2 /2
siendo AX(A) = - tE}Xt cos At vy BX(A) = i Lzlxt sen At

la derivadas de A(A) y B(A) son, respectivamente:

/ N / N
, . _ /2 , a 2
AT (A) = e tZ1t XL sen At y B'(A) = . tthxt cos At

Llamando Yt = tXt, se tiene que BY(A)=AX (A) vy Ay(A)=-BX (A) y

I ~1=

suponemos que disponemos de una técnica para evaluar AX(A) Y BX(A)
para cualquier serie de datos X.

LLa técnica de optimizacién local que utilizamos en el
procedimiento de optimizacidén global, es una técnica discreta basada
en el gradiente. Dicha técnica consiste, esenclalmente, en el

siguiente proceso:

105



Suponiendo evaluadas IN(A), AX(A), BX[AJ y Ay(A} y By(h] en la
frecuencia AO formamos
2 2
{AX(AOJ + tBY(AO)} + {BX(AOJ + tAY(AO)} = f(t} t>0
La derivada de f(t) respecto de t se calcula por
, = 2 2
£'(t) 2[AX(A0) By(AO] + BX{AO) Ay(AOJ] + 2t[BY (Ao) + Ay (AOJ]
Llamando UO(AO) = 2[Ax(AO)By(AO)+Bx(AO)Ay(A0]] se tiene que cuando
uO{AO)>O entonces f’(t)»>0 ¥Yt>0, mientras que si uo(t)<0, f7 (L) es

negativa en un entorno de t=0.

Si U(A) > 0,. evaluariamos I {A) en los puntos A+A _+t para
o) N )
ko ko ko
tel—, =—., ..., ,.-.] gquedandonos con el primer valor para el cual
N "2N 25N

IN(AO+t)>IN(A0]. Cada vez gque se produce el procesc de evaluacidn, si
k k

se ha tomado como valor de t, t= ° , se cambia el valor de ko a
s

2N 2

0

s+1

, caomenzandc con un valor de kG=1.

Cuando U(A )<0, se evalua IN(A) en los puntos A=A0—t para

Kk g
8] o] o]

telygoog - 5

.1, geudandonos con el primer valor para el cual
LA -t)>1 (A ).

El proceso finaliza cuando U(AO)=O 6 es muy proximo a cero; es
decir [U(AO}|<8 para algun ¢ prefijado de antemano.

La optimizacién global consistiria en aplicar el procedimiento de
optimizacién local, en los puntos A=0, y en los valores medlos entre
un maximo relativo y un valor extremo del intervalo [-m,m] & en el
punto medio entre dos maximos relativos, 6 el punto medio entre un

valor inicial y el maximo relativo mas préoximo.
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4-5. ESTIMACION ESPECTRAL EN PROCESOS DISCRETOS

CON ESPECTROS CONTINUOS

Si examinamos los resultados sobre procesos estacionarios
discretos, resumiendo en la parte 2 del tercer capitulo de esta
monografia, y que se concretan en los teoremas [3-6-6], [3-6-7],

[3-6-8] y [3-6-9], podemos obtener las sigulentes conclusiones:

Todo proceso estacionarico discreto {X(t)} de cuadrado
tez

integrable, se puede siempre expresar como:
o]

. o]
X{t) = D(t) +[ a Y(t -j); con [ fa |
J:O'1 j:O ']

[}
<o y siendo {Y(t)} un
tez

proceso aleatorio indeterministico puro; esto es, {Y(t)} , €S una
tez

doble sucesién de variables aleatorias independientes de media cero y

. . 2 . . .
varianza comun ay. Ademas {D{t)} , es un proceso deterministico
LEZ

puro, tal que Yt y Vs:
E[D(t), \?(s)] =0
Es claro que el proceso previo es indeterministico puro si y soclo si
D(t) = 0, Yt, y esto se cumple si y solo si la funcidén de distribucidn
epectral H(A), tiene funcién de densidad espectral h(A) satisfaciendo
que:
m

J logh(A)dx > - w; hecho que implica que h(A) > 0 c.s.; en todo el
-n

intervalo (- m, m).

Nos proponemos estimar la funcién de densidad espectral h(a) de

procesos estacionarios discretos indeterministicos puros. En virtud de
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lo expuesto, este tipo de procesos se puede modelizar por

{4-5-1] X(t) = ajs(t - J)

=0

—~18

donde {a(n)} es un procesc puramente aleatorio y
n€Z

X Iajl2 < w, Para este tipo de procescs, la funcién de densidad
}=0

espectral es:

1

[4-5-2] h(d) = —-

Rinlcos An ;: - = A =<mn

=-0

a{~18

siendo R{n} = E[X(t)x(t + n)] la funcién de autocovarianza del

proceso.

Si solo COnocemcs M valores de X(t), denotamos por
X(1); X(2)...X(N); R(n) se puede estimar por analogia para valores de

n tales que |n| = N. La estimacién por analogia de R(n) es:

~ 1 N-|n]
R(n) = - X(t)X{t + |n})

N
t=1

y de la h(A) por:

~ _ - ~ 1 N-1 ~
h(A) = 1.(A) = ﬁ[ R(n)cosin.
n==-(N-1)

Puesto que habiames definido el periodograma por la formula

N-1 -

IN(A) = 2 R(n)cosAn, se tiene que
n=={N=1)

1

i I,(a)

I-(A)
N
A I;(A) se le denomina periodograma modificado o funcién de densidad

espectral muestral, y cuando no hay peligro de confusidn periodograma.
Es claro que

. 1 N-1
[4-5-3] E[IN(A)] = 5 21

E[ﬁ(n)]coshn =
-{N-1)
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1o in|
= 5 X {1 - —ﬁ—]R(n)cosAn
n=-{N-1)}

. ; A1
y por tanto, 1lim E[I (A)] = == z Ri{n)cosan = h{A)

N 2n

NTes n=-{N-1)

Féormula que dice que para cada A, I;(AJ es un estimador

asintéticamente insesgado de h(A).

La férmula previa se puede obtener también por el siguiente
procedimiento
Sabemos que

T
R(n) = J h{6)cosnade.
.

Al sustituilr dicha férmula en [4-5-3] obtenemos

(4-5-4] E[IN(P\)] =J'

n
+ cosnl(e - A}}]de = h(e){—l FN(G - A) + 1 FN(G - A)}de
ks

n , &1 Ini
nh(e)aﬁ z_ (1 - —%—]{cosn(e + A) +

-{N-1)

2 2

2 ’
Q%ﬁ —Egﬂgéﬁgééi el nucleo de Fejer
sen (6/2)

siendo FN(G) =

Puesto que h vy FNson simétricas, se concluye que:

1

> = - = M_
(4-5-5] E[IN(?\]] - J-nh(e)FN{e A)de = h(x) + o[ Log ]

ya que cuando NTw; F (8 -~ A) tiende a la funcién delta de Dirac.

5

Llamando Z (A) a la transformada de Fourier finita de X(t) se
X

tiene que:
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N
z () = —— VY x(e?; crsasn
* vZnN  t=1

Teniendo en cuenta la representacién espectral

n
X(t) = I eleLdS(e), hallamos que:

-
' N
f4-5-61 Z (A) = J ! [ Z et (8-M) gy =
* -1t V2rN t=t

4
=I F:{/2(6 _ A)ei(N"l)(e'M/zdS(e);
-

puesto que:

i elt¢ _ ei(N+1)¢ - e1¢ - ei(N+1)¢/2 sen(N¢/2)
= T e

=, L2 seng/2

De [4-5-6] se sigue que I;(A) =12 (0% = [ZX(A)ZX(A]} v,

como consecuencia

T T
E[I;(A)] - J‘ I F;/2(6 ) A)ei(N+1J(9—A)/2F;/2(6 ) A)ex(n+1)(6-A)/2.
k4 w

T T
.E[dZX{A)dZX(Aj = I F(e - A)E[d"Zx(B)"z] = I F, (8 - A)h(e)de
-

-T

Férmula que coincide con la [4-5-3] previamente hallada.

Teniendo en cuenta que

N

5[355] - 5[315—1—115] AS(A )
y = se obtiene:

2n)1/2 - 172
[T] (ar )
2
AS(A )

*[2kn - Zkm)la]| _ Kk _
)] - [l - o2l

AH(A )
_ ko _ 2kn
- S ) - [ 2]

Donde H{A) es la funcidén de distribucidén espectral, y las fdérmulas

aproximadas, cuando NTw se convierten en igualdades.
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4-5-1 PROPIEDADES DEL PERIODOGRAMA MODIFICADO

A pesar de que I;(A) es un estimador asintéticamente insesgado de
h{A), su comportamiento es extremadamente erratico, debido a 1los
siguientes hechos:

1) [I;(A)] no es un estimador consistente de h(X), ya que Var[I;(A)]
no tiene a cero cuando N tiende a oo,

2) Como funcién de A, I;(A) es una funcién muy fluctuante.

Teniendo en cuenta la férmula [(4-5-1]
9]

X(t) = X aje(t - J) es claro que X(t) es una filtracién del proceso
j=o

aleatorio puro €(t), con funcién de transferencia del filtro.
[+4]

T(A) = [ ane'“"l y por tanto dS () = T(A)dS_(x);

n=-=0

siende S (A} vy SS(A) los procesos de incrementos ortogonales 6.
X

espectros de los procesos X(t,w) y €(t,w)

De este hecho se deduce que:

o
L] 2 » _ E X _
INX(A) x |T(A)] INE{A), y puesto g?e hC(AJ = T = A =m,
2 €
se concluye que h (A) = [T(A)| 5
b hid

Formula que nos permitiria calcular con exactitud h (A), si conocemos
x

Gz y T(A), datos que, por regla general, son desconocidos.

Teniendo en cuenta que 1T (A) - IT(A)lzl‘ (A) y que
Nx NE
h (A)2r

x

IT(A)|? = se obtiene que:

o
£
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» 1 L]
INX(A) ~ 2nhx(A)-—3~INE(A), aproximacién que fué obtenida por Bartlet
a
£

(1955).

Para precisar esta aproximacién, enunciamos seguidamente una

serie de resultados extraidos de Priestley

TEOREMA—4-5-2=1 (Priestley) «Sea X(t) un proceso modelizado por

(=]
[4-5-1]. Si z Ianlln!1/2 < o, entonces
n=-—0n

Zx(h) = T(A)ZC(A) + vN(R) donde

E[IyN(A)lz] = 0(1/N) uniformemente en A. Ademas, si las variables
{e(t]} son independientes y E[e(t)4] < w, entonces
tez

E[l?N(A)ld] = 0(1/N%) uniformemente en A ».

FEOREMA—4=5=2=2 (PRIESTLEY) Sea X(t)} un proceso modelizade por

[4-5-2] tal que {e(t)} sean variables independientes con E[e(t)] = 0,

[24]
E[ez(t)] = 62 , [e(t)4] < o,y E |a IInIa < w, a > 0. Entonces:
€ n=-m n
- ]_ *
INX(A) ~ Znhx(h}0—2IN€(?\) + RN(?‘)
£

donde EIRN(A)I2 = 0[1/N2a] uniformemente en A ».
Si las variables e(t) son normales y a satisfacen las hipdtesis del
n

teorema previo, se deduce que el conjunto de variables aleatorias

{1 (2nk/M)/2nh [ Z"k]}; K =0; 1; 2; ...[M/2]
Nx x N

son independientes y se distribuyen asintéticamente, para

k 20y k = [N2] (Npar) come una xi; esto es:
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2nhx[ an] 2

N xa; k  0; k # N/2

I 2nk .
Nx N 2
thx[—-ﬁ—lxl; k =0, 6 M/2;, Npar

En particular se cumple, asintéticamente, que

) [ [21(1:]] [2kn]

lim = N

NTew

lim Var[I [ ]] = 16n°h [ 21‘"'

Nx N

NTm
_E_ INX(A), se ohtiene que
[‘[”"‘] [
NTe

lim Var[l;x[—gzz]] = h2[_§EE] que prueba que

Puesto que (A)

NTm N N
I; {(A), no es estimador consistente de h{A)
X

TEOREMA 4-5-2-3 (PRIESTLEY) « Sea X(t) un proceso modelizado por

[4-5-1], donde a 'y e{t) satisfacen las condiciones impuestas en el

teorema [4-5-2-2] y sea

a/2
)

1 senz(N

2 sen2(6/2)

_ 4| _ 4, /4 _
e = [k4(€)/¢s] = [E [et] 3]// oo Y FN(G) =

2

el nucleo de Fejer. En estas condiciones se verifica:

b * _ e 2n N
cov[INx(A1)INX(A2)] = [_ﬁ_ + —ﬁ—{FN(AI + Az) + FN(?\1 Az)}_

-h(A1)h(A2) + 0(—éEJ donde el resto es uniforme en Al y AZ ».

TEOREMA 4-5-2-4 (PRIESTLEY).« Sean ¢1(A) y ¢2(A2) dos funcicnes a

valores reales, con dominio - mw = A =mn , de tal forma que cada una
tenga a lo mas un numero finite de discontinuidades y que ambas sean
absolutamente integrables. Sea X(t) un proceso modelizado por [4-5-11,
satisfaciendo las condiciones del teorema [4-5-2-2] vy an = 0[1//|n|]ﬁ

para algan k > 2. Para 1 = 1, 2 sean
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A n - s
v = J_n¢i(A]INx(A)dA y ¥, = I-n¢i(31h(k)dh

En estos supuestos se verifica:

1) lim E(& ] =¥
i 1
NTe .
) Ao _ ,
2) i%g N cov(¥,¥) =e ¥y + dn I_n¢1{h}¢2(h)h (A)dA
. _ ay _ _ 1 _
Siendo e = [E(et) 3] y ¢2(Aj = = [¢2(A) + ¢2( A}]

En particular, cuando ¢1(AJ = ¢2(A) % ¢(A) se tiene

s
lim N Var(¥) = e¥® + 4n J ¢1(A)5(A)h2(A)dA ».
NTw -7

Como conclusiones de los resultados y discusiones previas

obtenemos:

a)l El periodograma modificado no es un estimador satisfactorio de la
funcién de densidad espectral

b) S1 modelizamos wun proceso con espectro continue, por un
proceso con espectro discreto, los test para el contraste de
frecuencias discretas, pueden dar significativo en un gran nuimero

de frecuencias esplreas.

4-6 ESTIMADORES CONSISTENTES DE LA DENSIDAD ESPECTRAL.

YENTANAS ESPECTRALES

Es sorprendente 1la inconsistencia de I;X(A) como estimador de
h{x), a pesar de que h{A) se expresa en funcién de R(n), de idéntica
forma a como I;x(A) se expresa en funcién de R(n}. Algunos autores
achacan este resultade al hecho de utilizar todas las autocovarianzas
ﬁ(n) en el calculo I;x(h); pues cuando N se aproxima a N - i, ﬁ(n) es

un pobre estimador de R(n); aportando gran varianza al estimador
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I (A).

Nx

En  opinién de Priestley, la razén principal por la que

Var[I;x(A)] no tiende a cero, se debe al hecho de que dicha varianza
depende de N autocovarianzas muestrales, y aunque la varianza del
estimador de cada una de ellas es de 0(1/N), el efecto acumulative de

los N términos produce una varianza que es 0(1).

Una forma de salvar estos inconvenientes consiste en omitir algin
término de las colas en la estimacién de la densidad espectral. Con

esta omisidén el periodograma recibe el nombre de pricdograma truncado.

M
- o - i
(4-6-1]) ho(A) = — ;ﬂﬂR(n)cosnR con M < N 1

El ntimero natural M se llama punto de truncacién. Es c¢laro que cuando

M tiende a infinito

M ¥
- -1 . _ 1 _ Inli .
E[hO(AJ] = -5 ZﬂmE[R(n)]cosnA = = ZL_H[l “ﬁ_] cos nA tiende

hacia h(A}, y por tanto hO(A) es un estimador asintéticamente
insesgado de h{A).

= 0, entonces hD(A) es un

=l =

Ademas, como V{hO(A) = O[—ELJ; si lim
NTeo

estimador asintéticamente consistente de h(A).

El estimador hO(A) es un <caso particular de estimar por la

férmula:

(4-6-2] ﬁvm - L v(n)R(n) cosni
n=-(M~1)

Cuando se toma v(n) =
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4-6. VENTANAS ESPECTRALES

Tambien se puede poner
1 N-1

L) = == )

dando lugar, por inversién a
° . inA
R(n) = J I (A)e ™da
o ¥

- 1 N1 ~inA
R(nlcos nA = —n Z Rin)e ,

- (N-1) ==(N=1)

Sustituyendo esta expresién en el estimador h(i) de h(X) obtenemos:

T N-1
- * 1 -iv(r-9) _
h, 0 = | INx(e){-EE Y vinde }de -

[}

- n==(N=1}
T[ L ]
- I I (8)W(r-6)d6 siendo
o 1 &t 8
Wie) = — [ v(n)e !n
n==(N-1)

Como vimos, I;x(A) es un estimador muy fluctuante de h(A), aunque la

integral

- T .
h (A) = I 1° (6)W(A-0)de
W _ Nx

gue produce el mismo efecto que la ponderacién de la autocovarianza

muestral, reduce notablemente las contribuciones de las colas.

Ademas, si W(B) es una funcién periodica de periodo 2n, e

integrable se tiene:

N T

h (A) = J i (8)W(A-8)do =

W Nx
-
N-1 . 4

= L Z e_"n?l R(n)I ein(a'e)W(A - 8)de =

m
n=-(N-1) -1
1 - iA T ine
[4-6-4] —a v(n)R(n)e " ; con v(n) = I e' ™ W(e)de.
-

Observamos que en [4-6-4], hw(A} depende de los coeficientes de

Fourier v(n) de W(8), sdélo para |n|{ = N - 1, incluso aunque W(8) pueda
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tener coeficientes de Fourier no nulos para Inl > N - 1. Por tanto,

N
c ot 1 -
sl W (B) = — z vinje ine, entonces

m T
I I° (8)W(r-8)de = J I_ (8)W (A-8)d6; debido a que I (6) es un
- Nx - Nx Nx

polinomic trigonométrico de grado (N - 1). Es claro que si v(n) es una

funcién real par de n, entonces:

N-1
1
W{g) = = X vin)cos ne
n=-{N-1)}
A la funcién v(n} se la denomina ventana retardo, (" lag window") y a

W(B} ventana espectral.

Exponemos seguidamente las principales ventanas sintetizando sus

propiedades. El resumen estd extraido de la obra de Priestley [1981].

i VENTANA PERIODOGRAMA TRUNCADO O VENTANA RETARDO

RECTANGULAR

Se caracteriza porque su ventana retardo es

1 si |S]| = M

AlS) =

0 si [S] > M

1 H

y su funcién ventana es W(8) = — X Cos ng =
2n
S=-H
1
sen|M + — |6

= [ 2 ]=D(e)

2n sen(6/2) H

A DM(GJ se le conoce con el nombre de nucleo de Dirichlet.
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.exp(- ise) = aDH[G - —g} + (1 - 2a)DH(B) + aDM[B + -g—]

V. VENTANA DE TUKEY-HAMMING

Es un caso particular de la ventana general de Tukey. Su ventana

retardo es:

0,54 + 0,46 cos(nS/M) si |S| = M
A(S) =

0 si |S| > M

VI VENTANA DE TUKEY-HANNING

Es otro caso particular de la ventana general de Tukey. En ella
—% {1 + cos(nS/M}} ; si IS| = M
A(S) =

G ; si |S] > M

Y su correspondiente estimador espectral es:
- _ 1 = _oom 1 - 1 - _n
Ry (A) = - “o[" ﬂ-* 2 B “o[" T]
~ 1 M -
con h (A) = — }: R(S) cos Sa

VIl VENTANA DE PARZEN

Su ventana retardo es:

2 3
1 - 6[S/M] + 6[IS|/MJ ;o si S| s M2
3
A(S) = 2[1 - IS[/M} ; si M2 < |S] =M

0 : si IS| > M

¥ su funcidén ventana o ventana espectral es:

1 M/2 2 3
wi{g) = z {1 - 6[S/M} + 6[|SI/M] } cosSo +

an
S=-H/2
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s|>mMs2 8nM> 1 sen(8/2)

5| =M 3 4
+ zi [1 - lg—'-] cos S8 = [ sen(M6/4) } {1 - —g— senz(e/Z)]
7

VIl VENTANA DE BARTLET-PRIESTLEY

2 AR
Su ventana retardo es A{(S) = M 5 { S - cos(nS/M}}
{nS)

y su funcién ventana ¢ ventana espectral es:

2
M {1~[“5]}; si lef = M
4w T

C ;0 sl 18] > n/M

X VENTANA LOMNICKI ZAREMBA

Su ventana retardo es:
R%(S)

A(s) = - -
Var { R (S)} + R7(5)

;. siendo desconocido Rz(S)

Lomnicki y Zaremba, sugirieron utilizar

R*(S) = pl3l ; cono<p<1

1 1 '
N =T5] {1 “T) « il
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4-7 PROPIEDADES MUESTRALES DE LOS ESTIMADORES ESPECTRALES

Consideremos un estimador h(A), de la funcién espectral h (A)

definido por:

~ 1 N - -1sA -
[4-7-1]  h(A) = 5o A (S) R(S) e'S* = I T ()W (A - 8)de
s N N
S={N-1) -T
N-1
_ 1 -156
donde WH(G) = T ;\N(S} [
S=(N-1)

Suponemos que AN(S) es una funcidn par a valores reales, tal que

implica gque NN(B) cumple las propiedades siguientes:

(i) W.(8) 20 ; YNy ve
us
(11) I W (0140 = 1 s A (0) =1 ; WM
-
T 2
(111) j WA(0)dO < w i WN
-m
(iV) Para cualgquier & > 0; WN(G)mmﬁ 0 uniformemente

cuando N— w ; ¥|8| > &

N-1 N-1
(v) lim N T w [Z [%}AZN(S)///[{ [—Ii—l-]th(S) =0
S=-{N~-1) S=-(N-1)

T
LEMA4=7=1 1lim N T o J- wi(e)de = K < » ; ¥N entonces
-
1/2

no vaea
= {J_ NN(B)dB} {I-ng (e)de} <

U 1/2
= K{J g [G}de} que cuando N T » implicaria
-7t

g(0) = K{J

Tomando g(8) = exp[—ez//Qoz] , vy eligiendo o adecuadamente se llega

T
I W (0)g(8)do
-1

14

no 1/2
g (G)de}
-

/

contradicciodn.

Si en el teorema {5-4-2-4] tomamos ¢1(8J = Wn(Al - 8),
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¢2(9) = wN(A1 - 8), cuando los datos cumplen las hipétesis de dicho

teorema tenemos:

. 1
(1] Lin E [h(k)] = I h(e)W (A - 8)d6 = h(A), siendo
R n "
E [h(A)] - J h(8)W (A - 6)de + o[-19§_§_]
. T . 2 T
[11] N Var[h(ﬁ)] ~ 8{[h (A)] + ZHJ hZ(BJWN(Rl - 6).
-

.{WN(AE -8) + wN(A2 + 9)}d6
4

donde h(A) = I h(G)WN(Al - B8)de , donde e es el cumulante de
-7

cuarto orden proceso residual.

(111] N cov[ﬁ(a ), h(A )} -~ eh(A Jh(A_) +
1 2 1 4
T
+ ZHJ hz(e)w (A - 9){W (A - 8) + W (A + 8)}d9
_m N 1 N 1 N 2

Se observa que el primer términc es 0(1), mientras que el segundo
tiende a infinite cuando N - o .

Cuando X(t) es un proceso Gaussiano, el primer término se anula

automaticamente.

Puesto que WN(A + 8) converge a 8(A - 8) y

HN(A + @) converge a 38(A + 8), el término:

i
J hz(e)wN[A - 0) NN(A + 6)de tiende a cero cuando N [ « , salvo que
-1

1 si A=0 6 A= *n
Por tanto, llamando SA{O,n] = {
0 sia=0 6 A== mn
n

2n

se puede escribir Var[h(A)] ~ [1 + 5A(0,ﬂ]] N

h2(8)w§(h - g)de
-1

de donde se obtiene:
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~ T
lim Var [h(?\)] = [1 + 6}\(0,7!)]—5—" hz(A)J we (8)de =
N
NT ™ -
2 1 el 2
= [1 + 8, (0, 1 (A)—- { [ [ AL (S}}
S==(N-1)

que es una férmula standard para estimar la varianza de la funciénde

densidad espectral.

Tambien tenemos que

lim cov {h(A ], h(A )} =0 ; YA 2 a.
1 2 1 2

NTca

Cuando se utilizan parametros de escala se obtienen:

1 N1 5 N-1
WL we =
¥=-(N-1) ¥F=-(N-1)

<[

(s1]
(y(M) — J Ka(u)du
-m

cuando M v N tienden a infinito, por tanto podemos escribir:

. [N -

lim |—— Var [h(X)
M

N o L

y ademéas

[1 . SA(O,H)]hz(AJI_sz(u)du

. [N PR, oA
lim - <oV {h(Al),h(Az)}] =0, Vv Al + Az

)

4-7-1 EXPRESIONES APROXIMADAS PARA EL SESGO

Sea SN(A] = E[hN(A) - h(h}] el sesgo del estimador hN(A). Del

desarrolle previo se obtliene:

i 4
_ _ _ log N
5 (A) = j {h(e) h(h)} W (% - 6)de + o[———————]

-T

De la férmula previa se obtlene

(e
S (A) ~ J
N
92

Puesto que h{a - 8) -~ h(A} ~ 8h’ (X)) + - h'' (A) + o(68°)

{h(A -8) - h(BJ}HN(S)dG

-T
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y supeniendo que E (8] = G se obtiene

T
1 ..,, 2
5,(A) ~ —-h mj_ne W (8)de

Un tratamiento mas preciso y elegante del sesgo se obtiene utilizando

ventanas con parametros de escala.

Llamando AN(w/N) y tomando esperanzas tenemos:

i oot k4l -1yA
s (A) = o ¥ {K[ar/M] [1 - T] - 1}R(ar)e -
¥=-(N-1)
N-1 N=-1
1 -iya _ 1 _ -1¥A _
|7 | =N ¥=-(n-1)
N-1 N=-1
- -tyd 1 -7
el m{K[wm]R(a«)e s— ) Rizle
¥=-{(N-1} FE!

Sea u el mayor entero mayor que cero tal que K(U)=lim 1-K(u)
V=0 [ul”

00
existe, es finito y no nulo. Supongamos que X |r|qR(g)<m para qgsu, y

r=-mn

que (N/M")5w. Tomando limites, cuando NTe, en la expresién anterior de
SN(A), se observa que el segundo y tercer términos son nulos; ya que
tienden a cero, segun tiende a cero o(M™™), uniformemente en A,
mientras que el primer término es asintéticamente igual a

ow

-K(U)M‘uh(U)(A) siendo h(U){A) = il z |r|uu R(r)e-lrh,
"

r=-o

siendo el sesgo asintoticamente igual a b{ia) ~ Mk R (.

A
H(A) = J h(8)de, donde Hh(6) es el estimador
n

Versién alisada del periodograma con ventana de alisamiento HN(G). No
obstante se puede obtener un estimador satisfactorio de H{A)
*

integrando directamente el periodograma IN(A}, sin necesidad de

aislamiento.

No obstante, abordaremos un problema mas general como es el
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estimador de cantidad.
n

J A(8)h(8)de
-

1!

H
A

donde A{6) es una funcidén fija, acotada e independiente del tamafio
1 si nm=6=2A

muestral N. En este caso particular de que A(8) = { se
0 si 8> A

obtiene espectro integrado.

Suponemos que consideramos como estlimador de H{

~ n - " T,

A = J Al8)h(B)de; con h(8) = j I (@)W (6 - pldp
A x . -

lo que da lugar a H; = I I;(B)AN(B)dB, donde

-7
Ui
A (8) = I W (o - 8)A($)ds.
-
Como A(¢) es una funcién acotada fija, (independientemente de N},
mientras que NN(S) tiende a una funcién delta cuando Nfw , se tiene
gque si M es grande vy 6, es un punto de continuidad de A(8) que
AN(BOJ ~ A(BO). y supuesto que A(B8) es continua casi seguro, se

obtendria que
4

HA = I I;(B)A(G}de es esencialmente igual a

-7
* T ~

H = J A(PIh(p)ce

-n
De lo anterior, se deduce que un estimador del espectro integrado es :
- A,
H(A) = I 1" (6)d(6)
-7

Come propiedades de este estimador, se tiene que:

lim E[H (h)] = H(A) , vy

N

NToo

lim N cov|H(X ), H(x )| = eH{A JH{(A ) +
1 2 1 2

NTw

+ 4n[

'

A, ($)A, ($)n°(¢)d¢ donde
-m 1 2
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- _ 1 ] - _ 4| _ .
AA2(¢] = _E_[AA2(¢) + ¢)] y e = {E[St] 3} :

siendo at el proceso residual.
Puesto que AA(¢) es una funcién acotada es claro que

Var[H(A)] = 0(1/N)— o cuando NTw ; de donde se deduce que H(A) es un

estimador consistente de H(A).

4-7-2 CONTRASTE DE BONDAD DE AJUSTE

Debide a la forma de trabajar de algunos test llamamos:

R AL
H(A) = 2[ I’ (8)de
o

CONTRASTE DE GRENANDER Y ROSENBLATT

Grenander y Rosenblatt, propusleron el estadistico

max [\/ N |1§*m - H*(AH]

0=A=n

siendo N el numero de observaciones vy H+[A) el espectro integrado

computado vy H+(A) el wvalor que la hipdtesis nula supone para el

espectro integrado.

El 1intevalo de confianza que define el test de Grenander y

Rosenblatt es

H(A) - _8nGln) I(“) < H (A) = ﬁ+(>\) s a/—gig-m—

M -
Z%— RZ(S) y a se calcula de la forma

S=-M

donde é(n) =
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max ,—— ,.
. OSASH ¥ N IHT[A) - HT(A)I (1)
lim = al =4 (a}
NTm v 8nG(m)

y a2 = z (-k)“[¢{(2k + 1)x} - 0{2k - l)x}]
K=-00

Siendo ¢(x) la funcién de distribucién de la N(0,1). Los valores de a

se calculan de tablas.

CONTRASTE DE QUE H SEA EI ESPECTRO INTEGRADO DE UN RUIDO BLANCO

Se rechaza la hipétesis nula si el estadistico
H (A)
+

max A 2 . (1)
 r— > —— = -
0SAST ¢2 - ’ a / N siendo A ra) 1 o
X

y « el nivel de significacidn

TEST DE BARTLETT PARA EL ESPECTRO INTEGRADO NORMALIZADO

Un estimador natural de F (A) es H (A)/ Si, donde S° denota la
+ + X

varianza muestral. Dicho estimador se puede escribir como
A L ]
J I(8)de
Sa _ "o

b - ' .
I IN(e}de
(o]

Aproximande la férmula previa por

;AC{:—N-; lSqE[N/Z]
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-~

y F (C)IAp} tiene la misma distribucién que la de las wvariables
+
p
ZH
woo a’
q m
ZH
q=1 d
donde Hl,...H son independientes e identicamente distribuidas con
m

distribucién exponencial.

Si X(i} = X(a) £ .. .= X( ) = 1 es muestra aleateoria ordenada de
m

una distribucién uniforme scbre el intervalo [0,1]; la distribucién de

X = X = ...=X coincide con lade W, W,... W,
(1) (2) (m) 1 2 m

La distribucién empirica de X = X = ,..=2X es
(1) {(2) {m)

~

¥(x) = k/m para X = x <

X se sabe que
(k} (k+1) Y q

lim p[méx.v m\@(x) - U(x)‘ = a] = A(z)(a)
(2) = 2.2
donde A ='(a) = z (- 1)jexp(— 2a”j")
J=-e0

Por tanto

1im p[méx. N F(e)(Ap) - Pl = a%a)
p 2 + m
m e
Siendo m = [N/2)
Para a = 1,36; A(z)(a) = 0,95, mientras que para
(2)

a=1,63; A" (a} = 0,99

La férmula previa es el fundamento del test de Bartlett.

4-8. TECNICA INTERACTIVA DE ESTIMACION DE LA DENSIDAD ESPECTRAL

En los epigrafes previos hemos visto que la férmula general para

estimar la densidad espectral es
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1 N-1

(4-7-1) h(A] = iﬁ

- s Mo,
A (s) Ris)e LsA =J 1.(8) W (2-8)de

-M

S=-(N-1)

siendo WN la ventana espectral y AN el log retardo.

1(5‘.)

En este apartado damos métodos para estimar dicha densidad
espectral combinando la férmula (4-7-1) con el hecho de gue todo
proceso estacionario discreto, débilmente estacionario y de cuadrado
integrable, se puede modelizar como un proceso autorregresivo ¢ de
medias méviles infinito.

Si BK(Z) es un operador autorregresivo operando sobre X(t), de
orden k; de tal forma que

Bk(z) X(t) = Y(t)
resulta que tenemos dos métodes © técnicas para estimar la densidad

~

espectral h,(A) per 4-7-1, y otra mediante el cociente entre hy(h) y

X

|B(e_iA)\2 es decir, por

~

. - s
h" (A) = h () / |Ble 12y
resultado gque nos permite describir un algoritmo interactivo para
lograr un mejor ajuste de la densidad espectral. Dicho algoritmoc se
puede esquematizar en los siguientes pasos

Paso 1. Estimar hX(A) por {(4-7-1).

Paso 2. Estimar el operador autorregresive BK(Z), por técnicas de

regresién.

Paso 3. Evaluar Y{t) = BK{Z)X(t)

Paso 4. Evaluar por [4-7-1] hy(AJ.’

Paso 5. Calcular Bl(z) de tal forma que

=

[(Vv-51 HBl(e_iA) ﬁ {n) - ﬂ (A}| sea minimo
k X ¥

Repetir iterativamente los pasos 3,4 y 5 hasta la convergencla.

Paso 6. Modificar AN(S) en 4-7-1 de tal forma que se minimice
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[(V-5), utilizando como B;(e-iA) el operador obtenido despues de usar
el procesc de convergencia.
Expuesto el esquema del algoritmo, queda el hecho de como
calcular practicamente los distintos términos que en él1 intervienen.
El operador autorregresivo Bk(Z) del paso 2, se estima

resolviendo el problema
N k
Min ) [X(t) - ) a X(t-j) |,
t=kel 31 )

donde * es una norma adecuada al problema La serie Y(t) se calcula por
diferencias
k .
v(t) = X(t) =} a X(t-j)
}=1 .

-~

y hx(h), ﬁY(A} se calculan por procedimientos habituales,

El calculo de B:(e-ih) en el paso 5 del algoritmo, se puede
realizar tomando como nerma V-5, la del supremo; o bien, digcretizando
los valores de A, adecuandolos a los valores de QX(A} y ﬂY(A), y
estimande los parémetros autorregresivos por procedimientos de
regresion habituales. En ambos casos, es convenlente ir modificando
los ccoeficientes del polinomio de forma secuencial.

Para que cobre interés la modificacién de AN(S) en [V-5] conviene
cambiar estos coeficientes en las estimacicnes de BY(A) y ax(hl de
forma secuencia, y término a término. El1 proceso no tiene porqué
converger globalmente, pero es claro que los coeficientes empleados en
cada proceso individualmente considerado si convergen. La diferencia
entre los coeficientes limites es de gran interés, para ver como
influyen los distintos procesos autorregresives sobre el proceso

original. Queda pendiente para investigaciones {futuras, estimar la

influencia de dichas estimaciones sobre el proceso observado.
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4-9 ANALISIS ESPECTRAL EN PROCESOS CONTINUQOS

Sea X(t) un proceso estacionario con parametro discreto y de
cuadrado integrable, y sea h(A) su funcién de densidad espectral.
Segun hemos visto en los epigrafes precedentes, dada una muestra

Xpo Houe X de N observaciones del proceso X(t), una clase general

de estimadores de la funcién de densidad espectral del proceso X(t) es

N-
_ 1 . -1Ar .
[4-9-1] h = 5 X N(r}R(r)e siendo
F=-(N-1)
N~

- | g

Tambien vimos que dicha estimacidén se podia escribir como
- ™o,
[4-9-2]  h(A) = I 1" _(8)W. (x - 8)d6 ; donde
N,x=-x N

[r] _ - _ p X
[X(t - X][X(t vl - x] y K= 23 x(t)
t=1

. 1 l -i8t g
INJ&;(G) = zﬁﬁlz_l[X(t) X]e ‘ es el
periodagrama de X(t} - X ; vy
N-1
_ 1 -ire
wN(e) = 5 Z_(N 1))..N(r)e la ventana espectrla

correspondiente a la ventana retardo {AN(r}}. Suponemos ahora que X(t)

es un proceso estacionario, de parametre continuo y cuadrado
integrable y c¢on funcién de densidad espectral h(A}. Suponiendo que
podemos muestrear (observar), el proceso X{it) cada At unidades.
Nuestro problema consiste en decidir como estimar la funcién h(A) del
proceso X(t). Para resolver adecuadamente este problema debemos
decidir sobre los siguientes apartados.

1) .La forma matematica de 1la ventana retardo AN(F), 6 de su
equivalente la ventana espectral UN(B).

2) Los valores de los parametros M y N.
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3} El wvalor de At, conocido con el nombre de intervalo o razén de
muestras.
4) Como computar eficientemente h{(A), y en que puntos se debe

evaluar.

Un fendémeno que se debe tener en cuenta en el procesoe de
estimacién de h(A), es el conocido con el nombre de alisamiento.

Para explicar dicho fenémeno se parte de la ecuacién
o

X(t) =J e“?‘dzxm

-m

siende Z2{A) un proceso de incrementos ortogonales.

LLamando Y{k) = X(kAt) y aplicando la ecuacién previa obtenemos.
o @ (2k+1)1r AL

Y(Kk) = j e“‘“tdzx(a) = J e“‘Mtdzx(A) =
- k=-to ¥ (2k-1)T/AL

0 /At ikﬂt(h+§%z) okn m/Av ikAtA
) J' e de[A N "‘A‘t‘] - J e dz, ()
k=- * -T/At -ms At
[+4]
2km
donde dzv(h)i__mdzx[_ﬁT]

Como se deduce de la ecuacidn previa, el procesc Y(k) tiene una
representacidén espectral que se extiende unicamente sobre el rango de

frecuencias [—n/ﬂt . H/At].

Este hecho se debe a que en la representacién espectral del
proceso Y(k), no se distingue entre la contribucién a la frecuencia de

1At i[A+2xmrAt ]t
y e

las. funciones e , vya gue contribuyen de forma

conjunta, alisando sus efectos.
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Es claro que h (A) es funcién de densidad espectral del proceso
=

X(t), entonces la funcidn de densidad espectral del procesoc Y{k) es:

an}; si Al = —

[+ ]
b, (A) =Z hx[A + =2
Kk =-00

férmula que se conoce con el nombre del teorema de alisamiento.

Si resulta que existe Ao >0, tal que hx(A) = 0 para
Al = AO; entonces podemos reproducir hx(A} por hy[A}, siempre que la

. n . n
razén de muestreo At = 5 siendo - es la meyor razén de muestreo
0 o}

posible, para que hY(A) reproduzca con exactitud hx(A). A la frecuencia

T ¢ :
—: S¢ la conoce con €l nombre de « Frecuencia Nykist.
0

. . . A .
Si hacemos el cambio en la frecuencia v = T la frecuencia v

se mide en Herzios ¢ clclos por segundo, ¥y en esta escala de

. . . -1 1
frecuencia, la densidad espectral de hy(k) se extiende entre[zﬁf, QEE]

con otro cambio de escala en las frecuencilas lograremos
g

_ A A
Y(k) = J'_ne dzy[@J

Diremos que un muestreo esta libre de alisamiento cuando
hy{h) = hx(A); que equivale a que hx(A) sea una funcién de banda

acotada.

4-9-1 MEDIDAS DE PRECISION DE LAS ESTIMACIONES ESPECTRALES

Llamando V(A} = var[ﬁ(k)] y ses(A) = E{ﬁ(k) - h(A)}, Parzen

sigirio utilizar medidas de precisién:

(I) El rango del porcentaje de error Gaussianc de nivel « definido
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por:

V(A) [ses(A)|

RPA) = 7w ¥ —oo—
1 * 2/2 1 - «
donde ¥ es tal que ——— J e " fdx = o—
o _2_
v 2 ¢ 7&

(IT) El error medic cuadratico porcentual EMCP, definido por la

férmula:

~ 2 >
EMCP®(A) = E(h(A) - h(A}] SR = YY)+ ses" (M)
/ =4
h™(A)
Es claroc que:

(M) - h()] ., _ [ EMcP(O) \?
P[ () = Rpa(h)] =1 {RPa(A)h(A)}

férmula eque—denete—ta relacién entre ambos errores. Ademas, es clerto
que si ses(A) = 0, entonces RPa(A) = raEMCP(A). Si se wusan las
expresiones asintéticas para V(A)} y Ses(A), dadas por las férmulas.

lim [—%—Var[ﬂ(h)]] = [1 + GA(O'H)]'I K2 (WduS es (A) ~ - Mk ()
NTm

apropiadas en el uso de una funcién nucleo K(u), tenemos que:

-0

© 172 (r
RP_(3) = za{—§—J Kz(u)du} 2L
- M= [u " (a}]
donde r es el exponente caracteristico de k{u), para el cual el limite
1/T
previo existe, es finito y no nule, ¥y tﬁr)(AJ = ) , siendo
b7 ()

h'™ (1) la r-ésima derivada generalizada de h(A) definida por:

A

h7 () = ——F  1sITR(s)e™'®
2T

S=-m
Parzen denomind anchura espectral de orden r en la frecuencia A, a la

RNV

funcién u

De feorma similar podemcs expresar:
(r)

0
E.M.C.PZ(A) = —%w {I Kz{u)du} + [ — K ]
o M T {u(r)(A}}E_

férmula que nos dice que ambas medidas de precisién dependen de h(A).
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Una tercera medida de precisién, llamada razén de la sefial al

ruide, fué tambien introducida por Parzen, por la férmula
- E[h(A)}
SNR[h(A)] = h

[Var.[h[A)]J

4-10 EL PAPEL DE LA VENTANA ESPECTRAL

{r)
{

Del epigrafe previo se deduce que la cantidad u A) afecta

tanto a la definicién de RPa(A), como de EMCP(A).

. (r
Ahora bien u

(A) es una funcién muy complicada de h(A), y por
tanto complicada de estimar. No obstante en algunas situaciones se
puede obtener wuna idea rigurosa del orden de magnitud de

infh{u(r)(A)}, relacionandc esta cantidad con el concepto fisico de

« anchura de banda ».

Para una funcién unimodal h(A}, que alcanza el maximo en AO, sean
1
< < = = __ . .
dos puntos Al y Aa tales que Al Ao AZ y h(Al) h(Aa) > h(ADL

entonces se llama anchura de banda de h, a:
h(Ao) 1/2

AB(h}=A2—A1z2W

cuande h(A) es tal que el término de tercer orden de su desarrollo en

serie de Taylor es despreciable.

Cuando K es un nucleo con exponente caracteristico r = 2, se

tiene que ¥ ) = ht ) y por tanto

1

u(2)
2

(A) = |h(A)/h" (A)| = ——AB(h) » AB(h) ~ 2u'® (A).
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Esta férmula no es tan simple cuando el exponente caracteristico r no

es igual a 2.

Hemos visto previamente que cuando se utiliza un nucleo en la
estimacién de h(A) se tiene que

Var[ﬁ(A)] = 0(m/N) y Sesgo(ﬂ(h) = 0(1/M")
Por tanto Var[ﬁ(h)] crece con M, mientras que Sesgo de B(A) decrece,

cuando M crece.

Si consideramos la ventana de Daniell

wN(e) = { T
. > ——
o 5 8] v
\ ~ M 2
se tiene V(A) = var(h(a)] - ﬂﬁwh (A) , vy
Ses(A) = SESGO[h(A)] = ——Esh"(h], supuesto que h es dos veces
6M

derivable. Ahora bien, utilizande la ventana de Daniell tenemos:

Ao

. n
E[h(?\)] “ J. heIW (x - 8)de = ——[ " nh(e)de
o N 2n —

H
Cuando h(A) tiene dos picos en Ai y Az, y M es suficientemente pequefio

como para que —%E > |A2 - Aal, resulta que los dos plcos en A1 Y AZ se

mezclan conjuntamente en la estimacién de h(A), mediante hi{A},

cuestiédn que se evita si Rz - Al z “%Eu Este fendmeno va unido al
concepto de resolubidad en optica y otras ramas de la fisica, que
denota el grado de detalle con que un dispositive épticoe (por ejemplo

un microscopio), puede reproducir un objeto.

Otro problema, es el que lleva consigo la reproduccién de cada

uno de los picos de h(A) en su estimador h(A). Para conseguirlo se
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debe elegir M de tal forma gque la anchura de WN(O] no sea mayer que la
anchura de banda del pico mas estrecho. No obstante, si la anchura de
WN(B) es estrecha, M debe ser grande lo que llevaria consigo que N
deberia ser muy grande. Estas consideraciones hacen ver la dificultad
de definir adecuadamente el concepto de anchura de ventana, y como
consecuencia, se obtiene gue haya varias definiciones de dicheo
concepto. Entre ellas citaremos:

(1) Definicién de puntos de Semi-Potencia.

Suponemos que UN(GJ es una funcién par de 6 que alcanza su maximo
en 8 = 0. La anchura Semi-Potencia de WN(B) se define como:

A = 20
SP 1

-y (- = L
donde 91 es tal que NN(GI) = HN( 61J = WN(O).

cuando 92 es el primer cereo, la interpolacidn lineal rigurosa hace
28 =0
1 2

{(2) Definicidén de Parzen

Parzen mide 1la anchura de ventana AVP, come la anchura de una

ventana rectdngular que tenga el mismo area que WN(B) y la misma

altura que NN(B) en 8 = 0. Por tanto AVP =

{3) Definicidn de Jenkins

Jenkins define la anchura de ventana, como la anchura de una
ventana rectangular que produce una estimacidén con la misma varianza

asinténica que la correspondiente a WN(G]. Esto induce que:

2m 2T

AVJ = > ~ donde AN(S) = K(SLM).
ZSAN(S)

s s]

M{J KZ(u)du

-
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es el parametro de escala.

(4) Definicién de G I

Grenander definié la anchura de ventana como la desviacién tipica
de una variable aleatoria, que tuviera a NH(B) como la densidad

generalizada, obteniendo asi:

o

5 12
9 wN(e)de}
-n

(5) Definicién de Brilli

Define la anchura de ventana en el contexto de un nucleo general,

obteniendo la férmula

AVB{ [ n

A (8S) = I cos(e)WN(G)de
-

(1 - cose)wN(e)de} ; siendo
-1t

(6) Defimieid
Sea HN(G} una ventana espectral con parametro de escala, cuya

ventana retardo correspondiente tiene exponente caracteristico r y sea

¢ 2 lim { 1 - K(S}}

r
50 S|

donde r es el mayor entero para el cual el limite previo existe, es
finite y no nulo.
La anchura de ventana de W (8) se define por:

1/r 1/
AV = c{ 1 K(r)} _ _2V6 {K(r)}
W r M

ANCHURAS DE VENTANAS STANDARD (PRIESTLEY)

VENTANA r k' AV, ASP AV, AV
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BARLETT 1 1 4,9/M 2n/M 2n/M 3n/M

DANTELL 2 M 2n/M 21/M 2n/M 2n/M
PARZEN 2 6 12/M an/M 8/ 3M 3, 72n/M
TUKEY- ,

~HANNING 2 /4 2.45n/M  2n/M 2n/M 81/3M
TUKEY - ,

~HAMMING 2 0, 23m 2,35m/M  2n/M 20/M 2,52n/M
BARTLETT- )

-PRIESTLEY 2 7°/10 1,55n/M  1,41n/M  4n/3M Sr/3M

La relacidn:

~ 2V6 (ri VT e 2
Varianza [h(A)]xAHw = [ N ]{K } {J K (u)du} & constante, nos
-0

dice gue para N fijo, no se puede obtener simultaneamente bajos
valores arbitrarios para ambos la varianza y al anchura de ventana.
Por tanto si elegimos M pequefic para tener ,una varianza pequefla,
tendremos una anchura de ventana grande y reciprocamente. Este hecho
tiene alguna similitud con el principio de incertidumbre de Heisenberg
en mecanica cuantica. Relacionando la anchura de banda ¢ ventana con
la "resolubilidad” y la varianza con la "fiabilidad" se puede formular
el principio de incertidumbre de estimacién espectr‘ai como: <« La

fiabilidad y la resolubilidad son antagénicos ».

4-11 DISENOS RELACIONADOS CON ESTIMACIONES ESPECTRALES.

ELECCION [F PARAMETROS DE 1A VENTANA, [.ONGITUD DE REGISTRO

E_INTERVALOS DE FRECUENCIA

1) j ilimitada de Registros. Suponemos que podemos elegir de
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forma arbitraria los valores de M y N. En este caso, la estrategia
basica consiste en seleccionar M para que la estimulacidén tenga un
grado {prescrito) de resolucidén, determinando después M para obtener
una precisidén determinada. Con respecto a la primera cuestién, si h{A}
tiene varios pilcos; por ejemplo en las frecuencias Al, A A con

2,... q.

Ai < Ai + 1; Vi; entonces la anchura de ventana critica Ah = Minlhill
+*

; 1 =1,2...q . Ademads, si h(A) quiere recomponer la forma global de

h(x), entonces la anchura de banda, © ventana critica debe de ser

Ah = AVh; donde AVh = {inf.lh(k)/h“(h]lllz} supuesto que h{(d) es dos
veces diferenciable.

Teniendo en cuenta el razonamliente previo se debe elegir

AV = A con 0 < ax <1

W h

siendo « tanto mas pequefic cuanto mejor queramos reproducir la forma
de h(A); observande que el valor mayor de Ah se corresponde con el
valor mayor de M. Elegido M, se puede calcular N para que h(A)

adquiera un grado de precisién determinado.

Tomando como medida natural de precisién el valor

V(a) . |Ses(A)|
o h(A) hia}

RP (A) = 6
o

evaluada por:
1/2 (r}

4-11-(1) RP (A) = r lro k% (u)du +
o a| N r T
- M (rs
[u (A)]

donde r es el exponente caracteristico de K(u), & mayor entero para el

cual K(r’ = lim { 1 - 5(8) existe, es finite y no nulo; vy
S0 S|

1/T
; siendo h(r)(k} la r-ésima derivada

hix)
R ()
generalizada de h(A) definida por:

iSA

u (A) =

r 1
( )( -

r -
h A) 57 |s] Rts)e

w18

==
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Per tanto si en la {érmula de RPQ(A) sustituimos u(r)(A] por una cota
inferior, el valor de N proporciconard el grade de precision requerida

sobre las porciones mas dificiles del espectro.

Para un parametrc de escala general, que define la ventana WN(G)

con exponente caracteristico r, podemos expresar:

oo r
1, = I K¥(uwdu , y AV = 2¢6'{k(r)}
)

2V6

De A\."w = M

/1
K(r)} vemos que AV; coincide con AVH, cuando M =1, y

por tanto a AV; se le llama de anchura de la ventana estandardizada.
Partiendo de la férmula (4-11-(1)), RPa(AJ se puede escribir

como:

-
|

M X AV 2
- N { (2 } = RP,(A)
* M 2vE"™ ut® () *

y sustituyendo u(a(k} por su cota inferior, —%~ Ah ., donde

1/2
Ah = {inf.[ih(h)l] : supuesto que h"{A) es dos veces diferenciable,

se obtlene

I M

" 1 Av; 2
RPa(A) =T, 5 + — ————-wl
&M h

AV 2
Este procedimiento solo es valido cuando —15 _ﬁKJL+ es pegueflo con
6M h

el valor elegido de RPa(A}.
Despejando N en la férmula previa obtenemos:

r21 M
oW

1 Av; 24 2
{RPa(?\) ap— {A }}
&M h

y el valor de M que minimiza N es

N =
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172 AV’

5 ) W .
anx' [ EEaZ ;- Az‘ de donde se obtiene
r2
Nmin |28 a [AVLI“]

4-11-1 REGISTROS CON LONGITUDES FIJAS.

S1 conocemos N, la longitud de registros de la serie temporal y
este es fijo, no podemos estimar h(A) de tal forma que mantenga
conjuntamente y a la vez unos niveles determinados de resolucién vy
precisioén. Aun, con todo, debemos decidir sobre el tamafio mas
adecuado de M. Come no se puede controlar conjuntamente por su
antagonismo, se debe buscar un equilibrio o solucién de compromiso

entre ambos objetivos.

Puesto que:

2
EMCP® (2) = —tAL *t Ses () _ o M)

he(x)

El objetivo es hallar M que minimice alguna funcién criterio u

objetive de gl(a, M).

En el caso particular de la ventana de Daniell:
M 4n4

EMCP®(A) = - * —
oM AVh

que es 1lndependiente de A, y por tanto el valor de M que minimiza
z
EMCP (A) es M = [T—-_

La bondad con que podemos elegir M, depende fuertemente del
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conocimiento de g(A, M), asi como de los estimadores de las cantidades

desconocidas, como por ejemplo, AVh que intervienen en su evaluacién.

4-11-2 PREBLANQUEO O PREFILTRADO

La parte mas dificil de estimar de una funcién de densidad
espectral es la que contiene picos muy afiladeos. En esos valores de
las frecuencias, la constante M, y por tanto N, deben ser muy grandes,
con el fin de mantener la varianza en un nivel razonable; ya que si M
y N son filjos, la varianza debe ser sustancial en la regién de los
picos. Por otra parte si el procesc es un ruldo blance, entonces h(A)
es constante, y como consecuencia:

- n
E[h(A)] - J h(6)W (A - 8)de = h(A)
-

independientemente de WN(G), con tal de que

j W(e)de = 1
[-m, ]

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el método de preblanqueo,
consiste en alisar los datos de la serie original, mediante un filtro

adecuado, con el fin de obtener un proceso préximo al ruido blanco.

Si llamamos Y(t) = E al{k)X(t - k), la relacién entre las
%

densidades de ambos procesos se mide por:
h (M) = [HQ)|? donde H(V) = § a(i)e™ ™
K

Si el filtro fuera adecuadamente elegido, e Y(t) fuera casi un ruide
blanco, tendriamos que

h (A) = IH(A)I-ehy[A) .y por tanto IH(A}lmh;l(A),
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cuestién que nos informa sobre la dificultad de elegir un filtro

adecuado.

Por otra parte, si hx{A) tiene picos muy afilados, debe suceder

que {a(k]} tenga unas colas muy largas, hecho que implica que Y(t)
kEZ

no puede ser bien evaluado con los datos X(t)}, a menos que se disponga

de un gran numero de registros X({t).

Es interesante cobservar la relacién

~

2 T -2
h (A) = JHQ) | j IH(A) |
X -n

1" (8)W (A, - 8)d@
N, x N

»

que modifica los estimadores clasicos de h (A).
X

4-11-3 METODO TAPERING

El objetive de esta técnica es reducir el sesgo en la estimacién
de h (A}, sesgo debido al periodograma. El valor esperado de h(A) se
X
puede escribir como:
. 01
»
E[h(A)] = f E[I —(9)]w (A - 6)de
N, x=x N
- T
y en la discusién sobre le sesgo asintdtico, se ignora el sesgo debido
al periodograma y se reémplaza por
T

E[B(A)] - j ROH (A - 8)de.

-n

No obstante el sesgo debido al periodograma que es del orden
O[(logN)/N], es despreciable cuando se le compara con el sesgo debido
a la ventana alisada wN{e) que es del orden de 0(1/M" ). No obstante,
cuando la ventana tiene discontinuidades, se puede corregir el sesgo

del periodograma como sigue:
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Se transforman las observaciones Xl, X ,...X en un nuevo
conjunto de obsevaciones {Yt} escribiendo:
Y =hX ; t=1, 2, ...N
t t't

donde {Yt} es una sucesidén adecuada de constantes llamadas {(taper),

(fader) ¢ datos ventana. En la estimacién de la funcién de densidad

espectral de X(t), se reemplaza el periodograma I; - (8) por
) X=X
N
ld (8)1% donde d_(A) = —. ) [Y(t) - h i]e-iAt
N N 1/2 t
H t=1
siendo
_ N e N
¥ = { E Y(t)] L/ [ E h(t)] , vy H=2n Z he
£=1 t=1 t=1
cuando hit) =1 : ¥t ; |d (?\)I2 coincide con I - (8).
N N, x-x
Para ver el efecto de esta transformacién suponemos que E(Xt) =0 vy

usamos la representacidn espectral:
T At
X(t) = J eMaz(n)
-7
De esta representacién y llamando
1
yt72

U
dN(A) = J H(B - A)dZ(6)Haciendo uso del hecho de que el proceso
-

H{a) =

c 1At
[ hte1 , se deduce que
t=1

Z(A) es de incrementos ortogonales tenemos:

13 4

E[ldN(A)lz] = I IH(B - A}izE[IdZ(A)Ia] = f IH(8 - A)1%h(A)dA
- -7
si como estimador de h(A) utilizamos a:
. it
H.(A) = I ldN(G)Isz{A - B) d@ hallamos que:

=T

~ L »
E[h (n)] = j W(A - 8)n(e)de

-
n

donde W' (8) = J 1H(p - 0)1% ($)dg
-7

El resultado de esta operacién sobre los datos es reemplazar el nucleo

i sen(Nas2) |°

2nN sen {6/2) por la funcién mas general

de Fejer FN{G) =
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IH(B)Ia. que coincide con el nucleo de Fe’ jer cuando ht =1, para
t =1, 2, ...N; teniendo como cbjetivo elegir una sucesién {ht} de tal

forma que IH(B)I2 tenga ldbuleos laterales mas pequefios que FN(B).

N-1
* _ 1 S -igs
Observande gque WN(¢) = 5 EL,(NJ,A"(S)hSe

-
vemos que NN(¢) es la convolucidén de WN(G) y IH(B)Ig
siendo Ihsl los coeficientes de Fourier de IH(e)I2

Para datos no transformados IH(G)I2 = FN(BJ,

h = {1 - lsl//N] y w;(¢J es la n-suma parcial Cesareo de la serie de
5

Fourier de WN(¢).

Los valores h(t) de la transformacidén continua deben ser elegidos
de una funcién ¢@(u) tal que @(0) = ¢(N) = C ; vy que en el intervalo
[O,N] ¢ sea positiva. En este supuesto se coloca hi(t) = ¢(t); t = 0
1; 2; ...N.

4-12 ELECCIONES DE LA VENTANA

Sabemos que para una ventana general NN(G), E{h{h)} es una media

ponderada de h(8) por HN(A - 8). Si consideramos el periodograma

truncado de la figura 1.
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observamos que tiene wun ldébulec centrado en 8 = 0, vy 1lébulos

alternativos, positivos y negativos, centrados en
kn

= + " i
] * sy con k impar
con esta ventana deberd haber una contribucidén a E[h(k)] de los
valores de h(B) en 6 =2+ (2;M++1in, contribucion que afecta

notablemente al valor de E[G(A)}. Este efecto se conoce con el nombre
de (leakage) y la idea consiste en gue la ventana permita a valores
de h(@), para 8 fuera del lébulc principal, contribuir al valor de
E[Q(A]], y esta idea se puede utilizar en la seleccidn de ia ventana,

teniendo como funcidén cobjetivo minimizar el {leakage).

Se han reallzado varias criticas al tomar como funcidn objetivo
la minimizacién del (leakage}. Entre ellas podemos citar:
(1) Evitar diche efecto, nos llevaria a considerar como ventana
ideal una parecida a la de Daniell, vya que no tendria ldbulos
laterales.
(i1} El grado de distorsion producide por los lobulos laterales,
se puede controlar eligiendo M adecuadamente.
(iii) Este efecto mide solo un aspecto; no el mas importante, de
los objetivos a alcanzar con la ventana, pues no es el dUnico aspecto
que influye sobre el sesgo y la varianza.
Entre las funciones objetivos sugeridos para medir la bondad de una

estimacién de h(A) podemos citar:

A) ERROR MINIMO CUADRATICO INTEGRADO
1 n . 2
M= J E{h(A) - h(a)} dA
-
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MAXIMO ERROR CUADRATICO ESPERADO
~ 2
M = [Max{lh(A) - h(A)i}] da
" A

Parzen demostré que P[Méx{lh(h) - h(A)| > e]
A

SV
2 M
£

1A

¥e > 0, hecho que permite construir bandas de confianza para la

funcién de densidad espectral.

MAXIMO ERROR CUADRATICO MEDIO RELATIVO

~

~ 2 - 2
Sea ECM = E[h(h) - h(A)] = Var{h(h]} + [Sesgo[[h(h)]] ,

2
V(A) + Sesgo(A)]

h(a)

y, M = max nz(A) :
O<A<H

y, EMCP?(X) =

Asinténicamente tenemos que

2 M (T2 1 r 2 1 er
EMCP (A)‘ ~ TJ K (u)du + a1 K —(-"-'—-—'—-——
- M u r)(h)

donde r es el exponente caracteristico de K(u)

(I}

y K se define como
K(r) = lim{l—:—%ifl} siendo r el mayor entero para el cual el
ssov |5

limite previo existe, es finito y no nulo.
/T

u'’ o= ’h(A}/ﬁ(r)(A)’ es la anchura espectral de orden .
r . (r) :
Llamando AO = 1nfa[u (A)} se tiene:
AV’

M 1 W :
M~ N Iu * =7 L siendo el valor de M que
R M 2V A

Vb A <

minimiza MR igual a:

Av; 2r N 1/2T +1
M= [Zr{—“‘*—*‘ﬁm} T]
2vV6 Ao W
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A) PROPIEDADES DE OPTIMALIDAD DE LA VENTANA CUADRATICA
4

En las ventanas con r = 2,

(2) 172 1 0 2 12

Lrs]
siendo K(8) = E%—I K(u)equedu el generador de la ventana
-

(s3]
espectral. Puesto que Iw = ZHI K*(8)de y por tante hallar la
-0

forma funcional K(8), gue minimiza (AV;.IN) se reduce a hallar la

forma funcional que minimiza

[+ 1/2
c = {J Kzte)de}{j GEK(B)de}
K -0

Ahora bien el generador de ventana de Bartlet-Priestley

2
_ 3 _ e . <
KO(G) = {ﬂ {1 [—n_‘} } ) !el =T

o 168l > m

o0

-0

(s v]
minimiza I K°(8)de entre las funciones K(8) no negativas tales
-

que verifican:

o o]
J 0%k (8)de = I 6°k_(6)de , y K(0) = 0

- 00 -0

hecho que implica la minimizacién condicional de C(

4-13 SEPARACION DE TENDENCIA Y AJUSTE ESTACIONAL

En las discusiones previas hemos supuesto que X(t) era un proceso
estacionario débil & de segundo orden, hecho que implicaba que E[X(t)]
es constante vy E[[X(t + h) - u][X(t) ~ u] = p(h). No obstante hay
muchos procesos que no se ajustan a dicho modelo. Si observamos datos

que se ajustan al modelo
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X(t) = p(t} + Y(L).
Siendo Y{t) un proceso estacionario de segundo orden de media cero,
debemos primero estimar el espectro de

Y(t) = X(t) - plt).
Cuando se concce la forma funcional de p(t}; ;(t) se calcula por

regresion.

Suponemos que disponemos de una serie de funciones conocidas

e

{¢1(t)}sen; tales que pl(t) = 2;191(“)¢’(t) y que cumplen las

sigulentes condiciones:

n

(1) Wr(n) = [ |¢r(i)}—a w, cuando n—> para cada r
T=1
wr(n + 1)
(2) l%m W =1 ; Yr
n|co
T ¢ (t + hlg(t)
(3) 1m v = Rrs(h)
ne {w (n)¥ (n)}
r S
{4) La matriz R(0) es no singular

Para el modelo de regresidén escribimos:

X =¢6 + Y

X Y 2] ¢rn)
donde X = . Y = . 8 = . R :

X Y e ¢y(n)
y o= (0, ¢, ..9)
El estimador 8' de 8 lo podemos escribir como
0" = (¢70) M™% = (¢79) 9 g8 + Y] = @ + AY
donde A = (¢T¢}—1¢

~

E(" - 0)(8” - )7 = A AT = (¢79) "¢} (')
Y y
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La estimacién de 6 por minimeos cuadrados pasados de lugar al

siguiente resultado:

~

o = [¢T[;1¢]_1¢T):—lx =08 + [¢T[:¢}_1¢T[:Y
roefoe)fooe) - oL e

y
Otras formas de actuar sobre las tendencias son:
1} Si el proceso Y(t) tiene una tendencia de grade g-1, entonces el
proceso Y(t) = [1 - B]q[X(t)] donde 1 es el operador identidad y B es
el proceso diferencia hacia atras, se obtiene que Y(t) es un proceso
estacionario.
2) $i X(t) tiene una tendencia estacional periodica de periodo S, la
transformacién

[1 - BS] [xm] = Y(t).
elimina dicha tendencia estacional y convierte a Y(t) en un procesao
estacicnario.

3) Si X{(t) es periodica con periodo S = 2r + 1, se puede eliminar

dicha tendencia mediante la transformacién o filtro:

1

viie) = 2r + 1)

[X(t -y 4+ ..+ X)) + L. o+ X[t o+r)
4) Una versioén mas general de dicho filtro es:

Ir
, _ 1
Y'(t) = *Eﬁrf:—i-{ X(t - Su).

u=-I"
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CAPITULO V

ESTIMACION ESPECTRAL EN PROCESOS

ALEATORIOS BIVARIANTES.



ESTIMACION ESPECTRAL EN PROCESOS ALEATORIOS BIVARIANTES.

5.1. INTRODUCCION.

Antes de proceder a la estimacién del espectro en un proceso
aleatorico estacionaric bivariante, es preciso realizar un estudio
previo sobre pares de series de tiempo en procesos aleatorios,
definiendo la funcidén de correlacién cruzada, que mida la correlacién
entre los dos procesos en diferentes tiempos t y t+u y la funcién de
covarianza cruzada, que después se mostrara come una generalizacién de
lo expuesto en el capitulo IV en cuanto a su transformada de Fourier
da el espectro cruzado muestra, es decir, que, la funcidén de varianza
cruzada y el espectro muestra cruzado forman un par de transformadas

de Fourier.

5.2. FUNCION DE COVARIANZA CRUZADA PARA UN PROCESO ESTACIONARIO

BIVARIANTE. PROPIEDADES.

Sea la serie de tiempo Dbivariante observada {X1(t)’xz(t)}
considerada como la realizacién de un proceso aleatorio bivariante
{X1(t)’xz(t)}' Las cuatro variables aleatorias Xl(t). Xz(t); Xl(t+u);
Xz(t+u) para un tiempo t y t+u, tienen asociada una funcidén de
probabilidad, para la gque puede expresarse su primero y segundo
momento. Al ser estacionario el proceso estos momentos son funciones
de la diferencia de tiempos y nc del tiempe abscluto t.

El primer momento puede escribirse como:

E[Xl(t)] =u i 1=1,2
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independiente de t y el segundo momentc de la funcidén de probabilidad
conjunta de la funcidén de autocovarianza que tiene la expresién

1x1(u) = E_(X1(t)_“1](Xl(t+U)_“1)_

. O, (00, ) (X, (b))

oy
[
It
™

La funcién de covarianza cruzada viene dada por

¥ (u) = E_(Xl(t)-ul)(xa(t+u}-u2{

*, Eb(Xz(t)—uz)(Xj(t+u)-u1{

®

—
=
I

La funcidén 7y (u} se llama funcién de covarianza cruzada de
X X
12

diferencia u.

Se utiliza la notacién yll(u); ?za(u); 312(u) y 721(u) para

designar las funciones de autocovarianza y la notacién 7 (u);
X X
1™

7 (ul; ¥ (u) vy % (u) para designar las funclones de
22 ‘172 *2"1

covarianza cruzada respectivamente.

PROPIEBABES BE LA FUNCION DE COVARLANZA

En un proceso real bivariante, se verifica que:

12) ¥, (0) = Var[X (t)] =o° ; 1=1,2
ii i xi
[¢) - _ Lot o
2-) 3ii{u) = 711( ujl; i 1,2
Es decir

En efecto:

y12{u) = E[(Xl(t)*ul)(Xz(t+u)-p2)] =

= E[(Xl(t—u)~u1)((Xz(t)—uz)] =
= E[(Xz(t)—ue)(Xl(t—u)—pl)] = 721(—u)

y analogamente
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321(u) = 112(-u)
Entonces, la covarianza entre los dos procesos aleatorios puede

describirse mediante la media de la funcién de covarianza cruzada

312(u) donde - = U = o,

5.3. FUNCION DE CORRELACION CRUZADA. PROPIEDADES.

$1 se quiere estudiar la interaccidén entre dos procesos con
diferentes posibles escalas de medida y diferentes varianzas, es

necesario definir la funcién de correlacién cruzada, dada por:

() = 712(u) _ Z:z(u)
P2 - B

Yy (019 0 %1%

Esta funcién tiene las propiedades:
a
1=) |p (W] =1
que muestra que la variable
y(t) = Aixl(t)+A2x2(t+u) tiene varianza positiva.
22) plz(u) = 921{—u) se deduce de la segunda propiedad dada para

la funcién de covarianza.

5.4. FUNCION DE CORRELACION CRUZADA PARA UN PROCESO LINEAL.

En procesos continuos, sea Xl(t) la entrada para un sistema
lineal vy X2(t) la correspondiente salida mas un ruido Z2{t); el proceso
queda definido mediante

o]
X (t) = J hiu)«X {(t-uldu + 2(t)
2 o 1

Multiplicando los dos miembros de la igualdad anterior por Xl(t-u), y
si X1(t) y Z2(t) son procesos con media cereo, la funcién de covarianza

cruzada del proceso lineal, viene dada por:
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[+ 4]
?lz(u) = E[Xl(t—u)-JO h(V)X1(t—V)dV+X1(t-u)Z(t)] =

[10]
= J hiv)-y {(u-v)dv; -wo = u = o
o 11

siendo y (u) = 0; Yu.
X Z
Si E[X (t)] = E[Z(t)] =0,; yy (u)=20
1 xiz
o [+]
v (u} = hiv)h(v' )}y (u+v-v')dvdv'+y (u); -® = u 5 @
22 11 zz
0 Jo
que da la funcidn de autocovarianza de un proceso estacionario.

La funcién de correlacién cruzada, entonces, tiene la expresién

qlz(u)

plz{ul = v/
ZII(OJ 122(0)

donde yzz(O) se obtiene de la expresidédn general dada para 722(u),
siendo u = 0. En procesos discretos, partiendo del modelo

®
X2t = E hr.xlt—r+2[t)
r=0

se obtendria como funcién de autocovarianza:

oo
= . - . = . .+
7,,(K) rZoh‘” 7, (k=r); k = 0;21;22,. ..

o0 o
722(k) = z _E hrhsyll(k+r-s)+yzz(k); k=0;+1; %2, ...

r=0 s=0

y la correspondiente funcién de autocrrelacién tiene la expresioén

712(k)

pxz(k) =

V/yii(O) ?22{0)

5.5. PROCESO LINEAL BIVARIANTE. FUNCION DE COVARIANZA.

El modelo general para correlacién cruzada entre dos procesos

aleatorios, ocurre cuandc suponemos que las fluctuaciones en Xl(t) Yy
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Xz(t) son causadas por dos fuentes de ruido 21(t) y Zz(t). Viene

definido mediante:

Xl(t} hllzl(t)+h1222(t)

Xz(t) h2121(t)+h2222(t)
donde Zl(t) ¥ Zz(t) son procesos de ruido blance incorrelados con

2 2 .
varlanzas al Y 02 respectivamente, de donde:

712(0) = E[{hllzlit)+h1222(t)} {hzlzl(t)+h2222(t)}] =

2 2
=h h e¢+h h o
11 21 1 12 22 2

712(k) = 0; k=0
h11(U); h12(U]; h21(u); h22(u) son las funciones respuesta impulso.

Un proceso lineéal aleatorio bivariante puede representarse

mediante el esquema siguiente

—_ 21(t) h11(U) > Xl(t)
hlz(U)
— Zz(t) hzztu) » Xz(t)
Proceso lineal bivariante
que corresponde al modelo dado por
[ L)
Xl(t] = h11(v)21(t-v)dV+ hiz(v)Zz(t—v)dv
Jo ;0
oo oo
tht) = . h21(v)21(t-v)dv+ . haz(v)Zz(t-v)dv

Si las fuentes de ruide blanco son mutuamente incorreladas, es

decir
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E[Zi(t), ZJ(t’}] =0; Vi, t'; i=1;2, J=1,2

Las funciones de covarianza vienen dadas por las expresiones

oo -
= .2 2
ytl(u) =0, . hu(v)h“(v+u)dv+o-2 . hlz(V)h12(V+U)dv
2 [e0 5 [0
322(u) =0 . hzl{v)hm(v+u)dv+a2 . hngv)hza(v+u)dv
(o0 [0
— .2 2
321(u) = o) hzltv)hu{wu)de2 h22(V)h12(V+U)dv
Jo Jo
) (oo
- 2 2
712(u) =0 . h“(v)hm(v+u)dv+0‘2 . h12(v)h22(V+u)dV

Para el caso discreto, las expresicones son totalmente analogas,
bastaria cambiar las integrales por sumas.

Las expresiones anteriores muestran que ajustando la funcién
respuesta impulso hlJ(U)’ es posible generar un modelo aleatorio
bivariante {Xx(t);xz{t]} con una funcién de covarianza cruzada
especifica y una funcién de autocovarianza. Esta forma general se da
para procesos de ruido blanco que son procesos correlacionados para
tiempos simultaneos, es decir

E[Z (t),2 (t)] =0 8(t-t")
1 2 12

5.6. PROCESO BIVARIANTE AUTORREGRESIVO MEDIAS MOVILES.

El proceso esun modelc especialmente importante del proceso
lineal bivariante. Se da este modelo cuando la funcidén impulso
respuesta hiJ(u) es cero después de un cierto punto. Un modelo

discreto esta representado por las ecuaciones

X 2. +B B

Z +RB Z
1t 1t il 1t-1 12 2t-1

2+ Z + zZ
2t 2t IB21 1t-1 B212 2t-1
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donde th, 22t son procesos de rulide blanco incorrelados, con

. 2 2 . s . . :
varianzas ¢y o, La funcién de covarianza de proceso bivariante

{Xit,XEt} estd dada por:

_ 2
3(12( 1 = B>
_ 2 2
712(0) - 81132101+31262202
_ 2
712(1) B 62101
= . 4
7, (k) = 0; Kks0;t1

El procesc bivariante autorregresivo, tiene la propledad de que
la funcidén impulso respuesta no desaparece después del Ultimo impulso.
En tiempce continuo, un proceso de primer orden se define de forma
andloga a come se definidé en el capitulo tercero el proceso
autorregresive de primer orden univariante, es decir, un proceso

continuc en tiempo bivariante se define como:

dX1(t)
— a11x1(t) + a1zx2(t) = 21(t)
dXZ(tJ
—3— ¢ alei(t) * azzxz(t) = Zz(t)

donde 21(t) y Zz(t) son procesos de rulde blanco correlacionados y
simultaneos en tiempo unico.
Para tiempo discreto el proceso autorregresivo bivariante esté

dado por:

= o X + o X + Z
1t 11 1t-1 12 2t-1 1t
= o_ X + o X + 2
2t 21 1t-1 22" 2t-1 2t
Las funciones de autocovarianza y covarianza cruzada del proceso

se pueden escribir como:

[§]
= +
wllfu) blle b21 e

I}
(1]
+
(1]

3’22(L1) b12 22
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rth TS
7 (u) =b e + b e
21 11 21

donde le son funciones a Estos wvalores se calculan mediante
1

matrices.

Analogamente, para tiempo discreto, se obtendrian:

712(K) = a21711(K~1] + azzyla(K—l) D K= 1
wll(K) = allyll(K—l) + alzvlz(K-l) : K=z 1
rzz(K) = azlwzl(K—l) + azzzza(K—l) s Kz
721(K] = allylz(K—l) + alerZ(K—l} p K= 1

5.6. ESTIMACION DE LA FUNCION DE COVARIANZA CRUZADA.

Si la media de los dos procesos es cero, para un misme valor de u

la funcién de covarianza cruzada se estima mediante el estimador

1 T/2
= X (t) X {t+u) dt ; 0 =u =T
T 1 2
c (u) = 172
X X 1 T/2
v T X ()X (t+u) dt ;=T s u s 0

Cuandc el estimador tiene un error cuadratice medio pequefic se usa el
divisor T y si este error es grande se utiliza el diviser T-u.

l.a esperanza del estimador es

E[C (UJ} = [1 - lgl]-w (u)
X X T X X
12 172
que indica que CX N (u) es un estimador sesgadc de zlz(u) y solamente
172

es insesgado cuando T tiende a infinito.
Si la media de los dos procesos es distinta de cero, se usa el

estimador:
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L (172 _ _
T (Xl(t)-Xl)(XE(t+u)—X2)dt 0=u=T
c {u) = 172
e 1 [T - _
T (Xl(t)-Xl)(Xz(t+u)-X2)dt ~-T=u=20
-T/2
siendo
T =

1 T/2
. T Xi(t)dt ;1= 1,2,
-Ts2

Haciendo los cdlculos convenientes, la esperanza del estimador es:

T
e, w] = [1-18) 4 (Wz“l-m]? (W) du
xlx X X T _ xix

2 T 12 T T 2

El sesgo aumenta para términos de orden =, introduciendo una

==

correccién para la media.

La covarianza entre dos estimadores C (ul, C (u) v dos u
3 S X X, 2 1

y u, diferentes se da mediante la férmula de Bartlett:

T’
I U _arl ;
Cov[cx . (ul).CXlxz{uz}] = — T [ y(r}[l T’] dr

12 T =T’

- T" [_Tnv(r)[l - lil]dr

T‘I T
siendeo

.o _ 1 2
T T e

bbb

™ =T =~
2
u~u ua—u1
¥(r) = Wx X [r B 2 ]?x X [ - 2 ]+
171 2

u2+ui u2+u1
* Ty % [r - 2 ]7x X [r - 2 }+K(r.u1,u2)
172 21
donde K(r,ul,uz) es el punto de acumulacién de las variables
aleatorias X (t), X (t+u ), X (t+r); X {(t+r+u ).
1 1 1 2 2 2
Para una longitud T en tiempo continuo, la covarianza puede

escribirse como:
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[&4]

1

Cov[Cx N (ul),Cx . (uz)] ® 7 [ y(ridr
172 172 -

y en caso discretc estd dada por la aproximacidn mediante:

4]
1
cOv[cx L (K)L.C, (2)] =z ) {r,, (M (Er=K)s
12 12 172 272
r=-
Ty x {r+£)zx N (r-k)
172 21
Si el proceso es incorrelado, Vo o (u) =0 para tode u, y la

covarlianza es:

cOv[c (u),C__ (u )] N
X X 1 » 2
1 2 1 2

Analogamente, para dos procesos discretos incorrelados, se tiene que

—|

Z yxlx (r) Y « (r+&-K)

Cov[C (K).,C (E)] =
X X X X
iz 172 1 272

r=-o

Si Xl(t),XZ(t) son procesos de primer orden con parametros @ v Bl

respectivamente
> K]
LY x1(K) =0«
K|
K) =0 B
¥y x 2 1
22

Haciendo ¢ = K, y sustituyendo en la expresidén anterior de covarianza

e ey
Var[Cxlxa(K)] = N [ T

Para ruido blanco, el resultado correspondiente es

se tiene que

2 2
o o
1 2

Var[Cxle(K}] *
En general la covarianza entre el estimador CIJ(ul) y Cxe(ua) esta

dado por:
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Cov[CiJ(ul).Cke(Ua)] =

(T—|u1|}/2 (T—|u1|)/2

1 Y2 4
- 2 {wlk.(v_t- 2 rJE(V-t+ 2 ] ¥
-(T-|u,[)72

—(T—|u1|)/2

u2+u1l u2+u1
+ 7l£[v—t+ > -7Jk[v—t- 5 ]+K[v—t,u1,u2]}dvdt

Haciendo el cambleo v-t =1, t = s, se transforma la regidén integracién

seglin muestra la gréafica.

T72

S e o e e e e o om

T/72-u
2

|
i
.
-T/2 l T/2-u1

<
[aad

-T/2
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v
~
0

1
-T/2 \\\ | 172

-Ts/2

Reglén de integracién para la funcién de covarianza

Obtenliéndose tres regiones de integracién.

Para |u2| > |u1| la covarianza entre los estimadores se puede escribir

como:

(T-{u, |+[u_])s2
1 1 2
COV[CiJ(Ul),Ckztuz)] = ? [

(T-|u,})/2
7(r)dr [ ds +
(—|u21—|u1|)/2 -(T-|u1|)/2

Cu, |+|u, )72 [(T-]u |)s2]-r
— J y(rl)dr [ ds +
TZ
(=lu,|=fu )72 -[(T—|u2|)/2]-r
- (u|=fu, [)/2 (T-|u {172
y(r)dr J ds
~(T-|u, |)/2

[\

1 [
T
(T (|u1] [u2|)/2
donde

u -u u -u u_+u u_+u
1(["] =y r = 2_1 1 r + _2——-l + r + L ¥ r - 2 !
1k 2 Jé 2 1 2 RS 4 —_—

Integrando la funcién de covarianza con respecto a, s, se puede

escribir que

T'
.1 . _]r _
COV[C”(ui),CKz(uz)] - { T ‘[_ .'ar(r)[l JTL]

T
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-T" J_Z:F(r)[l - l%#]dr}

donde
. ju_|[+u | s Lu2|+|u]|
2 ’ - 2
Cuando ju1| > |u2| el resultade es  analogo, siendo
T = (|u1|—|u2|)/2.
Para T suficientemente grande, los términos de orden —l— ,
2
pueden ser desprecliados, quedando que:
o
COV[CiJ(Ul)’CKE(u2)] = J y(rl)dr =
-
o u_-u u_-u u_+u u_+u
_ 1 _ 2 2 1 2 1 2 1
"TL‘) ?r“([r z ]?’Jz[r v T2 ]*712[” Z ]%x[r 2 ]dr
5.7. ESPECTRO CRUZADO.
Sean Xi(t) , Xz{t) dos ondas coseno, con suma de frecuencias fy

diferentes amplitudes A1 y A2 y diferentes fases ¢1 % ¢2
respectivamente.
Aplicando la definicidn de espectro para seflales deterministicas

dado en el capitule anteriocor, el espectro muestra de las dos sefiales

es.

i=1,2.

La covarianza entre las dos ondas coseno esta definida mediante
el espectro potencia cruzado muestra, y mas concretamente mediante el

espectro cruzado muestra dadoc por:
*
Xl(fsz(f)
®x X I

164




donde el asterisco, indica el conjugado complejo. Esta relacién define
la dependencia entre las dos sefiales en general. Si Xl(t) v Xz(t) son
dos sefales reales arbitrarias, con transformadas de Fourier Xi(th
Xa(t) dadas respectivamente por
1F (f)
X(£) = Aalfle ' 5 is=1,2

donde Al(f) es una funcién invariante positiva y FiJ(f) es una funcién
impar. El1 espectro cruzade muestra aplicande 1la definlicién dada
anteriormente es:

i(Fz(f)—Fl(f))/T
C x (f) = Al(f)'Aa(f)e

que puede escribirse como

iF12(f]
C12(f) = A12(f) e

Entonces, la covarianza entre las dos series xl(t] y xz(t), puede
describirse por el éspeciro de fase muestira
F _(f) = F_(f)-F (f)
12 2 1
y el espectro amplitud muestra
A _(f)} = A (£)-A_(FI/T
12 1 2
El espectro cruzado muestra Ciz(f] puede escribirge como el
producto de una funcidén real llamada espectro amplitud cruzado y una
funcién compleja llamada espectro de fase muestra Flz[f)' que indica
como la componente frecuencia en una serie, induce la longitud de las
componentes de la misma frecuencia en las otras series; analogamente
el espectro cruzado de amplitud-muestra A12(f) indica como la amplitud
de las componentes, para un caso particular de frecuencia en una
serie, se asocia con amplitudes grandes o pequefias para la misma
frecuencia, en otras series. A12(f) es una funcidén pesitiva de

frecuencias y F12(f) es una funcioén impar.

Una expresidén alternativa para el espectro cruzado, dado por
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iF _(f)
Cxa(f) = A12(fJe 12 , estd dada en funcién de la suma de una parte

real y una parte imaginaria mediante la expresidn:
Clz(fJ = L12{f)—1Q12(f)
donde
.le(f) = Aiz(f)-cos F12(f)
le(f) = —A12(f) sen F _(f)
y donde:
2 _ .2 2
A12(f) = le(f) + le(fl

_Qla(f)

F12[f) = arc tang. _IZET?T

le(f) es una funcién invariante de {frecuencias vy Q12(f) es una
funcién impar de frecuencias, ya que A12(f) es impar vy F12(f) es
invariante. Para sefiales generales X1(t) , Xz(t) las expresiones:
le(f) = Alz(f) cos F12(f) mide la covarianza de las componentes
dentro de fase para una frecuencia f, y la expresion
?la(f) = A12(fJ sen F12(f}

mide la covarianza de las componente fuera de fase o componentes de
cuadratura para una frecuencia f.

Teorema. La transformada de Fourlier de la funcién de covarianza
cruzada muestra es el espectro cruzado muestra.
Es decir, que la funcién de autocovarianza cruzada muestra y el
espectro cruzado muestra, forman un par de transformadas de Fourier.

En efectc, partiendo de la definicidn de espectro cruzado muestra

dtdt’

E 3
Xl(f) Xz(f) 1 T2 T/2 -i2nf{t-t’)
12 N T )

Cf) = — e = x (t)-x (t7)
-T/2 }-Trs2

y haclendo la transformacidn

t'"-t =u, t =v
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se llega a que

T .
C () = J c, _(u)e lznfudu
12 12

-T
Luego el espectro cruzado muestra es la transformada de Fourier de la

funcidén de autoccovarianza muestra definida por:

1 T/2
(T J xi(t)xz(t+u}dt : 0= u =T
=T/2
C1z(U) =11 T/2
T X (t)xz(t+u)du i-T s us=s0
-T/2
0 iofu] > T

La transformada inversa es:

) .
clz(u) = J C (f)elznfu df

o
Sustituyendo en esta ultima expresidén, los valores en funcidén del
espectro de amplitud y del espectro de fase se tiene que

-0

oo
- . 12Mfu . _
clz(u) = J (le(f) 1Q12(f))e df =

+s]

[++]
= [ le(f)cos 2Nfudf + [ le(f)sen 20fu df

-0 -~C0

ya que le(f) es una funcién invariante de f y le(f) es una funcién
impar de f.
Haciende u = O se tiene que

[+4]
c _(0) = [- Lle(f)df

Es decir que el espectro cruzado muestra da la descomposiclén en
frecuencias de longitud cero de la covarianza cruzada, del mismo modo
que el espectro muestra para u = 0 da la descompoesicidn en funcién de

frecuencias de la varianza o potencia media de la sefial x(t):

m
c_(0) = s: = J C (f)df

donde C es el espectro muestra.
XX
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Si llamamos:

[T
L _(f) = £ (u) cos 2M fu du
12 12
J-T
T
le(f) = . qlz(u) sen 21T fu du

podemos escriblir que
012(U) = Elz(u) + q12(U)

y se verifica que 212{ul es una funcién par de C12(U)’

_ 1 _
Elz(u} =3 [C12{u) + Caz[ u)]

siendo qia(u] la parte impar de clz(u) dada por

— 1 — -
q,(uh =5 [sz{u) €ya! U)]

5.8. ESTIMACION DEL ESPECTRO CRUZADO.

Sean xl(t) y xz(t) dos sefiales definidas matematicamente mediante
dos series de tiempo, siendo {Xl(t),Xz(t)} la realizacién de un
proceso aleatorio estacionario bivariante. Se definié anteriormente el
espectro cruzado muestra C12(u)’ mediante el cual se trata de estimar
el espectro cruzade tedrico r12(f) que se acostumbra a llamar
co-espectro. Para hacer esta estimacion, se define el estimador del
espectro cruzado mediante la expresion:

T .
C « {(f) = J Cx « (u)e i2ffu du ; - =f = wm

x
172 T 172

para el que se calcula un valor medio

T A
E[C (f)] - [1 - Jﬂ]y (w) e Y2V 4
Xlx _ Xlxz

2 T T
Cuando Tow; este valor medio tiende al espectro cruzade de potencia,

que se llamara espectro cruzado solamente; de forma analoga a como al
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espectiro de potencla o espectro con poder se le llamd sencillamente
espectro. El espectro cruzado tedrico, esperado a través del espectro

cruzado muestra estd dado por:

0 .
1im E[C (f)} =T (f) =J vo o (we MY gy g st <
X X X
T 172 -
Esta expresion muestra que el egpectro cruzado tedrico es 1la
transformada de Fourier de 1la f{funcién de autocovarizna cruzada.
El espectro cruzado teérico es una funclén de frecuenclas en el rango
- 2= f = wm,

En ingenieria se suele utilizar para este especbto la expresién

r (f) = 1im C {f)
X X X K
12 T 172

Conviene dar algunas definiciones asi como las relaciones vy
notacién respecto al espectro cruzado muestra y el espectro cruzado
tedrico,

Escribiendo Yy o () como la suma de wuna funclén por Alz(u) vy
172

olra parte impar wlz(u) se Liene:

[wla(u) + 712(-u)]

[rlz(u) - le(—u)}

Alz(u) =

ol =

N[ —

wlatu) =

que sustituida en el espectro cruzado teorico dan:

Flz(f) = Alz(f) - iw12(f)

donde
[ @
A (f) = A (u) cos 2Mfu du
12 12
J -
Y
M @
wlaif} = . W;z(”) sen 211 fudu

A A:z(f) se le llama co-espectro y a wlZ{f) se le llama espectro en
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cuadratura de proceso {let),Xz(t)L

Obteniéndose como valores esperados para ellos:

Alz{f] = lim E[Lta[f)]
Tow

wiaif) = 1lim E[le(fl]
Ten

El espectro cruzado tedrico puede escribirse como:

1¢12(f)

Fig(f) miz(f)e

donde a12(f) se }lama espectro de amplitud cruzado y esta dado por:

2 2
a (£) = f/\lz{fwm{f)

y ¢12(f] se llama espectiro de fase cruzadeo v esta dado por:

wla(f)
¢12(f) = arc tang. - £ @)
12
Espectro teorico Espectroc muestra
Autoegpectro
@ ~127f T ~12lify
r(f) =J v (wye MY du C (f) =J c. (ue du
11 11 11 11
- ~T
Fepeciro cruzado
o0 T
r (f) = J‘ ¥ (u)emiznfu du = C_(fy = J ¢ {u)e iZHfudu =
12 12 12 12
—-00 _'T
i (f) iF {f)
12 _ = 12 =
= alg{f)e = A1a(f) e
= A12(f) -1 w12(f) = L12(f} -1 Q12(f)
Especlro de amplitud cruzado
« (f) = |T (£]} = AL(EY = |C (D)) =
_ 2 2 1 2
=V R ) W (£) \/Lm(f) - Q2 ()

Espectro de fase
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4, (£) -Q,,(f)
¢12(f) = arctang {——?er?T} Fla(f) = arctang {__TT_T?T}
12 12
co-especiro
Ao = | A (e 12 gy o ) = | e wet2 g,
12 .- 12 12 | 12
0 T
_ 1 _ _1 _
= §J—w {yla(u}+yla( u]} cos2Mfudu —gI“T{clz(u)+c12( u)}coszﬂfudu
Espectro de cuadratura
© . T
_ -i2llfu, _ _ -12mfa o
wlz(f) = J wzg[u) e du = le(f} = J qlz(u)e du =
- _T
1 [ ° 1f T
=5 J_m {Wla(u)+712(—u)} senzZlTfudu =§[MT{012(U)+c12(—u)}sen2nfudu

5.8, PROPIEDADES DEL ESTIMADOR ESPECTRAL CRUZADO MUESTRA.

Se hace previamente un estudioc sobre las caracterislticas de los
espectros cruzados muestra para dos procesos incorrelados de rulido
blanco analizando las propledades del estimador espectral vy

posteriormente se generalizan estas propledades y resultados.

5.9.1. PROPIEDADES DEL ESTIMADOR ESPECTRAL CRUZADO MUESTRA PARA

RUIDO BLANCG.

Sean 21(t) y Zz(t) dos proceses de ruide blanco, de media cero,

La transformada de Fourier de Zi(f) se puede escribir como:

/2
J 2 (1)em LM

Zl(t) =
-T/2

dt = At(f) - iBl(f)

Siendo Ai{f) y Ba(f) las transformadas coseno y seno de 21(t)

El auto y co-espectro estd dado por:
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12, (61" A7+ B
cil(f) = T = T i =1,2

|2:(f)-22(f)| 1
c12(f) = e T =7 [[A1+1B]][A2-182]] =

-1 [[AA+BB]-1[BA-BAH
T 12 12 21 12

De donde el co-espectro y el espectro cuadratura muestra son:

L _(f) =

(A A+BRB)
12 1 2 1 2

Q _(f) =

12

e

(B_A_+B_A_)
21 12
Cuando Z {f) es un proceso Normal, Ai y Bt son variables aleatorias
1

Noermales y como el proceso Zx(f) tiene de media cero:

ISREARE

y para la frecuencia arménica f = m/T se tiene que
m

Var[A ] = Var[B ] = I 02
1 ¥ 2 i

COV[Aa’Bi] =0; i=1,2

Sumando, los dos procesos 21(t) ¥ zz(t) son incorrelados, luego
CDV[A,A] CDV[B.B]
172 1’2

COV[A B ] COV[B , A ]
1" 72 1’2

Con todo lo anterior se puede escribir

o _ 1 _
1=) E[LIZ(f)] =T {E[Al,Az] + E{B1.B2]} =0
E[? (f)]
12

Analogamente

8]

1
o
1]

0

2

Var[L (f):| L E[A2A2+8282+28 BAA ] -
12 T 1 2 1 2 1 21 2

[\ ¥

2
2

[

o

2

a o

NN
A}

o
=T + + 0 =

22 2
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Var[Qiz(f)] ==
De donde

Covl:le(f),Qm(f)] =0
Se demuestra que L12{f) Y le(f) estan incorreladas con C11(f) ¥
czz{f), entonces la distribucién conjunta de los estimadores c11(f);

Caz(f); le(f) y le(f). pueden caracterizarse por la matriz de

covarianza
of o 0 o
0 ¢ 0 0
2 2
] o 0
3 2
0 0 0 o
4
2 1 22 2 1 2 2
donde ¢ = - 0¢ ¢_. ;, O = = O 0O_.
3 2 12 4 2 1 2

22} E1 cuadrado del estimador espectral de la amplitud cruzada muestra
es:

2 ~ 2 _ 2 _
A0 = (02 =L, 00) + Qo =

2z ()5, |z ()]
- [ T T J - c11(f)'c22(fJ

32) Aplicando la propiedad chi-cuadrado de C11(f) Yy que 21(t) y zz(t)
sen dos procesos independientes, se tlene que la variable aleatoria

yz(f) definida mediante:

4A% (f) 2C () 2C_ ()
2 12 11 22
yof) = = = a-b
2 2 2 2
T O o 10
1 2 1 2

es el producto de dos variables aleatorias, a y b independientes que

se distribuyen segdn una x2 con dos grados de libertad.

E[Yz(f)]

E[Y‘(f)] = 64

Entonces:

Elal-Elb]
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Var[Yz(f)] = 48
2 2

2 0‘10“2 2 2 2

E[Amm] - { ! E[Y (f)] - o%?

4 4

2 0'10"2 2 4 4

Var[Ala(f)] = [ 16 }-Var[Y (f)] = 3@102

42) El estimador espectral fase muestra es:

-?12(f) BzAl_BlAa
Flz(f} = arctang {————————w} = arctang { - }

42 (f) E A tB B

172 "12
Por ser Ai y B1 variables que siguen una distribucién Normal, el
rango de A1A2+BIB2 se extiende de -» a o Yy le(f) sigue una
distribucién Normal. Analogamente ocurre con ?12(f). Asi
[Hz(f) y ?nz(f) son distribuciones aproximadamente normales e

independientes y tienen la misma varianza, entonces F12(f) €S una

distribucidén aproximadamente uniforme en el rango [-1/2,T1/2].

5.9.2. PROPIEDADES GENERALES DEL ESTIMADOR DEL ESPECTRO CRUZADO

MUESTRA.

12} Para un proceso no Normal incorrelado de ruide blanco y la

frecuencia arménica f = m/T se tiene que
m

E[L12(f)] A12(f)

E[le(f)] wlZ(f) =0

"
C

il

a N s s .
2-) La matriz de covarianza del estimador de la covarianza entre

los estimadores cll(f), c_(f), L _(f), Q@ _(f) y dos frecuencia f1’ f

22 12 i2 2

esta dada por:
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(

WK M et (WP (=) +We (+) 0 0 0 )
04 1
2y a, .2 2
0 WOK4 +02{w (=)+W7(+)} 5 2 0 0
%1%, 2 2
0 0 5 (W7 (=)+W"(+)} 0
2 2
9% 2 2
0 0 AW (=)W (+))
/
donde
Asen HNA(fi—fz) Asen HNA(f1+f2)
W(-) = ; W(+) =
Nsen HA[fl-fZ) Nsen HA[f1+F;7
para proceso discreto; wo = 1/T vy
sen NT(f ~f_) sen TIA(f +f_)
W(-) = _ 2 () = 172
nT(f -f_) ' MT(f +f_)
1 2 1 72
: (1) (2}
en el caso continuo. K4 y K4 son los acumulantes de cuarto

orden de los procesos de ruido blanco Zit) y 22(t) respectivamente,
que desaparecen si zi(t) es Normal.

32) si f1 = fa’ la varianza de los estimadores es constante y no
depende de 1la longitud del recorride T, entonces el estimador

espectral cruzado da una mala estimacién como estimador autoespectral.

5.10. ESPECTRO CRUZADO EN PROCESOS LINEALES.

1) Se considera en primer lugar dos fuentes de ruildo blanco th %

Zat mutuamente incorreladas. El proceso esta dado por:
=2
1t 1t
X =2
2t 2t
Entonces

712(K) = E[th’22t+k] = 0: ¥K

y el espectro cruzado es:

Flz(f) = V/Alz(f)+w12(f) = 0
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Esto implica que el espectro amplitud cruzado es siempre nulo y
el co-espectro y espectro cuadratura son también idénticamente nulos.
El espectro fase es indeterminado, aungue esta distribuido
uniformemente en el rango (-Ti/2,71/2), por lo que la diferencia media
de fase entre los dos procesos es cero.

I1) Se considera ahora el proceso bivariante, equivalente a ruido

blanco

2t 2t 171t 1t 1t
Asi como X = B X +2
2t 171e 2t

Entonces:

_ _ 2
7,0 = E[Zit(22t+3121t)] = B,

712(K) = (; k=0

= 2
y r12(f) = Blol

que implica que:

1l
I

a12(f) Blo

A12(f) = Blo

; ¢12(f)

0

0

[ VI N

; w12{f)
S1 los dos procesos son correlados solamente para tiempos simulténeos,
el espectro de amplitud cruzado es una constante. Este proceso se toma
como modelo para espectro cruzado, del misme modo a como el proceso de
ruide blanco es fundamento en espectros univariantes.

II11) Se considera ahora un proceso dado por:

[+2]
J h{wX (t-pldu + Z(t)
0 t

donde X1(t) es la entrada de un proceso lineal vy Xz(t) la
correspondiente salida, mas un ruido independiente Z(t).
La funcidn de covarianza cruzada de la salida es:

0
712(11) = J‘O 3“(U-V)h(v}dv; -0 = U = w
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Transformando esta igualdad se tiene el espectro cruzado:
r12(f) = H(f)‘rli(f)

La funcion respuesta frecuencia puede escribirse come
r,_(f)

_ 1
H{f) = N Cal
11

Esto indica que el analisis de un sistema lineal se simplifica
utilizande las transformadas de Fourier. Asi la convolucién en la
definicién de funcién de covarianza cruzada, se reduce a una
multiplicacién aplicando transformadas. La funcién respuesta

frecuencia, también se puede escribir

. A _{f) - iy _(f)
- igp(f)y _ 12 12
H(f) = G(f) e = r11(f)

Las expresiones para ganancia G(f) y fase ¢(f) del sistema lineal

50N

2
\//\12(1‘) Py (6) a(F)

T (1) ST
11 11

G(f) =

¥ Z(f)

1

¢(f) = arc tang - W
i2

Asi la amplitud cruzda a12(f) es una medida de la covarianza
entre X1(t) v Xz(t) para la frecuencia f y r11(f) es la varianza en la
salida para la frecuencia f.

Analogamente la funcién de autocovarianza de la salida dada por:

© 4}
122(11) ) J-— [- n{vih(v” )’3’11(U+V"V') dvdv’ + Tzz(U}

c0 o

se transforma mediante Fourier en:

I (F) =G(f) T (f) + [ (f)
22 11 Zz2

vy sustituyendo la funcién ganancia por la expresidn dada anteriormente
a, ()

12

G{f) = —r‘"(f—}
11

se tiene que
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2
a12(fJ

rzz(f} T o) T 1—zz(f)
11
o
_ 2
rzz(f) = Fzz(f)[l sz(f)]
donde
2
aIz(f)

2
KT (£) =
12 Fll(f)F22(f)

a Kfa(f) se la llama coherencia cuadrado entre la entrada y la salida
en la frecuencia f. Al argumento de Kfz(f) para f se llama espectro
coherente cuadrado.

Cuando Fzz(f) = 0, la ccherencia cuadrado es unica y el espectro
de salida es simplemente el espectro de entrada, multiplicado por el
cuadrado de la ganancia del sistema.

Eliminando rzz(f] a partir de

_ 2
22(1") = G°(f) l'“(f) + ru(f)
2
o (f)
2 _ 12
K12(f) T T LT (D)
11 22

despe jando raa(f) e igualando se tiene que

1
1+(Fzz(f)/G2(f) r ()

2 =
K, (f) =

Esta 1igualdad muestra que la coherencia cuadrado es pequeiia,
cuando el radio Gz(f)rll(fJ/rzz(f) para el ruido de salida es pequefo
y grande, cuando el radio es grande.

IV) Se considera por Gltimo el proceso aleatorio bivariante,
obtenide pasando dos fuentes de ruido blanco 21(t) y 22(t). a través
de un sistema la funcién de covarianza y autocovarianza cruzada son

las propias de un sistema lineal bivariante. La funcién frecuencia
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respuesta es:
00 3
H = J h”(u}e—lznfu du ; i,J=1,2

El autoespectro estid dado mediante:

2 2 2 2
o [H ()" + o |H _(£)]

-

—_

[
It

[}

Fzz(fJ

2 2 2 2
01|H21(f)| + 02|H22(f)|
La funcién de covarianza 712(u) del proceso lineal bivariante es:
(2]

[0.4]
y (u) = uf [ h (v)-h (v+u)dv + oj J h (V)b (v+uldv

>=] -0

Tomando transformadas de Fourier, el espectreo cruzado es:
2 * 2,*
r12(f) =0, Hll(f) Hal(f) + 02H12(f) H22(f)
De aqui se puede decir que la estimacién del espectro cruzado, se

reduce a estimar la funcién respuesta frecuencia del procesc lineal

bivariante.

El calcule de esta funcidén se puede ver en el ejemple dado a

continuacién:

Se considera el proceso continuc bivariante dade por el sistema:

Xm(t)
e A a X (th =2 (1)
dXZ{t)
—r + azlxl(t) + aZZXZ(t) = Za{t]

Transformando las ecuaciones aplicando una de las propiedades de
la diferenciacién se tiene:
fa +120F)X (fl+a X _{(f) = Z2 (f)
11 1 122 1

821X1(f) + [822+12ﬂf]X2(f) = Zz(f)

Despe jando, se obtiene
‘(6 - {a +12Hf)21(f)—a1222(f)
1 (a +i2NMf}(a__+i2Mf)-a

11 22

a
12 21
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~-a 1Zl(f)+(a11+12Hf)22(f)

(a_ +i2Mf){(a__+i2Mf)-a_ _a
11 22 12721

Xz(f) =

Aplicando transformadas’

Xl(f) = H“(f)Zl(f) + H12(f)22(f)
Xz(f) = H21(f)21(f) + Haz(f)zz(f)
donde
a_ +i2ZTf 12
Hll(f) = ? ' HIZ(f) = = D
-a,, a“+12Hf
H21 f) = 7t ; sz(f] = 5
2. N
Donde D = allazz-alzazl—(Zﬂf) +12Hf(a11+a22), y por ultimo el auto

espectro y el espectro cruzado para el proceso bivariante es:

ia22+(2Hf)2] of+ afzai
['“(f) = 3
D]
a; f + {az1 + (2TIf)2] o‘z
rzz(f) = 5
D

2 2 . 2 2
-a_a ¢ - a a o - i2lf(a_oc"-a_ o)
12 2 22 2 211

5.12. CORRECCION DE ESTIMADORES ESPECTRALES CRUZADOS.

Al aumentar el recorrido T, la varilanza del estimador del
espectro cruzado muestra aumenta, por lo que es necesario hacer una
correccién o suavizacién del estimador espectral cruzado, utilizando

el método de ventana.

Se da como estimador el siguiente:

T .
C ) = J wlule _(u) e lznfudu
12 T 12
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siendo w(u) la longitud de ventana. Descomponiendo clz(u) en funciones
de los términos pares e impares, se tiene que
T

T
C _try = [ w{u)? (u) cos 2Mfu du - 1 [ wlu)g _{u) sen 2Mfu du =
12 T 12

= le(f) -1 le(f]
donde Ela(fJ y ﬁlz(f) son los estimadores coherencia y cuadratura
espectral corregidos.

El estimador espectral cruzado muestra dado anteriormente es

T .
cC _(f) = J c _(u) e—lZHfu du
12 o 12

gque tiene como valor esperado

T .
E[C (f)] = ( [1 - M] y (u) e YU 4
12 T 12

T

que puede escribirse como

® sen HNTg 2
E[Clz(f)] - J_w T[T] r_(f-g) dg % T_(f)

de donde, cuando T es suficientemente grande, la ventana espectral es
muy pequefia, y C12(f) es un estimador insesgado de [yz(f). La media
del estimador espectral cruzado es:

T .
E[Elz(f]] - J w(u)[l - Jﬂ]rw(u)e"lz”f“ du

_’I‘ T
m —
& Wig) Flz{f-g} dg = t 2(m
-0
A Flz{f) se le llama "media corregida del espectro cruzado".

Y ya que E[C12(f)] = E[le(f)]-iE[le(f}} , la media corregida

del espectro ccherencia y cuadratura es:

T
E[f (f)] = J w(u)[l - lEl] A _{u) cos 2H0fu du =
12 -7 T 12
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~ Wig) A12(f-g)dg = A12(f]

~00

T

E[ﬁm(f}] . w(u)[l - J%L]wlz(u) sen 27fu du =

(2]
= { W(8)¢12(f*g)dg = wlz(f)
-0

Utilizando la propiedad simétrica de la transformada de Fourlier,
que permite invertir los términos de 1la sefial y su transformada

(propiedad de convolucién) el estimador espectral cruzado se escribe

también como

12
-

[»+]
C _(f) [ C,,(f-g) W(g) dg
Por tanto
_ _ o [22]
COV[CiJ(fl)'Ckﬂ(fz)] = [_m J_m Cov[Cij(fl—g),Ckg(fz-h)]w(g)W(h) dg dh
Cuandoe T es grande, la matriz de covarlanza para el estimador

espectral muestra que

8(f 'fz)
COV[C (f),C_(f )] ~ |7 _(f)] —5—=
11 i 22 2 12 1 T

de donde

Cov[Cn(flJ.Cza(fz)] N

o [ w 5 5(f1—f2+g+h)
= J‘ [- IrlZ(f‘l_g” T w(g) Wih) dg dh =

Wg) W(f +g~f )dg

w [T (f )-g)|?
Tl T

o

Suponiendo que I}Z(f) es aproximadamente constante, en todo el
ancho de banda de la ventana espectral, y haciendo h = fl—g en la

expresién anterior se tiene que
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[04]

a1 {fJ[ o
Cov[ (f ), C (f )} { W(fl—h) W(fz-h) dh
f,

y en el caso en que f1 = = f la expresidén de la covarianza queda:

1
T

) _ Ir 0% (= .
Cov[C“(f),sz(f)] " Wi(gldg = |T (f)]
-

Asi el efecto de correccién reduce la varianza y la covarianza
del estimador no corregido mediante el factor I/T,

La matriz de covarianza del estimador corregido se obtiene
multiplicando la matriz de covarianza del estimador muestra por I/T,
en lugar de multiplicarla por W dado anteriormente.

Como estimador amplitud cruzado corregido, se da la expresién:

— _ __.2 —
A (f) = \/Liz(f} £ G0

12

Como estimador espectral fase cruzado

Q. (f)
F12(f) = arc tang [— - ]
L)
y como estimador ccherente cuadrado corregido
—2 —
le(f) + le(f)

2 —
K2 () = el

12(f) y le(f) son estimadores insesgados, aunque A12(f); F12(f) Y

K?z(f) pueden ser sesgados, pero el sesgo que se produce es pequefio,

comparado con el que se produce por truncamiento de la funcién de

correlacion cruzada, y por el hecho de que no es simétrica alrededor

de cero.

(=]

Se consideran ahora perturbaciones mé&s pequefas }E12 y 8 Q,

sobre los valores esperados E[L12] = A12 v E[le] = w12

Entonces

A
12 12 12
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Q12 B l‘012 v 9 Q12

ot mo-efpa

Por comodidad se escriben Elz y 612 sin indicar que dependen de f.

Var[ﬁ ]
12
Var [61 2]

E[a L.,.3 le} = COV[LIz.QIZ]

y escribliendo Klz como una serie de Taylor se tiene que

Analogamente:

m ™
~— | . |
O %)
O =l

[ (=
s8] \V]
| PR | | S—
1} 1

- = = 2
Mg~ J/(A12+6 Ly *t¥,,*8 Q12) ”

[ A12 o L12 * w126 Q12
= 1 +
12 2
o
12
Entonces:
E[K ] = oo
12 12
2 - 2 — -
[_ ] Alz Var[lel + ¢1a Var[Qlal . 2A12w12 Cov[Lla,lel
VariA =
12 o2

12

Sustituyendo en la matriz de covarianza WZ(-) por I/T

Var[t ] 1/2T {r F o+ A% - wz}
12 11 22 12 12

= 2 2
- +
Var[le] 1/2T {r11 r, = AL “‘12}

Cov[’i Q ] = I/T A ¥
12 12 12

&

14

12

Sustituyendo estos resultados, la matriz para el estimador de

amplituz cruzado corregido es
— I =z 1
Var[Alz] % 5r %, [1 + > ]

Si X1 y X2 son procesos ldénticos
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A
12 11
12 11

12
en cuyo caso

Var[E ] x I/T I°
11 11
Analogamente, la varianza de los estimadores coherencia vy

coherencia cuadrada corregidos es

= I 212
Var[|r<12|] . ok [1 - Klz]

2
= oI _ 2
Var[Km:I ® 57 4 K12 {1 K:z]

La varianza del estimador fase corregido es

= 1. 1(1 _
Var[Faz}NZ_T[—? 1]
K
12

que es independiente de la funcidén fase tedrica. La varianza tiene las

propiedades sigulientes:

4
=}

Cov[? A ]
12° 12

r:ov[f 7 ]
12 12

Los resultados anterlores muestran que la varianza de estos

2

0

estimadores depende del factor correccién I/T, que a su vez puede ser
controlado mediante la ventana cerrada y el espectro coherente Kfz(f)
de los dos procesos Xl(t} . Xz(tL

En general, la varianza del estimador es cero cuando la coherencia
es unc, y se incremento a medida que la coherencia tiende a cero.

Las propiedades de los estimadores de los espectros amplitud y
fase cruzada muestra pueden conocerse mediante la influencia
{incontrolada) del mejor espectro coherencia y por la influencia

(controlada) del factor correccién I/t.
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5.13. Estimacién de la funcidn respuesta frecuencia.

El calculo del espectro cruzado en un proceso lineal bivariante,
reduce el calculo de la funcién respuesta frecuencia.

Para estimar la funcioén respuesta frecuencia

o] .
H(f) = [ n(u)e 12U 4
0

puede utilizarse la ecuacién estimacién

C12(f)

C ()
11

H(f) =

donde Etz(f) es el estimador corregido del espectro cruzade entre la
entrada y la salida, vy E“(f) es el estimador corregido del espectro
entrada. .

El estimador de h{u), funcidén respuesta impulso, se obtiene
calculando la transformada inversa de ﬁ(f) que da una correccién mayor
para la obtencién de h(u) que la obtenida estimando la funcién
respuesta impulsc directamente.

Para aplicar métodos espectrales a la estimacién de la funcién

respuesta frecuencia es necesario admitir que h(u) =0, u<0 vy

que el modelo es lineal

Xaft)-u2 = {_ h(u)(Xl(t—u)—Xl) du + z(t)

[s4]
Z(t) es ruido blanco. la estimacién minimo cuadratica h(u) de h(u)

satisface la ecuacién integral

m o~
c12(U] = J h(V)c“(u-V]dV; -T=us=T

[+<}

La solucién de esta ecuacién integral se simplifica aplicando la

transformada de Fourier:
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C1z(fJ = H(f)-Cu(f}
donde

. w »
Hf) =J h(u) e 21U 44
0

El estimador de la funcién repuesta frecuencia es

~ C12(f)

H(f) = -E.m—f-)—‘

que también puede escribirse como

é(f} eiF(f) i A}g(f) elFlz(f)
c ()
11
donde
H(f) = G(f) eiF(f)
El estimador de las funclones ganancila y fase es

A __(f)
12

G(f) = —EE;TTT

F(f) = F__(f)
12
Estos estimadores necesitan ser corregidos para disminuir sus

varianzas, obteniéndose los respectivos estimadores corregidos:

F(f) = asrctang {~ —_—
le(f)

La estimacién de la funcidén respuesta frecuencia por otro lado es
formalmente equivalente al analisis de regresién minimo cuadratico de

cada frecuencia.
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