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• Introducción

e
El objetivo inicial de estetrabajofue la elaboraciónde demostracionesde los teo-

remas,enunciadospor Drinfeld en sunota On ConstantQuasiclassicalSolutionsof the
Yang-BazterQuantumEquation [1983b],que ponenen relaciónla teoríade la Ecuación

• CuánticaTriangular de Yang-Baxter(ECTYB)y la teoríade los ProductosEstrella In-
variantessobreun Grupo deLíe. El trabajo realizadoa partir de ellos se recogeen los
Capítulos3 y 4 de estamemoria.

• LaEQTYBtieneplenosentidodefinidaenel álgebradelasseriesformalesQt(g)®2L{hl]
• (siendo21(g) el álgebraenvolventedel álgebradeLie g) y todoproductoestrellainvariante

sobreun grupodeLie O estádeterminadopor un elementode21(g)®2t(g)f[nfl. Un primer
resultadode Drinfeid f1983b], con demostraciónrelativamentedirecta (Moreno, Valero
[1990a]), afirma quetodo productoestrellainvariantesobreO determinaunasolución
de la ECTYBen el álgebra21(g) ®2t(g)[h3].

• Unrecíprocoparcialdeesteteoremadice quetodasolucióndela ECTYB,dela forma
• R = 1 + Sri W E End(Rfl)®2[Lh]], determinaun único (salvo equivalencia)producto

estrellainvariantesobreel grupo CI(n; IR) y por tanto unasoluciónde la ECTYBen el
• álgebra2t(g~(n;R))®2t(g((n;R))[h]]. Esteteoremaes un resultadoprofundo(calificativo
• deTakhtajanensuinformesobrela notade Drinfeld en Math. Rey.) de Drinfeld [1983b],

paracuyademostraciónnoshasidonecesarioelaborarun teorema,queponedemanifiesto
el contenidocohomológicode la ECTYB. Nos referiremosa esteteoremacomo el de la
interpretacióncohomológicadela ecuacióncuánticatriangular de Yang-Eaxter (Moreno,
Valero [1990a,b,c,1992a]).

• Esteteoremade interpretacióncohomológicade la ECTYBes la partecentraldel
Capítulo3. El contextoen el quese desarrollasu demostraciónesel de la Cohomología
deHochschildInvariantesobreel grupoO. La condiciónde asociatividaddeun producto

• estrellainvarianteE E 21(g) ® 21(g)[hJ], ordena orden, equivalea la existenciade una
sucesióninfinita de 3-cocidosexactosami m E N construidosa partir de los términos
Fi F,n~.i de E. A esterespecto,sonfundamentalesdosresultados.Uno, de la teoría
generaldedeformacionesde Gerstenhaber[1964b],que,en el casoquenosocupa,afirma
queel elemento~k+1, asociadoa un productoestrellainvariantehastael orden/e, es un
3-cocidode Hochschild. El otroesla versióninvariantedel isomorfismoentreelp-espacio

* de cohomologiade Hochschildsobreunavariedaddiferenciabley el espaciodep-tensores
• antisimétricossobrela variedad(Vey [1975];Lazard [1955];Cartier [1955/56]).

Expresadoen términos cohomológicos,el teoremadice que,dado un productoes-
trella E (invariantesobreO) al ordenk, el antisimetrizadodel 3-cocidoak+1 es—(1/6)

• del término de ordenk + 1 de la ecuacióncuánticatriangularde Yang-Baxterconstruida
• apartir de S(x;y) = F’(y; x) FQr; y). Portanto,la clasede cohomología,obstruccióna

• ix
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x Introducción

la prolongaciónal ordenk + 1 del productoestrella,esla correspondientea dichotérmino
de la ECTYB.

Takhtajan [1990], a partir del trabajo de Drinfeld, ha definido un productoes-
trella *, sobreun grupo de Lie O, de forma que el coproductoA, de la estructurade
álgebrade Hopf usual de C¶G), verifica A(f1 * 12) = Af1 * Af2 (dondeel producto
estrelladel segundomiembroestádefinidocanónicamentesobre(C~(G)®C~(G))[hj] a
partir del productoestrella*), esdecir,satisfacela condiciónde compatibilidadrequerida
para definir unaestructurade Grupo CuánticosobreC~(G)(~hf segúnel programade
Drinfeld. Este productoestrellavienedado por la expresiónF’’ (z; y)~F(x; y)A, es de-
cir, se obtienepor composiciónde un productoestrellainvariantepor la izquierdaE y
el productoestrellainvariantepor la derechaqueresultaal considerarla serie inversa,
es puesun productoestrellano invariante. En estemismo Capítulo 3 damosuna de-
mostracióndetalladade dicha compatibilidad,en una-situación de hechomas general
quelaconsideradaporTakhtajan(Moreno,Valero [1992a]).

Una:vez ¿omprendidoslos resultado~de Driníéld én el contextode la teoríade los
productosestrella,el Capitulo 4 está dedicadoa la construcciónde todos los produc-
tos estrellainvariantessobreun grupode Lie con estructurasimplécticainvariante. El
procedimientose basa,por una parte, en la posibilidad de generalizar,a un grupo de
Lie O con estructurasimplécticainvariantefit, la construcciónque del productoestrella
de Moyal sobr4 el grupo IR

2” se puederealizara partir de la ley de grupo formal de
Campbell-Hausdorffdel álgebrade Lie del grupo; todo2-cocidodel álgebrade Lie de O,
de la forma ¡?~ fii+ ~‘h +~ + 13k ¡

1k”’í +~, determinaun productoestrellainva-
riantesobrela variedadsimpléctica(O; fi). Porotra parte,el teoremade interpretación
cohomológicade la ECTYB nos ha permitido analizarla equivalenciade los productos
estrellainvariantesqueexistensobreel grupo O. Haciendousode él, demostramosque
todo productoestrellainvariantesobreO es equivalentea uno obtenido a partir de un
2-cocidode Chevalleydala formaanterior.

Mas aún,losproductoéestrelladeterminadospor los 2-cocidosfin y fi~ = fi¡~ + .5 an,
dondeaj~ = a2¡E + ... +‘ak ¡1k”’1 y 6 es el ojerador de cohoiñologíade Chevalley, son
equivalentes.- Estopermiteparametrizarel conjuntode lo~ p+oductos‘estrellainvariantes
sobré (G~fi )~ por los elementosde un subespacioy c ±~(g)de 2-cocidos’ tal que•
22(9) — veÉ2(g), donde .¿2(~) es el espaciode los 2-cocidosexactosdel álgebrade
Lie g de O. (Drinfeld [1983b];Moreno, Valero [1992b,1994]).

“Si E~ es antisimétrico,el teñsorde ‘Poisson‘que defiñe; sobre él grúpode Lie, el
productoestiella F~(z; y)P F(x; y)A viene dado por ‘la diferencia A = (Si(x; y)” —

S1(x;y)P), siend& S1 el término de orden /1 de la soluciónde la ECTYB quedefine E y
que,en estecasoparticular,verificaF1= S1. QueS satiÉfagalaECTYB implica queS1
es soluciónde la Ecuación’Clásicade Yang-Baxter,que e~ unacondiciónsuficientepara
que (G;A) seaungrupode Lie-Poissonexacto.

La nociónde Grupode Lie-Poissonha sido introducidapor Drinfeld en suartículo
HaniiltonianStructureson Lic Croups, Lic .Bialgebrasand t/re~Geome’tri¿Meaningof
the Classica¡ Yang-BwrterEquation~‘[1983aJ. Se define como ún grupode Lie con una
estructurade Poisson{; } tal que la operaciónde grupo es un modismode Poisson,
es decir, el coproducto‘A de C

00(O) es un morfismo del álgebrade Lie (C~(G); { ;

en el álgebrade Lie ‘(COÉD(G >< O); { }cxa). Estoequivalea introducir unaestructura
adicional, denominadaBiálgebra de-Lic, sobreel par (g; g~) (g es el dlgebíade Lie del
grupo),‘que consiste’en la existenciade un corchetede Lie sobreg definido por la
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aplicación transpuestade un 1’cociclo de g con respectoa la representaciónadjunta
- sobreg®g.e

“ En el casode queestecocidoseaexacto,es decir, cuandoseael cobordede Cheval-
ley de un 2-tensorr E g0g, existeunaestrecharelaciónentrer y las distintasversiones

• de la ecuaciónclásicade Yang-Baxter. En particular, si r satisfacela ecuaciónclásica
de Yang-Baxter, los grupos de Lie-Poissonque se obtienen,denominadosTriangulares
constituyenel límite clásico de los gruposcuánticostriangularesobtenidosa partir de

los productosestrellainvariantesestudiadosanteriormente.o
A un estudiodetalladode la relaciónanteriormentemencionadaestádedicadauna

partedel Capítulo2. Por la granimportanciade ellos,estecapítulocontiene,demostra-
dosendetalle, resultadosobtenidospor Kosmann-Schwarzbachy Aminou (Aminou,Ros-

• mann [1988];Aminou [1988];Kosmann [19871;Kosmann,Magri j1988]).

• El origenhistórico de los conceptosde grupo de Lie-Poissony de biálgebrade Lie
ha sido el Métodode ScatteringInversoy la nociónde Matriz-r Clásica. En suarticulo
What is a Classicalr-Matrix? [19831,Semenov-Tian-Shanskydefine la estructurade

• Álgebra deLie Doble sobreun álgebrade Lie 9, queconstituyeel cuadromatemáticoen
el que aquellanociónse inscribe.

Esencialmenteconsisteen introducir otra estructurade álgebrade Lie sobre g a
• partir deun endomorfismoR E End(g). Si sobreg existeunaformabilineal, ~, simétrica,

no-degeneradae invariante por la representaciónadjunta(que permita establecerun
• isomorfismoentrelosespaciosEnd(g)(~t909*) y g ®g, por medio del isomorfismo~ E
• Hom(g;g) asociadoa ~)y si R es antisimétricocon respectoa 4 el 2-tensorr asociado
• a = (R ±l)o r’ E Hom(<; g) define una estructurade biálgebrade Lie sobre g.

Recíprocamente,si r defineunaestructuradebiálgebrade Lie sobreg y el homomorfismo
• A E Hom(g;g), asociadoasu partesimétrica, es invertible, el endomorfismoII = o
• A’ — 1 E End(g)defineunaestructurade álgebrade Lie doble sobreg.

Semenovha puestode manifiestoque,si el endomorfismoR es unasoluciónde la
• EcuaciónClásicaModificada de Yang-Baxter,el álgebrade Lie doble que se obtienees

tal quees posibleencontrar,por el MétododeFactorización,’solucionesde las ecuaciones
del movimientodeterminadaspor hamiltonianosde Casimircon respectoa la estructura
de Poissoncanónicasobreel dual9* (Kirillov-Konstant-Souriau)asociadaa la estructura

• deálgebradeLie definidaapartir deR. Estasecuacionesdel movimientotienenla forma
de Lax.

También,medianteel métodode factorizaciónse encuentransoluciones(en prin-
cipio y como es usuallocales) de las ecuacionesdel movimiento sobreel grupo de Lie-
Poissondefinido por R, cuandoR es antisimétricocon respectoa una forma bilineal
simétrica,no-degeneradae invarianteconrespectoa la representaciónadjuntay cuando,
como antes, 1? es soluciónde la ecuaciónmodificadade Yang-Baxter. En este caso,
tambiénlas ecuacionesdel movimientotienenla formade Lax.

El resto del Capitulo 2 contienedemostracionesdetalladasde estosteoremasde
Semenovsobrela existenciade solucionespor el métodode factorización,tanto sobreel

• dual g de un álgebrade Lie, comosobreun grupode Lie O.

0 Hemos incluido un capítulo de Preliminarescon objeto de que el trabajo resulte
O suficientementeautocontenido.En él se resumennocionesde Cohomologíade Gruposy

deÁlgebrasdeLie, nocionesde CohomologíadePoisson,asícomo deProductosEstrella,

e
e
e
e
e
a



xii Introducción

con la notaciónen que seránutilizadasa lo largo de todoel trabajo. Algunoscálculos
se detallanpor el interésque tienenen relacióncon resultadosposteriores.En particu-
lar, desarrollamosunademostraciónde la invarianciapor la izquierdadel corchetede
Schoutende camposde p-tensoresinvariantes. En el casoparticularp = 2, realizamos
un estudiodel elementode g ® g’® 9 que lo define,poniendode manifiestola relaciónde
aquelcon la ecuaciónclásicade Yang-Baxter.Así mismo demostramosla caracterización
de Lichnerowiczdel corchetede Schouten,resultadoque,a nuestroconocimiento,no se
encuentrapublicado.

Todos los capítuloscomienzancon una Introducciónsuficientementeextensa,en la
que se pretendedar unavisión de conjuto, no interrumpidapor las demostracionesde
las proposicionesque en él se exponen.
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• Capítulo 1.

e
• Preliminarese
e

En estecapitulo exponemoslas nocionesgeométricasy algebraicasque sirven de
contextoen el kresentetrabajo. Enunciamossuspropiedadesfundamentalesy desarro-
lIamos con detalle algunosresultadosbajo la formay notaciónen queseránutilizados.

La primera secéióncontienelas definicionesfundamentalesde la cohomologíade
• álgebrasy gruposde Lie (ver por ejemplo: Guichardet[1980]). La utilización quesevaa

hacerdeellas es múltiple. Porunaparte,losconceptosde biálgebradeLie y de grupode
Lie-Poisson,estudiadosen el Capítulo2, se puedenexpresaren términoscohomológicos.

e
La estructurade grupo de Lie-Poissonsobre un grupo de Lie G, con tensorde

• PoissonA E A2(O), consisteen unacompatibilidaddel cor’chetede PoissonquedefineA
con la ley de composiciónde grupoy es equivalentea que unadeterminadaaplicación

• ¿ 0 —* g ® g, definidaa partir de A, tengala condiciónde 1-cocidodeO con respecto
a la representaciónadjuntade O sobreg ® g.e

Cuandosobreun grupode Lie estádefinidaunaestructuradeLie-Poisson,sobreel
dual de su álgebrade Lie g estádefinido un corchetede Lie quesatisfacecierta relación

• de compatibilidadcon el corchetede g. Estarelaciónde compatibilidades unaexpresión
de la condición de 1-cocidode g, con respectoa la representaciónadjuntade g sobre

• g®g, de la aplicacióntangenteenlaunidaddel grupoal 1-cocidoquedefinelaestructura
de Lie-Poisson.e

Recíprocamente,si elgrupodeLie O es conexoy simplementeconexo,la existencia
de unaestructurabiálgebrade Lie, sobreelálgebrade Lie g de O, implica la existenciade

O unaestructurade Lie-PoissonsobreO. Este hechose basaen la posibilidad de integrar
todo 1-cocidode g con respectoa unarepresentación~ — End(V), en un 1-cocido
de O con respectoa la representación~: 0 —. 01(V) tal queT4~ = ‘D. Haciendouso
de las representacionesafinesde álgebrasy gruposde Lic, damosuna demostraciónde
esteresultado.

Porotra parte,en el Capítulo4, dedicadoa la costrucciónde todoslos productos
estrellainvariantessobreun grupode Lie conestructurasimplécticainvariante,se,hace

• uso de las extensionescentralesde álgebrasde Lie (ver por ejemplo: Knapp [1988]).
Estaconstruccióntambiénestárelacionadacon la cohomologíade álgebrasde Lie. Cada
extensióncentral del álgebrade Lie g estádefinida por un 1-cocidode g con respecto
a la representacióntrivial sobreel espaciovectorial de los númerosrealesIR: x E g —

• p(z) = O E End(R).

• 1
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2 1 Preliminares

Finalmente,la estructurasimplécticainvariantesobreun grupode Lie O seexpresa
entérminosdela cohomologíadesuálgebradeLie conrespectoala representacióntrivial
sobreIR. Estaes isomorfaa la cohomologíade de Rhamrestringidaa] subespaciode las
formas invariantes. El caractercerradode la 2-forma simplécticainvarianteS’? equivale
a la condición de 2-cocidode g, con respectoa la representacióntrivial sobre IR, del
2-tensorcovarianteno-degeneradoB = &?(e) E g~ A 9*

En la segundasecciónexponemosla noción de corchetede Schoutenque,sobreel
espaciovectorialgraduadoA(M) = LA,. (M) de los camposdetensorescontravariantes,
antisimétricos,sobreunavariedaddiferenciableM, han introducido Schouten[1953]y
Nijenhuis [1955].

Cuandose piensaenel corchetede Poisson{; } comoel objetofundamentalde una
estructurasimpléctica,las variedadesde Poissonaparecencomo unageneralizaciónna-
tural de las variedadessimplécticas.Estaestructuraadmiteunadescripciónen términos
del corchetede Schouten[;].

En efecto,asociadoal corchetede Poissonsobreunavariedadsimplécticaexisteun
2-tensorcontravarianteantisimétricono-degeneradoA, detal formaque { ; } satisfacela
identidadde Jacobisi y sólo si [A ; A] = O. Si se prescindede la no ‘degeneraciónde A
tenemosla definición de variedadde Poisson.

Enel Capítulo2, al étudiarlos gruposde Lie-Poisson,consideraremos’estructuras
de Poissonsobreun grupode Lie y al estudiarla matriz-r ‘clásica consideraremoslas
estructurasde Poissonque,de maneranatural,existensobreel espaciovectorialdual de
un álgebrade Lie doble.

La utilizaci<in del corchetede Schoutenen la definición de variedadde Poisson
resultaespecialmenteconvenienteal estudiarestructurasde Poisson invariantessobre
un grupode Lie. En estecaso,el corchetede Schouten[A; A] es invariante,por tanto,
estádefinido por traslación:ala izquierdade [A; A](e), queesun tensor3-contraváriante,
antisimetrico (sobreel álgebra de Lie del grupo). En estascondiciones, [A; A] = O
equivalea [A; A](e) = O quees la ecuaciónclásicade Yang-Baxter.

Por último, por medio del corchetede Schouten‘se define un operadorde coho-
mologíasobreel espaciovectorial graduadoA(M) = $ A,. (M) de los tensorescon-
travariantesantisimétricossobrela variedadde PoissonM. Cuandoel tensorde Poisson
es no-degenerado,es decir, cuaiidola variedadesunavariedadsimpléctica,los espacios
de estacohomología,HX(M), sonisomorfosa los espaciosde cohomologíade de Rhani,
H~(M).. El isomorfismosedefinepor medio dela extensióna un isomorfismodefibrados
tensorialesdel isomorfismo~r’ : T* M —. TM determinadopor A. De estaforma, a
todo p-cociclo de estacohomologíase le asociaun p-cociclo de de Rham. Utilizaremos
esteresultadoen el Capítulo 4 al estudiartodoslos productosestrellaqueexistensobre
un grupo de Lie con estructurasimplécticainvariante.

Las dosúltimas seccionesestándedicadasa la teoríade los productosestrellay
corchetesdeformadossobreunavariedadde Poisson. Primero introducimoslas defini-
cionesy ‘propiedadesfundamentales,así como las nocionesde cohomologíaen que se
inscriben. Despuésparticularizamosla teoríaparael casoen que la variedad’diferencia-
ble seaun grupodeLie y la estructurade Poissonseainvariantepor la izquierda(o por la
derecha).En estasituación,se tieneunadescripciónalgebraicaen términosdel álgebra
envolvente21(g) del álgebradeLie del grupo,de la cohomologiade Hochschild invariante
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y, enconsecuencia,de los productosestrellainvariantesdefinidossobreel grupo. Desa-
rrollamoscon detallela notaciónpolinómicade los elementosde 2t(g)®P, adecuadapara
estaformulación,queempleamosen los Capítulos3 y 4.

Los productosestrellay los corchetesdeformadossondeformacionesformalesdel
productoordinariodefuncionesy del corchetedePoissonrespectivamente.Fueronintro-
ducidos,en un programacomún,por Vey [1975]y Bayen, Flato, Fronsdal,Lichnerowicz,

• Sternheimer[1978].e
Su justificaciónse puederesumir en dos consideraciones.Por un lado, se tiene

unadescripciónde la MecánicaClásicaen términos de las dos estructurasalgebraicas
queexistensobreel espaciode las funcionesdiferenciablesdefinidassobreel espaciode

• fases(ver por ejemplo: Abraham,Marsden[1978];Liberman,MarIe [1987]).Porotro, en
el procedimientode cuantificaciónde Weyl (Voros, A. [1978]; Grossmann,A., Loupias,
G., Stein, E. M. 119691),aparecede formanaturalun productoestrella,el productode
Moyal, cuandose considerala función símbolode Weyl correspondienteal productode
dosoperadoressobreel espaciode Hilbert.

Un sistema dinámico clásicode it gradosde libertad consisteen una variedad
simpléctica (M; =1)de dimensión2n y una función h sobre M denominadaHamilto-

‘fflano del sistema.Al ser fl no-degenerada,la igualdadp(X) — —~x1’1 (en componentes
• (p(X))~ = £l~~X’~) defineun isomorfismop:X(M) — X(M) entreelespaciovectorial

de los camposvectorialessobrela variedady el espaciovectorialde las formasdiferen-
cialesde ordenuno. SiXh = p””(dh) E X(M) esel campoHamiltonianodefinido por h,
la evoluciónen el tiempo del sistemavienedadapor las curvasintegralesde Xh.

A partir del isomorfismog, se definesobreC~(Mun corchetepor medio de la
expresión:

{f;g}=I«Xj;X
9)=(—ix,fl)(X1)=g(X9)(X1)=dg’Xj=Lx1g,e

donde 1,9 E LY~(M) y X1 = ¡r’(df),X — ¡r’(dy) E X(M). Este corchete, de-
nominadocorchete de Poiseon, satisfacela identidad de Jacobi. Por tanto, ademásde
la estructurade álgebraasociativadadapor el productoordinario de funciones,sobre

• C~(M) se tieneunaestructurade álgebrade Lie.

En un sistemadecoordenadascanónicas(qi;p1) (i = 1,... ,n), dondela 2-forma 1’?
• vienedadapor 1? = Edp1 Adq, el campoHamiltonianodefinidopor ¡E eC~(M) viene
• dadopor:

(Oh 8h’~
• xh=k~,I 8q~)

y el corchetede Poissonpor:

• Of Og Of Og

• {i;~}=Z(~~aqí OqiOp¡

)

Las derivacionesde la estructurade álgebraasociativa(definida por el producto
de funciones)de C~(M) sonlos camposvectorialessobrela variedad,y el hechode que

• {f ; g} = Lx,g equivalea la relación

0 {f;gh}={f;g}h+g{f;h}, (a)e
• con f,g,h E C

00(M). Estaigualdadvincula las dosestructurasalgebraicasde C¶M).

e
e
e
e
e
a
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Si f E C~(M) es‘un ‘qbservableclásico del sistemadinámico determinadopor el
Hamiltoniano ¡E, se satisface:

d
~(foPt) ~*(Lx f)=F7({hf}) = {h;foFt},

siendo~t : U C M —. M el flujo local de Xh y F7 : C
00(U) —. C~(M) la aplicación

definida por E7(f) = fo F~. Así pues, la evolución temporalt —. f(t) del observable
f(0) f esunasoluciónde la ecuaciónsiguiente:

df(t) — {h; f(t)}. (b)
dt

Teniendoen cuentaestosresultados,la descripcióndela MecánicaClásicasepuede
realizara partir de las dos’ leyesdecomposicióndefinidassobreC~(M), el productoor-
dinariode funcionesy el corchetede Poisson,queestánrelacionadaspor la condición(a).

Porotraparte,en la representaciónde Heisenbergdel sistemacuánticocorrespon-
diente (ver por ejemplo: Messiah[1962]),a la ecuación(b) le correspondeformalmente
la ecuaciónsiguienteentrelbs correspondientesobservablescuánticos:

dF(t) = [F(t) ; E] , (c)
iii

1t

donde [;] indicaaquíconmutadorde operadoresen el espaciode Hilbert.

Es biénsabido (Groenewold[1946];Van Hove [1951])‘que, paraobservablesgenéri-
cos f sobreCoc~(M), el operadorquecorrespondea la fundión {f(t) ; ¡4 no es [F(t) ; H].

Consideremosel casosencillo de la cuantificaciónde la váriedadsimplécticacanónica
(IR2”; 11) por medio de la correspondenciade Weyl.

La correspondenciade H. Weyl entre funcionesrealessobreel espaciode fases
(IR2¶ SI) y observablescuánticos(operadoresautoadjuntossobreel espaciode Hilbert)
se obtienemediantela expresión:

= (2w)””’ ¡ U(¿) (Yf) (¿)d¿, .

dondeY es la transformadade Fourier simpléctica:

(rf) (¿k+n. ¿k) — (2r)” JR~~
0ifl(¿;n)f(7jk; ~k+n) dij’ d~

2”,

parak=1 n,y
U : IR2” — L(H)

es unarepresentaciónproyectivaunitaria irreduciblede multiplicadorexp(i(h/2)fl(¿;n)
del grupode Lie IR2” sobreel espaciode Hilbert H, es decirsatisface:

U(E) U(o) — e’fflí¿;’ñU(¿ + u).

Esta transformaciónpuedeconsiderarsecomo unamodificaciónde las representaciones

de las álgebrasde funciones:

U(f) = (2t,rY’2nj U(flf(¿)d~. (e)
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e
Las definiciones(d) y (e) inducensobreel espaciode las funcioneslas siguientes

- leyesde composición:e
• U(f) . U(g) = U(f x g)

W(f).W(g)=W(f*g).

Operandoformalmente,se tiene:

e
• (f x g) = (2r)~” ¡ et#n<A;¿)f(E) . — e) de (O

• (fsg) = (2ir)”t’ (Y] x Yg) . (g)

Y desarrollandoestaúltimaexpresiónse obtiene:e
• (f *g)(¿) = (irhY.2nj

e
La ley de composiciónx es la convolucióntorcida(“twisted”) (Segal (1963]), y la ley *

es el productode Moya].e
• Un cálculo clásico (Groenwold [1946]; Moyal (1949]; Grosmann, Loupias, Stein

[1969])asociaal productof * g el desarrolloasintóticosiguiente:

• (f*g)~Z e;)khpk(f;g) (h)
• 1=1

• donde

• Pk(f;g)=g((~(~%®8B 88))k)e
• y p : C~(M) o C¶M) — C¶M) estádefinidapor j4f ®g) = fg.

• El desarrollo (h) es una deformaciónformal de parámetro(ih)/2 en el sentido
• de Gerstenhaber[1964b],dentro de la cohomologiadiferencia] del álgebraordinariade
• funciones(Co~~(R

2fl);.) sobrela variedadsimpéctica(IR2”; SI).

La ecuación(c) es equivalenteformalmentea la ecuación:

e 1df(t) ={f(t);h}n = ~(f(t) *h— h*f(t)) . (i)
dt

e
• Así pues,en el casogeneralde una variedadsimpléctica (M; SI) arbitraria, el

procesode cuantificaciónconsisteen sustituir la ecuacióndiferencialclásica(b) por la
ecuacióndiferencial(i). La deformación{ },~ del álgebradeLie delosobservablesclásicos

• no es equivalentea la deformacióntrivial {f(t); h}, ni siquieraal primer orden, puesel
corchetede Poissones un 2-cocidono nulo de la cohomologíade Chevalleyde C~(M).
En consecuencia,en primer lugar, se trata de obtenerlas deformacionesformalesno

• triviales del álgebraC~(M).

Todas las construccionesde los capítulos3 y 4 se realizanen el contextode la
• teoríade los productosestrella. Paralas técnicasalgebraicasy analíticasutilizadasen
• el programade cuantificación estricta ver Rieffel [1989,1990, 1993].

e
e
e
e
e
a ___________________
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1.1 Cohomologíade Algebras y Grupos de Lie

En estasecciónintroducimoslasnocionesde cohomologíade gruposy álgebrasde
Lie quevan aserutilizadas.En lo que conciernea estetrabajo el esquemageneralpara
definir unacohomologíaconsisteen partir de unafamilia de espaciosvectoriales(reales)
CM, Iv E N y unafamilia de aplicacioneslineales

8k : 0k — 0k+1 talesque sesatisface:

0k+1 o 8” —0. (a)

El sistemaformadopor los espaciosvectorialesCh y las aplicacioneslineales~k sede-
nominacomplejode espaciosvectorialesreales,y sedenotapor:

Paracada Iv E N, los elementosde CM y los del subespacioZ” — ker8~< se de-
nominan, tespectivamente,k-cocadenasy k-cociclos del complejo. Con los convenios

y = O, a los elementosdel subespacioE” — a”—’(C”—’) se les denomina
k-cobordes(k-cociclosexactos).

Por la propiedad(a), B’ es subespaciode Z”, y se tiene, entonces,el espacio
cociente

H”=ZVB”,

denominadok-ésimoespaciode cohomologíadel complejo.

Denotandoa los espaciosvectorialesgraduadosquesqnsumadirectade losespacios
y H”, respectivamentepor:

C=$~0C
M; H=e%%H”,

y al operadorlineal cuyarestriccióna cadaespaciovectorialCM es por

al complejoconsideradosele denotapor (C;8);al operadorOsele denominaoperador
de cobordey al espaciovectorial graduadoH cohomologíadel complejo.

1.1.1 Cohomologíade Chevalley-Eilenberg

Seag un álgebrade Lie y V un espaciovectorialdedimensiónfinita. Se dice queV
es un g-módulo,si existeun homomorfismode álgebrasd~ Lie: ~ : g —* End(V), donde
el conmutadoren End(V) esel quesederivadesuestructurade álgebraasociativa.Este
homomorfismorecibeel nombrede representacióndel álgebrade Lie g sobreel espacio
vectorial V.

A cadarepresentación.~ : g — End(V) de g sobreun espaciovectorial V, se le
asociaunacohomología(ver Guichardet[1980]),den¿minadacohomologíadeChevalley-
Ellenb~r~, definidade la siguientemanera.

Definición 1.1 Sea @ : —4 End(V) una representación del álgebra de Lie g sobre el
espaciovectorial V, para cadam > O, una cocadenade orden m ‘(m-cocadena)es una
aplicación m-lineal, antisimétrica:

nl
w:g x x g—. V.
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Las cocadenas de orden m = O son,por defmición, los elementos de V.

- Sea Cnl (g; V) el espacio vectorial de las cocadenas de orden m, en particular
C0(9; V) = Y. Para m > 0, se definen las aplicaciones lineales

3m : C”’(g; V) Cm±1(g; V)e
por la expresión:

m’4-1
• Smw(xi ,x~+

1) = Z(~~1)i+l«xi) w(x~;... 4j;... ;x,,~i) +

t=1

+ Z(~~1Y+iw([xi; zg]; xi;... ; t; . . . ; tj; . . . ;

«3

dondela notación - significaqueseprescindede losargumentosquela llevan. Definimos,
• también,~O : C

0(g; V) C’(g; V) de la siguientemanera:

6~v(x) = 0(x) .¡e
• Siendo C(g; V) = S~C”’ (g; V), el operador de cohomologíaesla aplicación

• 6: C(g; V) C(g; V)
e
• cuyarestricción a C¶g; V) coincidecon 6”’.

Se compruebadirectamenteque el operador6 satisfacela condición paraser un
operadorde cohomología:6o 6 = O.

• Definición 1.2 Un p-cociclode Chevalleydel álgebra de Lie g con respectoa la repre-
sentaciónO es una p-cocadenaw tal que 6w = O. Si p > 1, un p-coborde es una
p-cocadena w de la forma w = 6v, siendoy una (p — 1)-cocadena.

e En particular,un 0-cocidoes un elementoy E V tal que

• 3v(x)=4’(x)~v=0;

es decir, todo vectordel núcleodela representaciónO (invariantespor 0).e
Un 1-cocidoes unaaplicaciónlineal w : V tal que

• w (Ixi;x
2]) 0(x1) w(x2) — 0(x2) ~w(xí); xl,x2 Cg.

e
• Y un 2-cocido,unaaplicaciónbilineal antisimétricaw: g x g -4 V tal que:

• w([xi;x2]; rs) —w([xi;xs];x2) +w([x2;xs];xi) =

• = 0(xi). w(x2;xg) — OQr2) . w(xi;xa) + ‘I’(xsY w(xi;x2)

paratodox1,x2,x3 E g.e
Un 1-coborde(o 1-cocidoexacto)es unaaplicación lineal w : 9 V definida por

un elementoy E V de la formasiguiente:e
• w(x)=~v(x)~0(x)v; xcg.

e
e
e
e
e
a
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Un 2-cobordees una_aplicaciónbilineal antisimétricaw : g x g -4 V defiu=ida,a
partir de un elementoij E C’(g; y), por la condiciónw = .5i~, es decir, tal que:

paratodox1,x2 E g.

Denotandoal subespaciode los cocidosde ordenm (param > 0) por Ém(g; V) y
al de loscobordespor É¶g; V), la relación6o6 = O implica quetodop-coborde(p> O)
es un p-cociclo. Esdecir, Bm(g; V) esun subespaciovectorialde É”(g; V) y los espacios
de cohomologíade Chevalley-Eilenbergse definenasí:

ftnl(g; V) = Z’~(g~ V)/Bm(9; V).

Param = O se estableceque Ñ
0(g; V) = 20(á;y), es decir, Ñ0(g;V) es el subespacio

de V constituidopor los elementosinvariantesde la representación.

Observación La coh>omologíadé g asociadaa la representacióntrivial p: g -4 £nd(IR)
de g sobre~IR>p(x~= 0), es la expresiónalgebraicade la cohomologíade de Rham
invariante~5breel grupode Lie conexoy simplementeconexoO de álgebrade Lie g.

En efecto,el complejodedeRhamdeunavariedaddiferenciableM estáconstituido
por el espaciovectorial graduado,SI(M), de las formasdiferencialesde claseC sobre
la variedadM y el operadordiferencialexterior,cl: 12(M) — SI(M), como operadorde
cohomología.

Si wE 9k(M) es una formadiferencialsobreM y Xo,X
1 Xk E X(M) son

camposvectorialessobrela variedad,se tiene(ver’Ábraham,Marsden,Ratiu [1983]):

k
dw(Xo,Xi,... ,Xk) >3(—1)

1Lx~(w(Xo,... ,X~,... ~t)) +
i=0

+ >3 (—1)~~’w(Lx
1(Xj) Xi,... 34,... ,XM),

O<i<j’<k

dondela notación significa queseprescindedel elementoque la lleva.

En el caso de que la variedad diferenciableseaun grupo de Lie O, se puede
considerarel espaciovectorial graduadode las formasdiferencialesinvariantespor la
izquierda,SI~ (0) (respectivam¿nteel espaciovectorial graduadode las formas diferen-
ciales invariantespor la derecha,£2,,(G)), y el complejo de de Rhaminvariantepor la
izquierda((lx(0); d) (respectivaThenteel complejode de Rhaminvariantepor la derecha,
(SI~(G);d)), yaque si w E %(G) tambiéndw E St(O).

SeanXo, X1 KM E X~(G) camposvectoriales invariantespor la izquierda,
y w E SI~(G) una’k-forma diferencial invariantepor la izquierda, entoncesla función

sobre0, w(Xo,... , XM), es constantey por tanto Lx1w(Xo,... ,X~ 34) =

0. Así pues,

dw(Xo,Xi ~) = >3 (..4)’~iw([X~ ;XjJ,Xo Xi,... ,K1,..., 34).
0<i<j<k

Consideremosal espaciovectorialXx(G), delos camposinvariantespor la izquierda
sobre 0, como el álgebrade Lie g del grupo O y a toda forma diferencial invariante
como unaaplicación multilineal antisimétricasobreg con valores reales. La expresión
anteriorde dw doincide con 6w, siendo 6 el operadorde cobordeen la cohomologíade
Chevalley-Eilenbergde g con respectoa la representacióntrivial sobre IR. Por lo que la
cohomologíade de Rhaminvariantesobreel grupo O es isomorfa a la cohomologíade
Chevalley-Eilenbergde g con respectoa la representacióntrivial sobreIR. u
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1.1 Cohomologíade Álgebrasy Gruposde Lie g

Si y es un g-módulo,tambiénV ® V lo es. En efecto,se compruebadirectamente
quesi ‘D esunarepresentaciónde g sobreV, entonces,la aplicación

e
‘1>: x E 9 ‘D(x) ® 1+1 ® «x) E End(V® V)

esunarepresentacionde g sobreV ® y.

Estopermitedefinir lacohomologíadel álgebrade Lie g con respectoa la represen-
• tación~, sobreelproductotensorialV®V. En particular,unaaplicacióne : -.4 V®Ve es un 1-cocidocon respectoa <1’ si 6(e) = 0, es decir, si:

• e([x;y]) = (¿D(x)®i-~-1®«x)) .e(y)..Q~(y)®i+i®~(y)) e(x),

e
yaque:

• .Se(x;y)= («x)®1+i®’L(x)) ~c(y) — (‘~(y)®1-~-1®’~(y)) •e(x) —e({x;y]).

Un 1-cocidoexactode 9, con respectoa .D, esuna1-cocadenadadapor la expresiónÓt,
• dondet E y ® y. Por tanto,quedadefinido por la expresión:

• ‘ At(x) = (4’(x)®1+1®~(x))e
Al estudiarlaestructuradebiálgebrade Lie, consideraremos1-cocidose : -. g®g

del álgebrade Lie g con respectoa la representaciónadjuntade g sobreg®g. Paraéstos,
• la condición6 e = O significaquese satisfacela igualdad:

• e([x;y]) = (ad±®1-i-1®ad~)•¿(y) — (ad~®1±1®ad~)•e(x), (a)e
paratodo x, y E g, siendoad : x E g -4 ad~ E End(g) la representaciónadjuntade g
sobreg. Tambiénconsideraremos1-cocidosexactos6 r : g -4 g ® g, definidos,a partir

• derEg®g,por:

• 6r(x)=(ad~®1+1®ad~).r; xcg. (b)e
Seael isomorfismot E V ® V —. t c Hom(V”’; V), definido por la igualdad:e

• <n;F(C)>=<rj®¿;t>, paratodo¿,nEV*. (c)

En componentes,si t — t”e ® e~, entonces

= r’e~.e
• Medianteeste isomorfismo, a partir de <1’ : 9 -4 End(V ® V), se define una

representación~, de g sobreHorn( W; y), haciendoconmutativoel siguientediagrama:

e
• V®y ~~S=2-+ V®V

• 4 1-
• Hom(V; V) -.--———. Horn(V*; V)).
• 4’(x)

e
e
e
e
e
a
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- Si x E g y t E Hom(V*; y), el’ siguiente cálculo‘pone de manifiestoque ésta
representaciónvienedadapor la expresión:’

(d)

donde~(x)t : -4 y* es la aplicación transpuestadel endomorfismo~(x) : y V.

En efecto,si ~, ~ E V~, tenemos:

<u; (~(x) .thC)> = <1n($(x):t)(E)> = <n®E;0(x) .~> =

= <u ® E; (‘I(x) ® 1 + 1 ® «x)). = < («x)~ ® 1 + 1 ® «x)t) . (9~ ® E) ; t> =

= <~(x)t. u ® E; t> + <~j ® ~(x)~ E; t> = <4«x)t . u «E)> + <u 0 ~(x)t E; t> =

= <n$(x). («e)) +i(«x)t e)> = <u; (~(x)ot±~o~’(x)t) (E)>

lo cual demuestra(d).

SeaCm(g; Hom(V; V)) el espaciovectorialde las aplicacionesm-linealesde g x
x g en Hom(V~’; V). Denotemostambiénpor - el isomorfismo:

CE C¶g; V 0V) 4 C ~0 cE C”’(9;Hom(W; V)),

quedefine (c). Un cálculodirectorevela que,’sie : g -4 V o Ves un 1-cocidode g con

respectoa la representación0, la aplicacióni: g -4 Hom(¿V*;V) satisface:

i ([x; y]) = ‘X’(x) o «y) + «~)o $(x)t — ‘b(y) o «x) — «x) ~

para todo x, y E g. Esta igúald5d es la condición de 1-cocidode ¿ en la cohomología
definida por lá xSe~resentación‘b.

Si t E Hom(V~’;V) esuna1-cocadenade estacohomologíay denotamostambién
por 6 al operadordecoborde,el 1-cocidoexactoÓIE Cl(g;Hom(V*; V)) vienedefinido
por la condicion:

En el casoparticularde la represeñtaciónadjuntadeg sobreHom(g*; g), la condi-
ción de 1-c¿cidlode ¿c Hom(g;Hom(9*; g)) se expresaasl:

= ad~o«y) -. «y) o adZ —ad~c«x) + «x) o ad, (e)

paratodox, y e g. Y el 1-cocidoexacto,definido por ~ E Hom(g*; g), vienedadopor la
expresión:

6~(x)=adroi~~foadcHom(g*;g), (o
para todox c g.

Utilizaremosestasexpresionesa lo largo del Capítulo 2.
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1.1.2 Cohomologíade Grupos de Líee
- SeaO un grupo de Lie. Un espaciovectorial real de dimensiónfinita V se dice

• quees un O-módulo si existe un homomorfismoanalíticode grupos(homomorfismode
• gruposde Lie): ~: 0 ~ 01(V). Se dice tambiénque ~ es unarepresentacióndel grupo
• de Lie O sobreel espaciovectorial V.

Si g es el álgebrade Lie de O y V es un O-módulo,entonces,como la aplicación
tangenteenel elementoneutroa un homomorfismodegruposdeLie esun homomorfismo

de álgebrasde Lie, y estambiénes un g-módulocon respectoa la representación

obtenidacomo aplicación tangenteen el elementoneutro a la representacióndel grupo
~:G—Gl(V).

Paracadarepresentaciónde un grupo de Lie O sobreun espaciovectorial V se
• defineuna‘cohomologíade O asociadaa dicharepresentación.e

Definición 1.3 Sea~: 0 —. 01(V) una representacióndeO sobreV. Paracada/e> O
definimosel espaciodelask-cocadenasde O con valoresen y, comoel espacioCM (O;V)
delasapli~acionesdiferenciablesde claseC~:

e: O x .. x 0—. V.e Para Iv = O, definimosel espaciode las 0-cocadenasde O con valores en V comoel
• espaciovectorialC0(G;V) y.

• Para cada k > 0, se define la aplicación lineal:
8k : CM(O; V) CM+1(O; 1/) de

la formasiguiente:

• ñkc(91 ,gk+1) =~(gi)c(g2,... ,gk+O+

91,gi9i+1,gÍ+2,~’~ ,gk+1) +
• 1=1

• + (~l)k+lc(g1 9k),

• dondecECk(O;V)ygi,... ,9k+1 EG. Para/e0. se define:

• (á~v) (g) =~(g)~v.

e
• Sea C(G; V) el espacio vectorial graduado suma directa de los espacios CM(O; V)

yO : C(G; V) C(G; V) la aplicación lineal graduada (degrado 1) cuyarestricción a
CM(O; V) coincide con 8” Entonces,sesatisfacela condiciónOoO = O, y por tanto 8
es un operador de cohomología sobre C(G; V).

Definición 1.4 Un p-cociclodel grupode Le O con respectoa la representación~‘:

• O — 01(V) es una p-cocadena e tal que Oc = 0. Se dice que es un p-coborde (‘p >0) si
• e = Ob, donde bE C~””(O; V).

En particular,un 0-cocidoes un vector y E V tal que

v=t(g)•v, paratodogEG,

es decir, un vector invariantepor la representación~.e
Los 1-cocidossonaplicacionesO : 0 — V con las propiedadesdel siguientelema.

e
e
e
e
e
a
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Lema1.1 Sea ~: 0 -. 01(V) una representación del grupo de Lie O y sea8 : 0 ~ V
un 1-cocidode O con respectoa ~. Entonces:

(i) Para todo 91,92 E O se tiene:

0(9192) = 0(gí) + «gí) 8(92).

(u) 8(e) = 0.

(iii) Para todo gE O se tiene:

= ....~(g’í) 8(g).

Prueba

(i) Pordefinición del operadorde cohomologíase tiene:

(88)(gi;92) = ‘/491) ‘0(92) ‘- 8(9192) + 0(g~).

Entoncesla condiciónde 1-cocidode 8, 88 = O, implica la igualdaddel apartado(i).

(u) Haciendo91 = g~ = e en la igualdadanteriorse tiene 0(e) = 0.

(iii) ‘Hacie’~do gí = y 92 = g en la fórmula de (i) se obtiene(iii). u

~eai Denotindoal subespaciode los cocidosde ordenm~(param > 0) por Z¶G; V)de los cob des de ordenm por Bm(G;V), los espaciosde cohomologíadel grupoLie O, con res cto a la representaciónconsiderada,se definenasi:

H’(G; V) = Z~(G;V)/B’(O; V).

Param = O, se define
H0(G;V) =

esdecirel espaciode losvectoresinvariantespor la representación.

¡En el capítulo segundoutilizaremosel hechode que por derivaciónen el elemento
neutrode un 1-cocidode grupo seobtieneun 1-cocidodel álgebrade Lie del grupo.

Propasicidn1.1 Si O : O — 1’ es un 1-cocidodel grupo de Lie O con respecto a la
representación~ : 0 —~ 01(V), entoncese ~TeO : g -4 y es un 1-cocido del álgebra
de Lieg con respecto a la representacióntangente~ 744’ : g -4 End(V). Es decir,

e([x;y]) =~(x).e(y)—4«y).e(x), paratodox,y E 9.

Prueba

(1) Si O es un 1-cocidode O con respectoa la representación4’, vamosa comprobar
quese satisfacela siguienteigua]dad,paratodogí 92 E O,

~(gíg2gr’) = O(gr) + 4’(gi) .O(g~) -. 4’(gíg2g[’) . O(gi). (a)
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En efecto,por aplicaciónde la fórmula (i) del Lema 1.1, tenemos:

8(9192911)= 8(9192) + 4’(9192) .8(911) =

— 6(gi) + 4’(yí) 0(g2) + 4’(9192)

ahorabién,por la igualdad(iii) del mismo lema,

8(g’) = ..~4’(g11).8(gí),

con lo que

8(9192911)= 8(gi) +4’(g:) 8(92) + 4’(9
1g2)~ (.. 4’(gj’) 6(gi)) =

= 8(g~) +«9i)~ 8(92) — 4’(91s291’)~6(gí)

(2) Haciendo 92 exp 4’ con y E g y derivando la igualdad (a) con respecto a t en t O,
tenemos:

748 (+91 exp(ty)gl’

Por definiqión,

=4’(gíY

cl

746(y) —744’ (~gí exp(ty)g1’

~gíexp(ty)g1’
1~-.~ = Ad

4, (y),

así pues,

746 (Ad9, (y)) = 744’(Ad9 (y)) 6(gí)+4’(gí) .746(y).

Haciendoahoragí = expsx con x E g, y derivandoestaúltima igualdadcon
respectoa s en s = 0, tenemos:

746 (+Aó~x~3~(u)¡80) =

= <=74<

Ahora bién,

por lo tanto,

Adexpsx(V)) 6(expsx)

Adexpsx(y)=exp(ad5~(y))

cl
yAdexp*x(y)~5..0 = [x;y],

y entonces:

746(fx; y]) = 744’(x) 74
6(y) -. (f744’ (Adexpszy) . 6(exp sx)

Finalmente,

= Tee14y) 746(x) + 744’ ([x; y]) ~6(e),
+2’e4’ (Ad.~~ y) . 6(exp Sr) 50

y 8(e) = O (Lema 1.1),con lo quese obtiene:

740([x ; y]) = 744’(x) .748(y) -. 744’(y) 748(x),

e
e
e
e

t0) 8(gi).

e
e
e
e
e
e
e
e
e

+ (~4’(exP saO so) .746(y).

quees la condiciónde 1-cocidode g con respectoa la representración744’. u
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El productotensorialV ® V del O-móduloV (con respectoa la representación4’)
tambiéntieneestructurade O-módulopor mediodela representaciónproductotensorial:

4’:gE O—.4’(g)®4’(g) EG¿(V®V),

En particular, la aplicación

es un 1-cocido de O con respectoa la representaciónadjunta de O sobreg ® g si se
satisface:

l(gh) = 1(g) + Ad(g)®21(h), paratodo g, ¡E E O. (b)

Volviendo aconsiderarel isomorfismoy ® y ~ Hom(V; V) (expresión(c) de la

Sección1.1.1), a partir de la representación4’, sedefine unarepresentaciónde O sobre
Hom(V*; Y) haciendoconmutativoel diagrama:

~ Á=L, y®y

- ‘ -I .li
Hom(V*;V) .,

Establezcamosla siguiente notación 4’(g) ‘y consideremosel homomorfismot E

R’om(V*; V) asociadoal 2-tensor t E V ® V, entonces,la representación4’ seescribe
asi:

para todo g E O, donde (4’~» : V ~ V~ es la aplicación transpuestadel isomor-

fismo 4’~ : V —~ V. En efecto,se debeverificar ~~(i)= ~g(t). Por tanto, paratodo
~,71 E W, tenemos:

= <n;$g(t)(~)> =

Teniendoen cuentala definiciónde 4’, severifica:

= <(4’g)t(n);i((4’g)t(~)) > = <‘i;4’g o?o(4’g)t(e)>

así pues: 4’~(i)
4’ofo(4’)t

Si ¿ : 0 —. V ®y es un 1-cocido con respecto ala representación~, la aplicación
O ~ Hom(V*; V), asociadaa 1 medianteel isomorfismo (c) de 1.1.1, satisface la

condición
t(gh) =1(g)+4’9o7(h)o(4’g)t,

paratodo g, ¡E e O. Estaes la condiciónde 1-cocidoen la cohomologíadefinidapor la
representación4’.

Utilizaremoslas expresionesde estasecciónal estudiarlos gruposde Lie-Poisson
en el Capítulo2.
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1.1.3 RepresentacionesAfines de Algebras y Grupos de Lie

- Seay un espaciovectorialde dimensiónfinita. Denotaremospor A(V) al grupo
de Lie de las transformacionesafines, invertibles, del espaciovectorial V. Es decir, si

• a E A(V) entoncesa T~ o L dondeL E 01(V) y T~ es la traslaciónsobreV definida
• porelvectorveV.

• Definición 1.5 Una representaciónaffiu del grupo de Lie Osobre el espacio vectorial V
es un homomorfismoanalítico degruposde Lie:

• a :g E O-. a(g) = TÚ(9) o L(g) E A(V),

• • donde L(g) E 01(V) y Te<9> es la traslación sobre y definida por el vector 6(g) E V. Se
satisface, por tanto, que a(gh) = a(g) o a(h) para todo g, ¡E E O.

Proposición1.2 Seaa: 0 —. A(V> unarepresentaciónafín del grupode Eje O sobre
el espacio vectorial V. Existe una única representaciónlineal 4’: 0 —~ 01(V) de O en V
y un único’ 1-cocido, 6 : 0 —. V, de O con respectoa 4’, tal que’

• a(g)~v=4’(g)•v±8(g),

para g cOy todo y EV. Á la aplicación 4’ sele denominaparte lineal de la acción
afín a, y a, 8 se le deuiomina 1-cocido asociado a dicha acción.

Prueba Por definición,laaplicaciónase escribede maneraúnicade la formaa(g) . u =

• 4’(g) . y + 6(g), siendo 4’ : O —~ 01(V) una representaciónlineal del grupo O. Como

• 8(g) = a(g) . 0, 6 es unaaplicación analíticade O en V. Porsera unarepresentación

de O sobre V setiene:

a(gí) 00(92)= 0(9192), paratodo91,92E O,

lo cual implica que

• 6(9192) = ~(g~) .8(g2) + 8(gí),
quees la condiciónde 1-cocidode O con respectoa la representación4’. u

Recíprocamente,tenemosla siguienteproposición.

Proposición1.3 Sea 4’: 0 — 01(V) una representación lineal del grupo de Lie O en
el espacio vectorial V, y sea 6: 0 —. V un 1-cocido de O con respecto a 4’. Entonces,

• la aplicación a : 0 End(V) definida por:

• a(g) •v=4’(g) v+0(g),

para todo g E O y t.’ E y, es una representación afín de O sobre V, cuya parte lineal
es 4’ y cuyo 1-cocido asociado es 8.

• Prueba Como 6 es un 1-cocido de O se tiene que 6(e) = O (Lema 1.1 de 1.1.2). Por
tanto, para todo vE V, ae(v) y.

• Por otra parte, (Lema 1.1 de 1.1.2)

8(9192) = 6(gí) + 4’(gi)~ 8(92),

para todo 91,92 E O. En consecuencia,paratodoy E V, 9:,92 E O, es fácil ver que:

a(gig2P y = (a(gi) 00(92)) . y = 449192) + 6(9192),
lo que demuestra que a es una representación de O sobre V. Pero, por la forma que
tiene, esta aplicación es una representación afín que tiene a ~ como su parte lineal y a 6
como 1-cocido asociado. u

e
e
e
e
e
a
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Las propiedadesde las accionesafinesy de los 1-cocidosdel grupode Lie O tienen
equivalentesinfinitesimalesque se puedenexpresaren términos de accionesafinesy 1-
cocidosdel álgébrade Lie g de C

Sea y un e~paciovectorialy a(V) el’espaciovect¿rialde todas las aplicaciones
afines (invertibles y no invertibles) de y en sí mismo. Para definir representaciones
afinesde un álgebrade Lie g, es necesariodotar a a(V) de unaestructurade álgebrade
Lie.

Sean fi y f2 elementos de a(V), entonces existen v1,v2e V y L1,L2, endomorfis-
mos de V, talesque:

fí(v) = Lí(v) + y1;

paratodoy E V.

Proposición1.4 Con la notación anterior, si definimos:

[fi; f2](v) = (L1 o L2 — o Lí)(v) + Li(v2) — L2(ví)

el elemento [fi ; f~] es una aplicación din de y en sí mismo, con parte lineal L1 o L2 — L2 o
L1 y traslación asociadadefinidapor el vector Lí (v) — L2(vi). La ley de composición

(fi; f~) ~ [fi; .h] define sobre a(V) una estructurade álgebrade Lie.

Prueba En efecto, (fi; f2) — 1 fi ; f2J es una aplicación bilineal y antisimétrica,que
satisfacela identidadde Jacobiya que:

[fi ; [k ; fa]] (y) = (Li o L2 o L3 -. L1 o L3 o L2 — o L3~ o L1 + L3 o L2 o Li) (y) +

+ Li o L2(v3) — Li o L3(v2) — L2 o L3(ví) + L3 o L2(vi)

y, por tanto,
[fi;[f2;fa]] + [f~;[fs;fí]J + [fa;[fí;f2]] =0.

u

Comoconsecuencia,la aplicaciónque asociaa cadaaplicación afín supartelineal
es un homomorfismode álgebrasde Lis;

Definición 1.6 Una representación din de un álgebra de Lie g en el espacio vectorial
y es un homomorfismo A: 9 a(y) de u en el álgebra de Lie de las aplicacionesafines
de V en sí mismo.

Proposición1.5 SeaA una representaciónafta del álgebra de Lie g en el espacio
vectorial V. Existe una’ única representación lineal ‘1’ : g —. End(V) y un único 1-
cocido e : g. — V de g con respecto a la representación lineal 0, tal que, para todo
x E 9 y todo y e V, se tiene:

A(x) . y = 0(x). ti + e(x).

La representación lineal O se denomina parte lineal de la representacióndin A, y el
1-cocido Q, 1-cocido asociado a A.

La condición de~ 1-cocido de e se escribe así:

e([xí ;x2]) = 0(xi) . e(x2) — 0(x2)~ e(xí),

para todo xi,x2 E 9.
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Prueba Cálculo directosemejanteal de la Proposición1.2. ue
• - Proposición1.6 Sea 4’ : 9 -4 End(V) una representación lineal del álgebra de Lie g en

el espacio vectorial V y sea e : g — y un 1-cocido de g con respectoa la representación
• lineal 4’. Para todo x E gy VE V, definimos:

e
La aplicación A : g — a(V) así definida es una representaciónaUn de g en y, cuya parte
lineal es 4’ y cuyo 1-cocido asociado es e.

e
Prueba Semejantea la de la Proposición1.3. u
Proposición1T Seaa unarepresentaciónafín de un grupode Lie O sobreel espacio
vectorial V. Sea 4’ su parte lineal y 6 su 1-cocidoasociado.Para cadaelementox en el

• álgebra de Lie 9 de O y para cada elemento ti E V, definimos:

y = ~a(exp(tx)) ~e
La aplicación A : 0 a(V) así definida es una representación aflín de g en V cuya

• parte lineal $ y cuyo 1-coci cío asociado e estánrelacionadoscon 4’ y 6 por las fórmulas:

• $(x)• ti = ~j4’(ex~(tx)) ~

• cle(x) = —8(exp(tx))~ __ = 746(x).
dte

• La representación afta A de g, su parte lineal 4’, y el 1-cocido e se dice que están
asociados a la representación aflín a de O, a su parte linead 4’, y a el 1-cocido 6, respec-

• tivarn ente.e
Prueba Paracadax E g y cadati E V, se verifica:

• A(x) . ‘u = +a(exp(tx)) . tij~
0 = ~(4’(exp(tx)) . ‘u + 6(exp(tx)))L=o —

• = 4’(x) + e(x),

• donde ‘1’ y e están definidas por las fórmulas del enunciado. Comola aplicación tangente
en el elementoneutro e e O a un homomorfismode grupos es un homomorfismode

• álgebras de Lie, 4’ esunarepresentaciónlineal del álgebrade Lie g. Como la aplicación
tangenteen e E O a un 1-cocido de O con respecto a la representación 4’ es un 1-cocido
del álgebrade Lie de O con respectoa la representación744’ (Proposición1.1 de 1.1.2),
e es un 1-cocido de g con respecto a 4’. Por tanto, A es una representación afín del
álgebra de Lie g cuya parte lineal es 4’ y cuyo 1-cocido asociado ese. u

• El álgebra de Lie de .4(V) es precisamente a(V), es decir, es el espaciode las
transformaciones afines sobre V, dotado del corchetedeLie definidoen la Proposición1.4.
(ver por ejemplo: Varandarajan[1974]). Como consecuenciade estaobservaciónse
tienela siguienteproposiciónqueutilizaremos,en el capítulosegundo,en el teoremade
integración de biálgebras de Lie.

• Proposición1.8 Sea g un álgebra de Lie y O el grupo de Lie conexo y simplemente
• conexo de álgebra de Lie y. Sea e : y — V un 1-cocido de Chevalley del álgebra de Lie

y con respecto a la representación 4’ : y — End(V), entonces existe un único 1-cocido
• 8 : O — V del grupo de Lie O con respecto a la representación 4’ : 0 .— 01(V) que
• determina4’, tal que 746 = e.

e
e
e
e
e
a
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Prueba Sea A : 9 -4 a(V) la representación afín de g cuya parte lineal es 4’ y cuyo
1-cocido asociado es e. Por serA un homomorfismo de álgebras de Lie, determina un
único homomorfismo de grupos, a : 0 -~ A(V) cuya aplicación tangente en el elemento
neutro es A, es decir, una representación aSín del grupo de Lic O sobre el espacio vectorial
V tal que Tea = A. Sea6 : 0 ~ V el 1-cocidoasociadoa a, la Proposición1.6 implica
que 746= e: u

12 Cohomologíade Poísson

La cohomología de Poisson se define en el contexto de las variedades de Poisson.
El concepto de variedad de Poisson se puede entender como una generalización del de
variedadsimpléctica,quees la estructurageométricaquesubyaceen la decripciónde los
sistemashamiltonianosclásicos.

Una Variedadsimpléctica(ver por ejemplo: Abraham,Marsden[1983];Liberman,
MarIe 119871) es el par formadopor unavariedaddiferenciableM y una2-forma difer-
encial, cerrada, no-degenerada, 12 sobre la variedad. La variedad M es entoncesde
dimensión par 2n.

La no-degeneración de SI implica la existencia del isomorfismo:

X p(X) = —1x12, (a)

donde X(M) = A’(M) esel espaciovectorialde loscamposvectorialessobrela variedad,
X(M) A

1(M) el espaciode las formasdiferencialesde ordenuno y el operadort(.)
es el productointerior.

Este isomorfismoasociaatoda función H E C~(M) sobrela variedadun campo
vectorial

XHIIi(dH), (b)

es decir,
—ix,.SI = dH,

de tal forma que H escénstantesobrecadacurvaintegralde XH.

En uú sistema de coordenadas canónicas (qí,... ,qfl,p~ p,,), donde la forma SI
viene dada por la ex¡iresión SI = 2 dpi A dq

1, el campo hamiltoniano Xii se escribe así:

Las curvas integrales del campo X~, c(t) (q(t),p(t)), definidas por la condícion:

dc(t) —

satisfacenlas ecuacionesde ‘ di Xu(c(t))Hámilton~

.‘~ 8ff Y OH ~ ,~.q =—,

8p
2 ~‘5qt
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De estaforma, se define un sistema Hamiltoniano como la terna (M; £2; Xx), donde
• (M; SI) es una variedad simpléctica y X11 el campovectorialsobrela variedaddefinido
• - en (b) apartir deunafunción H E C¶M). A la función H se la denominaHamiltoniano

del sistema.

La evolución en el tiempo de un observable f E C~(M) satisface la ecuación:

• cl dFt(m) _

—(foFt)(m) =df(Ft(m)) df(F

dt — t(mXiXu(Ft(m)) =

=

donde Ej es el flujo local del campo Xg.

• Definiendola aplicaciónbilineal { } : C~(M) x C¶M) por medio de la expresión:

• {f;g} =SI(X¡;X9),

• donde X1 — p’i(df) y >4 = tr’(d9), la ecuación (c) se escribe asi:

• “ +(foFt)={H;foFt}.

Este corchete{ ; }, denominado corchete de Poisson, es una derivación en cada
argumento,es decir,

• {fg;h} =f{g;h}+{f;h}g, para todo f,g,h EC¶M), (d)

ya que, para todo fy E C~(M),

• {f;g}=SI(Xí;X2)=-.(ix9fl).X¡ =dg~X1=Lx1g. (e)

Es antisimétrico ya que 1? lo es. Por último, como

• Lx1fZ(X9;Xh)= {f;{g;h}}

• y

SI(IXÍ;X91;XA)=L1x,;x9jh=Lx1Lx.h-.Lx,Lx,h={f;{y;h}}+{g;{h;f}},

al ser cerrada la 2-forma SI, se tiene:

0= dfl(X1; >4; Xh) = Lx,SI(X9;Xh)+ p.c. — £2([X~ ; >4]; X,,) + p.c. =

— {{f;g};h} +p.c.,

• es decir { ; } satisface la identidad de Jacobi.

Sobre C~(M) se tienenpuesdosestructuras,la de álgebraasociativadadapor el
producto ordinario de funciones y la de álgebra de Lie dada por el corchete de Poisson.
Ambas están ligadas por la relación (d).

Si se adopta el punto de vista de considerar el corchete de Poisson como la estruc-
tura fundamental sobre la variedad, se tiene el concepto de variedad de Poisson como
generalización del concepto de variedad simpléctica. En este caso, teniendo en cuenta (e),
se define el campo hamiltoniano X1 correspondiente a f E C¶M), por la condición:

Lx,g = {f ;g}, para todo QE C¶M).
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1.2.1 Variedadesde Poisson

Una variedad de Poisson (ver por ejemplo: Liberman, MarIe [1987]; Choquet-
Bruhat,DeWitt [1989])esel pardefinidopor unavariedadM de clase C~ y un corchete
de Poisson { ; }r~j, es decir, unaestructurade álgebrade Lie sobreel espacio’vectorial

que satisface’ la regla de Leibnitz:

{fí ;f2f3}M =f2{fí ;fa}M±f3{fí ;f2}M, para todo fí,f2,fa E C00(M).

Comoconsecuancia de la regla de Leibnitz, el valor de {fi ; f
2}(x) dependesólo de

los valoresdfí(x) y df2(x) (ver por ejemplo: Libermann, Marle [1987];Choquet-Brubat,
De Witt [1989])). Además la aplicación f E C~(P) -4 df(x) E TZP es suprayec-
tiva. Por tanto, sobre toda variedadde Poisson (M; { ; }) existe un campotensorial
2-contravariante,antisimétrico,A, definido por la condición: A(dfí; df2) = {fi ; .Ñ} para
todofi, 12 E C~(M). Estecampotensorial,quees único,sedenominatensor de Poisson
de la variedad de Poisson (M; { ;

Enla Sección1.2.2estudiaremosla condiciónquedebesatisfacerun campotensorial
2-contravariante, antisimétrico sobre una variedad diferenciable M, para definir una
estructura de Poisson sobre ella.

Sean (M; { ; ~ y (N; { }N)’dos variedadesdePoisson.Sobreel productoMxN
se defineun corchetede Poissonde la siguientemanera:

{fi ; f2}MXN(m;it) = {(fí)r; (f2)?},v(n) + {(fí)~’ ; (f2)~}M(m),

dondefi, f2 E C~(MxN)y (ni; n) E MxN, siendo(f~)T E C””(N) y (f~)~ E C~(M),

= 1, 2, las aplicaciones parciales definidas por:

(fO7M~) = f~(m;n) y (f~)~(m) = f~(m;n).

Con este corchete, al par (M x N; { ; }MXN) se le denomina producto de las variedades
de Poisson (M; { ; }M) y (N; { ; }N).

Un morfismo de Poisson entre las variedades (M; {; }M) y (N; 1;}N) es una apli-
cación 4’ de clase C~ de la variedad M en la variedad N tal que

{fí;f2}No4’= {fí o4’;f2o4’}M, paratodo fl,f2 E C
00(N).

Un ejemploimportante(quedescribimosa continuación)de estructurade Poisson
(en generalno simpléctica)es la quesedefinede maneranaturalsobreel espaciovectorial
dual,9t, de unálgebradeLie g (ver por ejemplo: Fomenko,rofimov [1988];Choquet-
Bruhat,DeWitt [1989];Perelomov[1990]).

Sean~,4’ E C~(g) y a E g~. A las formas lineales dv(a), <hp(a) E gfl se las puede
considerar• como elementosde g por medio del isomorfismo x E 9 —+ i E g~, donde

= <a;x> para todo a E g~. Entonces, la aplicación {;} : g¶g*) x C¶g*) -4

C’~(g) definida así:
{p;4z}(a) =a([dhp(a);d4’(a)]) , (a)

es un corchetedePoissonsobrela variedadg~ denominadocorchetedeKirillov-Konstant-
Souriau.
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Si C~ son las constantes de estructura del álgebra de Lie g con respecto a una base
{eí e~} y a~ (i = 1,... ,n) las componentes de a E gt en la base dual {eí
el corchetedefinido en (a) se escribeasí:

{so;4’}(a)=C” ¿99 84

’

íjak~- 8a~

En particular,si las funcionesson lineales,es decir, si son elementosx,y E 9** ~ ~, el
corchete (a) coincide con el corchete de Lie sobre g:

{x;y}(a)=a([x;y]); x,yE9~g**, aEg.

Como hemos visto en la introducción de esta Sección 1.2, el campo Hamiltoniano
.24, E X(M), correspondientea unafunción cp e C~(M) sobre la variedad de Poisson
(M; { ; }), estádefinidopor la igualdad:Lx~g = {p;4’} (siendoL(.) la derivaciónde Lie
con respecto a campos vectoriales) para toda 4’ 6 C~$M). En el caso de la variedad g~
dotada del corchete de Poisson (a) se tiene:

X~~,(a) = ~ad* (dso(a))~a,

ya que (Lx~, 4’) (a) =a ( [d9(a) ; d4’(a)]). Por tanto, las ecuaciones de Hamilton relati-
vas al Hamiltoniano 9 E C¶g) son:

• da(t) — — ad (d9(a)) . a(t), donde d9(a) ~ gfl ~ g. (b)

•
• Una función 9 E C~(g~) se dice que es unafunción de Casimir si es invariantepor

la acción coadjunta del grupo. Es decir, si se satisface:
9(Ad*(9).a) =9(a), paratodo gE O, y ~ (c)e

• Lema2.1 Sea 9 E C~(g*) una función de Casimir. Entonces,

adt(d9(a)) •a=0, para todo aEg*,

• y por tanto,
{9;4’}=0, para todo 4~EC¶g*).

Prueba Con aE g fijado, consideremos la composícion:

Ad * * .flAd(g).aEgt~• $:gEO—Ad (g) EOI(g) —9(Ad(g)a) eR,

Si ~ es una función de Casimir, por definición es invariante por la acción coadjunta del
grupo, es decir,

• 9(A&(9)~a) =9(a), paratodo QEO y aEg*,

• entonces 4’ = cte y d4’(g) = O en todopuntog e O. Por tanto:e
O = d$(e)(x) = ¿19(a) (ad*(x) . a) (ad(x) . a) (¿19(a)) =

— (aoad(x))(dw(a))=aoad(dcp(a)).x=-.(ad*(d
9(a)).a).x,

• para todo x E g. Lo cual implica que ad* (¿19(a)) a = 0. u

e
e
e
e
a. -
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En el casode queO seael grupode Lie conexoy simplementeconexode álgebrade
Lie g, se tiene la proposición recíproca. Es decir, si p E C~(g*) estal quead*(dp(a)).a =

O, para todo a E g~, entonces es una función de Casimir.

1.2.2 Noción de Corchetede Schouten

Sea P una variedad diferenciable, de clase C~, de dimensiónn. Paracadap =

1,2,... ,n, consideraremos el espacio yectorial, A~(P), de los campos de tensores p-
contravariantes,antisimétricos,de clase C~ sobre P, que denominaremos p-tensores
paraabreviar.

El corchetede Schouten‘de un p-tensory un q-tensores un (p + q — 1)-tensorque
se define por su acción sobrelas (p + q -. 1)-formascerradas. La justificación de esta
manerade procederse ponede manifiestoen el siguientecálculo.

Sea el símbolo de Kronecker, cuyo valor es +1 (respectivamente—1) si
la sucesiónA es una permutaciónpar (respectivamenteimpar) de la sucesiónpi y O
en cualquierotro caso. En una carta local (U; x~) (i = 1 it) sobre la variedadP
definimos (ver por ejemplo: Lichnerowicz [1962])

dx’ AAdx~ dx~’ ®

donde(1 =i1 < < i~ = it) y se sumaen todas las permutaciones(A1,... ,A~) de

De estaforma, conviniendoen sumardesde1 hastañ los subíndicesy superíndices
griegos repetidos, si ax,•.•xq son las componentes de la q-forma a E Aq(P) en la base
local dx>~~®...®dx>~q (A1 Aq =1 n), es decir, si

a = a’., ..x9dxA ®...

debidoa la antisimetríade a, tenemos:

‘1
q.

donde
dx”’ A...Adx¾~ ®

o bién,

a=a’ ‘dx” ~~¿1~iq

donde(1=ií’< ... it).

Las componentes de la (q + 1)-forma da, en la mismabaselocal, vienendadaspor
la expresión:

= ‘ 5L
4i:~Xq ~

Finalmente,si A E A~(P) es un p-tensor (p =q) sobre la variedad cuyas componentes
en la basedual sonA’~””’~’, es decir

8 8 1 8 8
8xM’ Ox”” p! OxMI Ox””
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la contracciónde A y a es, por definición, la (q — p)-formade componentes:

(iAa)aa =

Con estasnotaciones,seanA E A(P) un p-tensor, B E A~(P) un q-tensor y
¡3 E A,+~.r(P) una(p + q -. 1)-forma, tenemosentoncesla siguienteexpresiónlocal:

tAd(iB¡
3) 1

(p~l)!q!A (8pBPí”’¿¿~)j3,~..¿¿
401...0~,,1+

1
+

(p— 1)!q!

Teniendoen cuentala antisimetríadel símbolo de Kronecker y que, para toda
r-forma ¡3 y todos-tensorA, se tiene:

= ~ y AAA = !EÁt..ASAPIP.
Pi~~~Pa

la igualdad anterior se puede escribir así:

ZA d(isfi) =Q...1)(P1)q 1 1(p + q — 1)! (p -.

A~
0~’’~—’ (8~BtL1”’t¿~)/3~

1
6p+q’ +1 1 1 6~+

(p + q — 1)! (p — 1)!q! (, + q)!CaI ... Gp..i ¡ti .Pq

2.’

Pi Pp+q

Ahorabién,
da =

por tanto,

ZA d(infi) (
1)<p-.i)q 1 1(p + q —1)! <a, —

.ehi
6p+q.i Avoí.o,~1 (a,,st¿l.t¿~)~

1 8e, +

1 1
+ (-.í)(P—í)Q (p — 1)!q! (p + q)l

.sYAi~
4+4.íAPí..PvBPP+íPP+4(8~0á~ ~ . (a)

El segundo término de la igualdad (a) es:

<y + q 1)! 1 A~’ ‘..PpfiPp+I “‘P~+~(dfi)~, ,.. —
(
1)(Pi)Q (p+q)! (p—1)!q!

1 1

p + q (p —1)!

= (—1)~-.
2—iA(indO)

p+q

y definiendoel (p + q — 1)-tensorH de componenteslocales:

1 ~ óp+q—i
= (p....1)!q! Ot.•.dp+tttt•.¡tq (b)

a
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el primer término de (a) es:

(
1)(p—I)q 1

(p + q — 1)! H
6’ “‘ ~ = (~l)<P”’í)Qi~/3

Así pues:
1’

p+q

Analogamente,

~sd(iAfi) = uiiji + (....l)P(91)......¶....iÁ(iR¿1/3), (d)
• p+q

siendo H’ el (p + q — 1)-tensorde componentes:

— 1 0’””’ 6p+q—I s~«~ aq—IOAJLi “‘ gp

Reuniendolas igualdades(c) y (d), tenemos

(~1)PQ+~~~d(iBI3) + (—1)~is d(iA/3) = uH/3 + iw’/3 + ~ dli), (e)

dondeH” = ( 1)~H’, es decir:

p!(q—~ 1)!

Denotando[A; E] = II + II” quedajustificadala siguientedefinición.

Definición 2.1 Sean A E A~(P) y E E A~(P). El corchete de Schoutende A y E,
denotadopor [A; E], es el tensor(p + q — 1)-contravarianteantisimétrico definidopor la
relación:

tíA ;sjI3 = (-.i)fl~ ~A d(iB/i) + (—1)’ i~ ¿¡(iAl3)

dondefi escualquier (p+ q — 1)-forma cerrada.

Sobreel dominio de’unacartaloca], el corchetede Schoutenvienedadopor

[A;E]— 1 ¡AB]”’ ~ 8 8

donde,teniendoen cuentalas expresiones(b) y (f), las componentes[A; B]k2 ...‘.k~f-q son

— 1 ¿“‘S’t~ At

(P 1)!q! 12.’.p31.’.Jq ~ +
+ (—1)~ k2..kPtq Eti2 ~~8~A~’”’”. (g)

tl...2p32..Jq

Unacomprobacióndirectaproporcionael siguienteresultado.
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Proposición2.1 Sean A y E camposde tensorescontravariantes,antisimétricos,de
orden p y q respectivamente, sobre una variedad diferenciable. El corchete de Schouten

• - de A y E satisfacelas propiedadessiguientes:

• (1) Sip=1,setiene[A;.B]=LAB.

• (2) [A;B] (....1)PQ[BA]

(3) Si C es un tensor t-contravariantreantisimétricose tiene:

• (~
1)pq [E ;C] ; A] + (1)~~ [0; A]; E] + (fl

tP [A; E]; c] = 0.

• u

Proposición2.2 Sean A, E y O campos de tensores contravariantes, antisimétricos,
de orden p, q y r respectivamente, sobre una variedad diferencia ble 1’. Se satisface la

• siguienteigualdad:

• [A;BAC]=[A;B]AC+(-.1y’~+QBA[A;C]. (h)

e
Prueba Haciendo uso de la expresión (g), tenemos:

• ([A; E] A C)”” ‘~‘~

1 ¿fl2..:7’tv+~+.r~ k A¿2~P8L.BIí ...iq~ki ...kr + (i)

+ p!(q — l)!t! ~ •t.i2 ...~q k
1 ~8¿A’ “ “B

1’~ 3q~kí . k..

De manera análoga,

• ~ —

e ~

(p—1)!q!r! ~21r~í.~q ,~>

14A~ ‘ ~B” qa¡Ckl . lCr + (j)e + p
tqt(r— 1)! :í...:,jí..’jqk

2..’k.PLA’ ‘ ‘~>fi~’ .iq<Lkz lCr

Porlo tanto,reuniendolas igualdades(i) y U) tenemos:

• ([A;E] AC±(...4)fl+~B A
1 ¿“2 M k~ ½8~EJt . lc,. +

(... ~

+ ¿“2

tflp+q+” ~ 8¿A” lrBLJ2 3q~k1. lCr + (k)
• p!(q—1)!t! •1...½fl...J<. 1”

+ 1 ¿712 rnp+q+,. AL i

2 ... . Jq O1Ckl . lCr +(p— 1)!q!r! tg..’tpJí...jqkí...kr

• + (1)P(í)%rn2..,rn,4,q+r 81A~ ‘ ‘PB” . 3q~Lk2 .14.p!q!(r—1)! ti”.tpli...jqk2...kr

Por otraparte,e
[A ; E A Cf” ‘ tflp+q+r _

(....1)(P—i)(Q+r) ~ AL t2 “

8L (E” ~q

0kt ... lcr) + (1)

(p—1)!q!rI Eji,.,jqki...k,.íí...tp

_____________ 1
+ (...l)P ~rn2 ..

tflp+q+r 8
1A” ~ ~ .3q~Jki ... k..• p!(q+r—1)! 2I..tra2...Oq+r q!r.

e
e
e
e
e



26 1 Preliminares

Ahorabién, se ~atisface;

~ MB” ‘JqCkí”’kr —

= 3132’’ iq
0kíkr + (~1)~te~ ;~Lq~; lc Bi

t ..iqCIk2.kr

por tanto,sustituyendoen (1),

— 1 7712”’7»p+q+r

(p — 1)!q!r! 2 “‘tpli ...j

0k1 ..~kr ~¿9~fl)I ...jqQki ..k, +
m2 ~ ‘ ‘.‘ i~3L 32 .‘~q~ki “lCr + (m)

+ pI(q~1yrI
5iI •‘•~pj2”’iq

“‘p+q+r
+ 1 e A¿2 tp931 ..iqaCki .lc. +

(p — 1)!q!r! ~‘ .. ~ ~tYq kt lcr

+ (—1)~(—1)~ ¿712 fl~+q+r 8Ati “‘ ~ ..Jq~ k~ ..

p!q!(r —1)! ti “‘~pJí .~iq lcrL

Los segundosmiembrosde (k) y (m) soniguales. ‘ u

Comovimos enla Sección1.2.1,todaestructurade Poisson,{ ; }, sobreunavarie-
dad P, tiene asociadoun 2-tensor,A, definido de la siguienteforma:

{f;g}=A(df;dg), f,gEC~(P).

Un cálculo en componentesrevelaque:

[A;A](dfí;df
2;df3) = 2{{f~ ;f2};fa}.+p.c..

En consecuencia,setienela siguientecondiciónnecesariay suficienteparaqueun 2-tensor
contravariante,antisimétricosobre1’, definaunaestructurade Poisson.

Teorema2.1 Sea1’ unavariedaddeclaseC~ y A uncampotensorial 2-contravariante,

antisimétricosobre.1’. Sea {; } el corchete sobre C~(P) definido por la expresion:

{f;g}=A(df;dg), f,gcC¶P).

Entonces{ ; } satisface la identidad de Jacobi si y sólo si [A; A] = O. u

Esteteoremapermitedarunanuevadefinición de variedaddePoisson.

Definición 2.2 Una variedad de Poisson es el par formado por una variedad diferen-
ciable P y un campo tensorial 2-contravariante,antisimétrico, A E A

2(P), tal que el
corchetede Schouten[A; A] = O.

La condición [A; A] = O es, también,el fundamentoparadefinir un operadorde
cohomología sobre el el espacio vectorial graduado, eA” (P), de los campos de tensores
contravariantes antisimétricos definidos sobre la variedad de Poisson (P; A).

Teorema 2.2 Sea (1’; A) una variedad de Poisson, A”(P) el espacio de los tensores r-
contravariantesantisimétricossobrela variedad1’ y A(P) = Sr=í A” (1’). Consideremos
la familia de operadores:

Ar(P)~~r.Ar+i(P) r>í.
A -[A;A]

Entonces,el operadora: A(P) —.4 A(P), tal quesu restriccióna A”(P) coincidecon
es un operador de cohomología, es decir, Oo 8 = 0.
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Prueba En efectoe
• (8o0)A=—[A;—(A;A]] = [A4A;A]]

• Ahorabien, por la propiedad(3) de la Proposición2.1,

(~1)2’2 [A ;A] ;A] -1- (~1)2r [A; A] ;A] + (~1)2r [A;A] ;A] = O,e
por tanto,

ya que[A; A] = O. Peroentonces,por la propiedad(2) de la mismaproposición,

E(A;AI;A] + (~1)2r(~1)2r [A;A];AJ =0,e
lo cual demuestrala proposición. u

Es claro entoncesque Im8~ es un subespaciovectorialde Ker8~+i, definiendose
los espaciosde‘cohomologíadePoisson,sobrela variedadde Poisson(P; A), de la forma

• siguiente: HX(P) ~Ker8~+i/bn8,.

e
• 1.2.3 Cahomalogíade PoissansobreunaVariedadSiznpléctica

Seaahora (P; A) una variedadsimpléctica,es decir, el tensorde Poisson,A, es
no-degenerado.Estacondición implica la existenciade un isomorfismode espaciosvec-•

e
definido de la siguienteforma; A(a;¡3) = i~~i<~>/3, dondea,¡3 E X*P (con la notación

de (c) en1.1.1, g~ = —A). En componentes,sie
• A(a;/3) —A”a’fi’,

tenemos:
• (p’(a)) — A”a’.

El isomorfismo¡r~ se puedeatenderde formanaturala los espaciosvectoriales
de los camposde tensoressobrela variedad.Paracada r> 1 definimos

A~(P) A”(P)

• a—. g•~i(a)e
por la siguienteexpresiónlocal

• (p••i(a))tI”$r = A””~ .Airi.’a~,~,

• donde

e 1

e
El isomorfismoinverso

• : A”(P) Ar(P)

• t pir(t)

e
e
e
e
e
a
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vienedado por
=

12h ~
1S’2j2~2 ~ O1’~~ , (a)

siendolas expresioneslocalesde t y g,.(t):

1. .8 8 1 ‘‘‘~d” A...Adxir
= —r’’--—--A..A —‘y-; p,.(tY3 \fM~t))i,irx

8x~’ Ox

En particular, la 2-forma cerrada,no-degenerada,que determinala estructura
simplécticaestádefinidapor

SI(X; Y) = A(g(X); ¡«Y)),

lo que implica en componentes:

SIabAbc = 3c ~ %0A =

siendo ‘ A ~‘ ~ 8 1

y 9=~~tbdx«Adxb.
2 Ox” Oxb 2

Por tanto,vienedadapor SI = g2(A).

El tebremasiguiente(Lichnewowicz 11983]) es el fundamentodel isomorfismoentre
los espaciosde cohomologíade Poissoii y lás espaciosde cohomologíade de Rham. Se
puedecomprobarmedianteun cálculoen componenteslargo perosencillo.

Teorema2.3 Sea (P; A) una variedadsimpléctica. Consideremosla familia de ‘iso-
morfismos:

pi,.: A”(P) —4 A,.(P); (r =8,

definida en (a). Entonces,el diagramasiguiente:

A”(P) ..2t. Ar+i(P)

A,.(P) “—.““4

ci

(dondé cl es la diferencial exterior) es conmutativo.

Proposición2.3 Sea (P; A) una variedad simplécticade tensor de PoissonA. El
isomorfismo pi,. : A” (P) — A,.(P) induce un isomorfismoentre los espaciosvectoriales
Ker(—8,.) yKerd,..

Prueba SeaA E Ker(—O,.), esdecir, — 8,. A = 0. Entonces, según el teorema anterior,

dr(jir(A)) =pr+i(-..OrA) =0,

así puesp,.(A) E Rer ¿1,..

Reciprocamente, sea a E A,.(P) tal que ¿1,.a = O. Como pi,. es un isomorfismo
entreA”(P) y A,}P), existeA c A”(P) tal que g,.(A) = a, entonces

4p,.(A) =4a=0.

Dadala conmutatividaddel diagramadel teoremaanterior, la última igualdadimplica
queg,.+í(—8,-A) =Oyportanto —8,.A=0. LuegoAEKer(—8,.). •
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Se tiene,entonces,la sucesión

dondeH”(P) es el r-espaciodecohomologíade de Rhamy, por serpi,. un isomorfismo,

H”(.P) (Ker(— 8,.)) / (Ker(ir,. o pi,.))

Proposición2.4 Con la notaciónanterior,

Ker(ir,. o pi,.) = Im(— 8~—í).

Prueba SeaA E Ker(— 8,.) tal que (ir,. o pi,.) A = O. Entoncesir,. (g,.(A)) = 0, es decir,
g,.(A) E 1m4.¡. Consideremosa E A,...í(P) tal que g,.(A) = 4~i(a). Comog,.qes
un isomorfismo,existeSE Ar—í(P) tal quea = p,..í(B). Entonces

pi,.(A) dr...i (g,.~í(B)) = gr U 0r’..i 5)

29

por lo tanto

Recíprocamente,seaA E Im(— 8~í)~ es decir, A = — 8,..~ 5 con 5 e A”1(P)
entonces

= (pi,.o(—8r~i))Á= (ci,.~~ogr)B E Imd,....i,

por lo que
(ir,.og,.)A=0, es decir, A E Rer (ir,. o pi,.)

u

Teorema2.4 Se tiene

El isomorfismo viene dado por:

[A] E HX(P) -~. [pi,.A] E ff”(.P).

u

1.2.4 CohomologíadePoissonInvariantesobreun Grupade Lie conEstruc-
tura de PoissonInvariante

Supongamosque la variedadconsideradaes un grupode Lie O. SeaA
9 : 0 —-. O la

traslacióna la izquierdadefinidapor el elementog E O y TA9 : TO — TO la aplicación
tangente.Como A9 es un difeomorfismo,se puedendefinir los isomorfismos:

(A9). : A’(O) A
5(O)

M (A
9).M’

(A9» : A,.(G) — A,.(O)

/3 -.4

por medio de las expresiones:

a8) = M(§’h)(ai(h) oT9~i&A97... ,a8(h) oT9—lhA9)

((A9»/3)(h)(Xi X,.) — /3(g~~ih)(ThAQ..±(Xí(h)) . . ,TKAg’..I(XrQi)))

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
o
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
o
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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siendoh e G, a1,..., a8 E X(O) 1-formassobreel grupoy Xi X,. E X(G) campos
de vectores.

La Definición 2.1 de 1.2.2 nosdice queel corchetede Schouten[(X9)*M;
de los camposde tensores(%).M’E A”(O) y (~X9).N E A’(O), es el campotensorial
r + s — 1-contravariante, antisirnétrico,que satisfacela igualdad:

= (~1)rs~~~t<x9>.tí¿1 (i~9>.~(>~)~/3) +

+ (—U”i(~)N ¿1 (i(xg).zl¿I(Ág)*13)

paratoda formacerrada/3 E A,.÷8.í(G).

Puestoque el opéradordiferencial exterior, ¿1, conmutacon (>.~)~ y el operador
productointerior, ~(), verifica

Y Z<A9).X((A9)./3) = (ÁgY.(ix/3) , paratodo /3

(ver por ejemplo: Abraham,Marsden,Ratiu [1983]),se tiene

tlcx>M;(A>N](¾)*/3= (~9y((~1)r8+si~ ¿1 + (—lyiN ¿1 (iM~3)) =

= (>4*(iIkf;NI/3) =

paratodo9 E O y paratodaforma cerrada/3 E X~(G).

Estoquieredecirque [(A9)*M; QX9)~N] = (.X~). [M ; Ñ] paratodog E O. Portanto
hemosdemostradola siguienteproposición.

Proposición2.5 El corchetedeSchoutende camposde tensoresinvariantesestambién
invariante. Es decir, si (>19)~M = M y (%)~N = N, para todo g E O, se tiene:

(A9)*IM;N]=fM;N]. (a)

(Se tiene el resultado análogo para campos de tensoresinvariantespor la derecha). u

En consecuencia,si el tensorde Poissonesinvariante,el operadorde cohomologíade
Poissonsepuederestringiral subespaciode los tensorescontravariantes,antisimétricos,
invariantes sobre el grupo:

a,.; A;(G) -4

y como A (O) ~ A”(g), la cohomologíade Poisson invariantese puedetrasladaral
contexto algebraico:

8,. : A”(g) ‘—4

Teorema2.5 Si ~X(g) es el r-espacio de cobomología de Poisson invariante sobre la
variedad simpléctica (O; A) y H”(g) es el espacio de cohomología de de Rhaminvariante
sobre O, se tiene:

u

Observación Según se ha visto en la sección 1.1.1, H”(g) es tambiénel espaciode
cohomologíade Chevalleydel álgebrade Lie y. • u
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e Tenemospueslos diagramasconmutativos:e (—O),., A” (g) ½»)~Ar+i}) ~

e
• lLr{

• dr-.i di.

e
Si la estructuradePoissonsobreel grupoO es degenerada,Kirillov hademostrado

que,como variedaddiferenciable,admiteunafoliación por variedadessimplécticas(ver
por ejemplo: Lichnerowicz[1983]; Liberman, MarIe [1987]). El siguienterazonamiento
demuestraquela hoja simplécticaconexaque contieneal elementounidaddel grupoes
un subgrupode Lie 0.

(O; A) un grupo de Lie con estructurade PoissoninvarianteA de
En efecto, sea

rango2k < it .= dimg. El núcleode A (constituido por los elementosa E 9* tales
queA(a;/3) = 0, paratodo /3 E 9) estáengendradopor h = it — 2k elementos de g’:
(e

2”’,... , e”). Consideremoslos elementosde 9* (e’,... , e2’~) talesque (e’,..., e”)
seaunabasede g~ Sea(e,,... e

71) la basedual de g~ ~ g. Si definimos

1e AL=~AabeaAeb, AabER, a,b=1 2k,2

• la matriz A? ~> esinvertible.

SeanC’b las constantesde estructurade g en la baseanterior,es decir, [e~.; ~] =

e C~%eh. La condición [A ; A] = O seescribeasi:

• ARÁAKcC~k+ARAABKC~?x+ARBAcKC~x=0,

e
donde A,B,C,R,KE 1,2,... ji.

Teniendo en cuenta que A~ A — O si R> 2k ó A > 2k y escogiendoC con valores
en2k+1,... ,n,setiene AdaAb¿C~ =0,

lo cual implica que

CS=o, d,t=1 2k y C=2k+1,... ,it,e
• es decir,

e [e8;ebl=CkbeL, a,b,1=•1,2,... ,2k.
Por tanto (e,,... , e~) engendranuna subálgebrade Lie 9j de g.

e SeaOí el subgrupode Lie conexode O con álgebrade Lie g¡. La restricciónde
A a 0¿ es A1, que define una estructura simpléctica invariante sobre

0L• Quedandoasí
demostradoel teoremasiguiente.

Teorema2.6 Sea (0; A) un grupo de Lie con estructura de Poisson invariantepor la
izquierda. La hoja simpléctica 0L que contiene al elemento unidad e E O esun subgrupo
de Lie conexo de O. Denominando A

1 a la restricción de A a 01, como la estructura de
• Poisson invariante es también regular, es decir de rango constante, toda hoja simpléctica

• es el trasladadopor la izquierda, del grupocon estructurasimpléctica(O¿;AL). u

e
e
e
e
a
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1.2.5 Corchetede Schouteny EcuaciónClásicade Yang-Baxter

SeaO un grupo de Lie y g el álgebrade Lie de O. SeanU(O) y U(o) entornos de
g y O respectivamente,talesque la aplicación

exp : U(O) U(o)

x -4 expx = 9

es un difeomorfismo.

Mediantela aplicación inversalog : U(o) -4 U(o) y la elecciónde unabasede g,
{eJ, se definen las coordenadasnaturalesde primera especie(ver por ejemplo: Sagle,
Walde [1973]):

4’: U(o) R”

9-4 (x1(g)

siendologg = Z~ x’(g)ej.

Asociadosa dichacartanatural, existenlos camposvectoriales

gE U(e) -4 (~) E TU(o),

cuyaacciónsobrelas funcioneses:

8(fo4”’1) 8(foexp

)

(La¡a±~f)(g)— ~ (4’(g))= ~ (x)=d(foexp)(x).e
1, (a)

siendof E C
00 (U(o)).

La baseelegidadeterminatambiéncamposinvariantespor la izquierdae~’ E Xx(O),

definidosasí:
e~’(g) = T~L

9 ei.

Su acción sobrelas funcioneses:

(Le>~f)(g) = df(g) e~’(g) = (¿1f(g) o TeL9) . ej =

= cl (fo L9) (e) (~ ex~teiit o) = ~
4jf(=~. expteí)j~

0, (b)

ya que t —. expte~ es la curvaintegral de e}’ con valor inicial e~ en e E O y, por tanto,

¿1~ exp(tefl¡~ ~= e}’ (expO) = et(e) = e~.

Proposición2.6 Sea et E .94(G) el campo vectorial invariante por la izquierda defi-
nido por e¡. E g (expresión (b)). Sea O/Ox~ el campo correspondiente a 0¡ en la carta
natural (expresión(a)). Entonces,

e~’(expx) =

donde

5(x) = 1+ ~adx + >3 $~j(adz)2fl; 5(x). ej = B(x)~e~, (c)
71

y b271 los números de Bernoulli.
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Prueba Haciendouso de la ley formal de grupo y(x; y) del álgebrade Lie g, podemos
escribir:

• (e~f)(expx) = ~f(expxexpte1)to =

e
• SeaB(x)(te~) la partelineal en tej de la expresión -y(x; te), es decir,

‘y(x; tel) = x + BQ4(te~) + O(t
2; x; e~)e

• Se tiene que(ver por ejemplo: Hourbaki ¡1972]; Postnikov [1982])

• adx 1

• B(x)= íexp(adx) =1+~adx+ >3~i~
3jb2n(adx)2fl.

e
Entonces,

e
• (4f)(expx) = ~¿f (exp($x;tejD)~...0=

e = (foexp) (x+tB(x) .ej +C(t
2;x;efl)~...

0 =d(f oexp)(z). (5(x) .e~).e
• Escribiendo8(x) . e1 = B(x)I

0k,

(e4f)(expx)= d(f o exp)(x). (B(x)~’ Ok) =e O(f o ~ Of

• S(x)~’d(f o exp)(x) = B(x)~ exp)(x) = flkZ¿)j

por lo que

eS (expx) B(x)~ ~9$expx)

e u

Proposición2.7 Sea M un campo tensorial 2-contravariante, antisimétrico, invariante
• sobre O, definido por el 2-tensor antisimétrico

e
M= ~Ma b

0 A

0b E gAg.
2

Sean M’ sus componentes en la carta natural correspondientea la base (el) de 9, es
• decir,

1—’’~ O Oe 3 Ayy,
M(expx) =e

donde 8/8x¿ está definido en (a). Entonces, la relación de fu con las componentes
invariantes M0 b viene dada por la igualdad:e

• ÑP~(x) — M~bB(x)~ B(x)~, (d)

• donde 5(x) viene dado por la expresión (c).

e
Prueba Consecuencia directa de la proposición anterior. u

e
e
e
e
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La Proposición2.7 se puedegeneralizarparael caso de camposde tensoresp-
contravariantes,antisimétricos,invariantessobreelgrupo. Utilizando la relaciónentrelas
componentesinvariantesy las componentesen unacartanatural, de camposde tensores
invariantes,sepuededarotrademostracióndela invarianciadel corchetede Scbouten(ver
Sección1.2.4). Estademostraciónes interesanteporquepermiteencontrarel elemento
de 9 A . . A g quelo definepor traslacióna la izquierda.

Desarrollaremosel casoparticular del corchetede Schoutende camposde ten-
soresinvariantesde orden2, comprobandoque la anulacióndel 3-tensorsobreg, que
lo definepor traslacióna la izquierda,es la ecuaciónclásicade Yang-Baxter. También
describiremosel corchetede Schoutendevectoresy tensoresdeorden2, quepermitedar
unacaracterzaciónde los 2-cocidosexactosinvariantesen la cohomologíade Schouten.
Ambasexpresionesseutilizaránen el Capítulo4.

SeaO un grupode Lie de álgebrade Lie g y 2L(g) el álgebraenvolventede g. Sean
Kl y Ñ los campos2-contravariantes,antisimétricos,invariantessobreO definidos por
traslacióná la izquierdade M = M” b

00 ®
0b y N = NC d

0 ® ed respectivamente.

Consideremoslos elementosde 2t(g)®3:

M’
2~M®I, M’3=P23M’2P23, M23=I®M, (e)

dondepU es la permutaciónde indices i y j en 2í(g)®3, y definamos,considerandoel
productoen 2t(g)®3,los elementos

con 1 <1 ci =3, 1 =m <n <3, asícomo:

[M;N] = — ([M’2 ;Ñ’3] + [N’2 ;M’3] + [M’2 ;N23] +

+ [N’2;M23] + [M’3;N23] + [N’tM23]) . (g)

Lema 2.2 El elemento [M ; N] c Qt(g)®S definido en (g) pertenece a g ® g ® g.

Prueba SeanM=Múbeo®eb E g®g yN~Ncde ®eci E g®g antisimétricos.El
siguiente cálculo revela que

fM’2; N’ 3] E 9 ® 9 ® 9.

En efecto,teniendoen cuenta(f),

[M1 2 N’ 3] = M’ 2N’3 — N’ 31412 =

(M” b
00 ®Ob® 1)(Ncdec®1 ®Od) — (Ncde~®1®eci)(M” b0 ®0b®1) =

— MabNcd(e0® ob ® 1)(e6® 1 ® Od) — M
0bNCd (e~ ® 1 ® eci)(e,.. ® eh ® 1) =

— M<~bNCd(e
4e0® 4 ® 6d —

0c0a ® 4 ® e4 =

— MabNcd((e
0e,— e~e~) ®4® e~) = M” bNcdCr ce,. ® 4 ® e~,

siendoCg~ las constantesde estructuradel álgebrade Lie g.

De manerasimilar, se compruebaque [N’
2 ; M’ 3], [M’ 2 N2 fl, [N’ 2 M23],

[M’tN23] y [N’tM23] pertenecenag®g®g. u

El elemento[M ; N] E g®~ definepor traslacióna la izquierdaun campotensorial
3-contravariantesobreel grupo O. La siguienteproposiciónnosdice queestecampoes
el corchetede Schoutende los camposinvariantesquedefinenU y N.
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e Proposición2.8 Con las notaciones(e) y (f) precedentes,el corchetede Schouten de
los campos Kl y R viene dado por la expresion:

e 1e [KlvÑ](x) = ~í[M;NV~”e’ Ae’ Ae~.

e
Prueba En efecto, sea

[Kl;Ñ](x)~[Kl;N] u’~ O O a• (x)~A~Ay~.

la expresiónlocal del corchetede Schoutende M y N en coordenadasnaturales. Las
• componentes[Kl;RJUk(x) vienendadaspor la expresión(g) de la Sección 1.2.2:

e 1 1 ,.Kl~’(x) R””(x)),•
es decir,e

• ¿ [Kl~Ñ]0áC(x)=(Kli0OiÑbc+ÑiaOiKlbc)(x)+

• + (KlibO,ÑCO +FPbO,Klc~~) (x) +

• + (Klí~O.Ñob~i~FPcO~KPb)(x). (h)

Si CL1 son las constantesde estructuradel álgebrade Lie g en la baseutilizada,
haciendousode la Proposición2.6, por unapartetenemo~que:

e
[e~; efl(x) = CJe”(x) —

y por otraparte:

[e~; e~](x) = (8(x)~O~)(5(x)frb) — (B(x)¡’Ob) (B(x)~O~)

— B(x)~808(x)tOb + S(x)~B(xñ8~ —

• —B(x)~ObBQr)~O0 —S(x)~8(x)~O~b =

• — (S(x)% O~B(x)~’ — 8(z)?O~B(x)~) Ob.

Por lo tanto,se obtienela igualdad:e
• B(x)%8~B(x)~ — 5(x)7O~B(x)~ = Cfl5(x)~. (i)

e
Al desarrollarlas derivadasen la igualdad (h) utilizando la relación (d) de la

Proposición2.7 se llega a:

e• [Xl;ÑI«bC (x) —M»~N”’~B(4B(x) (O~B(x)~ B(x)~ + B(x)~, O~B(x)~) +
• + M~~N”

0B(x)~B(x)~ (OtB(x)~,B(x)~ + B(x)~OiB(x)t) +

• + M~”N”’3B(x)~B(x)t (O¡B(x)?.B(x)» + 5(x)~< O~B(x)~) +

• + M~”N”0B(x)~,B(x)~, (O~B(x),B(x)~ + B(x)~, O~.B(x)fl+

• + ~ (O,B(x)~B(x)~, + B(x)~ O¡B(x)~) +

• + M~UNO“R(xfl~B(x)?j (O~B(x)~ B(x)~ + B(x)~ O~5(x)~)

e
e
e
e
e
a
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Ahorabién, teni~ndoencuenta(i), los términosprimero’yúltimo sepuedenagrupar
de la formasiguiente:

MPUNOO(B(x),5(x) O~5(x)~R(x)~ + B(x),B(x)7gB(x)~O~B(x)~) =

— M4UNafiB(x)~B(x)7i(R(x)~O~B(x)~— S(x)~O~B(x)~) =

— MPbNaoC:aB(x):B(x)~5(x)~,

y de manerasimilarse puedenagruparel restodelos términos.Se llega así a la siguiente
expresiónde las componenteslocalesdel corchetede Schoutende Kl y

[M;Ñ]ObC(x) —(M~1N”’”Cfl, + MhIlCNVC~~+

+ M”~N~’C~~ + M~’N~”C~ +

+ M~~N”’C,’,~ + M~~JNukC$?B(x)?B(x)tB(x)~. (j)

Consideremos,ahora,loselementosM’2, M’3 y M23 de 21(g)®3 definidos en (c).
En la demostracióndel Lema2.2 vimos que:

Q

[M’2 ; N1S]rbd = M0bNCdC~C.
Calculando expresiones similares pafa [M’ 2 N23] etc., las componentesdel elemento
[M ; N] E gAg A g definido en(g) se escribenasi:

[M;N]rbd ~MabNcdC~. + M~0NCdC~C+ MraNbcC~,+

+ M0dNCbC;
0+ ModNrcC~0±MbONrCCt. (k)

Finalmente,la comparaciónde las expresionesO) y (k) implica que

[A?;Ñ]” bco = [M; Nf’ “B(x)?B(x)tB(x)~,

por lo que
1’i’kb O O O

LM;NJ(x) = —[M;Ní’B(xflB(X)’B(x4— A —A——-3938x” Oxb Oxc’

lo quedemuestra,en particular, la invarianciade [Kl;Ñ], yaque,teniendoen cuentala
Proposición2.6,

[Kl;N] (x) = ~j(M;NV’”e~’ A4 Ae~.

u

Como consecuenciadirecta de la proposición anteriorse tiene la siguienteinter-
pretaciónde la ecuaciónclásicade Yang-Baxter.

Teorema2.7 Con las notaciones precedentes, si Xl, N E A2(G> son invariantes, se
tiene:

[Kl; R] = O.’: [M ; N] =0.

En particular,

[Kl;Kl]= o .~jM’2 ;M13] + [M’12 ;M23] + [M’3 ;A’123] = o,

que es la ecuación clásicú de Yang-Baxter. u
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Corolario Sea O un grupo de Lie y A E A
2(O) el 2-tensorinvariantepor la izquierda

• definido por r E gAg. Entonces,(O; A) es una variedad de Poissonsi y sólosi r satisface
• la ecuación clásica de Yang-Baxter. u

Si r esno-degenerado,la formasimplécticaSI asociadaa A es tambiéninvariantey
• estádefinidapor el elemento/3 E g~ A g tal que (i3~ ) — —(r~”)”’1 (ver Sección1.2.3).

La condiciónde cerradade 12 equivalea la condiciónde 2-cocidode g, con respectoa la
representacióntrivial sobreR, de /3 (ver Observaciónde la Sección1.1.1). Es decir, se
satisface:

• /3([x;y];z) +/3([y;z~x) +/3([z;x];y) =0,

• paratodo x,y,zE 9.

e Por tantotenemosel siguientecorolario.e
• Corolario (Drinfeld V. G. [1983a]) Sea r E g A g no-degenerado y sea /3 E g A 9* tal

que (/3~ ) ~— (rP Y) ~. Entonces, r satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter si y sólo
si /3 es un 2-cocido de g con respecto a la representación trivial sobre R. u

e
En este punto, es importante el resultado siguiente (ver Chu [1975]). La de-

mostración que exponemos nos ha sido sugerida por A. Guichardet.

Teorema2.8 Sea O un grupo de Lie conexo que admite una estructura simpléctica
invariante. EntoncesO no es semi sim píe.e

• Prueba

• (1) Sea /3 E g A g el 2-cocidode Chevalleyque define por traslaciónla estructura

e simplécticainvariante. Sea /3: g -.4

•
el isomorfismo definido por ~(x) . ~¡ — /3(x;y). Supongamosque g fuese semisimple.

• EntoncesH2(g; R) = O (ver Postnikov[1982])y por tanto existe<p # O E 9* tal quepara
• todox,yEg

/3(x;y) =óp(x;y) = —4[x;y]) = (adw) y.
Es decir, 4(x) = ad~, (1)

paratodo x E 9.e
• (2) Seak : g — g~ el isomorfismo (g es semisimple)definido, apartir de la formade
• Killing k de g, por la expresión:

• k(zi) 22 = k(zi; 22),

ee paratodo 21,22 E g.

Entonces,paratodo z E g se verifica:

= —<~;ad~...i~z>= —k(U’(w);ad~.i~z) =

=k(ad¡~...
1,~ k”(~); z) k([k

1(~p); k’Qp)];z) = O,e
e
e
e
e
e
a
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Ii
donde,en ‘la terceraigualdad,hemosutilizado la propiedadde invarianciapor la repre-
sentaciónadjuntade k. Por tanto,

ad¡.I(~) cP = 0.

(3) En la expresión(1) pongamosx = kT’(~i). Claramentex # 0, pues~ # O y k es
un isomorfismo. De (1) obtenemospues:

= O.

Siendofl o un isomorfismo,obtenemos~ = O y por tanto una contradicción. El
álgebrade Lie g no puedesersemisimple. u

SeaahoraX E XftG) un campodevectoresinvariantedefinidoporX = Ve~ y Kl,
comoantes,un campo2-contraváriante,antisimétrico,invariantesobreO. Consideremos
loselementosde 21(g)02:

X’=X®1; X2=1®X; M’2=M; M2~—MP’2, (m)

y definamos

[X’;M’2] =X’M’2—M’2X’

[M12 ;X2] = M’2X2 — X2M’2 (n)

as’ como: [X; M] — [x’ ;M’2] — [M’2 X2] (o)

Entoncessetiene la siguienteproposición.

Proposición2.9 Con lasnotacionesprecedentes,el corchetede Schoutende Kl y Y
vienedadopor:

L4”’4’ p,xj~j
1n,ivije~Ae~.

Prueba Por definición (expresión(g) de 1.2.2),

[Kl;X]”’”(x) = Xi(x)OtKlmn(x)+Xl
tm(x)OtYn(x)—KP”(x)O~X”’(x).

Porlas Proposiciones2.6 y 2.7 se tiene:

X”(x) — XtB(x)2, • Klt m(x) = M~b5(x)~B(x)W.

Sustituyendoestasexpresionesen las componentesdel corchetede Schoutende X y Kl
tenemos:

[Xl;~ ] mn() = X~B(x)~~O~ (Mabs(x)~B(x)g) +

+ AtI<~bB(x)~5(x)WXd(OtS(x)fl — MÚbB(x)5(xflXd (OtR(x)W).

Aplicandola igualdad(1), despuésdedesarrollarla derivadadel producto,obtenenemos:

[Kl;Y]m71(x) — XdM0i5(x)7C~aB(x)r+ XdM0iB(x)TC~a5(x)?=

(p)— (XdMOJCkO +
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Porotra parte,a partir de las definiciones(n) setiene:

e [X’ ; M’ 2] = (xdeci o 1) (Ma b
0 O Ob) — (M” b0 O Ob) (Xded 01) =

e — Xdkf~bC~0(e,. Oee [M’ 2; X
2] — Xci M” GC%(e,.O Ob),

e y por tanto (o) seexpresaasí:

e [X ; M] [X~ ; Al’ 2] — [M’ 2; X2] — (XciM”~C~
0 + XdMOCt) e~ Oe~. (q)

• Comparando(p) y (q) deducimosque

• [Kl;Y]”’”(x) = [X;M]”B(x)rB(x)?,

e lo cual implica que

• [Xl;Y](x) =

•
e quedandodemostradala invarianciade [M; Y]. u
• Corolario Si Y E X(O) y Kl E A

2(G) son invariantes,

• ‘ [Kl;Y]=0~=t~’4M;X]=0.

• u

En la siguienteproposicióndamosunacaracterizaciónde los 2-cocidosde Poisson
• queseráutilizadaen el Capítulo4.

Proposición2.10 Sea (O;A) un grupo de Lie dotado de una estructura de Poisson

invariante. SeaA E A2(g). Para que A sea un cocido de Poisson esnecesarioy suficiente
• que

[A; Al =0.

Para que A = (— 8)X es necesarioy suficienteque

• A= [A;X] [X’;A’2] —

• conXEA’(g).

Prueba Consecuenciadirectade las definicionesy de la Proposición2.9. U

e
• 1.3 Productos Estrella

o
Los productosestrellasobreunavariedadde Poisson(M; { ; }) soncasosparticu-

laresde deformacionesformalesde la estructurade álgebraasociativade (C~(M); .).
e

La cohomología diferencial, nula sobre las constantes de Hochschild es el contexto
naturalparasu estudio.La equivalenciay la existenciade productosestrellaencuentran
susobstruccionesrespectivamenteen el segundoy tercerespaciosde estacohomología.

De todo productoestrellaseobtienepor antisimetrizaciónun corchetedeformado,
que es unadeformaciónde la estructurade álgebrade Lic, definida por el corchetede
Poisson {; }, sobreC¶M). La cohomologíade Chevalley-Eilenbergde (C¶M); { ;

juegaen el estudiode los corchetesdeformadosel mismo papelquela de Hochschilden
el estudiode las deformacionesasociativas.

e
e
e
e
e
e
a
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1.3.1 CohomologíaDiferencialde Hoclischuíd

El espaciodelas funcionesde claseC~ sobreunavariedaddiferenciableM tiene
unaestructuranaturalde álgebraasociativadadapor el productoordinariode funciones.
La cohomologíade Hochschildes la cohomologíarelacionadacon dichaestructura. Se
definecomo sigue.

Definición 3.1 Denotemospor N el álgebra asociativa C~(M). Una p-cocadena
(ji =1) es una aplicación p-lineal

Las O-cocadenasse identificancon los elementosde N.

SeaC~ = C’(N) el espaciovectorialdelas cocadenasde ordenp. Para cadaji =~,

se definela aplicación:
6’ : CE C’ ,5’C E

de la siguienteforma:

(6’C)(fo;fí;... ;f,)=foC(fi;... ;f,)+

+ >Z(—’)~ C(fo; fi;... ; f~i ‘A; f¡+í; . . . ; 4)+
i=i

+ (--í)’~’C(fo;... f,—i) .Y

Si C = eC’ y 6 : 0 0 es la aplicación cuya restricción a C’ es 9, se comprueba
directamenteque 6o6 = 0. Por tanto, besun operadorde cohomologíadenominado
operadorde cohomología,o decoborde,de Hochschild.

Definición 3.2 Un ji-cocido es una p-cocadenaque pertenecea Ker 9. Y se dice
quees exactoo p-cobordesi pertenecea Im 9’1~ El p-ésimoespaciode cohomología,
denotadopor H’(N), es el espaciococientede los ji-cocidospor losp-cobordes.

Definición 3.3 Una p-cocadenase dice que es local si C(f1;. . . ; f~,)[y = 0 cuando
algunade las funcionesse anulesobreel abiertoU de M. Sedice quees diferenciablesi
es local y existeun enterocl tal quela restricción a todo dominiode carta vengadada
por un operadorji-diferencial deordenmáximocl en cadaargumento.Sedice queesnula
sobrelasconstantessi C(f1; . . . ; f,) = O cuandoalgunade las funcionesf, seaconstante
sobre‘la variedad.

De la definición del operadorde cohomologiase deducequesi C E C’ es una co-
cadenalocal, respectivamentediferenciable,respectivamentenula sobre las constantes,
entonces6 C E 0,41 es local, respectivamentediferenciable,respectivamentenula so-
bre las constantes. Esta observaciónpermite definir los espaciosde cohomologíade
Hochschildlocal, local y nula sobrelas constantes,diferencial y diferencialy nula sobre
las constantes.

En lo sucesivoconsideraremossólo la cohomologíadiferencialy nulasobrelas cons-
tantesde Hochschild.Estacohomologíavienedadapor el siguienteteorema.
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e
Teorema3.1 (Vey J. [1975]) El p-ésimoespacio de la cohomologíadiferencial dee Hochschild, H~(N), es isomorfoal espaciode los p-tensorescontravariantes,antisimé-

e tricos A~(M) sobre M. Esteisomorfismovienedadopor la descomposiciónumea:

e
e

donde C es un ji-cocido, E es una (ji — 1)-cocadenay A un p-tensor contravariante
antisimétrico. Mas aún, si C es nula sobrelas constantes,E sepuedeescogernula sobre
las constantes.

La siguienteproposición permite caracterizaral ji-tensor A como la parteanti-
• simétricadel ji-cocido C.

Proposición3.1 Todo cobordees la sumade cocadenassimétricasen dosvanables.e
O Prueba En eÉecto, las cocadenas

0 F1(fo; f’;...; 4) = C(fo;fi;...; f~—.í f~; f¡+:; . . . 4)e
sonsimétricasen las variablesi — 1 e i, y la suma

e

O sepuedeescribirasí:

O foC(f1;... ;f~)+(—1)’~’C(fo;... ;f~—í)f~=

O
• + (—1Y’

41f~í . C(fo;... ; 4—2; 4) + (—1)~~’C(fo;... ; .&—~; f~—~)f,,

e
ahora bien, la suma de los dos primerostérminos es una cocadenasimétricaen las
variablesO y 1, la sumade los dossiguientesessimétricaen las variables1 y 2, etc. ue

• Del Teorema3.1 y de la Proposición3.1 se obtiene imnediatamenteel resultado
• siguiente.

e Corolario La descomposiciónde todoji-cocido C determinadapor el Teoremade Voy
O sepuedeescribir así:
• C=AC+6E,

siendoA el operadorde antisimetrizacióncompleta:

• (AC)(fi;... ;fp).!~.(~.1)aZC(fa,;... ;fa,j,

ae
dondela sumaestá extendidaa todas las permutacionesde 1,... ,ji. En particular,
la parte antisimétricade un p-cociclodiferenciablede Hochscb.fldes un p-tensorcon-

O travariante antisimétrico. De otra forma, todoji-tensorcontravariante,antisimétricoes
un ji-cocidoquenuncaes exactoa menosqueseanulo.

e
e
e
e
e
a
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1.3.2 Productos Estrella sobre una Variedad Diferenciable

Definición 3.4 Sea N[h]] el álgebra de las series formales de potenciasen /1 con
coeficientesen N. Una deformaciónformal del álgebra asociativa (N; ), o un producto
deformado,es unaaplicación bilineal de 1V >< 1V en N[h]] definidapor la serie formal:

00

f*n9=f.g+>3C,.(f;9)tY, (a)
r=1

dondelas C,. (r =1) son 2-cocadenasde Hochschildy tal quesu extensiónnatural a
una aplicación bilineal de N[h]] x N[h]] enN¡[h]] satisfacela propiedadasociativa. Es
decir,

(f *~ g) *~ h — 1 *fi (g *~ h) = O,

para todof, g, Ir E N.

Definición 3.5 Sila sumainfinitase interrumpeen el término deordenq y la relación
de asociatiWdadse verifica hastaesteorden incluido, se dice quese tiene un producto
deformadoal orden q.

Al desarrollar la expresión (f *~¡ g) *p~ Ir setiene:

oc

(f *,~ g) *,~ h (f ~g)~Ir +3 (C,.(f; g) .h) Ir,. +
r=1

+É(Cr(fY;h))ir+É(ECs(Ct(f;9);h))n”~

st> 1

de la mismaforma,

00

f *>~ (g *ft h) = f. (g~ Ir) +2 (f . C,.(g; h)) Ir” +

r=1

C*(f; Ct(9;h)))1l”.
+1=r
84=1

Por lo tanto, la propiedadasociativaal orden 1 de la ley de composición(a) se escribe
así:

6C1=O,

es decir, C1 es un 2-cocidodeHocbschild. Al ordenq, se compruebadirectamente,que
la propiedadasociativase escribeasr:

6 C0 = Eq,

dondeEq es la 3-cocadenadefinidapor:

E4(f;g;h)= >3 [Ck(C¡(f;g);h) —Ck(f;C¿(g;Ir))] . (b)
k+L=,.
k,I>1

Así pues,la ley de ¿omposición(a) satisfacela propiedadasociativaal ordenq si y sólo
si Eq es un 3-cocidoexactode Hochschild.

Ahorabien, dadoun productodeformadoal ordenq, automaticamenteEq+r es un
3-cocido de Hochschild (Gerstenhaber [1964b]),en consecuencia, teniendo en cuenta el
Corolario de la Proposición 3.1, se tiene el siguiente resultado.
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Proposición 3.2 Sea
q

• f *n g = f .g+>3 C,.(f;g)h”,

un productodeformadoal orden q y seaEq+t el3-cocidode Hochschilddefinidopor (b)
(conr = q+ 1). La condiciónnecesariay suficientepara queexista una2-cocadenaCq+i

• tal que

• 14g1.g+ >3C’r(f;g) h”,e
seaun productodeformadoal orden q + 1 es que la parte antisimétricade£~+~ seanula.
Asípues,el espaciode las obstruccionesa la prolongaciónde productosdeformadosal
orden q es el tercerespaciode cohomologíadeHochschild. u

Si las C,. (1 =2’ =q) son,respectivamente,cocadenaslocales,diferencialeso nulas

sobrelasconstantes,sededuceinmediatamenteque la 3-cocadenaEq+i, definidapor (b),
es igualmentelocal, diferenciableo nula sobrelasconstantes.

• Definición 3.6 Un producto deformadose dice local, diferenciable, unitario si está
definidopor una serie formal (a) dondelas C,. (r =1) son 2-cocadenaslocales,diferen-
ciableso Úulas sobrelas constantesrespectivamente.En esteúltimo casose tiene

• f *~ 1=! Z1 *fl f.

e
La siguienteproposiciónpermiteparticularizarla teoríade los productosdeforma-

dosen el casoen queel término de orden1 vengadadopdr el corchetede Poisson.

e
Proposición 3.3 Sea(M; { ; }) una variedad de Poisson,y 1V el álgebra asociativa

• C00(M). El corchetede Poisson:

{;} :1V x N — 1V,

es un 2-cocidode Hochschilddiferencial,no exactoy nulo sobrelas constantes.

Prueba Para comprobar que { ; } esun 2-cocidode Hochschild,bastaconsiderarque
• por definición:

• (6{;})(f,g,h)=f.{g;Ir}—{f.g;h}-4-{f;g.h}—{f;g}.Ir, f,g,hEN,

y hacerusode la propiedad(ver Sección1.2.1):

{fy.q;h} f.{g;h}+{f;Ir}.g,e• ({; } esunaderivaciónencadaargumento).Obtenemosentonces6{; } = O.

Porser { ; } antisimétricoy no nulo, no puedeserexacto (Proposición3.1). u

Definición 3.7 Sea (M; A) una variedad de Poisson 1V = C00(M) y sea N[h]] el
álgebradelasseriesformalesen ti con coeficientesen 1V. Un ProductoEstrella (Bayen,

• Flato, Ftonsdal,Lichnerowicz,Sternheimer[1978])sobreM es un productodeformado
definidopor la serie formal

00e f *fi 9 = f .9 + >3 C
1(f; g) Ñ,

• 1=1

e
e
e
e
e
a
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dondelas C. son2-cocadenasdiferencialesde Hocbschild(operadoresbidiferencialesso-
bre 1V), sin término constanteen cadaargumento(nulos sobrelas constantes),tal que

___________ — {f;g}+O(f;g;ti). (c)
ti

La condiciónde ausenciade término constantesignifica que: C~(1; g) = C~(f;1) = 0, y
por tanto,

f*~1=f, l*~g=g. (d)

Setieneun productoestrellaal ordenqsiestaspropiedadessesatisfacenhastaeste
orden incluido.

Definición 3.8 Una aplicación bilineal de 1V >< 1V sobre Nf[Il]] definida por la serie
formal

00

{f;g}n={f;g1+>3Cr(f;g) nr, (e)
r=1

dondelas Cr (r =1) sonaplicacionesbilineal antisimétricasde 1V x 1V sobre1V, es una
deformaciónformaldel álgebradeLie (1V; {; }), o un corchetedeformado,si suextensión
natural a fina aplicación bilineal de N[h]3 x Nf[ti]] sobre N[f ti]] satisfacela relación de
Jacobi:

{{f;g}n;Ir}a+{{g;h}n;f}n+{{h;f}h;g}n =0, (E)

para todof, g, h E 1V. La serie (e) defineun corchetedeformadoal ordenq si la relación
de Jacobíse satisfacehastaesteorden incluido.

De maneraanálogaal casodelos productosdeformados,la condición (f), ordena
orden,se escribeasí:

E(f;g;h) = (6C~)(f;g;h), (g)

donde6 esel operadorde cobordeenla cohomologíadeChevalley(Definición 1.1 de1.1.1)

y
EL(f;g;Ir) = >3 C~(C,(f;g);Ir) +(perm. circularesde f,g,Ir). (h)

k+L=r

k 1>1

Si la relación(g) sesatisfacehastael ordenq, E~÷ies automáticamenteun 3-cocido
de Chevalley (Gerstenhaber [1964b]),‘por tanto tenemos la siguiente proposición.

Proposición3.4 Sea

q
{f;g}n = {f;g}+>3C~(f;g)h”,

r=1

un corchetedeformadoal orden q. La condición necesariay suficientepara que exista
una 2-cocadena de Chevalley Cq+i tal que

q+1

{f;g}~ = {f;g}+>3C~(f;g)ti”,
r=1

sea un corchetedeformadoal orden q + 1 es que el 3-cocido definidoen (h) sea
exacto. Por tanto, siel tercerespaciodecohomologfadeChevalleyesnulo, todocorchete
deformadoal ordenq sepuedeprolongar al ordenq + 1. u
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e
Si las C,. (1 =r =q) son locales, diferenciables,nulassobre las constantes,lae - 3-cocadenaE~+1, definidaen (h), esigualmentelocal diferenciableo nula sobrelas cons-

tantesrespectivamente.e
Definición 3.9 Un corchetedeformadose dicelocal, diferenciable, nulo sobrelascons-
tantessi las 2-cocadenasCr sonlocales,diferenciables,nulassobrelas constantesrespec-

• tivamente
e

Se puedeestablecerunarelaciónentrelos productosestrellay los corchetesdefor-
madospor antisimetrización.Definiendoe

e oc
{f;g}n~~(f*~g—g*nf)={f;g}+>3Kj(f;g)1V,e j=1e

se tiene qu’e K~(f;g) = C~+i(f;g) — C~+i(g; f) sondos-cocadenasdiferenciables,nulas
sobrelasconstantesdeChevalley,talesquesesatisfacela identidaddeJacobi.Por lo quee {; }n es unadeformacióndel álgebrade Lie (1V; { ; }). Lichnerowicz [1982]ha probado
que, dadoun corchetedeformadodiferenciabley nulo sobrelas constantes,a lo sumo
existeun productoestrellaque lo genera.e

Los resultadosmas importantesen relacióncon la existenciade productosestrella
sonlos siguientes:

• Teorema3.2 J. [1975]) SeaM una variedadsinipléctica. Si el tercerespacio

de cohomologíade de Rhamesnulo, existeuna deformacióndiferencial del álgebra de
• Lie (C00(MK{;}). u

• Teorema3.3 (NeroslavskyO. M., VlassovA. T. [19811) Sobretodavariedadsimpléc-
tica en la queel tercerespaciode cohomologlade de Rhames trivial existeun productoe estrella. u

Teorema3.4 (Lecompte P., de Wilde M. [1983]) Sobre toda variedad simpléctica

• existeun productoestrella. U

e
e
e 1.3.3 Equivalencia de Productos Estrella

Proposición 3.5 Seaf ~ g un productodeformadoysea una serieformal

e
Co

T,~Id+>3T1W (a)

• i=1

• dondelasT~ (i =1) sonaplicacionesiinealesdeN en 1V. La aplicación f4g de.2V >< 1V
• en N[h]], definidapor la identidad:

Tn(f *~ g) = Tn(f) *jje
es un productodeformado

e
e
e
e
e
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Prueba SiendoT~ unaserieformalmenteinvertible,se tiene:

f49=TE1 (Tn(f)*nTn(g))

Desarrollandoestaidentidadenseriede potenciasde ti seobtieneunaexpresióndel tipo:

00

f*Xg=f.g±>3C(f;g),
r=1

dondelas (4 sonaplicacionesbilinealesde 1V x 1V en 1V.

Porotra parte,4 satisfacela propiedadasociativayaque:

(f*~g) 4h—f4 (g*XIr) =T,j~’1 (Tn(f4g) *hTnIr—Thf*ATA(g*J¶Ir)) =

— T1 ((TU *~ T~g) *~ T~Ir — Tnf *~j (T~g *~ TAIr))

— T;1(0) = 0.

u

Definicióh 3.10 Dosproductosdeformadosf *,~ g y f 4g se dicequesonequivalentes
si existeuna serie formal (a) tal quese satisfacela identidad:

Tn(f*Sg) =T~(f) *~T~(g).

En particular, una deformaciónse denominatrivial si es equivalentea la defor-
maciónidentidad (C,. = O para(r> 1)).

El resultadode la proposiciónanterior sepuedeparticularizarparaproductosde-
formadoslocales,diferenciableso nulos sobrelas corÉtantes,considerandoaplicaciones
T~ (i = 1) queseanrespec¿iivamentelocales,diferenciableso nulossobrelas constantes.
De estaformasepuedehablardeequivalenciasde productosdeformadoslocales,difer-
enciablesy nulossobrelas constantesrespectivamente.

Lichnerowicz[1980]ha demostradoquesi la 2-cocadenade HocbschildC = 6T es
d-diferenciabley nula sobrelas constantesentoncesel endomorfismoT de 1V es (d + 1)-
diferenciable y nulo sobre las constantes.

Basandonos en este resultado, demostramos a continuación que el caracter difer-
enciabley nulo sobrelas constantesde la 1-cocadenaT~ vieneobligado por el caracter
diferenciable y nulo sobre las constantes de los productos deformados *a y *¶.

En efecto, sea el producto deformado diferenciable y nulo sobre las constantes:

Co

f *¡j g = f ~g+ >3 C~(f;g) ir,
r=1

y la serie formal
oc

= Id + >32’, n’
3=1

donde las 2’n (s =1) son endomorfismos de 1V (por extensión lineal fFn opera en 1V[ti]J).
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Consideremosla aplicaciónbilineal *~ de 1V x 1V en 1V{[Ir]] definida por
Co

• f *~ g f~ g + >3 C~(f;g) ti”.
• r=1

Si las C41 son dos-cocadenas de Hochschild diferenciables y nulas sobre las constantes,
• tales que se verifica la igualdad:

TA(f4g) =Tnf*~T~g,

entonces,medienteun cálculo directose obtiene:

C~—Ct+Ct=6Tt; t=1,2 (b)e
donde Cí=Oy Gt(f;g)= >3 T.(C;(f;g))— >3 T5(f)T8’(g)—

• >3 (Cr(Ts(f);g)Cr(f;T,(g)))

r+s=t

• — >3 Cr(Ts(f);Ts’(g)), (c)
‘ r+s-4-s’=t

con r, s,8’> 1. Los operadores T~ (s =1) son entonces necesariamente diferenciales y
nulos sobre las constantes.

Definición 3.11 Dosproductosdeformados
• 00 00

• f*ng=f.g+>3Cr(f;g) ti”, f4gz~f.g+>3C}f;g)ti”,
r=i “=1

se dice quesonequivalenteshastael orden q si existeun elemento2j = Id + ~ 2’,. ti
tal quelasrelaciones(b) se satisfacenpara t = 1,... , q.

Gerstenhaber [1964b] ha demostrado que si dos deformaciones son equivalentes
hasta el orden q, la expresión:

• C~41 — Cq+i +
0q+i,

• es un 2-cocido de Hochschild. Se tiene pues la siguiente proposición.

Praposición 3.6 Sean
• 00 oc

• f*ng=f.g+>3Cr(f;g)h” y f*kgf.g+>3C,1(f;g)tir
“=1

dosproductosdeformadosequivalenteshastael orden q. Sea

e
• = Id + >32’,. ti”,

r=i
el elementoqueestablecela equivalencia.La condiciónnecesariay suficientepara que
existauna aplicación lineal deN en 1V, Tq+i, tal que*h y *~ seanequivalenteshastael
ordenq + 1 por mediode: ‘ q+i

• T, = íd + >32’~ n~,
r=i

es que
• C~~

1 — Cq+í +
0q+i,

sea un 2-cocidoexacto,estandodefinido0q+1 por la expresión(c). u

e
e
e
e
e
a
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Lichnerowicz [1982]ha demostrado que si la variedad es simpléctica y su segundo
espacio de cohomología de de Rham es nulo el segundo espacio de cohomología de
Hochschild es de dimensión uno y entonces todos los productos estrella definidos sobre
la variedad son equivalentes.

Para los corchetes deformados también se puede definir la noción de equivalencia.
Este concepto se puede particularizar para los casos local, diferenciable y nulo sobre
las constantes ya que también en la cohomología de Cbevalley se tiene que si C es una
cocadena local, diferenciable o nula sobre las constantes, 6 C es respectivamente local,
diferenciable o nula sobre las constantes.

Analogamentea la Proposición3.5, se tiene el siguiete resultadopara corchetes
deformados.

Proposición 3.7’ Sea{f g}n un corchetedeformado(respectivamentelocal, diferen-
ciable, nulo sobrelas constantes)y sea unaserie formal

Co
= íd + >3 ~ nl,

1=i

dondelas T~ (i = 1) son aplicaciones lineales de 1V en 1V (respectivamentelocales,
diferenciabíes,nulassobrelas constantes).Entonces,la aplicación {f;’g}S deN x 1V en
1V[ti]] definidapor la identidad:

= {Tn(f);Ta(g)}n

es un corchetedeformado(respectivamentelocal, diferenciable, nulosobrelasconstantes)
sobreel álgebra de Lie (N; { ; }). u

Definición 3.12 Dos corchetesdeformados(respectivamentelocales, diferenciables,
nulossobrelas constantes){f ; y {f ; se dice queson equivalentes<con equiva-
lencia local, diferenciable,nula sobre las constantesrespectivamente)si existeuna serie
formal

Co

= íd + >3 7’~ IV,
i=i

dondelas T~ (i = 1) son aplicacionesde 1V en 1V lineales (respectivamentelocales,
diferenciabíes,nulassobrelas constantes)talesquese satisfacela igualdad:

Tn{f;g}~= {Trj(f);Tn(g)},~, (d)

para todo1,9 E 1V.

Cuandola igualdad (d) se verifica hasta el orden q incluido, se se dice que los
corchetesdeformadossonequivalentesal ordenq.
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e
1.4 ProductosEstrella Invariantessobreun Grupode Lic

1.4.1 Operadores Diferenciales Invariantes sobre un Grupo de Lic

e
• Sea T~G el espacio vectorial tangente a Oen el elemento unidad e E O. Si x E T~G

sean2’ y x’> los campos vectoriales sobre Ogenerados, apartir de x, por traslación a la

izquierday a la derecharespectivamente,es decir,

xÁ(g)=T~A
9.x, xP(g)=T~p9.x, paratodogEC.e

• Si y E 2%G entoncesexiste un elemento [x ; y] E T~O tal que (ver por ejemplo: Helga-
• son 11978]; Varadarajan[1974]):

• [2’;yA](g) = 74%. ¡x ;y]
• [29’;yP](g) = TeP9 [x;y].

El álgebra de Lie g de O es el espacio vectorial T~O dotada del corchete [;].e
• El álgebraVA (O), de los operadoresdiferencialesinvariantespor la izquierdasobre

O, es el álkebra asociativa generada por los campos vectoriales xx. De la misma forma,
el álgebra de los operadores diferenciales invariantes por la derecha sobre G, Va(O), es el
álgebra asociativa generada por los campos invariantes por la derecha (ver por ejemplo:

• Helgason [1978];Varadarajan [19741).

• Sea

• T(g)=Z®g® le

• le-O

• el álgebra tensorial sobre el espacio vectorial g, y ¿7 el ideal bilátero generado por las
relaciones

x® y — y ® x — [x; y].

• El álgebra envolvente 21(g) es, por definición, el álgebra asociativae
• 21(g) = T(g)47.

• La aplicación x —. 2’ seextiendea un isomorfismode álgebrasde21(g) en V
1(O) (ver

• por ejemplo: Varadarajan [1974]). De la mismaforma, si 21(g)0 es el álgebraopuestaa
21(g), la aplicación x -4 x~ se extiende a un isomorfismo de álgebras de 21(g)~ a V~(G).
Así, si x~ ~ z es un producto en 21(g), se tiene

(x . . . z)>~ = 2’ . y>~ .. . 2’

e
• La aplicación

• g—.gxg, x—.(x;x),

es lineal y se atiende de forma única a un homomorfismo de álgebras

A :21(g) —.4 2t(g x g) ~ 21(g) ® 21(g),e
• denominado coproducto de 21(g).

e
e
e
e
e
a
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Observación Sean~, 4’ doselementosde CCo(O), y x E g entonces

xA(~4) = g((A(x)Ñw® 4’)), (a)

x~(~4’) = g((A(x))~(~® 40)

siendoji : Coc(O) ® C00(C) C~(C) la aplicación definida por

(b)

u

Es convenienteintroducir la siguiente notaciónpolinómica para los elementosde
21(g). Si {e~; i = 1 n} es una base de g, escribiremos

x~ =e~®1®1®~~®1®~• (i=1,2

cualquieraqueseael númerode unos. Así,

- X~E21(g)®21(g)®...

También escribiremos

yi=1®ei®1®...®1®... , Yi E21(g)®2L(g)®...

y

t~=1®1®1®4®1®••®1®~,etc.

Los elementosx conmutancon los elementosy, pero si i ~ j, x~ y x~ en generalné
conmutan. Lo mismo ocurre para y, z,... etc.

Un elemento E E 21(g) ® 21(g) se escribe como un polinomio en las variables x,y:

B = >3a(pMu)4”.. •e~ ®4’ . ..e~n —

La acción del coproducto, en notación polinómica, es:

A(x
1)=(e1®1+1®e~)®1®. xj+yj,

y por tanto
) = (tí + yí)

M’.. . (x,, +

Así pues,si A(x) E 21(g), escribiremos A(A(x)) = A(x+ y).

Haciendousode estanotacióny teniendoen cuenta(a), se tiene:

(A(x))A(p4’) = p(A(x + y)A(~ ® 4’)), (c)

para todo A(x) E 21(g) y todo ~,4’ E C00(G), dondeji vieneestádefinidaen (b).
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• 1.4.2 Cohomología Diferencial Invariante de Hochschild

• Sea ahora la variedad M, de la Sección 1.3.1, un grupo de Lie O. La cohomología
diferencialinvariantepor la izquierda (respectivamentepor la derecha)de Hochschildse
define como en 1.3.1 con la condición adicional de que los operadores multidiferenciales
C sobre O sean invariantes por la izquierda (respectivamente por la derecha).

Teniendoen cuentaque el álgebrade los operadoresdiferencialesinvariantessobre
• el grupo es isomorfaal álgebraenvolvente21(g) del álgebrade Lie del grupo, sepuede

dar unadescripciónen el elementoneutro de la cohomologíadiferencial invariantede
• Hochschild,por medio de los elementosde 21(g) ® . . . ® 21(g).

Definamos,por tanto, la siguientecohomologla,quepor traslacionesa la izquierda
(respectivamentea la derecha)es isomorfaa la cohomologíadiferencialinvariantépor la
izquierda (respectivamentepor la derecha)de HochschildsobreO.

(i) Las ~-cocadenasson los elementos de

CV)
• 21(g)&..®21(g).

e (u) El oñerador de cohomología

• 6 : 21(g)®P -4

• está definido de la siguiente forma:

e
• o

i=ie
teniendose,por tanto ¿od = 0.e

En notación polinómica (Sección 1.4.1), las 1-cocadenas se representan como poli-
nomiosE(x); las2-cocadenascomo polinomiosF(x; y), donde las variables x’s permutan
con las variable y’s, no permutandoni éstasni aquellasentresí. El operadorde coho-
mologíaaplicadoauna 1-cocadenaseescribeasí:

• (6E)(x;y) = E(y) — E(x + u) +E(x) (a)

e
y aplicado a una 2-cocadena:

• (6F)(x;y;z) = F(y;z) — F(x+y;z) +F(x;y+z) —F(x;y). (b)

La condición de 1-cocido de Hochschild (en la cohomología invariante) es pues:

• EQr + y) = E(x) + E(y) (c)

y la de 2-cocido:

• F(x+y;z)+F(x;y)=F(x;y+z)+F(y;z). (d)

El siguienteteoremaes unaparticularizacióndel Teoremade Vey en el casode la
cohomología invariante.

e
e
e
e
e
a
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Teorema4.1 (Lazard M. [1955], Cartier P. [1955/56]) El p-espaciode cohomología
diferencial invariante de Hochschildsobre O es isomorfo al espacio de los p- tensores
antisimétricosinvariantessobre O. Esteisomorfismovienedadopor la descomposición

a = Aa+6 E,

dondea es un p-cocicloinvariante y E es una (p-1)-cocadenainvariante. u

e
1.4.3 ProductosEstrella Invariantessobreun Grupo de Lie e

e
Definición 4.1 Un productoestrella invariante por la izquierda (por la derecha)so-
bre O es una aplicación bilinealsobreC00(O)[ti]] con valoresen esteespacio,definidade
la siguientemanera:

(1) Sicp,4’ ECCo(O)

oc

~o*4’=>3CiÚ,o,4’)IV; Co =1,
i=i e

* estádefihidolinealmentesobreCoc(O)[n]]. e
(2) C~ es un operadorbidiferencial invariantesobreO tal que,para todo~ E C00(O), e

C~(1;9)=0. e
e

(3) —
(prescindimosde la condición(c) de la Definición 3.7de la Sección1.3.2). e

Comohemos visto, si C~ esinvariantepor la izquierda,existeun único F~ E 21(g) ®
21(g) tal que e

C~Qp;4’) = g((Fj(x; ~))A (~ ® 4’):J~

siendoji : CCo(O) ® C00(O) ~ C00(O) la aplicación definida en (b) de 1.4.1. De forma

análoga si C
1 es invariante por la derecha, e

e
Desarrollandolos miembrosde (3), tenemos:

oc Co e
(cp*4’)*x=>3CjQp*4’;x)tii=>3[ >3 Ci(Ci(so;40;x)]tim,

ji m=O i+i=m

m=O i+i=n2 isie
Entonces, si (3) se satisface, se tienen las siguientes relaciones para todo m = 1,2, 3,~

>3 C~(C~Qp;4’);x)= >3 C1Qp;C~(4’;x)). (a)
t+j=m i+j=m

e
Ahora bién,

e
e
e
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e
por lo tanto, teniendo en cuenta (c) de 1.4.1, las relaciones (a) se ecriben, en notación

- polinómica, de la siguiente forma:

e >3e i+j (Fj(x±y;z)F~(x;y))>h9p®4’®x)=

• =>3 (Fj(x;y+z)Fi(x;y))A(sc®?k®x),
• i+j=m

• paratodo so, 4’, x E C00(O), y la propiedad asociativa se expresa asi:

• >3 E~(x+y;z)F
1(x;y)= >3 fl(x;y+z)F~(y;z); m= 1,2,3 (b)

i+j=m i+i=m

Haciendousodel operadorde cohomologíade Hochschild, las relaciones(b) son:e
6F1(x;y;z)=0, (c)

‘ 6F¿(x;y;z)=a¿(x;y;z), 1=2,3,...,

donde

a¿(x;y;z)= >3 [P~(x+y;z)Fj(z;y)—Fi(x;y+zYPfty;z)]. (d)
• ‘ i-4-j=L

i,j=1
Hemosprobadopues la siguienteproposición.e
Proposición4.1 Existeunaaplicación biyectivaentrelosproductosestrellainvarian-~
tespor la izquierdasobreO y los elementos

F(x;y) = 1 + ZFdx;y)tit E 21(g) ®21(g)([h]]

e
quesatisfacenlas relaciones(b). Por simplicidad,escribiremos(b) dela siguientemanera:

• F(x+y;z)F(x;p) =F(x;y+z)F(y;z). (e)

• u

Brevemente, se puede afirmar que F(x; y) es un producto estrella invariante por la
• izquierda sobre O.

Si en la Definición 4.1 el producto estrella es invariante por la derecha, cada C~
• determina un único elemento H1(x;y) E 21(g) ®21(g) tal que

• C1Qp;4’) = ji((H~(x;y))”(~®40).

Entonces, de forma similar, se prueba la siguiente proposición.

e
Proposición 4.2 Existe una aplicación biyectiva entre los productosestrella invari-
antespor la derechay loselementos

• Co

• H(x; y) = 1 + >3 H~(x; y) IV E 21(g) ® 21(g)[h]]e i=i

quesatisfacenlasrelaciones

• H(x; y) H(x + y;z) = H(y;z) H(x; y + z).

• u
e
e
e
e
e
a
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1.4.4 Equivalenciade Productos‘Estrella Invariantes

Definición 4.2 Sean

oc oc

F(x;y) = í+>3Fdx;y)ti~, F’(x;y) = 1+>3F(x; y) IV,
i=1 j=t

dos elementoscualesquierade 21(g) ® 21(g)[h]J. Se dice que son equivalentessi existe
algúnelemento

Co

E=’1+>3Eiht c21(g)[II]],
i=i

talque
E(x+ y) F’(x; y) = F(x; y) E(x) E(y). (a)

Desarrollandola condición (a) ordena orden,se obtienela siguienteproposición.

Proposición 4.3 Los elementosF(x; y) y F’(x; y) sonequivalentessi y sólo si

F~(x;y)—Fk(x;y)±Gk(x;y)=(6Ek)(x;y); Jc=1,2,3 (b)

donde
Gi(x;y) =0, (c)

ypara k 2,...

Ck(x;y) Gk(E1,.. . , E~...í;E1’ F~...1;E1 Fk4..í)(x; y)

— >3 [E1(x+’y)Fftx;y) —‘F~(x;y)E~(y) —E~(x;g)E~(x)]
i+j=k (d)
i,j>1

— >3 E~(x)Efty)— >3 E~(x;y)E~(x)E¿(y).
i+j=k i-4-j+l=k
i,j=i t,j k>i

Hayquehacer notar queGk(x;y) estádefinido por mediode E~, fl, F7 con 1 =
j<tk—’1. ‘ ‘ ‘ ‘ .4 ‘ u

Definición 4.3 Sean E, E’ dos elementosde 21(g)®
2[h]]. Supongamosque existen

Li,... ,Em E 21(g) tales qué se satisfacen (b) y (c) para k = 1,2 m. Diremos,
entonces,queE y E’ sonequiúalenteshastael ordenm..

Propasición 4.4 Supongamos,ahora, queE(x;y) es un productoestrella invariante.
Sea

oc

i=i

un elementoarbitrario de 2L(
2)[n]]. DefinamosE’(x; y) por la relación:

E’(x;y) = E’(x+ y) F(x; y) E(x) E(y).

EntoncesE’(x; y) es un productoestrella invariante.
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Prueba Setiene

• F’(x ~ y; z) = E1(x + y + z) F(x + y; z) E(x+ y) E(z),

e
F’(x + y; z) F’(x; y) = E’(x + y + z) F(x + y; z) F(x; y) L(x) E(y) E(z).

De la misma forma, se tiene

e
• F’(x; y + z) F’(y; z) = E1(x + y + z) F(x; y + z) F(y; z) E(x) E(y) E(z),

• pero F(x;y) satisface(e) de 1.4.3,por lo queF’(x;y) también. u

Estaproposiciónproporcionasignificado a la nociónde equivalenciade productos
estrellainvariantes.

e 4.4Definición

(1) Dos productosestrella invariantesF y E’ son equivalentessilo son en el sentido
de la Definición 3.10 de 1.3.3.

e (2) Son equivalenteshastael orden m, si E y E’ son elementosequivalenteshastael
• ordenm en el sentidodela Definición 3.11 de 1.3.3.

SeanE y E’ dos productosestrella. Supongamosque son equivalenteshastael
orden Iv, esto es, para i = 1,... , Iv tenemos:

e
¿E,.

donde E
1,... , E,< E 21(g) y los elementos Gí,... , G~ vienendadospor la expresión(c).

Sabemos(Gerstenhaber[1964b1)que la dos-cocadenae
• F,~+i—Fk+í+Ck+l(Eí,... ,EM;F F~;Ei,... ,Ek)

es un 2-cocido.

e
Por losTeoremas3.1 de 1.3.1 y 4.1 de 1.4.2, existe Irk+í E A

2(g) y Ek+í 621(g) tal

que
e
• F,~+,—Fk+í+Gk+í(Eí Ek;F F,~;Fí,...,Ek)=Irk+í+6Ek+:. (e)

e Se tiene,por tanto,el siguienteresultado.e
Proposición 4.5 Dos productosestrella E y E’ quesonequivalenteshastael orden Iv,
sonequivalenteshastael orden Iv + 1 siy sólo si Irk+í = O en la expresión(e). u

Estasnocionesy resultadosseránfrecuentementeutilizadasen los Capítulos3 y 4.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
a



u
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e



e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

Capítulo 2

e
e EcuaciónClásica de Yang-Baxter
e

El objeto de estecapitulo es demostrarlos principalesteoremasenunciadospor
• y. G. Drinfeld [1983a]y M. A. Semenov-Tian-Shansky [1983],que hacen referencia a los

conceptosdegrupodeLie-Poisson,biálgebrade Lie y álgebradeLie doble, estableciendo
la relaciónentreellos y con las distintasversionesde la ecuaciónclásica de Yang-iBaxter.e

Para la elaboración de las Seciones 2.2, 2.3 y 2.4, además de en las referencias
anteriores, nos hemos basado esencialmente en los trabajos de Y. Kosmann-Schwarzbach

• [1987], It. Aminou e Y. Kosmann-Schwarzbach[1988],R. Arninou [1988],Y. Kosmann-

• Schwarzbachy F. Magri [1988], [1990]. Con la intención de que el capítulo resulte
autocontenido,hemosincluido demostracionesdetalladasderesultadosobtenidospor los
autores precedentes, adoptando, en alguna ocasión, un puñto de vista mas general.ee En relacióncon el trabajode Semenov,en las Secciones2.1 y 2.5 desarrollamoslas
demostracionesdelos teoremasdeobtencióndesolucionespor el métododefactorización,
de sistemas hainiltonianos definidos por soluciones de la ecuación modificada de Yang-
Baxter. Demostracionesdelasquesóloconocemosalgunasindicaciones(Semenov[1991])

e para casos particulares.

• Los trabajos de Sklyanin [1982],dentro del método de scattering inverso desarro-
liado por Faddeev y su grupo, son el origen de estas nociones. Las dos primeras fuerone introducidas por Drinfeid [1983aJcomo una interpretación geométrica de la ecuación

clásica de Yang-Baxter. La tercera por Semenov-Tian-Sansky [1983]como una versión

algebraica de la matriz-r clásica.

La definición de matriz-r clásica propuestapor Semenovse situaen el contexto
de los sistemas hamiltonianos con espacios de fase que son orbitas de la representación
coadjunta de un grupo de Lie. Consiste en un endomorfismo R E End(g) del álgebra de

• Lie g tal que la aplicación biineal antisimétrica

e 1e [x;y]p= ~([Rx;y]+[x;RyJ)

e es un nuevo corchetede Líe sobreg. Al par (g; R), cuandoR satisfacela condición
anterior, sele denominaálgebra de Lie doble.

Todo corchete de Lie sobre un espacio vectorial V determinasobreel espaciovecto-
• rial dual un corchete de Poisson (ver Sección 1.2.1, expresiones (a), (b) y (c)). Por tanto

si R es unamatriz-r clásicasobreun álgebrade Lie g, sobreg~, se tienendoscorchetes

57
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de Poisson,el corchetede Poissonnatural(de Kirillov-Kostant-Souriau)definido a partir
del corchete de Lie [;] y el corchetede Poisson{; }n asociadoa [;]R.

Si so E CCo(g*) es unafunción de Casimirde g~ con respectoal corchetede Poisson
natural,lasecuacionesdel movimientode’ hamiltonianoso con respecto al corchete {
son: (Teorema1.1 de la Sección2.1.1):

da
— =—ad(M(a))’a; M(a) = ~R(dso(a)) , acgt
dt

De tal forma que, la existencia de una forma bilineal no-degenerada invariante sobre g,
permitetrasladara g la estructurade Poisson{ ; y lasecuacionesanterioresadquieren
la forma de Lax (Proposición 1.8 de 2.1.3):

da
= [a;M(a)}.

Una ¿ondición suficiente, introducida por Semeñov [1983], para que la aplicación
bilineal antisimétrica [;]R satisfaga la identidad de Jacobi es que 1? satisfaga la Ecuación
Modificada de Yáng-Baxter(Proposición1.4 de 2.1.3):

Bn(x;y) [R(x);R(y)] —2R([x;y]R) = —[x;y].

Estadefine, por tanto, un conjuntode matrices-rclásicascuya importanciaestribaen
que es posible encontrar soluciones de las ecuaciones del movimiento por el método de
factorización (Teorema1.4 de 2.1.3). Si R es soluciónde la ecuaciónmodificadade
Yang-Baxter, existen subgru~pos de Lie de O cerrados, G~’, tales que todo elemento de
un entorno de la unidad de O admite una factorización única 9 = g+giú con g~ E 0±.

Entonces, si so E Coc(gs) es una función de Casimir con respecto al corchete de Poisson
natural,x0 = dso(ao) E g yc~, e... son curvas definidas en el entorno de la unidad donde
se satisfacela factorizaciónexp(txo) = c+(t)’e..dt), c±E 0±, la solucióncon valor
inicial a0, de las ecuacionesdel movimientocon harniltonianoso E C

00(gfl, con respecto
al corchete de Poisson { ; }¡~, es (Teorema 1.4 de 2.1.3):

a(t) = Ad* (c~(t)) ao = Ad* (c4t)) ao.

La noción de grupo de Lie-Poissonconsiste en dotar a un grupo de Lie O con
unaestructura de Poisson (es decir, un corchete de Lie { ; }c sobre CCo(O) tal que
{fi ;f2fa}a = IdI’ ;fa}a + laflí ;k}a paratodo 11,12,fa E 4200(0)) de forma que
la operación de grupo sea un morfismo de Poisson de la variedad de Poisson producto
O x O en la variedad de Poisson O (ver Sección 1.2 1)

Toda estructura de Poisson sobre una variedad M puede describirse por medio de
un campo tensorial 2-contravariante antisimétrico A sobre M denominado 2-tensorde
Poisson,con la propiedad, que lo caracteriza como tal, de que el corchete de Schouten
(ver Seccion 1.2.2) [A; A] es cero. Estudiada en términos de A, la condición de grupo de
Lie-Poisson se expresa así (Teorema 2.1 de la Sección 2.2.1),

A(gh) = (2’2 ph)®2A(g) + (ThA
9)®

2A(h), para todo
9,Ir E O.

Esta p+opiedadse conocecon el nombrede propiedadde Drinfeld del 2-tensorA.

Si A es un 2-tensor de Poisson sobre un grupo de Lie O, que satisface la propiedad
de Drinfeld, la aplicación 1: 0 g ® 9 definida por:

1(g) =
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e
(donde g es el álgebra de Lie de O) es un 1-cocido del grupo con respecto a la repre-e - sentaciónadjuntasobreg ® g. Recíprocamente,si 1 es un 1-cocidode O con respecto a

• la representación ádjunta sobre g ® g,el 2-tensor A definido por

A(g) (Te p9)®
21(g),

e
• satisfacela Propiedadde Drinfeld (Teorema2.1 de 2.2.1).

e La aplicación tangente en el elemento neutro a un 1-cocido de grupo, con respecto

a una representación ~, es un 1-cocido del álgebra de Lie del grupo, con respecto a la
• representaciónT~t. Entonces,si (O;A) es un grupo de Lie-Poisson, sobre el álgebra de

Lie g de O, existe,determinadopor A, un 1-cocidoe 741 : 9 —* g ® g con respecto
• a la representación adjunta de g (Proposición 2.2 de 2.2.1). Este 1-cocido e determina
• unaestructuraadicionalsobre ~, también introducidapor Drinfeld [1983aJ(estudiada

por Kosmann [1987];Kosmann y Magri [1988];Aminou y Kosmann [1988])denominada
estructura‘de biálgebrade Lie.e

• Una biálgebradeLie es un par (g; e), dondegesun álgebradeLie y e : 9 -4 g®g es
un 1-cocido con respecto a la representación adjunta, tal que la aplicación transpuesta,

9®9,-4 g, esla7aplicaciónlineal asociadaaun corchetede Lie sobreg. Entonces,
• si (O; A) es un grupo de Lie-Poissony 1 el 1-cocidode grupo asociadoal 2-tensorde

PoissonA, la aplicación ¿ (74l» define un corchetede Lie sobreg, dado por la
expresión:

• [¿; ll]g* = ¿(¿® ij) = d ({f ; =40)(e),

• donde¿= df(e)y i~ = dg(e) (Teorema2.2de la Sección2.2.1). Portanto, (u; 2’4) es una
• biálgebrade

Recíprocamente,si e : 9 —~ g ® g es un 1-cocidocon respectoal representación
• adjuntade g y O es el grupo de Lie simplementeconexode álgebrade Lie ~, existeun

1-cocido1 : 0 9 ® g, con respectoa la representaciónadjuntade O, tal queTet = e.
• El 2-tensorA determinadopor 1 satisfacela propiedaddeDrinfeld por ser1 un 1-cocido

(Teorema2.1 de 2.2.1) y es un 2-tensorde Poisson(es decir, el corchetede Schouten
[A; A] = 0) si ¿ satisfacela identidadde Jacobi(Teorema.2.5 de la Sección2.2.3). Pore tanto,todaestructurade biálgebradeLie sobreun álgebradeLíe g define,sobreel grupoe simplementeconexoasociado,unaestructurade grupodeLie-Poisson,tal que la estruc-
tura de biáigebradeLie quedeterminasobreg coincideconla dada. El teoremasedebe
a Drinfeld [lOBSa]y ha sido demostradopor Lu y Weinstein[1990]. Guichardet[1995]
ha dado otra demostración de este teorema probando que existe una biyección entre las
estructurasde biálgebradeLie sobreg y lasestructurasde biálgebracopoissonianasobre

e el álgebraenvolvente21(g) de g.

Definiendolos morfismosdegrupode Lie-Poissoncomo aplicacionesso: (91; A
1) —

(92; A2) quesonmorfismosde grupoy morfismosde Poisson,y definiendolos morfismos
de biálgebradeLie como aplicacioneslinealesu: (gí; cí) — (g~; e2) talesqueu : fi 92

* —. g1 sonmorfismosde álgebrade Lie, se tieneque la aplicación tangenteen
yu :92
el elementounidada un morfismodegruposde Lie-Poissones un morfismodebiálgebras
deLie (Proposición2.6dela Sección2.2.2). Deestaforma, quedadescritala equivalencia

• entrelas categoríasde los gruposde Lie-Poissony las biálgebrasde Lie.

e
La condición de 1-cocidocon respectoa la representaciónadjunta, de una apli-

calón e : g -4 g ® g tambiénse puedeexpresarcomo la existenciade unarelación de
• compatibilidad(Proposición2.5 de 2.2.2) entreel corchetede Líe de g y la aplicación

e
e



60 2 EcuaciónClásicade Yang-Baxter

bilineal antisimétrica‘quedefine ¿ sobreg~. En el casoen que (g; e) seaunabiálgebra
de Lie, estacondiciónde compatibilidadentrelos corchetesde g y g esequivalentea la
existenciade unaestructurade álgebrade Lie sobreel espaciovectoriale g x ~, que
inducelas de g y g~ y deja invariantela formabilineal, simétricano degenerdasobree,
definida por <(x; 4’); (y; n)>e = <x ; ~1> + <y; 4’) (Proposición2.7, Teorema2.3 de 2.2.2).
Este resultadode Drinfeld [1983a]pone de manifiesto una correspondenciabiunivoca
entrelas nocionesde biálgebrade Lie y Ttipletede Manin.

Sedenominanbiálgebrasde Lie exactasa aquellas definidas por un coborde e = 6

i’ E g ® g, en la cohomologíade Chevalley del álgebrade Lie g. En el estudiode las
condicionessobreun 2-tensorr, para que (g; 6 r) seaunabiálgebrade Lie, desempeña
un papelimportanteel 3-tensor(quedenominaremoscorchetede Schouten invariante)

= [A~;Afl(e) E g®g®g,

donde A~ es el campotensorialdefinido por traslacióna la izquierda de r. Este 3-
tensorexistey ‘sólo dependede y, ya que, el corchetede Schoutende campostensoriales
invariantespor la izquierda (o por la derecha)sobreO es invariantepor la izquierda (o
por la derecha)(Proposición.3.2de 2.3.1).

Sea r = s + a la descomposicióndel 2-tensorr E g ® g en suspartessimétrica
y antisimétrica. La condición necesaria‘y suficienteparaque 6 r defina unaestructura
de biálgebra de Lie exactasobreg es que s y fa; a] seanad-invariantes(Teorema3.1
de 2.3.2).

Se entiendepot soluciónde la ecuaciónclásica generalizadade Yabg-Baxter,todo
tensorantisimétricor E gAg tal quead~[r ; 9-] = 0, paratodox E g. Teniendoen cuenta
la condiciónnecesariay suficientedel párrafoanterior,las solucionesde la ecuacióngene-
ralizadade Yang-Baxterdeterminanun tipo de biálgebrasdeLie exactasqueseconocen
con el nombrede biálgebráé’de Lie cuasitriangulares.

Las solucionesde la ecuaciónclásica de Yang-Baxtersonlos 2-tensoresantisimé-
tricos, r E g A g, talescjue [r ; r] = 0. Por tanto,tambiéndefinenun tipo de biálgebras
de Lie exactas,contenidoen el anterior;denominadobiálgebrasdeLie triangulares.

Las nocionesde álgebra deLic doble y de biálgebrade Lie exactase puedenrela-

cionar;-‘ Paraello es’ necesarioque sobreel álgebrade Lie 9 exista una forma bilineal
no-degenerada,‘~, ‘que permita establecerun isomorfismo, ~, entre los espaciosvecto-
riales ‘End(g) y g ® g.

Si la forma ~‘es simétricae invariantepor la representaciónadjuntade g y el
endomorfismoR es antisimétricocon respectoa ~, el 2-tensorr correspondienteal ho-
morfismo (R + 1) crí E Hom(g’; g) define unaestructurade biálgebrade Lie exacta
sobreg (Corolariode la Proposición4.1 dela sección2.4.1).

Recíprocamente,sea(g; [;];¿ r) unabiálgebrade Lie exactay r = s+ a la descom-
posiciónde r en su.partesimétricas y su parteantisimétricaa. Si s es invertible el
endomorfismo.R=aós~1defineunaestructuradeálgebrade Lie doble sobreg,dondes
y a estánconsideradoscomo homomorfismosdeg~ en g. (Corolariode la Proposición4.1
en 2.4.1).’

Supongamosahoraque, ademásde una forma bilineal simétrica, no-degenerada
e invariante por la representaciónadjunta, se tiene sobre g un endomorfismoR que
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e
es solución de la ecuaciónmodificadade’Yang-Baxter. En estecaso, el 2-tensorr =

• (R + 1) o ~“ satisfacela igualdad

• [r;r](a;0)=—r([a;t)

e siendo[a; = ~24~í(a) ; ~~(fi)],es decir, el corchetede Líe que,sobre9* define

e [;]por medio del isomorfismo~ asociadoa la formabilineal (Proposición4.2 de 2.4.1).
Teniendoen cuentaesteresultado,si sobreg existeunaformabilineal no-degene-

rada,simétricae invariantepor la representaciónadjunta,las biálgebrasde Lie exactas
determinadaspor álgebrasde Lie dobles definidaspor solucionesantisimétricasR de la
ecuaciónmodificadade Yang-Baxter,se puedencaracterizarde la siguienteforma. Son

• aquellasbiálgebrasde Lie (g; [;];ór) tales que la partesimétrica,s, de res invertible e
invariantepor la representaciónadjuntay r satisface:

• [r;r] (a; /3) =

• (Proposición4.3 de 2.4.1). A estetipo de biálgebrasde Lie exactaslas denominaremos
• biálgebrasde Lie-Semenovy a las álgebrasde Lie dobles asociadasa ellas, álgebrasde

Lie-Semenov(Kosmann[1987];Aminou [1988]).

• Una característicade las biálgebrasdeLie-Semenovconsisteen que,si (g; 1;]; e) es
unábiálgebrade Lie, al productog x g~ se le puededotarde unaestructurade biálgebra

• de Lie-Semenov(Proposición4.5 de 2.4.2). El corchetede Lie de g x g* es el mismoque
• hacede él un triplete de Manin:

• [(x;fl;(y;~)]gxa- = ([x;y] +ad¿y—adx;[¿;n]r +adn—ad¿)

Y el 2-tensorquedefinela estructurade biálgebrade Lie sobreg x g~ es:

m: (¿;x) c (g ~<g~)~ + (x;0) E g x

Con estaestructura,la inyeccióncanónicade g en gx g~ es un morfismode biálgebras

• de Lie y la de g~ un antimorfismo(Proposición4.7 de 2.4.2).
La estructurade biálgebrade Lie exacta sobreg definida (si existe una forma

bilineal, simétrica,invariantey no-degenerada,~)por un endomorfismoantisimétricoR,
implica la existenciade un corchetede Lie-Poisson(determinado,por tanto,por R y q5)
sobreel grupodeLie simplementeconexoasociadoa g. Si, además,Resunasolucióndela
ecuaciónmodificadadeYang-Baxter,lassolucionesdelasecuacionesdel movimiento,con
hamiltonianofunción centralde O, se puedenencontrarpor el métodode factorización
(Teorema5.2 de 2.5), de forma análogaa lo establecidopara la estructurade Poisson
asociadaa R sobreg~.e

En efecto, lo mismo que en aquel caso,existen los subgruposde Lie 0± y K±
correspondientesa las subálgebrasg~ = Im(R t 1) y e~ = Rer(R ~ 1) de forma que

todo elementode O, en un entornode la unidad,se puedefactorizarde maneraúnica

= ~+~§ donde9±E 0+. La solución con valor inicial c0, de las ecuacionesdel

movimientocon hamiltonianola función centralh, es

c(t) = b+cobí, o bién c(t) = b...cobni,e
dondeb+(t) y L(t) satisfacenel problemade factorización

• exp (2tso’ ((2’ep¿* dh(co))) = b~(t) b...(t)í.

En el casode un grupode matriceslas ecuacioneshamiltonianasadquierenla formade
Lax (Corolariodel Teorema5.2. de 2.5).

e
e
e
e
a
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2.1 Matriz-r Clásicay Ecuación ClásicaModificada de Yang-
-Baxter

Recordemosla notaciónutilizada.SeaO un grupode Lie y g suálgebrade Lie, a
los elementosde O selos denotarápor g, Ii,..., y a los de g por x,y.... Las aplicaciones

0 0 y p9 : 0 -4 0 sonlas traslacionesa la izquierday a la derechadefinidas9.

por el elemento9 E O, es decir, los difeomorfismossiguientes:

>Lg :hEO—*ghEG y /‘~ :hEO~hgEO.

Las aplicacionesAd : 0 01(g), definidapor la relacion:

Ad(g) Ad9 = (T~(g—i)) o (T,~-’ (e)) ; g cO,

y Ad* : 0 Qj(g*) defindapor:

son las accionesadiuntay coadjuntarespectivamentedel grupode Lie O. Por último,
las aplicacionesad: g -4 g¡(g), definidapor:

ad(z).y~ad~y=[x;y], z,yEg,

y ad* : 9 -4 g[(g*), definidapor:

ZE9,

sonlas ‘representacionesadjuntay coadjuntadel álgebrade Lie g.

2.1.1 Álgebras de Lie Dobles

Definición 1.1 (SemenovM. A. [1983]) Seag un álgebra de Lie y R E End(g) un
endomorfismo.Consideremosla aplicación bilineal, antisimétrica:

Ix;Y]R=~([Rx;Y]+[z;RY]) x,yE g. (a)

Sedice queelpar (g;R) es un álgebrade Lie doble si [;]n es un corchetede Lie sobreg,
es decir, si satisface la identidad de Jacobi. En estas condiciones se dice que R E End(g)
es una matriz-r clásica.

Proposición 1.1 Seag un álgebra de Lie, R E End(g) y

BR(x;y) = [Rx;Ry] —2R([x;y]R) . (b)

Para que [;ln satisfagala identidad de Jacobi, es decir, para queR sea una matriz-r
clásica, esnecesarioy suficientequese satisfagala siguientecondicióntrilineal:

[BR(x; y); z] + [Bn(y; z) ; x] + IBR(z;x) ; y] = O
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Prueba Hay que demostrar que la igualdad anterior es equivalente a la identidad de
• Jacobirelativaa

e
Pordefinición de’i;)R, se tiene:

dondela notación+p.c. significa sumaen las permutacionescircularesde z,y, z. Uti-
lizando la identidadde Jacobidel corchete[;] en la igualdadanterior,se deduce:

• [x;y]p;z]~ +p.c. = ~[R(frc;y]R) ;z] — ![RX;Ry] ;zJ -4-p.c.,

e 4
es decir:

• [x;y]n;z]~+p.c. = —~[BR(x;v);z]

quees lo queséquieredemostrar. u

Sobre el espaciovectorial dual g~ del álgebrade Lie g se tiene, ademásde la
estructura,dePoisso¿naturalasociadaal corchetede Lie [;] (expresión(a) de la sección
1.2.1), una nueva estructura de Poisson asociadaal corchete [Ja. Esta estructurade
Poissonvienedadapor la expresión:e

• {so ; 4’}R(a) = a ([dso(a) ; d4’(a)]n) ; p, 4’ E 42Co(g*); a E 9* (c)

donde, al teneren cuentael isomorfismocanónicoentre¶(g*) y g, se consideraque
• dso(a)E 9 para toda función ~ E 42Co(g*).

La siguienteproposición nos dice que toda función deCasimir sobreg~ con respecto
al corchetede Poissonnatural (expresión (a) de la sección1.2.1) es una integral del
movimiento de todosistemadinámicocon respectoal corchetede Poisson(c) definido
por R y con hamiltonianoquees función de Casimircon respectoal corchetede Poisson

• natural.

• Proposición 1.2 (SemenovM. A. [1983]) Seag un álgebra deLie, 7(g*) el anillo de
lasfuncionesde Casimir relativas al corchetede Poissonnatural sobreg y R E End(g).
Si (g; R) es un álgebra de Lie doble entonces las funciones de Z(g*) estánen involución
con respectoa amboscorchetesde Poisson.

e
Prueba

• (1) Sean‘p, 4’ E 7(g), entonces, por definición, para todo a E 9*, se tiene:

• {so;4’}(a)=O.

e
• (2) En las mismascondiciones:

e 1
{so;4~}n(a)= <a;[dso(a);d4’(afln> = <a; <ÁRdsv(a); d4’(a)] + [dso(a); RdiP(a)])> =

• =<ad(d4’(a)).a;Rdso(a)>—<ad(dso(a)).a;Rdlk(a)>=O,

• ya que, por ser ~ una función de Casimir, ad*(dso(ci)) a = O (expresión(c) de la
• sección1.2.1) y lo mismoparala función 4’ u

e
e
e
e
e
a
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Teorema1.1 (SemenovM. A. <1983]) Sea (g; R) un álgebra de Lie doble, I(g’) el
anillo de las funcionesde Casimir relativas al corchetede Poissonnatural sobreg~ Las
ecuacionesdel movimientocorrespondientesal hamiltonianoso E 1(9*) con respectoal
corchetede Poisson(c) definidopor [;]R son:

da — ~ad*(M(a)) . a siendo M(a) = ~R(dso(a)) . (d)

Prueba Sea so E 42Co(g*) y a E g, las ecuacionesdel movimiento con respectoal
corchetede Poisson(c) son (expresión(b) de la sección1.2.1):

dondead~es la representacióncoadjuntaconrespectoal corchetede Lie definido por R.
Si Rt es la aplicación transpuestadel endomorfismoR, de la definición (a) de [;]n se
sigueque:

ad~(x)a= ~Áa&(Rx).a+Rí(ad*(x).a)) , paratodo XE g.

Por tanto,!enel casode quex = dso(a)E g, tenemos:

ad~(dso(a))~a = ~ (ad*(Rdso(a)) a + R
t(ad*(dso(a)). a)2

Ahorabien,si so E I(g*), el último términoesnuloy la expresión(e) seescribefinalmente
así:

da 1
— = .....ad*(Rdso(a)).a.
dt 2

u

Las ecuacionesdel movimientosepuedenescribirdeotras dosformasequivalentes.

Proposición 1.3 Lasecuacionesdel movimientorelativas al hamiltonianoso E 1(9*),
con respectoal corchetede Poisson(c) definidopor~ [; j~, sepuedenescribir de las dos
formassiguientes:

‘da 1
con M+(a)=—(R+1)dso(a), (1)

dt 2

o bién:
con MÁa)=~(R—1)dso(a). (f’)

Prueba El siguientecálculo revela queel segundomiembro de (d) esigual a lossegundos
miembrosde (f) y

— ad* (~(R ±1)dso(a)) . a — — ad* (JRdso(a)) arn ad* Qdso(a)) a =

= — ad* Qndso(a)) a ~ ad~(dso(a)) a = — ad* QRdso(a)) a =

= — ad* M(a) . a,

la penúltimaigualdaddebidaal Lema 2.1 de la Sección1.2.1. u
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2.1.2 EndomnorfismosR = — P~.e
Si el álgebrade Líe g de un grupodeLie O sedescompone,como espaciovectorial,

en sumade dossubálgebrasde Lie g+ y g... y P~ sonlos operadoresde proyecciónsobree g± paralelosa g~ (P.f. + 1’-. = 1), el endomorfismoe
• R=P~-P

es una matriz-r clásica,comose compruebadirectamentea partir de la Proposición1.1
• de 2.1.1.

O Con la notaciónx+ = P+x, se tieneque [x ; yia = [x+ ; y~] — [x. ; y~j, por tanto
sepuedeescribir gn = 9+ e gL, siendogL la subálgebra9... con la operaciónopuesta,y
dondela sumadirecta ahoraseentiendeen tanto quesubálgebrasde Lie de gn. Conse-
cuentemente,si O~ es el grupode Lie simplementeconexode álgebrade Líe Qa y 0+
son lossubgruposconexosde O correspondientesa 9±’setiene que0n y 0+ x OQ son
localmenteisomorfosen e E O dondeO’_ es el grupo O... con la operaciónopuesta.

Entonces,en un entornode e E 0a, setiene:

exp~(x) = expR(x++ r...) = (exp~(x+); exp.(x.))e
Además, la aplicación ji : x OL. —~ O definida así: ¡4g+,g—) = ~ es un
difeomorfismo local en el punto e E O, ya que dji(e) es la identidad 9a -4 g. Esto
permite afirmar que, en un entornodel elementounidad del grupo O, todo elemento

• g E O admiteunafactorizaciónúnicag~g. con 9±E O~

e Teorema1.2 Seag un álgebradeLie, g+ y g. subálgebrasdeLie deg talesque,como
espaciovectorial, g = g.~. e g— y P±los operadoresde proyecciónsobre g~, paralelos
al subespaciocomplementario.SeaO el grupo de Lie simplementeconexode álgebra
de Lie g y 0j los subgruposconexoscorrespondientesa g±respectivamente.Sea el

• endomorfismoR = P+ — R.. Si ~ E 42Co(g*) una función de Casimir con respecto
al corchetede Poissonnatural sobre 9*, las ecuacionesdel movimiento(expresión(d)

e de 2.1.1) relativas al hamiltoniano so~ con respectoal corchetede Poisson{ ; }r~, tienenpor ~olución local con condicióninicial a
0 E g a la curva:

a(t) = Ad* (c4(t)) a0 = Ad* (c...(t)) a0, a0 E 9*e
• siendoc±(t) E 0± las solucionesde la familia de problemasde factorizaciónlocal:

exp(txo)= c+(t)ic.dt); xo = dso(ao)E g.e
La igualdadde las curvasa.~.(t) = Ad* (c+(t)) a0 y a...(t) = Ad* (c...(t)) ao es

consecuenciade la condiciónde función de Casimir de w~ con respectoal corchetede
Poissoncanónicode g~.

En efecto,la factorización:

e
• c...(t) = c+(t) •exptx0 = c+(t)exptdso(ao),

• implica:
• Ad*(cqt)) ao = (Ad*(c+(t)) oAd*(exptdso(ao))) ao.

e
e
e
O
e
a
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Ahorabién:

Ad*(exptdso(ao))~a0= aooexp(ad(—td~(ao)))= a0,

ya que la última exponencialestádefinidasobreun grupo de matricesy la función so
satisfacela igualdad(Lema 2.1 de la Sección1.2.1):

O = ad*(dso(ao)) ao = —a0 o ad(dso(ao)),

por serunafunción de Casimir.

En la demostracióndel teoremase haceusodelessiguientesresultados.

Lezna1.1. Seac: IR —~ O una curva C~ y b : R .-.. O la curva sobreO definidapor

b(t) = (c(t)fíentonces:

di, dc
dt ~

TePc(t)—iO Tc(t)Xc(t)—1 ~

Prueba ?n efecto,consideremosla composición:

tER —t(b(t);c(t)) E Ox O A b(t) •c(t) = e E O. (a)

Recordandoque‘la aplicación tangentea ir en un punto (g;h) E
(ver por ejemplo: Dieudonné[1970]):

T(g;h)ir(xg;Xh) = Th.X
9(xh) + Tgph(Xg),

al derivarcon‘respectoa‘t la composición(a) se obtiene:

RTb(t>OXT,(t>G*TeO~g

db
(db dc)’

por tanto:

esdecir:

db dc
=

db dc
dt

TePc(t)—’ OTC(t)ÁC(t)1—

O x O vienedadapor

Q

u

Sea y un
A E 2’LOI(V) es de la forma

espaciovectorial de dimensiónfinita y L E 01(V).

A=

Todo elemento

d

dondeso(t) E 01(V) es un grupo local con la condición so(0) = L.
so(t) = L . exptX dondeX E End(V), de forma que:

d
A = —L~ = L . X E TLOI(V),

dt exptX~~
0

Se puedetomar

(b)

+Tc( dc = O,

u

Q

y por tanto,TLOI(V) = Lnd(V).
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e
Seay E y un elementocualquiera,la aplicacióntangenteen L E 01(V) a

• LE 01(V) -~-~ L(y) E Y,

es:
A E

TLCI(V) ~ A(y) E V, (c)

ya que,teniendoen cuenta(b),

¡VI d
TLT~(A) = TLTA’ k~

1L . exptX~’ o) = ~(L. exptX(y)) j~=~ = L . X(y).e
• Lema1.2 SeaO un grupodeLie deálgebrade Lie g. La aplicación tangenteen9 E O

a la acciónadjuntade O sobreg vienedadapor la expresión:

(T2Ad)(xg) =ad (T9p2-x .x9) oAd(g), donde z9 E T90,

habiendoseidentificadoel espaciotangente
TAa(

9)Ol(g) y g((g).

Prueba Seay E g, consideremos la composición:

• hE O -~ hg E O -~ Ad(hg) E 01(g) -L~ Ad(hg) y Eg,

e derivandoen e E O y teniendoen cuenta(c) tenemos:

• x.E 9 (2’; Ad) (T~p9. x) . yE TAd(g)v9 9,

• Ahora bien, Ad(hg) y = Ad(h) (Ad(g) . y), de forma que la aplicación consideradase
puedeescribirtambién:

Ad
hE O —~ Ad(h) 601(g) —~ Ad(h) (Ad(g) . y) E g.

Al igualarlas dosderivadasse obtiene:

T9Ad(T~p9x) .y=ad(x)(Ad(g)y)

O Como cualquiervector tangentea O en 9 E O se puede escribir así: x9 =
TePg x, se

tienequex = 2’
9p9-’ x9, con lo quese obtieneel resultado u

0 Lema1.3 Seaso E CCo(g*) una función Ad*..invariante,entonces,si a E g,

0 dso (Ad*(g) . a) = Ad(g) . dso(a).

e
Prueba Porser so unafunción Ad*..invariantesetiene:

• ‘ so(Ad*(g).a)=so(a), paratodo gEG, aEg*.

Consideremos la composición:

• 4’: a E g~ —~ Ad*(g) a E g~ —~ so (Ad*(g) . a) E IR,

con 9 E O fijo. Entonces,puestoqued (Ad*(g)) (a) = Ad*(g) paratodoa E g* (ya que
Ad* (g) eslineal), tenemos:

O d4’(a) =dso(Ad*(g).a) oAd*(g).

Perod4’(a) = dso(a), asípues:

O dso(a)= dso(Ad*(g) . a) o Ad(g). (d)

O Porotro lado, realizando,como siempre,la identificación~ g, se tiene:

• Ad(g) (dso(a)) = dso(a) o Ad*(§i), (e)

O dondeseconsideraquedso(a)E g enel primermiembroy quedso(a)E g** en el segundo.
Entonces,sustituyendola expresión(d) de dso(a) en el segundomiembrode (e),

• Ad(g)(dso(a))=dso(Ad*(g).a)

• quedandodemostradala igualdad. u

e
e
e
O
O
a
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Pruebadel Teorema1.2

(2> Con x0 E g fijado, sea la curva

x : 1 E R * Ad (c(t)) ~0 E 9,

donde1 — c(t) es unacurva en O. Entonces,teniendoen cuentala expresiónde la
aplicación tangentea la acciónadjunta,obtenidaen el Lema1.2, se tiene:

ckz /~,~ ÁJ\

dI =

— ad (TC(t)PC(t)-1

xo = ad (TCCtIPC(tí-í

(2) Seala aplicación:

ji :1 E IR Ad* (c(í)) E 9* Po E g

vamosa demostrarque setiene la siguienteexpresiónde ~:dt

1’ dc
— ad* <Pr) .bu(t)

En efecto, por definición de acción coadjuntade O sobreg, la aplicación ji se puede
escribirasí: ~4t) = Po O Ad (c(tS’). Derivando con respectoa t, teniendoen cuentael
Lema1.1 y el apartado(1) de estademostración,setiene:

d /dc7”~
= Po

0~Ad(c(tY~’) =pocad k2%(t)’-IPc(±)~~~ít~) cAd(c(t<’) =

= —jio cad (TC(tí—1PC<t> O TePc(í)—’ c2’~> ~c(t>—’~) o Ad(c(t)’’) —

= —Poe ad (TC(t)~C(tí—I ~,) o Ad (c(IY’)

Ahorabien, teniendoen cuentaqueAd(g) es un automorfismode g, es decir,

Ad(g) o ad(x) ad(Ad(g) . x) e Ad(g); paratodo gEO z Cg,

sepuedeescribir:
ad(x) . Ad(g) = Ad(y)~ (Ad(

4i) . x)

por lo que

— ~uoo ad (TC(t»xC(t)~1 ~) o Ad (c(tY~’) =

= —Po O Ad (c(tYi) o ad (Ad~<~> OTC(t9tc(t)—1

y por tanto,

(1)

= Po o Ad (c(tf~i)

Po~Ad (cey—i)

o ad (

o ad ~ O TeAc<t~ o T«~A~q>—i

(dc§~

dc) (t)

(Ad(c(t))

dp

= —Po O Ad (c(tY’) — ad* (T«t)P~(t)-1~ )
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ee con lo quequedademostradala igualdad(f).

- (3) Volviendo a las notacionesdel enunciado,hayque comprobarque la derivadacon
respectoa t, obtenidaen (f), de la curva:

a(t) = a±(t)= Ad* (c±(t)) a0, (g)

coincidecon:

da• ............ad*(M+(a(t))) . a(t), o con da
dt di = ~ad* (M.Áa(t)))

dondeM±(t)= ±P±dso(a(t)) (Proposición1.3).e
Teniendoen cuenta(f), es suficienteprobar la relación:

• —P+dso (a±(t))= dc~ (h)

o lo quees’lo mismo,
dc~e .Wdso (ae(t)) = Tct<t)Pc+(t)—’ ~ (i)

Como so es Ad*~invariante (Sección1.2.1), haciendousodel Lema1.3, tenemos:

• ‘ Ad (c±(t)). dc(ao) = dso(Ad* (c(í)) . ao)

• y entonceslas igualdades(h) y (i) se puedenescribirasí:

—P+(Ad (c±(t)).dcp(ao)) = Tc±ce)Pct(±)~1§5t , (j)e
• = •dc~ (k)

(Ad(c±(t)).dso(ao))
Tc~<t>pc±cq~idt

• Estoes lo quehayqueprobar.

En efecto,consideremosla composición:

‘1’: tER -.. (c...(t);exp(—tzo))E O>’ 0 ~ a.(t) •exp(—tzo) c
4(t) E O.e

Teniendoen cuentaque ~ exp(txo) =
2’e~~exptx,, . zo (ya que 1 — exptx

0 es la curva
integral en el elementoidentidad, del campoinvariantepor la izquierdadefinido por
zo E g), la derivadacon respectoa ide ‘1’ es

• dc~ d’P
• di di = ?k<e>PexP(~txortar Texp<-.t~0>Ae..<t> 02’0A0xP(-.t10)

entonces:

e TC+(t,PC+<t)I=5~t =

= T~~<t)P0+(t)í ~ dc... — T0+(t)P~+(t)—t O 2%A~+~> =

Te.. (e>Pexp(—txo)ir
• =

Tc.qt) (Pc+cn—’ O Pexp<txo)) ~9z— Ad xo =

di (c+(t))
= 7’c.4t)Pexp(—txo)c~(t~’ —~~— — Ad (c+(i)) . x

0 =

•
• =

Tc...(t)P() —I —~— — Ad (c+@» . =

•
• = T

04t)Pc4t>’” —~— — Ad (c+(l))

e
e
e
e
a _____
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obteniendosefinalmentela igualdad:

dc~ dc...

Ad (c+(t)) . zo = ‘Tc~(t)Pc~(t>—’ ~ + Tc...(t)Pc...(tY’ ‘~‘~ . (1)

Ahorabien,comoc±: IR 0±setieneque c±(t)i E 0±y por tanto Pc~(t>-’ : O~ ‘~

o~. Así puesTc±(t)Pct(t)” : Tc±fl0± —~ 740± ~ esto implica que

dc~

69±,

por lo tanto, de la relación (1) obtenemos:

P±(Ad(cy(t)) xo) = dc~ (m)

Si se considerala composición:

1 (c~(i); exp(izo)) -4 c.~.(i) . exp(ixo) c...(t)

al calcular la derivadacon respectoa t de forma análogaa la precedente,se llega a la
igualdad:

Ad(c.4t)) za= dc~ dc...
di

de dondeobtenemos:

P±(Ad (c...(t)) . ~) = dc~ (n)

Las relaciones(m) y (n) sonlas relacionesbuscadas(j) y (k). u

2.1.3 EcuaciónModificada de Yang-Baxtery Ecuacionesde Lax sobre9*

Los endomorfismosR = P.~. —P... E End(g)soncasosparticularesde solucionesde
la ecuabiónmodificadadeYang-Baxter(Semenov[1985]),que es unacondiciónsuficiente
de matriztr clásica. Suimportanciaconsisteen quea partir de unasoluciónR E End(g)
sepuedegeneralizarel métodode factorizaciónúnicade los elementosdel grupo, en un
entornodel elementounidad, y de forma análogaa lo establecidoen el Teorema1.2,
obtenersolucionesde lasecuacionesdel movimientode sistemasdinámicosdefinidospor
hamiltonianosquesonfuncionesde Casimircon respectoal corchetede Poissonnatural
sobreg~.

Proposición1.4 Seag una álgebra de Lie y R E End(g). Una condición suficiente
para que1? seauna matriz-r clásica es queseasoluciónde la ecuacion:

BR(x;y) [Rz;Ry] —2R([z;y]R) = —[x;y], (a)

denominadaecuaciónmodificadade Yang-Baxter.

Prueba Un cálculodirectorevelaquesi R satisface(a) entoncessatisfacela condición
necesariay suficientede matriz-r clásicade la Proposición1.1. u

Las tres proposicionessiguientesdescribenpropiedadesque se tendránen cuenta
paraformularel teoremade factorización.
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Proposición1.5 Seag un álgebra de Lie, R E End(g) una soluciónde la ebuación
• modificadade Yang-Baxtery

e
= —(R±1)E End(g).e

2
EntoncesR±: g~ —~ g sonhomomorfismosde álgebrasde Lie.

e
e Prueba QueR seasoluciónde la ecuaciónmodificadadeYang-Baxterimplica que:

• R’([x;y]R) =~([Rx;Ry]+[x;y])

e
e por tanto,teniendoen cuentala expresiónde [;]R (Definición 1.1 de 2.1.1),se tiene:

• R±([z;y]R)=~(R+1)([z;y]R)=’~([Rx;Ry]±[x;y]±[Rz;y]±[x;Ry])=

• —~“([Rx;Ry±y]+[x;Ry±y])=~([Rxtx;Ryty])=[R±(x);R±(y)1,e
quees la condiciónde homomorfismosde álgebrasde Lie. u

Proposición1.6 En las condicionesde la proposiciónanterior, sean2±= Im R±y
= KerR~. Entonces:

• (1) g~ c g sonsubálgebrasde Lie de g.

• (2) e±c g±sonidealesdeg±respectivamente.

Prueba

(1) La imagenpor un homomorfismode álgebrasde Lie esunasubálgebradel conjunto
• final.e

(2) Seax’ E 4. Pordefinición R_z’ = Oo lo quees lo mismo Rz’= z’. Se tiene,por
• tanto,

R+z’ = ~(R + 1)x’ = ~z’ + =

por lo que29 E ImR+ 9+, es decir, 4 C 9+•e
Sean,ahora,z~ E 2+ y 29 E C~, entonces,

• It. ((z+;x’]) =R..4[R+x;R+x’]) = (K.oR+) ([x;x’]R)

Como R... o R+ = R+ o R..., sustituyendoen la igualdadanterior tenemos:e
= (R+oRj ([x;x’]~) =R~([R...z;R.z’])

Pero29 E 4, esdecir, R.x’ = O, así pues:

• It. ([x+;x’]) = R+O =0.

Estosignifica que [x+ ;z’] c 4, por lo que 4 es un ideal de g+.ee Análogamentesetieneque t... es un ideal de g.... u

Comoconsecuenciade estaproposición,los espaciosvectorialescociente~+/4 y
• g.../L tienenestructurade álgebrade Lie.

e
e
e
e
e
a
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ProposiciónLI La aplicación:

G~: R~xE g~/f~ R.x E g/L.

es un isomorfismode álgebrasde Lie.

Prueba

(1) Está bien definida, puas si x~ y 4 pertenecena la mismaclase de equivalencia

~‘T~entonces4 — Z.~. E e+ y, por lo tanto, R.(4 — x+) = 0, lo cual equivale a

R+(xQ —a’-.) =0, esdecir a” —z EL yx§ E~’W.

(2) Al ser un homomorfismode álgebrasde Lie, setiene:

entonces: “•

9n[~?;V] =ItÁx;’y]R+L —

= [x.. ;y] ±e= [wr;r1 =

Deestaformaquedademostradoque O es un homomorfismode álgebrasdeLie.

(3) Es claramenteun homomorfismosuprayectivo.

La condiciónde inyectivo es tambiéndirecta:

¡Lx = Rxf<=> O = R÷(It.(x—29))=R-.(R+(x—29)) .~=~>R+z= Rgri.

u

Teorema1.3 (SemenovM. A. [1983]) Sea g un álgebra de Lie, R E End(g) un
endomorfismoquesatisfacela ecuaciónmodillcadade Yang-Eaxer.SeanR±= ~(R + 1)

y u±= Im R±y consideremosla aplicación;

(R*; It.) : gR 2>’ 9,

entonces:

(1)

FiniR = {(x;y) Eg4 XgÚORX=’¡/}
(2) La aplicación iR. un -4’u+ x~g es un homomorfismoinyecti~ode álgebrasdeLie.
Por tanto, un isomorfismoentreQn y una subálgebrade g+ >< g-..

(3) Todoelementoa’ E 2 admite unadescomposiciónúnica a’ = x~ —a’... con (a’+; a’...) E

Im i~.

Prueba

(1) La inclusión:
Imin c {(a’;y) E 2+>’ 9— /

9n~=~}

esdirecta. En efecto,si (a’;y)E ImiR se tiene que a’ = R÷zy y = R..z con z E g, por
lo que (a’; y) E 9+>’ g— y ana’ = y.
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Parademostrarque

• {(a’;y) E ~+>‘ g~/On±=V}C Imi~,

• hay quecomprobarque si (a’; y) E 9+>’ g-. tal que ~ = V~ existey E g de formaque
a’=R~(v)ey=R4v).

Por hipotesis,a’ = R+z e y = Rz’, dondez,z’ E g y Itz E R..z’. Entonces,

e R...z — Rz’ E e, esdecir, R+ (R...z— R...z’) = 0. De aquíse deduce:

• (R + 1)(Rz— z — Rz’ + z’) = RRz — RRz’ -.2+ z’ =0.
Ahora bien,si existey E g tal que a’ = R+v e y = ¡Lv debeverificarse:

e a’=R+z=R+v~v+; y=It.z’=R.v~v...,e
es decir, Rz+zRv+v; Rz’—z’=Rv-.v,

Y

por lo tanto y y Rv vendríandadospor:e 1,, R—!(Rz+z+Rz’-.z’)
v= ~(Rz+z—Rz+z), V 2

y deberíatenerse:

• R(Rz+z— .1?2 + z’) = Rz +2 + R2— z’,

es decir:
• RRz—RRz’—z+z’ =O,~

quees lacondición,obtenidaanteriormente,paraque Rz E ¡Lz’.

• (2) Hay quedemostrarque

ÍR([x;y]R) = [iRz;iRy] , paratodo a’,yE 9>?,

es decir, (n+«a’; y]~); R.. ([a’ ;y]n)) = [(R+a’;Ra’); (R+y; ¡Ly)]

e Ahorabien, ~± : 9>? — g sonhomomorfismosde álgebrasde Lie (Proposición1.5),
• por tanto

(R+~x;y]~) ;R.4[x;ybq)) = ( [R+a’;R+y] ; [R~x;R~y])e
• quees,por definición, el corchetede (R+x;R-.x) y (R+y;Ry) en g x g.

El homomorfismoes inyectivo, pues si isa’ = zRy tenemosque (R+x; It.x) =

e (R+y; R.y) lo cual implica que a’ = y.

• (3) La descomposiciónde a’ E g existeya que:

•
esdecir,I?~ —It. =1. Esúnica,pues,six=a’.~. a’ =u-.vcon (u;v) E Imt5, por
definición defmi5, existiría un a” E g tal que u = 4 y y = xL con lo que:

a’ = x+ —a’— =4— xQ = a’

de tal formaquex+ =4 y x = a’Q. u

e
e
e
e
e
a
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SeanO y O>? los grupossimplementeconexosde álgebrasde Lie g y 9n~ A los
homomorfismosde álgebrasde Lie R±: 9>? —# g les correspondenhomomorfismosde
gruposde Lie: R±: O>? — O y las imagenesO±~EmR±son los subgruposde Lie
conexosdeO de álgebrasde Lie 9±•

Teniendoen cuentael Teorema1.3, la aplicación:

OR 0k>’ O...

es un homomorfismolocal en un entornode e E On, inyectivo, de gruposde Lie.

Seair: O x 0 0 la aplicacióndefinidapor (g; ti) -4 gh—’. La composición

iro(A+;A.) :G~q—*O,

es un difeomorfismolocal en e E On, ya que Te (re (R+; A.i) : ~n — g, es el isomor-

fismo de espaciosvectoriales: a’ E 9n -4 z.~ — z E g, donde(x+;z..) E Imin. Por lo
tanto,un elemento9 E ‘O arbitrario,suficientementepróximoal elementounidade E O,
admiteunafactorzacionuníca: -~

g = —1 ~ (A+;A.)
E fin

De acuerdocon estosresultados,se puedeenunciarel siguienteteorema,generali-
zacióndel Teorema1.2 de la Sección2.1.2.

Teorema1.4 (SemenovM. A. [1983]) Seag un álgebra de Lie y R E End(g) un
endomorfismoquesatisfacela ecuaciónmodificadade Yang-Baxter(a). Seaso E C~(g*)
una función de Casimir, con respectoal corchetede Poissonnatural. La soluciónque
pasapor a0 E g*, de las ecuacionesdel movimiento(expresión(d) de 2.1.1) con hamil-
tonianos~, relativas al corchetede Poissondefinidopor R, es:

a(i) = Ad* ((i)) ao = A& (c...(t)) a0,

dondec+ y a. sonlas solucionesdel problemade factorización:

exp(txo)= c4’(t) . c(t); c~ E 0±; za= dso(ao)EQ.

Estafactorizaciónexisteparaten un entornode O.

Recordemosque 15 igualdadAd* (c~(i)) a0 = A& (a. (t)) . a0 es consecuenciade
la condiciónde función de Casimirde so (ver Teorema1.2 de 2.1.2).

Prueba La demostraciónes análogaa la del Teorema1.2 de 2.1.2. La Proposición1.3
de 2.1.1 nosdice ¿~uelas&uacionesdel movimiento (d):

da = — ad*(M(a)). a, M(a) = ~R(dso(a))

- di

sepuedenescribirde la forma(f):

da 1

= — ad* (IvI(Q) . a(t), donde M±(i) = ~(R ±1). dep (a(t))
(b)
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En el apartado(2) de la pruebadel Teorema1.2 de 2.1.2 tenemosla derivadacon
respecto1 de la curva a(i) del enunciado:

da adt (T~~) a(t). (c)

ee Hay que comprobarque(b) y (c) coienciden.

Porser ep Ad*..invariante,es suficienteprobarque (ver Lema 1.3):

• 1 = -.T <o~ (t).’ dc~
—(R+ 1) Ad (c±(t)). dep(ao)
2e

En la demostracióndel Teorema1.2 de 2.1.2, a partir de la factorizaciónexp(txo) =e c~(t)’ . c...(t), se obtuvola igualdad(expresión(1) de 2.1.2):e
• t Ad (c~(t)) a’

0 = TC (t)Pc ~ dc.... dc~

—~— — ~ —a-.. (d)

e Análogamente,para Ad (c...(t)) . a’0. Ahora bien, seac(i) el elementode O tal que
A±c(í) = c±(t),entonces:

1 dc~ doN
dt >1

e ya que,por ser14 homomorfismosde grupos,~ h e R±= 14 0 Ph, con lo que:

• ~ = T~±ct)P~±<t)—~ eT~ct>R± —) =e
• = T~<t> (Pc+(tri e .ñ±)~ = T~(t) (P~±<~ct)—’)o ñ±)~ =

= T~ct> (A±e Pce)’) ~S= T~R±e TC(t)Pc(trl dc
• =

• = R±o TCct)pC(t)~1dc

e Perola descomposición(d) es única, así pues:

e
e R+ (AdG~±(t)).a’0> = —T<~>p~<~—~dc~

quees lo quesequeríademostrar. u

Si, sobre y, existe una forma bilineal, invariante, no degenerada(que define un
isomorfismoentreg y gfl, las ecuacionesdel movimientotienenla formade Lax.

Proposición1.8 Seag un álgebra de Liey ~ : 9* g el isomorfismoasociadoa una
forma bilineal, invariante, no degeneradasobre g. Si R es una matriz-r clásica sobre
y, entonceslas ecuacionesdel movimientosobre9*~ con respectoal corchetede Poisson

• definidopor R, relativas a un hamiltonianode Casimir so E C~(g*) <con respectoal
corchetedePoissonnatural), se escribensobrey de la siguienteforma:

cl =[a’;M(a)]; M(a)=’~Rdep(a)Eg,e
• ~

e
e
e
e
a
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Prueba Eh efecto,las ecuacionesdel movimientoson (expresión(d) de 2.1.1):

da
= — ad~(dep(a))(a) = — ad~ (M(a)) a

Ahorabien, si ~ : g~ —* 9 es el isomorfismoasociadoa la forma bilineal invariante,se
tiene:

ad~o~=~ead, paratodoxcg,

por lo tanto,

~ (-. ad* (M(a)) . a) = — (~‘ o ad* (M(a))) (a) =

— —(ad(M(a)o~))(a) = —ad(M(a)) .e~(a),

conlo que

d«a) — ad(M(a)) t(a) = [«a); M(a)].
di

u

2.2 Gruposde Lie-Poissony Biálgebrasde Líe

2.2.1 Grupos de Lie-Paisson

Definición 2.1 (Drinfeld y. G. [1983a]) Un grupo de Lie-Poissones un grupo de
Lie O dotadode una estructurade Poissontal quela operaciónde grupo: ir : (g, ti) E

OxO -4 ir(g, h) = gh E O, esun morfismodePoissondela variedaddePoissonproducto
(O x O; { ; }cxc) en la variedaddePoisson(O; {; }a). Es decir, si epí, ep2 E C~(O), se
tiene:

{soi ; so2}a e ir = {soí e ir; so2

Teniendoen cuentala expresióndel corchetede Poissonde la variedadproducto
(Sección1.2.1), la condición quedebesatisfacer{ ; }~ para que (O; A) seaun grupo de
Lie-Poissonse puedeescribirasí:

{sol;so2}G(9h) = {(soi er)~;Qp2or)fl0(h) + {(soí er)~;(~’2 Oir)~}a(9)

~{soioAg;ep2eAg}a(h)+{so1oph;so2cph}c(g),

donde(soiclr)¶es la funciónsobreO definidapor (so~cr)~(h) = (so1eir)(g;h) y (soieir)~
la función sobreO definidapor (soi e r)~(g) = (cp~ o ir)(g; Ji) (ver Sección1.2.1).

Definición2.2 ‘Séan(Oí;{;}G,)y(O~;{;}c2) dosgruposdeLie-Poissony’Z’ Oí —

02 una aplicación C~. Se dice que CX’ es un morfismo de gruposde Lie-Poissonde
(Oi; { ; lcD en (02; {; }02) si <1> : Oí 0~ es un homomorfismode gruposy si
CX’: (Oí; { ; lo1) -4 (0’a; {; }c2) es un morfismo de Poisson.

Proposición2.1 Sean(O; { ; }o) y (H; { ; 1kM) dosgrupos de Lie-Poisson. El producto
(O>’ H;{;}cxH) esungrupodeLie-Poisson.



e
e
e
e
• 2.2 Gruposde Lie-Poisson 77

e
e Prueba Hayqueprobarque,si E’1, E’2 E LM(O >< H) y fl esla multiplicaciónenO>’¡1:

• fI((gí; hi);(92; Ji2)) = (gíg2;tiuh2),

• paratodo91,92 E O y paratodo ¡ti, h~ EH setiene:

• {Fí;F2}cx~q(gig2;híJi2)= (Fi oII;F2dfl}CGXH)xcc<H>((gí;hí);(92;h2))

Conlos mismoscriterios de notación,es decir, (F1)~(h) = F*(g;Ji) y (E’1)~(g) = E’(g;h),
el corchetede Poissonde la variedadproducto(O x H) (ver Sección1.2.1) se escribeasí:

{E’i;F2}OZH(9292;híJi2) =

• = {(E’1)~’
92 ; (F2)~’92}H(híti2) + {(Fí)~íh2 ; (F

2)~íh2}c(gig2)

e
y como O y H songruposde Lie-Poisson,paratodo91,92 E O, h~, 112 E H,

(E’j ; F2}a~s(gig2; 111112) =

= {(Éífl’9’ ~Al,, ;(F2)~’
22 e.Añ,}H(h2)+ {(Fí)~’9’ Op~

2 ;(E’2)~’
9’ eph

2}Aq(hí)+

+ {(E’1)~”” O ¾~; (F2)~í’~2 e A91 IG(92) + {(F1)~’~’ ~p9, ; (E’2)~1>2 e p92 }c½iYe• Porotra parte,~le la definición del corchetede Poissonde la variedad(O >< II) xe (O x H) dbtenemos:

• (Fi dfl;E’2 ofl}(oxR)x(GXH) ((91;hi);(92;
112)) =

• = {(E’í
11><síhí) ;(F2cfl)~~’~’~ }a><H (92;h2) +

• + {(Fí 011)~92h2> ;(F2 efl)~4íh2>} (gi;hi).

e
• Coni,j=1,2

• (E’1 e = E’1 e (A~ >< A>.~) y (E’1 e fl)(Qnñá) — E’1 e (p9~ ><

• por tanto,

(E’1 eH; E’2 O ~}(GxH>x(GxH) ((gí; ¡ti); (92; ti2)) =

• ={Fíe(A9, x AhD;E’2OCXg, xAhD}GXH(92;
112)+

• +{E’íe(p
9, >‘ Ph,) ;F2o(p9, >‘P~i}GXH(~’;h’).

Desarrollandoestaexpresiónsetiene:

e (Fi ofl;F20fl}<GXH)XCGXH)((9í;hi);(92;h:)) (Ji2) +

e = {(rí e (A91>’ Ah,)): ; (E’2 e (A9, >‘ ‘iR A,.,))2 }~ (~=)+e
e + {(E½o (A9,>’ >~h,))2 (E2 e

• +{(E’ie(p9, >‘Ph2))1 ;(E’2e(p9, XPhj)~’}~(h1)+

• ±{(E’íe(~9. ~ (E2 e(p9, >‘Phi)2’}0(gi).

e Ahorabien,o
• (E’1 e (A9, x A,.,))’ = (E’1)¶’

9’ e A,., ; (E’
1 e (A9, x A,.i))~’ — (E’)hlh2 o

• (E’1 e (p92 >‘ ~~~))2= (E’1)~’
9’ O Pa,; (E’

1 o (p~,2 Ph,)) — (E’)hI>~í e
u

por lo tanto, quedademostradala proposicion.e
e
e
e
e
a
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Teorema2.1 (Drinfeld y. G. [1983a]) Sea(O;A) una variedadde Foisson,dondeO
es un grupode Lie. Sea1: 0 ~ g ® g la aplicación definidapor:

1(g) = (T9p9-i)~
2A(g), (a)

y m : 0 gx g la aplicación definidapor:

m(g) = (T
9A9-1)®

2A(g).

Entonces(O; A) es un grupo de Lie-Poissonsi y sólo si se satisfacecualquiera de las
siguientes condiciones:

(1) Severifica la siguienteigualdad:

A(gti) = (ThA
9)®

2(A(ti)) + (TgPh)®2 ‘(A(g)) , para todog, Ji E O, (b)

denominadapropiedad de.Drinfeld del 2-tensorA.

(2) La aplicación 1 es un 1-cocidode O con valoresen g ® g con respectoa la acción
adjuntade0, es decir, sesatisface(ver Sección1.1.2, pag13):

1(gh) = 1(g) + Ad(g)®21(h), para todog, Ji E 0 (c)

(3) La aplicación m satisface:

m(gh)= m(Ji) + Ad(hi)®2m(g), para todog, Ji E O.

Prueba

(1) Pordefinición degrupode Lie-Poisson,paratodopar deelementosg, hE O y todo
par de funcionessoí, so2 E C00(O), se tiene

{soi ; so210(gJi) = (sol e Ag ; so2 e A
9}0(Ji) + {ep¡e n.; so2 O Ph}c(9).

Si A es el 2-tensorde Poissonde O, la fórmula anteriores equivalentea:

A9>, (dsoí(gJi);dso2(gh)) =

= A,, (d(soí e A9)(Ji); d(ep2 o A9)(h)) + A9 ((d(soí e p,.)(g),; d(ep2 o p,.)(g))

Pero

A,. (d(soí eA9)(Ji);d(so2’eA9)(h)) =

= A,, (dsoí(gh) o 2’>,A9; dso2(gti) e T,.A9) = ((T,.A9.®T,,As)(A,,))(depi(gh);dep2(gh))

así como

o p,,)(g); d(so2 e p¡,)(9)) =

= A9 (dsoí(gJi)e T9p,.; dso2(gJi) e I’;p,.) = ((T9p,. ® Tgpt.)(Ag)) (dsoí(g Ji);dso2(gh))

de dondese obtienela expresión(b). Y recíprocamente.

(2) Por definición de la aplicación 1, se tiene:

1(gJi) = (T9,Ip(9,,)—I ® T9hP(9h)—l)(A9h)
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ComoA satisfacela propiedadde Drinfeld (igualdad (b)) la expresiónanterior sepuede
escribirasí:e

l(gJi) = (T9,.p<9,,>—i ® T9,.p<9,,>—i) ((T>.A9 ® T>A9)(A,,) + (Tg ph ® T5pi.) (A9))

Teniendoen cuentaque p9>, = p>, e p9 y que las traslacionesa la derechaconmutancon
las traslacionesa la izquierda,

• 1(gh) = (T~ (IIg-d e A9) 0 T~ (p9—i o >~)) (2’,,p,,—i O T,,p,,—±) (A,.) +

• + (T9p9-í ®T9p9-í) (A9),

es decir,
• I(gh) = (Ad9)®

21(h) +1(g),

que es la condiciónde 1-cocidode O con respectoa la acción adjuntasobreg ® g. La
recíprocaes inmediata.

• (3) Similar al casoanterior, u

Corolario Comoconsecuenciadela igualdad (c) se tienequeA(e) = O. Por tanto, si
• (O; A) es un grupo deLie-Poisson,el 1-cocido¿ definido en (a) satisfacela condición:
• ¿(e)=0.

• Observación El hechodequela igualdad(c) seala expresiónentérminosdel 1-cocido¿
• de la igualdad(b), es independientede la condición de tensorde Poissonde A, es decir,

no dependede la condición [A; A] = 0. Utilizaremosestehechomasadelante. ue
• Sea (ei,... ,e~) una basedel álgebrade Lie g y (4; i = 1 n) la basede

id(O) constituidapor los camposinvariantespor la derechadefinidos por (e
1,...

• Siep,4’EC~(G)y

{so;4’}=A”L~e~.L~s4’; A’
3 EC~(O),

• ‘a

es la expresióndel corchetede Poissonen términosde los vectoresa’~’, entonces,obvia-

e mente,el 1-cocido¿ se escribeasí:
• ¿(y) = A”(g)e

1 Oeí, (d)

con respectoa la base(eí,...

Derivandoel 1-cocido1 se obtienela versióninfinitesimal de la propiedadde Drin-•
e

Proposición2.2 Sea (O; A) un grupode Lie-Poissony ¿ : 0 g 0 g el 1-cocidode
O con respectoa la acciónadjuntasobreg o g definidopor la expresión(a). Entonces,

• la aplicación tangenteen e E O a 1:

• e T~¿ :9—4909,e
es un 1-cocido del álgebrade Lie g con respectoa la acciónadjuntade g sobreg 0 g, es

• decir, sesatisface(ver expresión(a) de la Sección1.1.1):

e
c({a’;y]) = (ad~®1+ 1®ad~)e(y)— (ad~®1+1®ad11)e(x), (e)

• para todoa’,yEg.

e
e
e
e
a
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Prueba Como la representaciónadjuntadel álgebrade Lie seobtiene por derivación
en el elementoneutrode la representaciónadjunta’del grupo (ver Sagle,Walde [1973],
pag.162), la proposiciónes consecuenciade la Proposición1.1 de la Sección 1.1.2. u

Observación Considerandoel isomorfismor E g ® g -4 t E Hom(g; g) (expresión(c)
de la Sección1.1.1) la acción adjuntade g sobreHom(g*; g) se escribe así (ver ex-
presión(d) de la Sección1.1.1):

(a’;?) EQ > Hom(g*;g) ad~c?—tcad E Hom(n*;g),

dondea’ —~ ad esla representacióncoadjuntadeg sobreg~, definidaasíad a = —aead2.

El mismo isomorfismopermite definir , a partir de E : 9 —* 9 ® 9, la aplicación
E: g ffom(g* ; g) de la siguienteforma:

= (E®n;c(x)> , paratodo~4) E 9*~

La condición de 1-cocido de e se escribe, en términos de ?, así (expresión (e) de la
Sección1.1.1):

u

El hechoimportante,enunciadopor Drinfeld [1983a],es que este1-cocido e de-
fine, por medio de la aplicación transpuesta,una estructurade álgebra de Lie sobre
el espaciovectorialdual 9t Parademostrarloharemosuse de la siguienteproposición
(Kosmann[1987],Aminou 11988]), queesableceque d({so ;‘4’}o)(e) dependesólo de los
valoresdcp(e)y d4’(e).

Proposición2.3 Sea (O; A) es un grupo de Lie-Poissony e : g —~ g ® 9 es el 1-
cocidode g con respectoa la representaciónadjuntadefinidoen la Proposición2.2. Si
ep, 4’ E C¶O), setiene la siguienteigualdad:

<d({so ; 4’}c)(e) ; a’> = <dso(e) ® d4’(e) ; «a’)> , (f)

paratodo a’ E 9.

Prueba Porel Teorema2.1 de la Sección1.2.2,podemosexpresarel corchetedePoisson
entérminosdel 2-tensorde PoissonA. Entonces,teniendoen cuentala definición(a) del
1-cocido1, se verifica:

d ({ep; 4’}) (e)(x) = (1v; 4’}(exl3 ta’))l~~ =

d
= (A(exp tx) (dep(expla’); d4’(exp ta’)))~~.0 —

= ~ ((Tepexptx)®~¿(expla’) (dso(expix) ® d4’(exp tx))) ~ =

= (¿(expía’)(dso(expia’) e TePexptx® d4’(exptz) o

Como ~¡ ¿(expta’)I~..o= T4(z) y ¿(e) = O (ver la observaciónquesigueal Teorema2.1),
el resultadode la derivaciónes:

cl (Iso ; 4’}) (e)(x) = Tel(x) (dso(e)® d4’(e))

u
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• Observación La demostraciónanterior es independientede la condición [A ; A] = 0.

Por tanto, paraque sesatisfagala igualdad (f) no es necesarioque O seaun grupode

• -

En efecto,seaA un tensor2-contravarianteantisimétricosobre O, definamosla
• aplicaciónbilineal sobreC~(O):

• {so; 4’}(g) = A(g) (dep(g);d4’(g)), paratodogE O, ep,4’ E C~(O),

• la aplicación1: 0 — g ® g como en (a) y e : g -~ g ® g como la aplicación tangentea 1
• eneE O. Paraquela igualdad(f) sesatisfagabastala condición«e) = 0. u

• Teorema2.2 (Drinfeld y. G. [1983a]) Sea (O; A) un grupo de Lie-Poissony e
g -.4 g ® g el 1-cocidode g con respectoa la representaciónadjunta definido en la
Proposición2.2. Entoncesla aplicación transpuestaé : g~ ® g~ -4 9* defineun corchete
deLie sobreg~ de la manerasiguiente:

[¿i;E~]~..=et(¿í®¿2), paratodo¿í,42Eg*.e
• Prueba En efecto,el corcheteasí definidoesunaaplicaciónbilineal[jg. :g*>’g*~...g*.

e
• Segúnla Proposición2.3, si ¿j = dso~(e) E 9* se tiene:

• <¿(¿~ ®E2) a’> = <& ®E2 ;e(x)> = <dsoí(e) ®dso2(e) ;~(a’)> = <d({soi ;so2}c) (e) ;a’>

es decir,

• [¿~¿21g d ({c<’~ «‘210) (e) (g)

• Entonces1; ]g- satisfacela identidadde Jacobiyaque:

• [E’;I¿~ ;¿3]r]r = Idsoi(e) ;d({so2 ;so310(e)]9. = d({soi ; {so~ ;soa1a}~) (e).

• u

Proposición2.4 SeaO un grupo de Lie Poissonde álgebra de Lie g. Sea(e1; 1 =

• 1,... ,n) una basedegy(4; i= 1,... ,n) la basedeAí (O) constituidaporlos campos
• invariantespor la derechatalesque4(e) = e1. Seanep,4’ E C~(O), si

• ~ A” EC¶O),e
es la expresióndel corchetede Poissonen la base (4), las constantesde estructura,
respectode la basedual (e; 1 = 1, ... , n), del corchetedeLie sobreg~ definido en el
Teorema2.2 son:

fTM — dAik(e).e<.

• Prueba En efecto,por definición

pk = «e’ ;ek]9. ;e> — <e~ ®ek;T4(ei)>

e
• que es la imagen de e1 E g por diferencialen e E O de la aplicación: g E 0e <ei ® e’< ; 1(g)> E IR. Ahora bién, teniendo en cuenta la igualdad (d), tenemos

• <eÁ®ek;¿(g)> —

• yportanto,laderivadaeneE0delaaplicacióngEO —. <ei®ek;¿(g)> Aik(g) E
es: a’ E g -.4 ¿lA’ k(e) a’ E IR, con lo quequedademostradala proposición. u

e
e
e
e
e
a
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2.2.2 Biálgebrasde Lie y Tripletes de Manin

El Torema2.2sugierela siguientedefinición.

Definición 2.3 (Drinfeld V. G. [1983a~) Una estructurade biálgebradeLie sobre un
espaciovectorialg consisteen la terna (g; ;]; e), donde{;] esun corchetedede Lie sobre
el espaciog y e : g -4 g 0 g es un 1-cocidode g con respectoa la acción adjuntasobre
g 09, tal quela aplicación transpuestae~ : g~ ® g* — 9* defineuna estructuradeálgebra
de Lie sobre9*

Si (g; [;];e) es una biálgebrade Lie, la condición de 1-cocidode la aplicación
e : g —~ g 0 g puedeexpresarsecomo unarelación de compatibilidad (Drinfeld [1983a])
entrelos corchetesde Lie de g y 9*, de la formasiguiente.

Proposición2.5 ‘ Seag un álgebra deLie, g~ el espaciovectorialdual sobreel queestá
definida unáestructura de álgebra de Lie ~ Sea~: 9* ® 9* ~ la aplicación lineal
definida por k(aí o a2) = (ai ; a2]9. y fi: 9 0 g -4 g la aplicación lineal definida por
fi(xí O x2) = [a’i ; x~]. Entonceslas siguientesafirmacionessonequivalentes:
(i) La aplicación e : 9 -.4 9 ® fi es un 1-cocidode g con respectoa la acción
adjuntasobreg 0 g, esdecir,

effx;y])”= (ad~®1+1®ad~)c(y) 2 (ad~®1 +1®ad~)e(x).

para todoa’,y cg.

(u) La acciónde ¡¿ ; rfl~. sobre [a’ ; y] se escribede las tres formassiguientes:

<f¿;i~]g. ;[a’;yj> =

— —<[ad¿;n]9. ;y> — <[¿;adZ nl;. ;y> +<[ad¿p1]9. ;a’> + <[¿;adii]9. ;a’>

o bién:

<(¿;~>]~-; [a’;y]> = <¿; [ad a’; y]> + <¿; [a’;ad y]> — <‘1; [ad~a’; y]> — <n; [a’;ad~y]>
o bién:

[x;y]> = <ad~n;ady>+ <ad¿;ada’> — <ad¿;ady> — <ad~nad~a’>

para todox,y cg y todo ¿,tj E 9~.

(iii) La aplicaciónfit es un 1-cocicío de9* conrespectoa la acciónadjuntasobre9*09*,
es decir,

0t ([¿pi]) = (ad¿®1+ 1®ad¿)fit(n) — (ad~®1+1®ad~)fit(¿).

Prueba Pordefinición de la aplicación~ y de e, paratodo a’, y E g y todo ¿, 77 E 9*,

Haciendousedela condiciónde 1-cocidodee (expresión(e) dela Sección2.2.1) tenemos:

— <¿077;(ad~01)6(x)> — <¿077;(lo ad~)c(a’)> =

— <(ad~)
t(¿)0~; ¿(y)> + <e o (ad~)t(

77) ; e(y)> —

<(ad~)
t(¿)077;~(a’)> — <¿o(ad~)t(n); ~(a’)> =

— — <[ad ¿; ~ ; y> — <I¿; adZ77]~. ; y> + <Iad ¿; ijj~-; a’> + <¡¿;ad i~- ; a’>

puesad = ~..(ad~)t. Por tanto (i) implica (u) y recíprocamente.

La segundaigualdadde (II) es consecuenciainmediatadel cálculosiguiente:

-.<[adZ¿;ii]
0. ;y> = <ad~(ad~¿);y>= <adZ¿;(ad~)

ty>= jad¿;ady>

La equivalenéiaentreel restode las afirmacionesseobtienede manerasimilar, u
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Sí c5,< sonlas constantesde estructurade g con respectoa unabase(e
1) y ff < las

constantesde estructurade 9* con respectoa la basedual (e
1), la relaciónde compati-

• bilidad, definidaen (u) de la Proposición2.5, entrelos corchetesde g y g seexpresade
la siguienteforma:

•
4~Íik1 fia d~f” c,f0

De lasrelacionesde compatibilidadde la Proposición2.5se deducequesi ‘y: 0* -4

g~®g~ esla transpuestadela aplicaciónlineal quedefineel corchetedeLie de g, entonces

• (g; [;]; e) es una biálgebrade Lie si y solamentesi (g*; [;]~. ; ‘y) es unabiálgebrade Lie.
• A(g*;[;]g.;y) se la denominabiálgebrade Lie dual de(g;[;];e).

• Definición 2.4 Sean(gr; [;]í;eí) y (92; [;]2;62) dos biálgebrasde Lie y u 9í — 92

una aplicación lineal. Sedice queu es un morfismode biálgebrasde Lie de (9j; (;]í; e1)
en (o2;L;]2;e2) siuesunmorfismode álgebrasdeLie de (g’;j;]~) en (g2;[;12) yi.? es
un morfismode álgebrasde Lie de (9*2; [;]r2) en (g*~; [;]~-).

Proposición2.6 Sean(O,; Aí) y (02; A2) dosgruposdeLie-Poissony ‘1’ un morfismo
• degruposdeLie-Poisson.Sean(gí; Lii; e~) y (92; [;]2; e2) las biálgebrasdeLie asociadas.

Seaeí E Oí el elementounidad. Entoncesla aplicación lineal tangentea ‘1’ en eí es un

morfismoOebiálgebrasdeLiede (gi;[;Ji;cí) en (92;[;]2; ¿2).e
Prueba Seaf : Oí —. 02 un morfismode gruposde Lie-Poissony e2 E 02 el elemento
unidad. Que la aplicación E’ 21,1 : T~,Oi —~ T~,O2 es un modismo de álgebras
de Lie es consecuenciade ser f 0~ —* O~ un morfismode grupos de Lie (ver Sagle,

• Walde [1973]).

• Sólo quedapor probar queFi : g~ -4 es un morfismode álgebrasde Lie. Sean
• a,/3 E 0*2 tales que a = dso(e2) y fi = d4’(e2), dondeso,4’ E C~(O2). Teniendoen
• cuentala Proposición2.3 de la Sección2.2.1, setiene:

• E’t[a;fi]=[a;fl]g;oTe,f=d({so;4’}02)oTef=cl({so;4’}cef)

donde~a; 0] ~; se refiereal corcheteen g~ definido por 4.
e

Ahorabien,f : Gí — 0,~ es un morfismode Poisson,por tanto,

• {so;4’}c, ef={soef;4’of}o,

En consecuencia:

E’
t[a;,8]

9; d({soef;4’ef}a,)(ei)=[d(soef)(eí);d(4’of)(ei)19. =

e = Idso(e2)eT~,f;d4’(e2) eT~,f]. = [Fi(a) ;E’í(fi)].

e
e u
• Drinfeld [1983a]ha puestode manifiesto quelos conceptosde biálgebrade Lie y

de triplete deManin estánenestrecharelación.

• Definición2.5 Un triplete de Mann es un sistema(P;pi;p2;(;>1,) donde p es un
álgebra de Lie sobrela que está definida una forma bilineal, simétrica, no degeneradae (;),, invarianteconrespectoalaacciónadjunta, yp1,P2 sonsubálgebrasdeLieisótropase con respectoa <;)~, talesque el espaciovectorial p es la sumadirecta de los espacios

• vectorialesp1yp2.

e
e
e
e
e
a
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Si sobreg~ se tienedefinido un corchetede Lie, sobreel espaciovectorial g >‘ g se
defineun corchete,[;]gxg’, queinduciendoambasestructurasde álgebrade Lie, la de g y
la de 4, dejainvariantela formabilineal simétrica,no-degenerada<(a’; ¿) ; (y; 77)>axg• =

<¿ ;y>±Q~ ;a’>. La siguienteproposición(Kosmahn,Magri [1988];Aminou [1988])propor-
cionala formaexplícitade estecorchete.Comprobaremos,después,que (;]QxQ- satisface
la identidadde Jacobisi y sólo silos corchetes[;] y [;]~. soncompatiblesen el sentido
de la Proposición2.5. Es decir, (g >< 9*; 9; 9*; <;>9x9~) es un triplete de Manin si y sólo
si (g; [;];e) es unabiálgebrade Lie.

Proposición2.7 Sean(o; [;]) un álgebradeLie, g~ el espaciovectorial dualdotadode
tmcorchetedeLie[;]9. yp ~><~*• La aplicaciónbilineal, antisimétrica:[;]~,: p>’p . p
definidapor:

= ([a’;y] +ad~y—ada’;[¿pi]0. +ad>j— ad¿) , (a>

es la única que,induciendolas estructurasde álgebrade Lie de~ y g~ deja invariante la

forma bilirieal <;>, dadapor la fórmula:

(b)

es decir, es la única quesatisface:

= ([a’;yJ;O)

Además,g x {0} = $i y {0} x 9* = P2 sonespaciosvectorialesisótroposcon respectoa
la forma <;>~.

Prueba La formadefinidaen (b) satisfacela igualdad(c). En efecto,por unapartese
tiene:

= <([a’;y] +ad~y— adx;[¿;~] +ad~ —ad¿) ;(z;p.)>~ =

= <ji; [a’; y] + ad~y — ad a’> II- <[¿ ; u] + ad u~— ad ¿; z> =

— <adp;y>-. <¿;ady>+Qnada’> — <n;adz> —<adn;a’> +<ad¿;y>

Porotraparte:

— <(y;n);([a’;z)+ad~z—ad~x;[¿;it] +adZu—ad¿)>9=
<,7; [a’; z] + ad¿z — ad a’> + <[¿ ; p] + ad ji — ad ¿ ; y> =

y sumandolas dos expresionesseobtiene(c).

Comprobemosla unicidad. Porbilinealidaddel corchete[;]p tenemos:

[(a’;¿) ; (y; uy)], = [(a’;0); (y; 0)], + [(a’;0); (0; uz)], + [(O;¿) ; (y; ofl~ 4 [(0;¿) ; (O; ‘ñ]~
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Por lo tanto, si la aplicación bilineal [;], : p >< p -4 p induce las estructurasde álgebra
• de Lie de g y g~ se debetener:

e
• [(x;0) ; (y;0)]~ = ([a’;y];0)

• [(0;¿) ; (0; n)]~ = (0; [¿; nlr)
[(a’;0); (0; uj)]~, = (A(u>; a’); B(x;u))

e [(0;¿) ; (y; 0)]~ = (C(¿; y); D(y; ¿);)

• siendoA:9*xg-4g,B:gxg*-..g*,C:g*>’g-4gyD:gxg*~~g*
• aplicacionesbilineales. Ahorabién,la antisimetríade [;]~ implica que A(uj; a’) = —C(u>; a’)

y .8 (a’; u>) = -..DQr; u>), así pues,la formadel corchete(;]~ debeser:

• [(a’;¿) ; (y; n)]~ = ([a’; y] + A(uj; a’) -. A(¿; y); [¿; ufl~. + B(a’; u>) — .B(y; ¿))

e
Si, ahora,hacemosusode la condiciónde invariancia (c):

ee <((a’;0);(y;O)]~ ;(OÁ)>+ <(t/;0);f(a’;0);(O;¿)]~> =0,

tenemosque:e
• <([a’;yI;O);(0;¿)>~ + <(y;0); (A(¿;a’);B(a’;¿)) >~ = 0,

e
es decir,

<¿;[a’;y]>+<B(a’;¿);y> =0,

• por tanto,

B(a’;¿) = ad¿.

• Porotra parte,también:

e
por lo que:

• A(¿;x) = ad~x,

quedandodemostradala proposicion. u
e
• Teorema2.3 (Drinfeld y. G. [1983a]) Sea(g; [;]) un álgebra de Lie y 9* el espacio

vectorial dual sobreel queestádefinido un corchetede Lie [;]~.. Sea~ : 0* ® 9* ~.4 0*
la aplicación lineal definidapor «¿® u>) = [¿; u>]~- y e : 9 -4 g ® g la aplicación
transpuesta.Entonces,sobre el espaciovectorial p g x g~, existe un corchetede Lie
que inducelas estructurasde álgebradeLie de g yg ydeja invariantela formabilineal
simétricadadapor la expresión(b) si ysólosi (g; [;];e) es unabiálgebradeLie. Además
estecorchetees únicoy vienedadopor la expresión(a).

• En otraspalabras,el corchete1; ]~, dadopor (a) satisfacela identidadde Jacobisiy

• sólosi [;] y [;]~. satisfacenla propiedaddecompatibilidaddeDrinfeld (Proposición2.5),
• es decir, si y sólosi (g; 1;]; e) es una biálgebrade Lie.

e
e
e
e
e
a
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Prueba Debido a la Proposición2.7, el corchetesobrep tiene que venir dado por la
expresión(a).

Comoconsecuenciade la bilinealidadde [;]~ y de las identidadesde Jacobide los
corchetes[;] y [;]~., parademostrarque [;]~ satisfacela identidadde Jacobi,bastacon
comprobarlas dos igualdades:

[(0; ¿) ; [(a’; 0); (y; 0)]~]~ + [(a’;0); [(y;0); (0; ¿)]p]p + Kv; 0); KO; E) ; (a’; 0)I~]~ = (0; 0),

[(a’; 0); [(0;E) ; 0;u>)]P]p + KO; E) ; [0; u> (r~ 0)]~]~ + [(0;u>);[(a’; O) ; (0; ¿)]~j~ = (0; 0)

Ahorabien,segúnla definición del corchetede Lie sobrep, setiene

[(0;¿) ; [(a’;0); (y; 0)]~]~ = (ad~[x;yj; — adf~.~í¿)

[(y;0); [(0;¿);(a’; 0)]p]~ = ([y; ad~a’] + ad~,<1.~ y; -. ad ad e)

así pues,

[(0; ¿) ; [(a’; 0); (y; G)b3~ + [(a’;0); [(y;0); (0; ¿)]P]p+ [(y;0); [(0;E); (a’; 0)]~]~ =

= (ada’;y]+[a’;—ad~y]--adt~z+[u;ad~a’]+aqaá.¿)y

— ad~.11j¿+adad¿—adad¿)

La segundacomponentede estepar es nula por serad* : 9* -4 g((g*) un morfismode
álgebrasdeLie y la primeralo es si y solamentesi sesatisfacela condiciónde compati-
bilidad (Proposición2.5) de loscorchetes[;] y [;]~., es decir, si y sólo si e esun 1-cocido
de g con respectoa la representaciónadjuntasobreg ® g.

La demostraciónde la segundaigualdades similar. u

Asípues,segúnelTeorema2.3, todabiálgebradeLie (g; [;];¿) determinaun triplete
de Manin (~, = >‘ g*; g; 9*; <;>~) donde<;)~ vienedadopor la igualdad(b) y el corchete
sobrep por la expresión(a).

Paracomprobarla afirmaciónrecíprocahay queteneren cuentaque, si se tiene un
triplete de Manin (p; Pi; P2; <;>~), la aplicación

(0;E2) E P2 ¿2 E p~,

definidapor:

<¿2;xi> =

es un isomorfismode P2 en ~ty, por tanto, la formabilineal <;>~ se puedeescribirasL

= <(a’;O);(O;~i)>~+((0;E);(y;0)>~=

Como la Proposición2.7 nos dice que el corchete1;]» tiene la forma dadapor(a), se
tienequelos corchetesde Pi y p~ satisfacenla relaciónde compatibilidadde Drinfeld y,
en conclusión,que (pi; [;]p,;’e)esunábiálgebradeLie, siendoe la aplicációntranspuesta
de aquellaque defineel corchete[;]pí.
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Observación La reformulacióndel conceptode grupo de Lie-Poisson (y su versión
• infinitesimal: elde biálgebradeLie) en elcontextodual,es decir,el del álgebraenvolvente

21(g) del álgebrade Lie g, la expresiónen estecontexto algebraicode suspropiedades,
así como otra demostracióndel siguienteteoremade integraciónde biálgebrasde Lie, se
encuentraen A. Guichardet[1995]. u

e
e

2.2.3 Teoremade Integraciónde Biálgebrasde Lie

e SeaO el grupo de Lie simplementeconexode álgebrade Lie g, toda estructura
de biálgebrade Lie sobreg se integraen una estructurade Lie-PoissonsobreO. Este
teoremaha sidoenunciadosin demostraciónpor Drinfeld [1983aJ.La demostración,que
desarrollamoscon detalle, se debea Lu y Weinstein [1990]. Se basaen el resultado,
interesanteen sí mismo, de queun campotensorialantisimétricocon la propiedaddee Drinfeld es nulo si y solamentesi suderivadaintrínseca(Definición 2.7) esnula.•

• Definición 2.6 Un campo tensorial p-contravariante antisimétricosobreO (p-tensor),

e 9 E Ap(O), se dicequesatisfacela propiedadde Drinfeldsi:

• P(glí) — (T,,A )®PP(h) + (T9p,.)®~P(g), para todo 9,11 E O. (a)

e
Comogeneralizacióninmediatadel Teorema2.1 de 2.2.1, unacondiciónnecesaria

• y suficienteparaque9 E Aa(O) satisfagala propiedadde Drinfeld es quela aplicación

¿:9EO-4(T9P9~l)®~P(g)Eg®.?.®g, (b)e
seaun 1-cocidodel grupoO conrespectoa larepresentaciónadjuntadeO sobreg®.?.®~.

e
Teorema2.4 (Lu J. H., Weinstein A. [19901) Sea O un grupo de Lie conexo de
álgebra deLie g. Un p-tensorE’ E Ap(O) satisfacela propiedadde Drinfeld si y sólo si:

e
(i) PseanulaenesO.
(ji) LxP es invariante por la izquierda para todo campo vectorial invariante por la

• izquierdaX E X~(O).

e
El mismoenunciadose puedeestablecercon la invarianciapor la derecha.

• Prueba Recordemos(ver por ejemplo: Abraham,Marsden,Ratiu [1983]) que si E’~
• U c M — M es el flujo local, sobreel abierto U de la variedadM, de un campo

vectorial X E X(M) y E’ E T’(M) es un campotensorialp-contravariantesobrela
• variedadM, se tiene:

e
e ~ ((TE’~)~P oP e ~ (m) = ((rn~)®’ e (Lx 9) eFi) (m). (c)

En particular,e
• (LxP) (m) = ~. ((Tn~)®~ oP e Fi) (m4 —

e
e = ~ (T~m~E’—t)’ (P(E’t(m)) . (d)

e
e
e
e
e
a
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(1) Necesidad.

SeaE’ E A(O) con ]a propiedadde Drinfeld (a), entonces.P(e) = 0.

Seax~ E 24(0) el campode vectores,invariantepor la izquierda, definido por
a’ E g. El flujo de a’~ es el grupode difeomorfismosPexp tx : 0 0 con t E R, por tanto,
teniendoen cuenta(d),

(Lix P) (y) = ~ (§I’~ exptrPexp(—tx>)®~ (P(g exp ta’))

Ahorabién, por la propiedad(a) (queP satisfacepor hipótesis)se tiene:

(L~~P) (9) = ~¶(((TqexptxPexp<...tx> ) e (TejcptzAg)®P)P(expta’)+

+ ( (~1, ~ e (TSPCXPtX)®P)P(g))t=o

El segundotérmino es independientede t y suderivadaes puesnula:

O t=o ~ P(g)j~0=o.~ ( (2’~ exptxPexp(—tx)) (Tgpexptx)®P)p(exptx) =

Teniendoen cuentala conmutaciónde losdifeomorfismosp~ y A9, el primer término se
escribeasí:

~ ( (T9 exptxPexp(—t~ú) e (TexptxAg)®’)P(expta’)

— ~ ( (TeAg)®~~ e (TexptrPexp(...tz))®~)P(exptx) =

— (2’~A9)®~ ( ~ (TexptrPexp(tt))~”’ P(expta’) _‘)(TeAs)®P (L~AP) (e),

dondeen la última igualdadseha tenido en cuenta(d).

Entonces,
(L~~P) (y) = (T~A9)®’ (L~xP) (e),

quedemuestrala invarianciapor la izquierdadel campoLid’.

(2) Suficiencia.

SeaahoraE’ c Ap(O) tal queL~~P es invariantepor la izquierdaparatodo a’ E g,
y tal que ¡‘(e) = 0.

Parademostrarque E’ satisfacela propiedadde Drinfeld es suficientedemostrar

que(ver Definición 2.6):

l(gexpta’)=1(g)+(Adj®~1(exptx), VgEO, Va”ED, VtER, (e)

es decir, que 1 es un 1-cocidode O con valoresen ®‘g conrespectoa la representación
adjuntade O.
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e
Calculemosla derivadacon respectot del primer miembro de (e). Teniendoen

cuentala definición (b) de ¿ y la igualdad(c), se tiene:

e
• exptx) = (2’9 exptzP<9exptxt-i)®P ¡‘(9 expta’) =

— .4 (Tg,~,..i eTgexptzp<expt~>—i) .P(pexptz(9)) =

e Id
• = T9p9—~ (31 (2’~ exptxPexp(-.tx)) F(Pex~tx(9))) =

• = (T9p9-i)®~(L~>.P) (g).

e
Ahorabién, ~ P esinvariantepor la izquierda,esdecir,

• (L~~.P) (9) = (TeA9)®’ (L~~P) (e),

entonces,

e
• =1(9 expta’) = ((Tp..¡>®’ (~9>®P) (LXXP) (e) = (Ad9)®~ (L~~P) (e).

e
e Porotro lado, la derivadadel segundomiembrode (e) es:

e Íd ®p”~ =

e .-(1(g) + (Ad9)®~l(expta’)) (Ad9)®’ ka~ (Tex~txPexP<...tz))P(exPtx))

• =

e
Así pues,ambasderivadascoinciden:

• exp(tx)) = ~¿Q9)+ (Ad~3®”l(exPta’)). (o

e
• Ahorabién, como ¡‘(e) = 0, tenemosque ¿(e) = O (ver Definición 2.6) y las funciones:

e t .-~ ¿(yexptx)

e t — ¿(y) + (Ad9)®~¿(expta’),e
coincidenen t = 0. Por tanto,teniendoencuenta(f), soniguales. Quedandodemostrado
el teorema. u

El corchetede Schoutende camposde tensoresque satisfacenla propiedadde
Drinfeld satisfacela propiedadde Drinfeld. Parademostrarloutilizaremosel siguiente
resultado.

e
Lema2.1 SeaO un grupo de Ile conexo. Un campode tensoresp-contravariantee antsimétrico E’ E A~(G) es invariantepor la derechasi y sólo si Lxi’ = 0, para todo

• campovectorialX E 24(0) invariantepor la izquierda.

• En particular, un campode vectoresY E X(O) sobreO esinvariantepor la derecha
si y sólo si conmutacon loscamposinvariantespor la izquierda.

Lamismaproposiciónsepuedeestablecerintercambiandoinvarianciapor la derecha
e invarianciapor la izquierda.

e
e
e
e
e
a
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Prueba Demostraremosel casovectorial. El casogenerales análogo.

Teniendoen cuenta(d), si X, Y E X(M) soncamposde vectoressobreunavarie-
dadAl y Fi es el fujo de X, se tiene:

d
(g)

SeaX E 24(0) un 9ampode vectoressobreO invariantepor la izquierdae Y E

24(0)un campode vectoressobreO invariantepor la derecha.El flujo del campoX es
F’t = Pexptx, dondea’ = X(e). Entonces,

(TF...~ oYe Fi) (~) = (Tpexp<..qx> oYe Pexptx) (9) =
7’g exptrPexp(—tx) (Y(g expta’))

Ahorabién, como Y es invariantepor la derecha,se satisface:

Y(g expta’) = Tepg exp±r. Y(e)

y, sustituyendoen la igualdadanterior,

(TF...~ e Yo Fi) (s) = 2’~ exptzPexp(-.tx)(T~p
9 exptz) . Y(e)= TePg . Y(e)= Y(g).

La no dependenciade t de (TFL~ o Yo Fi) (g) implica, según(g), que [X ; Y] = 0.

Recíprocamente,sea Y un campo vectorial sobre O tal que LxY = 0, para
todo cámpo X invariante,por la izquierda. Esto implica que (TF.~ oYe F~) (g) no
dependede t para todo 9 E O. Ahora bién, (TFe e ~‘9Fo) (g) = Y(g), por tanto,
(TF—~ oYeFi) (g) = Y(g), es decir,

T9 exptxPexp(—tx)(Y(g expt~)) = Y(g)

dondea’ = X(e). De la última igualdadse deduceque

Y(expta’) Tepexptz Y(e), paratodo a’ Cg,

quedemuestrala invarianciapor la derechadel campoY. ‘ u

Lema2.2 SeaO un grupode Lie conexo,E’ c A’(O) un campotensorial invariante
por la izquierday Q E A~(G) un campotensorial invariantepor la derecha.Entoncesel
corchetedeSchouten[E’; Q] = 0.

Prueba
Si A y.8 sontensorescontravariantesantisimétricosdeordenp y q respectivamente,

sabemos(expresión(h) de 1.2.2) que se satisfacela siguienteigualdad:

[A;BAC] = [A;B]AC+(~1)~+~BA[A;C]. (h)

Por otra parte, si (a’í,... , a’,1) es una basedel álgebra de Lie g, el conjunto
(a’A , a’~), de los camposvectoriales invariantes por la izquierdadefinidos por a’~
(i = 1,... ,n), es unabasede A’(O) y, por tanto,

Aa’ A•Aa’< 1=i1’C...<’4,=n,21

esunabasede Ap(O).

Este último hecho,el Lema2.1 y la igualdad(h) demuestranel enunciado. u
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Proposición2.8 (Lu 3. H., Weinstein A. [1990]) SeaO un grupo de Lie conexo.
• Sean E’ E Aa(O) y Q E A~(O) camposde tensoresantisimétricosque satisfacenla
• propiedad (a) de Drinfeld. Entoncesel corchetede Schouten [E’; Q] es un (p + q — 1)-

tensorquesatisfacela propiedadde Drinfeld.

• Prueba Porel Teorema2.4, bastacondemostrarque [E’; Q](e) = O y queLx [E’; QJ es
invariantepor la izquierdaparatodocampovectorial X invariantepor la izquierda.

• Segúnla Definición 2.1 de la Sección1.2.2, fE’; Q] vienedadopor la relación:

• ‘ i
1p :q~fi = (í)P9+Qi~ d(iq/3) + (—1)~i~ d(ipj’$,

donde~ es una (~, + q — 1)-formacerradacualquierasobreO. Entonces,al ser ¡‘(e) =

Q(e) = 0, se tiene
[P;Q](e) =0.

Porotraparte,seanX, Y E Aí(O) camposvectorialessobreel grupo. La identidad
• de Jacobirelativaal corchetede Schouten(Proposición2.1 de la Sección 1.2.2) implicae que: ‘ Lx[P;Q]=[LxE’;Q]±IP;LxQ]

e y

• LyLx [P;Q] [LyLxP;Q] + [LxP;LyQ] + [LyP;LxQ] + [P;LyLxQ]

Si X esinvariantepor la izquierdaeY es invariantepor la derecha,segúnel Teorema2.4,
se verificaque L~P y LyQ soncamposinvariantespor la derechay que Lxi’ y LxQ
son camposinvariantespor la izquierda. Entonces,teniendoen cuentael Lema 2.1, se

• tienenlas siguientesigualdades:

• Ly-LxPO, LyLxQ=0,

y teniendoen cuentael Lema2.2,

• [LxP;LyQ]0, [LyP;LxQ]0.

Por tanto,
• LyLx[P;Q] =0,

paratodocampovectorialinvariantepor la derechaY E X~(O), lo quedemuestra,segúne el Lema2.1, queLxii’; Q] es invariantepor la izquierda. u

e Definición 2.7 SeaQ E Aa(O) tal queQ(e) = 0. Sedenominaderivadaintrínsecadee Q ene E O a la aplicación lineal QL g -.4 Mg definidapor:
• QLQn) = (LxQ) (e),

• dondeX E X(O) es un campovectorial cualquieratal queX(e) = a’.

La definición es coherente.Es decir,si Q(e) = O, (LxQ) (e) dependesólo del valor•
En efecto, seanaí,... ,a~ E Ai(O) 1-formas sobreel grupo, entonces(ver por

• ejemplo: Abraham,Marsden,Ratiu 1983])

e
(LxQ) (aí,... ,aq)=Lx(Q(ai aa)) —ZQ(aí Lxa~,... ,aq) . (i)

t=i

• Comopor hipótesisQ(e) = 0, tenemos:

• (LxQ) (e) (ai(e) a~(e)) = (Lx (Q(aí,. . . , a3) ) (e) = d (Q(aí,. . . , aq)) (e)’X(e)

observandoseque (LxQ) (e) no dependemas quedel valor que tiene el campoX en•
e
e
e
e
a
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Proposición2.9 (Lu 5. H., WeinsteinA. [1990]) SeaO un grupode Lie conexoy
Q E A(O) con la propiedadde Drinfeld. EntoncesQ = O si y sólo si QL = 0.

Prueba Porhipótesissetiene queQ(e) = O y L~xQ es invariantepor la izquierdapara
todo campovectorialinvariantepor la izquierdaa’A E 24(0).

Si Q = 0, entoncesQL — O trivialmente.

Recíprocamente,si QL — O, por definición, (LxQ) (e) O paratodo campovec-
tonal X E X(O). En particular, para todo campo a’> invariante por la izquierda,
(L~xQ) (e) = 0. Pero como Q satisfacela propiedadde Drinfeld, el Teorema2.4 im-
plica que L~~Q es invariantepor la izquierda,luego L~xQ = 0. Es decir, Q es invariante
por la derecha.Ahorabién, Q(e) = 0, entoncesQ es nulo. U

Teorema2.5 (Drinfeld V. G. [1983]) SeaO un grupo de Lie simplemente conexo,
(g; [;]) el álgebra de Lie de O. Todaestructurade biálgebrade Lie sobreg defineuna
estructura‘de.Lie-Poissonsobre O, tal que la estructura de biálgebra de Lie sobre g
determinadapor el Teorema2.2 de la Sección2.2.1 coincidecon la dada.

Prueba Sea g el álgebrade Lie del grupo O. Dado un 1-cocidoe : g -4 A2g con
respectoalarepresentaciónadjuntadeg, existe¿ : 0 —~ A2g, 1-cocidode g con respecto
a la represeiítacióñadjuntade O, tal que Tel = e (Proposición1.8 de la Sección1.1.3).
Por tanto,si (g; [;];e)es la estructurade biálgebrade Lie dada,sepuededefinir sobreO
el tensor2-contravarianteantisimétrico:

A(g) = (T~ Pg)®2 1(g).

(1) Teniendoen cuentala Observaciónquesigue al Teorema2.1 de la Sección2.2.1,
el 2-tensorA, así definido, satisfacela propiedadde Drinfeld, por ser ¿ : 0 .—.. un
1-cocidode O con respectoa la representaciónadjunta.

(2) Comprobemosque A es un 2-tensorde Poisson,esdecir, que [A; A] = 0.

‘Como el 2-tensorA satisfacela propiedadde Drinfeid, también la satisfaceel
corchetede Schouten[A; A] (Proposición2.8). Entonces,teniendoen cuentala Pro-
posición2.9, parademostrarque [A; A] se anulaes suficienteverificar que [A A]L — O

Si ~ E C~(O) son funcionescualesquieray a’ E 9 se tiene la siguiente
igualdad:

=2 <¿ (dsos(e)® ct(d
9,i(e) ® d~2(e))) ; a’> + p.c..

En efecto,por definición:

[A; AJL (a’) (dwí(e);d’p2(e);dw~(e)) = (L~~ [A; Al) (e) (d’p1(e); dp2(e);dej~a(e))

siendoa’> E 24(0) el campoinvariantepor la izquierdatal quea’>(e) = a’ E g. Entonces,
como [A; A](e) = 0, teniendoen cuenta(i), se tiene

(L±~[A;A]) (e) (d~’í(e);d9~2(e);d~’a(e))

— ~ ([A;A] (dwí;d4~2;dq~a))(expta’)~~&.
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e
e Definamosla aplicación bilineal sobreC~(O):

• - {wi;9~2}=A(dwí;dw2); <pi,W2EC (O).

e Por el Teorema2.1 de la Sección1.2.2,sesabequee
• [A;A] (dpi;dso2;dsoa)=2{{~i;~’2};pa}+p.c.,

• y sustituyendoen (k),

e
(L~~ [A;A] ) (e) (dwi(e);d9~2(e);d9a(e))=

d
• = 2~ {{pt ;~2};pa}(expta’)~~.0+p.c. = (1)

= 2d {Qpi ; ~2} ; ~‘3} (e)(a’) + p.c..

Ahorabiéíi, teniendoen cuentala observaciónquesiguea la Proposición2.3, se tiene:e
• d{4ii ; ~2}(e) = e~ (depí(e) ® dp2(e))

de formaque,sustituyendoen (1),

(L~~ [A;A]) (e) (d~pi(e);ctp2(e);d9a(e))=

—2 <¿ (d ({~‘ ; <P2}) (e) ® d~3(e) ; a’> + p.c. =

—2 <~ (e t(dcpi(e)0 dcp2(e))O dso3(e)) ; a’> +p.c.,e
• obteniendosela igualdad(j):

(drpi(e);dw2(e);d~~3(e))= 2<et (et(d~i(e)®d~2(e))®d~s(e)) ;x> +p.c..[A;A]L(a’)

• Al ser (g; [;];c) unabiálgebrade Lie, é defineuna estructurade álgebrade Lie
• sobreg~,entoncesde la igualdad(.1) obtenemosque: [A; A]L (d9~i(e);dp2(e);dp3(e)) = 0.

(3) Finalmente, por construcción, la estructurade biálgebra de Lie que determina
• coincidecon la de partida. u

e
• 2.3 I3iálgebrasde Líe Exactasy EcuaciónClásica de Yang-
•
e
• 2.3.1 Corchetede Sehautende Camposde 2-TensoresInvariantes

• Hemosvisto (Sección1.2.4,expresión(a)) que,si M E Ap(O) y N E Aa(O) son
campostensorialesinvariantespor la izquierdasobreun grupode Lie O, el corchetede
Schouten[M; N] E ~P+qi (O) es un campotensorialsobreO tambiéninvariante.

En el casode 2-tensoresinvariantes,hemos desarrollado(Proposición2.5 de la
• Sección1.2.5)otrademostraciónde la invarianciadel corchetede Schouten,utilizando la

relaciónentrelas componentesinvariantesy las componetesen unacartanatural. Esta
forma de procederha puesto de manifiesto el elementode g A g A g que lo define por

• traslacióna la izquierda.

e
e
e
e
e
a
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Recordemosel resultado. SeanA, A’ E A2(O). campos 2-contravariantesanti-
simétricos, invariantessobreel grupo O y r, r’ E g A g los elementosque los definen
por traslacióna la izquierda,es decir,

A(g) = (T~A
9)®

2r, A’(g) = (TeAg)®2r’

Si 21(g) es el álgebraenvolventede g y ~23 es la permutaciónde los factores2 y 3 en el
productotensorial21(g) ® 21(g)® 21(g), definamoslos elementos:

r
12 =‘r®I, Ti3 —P

23r
12P

23, r2s=I®rC21(g)®S,

y
1 1[r~~;r~~] =r~~r —r
mn

considerandoel productoen 21(g)®3.

Entonces,el corchetede Schouten[A; A’] estádefinido por traslacióna la izquierda
del elementode g A g A g:

[u-;?] ( [rn;r’ía] + [ri
243] + [ri32~3] + (a)

+ [r12;ría] + [r12;r28] +

es decir, ‘

fA;A’](g) = (TeAg)®<r;r].

Lasiguienteproposiciónponeenrelaciónla Definición 2.1 del corchetede Schouten
dadaenla de la Sección1.2.2 con la fórmula que introducenGel’fand y Dorfman [1981]
parael casode tensores2-contravariantes.

A partir de estaúltima seobtieneotraexpresión,útil en lo quesigue,del elemento
[u-;r’] 6 g A gAg definidoen (a).

Proposición3.1 SeaAl una variedad diferenciabley A,A’ E A
2(M) campostenso-

riales 2-contravariantesantisimétricossobreAl. El corchetedeSchoutendeA yA’ viene
dado por la siguienteexpresión:

[A;A’](a’; a2; a3) = <L#aia2 ; #‘a3> + <L#~~ia2 ; #a3> + p.c.,

donde # , ~‘ : A
1(M) —* A’(M) son los homomorfismosdefinidos por; <fi; #a> =

A(fi; a) para todopar de1-formasa, fi E A1(M).
Teniendoencuentala igualdad(ver por ejemplo: Abraham,Marsden,Ratiu[1983]):

k

(Lx0w) (X1 Xk) = L±0(w(Xí,... ,Xk)) — 2w (X1 Lx0X¿ Xk)

l=i

dondew E Ak(M) es una k-forma cualquierasobre la variedaddiferenciableAl y
X0, X1 >4 E Aí(Al) son camposvectorialescualesquierasobreAl, la expresión
de [A; A’] dadaen la Proposición3.1 se escribetambiénasí:

[A; A’](a’; a
2; a3) = (L#ai <a2; #‘&> + L#.~i <a2; #a3>) —

— (<a2; L#ai#’a3> + <a2;L#~
0ia

3>) + p.c.. (b)

En particular:
[A; A](aí;a2; a3) = 2 <L#aia2 ; #a3> + p.c., (c)

o bien
[A;A](a’;a2;a3) = 2(L#~i <a%#a3> — <a2;L#

0i#a
3>) -kp.c..
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Prueba En el casode 2-tensores,la expresiónencomponentesdel corchetedeSchouten
(Sección1.2.2,expresión(g)) es:

[A; Aí]tik = 1
2! (4ty,Atnat(Aíy~+ E~,8~Amn (A’ )ts)

abc 1 2 3Entonces,como (aí A a2 A a3)I~k = EÍ~kaOabaC~tenemos:

t(A A’>(a’ A a2 A a3) — ‘[A; Aí]~1k(al Aa2 A a3)~~k =
‘3!

— i.!~ (eiik At~~8~(At)rs +e2~,a~Amn(A~)ts)4j2a~a~a~.3! 2! nr,

Teniendoen cuentaque
~iik e04c — 3ieO~
mnh tjk — mns

al desarrollarlas sumasde la expresiónanteriorse llegaa:

Z(A;A~l(a’ Aa2Aa3) — (Atn(at(Aí)r)a~a~a~ + (atAmn (A’ )tsal a2a3) +p.c.. (d)

Porotra parte,

A <L,~&
0i#’a

2 ; #‘a3> = L#~i (a2(#’a3)) — <a2; L#ai#’a3>

y en componentes,

<L#ai#’a2 ; #‘a3> = (atAik) (AI)tL a~a~a7+

+ At¿(AI)Lka?(Btafl a~ + Atk(AI)t¿ (a a’) a2a3

Por tanto,

#‘a3> + <L#¡ota2 ; #a3> + p.c. =

= M1 (8±(Aí)Ík)a~a~ai3+ (8~Aík) (A~)tiaka~aL+

+ AtI(AI)ka? (8±a~)a~ + Aik(AI)t¿a¡ (8ta~) a~+

+ AM(AI)t¿ (8tai~) ~ + Att(A’)”’ (atak) a~a~+ p.c..

Debidoa la antisimetríade los tensoresA y A’, todoslos términosen los que aparecen
derivadasde las componentesde las 1-formasse cancelanentresí, así pues,

<L#oia2 ; #‘a3> + <L#’
0aa

2 ; #a3> + p.c. =

— Att (8
1(A’)

1”) a~a~a~+ (atAik) (A~)tLa~a~a?+ p.c.. (e)

Al serigualeslas expresiones(d) y (e), quedademostradala proposición. u

Sean,ahora,A y A’ camposdetensoressobreO, 2-contravariantes,antisimétricos
e invariantespor traslacióna la izquierda. Seanr A(e) E 9 A g y u-’ A’(e) E g A 9 los
tensoresquelos definen, es decir,

A(g) = (T~A
9)«

2r, A’(y) = (T~A
9)®

2r’.

Consideremoslos homomorfismosu’, u” E ffom(g*; g) asociadosa los tensoresr, r’ me-
dianteel isomorfismog ® g Hom(g*; g) definido en (c) de la Sección 1.1.1. Es claro
que u’ y u” sonlasrestriccionesal elementounidadde los homomorfismos#, #‘, esdecir,
u’ : (TeO)* ~.4 TeO y u” : (TeO)* 21,0. Con estasnotacionestenemosla
siguienteproposición.
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Proposición3.2. El elemento[u-;u-’] E ~ A gAg que definepor traslación a la izquierda
al corchetede Schúuten[A; A’] vienedado por la expresión:

[u-;r’](a’;a2;a3) = <a3; [?(a’) ;t’(a2)] + [t~(aí) ;uNa2)]> + p.c.,

dondeai,a2,a3 69*.

Prueba SeanA y A’ los 2-tensoressobreO invariantespor traslacióna la izquierda,
definidospor u- y u-’ respectivamente.

Paracalcular [A; A’](e) bastacalcularla expresión[A; Al](ai; a2; cé) en un punto
cualquierade 0, siendo at, a2 y a3 formasdiferencialessobreO invariantespor trasla-
ción a la izquierda,ya queen estascondiciones

([A;AI](ai;a2;at) (g) = ([A;A’](a’;a2;a3)) (e),

paratodog E O.

La expresión(b) del corchetede Schoutenes:

[A;A’](a’;a2;a3)= — (<a2;L#~i#’a3> + <a2;L#:ai#a3> +p.c.) +

+ (L#
01 <a

2; #‘a3> + L#iai <a2; #a3> + p.c.) , (f)

Como la invarianciade las formasat (i = 1,2,3), implica, obviamente,la de los
campos#W y #‘a’ (i = 1,2,3), se tiene:

= ((#a~)(e); (#‘Ú) (e)] = [t(at (e)) ; f’(a’ (e))]

Entonces,el valoren e E O de la primera suma circular, en la expresión (f), se escribe
así:

(<a2; L#
01 #‘a

3> + <a2; L#
10i#a

3>) (e) + p.c. =

= <a2(e); [t(a’(e)) ; t’(a3(e))]> + <a2(e) ; [t’(a’(e)) ; ?(a~(e))]> + p.c..

La invarianciade camposy formas implica, también,quelas funcionessobre O
<at #ai> y <at ; #‘ai> sonconstantes.La derivadasde Lie queaparecenenla segunda
sumacircular de la expresión(f) son, pues,nulasy éstatambiénlo es.

Portanto,

[A;AI](aí;a2;aS)(e) =

= — ( <a~(e) ; ~f(ai(e)) ;u”(a~(e))]> + <a2(e) ; [t’(a’(e)) ; t(a3)(e))]> ) +p.c.

y, teniendoencuentala.antisimetríade (A; A’], quedademostradala proposición. u

En particular,si u- = u-’,

[r;r](a’; a2;a3) —2 <a3; [u’(aí) ;u’(a2fl> + p.c., (g)

y la ecuaciónclásicade Yang-Baxter [u-; u-] = O (ver Teorema2.7 de la Sección1.2.5) se
puedeespresarasí:

<a3; {f(aí) ; f(a2)]> +p.c. = 0,

paratodoaí,a2,a3 E Aí(g).
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e 2.3.2 Biálgebrasde Lie Exactasy Gruposde Lie-PoissanExactos

- ‘ Sea g un álgebrade Lie. Las 0-cocadenasen la cohomologíade g relativaa la
representaciónadjuntade g sobre9 ® g son los elementosu- E g ® g (ver Sección1.1.1).e

Por aplicación del operadorde cohomologíase obtienen 1-cocidosexactos(ex-
presión(b) de 1.1.1>:

ór : a’ 69 -4 (ór)(a’) = (ad~®1+ 1 ®ad2)(u-) 6 g®g. (a)

• Definición3.1 Seag un álgebra de Lie, u- E g ® g y c = ¿u- el 1-cocido exacto de g
con respectoa la representaciónadjuntade g sobreg ® g obtenidoa partir de u-. Si la
aplicación transpuestae~ : 9* ® 9* 9 defineuna estructurade álgebra de Lie sobre

• g~, se dice que (g; [;];6r) es una biálgebrade Lie exacta.

En las tres proposicionessiguientesestudiaremoslas condicionessobreu- ~ g ® g
• para que (g; [;];6r) seaunabiálgebrade Lie exacta.

Para elio, volveremos a hacer uso del isomorfismo u- 6 9 ® 9 -.4 u’ E Hom(g*;~)
• definido por:

<E;f(n)>=<E®n;r>, paratodo¿,u>Eg* ‘ (b)

• El 1-cocido ¿u- se escribe en términos de u’ de la siguiente forma (ver Sección 1.1.1,
• expresión(f)):

6?:a’E 9 —~ (6fl(a’) =ad~et—tead E ffom(g*;g). (c)

• Comola acciónadiuntade g sobreg ® g es ad~ ad,~®1 + 1 ® ad~, la igualdad(a)
• implica que u- 6 g ® g es invariante por la acción adjuntade g si y sólo si 6 u-(a’) = O
• paratodo a’ E g. Teniendoen cuenta(c), la invarianciade?E Hom(9*;g) por la acción

adiuntade g sobreHom(g*; g) seescribeasí:

ad~eu’—tead =0, paratodoa’Eg. (d)e
Proposición3.3 Sea u- E 9 ® g y u’ E Hom(g*; g) el homomorfismoasociado. La
aplicación bilineal [;]~9* x g* ~.4 9* definidapor el 1-cocido(¿u-)t : 9* ® ~* — 9* es:

[E;u>]-= adh,,)E+adt(o’q, para todo¿,u> 69* (e)

Prueba En efecto,por construcción,el corchetesobre9* definido por (6 u-)t vienedado
por la expresión:

• [¿;n].=(6u-)
t(¿®u>).

Por tanto,

<(6u-)t(¿®ui);a’> = <E®u>;Ar(x)> =

• Ahorabién,sustituyendolaexpresión(c) de6 u’(a’) en la igualdad anterior, tenemos:

•
• = —<E; ad~<~> a’> — <tt(E) ; adZ(n)>= <ad<C)E; a’> + <adx(?t(E));n> =

• = <ad;<~> ¿; a’> — <ad,u(e)a’; u» = ~ E; a’> + <adtc¿>u>; a’>,

es decir,
• (6u-)í(E 0 u>) = ad<~) E + ad~<~> u> E 9*

quees la expresióndel enunciado. u
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Proposición3.4 Seau- = $ + aE g 09 la descomposiciónde u- en supartesimétricas
y suparte antisimétricaa. Para quela aplicación bilineal sobre9* definida en (e) sea
antisimétrica,esnecesarioy suficienteques seainvariantepor la representaciónadjunta,
es decir, que:

ad~ o~ = So ad, paratodoxEg,

o bién, equivalentemente,

adccu>+ac%,re=O, para todo E,u>E 9*

dondei 6 ffom(g*; g) esel homomorfismoasociadoa a E g®g porel isomorfimodefinido
en (b).

En este caso se tiene 6 u- = Óa y (e) vienedado por la expresión:

= [E;u>].=adR(~)E—ad~(un, (Osiendoñ E Hom(g*;g) el homomorfismoasociadoal 2-tensora E g A g.

Prueba Debidoa la antisimetríadea E gAg, tenemos dt — —ñ y la simetríade s E 909
quiere decir que 5 =

Haciendo uso de estas propiedades, la aplicación bilineal sobre 9*, definida en (e),

se escribeasí:

[E; u>]. = ad(,
7) E + adt(¿)u> = — ad~<~u> + ad~,,)E + ad(~)E + ad~>u>.

Por tanto, [;]. es antisimétricasi y sólo si:

u> + ad~,1>E = 0.

Ahora bién, haciendouso otra vez de la simetriía de s, de la igualdad anterior
deducimos:

0= <ad ,u>+adc,,,E;x> = <ad<¿,n;a’>+ <adc~>E;x>=

• =<adu>;i(E)>—<adE;A(u>)>=<u>;ad~eA(E)>—<u>;ieadZ(E)>

Comoestaigualdadesválidaparatodo u> E g~ obtenemosfinalmenteque

ad~eS = 5 e ad,

quees la condición(c) de invarianciapor la representaciónadiuntadel 2-tensora, expre-
sadaen términos del homomorfismoasociadoi E Hom(g*; g). u

Lema3.1 Seaa 6 gAg antisimétricoy ñ: g~ -4 g el homomorfismoasociadopor (b).
Seala; a] E g Og®g el 3-tensordefinidoen (g) de 2.3.1:

[a;a](E’;E
2;¿3)=2<E3;[ñ(E’);ñ(E2)]>+p.c.; Et E2 E3Eg*

y f ; ]. la aplicación bilineal sobreg~ definidaen (f):

[E’ ;E2]~. = adR(¿
2)E’ — ad~<~1)E2; E’,E2 E 9~

Entonces,para todo E1,E2,E3.E g~ y para todoa’ E g, se tiene:

a](E’; E
2;E3) = <[E3; [E1; Efl~.]. ; a’> + p.c.,

2

siendoad~ ad,,,0101±10ad~01 +1010 ad,, la acciónadjuntade9 sobreg 0902.
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Prueba A partir de la expresiónde [;]~., paratodo¿‘,Q,QE 9* se tiene:

[¿3; (E’ ;¿2]a.]~ = ad<1~1 ¿21; ~ — ad~3>[¿’ ;¿2]. =

= ad~<1~i ~ ¿3 — ad~<~a> (ad~<¿2)Q — ad(~I) ¿2)

Por lo tanto,paratodo a’ E g,

[¿1 ;¿2]4]O ;a’> = —<¿a;ada<{4i ;¿~i:.>x>’+ <ad~(¿2)E’ — adt(CI) ¿2 ;ada(~3)a’>

— <¿a;[ñ([¿’;E
2].);a’]>— <E’; [ñ(¿2);Iñ(Q);a’l]>+<¿2; [á(¿’);[ñ(E3);a’]]> =

— <ad ¿3;ñ(adR(¿l>¿2 — ad~(¿s)E’)> —

— <E’ ; [ñ(E~); (ñ(Q) ; a’]]> + <¿2; [á(E’) ; (ñ(¿3) ; a’]]>

y la smnacircular sobrelos indices 1,2,3 es:

<[¿3;[¿t;¿2]~.]. ;a’> +p.c. = (<ad;¿tñ(adt(¿I>¿2—ad~(¿
2>¿’)>+p.c.) —

— <0; [ñ(¿
2); [ñ(¿3); a’]]> + <¿2; [á(¿’); [ñ(Q) ; a’]]> —

<¿2; [d(E3);[á(E’);a’]]> + <¿a;[ñ(E2);[ñ(¿’);a’]]>—

Utilizando la identidad de Jacobidel corchetede g, los seis últimos términos se
puedenescribirasí:

<E’ ; [d(Q); [ñ(t~) ; a’]]> — <E’; [ñ(¿2); [ñ(¿3); a’)]> = <E’ ; [a’; [ñ(E2) ;

<¿2; [a(E’);[á(0);a’]]>— <¿2; [ñ(Q);[ñ(¿’);a’]]> = <¿2; [a’;[á(¿3);ñ(¿’fl]>
<¿a; [ñ(¿2);[ñ(¿1);a’]]> — <¿a; [d(E’);[d(Q);a’]]> = <¿a; [a’;Iñ(E’);á(Ú)J]>.

Así pues,sustituyendoen la expresiónanterior sellega a la igualdad:

[0~¿2rf;a’> +p.c. =<adZ0;á(ad~c¿I)E2— ad~~¿
2>¿’)>+

+ <ad ¿3; [d(E
2); ñ(¿’)]> + p.c.. (g)

Porotraparte,por definición de acción adjuntade g sobregO gO g, se satisface:

= —[a;a](ad¿’;Q;¿3)— [a;a](¿’;ad¿2;E3) —[a;a](¿’;¿2;adE3).

Teniendoen cuentala antisimetríade [a ; a], la expresiónanteriorse escribeas¡:

y haciendeusode la expresión(g) de la Sección2.3.1, tenemos:

2[a;a](E1;¿2;E3) = —2(<Q; [ñ(ad~¿’) ;ñ(Q)]> + <ad¿’ ; [á(C) ;á(E~)]> +

+ <¿2; [a(O);&(ad E’)]>) + p.c. =

= —2 (<ad ¿3; [a(O); ñ(¿2)]> + p.c.) — 2 (<¿a; [ñ(ad~E’) ; a(O)]> + p.c.) —

—2 (<E3; [ñ(E’>;ñ(ad¿2)]> + p.c.)
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Como5: 9* — gesantisimétrico,es decir, <ñ(¿) ; 77> = —<E; ñ(u>)>, la segundasuma
circular se puedeescribirasí:

— <¿a; [ñ(ad E’); ñ(¿2)]> + p.c. = <¿~ ; ada(~2)(ñ(ad¿1))> + p.c. =

= —<adt<~
2>¿3 ;á(ad ¿‘)>+ p.c. = <ñ(adR<~2>¿3) ;ad¿’> ±p.c.,

dela mismaforma, la tercerasumacirculares:

—<¿a;[ñ(¿’) ; á(ad E
2)]> + p.c. = —<ñ(ad~c¿I) ¿3); ad ¿2> + p.c.,

entonces,

ad~[a ; a](¿’;¿2. ¿~> — —2 (<adZ¿3; [ñ(¿’) ; ~(Q)]>+ p.c.)+ (h)

+ 2<ñ(ad~
2>¿3); ad E’> + p.c. — 2<ñ(ad~(¿I,¿3); adZ¿2> + p.c..

Por lo tant’o, comparandolas expresiones(g) y (h), se tieneel resultado. u

Comoconsecuenciadirectadel lemaanterior se tiene la siguienteproposicíon.

Proposición3.5 Seaa E g A g antisimétricoy 5 : -4 y el homomorfismoasociado
por (b). Para queel corchete(f):

u>]. = ad<~> ¿ — ad~<4>77,

satisfagala identidad de Jacobi, es necesarioy suficientequeel 3-tensor ja ; a] É A
3(g)

(expresión(g), Sección2.3.1)definidopor:

= 2<¿3;[á(¿í);á(¿2)I> ±p.c., para todo¿’,Q,¿3E g~

seainvariantepor la representaciónadjtinta, es decir,

(ad,,®1®1+10ad~01+101 ®ad
2)[a;a] = 0,

paratodo a’ E g.

Prueba A partir del Lema3.1, se observa que (<[¿3; [¿‘ ;Q];.]t ; a’> + p.c.) = o si

y sólo si
2[a;a](¿í;¿2¿3) —0 u

Las Proposiciones 3.4 y 3.5 implican el siguiente enunciado.

Teorema 3.1 (Drinfeld y. 0. [1983a]) Sea y un álgebra de Lie, u- = s + a 6 y 0 y
la descomposiciónde u- en suparte simétricas y suparte antisimétricaa. La condición
necesariay suficientepara queu- defina unaestructurade biálgebradeLie exactasobrey
es que el 2-tensors y el 3-tensor [a ; a] sean invariantespor la representaciónadjunta
deg, es decir:

ad~s (ad~01 + 10 ad~)s = O

y

~[a;a]~(ad
101®1+10ad~®1+1®1®ad~)Ea;a] =0,

paratodo a’ E y.
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Definición 3.2

- (a) Un elementou-E gog antisimétrico tal quepara todo a’ E g ad~[u- ;u-] = 0, se dice
quees unasoluciónde la ecuacióngeneralizadade Yang-Baxter.

Las biálgebrasde Lie exactasdefinidaspor una solución de la ecuacióngeneral-
izada de Yang-Baxterse conocencon el nombrede biálgebras de Lie cuasitriangulares

• (Drinfeld [1990]).

(b) Un elementou- 6 g 0 g antisimétricose dice que es una soluciónde la ecuación
clásica de Yang-Baxtersi [u-u-] = 0.

Las biálgebrasde Lie exactasobtenidaspor unasoluciónde la ecuaciónclásica de

• Yang-Baxterse denominanbiálgebrasde Lie triangulares(Drinfeld [1986]).

Sea O el grupo de Lie simplemente conexo de álgebra de Lie g. Sabemos (Proposi-
• ción 1.8 de la Sección 1.1.3) que todo 1-cocidoe : g -4 V de g, con respecto a la

representación‘~ : g -4 End(V), es la aplicación tangenteen e E O de un único 1-
cocido O : O —ú V de O, con respecto a la representación ~: O — 01(V) definidapor

• la condición Te=b=

El siguienteLemaproporcionala formaexplícita de O cuandoe es exacto,en el
caso de las representaciones adjuntas de Oy de g sobre g 09. Por tanto, se puede dar la
formaexplícitade la estructurade Lie-PoissonsobreO determinadapor el Teorema2.5
de 2.2.3, a partir de una estructura de biálgebra de Lie exacta sobre g.

• LemaS2 SeaO ungrupo de Lie conexodeálgebra deLie g,u-E9®9yc~6r:g —4

g 0 2 un ¡-cocido exactode g con respectoa la representaciónadjuntasobreg 0 g. El

1-cocicío ¿ : 0 909 de O con respectoa la representaciónadjuntasobreg0g tal que
T~l = e vienedado por la expresión:

• l(g)—(Ad )t2u-~u-, gEO (h)

• Prueba Seae 6u- un 1-cocidoexactode g. La aplicación 1: 0 — g 0 g definida
• por (h) es un 1-cocido,ya quesatisface(expresión(b) de la Sección1.1.2):

• 1(gh) — (Ad h)® u-—u-= (Ad
9-Adh)®

2r—r=

• = (Ad
9)®

2 u- — u- + (Ad
9 . Adh)®

2 u- — (Ad )®2 u- — 1(g) + (Ad
0)®

2 (1(h))

Ademásse tieneque: (Te1)(a’) = ad~u- = 6u-(a’) ¿(a’), paratodo a’ Eg . U

• Proposición3.6 Sea(g; [;];6 u-) una biálgebrade Lie exacta (por tanto, el 2-tensoru-
satisfacelas condicionesdel Teorema3.1) y O el grupode Lie simplementeconexode
álgebra de Lie g. La estructuradeLie-PoissondefinidasobreO por 6 u- (Teorema2.5 de

• la Sección2.2.3) vienedada por:

• Ar A~ /4, (i)

donde4 es el 2-tensorinvariante por traslacióna la izquierdadefinidopor u-:

A~g) — (T~A

9)®

2

• y /4 es el 2-tensorinvariante por traslacióna la derechadefinidopor u-:

• /4(g) = (T~p
9)®

2 (u-).

e
e

e
e
a
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Prueba Seat:0 —* g®g el 1-cocidodefinido en (h). Porser (g;{;];Su-) unabiálgebra
de Lie exactay verificarseque T~l = 6 u-, 1 define unaestructurade Lie-PoissonsobreO
(Teorema2.5 de 2.2.3). Además,el 2-tensorA quedefine la estructurade Lie-Poisson
vienedado por (Teorema2.1 de 2.2.1):

‘A(g) = (Te pg)®2 ¿(y) = (Tepg)®2(Ad
9u- — u-) =

(T~i>9 e Te(pri e .¼))®2 u- — (Tep9)®
2u- = (T~Á

9)®
2 u- — (Tepg)®2 r =

—4(g) /4(g). u

Corolario Sea(ea) una basedel álgebrade Lie g, u- = u-~’e~ Oe~Eg®gun2-tensor
tal que(g; [;];6 u-) es una biálgebra de Lie exacta. El corchetede Lie-Poissonsobreel
grupode Lie simplementeconexode álgebra de Lie g vienedadopor la expresion:

Zu-~’” (LZwL±x*—LXP~UXe~’) , (i)

siendo a’~ ‘y a’~ los camposde vectoresinvariantes por la izquierday por la derecha
respectivamenté,definidospor ef..

Definición 3.3 SeaO un grupode Lie simplementeconexode álgebra de Lie 9. Si

(u; [A;¿u-) es una biálgebra de Lie exacta tal que el 2-tensor u- E gAg es unasoluciónde
la ecuaciónclásica de Yang-Eaxter, se dicequeO es un grupode Lie-Poissontriangular.

A partir de solucionesde la ecuacióngeneralizadade Yang-Baxter(en particular,
de ecuaciónclásicade Yang-Haxt’er) se puedendefinir, sobreel grupo de Lie simple-
menteconexode álgebrade Lie g, ademásde las estructurasde Lie-Poissondadaspor la
Proposición3.6, otrasestructurasde Poisson(no de Lie-Poisson).

Proposición3.7 Seanr, u-’doselementosantisimétricosdég0g y 4, /4, los2-tensores
sobreO, definidospor traslacióna la izquierdade u- y por traslación a la derechade u-’
respectivamente.Entonces,4 — /4, es un 2-tensorde Poissonsi y solamentesi u- y u-’
sonsolucionesde la ecuacióngeneralizadade Yang-Baxtertalesque[u-; u-] = [u-’; u-’].

Prueba Hay quedemostrarqueel corchetede Schouten[4 — A~ . A~ /4,] seanular’~ r
paratodog E O si y sólosi sesatisfaceque (u- ; u-] = (u-’ ; u-’].

La invarianciade 4 y de /4, implica (Sección1.2.4, expresión(a)) la de los
corchetesde Schouten[4 ; 4] y [/4,; /4,], es decir,

[4; 4](g) Te.\gfu-;u-),

[A~,;A~,](g) = —T~p4u-’;u-’). (k)

El Lema2.2 de la Sección2.2.3 implica que [4 ; /4,] = O. Entonces,teniendoen
cuenta(k),

(4 A~,;4 Afl(g) — T~P

9 (Ad9(u-;u-) — [u-’;u-’])
Por tanto, [4 /4, ; 4 — /4,] es igulal acero si y sólo si

Ad9 ([u-;u-]) — [u-’;u-’] = 0, paratodogE 0. (1)

Supongamosque [4 —/4, ; 4 /44 = O, entonces,paratodoy c O, Ad9 ([u-; u-]) —

[u-’; u-’] = O. Haciendog = e seobtienela condiciónparticular[u-; u-) II [u-’; u-’].

Recíprocamente,si [u-; u-] = [u-’; u-’], como u- es soluciónde la ecuacióngeneralizada
de Yang-Baxter,se tiene:

Ad9 Uu-;u-]) = [u-;r] = [r’;u-’], paratodoy E O.

Lo que implica que [4 — A$, ; 4 — /4] — O. u
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En particular, las expresiones(k) nosdicenque,si u-, u-’ E gAg sonsolucionesde la
• ecuaciónclásicade Yang-Baxter,los 2-tensores4, /4,,4 + /4,, 4 — /4, son2-tensores
• de

2.4 Ecuación Modificada de Yang-Baxtery Biálgebrasde Lie
Exactas

Dadaunaforma bilineal no-degenerada,~, sobreun espaciovectorial V, la apli-
cación~: V V*, definidapor:

• <«x);y>=~(a’;v), paratodoa’,yEV,

es un isomorfismoentreV y sudual V*.

Medianteesteisomorfismotodaestructurade álgebrade Lie sobreun espaciovec-
tonal ti se’ puedetrasladaral dual V*. En efecto,si [;] es un corchetede Lie sobreV,

• la aplicación[;)~: W x V~ .... V~ definida por:

= —2~ [&‘(¿) ; ~..1(u>)] , paratodoE, u> 6 V~,

(dondeel 2 y elsigno- seintroducenporconveniencia)esbilineal, antisimétricay satisface
la identidad de Jacobi.

• Recordemosel isomorfismot ~ E entreV0V y Hom(V*; y), definido por (igual-
• dad (c), Sección1.1.1):

• <a®0;t> = <a;i03)>, paratodoa,/3 6

e
La existenciadel isomorfismot: V —~ V~ permitedefinir de maneraobvia un isomor-

• flsmoentreV0VyHom(V;V)~End(V): t—~T=Fo4

Comohemosvisto (Secciones2.2.2y 2.3.2),la estructuradebiálgebradeLie exacta
consisteen dotar, al espaciovectorialdual de un álgebrade Lic g, con un corchetede

• Lic, [;]., definido a partir un 2-tensoru- 6 g 0 g, que satisfaceciertascondicionesde
• compatibilidadconel corchetedeg. Porotraparte,la estructurade álgebrade Lie doble

consisteen un segundocorchetede Lic sobreun álgebrade Lie g, [;]R, definido a partir
• de un endomorfismoR E End(g) (ver Sección 2.1.1).

La existencia de un isomorfismo ~ entre g y g~ permite transportar a 9* el corchete

y estudiarbajo que condicionesestecorchetetransportadocorrespondea una es-
tructurade biáigebrade Lic exactasobreg, definiendoa partir del endomorfismoR un
2-tensor u- sobreg. En la sección2.4.1 analizamosesteproblema.En la 2.4.2y la 2.4.3,
estudiamos el case panicular en que 1? E End(g) es, además, solución de la ecuación

• modificadade Yang-Baxter.

e
2.4.1 Biálgebrasde Lie Exactasy Álgebras de Lie Dables

• Sea (g; [;];6 u-) una biálgebra de Lie exacta y a E g A g la parte antisimétrica del
2-tensoru- 6 9 0 g. En la Proposición3.5 de la Sección2.3.2 se pruebaqueel corchete
de Lie sobregÉ definido por la aplicación (6u-)t, dual del 1-cocido¿u-, vienedado por la

• expresión:

• [¿;77]. =ad~<~>¿—ad¿ce>u>; ¿u>Eg* (a)

e
e
e
e
a
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Sea (g;R)un álgebrade Lie doble (Definición 1.1 de la Sección2.1.1). Pordefini-
ción, el corchetede Lie sobreg determinadopor el endomorfismoR de g, vienedadopor
la expresión(fórmula(a) de la Seccien2.1.1):

Seae»: g -4 g~ el isomorfismodefinido por unaformabilineal, no-degeneradasobre
el álgebrade Lie g. En lasiguienteproposición,veremosquepara queel corchete(a),
que d~pendesólo de la parteantisimétricaa de u-, seael transportadoa g~, mediantee».
del corchete(b), es necesarioqueR y u- esténrelacionadospor la igualdad:

de e»

dondeñ esel homomorfismode9 en g asociadoal 2-tensora. Las condicionesadicionales
quedanreflejadasen el enunciado.

Proposición4.1 Sea g un álgebra de Le y e»: 9 -4 9* el isomorfismoasociadoa una
forma bilineal, e», no-degeneradasobre 9, simétrica e invariante por la representación
adjunta.

(1) El corchetede Lie sobre9* definido por la expresión:

= —2e»([<’(¿);e»’’(77)1) ; ¿,77 E 9*

se escribeasí:
= —2 ad~,—i<,,,¿ = ad;I<~) u> — ad—l(~) u>, (c)

para todo¿,u>E g~

(2) Sea1? E End(g) antisimétricocon respectoa e», es decir,

e»(Rz;y) =

y, por tanto,
e» o R = —e» eRt,

siendoRt : 9* -4 9* el homomorfisomotranspuestode R. Sea?E ff<y~j(g*; g) definido
por la igualdad ? = (1 + 11) e y u- c g 0 g el 2-tensorasociado. Entonces,el
homomorfismo5 6 Hom(g*; g) correspondientea la parte antisimétricade u- es a =

Ree»’’.

(3) SeaR E End(g)antisimétricocon respectoa e», tal que [;IR (expresión (b)) es un
corchetede Lie sobreg. Sea?E Hom(g*; g) el homomorfismodefinidopor la igualdad
u’ = (1 + U) e e»~’. Entoncesel corchetede Lie sobre9*:

i¿;u>V 2e»([e»’(¿);e»’(u>)]R) ; ¿,77 E 9*

coincidecon el corcháte(a) definidopor u-, es decir, se verifica:

= [¿;u>1.~ad~c,,)E—ad~ccu>,paratodoE,u>E9*

dondeá Re&‘ 6 ff~(g*;9)

‘Pbr lo tanto, en estascondiciones,~ simétricae invariante por la representación
adjuntade g y R anti~imétricoconrespectoa e», todaestructurade álgebra de Lie doble
(g; R) determinasobreg una estructurade~biálgebrade Lie exaéta (g; [;);¿ ((1 + R) e
e»-’)).



2.4 Ecuación Modificada de Yang-Baxter 105

Prueba

(1) La invarianciade ~ por la representaciónadjuntasignifica que

e»(ad~y;z)+e/4y;ad~z)=0, paratodox,y,z6g,

lo cual implica que:
ad~ ee»= e» e ad1,

paratodo a’ E g. Teniendo en cuenta esta última expresión, el siguiente cálculo prueba
la primeraigualdaden (c),

= —2e»([e»’(E);e»’(u>]) = —2(e»ead~-I(¿))(e»’(u>)) =

= —2 (ad;~i<e>ee»)(e»’(u>)) = —2ad~.l(~)u>.

Por otra parte, la simetría de ~ implica que;

es decir, e» e»t. De esta condición y de la invariancia por la representación adjunta
• de e», se deduce la siguiente igualdad:

• ~ad,~I(0u> = ad~,...(n>¿, paratodo¿,u> E 9* (d)

• En efecto;paratodo a’ 6 g y todo ¿,u> E 9* se tiene:

• <a’; — ad~.l(¿>77> = <adt—i<¿> a’; 77> = —<ad~(e»’’(¿)) ; 77> =

• = <e»’(E);ad(u>)>= <e»’(ad(u>));¿> = <(ad~o&~’)(u>);E> =

• = —<ad~—ic~>x; ¿> = <a’; adrl(,1)¿>.

La segundaigualdaden (c) es consecuenciade (d).

e (2) Consideremosel 2-tensora E gogcorrespondienteal homomorfismo5 — Ree»’ E
Hom(g*;g). Entonces,tenemos:

• <u>®¿;a> = <n;a(fl> =

Peropor serR antisimétricocon respectoa e», severifica queRee»’ = ~ eRt y por

ser e» simétricae» = e»t, por tanto,

• <770 ¿; a> = <u>; —(e»’ e R
t)(E)> = <u>; —(Re e»’)t(¿)> = — <~(77) ; ¿> = —<¿ ® u>; a>,

queeslacondicióndeantisimetríadel 2-tensora E g®g correspondiente al homomorfismo

• 5 = Roe»’ 6 Hom(g*;9).

• (3) Teniendoen cuentala definición del corchete[;]R (espresión(b), el corchetetrans-
portadoa 9* es:

1• [¿; n]~ = —2—e» ( [R (e»’(¿)) ; e»’(u>)] + [e»’(¿); R (e»’—’(n)) ] ) =
• — —e»~ [(5(E);e»—’(n)] + [e»’(¿);5(n)]) =

• — —e»(adacce»’(u>) — ada<~>e»’(E))

Comose satisfacee» e ad~ = ad ee» paratodo a’ E g (~ es invariantepor la repre-
sentaciónadjuntade g), la última igualdadse puedeescribirasí:

quees lo que sequeríademostrar. u

e
e

a



106 2 EcuaciónClásica de Yang-Baxter

El apartado(3) de la última proposicióny la Proposición3.4 en 2.3.2 nos dicen

que [;]%es el corchetesobreg~ definido por la aplicacióndual del 1-cocidoexacto¿7%

definido por el 2-tensoru- asociadoal homomorfismou’ = (1 + R) e e». La Proposición2.5
de 2.2.2 afirma queéstoes equivalentea la compatibilidadde los doscorchetes.

Se tiene,pues,el siguienteresultado.

Corolario (SemenovM. A. [1983])

(1) Sea(~; R), un álgebra de Lie doble (Definición 1.1 de la Sección2.1.1), es decir,
9 un álgebra de Lie y R E End(g) un endomorfismo tal que la igualdad (b) define un

£orchetedeLie sobreg. Sea e» : 9* es el isomorfismoasociadoa una forma bilineal,
e», no-degeneradaysimétricasobreg.Seat= (R+1)ee»’ E Hom(g*;g),yu- E g0g el

2-tensorasociado.Si ~ esinvariantepor la representaciónadj untadeg y 1? antisimétrico
con respectoa e», (g; ;]; ñu-) es una biálgebrade Lie exacta.

(2) Recíprocamente,sea (g; [j;6 u-) una biálgebrade Lie exacta tal queel homomor-
fismo5 E Hom(gtg) asociadoa la partesimétiicas de u- es invertible y sea R — ñeS~’ —

u’ ~ 5—’ — 1 E End(9) donde5 es el homomorfismoasociadoa la parte antisimétricaa
deu-. Entonces,(g; R) es un álgebra de Lie doble.

Prueba

(1) La primera partees consecuenciainmediatade la Proposición4.1.

(2) Sea,ahora, (g; [;];Au-) una biálgebrade Lie exactatal que la partesimétrica, s,

de u- es tal queel homomorfismoasociadoA es invertible. Al ser A invertible, podemos
transportara g el corchetede Lie [;] por medio de 5, es decir, definir:

= —~s([(5)~’(a’);(¿)~’(y)].) =

Pordefinición R = 5 e (g)1 por tanto,estecorchetese puedeescribirasí:

— 1
— ~&(ad~~(5)’(a’) — ad«~>(iy’(y)) . (e)

Ahora bién, por definir unaestructuradebiálgebrade Lie exacta, la partesimé-
trica s es invariantepor la representaciónadiuntade g (Teorema3.1 de 2.3.2),es decir,

e ad~ = ad e(5)’’, por tanto, el corch~te(e) es:

[a’; y)’ = —~i((.fl’ e adscV)x — (5)’ e adR(~) y) =

=Ia’;y]R.

Quees la forma (b) quedebetenerun segundocorchetede Lie sobreg paradefinir una
estructurade álgebrade Lie doble. u
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Observación Comoconsecuenciade la proposiciónanterior,la aplicación

• (g;[;]R)

es un isomorfismode álgebrasde Lie, yaque:

[a’;v]R = —(1/2)S([(Af~’(a’) ;(5f~i(y)]r•)

• y, por tanto,

• —~}57~’([a’;y]n) = ....!(g)—’ ( — ~~[(5S’(a’); (5r’(v)];.) =

11
• = ~j(~Y’(a’);(~r’(y)f.=

• u

• 2.4.2 Álgebrasy Biálgebrasde Lie-Semenov

Los siguientesresultadossonnecesariosparaestablecerla relaciónentreun tipo de
• solucionesde la ecuaciónmodificadade Yang-Baxter(definida en la Proposición1.4 de
• la Sección2.1.3) y un tiposde biálgebrasde Lie exactas.

• Lema4.1 Sea u- E g 09 un 2-tensorantisimétricoy u’ E Hom(g*; g) el homomorfismo
• correspondiente. Asociandoa todo3-tensort E g 0 g 0 g una aplicación bilineal t

9* X -4 g, mediantela siguienteigualdad:

• <¿;i~u>;y)> = t(¿;u>;y), para todo¿,u>,y E 9*

• el corchetede Schouteninvariante, [u-;u-] E g 0909 (expresión(e) de la Sección2.3.1),
vienedadopor:

• [u-;u-] (4; u>) = —2 (u-(ad<~)u> — ad<~>E) — (u’(¿); u’(u>)])

e
El miembrode la derechatienesentidoaunqueu- no seaantisimétrico.

• Prueba La expresión(e) en 2.3.1,es

• [r;u-](¿;u>;-r)= 2¼; [i(¿) ;~‘(n))>

Por tanto,como aplicación bilineal de g~ x 9* en g, paratodo ¿, u>, y E g~ tenemos:

• <~;[u-;u-](¿;iñ> = 2<n4u’(y);?(¿fl>+p.c. =

• = 2<u>;(?(y);?(¿)1> +2Qy;[t(¿);t(u>)J> ±2<¿;[t(u>);«y))>=

• = —2 <u>; ad,~<¿~?(y)> + 2 <¿ ; adf(~)i(y)> + 2 <y; [?(¿); t(u>)]> =

= —2< ad(~)¿;tCy)> + 2< ad(¿)i>; ?QY)>+ 2 <y; [#E) ;

Ahorabién, u- es antisimétrico,entonces

<~; [u-;u-](E;u>)> = <y; —2?(adce>u>) + 2u-( ad%)E) + 2[?(¿) ;
lo quedemuestrael lema. u
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En lo sucesivoprescindiremosdelfactor 2 ydel signo—, de forma queutilizaremos

como definición de [r ; u-] la siguiente,aunqueu- no seaantisimétrico.

Definición 4.1 Sea u- 6 g 0 g un 2-tensor (no necesariamenteantisimétrico)y u’ E

Hom(g*; g) el homomorfismoasociado.Definiremosel corchetede Schouten invariante

[u-;u-] E Hom(g~ >< g*; g) dela siguienteforma:

para todo E,u> E 9*

Lema4.2 Sea u’ E Hom(g*; 9) ad-invariante (no necesariamenteantisimétrico), es
decir, sesatisface:

ad~o?—? e ad,= 0.

Entonces:

(1) [u-;r}(a; 13) =

(2) [‘r;u-] es ad-invariante, por tanto, tenemos:

- ad
1o[u-;u-] = [u-;u-)e(ad®1+1®ad),

o bien,al considerarel 3-tensorsobreg, [u-;u-], asociadoa [u-;u-],

(ad~ 010 1±10 ad~01+1010 ad~)[u- ; r] = 0.

Prueba

(1) Teniendoen cuentaquead~e?— u’ o ad = 0,la definición (a) de [u-; u-] implica que:

[u-;u-](a; /3) = u’( ad(~)/3 — ad(fl) a) — [t(a) ; ?(/3)] =

— (ade(0)efl(/3) — (ad~($)ofl(a) — [u’(a); t(/3)] =

(2) La representaciónadjuntade g sobreg 0 9 0 g vienedadapor la expresión:

tE g®g®g -4 (a4®1 01 + 10ad~®1 -i-1010ad±)t E 9®9®9.

De formaanálogaa la expresión(d) de 1.1.1, al considerarel isomorfismog ® g 0 g ~
Hom(g* x 9*; g) definido por

la acciónadjuntade g se escribeasi:

ad~(O=ad~ei—te(adZ01)—te(1®adZ).

Entoncés,teniendoen cuentael resultadode la parte(1), paratodoa,/3 E g~, tenemos:

ad~([u-;u-D(a;/3) = ád~ ([2«a) ;?(/3)]) — [t(adZa) ;u’(/3)j — [f(a) ;u’(ad/3)]

Comopor hipótesisu’ e ad~= ad~e? y ad~ es unaderivaciónde g, se tienefinalmente:

ad±([u-;u-3)(a;/3)=0, paratodoa,/3Eg*,

quedemuestrael apartado(2). u
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Lema4.3 Seag un álgebra de Lie, e»: g -4 g~ el isomorfismoasociadoa una forma
bilineal, no degeneradasobre g, invariante por la representaciónadjunta, y sea R E

- End(g). Consideremosel homomorfismo5 : —~ g (no necesariamenteantisimétrico),
definidopor la igualdad:

5 = Roe»’ E Hom(g*;g),

y la expresión (b) en 2.1.1:

Bn(a’;y) <R(a’);R(y)] —2R([x;t4n) . (b)

• Entonces,la aplicación bilineal [a; a] : x 9* g definidaen (a) satisface:

[a;a] = —Ene(e»’ >< e»’) . (c)

• Prueba Pordefinición de .Bn(a’; y), teniendoen cuenta(b) de 2.4.1, se tiene:

• (En u.(e»’ xe»’))(a;/3)=

• = [ReC’(a);Ref’(/3)]—

• —R([Re f’(a);e»’(/3)] + [e»’(a);Roe»’(/3)]> =

• = (5(a);5(/3)] —R([ñ(a);e»’(13)]+ [e»’(a);ñ(/3)])=

• = [5(a);ñ(/3)] —ñee»([a(a);r’(/3)] + [e»’(a);ñ(/3)]) =

• = Id(a);5(13)] — ñ (e» e ada(a)r’(13) — e» e ada(g)e»’(a))
• paratodoa,fiEg*.

Ahorabien, e» esad-invariante,esdecir, e» e ad2 = ad e4 por lo tanto:

• —(Ene (&~‘ x ~
1)) (a; /3) = 5< ad(

0) /3 — ad~w>a) — la(a);ñ(/3)].

• u
• Observación A partir de la igualdad(c), si a es antisimétrico,la ecuaciónclásicade
• Yang-Baxter(ver Teorema2.7 de 1.2.5):

• [a;a](¿;u>)=0, paratodo¿,u>Egt

sepuedeescribirasí:
• Bn(a’;y)0, paratodoa’,yeg,

donde.1? = ñee»y e» el isomorfismoasociadoa una~rma bilineal, no-degeneradasobreg,
invariantepor la representaciónadiunta. u

Proposición4.2 Seae»: g — g~ el isomorfismoasociadoa una formabilineal sobreel
álgebra de Lic g, e», simétrica, no degenerada, e invariante por la representación adj unta.
SeaR 6 End(g) antisimétricocon respectoa e» y sea u- E g 0 g el 2-tensorasociadoal

• homomorfismo?= (R + 1) e e»’ E Hom(gflg). Entonces,la ecuaciónmodificadade
• Yang-Baxter(ecuación(a) dela Sección2.1.3):

• Bn(a’;v) =

dondeBn(x;y) vienedadopor (b), se expresa, en términos de u- E g ® g, de la forma:

e
• donde[a ; /3]~ vienedadapor la expresión(c) de 2.4.1.

e

a
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Prueba

-(1) Se satisfacela igualdad:

B<R+l)(a’;y) = —2(R+1)[x;y].

En efecto,teniendoen cuentala definición (b) de BR(a’; y) y la expresión(b) de 2.4.1 del
corchete[;]R, de la condiciónBR(a’; y) = —[a’; y] se deduce:

0 [R(a’) ; R(y)] — 2R([a’ ;y]R) + [a’ y]

— [R(a’) ; R(y)i — R([R(a’) ; y] + [a’;R(y)]) + [a’;y].

Sumandoy restando[a’;R(y)], así como [R(x) ; u] en el último miembro de la igualdad
anterior,se tiene:

0 = ((11 + 1)(x) ;R(y)] — {x;R(y>] — R[R(a’) ;y] — R[a’;R(y)] + [a’;y] =

= ((R + 1)(x) ; R(y)] — (R + 1)[a’ ; R(y)] — (R + i)[R(a’) ; y] + [(R + 1)(a’) ; y] =

= ((R + 1)(a’) ; (R + 1)(y)) — (R + 1) ([a’;R(y)] + [R(a’);v]) =

= [(R + 1)(a’) ; (R + i)(y)] — (R + 1) ([(R + 1)(a’) ; y] + (a’; (R + 1)(y)] — 2(a’ ; yJ) =

= BR+1(a’;y) +2(R+lffla’;y]),

quees le quesequeríademostrar.

(2) La igualdad(c) se aplicaatodo2-tensora E g®g(no necesariamenteantisimétrico)
y a todo endomorfismoR 6 End(y). En particular, coñsiderandoel 2-tensoru- y el
endomorfismoR + 1, tenemos:

Iu-;r] = —B(R+l)(e»’ x

Si ahorase tiene en cuentael resultado(d), la igualdadanteriorse escribeasí:

[u-;u-](a;13)= —B(R+,) (r’ x e»’) (a;13)= 2(R+ 1) [e»1(a) ;e»’(13)] =

= 2(tee») [e»~’(a);g’Qfl] = —u’([a;13y~’)

u

Proposición4.3 Seau-E £®n, tal queel homomorfismoS6 Hom(g*;g), asociadoasu
partesimétricas, esinvertibley ad-invariante.Denotemospor e»: g — g~ el isomorfismo
inverso (5)—1. Entonces,si el homomorfismou’, asociadoa u-, satisfacela igualdad(d),
(g; [;]; ¿5u-) es unabiálgebrade Lic exacta.

Prueba Al ser 5 es invertible e invariantepor la representaciónadjunta,se tiene la
siguienteigualdad:

[u-;u-](E;u>)-i-?([¿;u>]~’) = Ia;a](¿;u>)— [s;s](E;u>), paratodoa,/3E g. (e)

En efecto,teniendoen cuentala definición (a) de ¡u-; u-] y la expresiónde [E;77]~’.dadaen
(c) de 2.4.1, tenemos:

¡u-;u-](¿;u>) +? ([a;13]~) = ?(ad(¿)u>— ad<,,)¿)— [?(¿) ;?(u>)] + 2?ead(¿)u>.
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Separandolas contribucionesde las partessimétricay antisimétricade r, la igualdad
anteriorse escribeasí:

— [a(¿)ñ(nfl — [A(¿); ~(~ñ]+e
+ i( ad~>ti — ad(~)¿ — 2 ad<¿,ti) + (Ao ad~<~ 17 — [ñ(¿) s(i~)]) —

— (A o ad~<,) E — [ñ(tj)e
Como A o ad~,,>¿ = ad3(~)oi, las expresionesque figuran en dos últimos paréntesis
son nulas. Tambiénlo es la antepenúltimacomo consecuenciade la simetríay la ad-

• invarianciade a, ya que entoncesad(~)‘1 + adjc~>¿ = O (igualdad (d) de 2.4.1). Por
• tanto:

Entonces,la hipótesis de la proposición se puedeenunciarasí: [a; al = [a; a].
• bigskip

Pero [a a] es invariantepor la representaciónadjunta(Lema 4.2),por tanto, <a; aJ
tambiénlo es. Esto,segúnel Teorema3.1 de la Sección2.3.2, es condición suficientede

• biálgebrade Lie. U

Proposición4.4 Sear = a + a E g ® g la descomposiciónde un 2-tensorr, en suparte
simétrica a y su parte antisimétricaa. Seant, &, ñ E Hom(g*; g), los homomorfismos

• asociadosar,a,a E g®gpor el isomorfismo(c) de 1.1.1. SupángamosqueA esinvertible
y ad-invariantey quef satisfacela igualdad (d). Entoncesel endomorfismo

• R = i~o(A~1 —1 = ño (A7~’ E End(g),

es unasolucióndela ecuaciónmodificadade Yang-Baxtery esantisimétricoconrespecto
a la formabilineal, », simétrica,no-degeneradae invarianteporla representaciónadjunta,
asociadaal isomorfismo(A)’ : —~ g~. En consecuencia,(g; E) es un álgebra de Lie

• doble.

e
Prueba En efecto,por definiciónde E y puestoqueel 2-tensors es simétrico,tenemos:

• <(—go Rtfta) ;fi> = <( — io (do (~r1Yft~) ;0> = <&(P) ; —(do (ir’)t(a)>

• = <(a (<~ A) (fi); —a> = —<d(fi) ; a> =

• =<ñ(a);0>.

• paratodo a,fi E g. Es decir, A o — a. Porotraparte,

• Ro A = (f o(Af1 —1)o A = r — a = a.

Así pues, goRt — E o A quees la condición de antisimetríade E con respectoa a la

formabiineal ~ asociadaal isomorfismo(A)’.

e
Porser = (E ±1)o A y E antisimétricocon respectoa ~, la Proposición4.2 nos

dice queE satisfacela ecuaciónmodificadadeYang-Baxtery éstoes condiciónsuficiente
• paraque(g; E) seaun álgebrade Lie doble (Proposición1.4 de la Sección2.1.3). u

Las Proposiciones4.2, 4.3 y 4.4 justifican las siguientesdefiniciones,que definen
un tipo de álgebrasde Lie doblesqueestánen correspondenciabiunívocacon un tipo de

• biálgebrasde

e
e
e
e
a
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Definición 4.2

(1) Seag un álgebra de Liey ~: g —~ 9* el isomorfismoasociadoa una forma bilineal
simétrica,no degeneradasobre g, invariantepor la acción adjuntade g. SeaR: g —.

una soluciónde la ecuación modificadade Yang-Baxter. Se dice que el álgebra deLie
doble (g; R; 4b) es un álgebra de Lie-Semenovsi R esantisimétricocon respectoa 4’.
(2) Sea r E g ® g tal que el bomomorfismoA, asociadoa su parte simétrica s, es
invertibley ad-invariantey tal que?E Hom(g;g) satisfacela condición (d):

[r;r](a;13) = —?([a;filfl , paratodoa,fi E 9%

donde4’ = A’. Entonces,se dice que la biálgebradeLie (g; [4;ór) es una biálgebrade
Lie-Semenov.

A las álgebrasde Lie-Semenov,Semenov(1994] las denominaálgebrasde Lie-
Baxter.

Definición 4.3 Sean(91; 1;] í; Rl; ~ y (92; [;]2; R2; <D2) dosálgebrasde Lie-Semenov
y 4’ : 9~ —. g~ una aplicación lineal. Se dice que 4~ es un morfismode álgebras de
Lie-Semenovsi:

(1) 4’:(gí;[;]í) —d92;[;]2) esunmorfismode álgebrasde Lie.

(2) cIEío4’to<2 : (92;L;]n,) (gí;L;]R,) es unmorfismode álgebrasde Lie.

Teorema4.1 Las categoríasde las biálgebrasde Lie-Semenovy de las álgebras de
Lie-Semenovson equivalentesen la correspondenciaque asociaa todo endomorfismo
antisimétricoR c End(g), con respectoa una forma bilineal, simétrica,no-degenerada,
el 2-tensorr E g ® g correspondientea? = (R + 1) o4’.

Prueba Con las notacionesobvias,sean(gj;[;],;Ór,), (g2;[;]2;6r2) dosbiálgebrasde
Lie-Semenovy (91; R,; (A1)—’), (92; R2; (A2)’) las álgebrasde Lie-Semenovasociadas
por aplicación de las Proposiciones4.3 y 4.4. Sea4’ : fi — 92 un homomorfisomode
álgebrasde Lie.

Sólo 4ueáapor demostrarque:

es un niorfismo de álgebrasde Lie si ~r s¿losilo es:
g1 o (A27’ (92;[;]n,) —. (gí;[;1.~1)

Pero
4’

t[E2 ;?72]~~ = 4? [(A
2)’(z2) ; (A2)’(y2)]~ =

= ~24’to(A2)í[z2;y21s2 = —2(A,)’o (g,o4’t o(A2)’) {x2;v2]R2

y
[Ve 4t~]rI = [4?o (A2f~’(x2) 4? o (g2fí(,~2)]rI~ =

al

= [(&)‘ o (A1 o 4? o (A2)’) (x2) ; o (A1 o 4? o(A2)—’) (v2)]
2

o’
= --2(A,)’ [&~o

4,to(A2)í(z2);gí 04’t0 (A~7’(y~=)]~

por tanto:
4?K~ ‘72]~ — (4’t(¿); 4?(172)] k = —2(A1)—’ (~1 o 4? o (A2)’fr2 ; Y2]R2 —

— o 4? o (A2f~’(z2); A, o 4? o (A2)’(v2)]j~)

con lo quequedademostradoel teorema. u
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2.4.3 Biálgebrasde Lie Doblese
• Sea (g; [;3;c)unabiálgebradeLíe. Se ha visto (Teorema2.3 de la Sección2.2.2)

quesobreel productocartesianop g x g existeuna única estructurade álgebrade
Lie, definidapor el corchete:

• [(z;C);(u;ti)]p= (kr;yJ+ad~y—ad~x;(¿;ifl9. +adZti—ad~), (a)

• queinducelas estructurasde álgebrade Lie de g y 9 y tal quedejainvariantela forma
• bilineal simétrica<;>~ definidapor:

• <(z;¿);(y;n)>~= <E;y> +<n;’>, (b)

e
es decir la acción dualde p sobrep.

Sea(‘el isomorfismoasociadoa <;>~ y sE P®Pel 2-tensorasociadoa ‘Z’~ : ~ p.
Vamosacómprobarquea esla partesimétricade un 2-tensorni E P®Pquedefinesobrep
unaestructurade biálgebrade Lie-Semenov.

Proposición4.5 Sea(g; [;];e) una biálgebra de Lie y (p; [;]~)el álgebra de Lie del
• Teorema2.3 de la Sección2.2.Zes decir, p = g x g~ y [; ]~ es el corchetedefinidoen (a).

Consideremosel homomorfismo‘it E Hom(p*;p), dado por la expresión:

• ñu:(E;x)Ep*~~<x;O)Ep. (c)e
Sim E ¡J®~~ esel2-tensorasociadoporelisomorfismodefinidoen(c) de1.1.1, (p; [;]p;

8m)
es una biálgebrade Lie-Semenov,es decir, la parte simétrica de ni es invertible y ad-

• invariantey m satisfacela igualdad (d) de la Sección2.4.2.

Pruebae
(1) Consideremoslos homomorfismosA,á : —* p, definidospor las expresiones:

• A(¿;x) = (1/2)(x;C); á(¿;x)= (1/2)(z;—¿). (d)

e
• Es inmediatocomprobarque ‘it A +d. Además,paratodo (¿;x), (ti; y) E p,

e
= <(¿;x);(1/2)(v;ti)> = (1/2) (<¿;ii> + <ti;z>) =

• Estaigualdadquieredecirqueel 2-tensora E p ® p correspondientea A es simétrico.

De maneraanáloga,tenemos:

e
• <(¿; x) ; ñ(ti;y)) = (1/2) (<E; u) — <ti; x>) = —<(17; y); ñ(¿; x)>

que expresala antisirnetríadel 2-tensora E p ® p asociadoal homomorfismoa.

e
Comoconsecuenciade (d), A E Horn(p*; p) es invertible.

• (2) El isomorfismo0 : —. p asociadoa la formabilineal <;>, definidaen (b) viene

dadopor la expresión:

(‘(z;¿) = (E;x) =

e
e
e
e
e
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Al ser <;>~ invariantepor la representación.adjuntaasociadaa [;]~(Teorema2.3 de la
Sección2.2.2), se tieneques es tambiéninvariantepor estarepresentaciónde p.

(3) Como A es invertible e invariante por la representaciónadjuntade p, tenemos
sobrep~ un cotchetede Lie, quevienedadopor la expresión(c) de la Sección2.4.1:

[(E;x);(~; y)]3 = —2adi(¿;±)(ij;y), (e)

(4) La representacióncoadjuntade p seescribede la siguienteforma:

ad~;c(ti;y) = (adE—adti—IE;iflr;adz--ad¿y—Ix;yl) . (f)

En efecto,

<adr~.¿>(ti;y); (z; it)> = —<(ti; y); ad(x;¿)(z;ti)> = <(ti; y) ; [Qr;E); (z;p)]~>

Si tenemosen cuentala formadel corchete[;]~(expresión (a)), la igualdadanterior se
escribeasí:

<ad~~;~0ny);(z;p)>=<(rnv);(Lx;z]+ad~z—adx;[E;p]g.+adZp—adE)>,

es decir,

<adtx;e)(ti; y); (z;p)> =

<17; ; z] + ad z — ad x> + «E; it]g~ + ad p ad E; y> =

= <— ad ti — ad¿ti; z> + <adM ~i; x> + <ti; — ad~y — ad~y> + <E; ad~x> =

= < — ad~ti — ad¿ti; z> + <ti; ad x> + <ji; — ad~y — ad
1,y> + <ad E; z>,

quedemuestrala expresión(f).

(5) Sea [ni; ni] e Horn(p >< p;p) dado por la Definición 4.1 de 2.4.2, se satisfacela
expresión(d) de 2.4.2:

<ni; ni] ((E; x); (ti; y)) = —‘iz ([(E; x) ; (rl; y)]
3) (g)

En efecto,

= ñ (ad~«¿~(ti;u)— adi.(,I;v)(E;x)) — [‘idE;x);‘ii(ti;y)1~ + rñ([(¿;x) ;(rny)]8)

Sustituyendola expresión(e) en la igualdadanterior,se tiene:

(ni ;rn] ((E;x); (ti;v)) +‘th([(E;x) ; (ti;y)V) =

=rit (ad~.<¿.~)(ti;Y)— ad~q~.~>(E;x)) — [ñi(E;x);ñ~(ti;y)]~ — 2ñi (ad<¿±)(mv)). (h)

Ahorabien, teniendoen cuenta(f),

adj.(~;y)(E;x) = ad~v;o)(¿;x) = (ad E; [u;r] — ad y)
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(i)

(k)

(1)

u

Lie-Semenov
por (c), sela

2.4 EcuaciónModificada de Yang-Baxter

y

adY,(C.~)(~;y) — 2 adc¿;x>(17; y) = — ad~).(ex>(w y) = — ad~o.e>(~; y) =

ya queA + ñ — 2A = —(A — a) = ~(ifOt. Por tanto,

= ([v;x] —ad~y;0)

— 2ad;(¿.Z)(ti;y)>= (ad¿y;0),

Porotra parte,volviendo a teneren cuenta(a),

[ñi(¿;x) ; ñt(rj; y)1~ = [(x; 0); (y; 0)], = ([x ; y]; 0),

Sustituyendo(i), (k) y (1) en (Ii), se llegafinalmentea:

que esla condición (g).

Definición 4.4 Sea (g; [;]; e) una biálgebra de Lie. A la biálgebra de
(p; [;],; 6 m), donde p = g ® g~ y[;], vienedado por la expresión(a) y m
denominabiálgebrade Lie doble de (g; [j; 4.

Proposición4.6 Sea(g; [;];c) una biálgebrade Lie, (p; [;],; 6 ni) la biálgebradeLie
doble de aquella. Entonces,el corchete [;$ sobre el álgebra dual p~, definidopor la

aplicación transpuestadel 1-cocido6 ni viene dadopor:

Es decir, (p*; [;]~) es el producto directo del álgebra de Lie (g; [;]~.) y el álgebra
opuestaa g.

Prueba Por definición,

[(¿;x) ; (ii; y)]~ = ad~(,,;y)(¿;z) — ad~<e;x>(u; u)

ahorabien,

— adR<e~>(u; y) = (1/2) (ad~0.~>(u; y) — ad~z;o)(~; y)) =

=(1/2)([¿;tfl—ad¿—adu; [y;x]+adx-i-adjv)

Por lo quequedademostradala proposición.

Proposición4.7 Sea (g; [;]e) una biálgebra de Lie,

yección de g en p es un morfismo de biálgebras de Lie
antimorfismo.

su doble.

y la inyección de 9* en

(m)

u

La in-

p es un

a
e
e
e

a
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
e
e
e
e
e
a
e
e
e
e
e
a
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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Prueba Sean

t:xE5—4(z;0)Ep ~, it:(E;z)Ep*~EEg*

De la definición de [;]~sededuce:

i([x;y]) = (i(x) ;i(y)]p

y

Porotra parte,si

j:EEg*~~.(0;E)Ep y jt:(¿;x)Ep*~xEg,

se tiene

y
fi (((E; z) ; (n; v)12) = — [jt(¿; x) ; it(ti; y)]

u

Como biálgebrade Lie-Semenov, (p; [;]~;6m) tiene asociadaun álgebrade Lie-
Semenov(p; R), dondeR c End(p) estádefinido por la igualdadR = ño (A)’. Por lo
tanto,

RQr;¿)=2ñ(E;x)=(x—fl,

es decir,
R(x;E) = (Pg ~r) (x;E) = (x;0) — (O;E)~

El álgebrade Lie-Semenovasociadaa (p; [;]~;6 ni) es puesde la claseestudiadaen la
Sección2.1.2.

El corchetequeR determinasobrep, (expresión(b) de la Sección2.4.1),es

[(z;E); (y;ti)]~ = ([x;y]; [n;E])

siendode comprobacióndirecta que se satisface:

[(x; E) ; (y; o)]. = —2(A)—’ ([s(E~ x) ; A(
17; y)] R)

2.5 Corchete de Sklyanin y Ecuaciones de Lax sobre O

SeaO el grupo de Lic simplementeconexode álgebrade Lie g y r E g ® y.
Si (g;[;];br) es una biálgebra de Lie exacta, se ha visto en la Subsección2.3.2 que
sobreO existe unaestructurade grupo de Lie-Poissoncuyo corchetevienedado por la
expresiónU) de 2.3.2.

Supongamosquesobreg estádefinidaunaformabilineal, simétrica,no-degenerada,
invariantepor la representaciónadjuntade y y que4’: y — es el isomorfismoasociado.
Entonces(Corolariodela Proposición4.1 de2.4.1),si (9;R)es un álgebradeLiedobleyel
endomorfismoR E End(g)es antisimétricoconrespectoa 4’, el 2-tensorr correspondiente
(porel isomorfismo(c) de 1.1.1) al homomorfismo? .= (R+ 1)o4’’ E Horn(g’ ; y) define
una estructurade biálgebrade Lie exactasobrey. Así pues,sobreel grupoO, se tiene
unaestructurade Lic Poissondeterminadapor el endomorfismoR.

En estasecciónvamos a demostrarque,de forma análogaa lo establecidoen el
Teorema1.4 de la Sección2.1.3, si el endomorfismoResademássoluciónde la ecuación
modificadade Yang-Baxter,las solucionesde las ecuacionesdel movimientorelativasal
corchetede Lie-Poissonque determinaR sobreG, definidaspor hamiltonianosqueson
funcionescentrales,se puedenencontrarpor el métodode factorización.
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• Definición 5.1 Sea O un grupo de Lie simplemente conexo de álgebra de Lie g. Sea r =

• s + a E g ® g un 2-tensor contravari ante (a su partesimétricaya suparte antisimétrica)
- tal que s y el 3-tensor [a; a] <expresión (a) de2.3.1) soninvariantespor ¡a representación

adjunta. Sean(e») una basedeg, ruy las componentesder en dicha base,x~y x~ los
camposvectorialesdefinidospor traslacióna la izquierday a la derecharespectivamente

• de (e»). Se denomina corchete de Sklyanin a la aplicación bilineal dada por la expresión:

= Z~»~ (LXX~LXX4’—LXP~LZP4’) , (a)

que, según el Corolario de la Proposición 3.6 en 2.3.2, define una estructura de Lie-Poisson
• sobreO.

La estructurade biálgebrade Un exacta sobreun álgebrade EJe g está unívo-
camentedeterminadapor la parteantisimétricaa del 2-tensorr, unavez que se tiene
la invarianciapor la representacionadjuntade la partesimétricas (ver expresión(f)
de 2.3.2). Por- lo tanto, la correspondienteestructurade Lie-Poissonsobreel grupo,
no dependetampocode a. En el Lema 3.2 de la Sección2.3.2, dondese da la forma

• explícitadel 1-cocido1: 0 —+ g ® g quedefineel corchetede Lie-Poisson(a), se observa
estadependenciaúnicade a. En consecuencia,podemossuponerque r es antisimétrico
de partida:e
Proposición5.1 Sea r E g A g un 2-tensortal queel corchetede Schoutenk ; r] es
invariante por la representación adj unta. Si denotamos por? E Hom(g* ; g) al homomor-
llamo asociado, el corchete de Sklyanin se expresa os:

• ; 44(g) = <(T~A9)
t d’p(g) ;?((T~A

9)
t . d4’(g))> —

• — <(T~p
9)

t . dq~(g) ;?((T~p
9)

t . d4,(g))> , (b)

• para todogEOypara todorp,4’cC¶G).

Teniendoen cuentala antisimetríader, es decir, <a; ?(fi)> = —(fi; f(a)> paratodo
• a, fi E g~, la expresión(b) se escribe también así:

e
¼;44(g)= <(T~p

9)
t . d4’(g) ;? ((Te p

9)
t . &p(g)) > —

— <(TeAg)t . di~(g);? ((T0ig)t. d’p(g)) >
• para todo gE Oy para todo ~ E CM(O).

e
Prueba Si (e») es unabasede g, setiene:

• rt~t’L
2>«<p(g) L~4(g) = r»~ ((T~A9)

t dy(g)) (e») ((T
0Á9)

t . d4’(g)) (e,..) =

• — r»” ((T~A
9)

t . dso(g))» ((T~A
9)’ . d4’(g)),, =

• — <(TeAg)
t . dc~«g);t((T~>

t9)
t. d4’(g))>

e
de la mismaforma:

• r»UL~pcp(g)L~~4’(g) = <(2’epg)t . d~o(g);t ((T~p
9)’ . dg«g))>

e
• u
e
e
e

e
a
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Corolario Sea O c GI(n; IR) el subgrupode Lie de GI(n; 2), conexo,con álgebra
de Lie g c End(R~). Si t E H¿m(g; g) es el homomorfismo asociado a un 2-tensor
antisirnétrico r E 9 A g, tal que se satisfacenlas condicionesdel Proposición5.1. El
corchetede Sklyanindefinidopor r vienedadopor la expresión:

{<p;4}(A~= <Ad4’(A);f (Adso(A))> — <d4}A)A;?(dso(A)A)> , (c)

para todamatriz A COy todopar de funciones~,4’E C¶O).

Prueba Interpretamosloselementosde (TLGI(n; É)>* como matrices(a’h con el mis-
mo criteriode indicesque las matricesde End(R~)y la accióndual así:

<a;A>=a’.a3> A~(a)Eg; aEg*.

SeaA E G1(n; IR), las traslaci¿nespor la izquierday por la derechadefinidaspor A
sonlos difeomorfismos:

GL(n; R) .~4 GI(n; R) O1(n; R) ~. C1(n; IR)

B-.A•B B—.BA

Las aplicacionestangentesen el elementounidad1 E Ol(n; IR) a¾3’ PA vienendadas
por:

Ti As

X—AX

yaque:
d

T¡AA(X) = ~A. exptX~~ = AIX,

y de formaanálogaparaTIPA.

Las dualesde estasaplicacionestangentesson:

(TI,\A)t.a=a.A y (TIPA)t.a=A.a,

ya que:

a ;X> = <a;TI>IA . X> = <a;A . X> a§(A. X~ —

= & A’ 4=
~ k a.Ah,X~F=<a.A;X>

y

<(TipA)t .a;X>=<a;TIPÁ.X><a;X.A>9(X A)’,—

= a’ X’ A” —

~ k ~—

paratodo X E EndQR~).

Teniendoen cuentaahorala Proposición5.1,

{<p;’i,b}(A) = <(TIPA)t .d4«A);i’ «TipA)t .d<p(A)) > —

— <(TI~XA)t . dtk(A);?((T
6.XA)

t . dso(A))> =

— <Ad4~(A) ;?(A 4p(A)) > —

quees la expresión(c). u
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Teorema5.1 Sea O un grupo de Lie simplementeconexode álgebra de Lie g. Sea
• i” E g A g un 2-tensorantisimétrico, tal que el corchetede Schouten[r ; r] es invari-

antepor la representaciónadjunta,y? E Hom(gr%;g) el homomorfismoasociadopor el
isomorfismo(c) de 1.1.1. Entonces:e
(1) Las funciones centrales de G, es decir, aquellas funciones ‘p E C~(O) tales que

o A9 = o p9 para todo g E O, estánen involución con respectoal corchetede
• Sklyaninquedefiner.

• (2) Sea s~ E C~(O) una función centralde O. Lasecuacionesdel movimientoreíativas
• al corchetede Sklyanin,con hamiltoniano~,son:

• = (T~A~<t> — T~p~<~>) . M(c(t)) , M(c(t)) = ? ((T~pq~9tdcp(c(t))), (d)
dt

• donde e: t E 1 —. c(t) E O es una curva integral del campohamiltoniano~ definido
por la condición: Lx~4’ = {cp ; 4’}.
(3) Si o% G¿(n; IR) es un subgrupo de Lie de GI(n; IR), las ecuaciones del movimiento
adquieren la forma de Lax:e

dA — [A;M], M=?(Adp(A)). (e)
dt

e
La demostraciónsebasaen la siguientepropiedadde las funcionescentralessobre

un grupo.

• Lema5.1 Sea O un grupo de Lie y ~E Cm(O) una función central, esdecir, tal que:

• ~poA9 =<,3OO9, para todog E O.

Entonces:e (1) (TeAg)t <4o(g) = (TePg)t . drp(g), para todo g E O.

• (2) d~(g0) = (TgdIh)t d~(g), para todo h E O,

• siendog=1h(go)ydondeI~:gEG—.hg1C’EO.

• Prueba Las igualdadesse obtienenal derivar los dos miembros de la definición de
función central. u

• Pruebadel Teorema5.1

(1) El corchetede Sklyaninquedefiner vienedadopor la expresión(b):

e
{cp ; 44(g) = <(T~A9Y . d<p(g) i ((T~A9)

t . d4’(g))> —

— <(TePg)t . dsc(g);? ((T~p
9)

t . d4’(g))>

perocomo~,4’ sonfuncionescentrales,el Lema5.1 implica

• {~;4’} =0.

e
(2) Al ser ~ E C~”’(O) una función central,el Lema 5.1 implica que el corchetede
Sklyaninde ~ y 4’, dadopor la igualdad(b), es igual a:

e
• {<p ; 4’}(g) = <d4’(g); (T~p

9 — T~A9) ? ((TePg)
t .

e
e
e

e
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por lo tanto lasecuacionesdel movimientocon hamiltoniano~, relativasa estecorchete,
son:

(T~A0 — TePc) f((T¿p3t . dso(c))

(3) Enel casode que Oc O1(n;R),siles la unidaddel grupo,

dA

= (TIAA — TIPA) . ?((TÍ PA) dso(A)) =

= A?((TIPA)
t . dse(A)) — ?((TÍpA)t . d~(A))A

= A?(Adso(A)) —?(A&p(A))A = [A;M].

u

Paraenunciarel teoremade obtencióndesolucionespor el métododefactorización,

recordemosalgunosresultadosde la Sección2.1.3.
SeaO eV grupo de Lie simplementeconexode álgebrade Líe g. Consideremos

un endomorfismoR E End(g) solución de la ecuaciónmodificada de Yang-Baxtery
definamoslos endomorfismosde 9:

1
= -(R± 1).

2

Segúnla Proposición1.5 de2.1.3,denotandopor gR alespaciovectorialg con el corchete
de Lie [4k, tenemosque

gR —

son homomorfismosde álgebrasde Lie. Por lo tanto, g± Im R±son subálgebrasde
Lie de g.

La aplicación
(R~;R.4 : SR —o+ x 9. Cg )< g

es un homomorfismode álgebrasde Lie inyectivo, de forma que todo elementore E g
admiteunadescomposiciónúnicare = re+ —re... con (re;; t...) E Im(R+; R.) (Teorema1.3
de 2.1.3).

Sea0R el grupode Lie simplementeconexode álgebrade Lie gsy l?~ : 0R —. O
los homomorfismosde grupos corréspondientesa R±.Los subgruposde Lid conexos,
G±>ImR±,correspondientesa las subálgebrasde Líe 9±de g, sonsubgruposde Líe
cerradosde O y la aplicación

es un homomorfismolocalmenteinyectivo en un entornode e E 0R, de gruposde Líe.

Porotraparte,la aplicación tangenteen (e; e) a:

Ir: (g; h) cGx O .—~ gh’ E O

viene dadapor la expresiónTce;¿>r(re; y) = re — 1/. Entonces,T~ (ir o (R+; R4) es el iso-
morfismode espaciosvectorialesre E DR — — Z. E 9, donde(re+; re...) E hn(R÷;R.4,
lo cual ÑAjilica que la coniposición:

ir o (A~; fr.) ge 0R —~ g+g§ e O
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es un difeomorfismolocal en un entornode la unidadde O.

En consecuencia,todoelementog E O, suficientementepróximoa la unidad e e O,
admite unafactorizaciónúnica:

Teorema5.2 Con las notacionesanteriores,sea 4’ : g -.— 9* el isomorfismoasociado
a una forma bilineal, simétrica, no degenerada sobre g, invariantepor la representación
adjunta. Sea R E End(g) un endomorfismo antisimétrico (con respectoa 4’), solución de
la ecuación modificada de Yang-Baxtery? — Ro4’’ E fIom(g; g). Si p E CM(O) es una
función centralde O, la solucióndelas ecuacionesdel movimiento(d) dehamiltozñano~,
con valor inicial eo E O, es:

c(t) = b;’(t)co b~(t) = b:’(t)c0 &.(t) (E)

donde b±(t~ E 0±están definidos para t suficientemente pequeño y satisfacen el problema
de factorización local:

exp(2t4’’ ((Tepe.,)
t d4~(co))) = b~(t)bE’(t), (g)

para t E R suficientemente pequeno.

Análogamentea lo quesucedeen el Teorema1.2 de 2.1.2, la igualdadde las solu-
ciones(f) es consecuenciade la condiciónde función centralde ~.

Parademostrarel teoremaharemosusode la siguienteexpresiónde las ecuaciones
del movimiento.

Lema 5.2 Sea 4’: g —. g~ el isomorfismoasociadoa una forma bilineal, simétrica,no-
degenerada,invariante porla representaciónadjunta. SeaR E End(g) unasolucióndela
ecuaciónmodificadade Yang-Eaxter,antisimétricaconrespectoa 4’ y 14 = (1/2)(Rt 1).
Seaw E C~(O) una función centralsobreel grupodeLie simplementeconexode álgebra
de Lie g. Si4 = R±o E Hom(g*;g) y r E g ® g es el 2-tensorcorrespondiente,
las ecuacionesdel movimiento(d), de hamiltoniano~, relativas al corchetede Sklyanin
definidopor r, sepuedenescribir es:

dcy 2 (T~k<t> — Tepe<o) (?±((TePeco)t#(c(t)))) (h)

Prueba Como 24 = ? ±4’1, tenemos:

2(T~A~—T~p~) (?±((Tepe)tdcp(C)))=

= (T..\~ — T~p~) (?((Tepe)tdso(c)))±(Te.Xe — Tepe)(4’—’ ((T~p~)td<p(c)))

El lemase demuestracomprobandoque el segundotérmino del segundomiembro
dela expresiónanteriores nulo. En efecto,al ser ~ unafuncióncentral,por el Lema5.1,
se tiene que:

(T~k — Tepe) (4’—’ ((T~p~)tdcp(c)) ) =

= ~ o 4’’ o (T~k)tdp(c) Tepeo 4’’ o (T~p~)t dcp(c). (i)

e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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Ahora bién, la invariancia por la representaciónadjunta de la forma biineal ~
asociadaa 4’, es decir, la condición: 4’(Ad9 re; Ad9 y) = «re; y), para todo re, y E g y para
todo g e O, implica que:

TePg o 4’’ o (T~p9)t = T~A9 o 4710 (Te>i9)t.

Entonces, sustituyendo en (i),

— T~p0) (4’—1 ((TePr)
t dso(c))) =

— T~p~ o 4’~ o (Tep
0)t &p(c) — T~p~ o o (yp)t d~c(c) = O.

u

Prueba del Teorema 5.2

(1) La derivada con respecto a t de la solución(f) propuestapor el teoremaes:

= (Te>tC(t> —T~p~<~>) (Tbct)Ab(t)~1~t”~ (j)
dt ka±dt ,1

En efecto, como la derivada de la operación del grupo: Ir : (g ; h) E O >< O —* gh e O
vienedadapor la expresión:T<9 ;h)Ir(reg ; reh) = ThA9(xh)+ T9pñ(reg)dondere9 e T90 y
reh E T~O (ver Dieudonné[1970]),tenemos:

dc (d i—i\ db~y = Tb±(n-lC0pb+q) dP+(t)) CO)) +

db+
= Ta+(t)~1~.,pa+(t> oTb±(t)..1p db;

1

Ahora bién, el Lema 1.1 de la Sección 2.1.2 afirma que:

dic1 _ + db~a
dt

por lo tanto, teniendoen cuentaque las traslacionespor la izquierday por la derecha
conmutan,

dc T pb+0Tb~.lPco0TeAb~l oTb+pb~I +T .\

+c0 + + +~V b+b;c.,dt —

oT,oT-,oT,N.-,— db+
+ Pb+rPcoePbb+b.

= ~TCpCoTbl)~b~JÉ± +T~ o Tb~ .Xb-~db~ _

+ dt ~ + dt
= (T~>~~ —T~p~)

quees la igualdad(j).

(2) Hay que probar que (h) y (j) coinciden,es decir, que se satisface la igualdad:

db~ (k)

24 ((Tepcgt))tdcp(c;(t))) = Tb±(e)Áb~(e)—1-~r
(3) Si (6+, 6...) eIm(R~;R...) estan definidos por la factorización (g):

(1)exp (2t47’ ((TeP~)td~(co)))=
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e
se tiene la siguiente igualdad:

• 2&’ ((Tepc(t>)t(dsc(c(t)))) = Tb+(tvXb+(t,—1 — T~<~»~ <e>—’ ~ . (m)

e
En efecto, la derivada con respecto a t de la igualdad(1) es:

• ~exp (2±r’ (<tp~
0>td~(co>)) (247

1(Tepc.oYd~o(co))=

• ~ dEi..
• — dt —Tb+(t,Pb(t>—I o T~.X~g~> o Tb (t>Áb (t)—’ ~

• y componiendo por la izquierda con: (TS+(t)p&ct)—Ií’ y (T~.\b+(t)f’ se llega a la

• igualdad:
db~ db

2 Ad (b...(t)’) o o (T~p~.,)t d<p(co) = Tb±(t).Xb+ct>-.I~ — Tb (t)>~b (t)’ ~ (n)e
Como ~ es unafunción central,se tiene (Lema5.1):

e
c4o(co)= dcp(c(t))o T~b±(t>Ab±ct)-Io

por lo que el primer miembro de (n) se puede escribir de la manera siguiente:

• 2Ad(b4t)’)of’ o (TePco)tdIP(co)= 247’ oAd(b...(tY~í)(dw(co)o Tepe.,)=

• = 247’ oAd*(b...(ty1) (d~p(c(t)) OTe0b .\b:i oTc
0pb oTePco)=

= 247’ oAd* (b...(t)—’) (d#~(c(t)) oT~j, Áb:I oT¿PC<,b ) . (o)e
Si ahora hacemos uso de la igualdad Co b...(t) = 64t) c(t) (que es consecuencia

de (f)), la expresión(o) se puededesarrollarasí:

• 2 Ad(tu(tf’) o 47’ 0 (TeP<,.,)td4«cO) =

= 24’’ oA& (b4t)’) (ds~(c(t)) oTCe.b .¾:t OTePb
= 247’ oAd’ (b:’) (&P(c(ty>oTe0b Ab.-ITb PcOTePb ) =

e
• = 2&’ oAtf (6:’) (#(c(t)) OTCPCOTb Ab:1 OTePb)

• = 247’ oAd (bÁty-’) (d4i(c(t))oT~p~oAd(b...(t7’)) =

• = 247’ o A& (b4t)’) o A& (b...(t))(d~(c(t)) o T~p0) =

• = 247’ (ikp(c(t)) o T~p~)

Sustituyendo esta expresión en el primer miembro de (n), obtenemos:

e db~ T
• 24’’(dcp(c(t)) oTep~<t>) = Tb+(t)>~b~(t)—1...2.....—

e quees la igualdad(m) quesequeríademostrar.

• (4) Se tiene

• ¡ db~ T >tbÁt)..d d&2~ elm(R+;R.j. (p)

• kTb+(t>Ab+(t>..I —~¿,—; bAC)

e
e
e
e
a
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En efecto, la condición de homomorfismo de grupos de R±se puedeexpresarasí: o

= R±o% para todo g E O. Entonces,teniendoen cuentaqueA±b(t)= b±(t),los
términos del segundo miembro de (m) se pueden escribir de la siguiente forma:

Tb±(t).Xb~(t)—~(db±)=Tb÷(t)Ab±(t>1oTb(t)R±(~) —

(d6’~
Tao~Ah+t~I O n±J = Tb(t) (~~tbt—’ o .ñ±)~ =

= Tb<t) (A±o .~\b<t)-’) (~) = T~R±(Tb(~)~b<t>1 §~) . (q)

Ahorabién,por definiciónR±= T6R±,entoncesla igualdad(q) implica que (p).

(5) ComoResunasolucióndela ecuaciónmodificadadeYang-Baxter,del Teorema1.3
de 2.1.3y de (p) se deducequela descomposición(m) es única,es decir,

db±

R~ (2~—’ (dcp(c(t)) OTePC(t))) =

quedemuestra(k), ya que24 = 2R±o47’. u

Corolario SeaO c.G«n;R) un subgrupodeLiedeG1(n; IR). En lashipótesisdel Teo-
rema5.2, las ecuacionesdel movimiento(e) definidaspor R E End(g), con hamiltoniano
~i E C~(O), tienenpor solucióncon valor inicial Ao E O a:

A(t) B±(t)-’Ao B±(t),

dondeB±satisfacenel problemade factorizacion:

exp(2tAoc4o(.Ao)) .B+(t).B.4t7’, (B~;B...) E Im(R~;R...).

Prueba Demostracióndel teoremaanterioren el casode un grupode matrices.

(1) Sean4 = 14 o47’, donde14 = (1/2)(R t 1), y M~ = ?±(Adep(A)).Las
ecuacionesdel movimientose puedenescribirde la siguienteforma:

dA

r =2[A;M±].

(2) La derivadade la curvasobreel grupoA(t) = .B±(t)—’AoB±(t)es:

dA — ___

‘‘dt]

(3) Se partede la factorización:

exp(2tAo&p(A0))=

Al derivarcon respectoat se obtienela expresión:

247’ (A(t) d4~(A)) = R~(t)’ dB~ _ .8 (t)’ ~

dt

(4) Se tiene:

~>‘~ dt
ComoR satisfacela ecuaciónmodificadade Yang-Baxter,y la descomposiciónde (3) es
única, lo cual implica que

dB~2M~ 24 (Ad’p(A)) = B±(t)—‘ dt

u
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e

Ecuación CuánticaTriangular de Yang-Baxter
e

Sin téneren cuentaconsideracionestopológicas,se puedeafirmar quetodo grupo
• de Lie O determinay estáderterminadopor por el álgebrade Hopf conmutativay no-

coconmutativa(C~(O); ; A), dondeA : Cco(G) —. C”(O)éC¶O) es el coproducto
definido así:

• A«g; Ji) = «g. Ji).

Porotraparte,la condicióndegrupodeLie-Poisson(Definición 2.1 de 2.2.1)puedee expresarseen términosde A. Si A es el 2-tensorquedefine el corchetede Poisson,{;
• sobreun grupode Lie O, (O; A) esun grupo de Lie-Poissonsi y sólo si el coproductoes

un morfismode Poisson:

• A{¿p; 44= {Ap; A4’}; ~o,4’ E C¶O). (a)

Situando implícitamente estas consideraciones en el contexto de la teoría de los
productos estrella, Drinfeld [1986]propone la noción de cuantificación de un grupo de

• Lie-Poisson(O; A). Esta consiste en dotar a Cco(G)[Jfl] con unaestructurade álgebra
de Hopf no-conmutativa,no-coconmutativa,dondeel coproductoA seael mismoqueel
deC¶O) y el producto * seaun productoestrella.Es decir, un grupo cuántico se puede
definir como este álgebra de Hopf.

e
El problemaesentoncesconstruir, sobreun grupode Lie-Poisson(O; A), productos

estrella que satisfagan la condición de compatibilidad:e
• A(4’*4’)=A4’*A4’, (b)

estandoel productoestrelladel miembro de la derecha definido de forma canónica sobre
• Co~(O)~C~(O) C¶Ox O).

• En estecapítuloseestudiael casodelosgruposde Lie-Poissontriangulares(Defini-
ción 3.3de 2.3.2),esdecir, aquellosen los que el 2-tensor de Poisson es A = AÁ~AP, siendo
AA y A~ los tensores2-contravariantesobtenidosa partir de r E A2(g) por traslacióna
la izquierda y a la derecha respectivamente y r una soluciónde la ecuación clásica de

• Yang-Baxter(Definición 3.2 de 2.3.2).

A partir de un producto estrella invariante y sobre la basedel trabajode Drin-
• feld [1990],Takhtajan [1990]define un producto estrella (Teorema 1.2) que satisface la
• relaciónde compatibilidad(b).

• 125

e
e
e
e
a
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El procedimientoes el siguiente.Comosehavisto (Proposición4.1 de 1.4.3),todo
productoestrellainvariantepor la izquierda,* A, sobreO estádefinido por un elemento
F E 21(g) ® 21(g)([h]]. En notación polinómica (ver Secciones 1.4.1 y 1.4.3)

F(re;y) = 1±ZFí(x;y)W,
2=’

de formaque,si (F~(re; y))>~ es el operador bidiferencial invariante por la izquierda deter-
minad&por F~(x; y) E 21(g) e21(g), las 2-cocadenasC~ de *~ vienendadaspor:

C~Qp;4’) =

donde ji : C’0(O) ® CY~.(O) —. C~(O)[hj] estádefinidapor la expresion:

P(z~®4’ow)=3~wM.
En términos de F(z; y) yendichanotaciónpolinómica,lapropiedadasociativaseexpresa
así (Proposición4.1 dc 1.4.3):

F(z+y;z)F(re;y)=F(re;y+z)F(y;z). (c)

Análogamente,un productoestrellainvariantepor la derecha,*P, está definido a partir
de un único elementoH(rr; y) E 21(g) e21(g)[h]] de maneraque las 2-cocadenasD~ de *P
vienendadaspor: D~(~; 4’) = ji((Hi(re; y)) ® e

Q
expresándosela propiedadasociativaasí:

H(re;y)H(re+y;z) =H(y;z)H(re;y+z). (d)

En particular,si F(si;y) satisface(c), F’(re;y) satisface (d). Y

= p((F1(re;y))P(F(re;y))A(
4,®4’)),

es un productoestrella(no-invariante)que satisfacela condiciónde compatibilidad (b)
(Teorema1.2 dela Seccilon3.1).

La relaciónentrelos productosestrellay la ecuacióncuánticatriangularde Yang-
Baxter, ECTYB, estádescritaen dos teoremasenunciadospor Drinfeld [1983b], cuya
demostración desarrollamos en las Secciones 3.2.2, 3.4.1 y 3.4.3.

El primero, Teorema2.1, establecequeapartir de un productoestrellainvariante

por la izquierdaF(x;y) se obtiénen soluciones de la ECTYBsobre21(g)[hfl. El elemento

S(ry) —F’(y;re)F(re;y), (e)

satisface

S(x; y) S(re; z) S(y; z) S(y; z) S(z; z) S(re; y)

S(re;y)S(y;x)= 1.

El segundo consisteen un recíprocoparcial queestudiaremosen dospartes.
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En primerlugar (Teorema4.1), veremosquedadaunasoluciónRe End(R®IR)[h]]

• de la

R’2R’3R23=

R’ 2R2’ = 1,
• existe un producto estrellainvariantepor la izquierda F(re; y) sobre el grupo de Lie

G«n;R) tal que, si S(re;y) es comoen (e), se tiene:

• (P®P)S=R, (f)

• donde
• P : g~(n; IR) —. End(R~),

• es la representaciónnaturaldel álgebrade Lie g((n; IR).

Después(Teorema4.3), demostraremosquecualquierotro productoestrellainva-
• riante por la izquierda F’(re; y), quesatisfaga(f), esequivalente(Definición 4.2 de 1.4.4)

a F(re; y). Es decir, existeun elementode 21(g):
do

• E(re) = 1 + Ji’ e
e
• tal que

• F’(z; y) = E1(re + y) F(re;u) E(re) E(y).

Mas aún,E(re) se puedeescogercon la condiciónPE = 1.

Paraprobar estosteoremas,nosha sido necesariodemostrarel Teorema3.2 quee proporcionaunainterpretacióncohomológicade la ecuacióncuánticatriangulardeYang-
Baxter.

• Si 6 esel operadorde cohomologíadel complejode HochschildinvariantesobreG
(Sección1.4.2), la relación (c) es equivalenteal conjunto de relaciones(expresiones(c)

• y (d) de 1.4.3):
• ÓFL(re;y;z)=a¿(z;y;z); l=1,2,3,• , (g)

• donde
a¿(re;y;z)= >3[F

1(x+y;z)Fj(x;y)—Fi(re;y+z)Fj(y;z)].

e
Supongamosqueestasrelacionesse satisfacenpara1 = 1,2,. . . , k — 1. Entoncesla

• teoríadeGerstenhaber[1964a](ver tambiénLichnerowicz[19821)establecequea~(re; y; z)
es un 3-cocido de Hochschild. Pero a partir del Teorema 4.1, se tiene:e

• ckk(re;y;z)=Aak(re;y;z)+óEk(re;%/;z), (h)

• donde Áa~(z; y; z) es el antisimetrizado de a~(re;y; z) (que es un 3-tensorinvariante
sobreO), y dondeE~(re; y) es una2-cocadena.Por tanto (g) se satisfacecon 1 = le si y
sólo si ak(re;y; z) es exacto,es decir, suparteantisimétricaes nula.

e
Con estasconsideraciones,en la Sección3.3 se pruebaque, si

• 00

F(x;y) = 1 + >3 F1(re; y)t? E 21(g) ® 2l(g)[h]],

e
e
e

e
a
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es un productoestrellahastael orden le — 1, es decir, si se satisface(g) para ¿ =

1,2,... ,k — 1, y si S(re;y) = F’(y4)F(re;y), entonces,en la descomposición(h),
se tiene:

Aa~(re;y; z) = —~ [S(re;y) S(re;z)S(y;z) — S(y;z) S(re;z) S(re;y)] ,~ (i)

dondeel miembrode la derechasignifica el coeficientede ,jk en la serie formaldefinida
por la expresiónentrecorchetes.

Definamos laecuacióncuánticatriangulardeYang-Baxteral ordenle de la siguiente
forma:

[S(re;y)S(re;z) S(y; z) — S(y; z) S(re;z) S(re;u)] ~ = 0.

La igualdad(i) implica el siguienteresultado:

Un productoestrella al orden le — 1 sepuedeextenderal orden k si y sólo si
el elémentoS(re;y) correspondientesatisfacela ecuacióncuántica triangular
de Yang-Baxteral orden le.

3.1 GruposCuánticosTriangulares

SeaA un elememtode 21(g) y AA e VA(O); A~ E V~(G), los operadoresdiferen-
cialesinvariantespor la izquierday por la derecha,respectivamente,definidospor A. La
propiedadde invarianciase escribeasí (ver por ejemploHelgason[19781):

(AA~)o% =AA(~o%), (A~p)op9=A~I3pop9),

paratodoge O y paratoda~ eCM(O).

Lema 1.1 Sean re~ y 4 los camposinvariantes por la izquierday por la derecha
definidospor re1 e y. Entonces,para toda función ¿p e CM(O), se tiene la siguiente
igualdad:

((reí.. .re~)A(~,op9j)(g,) = ((re~.. .re~)PQpoAgj)(g2),

dondeg, , 92 E O sonelementoscualesquiera.

Prueba

((re,.. .re~)”Q,oop9j)(g,) ((4.. .4)(~op92))(g~)=

d d

dt~

= ((re~ .:re~)(~

u

Lema 1.2 SeanAA y A~ operad¿resdiferencialessobreO, invariantespor la izquierda
y por la derecharespectivamente,definidospor A e2l(~). Sea90 eCM(O). Entoncesse
tiene la siguienteigualdad:

e
o P9;))(~~) = (A~Qp o \gÑ)(92),

para todo91,92 E O.

Prueba Consecuanciaimnediata del Lema 1.1. u
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Lema 1.3 Sea
• 00

• A(re)=1+>3Ai(re)W,
1=’

• un elementode2t(g)[!h]] y

e Á’(re) = 1+ É £(re)
• i=1

• la serie inversa.SeanA’ y Á~ los operadoresdiferencialesinvariantespor la izquierday
por la derecharespectivamente,definidosporA1 ypor A1 respectivamente.Escribirimos:

• 00 00

• AA —í+>34 t?; (AflP=1+>3A~h’.
t=1 1=1e

Con estasnotaciones,definamos:

• 4’92 :9 E O —. (((A—’)~ o AA)(w0>9)) (92) E R[h]],e
• donde~ e C

00(O) y 92 E O es un elementofijado. Entoncesse tiene la siguiente
igualdad:

(((A—’) o AA)(90)) (9,92) — ((A—1)P(AA(90) ~~>)(g’),

• para todo91,92 E O.

Prueba En efecto, teniendo en cuenta la invariancia por la derechadel operadordife-
• rencial (A—’)P, tenemosque:

• (((A1)PoAA)(
90)) (9192)— ((A1)P(AAQP)opg,>)(9,).e

• introduciendo la identidad 1 = (A1)A o AA,

e• (((A—’)P o AAftp)) (9192) = («Á—’y o AA o (A
1)A) (AA(

90) o ~92>)(gr).

Pero,segúnel Lema1.2, tenemos:

e
• ((A1)A(AA(90)op92)) (91)— ((A—í)P(AA(9)o A9~)) (92),

por lo tanto, sustituyendoen la expresiónanterior, tenemos:

e
• (((A—’)Po AA>(so)) (9192) = («A—’y AA)(4’9j) (9’),

• donde4’92 estádefinidapor:

e
• 4>92(9) = ((A1)P(AA(w)o%)) (92) = (((A1)PoAA)Qpo%)) (92),

e queeslo quesequeríademostrar. ue
De maneraanálogase tiene el siguienteresultadoparaoperadoresbidiferenciales.

e
e
e
e
e
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Lema 1.4 Sea
OC -

B(re;y) =1+>3Bi(re;v)Ji~

1=’

un elementode (21(g) 021(g))[Ji]] y

00

(B’)(re;y) = 1 + >3ñ1(re;y) t?

la serie inversa. Sean8 y B~ los operadoresbidiferencialesinvariantespor la izquierda
y por la derecharespectivamente,definidospor B1 y B~. Escribiremos:

CC do

BA=1+>j3B~W; . (B’)P~l+>3BfW.
i= 1

Seaji: (edo(o) oCM(O)) [¡Jifl —-. CCC(O)I[Ji]] la aplicación definidapor:

t t

Sig2 e Oesun elementofijadoy90~,902 e CM(O), definamoslaaplicación09~ : OxO —
Ik[Ji]] por mediode la expresión:

(‘92(9;9) = ((po (R’)~ osA>((90 oX9>) 0(9020 Á~~~))) (92) (b)

para todopar de elementosg’,g” e O. Entonces,para todo91,92 E O, se satisface:

((ti o (B—’)~ o BA)(90, 0902)) (9192) = ((í¿ o (B’~’ o BA)QD92)) (g’), (c)

donde (‘a, está consideradacomoelementode C
00(O ~< O)[Ji]] y. donde el operador

((B’)P o BA) actua sobreC00(O x G)[Ji]] (Cdo(O)~C00(O))[Ji]] linelamente. u

Este resultado se expresa inmediatamente en términos del coproducto

A : CM(O) —

de la estructura de álgebra de Hopf usual de C00(G) definida por (ver por ejemplo
Abe [1977]):

A
90(g,;92)=90(9192); 91,92 cG.

Teorema 1.1 Con la& notacionesanteriores,se tiene:

Ao (B’)~ 0rn -

= (go ji) o(((B’)P OEA) ® ((B—1)PoBA)) o(1®r01) o(AoA),
(d)

siendo ji la aplicación definida en(a) y ‘1- : CCC(G) oCdo(G) —. CM(O) o CM(O) la
permutaciónde factores: rQp, 0902) = 901 0902
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Prueba Sean 901,902 E C00(O). Por definición de coproducto,la acción del primer
miembro de (c) sobre901 0 ¿p~ es:

• ~(((Bí)PoBA)(y~ 0902)))) (gí;92) =p (((Bí)PoBA)(sa~ 0902)) (gíg2)~ (e)e
Teniendo en cuenta (c),

• ((ito (Bí)PoBX)(saí 0902)) (9192) = ((go(s—í)PosX)ex~
9j) (91), (f)

• donde (‘ga estádefinidaen (b).

Introduzcamos la siguiente notación para expresar la acción del coproducto:

• Asai=>3sa~’>osa~>; A902=>3sa~’>0Á
2>,

• donde ~~1> (2> (~)90~2) E C00(O). Entonces,como

,90í ~
A

90(gí;92) 90(9192) — >390(1) (91)90(2)(92),

(~)

se tiene:
• 900%

(~)

y, por lo tanto,la expresión(b) se escribeasi:

~92(9;9) >3 ((~o~—’ú” 0nA)04 )(g’y4) ®~p(fl(%(2))) (92). (g)

• (w’> (~~)

• Sustituyendo(g) en (f), el primermiembrode (d) actuandosobreso’ 090~ se escribe
asi:

• (Ca o (B’)~ o BA)Qp~ 0902)) (9192) =

• — >3 (cfi o (B’)~ o sfl(’p?> O 90;’>)) (9’).

•
• quees la accióndel segundomiembrode(d) ~ o (B’)~ ~ RA) (~~2) o~§2))) (92) ‘usobre 90í 0902.

• Recordemos(ver Sección1.4.1) que existeunacorrespondenciabiyectivaentrelos
productosestrellainvariantespor la izquierdasobreun grupode Lie O y los elementos

00

.F(re; y) =1+ V’
~ R(re;y) ftt E

21(g)o~I(g)[h]]
• i=1
• (g es el álgebra de Lie de O) que satisfacela relación:

• F(re+wz)F(re;y) =F(re;y+z)F(y;z). (~)

Análogamente,(ver Sección1.4.1) existe unacorrespondenciabiyectivaentrelos
productosestrellasobreO invariantespor la derechay los elementos:

00

• H(re; y) = 1 + ~ H~(re;y) t? E 21(g) 0 Qt(g)[Ji]]
• i=1

quesatisfacenla relacion:

H(re;y)H(re+y;z) =H(y;z)H(re;y+z). (i)

Proposición1.1 SeaF(re; y) unproductoestrellasobreO invariante por la izquierda.
• SeaH(re; y) — F’(x; y). EntoncesH(re; y) es un producto estrella sobreO invariante

por la derecha.

e
a
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Prueba Al tomar los inversosen la relación(h), teniendoencuentaqueF’(re+y;z) =

(F(re + y;z)<1, setiene (i). u

Definamos (ver también Takhtajan [19901):

sa:4’=ti((F—1(re;y)PF(re;v)A) (sao4’)) . (j)

Se tiene entonces:

(sa ~4’) x =ji [(F71(re; y)P F(re;~)A) (#[r’(re; y)PF(re; ~)A (~o 4’)] ox)] =

= p(p 01) [(r’(x + u; z)~ F(re + y; z)A F’(re; y)P F(re; y)A) (~04’ ox)] =

= ¡4p0 1) [(F’(x +y;z)~F’ (x;y)~F(re +y;z)AF(re;y)A) (9004>0 x)]

= ¡4ji 01) [(r’(x;v) F1(re+ b;z))~(F(re + y; z) F(re;y))Á (9004>0 x)] =

= ¡41 Oji) [(r’(v; z)F’(re;y + z))t (F(re; u + z) F(y; z))A (9004’ ® x)] =

= ¡41 ® pi) [(F’(re; y + z)~F(re; y + z)AF1(y; z)0F(y; z)A) (9004>0 x)] =

= pi [(F1(re;y)Pr(re;v)Á) (saoti[F’re;uYrtre;v?(4’ox)])] =

=sa¾V’x).

- Definiendo, a partir del producto~strella sobreO, el producto estrella sobre
O x O:

(901®902)¼4>1o4’2)=(sa)4’,)o(902:4’2),

el miembrode la derecha de la igualdad (d) es: A
90, * A902. Por lo tanto, enestecasoel

Teorema1.1 se lee:
A(sa’ 902) = A90, *

Hemos probado pués el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Con las notacionesanteriores,sea F(x;y) un productoestrellasobreO
invariantepor la izquierda..EntoncesFi’ (re; y) esun productoestrellasobreO invariante
por la derechay

= pi ((FíÉre;i¡)PF(re;y)A) (sao 4>7); 90, 4>6 CM(O),

es un producto estrella sobreO. El coproducto

A :gy(O) --.C
00(O)éc00(O) ~C00(o~

es un morfismo del álgebra, en general, no-conmutativa(CCC(O)I[h]]; ) en el álgebra

no-conmutativa(C00(G)éCCC(G)[Ji]]; ¾. u

A la terna (C00(O)([Ji]]; ; A) se la denominagrupo cuántico triangular.

Si la descomposición del 2-cocido f’
1, dadá por el Teorema4.1 de 1.4.2, es:

F,(re;y) = ~Si(re;y) —(ÓE,)(x;y),
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o

el término de orden 1 del productoestrella* es:

1
Fi(re;y)A —E, (re; y)P =

133

El 2-tensor
As, — Sj’ —

es un tensor de Lie-Poisson triangular (Definición 3.3 de 2.3.2) sobre el grupo O, ya que
S, satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter (ver Sección 3.2.1).

3.2 Solucionesen SerieFormalde la EcuaciónCuánticaTrian-
gular de Yang-Baxter

A partir de productosestrellainvariantespor la izquierdasobreun grupodeLie O
se obtienen soluciones, en serie formal del parámetrode deformación,de la ecuación
cuánticatriangularde Yang-Baxtersobreel álgebraenvolvente21(g) del álgebrade Lie
del grupoO.

3.2.1 Solucionesen Serie Formal y EcuaciónClásicade Yang-Baxter

SeaV un espaciovectorial de dimensiónfinita n y R un elementode End(V).
Definimos los siguientesoperadores:

1?22 E End(VOV®V);

R’3 EEnd(VOV®V);

E End(V®VOV);

R’2 =ROI

U23 = f®R

DondeP” es la permutaciónde los factoresí, 5 en el productotensorialV ® V o y.

La ecuación cuántica triangular de Yang-Baxter sin parámetro espectral es por
definición el siguientesistema:

= 1~

(a)

(b)— p’2R’2p’2

Al estudiarsolucionesde (a) y (b) enel espaciode las seriesformalesen potencias
de A, con coeficientesen End(V o y), seobservaqueel término de ordenuno satisface
la ecuaciónclásicade Yang-Baxter(ver Teorema2.7 de 1.2.5)

Proposición2.1 Si

CO
R = 1 + >3 r

1 Ji
t;

t=1

r
1 E End(V 0V),

satisface(a) y (b), entoncesr1 satisface:

[r1
2;r13]±[d2;r~3)+tr13;r~31=0,

12 21r~ ±r
1 =0,

dondelos corchetesse calculanen el álgebra de Lie End(V0V) ~ End(V) OEnd(V).

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e

e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Prueba Los términosen Ji2 y Ji’ de (a) y (b) sonrespectivamente:

12 13 12 23 13 23 23 13 23 12 13 12r~r, +r~r, +r,r~ =r,r, +r,r, +r,r,
12r
1

Estepardeecuacionestienenpleno sentidosobrecualquierálgebradeLie y no sólo
para gI(n; IR). Si Sí e gAg, considerandolos productosen 21(g)®3, sepuedeescribir:

s1
2s13+s2sp+s’3s23 —s~3s13Á-srs12-~-s13s~Q,

S12+S2~ —o

y sepuedenbuscarelementos

00

SeQt(g)021(g)flhfl, s=í-i->3s.w,

quesatisfagan,en21(g)®3, la condición:

~12~21 =

Las ecuaciones(a) y (b) se obtienena partir de (c) y (d) considerandounarepre-

sentaciónir : 21(g) —. £nd(V) y. definiendoR = (Ir 0 Ir)S.

3.2.2 Solucionesde la EcuaciónCuánticaTriangular de Yang-Baxter

En la notaciónpolinómicadesarrolladaen las Secciones1.4.1 y 1.4.3,seaF(x; y)
un productoestrellainvariantesobreun grupode Lie O. Drinfeld [1983b]considerala
serie formal:

S(re;y)=E’(y;re)F(re;y), (a)

y enunciael siguienteteoremaquese pruebaa continuacion.

Teorema2.1 El elementoS(re;y), definidoen (a), essoluciónde la ecuacióncuántica
triangular de Yang-Raxter(expresiones(c) y (d) de 3.2.1).

La demostraciónestábasadaen el lemasiguiente.

Lema2.1 SeaE un elementode2L(g)O21(g). Si E satisfacela propiedadasociativa
(Proposición4.1 de la Secci’on1.4.3):

F(re+y;z)F(re;y) =E(re;y+z)E(y;z), (b)

entoncestambiénsonciertas las igualdadesqueseobtienenpor permutacióncircular de
las variables re, y,z.

(c)

(d)

e
e
e
e
e
e
e
e

u e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
e
e
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Prueba Sea A : 21(g) —~ 21(g) 021(g) el coproductode 21(g) y a : 21(g) 021(g) —.

21(g)0 21(g) la aplicacióndefinidapor a(x0v) = ~¡Ore, entonces, por definición,

F(re+y;z) = ((A01)F)(re;y;z)

F(z + y; re) = ((í O A)a(F)) (re;y; z)

F(z; y + re) = ((A 0 1)a(F)) (re;y; z)

F(re+z;y) = ((loa)(Aol)F)(re;y;z)
F(re;y+z) = ((loA)F)(re;y;z).

El enunciadosebasaen lassiguientesrelaciones:

(a O 1)(1 O a)(A 01) E = (lo A) a(F)

(10 a)(ao 1)(1 o A) E = (Aol) a(F)

(aOl)(lOa)(aOl)(FO1) = 10a(F)

(10 a)(ao 1)(1 o a)(1 oF) = a(F) 01,

teniendoen cuentaque:

(lo a)(ao 1)(1 o a) = (a o 1)(1 o a)(a01)
(a 0 1)(A 01) = A 01.

u

Prueba del Teorema 2.1 Por hipotesis:

F(re + y; z) F(re;y) = F(re;y + z) F(y; z).

cuentaque F(re;y) = F(y; re) S(re;y), se tiene:

F(re + y; z) F(y; re) S(re; y) = F(re; y+ z) F(z; y) S(y; z)

re e y en FQr + y; z), el Lema 2.1 implica:

F(y; re + z)F(re; z) S(x;y) = F(re + z;y)

Ahorabien, F(re; z) = F(z; re) S(re;z) por lo que:

F(y; re + z) F(z; re) S(re;z) S(re;y) = F(re + z;y)

y aplicando nuevamente el Lema 2.1,

F(y + z;re) F(y; z)S(re;z) S(re;y) = F(z;re+ y)

Finalmente:

F(z + y; re)F(z; y) S(y;z) S(re;z) S(re;y) = F(z; y + re)

Volviendo autilizar el Lema2.1 se tieneel resultado(c).

La relación (d) es evidente.

F(re;z)S(y;z)

F(z; re) S(re;z) S(y;z),

F(re; y) S(re;z) S(y;z).

F(y; re) S(re;y) S(re;z) S(y;z).

u

Teniendoen

Permutando

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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3.3 Teoremade InterpretaciónCohomológicade la Ecuación
CuánticaTriangularde Yang-Baxter

SeaF(re; y) el elementode 21(g)O2t(g)[Ji3] quedefineun productoestrellainvariante
sobreO (Definición 4.1 de 1.4.3). La propiedadasociativaes equivalenteal conjuntode
relaciones (ver Sección 1.4.3) siguientes:

F,(re+y;z)+F~(re,v)—E«re;y+z)—Fjjy,z)=0

y,para(m= 2,3,...),

F,n(re + y; z) + Fm(re;y) — Fm(x; y + z) — Fm(y; z) = Qmn(re;y; z),

donde

~qm(re;y;z) = >3 (F1(re+y;z)Fj(re;y)
i+j=m
tj=’

En términos del complejo de Hochschi]d (‘T21(g); 6), estas relaciones se escriben así:

6F~(re;y;z) =0,

óFra(re;y;z)= arn(re;y;z)

(expresiones (c) y (d) de la Sección 1.4.3).

(m—123 ),

Definición 3.1 Sea

dondeF~(x; y) c 21(g)®2 son elementoscuale~quiera. Se
productoestrella invariante hastael orden (m — 1) si:

ÓFi(re;y;z) =0,

6F~(re;y;z)=crj(re;y;z);

dice que F(x;y) define un

(c)

dondea~ estádefinidoen (a).

Teorema3.1 (Gerstenhaber [1964b]) Si (b) define un producto estrella hastael or-
den (m — 1), el elementoam(re;Ii; z), dado por la expresión(a), es un 3-cocido. Este
productoestrellasepuedeextenderhastael ordenm si y sólosi estecocicío es exacto.u

Si ahora nos referimos a la descomposición de todo 3-cocido invariante a en suma
de un 3-tensor invariante antisimétrico y un coborde invariante (Teorema 4.1 de 1.4.2):

am(re; y; z) = Aam(x; y; z) + (6 Em)(re;y; z), E E (d)

tenemos el siguiente resultado.

Corolario Si (b) define un producto estrella hasta el arden (m — 1), esteproducto
estrella sepuedeextenderhastael ordenm siy sólosi Aam(re;t’; z) = 0. u

e

(a)

F(re;y) = 1+>3 F~(re;y)ti¾
i= 1

(b)

e
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0 Estudiaremosahora la relación entre la ecuacióncuánticatriangular de~Yang-
Baxter y la cohomologíade Hochschidinvariantey demostraremosquela anulaciónde

• Áa,,(re;y; z) equivalea la verificaciónde la ecuacióncuánticatriangularde Yang-Baxter
al ordenm.

• Sea
oc

• F(re;y)=l+>3Fi(re;y) Ji’
• i=1

• un elementoarbitrario de 21(g)0 21(g)[h]]. Consideremoslassiguientesexpresiones:

• X(z; u; z) = S(re;y) S(re;z) S(y;z) — S(y;z) S(re;z) S(re;y),

• Y(re;y;z)= F(re+y;z)F(re;y) —F(re;y+z)F(y;z). (e)

e
• F(re±y;z)F(re;y)=Y(re;y;z)+F(re;y+z)F(y;z) (E)

F(re;y+z)F(y;z) =F(re+y;z)F(re;y)—Y(re;y;z). (g)

De (e) obtenemos:

• Y(re; y; z) = F(re + y;z) F(y; re) S(re;y) — F(x; y + z) F(z; y) S(y;z) (h)

e
y de (f) y (g):

• E(re+ y;z) F(y; re) = Y(y;re; z) + F(y; re + z) F(re; z) (f’)

• F(re; y + z) F(z; y) = F(re + z;u) F(re; z) — Y(re; z;y). (g’)

Teniendoen cuenta(0) y (g’), (la) se convierteen:

• Y(re; y; z) = Y(y; re; z) S(re;y) + Y(x; z;y) S(y;z) +

• + F(y; re + z) F(re; z) S(re;y) — F(re + z;y) .F(re; z) S(y;z). (i)

Si ahoradefinimosO
• M(re;y; z) = Y(y; re; z) S(x;y) + YQr; z;y) S(y;z), (j)

• y tenemosen cuentala definición de S(z;z), la igualdad(i) se escribeasí:

• Y(x;y; z) = M(re;y; z) + F(y; re + z) F(z; re) S(re;z) S(re;y) —

• — F(re + z;y) F(z; re) S(z;z) S(y;z), (1<)

Perode (f) y <g):e
• F(z +re; y)F(z; re) = Y(z;re;y)+ F(z;re +y)F(re; y), (f”)

• F(y; z + re) F(z; re) = F(y +z; re) F(y; z) — Y(y;z;re), (g”)

• yde(j)

• Y(re;y;z)= M(re;y;z) — N(re;y;z)+ P(re;y;z) — Q(re;y;z), (1)

• donde

• N(re; y; z) = Y(y;z;re) S(re; z) S(re;y) + Y(z;re; y) S(re;z) S(y;z), (m)

• ¿‘(re;y; z) = ¿‘(y + z; re) F(z;y) S(y;z) S(re;z) S(re;y), (n)

• Q(re; y; z) = F(z; re + y) F(y; re) S(re;y) S(re;z) S(y;z). (o)

e
e
a



138 3 EcuaciónCuánticaTriangular de Yang-Baxter

Considerandoseparadamentelos términosde lasseriesde potenciasformalesde la igual-
dad (1), seobservaque:

(1) No existetérmino en Ji0

(2) El término en Ji’ es:

Yi(re; y;z) = M,(re;y; z) — N,(re; y;z)+

+F,(y+z;re) +F,(z;y) + S~(y;z)+ S:(re;z)+S~(re;y)—

—F,(z;re±y)—.F,(y;re)—S,(re;p)—S,(re;z)—S,(y;z).

Esto es,

Y,(re;y;z)= M~(re;y;z) — N,(re;y;z)+

+F,(y+z;re) — F,(z;re+y) +F
1(z;y) — Fi(y;re).

Pero

M,(re;y;z) =Y,(y;re;z)+Y~(re;z;y),
N~(re;y;z) =Y,(y;z;re)+Yi(z;re;y),

así,obtenemos

Yi(re;y;z) — Y~(y;re;z) — Y,(re;z;y)+ Y,(y;z;re)+ Y,(z;re;y)— Y,(z;y;re)= 0.

Esto es
AY,(re;y;z)=0.

Por tanto, la relación anterior sesatisfaceparacualquierF(re;y).

Estaes unatrivialidad interesante.De hecho,la definición de Y(re;y; z), implica:

~

Y~(re; y; z) es entoncesun cocidoexacto. La igualdadAY~(re;y;z) = Osedebesatisfacer
de acuerdocon los Teoremasde Vey-Lichnerowicz(expresión(d))

(3) El término en Ji
2 es:

Yt4re; y; z) = M
2(re;y; z) — Ñ2(re; y; z) + P2(re;y; z) — Q2(re;y; z),

dondeM2, 1V2, J~2,Q2 sonlos téminosdesegundoordendelas seriesdefinidasen (j), (m),
(n) y (o) respectivamente.Es decir,

M2(re;y;z) =Y,(y;re;z)S~(re;y)+

.+Y2(y;x;z)+Y,(re;y;z)S~(v;z)+Y2(re;z;y),
N2(re;y;z)=Y2(y;z;re) +Y~(y;z;re) (Sdre;z)-4- S,(re;y)) +

+Y2(z;re;y)+Y,(z;re;y) (Sí(re;z) +S,(y;z)),

P2(re;y; z) = [F(z + y; re) F(z;y)]2 + ~S(y; z) S(re; z) S(re;y)]2 +

+ [F(z + y; re) F(z;~)]~ . [S(y; z) S(re;z) S(re;y)] ~,
Q4re;y; z) = [F(z; re + y) F(y; z)]2 + ¡S(re; y) S(re;z) S(y; z)]2 +

+ [F(z;re + y) F(y; re)], . [É(z; y) S(re;z) S(y;z)]~.
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e
Entonces

• - Y2(re;y;z)=Yjjy;re;z)S,(re;y)+Y2(y;re;z)+Y,(re;z;y)S,(y;z)+

• ±Y2(x;z;y)—Y,(y;z;re)(Si(x;z)+S,(re;y))—

• — Y,(z;re; y) (S,(re;z) + Si(re;y)) — Y2(y; z;re) — Y2(z;re; y) +

+ Y2(z;y; re) + Y,(z;y; re) [S(y; re) S(re; z) S(re;y)], — X2(re; y;z).

• Si ahora suponemos que F(re; y) es un producto estrella al orden 1 (Definición 3.1),
tenemos:

• Y~(re;y;z) = —6F~(re;y;z)=0,

• y por lo tanto,

• Y2(re;y;z)— Y2(y;re;z)—Y2(re;z;y)+Y2(y;z;re)+Y2(z;re;y)+Y2(z;y;re) =

• — X2(re;y;z).

Es decir,

• 8AY2(re;y;z)= —~S(re;y)S(re;z)S(y;z) — S(y;z)S(x;z)S(re;y)]2 = —[Sr ;Si]. (p)

e
• Pero,por definición,
• Y2(re;y;z) =F2(re+y;z)±F2(re;y)—F2(re;y+z)—

• — F~(y; z) + [¿‘(re+ y; z) F(re; y) — .P(re; y + z) F(y; z)],,

y entonces
• Y2(re;y;z)=—6F2(re;y;z)+sv2(re;y;z). (q)

e
Comparando(p) y (q), obtenemos:

• 6Aa2(re;y; z) = — [S(re;y) S(re;z) S(y;z) — S(y;z) S(re; z)S(re;y)]2

y, teniendoen cuentael Corolariodel Teorema3.1, se puedeafirmar:

Un productoestrella alorden 1, (i.e., 6F~(re;y;z)= Y~(re;y;z) = O), sepuede
• extenderal orden2, (Le.,existef2tal queóF2(re;y;z) = a2(re;y;z)),siysólo
• si 5,(re; y) = E, (re; y) — .ñ (y; re) satisfacela ecuaciónclásica de Yang-Baxter:

[S~; 5,] = O (Le., la EU~YBse satisfaceal orden 2, X2(re;y; z) = 0).

(4) Este resultadose puedegeneralizara cualquierorden.

• El término en 11k, paracualquierle, ese
• Yk(re;y;z)= Mk(re;y;z)—N~(re;y;z)+Pk(z;y;z)—Qk(re;y;z). (r)

• Pero

Yí(y;re;z)S~(re;y)+Mk(re;y;z)=Yk(y;re;z)+ >3
í+j=k

• +Yk(re;z;y)+ >3 Yí(re;z;y)S~(y;z), (i>0).

• i+j=k

e

e
e
a
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Si ahorasuponemosque .F(re; y) es un productoestrellahastael orden (le —1), tenemos:

Yí(re;y;z)=0, (i=1,2,...le—1),

y entonceslos términosde ordenle de (j) y (m) son:

Mk(re;y;z)=Yk(y;re;z)+Yk(re;z;y), (s)

Nk(re;y;z) = Yk(y;z;re)+Yk(z;re;y)

Por otraparte,

Pk(re;y;z)— Qk(re;y;z)= [F(y+z;re)F(z;y) — F(z;re +y) F(y;re)]k +

+ >3 [F(y + z; re) F(re; y)] [S(y; z) S(re;z) S(re;y)] —

—>3 [F(z; re + y) F(y; re)] ~[S(re;y) S(re; z) S(y;z)]~ =

í+j=k

= Y~(z;y;re)— X~(re;y;z) — >3 [F(z;y± z)F(y;re)] 1X~(re;y;z) (t)
i+j=k
3=’

Sustituyendo(s) y (t) en (r), obtenemos:

OAYk(re;y;z) —X~(re;y;z),

yaqueX~(re;y;z) = O paraj <le.

Pero
YM(re; y; z) = —6 Fk(re;y; z) ±ak(re;y; z),

entonces
6Aak(re;y;z)= —X&(re;y;z).

Quedapor tanto demostradoel resultadosiguiente.

Teorema3.2 Sea
00

F(re;y) =í+>3Fi(re;y)Ji~,
i=

un elementoarbitrariode21(g)®2I(g)[Ji]] yS(re;y)= F’(y;re) F(re;y). Supongamosque
F(re; y) esun productoestrella hastael orden (le —1). Esdecir, sesatisfacenlasrelaciones
(c) para i = 1,2,... ,k — 1. Entonces,en la descomposición(d) de a¡. (definido en la
expresión(a) de 3.3.1) se tiene:

Acrk(re;y;z) = —~ [S(re;y) S(re; z) S(y;z) — S(y;z) S(re;z) S(re;y)],<

En consecuencia,un producto estrella F(re;y) hastael orden (le — 1) se puede
extendera un productoestrellahastael orden le, si y sólosi, la EC’TYB sesatisfacehasta
el orden le. u
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3.4 ProductosEstrellaInvariantessobre G4’n;R)

3.4.1 Existencia de Productos Estrella Invariantes sobre O1<’n;IR)

HaciendousodelTeorema3.2, se pruebalaexistenciadeproductosestrellainvarian-
tes sobreel grupoGeneralLineal C¿(n; IR) a partir de solucionesR e End(JR~o R’fl[Ji]]
de dichaecuacion.

Teorema4.1 (Drinfeld V. G. [1983b]) Sea

00

U = 1 + >3r~h~ e End(R~OIR~)[Ji]],
1=1

tal quesesatisfacenlasecuaciones:

U1 2R’ 3R23 = R23U’ 3R’ 2

= 1.

Entonces,existeun productoestrellaF(re; y) sobreelgrupo
F’(y;re)F(re;y) se tiene:

(a)

(b)

O1(n; IR) tal quesi S(re; y) =

(PO P)S(re;y)= U,

donde

es la representaciónnatural del álgebra de Lie gl(n; IR).

Primero probaremosdoslemas.

Lema 4.1 Sea CO
E = 1 + >3 E

1 A
t

1=’

un elementode 21(g) 0 21(g)[h]]. Escribamos:

00
y S(re;y)=S’(y;re)F(re;y).

i=1

Entonces:

Sr(re;y) = Fr(re;y) — Fr(y;x) + >3

yparar = 2,3

A(y;re) (Fj(re;y) — Fj(y; re)).
I+jr

Utilizaremosla igualdadanterior en la formasiguiente:

Sr(re;y) = Fr(re;y) Fr(y;re) +Rr(Fi Fr.i)(re;y).

R,.(F~,... ,Fr-.i)(re;y) >3
i+j=r

t=’

Ét(y;re)(Fj(re;y) — fl(y; re)).

e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

Éo(re;y)=1, É,(x;y)=—F,(re;y),

Fr(re;y) = Fr(re;y) — >3 A(re;y)Fk(re;y),
L+k=rk>1

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
a

(c)

(d)

(e)

donde

(E)

(g)
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Prueba Cálculo directoa partir de:

E’(re;y) F(re;y) = 1 y S(re;y) = F’(y;re) F(re;y).

u

Observación Paranuestrospropositoses importanteseñalarque Rr dependesólo de
E, ~ porqueF~ dependesólo de F~ con 1<1< i. u

Lema 4.2 SeanE y E’ doselementoscualesquieraen 21(g) 0 21(g)[Jifl. Entonces:

(1) Para r = 1,2, 3 tenemos:

S}re; y) — Sr(re;y) = [E,~(re;y) — Fr(re; y)] — [F,~(y; re) — Er(y; re)] +

+R,.(E,... ,E;1)(re;y) —R,.(F, F~.,)(re;y)

dondeR,. Astádefinidoen (g).

(2) Si
F~(re;y)=F~(re;y), (:=1

entoncesS4(re;y) — Sr(re;y) es antisimétricoy, en el casog g((n;IR),

(POP)[S’i(re;y) — Sr(re;y)] c g((n;IR)Og«n;R)

es un 2-cocidode HochschildsobreelgrupoGI(n; IR).

Prueba Cálculo directoa partir de la expresión(f) del Léma 4.1. U

Prueba del Teorema4.1 SeaE(re;y) el elementoque hayque encontrar. Operando
en ~~(g«fl;Ik))«S se debesatisfacer:

~ (h)

Sf
2±sfl=0, (1)

donde

512 S,(re;y)= Ei(re;y) — E~(y; re) c gl(n;R) o g«n;IR).

Si escogemos = r
1, puestoquepor hipótesisse satisface(a), la Proposición2.1 de la

Sección 3.2.1 nosdice:

[S1
2;S13] +[Si2;S~3] +[S1~;S~~] =0,

dondelos corchetesse calculanen g((n; IR) End(R~). Pero estaexpresiónse puede
escribircomo en (h).

Claramente, se satisface (i).

Al ser$ (re; y) = r~ un 2-tensor(antisimétrico),es un 2-cocidode Hochschild (no
exacto),de maneraquesi definimos F,(x;y) asi:

E¡(re;y) = ~S,(re;y) = 1
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éstees antisimétricoy satisface(c) de 1.4.3:

(6E1)(re;y;z)=0.

Es decir, Ei(re;y) esun productoestrellaal orden1, determinadopor el elementoU dado
enel teoremay se satisfacela ecuacióncuánticatriangulardeYang-Haxteral orden2: (h)
y (i).

Ahoraprocedemospor inducción.La hipótesises la siguiente.Sea

k—1

E(re;y) =í+>3F~(re;y) t?
i=1

un productoestrellahastael orden(le — 1), tal que el elemento

S(re;y) =E’(y;re)F(re;y),

satisfacela ECTYBhastael orden le:

[S(re;y) S(x;z) S(y;z) — S(y; z) S(re;z) S(re;y)] k =

y

(POP)S,(re;y)=r~;

dondelos r, sonlos de la hipótesisdel teorema.

Tenemos que probar que existe un Ek(re; y), definido a partir de U, tal que

T(re; y) =1+51(x; y) Ji+~ +Sk...1}re;y) M
1+SM(re; y) Jik

satisface la ecuación ECTYBhastael orden (le + 1). Por supuesto que S(re;y) y T(x; y)
coinciden hasta el orden (le — 1).

Comola ECTYBal ordenle equivale a Aak(re;y; z) = O (Teorema 3.2) y se satisface
por hipótesis, teniendo en cuenta el Corolario del Teorema 3.1, la ecuación:

(6E~)(re;y;z)= ak(re;y;z)

tiene soluciones.

Sea Fk(re; y) una solución cualquierade estaecuación. Teniendoen cuentael
Teorema 4.1 de 1.4.2, cualquier otra tiene la forma:

14 =Fk+0k+6Ek,

donde 13k E g[(n; IR) o g[(n; R)
1-cocadena.

Porel Lema4.2

por tanto

es un 2-cocidoantisimétricode Hochschildy 14 es una

Sk — =

(P®P)(SM—Sk)=20k 5k5k.

e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e

e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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De S(re;y) S(y; re) = 1, obtenemos:

=k(re;y) -4-Sk(y;re) -i- >3 S~(re;y)S~(y;re)=0.
i+j=k
:j>0

Porotra parte,

42 +4’+ >3 rflr~’=O,
i+j=k

entonces,por la hipótesisde inducciónse obtiene:

(POP)(Sk(re;y)+Sk(y;re))=2

quese puedeescribirasí:

12 = —4 (POP)Sk(re;y) —[4’ (POP)Sk(y;re)]

Porconstrucción,42~ (POP) Sk(re;y) estáen g«n; IR)®2 y la última igualdadnosdice
quees antisimétrico.Por tanto,es un 2-cocidode Hochschildantisimétrico.

Tomemoscomovalor de ¡3k:

2fik =42~. (PO P)=k(re;y)

y consideremos, ahora, la solución14, para14 = 0:

1
F~(re;y) = Fk(re;v) + ~(42 — (PoP)Sk(re;y))

2

De aquíse obtiene:

Sk(re;y)=Sk(re;y)+(42—(POP)Sk(re;y)),

donde,claramente,

Porotraparte,

(re; y; z) =

(POP)S~(re;y) 2

u
—~ [S(re;y) S(re;z) S(y;z) — S(y; z) S(re;z) S(re;u)] k+1

es un 3-cocidode Hochschild(Teorema3.2 y Teorema4.1 de 1.4.2). Entonces:

Aak+l(re;y;z) = —~(PoPoP)Aak+í(x;y;z) =

— [.a’2R’3n23— R23R’3R’2]k+l

y la demostracióndel teoremaquedacompletada. u
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3.4.2 Lemas Preliminares acercade la Equivalencia de Productos Estrellae
Paracompletarel Teorema4.1, demostraremosla unicidadsalvo equivalenciasdel

productoestrelladeterminadopor dicho teorema.Los siguientesresultadosacercade la
equivalenciade los productosestrella(Secciones1.3.3 y 1.4.4) seránde utilidad.

e
• Lerna 4.3 SeanF y E doselementosequivalentesde21(g))0 21(g)flJi]] (Definición 4.2

de 1.4.4), es decir,
E(re+ y) P(re;y) = E(re; y) E(re) E(y),

donde
• 00

i=1

Definamos:

e
• S(re;y) = F’(y;re)E(re;y) y S(re;y) =É~1(y;re)É(re;y).

Entonces:

• (1) La relación entre8 y 5 sepuedeescribir así:

e
• =(re;y) = E’(re) E’(y) S(re;y) E(re) E(y),

• donde
CC

• E’(re) =í+>3É~Ji~

e
• esta) queEE’-E’E-1.

• (2) Parar=1,2,3,...

~r(re;y) = Er(re)+.Er(y) +Sr(re;y) +Er(re) +Er(y)+

e + >3 E~(re)EJ(re)Sk(re;g)EL(re)E
8(y).

i+j+k+L+s=r

i,j,k4,s.Cr

• (3) La expresióndel apartado(2) sepuedeescribir nsj:

e
• Sr = Sr +Br(Eí Er...i;Si,... ,Sr...í;Eí,... ,Er...i)

es decir, la diferenciaSr — Sr no dependede E,. (ni de É4.e
Prueba Las expresionesse obtienenpor cálculodirectoa partir de las definiciones.En
(3) se utiliza Er+Er>3ÉIEk (¿>1~le>1).

1+kr

• u

Observación Se observaque el término B,.(~) de (3) es unasumade productosde
E~ y Si, (1 =i =r — 1). En cadauno de estos productos,existe al menos un

• (1=i Sr —1), pero no necesariamente un Si, (1=i <r —1). u

e
e
e
e
e
a
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Lema 4.4 SeanE y E’ dos elementosde 21(g)[Ji]], equivalenteshastael orden le
(Definición 4.3de 1.4.4),es decir, existenE,,... , 14 E 21(g) talesque,parai = 1,... le,
se tiene:

E~.~;Ej EW,;En... ,F~..q)6Ej, (a)

dondeG~(re;y)=Oypara(i=2 le)

O~(re; y) O~(E,,... , Ej...1; Ffl..., ~

~>3 (Em(re+v)F,(re;y)—Em(re;y)En(y) Fm(re;y)En(re)) —

(b)

—>3 Em(re)En(y< >3 Em(re;y)En(re)E¿(y).
m+n=i m+n+I=i
nl,n=’ ,n,n>i

Entonces,parar = 1,2 le,

S4(re; y) — S,.(re;y) = —(G,.(re; y) — G,}y; re)) +

+U,.(F,... ,F4..,)(x;y)—R,.(F,,... ,F,....jj(re;y), (c)

dondeU, = O, = O implica S = 5, y R,~(E, E,.,)(re;y) vienedado (expresión(g)
de 3.4.1)por:

R,.(E,,... ,F,....i)(re;y) >3 .tm(y;re)(Fn(re;y)—En(y;re)). (d)
m+n=r

,n>1n>1

Prueba Si E y E’ son dos elementoscualesquierade 21(g)f[hfl, por el Lema 4.2 (1)
de 3.4.1 se tiene que:

S.(re;y)—S,.(re;y) (E4(re;y)—E,.(re;v)) — (F,~(y;x) —E4y;re))+

+Rr(F¡’,... ,E,t..,)(re;y) — R,.(E,

dondeR,. vienedadopor (a).

De la definiciónde equivalenciahastael ordenle se obtiene:

F’—E1=—O~+8E1, (i=1 le).

Sustituyendoestaexpresiónen la igualdadanteriorseobtiene(c). u

Sean E y E’ dos productosestrellaequivalenteshastael ordenle, sabemos (Ger-
stenhaber [1964bD,que la 2-cocadena

E~+, Fk+, +G¡c+~(Eí,... ,Ek;F ~ ,Ek)

esun 2-cocidode Hochschild.Entonces,porel Teorema4.1 de 1.4.2,existenhk+l E A
2(g)

y Ek+1 E 21(g) tales que:

— 14+, + Gic+i(E~,... , 14;F F¡~; E, 14) = h/~
44 + 6E~, . (e)

Lema 4.5 SeanEy E’ dosproductosestrella equivalenteshastaelorden le. Entonces,
con las notacionesanteriores,

S~~,(re;y) —Sk~1(re;y)= 2hk+«re;y)+Ak+,(...)(re;y),

donde

Ak+,(F, Ek;E,... ,E¡~;E, Ek)(x;y) =

= —(Gk+~(re;y) — Ck+l(y;re)) -~-Rk+,(E Ffl(re;y) —Rk+l(Fl,... ,Fk)(re;v).



e
e
e
e
• 3.4 Productos Estrella Invariantes sobre GI(n;U) 147

e
Prueba De la mismaformaqueen el Lema4.4, paratodor = 2,3,...

S4(re;y)—S,.(re;y)= (F,(re;y) — E4re;y)) — (E,(y;re) —E,.(y;re)) +
E,t..,)(re;y) — R,.(F,,. .. ,F,....,)(re;y)

• dondeE y E’ sondoselementoscualesquierade21(g)[/ij] y U,. vienedadopor (g) de3.4.1.

Tomandor = le ±1y haciendouso de la igualdad(e) seobtieneel resultado. ue
Lema 4.6 SeanE y E’ dosproductosestrella equivalenteshastael orden le. Sea

E=1+E,Ji+...+EkJik E21(g)[Ji]]

el elementoresponsabledela equivalencia.Consideremosel productoestrellaÉ, equfva-
• lentea E, definidopor:

• P(re;y) = E’(re + y) F(re; y) E(re)E(y).

Sean5 y 5 los elementosdefinidosen el Lema4.3. Entoncesse tiene:

• 7=É, (1=1,2 le), (E)
• Sk+l(re;y)—Sk+l(re;y)=Bk+l(É¡,... ,ÉM;S, Sk;El Ek)(re;y) (g)

• donde
• .Bk

4j(••)(re;y)= >3 E1(re)Ej(y)S,.(x;y)E¿(re)Et(y),
i+i+r+L+t=k+1

• y también:

Sk+1(re;y)—Sk+1(re;y)=Ak+l(F,,...,Ek;E~’ E%;E,,... ,Ek), (h)
dondeAk+,(•.) está definidaen el Lema4.5.

e
• Prueba

• (1) LaequivalenciadeEyF’yladeEyP,significa(i=1,2,... ,k)

• - E1+01(F,,... ,E1..q;E’ ,F~,;E,,... ~ =6E1

• E,—F.+G,(F,,...,F1.,;E,

• Entonces, sil = 1, FfF,=6E,, É,—E,=6E~,

por tanto

• F{=E,.
• Sil=2,
• F~—E2+O2(E~;E;E,)=6E2,

y É2—E2-I-G2(F,;F;E~) = dE2.

Entonces

e
Deformasimilar

F~=Ek.
• De estaformaquedandemostradaslas igualdades(E).
e

(2) La expresión (g) es la expresión (3) en el Lema4.3,dadoque E1 = O parai > le + 1.

• (3) La expresión(h) esla mismaque la del Lema4.5, relativaadosproductosestrellaE
y E, que(siendoequivalentes)sonequivalenteshastael orden(le + 1). Ya que, si Ék+, —

14+~ + G,~., es un 2-cocido,en (e) se tienehk+, = O y, por (1), sepuedereemplazarE1
• porF~para(i=1,... ,le) u

e
e
e
e
e
a
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Teorema 4.2 Con las notacionesanteriores:

Ak+l(E~ Fk;E,’,.. . ,E1~;E~ Ek) =

— Bk+l(El E&;Si Sk;E,,... ,Ek).

Prueba Es consecuenciade (2) y (3) del Lema4.6. u

Lema 4.7 Dada el álgebra de Lie g g«n;IR), sea

P : g«n;IR) —. End(IR~)

la representación natural (identidad), y sea también

P : 21g((n;IR)) —e End(IR~)

la representacióninducidade su álgebra envolvente.Setiene:

(1) Si XE g((n;IR), entonces 6X = 0.

(2) Si Y e 91(g[(n; IR)), existeE E 21(gt(n;R)) tal quePE = O y 6Y = 6E.

Prueba

(1) Ifivial. Es verdad inclusosi X E g®fl.

(2) PY E g«n;R) implica 6PY = Qy

6Y 6Y—6(PY)= 6(Y —PY)= ÓE,

dondeE=Y-PY,peroPE=PY-P(PY)=PY-PY=0. u

Lerna 4.8 Supongamosqueen el Teorema4.2 g g«n; IR) y seaE~ tal quePE~ = 0,
lo cual esposiblepor el Lema4.7. Setiene:

(POP)Ak+l(El Ek;FB... , E¡;E, 14) =0.

Prueba Porel Teorema4.2, es suficienteprobarque:

(POP)Bk+í(É,,... ,Ek;F E,~;E, Ek)=0.

Pero estoescierto en virtud de la observaciónquesigueal Lema4.3 y de la elecciónde
con PE1 =0. u

3.4.3 Productos Estrella sobre GL<’n;IR) Determinados por una Solución U E
Endflk~OIR”)[Ji]] de la Ecuación Cuántica Triangular de Yang-Baxter

Teorema 4.3 SeaF el producto estrella construidoen el Teorema4.1. SeaE’ otro
productoestrella quesatisfacelash.ipotesisdel mismoteorema,estoes,

(P o P) S’(re;y) = U,

siendoS’(re;y) = (E’)’(y; re) F’(re; y). Entonces,existe

00

E = 1 + >3 E~ A’,
1=1

dondeE~ E 21(g«n;IR)) y PE~ = O tal que

E’(re; y) = E’(re + y) F(re;y) E(re) E(y).
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e
Prueba De (e) del Lema4.1, se tiene:

• S,(re;y)= E,(re;y) — E,(y;re),

• Sf(re;y)= Ef (re;y)—Ef (y; re)

En el Teorema4.1, se tiene:

• E,(re;y) = ~Sj}re;y),

e
pero 6 F«re; y) = 0, por tanto

• E (re; y) = ~S~(re;y)+ 6E,(re; it),

e
• dondeS~(re;y)E g((n;IR)®2.

• Por la hipótesisdel teoremarespectode S’(re; y),

(POP)S,(re;y)=S,(re;y)=r,=Sf(re;y)=(P®P)S~(re;y).e
• Portanto,
• Si(re;y)=r, =S~(re;y).

Deesto,se obtiene
Ef(re;y) =Eí(re;y)+6Ei(re;y),

dondese ha escogidoE,(re) tal que PE,(re)= 0, de acuerdocon el Lema4.7.

Los productosestrellaE y E’ son,por supuesto,equivalenteshastael orden1.

Ahorase procedepor inducción.SupongaseE y E’ equivalenteshastael ordenle,
y que seha escogidoPE, = 0 (i = 1 le). En consecuenciasetiene:

— F&+~ + 0k+I = hk+1+ 614+,,e
• donde hk+l E A2(gI(n; IR)) y PEk+l = 0. En estepunto, hacemosuso del Lema 4.5.

Entonces

• •~+~ — = 2hk+1 +Ak+,(E,,... ,Ek;E,... ,E,~;E¡,... ,Ek)

• Pero

• (Po P)AM+, 0,

• por el Lema4.8, y por hipótesis

e
(POR) Sk,(re;y) = (POR) Sk+1(re;y) = r~.

• Así puesh&+, = 0, lo que significa que E y E’ sonequivalenteshastael orden le + 1.
AdemásPEk+, = 0. Conlo quela demostraciónquedacompletada. u

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Capítulo 4
e

ProductosEstrellaInvariantes
e

Este‘capítulo estádedicadoa la construcciónde todoslos productosestrellainva-

• riantessobreun grupode Lie O dotadode unaestructurasimplécticainvariante1%.
El procedimientose debeaV. G. Drinfeld. Nuestrotrabajohaconsistidoen de-

mostrar los resultadosque se enuncianen Drinfeld (1983b], poniendode manifiestoel
papel fundamentalquejuegael teoremade interpretacióncohomológicade la ecuación
cuánticatriangular de Yang-Baxter(Teorema3.2 de la Sección3.3). Dos aspectosse
puedendestacar.

Porun parte,el productoestrelladeMoyal sobreel grupoabelianoR2” con estruc-
tura simplécticacanónica/3i sepuedeobtenera partir de la ley asociativade Campbeli-
Hausdorff, ‘7, correspondienteal grupo de HeisenbergII,,, consideradoéste como la
extensióncentralde IR2” por el cocido ¡%. Esteprocedimientosegeneralizaconvenien-
temente,paraobtenerun productoestrellainvariantesobreun grupo de Lie arbitrario

• dotadode unaestructurasimplécticainvariante¡3’.

Por otra parte, se puedegeneralizaraún mas el procedimientoanterior, susti-
tuyendoel cocido ¡3, por cualquiercocidode la forma

• ¡3n/%+¡3
2Ji+~.+¡3nJiRí +...,

donde Ji es el parámetrode deformación. Esto conduceal resultadode quecualquier
productoestrellainvariantesobre(0; /3,) es equivalentea uno obtenidoapartir de uno
de estoscocidos.

Una observaciónsobre la notación. En las diferentesdefiniones de operadores
• bidiferencialesa lo largo de todoel capítulo,se sobrentiendela aplicacióng(~~ 0 sa~)=

901902 parasimplificar la escritura.

• En la Sección 4.1 describimoscon detalle el casoparticular abelinano(IR
2”; ¡3,),

cuyosresultadosanticipamosa continuación.

SeaO = IR2” consideradocomogrupo de Lie abelianode álgebrade Lie g = IR2” y
aplicaciónexponencialexpre= re. SeaEun generador.Todaformabilineal antisimétrica,
/3, : g x g .—. IR, esun 2-cocidode Chevalley-Eilenberg(Definición 1.2 de 1.1.1) de g, con
respectoa la representacióntrivial sobreIR. Define,por tanto,unaextensióncentraldeg:

• gx~RE,cuyoconmutadores[Z;9] =8,(re;y)E,donde±= re+aE, 9=y+bE E

e 151e
e
e
e
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Si ¡3, es no-degenerado,el grupode Lie simplementeconexode álgebradeLie ~ es
el grupo de HeisenbergO H~ y la orbita de E* c ~ por la representacióncoadiunta
de G es el subespacioafín O¡~. Q* + E*.

En estecontexto,el grupo abelianoO = IR2” con estructurasimplécticainvariante
es difeomorfoa 0E~, por medio del difeomorfismosimpléctico (Proposición1.1):

G~IR2nL4~ +E O~

expre= re —. Kd*(~pre) E* = —¡3~(re) ~ E~, (a)

donde¡3~ : g —~ es el isomorfismo asociadoa fi, definido por: <¡3, (re) ; y> = ¡3, (re; y)
paratodo re, y c g, Ad’ denotala representacióncoadjuntade O y é~ es la aplicación
exponencialde O.

Además,el diagrama:

G—~—-4 0E

As~c

9.{ {Kr(~2) . (b)

O
Id

es conmutativo (Proposición1.2). Por lo que,en virtud de (a) y (b), a partir de un
productoestrellasobre

0E’ invariantepor la representacióncoadjuntade O, se define
2nun productoestrellasobreel grupo abelianoO IR invariante por traslacióna la

izquierda.

El puntode partidaparadefinir un productoestrellasobrela orbitade E consiste
en considerarla ley de composiciónsiguiente(paralas definicionesde la transformada
de FourierY y su inversa.F, utilizadasen estetrabajo, ver por ejemplo: Treves ¡19671):

~sa~)k) = ¡ e2wi«¿+E) ní~(liz$v» (790,)(re) (7902) (y) dredy= (c)

—. J e?2ri(¿<z+u>+1A01(xY?)(Ysai)(re)(7sa
2)(y)dxdy, (d)

V~

que tienesentidosobreespaciosfuncionalesadecuadossobrela orbita, ya que la ley de
grupo formal’7 : x ~ — ~ es, en estecaso,unasumafinita:

2

Estaley de composiciónes la expresión,en términosde y, del producto de Moyal.

Puestoque’7 es asociativa,la expresión(c) nosdice que la ley de composición* es
asociativa(Proposición1.3).

Por otra parte, al desarrollaren serie de potenciasde Ji la exponencialde la
expresión (d), se definen los operadores bidiferenciales con coeficientesconstantes,de
grado U en cada argumento y sin términos de grado cero, siguientes:

PR(sal;902)(¿) J c2~ri«x+v) (..ri)R (re; it)~(YsaO(re)(Ysa2)(y) dredy=

(e)
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e
y a partir de la expresión (e), que tiene sentido para cualquier par de funciones ~i, e~ E

• C00(OE.), una ley de composición sobre C00(CE.)[Ji]]:
e
• (

90ít~902)=90í.w2+>3PR(90í;902)hR (E)
R>1e

Si 90i, 902 E C00(OE.) son polinomios sobre la orbita, la sumadel segundomiembro
de (f) es un polinomio (es finita), por lo que, interpretando (c) en el contexto de la teoría
de distribuciones, las expresiones (c) y (f) coinciden. Como * satisface la propiedad aso-
ciativa, queda definida unadeformaciónasociativaunitaria, ~,del producto de funciones

• polinómicas sobre
0E~ (Proposición1.7).

Sean ahora 90~ E C00(QE.), i = 1,2,3, funcionescualesquieray

e
los desarrollos de Taylor en el punto eo de 90~. Para cada 5 fijo, si el ordendel desarrollo
de Taylor essuficientementegrande,setiene:e

• 4 >3 PÉ(PK(
90i;902);903)(¿o)= >3 PL(PK(pl;p2);ps)(¿o) (g)

• X4-L=5 K+L=S

• y >3 P4~í; PX(902;903))(eo) >3 Pt(pí; PK(p2;p3))(Eo). (h)
K+L=5 K+L=S

9 Pero la asociatividad de D~ sobreel espaciodelos polinomiosequivalea la igualdaddelos
segundos miembros de (g) y (la). Por tanto, los primeros miembros son también iguales,
lo cual implica que ~ es una ley de composición asociativaunitariasobreC

00(DE.). Así
pues,(C00(QE*)[h]];~) es un álgebraasociativacon unidad (Proposición1.8).

Un cálculo directo, teniendoen cuentala igualdad(d) de 4.1.2, demuestraque la
ley de composición ~,definidaen (f), esinvariantepor la representacióncoadjuntade O

• (Proposición1.9), es decir, paratodoU> Osesatisface:

• Pn(
90íoAd~z; 902oAd é~pz)(E) PR(90í;902)(éJCPZ(O).

e
Definamos los operadoresbidiferencialesreales (con coeficientesconstantes,de

grado U en cada argumento y sin términos de grado cero):

9 QR(soí;so2)(~) = k [¡3i(~j; A)IR (9010902)

e
• donde90i,902 E C00(Og.) (sobrentendiendola aplicación p(f Og) = fg). Como, para
• cadaR>0,

>3 Ps(PT(wí;902);90a)(¿o)= >3 PsQpí; PrQp2;90s))(¿o),
2’+S=R 2’+S=R

se verifica que:e• (~)
T~5Qs(Qr(90i; 902); 903) = >3 (1)T+S Qs(90í; QT(902; 903)),

T-4-S=fl T+S=R

e
e
e
a
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y, por tanto,

E QS(QT(901;902);90~) = ~ Qs6oi; Qr(902;903)),
T-4-S=R - T+S=R

que es la condición,término a término, paraque la ley de composición

(90’ * 902)(¿) = (y, y~) + >3 QRQpí; 902)(~)~R (i)
R>O

satisfagala propiedadasociativa.Además,los operadoresPR sonnulos sobre las cons-
tantesy la invarianciapor la representación coadjuntade los operadores QR implica la
misma invariancia de los PR. Así pues, esta igualdad (i) es la expresión de un producto es-
trella sobre la orbita 0E~, invariantepor la representacióncoadjuntadeO (Teorema 1.1).

Por niedio del difeomorfism¿ (a), a partir del producto estrella(i) sobre 0E~, se
define sobre el grupo O = IR2” un producto estrella:

4>’ *4>2=4>1.4>2+ >3ÓR(4>í;4>
2)JiR. (j)

R>1

Los operadores bidiferenciales GR son:

(4>104>2),On(4>i;4>2) = A~ [¡3jÁ;(~)~ Sr(+))J”

donde Á1 e Hom(g;gt) es el homomorfismo asociado al 2-tensor A, E g~ A g definido
por: A?b(¡3í)cb= 6% La conmutatividaddel diagrama(b) y la invarianciapor la repre-
sentacióncoadjuntade (i) implican la~ invarianciapor traslacionesa la izquierdade (j)
(Proposición1.10).

Consideremosahorala expresion:

¡3t=¡3i+¡32t+...±¡3ktkí, (k)

dondelas$~ E gAg son2-cocidosdeg con respectoal representacióntrivial sobreIR y sean
¡3~.c Hom(4’;g) (í = 1,..., le) los homomorfismosasociadosa ¡3~. Si$, esinvertible,
cualquier elemento¡3±= ¡31 + ¡32t + + ¡3¡< t’~~ admite una seríe7formal, inversa y,
si t es suficientementepequeño,estaserieconverge,por lo que (k) defineunaestructura
simplécticasobreO y el procedimientodescritoparala construccióndel productoestrella
(j) se reproducesustituyendo¡3, pór /

3t.

Sea, pues,L la extensióncentral deg por el 2-cocida¡3±,0t el grupo de Lie
simplem~nteconáode álgebrade Lie g~ y A

1 la sumade la serieformal inversade /3±.
Sobrela orbita coadjunta

0E~ g~ + E* se tiene un productoestrellainvariantepor la
representacióncoadjuntade 0±:

(90’ * 90~)(¿) = (~í ~902)+ >3 QR(90í;92)(~) ¡iR (1)
R>O

(m)
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y el difeomorfismo O~IR2” QE.~g+E, (n)

e
transporta este producto estrella al grupo O = IR2” Es decir,la ley de composición:

• 4>1*4>2 =4>i.4>
2+>ZCR(4>l;4>2)AR, (o)

R>i

• CR(4>j.;4>~) = ~¡ [otQie(+);(8))]R (4>104>2), (p)

e
define un producto estrellainvariantepor la izquierda sobreel grupo O = IR

2” con
estructurasimpléctica¡3±.

Con vistas a la construcción de todos los productosestrellainvariantessobreun
grupode Lie con unaestructurasimpléctica invariante determinada, el hecho importante
es que,po=identificaciónde los parámetrost y Ji en (o), seobtieneun productoestrella

• sobreel grupode Lie O = IR2” conestructurasimplécticainvariante¡3, (Teorema1.2).

En efecto,desarrollandoen seriede potenciasde t el segundomiembro de (p), se
• obtiene:
• GR(4’í;4>2) >3 CRT(4>l;4>

2)tTe mo

y sustituyendoestedesarrolloen (o) e identificandot y Ji, se obtienenlos operadores:

• EL(?,bí;4>2) >3 GRT(*i;4’2).

R+T=Le R,T=O

• La asociatividaddel productoestrella(o) implica:

>3 GX(OÉ(4>í;4>2);«’s)= >3 GK(4>I;GL(4>2;4>s))e
K+L=M X+L=Me

• por tanto:

•
0RT

1 (>3 Gsr2(tki;4>2)t’Z’2; ~ 0” —

4 fl+S=M T,=O

• >3 >3 aRrl Q&í; >3 OsTS(4>2;4>a)tT2)tTI,
R+S=M T,>O T,=O

es decir,

e
• >3

0nr
1 (0s12(4>l;4>2) ; 4>a) = >3 Gnr, (4>’; GsT2(4>2;4>a))

R+S=M R+S=M

Ti+T2=T

Entonces, descomponiendo P = M + T en todas las formas posibles con M,T E N ye sumando para cada descomposición las igualdades anteriores, se obtiene:

• >3 CRK(GBN(4>i;4>2);4>a)= >3 GRK(4>í;GBN(4>2;4>s)),
K+R+B+N=P

e
e
e
e
e
a
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lo cual implica:

>3 ER(Es(4>í;4>2);4>3)= >3 ER(4>,;Es(4>2;4>3))
R+S=M R+S=M
R,S>O RS>0

quees la expresiónordena ordende la propiedadasociativade la ley de composición:

(4>í *4>2)(re) = (4>1 4>2)(re) + >3 Es(4>i;4>2)(re) ¡iS (q)

5>i
Para distintos cocidos ¡3± se obtienen distintos productck estrella sobre el grupo IR

2”
con respecto a la misma estructura simpléctica invariante ¡3i. De maneraque cualquier
producto estrella invariante sobre el grupo (IR2”; ¡3~) es equivalente a uno determinado,
segúnel procedimientodescrito,por un cocido/3±.Demostraremosesteresultadoen el
caso general de un grupo de Lie arbitrario.

El prbcedimiento descrito admite una generalización para el caso de un grupo de Lie
arbitrario, dotado de una estructura simpléctica invariante. Los resultados que siguen,
desarrollados en la Sección 4.2., describen dicha generalización.

Sea ahora «un ál~ebra de Lie arbitraria y /3~, (i 1 U), 2-cocidos de g con
respecto a la representación trivial sobre IR, tales que ¡3i es no-degenerado.El polinomio
en el parámetro real t:

¡3±=¡3,+¡3
2t+...+¡3RtRi (a’)

define una extensión central, ~± = g x IR E, del álgebra dé Lie g. La representación adjunta
de L viene dada por:

adre~ = adre y + (¡3±(re). y) E

donde ¡3± = ~i + fi2t +~ fJj~ tR1 es el homomorfismo asociado a la 2-forma ¡3±,es decir,

<¡
9±(re);v)=/3±(re;y).

Sea0±el grupode Lie simplementeconexode álgebrade Lie L y 0E’ la orbita
de E por la accióncoadjuntade 0±,quevienedadapor la expresión(Proposición2.1):

+ aE) = Ad5(expre) . ¿ + af~(—re)+ aEt

para todo ¿+ aE5 E ~, donde

exp(adre)—

¡

J/3~\reJ—,.JflreJ\reJEg y A(re)— adre

El difeomorfismo (a) del caso abeliano O = IR2” es, en el caso general, un difeo-

morfismo local en re = O (Proposición 2.2):

expUo~U~cO—OE.cg+E (b’)

expre — Ad5(éipre) = f,
3~(—re) + E

5,

ya que, para t pequeño,>~± : g .-. gt es un isomorfismo y df~,(0) = ¡3±.La conmutatividad
del diagrama (b) se sigue satisfaciendo localmente. Si 141o C U

0 es un entornosimétrico,
el diagrama:

>tex~4 (c’)

expU0 —
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e
• es conmutativo (Proposición2.3).

• La ley de grupo formal 5,(~;9) es ahora una serie infinita:

• 00

‘7±Ú~;i7)= >3zn(t9), (d’)
t2=i

dondelos Z~(~; 9) son polinomioshomogéneosde gradon en las componentesde ±e 9

• (ver expresiones(h), (i) y (j) de 4.2.1). La falta de convergencia en general de la serie (d’)
impide dar sentido a la expresión (c), que no puede, ahora, constituir el punto de partida
para la construcción de un producto estrella sobre la orbita 0E•~

e Sin embargo, a partir del desarrollo formal en serie de potencias de /1 de la expo-
nencial que aparece en (c) (una vez que se ha sustituido y por la expresión (d’)):e

• exp,(z3S<¿+ E* ;‘7~(tkr; Jito>) — c2lri«x+v> (i + ~ Bs(re;y; ¿> Jis)

e
se definen los operadores bidiferenciales:

• .Ps(90~; 902)(¿) = ¡ c2WÍC(X+v)Bs(x;y;¿)(Y
901)(re)(Y902) (y) dre dy = (e’)

=ss(++; á+*;O(901®902)n:¿

y unaley de composiciónsobreC
00(g + E)[hfl:

• (901 902)(E) = (‘pi 90~)(~) + >3 Ps(
901; 902)(¿)¡iS (f’)

5>I

Estaley de composiciónes asociativa.Parademostrarlohay queestudiarel desar-
rollo en seriequeseobtienesi, en la exponencialanterior,se utiliza la sumafinita:

Y±,R+i(X;Y) = ~1z(±9) (d”)

e
en lugar de ‘7± En estecaso,

exp (—4~!E1<¿ + E~ ~ ¡ito>) — e
27rt«X+Y (‘ + ~ y; ¿) Jis)

• de maneraquese tienen las siguientes igualdades (Proposición 2.7):

Bs(re;y;¿)=BR,s(re;y;¿) para 8=1,... ,R. (g’)e
ComoBs(re;it; ¿) es unasumade monomiosdegrados8+ 1,... ,28 en las compo-

nentesde a e y y de grados0,1,... , 8 en las componentesde ¿ (Proposición2.6), si se
consideranpolinomios90i, 902 y U suficientementegrandecon respectoal gradode dichosO polinomios,la suma(f’) es finita. Porlo tanto,teniendoen cuenta(g’), sepuedeescribir:

• (<p’ b 902)(~) = (901~902)(¿) + >3 P.
5(901 902)(¿)ti~ —

5=’

— Jexp (~4~!2<¿ + E ;‘7±;R+íUIx;liu)>) (Y90,)(re)(
790

2)(y)dredy,

e
e
e
e
e
a
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que es una expresióncon sentidoen el contextode la teoría de distribuciones,cuya
asociatividadestábasadaen la de y~ (Proposición 2.5 y Proposición 2.8).

Esta caracteristica de la ley de composición t~, junto con el hechode que los opera-
dores P~ no tiénentérminosdegradocero, dotaal conjuntode los polinomios sobre g~
de unaestructurade álgebraasociativaunitaria (Proposición2.9).

Volviendo a considerar los desarrollos de Tayior (de orden suficientemente grande)
de funciones complejas arbitrarias 901,902 ~ C~(g), lasexpresiones(g) y (h) siguen siendo
válidas y, por lo tanto, (C00(g’)[LJ]];c’) es un álgebraasociativaunitaria (Proposición
2.10).

Para construir un producto estrella sobre g + E*, sólo queda observar que, para
cada 8> 1, se satisface la siguiente igualdad (ver sección 4.2.2):

(—2ri)5B
8(re;yÁ)= Ds(—2irire; —2riy;~), (h’)

donde Ds(re;y; ~)es un polinomio real.

Sean ahora 90i,~2 E CCO(g*) funciones reales, definiendo los operadores bidiferen-
ciales QR~e la siguiente forma:

QR(90í;902)(¿)= +~ ¿)(90í®902),

debidoa (h’), la ley de composición:

901*902= >3QRQPi;902)AR, (i’)
R5.O

es asociativay por tanto defineun productoestrellasobreg + E (Teorema2.1). Este
productoestrellaes invariantepor la representacióncoadjuntade 0±(Teorema2.2)

El transporte al grupo O del productoestrella(i’) se realiza, de manera análoga
al caso abeliano, por medio del difeomorfismo local C±: exp Uo C O —.

0E’ C g~ + E*
definido en (c’).

Conla notacióndel diagrama(d’), sedefinenlos operadores sobre exp U(O)

Fk(4>,;4>2)(expre) =QR(4>í oC7’;4>
2oA4’)(¿), (j’)

donde¿= K±(expre) E U(E* C
0E’, y la ley de composición:

(4>1 *±4>
2)(expre)= (4>i 4>2)(expre)+ >3 Ej~(4>í; 4>2)(expre)., (1’)

R>i

con 4>1,4>2 E C
00(O). La conmutatividad de (c’) implica que los operadores 4 son

invariantes por la izquierda y, como U(e) genera el grupo, la expresión (1’) define un
productoestrellainvariantesobreO con estructurasimplécticainvariante¡3±(Teorema
2.3).

Tambiénen el caso generalpor identificaciónde los parámetrosJi y t en (1) se
obtiene un producto estrella invariante, sobre el grupo de Lie Oconestructurasimpléctica
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invariante¡3,. El procedimientosedescribeenlosTeoremas2.4y 2.5 yesen todoanálogo
al queconducedel productoestrella(o) al productoestrella(q), enel casoO = IR2”

ee Un estudiode las contribucionesde los distintoscocidos ¡3~, (i = 1 le), que
constituyen¡3n a los operadoresFR de (j’) revelaque las /& con i > U no intervienenen
el operadorFR y quela contribuciónde¡3>~ serealizapor medio del 2-cocidode Poisson

e
•
e

(parala cohomologíade Poissonver Secciones1.2.3 y 1.2.4)

A partir deesteresultado,sedemuestra(Teorema2.6) que los productosestrellaE

y E sobre (0;¡3,), determinadosrespectivamentepor los cocidos

• Y ¡3n=¡?,+•••+¡3R
1JiR2,

e
sonigualeshastael ordenU — 1, es decir,

E, =F,,... ,ER.í =ER...í

• y
• FR = FR—~V’(¡3R). (m’)

e
Porotraparte,si E y F sondosproductosestrellainvariantessobre(0; ¡3,), iguales

hastael ordenle, en la descomposición(e) de 1.4.4:e
Ék+i — Ek+í = hk+í +6 14÷í,

consecuencia de la equivalencia hasta este orden, se tiene que el 2-tensor hk+, E g A g es
un 2-cocidode Poisson(Proposición2.14) y por tanto define un 2-cocidodeg, ¡3k+í =

• p(hk+,) por medio del isomorfismoji definido en 1.2.3.

Esteresultadojunto con (m’) es la basede un procedimientoinductivo (Teorema0 2.7) mediante el cual se demuestra que todo producto estrella invariante sobre el grupo O
con estructurasirnplécticainvariante¡3, es equivalentea un productoestrellainvariante
determinadopor un cocido¡3¡~ = ¡31 +~ + ¡3R ¡iR—1 ~ segúnel Teorema2.5.e

Finalmente,demostraremos(Teorema2.8) que dos productosestrellainvariantes
determinadosrespectivamentepor los cocidoscohomólogos:

e
e wn=¡3í+(¡32+6a2)Ji+...+(¡3k+eak)Jikí+...e

sonequivalentes.Por tanto,cualquierproductoestrellainvariantesobre(O; ¡3í) esequi-

valentea uno determinadopor un cocido ¡3rí dondelos ¡3~ no sonexactos.

e
e
e
e
e
e
e
a
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4.1 . ProductoEstrellade Moyal

La expresiónintegraldel productode Moyál e~(verpor ejémploGrossmann,Lou-
pias, Stein f1968]):

(rh7~2”j ~R2”

dondef,g E C00(IR2”) y ¡3 es la formasimplécticacanónicasobreIR2”.

Sea~ = IR2” eIR E la extensióncentraldel álgebrade Lie abelianag IR2” por el
2-cocido¡3 y O Ii~ el grupode Lie simplementeconexode álgebrade Lie g, es decir,
el grupo de Heisenberg. Medianteel cambio en el parámetrode deforinacióndado por
A = Ji/2ir y haciendouso de la transformadade Fourier Y y su invérsaY, estaley de
com~pósiéiónsepuedeexpresaren térñÉnosde la ley dé gfupo formal y de ~.

La expresiónes la siguiente:

(f * g)(¿) = ¡ c2ri<(e+E~;h’~(Ax;Av)> (Yf) (re) (Yg) (y) dre 4

y constituyeel punto de partidaadecuadopara la construcciónde productosestrella
invariantessobreel grupoabelianoIR2”, queseasusceptiblede generalizacióna un grupo
de Lie arbitrario.

4.1.1 Extensión Central de g = IR2” por un Cocido ¡3

Consideremosa IR2” como un grupo de Lie abelianode álgebrade Lie g = IR2”.
En estecasola aplicación exponenciales la identidadexpx = re. Tod~ forma bilineal
antisimétrica¡3: g >< g —. IR es, por definición, una 2-cocadenade.Chevalleydel álgebra
de Lie g (Definición 1.1 de la Sección1.1.1) con respectoa cualquierrepresentacióndeg
sobreIR.

Con respectoa la representacióntrivial p : g —. g[(IR), definidapor re -. 0, toda
2-cocadenade Chévalleyésun2-cocido(Définición 1.2 de 1.1.1),pues

A¡3(rei;re
2;rea)= >3(-.1)±1p(x~)(¡3(...4,,..

ya quep(rej) = O y [re~;re] = 0. Además,es no-exactoya que

6~(re;y)=O; paratodo re,yEg,

lo cual implica que~i=

Definición 1.1 Sea¡3 una forma bilineal, antisimétrica, no-degenerada sobre g y E un
generador.La extensióncentral de g por el cocido ¡3 es:

~{~=x+aE;reEg,aER},

con el conmutador:

(los elementos de IR E están en el centrode ~3.
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e
Si 9 = y + bE E ~, la representaciónadjuntade ~ vienedadapor la expresión:

• ~%~9=¡3(re;y)E. (a)

• El grupo de Lie simplementeconexode álgebrade Lie fl es el grupo Heisenberg
• O H,,. La acciónadjuntade O es la siguiente:

• Á~(é~p~).9=y±(b+¡3(re).y)E t=re+aE, 9=y+bEE~, (b)

• dondela aplicación~ : g —* g~, definidapor

• <0(re);y> =¡3(re;y), (c)

es el homomorfismoasociadoa la 2-forma¡3. En efecto,la igualdad:

• Xa(é~±)=exp(~UQ~))

se satisfaceparatodogrupo de Lie. Como la aplicación exponencialdel miembrode la
• derecha,exp : g((fl) .—.* G1(~), es de la forma:

• A A2
• expA =í-I-~~ + y

• y como ¡H(±). ad(~)= 0, se tieneexp (ad±)= 1 + ad(±),lo que demuestra(b).

La representacióncoadjuntade O vienedadapor la expresión:

• ~n*(é&P±)(fi+f
2)=fi-.f2(E)¡3(re)+f2 (d)

dondex=re+aEEg, fí±f2E~½g*SIRE*, E(E)=1.Enefecto,

= <fi + f2 ; y + (b — fl(re) it) E> =

=<fí;y>+<f2;bE>—fi(re).yf2(E)=

=<fi—0(re)f2(E);y>+<f2;ÓE> =

= <fi. —0(re)12(E)+f2;y+bE>.

• Finalmente,la ley del grupo formal de Campbell-Hausdorff,‘7, correspondiente a ~
es:

•
• (~;9) —±9+~[X;9], (e)

• ya que:
• [~;[9;2]] = [re+aE;0+¡3(y;z)E] =¡3(re;0)E = 0,

• y por tanto todoslos términosde la seriede Campbell-Hausdorffapartir del terceroson
nulos (ver por ejemploSerre[1965]).

e
Entoncestenemos:

• y(±; ~)= j’(re; it) + (a + b + ~¡3(re;it)) E,

• querelacionala ley formal de grupode g, y(re;y) = re + y,y la de ~.

Recordemosquey satisfacelassiguientespropiedades:

• y(~; y(9;2)) =‘7(yt9); 2), y(±;0)=~, y(~;—~) =0. (1)

e
e
e

a
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4.1.2 Ley de ComposiciónAsociativa sobreC¶OE.)

SeaGel grupodeLie simplementeconexode álgebradeLie ~ gx0IRE, extensión
central de g por el cocido no-degenerado ¡3.

Dadoque(expresión(d) de 4.1.1)

ÁX(étp±).E*=~.~(re)±E*cg*±E*;~=re+aEE~,

la orbita del elementoE* por la representacióncoadjuntade O es el subespacioafín
g* + Et

Proposición 1.1 La aplicación

O~R2n~$g* +E* CE

expre= re—. XX(é~px) E* = —0(x) + E*, (a)

es un difeomorfismo. u

Proposición 1.2 El diagrama siguiente es conmutativo:

PC—

{
PC

dondez E g y Áexpz esla traslación a la izquierdadefinidapor expz.

Prueba Cálculo directo:

(AZo>expz) (expre) = K(éxpz+expre) = Áa*(exp(re+z))E* = —fi(re + z) +E*

y

c¡a*(é~pz) oK)(expre) = Xd’(éspz)(—¡3(re)±E*)= -3(re) —8(z)+Et

u

En lo quesigueharemosusodelas definiciónesypropiedadesrelativasa la transfor-
madadeFourier. Si ~,4>,f, g, etc. designanfuncionessobreIRk, lassiguientesdefiniciones
de la trasformadade Fouriery su inversa:

(7v) (77) = dx, i~ E (RM)*,re E IR”,

(74>) (re) = e2ff~fl<X>4>(77) d77,

tienensentidosobredeterminadosespaciosfuncionalesbién conocidos(ver por ejemplo:
Treves~1967]).Si T, 8, etc. designandistribucionesapropiadassobreIR” se define, para

vE Cg~(R~,

<YT;cp> = <T;Fv>.

La propiedadasociativa(expresión(d) de 4.1.1) de la ley de grupo formal es el
fundamentode la siguienteproposícion.
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Proposición 1.3 Sean90j y 902 funcionescomplejassobrela orbita 0E’• Consideremos

• - la expresiónsiguiente:

e
(<pi * 902)(¿) = ] e2r\<~+E>A¶(>~~ftv>/(F<pi)(re)(F<p

2)(y)dredy. (b)
fl2.. xR

2”

Sobreespaciosfuncionalesadecuadosdefinidossobrela órbita (S(IR2”),C2(IR2”) ver
• Grossmann,Loupias,Stein [1968]; Voros [1978]), esta expresióndefineuna ley de com-
• posiciónasociativa.

Teniendo en cuenta la expresión (e) en 4.1.1 dey, esta ley de composición se puede
escribir así:

• (y, * 902)(E) = ¡ e—2r¡(¿(x+Y>+~ft$(xY>) (Y<pi)(re)(Yy
2)(y)dredy. (c)

Il2r~ xR
2~

Prueba Qonsideremosla función siguiente:

• H(¿) = ((901*902)*903)(¿) =

• — ¡
6—2n±(¿(Ú+z>+F~¡3<uz))(Y(yí * y2))(u) (Yw~)(z)du

Desarrollandola inversade la transformadade FourierY y la ley decomposición* en la
expresiónY(<p, * 902), se tiene:

e
H(¿) = ¡ e2ri?><x+vu)e2rí@<t>+¿(z>+*h$<Ú~z)+III0<x~~>).

• . (Yy,)(re)(Y902)(y)(r903)(z)dxdydndudz.

• La integral:

¡ e2rin<x+vu)e2w1<c(u>+¿(z)+IA#(u2>++Ao(xv>)

esunadeltade Dirac actuandosobrela distribución:tP(u) =

por tanto

• H(¿) — ¡ e—2ri(¿<x+v)+«z>+*h0<x+v2>+ih/3(xi¡>).

• . (Ycp
1)(re)(Y,p2)(y)(Ycp3)(z)dredydz.

Definiendola siguienteexpresión

• YA(re~ 9) = Ji”7Gt; 9),

• H(¿) seescribeasí:

H(¿) = Je—2r(¿+E9Yn(AYn<Axflv»flz) . (Ywi)(re)(7y2)(x)(Y<pa)(z)dredydze
• Porotra parte,partiendode la expresiónE(¿)= (901 * (902 * <P3))(E)se tiene:

F(¿) = f e2nh(¿+E)7n(I~ ~ . (Yy,) (re) (Y902)(y)(
7903)(z) dx4¡dz.

• Ahorabien, la propiedadasociativade la ley de grupo formal implica:

• ‘7ft(h’7fi(Jire; Jiy); ¡ir) = ‘7~(hx; y~Q~y;¡ir)),

lo que demuestraformalmentela propiedadasociativade la ley de composícion*. u

e
e

e
a
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En la siguiente proposición,medianteun cambio de variable en (c) despuésde
desarrollarlas transformadasde Fourier, obtenemosla expresiónintegral del producto
estrellade Moyal sobrela variedadsimplécticacanónica(R2”;¡3) (GrosÉmann,Loupias,
Stein (1968]).

Proposición 1.4 Sea¡3 : g -~ g el isomorfismodefinidoen (c) de 4.1.1 a partir del
2-cocidono-degenerado¡3. SeaA: g A g el 2-tensordefinidopor:

A(E;n) = <n;A(E)); para todo C,~i E g~ (d)

dondeA (¡3) ~ (en componentes:Aab¡3Cb = 5~). La ley de composición*, definidaen
(c), se escribeasí:

2n

(y~ *<p~)(~) = 1) dt¡3 fe <pdn)
902(()d27d(. (e)

Prueba En efecto, si en (c):

* 902)(¿) = £2,. c2lri¿<Y) (L2fl e
2’” (Ysc

2)(y)dy,

desarrollamosla transformadade Fourierde la integralentreparéntesis,se tiene:

¡2. e~2ri¿(x)e~riti#(zuñ(7<p )(re)dx =

=

42nxR2n c2ri (c(z)~#I~cv).x)e21rin(z)<p (fl) d2’¡dx =

= 42n (Ir’. e2ri(~fñ(U)—~?>.x dre) <#,í(i) di> =

=90’ (e—~~)

por lo tanto,

(901*902)(E) = ./R2,. e22VÍ¿(i±>w:(e— (7902)(y) dit

= £2nxR2n e2ri(&C>(iñ<p, (e— ~¡(~))90
2(C)dZ/dC.

Haciendo, ahora, el cambio de variable

Ji /¡i\2fl

i>=¿——fi(y); y dv=I—I(det0)dy.2

se llegaal resultadode la proposición. u

A partir de (e), medianteel cambioen el parámetrode deformaciónJi = Ji/2r y
la expresióndel tensorde PoissonA en términosde la formasimpléctica¡3, se llega a la
fórmula del productoestrellade Moyal dadaen la introducciónde la Sección4.1.
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Proposición 1.5 La ley de composición(c) esinvariante por XH*(é~p ~)esdecir:e
• (<pi *p~) oX~(é~pz)= (cp, oKX(é~pz)) *

para todozEg.

Prueba

• (90io KU(apz)) * (9020 xá*(&Pz))(E) =

• = ¡ &2wi¿(x+v>erin$(xv> (7Qpi o Ad* éIPz)) (re) (7(902 o A& é~Pz)) (y) dredy.

e
• Ahorabien,

e
(7(<p, ofl½~Pz))(re)= ¡e2r¡n(x)(90oÁX(é~z))(7l)di>=

• - =¡ e2fl’~@>cpQj — ~(z))di> = ¡ e2~in(Ztp(nt)di>’ =

e2’~0(~>(~> Je2rá1?’<x)90Q>~) di>’ — e2rir(z)(z) (7<p) (x). (d)e
• Así pues:

e
(<pi oX~i(éI~z)) * (<p

2oXX(é~pz))(¿) =

• = ¡ &2rí(c~0(z)+E)*Jv(>~~rAV)(7<pí) (re) (7902)(y)dx dy=

• = «o’ *y2)(Ad(expz)(~))e
ue

Todafunción sobresobreel grupoO = IR
2” esde la forma 4> = <poC, siendo90 una

función sobrela orbita 0E’ y K: O —* 0E• el difeomorfismodefinido en la Proposición
• 1.1:
• C(expx)= ÁX(é~x) . E~ —fi(re) + Et

Utilizando las coordenadassobrefl2~ dadaspor la cartaexponencial(es decir, la
• identidad) y definiendo, para funciones 4>1,4>2 E C00(O;C) convenientes,

(4>í~4>2)(z) = ((4>í o K’) * (4>2 0 Pc—’)) (K(z))

e
se tienela ley de composición:

• /2” 2n
(4>i¿4>2)(z) = (det ¡3) ¡ e~’$(í.±z...Y>

4>1(x)4>2(y)dxdy (e)

Proposición 1.6 La expresión(e) defineuna leydecomposiciónasociativaen espacios
funcionalesadecuadossobreel grupoO IR

2”.

• Estaley es invariantepor traslacióna la izquierda:

(4>i~4>2) O .Xexpz = (4>í o .Aexpz) * (4>20 >‘expz)e
dondezEgR2” ~ re =x+z.

e
e
e
e
e
a
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Prueba La propiedadasociativade ~es consecuenciadirectade la asociatividadde la
ley de composición* definidapor la expresión(b) sobrela orbita coadiuntade E*.

La traslacióna la izquierdadefinidapor el elementoexpz z sobreO = IR2” es
la transformaciónre — ‘~exp ~ = re + z y un cálculo sencillo demuestrala invariancia
directamentea partir de la definión de ~.

Sin embargo,resultainteresanteadvertir queestapropiedadestáen relacióndirecta
con la invariancia,por la representacióncoadjuntadel grupoO, dela ley de composición
* sobrela orbita de E*. En efecto,

((4>¿4>2) ~ Áexpz)~r) = (4>í4>
2)(Áexpz . re) =

= ((4>’ oK’) * (4>2 o Pc’)) (Ko .\expz(i)) =

= ((4>’ oK’) * (4>2 oK’)) Qfl* K)() =

= ((4>’ oK’ oÁXéIpz) * (4>2 oK’ oxa*é~Pz))Qc(re))=

= ((4>í ‘>Áexpz oK’) * (4>20>~expz o K’))(K(re)) =

= ((4>1 o >‘expz)(4>2 o >‘expz)) (re)

u

4.1.3 Ley de Composición Asociativa sobre C
00(CE.)L[Ji1]

Teniendo en cuenta la expresión (c) de 4.1.2, la ley de composición:

(901 * 902)(¿) = J j2fl<(C+E) ~“~(>‘~~Y)> (7<p,) (re) (7902)(y)dxdy,

R2” xR2”

se puede desarrollar formalmente en serie de potenciasde Ji.

De estaforma, quedandefinidoslos operadores

PnQp,;902)(¿) = ¡ e.2rte<x+~~) (Z)R¡3re; y)R(7<p
1) (re) (7902) (y) dxdy, (a)

para U =1. ParaU = 0, Po(<p,;<p2)(¿) = ,o,(E)902(E)claramente.

Lema1.1 Los operadoresP~qQp,;902) sonoperadoresbidiferencialeshomogéneoscon
coeficientesconstantes,degradoU en cadaargumento,dadospor las expresiones:

8 —í ~
= ( iri)R(1 ~ o 90~)

Prueba Es consecuenciade la aplicaciónreiteradade

J e
2ri(¿~~><x>xí<p(i>) dx di> = —1 8<p

2iri 8m ~

u

Si 901,902 polinomios en las componentesde <~ E 9, PRQ,o,;902) es también un

polinomio y, si Res suficientementegrande,claramentePn(<p,; 902) = 0.
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e
Proposición 1.7 La ley de composición

• (90,r’902)=901.p2+>3PRQpl;p2)JiR, (b)
R> 1

define una deformaciónasociativa, unitaria, del productode funcionespolinómicascon
variablesen esdecir,e

• (90ít~<p2»<pa~90ir.(902~<p3); ‘p,t~1=<p, =1><p,.

e
• Prueba Si <pi y 902 sonpolinomios, la sumaZR>1 PR(90í; 902) ¡iR es finita. Por tanto,

‘pi ~ 902 coincidecon el valor de ‘p’ * 902 dadopor la expresiónintegral (e) de 4.1.2, con-
sideradaéstaen el contextode las distribuciones.De formaquela propiedadasociativa
de ~ esconsecuenciade la asociatividadde *, que a suvezestábasadaen la propiedad
asociativade la ley del grupo formal de Cainpbell-Hausdorff,y, del álgebrade Lie ~.e

El hecho de que los operadoresbidiferenciales~R (U > 0) no tengantérminos
de grado cero implica que, si alguna de las funciones <pi, 902 es constante, entonces

PR(so,;’p2)=0, porloque’pt’1 =90=lrz90. u

• Proposición 1.8 El espacioC
00(OE.)[ffl)] dotadode la ley de composición~,definida

en (b), es un álgebra asociativacon unidad. Estoes,para todo 7’ =0,e
• >3 PR(Ps(’p1;’p2);90a)= >3 PR(y1;PsQplÁw2))

R+S=C fl+5=T

1 ~ 90í90í E~ 1901,

• donde

PoQp
1;902)(E) (‘p’ •902) (E),•

• PRQp1; 902)(¿) = ¡3(8,,;8J~(<pi O 902)j,,=¿; U =1.

e
Prueba Supongamosque 901,902,9036 C00(OE.). Consideremoslos desarrollosde Tay-
br en el punto¿o:

• (p~ son polinomios) y la expresión

• (90ío¿’p~»óp3 = >3(Px(<pí;w2)c~’pa)hK—e ¡<>0

• = >3 (P~(P¡<(cp1;so2);so3)IiL)Ji<~

¡<>0

L>O

• =Z(ZPL(P¡dw1;902>; 903:))e
Paracada5 fijo,

• >3 PL(P¡<Qpí;¿p2); 90s)(¿o)

K+L=Se

e
e
e
a
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claramentedependesólo de los polinomiosPi, y es por lo tanto igual a

>3 FL(PK(pi;p2); pa)(&i). (c)
K+L=S

De la mismaforma

>3 PrQpí; P¡<(<p
2;<pa))(¿o),

K+L=S

es igual a

E PL(pí;P¡<(p2;pa))(Eo). (d)

K+L=S

Ahorabien,por la Proposición1.7, las expresiones(c) y (d) coinciden. u

Proposición1.9 La ley de composición

(‘pít’<p2)(¿) (<pí.<p2)±>3P~(90g<p2)(¿)¡iR
R>1

es invariantepor A& é3~z para todoz E g.

Prueba Teniendo en cuenta la igualdad (d) de 4.1.2:

o ¡Y é3i~z)) (re) — e
2rífl<z>(x> (7<p,)(re),

a partir de la expresiónintegral (a) de PR, setiene:

PR(901 oAd é~~z; 902 o¡Yéxpz)(¿)=

(...ri)R
— Je2rí(¿(x+v>~$(z>(x+v>) U! ¡3(x;y) (7<pí)(re)(~~

2)(y)dredy=

u

Teorema1.1 SeaO el grupodeLie simplementeconexodeálgebradeLie ~ = g x~RE,
extensióncentral de g por el cocido ¡3. Sea

0E~ la orbita de E por la representación
coadjuntade O y ‘pi, 902 funcionesrealesdefinidassobre (VE.. Entonces:

(1) La expresión

(90’ * p~)(¿) = (‘p’ . ‘p~)(¿) + >3 Q~Opí;902)(E) ¡iR, (e)
R>i

donde

QRQPí;<92)(f) = ¡3(8,,; Sc)R(so,O9024,=¿ , (E)

define una ley de composiciónasociativa con unidad sobre el espacio vectorial real
C00(OE.)[h]] de las seriesdepotenciasen Ji con coeficientesenC00(CI~E.).

Los operadoresQR son operadoresbidiferencialescon coeficientesconstantes,de
gradoU en cadaargumentoy sin términosde grado cero.

(2) Estaley de composiciónesinvariante por la representacióncoadjuntade O.
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Prueba

(1) La ley de composición

(<pi so~) = (<pv 902)(¿) + >3 P.qQp,; <p2)½)¡iR
R=i

169

donde

PnQp1;¿p2)(¿)= Rk¡3an; 8c)R(<p, ® 90~) j~=¿,

y <pr, 902 sonfuncionesde claseC
00 definidassobrela orbita con valores

face la propiedadasociativa.Es decir, la expresión:
complejos,satis-

‘¡3(
8;8)T ((i¡3(5¿;a¿)s(90í0902))®9~3)) JiS

es igual a

=

r+s 1~ (9010 +~(~~¿(~0903)))

Entonces,paracadaU> 1

Qs(QrQpí;902); 903) =

T+S=R
>3

T+S=R

r+s

k4ri)
QsQp,; QTQP2;903))

Peroentodoslos términosde las sumasel coeficiente(~l/(4iri))T+S esel mismo, por lo
que

>3
T+S=R

Qs(QTQpí;<p2); 903) = >3 Qs(90í; QT(’p2;’p3)),

T+S=R

que es la condición,término atérmino, paraque la ley de composición

(<pi * 902)(¿) = (901~902) + >3 QR(90i 902)(¿)¡iR

5>0

satisfagala propiedadasociativa.

Porotra parte,si <pi, 902 sonfuncionesrealessobrela orbita, la función QnQpí;902)

es real, de formaque * es un productoestrella.

(2) Hay quecomprobarque

Qn(’pí;’p2)(Ad*(é~pz)“E) = ~ ¡3(Bn;8c)R(<pi OU!

es igual a:

Qn(<pioKX(é~z); v2oXX(é~Pz))(¿) =

— -h ¡3(55)R( o (é~z)®<p2oXX(é~Pz)),,¿

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
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Ahorabien, como la accióncoadiuntade <1? es la transformaciónafín:

se tiene:

_______ = 8” «o)8 •~8 8n~ ,,=~ rn,,

por tanto

¡3(8,,; 8C)RQp~o Ad(é~pz) 09020 fiZ(é~pz)) ,,=¿ =

= ¡3(8,,;8c)R(soí0w2)kÁa.(~~).¿

u

4.1.4 Producto Estrella Definido por el Cocido ¡3 sobre el Grupo IR2”

Recordemos,que al ser la 2-forma sobreg IR2”, ¡3, no-degenerada,el homo-
morfismo ¡3 g —. g’ asociado(expresión(c) de 4.1.1) es un isomorfismo. Entoncesla
aplicación:

G~IR2n~$G.E* ~g+E

expre—. XB*(é~Px)E* = —j3(re~+E%

es un difeomorfismo(Proposición1.1 de 4.1.2).

Medianteestedifeomorfismoel productoestrellasobrelaorbita0E~, definido en (e)
de 4.1.3, sepuedetrasladaral grupo O.

Proposición 1.10 Sea A = —¡3’ y A el 2-tensorcontravarianteasociadoa A. La
expresión

(4>í * 4>2)(re) = (4>í - 4>2)(re) + >3 G>~(4>í;4>2) ¡iR
R>1

donde

GR(4>l;4>
2) = ~j¡3 (K(+); (8))R 04>2) =

_ R!A(Ox~Sre)(4>i®4>2)~

y *i,4>2 son funciones sobre el grupo O IR
2”, define un producto estrella sobre O,

invariante por traslaciones a la izquierda.

Prueba

(1) El productoestrellasobrela orbita 0E~, dado por la expresión (e) de 4.1.3:

(<pl * ~2)½) = (~í- 902)(¿) + >3 Qn(<pí; 902)(¿) h{~,
R>1
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• donde

• Qn(wí;P2)(¿)=k¡3(~; ~j«oí 0902),

define sobre CCO(O)L[Ji]] la siguiente ley de composición:

e
• (4>í~4>2) = ((4>ioK-’) * (4>20Pc’))(K(re)).

Al expresarlaen la forma

e
• (4>d4>2)(re) = (4>í 4>2) + >3 Gn(4>,; 4>2)(re)¡iR

e
quedandefinidos los operadoresbidiferenciales

• Gn(4>í;4>2)(re)= Qn(4>í oC’;4>2 oK’)(K(re)).

Ahora bien,

a8~~ .0. t~¿’) — A
31 t1A3’ t~e(í)k

e
• por tanto

• QR(4>ioK’;4>
2oC’)(E) — 1 ¡3(A(-

2-) ;

• U! 8x k8re,I/

• donde(A(8/8re))4 — Anb(8/Sreb).

La propiedadasociativade los operadoresbidiferenciales0n es, entonces,conse-
cuenciadela verificación de la mismapor los operedaresNn.

(2) En cuantoa la invarianciaporla acciónala izquierdadeOsobreO, esconsecuencia
• de la conmutatividaddel diagrama(Proposición1.2):

e o K

>ifiXP.{

•
e

y de la invarianciadel productoestrellasobrela orbita (expresión(e) de 4.1.3), por la
accióncoadjuntaO. En efecto,

GR(4>1;4>2)ÚXexpz(re)) 22 oAr’) (Ko V,qn) (re) =

= Qn (4>10C’;•
Ad1 (re) =Qn(4>í oK1; 4>

2oK’) k~exPz)oK)

• = Qn (4>í oK
1 oXY(é~pz); 4>2 oC’ oÁX(apz)) K(re) =

• = Qn (4>í o >‘expz o K’; 4>20~ o K’) K(re)

= 0n (4>ío .Xexp. ; 4>20 .Xexpz) (re).

• u

e
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4.1.5 Producto Estrella Definido por el Cocido ¡$ sobreel grupo IR2” con
Estructura Simpléctica fi

Sean¡3~ : g x g .— IR,i = 1,... ,k, 2-cocidos de g IR2” con respecto a la
representacióntrivial, ¡3~ : g —.* g’ los homomorfismosasociados,es decir,

<A(re);y>=¡3(re;y); paratodo re,yeg,

y t un parámetrorealpositivo.

Si fi es no-degeneradael polinomio:

admiteunaserieformal inversa
00

A±=>3Atttí; AiEL(g*;g),
i=1

dadapor laÉ expresiones:

i=2

Se satisface,por tanto,
¡i±oÁ±1r; Á±o~i±=1

9.

Paracadat, el cocido sobreg:

define una extensióncentral de g, L Si G±es el grupo de Lie simplementeconexo
de álgebrade He ~, se tiene (Proposición1.10 de 4.1.4) un productoestrellasobre la
variedadsimpléctica(QE’; ¡3±):

R
QRQpí; <p2)(E)e(90’ * 90~)(C) = (90’ 902)(¿) + >3

R>i

donde
0E’ es la ¿rbitfade E por lá representacióncoadjuntadeG±ydondelosoperadores

bidiferencialesQRvienendadospor las expresiones:
¡~ ~ R

QRQo,; 902)(¿) = w0~ ~ ~) (9010902)

Si t essuficientementepequeño,la serieinversade ¡3 converge.Por tanto,~± define
una estructurasimplécticainvariantesobreel grupo O = IR2” Entonces,medianteel
difeomorfismo

O £ 0E’ g* + E*

expre—. xa*(é~re)E* = —¡3
1(re) + E*,

el productoestrelladefinido sobrela orbita se puedetrasladaral grupoO.

Paradiferentescocidos¡3± conlascondicionesanteriores,setienendiferentesexten-
sionesdel álgebrade Lie g y productosestrellasobregrupoO con diferentesestructuras
simplécticas¡3±;

La importanciadel teoremasiguienteconsisteen que,haciendousode cocidoscon
la forma¡3±,medianteidentificacióndel parámetrot y el parámetrode deformación/1, se
obtienendiferentesproductosestrellasobreel mismo grupo simpléctico(O; fi).

e
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Teorema1.2 Sea
¡3n=¡3í+¡32h+¡3aJi2+~-+/3kJi~1

un 2-cocido de g con respectoa la representacióntrivial sobre IR, tal que ¡3~ es no-
degenerado. Sea fJn E L(g; g) el isomorfismoasociadoa ¡3~ (para Ji suficientemente

pequeño)y A,~ la serieinversade fin. Entonces,la expresión

(4>1 * 4>
2)(re) = (4>1 4>2)(re) + >3 Es(4>í;4>2)(re) ¡i5

5>,

dondelos operadoresbidiferencialesEs(4>í; 4>2) vienen dadospor

Es(4>,;4>2)(re)=Z 1
1

>3
4=R=L,P,Q

P+Q+L—2R=S

...(Av)Oflrfl)

1 (
1 >3 (.l3íja,¿,~k ti+.:.+•RL

>3 (Aqi)~’<”
+qn=Q
Qa=1

(ax;~?arern Bre” 8x5R) (4>, 04>2)

es un producto estrella invariante sobre (0; ¡3,).

Prueba

(1) Sea

ji
y

(4>14>2)(re) = (4>, . 4>2)(x) + >3 Gn(4>í;4>2) ¿R
R>1la ley de composiciónsobreC

00(O)Lfr]] definida en la Proposición1.10 de 4.1.4 por el

cocido ¡3±,con t suficientementepequeño.Los operadoresCR&’1; 4>2) son

GR(4>1;4>2)(x) = h (¡3±(x±(+) ; xt (:;))]R(4>I®4,2)(re).

y los operadoresbidiferencialesEn(4>í;4>2) seobtienenpor identificaciónde los pará-
metrost y e en la ley de composiciónanterior. En efecto,al desarrollarlos operadores
On(4>í;4>2) en potenciasde t se obtiene

Cn(4>1;4>2) = >3Gnx(4>í;4>
2)tT,

T>O

donde

Gnr(4>i;4>2) >3
L+P+Q-SR=T
t=R=L,F,Q

AT ( ,,~
ti <¡¿=1( >3 (A,,)a1r1

( aren . . 8re~ 8re~’ . . . )(4>i 04>2).

(¡3iR)an ha)

(Aq, )bi SI... (A )hfl SR)

+qn=Q
qn>i

(¡3.n)aa bR)

(Aqn)b~~SR)
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Entonces, haciendo t = e = Ji se tiene:

>3 Gq(4>í;4>~)W~ —>31
R>i ~ k >3

R+T=S

2’>o

>3 kc-cs~a
L+P+Q-3R=T

R<L<Rk
R=P;R=Q

O(
8R 8reSI~.8resa)(4>í®4>2)1Srerl...Orera

Ahorabien,T = 5—U, por lo que L + E + Q— 3R =2’ equivalea L + E+ Q — 21? = S y,

comoel indice 2’ no apareceen ningunade lasexpresionesquehay quesumar, la suma
extendidaaU+T=5 R>1~ T>OequivalealasumadesdeR=lhastaR=S.

(2) Parademostrarla propiedadasociativahay quecomprobarque,paratodo ¡vI > o
se verifica

>3 ER(Fs(4>í;4>2);4>3)= >3 Fn(4>,;Es(4>2;4>a))
R+S=M R+S=M
RS>O R,S=O

Ahorabién

EL(4>l;4>2)= >3 GRT(4>,;4>2),
R+T=L
R,T>O

por tanto hay quecomprobarque

0RK GBN(4>i;4>2);4>3)) =

L+S=P (¡<LL

L+S=P (¡<RL (4>1;

GBN(4>2;4>3))~

dondeL,S,K,U=O.

Comoel único indice fijo es E E N, la sumaextendidaa las condicionesL + 5 = E,
K+U = L y .B+Ñ= 5coincideconla sumaextendidaa la condiciónK-4-R±B±N E,
entoncesla igualdadanterior sepuedeescribirasí

>3 GRI< (OsN(4>1; 4>2); 4>a) = >3 0RI< (4>’ ;GBN(4>2;4>a)). (a)
K+R+B+N=P

Pero,por hipótesis,paracadaM > Q

>3 0R (Gs(4>í;4>2);4>3) = >3 0n (4>,; CS(4>2;4>a))
R+S=M R45=M

es decir, paratodo t e IR en un entornode cero y todoM > O

>3>3
R+S=MTi=O

0RT
1 (>3 OsT2(4>í;4>2)J2; 4>3) J’ =

2’2=O

—>3>3 onr1Q~í; >3 GST2(4>2;4>3)t72)tt
R+S=M T1>O T2=O
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e
obien,paracadaM=Oycada2’>0

• >3 GRTi (GsT
2(4>í;4>2); 4>3)7 >3

0R2’I (4>1; GsT
2(4>2;4>s))

R+S=M R+S=M
Ti+T2~T Tí+T2=T

e
Pero si se descomponeP = M + 2’ de todas las formas posiblescon M, T E

1% sumandolas igualdadesde la forma anterior correspondientesa cadauna de las
descomposiciones,se obtiene(a),lo quesequeríademostrar.e
(3) Los operadores bidiferenciales ER(4>,;4>2) sonnulos sobrelas constantes, es decir,

ER(4>;1)=ER(1;4>)=O R>0, 4>EC¶G),

e
• ya que los operadores Gs(4>í; 4>2) lo son.

(4) La invariancia por traslaciones a la izquierda del producto estrella es consecuencia
de la invarianciade los operadoresGR(4>1; 4>2). u

Como veremosen el casogeneral, paraestudiarla equivalenciade los produc-
tos estrella invariantes que se pueden definir sobre un grupo de Lie O con estructura
simplécticainvariante¡3í, resultaconvenienteanalizar la intervenciónde los distintos
cocidos ¡3~ en el operadorbidiferencial FR. El resultado lo anticipamos a continuación
enestecasoO = IR

2”.

e
En el operador bidiferencial Es no intervienenlos ¡3M con M > 5. En efecto,

supongamosqueen E
3 intervinieraun ¡3~, con i¡ = M, o bien un A~, con pj = M, o bien

• unAq¿conq¡=M,dondeM>S. Porunapartesetienei¿=L,p¡<Pyqí<Q.Por
• otra, como P+Q+L—2R = 5 y P,Q,L >1? tendriamos L,P,Q =5. Así pues, se

llegarfaalacontradicciónS.cM=i¡ =L<SobienS<M=p¡ =P<Sobien
• S<M=q¿=Q=S.

e
En el operador E3 sólo existe un término en el que intervenga ¡35. Es el término

deordende diferenciabilidadmmimo:e
“8 SN /8 8”

• (A3)rI ® = — (¡3s),1~b1 (Aí)drj (Aí) b,,, y~~—®~~-)

En efecto, 1
3s sólo puede intervenir si en las sumas existe i¿ = 5 o bienp~ = 5 o

• bienq¿ = 5. En el primer caso

e
e
• porlotantoL>S+U—lyentoncesP-1-Q=S—L+2R<R+1.

y Q =U, se tiene 1’ +Q =2R. Las doscondicionesimplican 2U =1?+ 1, es decirU = 1
y por lo tanto P + Q = 2. El término correspondientees puesde la forma:

j~j}I3s)ai b
1(A1)

0’ ri(Aí)bi s, ¡a ® 1) —e 8yri
rs TrI ~ A ¿.s~í,,sí,... ,wS—í;>

= (—É’AON’’ ~

• +(, kSvriOzsI}

e
e
e
e
e
a
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En el segundocaso,se tieneU = 1, E = 5 y Q + L = 2, por lo queel término en el que
interviene ¡3s es:

~t(¡3l)a,hI(As)~’ rí(A )bi Si (vi.. O

Y finalmente,en el tercercaso,el término quecontribuyecon ¡3s es

1

b, (A1)
4’ rí(A

5)bí ~,
La suma de los tres es:

— (A5¡’ ~ + (¡31)4,bi (As)
0’ r, (A

1)bi ~ +

b ¡5 SN+ (¡3,)OIbl(Al)úírí(AS)í “ kw—® W) —

= L~ (AJ’
5’ — (A.~)Siri + (As)t’ Si) && 047) =

= (A
3~”’ <08)

Teniendoen cuentaque

3—1

(AS)ri 5~ — .y(Ai.)rí ki (¡3s)k,~, (A,)~’ ~ r(Aí >3 ¡3~As+i....~) rj ~i

¡33 interviene en el operador E5 enel término: f(Aiyí ~ (¡3s»~, ~,(A1}~’ ~i =

donde ¡r’(¡3s) es el 2-cocido de Poisson invariante correspondiente al 2-cocido de
de Rhaminvariante¡3s (ver Sección1.2.3)

Finalmenteun comentariosobreel términode gradomasalto de diferenciabilidad.
Este es el que se obtiene para U = 5, es decir, E = Q = L = U = 5 con lo que

iíis=pí=--ps=q1-q3l.

Por lo tanto,es:

1
s¡(¡31)oíbí (¡

3jjosi,s . (A
1)~’~ ... (A,)

0~ rs

(A
1)bí Si•~~ (A,)bs~ ti? ayrs en ti 8z’s

)

1 ( ~5 ~3

= ......(A,)ri ‘~... (A, Y~ \SyTí.. . 5y1s 5z~’ . 8z’s}
es decir, es la potencia S-ésima de 2-tensor de Poisson. Así, en el caso de que ¡3~ = ¡3,,
la expresiónqueseobtieneenel Teorema1.2 es la expresiónclásicadel productoestrella
de Moyal.
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e
4.2 ProductosEstrellaInvariantessobreun Grupo de Lie con

- EstructuraSimplécticaInvariante

• 4.2.1 La Extensión Central ~ g x1~, RE. La Serie de Hausdorff de 9 y L
e

Sea O el grupo de Líe simplementeconexode álgebrade Lie g, dotadode una
estructurasimpléctica9 E A2(O), invariante por la izquierda,definidapor ¡3í E g A g.

El tensorde Poissonasociadoa la estructurasimplécticaes tambiéninvariante por la
• izquierda (ver Teorema 2.5 de 1.2.4). Si Aí E gAg es el elementoquelo define, se tiene

(ver sección1.2.3): A~b(¡3í)~a=

e
Denotemospor

e
a los isomorfismosasociadosa ¡3~ y Aí, definidos por las relaciones:

• <¡3í(re);y>=/31(x;y); <¿;Xi(i>)>=Ai(¿;n).

En componentes,

= (/3,)aareaVb = (¡31)8~reÚyb; eaX~bi>b — A”
6Eai>b,

• esdecir, (DL)
0b (¡3í)ba yAf’ =A¶~. Setiene, portanto, /3ioAí = 1~- yA,o¡3í =

Sean ¡3~, (i = 2, ... , n) 2-cocidos sobre g con respecto a la representación trivialO sobreIR y ¡3~ g —. g~ los homomorfismos asociados:

(A(re);y> =¡31(re;y). (a)e
Consideremosel polinomio en el parámetrorealt:

• ¡3±=,8l+¡32t+--+¡3Rt~’

e
y un generador E. La condición de 2-cocido, con respecto a la representación trivial de
g sobre IR, de ¡3± implica que la ley de composición

e
• [re+aE;y+ bE]±= ¡re;y] +¡3±(x;y)E,

• satisfacela identidad de Jacobiy por tanto L = g x~, IRE es un álgebra de Lie: la

extensión central de g por ¡3±.

La representación adjunta de L está definida, entonces, por:

.9 adre •y +¡3±(x) . yE,

e
para todo ~,9 E L1 siendo¡3±: g —. g el homomorfismo siguiente:

• ¡3±=I3i+¡32t.4-”+~Rt~’, (b)

e
donde los ¡3j están definidos en (a).

• Los siguientes lemas serán útiles al estudiar la serie de Campbell-Hausdorff de L•

e
e
e
e
e
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Lema2.1 Sean~~re+aE, 9=y+bEyi= z+cEelementosdeL.Sir =1y

s > 1 son enteros; entonces:

(2) (a~)r - (~9) ~2 = (adre)r . (ad y)3. z + ¡3(re; (adre)rí(ady)S . z) E.

Prueba

(1) Po# inducción. Sir = 1 (ad~) -2 = adre z + ¡3(re; z) E.

Admitiendo, para r =2, que

(~~)r—1 .2= (adre)rí .z+¡3(re; (adx)r2 .z) E,

se tiene

(wI±)r 2 = (~fl)(~j~)r—i . =

= ad±((adre)r1 - z + ¡3(re; (adre)r2 . z) E) =

= adx- (adre)r1 . z + ¡3(re; (adre)rí - z) E

(2)

(ad9)5 -2 = (ad±)r ((ady)’ . z+¡3(y; (ady)~1 . z)E) =

= (adre)r(ady)S .z+¡3(x; (adre)r~(ady)8.z)E.

u

Lema 2.2

(1) Cualesquiera que sean qi,p~,q~ pm,qm =0yp, =1, se tiene

(ad±)PI. (~j

9)~i ... (~~)Pm(2l7)Q... -2 =

— (adx)’ . (ady)’
7’ - .. (adre)~’” - (ady)Qm .

+¡3(re; (adre)~’’ . (»jjy)’J1 ...(adx)Pm . (adyy”. - z)E.

(2) Sipí=1,qm=0,q~p
2,...,pm=0yy=zsetiene

(adflPl. (ad9~’ ... (~jJ~)Pm .~ =

= (adre)~’ . (ady)~’ - - - (adre)””’ - y +

+¡3(re; (adre9”’ -(ady)~’ ...(adx)Pm .y)E.

(3) Sip, =1,q,,... ,pmí,qmí >0,p,~ =q,,~ =Oyi=±, se tiene

(ad~)Pí . (¡~9)QI ... (ad~)Pm.I . (~y)~m...I . =

= (adre)~’ . (ady)~’ - . . (adx)Pmí - (ady)~m~ re +

+ ¡3(re; (adre)~’’ . (ady)~1 - . - (adre)~”.’ . (ady)~”.—’ -re) E.

(4) Expresiones análogas para p, = 0, q, > 1.

Prueba Cálculo directo a partir de Lema 2.1. u

Denotaremos por G±al grupo de Lie simplemente conexo de álgebra de Lie ~ y

por é~ ~ —* 0±a la aplicación exponencial de G±.
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Proposición 2.1.

(1) La acciónadjuntade G1 vienedadaporla expresión:

~(é3~p±).9=Ad(expre).y+(b±¡~±(re)oA(re).y)E,

para todo ~ = re+ aE, 9 = y + bE EL donde

A(re) exp(adre)—I
adre

A(re)=É(adre$= 1+—adx
2

1

(2) La accióncoadjuntade0±viene dada por la expresión:
fl
t (é~p(re+aE)) - (¿+uE) = Ad*(expre) -¿±uf~,(—re) +uE,

para todo¿±uEE r, siendo

f~(re) =f3±(re)oA(re)E g~

donde ¡~± está definidben(b).

Prueba

(1) Enefecto,sean.~=re+aE,9=y+bE, setiene

Adé3~(re+aE)-(y+bE) =exp(~(x+aE))(y+bE)

— (í+É~(re+jE)P)w+bE),

pero, por el Lema 2.1,

(a±)r.9=(adre)r.y+¡3±(re;(adx)r—l.y)E,
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(c)

(d)

(e)

por tanto:

KHé~(re+aE)-(y+bE)= bE É (ad x)P . y+ (¡3± (re) . (ad x)’”’ . LI) E

=exp(adx)-y+ (b+¡3±(x; É (adre)~

’

1

=Ad(expre).y+ (b+¡3±(re; exp(adre) — - fl~ E.
ad re

(2) El siguiente cálculo:

- (¿+uE);9> = <¿+uE* X~((t) -~> =

= <¿ + uEt Ad(exp(—x)) - y + (6+ 0±C-x)o A(—x) - y) E> =

= <¿ ; Ad(exp(—x)) - y> + <uE~ (¿~ + ¡3±(—re)o A(—re) - y) E> =

= <Ad*(expre)-~;~> +ub+u(¡3±(—re) oA(—re) -y) =

=<Ad*(expx).¿;y>9~<u0±(~~re)oA(~x);y>+(uE*;bE>=

= <Ad*(expx) -¿+u/~±(—re)oA(.-.re)+uE*;9>,

9 ELescierto paratodo u

es decir,

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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En particular, para el elemento Et se tiene:

Á~1’ (é~p(re+ aE)) . (E) = f&(—re) + E*,

por lo que la orbita de Et por la representación coadjunta de G±está contenida en gt+E*.

Si t es pequeño,¡3±: g — g (expresión(b)) es un isomorfismo,cuya aplicación
inversaes la sumaA±de la serie2=.~A5 ti’, donde Ai = (/3íY’ y, para ¿ > 1,

= —A1 -¡3¿+, . A, — A1 ->3 ¡3~ .

Proposición 2.2 Para t pequeño, la aplicación

.t0t *

9 —.4 2

re — f~~(re) = ¡3±(re)o A(re),

es un difeomorfismo local en re = O. Setienedf,s~(O) = ¡3±.

Prueba En efecto,

df~(0) - = ~ f~(uy) — f~,(0) Vm ¡3±(uy)o A(uy) — ~ ()o lim A(uy).
U u—.O u u—O

ComoA(uy) = 1 + ~ ad(uy)+---, cuandou —. O, A(uy) —. 1, por tanto,

df~(O) - y = ¡3~(y), paratodoyE g.

Al ser¡3±un isomorfismo,~ es un difeomorfismolocal en re = 0. u

Corolario Siendo t pequeño y Uo G g, (4 c O entornos de O E g y e E O tales que

exp : U0 .-. (4 esun difeomorfismo,la aplicación:

expUo L4c0 —

0E C9 + E*

expx-.Ad%Ipre.Et=f~Á~~x)+E* (E)

es un difeomorfismo local en e E O.

Proposición 2.3 Sean Uo c g y U. c O los entornos de O E g y e E O definidosen
el Corolario anterior. Consideremos un entorno Wo c U

0 de O E g tal queexp(Wo)
W~ C £4 es un entorno simétrico de la identidad de O, es decir WC= V/¿’ <W~ sepuede
escoger de manera que W~ W~ c U~, ver Dieudonné [1970]). Entonces, para t pequeño,
el diagrama

x.xpzI
expUo —~

es conmutativo para todo z E W0.
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e
Prueba Seanre, z E Wo, entoncesexpz, exp re E We. Como W~ se puedeescogerde
maneraque ¡Ve W~<E U~, tenemosexpz - expreE U~. Así pues,existe ‘y(z; re) E Uo tal

• que:
• expy(z;re) =expz-expre.

• Si 5±es la ley de grupo formal del álgebrade Lie ~, se satisface:

éipz -é5~pre= é~~~(z;re).

e
Ahorabién, teniendoen cuentaun resultadoposteriordado en la expresión(m),

• 5±(z;re)=n’(z;re)+t±(z;re)E; j±(z;re)EIR,

• por tanto,

• (xa*(é~pz)oPc±)expre¡~*(~~) oÁW(é~re) •E’ =

= ~ (—-o) ~E’ =

• =Áa’(~p(-y(z;re)+5±(z;re)E>.E* =

• = ÁX (é~p y(z; re)).E’,

e
dondela última igualdades consecuenciade la Proposición2.1.

Porotra parte,

• (K±ot\expz)expre=Pc±(expz.expre)= K±(expy(z;re))= XX (éIpMz;re))E*.

Quedandodemostradala conmutatividaddel diagrama. ue
• Recordemosquela ley de grupo formal del álgebrade Lie L satisfacela igualdad:

• ~±(y±(~;9);E) =~±(±;~±W;tY (g)

Además,setienenlas siguientesexpresionesformales(ver por ejemploSerre [1965]),

e 00

• 5±(±;V)= >3z,4~;9)
• n=1

• 2i(~;V)=~+9, (h)

• ysin=2

• Ld~;9) = 1 ~ (2,0(re;y)+4~(re;y))
V+q=n

siendoe >3 (—í)”’~” (ad~)PI(ad9)~í. .. (ad±~”-9
•

4q(±;9)= ni (pí!qí!) - (pm...í!qm...i!)pm! (i)

e
i=1 ni-1Vn.=1

• 4~Gt9) = ~ ni (pi! qi!)---(pm...,! qm...í!) - (j)

Vi+qi=le i1 m—1

e
e
e
e
e
a
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Los polinomiosz,4 y Z~ sonpolinomioshomogéneosdegradop en las componentesde
~ y de gradoq en las componentesde 9 (unavez elegidaunabaseen

Parael álgebrag se tiene,de manerasimilar,

00

y(re;y)=>3zn(re;y),
n=1

dondezí(re; y) = re + y y paran> 1

zn(re;y) = 3- >3 z~(re;y) +zk(re;y), (k)

siendo4~(re;y), z~~(re;y) expresionessimilares a las (i) y (j) relativasal álgebradeLie g.

Teniendoen cuentael Lema2.2, introducimosla siguientenotación.

Sip+q>1,p,q>O

- ~,~(±;V)=z,q(re;y)+i,q(re;y)E

Z~q (±;9)= z’,q(re;y) +4q(x;y)E,

dondez,q(re;y) y z~q(x;y) son expresionesanálogasa las (i) e (j), relativasal álgebra
de Lie g, y ~,0(re;y) y ~~(re;y) se obtienensustituyendo,en lasexpresionesde 4~(re;y)

y z~q(re;y) respectivamente,el operadormasa la izquierdapor ¡3±(re)ó ¡3±(y)segúnsea

ésteadre ó ady, es decir:

~,q(x;y) (—í)”’~’ ¡9~(re)(adre~r’(ady)~’. . . (adre)”” - y , (1)

ni (pí!q,!) - . (pm-.1!
V~+q.=1; P,n=í

sipí =1 y si pi = O,

(—1)”’-’~’ ~~(y)(ady)~ik..(adre)Pm -u

z~9(re;y) = ~ ni qí!(p2!q2~---(pm-.í!qm~~!)pm! (m)

y expresionesanálogasparaZp,q.

Por tanto,definiendo

~~(re;y) = 3- >3 (i’~(re;y) +iq(re;y)) (n)

tenemos:
Z~(t 9) = z4(re;y) + ~~(re;y) E

y

(o)
n>1

donde

$(re;z,) = >3~~(re;y).
n>1
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e
Proposición 2.4 Si ~ = re, 9 = y yE = z, entonces

• t±Cy(re;y);z) +S(re;y)=>~’±(revy(re;y))+5’±(y;z).

e
e

Prueba Haciendo uso de (o), se tiene:

e
•
• y

•
• =Y(re;$Y;z)>+(a±Y±U/;z)+b+c+’t±(reVdY;z»)E.

e
La proposiciónes consecuenciade la propiedadasociativade >7±y ~ u

• SeaU E N, definimos

e
R+i

• Y±;R+i(X;9) >32n(~;v), (p)
• n=1

y de formasimilar5±;R+l(re;v)y ‘%;n+í(re;y).

e
• Proposición 2.5 Sean ~ = re, 9—y y E = z. Entonces:

• (1) Ye;R+lfr;3’) =YR+i (re; y) +y±;R+i(re;y).

• (2) La expresión

e
• YR+1QYR+i(re;Y); z) + (‘t±;R+1(YR+1(re;v);z) +‘tt;n+í(re;Y)) E,

contienetodos los términoshomogéneosdegrado total menoro igual queR + 1 en las
componentesdez,y,z, dela serieformal>7±(y±(re;y); z).

• (3) La expresión

e
• yn+dre; YR+1(y;z)) + (t±;n+i (re; yn+,(y;z)) +$n+i(y;z)) E,

e
contienetodoslos términoshomogéneosde grado total menoro igual queU + 1 en las
componentesde re, y,z, de serie formal >71(re; 5(y; z)). En particular los polinomiosde

• los apartados(2) y (3) coincidenhastael orden 1? + 1. u

e
Haremosusode estasdefinicionesy propiedadesen la secciónsiguiente

e
e
e
e
e
e
e
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4.2.2 Un Producto EstreUa sobre 9* + E*

La falta de convergencia,en general,de la seriede Hausdorffy~(~; 9) impide dar
sentidoa la expresión

¡ e~<¿+E ;yt<Ax;ftv)> (7&) (re)(Y~2) (y) dre dy.

Sin embargo,vamos acomprobarqueel desarrolloformal en seriede potenciasde
Ji de la exponenciales de la forma:

— e2iri¿<x+’ñ(i + ÉRR(x;Y;¿)JiR)

dondeBR(re;y;~)es una suma de monomios de grados U+ 1 21? en las componentes
de re e y y.de grados0, 1,... , 1? en las componentesde ~. Esto permite definir los
operadoresbidiferenciales

PsQp,;902)(¿) = ¡ c2wi¿<x+v> Bs(re;y;¿)(7~í) (re)(7902)(y) dredy

y una ley de composiciónsobre(g* + E)[h]]

«o, <p2)(¿) = (90’ - 90~)(¿) + >3 PsQpi;<p2)(C) Ji,
s>i

cuya asociatividades consecuenciade la asociatividadde >7±-

Proposición 2.6 Seae un parámetroreal. Entonces:

(—2ri <e + E*; y~(¿re; ¿u)>) = exp ( — 2ri¿(re+ y)) . (í + z Bs(re; y; C) , (a)

siendo

5
Bs(re;y;~) =>3 ((—2lri)’ >3 Jki(re;u;¿)...JkÁre;v;C)) , (b)

k¿>1

donde

y z,~,, z,,~1 están definidos en las expresiones (k) y (n) de 4.2.1 respectivamente.

Bs(re;y;~) esunasumademonomiosdegradosS+1,S+2 S+S= 2S en
lascomponentesdére e y y de grados1, ... , 5 en las componentesde ¿.

Prueba En efecto, tenemos:

exp (23M«+E*;Y±(cre;eu)>) =

= exp ((—2iri)e(re + y) + (—2iri)>3 (¿. ~,,(re;y) + ~~(re;LO) a”) =

n> 1

= exp ((—2iri)¿(re+ y) + (—2r0>3 .J~(x; y; ¿)
n>1
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e
• donde

J(re;y;¿) = . z,,~j(re;y) + ~n~~re;y).

y por tanto son polinomios homogéneos de grado n + 1 en las componentes de re e y y de
grado1 en las componentesde ¿.

Al desarrollaren seriede potenciasde ¿ la exponencialsetiene:

e
=e

• = exp ( — 2iri¿(re + y))- exp (— 2,riZ J~(re;y;¿) “) =

e

exp — 2~i¿(re+ ~ (~ <27~~’ (~~J=(re;Y;~¿”)’) =

2exp(—2iri«re±y)).

• - (í+É (27i~ ~ +-+k,=S Jki (re; y; E)--4~ (re; y; E))

e
Comopara cada5, 1 intervieneen el coeficientede e~ por medio de la condición

• kí+---+k¿ =S,kí Jc¿ =1,esdecir,intervienenlosvaloresdeltalesquel<1<3,
se tiene:

• Ét7~~’ É =Ét (—2rt~
¿=1 3=> k,++k,=3 3=1 ¿=1

Icg>1 ki

• por tanto,finalmente,

(—2~ri
• exp y—<E + E*; >7~(cre; ~v)>}= exp ( — 2riE(re + u)). k

1 +>3Es(ree 3=1

• donde

e
• Bs(z;y;¿) =>3 >3 Jki(re;v;E)...Jk¿(re;u;¿))

L=1 ki+ +k¿=Se kí

ComolospolinomiosJk(re; y;¿) tienengradok±1en las componentesde re ey ygradolen
• lascomponentesde¿, los productos-‘ki (re;y; ¿) ... 4, (re;y; ~)sonpolinomioshomogéneos
• de grado (kí + 1)+--.+(k> + 1) = 5+1 en las componentesde re e y y de grado 1

en las componentesde ¿. Por tanto, Bs(re;y;¿) es una sumade monomiosde grados
• 5+1,5+2 5+5 = 2Sen las componentesdexeyyde grados1,... ,Sen las

componentesde E. u

Si ahorapartimosde la sumafinita definidaen (p) de 4.2.1:e

= R+i• n=1eee
e
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se tiene

exp k-.~~~~<E+E ;Y±;n+í(Ere;EY)>) =

— exp ((—2iri)e(re + y) + (—2ri) R>3 J,,(re;y;¿) e”) =

— exp((—2riM(re + y)~ (i + Z AR,s(re;y;~)~s)

donde

An,s(re;y;C)= ~ (—2wzY

1! >3 Jk,(re;y;C)--JkÁre;y;~). (d)

Con estosresultadosse satisfacela siguienteproposición.

Proposición 2.7 Las expresiones(b) y (d) coincidenhastael orden R. Es decir, se
satisfacenlassiguientesigualdades:B, = B~,1,... ,B~ = BR,R. u

SeanY y 7 la transformadade Fourier y su inversa. Definamosel operadorbidi-
ferencialsobre9*:

PsQpí;902)(C) = Je.
2ri¿<x+v>Bs(re;y; ¿)(790i)(x) (7902) (y) dxdy,

o bien:
¡—18 —iB

PsQpi;<p
2)(¿)=BsC—— ———;CI(90í®<p2). (e)

k 2iri 8( 2iri 8~

Comoel gradomínimo de los operadoresPs(cp,;902) es5±1, se tiene el siguienteresul-
tado.

Proposición 2.8 Si<pi y 902 sonpolinomiosen las componentesde ~ E 9*, PsQp1;902)
es tambiénun polinomio, y Ps(soi; 902) = O si 5 es suficientementegrandecon respecto
a losgradosdelos polinomios<pí y 902~ u

Con <pi y 902 polinomios, consideremosla serieformal:

(90’ ~ = (<p~~ 902)(E) +>3 PsQp,;902)(C) ¿. (f~>
3>1

Estasumatienesóloun númerofinito de términosdistintosde ceto,es decir, esun
polinomio enc con coeficientesquesonpolinomiosenC. Portanto,si Ressuficientemente
grandecon respectoa los gradosde los polinomios 901,902, tenemos:

R«o, 902)(¿) = (<pr <p~)(~) + >3 PsQp1;902)(¿)E =

3=,.

...(y, ~~)(~)+ >3 (Jc21r1«x+v> .Bs(re w~) (Yso,) (re) (7902) (u) dxdv) ¿.
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Ahora.bién, teniendoen cuentala Proposición2.7,

• (w1~902)(E)=

—(901 902)(E)+ >i(J e2fl¿<x+v>AR,s (re; y;¿) (790,)(re) (7902)(y) dredv)e3 =

• ¡
• —] e2fl~(X+3¡) + ~ A,r~,s(re;y; E) e3) (Ywí) (re)(7902) (y) dxdy =

• — Jexp 2iri eu)>) (re)(792)(y)dxdy (g)• (z.....-« + E~ ; Y±;R+í(cre; (7<p,)

queesunaexpresióncon sentidoen el contextode la teoríade distribuciones.

ee Teniendoen cuentala Proposición2.5, un razonamientoanálogoal de la Proposi-
ción 2.3 de 4.2.1 nosdice que la ley de composicióno. satisfacela propiedadasociativa.

• Hemosprobadopuesla siguienteproposición.

Proposición 2.9 La ley de composicióndefinida en la igualdad (f) ó (g), dondelos
• operadoresE

3(y,; 902) estándefinidosen (e), dota al espacio de los polinomios sobre g
de una estructurade álgebra asociativaunitaria, es decir,

• <p,o.1=<p,=1o.<p1; (<p,t’tp2)L~<p3=’pír’(902o.¿~).

• u

Supongamosahoraquesoí,902,903 E C
00(g) y definamoscomo antes

e
• (soío.902)(¿)= >3Ps(yí;

902)c
3

5>0e
• Si

es el desarrollodeTaylor en el punto¿o E ~ deordensuficientementegrande,setiene

• PKQP1;<p2)(¿o)= PK(pí;p2)(¿o),

e
• ya queel ordenmáximode los operadoresbidiferencialesPKQpI; so2)(¿o)es 2K.

• Estaobservaciónimplica el siguienteresultado.e
Proposición 2.10 (C00 (g*)[fr]]; o.) esun álgebra asociativa unitaria. Estoes,sesatis-

• facen lassiguientesigualdades:

e
• >3 PL(PK«o1;902);903)= >3 PL(wí;PKQP2;<pa)),

K+L=S o. = K+L=3

=901o. 1,

• para cadaSEN, con 901,902903E C00(gfl.

e
e
e
e
e
a
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Prueba En la expresión

«o, o. 902) o. 903 = >3 (PKQP,;902)o.’p3)é=>3 ( >3
K>O 3>0 K+L=S

paracada5 fijo, >3 PL(PK(cpí;902); 903)(Eo)

K+L=3

estádefinido por medio de los polinomiospt de los desarrollosde Taylor 90~(¿) = p4E —

¿o)+r~(E;¿o) (i = 1,2,3), y es por lo tanto igual a

>3
x+L=s

PL(PK(pl;p2); pa)(Eo). (Ii)

de la mismaforma,en la expresión

(90io.(902o.<93))=>3 >3
3=0K+L=S

PLQpí; PK(90~;¿pa))(¿o)=

~L «o,; PK(902;903)) E

3,

>3
K+L=3

PL(pí; Px(p2;pa))(Eo).

Perola expresión(h) y el segundomiembrode (i) son igualespor la Proposición2.9. u

Debido a la homogeneidadde ordenk + 1 en las componentesde re e y de los
polinomios Jk(re; y;¿) (definidos en (c)), se tiene la siguiente siguiente igualdad:

(—2iri)38
3(re;y; ¿) = Ds(—2rire;—2iriy; E),

siendo,como antes,

.Bs(re;y; E) =
( 2ri)

’

>3%
1=1

¡e, k¿>1

Ds(re;y;¿)= Z~>3
1 k1+...k¿=3

Je,=1

J¡e,(re;y;¿) . . -J¡eÁre;u;¿)

un polinomio real.

Por tanto,el operadorbidiferencialPnQpí;902) se puedeescribirasí:

(—18 —18
PRQp~;’p2)(¿)~BRI ——; ——\ 27ri8¿ 2iri8¿

— (-.2iri)RDR(OE~

e)(9010 902)(E) =

e)~ O902)(¿).

Sean<pí, 902 E C
00(

2) funcionesreales, la ley de composición

dondelos operadoresbidiferencialesQR están definidosasi:

QnÚpí; 902)(¿) = ~R (~¿; ~; ~) (90’ 0902)

PÉ(PKQp,;902); 903)) E

3,

tenemos

>3
K+L=S

(i)

y

(j)

Q

Teorema 2.1

* 902 = >3QR«oí;90raYJiR,

R>0

(k)

(1)

y DR estádefinidoen (j), es un productoestrella sobreg~ + E.
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Prueba Los QRsonoperadoresbidiferencialescon coeficientesreales.

Parademostrarla propiedadasociativa,hay quecomprobarque

>1
3+T=R

Qs(QT(saí;s02); 903) =>3 Qs~oí;QrQp2;soa))

3+T=R

paratodo 1?.

De la propiedadasociativade o.:

E
s+T=R

Ps(PT(90,;902); 903)— >3
S+T=R

Ps(<p,; Pr(g2; 903)),

deducimos>

>3 (~2,ri)3+TPs(Pr(<pí;<p2); s~3)—
3+T=R

>3
3+T=R

(—2ri)
3~TPsQp

1;Pr(902;<pa))

es decir:

>3 (~2lri)SPs((-.2iri)TPTQpí;902); 903) =

S+T=R — >3 (—2iri)
3PsQpí; (..2,ri)TPT(<p

2;ws))

3+T=R

PeroQR — ( 2ri)RPR, por lo tanto, sustituyendoen la última igualdad,setiene lo que
sequenademostrar.

Finalmente,<p,* 1 = <pi 1 * <p~ ya.que<pl o. 1 = 90i —1 ~ u

Vamosa comprobarahorala invarianciapor la representacióncoadjuntade 0±de
esteproductoestrelia. Paraello introduzcamosla siguientenotación:

ÁX(é~pz)(¿+E) =u(z)-¿+E

o(z) . = Ad*(expz) - ¿ + f¡~,(—z), (m)

siendo¿ E 9*

Lema 2.3 Setienenlas siguientesigualdades:

(1) Jn(re;y;u(z).¿)Jn(Ad(expQz))re;Ad(exp(z)).y;¿)

(2) .Bn(x; y; a(z) . ¿) = .Bn( Ad(exp(—z))-re; Ad(exp(—z))- y;

dondea(z) . ¿ estádefinidoen (n).

(3) 2n+í(Ad(expz)-re; Ad(expz) y) ~n~í(re;y) +¡3±(z;A(z) zn+í(x;y))

dondeA(z) estádefinidoen (c) de la Sección4.2.1.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
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Prueba

(1) Pordefinición

J’~(re ; y; a(z) . ¿) = <o}z) . E;z,,+i(re;y)> + i4~,(re;y)
— <u(z).E+E*;zn+,(re;y)+i,~+dre;y)E> =

— <a(z).EÁ~E*;Zn+,(re;y)>.

Comou(z) - ¿+ E* = Ad’ éipz- (¿ + E*),

= <E + Et Ád(é~(—z)). Z~~i(re;y)>,

ahorabien, XH(é~p(—z))es un homomorfismode álgebrasde Lie, es decir,

xa(éip(—z)) . ~.~(re;y) = zn#i(ÁX(é~pQz)) - re; ÁH(é~(—z)) - y),

por tanto,

y~ aCz).E)= <¿+Ett+í(Ad*(é~(~~z)) -re;2fl(~(—z)) -o)> -
Finalmente,como

~n+í ((Ad(exp(rz))-re + f,s~(—z). rE; Ad(exp(—z)). y + fq~(—z). yE)=

~ (Ad(exp(—z))- re; Ad(exp(—z)) - u) +

+ %~.14 ( Ad(exp(—z))-re;Ad(exp(—z))- y) E,

se tiene

.7,,(re; y; u(z) - E) = E - z,,+í ( Ad(exp(—z)) . re; Ad(exp(—z))- y) +

+ i,,+í ( Ad(exp(—z))-re;Ad(exp(—z)). y)

= J,,(Ad(exp(—z))-re; Ad(exp(—z))- y; E)

(2) Es consecuenciainmediatade (1), sin más que teneren cuentala definición (b)
de BR.

(3) A partir dela Proposición2.1 de4.2.1,se tiene:

- Z,,~í(x; u) = Ad(expz) . z,,~,(re;y) +

+ (f,1(z)zn+í(re;y)+in+í(re;y))E

= z,,÷í(Ad(expz) -re; Ad(expz) . y) +

+ (fg.(z) -z,,+i(re;y) +i,,+,(re;y))E, (n)

dondela última igualdadse debea que A&(expz) es un automorfismode álgebrasde
Lie.

Porotra parte, por ser tambiénKá*(é~z) un automorfismo de álgebrasde Lie,
tenemos:

ÁH(é~pz)~n+1(re;y) = ~n+í(ÁA(é~pz) -re; fl(é~pz) -y) =

= z,,.~.í( Ad(expz) re; Ad(expz) . y) +

+in+i(Ad(expz) -re; Ad(expz)-u) E. (o~

Al comparar(n) y (o) se obtiene

f~1(z) .z,,+i(re;y)+i,,+dre;y) in+i(Ad(expz) ~re;Ad(expz) -y)

quees lo quesequeríademostrar,si setieneen cuentaque (expresión(e) de 4.2.1):

f~(z) /3±(z) o A(z).

u
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e
Teorema2.2 El producto estrella

• 901*902901902+>3 Qn«o,; 902) ~R

R>1

dondelos operadoresQp estándefinidosen (1), es invariante por Ad* 0±,es decir,

(gíoAd4)*(<p2oxa*~) =

e
• siendo~E 0±Y901,902 EC

00(g*).

• Prueba Sean901,902 funcionesadecuadas.Pordefinición (Proposición2.7):

e
• PR(90í;<p

2)(a(z).¿>= Jc2~rí<a<z>e~+ÓBR(re; y; a(z) .¿) . (Y<pí)(x)(Y<p2)(y)dredy,

dondeo-(z< ¿ estádefinido en (m), Entonces,teniendoen cuenta(2) en el lema2.3,e
• PRQp1;902) (o(z)- ¿) = Je’~(’<~~ ;x+u>.

-re; Adexp(—z) -y; ~- (7<pí)(x)(7<p2)(y)dredy. (P)

e
• Por otraparte,por definición,

o o}z); 9020 o}z)) (e) =

• — Jc2rt<¿~x+v>Bs(re;v;E)7(90íoa(z))(x)
7(<p

2o o-(z))(y)dxdv. (q)e
• Como

• YQpí o o}z)) (re) =J exp(2iri <re; ‘i)) (<pio o(z))(,j) dij,

efectuandoel cambiode variablee
• C=cr(z)Oi) =Ad*expz.,y+fs.(-.z)

• = Adexp(—z)- — fxiÁ—.z)) ; drj = (det (Adexp(—z))) dC,

se tienee
• YQnoa(z))(re)=

• — (det (Ad*exp(-..z))) .Jex~ (2ri<Adexpz. re;(— f~~(—z)>) <pí(C)dC =

• — (det (Ad”exp(—z))) -exp ( — 2iri<Adexpz .re;fñÁ—z)>) (790í)(Adexpz-re).

ee Entonces,sustituyendoen (q),

• PR(90ío a(z); 9020 o}z))(E) =

= (aet(Acrexpc—z)))
2.

• ~. (r)

- j e2fl« ;x+iñe-.2~rí<Adexpz(x+v) ;f,s,(—z)>

• - Bn(re; y; ¿) (Ysoí)(Adexpz- re)(7<p
2)(Adexpz.y) dxcly -

e
e
e
e
a
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Si ahoradefinimos:

re’ =Adexpz-re; dx =det(Adexp(—z))dx’,

y de manerasimilar y’, 4’, sustituyendo en (r), se tiene:

PR(<pio a(z); 9020 u(z))(¿) =

= fe~’~< Ad expzex’+V’>c—2ri<bt (—z)

- BR (Adexp(—z)-re’; Adexp(—z)- y’; ¿) (Yw,)(re’)(Y<p2) (y’) dx’dy’ =

= ¡ 6—2iri<o(z)¿;x’+v’>

B~ (Ad exp(—z) -re’; Ad exp(—z)- y’; ¿) (Yepi)(re’) (7902) (y’) dx’ dy’.

(s)

Al ser iguales (p) y (s), quedademostradala invarianciade los operadores~R-
Puestoque = (..2ri)RPR, la invarianciade PR implica la de Qn y, por tanto,queda
demostrado el teorema. u

4.2.3 Un Producto Estrella Invariante sobre el Grupo (0; ¡3±)

El productoestrellasobrela orbitadeE*, invariantepor la accióncoadjuntade0±,
definido en el Teorema2.1, se puede trasladar al grupo de Lie O por medio del difeo-
morfismo:

U(e)cO-
54g7 +E

expre—. Áa*(~pre) - E ~¿ +E%

(expresión(f) de la Sección4.2.1).

Teorema2.3 SeanO un grupodeLie deálgebra deLie g y fi~ (i = 1,... , k) 2-cocidos
de Chevalleycon respectoa la representacióntrivial de g, tal que ¡3, es no-degenerado.
Consideremosla expresión

dondet es un parámetroreal (suficientementepequeño). Si exp : U(O) — U(o) es un
difeomorfismoy

U(o) c O a QE- C 9* + E*

expre— A&(éX5re) . E* ¿+ E~

esel difeomorfismolocal definido en (f) de 4.2.1, la expresión:

(4>, *~ 4>~)(expre) = ((4,, oCT’) * (4>20SC’)) (¿); re E U(O), (a)

donde¿ = A2±(expx),define un producto estrella invariante sobre el grupo con estruc-
tura simplécticainvariante (0; /$), siendola leyde composicióndel segundomiembroel
producto estrellasobrela orbita 0E~ del Teorema2.1.
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e
Prueba En efectodefinamoslos operadoresbidiferenciales sobre U(o):

• F~(4,,;4>2)(expre)=Qn(4>íoK¿’;4>2o4’)(E), (b)

dondere E U(O), ¿ = K±(expre)E U(E7) C
0E• y los operadores Q~ estándefinidos

• en (1) de 4.22.

e
Como los operadoresQn satisfacenla propiedadasociativadel productoestrella

• definido en (1) de 4.21, tambiénla satisfacenlos operadores4 parafuncionesdefinidas
sobreel entornoU(o) de la unidad.

SeaexpW(O) W(e) c U(o) un entornosimétricotal queel diagramasiguiente:e *W(e)cO—.g +Ee•
U(o) —*e

• es comutativo (Prop¿sición2.3de4.2.1). Si z E W(O),se tiene:e
(Fk(4>,;4>2) oÁexpz)(expre)= 4(4>,; 4,~) (Aexpz(expre))=

Qn(4>,oKT’; 4>2oU’). (ÁXéspzoK±)(expre)=

• =Qn(4>,oK;’oAd5é3~pz; 4>
2oI%’oÁcíé~pz)IC±(expre),

e
dondela primeraigualdadsedebea la conmutatividaddel diagramaanteriory la última
igualdadse tienepor serlos operadoresQn invariantes por la acción coadjunta de 0±

• (Teorema2.2 de 42.2).

e
Volviendo a teneren cuentala conmutatividaddel diagrama

• (Fk(4>1;4>2) o>~e,<pz)(expre)= 4(4>1 o4~; 4>ao.Xexpz)(expre),

paratodo re,z E W(0).

e
Estaúltima relación define 4 de maneraúnicacomo un operadorbidiferencial

invariantesobreO, yaqueU(e) generael grupoO. u
e

Observación Si se identifica el operador4 (expresión (b)) con el correspondiente
elemento de 21(g) o 21(g) (ver Sección1.4.1) y se escribee

• F
t (re; y) =í±>34(re;v)hR,

la propiedadasociativa(4,í * 4,~) * 4>a 4,’ * (4,~ * 4>~) se expresaasi:

• Ft(re+y;z).Ft(re;y)=Ft(re;y+z).Ft(y;z)

• yla condición unitaria 1*4,4> 4>*1 así:

e
.Ft(O;y) =Ft(re;Q) = 1.

• u
e
e
e
e
a
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4.2.4 Los Primeros Términos del Producto Estrella sobre (0; ¡3±)

En estasecciónvamosacalcularlos primerostérminosdel productoestrelladefinido
en el Teorema2.3 sobre(0; ¡3±).

Sea{e~} unabasede g, utilizando coordenadaslocalesde primeraespeciesobreel
grupoO (ver Sección1.2.5):

~: U(o) —*

g — (re’(g), - - - ,re”(g))

dondeg = exprey re = ~re~(g)o
1, el difeomorfismolocal (definido en (f) de 4.2.1):

U(o) CGa U(E*) ~ g* + E*

g = expre—. = C±(re) = ¡3±(—re)o A(—x) + E*,

seescribe así:

(K±(re)) = —(¡3±)~¡dA(—re))re~,

ya que:

= — 0±(re) - A(—re)) ;y> = —¡3± (re~oi; (A(—re))’¶yie¡<) =

donde
= ¡3±(e~;e¡e); (¡~±(re))~= (¡3±)~¡ere

La aplicación A(re) : g — g estádefinida por la expresión(ver Proposición2.1
de 4.2.1):

A(x)=>3 (adre)r
(r + 1)! -

r>O

Ahorabien, si C~ las constantesdeestructuradel álgebrade Lie g, es decir, si
.3.

[oj ; o4 =

las componentesde ((adre)j~se escribenasí:

((adre)T)~. = (adre)~’ - (adre)~ --- (adre)~~ - (adre)~
1

C -Ci”. ...~gr—. re’---xt,,i3 •231 •..~1 Ir—2 •r Jr—1 -

y definiendo

t~j~ 1 C~1.C?2. ~ -C’(~l)r( 1)! •‘3 2231 tr—IIr—2 ‘.h—i

se tiene

Ea=~re¡3ia.~ret(¡3±)i¡eZM~í.are...re. (a)
Si ahora tenemosen cuentala aplicacióninversaA~ de ¡3±(queexiste para t su-

ficientementepequeño),como el 2-tensorasociadosatisfaceA~’~ - (¡3±),,,,= 6~, de (a)
deducimos:

= —re
t’ —re’A~’~ - (¡3±)

1~>3M4~, ,,,,re” - - -re~ -

r> 1

Así pues,

r> 1

Estasexpresioneslocalespermitencalcular,enprincipio, los operadoresEh.
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Proposición 211 En coordenadaslocales,el término de orden uno del producto es-
-trella, definidoen (a) de4.2.3,sobreel grupoO conestructurasimpléctica ¡3±,seexpresa
asi:

• F~(4>í;4>2)(O)= ___ ___

siendoA±la serie inversaent del polinomio ¡3±.

Prueba Teniendo en cuenta lasdefinicionesde DR(re;y; ¿) y .7,, (re; y; ¿) (expresiones(j)
y (c) de 4.2.2),

Dí(re;y;¿)=Jí(re;y;¿)=¿-z2(re;y)+~2(re;y)=

= ~¿- [re;y] + ki3±Úr;y) = ~ (&ct~ + (¡3±t5)re’re’.

Por definición (expresión (1) de 4.2.2), el operador bidiferencial real Q’ sobre la
orbita se expresa así

1 Itk (j3~) ~ (K±(re))£¿!(K±(re))

+

siendo ¿ = >C±(x)E
0E~-

Por tanto, teniendo en cuenta (a),

fl(4,l;4,2)(re) = ~(K±(re)
0c?5 +(¡3±)í~)8(4>,oK7’) (K±(re))8(4,2oK;i)(~~) =

— - re” rer”~c9. + (¡3±S-”1-— ~ ~ L
•1,---,ir,~ - - ¡tir>1

84,í 8(K
1)a 84>2 8QA7’)t

’

Debido a la invarianciadel productoestrellapor traslacionesa la izquierda,basta
con calcularel valorde losoperadoresFk (expresión(b) de 4.2.3) en re = 0,

84>í 8(K’)~ 84,2 8(K—l)b

Sólo quedacalcular:

______ l)a

(O), y a~~(0).

Pero

entonces,teniendoen cuenta(b),

8(K~í)b(Q) —

A~t’6~ + ~-(A~t’(¡3±)¿¡ezA~ ,.are” ...i~” .re¡) — Mt’

y, sustituyendo en la expresión de Ff(4>í; 4>~i)(O), se tiene finalmente:

u



196 4 ProductosEstrella Invariantes

Proposición 2.12 El elementode 21(g)021(g) quedefinepor traslacióna la izquierda
el operadorEf es:

Ef ~A;ser ®Os,

o bién, haciendousodela notaciónpolinómicadefinidaen 1.4.1,

1
Ff(re;y) = —A; ‘re,-y~.

2

Prueba A partir de la expresion en coordenadas locales

Ef (4,1;4>2)(0) =

teniendoen cuentaque la relaciónentrelos camposlocales(8/Bre”) y los camposinva-
riantesé5 vienedadapor las expresiones(ver Proposición2.6 de 1.2.5)

(~%)(re) = (B(reS’)~4(re),

donde

B(re< = exp(—adre)—I
— ad re

se tiene

= Ok,

con lo que queda demostrada la proposición. u

Proposición 21.3 En en función de camposinvariantes, el
productoestrella (a) de 4.23, sobreel grupoG con estructura
así comoelementode 21(g) o 21(g):

término de ordendos del
simpléctica¡3±,seexpresa

Et — ‘A/flAQuee ®ee+tta/¿’Yt’

‘APYACTUCQ/ , ~ ~ íA!ACAvacycc~ ~+ ~“± fl± “yo\%
0?’ ~‘ CU WOL ‘Y 000?’) , ~~j~±”± ¿a ay0?’ ‘Y a-

y, en notaciónpolinómica (ver Sección1.4.1),

fl(re;y) = ~ +

+ ~~At’~Av’C.~’
0(reaxgyv+reuyayp) +

Prueba A partir de la definición de J~(re;y; ¿) (expresión (c) de
¿ E ~t tenemos:

J2(re;w¿)=¿z3(re;y)+~3(re;y)

Jí(re;y;¿) = ~(¿ - z2(re;y) +i2(re; y)),

además (expresión (k) de 4.2-1)

22(re;y) = ~[re;y1;

¿A~iaC;C:yregyú.

4.2.2), con rey E 9 y

ij

e
e
e

za(re;y) = -j~ ([re;[re;yfl + [y;[y;re]])
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y (expresión (n) de 4.2.1)

~
2(re;y) = ~f3±(re;y); ~3(re;y) = ~ (¡3±(re;!re ; u]) + ¡3±0.’;[y; re])) -

Por tanto, sustituyendo en (j) de 4.2.2,

D2(re;y;¿) J2(re;y;~) + ~J,(re;y;¿)Jí(re;y;E)=

1
_ + [v;<v;re)]>+h(¡3±(re;[re;v])-l-¡3±(u;[Y;re])) +

y, seleccionandounabase{e~} de 9 dondelasconstantesde estructurasonC~, tenemos:

D2Cr;u;¿)=i&CPiC~b(rere’~vt’ +

(c)+ E¡e&C¡e C
1 re reau~~ut’ ~~~!¿¡e

8 ji ob ~ C~,(I3±)Obrex9y+
1 t’ t’ ~ 1+ n(fi±)íjch(rereav+ re y y )+~(¡3±hi(¡3±)

0bx’re’0y
t’.

Si ahora se sustituye (c) en la definición (1) de 4.2.2, se obtiene la expresión de Q2,

queen el punto¿= O es:

Q2«o1;902)(O) ~; o) (90,0902) =

= ~(¡3±)jj(¡3±)rs ~ ® 829,2 ) ~ +

1 n~rb( 8%, 8902

12 ¡-‘±)at”-’cdl O+ —( \ OEa 8¿,, 8Ed

Por definición,

fl(4,í; 4>2)(re) = Q2&’1 o £7’; 4,~oK[’)(fl,

por tanto,teniendoen cuenta(d), en coordenadaslocalesse tiene:

.fl~(4,í;4,
2)(O) = ~(¡3±)ji(¡3±)rs(

8 ~

)

oK[i

)

+ § ¡3±)abC~’dQ’%‘¿ a¿,

,

8(4,í o £7’

)

+ OEa

Las derivadas:
8(4,~ o £7’

)

OEa

02(4>
2oKTl))(O)+

8(4>20 £7’

)

OEa +

82(4,~ o £7’

)

84
8244 O(K7’Y” 8(xY’)~

Orem8re OE~ 84
¿944 8

2(K7’~

”

Orem BE
4 O¿t’

e
e
e
e
e
e
e

197

e
e
e
e
e
e

8p, 82902

OEa 8E0 BE,, __
(d)

(e)

y

84>~ 8(£hi)m

Brem BE4
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se calculan haciendo uso de (a). En efecto,

?Lgb~A~b(¡30~~Mi (2±1re”
BEk t,a ~BE~

r>2 aaE¡e

por tanto
1 B(£7 1) ni

BE0 ) (O)=A~
m,

82ret’
— (O)

1

8? 8?’ \
+ ——

BEL BE~ 1

—

2(CcaAt ±C~,,AÑ)A?
5,

yaqueM¿~
0— 2 ~iO

Sustituyendo(f) y (g) en (e), medianteun cálculodirecto,se llega a:

1
8 \Orem Ore”

324>
~C%A~’nAr( arem8ren

524,~ \

04>2
O

84,, 8
24,

2N
(h)

+ ~g(C~’dCq — (¡3±)tIbQdCPQAt)A~A~ (are”’ ® BreO(O)

Volviendo a utilizar, como en la demostraciónde la Proposición2.12, la relación
entrelos camposlocales(~~)0 y los camposinvariantesáj dadapor:

= (B(re)
\ j

—1) ~

donde

B(re~’ = exp(—adz)—I
—adre

setiene,en particular,

= é¡e(O) = ek; y (aretreúo— ~C?~éj(O) + é¡(O) 4(0)

F
t ~!ArnaA?bQ<e.e]® [0a ob] — ~[ern ; en!®Oa Ch —

1
— 0rn ~n ® [ea; ~b] + 0m 0n O

2

1 /1
+~CmAPnAQ¿I—[em ;e~] 001+1

24 “~ \2 ~ej O [orn; enl —

e
eaet’) +

(i)

• 8?’

+
BE~)

y
B2(£-4)b

BE¡e BEí (O)

(e

‘Pi; 4>~) (O)

(g)

y por tanto

— 6m ~n O e¿ — ej O0m —

—~(C:dC;qA~mA~Lk..(¡3±)
4bC;qC~dgA~A~¿)(em®eL).
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e
• El primer término de (i) es igual a:

1
1.1 [oa;ob]±enem®oaet,+

• 8 ~ k~rnonJ®

• + ~[em;o4® 1 =

• 1 +!ArnaAb

• — ~Ag’~A~t’ ([ern;on] ® [oa;otj) ~ ± ± (Onem®eaOb)

Teniendoen cuentala expresióndel corchetedel álgebraen términos de las cons-
tantes de estructura, el segundo término de (i) es igual a:

• 1
——O (ornen ®Oa +0~ ®omon) +2~C;~C;~A?A2’ (er ® ej + ej ®er) -

24

• Haciéndo uso de la condición de 2-cocido de ¡3±:

e
¡3±(Iep; e~] ; ¡e,,; Od]) = ¡3±(e,,; [e~; ¡oc; ed]] ) + ¡3±(e,,; [o,,; ed] ; o,,]

el tercertérmino de (i) se escribede la siguienteforma:

e
• 2~ (c:dcnj4m

4L — (¡3±)prCsCfl±A~~cA~mA~¿— (¡3±)qrC~?pCfl¡A1~cA~mAd¿)—

=—cc241 48 SPCCdAtAt.e
• Así pues

1
• F±~~XAm 32 t (je,,~ ;e~] ® I~ ;e,,J) —± 4A~~(en0m®oqop)+Am4A

• — ~~C,,”’
4AV’AP(ornen® e~, +e~ ® 0,,, o~) +

• +~c%c;~A± /4’ (er ® 0,+ 40 er)+

• +~¿c;qc:dAr4’ (er o e,) — ~ (er oo,) -e
Finalmente,haciendousode la ecuaciónclásicade Yang-Baxter(ver Teorema2.7

de L25), se compruebaque la sumade los términos segundo,cuartoy sextode (j) es
nula. En efecto,la sumade estostres términossepuedeescribirasí

• lA’” QAnPCrC3+IAPnAQSCrnCr±
32 trnnqp48t±pqrnn

• 1 1
• ~ ~ (k)

ahorabién, la ecuaciónclásica de Yang-Baxter,en las componentesquedefine la base

• elegida,seescribeasí (ver expresión(1) de 1.2.5):

• ¿4~ArC~’C+ A?~ArC2C+ AgaAQCCY —0, (1)

por lo que el primer término de la suma(k) es igual a:

~IMqArcmcr ..j~A:c¡A~nPc:,,c;~,

e
e
e
e
e
a
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y la sumade estosdosjunto con el segundoy el cuartode (k) es:

1
— IASQAPnCmCr — A’9A’”~C” Ct +

32 ± qp mn 32 ~ ~ 7,1,1

mnC’q = ~IA;9A;2PcmCr

así pues(k) es igual a:

1 1
— ~AsQAnPCCr48 mn 48 ± qj, nra

Perovolviendo a hacerusode la ecuaciónclásicade Yang-Baxter(1), tenemos:

•, ± ± pq tnn A7QAP”rrnns• APrnAQCr C8 + ±±sqp~rnn
ArArC;

9Cr + M
9Af”C;”pCfnn +AQA~Pcr~cX~ =0,

y restando ambas igualdadesse obtiene:

2(A;9AflC~C:~~ —

con lo que queda probada la anulación de la suma (k) y, por tanto, la proposición. •

Este procedimiento se puede utilizar, en principio, cualquiera que sea R.

4.2.5 Producto Estrella Invariante sobre el Grupo (G;¡3í) Determinado por
el cocido fin

Este procedimiento se puede utilizar, en principio, cualquiera que sea 1? y concluir
quela dependenciaen t del operador5(re; y) (expresión(b) de 4.2.3) se tienea través
deun productode R componentesde A±.

En efecto, en generalDR vienedadopor (expresión(j) de 4.2.2):

R

DR(x;v;E)=>3jj >3 ik,(x;y;E)-.--JkÁx;y;E),
¿=1 ki+ +k¿=R

¡ei ki=1

siendo(expresión(c) de 4.2.2)

Jk.(re;u;E)=E-z¡e,,+dre;v)+zk~+](re;3I),

por lo que,en E = 0,

DR ((~¿); (~);o) =

nl

¿=1 ki+ +



201

Entonces,los términos del productoestrellasobreel grupo (0; ¡3±)vienen dados
por:

Fh(4>í;4,2)(e)= >3 1~ >3 ~ (4; 4) -. -

1=1 ki+ +k¿=R

¡el ¡C¿=l

- .z¡e¿+í (4; (‘P,oKrí®’P20£71>.

Ahora bien, si U~ c O -~ ejE- C
0E~ es el difeomorfismodefinido en (f) de 42.1,

cualesquieraqueseanlos camposvectorialesX, Y E X(UE-) setiene:

o £7’]] (E) = ((£7’)~x) [((£71»Y)[4,]] (£¿‘(E)),

donde
(£7’)4X) = T£7’ oX o

por tanto:

>3 [~¡et+í

-Zk
1+1

(£7’)~4)

8
eEG (4,1 ®4>2)

El factor ~¡e~+i(re;y) tiene la forma

(¡3±)4t’re’- Lt’(re;u) ola forma (¡3±)ab? - Lt’(re;y)

dondeLt’(re; y) es un polinomio homogéneode grado k1, con coeficientes
por las constantesde estructurade g. Entonces,

determinados

(4;4) = (¡3±)ab(~; ® 1) L
t’ (4;4)

o con (í ® en el lugar de ® í). El operadorcorrespondiente

definidopor la expresión:

sobreO está

((£7’)*4; (K71)*4>= 8 8

— (¡3±)ob [((£7’) *¿9¿ 01) -Lt’((£7’) —. __~ eEG (a)

quese calcularíaa partir de la igualdad(b) de 4.2.4:

re~’ = A4’EO + (¡3±b¡eA~~re~(E)- >3.rvÍít...,h,areí(E». - (b)
r>1

considerando sólo los términos con un número de componentes de E menoro igual que
k~+1. Los términos con un número mayor de componentes no contribuyen al operador (a),
por ser éste una combinación lineal con coeficientes constantes de operadores de la forma

(c)

4.2 Productos Estrella Invariantes

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

n
Fk(4,í;4>

2)(e) =

1=,
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o con el operadorBIBEa despuesde &. Observandola igualdad(c), se puedeconcluir
queel operador(a) dependede t por medio de k~ componentesde A±;estoes, unapor
cadaoperadorB/B& en la expresión(c) menosunaquese contraecon

Dela mismaforma, para calcularel operador:

[~~1÷~((£rí)t~; (£7’ ).~) -~- Zk~f1 ((£¿‘x4¿; (£7’) ~ ] eEC (d)

senecesitasólo considerar,en la expresión(b), términosconun númerode componentes
de E menor o igual queR + 1, y el operador(d) dependede t por medio de un producto
de k, + - - - + k¿ = R componentesde A±.

Así, paracalcular4(x; y) necesitamosconsideraren la expresión(b) términoscon
un númerode componentesen E menoro igual que 2Ry Fk(re; y) dependede t através
de un productode R componentesde A±.

Desatrollandolos productosde componentesde A±es seriede potenciasde t, des-
puesde escribir los operadoresB/(Bre” - - . Brezo) como combinacioneslinealesde opera-
doresinvariantes~í - ... &~, se obtiene,en notaciónpolinómica, la expresiónformal:

- Fk(re;y)=>3FRL(re;y)tL, (e)
t>o

dondeFRL(re;y) E QI(g)®2 y FK(1;4>) = O lo cual implica que:

FRL(1;’P)=0; R>0- L>O. (f)

Teorema 2.4 Para cada H E N, se satisfacenlas siguientesrelaciones:

>3 Fr~r,(4>í; FsT,(4>2;4,a)) = >3 FRT,(FsT
2(4,í;’P2); ‘Pa), (g)

R4-3+T,+T,=H

4,i,4>~,’P~ E C~

0(O).

Prueba Por el Teorema 2.3, sabemos que

‘P~ *±‘P2= >3F.~(’Pí;4>
2)h

3
3>0

es un productoestrellasobreel grupo (0; ¡3±). Es decir,

>3 Fk(F.~(4>í;’P
2);’Pa)= >3 Fk(4>,;F.~(4,2;’Pa)).

R+S=L R+3=L

Esto implica, teniendo en cuenta la igualdad (e), que

>3 >3 FRTl(4,l;Fsr2(’P2;4,3))t
TI+T2~

R+S=L T,T,>o

2>3 FRTl(Fsra(4>1;’P2);’Pa)t’Z’t+T2.

R+5=LT,,T,=o

Estoes, paracadaL E N y cadaT E N, tenemos

>3 >3 Fnr
1(’Pí;FsT,(’P2;’Pa))=

R+3=L Ti+T2=T > ~ F~jF(’P)) •

R+3==L Ti+T,=T

DescomponiendoFI como H = L + T de todas las formas posiblescon L, T E N y
sumandolas correspondientesigualdades(h), se obtiene(g) - u



e
e
e
e
• 4.2 Productos Estrella Invariantes 203

Teorema 2.5 Sean 4>1,4>2 E C~(O). La expresión

• ‘Písc’P
2=>3FR(’Pl;’P2)hA, (i)

R>O

• donde
Fn(re;y)= >3 Fs~’(re;y) (j)

3+T=R

y 1%r(re; y) vienedadopor la descomposición(e), defineun productoestrella invariante
sobre el grupo O conestructurasimplecticainvariante[Jí - Diremosqueestádeterminado
porelcociclo/Jn=fií+fi2h+...+¡3¡ehkl+....

Prueba La propiedad asociativa de (i) es consecuenciade (g). La invariancia por
traslacionesa la izquierdaes consecuenciade la invarianciade los operadoresF~ - La
condiciónunitariaes consecuenciade (f). ue
4.26 La relación Fn = Fn —e

La obtenciónde losoperadoresinvariantesFR del productoestrellasobreel grupo
definido ed el Teorema2.5, se puede realizar identificando t y ti en el productoestrella

• definido por ¡3±,sobrela orbita
0E~ (expresión (k) de 4.2.2) y haciendoel cambio de

• variabledefinido por el difeomorfismolocal K’ (expresión(f) de 4.2.1, unavez que se
• hahechot=tl).

Con estaformade procederdemostramosel siguienteteorema.

Teorema2.6 Sea

F(re;y) = 1+>3Fj(re;y)hi
• j=1

el productoestrellainvariante determinadopor el cocido:

• ¡3n=¡3í+¡3
2h+...±¡3n~íhR2,

sobre el grupode Lie simplementeconexoO, con estructurasimplécticainvariante [Ji

• (Teorema2.5). Sea

e F(re;y)

• el determinadopor

• fiA = I3~ + fin ~Rl

Entonces

• Fí(re;y)=Fí(re;u), É2(re;y)=F2(re;y),.., Fn.í(re;y)=Fn.í(re;y)

Fn(re;y) = Fn(re;y) —e
• donde ¡C~ (¡3n) es el 2-cocidode Poisson invariante sobre (O; ¡3k) correspondiente al

2-cocido de de Rhaminvariantefin (ver Sección1.2.8). En componentes:

• (p-’}¡3n)Y’” = Afjk(¡3R)krA?

e
e
e
e
e
e
a ________________
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Prueba Calcularemos la contribucióndel 2-cocido/
3R al operadorinvarianteFR(re;y).

(1) Resumamosel procedimientode obtencióndel productoestrellasobre(O; /3i) del
Teorema2.5.

Los operadoresQR, del productoestrellasobrela orbita ((k) de 4.2.2),son:

QMsel902)(E) = DR(~( ~, E) ~ ® 902),

dondelos DR(re;y; E) seobtienenen el desarrollo(ver expresiones(a), (b) y (j) de 4.2.2):

Co

8=1

A partir de éstos,se definen los operadores4 sobreel grupo (O; ¡3~) (expresión(b)
de 4.2.3) por medio del difeomorfismo £±. Finalmente, haciendot = ti en la serie

ZR>O Fk(yí; 902) AR y reordenando los términos en serie de potencias de ti, se obtienen

los operadoresFR del Teorema2.5.

Formalmente,la ideútificaciónt = ti se puederealizardesdeel principio y definir

los polinomios Cs(re; u; E); 5 =1, a partir del desarrollo:

exp((e+E’)(tr’in(nx;hv)—re—y)) =í-f-Zcs(re;y;E)r¿5, (a)
8=1

con re, u E 9~ ~ E 9*

Entonces,losoperadoresFR seobtienencomocoeficientesde
11R a partir de:

>30<8.8; E) ti~,

5>0

efectuandoel cambiode variabledefinido por el difeomorfismolocal £K’ (expresión(f)
de 4.2.1) en E = O y reordenandolos términosen seriede potenciasde ti.

Es decir, si

GR((~); (~k~ 0)(’Pi o£K’ 04>2 o£K’) =

entonces
• FR(re;y)= >3 CST(re;y).

S+T=R

- S=4;T>O

(2) Sea i~+í,~(x; y) el polinomio que resulta al sustituir /3±por ¡3~ en ~~+í(re; y) (ex-
presión (n) de 4.2.1). Vamos a demostrarque: -

GR(re;v;~)=¿-zR+í(re;y)+.~f3R(x;y)+M~(re;y;~) (b)
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siendo

MR(x;y;E)= >3
k+j- ¿=2

Hn(re;y;E) = E- z7,~,(re;y)+

E

>3 zk+1,j(x;y) -

En efecto,partiendode

¡3±=¡3,+¡32t+.+¡3RtR
1

J~(’;v;C) (definido en (c) de 4.2.2) se escribeasí:

Ql

Como<ver Sección4.2.2),

- (/r’~±(hx;tiy))=¿- (re+y) + >3Jn(x;y;E) ti”,

haciendo t = ti en ¡3±,
Co/

(¿ + E*). (ti’~~(hre;hy) —re — y) =>3 (Ezn+i(re;y)±
n=l

Entonces,definiendoIi~(re; u; ¿) como en (d), tenemos:

exp(¿+ E) (tV’~n(flx; hy) — re — u) =

Co IR 1

ni,..-,nt=l

Por lo tanto, los elementosGRde (a) son:

oc

Ga(re;y;¿)= E

El primer término de la suma(e) se puedeescribirasí:

HR(re;y;E) = . z¡~í(re;y)

= ¿- zn+í(re;y)

= E- zR~l(re;y)

+ >3 ~¡e+íj(re;tñ=
¡e+j—1=R

+ z2,R(re;u) +

+ ~-I3R(re;v)+

>3 zk+lj(x;y) =

¡e+j- 1=21
¡e> 1

>3 ~¡e+
1,j(re;y).

¡e+j—1=R
k>l

R>j~1

e
e
e
e

y
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(d)

n=1

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

>3 zk+hi(re;v)) /I”.
¡e+j— 1=n

H7,1(x;y;E) -. . H,,~(re;u;¿)) nR -

(e)
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por tanto,

GR(re;u;¿) =~ z21+í(re;y)+ ~¡3R(re;y)+Mn(re;y;¿),

siendoMn(re; u; E) la expresión(c).

(3) La descomposición(b) nospermiteanalizarla intervenciónde los distintoscocidos
en la expresiónde los operadoresGn(re;y; ¿) y concluir que ¡321 sólo apareceen el

término ¡3n(re;y).

En efecto,el término M21(re; y;¿) esun polinomio de grado2R en las componentes
de re e y con términos de gradomínimo 3. En efecto, puestoque 4+,,5(x;y) es un
polinomio homogéneode orden le + 1 en las componentesde re e y,

>3 ~¡eei,~(re;y)
k+j—1

k=2;R>j=,

essumade monomiosde ordenes3,4 R+ 1. Por otra parte,Jf~.(re; y;¿) essumade
monomiosde ordenes2,3,..., R + 1, por tanto, H~1(re;y;E) - - -H~,(re;y;E) es sumade

monomiosde ordenes2+- -+2=24 ..,(ní+1)+-..+(n¿±1)=R+ly

( iti+.~+njR (re; y;E) H~(re t’; E) )
n¿>1

es un polinomio con términosde gradomínimo 4 y de gradomáximo 2R.

En el término M21(re;u; E) sólo intervienenlos cocidosfií ¡3~—,. En efecto,
apareceun ¡3~(re;y) por cada~k+1,j (re; y), por tanto en la primerasuma¡321 no interviene
puesj <R. En la segundasuma,teniendoen cuentaque:

H~~(re;y;¿)=E-~~1+í(re;y)+ >3 ~¡e+i,ftre;y),

k+j—1=n~
¡e,Q1

las condiciones¿=2,ní +--~+n¿ =Ryn, ,.., n¿ =1implican quení,.., n¿ <Ry,
como j =n~, se tiene que todoslos ~¡e+í,~(re;y) que intervienentienenj st R.

(4) Finalmente,la contribucióntotal de ¡321 a Én(x; y) es:

Enefecto,obviamente,losoperadoresGs((8/BE)a;(8/8E)o;0) con 5> 1? nocontri-
buyen a la construcciónde F21(re;y) puestoque todos los términos del desarrolloen
potenciasde ti de Gs((B/B¿flo;(B/BE)o;0)ti~, unavez realizadoel cambio de variable,
seránde ordenmayoro igual que 5 en II.

La únicacontribuciónde G21((B/BE)o;(B/BE)o;0) a Pn(re;y) que contienea ¡3p o
A21 es:

1
—(/3.’OabA~VWok® oz - (1)

2
En efecto, OR((OIBE)o;(B/BE)o;0) intervieneen Én(re;y) por medio de los términos de
ordencero de su desarrolloen seriede potenciasde ti, una vez realizadoel cambio de
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• variable. Ahorabién,enel términoMn((8/BE)o; (8/BOa)sólointervienenlos cocidos¡3s

- para 1 =5 st R, por tanto, en sucontribuciónno apareceexplícitamente¡321. Tampoco
seencuentraA21 pues su aparicióncorrespondea un término de ordenR — 1 + R en ti

• en el desrrollo de GR((B/8E)o;(B/BE)o;O)M. Esto implica que la únicacontribución a
É(re;y) de GR((B/BE)o;(B/BOo;0), quecontienea ¡3Ro A21, provienede:

• 1 ¡/ON ¡8\\ 1/8\/B\

2 k\8E10 x8E0,’ 2x8E4,i0\84/0

Perocomo

• (8(4>oK~’)) — (a<K;:)rn) (84>) = A~’” (:ret)o~

e
la contribuciónde ordencero en ti es:

• ~(I321)0t’Af’A~e¡e®e¿.e
• Si 5 st R, los operadoresGs((B/BE)o;(B/BE)o;0) no puedencontribuir explícita-

mentecon ¡321 aF21(re; y). La únicacontribuciónde estetipo, unavezrealizadoel cambio
de variable,debeprovenirde términosque contengana A21. Ahorabién, estostérminos

• sonde orden5+ A—len ti (enel desarrollode Gs((B¡80o;(B/OE)o;0) /jS), por tanto, si
sequiereque 5 + R — 1 = R sedebetener5 = 1. Estacontribuciónproviene,entonces,
de

• Gí((8/8E)o;(8/BOo;0) ti ~2,,((8/8E)o; (8/BE)o)ti ~(¡3i)a t’((B/BOo ® (B/BE)o)h,

y estácontenidaen el desarrollode

e

Los términos de orden

• ~(¡3iht’(ArtiR1em®AYOn)

+ ~(¡31)ab (M’”orn ®A~”ti
21~’e

7,) ti — A”
1(o¡e ®e¿) ti21.e

• Como
— A~~(¡321)abA~t— Tk¡(A

1 A21...í, ¡32 ¡3n—D
la contribuciónde losoperadoresOs((8/BE)o;(B/BE)o;0) para5 st A, con términosque
contengana ¡3k, es

• A~”(¡321)at’Ai
1. (g)

• La contribucióntotal de ¡321 a F
21(re y) es puesla sumade (f) y (g):

• 2

e
Porotra parte,siendoÉ21(re; y) el primer término de P(re;u) en e! que ¡321 aparece,

se tiene:
• F~(re;y) =P~(re;y),

parai = 1, ... , A — 1. Quedandodemostradoel teorema. U

e
e
e
e
a..
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4.2.7 Un resultado acerca de Productos Estrella Iguales hasta un Cierto
Orden

SeanF(re; y), É(re; y) dos productosestrella invariantessobre el grupo (G; ¡3’),

entoncessabemosque

F,(re;y)—F,(u;re)=S,(re;y); Éí(re;y)—Éí(y;re)=S,(x;y),

dondeS,(re;y) E gAg esel tensorde Poissonde (O; [Ji), esdecir, S,(re;y) A1 r~.

Si 1’ y F son equivalenteshastael orden le, existeun elemento

¡e

E(re) = 1 + >3 E~(re) ti’ e 2t(g)[tijl; E~(re) E 21(g),

talque,parai=1,... ,k,

F~ —F~ +C~(Eí,... ,E~..,;F,,... ,F~í;F, ,., F~..,) = 6E~, (a)

dondeOi (..) = O y, para i > 1, O~(•.) es una 2-cocadenadefinida a partir de los
argumentosentreparéntesis(expresión(d) de la Sección1.4.4).

A partir de la teoríade Gerstenhaber(ver Sección1.4.4), la cocadena

F¡e+1 —Fk+1 +G¡e+i(En... ,Ek;Fl,... ,Fk;FI,... ,Fk),

es un 2-cocido de Hochschild. Por tanto, existeh~+, E Á
2(g) y E¡e+í E 21(g) tal que

(Teorema4.1 de 1.4.2):

— F¡e+í + Gk+í(EL,..., E¡e;Fí, - - - ,F¡e; Fí, - -. , F¡e) = h4, + 6E¡e~,. (b)

Consideremoslas soluciones de la ecuacióncúanticatriangular de Yang-Baxter

(Teorema2.1 de 3.2.2):

S(re;y) = F’(y; re) F(z; y); S(z;y) = F’(y; z)F(z;y).

Tenemos,entonces,que (Lema 4.5 de 34.2):

S¡e+í —S~.
1 =2h¡e+í +A~+1(F,,... ,F¡e;Fí ,.~, F,¿Eí .Ek), (c)

dondeA~41(~ -) es unacocadenadefinidaa partir de los argumentosentreparéntesis.

Proposición2.14 SeanÉ y F dosproductosestrellainvariantessobreelgrupo(O; [Ji)

quecoincidenhastael orden le, esto es,

P,=r,, É2=F2 ,.., É~=F¡e.

Entonces:

(1) Existenh¡e~1 E gAg y E¡e+í E 21(g) tales que É¡e+í — F¡e+, h~+í + ÓE¡e+,.

(2) Sí=S,, S252 S¡e5¡e. -

(3) ~ — 5~+, 2h~+í.

Además,h¡e+, esno sólo un 2-cocidode Hochschildsino tambiénun 2-cocidode
Poisson.
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• Prueba

- (1) Por hipótesis,los dosproductosestrellasonequivalenteshastael ordenle. Porser
igualeshastael ordenk, en las relaciones(a), quedefinenla equivalenciaordenaorden,
se pueden tomar Lí = ... = E~ = 0. Por tanto, obsevandola expresión(d) de 1.4.4 se
concluye que G¡e+,(. . -) = 0, quedandodemostradoel apartado(1).

e
(2) Es consecuenciadirectade (1) y del Lema4.4 de 3.4.2, queestablecela relación,
ordena orden, entre los elementosS(x;u) y =(re;y) correspondientesa dos productos

• estrellaF y F, equivalentes hasta el orden le.

e (3) Deformasimilar, teniendoencuentala expresióndeAk+í(. . -) dadaenel Lema4.5
• de 3.4.2 y el apartado(1), se concluye:

e
e
• por lo que(3) sesatisface.

(4) Sólo quedapor demostrarque h¡e+, es un 2-cocido de Poisson.

• SiendoF y E productosestrella, son productosestrellaal orden le + 2. El Teo-
rema 3,2 de la Sección 3.3 nos dice que los elementos S(re; y) y S(re;y) satisfacenla
ecuación cuántica triangular de Yang-Baxter al orden le + 2. Esto es,e

• [S(re;y) S(re;z) S(y;z) — S(y; z) S(re; z) S(re; y)J~~2 = O

• [.~(re;y) S(re;z) S(y;z) — S(y; z) S(re; z) S(re;y)] ¡e+2 =

e
Estas relaciones se pueden escribir así:

• S¡e~l~y)S,(re;z)+S¡e~í(re;y)S,(y;z)+S¡e+í(re;z)Si(y;z)+
• +Si(re;y)S¡e+i(re;z)+Sí(re;y)S¡e+í(u;z)+Sí(re;z)S¡e+í(y;z)—

• — S¡e~,(y;z)S,(re;z) —S¡e+í(u;z)Sí(re;y) — S¡e~~(z;z)Sí(re;y) —

• — Sí(y;z) Swn(re;z) — Sí(y;z)S,~+í(re;u)— S¡e÷í(re;z)Si(re;y) +

• + >3 [Sa(re;u)Sb(re;z)SC(u;z)— S,,(y;z) St’(x;z)Sa(x;y)] = O,
a+t’+ck+2

a,h,c=O

• y unaigualdadsimilar paraS.e
En la última suma sólo aparecen las S~ con 1 =p =le, por lo que es igual a la

que se tiene para S. Entonces, restando la igualdad correspondiente a S de la igualdad
correspondiente a 5 se obtiene:

(.~¡e~~í(re;y)— S¡e+,(re; y)) Sí(re;z)+ (S¡e+i(re;u) — S¡e+í(re;y))Sí(u;z) +

+ (~k+1(re;z) — S¡e+í(re;z)) Sí(y;z) + Sí(re;u) (S¡e+,(re;z) — Sk+1(re;z)) +

+Sz(re;y))S¡e÷í(y;z)—Sk÷l(y;z))+Si(x;z))Suí(y;z) —Suí(y;z)) —

• — (A¡e+í(y;z)—S¡e+iúnz)) S,(re;z) — (.~¡e+í(y;z) —S¡e+í(u;z))Sí(re;u) —

• — (S¡e+í(re;z) —Sk÷1(re;z))Sí(re;y)—SíOnz)(S¡e+í(re;z) —S¡e+iQr;z)) —

• — S,(y;z) (S¡e+,(re;y) —S¡e+í(re; u)) — Sí(re;z) (&+í(re;y) —S¡e+,(re;u))= 0.

e
e
e
a
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Relación que, teniendo en cuenta el apartado (3), se puede escribir así:

hk+í(re;y)S,(re;z) + h¡,,+i(rr;y)Sí(y;z) + h¡e+í(re;z)S,(y;z) +

+Sí(re;y)h¡<+í(re;z) + Sí(re;y)h¡e~í(y;z)+ Sl(re;z)hk+l(y;z) —

— h¡e~í(y; z)Si(re; z) — h¡e~í(y; z)S,(re; y) — h¡c+i(re; z)S:(re; y) —

—510.’; z)h¡e~í(re; z) — S,(y; z)h¡e+í(re; y) — Sí(re; z)h¡e~í(re; y) = O,

o bién

[hM.,; Sf3] + [h¡~
1; SP] + [4%;5~3] +

+ [SP; h~.1] + [512; ha,] + [sI~ ti

23 ] —o.

Esta última igualdad es la condición para que h¡e+

1. seaun 2-cocido de Poisson (ver
Teorema 2.2 de 1.2.2, Proposición 2.7 y expresiones(e), (g) de 1.2.5). u

4.2.8 Todos los Productos Estrella Invariantes sobre el Grupo con Estruc-
tura Simpléctica (0; ¡3’)

Como antes,supondremosque Sí(re;y) E g A ~ es el tensorde PoissonsobreO
correspondientea la estructurasimplécticainvariante[J~E g~ A g~.

Teorema2.7 SeaE’ un producto estrella invariante sobre (O;¡3í), arbitrario. En-
toncesexisteun cocicío

determinadopor E’, y un elementoE(x) E 2t(g)[ti]] tal que:

E’(re; y) = E(re + y) F(re; y) S’(re) E’(y),

siendoF(re;y) el productoestrella sobre(0; ¡3,) determinado, según el Teorema 2.5, por
el cocido¡3¿~.

Prueba Demostraremosel teoremapor inducción sobreel orden de la equivalenciade E
y E’.

(1) SeaÉ’ un productoestrellainvariantesobre el grupo y E el producto estrella
sobreO, determinadoen el Teorema2.5 por el cocido:

= ¡3’ +0 ti +0 ti
2 +--.

Pordefinición de productoestrella

F(re;y)—F(y;.re)=Sí(re;u), (a)

y por construciónE satisface:

Fí(x;y) = ~S,(re;y). (b)

La propiedadasociativaal primer ordende E y E’ se escribeasí (expresión(e)
de 1.4.3):

6Ff (re;u;z) = 0; ÓF,(re;y;z) = 0,
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siendoO es el operadorde cohomologíade Hochschild. Por tanto,

• 6(E, -Ffl=0,

e
es decir, F1 — Ef es un 2-cocidode Hochschild.

• Segúnel Teorema3.1 de 1.3.1 y el Teorema4.1 de 14.2, la condición de
2-cociclo

de F
1 — F implica que existen ti1 E gAg y E~ E 21(g) talesque:

• F,—F=h,±6E1. (c)

Por otra parte, de (a) y (b) y teniendo en cuenta que F, es antisimétrico, deducimos
• queF(re;y) — F, (re; y) = Ff(y; re) — E, (y; re), esdecir, F — E, es simétrico. Como,en la

descomposición (c), ti1 es la parte antisimétrica de F — E’, concluimos que ti, = O y

• F,—Ff=6E1. (d)

La relación (d) significa que E y E’ son equivalenteshastael orden uno, siendoE el
productoestrelladel Teorema2.5 determinadopor el cocido [J¡~= [Jí.

(2) Al ser E y F’ equivalenteshastael ordenuno, sabemos(Gerstenhaber[1964b])
• queE2 — F~ + 02(EI; E:; Ffl esun 2-cocidode Hochschild,donde02 esuna2-cocadena

• definida en la expresión (d) de 14.4, quedependesólo de E,, E,, Ef. Entonces, según el
Teorema3.1 de 1.3.1 y el Teorema4.1 de 1.t2,existen ti2 E gAg y £2 E 21(g) talesque:

1e E2—F+02(E,;F,;E,’)=—h2+6E2. (c’)2

• Definamos

• E=1+E,h+E211
2 E2t(g)~jhfl,

y consideremosel productoestrella

• É(z;y) = E’(z + u) E’(re; y) E(re)E(y),

e
equivalentea E’ a todoorden.

Al primer orden, la condiciónde equivalenciaseescribeasí:

• P,—F;= ¿E,, (d’)

e
pero como se satisface(d), se concluyeque

e
Es decir, E y F sonigualesal ordenuno.

e
Al segundoorden

• F
2—F2+02(E1;Fí;E1)=6E2, (e’)

perocomo E y E coincidenal ordenuno, 02(E,; Eí; Ef) = 02(Eí; Fi; Ef), y comparando

(c’) y (e’) obtenemos:
— 1

• E2 = F2 — —ti2. (f’)
2e

e
e
e
a



212 4 ProductosEstrella Invariantes

PuestoqueE y F coinciden al orden uno y puestoquese tiene la igualdad(f’), la
Proposición214 nosdice que ti2 es un 2-cocidode Poisson(ver Secciones1.2.3 y 12.4),
por lo que ¡32 = ¡¡(ti2) es un 2-cocidode de Rhaminvariante(Proposición2.3 de 1.2.3)
y (e’) sepuedeescribirasí:

— 1
E2 = E2 201 (¡32).

A partir de las igualdades(f’) y (gj, el Teorema2.6 nos dice que el producto
estrellaE determinado,segúnel Teorema2.5. por el cocido

= [Jí + í% ti,

es tal que: -
-. -~ — 1 •—. —

F,=Fi=-S,; F2=F2. (h’)
2

Sustiiuyendolas igualdades(h’) en las condicionesde equivalenciaal primer y
segundootdende E’ y F (expresiones(d’) y (e’)), seobtiene:

E1—E,’ = 6E~, (i’)

E2—F~+C2(£,;Eí;Ef)=6E2. (y)

Es decir, E’ es equivalentea E hastael ordendos, siendo E el productoestrelladel
Teorema2.5 determinadopor el cocicloj% = ¡3, + ¡32 ti.

(3) Cambiemosla notacióny representemospor E al productoestrellaE del apartado
anterior.

PorserequivalentesE y E’ hastael ordendos, tenemos(Gerstenha.ber{1964bj):

1
(c”)

2

paraalgún ti3 E gAg y E~ E 21(g).

Definamos, ahora,

£ = 1 + £~ ti + E2 ti
2 + E~ ti3 + O ti4 +

y consideremos el producto estrella, definido por equivalencia,

É(re; y) = S’(re + y) F’(re; y) E(re) E(y).

La equivalencia a todo orden entre E’ y F implica, en particular, que:

— E,’ = 6£, (d”)

y

É
2—fl+G2(Eí;Éí;E) =6E2

E3 —F~+O3(Eí,E2;P,,É2;F,E~)= ¿5Eg (e”)

De la igualdad<i’), dondese ha sustituidoE por E, y de (d”) se deduce
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e
De esteresultado,de la igualdad (j’) con la misma sustitucióny de la primeraigualdad

- de (e”) tenemos:

e
De (c”) y la segundaigualdadde (e”) se deduceque:

(fi’)

e
Tenemos, pues, que E y F son productosestrellacoincidenteshastael orden

dos, queal tercerordensatisfacen(f”). La Proposición2.14 implica que ti3 es un 2-
cocido de Poisson y, si ¡3~ = ¡¡(ha) es el correspondiente cocido de de Rham invariante

• (Proposición 23 de 1.2.3), la igualdad (f”) se escribe así:

Haciendo uso nuevamente del Teorema 2.6, el producto estrella É definido en el
Teorema2.5 por el cocido

• ¡3’ + ¡3~+ ¡3a ti
2,

• estalque E,=F
1; F2=E2; E3=F3. (19’)

e
• Sustituyendo las igualdades (h”) en las condiciones de equivalencia al primer y

segundo orden de É y E (expresiones (d”) y (e’)), se deduce:

• E, -E; = 6£,

• y
• F2 -E~+G2(Eí;Fí;FI) = ~E2

• .frS—E~+O3(EI,E2;Fí,E2;E,E~) =6£~,

esdecir, setieneque E’ es equivalente hasta el orden tres a E, que es el producto estrella
• del Teorema 2.5 determinadopor el cocido¡3¡~ = ¡3, + ¡3~ ti + [Jati

2.

• (4) Supongamosahoraque el productoestrellaE’(re; y) es equivalente hasta el or-
• den (A — 1) al producto estrella F(re; y) del Teorema 2.5, determinado por el cocido

• ¡3¡e=¡3
1+¡32ti+~--+¡3n~íti

212.

e
• Vamoshademostrarqueexisten£21 E 21(g)y fin E gAg talesqueE’ esequivalente

hastaelordenA a] productoestrellaÉdeterminado,segúnel Teorema2.5, por el cocido:

• ¡3n=/Jft+¡321ti21’.

e
• Por hipótesis, existen E~, .. ,E21.1 E 21(g) tales que:

(a”’)e
• y,parai=1,2,.., R—1,

• E~—E~±C~(E
1,..,£{;E, E~..,;E? F~ ,)=6E~. (b”’)

e
e
e
e
e
a
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Además (Gerstenhaber [1964b]),existen ti
21 E gAg, £21 E 21(g), talesque:

1
E21 —Ek +GR(EI,.., £21.i;Ei F21.,;Ek., Fk...1) = —tiR +6E¡~. (c”’)

2

Definiendo el elemento:

E=1±Eíti+E2h+---+E21.,h

21’+E

21h

21

y considerando el producto estrella definido por equivalencia:

É(x;y) = £‘(re+y)E’(re;y)E(re)E(y),

se tienenlas siguientesigualdades:

E
1 — Ef = 6 E~ (d”’)

y,parai=ui,2,..., A,

.P~ —.F~’+G~(Eí,... ,E1...,;Ei,.., E~....í;Ff,...,F7...1) = 6E~. (e’’)

Entonces,de las relaciones(a”’) y (d”’) se tiene:

E1 = E1,

de (b”’) y (e”’),
E~ =F~; ~= 1,2 A— 1,

y de (c”’) y (e”’) parai = A,
1
-ti21

FR = E21 2 ‘ (fi”)

Por tanto, E y E son productosestrellaque coincidenhastael orden A — 1 y,
al ordenA, se satisface(fi”). Esto implica que (Proposición2.14) u21 es un 2-cocido
de Poissony si /J~q = ¡¡(ti21) es el cocido de ¿le Rham correspondiente (Proposición 2.3
de 1.2.3), la relación (fi”) se escribe así:

~21= E21—~V’<¡31~). (g”’)

Teniendoen cuentael Teorema2.6, el productoestrella,A, definido en el Teo-
rema2.5 por el cocido

fin = fin + ¡3n h
21’,

es tal que:
E,; (h”’)

Ahora bién, sustituyendo las igualdades (h”’) en las condiciones de equivalencia hasta el
orden A de E y E’ (expresiones (d”’) y (e”’))se obtienen:

A — Ef = 6

y,parai=1,2,... ,R,

que nos dicen que E y E sonequivalenteshastael ordenA, estando definido F, a partir
del Teorema 2.5, por el cocido fin = ¡3+¡3

2h+ ..- +¡321ti

21’, que es lo que se quería
demostrar. u
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e
• 4.2.9 Equivalencia de los Productos Estrella Determinados por los Cocidos

¡3~ywn=/3n+6a¡e

Estudiaremosahorala relaciónentrelos dosproductosestrellasobreO obtenidos
a partir del Teorema 2.5 por medio de los 2-cocidos:

¡3±=¡31+~32t+.•+¡3~t~ 1

• y

dondecr¡. E g~ y 6 es el operadorde cohomologíade Chevalley-Eilenbergde g, con
• respectoa la representacióntrivial sobreR (Definición 1.1 de 1.1.1). Recordemos(ver
• Observaciónde la Sección 1.1.1) que la cohomologíade de Rham invariantesobre el

grupo simplemente conexo de álgebra de Lie g es isomorfa a la cohomología de Chevalley-
Eilenberg de g con respecto a la representación trivial sobre IR.e

El puhto de partidaes la existenciade un isomorfismode álgebrasde Lie entrelas
extensionescentralesde 9 definidaspor loscocidos¡3±y w±:~, y ~,• Definiendo

con sólo un número finito de términos no nulos, el isomorfismo está definido así:

Ca,

• ±=re+aE—.-~-- <a±;re>E. (b)

En efecto,si ±= re + ¿mE,9 = y + bE E ~= g eRE sondos elementoscualesquieray si
• — <a~ ; re>E = 9 — <a±; y>E, entonces±= 9, por lo tanto C0, es una aplicación lineal

inyectiva. Además, si [;]~‘ es el conmutador de ~, y [;]“h el de ~, teniendo en cuenta
• que

óa±(re;y) = —a±([re;u]), (c)

el siguiente diagramna es conmutativo:

• 9km, a,.e
Un cálculo directo revela que la aplicación transpuesta:

(C)’

• es la traslación (C0,)
t — A___ donde,

• >~a. : ~ —

• ¿—~+a±. (d)

En la siguiente proposición vemos que el isomorfismo C
0, relaciona las acciones

coadjuntasA& - re y Ad* . re de los los gruposde Lie simplementeconexos
• Cg, y C,~,, de álgebras de Lie ~o.y ~ respectivamente.

e
e
e
a
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Proposición ZiS El siguiente diagrama es conmutativo:

—~

e
Prueba Sean¡3±,ID~ y 6 a±loshomomorfismosasociadosa ¡3±, w±y 6a, respectivamente
(expresión(b) de 4.2.1).

A partif de la igualdad (d) de 4.2.1, que define la acción coadjunta de Og, tenemos:

~ XX(exp0, re))(¿ + E
t) = A&(expre) - E + fl±(—re)o A(—re) + a, + Et. (e)

Por otra parte,

(XX(épwre)oAat)(E+Et)=XX(ék~,=x)(E+a±+Et)=

= Ad(expre)(E+a,) ±c=±(—re). A(—re)+ Et =

= A&(exp re) E + Ad’(expre) a, + ¡J±(—re)o A(—re) + 6a±(—re)o A(—re) + Et

(O
Ahora bién, de (c) se deduce

6a±(re) = —a, oadre,

y por definición de A(z) (expresión(c) de 4.2.1),tenemos

ad(—re)o A(—re) = Ad(exp(—re))—1,

con lo cual:

Óa±(—re) o A(—re)= —a, o Ad(exp(—re))+ a, = — A&(exp re) - a, + a,.

Sustituyenoen (f) quedademostradala igualdadde (e) y (E) y por tanto queel diagrama
es conmutativo. u

Sean 901,902 E CCo (g*) dos funcionesarbitrarias. Consideremoslos productoses-
trella determinados por los cocidos w±y ¡3±sobreg~ + E (Teorema2.1):

(90’ *~,, 902)(E)= 88

(90l*sí902)(E)=>3Q~i
R>O

E) (901 ® 902) (E) ti21

(8 —; E) (90
1®902)(E)hR,

donde los operadores QRestán definidos en (1) de 4.2.2. Entoncesse tienela siguiente

y

proposición.
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Proposición 2.16

(1) Losproductosestrella *<,, y *g~ estánrelacionadospor la igualdad:

(901 *wt 902)0 >~0É = (90,0 A0) *Ot (9020 >~~±),

dondeA0~ estádefindaen (d).

(2) Escribiendola expresiónasintótica:

900 >.,,, = (í +>3H1 t¿) (ip) H(t)(90),
¿>1

217

(g)

donde {H¿; 1 =11 sonoperadoresdiferencialessobre g’ + E’, se tiene la siguiente ex-
presión formal:

• 90’ *wn 902 = H(hf~’ (H(,ti)Qpí) *g~ H(ti)(902))

y H(ti) es una equivalenciaentrelos productosestrella *wn y *$~.

Prueba

(1) Los operadoresQ% y Q~¿ están construidos (ver Proposición
polinomios

J%Jt(re;y;E)=E-z¡e+í(re;tO+i%11(re;tO,

2.9) a partir de los

(h)

y

J~
3’(re~v~E) E.z¡e+í(re;y)±~~,(re;y),

definidos en (c) de 4.2.2.

El Lema 2.1 aplicado al álgebra de Lie ~‘ se escribe así:

(¡~Wt flr (3”~’ 9)8 - = (adre)r. (ady)’ . z + (c=±(re)- (adre)rí (ady) . z) E,

es decir,

(~Wt flr (¡a”~ 9)8 -

— (¡~~ ±Xa#9)’-! + (Aa±(re)- (adz)rl . (ady)’ - E =

= (~0t ±)r(¡ast9)s - — (a±[z; (adre)rí - (ady) - z]) E.

Entonces, los polinomios ~ (re;y) y ~~,(re;y) (de finidos en (n) y (o) de 4.2.1) están
relacionados por la igualdad:

(i)~%
1(re;y) = 4~.1(re;v)— a±(z¡e+í(re; y)) -

Sustituyendo (i) en (h) se tiene:

JwL (r wE) = JSt(x;u;¿ —

y por tanto

~#A~
—QR(aEt ~$ ; E — a±).

e

e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e

e

e
e
e

e

e
e
e
e
e
a



218. 4 Productos Estrella Invariantes

Haciendo E = E’ + a±,tenemos:

QWt(~¿; ~¿;E)(w1®902)(¿rQ”~( ~; ~; E—o±)(wI®902)(E)=

— ~ ( 8 ~¿;E’) ((9010 Aa) ® (9020 >‘a))(E’),

y finalmente

(zp, *w, 902)(E) = (((901 o ~ *~ (9020 Aa,)) o .\—a.)(E) -

(2) Como serie de potencias en t y ti la última igualdad se escribe así:

90’ ~w. 902 = H(t)’ (H(t)Qp,) *g,

Si ahora se pone t = ti, la demostración del Teorema 2.4 implica el resultado. u

Con las notaciones de la Proposición 2.3, sean £~. : U~ C O —~ 0E~ y Cg, : (4 G
O — O~- los difeomorfismoslocalescorrespondientesa los cocidosfi±y w±,y sean‘Pi

y ‘P2 dos funcionesdefinidassobreel entornoU~ de O. Denotemostambiénpor *g,
el producto estrella sobre (0; ¡3±) del Teorema 2.3 y por *~, el producto estrella sobre
(O;w±).

Proposición 217 Si t es suficientementepequeño,tenemos:

‘Pí *~, 4>2= ((4>,oM±)*g,(4>2 oM±))oM7’,

siendoM±= £5? o Aa. o £~, una aplicación de W(e) c U(o) en U(o) y t, la aplicación

definidaen (d).

Prueba En el entorno de E: £w.(Ue) C ~ + E, se tiene:

(4,’ o £5’) tat (‘P2 o £5,’) = ((‘Pío £‘ o .Xa,) *a. (4>20£5,’ O A
0,)) o —

— ((‘Pi o£5,~o.\a, Cg,) ‘ta, (‘P2o£5?oAa, ~ £~j) o £~‘o A...0,,

entonces,puestoquesobreel grupose satisface(Teorema23):

4,, *,,,, 4>2 = ((‘Pr o £5?) *w, (4>2 0 £51)) o £w,

se concluye:

u

Sea VV0 un entorno de O E y tal que exp( VVo) V4 es un entorno simétrico de la
identidad e E O contenido en el entorno

t~e de la proposición anterior. Entonces, según
la Proposición 2.3, se tiene el siguiente diagramna conmutativo:

exp(Wo) —~--~ 0E

0)
expU

0 —.

para todo z E VVo, y de manera similar para el difeomorfismo local £~, : exp(Wo) —

Como consecuencia de estos resultados se tiene la siguiente proposición:
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Proposición 2.18 Si z E VV0 y t espequeño,se tiene:

>expz o = M±o Aexpz -

Prueba En efecto, teniendo que (j) es conmutativo y la Proposición 2.15, el siguiente
cálculo es inmediato:

~ oM±= Aexpz 0£;? oA0, oCg, = £5? oAd exp~,zoA0, o£g, =

= £5,’ o Aa, o A& é~g, zo Cg, = £5? o A0, 0Kg, 0 .Aexpz =

= M±o A0~~ ~.

u

Considerando coordenadas normales {re’; a = 1 n = dim O} sobreel entorno
VV~ c O, la igualdad

re’ =M±(re)

se escribe, en componentes, así:

(re’)” = >3A~(re)t”;
k>o

Ag(re) = re”,

dondeA~(re) sonfuncionesanalíticasy el desarrolloen seriede potenciasde t esconse-
cuencia del carácter analítico en t de la aplicación M±= £5,’ o A~, o£g,.

Introduzcamos la notación

97~’(re)= >3 A%1(re)-A%,(re),

y definamos el operador diferencial L21 por medio de la igualdad:

(L21’P) (re) =
1 6”~~’~’P (re)

L! (8re’)~’ - - - (8re”)~n (re)
Ri+.--R,,=

21
Rt=li=o
21,,

(re). (k)

Entonces tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.19 Con la notación anterior, si 4> es una función definida sobre el
entornoW~ c O, la composición4>oM±admite el siguiente desarrollo en serie de potencias
de t:

(‘Po M±)(z) >3 (L
214,)(re) ¿21,

21>0

dondelos L21; (A = O), definidospor la expresión(k), son operadores diferenciales
invariantessobreO y Lo = 1

(1)

e
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Prueba Del desarrollo de Taylor de la función ‘Pi (re’) en el punto re tenemos:

1 8lI++¿n’P

,

= .L~ Li (Bre’)~’ - - - (8re”)’n (re)(re’ — rel)¿1 - - - (re”’ — re”)’~ =

II, ,Ln=O

= Y? >3 fl(8x’~i(Bxfl)¿n (re)- ~2k
1’(re) ~t(re)

n=Ln=O21>021,4-- +R~=21 - - -[;~=Ii=o
>3(LR4>m)(re)t21,21>0

Si z E ~ es pequeno:

(4,,oM±)(Aexpzre)= >3(LR’Pí)(Aexpz- re)
21>0

A partir de la Proposición 2.18, también tenemos:

(4,í o M±)(Aexpz . re) = (‘Pío A
0~~~) (M±(x))= >3 L21(’P~ o Aexpz)(re)t

21.
21>0

Por tanto tenemos:
(L

21’Pi) o Aexpz = L21 (‘Pi o Aexpz)

en un entornopequeñodee E O. EstarelacióndehnineLp comoun operadordiferencial
invariante sobre O. u

Pongamos t = ti en la Proposición 2.17. Como serie de potencias en ti, ‘Pi *wh

4>2 es un producto estrella sobre O (Teorema 2.5) determinado por el cocido w~. Si
ahora nos referimos al desarrollo(1), se observaque, como serie de potenciasen ti,

((‘Pi o MA) *5~ (4>2 o Mn)) o M~’ define un productoestrellasobre O, equivalenteal

producto estrella ‘P~ *wn 4>2- Con las notaciones ya introducidas se tiene:

Teorema2.8 Seanlos 2-cocidos

¡3n=¡3,+¡32ti+...+¡3ktikí+...

= ¡3,~ + 6 an

dondeaA=a2ti+-..+akM’+---. Sean

EW(re;y) = >3 E«re;v)ti
21; E0(re;y) — >3E0(re;y)h~

21=0 21>0

losproductosestrella invariantessobreO definidos,en el Teorema2.5, respectivamente
por los coci cl os wA y ¡3k. SeaL(re) = ~ L.q(re) ti21 el elemento de 21(g)[ti]] que define
el desarrollo (k). Entonces:

E”}x;y) = L’(re+y)E0(re;y)L(re)L(y).

Estoes,FW(re;y) yE0(re;y) sonequivalentespor medio del elementoL(rr) E 2t(g)[tij].

A partir de bis Teorema 2.7 y 2.8 se obtiene obviamente:
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e
Teorema2M (Drinfeld y. O. [19S3b)) SeaV un subespacio vectorial del espacio

- Z
2 (g) de los2-cocidosde deAhaminvariantessobreO, suplementariodel espaciode los

• cocidosdede RhaminvariantesexactosB2(g), i.e. Z2(g) — ve B2(g). SeaE’(x; y) un
producto estrella invariante cualquiera sobre (O; ¡3í)- Entonces E’(x; y) es equivalente a
un producto estrella obtenido, en el procedimiento del Teorema 2.5, a partir del cocido:

• ¡3n=¡3í+¡3
2ti+...+¡3RhRl

• tal que¡3¡eEVsik>1.
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