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Introduccién

El objetive inicial de este trabajo fue la elaboracién de demostraciones de los teo-
remas, enunciados por Drinfeld en su nota On Constant Quasiclassical Solutions of the
Yang-Baxter Quantum Egquation [1983b], que ponen en relacién la teoria de la Ecuacidn
Cudntica Triangular de Yang-Baxter (ECTYB) y la teoria de los Productos Estrella In-
variantes sobre un Grupo de Lie. El trabajo realizado a partir de ellos se recoge en los
Capitulos 3 ¥ 4 de esta memoria.

La ECTYB tiene pleno sentido definida en el 4lgebra de las series formales 21(g)®2[[#]]
(siendo 2A{g) el dlgebra envolvente del dlgebra de Lie g) y todo producto estrella invariante
sobre un grupo de Lie G estd determinado por un elemento de A(g)®2A(g){[A]]. Un primer
resultado de Drinfeld [1983b], con demostracién relativamente directa (Moreno, Valero
[1990a]}, afirma que todo producto estrella invariante sobre G determina una solucién
de la ECTYB en el algebra %(g) @ A(g)([#Hl]. '

Un reciproco parcial de este teorema dice que toda solucién de la ECTYB, de la forma
R =1+ 3 rF € End(R")®?[[A]], determina un dnico (salvo equivalencia) producto
estrella invariante sobre el grupo Gl{n;R) y por tanto una solucién de la ECTYB en el
dlgebra A(gl(n; R)} @ A{gl(n; R)}[[K]]- Este teorema es un resultado profundo {calificativo
de Takhtajan en su informe sobre la nota de Drinfeld en Math. Rev.} de Drinfeld [1983b],
para cuya demostracion nos ha sido necesario elaborar un teorema, que pone de manifiesto
el contenido cohomoldgico de la ECTYB. Nos referiremos a este teorema como el de la
interpretacién cohomoldgica de la ecuacién cudntica triangular de Yang-Baxter {Moreno,
Valero [1990a,b,c, 1992a]).

Este teorema de interpretacién cohomoldgica de la ECTYB es la parte central del
Capitulo 3. El contexto en el que se desarrolla su demostracién es el de la Cohomologia
de Hochschild Invariante sobre el grupo G. La condicidn de asociatividad de un producto
estrella invariante F € A(g) ® A(g)[[#]], orden a orden, equivale a la existencia de una
sucesidn infinita de 3-cociclos exactos o, m € N construidos a partir de los términos
Fy,... ,Fm-1 de F. A este respecto, son fundamentales dos resultados. Uno, de la teoria
general de deformaciones de Gerstenhaber [1964h], que, en el caso que nos ocupa, afirma
que el elemento a1, asociado a un producto estrella invariante hasta el orden &, es un
3-cociclo de Hochschild. El otro es la version invariante del isomorfismo entre el p-espacio
de cohomologia de Hochschild sobre una variedad diferenciable y el espacio de p-tensores
antisimétricos sobre la variedad (Vey [1975]; Lazard [1955}; Cartier [1955/56]).

Expresado en términos cohomoldgicos, el teorema dice que, dado un producto es-
trella F (invariante scbre G} al orden k, el antisimetrizado del 3-cociclo ap4.; es —(1/6)
del término de orden k + 1 de la ecuacion cuantica triangular de Yang-Baxter construida
a partir de S(z;y) = F~(y;x) F(z;y). Por tanto, la clase de cohomologia, obstruccién a
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X Introduccion

la prolongacién al orden k+1 del producto estrella, es la correspondiente a dicho término
de la ECTYB.

Takhtajan (1990, a partir del trabajo de Drinfeld, ha definido un producto es-
trella #, sobre un grupo de Lie G, de forma que el coproducto A, de la estructura de
dlgebra de Hopf usual de C*(G), verifica A(f; * fo} = Af) = Af; (donde el producto
estrella del segundo miembro est4 definido candnicamente sobre (C®(G)®C*(G))|[[A]] a
partir del producto estrella *), es decir, satisface la condicién de compatibilidad requerida
para definir una estructura de Grupo Cudntico sobre C*°(G)[[A]] segln el programa de
Drinfeld. Este producto estrella viene dado por la expresién F~!(z;y)? F(z;y)*, es de-
cir, se obtiene por composicién de un producto estrella invariante por la izquierda F y
el producto estrella invariante por la derecha que resulta al considerar la serie inversa,
es pues un producto estrella no invariante. En este mismo Capitulo 3 damos una de-
mostracién detallada de dicha compatibilidad, en una situacién de hecho mas general
que-la considerada por Takhtajan (Moreno, Valero [1992a]) :

Una vez comprendidos los resultados de Drinfeld en el contexto de la teoria de los
productos estrella, el Capitulo 4 est4 dedicado a la construccién de todos los produe-
tos estrella invariantes sobre un grupo de Lie con estructura simpléctica invariante. El
procedimiento se basa, por una parte, en la posibilidad de-generalizar, a un grupo'de
Lie G con estructura simpléctica invariante 3;, la constriccién que del producto estrella
de Moyal sobre el grupo R%® se puede realizar a partir de la ley de grupo formal de
Campbell-Hausdorff del dlgebra de Lie del grupo; todo 2-cociclo del algebra de Lie de G,
de la forma B = B+ Boh+ -+ + Bx i¥~1 + ---, determina un producto estrella inva-
riante sobre la variedad simpléctica (G; 31). Por otra parte, el teorema de interpretacién
cohomoldgica de la ECTYB nos ha permitide analizar la équivalencia de los productos
estrella invariantes que existen sobre el grupo G. Haciendo uso de él, demostramos que
todo producto estrella invariante sobre G es equivalente a uno obtemdo a partir de un
2-cociclo de Chevalley de.la forma anterior.. :

Mas atin, los productois estrella determinados por los 2-cociclos 8y ¥ 85 = Br+8 o,
donde a5 = ag A+ --- +ax ¥t y & es el operador de cohomologia de Chevalley, son
equivalentes.  Esto permite parametrizar el conjunto de los productos estrella invariantes
sobre (G;B1), por los elementos de un subespacio V' ¢ Z%(g) de 2-cociclos tal que:
Z2%(g) = V @ B?(g), donde B2(g) es el espacio de los 2-cociclos exactos del dlgebra de
Lie g de G. (Drinfeld [1983bj}; Moreno, Valero [1992b, 1994]).

"8i F| es antisimétrico, el tensor de Poisson ‘que define; sobre el grupo de Lle, el
producto esttella F~!(ziy)? F(z;y)* viene dado por la diferencia A = 3(Si(z;y)*
S1(z;y)?), siendo §; el término de ordén % de'la solucién ‘de la ECTYB que define F y
que, en este caso particular, verifica Fi' = 51. Que § satlsfaga la ECTYB implica que 53
es solucién de la Ecuacién Cldsica de Yang-Baxter, que es una condlmon suﬁc1ente para
que (G A) sea-un grupo de L1e-P01sson exacto

La nocién de Griupo de Lié-Poisson he sido introducida por Drinfeld en su articulo
Hamiltonian Structures on Lie Groups, Lie Bialgebras and the Geometric Meaning of
the Classical Yang-Bazter Equations [1983aj. Se define como un grupo de Lie con una
estructura de Poisson {;} tal que la operacién de grupo es un morfismo de Poisson,
es decir, el coproducto A de C*(G) es un morfismo del dlgebra de Lie (C*(G); {; )
en el dlgebra de Lie (C*(G x G); {; }exa)-- Esto equivale a introducir una estructura
adicional, denominada Bidlgebra de.Lie, sobre el par (g;g*) (g es el dlgebra de Lie del
grupo),-que consiste'en la existencia de un corchete de Lie sobre g* definido por la
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aplicacién transpuesta de un l-cociclo de g con respecto a la representacién adjunta.
sobre g ® g.

En el caso de que este cociclo sea exacto, es decir, cuando sea ¢l coborde de Cheval-
ley de un 2-tensor r € g ® g, existe una estrecha relacién entre r y las distintas versiones
de la ecuacidn clasica de Yang-Baxter. En particular, si r satisface la ecuacién clésica
de Yang-Baxter, los grupos de Lie-Poisson que se obtienen, denominados Triangulares
constituyen el limite clasico de los grupos cuanticos triangulares obtenidos a partir de
los productos estrella invariantes estudiados anteriormente.

A un estudio detallado de la relacion anteriormente mencionada esta dedicada una
parte del Capitulo 2. Por la gran importancia de ellos, este capitulo contiene, demostra-
dos en detalle, resultados obtenidos por Kosmann-Schwarzbach y Aminou {(Aminou, Kos-
mann [1988]; Aminou [1988]; Kosmann [1987]; Kosmann, Magri {1988]).

El origen histérico de los conceptos de grupo de Lie-Poisson y de bidlgebra de Lie
ha sido el Método de Scattering Inverso y la nocién de Matriz-r Cldsica. En su articulo
What is a Classical r-Matrix? [1983], Semenov-Tian-Shansky define la estructura de
Algebra de Lie Doble sobre un algebra de Lie g, que constituye el cuadro mateméatico en
el que aqu?lla nocién se inscribe.

Esencialmente consiste en introducir otra estructura de dlgebra de Lie sobre g a
partir de un endomorfismo R € End(g). Sisobre g existe una forma bilineal, ¢, simétrica,
no-degenerada e invariante por la representacién adjunta (que permita establecer un
isomorfismo entre los espacios End(g)(~ g ®g") ¥y §® g, por medio del isomorfismo ¢ €
Hom(g; g*) asociado a ¢) y si R es antisimétrico con respecto a @, el 2-tensor r asociado

= (R+1)o¢~! € Hom(g";g) define una estructura de bidlgebra de Lie sobre g.
Reciprocamente, si r define una estructura de bidlgebra de Lie sobre g y el homomorfismo
§ € Hom(g"; g), asociado a su parte simétrica, es invertible, el endomorfismo R = Fo
§~' — 1 € End(g) define una estructura de algebra de Lie doble sobre g.

Semenov ha puesto de manifiesto que, si el endomorfismo R es una solucién de ta
Ecuacién Cldsica Modificada de Yang-Baxter, el dlgebra de Lie doble que se obtiene es
tal que es posible encontrar, por el Método de Factorizacién, soluciones de las ecuaciones
del movimiento determinadas por hamiitonianos de Casimir con respecto a la estructura
de Poisson canénica sobre el dual g* (Kirillov-Konstant-Souriau) asociada a la estructura
de Algebra de Lie definida a partir de R. Estas ecuaciones del movimiento tienen la forma
de Lax.

También, mediante el método de factorizacién se encuentran soluciones (en prin-
cipio y como es usual locales) de las ecuaciones del movimiento sobre el grupo de Lie-
Poisson definido por R, cuando R es antisimétrico con respecto a una forma bilineal
simétrica, no-degenerada e invariante con respecto a la representacién adjunta y cuando,
como antes, R es solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter. En este caso,
también las ecuaciones del movimiento tienen la forma de Lax.

El resto del Capitulo 2 contiene demostraciones detalladas de estos teoremas de
Semenov sobre la existencia de soluciones por el método de factorizacidn, tanto sobre el
dual g* de un algebra de Lie, como sobre un grupo de Lie G.

Hemos incluido un capitulo de Preliminares con objeto de que el trabajo resulte
suficientemente autocontenido. En él se resumen nociones de Cohomologia de Grupos y
de Algebras de Lie, nociones de Cohomologia de Poisson, asi como de Productos Estrella,
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con la notacidén en que seran utilizadas a lo largo de todo el trabajo. Algunos célculos
se detallan por el interés que tienen en relacién con resultados posteriores. En particu-
lar, desarrollamos una demostracion de la invariancia por la izquierda del corchete de
Schouten de campos de p-tensores invariantes.” En el caso particular p = 2, realizamos
un estudio del elemento de g ® g'® g que lo define, poniendo de manifiesto la relacién de
aquel con la ecuacidn clasica de Yang-Baxter. Asi mismo demostramos la caracterizacién
de Lichnerowicz del corchete de Schouten, resultado que, a nuestro conocimiento, no se
encuentra publicado.

Todos los capitulos comienzan con una Introduccidn suficientemente extensa, en la
que se pretende dar una visién de conjuto, no interrumpida por las demostraciones de
las proposiciones que en él se exponen. '



Capftulo 1

Preliminares

En este capitulo exponemos las nociones geométricas y algebraicas que sirven de
contexto en el presente trabajo. Enunciamos sus propiedades fundamentales y desarro-
llamos con detalle algunos resultados bajo la forma y notacidn en que serdn utilizados.

La primera seccién contiene las definiciones fundamentales de la cohomologia de
algebras y grupos de Lie (ver por ejemplo: Guichardet [1980]). La utilizacién que se va a
hacer de ellas es miltiple. Por una parte, los conceptos de bidlgebra de Lie y de grupo de
Lie-Poisson, estudiados en el Capttulo 2, se pueden expresar en términos cohomolégicos.

La estructura de grupo de Lie-Poisson sobre un grupo de Lie G, con tensor de
Poisson A € A?(G), consiste en una compatibilidad del corchete de Poisson que define A
con la ley de composicién de grupo y es equivalente a que una determinada aplicacién
{: G — g® g, definida a partir de A, tenga la condicién de 1-cociclo de &G con respecto
a la representacién adjunta de G sobre g ® g.

Cuando sobre un grupo de Lie estd definida una estructura de Lie-Poisson, sobre el
dual de su 4lgebra de Lie g estd definido un corchete de Lie que satisface cierta relacién
de compatibilidad con el corchete de g. Esta relacién de compatibilidad es una expresién
de la condicién de l-cociclo de g, con respecto a la representacién adjunta de g sobre
g®g, de la aplicacidn tangente en la unidad del grupo al 1-cociclo que define la estructura
de Lie-Poisson.

Reciprocamente, si el grupo de Lie G es conexo y simplemente conexo, la existencia
de una estructura bidlgebra de Lie, sobre el dlgebra de Lie g de G, implica la existencia de
una estructura de Lie-Poisson sobre G. Este hecho se basa en la posibilidad de integrar
todo 1-cociclo de g con respecto a una representacién ® : g — End(V), en un 1-cociclo
de G con respecto a la representacién ¢ : G — GI(V') tal que T,¢ = ®. Haciendo uso
de las representaciones afines de dlgebras y grupos de Lie, damos una demostracién de
este resultado.

Por otra parte, en el Capitulo 4, dedicado a la costruccién de todos los productos
estrella invariantes sobre un grupo de Lie con estructura simpléctica invariante, se, hace
usc de las extensiones centrales de dlgebras de Lie (ver por ejemplo: Knapp {1988]).
Esta construccion también esté relacionada con la cohomologia de dlgebras de Lie. Cada
extension central del dlgebra de Lie g estd definida por un 1-cociclo de g con respecto
a la representacién trivial sobre el espacio vectorial de los ndmeros reales R: z € g —
p(z) = 0 € End(R).



2 1 Preliminares

Finalmente, la estructura simpléctica invariante sobre un grupo de Lie G se expresa
en términos de la cohomologia de su dlgebra de Lie con respecto a la representacién trivial
sobre R. Esta es isomorfa a la cohomologia de de Rham restringida al subespacio de las
formas invariantes. El caracter cerrado de la 2-forma simpléctica invariante Q equivale
a la condicién de 2-cociclo de g, con respecto a la representacién trivial sobre R, del
2-tensor covariante no-degenerado B = (i(e) € g* A g*.

En la segunda seccién exponemos la nocién de corchete de Schouten que, sobre el
espacio vectorial graduado A(M)} = & A, (M) de los campos de tensores contravariantes,
antisimétricos, sobre una variedad diferenciable M, han introducido Schouten [1953] y
Nijenhuis [1955].

Cuando se piensa en el corchete de Poisson {; } como el objeto fundamental de una
estructura simpléctica, las variedades de Poisson aparecen como una generalizacion na-
tural de las variedades simplécticas. Esta estructura admite una descnpcmn en términos
del corchete de Schouten [ ]

En efecto, asociado al corchete de Poisson sobre una variedad simpléctica existe un
2-tensor contravariante antisimétrico no-degenerado A, de tal forma que {; } satisface la
identidad de Jacobi si ¥ s6lo si [A; A] = 0. Si se prescinde de la no ‘degeneracién de A
tenemos la definicién de vanedad de Poisson.

Enlel Capitulo 2, al éstucliar los grupos de Lie-Poisson, consideraremos estructuras
de Poisson sobre un grupo de Lie y al estudiar la matriz-r clésica consideraremos las
estructuras de Poisson que, de manera natural, existen sobre el espacio vectorial dual de
un algebra de Lie doble. g : :

La utilizacién del corchete de Schouten en la definicién de vatiedad de Poisson
resulta especialmente conveniente al estudiar estructuras de Poisson invariantes sobre
un grupo de Lie. En este caso, el corchete de Schouten [A;A] es invariante, por tanto,
est4 definido por traslacién’a la izquierda de [A ; A}(e), que es un tensor }contravériante,
antisimetrico (sobre el 4lgebra de Lie del grupo). En estas condiciones, [A; A]
equivale a [A; A](e} = 0 que es la ecuacidn clasica de Yang-Baxter.

Por dltimo, por medio del corchete de Schouten se define un coperador de coho-
mologia sobre el espacio vectorial graduado A(M) = @& A, (M) de los tensores con-
travariantes antisimétricos sobre la variedad de Poisson M. Cuando el tensor de Poisson
es no-degenerado, es decir, cuando la variedad es una variedad simpléctica, los espacios
de esta cohomologia, H} (M), son isomorfos a los espacios de cohomologia de de Rhari,
H"(M). El isomorfismo se define por medio de la extensién a un isomorfismo ‘de fibrados
tenscriales del isomorfismo p~! : T*M — TM determinado por A. De esta forma, a
todo p-cociclo de esta coliomologia se le asocia un p-cociclo de de Rham. Utilizaremos
este resultado en el Capitulo 4 al estudiar todos los productos estrella que existen sobre
un grupo de Lie con estructura simpléctica invariante.

Las dos diltimas secciones estdn dedicadas a la teoria de los productos estrella y
corchetes deformados sobre una variedad de Poisson. Primero introducimos las defini-
ciones y propiedades fundamentales, asi como las nociones de cohomologia en que se
inscriben. Después particularizamos la teoria para el caso en que la variedad diferencia-
ble sea un grupo de Lie y la estructura de Poisson sea invariante por la izquierda (o por la
derecha). En esta situacion, se tiene una descripcién algebraica en términos del dlgebra
envolvente A(g) del dlgebra de Lie del grupo, de la cohomologia de Hochschild invariante
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y, en consecuencia, de los productos estrella invariantes definidos sobre el grupo. Desa-
rrollamos con detalle la notacién polinédmica de los elementos de 2A(g)®?, adecuada para
esta formulacién, que empleamos en los Capitulos 3 y 4.

Los productos estrella y los corchetes deformados son deformaciones formales del
producto ordinario de funciones y del corchete de Poisson respectivamente. Fueron intro-
ducidos, en un programa comin, por Vey {1975] v Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz,
Sternheimer [1978].

Su justificacién se puede resumir en dos consideraciones. Por un lado, se tiene
una descripcién de la Mecdnica Clésica en términos de las dos estructuras algebraicas
que existen sobre el espacio de las funciones diferenciables definidas sobre el espacio de
fases (ver por ejemplo: Abraham, Marsden [1978]; Liberman, Marle [1987]). Por otro, en
el procedimiento de cuantificacion de Weyl (Voros, A. [1978]; Grossmann, A., Loupias,
G., Stein, E. M. [1969}), aparece de forma natural un producto estrella, €l producto de
Moyal, cuando se considera la funcién simbolo de Weyl correspondiente al producto de
dos operadores sobre el espacio de Hilbert.

Un sistema dinémico cldsico de n grados de libertad consiste en una variedad
simpléctica (M; )} de dimensién 2n y una funcién h sobre M denominada Hamilto-
" niano del sistema. Al ser Q no-degenerada, la igualdad p(X) = —ix{2 (en componentes
(#{X))a = Qs uX*} define un isomorfismo yt : X(M) — A™* (M) entre el espacio vectorial
de los campos vectoriales sobre la variedad y el espacio vectorial de las formas diferen-
ciales de orden uno. Si X = u~1(dh) € X (M) es el campo Hamiltoniano definido por k,
la evolucién en el tiempo del sistema viene dada por las curvas integrales de Xj.

A partir del isomorfismo u, se define sobre C®°(M) un corchete por medio de la
expresion:

{£i9} = Q(Xf: Xg) = (—ix,)(Xs) = w(X,)(Xy) =dg - Xy = Lx,g,

donde f,g € C®°(M) y Xy = u~Ydf),X, = p~l(dg) € X(M). Este corchete, de-
nominado corchete de Poisson, satisface la identidad de Jacobi. Por tanto, ademds de
la estructura de dlgebra asociativa dada por el producto ordinario de funciones, sobre
C*°(M) se tiene una estructura de dlgebra de Lie.

En un sistema de coordenadas candnicas {¢*;p:) (i =1,...,n), donde la 2-forma Q
viene dada por Q = 3 dp; Adg*, el campo Hamiltoniano definido por h € C™ (M) viene

dado por:
oh  Oh
Xpn=1=—i—5=
h (3P=' 3Q‘)
v el corchete de Poisson por:

1 8f 8¢ Of 89
i =5 (5o seoe)

Las derivaciones de la estructura de dlgebra asociativa (definida por el producto
de funciones) de C°°(M) son los campos vectoriales sobre la variedad, y el hecho de que
{f:9} = Lx,g equivale a la relacién

{f;9h} ={f;g}th+g{f;h}, (a)
con f,g,h € C°(M). Esta igualdad vincula las dos estructuras algebraicas de C*°(M).
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*8i f € C°(M) es un observable cldsico del sistema dindmico determinado por el
Hamiltoniano k, se satisface:

S(foR) = Fy(Lx,f) = F((hi f)) = (ki f o Fi),

siendo Ft U cC M - M el ﬁUJo local de Xj y F“‘. C®(U) — C*(M) la aplicacién
definida por F 7 (f) = fecF. Asipues, la evo]uc1on temporal ¢t — f(t) del observable
F(0) = f es una solucién de la ecuacién siguiente:

L8 _ s pie. | (b)

‘Teniendo en cuenta estos resultados, la descripci6n de la Mecanica Cldsica se puede
realizar a partir de las dos leyes de composicién definidas sobre C*°(M}, el producto or-
dinario de funciones y el corchete de Poisson, que estdn relacionadas por la condicién (a).

Por otra parte, en la representacion de Heisenberg del sistema cuéntico correspon-
diente (ver por ejemplo: Messiah [1962]), a la ecuacién (b) le corresponde formalmente
la ecuacién siguiente entre los correspondientes observables cudnticos:

R o | (©)

donde [;] indica aqui conmutador de operadores en el espacio de Hilbert.

Es bién sabido (Groenewold [1946]; Van Hove [1951]) que, para observables genéri-
cos f sobre C°°(M), el operador que corresponde a la funcién { f(t) ; A} no es [F(t); H].
Consideremos el caso sencillo de la cuantificacién de la variedad simpléctica candnica
(R2"; Q) por medio de la correspondencia de Weyl.

La correspondencia de H. Weyl entre funciones reales sobre el espacio de fases
(R?"; Q1) y observables cudnticos {operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert)
se obtiene mediante la expresion:

Wi =0 [ v @ ©, @

donde F es la. transformada de Fourier simpléctica:
(FF) (€5 6%) = (2n) "/n;z‘ & £ ) dnt - dn™

parak=1,...,n,y
U:R*™ — L{H)
§—- U

es una representacion proyectiva unitaria irreducibie de multiplicador exp(i{h/2)2{(&;n)
del grupo de Lie R?" sobre el espacio de Hilbert H, es decir satisface:

U(E) - Um) = e3¢ 4y).

Esta transformacién puede considerarse como una modificacién de las representaciones
de las dlgebras de funciones:

v =en [ vesee. ©
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" Las definiciones (d) y (e} inducen sobre el espacio de las funciones las siguientes
leyes de composicién:

U(f)-Ulg)=U(f xg)
W(f)-W(g)=W(f=g).

Operando formalmente, se tiene:
(Fx9) =y [ 4000 ). o(2 - )t ®
(frg) = (2n)* F~1 (Ff x Fg) . (e)
Y desarrollando esta tltima expresidn se obtiene:

(f " g)({") = (ﬂ.ﬁ)-Zn .[Rh . egﬂ‘-(Q(E‘.YJ)+Q(U;C)+Q(C;E))f(n)g(c) dndC.

La ley de composicién x es la convolucidn torcida (“twisted”) (Segal [1963]), v la ley *
es el producto de Moyal.

Un cdlculo clésico {Groenwold [1946)]; Moyal [1949]; Grosmann, Loupias, Stein
[1969]) asocia al producto f * g el desarrollo asintético siguiente:

o . k !
e~y (F) 5 P09 (0)

=l H

P*(f;9) =u((zn: (53;@)—5%; - %@3%;) )k(f®g)),

i=l

donde

y u:C®¥(M) @C®(M) — C(M) esté definida por u(f ®@ g) = fg.

El desarrollo (h) es una deformacién formal de pardmetro (¢A}/2 en el sentido
de Gerstenhaber [1964b], dentro de la cohomologia diferencial del 4lgebra ordinaria de
funciones {C*°(R?");) sobre la variedad simpéctica (R*"; ().

La ecuacidén (c) es equivalente formalmente a la ecuacién:

%={f(t);h}ﬁ=%(f(t)*h—h*f(t)). (i)

Asf pues, en el caso general de una variedad simpléctica (M;f) arbitraria, el
proceso de cuantificacién consiste en sustituir la ecuacién diferencial clisica (b) por la
ecuacién diferencial (i). La deformacién {; }x del dlgebra de Lie de los observables clésicos
no es equivalente a la deformacién trivial {f(t); h}, ni siquiera al primer orden, pues el
corchete de Poisson es un 2-cociclo no nulo de la cohomologia de Chevalley de C*°(M).
En consecuencia, en primer lugar, se trata de obtener las deformaciones formales no
triviales del Algebra C*°{M).

Todas las construcciones de los capitulos 3 vy 4 se realizan en el contexto de la
teoria de los productos estrella. Para las técnicas algebraicas y analiticas utilizadas en
el programa de cuantificacidn estricta ver Rieffel [1989, 1990, 1993].
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1.1 Cohomologia de Algebras y Grupos de Lie

En esta seccién introducimos las nociones de cohomologia de grupos y algebras de
Lie que van a ser utilizadas. En lo que concierne a este trabajo, el esquema general para
definir una cohomologia consiste en partir de una familia de espacios vectoriales (reales)
C*, k € N y una familia de aplicaciones lineales 3% : C* — C**+1 tales que se satisface:

ook =0, ' | (a)

E! sistema formado por los espacios vectoriales C* y las aplicaciones lineales 8% se de-
nomina complejo de espacios vectoriales reales, yse denota por:

_'?_:Cd Ck a* Ck+

1 ak+1

CO

Para cada k € N, los elementos de C* y los del subespacio Z*¥ = ker 8% se de-
nominan respectivamente, k-cocadenas y k-cociclos del complejo. Con los convenios
C4={0} y 87! =0, 2 los elementos del subespacio Bk = 8%~1(C*~1) se les denomina
k-cobordes (k-cociclos exactos).

Por la propiedad (a), B" es subespacio de Z*, y se tiene, entonces, el espacio

cociente
. H* = Z%/BF

denominado k-ésimo espacic de cohomologia del complejo.

Denotando a los espacios vectonales graduados que son suma directa de los espacios
C* y H¥, respectivamente por:

O =00 H=oR H,

v al operador lineal cuya restriccién a cada espacio vectorial C* es 8* por

8:C—=C,
al comple_]o conmderado se. le denocta por (C;8), al operador & se le denomma operador.
de coborde v al espacio vectorial graduado H cohomologia. del complejo.

1.1.1 Cohomologia de Chevalley-Eilenberg

Sea g un dlgebra de Lie y V' un espacio vectorial de dimensién finita. Se dice que V'
es un g-mdédulo, si existe un homomorfismo de dlgebras de Lie: § : g — End(V'), donde
el conmutador en End(V') es el que se deriva de su estructura de dlgebra asociativa. Este
homomorfismo recibe el nombre de representacién dei a]gebra de Lie g sobre el espacio
vectorial V.

A cada 'l‘epr&ientacioh ® : g — End{V) de g sobre un espacio vectorial V', se le
asocia una cohomologia (ver Guichardet {1980]}, denomma.da cohomologm de Chevalley-
Ellenberg, definida de la siguiente manera.

Definicién 1.1 Sea ®:g — E‘nd(V) una representacion del dlgebra de Lie g sobre el
espacio vectorial V', para cada m > 0, una cocadena de orden m (m-cocadena) es una
aplicacién m-lineal, antisimétrica:

w:gx'-rf’-Xg—»V.
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Las cocadenas de orden m = 0 son, por definicidn, los elementos de V.

Sea 5’m(g;V) el espacio vectorial de las cocadenas de orden m, en particular
C%g; V) = V. Para m > 0, se definen las aplicaciones lineales

5™ C™(g; V) — C™ (g, V)
por la expresién:

m-+1
8wz 3 Tmy1) = Z(‘l)wlq’(zs) cwW(Zig e 1 Bi5 e 3 Tmn)
i=1

+Z(-—l)i"’jw([xi;xj];ml;... (B85 i Zme)
i<g

donde la notacidén " significa que se prescinde de los argumentos que la llevan. Definimos,
también, 5° : C%(g; V) — C(g; V) de la siguiente manera:

8’v(z) = ®(z) - v.
Siendo C(g, V)= &nC™ {9; V'), el operador de cohomologia es la aplicacidn
§:C(g; V) — C(g; V)
cuya restriccion a C™(g; V') coincide con §™. o

Se comprueba directamente que el operador & satlsface la condicién para ser un
operador de cohomologia: 08 = 0.

Definicién 1.2  Un p-cociclo de Chevalley del dlgebra de Lie g con respecto a la repre-
sentacion ¢ es una p-cocadena w tal que §w = 0. Sip > 1, un p-coborde es una
p-cocadena w de la forma w = 8 v, siendo v una (p — 1)-cocadena.
En particular, un 0-cociclo es un elemento v € V tal que
Sv(z) =d(z) - v=0; TEg,
es decir, todo vector del niicleo de la representacién ® (invariantes por ®).

Un 1-cociclo es una aplicacién lineal w: g — V tal que

w ([:II]_ ;.’1:2]) = @(.’L‘l) . Ls)(:l‘,‘z) - ‘I‘(Ig) - u(:r:l); r1,T2Eg.

1

Y un 2-cociclo, una aplicacién bilineal antisimétrica w2 : g x g — V tal que::

w{[z1;22]; z3) —w ([z1323]5 T2) +w ([z2; 23] 21) =
= &(z1) - w(z2; T3) — Blx2) - w(T1; 23) + B(x3) - w15 22) 4

para todo €1, T2,3 € 3.

Un 1-coborde (o 1-cociclo exacto) es una aplicacién lineal w : g — V definida por
un elemento v € V' de la forma siguiente:

w(z) = 6v(z) = B(z) - v; TEgG.



8 1 Preliminares

Un 2-coborde es una_aplicacién bilineal antisimétrica w : g x g — V definida, a
partir de un elemento 1 € ! (g; V), por la condicién w = 67, es decir, tal que:

w(z1;22) = 8n(21;22) = ®(21) - n(z2) — B(22) - nlm1) — n ([w1;23]) /
para todo z1,z2 € 3.

Denotando al subespacio de los cociclos de orden mn (para m > 0) por 2™ (g VYy
al de los cobordes por B™(g; V'), la relacién & o § = 0 implica que todo p-coborde (p > 0)
es un p-cociclo. Es decir, B™ {g; V') es un subespacio vectorial de Zm(g; V) y los espacios
de cohomologia de Chevalley-Eilenberg se definen asf:

H™g; V)= Z™(g V)/B™(g: V).

Para m = 0 se establece que H%(g; V') = Z%g; V), es decir, H(g; V) es el subespacio
de V' constituido por los elementos invariantes de la representacién.

Observacién La cqhomologla de g asociada a la representacién trivial p: g — End(R)
de g sobre. R (p(z) = 0), es la expresién algebraica de la cohomologia de de Rham
invariante gébre el grupo de Lie conexo y simplemente conexo G de dlgebra de Lie g.

En efecto, el complejo de de Rham de una variedad diferenciable M estd constituido
por el espacio vectorial graduado, Q(M), de las formas diferenciales de clase C*° sobre
la variedad M y el operador diferencial exterior, d : (M) — Q(M}, como operador de
cohomologia. :

Si w € Q*(M) es una forma diferencial sobre M y Xy, X1,...,Xs € X(M) son
campos vectoriales sobre la variedad, se tiene (ver Abraham, Marsden, Ratiu [1983]):

P MRS e k. .. X .
dw(Xo, Xy,...,Xp) = Z(-—l)sin(w(Xo,... yXi o Xe)) +
=0
. Y UL (X)) Ke K X,
oo ' 0<1<3<k ) s

donde la notacién " significa que se prescinde del elemento que la lleva.

En el caso de que la variedad diferenciable sea un grupo de Lie G, se puede
considerar el espacic vectorial graduado de las formas diferenciales invariantes por la
izquierda, (@) (respectivamente el espacio vectorial graduado de las formas diferen-
ciales invariantes por la derecha, £2,(G)), y el complejo de de Rham invariante por la
izquierda (Qx(G); d) (respectivariiente el complejo de de Rham invariante por la derecha,
(Q,(G); d)), ya que si w € 2\ (G) también dw € O\ (G).

Sean Xp, Xy,...,Xx € X\(G) campos vectoriales invariantes por la izquierda,
y w € Q%(@) una k-forma diferencial invariante por la izquierda, entonces la funcién
sobre G, w(X,... JXiy , X1), es constante y por tanto Ly, w(Xo,...,Xi... y Xk) =
0. Asi pues, . ' <

dw(Xo, X1,-.., Xe) = 3. (~1)"Pw([Xi; X, Xo,- .., Xy oo, Xjoen Xk -
0<i<j<k \

Consideremos al espacio vectorial X (&), de los campos invariantes por la izquierda
sobre G, como el dlgebra de Lie g del grupo G v a toda forma diferencial invariante
como una aplicacién multilineal antisimétrica sobre g con valores reales. La expresién
anterior de dw coincide con 8 w, siendo & el operador de coborde en la cohomologia de
Chevalley-Eilenberg de g con respecto a la representacidn trivial sobre R. Por lo que la
cohomologia de de Rham invariante sobre el grupo & es isomorfa a la cohomologia de
Chevalley-Eilenberg de g con fespecto a la representacién trivial sobre R. [ |
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81 V' es un g-médulo, también V @ V lo es. En efecto, se comprueba directamente
que si © es una representacién de g sobre V', entonces, la aplicacién

P:ze3—-B(x)®1+1® &(z) € End(VaV)
es una representacion de g sobre V@ V.

Esto permite definir la cohomologfa del dlgebra de Lie g con respecto a la represen-
tacién @, sobre el producto tensorial V. ® V. En particular, una aplicaciéne: g — V@V -
es un l-cociclo con respecto a @ si 6(¢) = 0, es decir, si:

e(liy)) = (B(z)®@1+1® 8(z) - ely) — (B(¥) @ 1+ 18 B(y)) - e(z),
va que:

be(z;y) = (B(2) @1+ 10 8(2)) - e(y) ~ (B(¥) ® L+ 1@ 8(y)) - e(2) = e([zi 9] .

Un 1-cociclo exacto de g, con respecto a ;I;, es una l-cocadena dada por la expresién 8¢,
donde t € V'@ V'. Por tanto, queda definido por la expresién:

' C bt(z) = (B(z) @1+ 1@ B(z)) -¢.

Al estudiar la estructura de bidlgebra de Lie, consideraremos 1-cociclos ¢ : g — g®g
del dlgebra de Lie g con respecto a la representacién adjunta de g sobre g®g. Para éstos,
la condicidén & € = 0 significa que se satisface la igualdad: .

’

e(lz;y]) =(ad: ®1 +1®ad; ) - e(y) - (ady ®L +1®ad, ) - e(z), (a)

para todo z,y € g, siendo ad : z € g — ad; € End(g) la representacién adjunta de g
sobre g. También consideraremos 1-cociclos exactos 67 : g — g @ g, definidos, a partir
der € g@ g, por:

5r(z)=(adz®1+1®ad,,)-r; TEg. (b)

Sea el isomorfismo t € V® V — t € Hom(V*; V), definido por la igualdad:
(n;T€)) = (n®E;t), paratodoé,ne V™. {c)
En componentes, si ¢t = t'7e; ® ¢;, entonces
i(g) = ¢'¢;.
Mediante_este isomorfismo, a partir de @ : g — End(V @ V), se define una
representacién @, de g sobre Hom(V™; V'), haciendo conmutative el siguiente diagrama:

vev 2@, yev

.l l.
Hom(V* V) —— Hom(V*;V)).
&(x)
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" Sizxegyte H om(V*; V), el mgulent:e calculo pone de manifiesto que ésta
representacitén viene dada por la expresién:

B(z) £ =d(z)of+F0d(z), | (d)

donde ®(z}* : V* — V* es la aplicacién tra.nspuesté del endomorfismo ®(x) : VoV,

En efécto; si €, € V*, tenemos:

(15 (B(z) - E)(€)) = (n: (B(x) - )(£)) = (n@&; B(a) - t) =
=(n®& (@) ®1+108(x) 1) = ((2(2)' ®L+188(2)") - (n®E);t) =
=(B(z)* - n®E&;t) + (n@B(x)" - &;5t) = (B(x) -7, E(E)) + (@ B(2)*- &) =
= (n;2(@) - () +E(2(2)* - €)) = (n; (2(2) o T +T02(2)") () ,

lo cual deniﬁestra (d).

Sea C™(g; Hom(V™*;V)) el espacio vectorial de las aplicacioﬁes m-lineales de g x
T xgen H om{V™*; V). Denotemos también por ~ el isomorfismo: '

€E C”'“(g,V@V) —E="o0€€ C”‘(g,Hom(V v,

que deﬁne {c). Un célculo dxrecto revela que,sie:g—V ® V es un l-cociclo de g con
respecto a la representacién <I> la aplicacién € : g — Hom{V™*; V) satisface:

£([z;y)) = ®(z) 0 &y) + &(y) 0 B(z)* — B(y) 0 &(z) — &(z) 0 B(¥)*,

para todo T,y € g Esta lgualdad es la condicién de 1-cociclo de € en la cohomologfa
definida por la fepresentacién ®.

. Si { € Hom(V*; V) es una 1-cocadena de esta cohomologia y denotamos también
por & al operador de coborde, el 1-cociclo exacto 6 € C(g; Hom(V™; V)) viene definido
por la condicién:

C8Hx) = B(z) ot +EoB(2)t.

"En el caso particular de la representacién adjunta de g sobre Hom(g*; ), la condi-
cién de 1-cociclo de é € Hom(g; Hom(g*; g)) se expresa asf: .

é[z;y]) = adz o&(y) — &(y) o ad} — ad,, o&(x) + &(z) o ady , (e)
para todo z,y € g. Y el 1-cociclo exacto, definido por 7 € Hom(g*; g), viene dado por la

expresién: -
67"(:) = ad,_ of —Foad; € Hom(g*;g), £

para todo z € g.

Utilizaremos estas expresiones a lo largo del Capitulo 2.
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1.1.2 Cohomologia de Grupos de Lie

Sea G un grupo de Lie. Un espacio vectorial real de dimensién finita V se dice
que es un G-médulo si existe un homomerfismo analitico de grupos (homomorfismo de
grupos de Lie): ¢ : G — GU(V'). Se dice también que ¢ es una representacién del grupo
de Lie G sobre el espacio vectorial V.

Sigesel élgebr‘a de Lie de G y V es un G-médulo, entonces, como la aplicacién
tangente en el elemento neutro a un homomorfismo de grupos de Lie es un homomorfismo
de algebras de Lie, V es también es un g-mddulo con respecto a la representacién

O=T.d:9g— End(V),

obtenida como aplicacién tangente en el elemento neutro a la representacién del grupo
¢: G — GUV).

Para cada representacién de un grupo de Lie G sobre un espacio vectorial V' se
define una ‘cohomologia de G asociada a dicha representacién.

Definicién 1.3 Sea ¢ : G — GI{V'} una representacion de G sobre V. Paracadak >0
definimos el espacio de las k-cocadenas de G con valores en V', como el espacio C*(G; V)
de las aplicaciones diferenciables de clase C*:

c:Gx-’-‘-xG—»V.

Para k' = 0, definimos el espacio de las O-cocadenas de G con valores en V' como el
espacio vectorial C%(G; V)= V.

Para cada k > 0, se define Ia aplicacién lineal: 8% : C¥(G; V) — CHY(G; V) de
la forma siguiente:

5kc(91a k1) = @(g1) - elge, -+, gker) +
k
+ Z(‘1)16(91=--- 19i-1: iGi+1) Git2s - - 1 Gk41) T
i=1

+ (_1)k+lc(g17 e !gk) y
donde c € C*(G; V) ¥y 91,-.. ,9k+1 € G. Para k = 0. se define:

(5°v) (9) = #(g) - v.

Sea C(G; V') el espacio vectorial graduado suma directa de los espacios C*(G; V)
y8: C(G; V) — C(G; V) la aplicacidn lineal graduada (de grado 1) cuya restriccién a
C*(@; V) coincide con 8%, Entonces, se satisface la condicién 808 = 0, y por tanto F:]
es un operador de cohomologia sobre C(G; V).

Definicién 1.4  Un p-cociclo del grupo de Lie G con respecto a la representacion ¢ :
G — GI(V) es una p-cocadena ¢ tal que 8¢ = 0. Se dice que es un p-coborde {p > G) si

¢ =8b, donde b € CP~YG; V).

En particular, un Q-cociclo es un vector v € V tal que
v=¢(g) v, paratodoge G,

es decir, un vector invariante por la representacién ¢.

Los 1-cociclos son aplicaciones # : G — V con las propiedades del siguiente lema.
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Lemé 1.1 Sea ¢ : G — GI(V) una representacion del grupo de Lie G ysea 8 : G — V
un 1-cociclo de G con respecto a ¢. Entonces:

. (i} Para todo g1,92 € G se tiene:

8er92) = 8(a1) + 9(an) - 6(a2)
(i) 8(e) =0. | |
(ili) Para todo g € G se tiene:

8(g™") = ~p(g™") - 8(g) -

Prueba

(i)  Por definicién del operador de cohomologia se tiene:
(86)(913.92) = $(g1) - B(2) ~ 8(192) +(gn) -

Entonces la condicién de 1-cociclo de 8, 86 = 0, implica la igualdad del apartado (i}.

(ii) Haciendo g, = g2 = e en la igualdad anterior se tiene 8(e) = 0.

{iii) iHa.cie}ldo g1 =g 'y g2 =g en la férmula de (i) se obtiene (iii}. [ ]
. Denotando al subespacic de los cociclos de orden m, (pa.ra. m > 0) par Z™(G; V)

y al de los cobordes de orden m por B™(G; V), los espacios de cohomologla del grupo
de Lie &, con respecto a la representacién considerada, se definen asi:

HP(G; V) = Z°(G; V) /B?(G; V).

Para m = 0, se define
HY(G; V)= 2°(G;V),

es decir el espacio de los vectores invariantes por la representacién.

En el capitulo segundo utilizaremos el hecho de que por derivacién en el elemento
neutro de un 1-cociclo de grupo se obtiene un 1-cociclo del dlgebra de Lie del grupo.

Proposiciénl.l Sif#: &G -~ V es un 1-cociclo del grupo de Lie G con respecto a la
representacién ¢ : G — GI(V), entonces © =.T.8 : g — V es un 1-cociclo del digebra
de Lie g con respecto a la representacién tangente ® = T.¢: g — End(V'). Es decir,

Olz;4]) = 8(z) - O(y) -~ 2(y) - O(z), paratodoz,yeg.

Prueba

(1) Si @ es un 1-cociclo de G con respecto a la representacién ¢, vamos a comprobar
que se satisface la siguiente igualdad, para todo g,¢2 € G,

(919207 ") = 8(g1) + B(01) - (g2) — H(919297 ") - 6(g1) - (a)
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En efecto, por aplicacién de la férmula (i) del Lema 1.1, tenemos:

8(g19297") = 8(g192) + #(g192) - 8(g7 )
= 8(g1) + ¢(91) - 8(g2) + $(9192) - (g7 "),

ahora bién, por la igualdad (iii) del mismo lema,
8lar’) = —¢lar") - 8(ar),

con lo que

8(g19297 ") = 8(g1) + (1) - {(g2) + d(gq192) - ( — dloT") - 6(qn))
= 68(g1) + 6(g1) - 0(g2) — B(grg297") - 8(qn) -

(2) Haciendo g2 = expty con y € g y derivando la igualdad (a) con respectoatent = 0,

tenemos: .
d . d .
T8 ( =01 €xp(t0)97 " |ag ) = $(91) - Teby) = Teds { Z g1 exp(tylgr |, ) 6(01) -

Por definigidn,
d -
prea exp(ty)gr} |z=o = Ady, (v)

asi pues,
T.0{Adg, () = -T.0 (Ady, (v)) - 8(g1) + #(g1) - T8(y) -

= expsz con z € g, y derivando esta dltima igualdad con

Haciendo shora g; =
respecto a s en § = 0, tenemos:

T.8 (j—s Adexp sz (1) I,=g) =
—(%m (Adexp s2(y)) - B(exp 52) I.,:o) + (disqﬁ(exp 5z) I,=o) " Teb(y) -

Ahora bién,
Adexp sz (y) = exXp (a-ds:c (y)) y

por lo tanto, p
ds Adexp sz (Y) |,=0 = [z; 4],

y entonces:

T8([z;y]) = Ted(z) - T.O(y) — (%chb ( Adexp sz y) - 6(exp s2) L=0) .

Finalmente,

‘:'—8T¢¢ ( Adexp sz y) g B(EXP SI) = T¢¢(y) ' T,H(z) + T=¢ ([I; y]) ‘ 9(6) T

=0

y 08(e) = 0 (Lema. 1.1}, con lo que se obtiene:
Tce([x;y]) = Tc¢(x) ) Tae(y) - Te¢(y) ' Teg(x) s

que es la condicién de 1-cociclo de g con respecto a la representracién T,¢.
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El producto tensorial V' @ V' del G-médule V' (con respecto a la representacidn ¢)
también tiene estructura de G-moédulo por medio de la representacién producto tensorial:

$:9€G —¢(g)@d(g) €GI(VOV),

En particular, la aplicacion
[:G — p®aga,

es un l-cociclo de G con respecto a la representacién adjunta de G sobre g ® g si se

satisface: o .
I(gh) = I{g) + Ad{g)®%I(h), paratodo g,h€ G. (b)

Volviendo a considerar el isomorfismo V @ V 22 Hom(V™; V') {expresién (c) de la
Seccion 1.1.1), a partir de la representacion ¢, se define una representacién de G sobre
Hom(V™*; V) haciendo conmutativo el diagrama:

vev LU, yev

] .
Hom(V*, V) —— Hom(V*; V).
*{(g)

Establezcamos la siguiente notacién ¢, = #(g) ¥ consideremos el homomorfismo f €
Hom(V™*; V) asociado al 2-tensor t € V @ V', entonces, la representacién ¢ se escribe
as]'_: - - . 3

‘bg(f) =g@goto (¢g)t '
para todo ¢ € G, donde (¢,)* : V* — V* es la aplicacién transpuesta del isomor-

——

fismo ¢, : V — V. En efecto, se debe verificar qbg(t) = q&g(t) Por tanto, para todo
£.m € V™", tenemos: .

(3 B) D) = (n58:((©) = (n@E:3,0)).-
Teniendo en cuenta la definicién de 3, se verifica:
(1@&:85(1)) = (n®E: (6 @ 8)(1)) = ((6)}(m) © (8)"(8)3t) =
= {(89)" ()£ ({86)1(8)) ) = (nidg 0 E 0 (6)7(€)) ,
asi pues: gy(f) = ¢y 0 Fo (¢,)".

Bil: G — V ®V es un 1-cociclo con respecto a la representacién qb, la aplicacién
: G — Hom(V™*; V), asociada a | mediante el isomorfismo (¢} de 1.1.1, satisface la

condlclon . _ )
l(gh) = 1(g) + ¢, o I(h) o ($4)",

para todo g, h € G. Esta es la condicién de 1-cociclo en la cohomologia definida por la
Tepresentacién ¢.

Utilizaremos las expresiones de esta seccién al estudiar los grupos de L1e-P01sson
en el Capitulo 2. :
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1.1.3 Representaciones Afines de Algebras y Grupos de Lie

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Denotaremos por .A(V) al grupo
de Lie de las transformaciones afines, invertibles, del espacio vectorial V. Es decir, si
a € A(V) entonces a = T, 0 L donde L € GI(V') y T}, es la traslacién sobre V definida
por el vectorve V.

Definicién 1.5 Una representacién afin del grupe de Lie G sobre el espacio vectorial V'
es un homomorfismo analitico de grupos de Lie:

a:g € G — a(g) =Tyy) o L{g) € A(V),
- donde L(g) € GI{V} y Ty, es la traslacién sobre V' definida por el vector §(g) € V. Se
satisface, por tanto, que a{gh) = a(g) o a(h) para todo g.h € G.

Proposicién 1.2 Seaa: G — A(V) una representacién afin del grupo de Lie G sobre
el espacio vectorial V', Existe una iinica representacion lineal ¢ : G — Gl{(V)de G en V
¥y un dnico-I-cociclo, 8 : G — V, de G con respecto a ¢, tal que’

a(g) -v=9(g) -v+8(g),

para todo g € G y todov € V. A Ia aplicacidn ¢ se le denomina parte lineal de la accidn
afina, y af sele denomina. I-cociclo asociado a dicha accidn.

Prueba Por definicidn, la aplicacién o se escribe de manera Gnica de la forma a(g)-v =
o(g) - v + 8(g), siendo ¢ : G — GI(V'} una representacién lineal del grupo G. Como
8(g) = a{g) - 0, 8 es una aplicacién analitica de G en V. Por ser a una representacién
de & sobre V se tiene:

a{g1) © a(ga) = a(g192), para todo g,92 € G,

lo cual implica que
6(g192) = ¢(g1) - 0(g2) + 8{g1) ,
que es la condicién de 1-cociclo de G con respecto a la representacién ¢. [ ]

Reciprocamente, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3 Sea ¢ : G — GI(V'} una representacién lineal del grupo de Lie G en
el espacio vectorial V', y sea 8 : G — V un l-cociclo de G con respecto a ¢. Entonces,
la aplicacién a : G — End(V') definida por:

a(g) - v =¢(g) - v +8(g},
para todo g € G y v € V, es una representacién afin de G sobre V', cuya parte lineal
es ¢ y cuyo l-cociclo asociado es 8.

Prueba Como 6 es un l-cociclo de G se tiene que #(e) = 0 (Lema 1.1 de 1.1.2). Por
tanto, para todo v € V,
a.(v) =v.

Por otra parte, (Lema 1.1 de 1.1.2)
8(g192) = (g1} + &(g1) - 6(g2) ,
para todo g, g2 € &. En consecuencia, para todo v € V, g;, 92 € G, es ficil ver que:
a{g192) - v = (a(g1) 0 a(g2)} - v = ¢(g192) - v + 8(g192) ,

lo que demuestra que & es una representacién de G sobre V. Pero, por la forma que
tiene, esta aplicacién es una representacién afin que tiene a ¢ como su parte lineal y a @
como l-cociclo asociado. ]
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Las propiedadés de las acciones afines y de los 1-cociclos del grupo de Lie G tienen
equivalentes infinitesimales que se pueden expresar en términos de acciones afines y 1-
cociclos del algebra de Lie g de G.

" Sea V' un espacio vectorial vy a(V) el espacio vectorial de todas las aplicaciones
afines (invertibles y no invertibles) de V' en sf mismo. Para definir representaciones
afines de un dlgebra de Lie g, es necesario dotar a a(V') de una estructura de édlgebra de
Lie. .

Sean fi v fo elementos de a{V'), entonces existen v1,v € V' y Ly, La, endomorfis-
mos de V, tales que:

H)=Liw)+v;  folv) = La(v) + 02,
para todev e V. :

Proposicién 1.4 Con Iz notacién anterior, si definimos:
[f1i f2l(v) = (Ly o Ly = Ly o Ln}(v) + La(v2) = La(m),

el elemento [f1; fz] es una aplicacién afin de V' en sf mismo, con parte lineal Lyo Ly = Lao
L1 y traslacién asociada definida por el vector L1{va) — La(v1). La ley de composicién
(f1; f2} — [f1; f2] define sobre a(V') una estructura de dlgebra de Lie.

Prueba En efecto, (fi; f2) — [f1; f2] es una aplicacién bijineal y antisimétrica, que
satisface la identidad de Jacobi ya que:

[f15(fe; fa]](w) =(L1oLao Ly —LioLyo Ly~ Lyo Lyo L1 + Lyo Ly o L1) (v) +
+ Lo Lz(‘v:_:,) — L OL3(‘02) —LzoLs(n1)+ Lao Lg(vl) ,

¥, por tanto, '
. N(frslfes £2]) + [fas(fas Al] + [fo3 A5 f2)) =0

Como consecuencia, la aplicacién que asocia a cada aplicacién afin su parte lineal
es un homomorfismo de dlgebras de Lie.’ :

Definicién 1.6 Una representaciér afin de un dlgebra de Lie g en el espacio vectorial
V es un homomorfismo A: g — u(V)‘ de g en el algebra de Lie de las aplicaciones afines
de V en sf mismo.

Proposicién 1.5 Sea A una representacion afin del digebra de Lie g en el espacib
vectorial V. Existe una tinica representacién lineal & : 3 — End(V') y un tinico 1-
cociclo © : g.— V de g con respecto a la representacién lineal ®, tal que, para todo

"z €gytodov eV, se tiene:

A(z) v = ®(z) - v + O(x).

La representacién lineal ¢ se denomina pa..rte lineal de la representacién afin A, y el
1-cociclo ©, l-cociclo asociado a A.

La condiciéﬁ de.l-cociclo de © se escribe asf:
O([z1372)) = B(m1) - O(32) — B(w2) - O(1),

para todo x1,13 € g.
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Prueba Calculo directo semejante al de la Proposicién 1.2. [ ]

Proposicién 1.6 Sea @ : g — End(V') una representacicn lineal del dlgebra de Lie g en
el espacio vectorial V y sea © : g — V un I-cociclo de g con respecto a la representacicn
lineal ®. Para todo x € 9.y v € V, definimos:

A{z) - v=8(x) - v+ O(x).

La aplicacion A : g — a{V'} asi definida es una representacion afin de g en V', cuya parte
lineal es & y cuyo 1-cociclo asociado es ©.

Prueba Semejante a la de la Proposicién 1.3. [ |

Proposicién 1.7 Sea a una representacion afin de un grupo de Lie G sobre el espacio
vectorial V. Sea ¢ su parte lineal y 6 su 1-cociclo asociado. Para cada elemento z en el
dlgebra de Lie g de G y para cada elemento v € V', definimos:

1

Ale) v = Zalexp(te) oo,

La aplicacion A : G — a(V') asf definida es una representacion afiin de g en V cuya
parte lineal ® y cuyo 1-cociclo asociado © estan relacionados con ¢ y 6 por las férmulas:

+

8(z) v = Zo(exp(ta)) 1], g,
S(z) = %H(exp(tx)”t:o =T 0(x).

La representacién afin A de g, su parte lineal ®, y el 1-cociclo © se dice que estdn
asociados a la representacién afifn a de G, a su parte lineal ¢, v a el 1-cociclo 8, respec-
tivamente.

Prueba Paracada z € g y cada v € V, se verifica:

Alz) -v= %a(exp(t.r)) . ’Ult=0 = %(qﬁ(exp(tm)) -+ B(exp(tz))) |t=0 =
= &(z) - v+ O(x),

donde & y © estdn definidas por las férmulas del enunciado. Como la aplicacién tangente
en el elemento neutro e € ¢ a un homomorfismo de grupos es un homomorfismo de
dlgebras de Lie, ¥ es una representacién lineal del algebra de Lie g. Como la aplicacidn
tangente en € € & a un l-cociclo de &G con respecto a la representacién ¢ es un 1-cociclo
del dlgebra de Lie de & con respecto a la representacién T.¢ (Proposicién 1.1 de 1.1.2),
© es un l-cociclo de g con respecto a ®. Por tanto, A es una representacién afin del
algebra de Lie g cuya parte lineal es & y cuyo 1-cociclo asociado es ©. ]

El élgebra de Lie de A(V') es precisamente a(V'), es decir, es el espacio de las
transformaciones afines sobre V', dotado del corchete de Lie definido en la Proposicién 1.4.
(ver por ejemplo: Varandarajan {1974]). Como consecuencia de esta observacién se
tiene la siguiente proposicién que utilizaremos, en el capitulo segundo, en el teorema de
integracion de bialgebras de Lie.

Proposicién 1.8 Sea g un digebra de Lie y G el grupo de Lie conexo y simplemente
conexo de dlgebra de Lie g. Sea © : g — V un 1-cociclo de Chevalley del dlgebra de Lie
g con respecto a la representacién & : g — End(V'), entonces existe un tnico 1-cociclo
#: G — V del grupo de Lie G con respecto a la representacién ¢ : G — GI(V} que
determina ®, tal que T.6 = ©.
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Prueba Sea A : g — a(V) la representacién afin de g cuya parte lineal es ¢ y cuyo
1-cociclo asociado es ©. Por ser A un homomorfismo de dlgebras de Lie, determina un
tinico homomorfismo de grupos, a : G — A(V) cuya aplicacién tangente en ¢l elemento
- neutro es A, es decir, una representacion afin del grupo de Lie G sobre el espacio vectorial
V tal que T.a = A. Sea 8 : G — V el 1-cociclo asociado a a, la Proposicién 1.6 implica
que T,8 = 6. [ ]

1.2 Cohomologia de Poisson

La cohomologia de Poisson se define en el contexto de las variedades de Poisson.
El concepto de variedad de Poisson se puede entender como una generalizacién del de
variedad simpléctica, que es la estructura geométrica que subyace en la decripcién de los
sistemas hamiltonianos clasicos.

Una variedad simpléctica (ver por ejemplo: Abraham, Marsden {1983]; Liberman,
Marle [1987]) es el par formado por una variedad diferenciable M y una 2-forma difer-
encial, cerrada, no-degenerada, £ sobre la variedad. La variedad M es entonces de
dimensidén par 2n.

La no-degeneracién de 2 implica la existencia del isomorfismo:

we X(M) — X°(M); ,
donde X' (M) = A}{M) es el espacio vectorial de los campo§ vectoriales sobre la variedad,

A* (M) = A(M) el espacio de las formas diferenciales de orden uno y el operador i,
es el producto interior.

Este isomorfismo asocia a toda funcién H € €*°(M) sobre la variedad un campo
vectorial o ' '
Xg =p ' (dH), (b)

es decir,
—ix, Q0 =dH,

de tal forma que H es constante sobre cada curva integral de Xg.

En un sistema de coordenadas canénicas (q,...,¢",p1,... ,Pn), donde la forma
viene dada por la expresién 2 = " dp; A dg*, el campo hamiltoniano Xy se escribe asi:

8H 8H
Xy=[=—:-=—1].
i (api’ 3q')

Las curvas integrales del czp}npo Xu, c(t} = (q(t), p(t)), definidas por la condicién:

e XH(_C(t)) ;
satisfacen las ecuaciones de Hamilton:
'I"—-QE. :.;._B_H- i=1 n
q—'apzy Pz— aqiv T Ly .
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De esta forma, se define un sistema Hamiltoniano comeo la terna (M;Q; Xg), donde
(M; ) es una variedad simpléctica y Xy el campo vectorial sobre la variedad definido
en (b) a partir de una funcién H € C*°(M). A la funcidn H se la denomina Hamiltoniano

- del sistema.

La evolucién en el tiempo de un observable f € C°(M) satisface la ecuacién:

20 R)m) = d F(Fum) 25 = d £(F, () X (Film) =

= df(Fi(m)) o TwF, - Xpg(m) = d(fo F)(m) - Xg(m) =
= Q(XH§XfoFg)(m)1

donde F; es el flujo local del campo Xg.
Definiendo la aplicacién bilineal {; } : (M) x C*(M) por medio de la expresion:
{fig}=UXpX,),
donde Xy = u~1(df) y X, = u~(dg), la ecuacién (c) se escribe asf:

d
g o) ={H;foR}.

Este corchete {;}, denominado corchete de Poisson, es una derivacién en cada
argumento, es decir,

{fg;h} = f{g;h} +{f;h}g, paratodo f,g,heC®(M), (d)
ya que, para todo f,g € C°(M), ;
{fig} =0UXp; X} = —(ix,Q) - X; =dg- X; =Lx,g. (e)

Es antisimétrico ya que  lo es. Por ltimo, como
Lx,Xg; Xn) = {f;{g: h}}

¥

Q([X7; Xo}; Xn) = Lix, ix,h = Lx,Lx,h = Lx,Lx, b = {fi{g; h}} + {g: {h; f}},
al ser cerrada la 2-forma Q, se tiene:
0=dQXy; Xg; Xn) = Lx, Xy Xn} +pc. — Q[Xs; Xp}; Xn) +pc. =

={{f;g}ih} +pc.,

es decir {;} satisface la identidad de Jacobi.

Sobre £>° (M) se tienen pues dos estructuras, la de dlgebra asociativa dada por el
producto ordinario de funciones y la de dlgebra de Lie dada por el corchete de Poisson.
Ambas estén ligadas por la relacién (d).

Si se adopta el punto de vista de considerar el corchete de Poisson como la estruc-
tura fundamental sobre la variedad, se tiene el concepto de variedad de Poisson como
generalizacidn del concepto de variedad simpléctica. En este caso, teniendo en cuenta (e),
se define el campo hamiltoniano X correspondiente a f € C®°{M), por la condicién:

Lx,g=1{f;g}, paratodogeC®(M).
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1.2.1 Variedades de Poisson - ' .

Una variedad .de Poisson (ver por ejemplo: Liberman, Marle [1987]; Choquet-
Bruhat, De Witt [1989]) es el par definido por una variedad M de clase C*° y un corchete
de Poisson {; }as, es decir, una estructura de dlgebra de Lie sobre el espamo “vectorial
C>={M), que satisface la regla de Leibnitz:

{fi; fafa}tm = fo{f1; falar + fa{f1: o}, paratodo fi, fo, fa € C°(M).

Como consecuancia de la regla de Leibnitz, el valor de {f1; f2}{z} depende sélo de
los valores dfi(z) y dfz2(z) (ver por ejemplo: Libermann, Marle [1987]; Choquet-Bruhat,
De Witt [1989])). Ademds la aplicacién f € C®(P) — df(z) € T;P es suprayec-
tiva. Por tanto, sobre toda variedad de Poisson (M;{;}) existe un campo tensorial
2-contravariante, antisimétrico, A, definido por la condicién: A(dfy; dfa) = {f1; f2} para
todo f1, f2 € C*°(M). Este campo tensorial, que es tnico, se denomina tensor de Poisson
de la variedad de Poisson (M {;}).

En la Seccién 1.2.2 estudiaremos la condicién que debe satisfacer un campo tensorial
2-contravariante, antisimétrico sobre una variedad diferenciable M, para definir una
estructura de Poisson sobre ella.

Sean (M; {; }a) ¥ (IN; {; } ) dos variedades de Poisson. Sobre el producto M x N
se define un corchete de Pmsson de la siguiente manera:

{f1; fYaxn(min) = {(FT (2T Iw (n)+{(f1)’2‘;(f2)1;}M(m),

donde fi, f2 € C®°(MxN)y (m;n) € MxN,siendo (f;)T* € C®(N) y (fi)} € C°(M),
i = 1,2, las aplicaciones parciales definidas por:

(fill'(n) = fi(m;n) ¥y (fi)g(m) = fi{m;n).

Con este corchete, al par (M x N;{; }arxn) s¢ le denomina producto de las variedades
de Poisson (M; {; }a) y (N;{; }n).

Un morfismo de Poisson entre las variedades (M; {; }ar) y (I¥; {; }~) s una apli-
cacion ¢ de clase C™ de la variedad M en la variedad N tal que

{hife}nod={ficd;faod}m, paratodo fi,f2€C®(N).

Un ejemplo importante {que describimos a continuacién) de estructura de Poisson
(en general no simpléctica) es la que se define de manera natural sobre el espacio vectorial
dual, g*, de un.élgebra-de Lie g (ver por ejemplo: Fomenko, Trofimov [1988]; Choquet-
Bruhat, De Witt [1989]; Perelomov [1990]}.

Sean ¢, ¥ € C™(g*) y & € g*. A las formas lineales dp{c)}, dyy(a) € g** se las puede
considerar como elementos de g por medio del isomorfismo z € g — ¥ € g**, donde
= {a;z) para todo & € g*. Entonces, la aplicacién {;} : C®(g*) x C®(g*) —
C*>{g*) definida asi:
: {v;vHa) = a([dp(a): dy(a)]) , (a)

es un corchete de Poisson sobre la variedad g* denominado corchete de Kirillov-Konstant-
Souriau.
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Si ij son las cohstantes de estructura del dlgebra de Lie g con respecto a una base
{e1,...,ea} y ;i (i = 1,... ,n) las componentes de a € g* en la base dual {e!,... ,e"},
el corchete definido en (a} se escribe asi:

(0i#}a) = Chougt gt

En particular, si las funciones son lineales, es decir, si son elementos x,y € g** = g, el
corchete (a) coincide con el corchete de Lie sobre g:

{z:y}a)=a((z;y]); zyeg=g™, acg".

Como hemos visto en la introduccién de esta Seccién 1.2, el campo Hamiltoniano
X, € X(M), correspondiente a una funcién ¢ € C*°(M) sobre la variedad de Poisson
(M; {;}), estd definido por la igualdad: Lx g = {¢;%} (siendo L, la derivacién de Lie
con respecto a campos vectoriales) para toda ¢ € C°°(M). En el caso de la variedad g*
dotada del corchete de Poisson (a) se tiene:
X,(a) = —ad” (de(a)) - o,

ya que (Lx,%) (o) ~a ( [de(a) ;dy(e)] ). Por tanto, las ecuaciones de Hamilton relati-
vas al Hamiltoniano @ € C™(g*) son:

daT?l = —ad* (do(a)) - a(t), donde dp(a)e g™ =g. b)

Una funcién ¢ € C*{g") se dice que es una funcién de Casimir si es invariante por
la accidén coadjunta del grupo. Es decir, si se satisface:

w(Ad*(g) o) =¢(a), paratodo g€G, y acg’. (¢)

Lema 2.1 Sea ¢ € C*(g*) una funcién de Casimir. Entonces,
ad* (dp(a)) -« =0, paratodo a€g",

¥y bor tanto,
{w;¥}=0, paratodo ¢ €C®(g").

Prueba Con a € g* fijado, consideremos la composicién:
2:9e G2 Ad*(g) € GlU(g") TS Ad*(g) -a e 5" L p(Ad'(9)- @) €R,

Si  es una funcidn de Casimir, por definicién es invariante por la accién coadjunta del
grupo, es decir,

w(Ad*(g}-a) = (), paratodo g€G y aeg,
entonces ® = cte y d®(g) = 0 en todo punto g € G. Por tanto:

0 = d¥(e)(z) = dpla) (2d"(z) - @) = (ad"() - ) (dp(a)) =
= - (@0 ad(z)) (dp(a) = a0 ad (dp(a)) - = = — (ad” (dp(a)) - a) -z,

para tode z € g. Lo cual implica que ad” (dy(a)) - o = 0. [ |
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En el caso de que G sea el grupo de Lie conexo y simplemente conexo de 4lgebra de
Lie g, se tiene la proposicidn reciproca. Es decir, si ¢ € C*(g*} es tal que ad” (dcp(a)) a=
0, para todo « € g*, entonces es una funcién de Casimir.

1.2.2 Nocién de Corchete de Schopten

Sea P una variedad diferenciable, de clase €, de dimensién n. Para cada p =
1,2,...,n, consideraremos el espacio vectorial, AP(P), de los campos de tensores p-
contravariantes, antisimétricos, de clase C* sobre P, que denominaremos p-tensores
para abreviar.

El corchete de Schouten de un p-tensor y un g-tensor es un (p 4+ g — 1)-tensor que

se define por su accién sobre las (p + ¢ — 1)-formas cerradas. La justificacién de esta
manera de proceder se pone de manifiesto en el siguiente célculo.
Sea e} 2% el simbolo de Kronecker, cuyo valor es +1 (respectivamente —1) si
la sucesién A es una permutacién par (respectivamente impar) de la sucesién u v 0
en cualquier otro caso. En una carta local (U;z;) (¢ = 1,...,n) sobre la variedad P
definimos (ver por ejemplo: Lichnerowicz [1962])

'

da:“/\ Ada:‘?—a 1" d:r’“@ - @ dzte

donde (1 € 4; < --- < i; € n) y se suma en todas las permutaciones (A1,...,A;) de
(i1, - -ig)- ‘ ' .

De esta forma, conviniendo en sumar desde 1 hasta 1t los subindices y superindices
griegos repetldos sl ay,..a, son las componentes de la g-forma a € Ay (P) en la base
local dz™ @ - -+ @ dx™e (/\1, sAg =1,...,n), es decir, si

a= a.,\l,,_,\qd:r:’\' Q- @dxt

debido a la antisimetria de o, tenemos:

T
Q= —=a .. dz™M A - Adate
g! ¢

donde
dz* A - Adgh = s " 1de @ - - @ datn

o bién,
o= a; i, dT A A dzls

donde (1 <) <. <ig £ )

Las componentes de la (g + 1)-forma d «, en la misma base local, vienen dadas por
la. expresidn:
} b ouaa
(da)“l“'»“qﬂ = E!-Eﬂl w P’q+1 LB YENG W

Finalmente, si A € AP{P) es un p-tensor (p < < q) sobre la variedad cuyas componentes
en la base dusl son A#'-#r es decir,

3 a8 a
R ® 4#1 JRE S =
Ok SxMe p' 337#1 A A Hrms :

A = ABi--Hsp
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la. contraccién de A y a es, por definicién, la (g — p)-forma de componentes:

; = Bl g
(‘Ao‘)al...a =—4 PQuy . pipor oy -

e T 3

Con estas notaciones, sean A € A?(P) un p-tensor, B € AY(P)} un g-tensor y
B € Appg—1(P) una (p + g — 1)-forma, tenemos entonces la siguiente expresién local:

L 1
ia d("!Bﬁ) =__—_1-TTAV01 Ty (BVBI-II ...Fq) ﬁ‘“ b TL Ty +
1
+ mAual s Tpe=l QUL - lg (avﬁm B 1 -.-a,..-l) .

Teniendo en cuenta la antisimetria del simbole de Kronecker y que, para toda
r-forma 3 y todo s-tensor A, se tiene:

k% 1 > A 1
— P
ﬁ,\i...)\.. 5,\1 ﬁp; or ¥ AM = —' .01 'A 1

la igualdad anterior se puede escribir asi:

. (o 1 1
A d('iBﬁ) =(_1)(p He (P+ 7—1-)4-@__ 1 — l)tql
_561 ...... Spiq~1 AV o1 dp-1 (apol ...p.,) 166,

O1...9p-1 yq e fhgq
! 1 L bibprems
p+g-1)!{p—~ 1)'4' (p+ q)' Co1 . Opa1 i1 e

L2V Tpat B o g APL .. Pp BPp+1 .. Ppt
E.Pl ------ Pz-)-q 14 »BFr P (a"ﬁsl-“’jp-ﬁ-q—l) .

6p+q-1

+ (_1)(p—1)q

Ahora bién,

epl el N = rley! ....ffsfl,'"o'v
por tanto,
. 1 1
iad(igB) =(-1)P~1e .
sl = s =
. egxl :‘_I.I‘a":f:-?.;;l._,quv @1 ... Op~1 (ayB.u. ...Hq) 1651 N S +
1 1
+ (-1 (p—-1)q .
) e e
. 5;161 pf:-:q-lAPl *Pp BPp+1 - Pptq (auﬁ& 6p+.,_1) . (a)

El segundo término de la igualdad {a) es:

nep+g-1! 1 . ‘e
o G,

e Ppdq

1 ,
= (-1)E=V9(~ 1)""p+q(p A" e dBa..p, =
= (-—-1)_qp i qTrA (ZB dﬁ) 1

y definiendo el (p + ¢ — 1)-tensor H de componentes locales:

1
61 fprg—1 = o1 fpegaa Y. Opai Bl p
e - Dig " optitn e »9,B ’, (b)
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el primer término de (a) es:

1
B R 1 ok O - DA - (- Y P _1yr—ba;
(D) g HO 7 By s = ()i
Asi pues:
iad(ish) = (-1 Vi + (-1 Lis(ip dB). (©)
Analogamente,
ipd(iaB) = i B+ (-1)"97V—i (i dp), @
‘ rp+q
siendo H' el (p + ¢ — 1)-tensor de componentes:
6H’j61---6p+q—1 - 1 TR bpgqm=1 Breore a,,_;ayA,ul...yp

.p.!.(_q___ 1)!Ep1 e Mg O e Fg—1

Reuniendo las iéualdades (¢) ¥ (d), tenemos
(=194 d(ip0) + (-1)Pipd(iaf) = igB +imn B+ (-1)ia(ipdB), (o)

donde H” = (-1)PH', es decir:

1 .
T e AT A B

Denotando [A; B] = H + H" queda jilstiﬁcada la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Sean A € AP(P) y B € AY(P). El corchete de Schouten de A y B,
denotado por [A; B), es el tensor (p + ¢ — 1)-contravariante antisimétrico definido por la
relacién:

ia;8)8 = (-1)P"9i 4 d(ipf) + (-1)P ig d(iaf3)

donde § es cualquier (p + g — 1)-forma cerrada.

Sobre el dominio de'una carta local, el corchete de Schouten viene dado por

1 a a

[4; B8] = EETRANA =

Te [A B]knu kpiq

donde, teniendo en cuenta las expresiones (b) y (f), las componentes [A; B]*#: *s+« son

{A B]kz kpiq =—('p _-11) q'Ef: ::p;;q Atiz. z,atle da 4
( 1) P+q Btjg...jqa Ail - ip
i o e B (8)

Una comprobacién directa proporciona el siguiente resultado.
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Proposicién 2.1 Sean A y B campos de tensores contravariantes, antisimétricos, de
orden p y ¢ respectivamente, sobre una variedad diferenciable. El corchete de Schouten
de A y B satisface las propiedades siguientes:

RGN Sip=1, se tiene [A; B] = L B.
(2) [A;B]=(-1)"(B; 4].
(3) SiC es un tensor t-contravariantre antisimétrico se tiene:
(1) [[B;C); A] + (-1)* [[C; A]; B] + (-1)* [[A; B];C] = 0.

Proposicién 2.2 Sean A, B y C campos de tensores contravariantes, antisimétricos,
de orden p, q y v respectivamente, sobre una variedad diferenciable P. Se satisface la
siguiente jgualdad:

[A;BAC)=[A;B]AC+ (-1)PTHB A [A;C). (h)

Prueba Haciendo uso de la expresién (g), tenemos:

(4; ByaC)™ Mo

M2 ... Mpiqtr k,AI i2 '"I”BIB‘" ...chlq ke +

= Wei"" S R T (i}
(—l)p ™Mz ... T r i1 . b F2 . 3 k1 ... ke
W i ‘FJ’;“ZQ by .k QLA i Bl e O .
De manera andloga,
(B A [A;C])mz...TTlp+q+r =
_ (“l)pq("l)q ™2 .- Mptqipr lig...i f1 - J. k1. ke
= g S et da ke ke PBITROOR R
(=LP(=1)" sy mpresn i1 . ip Qi1 - g b Kz o ke
m il...i,,j:..jqkz kf@;Au ip Bi1 - da k2 ;
Por lo tanto, reuniendo las igualdades (i) y {j} tenemos: -
([A;B] AC+ (_l)pq+qB A {A;C])mZ-..MP+?+" =
I a A B R b
(“"l)p Ty ... Mppgtr i1 ipplja. Jerkr . k
g TrEy AN Tt A e
1 M2 ... Mppgbr Lig.. ip pj1.nd ky ... ke
* mah"'irji-qukl---krA Pl B g Ch +
(_1)?(_1)(} M3z .- Mpig+ J E j j
" . m, - 3'1.(4.‘1 wip Qi ...chl ka... ke .
PQr — 1)1 o deka ke
Por otra parte,
[A;BAC]MQ...Mp+q+r —
_ (—1)(p-1)(Q+r)—mg...m +q4r lig ... 1 T MW el I
= STVt ek ket gy A RO (BRI CR ) 4 m

-13)P
( 1) M3 .. Mptqtr i1 ...4p Efdz e Gggr A B_';l]_ ...jqckl vk

+Efq_+-r—_ mervic IR L i1t dek .
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Ahora bién, se satisface;

laz ---a'q‘+r J1 . Jegrkl ke
€1 e da kl...k,B C -

C az...0q4r iz .0 7 k1 ... ke a3 ... Bggr o Ky
= quz__.j:;:l ---k.nB i1 de ok + (”l}qtsjf...j:?c‘g...kan Fatka ,
por tanto, sustituyendo en (1),

[A; B A C|™2Metetr =

1 mz...m i i ; ;
— = +q+r lig ... 4 ky .- Ky
= P Digil i ip i g kb, A BB R

(=1 o
2 .- Mpigsr 31 ---3p !Jg...Jq kl...k,-
+ p._(_q_l_)_,_’_ﬁ'_a...i,j, ik o k,OLA B C +

1 mg..m ) . , .
e oo Mppqr lig...ip pf1...Jq k1 ... kn
(S T)igin i s b kAP BR T GCR T

(m)
+
(_l)p =1)7 mz ... Mpuwgir i-1...1% i1 . Jgrrithe .. kp
o T AT e B et b
Los segundos miembros de (k) y (m) son iguales. - [

Como vimos en.la Seccién 1.2.1, toda estructura de Poisson, {; }, sobre una varie-
dad P, tiene asociado un 2-tensor, A, definido de la siguiente forma:

{fig}=Aldf;dg), f,g9€ C°°(P_)-

Un célculo en componentes revela que:

(A AJ(dfs; df2; dfs) = 2{{f1; fa}; fa} +pec..
En consecuencia, se tiene la siguiente condicién necesaria y suficiente para que un 2-tensor

contravariante, antisimétrico sobre P, defina una estructura de Poisson.

Teorema 2.1 Sea P una variedad de clase C* y A un campo tensorial 2-contravariante,

antisimétrico sobre P. Sea {;} el corchete sobre C**(P) definido por la expresidn:
{fig} = Mdf;dg),  f.geC™(P). _

Entonces {; } satisface la identidad de Jacobi si y sélo si [A;A] =0. |

Este teorema permite dar una nueva definicidén de variedad de Poisson.

Definicién 2.2 Una variedad de Poisson es el par formado por una variedad diferen-
ciable P y un campo tensorial 2-contravariante, antisimétrico, A € A?(P), tal que el
corchete de Schouten [A;A] =0.

La condicién [A; A] = 0 es, también, el fundamento para definir un operador de
cohomologfa sobre el el espacio vectorial graduado, & A™ (P), de los campos de tensores
contravariantes antisimétricos definidos sobre la variedad de Poisson {P; A).

Teorema 2.2 Sea (P; A) una variedad de Poisson, A"(P) el espacio de los tensores r-
contravariantes antisimétricos sobre la variedad P y A(P) = @,>1 A" (P). Consideremos
Ia familia de operadores:

AT(P) 25 ATHY(P)
A — A A

r>1.

Entonces, el operador 8 : A(P) — A(P), tal que su restriccién a A"(P) coincide con 8,.,
es un operador de cohomologia, es decir, Bo 8 = (. '
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Prueba En efecto, ,
(Bo@)A=—[A;~[A; A]] =[A;[A;4]] .
Ahora bien, por la propiedad (3) de la Proposicién 2.1,
(—1)%2 [[As A A] + (1) [[4;A];A] + (-1 [[A; A]; 4] =0,

por tanto, '
[[A; AL A] + (-1 [[4;A];A] =0,

ya que [A;A] = 0. Pero entonces, por la propiedad (2) de la misma proposicién,
[1A; A A] + (-1)*(-1)*" [[A; 4J;A] =0,
lo cual demuestra la proposicién. ]

Es claro entonces que Im &, es un subespacio vectorial de Ker 8,4, definiendose
los espacios de cohomologia de Poisson, sobre la variedad de Poisson (P; A), de la forma
sigutente:

HL(P)=Ker8,4,/Im¥, .

1.2.3 Cohomologl'a de Poisson sobre una Variedad Simpléctica

Sea ahora (P;A) una variedad simpléctica, es decir, el tensor de Poisson, A, es
no-degenerado. Esta condicién implica la existencia de un isomorfismo de espacios vec-

toriales \
pmli X (P) - X(P),

definido de la siguiente forma: A(o; 8) = i,-1()/8, donde o, 8 € A*P (con la notacién
de (c) en 1.1.1, x~! = —A). En componentes, si

Ale; 8) = Aaf;,
tenemos:

(W7 (@)’ = M.

El isomorfismo u~! se puede extender de forma natural a los espacios vectoriales
de los campos de tensores sobre la variedad. Para cada r > 1 definimos
Bt Ar(P) — A(P)
a— pHa),

por la siguiente expresién local

(7 (@) 5 = A o

r

donde 1
a = —ajl__.j,dzj‘ A---Adzdr .
7!

El isomorfismo inverso

e - NT(P) — Ac(P)
t— I—"r(t) 3
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viene dado por

(,ur(t))h Fr Q.‘M Hsz ig - "QJ'- "rtilmi?" H (a)
siendo las expresiones locales de ¢ y . (t): |
1 i} a 1 . ‘
——— e N — _-— J - Jr
t= T,t“ 5 NN g ur(t) = 5 (ur(®)), ., d=™ Ao Ao

En particular, la 2-forma cerrada, no-degenerada, que determina la estructura
simpléctica estd definida por

QX Y) = Alp(X); 1(Y)),
lo que implica en componentes:
Qo pA%C = ~6S = QA% = 68,

siendo , 3 5 ]
- ab_~ _ b
A= -2-A e aa:b y Q= 'Q'Qab dz® A dz?.

Por tanto, viene dada por 2 = pa(A).

El teorema 51gu1ente (Lichnewowicz [1983]) es el fundamento del isomorfismo entre
los espacios de cohomologia de Poissorn y los espacios de cohomologia de de Rham. Se
puede comprobar mediante un cédlculo en componentes large pero sencillo.

Teorema 2.3 Sea (P;A) una variedad simpléctica. Consideremos la familia de'iso-
morfismos: ‘ ;
b i N(P) = A(P); (rz]),

definida en (a). Entonces, el diagrama siguiente:

A(P) =25 ATFI(P)

e | [

Ar(P) _"""c;_’ Ar+1(P)

(dondé d es la diferencial exterior) es conmutativo.

Proposicién 2.3 Sea (P;A) uns variedad simpléctica de tensor de Poisson A. El
isomorfismo i @ AT(P) — A(P) induce un isomorfismo entre los espacios vectoriales
Ker(— 8;) y Kerd,.

Prueba Sea A € Ker(—8,), es decir, — 8, A = 0. Entonces, segiin el teorema anterior,
d. (p,,.(A)) = Hr4l ( - O, A) =0,
asi pues u,.(A4) € Kerd,. .

Reciprocamente, sea a € A.(P) tal que dr-a = 0. Como u, es un isomorfismo
entre AT(P) y Aq(P), existe A € AT(P) tal que u.(A) = ¢, entonces

drpr(A) =dra=0.

Dada la conmutatividad del diagrama del teorema anterior, la tltima igualdad implica
que pr41 ( — 8 A} =0y por tanto — 8, 4 = 0. Luego A € Ker(— 8,). n
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Se tiene, entonces, la sucesién
Ker(— 8,) £5 Kerd, == (Kerd,)/(Imd,-;) = H"(P),
donde H7(P) es el r-espacio de cohomologia de de Rham y, por ser y, un isomorfismo,
H"(P) = (Ker(— 8,)) / (Ker(m, o pi,)) .
Proposicién 2.4 Con la notacién anterior,
Ker(my o pr) = Im(— 8,_1).
Prueba Sea A € Ker(— 8,) tal que {m o .} A = 0. Entonces m, (u,(A)}) = 0, es decir,

ur(A) € Imd,_;. Consideremos a € Ar.1(P) tal que u,(A) = dr—1(a). Como ur_; es
un isomorfismo, existe B € A"~!(P) tal que a = u,_1(B). Entonces

“r(A) = d'r'—l (.u-r—-l(B)) = Hy ( - Br-—-l B) '

por lo tanto
A=~ 6,_.1 Be Im(- 8,-_1) .

Reciprocamente, sea A € Im(— 8,_1), es decir, A = —=8,., B con B € A™"(P)
entonces

Jur(A) = (pu"r o(- ar--l)) A= (dr—l °#r) Belmd,,,

por lo que
(mropr) A=0, es decir, A€ Ker(mr0p.) .

|
Teorema 2.4 Se tiene _
H"(P) ~ Ker(~ 8,)/ Ker(r o p,} = Ker(~ 8,)/ Im(~ 8,.,) = Hy(P).
El isomorfismo viene dado por:
[4] € Hy(P) £ (4, 4] € H'(P).
|

1.2.4 Cohomologia de Poisson Invariante sobre un Grupo de Lie con Estruc-
tura de Poisson Invariante

Supongamos que la variedad considerada esun grupode Lie G. Sea Ay : G — G la
trastacién a la izquierda definida por el elemento g € Gy T, : TG — TG la aplicacién
tangente. Como A, es un difeomorfismo, se pueden definir los isomorfismos:

(Ag)e : A*(G) = A*(G) (Ag)s : AL(G) — A(G)
M — (Ag) M’ B — (Ag)eB,

por medio de las expresiones:

() M) (B, -, ars) = Mg~ h) (a1 (k) 0 Ty-iahgy-- s @s(h) 0 Tyo1ndg) |
((AQ)‘ﬁ)(h)(Xll B Xr) = ﬁ(gﬂlh) (Th’\g‘l(xl(h))! L sTh’\g“l (X'r‘(h'))) '
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siendoh € G, ay,... ,as € X*(G) I-formas sobre el grupo y Xy,... , X, € X(G) campos
de vectores.

La Definicién 2.1 de 1.2.2 nos dice que el corchete de Schouten [(Ag). M ; (Ag)uN],
de los campos de tensores (A;).M & A™(G) ¥ (Ag).N € A*(G), es el campo tensorial
r 4+ s — l-contravariante, antisimétrico, que satisface la igualdad:

§(0g) M (). M (Ag)eB = (=) ia ) g d (i) v (2g)sB) +
+ (=100~ A (i), (Ag)sB)

para toda forma cerrada G € App -1 (G).

" Puesto que el operador diferencial exterior, d, conmuta con (Ag}s ¥ el operador
producto interior, (), verifica

v gy x {((Ag)«8) = (Ag)+(ixB), para todo B € A*(G),
(ver por ejemplo: Abraham, Marsden, Ratiu [1983}), se tiene

H(0g)- M 301 MR8 = (Ag)u ((=1)"Fins d (inB) + (—1)"iw d (i 8)) =
= (Ag)s(Fjar:mB) =
=400, (N1 (Ag)s B,

para todo g € G y para toda forma cerrada 8 € A*(G).

Esto quiere decir que [(Ag)e M ; (Ag)uN] = (\g).[M ; N| para todo g € G. Por tanto
hemos demostrado la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5 El corchete de Schouten de campos de tensores invariantes es también -
invariante. Es decir, si (Ag)eM =M y (Ag)uN = N, para todo g € G, se tiene:

()M N] = [M; N]. (a)
(Se tiene el resultado andlogo para campos de tensores invariantes por la derecha). =

En consecuencia, si el tensor de Poisson es invariante, el operador de cohomologia de
Poisson se puede restringir al subespacio de los tensores contravariantes, antisimétricos,
invariantes sobre el grupo:

8 NHG) — ATPHGY),

y como AF(G) = A"{g), la cochomologia de Poisson invariante se puede trasladar al
contexto a.lgebra:co
8- : A7(g) — AT ().

Teorema 2.5 Si Hi(g) es el 'r-espacio de cohomologia de Poisson invariante sobre la
variedad simpléctica (G; A) y H"(g) es el espacio de cohomologia de de Rham invariante
sobre G, se tiene:

T(s) & H™(g).
|

Observac16n Segun se ha visto en la seceién 1.1.1, H’"(g) es también el espamo de
cohomologia de Chevalley del dlgebra de Lie g. [ |
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Tenemos pues los diagramas conmutativos:

(= 8)rr (= 8)r
_— _—

- —— A"TY(g) A (g) A g) —— -

#r-ll ﬂrl #r+ll

C Aeie) = Arle) o Avna(e) ——

r—1

Si la estructura de Poisson sobre el grupo GG es degenerada, Kirillov ha demostrado
que, como variedad diferenciable, admite una foliacién por variedades simplécticas (ver
por ejemplo: Lichnerowicz [1983]; Liberman, Marle [1987]). El siguiente razonamiento
" demuestra que la hoja simpléctica conexa que contiene al elemento unidad del grupo es
un subgrupo de Lie G.

En efecto, sea (G; A) un grupo de Lie con estructura de Poisson invariante A de
rango 2k < n.= dimg. El niicleo de A (constituido por los elementos a € g* tales
que A{a; ) = 0, para todo 3 € g*) esta engendrado por h = n — 2k elementos de g*:
(e2k+1 ... ,e?). Consideremos los elementos de g* (e!,...,e%*) tales que (e!,...,e")
sea una base de g*. Sea (e1,...,en) la base dual de g** = g. Si definimos

i

1
A;=§A°bea/\eb, At eR, ab=1,...,2%,

la matriz AZ? es invertible.

Sean Cf:b las constantes de estructura de g en la base anterior, es decir, [e,; €] =
Ch,en. La condicién {A;A] = 0 se escribe asi:

ARANKCCR, + ARAABRCE  + ARBACK R =0,
donde A,B,C,R, K €1,2,...,n.
Teniendo en cuenta que A®4 =0si R > 2k 6 A > 2k y escogiendo C con valores

en 2k 4+ 1,...,n, se tiene
AdeACE =0,

lo cual implica que

% =0, dil=1,...,2%k y C=2k+1,...,n,

es decir,
[ea;es] = Clier, a,bli=12,...,2.

Por tanto (e;,...,es) engendran una subslgebra de Lie g; de g.

Sea G el subgrupo de Lie conexo de & con &lgebra de Lie g;. La restriccién de
A a G; es Ay, que define una estructura simpléctica invariante sobre G;. Quedando asi
demostrado el teorema siguiente.

Teorema 2.6 Sea (G; A) un grupo de Lie con estructura de Poisson invariante por la
izquierda. La hoja simpléctica G| que contiene al elemento unidad e € G es un subgrupo
de Lie conexo de G. Denominando A; a la restriccién de A a Gy, como Ia estructura de
Poisson invariante es también regular, es decir de rango constante, toda hoja simpléctica
es el trasladado por la izquierda, del grupo con estructura simpléctica (Gy; Ay). [ |
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1.2.5 Corchete de Schouten y Ecuacion Clésica de Yang-Baxter

Sea G un grupo de Lie y g el dlgebra de Lie de G. Sean U(0) y U(e) entornos de
g v & respectivamente, tales que la aplicacién

exp : U(0) — Ule)
T —expr=g

es un difeomorfismo.

,..Mediante la aplicacidén in.versa log : U(e) — U(0) v la eleccién de una base de g,
{e;}, se definen las coordenadas naturales de primera especie (ver por ejemplo: Sagle,
Walde [1973]):

6:Ule) — R™
g — (z'9),--- .=™(9)),
siendo log; =Y, ' (9)ei

Asociados a dicha carta natural, existen los campos vectoriales
., 7 @ 9
9

cuya accién sobre las funciones es:

0=l 0ex 3
(Looxs)0) = HEZED (400 - B———UB—”T‘,’T?—@ =d(feem)@)-e, (o)

siendo f € C*(U(e)).

La base elegida.' determina también campos invariantes por la izquierda e} € X\ (G,
definidos asi:
e;\(g) =T, Ly e;.

Su accién sobre las funciones es:
(Lea f)(9) = df(9) - €i(9) = (df(g) o TeLy) - & =

d d
=d(foLy)(e) (EE exp tei|t=0) = flg-exp tei)|,_o (b)
ya que t — expte; es la curva integral de ej-‘ con valor inicial e; en e € G y, por tanto,

d
yr exp(te;)],_o = €} (exp0) = e}(e) = ¢;.

Proposicién 2.6 Sea e} € X\(G) el campo vectorial invariante por la izquierda defi-
nido por e; € g (expresion (b}). Sea 8/8x; el camnpo correspondiente a e; en la carta
natural (expresion (a)). Entonces,

a
e}{expz) = B(-’E)?gz—k(exp z),

donde

B(z)=1+ %adz + i (gf:), (sdz)?;  Blz) e; = B(z)jex , (c)
n=1 :

¥ boyn los niimeros de Bernoulli.
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Prueba Haciendo uso de la ley formal de grupo ¥(z;y) del dlgebra de Lie g, podemos
escribir:

() P)expa) = & flexpa - exptes)emo = 5 (1(7ite) o

Sea B(z)(te;) la parte lineal en te; de la expresion y(z; te;), es decir,
y(x;te;) = z + B(z)(te;) + Ot%; 7).
Se tiene que (ver por ejemplo: Bourbaki {1972]; Postnikov [1982])

ad

B(z) = 1 — exp(—adz)

=14= adz:-{-z n )rbgn(a.dz)z’"'

Enton_ces,

(e lexpz) = —-f (exp(vizite;N} o =

= Ei(f o exp) (z +tB(3) - e; + O(t% 35¢5)) o = d(f cexp)(z) - (B(z) - €5) -
Escribiendo B(z) - ¢; = B(z)5 ex,

(€} f)(expz) = d(f o exp)(z) - (Bla)} ex) =

= B(.’I:)J d(f oexp)(z) - ex = B(.’J:) M k E-f_

2NE) = B)} 5 (expa),
por lo que
A
ej(expzr) = B (x), (exp z).
|

Proposicién 2.7 Sea M un campo tensorial 2-contravariante, antisimétrico, invariante
sobre G, definido por el 2-tensor antisimétrico

1
M=§M“beal\ebeg/\g.

Sean M*7 sus componentes en la carta natural correspondiente a la base (e;} de g, es
decir,

a
ozt 3a:f !

donde 8/8z; estd definido en (a). Entonces, la relacion de M*? con las componentes
invariantes M®® viene dada por la igualdad:

M(expz) = —M”(m)

Mii(z) = M**B(z) B(z)], (d)
donde B(z) viene dado por la expresién {c).

Prueba Consecuencia directa de la proposicién anterior. ]
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La Proposicién 2.7 se puede generalizar para el caso de campos de tensores p-
contravariantes, antisimétricos, invariantes sobre el grupo. Utilizande la relacidn entre las
componentes invariantes y las componentes en una carta natural, de campos de tensores
invariantes, se puede dar otra demostracién de la invariancia del corchete de Schouten (ver
Seccién 1.2.4). Esta demostracion es interesante porque permite encontrar el elemento
de g A -- A g que lo define por traslacién a la izquierda.

Desarrollaremos el caso particular del corchete de Schouten de campos de ten-
sores invariantes de orden 2, comprobando que la anulacién del 3-tensor sobre g, que
lo define por traslacién a la izquierda, es la ecuacién clasica de Yang-Baxter. También
describiremos el corchete de Schouten de vectores y tensores de orden 2, que permite dar
una caracterzacién de los 2-cociclos exactos invariantes en la cohomologia de Schouten.
Ambas expresiones se utilizardn en el Capitulo 4.

__ Sea G un grupo de Lie de dlgebra de Lie g y 2U(g) el dlgebra envolvente de g. Sean
M y N los campos 2-contravariantes, antisimétricos, invariantes sobre G definidos por
traslacién a la izquierda de M = M%%¢, @ ey y N = N°%e_ ® eg respectivamente.

Consideremos los elementos de 2(g)®3:

M2=M@I, MS=P23M12P23, M¥P¥-IgM, ()

donde P es la permutacién de indices i v j en %(g)®3, y definamos, considerando el
producto en 2(g)®?, los elementos

(MU, Nme] = gHNmn - Nmap, (f
conl €i<j<3 1<m<n <3, asi como:
[M;N] = - ([M*2; N3] 4 [N12; M13] 4 [M'%;N?3] 4+
+ [N12; M?3] 4 [M13;N?3] 4 [N13; M?3]), (g)
Lema 2.2 El elemento (M ; N} € 2(g)®® definido en (g) pertenece a g ® g ® g

Prueba Sean M = M%%e, @ e, € g®gy N = N°%,. ® eq € g ® g antisimétricos. El
siguiente calculo revela que

M3 N egog®g.
En efecto, teniendo en cuenta (f},
[M1%; N3] = MI2N13 _ NY3pq12 _

= (M%e, ®e, @ 1){N%. @18 es) ~ (V% D1 ®es)(M*Pe, ® e, ® 1) =
=M*NYe. Qe ®1)(e. @ 1Qeg) — M*®N% e, @19 ey)(ea®er @ 1) =
= M“bN"d(eaec RepDeg—ece,®epDeg) =
= M**N°%((eaec — ecea) ® € ® €4) = M®PNUC] e, @ €, @ €4,

siendo C7 . las constantes de estructura del slgebra de Lie g.

De manera similar, se comprueba que [N12;M13], [M12;N23], [N12;M23],
[M3,N%3] y [N*3; M?3] pertenecen 2 g® g ® . n

El elemento [M ; N] € g®® define por traslacién a la izquierda un campo tensorial
3-contravariante sobre el grupo . La siguiente proposicidn nos dice que este campo es
el corchete de Schouten de los campos invariantes que definen M y N.
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Proposicién 2.8  Con las notaciones (e} y (f) precedentes, el corchete de Schouten de
los campos M y N viene dado por la expresion:

M;N (z):l[M;N"jkeg\/\e’\/\eé.
3! 7

Prueba En efecto, sea

o a

— = 1= oqiik, O
[M,N](z)—-ﬁ[M,N] (-’5)@/\5:;; Bk

la expresién local del corchete de Schouten de M y N en coordenadas naturales. Las
componentes [M ; N ]"’ k(:r) vienen dadas por la expresién (g) de la Seccién 1.2.2:

[3; 8] @) =

[

(i1 M7 (2) 8. N™"(2) + 13k 6, M7 (c) N™"(x))

EI mn
es deeir,

[ng\—].]abc(x) = (M;‘a ail,vbc + Nia aiHbC) (.’1:) +
+ (M®9;Nee + N3, /%) (z) +
+ (Mic;N°b + N <9, M°") (z). (k)

Si Cf,; son las constantes de estructura del dlgebra de Lie g en la base utilizada,
haciendo uso de la Proposicién 2.6, por una parte tenemos que:

[k s 61)(z) = CLier(2) = CfuB(2)20,
¥ por otra parte:

[e} s e} ](z) = (B(2)18a) (B(2)}s) — (B(2)}ds) (B(z)20a) =
= B(x)2 8,B(z)} 8, + B(x)i B(x)? 82, —
~ B(z); 8B(z}} 8, ~ B(z){ B(z); 82, =
= (B(z)} 8. B(z)} ~ B(z)f 8, B(z)}) 8, .

Por lo tanto, se obtiene la igualdad:

B(2) 8:B(z)} - B(z)f 8. B(z)} = CLB(a)y. (i)

Al desarrollar las derivadas en la igualdad (h) utilizando la relacién (d) de la
Proposicién 2.7 se llega a:

[M; N]** (z) =M**N°*BB(z)} B(z)2 (8;B(z)2 B(z)5 + B(z)}, 8;B(2)5) +
+ M"Y NP B(z)} B(z)5 (8;B(z), B(z){ + B(z)}, 8:B(z)S) +
+ M#*¥ NP B(z), B(z)} (8;B(x)S B(x)§ + B(z)S, 8:B(x)3) +
+ M** NP B(z)i, B(z)} (8,B(x);, B(z)} + B(z); 8:B(z)2) +
+ M#Y NP B(z)} B(z)S (8;B(x)% B(z)§ + B(z)2 8:B(x)) +
+ M*¥N°*#B(z), B(z) (8:B(z)2 B(z); + B(x)% 8:B(x)}) .
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Ahora bién, teniendo en cuenta (i), los términos pnmero y ultimo se pueden agrupar
de la forma siguiente:
M#*¥N*? (B(x), B(z)3 8;B(z)} B(z)§ + B(z), B(2)3B(z)% 8,B(z)s) =
= M**N*PB(z).B(z)5 (B(z)}, 8, B(z)5 — B(z), 8:B(z)}) =
= M*NeEC] B(e);B(@)5B(2)?,

y de manera similar se pueden agrupar el resto de los términos. Se llega asf a la siguiente
expresion de las componentes locales del corchete de Schouten de M y N:

(M3 N]°" (z) =(M*N**Cf, + MF*N*ICE , +
+ M#INVICE, + MPINYICE, +
+ MPENYICE, + M"jN""C‘ W) B@)EBE)BE- ()

Consideremos, ahora, los elementos M2, M3 y M23 de 2(g)®? definidos en (c).
En la demostracidn del Lema 2.2 vimos que:

[M12 ; N13]"bd = M“bNCdC;c )

Calculando expresiones simila.;es pé.r'a [M 12, N23] etc., las componentes del elemento
[M;N] € gAgA g definido en (g) se escriben asf:

[M;N]de =MachdC;c +MrachCgc+M‘r‘iaNbcCgc +
'+ MadNCbC:a + MudNrccga + MbaNrcCéia . (k)

Finalmente, la compara.cién de las expresiones (j) y (k) implica que

[37; N]**%(z) = [M; N3 *B(2)? B(z)! B(z)§ .
por lo que

3] a a

— 1 .
: = —[M:N|iik a b e 2 AT A —
[M’N]('fc) 3 [M; N] B(a:),B(:c)JB(:z:)kaxa A 55 A ol

lo que demuestra, en particular, la invariancia de [H’ N ], va que, teniendo en cuenta la
Proposicién 2.6,

[M;N](z) = 3|{M Nk e} ne} ney.
n

Como consecuencia directa de la proposicién anterior se tiene la siguiente inter-
pretacién de la ecuacién clisica de Yang-Baxter.

Teorema 2. 7 Con las notaciones precedentes, si M,N € AXG) son invariantes, se
e [ F]) =0 [M;N] =0.
En pa.rtlcular, |
[M; M] =0 [MM M”] + [MY2 M%) 4 (M3 %3] =0,

que es la ecuacidn cldsica de Yang-Baxter. - ]
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Corolario Sea G un grupode Liey A € A%(G) el 2-tensor invariante por la izquierda
definido por v € g g. Entonces, ((; A) es una variedad de Poisson si y sélo si r satisface
la ecuacion cldsica de Yang-Baxter. [ |

Si r es no-degenerado, la forma simpléctica {2 asociada a A es también invariante y
estd definida por el elemento 3 € g* A g* tal que (8,,) = —(r**)~! (ver Seccién 1.2.3).
La condicién de cerrada de Q equivale a la condicidén de 2-cociclo de g, con respecto a la
representacioén trivial sobre R, de f (ver Observacién de la Seccién 1.1.1). Es decir, se
satisface:

B(lz;yli2) + B(ly; 2l z) + B([z;z);9) =0,
para todo_z,y, zZEg.

Por tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario  (Drinfeld V. G. {1983a]) Sear € gA g no-degenerado y sea 8 € g* Ag” tal
que (8,.) = (r#¥)~1. Entonces, r satisface la ecuacion cldsica de Yang-Baxter si y sélo
si B es un 2-cociclo de g con respecto a la representacidn trivial sobre R. [

En este punto, es importante el resultado siguiente (ver Chu [1975]). La de-
mostracién que exponemos nos ha sido sugerida por A. Guichardet.

Teorema 2.8 Sea G un grupo de Lie conexo que admite una estructura simpléctica
invariante. Entonces G no es semisimple.
Prueba

(1} Sea 8 € g* A g* el 2-cociclo de Chevalley que define por traslacién la estructura
simpléctica invariante. Sea

B:g—g"
x—*,@(m),

el isomorfismo definido por 3(z) - ¥ = B(z;y). Supongamos que g fuese semisimple.
Entonces H?*(g;R) = 0 (ver Postnikov [1982]) y por tanto existe ¢ # 0 € g* tal que para
todo z,y € g

Blz;y) = 6 o(z; ) = ~¢([z;3]) = (adle) - v.
Es decir, -
B(z) = ad; ¢, Y

para todo x € g.

(2) Seak:g — g* el isomorfismo (g es semisimple) definido, a partir de la forma de
Killing k de g, por la expresidn:

k(z1) - z2 = k(21; 22)
para todo z;,22 € g.
Entonces, para todo 2z € g se verifica:

(adi.., ¢;2) = —(p;adg-i,2) = -k (E"‘(zp); adg-1,, z) =
= k(adg-1, k7 (0)i 2) = k(F7 () ; K7 ()]s 2) =0,
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donde, en la tercera igualdad, hemos utilizado la propiedad de invariancia por la repre-
sentacién adjunta de k. Por tanto, t

adi_ig) 9 =0.

(3) En la expresién () pongamos x = I‘s':":l(tp). Claramente = # 0, pues @ # 0 y k es
un isomorfismo. De (1) obtenemos pues:

B(E_l(‘{’)) = adj:;-l(,p) p=0.

Siendo G o k™! un isomorfismo, obtenemos ¢ = 0 y por tanto una contradiccién. El
algebra de Lie g no puede ser semisimple. [ ]

Sea ahora X € X;(G) un campo de vectores invariante definido por X = X%es y M,
como antes, un campo 2-contravariante, antisimétrico, invariante sobre G. Consideremos
los elementos de (g)®%:

X'=X®l; X?’=19X; M?*=M, M'=MP'? (m})
ydeﬁna.mps
[Xl,Mlz] =X1M12 —MIZXI; .
[MIZ;Xz] =M12X2 —X2M12, (Il)

asi como: .
[X:M] = [x*; M2 - [M72; X7 (0)
Entonces se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.9 Con las notaciones precedentes, el corchete de Schouten de M y X
viene dado por: ) )

o [77:%](z).

5 [X;M]ije;\/\e*.

7

Prueba Por definicidn (expresién (g) de 1.2.2},
[M;: X" "(z) = X*(z) . M™"(z) + M*™(2) 8, X" (z) - M*"(z) 8, X ™ ().
Por las Proposiciones 2.6 y 2.7 se tiene:
X"(z)=XB(z)j, - M'™(z)=M°*B(z);B(z)}".

Sustituyendo estas expresiones en las componentes del corchete de Schouten de X y M
tenemos:

[#;X]" (<) = X*B(x)} 8, (M**B(z)7 B(z)}) +
+ M**B(z). B(z)l X* (8:B(z))} — M**B(z). B(z); X? (8:B(2)7) .
Aplicando la igualdad (i), después de desarrollar la -deriva;da del producto, obtenenemos:
[M;X]" " x) = X*M*I B(z)?CY B(x)]* + XM B(z)T'Ch,B(x)} =
= (X4MICY, + X M*°C), ) B(z)"B(x)", (p)
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Por otra parte, a partir de las definiciones (n) se tiene:
[X1; M 3] = (X4ea ® 1) (M e, @ &) — (M*Pe, @ €5) (Xa ®1) =
= X*M®*Cy,(er @ 1),
[M12 ;X2 = XAMTeCt Je- R ep),
y por tanto (o) se expresa asi:
[X;M] = XY M2 - [M*3; X% = (XM®IC), + X*M'°C) Yei®¢e;.  (q)
Comparando (p) y (q) deducimos que
[M;X]™" (@) = [X; M]B(z)]" B(z)}
lo cual implica que
(71;X](@) = 5 [X; MY &} nel,
quedando demostrada la invariancia de [M; X]. ]
Corolario Si X € X(@) y M € A*(G) son invariantes,
[M;X] =0+ [M;X]=0.
| |

En la siguiente proposicién damos una caracterizacién de los 2-cociclos de Poisson
que sera utilizada en el Capitulo 4.

Proposicién 2.10 Sea (G; A) un grupo de Lie dotado He una estructura de Poisson
invariante. Sea A € A%(g). Para que A sea un cociclo de Poisson es necesario y suficiente
e {A;A]=0.
Para que A = (— 8)X es necesario y suficiente que

A=[AX]=[X1;0M% - [AT2; X7,
con X € A(g).

Prueba Consecuencia directa de las definiciones y de la Proposicién 2.9. ]

1.3 Productos Estrella

Los productos estrella sobre una variedad de Poisson (M; {;}) son casos particu-
lares de deformaciones formales de la estructura de algebra asociativa de (C®°(M);-).

La cohomologia diferencial, nula sobre las constantes de Hochschild es el contexto
natural para su estudio. La equivalencia y la existencia de productos estrella encuentran
sus obstrucciones respectivamente en el segundo y tercer espacios de esta cohomologia.

De todo producto estrella se obtiene por antisimetrizacién un corchete deformado,
que es una deformacion de la estructura de dlgebra de Lie, definida por el corchete de
Poisson {;}, sobre C*°(M). La cohomologia de Chevalley-Eilenberg de (C™(M}; {;})
juega en el estudio de los corchetes deformados el mismo papel que la de Hochschild en
el estudio de las deformaciones asociativas.
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1.3.1 Cohomolog_ia Diferencial de Hochschild

El espacio de las funciones de clase C*° sobre una variedad diferenciable M tiene
una estructura natural de algebra asociativa dada por el producto ordinario de funciones.
La cohomologia de Hochschild es la cohomologia relacionada con dicha estructura. Se
define comeo sigue.

Definicion 3.1 Denotemos por N el dlgebra asociativa C°{M). Una p-cocadena
(p = 1) es una aplicacién p-lineal

C:Nx- Y. xN—-N,
(fr;ooi o) —Clfis- i fo).

Las O-cocadenas se identifican con los elementos de N .

Sea CP = CP(N} el espacio vectorial de las cocadenas de orden p. Para cadap 2 0,
se define Ja aplicacién:
67 :C e CP— 8°C e CP!

de la siguiente forma.:'
(67 C)foi fis--- i o) = fo - Ofis--- i fo) +
+ Y (=1 C(fo; fis- - iy fifuni i fo) +

i=1

(1P i s fpet) o

SiC=aCPyé:C — C es la aplicacion cuya restriccién a CP es 67, se comprueba
directamente que § 08 = 0. Por tanto, 6 es un operador de cohomologia denominado
operador de cohomologia, ¢ de coborde, de Hochschild.

Definicién 3.2 Un p-cociclo es una p-cocadena que pertenece a Ker 67. Y se dice
que es exacto o p-coborde si pertenece a Im 6771, El p-ésimo espacio de cohomologia,
denotado por HP(IN'}, es el espacio cociente de los p-cociclos por los p-cobordes.

Definicién 3.3 Una p-cocadena se dice que es local si C{f1;...; fp)lv = 0 cuando
alguna de las funciones se anule sobre el abierto U de M. Se dice que es diferenciable si
es local y existe un entero d tal que la restriccion a todo dominio de carta venga dada
por un operador p-diferencial de orden médximo d en cada argumento. Se dice que es nula
sobre las constantes si C(fy;...; fp) = O cuando alguna de las funciones f; sea constante
sobre la variedad. ' ’

De la definicién del operador de cohomologia se deduce que si ¢ € C? es una co-
cadena local, respectivamente diferenciable, respectivamente nula sobre las constantes,
entonces § C € CP*! es local, respectivamente diferenciable, respectivamente nula so-
bre las constantes. Esta observacidén permite definir los espacios de cohomologia de
Hochschild local, local y nula sobre las constantes, diferencial y diferencial y nula sobre
las constantes.

En lo sucesivo consideraremos sélo la cohomologia diferencial y nula sobre las cons-
tantes de Hochschild. Esta cohomologia viene dada por el siguiente teorema.
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Teorema 3.1 (Vey J (1975]) EI p-ésimo espacio de la cohomologia diferencial de
Hochschild, HP(N), es isomorfo al espacio de los p-tensores contravariantes, antisimé-
~ tricos AP(M) sobre M. Este isomorfismo viene dade por la descomposicién tinica:

Clfrie i fo) = (6 EYfr;.. s o) + Md fr; .. .1 d fp),

donde C' es un p-cociclo, E es una (p — 1)-cocadena y A un p-tensor contravariante
_ antisimétrico. Mas atin, si C es nula sobre las constantes, E se puede escoger nula sobre
las constantes.

La siguiente proposicién permite caracterizar al p-tensor A como la parte anti-
simétrica del p-cociclo C.

Proposicion 3.1 Todo coborde es la suma de cocadenas simétricas en dos variables.

Prueba En efecto, las cocadenas

Fi(fo; fuisoo 5 fp) = Clfos frs oo s fimr - fis fivrs o5 Fo)

Il

son simétricas en las variables i ~ 1 e 4, ¥ la suma

fo-Clfyi i fo) + (1PHC(fos - - 5 fomt) - fos
se puede escribir asf:

fo - Clfis- s f) + (1P Cfos - s fom1) - fo =
=fo-Clfrifaifai - i o) + [1-Clfo; fas f3i .. 5 fo) = 1 - Clfos fai fas ... 5 fp) —
—fa-Clfasfrifas- i fo) + fa-Clfoi frifas oo i fp) +- - +
+ (—1)p+1fp-1 'C(fo;- ‘- ;fp—Z;fp) + (_1)p+lc(f0;“. ;f;:—?;fp—l)fps

ahora bien, la suma de los dos primeros términos es una cocadena simétrica en las
variables 0 y 1, la suma de los dos siguientes es simétrica en las variables 1 y 2, etc. m

Del Teorema 3.1 y de la Proposicién 3.1 se obtiene inmediatamente el resultado
siguiente.

Corolario La descomposicidn de todo p-cociclo C determinada por el Teorema de Vey
se puede escribir asi:
' C=AC+6E,

siendo A el operador de antisimetrizacién completa:
1
(ACY(fi;-- i o) = H(-l)’ZC(fal;... i foy) s
o

donde la suma estd extendida a todas las permutaciones de 1,...,p. En particular,
la parte antisimétrica de un p-cociclo diferenciable de Hochschild es un p-tensor con-
travariante antisimétrico. De otra forma, todo p-tensor contravariante, antisimétrico es
un p-cociclo que nunca es exacto a menos que sea nulo.
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1.3.2 Productos Estrella sobre una Variedad Diferenciable

T

Definicién 3.4 Sea NJ{#]] el dlgebra de las series formales de potencias en K con
" coeficientes en N. Una deformacién formal del dlgebra asociativa (N; -}, o un producto
deformado, es una aplicacién bilineal de N x N en N|[[K]] definida por la serie formal:

fag=fg+d Cfig)H, (a)

r=1

donde las C, (r 2 1) son 2-cocadenas de Hochschild y tal que su extensién natural a
una aplicacion bilineal de N[[H]] x N[[h]] en N{[H]] satisface la propiedad asociativa. Es
decir, ) . . ‘

(f*ug)*nh— fxr(g*nh) =0,

para todo f,g,h € N.

Definicion 3.5 Si la suma infinite se interrumpe en el término de orden g y la relacién
de asociatividad se verifica hasta este orden incluido, se dice que se tiene un producto
deformado al orden q.

Al desarrollar la expresién (f *x g) *x h se tiene:

+

(Fragysnh=(f-g)-h+> (Colf;9) R)F +

r=1
SN ILEDY ( 3 Gi(Culf:9); h)) K,
r=1 r=2 “g4i=r

3, t>1:

de la misma forma,

Fonlgxnh)=F-(a-m)+ Y (F Colgim) W +

r=l
+3 (Crlfsg- WYE +Y ( > Colf; Cilgs h))) A
r=1 , r=2 ’ﬂ:_?f

Por lo tanto, la proj)iedla.d asociativa al orden 1 de la ley de composicién {a) se escribe
asi:
§C, =0,

es decir, C; es un 2-cociclo de Hochschild. Al orden ¢, se comprueba directamente, que
la propiedad asociativa se escribe asi:

6C, =E,,
donde E; es la 3-cocadena definida por: :
Ec(figih) = 3 [Ce(Cilfi9)ih) = Cu(fi Cilgi )] - (b)
k4l=r
ki>1

Asi pues, la ley de composicién (a) satisface la propiedad asociativa al orden ¢ si y sélo
si Fy es un 3-cociclo exacto de Hochschild.

Ahora bien, dado un producto deformado al orden ¢, automaticamente E 1, es un
3-cociclo de Hochschild (Gerstenhaber [1964b]}, en consecuencia, teniendo en cuenta el
Corolario de la Proposicién 3.1, se tiene el siguiente resultado.
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Proposicién 3.2 Sea
< q
Freg=f-g+ 3 Clfig) W,
r=1

un producto deformado al orden g y sea E,11 el 3-cociclo de Hochschild definido por {b)
(conr = q+1). La condicidn necesaria y suficiente para que exista una 2-cocadena Cjyq

tal que
g+i

Frng=f-g+Y Clfigh,

ra=]

sea un producto deformado al orden ¢+ 1 es que la parte antisimétrica de E,..; sea nula.
Asf pues, el espacio de las obstrucciones a la prolongacién de productos deformados al
orden ¢ es el tercer espacio de cohomologia de Hochschild. [ |

Si las Cr {1 € r £ q) son, respectivamente, cocadenas locales, diferenciales o nulas
sobre las constantes, se deduce inmediatamente que la 3-cocadena Eg,.,, definida por (b),
es igualmente local, diferenciable o nula sobre las constantes.

Definicién 3.6 Un producto deformado se dice local, diferenciable, unitario si estd
definido por una serie formal {(a) donde las C, (r > 1) son 2-cocadenas locales, diferen-
ciables o mulas sobre las constantes respectivamente. En este tiltimo caso se tiene

fonl=f=14f.

La siguiente proposicién permite particularizar [a teoria de los productos deforma-
dos en el caso en que el término de orden 1 venga dado por el corchete de Poisson.

Proposicién 3.3 Sea (M;{;}) una variedad de Poisson, y N el dlgebra asociativa
C®(M). El corchete de Poisson:

(;i}: NxN—-N,
es un 2-cociclo de Hochschild diferencial, no exacto y nulo sobre las constantes.

Prueba Para comprobar que {;} es un 2-cociclo de Hochschild, basta considerar que
por definicién:

(6D gh) =F-{g;h} = {f-g:h}+{fig-h} - {fig} - h. fgheN,
v hacer uso de la propiedad (ver Seccidn 1.2.1):
{f-g;h}=F-{g;h}+{f:h} g,
({;} es una derivacién en-cada argumento). Obtenemos entonces §{;} = 0.
Por ser {;} antisimétrico y no nulo, no puede ser exacto (Proposicién 3.1). |

Definicién 3.7 Sea (M;A) una variedad de Poisson, N = C®(M) y sea N[[#] el
dlgebra de las series formales en fi con coeficientes en N. Un Producto Estrella (Bayen,
Flato, Fronsdal, Lichnerowicz, Sternheimer [1978]} sobre M es un producto deformado
definido por la serie formal

Frag=f-g+3 Cifig) i,

i=1
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donde las C; son 2-cocadenas diferenciales de Hochschild (operadores bidiferenciales so-
bre IN'), sin término constante en cada argumento (nulos sobre las constantes), tal que

Lengzomnl _ 50} +0Uigi). ©

La condicidn de ausencia de término constante significa que: C;(1;9) = Ci(f;1) =0, ¥
por tanto,
frrl=f, lxag=g. (d)

Se tiene un producto estrella al orden g si estas propiedades se satisfacen hasta este
orden ‘incluido.

Definicién 3.8 Una aplicacién bilineal de N x N sobre N{[A]] deﬁmda por la serie
formal

, {f;g}ﬁ={f;g}+20r(f;g)ﬁ’, (e)

r=1

donde las C (r > 1) son aplicaciones bilineal antisimétricas de N x N sobre N, es una
deformacion formal del dlgebra de Lie (N; {; }), o un corchete deformado, si su extensidn
natural a (ina aplicacidn bilineal de N{[K]] x N{[#]] sobre IN[[#]] satisface la relacién de

Jacobi:
{{f;atn;hn+ {{g;h}n; Fln+{{h; F}n;g}n =0, (f)

para todo f,g,h € N. La serie (e} define un corchete deformado al orden q si la relacién
de Jacobi se satisface hasta este orden incluido.

De manera andloga al caso de los productes deformados, la condicién (f}, orden a
orden, se escribe asi:

E/(figih) = (6C-)(figi ), - (8)
donde & es el operador de coborde en la cohomologia de Chevalley (Definicién 1.1 de 1.1.1)
y

E.(figih) = Z Cr( ;h) + {perm. circulares de f,g,k). (h)

k+l=r
kiz1

Si la relacidén (g) se satisface hasta el orden g, E;,, es automaticamente un 3-cociclo
de Chevalley (Gerstenhaber [1964b]), por tanto tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4 Sea

{f gtn = {f; g}+ZC (F9) 7,

r=1

un corchete deformado al orden q. La condicidén necesaria y suficiente para que exista
una 2-cocadena de Chevalley Cyy tal que

- g+l
{Fighh={Fig}+D_Clf;9)H

r=1

sea un corchete deformado al orden q + 1 es que el 3-cociclo E; ., definido en (h) sea
exacto. Por tanto, si el tercer espacio de cohomologia de Chevalley es nulo, todo corchete
deformado al orden g se puede prolongar al orden ¢ + 1. n
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Silas C, (1 < r < ¢) son locales, diferenciables, nulas sobre las constantes, la
3-cocadena K, definida en (h}, es igualmente local diferenciable o nula sobre las cons-
tantes respectivamente.

Definicién 3.9 Un corchete deformado se dice local, diferenciable, nulo sobre las cons-
tantes si las 2-cocadenas C,. son locales, diferenciables, nulas sobre las constantes respec-
tivamente.

Se puede establecer una relacion entre los productos estrella y los corchetes defor-
mados por antisimetrizacién. Definiendo

{fig}n= %(f*ﬁg—g*nf) ={fig}+_Ki(fig) ¥,

i1

se tiene que K i(f;9) = Cj+1(f: 9) — Cj41(g; f) son dos-cocadenas diferenciables, nulas
sobre las constantes de Chevalley, tales que se satisface la identidad de Jacobi. Por lo que
{; }x es una deformacién del &lgebra de Lie (IN;{;}). Lichnerowicz [1982] ha probado
que, dado un corchete deformado diferenciable y nulo sobre las constantes, a lo sumo
existe un producto estrella que lo genera.

Los resultados mas importantes en relacién con la existencia de productos estrella
son los siguientes: K

Teorema 3.2 /(kéy J. (1975]) Sea M una variedad simpléctica. Si el tercer espacio
de cohomologia”de de Rham es nulo, existe una deformacién diferencial del dlgebra de
Lie (C°(M), {;})- [
Teorema 3.3 (Neroslavsky O. M., Vlassov A. T. [1981]) Sobre toda variedad simpléc-

tica en la que el tercer espacio de cohomologia de de Rham es trivial existe un producto
estrella. |

Teorema 3.4 (Lecompte P., de Wilde M. [1983]) Sobre toda variedad simpléctica
existe un producto estrella. =
1.3.3 Equivalencia de Productos Estrella

Proposicién 3.5 Sea f *p g un producto deformado y sea una serie formal

Tx=Id+) TK (a)

i=1

donde las T; (i > 1) son aplicaciones-lineales de N en N. La aplicacién f*} g de N x N
en N([K]], definida por la identidad:

Th(f %5 9) = Tu(f) *s Tu(g),

es un producto deformado.
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Prueba Siendo Ty una serie formalmente invertible, se tiene:

Fng =Ty (Ta(f) *s Tulg)) -
Desarrollando esta identidad en serie de potencias de fi se obtiene una expresién del tipo:
_ ,
Fehg=Ff-g+Y_ Cifig),
r=1

donde las C” son aplicaciones bilineales de Nx Nen N.
Por otra parte, *}, satisface la propiedad asociativa ya gue:

(F i g) *nh— F i (g*r BY = T5" (Tulf *5 9) *n Thb — Tnf *n Th(g *k b)) =
=Ty ((Taf *5 Thg) *k Trh — Thf *n (Thg *x Thh)) =
=T;'(0)=0.

A

Definicién 3.10 Dos productos deformados f *xg v f *} g se dice que son equivalentes h
si existe una serie formal (a} tal que se satisface la identidad:

Ta(f %5 9) = Ta(f) *x Tr(g) -

En particular, una deformacién se denomina trivial si es equivalente a la defor-
macién identidad (Cr = 0 para {r > 1)).

El resultado de la proposicién anterior se puede particularizar para productos de-
formados locales, diferenciables o nulos sobre las constantes, considerando aplicaciones
T: (i 2 1) que sean respectivamente locales, diferenciables o nulos sobre las constantes.
De esta forma se puede hablar de equivalencias de productos deformados locales, difer-
enciables y nulos sobre las constantes respectivamente.

Lichnerowicz {21980] ha demostrado que si la 2-cocadena de Hochschild C' = 6T es
d-diferenciable y nula sobre las constantes entonces el endomorfismo T de N es (d + 1)-
diferenciable y nulo sobre las constantes.

Basandonos en este resultado, demostramos a continuacién que el caracter difer-
enciable ¥ nulo sobre las constantes de la l-cocadena Ty viene obligado por el caracter
diferenciable y nulo sobre las constantes de los productos deformados #x y 5.

En efecto, sea el producto deformado diferenciable y nulo sobre las constantes:

Freg=F-g+> Clfig)h,

r=1
y la serie formal

Tn.—.1d+inﬁ*

s=1

donde las T (s > 1) son endomorfismos de N (por extensién lineal Ty opera en N[A]}).
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Consideremos la aplicacién bilineal *; de N x N en N|[[#]] definida por

Frng=Ff-g+> Clfi9 K.

re=]

Si las C! son dos-cocadenas de Hochschild diferenciables y nulas sobre las constantes,
tales que se verifica la igualdad:

Tw(f *5 9) = Tnf *a Ty,

entonces, mediente un calculo directo se obtiene:

C';—C‘;+G;=6Tt; t=1,2,..., (b)
donde G; =0y
Gulfig) =Y T(Cr{fig) — D> Tu(f)Tw(g)~

r+a=i s4-3'=¢t

= > (Cr(Tuf)ig) - C(fi Tola))) -
r+s=t

- > C(Tuf)Tel9)), (c)
r+at+s’=t

conr,s,s'> 1 Los operadores T, (s > 1) son entonces necesariamente diferenciales y

- nulos sobre las constantes.

Definicién 3.11 Dos productos deformados

o0 oo
Feong=f-g+) Colfig) W, fryg=F-g+3 CUfig)H,
r=1 r=1
se dice que son équivaientes hasta el orden q si existe un elemento Ty = Id + 3> 7 _ | T,k
tal que las relaciones (b) se satisfacen parat=1,... ,q.

Gerstenhaber [1964b] ha demostrado que si dos deformaciones son equivalentes
hasta el orden g, la expresién:

!
Cq+1 —~Cot1+ Gotr,

es un 2-cociclo de Hochschild. Se tiene pues la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6 Sean

Frng=F-g+Y Clfio) i y frhg=f-a+y Cifig)¥

r=l resl

dos productos deformados equivalentes hasta el orden q. Sea

q
Ty=Id+> T.K,
B r==]
el elemento que establece la equivalencia. La condicidn necesaria y suficiente para que
exista una aplicacién lineal de N en N, T,41, tal que 5 y *}, sean equivalentes hasta el

orden g + 1 por medio de: :
q+1

Ty=Id+» T.K,
r=l
es gue
Cot1 — Cor1 + Gotr s

sea un 2-cociclo exacto, estando definido G441 por la expresién (c). [ |
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Lichnerowicz [1982] ha demostrado que si la variedad es simpléctica y su segundo
espacio de cohomologia de de Rham es nulo el segundc espacio de cohomologia de
Hachschild es de dimensién uno y entonces todos los productos estretla definidos sobre
la variedad son equivalentes.

Para los corchetes deformados también se puede definir la nocién de equivalencia.
Este concepto se puede particularizar para los casos local, diferenciable y nulo sobre
las constantes ya que también en la cohomologia de Chevalley se tiene que si C' es una
cocadena local, diferenciable o nula sobre las constantes, § C es respectivamente local,
diferenciable o nula sobre las constantes.

Analogamente a la Proposicidn 3.5, se tiene el siguiete resultado para corchetes
deformados. :

Proposicién 3.7 Sea {f:g}r un corchete deformado (respectivamente local, diferen-
ciable, nulo sobre las constantes) y sea Ty una serie formal

o0
Th=1d+ Y T.H,

¢ i=1

donde las T; (i > 1) son aplicaciones lineales de N en N (respectivamente locales,
diferenciables, nulas sobre las constantes}. Entonces, la aplicacién {f; g} de N x N en
N{[F]] definida por la identidad:

Tolfsa¥s = (Tu(F)i Talg)}n

es un corchete deformado {respectivamente local, diferenciable, nulo sobre las constantes)
sobre el dlgebra de Lie (IN; {;}).. [ |

Definicién 3.12 Dos corchetes deformados (respectivamente locales, diferenciables,
nulos sobre las constantes) {f;g}x ¥ {f:9}; se dice que son equivalentes (con equiva-
lencia local, diferenciable, nula sobre las constantes respectivamente) si existe una serie
formal

oo
Ty=1d+y T:H,

i=1

donde las T; (i > 1) son aplicaciones de N en N lineales (respectivamente locales,

diferenciables, nulas sobre las constantes} tales que se satisface la igualdad:

Tr{f; 9Yx = (Ta(F);: Tu(9)}s, (d)

para todo f,g € N.

Cuando la igualdad (d) se verifica hasta el orden ¢ incluido, se se dice que los
corchetes deformados son equivalentes al orden q.
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1.4  Productos Estrella Invariantes sobre un Grupo de Lie

1.4.1 Operadores Diferenciales Invariantes sobre un Grupo de Lie

Sea T, el espacio vectorial tangente a G en el elemento unidad e € G. Siz € T, G
sean z* y 2 los campos vectoriales sobre G generados, apartir de z, por traslacién a la
izquierda y a la derecha respectivamente, es decir,

.'L"\(g) = TeAg T, I'p(g) = Tng T, para todo g S G R

Si y € T.G entonces existe un elemento [z;y] € T.G tal que (ver por ejemplo: Helga-
son [1978|; Varadarajan [1974]):

[z*;47)(9) = ToAg - [z:9]
(x5 9°1(9) = —Tepy - [z 9]

El slgebra de Lie g de G es el espacio vectorial .G dotada del corchete [ ;].

El dlgebra D*(G), de los operadores diferenciales invariantes por la izquierda sobre
G, es el dlgebra asociativa generada por los campos vectoriales z*. De la misma forma,
el dlgebra de los operadores diferenciales invariantes por la derecha sobre G, D?(G), es el
algebra asociativa generada por los camnpos invariantes por la derecha (ver por ejemplo
Helgason [1978]; Varadarajan [1974})

Sea

oC
k
T(g)=Poe 93,
k=0

el algebra tensorial sobre el espacio vectorial g, y J el ideal bildtero generado por las
relaciones
TRy ~y®T —[z;y].

El slgebra envolvente 2(g) es, por definicidn, el dlgebra asociativa

La aplicacién & - 2* se extiende a un isomorfismo de &lgebras de A(g) en DH{G) (ver
por ejemplo: Varadarajan [1974]). De la misma forma, si 2((g)° es el dlgebra opuesta a
A(g), la aplicacién x — z” se extiende a un isomorfismo de 4lgebras de 2(g)° a D?(G).
Asi, si £ y- -z es un producto en A(g), se tiene

(z.y...z)’\ -_-g:’\.y'\...z’\,

(x y---2)P =2 y* z°.

La aplicacién
g—gxg, z—(z;7),

es lineal y se extiende de forma inica a un homomorfismo de 4lgebras
A U(g) — (g x g) = Ug) @ A(g),

dencminado coproducte de 2(g).
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Observacién Sean ¢,y dos elementas de C*®(G), y x € g entonces”

() = p((AE) @ ¥)) ' (a)
() = u((A(z)) (e @ ¥))

siendo g : C¥(G) ® C(GF) — €*°(G) la aplicacién definida por
ple @ ¥) = . (b)

Es conveniente introducir la siguiente notacién polindmica para los elementos de
Alg)?. 8i{e;;i=1,...,n} es una base de g, escribiremos

.’L‘i=6i®1®1®“‘®1®"' (i=1,2,...,71),

\

cualquiera que sea el niimero de unos. Asf,

L meAgeU®---.

+

También escribiremos
Yi=10e®1®-- Q1@ -, yneUg@A(P®---,

y '

13

=101Qe81® - 1@ -,
tL=1Q01R1Re31Q---1®--- ,etc.

Los elementos z conmutan con los elementos y, pero si ¢ # j, z; ¥ z; en general no
conmutan. Lo mismo ocurre para y, z,... ete.

Un elemento B € A{g) éﬁt(g) se escribe como un polinomio en las variables x, y:
B=3 aumel' e ®efl- e =
D DU RIPE LRI SRR Al
La a‘f:ci(én del coproducto, en. notacién polindémica, es:

A(ﬂ:i)=(ei®1+l®e‘-)®l®---=xi+y,-,

y por tanto .
A(Ii‘l cezpt) = (T Y1) (T F yn)H

Asf pues, si A(x) € 2(g), escribiremos A(A(z)) = A(z + y).
Haciendo usc de esta notacion y teniendo en cuenta (a), se tiene:
(A Mey) = u(Alz + 1) e @), (©)

para todo A(x) € 2(g) y todo ¢, ¥ € C*(G), donde u viene estd definida en (b).
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1.4.2 Cohomologia Diferencial Invariante de Hochschild

Sea ahora la variedad M, de la Seccién 1.3.1, un grupo de Lie G. La cohomologia
diferencial invariante por la izquierda (respectivamente por la derecha) de Hochschild se
define como en 1.3.1 con la condicién adicional de que los operadores multidiferenciales
C sobre G sean invariantes por la izquierda (respectivamente por la derecha).

Teniendo en cuenta’'que el dlgebra de los operadoeres diferenciales invariantes sobre
el grupo es isomorfa al dlgebra envolvente A(g) del lgebra de Lie del grupo, se puede
dar una descripcién en el elemento neutro de la cohomologia diferencial invariante de
Hochschild, por medio de los elementos de U(g) @ - - ® A(g).

Definamos, por tanto, la siguiente cohomologfa, que por traslaciones a la izquierda
(respectivamente a la derecha) es isomorfa a la cohomologia diferencial invariante por la
izquierda (respectivamente por la derecha) de Hochschild sobre &.

(i) Las p-cocadenas son los elementos de
(#)
Alg) ®---®A(g) -

(it) El operador de cohomologia
5 :9(g)®" — (g)°+Y,
estd definido de la siguiente forma:
fu® - Quy)=10u; ® - QuUp -+
+i("1)iu1®"'®A(Ui)®"'®u;’+
=1 .
+(—1)p+1u1®---®up®1,

teniendose, por tanto 6o é = 0.

En notacién polindmica (Seccién 1.4.1), las 1-cocadenas se representan como poli-
nomios E(z); las 2-cocadenas como polincmios F'(x;y), donde las variables z's permutan
con las variable y's, no permutando ni éstas ni aquellas entre si. El operador de coho-
mologia aplicado a una 1-cocadena se escribe asf:

(6 E)(z;y) = E(y) — E(z +y) + E(z) (a)
y aplicado a una 2-cocadena:
(6 F)(z;y52) = Fly;2) - Flz + 45 2) + Flz;y + 2) — Fzw) (b)
La condicién de 1-cociclo de Hochschild (en la cohomologia invariante) es pues:
E(z +y) = E(z) + E(y) {c)
v la de 2-cociclo:

Flz +y;2) + Flz;y) = Flz;y + 2} + F(y; 2) . {d)

El siguiente teorema es una particularizacidén del Teorema de Vey en el caso de la
cohomologia invariante.
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Teorema 4.1 (Lazard M. {1955], Cartier P. [1955/56]}) EI p-espacio de cohomologia
diferencial invariante de Hochschild sobre G es isomorfo al espacio de los p-tensores
antisimétricos invariantes sobre (. Este isomorfismo viene dado por la descomposicion

‘a=Aa+6E,

donde & es un p-cociclo invariante y E es una (p-1)-cocadena invariante. ]

1.4.3 Productos Estrella Invariantes sobre un Grupo de Lie

Definicién 4.1 Un producto estrella invariante por la izquierda (por la derecha} so-
bre G es una aplicacion bilineal sobre C*°(G){[#i]] con valores en este espacio, definida de
la siguiente manera:

(1) Sig,weC=(G)

pxv=3 Cilp)K; Co=1,

i=l
* estd definido linealmente sobre C*(G)[[H]].
(2} C; es un operador bidiferencial invariante sobre G tal que, para todo p € C*(G),

Ci(p;1) = Ci(Lip) =0
(3) ,
(px)xx=¢*(P*x)

(prescindimos de la condicién (c) de la Definicidn 3.7 de la Seccidn 1.3.2).

Como hemos visto, si C; es invariante por la izquierda, existe un dnico F; € A(g) @
2A(g) tal que
Cilpi¥) = u((Filz: ) (v @ %))

siendo 4 : C®°(@Q) ® C®(G) — C®(G) la aplicacién deﬁmda en (b) de 1.4.1. De forma
analoga si C; es invariante por la. derecha.

Desarrollando los miembros de (3), tenemos:

m.—O i+j=m

(pxd)xx =2 _ Cilpxdix} W = Z[ > CilCulwi )i )] A
i=1 ,
@x(Pprx)= Z [ S citwaiwi)] am
m=0 i+j=m

Entonces, si (3) se satisface, se tienen las siguientes relaciones para todo m = 1,2,3,---

Y GGlmwin = Y Cile;Cildix). (a)

i+j=m t+i=m

Ahora bién, ’
Cilpi¥) = p((Filz; y)) M @ ¥)) »
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por lo tanto, teniendo en cuenta (¢) de 1.4.1, las relaciones (a} se ecriben, en notacién
polinémica, de la siguiente forma:

> (Fiz+y2) Filmy) (¢®98x) =

i+j=m

= Y (Fi(my+2) F(my) (¢ @9 @x),
i+i=m

para todo ¢, %, x € C™(G), ¥ la propiedad asociativa se expresa asi:

Z Filx +vy,z) Fi(z; ) = Z Fi(z;y+z) Fily;2); m=1,23,.... (b}

i+ji=m i+j=m

Haciendo uso del operador de cohomologia de Hochschild, las relaciones {b) son:

§F(z;4,2) =0,

§Fi(z;y; 2) = ou(z; 5 2}, 1=23,..., ©)
donde
alz;y2) = Y [Film + v 2) Fi(x9) - Filziy + 2) F(y; 7)) - (d)
itg=l
' 0321

Hemos probado pues la siguiente proposicidn.

Proposicion 4.1 Existe una aplicacién biyectiva entre Ios productos estrella invarian-
tes por la izquierda sobre G y los elementos

Flziy) =1+ Z Fi(z;9) B € %(g) ® A(g)([H)]
i=1
que satisfacen las relaciones (b). Por simplicidad, eseribiremos (b) de la siguiente manera:
F(z+y,2) F(z;y) = F(ziy + 2) Fy; 2). ()

Brevemente, se puede afirmar que F(z;y) es un producto estrella invariante por Ia
izquierda sobre G.

Si en la Definicién 4.1 el producto estrella es invariante por la derecha, cada C;
determina. un 1nico elemento H;(x;y) € A(g) ® A{g) tal que

Cile;¥) = p((Hilz: 9)) (v @ 9)) -

Entonces, de forma similar, se prueba la sigulente proposicién.

Proposicién 4.2  Existe una aplicacién biyectiva entre los productos estrella invari-
antes por la derecha y los elementos

0
H(z;y) =1+ Y Hi(z;y)} A € Ag) ® A(o){[A]]
i=1
que satisfacen las relaciones )

H(z;y)H(x +y;2) = Hy; 2) H(zy + 2)
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1.4.4 Egquivalencia de Productos ‘Estrella Invariantes

Definicién 4.2 Sean

Flzy)=1+Y FRmyh, FEy=1+) Fmy)k,

i=1 ' A j=1

dos elementos cualesquiera de U(g) ® A(g){{fill. Se dice que son equivalentes si existe
algiin elemento

E=14 E:K € %),

tal que C
E(z+y) F'(z;y) = Flz;y) E(z) E(y) . (a)

Desarrollando la condicién (a) orden a orden, se obtiene la siguiente proposicién.
Proposicién 4.3 Los elementos F(z;y) y F"‘(:'c_;' y) son equivalentes si y s6lo si
Fi(z;y) — Fr(z;y) + Gelziy) = (6 B) (ziy); k=1,23,..., (b)

donde : , L e, E T .
Gi(ziy) =0, . (c)

yparak=2,. ..

Ge(z;y) = Ge(Ery ..., Exe1; Fy, o Fi_iF1, .. Fel)){zyy) =

= Y [Edz+y) Fi(z;v) = Filmy) E;(y) — Fi(zy) By(@)] =
iti=k -

1,21 T ‘ (d)
- Z Eix)Ej(y)~ Y. Fiziy) Ei(z) Ei(y).

i+j=k =k

Liz1 o agk21

Hay que hacer notar que Gi(z;y) estd definido por medio de Ej, Fj, FJ’ conl <
igk-1. T =

Definicién 4.3 Sean F,F' dos elementos de 2U(g)®%([{f]]. Supongamos que existen
Ey,...,E, € U(g) tales que se satisfacen (b) y (c} para k = 1,2,... ,m. Diremos,

entonces, que F y F’ son equivalentes hasta el orden m..

Proposicién 4.4 Supongamos, ahora, que F(z;y) es un producto estrella invariante. -
Sea .

e ]
E = 1 + Z Ej': ﬁia’
ot =l T
un elemento arbitrario de 2(g)([#]]. Definamos F'(z;y) por la relacién:
F'(z;y) = E~Nz +y) F(z;y) B(z) E(y).

Entonces F'(z;y) es un producto estrella invariante.
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Prueba Se tiene

Fllz+yz)= E-Yz+y+z2)Flz+y;2) Bz +y) E(2),

Fl(z +y;2) F'(z;y) = E7Hz + y + 2) Flz + y; 2) Fz;v) E(z) E(y) E(2) .

De la misma forma, se tiene
F'(ziy+2) F'(y;2) = E- e +y + 2) Fleiy + 2) Fy; 2) E(z) B(y) E(2),
pero F(z;y) satisface (e} de 1.4.3, por lo que F'{x;y) también. [

Esta proposicién proporciona significado a la nocién de equivalencia de productos
estrella invariantes.

Definicién 4.4

(1) Dos productos estrella invariantes F y F' son equivalentes si lo son en el sentido
de la Definicién 3.10 de 1.3.3.

(2) Son equivalenteé hasta el orden m, si F y F’ son elementos equivalentes hasta el
orden m en el sentido de la Definicién 3.11 de 1.3.3.

Sean F y F’ dos productos estrella. Supongamos que son equivalentes hasta el
orden k, esto es, para i = 1,... , k tenemos:;

F!—F+Gi(EBr,... ,Esri By \Fl_iFy oo Fiy) = 6 E;.
donde Es, ..., Ex € U{g) y los elementos G, ... , Gy vienen dados por la expresién (c).
Sabemos (Gerstenhaber [1964b]) que la dos-cocadena
Fio—Fep1 +Gr(Br,.. B F,... FFL . F)
es un 2-cociclo. |

Por los Teoremas 3.1 de 1.3.1 y 4.1 de 1.4.2, existe kg1 € A%(g) ¥ Erq1 € U(g) tal
que

Frpi ~ a1+ Grar(Er, - B Py, B Ry, Fl) = Reg1 + 8By . ()

Se tiene, por tanto, el siguiente resultado.

Proposicidon 4.5 Dos productos estrella F' y F’ que son equivalentes hasta el orden k,
son equivalentes hasta el orden k + 1 si y sdlo si hgy; = 0 en la expresion (e}, [ |

Estas nociones y resultados serdn frecuentemente utilizadas en los Capitulos 3 y 4.






Capitulo 2

Ecuacion Clasica de Yang-Baxter

El objeto de este capitulo es demostrar los principales teoremas enunciados por
V. G. Drinfeld [1983a] y M. A. Semenov-Tian-Shansky {1983], que hacen referencia a los
conceptos de grupo de Lie-Poisson, bidlgebra de Lie y dlgebra de Lie doble, estableciendo
la relacién entre ellos y con las distintas versiones de la ecuacidn cldsica de Yang-Baxter.

Para la elaboracién de las Seciones 2.2, 2.3 y 2.4, ademds de en las referencias
anteriores, nos hemos basado esencialmente en los trabajos de Y. Kosmann-Schwarzbach
[1987], R. Aminou e Y. Kosmann-Schwarzbach [1988}, R. Aminou [1988], Y. Kosmann-
Schwarzbach y F. Magri [1988], {1990]. Con la intencién de que el capitulo resulte
autocontenido, hemos incluido demostraciones detalladas de resultados obtenidos por los
autores precedentes, adoptando, en alguna ocasién, un purito de vista mas general.

En relacién con el trabajo de Semenov, en las Secciones 2.1 y 2.5 desarrollamos las
demostraciones de los teoremas de obtencién de soluciones por el método de factorizacion,
de sistemas hamiltonianos definidos por soluciones de la ecuacién modificada de Yang-
Baxter. Demostraciones de las que sélo conocemos algunas indicaciones (Semenov [1991])
para casos particulares.

Los trabajos de Sklyanin [1982], dentro del método de scattering inverso desarro-
llade por Faddeev vy su grupo, son el origen de estas nociones. Las dos primeras fueron
introducidas por Drinfeld [1983a} como una interpretacién geométrica de la ecuacién
cldsica de Yang-Baxter. La tercera por Semenov-Tian-Sansky [1983] como una versién
algebraica de la matriz-r cldsica.

La definicién de matriz-r cldsica propuesta por Semenov se situa en el contexto
de los sistemas hamiltonianos con espacios de fase que son orbitas de la representacién
coadjunta de un grupo de Lie. Consiste en un endomorfismo R € End{g) del 4lgebra de
Lie g tal que la aplicacién bilineal antisimétrica

[z;¥]r = %([Rw;y] + [z; Ry))

es un nuevo corchete de Lie sobre g. Al par (g; R), cuando R satisface la condicién
anterior, se le denomina dlgebra de Lie doble.

Todo corchete de Lie sobre un espacio vectorial V' determina sobre el espacio vecto-
rial dual un corchete de Poisson (ver Seccidon 1.2.1, expresiones (a)}, (b) v (c)}. Por tanto
si R es una matriz-r clasica sobre un dlgebra de Lie g, sobre g”, se tienen dos corchetes

57
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de Poisson, el corchete de Poisson natural (de Kirillov-Kostant-Souriau} definido a partir
del corchete de Lie [;]} v el corchete de Poisson {; } z asociado a [;]&.

Si ¢ € €™(g*} es una funcién de Casimir de g* con respecto al corchete de Poisson
natural, las ecuaciones del movimiento de hamiltoniano ¢ con respecto al corchete {;} 5
son: {Teorema 1.1 de la Seccién 2.1.1):

d 1

S =—ed (M(@)-a;  M(a)=3R(dp(e)), acg’.

De tal forma que, la existencia de una forma bilineal no-degenerada invariante sobre g,
permite trasladar a g la estructura de Poisson {; } g y las ecuaciones anterlores adquieren

la forma de Lax (Proposicién 1.8 de 2.1.3):

Una condicién suficiente, introducida por Semenov [1983], para que la aplicacién
bilineal antisimétrica [;]r satisfaga la identidad de Jacobi es que R satisfaga la Ecuacién
Modificada de Yang-Ba.xter (Proposmxon 1.4 de 2.1.3):

. Ba(z;y) = [R(); R(y)] - 2R([x;ylr) = —[z31].

Esta define, por tanto, un conjunto de matrices-r cldsicas cuya importancia estriba en
que es posible encontrar solucicnes de las ecuaciones del movimiente por el método de
factorizacién (Teorema 1.4 de 2.1.3). Si R es solucidn de la ecuacién modificada de
Yang-Baxter, existen subgrupos de Lie de G cerrados, G, tales que todo elemento de
un entorno de la unidad de G admite una factorizacién tinica ¢ = g, g7 con g+ € G+.
Entonces, si ¢ € C*(g*) es una funcién de Casimir con respecto al corchete de Poisson
natural, zo = dg(ap) € g ¥ €+, ¢~ son curvas definidas en el entorno de la unidad donde
se satisface la factorizacién exp(tzg) = ci(t)~le.(t), cx € Gx, la solucién con valor
inicial ap, de las ecuaciones del movimiento con hamiltoniano ¢ € C*°(g*), con respecto
al corchete de Poisson {; } g, es (Teorema 1.4 de 2.1.3}):

aft) = Ad* (ca(t)) - oo = Ad” (c-(t)) - a0 -

La nocién de grupo de Lie-Poisson consiste en dotar a un grupo de Lie G con
una.estructura de Poisson {es decir, un corchete de Lie {;}s sobre C*(G) tal que
{fi;fafa}e = fo{f1; fa}e + fa{fr; f2}c para todo fi, f2, f3 € C*(G)) de forma que
la operacién de grupo sea un morfismo de Poisson de la variedad de Poisson producto
G x G en la variedad de Poisson & (ver Seccidén 1.2 1)

Toda estructura de Poisson sobre una variedad M puede describirse por medio de
un campo tensorial 2-contravariante antisimétrico A sobre M denominado 2-tensor de
Poisson, con la propiedad, que lo caracteriza cqmd tal, de que el corchete de Schouten
{ver Seccion 1.2.2) [A; A] es cero. Estudiada en términos de A, la condicién de grupo de
Lie-Poisson se expresa as{ (Teorema 2.1 de la Seccidn 2.2.1),

A{gh) = (T,00)22A(g) + (TuXg)®*A(R), paratodo g, heG.
Esta piopiedad se conoce con el nombre de propiedad de Drinfeld del 2-tensor A.

Si A es un 2-tensor de Poisson sobre un grupo de Lie G, que satisface la propiedad
de Drinfeld, la aplicacién { : G — g ® g definida por:

1g) = (Typg-1)*%Alg)
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(donde g es el algebra de Lie de G) es un 1-cociclo del grupo con respecto a la repre-
sentacién adjunta sobre g ® g. Reciprocamente, si ! es un 1-cociclo de G con respecto a
~ la representacién adjunta sobre g ® g,.el 2-tensor A definido por

A(g) = (Tepg)®*U(g) »
satisface la Propiedad de Drinfeld (Teorema 2.1 de 2.2.1).

La aplicacién tangente en el elemento neutre a un l-cociclo de grupo, con respecto
a una representacién ¢, es un 1-cociclo del dlgebra de Lie del grupo, con respecto 2 la
representacion T.¢. Entonces, si (G;A) es un grupo de Lie-Poisson, sobre el 4lgebra de
Lie g de G, existe, determinado por A, un l-cociclo € = Tel : ¢ — g ® g con respecto
a la representacién adjunta de g (Proposicidén 2.2 de 2.2.1). Este l-cociclo € determina
una estructura adicional sobre g, también introducida por Drinfeld (1983a] (estudiada
por Kosmann [1987]; Kosmann y Magri [1988]; Aminou y Kosmann [1988]} denominada
estructura de bidlgebra de Lie.

Una bidlgebra de Lie es un par {g; ¢}, donde g es un dlgebrade Lieye: g — g®ges
un l-cociclo con respecto a la representacién adjunta, tal que la aplicacién transpuesta,
€' : g*®@g",~ g*, es la’aplicacién lineal asociada a un corchete de Lie sobre g*. Entonces,
si (G;A) es un grupo de Lie-Poisson y [ el 1-cociclo de grupo asociado al 2-tensor de
Poisson A, la aplicacién ¢ = (7.l)* define un corchete de Lie sobre g*, dado por la
expresion: '

[€:nle- = €€ @n) =d({fig}a) (e},

donde & = df (e} y n = dg{e) (Teorema 2.2 de la Seccién 2.21). Por tanto, (g; 7.!) es una
bidlgebra de Lie.

Reciprocamente, si e : g — g ® g es un l-cociclo con respecto al representacion
adjunta de g y G es el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g, existe un
l-cociclo { : G — g ® g, con respecto a la representacién adjunta de &, tal que Tl = .
El 2-tensor A determinado por [ satisface la propiedad de Drinfeld por ser [ un 1-cociclo
(Teorema 2.1 de 2.2.1) y es un 2-tensor de Poisson (es decir, el corchete de Schouten
[A;A] = 0) si ¢ satisface la identidad de Jacobi (Teorema. 2.5 de la Seccién 2.2.3). Por
tanto, toda estructura de bidlgebra de Lie sobre un dlgebra de Lie g define, sobre el grupo
simplemente conexo asociado, una estructura de grupo de Lie-Poisson, tal que la estruc-
tura de bidlgebra de Lie que determina sobre g coincide con la dada. El teorema se debe
a Drinfeld {1983a] y ha sido demostrado por Lu y Weinstein {1990]. Guichardet [1995]
ha dado otra demostracién de este teorema probande que existe una biyeccién entre las
estructuras de bidlgebra de Lie sobre g ¥ las estructuras de bidlgebra copoissoniana sobre
el dlgebra envolvente 2(g) de g.

Definiendo los morfismos de grupo de Lie-Poisson como aplicaciones ¢ : (gy; A1) —
(g2; A2) que son merfismos de grupo y morfismos de Poisson, y definiendo los morfismos
de bidlgebra de Lie como aplicaciones lineales u : (g1;€1) — (gz;€2) talesque w: g1 — g2
y u*: g*, — g*, son morfismos de dlgebra de Lie, se tiene que la aplicacién tangente en
el elemento unidad a un morfismo de grupos de Lie-Poisson es un morfismo de bidlgebras
de Lie (Proposicién 2.6 de la Seccién 2.2.2}. De esta forma, queda descrita la equivalencia
entre las categorias de los grupos de Lie-Poisson y las bidlgebras de Lie.

La condicién de 1-cociclo con respecto a la representacién adjunta, de una apli-
cacién € : g — g ® g también se puede expresar como la existencia de una relacién de
compatibilidad (Proposicién 2.5 de 2.2.2) entre el corchete de Lie de g y la aplicacién
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bilineal antisimétrica ‘que define € sobre g*. En el caso en que (g;¢) sea una bidlgebra
de Lie, esta condicién de compatibilidad entre los corchetes de g y g* es equivalente a la
existencia de una estructura de 4lgebra de Lie sobre el espacio vectorial € = g x g*, que
induce las de g y ¢g* v deja invariante la forma bilineal, simétrica no degenerda sobre &,
definida por {(z;9); (y;m))e = {z;7) + (¥;¥) (Proposicién 2.7, Teorema 2.3 de 2.2.2).
Este resultado de Drinfeld [1983a] pone de manifiesto una correspondencia biunivoca
entre las nociones de bidlgebra de Lie y Triplete de Manin.

'Se denominan bidlgebras de Lie exactas a aquellas definidas por un coborde e = & r,
7 € g® g, en la cohomologia de Chevalley del dlgebra de Lie g. En el estudio de las
condiciones sobre un 2-tensor r, para que (g; 6 r) sea una bidlgebra de Lie, desempefia
un papel importante el 3-tensor (que denominaremos corchete de Schouten invariante)

il =[A) A (e)ea®a @y,

donde A} es el campo tensorial definido por traslacién a la izquierda de r. Este 3-
tensor existe y sélo depende de r, ya que, el corchete de Schouten de campos tensoriales
invariantes por la izquierda (o por la derecha) sobre G es invariante por la izquierda (o
por la derecha)} (Proposicién 3.2 de 2.3.1). :

. 8ea 7 = s + a la descomposicién del 2-tensor r € g ® g en sus partes simétrica.
¥ antisimétrica. La condicidn necesaria-y suficiente para que ér defina una estructura
de bidlgebra de Lie exacta sobre g es que s y [a;a] sean ad-invariantes (Teorema 3.1
de 2.3.2). . '

Se entiende por solucién de'la ecuacidn cldsica generalizada de Yang-Baxter, todo
tensor antisimétrico r € gA g tal que ad;[r;r] = 0, para todo = € g. Teniendo en cuenta
la condicidn necesaria y suficiente del parrafo anterior, las sclucicnes de la ecuacién gene-
ralizada de Yang-Baxter determinan un tipo de bidlgebras de Lie exactas que se conocen
con ¢l nombre de Biaivlgebré.s’ de Lie cuasitriangulares.

* Las soluciones de la ecuacién clisica de Yang-Baxter son los 2-tensores antisimé-
tricos, 7 € g A g, tales que [r;7] = 0. Por tanto, también definen un tipo de bidlgebras
de Lie exactas, contenido en el anterior, denominado bidlgebras de Lie triangulares.

- Las nociones de digebra de Lie doble y de bidlgebra de Lie exacta se pueden rela-
cionar.” Para ello-es necesario que sobre el dlgebra de Lie g exista una forma bilineal
no-degenerada, ¢, ‘que permita establecer un isomorfismo, ¢, entre los espacios vecto-
riales End(g) yg &g :

Si la forma ¢ es simétrica e invariante por la representacién -adjunta de g y el
endomorfismo R es antisimétrico con respecto a ¢, el 2-tensor r correspondiente al ho-
morfismo (R + 1) o ¢! € Hom(g*;g) define una estructura de bidlgebra de Lie exacta
sobre g.(Corolario de la Proposicién 4.1 de la seccién 2.4.1). '

Reciprocamente, sea (g; [;]; 6 ) una bidlgebra de Lie exacta.y r = s +a la descom-
posicién de r en su. parte simétrica s y su parte antisimétrica a. Si s es invertible el
endomorfismo R-= a0 s7! define una estructura de algebra de Lie doble sobre g, donde s
¥ a estdn considerados como homomorfismos de g* en g. (Corolario de la Proposicién 4.1
en 2.4.1).

Supongamos ahora que, ademds de una forma bilineal .simétrica, no-degenerada
e invariante por la representacidn adjunta, se tiene sobre g un endomorfismo R que
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es solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter. En este caso, el 2-tensor r =
(R + 1) 0 ¢~ satisface la igualdad

[ri7)(a; 8) = —r ([; B]%) ,

siendo [a; 8] = —2¢[¢~ {a); $71(B)], es decir, el corchete de Lie que, sobre g*, define
[;] por medio del isomorfismo ¢ asociado a la forma bilineal (Proposicién 4.2 de 2.4.1).

Teniendo en cuenta este resultado, si sobre g existe una forma bilineal no-degene-
rada, simétrica e invariante por la representacion adjunta, las bidlgebras de Lie exactas
determinadas por dlgebras de Lie dobles definidas por soluciones antisimétricas R de la
ecuacion modificada de Yang-Baxter, se pueden caracterizar de la siguiente forma. Son
aquellas bislgebras de Lie (g;[;];67) tales que la parte simétrica, s, de r es invertible e
invariante por la representacién adjunta y r satisface:

[rirl(e; 8) = —r ([; 8%) ,

{(Proposicién 4.3 de 2.4.1). A este tipo de bidlgebras de Lie exactas las denominaremos
bidlgebras de Lie-Semenov y a las dlgebras de Lie dobles asociadas a ellas, dlgebras de
Lie-Semenov (Kosmann [1987]; Aminou {1988]).

Una caracteristica de las bidlgebras de Lie-Semenov consiste en que, si (g;[;]; €) es
uné bislgebra de Lie, al producto g x g* se le puede dotar de una estructura de bidlgebra
de Lie-Semenov (Proposicién 4.5 de 2.4.2). El corchete de Lie de g x g* es el mismo que
hace de él un triplete de Manin:

[(z: €) ; (1; Mlgxe- = ([z;9] + adi ¥ — ad; z; [€;n)g- + ad)np — ad}€) .
Y el 2-tensor que define la estructura de bialgebra de Lie sobre g x g* es:
m:(§z)€(gxg") — (z;0)egxg”.

Con esta estructura, la inyeccién candnica de g en g X g* es un morfismo de bidlgebras
de Lie y la de g* un antimorfismo (Proposicién 4.7 de 2.4.2).

La estructura de bidlgebra de Lie exacta sobre g definida (si existe una forma
bilineal, simétrica, invariante y no-degenerada, ¢) por un endomorfismo antisimétrico R,
implica la existencia de un corchete de Lie-Poisson (determinado, por tanto, por R y ¢)
sobre el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g. Si, ademads, R es una solucién de la
ecuacién modificada de Yang-Baxter, las soluciones de las ecuaciones del movimiento, con
hamiltoniano funcién central de G, se pueden encontrar por el método de factorizacién
{Teorema 5.2 de 2.5), de forma andloga a lo establecido para la estructura de Poisson
asociada a R sobre g*.

En efecto, lo mismo que en aquel caso, existen los subgrupos de Lie Gy v K4
correspondientes a las subdlgebras g4 = Im(R £+ 1) y ¢+ = Ker(R F 1) de forma que
todo elemento de &, en un entorno de la unidad, se puede factorizar de manera \nica
g = g4+ g-" donde gx € G+. La solucién con valor inicial ¢, de las ecuaciones del
movimiento con hamiltoniano la funcién central h, es

c(t) = bycob]', obién c(t) = b_cob?,
donde b4 (t) ¥ b-(t) satisfacen el problema de factorizacién
exp (Qt‘f’_l ((Tepea)” dhlco))) = b4 (2) b_(t)™t.

En el caso de un grupo de matrices las ecuaciones hamiltonianas adquieren la forma de
Lax (Corolario del Teorema. 5.2. de 2.5).
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2.1 Matriz-r Cldsica y Ecuacién Cldsica Modificada de Yang-
-Baxter

Recordemos la notacién utilizada. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie, a
los elementos de & se los denotara por g, h,..., y alosde g por x,y . ... Las aplicaciones
Ag 1 G — Gy py : G — G son las traslaciones a la izquierda y a la derecha definidas
por €l elemento g € G, es decir, los difeomorfismos siguientes:

Aq:heEG—gheG y p:heG—ohge .
Las aplicaciones Ad : G — Gl(g), definida por la relacii:‘:p:'
Ad(g) = Adg = (TXe(g7Y)) o (Tog-1(e)) s 9 €@,
y Ad* : G — Gl(g*), definda por:
.* " — t
Ad'(g) = Ady = (Ad(g™)";  ge@,

son las acciones adjunta y coadjunta respectivamente del grupo de Lie . G. Por iiltimo,
las aplicaciones ad : g — gi(g), definida por:

ad(z) y=adsy=[z;8], wvED,
y ad® : g — gl(g*), definida por:

ad*(z) = adl = — (ad; )" ; x‘—eg,
son las representaciones adjunta y coadjunta del ilgebra de Lie g.
2.1.1  Algebras de Lie Dobles

Definicién 1.1 .(Semenov M. A. [1983]) Sea g un dlgebra de Lie y R € End(p) un
endo;norﬁsmo. Consideremos la aplicacién bilineal, antisimétrica:

b

[z;9lr = ([Rz;y]-l-[-"c;R:M) ;  T,YEg. ‘ | (a)

Se dice que el par (g; R) es un dlgebra de Lie doble si [;]r es un corchete de Lie sobre g,
es decir, si satisface la identidad de Jacobi. En estas condiciones se dice que R € End{p)
es una matriz-r cldsica.
Proposicién 1.1 Sea g un dlgebra de Lie, R € End(g) ¥

Bg(z;y) = [Rz; Ry] - 2R ([z:y]r) - (b)

Para que [;]|g satisfaga la identidad de Jacobi, es decir, para que R sea una matriz-r
cldsica, es necesario y suficiente que se satisfaga la siguiente condicion trilineal:

(Br(z;y); 2] + [Brly; 2) ; 2} + [Br(z;2) ;4] = 0.
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Prueba Hay que demostrar que la igualdad anterior es equivalente a la identidad de
Jacobi relativa a [;]g-

Por definicién de ;] g, se tiene:

[lzivlr; 2l g + pc. = 5 [R([z;v)R) 2] +%[{Rr;y];RZ] +i— [[z;Ry]; R2] +pec.,

[

donde la notacién +p.c. significa suma en las permutaciones circulares de z,y,z. Uti-
lizando la identidad de Jacobi del corchete [;] en la igualdad anterior, se deduce:

1 1
(iz;¥)r;2)p +pe. = §[R([I;yln) ;2] — Z[[Rm;RyJ ;2] + pec.,
es decir: ]
[[z:3]r; 2] g +pc. = =7 [Ba(z:9) ;2] + pc.,
que es lo que se quiere demostrar. ]

Sobre el espacio vectorial dual g* del dlgebra de Lie g se tiene, ademés de la
estructura de Poisson natural asociada al corchete de Lie [;] (expresién (a) de la seccién
1.2.1), una nueva estructura de Poisson asociada al corchete {;]g. Esta estructura de
Poisson viene dada por la expresidn:

{¢iv}r(a} =a(de(a);dy(a)lr}; @, v e€C™(g"); acyg”, (c)
donde, al tener en cuenta el isomorfismo candnico entrei (g*)* y g, se considera que
dyp(a) € g para toda funcidn ¢ € C*{g*).

La siguiente proposicién nos dice que toda funcién de Casimir sobre g* con respecto
al corchete de Poisson natural (expresién (a) de la seccién 1.2.1) es una integral del
movimiento de todo sistema dindmico con respecto al corchete de Poisson (c} definido
por R y con hamiltoniano que es funcién de Casimir con respecto al corchete de Poisson
natural.

Proposicién 1.2 (Semenov M. A. [1983]) Sea g un dlgebra de Lie, T(g") el anillo de
las funciones de Casimir relativas al corchete de Poisson natural sobre g* y R € End(g).
Si (p; R) es un dlgebra de Lie doble entonces las funciones de I(g*) estdn en involucién
con respecto a ambos corchetes de Poisson.

Prueba

(1) Sean ¢, % € I(g*), entonces, por definicién, para todo o € g*, se tiene:
{wi;vHa)=0.

(2) En las mismas condiciones:

{¢; v}r(a) = (a;lde(a) ;di(a)lr) = (a; % ([Rdp(a);dy(a)] + [de(e) ; Rdp(a)]) ) =
= (ad*(dy(a)) - &; Rdip(a)) - (ad" (dp(e)) - a; Rdi(a)) = 0,

ya que, por ser ¢ una funcién de Casimir, ad*(dp(a)) - & = 0 {expresién (c) de la
seccidn 1.2.1) y lo mismo para la funcién . [ ]
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Teorema 1.1 (Semenov M. A. [1983]) Sea (g; R) un digebra de Lie doble, I(g*) el
anillo de las funciones de Casimir relativas al corchete de Poisson natural sobre g*. Las
ecuaciones del movimiento correspondientes al hamiltoniano ¢ € Z(g*} con respecio al
corchete de Poisson (¢) definido por [;]g son:

B e —ad"(M(e)) o siendo M) = TR (dp(c)) (d)

Prueba Sea ¢ € C™(g*) y a € g*, las ecuaciones del movimiento con respecto al
corchete de Poisson (c) son (expresién (b) de la seccién 1.2.1):

do

o = —adp (dp(a)) - @, (¢)

donde ad}, es la representacién coadjunta con respecto al corchete de Lie definido por R.
Si R® es la aplicacién transpuesta del endomorfismo R, de la definicién (a) de [z se

sigue que: -

adh (z) o= % (ad*(Rz) a+ R'(ad’(z) - a)), paratodo z€g.

Por tanto;’en el caso de que z = dp(a) € g, tenemos:

adg (do(a)) - a = = (ad”(Rde(a)) - o + R“(ad'{(d,(,a(a)) . a) .

[P

Ahora bien, si ¢ € T(g*), el dltimo término es nulo y la exprésién (e) se escribe finalmente

asl: d 1 .
o *
..... E’C— = —5 ad (Rdtp(a)) .

|
Las ecuaciones del movimiento se pueden escribir de otras dos formas equivalentes.
Proposicidn 1.3  Las ecuaciones del movimiento relativas al hamiltoniano ¢ € I(g*),

con respecto al corchete de Poisson (c) definido por.(;|r, se pueden escribir de las dos
formas siguientes: '

2 e —ad(M(0) -0, con M,(0) = S(R+1)dp(o), ®
o bién: d 1
T =-ad" (M_(e) @, con M-(a)=3(R-1dp(a). ()

Prueba Elsiguiente cdlculo revela que el segundo miembro de (d) es igual a los segundos
miembros de (f} y (f’):

- ad® (%(R + 1)@(0:)) ca=—ad (%R d.go(a)) a¥ad (%d(p(a)) ‘a=

]

= - ad*‘.(%ﬁdga(a)) “aF % a&"‘ {dp{e)) a=—ad" (%Rdw(a)) o
= —ad" M(a) - a,

la peniiltima igualdad debida al Lema 2.1 de la Seecién 1.2.1. n
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2.1.2 Endomorfismos R = P, - FP_

5i el dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G se descompone, como espacio vectorial,
en suma de dos subdlgebras de Lie g+ y g— y Py son los operadores de proyeccién sobre
g+ paralelos a gz (P4 + P~ =I), el endomorfismo

R=P, —P_

es una matriz-r clésica, como se comprueba directamente a partir de la Proposiciéon 1.1
de 2.1.1. .

Con la notacién t+ = Pz, se tiene que [z;y]lg = [z+;¥+] — [z- ;¥-], por tanto
se puede escribir gg = g+ B g"_, siendo g’ la subdlgebra g_ con la operacién opuesta, y
donde la suma directa ahora se entiende en tanto que subdlgebras de Lie de gp. Conse-
cuentemente, si G'g es el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie gr v G+
son los subgrupos conexos de G correspondientes a g, se tiene que G y G+ x G_ son
localmente isomorfos en e € G, donde G_ es el grupo G.. con la operacidén opuesta.

Entonces, en un entorno de e € Gp, se tiene;

expr(z) = expp(zs +7_) = (expy(z4)sexp_(z_)) .

Ademds, la aplicacién p : G4 x G. — G definida asi: p{g4,9-) = g+ g, es un
difeomorfismao local en €l punto e € &, ya que du(e) es la-identidad gg — g. Esto
permite afirmar que, en un entorno del elemento unidad del grupo G, todo elemento
¢ € G admite una factorizacién tnica g;g- con g+ € Gi..;

Teorema 1.2 Sea g un dlgebra de Lie, g, y g— subdlgebras de Lie de g tales que, como
espacic vectorial, g = g4+ @ g— y P+ los operadores de proyeccién sobre g4 parelelos
al subespacio complementario. Sea & el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra
de Lie g y G+ los subgrupos conexos correspondientes a g4 respectivamente. Sea el
endomorfismo R = P, - P_. Si ¢ € C*(g*) una funcién de Casimir con respecto
al corchete de Poisson natural sobre g*, las ecuaciones del movimiento (expresién (d)
de 2.1.1) relativas al hamiltoniano , con respecto al corchete de Poisson {; }r, tienen
por solucién local con condi¢ion inicial cp € g* & la curva:

a(t) = Ad” (c4(t)) - 00 = Ad" (c-(2)) *a0, @0 €9,
siendo ¢4 (t) € G4 las soluciones de la familia de problemas de factorizacién local:
exp(tzo) = ey (t)Pe-(t); o = dp(e) €.

La igualdad de las curvas ay (t} = Ad” (c4(t)) - a0 y a—(t) = Ad" (c_(t)) - ap es
consecuencia de la condicién de funcién de Casimir de ¢, con respecto al corchete de
Poisson canénico de g*.

En efecto, la factorizacion:

c-(t) = c1(t) - expizo = c.(t) expt dp(ag),

implica:
Ad"(c-(2)) - a0 = (Ad™(c4(t)) 0 Ad" (exp tdi(ap))) - 0.
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Ahora bién:
Ad*(exptdp{ae)) - a0 = ag o exp {ad(—t dip{a))) = a0,

ya que la ltima exponencial estd definida-sobre un grupo de matrices y la funcién ¢
satisface la igualdad (Lema 2.1 de la Seccién 1.2.1):

0 = ad*(dp{ao)) - ap = —xg 0 ad(d(ao))
por ser una funcién de Casimir.
En la. demostracién del teorema se hace uso de los siguientes resultados.

Lemal.l Seac:R — G una curva C® yb:R — G la curva sobre G definida por
b(t) = (c(t))-l.entonces:

dc
= ~Tepeiy-1 0 Tey Aety-1 75 -

&8

Prueba En efecto, consideremos la composicién:
teR — (b(t);c(t)) eGx G Sb(t) -clt) =e€G. (a)

Recordando que la aplicacién tangente a 7 en un punto (9;h) € G x G viene dada por
(ver por ejemplo: Dieudonné [1970]):

Tigimy™(Zgi 2r) = ThAg(zn) + Tepa(zy)
al derivar con respecto a ¢ la co'mpdsicién (a) se obtiene:

R —_ Tb(t)G X Tc(t)G —_— T G =g
db dc db
t (dt dt) Tb(t)pc(t)E +Tc(t),\b(t)a_t —_ 0

por tanto:
db de
Tb(t)pc(t)d_ = ~Ten) Aoty 53 g

es decir: b d
- -
prii _.Tepc(t)-l © Te(r Ae(t)-2 7 -
’ |
Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y L € Gl ( ). Todo elemento
A € TLGl(V'}) es de la forma ‘

A= -(E{P(t)[t=0 y
donde @(t) € GI{V) es un grupo local con la condicién ¢(0) = L. Se puede tomar
©(t) = L exptX donde X € End(V), de forma que: ‘

g 7 )
A= EEL-exthL:u =L - X eT,GUV), {b)

y por tanto, T GI(V) = End(V).
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Sea y € V' un elemento cualquiera, la aplicacién tangente en L € GI{V) a

Lecuvy L Ly e v,

€s:
AeTiGl(V) 25, Ay e Vv, (c)

va que, teniendo en cuenta (b},

d d
T TY(A) = T,LTY (BEL cexptX| 'H,) = d—t(L -exptX(y))|,_o = L+ X().

Lema 1.2 Sea & un grupo de Lie de dlgebra de Lie g. La aplicacidn tangenteeng e G
a la accidn adjunta de G sobre g viene dada por la expresion:

(T, Ad)(zy) = ad (Typ,-1 - z4) © Ad{g), donde z,€T,G,
habiendose identificado el espacio tangente Taq(q)Gl(g) ¥ 5l(g)-

Prueba Sea y € g, consideremos la composicién:

 heGhhge G A Ad(hg) € Gi(g) T Ad(hg) -y € g,
derivando en e € G y teniendo en cuenta (c) tenemos:

v.€9— (TyAd) (Tepy - 2) -y € Tad(s)18 = 8 -
Ahora bien, Ad(hg} - v = Ad(k) (Ad(g) - ¥), de forma que la aplicacién considerada se
puede escribir también:
Ad TAdg)
h e G — Ad(h) € Gl{g) — Ad(h) (Ad(g)-y) €.
Al igualar las dos derivadas se obtiene:
T, Ad (Tepgz) -y = ad(z) (Ad(g) ‘' y) .
Como cualquier vector tangente a & en g € G se puede escribir asi: z4 = T,p, - T, se
tiene que T = Typy-1 - T4, con lo que se obtiene el resultado. . n
Lema 1.3 Seap € £%(g") una funcién Ad*-invariante, entonces, si &« € g,
dp (Ad'(g) - a) = Ad(g) - dg(e).

Prueba Por ser ¢ una funcién Ad*-invariante se tiene:
@ (Ad"(9) @) =¢p(a), paratodo g€ G, acg*.
Considerenios la composicidén: ‘
p:acg’ — Ad'(g)-acg® - ¢(Ad*(g)-a) €R,

con g € G fijo. Entonces, puesto que d ( Ad*(g)) (@) = Ad*(g) para todo & € g* (ya que
Ad*(g) es lineal), tenemos:

d(a) = dp (Ad*(g) - @) 0 Ad"(g).
Pero di{a) = dip(a), asi pues:

dp(e) = dp (Ad*(g) - @) 0 Ad"(g). - (d)
Por otro lado, realizande, como siempre, la identificacién g** = g, se tiene:
Ad(g) (dp(a)) = dp(a) o Ad*(g71), (e)

donde se considera que dy{a) € g en el primer miembro y que dy(a) € g** en el segundo.
Entonces, sustituyendo la expresion (d) de dp(c) en el segundo miembro de (e,

Ad(g) (dip(e)) = dp (Ad*(g) - @) ,
quedando demostrada la igualdad. [ ]
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Prueba del Teorema 1.2

(1) Con z¢ € g fijado, sea la curva
z:teR— Ad(c(t)) o€ g,

donde t — ¢(t) es una curva C* en G. Entonces, teniendo en cuenta la expresién de la
aplicacién tangente a la accidn adjunta, obtenida en el Lema 1.2, se tiene:

dx de de
== ((Tc(;) Ad) (E)) To —ad( o(2) Pe(t) =1 - dt) (Ad (e(?)) - zo) =
de
=ad (Tc(t)pc(t)—l : E) -z(t).

{2) Sea la aplicacitn:

p:t€R—Ad" (c(t)-moeo", wo€g .

4

vamos a demostrar que se tiene la siguiente expresién de %‘f:

dp
‘ = = (Tc(t)pc(t) 1 dt) p(t} - (f)
En efecto, por definicién de accién coadjunta de G sobre g, la aplicacién g se puede
escribir asi: p{t) = pp o Ad (c(t)'l). Derivando con respecto a ¢, teniendo en cuenta el
Lema 1.1 y el apartado {1) de esta demostracidn, se tiene:

d, d _ dc;
‘di: = Hoo - Ad (c(t)™) =pooad (Tc(t)"lpc(t)

) o Ad (e(t)"1) =
de
—#ooad( e(t)=2Peft) © TePerr)-1 © Ty Ae(s)— % ) cAd{c(t)"1) =

de
—,uooad( TeeyAeqe)- ‘d_) o Ad {c(t)™") .
Ahora bien, teniendo en cuenta que Ad(g) es un automorfismo de g, es decir,
Ad(g)oad(z) = ad { Ad(g) - z) 0 Ad(g); paratodo g€ G =zeg,

se puede escribir:
ad(z} - Ad(g) = Ad(g) - (Ad(g™") - 2} ,

por lo que
dc
~ pg o ad Tc(t)Ac(t) ld OAd( (t)~ ):
-1 de
, = —pugoAd (C(t) ) cad | Adegy oTenAere)-1 )
¥ por tanto,
dy de
o = Heo Ad (c(t) ) oad (Adcm oT ey Ae(e)—1 dt) =
- de
= —pgo Ad{c(t)"!) oad (Tc(t)Pc(t) 1 0 TeAerr) 0 TeqpyAcir)—1 dt) -
-1 de de
= —ppo Ad (c(t)"!) oad Tenypen-1 7 | = 2d™ { Teypernr- 1 ) ),
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con lo que queda demostrada la igualdad (f).

(3) Volviendo a las notaciones del enunciado, hay que comprobar que la derivada con
respecto a ¢, obtenida en (f), de la curva:

at) = az(t) = Ad” {cx(t) - o0, (8)

coincide con:

= = —ad" (M4 (aft))} - a(t), ocon j—? = —ad” (M_(a(t))) - a(t),

donde My (t) = £Pydy (a(t)) (Proposicién 1.3).

Teniendo en cuenta (f}, es suficiente probar la relacidn:

dc
~P,dy (a:t(t)) = Tci(:)pCt(t)"ld_:: ’ (h)
o lo que es’lo mismo,
! dey .
P_dp(ax(t) = TeuqPestn - ®

 Como ¢ es Ad*-invariante (Seccién 1.2.1), haciendo uso del Lema 1.3, tenemos:
Ad e+ ()} - dp(ao) = dp (Ad* (cx(1)) - o) ,
y entonces las igualdades (h) y (i) se pueden escribir asf:
de

—P, (Ad{cx(t)) - dp(ao)) = Tci(:)Pct(z)—ld—ti , ()
P_ (Ad (cx(t)) - dp(ao)) = Tci(z)Pci(:)—lcz—cti . (k)

Esto es lo que hay que probar.

En efecto, consideremos la composicién:
T:teR — (c-(t);exp(—tzo)) € G x G — e_(t) - exp(—txe) =4 (t) € G.

Teniendo en cuenta que a‘%exp(tmo) = T, Aexpize - To (¥B que t — exptzp es la curva
integral en el elemento identidad, del campo invariante por la izquierda definido por
Zp € g), la derivada con respecto a t de ¥ es

de dv de_
d_:— = E =T, (t)pexp(-txo)'&?' - exp(—t::o)Ac_ (t) © Tc/\exp(—t::o) "o,

entonces:
dC+
Terwberiyr g =

de— _
= Teyi0)Pes (991 © Te_(e)Pexpt—tzo) 7 ~ Tes0)Pes (=2 @ Tedey ) - %0 =

de_
=T._t) {Pe, (-1 © Pexp(-tz0)) = — Ad (c4(t)) - 20 =

de_
= Tc_(t)Pexp(-tzo)-c+ (&)-1 —&?‘ —Ad (C+(t)) Iy =

dc_t,. - Ad{cy(t)) -zo =

=T -
= (t)p(c+(t)-exp tzo) ' d

de...
=Te_(Pe_(ny-r—; — Ad (e+(2)) - Zo,
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obteniendose finalmente la igualdad:

dey, dec_
Ad(e+(t) 2o = ~Tey (0Pes (i) - L+ To_be_ty1 — pra {1

Ahora bien, como ¢y : R — Gy se tiene que c4(t)~! € G4 y por tanto p., (1y-1 : Gy —
Gy. Asipues T, (ypc, (-1 * Teo(9Gt — T.G+ = gx, esto implica que

dci
Tci(t)pci(t)‘l'"&'t_ € 9+,

por lo tanto, de la relacién (1) obtenemos:

de
Py (Ad(e4(t)) - 20) = FLey (iPes (1 g, - (m)

Si se consi@era la composicién:
D it — (cp(t); exp(tzo)) — c4+(t) - exp(tzg) = c_(t},

al calcular la derivada con respecto a t de forma andloga a la precedente, se llega 2 la

igualdad:
de.,. de..
Ad(c-(t))  z0 = —Te, (t)Pey 8y~ —5 o =+ T pe_ (- = a

de donde obtenemos:

de
Ps (Ad(e-(1)) - @0) = FTey 0 Pea (o . (v)

Las relaciones (m} y (n} son las relaciones buscadas (j) y (k). [ |

2.1.3 Ecuacién Modificada de Yang-Baxter y Ecuaciones de Lax sobre g*

Los endomorfismos R = Py — P_ € End(g) son casos particulares de soluciones de
la ecuacién modificada de Yang-Baxter (Semenov [1985]), que es una condicién suficiente
de matriz-r cldsica. Su importancia consiste en que a partir de una solucién R € End(g)
se puede generalizar el método de factorizacién Unica de los elementos del grupo, en un
entorno del elemento unidad, y de forma andloga a lo establecido en el Teorema 1.2,
obtener soluciones de las ecuaciones del movimiento de sistemas dindmicos definidos por
hamiltonianos que son funciones de Casimir con respecto al corchete de Poisson natural
sobre g*.

Proposicién 1.4 Sea g una dlgebra de Lie y R € End(g). Una condicién suficiente
para que R sea una matriz-r cldsica es que sea solucién de la ecuacién:

Br(z;y) = [Rz; Ry] - 2R ([z;y]r) = —[z:¥], (a)
denominada ecuacién modificada de Yang-Baxter.

Prueba Un célculo directo revela que si R satisface (a) entonces satisface la condicién
necesaria y suficiente de matriz-r cldsica de la Proposicién 1.1. ]

Las tres proposiciones siguientes describen propledacles gue se tendran en cuenta
para formular el teorema de factorizacién.
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Proposicién 1.5  Sea g un digebra de Lie, R € End(g) una solucién de la ecuacion
modificada de Yang-Baxtery '

Ri= %(R +1) € End(g).
Entonces Ry : gr — ¢ son homomorfismos de dilgebras de Lie.

Prueba Que R sea solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter implica que:
. 1
E([z;vlr) = 5 ([Rz;Ry] + [=;4]) ,
por tanto, teniendo en cuenta la expresién de [;]g (Definicién 1.1 de 2.1.1), se tiene:

((Rz;Ry] +[z;¥] £ [Rz;y] = [z; Ry)) =

dal =

1
Ry ([z;vir) = 3(R+1) ([zivlr) =
1 1 '
=7 ([Bz;Ry+y]+[z; Ry +y]) = 7 ([Rz+z; Ry +4]) = [R+(2); R+ (v)] ,
que es la condicién de homomorfismos de élgebras de Lie. [ ]

Proposicién 1.6 En las condiciones de la proposicién anterior, sean g3 = ImR. y
¢, = Ker R<. Entonces:

(1) @+ C g son subdlgebras de Lie de g.

(2} ®i C g1 son ideales de g+ respectivamente.

Prueba

(1) Laimagen por un homomorfismo de lgebras de Lie es una subélgebra del conjunto
final. '

(2} Sea z’ € . Por definicién, R_z’ = 0 0 lo que es lo mismo Rz’ = . Se tiene, por
tanto, '

Rz’ = %(R + 1)z’ = %:c’ + —;-a:' =z,
por lo que ' € ImR, = g, es decir, by C g4.
Sean, ahora, 4 € gy y =’ € £, entonces,

R_([z4+:2']) = B ([Ryz; Ryz’]) = (R- o Ry) ([zi2]g) -
Como R_o R, = R, o R_, sustituyendo en la igualdad anterior tenemos:

R_(lz+;2]) = (Ry o R-} ([z;7']g) = R4 ([R-z; R-2]) .
Pero z’ € £,., es decir, R_z" = 0, asf pues:

R_(fzs;2)) = R0 =0.

Esto significa que [z4 ;] € £, por lo que £, es un ideal de g;.

Anslogamente se tiene que £_ es un ideal de g._.. [ |

Como consecuencia de esta proposicion, los espacios vectoriales cociente g/t. ¥
g_/t_ tienen estructura de dlgebra de Lie.
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Proposicién 1.7 La aplicacién:

br:Rizecg, /b, - R zeg_ /e
es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Prueba

(1) Esta bien deﬁnida, pues si £, y ', pertenecen a la misma clase de equivalencia
Zy, entonces z/, — x, € £, y, por lo tanto, R_(z/, — z,) = 0, lo cual equivale a
Ry(z! —z_)=0,esdecir,z’ —z_ct_yz’ €7

(2) Al ser R, un homomorfismo de lgebras de Lie, se tiene:

(73 7%) = [+ 33+] + & = Be (l23]m) + 84,

AN
entonces:

Or [Ty ;Y] = R-[z;ylr +E_ = ‘
= [z ;y-] + ¥ = [=;7-] = [0rT+ ; OrT5] -

+

De esfa. forma queda demostrado que & es un homomorfismo de Algebras de Lie.
(3) Es claramente un homomorfismo suprayectivo.
La condicién de inyectivo es también directa: ,
R z=R <= 0=R.(R(z-2")) =R_(Ry(z-7)) & Rz =R.7.

[ |
“o o

Teorema 1.3  (Semenov M. A. [1983]) Sea g un dlgebra de Lie, R € End(g) un
endomorfismo que satisface Ia ecuacién modificada de Yang-Baxer. Sean Ry = 3(R%1)
¥ o+ = Im Ry y consideremos la aplicacién:

iRE(R+;R_) igr — g X g,

entonces:

(1)
Imig = {(z;9) € g+ x 8- /0T =T} .

(2) La aplicacidn ig : pp — g+ X8 s un homomorfismo inyectivo de dlgebras de Lie.
FPor tanto, un isomorfismo entre gr y una subdlgebra de g4 x g...
(3) Todo elemento = € g admite una descormposicion tinicaz = T, —x. con (z4;z.) €
Imig. :
Prueba
(1} La inclusién:

Imir C {(z;y) € g+ x 9 /ORT =7}
es directa. En efecto, si (.'r y)€EImigsetienequex = Rezyy = R z con z € g, por
lo que (z;y) €+ X g- yORT =T7.
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Para demostrar que

{(z;y) € 94+ x g— /0RT =7} C Imig,

" hay qué comprobar que si (z;¥) € g+ X g- tal que T = 7, existe v € g de forma que
z=Ry(v)ey=R_(v)

Por hipotesis, x = Rz ey = R_2, donde 2,2 € gy R_z € R_z'. Entonces,
R_z—R_z' ct_, es decir, R, (R_z —~ R_2') = 0. De aqui se deduce:

(R+1}(Rz~z—-R2Z+2)=RRz-RRZ -2+2 =0.

Ahora bien, si existe v € g tal que £ = R.v e y = R_v debe verificarse:
z=Riz=Rv=vy; y=R_Z=R.v=v.,

es decir, .
Rz+z=Ru+v; R -z =Rv-w,

por lo tanto v y Rv vendrian dados por:

v=%(Rz+z—Rz'+z’); Rv:%(Rz+z+Rz’—z’),

y deberia tenerse:
R(Rz+z-RzZ+2)=Rz+z+RZ -7,

es decir: _
RRz—~RRZ —z+7 =0,,

que es la_condicién, obtenida anteriormente, para que R_z € R_z'.
(2) Hay que demostrar que
ir ([z;¥lr) = [irz;iry] , paratodo z,y € ggr,

es decir,
(Ri(z;yln); R-([z:4}r)) = [(R+z: R-z); (Ryw; R-y)] .

Ahora bien, Ry : gr — g son homomorfismos de 4lgebras de Lie (Proposicién 1.5),
por tanto

(Ri(z:vlr) i R-([z;¥]r)) = ([R4=; Ryy]; [R-z; R-v]) ,
que es, por definicién, el corchete de (Ryz; R_z) y (Riy; R_y) en g x g.

El homomorfismo es inyectivo, pues si igx = igy tenemos que (R.,.:r:; R_x) =
(R+v; R-y) lo cual implica que z = y. :

(3) La descomposicidn de x € g existe ya que:
~z- = Riz R:r—l(R+1):r:-—l(R_1)g;-33;4.15...1.
TrTEEEETAETS 2 IR

es decir, Ry — R_ = 1. Es tnica, pues, stz =z —z_ = u — v con (u;v) € Imig, por
definicién de Imig, existiria un =’ € g tal que u =/, y v =z, con lo que:

t=z4—2z_ =1z -~z =2,

de tal forma que x4 =z, yzr_ =zx_. ]
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Sean G y G los grupos simplemente conexos de 4lgebras de Lie g ¥ gr- A los
homomorfismos de dlgebras de Lie Ry : gg — g les corresponden homomorfismos de
grupos de Lie: R:i :Gr — Gy las imagenes G173 Im R son los subgrupos de Lie
conexos de G de algebras de Lie gy

Teniendo en cuenta el Teorema 1.3, la aplicacidn:

(§+;§-

GR ) G..}.XG..

es un homomorfismo local en un entorno de e € G g, inyectivo, de grupos de Lie.
Sear:GxG— G la aplicacién definida por (g; }L) — gh~!. La composicién.

mo (§+;§_) G — G,
es un difeomorfismo local en e € G R, Ya que T, (7r ° (R+, R_ )) gr — @, es el isomor-

fismo de espacios vectoriales: = € gg — z4. — z- € g, donde (z4;z.-) € Imig. Porlo
tanto, un elemento ¢ € G arbitrario, suficientemente préximo al elemento unidad e € G,
adm1te una fa.CtOI'Z&ClDIl ‘LlIllCﬂ. o

g=9+9""  (94:9-)€Im (&;R-) .

De acuerdo con estos resultados, se puede enunciar el siguiente teorema, generali-
zacién del Teorema 1.2 de la Seccién 2.1.2.

Teorema 1.4 (Semenov M. A. [1983]) Sea g un dlgebra de Lie y R € End(g) un
endomorfismo que satisface la ecuacién modificada de Yang-Baxter (a). Sea ¢ € C™(g*)
una funcién de Casimir, con respecto al corchete de Poisson natural. La solucion que
pasa por ap € g*, de las ecuaciones del movimiento {(expresion (d) de 2.1.1) con hamil-
toniano o, relativas al corchete de Poisson definido por R, es:

a(t) = Ad* (c4(t)) - o = Ad* (c—(t)) - a0,
donde ¢, y c— son las soluciones del problema de factorizacion:
exp(tzo) = ¢y (t)-c-(t}; cx € Gx; To=dp(ap) € g
Esta factorizacion existe para t'én un entorno de 0.

Recordemos que la'igualdad Ad* (c;.(t)) - a9 = Ad* (¢~ (t)) - o es consecuencia de
la condicién de funcién de Casimir de ¢ (ver Teorema 1.2 de 2.1.2). -

Prueba La demostracién es aniloga a la del Teorema 1.2 de 2.1.2. La Proposicién 1.3
de 2.1.1 nos dice que las ecuaciones del movimiento (d):

da * 1
% = —ad*(M(a)) - «, M(a) = ER(dcp(a)) '

se pueden escribir de la forma (f):

do
dat

[ mad

= —ad” (Ms(t)) - o(t), donde My(t)=;(R*1) dp(aft)). (b)

t\J
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En el apartado (2) de la prueba del Teorema 1.2 de 2.1.2 tenemos la derivada con
respecto t de la curva a(t) del enunciado:

. do des
s =ad" (c*(t).oc*(t) 1 dt) aft). (c)

Hay que comprobar que (b) y (¢} coienciden.

Por ser v Ad*-invariante, es suficiente probar que {ver Lema 1.3}

1 de
-2'(R+ 1) Ad{(cx(t)) - dplao) = — ci(t)pc*(t)'l—d'té

En la demostracién del Teorema 1.2 de 2.1.2, a partir de la factorizacién exp{tzy) =
ce ()71 e_(t), se obtuvo la igualdad (expresién (1) de 2.1.2):

de,

de_
~ Ad(ee(8) zo = To_)Pe_(py-1 = p ~TeoPer (v 3

x. (d)

Andlogamente, para Ad" (c_(t)) - zo. Ahora bien, sea ¢(t) el elemento de G tal que
Ryc(t) = c4(t), entonces:

de de-
(TC+(ﬂ)pC+(t)‘ d+ T._ (t)Pc (#)~1 ! ) €lmig,

ya que, por ser ﬁi homomorfismos de grupos, P74 ° Ry = I?Ei a pr, con lo que:

= fde
T rpestomr o dt = TeyPes()r o Tey R (dt) =

N\ de =y de
= Teqy) (pci(*)"' ° R*) dt W (Pﬁ;(c(:)—z) ° Ri) dt

= dc = de
= Te(t) (Ri o pc(t)—l) % = TeBax 0 Tege) Pey- i
dc

= Ry o Tty Pe(r)-1 = Tl

Pero la descomposicién (d) es unica, as{ pues:
dci
R:b (Ad(czb(t)) ) .'1'10) = - ci(t}pci{t)"‘l _CF t

que es lo que se queria demostrar. [ ]

Si, sobre g, existe una forma bilineal, invariante, no degenerada (que define un
isomorfismo entre g y g*), las ecuaciones de! movimiento tienen la forma de Lax.

Proposicién 1.8 Sea g un dlgebra de Lie y ¢ : g* — g el isomorfismo asociado & una
forma bilineal, invariante, no degenerada sobre g. Si R es una matriz-r cldsica sobre
g, entonces las ecuaciones del movimiento sobre g*, con respecto al corchete de Poisson
definido por R, relativas a un hamiltoniano de Casimir ¢ € C®(g*} (con respecto al
corchete de Poisson natural), se escriben sobre g de la siguiente forma:

%:[I;M(a)]; M(a)=-1§Rdtp(a)Eg,

dondea=¢~(z)cg" yreg.
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Prueba En efecto, las ecuaciones del movimiento son (expresién (d) de 2.1.1):
~ = —adg (dp(a)(a) = —ad" (M(a)) - .

Ahora bien, si ¢ : g* — g es el isomorfismo asociado a la forma bilineal invariante, se
tiene:

ady o = poad}, paratodoz€g,

por lo tanto,

6 (- ad® (M(a)) - a) = — (¢ 0 ad” (M(a))) (o) = |
= — (ad (M(e) 0 8)) (@) = —ad (M(a)) - $(a).

con lo que
dqfita = —ad (M(a)) - ¢(a) = [#(); M(a)] .

2.2  Grupos de Lie-Poisson y Bidlgebras de Lie
2.2.1 Grupos de Lie-Poisson

Definicién 2.1 (Drinfeld V. G. [1983a]} Un grupo de Lie-Poisson es un grupo de
Lie G dotado de una estructura de Poisson tal que la operacidn de grupo: «: (g, h) €
GxG — n(g,h) = gh € G, es un morfismo de Poisson de la variedad de Poisson producto
(G x G; {; }axc) en la variedad de Poisson (G; {; }g). Es decir, si ¢1,p2 € C¥(G), se
tiene:

{pripelgom ={pr1omipaonls.g -

Teniendo en cuenta la expresién del corchete de Poisson de la variedad producto
(Seccién 1.2.1), la condicién que debe satisfacer {; }¢ para que (G;A) sea un grupo de
Lie-Poisson se puede escribir asi: ‘

{1;902}q (gh) = {(promi; (paomils (W) + {(prom)i s (w2 oMb} 4 (g) =
={p10Ag;020 X0} (h)+{w10pn;p20pn}c(g),

donde (p; o7)}] es la funcién sobre G definida por {p;om)i(h) = (piom) (g; h) y (p;om)3
la funcién sobre G definida por (; o m)2(g) = (pi o 7)(g; h) (ver Seccién 1.2.1). '

Definicién 2.2 * Sean (G1;{; },) ¥ (Ga: {; }c,) dos grupos de Lie-Poisson y & : G, —
G, una aplicacién C*°. Se dice que ® es un morfismo de grupos de Lie-Poisson de
(G1;{;}c,) en (G2;{;}¢.) si ® : G — G2 es un homomorfismo de grupos y si
®: (G1;{;}c1) — (G2 {; }e,) es un morfismo de Poisson.

Proposicién 2.1 Sean (G;{;}c) y (H;{; }u) dos grupos de Lie-Poisson. El producto
(G x H;{;}oxn) es un grupo de Lie-Poisson.
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Prueba Hay que probar que, si F}, F3 € C°(G x H) y Il es la multiplicacién en G x H:
I {((g1; k1) (g2; h2)) = (9192 hahe),

. para todo g1,92 € G y para todo hi, he € H se tiene:

{F1; Fa}exu{gig2; hiha) = {F1 o I1; F2 o I} ex myx(ax &)y ({915 R); (g2; ha)) -

Con los mismos criterios de notacién, es decir, (F;)(h) = Fi(g;h) y (F1)k(g9) = F(g; h),
el corchete de Poisson de la variedad producto (G x H} (ver Seccién 1.2.1) se escribe asi:

{F1; Paoxu(gige hihs) =
= {(F)9; (P79 i (k) + {(F)3™ 5 (F2)5 M }a(0162)

v como & y H son grupos de Lie-Poisson, para todo ¢1,92 € G, by, hs € H,

{F1; FaYoxa(0192 k) =
= {(F1){'% 0 Any ; (F2)T'9 0 Ap, ba(he) + {(F1)T*% 0 ppy s (F2)T'9 0 ppy b (e} +
+ {(F1)5% 0 Ag, 5 (F2)5*" 0 Mg, Ye(g2) + {(F1)5*™ 0 pg, + (F2)5*"2 0 py, Ya(ag1) -

Por otra parte, de la definicién del corchete de Poisson de la variedad (G x H) x
(G x H) obtenemos:

{F1 oIl ' Fz o] H}(GXH))((GXH) ((gl; hl); (92; h?)) =

ih h
= {(FLem@™;(RomiP™} (gaiha)+
{g2:h3) | (g21ha) .
+{(F1°H)2 i (F2 0TI }GXH(Ql:hl)-
Coni,j=1,2
(Fio®™ = Fio(hg, x M) v (FroIP™ = Fio(py, x pn,),
por tanto,

{FLoIl; F2 o T} Gy myx (G ay (925 B1)i (g2; h2)) =
= {F1o(Ag X A, )i Fao (Ag, X An)}ou g (92; h2) +
+ {F10(pg, X pry) i F2 0 (pgs X phy)}ay s (91:h1) -

Desarrollando esta expresion se tiene:
{F1oIl; F2 o M} gy sryxeox iy ({915 h1); (925 ha)) =
= {(Fio(Ag; X A 0] 5 (F2o (X, X )\,,l))?}H (hy) +
+{(Fro (g x M)z s (Fro Oy x an)y | (90) +
+{(Fio(pgs x on2))T 5 (F2 0 (pgs X pma))i' }py (1) +
+ {(F1 0 (0gs X Pha))g’ i (F20 {0z X £ha))3" }G (g1}
Ahora bien,
(Fio (o X M) = (P 0 dnys  (Fio (g X M))a? = (R)P2 0 g,
(Fio(pgs X pra))y = (F)'% 0 pnys  (Fio{pgs X pm))g' = (R 0 pps,

por lo tanto, queda demostrada ta proposicién. [ |
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Teorema 2.1 (Drinfeld V. G. [1983a]) Sea (G; A} una variedad de Poisson, donde G
es un grupo de Lie. Seal: G — g @ g la aplicacidn definida por:

I(g) = (Type-1)¥°Alg), (a)
ym:G — g x g la aplicacion definida por:
m(g) = (Tghg=1)®*A(g).

Entonces (G; A) es un grupo de Lie-Poisson si y sdlo si se satisface cualquiera de las
siguientes condiciones:

(1) Se verifica la siguiente igualdad:
Algh) = (ThAg)®? (A(R)) + (Tupn)®? (Alg)) , para todog,h € G, (b)

denominada propiedad de Drinfeld del 2-tensor A.

(2) La aplica-cién [ es un 1-cociclo de G con valores en g @ g con respecto a la accidn
adjunta de G, es decir, se satisface (ver Seccién 1.1.2, pag 13):

K I(gh) = Ug) + Ad(g)”l(hj, para todo g, h € G . (e)

(3) La aplicacién m satisface:

m(gh) = m(h) + Ad(h"1)®*m(g), paratodog,heG.

Prueba

(1) Por definicién de grupo de Lie-Poisson, para todo par de elementos g, h'€ G y todo
par de funciones 1, w2 € C*°{G), se tiene

{1i02}c(gh) = {p10Ag; 020 Ag}e(h) + {p1 0 pn; w20 pn}a(g).

Si A es el 2-tensor de Poisson de G, la férmula anterior es equivalente a:

Agn (dip1(gh); dipa(gh)) =
= Ap (d(p1 0 Ag)(h); d(ww2 0 Ag) (R)} + Ag ((d(w1 0 pa)(9); dlw2 © pn)(g)) -

Perc

Ar (d(ip1 0 Ag)(R) ;d(p2 0 Ag)(R)) =
= A (di1(gh) o Thig; dioa(gh) 0 Tadg) = ((Thdg ® ThAg)(An)) (di1(gh); dp2(gh))

asi como

Ag(d(w1 0 pr)(g); d{wz © p1)(g)) =
= Ag (dp1(gh) o Typn; dip2(gh) 0 Tgon) = ((Tepn ® Typn)(Ag)) (dpr(gh); dpa(gh)) ,

de donde se obtiene la expresién (b). Y reciprocamente.
(2) Por definicién de la aplicacién [, se tiene:

l(gh) = (TyhP(gh)—l ®Tghp(gh)—1)(Agh). .
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Como A satisface la propiedad de Drinfeld (igualdad (b)) la expresién anterior se puede
escribir asi: -

Ugh) = (Tyhp(gh)" ® TyhP(gh};‘) ((ThAg @ Th’\g)(Ah) + (Tgph @ Tgph) (Ag)) .

Teniendo en cuenta que pgn = pp © gy ¥y que las traslaciones a la derecha conmutan con
las traslaciones a la izquierda,

l(gh) (Te (pg-1 0 Xg) @ Te (£g-1 0 A} ) (Thpa-1 & Thpn-1) (An) +
+ (Typg-1 @ Typg-1) (Ag)

es decir,
i(gh) = (Ad, }* (R} + U(g),

que es la condicién de lI-cociclo de &G con respecto a la accién adjunta sobre g® g. La
reciproca es inmediata.
\'.

(3) Similar al caso anterior. n

Corolario Como consecuencia de la igualdad (c) se tiene que A(e) = 0. Por tanto, si
(G; A) es un grupo de Lie-Poisson, el I-cociclo | definido en (a) satisface la condicidn:
ey =0. -

Observacién El hecho de que la igualdad (c) sea la expresién en términos del 1-cociclo {
de la igualdad (b), es independiente de la condicién de tensor de Poisson de A, es decir,
no depende de la condicién [A; A] = 0. Utilizaremos este hecho mas adelante. [

Sea (eq,...,en) una base del dlgebra de Lie g y (zf; ¢ = 1,...,n) la base de
AY(G) constituida por los campos invariantes por la derecha definidos por (ej,... ,es).
Sig,y €C®(@)y

{9i9} =ALpd -Lpep; AT €C®(G),

es la expresién del corchete de Poisson en términos de los vectores zf, entonces, obvia-
mente, el 1-cociclo I se escribe asi:

(g} = A (g)e;i ®e;, (d)
con respecto a la base (e,...,e,).

Derivando el 1-cociclo ! se obtiene la versidn infinitesimal de la propiedad de Drin-
feld.

Proposicidn 2.2  Sea (G; A) un grupo de Lie-Poisson y | : G — g ® g el l-cociclo de
& con respecto a la accién adjunta sobre g ® g definido por la expresién (a). Entonces,
la aplicacién tangenteene € G a l:

e=Tl:0—¢g®g,

es un l-cociclo del dlgebra de Lie g con respecto a la accién adjunta de g sobre g ® g, es
decir, se satisface (ver expresidn (a) de la Seccién 1.1.1):

¢([z;y]) = (ad; @1 + 1 ® ad,) e(y) — (ad, @1 + 1 @ ad,) e(z), (e)

para todo z,y € g.
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Prueba Como la representacidon adjunta del dlgebra de Lie se obtiene por derivacién
en el elemento neutro de la representacién adjunta del grupo (ver Sagle, Walde [1973],
pag. 162), la proposicion es consecuencia de la Proposicién 1.1 de la Seccién 1.1.2. [ |

Observacién Considerando el isomorfismo 7 € g @ g — 7 € Hom(g"; g) (expresion {c)
de la Seccién 1.1.1) la accién adjunta de g sobre Hom{g";g) se escribe asf (ver ex-
presién (d) de la Seccién 1.1.1):

(z;7) € g x Hom(g"; 8) — adg of — 7 oad; € Hom(g";g).
donde z — ad], es la representacioén coadjunta de g sobre g*, definida asf ad} o = —oad;.

El mismo isomorfismo permite definir , a partir de e : g — g ® g, la aplicacién
€:g9— Hom{p";p) de la siguiente forma: .

A& €(z)(m)) = (€@ n;€(z)), paratodo&,neEg’.

La condicién de 1-cociclo de € se escribe, en términos de €, asi (expresmn {e) de la
Seccién 1.1.1):

€([z;y]) = adg oe(y) — &y} o ad] — ad, o€(x) + &(x) 0 ad;
[ ]

El hecho importante, enunciade por Drinfeld [1983a], es que este 1-cociclo ¢ de-
fine, por medio de la aplicacién transpuesta, una estructura de algebra de Lie sobre
el espacio vectorial dual g*. Para demostrarlo haremos uso de la siguiente proposicién
(Kosmann [1987], Aminou [1988]), que esablece que d({w;¥}c)(e) depende sélo de los
valores dip(e) y dye).

Proposicién 2.3 Sea (G; A) es un grupo de Lie-Poisson y ¢ : g — g® g es el 1-

cociclo de g con respecto a la representacién adjunta definido en la Proposicién 2.2. Si
@, € C®{G), se tiene la siguiente igualdad:

(d({piv}c)e)iz) = (dple) ® difle) ;(x)) , (f)
para todo x € g. -
Prueba Por el Teorema 2.1 de la Seccidn 1.2.2, podemos expresar el corchete de Poisson

en términos del 2-tensor de Poisson A. Entonces, teniendo en cuenta la definicidn (a) del
1-cociclo I, se verifica:

MWMH@@=%H%M@WMM=
= 3— (A{exptz) (dp(exp tz); dip(exp tz)))lpmg =
-4 ((Tepexptz) Hexptr) (dw(e;pt$)®d¢(exptm)))! o=
3 (Uexptz) (dp(expt2) 0 Topespte @ A(EXD£2) 0 Tebep i)l -

Como £ I(exp t:r:)lt_0 = T.l(z) y {(e) = 0 (ver la observacién que sigue al Teorema 2.1),
el resultado de la derivacién eés:

d({2:9}) (e)(x) = Ti(z) (dp(e) ® di(e)) -
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Observacién La demostracién anterior es independiente de la condicién [A;A] = 0.
Por tanto, para que se satisfaga la igualdad (f) no es necesario que & sea un grupo de
Lie-Poisson.

En efectb, sea A un tensor 2-contravariante antisimétrico sobre &, definamos la
aplicacién bilineal sobre C*=(G):

{v:¥Hg) = Ag)(delg)idy(g)), paratodoge G, ¢, 3 e€C™(G),

la aplicacién { : G — g® g comoen (a) ¥y €: g — g ® g como la aplicacién tangente a [
en-e € G. Para que la igualdad (f) se satisfaga basta la condicién (e} = 0. |

Teorema 2.2 (Drinfeld V. G. [1983a]) Sea (G;A) un grupo de Lie-Poisson y ¢ :
g — g®g el I-cociclo de g cou respecto a la representacién adjunta definido en la
Proposicién 2.2. Entonces la aplicacién transpuesta ¢* : g* @ g* — ¢*, define un corchete
de Lie sobre g* de la manera siguiente:

[€1:&2]g. = € (€1 ®€2), paratodo&i, &z € g”.

Prueba En efecto, el corchete asi definido es una aplicacién bilineal [;]4- : g*xg* — g*.
Segti'n la Proposicién 2.3, si &; = di(e) € g* se tiene:

(€1 ® &) i) = (61 @ ;s €(x)) = (dpr{e) ® dpa(e); e(z)) = (d ({1 w2}e) (€) s z)
es decir, '
(€158, = d{{p1iv2}c) (e) (g)
Entonces [;]g- satisface la identidad de Jacobi ya que:

€15 1625 &slgr - = [dion(e) s d{{p2 i wstale)]g- = d({w1:{p2;watals) (e) -

Proposicién 2.4 Sea G un grupo de Lie Poisson de dlgebra de Lie g. Sea (e;; 1 =
1,...,n) una basede g y (z; i = 1,... ,n) la base de AN(G) constituida por los campos
invariantes por Ia derecha tales que zf(e) = e;. Sean ,1 € C®(G), si

{(P;“p} = Aijsz‘P : Lx?d’; A e cm(G) 1

es la expresion del corchete de Poisson en la base (zf), las constantes de estructura,
respecto de la base dual (¢!; i = 1,...,n), del corchete de Lie sobre g" definido en el
Teorema 2.2 son: ‘

fi* = drike) e

Prueba En efecto, por definicién
5= (e i€t se) = (¢ @e* i TLllen))

que es la imagen de e; € g por diferencial en e € G de la aplicacién: g € G —
(ef @ e*;1{g)) € R. Ahora bién, teniendo en cuenta la igualdad (d), tenemos

(& ®@ek;i(g)) = A ¥(g),

y por tanto, la derivada en e € G de la aplicacién g € G — (& @ e*;1(g)) = A7¥(g) e R
es: z € g — dA¥(e) -z € R, con lo que queda demostrada la proposicién. [ |
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2.2.2 Bidlgebras de Lie y Tripletes de Manin
El Torema 2.2 sugiere la siguiente definicién.

Definicién 2.3 (Drinfeld V. G. [1983al) Una estructura de bidlgebra de Lie sobre un
espacio vectorial g consiste en la terna (g; [;]; €}, donde [;] es un corchete de de Lie sobre
elespaciogye:g— g®gesunl- cocic]o de g con respecto a la accién adjunta sobre
g®g, tal que Iz aphcac;én transpuesta €' : g* @ g* — g* define una estructura de dlgebra
de Lie sobre g*.

Si {g;[;];€) 'es una bidlgebra de Lie, la condicién de 1-cociclo de la aplicacidn
€: g — g ® g puede expresarse como una relacién de compatibilidad (Drinfeld [1983a])
entre los corchetes de Lie de g y g*, de la forma siguiente.

Proposicién 2.5 * Sea g un dlgebra de Lie, g* el espacio vectorial dual sobre el que estd
definida una estructura-de dlgebra de Lie {;];-. Sea ¢ : g* ® g* — g¢* la aplicacion lineal
definida por ¢(ay ® az) = [o1; 03]y ¥ B : 9 ® 9 — ¢ la aplicacidn lineal definida por
B(zy ® x2) = [z1;z2]. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La aplicacién e = ¢* : g — g® g es un l-cociclo de g con respecto a la accién
adjunta sobre g ® g, es decir,

e([z;])'= (ad; ®1 + 1 @ ad,) e(y) — (ad, ®1 + 1 @ ady ) e(z) .

para todo z,y € g.
(ii} La accién fie [€;m]g- sobre [x;y] se escribe de las tres formas siguientes:

(€0l i [z59]) =

= —([ad; &;mlg- s 9) — {[€52d3 nlg- s y) + ([ad; &9l s 2) + ([€:0dy g s 2)

o bién:

((&;7ler ,[I,y]) (E;[ad:,m;y]>+(f;[r;ad;y])—(n;{adzx;y])-(n;[!r;adzy]),
o bién: '

([€:mlge i [z39]) = (ad;n;adEyH(ad;&;ad;x) —(ad; €;ady y) ~ (ady 7;ad; z)
para todoz,y € gy todo €, € g*.

(iii) La aplicacién B¢ es un 1-cociclo de g* con respecto a la accidn adj u.nta sobre g* ®g*,
es decir,

B ((&3m) = (ade @1+ 1@ adg ) B(n) - (3dn®1+1®adfr)ﬁt(§)-

Prueba Por definicién de la aplicacién ¢ y de ¢, para todo z,y € g y todo §,1 € g°,
([€:mlg s 1z 0]y = (S(E@ M) ; [z 9]) = (E@miela;y]) -
Haciendo uso de la condicidén de 1-cociclo de € (expresién (e) de la Seccién 2.2.1) tenemos:-
([€:mlg= i [z 9]) = (€ @ n;(adz ®)e(y)) + (€@ n; (1 @ adr)e(y)) -
- (£ ®n;(ady ®L)e(x)) — (£ @ 7; (1 @ ady)e(z)) =
= ((adz)* () ® m;e(y)) + (£ ® (ad:)(m); f(y))
— ((ady)'(§) @ n;e(z)) — (€ ® (ady)'(n); €(2)) =
= —([ad; &;nlg- s ¥) — ([€:8d] 7l 1 u) + ([ad; & ; nlg- ,a:) (€adymlg-52)
pues ad] = ~(ad;)*. Por tanto (i) implica (ii) y reciprocamente.
La segunda igdaldad de (ii) es consecuencia inmediata del cdlculo siguiente:
—([adz &:nlpe ;9) = (ady(ad; €};y) = (ad; € j(ady)'y) = —(ad; £;ad;y) .
La eqmvalenma entre el resto de las afirmaciones se obtiene de manera similar. ]
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Si c; « son las constantes de estructura de g con respecto a una base (e;) y ff * las
constantes de estructura de g* con respecto a la base dual (e'), la relacién de compati-
bilidad, definida en (ii) de la Proposicién 2.5, entre los corchetes de g y g” se expresa de
la siguiente forma:

'k s s ’ + + o . - -
C}:sff =C:1rfga"'crjxr ;Q“C:xafrJa-c';s ;a.

De las relaciones de compatibilidad de la Proposicién 2.5 se deduce que si v : g* —
g ®g" es la transpuesta de la aplicacidn lineal que define el corchete de Lie de g, entonces
{g;[;]; €) es una bidlgebra de Lie si y solamente si (g*;[;]g-;-Y) es una bidlgebra de Lie.
A (g*;[;]g+;7) se la denomina bidlgebra de Lie dual de (g;[;]; ).

Definicién 2.4  Sean (g1;(;]1;€1} ¥ (92:[;]2; €2) dos bidlgebras de Lie y u : g1 — ge
una aplicacién lineal. Se dice que u es un morfismo de bidigebras de Lie de (gy;{;])1;€1)
en (g2 [;]2;€2) si u es un morfismo de dlgebras de Lie de (g1;{;]1) en (ga2; [;]2) ¥ u® es
un morfismo de dlgebras de Lie de (g*3; [;1g-,) en (9%1; {55, )

Proposicién 2.6 Sean (G ; A1) y (Ge; Aa) dos grupos de Lie-Poisson y ¥ un morfismo
de grupos de Lie-Poisson. Sean {g;;[;11;€) ¥ (82;];]2; €2) las bidlgebras de Lie asociadas.
Sea e; € G el elemento unidad. Entonces la aplicacién lineal tangente a W en e, es un
morfismo de bidlgebras de Lie de (g1;[;]1;€1) en (g2;[;]2; €2)-

Prueba Sea f: Gy — G2 un morfismo de grupos de Lie-Poisson y 2 € G5 el elemento
unidad. Que la aplicacién F = T,,f : T.,,G1 — T.,G, es un morfismo de algebras
de Lie es consecuencia de ser f : Gy — G2 un morfismo de grupos de Lie (ver Sagle,
Walde {1973]).

S6lo queda por probar que F* : g3 — g} s un morfismo de dlgebras de Lie. Sean
a,f € g, tales que a = dp{e:) ¥ # = dy(es), donde ¢, ¥ € £°(G2). Teniendo en
cuenta la Proposicién 2.3 de la Seccién 2.2.1, se tiene:

Flo; 8] = o Blog o Ter f =d({w;¥}es) o Tey f = d({wi ¥}, 0 f)
donde [r; B]y; se refiere al corchete en g3 definido por €.

Ahora bien, f: Gy — G es un morfismo de Poisson, por tanto,
{v;v}aof ={pofiv¥ofle .
En consecuencia:
Fila;Blo; =d({vo fivo fla,) (er) = [dlw o f)(er) s d(¥ o fYen),: =
= (dp(e2) o Toy £ dile2) 0 Tey 1, = [FH(0); FH(B)]

Drinfeld [1983a] ha puesto de manifiesto que los conceptos de bidlgebra de Lie y
de triplete de Manin estian en estrecha relacién.

Definicién 2.5 Un triplete de Manin es un sistema (p;p1;p2;{;),) donde p es un
dlgebra de Lie sobre la que estd definida una forma bilineal, simétrica, no degenerada
{;)p, invariante con respecto a la accién adjunta, y py, ps son subdlgebras de Lie isdtropas
con respecto a {; )y, tales que el espacio vectorial p es la suma directa de los espacios
vectoriales py y pa.
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Si sobre g* se tiene definido un corchete de Lie, sobre el espacio vectorial g x g* se
define un corchete, [;]x ¢ » que induciendo ambas estructuras de slgebra de Lie, lade g y
la de g*, deja invariante la forma bilineal simétrica, no-degenerada ((z;£); (¥; 7)) gxgr =
(£; y)+(n ;z). La siguiente proposicién (Kosmann, Magri [1988]; Aminou [1938]) propor-
ciona la forma explicita de este corchete. Comprobaremos, después, que [;]gx 4+ satisface
la identidad de Jacobi si y sélo si los corchetes [;] y [;]g~ son compatibles en el sentido
de la Proposicién 2.5. Es decir, (g % 8%;8; 8" {; }gxg~) € un triplete de Manin si y sélo
si (g;[;];€) es una bidlgebra de Lie.

Proposicién 2.7 Sean (g; [;]) un digebra de Lie, g* el espacio vectorial dual dotado de
un corchete de Lie [; |5« ¥ p = gxg*. La aplicacién bilineal, antisimétrica: [;]p : pxp — p
definida por: .

((z;€); (wim)], = (Iz;9] + adf y — ady ;[ mg- +ady 77— ady ) , (a)

es la dnica qﬁxe, induciendo las estructuras de dlgebra de Lie de g ¥ g", deja invariante la
forma bilineal {;}, dada por la férmula:

((:8): (mme = (&0) + (n52), : - (b)
es decir, es la inica que satisface: :
[(z; ),( 0)], = ([=;}0)

[ (0 ]p (0 [6?77 ) '
(1) @), 5z u)) +(milEsEml, ), =0 (©)

Ademds, g x {0} =P, y {0} x g* = p2 son espacios vectoriales isétropos con respecto a
la forma (;)p. '

Prueba La forma definida en (b) satisface la igualdad (c). En efecto, por una parte se
tiene:

<{(I; £ (w3 (% u))p =
= ({[z;y] + adg y — ady z; [€ ;7] + ady 7 — ad} £) ;(z;p))p:
= (p;lmy] +adiy —adgz) + ([§in] +adin—adj£;2) =
= (pu;lz;yl) + (p;adiy) — (psady ) + ([€:m52) + (adyn; 2) — (ady €;2) =
= —(ad} p;y) — (€;adyy) + (n;adlz) — {n;ad; z) — (adin;x) + (ad} ;) -

Por otra pa.rte

CRHEHAE p)lp)
={(y;m); (2] +adg 2z —ad) z;[6; u] +adi p —adi €} ), =
=(n;[z;z] +ad;z —adz) + ([; 0] +ad; p —ad; €59) =
= (adjn;z) + {n;ad; z) — (n;ad, z) + (§;ad) vy + (adf piy) — (adi €3y)
y sumando las dos expresiones se obtiene (c).

Comprobemos la unicidad. Por bilinealidad del corchete [; ], tenemos:

[(:€); (wsmp = [(z:0)5 (35 O] + [(25 005 (0s )] + [(0: €} 5 (w3 O)}p + [0 €) (037} -
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Por lo tanto, si la aplicacién bilineal [;], : p X p — p induce las estructuras de 4lgebra
de Lie de g ¥ g*, se debe tener:

[(2;0); (1:0)]p = {[z;4];0)

[(0;€); (o,n)] (0; €5 7g)
{(z;0); (0;m)]s = (A(m; 2); B(z;m))
[(05€) 5 (3 0)]p = (C(& w); D(w:€)s)

siendo A : g*xg — g B:gxg - g, C:g°"xg—>gyD:gxg —g¢g
aplicaciones bilineales. Ahora bién, la antisimetria de [;]; implica que A(m; z) = —C(m; 7)
y B(z;n) = —D(z; n), asi pues, la forma del corchete [;], debe ser:

[(z:€); (w;m], = ([z:9] + Alm z) — A& ) [€5nlge + Blzin) — B(y; €)) -

b

Si, ahora, hacemos uso de la condicién de invariancia (c):

(100 w0, 09) +{®:0):[(:0): (@8], ) =0,

tenemos que:
({3 98:0)5 (0:€)), + ((3:0); (A& z); B(z;6)) ), =

es decir,

(&;lz;y]) + (B(z;6) ;) =0,

por tanto,

B(z;§) =adz €.

Por otra parte, también:
( [(0:6) 5 (0; m), 5 (= 0)>., + ((0;?7) $((0;6); (00, >, =0,

por lo que:
A(¢z) = —ad; z,

quedando demostrada la proposicién. m

Teorema 2.3 (Drinfeld V. G. [1983a]) Sea (g;[;]) un dlgebra de Lie y g* el espacio
vectorial dual sobre el que estd definido un corchete de Lie [;]g-. Sea ¢: g* @ g* — g"
la aplicacién lineal definida por ¢(£ ®@n) = [€;0]g- Yy e = ¢* : g — g @ g la aplicacién
transpuesta. Entonces, sobre el espacio vectorial p = g x g*, existe un corchete de Lie
que induce las estructuras de dlgebra de Lie de g y g* y deja invariante la forma bilineal
simétrica dada por la expresién (b) si y sélo si (g; [;]; €) es una bidlgebra de Lie. Ademds
este corchete es tinico y viene dado por la expresion (a).

En otras palabras, el corchete [;], dado por {a) satisface la identidad de Jacobi si y
sélosi[;] y ;g satisfacen la propiedad de compatibilidad de Drinfeld (Proposicién 2.5),
es decir, si y sclo si (g;[;];€) es una bidlgebra de Lie.



86 2 Ecuacién Cldsica de Yang-Baxter .

Prueba Debido a la Proposicién 2.7, el corchete sobre p tiene que venir dado por la E
expresién (a). ‘

Como c_dnsecuencia. de la bilinealidad de [;]p y de las identidades de Jacobi de los
corchetes [;] y [;],-, para demostrar que {;], satisface la identidad de Jacobi, basta con
comprobar las dos igualdades:

((0:€) 5 [(23 0) 5 (w3 O], + (=3 0) 5 [(5 0 (0 )], + [(w: 0} {(0;€) s (=3 0], = (0;0),

[(30)5 105 €); (s m)lil,, -+ [(05€) (€05 ) ; (=i ONal,, + (05 )5 [(30) 5 (05 €)]5], = (0;0).
Ahora bien, segtn la definicién del corchete de Lie sobre p, se tiene
[00:€)51(230); (u; sl = (adgfesy)i —adfy 1 €)
[(2;0): [(3:0}:(0; )]sl = ([x i—adgy] - ad?ad; ¢ @ ady ady 5) \
((3:0) 5 [(0:€) 5 (&3 0)pl, = ([y jadg =] + adlag; o) ¥; — ady d; §) ,
asf pues, ] A
((0:€); [(z1 0); (w; O)]wf, + ({3005 (3 0}5(0; )], + [(:0) 5 ((056) 5 (23 0], ], =
= (a.dg[m;y] +[x;—adiy] - adags ez + [yiadg 7] + adGaa; g ¥
—adf, . €+ adl ad) € - ad} ad] 5) .
La segunda componente de este par es nula por ser ad” :’g* — gl(g*)} un morfismo de
algebras de Lie y la primera lo es si y solamente si se satisface la condicién de compati-

bilidad (Proposicién 2.5) de los corchetes ;] y [;],-, es decir, si y sélo si € es un 1-cociclo
de g con respecto a la representacién adjunta sobre g® g.

La demostracién de la segunda igualdad es similar. ]

Asf pues, segiin el Teorema 2.3, toda bidlgebra de Lie (g; [; ]; €) determina un triplete
de Manin (p =g x g*;9;8"; (;)p) donde (;), viene dado por la igualdad (b) y el corchete
sobre p por la expresién (a).

Para comprobar la afirmacién reciproca hay que tener en cuenta que, si se tiene un
triplete de Manin (p; p1;9z2;{;)s), la aplicacién

(0;€2) € p2 — &2 € p],

deﬁnida por:

3

(€2;71) = {(0;€2) ; (x1; 0))sp,

es un isomorfismo de p2 en p] ¥, por tanto, la forma bilineal (;)_p se puede escribir-asi:.

{(Z:6)5 (s = {5005 (037)Dg +((0:€)5 (s Oy = (32) + (€50

Como la Proposicién 2.7 nos dice que el corchete [;]p tiene la forma dada por (a), se
tiene que los corchetes de p; y p] satisfacen la relacién de compatibilidad de Drinfeld y,
en conclusién, que {pi;[;]p,;€) es una bidlgebra de Lie, siendo € la aplicacién transpuesta
de aquella que define el corchete (;]p,.
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Observacién La reformulacién del concepto de grupo de Lie-Poisson (y su versidn
infinitesimal: el de bidlgebra de Lie) en el contexto dual, es decir, el del dlgebra envolvente
A(g} del 4lgebra de Lie g, la expresidn en este contexto algebraico de sus propiedades,
as{ como otra demostracién del siguiente teorema de integracién de bidlgebras de Lie, se
encuentra en A. Guichardet [1995]. ]

2.2.3 'Teorema de Integracién de Bidlgebras de Lie

Sea G el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g, toda estructura
de bidlgebra de Lie sobre g se integra en una estructura de Lie-Poisson sobre G. Este
teorema ha sido enunciado sin demostracién por Drinfeld [1983a]. La demostracién, que
desarrollamos con detalle, se debe a Lu y Weinstein [1990i. Se basa en el resultado,
interesante en si mismo, de que un campo tensorial antisimétrico con la propiedad de
Drinfeld es nulo si y solamente si su derivada intrinseca (Definicién 2.7) es nula.
Definicién 2.6 Un campo tensorial p-contravariante antisimétrico sobre G (p-tensor),
P € AP(G), se dice que satisface la propiedad de Drinfeld si:

. P(gh) = (TaAg)®P(h) + (T,o)P(g), para todo g,h € G. ()

Como generalizacién inmediata del Teorema 2.1 de 2.2.1, una condicién necesaria
y suficiente para que P € AP{G) satisfaga la propiedad de Drinfeld es que la aplicacién

® P
l:geG — (Typy-1)" Plg)es®-"- @9, (b)
sea un 1-cociclo del grupo G con respecto a la representacion adjunta de G sobre g®- ? ‘®g.

Teorema 2.4 (Lu J. H.,, Weinstein A. [1990]) Sea G un grupo de Lie conexo de
dlgebra de Lie g. Un p-tensor P € AP(G) satisface la propiedad de Drinfeld si y sélo si:

() Pseanulaenec G.
(i) LxP es invariante por la izquierda para todo campo vectorial invariante por la
izquierda X € X, (G).

El mismo enunciado se puede establecer con la invariancia por la derecha.

Prueba Recordemos (ver por ejemplo: Abraham, Marsden, Ratiu [1983]) que si F; :
UcC M — M es el flujo local, sobre el abierto U de la variedad M, de un campo
vectorial X € X(M) y P € T?(M) es un campo tensorial p-contravariante sobre la
variedad M, se tiene:

2 (@F)® o PoR) (m) = ((TF-)* o (LxP) o B (m). (©)
En particular,
(LxP) (m) = % ((TF—-t)®p oaPo F,,) (’m)'t=‘0 =
d

= 5 @m0 (PR _ - (@
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(1) Necesidad.
Sea P € AP(G) con la propiedad de Drinfeld (a}, entonces Ple) =

Sea € XA(G) el campo de vectores, invariante por la izquierda, definido por
z € g. El flujo de z* es el grupo de difeomorfismos pexpez : G — G con t € R, por tanto,
teniendo en cuenta (d),

d
(La:"P) (g) = E (Tg exp trpexp(—tz))®p (P(g exp tI))L:O

Ahora bién, por la propiedad (a) (que P satisface por hipétesis) se tiene:

' d
(LerP) (9) = 5 (T xptspptc1) o (Txpias) ™) Plexptz) +

= (T axpenpomt=t) ™ © (o) ™ VP )

t=o
El segundo término es independiente de ¢ y su derivada es pues nula:

d d
dt ( (Ty exptzpexp(—-tz))@p e (Tgpexp tm)®p)P(exP tSL')L_ T P(g)limo = 0

Teniendo en cuenta la conmutacién de los difeomorfismos pp ¥ Ag, €l primer término se
escribe asf:

d
dt ( (Tg expt:npexp{—t::))®p © (Texp tzAg)®p)P(expt$)‘t=ﬂ =

d .
= a ( (Te/\g)®p o (Texptzpexp(-t::))®p )P(exP tx)L:o =

d
= (Te/\g)gp ( E (Texp t:Pexp(—t:n))@p P(exp t:I.') ’ ) = (Te’\g)&'p (Lir"P) (6) !
. t=0

donde en la dltima ignaldad se ha tenido en cuenta (d).

Entonces,
(LxxP) (9) = (Te)\ ) ( ._,:,\P) (e},

que demuestra la invariancia por la izquierda del campo L. P.
(2) Suficiencia.

Sea ahora P € A’(G) tal que L,» P es invariante por la izquierda para todo z € g,
y tal que P{e) = 0. '

* Para demostrar que P satisface la propiedad de Drinfeld es suficiente demostrar
que (ver Definicién 2.6}

l(gexptx)—l(g)+(Ad) l(exptz), Voe G, Vzeg, VieR, (e

es decir, que ! es un 1l-cociclo de G con valores en ®Pg con respecto a la representacion
adjunta de G.
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Calculemos la derivada con respecto ¢ del primer miembro de (e). Teniendo en
cuenta la deﬁnicién (b) de [ y la igualdad (c), se tiene:

d
—l(g exp tI) (Tg exptzP(g exptz)~! ) pP(g exp tm) =

d
= dt (Tgpg_l © Ty exp tzPlexp t:c)—l) (pexp tz\9g )

d
= Tgpg—x (EE (Tg exp tz Pexp(— t::)) p Pexp t:::(g) )
= (Typ-1) (LaaP) (9) -
Ahora bién, L, P es invariante por la izquierda, es decir,
S
(L2 P) (9) = (Teg) ™ (Lar P) (e)
entonces,

z(g exptz) = (( Typg-1) " 0 (TeAg)®" ) (LaP) (e) = (A ) (Lor P) (o).

Fl

Por otro lado, la derivada del segundo miembro de (e) es:

gg(f(g) + (Adg)* llexpta)) = (Ady)®* (dt( exp t Pexp(~t2)) pP(exptz)) =

= (Ady)®" (L, P) (e),
Asi pues, ambas derivadas coinciden:
d d ep
EEI {g exp(tz)) = s i(g) + (Adg) l{(exptz) | . ()
Ahora bién, como P(e) =0, tenemos que I{e) = 0 (ver Definicién 2.6) y las funciones:

t — (g exptzx)
t — I(g) + (Ady) PP I(exprz),

coinciden en ¢ = 0. Por tanto, teniendo en cuenta (f), son iguales. Quedando demostrado
el teorema. [ |

El corchete de Schouten de campos de tensores que satisfacen la propiedad de
Drinfeld satisface la propiedad de Drinfeld. Para demostrarlo utilizaremos el siguiente
resultado.

Lema 2.1 Sea G un grupo de Lie conexo. Un campo de tensores p-contravariante
antsimétrico P € AP(G)} es invariante por la derecha si y sélo si Lx P = 0, para todo
campo vectorial X € A\ (G) invariante por la izquierda.

En particular, un campo de vectores Y € X () sobre G es invariante por la derecha
si y sélo si conmuta con los campos invariantes por la izquierda.

La misma proposicién se puede establecer intercambiando invariancia por la derecha
e invariancia por la izquierda.
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'

Prueba Demostraremos el caso vectorial. El caso general es andlogo.

Teniendo en cuenta (d), si X, Y € X{M) son campos de vectores sobre una varie-
dad M y F; es el fujo de X, se tiene:

[X;Y]=LxY =% (TF.toY o F)l,_, - ()

Sea X € X,(G) un campo de vectores sobre & invariante por la izquierda e ¥ €
A,(G) un campo de vectores sobre G invariante por la derecha. El flujo del campo X es
Fi = pexptz, donde z = X{e). Entonces,

(TF_; oY o F}) (g) = (TPexp(—tz) © Y © Pexptz) (9) = Ty exptzPexp(—tz) (Y (g exptz)) .
Ahora bién, como Y es invariante por la derecha, se satisface:
Y(g exptz) = Tepg expiz - Y (€},
¥, sustituyendo‘ en la igualdad anterior,
(TF_t oY 0 F;)(9) = Ty exptaPexp(—tz) (TePg exprz) - Y (€) = Tepy - Y(e) = Y(g).
La no dept;ndencia detde (TF_;oY o F,) (g) implica, segin (g), que (X ;Y] =0.

Reciprocamente, sea Y un campo vectorial sobre G tal que LxY = 0, para
todo campo X invariante.por la izquierda. Esto implica que (TF_;oY o F;}(g) no
depende de ¢ para todo g € G. Ahora bién, (TF, OYOFO) (g} = Y{(g), por tanto,
(TF_. oY o F,) (g) = Y(g), es decir, :

Ty exptzPexp(~tz) (Y (9 exptz)) = Y (g),
donde z = X(e). De la ditima igualdad se deduce que
Y(exp t:t:) = Tepexptz - Y(e), paratodoxeg,
que demuestra la invariancia por la derecha del campo Y. [

Lema 2.2 Sea G un grupo de Lie conexo, P € AP(G) un campo tensorial invariante
por la izquierda y @ € AY(G) un campo tensorial invariante por la derecha. Entonces el
corchete de Schouten [P; Q] = 0.

Prueba
Si A y B son tensores contravariantes antisimétricos de orden p y g respectivamente,
sabemos (expresién (h) de 1.2.2} que se satisface la siguiente igualdad:

- [A;BAC])=[4;B|AC+(-1)"HBA[A;C]. (h}
Por otra parte, si {(z1,...,Zn) s una base del dlgebra de Lie g,'el conjunto
(x3,...,z}), de los campos vectoriales invariantes por la izquierda definidos por z;
(i =1,...,n), es una base de A}(G) y, por tanto,
Th A AZ) 1<i;<...<ip<n,

es una base de AP(G).

Este iiltimo hecho, el Lema 2.1 y la igualdad (k) demuestran el enunciado. ]
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Proposicién 2.8 (Lu J. H., Weinstein A. [1990]) Sea G un grupo de Lie conexo.
Sean P € AP(G) y @ € A% G) campos de tensores antisimétricos que satisfacen la
propiedad (a) de Drinfeld. Entonces el corchete de Schouten [P;Q] es un (p + g — 1)-
tensor que satisface la propiedad de Drinfeld.

Prueba Por ¢l Teorema 2.4, basta con demostrar que [P;Qj{e) =0y que Lx [P; Q] es
invariante por la izquierda para tode campo vectorial X invariante por la izquierda.

Segiin la Definicién 2.1 de la Seccién 1.2.2, [P; Q| viene dado por la relacién:
ip.@)8 = (-1)P*%ip d(igB) + (-1)Piq d(irf),
donde 3 es una (p + ¢ — 1)-forma cerrada cualquiera sobre G. Entonces, al ser Ple) =

Q(e) = 0, se tiene
[P;Ql{e) =0.

Por otra parte, sean X, Y € AY{G) campos vectoriales sobre el grupo. La identidad
de Jacobi relativa al corchete de Schouten (Proposicién 2.1 de la Seccién 1.2.2) implica

que:
Lx [P;Q] = [LxP;Q] +[P;LxQ],
LyLx {P;Q] = [LyLx P;Q] + [Lx P;LyQ] + [Ly P; LxQ] + [P; LyLx Q)] .
8i X es invariante por la izquierda e ¥ es invariante por la derecha, segiin el Teorema 2.4,
se verifica que Ly P v Ly @ son campos invariantes por la derecha y que Lx P y Lx Q@
son campos invariantes por la izquierda. Entonces, teniendo en cuenta el Lema 2.1, se
tienen las siguientes igualdades:
LyLxP =0, LyLx@ =0,
y teniendo en cuenta el Lema 2.2,
LxP;LyQl=0, [LyP;LxQ]=0.

Por tanto,
para todo campo vectorial invariante por la derecha ¥ € X,{G), lo que demuestra, segin
el Lema 2.1, que Lx{P; Q] es invariante por la izquierda. ]

Definicién 2.7 Sea @ € A%(G) tal que Q(e) = 0. Se denomina derivada intrinseca de
Q ene € G a la aplicacién lineal QL : g — A%g definida por:

Q" (z) = (LxQ) (¢},
donde X € X(G) es un campo vectorial cualquiera tal que X(e) = z.

La definicidn es coherente. Es decir, si @Q(e) =0, (L xQ) (e) depende sélo del valor
deXenec G.

En efecto, sean o,... ,ay € A(G) 1-formas sobre el grupo, entonces (ver por
ejemplo: Abraham, Marsden, Ratiu {1983])

q
(LxQ) (e1,... o) =Lx (@, ,ag)) = D Qfen, .-, Lxa,. .. ,aq) . (1)

t=1
Como por hipétesis Q{e) = 0, tenemos:
(LxQ) (e) (oule},- .. saqle)) = (Lx (Qlat,.-. , )} ) (&) = d(Qlen,- . s ap)) (e)-X(e),

observandose que (L xQ) (e) no depende mas que del valor que tiene el campo X en
ee G
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Proposicién 2.9 (Lu J. H., Weinstein A. [1990]) Sea G un grupo de Lie conexo y
Q € AP(G) con la propiedad de Drinfeld. Entonces @ = 0 si y solo si Q% = 0.

Prueba Por hipétesis se tiene que Q(e} = 0 y L2 Q es invariante por la izquierda para
todo campo vectorial invariante por la izquierda x* € X)\(G).

Si @ = 0, entonces @¥ = 0 trivialmente.

Reciprocamente, si QU = 0, por definicién, (LxQ) (e) = 0 para todo campo vec-
torial X € X(G). En particular, para todo campo z* invariante por la izquierda,
(L:»Q) (€) = 0. Pero como Q satisface la propiedad de Drinfeld, el Teorema 2.4 im-
plica que L »@Q es invariante por la izquierda, luego L2 Q = 0. Es decir, ¢ es invariante
por la derecha. Ahora bién, @(e) = 0, entonces Q es nulo. [ ]

Teorema 2.5 (Drinfeld V. G. [1983]) Sea G un grupo de Lie simplemente conexo,
{g;(;]) el dlgebra de Lie de G. Toda estructura de bidigebra de Lie sobre g define una
estructura "de . Lie-Poisson sobre G, tal que la estructura de bidlgebra de Lie sobre g
determinada por el Teorema 2.2 de la Seccidn 2.2.1 coincide con la dada.

Prueba Sea g el dlgebra de Lie del grupo G. Dado un l-cociclo € : g — A%g con
respecto a la representacién adjunta de g, existe [ : G — AZg, 1-cociclo de g con respecto
a la representacién adjunta de G, tal que Tl = ¢ (Proposicién 1.8 de la Seccién 1.1.3).
Por tanto, si (g; [;]; €) es la estructura de bidlgebra de Lie dada, se puede definir sobre G
el tensor 2-contravariante antisimétrico:

Alg) = (Teps)®%U(g) -

(1) Teniendo en cuenta la Observacién que sigue al Teorema 2.1 de la Seccién 2.2.1,
el 2-tensor A, asi definido, satisface la propiedad de Drinfeld, por ser { : G — A%g un
1-cociclo de G con respecto a la representacién adjunta.

(2) Comprobemos que A es un 2-tensor de Poisson, es decir, que [A; A} = 0.

- Como el 2-tensor A satisface la propiedad de Drinfeld, también la satisface el
corchete de Schouten [A;A] (Proposicién 2.8). Entonces, teniendo en cuenta la Pro-
posicién 2.9, para demostrar que [A; A] se anula es suficiente verificar que [A; A]Y = 0.

Si 1,049,903 € C*®(G) son funciones cualesquiera y z € g se tiene la siguiente
igualdad:

[A;A]" (2) (doi(e); dpale); dpale)) ="

= 2(¢ (dps(e) @ H(dpr(e) @ dpn(e)) s 2) +pe. O

En efecto, por definicién:

[A; AT () (dior(e); diea(e); ds(e)) = (Loa [A; A]) (e) (dwr(e); dipale); dips(e)) |

siendo z* € X (G) el campo invariante por la izquierda tal que z*(e) = z € g. Entonces,
como [A;Aj(e) = 0, teniendo en cuenta (i}, se tiene

(Lar [A;A]) (e) (der(e); dipa(e); dps(e)) =
= Lo ([A; A) (dey; dipa; dips) ) (€) = (x)

= % ([A; Al {(dr; dipa; dips) ) (exptz)|,_, -
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Definamos la aplicacién bilineal sobre C*(G):

{102} = A(dpi;dpa); @192 € CZ(G).

Por el Teorema 2.1 de la Seccién 1.2.2, se sabe que
(A5 A] (di1; dipa; dps) = 2 {{e1;p2} 192} +pec.,
¥ sustituyendo en (k),
(Lsx [A5A]) (e) (dipr(e); dpz(e); dipale)) =

= 2% {{w1:92};pat{expiz)li_ + poc. = M
= 2d{{1;02}:¢3t (e)(z) + pec..

Ahora biérn, teniendo en cuenta la observacién que sigue a la Proposicién 2.3, se tiene:

d{p1;p2}(e) = € (dipi(e) ® dpa(e))
de forma que, sutituﬁndo en {1),

(Lga [A5A]) (e) (doi(e); dipz(e); dipale)) =
=2(c" (d({w1: 92} ) (€) ® dps(e); T) + p-c. =
= 2 (" (¢ “(dy1(e) ® dy2(e)) ® dips(e)) ;z) +pc.,

obteniendose la igualdad (j):
[A; A]L (z) (dip1(e); dipa(e); dpa(e)) = 2 (" (*(dp1(e) ® dipa(e)) ® da(e)) ;) + pec..

Al ser {(g;[;];€) una bidlgebra de Lie, €' define una estructura de édlgebra de Lie
sobre g*, entonces de la igualdad (j) obtenemos que: [A; A]Y (dyy(e); da(e); dps(e)) = 0.

(3) Finalmente, por construccién, la estructura de bidlgebra de Lie que determina
coincide con la de partida. [ |

2.3 Bidilgebras de Lie Exactas y Ecuacién Clasica de Yang-
Baxter

2.3.1 Corchete de Schouten de Campos de 2-Tensores Invariantes

Hemos visto (Seccién 1.2.4, expresién (a)) que, si M € AP(G) y N € AY(G) son
campos tensoriales invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie G, el corchete de
Schouten [M ; N} € AP*9~1(3) es un campo tensorial sobre G también invariante.

En el caso de 2-tensores invariantes, hemos desarrollade (Proposicién 2.5 de la
Seccién 1.2.5) otra demostracién de la invariancia del corchete de Schouten, utilizando la
relacién entre las componentes invariantes y las componetes en una carta natural. Esta
forma de proceder ha puesto de manifiesto el elemento de g A g A g que lo define por
traslacién a la izquierda.
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Recordemos el resultado. Sean A,A’ € A?(G). campos 2-contravariantes anti-
simétricos, invariantes sobre el grupo G y r,v’ € g A g los elementos que los definen -
por traslacién a la izquierda, es decir,

Alg) = (Te’\g)®2r , Ag)= (Te)\g)®2r’ .

Si 2A(g) es el slgebra envolvente de g y P23 es la permutacién de los factores 2 y 3 en el
producto tensorial 2{g) @ A(g} @ A(g), definamos los elementos:

2 2
rie=r®I, r13=P*%r,P?®, ry=I®rc(g)®®,
¥
.t — 0 ]
[Tij?rmn} =TijTmn ~ TmaTij,

considerando el producto en 2(g)®3.

Entonces, el corchete de Schouten [A; A’] est4 definido por traslacién a la izquierda
del elemento de gAgA g ’
['r";'r'] =—([r12;713) + ['r;z;r'23] + [r1airaa) +
+ [ri2;m13] + [Fl2572s) + [ri3i723] )

(a)

es decir,

' (A; ](g) = (TAg)®%r ;7).

La siguiente proposicién pone en relacién la Definicién 2.1 del corchete de Schouten
dada en la de la Seccién 1.2.2 con la férmula que introducen Gel'fand y Dorfman {1981]
para el caso de tensores 2-contravariantes.

A partir de esta ltima se obtiene otra expresién, util en lo que sigue, del elemento
fr;r'] € g A g A g definido en (a).

Proposicién 3.1 Sea M una variedad diferenciable y A, A’ € A*(M) campos tenso-
riales 2-contravariantes antisimétricos sobre M. El corchete de Schouten de A y A’ viene
dado por la siguiente expresién:

[A; A (et 0% 0%) = (Lgara?; #’a3) + {Lgrarc?; #a) + pc.,
donde #,#' : Ai(M) — ANM) son los homomorfismos definidos por: {8;#a) =
A(8; ) para todo par de 1-formas o, 8 € A (M).

Teniendo en cuenta la igualdad (ver por ejemplo: Abraham, Marsden, Ratiu {1983|):

k
(Lixow) (X1, 5 Xk) = Lo (X1, X)) = D w(Xy, o Lixg Xy, X))

=1

donde w € Ax(M} es una kforma cualquiera sobre la variedad diferenciable M y
Xo, X1,...,Xx € AY{M) son campos vectoriales cualesquiera sobre M, la expresién
de [A; A’] dada en la Proposicién 3.1 se escribe también asf:

[A; A (e 0% 0%) = (Lgar (@ #'03) + Lyrar (o #0%)) -
~({&®;Lgam#'a®) + (0 ;Lypaa®)) + pe.. (b
En particular: ‘
[A; Al{at; a‘?) =2 (L#t,,xof2 ; #a3> +p.c., {c)
o bien . : ' - '
[A;A)(e};a%0%) = 2 (Lgar (02 #0%) ~ (0? ; Ly #a®) ) + pc.. -
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Prueba En el caso de 2-tensores, la expresion en componentes del corchete de Schouten
(Seccién 1.2.2, expresién (g))} es:

[A;Af]ijk - g ( :#:Atna (AI)T‘J + egﬁsa Amn(A!)ta) .
Entonces, como (a! Aa? A o)y = efffagatol, tenemos:

inalat Ae? Aad) = l[A AT Aa® Aad)ik =

1 1 ”
= o737 (EAMB(AY + e 8,4 (W) effiatodod

Teniendo en cuenta que
ijk _abe _ 3|Ea.bc

Ernns Ezgk Cmns

al desarrollar las sumas de la expresién anterior se llega a:

insag(al Ao? AGd) = (A™(B,(A)")abadal + (BA™ (AYaba2ad) +pe..  (d)

Por otra parte,_ )
D (Lgar#0®  #03) = Ly (@(#0%)) - (a®; Ly #'a®)
¥ en componentes,
(Lgar #'0?; #03) = (BA%) (A ) ajalad+
+ A (AY*Ra] (B0f) of + AR(N) (Bia}) ofaf .
Por tanto,
(Lgarc®; #03) + (Lyparo®  #0°) + pc. =
= A% (8,(AN™) aiaza? + (8:A%) (M) atalaf+
Atl(Ar)lk 1 (ata2) ak + Alk(Ar)tl (61052) ak+
+ AR (ANYY (Biof) aZa} + AH(A')* (Bi0l) afaf + pec..

Debido a la antisimetria de los tensores A y A’, todos los términos en los que aparecen
derivadas de las componentes de las 1-formas se cancelan entre si, asi pues,

(Lygaao? i #0%) + (Lypara® ; #0%) + pc. =
= A% (8,(A")*) akazaf’ + (BA®) (A atolaf + pc.. (o)

Al ser iguales las expresiones (d) y (e), queda demostrada la proposicidn. [

Sean, ahora, A y A’ campos de tensores sobre (7, 2-contravariantes, antisimétricos
e invariantes por traslacién a la izquierda. Sean r = A{e) e gagyr' = A'le} € gaglos
tensores que los definen, es decir,

Alg) = (TAg)®r,  N{g) = (TeAg)®%r'.

Consideremos los homomorfismos 7,7 € Hom(g*;g) asociados a los tensores 7,7’ me-
diante el isomorfismo g ® g = Hom(g*; g) definido en (c) de la Seccién 1.1.1. Es claro
que 7 y # son las restricciones al elemento unidad de los homomorfismos #, #’, es decir,
F=#e: (T.G)Y = T.Gy i =#,: (T.G)* — T.G. Con estas notaciones tenemos la
siguiente proposicién.
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Proposicién 3.2 El elemento [r;r’] € gAgAg que define por traslacidn a la izquierda
al corchete de Schouten [A; A’} viene dado por la expresién:

[rir')(ed;a%;a®) = (&% [F(a'); 7 (@) + [F(a?); 7(a®)]) + pec.,
donde a!,a? a3 € g*.

Prueba Sean A y A’ los 2-tensores sobre G invariantes por traslacién a la izquierda,
definidos por r y r’ respectivamente.

Para calcular [A; A’](e) basta calcular la expresién [A; A'](a!; a?; o) en un punto
cualquiera de G, siendo o, a? y a® formas diferenciales sobre G invariantes por trasla-
cidn a la izquierda, ya que en estas condiciones

([A; AM'](a's0%0%) (9) = ([A; M@} a%a)) (e),

para todo g € G.

La expresién (b) del corchete de Schouten es:

[A;A](ahe?0®) = — ((0®;Lgm#'a®) + (®; Ly #a®) + p.c) +
' + (Lgat (@2 #0) + Ly (0% ;#a®) +pc) , ()

Como la invariancia de las formas of (i = 1,2, 3), implica, obviamente, la de los

campos #a' y #'a® (i = 1,2,3), se tiene:
[#al s #'a’](e) = [(#a')(e); (#' o) (e)] = [Fla'(e)) ;7 (e (e))] -

Entonces, el valor en € € G de la primera suma circular, en la expresion (f), se escribe
asi:

((a L#al #’ 3> + {a L#fal #aa)) (6) + p.c.
= (a¥(e); [F(e(e); #(a*())]) + (02(6) [7( l(e F(a®(e))]) + pc..

~ La invariancia de campos y formas implica, también, que las funciones sobre G
(a‘ : #a»") v (a‘ : #’a’) son constantes. La derivadas de Lie que aparecen en la segunda
suma circular de la expresién (f) son, pues, nulas y ésta también lo es.

Por tanto,
[A; A)(a; 0% 0)(e) =
= — ({a*(e); [F(a*()); ¥ (@®(e))]) + (a®(e); [ (@) (€)) ;7 () (eD)]) ) + poc.

¥, teniendo en cuenta la antisimetria de {A; A’], queda demostrada la proposicién. [ |

En pa.rticﬁla.r, sir=r ,

[riri(alia®;a®) = 2 (a®;[f(a") ; F(a®)]) + pec., (g)
y la ecuacién cldsica de Yang-Baxter [r;7] = 0 (ver Teorema 2.7 de la Seccién 1.2.5) se
puede espresar asi: ) '
(®; [F(ah) ;F(az)]) +pe. =0,

para todo o, a?, a € Ay(g).
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2.3.2 Bidlgebras de Lie Exactas y Grupos de Lie-Poisson Exactos

Sea g un dlgebra de Lie. Las O-cocadenas en la cohomologia de g relativa a la
representacién adjunta de g sobre g ® g son los elementos r € g® g (ver Seccién 1.1.1).

Por aplicacién del operador de cohomologia se obtienen 1-cociclos exactos (ex-
presién (b) de 1.1.1):

brizeg— (br)(z)=(ad, ®1 +1®ad, ) (r) €g®3. (a)

Definicidén 3.1 Sea g un digebra de Lie, r € g@g y ¢ = &7 el 1-cociclo exacto de g

con respecto a la representacién adjunta de g sobre g @ g obtenido a partir de v, Si la

aplicacién transpuesta ' : g* ® g* — g* define una estructura de dlgebra de Lie sobre
g*, se dice que (g;[;];87) es una bidlgebra de Lie exacta.

En las tres proposiciones siguientes estudiaremos las condiciones sobre r € g® g
para que (g; [;];67) sea una bidigebra de Lie exacta.

Para ello; volveremos a hacer uso del isomorfismo r € g ® g — 7 € Hom(g*;g)
definido por:
(&;7(n)) =({®n;r), paratodoé,neg”. (b)

l

El 1-cociclo & r se escribe en términos de 7 de la siguiente forma (ver Seccién 1.1.1,
expresién (f}):

§7:z € g — (§7)(z) = ad; of — Foad] € Hom(g";g). (c)
Como la accién adjunta de g sobre g®g es ;&: = ady ®1 + 1 ®ad,, la igualdad (a})
implica que r € g ® g es invariante por la accién adjunta de g si y sdlo si 8+(z) = 0

para todo z € g. Teniendo en cuenta {c}, la invariancia de 7 € Hom(g*; g) por la accién
adjunta de g sobre Hom(g*; g) se escribe asi:

adyof —Foad, =0, paratodoze€g. (d)

Proposicién 3.3 Sear € g® g y 7 € Hom(g";g) el homomorfismo asociado. La
aplicacidn bilineal [;]7. : g* x g* — g* definida por el I-cociclo (67)" : g* ® g* — g* es:

[€imlg. = adiy € +adrgyn, paratodoé,n€g*. (e)

Prueba En efecto, por construccién, el corchete sobre g* definido por (5 )t viene dado

por la expresién: }
[€nlg- = (67)" (€@ ).
Por tanto,
((dr)t(E@n)iz) = (6@m;8r(x)) = (6; 87 (x)(m)).
Ahora bién, sustituyendo la expresién (c) de & 7(z) en la igualdad anterior, tenemos:
((6r)ME@n)iz) = (€52d, (F(m)) — (€7 (ad; n))) =
= —(€;adyq) 7) ~ (F*(€) ;03 (M) = (ad}(y £ 2) + (adu(FH(6)) i m) =
= (adi(y) €5 2) — (adiegy 23m) = (adi(,) €5 2) + (adiug 73 7)

es decir, )
(6r){E®@n) = adi E+adigneg”,
que es la expresién del enunciado. [ ]
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Proposicién 3.4 Sear = s+a < g®g la descomposicién de r er; su parte simétrica §
y su parte antisimétrica a. Para que la aplicacién bilineal sobre g* definida en (e) sea
antisimétrica, es necesario ¥ suﬁc1ente gue s sea invariante por la representacidn adjunta,
es decir, que:

admcs=soadx, para todozx € g,

o bién, equivalentemente,
ad;(i) 7+ a‘d;(n) £= 0_! para todo £&,me g* ,

donde 5 € Hom(g*; g) es el homomorfismo asociado a s € g@g por el isomorfimo definido
en (b}. ' '

En este caso se tiene §r = §a y (e) viene dado por la expresion:
[€:mlg- = €75 = adzy € —adie 7. (f

siendo @ € Hom(g*; g) el homomorfismo asociado al 2-tensor a € g A g.

Prueba Debido a la antisimetria de a € gAg, tenemos a* = —a ylasimetriade s € g®g
guiere decir que § = 3%

Haciendo uso de estas propiedades, la aplicacién bilineal sobre g*, definida en (e},
se escrlbe asf:

€; My = adzp € +ad F(em = —adygn+adi, §+ a'dS(n) £ +adiig 7.
Por tanto, [;]5. es antisimétrica si y sélo si: .
ad,(e) 1 + ad,(n f 0.

Ahora bién, haciendo uso otra vez de la simetrifa de s, de la 1gualda.d anterior
deducimos: :

‘ 0= (adg(.s) n+ adz(,) €;$> = (adE(g) n;w> + <ad;(,7) 5;;.:) -
= {adin:3(6)) - (adt €:3(n) = (n;ad, 03(E)) — (0350 ad2(£)) .
Como esta igualda.d es vélida para todo 1 € g* obtenemos finalmente que
ad, o5 = §oad},

que es la condicidn (¢) de invariancia por la representacion adjunta del 2-tensor s, expre-
sada en términos del homomorfismo asociado § € Hom{g*; g). u

Lema 3.1 Seaa € gA g antisimétrico y & : g* — g el homomorfismo asociado por (b).
Sea [a;a} € g ® 9 @ g el 3-tensor definido en (g) de 2.3.1:

la;a)(¢h €% 8% = 2(8; a6 a(E))) +pe; €658 eq”,
¥ ;]2 Ia aplicacion bilineal sobre g* definida en (f):
{€1;65 =adje,) 61 —adje 6a; . &,62€9 .
Entonces, para todo §1,§2,£3 € g* y para todo x € g, se tiene:
1 —
odz(a; al(€"; €% €%) = ([€%: 6" €715 .. ,m)+pc ,

siendo zﬁ; =ad,®1Q1+1@ad, ®1+1 ®1®ad: la accion adjunta de g sobre g®g®g.
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Prueba A partir de la expresion de [;]3., para todo £',£2,£3 € g* se tiene:
[€3; 1! ;52}3-]‘;. = ad;(ar i€7]e.) €% — adyeay (€1 €710, =
= adj(er i) €~ adies) (adien € — adie €7) -
Por lo tanto, para todo = € g,

([€3:16":€%5] .. 13) = ~(€%s0daer goye,) ) + (edigen) €' — adj(er) 65 2daqesy 3) =
= (€%; [a((6':€%5.) 2]y — (€ [a(e): [a(€®) i al]) + (€%; [a(e") s (a(e®) 2]y =
= (ad; §%;a(adiq € — adien) 1)) -

- (€'; [a(e?); lale®) s 2l]) + (6% [ale"); a(e®) ; =]

v la suma circular sobre los indices 1,2, 3 es:

([ [€%5 €255, sa) + pec. = ((ad2 €8 adz(er) €7 ~ adieny €1)) +pec.) -
’ — (&' [a(eD); [a(€%) ; =]] ) + (€% [ale") ; [a(€®); ]]) -
—(€%; [ae®); [ace") s zl]) + (€% [a(€D) s [a(¢");5 2]y -
- (€% [aleh); [a(eD); 2]y + (€ [a(e™) ; [aleD) 7)) .

Utilizando la identidad de Jacobi del corchete de g, los seis tltimos términos se
pueden escribir asi:

(€' [a(€%); [8(&%); 2l]) — (€' [a(€™); [a(€%) 5 2l]) = (€ [z 1a(€%) 5 a(6™])
(€% [a(6"); [a(e®) s 2l]) = (€25 (a(€®)5 (a(€" )5 al]) = (€% [ (a(€®) 5861
(€% [a(6®) ; fa(e"); 2]) — (€35 [8(6Y) 5 (6% 5 2l}) = (€35 [=: [a(&M) (D)) .
Asi pues, sustituyendo en la expresién anterior se llega a la igualdad:
([¢%; [61;52]‘5-]:. ;) + p.c. =(ad} €3 8(ad} (1) €7 — adf(e) £1)) +
+(ad; €°; (a(€) ;a(€"))) + pec.. (&

D

Por otra parte, por definicién de accién adjunta de g sobre g ® g ® g, se satisface:
adz(a;a](§%:€%€%) = —[o; al(ad] £%16% 6) ~ [a; al(€"; ad; €% %) — [a; al(€h; €% ad} £9).
Teniendo en cuenta la antisimetria de [z ;a], la expresién anterior se escribe asi:

8dz[a;a)(€" €% €%) = —[a;a)(ad; €1;€% €%) + p.c.,
v haciendo uso de la expresién (g) de la Seccién 2.3.1, tenemos:
ad;[a;a](¢";6%€%) = ~2(¢%; [alad2 €1);a(6R)]) + (adz €'; [al€?) s a(6%)] ) +
+ (€% [a(€%)saadz €1)])) +poc. =

2 ((ad; £3; [a(¢Y); m(‘$2)])+1:>c)—2((£3 [ (ad; £Y);a(6%)]) + pc) —
—2((€% [a6") s aedz €)]) + pe)
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Como @ : g* — g es antisimétrico, es decir, (a(£);n) = —=(£;&(n)), la segunda suma
circular se puede escribir as:

—(53;[6(ad;e‘)-a(52)]>+pc = (€% ;adz(eny(@(ad; £))) + poc. =
( a(g’) fs, a-d*f )) + p.c. = (a(ad (£2) 63) 8.(:1"l £1> + p.c.,

de la misma forma, la tercera suma circular es:
—(&%; [a(6");a(adz %)) + pc. = —(@(adje) €3) sad; €2) + pec.,
entonces,

adala;al (€5 €% €%) = —2 ((ad €% [a(61) 1a(€7)]) + pc) +
+ 2{@fadj g2 €%);ads €'Y +p.c. - 2{a(adza, £%);ad; £%) + pec..

Por lo tanto, comparando las expresiones (g) y (h), se tiene el resultado. =
Como consecuencia directa del lema anterior se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5 Sea a € g A g antisimétrico y i : g* — g el homomorfismo asociado
por (b). Para que el corchete (f):

€5 7?] « = ada(n)f ad' L)

satisfaga la identidad de Jacobi, es necesario y suficiente que el 3-tensor [a;a] € A3(g)
(expresion {g), Seccién 2.3.1) definido por:

[a;a)(% 6% €% = 2(€%;[a(6");8(6%)) + pc., paratodo €)%, 9",
sea invariante por la representacion adjunta, es decir,
adzf0;0] = (ad; ®1@ 1+ 1®ad. ®1 + 1@ 1Qad,)[a;al = 0,

para todox € g.

Prueba A partir del Lema 3.1, se observa que (< BAG ;&2]‘;.]:_ ;:c> + p.c.) =0 si
y s6lo si aﬁ;[a;a](fl;§2;§3) =0. [ ]

Las Proposiciohes 3.4 y 3.5 implican el siguiente enunciado.

Teorema 3.1 (Drihfeld V. G. {1983a]}) Sea g un dlgebra de Lie, r = s+a € g®@g
Ia descomposicion de r en su parte simétrica s y su parte antisimétrica a. La condicién
necesaria y suficiente para que r defina una estructura de bidlgebra de Lie exacta sobre g

es que el 2-tensor s y el 3-tensor [2;a] sean invariantes por la representacidn adjunta
de g, es decir:

é.—c-i:sz(a.dz®1+1®adz)s=0
¥
;El:[a;a]E(adz®1‘®1+1®adz®1+1®l®ad$)[a;a] =0,

paratodoz € g.
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Definicién 3.2

(a) Un elemento r € g ® g antisimétrico tal que para todo z € g ad;[r;7] =0, se dice
que es una solucién de la ecuacién generalizada de Yang-Baxter.

Las bidigebras de Lie exactas definidas por una solucién de la ecuacién general-
izada de Yang-Baxter se conocen con el nombre de bidlgebras de Lie cuasitriangulares
{Drinfeld [1990]).

(b) Un elemento r € g ® g antisimétrico se dice que es una solucién de la ecuacidn
cldsica de Yang-Baxter si [r;7] = 0.

Las bidlgebras de Lie exactas obtenidas por una solucidn de la ecuacién cldsica de
Yang-Baxter se denominan bidlgebras de Lie triangulares (Drinfeld [1986]).

Sea @G el grupo de Lie simplemente conexo de algebra de Lie g. Sabemos (Proposi-
cién 1.8 de la Seccién 1.1.3) que todo l-cociclo & : g — V de g, con respecto 2 la
representacién ® : g — End(V), es la aplicacién tangente en ¢ € G de un tnico 1-
cociclo 8 : G — V de G, con respecto a la representacién ¢ : G — GI(V) definida por
la condicién T.¢ = @.

El siguiente Lema proporciona la forma explicita de 8 cuando © es exacto, en el
caso de las representaciones adjuntas de G y de g sobre g ® g. Por tanto, se puede dar la
forma explicita de la estructura de Lie-Poisson sobre G determinada por el Teorema 2.5
de 2.2.3, a partir de una estructura de bidlgebra de Lie exacta sobre g.

Lema 3.2 Sea G un grupo de Lie conexo de dlgebra de Lieg, r € g@gye=8r:g —
g ® g un l-cociclo exacto de g con respecto a la representacion adjunta sobre g ® g. El
1-cociclol : G — g®@ g de G con respecto a la representacién adjunta sobre g ® g tal que '
T.! = ¢ viene dado por Ila expresidn:

I{g) = (Ad,))®r -1, gegG. (h)

Prueba Sea ¢ = ér un 1-cociclo exacto de g. La aplicacién | : G — g ® g definida
por (h) es un 1-cociclo, ya que satisface (expresién (b} de la Seccidn 1.1.2):

l(gh) = (Adga)®%r — r = (Ad, -Ady)®*r —r =
= (Adg)®*r — 7 + (Ady - Adp)®? r — (Ad,)®? r = U(g) + (Ad)®* (I(h)) -

Ademés se tiene que: (T,i)(x) = ad, r = 87(z) = e(z), paratodo T € g . [ |

Proposicién 3.6 Sea (g;[;]; § ) una bidlgebra de Lie exacta (por tanto, el 2-tensor r
satisface las condiciones del Teorema 3.1) y G el grupo de Lie simplemente conexo de
dlgebra de Lie g. La estructura de Lie-Poisson definida sobre G por 6 r (Teorema 2.5 de
la Seccién 2.2.3) viene dada por:

A=A} - A2, )
donde A} es el 2-tensor invariante por traslacién a la izquierda definido por r:
2
ANg) = (TAg)%* (r)
¥ A? es el 2-tensor invariante por traslacién a la derecha definido por r:

A2(9) = (Tupy)®* ().
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Prueba Sea!:G — g®g el l-cociclo definido en (h}. Por ser (g;{;]; §r) una bidlgebra
de Lie exacta y verificarse que T,! = &, [ define una estructura de Lie-Poisson sobre &
(Teorema 2.5 de 2.2.3). Ademds, el 2-tensor A que define la estructura de Lie-Poisson
viene dado por (Teorema 2.1 de 2.2.1): :

Ag) = (Topg) 2 1(g) = (Topy)®* (Adyr 1) =
- (Tepg © Te(pg—l ° A-‘?))®2T - (Tepy)®2 r= (Te)\g)’sg = (Tepg)®2 P =

= AMg) - AL(g).
| |
Corolarioc Sea (e} una base del digebra de Lie g, r =1#%e, ® e, € g ® g un 2-tensor
tal que (g;[;1;8r) es una bidigebra de Lie exacta. El corchete de Lie-Poisson sobre el
grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g viene dado por la expresicn:

{wiw} =3 (Lopp Ly ~ LagLag) 0

siendo 3;;} ¥y zf, los campos de vectores invariantes por la izquierda y por la derecha
respectivamente, definidos por e,,. :

Definicién 3.3 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g. Si
(g;[;]; 67) es una bidlgebra de Lie exacta tal que el 2-tensor r € g A g es una solucidn de
la ecuacion cldsica de Yang-Baxter, se dice que G es un grupo de Lie-Poisson triangular.

A partir de soluciones de la ecuacién generalizada de Yang-Baxter {en particular,
de ecuacién clésica de Yang-Baxter) se pueden definir, sobre el grupo de Lie simple-
mente canexo de algebra de Lie g, ademas de las estructuras de Lie-Poisson dadas por la
Proposicién 3.6, otras estructuras de Poisson (no de Lie—P?isson). '

Proposicién 3.7 Seanr,r’ dos elementos antisimétricos de g@g y A}, A?, los 2-tensores
sobre 7, definidos por traslacién a la izquierda de r y por traslacidn a la derecha de r’
respectivamente. Entonces, A,{‘ — A?, es un 2-tensor de Poisson si y solamente sir y r'
son soluciones de la ecuacion generalizada de Yang-Baxter tales que [r;7| = [r';7r'].

Prueba Hay que demostrar que el corchete de Schouten [A} — A%, ; A} — A%)] se anula
para todo g € G si y sdlo si se satisface que [r;7] = [r'; 7).

La invariancia de A} y de A% implica (Seccién 1.2.4, expresién (a)) la de los
corchetes de Schouten [A} ; A}] y [A% ; AP, es decir,
' (425 A3(g) =TeAq[r;r],
(A% AZ)(g) = — Tepglr’;7'].
El Lema 2.2 de la Seccién 2.2.3 implica que [A,’.‘ ;A?] = 0. Entonces, teniendo en
cuenta (k), '

(k)

(A} = A5 AY = AZ)(g) = Tupg (Adglrsr] = ;7)) -
Por tanto, [A} — A% ; A} — A2 es igulal a cero si y sdlo si

Ady ([r;7]) = [';r'] =0, paratodoge G. {0

Supongamos que [A} — A%, ; A} —A%] = 0, entonces, para todo g € G, Ad ([r;7]) —

] :
[r’;7'] = 0. Haciendo g = e se obtiene la condicién particular [r;7] = [ ;7]

Reciprocamente, si [r;7] = [r’;7'], como 7 es solucién de la ecuacién generalizada
de Yang-Baxter, se tiene: . ‘
Adg ([rir]) =[r;5r] =02}, paratodogeG.
Lo que implica que [Af,‘ - Af ;A,’} - A% =0. -
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En particular, las expresiones (k) nos dicen que, si r,7' € g A g son soluciones de la
ecuacién clasica de Yang-Baxter, los 2-tensores A}, A2, A} + A% A} ~ A®, son 2-tensores
de Poisson.

2.4 Ecuacion Modificada de Yang-Baxter y Bidlgebras de Lie
Exactas

Dada una forma bilineal no-degenerada, ¢, sobre un espacio vectorial V, la apli-
cacién ¢ : V — V| definida por:

(¢(z);y) = d(z;9), paratodoz,y €V,
es un isomorfismo entre V' y su dual V*.

Mediante este isomorfismo toda estructura de ilgebra de Lie sobre un espacio vec-
torial V' se puede trasladar al dual V'*. En efecto, si [;] es un corchete de Lie sobre V,
la aplicacién [;]% : V* x V* — V* definida por:

(€in)? =20 [p7'(€);¢7 (m)], paratodo&,ne V™,
(donde el 2 y el signo - se introducen por conveniencia) es bilineal, antisimétrica y satisface
la identidad de Jacobi.

Recordemos el isomorfismo t — f entre V@V y Hom(V*; V), definido por (igual-
dad (c), Seccién 1.1.1):

{a®B;t) = {a;{(B8)), paratodoo,fecV*.

La existencia del isomorfismo ¢ : V' — V™ permite definir de manera obvia un isomor-
fismoentre VRV y Hom(V; V)= End(V): t = T =to¢.

Cormo hemos visto (Seceiones 2.2.2 y 2.3.2), la estructura de bidlgebra de Lie exacta
consiste en dotar, al espacio vectorial dual de un Algebra de Lie g, con un corchete de
Lie, [;];., definido a partir un 2-tensor 7 € g ® g, que satisface ciertas condiciones de
compatibilidad con el corchete de g. Por otra parte, la estructura de dlgebra de Lie doble
consiste en un segundo corchete de Lie sobre un dlgebra de Lie g, [;]r, definido a partir
de un endomorfismoe R € End{g) {ver Seccién 2.1.1).

La existencia de un isomorfismo ¢ entre g y g* permite transportar a g* el corchete
[;]r y estudiar bajo que condiciones este corchete transportado corresponde a una es-
tructura de bidlgebra de Lie exacta sobre g, definiendo a partir del endomorfismo R un
2-tensor v sobre g. En la seccién 2.4.1 analizamos este problema. En la 2.4.2 y la 2.4.3,
estudiamos el caso particular en que R € End(g) es, ademas, solucidn de la ecuacién
modificada de Yang-Baxter.

2.4.1 Bidlgebras de Lie Exactas y Algebras de Lie Dobles

Sea (g;[;]; 6 7) una bislgebra de Lie exacta y a € g A g la parte antisimétrica del
2-tensor 7 € g @ g. En la Proposicién 3.5 de la Seccién 2.3.2 se prueba que el corchete
de Lie sobre g* definido por ia aplicacién (8 r)*, dual del 1-cociclo é r, viene dado por la
expresion:

[€:nlge = adjy € —adjgn: &EneEQ. (a)
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Sea {g; R} un algebra de Lie doble (Definicién 1.1 de la Seccién 2.1.1). Por defini-
cién, el corchete de Lie sobre g determinado por el endomorfismo R de g, viene dado por
la expresién (férmula (a} de la Seccion 2.1.1}:

([R(z);y] + Ex;R(y)]) i, T,yEg. (b)

[T

[-’17;?{]3=

Sea ¢ : g — g* el isomorfismo definido por una forma bilineal, no-degenerada sobre
el dlgebra de Lie g. En la siguiente proposicién, veremos que para que el corchete (a),
que depende sélo de la parte antisimétrica a de r, sea el transportado a g*, mediante ¢,
del corchete (b), es necesario que R y 7 estén relacionados por la igualdad:

R=&0¢

donde @ es el homomorfismo de g* en g asociado al 2-tensor a. Las condiciones adicionales
quedan reflejadas en el enunciado.

\\.
Proposicién 4.1 Sea g un dlgebra de Lie y ¢ : g — g* el isomorfismo asociado a una
forma bilineal, ¢, no-degenerada sobre g, simétrica e invariante por la representacion
adjunta.

(1) El corchete de Lie sobre g* definido por la expresion:

€;in® = -26 (6~ H&so M) s  &meg”,
se escribe asi: :
(€301 = —2ad}-1() € = adjr (1 — 8dj-r (7, ()
para todo &1 € g*. ’

(2) Sea R € End(g) antisimétrico con respecto a &, es decir,

$(Rz;y) = —o(z; Ry) ,

¥, por tanto,
¢oR=—doR",

siendo R* : g* — g* el homomorfisomo transpuesto de R. Sea ¥ € Hom(g*;g) definido
por la igualdad ¥ = (1+ R)o ¢! yr € g ® g el 2-tensor asociado. Entonces, el
homomorfismo & € Hom(g*;g) correspondiente a la parte antisimétrica de r es & =
Rog L. : '

(3) Sea R € End(g) antisimétrico con respecto a @, tal que [;|r (expresién (b)) es un
corchete de Lie sobre g. Sea ¥ € Hom(g";g) el homomorfismo definido por la igualdad
7 = (1 + R) o ¢~'. Entonces el corchete de Lie sobre g*:

iy = -2 (6@ )la) ;  &meg’,

coincide con el corchete (a) definido por r, es decir, se verifica:

[£:m% = €75 = ad}(,y € ~adjyn, paratodo &,n€g",

donde & = Ro ¢~} € Hom(g"; g).

"Por lo tanto, en estas condiciones, 5 simétrica e invariante por la representacion
adjunta de g y R antisimétrico con respecto a ¢, toda estructura de dlgebra de Lie doble
{9; R) determina sobre ¢ una estructura de’ bidlgebra de Lie exacta (g; [;];6 (1 + R} o

¢71))-
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Prueba

(1) La invariancia de 5 por la representacién adjunta significa que

olady y; 2) + dly;ad; 2} =0, paratodo z,y,z € g,

lo cual implica que:
ad; o = ¢oad,,

para todo = € g. Teniendo en cuenta esta 1ltima expresién, el siguiente calculo prueba
la primera igualdad en (c),

€71 = —2¢ ([¢7(6); 07 (n]) = ~2($oadg-1()) (67 (M) =
= =2 (adj-1g 06) (67(m) = ~2adj-s 9.

Por otra parte, la simetria de ES_ implica que:

(@1 (n); &) = (1) m),

es decir, ¢ = #t. De esta condicién y de la invariancia por la representacién adjunta
de ¢, se deduce la siguiente igualdad:

, ~adg-1gy = adg-1(p§, paratodo§,neg”. (d)
En efecto, para todo z € g y todo £,77 € g* se tiene:
(g3 -adjygn) = (adg-1e 73m) = ~(adz(67());m) =
= (¢71(8);ad;(m)) = (o7 (adz(m)) 1€) = ((ads 06~ )(m) €) =
= ~(adg-1() 258} = (zi8dg-1( €) -

La segunda igualdad en {c) es consecuencia de (d).

(2) Consideremos el 2-tensor a € g®g correspondiente al homomorfismo & = Rog~! €
Hom(g*; g). Entonces, tenemos:

n®&;a)=(n;a(8)) = (n;(Rod™")(&)) -

Pero por ser R antisimétrico con respecto a 3, se verifica que Ro¢~! = —¢~ ' o Rt y por
ser ¢ simétrica ¢ = ¢*, por tanto,

n®E&;a) = (n;—(¢7 e R)(E)) = (n; —(Ro ¢ ) (€)) = ~ (G(n) ;§) = ~(E @730},
que es la condicién de antisimetria dei 2-tensor ¢ € g®g correspondiente al homomorfismo
= Ro¢~! € Hom(g*; g).

(3) Teniendo en cuenta la definicidn del corchete ;]| g (espresién (b}, el corchete trans-
portado a g* es:

le3ml% = ~256 ([R(671€) 367 ()] + [67€): R (67 (m) ) =
=-¢({(a(©;¢7 (] + [671(€);a(n)] ) =

= —¢ (ada(ey ¢~ () — adzy ¢71(8)) -

Como se satisface g oad; = adj o¢p paratodoz € g (5 es invariante por la repre-
sentacién adjunta de g), la ultima igualdad se puede escribir asi:

[€:m)% = ad3(;y € ~ adj(gy m,

que es lo que se queria demostrar. ]



106 2 Ecuacion Cldsica de Yang-Baxter

El apartado (3) de la dltima proposicién y la Proposicién 3.4 en 2.3.2 nos dicen
que [;]% es el corchete sobre g* definido por la aplicacién dual del 1-cociclo exacto 87,
definido por el 2-tensor r asociado al homomorfismo 7 = (1 + R} o ¢. La Proposicién 2.5
de 2.2.2 afirma que ésto es equivalente a la compatibilidad de los dos corchetes.

Se tiene, pues, el siguiente resultado.

Corolario (Semenov M. A. [1983])

(1} Sea (g; R), un dlgebra de Lie doble (Definicién 1.1 de la Seccion 2.1.1), es decir,
g un dlgebra de Lie y R € End(g) un endomorfismo tal que la igualdad (b) define un
corchete de Lie sobre g. Sea ¢ : g — g* es el isomorfismo asociado a una forma bilineal,
¢, no-degenerada y simétrica sobre g. Sea = (R+1)o¢~! € Hom(p*;g), yr € g®g el
2-tensor asociado. Si q‘) es invariante por la representacion adjunta de g y R antisimétrico
con respecto ad, (g i;);87) es una bidlgebra de Lie exacta.

(2) Reciprocamente, sea (g; [; 1; ér) una biglgebra de Lie exacta tal que el homomor-
fismo § € Hom(g"; g) asociado a la parte simétrica s der es invertible y sea R = God™! =
fo §™! —1 € End(g) donde & es el homomorfismo asociado a la parte antisimétrica a
de r. Entonces, (g; R) es.un dlgebra de Lie doble.

Prueba
(1) La primera parte es consecuencia inmediata de la Proposicidn 4.1.
(2) Sea, ahora, (g;[;);#7) una bislgebra de Lie exacta tal que la parte simétrica, s,

de r es tal que el homomorfismo asociado § es invertible. Al ser § invertible, podemos
transportar a g el corchete de Lie [;]7. por medio de 3, es decir, definir:

zial = —35((07'@) () W).) =

—_%§( &dgo(s)—_l(y) (8) ™M (x) — adjos)-1(x) (8) (W) -

Por definicién R = @o (3)~! por tanto, este corchete se puede escribir asf:

331" = ~55(adz) (97 (@) - 2Ry (3) ). ()

Ahora bién, por definir una estructura de bidlgebra de Lie exacta, la parte simé-
trica s es mvanante por la representacién adjunta de g (Teorema 3.1 de 2.3.2), es decir,
(3)"!oad, = ad} o(3)"!, por tanto, el corchete (e) es:

[z;9)° = —% (B 'oadryyz ~ (9 cadpmy) =

= 5 (R@);3] +[z; R))) = [z33)a.

Que es la forma (b) que debe tener un segundo corchete de Lie sobre g para definir una
estructura de 4lgebra de Lie doble. =
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Observacién Como consecuencia de la proposicidn anterior, la aplicacién

=1

(0:1512) <2 (g 13100
es un isomorfismo de dlgebras de Lie, ya que:
[z:91r = —(1/23([()(=); O W)]}.)
¥, por tanto, ‘
—3 @ (es1la) = =307 - O @70} ) =
= 22[O @O @] =
= [(1/2)(3) " (=); (1/2)(8) " W)].

2.4.2 Algebras y Bidlgebras de Lie-Semenov

Los siguientes resultados son necesarios para establecer la relacién entre un tipo de
soluciones de la ecuacién modificada de Yang-Baxter (definida en la Proposicién 1.4 de
la Seccién 2.1.3) y un tipos de bidlgebras de Lie exactas.

Lemad.l1 Sear € g® g un 2-tensor antisimétrico y ¥ € Hom(g"; g} el homomorfismo
correspondiente. Asociando a todo 3-tensort € g® g ® g una aplicacién bilineal t :
g* x g* — g, mediante la siguiente igualdad:

(€;t(m~)) =t{&m7), paratodo&nyeyg”,

el corchete de Schouten invariante, [r;7] € g ® g ® g (expresidn (e) de la Seccidn 2.3.1),
viene dado por:

frivlEm) = -2 (T(ad,'é(e)n ad}(y) €) — (7€) 7(n)] ) -

El miembro de la derecha tiene sentido aungue r no sea antisimétrico.
Prueba La expresién (e) en 2.3.1, es
[ri7](&m) = 2{v; [F(€):7(m)]) + pec..
Por tanto, como aplicacién bilineal de g* x g* en g, para todo £,7,v € g* tenemos:
(vilfrirl&m) = 2{n3 (0 7)) + e =
= 2(n; [F(7) i HO)]) + 2{v; [F(&) ;s 7 (M)} + 2{&; [F(n); 7(N)]) =

= —2(n;adyg F(7)) + 2(&;ade) 7(7)) + 2 (75 [F(E);7(n)]) =
= ~2{ adi( £;7(7)) + 2{ adiq 7; 7)) + 2 (7; [F(€) ;7 (m)]) -

Ahora bién, r es antisimétrico, entonces

<*r G n)) = (v; =27 (adi n) + 2r(adig, €) + 2[F(8) ; 7(m)])

lo que demuestra el lema. [ ]
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En lo sucesivo prescindiremos.del factor 2 y del signo —, de forma que utilizaremos
como definicién de [r; r] la siguiente, aunque 7 no sea antisimétrico.

Definicién 4.1 Sear € g ® g un 2-tensor (né necesariamente antisimétrico) y ¥ €
Hom{g*; g) el homomorfismo asociado. Definiremos el corchete de Schouten invariante

[r;7] € Hom(g" x g*; g) de la siguiente forma:

[r37i(€;m) = #(adiey n — adigy &) — [F(€) ;7)) (®)
para todo £,11 € g*.

Lemad4.2 Sea 7 € Hom(g*;g) ad-invariante (no necesariamente antisimétrico), es
decir, se satisface:
ad;of —Toad, =0.

Entonces:
(1) [rrlles B) = [#(a) ; #(8)].

(2} [r;7] es ad-invariante, por tanto, tenemos:

, - a.dzo[r;r]=[r;r]o(ad;®1+1®ad;),

o bien, al considerar el 3-tensor sobre g, [r;r|, asociado a [r;7],

(ad; 1 ®1+1®ad, ®1 +1®1®ad;)[r;r] =0.

Prueba

(1) Teniendo en cuenta que ad, of — Foad}, = 0, la definicién (a) de [r;r] implica que:

[ri7](05.8) = 7(adj(y B — adi) @) - [7(0); 7(8)] =
= (8dp(q) oF)(8) — (adw(g) oF) () = [F(@); F(B)] =
= [F(a}; 7(8)] — [F(B8) i F(a)] — [F(a); 7(B)] = [Fle}; F(B)] -
{2) La representacién adjunta de g sobre g ® g ® g viene dada por la expresién:
teg@o®g — (ad; ®1®1+1Qad; @1 +1®1Qad. )t egR@a® 9.

De forma andloga a la expresion (d) de 1.1.1, al considerar el isomorfismo g@ g ® g =
Hom(g* x g*; g) definido por

(a®@B®Y;t) = (a;H(5;7)) ,
la accién adjunta de g se escribe asi:
ad.(t) = ad, of —to(ad) @1} —fo (1 ®ad}).
Entoncés, teniendo en cuenta: el resultado de la parte (1), para todo o, 8 € g*, tenemos:
adz([r ;1)) (a5 B) = adz ([F(a) ; 7(B)]) — [F(ad; a);; 7(B)] — [F{a) ; F(ad; B)] .
Como por hipétesis 7 o ad], = ad, of ¥ ad, es una derivacién de g, se tiene finalmente:
adz([r;7]}{e; 3) =0, paratodoa,B€eg’,

que demuestra el apartado (2). ]
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Lema 4.3 Sea g un dlgebra de Lie, ¢ : g — ¢* el isomorfismo asociado a una forma

bilineal, no degenerada sobre g, invariante por la representacion adjunta, y sea R €

End(g). Consideremos el homomorfismo a : g* — g (no necesariamente antisimétrico),

definido por la igualdad: ‘
a=Ro¢™! € Hom(g";9),

¥ la expresién (b) en 2.1.1:
Br(z;y) = [R(z); R(y)] - 2R ([z;y]a) - (b)
Entonces, Ia aplicacién bilineal m :g* x g* — g definida en (a) satisface:

070} = -Bro(s7 x¢7) . (c)

Prueba Por definicidén de Br{z;y), teniendo en cuenta (b) de 2.4.1, se tiene:
(Bro(p7t x¢71) ) (x:8) =
=[Ro¢™Ha); Ro ¢ (B)] -
_ —R([Ro¢™Ha);¢ ™ HB)] + [¢7a};Ro ™ H(B)]) =
= (a(a);a(8)] — R{ [&(a); ¢ (B)] + [¢7 ' (@);d(0)] ) =
= (a(a);&(B)] —@o ¢ ([a(a);¢7H(B)] + [67 (@);a(8)] ) =
= [a(a); 8(8)] — @ (¢ 0 ada(a) 7 (8) — ¢ o ada(g ¢~ (a)) ,
para todo a, 8 € g*.
Ahora bien, ¢ es ad-invariante, es decir, ¢ ¢ ad, = ad} o¢, por lo tanto:
—~(Bro(¢7! x ¢71)) (&5 8) = &( 8d3(qy B — ad3 o) — [a(c};a(6)] .

Observacién A partir de la igualdad (c), si & es antisimétrico, la ecuacién cldsica de
Yang-Baxter (ver Teorema 2.7 de 1.2.5):
[a;e](§;n) =0, paratodo§,neg”,

se puede escribir asi:
Bp(z;y) =0, paratodoz,y€g,

donde R = @0 ¢ y ¢ el isomorfismo asociado a una forma bilineal, no-degenerada sobre g,
invariante por la representacién adjunta. [ ]

Proposicién 4.2 Sea ¢ : g — g el isomorfismo asociado a una forma bilineal sobre el
dlgebra de Lie g, ¢, simétrica, no degenerada, e invariante por la representacién adjunta.
Sea R € End(g) antisimétrico con respecto a ¢ y sea r € g ® g el 2-tensor asociado al
homomorfismo 7 = (R+ 1) o ¢~! € Hom(g*;g). Entonces, la ecuacidn modificada de
Yang-Baxter (ecuacién (a) de la Seccién 2.1.3):

Br(z;y) = ~lxiv],
donde Bg(z;y) viene dado por (b), se expresa, en términos de r € g @ g, de la forma:
il ) =7 (26 [67(e) 1 671(8)] ) = ~ (3 81%) (d)
donde [a; 8|® viene dada por la expresién (c) de 2.4.1. '
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Prueba
(1)  Se satisface la igualdad:
Br+y(z;y) = —2(R+ 1)[z:y] .

En efecto, teniendo en cuenta la definicién (b) de Br(z;y) v la expresién (b) de 2.4.1 del
corchete [;|g, de la condicién Br(z;y) = —(z;y] se deduce:

0 = [R(=); R(y)] - 2R ([z39lg) + [z:4] =
= [R(z); R(y)] - R({R(z);y] + [z; R(y}]) + [z:9] .

Sumando y restando [z; R(y)!, asf como [R(z) ;y]len el dltimo miembro de la igualdad
anterior, se tiene:

0=[(R+1)(z); R(y)] — [z; R()] - R[R(z);y] — Rlz; R(y}] + [z ;y] =
= [(R+1)(z); R()] - (R+1)[z; R(y)] — (R+ 1)[R(z}; 9] + {(R+ 1)(z} ;4] =
=[(R+ D(=}; (B + D)W - (R +1) ([z; RW)) + [R(z);9]) =
=[(R+1)(@}; B+ D)) = (R+ 1) ([(B+1)(=);9] + z; (R + 1){w)] - 2le;9]) =
= Br+1(z;¥) + 2(R + 1)([z; v]),

que es lo que se querfa demostrar.
(2) Laigualdad (c) se aplica a todo 2-tensor a € g®g (no necesariamente antisimétrico)

v & todo endomorfismo R € End(g). En particular, considerando el 2-tensor r y el
endomorfismo R 4 1, tenemos:

[Fir] = —Basn (67 x 71).

Si ahora se tiene en cuenta el resultado (d), la igualdad anterior se escribe asf:

[ri7)(@ 8) = =Breny (371 x 671 (@5 8) = 2R+ 1) 6™ (@) ; 6~ 1(B)] =
=2(F o) [ a); 7 1B)] = —F ([a; 8%} .

Proposicién 4.3 Sear € g®g, tal que el homomorfismo § € Hom(g*; g), asociado & su

parte simetnca s, es invertible y ad-invariante. Denctemos por ¢ : g — g* el isomorfismo
mverso (8)~1. Entonces, si el homomorfismo , asociado a r, satisface la igualdad (d),
(g;[;];67) es una bidlgebra de Lie exacta.

Prueba Al ser 3 es mvertlble e invariante por la representacion ad}unta, se tiene la.
siguiente igualdad:

m(f; n)+7([6;n%) = [a;0)(&m) ~ [s:s)(&im), paratodoa,feg’. (o)

En efecto, teniendo en cuenta la definicién (a) de r;7] ¥ la expresién de [£;7|® dada en
{c) de 2.4.1, tenemos:

Firi(E m) + 7 (fo; B12) = 7 adie 1 — adiy €) — [F(E):7(m)] + 27 0 adey 7
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Separando las contribuciones de las partes simétrica y antisimétrica de r, la igualdad
anterior se escribe asi:

[r371(es 8) + 7 (lo: %) =
= &(adg(e) 1 - adj(y) ) ~ [6(6); 3] — [5(6)5(m)] +
+#(adjey n - adi(y € — 2adey 1) + (30 adjigy n — [a(€);3(n)]) —
- (§oadjiy € — [a(n); 3(8)]) -

Como 3 o ad;(,) & = ady(, o3, las expresiones que figuran en dos (Gltimos paréntesis
son nulas. También lo es la antepeniltima como consecuencia de la simetria y la ad-

invariancia de s, ya que entonces adj¢y 1 + adj) € = 0 (igualdad (d) de 2.4.1). Por
tanto: — — —
" frirlEm + 7 ([0 B1%) = [aial(&n) — [s3s](&im) -

Entonces, la hipdtesis de la proposicién se puede enunciar asi: [a.,’::} = [Ts_;;].
bigskip ~ L
Pero [s; 5] es invariante por la representacién adjunta (Lema 4.2}, por tanto, {a; a]
también lo es. Esto, segin el Teorema 3.1 de la Seccidn 2.3.2, es condicién suficiente de
bidlgebra de Lie. : u

Proposicién 4.4 Sear =s+4a € g® g la descomposicién de un 2-tensor r, en su parte
simétrica s y su parte antisimétrica a. Sean 7,§,d4 € Hom(g*;g), los homomorfismos
asociados a1, 8,a € g ¢ por el isomorfismo (¢) de 1.1.1. Supongamos que 3 es invertible
y ad-invariante y que 7 satisface la igualdad (d}. Entonces el endomorfismo

R=Fo(d) l'-1=édc(d te En:d(s) ,

es una solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter y es antisimétrico con respecto
a la forma bilineal, ¢, simétrica, no-degenerada e invariante por la representacién adjunta,
asociada al isomorfismo (3)~! : g — g*. En consecuencia, (g; R) es un digebra de Lie
doble.

Prueba En efecto, por definicién de R y puesto que el 2-tensor s es simétrico, tenemos:
(-5 R (@);8) = ((—§0 (@ (8)™)")(a):8) = (5(8); ~ (@0 ()" () =
= (@0 (87 03)(8); ~a) = ~(@(B);a) =
= (a(a); B8).
para todo a, 8 € g*. Es decir, —5 o R* = . Por otra parte,
Roi=(Fo(d) ' ~1)os=F~5=2a.
Asi pues, —§o R* = Ro § que es la condicién de antisimetria de R con respecto a a la

forma bilineal ¢ asociada al isomorfismo (5)~!.

Por ser F = (R +1) o § y R antisimétrico con respecto a &, la Proposicién 4.2 nos
dice que R satisface la ecuacién modificada de Yang-Baxter y ésto es condicién suficiente
para que {g; i) sea un Algebra de Lie doble (Proposicién 1.4 de la Seccidn 2.1.3). ]

Las Proposiciones 4.2, 4.3 y 4.4 justifican las siguientes definiciones, que definen
un tipo de dlgebras de Lie dobles que estdn en correspondencia biunivoca con un tipo de
bialgebras de Lie.
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Definicién 4.2

(1} Sea g un dlgebra de Lie y ¢ : g — g* el isomorfismo asociado a una forma bilineal
simétrica, no degenerada sobre g, invariante por la accidn adjunta deg. Sea R: g — g
una solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter. Se dice que el dlgebra de Lie
doble (g; R; ¢} es un dlgebra de Lie-Semenov si R es antisimétrico con respecto a ¢.

(2) Sear € g® g tal que el homomorfismo §, asociado a su parte simétrica s, es

invertible y ad-invariante y tal que ¥ € Hom(g*; g) satisface la condicién (d):
[rirl(e; B) = —F ([a'ﬁ]“') , paratodoa,8€g”*,

donde ¢ = §~1. Entonces, se dice que la bialgebra de Lie (g;[;); 67) es una bislgebra de

Lie-Semenov.

A las lgebras de Lie-Semenov, Semenov [1994] las denomina éfgebras de Lie-
Baxter.

Definicién 4.3  Sean (g1;[;]1; R1; ®1) ¥ (92; [; ]2; Ra; ®2) dos dlgebras de Lie-Semenov
v ¥ 1 g1 — g2 una aplicacién lineal. Se dice que ¥ es un morfismo de dlgebras de
Lie-Semenov si:

(1) ¢ (gl,[ i) — (gg,[ ]2) es un morfismo de dlgebras de Lie. -

(2) oot o By (92,[ |r;) — (g1;[;]R,) es un morfismo de digebras de Lie.
Teorema 4.1 Las categorias de las bidlgebras de Lie-Semenov y de las dlgebras de
Lie-Semenov son equivalentes en la correspondencia que asocia a todo endomorfismo

antisimétrico R € End(g), con respecto a una forma bilineal, simétrica, no-degenerada,
el 2-tensor r € g ® g correspondiente a ¥ = (R + 1) o ¢.

Prueba Con las notaciones obvias, sean {(g1;[;]1; & 1)y (925 [1]2: é73) dos bidlgebras de
Lie-Semenov y (g1; R1;(51)71), (g2; Ra; (82) 1) las slgebras de Lie-Semenov asociadas
por aplicacién de las Proposiciones 4.3 y 4.4. Sea v : g3 — g2 un homomorfisomo de
algebras de Lie. :

Sélo queda por demostrar que:
v (o5ili0) — (et Ll3t)
es un morfismo de 4lgebras de Lie si y s6lo si lo es:
Frogto(3)™: (92 [i]rs) — (a1 (5 1m))
Pero
V€2 melgt = ¥ [(5‘2)—1(50 )‘(52)_1(3!2)];; =
= —2¢% o (52) " Hz2; v2lm, = —2(51) " o (Fro ¥t o (52) ) a5 valRe
¥
(W25 wma] [t = [t o (sz_)-l(x;) 90 (32) )] =
= [(B1) " o (Broyto(82)7) (z2): (B1) o (G109 o (32)7Y) (yz}];; =
= ~2(51)7  [f10 9 0 (32) " H(x2) ;51 0 ¥t 0 (32) T (3e)] ,
por tanto: ‘
T/J"[&z;ﬂz] - [¥M&);v* le)]rl = =2(5)" (81 o9 o (52) Haz:valr, —
—[B10¥t 0 (52) M za)i 1o ¥t o (32 )], ) 5

con lo que queda demostrado el teorema. [ |
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2.4.3 Bidlgebras de Lie Dobles

Sea (g;[;]; €} una bialgebra de Lie. Se ha visto (Teorema 2.3 de la Seccién 2.2.2)
que sobre el producto cartesiano p = g x g* existe una tnica estructura de dlgebra de
Lie, definida por el corchete:

(236 i)l = ([ziv] +adgy - ad; 2 (€5l +adzn —adj€) (a)

que induce las estructuras de dlgebra de Lie de g y g* v tal que deja invariante la forma
bilineal simétrica (;), definida por:

(z:6); (wimde = &5y} + (32}, (b}

es decir la accién dual de p* sobre p.

Sea ® el isomorfismo asociado a (; ), ¥ 8 € p®p el 2-tensor asociado a =1 : p* — p.
Vamos a comprobar que s es la parte simétrica de un 2-tensor m € p@p que define sobre p
una estructura de bidlgebra de Lie-Semenov.

Proposicién 4.5 Sea (g;[;];€) una bidlgebra de Lie y (p;[;];) el dlgebra de Lie del

Teorema 2.3 de la Seccidn 2.2.2, es decir, p = g x g* ¥ [;]p es el corchete definido en (a).
Consideremos el homomorfismo m € Hom(p*;p), dado por Ia expresidn:

m:(§z) €p* — (z;0) €. (c)
Sim € p@p es el 2-tensor asociado por el isomorfismo definido en (c) de 1.1.1, (p; [;]p; 6 m)
es una bidlgebra de Lie-Semenov, es decir, la parte simétrica de m es invertible y ad-

invariante y m satisface la igualdad (d} de la Seccién 2.4.2.

Prueba

(1} Consideremos los homomorfismos §,4 : p* — p, definidos por las expresiones:

§(&z) = (1/2)(z;6);  a(&x) = (1/2)(z;-€). (d)

Es inmediato comprobar que i = § + &. Ademds, para todo (&; 2), (m; v} € p*,
(€ 2):3(my) = (&) (/2w = (1/2) ((§:9) + (m:2) = (5(6i2) i (mw)) -
Esta igualdad quiere decir que el 2-tensor s € p ® p correspondiente a § es simétrico.
De manera andloga, tenemos:
(&) ;a(my) = (1/2) ((6:9) — (n;3)) = —{(my);al& x)),
que expresa la antisimetria del 2-tensor a € p ® p asociado al homomorfismo a.
Como consecuencia de {d}, § € Hom(p*; p} es invertible.

(2) El isomorfismo @ : p — p* asociado a la forma bilineal {;), definida en (b) viene
dado por la expresién:

(3)~Hz;€).

bl =

B(z;€) = (§2) =
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Al ser (;), invariante por la representacién adjunta asociada a [;], (Teorema 2.3 de la
Seccién 2.2.2), se tiene que $ es también invariante por esta representacién de p.

(3) Como 3 es invertible e invariante por la representacién adjunta de p, tenemos
sobre p* un corchete de Lie, que viene dado por la expresién {c) de la Seccién 2.4.1:

(& 2)s ()] = ~2adi.0y(miy), (e)
(4) La representacién coadjunta de p se escribe de la siguiente forma:
adipey(my) = (edj € —adzn — [€;7]g;adiz —adiy — [z5y]) . ()
En efecto, |

(adlze(my)i (zp) = —((my)ad@e (2 0)) = () [(2:); (2 1)) -

Si tenemos en cuenta la forma del corchete [;], {expresién (a)), la igualdad anterior se
escribe asi: :

(ad(z o my); (2 ” ) {my)i([z:2] +adf z — ad, z; [€; - +ad) p —ad}€)),
es decir,

{adlpe)(my); (zp)) = _ ,
—'(n;[a:'z]+ad2z—a.d':r)+([£;p]g +ady p—ad}f;y) =
=(-ad;n—aden;2z) + {adu7m; x)+(u,—ad5y—ad¢y)+(§ ad; z) =
=(—adxn—aden,2>+(#,adnm>+(#:—adey—adzy>+<ady€s z),

que demuestra la expresién (f).

(5} Sea [m m] € Hom(p x p;p) dado por la Definicién 4.1 de 2. 4.2, se satisface la
expresion (d) de 2.4.2:

[ETE] (& z); (my)) = - (((&2); (my)]°) - (g)

En efecto,

i m) (& 2); (mw)) + 7 (& 2); (mw)]*) =
=1 (a‘d:ﬁ(&x) ("7, y) a'dm.(r; ) gl I)) [m §r .'.'l’.') im (7?1 y)]P+ m ([(5: I)_; (’7, y)]s) .

Sustituyendo la expresién (e) en la igualdad anterior, se tiene:

[m m] (éaz) (71. y) + [(Ea s (m y)] )
=7 (a'dﬁx(ﬁ;z) (77; y) - a'dr?:.(n;y) (gr 'T)) - [ﬁ‘(fs I) i Th(”], y)]p —2m (&d'(E z) (?7, y)) (h)

Ahora bien, teniendo en cuenta (f),

ad}; (my) (ga I) a’d,{y;o) (’51 Sl.'.') = (ad; § [y ; -T] - adz y) ,
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¥
adf ey (M) ~ 2ad3 ey (05 y) = ~ad ()60 (1Y) = —adfg. ey (m;y) =
—([¢;7) - ad} &ad; v) |
ya que § 4+ @ — 25 = —(§ — @) = —(+7)*. Por tanto,
m (ad,'ﬁ(my) (6;3)) = ([y; 7] — ad; ,0) , (1)
M adg g0y (M ¥) = 28d5(er) (1 9)) = (adg 4;0), (k)
Por otra parte, volviendo a tener en cuenta (a},
. (g ) mmyl, = [(%:0); (1:0)], = ([z:950) , M
Sustituyendo (i}, (k) ¥ (1) en (h), se llega finalmente a:
[msm] (& 2); (m ) + ™ (&) (mw)}) =0
que es la condicién (g). [

Definicién 4.4 Sea (g;{;];¢) una bidlgebra de Lie. A Ia bidlgebra de Lie-Semenov
(p; [ les ém), dondep=g@g* y [;]p viene dado por la expresxon {a} ¥ m por (c), se la
denomina bidlgebra de Lie doble de (g;[;];€).

Proposicién 4.6 Sea (g; [;]; €) una bidlgebra de Lie, (p;{;],; 8 m) la bidlgebra de Lie
doble de aquella. Entonces, el corchete [;|5 sobre el digebra dual p*, definido por la

aplicacién transpuesta del 1-cociclo 8 m viene dado por:

&) imylp: = (Einlgilysal) - (m)

Es decir, (p*;[;];%) es el producto directo del dlgebra de Lie (g*;[;{g-) ¥ el dlgebra
opuesta a g.

Prueba Por definicién,
[(&2)s (m y)]ge = 8dig (6:2) — adie oy (151)
ahora bien,
~ ad3ey(m ) = (1/2) (adfoey (m ) — adi)(miw)) =
= (1/2) ([§;m) — ad; € — adln; [y;z] +adyz +adgy) -
Por lo que queda demostrada la proposicién. [
Proposicién 4.7 Sea (g;[;]e) una bidlgebra de Lie, (p;[;},;ém) su doble. La in-

yeccion de g en p es un morfismo de bidlgebras de Lie y la inyeccidn de g* en p es un
antimorfismo.
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Prueba Sean
iiz€g—(z0)€p y :(§a)ep Ly
De la definicién de [;], se deduce:
i([z;y]) = [il=); 4w)s
’ (& 2) s (myl) = [H(&2) 8 (my)] -
Por otra parte, si
jifegt — (06 ep vy jiGr)ep —zeg,

se tiene

F((&:m) = [5(&); 5 (mi,
P&z mwlp) = - [14&62) 5 (my)] -

Como bilgebra de Lie-Semenov, (p;[;]p; #m) tiene asociada un &lgebra de Lie-
Semenov (p; R), donde R € End(p) estd definido por la igualdad R = @ o (3)~!. Por lo
tanto, "
3 R(z;§) = 2&(&;z) = (z - &),
es decir, ‘

R(z;€) = (Py = Py ) (z;€) = (2;0) ~ (0;€) -
El dlgebra de Lie-Semencv asociada a (p; [; ],,, dm) es pues de la clase estudiada en la
Seccién 2.1.2.

El corchete que R determina sobre p, (expresién (b) de la Seccién 2.4.1), es

[(z:€); (vim) g = ([z:9ls [m:€])

H
siendo de comprobacién directa que se satisface:

{(@:6): (rm)],. = =27 ([s(&2); 3(miw)]m) -

2.5 Corchete de Sklyanin y Ecuaciones de Lax sobre G

Sea G el grupo de Lie simplemente conexo de élgebra de Lie gy r € g @ g.
Si (g;[;];87) es una bidlgebra de Lie exacta, se ha visto en la Subseccién 2.3.2 que
sobre GG existe una estructura de grupo de Lie-Poisson cuyo corchete viene dado por la
expresién (j} de 2.3.2.

Supongamos que sobre g estd definida una forma bilineal, simétrica, no-degenerada,
invariante por la representacién adjunta de g y que ¢ : g — g* es el isomorfismo asociado.
Entonces (Corolario de la Proposicién 4.1 de 2.4.1), si (g; R) es un dlgebra de Lie doble y el
endomorfismo R € End(g) es antisimétrico con respecto a ¢, el 2-tensor r correspondiente
(por el isomorfismo (c) de 1.1.1) al homomorfismo 7 = (R+1}o¢~! € Hom(g"; g) define
una estructura de bidlgebra de Lie exacta sobre g. Asi pues, sobre el grupo G, se tiene
una estructura de Lie Poisson determinada por el endomorfismo R.

En esta seccién vamos a demostrar que, de forma andloga a lo establecido en el
Teorema 1.4 de la Seccién 2.1.3, si el endomorfismo R es ademds solucién de la ecuacién
modificada de Yang-Baxter, las soluciones de las ecuaciones del movimiento relativas al
corchete de Lie-Poisson que determina R sobre G, definidas por hamiltonianos que son
funciones centrales, se pueden ericontrar por el método de factorizacién.
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Definicién 5.1 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g. Sear =
s+a € g@g un 2-tensor contravariante (s su parte simétrica y a su parte antisimétrica)
tal que s y el 3-tensor [a; a] (expresidn {a) de 2.3.1) son invariantes por la representacidn
adjunta. Sean (e,) una base de g, r*¥ las componentes de r en dicha base, x} y z% los
campos vectoriales definidos por traslacién a la izquierda y a la derecha respectivamente
de {e,}. Se denomina corchete de Sklyanin a la aplicacién bilineal dada por la expresién:

{p:iv} = ZT“” (ng¢ng¢ - ngszz¢) ) (a)

que, segtin el Corolario de la Proposicién 3.6 en 2.3.2, define una estructura de Lie-Poisson
sobre GG,

La estructura de bidlgebra de Lie exacta sobre un algebra de Lie g estd univo-
camente determinada por la parte antisimétrica a del 2-tensor r, una vez que se tiene
la invariancia por la representacion adjunta de la parte simétrica s (ver expresién (f)
de 2.3.2). Por lo tanto, la correspondiente estructura de Lie-Poisson sobre el grupo,
no depende tampoco de s. En el Lema 3.2 de la Seccién 2.3.2, donde se da la forma
explicita del 1-cociclo [ : G — g @ g que define el corchete de Lie-Poisson (), se observa
esta. dependencia tnica de ¢. En consecuencia, podemos suponer que + es antisimétrico
de partida:

Proposicién 5.1 Sea r € g A g un 2-tensor tal que el corchete de Schouten [r ;7] es
invariante por la representacién adjunta. Si denotamos por ¥ € Hom(g*; g) al homomor-
fismo asociado, el corchete de Sklyanin se expresa asi:

{20 }Hg) = ((T.Ag) - do(g) s F((TeAg)* - dip(g)) ) —
= {(Tepg)t - do(g) ; F((Tepg)* - dp(g))) , (b)

para todo g € G y para todo ¢, € C®(G).

Teniendo en cuenta Ia antisimetria de r, es decir, {a; #(8)} = —{(3;7(a)) para todo
&, (8 € g*, la expresién {b) se escribe también asi:

{o;¥}g) = ((Tepy)® - db(g); 7 (Tupg)t - diolg)) ) —
= {(Terg)t - dib(g) i 7 ((TAg)t - dip{g)) )

para todo g € G y para todo @,9 € C*(G).

Prueba Si (e,) es una base de g, se tiene:

Loy (g) Ly (g) = 7 (Tedg)' - deo(9)) (e) (o)t - dib(9)) (&) =
= 4 (Tohg) - dip(@)), (TeAo)t - dih(a)), =
= ((The)t - dip(g) i 7 ((Tedg)t - d(9)) ) |

de la misma forma:

T Laoe 0(9) Lo ¥(9) = (Tepg)® - dip(9) i 7 ((Tepg)* - d¥(g)) )
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Corolarioc Sea G C Gl(n;R) el subgrupo de Lie de Gl(n;R), conexo, con dlgebra
de L]e 9 C End(R®). Si# € Hom(g*;g) es el homomorfismo asociado a un 2-tensor
antisimétrico r € g A g, tal que se satisfacen las condiciones del Proposicidn 5.1. El
corchete de Sklyanin definido por r viene dado por la expresion:

{p;¥}(A) = (Adyp(4);7(A dw(A) ) — (dy(A) A;7 (dp(4) 4)) , (c)
para toda matriz A € G y todo par de funciones p, ¥ € C°°(G)

Prueba Interpretamos los elementos de (T Gi(n; ]R))* como matrices (a’;) con el mis-
mo criterio de indices que las matrices de End(R") y la accién dual asi:

(a;A)=a’3a{-; A=(a})eg; acg”.

Sea A € Gl(n;R), las traslaciones por la izquierda y por la’derecha deﬁnldas por A
son los dlfeomorﬁsmos

CGimR) 24 Gl(mR). Gl(n;R) 24 Gl(n; R)
B—A-B ' = B—B:-A

Las aplicaciones tangéntes en ¢l elemento unidad I € Gi{n;R) a XA ¥y p4 vienen dadas
por: :
TiGi(n; R) T4 T4Gl(n; R),  TiGUmR) T2 Tiea, 1,Gl(m;R)
XA X X=X A ’
ya que: _—
Trda(X) = dA exptX|,_,=A"X,

¥ de forma ansloga para Trpa.
Las duales de estas aplicaciones tangentes son:
(Trha) -a=a-A y (TIPA)t";!= A-a,
ya que:

((Trra)'-a; X) ={a;Tida-X) ={a;A- X) =o' (A- X}, =
=ab A XK = (a - AY X = (a-4; X)

((ijA)t‘a;X> (a TIPA X) <C€ X A) -—a X .A)J
=i XiA% = (A- )t X] = (4 -a; X)),
para todo X € End(R").

‘Teniendo en cuenta ahora la Proposicién 5.1,

{o; ¥ HA) = {((Trpa)t - d(A);7 (Trpa)t - de(A)) ) —
= ((T1ra)t - do(A) ;7 ((TeAa)t -dp(A)) ) =
= (Adp(A);7 (Adp(A)) ) — (d(A) Ai (dp(4) ) ,

que es la expresién (c). |
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Teorema 5.1 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo de digebra de Lie g. Sea
r € g A g un 2-tensor antisimétrico, tal que el corchete de Schouten [r;r| es invari-
ante por la representacion adjunta, y # € Hom(g*; g) el homomorfismo asociado por el
isomorfismo (c) de 1.1.1. Entonces:

(1) Las funciones centrales de G, es decir, aquellas funciones ¢ € C*(G) tales que
@g 0 Ay = o p, para todo g € G, estdn en involucién con respecto al corchete de
Sklyanin que define r.

(2) Seayp € C®(G) una funcibn central de G. Las ecuaciones del movimiento relativas
al corchete de Sklyanin, con hamiltoniano ¢, son:

de

EE = (Te’\c(t) - Tepc(t)) : M(C(t)) ’ M(C(t)) =7 ((Tepc(t))tdﬁp(c(t))) ’ (d)

donde ¢ : t € I — ¢(t) € G es una curva integral del campo hamiltoniano X, definido
por la condicién: Lx,¥ = {¢;¥}.

(3} Si G'C Gi(n;R) es un subgrupo de Lie de Gl(n;R), las ecuaciones del movimiento
adquieren la forma de Lax:

% =[A;M], M =rAdp(A). (e)

La demostracién se basa en la siguiente propiedad de las funciones centrales sobre
un grupo.
Lema5.1 Sea G un grupo de Lie y v € C*°(G) una funcidn central, es decir, tal que:

pod;=yop,, paratodogeG.

Entonces:
(L (TeAg)t - do(g) = (Tepg)* - dp(g), paratodoge G.
(2) d(go) = (TyoIn)t - dip(g), paratodohe G,

siendo g = Iy{go) y donde I, : g € G — hgh~l € G.

Prueba Las igualdades se obtienen al derivar los dos miembros de la definicién de
funcién central. u

Prueba del Teorema 5.1

(1) El corchete de Sklyanin que define r viene dado por la expresién (b):

{9;¥Hg) = ((T.A)t - dp(g) i 7 ((TeAg)t - dw(g)) ) — _
— ((Tepq)t - diolg) ; 7 ((Tepg)t - d¥(g)) ) .

perc como ¢, ¢ son funciones centrales, el Lema 5.1 implica
{wi¥}=0.

(2) Al ser ¢ € C™(G) una funcién central, el Lema 5.1 implica que el corchete de
Sklyanin de ¢ ¥y v, dado por la igualdad (b}, es igual a:

{o:¥}(a) = (dv(9); (Tepg — TeAg) - 7 ((Tepy)t - dp(g)) ),
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por lo tanto las ecuaciones del movimiento con hamilteniano ¢, relativas a este corchete,

son:
de

& = (T~ Tp) F(Tup) ().

(3) En el caso de que G C Gi(n;R), si [ es la unidad del grupo,

B o @ora—Trpa) - #{(Trpa) - o)) =
= AF((Trpa)t - dep(4)) — 7((Trpa)t - dp(A)) A =
= AF(Adp(A)) — F(Adp(A)) A =[A;M].

Para enunciar el teorema de obtencién de soluciones por el método de factorizacién,
recordemos algunos resultados de la Seccién 2.1.3.

Sea’ G el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g. Consideremos
un endomorfismo R € End{g) solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter y
definamos los endomorfismos de g:

1

Ri=%(Ri1).

Segun la Proposicién 1.5 de 2.1.3, denotando por gg al espacio vectorial g con el corchete
de Lie |; g, tenemos que

_ o Ri:gr—9 _
son homomorfismos de dlgebras de Lie. Por lo tanto, g4 = Im Ry son subdlgebras de
Lie de g.

La; aplicacién
(RyiR_):gr — gy Xg-Cgxg

es un homomorfismo de dlgebras de Lie inyectivo, de forma que todo elemento z € g
admite una descomposicién dnica 2 =z —z_ con (z4;z-) € Im(R4; R_) (Teorema 1.3
de 2.1.3). .

Sea G el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie gg y ﬁi :Gp— G
los homomorfismos de grupos correspondientes a Ry, Los subgrupos de Lie conexos,
G: PIm Ri, correspondientes a las subgdlgebras de Lie g4+ de g, son subgrupos de Lie
cerrados de G y la aplicacidn

(B BLY:Gr— Gy x G,
es un homomorfismo localmente inyectivo en un entorno de e € Gg, de grupos de Lie.
Porv otra parte, la aplicacién tangeﬁté en (e;e) a
7 (gh)EGXxG —-gh™teqG
vieﬁe da;da por la expresién Ti,,.yw{(z;y) = x — y. Entonces, T (r o (ﬁ.,,, R R_)) es el iso-
morfismo de espacios vectoriales z € gp — Ty = € g, donde (zp;x- ) € Im{(R4; R_),

lo cual implica. que la composicién:

wo(§+;§_):g€GR-*g+g:1 eEG
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es un difeomorfismo local en un entorno de la unidad de G.

‘En consecuencia, todo elemento g € G, suficientemente préximo a la unidad e € G,
admite una factorizacidn Gnica:

9=g+9""  (g4i9-) € Im(By;R_).

Teoréma 5.2 Con las notaciones anteriores, sea ¢ : g — g* el isomorfismo asociado
a una forma bilineal, simétrica, no degenerada sobre g, invariante por la representacion
adjunta. Sea R € End(g) un endomorfismo antisimétrico (con respecto a ¢), solucién de
la ecuacién modificada de Yang-Baxter y ¥ = Ro¢~! € Hom(g*; g). Si¢ € C*(G) es una
funcidn central de G, la solucion de las ecuaciones del movimiento (d) de hamiltoniano v,
con valor inicial ¢y € G, es:

c(t) = b3 (t) ca by (t) = 21 (t) o b-(2) ()

donde b.. (t) € G+ estdn definidos para t suficientemente pequeiio y satisfacen el problema
de factorizacidn local:

exp (271 (Tepeo)! dplcn))) = b4 (B)07M(8),  (bsb-) e Im(RasBl), (o)
para t € R suficientemente pequeiio.

Andlogamente a lo que sucede en el Teorema 1.2 de 2.1.2, la igualdad de las solu-
ciones (f) es consecuencia de la condicién de funcién central de .

Para demostrar el teorema haremos uso de la siguiente expresién de las ecuaciones
del movimiento.

Lema 5.2 Sea ¢:g — g* el isomorfismo asociado a una forma bilineal, simétrica, no-
degenerada, invariante por la representacidn adjunta. Sea R € Fnd(g) una solucién de la
ecuacion modificada de Yang-Baxter, antisimétrica con respecto a y Ry = (1/2)(R+1).
Sea ¢ € C™(G) una funcién central sobre el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra
de Lieg. SiFfy = Rro¢~! € Hom(g*;9) ¥y € g ® g es el 2-tensor correspondiente,
las ecuaciones del movimiento (d}, de hamiltoniano , relativas al corchete de Sklyanin
definido por r, se pueden escribir asi:

j: =2 (T Aege) = Tepc(c)) (T:!:((Tepc(t))t d‘P(c(t)))) . (h)

Prueba Como 27y =7+ ¢~!, tenemos:

2(TeAc — Tepc) (Fi ((TGPC)t dtp((.‘))) =
= (Tohe ~ Tepe) (F((Tepc)t d@(c))) + (Tede — Tepe) (¢*1 ((":"r-|°’o“)t dtp(C))) )

El lema se demuestra comprobando que el segundo término del segundo miembro
de la expresién anterior es nulo. En efecto, al ser ¢ una funcién central, por el Lema 5.1,
se tiene que:

(Tede = Tepe) (671 ((Tepe)t delc) ) =
=The 097 o (Tede) do(c) — Tep. 0 97" 0 (Tepe)t dylc) . {©)
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Ahora bién, la invariancia por_la representacién_adjunta de la forma bilineal @
asociada a ¢, es decir, la condicién: ¢(Ady x; Adg y) = ¢(z; v}, para todo z,y € g y para
todo g € G, implica que: -

Tepg o ¢_1 °c (Tepg)t =T Ag0 Qb_l ° (Tef\g)t .
Entonces, sustituyendo en (i),

(Te)\c - TePc) (05_1 ((TeP::)t d‘P(C)) ) =
= depe® “»b_l o (Tepe)* dp(c) — Tepe o ¢t o (Tepe) dip(c) = 0.

m
Prueba del Teorema 5.2
(1} La derivada con respecto a ¢ de la solucién (f) propuesta por el teorema es:
~ de db _
yria (TeAeqty = Tepetsy) (Tbi (t))\bi(t)—ld_::) . (i)

En efecto, como la derivada de la operacién del grupo: 7 : (g;h) € Gx G — gh € G
viene dada por la expresion: Tiy .p)®(Zg;Tn) = Thrg(Tn) + Typn(z,) donde z, € T,G y
zy € ThG (ver Dieudonné [1970]), tenemos:

de d - db
pri Tb.!.(g)'lcopb+(t) (E((fh(t)) 100)) +Tb+(n)_)§b+(t)—1f:ofgf- =

db:_l R ’ db+
= Do (99-2c0Pbs () © T (9y=2Pe0 g~ + Tor (¥Aer () 1e0 3 -

Ahora bién, el Lema 1.1 de la Seccién 2.1.2 afirma que:

dbyt .db,
5 = Dhawps -t

por lo tanto, teniendo en cuenta que las traslaciones por la izquierda y por la derecha
conmutan,

- de L . : dby . db
7 = “Topraapor 0 Tugipeo 0 Tedyn o o pyn 2 + T Ao o = =
dbs dby
= _Tb;‘c{,ph o Tb_;‘pt:o o Tgpb;1 ° Tb_,./\b:I Y + Tb+'\b;‘cow =
. db, dby
= —deflc QTb+’\b:1_'d'{ + T, oTb+Ab:1E =
dby.

= (TBAC - Tep,_-) ] Tb+ Abll —E .
que es la igualdad (j).
(2) Hray gue probar que (h) y (j) coinciden, es decir, que se satisface la igualdad:

T db
s (Toper(n)’ dolez(t))) = Tor iy dos (t)“}f' ()

{3) Si{by,b_)e Im(ﬁ+; ﬁ_) estan definidos por la factorizacién (g):

exp (266 ((Tepen)* dip(ca))) = b4 (£)671(2), )

Py
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se tiene la siguiente igualdad:

_ db db_
2071 ((Tepee)) {d(c(t)))) = T, 1y Ao, (1)1 dt+ =T whe- -1z (m}

En efecto, la derivada con respecto a t de la igualdad (1) es:
-1 t _
Tel\exp (2t¢"((T¢p=0)° dw(q,))) (2¢ (Tepeo) d‘P(C{J)) =

db db_
=To-0 g5 = Toe P01 © Tedop 0 0 Towdo0-1g5»

y componiendo por la izquierda con: (T, 05 -1) ¥ (Tedopqn) " se llega a lo
igualdad:

- db db_
2Ad (b-(t)71) 06! o (Tepeo)t diplen) = To, () Aoy (1)1 _d;—t ~Dowre-w-1- ()

Como ¢ és una funcién central, se tiene (Lema 5.1):
dip(co) = dp(c(t)) © Tegpr(t)Moa(t)-1 © TeoPbs(ty +
por lo que )el primer miembro de (n) se puede escribir de la manera siguiente:
2Ad(b-(t) 1o ™" o (Tope,)* dp(co) = 2671 0 Ad* (b~ () ) (dww(co) © Tepey) =
= 2671 0 Ad*(b-()™) (de(c(t)) © Tunp_ Nyt © Tepp_ © Tupey) =
=29~ o Ad" (b_(t)™") (d{p(c(t)) 0 Tepp_ Ap1 © Tepq,,,_) : (o)

Si ahora hacemos uso de la igualdad cqb_{t) = b_(t)c(t) {que es consecuencia
de (f)), la expresién (o} se puede desarrollar asf:

2Ad(b-(t) 7"y 0 671 o (Tepe, ) dip(co) =

=2¢"1 o Ad" (b-(1)71) (dcp(c(t)) © Tego_Ap=1 © Tepb_c) =
= 2671 0 Ad* (b7%) (de(c(t)) 0 Teop_Ag1To_pe o Tets. ) =
=2¢"'o Ad"* (b:l) (dtp(c(t)) o0Tpc0 Ty ’\5:1 o T,pb_) =
=297 0 Ad" (b-(2)7") (dip(c(t)) 0 Tepe 0 Ad (b-(t)71)) =
=2¢"1 o Ad* (b-()7") 0 Ad® (b-(t)) (de(c(t)) o Tepc) =
= 207" (dp(c(t)) o Tepe) -

Sustituyendo esta expresién en el primer miembro de (n), obtenemos:

_ db db_
2¢~ 1 (dp(c(t)) © Teperry) = To, (1) A6, (6)-1 dt+ - b_(t)’\b_(t)—lﬁs

que es la igualdad (m) que se queria demostrar.

(4) Se tiene

db db_
(Tb+(t))'b+(t)"1 —df;Tb,(t)/\b-(:)-l‘Et") € Im{(R4; R-). (p)
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En efecto, la condicién de homomorfismo de grupos de ﬁi se puede expresar asi: A Rite)°

ﬁi = ﬁi o A, para todo g € G. Entonces, teniendo en cuenta que ﬁib(t) = by (t), los
términos del segundo miembro de (m) se pueden escribir de la siguiente forma:

dbs ~ (db
TosMes (- ‘( pn ) = Tor() Moty °Tb(c>Ri( dt)

db db
= Ty(e) Moz 0)- 1°Ri)( ) Toey (A, - © B )(dt)
db db
= Ty (R © Agiey-1) (d ) T.Ry (Tb(t))\b(:) 1 dt) (q)

Ahora bién, por dgﬁnicién R. = _Tcﬁi, entonces la igualdad (q) implica que (p).

(5) Como R es una solucién de la ecuacién modificada de Yang-Baxter, del Teorema 1.3
de 2.1.3 y de (p) se deduce que la descomposicién (m) es tnica, es decir,

- db
Ry (207" (d(c(t)) © Tepery)) = Touit) Abs ()= —df-,
que demuestra (k), ya que 2fy = 2Ry og¢~ 1. - ' n

Corolario Sea G C.Gi(n;R) un subgrupo de Lie de Gi(n;R). En las hipétesis del Teo-
rema 5.2, las ecuaciones del movimiento (e) definidas por R € End(g), con hamiltoniano
@ € C*®(@), tienen por solucién con valor inicial Ay € G a:

A(t) = Bx(t)™" Ao B (1),
donde By satisfacen el problema de factorizacion:
- exp (2tAgdip(Ao)) = By (t) B_()™', (By;B_)eIm(Ry;R.).

Prueba Demostracion del teorema anterior en el caso de un grupo de matrices.

(1) Sean 73 = Ry o¢™ !, donde Ry = (1/2)(R+ 1), y My = F+{Adp(4)). Las
ecuaciones del movimiento se pueden escribir de la siguiente forma:

dA
(2) La derivada de la curva sobre el grupo A(t) = By(t)~! Ag B1(t) es

T - [A0im0 B2

{3} Se parte de la factorizacién:
exp (2tAo dp(A)) = B4+ (t) B-(t) ™.

Al derivar con respecto a ¢ se obtiene la expresién:
267 (A1) dp(4)) = By (6) St — By 2=
-t
(4) Se tiene:
_, dB_
dt

Como R satisface la ecuacién modlﬁcada de Yang-Baxter ¥ la descomposicién de (3) es
tnica, lo cual implica que

(B+(t)-1 9B+ . p_1)- )elm(R+,R ).

20, = 274 (Adg(4)) = Ba()™ 22



Capitulo 3

Ecuacién Cuantica Triangular de Yang-Baxter

Sin tener en cuenta consideraciones topoldgicas, se puede afirmar que todo grupo
de Lie & determina y estd derterminado por por el &lgebra de Hopf conmutativa y no-
coconmutativa (C®(G);-; A), donde A : C®(G) — C®(G)IRC>(G) es el coproducto
definido asi: ) '

. ' Ag(gih) = (g k).

Por otra parte, la condicién de grupe de Lie-Poisson (Definicién 2.1 de 2.2.1} puede
expresarse en términos de A. Si A es el 2-tensor que define el corchete de Poisson, {;},
sobre un grupo de Lie G, (G; A) es un grupo de Lie-Poisson si y sélo si el coproducto es
un morfismo de Poisson:

A{o; v} = {Ap; Mg} 0,9 €C¥(G). (a)

Situando implicitamente estas consideraciones en el contexto de la teoria de los
productos estrella, Drinfeld [1986] propone la nocién de cuantificacién de un grupo de
Lie-Poisson (G; A). Esta consiste en dotar a C*(G)[[#]| con una estructura de algebra
de Hopf no-conmutativa, no-coconmutativa, donde el coproducto A sea el mismo que el
de (&) y el producto * sea un producto estrella. Es decir, un grupo cudntico se puede
definir como este algebra de Hopf.

El problema es entonces construir, sobre un grupo de Lie-Poisson (G; A), productos
estrella que satisfagan la condicién de compatibilidad:

Alpxy) = Ag= Ay, (b)

estando el producto estrella del miembro de la derecha definido de forma candnica sobre
CR(R)RC®(G) = (G x G).

En este capitulo se estudia el caso de los grupos de Lie-Poisson triangulares (Defini-
cién 3.3 de 2.3.2), es decir, aquellos en los que el 2-tensor de Poisson es A = A*~A®, siendo
A* y A? los tensores 2-contravariantes obtenidos a partir de 7 € A?(g) por traslacién a
la izquierda y a la derecha respectivamente y r una solucién de la ecuacién cldsica de
Yang-Baxter (Definicién 3.2 de 2.3.2).

A partir de un producto estrella invariante y sobre la base del trabajo de Drin-
feld {1990], Takhtajan [1990} define un producto estrella {Teorema 1.2) que satisface la
relacién de compatibilidad (b).

125
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El procedimiento es el siguiente. Como se ha visto (Proposicién 4.1 de 1.4.3), todo
producto estrella invariante por la izquierda, **, sobre G esta definido por un elemento
F e %(g) ® A(g)[[#]]- En notacién polinémica (ver Secciones 1.4.1 y 1.4.3)

Plzy) =1+ Fizy) K
i=1

de forma que, si (Fi(x;y))* es el operador bidiferencial invariante por la izquierda deter-
minade por Fi(z;y) € UA(g) ® A(g), las 2-cocadenas C; de »* vienen dadas por:

Cilys ) = p((Blz;y) N e 1)),
donde p : C®(G) @ C2(G) — C=(G)[[H]] estd definida por la expresién:

(E(w i) A ) Zwﬁz A

En términos de F(x;y) y en dicha notacmn polmémlca, la propleda.d asociativa se expresa
asi (Proposicién 4.1 de 1.4.3):

™

Flz+y;2) Fizmy) = Flmy+2) Fly; 2). ()

Analogamente, un producto estrella invariante por la derecha, *?, estd definido a partir
de un tnico elemento H(z;y) € U(g) @ A(y)[[F]] de manera que las 2-cocadenas D; de »*
vienen dadas por:

Di(p; %) = u((Hi(z; ) (¢ @ ¥)) ,

expresindose la propiedad asociativa asf:
H(zy)H(z +y;2) = H(y; z) H(z;y + 2) - (d)
En particular, si F{z;y) satisface (c), F~(z;y) satisface (d). Y
ey =p((FHzy)P (Fay) e 9v),

es un prodilcto estrella (no-invariante) que satisface la condicién de compatibilidad (b)
{Teorema 1.2 de la Seccifon 3.1).

La relacién entre los productos estrella y la ecuacién cudntica triangular de Yang-
Baxter, ECTYB, estd descrita en dos teoremas enunciados por Drinfeld [1983b], cuya
demostracién desarrollamos en las Secciones 3.2.2, 3.4.1 y 3.4.3.

El primero, Teorema 2.1, establece que a partir de un producto estrella invariante
por la izquierda F(x;y) se obtiénen soluciones de la ECTYB sobre 2(g)|[]]. El elemento

S(z;y) = F~ Y (y;2) Flz;9), (e)

satisface

S(z:y) $(=:2) S(y; 2) = S(v; 2) $(z: 2) S(=; )
Sz} S(yz) = 1.

El segundo consiste.en un reciproco parcial que estudiaremos en dos partes.



127

En primer lugar (Teorema 4.1), veremos que dada una solucién R € End(RQR)[[A]}
de la ECTYB:

R12R13R23 =R23R13R12
R12R21 =1,

existe un producto estrella invariante por la izquierda F{(z;y) sobre el grupo de Lie
Gl(n;R) tal que, si S(z;y) es como en (¢}, se tiene:

(PR P)S=R, (f)
donde
P : gl(n;R) — End(R"),
es la representacién natural del dlgebra de Lie gli{n; R).
Después (Teorema 4.3), demostraremos que cualquier otro producto estrella inva-

riante por la izquierda F'(x;y), que satisfaga (f), es equivalente (Definicién 4.2 de ]..4.4)
a F(z;y). Es decir, existe un elemento de 2I(g):

. - E(z)=1+ ZEi(I) 1 € Ag)(H],

tal que
F'(z;y) = E7Y(z + v} F(z;v) E(z) Ey).

Mas atin, £(r) se puede escoger con la condicién PE =1.:

Para probar estos teoremas, nos ha sido necesario demostrar el Teorema 3.2 que
proporciona una interpretacién cohomolégica de la ecuacién cudntica triangular de Yang-
Baxter.

Si & es el operador de cohomologia del complejo de Hochschild invariante sobre G
(Seccidén 1.4.2), la relacién (c) es equivalente al conjunto de relaciones (expresiones (c)
y (d) de 1.4.3):

§F(z;y2) =au(ziys2); 1=1,2,3,---, (g)
donde
almiviz) = 3 [Filz +vi2) Fi(my) — Fulmy + 2) Fi(y; 2)]-
i+j=l
if>1
Supongamos que estas relaciones se satisfacen para!l =1,2,...,k — 1. Entonces la

teoria de Gerstenhaber [1964a] (ver también Lichnerowicz [1982]) establece que ax(z; y; 2)
es un 3-cociclo de Hochschild. Pero a partir del Teorema 4.1, se tiene:

ar(z;y; 2) = Aor(z;y: 2) + 6 Ex(z; 9 2), (h}

donde Aoi(z;y;z) es el antisimetrizado de ax{z;y;z) (que es un 3-tensor invariante
sobre ), y donde Ej(z;y) es una 2-cocadena. Por tanto (g) se satisface con [ = ksi y
sélo si o (z; y; z) es exacto, es decir, su parte antisimétrica es nula.

Con estas consideraciones, en la Seccion 3.3 se prueba que, si

Floy) =1+ ZFi(Ii y) i € A(g) ® Ala){[H],

i=1
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es un producto estrella hasta el orden k& — 1, es decir, si se satisface (g) para [ =
1,2,...,k—1, ysi S(z;¥) = F~'(y;z) F(x;y), entonces, en la descomposicién (h),
se tiene:

Aok(@9:2) = ~5[5() S(@:2) 5w 2) - S 5@ A Sww)l,, @)

donde el miembro de la derecha significa el coeficiente de A* en la serie formal definida
por la expresién entre corchetes.

Definamos la ecuacién cudntica triangular de Yang-Baxter al orden k de la siguiente
forma:

(S(z:v) S(z: 2) S(v: 2) - S(y;2) S(z:2) S(z:9)], = 0.
La igualdad (i) implica el siguiente resultado:

Un producto estrella al orden k — 1 se puede extender al orden k si y sélo si
el elemento S(z;y) correspondiente satisface la ecuacion cudntica triangular
de Yang-Baxter al orden k.

3.1 Grupos Cudnticos Triangulares

Sea A un elememto de Qi(g) y A* € DMG), A? € D?(G), los operadores diferen-
ciales invariantes por la izquierda y por la derecha, respectivamente, definidos por A. La
propiedad de invariancia se escribe asi (ver por ejemplo Helgason [1978]):

(Ap)odg = AMpoly),  (APp)op, = AP(popy),
para todo ¢ € G y para toda ¢ € C®{G).

Lemal.l Sean z} y af los campos invariantes por la izquierda y por la derecha
definidos por xz; € g. Entonces, para toda funcion ¢ € C®(G), se tiene la sigulente
igualdad:

(@1 za) 0 0 pg)) (91} = ((z1 - Zn) (90 0 Agy) ) {g2)

donde g, 92 € G son elementos cualesquiera.

Prueba

(1 2a) (@0 pga))(g1) = (21 T2 )@ 0 £g,) ) (1) =
d d
= deP(sh - €Xpt1Z1 - €XPtaZn - 92)|t = =tn=0
= ({58 +20)(0 0 Ag0) (43) = (@1 -+ 2n) (90 2g,)) 02)
]
Lemal.2 Sean A y A° operadores diferenciales sobre G, invariantes por la izquierda

¥ por la derecha respecmvamente definidos por A € U{g). Sea p € C*(G). Entonces se
tiene la siguiente igualdad:

(A 0 pg2)) (g1) = (A°(0 0 Xg,)){g2),

para todo g;,92: € G.

Prueba Consecuancia inmediata del Lema 1.1, - ) |
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Lemal.3 Sea

un elemento de A(g)[{A]) ¥

la serie inversa. Sean A} y Ef los operadores diferenciales invariantes por la izquierda y
por la derecha respectivamente, definidos por A; y por A; respectivamente. Escribirimos:

o o0
A =1+ AR, AT =1+Y AR,

i=1 i=1

Con estas xiotaciones, definamos:
Yo 19 € G — (((A71) 0 4% (00 A)) (92) € R[],

donde ¢ € C®(G) y g2 € G es un elemento fijado. Entonces se tiene la siguiente
igualdad:

(47 0 4N (©) (@192) = (A7 (42 () 0 5,) ) (a1),
para todo g1,g2 € G.

Prueba En efecto, teniendo en cuenta la invariancia por la derecha del operador dife-
rencial (A~!)?, tenemos que:

(a1 0 (@) (g102) = (A7) (42 @) 0 32) ) (91) -

introduciendo la identidad I = (4~1)* 0 A%,
(471 0 4)(0)) (g102) = (((A71) 0 4 0 (A7) (42 () © p3a) ) (1)

Pero, segtn el Lema 1.2, tenemos:

(A9 (42(0) 0 035) ) (1) = (AP (220} 0 a,) ) (92)
por lo tanto, sustituyendo en la expresién anterior, tenemos:

(a1 o £2)(9)) (9192) = (A7) 0 4)) () ) (1),
donde 1, est4 definida por:
Yoa(9) = (A7) (2(0) 0 Ag) ) (92) = (471 0 4%) (00 )y)) (02),

que es lo que se queria demostrar. m

De manera analoga se tiene el siguiente resultado para operadores bidiferenciales.
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Lemal.4 Sea
e : .
B(z;y) =1+ Bi(z;y) ¥

=1
un elemento de (A(g) ® A(g))((A]] ¥
(B )=iy) =1+ Bilmy) &
i=1

la serie inversa. Sean B} y B? los operadores bidiferenciales invariantes por la izquierda
¥ por la derecha respectivamente, definidos por B; y B;. Escribiremos:

oo [+ =]
B*=1+Y BM'; (B =1+)Y BIH.
=] i=1

Sea i : (C°°.(Gj @ C*(G)){[A)) — C=(@)|[A]] Ia aplicacién definida por:
: .#(Z(%s.@wzi)ﬁi) =Z‘Pli‘?2iﬁi- (a)

Sigs e Gesun elemen;;o fijado y 1, @2 € C*°(G), definamos la aplicacién @4, : GXG —
R[[A]! por medio de la expresidn:

24,(959") = (20 (B o B ((prodg) @ (020 0)) (02)  ~ (b)

para todo par de elementos g', g” € G. Entonces, para todo g1, g2 € G, se satisface: -

(8o (B0 B (01 @ ¢2)) (192) = { (40 (B~ 2 B)(202) ) (91),  (©)

donde ®,, estd considerada como elemento de C*°(G x G)[[k]] y. donde el operador-
((B~1)? o B*) actua sobre C®(G x G)[[A]] = (C®(G)QC=(G))[[A]] linelamente. [ |

Este resultado se expresa inmediatamente en términos del coproducto
A C®(G) — C(GR)RC™(G),

de la estructura de lgebra dexHopf usual de C°°(G') definida por (ver por ejemplo
Abe [1977]): :

Ap(gii92) = p(gig2);  91,92€ 6.
Teorema 1.1 Con las notaciones anteriores, se tiene:

Ao (BP0 B =

=(wewo ((B1)oB) 8 (B Y oBY))o(1oT@1)c (A8 A),
| o | (@

siendo  la aplicacién definida en'(a) y 7 : (@) ® C=®(G) — C®(G) ® C®(G) Ia
permutacién de factores: 7(p1 @ ¥2) = 1 ® p2-
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Prueba Sean 1,92 € C*®(G). Por definicién de coproducto, la accién del primer
miembro de (¢) sobre ) ® w2 es:

Au(((BY o BN (01 92)) ) (g9 = (BT 2 B (w1 @ 42)) (9192) . (©)
Teniendo en cuenta (c),

(8o (B0 B (91 2)) (0192) = (o (BT 0 B)(2)) (91), (O
donde ®,, esta definida en (b).
Introduzcamos la siguiente notacién para expresar la accién del coproducto:
Ap =Y ¢V 0e® Mg =Y iV ee?,
donde wg”, oD ,(pél), gagz) € C*(G). Entonces, como

Ap(g1;92) = w(g192) = D _ 2P (01)0P (g2) ,
™ (v}
se tiene: ‘ ' :
podg = oW (g®,
. ()
v, por lo tanto, la expresién (b) se escribe asi:

3u(ei9) = D ((ueB o B (9)0 e ot (9")ei) (92). (@)
(1) (e3)

Sustituyendo (g) en (f), el primer miembro de (d) actuando sobre w3 ® 2 se escribe
asf:

((,u o (B o BN (11 ® <P2)) (9192) =

= 3 (@B evl) (ar)
{w1) {w2)

(o (B 0 B @ 9fM) (92),
que es la accién del segundo miembro de-(d) sobre ¢1 @ 5. [ ]

Recordemos (ver Seccién 1.4.1) que existe una correspondencia biyectiva entre los
productos estrella invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie G y los elementos

Flz;p) =1+ Y Filziy) i € Ag) ® (o)A

i=1
(g es el dlgebra de Lie de G) que satisface la relacién:
Flz +y2) F(zy) = Flzy + 2) Fy; 2) - © ()

Anilogamente, (ver Seccidn 1.4.1} existe una correspondencia biyectiva entre los
productos estrella sobre G invariantes por la derecha y los elementos:

[= o)
H(z;y) =1+ Hiz;y) B € Ag) © Ag)[1A]
i=1
que satisfacen la relacidn:
H(zy) H(z +y;2) = H(y; 2) H(wy + 2) - (i)
Proposicién 1.1  Sea F(z;y) un producto estrella sobre G invariante por la izquierda.

Sea H(z;y) = F~!(z;y). Entonces H(zx;y) es un producto estrella sobre G invariante
por la derecha.
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Prueba Al tomar los inversos en la relacién (h), teniendo en cuenta que F~(z4y;2) =
(Fz + y; 2))7L, se tiene (i). ‘ =

Definamos (ver también Takhtajan [1990]):
erp=p((F @y Fy) eow) . -~ 0)

Se tiene entonces: '
(0% 9)¥x - u[w'lmmﬂme))([ e B (o 29)] Nex)]
= (@) [(F (e +13:2) Fla +ui2P F @y Faw)) (p@ b @) =
= w(u® 1) (P (e + 3520 F'(@i0)° Fla+ 332 Flai ) (0 @ 9@ )]

(
(

= uue 1) [(F @) F @ +52)° (Fle+vi) Fv) (ropex)]
( )
(F

il

F Y y;2) F~ (ﬂf;y+2))p(F(I;y+Z)F(y;Z)) (@Y ®x)
= s @u) [(F @y + 2 Fay+ 9 F 529 F;2°) (0 84 9 0)]
=u{&’%mwammwﬂ(w@uw*%awa“%ayﬁ(w®xﬂ)}=

=)

= p(1® p)

- Definiendo, a partir del producto estrella * sobre G' el producto estrella sobre
G x G

(91 @ p2) * (%1 @ Ya) = (o1 * 91) ® (992 ),

el miembro de la derecha de la igualdad {d) es: Apy * Ag,. Por lo tanto, en este caso el
Teorema 1.1 se lee:
. Ay * @2) = Ay * Ags.
Hemos probado pués el siguiente teorema.
Teorema 1.2 Con las notaciones anteriores, sea F(x;y} un producto estrella sobre G

invariante por la izquierda.. Entonces F=Y{z;y) es un producto estrella sobre G invariante
por la derecha y

o = p ((F“l(w; ¥ F(z;9)Y) (v ® Tb)')'"; @, ¥ € C*(G),
es un producta estrella sobre G. El cdpro_ducto o '
A :C‘?"(G) — C°°(G)®C°°(G) =C¥GExG),,

es un morfismo del aIgebra en general no—conmutamva (c>=( G)[[}i]] %) en el 4lgebra
no-conmutativa {C*(G)SC=(G)[[H]]; *)- & ]

A la terna (C°(G)([[H]]; %; A) se la denomina grupo cudntico triangular.

Si la descomposicidon del 2—coc_iclo Fy, dada i)of el Teorema 4.1 de 1.4.2, es:

Fi(zv) = 351(@v) ~ (6E0@:),
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el término de orden 1 del producto estrella ¥ es:

Fi{z,y)* - Fi(my)? = s (Si(z;9)* - S1(z9)°) — (6 Er(z;y) ~ 6 Er(miy)”) .

e

El 2-tensor
Ag, = St - 8¢

es un tensor de Lie-Poisson triangular {Definicién 3.3 de 2.3.2) sobre el grupo G, ya que
S satisface la ecuacidn cldsica de Yang-Baxter (ver Seccién 3.2.1).

3.2 Soluciones en Serie Formal de la Ecuacién Cuantica Trian-
gular de Yang-Baxter

A partir de productos estrella invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie G
se obtienen soluciones, en serie formal del pardmetro de deformacién, de la ecuacién
cudntice triangular de Yang-Baxter sobre el algebra envolvente 2{g) del slgebra de Lie
del grupo G.

3.2.1 Soluciones en Serie Formal y Ecuacién Clédsica de Yang-Baxter

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n y R un elemento de End(V).
Definimos los siguientes operadores:

R\?2cEndV@V@®V); R!’=RgI
R*cEndVQVQeV); R®=IQR
RUP e End(VeVeV), R!3=p23gi2p23,

Donde P*7 es la permutacién de los factores 4,  en el producto tensorial V@ V@ V.

La ecuacién cudntica triangular de Yang-Baxter sin parametro espectral es por
definicién el siguiente sistema:

R12R13R23 = RRARI3RI2 ' (a)
R12R21=I; R21=P12R12P12. (b)

Al estudiar soluciones de {a) y {b) en el espacio de las series formales en potencias
de %, con coeficientes en End(V ® V'), se observa que el término de orden uno satisface
la ecuacién cldsica de Yang-Baxter (ver Teorema 2.7 de 1.2.5)

Proposicidn 2.1 Si
o0
R=I+)Y nHK; r€EndVeV),
i=1

satisface (a) y (b), entonces r, satisface:

ri5He + 5P + % =0,
ri2+rit =0,

donde los corchetes se calculan en el dlgebra de Lie End(V @ V) = End(V) ® End(V).
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Prueba Los términos en A% y A' de (a) y (b) son respectivamente:

12..13 12,23 13.23 _ .23 13 23,12 13,12
riorT Ayttt =yt Ayt vy Y,

ri? +r21 = 0.
=

Este par de ecuaciones tienen pleno sentido sobre cualquier é.lg-eb'ra. de Lie y no sélo
para gi(n;R). Si 51 € g A g, considerando los productos en (g)®%, se puede escribir:

S12g18 4 1223 4 g13g23 _ g23g13 . g23gl2 | gl3gl2
S1?+ 83t =0,
y se pueden buscar elementos
: i} |
SeAQ U], S=I+y Sif,

i=1

i

que satisfagan, en 2(g)®3, la condicién:

312513523=523513312 (C)
512521 =, (d)

Las ecuaciones (a) y (b) se obtienen a partir de (¢) ¥ {d) considerando una repre-
sentacién « : /(g) — End(V) y definiendo R = (7 & 7)S.

3.2.2 Soluciones de la Ecuacién Cudntica Triangular de Yang-Baxter

En la notacién polinémica desarrollada en las Secciones 1.4.1 y 1.4..3, sea F(z;y)
un producto estrella invariante sobre un grupo de Lie G. Drinfeld [1983b] considera la
serie formal:

S(;y) = F-{(y;z) Fziy), (3

v enuncia el siguiente teorema que se prueba a continuacién.

Teorema 2.1 El elemento S(z;y), definido en (a), es solucidn de la ecuacién cudntica
triangular de Yang-Baxter (expresiones (c} y (d) de 3.2.1).

La demostracién estd basada en el lema siguiente.

Lema 2.1 Sea F' un elemento de 2A{g) ® 2A(g)j. Si F satisface la propiedad asociativa
(Proposicion 4.1 de la Secci'on 1.4.3):

F(z +y:2) F(zy) = Flzy + 2) F(y; 2), (b)

entonces también son ciertas las igualdades que se obtienen por permutacion circular de
las variables z,y, z. ’
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Prueba Sea A : U(g) — A(g) ® A(g) el coproducto de A(g) y a : A(g) ® A(g) —
A{g) ® 2U{g) la aplicacién definida por a{zr @ y) = y ® z, entonces, por definicidén,

Flz+y2)=((A® V) F)(ziy; 2
F(z+y2) = (18 A)a(F) )(s: yiz
F(zy+z) = ((A® Da(F){(z;v:2 )
Flz+zy) = (19a)}A®1) F)(z;y;2)
Flziy+2) = (1® &) F)(@;v:2).

Fl enunciado se basa en las siguientes relaciones:

(@a@1)(1@a)(A®1)F =10 A)a(F)
(1®a}a®@1)(I1®A)F = (A®1)a(F)
\_ (e®@l)(1®a)(a®l)(F®1l)=1@a(F)
' (1ga)a®l)(l®a)(l®F)=a(F)®1,

teniendo en cuenta que:

1®a)(adl)(l®a)=(a®1}{1l®a)(a®1)
(ad)(A®l)=A®]1.

Prueba del Teorema 2.1 Por hipotesis:
Flz +y;2) Fziy) = F(zy + 2) Fy; 2).
Teniendo en cuenta que F(z;y) = F{y; z) S(z;y), se tiene:
Fz +y;2) Flyiz) S(z;v) = Fziy + 2) F(2,9) 5(v; 2) -
Permutando z ¢ y en F(z + y; z), el Lema 2.1 implica:
Flyiz + 2) F(z;2) S(z;y) = F(z + 2,y) F(z;2) S(y; 2) -
Ahora bien, F(r;z) = F(z;z) S(z; z) por lo que:
F(y;z +2) F(5:2) $(2:2) $(z:9) = Flz + 29) F(5:7) S(5:2) S(v; ),
y aplicando nuevamente el Lema 2.1,
Fly + z;z) Fy; 2) 8(z; 2) S(z;9) = Flzi2 +y) Fz;v) $(z; 2) S(y; 2) -
Finalmente:
F(z +y;3) F(z;9) S(y; 2) S(2; 2) S(z3y) = Fzy + 2) F(yi 2} S(ziy) S(z; 2) S(ys 2) -
Volviendo a utilizar el Lema 2.1 se tiene el resultado (c).

La relacién (d) es evidente. ]



136 3 Ecuacién Cudntica Triangular de Yang-Baxter

3.3 Teorema de Interpretacién Cohomoldgica de la Ecuacidn
Cudntica Triangular de Yang-Baxter

Sea F(z;y) el elemento de 2A(g)®@A(g)([#}] que define un producto estrella invariante
sobre G (Definicidn 4.1 de 1.4.3). La propiedad asociativa es equivalente al conjunto de
relaciones (ver Seccidn 1.4.3) siguientes:

Fiz+y 20+ Flzy) ~ A(zy+2) - Fiy,2) =0
¥, para (m =2,3,...),
Fu(z +4;2) + Fn(23y) — Flz;y + 2) — Fm(y52) = ~am(z;93 2)

donde i
am(@yiz) = Y, (File+2) File;y) - Rz + 2) F(1:2)) - (a)

i+j=m
3,721

En términos del complejo de Hochschild (72(g); 8), estas relaciones se escriben ast:

6 Fi(z;y;2) =0,
8 Fn(ziy52) = am(z33,2)  (m=1,2,3,...),

(expresiones (c) y (d) de la Seccién 1.4.3).

Definicion 3.1 Sea
m—1

Flziyy =1+ Y Fiz;y)k, (b)

i=1

donde Fi(z;y) € U(g)®% son elementos cualesquiera. Se dice que F(z;y) define un
producto estrella invariante hasta el orden (m — 1) si:

6 Fi(z;y;2) =0, ) ©
[+
§Fiz;y;2) = ai(zy052);  (i=2,...,m—1),

donde «; estd definido en (a}.

Teorema 3.1 (Gerstenhaber [1964b]) Si (b) define un producto estrella hasta el or-
den {m — 1), el elemento oy,(x;y; z), dado por la expresién (a), es un 3-cociclo. Este
producto estrella se puede extender hasta el orden m si y sélo si este cociclo es exacto. B

Si ahora nos referimos a la descomposicién de todo 3-cociclo invariante o en suma
de un 3-tensor invariante antisimétrico y un coborde invariante {Teorema 4.1 de 1.4.2):

am (T4 2) = Aam(&; 45 2) + (6 Fm)(ziy:2),  F € U(g)®, (d)
tenemos el siguiente resultado.

Corolario Si (b) define un producto estrella hasta el orden (m — 1), este producto
estrella se puede extender hasta el orden m si y sélo si Aam(z;y;2z) = 0. . =
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Estudiaremos ahora la relacidén entre la ecuacién cudntica triangular de’ Yang-
Baxter y la cohomologia de Hochschid invariante y demostraremos que la anulacién de
Aam(z;y; ) equivale a la verificacién de la ecuacién cuantica triangular de Yang-Baxter

" al orden m.

Sea

Flmy)=1+ iF,-(;r:;y) K

iz}

un elemento arbitrario de %U(g) @ A(g)[[A]]. Consideremos las siguientes expresiones:

X(z;y; 2) = S(z;y) S(z;2) S(y; 2) — S(y; 2} S(z: 2) S(z39),

Y{z;y;2) = F{z + v, 2) F(z;9) — F(z;y 4+ 2) Fy; 2)- (e)
Flz+y;2) F(zy) = Y(z452) + Flzy + z) Fy; 2) (£)
- Flyy+2) Fly,2) = Flz+yi2) Flzy) - Yz y:2) - (g)

De {e) obtenemos:
Y(z;9;2) = Flz + 4 2) Fly;©) Sz 9) — Flz;y + 2) F(z;y) S(y; 2) (h)
y de (f) y (g):

Flz+y:2) Flysz) =Y (yiz;2) + F(y; x + 2) F(z, 2) (£)
F(ziy + 2} Flzy) = F(z + 59) F(z;2) - Yz 539) - (")

Teniendo en cuenta {f'} y (g'), (h) se convierte en:

Y(z;yi2) = Yy 2 2) S{z;9) + Y (2, 259) S(y; 2) +

+ P52 +2) F(@:2) S(m) - Flo + 59) F@2) S@a). O
Si ahora definimos
M(z;y;2) = Y(y;2:2) S(z;9) + Yz 49) S(y; 2), §);
¥ tenemos en cuenta la definicién de S(z; z), la igualdad (i) se escribe asi:
Y(z;v,2) = M(zy;2) + F(ysz + 2) Fz;7) S(z52) S(z59) —
— F(z +2;y) F(z;2) S(z;2) S(y; ), (k)
Pero de (f) vy (g):
F(z +z;y) F(z;z) = Y(z;2;9) + F(z;z +y) F(z;9), (£7)
F{y;2+x)F(z;z) = Fly + 2;2) Fly; 2) - Y{y; 53 2) (g")
y de (j)
Y{z;y; 2) = M(z;y;2) = N(zy;2) + Pz v 2) = Q313 2) 0y
donde
N{(z;y;2) = Y(yi 2;2) S(z: 2) S(z;9) + Yz 759) S(z32) S(y; 2) (m}
P(z;y;2) = F(y + z;z) F(z,4) S(y; 2) S(z; 2) S(z}9), (n)

Q(z; v 2) = Fzyz + y} Fy; ) S{z:y) Sz 2) (3 2) - (o)
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Considerando separadamente los términos de las series de potencias formales de la igual-
dad (1}, se observa que:
(1} No existe término en #°.
(2) El término en k' es:
Yi(ziys 2) = Mi{ziy; 2) — Nulziyi )+
+ Fi{y + z;2) + Fi(z ) + Silys 2) + Si(z; 2} + Si(z;v)~
— R(ziz +y) - Fi(yi z) - S1(z;v) — Silz5 2) — Suly; 2)

Esto es,

Yi(z;y;2) = Mi(z;y; 2) — No(zs 5 2)+
+F(y+z5z)- F(zz+y) + Fi(zy) - Py z).

Pero

Mi(z;y;2) = Yi(y; 23 2) + Yz 21 9)

Ni(ziy2) = Yi(y; z2) + Valz 2 w)

Yi(z;152) = Fily + z;2) + Fi(z 9} = Fu(zz +y) — Fi(y; @) 5
asi, obtenemos

Yi(z;y; 2) = iy 35 2) = Yl 9) + Yi(ys z;2) + Yz o) = V(2 452) = 0.
Esto es
AYi(z;y;2) = 0.

Por tanto, la relacidén anterior se satisface para cualquier F(z;y). -
Esta es una trivialidad interesante. De hecho, la definicién de Y (z;y; z}, implica:
Yi(ziy; 2) = Fi{ziys 2) + Fi(zsy) — Fulziy +2) — Fu(yi 2) = 6 Fi(z 9, 2)

Y1(x; y; 2} es entonces un cociclo exacto. La igualdad AY)(z;y; z) = 0 se debe satisfacer
de acuerdo con los Teoremas de Vey-Lichnerowicz (expresién (d)).

(3) El término en /2 es:
Ya(z; 4 2) = Ma(zy; 2) — Na(ws 5 2) + Pa(23 95 2) — Qalm3 93 2)

donde M2, N3, Py, Q2 son los téminos de segundo orden de las series definidas en (j), (m),
(n) ¥ (o) respectivamente. Es decir, ‘

Ma(z;y; 2) = Yi(y; o3 2) Si(z;y) + _ :
+ Ya(yi z; 2) + Yi(z: 5 2) S1(y; 2) + Ya(zi 25 ),
Na(z;y;2) = Yo(us zi ) + Yi(ws 2 2) (S1(z52) + Sulziw)) +
+ Yoz 35 4) + Yi(z 33 y) (S1(m52) + $1lys 2))
Polziyi2) = [F(z +yi2) F(z )], + [Sw; 2) S{z; 2) S(z;9)], +
+ [F(z + u;2) F(z:9)], - [S(y; 2) S(x;2) S(z;9)]
Qa(x;v;2) = [F(2:2 + v) Fy; 2)), + [S(z: ) S(z;2) S(v: 2)], +
+ [F(ziz +v) Fy; )], - [S(z39) S(z;2) S(w; 2)], -
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Entonces

Ya(z; 45 2) = Yi(y; 73 2) Si(zy y) + Ya(yi z:2) + Yalx; 73 9) Si{y; 2) +
+Ya(z; 21 y) ~ Ya(ys z32) (S1(=; 2) + Si(z;9) —
= Yi(zz:9) (Si(z; 2) + Si(ziy)) ~ Yaly; 23 2) — Yalzs 259) +
+ Yo(zy52) + YVa(e  2) [S(y: 2) S(x5 2) S(ziw)] | — Xalz5 45 2).

Si ahora suponemos que F(z;y) es un producto estrella al orden 1 (Definicién 3.1),

tenemos:
Yi(zyy;2) = -6 Fi(z;y,2) =0,

y por lo tanto,

Yoz y; 2) — Yo(us 33 2) — Ya(z; 2z, 9) + Ya(yi z52) + Yo(z5250) + Yo(z052) =
= —Xa(z;y;2)-

Es decir,

6AY2(z;y; 2) = = [S(2; ¥} S(=:2) S(y; 2) - S(yi 2) S(z;2) S(z;9)], = —~[S1;51]. (p)

Pero, por definicién,

Ya(z;y:2) = Fo(z + 3 2) + Fa(zmy) — Fa(zyy + 2) -
— Fp(y:z) + [Flz +v;2) Fz;y) - F(xiy + 2) F(y;: 2)]

y entonces
Ya(z;y; 2) = — 6 Folz;y;2) + az(z; 95 2) - (q)

Comparande (p) y {q), obtenemos:
6A0a(z;y; z) = — [S(z;9) S(z; 2) Sy 2) — S(us 2) S(z; 2) S(z3v)],

¥, teniendo en cuenta el Corolario del Tecrema 3.1, se puede afirmar:

Un producto estrella al orden 1, (i.e., 6§ Fy(z;y; 2) = Y1(z;y; z) = 0}, se puede
extender al orden 2, (i.e., existe F'z tal que 8 Fa(x; y; 2) = az(z;y; 2)), si y sélo
si S1(z;y) = Fi{z;y) — Fi{y; x) satisface la ecuacidn cldsica de Yang-Baxter:
[S1;$1] =0 (i.e., la ECTYB se satisface al orden 2, X,(z;y;z) = 0).

{4) Este resultado se puede generalizar a cualquier orden.
El término en ¥, para cualquier k, es
Yi(z; 91 2) = Mi(z 91 2) ~ Ne(z3 w3 2) + Pe(ziv52) — Qe(ziv32) - ()
Pero

Mi(z;y;2) = Ye(gims 2) + ) Yily; 73 2) Si( ) +
i+ j=k
+Ymuny) + O Yimany) Sz, (G>0).
i+i=k
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Si ahora suponemos que F(x;y) es un producto estrella hasta el orden (k — 1), tenemos:
Yilzy;2) =0, (i=1,2,...k-1),

v entonces los términos de orden k de (j) v (m) son:

Mz 2) =Ye(ys 73 2) + Yz 2;9) 5 (s)
Ni(z;y; 2) = Ya(yi zy2) + Ya(z; 73 9)

Por otra parte,

Pu(z;y:2z) — Qulziyi 2) = [Fly + z2) Fz9) — F(ziz +y) Fy;2)], +
+ > [Fly+22) F(z;9)], [Syi 2) S(z:2) S(z;9)], -
i+j=k
- Y [Plziz+y) Fly;2)]; [Saiy) Sz 2) Sy; )], =
=k
=Yu(zi9:2) = Xe(@iviz) = D [Flzy+ ) F2)], Xi(myia). (1)

i+j=k
M . iz1

Sustituyendo (s) ¥ {t) en (r), obtenemos:
6AYe(z; v 2) = —Xi(z5 45 2)
va que X;(z;y;2) =0 para j < k.

Pero
Ye(z; 45 2) = — 6 Fi(zyy; 2) + (x93 2)

entonces
6Aar(z;y; z) = - Xi(z;¥; 2) .

Queda por tanto demostrado el resultado siguiente.

Teorema 3.2 Sea . o
Flzy)=1+) Fi(zy) K,

i=1

un elemento arbitrario de A(g)RA(g)[[A]] ¥ $(z;v) = F~(y;z) F(z;y). Supongamos que
F(x;y) es un producto estrella hasta el orden (k—-1). Es decir, se satisfacen las relaciones
(c) parai = 1,2,... ,k — 1. Entonces, en la descomposicién (d) de ay {definido en Ia
expresién (a) de 3.3.1) se tiene:

Aag(ziy;2) = -%[S(w;y) S(z; 2) S(v; 2) — S(v; 2) S(x; 2) S(z; v)] .-

En consecuencia, un producto estrella F(z;y) hasta el orden (k — 1) se puede
extender a un producto estrella hasta el orden k, st y sélo si, la ECTYB se satisface hasta
el orden k. [ ]
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3.4 Productos Estrella Invariantes sobre Gli(m;R)

3.4.1 Existencia de Productos Estrella Invariantes sobre Gl{n;R)

Haciendo uso del Teorema 3.2, se prueba la existencia de productos estrella invarian-
tes sobre el grupo General Lineal Gi(n;R) a partir de soluciones R € End(R™ @ R™)[[#]]
de dicha ecuacién.

Teorema 4.1 {Drinfeld V. G. [1983b}) Sea

R=1+ ir.- K € End(R™ @ R™)([H]],

i=1
tal que se satisfacen las ecuaciones:
R12R13R23=R23R13R12, (8.)
RYIR* =7, (b)

Entonces, existe un producto estrella F(z;y) sobre el grupo Gl(n;R) tal que si S{z;y) =
F~Yy;z) F(z;y) se tiene:
(P®P)S(z;y) =R,

donde
P gl{in;R) — End(R™)

es la representacion natural del dlgebra de Lie gi(n; R).
Primero probaremos dos lemas.

Lemad.1 Sea -
F=1+) FHi
i=1

un elemento de 2A(g) @ U(g){[#]]. Escribamos:

o0
Fl=1+Y FK vy S@y)=F ') F=y).

=1

Entonces: N .
Fzy)=1, FAlzy) =-FAny), {c)
Fr(z;y) = ~Fr(z;y) ~ z Fi(z;9) Felz;v), (d)

SR
Si(z;y) = Fi(z;y) — FAly; 2, ()
yparar=2,3,...:
S(ziy) = Fel(ziy) - F(yiz) + Y B(ya) (Fiziy) - Fi(yiz) .
211791

Utilizaremos la igualdad anterior en la forma siguiente:

Se(z;y) = F(z;y) = F(u; ) + Re(Fu, ... Froq)(zy) - (£)
donde R
R(Fy,...,F)my)= Y, Fwe)(Fizy) - Fiyz). (g)
i+j=r

215521
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Prueba Cilculo directo a partir de:

FMziy) Flzy)=1 y S(my)=F (g2} F(zy).

Observacién Para nuestros propositos es importante sefialar que R, depende sélo de
F,...,F._1, porque F; depende sélo de Fy con 1 < < 1. [ ]

Lema 4.2 Sean F y F' dos elementos cualesquiera en 2(g) ® A{g){[A]]. Entonces:

(1} Parar=1,2,3,..., tenemos:

Sr(ziy) - Se(zy) = [Fi(my) - Fr(zy)] - [Flyz) — Felyi )] +
+ R (F,... , Fl_)(z:y) — Re(Fy,..., Fro1)(zy),

donde R, ésté definido en (g).

(2) Si
E(I;y)"—"FiI(I;y)x (‘i=1,..-,7‘—1),

entonces Sh(x;y) — S;(z;y) es antisimétrico y, en el caso g = gi(n; R),
(P ® P)[S;(z;y) — Sr(z; )] € gl(n; R) ® gl(n; R)
es un 2-cociclo de Hochschild sobre el grupo Gi{n;R).
Prueba Cilcule directo a partir de la expresién (f) del Lema 4.1, =

Prueba del Teorema 4.1 Sea F{z;y) el elemento que hay que encontrar, Operando
en A{gl(n; R))®3 se debe satisfacer:

S12S13+ 51257 + 5% 857° - s13 817 - 5351t - st st =00, ()
Si2+5i! =0, (i)

donde
512 = S\ (z1y) = Fi(my) — Fi(y; ) € gl(m;R) @ gl(m; R) .

Si escogemos S}2 = ry, puesto que por hipdtesis se satisface (a), la Proposicién 2.1 de la
Seccién 3.2.1 nos dice:

512581 + 1553575 + (8143589 =0,

donde los corchetes se calculan en gl{n;R) = End(R™). Pero esta expresién se puede
escribir como en (h).

Claramente, se satisface (i).

Al ser Si(z;y) = r1 un 2-tensor (antisimétrico), es un 2-cociclo de Hochschild {no
exacto), de manera que si definimos F(z;y) asi:

1 1
Fi(z;y) = ESx(I;y) =3m,
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éste es antisimétrico y satisface (c) de 1.4.3:
(6 Fi)(z;y;2) = 0.

Es decir, F1(z;y)} es un producto.estrella al orden 1, determinado por el elemento R dado
en el teorema y se satisface la ecuacién cudntica triangular de Yang-Baxter al orden 2: (h)

y ().
Ahora procedemos por induccién. La hipétesis es la siguiente. Sea
k=1 _
F(z;y) =1+ _ Fi{zy)
fam]
un producto estrella hasta el orden (£ — 1}, tal que el elemento
" S(z;y) = F~}(y;2) F(z;9),

satisface la ECTYB hasta el orden k:

. [Stasw) S(zs2) S(y; 2) - S(y; 2) S(wi 2) ()], =0

(P®P)Si(z;y)=ri; (i=1a2!"'k""1):

donde los r; son los de la hipétesis del teorema.
Tenemos que probar que existe un Fi(x;y), definido a partir de R, tal que
T(z;y) =14 S1(z;9) i+ - + Seca (@ y) B0 + Sifas ) AF

satisface la ecuacién ECTYB hasta el orden (k + 1). Por supuesto que S(z;y) y T(z;y)
coinciden hasta el orden (k - 1).

Como la ECTYB al orden k equivale a Aoy (z;y;z) =0 (Teorema 3.2) y se satisface
por hipétesis, teniendo en cuenta el Corolario del Teorema 3.1, la ecuacién:

(8 Fi)(z;y; 2) = an(z; 95 2)
tiene soluciones.

Sea Fi(z; %) una solucién cualquiera de esta ecuacién. Teniendo en cuenta el
Teorema 4.1 de 1.4.2, cualquier otra tiene la forma:

Fyp = Fp + B + 6 Ex,

donde g € gi{n;R) @ gl{n; R) es un 2-cociclo antisimétrico de Hochschild y Ef es una
1-cocadena.

Por el Lema 4.2 _
Sk — S = 28k,

por tanto _ -
(P®P)(S;~ Si) =20k = Sk — k..
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De 5(z;y) S(y; z) = 1, obtenemos:

Se(z;y) + Selyiz) + Y Silziy) Sily;z) =0.
ey
7

Por otra parte,
2t Y i,

itj=k
i,7>0

entonces, por la hipdtesis de induccién se obtiene:
(P ® P){(Sk(z;y) + Sk(y;2)) =i + 1§t
que se puede escribir ast:
i’ = (P ® P)S(z;y) = —[r}! — (P ® P) Si(y;2)] -

Por construccidn, rj2 — (P ® P) Sk(z; y) esté en gl{n; R)®2 y la dltima igualdad nos dice
que es antisimétrico. Por tanto, es un 2-cociclo de Hochschild antisimétrico.

Tomemos como valor de Bi:
26r =74 — (P @ P) Si(z; ).
¥ consideremos, ahora, la solucién Fy, para E = 0:
Filz;) = Fulzy) + 5047 - (P ® P) Su(@iv)).
De aqui se obtiene:
Sk(ziy) = Slz;v) + (rk* ~ (P @ P) Sk(zw)),

donde, claramente,
(P ® P) Si(z;y) =2,

. Por otra parte,

) ‘
Acksi(ziyi2) = —E[S(w;y) 8(z; 2) S(y: 2) — S(y; 2) S(z; 2) S(z;9)] .,
es un 3-cociclo de Hochschild (Teorema 3.2 y Teorema 4.1 de 1.4.2). Entonces:

1
Aagqi(ziy;z) = —E(P® P @ P) Aogni(z;y;2) =
_ [pl2pl3p23 _ p23plipgl? _
= [R'2RYR?® _ RP9RVR'Y —0

y la demostracién del teorema queda completada. , ]
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3.4.2 Lemas Preliminares acerca de la Equivalencia de Productos Estrella

Para completar el Teorema 4.1, demostraremos la unicidad salvo equivalencias del
producto estrella determinado por dicho teorema. Los siguientes resultados acerca de la
equivalencia de los productos estrella (Secciones 1.3.3 y 1.4.4) serdn de utilidad.

Lemad.3 Sean F y F dos elementos equivalentes de 2(g)} ® A(g){{#]] (Definicién 4.2
de 1.4.4), es decir, _
E(r +y) F(z;y) = F(z;y) E(z) E(y),

donde
E=1+ iE.— i e Alg)[[H]] -
i=1
Definamos:
" S(my) = F o) Fmy) v S@my) = F o) Fay).
Entonces:

(1) La relacién entre S y § se puede escribir asf:

S(z;y) = E"Yz) E"Yy) S(z;v) E(z) E(y),

donde -
E7Y2)=1+) EW
i=1

estalque EE-'=E-1E =1,
(2) Parar=1,2,3,...,

5r(z;y) = Er(z) + Er () + Se(z;9) + En(z) + E-(y) +

+ Y. Ei=)Ej(z) Selziy) Ei(z) Buly).

i+j+k+i+a=r
i3kl s<r

(3) La expresidn del apartado (2) se puede escribir asi:
gr = Sr + Br(EI: s ;Er—l;sla res :Sr-—l; Ela Lo :Er—l) 1
es decir, la diferencia S, — S, no depende de E, (ni de E, ).

Prueba Las expresiones se obtienen por cdlculo directo a partir de las definiciones. En
(3) se utiliza
-S EE (21;k>1).
{+k=r
|

Observacién Se observa que el término By{---) de (3) es una suma de productos de
E;y S5, (1<i<r-1). En cada uno de estos productos, existe al menos un E,,
(1 £i<r—1), pero no necesariamente un Sy, (1 <5 <r ~1). ‘n
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Lemad4.4 Sean F y F’' dos elementos de U(g)([Al], equivalentes hasta el orden k
(Definicion 4.3 de 1.4.4), es decir, existen Ey, ... , By € U(g) tales que, parai =1,... |k,
se tiene:

F—;" _Fi +Gi(E17"' :Ei—l;F{s"- 1Fi’—l;Fll"' 1-Fi—1) = 6Eis (a‘)
donde G1{z;y) =0 y para (i =2,... k)
Gz(:r,y)E (Ell-" t—l:Fl! "IF;-l;Flv"':F‘i—l).E
= Y (Bm(z +y) Fy(2:y) — Fn(z;y) Ea(y) — Fu(2; ¥} En(2)) -
oy (b)
= Y Ea@E@)~ ¥ Fulniy) Bale) Biy)
m+n=1 min+i=i
m,n>1 mn>l
Entonces, parar =1,2,... ,k,
Sz y) — Se(;y) = —(Gr(z;y) ~ Gr(y: 7)) + ©
+R’F(F{1"'a el )(:r,y) (Fla"':F‘r"—l)(z;y)a
donde By =G, =0 1mp11ca S =81y R(Fy,... ., Fro1)(z;y) viene dado (expresion (g)
de 3.4.1) por:
R(Py,.. Fro)myy= Y Fulyi2)(Falzsy) - Falyi2). (d)
e

Prueba 8i F y F’ son dos elementos cualesquiera de Ql (g){[#]], por el Lema 4.2 (1)
de 3.4.1 se tiene que: ‘

S1(ziy) = Se(zy) = (Flziy) — Fo(;
+ R (F{,... , Fl_
donde R, viene dado por (d).

) — (Fiy; ) — Felyi ) +
1)@ y) = Be(F1, -, Feoa)(z30),

De la definicién de equivalencia hasta el orden k se obtiene:
—-F=-G;+8E;, (i=1,...,k}.

Sustituyendo esta expresién en la igualdad anterior se obtiene {c). |

Sean F y F' dos productos estrella equivalentes hasta el orden k, sabemos {Ger-
stenhaber [1964b]), que la 2-cocadena

Figy — Feyr + Grsr(Er .. B Fy, .. FG R, FR)

es un 2-cociclo de H;)chschild. Entonces, por ¢l Teorema 4.1 de 1.4.2, existen hx.1 € A2(g)
¥ Er+1 € U(g) tales que:

Fooi = Foar +Ges1(Ery o B Py, FG Ry F) = heer + 8 Ersr - (o)

Lema 4.5 Sean F y F' dos productos estrella equivalentes hasta el orden k. Entonces
con las notaciones anteriores,

St (1Y) = Skr1(23Y) = 2hpar (259) + Arpr (- --)(2:9)
donde
Ak+1(F1,...,Fk;F{,...,‘Fé;El,...,Ek)(:l::;y)= .
= =(Gr41(Z1¥) = Grt1(y:2)) + Rrsr(FY, -« F)(z39) — Bea(Fry ., Fi)(ziw).
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Prueba De la misma forma que en el Lema 4.4, paratodor = 2,3,...,
Se(z;y) ~ Sr(z39) = (Fr(zy) - Fr(ziy) — (Flyiz) - Fr(yix)) +
At R(Fl o FL)@) - Be(Fra Foo)(@mi),
donde F'y F’ son dos elementos cualesquiera de 2(g)([#A]] ¥ R~ viene dado por (g) de 3.4.1.

Tomando r = k + 1 y haciendo uso de la igualdad (e) se obtiene el resultado. =
Lemad.6 Sean F y F' dos productos estrella equivalentes hasta el orden k. Sea

E=1+E h+--+E K e %g)[[H]

el elemento responsable de la equivalencia. Consideremos el producto estrella F, equiva-
lente a F', definido por:

F(z;y) = E"Yz + ) F{z;y) E(z) E(y).
Sean S y § los elementos definidos en el Lema 4.3. Entonces se tiene:
FI=F;, (i=12,...,k), (f)
Sre1(z;y) — Se41(@;y) = Brar (B, .o Exi S1,. ., Sk B L ER)(my) (8)

donde N A
Bry1 (- )zsy) = Z Ei(z) E;(y) S (z;v) Ei(z) (v},
: i+jrrrl+t=k+l
0<i,5,rlt<k
y también:
Seet(ziy) — Skr(m3y) = Apsa(Fr, ... Fi FLo...  F By, ... L B, (h)

donde Ag41(---) estd definida en el Lema 4.5,

Prueba
(1) La equivalencia de F y F’ y lade F y F, significa (i = 1,2,... ,k)
Fl-F+G{FR,...,Fic,;F{,... ,F/_;E1,... ,Ei_1 = § E;
Fi=F,+Gi(Fi,... \Fot; Fryen \Fi_1; Bry.  Eyy) = 6 B;.

Entonces, sii=1, _
Fil-F,=6E, Fi—Fy=6E,

por tanto _
F{ = Fl .
Sii=2,
F, - F 4+ Go(F;, F{; E\) =6 Ea,
y -
Fy— R+ Gy(F; F; E1)=6F;.
Entonces _
Fy=F,
Deforma. similar _
F,=F.

De esta forma quedan demostradas las igualdades (f).

(2) La expresién (g) es la expresién (3) en el Lema 4.3, dado que E; = 0 parai > k+1.

(3)__La expresién (h) es la misma que la del Lema 4.5, relativa a dos productos estrella F

¥ F, que (siendo equivalentes) son equivalentes hasta el orden (k +1). Ya que, si Fpp1 —
Fiy1 + Grs1 &8 un 2-cociclo, en (e) se tiene g4y = 0 y, por (1), se puede reemplazar F;
por F} para (i =1,... ,k). n
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Teorema 4.2 Con las notaciones anteriores:
A.‘H-l(Fla"' ?Fk;Fl"v-- rFI:;Elr"' rEk) =
=Bk+1(E1,... 1Ek;81)°-' ,Sk;El,... ,Ek).

Prueba Es consecuencia de {2) y (3) del Lema 4.6. ) n

Lema 4.7 Dada el dlgebra de Lie g = gl{n; R), sea
| P gl(n;R) — End(R™)
la representacion natural (identidad), y sea también
P : 2Agl(n; R)) — End(R")
Ia representacion inducida de su édlgebra envolvente. Se tiene:
(1) 8i X € gl{n;R), entonces § X = 0. |
(2) SiY e A(gl(n; R)), existe E € A(gl(n;R)) tal que PE=0y §Y =6 E.

Prueba .
(1) Trivial. Es verdad incluso si X € g®».
(2) PY € gl(n;R} implica §PY =0y
§Y =6Y - 6(PY)=6(Y - PY)=6E,
donde E =Y — PY, pero PE = PY — P(PY) = PY - I?Y = 0. [ |

Lema 4.8 Supongamos que en el Teorema 4.2 g = gl(n; R) y sea E; tal que PE; = 0,
lo cual es posible por el Lema 4.7. Se tiene:

(P®P)Ak+1(F1v-'- 1Fk;F;;--- ,Fj:;El,... ,Ek)zo_

Prueba Por el Teorema 4.2, es suficiente probar que:
(P®P)Bk+1(E’1,. .. ,E&;F{,. .. ,F,:;E]_, aEy)=0.

Pero esto es cierto en virtud de la observacién que sigue al Lema 4.3 y de la eleccién de
E; con PE; =0. N

3.4.3 Productos Estrella sobre Gl(n;R) Determinados por una Solucién R €
End(R"™ @ R*)[[#]] de la Ecuacién Cudntica Triangular de Yang-Baxter

Teorema 4.3 Sea F el producto estrella construido en el Teorema 4.1. Sea F' otro
producto estrella que satisface las hipotesis del mismo teorema, esto es,

(P P)S'(z;y) =R,
siendo S'(z;y) = (F)~Y(y; z) F'(x;y). Entonces, existe

o0
E=1+) EW,
i=1

donde E; € U{gl(n;R)} y PE; = 0 tal que
F(z;y) = E™Nz +y) F(=z;9) E(z) E(y)
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Prueba De {e) del Lema 4.1, se tiene:

Si(z;y) = Fi(z;y) — Fu(yi @),
Si(z;y) = F{(z;y) — Fi(y; 7).

En el Tecrema 4.1, se tiene: )
Fi(z;y) = 35u(z;y),

pero & F{(z;y) = 0, por tanto
1
Fi(w;y) = 3SU{zy) + 6 Eu(z;9),

donde Sj(z;y) € gl(n; R)®2.
Por la hipétesis del teorema respecto de S'(z; y),
(P ® P)Si(z;y) = Si(z;y) = 1 = Si(z;9) = (P ® P) Si{z;y) .

Por tanto,
Si(z;y) = = Si(z;y)-

De esto, se obtiene
Fi(z;y) = Fi(z;y) + 6 Ei(z3y) , -

donde se ha escogido E;(z) tal que PE;(z) =0, de acuerdo con el Lema 4.7.
Los productos estrella F' y F' son, por supuesto, equivalentes hasta el orden 1.

Ahora se procede por induccién. Supongase F y F’ equivalentes hasta el orden k,
y que se ha escogido PE; =0 (i =1,...,k). En consecuencia se tiene:

Fioy — Fry1 + Gyt = hieyr + 8 By,

donde Axyq € A%(gi{n;R)) ¥y PEks1 = 0. En este punto, hacemos uso del Lema 4.5.
Entonces

S::+1—Sk+l =2hk+1+Ak+l(F1,--- ka;F{?--- rFi:;EI:-“ 1Ek)-

Pero
(P®P)Ak+1 =0?

por el Lema 4.8, y por hipétesis
(PO P) S i(ziy) = (PO P)Sks1(z3y) = resr -

As{ pues hyyq = 0, lo que significa que F y F’ son equivalentes hasta el orden k + 1.
Ademés PEy;; = 0. Con lo que la demostracién queda completada. [ |






Capitulo 4

Productos Estrella Invariantes

Este capitulo estd dedicado a la construccién de todos los productos estrella inva-
riantes sobre un grupo de Lie G dotado de una estructura simpléctica invariante ;.

El procedimiento se debe a V. G. Drinfeld. Nuestro trabajo ha consistido en de-
mostrar los resultados que se enuncian en Drinfeld [1983b], poniendo de manifiesto el
papel fundamental que juega el teorema de interpretacién cohomoldgica de la ecuacién
cudntica triangular de Yang-Baxter (Teorema 3.2 de la Seccién 3.3). Dos aspectos se
pueden destacar.

Por un parte, el producto estrella de Moyal sobre el grupo abeliano R?" con estruc-
tura simpléctica canénica 3; se puede obtener a partir de la ley asociativa de Campbell-
Hausdorff, ¥, correspondiente al grupo de Heisenberg H,, considerado éste como la
extensién central de R?" por el cociclo 8;. Este procedimiento se generaliza convenien-
temente, para obtener un producto estrella invariante sobre un grupo de Lie arbitrario
dotado de una estructura simpléctica invariante 5.

Por otra parte, se puede generalizar atin mas el procedimiento anterior, susti-
tuyendo el cociclo 5, por cualquier cociclo de la forma

Bn=pF1+Gaki+  +BrE¥ -,

donde # es el pardmetro de deformacién. Esto conduce al resultado de que cualquier
producto estrella invariante sobre (G; 81) es equivalente a unoc obtenido a partir de uno
de estos cociclos.

Una observacién sobre la notacién. En las diferentes definiones de operadores
bidiferenciales a lo largo de todo el capitulo, se sobrentiende la aplicacién u{yp) @ @2) =
192 para simplificar la escritura.

En la Seccién 4.1 describimos con detalle el caso particular abelinano (R?*; 8;),
cuyos resultados anticipamos a continuacidn.

Sea G = R?" considerado como grupo de Lie abeliano de dlgebra de Lie g = R** y
aplicacidn exponencial expz = z. Sea E un generador. Toda forma bilineal antisimétrica,
B : gx g — R, es un 2-cociclo de Chevalley-Eilenberg (Definicién 1.2 de 1.1.1) de g, con
respecto a la representacién trivial sobre R. Define, por tanto, una extensién central de g:
§ = gx g, RE, cuyo conmutador es [E;§] = B1(z;y) E,donde £ = z+aE, j=y+bE € j.

151
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Si 3, es no-degenerado, el grupo de Lie simplemente conexo de élgebra de Lie g es
el grupo de Heisenberg G = H,, y la orbita de E* € §* por la representacién coadjunta
de G es el subespacio afin Og. = g* + E".

En este contexto, el grupo abeliano G = R2" con estructura simpléctica invariante
51, es difeomorfo a Op-, por medio del difeomorfismo simpléctico {Proposicién 1.1}:
G=R" 5 g* +E* = Op-
expr =z — Ad (&pz) E* = ~fi{z) + E*, {(a)
donde [, : g — g* es el isomorfismo asociado a §; definido por: {Bi(x); ) = Sz y)

para todo z,y € g, Ad” denota la representacién coadjunta de G y &p es la aplicacién
exponencial de G.

Ademas, el diagrama:
LY G —-’C‘—-P OE-
)‘exv-l J'A_d'(ETDZ) . (b)
G —— Og-
. X
es conmutativo (Proposicién 1.2). Por lo que, en virtud de (a) y (b), a partir de un
producto estrella sobre Q- invariante por la representacién coadjunta de G, se define

un producto estrella sobre el grupo abeliano G = R?" invariante por traslac:lon ala
izquierda.

El punto de partida para definir un producto estrella sobre la orbita de E* consiste
en considerar la ley de composicién siguiente (para las definiciones de la transformada
de Fourier F y su inversa F, utilizadas en este trabajo, ver por ejemplo: Treves [1967]):

" —2mi oy g1 . —_ —
(1 * 02)(8) = f e 3N () 2) (Fion) () dzdy = (o)
R2InwR2n
= [ emldemrimen) (7o) @) (Fe) @) dedy, (@)
R2n xRIn
que tiene sentido sobre espacios funcionales adecuados sobre la orbita, ya que la ley de
grupo formal ¥ : § X § — § es, en este caso, una suma finita:
‘ —_r= =% = _ 1 PR
@9 =z+7+ 5029
Esta ley de composicién es la expresion, en términos de ¥, del producto de Moyal.

Puesto que 7 es asociativa, la expresién (c) nos dice que Ia ley de composicién * es
asociativa (Proposicién 1.3).

Por otra parte, al desarrollar en serie de potencias de K la exponencial de la
expresién (d), se definen los operadores bidiferenciales con coeficientes constantes, de
grado R en cada argumento y sin términos de grado cero, siguientes:

Pr(p;g2)(€) = f e~2mistey (S0 ’”" L7 8. (w0 (Foor)a) (Fipn) (v) do dy =

-(#)' [1(3 %)) woe

n=£ : (&)

¢=£
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y a partir de la expresién (e), que tiene sentido para cualquier par de funciones v, €
C>{0Og-), una ley de composicién sobre C*(Og- )[[#]]:

(p10w2) =91 P2+ Z Pr(p1;92) B . ®
R>1

Si 1, w2 € C(Og-) son polinomios sobre la orbita, la suma del segundo miembro
de (f) es un polinomio {es finita), por lo que, interpretando (c¢) en el contexto de la teoria
de distribuciones, las expresiones (c} y (f} coinciden. Como * satisface la propiedad aso-
ciativa, queda definida una deformacidn asociativa unitaria, i, del producto de funciones
polinémicas sobre Og- {Proposicién 1.7).

Sean ahora ¢; € C®{Og-), i = 1,2, 3, funciones cualesquiera y

i (&) = pil§ — &o) + (& 60)

™,

los desarrollos de Taylor en el punto & de ;. Para cada § fijo, si el orden del desarrollo
de Taylor es suficientemente grande, se tiene:

> Pr(Plpiiea); es)(€o) = Y Pu{Px(p1ip2); ps)(o) ()
© K+L=$ KYL=S$
¥
Y Pulen; Pelpaspa))(@)= D Pulpis Pu(paipa)) (o) (k)
K+L=5 K¥L=8

Pero la asociatividad de > sobre €l espacio de los polinomios equivale a la igualdad de los
segundos miembros de (g} y (h}. Por tanto, los primeros miembros son también iguales,
lo cual implica que b es una ley de composicién asociativa unitaria sobre C*°(Og-}. Asi
pues, (C*°(Og-)[[A]];>) es un dlgebra asociativa con unidad (Proposicién 1.8).

Un cédlculo directo, teniendo en cuenta la igualdad (d) de 4.1.2, demuestra que la
ley de composicién >, definida en (f), es invariante por la representacién coadjunta de G
{(Proposicién 1.9), es decir, para todo R > 0 se satisface:

Pr(¢1 oAd" &P z; ¢2 053-55@2)(5) = PR(¢1;W2)(E‘@Z(§)) .

Definamos los operadores bidiferenciales reales (con coeficientes constantes, de
grado R en cada argumento y sin términos de grado cero):

T

Qrlp1ip2)(§) = [1(; ;‘C)] (01 @ p2)

donde ),z € C®(0Ug-) (sobrehtendiendo la aplicacién u(f ® g) = fg). Como, para
cada R > 0,

n=§
¢{=¢

z Ps{Pr(py;02); w3){bo) = Z Ps(o1; Pr(ez;ea)) (&),

T4+S5=R T+S=R

se verifica que:

_\T+S s _q\T+S
Z (——1-) Qs(Qr(e1;02); w3) = Z (—1) Qs{v1; Qr{p2ivs)),

4
T45=R V¢
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¥, por tanto,

> Qs(Qrlvniv); 903) > Qs{er; Qrlwzvs)),

T+S5=R - T+S=R

que es la condicidn, término a término, para que la ley de composicién

(1 % 02)(8) = (1 - 92) +ZQR(<P1,<P2)() ' (®

R>0"

satisfaga la propiedad asociativa. Ademds, los operadores P son nulos sobre las cons-
tantes y la invariancia por la representacién coadjunta-de los operadores Qg implica la
misma invariancia de los Pr. As{ pues, esta igualdad (i) es la expresién de un producto es-
trella sobre la orbita Og-., invariante por la representacién coadjunta de G (Teorema 1.1).

Por medio del difeomorfismo (a}, a partir del'producfo estrella (i) sobre Og-, se
define sobre el grupo G = = R?" un producto estrella:

Yrxye =1 Yo+ ) Grly;e) AT g

R>1

Los operadores bidiferenciales G son:

Gr(¥i;¥2) = & { 1(1\-1(5a ) Al(aa ))]R(ﬁ"l;@ Y2},

donde A; € H om(g; g*) es el -homomorfismo asociado al 2-tensor Ay € g* A g* definido
por: A2%(8;).p = 6%. La conmutatividad del diagrama (b) y la invariancia por la repre-
sentacién coadjunta de (i) implican la.invariancia por traslaciones a la izquierda de (j)
{Proposicion 1.10).

- Considéeremos ahora la expresién:
ﬂz=ﬂ1+ﬁ2t+---+/3kt’°'1, . (k)
donde las 3; € gAg son 2-cociclos de g con respecto al representacién trivial sobre R y sean
B;.€ Hom(g*;9) (i = 1,... ,k) los homomorﬁsmos asociados a ;. Si.f; es.invertible,
cualquier elemento & = ,6’1 + ﬁzt + -+ G t"" admite una gerie. formal. inversa y,
si t es suficientemente pequefio, esta serie converge, por lo que (k) define una estructura

simpléctica sobre G y el procedimiento descrito para la construccmn del producto estrella
(j) se reproduce sustituyendo 3; por ﬁt -

 Sea, pues, ;;‘e la extensién central de g por el 2-cociclo G, G, el grupo de Lie
snnplemente conexo de &lgebra de Lie §, y A; la suma de la serie formal inversa de B
Sobre la orbita coadjunta Og- = g* + E” se tiene un producto estrella invariante por la

representacién -coadjunta de Gi:

(o1 92)(6) = (1 92) + 3 Qrlorio2)(€) A, 0

R2>0

A R FY EK | PP (m)

&=t
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y el difeomorfismo ‘
G=R™ L5, Op. = g" +E°, (n)

transporta este producto estrella al grupo G = R2". Es decir, la ley de composicién:

Prrthe =1 Y2+ 2 Gr(¥1; ¥2) KR, (o)
R>1
Gr{¥1ita) = % [Bt (Kt (56;) ; Ag (a—i))] ) (%1 ®¥2), (p)

define un producto estrella invariante por la izquierda sobre el grupo G = R?" con
estructura simpléctica 3;-

Con vistas a la construccidn de todos los productos estrella invariantes sobre un
grupo de Lie con una estructura simpléctica invariante determinada, el hecho importante
L . -2 s -
es que, por identificacién de los pardmetros t y % en (o), se obtiene un producto estrella
sobre el grupo de Lie G = R*® con estructura simpléctica invariante §; {Teorema 1.2).

En efecto, desarrollando en serie de potencias de ¢ el segundo miembro de (p), se
obtiene: .

Gr(t;we) = D Grr(¥i;te)tT

T>0

v sustituyendo este desarroilo en (o) e identificando ¢ y F, se obtienen los operadores:

F(biige) = D Grr(¥uvs).

R+T=L
R,T>0

La asociatividad del producto estrella (o} implica:

S Gi(GrlWniwn)iva) = D> Gx(y;GL(va;vs))

K+L=M K+L=M

por tanto:

> 0> GRT1( D Gsmy (s 92) T 11’3) th =

R+5=M T120 T220
= 3 3 Gar (¢1; > GST3(¢2;¢3)tT2) th,

R+8=M T:20 Ty >0

es decir,

Z Grr; (Gsm, (W1;%2); ¥s) = Z Grr, (W15 Gs,(¥2393)) .

R+5=M R+5=M
T1+Te=T T +T2=T

Entonces, descomponiendo P = M + T en todas las formas posibles con M, T € N y
sumando para cada descomposicién las igualdades anteriores, se obtiene:

Z Gri (Gan(¥i¥); ¥s) = Z Gri (¥1; Gan{¥a;¥a)) ,

K+R+B+N=P K+-R+B+N=P
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lo cual implica:

E Fr(Fs(d1;92): ¥ E Fr (¢1; Fs{¢a;¥3)) ,
S=M R+3=M
7550 R,520

que es la expresién orden a orden de la propiedad asociativa de la ley de composicién:

(W1 * P)(@) = (1 - ho)(z) + > Fs( 13 92)(z) B (q)

521

Para distintos cociclos 3, se obtienen distintos productos estrella sobre el grupo R2?
con respecto a la misma estructura simpléctica invariante 5;. De manera que cualquier
producto estrella invariante sobre el grupo (R?*; 8;) es equivalente a uno determinado,
seguin el procedimiento descrito, por un cociclo 8;. Demostraremos este resultado en el
caso general de un grupo de Lie arbitrario.

El pfbcedimiento descrito admite una generalizacién para el caso de un grupo de Lie
arbitrario, dotado de una estructura simpléctica invariante. Los resultados que siguen,
desarrollados en la Seccién 4.2., describen dicha generalizacién. '

Sea ghora g un lgebra de Lie arbitraria y i, (i = 1,... , R), 2-cociclos de g con
respecto a la representacién trivial sobre R, tales que [)’1 es no-degenerado El polinomio
en el pardmetro real ¢:

Be =Py +Bat+--- +Brth ! (')

define una extensién central, g, = gxR E, del dlgebra de L1e g. La representacién adjunta
de g, viene dada por: _
Wz g=oadz-y+ (Gi(z) v)E

tR

donde B; = 81+ Bat+--- Br ! es el homomorfismo asociado a la 2-forma 3, es decir,

(Be(z); ) = Be(z; v).

Sea G el grupo de Lie simplemente conexo de 4lgebra de Lie §, y' O+ la orbita
de E* por la accién coadjunta de Gy, que viene dada por la expresién (Proposicién 2.1):

Ad'(sXpz)(§ + aE") = Ad"(expz) - £ + afp,(—z) + 0 E*,
para todo £ + ¢ E* € g}, donde

fo(@) = Balz) o Alz) € g* vy A(z) = Z0242) — 1

adxz

El difeomorfismo (a) del caso abeliano G = R?" es, en el caso general, un difeo-
morfismo local en z = 0 (Proposicién 2.2):

explo=U.C G L, Og- Cg' +E* (")
expz — Ad"(&Xpz) - E* = fa,(—2) +E,

ya que, para ¢ pequefio, 3 : @ — @* es un isomorfismo y dfs, (0) = B,. La conmutatividad
del diagrama (b) se sigue satisfaciendo localmente. Si Wy C Uy es un entorno simétrico,
el diagrama:

exp Wy K, Og-

Ae,.,,l : |7 e | : (C=)'

exp UO- —E——) OE‘

t
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es conmutativo (Proposicién 2.3).

La ley de grupo formal 5,(Z;%) es ahora una serie infinita:
o0
T(5:9) = ) _2n(E7), (@)
n=1

donde los Z,(Z;§) son polinomios homogéneos de grado 7 en las componentes de Z e §
(ver expresiones (h), (i) y (j) de 4.2.1). La falta de convergencia en general de la serie (d’)
impide dar sentido a la expresidn (¢}, que no puede, ahora, constituir el punto de partida
para la construccién de un producto estrella sobre la orbita Og-.

Sin embargo, a partir del desarrollo formal en serie de potencias de /i de la.expo-
nencial que aparece en (c) (una vez que se ha sustituido ¥ por la expresién (d')):

—~2ms = —2mié(x -
exp (T2 (6 + B ) ) = 2R (14 Y B 1),
: S=1

se definen los operadores bidiferenciales:

Ps{io1;02)(€) = f e 3 Bo(z; 15 €)(Foon ) (2) (Fpa) (y) dz dy =

18 10 (e
= Bg (%% Brrrd 5) (v1 @ w2) o
y una ley de composicién sobre C*(g* + E*}{[A]]:
(010 92)(6) = (01 - @2)(€) + Y Ps(ion; 02)(€) S . (£)
§>1

Esta ley de composicién es asociativa. Para demostrarlo hay que estudiar el desar-
rollo en serie que se cbtiene si, en la exponencial anterior, se utiliza la suma finita:

R+1
Tere1(@H) = Y Zn(Z0) (4”)
n=1

en lugar de ¥,. En este caso,

—273 . - -2 — 5
exp (%(6 + B Vi mea (R ﬁy))) = el ~2mie(=+y) (1 + Z Br.s(ziv:€) ﬁ’s) ’
§=1

de manera que se tienen las siguientes igualdades (Proposicién 2.7):
Bs(z;yi¢) = Brs(ziy;€) para S=1,...,R. (8"

Como Bs(z;y;£) es una suma de monomios de grados §+1,...,25 en las compo-
nentes de £ e y y de grados 0,1,..., 5 en las componentes de £ (Proposicién 2.6), si se
consideran polinomios ¢, 2 y R suficientemente grande con respecto al grado de dichos
polinomios, la suma (f’) es finita. Por lo tanto, teniendo en cuenta {g’), se puede escribir:

R
(1010 02)(E) = (01 - 2)(€) + D, Ps(ior; 02)(€) S =
s=1

= /exp (%(&wﬂl‘ s T rt1 (B; ﬁy))) (For) () (Foz)(y) dzdy,



158 4 Productos Estrella Invariantes

que es una expresién con sentido en el contexto de la teoria de distribuciones, cuya
asociatividad estd basada en la de ¥, (Proposicién 2.5 y Proposicién 2.8).

Esta caracteristica de la ley de composicién r, junto con el hecho de que los opera-
dores Pz no tiénen términos de grado cero, dota al conjunto de los polinomios sobre g*
de una estructura de dlgebra asociativa unitaria (Proposicién 2.9).

Volviendo a considerar los desarrollos de Taylor (de orden suficientemente grande)
de funciones complejas arbitrarias ¢1, g2 € C>(g*), las expresiones (g} y (h) siguen siendo
validas y, por lo tanto, (C°°(g*)[[A]]; ») es un algebra asociativa unitaria (Proposicién
2.10). _

Para construir un producto estrella sobre g* + E*, s6lo queda observar que, para
cada S 2> 1, se satisface la siguiente igualdad (ver seccién 4.2.2):

(=2r1)® Bs(z; 9 €) = Ds(—2miz; —27iy; €) , (h")
donde Dg(z;y;£) es un polinomio real.

Sean ahora 1,2 € C*(g"} funciones reales definiendo los operadores bidiferen-
ciales Qg de la siguiente forma: :

. 88
Qrlv92)(€) = DR(B_E; 5 5) (¥1 @ 2),
debido a (h'), la ley de composicién:

PrL*xp2 = Z Qrlp1;¥2) KR y ) (i")

R>0

es asociativa y por tanto define un producto estrella sobre g* + E* (Teorema 2.1). Este
producto estrella es invariante por la representacién coadjunta de G (Teorema 2.2)

El transporte al grupo G del producto estrella (i) se realiza, de manera andloga
al caso abeliano, por medio del difeomorfismo local K : explUp € G — Og- C g* + E*
definido en (c').

Con la notacién del diagrama (d’), se definen los operadores sobre exp U(0) = U(e):

Fp(w1; ¥2)(expz) = Qr(thr 0 Ky 392 0 K71)(8), (3"

{ o

donde £ = K;(expz) € U(E* C Ug., y la ley de composmlon

(¥1 % ¥a)(exp) = (¥ ¥2) expx)+ZFR(¢1,¢z)(expm). )

R>1

con ¥1,%2 € C*(G). La conmutatividad de (¢’) implica que los operadores F§ son
invariantes por la izquierda y, como U(e) genera el grupo, la expresién (1) define un
producto estrella invariante sobre G con estructura 51mplect1ca. invariante 8, {Tecrema
2.3).

También en el caso general por identificacién de los pardmetros A y ¢t en (I') se
obtiene un producto estrella invariante, sobre el grupo de Lie G con estructura simpléctica
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invariante 3,. El pfocedimiento se describe en los Teoremas 2.4 ¥ 2.5 v es en todo anédlogo
al que conduce del producto estrella (o) al producto estrella (q), en el caso G = R?".

Un estudio de las contribuciones de los distintos cociclos 3;, (1 = 1,...,k), que
constituyen 8y a los operadores Fr de (j°) revela que las 3; con ¢ > R no intervienen en
el operador F ¥ que la contribucion de Sz se realiza por medio del 2-cociclo de Poisson

(671 (8Rr)]

(ST

(para la cohomologia de Poisson ver Secciones 1.2.3 y 1.2.4).

A partir de este resultado, se demuestra (Teorema 2.6} que los productos estrella ¥
y F sobre (G; 5;), determinados respectivamente por los cociclos

o Br=pi+ 4B AER, Bi= B+ Baft,
son iguales hasta el orden R — 1, es decir,

: Fi=F, ... ,Fp_1=Fr,

Fp=Fgp- %#_1(/3}2)- (m’)

Por otra parte, si F'y F son dos productos estrella invariantes sobre (G; 51), iguales
hasta el orden k, en la descomposicién (e) de 1.4.4:

Fro1— Foyr = hgyp1 +8 By,

consecuencia de la equivalencia hasta este orden, se tiene que el 2-tensor hgy1 € gA g es
un 2-cociclo de Poisson (Proposicién 2.14) y por tanto define un 2-cociclo de g, fx+1 =
w(hxy1) por medio del isomorfismo p definido en 1.2.3.

Este resultado junto con (m’) es la base de un procedimiento inductivo (Teorema
2.7) mediante el cual se demuestra que todo producto estrella invariante sobre el grupo G
con estructura simpléctica invariante 31 es equivalente a un producto estrella invariante
determinado por un cociclo fg =51+ -+ Br Ef=1 4 ... segin el Teorema 2.5.

Finalmente, demostraremos (Teorema 2.8) que dos productos estrella invariantes
determinados respectivamente por los cociclos cohomdlogos:

Br=Pi+Bafi + B A 4
wi=PF+ B+ it + (G +8a) BT -

son equivalentes. Por tanto, cualquier producto estrella invariante sobre (G; ) es equi-
valente a uno determinado por un cociclo S5 donde los §; no son exactos.
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4.1 . Producto Estrella de Moyal

La expreéién integfal del prbducto de ‘Moyé.l eé‘(ver por‘ejémplo Groésmann; Lou-
pias, Stein [1968]):

(Fr ) = (wB) fm zﬂxmhe%‘(5(e;n>+a{n;c)¥é(c;e>) Fma(¢)dnde,

donde f,g € C*®(R?) y 3 es la forma simpléctica canénica sobre R?".

Sea g=R™ @ RE la extensién central del a.lgebra de Lie abeliana g = R?" por el
2-cociclo B y G = H,, el grupo de Lie simplemente conexo de 4lgebra de Lie g, es decir,
el grupo de Heisenberg. Mediante el cambio en el pardmetro de deformacién dado por
ii= ﬁ/ 2m y haciendo uso de la transformada de Fourier F y su inversa F, esta ley de
composmlon se puede expresar en terrmnos de la ley de grupo formal ¥ de §.

La expresién es la siguiente:
(f*g)(é) = /]];2 R2 5"21"'((5+E'};ﬁ‘l’i(ﬁz;ﬁy)) (ff) (=) (]?g) (y) dz dy
o o2t . L

v constituye el puntc; de partida adecuado para la construccidén de productos estrella
invariantes sobre el grupo abeliano R*™, que sea susceptible de generalizacién a un grupo
de Lie arbitrario.

4.1.1 Extensién Central de g = R* por un Cociclo 8

Consideremos a R?® como un grupo de Lie abeliano de algebra de Lie g = R*™.
En este caso la aplicacién exponencial es la identidad expz = z.. Toda forma bilineal
antisimétrica B :gxg — R es, por definicién, una 2 cocadena de Chevalley del 4lgebra
de Lie g (Definicién 1.1 de la Seccién 1.1.1) con respecto a cualquier representacién de g
sobre R.

Con respecto a la representacién trivial p : g — gl(R), definida por x — 0, toda
-coca.dena de Chevalley és’'un 2-coc1clo (Deﬁnlcmn 1.2 de 1 1. 1), pues o

5ﬁ(-’rh$2,$3 Z( 1) pz)(8(. .. ))‘5“' -
'+Z 1)1+J+1ﬁ([xnz;’]) 3 ,;,'...,:aj,---)=0.,
. AT T I ’ s o
ya que p(x;) = 0y [z; xj] = 0. Adéﬁlés, es no-exacto ya que .
) &n(z;y) =0, paratodo z,yeg,
lo cual implica que = 0.
Definicidn 1.1 Sea # una forma bilineal, antisimétrica, no-degenerada sobre g y E un
generador. La extensidn central de g por el cociclo 3 es: . -
§={F=z+aE;z€g,aeR},

con el conmutador: ‘ - LT
(Z;9] = B(z; »)E

(los elementos de RE estsn en el centro de §,).
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Sig=y+bE € g, la representacidn adjunta de g viene dada por la expresion:
2(z) - § = Bz y) E- (a)
_ El grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie  es el grupo Heisenberg
G = H,,. La accién adjunta de & es la siguiente:
Ad(&pz) - j=y+(b+8(z) »)E; Z=z+aE,g=y+bE€j], (b)
donde la aplicacién 3 19— g%, definida por
(Blz);v) = Blz;y), | ()
es el homomorfismo asociado a la 2-forma 3. En efecto, la igualdad:
Ad (e 7) = exp (3d(2)) |

se satisface para todo grupo de Lie. Como la aplicacién exponencial del miembro de la
derecha, exp : gl{g) — GI(§}, es de la forma:

A A?
expA=1+— +?+

y como ad(Z) - ad(Z) = 0, se tiene exp (ad Z) = 1 + ad(Z), lo que demuestra (b).

La representacién coadjunta de G viene dada. por la expresién:
Ad" (&p2) (f1 + f2) = L - L2(B)B(z) + fa, (d)
dondeZ=z+aEcg, fi+fa€d* =g*®RE", E*(E) =1. En efecto,
(Rd"(@DE)(fu+ f2);8) = (f1 + f2; Ad(&D(-7 — aE))(y + bE)) = |
={fi+ f2;y+ (b~ B(z) y)E) =
= (fi; ) +(f2;bE) = B(z) - yfo(E) =
...(f]_ fg(E )+<f2,bE)-
={fi- ﬁ(-’l’)fz(E) + f2;y+bE).

Finalmente, la ley del grupo formal de Campbell-Hausdorff, ¥, correspondiente a g
es:

(5:9) — 2+ + 5[2:9), (@
ya que:
[Z;[g:2]) = [z +aE;0+B(v; 2) E] = B(z;0)E =0,

¥ por tanto todos los términos de la serie de Campbell-Hausdorff a partir del tercero son
nulos (ver por ejemplo Serre [1965}).

Entonces tenemos:
1
¥(E9) = 1z y) + (a+ b+ 38(z9)) E,

que relaciona la ley formal de grupo de g, y(z;y) =z + y, y la de g.

Recordemos que 7 satisface las siguientes propiedades:

Z; ¥5:2) =¥(7(%:9); %), HWZ0) =z, F(&H-z)=0. ey



162 4 Productos Estrella Invariantes
4.1.2 Ley de Composicién Asociativa sobre C*(Ug-)

Sea @ el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie § = gxgRE, extensién
central de g por el cociclo no-degenerado 3.

Dado que (.expresién (d) de 4.1.1)
Ad"(sxpz) E*=-pB(2)+E*cg"+E*; F=z+aEe€3,

la orbita del elemento E* por la representacmn coadjunta de G es el subespacio afin
Og-=9¢"+ E*.

Proposicién 1.1 La aplicacién

_ G=R"5 g +F = Og-
o éxpx:m—»ﬁt—:l*(éc‘f)z)E”;——ﬁ(:x)+E*, (a)

es un difeomorfismo. [

Proposicién 1.2 El diagrama siguiente es conmutativo:

donde z € g ¥ Aexp: €5 la traslacion a la J'ziqm'erda definida por exp z.
Prueba Cilculo directo:

(K oAexp:) (expz) = K(expz +expz) = Kd"(exp(z +2))E* = —B(z + 2) + B

(Ad’(e%P 2) o K) (exp 2) = Ad"(&p 2)(—F(2) + B*) = ~B(z) — B(z) + E".
| |
En lo que sigue haremos uso de las definiciénes y propiedades relativas a la transfor-

mada de Fourier. Si g, %, f, g, etc. designan funciones sobre R¥, las siguientes definiciones
de la trasformada de Fourier y su inversa.

(Fo) )= [ e @ p@yde, ne®),zeR,
. Rk 1 * B . w

a

(P9) (@) = /; " &> () dn,

tienen sentido sobre determinados espacios funcionales bién conocidos (ver por ejemplo:
Treves [1967]). Si T, S, etc. designan distribuciones apropiadas sobre R¥ se define, para

p € C°(RF),
(.FT'@) = (T; Fp) .

La propiedad asociativa (expresmn (d) de 4.1. 1) de la Iey de grupo formal es el
fundamento de la siguiente proposxclon
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Propesicién 1.3 Sean yp; y w, funciones complejas sobre la orbita Og-. Consideremos
la expresidn siguiente:

(o1 = 02)(€) = f e~ @B T (Fp, ) (2) (Figa) (y) ddy.  (b)
RinxRin

Sobre espacios funcionales adecuados definidos sobre la érbita (S(R*™), L2(R?™), ... ; ver
Grossmann, Loupias, Stein [1968]; Voros [1978]), esta expresién define una ley de com-
posicién asociativa.

Teniendo en cuenta la expresién {(e) en 4.1.1 de 7, esta ley de composicidn se puede
escribir asf:

(01 % @2)(6) = ] e~ (8@ d0=n) (Fo ) (o) (Foo)(v) dody. (o)

R2n xRn

Prueba Consideremos la funcién siguiente:

H(&) = ((p1* @2} * 93) (&) =
= [ emamletorarims) (Z(p, x ) (w)(Fes) (o) duds.

Desarrollando la inversa de la transformada de Fourier F v 1a ley decomposicién * en la
expresién F(p1 * 2), se tiene:

H(¢) = fe—‘zﬂ'iﬂ(z-l-y—u)e-z”i(E(u)+5(z)+§ﬁﬂ(u:2)+'}ﬁﬂ(:r;y)),

(Fer) (@) (Fea) () (Fioa) (2) dz dy dndudz.
La integral:
/ e~ 2min(zHy=1) o= 2mi(E () +£(2)+ AB(ui2}+ A8 gy i
es una delta de Dirac actuando sobre la distribucién:
U(u) = = 2miE(w)+6(2) + A B i)+ d AB(z:w)) ,
por tanto

H(g) = fe—2m'(€(3+y)+$(2)+=}m(=+y:2)+%—fiﬁ(z:v))_
| (Fer)(@)(Foa) W)(Fops) (2) dzdy dz.
Definiendo la siguiente expresién
Tn(Z;9) = K3 9),
H{&) se escribe asi:

H(Q = [ e EmmEmmn (o) (a)(Fia) (@) (Foa)(2) dodydz.
Por otra parte, partiendo de la expresion F(£) = (i1 * (2 * ©3))(€) se tiene:
F(e) = /e-21ri(£+E‘ﬁn(ﬁ:z::lﬁl(hy;hz)) (For) (@) (Feen) ) (Fios) (2) dady dz.

Ahora bien, la propiedad asociativa de la ley de grupo formal implica:
Yu(F7n(fiz; Ry); hz) = Fp(hx; Fx(hy; Rz)),
lo que demuestra formalmente la propiedad asociativa de la ley de composicién *. ]
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En la siguiente proposicién, mediante un cambio de variable en (¢) después de
desarrollar las transformadas de Fourier, obtenemos la expresion integral del producto
estrella de Moyal sobre la variedad simpléctica canénica (R?*; 8) (Grossmann, Loupias,
Stein [1968]).

Proposicién 1.4 Sea 3 : g — g* el isomorfismo definido en (c) de 4.1.1 a pa.rtn- del
2-cociclo no-degenerado 3. Sea A : g A g el 2-tensor definido por:

A& m) = (m;A()); para todo €,7m€ g", (d)

donde A = (B)‘1 {en componentés: A®8., = 62). La ley de composicién *, definida en
{c), se escribe asi:

e ©=(2) gap [FNT Onmen e @

»

Prueba En efecto, si en (c):

(1% @2)(€) = j;u e—2mik(v) ([Rm e~ 2mig(z)~mifB () (fnpl)(a:)dx) (fwz)(y)dy,
desarrollamos la transformada de Fourier de la integral entre paréntesis, se tiene:

/ e~ 2mig{z} o —mifib(ziy) (f&ﬂ})(&'}) dr =
R2n

— f]p N e—21ri(£(:c)-§ﬁ(y)'z) e2ﬂn(m)‘91(7]) dndz =

=[ (/ e~ 2milE- 4By -n)z d:c) e1(n)dn =
Rin R3n
B~
~ o (- 58))
por lo tanto,
(prrpa)(e) = [ ey, (s S ) Fioa)(y) dy
Rin

—2mwi{e— By
= f e~ ImE Wy, (e - Eﬁ(y)) w2(C)dy di -
R2n xR2n
Haciendo, ahora, el cambio de variable

A~ 2 B\
n=&-38W) y=3AE-m; dn=|5]) (detf)dy.
se llega al resultado de la propeosicion. [ ]

A partir de {e), mediante el cambio en el parametro de deformacién i = k/2r y
la expresién del tensor de Poisson A en términos de la forma simpléctica 3, se llega a la
férmula del producto estrella de Moyal dada en la introduccién de la Seccién 4.1.
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Proposicién 1.5 La ley de composicién (c) es invariante por Ad" (&% §) es decir:

(01 2) o AQ(6%p 2) = (1 0 A4 (6% 2)) * (102 0 Ad" (% 2))
para todo z € g.

Prueba

{1 0 Ad"(e%P 2)} * (w2 0 Ad" (e8P 2))(§) =
- f e~ 2nib(z+y)  —miff(ziy) (f(gpl o Ad" exp z))(m) (f'({pg o Ad” &p z))(y) drdy.

Ahora bien,
(Floro A" &52)(2) = [ in®) (o K (o5 2) () =

= [t~ B dn = [ Oty d =

= e?ﬂ'iﬁ(z)(:} /e%’in'(z)(p(nr) dnr = e21riﬁ(z)(:) (j_-_‘p) (2) . (d)

A

Asi pues:
(191 0 A" (855 2)) * (102 o Ad" (80D 2)) (€) =
- / e~ 2miE—B(2)+E" 1y (hzihy) (Fer){(z) (Fa) (y) dx dy =
= ((pl * wz)(m'(gﬁ)z)(g)) )
|

Toda funcién sobre sobre el grupo G = R?" es de la forma ¥ = o K, siendo ¢ una
funcién sobre la orbita O« y X : G — Og. el difeomorfismo definido en la Proposicién
1.1:

K(expz) = Ad (8%pz) - E* = —f(z) + E*.

Utilizando las coordenadas sobre R?" dadas por la carta exponencial (es decir, la
identidad} y definiendo, para funciones 1, %2 € C*°(G;C) convenientes,

(*e){(z) = (Y10 K™Y * (2 0 K~ 1) (K(2)) ,

se tiene la ley de composicién:

n .
(i@ = (3) (ets) [ eHoemeDpy(ayyate) dody ©

Proposicién 1.6 La expresidn (e) define una ley de composicién asociativa en espacios
funcionales adecuados sobre el grupo G = R?".

Esta ley es invariante por traslacién a la izquierda:

(¥r1*ie) 0 Aexpz = ('wl 0 Aexp z) * (¢2 0 Aexp z) '

donde z€ g=R¥™ y deyp; -z =2+ 2.
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Prueba La propiedad asociativa de # es consecuencia directa de la asociatividad de la
ley de compaosicién * definida por la expresién (b) sobre la orbita coadjunta de E*.

La traslacién a la izquierda definida por el elemento exp z = z sobre G = R*® es
la transformacién £ — Aexp.T = T + 2 y un célculo sencillo demuestra la invariancia
directamente a partir de la definién de *.

Sin embargo, resulta interesante advertir que esta propiedad esta en relacién directa
con la invariancia, por la representacién coadjunta del grupo G, de la ley de composicién
* sobre la orbita de E*. En efecto,

((Whiha) © Aexpz) (&) = (Y139ha)(Nexp z - 7) =

(10 K1) % (¥2 0 K1) (K 0 Aexp(2)) =

(¥r10K™) (Y20 K1) (Ad &Pz o K)(2) =
(Y10K~toAd &pz)* (20K~ 0 Ad" &p 2)) (K(2)) =
(%1 0 Aexpz © K1) % (12 0 Aexp 2 0 K1) (K (2)) =

(wl 0 Aexp 2)#(12 0 Aaxp 2)) (2) -

= ((

=(

o=l

={

={

4.1.3 Ley de Composicién Asociativa sobre C=(Og-)[[#]]

Teniendo en cuenta la expresién (¢) de 4.1.2, la ley de composicién:

(01 % @2)(€) = / e G L (G (?@)(z) (Fip2)(y) dz dy,
RZn xR2"

se puede desarrollar formalmente en serie de potencias de A.

De esta forma, quedan definidos los operadores
—2mif{z+y) (“T”.)R RyT bl
Palpripa)©) = [ S B() (Fo) (0)(Fea) ) dudy,  (a)

para R > 1. Para R =0, Po(1;92)(8) = @1(€)w2(€) claramente.

Lema 1.1 Los operadores Pr{yp1;a} son operadores bidiferenciales homogéneos con
coeficientes constantes, de grado R en cada argumento, dados por las expresiones:

(-mi)R /—18 -108\%
P 3 = — . .
r(1392)(€) O 5 - Qea)l
¢=¢
Prueba Es consecuencia de la aplicacién reiterada de

. -1
—2ri{E—n)(z) = ‘P,
e ; drdn = -
,/RanRZn p(n) dz dn 2mi O, ¢

5i w1, 2 polinomios en las componentes de £ € g*, Pr{p1;w2) es también un
polinomio y, si R es suficientemente grande, claramente Pg{yp1;92) = 0.
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Proposicién 1.7 La ley de composicién

(p10902) = @102+ »_ Prlpr; p2) A7, (b)
R>1

define una deformacién asociativa, unitaria, del producto de funciones polindmicas con
variables en Og-, es decir,

(prpwz)pps =p1b(p2bp3);  @ibl=g=1py;.

Prueba Si ¢; ¥ @2 son polinomios, la suma Y 5., Pr(¢1;v2) A% es finita. Por tanto,
1 & 2 coincide con el valor de @) * @2 dado por la expresién integral (c) de 4.1.2, con-
siderada ésta en el contexto de las distribuciones. De forma que la propiedad asociativa
de o es consecueticia de la asociatividad de *, que a su vez estd basada en la propiedad
asociativa de la ley del grupo formal de Campbell-Hausdorff, 7, del dlgebra de Lie g.

y

El hecho de que los operadores bidiferenciales Pg (R > 0) no tengan términos
de grado cero implica que, si alguna de las funciones ¢, @2 es constante, entonces
Prlp1ip2) =0, porloqueprl=p=1bp. =

Proposici'6n 1.8 El espacio C*°(Og-)[[A]] dotado de la ley de composicién », definida
en (b}, es un digebra asociativa con unidad. Esto es, para todo T > 0,

Z Pr(Ps(p1;92); w3) = Z Pr(p1; Ps(1;02))
R+8=T R+8=T

by =ppl =g,
donde

Po(p1:02)(€) = (101 - w2) (€)

R
- 1
Palpio(©) = () 71 #0020 i@ ealymgs A1,

Prueba Supongamos que ¢, @2, w3 € C*®{Og.). Consideremos los desarrollos de Tay-
lor en el punto &:
‘pt(f) =p1'(€—§0) +T’,’(E}£0); i= 1:2}37

(p: son polinomios) y la expresién

(P1o92)b s = Y (Prlpripa) b ps) AX =
K30

=Y (Pu(Pxlp1;p2); w3) ) AKX =

K>0
130

=3 ( > Pu(Px(priea); 903)) RS
520 \K+L=5

Para cada S fijo,
Z P (Px(e1;02); wa){bo)

K4L=S
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claramente depende sélo de log polinomios p;, v es por lo tanto igual a

D Pu(Pr{p1ip2); ps)(o) - (c)

K+L=8

De 1a misma forma

> Pu(ers Prlenies)) ()

K+L=5
es igual a
Z Pr(p1; Px(p2ipa))(€o)- (d)
K+L=§ .
Ahora bien, por la Proposicién 1.7, las expresiones (c) y (d) coinciden. n

Proposfcfén 1.9 La ley de composicién

(01502)(&) = (1-92) + Y Palpsiwa)(€) A7,

R>1
es invariante por m‘-éch) z para todo z € g.
Prueba Teniendo en cuenta la igualdad (d) de 4.1.2:
(Floro B2 82)) (2) = 7900 (B} o),
a partir de la expresién integral (a) de Pg, se tiene: |

Pr(p10Ad" &pz; 2 om*ﬁcﬁz)(&) =

N LY . — _ .
= [ermnileen-does) LR Sy gy Frwrardy =
= Pr(p1; @2)( Ad" &P 2(6)) . '
|

Teorema 1.1 Sea G el grupo de Lie simplemente conexo de 4lgebra de Lie § = gxsRE, -
extension central de g por el cociclo 3. Sea Og- la orbita de E* por la representacion
coadjunta de G y 1, po funciones reales definidas sobre Og-. Entonces:

(1) La expresidn

(1 % 02)(€) = (o1 - ©2)(6) + D Qrlwriw2)(€) B, (e)
A>1
donde 1 _
Qr(p1;92)(E) = o B(8y; 9¢) R (01 ® (Pz)lz:? , (f)

define upa ley de composicién asociativa con unidad sobre el espacio vectorial real
C®(Og-)|[[R]] de las series de potencias en ki con coeficientes en C*®°(Og-).

Los operadores Qr son operadores bidiferenciales con coeficientes constantes, de
grado R en cada argumento y sin términos de grado cero.

(2) Esta ley de composicidn es invariante por Ia representacién coadjunta de G.
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Prueba
(1) La ley de composicion

(15 02) = (1 - 92)(€) + 3 Prp1ip2)(€) ®
R31

donde

-1\*1 R
..__) E;6(6,,; 8 ) (p1 ® a)|n=¢ »
! ¢=¢

4

Prlp192)(8) = (

¥ @1, w2 son funciones de clase ° definidas sobre la orbita con valores complejos, satis-
face la propiedad asociativa. Es decir, la expresién:

({10 @2) b @3)(€) =

1 T+S 1 1
= — B(8e; 8e)T [ (= B(8¢; 8e)° R
J';](T;R (47") 717 (% %) ((S!ﬁ( ki %) (%@wz))@ws)) A

es igual a

(w1> (p2pa)) =

1\ 1 é-aT( L 3(6¢; 8 "
-> m;_R(m) 1000 06)7 (1@ 50006 e)r @ 9))
Entonces, para cada R > 1,

_1A\T+S _\T+S
Z (—1) Qs{Qr(p1;92); 3) = Z (—1) Qs(v1; Qrive; ea)) -

ri5Lg \4T Ti5ep V4T

Pero en todos los términos de las sumas el coeficiente (—1/(47i)}T+5 es el mismo, por lo
que

3 Qs(Qrlenive);ws) = Y. Qsler; Qrivaies)),

T+5=R T+5=R
que es la condicién, término a término, para que la ley de composicién

(1% @2)(€) = (01 - 92) + D_ Qrlprip2)(€) BT,

R>0
satisfaga la propiedad asociativa.

Por otra parte, si ¢, w2 son funciones reales sobre la orbita, la funcidén Qz(w1;w2)
es real, de forma que » es un producto estrella.

(2) Hay que comprobar que
Qr(priv2)(Ad (%P 2) - €) = ﬂ(a,,,a.:) o1 ® p2)| e Ba) 1
(=E—5{2)

es igual a:
Qr(p1 0 Ad"(8Xp 2); w2 0 Ad" (6D 2))(€) =
1 —a — L,
=4 B(8y; Bc)R(tpl o Ad (8Xpz) ® ¢ 0 Ad (expz))‘“g .
: ge=
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Ahora bien, como la accién coadjunta de G es la transformacion afin:

AL (%D 2)(n+E") = - f(z) + E".

se tiene:
ok P 8k
5 (WoAd(BB2))| = 75— (%)
iy il n=¢ M M n=Ad*(e%p z) ¢
por tanto
B(8n 0} (101 0 A" (855 2) ® 2 0 AT (% 2)) |me =

¢

3
R .
= ﬁ(aniaC) (#1 ®‘Pz)‘n=§a'(ﬁ;—,).5 .
(=Ad"(&xpz)-£
|

4.1.4 Producto Estrella Definido por el Cociclo 3 sobre el Grupc R?"

Recoir;demos, que al ser la 2-forma sobre g = R*™, 3, no-degenerada, e! homo-
morfismo § : g — g* asociado (expresién (c) de 4.1.1) es un isomorfismo. Entonces la
aplicacién: '

G=R™ 5 G. B =¢" +E
expz — Ad" (&Xpz)E* = —f(z) + E*,

es un difeomorfismo (Proposicién 1.1 de 4.1.2).

Mediante este difeomorfismo el producto estrella sobre la orbita Og-, definido en (e)
de 4.1.3, se puede trasladar al grupo G.

Proposicién 1.10 ‘Sea A = -8 y A el 2-tensor contravarfante asociado a A. La
expresién
(1 % ¥2)(2) = (¥1 - ¥)(@) + Y Grlth; o) K7
R>1
donde
Gwd)_i'@K_EKER _—
.R( 1 2)'_' R! BI H ax (¢1®¢2)_

1.78 a\®
=_R—!A(}ﬂ;5;) (1 @),

¥ ¥1,¥2 son funciones sobre el grupo G = R*™, define un producto estrella sobre (3,
invariante por traslaciones a la izquierda.

Prueba

(1} El producto estrella sobre la orbita Og-, dado por la expresién {e) de 4.1.3:

(1 * 92)(6) = (01 - 92)(§) + Y Qrler; p2)(€) BT,

R>1
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donde R
| Qrlprien)(©) = ( ;E ;’é) (018 ¢2),

define sobre C®(G)[[#]] la siguiente ley de composicidn:
(Widye) = (Y10 K™H) = (Y2 0 K™1))(K(2)) -
Al expresarla en la forma

(r¥ya)(z) = (1 - ve) + Y Grlt; ) (z) ¥,

R>1
quedan definidos los operadores bidiferenciales

Gr(¥1;¥2)(z) = Qr(th o K L2 0 K~ (K(x)) -

Ahora bien,

8’“(11)1 OK—I) _ 3"1};1

Frir, | ATkieg_ g3k
| B —86 ~ Oah e AT

por tanto

Qa0 k020 K70 = 756 (K(52) 1 K (5 2)) meww

donde (A(8/8z))* = A*b(8/5zb).

La propiedad asociativa de los operadores bidiferenciales G es, entonces, conse-
cuencia de la verificacién de la misma por los operedares Np.

(2) En cuanto a la invariancia por la accién a la Izquierda de & sobre G, es consecuencia
de la conmutatividad del diagrama (Proposicién 1.2):
G _*, Og-
Acxpxl lﬁ'(‘ex_pz)
G —— Og.
K

y de la invariancia del producto estrella sobre la orbita {expresién (e} de 4.1.3), por la
accién coadjunta G. En efecto,

Gr (1!)1; ¢2)()‘expz(x)) =
=Qr{¥Y10K™ ;a0 K1) (Ko exps) (z) =
=Qr(P10K" ;oY) (R'(%z) o ’C) (x) =
= Qr (10K o AA (@B 2); 2 0 K1 0 Ad' (&P 2)) K(2) =

=QR(V‘)1°Aexpz°,C :'ﬁb2°)\expzo"c_l) Kz} =
= GR( ° /\expz ;2o Aexpz) {z).
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4.1.5 Producto Estrella Definido por el Cociclo 35 sobre el grupo R?" con

Estructura Simpléctica 5;

Sean 8; : gxg — R, i = 1,...,k, 2-cociclos de g = R* con respecto a la
representacién trivial, 3; : g — g* los homomorfismos asociados, es decir,

(Bilz);y) = Blaiy); paratodo z,y€g,
y t un parametro real positivo.
Si B es no-degenerada el polinomio:
o B=BiA Bt 4 Bt

admite una serie formal inversa
=Y At A€ L(ghg),
i=1 :

o\ -
dada por las expresiones:

-

!
=Gt K= -A B A - K Y B Ko

i=2
Se satisface, por tanto, o o
BroAy =14 Ao B =14.
Para cada t, el cociclo sobre g:
CBp =B+ Bat A+ Bt

define una extensién central de g, §;. Si G, es el grupo de Lie simplemente conexo
de dlgebra de Lie §,, se tiene (Proposicién 1.10 de 4.1.4) un producto estrella sobre la
va.rledad sumplectlca (OE- s O )

(1 *wz)(f) (1 - (Pz)(‘f)‘l' > Qrlprip2)(€) €,

R>1

donde Og- esla orblta deE* ‘por la representacién coadjunta de G, y donde los operadores
bidiferenciales Qg v1enen dados por las expresiones:

5 R
Qr(py; 92)(€) = 1 (;; gf) (o1 ®p2).

Si ¢ es suficientemente pequefio, la serie inversa de 3 converge. Por tanto, 3; define
una estructura simpléctica invariante sobre el grupo G = R?*®. Entonces, mediante el
difeomorfismo ,

G — O =g" + E*
expz — Ad (8%p2)E* = -G (z) + E”,

el producto estrella definido sobre la orbita se puede trasladar al grupo G.

Para diferentes cociclos £, con las condiciones anteriores, se tienen diferentes exten-
siones del 4lgebra de Lie g y productos estrella sobre grupo & con diferentes estructuras
simplécticas 3;.

La importancia del teorera siguiente consiste en que, haciendo uso de cociclos con
la forma f3;, mediante identificacién del pardmetro ¢ y el pardmetro de deformacion #, se
obtienen diferentes productos estrella sobre el mismo grupo simpléctico {G; 5,).



4.1 Producto Estrella de Moyal 173

Teorema 1.2 Sea
Br=01+Prh+ BB+ + B A1
un 2-cociclo de g con respecto a la representacion trivial sobre R, tal que 81 es no-
degenerado. Sea (x € L(g;g") el isomorfismo asociado a By (para h suficientemente
pequefio) y Ag la serie inversa de 35. Entonces, la expresion
(1 ¥2)(z) = (¥1 - 2)(@) + D> Fs(whr;a)(z) &S,
S=1
donde los operadores bidiferenciales Fg(yn;12) vienen dados por

s
1
Fs(y;¢)(z) = ) > m > (Budarsy (Bindarba
R=1 | §<R<LPQ ~  \ irt-+ir=L
P4+Q+L~2R=8 fireip2l
‘\Z (Am AR (Apn)aﬁ - Z (Am)b] R (Aqn)bn 8
P +thpp=P qi++qr=Q
P1ysPR21 Quye-- GR21

3}2 y BR
) (63:’:1 .- QTR ® Jz31 . --Bx-‘ﬂ)(wl ®va) |

es un producto estrella invariante sobre (G; 51).

Prueba
{1} Sea

Be=P1+Bat+Bst2 + -+ frthl,
Y

(G1562)(2) = (01 $2)(@) + 3 Grltns n) ¥,

R21
la ley de composicién sobre C*°(G}([e]] definida en la Proposicién 1.10 de 4.1.4 por el
cociclo f;, con t suficientemente pequefio. Los operadores Gr{y; =} son

GCr(¥r;42)(z) = ]% [ﬁ: (Kz (%) ; A (56;) ) ]R (1 ® P2)(x) -

v los operadores bidiferenciales Fr(1n;12) se obtienen por identificacién de los para-
metros t y € en la ley de composicién anterior. En efecto, al desarrollar los operadores
Gr(Y; ¥e) en potencias de ¢ se obtiene

Gr(triv2) = Y Grr(¥r;¥a)tT,

T>0

donde

Grritd = Y m| X Baden o Biadensa

L4+P+Q-3R=T "~ \ i1+--+ip=L
k<R<LPQ i1, ,im21
ar T aARTR by s brs
Z (Am) ! 1"'(APR) ' Z (Am)1 ""(Aqn)n R
n+-+pr=F Q1+ +er=Q
Prye.pr21 15 9r21

ok ok
(32” ... 0x"R ® Azrh ---az’ﬁ)(#)l ®1,L'12).
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Entonces, haciendo ¢t = ¢ = fi se tiene:

Y=Y | T )6

R>1 §>1 | R+T=8 L+P+Q-3R=T
B>1 RELLRE
T20  R<PiR<Q

ar o
(62"1 xR ® oL AL

:r:sa) (¥ ® ¥2) o

Ahora bien, T=5-R,porloque L+P+Q—-3R=Tequivalea L+ P+Q~-2R=S5y,
como el indice T no aparece en ninguna de las expresiones que hay que sumar, la suma
extendidaa R+T =5; R21; T =0 equivalealasuma desde R =1 hasta R= 5.

(2) Para demostrar la propiedad asociativa hay que comprobar que, para todo M > 0,
se verifica

: > Fa(Fs(¥u¥a);ds)= > Fa Tﬂl,Fs(ﬂJz,‘J)s))
R

+S=Af R+S=M
R,520 R,5>0
Ahora bién,
Fr(ysvn) = Grr(vuve),
R4T=1L
RT>0

por tanto hay que comprobar que

3 ( 2 ( )y GBN(T/}z,Tpa))

o L+$=P \K+R=L B4 N=§
donde L, S, K,R > 0.
Como el tinico indice fijo es P € N, la suma extendida a las condiciones L + 8 = P,

K+R =Ly B+N = § coincide con la suma extendida a la condicién K+R+B+N =P,
entonces la igualdad anterior se puede escribir asi

Z Gri (Gn(¥1%2); ¥3) = Z Gri {(¥1;Gan(¥zvs) . (a)

K+R+B+N=P K+R+B+N=P
Pero, por hipétesis, para cada M > 0,
Z Gr (Gs(tr;¥2); ¥3) = Z Gr (¥1; Gs(v¥zv3)) |

Ri+8=M R4S=pf

es decir, para todo ¢ € R en un entorno de cero y todo M > 0,

>3 Gm( 3 G (1 92) 6T wg) #T =

R+S=M Th 20 T3>0
= > Y Gan (¢1; > GST=(¢2;¢3)3T°) %,

R+8=M T1>0 220
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o bien, paracada M >0 ycadaT >0

Z Grry (Gsm (¥1:42); ¥3) = Z Grry (¢1;Gsn(¢2l;1b3))-

R4+ S=M R+S5=M
T1+T2=T " T4 Te=T

Pero si se descompone P = M + T de todas las formas posibles con M,T €
N, sumando las igualdades de la forma anterior correspondientes a cada una de las
descomposiciones, se cbtiene (a), lo que se queria demostrar.

(3) Los operadores hidiferenciales Fr(v1;12) son nulos sobre las constantes, es decir,
Fr(¢;1) = Fr(L;4}=0, R2>0, % eC%®G),
ya que los operadores Gs(11;%2) lo son.

(4) La invariancia por traslaciones a la izquierda del producto estrella es consecuencia
de la invariancia de los operadores Gg{yn; ¥2). ]

Como veremos en el caso general, para estudiar la equivalencia de los produc-
tos estrella invariantes que se pueden definir sobre un grupe de Lie G con estructura
simpléctica invariante &), resulta conveniente analizar la intervencién de los distintos
cociclos 3; en el operador bidiferencial Fp. El resultado lo anticipamos a continuacién
en este caso G = R?".

En el operador bidiferencial Fg no intervienen los Bpr con M > §. En efecto,
supongamos que en Fys interviniera un G, con iy = M, o bien un A,, con p; = M, o bien
un A,y con gt = M, donde M > S. Por una parte se tiene 4y < L, p;y £ Py ¢ £ Q. Por
otra, como P+ Q+L—-2R =Sy P,Q.L > R, tendriamos L,P,Q < S. Asf pues, se
llegaria a la contradicciéon S < M =4 <L <Soblen S<M=p <P <8 o bien
S<M=q<@Q=£s.

En el operador Fg sélo existe un término en el que intervenga Bg. Es el término
de orden de diferenciabilidad minimo:

rian a g _ ayry b1 51 a9 g
(As) (ayr1 @ Bz_’l) == (ﬁs)al by (AI) (Al) (ayrl ® ﬁ) .

En efecto, fs sélo puede intervenir si en las sumas existe 1 = S o bien p; = S o
bien ¢ = 5. En el primer caso

o+ g+ S+t +ig=1L,

porlotanto L > S+ R—-1yentonces P+Q=5-L+2R<R+1. Perocomo P> R
y & 2 R, se tiene P+ @ > 2R. Las dos condiciones implican 2R < R+ 1,esdecir R =1
y por lo tanto P + Q@ = 2. El término correspondiente es pues de la forma:

Tlf(ﬁs)ax 5 (A1) TH(A)P1 (% ® 52_) -

Fas}

8 _ 9
= _ ri sy 19 —
= (- A+ T (A, Ager, B 4 Bs-1)) (By'"l ®az~u) .
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En el segundo caso, se tiene R=1, P= 5y Q + L = 2, por lo que el término en el que
interviene fg es:

1 ay; bt 81 a a
BB (5o 5 )

Y finalmente, en el tercer caso, el término que contribuye con fGs es

1 . a d
T(B)a b (A1) 2 (Ag) (é”y_ © o)

La suma de los tres es:
(= (As)*** + (B)as by (As)™ (A1) 1+

a a
+ (Br)ay b (A1)* T (M) 1) (51,:— ® 5—) "

= (= (A" = (As)" " + (As)" ) ( o 'é%) -

oy
ria a _a...
. =(Ag) (5"1®3z51)'

Teniendo en cuenta que

' P 5-1
(Ag)n "t = T(Al)“ “ (B 5 (M) — (A1 D Bifksir-i)™

M i=2

| ,
Bs interviene en el operador Fg en el término: 1—(A1)’"1 k1(85)k, AlA Y = —{(~Y(Bs)),
donde pu~'(Bs) es el 2-cociclo de Poisson invariante correspondiente al 2-cociclo de
de Rham invariante Gg (vgr Seccién 1.2.3)

Finalmente un comentario sobre el término de grado mas alto de diferenciabilidad.
Este es el que se obtiene para R = S5, es decir, P=Q =L = R = 5 con lo que

= -=dg=pr1=--=ps=q1=--=¢g5=1.

Por lo tanto, es:

1
5 (arts - (Bdagss - (A ™o (A1)°
a° o5
. bhar | bs 35 |
1 a8 a8
= —— L JC4 S rs $g
S!(Al) " (A1) . (ay“---ay"s ® zm ---82’5) !

es decir, es la potencia S-ésima de 2-tensor de Poisson. Asf, en el caso de que 8y = 31,
la expresién que se obtiene en el Teorema 1.2 es la expresién clasica del producto estrella
de Moyal.
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4.2 Productos Estrella Invariantes sobre un Grupo de Lie con
Estructura Simpléctica Invariante

4.2.1 La Extensién Central §, = g xg, RE. La Serie de Hausdorff de g y §,

Sea & el grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie g, dotado de una
estructura simpléctica € A2{(G), invariante por la izquierda, definida por §8; € g* A g*.
El tensor de Poisson asociado a la estructura simpléctica es también invariante por la
izquierda (ver Tecrema 2.5 de 1.2.4). Si A; € g A g es ¢l elemento que lo define, se tiene
(ver seccién 1.2.3):

A$®(Br)es = 62.

Denotemos por

Bi:g—g*; Ai:g"—3

a los isomorfismos asociados a B1 ¥ Ay, definidos por las relaciones:
(Br(z) 9} = Bulmw); (&A= A&
En componentes, ’
(BUoaz?y® = (Bu)asz®y®;  EaliPm = A Eums,

es decir, (B1)ab = (B1)va ¥ AF® = A$2. Se tiene, por tanto, B0 &) = 1g- ¥ Aiofy = 1ge.

Sean f;, (i = 2,...,n) 2-cociclos sobre g con respecto a la representacion trivial
sobre Ry 0; : g — ¢* los homomorfismos asociados:
(Bilz}; ) = Bilziv). (a)

Consideremos €l polinomio en el pardmetro real ¢:
B =PBi+ ot +- +BrtT,

y un generador E. La condicién de 2-cociclo, con respecto a la representacion trivial de
g sobre R, de G; implica que la ley de composicién

[z+aE;y+bE]: = [r;¥] + B(z; 1) E,

satisface la identidad de Jacobi y por tanto §, = g Xg, RE es un dlgebra de Lie: la
extensién central de g por 5:.

La representacién adjunta de §, estd definida, entonces, por:
adZ-§=adz-y+4Gi(z) yE,
para todo Z, 7 € §,, siendo 5: : g — g* el homomorfismo siguiente:
Bo=PBi+hat+ - +Bat, (b)
donde los 3; estén definidos en (a).

Los siguientes lemas seran utiles al estudiar la serie de Campbell-Hausdorff de g,.
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Lema2.1 SeanZ=z+aE §=y+bEyZ=2z+cEelementosdeg,. Sirz1y
s > 1 son enteros, entonces:

(1) (adz) -z=(edz)" - z+B(z; (adz) ! 2)E.
(2) (adZ)"-(ad§)*-Z = (adz)" - (ady)® - z + B{z; (adz) " (ady)® - 2) E.
Prueba .
(1) Por induccién. Sir=1 (adz) - z=adz-z+ B(z;2)E.
Admitiendo, para r. > 2, que |
(adz)™ ! 7= (adz)""' -z +B(z; (adz)"?-2) E,

se tiene

‘ (ad®) - 2= (adZ)(adz)""! - 2 =
E =adz ((adz)™"' - z+ 8(z; (adz)""2 - 2) E) =
=adz-(adz)"" ! 2+ B(z; (adz)™™' 2} E.

@

(ad z)" - (ad§)* - 2= (ad 7)" ((ady)® - 2 + B(y; (ady)*~' - 2)E) =

= (adz)"(ady)® - z + B(z; (ad )"~ ady)* - 2) E.
| |

Lema 2.2
(1} Cualesquiera que sean g1,p1,42, ..+, Pm:dm = 0 ¥ p1 = 1, se tiene

(3dz)™ - (3dg)® - (2dF)Pn (3 g)™m - 2 =

= (adx)? - (ady)® - -- (ad )P - (ad y)?™ - 2+
+8(z; (adz)™ - (ad )" - - (ad z)P™ - (ad y)?™ - 2} E.
(2} Sip121,gm=0,91,p2...,Pm = 0 y y = z se tiene
@z - @gn - Gz g =
= (adz)?* - (ad y)?* --- (ad )P -y +
+8(z; (adz)?*~! . (ady)? -+ (ad )P -y} E.
(3) Si mLa,... 1Pm-1,9m=1 2 0, P = ¢m =0 y 2 =T, se tiene
(ad2)" - (ad§)" --- (ad E)Pmt - (ady)™™1 - & =
= (adz)? - (ady)® - (ad )Pt - (ady)mt -3 +
+B(z; (adx)™ ! (ady)® - - - (ad z)P~~1 - (ady)i™ - x2) E.

(4) Expresiones anélogas parap; =0,q > 1.
Prueba Cilculo directo a partir de Lema 2.1. [ ]

Denotaremos por G, al grupo de Lie simplemente conexo de 4igebra de Lie §, y
por exp : §; — G a la aplicacién exponencial de G,.
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Proposicién 2.1

(1)

La accién adjunta de G; viene dada por la expresion:

Ad(spz) - § = Ad(expz) -y + (b+ Bi(2) 0 A(2) - V) E,

paratodoE =z +aE, =y +bE € g, donde

exp(adz) ~ I
A = -
(@) —wr—'’
es decir,
o0
_ {ad z)?~! _ 1 1 2
Az) = El - =1+ Ead:c+-é(adx) +oee
(2) La accién coadjunta de G, viene dada por la expresién:

A_d' (exp(z + aE)) - (6 + uE") = Ad"(expz) - £ + ufp,(—7) + uE",

para todo £ + wE* € §*, siendo

fo.(z) = Bi(x) 0 Alz) € g7,

donde 3, estd definido en (b).

Prueba

(1)

En efecto, sean T =z + aE, § =y + bE, se tiene

Ad&ip(z +aE) - (y +bE) =exp(ad(z + aE)) - (y + bE) =
_ = ad(z + a E)?
_(1+§1:——-——-p! )(y+bE),

pero, por el Lema 2.1,

(ad2)"-g = (adz)" -y + G (z; (adz) "' - y) E,

por tanto:

2

Ad

1 P

=exp(adz) -y + (b+ﬁ,(:n; i(;ad_xz;‘_ﬂ_)ﬁ=

= Ad(expz}- -y + (b+,@t(x' e—xM——I-y))E.

! ——adT—

El siguiente célculo:

(Ad"(&pZ) - (£ +wE");9) = (€ +uB"; Ad(&XD(-2)) - §) =
= (E +uE"; Ad(exp(-z)) -y + (b + 5:(—.7:) o A{—z) - y) E) =
= (€;Ad(exp(—2)) - y) + (uE"; (b + Be(—7) 0 A(-z) - y)E) =
= (Ad*(expz)-&;y) +ub+ u(,@t(—:r:) o A(-z)-y) =
= (Ad*(expz)-£;y) + (uBy(~z) 0 A(~2);y) + (LE ;bE) =
= (Ad*(exp7) - £ + ufe(~7) 0 A(—z) + vE"; 7),

. es clerto para todo § € §.

d&xp(z +aE} - (y +bE) =y+bE+Zw (adm_)"-y+(ﬁ:(z? (2dz)P~! ) E _

179

(d)

(e)
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'

En particular, para el elemento E* se tiene:
Ad” (&p(z +aE)) - (E*) = fa,(—2) +E",
por 1o que la orbita de E* por la representacién coadjunta de G, esta contenida en g*+E*.

Si t es pequefio, GBeig— g (expresion (b)) es un isomorfismo, cuya aplicacién
inversa es la suma At de la serie Epl A t7—1 donde A1 (,61) Ly paral>1,

!
Apr=-RAr - frp A=A B Kigaes
i=2
Proposicién 2.2 Para t pequeifio, la aplicacién
“y f3z
o g—g
T — fp,(z) = Bi(z) 0 Afz),
es un difeomorfismo local en 7 = 0. Se tiene dfg, (0) = Gy

Prueba En efecto,

dfs,(0) -y = lim f;‘at“(uy)u— fa.(0) 11..'»" 0 ﬁt(uy)iA(uy) — By o lim, A(uy)

Como A{uy) = I+ 3 ad(uy) + - -, cuando u — 0, A(uy) — I, por tanto,

dfs, (0) -y = Bi(y), paratodoye€g.
Al ser §; un isomorfismo, f3, es un difeomorfismo local en z = 0. ]

Corolario Siendo t pequefio y Up C g, U, C G entornos de 0 € g y e € G tales que
exp : Uy — U, es un difeomorfismo, la aplicacién:

eprg...U CG—»OE-CQ +E*
expz — Ad &pz-E* = fa,(-z) + B (f)

es un difeomorfismo local en e € G.

Proposicién 2.3 Sean Uy C g y U. C G los entornos de 0 € g y ¢ € G definidos en
el Corolario anterior. Consideremos un entorno Wy C Uy de 0 € g tal que exp(Wh) =
We. C U, es un entorno simétrico de la identidad de G, es decir, W, = W} (W, se puede
escoger de manera que W, - W, C U,, ver Dieudonné {1970]}. Entonces, para t pequefio,
el diagrama

exp(Wp) —=— Og-

Aaxpzl JVH‘ETI‘)Z

eXon m———} OE-
Ky

es conmutativo para todo z € Wy,
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Prueba Sean x,z € Wy, entonces exp z,expzr € W,. Como W, se puede escoger de
manera que W, - W, C U,, tenemos expz -expz € U.. Asi pues, existe v{z;z) € Uy tal
que:
expvy(z;x) =expz-expz.
Si ¥, es la ley de grupo formal del dlgebra de Lie §,, se satisface:
€Xpz - &Xpz = &Xp¥,(2: %) -
Ahora bién, teniendo en cuenta un resultado posterior dado en la expresidn (m),
T(z7) = 1(z:2) + R (z2) E; Rlziz) €R,
por tanto,

(Ad"(e%p2) 0 K¢) expz = Ad (éXpz) o Ad (e%pz) -E" =

= Ad" (%P 7.(2;2)) E" =
= Ad" (&xp(v(z;2) + %(z;7) E} - E* =
= Ad" (&py(zz)) - E*,

donde la ultima igualdad es consecuencia de la Proposicién 2.1.
Por otra parte,
(K:o Aexp:)expz = Ky expz - expz) = K (expy(z; 7)) = Ad” (&pv(z; 7)) E*.
Quedando demostrada la conmutatividad del diagrama. ' [ ]
Recordemos que la ley de grupo formal del dlgebra de Lie g, satisface la igualdad:
7 (7:(5:9); 2) = 7.(%; 7.(5: 2)) . ()

Ademés, se tienen las siguientes expresiones formales {(ver por ejemplo Serre [1965]),

o0
(Z:§) = Zin(i; 7)
n=1
2% 9) =247, (h)
ysinz2
z (E--)_l Z (2 (73 9) + 20 (z39))
nlZ¥) = n po(T3 Y Az,
pia=n
siendo
2 (&7 —)m+ (@) (Gdg)n . (@E)r g
elZ0) = ( ) i
pQ( ) P1+“-z+;?m=p m (pI'QII) (pm_llqm_lt)pm! ( )
fn+tgmo1=g—1
pit+qi>1
i=l,...,m—1
N g 1Y+ (ad 2P {(ad 71 - - - (ad 7)1 - F .
Zpo(Z;7) = 3 (=)™ (ad 2)" {ad ) - - - (ad ) . )

1ot pmor=p=1 (pll Q'l!) e (pm.-l! Q'm—ll)

Qi gm-1=9
pi+gi21
i=l,...,m—1
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i i H 2
Los polinomios zp ¢ ¥ Zpq son polinomios homogéneos de grado p en las componentes de

% y de grado g en las componentes de § {una vez elegida una base en g,).

Para el dlgebra g se tiene, de manera similar,

v(ziy) = Zznxy

donde z){z;y) =z +y y paran > 1
. - ,
zn(_a:; v) =~ Y 2 (miy) + 2 () (k)
ptq=n
siendo z;, 4 (2;y), 2, 4(7; ¥) expresiones similares a las (i) y (j) relativas al dlgebra de Lie g.
Teniendo en cuenta el Lema 27.2, ‘introducimos la siguiente notacion.
Sip+¢>1,pg¢20
-Z.;aq(f; g)= z;q(z; y) + 2;;:;(1'; yE
Zpq (F10) = 25 o{T5y) + 2, (ziY) E
donde z, (:r: Y) ¥ 2p,(Z;y) son expresiones anslogas a las (i) e (j), relativas al dlgebra

de Lie g, Y 254{(Z;y) ¥ 25 ,(x; y) se obtienen sustituyendo, en las expresiones de z,,(; y)

Y 2z, ,(2;y) respectivamente, el operador mas a la 1zqu1erda. por B:(z) 6 Bi(y) segiin sea
éste adz 6 ad y, es decin:

()™ Bi(z)(ad z) ~ (ad y)® - (ad T)P - y
Z m (P1!at)) - (PTG Pt ®

BpqlTiy) =

p1t-+pm=p
g1+t gmo1=¢-1
pi+aizli pm=1

sipmzlysip =0,

. (1) Bu(y)(ady)®~t..-(ad z)Pm - y
Zpq(Ti) = > m T(p2laz) - ( ] D !’ (m)
Pi i Pm=p qii{P2:q2- Pm-1:dm=1:) Pm-
it +Hgm—1=g—1
Pi+qizl; pmzl
¥y expresiones analogas para  ,
Por tanto, definiendo
. 1 . .
tn(miy) = = D (Bpelmi) +54(x:) (n)
] p+g=n
tenemos: _
En(Z;7) = zn(z;¥) + 2n(m ) E
y
T(EG) =Z+T+ D Za(% ) = v(zy) + (a+ b+ w(z ) B, (o)
\ n>1 '
donde

EINEDPERCINE

n>1
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Proposiciéon 2.4 SiE =z, =y y Z = z, entonces

Y (¥(miv); 2) +%elzy) =% (25 vz ) + A%ly; 2) -

Prueba Haciendo uso de (o), se tiene:

¥ (7 (&) 2) =7, (’Y(E;y) + (e(zy) +a+b)E; 2 +cE) =

=v(v(zy); 2} + (%('r(:c; Y); 2) + lziy) +a+ b+ C) E,

y
783 70 2)) =7 (3 +aB; ¥y 2) + (e(vi2) +b+ ) E) =
=y(z; 1y 7)) + (a + %y z) +b+e+Ae{z; vy z))) E.
La proposicién es consecuencia de la propiedad asociativa de ¥, ¥ . [ |

Sea R € N, definimos

Y
T
pt

Fe;r+1 (% ¥) = Zn(Z; 7). (p)

3

y de forma similar 5,.5, . (z;9) ¥ Auz+1(z; ).

Proposicién 2.5 Sean I =z, =y y Z = z. Entonces:

(1) ’7¢;R+1(I} ¥) = Yre1(Z; ¥) + Furea(T; ) -

(2) La expresién

vre1 (YR41(259);5 2) + ('?:;R+1(~m+1(r;y); z) + %;R+1(x;y)) E,

contiene todos los términos homogéneos de grado total menor o igual que R+ 1 en las
componentes de x,y, z, de la serie formal ¥, (‘7, (z;9); z).

(3) La expresién

Yr+1(z; YR (3 2)) + ("r:;n.+1(z; Yr+1(¥: 2)) +'"n-,R+1(y;2)) E,

contiene todos los términes homogéneos de grado total menor o igual que R+ 1 en las
componentes de I,¥, 2, de serie formal ¥,(z; ¥(y; z}). En particular los polinomios de
los apartados (2) y¥ (3) coinciden hasta e orden R + 1. [ |

Haremos uso de estas definiciones y propiedades en la seccién siguiente.
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4.2.2 Un Producto Estrella sobre g* + E*

La falta de convergencia, en general, de la serie de Hausdorff ¥,(%;§) impide dar
sentido a la expresion

.[ o FE (6 +E° ym(Raihy)) (For)(z)(Fo2)(v) dzdy.

Sin embargo, vamos a comprobar que el desarrollo formal en serie de potencias de
# de la exponencial es de la forma.:

. . o0
e TFHHET A, (k) _ —2mig(a+y) (1 + Z Bg{z;y;€) ﬁR) ,
R=1

donde Bg(z;y; &) es una suma de monomios de grados R+1,... ,2R en las componentes
de z e y y.de grados 0,1,... ,R en las componentes de £. Esto permite definir los
operadores bidiferenciales

Ps(ip1;02)(€) = f 6‘2*"‘(””35(:6; v; €)(For) (@) (Fpa) (y) da dy

y una ley de composicién sobre {g* + E*}[[A]]

(101> P2)(€) = (01 - w2)(€) + D _ Ps(wr;02)(€) A,

g>»1

cuya asociatividad es consecuencia de la asociatividad de 7,.

Proposicién 2.6 Sea ¢ un pardmetro real. Entonces:

exp ( T (¢ + B eme eu).);=_exp_(—_2ﬂf.£&:w-);@_+ Sfj;l Bs(:4:€) es) , ()

siendo
S .
1
Bs(z;y:6) =Y (F(—m’)‘ > Ta(mud) (x;y;E)) : (b)
=t "' ki+-+k=5
kyp-. k2l
donde
IJn(Z: 4 ) = £ 21 (i Y) + Zana(zy), (¢}

¥ Zn+1, Zny1 estdn definidos en las expresiones (k) y (n) de 4.2.1 respectivamente.

Bs(z;y,£) es una suma de monomios de grados S +1,5+2,... ,5+ 8 =25 en
las componentesdez ey y de grados 1,... ,S en las componentes de £.

Prueba En efecto, tenemos:
;21ri .
exp | —— (£ +E"Ty(eziey)) ) =

= exp ((-2«:‘)5(3: + )+ (=270) ) (€ Za(m5y) + 2n(z3y) 6") =

n>1

= exp ((—Qm')f(x +y) + (—2mi) Z Ja(z; 93 €) e") )

n>1
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donde
(248} = € ZnsalZiy) + Envi(zy) -

"y por tanto son polinomios homogéneos de grado n + 1 en las componentes de z e y v de
grado 1 en las componentes de £.

Al desarrollar en serie de potencias de ¢ la exponencial se tiene:
—2mi . -
exp —€-<£ +E*; 7, (ex; ey)) =

= exp ( ~ 2mi&{z + y)) - exp( J (z;1,6) € ) =

=].
(i @ 4:6) )1) -

n=1

= exp ( — 2mi&(z + y)) (

=exp ( — 2mi&(z + y))-

g

; l

S Ty @y I (@yd) | €
+
okt

&

Como para cada S, I interviene en el coeficiente de ¥ por medio de la condicién
ki+---+k =8, k1,...,k 2 1, es decir, intervienen los valores de [ talesque 1 <! < §,

se tiene:
oo 2‘”2)1 o0 ) ( .'
YOIy »o=yyEd v
=1 S=l k4 +ki=8 S=1l1=1 T kydotki=8
Ky, k21 ki, k>l

por tanto, finalmente,

exp (%(5 +E*; 7, (ez; ey))) = exp ( — 27i(z +y)) - (1 + z Bs(z;y,6) ¢ )

S-—
donde
S (1
Bs(ziyi&) =Y | m(=2m)  D°  Jn(muif)  Ju(m:ivi6)
i=1 ) kydookky=8
Ky k21

Como los polinomios Ji (z; y; £) tienen grado k41 en las componentesde z e ¢ y grado 1 en
las componentes de £, los productos Ji, (z; y; €} - - - Ji, (x; ¥; €) son polinomios homogéneos
de grado (k1 + 1)+ ---+ (ki + 1) = § + [ en las componentes de z e y y de grado |
en las componentes de £. Por tanto, Bs(z;y;£) es una suma de monomios de grados
S+1,5+4+2,...,54+ 5 =25 en las componentes de 7 e y y de grados 1,... ,5 en las
componentes de £. ]

5i ahora partimos de la suma finita definida en (p) de 4.2.1:

R+1

Torn (T = Y Za(HT),
n=1
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se tiene
exp (__Qem(é + B Vypar (€2; Ey))) =
= exp ((~2ri)(a +2) + (-2 S Iu(eiui6) )=
et
= exp ((=2mi}é(z +v)) (1 + s§:1 Bps(z;5:€) es) :
donde

- —-2mi)
Brs(zyi&)= Y ( ;z) > T @B - JulyiE) (d)
F<igS ' Kyt tki=S :
1<ky,... k<R

,

Con estos resultados se satisface la siguiente proposicidn.

Proposicién 2.7 Las expresiones (b) y (d) coinciden hasta el orden R. FEs decir, se
satisfacen las s:gmentes igualdades: B, = BR 1,--.,Bp = BR B- [ ]

Sean F y F la transformada de Fourier y su inversa. Definamos el operador bidi-
ferencial sobre g*:

Ps{i01;02)(€) = f e""’""“”“;”’Bs(:c;y;E)L(ftm)(r) (Fooa)(y) dx dy,

o bien:

Ps(p1;p2)(€) = B ( 19 19

2mi 3{;’ 27 3§ : E) (p1®p2). (e)

Como el grado minimo de los operadores Ps{iw1;2) es § + 1, se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposicién 2.8  Si 1 ¥ @2 son polinomios en las componentes de £ € g*, Ps(y;92)
es también un polinomio, y Ps{1;w2} = 0 si S es suficientemente grande con respecto
a los grados de los polinomios ¢y y 2. [ ]

Con ¢ y 2 polinomios, consideremos la serie formal:

(10 @2)(€) = (1~ ©2)(€) + 3 _ Ps(io1;02)(€) € . ‘ (0

5>i
Esta suma tiene sélo un nimero finito de términos distintos de cero, es decir, es un

polinomio en ¢ con coeficientes que son polinomios en £. Por tanto, si R es suﬁmentemente
grande con respecto a los grados de los polinomios 1,2, tenemos:

(w10 92)(§) = (1 - w2)(&) + Z Ps (o1 <Pz)(5)

5=1-

R
= (1 02)(O) + Y (/ e~ 2=+ By (3, ;€ (fwl) z) (Feoz) (v) dIdy)
S=1
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Ahora bién, teniendo en cuenta la Proposicién 2.7,
(1> p2)(€) =

R
(pr-@2)(€) + > ( f e ¥4 By o (x4 €) (Foor) (2)(Feoz) (v) dzdy) ¢ =
S=

- / —2mwif(z+y) (1 + Z Bp, S(;{; ;& ) )(f{pl)(:c) (J?(pz) (y) drdy =
= /exp (_T(ﬁ + B ¥ pea(ez; fy))) (ﬁﬁ"l) (a:)(ftpz) (y)dzdy, (@

que es una expresidn con sentido en el contexto de la teoria de distribuciones.

Teniendo en cuenta la Proposicién 2.5, un razonamiento andlogo al de la Proposi-
cién 2.3 de 4.2.1 nos dice que la ley de composicién b satisface la propiedad asociativa.

Hemos probado pues la siguiente proposicién.
Proposicién 2.9 La ley de composicién definida en la igualdad (f) 6 (g), donde los

operadores Ps(,;w2) estan definidos en (e), dota al espacio de los polinomios sobre g*
de una estructura de dlgebra asociativa unitaria, es decir,

wmibl=w =1b@; (1D @2) b o3 = @1 b (2> 03) .

Supongamos ahora que 1, v1, @3 € C°°(g*) y definamos como antes

(1o ¢2)(€) = Y Ps(wr;92) €’ .

520

Si
0i(€) = pi(€ — &) + i€ 60); 1=1,2,3

es el desarrollo de Taylor en el punto & € g” de orden suficientemente grande, se tiene
P (1 02){€0} = Pr(p1; p2)(éo) ,
va que el orden méximo de los operadores bidiferenciales Pr(w1;w2)(€0) es 2K.
Esta observacién implica el siguiente resultado.

Proposicién 2.10  (C*(g*)([¢]]; ») es un dlgebra asociativa unitaria. Esto es, se satis-
facen las siguientes igualdades:

Z PPy (p1;2) 5 w3) Z Pr{w1; Prlw2;v3)),
KiLeS K+L=5

by =1 =1,

para cada S € N, con ), 2,3 € C(g*).
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Prueba En la expresién

(P10 02) b g3 = Z (Px(1:92) b p3) X = Z (

K20 520

> Pu(Prlere); tpa)) e,

K+L=5

para cada S fijo, .
Z" PL{Px(p1:¢2) ; v3}(6o)

K+L=8
estd definido por medio dé los polinomios p; de los desarrollos de Taylor (£} = p;(§ —
&) +ri(& &) (1=1,2,3), ¥ es por lo tanto igual a
S m PK(Pls )i ps}(bo). (b)
K+L=§
de la misma forma, en la expresién
(e10 (w20 03)) =D Y Pr(ps; Pr(oiwa)) €,
: © S0 K+L=8

tenemos

Y Pulen; PK(W.%) &)= > Pulp; PK(Pz,Ps))(ﬁo) (1)

.K+L =5 ’ K+L=§

Pero la expresién (h) y el segundo miembro de (i) son iguales por la Proposicién 2.9. =

Debido a la homogeneidad de orden & + 1 en las componentes de x e y de los
polinomios Ji(z;y; &) (definidos en (c}), se tiene la siguiente siguiente igualdad:

(—2mi)% Bs(z;y; ) = Ds{—2miz; —2riy; €)
siendo, como antes,

s(z; 46 Z

=1 k1+ k=8

n

Tt ey — Ju (x5 1; €},

ki, k>l
y .
51
Ds(z;y;6)=zl—, 3o In(myib) - Iuley) ()
. =1 Kky+--ky=§
1ok 21

un polinomio real.

Por tanto, el operador bidiferencial Pg{i1;2) se puede escribir asi:

18 -19
(Zm B¢ ' 2mi ag”f)(‘91®wz)(£)=

( 2;1)3 DR(;; % ; 6) (01 ® w2){€) -

Teorema 2.1 Sean 1,2 € C*(g*) funciones reales, la ley de composicién

PL¥ = > Qaleriw2) BT, (1)
R30

Pr(p1;92)(€8) =

donde los operadores bidiferenciales Qg estdn definidos asi:

Qr(p1;02)(€) = DR(@% ; ;% ; 5) (1 ® p2) 4y

¥ Dr estd definido en (j), es un producto estrella sobre g* + E*.
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Prueba Los g son cperadores bidiferenciales con coeficientes reales.
"Para demostrar la propiedad asociativa, hay que comprobar que

Z Qs(Qrlpiiv); wa) = > Qs(e1; @rlerivs))

S5+T=R S5+T=R

para todo R.

De la propiedad asociativa de o:

Z Ps(Pr{p1;¢2); wa) = Z Ps(py; Privs; es)),
S+T=R . S4+T=R

deducimos.

37 (—20i)S T Ps(Pripiive) i ws) = 3, (=2r8)S*TPs(o1; Pr(pa;vs)),
S+T=R . S+T=R

es decir:

> (—2mi)SPs((—2mi)T Pr{p1; 02); ¢3) =
S+T=R

= Y (~2mi)SPs(p1; (—27i)T Pr{ea; ¢a)) -

S+T=R

Pero Qg = (—27i)% Pg, por lo tanto, sustituyendo en la iiltima igualdad, se tiene lo que
se queria demostrar.

Finalmente, p1*1=yp; =1l*p; yaque g1 01 =p; = 10 ;. ]

Vamos a comprobar ahora la invariancia por la representacién coadjunta de G, de
este producto estrelia. Para ello introduzcamos la siguiente notacién:

A3 (@€ +E) = oz) £+ E°
o(2)-€ = Ad*(exp2) - £ + f(—2), (m)

siendo £ € g*.

Lema 2.3 Se tienen las siguientes igualdades: -
(1) Ja(z;y; 0{2) - §) = Jo(Ad(exp(~2)) - z; Ad{exp(-2)) - y; &)

(2) Br(z;y; o(2)- &) = Br(Ad(exp(—2)) - z; Ad(exp(-2)) - y; £),
donde o(z) - £ estd definido en {n).

(3) Znpi(Ad(expz)-z; Ad(exp2) - y) = Znp1(z;y) + Be(2; A(2)  Zat1(m3 1))
donde A(z) estd definido en (c) de Ia Seccidén 4.2.1.
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Prueba
{1} Por definicién
In{z;y; 0(2) - &) = (0(2) €5 2n11(T3 1)) + Bna(z59) =
(0(2) £+ E* 1 Zas1(ziy) + Zns1(m W) E) =
={o (z) §+E" Znt(z39)) -
Como o(z)-£ +E* = Ad” expz £+E"),
To(z; 93 0(2) - €) = (Ad" (B2} - (€ + E") s Zpar(miy)) =
= (€ +E"; Ad(&D(~2)) - Zn+1(z:9))
ahora bien, Ad(&Xp(—z)) es un homomorfismo de algebras de Lie, es decir,
Ad(exP(~2)) * Znyr1{z;9) = ’Zn+1(m‘(éTP(—z)) - z; Ad(&xp(—2)} - y) ,
por tanto,
Jn(zs 5 0(2) - €) = (€ + B 5 2ns1 (A (&6B(~2)) - 7 RA(EKB(-2)) - ) ) -
Finalmente, como
Zn+1 ((Ad(exp(=2)) -2 + fo,(~2) - B Ad(exp(-2)) -y + fa(-2) -y E) =
= znt1(Ad(exp(—2)} - z; Ad(exp(—2)) - y) +
+ Znt1 ( Ad{exp(~2)) - 7; Ad{exp{~z)) - y) E,

se tiene
Jn(x; y; 0(2) - €) = € - 2t ( Ad(exp(—2)) - x; Ad(exp(—2)) - y) +
: + tnr1 ( Ad{exp(-2)) - ¢ Ad(exp(~2)) -y) =
= Jn(Ad(exp(—2)) - 7; Ad(exp(~2)) - ¥; &) .
(2) Es consecuencia inmediata de (1), sin mds que tener en cuenta la definicién (b)
de Bp.
(3) A partir de la Proposicién 2.1 de 4.2.1, se tiene:
Ad(ERP(2)) - Znsr(2;y) = Ad(exp 2) - 2apa (i 9) +
+ {£3,(2)2n01(219) + Znsar(z;9)) E =
- =2p+1{ Ad(expz) - x; Ad{exp2) - y) +
+ (f8.(2) - 2n+1(23y) + Zna1 (z9)) B, (n)
donde la iltima igualdad se debe a que Ad*{expz) es un automorfismo de algebras de
Lie.
Por otra parte, por ser también Ad'(&%p z) un automorfismo de ilgebras de Lle
tenemos:
Ad(8%D 2)  Znt1 (23 y) = Ensa ( Ad(8XD 2) - 7; Ad(eXD2) - y) =
=zn41(Ad{expz) - z; Ad(expz) -y} +
+&ny1(Ad(expz) - z; Ad(expz) - ) E. (o)
Al comparar (n) y (o) se obtiene
f8.(2)  Zas1 (@3 y) + Zns1(23y) = Zns1 (Ad(expz) - z; Ad(expz) -y),
que es lo que se querfa demostrar, si se tiene en cuenta que (expresion (e} de 4.2.1):

fo.(2) = Bi(2) 0 A(2).
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Teorema 2.2 El producto estrella

Y1 *P2 = Q1 Py + Z Qrlpy; p2) R,
R>1

donde los operadores Qp estdn definidos en (1), es invariante por Ad" G,, es decir,
(p10Ad" g) * (p20Ad §) = (p1*@2) 0 Ad 7,
siendo § € G, y @1, 92 € C(g").

Prueba Sean ¢;, ¢z funciones adecuadas. Por definicién (Proposicién 2.7):
Prlp1ip2{a{z)-€) = f e TG Bz ys 0(2) ) - (For) @) Fia) (o) dudy,

donde o'(z)-"".- ¢ estd definido en (m), Entonces, teniendo en cuenta (2) en el lema 2.3,

Pr(p1;42)(o(2) .g) = / B-Z‘Ni(a(z).ew +3).
- Bp{Adexp(-z)-z; Adexp(—2) - y; £} - (Fer }(2)(Fip2) (v) dzdy . (p)

Por otra parte, por definicién,
Pr{py 0 o{z);p2 0 0(2))(€) =

= ] &2 =) Bp(z,4: ) F (01 0 0(2)) (@) F oz o o(2))(yydzdy. (q)

Como
Floroo(@))@) = [ exp (2miteim) (o1 0 0(2) (),
efectuando el cambio de variable
(= 0o(2)(n) = Ad" expz -0+ f5,(—2)
n=Ad"exp(=2)- (= fa(=2) 5 dn = (det(Ad" exp(~2))) d,
se tiene
Flpr00(2))(z) =
= (det (Ad" exp(-z))) : f exp (2m'( Adexpz-z;( - fﬁ,(-z))) 1(¢) d¢ =
= (det (Ad* exp(—z))) -exp ( ~ oni{ Adexpz - ; fﬁ,(—z))) (Fo1)(Adexpz - 7).
Entonces, sustituyendo en (q),
Pr(p100(2); p200(2))(§) =
= ((det (Ad" exp(—z)))z-
. f - 2HE 7+9) g=2rilAd exp 2la-+y) i, (~ ),

()

- Br(z;y;6)(Fo1)(Adexp z - 2)(Foz) (Adexp z - y) dz dy .
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Si ahora definimos:
7' = Adexpz z; dz = det ( Adexp(—z)) dz’,
v de manera similar 3, dy’, sustituyendo en (r), se tiene:

Pr(p100(z); w2o00(2))(8) =
_ fe—2wi< Ad" exp z-£ ;:c'+y’)e—21ri<f,at {—z) ;I'+y'>,

-Bgr (Adexp(—z) -z’ Adexp(—z)-y'; {) (f(pl)(z')(flpg)(y') dr’ dy’ =
/ e~ 2mila(2)6 @ +y).

-Bg (Adexp("Z) -z'; Adexp(-z)-¢'; E) (Fer)(#")(Fwz) (v) dz’ dyf' . ©
"\: S

Al ser iguales (p) y (s), queda demostrada la invariancia de los operadores Pg.
Puesto que Qg = (—2x1)®Ppg, la invariancia de Py implica la de Qg ¥, por tanto, queda
demostrado el teorema. ]

4.2.3 Un Producto Estrella Invariante sobre el Grupo (G; ;)

El producto estrella sobre la orbita de E*, invariante por la accién coadjunta de Gy,
definido en el Teorema 2.1, se puede trasladar al grupo de Lie G por medio del difeo-
morfismo:

Ule) c G =4 g* + B
expr — Ad (&pz)-E"=¢(+E",

(expresién (f) de la Seccidn 4.2.1).

Teorema 2.3 Sean G un grupo de Lie de dlgebrade Lieg y 3; (i = 1,... , k) 2-cociclos
de Chevalley con respecto a la representacion trivial de g, tal que 1 es no-degenerado.
Consideremos la expresion

Bi=P1+Bat+ o+ GrthL,

donde t es un pardmetro real (suficientemente pequefio). Siexp : U(0) — Ufe) es un
difeomorfismo y ,

Ule)c G L5 0g. c " +E*
expr — Ad (&Xpz) -E* =+ E*
es el difeomorfismo local definido en (f) de 4.2.1, la expresién:
(1 % e)(expz) = (W10 KT x (Y20 KT (§); 2 €U(0) . (a)
donde £ = Ky(expz), define un producto estrella invariante sobre el grupo con estruc-

tura simpléctica invariante (G; f3;), siendo la ley de composicién del segundo miembro el
producto estrella sobre la orbita Og- del Teorema 2.1.
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Prueba En efecto definamos los operadores bidiferenciales sobre U{e):

Fh(ba)expx) = Qr¥1 o KTY; w2 0 K71)(€), (b)

donde z € U(0), £ = Ki(expz) € U(E*) € Op- y los operadores Qg estan definidos
en (1) de 4.2.2,

Como los operadores Qg satisfacen la propiedad asociativa del producto estrella
definido en (1) de 4.2.1, también la satisfacen los operadores F§ para funciones definidas
sobre el entorno U{e) de la unidad.

Sea exp W(0) = W(e) C U(e) un entorno simétrico tal que el diagrama siguiente:
W) c @ = g*+E

'\._: A-sz J‘ er- EXp z

Ufe) —--’C—r g*+E*

es comutativo (Proposicién 2.3 de 4.2.1). Si z € W(0), se tiene:

(Ffz(ll)l, 1112) e Aexp z)(exP 11’:) = Fﬁz(wl; ¢2)(Aexpz(exp -T)) =
=Qr(¥10K; ;YooK h)  (Ad &Xp 2o Ky)(expa) =
= Qg1 0 KloAd &xpz; a0k o Ad" %P 2) K (expz),
donde la primera igualdad se debe a la conmutatividad del diagrama anterior y la tltima
igualdad se tiene por ser los operadores Qg invariantes por la accién coadjunta de G,
(Teorema 2.2 de 4.2.2}.
Volviendo a tener en cuenta la conmutatividad del diagrama
(F}tz(wly Yz) o f\expz)(exp T) = F}Z ("pl CAexpzi Y20 )\exp z) (exp:c) ’
para todo x,z € W(0).

Esta ultima relacién define F}, de manera tdnica como un operador bidiferencial
invariante sobre G, ya que U{e)} genera el grupo G. |

Observacién Si se identifica el operador F}, {expresién (b))} con el correspondiente
elemento de A{g)} ® A(g) (ver Seccién 1.4.1) y se escribe '

Fi{z;y) =1+ Fhlz;y) AR,
la propiedad asociativa (1 * t2) * 3 = 9 * (12 * 1¥3) se expresa asi:
F'z +y;2) Fi(z;y) = Fi(ziy +2) - F'(y; 2)
v la condicién unitaria 1 x ¢ =19 =¥ * 1 asi:

F'Y0;y) = F*{(z;0) = 1.
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4.2.4 Los Primeros Términos del Producto Estrella sobre (G; 3;)

En esta seccién vamos a calcular los primeros términos del producto estrella definido
en el Teorema 2.3 sobre (G; ;).

Sea {e;} una base de g, utilizando coordenadas locales de primera especie sobre el
grupo & (ver Seccién 1.2.5):

¢:U(e) = R
9= (z'(9),...,.2"(9),

donde g = expz y z = 3 zi(g)e?, el difeomorfismo local (definido en (f) de 4.2.1):

Ule) C G X4 U(E*) c g* + E*

g=expr — £ = K, (r) = Bi(~x) 0 A{-2z) + E*,
se escribe asf:

~ o = (Ki(z), = —(5\:)“(44(—18))6?“,
ya que:
(€:9) = (= Bela) - Al=2)) 1v) = =P, (:c"ei; (A(—z))jyjek) = —(B)ir(A(-2)) 2",
donde ' . . '
(Be)ik = Bileis ex); (Be(z)), = (Be)irz.

La aplicacién A{x) : g — g estd definida por la expresién (ver Proposicién 2.1
de 4.2.1): ' ' :

(adz
A) = Z  r——
Ahora bien, si CJ’-‘,- las constantes de estructura del dlgebra de Lie g, es decir, si
ejre] = Cj‘ciek :
las componentes de ({(ad z)" ) se escriben asf:

((ad z)" ) (a.d:r:)}1 (ada:) . (adz)"' (adx)f | =

g1 J2 Jr-1 () i1, ., pir
= Clu 012.11 Clr—x:rr—z C%-J-— z T,
y definiendo
1 )
i - ja Jr1 No:
Mu. Sabead T ( 1) (r+ 1) uJ Ctz.n Czr 1 Jr-2 er_1 1
se tiene } .
i i i
£a = _:ﬂr@:u""x(ﬁt :kz By it ezt {a)
r>1

Si ahora tenemos en cuenta la aplicacién inversa A; de B (que existe para t su-
ficientemente pequefio), como el 2-tensor asociado satisface A2% - (B).q = 5%, de (a)

deducimos:
A% = —a® 2 A% (Be)ik D M at T
r>l
Asi pues,
2 = AT%, + T ALY (By) wZ Tz (b)
r>1

Estas expresiones locales permiten calcular, en principio, los operadores Fp.
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Proposicién 2.11 En coordenadas locales, el término de orden uno del producto es-
trella, definido en (a) de 4.2.3, sobre el grupo G con estructura simpléctica 3;, se expresa

asi:
Finion)0) = a2 300 0) 20 ),

siendo A, la serie inversa en t del polinomio f3;.

Prueba Teniendo en cuenta las definiciones de Dr{x;y;€) v Ju(z; y; £) (expresiones (j)
y (¢} de 4.2.2),

Di(z;y:€) = Julz; 9 €) = § - 2a(z; ) + B2(m59) =
= %6' [z v] + %ﬁ:(x; y) = % (€xck; + (Be)ig) z'a? .

Por definicidén {expresién (1) de 4.2.2), el operador bidiferencial real @Q; sobre la
orbita se expresa asi

Q1(d1; 92)(£) = (35 3 E) (1 ®@¢2) =

(fkc,J + (ﬁt)u)a(pl (Ke(x)) ?;;2 (Ke(2))

siendo £ ='IC¢(1) € Og-.

Por tanto, teniendo en cuenta (a),

, o k=1 o K-l
Fi(wria)(@) = 5 (Ku(oact; + (80)e5) Tt () P02t () =

(( z (ﬁt):a. =T (ﬂt)zk Z P14 ,1:.-,:1:17':1 "'xir)c?j + (ﬁt)i.‘i) '

r>l

_ 311’1 glC'lg“ 2 31;’)2
dz®

mlH

(6)-

Debido a la invariancia del producto estrella por traslaciones a la izquierda, basta
con calcular el valor de los operadores F}, (expresién (b) de 4.2.3) en z = 0,

1ya b
Fiva)0) = 500580 ZL 0 320 Lt o).

ozt
Sélo queda calcular:
Ak ) B
5 (0), 5o (0).

Pero .
=(K7HO)Y &= (Ku(2),.

entonces, teniendo en cuenta (b),

3(3Ct—1) b 9 ( b ; i ) b
0) = A2 4 A? i E ME o xtegtr. g = A}
9 —ag 0= 3& (Be)s k,.)l v £=0 ‘

¥, sustituyendo en la expresién de F}(yy;42)(0), se tiene finalmente:

O Oy

d &
Ff(wl;«,bz)m)=~;~(ﬁc).,A‘°A”’ "’1(0)3,,(0) A:“’axa =
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Proposicién 2.12  El elemento de 2A(g) ® A(g) que define por traslacidn a la izquierda
el operador Ff es:

1
Ff =A% ®e,,

o bién, haciendo uso de la notacion polinémica definida en 1.4.1,

1 T
Fi(z;y) = SAL Ty, -

Prueba A partir de la expresion en coordenadas locales

B g, O

Fiu92)(0) = 708 224(0) 22(0),

teniendo en cuenta que la relacién entre los campos locales (9/8z%) y los campos inva-
riantes &; viene dada por las expresiones (ver Proposicién 2.6 de 1.2.5)

(52 ) @ = (B@ i@,

donde
Bz)~! = exp{—adz) — I
— T —
se tiene 5
(5 ) @ = ex(0) = e,
con lo que queda demostrada la proposicién. E _ a2

Proposicién 2.13 En en funcidn de campos invariantes, el término de orden dos del
producto estrella (a) de 4.2.3, sobre el grupo G con estructura simpléctica f3;, se expresa
asf como elemento de A(g) @ A(g):

F} = %A{”A? Yealy @ eyey + |
+ %Afmg”c::, (caty ® e, + &, ® eae,) + %Ag“z\:ac;racg,,e,, en.
¥, en notacién polindmica (ver Seccién 1.4.1),
Fi(@:y) = 50 A7 Tazutots +
b o AR TATYCE, (azth + Zubati) + 57 M AT CLL O 2,00

Prueba A partir de la definicién de Jy,(z;y;€) (expresién (¢) de 4.2.2), conz,y €gy
£ € g”, tenemos:

Jolz; 4, €} = € - 23z ¥) + Za(zsy)
Ji(z;y;€) = -;-(é  29(z;y) + B2l W) ,

ademds (expresion (k) de 4.2.1)

22(%;y) = %[w;y]; z3(z:y) = -1-15 ([z:les 9] + [y [y =]])
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y (expresién (n) de 4.2.1)

Ba(z;y) = %ﬁt(:v;y); ia(z;y) = 1%(,6}(:5; fz;y]) + Belws [y z])) -

Por tanto, sustituyendo en (j) de 4.2.2,

Do(z;y:8) = Ja(zi 43 6) + %JI(Z; 1 &) Nz ;) =
= %(&; [zl 9] + [y5lwi2l]) + 115(6:(15; [z:y]) + Belw; [y 2]) +
+3 (619 + Buzw) ((E5kesal) + Btz

y, seleccionando una base {e;} de g donde las constantes de estructura son C{‘j, tenemos:

. 1 i i H
Do(z;94;6) = Egkcf‘jCéb(x‘xayb +2%y'y°) +
1 i a i 1 i o i
+ &G CHCT T WY + 6 Cl (Brlasa's YY" + (c)

- o , 1 o
- + ﬁ(ﬁt)ijoib(zlxayb +zby'yt) + g(ﬁt)ij(ﬁt)a srizlylyd .

Si ahora se sustituye {c) en la definicién (1) de 4.2.2, se obtiene la expresién de Q2,
que en el punto £ =0 es:

a ;
Qa2(p1;92}(0) = D2 (3%, % 0)5_0(901 ® @2) =

—_ 1 L. 62(101 azwz
= g(ﬁt}u(ﬁt)” L@&a& ® a¢; 363)5=o ¥

1 82, a a FLI7N
+ ﬁ(ﬁt)abcgd( o2 +H g —) . {d)
£=0

aEn afc afd afd aga agc

Por definicién,

Fi(¥1;92)(z) = Qa1 o K15 o o KT1)(E)

por tanto, teniendo en cuenta (d), en coordenadas locales se tiene:

e _ Loy, (w10 ki) éﬂw)zozcgl))

Fi(niva)0) = 300ustBes( Zg) 0 T2 Y 0

B2 o K7YY (o KTY)

Oq OF, ® 9¢a * ©
B o KTY) (oK)
Y0 C ok )(0)'

+ 150800508

Las derivadas:
Ay o7y oy BKTH™
D€, T oxm 8E,

Blyokr) By BKIH™ aKIH | oy A (KTH™
86,06, ~ Odxzmazn OE, dE, dxm 9, 08
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se calculan haciendo uso de (a). En efecto,

oz® kb aab g (02 4 iaxh>
3&—!& + A%(Be)is (65 +x 3¢, +
a i
+’,ng (ﬁt ij 11, l,ﬂ:ag (IZ? I Ir)’
por tanto
(J—BZJ ) -, ®
¥y

B L P2 ) i g (2050, 050
26,06 = ogog )~ M Mie\ 5 e og ve ) =

= 5 (ChAS! + CL AT AT, (®

1k
ya que Mf‘“1 = —5Cf 4

Sustituyendo (f) v (g) en (e), mediante un cdiculo directo, se llega a:

P 39
___ mapanb —
F‘z(":bl: 1/)2)(0) A’ A‘ (6 m Qrn s 8::5) (0)

8 Oy O 13—% '
m ADnAGl 1 =2 ¥ h
240MA A (B.r’" 327 © et T et © 5em oan @+ @

c ™m a a
(€405, ~ (BasCEaCE,AT7)ATAS ( 2! @ﬂ)m).

dzm ° ozt

Volviende a utilizar, como en la demostracién de la Proposicién 2.12, la relacidn
entre los campos locales (572")0 y los campos invariantes &; dada por:

(&) (e

exp(~adz) -
#

donde
B(x) ! =

se tiene, en particular,
] . 82 | P o
(ﬁ)o =&8(0)=ex; ¥ (W)o = _Ectjkej(o) + &(0) & (0)
¥y por tanto
|1 1 maanbd 1 1
Fy =§A£ Af Z[em;en]®[ea;eb]_E[em;en]®eaeb_
1
_Eemen®[ea;¢b]+emen®eaeb)+
——C’”‘A”“Aql l[fz 'e}®ez+-1-61®[8 sen| — (i)
24 Pa glémiEn 3 m s En _
*emeﬂ®e;-—eg®emen)—

1 m
-5 (cgdc;qu A~ (ﬁt)abcgchdAchfmA‘t“) (em ®e).
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El primer término de (i) es igual a;
1 maanb 1
gAt A Z[em en] ® [esiep] +enem ®esep +

1 1
+ §[em;en] By~ 5emen ® (ea ;eb]) =

1 1
= ﬁA;““A’;b ([em s €] ® [eaien]) +-8-A;"“A;'b (enem ®@eqep) -

Teniendo en cuenta la expresion del corchete del dlgebra en términos de las cons-
tantes de estructura, el segundo término de (i) es igual a:

1 n 1 .
~57Crel AT (em en © €0 + €3 @ € €n) +Z§c;f;cmz\mg‘ (e, e +ee,) .

Haciéndo uso de la condicién de 2-cociclo de SB::
Bt ([ep§ eq] 3 [ec;ed]) = G (ep; [eq H [ec§ ed]] ) + B (eq; [[ed ed] } ep] ) y
el tercer término de (i) se escribe de la siguiente forma:
1 r
= (CEiCp AT AL = (Be)prCo o Ceahy “AI™AY! = (B)grCr,CLaAL AT " AYY) =

1 - 1
= —C%, CPAI™AZ — Z-S-c;';,cgdz\;“z\fc.

24 P37¢
Asi pues
Fi =%A?“’A?” (enem ®egep) + %AL“"A?” (lem ;enl @ [eg 5 €5]) —
- %c;’;Af"AE" (emen®ea + e, @emen) + "
+ Z%C;;;C; AAPAY (e, @6, +e, @) + :

1 1
+ 51 CoaClati™ Ay’ (er @ e,) — @cgpcqug ‘APC (er ®ey)

Finalmente, haciendo uso de la ecuacién cldsica de Yang-Baxter (ver Teorema 2.7
de 1.2.5), se comprueba que la suma de los términos segundo, cuarto y sexto de (j) es
nula. En efecto, la suma de estos tres términos se puede escribir asi

1 1
AT IAPCL oy + AT AL CF O +
1

B AT Gy ()

1
+ EAATCR O -

ahora bién, la ecuacién clésica de Yang-Baxter, en las componentes que define la base
elegida, se escribe asi (ver expresidn (1) de 1.2.5):

APPATTCE + ATOATTCE, + AZeA°C), = 0, 0
por lo que el primer término de la suma (k) es igual a:

L

A AT PO, Crn

1
~ALTARN OO, -
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y la suma de estos dos junto con el segundo y el cuarto de (k) es:

— A AL C G — M AT PCT,C

gp—mn
+ N AT OO — AT AT PO O, = — AL ATORCE

asi pues (k) es igual a:
1 PRAGT M 5 1 SGgARP M T
SN AITCR G - AN OO

Pero volviendo a hacer uso de la ecuacion clisica de Yang-Baxter (1), tenemos:

CAPTAINC] Co L + ATIATT O G+ ATARPCTVCE L =0

"y, Pg-mn

AT AL G, O + AN CTLCr L+ AN PCTC 1 = 0,
y restando ambas igualdades se obtiene:
| 2 (A} TAP OO — AL AR CTLCT ) =0,
con lo que queda probada la anulacién de la suma (k) y, por tanto, la proposicién. m

Este procedimiento se puede utilizar, en principio, cualquiera que sea R.

4.2.5 Producto Estrella Invariante sobre el Grupo (G;3,) Determinado por
el cociclo Gy

Este procedimiento se puede utilizar, en principio, cualquiera que sea R y concluir

que la dependencia en t del operador Fk(z;y) (expresién (b} de 4.2.3) se tiene a través
de un producto de R componentes de A;.

En efecto, en general Dy viene dado por (expresién (j) de 4.2.2):

DR(J:’ 'r f) Z Z Jkl (.'): /A3 . sz (:E; ¥ E) s

Ckite-dk=R
kipky 21

siendo (expresién (c) de 4.2.2)
Tk (Zi 93 8) = € 21 (T 9) + 2 (T y)

por lo que, en £ = 0,
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Entonces, los términos del producto estrella sobre el grupe (G;8;) vienen dados

por:
a8 &
Fh(tn; da)e) = [z,ﬂ ( )
R 1 2 z k;‘+ %';IR +1 a£ aé

. 8 a - -
Byl (B_E' 3_‘5)]E=0(¢1 oK ® OIC,:‘I)-

Ahora bien, si U, C G L, Ug- C Op- es el difeomorfismo definido en {f) de 4.2.1,
cualesquiera que sean los campos vectoriales X, Y € X(Ug-) se tiene:

XYoo K7€) = (KTH.X) [((<e ). Y) iK' (9))

donde
(KD X)=TK o X o Ky,
por tanto:
R
1 3 ]
1121,1.1)2 5 [ﬁ . ((JC—I)*——; (IC'I)*—)
;i k1+§ca"R it ‘ aE ‘ aE
k1 k21
-1, 0 P o
e (07 g3 (0 gz )| (o),

El factor 2x,+1(z; ) tiene la forma

(Bt)asz® - L¥(ziy) olaforma (Bi)ary” - L*(z;y)

donde L%(z;y) es un polinomio homogéneo de grado k;, con coeficientes determinados
. por las constantes de estructura de g. Entonces,

; 9. 9Y_ P o). (8.8
Zk;+1 (6—516_5) —(ﬁt)cb (afa ®1) L (6&'65) )

o con (1 ® B%) en el lugar de (B%. ® 1). El operador correspondiente sobre G esta
definido por la expresidn:

= Bes [ (1705 ©1) - 20 (703 05 >§E)] (a)

que se calcularia a partir de la igualdad (b) de 4.2.4:

% = A2°E, + (Be)erAl®zo(€) - > ME i LzH(E)---Tv(E), (b)

r>l

considerando sélo los términos con un ndmero de componentes de £ menor o igual que
k;+1. Los términos con un nimero mayor de componentes no contribuyen al operador (a),
por ser éste una combinacién lineal con coeficientes constantes de operadores de la forma

Bias(Ki! i ® 2
(Bt)as( t )« (8(;':; a&_l e afi,, Béj; B 3qu )p+q=k.-+l . H (C)

e
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o con el operador 3/0¢, despues de ® Observando la igualdad (c¢), se puede concluir
que el operador (a) depende de ¢ por medio de k; componentes de Ay; esto es, una por
cada operador 8/8¢; en la expresién (c) menos una que se contrae con (5;),s.

De la misma forma, para calcular el operador:
(s (K0 02 ) i ()2 )| @
eeG

se necesita sélo considerar, en la expresion (b), términos con un nimero de componentes
de £ menor o igual que B+, y el operador {d} depende de ¢ por medio de un producto
de k1 + - - - + k; = R componentes de A..

Asl, para calcular F&(x; y) necesitamos considerar en la expresién (b) términos con
un ndmero de componentes en { menor o igual que 2R y Fh(x;y) depende de ¢ a través
de un producto de R componentes de A:.

Desarrollando los productos de componentes de A; es serie de potencias de ¢, des-
pues de escribir los operadores 8/(dz* - - - 8z*=) como combinaciones lineales de opera-
dores invariantes &, - & - - - &, se obtiene, en notacidn polindmica, la expresién formal:

(ziy) = 2 _ Frilzy)th, : (e)
L>0
donde Fgp(x;y) € UA(g)®? y FE(1;9) = 0 lo cual implica que:
Frp(Liy)=0; R=0; L2x>0. (f)
Teorema 2.4 Para cada H € N, se satisfacen las siguientes relaciones:
> Frr,(¥1; Fsm,(¥2;43)) = 3 Frr, (Fsm($ui42); ¥a), ()
R+S8+T+Te=H R+54T1+Ta=H

'd"lx ¢2:71b3 € COO(G)
Prueba Por el Teorema 2.3, sabemos que
Yirxetpa = Y Fh(r;4) B
8>0
es un producto estrella sobre el grupo (G;8:)- Es decir,
D FR(Fi(buva)ive) = > Fh{vn; Fi(¥ais)).
R+S=L R+8=L
Esto implica, teniendo en cuenta la igualdad (e}, que

Z: Z FRT1 ("»bl H FST, (¢2,¢3)) tTH—Tj'g _

R+S=LT,,T320
= Z Z Frr (Fsta(¥15%2) 5 1) 71472,
RB+-S=LT;,T2>0
Esto es, para cada L € N y cada T € N, tenemos
> > Farn(r; Fsn(nis)) =
R+S=LT\+Ta=T | o | | (h)
> > Frn (Fsr(¥niva); vs).
R+S=L T]_ +Tz =T
Descomponiendo H como H = L + T de todas las formas posibles con [, T € N y
sumando las correspondientes igualdades (h), se obtiene (g). [
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Tecorema 2.5 Sean 1,z € C*®°(G). La expresion

Yreve =Y Frlta) k4, b (i)
RZ0
donde '
Frlziyy= Y. Fsr(z;y) - ¢)
S+T=R

¥ Fsx{z;y) viene dado por la descomposicidn (e}, define un producto estrella invariante
sobre el grupo G con estructura simplectica invariante 8,. Diremos que estd determinado
por el cociclo Bs =B+ B+ + B AL .0

Prueba La propiedad asociativa de (i) es consecuencia de (g). La invariancia' por
traslaciones a la izquierda es consecuencia de la invariancia de los operadores F&. La
condicidn unitaria es consecuencia de (f). [

"~

4.2.6 La relacién Fg = Fp — 47 (Br)

La obtencién de los operadores invariantes Fir del producto estrella sobre el grupo
definido erl el Teorema 2.5, se puede realizar identificando ¢ ¥ % en el producto estiella
definido por 5:, sobre la orbita (g« (expresién (k) de 4.2.2) y haciendo el cambio de
variable definido por el difeomorfismo local K7 (expresién (f) de 4.2.1, una vez que se
ha hecho t = k).

Con esta forma de proceder demostramos el siguiente teorema.

Teorema 2.6 Sea o
Flziy) =1+ Y Fizy) B

i=1

el producto estrella invariante determinado por el cociclo:
Brn=P1+ k4 + Brar B2,

sobre el grupo de Lie simplemente conexo G, con estructura simpléctica invariante 5,
(Teorema 2.5). Sea

Flz;y) =1+ ) Fizmy) K

i=1
el determinado por ~
Br=Br+PBrht L,

Entonces,
Fi(z;y) = Fil(z;y), Falz;y) = Fa(ziy),.... Faoilmy) = Froilzy)
_ 1
Fr(z;y) = Fr(z;y) ~ 547 (Br),

donde u~'(8r) es el 2-cociclo de Poisson invariante sobre (G;p;) correspondiente al
2-cociclo de de Rham invariante Sgr (ver Seccién 1.2.3). En componentes:

(#-l(ﬁn))l "= AR (BR)erAT™.
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Prueba Calcularemos la contribucién del 2-cociclo 3r al operador invariante Fg(z;y).

{1} Resumamos el procedimiento de obtencién del producto estrella sobre (G 1) del
Teorema 2.5.

Los operadores Q g, del producto estrella sobre la orbita ((k) de 4.2.2), son:

Qrlv192)(§) = . (;E 5% 5)(901 ®w2),

donde los Dg(x;y; £) se obtienen en:el desarrollo (ver expresiones (a), (b) y (j) de 4.2.2):
oo
exp ({E+E" BT (Ams fiy) ~z —y)) = 1+ Y De(my; &) FS.
. §=1
A partir de éstos, se definen los opcradores F}, sobre el grupo (G;5;) (expresién (b)
de 4.2.3) por medio del difeomorfismo K,;. Finalmente, haciendo ¢t = A en la serie

> ro FR(e1502) fi® y reordenando los términos en serie de potencias de #, se obtlenen
los operadores Fr del Teorema 2.5. :

Formalmente, 1a identificacién ¢ = % se puede realizar desde el principio y definir
los polinomios Gs(z;y;€), S =1, a partir del desarrollo:

exp (6 + B) (5 Aalhim Fy) —z —9)) =1 + ZGS(;.: 3, €) S, (a)
§=1

conzr,y€g,&eg.

Entonces, los operadores Fr se obtienen como coeficientes de A% a partir de:

(5 a9) "
2%\ 5 7

efectuando el cambio de variable definido por el difeomorfismo local K3 (expresién (f)
de 4.2.1) en £ = 0 y reordenando los términos en serie de potencias de A

Es decir, si

9 8 I
n((Ge), (), o) omtorerin -

entonces

(2)°  Sea Zpiy j(z;y) el polinomio que resulta al sustituir 8, por B; en 4 (z;y) (ex-
presién (n) de 4.2.1). Vamos a demostrar que:

Gr(z;4;8) = € - zrea(ziy) + %ﬁa(i’; y) + Ma(z;v; €) (b)
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siendo
E 1
MrEmy€) = Y, Zeni@mR+) 5 2 Hu@mund) o Hulmug, ©
k+j-1=R i=2  ny+-+m=R
R>jz1 .. 2l
¥
Holziy:8) =€ znna (@) + ) Zre1s(my). (d)
k+j-1=n
ki1

En efecto, partiendo de
Bi=Pf1+Bat+ - +BrtTT,
Jn{z;4;€) (definido en (c) de 4.2.2) se escribe asi:

In(@i 9 €) = € Znp1(Ti9) + D ngrs (@ 9) 70
izl

Como (ver Seccién 4.2.2),

CEHEY) (A ) =€ @y + Y (mn O B

n>1
haciendo t = # en fi,
o0 .
(€+E*)- (' Fslfiz; iy) —z—y) = Z (§‘2n+1(-’5;'y) + Z Zk41,5(T3y) ) R
n=1 k+j—1=n

k,i>1
Entonces, definiendo H,(z;y;£) como en (d), tenemos:

exp(é +E) - (57195 (hz; Fy) —z ~y) =
R

— 1
=1+ (Zﬁ > Ha(zmwi€) - Halziné) | BR.
R=t \ =1 " ny4-dm=R
Ny it 21
Por lo tanto, los elementos Gg de (a) son:

CrlEw) =Y. & Hu@mud) HulEue). (@)

i=1 " np+-n=R
Ry, 21

El primer término de la suma (e) se puede escribir asi:

Hr(ziy:©) =€ zrn(my)+ D sy =

k+i-1=R
ki1
=t zpn(my) +hr(@mY) + Y Zeni(Ey) =
k+j—-1=R
k>1
R>;>1
1 N
=& zrn(ziy) + Or(T ) + > ki)
k+{.—1=R
>1

R>j>1
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por tanto, .
Gr(z;¥:€) =& zru(z;y) + E.GR(I;:U) + Mg(z;y;€),

siendo M R(ﬁr; y:€) la expresién (c).

(3) La descomposicién (b) nos permite analizar la intervencién de los distintos cociclos
B: en la expresién de los operadores Gr(x;y; &) y concluir que Br sdlo aparece en el
término 3Br(z;y).

En efecto, el término Mg(z; y;£) es un polinomio de grado 2R en las componentes
de z e y con términos de grado minimo 3. En efecto, puesto que Zx4 ;(x;y) es un
polinomio homogéneo de orden &k + 1 en las componentes de z e y,

S rpri(my)
ktj—1
N E>2;R>521
es suma de monomios de ordenes 3,4,... , R+ 1. Por otra parte; Hp (7 y; £) es suma de
monomios de ordenes 2,3,...,R + 1, por tanto, Hp, (z;y; &) - Hn, (x;y: €) es suma de

monomios deordenes,_2+-f‘+2=2l, vem+ D)+ + (i +1)=R+1y

& .
Z;—.( > Hn.(m;y;f)---Hn;(z;y;E))

"\ nysedng=R

‘=2 1
ny,...m2l

es un polinomio con términos de grade minimo 4 y de grado maximo 2R.

En el término Mg(x;y;€) solo intervienen los cociclos By,...,8r-1. En efecto,
aparece un 3;(x;y) por cada Zx41, ;(; ¥}, por tanto en la primera suma 8g no interviene
pues j < R. En la segunda suma, teniendo en cuenta que:

Ho(zigi6) =€ Znrr{mm) + D Zrari(my),
k+i=1=n;
k,j21
las condiciones | 22, n1 +---+my =Hyn;,...,n; 2 1implican que n;,... ,my < Ry,
como j < n;, se tiene que todos los 2x+1,3(2; ¥} que intervienen tienen j < R.

(4) Finalmente, la contribucién total de Br a Fr(z;y) es:
1 ke 1, _y,n £kl
A1 (Br)asA} = =57 (Br))" -

En efecto, obviamente, los operadores G5((8/8€)g; (8/9£)0;0) con S > R no contri-
buyen a la construccién de Fr(x;y) puesto que todos los términos del desarrollo en
potencias de #i de Gs{{8/8€)o; (8/9€)o;0) A, una vez realizado el cambio de variable,
serdn de orden mayor o igual que S en fi. :

La tinica contribucién de Gr((8/8¢)o; (8/8€)0;0) a Frlz;y) que contiene a 8z o
Ag es:

1
§(ﬁ3)abﬁi' kAYer @ ()

En efecto, Gg{(8/9€)o; (8/8€)p; 0} interviene en Fp(z;y) por medio de los términos de
orden cerc de su desarrollo en serie de potencias de %, una vez realizado el cambio de
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variable. Ahora bién, en el término Mg((8/8€); (8/5€),) sdlo intervienen los cociclos Bs

para 1 < § < R, por tanto, en su contribucién no aparece explicitamente Sr. Tampoco

se encuentra Ap pues su aparicidn corresponde a un término de orden R — 1+ Ren ki

en el desrrollo de Gr((8/9€)o; (8/9€)0; 0 ) . Esto implica que la tinica contribucién a
F(z:y) de Gr((d/8€)o; (0/€)0;0), que contiene a g o Ag, proviene de:

() (2)) -2,
(8435) Y ) (),

la contribucién de orden cerc en A es:

Pero como

1
‘2‘(ﬂa)a sATEAY er @ ey

Si § < R, los operadores G((9/8€)9; (#/0£)0;0) no pueden contribuir explicita-
mente con g a Fr(z;y). La tnica contribucién de este tipo, una vez realizado el cambio
de variable, debe provenir de términos que contengan a Ag. Ahora bién, estos términos
son de orden S+ R—1 en # (en el desarrollo de G{(8/3€)q; (8/0€)q;0) £%), por tanto, si
se quiere que § + R — 1 = R se debe tener S5 = 1. Esta contribucién proviene, entonces,
de

G1{(8/3E)0; (8/€)0; 0) I = 32,1((8/8E)0; (8/0)p) i =

b3

(B1)at{(8/0€)0 © (8/08)0) R

v estd contenida en el desarrollo de

- anpemf{ O 2
st (527) @ (52m),

Los términos de orden AR en el desarrollo anterior son:
1 —
5(Br)as (AZ™ B len, @ Al"e,) A+
i -
+ 5(B1)as (AT em ® AR 5771 €n) h= AR/(ex @ €) KT

Como

A’;]I = Afa(ﬁR)QbA?I - Tk:(Ali b rAR—ls ﬂZr IR ) 6&—1) )

la contribucién de los operadores Gg{{8/8€)o ; (0/8€)0;0) para S < R, con términos que
contengan a Gpg, es

AT*(Br)asA}’. (e)

La contribucién total de 8r a Fr(z;y) es pues la suma de (f) y (g):
1 1, _
SAF Br)ashY = =2 [w™'(BR)] "

Por otra parte, siendo Fg(z;y) el primer término de F(z;y) en el que 8r aparece,
se tiene:

Fi(z;y) = Fi(m;y) '
parai=1,... ,R ~ 1. Quedando demostrado el teorema. |
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4.2,7 Un resultado acerca de Productos Estrella Iguales hasta un Cierto
Orden

Sean F(z;y), F(z;y) dos productos estrella invariantes sobre el grupo (G; 1),
entonces sabemos que

Fi(z;y) - Filyiz) = Silzy)s Ful(zy) ~ Fa(ysz) = Silzy),

donde Si{z;y) €Egrgesel tensor de Poisson de (G; B1), es decir, Si(z;y) =A1 =1y,
Si F y F son equivalentes hasta el orden k, existe un elemento
.k
E(z) =1+ E@)k cUg)(All;  Ei(z) € Ag),
i=1

tal que, pa{aiz 1,... .k,

F,-F;,+Giy(Ey,...,Ei_1;F,,... , Fi_;F,... . Fi_))=6E;, (&)

donde Gi(---) = 0y, para i > 1, Gi(---) es una 2-cocadena definida a partir de los
argumentos entre paréntesis {expresién (d) de la Seccién 1.4.4).

A partir de la teoria de Gerstenhaber {ver Seccién 1.4.4), la cocadena
Fk-.‘-l —Fk+1 +Gk+l(ElJ"' )Ek;ﬁln"- )Fk;FJ.J"‘ 5Fk)r

es un 2-cociclo de Hochschild. Por tanto, existe hiry € A%(g) y Ext1 € U(g) tal que
(Teorema 4.1 de 1.4.2): '

Fryy — Fop1 + Gry1(Br, . B Fy,..  F;Fy,o  F) = hi + 6 Exy. {b)
Consideremos las soluciones de la ecuacién cdantica triangular de Yang-Baxter
{Teorema 2.1 de 3.2.2):
S(z;y) = F yiz) Flziy); Slziy) = g 2)Flziy).
Tenemos, entonces, que (Léma 4.5 de 3.4.2):
Siw1 = Sk1 = 2hpeq1 + Akr1(Fr, ... Fis Fu, .. Fri By, .. L Ex), ()
donde Ap1(---) es una cocadena definida a partir de los argumentos entre paréntesis.

Proposicién 2.14 Sean Fy F' dos productos estrella invariantes sobre el grupo (G; 51)
que coinciden hasta el orden k, esto es,

F']-:Fl: F2=F2, "'!F‘k__-Fk-
Entonces:
(1) Existen his1 € g1 8 ¥ Eitr € U(o) tales que Fiy1 = Fipr = hipr + 6 Exy 1.
(2) §1=Sl, §2=SZ, "':§k=sk-
(3) §k+l - Sk+1 = 2hk+1.

Ademds, hy41 es no sélo un 2-cocicle de Hochschild sino también un 2-cociclo de
Poisson. ' :
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Prueba

(1} Por hipétesis, los dos productos estrella son equivalentes hasta el orden k. Por ser
iguales hasta el orden k, en las relaciones {a), que definen la equivalencia orden a orden,
se pueden tomar Ey = .- = Ey = 0. Por tanto, obsevando la expresién (d) de 1.4.4 se
concluye que Gg41(---) = 0, quedando demostrado el apartado (1}.

(2) Es consecuencia directa de (1) y del Lema 4.4 de 3.4.2, que establece la relacién,
orden a orden, entre los elementos S(z;y) y S(z;y) correspondientes a dos productos
estrella F y F, equivalentes hasta el orden k.

(3) De forma similar, teniendo en cuenta la expresion de Agy1(--- ) dadaen el Lema 4.5
de 3.4.2 y el apartado (1}, se concluye:

Acer(Fr,... Fi;Fy,... \FisEr, ... Ex) =0,
por lo que (3) se satisface.
(4)  Sélo queda por demostrar que Ar,; es un 2-cociclo de Poisson.

Siendo F' y F productos estrella, son productos estrella al orden k + 2. El Teo-
rema 3.2 de la Seccién 3.3 nos dice que los elementos S(z;y) ¥ S(z;y) satisfacen la
ecuacién cudntica triangular de Yang-Baxter al orden &k + 2. Esto es,

[S(z; ) S(z; 2) S(y; 2) — S(y; 2) S(x:2) S(2:9)) 4 yp =0
(S(z;v) §(=; 2) S(yi 2) ~ 5(v; 2) Sz 2) S(z59)] 1, = 0.

Estas relaciones se pueden escribir asi:

Sz 1) S1(x; 2) + Sk1(zi ) S1(ys 2) + Seva{z; 2) S1(yi 2) +
+ S1{z; y) Skq1(z; 2) + S1(z; ¥) Sks1 (w5 2) + S1(x; 2) Se1(y; 2) -
~ Sk41(y: 2) S1(z; 2) — Sk+1(y; 2) S1(ziy) — Skr1(z52) S1(zy) —
= 51(y: 2) Sk+1(252) — 51y 2) Se41(2;y) — Sk (25 2) S1(ziy) +

+ Y [Saziy) Se(w; 2) Sey; 2) — Sely; 2) S(zi 2) Sal2; y)] =0,

a+bic=k+2
a,b,e20

y una igualdad similar para 5.

En la ditima suma sélo aparecen las Sp con 1 < p < k, por lo que es igual a la
que se tiene para S. Entonces, restando la igualdad correspondiente a S de la igualdad
correspondiente a S se obtiene:

(Srt1(z ) — Skrt(2 ) S1(%5 2) + (Ser1(Z:9) = Sk (7)) Sulys 2) +
+ (Sk41(x; 2) ~ Sis1(®52)) S1(y5 2) + S1(z; y) (Srar (25 2) = Skea(z;2)) +
+ 81z y) ) S+ 1(¥i 2) = Ser1{(v; 2)) + S1(x; 2) ) Sir1 (¥; 2) — Sk (95 2)) —
= (8ks1(yi 2) = Sear (45 2)) S1(m3 2) — (Se41(y3 2) — See1(v: 2)) Sr(zsy) ~
- (§k+1($3 2} — Sgqa(z; z)) S1(z;y) = S1(y; 2) (§k+1(1;2) ~ Sk+1{z; 2)) -
= 51(%: 2) (Ska1(z;¥) — Skr1{2:y)) — S1(z; 2) (Skr1(z:y) — Skrr(ziy)) = 0.



210 4 Productos Estrella Invariantes

Relacidén que, teniendo en cuenta el apartado (3), se puede escribir asi:

P 1(2; ¥)S1(x; 2) + her1(Z; 9)S1(y; 2) + huer (5 2)S1{y; 2) +
+8i(x; Y hesi (x5 2) + S1( b1 (s 2) + S1(x; 2)hesr(y; 2) -
= Rt (y; 2)S1(@; 2) ~ P (y; 2)S1(@5 ¥) — hear(zi 2)S1(z3y) —
= Sy Dher(z; 2} — Si(¥; 2D hesa(z;y) — S1(25 b (z9) = 0,

o bién
[Ri2); S13] + [Aidy; ST + [ i ST+
+[S1%5 hida] + [S1%: ARda] + [S1%5 RES) =0,

Esta dltima igualdad es la condicién para que hiyq. sea un 2-cociclo de Poisson (ver
Teorema 2.2 de 1.2.2, Proposicién 2.7 y expresiones {e), (g) de 1.2.5}. [ |

4.2.8 Todos los Productos Estrella Invariantes sobre el Grupo con Estruc-
tura Simpléctica (G; 5)

Como antes, supondremos que S;(z;y) € g A g es el tensor de Poisson sobre G
correspondiente a la estructura simpléctica invariante 51 € g* A g*.

Teorema 2.7 Sea F' un producto estrella invariante sobre (G; ), arbitrario. En-
tonces existé un cociclo

Br=01+0B2hi+ -+ BB 4
determinado por F', y un elemento E(z) € (g)[[#]] tal que:
F'{z;y) = E(z +y) Flziy) E7 2} B7(y),

siendo F'(x;y) el producto estrella sobre (G; 81) determinado, segiin el Teoremna 2.5, por
el cociclo By.

Prueba Demostraremos el teorema por induccién sobre el orden de la equivalencia de F
y F’.

(1) Sea F' un producto estrella invariante sobre el grupo y F el producto estrella
sobre G, determinado en el Teorema 2.5 por el cociclo:

Bri=05 +0r+0R +
Por definicién de producto estrella
Fi(z;y) - Fi(y;z) = Siu(ziv), (a)

¥ por construcién F satisface:

Fy(z;y) - %Sz(m;y)- (b)

La propiedad asociativa al primer orden de F y F” se escribe asi (expresién (c)
de 1.4.3):
§F{(z;1;2) =0;  6Fi(ziy;2) =0,
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siendo & es el operador de cohomologia de Hochschild. Por tanto,
5(F, - F}) =0,
es decir, F; — FJ &8 un 2-cociclo de Hochschild.

Segiin el Teorema 3.1 de 1.3.1 y el Teorema 4.1 de 1.4.2, la condicién de 2-cociclo
de F; — F| implica que existen h; € gA gy E) € U(g) tales que:

F]_—F{=h1+6E1. (C)

Por otra parte, de (a) y (b) y teniendo en cuenta que Fy es antisimétrico, deducimos
que Fi(z;y) - Fi(z;y) = Fi{(y; 2) — Fi(y; z), es decir, F| — F} es simétrico. Como, en la
descomposicidn (¢), h; es la parte antisimétrica de F — F’, concluimos que h; =0 y

Fi-F=8E. (d)

La relacién (d) significa que F y F' son equivalentes hasta el orden uno, siendo F el
producto estrella del Teorema 2.5 determinado por el cociclo 8x = .

(2} Al ser F y F’ equivalentes hasta el orden uno, sabemos (Gerstenhaber {1964b])
que Iy — F} + Gy(E,; Fy; F{) es un 2-cociclo de Hochschild, donde G2 es una 2-cocadena
definida en la expresién (d) de 1.4.4, que depende sdlo de Ey, Fy, F]. Entonces, segin el
Teorema 3.1 de 1.3.1 y el Teorema 4.1 de 1.4.2, existen hz € gA gy E; € Ulg) tales que:

Fy —F+ Ga(E Fy Fi) = she + 6 B ()

[T e

Definamos
E=1+E k+E: B € A)l[H],

y consideremos el producto estrella
Flz;y) = E- Yz +y) F'(z;y) E(z) E(y),
equivalente a F’ a todo orden.
Al primer orden, la condicién de equivalencia se escribe asi:
F\-F=6E, (d"}

pera como se satisface (d), se concluye que

Fi=F.
Es decir, F y F son iguales al orden uno. .
Al segundo orden
Fy— Fy+ Go(Br; Fr; F{) = 6 B, ' (e")

pero como F' y F coinciden al orden uno, Gy(E1; F1; F}) = Gy(Ey; F1; F}), y comparando
(c'} ¥ (¢') obtenemos:

- 1
Fr=Fy—Zha. ()
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Puesto que F y F coinciden al orden uno y puesto que se tiene la igualdad (), la
Proposicién 2.14 nos dice que hs es un 2-cociclo de Poisson (ver Secciones 1.2.3 y 1.2.4),
por lo que 8z = u(h:) es un 2-cociclo de de Rhamn invariante (Proposicién 2.3 de 1.2.3)
v (€'} se puede escribir asi:

Fo=F,— %ﬂ—l(.@z) . (g")

A partir de las igualdades (") y (g’), el Teorema 2.6 nos dice que el producto
estrella F determinado, segin el Teorema 2.5, por el cociclo

Br =0+ B4,
es tal que:
. - - 1 - _
F1=F1=§51; Fa=F;. (h’)

Sustifﬁyendo las igualdades (k') en las condiciones de equivalencia al primer y
segundo orden de F' y F (expresiones (d') y (e')), se obtiene:

Fi -F|=6E, _ (")
By — F} + Go(E; F; F)) = 6 Es. 4")

Es decir, F’ es equivalente a F hasta el orden dos, siendo F el producto estrella del
Teorema 2.5 determinado por el cociclo.fx = Gy + B2 A.

(3) Cambiemos la notacién y representemos por F' al proﬂucto estrella F del apartado
anterior.

Por ser equivalentes F' y F' hasta el orden dos, tenemos {Gerstenhaber [1964bj):
Fy ~ F§ + Ga(Ey, By; Fy, Fyi F, Ff) = 3hy + 6 Es, ()
para algin hz e gA g y B3 € Ug).
Definamos, ahora,
E=1+Ek+E R+ B + 048+
y consideremos el producto estrella, definido por equivalencia,
F(z;y) = E™'(z +y) F'(z;y) E(z) E(y).
La equivalencia a todo orden entre F’ y F implica, en particular, que:
F - F/=6E (d”)

Fy— Fj+Ga(E;F; F) =86 B,

Fy - Fi+ Ga(Ey, Eg; F1, Fy; F{,F}) = 6 E5. ")

De la igualdad (i’), donde sc ha sustituido F por F, y de {d") se deduce

Fi=F.
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De este resultado, de la igualdad (j°) con la misma sustitucidn ¥ de la primera igualdad
de (¢”) tenemos: B
Fy=F;.

De (¢") y la segunda igualdad de (e”) se deduce que:

= 1
F3=F3—§h3- (£)

Tenemos, pues, que F y F son productos estrella coincidentes hasta el orden
dos, que al tercer orden satisfacen (f”). La Proposicién 2.14 implica que h3 es un 2-
cociclo de Poisson v, si 83 = u(h3) es el correspondiente cociclo de de Rham invariante
(Proposicién 2.3 de 1.2.3), la igualdad (f”) se escribe asi:

Fy=Fs - 2u(8s). (@)

Haciendo uso nuevamente del Teorema 2.6, el producto estrella F definido en el
Teorema 2.5 por el cociclo
Br+ B2+ B h?,

es tal que - - -
Fi=Fy; Fy=F;; Fa=F;. (h")

Sustituyendo las igualdades (h”) en las condiciones de equivalencia al primer y
segundo orden de ¥ y F (expresiones (d”) y (e”)), se deduce:

F,-Fl=6F

F, - F} + Go(E; Fi; Fj) = 6 B3
Fy — F + Ga(Ey, Ex; Fy, Fa; F{, Fy) = 6 Ej,

es decir, se tiene que F” es equivalente hasta el orden tres a F ; que es el producto estrella
del Teorema 2.5 determinado por el cociclo Gk = 51 + B2 ki + F3 B>

(4) Supongamos ahora que el producto estrella F'(z;y) es equivalente hasta el or-
den (R — 1) al producto estrella F'(x;y) del Teorema 2.5, determinado por el cociclo

Br=P01+Bh+  +Bry B2,
Vamos ha demostrar que existen Er € 2%(g) y Or € g/ g tales que F' es equivalente
hasta el orden R al producto estrella F' determinado, segiin el Teorema 2.5, por el cociclo:

Br = Br + Br AR,

Por hipétesis, existen Ey,... ,Er-1 € 2(g) tales que:
FL-Fl=68F, ()
v,parati=1,2,... ,R—-1,
F; ~ F| + G{(E\,... ,Ey; Fr,... ,Fioy;F,... ,F{_\)=8E;. (b™)
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Ademés (Gerstenhaber [1964b]), existen hp € g A g, Er € U(g), tales que:

1
Fp—Fh+Gr(E1,... . Er_1;F1,... . Fr_;F|,... ,Fp_,) = §hR +8Er. (")

Definiendo el elemento:
E=14+E A+ Ef®+... + Ep 1 AR 4+ Ep i
y considerando el producto estrella definide por equivalencia:
F(z;y) = B™Nz +y) F'(z;y) E(e) E(y)
se tienen las siguientes igualdades:
F\~-F=6E (d™

¥, para t =1,2,... ,R,

F,—F +Gi(E\,... ,Ei.;;Fy,...  Fi_;F{,... ,F_))=6E,. (e

Entonces, de Ias relaciones (a”) y (d'”") se tiene:
Fi=r,
de (ba‘ai) y (em),

F; =F;; i=12,...,R-1,
y de ('} y (¢’”) para i = R,
= 1
Fr=Fr~zhz, ()

Por tanto, F' y F son productos estrella que coinciden hasta el orden R — 1 y,
al orden R, se satisface (F”’). Esto implica que (Proposicién 2.14) kg es un 2-cociclo
de Poisson y si Bg = u(hg) es el cociclo de de Rham correspondiente (Proposicién 2.3
de 1.2.3), la relacién (f'”’) se escribe asi:

Fr=Fr— %#_1'(5‘11) : (8"}

Teniendo en cuenta el Teorema 2.6, el producto estrella, F, definido en el Teo-
rema 2.5 por el cociclo

Gr = Br + Br AR,

es tal que: o
F,=F;; i=1,...,R. (h"™)

Ahora bién; sustituyendo las igualdades (h"’) en las condiciones de equivalencia hasta el
orden R de F' y F' (expresiones (d’”) y (e'"))se obtienen:

F - Fl=6E
v, parai=1,2,... , R,
ﬁi—F;‘-i'Gi(El,... ,E,'_l;?l,... ,ﬁ_l;F{,... !F:—-l) =6E,‘,

que nos dicen que F y F son equivalentes hasta el orden R, estando definido ﬁ, a partir
del Teorema 2.5, por el cociclo 85 = G182k + -+ + Br A7}, que es lo que se queria
demostrar. ) [ ]
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4.2.9 Equivalencia de los Productos Estrella Determinados por los Cociclos
Bry wi=0r+ban

Estudiaremos ahora la relacién entre los dos productos estrella sobre G obtenidos
a partir del Teorema 2.5 por medio de los 2-cociclos:

Be=Pi+Bat+--+Btt 4o

y = -
w=PF+(B+bat+ -+ (Be+ar}tt ...

donde ax € g* y & es el operador de cohomologia de Chevalley-Eilenberg de g, con
respecto a la representacién trivial sobre R (Definicién 1.1 de 1.1.1). Recordemos (ver
Observacién de la Seccién 1.1.1) que la cohomologia de de Rham invariante sobre el
grupo simplemente conexo de dlgebra de Lie g es isomorfa a la cohomologia de Chevalley-
Eilenberg de g con respecto a la representacidn trivial sobre R.

El puhto de partida es la existencia de un isomorfismo de dlgebras de Lie entre las
extensiones centrales de g definidas por los cociclos f8; ¥ wi: §g, ¥ §,,- Definiendo

a=oagt+- ot (a)

con s6lo un nimero finito de términos no nulos, el isomorfismo estd definido asi:

Cﬂ
B, — Bu, (b)
EF=g+aE —— Z -~ (a;;2)E. :

Enefecto,siZ=xz+aF,§=y+bE € § = g ® RE son dos elementos cualesquiera y si
Z — {0 ; 2)E = § — {a:; y)E, entonces £ = §, por lo tanto C,, es una aplicacién lineal
inyectiva. Ademas, si [;}% es el conmutador de 85, ¥ [;]“* el de §,,,, teniendo en cuenta
que ~ .
San(ziy) = —au((z; 9]}, ()
el siguiente diagrama es conmutativo:

_ n CayXCap .
8g, X85, — Gu ¥ Bu,

o 18X
84, . B,

Un célculo directo revela que la aplicacién transpuesta:
RN (< P
(8.) —— (83,)
€ — (Ca,)'(€),
es la traslacién (C,,)* = A_,,, donde,
Aﬂs : (gw;)‘ - (ﬁﬁ.)'

E—E€+o. (d)

En la s1gu1ente proposmlon vemos que el isomorfismo C,, relaciona las acciones
coadjuntas Ad" - -8Xpg, T ¥ Ad" -&Xp,,, = de los los grupos de Lie simplemente conexos
G, vy G, de dlgebras de Lie §g, y §,, respectivamente.
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Proposicion 2.15 El siguiente diagrama es conmutativo:

’\ﬂt *
¢*+E* —— ¢g*+E
Ka‘-‘éx_;')ﬁ‘xi lm'.mwz
g*+E" —— g* +E*

ag

Prueba Sean Et, W v ] oy los homomorfismos asociados a 3y, wy ¥y K a; respectivamente
(expresién (b) de 4.2.1).

A partir de la igualdad (d) de 4.2.1, que define la accién coadjunta de G, tenemos:
(Moo AQ" (expg, 7)) (€ + E*) = Ad*(expz) - £ + Bi(—z) 0 A(—z) + ¢ +E*. ()

Por otra parte,

—

(Ad"(&xp,, %) © Aa, ) (€ + E*) = Ad"(&%p,, ) (€ + ¢ + E*) =
= Ad” (exp z) (£ + ) + @e(—x) - A(-7) + E” =

= Ad"(expz) - £ + Ad"(expz) - s + Be(~7) 0 A(—7) + b ap(—g) 0 A(=3) + E* ,
(f)
Ahora bién, de (c) se deduce

———

Sayz) = -~y 0adz,
y pof deﬁniciéu de A(x) (expresién (c) de 4.2.1), tenemos
ad(—z) 0o A(—z) = Ad{exp(—z)) - T,
con lo cual:
§ an(~a) 0 A(—z) = —a 0 Ad(exp(—2)) + s = — Ad"(expe) - oy +

Sustituyenc en (f) queda demostrada la igualdad de {(e) y (f} y por tanto que el diagrama
es conmutativo. ]

Sean 1,2 € C*(g*) dos funciones arbitrarias. Consideremos los productos es-
trella determinados por los cociclos w; y G, sobre g* + E* {Teorema 2.1):

(100 02O = 3 Q% (2 33 €) (1 @ a7,

R0
(o1 %6, 92)(E) = 3 Q% (6% & s) (18 ¢2)(6) BR,
R>0

donde los operadores Qg estin definidos en (1) de 4.2.2. Entonces se tiene la siguiente
proposicién,
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Proposicidn 2.16
(1} Los productos estrella *,, y *g, estdn relacionados por la igualdad:
(‘pl *ue (102) © ’\Ou = (‘Pl © ’\C!z) *3, ((102 o ’\a:) y

donde ), estd definda en (d).

(2) Escribiendo Ia expresién asintética:

@0 Ao, = (1 +3 Hi t‘) (o) = H(t)p), (2)

1>1
donde {H;; | > 1} son operadores diferenciales sobre g* + E”, se tiene la siguiente ex-

presion formal:
©1 *uy 02 = HB) H{H(R) (1) %00 H(A)(02)) »

H(h) es una equivalencia entre los productos estrella *., ¥y *g,-

Prueba

(1) Los operadores QR y Q% estan construidos (ver Proposicién 2.9) a partir de los
polinomios
(I U ‘g) £ Zpp (:.C y) + Zk+1(Il'y)’ (h)

TP (@9:6) = £ muawi) + 2 (m39),
definidos en (c) de 4.2.2.
El Lema 2.1 aplicado al algebra de Lie g“* se escribe asi:
(ad“* £)" - (ad”* §)° - 2 = (ad 2)" - (ad y)* - z + (@(z) - (adz)™™' - (ady)*  2) E
es decir,
GRS
= (3" 2y @@* g - 2+ (Fau(e) (ada) ™t (ady)' -2 ) E=
= (ad™ 2y (ad™ §)* - 7 - (at [z;(adz)™"! - (ady)® - z]) E

Entonces, los polinomios 2 +1(:1: y) v 224, (z;v) (definidos en (n) y (o) de 4.2.1) estdn
relacionados por la igualdad:

22 (z;y) = 8541 (T ) — oulzran (T3 9)) (i)
Sustituyendo (i) en (h) se tiene:
T (5 €) = T2z v € — o).

¥y por tanto
W Be —
% (as as’f) “r (ae 5t “‘)'
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Haciendo £ = £ + a4, tenemos:

j 4
@ (g g €)r0wn©) = @ (51 o €)1 @¥a)O) =
a a ’
~ (g 2 € ) (1o 2a)® (20 Xa)(E),
y finalmente '

(101 *e, 02)(&) = (((‘191 G ’\a;) *g, (w20 /\ag)) o ’\-*a;)(‘f) .

(2) Como serie de potencias en ¢ v £ la dltima igualdad se escribe asi:
@1 %, 2 = H(t)™ (H(t)(01) *, H(t)(02)) -

Si ahora se pone t = fi, la demostracion del Teorema 2.4 implica el resultado. [ |

Con las notaciones de la Proposicién 2.3, sean K, : U, CG — O~ y Kp, : U, C
G — Og- los difeomorfismos locales correspondientes z los cociclos 5; ¥ wy, v sean ¢
¥ 1o dos funciones definidas scbre el entorno U, de . Denotemos también por g,
el producto estrella sobre {G; ;) del Teorema 2.3 y por *,, el producto estrella sobre
(G we).

Proposicidén 2.17 Sit es suficientemente pequefio, tenemos:

Y1 *, P2 = ((11)1 o Mt) *3, (¢2 o Mt)) c Mt—l )

siendo M, = K ! 0 As, © K, una aplicacién de W(e) C Ule) en U(e) y A, la aplicacién
definida en (d).

Prueba En el entorno de E*: )Cw,(Ue) C g* + E*, se tiene:
(%1 0 K31) iy (20 K51) = ( (10 KZ1 0 hay) 45, (020 K21 0 M) ) 0 Ay =
= ({h1oK  oda, 0Kg) *a, (20K 0 Ag, 0K5,) ) o K7 oA 4, ,
entonces, puesto que sobre el grupo se satisface (Teorema 2.3):
Y1 v, Y2 = (10 KZT) wu, ($20K5)) ) 0 K,

se concluye:
P10y Y2 = (Y10 M) %, (Y20 M) ) o M1
’ |

Sea Wy un entorno de 0 € g tal que exp{Wy) = W, es un entorno simétrico de la
identidad € € G contenido en el entorno U, de la proposicién anterior. Entonces, segin
la Proposicién 2.3, se tiene el siguiente diagrama. conmutativo:

exp(Wo) — Og-

hoco | |7 e -G)

explly —— Og-

Wi

para todo z € Wy, y de manera similar para el difeomorfismo local Kg, : exp(Wy) — Og-.

Como consecuencia de estos resultados se tiene la siguiente proposicidn:
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Proposicién 2.18 Siz e W, y t es pequeifio, se tiene:

/\expz oM, = Mo Aexp.r. .

Prueba En efecto, teniendo que (j) es conmutativo y la Proposicién 2.15, el siguiente
célculo es inmediato:
/\expz o My = Agxpz © ’C;._;,l 0 Aq, 0 Kg, = IC;.l o Ad’ €XP,,, z © Ao, 0 Kp, =

= K5} ode, 0 Ad &Py, z0Kp, = Kl 0 Aa, 0K, 0 Aexp: =
- Mt ] /\expz .

Considerando coordenadas normales {z*; e = 1,... ,n = dim G} sobre el entorno
W, C G, 1a igualdad

' = My(z)

se escribe, en componentes, asi:

(@) =) Ax@)tt;  Aj(z) =2°,
k>0

donde Af(x) son funciones analiticas y el desarrollo en serie de potencias de t es conse-
cuencia del cardcter analitico en ¢ de la aplicacion M; = K3} 0 Aq, 0 Kg,.

Introduzcamos la notacién

QW@ = D, AL(@)--AL@),

ki k=R

y definamos el operador diferencial Ly por medio de la igualdad:

1+ +a
Cet)@= 3 L TEI oy ol aphe. @

| 1y .., In
Rt R =R L (8zh)r ... (8z7)
Rzl 20
Ru21>0

Entonces tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.19 Con la notacién anterior, si ¥ es una funcidn definida sobre el
entorno W, C G, la composicion oM, admite el siguiente desarrollo en serie de potencias
de t:

(Yo M)(z) = > (Lay)(z)tR, (1)

R>0

donde los Lr; (R > 0), definidos por la expresién (k), son operadores diferenciales
invariantes sobre G y Ly =1
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Prueba Del desarroilo de Taylor de la funcién 31 (x’) en el punto z tenemos:

1 ghtting , 1
Z It (Bml)h...(aziz)ln (z)('t -z

__(I/n _In)ln —

Yi(z’) =

dn20

1 Ghtetngy, Ny iy .
= —_ ( ) Q 1( ) “QR‘H"(I) B =
RZZO R1+~§Rﬂ=n L (9z'fr .. (Bzn)in
124,20
RaZln20

= 3" (Lavn)(@) 7,

R>0

Si z € g es pequefio:

(tro Mt)(Aexp L) = Z (LRwl)(’\expz - ) tR

R>0

A partir de la Proposicién 2.18, también tenemos:

(Tbl o Mt) (/\expz . -"E) = (wl e )\exp z) Mz(x) Z Lr(iro /\expz)(x)

R20

Por tanto tenemos:
(LRTI’I) Q ’\expz =1Lg ('Kbl o Aexp z) »

en un entornc pequeiio de e € . Esta relacidn definine L g como un operador diferencial
invariante sobre G. |

Pongamos t = # en la Proposicién 2.17. Como serie de potencias en £, v *.,
12 €3 un producto estrella sobre G (Teorema 2.5} determinado por el cociclo wy. St
ahora nos referimos al desarrollo (1), se observa que, como serie de potencias en A,
((¢1 o Mp) *g, (20 Mﬁ)) o My ! define un producto estrella sobre G, equivalente al
producto estrella ¥y *,, 2. Con las notaciones ya introducidas se tiene:

Teorema 2.8 Sean los 2-cociclos

Br=P1+Bafit+ B A+
wﬁ*—",ﬁﬁ+5a5

donde ap = cigfi+ -+ ag B¥~1 +---. Sean

Fe(z;y) = Y Fylz;v) AR, Szy) = > Falziy) K?
R2>0 R>0

los productos estrella invariantes sobre G definidos, en el Teorema 2.5, respectivamente
por los cociclos wy y Bx. Sea L(z} = 3. pso Lr(z) Af el elemento de 2(g)[[#]] que define
el desarrollo (k). Entonces: -

F(zy) = LYz + ) FP(z;y) L(z) L(y) .
Esto es, F¥(z;y} y F?(z;y) son equivalentes por medio del elemento L(z) € A(g)([#}]-

A partir de los Teorema 2.7 y 2.8 se obtiene obviamente:
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Teorema 2.9 (Drinfeld V. G. [1983b]} Sea V' un subespacio vectorial del espacio
Z%(g) de los 2-cociclos de de Rham invariantes sobre G, suplementario del espacio de los
cociclos de de Rham invariantes exactos B%(g), i.e. Z%(g} = V & B?(g). Sea F'(z;y) un
producto estrella invariante cualquiera sobre (G; ). Entonces F'(z;y) es equivalente a
un producto estrella obtenido, en el procedimiento del Teorema 2.5, a partir del cociclo:

Bn=DBr+ Pkt o+ PR 4

talque B, e Vsik > 1.
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