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Capitulo 1

Introduccién.

Bl desarrollo de teorfas acerca de la descripeidn macroscdpice de sistemas fisicos alejados del
equilibrio termodindmico, he propiciado la elaboracién de numerosas téenicas encauzadas a
la resolucién de las ecunciones que dirigen el comportamiento de dichos sistemas, que en su
mayorin estdn gobernados por ecuaciones no lineales del tipo Fokker-Planck para la densi-
dad de probabilidad o funcién de distribucién. La calificacién de ne lineslided se refiere
habitualmente a la dependencia, explicitada o no, del vector de conveccidén y del tensor de
difusién en las variables que caracterizan el estado macroscdpico del sistema. La ecuacidén de
Fakker-Planck configura un ortodoxo modelo de ecuacién de evolucién en el que se cuenta
conjuntamente con la trayectoria determinista del sistema, en el vector de conveccién y las
fluctnaciones entorno s la misma, contabilizadas en los clementos del tensor de difusién,
Esta ecuacion es resoluble snaliticamente sélo en ciertos casos de especial simplicidad, por
estn razon se han estudiado numerosos procedimientos de integracién numérica, alentados
por el nuge creciente de la computacidn en nuestros dfas. Obviamente, enfre estas técniicas
se encuentran los métodos basados en diferencias finitas y elementos finitos. Sin embargo,
los modelos en diferencias que pretenden representar la ecuacién de original, incurren en
ln distorsién del significado fisico de aquélia, al no ser consisientes, en general, con Ias
propiedades conservativas de numerosos sistemas. Este inconveniente rige la evolncién hacia
el estado de equilibric de modo fisicamente insatisfactorio. La deficiencia sefialada se ha
venido subsanando con el uso repetido de esquemas explicitos en diferencias que imponen
ineludiblemente el uso de pasos temporales reducidos, con el subsecuente aumento en el
tiempo de computacién, Por su parte, los esquemas implicitos resultan dificilmente coher-
entes con ¢l mantenimiento de las cantidades conservadas y ciertas leyes de evolucién propias
de algunos sistemas, como el erecimiento de Ia entropfa.

Con ¢l fin de elaborar un modelo de resolucién numérica coherente con las caracteristicas
fisicas de cada sistema en estudio y con la pretensién de aplicarlo a la Ecuacién Cinética de
Ja Fisica del Plasma, nuestro grupo ha venido desarrollando a lo largo de los dltimos afios
un método de integracién inspirado en la solucién analitica formal en términos de la funcién
de Green caracleristica de la ecnacién, o solucién en forma integral. La construccién de un
esquema numérico basado en la ecnacién integral de evolucién para la densidad de probabi-
lidad se ha venido denominando, en estudios previos, como método numérico integral,
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Capitulo 1. Introduecion.

El presente trabajo se ha orientado esencialmente hacia el disefio .de esquemas nume;lt(';f:
integrales para la resolucion de ecuaciones del tipo Fokker-Planck no hnela,les, que representa
sistemnas fisicos para los que han de verificarse clertas leyes de conservacion, L:n 1m:est1gnc10n
llevada a cabo en los ultimos afios por los componentes de IlllEE'!tIO grupo se smt..e’:tma. en 'eL_?.ta
tesis, cuya motivacién fltima ha sido el perfeccionar el tratamiento de 11l1t'.egmc1on num.crll’ca
mediante la bisqueda de funciones de Green, o funciones de probabilidad de transicion,
que conduzcan a una representacién fisicamente coherente con cada probl?,mn, ‘tn.nto para la
descripcién del estado transitorio como la correspondiente al estado esta.(:}onuno. Dado que
la expresién de la funcién de Green analitica es, por lo general, des'conomda. para cualquier
instante ¢, ha de procederse a determinar tal funcidén para cortos mtervn}os temporales de
evolucién. La probabilidad de transicion a tiempos cortos, también denominada prapfagarim'
de forma mas genérica, ha de ser consistente con las condiciones de contorno propias del
problema general que representa. En el segundo capitulo se aporta un método sencillo para
encontrar una probabilidad de transicién adecuada, en la que se contabilizan los efectos de
las condiciones de contorno especificas para ciertas geometrias; en el siguiente capitulo, cste
método se aplica a problemas simples con solucién analitica conocida, representativos de
numerosos sistemas fisicos, comparando la solucién numérica integral con la gsolucidn dadn
por diversos esquemas en diferencias. Se ha concedido especial énfasis al tratamicnto de
las magnitudes conservadas en sistemas fisicos. Por esta razédn se abordan ¢jemplos en los
que se mantienen constantes dos o mas momentos de la distribucién. La flexibilidad en la
especificacién del propagador a tiempos cortos permite la adecuacién iterativa de la matriz
de evolucién para la completa y efectiva descripcion del sistema.

En los dos capitulos finales se aplica el método a la resolucién numérica de la ccuncién
cinética de la Fisica del Plasma, para un plasma de un solo componente en las situaciones
de geometria esférica y cilindrica en el espacio de velocidades, suponiendo condiciones de
homogeneidad espacial. En ambos casos se aportan las expresiones de los propagadores a
tiempos cortos para cada geometrfn, exhibiendo el método de optimizacién de los mismos
para presevar constante los valores de la energia y la cantidad de particulas del sistema.
El método resulta ampliamente satisfactorio para la tasacién de los tiempos de relajacién
caracteristicos; el estado estacionario coincide con la distribucién de equilibric de Maxwell
—Teorema H de Boltzmann - que se mantiene constante para un nimero ilimitado de itera-
ciones, Estos capftulos cierran un primer estado en la investigacion de métodos numéricos
eficientes, dotados de un sélido significado fisico, configurando las bases para futuras apli-
caciones de cardcter mds realista, como el cdleculo de coeficientes de transporte en plasmas
de fusién termonuclear con més de un componente.

El trabajo se completa con un apéndice en el que se presenta la expresidon de un propa-
gador para abordar los problemas anteriores de modo integral, cuando el sistema no muestra
condiciones de homogeneidad espacial. De forma general, el apéndice se refiere a la probabi-

lidad de transicién a tiempos cortos para ecuaciones de Fokker-Planck con matriz de difusidn
singular (determinante nulo).
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1.1 La ecuacién Fokker-Planck.

En ¢l marco de la teorfa de probabilidades el estudio de los procesos estocdsticos ha de-
sempefiado un papel fundamental en la Mecanica Estadistica [1], [2), [3], [4]. La presencia
de numerosos fenémenos dependientes de forma extremadamente compleja del tiempo, hace
pricticamente indescriptible el proceso particular. Sin embargo, ciertos valores promedio
sobre el sistema, observables macroscépicamente, pueden estar regidos por leyes especial-
mente simples. Las consideraciones probabilisticas en fisica parecen plenamente justificadas
cuando, o pesar del desconocimiento de las magnitudes microscépicas, siempre es posible
observar regularidades en el comportamiento macrocépico del sistema. Los valores concretos
de las varinbles microscépicas resultan irrelevantes; el sistema puede ser descrito mediante
el concurso de los valores promedio de ciertas magnitudes microscopicas. Como es bien
conocido en Mecénica Dstadistica el sistema es sustituido por una coleccién de subsistemas
gobernados por las mismas ecuaciones de evolucién, pero con diferentes microestados ini-
cinles. Tal eleceién supone tratar el conjunto de las coordenadas del espacio de fases como
una variable §(t) = q(t) de naturaleza puramente estocdstica. La probabilidad de que g
s halle dentro de un elemento de volumen dV del espacio de fases es interpretada como el
mimero de sistemas modelo idénticos que hay dentro del intervalo. Cualquier magnitud Ut
¢s entonces unn varinble estocdstica, cuyo valor medio sobre la funcién densidad de ptoba-
bilidad, funcién de distribucién, representard una magnitud macroscépicamente observable
del sigtema.,

Tl concurso del tratamiento estocdstico en los fenémenos abordados habitnalmente en
Mecdnicn Estadistica justifica la disercién que, en el primer capitulo de este trabajo, se
presenta de modo breve con el fin de establecer la conexidn enbre las ecuaciones diferenciales
estociislicas y las ecunciones en la funcién de distribucién, en especial la Ecuacién de Fokker-
Planck, cuya resolucién numérica es el objeto iltimo de este estudio,

La descripcién completa de un sistema macroscépico habria de llevarse a cabo medi-
ante 1o resolucién de las ecuaciones en las N variables microscopicas caracteristicas, {g1(%),
aa(), -+, an(8)} = {a(t)}, en las que el comportamiento determinista se ve completado me-
diante ol concurso de una fuerza de carfcier estocastico que sintetiza en si misma el efecto
de las fluctnaciones, El conjunto de ecuaciones diferenciales estocdsticas en cada variable
microscopicn ¢ queda prescrito con el conocimiento de la fuerza fluctuante por unidad de
masa I'(2), denominada fuersa de Langevin. Dichas ecuaciones presentan la forma

dg; .

T2 gut) = ailat) + dis(a 0500 (L1)
(suma sobre {ndices repetidos) tambien denominadas ecuaciones ne lineales de Langevin si
I;{t) se ajusta a una distribucién geussisna con correlacién tipo & [6] caracterizada como
rido blanco gaussiano, En otras palabras, cada T'; es una variable aleatoria gaussiana de
media temporal nula, con funcién de correlacién proporcional a la funcién § de Dirac, segin

( I‘{(i) Y= 0, ( I‘,-(t)I‘,-(t’) Y= 2 bi; é(t —i"),

El término d; (q,?) se conoce como ruido multiplicativo — si no es constante — y se ha-
lln directamente relacionado con las fluctuaciones en tomo a la trayectoria determinista.
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Sin embargo (1.1) no es la \inica y més generalizada forma de ecuacién estocdstica; existen
representaciones en las que se cuenta con términos de ruido no blanco sin correlacién tipo &
que suelen denominarse en la literatura como ecuaciones generalizadas de Langevin, véase,
por gjemplo, la reciente referencie [7] y las citas aqui contenidas.

Las ecuaciones diferenciales estocésticas describen la evolucién temporal de las variables
estocdsticas {g(2)}. Sin embargo se tiende generalmente & describir la evolucién de la fancién
densidad de probabilidad, o funcién de distribucién f(q,t), de la que se desprende el niimero
de pattfculas de la colectividad contenidas en un cierto volumen d). Interesa por tanto
determinar la ecuacién de evolucién temporal para la distribucién f{q,1). Partiendo de la
ecuacién no lineal de Langevin puede obtenerse de forma univoca la mencionada ecuacién
de evolucién, conocida como Ecuacién de Fokker-Planck, cuya expresién general es

af 8 8
81 g |\ T 3g = Ly 1.2
a1 5 Di(q,1) 5, D.,(q.t)] fla,t) = L pp f(q,1) (1.2)
donde Lpp representa al operador de la ecuacién de Fokker-Planck
8 o
T g 3o.ga; Dilant). 3
Lrp o Di(q,?) + 50504, Dij{q,t) (1.3)

Di y Dyj son los coeficientes de conveceidn o deriva y difusién respectivamente, obtenidos
en el desarrollo en momentos de Kramers-Moyal [5)

Di= D = lim Lla(i+7) ~a(B))  i=1,2,.., N (1.4

Y
Dij = DP = lim - (lgslt + 1) — au(t)llgs(t + ) — 05()]) (1.5)
siendo nulos los momentos de orden superior al segundo, es decir D) =0si K >3

J1dzofk

Los promedios { [][gi(t -+ r) — g:(t)] ) se caleulan sobre la probabilidad de transicién P =
P(q,t+rla', ) o prodabilidad condicional pars la probabilidad de que la variable aleatoria
q(t) pase de tomar el valor ¢’, en el instante i, al valor q(t + 7) = q en el instante ¢ 4 T,
esto es

(TMlate+7) =0t ) = [ TTlar~af) Pla,t+ vl t) ¥ .

Dade que la probabilidad de transicién P es un caso especial de densidad de probabilidad,
con la condicién inicial P{q,t|q’,t) = §{q—q'), esta funcién habré de satisfacer (1.2) cuando
f(q,t) es sustituida por P(q,t|q’, .

La relacion entre las funciones a; y d;; del sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas
{1.1) y los correspondientes coeficientes de la ecuacién evolucion para f(q,1) se establece de
formna univoca segtin

Di(a,1) = ai(q,t) + dej(q,t) ddij(q,1)/Ogx
Dij(qlt)

(K
D.fl")'.ix

dix(q,t) djx(q,1), (1.6)

i

0, si K>3,
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en senfldo de Stratonovich [5). La presencia de las funciones di; dependientes de las variables
{q} aiiade a los coeficientes de conveccién deterministas a; el término espireo dy;0d;;/dgx
c.llo muestra cémo la existencia de las fluctunciones afecta no sélo & los fenér;enojs difu:
sivos, sino que también condiciona los efectos de deriva. Las ecuaciones de Langevin, sin
cmbnrgo‘, no quedan establecidas univocamente con el conocimiento de los coeficientes de
la .et.:uaclc'm diferencial de Fokker-Planck, si ¥ > 2, a menos que se impongan condiciones
nd‘lclonnles gobre los mismos. Resulta evidente que la descripcién del sistema en las variables
microscépicas es improcedente si, como es habitual en Fisica Estadistica, sdlo se dispone de
la cenacidn de evolucién para la distribucién en la forma (1.2). No obstante, es interesante
notar a partir de las ecuaciones de Langevin, que toda ecuacién de Fokker-Planck mues-
tra ¢l clecto de las fluctunciones en las variables macroscépicas en torno a la trayectoria
determinista regida por los coeficientes de conveceién. Este hecho contribuye a un mejor
entendimiento de las expresiones que & lo largo de la exposicién se muestran para aproximar
ln probabilidad de transicién a cortos intervalos temporales de evolucién, lo que justifica la
referencin a las ecuaciones estocdsticas en esta seccidn,

Asf pues, cn lugar de describir el sistema mediante el conjunto de ecuaciones de Langevin
no lineales para la evolucién microscépica, es habitual recurnir a la representacién macroscopica
contenida explicitamente en la ecuacién de movimiento para f(a,t) en (1.2) sobre el conjunto
de variables macroscdpicas q que finctiian de modo estocastico, El tratamiento puramente
determinista viene preserito por la ecuacién de Fokker-Planck en la que se consideren nu-
los los elementos del tensor de difusién: el sistema de ecuaciones diferenciales para las N
macrovariables s reduce entonces a las relaciones ¢; = Dji(q, t), es decir, si se prescinde del
electo de las fluctuaciones, el sistema queda descrito Gnicamente con el conocimiento de los
clementos del vector de conveccién,

La Feuacién de Fokker-Planck reprensenta, por tanto, laley de evolucién para la funcién
de distribucién de las variables macroscépicas, asociada ala ecnacién diferencial estocdstica
(1.1) para las varinbles microscépicas. El objeto este trabajo es proponer un método de inte-
gracién numérica para las ecnaciones de la Tisica Estadistica andlogas a (1.2). En particular,
la investigacién se centra en el estudio sobre la Ecuacién de Fokker-Planck que surge en la
Pisica del Plasma, en la que los coeficientes de difusién y deriva son funciones integrales de
la propia distribucién f, de ahila denominacién ecuacidn integral, o ecuacidn no lineal, de
Fokker-Planck que a menudo se utiliza en la exposicién, A pesar del cardeter no markoviano
de los procesos representados por la ccuacién integral, asi como del desconocimiento del
conjunto de ccnaciones generalizadas de Langevin para la descripcién de dichos sistemas, el
paralelismo con los procesos de Markov y los métodos de resolucién para ecuaciones ordi-
narias de Fokker-Planck se ha trazado de tal modo que ha sido posible perfilar un robusto
eequemn explicito de integracién numérica apto para toda ecuacién formalmente identifica-
ble con (1.2). 2l método propuesto se inspira fundamentalmente en consideraciones tedricas
acercn de las ecuaciones de evolucién en forma integral para la funcién de distribucion de
fenémenos ligados a procesos de naturaleza probabilistica; las relaciones (1.8) pueden servir
como base para la construccién de un propagador a tiempos cortos P, vilido para imple-

mentar F.
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1,1.1 Ecuacién Integral de Fokker-Planck.

Partiendo de la ecuacién fundamental de la Mecénica Estadistica, o Ecuacifin de 'Lioulville,
es posible derivar una gama de ecuaciones cinéticas atendiendo a la§ posibles simplifica-
ciones y aproximaciones que pueden considerarse en cada proceso parfslcula?.‘ De cste mc.pc‘lo
surge la ecuacién de Fokker-Planck en la Fisica Estadistica como una ecu'acmn de evolucion
integro-diferencial para la funcién de distribucién, al igual que la ecuacién de Boltz.rr‘mnn.
Resulta habitual deducir la ecuacién cinética de Fokker-Planck a partir de la ecuacion de
Boltzmann, desarrollando ésta en momentos para los incrementos de la velocidad y truncado
el desarrollo en el segundo término. Un tratamiento exhaustivo de los problemas implicitos
en la derivacién de la ecuacién integral de Fokker-Planck no es materin de estudio en esta
tesis, cuyo objetivo, como se ha indicado, es la construccién de nuevos métodos nurméricos
de resolucién para la misma., Sélo se reseian aqui las propiedades fisicas esenciales que
caracterizan dicha ecuacién, & las que se atiende especialmente a lo largo del trabnjo, en
tanto que éstas contribuyen a caracterizar aquellas soluciones fisicamente consistentes con el
problema. El lector puede remitirse a las referencias [2] y [8] en las que se discuten aspectos
de las ecuaciones citadas anteriormente.

La ecuacién cinética de Fokker-Planck se presenta formalmente segin (1.2), donde el
veclor de conveccién y el tensor de difusién son funciones integrales de la propin funcién
de distribucién en el espacio de posiciones y velocidades, el término colisional de ésin sc
reduce al término colisional de Landau, que puede representarse como la divergencia e nna
corriente J, Siguiendo ¢l formalismo de particulas testige tipo o afectadas por colisiones
binarias en un medio de particulas tipo 8, bajo la perspectiva de una interaccién puramente
coulombiana, en un plasma totalmente ionizado compuesto por las dos especies o y 3,
Trubnikov deriva la ecuacidn cinética de 1z Fisica del Plasma, que para ln distribucién del
componente & normalizada a la densidad espacial de particulas se expresa segiin

% +va-f"’ Ffa.fa

at ‘ O, m By;

(1.7)
9 [pe ? . .'
~ b D (far fp) - ED:‘j(fﬂlfﬁ) Falv, 1) = __g_J_

L2ylh

donde F representa una fuerza derivada de un potencial medio de interaccién U(r|f) respon-
sable de los procesos colectivos cuando las escalas temporales de los mismos son del orden de
las escalas temporales que gobiernan los procesos de colisiones binarias, Tl sumandeo donde
se incluye F suele denominarse habitualmente como término de campo medio . La notacién
D(fa, f3) alude a la dependencia en la propia funcién de distribucién de los llamados coe-
ficientes difusivos, siguiendo la denominacién de Spitzer 9], relacionados directamente con
los;;‘r;crementos colisionales medios de la velocidad {Av; )/F = D?m Y {Avp Au)}olP =9
D" como

Dy = D?/"_{_D?fﬁ
Dy = D;;_/ﬂ+ D?j/ﬂ,
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que suelen expresarse en términos de los Potenciales de Rosenbluth, [10],
Vo= —gm [W-VIRW 08y ga= — o [ o faviay (18)
b B AN ? ar f [v—v[" '

con arreglo a las relaciones

2
alf _ _ratp OV poss 1.9
Dj; L Fuido; D (1.9)
¥ /8
) e | 9D
pelt — g ey zas 908 g, Ma 3Tk 1.10
; ( +mﬁ) 3y = +m;,)avk (1.10)

donde L*/? es un pardmetro dependiente del Logaritmo de Coulomb A%/ segtin Lo/8 =
A/8 (dreyeq /mg)? en unidades c.g.9. —e y m simbolizan la carga y la masa de cada especie

A la vista de las relaciones (1.9) y (1.10) es posible inferir las tasas de variacién de
momento y energia por unidad de tiempo transferidas por cada particula de la especie o de
la colectividad, debidas a la interaccién con el medio de particulas 3 :

d
-d_F;.q = mu(Av)q]ﬂ = Ty Do/
(1.11)
dﬁ'u my d —_— o
17 = -_Z—QEEW’L'.' = ma(Dk,{ﬂ -+ ka;:'fﬂ)
verificdndose las leyes de conservacién para el momento y la energla totales
ap . .
T G (pa+pp) = fpafadV+ /P.ﬂfpdv =0
(1.12)
5 _ 4 (eq+eg) = o fedV + { Egfpdv = 0
di a@\eTeEs)= €afalV plpav =

en ausencia de fuerzas extericres, En particular, para un plasma de un solo componente
el operador Lpp correspondiente a la ecuacién (1,7) induce & la conservacién del nimero
de particulas, momento linesl y la energia del sistema, Por otra parte, la scnacién integral
de Pokker-Planck verifica las condiciones del Tecreme H de Boltzmann, por lo que presenta
como solucidn estacionaria la correspondiente al equilibrio maxwelliano, lo gue la califica
como una ecuacién irreversible no lineal, La evolucidn del sistema ha de ser consistente
con el aumento continuo de la entropia hasta alcanzar la distribucién maxwelliana que
maximiza dicha funcién y anula la corriente J en el equilibrio. En los capitulos finales se
analizan las soluciones de (1.7) en condiciones de homogeneidad espacial y en susencia del
término de campo medio, asumiendo pues, que la escala temporal de los procesos colectivos
es mucho menor que la que dirige los procesos colisionales binarios. Bajo estas condiciones,
el método numérico integral ha de dar respuesta a las propicdades conservaiivas implicitas
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en el operador colisional, asi como mostrar una evolucién temporal acorde con el principio
de crecimiento de la entropia y la tendencia hacia la solucidn inica en el equilibrio.

Es interesante notar que los coeficientes difusivos de la ecuacién cinética de la Fisica
del Plasma evolucionan lentamente en el tiempo, bajo ciertas condiciones, por lo que en
las proximidades del equilibrio maxwelliano dichos coeficlentes pueden sustituirse por los
correspondientes a la solucidn estacionaria de equilibrio, lo que transforma a (1.7) en una
ecuacion lineal u ordinaria de Fokker-Planck, en la que I y D;; son funciones conocidas de
v. El proceso responde a una linealizacién en la que el sistema fisico original es entendido de
formu radicalmente distinta ala implicita en la ecuacién original. En este caso, se supone que
durante la evolucién del sistema las particulas de la colectividad no interactiian entre ellas
haciéndolo, en cambio, con un fondo de particulas en estado de equilibrio termodinémico. La
ecuacién lineal en derivadas parciales, parabélica de segundo orden encaja asi en el modelo
de ecuaciones de Fokker-Planck que Tepresentan procesos estocdsticos de Markov. La elimi-
nacién del cardeter no lineal desvirtiia notablemente el sentido fisico del operador colisional
de Landan. No obstante, este tratamiento propicia el estudio de la ecuacién integral en el
marco de la aproximacién mediante esquemas numéricos integrales trazado en esta tesis.
Por esta razén se han analizado algunos problemas relativos a las ecuaciones Lineales para
extender el método a procesos en los que los coeficientes difusivos dependen directamente
de la propia densidad de probabilidad, Los excelentes resultados para problemas no lineales
(capitulo tercero) con soluciones analiticas conocidas son parejos a los encontrados para las
ecuaciones lineales en los que D; y Dy; dependen de una forma conocida de las variables qy
del tiempo. El esquema numérico integral es totalmente explicito: la dependencia funcional
de los coeficientes es en tltimo extremo una dependenciz en las variables independientes,
formalmente conocida en cada iteracién » lo que induce a la aceptacién del nuevo esquema
numérico como apto para representar soluciones de las ecuaciones no lineales,

1.2 Mcétodos de solucidn.

La ecuacién de Fokker-Planck relativa a los procesos estocdsticos de Markov se ha venido
configurando en los ultimos afios como una poderosa herramienta para la descripcién de
fendmenos caracterizados por cambios enalitativos macroscépicos de clerfos sisternas fisicos.
Bajo esta perspectiva se han trazado numerosos métodos de resolucién para la descripeidn
de tales sisiemas en los estados transitorio y estacionario. Dado que el procedimiento de-
sarrollado en este trabajo (capitulo 2) para determinar una probababilidad de transicién a
tiempos corios apia para implementar f en la ecuacién no lineal, se reduce a la resolucién
de una ecuacién ordinaria de Fokker-Planck, se ha estimado conveniente referenciar aqgui
algunos de los métodos utilizados para hallar tales soluciones .

La posibilidad de encontrar soluciones analiticas se reduce & casos de especial simplicidad
en la dependencia funcional de los coeficientes Di y Dyj. En ocasiones, si estos coeficientes
son independientes del tiempo, ! es posible derivar la solucién estacionaria que, para el caso

L También si se tornan independientes del tiempo cuando éste tiende a infinito.
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de una variable en condiciones de corriente nula sobre lag fronteras, se sugle escribir como

fould) = ¥ expl-gl] con da) = i Dye) - [ PEEaw,  (1.15)

donde $(g) recibe el nombre de poiencial de la ecuacién de Fokker-Planck, N esla constante
de normalizacién. La exitensién a mds de una variable es especialmente simple cuando se
verifican las condiciones de balance detallado relativas a los coeficientes difusivos [6], [6] ; la
solucién estacionaria, y por tanto ¢{{q}), se obfienen a través de una integral de linea. Son
numerosos los problemas en los que se puede calcular la solucidn anelitica estacioneria para
cualesquiera condiciones sobre la corriente J. Una interesante sintesis de los procedimientos a
seguir para tal fin puede encontrarse en la referencia [6] en la que el autor expone una amplia
gama de las condiciones de frontera mds representativas bajo las gue es habitual resolver
la ecuacién diferencial. En condiciones de corriente nula sobre los puntos (o superficies,
para mis de una dimensidn) donde los coeficientes difusivos presenian singolaridades, la
existencia del potencial ¢ favorece lu reduceidén de la ecuncién original a una ecuacién tipo
Schrodinger, Las condiciones de corriente nula y el conocimiento del potencial ¢ permiten
inferir la solucién para la probabilidad de transicién P(q,t[q’,t) como un desarrollo en
autofunciones y autovalores {pr(q}} del operedor Lpp(q). Cusnde P se factoriza en la
forma P = p(q) exp(~—At), la ecuacién satisfecha por p se reduce a Lppp = —Ap. Una vez
determinadas la autofunciones y los autovalores sujetos a las condicioens de contorno del
problema y & la condicién inicial P(q,?|q',t) = 6(q -~ q'), P se determina por la solucién
formal
Plg,t)q,#) = ot Drrsg — o)

para dar la expresién del propagador

Pla,tle ) = MDY pi(a) pala) 0D 120, (L.14)
A
siendo la densidsd de probabilidad f(q,1)
i’) = f f(q, f") P(q,t[q',t') @ q,1t2 4 20, (1'15)
q

como se desprende de la definicién de P. La ecuacién (1.15) es equivalente a la ecuacidn
diferencial de Fokker-Planck pars describir el movimiento de f y se conoce habitualmente
como ecuacidn integral de evelucion,

Para ecuaciones no lineales de Fokker-Planck, o mds generalmente, para ecuaciones dife-
rencisles de naturaleza estocdstica en las macrovariables del sistema, la ecuecién integral de
evolucion sirve como base pera avanzar f en el tiempo, si se conoce la expresidn apropinda
del propagador P, Tal propagedor se entiende como una funcién de Green sin el significado
particular de probabilidad de transicién, Este esquema de avance vertebra los procedimien-
tos de integracién numérica que se describen en los capitulos siguientes, La forma especial
del operador Lpp permite inferir P(q,t+ r{q,t}) = Pr para v — 0. Ya que P, satisface la

relacion formal
P =147 Lpp +O(r?))6(a—q") e Ler g, (1.18)
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si la funcién § se escribe en la representacién de Fourier ( [5] , (6] ) Pr adquiere, para el caso
de una variable, la expresién

- 1 exp [.... g—q — Da(q’at)'r]?]
T 4rDyy(d, 1) 4D, (7', t)7)

gque corresponde a una distribucién gaussiana de media § = ¢’ + DyT y desviacién o? pro-
porcional a Dy,T. Resulta evidente que pare cortos intervalos de evelucién, r = ¢ — ¥
> 0, el proceso descrito por una ecuacién del tipo Fokker-Planck puede entenderse como un
proceso en el que las variables estocdsticas fluctian en torno a la trayectoria determinista
4 = ¢ + 7D, siguiendo un modelo difusivo, cuyo alcance se computa aproximadamente con
Dgqs{q' 1) si 7 es reducido. Las mismas conclusiones se extraen al resolver el conjunto de
ecuaciones estocdsticas (1.1) para 7 — 0. La distribucidn f experimenta las consecuencias
de una deriva de valor 712,(¢’,1) y de un proceso difusivo simultdneo regido por la desvia-
cién proporcional a Dy A pesar de que la expresién de P; no es iinica, como se verd en el
siguiente capituio, es vilida para representar el proceso de evolucién sufrido por f durante
un intervalo temporal T pegueiio. Bste hecho sirve como base para dar una solucién a la
ecuacién original aplicando la ecuacién integral de evolucidn pare f(g, ¢, -+ 7) iterativamente.
Para ello, el intervalo (0,1) se divide en M subintervalos de anchura 7 = t/M, por lo que

flg,t) = fJQA4-1-"fdQOPf(Q; Gar-137) Pr(q1, g0 7) flg0,0). (1.17)

La expresién analitica de f se obtendria de (1.17), tras proceder al limite M — o0y 7 — 0
con MT =, Tal solucién se conoce suficientemente en la literatura {Path Integral Solution)
pero los casos en los gue resulta aplicable son escasos y el modo de resolver la integracidén
no es claro pera problemas en mds de una vatiable, fijadas las condiciones de contorno
especificas. No obstante, el esquema de avance integral puede resultar tan vélido como un
esquema de avance en diferencias para implementar f numéricamente, si se conoce la forma
de P, adecuada a cada problema. Bajo este enfoque se ha desarrollado esta tesis: el
esguema integral de evolucidn se iraduce er una herramienta basica para el avance temporal
de la funcién de distribucién, comao lo es cualgquier representacidn en diferencias del problema
continue.

La ecuacién integral de avance temporal para la distribucién f se presenta como una
alternativa eficiente a los esqiemas de integracién numérica basados en diferencias o ei-
ementos finitos. Bl problema de eveluar el propagador P, se ha solventado mediante el
procedimiento de reduccion de la ecuacidn formal (1.16) a una ecuacidén ordinaria de Fokker-
Planck cuya solucién ses conocida o pueds determinerse por los métodos desarrollados en
la literatura al efecto. En particnlar, se ha tendido a representar la funcién & de Dirac como
un desarroilo en autofunciones que cumplan las condiciones del problema original, lo que
favorece la representacién de P, en la forma de {1.14), Uno de los objetivos basicos de
este trabajo y de las investigaciones realizadas por nuesiro grupo, se centra en la eleccidn
de propagadores P, que satisfagan ciertas propiedades encaminadas a optimizar cualquier
proceso de integracién numérica y que resulten aptos para un esquema de avance temporal
con un valor finito de 7. Bspecial interés reviste, bajo la perspectiva anunciada, el método
de resolucién anslitico basado en €l cambio de variables. Cuando la dependencia funcional
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de los coeficientes difusivos asilo exija es posible construir una ecuacién auxiliar de Fokker-
Planck cuyo propagador serd apio para el problema en cuestidn si T es pequefio. Partiendo
de una ecuacidén sencilla con solucién analitica conocida, el procedimiento del cambio de
variables ofrece una nueva ecuacién de Fokker-Planck en la que la dependencia funcional
de los coeficientes difusivos en las nuevas variables puede ser 1til para evaluar la expresién
de un propagador apto para la ecuacién cuya solucién se pretende aproximar sobre cortos
intervalos de evolucidn, Tal procedimiento es habitual en el trazado de ecuaciones con solu-
ciones conocidas para la verificacién de otros métodos de integracién, Como ejemplo basta
contemplar el desarrollo efectuado por los autores de la referencia {11] en la que se ofrece
toda una gama de ecuaciones de Fokker-Planck ordinarias obtenidas por cambios de variable
en un proceso con matriz de difusién constante y vector de conveccidn lineal en {q} {proceso
de Ornstein-Uhlenbeck). Sienlugar de las N variables {q} se utilizan las N nuevas variables
{p}, dadas por las relaciones

pi= pi({ght); i= 1, N

la nueva distribucién f(p,t) = f* se expresa en funcién de f(q,) como f* = J f, donde J
representa el jacobiano de la transformacién J = [Def {8q; / 8p;} |, La funcién f* satisface
asf la ecuacién (1.2) en las variables {p}, con los coeficientes D y Dy, dados por

N Opr dpx. 8%py, Bpy ap;
Df = | ZE5 Ep.y 5 p., Dr = 255 . ZED 1.18
X (at )q+3q; D+ Saroq; DY v Dhi= 5= Dy aq; " {1.18)

la notacién ()q indica que la derivacién en el paréntesis se efectiia manteniendo las antiguas
variables constantes.

El método de resolucién basado en el formalismo de propagadores o funciones de Green
ha sido ya utilizado por otros autores en un desarrollo paralelo al efectnado por nuestro grupo
({12}, {14], (15]... ) en los 1ilfimos afios, Merecen resefiarse los recientes trabajos de W. N. G.
Hitchon ({17}, (18] y [19]} sobre esquemas de integracién numéricos acelerados para ecuacio-
nes de Boltzmann o ecuaciones generales (Master Equations) de naturaleza probabilistica,
inspirados en la construceién de propagadores mediante argumentos fisicos tomados del sig-
nificado propio de la ecuacién en forma diferencial. En las referencias citadas se comtempla
el interés que recientemente ha suscitado la aplicacién de tales modelos numéricos en di-
versos campos de la Fisica. Sin embargo, todas las aproximaciones numéricas que se han
desarroliade bajo esta perspectiva estan referidas a las ecuaciones que se han venido denom-
inando lneales, representativas de procesos de Markev, La trayectoria seguida en nuestras
investigaciones se ha dirigido hacia la forma de extender el formalismo de los propagadores
a ecuaciones no lineales, en particular para la ecuacién integral de Fokker-Planck (1.7) con
mds de una magnitud conservada. Estas ecuaciones proceden de ecuaciones gencralizadas
de Langevin no lineales en las gue, probablemente, se cuenien con procesos indueidos de
memoria ? en la representacién estocdstica de las microvariables. En general, no se conocen
las ecuaciones diferencinles estocdsticas de las que se desprenden las ecuaciones no lineales
en la densidad de probabilidad. Tal extensién tiene como origen la aplicacién del método
a probiemas lineales con coeficientes difusivos dependientes del tiempo, para desembocar

2 véase por ejemplo la referencia [13] que se cita en el tercer capfiulo
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definitivamente en el tratamiento de ecuaciones con coeficientes dependientes de la propia
distribucién. Las aplicaciones mostradas en el tercer capitulo del trabajo muestran cémo
le. generalizacién del métedo numérico integral resulta igualmente satisfactorio para la res-
olucién de problemas no lineales.

La exposicién enterior ha centrado el tema en los procedimientos numéricos para la
busgueda de solucicnes & la ecuacién de Fokker-Planck no lineal. Es obvio que los métodos
hasados en diferencias finitas han side estudiados suficientemente en la literatura, sin em-
bargo, son numerosos los problemas que la aplicacién de tales métodos induce para la ob-
tencién de soluciones con verdadero sentido fisico. La dificutad de mantener mas de una can-
tidad conservada (norma, momento lineal y energia del sistema) en Ja ecuacién discretizada,
ocasiona la descripeién incorrecta del estado estacionario y probablemente, del régimen tran-
sitorio. La dificultad parece solventarse mediante la construccién de esquemas explicitos que
imponen un paso temporal T excesivamente reducido, con el consiguiente alargamiento del
tiempo de computacién. Incluso para estos métodos la no violacién del crecimiento de la
entropla, S o< — [ fln fd%u, resulta imposible si no se fija adecuadamente . No obstante,
ge han desarrollado esquemas explicitos conservalivos que ofrecen una evolucién fisicamente
aceptable de la entropia del sistema, por ejemplo el propuesto en [21] en el afio 1987, donde
la responsabilidad de las magnitudes conservadas se delega en los puntos extremos de la red;
la ecuacion resuelta por el autor coincide con Ia ecuncién integral de la Fisica del Plasma
para un plasma isotrdpico (cunrto capitulo), Es interesante la referencia de los autores a
esquemas numéricos no conservativos en los que el no crecimiento de la entropia incurre en
soluciones de equilibrio diferentes a las del equilibrio maxwelliano. Un amplic repaso de los
esquernas desarrollados hasta 1992 se expone en el extenso articulo [22] donde, ademas se
ofrecen propuestas para mejorar los procedimientos numéricos en diferencias para ecuaciones
de difusién en la Teoria Cinética de gases,

Le rigurosa eleccién del reducido paso temporal en los esquemas en diferencias explicitos
que pretenden conservar dos cantidades fisicas, no sélo se traduce en un mayor tiempo de
computacién sino que, ademds, como muestran los antores de la reciente referencia [23], el
cardcter no lineal de la ecuacién integral puede incurrir en soluciones numéricas espiireas para
el estado estacionario tras gran nimero de iteraciones. En este articulo se ofrecen ejernplos
simples de ecuaciones difusivas no lineales, resueltas por los procedimientos habituales en
diferencias, incluso para esquemas implicitos, con soluciones analiticas conocidas para los
que se obtienen soluciones erréneas que, sin embargo, resultan estables numéricamente.

Los esquemas implicitos ofrecen la ventaja de permitir un paso temporal mayor y reducir
el tiempo de computacién, mas la imposibilidad practica de encauzar el esquema hacia la
conservacién de al menos dos cantidades fisicas es patente, debido al proceso de inversion
matricial necesazio para implementar la distribucién, Es interesante el articulo [24] apare-
cido en el momento de redactar estas lineas, en el que el autor desarrolla un esquerna en
diferencias implicito y conservartivo para la ecuacién integral en simetria esférica (tratada en
el capitulo 4). Sin embargo, la conservacién de la energia se consigue mediante linealizazién
del operador colisional, tras forzar la positividad de f mediante un habitual esquema de
Chang-Cooper, que desplaza, mediante pesos estadisticos apropiados, el valor de f; sobre
cada intervalo espacial discreto no uniforme Aw;. El resultado es un esquema. complicado,
sin claro significado fisico y sin eludir la linealizacidn del operador Lypp .

A las dificultades presentadas en pérrafos anteriores, vienen a sumarse las derivadas de la
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aplicacién de esquemas en diferencias a problemas de més de una dimensién, para los cuales
el ejercicio de la inversion matricial obliga &l uso de aproximaciones basadas en el método
de las direcciones alternadas, que pueden ocasionar una pérdida de informacién sobre las
caracter{sticas del sistema y la consiguiente devaluacién de las ya deficientes propiedades
conservativas del operador discretizado.

Respecto a métodos en elementos finitos cabe sefialar, citando a Charles F. F. Karney
( [25], (28] ¥ [27] 3), que la aportacién de los mismos cs equiparable a la concedida por los
métodos en diferencias para la ecuacién integral de Fokker-Planck, no proporcionando una
mejora sustancial a los problemas suscitados por los métodos habituales.

Por su parte, las soluciones analiticas dadas en la literatura para resolver las ecuaciones
cinéticas y calcular los coeficientes de transporte, tales como los tratamientos de Hilbert
[28], de Enskong y Chapman [29] y Braginskii (30], se inspiran en desarrollos perturbativos
y linealizaciones del operador colisional que distorsionan la propia naturaleza alineal del pro-
blema. En todos estos los métodos analiticos, el recurso de la computacién se presenta, en la
préctica, como ineludible para el cdlenlo, salvo en los 6rdenes més bajos de la aproximacidn,
Ante esta necesidad, parece razonable proponer nueyos esquemas numéricos para resolver
problemas no lincales, sin recurrir a aproximaciones innecesnrias que pueden no represen-
tar fielmente un sistema fisico como el descrito por la ecuacién integral de Fokker-Planck.
De hecho, actualmente se aprecia la tendencia a eliminar los métodos de cdleulo analiticos
en favor de la construceién de esquemas numéricos efectivos, como lo reflejan las referen-
cias citadas anteriormente. Ante esta parondmica se ha desarrollado el esquema numérico
integral objeto de este trabajo, cuyos fundamentos bésicos se presentan a continuacién.

1.3 Objetivos.

Es evidente, en virtud de lo expuesto, que el objetivo bdsico de esta tesis es ¢l configurar
nuevos esquemas de integracidn numérica para ecuaciones de Fokker-Planck no lineales en
los que se desechen por completo todo tipo de linealizaciones ¥y aproximaciones previas.
Asf se fundamentarén las bases para la aplicabilidad del método integral a situaciones con
verdadero significado fisico, cuyo alcance escapa de las pretensiones de este trabajo, tales
como el calculo de coeficientes de transporte en plasmas termonucleares con mas de un
componente,

Fl método ha de dar respuesta a los problemas planteados por la aplicacidn de los métodos
numéricos habituales, como la conservacién de més de una magnitud fisica. Con esta final-
idad se ha desarrollado el procedimiento de integracién numérica basado en la ecuacién
integral de evolucidn, dotada de un claro significado fisico propiciado por el formalismo de
propagadores o probabilidades de transicién, Las primeras investigaciones consumadas por
nuestro grupo se sintetizan y mejoran en este trabajo.

Dos son los objetivos intermedios trazados para la expresién matematica definitiva del
método integral: en primer lugar es preciso aportar un modelo eficiente para la obtencion
de propagedores a tiempos cortos que aproximen fielmente al propagador verdadero cuya
expresién de desconoce; en segundo lugar, es necesario extender el tratamiento numérico
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pera ecuaciones ordinarias de Fokker-Planck a las llamadas ecuaciones no lineales, forma-
mente analogas a las primeras, en las que los coeficientes difusivos dependen de la propia
funcién de distribucién. Bl primer objetivo se ve cumplido de forma satisfactoria mediante
el procedimiento de derivar la probabilidad de transicién P, tecurriendo a un problema
auxiliar de ecuacién de Fokker-Planck con las mismas condiciones de contorno implicitas en
el problema original. La flexibilidad del célculo permite establecer correcciones tendentes
u respetar la constancia de ciertas magnitudes conservadas. Hste método se da en el se-
gundo capitulo del trabajo y se aplica de modo satisfactorio en el capitulo siguiente. La
extensién n ecuaciones integro-diferenciales, o no lineales de Fokker-Planck en general, se
aborda definitivamente entendiendo que el cardeter explicito del método numerico concede
numéricamente el conocimiento formal de los coeficientes difusivos, a efectos practicos, de-
pendientes en iltimo extremo de las variables espaciales y del tiempo. El tercer capitulo
ilustre el procedimiento a seguir para casos generales y sienta los precedentes fundamentales
para las aplicaciones posteriores. Por razones pedagdgicas el método se presenta a través de
aplicaciones simples, que van desde procesos con difusién constante a casos no lineales en
los que es posible comparar las soluciones numéricas con las analiticas. Las pautas generales
para la operatividad del método se extraen consecuentemente de estas aplicaciones.

La aplicacién a la ecuacién integral de Fokker-Planck para plasmas de un solo compo-
nente en condiciones de isotropia total (cuarto capitulo), y en coordenadas cilindricas en
el espacio de velocidades (quite capitulo), refrendan la valides del método para representar
de forme fisicamente coherente el problema, Los propagadores derivados para ambos ca-
sos dan solucién no sélo a la descripcién del estado transitorio del sitema, conservande las
magnitudes fisicas, sino que también son aptos para la descripcién del estado estacionario
de equilibrio sin limitacién en el nimero de iteraciones. En ambos capitulos se consuman
de forma definitiva los objetivos propuestos en este trabajo y se constata la eficiencia del
modelo numérico, lo que deja abierta la posibilidad para realizar aplicaciones posteriores a
problemas con mayor interés {isico.
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Capitulo 2

Fundamentos del Método
Integral Numérico.

En este capitulo se presentan los fundamentos esenciales del nueva método computacional
propuesto en el trabajo para la resolucién de las ecuaciones cinéticas de Fokker-Planck en
su sentido m4s genérico, establecido en el primer capftulo. El procedimiento puede ser gen-
eralizado, en principio, para cualquier ecuacién de cvolucién temporal de la densidad de
probabilidad f(q,t). Sin embargo toda la exposicién estd referida principalmente a ecua-
ciones que presentan la evolucién de f en la forma de una ecuacién tipo Fokker-Planck
(EFP). La descripcién global de un sistema fisico caracterizado localmente por el conjunto
N-dimensionsl de variables estocdsticas {q(t)} se lleva a cabo a través de la ecuacién di-
ferencial para la densidad de probabilidad, que en Pisica Estadistica se interpreta como la
funcién de distribucién f(q,f). La base tedrica que inspira el método se encuentra, por
tanto, en la interpretacién de la naturaleza estocdistica de los procesos descritos por la ecua-
ciones abordadas mediante la aplicacién directa de algunos presupuestos basicos de la teoria
de procesos estocdsticos,

El método propuesto ha de dar respuesta al problema de la evolucidén temporal de la
funcién de distribucién f(q,t) ya que no sélo se pretende iratar el estado de equilibrio,
sino que interesa encontrar un procedimiento mediante el cual sea posible describir satis-
factoriamente, desde el punto de vista fisice, la funcién de distribucidén en tode instante
{. Igualmente ¢l método ha de ser totalmente satisfactorio para ilustrar la descripcién de
los procesos estacionarios, con el fin de vertebrar un potente algoritmo que permita, en el
futuro, investigar sobre las propiedades de los sistemas {isicos tras alcanzar dicho estado.
En particular nuestro grupo se halla interesado en el calenlo de los coeficientes cinéticos de
transporte: la conductividad térmica, la resistividad y la viscosidad.

Los procedimientos para la resolucién de ecuaciones tipo Fokker-Planck estudiadoes en la
literatura resultan, salvo excepciones para casos especialmente simples, intratables desde el
punto de viste analitico, La compleja dependencia funcional de los coeficientes de conveccidn
y difusién en la EFP objeto de este estudio, conlleva la necesidad de recurrir a linealiza-
cones para obtener soluciones semianaliticas, procesos que, inevitablemente, desvirtian la
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24 Capitulo 2. Fundamentos,

propis naiursleza alineal de los procesos descritos por la ecuacién de evolucién, Por esta
razon, la aplicacién del método desarroladc en este capitulo, requiere el uso de cédlculos
numéricos, acordes con ia naturaleza de la aproximacién anslitica gue contituye su base
tedrica, Asi pues, en primer lugar se establecen las ecuaciones analiticas para la evolucién
de f; posteriormente se plantea el algoritmo wumérico para la aplicacién de las ecuaciones
anteriores.

Los procedimientos numéricos habituales, basados en aproximaciones en diferencias fini-
tas o elermentos finitos, han sido suficientemente estudiados en la literatura. 5in embargo
estos métodos, & pesar de los resntados satisfactorios en los problemas de evolucidn, pre-
senian el inconveniente de no dar respuesta clara a Jos procesos de conservacién de las
magnitudes flsicas involucradas en el prohlema. Por esta razdn el métode integral propuesto
ha de mejorar, o resolver el problema de las magnitudes fisicas conservativas, tanto en el
desarrollo de la evolucidén temporal como en el estade de equilibrio. En este sentido se pre-
tende contribuir a la mejora en el tratamiento de las magnitudes conservativas implicitas en
la ecuacién cinética,

2.1 Fundamentos tedricos.

Fl nuevo método numérico propuesto en este trabajo, desarrollado ya en su primera fase
por otros componentes de nuestro grupo [1], [2], se propone dar una solucién numérica
para la Ecuacién Integral de Fokker-Planck. En primer lugar, se pretende desarrollar un
algoriimo computacional para el que no sea necesario recurrir a linealizaciones, o céleulos
de naturaleza perturbativa, reiteradamente aplicados por otras técnicas que resuelven el
problema numeérica o anealiticamente.

La furdamentaciém dltima del método numérico integral se inspira en las considera-
clones generales, revisadas en el primer cap{tulo, para el avance temporal de la funcidn de
distribucién f en la en la ecuacién diferencial de Fokker-Planck.

El problema fundamental consiste en derivar la expresién para la densidad de probahbili-
dad, que se notard por f(q,1), conocida la cordicién inicial f{q,0) = fo(q). Para cualquier
proceso de naturnlesa estocdstica sobre el conjunto de variables {q(t)} la funcién f se en-
cuentra descrita por la ecuacién de evolucion

a
"5{“ = Lf(q,1),

donde £ representa, de forma general, un operador integro-diferencial.

La relacién entre f{q,t} y f(q,0) define la existencia de un operador de evolucién tem-
poral U, ¢+ tal que, para > ' > D se satisface la relacién formal

fla,?) = thofola), t>0. (2.1)

Fl operador U, o+ es en general un operador integral, lo que permite reeseribir (2.1} como

f(Qst) :ut,l‘ f(qit’) = f;)f(q’)t')u(q:thfatf)dhrq, (2'2]

donde la integral ha de extenderse sobre tedo el dominio D de f.
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Las propiedades del niicleo integral I se deprenden de aquéllas relativas a la familia de
operadores integrales {#4;,:} : !

l]iﬂ[lﬂu;,gf =T
lim u-,-,g = Ll,.lt.

t—1'
Upp = Upng Upn, B2 <A

donde T simboliza la matriz identidad. Las relaciones anteriores permiten inferir, atendiendo
a (2.2), las propiedades generales de los nticleos integrales II. Asi para ¢ > &' > ! se tiene:

z]jn:l' N(q,tlq’,#') = &(qa-4q’) (2.3)

H(q:thf:t') = fH(q,tlr,‘t")H(q”,t”lq",f,")qu” . (2'4‘)
D

Los operadores TI{q,t|q’,t') se denominan propagadores y, en general, no pueden ser
interpretados como probabilidades de transicion, interpretacién que s{ puede aplicarse para
el caso particular II{q,t|q’,0). Sin embargo, para procesos markovianos II{q, ¢|q’, ") siem-~
pre representa la probabilidad de transicién o probabilided condicional P(q, t|q',t'), lo que
permite dotar de significado fisico a los operadores integrales definidos para casos generales,
El operador £ ohjeto de este trabajo, presenta la forma de un operador de Fakker-Planck
Lpp citado en la Introduccién

fad)= Lerlad) = —p-{Aiat)— 5-Disla )} (29)

donde la dependencia en q y ¢ en los coeficientes A; y D;; puede desprenderse de una
relacién integral con la propia funcién f(g,1), como en el caso que de la ecuacién integral
de Fokker-Planck en la Fisica del Plasma. Este hecho supene que el micleo integral del los
operadores de avance temporal, i depende de la condicidn inicial en el instante ¢ = 0, lo que
se traduce en un marcado carécter no markoviano en la descripcién local pare las variables
estocésticas g{t) implicita en (2.1). De forma general, se supondrd que tal dependencia se
encuentra explicitada y que, por tanto, 4; y Dij son funciones cualesguiera del tiempo ¥
de las variables {q}. Sin embargo es preciso sefinlar de nuevo que al menos formalmente,
existen los propagadores II para cualquier proceso dado por (2.1) con el operador particular
Lpp, con independencia de su cardcter no markoviana.

La relacién (2.2) aperece en la teoria de los procesos estocdsticos para la probalidad
condicional P(q,#|q’,?') y se reconoce con el nombre de Ecuacién de Consisiencia

Ha 1) = [D £ £)P(a, s 1)d™d (2.6)

que, en los procesos markovianos, es iambién vélida para la probabilidad de transicién P
segin
P(q,t|q’,i") - f P(q,t|q”,t"')P(q”,t"[q',t’)d”q" . (2_7)
ol

Lygase por ejemplo la referencia [3]



26 Capitulo 2. Fundamenios.

La ecuncién (2.7) se conoce con el nombre de Ecuacién Integral de Chapman-Kolmogorov
para la probabilidad condicional. De (2.7) puede derivarse, bajo ciertas condiciones, la
ecuacién diferencial correspondiente a la funcién P y, consecuentemente, para f(q,1). Gar-
diner {[4]) propone a este efecto una ecuacién diferencial en la que, ademés de contenerse
los efectos de difusién y deriva, representados mediante un operador en la forma (2.5), se
incluye la posible existencia de procesos de transicién o saltos, esto es, la posibilidad de
discontinuidades en las funciones g(t). Estos efectos se contabilizan a través de un oper-
ador integral cuyo niicleo depende de la probabilidad de transicién por unidad de tiempo
W{q|q',1). Las condiciones bajo las cuales no aparece este segundo operador (W = 0) se
especifican claramente en esta referencia, y se cilardn posteriormente como condiciones para
una apropiada definicidn del operador &1 en el Umite v — 0.

En general como los procesos descritos por las ecuaciones de Fokker-Planck que ocupan
este trabajo no presentan cardcter markoviano, (2.7) no es vélida y habrd de ser sustituida
por (2.4). Sin embargo, la relacién de consistencia (2.6) sf se mantiene vilida para cualquier
proceso. Este hecho permite definir un generador infinitesimal de la familin de operadores
{U,,11} detexminado por la ecuacién de evolucién

8
"5{- = Lpp f(q,1) (2.8)
de tal modo que
Hat+ )= [ Plat+rld, of(a’,0d" (29)

donde el propagador II = P puede, en virtnd de {2.6), interpretarse como una probabilidad
de transicién o probebilidad condicional, para la evolucién de la funcidén de distribucién f,
desde la condicién inicial f(q,to = 1) hasta f(q,t =g + 7), con 7 > 0. Por esta razdn, en
lo que resta de exposicién, P se denotard indistintamente con los nombres de propagador ¥y
probabilided de transicidn.

] formalismo de operndores integrales descrito en los pérrafes precedentes, constituye
la fundamentacién tedrica del procedimiento de avance temporal para fo(q) propuesio en
este trabajo. Dado que la propiedad (2.3) es cierta para cualquier propagador II sea o
no interpretado como probabilidad de transicién, (2.9) y (2.8) definen conjuntamenie la
ecuacién, & primer orden en 7 = ¢ — ¢’ satisfecha por P(q,?+ 7|q',t)

Plg,t+ rld\t) = {1 + 7Lpp(q,t) + O(r))} 6(q ~q). (2.10)

La expresién anterior se interpreta a su vez como la aproximacién a primer orden en T,
cuando ¥ — 0, de la solucidn formal para la ecuacidn de Fokker-Planck con operador Lpp
de coeficientes difusivos dependientes del tiempo

P(g,tlq,t) = §(a—q') +
(2.11)

o0

t bn—1
> foat [ (e n). Levlat)i(a - q)
e v

o
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denominada Serie de Dyson 8], que en €l caso de independencia temporal del operador
Lrp, con 7 =¢ —#, adquiere la forma

Pla,tlq,¢) = & 7 Lrrl@) 4(q - o) (2.12)

La probabilidad de transicién P, para cortos intervalos temporales r = i— ', ha de sex
coherfrnte con el problema en estudio, esto es, la funcién P, debe ser consistente con la
ecuacion diferencial (2.8) a la cual representa en &l ¥mite = — 0. La evolucién temporal de
f(q,t) quedard resuelta mediante la aplicacién recursiva de (2.6). De (2.10) puede obtenerse,
por los procedimientos que se muestran en secciones posteriores, la probabilidad de transicién
& tiempos cortos P, que depende de los coeficientes A; y Dy; evaluados en el instante 1,

Asi pues (2.6) proporciona un procedimiento explicito de avance temporal para la funcién
de distribucién f, vélido hasta segundo orden de potencias en el paso temporal 7. Salvo en
casos especialmente simples, la integral implicita en (2.9) resulia irresoluble analfticamente,
por ello es necesario disefiar un procedimiento de integracién numérica sobre el conjunto de
varinbles {q}, consistente con el hecho de que P, es una funcién con un maxima pronunciado
en o = ¢ para pequefios valores de 7.

2.2 La funcién P,(q,q'|t).

La primera dificultad técnica radica, pues, en encontrar lo que se ha denominado probabi-
lidad de iransicidn o tiempos cortos Pr(q,q'[t) = P(q,i + 7[q,t) para cada problema en
particular. Son numerosos los procedimientos analiticos desarrollados en la liferatura sobre
el calculo del propagador infinitesimal P, (6], [7], [8]. En la referencia [8] puede encontrarse
un procedimiento general que dispensa toda una clase de probabilidades de transicién equiv-
alentes, mediante el uso de transformadas de Fourier en las variables espaciales, cuando el
dominio de la funcién densidad de probabilidad se extiende a todo el espacio. El proced-
imiento habitualmente utilizado para determinar la expresién de P, consiste en representar
la funcién #(q — q’) por su transformada integral de Fourier y aplicar directamente (2.10).
Sin embargo la funcién § es, realmente, una funcién arbitraria, ya gue ésta puede represen-
tarse a través de cualquier conjunto {F(A, q}} de funciones ortogonales. No obstante, puede
demostrarse {[8]) que todas las funciones P, aplicables a cada problema particular, consti-
tuyen los elementas de un conjunto de prokabilidades de Eransicién equivalentes y que, por
tanto, conducen a la misma solucién para la ecuacién de Fokker-Planck en el limite + — 0.
La expresién mds utilizada para P,

B 1 oo | D e — g~ Aim)(gy — ¢ ~ Aj7)
~ PR i

P,

(2.13)
Di; = Dii(g' 1) 3 Al = A\t 4,7=1,.. ., N;7>0
se obtiene por el procedimiento referenciado en el pérrafo anterior. Los coeficientes de

. .. . 1 . r -1
difusion y deriva se encuentran evaluados en las variables fuente q' en el instante ¢. D;;
son los elementos de la matriz inversa correspondientes a Ia matriz de difusién simétrica
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—supuesta definida positiva— y ||D'|| es su determinante. Para la resolucién de (2.10) se ha
hecho uso de la propiedad G(q)é(q ~ ') = G(q')6(q — q'). Esta caracteristica se encuentra
en estrecha relacién con el significado fisico de P. Dado que 7 es infinitesimal, la informacién
contenida en el paquete inicial P(q,t|q’,t) = 6(q — ¢') no sufre dispersién significativa: la
forme funcionsl de (2.13) se justifica entonces atendiendo a la representacién de la funcién
§ como limite de la distribucién maxwelliana (2.13) cuando = — 0, pudiéndose evaluar los
coeficientes de difusién y deriva sobre las variables fuente g'.

En (2.13) todas las derivadas sobre las funciones A; y D;; se hallan implicitas en la repre-
sentacién de la funcién §. La expresién (2.13) es diferente si se desarrollan las operaciones
contenidas en el operador Lpp. Bl argumento de la exponencial contiene las derivadas par-
cinles correspondientes sobre 4;{q, 1) y Di;(q,1), que se evalian en las varinbles de campo q
en lugar de g’ —véase (2.18)--. Entre estos dos casos extremos, es posible desarrollar un con-
junto de funciones P, en las que la dependencia funcional de los coeficientes de conveccién
v difusién se halle parcialmente implicita en la funcién 6 de Dirac, como propone Wissel en
el trabajo [8].

2.2.1 Propiedades de P..

La repregentacién de la probabilidad de transicién para un corto tiempo de evolucién 7, como
se he indicado, no es dnice. En cualquier caso, tal representacién § ha de ser coherente con
la naturaleza de cada problema particular, lo que presupone la adaptacién de ésta a las
condiciones particnlares de la ecuacién tipo Fokker-Planck tretada, En particular, (2.13)
estd definida sobre todo el espacio, por lo que no se halla normalizade en general, scbre la
regién R prescrita por el dominio D de la funcién f{q,1).

En consecuencia, en lo relativo a la correcta normalizacién de Pr, la representacion de
la funcién § para (2.10) habria de consiruirse sobre una base {F (A, q)} de funciones ortog-
onales definidas sobre D. Este procedimiento permitiria, a su ves, generar la representacion
& coherente con las condiciones de frontera de cada problema particular (2.6}, La eleccion
del conjunte {F (A, q)} obviamente no resulta sencilla, maxime si se pretende que la serie
(o integral sobre los autovalores del espectro {A} ) conduzca a una expresion compacta y
tratable para Py,

Para agravar el problema de la normalizacién, esta condicién no ha se ser la iinica
propiedad satisfecha por el propagader a tiempos cortos. Ya que, esencialmente, Py debe
ser una aproximacién del propagador vedadero P(q, £+ 7|q, 1), cuya expresién se desconoce,
las propiedades generales de éste han de contenerse en Pr scbre el limite 7 — 0, BEsias
caracteristicas s¢ infieren directamente de las correspondientes propiedades de la ecuacién
tipo Fokker-Planck representada por Lpp . Sitanto A; como D;; se consideran funciones
explicitas en las variables q y ¢, las propiedades que ha de verificar P, se fundamentan
en la consistencia con el problema que pretende representar. En otras palabras, este hecho
supone afirmar que cualquier derivacién de la funeidn § de Dirac, de la que se inflera Fr |
puede no conducir al problema particular descrito por Lyp . Como contraejemplo, baste
sefialar que

_ 202rD(g', 1)}*/?
T owllg-o — Alg, )]+ 27D(g, 1) |

M= P



2.2.1, Proptedades de Pr . 29

satisface (2.3) ? para cierta ecuacién unidimensional en ]— oo, cof, sin embarga no reproduce
un problema tipo Fokker-Panck de coeficientes difusivos A{g,1) ¥ D(g,1) pues, a pesar de
que de esta expresién se obtienen las funciones Alg',t) ¥y Dld',t) segin el desarrollo de
Kramers-Moyal (1.4} y (1.5), los momentos de orden superior al segundo no estin definidos,
al ser divergentes las integrales J q* 11 dg para k > 3.

En consonancia con la ecuacién de evolucién integral (2.9), con relacién a (2.8}, la pro-
babilidad de transicién a tiempos cortos, en cualguier caso, debe satisfacer las siguientes
propiedades analiticas:

1.- Su norma sobre el dominio D en sus variables ha de ser la unidad, esto es
f Pr(a,d )V = 1, (2.14)
D

9.- en el imite 7 — 0 ha de conducir al valor exacto de los momentos de primer y segundo
orden, siendo nulos los momentos de orden superior

. — gt
D" = 4 (d\ )= }1_1{5/9 _91_1:.&_ P(q,q'[t) Vg (2.15)
C— a'Ya: — o
D‘(J?) — D;‘j(q"t):";—lin})f (‘1! 91)(‘1.1 Q,)Pr(q, qflt)qu (2.16)
T D S

3.- y, obviamente, ha de satisfacer la condicién inicial
P‘rzﬂ(q' qllt) = 5((1 - q!)-

La propiedad (2.14) habria de expresarse también en funcién del limite en T tendiendo &
cero, no obstante, en funcién del uso asignado a la probabilidad de transicién a tiempos
cortos en este trabajo, es conveniente que P, se encuentre normalizada & la unidad para
cualquier valor finito del paso temporal. Como las integrales de (2.9) se han de procesar
quméricamente con 7 finito, no de modo analitico segin (1.17), si f(q,%) preserva constante
la norma en la evolucién, con (2.14) se consigue preservar esta caracteristica en cada it-
eracién. Numéricamente podria procederse a la renormalizacién de Pr, sin embargo, como
sc verd en el siguiente capitulo, la convergencia hacia la solucién verdadera se ve notable-
mente alterada con este procedimiento, Asi mismo seria también conveniente que (2.18) ¥
(2.18) se mantuviesen para T finito, especialmente se f preserva los momentos de primer y
segundo orden constantes.

A las propiedades anteriores puede afiadirse la condicién de que P, no genere la exis-
tencia de una probabilidad de transicién por unidad de tiempo W{q|q',2), ello supondria
adicién a Lipp de un operador integral con niicleo W f(q',t) que contabilizaria los efecios
de discontinuidades en las variables estocdsticas microseépicas {a(t)}, como se indicé ante-
riormente. Segiin Gardiner en [4], si se pretende que el operador £ coincida con Lpp ha de
cumplirse que, pare todo € > 0, exista el limite

P(q,t 1
lim Plg,t+7lait) W(qld',2)= 0 (2.17)

7—0 T

?y ademds (2.4) con A y D constantes
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uniforme en q y g/, con |q—q'] > ¢

Puede comprobarse fécilmente que (2.13) satisface todas las condiciones anteriores si
cada componente ¢; de {q} se define sobre el intervalo | — co ,00[. En gran nimero de
problemas fisicos la representacién maxwelliana de P, resulta adecnada para el proceso de
implementacién de f descrito por (2.9). No obstante, son tambi¢n numerosos los problemas
que exigen la resolucién de (2.8) bajo condiciones de contorno especificas. Es deseable pues,
que la probabilidad de transicién a tiempos cortos sea coherente con las condiciones de
frontera impuestas por el problema original. Resulta en extremo esencial para preservar el
conjunto de propiedades anteriores, que P, esté normalizada en D si f(q,t) preserva su
norma constante en el tiempo, como se indicd en el parrafo anterior. Esta propiedad esta
{ntimamente relacionada con la reproduccién de las condiciones de contorno especificas de
cade problema. En la seccién siguiente se da un sencillo modelo de céleulo para Pr que
resuelve la cuestién sobre las condiciones de frontera, hecho esencial para una coherente
descripcién numérica de cualguier sistema fisico.

2.2.2 Cilculo de P..

La eleccidén apropiada de la funcién P,(q,q'|t) consistente con la ecuacién tipo Fokker-
Planck particular, depende esencialmente de la representacion uiilizada en (2.10) para §(q—
q'). Este problema puede resolverse de una forma sencilla haciendo uso de las propiedades
de la funcidn & de Dirac. A tal efecto, nuestro grupo propone un procedimiento simple y
general para determinar una probabilidad de transicién a tiempos cortos, que satifaga las
propiedades expuestas en la seccién anterior,

En (2.13) se hallan implicitas en la misma funcién § las derivadas sobre los términos A;
¥ Di;. 8i el operador Lpp se desarrolla en sus derivadas respecto a las variables ¢; ¥ g,
y &(q ~ q') se representa mediante su iransformada de Fourier, la expresién de P, varia
{[6]), concretamente

PG N i CTESY S o) /T 2]
[| D]} 2(4mr)Ni2 4T
(2.18)
d a a ]
Qilq,t) = Ay — Z-é“(;n"ka v O(q,t) = Ban Ap — '{E;ka |

donde las derivadas sobre los coeficientes difusivos, evaluados ahora sobre las variables de
campo {q}, se hallan explicitadas en el operador integral y, por tanto, no contabilizadas
implicitamente en la representacién de la funcién § de Dirac.

Es factible inferir una expresién para P, en le que las derivadas sobre los coeficientes
difusivos se hallen parcialmente implicitas en §, obteniendo toda una gama de probabilidades
de transicién {P#} equivalentes en el limite T — 0. Wissel, en [8] sugiere la posibilidad de
utilizar como propagador una combinacién lineal de todas las funciones P! segin P, =3 u
ay P, con )} au = 1. Debe notarse que (2.18) no se halla, en general, normalizada a
la unidad para * finito, lo que representa un inconveniente para preservar la norma de la
distribucién f en un esquema numérico integral. Por otra parte, las derivadas sobre A; y Dy
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habrian de calcularse también numéricamente si estas funciones no se encuentran explicitadas
en ¢ y i, lo que podria suponer una fuente adicional de errores de truncamiento. Para los
fines de esla investigacién se ha considerado imprescindible obtener una probabilidad de
transicién que verifique las propiedades de la seccién 2.2.1 en su integridad, para ello se
sugicre el sencillo método que a continuacién se describe, a pesar de que las expresiones
alternativas dadas anteriormente puedan ser ttiles para ciertos problemas.

El proceso seguido para inferir (2.13) supone reescribir (2.10) come 3

Py = {14 rLpp(a,t) + O(r*)}é(g — q') m e Lrr(@90 (g — o) (2.19)

donde L}y (q; a',t) es un operador tipo Fokker-Planck de coeficientes difusivos evaluados
en lns variables fuente g', ya que se ha aplicado la propiedad

G(q) 5(a—q') = G(q') 6(a ~ )

para Ai{q,1) y Dij(q,1), sin efectunr previamente las operaciones d4; /8q; y 8Dy; [0g; ---
indicadas en Lpp sobre tales coeficientes,

En virtud de la solueidn general a (2.19) dada por (2.13), el operador Ly actda sobre una
funcién Pr  cuya dependencia on r 8¢ prasenia como 1//7 exp[- K2 /r]; por tanlo, para K =
K( e a'vt) # 0 cl término [#13, 51" Pr gencra los sumandos exp[—K* /7] / [#"/T), representados
simbdlicamente por O(r")}, que decaen a cero méds rapidamente que cualquier potoncia en 77, en
el lfmite » — 0,

La propiedad anterior jusiifica la aproximacién efectuada en (2.19) a través del operador expo-
nencinl en v L}up. En chmbio, s I = 0 (enando q = q') la seric ea ¢laramente divergente. No
obatante, ha de tenerse presente que Pr dirve como micleo integral del operador Uigre que ha
de actuar sobre Ly fungién f{ q,t) para dar f( q,¢+ 7) ¥, si f es una funcién bien comportada en
el sentido de distribuciones, especialmente si satisface la condicién de normalizacién, es de esperar
gque Lras ln integracidn opoerluna sobre las variables fuente { q'} se elimine la dependencia en 1/ [v"
/7] permaneciendo el comportamiento asintético segin exp{—&?(g,8)/7] / [r™/7T] —con & distinta
de cero— y ln serie resulle convergente, comno se desprende al observar que f( o, ¢ + 1) sigue siendo
una Tuncion densidad de prababilidad, reduciéndose & f( g, t) en el limite 7 — 0. Asf pues (2.19),
y el resto do las relaciones similares que se presentan en lo sucesivo, ha de interpretarse realmente
en la forma

flatdr) = f flatye™ e §(q- q) dVq (2.20)
D

pars una <erivacién més rigurosa de Pr. Sin embargo, como se verd en el signiente capitulo, Pr
puede ser villda ineluso para avanzar en cl tiempo el propio propagador P( a,¢| 53,0) que parte
de la condicién inicial 8( q — aq) parai = 0.

Si en lugar de cacribir (2.19) para L}, A;6 y Di;8 se factorizan dela farma
Ai (q,8) 8{a—q) = a; (¢, 1)a (q,t) §(a— q)
(2.21)
Dis(a,1) 6(a ~ o) = Bij(d', t)is(a, ) §(a — )
Tyn que la adicién de términos en orden 2 no altera este linite, es decir:

litrh[l Far+ O3 =
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la ecuacién (2.19) puede presentarse ahora en términos del nueve operador auxiliar L} » (g;
q',t) definido por

“ a 6
Leplasd' 8y = ———{ai(q,t)e:(q’, t) — Bis(d',8) s—dis(a, )} (2.22)
8g; aq.?
de tal forma gue
Pr = erLrel@'1) 5(q — o), (2.23)
puede entenderse como la solucién formal de la EFP suxiliar
oF, . .
B = L}ypPr(q,7|q%,0) (2.24)

dende ¢ como ¢’ se consideran ahora pardmetros constantes. Las factorizaciones (2.21)
generan N?-4 N funciones auxiliares Bi; ¥ e, en sustitucidn de A4; y Dj; para la expresién més
comiin (2.13). En general, la forma presentada para estas factorizaciones es sélo orientativa;
asi, por ejemplo, si cada d;; se identifica con la unidad cada G;;(d’, t) coincidird con Di;(q’,¢).
Esta opcidn obliga a definir la funcién A; de forma que se criginen N nuevas funciones &y,
tal que A; § se reeseriba como

Ai(q,t) 8(a—q') = &;(a,t)D;(d',1) 6(a — o).

Esta nueva factorizacién simplifica notablemente la resolucién de la ecuacién auxiliar (2.24),
pues los coeficientes 1D;;(q’,1) se consideran constantes a este efecto. En concreto, si cada
&; (q,t) se puede intexrpretar como derivada de cierto potencial ¢(q,1) segtin

- B 9y Odm

d;= ——— eon —— = 0
! dg; Ogm  Oap '

el propagador P.(q, v|q*,0) serd la solucién de (2.24) para una probabilidad de transicién
que presenta como solucién ‘estacionaria’ 4 la funcién P, = A exp[—¢] con t y q' tratados
como pardmetros constantes, Este hecho favorece la conversién de (2.24) a una ecuacién
tipo Schrédinger y la correspondiente reduccién de la misma a un problema de antovalores,
para dar la solucién en la forma (1.14) [6] y obtener asi una apropiada representacién de la
funcion § de Dirac.

Para muchos de los problemas fisicos txatados, f evoluciona hasta ia distribucién maxwe-
lHana de equilibrio. Esta caracteristica contribuye a configurar claramente la forma funcional
de las funciones a; y diy, en las que es posible introducir la dependencia asintética en las
fronteras de la regiéon R donde esta definida la ecuacién, a fin de integrar en P- las condi-
ciones de {rontera del problema general. Debe notarse que en {2,23) el operador L} p ha
de entenderse dependiente sdlo de g y no del ‘tiempo’ auxiliar 7. Este hecho propicia la
aplicacién del procedimiento de resolucién basado en su reduccién a un problema de autova-
lores, como se indicé en el pdrrafo precedente. Por una parte, con la factorizecién (2.21),la
ecuacidn auxiliar (2.24) puede resolverse bajo la condicién inicial Pr(q,0|q*,0) = §(q — q*)
¥ las condiciones de frontera del problema general, por otra parte, la representacién de la

4ge enticnde como estacionaria en la nueva variable temporal 1, cuando se procede al limite 7 ~ oo
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funcién § buscada puede tomarse del conjunto de funciones ortonormales {¢(A, )} que la
definen para el problema auxiliar. De esta forma, la inserccién de

L fla—a) = f¢(q, A)(a’, A)d™ A

§(q—4q') =
en (2.19) dara lugar a la probabilidad de transicién P, éptima para aplicar la ecuacién de
evolucién integral (2.9) a primer orden en T con Pr{q,q'[t) = P.(q,7|q*,0).

El problems de encontrar la representacién de la funcién 4 para (2.19) se reduce pues, a
resolver una ecuacién de Fokker-Planck ordinaria en la variable temporal 7. Esta ecuacién
auxiliar presenta la forma habitual de las ecuaciones de evolucién para la probabilidad de
transicién en los procesos markovianos continuos y por ello se asegura el cumplimiento de
las propiedades (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17). La apropiada eleccién de las factorizaciones
(2.21) puede trazarse de tal modo que la ecuacién diferencial auxiliar de la que se desprende
la representacién § quede reducida a un problema particular conocido en la literatura para la
IFP en la probabilidad de transicién condicional. Tembién puede recurrirse a cualquiera de
los métodos de resolucién para este tipo de problemas que se citaron en ¢l capitulo anterior,
En cualquier caso puede, a priori, elegirse el conjunto de funciones ortonormales {¢(A, q)}
adecnado para las condiciones de frontera del problema y elegir las factorizaciones (2.21)
que generen la ecuncién (2.24). Este procedimiento es valido siempre que las funciones
a;(q',1) y Bij(q’,1) muestren el comportamiento éptimo para llevar a cabo la integracién
sobre lns variables q' en la ecuacién integral de evolucién (2.9). Ya que esta iltima ha de
resolverse mediante procedimientos numéricos, serfa conveniente que a; y fij no presenten
singularidades en la regién R. . Si las posibles singularidades de A; y D;; se recogen sobre las
funciones a; y d;j, la dependencia funcional de los coeficientes de difusién y deriva quedardn
recogidas implicitamente en la representacién de la funcién & de Dirac. El procedimiento
generador de Pr(q,q'[t) presentado en esta seccién, se aplica para la determinacién de
propagador a tiempos cortos correspondiente a la ecuacién de Fokker-Planck de la Fisica del
Plasma en los capitulos cuarto y quinto, En estos problemas la funcién de distribucién en el
equilibrio sc conoce, ya que la EFP correspondiente sntisface las condiciones del Tecrema-
H de Bolizmann ([9]). Esta propiedad sugiere, para el caso de la funcidn de distribucién
reducida f(v,1), sobre la componente radial de la velocidad, las factorizaciones

Ao, 60 =) = [ —valv!, 1) Den(v', 60 ~ ¥
Dyy(2,0)6(v =) =  Dy(v',t) §(v—1"),

con lo que (2.24) sc resuclve fécilmente con las condiciones de frontera sobre » = 0 coinei-
dentes con las del operador original. Las funciones c y Dy, se encuentran acotadas en todo
el rango de variacién de v. As{ mismo, la dependencia funcional en 2/v queda implicita en
la representacién § en términos de funciones de Bessel reducibles & combinaciones de expo-
nenciales. Bn particular, para una amplia gama de procesos {isicos descritos por ecuaciones
tipo Fokker-Planck, en las que se recogen los efectos de simetrfas cilindricas o esféricas, es
factible derivar un operador integral Uy.pr,e por aplicacién directa de (2.19) con

§(v —v') = uﬁ% /Om(f,’;)“.r,,(Av)J,, (') AdA
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eligiendo convenientemente la funcién g(v) y el operador Ly p.

En general, segiin lo expuesto, la eleccién de la probabilidad de transicién a tiempos
cortos para cada problema no ha de suponer una limitacién técnica para el desarrollo del
método propuesto,

2.3 Esquema numeérico.

Una ver resuelto el problema de encontrar la apropiada representacién del propagador a
tiempos cortos P, se procederd a la implementacién de la funcién de distribucién f mediante
el uso de la relacion de consistencia (2.6). Esta ecuacién integral gobierna la evolucién de
F(q,0) con el tiempo por lo que puede entenderse como la forma equivalente a la ecuacion
diferencial descrita en términos del operador Lpp , siempre que la probabilidad condicional
sea conocida. Esta iltima condicién por lo general no puede ser satifecha ya que la ecuacién
integral de evolucién presenta infinitas soluciones. Son las caracterfsticas del proceso fisico
contenido en la densidad de probabilidad, las que confiren las propiedades especificas a
P.(q,q’|[t) . Asi pues, ln ecuacién diferencial del movimiento es la herramienta bésica para
determinar la probabilidad de transicién. No obstante, (2.8) sirve como base para el esquema
avance temporal que se pretende disefiar,

Si en (2.6) la funcién f{q ,t) es conocida e interpretada como cierta condici6n inicial en
1o = t, la funcién f(q,t+ 7) en un instante posterior ¢ = f + r se obtendréd por aplicacién
directa de la ecuacién integral de evolucién a través de la probabilidad de transicion a
tiempos cortos.

2.3.1 Discretizacién temporal.

El formalismo de operadores integrales descrito en la primera seccién del capftulo dispensa
el modo de resolucidn de cualquier problema de naturaleza estocdstica, descrito por una
ecuacién diferencial para la funcién densidad de probabilidad f(q,t). En particular, si el
operador £ presenta la forma Lpp , el problema por resolver se sintetiza en el enunciado

%% =Lrp(q, ) f(q,t) . fla,0)= fo(a) , qeD(f) , 120, (2.25)
donde fo es la condicién inicial y D(f) se refiere al campo de definicién de la funcién f(q,%).
Al enunciado general habrd de aiiadirse para cada caso particular el conjunto de condiciones
de contorno para f en lns fronteras de la regién R definide por D. Las condiciones de
frontera pueden extraerse de la propia definicién del dominio D. Asi, la exigencia de que
las variables q se hallen limitadas a la regién R. impone, de forma general, y con el fin de
mantener constante la normalizacién de f, que la corriente de probabilidad J se anule sobre
la superficie de diche regién parn todo instante . El problema (2.25) se resolverd por tanto
con las condiciones de frontera denominadas habitualmente de reflejo para ecuaciones de
Fokker-Planck,

La aplicacién de (2.6) para todo valor del intervalo temporal 7 == ¢ — ¢’ representa la
solucién formal al problema propuesto aunque la ecuacién diferencial para el propagador
I(q,t|q’,#',) o para la probabilidad condicional P(q,t|d’, 0), no es resoluble si tampoco lo



2.3.1. Discretizacién temporal, 35

es problema particular (2.25) en f. No obstante, si r se supone suficientemente pequefio,
P puede sustituirse por la probabilidad de transicién a tiempos cortos Pr(q,q'|t) . De
este modo, f(q,?) se obtendrd de la condicién inicinl fy dividiendo el intervalo [0,2] en K
subintervalos de longitud + = {/K con tg =ty 43 = . Si f* representa la funcién de
distribucién f en el instante ¢t = ¢, la ecuacién integral de evolucién (2.9) daré la forma de
implementar f en la variable discretizada ¢, segin

Q) = f(atn+7) = fD Py (a, ' ta) f(a')d™ g (2.26)

Fsta expresion dispensa el procedimiento bésico a seguir para el avance temporal de f una
ver discretizada la variable 1. El esquema de discretizacién presentado sirve como base para.
determinar f(q,1,) en cualquier valor de i = i, si se fija el paso temporal Al = 7. Asi,
en problemas en los que f presente solucién estacionaria f,(q) = f(q,t — co) cabe esperar
que, para gran nimero n de iteraciones f" se aproxime a fy.

Ha de notarse que en (2.26) la funcién P, representa la aproximacién del propagador P
para pequefias diferencias temporales 1 —1' y, a su ver, P, se ha obtenido de la ecuacidn de
Fokker-Planck auxiliar (2.24) por lo que presenta las propiedades inherentes a toda funcién
suficientemente bien comportada en el sentido de disiribuciones de probabilidad. Esta carac-
teristica propicia la interpretacién del esquema de avance {2,26) sobre el intervalo [2,,, %, +T]
en términos de los conceptos generales presentados en la fundamentacidn tedrica para el
problema general sobre el intervalo [0,¢]. De esta forma la funcién P, puede entenderse
como la probabilidad de transicién condicional, o funcién de Green, para el avance tem-
poral de cualquier funcidn de distribucién Fy = f(q,t,) hasta F(q,7) = f(a,ts -+ 7). Los
procesos difusivos contenidos en la maxwellinna (2.13) o, més generalmente en £ , asf
como sus propiedades relativas a las funciones de distribucién, conducen a un tratamiento
optimo, con pleno significado fisico y matemadtico, a la solucién numeérica sintetizaden en el
esquema integral de avance temporal, En particular, segin lo expuesto, ecabe esperar que
el procedimiento propuesto resulie esencialmente estable, en el gentido de los criterios de
estabilidad en la teoria sobre esquemas en diferencias, Dado que P, contiene la informacion
comprendida en el paquete inicial f® y se halla acotada sobre la regién R, cabe esperar que,
a medida que 7 tiende a cero, existe un limite superior acotado de amplificacién para este
elemento de informacién. La condicién lim,..o P, = 6(q — q'} establece la existencia de
dicho limite superior por lo que, a medida que el incremento temporal disminuye, f**! se
aproxima a la funcién inicial f* de tal modo que el factor de amplificacién ||f"+||/]|F"|| se
encuentra acotado para todo valor de 7 y menor que la unidad, si ||f|| representa la norma
euclidea convencional,

En el siguiente capitulo se estudian procesos simples suficientemente conocidos en la li-
teratura, que sirven como base para la inferencia de propiedades més especificas del método
en cuanto & estabilidad y convergencia. La existencia de soluciones analiticas para estos
problemas permite la comparacién de éstas con las obtenidas por el métedo integral y los
esquemas habituales en diferencias. En concreto, se tratan problemas de marcado cardcter no
markoviano, asi como procesos en los que la media y la varianza de f permanecen constantes
en el tiempo, dada su estrecha relacién con las propiedades conservativas en procesos fisicos,
descritos por ecuaciones tipo Fokker-Planck en la Fisica Estad{stics.
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2.3.2 Discretizacién espacial.

A diferencia del método analitico para la resolucién de la EFP denominado Path Integral en
la literatura, en €] que las K integrales relacionadas iterativamente en (2.26) han de resolverse
analiticamente, procediendo posteriormente al limite K —+ oo, con Kt constante, para
derivar f(g,t), el método integral supone tnicamente la implementacién de f en el sentido
de los esquemas explicitos en diferencias. Fl equema de avance temporal (2.26) implica
la integracién sobre las variables q' que, generalmente, no podrd llevarse a cabo de forma
analitica. Por esta razén la integral de evolucién ha de resolverse mediante procedimientos
numéricos acordes con las caracteristicas de Ja misma. En principio cabe esperar gque dicha
integral puede ser resuclta siguiendo cualquiera de los métodos de integracién numérica
conocidos en la literatura, sin embargo, la probabilidad de transicién a tiempos cortos F;
se asemeja analiticamente a una funcién § de Dirac, por lo cual presentard un maximo
pronunciado en ¢ = q'. Este hecho sugiere que la integracién numérica para implementar

" ha de realizarse mediante procedimientos distintos a los habituales. Como ¢jemplo, para
el caso unidimensional, puede considerarse la integracion mediante la Regla Extendiada del
Medio Punto, cuando Ag representa el ancho de la red espacial discreta. Si 7 es préximo a
cero, (2.13) tendrd un méximo en g = ¢ = q; de valor proporcional a 1/4/7, sélo el término
F*(qi)Aq//4D(gi, ta)T contribuiré en la integral numeérica, por lo que f**+1 no coincidird
con f* cuando T tiende a cero para cualquier valor de la razén (Ag)?*/r. En este limite,
el niicleo Qi; = Pr(gi,q;)Aq en la integracién numérica por recténgulos no coincide con la
funcién § de Kronecker &;;, representacién de 6(g — ¢') sobre la red discreta,

Asi pues, la discretizacién espacial ha de ser coherente con el esquema de implementacién
temporal dado en (2.26). La integracién numérica de ésta debe efectnarse de tal forma que
el sentido fisico contenido en la relacién de consistencia (2.6) no se altere, lo que supone
que, para cualquier valor razonable del incremento espacial de la red discreta Ag, la funcién
#+1 coincida con f" a medida que el intervalo temporal 7 tiende a cero. Esta pretension se
fundamenta esencialmente en el hecho de no desvirtuar, mediante la discretizacidn espacial,
las propiedades de estabilidad esperadas del esquema de avance en la variable %

Resulta evidente que la integral sobre las variables espaciales en (2.26) dependerd de la
representacién discreta concedida a la funcién f* en cada iteracién temporal. Para ilustrar
¢l procedimiento general se considera, con el fin de no sobrecargar la notacién, el problema
(2.25) unidimensional en la variable real g sobre el intervalo finito (a, ). Definiendo la red
discreta centrada de N puntos, que no contiene a los puntos frontera

b—a

N

1 .
gi = a.+Aq(i—§), i= 1,2,...,.N, Ag= (2.27)

la funcién f, en el instante 1 = n7, se representa, en primera aproximacién, mediante la
densidad de distribucién discreta dada por

N

o)=Y, ff 8(a—a) Ag (2.28)

i=1

donde f* representa a f"(g) evaluada en cada punto g; de la red centrada. Esta repre-
sentacién propicia la inmediata resolucién de (2.26), de la que se obtendran los valores de
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fret
) =D Qiffy Qij = Pr(gigslnt)Ag (2.29)
J

donde Pr(q,q'|t) se ha evaluado en ¢t = n7 y ¢ = g;. Construyendo de nuevo la funcién
F™*1(g) mediante el esquema (2.28) el proceso de iteracién queda claramente establecido. El
sencille esquema anterior lleva implicito la invariabilidad de la constante de normalizacion
de fy en cada iteracidn, siempre que P, se encuentre normalizada a la unidad sobre el
intervalo (a,b) segiin (2.14).

Es obvio gue (2.28) resuelve la integral de evolucién para f"(g) hasta f"*!(q) con-
duciendo a una simple iniegracién numérica por rectdngulos. La relacién (2.29) confiere a la
funeidén Q;; un significado fisico acorde con el problema continuo que representa. En términos
de la probabilidad de transicién a tiempos cortos, de la que se deriva Q;;, ésta Gltima puede
interpretarse como la fraccién de f*(g;) que pasa a ocupar la posicién f"+1(g;) del plano
definido por f y g, en el instante posterior {,41 = (= -+ 1)7; la normalizacién de P,

ZPT(%%H)M= ZQU =1

asegura la completa redistribucién de la densidad discreta (2.28) y, por tanto, la conservacién
de la norma inicial de f. No obstante, como ss afirmé en los parrafos anteriores, si 7 es
pequeiio, Qi; se anula para g; # g; ¥, para Ag fijo, im0 Qi; = MAq >> 1, donde M
representa el méximo de P, en g; = ¢;. Esta caracteristica implica elegir el incremento
espacial Ag en funcién de 7 y de la constante M, de tal forma que lim,_.g @i; = 8;;, lo que
supone una cierta limitacién en la aplicabilidad del método. El problema puede solventarse
con la representacidn de la funcién f* mediante una serie de ondas o pulsos rectangulares
sustituyendo cada 6{¢ — ¢;)Agq en (2.28) por la funcién E(q;,_%, q, q,-_l_%) definida por

0 Blom< 4
f(A,m,B)( ACB) = ﬁ si A<z<B (2.30)
0 gi 2> B.

Por tanto, conocida la condicién inicial fo(g¢) se construye la funcién con discontinuidades
simples

N
Fla)= Y 7 8aimg @ 8isy) 00 (2.81)
donde ¢;4 1 son los puntos de la red a‘uﬂxl.iliar de contorno
Qi1 = @i~ %AQI 91 = @
iyl = Q:'-l‘:;'AQ: UnNgl = b, (2.82)

y fP se hace coincidir con fy(g) evaluada en g = g;. De forma mads general, la funcién "
puede reflejarse en la suma

N
@)= Do pHe) g 0 i 3)0e
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donde p*(g) es un polinomio interpolante de la funcién f*(g) sobre el intervalo [gi—Agq/2, g;+
Ag/2). Por simplicidad, y con el fin de ilustrar el procedimiento & seguir, se ha tomado
o (g) = f"(g;) para construir la condicién inicial n-ésima f*(g), necesaria en el cdlculo de
la integral de evolucién, Con esta represeniacién discretizada de la condicién inicial para f,
la funcién f(q,7) = f(q) viene dada por aplicacién directa de (2.26)

b N
£a)= [ Plandlt=0)Y £ €030 g50)00dd = Y055,
a =1 J

Se ha definido, en claro paralelismo con (2.28) para la nueva representacién de f, la funcién
Q?j — ¥ por extension Q}‘J- pare 1 = nT— como

q.
% = Aq/ rh Pf(’]h qunr)f(q;'—%s q’st+%)dq’l (2.33)
q_':_%

en n = 0. El nicleo de la integral anterior depende implicitamente de los coeficientes de
difusién y deriva D y A, o més generalmente, de las funciones o y A dadas por (2.21),
evaluadas en ¢’, al encontrarse éstas como pardmetros en el propagador P, . No obstante,
si tanto o(g’,¢) como B(g’, 1) se sustituyen por sus valores en los puntos ¢ = g, de la red
intermedia, la integracién puede efectuarse sobre la variable ¢’ ya que, habitualmente, P,

depende en forma exponencial de la diferencia ¢ —¢’. En particular, para problemas definidos
sobre toda recta real, si los extremos de la red discreta a y b se eligen suficientemente grandes
como pata anular f"(a) y f"(b), si para P, se toma la distribucién gaussiana (2.13), se

tiene
— _{ fer [u\/‘}“‘lA—;/-z] fe r[u;tl\/%-ﬁ} ]-, U= g — gy — TAJ' (234)

donde fer es la funcidn error. La funcién Q7 de (2.34) se encuentra acotada entire 0 y 8
para cualquier par de valores de ¢; y ¢;. Asi mismo, al igual que P, , Qy; 4 5¢ mantiene 51mpre
positiva, reduciéndose a la funcién & de Kronecker en el limite 7 — 0, con independencia,
de la razén Ag/r. En este limite la suma sobre j para el avance de f""’l se reduce & un
solo término (f}*! = 3 & fi = f'), es decir, f* permanece constante. El problema
suscitado en la integracién por rectangulos para la representacion (2.28), queda asf resuelto.
La normalizacién de P, , por su parte, conlleva la correspondiente normalizacién a la
unidad de @} y el esquema numérico definitivo

2

U= Y Q5 f Y Q= 1, i Ql = &, (2.35)

se ajusta a las caracteristicas fisicas del problema continuo.
Cuando el esquema anterior se representa matricialmente por

g+l _ Q" f* f"= (flﬂ,f;,,_,,fx,), (2.36)

los términos Q;; se interpretan como los elementos de la matriz N x N de avance temporal
o de transicién @ equivalente, en el problema discreto, al operador integral U, ;+ del formal-
ismo preliminar aducide como fundamento teérico del método, Tomando de NUEVE ¢OMO
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referencia la probabilidad de transicién a tiempos cortos dada por (2.13), es patente que
la matriz de evolucién Q tendrd un gran nimero de elementos nulos, ya que éstos decaen
exponencialmente segin exp[—(g; — g;)?/(4D,7). En consecuencin, @ se reduce a una matriz
M-diegonal, ya que sélo serén apreciablemente diferentes de cero aquellos elementos para
los cunles, en funcién de T, la diferencia entre ¢; y g; sea menor que una cierta constante
2C,. La cleccion de 2C; para cada valor del incremento temporal elegido, tras un analisis
estimativo del comportamiento de los coeficientes A; y D;, reducen (2.35) a 2M + 1 suman-
dos sobre el {ndice j, si M representn la parte entern de C,. El velor de M puede darse
a priori, conocida la probabilidad de transicién a tiempos cortos, fijando r de forma que
la probabilidad de paso desde la posicién ¢' a ¢ se aproxime a la unidad tanto como se
desee.Inversamente, si se fija un valor méximo de la diferencia |q — ¢'| limitado por M Agq, la
condicién sobre la probabilidad da el valor miximo de 7. Una vez fijada la constanie M en
el primer paso temporal, o en cada iteracién si fuera necesario, ¢l esquema numérico global
resulta totalmente explicito y, formalmente, equivale a un esquema en diferencias en el que
las derivadas espacinles de aproximaran a 2M puntos de la red discreta.

En contraposicién a estos fltimos métodos, el planteamiento integral (2.36) se funda-
menta ¢n la naturaleza probabilistica del problema continuo que represents, le conflere una
clara interpretacién fisica y le proporciona propiedades de estabilidad y convergencin que
suponen una notable optimizacién sobre cualquier esquema en diferencias, De hecho, en to-
dos los casos analizados el método integral numérico resulta tan eficiente como los esquemas
implicitos en diferencias mas solventes.

El modelo de avance temporal a través de probabilidades de transicién ha sido utilizado
por otros invesligndores que oblienen el propagador simulando fisicamente los procesos dis-
persivos descritos por la ecuacién diferencial; pueden consultarse las referencias [10} y [11],
en lns que se propone una solucién integral para la ecuacién de Boltzmann. En todos los
trabajos consultados los autores coinciden en destacar que el procedimiento numérico in-
tegral reduce ¢l tiempo de computacién, al poder tomar pasos temporales mayores que los
esquemas cxplicitos en diferencias finitas,

2.4 'Tratamiento de cantidades conservadas.

La representacion definitiva del esqueran numérico iniegral se sintetiza en el conjunio de
relaciones (2.35), Sin embargo, las funciones QJ;, procededentes de la integracién sobre
en intervalo [qi — Agq/2,q; + Aq/2] de Pr(qi, q'[t), no obedecen univocamente a la forma
atribuida por (2.34), ya que el efecto de tal integracién sobre los coeficientes A(q') ¥y D(q')
se ha recogido reemplazando éstos por sus valores en ¢' == g;. El modelo de integral analitica
que genera los elementos @Q;; no es tnico y por consiguiente, la definicién de tal integral
ofrece cierta flexibilidad que puede limitarse atendiendo a las caracteristicas del problema
fisico general. En concreto, si el operador Lpp conlleva la existencia de ciertas magnitudes
conservadas (momento, encrgia ...), 4; y Dy, que sintetizan el efecto de la integral anterior
sobre A y D, se deteminaran de tal forma que, en el problema discreto, estas magnitudes
s¢ mantengan constanies en la evolucién, Cabe esperar, por tanto, que de las propiedades
conservativas del operador Lpp se desprendan los coeficientes Q; apropiados sobre los
que afiadir, ademds de la condicién de normalizacién, las nuevas condiciones para el man-
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tenimiento de las magnitudes conservadas. Esencialmente, las propiedades de conservacién
atribuidas al operador de Fokker-Planck son consecuencia de la dependencia funcional en
la variable g de los coeficientes de difusién y deriva. Asf pues, la eleccién de la matriz de
evolucién apropiada para cada problema, se halla también condicicnada por la forma del
propagador a tiempos cortos P, que proviene, en gran medida de las funciones auxiliares
tomadas en la factorizacién (2.21). En definitiva, los grados de libertad implicitos en el
método integral numérico favorecen la correcta ndaptacién sl problema continuo. Conse-
cuentemente, es posible derivar un modelo para implementar f, mediante la correccién de
la matriz Q por dos vias diferentes :

2.4.1 la reforma de P, , dado el cardcter finito del incremento temporal 7 en el esquema
numeérico y

2.4.2 la redefinicién de la integral que genera los elementos Q7;, contando con los efectos de
la discretizacién espacial,

2.4.1 Correccidén sobre P,.

De forma general, la conservacién del momento y la energia de un sistema fisico de naturaleza
estocdstica se relacionan directamente con el mantenimiento de la media {q) y varianza
{(g—(4)}*) de g, en concordancia con la orientacién probabilistica concedida en e] tratamiento
generado a lo largo de la exposicién. Asi, si tanto f ® como la corriente de probabilidad Jy =
Af— 8Df/8q, se anulan sobre los extremos del intervalo (a,b), las variaciones temporales
de los momentos {¢)(¢) ¥ {¢°)(t) dadas por las relaciones

b b
%(q)(t) = /a q%{«dqx fu Alg,?) fla,t) dg
(2.37)

<))

b 1]
./,, ngdq =2 _/a [D(g,%) + qA(q, )] f(q, t)dg

han de anularse para todo . De igual forma, para los momentos e, )y e yt) de la
probabildad de transicién, se verifican las relaciones (2.37) si f es sustituida por P,. Asi, &
primer orden en 7, de acuerdo con la aproximacién temporal de (2.24), las expresiones para
los momentos de f se reescriben como

il

(a)®) + 7(A)(1) + 0y(7?)
(@®}(t) + 27 (D + gA)(t) + Os(r?), (2.38)

(g)(t+7)
(@)t +)

Ypara no sobrecargar la exposicién se ha supuesto gty =0eng=ayq=b de forma més general
habria de contarse con la expresidn

d _ Bk Ok a%h =t ran
alMathH= {5 + "15{"' + D@) - /q_a d[—qu]

si h(g,2) es una cantidad conservada del problema
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y sustituyendo f(g,2 + 7) en {g)(f + 7) por la ecuacién integral de avance temporal, tras
intercambiar el orden de integracién , se tiene

b
(g)(t+7) = f gld', 4+ 1) F(d 1) de’

donde §(¢',¢ + 7) representa la media de g sobre la probabilidad de transicién a tiempos
cortos, y cuyo valor es

¢ t+1)= TA{d )+ 4 + Ru(d %), (2.39}

en virtud de la propiedad (2.15) a primer orden en r. Procediendo de igual modo para
{g%)(t - 7) en funcién de ¢%(¢",t + 7)

b
@Wien= [ P nfa d
a
donde, segiin (2.16), hasta segundo orden de potencias en T
(gt + )= 2r(D(g',t) + ¢'Ald V)] + ¢'* + Rald', 7). (2.40)

Las expresiones de los restos R, y Ry son conocidas una ves fijada la probabilidad e
transicién. Asi, para la distribucién gaussiana (2.13) la media y la varianza son ¢’ +7A(g’, £)
y 47D(¢', 1) respectivamente por lo que R es idénticnmente nulo, mientras que Rj es 2 4.
Si ¢l propagador P, se elige de tal forma que las integrales de Ry f(g',t) y de Ry f(q',1), esto
es (R)) ¥ (I2}, se anulen, las ignaldades (2.38) se verifican exactamente sin los restos Oy ¥
O3 en orden 72, Cuando el problema continuo es tal que los dos primeros momentos de f se
mantienen constantes en el tiempo, (g )(t++7) y (¢%)(f + 7) coinciden exactamente con sus
valores en el instante , con independencia del valor de . Si esta eleccion no fuera posible,
como ocurre en el ¢jemplo mencionado al ser {A%) diferente de cero, puede procederse &
la redefinicién de la probabilidad de transicién de forma que Ry y Ry no aparezcan en los
momentos g(q’,t + T) ¥ ¢%(¢’,2 + 7) o, al menos, resulten proporcionales a las tasas de
variacién temporal dadas en (2.37).

En la mayorfa de los casos estudiados, la condicidn anterior sobre los momentos de P
sc consigue fdcilmete mediante la introduccién de un término corrector de orden 2 en la
desviacién tipica o? de ésta. Para el caso particular que ilustra esta seccién, es decir, si Pr
coincide con la gaussiana (2.13) unidimensional, 20? se identifica con 4D(g', )7 por lo que
O y O4 se anulardn si 202 se cambia por 4D7(1—7(4%)/2(D)), entre otras posibilidades. La
correceién introducida en P, convierte as{ al operador integral 2,4, ; en un operador que
conserva la normsa inicial de f y los momentos de primer y segundo orden en cada iteracion
temporal. Debe notarse que estos términos correctivos son a segundo orden en T y que su
inclusidn en P, efectuada a posteriori sobre el propagador original a tiempos cortes, no
incumple ninguna de las propiedades satisfechas por éste en el Hmite 7 — 0, por lo que el
problema de la evolueién temporal no queda desvirtuado, En consecuencia, se ha de tener
presente que tales correcciones no pueden involucrar términos de orden menor que r:la
inclusién de los mismos no conducirin a los momentos correctos A y D, lo que supondria
la alterncidn del problema original. Este rasgo viene a subrayar la importancia aludida en
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la seccién anterior sobre la necesidad de que P, reproduzea realmente los coeficientes del
desarrollo de Kramers-Moyal. Afortunadamente, si la EFP continua de (2.25) encierra en si
misma las propiedades conservativas referenciadas, los parametros correctivos serdn simpre
de orden 7™ con m > 2, mientras que P, seguird siendo vdlida hasta segundo orden en el

incremento temporal.

2.4.2 Correccién de Q7. Funcién de Autocorrelacién
Numeérica.

El procedimiento descrito, orientado hacia el disefio de un esquema para implementar fenel
tiempo, coherente con las propiedades conservativas del operador Lpp , afecta tinicamente
a la discretizacién de la variable ¢, Es probable, por tanto, que en la resolucién numérica de la
inlegral espacial, nesesaria para la operatividad del método, las caracteristicas del operador
integral se vean alteradas por efectos de discretizacién en la varinble espacial. De forma
mas general, resulta necesario recurrir directamente a la modificacidn de P, |, siempre a
segundo orden en v, una vez establecido el procedimiento generador de Jos elementos Q7 en
la matriz de evolucién. Adoptando la representacién de F*(g) mediante una funcién con un
nimero finito de discontinuidades simples (2.31), el efecto de la integral (2.33) en {, = nr
sobre los coeficientes de difusién y conveccién, puede recogerse mediante la representacidén
formal de los mismos a través de las relaciones

A(q’,t) = A(Q.ivt) + 61(t) A(‘i'j:t) = (1+e) Aj
D(g'\t)= D(g;,1) + eat) D(gj,t) = (1+e) Dy (2.41)
donde, €¢; y €3 son independientes de g, y han de ser tales que
-1 <(I+ea)d; <Ajn vy Djy < (1+e)D; < Dyyy.

El ajuste de las funciones ¢ se hard de tal forma que las relaciones (2.39) y (2.40) generen
funciones Ri(g;,2n) y Ra(gj,ty) nulas o proporcionales a (4) y/o {[D + gA]), que han
de anularse si se¢ conservan los dos primeros momentos de la distribucién f. Dado que,
habitualmente g3(¢’, 1) depende de A(q',t) a través de 3(¢',t), el ajuste de las magnitudes
conservadas puede cargarse sélo sobre una de las funciones ¢, en particular sobre ¢; (%) que
se notard en lo sucesivo por €(t). Comeo para cualquier valor de e cabe esperar que la integral
en §(¢', ) — ¢, y su correspondiente discretizacidn

Zq;QE} - g

sea proporcional a la funcién A(gj,ta}, 0 mis concretamente a, €Ay, el momento de primer
orden de f"*' en (n + 1)7 {g}n 4, coincidird con {(g)n ya que la suma 2; fPA; es nula, en
concordancia con la relacién entre (g)(t + 1) y {g}{t). Por lo tanto, la condicién que ha de
satisfacer la funcién de ajuste ¢ se desprenderd tinicamente de

?(g5,t) = Z g QF;

si D Rlelgj, tn)f} Ag
i

It

q}! +27[D; + q;4;] + R(elgs)ta)

i

0. (2.42)
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De este modo se consigne que (g?),41 coincida con {g?)s. Sin embargo e(i,) no puede
explicitarse desde (2.42) para cualquier forma de los elementos de la matriz de transicién @,
annque analiticamente si sea posible, como se mostré en pdrrafos anteriores para (2.13). El
procedimiento a seguir para anular o minimizar la serie anterior ha de ser, por consigniente,
de indole numérica, ya que las integrales para el cdleulo de los momentas de fy Py
se han llevado a cabo numéricamente a partir de la definicién de las tasas Q). Por esta
razén se aconseja proceder a un ajuste iterative de la funcién e a lo largo del proceso de
implementacién de f, equivalente a resolver la ecuncién (2.42) por medio de aproximaciones
sucesivas que supongen la minimizacién del resto R, f7.

Una solucién simple para la ecuacién en €(t,) = €, se establece notando que, segiin la
propia definicién de R;, (2.42) puede reescribirse como

(qz)n-l-l - (qz)n = Zijj—‘Aq

y asumiendo que el resto R, es proporcinal a €,, esta suma dependerd en cada iteracién de
la diferencia entre Ty41 y Ty, si 7' representa el momento {¢?}. En definitiva se tiene

€ntl = Ch (Tn+] — Tn ):

donde ¢, es una constante de proporcionalidad distinta de cero, procedente de la suma
3 R;f¥. De forma equivalente, la relacién €ny1 = en + Cn_y (Th — Tn-~1 ), fija la férmula
recursiva que conduce, tras un cierto mimero de iteraciones, al valor definitiva de e. Si el
sistema en estudio es conservativo, la diferencia Tj..; — Ty, serd de orden 72, la correcién
no supondrd una alteracién de las caracteristicas del sisterma. En este caso, partiendo de la
condicién inicial fo que define el momento Tp, bastard fijar una constante Cp, para que la
relacidn recursiva

€ngl = €p+ Co ( T — T )1 (2‘43)

establezca en cada iterncién el valor de ¢ que minimiza la posible diferencia entre T, y
Ty. La constanie Cp es un pardmetro fijo durante todo el proceso iterativo, puede darse
arbitrarinmente, si bien existe la posibilidad de dar una estimacién de su valor analizando la
variacién 71 — Th en la primera iteracién, lo que permitird ademas, inferir el primer término
€) de la sucesidn. Por lo general, es suficiente tomar ¢; = 0 y Cp # 0, y dejar evolucionar
(2.43) hasta que las caracteristicas propias del sistema restablezcan el término constante ¢,
con ahsoluta independencia de la forma elegida para los elementos de @f; de la matriz de
transicidn.

El cambio de A;, por (I + €,)A;, o més generalmente, por (1 - €;)a{g;,1), en a{q’, )
definida por (2.21), ha de conducir a un esquema numeérico en el que se mantengan constantes
la media y la varianza de la distribucién, si el problema continuoc presenta esta propiedad.
Ts interesante destacar que, si se pretende aplicar ¢l ajuste anterior a sistemas en los gue
T'(¢) no permanece constante, el pardmetro ¢, diverge, ya que la diferencin entre Ty, y 7o,
no cambia de signo durante un elevado nimero de iteraciones. Asi pues, si se¢ pretende
forzar tales sistemas mediante la correcién en A; la variacién incontrolada de e, conduce
inevitablemente a una solucién numérica errdnen f,,. Este hecho genera confianza respecto
a la aplicabilidad general del modelo, como cabria esperar, yan que, segin se afirmd, el
pardmeiro de autocorrecién sélo puede introducir términos en 77; si no sucede asi P, deja de
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ser vilida para implementar f,, al no recrear los momentos A y IJ correctos para el problema
que representa. En problemas para los que (2.43) sea aplicable, la funcién ¥, = 14-¢, oscila
en torne a ¥ = 1; la amplitud de la oscilacidn se amortigua durante el proceso de iterativo,
fijdndose en un valor préximo a la unidad, Simultdneamente la razén T}, /T, oscila tambidn
respecto a unidad, identificindose con ésta cuando ¥ se estabiliza. Dado que ¥y, en cierto
modo, correlaciona los términos 1), y T(t) = 7o con el fin de reconducir la evolucién de
forma fisicamente coherente con solucién continua f(g,1), se la ha denominado funcidn de
nulocorrelecion numérica para el método numérico integral. Interesa subrayar que ¥ es la
solucién de la ecuacién (2.43), en la que se cuenta con el modelo de discretizacién espacial.
La funcidn de autocortelacién es plenamente coherente con el esquema discreto, de modo
que en la correccién de T, se integran los efectos de adecuacién a las caracteristicas de la red
espacial discreta, Bl ajuste recursivo de ¥, no sélo implica la minimizacién de la diferencia
entre 15, y Ty_q, también limita simultdnenmente, la propagacidon de posibles errores de
redondeo implicitos en la naturaleza numeérica de la solucién en f.

La operatividad de la funcién de autocorrelacién ¥ puede extenderse sobre aquellos
problemas en los que, a pesar de no mantenerse constante el momento T(t) ( y/o {g) ), es
posible conocer la ley de evolucién de T'(¢) = {g?)(2) por integracién directa de las ecuaciones
diferenciales de (2.37.) A la vista de (2.43) si Tj se identifica con T'(¢), la generalizacién de
la férmula recursiva para ¥ es inmediata, esto es

Ynp1= ¥t Co (T — T@) ), (2.44)

donde T, oscilard ahora en torno a la funcién T'(¢) coincidiendo con ésta tras cierto nimero
de iteraciones,

No ha de pensarse que la aplicacién de ¥, al modelo de integracién numérica es una
condicidn necesaria para la estabilidad de la solucién final, ya que, como se ha afirmedo, €l
método resulta habitualmente estable en s{ mismo. El papel desempeiiado por la funcién de
autocorrelacién se limita simplemente a minimizar la diferencia entre los momentos reales de
las soluciones analitica y numérica, lo que en dltimo extremo representa sélo la optimizacién
del modelo en vias de mejorar, posiblemente, la convergencia. Los resultados anteriores son
fdcilmente extensibles al caso N — dimensional para la funcién de distribucién fla,t).

La combinacién de los dos procedimientos de ajuste, esto es, la inclusién de términos
correctivos en la expresion analitica de P, | y el concurso de la funcién de autocorrelacién,
propicia la rapida convergencia de ¥ a su valor estacionario. Sin embargo basta aplicar el
iltimo procedimiento, de cardcter mds general en el que se contabilizan todos los efectos de
las discretizaciones. En los problemas sin cantidades conservadas es suficiente, si se desea,
introducir la correccién a segundo orden en T sobre la desviacién tipica de la funcién P,
elegida, si bien esta modificacién no resulta necesaria ya que el incremento temporal se
supone lo suficientemente pequefio,

2.5 Consistencia y estabilidad.

En paralelismo con los esquemas en diferencias, se plantea en esta seccién el estudio de
la consistencia del método numérico desarrollado en el presente capftulo. La propiedad
de la consistencia hace mencién al hecho de que el esquema discreto en cuestién, en los
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limites -~ 0 y Ag — 0, reproduce exactamente la ecuacién de Fokker-Planck tratada y no
otra. Como el esquema de avance temporal es independiente del modelo de discretizacién en
las variables espaciales, se procederd primero a mostrar la consistencia del esquema (2.28).
En primer lugar conviene probar que la ecuacién integral de evolucién es equivalente a
la ecuacién diferencial problema. Tomande como referencia el modelo de eédleulo pars la
probabilidad de transicién a tiempos cortos de la seccién 2.2.2, la ecuacién

f@%+ﬂ=wéﬂwdmﬁWmM%

debe conducir & la ecuacién original (2.25). Basta considerar la ecuacién diferencial de la
que sc obtiene P, , dada por (2.24), reescrita a primer orden en T como

Ppo= (1 7Lhp + O(r))6(g — ¢') = (1 + 7Lpp + O1(7))é(q — ) (2.45)
que sustituida en (2.45) da
flat+7) = flat) -
~Ta—{ffl(q 1)£"8(a - ¢)dg’ — - D(q,1)f"5(a - )dq'} + O(r?)
aq t aq ) 3

donde se ha recuperado la forma original de los coeficientes de difusion y deriva, partiendo
de las factorizaciones (2.21), tras proceder de forme inversa a la efectnada para definirlas.
Si se lleva a cabo la integracién sobre la variable ¢’ y se procede al limite 7 — 0 con nr = ¢

se tlene
lim f(Q:t+T)_f(QIt) _
Tl —— ——p—— —

Lrp(g,t)f(g,t) + lim O(7%)

cuyo primer miembro es precisamente la derivada temporal de f(g,2). El resto O(r%) se
anula en el limite anterior, ya que dicha funcién en proporcional a T como puede verifienrse
atendiendo & la serie de Dyson, seceidén 2.1, para la solucién formal de la ecuacién de Fokker-
Planck en Ia probabilidad de transicién. La derivacién analitica anterior es independiente
de la dependencia temporal de las funciones A y D, aun cuando esta dependencia pueda
estar generada por la relacidn directa de ambas con la propia funcién de distribucion f.

Comprobada la equivalencia entre las ecuaciones para el movimiento de f en las formas
integral y diferencial, para verificar la consistencia del modelo numérico es necesario evaluar
el error global de truncamiento tras M iteraciones. En este caso, el error de truncamiento
depende de la relacién entre la probabilidad de transicién aproximada P, y el propagador
verdadero II = P(q,t + 7|¢',t) vélido para cualquier 7 y cuya forma se desconoce. La
estimacién del error global se hard tras la evaluacién del error local de truncamiento cometido
en cada paso, esto es, si f"(q) indica la aproximacién numérica de f en la n-ésima iteraciém,
¥ fa{q) denota la funcién real f evaluada en ¢ = n7, tal error vendré dado por

F@-h@= [ Pladri@ -

—fP(q,t+rlq',t)fn_l(q’)dq" (2.46)
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En general, la diferencia anterior origina una funcién O(g|r?), que representa un infinitésimo
a segundo orden en 7. El andlisis de la propagacién de dicho erzor, dado el cardcter finito del
paso temporal 1, depende de la relacién funcional de 4 y D con el tiempo ¢, = nr. Como
A y D pueden depender de la funcién f, el problema general relativo a la estimacién del
error e dificil de solventar. En cambio, para una ecuacién de Fokker-Planck en la que los
coeficientes de conveccién y difusién sean independientes de i, resulta sencillo determinar
el orden del error, ya que P, y P dependen sélo de 7, segin (2.12) para los operadores
Ltp(,4") ¥ Lrp(g). En la primera iteracién (2.46) se traduce en

fioi= [ Birtod) —or Tov® (g — ) fo( g )dg
y dado que L5pé = Lppé,
1
ff-h= '2“"'2 f[L;?P — Lpp]Lrpé(g — ¢} folg')dg' + O(%) = Oy(q|7?)

donde la funcién O, (7?) representa una funcién de orden 72. La aplicacién de la ley recursiva
(2.46) permite estimar el error local de truncamiento en la n-ésima iteracién, dependiente
del resto On_y(7?), esto es

f“+1 = fap1 = On—l('rz) + On('rn)l

Si el intervalo es estudio [0, ?] se divide en M subintervalos de anchura » = ¢/M, suponiendo
acumulativo el error generado en cada paso, el error global de truncamiento serd de orden
T, es deeir

Y= o= M- fPf(Q':nr)dq'z (7). (2.47)

Cada integral de (2.9) es vélida hasta orden 1/M?, siendo el proceso global vilido hasta orden
1/M, siempre en el caso més desfavorable. Sin embargo, como el error local depende de la
diferencia entre el operador auxiliar L}, y el operador real Lpp, la adecnacién del primero
a cada problema particular puede originar que la funcién 0, (g|7?) se reduzca notablemente,
al menos en un cierto subintervalo del recorrido de f. A efectos précticos, la optimizacién
del método es factible siempre que en el operador auxiliar, esto es, en la representacién 3, se
recojan los comportamientos del operador original en puntos singulares. De hecho, en todos
los casos estudiados el error de truncamiento global resulta més préximo a un infinitésimo
de segundo orden en T que a O(r). Procediendo al limite 7 — 0 en la expresién del error
de truncamiento (2.47) es obvio que el esquema discreto se reduce a la ecuacién integral de
evolucién (2.9), donde P se cambia por P(g,t -+ 7|¢’, ), lo que prueba la consistencia del
modelo.

En el caso de A y D dependientes del tiempo, incluyendo la posibilidad de la dependencia
en f(g,1), el error global puede considerarse analiticamente también de orden T, si este
pardmetro se considera infinitesimal. La propagacién del error a lo largo del proceso iterativo
no puede estimarse para el caso general debido a la incertidumbre generada por la posible
alinealidad. Sin embargo, los razonamientos anteriores se extienden ficilmente a estos casos
bajo ciertas condiciones, En concreto, si los coeficientes de difusidn y deriva son tales
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gue varfan lentamente con el tiempo, éstos pueden suponerse constantes en el subintervalo
[t,t + 7] para proceder de forma andloga a la presentada en el pérrafo anterior. En este
caso, cabe esperar que las conclusiones derivadas para A y D independientes de i sean
extensibles a estos problemas. La valoracién de la evolucién temporal para estos coeficientes
conducird a la apropiada eleccidn del paso finito 7. Para problemas en los que existe solucidén
estacionaria puede estimarse el tiempo de relajacidn T del sistema, esto es, la medida del
tiempo que tarda f en aproximarse a la solucién estacionaria, y proceder a dividir el intervalo
[0,T] en M subiniervalos de longitud 7, en el que los momentos A(g,t) y D{g,t) no varien
sustancialmente. De esta forma, P, seguird contando en si misma con la representacion
adecuada de 4 y D para r finito.

En definitiva, cualquiera que sea el modelo elegido para representar P, en el limite
T — 0 se reproduce la ecuacién del problema continuo. Nuevamente, el requisito de que Py
sea tal que de ella se desprendan exactamente los momentos A y D se hace necesaric para
que el esquema numérico resulte consistente. El procedimiento seguido para el cdlenlo del
propagador a tiempos cortos en la seccidn 2.2.2 supone, pues, la consistencia del modelo.

Cuando se cuenta con la discretizacién espacial, el esquema de integracién elegido ha de
conducir en el limite Ag — 0 a la ecuacién integral de evolucién (2.6), consistente con la
ecuacién diferencial problema. En particular, si f(g,t) se representa mediante la serie (2.31)
las identidades

Alfif_’.‘of(q.- —Ag/2,q a1+ Ag) = b6(qi — ¢')

9+
" Pa,d')Ad = Pra,gilt)Ad +0(Ad %)
'i'j_i.

permiten evaluar el limite
N
L= Jim _ZEQ:;-f(qj,tn)-
J:

Dado que las sustifuciones ¢; — ¢', ¢i = q ¥ EJ. Ag — [dg' (N — o0) reflejan el proceso
al limite del caso discreto al continuo, se tiene

b
L:f f(q’,tn)Pf(q,q’Hn)dq'
a

que es exactamente la ecuacién integral de evolucién (2.9), cuya consistencia con la EFP
se ha probado anteriormente., Realmente, la reduccién de (2.33) a la ecuacion integral de
avance temporal, depende inicamente de la forma de representar f"(¢') mediante suma de
funciones con discontinuidades simples, en términos de funciones £(g; — Ag/2,4',¢i + Ag),
con la red auxiliar de contorno (2.32), Como esta representacién es arbitraria -incluso puede
no ser necesaria si la integral (2.9) es resoluble analiticamente- la consistencia del esquema
numérico queda a expensas del procedimiento utilizado para construir, en cada iteracién
temporal, la condicién inicial n-ésima f(g¢', nr).

La funcidn de autocorrelacién numérica ¥, en problemas con magnitudes conservadas, no
contribuye a alterar las propiedades de consistencia. Ya que W, 41 = ¥(t, +7)y ¥, = ¥(1,)
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se relacionan, en virtud de (2.44) por

Wn-]-l — ‘I’n
T T

si se procede al limite r — 0, dado que dT'(f)/di = 0,
d¥ dr

g = Gy =0

Asi pues, el valor inicial ¥ = 1 se mantendrd constante en toda la evolucién, lo que implica
la independencia de Q7 en el pardimetro de ajuste ¥, cuando el incremento temporal tiende
a cero.

Otra propiedad importante para el estudio de las caracteristicas generales del proced-
imiento integral es su estabilidad. La estabilidad de un método numérico consiste en probar
que existe un limite superior, a medida que el incremento temporal tiende a cero, que marca
la maxima amplificacién posible de toda la informacién contenida en la condicién inicial,
Como condicion inicial en este caso, no ha de entenderse sdlo fo(g), sino que es preciso contar
con toda la informacién dada en la formulacidn general del problema. Las condiciones de
contorno, el cardeter positivo de la funcién de distribucién y el mantenimiento de la norma,
entre otras propiedades, deben contarse como parte de la informacién inicial, cuyo rango de
variabilidad se intenta acotar. Para el esquema integral en el que se dispone tinicamente
de la discretizacién temporal, es obvio que fal limite en la amplificacién de la informacién
existe, ya que, en virtud de la propiedad

lim P (qlq,2) = §(q - q),

a medida que T se aproxima a cero, la funcién f*t'(q) = f(q,t-+ 7) tiende a f(q,t), donde
se sintetiza toda la informacién del problema. Asi mismo, para el esquema numérico global
(2.35), las funciones positivas Qf;, que representan la matriz de transicién en (2.36), se
encuentran acotadas superiormente por la unidad, con independencia de los valores de A; y
D;; y de cualquier valor concedide a T y Ag. Esta propiedad estd esencialmente implicita en

la. definicién de Q;;. En el caso particular en el que Q;; se define por (2.34) como diferencia
de funciones error, es sencillo mostrar las propiedades

N
Ei::l ?J = 1
ZJ Q:_‘y f}l S 23 f;} ¥y
im0 Q% = &y,
que pueden usarse para acotar la norma euclidea convencional || £ "*'|| del vector f en

la (n+1)-ésima iteracién y limitar asi la posible amplificacién de la informacién inicial, una
ver fijado el esquema discreto espacial. De este modo

Zfin+1 f.‘n+1 < ijn ij_-;
i i
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es decir, || £ "¥!|| < || £ "||, que representa la condicién suficiente para lo estabilidad en
los esquemas numéricos en diferencias, La igualdad si cumple se + es idénticamente nulo,
Ademis, la desigualdad se verifica para cualquier valor de T, Agq, 7/Aq?, A; y Dj lo que
conflere al esquema estabilidad incondicional. El mantenimiento de la norma inicial unidad
de fo o lo largo de la evolucién, establecido por la propiedad de normalizacién para los
elementos de la matriz @, conduce a pensar que la estabilidad del método es una propiedad
inherente al mismo. En cambio, para el caso general la forma de las funciones @Q;; no se ha
establecido de forma univoca, por lo que sélo cabe esperar que las propiedades atribuidas a
las mismas contribuyan a la estabilidad del esquema global. Para un problema particular,
con A vy D conocidos puede realizarse el estudio de la estabilidad siguiendo algunos de los
procedimientos habitnales, desarrollados al efecto, pare ecuaciones en diferencias.

En cualquier caso, siempre que la probabilidad de transicion a tiempos cortos tenga las
propiedades de una funcidn bien comporiada, en el sentido de las funciones de distribucién
en la teoria de probabilidades, la evolucién de f supone a lo large del proceso evolutivo, la
generacién de una sucesidn {f"} de funciones de distribucién, normalizadas a la unidad y
acotadas superiormente. En otras palabras, el método resuelve esencialmente la ecuacién
integral (2.6), que presenta infinitas soluciones cnando no se fijan limites en la definicion y
caracteristicas del propagador I; esta infinitud de soluciones se ha limitado por el conjunto
de propiedades concedidas & P, en la seccidn 2.2.1, si la ecuacién diferencial problema se
toma como fuente de informacién a este fin y se procede segin las pauntas de cdlculo dadas
en la seccidén 2.2.2. No se espera, a priori, la existencia de causas de inestabilidad, siempre
que el modelo de discretizacidn espacinl sea coherente con cada problema.

En todos los casos estudiados no se ha observadoe inestabilidad en la solucién numsérica
integral, aun para problemas de ecuaciones no lineales de Fokker-Planck, en las que A y D
dependen de la propia funcién f. En todos ellos las caracteristicas de los términos de difusion
y deriva contribuyen a conducir la evolucién hasta una solucién f* con las caracteristicas
plenas de una funcién densidad de probabilidad y consistente con las propiedades fisicas del
problema.

La condicién de estabilidad, sin embargo, no supcne la convergencia de la solucién
numérica & la solucién analftica evaluada. en los puntos de la red discreta, si bien la consisten-
¢la orienta en cuanto al acotamiento entre ambas soluciones, En todos los casos estudiados
la convergencia de la solucién numérica hacia la solucién estecionaria analitica, cuando ésta
existe, es absoluta. Incluso para problemas sin solucién estacionaria definida se ha obser-
vado la adecuada convergencia hacia la solucién verdadera f(g,t = nr}), con n fijo, incluso
para valores de T mayores que los fisicamente aceptables. En los problemas (2.25) para
los que puede determinarse a priori la solucién estacionaria, la convergencia de la solucidn
numérica tras cierto niimero de iteraciones, asegura que el margen de proximidad entre la
funcién numeérica y la analitica en cualquier iteracién, se ve notablemente redunecido. Pueden
consultarse los cagos estudiados en el capitulo posterior, donde se ilustra la operatividad de
método, a la vez que se sientan los precedentes bdsicos para el tratamiento de problemas
fisicos de mayor relevancia e interés. En particular, resulta interesente verificar la validez de
los procedimientos descritos a lo lazgo de esta exposicién para ecnaciones tipo EFP con mar-
cado cardcter no markoviano, en los que A y D dependen de la propia funcién de distribucién

f
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2.6 Conclusiones generales.

El método numérico desarrollado en este capitulo se fundamenta, esencialmente, en la natu-
raleza probabilistica del problema representado por una ecuacién diferencial tipo Fokker-
Planck, entendida como una ecuacién en la funcién densidad de probabilidad f(q,t).
La solucién integral en términos del propagador general II(q,t|q’,%') de (2.2) inspira el
tratamiento de la evolueién temporal, en términos del propagador para valores pequefios de
la diferencia 7 =1 — ¢’ que, debido a la Ecuacién de Consistencia (2.6), puede interpretarse
como una probabilidad de transicidon a tiempos cortos P,. La expresién de P, se deriva
para cada problema concreto resolviendo la ecuacién auxiliar (2.24) a primer orden en el
desarrollo de potencias en T, para la EFP satisfecha por II (q,#+ 7 |¢',?). De este modo,
es posible encontrar un modelo de probabilidad de transicién a tiempos cortos que en el
limite = — 0 es consistente con el problema original, al cumplir las mismas propiedades de
la seccién 2.2.1, satisfechas por €l propagador verdadero para cualquier 7, cuya expresién
se asume como desconocida. A lo largo de la exposicién se ha generado el algoritmo que
ilusira la aplicabilidad del método. Asf mismo se han ofrecido diversos modos de particu-
larizar el procedimiento a cada problema en estudio, si bien las pautas esenciales a seguir
son las mismas para cualquier ecuacién tipo Fokker-Planck, siempre que los coeficientes de
conveccidn A;(q,1) y difusidn Dj;(g,t) se supongan explicitados en ¢ y q. De forma general
puede extraerse el siguiente conjunto de conclusiones:

1.~ El método se inspira en la naturaleza estocdstica de la Eeuacidn de Fokker-Planck, lo
que resuelve el problema de la evolucién de la funcién de distribucién, dando lugar a
un esquema de avance temporal con pleno significado fisico.

2.- El procedimiento de cdlculo para la probabilidad de transicién a tiempos cortos, me-
diante la reduccién & una EFP lineal ordinaria, genera la representacién de la funcidn
§ de Dirac ajustada a las caracterfsticas de cada problema.

3.- Del punto anterior se desprende gue las condiciones de contorno quedan implicitas en
la expresién del propagador P, .

4.- El esquema de avance temporal (2.36) para f(q,!+ 7} es totalmente explicito y no es
necesario, por tanto, recurrir a procedimientos de inversién en la matriz de evolucidén
. Este hecho favorece la operatividad del método en la resolucién de problemas tipo
EFP donde los coeficientes de conveccidn y difusidn sean dependientes de f, ya que en
P, sblo se involucra la presencia de éstas en la iteracidén anterior.

5.- La representacién discreta de la n-ésima condicién inicial f*(q) para la ecuacién in-
tegral de evolucién define los eclementos de la matriz Q. El cardeter positivo de estos
elementos mantiene le positividad de la funcién de distribucién en todas las iteraciones,

6.- La norma de f se mantiene constante en cada iteracién, ya que P, estd normalizada,
Asl mismo, la flexibilidad en el disefio del modelo de discretizacién permite ajustar el
esquema general a las propiedades conservatives de cada problema, Con esta finalidad
se ha definido la funcién de autocorrelacién numeérica como correccién en orden 72
que, en consecuencia, no desvirtia las caracteristicas propias de la evolucidn.
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7.- Lasolucion numeérica de la ecuacidn diferencial (2.25) se obtiene mediante la resolucién
de la ecuacién integral de evolucién (2.6), con una probabilidad de transicién P, en
la qgue se cuenta con los coeficientes de difusién y deriva del problema original. La
evolucién se halla dirigida por las caracteristicas de estos coeficientes por lo cual, cada
elemento de la sucesién de funciones { £ " } tiene las caracteristicas de una funcién de
distribucién coherente con la ecuacién diferencial en estudio. Este hecho optimiza la
convergencia hacia la solucién verdadera.
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Capitulo 3

Aplicaciones del Método
Integral.

Una vez fijado el procedimiento general para la aplicacién del método numeérico integral, se
abordan en este capitulo algunos de los problemas simples mis conocidos en la literatura
sobre ecuaciones de Fokker-Planck. Se pretende asi mostrar las pautas a seguir para la
resolucién numérica de la ecuacidn diferencial , centrando el algoritmo general a las car-
acteristicas propias de cada problema. Mediante la adecuada definicién de los términos
de difusién y deriva es faciible construir un problema en el que la media y la desviacién
tipica de la distribucién permanecen constantes en el tiempo. En claro paralelismo de esta
propiedad con los problemas de las magnitudes conservadas en ciertos sistemas la fisicos,
el tratamiento de este proceso simple sentard las bases para la aplicabilidad del método en
casos similares de mayor relevancia, La comparacién de la solucién analitica en cada etapa
de la evolucidén con la solucién mumérica, dard idea del nivel de aproximacion entre ambas
y orientard sobre la convergencia del nuevo método.

Por otra parte, como aplicacién del procedimiento trazado en el capiiulo anterior para
el cdlculo de la probabilidad de transicién a tiempos corios, se han abordado problemas en
los que la variable se halla restringida a un intervalo finito de la recta real, La adecuacion
de P, & estos casos integre en ésta la existencia de las condicionea de contorno satisfechas
por la funcién de distribucién. El problema del tratamiento de las fronteras, resuelto en la
seccién 2.2.2 de forma general, se ilustra y justifica a través de los procesos abordados.

Por su importancia en los problemas de la Fisica Estad{stica se aplica el Método Integral
a la resolucién de ecuaciones no lineales de Fokker-Planck, esto es, ecuaciones formalmente
andlogas a las mismas para procesos estocdsticos de Markov en las que los coeficientes de
difusivos dependen de la propia funcidén f. De forma general, este tipo de problemas se
corresponde directamente con procesos estocdsticos en los que persisten ciertos efectos de
memorin, En particular, se han seleccionado casos de indole no lineal para los que es posible
derivar la solucidén analitica, con el fin de establecer la aplicabilidad del algoritmo numeérico
a problemas afines. En este sentido se estudia el caso de una ecuacién no lineal de Fokker-
Planck unidimensional, formalmente equivalente a lo Ecuacidn Cinética en la Fisica del

b3
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Plasma, para la que existe solucién estacionaria, a la vez que permanecen constantes en la
evolucion los dos primeros momentos de la funcidn de distribucién. En todos los casos se ha
procedido a la comparacién de soluciones analiticas con las soluciones numéricas integrales
y las obtenidas por métodos numéricos para esquemas en diferencias finitas. Los ejemplos
resueltos en esta seccidn permiten derivar conclusiones de cardcter general inherentes al
nuevo método.

3.1 Proceso de Wiener.

El caso més simple de ecuacién diferencial de Fokker-PLanck lo constituye el proceso pura-
mente difusivo ! de Wiener unidimensional [1], [2], [3] en el que el coeficiente de difusién D
es constante. La ecuacién diferencial para la funcién de distribucién es, en este caso

2
%‘ﬁzp%ﬂ%‘ﬂ a<qg<h (3.1)
q

con la condicién inicial
fla,t=10) = folq)

La justifieacién para el andlisis de un proceso de Wiener unidimensional, se inspira en la
posibilidad de generar un conjunio de probabilidades de transicién adecuadas a las condi-
ciones de contorno, y que servirdn como base para la representacién de la funcién § de Dirac
en problemas difusivos con D variable. Por otra parte, la importancia de este proceso desde
el punto de vista analftico, estriba en el hecho de que cualquier problema de naturaleza es-
tocastica puede descomponerse en sucesivos procesos de Wiener [4]. La aplicacién de estos
procedimientos de cdlculo pueden extenderse al célculo de la probabilidad de transicién a
tiempos cortos para al desarrollo del método en problemas menos simples,

Las condiciones de frontera se especifican en cada problema, no obstante, con objeto
de preservar la norma unidad de la densidad f, en todos los procesos estudiados se irata
con las denominadas condiciones de reflejo, que suponen la anulacién de la corriente de
probabilidad en los extremos del intervalo de definicién de la variable. En este caso, tal
condicién impone

8
%f(q,t)_ 0 en g=a y g=b.

Dado que la probabilidad de transicién P(g,t|g’,') es solucién de la ecuacion (3.1) con la
condicidn inicial especial T = ¢ — ¢’ = {, se satisfard

apP &P

o = Dygi Platdg)= 8a-d)

cuya forma es, para —00 < g < 00, Ja solucién principal para la ecuacién del calor, coincidente
con (2.13) para el caso unidimensional

Pg,t+41;¢,8) = ﬁ exp (— —(—q—‘#) (3.2)

!También resulta habitual en la literatura denominar proceso de Wiener al mismo problema con deriva
congtante diferente de cero.
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QQue permitird avanzar en el tiempo la funcién de distribucién. En este caso la solucién
aunalitica para f(g,t) queda establecida por aplicacién directa de la ecuacién de evolucidn
(2.6) partiendo de t' = 0 y de fo(g). Al ser D constante (3.2) represente. la probabilidad
de transicién vélide para cualquier valor del paso temporal 7. La resolucién numérica del
Problema puede parecer trivial a la vista de los resultados. Sin embargo, la utilidad prctica
de la aplicacién del método numérico radica en el hecho de poder establecer las caracteristicas
Eenerales aplicables a procesos mds complejos, en los que A y D pueden no ser constantes.
] proceso de Wiener ha servido asi como base para fijar pautas generales a seguir para la
Operatividad del método integral. Algunas de estas propiedades se han presentado ya en
trabajos previos por parte de algunos componentes de nuestro grupo ([5]).

En primer lugar se ha considerado el problema relativo al intervalo real | — oo , 0o[, sobre
€l que se define la funcién f, con el fin de calibrar los efectos procedentes de la definicién de
una red discreta necesariamente finita. As{ mismo es posible abordar de forma tangible el
Procedimiento generador de los elementos Q;; para la matriz de evolucién @, comprobando
h asta qué punto la integracién implicada en la ecuacién integral de evolucién puede efectuarse
mediante los modelos habituales en la resolucién numérica de integrales. El planteamiento
d e los esquemas numéricos establecidos seguidamente para el proceso Wiener, se aplicardn en
la. seccién siguiente al caso de Ornstein-Uhlenbeck unidimensional y a problemas no lineales
D osteriormente.

Dado que la variable se extiende a lo largo de toda la recta rteal en el caso continuo,
es conveniente elegir como valor miximo de la variable la cantided q,, que permita anular
numéricamente el valor de la funcidn f en los extremos de la red disereta. La variable ¢ se
extiende sobre el intervalo [~guy, @], sobre él se disefiard la discretizacién apropiada para la
resolucion numérica de las integrales. En particular se propone una red intermedia que no
contenga a los puntos frontera segin (2.27). La justificacién que conduce al establecimiento
de esta red se encuentra en dos razones fundamentales. En primer lugar, el nimero de
intervalos se hace asf coincidir exactamente con el niimero de puntos en la red. En segundo
Iugar, esta discretizacién permite efectuar las integraciones numéricas mediante la sencilla
aproximacion de la Regla Extendida del Punto Medio, en la que los pesos correspondientes
& cada cocficiente en la férmula de cuadratura coinciden con la unidad. Este segundo
argumento alede a la posibilidad de representar los coeficientes @;; mediante la relacién
simmple P.{g;, g;[t,)Aq, cuando la n-ésima condicién inicial f" se genera a través de la suma
cle funciones §(q — g;) dada en la seccién 2.3.2 por (2.28). De este modo puede contemplarse
de forma mas clara la conexién entre las integraciones numéricas y las integrales analiticas
relativas a magnitudes conservadas en el problema fisico. Por otra parte, la aplicacién
de la Regla Extendida del Punto Medio en Jas integrales de avance temporal ilustra con
miayer claridad el sentide fisico de los elementos de la matriz de evolucién utilizeda en el
esquema numérico. No obstante ha de matizarse de nuevo, que la integracién por rectingulos
propuesta no es la rinica posible,

Si fi* representa el valor de la funcién f(v,t) en el punto v; y en el instante ¢, = nAt = nr,
lee ecuacidn de evolucién se reeseribe segin

N
f‘f"l'l = Z P,'J' Jan Ag
i=1
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donde los términos P;; Aq son Jos coeficientes Q;; de la matriz de evolucién temporal @, en el
esquema general (2.35). El término f;Ag, si g representa la velocidad, se interpreta como el
nfimero de particulas con velocidades contenidas en el intervalo numérico donde se evalia f;.
En particular, si la funcién de distribucién fisica se renormaliza para que la integral anterior
sobre toda la red se haga coincidir con la unidad, el drea f;Agq representard la fraccién de
particulas del sistema cuya cuyo valor de la velocidad se encuentra entre g; — Ag ¥ ¢ + Ag.

Para el caso abordado en esta seccién, los coeficientes Pj; se obtendrén a partir de
Pr(g,4'|7) en (3.2), siguiendo el mismo criterio de discretizacidn aplicado sobre f(g,1), con
g =g ¥ ¢ = g;. La condicién inicial del problema para la funcién f(g,0) = fo(g) permite
avanzar temporalmente la funcién de distribucién, El esquema resulta asi especialmente
simple en su aplicacién al proceso de Wiener. Dado que P, estd normalizada a la unidad
analiticamente, cabe esperar que la suma

N
M=) Q4

i=1

sea también la unidad. Con excelente aproximacién la normalizacién numérica para los Qij
coincide con la unidad para valores del Indice j no muy cercanos a los extremos j = 1y
7 = N para una reiicula suficientemente amplia y ancho Ag razonable, Es obvio que ¢l error
en el céleulo de la integral de normalizacién N; se debe a la limitacién de la red sobre el
intervalo {~gm, gin], siendo este error de valor 1 en los extremos de dicho intervalo. Conviene
renormalizar los coeficientes Q;; redistribuyendo, para j fljo, el drea residual 1— N; de modo
proporcional entre ellos, Este procedimiento equivale a redefinir las tasas Qi; de la forma

:-J- = Qi;/N;. Sélo los términos préximos & § = 1 0 § = N se verén significativamente
afectados por la renormalizacién, pero su influencia en la funcién f" seré despreciable si
ésta es practicamente nula para dichos valores de j.

La argumentacién precedente es vilida siempre que realmente las normas N; se hallen
préximas a la unidad también en los puntos frontera de la red discreta. Sin embargo esto
no ocurre para cualquier valor de los pardmetros 7 y Ag. Como ya se apuntd en el capitulo
anteriot, si el incremento tempozal es pequefio comparado con el incremento espacial - o més
concretamente con (Aq)z- los errores numéricos cometidos en la estimacién de N; para Q;
= P;;Aq son significatives, y la norma numérica difiere de la unidad no sélo en los extremos
de la red. En este caso ha de procederse a la sustitucidn de los términos @;; anteriores por
los correspondientes (2.34)

Qi; = % [fer(g.'%m =7 =g = 8g/2 (3.3)

ADT 4D

cuando f" se representa por la suma de pulsos o histogramas rectangulares (2.31). Con
parametzos ¢m,, T, NV, y Ag razonables las sumas } ", Q; coinciden practicamente N; = 1,por
lo que no es necesario renormalizar las funciones de (3.3). El inconvenienie de los nuevos
coeficientes de Q estriba en el hecho de tener que evaluar 2 N x N funciones eIrOr, qUe en
el caso de coeficientes de difusidn y deriva dependientes de ¢ habré de efectuarse en cada
paso temporal. En este sentido, por la simplicidad de P;;Ag, cabe interrogarse sobre el
margen de aplicabilidad de la integracién original por rectdngulos para imipleraentar F,
Para este finalidad basta desarrollaz lns fitnciones fer de {3.3) en series de potencias en Ag,
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o concretamente, en serie de potencias en la razén A = Ag/+4/7. De la propia definicién de
los coeficientes Q;; se desprende que esta serie incluye sélo potencias impares de Ag para el
caso general en que la probabilidad de transicién coincida con (2.13). En particular, aqui se
tiene

Qi; = Aq P;j + O((Aq)°/7°) Py

que se reduce a la expresién original de los Qi; = P;jAg cuando el término es (Ag)® es
pequefio. Por tanto, la aplicacién de la integracién por rectdngulos usual serd vélida siempre
que ¢l resto de la relacién anterior sea despreciable. Como Pr depende de 1/v/74x el resto
O((Aq)®/7%)P;j es proporcional a A3, la aproximacién de @;; por el primer término de la
serie estd pues en funcién de A. Por otra parte, si se pretende que se satisfagan les relaciones

0@l ¥ P_%Qij=5fj

es necesario que se verifique X < /4w, lo que requiere tomar el paso temporal de tal forma
que
r > A/ (4%D), A= Aq (3.4)

o bajo la condicién més estricta T > Ag?/2D, de este modo el resto del desarrollo anterior
serd despreciable para cualquier valor de la diferencia g; — g; y& que éste decae exponencial-
mente segin exp[—(g; — ¢;)2/(4D7)]. En consecuencia, es preferible que el paso temporal
sea relativamente grande comparado con (Ag)?. Si se refina la red suficientemente, el valor
minimo del incremento temporal aconsejable se reducird. En la prdctica se observa que, si
D = 1, basta tomar 7 ~ 0.2A? para que O(A®/7?)P;; tesulte despreciable, lo que permite
elegir valores de 7 pequefios incluso para redes no muy finas.

La aplicabilidad de la integracién simple por rectdngulos, que conduce a los coeficientes
Qi; = Pi;Aq requiere el ajuste de la relacién r/ Ag* que, en general, dependerd del rango
de variacién del término difusive D, si éste es funcidn de g. Es interesante destacar que la
condicién restrictiva > A2/2D, sl se invierte el sentido de la desigualdad coincide con la
condicién suficienie para la estabilidad de un esquema explicito en diferencias finitas. En
oposicién a este dltimo esquema, el modelo numérico integral requiere habitualmente, no
s6lo para el proceso de Wiener, el concurso de un paso temporal relativamente grande. En
este caso la matriz de evolucién contard con mayor niimero de elementos no nulos adyacenies
a la diagonal principal. En otras palabras, los elementos Q;; serdn nulos para indices 7 taes
que [i — j| > K donde K representa cierto miimero entero; este hecho perfila una matriz de
evolucién @ (2K + 1)-diagonal, por lo que el esquema de avance temporal queda fijado en

la forma
i+K

=3 @R (3.5)

j=i-K

donde K, para Ay D dependientes de ¢-serd funcién de n. : Coa
Los resultados anteriores son extensibles a todos los problemas sobre los que el método
integral resulta aplicable. En general, si se pretende desarrollar un esquema que permita
una simple integracién por recténgulos, sobre la condicién (3.4) la constante D en el proceso
Wiener+ha~darsustituirsdspor saiertmaalorisB s questepresenta el minimo de-la fupaidn
w{gy8) s losocoeficieritoy e  difysidnigh derivamvirian leitpmente g6R-ehtiempo poxigedn
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constante Dyy;n se podrd proceder de forma andloga a la aplicada para el caso tratado en
esta seccién, Por el contrario, si la estimacién de 7 no resulta posible, serd necesario recurrir
al procedimiento general para la definicién de los Q;;, en términos de la integral de P, en
el subintervalo [g; — Ag/2,q; + Ag/2].

Para el caso particular (3.1} sobre | — o0, 00|, cada fI se ajusta exactamente a los valores
obtenidos al discretizar sobre la red central, la funcién analitica f(g,t) cuya expresién se
conoce de modo exacto, ya que (3.2) es la funcién de Green para la ecuacién de Wiener.
Como condicidén inicial se ha elegido para fo(g) el histograma centrado en el origen, de
anchura I, y normalizado a la unidad, En la seccién siguiente se trata la ecuacién diferen-
cial correspondiente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, que supone una generalizacién de la
eceacién de Wiener. Por esta razén no se consignan las figuras que ilustrarfan la evolucién
de f(v,t) que, ademds, no presenta solucién estacionaria. El motivo de incluir aqui el caso de
Wiener se justifica por la posibilidad de extraer conclusiones de cardcter general, extensibles
a la aplicacién del método sobre otras ecuaciones de Fokker-Planck. Entre otras consid-
eraciones, para el caso tratado pueden realizarse con facilidad estudios sobre convergencia,
estabilidad y errores de truncamiento, llevados a cabo en algunos trabajos anteriores [6], [7],

(8].

3.1.1 Proceso Wiener sobre un intervalo finito.

La resolucién numérica del proceso de Wiener sobre el intervalo real ] — oo, co| resulta en
cierto modo trivial, y su utilidad radica en el establecimiento de las pautas de cdlculo & seguir
para otzos problemas. Sin embargo, resulta interesante resolver numéricamente el problema
original (3.1) sobre el intervalo finito {a, ), con el fin de ilustrar el procedimiento dado en la
seccién 2.2.2 para evaluar la adecuads funcién P, ajustada a las condiciones de econtorno del
problema. En este caso, la probabilidad de transicién (3.2) no serd vélida; la norma de ésta
sobre el intervalo considerado no coincide con la unidad, de lo que se desprende que tampoco
en esta expresion se recoge la adecuada representacion del momento D. Mediante un cambio
de escala y una traslacién en la variable espacial, puede estudiarse el problema, sin pérdida
de generalidad, sobre el intervalo [1,1]. En este caso, bajo las condiciones de reflejo en los
extremos del intervalo, la solucién fundamental para la probabilidad de transicién con D
constante es la conocida expresién

+ 2 e "7 cos(nmg) cos(nrq')

n=1

LR

Plg,t+rl¢'\ 1) =

vélida para cualquier valor de 7 si la condicién inicial fy s una funcién par. La solucién
general, para cualquier fp, es

P= %_I'E?:; e~ DT Lo (nrg) cos (nrq')
(3.6)
+Xonw; sen {(n — 1)mg) sen ((n — L)xg’) e~(n—1) "Dy

En este caso existe solucion estacionaria, ya que si 7 — oo el propagador P tiende & la funcién
constante P,(g) = 1/2; en consecuencia, cualquiera que sea la condicién inicial sobre f, ésta
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evoluciona hasta la distribucién uniforme f,(g) = 1/2. A la vista de (3.6) los elementos Q;;
para la solucién numérica integral, en virtud de (2.33) vienen dados por

ut
Qij = f P(gi ¢+ 7ld' 1) do’ (3.7)
u—
con wt = ¢; £ Ag/2. La suma en 7 se evalia tras cortar la seric en un cierto valor L
del indice n, En funcién del paso temporal, L debe elegirse de forma que la exponencial
exp[—L*n?D7] resulte numéricamente nula. Si se elige 7 = 0,001 basta tomar L ~ 15
y evaluar cada (J;; una sola vez, ya que D no depende de {. De nuevo, los elementos de
la matriz de evolucién satisfacen las propiedades prescritas para los mismos en el capitulo
anterior: son estrictamente positivos, acotados superiormente por la unidad y satisfacen la
condicién de normalizacién Y, @; = 1. Respecto a las condiciones para la aplicabilidad de
la integracién por rectdngulos, utilizando Qi; = Pi;Ag, se ha observado que siguen siendo
vilidos los criterios fundamentados en los pdrrafos precedentes para el problema extendido
sobre toda la recta real.

B I o o e o O O o e o P
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Pigura 3.1: Proceso de Wiener en [--1,1}.

Figura superlor: evolucidn dal histograma inicial f durante el tiempo ! = 0,1 en cuatro etapas
equiespaciadns en , eon T = 0,006 y Ag = 2/201, La figura inferier muaestra la evolucidn hasta un
tiempo total de una unidad. El trazo punteado es la solucldn tras 2000 iteraciones,

La comparacién entre la funcién analitica f(g,t), particularizada en g =g; y t = a7, ¥
la solucién numérica justifica la aplicacién del esquema numérico, ya que ambas soluciones
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resultan practicamente idénticas, incluso para valores de Aqy T mayores que los fisicamente
aceptables. La solucién numérica evoluciona hasta la distribucién uniforme f, = 1/2 estabi-
lizéndose en este valor para cualquier niimero de iteraciones. El problema de las condiciones
de frontera queda resuelto de forma favorable mediante la eleccidn de la probabilidad de
transicién adecuada para el problema continuo. De nuevo, la eleccién del propagador y
la evaluacion de las tasas de difusién @; con el mismo, da lugar & un esquema numérico
de avance temporal plenamente coherente con las caracteristicas del problema — véase la
figure 3.1 —. Se ha comprobado en el caso especifico del proceso Wiener en [—1, 1] que
la probabilidad de transicién (3.2) resulta inadecuada para la resolucién numeérica del pro-
bleme ( figura 3.2). En principio, podris pensarse que el uso de P, en términos de la
distribucién gaussiana serie vilida para generar los elementos de @ si T es suficientemente
pequefio, sin embargo, a pesar de que esta funcién representa en el imite r — 0 a la funcidn
§ esta representacion no contiene en si misma las caracteristicas del problema particular. A
menudo 6(g) suele representarse como el limite de una sucesién de funciones {g.(g)} cuando
n tiende a infinite. Pero esta sucesién no es dnica y son, realmente, infinitas la sucesiones
que generan la funcién § de Dirac. También § puede generarse a través de un conjunto de
funciones ortonormales {p(A,q)} procedentes de un problema de autovalores tipo Sturm-
Liouville; en definitiva, Ja representacién de la funcidn # es arbitraria. Esta arbitrariedad se
recorts notablemente al especificar el campo de definieién y ciertas condiciones de frontera.
Ello justifica la validez de la probabilidad (3.6) y la no utilizacién de (3.2) en la solucién
numérica (y analitica ) del problema. Sin embargo, cabe esperar que tanto (3.2) como (3.6)
resulten equivalentes sobre cierta regién R interior del intervalo [—1, 1], aun para 7 finito.
En funcién del incremento temporal, la expresién gaussiana resulta valida si se evaliia sobre
valores ¢; suficientemente alejados de los exiremos ¢, y gn. Es suficiente, en consecuencia,
contar con la expresién (3.6) para ciertos g;, si se desea reducir el tiempo de computacién.
El procedimiento a seguir es simple: se evalian las normas N; = 3, Pi; Ag utilizando la
probebilidad de transicién (2.13); para los valores de j en los que N; difiere de la unidad
en mis de una cierta constante ¢, que marca el orden de aproximacién deseado, cada P;; se
reemplaza por (3.6). La norma N; se convierte asi en un indice que marca la aplicabilidad
de una u otra probabilidad de transicién. Para una red de 50 puntos, por ejemplo, con
T = (0,001 (3.8) resulta indispensable sélo para indices j = 1,2,3y =N, N—1, N — 2.
En la region interior |g; — 1| < 4Ag las dos expresiones propuestas para el propagador P
difieren en menos de una millonésima, para cualesquiera i y 7.

Del mismo modo, para problemas puramente difusivos, en los que D es una funcién
de ¢, y bajo las mismas condiciones de contorno impuestas a la ectacion de Wiener, la
funcién 6 puede representarse por el conjunto de funciones ortonormales relativas a ésta.
Ello se traduce, segin la seccién 2.2.2 , en el cambio de D por D(g') si no se procede a
la factorizacion de D. De esta forma se asegura que las caracteristicas del nuevo problema
quedan recogidas en la representacién & y, consecuentemente, en el propagador P, para
el paso temporal finito 7. Asf mismo, se limita ain més la arbitrariedad de (g — ¢'), al
introducir rasgos propios del problema a través de la funcién D(g').

Resulta esencial pues, definir correctamente la probabilidad de transicién a tiempos cor-
tos, mediante la resolucion del problema auxiliar (2.24) en términos del nuevo operador
L p, dado en el capitulo anterior. En particular, la resolucién del problema de Wiener so-
bre un intervalo finito, genera un conjunto de representaciones para P, que pueden aplicarse
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Flgura 3.2: Solucidn integral divergente en Proceso Wiener.

Comportamiento de la solucién numéricn f{g,¢). El trazo continuo muestra la evolucién cusndo se
utiliza la probabilidad P, sujeta a las condiclones de reflelo en g = £1. La linea punteada da la
solucién cuando se usa como propagadaer (8.2) renormalizade en [ 1, 1}, s abvio que al compertamiento
errdneo da f en las fronterns deriva en una salucién que diflera notablemente de la real en todos los

puntos de la red. También se desvian los valores de los momentos P(t) = {g) ¥y T'(1) = {¢°} respecto n
los reales - linea continua -.

a problemas difusivos con D varinble, Si se incluye un término convectivo A(g) el problema
auxiliar se resuelve del mismo modo, esto es, aplicando el procedimiento simple habitual
basado en el desarrollo en series de Fourier, La probabilided de transicién a tiempos cortos
puramente gaussiana sigue siendo aplicable sobre puntos de la red suficientemente alejados
de los extremos del intervalo, siempre que su norma coincida numéricamente con la unidad.
En particular, se ha elegido para ilustrar esta seccién el problema

af &

i §E§D(Q)f(q:f)
sobre el intervalo [—1,1], con D{g) = 1/4/1 — ¢*. El coeficiente de difusién es singnlar en
g = 1 por lo que el problema ha de resolverse bajo las condiciones de frontera

g—qD(q)f(q,t) =0 en g=zI

En este caso también existe solucién estacionaria f,(g) = 4/w4/1 — g* como se desprende al
resolver la ecuacién homogénes. La existencia de f, favorecerd el andlisis de la convergencia
para el esquema numérico, Aplicando D{g) é(g—¢') = D{(q") 6(g — ¢'), ¢l operador auxiliar
L }p coincide con el operador de Fokker-Planck para el proceso de Wiener unidimensonal.
Asf pues, los coeficientes de la matriz de evolucién @; vendrén dados por (3.7) cambiando
D por D; = D(g;), con la red discreta habitual (2.27) y la reticula auxiliar (2.32). En
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cuanto a la evaluacion de los Q;; cabe destacar que el indice L.que marca ia hmit:::::; :ilz
la serie depende ahora de cada Dj, que crece a medida que g; t.1ende hacia los Zx _x yros oo
la red. Para 7= 0,001 el indice méximo L aconsejable se mantiene menor queb l:i]jd (}; .
todo valor de j. La evaluacién de las normas numéricas.; ¥>; PijAg con la proba a& Jo
transicion usual (2.13), impone que (3.7) es sélo necesaria para valo.res de g; cercanots o
extremos del intervalo [-1,1], lo que reduce considerablemente el tiempo de compu a.c;‘ .
Cada serie se calcula s6lo en la primera iteracién y es vélida para todo el proceso lterat lvcrl:t.
Tampoco s necesario mantener en memoria los N x N element?s Q,-J-,' ya que gran parte de
ellos son nulos. La simetrfa de P, también contribuye a reducir el nimero de operaciones.
Como la red discreta es central, no contiene a los puntos ¢ = +1, lo que no crea pr'.oblems.s
para el computo de cada @;;, aun cuando se refine excesivamente la red. E) reﬁnan-uento Ie
la red da lugar a valores de D(g;) excesivamente grandeslsobre los extremos dt.ﬂ 1nterw;. o
[--1,1], si bien esto representa una ventaje para determinar los Qi al redu_cu' en valor
de L, es un problema pars la resolucién numeérica paralela con un esquema 1mphci1tc.': en
diferencias finitas, al que se recurre para comparar con la evolucién integral. En este tltimo,
las condiciones de contorno se simulan anulando las derivadas laterales de 8D f/8q en q; y
" Si el problema se resuelve con (3.2) renormalizada en [-1,1],1a deﬁ’ciente evoll'lcién de
f en los extremos de la red deriva en una solucién errénea Y en un cilenlo de.ﬁcleni:.e de
los momentos. La figura siguiente muestra esie comportamiento en trazo dlsco.ntmuo.
El trazo continuo corresponde a los valores, précticamente idénticos, obtenidos mediante el
propagador apropiado y por el esquema implicito en diferencias finitas,

fin.1}

TN VNS PR | T W VIR e
ol (] 233 0y o3 XA id 043 03

Se ha optado por resolver el problema mediante un esquema numérico en diferencias
tipo Crank-Nicholson, vélido hasta orden 72 en el paso temporal, Las derivadas se aprox-
iman a segundo orden de Aq en diferencias centrales. Se observa que ambas soluciones
numéricas practicamente coinciden tras un reducido mimero de iteraciones, estabilizdndose
¥ convergiendo a la solucién estacionaria analitica f,(g;). Para el proceso de Wiener con
D =1, cada f}' obtenida por el procedimiento integral se ajusta m4s estrechamente a s
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funcién verdadera f(g;,n7), que la correspondiente solucién numérica en diferencias, si bien,
a medida que aumenta el niimero de iteraciones, las tres soluciones coinciden practicamente,
De nuevo, ¢l método numérico integral resulta estable para cualquier valor de v y Ag. Con-
viene estimar el tiempo de relajacién 7" del sistema en un primer ejercicio de aproximacidn,
con el fin de ajustar el paso temporal a un valor fisicamente razonable. En general, basta ele-
gir para 7 la cantidad 7/100. De este modo la evolucién numérica se contempla ampliamente
satisfactoria y tanto el régimen transitorio como el estacionario quedan éptimamente repre-
sentados por el esquema integral. En particular, la solucién numérica estacionaria tiende a
f: a medida que anmenta en mimero de iteraciones, La figure 3.3 apoya los comentarios
expuestos.

Esencialmente, los resultados obtenidos en esta seccién scon extensibles a problemas en
los que se cuenta con efectos convectivos, Las condiciones de contorno se introducen en la
correcta definicién de la probabilided de &ransicidn a tiempos cortos mediante la general-
izacién del procedimiento anterior, si bien el propagador habitual (2.13) signe siendo vilide
para aguellos valores ¢’ suficientemente alejados de los extremos del intervalo (a, b), sobre
el gque se define la distribucién f. Sobre estos puntos interiores (2.13) es aplicable siempre
que se halle normalizada a la unidad. Este hecho contribuye a reducir el cdleulo de las
sumas implicitas en las correspondientes series, que condncen en el limite = — 0 a la funcién
5(g — q') del caso continuo. La probabilidad de transicién en términos de series de Fourier
resulta esencial para evaluar los coeficientes Q;; sohre los g; en un entorno de los extremos
q1 ¥ qn, cuyo radio disminuye & medida que se reduce 7.

3.2 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Uno de los procesos estocdsticos markovianos mas estudiados en la literatura es el problema
de Ornstein-Uhlenbeck, también denominado de la parifcule de Rayleigh, que surgid en los
primeros momentos sobre el estudio del movimiento browniane {9], [3], [1]. Este problema
recoge el efecto de la interaccién de una particula con un medio de part{culas que suponen un
fondo fijo. La descripcién estocdstica del movimiento, contenida en la ecuacién de Langevin
(1.1), involucra el concurso de un término fluctuante representado por un ruido blanco gaus-
siano, aiiadido & la contribucién determinista representada por una fuerza de rozamiento
viscoso proporcional a la velocidad v = ¢, De la ecuacidn diferencial en la variable estocastica
,€(1) = v, se pasa a la descripcién correspondiente para las variables macroscépicas, repre-
gsentada por la ecuacién diferencial de Fokker-Planck adecuada, En este caso tal ecnacién se
expresa, en una dimensién, como

i} 4 a
gt"f('”:t): —5["7" - Da} flo,t); a<v <b (3.8)

donde « y D son constantes. Ll coeficiente de difusién D es positivo, mientras que v puede
tomar cualquier valor. La deriva —yv recoge el efecto de la interaccion de cada particula
de la colectividad con un fondo fijo, mediante el concurso de una fuerza de friccién de
cardcter disipativo, proporcional a la velocidad, De aqui se desprende que, fisicamente, el
problema abordado no supondrd la conservacién de la energla cinética del sistema, cuando
f es interpretada como la funcién de distribucién de un sistema de particulas idénticas
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Figura 3.3: Proceso difusivo con D variable.

Evolucidn difusiva de f en las mismas etapas e iguales pardmetros que los descritos para la figura del
proceso de Wiener. La solueién numérica en diferencins resulta prdcticaments indistinguible de la
solucidn integral.

sujetas a la descripeién mieroscdpica implicita en la ecuacidén de Langevin. De nuevo, el
esquema numérico habrd de ser sélo consistente con el mantenimiento constante del niimero
de particulas a lo largo de la evolucién de f(v,t) en lo que a magnitudes conservadas se
reflere. Sin embargo, una formulacién més general del problema permite redefinir el término
de conveccién en la forma A(v) = —y{v — vp), donde Fy = —ywvp representa una fuerza
constante por unidad de masa. La ecuacién de Langevin correpondiente & la reformulacién
del problema muestra el fenémeno de difusién en un campo de fuerzas constante cuando la
particula interactda a su vez con un fondo fijo de particulas y dicha interaccién se evalia
a través del término —vyw. Si v puede tomar cualquier valor real, anulando la corriente de
probabilidad y f en los limites v — =+o0, la variacién temporal del momento p = (v}, dada
por

v

W ) - 0]
dicta la constancia de (v} en el tiempo, siempre que se elija como valor inicial py = wvg.
Andlogamente, la ley de evolucidn para el segundo momento de la distribucién T' = (v?)

2
%9@;)= 2{D ~vv(v —po))
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establece que T'(f) serd constante en el tiempo siempre que se tome para D el valor I} =
7(To—pd) > 0, donde Ty = T'(0). El término Th—p representa la desviacién cuadrética media
o? = (v?) — {v)? de la distribucién inicial fo. Dado que tanto p(f) como T'(f) permanecen
constantes en el tiempo, la desviacién o(t) serd también constante a lo largo de la evolucién
temporal.

Con la finalidad de aplicar el método numérico integral a problemas fisicos de mayor
relevancia en los que Lpp representa un operador colisional que preserva la energia y el
momento, s¢ ha decidido resolver (3.8) para el caso en el que los dos primeros momentos de
f permanecen constantes en el tiempo, en claro paralelismo con las leyes conservativas de
la Pisica relativas al momento lineal y la energfa. El objeto de tal eleccién es el de refrendar
mediante un ejemplo simple la utilidad del método numérico integral para la resolucién de
problemas con magnitudes conservadas y a su vez, fundamentar mediante la experiencia el
uso de la funcidn de autocorrelacidn numérica, definida en el segundo capitulo.

La ecuacién diferencial correspondiente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, para la proba-
bilidad de transicién P(v,?jv’,t'), viene dada por

P 8 ]
= 51;[7(11 — ) + EED]P i Plo, |, ) = 8(v — ")
cuya solucién, cuando v puede tomar cualquier valor real, es una gaussiana de media 7 y
desviacién a?
1 v ~ 9)?
Py, i)', 1) = e exp[( 5 0_2) ] eon
v, i-1) = w + (0 —v) e )y (3.9)
A t—t) = (To—vd) [1=e21-1)]

que depende sélo de la diferencia ¢ — /. Cuando £ — ¢ tiende a infinito, la probabilidad de
transicién tiende a la solucidn estacionaria que coincide con la distribucién normal en la
variable v, de media py y desviacion tipica T — p? iguales a la media y desviacién iniciales,
siendo constantes durante toda la evolucién, La solucién analitica para la funcidn de Green
(3.10) permite derivar exactamente la expresién de f(v,1). La evolucién numérica de la
funcién de distribueién puede comperarse en cada paso temporal con la funcién analitica
f(v,t) evaluada en los puntos de la red discreta habitual (2.27). Por otra parte la existencia
de solucién estacionaria favorece, en este caso, el andlisis de la convergencia y estabilidad
del método numérico,

La probabilidad de transicién a tiempos cortos (2.13) adquiere para este caso, la forma

1 (v — m)?
exp[—
o‘.,. ,!_'211_ p[ D”—E ]

donde m = v’ — 4(v' — w)7r ¥ 02 = 2D7 = 2(Ty — v§)r. Si el tiempo total de evolucion £ se
subdivide en M intervalos de anchura 7 = t/M, es posible determinar la ley de evolucidn
de los momentos p, y T en ¢l n-ésimo paso temporal de forma analitica, sin proceder a
la integracién numérica sobre la red espacial. Teniendo en cuenta la ecuacién integral de

P, = P(y,|r) = (3.10)




68 Capitulo 3. Aplicaciones.

evolucién para f"*!(g), resulta sencillo obtener las relaciones de recurrencia

1= Pa(l—v7) + TYDRO
Topi= Ta(l—a7)® + 27D
+ 29TPoPn+1 — (YTP0)?

ya que la integral sobre v’ en (3.10) es resoluble analiticamente. Con las condiciones iniciales
po ¥ 1o, si se elige 7 << 1/, las relaciones recursivas anteriores presentan las soluciones

Prnil = Po

276 — y7p§

== - ™) (3-1)

Toy1 = Tp 2" +

con r=(1-97) <1

que muestran la constancia del momento p, para cualquier iteracién, siendo T}, variable. Si
el nimero de iteraciones n aumenta indefinidamente para un valor de 7 fijo, se observa que
T, tiende a (Tp — yrp3)/(1 — 77/2), que difiere de T} en orden 7. Este hecho corrobora la
afirmacién dictada en el capitulo anterior sobre el error de truncamiento global para f*. Por
el contrario, si se procede al limite 7 — 0 manteniendo nT = ¢ constante, se recuperan los
momentos verdaderos 7'(t) = Ty y p(i) = po. Con el fin de reducir los errores cometidos en
la evaluacién de los momentos en cada pasoc temporal es posible recurrir a una correccién a
segundo orden de potencias en T sobre la desviacién o, del propagador a tiempos cortos. Si
se toma g, = 2D7(1 — 7v/2), los momentos p, y T, son tales que

Prr1= pa(l — ™) + TYU0 = Po
Tn+1 = T"(]. — 2TT) + ZT’TTO = TO ;

el operador integral de evolucién conservaré tanto p como 7' en cada iteracién, al igual que el
operador verdadero en términos de (3.10). De forma general, si (2.13) se elige como proba-
bilidad de transicién a tiempos cortos con desviacién o, = 2D(q',t)r puede afadirse a ésta
el término corrector —r%(A(g, 2, )*)n, que asegura, al menos analiticamente, la conservacién
de p, y T,. Es fdcil verificar que la modificacién de o, no alters la norma de P, nilas
propiedades establecidas en la seccién 2.2.1, al representar una correccién de segundo orden
en 7. No debe extrafiar la presencia en ¢, de un término aditivo proporcional a 72, ya que
(¢ — ¢’ — 74)? cuenta ya con un sumando en la forma 7242,

Para la solucién numérica integral del problema de Ornstein-Uhlenbeck con momentos P
y T' constantes se ha procedido de forma andloga al procedimiento presentado para el proceso
de Wiener sobre [—00, 00), con la probabilidad de transicién (3.10) con (y sin) correccién en
oy

3.2,1 Solucién numérica.

De nuevo la evolucién temporal de la funcién de distribucién arrance de la condicién inicial
tipo pulso de anchura B — A para f(»,0). La constante v se absorbe en el tiempo ¢, de tal
forma que 7 es una variable adimensional. Dado que 7 orienta sobre el tiempo de relajacién
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t, para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, estimado del orden ¢, = 1/, el problema ha de
resolverse con un paso 7 tal que 7 << 1. Con la finalidad de estudiar los tiempos relajacién
para la solucién numérica, y la convergencia de la misma hacia la solucién verdadera en
cualquier instante fijo { = nr tras n iteraciones, se procede a obtener la forma analitica de

F(g,1) con

0 Bi v < A
fv,0)=¢ 1/(B—-4) si A<v<B (3.12)
0 si v> B,

Los pardmetros A y B se han elegido de forma que de f(v,0) se obtengan los momentos
iniciales {v)(0) = po y {(v?}(0) = Ty. Esencialmente, la razén para selecionar esta condicién
inicial se encuentra en el hecho de que cualquier otra funcién fo(v) puede representarse
como suma de funciones en la forma (3.12). La funcién f(v,?) puede obtenerse al aplicar la
ecuacién integral de evolucién sobre la condicién inicial, con la probabilidad de transicién
(3.10) vdlida para cualquier valor de £ — ¢'. De este modo se tiene la distribucién analitica
para todo 1 > 0, segiin

00
f(o,1) = f Plo,th, 0) f(v',0) do/ =
-0
_ 1 {fex] Az —v ] — for| Bz—w
22(A-B) © " /aD(1 - 2%) /2D(1 - 2%)
donde fer[] representa la funcidn error. La forma estacionaria para f(v, ¢ — oo es la
distribucién normal gaussiana, de media pp = vy y desviacién tipica Tp — pd.

La comparacion entre la funcién f(v,t) exacta, y la correspondiente solucién numérica f7'
permite evaluar la eficiencia del método integral, as{ como inferir algunas de las propiedades
generales del esquema de avance temporal, que pueden generalizarse para la resolucién de
otras ecunciones tipo Fokker-Planck. El problema de Ornstein-Uhlenbeck, resuelio medi-
ante el procedimiento numérico propuesto, resulta especialmente interesante por presentar
un término convectivo variable independiente del tiempo. La probabilidad de transicién
a tiempos cortos (3.10) es coherente con el problema tratado en esta seccién, ya que se
satisfacen para el caso continuo las condiciones impuestas a P, en la seccién 2.2.1.

Al igual que en el problema de Wiener, la variable v se extiende sobre toda la recta
real, por lo que, en el caso discreto serd necesario difinir la red unidimensional, de extremos
suficientemente grandes para que puedan despreciarse los valores de la propia funcién f
sobre ellos. Sobre el intervalo (~vy, vy) se ha propuesto la discretizacién utilizada para el
problema de anterior, sobre una red intermedia que no contine a los puntos fronteras segiin
(2.27). La resolucién numérica de las integrales surgidas en el esquema de avance se llevan a
cabo mediante la aplicacién directa del esquema numérico con los elementos Q;; dados por
(2.34). A pesar de que la integral que define los términos de la matriz de evolucion puede
resolverse exactamente, ya que A(v') es proporcional a la variable de integracién ', se ha
optado por mantener A en la forma A; = A4(v;), como si se tratara de un caso general en el
que A y D son funciones cualesquiera.

Nuevamente se plantea la cuestién sobre la aplicabilidad de la integracién simple por
rectdngulos, sustituyendo cada Q;; por P;jAv, En este caso, la presencia de la conveccidn
A propicia el desplazamiento del méximo de la distribucién P, desde v = v; hasta v =

Hz=ert  (313)



68 Capitulo 3. Aplicaciones.

¥j+7A;, lo que puede contribuir a que la norma ), Q;; difiera de la unic‘iad aun para pun.tos
alejados de los extremos vy y #;. Sin embargo, si el paso temporal es suficientemente red1.1c1do
este desplazamiento resulta prdcticamente inapreciable, a pesar de que Aj.es proporeional
& vj, cuyo valor mdximo es del orden de cinco unidades, si Ty es la unidad; f; resu.lta
pricticamente nula en v; y vy. Asi pues, las condiciones establecidas para el caso sencillo
de un proceso puramente difusivo del proceso de Wiener son vélidas para el prolblema. con
deriva abordado aqui. Debe tenerse en cuenta que si se procede a la integracién por ‘la.
Regla Extendida de Punto Medio, el pardmetro = ha de satisfacer de nuevo la condicién
prescrita parn la ecuacidon de Wiener, esto es, debe cuidarse T sea mayor que sz/@,
como establece la condicién (3.4), Si el incremento temporal elegido no satisface la condicién
anterior, se procede a sustituir P;; Av por Qi; segin (2.33).

La regla simple de integracién por rectdngulos permite contemplar con mayor claridad
el significado fisico del método numérico. La funcién f(v,?) en el caso discreto tomard el
valor constante f* sobre el intervalo espacial (v; — Av/2,v; + Aw/2) entre los instantes £ y
t+7. La funcién de distribucién es entendida, de este modo, como una sucesién de pulsos de
anchura Avy altura f7 centrada en cada v; de la red discreta. El érea de cada pulso, A,
se interpreta como la fraccién de particulas del sistema con velocidades comprendidas entre
¥ — Av/2 y v; + Av/2, cuando la constante de normalizacién para f sobre toda la red se
ha tomado como la unidad. Cada elemento {2i; Tepresenta, en consecuencia, la proporcién
de ]a cantidad de particulas fj Av que pasa de tener velocidad v; en el instante nr, a tener
velodidad v; en el instante (n 4 1)7. La normalizacién 37, Qi; = 1 asegura la constancia de
la cantidad de particulas del sistema.,

Los elementos Q;; de la matriz de evolucién Q se caleulan & partir de la correspondiente
expresién para la probabilidad de transicién a tiempos cortos (3.10), para v = v; y v' = v;,
siendo A(v',2) = —(; — v0) y D(v',2) = D. Los coeficientes de difusién y deriva son inde-
pendientes del tiempo, ello requiere evaluar los Q:j antes de comenzar el proceso de avance,
y utilizarlos en cada paso temporal posteriormente. Los términos ¢i; han de satisfacer la
condicién de normalizacién inherentes a las propiedades de la probabilidad de transicién en
€l caso continuo. Esta condicién supone, para el caso discreto, que habria de verificarse la
relacidn

N
e(g) = ZP;J' Ay = 1.

i=1

La suma ¢(5) anterior se aproxima notablemente a la unidad pera velores del {ndice 7 no muy
préximos a los extremos - j =1y j = N - de la red. La diferencia de ¢(7) con respecto a la
unidad es inapraciable para la red elegida, con Av ~ 0.02y T ~ 0.01,para 7 = 3,4,..., N—2,
Esta diferencia proviene, esencialmente, de restrigir los limites de integracién al intervalo
(=%m, ¥m) en la integral convergente extendida sobre tods la recta real. La diferencia entre el
valor correcto de la integral de normalizacién ¥ la integral numérica disminuye notablemente
para los puntos interiores de la red, ya que el término exponencial decae rdpidamente a cero
cuando la diferencia (i — ) aumenta. Una primera estimacién del error B; cometido en el
calculo de la integral, al restringir el intervalo de integracién & [~vm, ¥,,] viene dada por

mm

B €1 ~ -;-erf(zﬁ) (sl j=1yj=N,)
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que decrece cuanto mayor sea el valor del extremo de la red vm, o cuanto mas reducido
sea el paso temporal 7. Para los restantes puntos de la red E; se mantiene menor que la
cota de error correspondiente a 7 = 1y j = N. No obstante, dado el cardcter finito de 7
el valor de la funcidn error en la expresién anterior puede ser apreciablemente menor que
la unidad. La propagacién del error cometido puede ser significativa para gran nimero de
iteraciones, lo que afectaria al valor de las cantidades conservadas del problema. Al igual
que para el proceso de Wiener extendido a toda la recta real, conviene renormalizar las
tasas convectivo-difusivas Q;; redefiniéndolas en la forma Q;;/c(j). Sdlo los extremos de la
distribucién se verdn afectados por la correccién introducida, mas si f resulta pricticamente
nula en las cercanias de 2-v,,, el efecto sobre el resto de la distribucién es inapreciable. Los
nuevos @;; siguen siendo estrictamente positivos, pues c(7) también lo es, al ser suma de
términos positivos definidos por la exponencial implicita en la probabilidad de transicién a
tiempos cortos. Asi mismo, se satisface la relacién Qi; < 1y, exactamente, Y, Qi; = L.
Andlogamente, es facil verificar que im,..p Qi; = &j, equivalente a la condicién inicial
P(v,t|v', 1) = §(v — v’} para el caso continuo.

El nimerc de elementos no nulos de la matriz de transicién @ queda determinado por
el valor del paso temporal 7. Conviene elegir T de tal modo que los Pj; sean apreciblemente
mayores que cero, para cada indice 7, en un entorno de v; limitado & k intervalos a izquierda
y derecha de v;. De este modo las integraciones numéricas que conducen a la evolucion de f,
se reducen a sumas sobre el indice § extendidas entre § =i—k y j = ¢+k. Una vez estimado
el valor de k, sélo es necesario contar con la participacién de (2k -+ 1)N elementos de la
matriz @, que presenta la forma de una matriz k-diagonal. Si el paso temporal aumenta el
indice k serd mayor, lo que supone un incremento en el tiempo de computacion al resolver las
integrales numéricas, Sin embargo, la evolucién hacia la situacién estacionaria de equilibrio
se¢ traduce en un menor nimero de iteraciones, La compensacidn entre ambos efectos, para
problemas de coeficientes de difusién y deriva independientes del tiempo, torna irrelevanie
la eleccién de un valor particular de 7. Sélo razones de precisién numérica en los programas,
requieren la modificacién del paso temporal, Un andlisis estimativo sobre los efectos de
aumentar el paso temporal para cada problema, ayudard a la eleccién apropiada de los
pardmetros T y k, en funcién de Aw,

Si f denota el valor de la funcién de distribucién en el punto vy, en el instante ¢ = nr,
el esquema numérico viene dado por la relacién

N
=Y Qi (3.14)
=1

donde la suma en 7 se ha extendido, en principio, sobre toda la red. Para el sencillo problema
que ocupa esta seceién, la extensién de las sumas a toda la red no aumenta esencialmente el
tiempo de computacién, aun para una red muy fina de 200 puntos sobre un intervelo (-6, 6).
De forma general, cada sumatoria contard sélo con 2k + 1 sumandos distintos de cero, una
vez fijado el valor de k tal que para |i — j| > k se tenga Qy; =0,

Debe notarse que en el esquema numérico presentado en el pérrafo anterior, en Q;; se
representan simultdneamente los efectos convectivo y difusivo, La conveeeién, A = —y(v —
p), tiende a desplazar hacia v = vp a las particulas que ocupan una determinada posicidon en
la red. Tste efecto de deriva es tanto més significativo cuanto mayor es la diferencia »; — vp,
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Sin embargo, €l término convectivo aparece afectado por el factor r dentro del argemento
de la exponencial en el calculo de las probabilidades de transicién. En funcién del valor
coneedido al paso temporal, ¢l efecto de la deriva se hard notar sobre intervalos més o menos
alejados de la j-ésima celda, cuyo contenido se distribuye a celdas adyacentes, por efec.tos
simultdneos de difusién y deriva. En el tratamiento de este problema no se ha recurrido
a la factorizacién del avance temporal, mediante el recurso de comnputar la conveccién y la
difusién a través de dos matrices diferentes. Este proceso de factorizacién inspiré los primeros
trabajos sobre el método numérico integral y origind las primeras investigaciones sobre el
tema. El procedimiento de factorizacién mencionado responde a una eleccién diferente para
la probabilidad de transicién a tiempos cortos. Asi, si la solucién formal de la ecuacién de
Fokker-Planck dade por (2.12) se expresa como

Ploy 4718, = (14 75 D, 080 = )] + [1 = 72 AQ, ]5(0 = ) = (3 - ')

que en el limite » — 0, se reescribe como

2
Ploy -+ 739',1) = explr g DIS(s — o) — explr2Alo(w — ') — 8(o— '),

El primer sumando de esta expresién conduce a la probebilidad de transicién (2.13) pu-
ramente difusiva, mientras que el factor exp[—78/8v A(v',1)], al actuar sobre la funcién
f(v,1), produce en ésta una traslacién de valor —Ar en la vatiable v, lo que en el esquema
de avance equivale a someter a traslacién el contenido de la j-ésima celda: parte del mismo se
distribuird sobre las celdas adyacentes, A la vista de esta nueva probabilidad de transicién,
el proceso de avance temporal se contempla descompuesto aditivamente en dos subprocesos,
difusivo ¥ convectivo. No obstante, en el imite cuando el paso temporal T tiende a cero,
todas la probabilidades de transicién utilizadas convergen al problema continuo. La inter-
pretacidn anterior presenta el inconveniente de que, si TA(v',t) es relativamente grande, la
mairiz convectiva ha de contar con mayor nimero de elementos, a fin de contabilizar el
trasvase del contenido de un intervalo dado a tres, o més, celdas adyacentes. Por esta razén
se¢ ha procedido a la eleccién de la probabilidad (2.13) que permite evaluar simultdnemente
las tasas de conveccién y difusién sin reeurrir, a priori, a esquemas de avance a k puntos
dados prefijado 7 en funcién del valor méaximo de ia conveccién 4,

Para todos los casos computados se ha efectuado la comparacién entre la solucién
numérica f y el valor de la solucién exacta (3.13), calculando ésta sobre el punto medio de
cada intervalo (v; — Av/2,v; + Av/2) en 1 = n7 cada cierto nimero de iteraciones. Antes
de proceder a la obtencién de la solucién numérica estacionaria, se ha dejado evolucionar el
sistema hasta completar un tiempo global del orden de 1/y = 1, para el cual la media de
la probabilidad condicional analitica (3.10) decae en un factor e~!. Tomado + = 1/n para
n iteraciones, la diferencia entre la solucién numérica y la solucién verdadera disminuye a
medida que aumenta #, si bien la diferencia entre ambas es ya inapreciable para = = 10, La
correccién a segundo orden en 7, establecida sobre la desviacién o, de la probabilidad de
transicion a tiempos cortos mantiene préeticamente constantes los momentos de primer y
segundo orden de la distribucién f*. Este hecho contribuye a optimizar la convergencia de
la solucién numérica en un nimero relativamente reducido de iteraciones. Obviamente, el
ajuste con la solucién analitica se mejora al aumentar el nitmero de pasos para un tiempo
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fijo de evolucién. En todos los casos se procede simulidneamente a resolver el problema
mediante un esquema implicito en diferencias finitas tipo Crack-Nicolson, gue representa
una aproximacién a segundo orden de potencias en los incrementos  y Aw. La evolucién
de ambas soluciones numéricas es paralela, siendo practicamente idénticas aun para pasos
temporales del orden de una décima parte del tiempo de relajacién 1/y. Resulta interesante
notar que la velocidad de evolucién de la solucién numsérica es la misma que la observada para
la funcién exacta (3.13), tan sélo se aprecia un ligero adelanto de aquélla sobre los extremos
de la red, como consecuencia de la imprecisién introducida en las tasas convectivo-difusivas
Qi;. Es posible concluir, a la vista de estos resultades, que para valores de 7 fisicamente
razonables, la solucién numeérica integral para el proceso de Ormstein-Uhlenbeck converge a
la solucién verdadera para cualquier instante ¢t de la evoluecién. Si la probabilidad de tran-
sicién a tiempos cortos no se encuentra corregida sobre o, el paso temporal ha de reducirse
para mejorar la convergencia. En este caso, el momento 7, de la distribucion numérica
difiere significativamente del momento exacto T(¢) = Ty para 7 ~ 0, 1/, En cualquier caso,
la solucién numeérica integral siempre representa un proceso difusivo, manteniendo la posi-
tividad de f. En cambio, la solucién dada por el esquema en diferencias puede dar lugar a
comportamientos no difusivos de la distribucién, incluso a valores negativos de f; para algin
g; como muestra la figura 3.4,

En cuanto al andlisis de la convergencia hacia la solucidn estacionaria, se procede a fijar
r v dejar evolucionar el sistema anmentando el nfimero de iteraciones. Se pretende shora
verificar la eficiencia del modelo integral para la descripcién del estado estacionario, bajo
la perspectiva de generalizar su aplicabilidad a problemas fisicos de mayor relevancia, en
los que interesa representar coherentemente el estado de equilibrio. Interesa en este caso
verificar la estabilidad de la solucién numérica estacionaria, asi como analizar el valor de las
magnitudes conservadas por el sistema.

Dado que la probabilidad de transicién a tiempos cortos no es tinica, es posible, como se
afirmé en el segundo capitulo, adecuar la expresién de la misma a las caracterfsticas propias
del sistema en estudio, Un primer paso para la optimizacién de P, se fijé mediante la
modificacién de la desviacién o,. A pesar de que esta modificacién genera un operador que
preserva los valores iniciales de las tres cantidades constantes en la evolucién, el efecto de
la discretizacién en la variable espacial desvirtita ligeramente esta propiedad. Conviene en
este caso recurrir a la funcidn de autocorrelacidn numérica ¥y en la que se depositard la
responsabilidad del ajuste de las tasas Q;; a las propiedades del sistema. ¥, recoge en si
misma el efecto de le integracién sobre las variables v’ en la definicidn de los elementos de
la matriz de evolucién, mediante la sustitucién de A4; por ¥ A;. Segiin (2.44), el pardmetro
de ajuste ¥ vendré dado por la relacién recursiva

Copi= ¥, + Co (T — Tp) , ¥1=1

donde Cp es una constante positiva cualquiera que reproduce el orden de la desviacién
relativa (Ty — To)/Ty en la primera iteracién. En general puede elegirse cualquier Cp, ya que
las caracteristicas mismas del sistema conducen a un valor fijo de ¥, tras un reducido nimero
de iteraciones. El valor de ¥, oscila en torno a la unidad, fijindose en una cierta cantidad
préxima a ¥ = 1 cuando Ty y Tt coinciden. La funcién de autocorrelacién representa una
correccién de orden 77 para P, . En el caso mas desfavorable, dicha correccién aparece
en el argumento de la exponencial de (3.10) por lo que no modifica sustancialmente las
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Figura 3.4: Proceso Ornstein- Uhlenbeck (I).
(2) Comportamiento difusive de la solucién integral fi para Ag = 10/20_1 en 100 y 200 iteraciones,
{b) Solucién por Crank-Nicholson fd; para el valor de r indicada la ml}mldn no d%fusiva se mantiens
durante mas de 100 lteraciones, Ln situacién se corrige tras 200 pasos. fi y fd coinciden pricticamente
para nT > L

propiedades del operador. De hecho, cada @;; con el término ¥, coincide practicamente
con el mismo valor sin la correceién en 4;. Sélo a lo largo de la evolucién el efecto corrector
de ¥ resulta apreciable.

En tltimo extremo, la presencia de ¥ debe inducir & pensar que se ha optado por repre-
sentar el propagador a tiempos cortos por una expresién diferente a la habitual (3.10), en la
que la media v’ 4+ 7A{v') se ha corregido mediante el concurso de una funcién dependiente del
tiempo 1, cuya forma explicita en principio se desconoce, lo que justificn el ajuste recursivo
anterior. Ya se ha mencionado que la representacién de P, no es tinica y que el operador de
Fokker-Planck genera toda una clase de probabilides de transicién equivalentes en el limite
T 0,

En el problema que acupa esta seccién la amplitud de méxima oscilacién para ¥, es
del orden de :£0, 01. Es interesante sefalar que si se procede a corregir de forma idéntica el
términc convectivo A; sobre un esquema en diferencias finitas, la evolucién de la solucién
numérica se desvia notablemente de la sclucidn verdadera, generando incluso valores nega-
tivos de f! y alterando hasta el valor constante de la norma inicial de la distribucién, lo que
se traduce en la variacion inevitable de los momentos p, y T, a pesar de que éstos evolu-
cionen sin la correccion de forma aceptable, dentro de las posibilidades que ofrecen dichos
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Figura 3.5: Proceso O-U ({I). Solucidn numérica fi y analitica f,

modelos para la aproximacién de la solucién verdadera. Este hecho se debe esencialmente
a que ¥ introduce una correccién que puede representar otra ecuacién diferencial diferente
a la del problema original, lo que incurre en la no consistencia con el caso continuo. Sin
embargo, para el modelo numérico integral la consistencia con el problema continuo, repre-
sentado por la ecuncién integral de evolucién, no se afecta al modificar la probabilidad de
transicién a tiempos cortos mediante el ejercicio de la correccién impuesta, ya que ésta no
modifica ninguna de las propiedades dadas en la seccién 2.2.1.

La figura 3.5 muestra la evolucién del pulso inicial (3.12) hasta la solucién estacionaria
numérica -fig.(d)-. En el efecto corrector de la funcién de autocorrelacién se integran también
los posibles errores de redondeo cometidos en la computacién, disminuyendo la diferencia
entre la solucién integral fi y la verdadera f -fig.(e})-. El valor de Ty, -fig.(c)- permanece
estacionario con independencia absoluta del nimero de iteraciones. El excelente compor-
tamiento de la funcién numérica fP contemplado en la evolucién de un pulso cuadrado
inicial, se hace extensible a cualquier condicién f(v, 0) elegida para la distribucién inicial,
dada la posibilidad préctica de tratar ésta como une sucesién de ‘ ondas cuadradas’ con
normas individuales fJQAu. La superposicién de las soluciones numéricas para cada pulso
dard la evolucién de f*.
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3.2.2 Proeceso Ornstein-Uhlenbeck con 0 < v < oo.

Para el tratamiento de ecuaciones cinéticas en funcién de la componente radial v de la veloci-
dad, la probabilidad de transicidn a tiempos cortos ha de estar definida sobre la semirecta
real positiva. Esta condicién impone recurrir a una representacién de la funcién 6 en la que
se contengan las condiciones de contorno épiimas en la nueva variable del problema. En
esta seccion se investiga sobre las propiedades que han de ser satisfechas por P, cuando no
se trata con las condiciones de contorno naturales definidas en la seccién anterior. Se ofrece
un modelo de probabilidad de transicién a tiempos cortos aplicable a casos més generales,
cuya efectividad resulta equiparable a la expresién habitual de P, dada por (2.13). En
definitiva, el estudio numérico del proceso de Ornstein-Uhlenbeck con v > 0, al igual que el
problema de Wiener sobre {—1,1) ilustra el procedimiento a seguir para el tratamiento de
las condiciones de frontera.

La formulacién del problema implica afiadir a la ecuacién diferencial para la probabilidad
de transicién P(v,tjv', ¥)

% = %[—71; + -;;D]P i P(v,t|v',t) = 8(v — 1),

la condicién v > 0, lo que equivale 2 afirmar que la corriente de probabilided J ha de anularse
no sélo en el infinito, sino también en el origen, esto es

J(v,1) = AP — ;;DP:O; v—0, ¥ v— o0, (3.15)

Por esta razdn la probabilidad de transicién a tiempos cortos P, debe satisfacer {3.15)
cualquiera que sea la representacidn elegida, lo que fijard en este caso el intervalo [0, oo
como su campo de definicién. El problema auxiliar (2.24) de la seccidn 2.2.2 debe resolverse
con la misma condicién que habrin de imponerse al propagador original P.

De nuevo, con el fin de comparar la solucién numérica con la correspondiente solucién
analitica, se ha investigado la ecuacién diferencial para la probabilidad, con la condicién
de reflejo en el origen. Mediante la reduccidn & un problema de autovalores, se tiene (para
7=1, D=1)

{u—xv'}? {v4av'y? 1
v e ] }; z= e"'(t_'t ) y ¥y=1-— 2.'2. (3.16)

P(v,i|v't) = 7}&1'8—

Como condicidn inicial para la funcién de distribucién, por las mismas razones aducidas en
la seccién anterior respecto a este punto, se ha considerado una funecién (3.12) tipo pulso
cuadrado de extremos @ > 0 y b > ¢ normalizada a la unidad. Con (3.16) y (3.12) la
expresién para la funcién f en todo instante ¢ de la evolucidn es

Fut) = 52—(,)—1;;5{ fer[”;’b

cuyn solucién estacionaria es la gaussiana /2/7 exp{~v*/2) definida para v > 0.
La discretizacién sobre el intervalo finito [0, vm)], de acuerdo con lo establecido en sec-
ciones precedentes, responde a la red de N puntos

o= (1t - 1/2) Av, Av = /N ; i = 1,2,...,N

V+ za
)

1}

v—zb V- 2z
— fer fer -~ fi
= o e ) ]
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que no contiene a los puntos frontera. Sobre esta reticula se definen, como es habitual,
los valores de la funcién de distribucién en el instante ¢ = »7 notados por f?. La funcién
analitica se evahia sobre la misma red, con el fin de comparar la evolucidn del problema
discreto con el continuo. El esquema numérico de avance es el mismo que el propuesto para
el proceso de Ornstein-Uhlenbeck tratado en la seccién anterior.

Como se ha indicado, en primer lugar serd necesario recurrir a un modelo de probabilidad
de transicién a tlempos cortos P, coherente con las condiciones del problema, que en este
caso se sintetizan sobre la imposicién v > 0. Es facil verificar que (2.13) no satisfece las
propiedades requeridas para P, al no encontrarse normalizada a la unidad en el intervalo
[0, 00]. La representacién de funcién § de Dirac en términos de la integral de Fourier no es
coherente con el problema que ahora se trata, mdxime si ha de tenerse en cuenta que de ella
se desprenderd el operador integral If 4y, para 7 finito. Obviamente, la representacién
§ més apropiada para el problema habria de ser el limite da la probabilidad de transicién
exacta cuando ¢ — #, pero ello supondrin conocer a priori la funcién de Green par la
ecuacién de Fokker-Planek, lo que equivale a tener resuelto el problema. Para las ecuaciones
ohjeto de este estudio no es posible conocer de forma exacta la probabilidad de transicidn,
por ello ha de recurrirse al procedimiento generado en el segundo cepitulo para el cdlculo de
P

Conviene recalear de nuevo que si P, se representa por (2.13) renormalizada, el com-
portamiento de la sohicién numérica no es el esparado en las proximidades del origen v =0,
si bien, a medida que v se aleja del origen, fP se aproxima a la solucién verdadera aun para
7 relativamente grande, Este resultado es obvio, ya que la probabilidad de transicién pura-
mente gaussiana estd, a efectos practicos, normalizada a la unidad en los puntos interiores
de la red cuando 7 es reducido.

En lugar de tomar la representacién de Foruier para 8(v — ¢’), se elige la correspondiente
a otro problema mds simple que el tratado, y que satisfaga las mismas propiedades que éste.
Para aproximacién de P, a primer orden de potencias en 7

Plo, i+, t) = [1+7A(NE + DL, J6(v —v') =
(3.17)

exp{r[ A(»') & + TD-B‘% ] 8(v — ')

el segundo miembro puede interpretarse como la solucién formal de la ecuacién diferencial
lineal de Fokker-Planck auxiliar { con A y D constantes )
gp* 8 8

= —[A+D—|P" ; -4>0,D>0
ar Bv[ + 611:i ! =0 >0
que puede resolverse por el procedimento habitual de reduccién a un problema de autovalores
P* = exp(—Ar)p(A,v) [2], [10], [11]. Las autofunciones {{(A, v)} correspondientes a P* son
conocidas (véase [12]) y presentan un espectro continuo en A que conceden la representacién
buscada de la funcién §. Substituida ésta en (3.18), se genera la probabilided de transicién
a tiempos cortos aplicable al problema tratado:

—A (v—v'~Ar[2)/2 vV ? IS
Pr(2,,2/|t) = = fe " 4o -UFT )

ArT
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AL v g v AT ., (3.18)
_._..Eme [1 felf( 2‘\/1—_ )];

La forma funcional de la probabilidad (7} es méas compleja que la expresién exacta (3.186),
Sin embargo, la misma funcién podria utilizarse para el esquema de avance temporal corres-
pondiente a una ecuacién de Fokker-Planck, definida sobre v > 0. con A(v,1) < 0. En las
proximidades del origen, la funcién (3.18) resulta apreciablemenlte diferente & la proba.blhc%ad
usual (2.13). Al igual que en el problema de Wiener sobre un intervalo finito, se ha elegido
la tepresentacién de P, anterior para aquellos puntos v; y v, en los que la suma Y PijAv
difiere notablemente de la unidad cuando P;; se evalia con (2.13). Para valores del paso
temporal razonables (7 << 1/¥) es suficiente tomar la representacién ({’:.18) para in'dlces
j en los que v; es préxima al origen El problema se resuelve bajo las mismas condiciones
para la aplicabilidad de la integracién simple por rectdngulos impuestas en el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck general.

La matriz de evolucién Q tiene Nx, N elementos de los cuales sélo es necesario calcular
(2M +1) x N elementos, ya que @ es una matriz (2M+41)-diagonal. Los tinicos términos Q;
diferentes de cero son aquéllos para los que |i — §| < M, donde M dependerd del ancho del
paso temporal 7. Se ha observado que para valores de T razonables, M se reduce a M = 3
6 M = 4, es decir, la integracién numérica pata cada v; se reduce a unos cuatro puntos
adyacentes al i-ésimo intervalo fv; — Av/2,v; + Av/2), Para la computacién basta guardar
en memoria los términos Q;;_4, Qw3 .. Qi

El esquema de avance numérico con (3.18) presenta resultados tan satisfactorios como los
encontrados en la resolucién del problema precedente, Las grificas adjuntas muestran cémo
la solucién numérica f? se aproxima a la solucién gaussiana estacionaria Cexp(—v%/2} con
la misma velocidad de evolucién que la obedecida por la funcién exacta f(v,t). Los tiempos
de relajacién en el esquema numérico son los rnismos que los observados para el problema
resuelto analiticamente.

Puede concluirse que la resolecién numérica del problema, mediante el algoritmo integral,
se corresponde plenamente con la solucién ansltica (figura 3.6).

Se han ensayado otras condiciones iniciales f(v,0) para arrancar el esquema de evolucién:
para todas ellas, los tiempos de relajacién obtenidos mediante el procedimiento numérico
coinciden con los esperados analiticamente. La solucién estacionaria es siempre la gaussiana
predicha por la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck; no se presenta inestabilidad en
la solucién numérica, con independencia del ntmero de pasos temporales y de los pardmetros
Al = vy Avinvolucrados en la discretizacién del problema.

La solucién numérica paralela mediante un esquema en diferencias finitas progresa ade-
cuadamente excepto en las inmediaciones del borde de Ia red durante las primeras iteraciones,
Aunque la solucién numérica estacionaria coincide a efectos précticos con f, (v:) ¥ con la
solucién integral, la velocidad de evolucién en el esquema en diferencias se altera respecto
a la misma para la funcién analitica f(v,t) en los extremos, La informacién contenida en
¢l paguete inicial fo(vi)Av se propaga mas lentamente en el esquema en diferencias que
en el integral sobre tales extremos. Sin embargo, el efecto de la condicién de reflejo en el
origen queda perfectamente reproducido por el modelo numérico integral con un tiempo de
evolucidn idéniico al mostrado por la solucién analitica.
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Figura 3.6: Proceso O-U en [0, oof.

(a) Bvolucién detallada en cinco etapas de 20 iteraciones con v = 0,05 ¥ Ag = 1/201. La linea punteada
musestra la solucién estacionaria real. (b) Evolucién de fi en 100, 400, 800 y 1000 iteraciones, (c)
¥ (d) Momentos T(t} y p(t) njustados & los pardmetros Pl, P2 y P3 da Ia axpresién mosirada en el
grifico. El tlempo de relajacién estimado del sistema 1/P3 = 1/2,004 coincide prdcticamente con el
tadrico ¢, = 1/2 aun sin el uso ds la autocorrelacién numérlca,

3.3 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck variable.

Hasta aqui todas la ecuaciones de Fokker-Planck unidimensionales resueltas presentan coefi-
cientes de difusién y deriva independients del tiempo. Conviene ahora cuestionar la validez
del método integral para problemas en los que A y D pueden ser funciones de la variable
1. Con esta finalidad se han estudiado varios problemas simples con solucién analftica cono-
cida, para el andlisis comparativo de ésta con la solucién numérica. Se pretende asf extender
las conclusiones anteriores a problemas con coeficientes variables. A la vista de la ecuacién
integral para el movimiento de f(v,1) (2.8) el esquema numérico sdlo requiere el concurso de
los coeficientes 4 y D en el instante t, = nr para la obtencién de f*+1. i bien es posible
recurrir a métodos tipo predicior-corrector aligual que en los esquemas en diferencias, se ha
optado por resolver las ecunciones que siguen sin ningin tipo de correccién que supongan una
complejidad afiadida a la sencillez caracteristica del modelo. Se espera que el propagador a
tiempos cortos recoja convenientemente los efectos inducidos por la variacién temporal de
los coeficientes difusivos. Bajo la perspectiva de que P, representa una aproximacién a
primer orden en 7 del propagador verdadero, P(v,t + v’ ,#'), cabe esperar que el modelo
de integracién numérica siga siendo, para estos casos, una poderosa herramienta de edleulo.
La extension del modelo a ecuaciones de Fokker-Planck no lineales se vera asi justificada.
Entre los problemas con 4 y D variables tomados de la literatura se ha elegido el proceso
de Ornstein- Uhlenbeck variable representado por la ecuacién diferencial lineal de Fokker-

Planck

o e e - D@ L)fcona<v<bével -0l (319)

donde 7 y vo de (3.8) se han sustituido por funciones del tiempo v(t) > 0y a(2).
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El coeficiente de difusién D(t) > 0 se supone una funcién de ¢. La ecuacién satisfecha por
la probabilidad de transicién P(v, t|v',0) es la misma que (3.19}, cuando f se sustituye por P,
ya que P{v,1[7, 0) es la solucién a esta ecuacién bajo la condicién inicial f(v,0) = §(v— 'u’)

Es facil probar, para —oo < v < oo, aplicando €l operador de la transformada de Fourier,
que la solucién de (3.19) para la probalidad de transicién es la gaussiana

1 - 7)?
P(o, 4, 0) = exp |2 = ) (3.20)
T w

de media 3(v’,t) y desviacién o?(v/,1) = v2 — (7)? soluciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias

B (1-a) con (v, 0) =/,
(3.21)
dv?
dt
En este caso, el propagador P(,t|v',t'} no depende, en general, de la diferencia ¢ ~ ¢',por
ello no puede hablarse de la existencia de solucién estacionaria P,, en el sentido de la teoria
de procesos markovianos, ? si P, representa el limite de P cuando (£ —1') — oo. No obstante
puede darse el caso de que las funciones 4(t), g(£) y D(t) tiendan hacia sendas constantes
a medida que aumenta ¢. En este sentido puede hablarse de solucién estacionaria cvando
¢ tiende a infinito. El motivo de trabajar con tales sistemas se inspira en el hecho de que
en numerosos problemas de la Fisica, relativos a ecuaciones cinéticas integro-diferenciales
de Fokker-Planck, la deriva y la difusién son funciones suficientemente regulares en {, que
varian lentamente a lo largo de la evolucién, aleanzando valores practicamente estacionarios,
Segiin 3.22 es evidente que se puede determinar a priori la ley de evolucién temporal
de los momentos de la distribuci’on £, lo que favorece la comparacién con los momentos

obtenidos numéricamente

= 2{D{t} - v(£)X + ¥(1)g(t)F}  con vi(v',0) =12

A(v,t) = —a(v~), D)= (To—vd)(1+e ) ;a>0 (3.22)

Ao, )= —o{i)o ~ %), D(t) = (To ~ )v(t) s7(8) > 0 Vi, (3.29)

En ambos procesos, vg y Tp representan los momentos de primer y segundo orden de de
fo, siendo p(f) = (v}(2) constante en el tiempo para el primer caso ( figura 3.7), en el que
T(t) = (v* )(1) tiende al valor inicial T a medida que aumenta €l tiempo. Sélo en (3.23)
(v®){t) se conserva para cualquier funcién 7(t) y& que D es proporcional a g = T} — vE.
Es obvio que este problema puede resolverse definiendo una nueva variable temporal i* =
f t-/(t’) di’, sometiendo a traslacién la variable espacial segin z = v — g, lo que reduce
In ecuacién de Fokker-Planck a la del proceso de Ornstein-Uhlenbeck ordinario (3.8). No
obstarte, se ha mantenido la forma original con la finalidad de observar el comportamiento

2ya que, en general, no se satisface la relacidn Plo b+ Tle' ' +T) = P(w, L], t'Ypara T > 0, por lo que
el proceso se dice no estacionario
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Figurn 3.7: Proceso con A y D variables ent (1),

Figura superior: solucién integral en un tiampo total de E unidades con 7 = 0,1 en el easo con D =
(T ~ ug) {1+ ¢"2t). fi no evoluciona a partir de ¢ > 5 coincidiendo con la gaussiana estacionaria
(linea continua). Las grificas inferiores representan las diferenclas enire la solucidn exacta fe ¥ las
numéricas integral y en diferencias fi y fd. A medida que aumenta ¢ la diferencie fe — fi disminuye,

de la solucién numérica para cocficientes de difusién y deriva variables con el tiempo, e
inferir as{ propiedades generales extrapolables a problemas menos simples.

] interés de esta eleccién es puramente académico, ya que se desea investigar la validez
del método integral en la descripcién de problemas con més de una cantidad conservada, sl
bien, en sentido fisico, e} operador Lpp no es conservativo. La proporcionalidad de D con
oo es meramente fortuita, del mismo modo que lo es la fuerza determinista dependiente de
v -- 2. En cierto sentido, existe algin paralelismo con las ecuaciones cinéticas de la Fisica,
en cuanto que A y D dependen de los momentos de la distribucién, En concreto, ambos

coeficientes pueden contemplarse como
A= =) [(s= )5 )y D= 2(0) [ (0= OEDA

En tltimo extremo, puede pensarse que la ecuacién (3.19) representa el comportamiento
de un conjunto de particulas cuya difusién es controlada por un potencial dependiente del
tiempo que genera un campo variable encargado de preservar Ja energin y el momento de la
distribucién. La obtencién de la probabilidad condicional P(v,t[v',2') de f(w,1)}, conocida
fo, es irivial en funcidn del sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias (3.22).
Para los dos ejemplos tratados es sencillo verificar la condicién de Lindeberg (4]} satisfecha
por un proceso markoviano continuo, asi como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (2.7):
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los dos procesos analizados siguen siendo markovianos.

La solucién numérica integral de (3.23) se da en la figura 3.9. T'(f) permanece constante
a efectos précticos, al igual que P(¢), cuyn fluctuacién en torno a Py = 0 entra dentro del
orden de la aproximacién numérice, sin una propagacién efectiva de errores de redondeo.
A(1) y D(t) ( figura 3.10) aumentan con ¢ sin afectar a la expresién del propagador Pr

En los dos problemas, la probabilidad de transicién a tiempos cortos se ha elegido coin-
cidente con (2.13) cuando la desviacién o, se representa por 2D(t) 7 (1 -7 (A?} /2D), si el
término corrector (1 — 7{A%}/2D) se mantiene positivo para cualquier valor de £. Una vez
estimado el orden del tiempo de relajacién ¢, del sistemna, se elige el paso temporal r << %;.
Fl espaciado Av de la red discreta se supone independiente de £, con ello el esquema utilizado
en los procesos anteriores es aplicable al proceso variable. La solucién numérica integral se
compara con la solucién verdadera y la solucién numérica dada por un esquema en diferencias
finitas tipo Crank-Nicholson, con un predictor mediante un avance en diferencias explicito
para estimar los valores de los A}‘“ ¥ D}""I. En €] primer gjemplo, es ficil determinar la ley
de evolucién analitica para el segundo momento de la distribucién T'(2), ello permite aplicar
la relacién recurrente (2.44) para el uso de la funcién de auntocorrelacién numérica ¥ que
contribuye a redirigir la evolucién del sistema eun el sentido que se minimiza la diferencia
entre el momento numérico T, y el momento real T'(¢,). Como D(t) estd acotada entre su
valor inicial Dy y 2P, en toda la evolucién, la variacién de ¥ es practicamente inapreciable
si la desviacién tipica del propagador a tiempos cortos se halla corregida con el término
T{A%).

E] comportamiento de la solucién f* es similar a los observados para aquellos problemas
en los que 4 y D son independientes del tiempo. Por otra parte, D(t) varia lentemente
con el tiempo; si se elige un paso temporal razonable 7 << t, la solucién numérica integral
coineide practicamente con la solucidn verdadera en cads etapa de la evolucidn, ajustdndose
exactamente los valores de p, ¥ T, a los momentos verdaderos casi desde la primera iteracion,
en cada v y i, = nr. Los resultados se presentan en las figuras 3.7 y 3.8,

Se han tratado numerosos problemas en los que tanto 4 como D varfan lentamente con
el tiempo, cuando éstos alcanzan valores estacionarios, 4, y D,, y carecen de singularidades
en la variable espacial. De forma general, bajo estas condiciones (no muy restrictivas, si se
contermnpla que las caracteristicas prescritas para 4 y D son las satisfechas por gran niimero
de problemas fisicos) el método integral resulta aplicable en los términos que han venido
presentdandose a lo largo de toda I exposicidén para coeficlentes independientes del tiempo.
Una vez mas se aprecia que la inclusién de A(v,1) y D(v,1) en la probabilidad de transicién
a tiempos cortos dirige Ja evolucién de f en el sentido que lo haria con la expresién verdadera
del propagador.

En las aplicaciones tratadas P, es muy préxima la P(v,14 7[v',1), ello prodria inducir
a pensar que la forma de P, dirige la evoluciém hacia la solucion estacionaria gaussiana.
Sin embargo se ha abordado el estudio de numerosos procesos en los que existe solucién
estacionaria diferente, tipo Pearson [12], obteniéndose resultados igualmente satisfactorios.
Puede verse, en particular, el analisis de los procesos no markovianos que ilustran la iltima
seccion del capitulo, como ejemplos de interés puramente académico.

Especialmente interesente resulta el estudio del caso (3.23) para distintas funciones (1)
continuas en ¢ y posiblemente no acotadas supericrmente, Puede entenderse que el problema
representado por ln EFP correspondiente es comparable a un proceso fisico que se comporta
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Figura 3.8: Momentos de f en proceso variable (T).

Evalucidn de T'(t,) y diferencin antre el momanto (qz) axacto T¢ y ol calculado con la solucidn integral
7'i. Ia oscilacién en torno & Te— 7' = ) so deba nl ajuste iterativo da ¥,,, La diferencia Te— T'd con T'd
calculado ¢on la solucién en diferencins fd es mayor que T'e ~ TV en cualquier atapa de la evolueidn,

asintéticamente como el propuesio cuando ¢ aumentn., Por esta razén se ha conservado
explicitamente la dependencia en t de A y D a través de y(t). En particular, se han analizado
procesos ¢n los que ¥ no evoluciona lentamente en el tiempo, pudiendo tender a infinito a
medida que anmenta f. Analiticamente el problems presenta de nuevo tres magnitudes
conservadas. Si la funcién #(t) se halla acotada inferior y superiormente por constantes
estrictamente mayores que cero, el cémputo de los elementos @Y} en la n-ésima iteracién no
gencra problemas, al no existir singularidad para ningiin ¢, en el argumento de la exponencial
de (2.13); por ello serfan vélidas la conculsiones extrafdas para el caso (3,22) andlogas a los
procesos de coeficientes independientes del tiempo. Sin embargo, si %(t) es una funcién
estrictamente positiva y creciente en |0, oo, la situacién cambia drésticamenie. En primer
lugar, la correccién en ln desviacién tipica de la probabilidad de transicién a tiempos cortos
resulta inviable, ya que el término {A?) puede aumentar indefinidamente. Por otra parte, el
argumento de la exponencial en P, es creciente en ¢, por lo que los términos Q3 tienden
a cero a medida que aumenta n; la solucién esiacionaria del problema numérico es el vector
nulo {f} = [0, 0, ..., 0] lo que muestra claramente que el procedimiento numérico integral
no es vélido, en tanto que no representa fisicamente la situacion esperada. 5dlo para valores
de 1, tales que ¥(,)T <1 P, resulta apropiada para la descripcién del estado transitorio,
Esencialmente este resultado se debe a que los errores cometidos al limitar la integracién a
un intervalo finito aumentan al crecer en el tiempo el valor medio 3 = o' — y(i,)r(v' — %)
de la probabilidad de transicién.
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firgat

Figura 3.9: Proceso con A y D dependientes de exp(t) (1I).

{a} Selucidn integral para el ceso (3.23) en 200 lteraciones. (b) Diferencias entre la solucidn exacta
Je y las soluciones numéricas en diferencies fd e integral fi.

Es claro que esta misma situacidn puede aparecer en problemas fisicos en los que A(g, %)
( y/o D) varfe con el tiempo de forma que tienda asintéticamente a una funcién ¥(2, q)
estrictamente creciente en ¢ para cada valor fijo de g. En tal caso, la resolucién del problema
simple (3.23) dispensard el tratamienio a seguir para procesos similares relativos a ecuaciones
de Fokker-Planck de coeficientes dependientes del tiempo.

Puede demostrarse de forma sencilla que la utilizacién de P, conduce analiticamente
a la solucién del problema analizando la evolucién de la condicidn inicial fo = 6(v — o)
obteniendo analiticamente f(v,nr). Si se procede el célculo de los Hmites 7 - 0 y = 00
con nT ==t para f(v,nr) se obtiene f(v,i|vn) coincidenie con P(v,1|vg,0) dada por (3.22).
En definitiva, la probabilidad de transicién a tiempos cortos utilizada anteriormente es
vilida para la resolucién analitica del problema. En cambie, como se ha mostrado, P,
no resulta apropida para la aplicacién del método numérico integral. Este no significa que
e} procedimiento numeérico estudiado en este trabajo no resuiie aplicable a problemas con
coeficientes de difusién y deriva variables en el tiempo. Sencillamente basta considerar que
le probabilidad de transicién e tiempos cortos no es efectiva para problemas andlogos a
(3.23) para cualquier valor finito de 7. En ese caso es necesrio definir un propagador P, que
se adapte a las caracteristicas del nuevo problema. En particular, la nueva probabilidad de
transicion puede obtenerse signiendo el método expuesto en la seccidn 2.2.2 con el operador
auxiliar L pp correspondiente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck con 4 constante, esto es,
si 7(I{v' — v0)8(v — v') se sustituye por 4(£)(v — vo}6(v — ¢'). La probabilidad de transicién
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efecti.va .serti ahora (3.10) que sélo involucra términos en exp(—ry(£,)) siendo apta para la
‘descrl‘p(‘.lél‘l del problema pues P, no decae a cero a medida que aumenta el nimero de
iteraciones. Ts obvio que la nueva probabilidad de transicién coincide con el propagador
habitual (2.13) a primer orden en 7. As{ mismo, analiticamente puede obtenerse f(v,1) con
fo = 6(v —vp) como se indicé anteriormente, mediante el estudio de la convergencia uniforme
en (1,1/n) — (0,0) de f(v,nT) manteniendo nr = 1.

El algoritmo seguido para el avance temporal es andlogo al descrito en casos anteriores.
La integracién simple por rectdngulos se lleva & cabo ahora para aquellas iteraciones en las
que 7% = 7,7 satisface la relacién (3.4) cambiando D por (Th —v3)/+n, y& que siguen siendo
vélidos los argumentos aducidos para el problema de Wiener para la validez de la aplicacién
de la Regla Extendida del Punto Medio. En caso contrario los coeficientes Q7; se determi-
nardn integrande P sobre v’ en el intervalo [v; — Av/2, v; + Av/2] si la n-ésima condicién
inicial f" se construye segiin (2.31). La nueva probabilidad de iransicién conduce & la cor-
recta descripeién no sélo del régimen transitorio, sino de la sitnacién estacionaria esperada
para el problema continuo. In cambio, el esquema en diferencias finitas, al no depender
la red espacial discreta del tiempo, resulta inapropiado para valores de Ty, excesivamente
grandes, pues la matriz de evolucidn tiene todos sus elemenios negatives a partir de ciento
valor de n; Esta situacién genera valores negativos de f", para algunos ff*, dando lugar a
una evolucién no fisica.

In la figura 3.0 se mucstra la evolucién de la condicién inicial (3.12) para ¥(t) =
aexp(at), a > 0. El comportamiento para otras funciones crecientes (incluso decrecientes)
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Figura 3.10: Momentos de f en proceso variable (II}.

de 1 es andlogo. La diferencia entre la solucién verdadera fe y la solucién numérica intregral
£i en menor la fe— fd en cada etapa de la evolucion y en cada punto de ln red. fd representia
Ja solucién dada por el esquema en diferencias.

Las conclusiones extraidas en la resolucién del caso simple (3.23) son extensibles a otros
problemas de coeficientes variables en los que existe una solucién estacionaria f,(g) para f
—en el sentido f, = lim_.oo f(g,1) — . Para este tipo de problemas es suficiente recurrir a
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la factorizacion de A en la forma A(g,1} = —D(g,1) g — go(g, %)), por lo que Ab(g — g') se
puede expresar como

Alg,)6(a—q) = ¢ D(d'\)6(a — ') + D{q',t)g0(d’, )6(q — ¢')

que reduce el operador auxiliar L 5p & un operador del problema de Ornstein-Uhlenbeck
en 7, de coeficientes constantes (ya que ¢ se considera un pardmetro fijo ). Con ello, la
expresion de Pp serd la correspondiente a la probabilidad de transicién para este proceso
, con las sustituciones v — D(g",t)//,v- (1 ~ ') — vD(¢",1)//, vo — go(q’,t) y D — 1.

En general, el problema de Ornstein-Uhlenbeck variable da lugar a toda un clase de
propagadores P equivalenies en el imite 7 — 0, si el operador L fp es identificable con
el operador Lpp de dicho proceso. En términos de la relacién asintética A(q,1)/D(g,1)
para q fijo y { — co pueden elegirse convenientemente las factorizaciones (2.21) que derivan
en una EFP auxiliar de un proceso con P{q,t+7|q’,) conocida que, para r finito, se adapte
al problema tratado como propagador a tiempos cortos.
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3.4 Ecuaciones de Fokker-Planck no lineales.

Se ha estudiado la forma de abordar mediante el método integral numeérico ecuaciones de
Fokker-Planck ordinarias que rigen la evolucién de la distribucién de probabilidad en proce-
sos markovianos, Se han sentado las bases para optimizar el modelo en aguellas ecuaciones
de coeficientes A y D dependientes tanto de la variable espacial como del tiempo, Interesa
ahora mostrar la efectividad del modelo nurmérico para las ecuaciones de Fokker-Planck que
se han denominado no lineales. Estas ecuaciones presentan la forma de las ecuaciones or-
dinarias que han venido tratdndose a lo largo de la exposicién, con la salvedad de que A
y D pueden depender de la propia funcién de distribueién f mediante cualguier relecién
funcional. Desde el punto de vista de la teoria de los procesos estocdsticos, tal dependen-
cia puede ser entendida en virtud de ciertas propiedades de presencia de memoria en los
procesos que definen las llamadas Ecuaciones Generalizadas de Langevin, para las variables
microscépicas. En estos problemas, la relacién de Chapman-Kolmogorov no tiene porqué
ser satisfecha por la probabilidad de transicién o probabilidad condicional p(g, t|¢/,4’) si bien
existe una relacién equivalente para la expresidon del propagador II(q,t|¢',%') que, en gen-
eral, no se entiende como probabilided de transicién, segiin (2.4), En cambio, la relacién de
consistencia (2.6) se verifica para cualquier proceso que se interprete como surgido de una
interpretacién probabilistica. En este sentido, se propone ahora aplicar los mismos argumen-
tos sentados para ecuaciones lineales de Fokker-Planck sobre ecuaciones para f formalmente
cquivalentes a las primeras, en las que A y D son funciones de f.

La no linealidad se traduce en el hecho de que la evelucién de la distribucién puede
depender de la condicidn iniciel fy en todo instante 7, Son numerosos los problemas de esta
indole para los que existe solucién estacionaria f,(g) obtenida al hacer tender a infinito
el tiempo £, que puede incluso llegar a ser independiente de fo. Cabe ahora interrogarse
sobre la posibilidad de que tales procesos puedan describirse numéricamente mediante el
procedimiento integral que ha venido presentindose a lo lazgo de la expaosicidn, En principio,
como se ha contemplado a través del estudio de procesos variables (A y D dependientes de
1) el comportamiento de la solucién numérica para la descripcién del régimen transitorio
y del estado estacionario, si éste existe, es satisfactorio siempre que P, se adecue al
problema particulaz, Ello sugiere la posibilidad de que en procesos no lineales gobernados
por una ecuacién de la forma EFP, la evolucién numérica de le distribucidén se comporte
de forma andloga que la experimentada por f en procesos lineales variables, En verded, ¢l
método es totalmente explicito, lo que implica el conocimiento de los coeficientes difusivos
en el instante #, para la (n-1)-ésima iteracién, de esta forma, el procesa no lineal equivale
a un problema en el que 4 y D se conocen como funciones explicitas del tiempo. Sélo
cabe esperar que la no linealidad no produzea una excesive propagacion de los errores de
truncamiento. Como se ha estudiado, la funcién de autocorrelacién numérica redirige el
gistema hacin el comportamiento fisico esperado, siempre que el problemea original verifique
ciertas propiedades relatives a la conservacién de, al menos, el segundo momento de la
distribucion,

Se plantean a continuacién dos problemas representativos de ecuaciones no lineales de
Fokker-Planck. Para el primero existe solucién estacionaria y adem#s es posible conocer
la funcién analitica f(g,1), que se comparard con la solucién numérica en cada etapa de
la evolucién, sin recurrir a ningin tipo de ajuste. El segundo ejemplo es formalmente
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. - . .. 140 inte-
equivalente a una ecuacién cinética de un ‘plasma unidimensional P es una e:.ua;mi})m -
gro-diferencial definida sobre un operador que conserva el momento lineal {media de f) y

energia (segundo momento de la distribucién.)

3.4.1 Proceso no markoviano con A dependiente de f.

En ciertos problemas fisicos, tales como los fendmenos de transicién de ffise.s SUIgen ecua-
ciones claramente interpretables bajo la perspectiva de los procesos estoca.s'tfcos no ‘mar.k'o-
vianos, que dan lugar a una ccuacién para la evolucidn temporal de la funcién distribucién
de probabilidad f de marcado carédcter no lineal en la forma

g
of = H [f, -qz,f h(g, ¢'}f(d' t)dq |g,1, io] .
ot dg

Resulta sencillo construir un simple modelo de caminata sl azar { random-walk ) con
ciertos efectos de memoria o correlacién temporal en el muestreo de las variables aleatorias
([13]). La dependencia en cada instante de la historia anterior experimentada por el pro-
ceso da lugar & las denominadas Ecusciones de Langevin Generalizadas de las que pueden
inferirse las ecuaciones integro-diferenciales que gobiernan la evolucién de f en las variables
macroscépicas. Existen algunos procesos de este tipo para los que es factible eliminar los
efectos inducidos por le memoria, y consecuentemente, convertir el problema en otro equiv-
alente puramente markoviano. En particular, se ha estudiado uno de estos procesos para el
que la ecuacién que gobierna la evolucién temporal presenta la forma de una ecuacién de
Fokker-Panck de coeficientes dependienies de f. En particular, siguiendo la referencia ([13])
se ha optado por construir y resolver el problema

of

a 8
5 = —5;{—191 —Af - 7; Do} la,) (3.24)

que exhibe claramente la forma de (2.25) con A = —( vq +Af) ¥y D = Dy constante. La
presencia de f en el coeficiente de conveccién muestra la persistencia de ciertos efectos de
correlacién, o memoria, afiadidos a la descripcidén microseépica de cierto proceso estocdstico,
similar al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, al que se reduce (3.24) si A = 0, Sin pérdida de
generalidad, se ha tratado el problema anterior con Do=1yX=1, para ¥ > 0. Mediante
una transformacién integral similar a la transformada de Hopf-Cole, segiin

Q(Qs t)

q
exp{ %qz + f flu,t)du }

il
flay) = 5 {n{Q1)e )
es posible determinar la forma analitica de f si ¢ se define sobre toda la recta real, cuando
tanto la corriente de probebilidad J como f se anulan en los limites ¢ — -tco. Bajo estas
condiciones, la ecuacién satisfecha por la nueva funcién g, t) es
Q 8 a
n = —a—q[’rq ~ %]Q(q,t), (3.25)
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ind'ependiente de f, lo que significa la eliminacién de los efectos de memoria inducides por
la interpretacién estocdstica. Es evidente que la ecuacién anterior representa un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck unidimensional de coeficiente inverso —v constante. Risken ([2])
muestra que la probabilidad de transicién correspondiente a la ecuacidn anterior coincide
con la probahilidad de transicidn P_C_),; U(g,1|q",0) para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck
con la sustitucién ¥ — —v que, a pesar de no presentar solucién estacionaria, es 1itil para
avanzar en el tiempo la condicién inicial Q(g,0), esto es,

Q(g,t) = L PS; % g, tlq,0) @{4',0) do’

donde Q(g,0) = exp{ v¢*/2+ f_?” f(u, 0)du }. En definitiva, notando por z el factor et
la solucién a (3.24) es

o f G(g.¢") !

_oyz [ ld—xg)e dg
-f(qlt)_ 2 4 oof'oo Glagt)  Jdat
» ! p e dg

(3.26)

donde el micleo integral G(g,g') viene dado por

q !
"o Y 9 - 2q
G(g,¢) = /;m Flu,0) du — CRE sy
Asf mismo, es posible derivar la expresién de propagador IT{g, t|¢’, ') que, al igual que Flg,1),
depende de toda la historia de la evolucién. La ecuacién integro-diferencial verificada por II
presenta la forma de una EFP en la que la derive A depende [ (¢’ ¥')l1dq’. En particular,
la dependencia en f(g,t = 0) para la probabilidad de transicién analitica P = I{q,t|¢’, 0)

-1

g, tlg’,0) = e (%:"g';)l Fg,9") [f(u,U) /:m G‘(a.u)du]

es evidente.
Si el coeficiente vy es positivo, cuando se procede al limite £ — oo, se obtiene la solucién

estacionaria f, dada por

_ 21 e—t 1212
fula) = \/:(e Fi)/(e— 1)+ fex(a/T) (3-27)

que se toma independiente de la condicién inicial f({g,0). Es sencillo verificar que {3.27) se
deriva al resolver la ecuacién homogénes para (3.24) asumiendo que existe fi independiente
de 1.

El operador Lypp de la ecuacién (3.24) sélo preserva la norma inicial de f alo largo de
toda la evolucién, No es posible asegurar que, si la condicidn inicial f(g,0) = fo tiene como
momentos de primer y segundo orden pp ¥ Tp coincidentes con los de f,, éstos se mantengan
constantes para ¢ > 0. En cambio, si la deseripcién numérica del estado estacionario es
apropiada, los momentos Ty, y pn deben coincidir hasta cierto orden de eproximacion con p, y
T, atribuidos 2 los de la solucién f,. Por otra parte, al existir la distribucién enalitica f(g,%),




88 Capitulo 3. Aplicaciones.
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Figura 3.11: Solucidn integral y exacta en proceso no markoviano con v = Q.

Evelucién de la solucidn integral fi hasta completar un tiempo de una unidad con r =0, 1 y v = 0. (b)
Solucién exacta fe en las mismas etapas del grifico anterior.

la comparacién de los momentos de la solucién numérica con los verdaderos es inmediata.
Esta comparacién permitird estimar asf mismo el orden de aproximacién del método integral
para problemas no lineales.

La solucién numérica se obtiene siguiendo el procedimiento presentado para la resolucién
del problema de Ornstein-Uhlenbeck, La probabilidad de transicién a tiempos cortos uti-
lizada ha sido la distribucién gaussiana habitual (2.13) sin ningtin tipo de correccién. Podria
usarse para P la probabilidad P correpondiente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck (8.10),
cuando el valor de la media vg se sustituye por f(¢’,1). De esta forma se mejoraria notable-
mente el resuliado para cada iteracién pues al ser f una funcién acotada, P se adaptaria
casi exactamente al problema particular.

Se ha investigado la evolucién de una condicién inicial tipo (8.12) en los mismos términos
que los establecidos para el estudio de ecuaciones lineales. Tl caso ¥ =0 { figura 3.11) no
origina solucion estacionaria, por ello se fija un valor maximo de ¢ = nr para contemplar la
eproximacion entre la solucién numérica y la analitica en funcién del nfimero de iteraciones
n. Basta elegir el paso temporal del orden de /10 para que la evolucién de f* resuite
paralela a la de [a solucién analitica. La diferencia entre ambas soluciones disminuye, como
es obvio, al aumentar el nimero méximo de iteraciones tendentes g alcenzar el valor final
de , siempre que esto no reduzca excesivamente el valor de 7, lo que obligarfa a refinar la
red si se desea aplicar una integracién simple por rectdngulos con Q= FlAg. Vénse la
figura 3.11. Al igual que en los problemas simples anteriores, la estimacién de las normas
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e P,-’}. Ag marca el indice de aplicabilidad para tal integracién, si cada norma se aproxima
a la unidad hasts un cierto orden. En caso contrario, a pesar de renormalizar cada elemento
de @, 1a e.volucién fisica se desvirtiia, no convergiendo la solucién numérica a la verdadera;
€8 necesario entonces recurrir a la representacién de Q; con funciones error segin (2.34) o
bien, refinar la reticula espacial como sugiere la relacién (3.4). La matriz de evolucién @ es
(2M+1)-diagonal, donde M denota el nimero de subintervalos de la red discreta adyacentes
a uno dado, hacia los cuales la difusién resulta efectiva. El valor de M esté en funcidn del
ancho en el incremento temporal, habitualmente basta tomar M = 3 6 M = 4 para un
\n.adlor de 7 fisicamente razonable, que se ajustard en el ejercicio de la computacién numeérica.
Sin embargo, para este problema y casi de modo general, puede darse cualquier valor de
T menor que el tiempo de relajacidn estimado a priori y dejar que M se ajuste en cada
programa. El efecto de esta situacién es similar al observado para esquemas en diferencias
ﬁnjtas implicitos que resultan estables de forma incondicional. En este sentido, es preciso
sefialar que con estos tltimos esquemas pueden generarse valores espireos (negativos o no
coherentes con la difusién) para f™ en alguna etapa de la evolucién, al igual que ocurre con
el proceso puramente difusivo. Este problema, en cambio, no aparece nunca en la solucidn
numérica integral, que preserva la positividad y la norma de fo.
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Figura 3.12: Comportamiento de las colas de f en proceso con y = 0.

Con €] propagador P, el comportamiento de las colas de la distribucién es semejante al
presentado por la solucién verdadera, figura 3,12, mientras en el esquema en diferencias las
colas se adelantan en las primeras iteraciones, lo que afecta & la estiemacién del tiempo de
relajacién. Hsta situacién se ha apreciado también en los problemas tratados anteriormente.
Es evidente que la aproximacién de P, ala funcién de Green real P(q,1 + Tlg,t) puede
resultar mds eficiente que la aproximacién de orden 72 dada por el esquema en diferencias.
Enla figura 3.12 los simbolos * se refieren a la solucién integral. Los circulos dan los valores
de f; aportados por el esquema en diferencias, mientras que la linea continua representa la
funcién verdadera fe. El desfase se corrige al aumentar ¢l nimero de iteraciones. Los
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momentos P(t,) ¥ T(2,) — en circulos — coinciden précticamente con los reales (linea
continua sobrepuesta),

Si el coeficiente v es distinto de cero, el problema continue presenta la solucién esta-
cionaria (3.27), en el sentido de que existe el Ymite limy..0o f(a;1) = fi(g). En esie caso, el
sistema se deja evolucionar menteniendo 7 constante y aumentando el nimero »n de itera~
ciones. El régimen transitorio se describe de forma apropiada para cade £, = n7 siempre
que 7 sea como miximo del orden de un décimo del tiempo de ralajacién 4, ~ 1/v. Al no
presentarse ninguna singularidad en A ni en D y por estar acotados en (—vy,, v) X (0, n7),
los elementos @7; se mantienen diferentes de cero para al menos un indice j, con 3, fijo en
cada iteracidn; en consecuencia, la solucién numeérica estacionaria serd diferente del vector
nulo {f} = [0, 0, ---,0]. Si se eleva el nimero de iteraciones, P, propende a ser con-
stante en 7, ello indice que f" tiende hacia una solucién numeérica estacionaria f*. En estos
términos, el comportamiento del sistema se aproxima al observado en problemas con 4 y
D independientes del tiempo, para los que existia solucién numérica integral estacionaria si
ésta se daba para el problema continuo. La diferencia entre f* y f, se reduce a medida que
se disminuye 7, como es evidente; no obstante se aprecia una excelente convergencia incluso
para 7 del orden de 1/2+ que se reduce segiin se aumenta el niimero de pasos temporales. La
convergencia hacia la solucién estacionaria verdadera se mejora de forma notable si a partir
de cierta iteracién para la cual nr ~ 1/y, se procede al ajuste iterativo de f* a través de
la funcién de antocorrelacién numérica ¥, haciendo coincidir con Tj el valor esperado del
segundo momento 7, para la solucién analitica estacionaria continua, que puede derivarse a
partir de la ecuacién homogénea del problema continuo (figure 3.13).

Siguiendo el procedimiento presentado para el estudio de (3.24) se han investigado otros
casos de procesos no markovianos en los cuales D también depende de f(g, t). Para todos
ellos el comportamiento de la solucidn numérica integral es semejante al observado para
problemas en los que los coeficientes difusivos son dependientes de t ¥ ¢ como funciones
explicitas de esias variables,

En general, ante la eleccién de un propagador adecuado, los procesos no lineales formal-
mente identificables con ecuaciones diferenciales de Fokker-Planck ordinarias, son abordables
mediante el procedimiento numérico integral bajo las mismas condiciones que estas dltimas.
El propagador P, dptimo contribuye a mejorar la convergencia hacia la solucién verdadera.
Tal eleccién queda condicionada a un estudio previo estimativo del comportamiento de 4 y
D a medida que aumenta t.

3.4.2 Ecuacién integro-diferencial con (g} y (¢°) constantes.

El interés en el estudio del problema anterior subyace en la posibilidad que presta la ex-
istencia de solucién analitica para refrendar la aplicabilided del modelo numérico integral,
estimando el orden de aproximacién y la posible convergencia de la solucién numérica, En
cambio, en este proceso el operador Lgp no preserva los valores iniciales de los dos primeros
momentos de la distribucién, en los que se concentra, esencialmente, la informacién sobre el
sistema en problemas con mayor significado fisico, A este efecto, se han estudiado algunos
procesos en los que tal operador presenta las mismas caracteristicas que los operadores col-
isionales surgidos en en estudio cinético de sistemas en Fisica Estadistica. El cardcter no
lineal de las ecuaciones cinéticas asemeja el tratamiento de dichos problemas al dispensado a
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(3.24) de la secccién anterior. Bajo las condiciones no excesivamente restrictivas impuestas
para el estudic de procesos variables, la aplicabilidad del método resulta evidente, como
se ha venido mostrando en los casos precedentes. No obstante, interesa evaluar ahora la
evolucién de cantidades conservadas en problemas no lineales para los cuales sea posible
derivar, al menos analiticamente, la solucién estacionaria a fin de comparar con la obtenida
solucién numérica. Se ha pretendido asf mismo, generar un conjunto de problemas formal-
mente equivalentes a los problemas fisicos hacia los que se encamina este esfudio y gue no
presenten como solucién de equilibrioc una maxwelliana. Este objetivo se fundamenta en
el hecho de que todos los proceso abordados hasta aqui presentan soluciones estacionarias
tipo distribucién de Gauss o distribucién uniforme — (3.1), (3.8), (3.16) -+ - — lo que puede
inducir a pensar, en virtud de la expresién de P, utilizada en cadae caso, que el propagador
numérico condiciona la evolucién hacia tal tipo de solucidn.

En general, siguiendo con el andlisis unidimensional, se han investigado ecuaciones no
lincales de Fokker-Planck, en las que tanto A como D dependen de forma integral de f{g,1)
en la forma

Alg,t) = alg)* flg,t) vy Dlgt)= d(g)*f(g,t), (nt)eRxR (3.28)

donde * denota la integral de convolucién

o)+ ha) = [ ” ola— ) W) dd'-

—CcQ

Si tanto f como la corriente de probabilidad J se anulan en los extremos g -+ oo, las
ecuaciones para el movimiento de los momentos p(t) = {g) (1) y T(f) = (¢*}(2) vienen dades
por

L= [lao) Ha.01 fat) o
(3.29)
% = fZ[d(Q)*f(q,t)+qa(q)*f(q,t)]f(q,t) dg

de lo que se desprende que si se eligen convenieniemente las funciones a y d los segundos
miembros de las relaciones anteriores pueden ser idénticamente nulos, lo que conlleva la
constancia de p y T a lo largo de todo el proceso evolutivo. En este caso, s{ es ortodoxo

afirmar que el operador
L pp = ~2-{alg) » fla,) - 5-d(@)* Fla 1)}
FP="3 q ag & g q 8
es un operador conservativo, en tanto que preserva los valores iniciales de los dos primeros

momentos de la distribucién fo(g), identificables, salvo constantes, con el momento lineal y
la energia de un sistema fisico. En particular, basta tomar
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i i rvacion
~ con h(g) cualquier funcion par en g— para que se verifiquen las propiedades de conserva
aludidas. - o

i6 as
En particular se han elegido para esta seccién dos problemas representativos de cier
sitnaciones de interés y que se exponen a confinuacion.

A.- Si h(q) se identifica con la unidad los coeficientes de difusién y deriva vienen represen-

tados por
Alg, )= —2f(q - gVflg\t)dd vy D(gt)= /(q ~ gV f(q 1) dg’.

Como p(t) y T'(2) permanecen constantes las integrales a:ntfzriores equi‘valen a la.s expre-
siones 4 = —2 (g—po) y D = (g—po)? +Tb —pi, que eliminan elﬁaracter 1o lineal del
problema. Sin embargo, se ha resuelto la correspondiente Ecuacién de Fokke_r-PlaI.l’ck
entendiendo el caso como no markoviano, es decir, recalculando en cada iteracion
las funciones A y D). Con la finalidad de comparar las soluciones numéricas con 16}5
obtenidas tratando el problema como lineal también se ha resuelio el problentla a pa.rtui
de las expresiones analiticas ( figura 3.14 ) para los coeficientes difusivos, Se mteni:.a. asi
contemplar el efecto de la progacién de errores en el céleulo alineal para las soluciones
numéricas integral y en diferencias finitas. El problema presenta sclucién analitica ya
que, mediante una transformacidn linea! de la variable g, puede reducirse a uno de los
procesos estacionarios de Markov expuestos por E. Wong en la referencia ([14]). No
obstante, interesa en esta seccidn dilucidar si la deseripcién numeérica del régimen es-
tacionario es adecuada para el problema no linea! continuo, analizando tanto la forma
funcional de la solucién estacionaria f*, como la evolucién de los momentos p, ¥y In
en Jos que se concentra la informacién de cierto sistema fisico.

Tomando pg = 0, sin que ello suponga pérdida de generalidad, la solucién analitica
estacionatia presenta la forma de una distribucién tipo Pearson [12) segtin

2 o’i 2
fl(Q): - o "'—"'T(]

donde 7} es el valor del momento de segundo orden en la distribucién inicial f(q,0). Bs
sencillo probar que, ademas de la solucién estacionaria anterior ¥ de la solueién trivial
f(a,t) = 0,1a funcién f = §(q) — o #{¢— po) cuando py # 0~ es solucién del problema
no lineal. Este hecho resulta interesante para interpretar los resultados obtenidos en
la resolucién numérica del problema.

3i la ecuacién de Fokker-Planck se aborda en su versién lineal, la solucién numérica
integral confluye a la solucién estacionaria fs evaluada sobre los puntos de la reticula
espacial, tras ajustarse en pocas iteraciones el valor de la autocorrelacién ¥,,. En cam-
bio, el esquema en diferencias habitualmente utilizado en problemas anteriores, deriva
en una solucién estacionaria que difiere ligeramente de la analitica, como consecuencia
de la inevitable variacién del momento 7T, a lo largo de la evolucién., La diferencia
resulta tanto mds apreciable cuanto mayor es el paso temporal 7 y el ancho espacial
Ag pues la suma Y, @?f2Aq para el cileulo de T, difiere de T, .1 en un resto del
orden de rAq (q1.Dyfi— qu Dy fn) que es significativo, al ser ¢ proporcional a ey
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Mal / q"‘.. Por el comportamiento de |A|y D como funciones crecientes en g, el efecto
de variacién contemplado pare T, es mas aceniuado que en los problemas lineales
tratados en péginas anteriores. La solucién numérica para el esquema en diferencias
finitas se estabiliza dando lugar a una solucién estacionaria en la gue el momento T'
difiere del calculado con f, sobre la red discreta (figure 3.14) .

Cuando ¢l problema se resuelve en su versién no lineal, computando en cada iteracién
las integrales que definen los coeficientes A y D, la evolucién de la solucién numérica
integral es pareja a la contemplada en el célculo precedente. El concurso de la auto-
correlacién redirige el proceso evolutivo hacia la confluencia a la solucién estacionaria
analitica f, sobre el intervalo | — gm, ¢m[, que Tepresenta la recta real en el caso dis-
creto. La repercusién del cardcter no lineal es, a efectos précticos, inapreciable. A
pesar de que la variacién de A y D sea significativa en toda la evolucion, los efectos
originados por la no linealidad resultan irrelevantes para el cdleulo de las exponenciales
involucradas en la determinacién de las tasas Qf; en cada paso temporal. Por otra
parte el procedimiento integral es totalmente explicito, lo que conlleva incluir une sola
vez por iteracidn los posibles errores generados por la alinealided. En cambio, en el
esquema en diferencias estos errores pueden ser acumulativos durante un sélo paso al
contabilizarse de forma lineal en las aproximaciones de las derivadas, en ¢l predictor
y el proceso de inversién matricial. De hecho, se aprecia que la pérdida de lo ‘energin’
inicial Th aumenta de forma lineal con n, tendiendo al valor T, = 0, sin estabilizarse
como sucede con la solucién homéloga en el problema lineal, véase la figura 3.15,
Le informacién relativa a los momentos iniciales se desvirtia notablemente. Es in-
teresante notar que la solucién numérica para el esquema en diferencias tiende ahora
hacta

n_ Oia
vl
q
(donde 3, marca el indice para el cual ¢; toma el valor g; = 0,) que representa la

forma discreta de la funcién & de Dirac, solucién estacionaria matemitica del problema
continuo que carece de significado fisico.

Como segunda aplicacién al estudio de procesos no lineales equiparables a ecuaciones
cinéticas en la Fisica Estadfstica, se ha optado por elegir para 2(g) en (3.30) la funcién
h=(2|g])"! conloque Ay D ( figura contigua) vienen dados por las relaciones

Algt) =— f siglg ~ ¢'} f(d',1) dg' y D(g,t) = %f lg —q'| f(d', 1) d’

donde sig(z) representa la fucién signo de z con sig(0} = 0.
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Este problema unidimensional es formalmente equivalente a la ecuacidn de Fokker-
Planck en la Pisica del Plasma, de hecho A, D y la distribucién f se relacionan en
términos de las expresiones

A 8D 1 8?D

—651'—21‘, a_q"’EA‘ Ya—qg“—f: (3.30)
como puede sentarse facilmente sin més que notar que 8 sig(g—~¢') /8¢ = 26{(g—4q'). De
nuevo se procede a determinar la solucién estacionaria analitica que habrd de incluir
en si misma los momentos p, y T, coincidenies con los iniciales, Si se admite que f
tiende a una funcién f,(g) a medida que 1 tiende a infinito, la ecuacidn de Fokker-
Planck homogénea para las funciones estacionarias A, y D,, con la anulacién de la
corriente de probabilidad en ¢ — 00 y las propiedades (3.30), sugieren. que f, ha de
tener la forma f, = Cy/{(g ~ po)? +Cz]% donde los coeficientes Cy, son constantes.
Si f, admite la expresién anterior, una constante se determina por la condicidén de
normalizacién, mientras gue la oira {Cs) debeyfa ser tal gue el momento de segundo
orden T, coincidiera con 7Ty, pere elle no es posible, ya que la integral de ¢? f; diverge.
En consecuencia, la solucidn estacionaria debe presentarse como un proceso al limite
de cierto parametro positive ¢ tal que (con po = 0)

T(3 +¢) ( 2¢ Ty )1+e

fla)= Bo. Zriv e (2t + @

(3.31)

pteserva el valor de T, = T

En verdad, la distribucién estacionaria f, dada por la expresién anterior es coincide
con la funcién (g} de Dirac en una representacién Lal gue el momento T no es pulo.
En el problema discreto esto se traduce en una evolucién ha de alcanzarse una solucién
estacionaria ajustable o (3.31) para algin valor finito de ¢, debido principalmente a la
limitacién de la red. De hecho, se observa que la funcién numérica integral f tiende
a una funcién f7' del fipo mencionado, conservando el valor inicial de Ty mediante el
concurse de la autocorrelacidn ¥,, que se estabiliza en wi valor cercano a la unidad;
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f? es una funcién piqueada de media nula y desviacién Tp. El comportamiento de esta
solucién es semejante a la observada en problemas para ecnaciones de Fokker-Planck
lineales relativas a los procesos de Markov.

La solucién numérica obtenida por el esquema en diferencias habitual se comporta
de modo anglogo a la presentads para el caso anterior. El vector {f} tiende de
nuevo a f* = &, i/ Ag que equivale en el problema discreto a la funcién §(g — 0),
solucién particular para el caso continuo. En cambio, esta solucién deriva en un valor
pricticamente nulo para el momento Ty al decrecer 1, de forma casi lineal. A pesar
de que fI se presta a cierta interpretacién coherente con la naturaleza del problema
verdadero que representa, la evolucién de la solucién numérica en diferencias tiene
sentido fisico, en tanto que ésta no degenera en la funcién § en la forma esperada, al

no mantener constante el valor de T},

Como resumen de lo expuesto pueden observarse los graficos de 3.16 , en los que se exhibe la
evolucién ambas soluciones numéricas y de Ty,. Es obvio que el propagador a tiempos cortos
P, de (2.13) no conduce a una distribucién gaussiana si las caracteristicas del problema asf
lo imponen. La presencia de Ay D en P, contribuye a que ésta se adapte a las condiciones
de cada caso.

Un comportamiento similar se contempla para las soluciones numeéricas dadas por es-
quemas en diferencias sobre problemas fisicos reales en los que el estado estacionario viene
representado por una funcién que fluctiia en torno ala distribucién maxwelliana de equilibrio.
En estos problemas f decae a cero exponencialmente en |q|? por lo que el efecto 'disipativo’
del esquema numérico es menos patente que en los problemas A y B. Sin embargo, tras un
gran niimero de iteraciones la influencia de la incorrecta evaluacion en los momentos py T
puede inducir & comportamientos no fisicos del sistema. La solucién numérica integral, por
su parte, se comporta de modo similar al contemplado en los problemss lineales ordinar-
ios, siendo aplicable de ignal modo la funcién de antocorrelacién numérica ¥, si ésta fuera
necesaria.
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Figura 3.13: Solucidn integral en praceso no markovieno con v = 1.

(a) salucidn numérica integral con t = 2 Y 200 iteraciones para ¥ = 1. (b) solucién analitica en las
mismas etapas que {a). (c) y (d) evolucién de los momentos T(tn) y P(tn) en 1000 iteraciones. La
diferencia con los momentos verdaderos an menor de 1075 unidades en cada atapa.
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Figura 3.14: Ecuacidn integro-diferencial (I} sin recaleular A y D.

Solucionzes numséricas segiin los esquemas integral -subindice { - y en diferencias -d- para A = ~1g
y D = q% + Ty con Ty = 1, El paso temporal es v = 0,06 ¥ Ag = 2 X 10/401. sobre [-10,10]. fi ¥ fd
e muestran sdlo sobre [-5,5]. T(t) permanece pricticamente constante para la salucién integral (Ti)
mientres que Td disminuye hasta estabilizarse en un valor menor que ia unidad. Las varinciones de
P son ansdlogas an ambos eaquemas y entran dentro del margen de error numérico.
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Figura 3.156: Beuacidn integra-diferencial (I) con efectos no linealea,

co anterior para el problema en que Ay D se recalculan en cada paso
rigen a medida que Td disminuye. Bl comportamiento
nterior.

Los mismos pardmetros del grafi
temporal. fd se hace mis piguenda en tornoal o
de In solucién numérica integral /i es idéntico al mostrade en al casc a
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Figura 3.16: Ecuacidn integro-diferencial (IT).

Comportamientos de fi y fd con los mismos pardmetros que los nsados en el caso A, Nuevamente, el
cardcter no lineal de A y D hace que 7'd disminuya a medida que pumenta el nimero de iteraciones.
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3.5 Operatividad del Método.Conclusiones.

En este capitulo se han establecido las bases para la operatividad del Método Numérico In-
tegral para ecuaciones de Fokker-Planck, mediante la resolucién de problemas particulares
representativos de una amplia extensidon de posibles procesos fisicos de inferés. La com-
paracién entre las soluciones numérica y analitica ha permitido la deduccién de propiedades
esenciales, con cardcter general, que apoyan la validez del procedimiento propuesto por nue-
stro grupo. Como conclusién y resumen se presenta seguidamente una lista de pautas de
actuacién encauzadas hacia la mejora de la operatividad del método integral.

1.- El esquema numérico de avance temporal se fundaments en la ecuacién de evolucién

para la funcién de distribucién (2.6), lo que concede al planteamiento computacional
pleno significado fisico. La expresién del propagador Pr no es unica, puede constru-
irse toda una familia de probabilidades de transicién equivalenies que conducen a la
solucién analitica para el paso temporal T tendiendo a cero. Por el cardeter finito de 7
conviene elegir un propagador que se adapte a las caracteristicas del problema partic-
ular en estudio y que puede tomarse de entre aquéllos correspondientes a ecuaciones
de Fokker-Planck lineales suficientemente estudindas en la literatura, siempre que sea
posible identificar los parémetros propios del problema con los del problema auxiliar,
segiin el procedimiento descrito en la seccién 2.2.2 . No obstante, la probabilidad de
transicién habitual para el operados de Fokker-Planck (2.13) es aplicable a la inmensa
mayoria de procesos fisicos, especialmente si A y [ son independientes del tiempo.

El procedimiento numérico de integracién, mediante la Regla Extendida del Punto
Medio, permite una interpretacién fisica clara sobre los términos Qi; y fT del es-
quema discreto. Esta interpretacién enriquece el significado fisico del procedimiento,
ya que los elementos de la matriz Q se interpretan como la proporcién de particulas
que experimentan la transicién del punto gj a gi en espacio de fases. La conservacién
del niimero de particulas es claro si se tiene encuenta que P. representa uns dis-
tribucién de probabilidad condicional normalizada & la unidad en el dominio de sus
variables. Esta propiedad se traduce en el requisite C; = i @ = 1. Conviene en
cada problema evaluar la norma C; para cada indice j. Si ésta primera norma coincide
con la unidad, o se aproxima a ésta hasta cierto orden, la integracién por rectangulos
resulta aplicable, siempre que T no sea excesivamente reducido, en cuyo caso conviene
dar otra expresién para Qf}, derivada a priori analiticamente segin (2.34). En todo
caso, conviene renormalizar cada Qj divididiendo por C; para problemas e los que se
gimula la extensién a toda la recta real en ¢, asi se atenuardn los efectos de limitacién
de la red a un intervalo finito.

La preservacién de la norma unidad del vector " v el requisito de que cada Qf; dela
matriz de evolucién se mantenga menor o igual que la unidad, contribuyen de forma
decisiva @ la estabilidad del método, incluso para problemas con coeficientes variables
en el tiempo o problemas no lineales.

Las condiciones de frontera quedan incluidas en la probabilidad de transicién a tiem-
pos cortos, cuando la representacion de la funcidn & de Dirac es coherente con las
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condiciones de cada problema. En particular, puede elegirse para &(g — ¢') la rep-
resentacion habitual en series de Fourier que recojan las condiciones de frontera del
caso estudiado. En funcién de r estas series serdn vilidas en las cercanfas de las fron-
teras, si bien, puede recurrirse a la probabilidad de transicién ordinaria para puntos
interiores. De nuevo, la tasacién de las normas Cj se utiliza como indice de medida
para la aplicabilidad de uno u otro propagador. De esta forma se reduce el tiempo de
computacién, si el niimero de sumandos en cada serie ¢s elevado. El anglisis estimativo
de la probabilidad de transicién permite inferir el nimero de términos Qi; necesarios
pare definir la matriz de evolucién, Basta tomar 2M + 1 elementos (M ~ 3, 4) en la
forma Q- - Qii+m Dara que gi esté en un entorno gj de radio » ~ \/(MDjr)
con probabilidad préxima a le unidad.

Se han presentado problemas con A y D dependientes del tiempo, para los que existe
la distribucién f(g,? — oo) en los que el propagador a tiempos cortos (2.13) no resulta
efectivo al ser los coeficientes difusivos proporcionales a funciones mondtonas crecientes
en t. En estos casos, la probabilidad de transicién a tiempos cortos ha de adaptarse al
problema particular. Con este fin se ha mostrado la posibilidad de reducir el operador
auxiliar L 5p que define P, & un operador identificable con el corespondiente al de
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck variable (3.19), cuando se elige convenientemente
el conjunto de factorizaciones (2.21). Este procedimiento es aplicable a numerosos
problemas fisicos en los que la razén A/D tiende asintéticamente a g a medida que
la variable espacial crece, En cualquier caso, es esencial que P, sea consisiente con
la ecuacién diferencial del caos contimuo, lo que se asegura siempre que se satisfagan
las propiedades de la seccién (2.2.1). Hay que sefialar que el método utilizado para la
integracién espacial ha de ser consistente con la ecuacién integral de evolucién (2.9),
no ya con la ecuacién diferencial problema, como ocurre con esquemas en diferencias,

El concnrso de la funcidén de antocorrelacién numérica ¥, propicia la adecuacién de
la probabilidad de transicién a cada problema cuando se conoce a priori la ley del
movimiento de, al menos, uno de los momentos de la distribucién, De este modo,
el propagador utilizado se interpreta como variable en el tiempo y ajustable no sélo
a las caracteristicas de la ecnacion de Fokker-Planck en estudio, sino también come
coherente con la discretizacidn espacial. La funcién ¥ no degenera las propiedades
del sistema, al representar una correccién de segundo orden en + sobre Pp {no sobre
Fp )

La oscilacion de ¥ es mener si P, aproxima de forma Sptima al propagador ver-
dadero. Cabe sefialar que la inclusién de ¥ no afecta a la positividad de los Q;; ni,
en consecuencia al cardcter positivo de la distribucién inicial f(g, 0). Nétese que una
corteccidn de este tipo para un esquema numérico en diferencias puede originar una
evolucidn no fisica, ya que ¥, es sustractiva respecto de A en algunas etapas de la
evolucion. Es preciso subrayar que P, es siempre positiva para cualesquiera funciones
Ay D porlo que @ es una matriz de elementos positivos. Este rasgo, en cambio, no
se asegura para esquemas en diferencias finitas,

El método integral es esencialmente explicito, el comportamiento de la solucién numeérica
es equiparable al observado en los esquemas en diferencias implicitos més solventes y
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conocidos en la literatura. La utilidad del mismo es patente en problemas no lineales,
especialmente para casos con mis de una dimensién en q, al no ser necesario recurrir
a la inversién de matrices de evolucién, procesos que hacen difieil o imposible la esti-
macién de la propegacién de errores. Por otra parte, la convergencia hacia la solucién
verdadera ¢s Spiima a medida que se aumenta el nimero de iteraciones, si bien esta
propiedad es funcién de la expresién tomada para P, .

La flexibilidad en la eleccién del propagador posibilita la mejora en la descripcién de
los estados transitorio y estacionario. La experiencia adquirida por nuestro grupo enla
investigacién del métods, corrobora que €l mismo es aconsejuble pare la resolucién de
ecuaciones no lineales de Fokker-Planck, en los que existan magnitudes conservadas.
El heho de preservar constante el segundo momento de la distribucién propicia la
evolucién fisica aceptable del problema continuo que intenta representar,
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Capitulo 4

Aplicacion al Plasma
Isotropico.

Fijadas las bases que propician la operatividad del método integral, se procede en este
capitulo a la aplicaciéon del mismo para el estudio de sistemas fisicos de interés, representa-
dos por ecuaciones tipo Fokker-Planck., En particular, nuestro grupo estd interesado en la
resolucién de las ecunciones cinéticas que describen los plasmas totalmente ionizados, Las
soluciones semianaliticas o numéricas reducen la ecuacién no lineal original a un problema
linealizado en el que la distribucién fluctiia en torno a la solucién maxwelliana de equilibrio.
Toda esta gama de linealizaciones impone una serie de limitaciones en cuanto a la correcta
evolucién fisica alineal del problema. El recurso ineludible de la computacién para cualquier
tipo de solucién, siempre aproximada, motiva la biisqueda de esquemas numéricos para los
que sea posible abordar el problema no lineal directamente, contabilizando de forma integra
toda la fisica implicads en cada proceso.

En todo esquemn discreto lineal [1, 2] la existencia de mas de una cantidad conservada
puede conducir a la obtencién de mds de una solucién numérica de equilibrio, como se
muestra de forma clara en el estudio realisado por un componente de nuestro grupo [3].
Los problemas cinéticos para la Fisica del Plasma suponen la conservacién no sélo de la
densidad de particulas, sino también de la energia y el momento del sistema en ausencie
de fuerzas exteriores. En estas condicicnes, la solucién estacionaria ha de coincidir con la
correspondiente o la del equilibrio maxwelliano y ésta es tnica, ya que dichas ecuaciones
satisfacen las condiciones del Teorema-H de Boltzmann [4]. Se pretende ahora extender el
procedimiento numérico integral, fundamentado en capitulos anteriores, para la resolucién
de la ecuacién cinética de Fokker-Planck en la Fisica del Plasma en condiciones de homo-
geneidad espacial para un distribucién f isotrépica en el espacio de velocidades [5], (8],
(8], [4]. El método numérico no sélo ha de dar respuesta al problema de las magnitudes
conservadas; es necesario, ademds, constatar que el proceso de evolucién temporal resulte
satisfactorio, asf como establecer una tinica solucién de equilibrio, y que ésta sea la apropiada
para el problema continuo que representa, Es conocido el hecho de que los procedimientos
numéricos basados en incrementos finitos resultan eficientes para la descripcién de estados
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estacionarios en geomeirias complejas y que su eficiencia se ve notablemen‘te mermada en
la representacién del régimen transitorio, no mejorando los resultados .obtemd.os para tal fin
por los esquemas en diferencias habituales. Son numercsos los estudios realizados para la
optimizacién de esquemas numéricos en diferencias que sean coherentes con toda la fisica
involucrada en las ecuaciones cinéticas, en particular la referencia [1] dispensa un interese?.nfse
tratamiento del problema que a continuacién se resuelve. l.os éptimos resultados obt‘;emdos
en la resolucién numérica de los procesos simples no lineales y conservativos, descrlf;o_s en
¢l capitulo precedente, han propiciado un clime de confianza en cuanto a la opera.twl_dad
y eficiencia del modelo numérico que se presenta en este trabajo. Los resultados obtenidos
en investigaciones previos se hallan agui ostensiblemente mejorados gracias al concurso de
una probabilidad de transicidn a tiempos cortos, mds apropiada para el esquema de avance
integral relativo al problema cinético.

Una vez més, el procedimiento de cdleulo para P, sugerido en 2.2.2 permite adecuar
el propagador a la naturaleza del proceso abordado. Por otra parte, el ejercicio del ajuste
iterativo para P, mediante la funcién de autocorrelacién numérica, confecciona un operador
matricial netamente conservativo, en clara correspondencia con el operador colisional del
caso continuo. El hecho de preservar como constantes las magnitudes conservadas y de
obtener la distribucién f, apta para la representacién de los estados transitorio y estacionario,
sin ¢l recurso de linelizaciones, ofrece la posibilidad de aplicar el proceso a la construceidn
de una nueva teorfa de transporte estrictamente no lineal en la que actualmente trabaja
nuestro grupo.

4.1 La Ecuacién Cinética en La Fisica del Plasma.

Ya se ha notado en el primer capitulo que para particulas sometidas a débil interaceidn,
como en el caso del plasma totalmente ionizado, Ja ecuacién cinética mds apropiada en la
descripcién del sistema, es la Ecuacién integro-diferencial de Fokker-Planck dada por (1.7).
El término de campo medio es responsable de la decripcién de fendmenos colectivos que
contabilizan la presencia de muchas particulas, La parte colisional responde, por su parte,
al efecto sobre el sistema de las colisiones binarias ¥ puede expresarse como la divergencia
de una corriente J en el espacio de velocidades, que coincide con el término Colisional de
Landau. Los coeficientes de difusién y deriva dependen de la propia funcién de distribucién
de forma integral, representando los primeros momentos por unidad de tiempo en los incre-
mentos colisionales de la velocidad, D;; = (A Av;/2) y Di = (Aw;) respectivamente. Una
expresion compacta para los mismos se obtiene a partir de los potenciales de Rosenbluth
utilizados en las referencias [5], 6], [9] y [8]. En este capftulo se estudia la ecuacién cinédtica
de Fokker-Planck en ausencia de campo medio y con la posible presencia de una fuerza
exterior F, Particularizando la ecuacién (1.7) de la Introduccién, la ecuacién problema se
reescribe en la forma

af af_ i} F; ad
a+v;5r—i = - [B_W(D"+E)—5;J:Dij f(r,vit) (4.1)

donde se ha supuesto que F es independiente de la velocidad. Esta simplificacién resulta
fisicamente aceptable para los casos en los que la escala temporal de los procesos colectivos
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es significativamente grande comparada con los tiempos en los que predominan los efectos
colisionales, responsables de las fluctuaciones en el sistema. El estudio local en ur punto o
regién del espacio fisico permite representar la funcién de distribucién f(r, v;t) en el espacio
de velocidades a través de la distribucién f(v,;r) normalizada = la densidad p(r, ).

La dependencia espacial puede introducirse mediante un sencillo esquema en diferencias
de forma aditiva al operador colisional. Debe notarse que la ecuecién (4.1) el tensor de
difusién consta sélo de una caje 3 x 3 de elementos D;; diferentes de cero correspodientes a
los momentos Av;Av; /2, siendo nulos los términos Dy, y Dy, lo que implica que la proba-
bilidad de transicidn a tiempos cortos { 2.13 ) no es aplicable al no existir la matriz inversa
para el tensor 6 X 8. Sin embargo, como se muestra en el Apéndice A, cabe interpretar
la probabilidad condicienal P, representada por (2.13) como una distribucién normal
degenerada segiin

P, = §(r—r' —1v') P{v i+ |v1)

donde P,(v,t-+7|v', 1) es el propagador a tiempos cortos obtenido sin la presencia del término
v;8f/ 8r;. Esta expresién muestra la diferencia entre las escalas temporales para la evolueion
de f, con relacién a las variables {r;} y {v;}. Es obvio que en una descripcién estocdstica de
los procesos implicitos en (4.1), mediante un conjunto de ecuaciones de Langevin general-
izadas en las variables r;(f) y v;(2), éstas se relacionan en la forma 7; = dri/dt = v;(t) lo que
da lugar a la densidad de probabilidad f(r,v;t) representativa de un proceso estocastico
de segundo orden ([7)) #; = F (r,v;1), si F representa una fuerza aleatoria por unidad de
masa, ! en general no uniforme. El concurso de la probabilidad de transiciéon degenerada,
para el esquema de avance plenamente integral, supone tnicamente la sustitucién de r' por
r—7v', tanto en f(r',v';1) como en P, si en ésta se cuenta con la fuerza exterior dependiente
de r. Ello se traduce en un mero desplazamiento de los {ndices relativos a las variables del
espacio fisico en cada iteracién.

Una tercera posibilidad para el tratamiento de la dependencia espacial, consiste en la
derivacién de un nuevo propagador P, , distinto al habitual, mediante el procedimiento
basado en la construccién de un operador auxiliar L3 que conlleve a una ecuacion tipo
Fokker-Planck resoluble, La operatividad de esta alternativa se muestra en el Apéndice para
un caso simple en las variables {r, v}; es claro que los elementos de la matriz de covarianza
para la distribucién global cuenta ahora con términos proporcionales a 73, lo que muestra
una vez més la diferencia de escalas temporales para la evolucién en cada variable. En
concreto, *F puede hacerse coincidir con el operador correspondiente a la descripcion del
movimiento browniano para la particula libre, eligiendo convenientemente el conjunto de
las factorizaciones (2.21) relativas a ln actuacién de Lpp gobre la funcién § de Dirac. Bs
evidente que este proceder resultaria inviable cuando se trate el problema sin recurrir a
simplificaciones geométricas.

En realidad, los procesos fisicos en los que se implican las colisiones y las fuerzas ex-
teriores, quedan descritos por el téxmino colisional independiente de las posiciones {ri}, ¥
son estos fendmenos los responsables de las propiedades fisicas macroscopicas del sistema.
Como interesa fundamentalmente resolver el problema colisional, se supondra en lo sucesivo
que se producen las condiciones tales en las que las que la distribucién puede suponerse
espacialmete homogénea.

lgn general, este término incluye la posible existencia de la fuerza determinista F
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P lo sucesivo se trata el caso del plasma de un sélo componente en f:ondm:'ones. i;ie h‘omo-
geneidad espacial, La ecuacidn integral de Fokker-Planck se escribe, bajo las simplificaciones

aludidas, como

af ] d e (4.2)
— = ———{Di{v,t) — — Dy (v, 1)} f(v,1) ; L, i==,1,2
i = par D= Dy M) 5 i = w,
donde los elementos vy representan las componentes del vector velocidt-a,d v. Los coeﬁci.entes
de deriva D; son las componentes de un vector, que se extraen del gradiente del potencial de
Rosenbluth ¢(v,1). Los coeficientes de difusién son los elementos de un tensor de segundo
rango obtenido del potencial de Rosenbluth (v, t). En concreto, con

[ Ay, L[ty s
(P(v: t) - "'Z}'/!v—mvﬂ'dv 1 1/)('\’,15) - 81 |V _ v;l v ( )
las componentes del vector D y los elementos del tensor D vienen dados por las relaciones
afa D =~/ & W(v, 1) (4.4)
D.‘(V, i) =25 Eaga(v,t) Y ,'J‘(V,t) _—— m’" ' .

segin las relaciones (1.9) y (1.10). La constante L/# depende del Logaritmo de Coulomb
A9/8 para la interacién de una particula testigo del fipo «, con un medio de parifeulas 3,
en particular: L = Lo/e = (4wg2/m2)%). En lo sucesivo, se eliminardn los superindices
griegos, sobreentendiendo que los pardmetros alusivos al tipo de particulas interactuantes,
se refieren a las colisiones binarias entre electrones,

La dependencia en la propia funcidn de distribucidn para los coeficientes de conveceién y
difusién de la ecuacién cinética, confiere a ésta un cardcter alineal. Se desea, no obstante, re-
solver ( 4.2) sin recurrir a ningiin tipo de linealizacién, siguiendo el procedimiento propuesto
en el capitulo anterior para procesos no markovianaos,

Con el fin de simplificar ¢l problema se ha considerado en este capitulo un plasma con
distribucién isotrépica en el espacio de velocidades. La simplificacién introducida responde
8 la no existencia de direcciones privilegiadas para las particulas componentes del gas total-
mente jonizado. La simetria esférica del problema permite transformar mediante un cambio
de variables (1.18) la ecuacién integral (4.2), en otra ecuacién tipo Fokker-Planck, sobre la
que se¢ aplicard el método numeérico integral. Tomando en cuenta las expresiones para, la di-
vergencia de un vector y de un tensor en coordenadas esféricas y asumiendo la independencia
angular de la funcién de distribucién f(v,t) = f(v,t) (4.2) se transforma en

aF 9

30 = 53 D) ~ o Dun(o,1) 1P(s,1) (4.5)
donde se ha definido la nueva funcidn F(v,t) = 4rv? f(v,1) cuya constante de normalizacién
en v coincide con la norma atribuida a f(v,1) sobre todo el espacio de velocidades, La pro-
babilidad de transicién asociada a la nueva funcidn F ha de satisfacer también la condicidn
inicial tipo 4 en la componente radial de ia velocidad ya que , en las condiciones de simetria
aceptadas, 5(v — v') = § (v~ v') /(4xv?),
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El nuevo coeficiente de conveccién para la ecuacién de Fokker-Planck en F(v,{} responde
a la relacién:

. D
Di(,t) = Dy(n,1) + 2 H_,ee;}(:'_’.jl
donde
_ A &% L 8¢
Dy(v,t) = —2L£ y Dyy(v,t) = — L-é-;é—, ¥y Deo{n,t) = ~ B (4.6)

El tensor Dyiy; , de acuerdo con el cambio de variables a coordenadas esféricas (vs, vy,
v;) — (v, 8, @), sufte une transformacién ortogonal, dando lugar a las componentes Dy,
y Dgg = Dgg distintas de cero. El nuevo tensor de difusién para F es diagonal como
consecuencia de la simetria esférica. Tal transformacién mantiene constante la traza y el
degerminante del tensor original en coordenadas cartesianas, como cabria esperar. La traza
Soic1 Dii = Dyy +2Dgg coincide con el laplaciano del potencial —(v,¢), manteniéndose,
obviamente, las relaciones entre los potenciales (4.3) al igual que en cartesianas. La nueva
deriva D? consta de la componente D,, del vector de conveccién D de ( 4.2), en la direccién
radial de la velocidad v, més un término © espireo " 2Dgg/2, procedente de la simetrin
esférica del problema. El elemento Dgy del tensor de difusién pasa & formar parte de la
conveccidn, introduciendo la dependencia funcional en 2/v, que serd significativa en las
proximidades del origen v = 0.

La ecuacién diferencial original se reduce a un problema unidimensional tipo Fokker-
Planck en el que se avanzard la nueva funcién F(v,1), haciendo uso del método integral
directo. Los términos Dy, y Dyp son positivos en todo el rango de variacion de la componente
radial v, mientras que el nuevo factor de conveccién D) es positivo hasta cierto valor vo(t),
a apartir del cual se mantiene menor que cero, tendiendo a cero en el limite v — oo, al
igual que D,,. Este cambio de signo en la conveccién, asi como la dependencia en 2/ en
las cercanias del origen hace que la probabilidad de transicién a tiempos cortos utilizada en
los primeros estudios sobre esie problema, resulte inadecuada para la descripcién correcta
del proceso cinético, cuando la velocidad de las particulas es cercana a cero. Para particulas
rdpidas, la probabilidad de transicién (2.13) reproduce la evolucién satisfactoria de F(v,t)
que, sin embargo, da lugar a un deficiente comportamiento de la distribucién en torno a
v =10,

Es evidente que (2.13) no es 1til para el esquema de avance integral, al no hallarse
normalizada a la unidad para ningdn valor finito de 7 sobre el intervalo [0, co] en la variable
v. De hecho, puede comprobarse que, a pesar de renormalizar la expresién habitual de la
probabilidad de transicién a tiempos cortos ( 2.13) la solucién numérica encontrada para
f difiere notablemente de la distribucién de equilibrio maxwelliana en las proximidades del
origen. En consecuencia, serd necesario derivar una nueva expresion pata Fr en la que se
incluya la correcta dependencia en la variable radial v con el objeto de mejorar los resultados

anteriores.

4.2 Probabilidad de transicién para F(v,t).

La ccuacién cinética (4.2) puede ser interpretada localmente, en sentido temporal, como una
ecuacién que describe un proceso estocdstico difusive de Markov. Dado que la probabili-
dad de transicién para cortos intervalos de evolucién depende sélo del valor de D; y Dj;
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en el instante £ = £, el procedimiento de avance en el tiempo desarrollado en el capitulo
anterior, puede extenderse a la resolucién de este problema, sin méds que calenlar los coe-
ficientes difusivos antes de implementar la funcién para obtener su valor en ¢+ 7 = {n4.
Por tanto, bastaré con evaluar las tases de conveccién-difusién F; a partir de la funcién de
Green P(v,t+ 7;v',1) apropiada a las condiciones de frontera del problema, y suponer que,
durante el corto intervalo temporal (¢, %+ 7] los coeficientes de difusién y deriva permanecen
constantes. Obviamente esta iltima suposicién se halla de forma explicita en cualquier
esquema numérico de avance temporal, ya que la propia funcién de distribucién aparece dis-
cretizada en el tiempo. No obstante, para la ecuacién Cinética que ocupa esta seccién, tanto
el vector D como el tensor D evolucionan lentamente en el tiempo, debido al débil potencial
de interaccién (de largo alcance y apantallado) que gobierna los procesos de colisiones bi-
narias, limite que valida la descripcién del sistema mediante la ecuacién de Fokker-Planck.
Este hecho contribuye a fundamentar la aplicacién del método integral,

Ya que para ( 4.2) se satisfacen las condiciones del Teorema-H de Boltzmann [4], cabe
esperar que los coeficientes respensables de los procesos difusivos y convectivos no se dis-
tancien drésticamente de su valores en las proximidades del equilibrio maxwelliano: pueden
considerdarse aproximadamente invariables en el tiempo durante toda la evolucién, como
se verd cn secciones posteriores. La ecuacién en F es similar a la estudiada en el capitulo
anterior para procesos no markovianos con mediz y varianza constantes, para los cuales la
deseripeién numérica integral de los estados tramsitorio y estacionario resulte satisfactoria.
A pesar de que D y D,, dependen de] tiempo a través de la propia distribucién F, se ha
mostrado que el método resulta eficaz siempre que se opte por representar el propagador a
tlempos cortos de forma coherente con el problema original. El hecho de que los coeficientes
difusivos varfen lentamente con el tiempo contribuye a simplificar el procedimiento de céleulo
para P, establecido en la seccién 2.2.2. Asf pues, son varias las razones rrgumentadas que
contribuyen a dirigir el tratamiento numeérico del problema, segiin los cauces prescritos en
capitulos anteriores. En dltimo extremo, cabe sefialar que cualquier proceso descrito por
una acuacién diferencial interpretable como relativa & la descripcién de un problema de nat-
uraleza estocdstica, es soluble & través de un propagador I para la evolucién de la condicién
inicial fo. La forma de (4.2), ajustable a una ecuacién de Fokker-Planck, contribuye a facili-
tar el célculo para el propagador a tiempos cortos P, vilido para implementar la densidad
de probabilidad f.

La primera dificultad técnica estriba en determinar un medelo para la probabilidad de
transicién a tiempos cortos P(v,v'|r) apropiada para el problema. De nuevo se plantea la
cuestién de encontrar una representacidén § acorde con la condicién v > 0. Para el caso de
la ecuacién (4.5) se establece de modo sencillo que la probabilidad de transicién a tiempos
cortos correspondiente a F(v,t) ha de responder a la presencia necesaria de una pared
reflejante en el origen. Para ello basta notar que si F' se torna independiente de ¢ en el
limite £ — oo, el potencial ¢(v) en (1.13) de la ecuacién de Fokker-Planck, presenta una
singularidad en v = 0. Esta condicién es vélida para cualquier funcién F' que represente una
distribucién de probabilidad. En concreto, los coeficientes de conveccién y difusién pueden
aproximarse por los obtenidos para la solucién de equilibrio F = F, = Cv® exp(—~v?/2a?)
donde C es la constante de normalizacién y a representa la velocidad térmica de la particula,
La expresién pata P, ha de ser consecuente con la condicién de reflejo en » = 0. La corriente
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de probabilidad J
]

J = DjP, - =D, Py, (4.7)

debe anularse en los limites v — 0 y v — oco. De este modo la funcidn F verifica las
condiciones de corriente nula en el origen, lo que asegura la constancia de la norma inicial.
Dado que, en virtud de las relaciones entre los potenciales de Rosenbluth [B], se satisface en

todo instante

Dy

D: :D,,+2T=%.’.+2D“” 8Dvy

v+6v

(4.8)

para la situacién de equilibrio maxwelliano, si se reescribe F, en la forma F, = exp(~¢(v)),
se tiene:

A 2 D
=1 — L = Y d
¢(v) = In Dy, / Dwdv - 2D v
Dado que en el equilibrio D, /2D,, = —v/a?, ¢(v) presenta una singularidad en el origen,

tendiendo a —oo cuando v tiende a 0, como se afirmé, La dependencia en 2/v persiste durante
toda la evelucidn al ser consecuencia de la simetria esférica. Por tanto, en todo instante
t la probabilidad de transicién a tiempos cortos P, debe conducir a las condiclones de
corriente nula en los extremos de la red, mientras que la solucién de equilibric en F, anula
dicha corriente para todo valor de v. Esta dltima caracter{stica contribuye decisivamente al
establecimiento del propagador ajustado al problema.

Conviene mantener el término 2/v en la forme del operador auxiliar Lyps ye que el
cociente I} /D,, tiende a 2/v a medida que v se acerca a v = 0. De esta forma la dependencia
funcional en 2/v quedard recogide en el propagador a tiempos cortos. Una primera expresion
para €l operador L*FP podria ser

r
wp= - 228y by - 2D, 4)
que conduciria & una probabilidad de transicién a tiempos cortos dada en términos de
funciones de Bessel de segunda clase I, de orden v, en las que ¢ depende del cociente
Dgg/Dyy (véase el capitulo siguiente). Esta propiedad incurre en la inoperatividad del
procedimiento numérico integral debido al problema que suscitn el cdleulo de las funciones
I, para cada v'. Resulta sencillo mostrar, por otra parte, que la existencia de las funciones
de Bessel I, surge de igual modo si la probabilidad de transicién maxwelliana habitual
(2.13) para P(v,t+ 7 |v',1) se integra sobre todas las variables angulares {6, ¢} y {#', ¢'} al
efectuar el cambio a coordenadas esféricas. Hsta integral puede expresarse en términos de
funciones error cuyos argumentos dependen de 1/./Dp, — DY, que muestra una singularidad
en v’ = 0. La resolucién numérica de estas integrales aumentaria de modo excesivo el cilculo
pars la tasacién de los elementos de la matriz de evolucidn,

El operador L*FP anterior conlleva, en cualjuier caso, la derivacién de un propagador
P, inoperante si se pretende simplificar los cdleulos y reducir el tiempo de computacién,
Es necesario recurrir & un nuevo modelo que conceda la existencia de una probabilidad de
transicién sencilla y apta para el problema. Con esta pretensién se ha procedido al analisis
detallado de los coeficientes difusivos para reescribir el nuevo operador de forma que haga
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posible eliminar la dependencia en +' sobre el pardmetro v, A la vista de (4.8) la deriva D;
puede expresarse como

D = 2 Duy ]3“” + Ay (4.9)
donde D 5 D D
Ay = 2 + Zp,=02288—"" 4 p,
2 Ou —_——

¢s una funcién estrictamente negativa y acotada entre A, = 0 y cierto valor minimo Ayin <
—oo para cualquier valor de v y cuyo comportamiento es similar al de Dy, (véase la seccion
siguiente). De hecho, la razén A,/D, representa una funcién précticamente constante en
v. De ests forma, Lpp se interpreta como el operador procedente de una ecuacién que
en coordenadas cartesianas presenta un tensor de difusién diagonal con Dyp; = Dy =
Dygs. La integracién sobre las variables angulares en la expresién de la distribucién normal
tridimensional P; es inmediata e implica solo funciones Iy que se reducen a exponenciales.
No obstante, esta probabilidad de transicion es proporclonal al cociente v [v/ + A, (v, 1) 7]
cuyo denominador puede anularse para algin valor de v’ al ser 7 finito. Para eliminar esta
posible singularidad se ha optado por reescribir A, en la forma

Ay(v,t) = — v av,1) Dyy(v,t) (4.10)

donde a(v,t) es también una funcién acotada y estrictamente positiva pare todo v, ( figura
4.5) siempre que existan al menos los dos primeros momentos 2 de la distribucién f(v,t), lo
que se garantiza si tales momentos existen para la condicidn inicial fo pues Lpp preserva
constantes dichos valores en toda la evolucién. En definitiva, el término convectivo

Di(nd) = [ - a(s,1) v]Dun(n,2) (4.11)

permite definir el operador auxiliar LFP en la forma

* P . __B_ i _2__ i _i oyl
Lyp (v —v') = 5 Dyu(2',1) " va(v', t) ” §(v —v').

La representacién & apropiada serd la correspondiente al problema unidimensional de In
ecuacién diferencial auxiliar de Fokker-Planck para una probabilidad de transicién P (v, v'|7)
con deriva A = (2/v ~ a2)D y difusién constante D, tratando & y D como pardmetros
positivos independientes de T y de la variable v/, segiin el procedimiento presentado en la
seccion 2.2.2.

La ecuacién diferencial auxiliar en P, obtenida equivale a la ecuacién para de pro-
babilidad de transicién para el proceso de Rayleigh, resoluble por el método habitnal que
reduce la ecuacién a un problema de antovalores (1.14) tipo Sturm-Liouville ( [10}, [11] ).
La funcién 8{v ~ v') queda representada por las autofunciones {£,{v)} ,v > 0, del problema
en P en lugar de utilizar su representacién de Fourier. En términos de los Polinomios

25e exceptiia el momento de orden cero, coincidente con la norma de f.
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generalizados de Laguerre L con 8 = 1/2, la funcién §(v — v') se expresa mediante la serie
infinita

§(v — ') = 2a%"" f erm LY (@)L *(a") = f)fn(v)fn(‘"'
n=0

donde # = vy/a/2. La solucidn particular de la ecuacién auxiliar con las condicién de reflejo
en v = 0 se expresa como

o0

P, = E e~ nTDa En(v) En('”')

n=Q
que puede sumarse haciendo uso de la Férmula de Adicién de los Polinomios de Laguerre
[10] para dar, finalmente, la expresién de la probabilidad de transicién a tiempos cortos:

a v 1
5 oot

e X
2

z2y/7(1 — z%)

P.= P(u,v|r)= -
o[ S]]} o

donde
z= exp(—aD7) 21—aDr, a= a(t' i), D= Dy(v,1).

Puede verificarse que P; se halla normalizada a la unidad sobre el intervalo [0, oo[ y satisface
las condiciones de frontera que suponen la anulacién de la corriente de probabilidad J de (4.7
) en los extremos de dicho intervalo. As{ mismo, de la probabilidad de transicién a tiempos
cortos en (4.12) se derivan los momentos correctos relativos a la ecuacién diferencial de
Fokker-Planck original, En particular, es sencillo comprobar las relaciones

o0

hm

2 ! *
fim, |, = D(U——;—au):: D(v\1) y

r—0

00 1, 21\2
]imf %Pf dv= Dy(v',1)=D
0

asf como el resto de las propiedades sefialadas en la seccién 2.2.1.

1 propagador obtenido en csta seccién muestra también la dependencia en 7 segin 1//7
exp{—K?(v,v'; 1)/ 7] referenciada en la pagina 31, que tiende a cero més rapidamente que caalquier
polencia en 7 para 7 € 1. Al presentar el operadar de (4,5) la forma de un operador de Fokker-
Planck, ¢l término 7+ Lpp que dispensa la expresién de Pr, concede una excelente aproximacién del
propagador verdadero [I{w, ¢ 4 7 | v/, t), mucho mds preclsa que la utilizada en cualquier ciquema en
diferencias, cuyo error de truncamiento sf depende realmente de una potencia de .

Como se indicé anteriormente, los pardmetros a(v,t) y Dy, (v, 1) que concurren en Pr son
funciones acotadas y suficientemente regulares para todo valor de », siendo practicamente
invariantes en . Este hecho condiciona la adaptabilidad de P a las caracteristicas de
problema para el avance temporal de la nueva funcién F(z,1). La funcién de distribucién
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f(v,1), en la componente 1adial de la velocidad, se d:?.duce de F/(fimvz), sin que la il:mul)lr;
por v’ presente problemas numeéricos en las proximidades del orlgeP.ya que,tcom e ’
notado, la probabilidad de transicién utilizada en el esquema nuUmMEICO cuen a ya con te
efecto de ] dependencia en 1/v en torno a v = 0. Bl parémetrzo o, en funclfm del momer; o
de segundo orden en F, a?/3 = (v?), oscila entre 8/(5a®) y ll/a para cualquier F(v, t)den os
lmites v — 0 y v — c0, lo que contribuye a que P, aproxime notabl'emente la. dependencia
funcional que presentaris el propagador verdadera TI si éste se conoclera.

En lo que resta de exposicion, se ha optado por representar el problema mediante un

conjunto de magnitudes adimensionales {g?} originado al definir la variable v en funeidn de

la velocidad térmica a = /K T/m (K es la constante de Boltzmann y T la temperatura) y
absotber en el tiempo 1 el resto de las constantes. De esta forma, se tiene

eje
= iL 3110 20 = —;—J—v
@
poo= M) el (4.13)
“no no
DD t::l.‘2 .D; DD a D,'j
i

= Tew 5T e

Para no sobrecargar la notacién se prescindird en lo sucesivo del indicador o . En este sistema
de unidades, las integrales para la densidad n = 1y la energia T' = 1 son, respectivamente

n{t) = Lw dmf(v,tyvidv y T{t) = ./:o %wf(v,t)v*du (4.14)

que representan las magnitudes conservadas para el problema.

4.3 Calculo de D;; y D;.

La dependencia en f de los coeficientes difusivos obliga & evaluar en cada paso temporal
los potenciales de Rosenbluth dados por (4.3), de los que se desprenden las expresiones
paia [y, Dpp y D,y. Sin embargo, se ha opiado por calcular explicitamente los términos
A, ¥ Dy, mediante integracidén directa de las expresiones analiticas obtenidas tras eliminar
la dependencia angular en las integrales de {4.3). Asumiendo las condiciones de isotropia
en el espacio de velocidades para la distribucién f(v,t), los dos tinicos parimetros implica-
dos en la tasacidn del propagador a tiempos cortos Pr vienen dados por las magnitudes
adimensionales

1 /7, 1 [/

Dufot)= D= oo [ uf(ut)du + — f uf{u, t)du,
1° Jo 3 Jy
(4.15)

Al.l (’U,t) = A= —‘1”12' V[(: uﬂf(u)t)d‘u' = ;}"i“/.u U4.f(u,i)du
0

donde se ha hecho uso de las relaciones obvias Dyg = 0, Dyg = Dyg = 0, Dy = Dg = 0 y
Dyy = Dyg £ 0, para las componentes del vector de conveccién y el tensor de difusién. Las
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integrales anteriores se resuelven en el desarrollo del cleulo numérico mediante la aplicacién
de la Regla Extendida del Punto Medio, esto es, se recurre al mismo procedimiento de inte-
gracién numérica implicado en el proceso de implementacién para F. La variacién temporal
del momento de segundo orden (v?), proporcional a la energia cinética media 7" del sistema,
se expresa segiin (1.12) en la forma

d 9 [»a] o0

T =2 /0 (3D + vA)Fdv = 2 j; (Duv + 2Dgo + 0D,)Fdv  (4.16)
que es idénticamente nula pars cualquier F(v,1). El niicleo integral 3D + v4 coincide con
la expresidn E?:l Dyt + v:D; que representa la tasa de variacién de energin pare cada
particula testigo del sistema inmersa en un medio de particulas idénticas, como se muestra
en la relacién (6.11) de la referencia [5], La eleccién del nuevo pardmeiro convectivo 4
no distorsiona el significado fisico atribufdo e la deriva inicial D. De hecho, 4, al igual
que Dy, puede interpretarse como la componente radial de la fuerza media de friccién que
actia sobre cada particula, debida a la interaccién coulombiana de corto aleance con el resto
de las particulas del sistema. Mediante desarrollos en serie de Taylor es sencillo verificar
cualitativamente que 4 y

Dy= —2 [ wf(u,1)d
,,...-—v—zouf(u,)u

muestran un compertamiento similar en todo el rango de variacién de v y ¢. Para ello basta
notar que la razén A/D, representa una funcién acotada entre los Hmites

, A 4 " A 1

0D, 5 7 vooo Dy 2
siempre que f sea une funcién bien comportada en el sentido de la tecria de funciones
de distribucién, De igual forma, el pardmetro auxiliar a(v,1) = —A4/(vD) representa una

funcion suficientemente regular en v, cuyo comportamiento en los extremos del intervalo de
definicién de la variable se recoge en los limites

4 _8 01 a(oo,t) = lim i:l,

a(0,1) = lim Jim —

=0 vD B [“ufdu

siendo «(0,% — oo) = 8/5 cuando f se aproxima a la solucién de equilibrio N exp{—v%/2).

La simple integracién por rectdngulos ilustre claramente las propiedades conservativas
del operador Lpp discretizado, ya que todos los coeficientes en la férmula de cuadratura
coinciden con la unidad., Para la resolucién numérica de las expresiones (4.15) se ha hecho
uso de las funciones auxiliares Gp(%, j) y Ga(3, ) definidas en la forma

3 i ~1/v} ~v3/ul sij<i
'!}25 31}3 819 < i 74V v '
G'Dz{ 11/41}‘1 siJ'>i y Ga= --1/'ul-2 sij=1 (4.17)
' ’e 0 sij>i
de tal modo que en ia n-ésima iteracién se obtiene sencillamente

Al = ZGA("':IJ.) FJ!‘ Av ¥ Dl = EGD(isj) FJ!' Av, (4.18)
J i
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integrales anteriores se resuelven en el desarrollo del célculo numérico mediante la aplicacién
de la Regla Extendida del Punto Medio, esto es, se recurre al mismo procedimiento de inte-
gracién numérica implicado en el proceso de implementacién para F. La variacién temporal
del momento de segundo orden {v?), proporcional a la energia cinética media 7 del sistema,
se expresa segin (1,12) en la forma

d g 3] O

)= 2f0 (3D +vA)Fdv = 2f0 (Dyw + 2Dag + v Dy }Fdy (4.16)
que es idénticamente nula para cualquier F(v,1). El nicleo integral 3D - vA coincide con
la expresién z._l Di;i + 9;D; que representa la tasa de variacién de energla para cada
pariicula testigo del sistema inmersa en un medio de particulas idénticas, como se muestra
en la relacién (6.11) de la referencia [5]. La eleccién del nuevo pardmetro convectivo A
no distorsiona el significado fisico atribuido a la deriva inicial I3, De hecho, A, al igual
que I}, puede interpretarse como la componente radial de la fuerze media de friccién que
actiia sobre cada particula, debida a la interaccién coulombiana de corto alcance con el resto
de lns particulas del sistema. Mediante desarrollos en serie de ‘Taylor es sencillo verificar

cualitativamente que 4 y
2 b
Dy = ‘Jé'j; w? f(u, t)du

muestran un comportamiento similar en todo el rango de variacién de v y 2. Para ello basta
notar que la razén A/D, representa una funcién acotada entre los lfmites

lim 4 4 i A 1
¥ u-!woo Dy 2!
siempre que f sea una funcién bien comportada en el sentido de la teorfa de funciones
de distribucién. De igual forma, el pardmetro auxiliar a(v,t) = —4/(vD) representa una
funcién suficientemente regular en v, cuyo comportamiento en los extremos del intervalo de
definicién de la variable se recoge en los l{mites

a(0,1) = lim e {U)) a(oo,t) = lim —— =1,

00 9D K fmT;,j‘Eu t—oo U

siendo a(0,? —+ 00) = 8/6 cuando f se aproxima a la solucién de equilibrio N exp(—v?/2).

La simple integracién por rectingulos ilustra claramente las propiedades conservativas
del operador Lypp discretizado, ya que todos los coeficientes en la férmula de cuadratura
coinciden con la unidad. Para la resolucién numérica de las expresiones (4.15) se ha hecho
uso de las funciones auxiliares Gp(4,7) y Ga(i,7) definidas en la forma

~1/v? —1132-/1:;1 si§ <i

2i008 g 5o
Gp = { 1{«1/{331" = :I Y Ga={ —1/4¢ sij=i (4.17)
v sif 2 0 6>

de tal mode que en la n-ésima iteracién se obilene sencillamente

A= "G, FP Ay y D= Y Gpliy5) FF Av. (4.18)
i i
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sobre la red discreta intermedia habitual, Ia relacién (4.16) se traduce en

. 6id) FF Ef oy’
iy
= 3CGp + v;G 4 se reduce ¢ la funcién G(i,4) = _l/vf,Si
i) = 0. Evidentemente este moc%ek') de integracidn
no es tinico. En cualquier caso ha de tenerse presente que en el procedimiento de cﬂcx;llo
pata las integrales involucradas en A y D es esencial que (4-.16) se traduzca en una o1 e
sums que confluys & cero, con la finalidad de no afectar mediante el esquema discreto a las
propiedades conservativas del operador implicado en el problema ccmtmuc:. o
Debe notarse gue para ciertas funciones fo(v), que re.prf..'senten la dlsftrlbuclon 1m::1a1
de particulas en el sistema, A puede ser nulo en las proximidades fiel otigen v = 0 st fg
representa un haz de particulas con velocidades comprendidas entre cierto valc?r vy ¥ wp+bu.
En este caso, la probabilidad de transicién P, debe sustituirse por la obtenida cuando en
{4.12) se procede al limite o — 0, esto es

Numéricamente,
la doble suma

que es idénticamente nula, pues G ‘
j<iyGEg)=1/vysij > 1con G,

v 1 (v -] _(11-{-1)’)2]} 410
P, — e {exp [— Sy Bl Wiarvo -l (4.19)

dependiente sélo de D' = D{v',1). Tanto en (4.12) como en (4.19} la componente D del
tensor de difusién se supone distinta de cero. Es obvio que sl D tiende a cero, Pr se
aproxima por la funcién (v — v} lo que debe traducirse en el problema discreto en la
funcion &; / Av.

4.4 Esquema numdérico.

Bisicamente el esquema de integracién numérica utilizado ha sido ya expuesto en los capitulos
precedentes, en los que se han estudiado problemas simples para ecuaciones diferenciales de
Fokker-Planck con coeficientes dependientes del tiempo, Los éptimos resultados obtenidos
pata procesos de marcado cardcter no markoviano en los que la difnsién y la deriva de-
penden de la propia distribucién (persistencia de efectos de memoria en la representacién
estocdstica) sustentan la tesis de ls aplicabilidad del método al problema que se trata en
esta seccidn, Las mismas razones aducidas en el segundo capftulo para justificar la exis-
tencia de una probabilidad de trarsicion P, en este tipo de problemas, pueden esgrimirse
ahora con el fin de sancionar la aplicacién de un esquema de avance temporsl, apoyado
en los argumentos tedricos que lo justifican para procesos estocdsticos de Markov. Resulta
evidente que la ecuacidn integral de evolucidn (2.8) no sélo es vilida para ecuaciones lin-
cales de Fokker-Planck. El conocimiento de un propagador adecuado para tiempos cortos de
evolucidn da lugar a la determinacién de Ia densidad de probabilidad en un instante ¢ -+ T si
se conoce ésta en {. El proceder mediante este esquema de avance se bass en la posibilidad
de evaluar en cada paso temporal los términos conveetivo A y difusive D con cada valor de
la funcién de distribucién ocurrido en e} paso anterior. La eficiencia del esquema explicito
integral es compazable a la de los esquernas implicitos en diferencias en los que se concursen
procedimientos de prediccidn-correccion. Dado que P, cuenta sélo implicitamente con los



4.4. Esquema num/drico.

valores de A y D en el instante ¢ y éstos pueden ser evaluados correctamentes a
obtener F(t + ), resulta en cierto modo irrelevante el que no se contemple una ex
analitica que explicite la correcta dependencia en el tiempo de estos coeficientes.

Numéricamente puede afirmarse que A y D son funciones “conocidas” del tiem
independencia de que su variacién sea consecuencia de la evolucién sufrida por la
funcién f. En cierto modo, el procedimiento integral supone la aproximacién mar]
en sentido localmente temporal, es decir, los coeficientes difusivos se asumen consta
el tiempo durante el intervalo [, 14 7]. Globalmente, la evolucién de F estd gobern:
la dependencia funcional de A y D en el tiempo total de evolucién ¢, Siempre qu
coeficientes no varien drésticamente con el tiempo la superposicién integral de las su
funciones F(v,t + 7) confluye a la solucién verdadera con un error de orden 1/1
representa el niimero de iteraciones.

Por otra parte, la flexibilidad en la eleccién del propagador P, concede al e
numérico integral la posibilidad de optimizar la convergencia hacia la solucién a.
estacionaria mediante la modificacidn iterativa del operador de evolucién, bien de
analitica a priori, o bien mediante el concurso de la funcién de antoecorrelacién nu;
Ambos procedimientos ensalzan el criterio de no unicidad para P, que puede adap
las condiciones particulares del problema en estudio. En particular, la existencia de a
dos cantidades conservadas — norma unidad y segundo momento de F— impone la .
de nuevas condiciones satisfechas por P. que, cumpliendo las propiedeades de 2.2.2, ¢
evolucion de F en sentido fisicamente coherente. Con esta finalidad se han presentadc
opciones en el capitulo anterior para adaptar la probabilidad de transicién a tiempos
a cada problema particular, sin que ello suponga desvirtuar el sentido fisico del prop
original. Realmente estos procedimientos derivan en una expresién de P, varlabl
tiempo, hecho que ya se contabiliza en la dependencia temporal de A y D,

La red discrela elegida para la resolucién de los problemas previos es vdlida tambie
la ecuacidn cinética del plasma que aqui se irata. Las razones para tal eleccidn fue
referidas en el capitulo anterior y refrendadas en la seecidn precedente, en la que se p
un método de cdlenlo para los coeficientes difusivos que conlleva la anulacién de
expresidén que sintetiza las propiedades conservativas del operador Epp . A pesar
aqui se trata de implementar la funcién F(v,1), que no es una funcién de distribucién
sistema fisico real, la interpretacién fisica del esquemea de evolucién es la misma que §
conferirse al avance de f. Si el argumento de la integral para la densidad de par
en (4.14) se expresa como F(v,1)dv se comprende ficilmente que en el caso discreic
puede entenderse de nuevo como la cantidad (o proporcién) de particulas del sistema
velocidades tienen un médulo v comprendide entre v; — Av/2 y v + Av/2. De otra
F se interprets como la funcién de distribucidn representativa de una sucesién de
monocrométicos de particulas con velocidades v;. Andlogamente F; v? Av ofrece el r
de particulas de la colectividad con energia comprendida entre Tj — AT y T} + 2
T: = v}, proporcional a la energla por unidad de masa,

El esquema numérico habitual requiere evaluar en cada iteracién la suma

B = Y Ry R Av= S QLR
J i

extendida, en principio, sobre los N puntos de la red. A diferencia de los esquem
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difusién y deriva independientes del tiempo los elementos de la matriz de avance temporal
varfan en cada iteracién, por lo que han de contabilizarse todos los elementos Q; con
los coeficientes A(vy,t) y D(vj,) de (4.15) y (4.12) o (4.18). La expresién dada para lla
probabilidad de transicién a tiempos cortos, inchuye en sf misma, a través de la representacion
§ utilizada, la condicién de frentera apropiada para el origen. El efecto de la dispersién se
contabiliza simulténeamente en las funciones D y a(v,t). El pardmetro a no representa en
of mismo la conveccién, ya que ésta estd dirigida por Dy. El efecto de deriva -al igual que
el difusivo- ha de enterderse contabilizado por la expresion completa de la funcién Pr
méxime cuando la integracién (4.20) se extiende sobre todos los intervalos, Tras cada paso
temporal n se recalculan los valores de A y I, que llevados a (4.12), permiten determinar
las tasas de conveccién y difusién simultdneas @7y, con v = v;, v' = v; y t = nr. La matriz
de evolucién Q permite implementar la funcién F. Conviene, como s¢ eXpuso en aplicaciones
anteriores, renormalizar los elementos de la matriz de avance temporal en cada paso. La
norma C(j) de la probabilidad Pr en la n-esima iteracién temporal

N
(i) = 3 @

difiere ligeramente de la unidad para aquéllos intervalos préximos al extremo superior de la
red (j=N—-2,N—1,N) ya que el error cometido al imitar la semirecta eal infinita del
problema continuo, al valor v™*° = vy es tanto mayor cuanto més se aproxime j a) indice
maximo N.

Bl error de truncamiento e(j) cometido en la evaluacién de los C(j) puede acotarse
atendiendo a la expresién ( 4.12 ). Para cada intervalo j, como primera aproximacidn, el
error estimado es

___%..[fer(M) - feI(M)] + 1

—

donde 7; = D(vj,nr)a(v;, at)T = Djaj Al
En particular, para el primer punto de la red, despreciando el valor de Av/2, se tiene

Av)
s

que decae & cero rdpidamente, a medida que se aumenta el nimero N de puntos, o se
disminuye el paso temporal. Para cualquier red habitual en este tipo de problemas €(1) es
numéricamente nulo, Para el iltime intervalo de la reticula, el error estimado es

e(l) <1 — fer(2 N

W TN —4y2 1 Ap
< - —= —_—
e(N) < o (1—e™*"W) 2fer(N\/ﬁT) +1
1

cuyo limite superior es § : el error cometido en la tasacién de las normas C(7) aumenta
a medida que se aumenta el {ndice j. El error mdximo cometido padra ser de hasta el 50
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/f
pr ciento, para el 1iltimo de los intervalos. La errénea normalizacién de la funeién Py
f bre los exiremos de la red, supone la deficiente medida de las tasas convectivo-difusivas,
# 11& computan la cantidad de particulas con velocidades altas que pasan a tener velocidad
ener un tiempo 7 posterior. Este hecho puede suponer, para gran numero de iteraciones, Ia
/ gopagacion inevitable de errores que destruyan las propleda.des conservativas del sistema.
:lﬁjl particular, para un paso temporal del orden de 1072 C'(N) es del orden del 8¢ por
anto de la unidad. Esta desviacién decrece notablemente para j = N — 1y j = N — 2,
1; particular, para éste idltimo C(N — 2} es ya 0.998 , si Av ~ 7. Conviene, como se
untd en aplicaciones previas, renormalizar las tasas Qf; antes de proceder la (n+1)-ésima
” gracmn Los nuevos elementos QF;/C(j) de la matriz de avance temporal asegurardn
i la conservacién de la norma umdad para la funcién de distribucién del problema, Sin
’ﬂbargo, D(v;, nT)7T es préximo a cero en las cercenias de vy, lo que origina que P, pueda
roximarse analiticamente por la funcién 6{v — v') y por ello Q}; se interpreta como la
Y, neidn 6;; de Kronecker & pariir de cierto valor del indice 3, & partir del cual 7 es menor
pge Av?/(4xD;), cantidad que marca el lmite de la aplicabilidad de la integracién por
cctingnlos. Los efectos de dispersién y deriva quedan asi eliminados aun cuando 4 y D
o sean nulos. Por el reducide nimero de particulas con velocidades altas esta alteracién
~ esulta practicamente inapreciable siempre que C(j) coincida con la unidad en los puntos
As interiores. La renormalizacién de las tasas Q}; supone pues recurrir & la sustitucidén de
184 mismas por §;;, en cierto entorno a la 1zqu1erda de vy = v™*", BEs interesante notar que
ora valores T excesivamente pequefios los errores numéricos producidos en la evaluacidn de
o5 exponencinies de (4.12) resultan significativos; en estos casos, a pesar de conservarse la
orma de F, las tasas convectivo-difusivas de Ja mairiz de avance se desvian de las “reales”.
yiisicamente estaas tasas pueden no ser correctas y conducir al sistema a una evolucién ne
g atisfactoria, como muestra el contragjemplo dado en el capitulo segundo para un proceso
Jde Wiener en [—1,1].

Operar en doble precisidén resultara conveniente en aquéllos problemas en los que se desee
observar la evolucion durante un intervalo temporal reducido. También se puede recurrir
a un modelo de integracién en el que cada Q7 se exprese en términos de funciones error
s modo de (2.34) calevlando analiticamente la integral de P, sobre v' entre v; — Av/2
¥ v + Av/2 con 4 y D constantes. En cualquier caso, la norma inicial de F no varia
en cada iteracién, mientras que la norma euclidea convencional del vector {F*} definida
como y;(F)? decrece hasta estabilizarse a medida que F tiende a la solucién de equilibrio,
¥a que cada elemento QF; se conserva siempre menor o ignal que la unidad, La correcta
normalizacidn de las tasas convectivo-difusivas de la matriz @ favorece no sélo el que se
I reserve la norma unidad de la distribucidn sino que conduce a la estabilidad del esqguema
Numérico integral para cualesquiera Av y 7.

Con relacion a lo expuesto en el pirrafo anterior, conviene de nuevo subrayar que los
Coeficientes que definen los progesos difusivos en la ecuacién Cinética de Fokker-Planck,
Varian lentamente con el tiempo. Para la condicién inicial (3.12) tipo histograma elegida
Pary F, puede apreciarse cémo la variacién de A y D es sélo significativa en las primeras
Ateraciones. Esta caracterfstica permite reducir el tiempo de computacién requerido al no ser
“siyictamente necesario recalcular los coeficientes difusivos en cada paso temporal una ves
“Iue éstos se aproximan, hasta cierfo orden, a sus correspondientes expresiones en el estado

® equilibrio.
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Por otra parte, el tiempo de cdleulo puede reducirse atin mas si se tiene en enenta que gran
parte de los elementos de la matriz de evolucién son nulos. En concreto, es suficiente evaluar
los términos @F; para los cuales la diferencia | — v, | sen del orden de TAv & 9Av, fijando
el valor del paso temporal en el desarrollo del programa de forma que la razén v = jv; — v
/+/4DjT sea del orden de 5 unidades para cualquier par (3, 7). De este modo, se asegura
que la probabilidad de que v; caiga en un entorno de v; —de radio ~ 4 Av— sea proxima
a la unidad. También puede optarse por fijar el valor de 7 y calibrar, mediante un gencillo
algoritmo numérico, el radio del intervalo méximo con centro en v; sobre el cual cada Q}; es
diferente de cero. Se observa que tomando T del orden de un décimo del tiempo de relajacidn
estimado, es suficiente evaluar en cada iteracién los términos {Qi,i-4, Qi i-3* " Qi,ira} PaIE
cada indice i, Este cilculo en cada paso temporal puede eliminarse construyendo una tabla
de los valores de Pr(v;,%}) con vj = vyt AT para D = 1, usando una sencilla transformacion
de escala en la variable v, de tal forma que los F;; puedan calcularse a través de una simple
interpolacién lineal sobre los valores reales de la variable trasformada v.

Lu probabilidad de transicién (4.12) se adapta de forma optima al problema, ya que
estn expresién se ha deducido de la representacién ¢ de Dirac que recoge en si misma la
dependencia funcional en 2/v propia de la simetrfa esférica. El decaimiento de la funcién D
& cero, 8 medida que aumenta el valor de v, hace que P, se asemeje a la funcién §(v — v')
para altos valores de v’ generando una lenta evolucién de las colas de la distribucién f,
véanse las figuras 4.6 y 4.5. Aun para un valor del paso temporal relativamente grande
comparado con ¢l tiempo de relajacién, la evolucién de F' es amplinmente satisfactoria, lo
que prueba que el modelo de P, aproxima al propagador verdadero con presicién aparente-
mente mayor que el orden O(r?) establecido en el célculo. Este comportamiento se debe a
Ias caracteristicas de los coeficientes difusivos A y D, que fisicamente reproducen la situacién
de la débil interaccidn entre las particulas del sistema. Iista caracieristica de la interaccidn
coulombiana para colisiones binarias dirige la evolucién del sistema de forma gue la trans-
ferencia de momento lineal es siempre reducida, lo que matemédticamente se traduce en un
comportamiento suficientemente regular de las funciones 4 y D. Segin la seccién (2.2.2),
cuando P, incluyen los coeficientes de difusién y deriva tasados sobre las variables {v'}, se
estd asumiendo implicitamente que para T redacido las derivadas de éstos son irrelevantes -al
ser P, préxima a §(v—v'}— y la probabilidad de transicién se aproxima por la distribucién
Caussiana, En el problema de la ecuacién iniegral de Fokker-Planck el comportamiento su-
ficientemente regular de a(v,) y D(v,1) en todo el rango de variacién de v, contribuye a
que esta caracterisiica se mantenga incluso para valores del tiempo de evolucién 7 mayores
que los aceptables para otros procedimientos de integracién numeérica. Esta varincién sélo
resulta significativa en el limite v — 0, debido a la presencia del término 2/v sobre la con-
veccién efectiva 2Dgg/v -+ Dy para F, pero esta dependencia se encuentra recogida ya en la
representacién 6. En consecuencia, & pesar de que P, es valida hasta orden O(7?) la aprox-
imacién funcional introducida &l sustituir el propagador verdadero por la probabilidad de
transicién (4,12) resulta excelente sobre el intervalo [0, v,) en el que se aborda el problema y
sobre el cual resullan significativas las transferencias de momento, siempre que 7 no exceda
el tiempo de evolucidén estimado hasta la solucién de equilibrio.

Ias figuras 4.1 y 4.2 muestran la evolucién de los coeficientes de difusién y deriva,
cuando se recalculan los mismos en cada paso temporal. En consonancia con las afirma-
clones anteriores, puede apreciarse que tal evolucidn results. mas significativa en los primeras
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iteraciones temporales ( figura 4.1). El cambio experimentado por el pardmetro a
a(v,1} durante el avance es también minimo.
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Figura 4.1: Euolucidn de f, A y D en las primeras ileractones,

ovolucidn de [ y dae loa cosficientes difusivos en 50 iternciones con Av = 2 X 6/151 y 7 indicado e
fo es la condicidn inietal tipo histograma, de energin igual a la gauasiana estacionarin tedrica
puntenda), En (b) ¥y (c) puede apreciarse como los coeflclentes A y D axhiben una lenta evoluci
el tiempo, aun para las primeras lteraciones.

4.4.1 Tratamiento de las magnitudes conservadas.

La ecuacién de Fokker-Planck en la Teorfa Cinética del Plasma se describe en funcid
término colisional de Landau, que permite conservar la energia cinética y el momento 1
del sistema, asi como la positividad y la norma de la funcién de distribucién. Para comp
el tratamiento numérico integral del problema se pretende ahora mostrar la efectividac
modelo para sbordar no sélo el estudio del problema de evolucién, sino también pare
respuesta a la correcta descripeién del estado de equilibrio maxwelliano y a las propied
conservativas del sistema fisico. Fl mantenimiento de la norma para cualquier cond
inicial fy es trivial, a la vista de (4.20), ya que }; Q% = 1 en toda iteracién. El car
positivo de todos y cada uno de los elementos del vector {7} se mantiene a lo larg:
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Figura 4.2;: Evolucidn de f, A y D (continuacidn),

Gréficas complementarias a la flgura anterior parn 1000 iteraciones, Se representan b etapas equies-
paciadas en el tiempo. A partir de ¢ = 200 r tanto A come D pueaden suponerse constantes, Sin
embargo, el problema se ha resuelto recalculando los coeficientes en cada paso temporal.

proceso evolutivo completo, ya QF; > 0al tener P, sentido de una probabilidad condicional
y represeniar una funcién de distribucién en su sentido mds amplio. El momento lineal to-
tal del sistema también permanece constante en el tiempo pues, al ser nula la corriente de
probabilidad, o flujo de particulas, J = {Dif- 8/8v; D;; £} en los limites de la superfi-
cie infinita que limita el espacio de velocidades, la derivada temporal del momento medio
adimensional de] sistema

= [ Bl nste ey =~ L [ [ 5 0 v

es idénticamente nula. Sin embargo, Ia componente radial media del momento (v) = fvFdy
vatiard con el tiempo hasta alcanszar el valor estacionario (1) = J N3 ezp(—+?/2)dv cuando
f tiende a la solucién de equilibrio Nezp(—v?/2),

La unica megnitud adicional que ha de mantenerse constante durante la evolucién es la
energia cinética media del sistema, proporcional a la temperatura adimensional 7. Dado que
los términos de difusién y conveccién para la ecuacién cinética representan las variaciones
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temporales de los incrementos colisionales en la velocidad (Av; Aw;) y (Aw;) respectiva-
mente, es facil derivar en funcién de ellos la tasa de energia perdida por cada particula y por
unidad de tiempo, as{ como la misma para todo el sistema, de forma ansloga a la expresién
anterior para d(v)/di. En este sentido Trubnikov obtiene [5] ~suma sobre indices repetidos—

d dv?

— WY = ke 2 ( Dii(vyt) + vpDy(v,1) )
para el intercambio de energin de cada particual por unidad de tiempo. Multiplicando ambos
miembros por f(v,t)dv e integrando sobre todo el espacio de velocidades

1
5= T() = 47r/f|v 'Iafv AF(, Qdvdy' =0, (1.21)

expresion equivalente a (4.16) y a (1.12). La dependencia funcional especial de los elementos
del tensor de difusion y de las componentes del vector de deriva en la propia diséribucion
F(v,t) origina la conservacién del momento y la energia totales.

Como primer acercamiento al problema de las magnitudes conservadas en el esquema
numérico integral, conviene evaluar analiticamente el orden de desviacién introducido, al
tratar la evolucién de la funcién de distribucién, mediante argumentos probabilfsticos, Si
T(t+ ) representa la energfa total del sistema en el instante ¢+ +, contando con la ecnacién
de evolucidn (2.9) se tiene

T+ 1) = fng('u,t+'r)dv = ffP(‘u,t+ v, ) F (v, t)dvda’ | (4.22)

Intercambiando el orden de integracién, la integral de v* P, puede resolverse directamente
para cada modelo de probabilidad de transicién elegido. No cbstante el procedimiento mds
general, o ln vista de las propiedades exigidas & P recogidas en la seccién 2.2.1, consiste
en expresat }v®{ como funcién de los momentos de dicha probabilidad, En definitiva, y hasta
orden O(7?) se tlene

f v Prdv = 2r{Dpa(v', 1)2Dua(t', 1) + ¥ Do(v', ) } +1' ® + Ou(r?) (4.23)
lo que da finalmente
T(t+ 1) - T{Y) = 27 f W F(0,){3D + vA} dv + O(r%). (4.24)

Si se procede al Hmite + — 0 de (T'(t + 1) ~ T{2)/7) se comprueba que (4.24) coincide con
la integral de (4.21). Por esta razén es esencial que la probabilidad de transicién a tiempos
cortas esté perfectamente definida y satisfaga las mismas propiedades que el propagador II
verdadero en T &~ 0. Resulta evidente que T'(t + ) coincidird con T'(t) en el caso trivial de
7 = 0, sin embargo la integral sobre v de (4.24) ha de ser numéricamente préxima a cero.
Este hecho, unido al pequefio valor de r hard que la energia total pricticamente no varie,
Los errores introducidos por la discretizacién del problema conducen a la posible pérdida
sustancial de energia a lo largo de todo el proceso evolutivo. Con ¢l fin de subsanar estas
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alteraciones puede recurrirse a cualquiera de las correcciones establecindas en el capitulo
segundo para esquemas naméricos en los que se conoce la ley de evolucién para alguno de los
momentos de la distribucién. La primera de las alternativas resefiadas sugiere la posibilidad
de establecer una correccién de orden 72 en la desviacién tipica de Pr . Esta alternativa
se traduce en la sustraccién del término O(r*) en (4.24) a la cantidad 3D, por lo gue D
ha de ser sustituido por D — O(+2)/(67) donde O(r?) puede evaluarse numéricamente. Sin
embargo, esta opcién ocasiona problemas cuando el factor correctivo O(r?*) -independiente
de v— se sustrae a D sobre puntos v; en los que D; tiende a cero, dando lugar a desviaciones
medias negativas para P, . En esie caso, conviene efectuar la sustitucién de D(v,t) por
D" = D(v,t)- TA(v,1)?/6 siempre que D* sc mantenga positivo para calesquiera v y T
en cada iieracién, Esta tltima correccién conduce numéricamente a una variacién de T
inapreciable ( figure 4.3 ) para un elevado mimero de iteraciones. En particular, para
7= 0.1, Av = 0.05 y N = 100 la desviacién de T respecto del valor inicial Tp = 1 es del
orden del 1% al cabo de 10° iteraciones.
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Figura 4.3: Energia T(t). Momento P, = {v)(t).
Evolucién de los momentos T{t.) ¥ P(ia) en 4000 iteraciones. P se ha representade reducido en su
valor P, = fu F,dv para la soluclén estacionaria de equilibrio, 1a grifica se refiere pues a Py — F,; el

decaimiento casi exponencial de asta diferencia permite eatimar un tiempo de relajacién del sistema
del orden de 1/0,38 unidades.

La segunda de las alternativas ofrecidas en el segundo capitulo para adecuar FP. a
las caracteristicas del problema, en cuanto a la conservacién de magnitudes conservadas,
plantea la posibilidad de recurrir al ajusie iterative dispensado por la funcién de Autocor-
relacién Numérica ¥. Esta opcién se presenta mas aconsejable que la correccién analitica
del propagador a tiempos cortos, en tanto que ¥ favorece la adaptacién de la matriz de
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evolucion @, a las propiedades de conservacién del problema contabilizando ya los efectos
de las discrefizaciones,

Se ha mostrado en el capitulo anterior que el concurso de ¥ supone, en tltimo extremo,
la generacién de un propagador P, variable en el tiempo t,, mediante una correccién de
segundo orden en 7 que no desvirtia el sentido fisico de la probabilidad de transicién ni
las propiedades esenciales de la misma, relacionadas con el problema real que aproxima.
La presencia de un término de orden 7% aparece ya en la expresién habitual (2.13) por lo
que la participaciéon de ¥ en P, se halla, en cierto modo, legitimada (ver capitulo 3).
La no unicidad de la funcién P, para cada problema, corrobora el intento de adecunacién
del propagador a la ecuacién integral de Fokker-Planck a través de ¥. En particular, la
funcién de autocorrelacidn es suficiente que actde, como se mostrd, sobre el coeficiente A
responsable de los efectos de deriva en la ecuacién original, Ello supone gue la funcién
auxilinr a(v’,1), responsable de los efectos de dispersién de cada haz monocromatico de
particulas con velocidades v' a lo largo de toda la red, debe reemplazarse por ¥er en cada
iteracidn, siendo

‘I’"= 1I’n—-l + (Tn - TO)CO

con ¥y == 1 y Cp constante. De este modo, ¥ oscila, en torno s la unidad, estabilizéndose en
un valor proximoe a ¥y mientras que 7}, tiende al valor constante Tj.

La aplicacién simultdnea de las dos correcciones anteriores concede un tratamiento del
problema en el que T}, permanece pricticamente constante para cualquier niimero de itera-
ciones, siendo al oscilacién de ¥ inapreciable. Realmente, los errores introducidos por la
discretizacion ocasionan siempre pérdidas en la energin del sisteme si se recurre sélo a la
primera de las correcciones, Es esencial, por tanto, utilizar la funcidn ¥ que resulta siem-
pre convergente cuando A4 y D se caleulan correctamente, es decir, si el problema disereto
conduce a (4.18) expresada en funcién de G(3,7) dada en la seccién precedente.

Segiin algunos de los trabajos citades — [14] y [13] — en este capitulo, la conservacién de
la energia parece conducir & la evolucién correcta de la entropin S(t) del sistema, que crece
hasta ¢l méximo alcanzado en el estado de equilibrio maxwelliano, La figure 4.4 muestra
como S(t) = — f f In f d% aumenta en cada iteracién saturdndose cuando se alcanza el
valor estacionario de la entropia mdxima. En el caso mostrade, T es relativamente grande,
lo que no afecta a la creacién de entropia del sistema. Practicamente no existe limitacién
pars el valor del paso temporal T para que S varle de forma fisicamente aceptable en cada
iteracion. En cambio, los esquemas en diferencias exigen un paso temporal excesivamente
reducido si pretenden lograr que S aumente den cada etapa hasta su valor méximo en el
equilibrio [13] .

Con la forma definitiva de P, cualquier condicién inicial de fp fisicamente aceptable, el
esquema evoluciona inequivocamente hasta la solucién de equilibrio esperada N exp(v?/2)
(figuras 4.1 y 4.2) no presentando problemas de inestabilidad ni de existencia de mas de
una solucién estacionarin. Es interesante notar que si 4 y D se calculan sdlo durante un
ntfimero limitado de iteraciones, hasta que ambas se aproximan a las observadadas en las
proximidades del equilibrio, la solucién numérica integral se estabiliza aun sin el coneurso
de njustes, La situacién ey similar a la exhibida para el comportamiento oscilante de ¥, en

la figura 3.8,
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4,5 Comparacién con la solucién en diferencias.

En los esquemas en diferencias a tres puntos resulta imposible mantener constante mas .de
una cantidad a lo Jargo de toda la evolucidn. Por vire parte, se h.a. mostra.do en tlraba._]t')s
previos gue la presencia de mas de una cantidad conservada en derm?. a hacia la .emster%cm
de varias soluciones de equilibrio para el tratamiento de problemas lineales en dxferenm.a.s.
Este inconveniente, en cambio, no se presenta en los esquemas integrales que se han veru_do
proponiendo a lo largo de la exposicién. Este tipo de esquemas resulta c_especlalmente in-
dicado para abordar problemas fisicos con magnitudes constantes en'el ll:lempo, ye que la
optimizacién de ia probabilidad de transicién a tiempos cortos puede ejercitarse mediante el
concurso de la funcién de antocorrelacién numérica de forma iterativa. Resulta fundamentf.x.l
que la solucién numérica de la ecuacién cinética, presentada en términos del operador :;:011~
sional de Landau, preserve la norma unidad de la distribucién y el segundo momento de ésta.
El significado fisico de la funcién f en el régimen transitorio no queda asf desvirtuado por
los efectos de la discretizacidon. Asi mismo, la deseripeién del régimen estacionario resulta
apropiada si tales cantidades se mantienen constantes para cualquier nimero de iteraciones.
Se ha contemplado en la seccién anterior y en numerosos ¢jemplos sobre problemas mds
sencillos, cémo la solucién numeérica estacionaria coincide con la solucién de equilibrio, y
que esta es dnica. En contraposicién con los esquemas en diferencias, el modelo numérico
integral se comporta en el problema no lineal del mismo modo que el observado en la res-
olucién andloga de ecuaciones de Fokker-Planck lineales que describen procesos de Markov
ordinarios. A pesar de que estas ecuaciones lineales se tratan de modo satisfactoric por
los esquemas en diferencias habituales, incluso para coeficientes dependientes del tiempo, la
presencia de efectos no lineales en los que los coeficientes difusivos dependen de la propia
distribucién, desvian la solucién numérica en diferencias de la solucién verdadera, siendo de
dificil tasacion el error de scotamiento ¥ la propagacion del mismo.

La resolucién numérica de {4.1) mediante un esquema en diferencias con el que se ha
venido operado en todos los problemas tratados (método implicito tipo Crank-Nicholson
con el uso de un algoritmo predictor-corrector) no presta la posibilidad de establecer cor-
recciones sobre los elementos de la matriz de evolucidn para el vector que representa a f.
Tales correcciones derivarian posiblemente en una ecuacién en diferencias inconsistente con
la ecuacién original. En cambio, la modificacién efectuada sobre la probabilidad de tran-
sicién a tiempos cortos origina una nueva P, interpretable como una funcién apta en el
sentido de distribuciones y que es vélida para avanzer en el tiempo la distribucién £, en
tanto que la nueva P, conduce en lmite = — 0 a los momentos correctos pare la ecuacidn
diferencial de Ia que, esencialmente, se extrae la informacién para construir la expresién
aproximada del propagador. Mediante el uso de estag correcciones ha sido posible preservar
en toda la evolucién integral el valor de las magnitudes conservadas del problema continuo,
obteniéndose un solucién estacionaria fi de igual energia Th que la concedida en ¢ = 0 al
sistema. La evolucién numérica dada por el esquema en diferencias resulta apropiada para
la descripeién del estado transitorio, ya que los raggos propios del problema derivan en una
pérdida inapreciable de la energia del sistema, siempre que no se aumente el nimero de itera-
ciones. Sin embargo, la descripcién del estado de equilibrio es inadecuada en tanto que la no
conservacion de la energia desvia la solucién numérica de una sclucién fisicamente aceptable,
Es esencial para el estudio sobre los coeficientes de transporte, lo que fundamenta la inves-
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tigacién de nuevos métodos numéricos, obtener una representacién adecnada de cualquier
estado de equilibrio (no necesariamente maxwelliano) sobre el que presentard una nueva
perspectiva de cdleulo, al contar integramente con los efectos no lineales, Por esta razén, el
esquema en diferencias no ofrece el rigor requerido para una justa interpretacién fisica de los
procesos descritos por el término colisional. La pérdida casi lineal de la energia del sistema
deriva hacia una solucién de equilibrio a la que sélo es posible conferir cierto significado
matemdtico. Ciertamente, al igual que sucede con el problema de la seccién 3.4.2(A,B). es
sencillo probar que g = &{v) s también una solucién estacionaria del problema (4.1) sin
significado fisico posible que, por tanto, no puede ser solucién del problema. Numéricamente
g se interpreta como el vector {1/Avé;;} que es la solucién numérica estacionaria hacia la
que s¢ aproxima f en ¢l esquema en diferencias, en coherencia con la pérdida sustancial de
energla que se profesa a medida que crece el nimero de iteraciones. Es claro que g representa
una solucién pariicular con significado inicamente matemdtico y en cuyos términos se puede
interpretar la solucién numérica en diferencias.

La pérdida de energia en cualquier esquema numérico origina inevitablemente, como
muestran los trabajos de [12], la incorrecta evolucién de las colas de la distribucién. En
este caso, f(v,1) parece evolucionar, para velocidades altas, mds rdpidamente que en un
esquema conservativo, lo que origina un tiempo de relajacién menor que el dado por las
primeras investigaciones de W. M, MacDonald y M. N. Rosenbluth [9). A pesar de que se
han presentado en la literatura algunos métodos numéricos en diferencias que mantienen
constantes la norma y la energia [13], estos esquemas requieren de un paso temporal muy
reducido, lo que alarga en exceso el tiempo de computacién. Respecto a los esquemas
implicitos en diferencias, recientemente se ha publicado el trabajo [14] en el que se Tecurre
a la linealizacidén del operador colisional,

Al inconveniente de una solucién numérics de equilibrio no fisica, el esquema en dife-
rencias presenta ademdis comportamientos no difusivos para ciertas condiciones iniciales f,
que se atentian a medida que avanza el proceso iterativo. Bs ficil verificar que tal compor-
tamiento se encuentra para una condicién inicial fo tipo (3.12), en los limites que marcan la
delimitacion de la onda cundrada original, del mismo modo que sucede en un proceso simple
tipo Wiener analizado en capitulo 2, Este comportamiento no difusivo persiste durante gran
nimero de iteraciones para valores de r relativamente grandes, acentuindoese si 7 aumenta
¥ permaneciendo hasta la solucion estacionaria de problemas lineales,

Ninguno de los comportemientos andmalos anteriores se han notado para la solucién
numérica integral, para cualquier condicién inicial f3, aun sin el concurso de la autocor-
relacion ¥, si analiticamente se ajusia P, , en el sentido de redefinir la desviacién cuadrética
como se propuso en cl segundo capitulo. Se ha observado que para 7= 0,1y Av = 0,06
con ™" = §, la pérdida de energin Tp = 1 es menor del § por ciento tras medio millén de
iteraciones, desviacién justificada por los errores de redondeo, y cuyo control es inmediato
si ¥ concurse en el proceso de ajusie para P,

He de subrayar de nuevo que la probabilidad de transicidn a tiempos cortos, (4.12) repre-
senta una aproximacién funcional al propagador real II, Esta aproximacién se ve notablemete
optimizada por el hecho de que la suposicidn establecida en el cdlculo de P sobre pequefias
variaciones de |v—v'| en la escala temporal T, estd reforzada por las caracteristicas fisicas del
operador de Fokker-Planck en la ecuacién cinética: el potencial de interaccidn coulombiano
gue dirige las colisiones binarias enire las particulas del sistema favorece el débil intercambio



128 Capitulo 4. Plasma Isotrdpico.

de momento lineal. El decaimiento exponencial de la distribucién Pr en ‘1;2 hace’ que soio
sean significativos numéricamente los intercambios de morr}ento entre particulas mpldast lo
que confiere &l esquema numeérico integral una evolucién més lenta c.'le las c.olas de la funcién
f(v,t) que la concedida por la solucién numérica del esquema en dlferencnﬁ. .

En la figure 4.8 se presenian los resultados obtenidos para la evo!ucmn. de una onda
cuadrada inicial para f(v,0). El paso temporal = = 0,01 tras 1000 iteraciones conduce
a la misma solucién que 7 = 0,1 en 100 iteraciones. Kl caso representad? corresponde a
los pardmetros 7 = 0,1 y Av = 0,03. También se ha representa.do 'lfi funcién afv,t) en la
que se recoge la variacidn de los coeficientes de conveccidn y dlfusl?n, como se afirma en
el texto, pudiendo observarse que éstos permanecen practicamente inalterados al cabo de
pocas iteraciones (véanse las figuras 4.1y 4.2).
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Figura 4.4: Aumento de la entropia 5{1a).
Crecimiento de 1a entropia S(t) = — fj 1o{f) d®v con 7 = 0,1 en 200 itaraciones, La grdfica inferior

muestra la diferencin §5 = S(1 + 1) - 5(¢) frente al tiempo t = {,.. Puede apreciarse como §5 es slempre
positiva, a pesar del slevado valor del paso temporal.

4.6 Conclusiones.

La aplicacién del método integral numérico al problema de la ecuacién Cinética en la
Fisica del Plasma ha permitido derivar la correcta evolucitn de la funcién f(v,1), asi como
describir el estado de equilibrio maxwelliano, predicho por el Teorema-H de Boltzmann,
que puede mantenerse durante un nimero indefinido de iteraciones. Las condiciones de
frontera especificas de la simetria esférica se han introducido directamente en la probabilidad
de transicién a tiempos cortos. Las propiedades establecidas en los capitulos previos se
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Figura 4.5: Evolucidn de las colas de f. log[f(v,1)] frente a v*.

La grdfica superior muestra el comportamiento de {og[f(t, {)] frenta a v2, Se aprecia claramente
la evolucldn de las colas de ln distribucidn es mucho mds lenta que la cbservada en las proximid
de v = 0. La curva inferior es el pardmetro —a(v,t), casl estncionaric a partir de 200 {teraciones,

mantienen para el problema del plasma, como si se traiara de una ecuacién diferen
lineal de Fokker-Planck. De forma general quedan establecidas las siguientes conclusio;
cxiensibles a la resolucién de problemas en condiciones de simetria menos restrictivas,

1.- La probabilidad de transicién a tiempos cortos, adaptada a las condiciones de contc
del problems, conduce a ln evolucién correcta de la funcién de distribucidn.

2.- Las condiciones de contorno quedan automaticamente implicitas en la funcién P,
siendo, por tanto, necesario recurrir a artificios numéricos, para reproducir el comg
tamiento de la funcién f(v,1) en las fronteras.

3.« Se mantiene constante la positividad de la funcién de distribucién, como consecuer
del propio cardcter positivo de los elementos de la matriz de evolucién {Q;}.

4,- La condicién de normalizaciéon pare la probabilidad de transicién se traduce e
mantenimiento constante de la norma elegida para la funcién de distribucidn.
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Figura 4.6: Energia en los esquemas integral y en diferencias,

comportamienta de la energla T en los esquemas numéricos integral y en diferencias para un tiempo
tatal de 800 unidades, lo que supone 180000 iteracianes {aquf = = 0,005).

5.- El problema se resuelve sin recurrir a ningiin tipo de Linealizacién en flv, ).

6.- El procedimiento de ajuste en ¢l pardmetro convectivo & sirve para reconducir al sis-
tema de tal modo que permanezca constante la energia cinética total, sin que ello afecte
& las tasas convectivo-difusivas, lo que supone no distorsionar la correcta evolucién
fisica del problema.

7.- La evolucién de f(v,t) es fisicamente coherente, por lo que no sélo queda resuelto el
problema de transicién hacia el estado de equilibrio termodindmico, sino que también
s¢ ha conseguido la descripcién correcta de este dltimo.
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Capitulo 5

Ecuacion Cinética en Simetria
Cilindrica.

Iste capitulo centra la atencién en la ecuacién cinética de Fokker-Planck en la Fisica del
Plasma, estudida bajo una perspectiva més realista que la adoptada en el capitulo anterior,
Las condiciones de simetria esférica en el espacio de velocidades representan una imposicién
poco 1itil para el tratamiento de la funcién de distribucién del plasma fotalmente ionizado.
Sélo en las proximidades del equilibrio maxwelliano el tensor de difusién D para la ecuacion
cinética (4.1) puede considerarse diagonal en el sistema de coordenadas mencionado, siendo
vélida la solucién obtenida para el régimen transitorio en estas condiciones. Obviamente,
para ¢l tratamiento de problemas en los que se requiere el conocimiento de la funcidn f cerca
del estado de equilibric maxwelliano, los requisitos satisfechos por distribucidn, en cuanto
a isotropia en el espacio de velocidades, pueden considerarse vélidos. No obstante, para
la representacién de estados de equilibrio no maxwellianos, f no oftece la independencia
angular total en una geometria esférica. La presencia del campo magnético B en el plasma
induce a la eleccién de un sistema de coordenadas en el que las dos direcciones caracteristicas
de la velocidad se elijan de forma perpendicular y paralela a la direccién del campo.

Lus condiciones de simetria cilindrica se erigen como la forme naturel de la ecuacién
de Fokker-Planck para aplicaciones practicas con verdadero significado fisico. Por gjemplo,
el estudio del transporte en la simetria esférica constiluye un mero gjercicio académico,
cnya resolucién sirve como bance de pruebas para el estudio de nuevos métodos de inte-
gracién. Asumiendo que f presenta independencia azimutal en torno a la direccién del campo
magnético, la eleccién de la geometria cilindrica origina un modelo de ecuacion cinética mds
itil, sobre el que pueden estudiarse los efectos de fuerzas exteriores y el calentamiento
por radiofrecuencias del plasma. La adicién de estos nuevos componentes a la ecuacién
de Fokker-Planck en condiciones de homogeneidad espacial, es particularmente simple y
puede ser estudida bajo la éptica de un esquema numérico integral cuya robustez para la
especificacién del estado estacionario se ha venido confirmando a lo largo de la exposicién.

La ecuacién de Fokker-Planck en simetria cilindrica da cuenta con suficiente generali-
dad de los procesos fisicos implicados en el tratamiento cinético en un plasma totalmente
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ionizado, en el rango de aproximacion de las colisiones binarias entre particu‘las. Con la ﬁ}l'al-
idad de aplicar el modelo de integracién numérica presentado en esfe‘ trabajo a tal ecuacion,
s¢ ha estudiado el caso del plasma de un solo componente en condiciones de horrfogene‘lda.d
espacial. La extensién de este problema a plasmas de dos o m.é.s cor.nponentes es inmediata,
siempre que la expresién del propagador a tiempos cortos bidimensional P, gquede perfec-
tamente definida. El tratamiento de este problema cierra definitivamente el modo d.e operar
para la implementacién numérica integral de la funcién de distribueién. Los preliminares
que inducen a la confianza del método para este tipo de problema.s.se }.1fm apuntatilo ya en
los capitulos previos sobre problemas unidimensionales. La generalizacién a ecuaciones de
Fokkeer-Planck con més de una variable es trivial. De hecho, se han tratado por e]. mismo
procedimiento problemas no lineales con més de una cantidad conservada en el caso b1d1lmen-
sional, Las mismas propiedades inferidas en las ecuaciones unidimensionales siguen f!lendo
vélidas para problemas con més de una dimensién. Es evidente que el cardcter explicito del
método numérico integral resulta ahora mas relevante que en los casos anteriores, ya que
el esquema numérico no requiere el concurso de procedimientos de inversién matricial, El
inconveniente esencial de los esquemas en diferencias implicitos radica precisamente en el
célculo de mairiz de evolucién inversa, cuando existen derivadas cruzadas para la funcién f
En estos esquemas se ha de recurrir a representar las derivadas de f en direcciones alternadas
para simplificar la inversién de la matriz de evolucién, tratando los términos en derivadas
cruzadas como explicitos, lo que genera inestabilidades para ciertos valores del paso tem-
poral por encima del minimo requerido. En cambio, el esquema integral se comporta de
un modo similar a los esquemas en diferencias totalmente implicitos, con la ventaja de que
las derivadas de f -incluso su comportamiento funcional en las fronteras- se recogen direc-
tamente en la representacién de la funcién § de Dirac de una ecuacién de Fokker-Planck
auxiliar que da lugar al propagador aproximado P, , para avanzar la condicién inicial
fo. Son varias las propiedades de relevante interds que justifican el uso del procedimiento
numérico integral para la resolucién de la ecuacién tratada de este eapitulo.

El cambio de variables (1.18) y las propiedades de los coeficientes difusivos caracteristicos
de la ecuacién problema, introducen la determinacién del propagador a tiempos cortos. La
correccién mediante la funcién de autocorrelacién numérica fija definitivamente la expresién
de P, y contribuye a la mejora del tratamiento de las magnitudes conservadas.

5.1 Cambio de variables.

Aligual que en el capitulo anterior, el estudio que a continuacién se presenta estd referido a
la ecuacién cinética de Fokker-Planck para la Fisica del Plasma en ausencia del término de
campo medio, responsable de la interaccién con gran niimero de particulas en una escala tem-
poral relativamente grande comparada con la escala que rige la efectividad de las colisiones
binarias. Nuevamente, la ecuacién problema se refiere a las condiciones de homogeneidad
espacial caracterfsticas de la region central del plasma de un solo componente (electrones).
Por otra parte, desde un punto de vista macrosedpico el cambio de las coordenadas espaciales
de cada particula del sistema durante el proceso colisional puede considerarse despreciable
en la mayorfa de los casos. Se estudiard en lo sucesivo la ecuacidn cinética (1.7) asumiendo
que el término V, vf, que describe la evolucién de f en el espacio fisico real, permanece
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inalterado, en coincidencia con la argumentacién presentada por Trubnikov en la referencia
[1]. El movimiento de la distribucidn de particulas en el espacio de velocidades puede con-
siderarse continuo, Desde ¢l punto de vista matemdtico esta condicién es obvia, ya que f se
interpreta como una funcién densidad de probabilidad para un proceso estocdstico descrito
por una ecuacién tipo Fokker-Planck, expresada en términos de la divergencia de una cor-
riente de probabilidad, en cuyo caso el muestreo de la variable aleatoria v(2) produce una
trayectoria continua en el tiempo, Matemadticamente la ecuacién de Fokker-Plank concede
al proceso la imposibilidad de que la particula de coordenadas v pase a ocupar la posicién
v' alejada de v de forma pricticamente instantdnea. Desde el punto de vista de la Fisica
implicada en el proceso, la interpretacién anterior es plenamente coherente con la asuncién
de procesos colisionales gobernados por interacciones coulombianas. La corriente de proba-
bilidad se interpreta como el flujo de particulas del sistema a través de cierta superficie §
del espacio de velocidades, en claro paralelismo con una ecuacién de continuidad.

Si bien, en cualquier proceso fisico la velocidad de un particula puede cambiar aprecia-
blemente durante una escala de tiempo reducida en una sola colisién, la ecuacién problema
lleva implicita la caracterfstica de que, para particulas coulombianas, un cambio significativo
de la velocidad en sélo debido a interacciones en una escala temporal elevada. Los cambios
bruscos de velocidad de cada particula de la colectividad pueden eonsiderarse inexistentes.
Este hecho, a su vez, fundamenta la aplicacién de la interpretacién difusiva asociada & la
ecuacién de Fokker-Planck, que dista notablemente de los procesos descritos por la ecuacion
de Boltzmann, en la que v puede cambiar abruptamente,

Bajo las condiciones prescritas en los pdrrafos anteriores, la ecuacién de Fokker-Planck
se escribe como

SHFet= C(Af)-V- T, (5.1)

donde F representa una fuerza exterior por unidad de masa, J,, es el flujo inducido por
la onda de radicfrecuencias, (2], y C (f, f) es el término colisional de Landau expresable
también como la divergencia de una corriente ~J;, como se indica en (1.7). La presencia
de fuerzas exteriores, habitualmente debidas a un campo eléctrico uniforme F paralelo al
campo magnético, inducen a la adicién de un término convectivo al vector de deriva D
implicito en el término colisional. Por otra parte, la contribucién del flujo J., es siempre
difusiva. En definitiva, 8f/ 8t se expresa como la divergencia de una corriente total J segin

%{: ~V:J donde J = J,+ J;+ F

en la que se contabilizan todos los efectos anteriores, El operador V = V, acliia en el
espacio de velocidades.

Como consecuencia de la simetrfs azimutal en torno al campo magnético, f se supone
dependiente sélo de las componentes v, y v, de la velocidad, perpendicular y paralela
respectivamente, a dicho campo. El sistema de coordenadas apropiado para la deseripeién de
f se refiere pues a lns variables {v,, Uy ¢} originadas por un cambio de variables cartesianas
a cilindricas. La conexién con el sistema de coordenadas esféricas {v, 8, ¢} y cartesianas
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{'U:r:: Yy vz}
vy = v, cosd = v senfl cosg
vy = v, sen = v send send
v, = 1 cosf

[
dan las relaciones entre los elementos del tensor de difusién en coordenadas cilindricas y

esféricas, segin

L= v2 /v? Dyy + 20,9, /92 Doy + 'Uﬁ/‘uzDgg
2
= vJ_v"/ngw - (vi - ‘UIT)/‘UzDa,, — ‘u_,_v"/'u Dga (6.2)

2 7,2
Dy, = v} /v’ Dyy — 2yyv, /v’ Doy +v2 /4 Do

permaneciendo D, inalterado. Analogamente, la transformacién de las componentes del
vector D para ambos sistemas coordenados es

D= v, /oDy + vy /v Dy

D = v /vDy, -~ v /v Dy (5.3)

Utilizando la expresion para la divergencia de un tensor en coordenadas cilindricas o, alter-
nativamente las ecuaciones del cambio de variables (1.18), la ecuacién cinética se reescribe
como

ar g a a
- «_ 9 5 9 F '
51 5o, t D1 5, Duy = gy Dur FE(0smit)
d d g
- - =D, — e F i 5.4
&, D, 3,JLDL|| B, Dy } Flo,, i) (5.4)

donde se ha definido la nueva funcién F = 27v, f(‘u“v";t) que genera una ecuecién tipo
Fokker-Planck en las variables v, y v,. La nueva conveccién formal asociada a la variable

v, , notada por D7, presenta la forma

en claro paralelismo con la definicion de D} en el caso con simetrfa esférica en ¢l espacio de
velocidades,

En ausencia de fuerzas exteriores, suponiendo J,, = 0, el flujo J cuenta sélo con la con-
tribucién del término colisional J .. Los elementos del tensor D y del vector de conveceidén
D se obtienen a partir de los potenciales de Roszenbluth (1.8) efv, 20 t) ¥ (v, 7,5t}
5i se adopta de nuevo el sistema de unidades (4.13) del capitulo anterior, tales coeficientes
adimensionales se determinan mediante las relaciones

dp By
“ Bug af Jug 3‘Uﬁ

i
‘DWP: TRy alﬂ: —L;” (55)
4
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En dichoe sistema de unidades, los potenciales de Rosenbluth se redefinen de modo que ambos
mantienen formalmente las expresiones asociadas a los mismos con las unidades fisicas reales,

esto es:
1 00 oo alr
v = _?[mfo /0 v —v/| 0, (oL, 0 50) ol dn dg' (5.6)
2r
¢ = 41rf / / |v v f(l 0 )du dv' d¢’ (6.7)
v=v']? = % - 20,v cos(p—¢) + v/ + (9, - v 2,

8i.J cuenta inicamente con la contribucién debida a las colisiones binarias entre las particulas
del sistema, la ecuacién (6.1) adopta la forma alternativa

8 8 [b,, D, 8 8
81 - _B_'UJ_— v, + '“"'2"_ - .DJ_” :91)_" — D'L’LEJT F(‘IJJ_,‘IJ",t)
(5.8)
g | D D 8 a
9 |\ Zu S a 8 _
- B | o + 5 D, B, Dy, 5o Flv,,v;1)

donde se ha hecho uso de la relacién entre la divergencia del tensor de difusién D y el vector
de deriva D, que se traduce para cada componente D, en

Dy=2[VD l,, (5.9)

satisfecha en virtud de la propiedad V23 =  para los potenciales de Rosenbluth. No
obstante, con la finalidad de aplicar el método de cdlenlo propuesto en el segundo capitulo
para determinar la expresién aproximada del propagador a tiempos cortos P, , se ha optado
por preservar la forma dada en (5.4). Como ha venide siendo habitual a lo largo de toda
la exposicién; la representacién de la funcién §(v — v') ha de incluir en si misma todas la
derivadas que afecten a los coeficientes de difusién en la ecuacién de Fokker-Planck y por ello
es conveniente que todos los coeficientes Dgyp f se hallen a la derecha del operador 8%/ b,
Hug. La interconversién de ambas expresiones para J, # 0, posiblemente con la presencia
de fuerzas exteriores, ha de hacerse a través de la redefinicién de las convecciones formales
D% y D, asociadas & la ecuacién (5.8) en F(v,,v,;t). Si el fluyjo Ju se da como

Jo= ~D, Vf
[2], éste se modificard de tal forma que, suponiendo los elementos del tensor D ., dependi-
entes de v, se reescriba segin
Jo=D, f-V Duf,

que presenta un término convectivo formal o espireo D ,,, inducido por las condiciones de
geometria, De este modo, la corriente total J es formalmente andlogs a la misma para el
término colisional sin calentamiento adicional y sin fuerzas exteriores

J:Df—V'D*f
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con D*=D +D,+F yD*=D +Dy,

En lo sucesivo, la ecuacién problema se reducird a aquélla en la que sdlo se cuenta con
el término colisional. La aplicacién de la matriz de evolucién para el método numérico
integral puede extenderse facilmente al problema general sin mas que proceder en la forma
indicada en el parrafo anterior. EI objeto esencial de este trabajo es fundamentar e ilustrar la
aplicabilidad del método numérico integral. No se pretende, por tanto, varier los parametros
caracteristicos del sistema con e fin de estudiar un comportamiento fisico determinado. Se
desea establecer la eficiencia del nuevo modelo para la descripcién de los regimenes transitorio
y estacionario sobre un sistema con magnitudes conservadas. Por elio, abordar la ecnacidn
cinética con la presencia iinica del término colisional de Landau preste sencillez al desarroilo
en la resolucién de un problema en la distribucidn f, que confluye a una tnica solucién de
equilibrio. La simplificacién de la fisica contenida en la ecnacién original (5.1) no colleva en
modo alguno la limitacién del conjunto de problemas en el que el método resulta eficiente,
pero si contribuye a la claridad y transparencia en la observacién de las pautas a seguir
cuando se desee profundizar en la fisica no lineal implicita en la ecuacién Cinética, lo que
constituye el objetivo inmediato de nuestro grupo.

Las condiciones dadas en el parrafo anterior, en virtud del Teorema-H de Boltzmann [3],
dirigen la evolucién de f hasta la solucién de equilibrio maxwelliano

N 1 v . A ;
Flv,,u;t) —“;Wﬁ exp{ —| a7 * 2T 11} (5.10)

con T, =T, =T. La constante T se refiere a la temperatura isétropa o encrgia media de la
distribucidn, que coincidird con la unidad en el sistema de unidades establecido por (4.13).
Las temperaturas anisdtropas transversal y longitudianal 7, y 7), asf como le temperatura
T se han definido, en la forma habitual

1
T = %ffvi F d'”J.d'"’n = ‘i(ug'l'”;)
T,=  [Jo} Fdvdy, = (9}) (5.11)
2 1
T= 3[fv’ Fdvdy= T +37T,.

La energia media del sistema ha de mantenerse constante en toda la evolueién. Dado que
Di y Dj; representan los incrementos colisionales de la velocidad {Av) y (Av Avg) /2
de una particuia testigo del sistema por unidad de tiempo, las tasas de variacién temporal
pata las transferencias de momento y energia para una sola particula son proporcionales
respectivamente a las cantidades

du;
-
¥
dv? )
i 2 (Dii - viD;), (suma en i=u,y,2)
lo que conduce, para el sistema global —si f' denota la funcién F(v/,t)— a

d 1 —v t !
E(V)Z<D):_§;_/fl_‘}:{ﬁ§ff dvdv' = 0
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d 2 _ 1 .ur 2 _ 92 , ,

dt(” ) — 2(Di|’ -+ 'U|'-D:') i 'ﬁ; ff mff dVdV = 0.

En el sistema coordenado {v v, ¢} las iinicas contidades conservadas del sistema, excep-
tuando la norma unidad de f, serdn (v) y {(v*) = 3T. Los momentos (UILI,) y (+*) han de

evolucionar en el tiempo segin la ley

d, o .d d, o d

a(vJ_) - a M _a(v") = _ET

" (5.12)

en concreto, las variaciones temporales independientes de dichos momentos estdn regidas
por las ecuaciones

d d
E(”i) = 2D, + D,, +v, D} a’(”ﬁ) = 2<D|||| + ”;;Du)' (5'13)

Cualquiera que sen la condicién inicial fy, la funcién de disiribucién evoluciona en el sentido
que marque la transformacién gradual de f en la distribucién maxwelliana (5.10) con T', =
T, = T, en concordancia con el requisito del aumenio en la eniropia del sistema, En
este sentido puede hablarse de un tiempo bésico global de relajacidn 7. como distintivo
del tiempo que tarda fo en aproximarse & la solucién de equilibrio. En las magnitudes
adimensionales del problema, 7 es del orden de 7 & 16%/4/2 ~ 35, 5 que en unidades reales
es 7ya®/ (nL%/®) donde a es la velocidad térmica +/KT/m y n la densidad de particulas.
En general, fy define une distribucién inicial para la cual la diferencia ATp = Tf — TI? es
distinta de cero. Es comin tratar con un tiempo de iermalizacién 7 que orienta sobre
el tiempo de isopropizacién del sistema. Para pequefios valores de la diferencia AT, si se
opta por representar fp en la forma (6.10), la referencia [1] muestra que T, — T, decae
exponencialmente de acuerdo con la ley

T, ~T,= ATy exp( —t/m)

donde 7, es une medida del tiempo que tarda la diferencia entre las temperaturas transver-
sales en reducirse en un facior e, cuyo valor resulta ser del orden de

B
T = 5 2rr. & 1, 8667,

Si bien estas estimaciones son sélo orientatives —ya que no se conoce solucién analftica para
f— pueden ser empleadas para el ajuste del paso temporal r del esquema numérico. El
valor relativamente grande del tiempo de relajacién adimensional y las caracteristicas del
sistema relativas a la débil variacién de los coeficientes difusivos en el tiempo, asi como
las caracteristicas alusivas a la estabilidad del método integral, permitirdn tomar valores
de v mayores que los utilizados habitualmente en esquemas en diferencias. Por otra parte,
las leyes de evolucién para las temperaturas transversales y la energia media del sistema,
serén ttiles para calibrar la velocidad de evolucién de la solucién numérica hacia la solucién
de equilibrio, con el fin de comparar con la evolucién real de f esperada en el problema

continuo.
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592 Cilculo de los coeficientes de difusién y deriva.

Los métodos semianaliticos bdsicos pata la resolucién de ia Ecnecién Int?grajl de Ff)%ckerf
Planck en I Fisica del Plasma estén regidos por la opeidn de Iepresentar.el terrfxmo colisional
de Landau bajo la perspectiva de linelizaciones que merman el contenido fis::co real de los
procesos implicitos en el problema. Es habiiual recurrir a de.sanollos mu.1t1polares de la
funcion de distribucion truncados hasta cierto orden, lo que obliga a correcciones en f para

mantener las propiedades conservativas del operador colisional. Los desarrollos perturbativos

de la funcién f on torno a la distribucidn maxwelliana de equilibrio se caracterizan ta?.m.blen
Estos ltimos

por aproximaciones que fuerzan la conservacién de la norma y 1& energia. >
ptocedimientos son esencialmente aplicades para la determinacm.n fie los coeﬁcler}tes de
transporte que caracterizan al plasma, En condiciones de equilibrio no maxwelliano el
problema Ilega & ser irresoluble de forma analitica. En este sentido se han desarrollado
numerosos procedimientos de integracién numérica que intentan ser consistentes con toda la
fisica involucrada en la ecuacién alineal. Los métodos en diferencias se ven obstaculizados
esencizlmente por la imposibilidad préctica de recurrir a esquemas implicitos que deriven en
una matriz de evolucién ficilmente invertible, La presencia del coeficiente difusivo D en
{5.1) origina un término con derivada cruzada en las variables v, y v, que hace improcedente
cualquier método implicito en diferencias, pues el procedimiento de eliminacién de Gauss
para 18 matriz de evolucién resnlta inoperante. En este caso se recurre & modelos en los
que este término se irata de forma explicita, imponiendo una limitacién obvia sobre el
valor del paso temporal, como muestra la referencia [2] . Un acercamiento al problema lo
concede el métada de integracién basado en elementos finitos que en el caso del plasma da
lugar a resultados similares a los encontrados por los métodos en diferencias finitas (véase
la discusion de Karney en (2].) A la vista de tales dificultades el objetivo primordial del
método integral ha de ser, &l menos, solventar los problemas de inestabilided acaecidos en
los esquemas en diferencias y derivar un algoritmo que genere una selucién numérica acorde
con las caracteristicas conservativas del operador para el caso continuo.

El primer obstaculo en la consecucién de estos fines se halla en la aproximacién numeérica
con la que ha de representarse el término colisional de Landau, lo que equivale a disefiar
un proceso de cilculo fisicamente aceptable para los coeficientes de difusién y conveceién
ya y Do -los subindices griegos se refieren a las coordenadas cilindricas.— La primera
alternativa ofrecida en la literatura sobre el iema presia la posibilidad de recurrir a la
descomposicién de F(vsenf, vcos# ;1) en series de arménicos esféricos, representados por
Polinomios de Legendre y calcnlar asf los potenciales de Rosenbluth, Este calculo impone
truncar cade serie hasta cierto orden K de potencias en v. Karney ofrece la posibilidad
de corlar [a serie en K = 10 y aplicar las relaciones (5.2) y (5.3) para determinar los
coeficientes difusivos en coordenadas cilindricas. Dado que el truncamiento de la serie puede
suponer una propagacién de errores que afecie a las leyes de conservacién para la energia y
la norma, se ha optado por calcular numéricamente las integrales presentes en el operador
colisional contabilizando & priori, esto es, antes del proceso de implimentacién temporal,
cada integral angular en ¢', dada ls independencia azimutal de F. Un inconveniente adicional
se presenta en el cdleulo numérico de las derivadas de los potenciales ¥ ¥ ¥ gque suponen
la aproximacién en diferencias de las derivadas en (5.5). Por esta razén es conveniente
presentar todas las operaciones de forma integral, al igual que el esquema de avance temporal
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para F, e integrar directamente las expresiones analfticas originadas por (5.5). A pesar
de que el nimero de integraciones numéricas aumenta considerablemente, esta pauta de
operacién es més consistente con los rasgos del esquema integral que el cdlculo por derivadas
numéricas de los potenciales de Rosenbluth. En definitiva, se ha actuado de ignal modo que
el propuestce en el capitulo anterior en la seccién donde se calculan los coeficientes Dy, y Ay
para una distribucion isétropa f{|v|,). Por otra parte, como se mostré en aquella seccidn,
las propiedades conservativas del operador colisional se exhiben claramente sin ¢l recurso de
redefinir los coeficientes difusivos, o la propia funecién f, en las fronteras de la reticula.

En las relaciones (5.5) se contemplan implicitamente las expresiones de las que se infleren
por integracién dirccta cada uno de los coeficientes Dy ¥ Dap. Por aplicacién de estas
relaciones sobre (5.8} se tiene

2
Dy = = f(vJ_, ",t)d.'v (5.14)
Dag f—L"’“””f( o t)dv’ (5.15)

donde u representa la médulo del vector v — v/ y dv' el elemento de volumen v’ dv, d¢
d'vfl. Si se opta por tomar las componentes v, y v, del vector v sobre los ejes ¥ ¥ z de un
sistema coordenado arbitrario, la integracién a todo el espacio de velocidades en v’ ha de
contar con las relaciones

— ne .2 i ! f2 LAY
o= |[v-v|* =] — 20,9, cos¢’ +] +(v"-—'v|§)
u= u-é = v, ~1 cosg
— D by = o

U = g = 1.'" 'U"
up= u - éy = -—v' seng’

en las que se ha implicado la representacién en coordenadas cilindricas del vector v/ y se ha
hecho ¢ = 0, ya que la presencia del dngulo azimutal (0 < ¢ < 27) no afecta a las integrales
anteriores. La proporcionalidad en seng’ de uy hace que los coeficientes Dy, Dig, ¥ Djjg
sean idénticamente nulos. De esta forma sélo se requiere el cémputo de seis coeficientes en
lugar de los nueve que aparecerian sin la simplificacién de la simetria cilindrica, Se advierte
fécilmente que la integracién sobre ¢’ puede llevarse a cabo de forma directa y reducir cada
integral tridimensional a una integral en dos dimensiones sobre las variables v/ y v{l. Si se

+ v ! ’
define el pardmetro funcional m(v, ,#, |v|, 'u") en la forma

2v, v,
o 0<m<1
R T o O 70 L

todas la integrales se expresan en términos de la funcién

2 n Al
E(ﬂ'lm)=/(; ( o ¢ a7z 9

1— mecosg')
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3 imiento
drmi i miicas. Realmente, el conocimie
eonn - 0,1, 2 resojuble en términos de integrales elip " obloma de 1a 4o

de lns tres integrales E{0tm), E(1im), ¥ E(Z{m} resu,elv.c el roblemna e e T eonviene
lag variables angulares. Como cada integral de iipo eliptico BdS " P’mﬁm O mprendidos
proceder a resolver puméricamente E(n|m) para M valores deipaia

nitre 1 »inter (gla neah'u i L' l de m Obtenido a]. E\?a.hla.l estve
Lif £1% 4 y i p Ly 1 eﬂte pa].'a. Cllaiqlller alOI rea 1 R . )

. . » ‘ [ h - ! V d { - 1’" Detlnitiﬂ&mente, IOS COEﬁClentes dlqulVOS
p&ré\mf.trﬂ I.iﬂpﬁndlf.n‘c dc v o, ¥ < 13" I .

pueden evaluarse en cada paso temporal en la forma

el At At
Dos = [ [ daa{ 0,71y, -—v"‘] ) f(vJ_,vn,i)vJ’dmdu" 610

. LI 0
Dy = f f d“ ( Uiy Ui_, Iun . ":,I ) f('ﬂ_]_,‘v” ' t)v_\'dﬂ_‘.d‘u”

i i i ger
dande las seis funciones { ¢ } son independientes del tiempo, por lo gue ‘puede.n: et
archivadas en memoria como vectores de tres indices, o reca]cu‘la.d.as en cada iteracidn si
s¢ opta pot dimensionar inicamente las tres integrales de tipo eliptico (n = 0,1, 2)

! [ m ]mf;{ Lo do (5.17)

I{n) = i E;;ﬂ—’: 1 — m cos ¢ |3/?
de las que se desprenden las definiciones de las funciones auxiliares

diy= (uf + o *)HO) - o2 I(2)

dyy=  —uy (v, J0) - v, 1(1))

{ d }= d\ﬁ = { ooy ? ) I(G) - 2‘!1:_ v, I(l) (5.18)
doo = (of + ud VIO) ~ 207 v, I(1} + .2 I(2)
d, = —do I(0) + 40’ K1) y dy= —4y I{0)

Las integrales de (5.18) se resuelven mediante la aplicacidn de la Regla Extendida del Punto
Medio, de este modo la integtal gue define ¢l valor medio de Dgo +v.Da proporcional a
ofF'/dt segin (5.13) es identicamente nula, ya que

da£1+vudn = -2 ( 1)2 - 9 2 ) I(O);

dado que I{0) no cambin & s¢ mutan entre s{ las variables v ecomv, ¥y v, €OR vi'l, se fiene
!f{z\" hes dvkch';,)

f{f)(rr: + Vern)Fdzv = -2 f f(ﬂ2 - ‘U' 2) I(O) FF.‘CFV(FV' =10

enmo se afitmo. El resultado se mantiene para ¢l esquema de integracién por rectangulos:
ia suma sobre cuatro indices que define la formula de cuadratura para la expresién anterior
es nula, independientemente del nimero de puntos M que se utilicen en la interpolacidn de
ias integrales de tipo eliptico. Basta tomar M ~ 100 para que la inferpolacidén Lineal en

el argumentn m de las tres funciones elipticas numéricas se aproximen notablemente a sus
valores reales.
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La integracién sobre ¢' en E(n|m) puede hacerse también analiticamente, expresando
estas funciones en términos de las integrales elipticas analiticas, que se tasarian mediante
las aproximaciones que al efecto se han desarrollado en la literatura para computacién de
funciones especiales. La complejidad de esta alternativa redunda en un céleulo tedioso e
innecesario, pues el orden de aproximacién de la integracién pumérica en ¢ puede superar
al dispensado por estas expresiones semianaliticas, siendo menor el tiempo de computacién
aun para una red muy fina (Ag ~ 1075),

El conjunto de funciones { d } equivale alas funciones G, y G definidas en el capitulo
anterior para el cdlculo de los coeficiente Dyy y A en la ecuacién integral de Fokker-Planck
sobre la distribucidn isdtropa f(v,t). En las figuras 5.1 y 5.2 se han representado los
coeficientes difusivos antes de alcanzar el estado estacionario para el caso que se ilustra en
las gréficas signientes,

(A

LS
LA A0

s

Sy uthatan
L

Yigura 5.1: Coeficientes de difusion Dag en simeiria cilindrica,
Detatls en (0,3) x (—2,2) de los coefloientes de difusidén P54 y del determinante Dy, tras 20 {teraciones.

Al ignal que en el problema con simetria esférica, la diseretizacién de las variables no
distorsiona la naturaleza conservativa del operador colisional, Este hecho es esencial para el
ajuste iterativo de la funcién de autocorrelacién numérica que optimiza recursivamente la
expresién del propagador a tiempos cortos en el transeurso de la implementacién de f. La
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Figura 5.2: Coeficientes de deriva.

Componentes radial y axial del vector de conveccidn real D y del vector efectivo de deriva A utilizado
en el propagador P,

complejidad aftadida por el uso de la geometifa cilindrica eleva notablemente el tiempe de
computacién, ya que el nimero de integraciones para el cdlculo de los coeficientes difusivos
anmenta en un factor 3N? —supuesta la reticula uniforme con v; = N Av — . De hecho, el
cdlcelo de estos coeficientes consume el mayor tiempo de computacion del programa. Estric-
tamente, es necesario evaluar en cada paso temporal los seis coeficientes caracteristicos de la
ecuacién problema, sin embargo, como se anoté en los preliminares del capitulo, estos coefi-
cientes varfan lentamente con el tiempo, caracteristica que se aprecia ostensiblemente en el
caso esférico, por lo que realmente sélo serd necesario evaluarlos durante las primeras itera-
ciones en cada paso y calcularlos cada cierto nimero de pasos cuando la solucidén numérica
se aproxime al equilibrio. En el equilibrio es posible conocer las expresiones analiticas de
los elementos del tensor de difusién y del vector de deriva, ya que f representa una funcién
isotrépica dependiente sélo de v. Mediante las relaciones (4.15) y las ecuaciones de trans-
formacién (5.2) y (5.3) en las proximidades del equilibrio maxwelliano se tiene (Dyo = 0,
Dg = U)

D,, = 8Dy, +*D,, D, = se(Dy, ~ D,,) D, = c*Dyy + D,
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D, = -2,Dy, D, =-2D, D,=D

I o¢ — e

donde s = sen § = v, /v y ¢ = cos # = v /v. En el sistema normalizado de unidades
los coeficientes difusivos no nulos en el equiliqyrio (en coordenadas esféricas) adquieren las
expresiones

—~u?f2
D,, = Lfer(i) _ Ve
4red N2 An Jme?
1 v D
D = by L _
» Bﬂrvfer(ﬁ) 7 D, 2 v Dy,

En sencillo probar que las componentes del vector de conveccién para la solucién de equilibrio
satisfacen, alternativamente, las identidades

D, = -2 y D= ~2 (6.19)

T T

L] v
=D, +=D,
L 1

v Uy
i«i‘DLu + gT”Duu

junto con D,, = D,,, sustituidas en (5.4) o en (6.8) con T, = T, = T anulan el flujo J
en cualquier punto v, como cabrfa esperar. Opcionalmente, (5.19) proporciona una relacién
que puede aplicarse para evaluar log coeficientes de deriva en todo instante ¢ sustituyendo
T, y T, por T (t) y T,(t). Esta opeién reduce el tiempo de cdleulo de los coeficientes
difusivos, contabilizando los efectos de la no linealidad en la ecuacién problema de forma
mas aproximada que la ejercida por el uso de un operador colisional quasi-lineal en torno a
la situacién de equilibrio, Ciiy (faasw, f), tan habitual en la literatura ( véase, por ejemplo,
2)).

Las identidades anteriores orientan sobre la dependencia funcional en las variables v,
y v, de los coeficientes de difusién y conveccién relativos a la ecuacién integro-diferencial
de Fokker-Planck. Los comportamientos asintéticos de estos coeficientes difusivos, en las
fronteras del espacio de velocidades, se mantienen para cualquier instante ¢ de la evolucién,
siempre que f(v,t) sea una funcién bien definida en el sentido de distribuciones. Este
rasgo, apreciado ya en el capitulo anterior, es fundamental para definir una probabilidad de
transicién a tiempos cortos P, Optima para el avance de la distribucién inicial fo.

5.3 El propagador P, en simetria cilindrica.

Una vez obtenida la ecuacién de evolucién en diferencias progresivas para la nueva dis-
tribucién F, en las variables (v l,11"), se requiere determinar la expresion del propagador
P, adecuado para el avance temporal de la condicién inicial Fy. Al igual que en el pro-
blema equivalente en simetria esférica, la probabilidad de transicién ha de contener en si
misma las condiciones de contorno que permitan mantener constante la norma inicial de la
distribucién. En este caso, la corriente de probabilidad J, en sentido matematico, o el flujo
de particulas en sentido fisico, ha de anularse en las fronteras de la superficie § que limita
el espacio de velocidades, esto es
n-J(S)=0
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donde n representa el vector unitario normal a la superficie 5. En particular, se tendrd
lim gy (v,,v;t)= 0
v, 0
im gy (v,,n;f)= 0
U_!_ -+ 09

S A=

donde j; y j) representan las componentes del vector j, que da lugar a la expresién alter-
nativa para la ecuacién (5.4) en el propagador Il = P(v,t| v/,1') en la forma

S T = —Veit J, (6.20)
dv, oy,

Vi es el aperador (8 /8v,, 8 /311"), andlogo formal al aperador V en coordenadas
cartesianas.De (5.4) se desprenden las relaciones

D a 8
= [ 24D - — D P
JL [ v, +0, 311" D4.|| By, A ]
, a d
g=10D - Bv D, - 'é,,_"Duu 1P

L

donde los términos Dy y Dap dependen de ¢ a través de la propia distribucién F.

La forma del propagador II para pequefios valores en la diferencia ¢ —1' podria obtenerse
integrando sobre las variables angulares la expresién de la probabilidad de transicién habitual
& tiempos cortos (2.13), cuando dicha expresién se reescribe en términos de las coordenadas
cilindricas caracteristicas del problema. Este procedimiento tropieza con inconvenientes
equivalentes & los surgidos para consumar este propésito en el problema con simetria esférica.
En este caso, el argumento de la exponencial para dicha probabilidad

1
& D;ﬁl UsUgp ¢con U =v—-v~Dr
da lugar a integrales angulares del tipo
Ir
I(a,b) = f e @ os0) + b wen’(9) gp
0

donde a y b dependen de D, |, D it Pes ¥ D, eveluados en las variables primadas. La
integral I{a, b) se traduce analiticamente en una serie de funciones de Bessel I, (z) de segunda

clase y de orden n en la forma

T(n+ §)

UEEY)

que se reduce a un unico sumando en Ip(a) si b= 0. La expresién anterior resulta a todas
luces inoperante para evaluar en cada paso temporal el operador integral de evolucién gue

Iab) = 2473 [?;’3] In(a) (5.21)
n=0
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permite avanzar en el tiempo la distribucién. Sélo si el tensor D~ es diagonal, con D;: =
DL]:, el pardmetro b se anula, por lo que P, se expresa en términos de la funcién I,
facilmente evaluable mediante f6rmulas aproximadas desarrclladas para la computacién. De
forma general, la serie de (5.21) no se resume en un unico sumando, no siendo posible,
ademas, establecer un criterio prédctico que propicie el truncamiento de esta serie tras clerto
niimero de términos.

Es obvio que la expresién de P, debe obtenerse directamente de la ecuacién (5.20}
mediante la generacién de un operador auxiliar L 5p aplicando el procedimiento establecido
en la seccién 2.2.2. Con este propdsito conviene meaniener explicita la dependencia en 1/,
sobre la expresién del operador anxiliar, con el fin de no absorber en la representacién §
=8(v, —v,)6(y, - vi’l el comportamiento del propagador en el limite v, — 0. Esta opcién
derivard en una expresién de F, que se halle normalizada sobre la regién en la que se
define F' en las variables de campo {v,, v} no primadas, independientemente de los valores
que tomen Dy y Dyp tasados en las variables v/ y v'. La conveniencia de esta opcién fue
ya discutida en el capitulo anterior. As{ mismo, todas las derivadas sobre los coeficientes
difusivos se supondrén contenidas en la propia expresién de la funcién § de Dirac. En este
sentido, un primer acercamiento al problema coneede al operador auxiliar L pp = L 3p ;4
la expresidn

[1 47 Lpplé=6+rLbp, 8 =6—

8 |D, ] 8
_ o e Dl‘ — L _ t i 6
"o, | TP Py P,
8 . , B , 0
-7 dv, D, - D, By, Dy, 3u, ] é

donde el indicador ! denota los coeficientes evaluados sobre las coordenadas fuente {vj_,'ul'l .

Ya que se ha decidido no incluir el factor 1/v, dentro de la representacién § interesa ahora
analizar el comportamiento de P, en el limite de v, — 0. Dado que P, ha de de ser la
solucién formal de la ecuacién

ar,
or

= Lpp; Pr,

tratando todas las magnitudes primadas como parémetros constantes, el comportamiento
asintético de P, en el limite anterior se recoge en la ecuacién

8P(v) 8 D, 8
=t/ . __ T [_® ____.D 5.22
8r v, " v, By, -'-J-] P(v,) (5.22)

donde se ha supuesto fijo el valor de v . Asi pues, como orientacién sobre la dependencia
funcional en v, de la probabilidad de transicién a tiempos cortos, basta resolver la ecuacién
anterior con las condiciones de corriente nula en v, = 0. En este caso, la solucién a (5.22) se
obtiene de forma inmediata mediante el recurso de la reduccién & un problema de autovalores.
El problema de Sturm-Liouville asociado presenta un especiro continue de autovalores con
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autofunciones dadas en términos de funciones de Bessel de primera especie y de orden v, de
forma analoga a la Ecuacién del Calor en simetria cilindrica, pero con v # 0; en concreto

v ' 22 + '02 !
Pog= 5= (2] 1] o[-t
2r/ D0 | T a0 T
donde el orden v de la fucién de Bessel de segunda especie es
v= 2(D. /D - 1)
T 9 el T LL

dependiente de la relacién entre D y D' . Es evidente que la situacién mejora respecto a
la obtenida por la serie infinita de (5.21) pero la dependencia en v del indice v incurre de
nuevo en la imposibilidad prictica de evaluar en cada iteracién las funciones I, sin que ello
suponga una dilacién excesiva en el tiempo de computacién. Sélosi D,, = D,, el indice v
es independiente de todas las variables del problema ya que, en este caso v = 0.

El término convectivo espiireo D, /v, introducido por las condiciones de geometria, de-
riva en una expresién practicamente intratable para la probabilidad de transicién a tiempos
cortos. Sin embargo, este inconveniente presenta su andlogo formal en el problema estudiado
anteriormente para condiciones de simetria esférica, En dicha simetria, el comportamiento
de Pr para v — 0 se recoge en (5.22) si D,, se cambia por 2D,,, pero la redefiniciéon del
término convectivo 2D,, /v + D, pare v2f en la forma 2D,, /v+ A, generé una dependencia
en Iy teducible a exponenciales simples. La situacién para el problema en simetria cilindrica
es similar, siempre que puedan redefinirse las convecciones formales para la ecuacién en F de
tal forme que, en la ecuacidn asintética (5.22) el coeficiente en 1/v, coincida con D, | . Esta
opcion es realmente factible, para elle basta recurrir al andlisis cualitativo de los coeficientes
D, y D, cuando estos se expresan en funcién de la divergencia del tensor de difusién segiin
(5.9 ) para dar

D, D.-D 9
2 5 o, T e (De t D)
D D 9
L P
_E—_TM'}'B_,U"(DJ.J."*“D[;")

1

lo que sugiere la redefinicién de D,, /v, +D, ¥y D, segiin

D D
-4 D = D*"*—|—AL y D= =—=L4+4

4
v, v, v,

I (6.23)

del mismo modo que en el problema con simetria esférica se definié 2D,, v+ Dy =2D,, /u+
Ay, en funcién de un nuevo término de deriva 4, cuyo comportamiento en v era similar al
mostrado por la componente radial D, del vector de conveccién D.

Los nuevos coeficientes convectivos formales 4, y A, exhiben un comportamiento fun-
cional similar al presentado por D, y D, en la region (0, co [x ] — oo, co[ asociada
a las variables (v,,v ); de hecho, las relaciones A, /D, y A, /D, representan funciones
prédcticamente constantes. Esta propiedad puede verificarse sencillamente cuando cads uno
de estos términos se reemplazan por los correspondientes para la solucién maxwelliana de
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equilibrio, dados en la seccién precedente, Fs evidente que la situacién es ahora similar a la
encontrada para la relacién 4,/D, en el problema totalmente isétropo. Dado que D, /v,
se mantiene finito cuando v, tiende a cero, la contribucién a Pr del término 1/v, qlll.mdﬂ.
implicita dnicamente en D, /v, , por lo que (5.22) recoge un comportamiento asintotico
para este limite en funcién sélo de Iy, fécilmente evaluable mediante férmulas de cuadratura
con funciones polinémicas y exponenciales, desarrollas para la computacién y sobradamente
conacidas en la literatura [4] .

. Los argumentos anteriores conducen a la definicién de un nuevo operador auxiliar L 7p
similar & L 7. | con las sustituciones indicadas en la relacién

1]

* * D
Lipp= Lpp (D, =D, |D, =4,|D = -ﬂi—" +A4) (5.24)

Iiste oerador origina una nueva ecuacién diferencial para P, | cuya solucién es la expresién
de la probabilidad de transicién cuando las funciones primadas se tratan como pardmetros
y 7 se identifica con el tiempo de evolucién para la ecuacién de Fokker-Planck auxiliar. Con
el fin de eliminar los términos en derivadas cruzadas se ha procedido a un cambio lineal de
variables en la forma

D.'

il

r=v, Yy 2= U, —
] !
DJ._L

vy
para el cual, el jacobiano ||J|| de la transformacién coincide con la unidad. La ecuacién

diferencial que ha de resolverse presenta ahora la forma

8FP a [D; 8 a
- l"‘i'Al"_-l:‘"rr""‘”‘ P—— Az—Dzz"?""‘ P
r ar dz 8z

ar  ar
D D
con Dy = DLJ."D”: ETLa Ar = A'J_ y A= A;I—D;L" ’J_
LL L

donde D representa el determinante D} = D' | D;'l" - D:_HQ. Es obvio que la nueva ecuacién
en {r,z} sin términos en derivadas mixtas es facilmente identificable con una ecuacién de
Fokker-Planck caracterizada por un tensor de difusién diagonal, que en coordenadas carte-
sianas presenta las propiedades Dy = Dyy = Dy # 0¥ Dasx # 0, lo que sugiere la posi-
bilidad de atribuir como solucién a la ecuacién anterior la funcién resultante de integrar en
las variables angulares la expresién de la distribucién gaussiana (2.13) cuando se procede
a un cambio de variables a coordenadas cilindricas en r y r/. La forma diagonal del tensor
Dyr simplifica las operaciones contenidas en dicha integral y reduce la funcién I{a, b) dada
por (5.21) & un inico sumando que cuenta sélo con I, Esta argumentacién dispensa una
expresién apropiade de P, , sin Tecurrir a la integracién directa de la ecuacién diferencial
auxiliar, cuya resolucién es tediosa.

Alternativamente, puede optarse por factorizar los nuevos coeficientes convectivos intro-
duciendo dos nuevas fuciones a(v,t) y b(v,1) si se contintia la comparacion paralela con el
problema esférico. Asi, a y b serian funciones equiparables a a(v,t) = ~A4, /vDyy en (4.10},
cuyas definiciones se hallan perfectamente justificadas sin més que observar la relacién entre
las componentes del vector de deriva y el tensor de difusién, una vez alcanzado el equilibrio
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. ;o
(5.19). Eligiendo convenjentemente log pardmetros a y b, que se evaluardn sobre (v’ v"), €8
posible reducir la ecuacién diferencial auxiliar a
. 8,1 a a a 5.25)
= |~ T — — -D,,—|-Bz~—) P (5.
P= MD”‘ar[ T ar 31']P az[ P a,z]

félcilmente resoluble mediante separacién de variables y la subsecuente red}lccién aun p.r‘o-
blema de autavalotes. Es sencillo verificar que (5.25) representa la ecuac1.61‘1 de t?volucwn
para la probabilidad de transicién P de un proceso de Ornstein-U}‘llenbeck tru.:l‘lmensml.m.l con
tensor de difusién diagonal (D.z = Dyy) en coordenadas cilindricas y soluc1f)n esl:.a.cmnfa.na
N exp(—a(z?+ 1%)/2- Bz%/2). Nuevamente, la analogia con ¢l problema en simetria esférica
es claro. Las funciones ¢ y B se evalian en v/, determindndose a partir de

0:(11“11”) = _Ar(”u”u) [r D"f(”u”") ]—1

ﬁ(”u”") = _AZ(".L:"") (2 Dzz(”u'"") -t

Cuando P(r,z|r) en (5.25) se facioriza en la forma P = 37, exp(—An,m™) ¢n(r) Ym{2)
las autofunciones ¢, ¥ ¥ se dan en funcién de los Polinomios Ceneralizados de Laguerre
de orden 0 LY y de los polinomios de Hermite Hy, respectivamente. Las expresiones para
este conjunto de funciones ortogonales son suficientemente conocidas (véase, por F_jemplo,
[5] y [6] ) por lo que 1o se reescriben aqui. Sélo se consigna a continuacién la expresion de.P
identificable con P, y adecuada para el avance temporal de la ecuacién integro-diferencial

de Fokker-Planck
2 42,2 I
i iy — L ET AT u rru
P, ("4.!”1}11";"""“)_ T exp |—a———= }] Io [am——_l_uz

(5.26)

B [ z—=2"9)% _aep,. . -prD.
21r(1—v2)e*pl_”2(1-—v2) pu=e V=€ )

La probabilidad anterior es valida para avanzar en el tiempo la distribucién F, con indepen-
dencia del signo de las funciones « y 8, ya que tanto D, = D , eomo D;; = Dy/ D, son
positivos para cualesquiera valores de v, y v, $in embargo, o se conserva siempre mayor
que cero, al igual que @ y ello favorece ia eieccién de un paso temporal T relativamente
grande comparado con el tiempo de relajacién estimado del sistema. Puede verificarse gue
si se procede al limite + — oo y todos los coeficientes difusivos se sustituyen por sus valores
en el estado de equilibrio, la integracion sobre las variables primadas con cualquier condicién
inicial Fo(v| , v ) conduce a la solucién estacionaria del problema (5.10) pues los pardmetros
@ y (3 son practicamente constantes. Asi pues, en esta probabilidad de transicién puede
recogerse una emplis gama de valores en 7 gue incurrizdn en uwna descripceién acepiable, &l
menos, pata el estado de equilibrio.

La descripcién del régimen transitorio precisa de un valor del paso temporal reducido
si se compara con ¢l tiempo de telajacién o termalizacion del sisterna. En las unidades
normalizadas los coeficientes convectivos vienen represeniados por funciones que se hallan,
en valor absoluie, acotadas superior e inferiormente. En consecuencia, los argumentos de
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l‘a.s e.:xponenciaules en v y v de (5.28) preden tratarse como inflnitésimos de orden T, lo que
Justifica las sustituciones

v exp( —aD;, 1) ~
2 exp( ~BD,, T)
aconsejables para la evaluacién numérica de la matriz de evolucién del esquema integral,
La aproximacién de las exponenciales anteriores y la devolucién de todos los cambios de
variables, prestan a P, la expresién definitiva

Pr (v,V'[t) = Pr(u,, 9 ;7,9 |t) =
1 D U*r—2p' UV+ D V?
———— BXD | — I 2l S (5'27)
/Arr D! 41D
TNCCETL)
0
or /DL, 1D, T

donde U = v, —v, —A\ 7y V =y —'u;'l - A:; 7, que coincide con la obtenida por integracién
sobre las variables angulares de la distribucién gaussiana tridimensional asociada al operador
I 7p. Ambos procedimientos (integracién sobre la distribucién gaussiana y reduccién a
un problema intermedio tipo Ornsiein-Uhlenbeck) derivan en la misma expresién para la
probabilidad de transicién a tiempos cortos. Es evidente que P, es vélida si realmente
representa una probabilidad condicional normalizada a la unidad en {0, 0o ) x (—o0, 00), para
ello es imprescindible que la forma cuadrdtica contenida en el argumento de la exponencial
sea definida positiva, Este hecho se da siempre, ya que el tensor D representa una matriz
definida con determinante D,, D, positivo y distinto de cero para cualquier distribucién F.
La funcién i o se ha definido en la forma

io(g)= In(gq) exp(~q)

para que el primer factor de (5.27) sea sencillamente identificable con una distribucién
gaussiana, a la que se reduce P, si el argumento de Iy es suficientemente grande.

Aligual que en los problemas simples unidimensionales analizados en el segundo capitulo,
la expresién general para la probabilidad de transicién a tiempos cortos de la ecuacidn de
Pokker-Planck (2.13) sigue siendo vélida para valores de la variable radial alejados del origen.
A pesar de que el cdleulo de la funcidn de Bessel Ip no supone una demora sustancial en
el tiempo de computacién, la funcién P, anterior puede sustituirse por la distribucién
gaussiana usual si v, 3> 0, puesto que esta iltima no se halle normalizada a la unidad si v,
s cercana a cero, para ningdn valor finito de 7.

Es sencillo verificar que P, en cualquiera de las formas anteriores se halla normalizada
a la unidad y que, en el limite * — 0, reproduce correctamente los momentos Ag y Dap.
La adecuacién tltima & las condiciones del problema en el avance de F se llevard a cabo
en secciones posteriores mediante el concurso de la funcién de autocorrelacién ¥ apropiada
para ¢l mantenimiento de la energia del sistema fisico.
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En ocasiones, interesa inicamente la descripcién del estado de equilibrio, que puede no
ser maxwelliano o representar una perturbacién del mismo. Con este propdsito los esquemas
numéricos en diferencias proponen modelos implicitos tipo Crank-Nicholson para los cuales
¢} equilibric puede alcanzarse en pocos pasos temporales, dada la estabilidad del modelo.
Fl inconveniente de las derivadas mixtas para [a inversién matricial hace que tengar.l que
suponerse condiciones de isotropia total para avanzar la ecuacidn en simetria esférica,' dllstor-
sionando la realidad fisice del problema ( véase [2] por ejemplo). En cambio, el procedimiento
integral presia una excelente aproximacién para este objetivo, cuando se nsa como propa-
gador la expresién (5.26) utilizando para los coeficientes difusivos los correspondientes El.‘lOS
del estado de equilibrio maxwelliano, En este caso, sin la presencia de ealentamientos ni de
fuerzas exteriores la solucidn estacionaria de equilibrio coincide siempre con la maxwelliana
(5.10).

Asi pues, segiin sean las necesidades del problema en estudio se utilizard una u otra
expresién para la probabilidad de transicién, En el andlisis del régimen transitorio, con T
suficientemente pequefio, todas las opciones son equivalentes, siendo preferible (5.27) para
reducir el tiempo de computacién. En cualguier caso, la solucién numérica de equilibrio es
slempre la misma, con independencia de la condicién inicial F,. Estos y otros resultados
se presentan en secciones posteriores, una vez establecida la discretizacién apropiada en las
variables.

5.4 Esquema numérico.

La ecuacién integro-diferencial satisfecha por la funcién Flv LYy t) presenta la apariencia
formal de una ecuacién de naturaleza estocéstica del tipo Fokker-Planck. Los argumentos
esgrimidos a lo largo de la exposicién apoyan la tesis de que la distribucién S puede ser
implementada en el tiempo segiin el procedimiento numérico integral, a través de la ecuacién
integral de evolucién para la nueva funcién 7. El propagador a tiempos cortos P, obtenido
en la seccidn anterior se presta de forma eficiente para el avance de cualquier condicién inicial
Fo = 27 v, fo mediante la resolucién numérica de las integrales involucradas en el proceso.
Es interesante sefialar que P, es independiente de las variables angulares {¢, '} por lo
que la integracién sobre las variables primadas pueden llevarse a cabo de forma equivalente
al procedimiento de integracién sobre variables cartesianas ordinarias. Este hecho simplifica
notablemente los calculos, pues la avsencia en el propagador a ftiempos cortos de coordenadas
angulares favorece el disefio de una reticula espacial uniforme sobre la que se llevan a cabo
las integrales numeéricas,

El problema de la definicién del propagador P en coordenadas curvilineas, as{ como la
integracién sobre las mismas ha suscitado en la literatura sobre el tema una gran controver-
sia, en particular en lo relativo a la obtencién de la probabilidad condicional P(q,tiq’,0) por
el procedimiento del ‘recorrido integral’ ( Paih-Integral ) con variables no cartesianas [7].
Algunos autores defienden la tesis de la integrabilidad sobre cualquier tipo de coordenadas
siguiendo los mismos procedimientos establecidos para coordenadas cartesianas, renormal-
izando la expresién del propagador (2.13), pues en el limite de 7 — 0 éste representa la
condicidn inicial 8(q - q’). Numéricamente se ha verificado la inoperatividad de este proced-
imiento de renormalizacién mediante los ejemplos simples estudiados en el segundo capitulo
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(véase la figura 3.2), Tal modo de operacién serfa aplicable, en tltimo extremo, si pudieran
evaluarse de forma analitica las N integrales recurrentes de (1.17) para proceder al Hmite
T—0con Nt =1,

La confianza en el método de obtencién de P, dado en la seccién 2.2.2, se ha visto
notablemente apoyada por la experiencia en todos los procesos estudiados —lineales o no—
descritos por ecuaciones del tipe Fokker-Planck. Para slgunos de estos problemas, en con-
creto, los procesos de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo, la integracién sobre la
expresién de un propagador alternative distinio del habitual (2.13) se ha realizado de forma
analftica, conduciendo a la expresién correcta del propagador cuando r tiende a cero y el
nimero 7 de integracicnes tiende a infinito, manteniendo nr = ¢ constante. En este sen-
tido se ha procedido a la resolucidn de un problema de Ornstein-Uhlenbeck tridimensional
con solucién estacionaria gaussiana y tensor de difusién diagenal con elementos iguales. La
aplicacién de la probabilidad de transicidn del tipo (6.27) con independencia en la variable
axial z = v, y en la que Jp se sustituye por Iiyy, permite calcular de forma analitica las
integrales para la implementacién de la condicién inicial §(r — 7o) en la variable radial. El
problema es equivalente sl abordado en la seccién 3.2.2, por ello no se consignan aqui las
expresiones matematicas correspondientes. El resultado, para la convergencia uniforme en 1
v N resefiada anteriormente, es la solucién analitica para la distribucién obtenida por la res-
olucién directa de la ecuacién diferencial original. Es plausible, por tanto, que la expresion
del propagador inferida en la seccién anterior resulte eficiente para el avance temporal de
fo mediante la resolucién numérica de las integrales implicadas en la ecuacién integral de
evolucién (2.9).

No obstante, con el fin de calibrar la efectividad del propagador (6.27), se ha resuelto
de forma paralela un problema similar al abordado en este capitulo, con igual solucién
estacionaria, de cardcter no lineal y con las mismas cantidades conservadas, para el que
se conoce analiticamente la evolucién en el tiempo de la diferencia 7, — 7. Este andlisis
simultdneo permitiré establecer la operatividad del propagador en cuanto & la evolucién de
los momentos de la distribucién y motivar la confianza en la convergencia hacia la solucidn
de equilibrio.

Siguiendo las pautas de operacién fundamentadas en los capftulos precedenies, en vir-
tud de lo expuesto en los pérrafos anteriores sobre las condiciones de integrabilidad en las
coordenadas cilindricas, se ha decidido utilizar una red discreta uniforme caracterizada por
una celda unidad de base Av, x Aw,. La distribucién F se considera evaluada sobre el
punto central de cada celdilla, lo que equivale a la eleceion de N x M puntos del plano de
coordenadas (v, ;) segin

vi= (1—- 1/2) Ay, , Av, = o™ /N

‘ (5.28)
vi= vt (i-1/2) Ay, Ay = (g1 — umi*) /M
donde v™%% y v™" representan los limites méximo y minimo de cada eje coordenado. Los
indices 4 y j toman los valoresi = 1,2 Nyj=1,2,-M respectivamente. Por lo general,
considerando las condiciones de simetria del problema, conviene operar con una red discreta

en la que 'ul';“"“ = -—vl'l"” =~y y M = 2N, con lo que Av, = Av. La eleceién de una
reticula formada por celdas de base cuadrada no es estrictamente necesaria, la uniformidad
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de la red aludida anteriormente se refiere sélo a la eleccion de celdas de igual superficie
sobre el plano finito en el que se resuelve el problema. Dado que F se considera evaluada
sobre el punto central de cada celda, la malla anterior no contiene a las rectas frontera del
espacio bidimensional real (0, c0) x (—co, co) simbolizado por la regién finita (Av, /2,v™2®
—Av, /2) x (vﬁ"‘“ + Ay, /2, vl'l“‘” — Av,/2). Las condiciones de corriente de probabilidad
nula acogidas en la representacién del propagador a tiempos cortos para la funcién F, sobre
los limites del plano real, se traducen en la anulacién de la corriente de probabilidad para el
propagador real de f en las superficies frotera del espacio de velocidades, Fisicamente estas
condiciones reproducen la anulacién del flujo de particulas a iravés de dichas superficies,
requisito esencial para la conservacién de la densidad n(r,?) en el tiempo. Dado que P, es
proporcional a v, y éste decae exponencialmente con el cuadrado del médulo de la velocidad,
los valores ¥™" y ¥™*® se eligirdn de tal modo que, tanto F como P, puedan suponerse
numeéricamente nulos sobre las rectas del plano que limitan la reticula finita, Por lo general
basta tomar %% ~ 5 y uf_"'" = 0 para que estas condiciones sean satisfechas.

La funcién F se representa asf, en términos de la funcién £(a, =, b) definida en (2.30),
COIO

Ay Av Av Av
F= zf(’"n - ‘2_J-’”J.’1’J.i + —2*—) vy — ""ﬁllvu'”ui T ! VFjjAv, A,
ij

donde FJ; denota, como es habitual, el valor de la funcién sobre el punto central de cada
celda en el instante £ = nr de la evolucién. Siguiendo la evolucidén de cada Fj; alo largo
del tiempo, la solucién numérica F'* presenta en cada iteracién la forma anterior. Si a la
distribucién real f se le atribuye norma unidad sobre el espacio tridimensional de velocidades,
F' se encontrard también normalizada a la unidad en el espacio geométrico bidimensional

auxilier en el que se halla definida, lo que equivale a afirmar que
(N A1)
Y. FiAv, Av = 1

(1.5)=(1,1)

o, de forma equivalente,
(N,M)
E 2n £ vii Av, Avg = 1
(i,d)=(1,1)

asi, Fihv, Ay =27 fl.Av, Av" representa la fraccién de part{enlas de sistema cuya com-
ponente radial -en la direccién perpendicular al vector campo - de la velocidad se encuentra
entre v, i~ Av, /2y v, ;+Av, /2, estando la componente axial simulténeamente comprendida

entre ¥,; — Ay, /2y v,j + Av /2. De igual modo se definen las temperaturas transversales
T, y T, en la n-ésima iteracién como

1
T = 5 2, vii B Av, Ay
ij

— 2
‘I‘"n = Z 'UHJ' F."; A'U'LA'U"
ij
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siendo la energfa cinétice media E del sistema E® = 37" donde 7" = 2rn 4 %TH" define la
temperatura. con relacién al momento inicial (vq), supuesto nulo, asociado a la distribucién
de particulas fo en t = 0. Las caracteristicas del operador colisional de Landau prestan a la
representacidn del sistema las caracteristicas conservativas aludidas en la primera seccién. La
magnitud E® o su equivalente 7™ representa una segunda cantidad conservada del problema
(la primera cantidad conservada se refiere a la norma unidad de ') ala que hay que afiadir la
conservacién de la componente paralela (v} del momento medio del sistema, cuya constancia
resulta obviamente satisfecha,! tanto en el caso discreto como en el continuo, dadas las
condiciones de simetria axial implicitas en la formulacién del problema. En definitiva, el
esquema numérico ha de ser consecuente con la preservacion del valor inicial de la energia
cindtica media del sistema, ya que la conservacién de la norma de F resulta trivial si los
elementos de la matriz de evoluciéon @ se definen correctamente.

Con relacién al céleulo de las integrales angulares I{n) como funciones del pardmetro m
cabe destacar que para m = 1 las tres integrales del tipo elipiico que motivan la definicion
de las funciones auxiliares { d } independientes del tiempo son singulares. El pardmetro
m coincide con la unidad si v = v' lo que equivale & las identidades a v,; = v, & ¥ ¥y
= v, 5in embargo, la integral sobre las variables primadas de los nicleos { d } para cada
coeficiente difusivo es siempre convergente. Por esta razén conviene evaluar las integrales
clipticas para K valores de m con m(1) = 0 y m(K) = 1 — € siendo € un pardmetro positivo
tan préximo & cero como se desee, siempre que m({K) no dé lugar a infinitos de cardcter
numérico. Por lo general, es suficiente elegir X = 150 para cualesgquiera valores razonables
de los pardmetros de red. ILas integrales angulares dan lugar asi a funciones auxiliares
independientes del tiempo obtenidas por simple interpolacién lineal para los valores de m,
generados por la triada de indices i, ¢ y I = j—j'. La resolucién numérica de las integrales en
¢’ para cada uno de los K valores de m se ha realizado sobre una red disereta uniforme en la
variable angular que contiene a los puntos frontera ¢ = 0 y ¢ = r, por lo que es conveniente
recurric a férmulas de cuadrature en la que estos puntos se incluyan. En particular se
ha utilizado el algoritmo de Simpson, eligiendo el nimerc de puntos de la red en ¢ que
permitan aproximar la integral hasta cierto orden para m = 0, comparado, como valoracién
orientativa, con su valor exacto . Se han ensayado otros procedimientos para la tasacién de
las integrales angulares, tales como la reduccién a integrales elipticas compleias de primera
y segunda especie, para utilizar asf el recurso del céleulo mediante férmulas de cuadratura
presentadas en los manuales para la computacién, o el desarrollo en series de potencias de m,
Estos procesos alternativos consumen més tiempo de computacién y complican el problema
en exceso. La resolucién numérica de las integrales angulares se ha presentado como la
alternativa més eficiente al efecto, ya que puede refinarse tanto como se desee la red en ¢ pues
su computo sélo es necesario antes de la implementacién de F. Por otra parte, el desarrollo
en series de arménicos esféricos de Legendre se ha contemplado inoperante, por la necesidad
de truncar la serie en cierto orden, introduciendo asf errores cuya propagacion afectarin de
forma considerable al mantenimiento de las cantidades conservadas del problema.

Obtenido el conjunto de funciones { d } antes de comenzar €l proceso iterativo, Ia im-
plementacién de F & partir de F" se lleva a cabo tras el cdleulo de los coeficientes Dy y
Dy con F* y dy dap mediante integracién simple por rectdngulos sobre cada ¢je coorde-

lon ausencia de fuerzas exteriores
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nado. Los coeficientes difusivos permiten la tasacion de los el.eme’nf;os Q7 p dela ma'trmi de
evolucién @, donde los pares (3, ) e (¢, ') se han notado simbélicamente por ‘los indices
latinos I e I' respectivamente. Con el fin de preservar exacta..n.lente la norm'a.'l'mldac% de Fy
ha de procederse a la renormalizacién numérica de la probablhda..c‘l de tra.n51c1o.n a tiempos
cortos. Para ello, antes de aplicar la ecuacién integral de evolucién (2.9) conviene evaluar
las cantidades

N(ih7)= N(I') = ) Pr(v,v'ltn) Av, Av, (5.29)

ij

que difieren de la unidad en las proximidades de v, = vy = :l:vﬁ"” como consecut‘zncm
de limitar la red a una regién finita del plano, As{ mismo, el conocimiento de N, (I') orienta
sobre la fidelidad de la aproximacién introducida por la discretizacién espacial. (Z:ada norma
N, se aproxima notablemente a la unidad para puntos interiores de la reticula, incluso con
valores de los pasos Av, y Av, relativamente grandes —del orden de Av 2 0, 2— excepto en
las fronteras de la malla. No obstante, el valor de Q(I,I')" y de F*(I) sobre las fronteras
se considera suficientemente reducido como para anular numéricamente la contribucién de
los puntos exteriores, siempre que YTy vl'l’"”’ se elijan apropiadamente.

Los valores de las normas N, (I'} pueden guardarse en memoria al ser funciones sélo de
dos indices, Sin embargo, Qs ; depende de cuatro indices, su archivo en memoria puede
resultar improcedente segin el computador utilizado. Es aconsejable recalcular antes de
implementar ™ los elementos Qip = P (LI [tz) Av, Av, que pasardn a ser Q"/N,,

para aplicar definitivamente
(MM}

Fit'= % PR @}, (5.30)
f'=(1,1)

que praporciona los valores del vector {F"} de dimensién N x M. De la relacién anterior se
desprende de forma inmediata que 3, Fpt! = 2.r+ FI que asegura el mantenimiento de
la norma unidad de f = F/ (27v, ). La divisién de F™ por v 1. Mo da lugar a singularidades
por muy refinada que sea la red, pues P, es proporcional & v, por lo que (5.30) es vélida
también para la relacién entre f7+1 y f" i cada Q7F 1+ se redefine como Q" /v, .

Debe notarse que en (5.30) se ha procedido a la simple integracién por rectingulos
mediante la generalizacién bidimensional de la Regla Extendida del Punto Medio, Ello
supone la asuncién de la condicidn impuesta sobre el paso temporal 7 en (3.4) particularizada
al problema bidimensional segiin

F
a

-
> [ A‘UJ‘ A‘U" J :

2Dmin | /g D

que orienta sobre el valor de aconsejable. Sin embargo, la mayoracién no es estricta porque
el factor v, i de P, es reducido en las proximidades de v + =0, lo que realmente permite
elegir 7 menores que los caracterizados por la desigualdad anterior.

La doble computacién de los elementos de la matriz de evolucién —para calcular las
normas N.(I') y para la redefinicién de Q7 11— consume menos tiempo que la evaluacién de
los coeficientes difusivos asociados a f® en cada iteracién. No obstante, con el fin de reducir
el tiempo de computacidn, puede procederse a la estimacién de los valores de Q}‘, 1 Que
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realmente son diferentes de cero, opcién que incluye la posibilidad de poder dimensionar
los componentes de la matriz de evolucidn., Para ello basta analizar la expresién de la
probabilidad de transicién y considerar las elipses se equiprobabilidad, o valores de (v,,v)
para los cuales la probabilidad de que este vector caiga en un determinado entorno del vectcl)r
(v -4 7 v;; — A 7) que define la media de la distribucién, se halle tan préximo a la unidad
como se desee. Dado que la funcién v, i g se encuenira acotada superiormente por la unidad,
el estudio puede consumarse atendiendo al factor de P, identificable con la distribucién
gaussiana habitual. La distribucién normal no degenerada 1/( 2w+/det(C) ) exp[—1/2¢x
(zx — mg) (@1 — 7y )] mantiene constante su valor en las elipses de igual probabilidad

% cxt (mr — M) (@1 —mu) = 4,
siendo P = 1 ~ exp(—p?) la probabidad de que el vector r caiga en el interior de tal
elipse. La trasposicién de este problems elemental para el cilculo de probabilidades a la
distribueién representada por el propagador a tiempos cortos, respecto al factor que en el
mismo se identifica como una distribucién normal, conduce a la estimacién de los valores
maximos (iar, Jar) de los indices (¥, '), con cada par (4,7) fijo, para los cuales Pr resulta
realmente efectiva. Con la simplificacién ahadida D:_" = 0 y la extensién de la elipse de
equiprobabilidad a una circunferencia de radio igusal al eje mayor de aquélla, se tiene

= B |VIDEE AT AT
W L

. T D;;.vltlnz F"Q Amaz .

iv=E I

Ay —Au—

donde B [z) denota la funcién parie entera de z. Los tvinicos elementos de la matriz de
evolucién necesarios para (5.30) son aquellos para los cuales se satisfacen las relaciones

li — 4| < max{iar, dm} ¥ |7~ F| < max{iy, im} = Kar.

En particular, para Av, = Av, = 0,1, 7= 0,6y 1% = 16 sobre una red 50 x 100 ip y
4 son del orden de 4 unidades, lo que equivale a calcular para cada par (i, 7) fijo sdlo 81
clementos como maximo — para puntos alejados de las rectas frontera- en lugar de los 600
elementos necesarios si el calculo se extendiera a toda la red. En resumen, para cada eje
coordenado el proceso difusivo-convectivo se extiende unicamente a 2Kr + 1 puntos (entre
6 y 9, de forma general), resultando efectivo dicho proceso sobre en el plano sobre un circulo
de radio (2K +1) /Av, Ay en torno a cada punto (viirv)- Los (N x M)? elementos
de Q quedan reducidos a (2K + 1)*(V x M),

Por otra parte, dada la mayoracién establecida para la determinacién de los indices Ky,
la integracién por recténgulos del esquema de avance (5.30) reduce de forma ostensible el
niimero de sumas sobre los {ndices primados, hecho que contribuye a limitar el tiempo de
computacién en varios 6rdenes de magnitud respecio a la situacién primitiva. El tiempo
invertido en cada iteracién se aproxima sl requerido para el avance de # mediante un

esquemna explicito en diferencias.
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Una segunda simplificacién del problema puede efectuarse eliminando el nﬁrrll.ero de
cilculos introducidos por la tasacién del propagador a tiempos cortos, que supone el computo
de exponenciales y N? x M funciones de Bessel Ip. Con este fin, pu.ede calcularse P, en
unidades normalizadas al inicio del programa, para proceder postel.:mrmente. en cada paso
temporal & la interpolacién numérica de valores archivados en memoria, a partir de los cuales
se obtendrd eada valor de P, . En concreto, las definiciones

(v, +74")

1 1
. -
r 4D T 10 # 4D

(5.31)
D:__L M A :.|| — A )]
z = 4—D£ ['u" —v, — T4 - _Dh (v, A "
expresan P, en la forma
1
Pv,¥'[ty = ——= P(r,p,z)

7]

donde P(r,p, 2) es una funcién que puede dimensionarse en términos de tres indices antes
del proceso iterativo, si en las variables (r, p, z) se recoge el espectro barrido por las mismas
para todos los parametros del problema. La funcién P(r, p, z) se ha definido como

2 7, .12 2r — )24y N
Plr,p, z)= \/_:_r el riHpi+a? ] I(2rp) = 7 el (r=p)+2% ] 4 o(2rp)

que se halla normalizada a la unidad sobre la regién (0,00) x (—o0,00) 5si 0 < 7 < oo
¥y —00 < z < oo pera cualquier valor real de p. La tabulacién de P(r,p,z) favorece la
identificacién de las nuevas variables en cada paso para la interpolacién lineal, o identificacién
con los indices establecidos para obtener P, sin recalcular las funciones involucradas en
su expresién general. Este procedimiento es aconsejable si se refina en exceso la red y se
aumenta el nimero n de iteraciones. Por lo general, la simplificacién introducida en el
parrafo anterior para limitar el niimero de sumas en las integrales numéricas es suficiente
para reducir célculos, siendo (5.31) 1itil si se desea no recalcular en cada paso los coeficientes
difusivos, ya que la expresién alternativa cedida por P(r,p,z) para evaluar P, puede
archivarse en memoria como funcién tinica de ires indices, en lugar de los cuatro indices
{3,4,7,7'}. Este modo de actuacién resulta iitil si todos los Dy y Dgp se sustituyen por
los correspondientes a la situacién de equilibrio maxwelliano segin las relaciones {6.19) y
anteriores, caso en que P; no tiene que evaluarse en cada iteracién,

5.4.1 Cantidades conservadas. Autocorrelacién numérica.

Se han descrito de forma exhaustiva los procedimientos para optimizar la operatividad del
esquema numérico, reduciendo la cantidad de integraciones y simplificando el calculo de los
elementos Q7 ;.. Hasta aqui, sélo se ha preservado la norma unidad de Jfo como inica cantidad
conservada del problema. No ohstante, la ecuacién cinética (5.1) supone la constancia de la
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energia cinética media del sistemna para un plasma de un solo componente. De la definicién
3 1} * e 'y .
del operador auxiliar L pp, en (5.24), se desprende que los momentos »2 y -uﬁ asociados a

probabilidad P (definidos como [ P; v2 dv, dv, } verifican las relaciones

2l (it )=y ] i ! '
T = 2[DJ.J.+1)J_(T_+AJ_)]+OJ-(TIV)

L
'Ui?(t + T) — vI‘f ' ! 1 D:-II ! '
T = 2D, +'"||(T,i_ +4,) 1+ 0y (v)

I
, . ) i
i1), e integrando sobre las variables primadas, los momentos (v }(t +7) = 2T, (L4 7) ¥

(‘Uﬁ)(t + 7} = T, (t 4 1) se relacionan con sus valores en ¢ segiin

en consecuencia, multiplicando ambos miembros de las identidades anteriores por F(v' , v

T E+7) =T (1) _
Ty (t+7) - T, ()
T

(2DJ.J. + UJ.AJ.) + O_;_(T‘)

= 2Dy + Dy o4+ 0yr).

Si se hace T tender a cero, las relaciones anteriores coinciden con (5.13) cuando A, y 4, se
sustituyen por sus correspondientes expresiones (5.23).

La expresién del propagador a tiempos cortos Pr conduce pues a la correcta evaluacién
de los momentos asociados a la funcién F en el Iimite 7 — 0, lo que justifica de nuevo
el procedimiento de ln seccién 2.2.2 para la obtencién del propagador a tiempos cortos
recurriendo a una ecuacién auxiliar del tipo Fokker-Planck. Para minimizar los restos O (1)
y Oj|(7), con cualquier valor finito del paso temporal, s necesario recurrir a la redefinicién
de P, mediante correcciones de segundo orden en T de forma iterativa durante el proceso
iterativo. El procedimiento de actuacién para este fin se ha presentado ya en los problemas
unidimensionales abordados en capitulos anteriores, En este caso, el cardcter bidimensional
del problema sugeriria en principio el concurso de dos funciones de autocorrelacidn ¥y y
¥\ que contribuyan a la evolucién correcta de T y T". Al no conocerse las expresiones
analiticas de 7', (t) y 7, (t) ha de recurrirse a la ley analitica 3T(2) = 2T, () + T, () = 3Ty,
que liga de forma univoca las variaciones temporales de T, ¥ T geglin T" = —ZTJ_.

Renlmente sélo es necesaria una funcién de autocorrelacién numérica ¥, Signiendo el
procedimiento habitual que redefine el coeficiente asociado a la conveccién en la expresion
de P, ,los coeficientes A, y 4, (obien D, o D, ) pasan a sustituirse repectivamente por
UnA, y ¥,A, en los argumentos de (5.27) cuando ¥, se define como

Upp1= ¥y + G (T - To ),

donde Cp es una constante y ¥o = 1. La diferencia T" — Ty representa un infinitésimo
de segundo orden en r si los coeficientes difusivos se hallan correciamente definidos. La
oscilacién de ¥, en torno a la unidad se estabiliza tras cierto nimero de iteraciones, preser-
vando el valor de la energia cinética medie inicial del sistema. La correccién es menor
cuanto més se refine ln red y menor sea el paso temporal. Aun para Av, ¥ Aw, mayores
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que los fisicamente aceptables ¥ se estabiliza en un valor préximo a la unidad. El ajuste
iterativo de la probabilidad de transicién a tiempos cortos no merma las propiedades dei
operador integral de evolucién, en tanto que no afecta a la conservacion de la norma unidad
de fo ni al cardcter intrinsecamemte positivo de la distribucién. La estabilidad del esquema
numérico tampoco se ve afectada por la correccion ya que ¥, muestra un comportamiento
oscilatorio en cierto en torno de la unidad. Un cdleulo incorrecto de los coeficientes difusivos
incurre en un crecimiento incontrolado de la funcién de autocorrelacién, lo que conlleva la
annlacién de las exponenciales implicitas en P, y la evolucidn de F* hacia la solucién
trivial representada por el vector nulo, Asi mismo, W recoge los efectos de la discretizacién
del problema, ajustdndose a las caracteristicas de la misma y redirigiendo la evolucién en
sentido fisicamente aceptable, Es preciso sefialar nuevamente que W representa en ultimo
extremo la optimizacién de P, mediante una fancién dependiente del tiempo, dependencia
aiiadida & la presencia implicita de ¢ en los coeficientes A, y Dop. El sentido fisico de Pr no
queda en modo alguno encubierto por el concurso de ¥, ya que la expresion del propagador
a tiempos cortos no es dnica y la correccién establecida no altera la correcta definicién de
los momentos de dicho propagador. La no unicidad de P, licencia el procedimiento de
ajuste establecido a posteriori sobre (5.27).

En los problemas simples unidimensionales tratados en capftulos previos se ha verificado
la correcta evolucién temporal de los momentos de primer y segundo orden de la distribucion,
en los que se concentra esencialmente la informacién fisica del sistema. La funcién ¥ propicia
la conservacién de la energia media del sistema, sin embargo cabe plantearse ahora si T', (t)
y T, () muestran también una evolucién satisfactoria. Segin las estimaciones de Kogan, [1,
pég. 200], si la diferencia A = T, — T es reducida, A decae a cero de forma exponencial.
Cabria pensar que ¥ habria de ser sustitufda por dos funciones ¥, y ¥ definidas como ¥,
cuando (7" —~T;) se mutan por T —Tp ¥ TI;" —Ty para dirigir 1a evolucién de cada temperatura
transversal hacia Ty, Sin embargo, las diferencias entre las temperaturas anisétropas y T
no rtepresentan infinitésimos de orden 7% ya que éstas pueden diferir de T en cualquier
cantidad, de hecho, esta posibilidad destruye la correcta evolucién de 7. Por esta razdn,
se ha depositado en ¥, la responsabilidad de dirigir aceptablemente la evolucién temporal
del sistema. Se espera asi que los rasgos inherentes al operador colisional, en cuanto a las
magnitudes conservadas se refiere, contribuyan a este fin de forma satisfactoria. Al menos,
la relacién T, = —2T predice el uso de una sola funcién de autocorrelacién, como se apuntd
en el parrafo anterior, La evolucién de A marca la existencia de un tiempo de termalizacion
asociado al tiempo de relajacién del sistema, cnyo significado fisico es interesante para
estimar el tiempo de evolucién hacia la solucién de equilibrio, que en problemas de caracter
general no ha de coincidir con el equilibrio maxwelliano. Se ha verificado que si la diferencia
Ag = Ty o ~ Tj o es pequeiin, A realmente decae de forma exponencial como preciden
las estimaciones de Kogan, lo que inspira confianza en el ejercicio de la autocorrelacién y
motiva la suposicién de que, para cualesquiera valores de Ag, la evolucién de A resulta
finble, contabilizando los efectos de la no linealidad

Con el fin de comprobar la eficiencia del operador integral de avance temporal en términos
de la matriz Q y verificar si la evolucién de las temperaturas transversales es satisfactoria, se
ha resuelto un problema previo no lineal de caracierfsticas semejantes a la ecuacién cinética
de la Fisica del Plasma, cuyo desarrollo se muesira en la seccidn siguniente.
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5.4.2 Ejemplo preliminar.

Como se ha indicado, el concurso de la probabilidad de transicién a tiempos cortos (5.27)
para el esquema de avance integral (2.9) y la correccién inducida por ¥, quedan plena-
mente justificadas para la resolucién del problema. No obstante, son varias las cuestiones
planteadas a lo largo de la exposicién para la completa fizbilidad del operador integral.
En primer lugar se apunté la posible improcedencia de la integracién sobre coordenadas
cilindricas del mismo modo que se procede en cartesianas. Este punto se ha solventado al
contar con la derivacién del propagador P, incluyendo la presencia de las variables v, y ¥,
y sus correspondientes rangos de variacién sobre la recta real. Asi mismo, la anulacién de
la corriente de probabilidad en las fronteras del espacio geométrico bidimensional conllevan
la edecuada inciusién de tales condiciones de contorno para la implementacién de F. La
motivacién para el uso de P, se¢ ve refrendada por la integracién analitica iterativa segiin
(2.9) para un problemea tipo Ornstein-Uhlenbeck

ap 8 1 8
‘-é‘i“ = —*-a";'[-; —_2r - E]P(T,tl?", 0)
dependiente, sélo de la variable radial (r ¢ v,) en coordenadas cilindricas. El uso del
propagador (5.27) integrado sobre la variable axial —distribucién marginal de Pr— se ha
utilizado como probabilidad de transicién a tiempos cortos para obtener P”, cuya expresién
para n — 0o y nT — 1 coincide con el propagador verdadero P. El uso de P, para el avance
de FU queda asi plenamente justificado, La segunda de las cuestiones planteadas se refiere
a la correcta evolucién del proceso de isotropizacién de las temperaturas transversales y la
constancia de la energfa del sistema, Para corrobarar de un modo prictico las aserciones
previas sobre la utilizacién de ¥, se ha procedido al disefio de una ecuacién de Fokker-Planck
no lineal cuyo operador preserva como constantes las mismas cantidades que el operador col-
isional de Landau y para el cual T, — T, evoluciona en el tiempo segin una ley conocida,
a priori, de forma analitica. La resolucién de este problema auxiliar permite fijar defini-
tivamente el conjunto de pardmetros implicados en la resolucién numeérica de la ecuacién
problema, sentando definitivamente los criterios précticos de operacién y justificando el nso
del operador integral de evolucién.

Si para la ecuacién de Fokker-Planck (5.1), con la presencia inica del término colisional,
se definen los coeficientes D; y D;; como

Di= —4 [w f(vit)dv y Diy= _/ (8iju® — wuy) f(v,2) dv

donde u = v — v'. El cambioc a coordenadas cilindricas, suponiendo f independiente de o,
deriva en la ecuacién (5.4) o su equivalente (5.8) para un problema andlogo al tratado en este
capitulo en el que se preserva en el tiempo el valor de la energia cinética media. La ventaja
de este problema estriba en el hecho de que las integrales sobre las variables angulares son
inmediatas, lo que da de forma explicita el conjunto de coeficientes

_— 2
D, = T.(W)+T,W)+v Dy = ~vy Dy = T.()+e

D, = vi+D., D, = —4v, D = -4y
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donde T (t) y T, (t) coinciden con las definiciones (5.12). En este caso, las componentes del
vector de conveccidn formal A vienen dadas por
D,-D D
— e 1L — e —_
4, = -——H-u:m—w-{ul)L = ~3u, ¥y A" = _UL + 0 = 31.!".

A la vista de los coeficientes anteriores, es ficil verificar que la variacién temporal de T, (T")
es idénticamente nula en cualquier instante de la evolucién, por lo que T'(t) = Ty serd una
magnitud conservada del problema. Asi mismo, la diferencia A = T, (t) —T! (¢) evoluciona

I

segln la ley

dA

H = -12 A(t) H A(t) = AO 8_12 t
donde Ag es A(t = 0). El decaimiento exponencial de A muestra que el tiempo de termal-
izacidn del sistema es 1, = 1/12, El cardcter no lineal del problema se manifiesta claramente
en la dependencia en ¢ de los coeficientes del tensor de difusién a través de T, (t) ¥ T, (1),
lo que obliga a recalcular en cada iteracién todos los Dog con F* para el célculo de F*+1
al igual que en la ecuacién cinética del plasma. La solucién estacionaria F, coincide con
la solucién de equilibric maxwelliano (5.10), con T, = T, = To. La figure 5.3 muestra la
evolucidn numérica de T, y T, asi como de A(f).
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Figura 5.3: Temperaturas transversales T y T" en la aplicacidn previa,

Evolucién de T, (I.) ¥ T"(L,.) en 850 iteraciones, A pesar del elevado valor del pasc temporal (1/8

del tiempo de relajacidn tedrico 1/12) el tiempo de termalizacién para la solucidn numérica integral
coincide con el astimado analiticamente, como se aprecin en la repressntacidn de log(A) frente al
tiempa,

La resolucién numérica de la ecuacién no lineal en ¥ para el nuevo probleme se consuma
procediendo del modo expuesto en la seccién previa. El conocimiento de la ley analitica
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para la evolucién de las temperaturas transversales, asi como la existencia de una solucién
tinica fle equilibrio Fy, favorecen el estudio de la eficiencia del modelo numérico, mostrando
asl mismo la efectividad del operador integral en cuanto a las propiedades de convergencia
y el estudio de los tiempos de evolueidn.

Los valores 7%¢ y 'ul"'” se han elegido de forma que tanto F como P, se anulen
numéricamente sobre las rectas frontera, de tal modo que la contribucién de F sobre tales
puntos al valor de T™ resulte despreciable, Para ello basta tomar v%* del orden de 5
unidades, con una red 40 x 80. La tasacién de las normas N, (I') de (5.29) ofrece un indice
orientativo sobre la precisién introducida per los pardmetros de la discretizacién. Si estas
normas difieren de la unidad sélo sobre aquellos pares (#/, ') suficientemente cercanos a los
bordes de la reticula espacial, la evolucién del vector F* y el ajuste iterativo de ¥, resultan
ampliamente satisfactorios. Incluso para valores de Av, y Awv, del orden de 0,2 ( red 25 x 50)
la funcién de autocorrelacién no excede en mds de un 10 por ciento de su valor injcial %o = 1.
La representacion de A en escala logaritmica frente a 4, = nr reproduce una recta perfecta
cuya pendiente se aproxima notablemente a 1/, — 12. El valor de la pendiente se desvia
de la esperada si los pardmetiros de red Av, y Av, aumentan, en cuyo casc también los
valores de las normas numéricas N, se desvian de la unidad para puntos interiores de la
reticula, desvirtuando asf la evolucién fisica de F*, La grifica adjunta ilustra este resultado
para Av, = Av" == 0,1 en una red 50 x 100, con Ty = 0, 5. Por otra parte, la convergencia
hacia la distribucién gaussiana de f a medida que se aumenta el niimere de iteraciones es
inequivocn, siempre que el paso temporal T se elija de forma adecnada. Al igual que en
los problemas linenles unidimensionales se ha verificado que es suficiente tomar para 7 el
valor de un décimo del iiempo de termalizacién estimado previamente con valores reducidos
de T, si éste es entendido ahora como tiempo de ralajacién; en el caso representado se ha
tomado 7 = 0,005, La eleceién de un paso temporal mds pequefio ha de ir acompaiada
inevitablemente por un refinamiento de la red. No obstante, el algoritmo de reduceién
del mimero de integraciones, mediante el procedimiento de las elipses de equiprobabilidad,
disminuye drésticamente el tiempo de computacién. La condicién inicial fo se ha elegido
figura 5.4), como en los casos anteriores, representada por un producto de funciones ventana
£(a, v, b) sobre cads ¢je coordenado, centrada en un punto (vﬂ,‘ul?) con (v")o = 0, La solucién
numérica estacionaria es independiente de la condicién inicial fp, como cabria esperar. Los
resultados se muestran en la figure 5.4

En cierto modo, el problema simple resuelto aquf muestra un comportamiento similar al
esperado para la distribucién f de las particulas del plasma, pues los coeficientes difusivos
de la ecuacién cinética muestran comportamientos anédlogos a los presentados por los coefi-
cientes de aquél. La correcta evolucién de f apoya nuevamente la conflanza en el método
integral para problemas de mds de una dimensién y confirma la validez del pardmetro ¥y
para el ajuste de las cantidades conservadas. La solucién numérica se comporta como la
obtenida por métodos implicitos en diferencias sobre problemas lineales, con la ventaja de
que todas las derivadas de Do, Dag y de la propia funcién I, se incluyen en la representacién
de P, , climindndose el problema de las derivadas cruzadas que en los esquemas en dife-
rencias suclen tratarse de forma explicite reduciendo el valor 7, por la dificultad introducida
para la inversién matricial sobre las matrices de evolucién, cuando estos términos se tratan

de forma implicita.
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Figura 5.4: Evolucidn de f(viyvgit). (Ejemplo preliminar).

Evolucién de f(u, , v";!). La condicidn iniclal es un histograma de energia Ty igual a la eatacionaria.

Las grificas superiores representun las curvas de nivel de cada superficie en la situacidn inieial, al
cabo de & iteraciones y en 100 iteraciones con 7 = 0,005. f permanece prdcticamente estaclonarin a
partir de 40 iteraciones.

5.5 Resultados.

La eleccién de la probabilidad de transicién a tiempos cortos dada por (5.27) responde a
una distribucién normalizada a la unidad para cualesquiera valores de r y de los coeficientes
difusivos evaluados en las variables primadas. El calculo numérico de la norma de Pr(v,v’ )
se ha erigido como un indice éptimo para la eficiencia del método integral de avance tamporal,
Si las normas N, (I') del propagador coinciden a efectos précticos con la unidad para puntos
(viir,v,;0) sobre los que FJi es significativamente mayor que cero, la evolucién de F™ es
satisfactoria. El procedimiento utilizado en todos los problemas para el cdleulo de P; genera
una expresién para este propagador del que se desprenden los momentos correctos, Dy ¥y
Deg, de la ecuacién de Fokker-Planck original, en el sentido indicado por las definiciones de
los mismos segiin el desarrollo de Kramers-Moyal.

Existen en la literatura numerosas expresiones para el propagador a tiempos cortos,
cuya norma coincide con la unidad sélo en el limite 7 — 0, por lo que resultan inoperantes
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Figura 5.5: Distribuciones marginales.

Distribuciones marginales J) (”[i‘ )= fuJ_jduJ_ YL (v,t)= J'_fdu en linea continua, Las marcas =
dan el valor numérico de cada distribucién analitica en el aquilibrio sobre el punto medic de la celda.

para un esquema numérico de integral (véanse las secciones 2.2.1 y 222 )enel que T
es finito en todo el proceso. Por otra patte, la pretension del esquema integral es evaluar
directamente la propia funcién de distribucién sin derivar una expresién analitica previa
del propagador para cualquier valor de ¢ pues, entre otras razones, el estudio del proceso
integral se ha encaminado hacie problemas en los que los coeficientes difusivos de la ecuacién
de Fokker-Planck dependen de la propia distribucién.

Con el problema preliminar tratado anteriormente se ha verificado que todas las carac-
terfsticas atribuidas al método numérico integral para problemas unidimensionales, signen
vigentes para ecuaciones de Fokker-Planck en mas de una dimensién, La expresién del
propagador a tiempos cortos Pr se ha mostrado eficiente para el avance de la distribucién
en coordenadadas cilindricas, En la obtencién de P, se ha contado con la aproximacion
de que, para pequeiios valores de 7, todos los coeficientes de conveccién y difusién pueden
considerarse evaluados sobre v’ en el instante 1,. Esta caracteristica supone fisicamente que
el alcance de los fenémenos convectivos y difusivos no afecta a particulas con velocidades
alejadas de v’ en la escala temporal establecida por 7. La presencia implicite en v inducida
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por las condiciones de goemetria, representada en el término 1/v , SE ha trat:.do ;omltlzlsl
sin mular este término por 1/v) . Asi, la presencia en P c%e !os coeficientes tasa fs en
variables primadas no incluye la presencia de factOfes geométricos que den lugar f; .dern;n}c;s
espiireos sobre las componentes reales de los c?eﬁc1entes convectivos. 'Enleste sen lt?, ? e
notarse que la ecuacién de Fokker-Planck asociada 2 F presents un termino convtec 2’0 or-
mal D,, /v, + D, enel que D, [v, proviene a.ie Ia slme!:na esferllca., represen a.nd ot 1;111&
conveceibn esphirea. Por consiguiente, en Pr se incluyen sélo co?ﬁmentes (-i}fuswos otados
de pleno significado fisico, responsables de la evolucién de F hacia la solucién de equihlbno.
Las caracteristicas fisicas de estos coeficientes, representativos de los procesos de colisiones
binarias bajo interaccién columbiana, contribuyen al hecho de que la v‘eIoclda.d de cads
particula del sistema no vatie drdsticamente en una escala temPoral reducida, lo que refut‘a
Ia tesis que inspira el tratamiento de los coeficeintes caracterfsticos evaluados sobre 1:15 vari-
ables primadas. En definitiva, la aproximacién del propagador verdadero II(v, ¢+ 7|v’, ) por
P, tesulta apropiada sun para valores de 7 mayores que los utilizados desde un punto de
vista estrictamente numérico motivado por la aproximacién en diferencias de las derivadas
temporales, .

Snbre una red 40 x 80 con ¥7%F = v = § y para valores del paso temporal incluso
cercanos a la unidad, cualquier condicién inicial Fy deriva inequivocamente en la solucién
numérica equivalente a (5.10) que representa el equilibrio maxwelliano. Es obvio que el
refinamiento de la red mejora el tratamiento numérico del problema, como se aprecia fun-
damentalmente en una oscilacién reducide de la antocorrelacién W que se estebiliza en un
valor muy préximo & la unidad. Los coeficentes de difusién y conveccidn se recalculan en
cada iteracién si el paso temporal se elige relativamente grande. Para un paso temporal re-
ducido, el cdleulo de estos coeficientes es necesario en cada iteracién sélo cuando se ha optado
por representar la condicién inicial fo como una distribucién que presente discontinuidades
(tipo onda cuadrada). Si fy es una funcién continua de comportamiento suficientemente
regular, log coeficientes difusivos se aproximan a los obtenidos para la distribucién nor-
meal de equilibrio, pot ello sélo es necesario recaleularlos cada cierto mimero de iteraciones
o reemplazarlos, a partir de cierta iteracién, por los correspondientes a los del equilibrio
maxwelliano. El mayor tiempo de compuiacion lo consume e] cédleulo de todos los Dy ¥y
D)q debido a la doble suma sobre las funciones auxiliares (5.16). La integracién sobre los
indices primados en el esquems de avance (5.30) queda reducida a un entorno del punto
(¥,::v,5) que no excede de cinco celdas para cualquier valor fisicamenta aceptable de 7. El
tiempo de computacién sobre la red indicada es del orden de 10 segundos por iteracién en un
VAX-9000 si se recalculan en cada paso los coeficienies de conveccién y difusién, y del orden
de 3 segundos si éstos se consideran fijos. La estabilidad del esquema numérico es absoluta,
con independencia de los pardmetros de red, al igual que sucede en esquemas equivalentes
para problemas unidimensionales.

Dado que los coeficientes de difusién decaen a cero ¢dmo 1/v (si v+ — o0o) los valores
de T aconsejables han de ser relativamente mayores que los permitidos para un esquema en
diferencias, pero esta limitacién no supone en modo alguno la alteracién de las propiedades
del propagador utilizado para el edleulo de los elementos de la matriz de evolucién. Ya que
el méximo del determinante D, se halla en las cercanfas de origen, el comporiamiento de
P, en estos puntos no presenta problemas. La norma de P, sélo difiere de la unidad
en las proximidades de las {ronteras, donde D; disminuye. Sobre estos puntos F" puede
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considerarse nula, por lo que la contribucién a F™+! es depreciable. Por otra parte, el
determinante D, tiende a cero en los extremos de la red, por lo que Q7 T.p 88 aproxima a la
funcién 6;;: 855+, lo que hace que las colas de la distribucién evolucionen m4s lentamente que
la zona central de F™,

Partiendo de una condieién inicial FO de la que se desprendan temperaturas transver-
sales T, y T, distintas, es posible contemplar la evolucién numérica de la diferencia A =
T, (t) ~T,(t), observindose un decaimiento practicamente exponencial, especialmente para
pequefios valores de A, como predicen las estimaciones de Kogan. El tiempo de termalizacién
puede calcularse de forma sencilla por parametrizacién de la curva obtenida al representar
log(A) frente al tiempo, como se muestra en la figure 5.6, El logaritmo de esta curva es
casi una linea recta, figura 5.6, cuys pendiente proporcionsa el tiempo de termalizacién,
La variacién de las temperaturas anisdtropas provoce la confluencia de las mismas hacia
Tp en un sentido con pleno significado fisico. La presencia de la autocorrelacién ¥, sélo
acomoda de forma iterativa la expresién de P, a las caracteristicas conservativas del op-
erador colisional. La dependencia en el tiempo de la probabilidad de transicién no sélo
quedn asi recogida en los coeficientes difusivos { figuras 5.1 y 5.2 ), sino que se amplia
mediante el concurso de la funcién de autocorrelacién. El comportamiento oscilante de &
puede contemplarse en la figura 5.6.

Las figuras de 5.7 muestran la evolucién de fp hasta la solucién maxwelliana de equili-
brio. Puede apreciarse en las eurvas de nivel la isotropizacién progresiva de la distribucion.
No obstante, en la figura 5.5 se han representado las distribuciones marginales

t):ff(”Ll ||!f‘) d‘” y fll( T5) ) f”i.f('”;!”};lt) d'u

n través de las cuales se contempla més claramente la evolucién hacia el equilibrio maxwell-
liano.



168 Capftulo 5. Simetrfa Cilindrica.

0.7

-
o |

()

a4 |

3 ) IR | [ PR R TP TR S | PRSI TN W W TR PR N S R O |
03 4 25 5 7.5 10 125 15 17.5 20 225 2{

& {y

@ e

2.5 5 75 It 12.5 I5 17.5 20 225 2{5

log{ &)

1015

16 15y 20 25 [4 5 10 15

Figura 5.6: Temperaturas transversales T, () y T, (t) en plasma. Termalizacidn.

Comportamiento de las temperaturas transversales y de la diferencia A = T, -7, en el tiempo. El

decaimiento de A es casi exponancial, como se contemplu en la representacidn de log(A). La ascilacidn
de T, l{nea continua, se atenua a medida que ! aumeanta, estabilizdndose en su valor inictal, ya que la
autocorrelacién 3 muestra oscilaciones amortiguadas.
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Curvas de nilvel y superflcies representativas de la distri
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Conclusiones

1.-

h.-

Se ha configurado un método numérico para ecuaciones de Fokker-Planck
basado en la ecuacion integral de evolucién (2.9) para la distribucion f.
El método resulta aplicable a ecuaciones con coeficientes difusivos de-
pendientes del tiempo, ya sea explicitamente o a través de una relacién
funcional con f.

El método propuesto en la seccion 2.2.2 para determinar la expresién de
un propagador a tiempos cortos, apto para cada problema, se ha mostrado
altamente eficiente. Las condiciones de frontera quedan contabilizadas en
la. probabilidad de transicién, por lo que no es imprescindible recurrir a la
simulacién numérica de las mismas mediante esquemas que distorsionen
el significado fisico del problema.

La ductibilidad en la eleccién del propagador P, favorece el ajuste del
mismo con el fin de mantener constantes méds de una cantidad conservada,
si ésta existe en el problema continuo. El método basado en el ajuste
iterativo durante el ejercicio de la computacién se ha revelado como el
més indicado, en tanto que el procedimiento adapta Pr contabilizando
simultidneamente los efectos de la discretizacién en el tiempo y en las
variables espaciales.

Dado que P, es solucién de una ecuacién de Fokker-Planck auxiliar, se
preservan todas las propiedades satisfechas por el propagador verdadero
II para T pequefio. El decaimiento exponencial de P, y el caracter
positivo de éste favorece la no existencia de inestabilidades en el esquema
numeérico. La funcién f preserva la norma unidad y la positividad, siendo
en cada etapa de la evolucién una funcién bien comportada en sentido de
la. teoria de distribuciones.

Se han dado las expresiones de P, para las ecuaciones integro-diferenciales
de Fokker-Planck en simetrias esférica y cilindrica. Ambos casos se ha

1m
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resuelto de forma satisfactoria, dotando al esquema numérico de pleno
significado fisico, con tiempos de evolucién coincidentes con estimaciones
tedricas, sin recurrir a linealizaciones. La descripcién del régimen transi-
torio es satisfactoria, en tanto que f preserva las cantidades conservadas
del sistema, evolucionando de acuerdo con las caracteristicas fisicas del
problema continuo.

6.- El esquema numérico integral preserva la densidad de parti-culas y la
energia del sistema, con independencia del ndmero de iteraciones. La per-
fecta descripcién del estado estacionario condiciona futuras aplicaciones
del método para la resolucién de problemas con mayor significado fisico.
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Apéndice A

Tratamiento del Término
V- Vrf(V,I'; t).

La tendencia més comunmente adoptada para la resolucién de la ecuacién integral de Fokker-Planck
(1.7) es la de no abordar situaciones con variacién espacial, con lo que el problema se reduce al
tratamiento del plasma en el espacio de velocidades, Sin embargo, hay situaciones en las que los
procesos convectivos en el espacio real pueden ser significativos y el problema ha de abordarse en
el espacio de fases completo.

Fl procedimiento numérico para la resolucién de la ecuacién de Fokker-Planck se inspira en
la posibilidad de avanzar temporalmente cualquier condicién inicial, mediante la expresién de un
propagador o probabilidad de transicién, vdlida para cortos intervalos de evolucién. La expresién
habitual para este propagador es la distribucidn gaussiana (2.13), cuya existencia se asegura siempre
que la matriz que representa el tensor de difusidn D sea invertible, lo que supone la condicidn
D¢ = ||D|| # 0 para el determinante de D. La expresién completa de la ecuacidn de Fokker-
Planck para la Fisica del Plasma, incluye la dependencia de las variables espaciales {r} a través
del término ~wv;8/ 8=z;. Es obvio que los clementos Llzi v ¥ Dgi g5 del tensor de difusién son
nulos, lo que impide la aplicacién de {2.13) para el esquema de avance {2.8). En principio, esta
situncién puede solventarse concediendo al término espacial un tratamiento en diferencias finitas,
para cada variable {v} fija, y avansar posteriormente para {r} fija la distribucién f{v,r;t) mediante
el operador colisional integral en el espacio de velocidades dado en los capitulos anteriores, Este
procedimiento, sin embargo, puede conducir a tiempos de evolucién en los espacios de posiciones
y momentos inapropiadamente correlacionados para ciertos valores del paso temporal 7, de ahi el
intento de configurar un operador numérico plenamente integral, que dé respuesta a la evolucién de
f en el espacio de configuracién {q = (v,r)} de forma satisfactoria.

A.1 Propagador para EFP con tensor D singular.

Continnando con el cardcter paradigmético desarrollado a lo largo de la exposicidn, la cuestion que
acupa este apéndice se resuelve por extensién de soluciones propuestas al efecto para problemas
lineales simples. Como punto de partida se ha estudiado la ecuacién de Klein-Kramers (referencia
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[11, psg. 9] en el Capitulo 4)

8f _ 3f_‘9_ E@hip 1 Al
-ﬁ_ «—‘U"a—-; 01} Du'l'ﬁ 81) vy f(”lml) ( ')

para la evolueién de la distribucién f en el espacio de velocidad y posicién de particulas en
movimiento Browniano, en la que Dy, = «yv y Dyy = D = vyKT/m siendo m la masa de la

particula, KT la temperatura en unidades de energfa, F(z} una fuerza exterior y - el coeficiente
de friccidn. La ecuacién diferencial estocastica del proceso

:z i'Y'v+F(:r:)/'.v'n+I‘(t) = afv,z) - [(2) (A.2)
D = F(I{t)T())

se sintetiza en la relacién m# + my2z = F(z) + mI(t), representando un proceso markoviano de
segunde orden en la variable temporal £, Se observa que, para pequeiios valores del tiempo de
evolucién 7 = t —1' > 0, los momentos Z y #, con respecto a la probabilidad de transicién P, se

exXpresan como
1
B(t'+ 1y = v da(e 2y ¥y Et' +1)= 2" o'r 4 Ea('v', z')r {(A.3)

si §i(t = t') = gi. Las identidades anteriores son vélidas para cualquier expresién de la fuerza
determinista totel F(v,z) = m a{v, z), que aqui ceincide con F(z)--yv, responsable de los fenémenos
convectivos observables a través del comportamiento de f. Asi mismo, la tasacién de los momentos
2, #v y v? leva 2 los valores de las desviaciones a',?j

2
oa, = 2Dr | oiy= Dr’ y oip = -:-,;nD'r3 (A4)

para T — 0, lo que muestra que la difusidn en el espacio de posiciones estd dominada por un
coeficiente difusivo formal del orden de 72, Si el término a(v, z) se trata como constante, es sencillo
verificar que la solucién a la ecuacién (A.1) conserva la forma habitual de una distribucién normal
similar a (2.13), en la que la ausencia de los coeficientes Dy y D se halla suplida por sendos
coeficientes difusivos formales proporcionsles a o2, y & o2,. Para ello basta resolver la ecuacién en P
con F'(z) constante y ¥ = 0 mediante el procedimiento habilitade por la aplicacién de transformadas
de Fourier sobre las variables » y 2, como se muestra en los parrafos siguientes. Si (A.1) admite
solucidén analitica exacta en el caso simple de F(v,2) = ma(v, z) constante, ' el procedimiento para
calcular la probabilidad de transicién a tiempos cortos correspondiente a la ecuacién general

arP ar a F{z;t) 8

v — D.,(v,m;t)-l—T 5

= e B Dw(u,z;i)] P(u,zjth’,z';t)), {A.B)

mediante el métado de la seccién (2.2.2), consistird esencialmente en determinar la expresién apropi-
ada del operador auxiliar de Fokker-Planck Lp en el que la conveceién A = D, + F/my la difusién
D se supongan evaluadas sobre las variables (v',2"). 5i 6{q — q') se representa en la forma § =
8(v—v') §(z—='), el término Lypf de la expresién P(t-+7) = [14+7Lrp] §+O0(r*) puede reescribirse
como P 81, 8 )

Lrpf = ~vp—é- o [A ~5-D ] §= Lip,

I No este el dnico caso en el que la ecuacién de Klein-Kramers presenta solucién analitica. Es bien sabido
que el problema del movimiento browniano se halla resuelto para diferentes expresiones de F(z) con D
constante, véase por ejemplo {11, pdg. 87) y las referencias aqul contenidas.
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que define el operador auxiliar apropiado para determinar una expresién de P, . La representacién
de la funcién § de Dirac en el célculo del propagador a tiempos cortos responde simplemente a la
solucién formal de la nueva ecuacién de Fokker-Planck para Pr(v,z|v’,e';7)

ap,
br

en la que las magnitudes 4’ = D,(v',¢';t) + F(v',2';1)/m y D' = Dyy(v',2';t) se tratan como
parametros constantes.

Siguiendo el procedimiento de cdlculo mostrado en la reciente referencia [7] citada en el Capitulo
4, en la que el autor aborda la resolucién de la ecuacién para la densidad de probabilidad de un
proceso estocdstico no markoviano de segundo orden (en el sentido de (A.2)), sobre la ecuacidn
auxiliar en P, se ha tomado la transformada de Fourier

Pr= o= Lip Pr, (4.6)

F(P)= Bw, ki) = f f e~ @ = k7 p dyde,
—tov —oo
con lo que (A.6) se reduce a
I:'3= I:k'aa_w_iWAf_UzD’]ﬁ; ﬁ(‘rzo):e—-fwv'—-sz‘. (A.T)

Esta ecuacidn diferencial puede resclverse por el conocido métedo de las caracleristicas, con la
condicidén inicial P(w, k;0) anterior, para dar

!
P= exp [_%(k2T3 + 3wkr? 4 3wlr) —iw(v’ + A7) —ik(z' +o'T + %A’Tn)] .

Recurriendo a la férmula de inversién para transformadas de Fourier, se obtiene la expresién defini-
tiva para la probabilidad de transicién

NE) 1, X XV

_ V3 1At LAY 2
P, = oY exp D"r(a - 3 +V )] {(A.8)

T

donde se han definide las variables X y V como
Vewv —v - A7 ¥y X:m—-m'—v"r—%A'fz

que se corresponden con las expresiones v —9 y = — & en coherencia con (A.3), Es evidente que
la conveccién sufrida por la distribucién en el espacio de posiciones, estd regida por un coeficiente
efective de valor o' 4+ A'r para cortos intervalos = de evolucidn, mientras que en el espacio de
velocidades el Lérmino convectivo sigue representado por A' = F'/m. Este resultado se exhibe de
forma més clara si se analiza la distribucién marginal Pr(z,z') obtenida al integrar (A.8) scbre la

variable v
: [ 3 3 AR
P‘!‘(m1z)= chp["m(z-nm —-‘UT—EAT ]

en la que se aprecia la presencia de dispersién gobernada por un coeficiente de difusién efectivo
proporcional a +2, La difusién en el espacio de posiciones es pues un facter r? més lenta que en el
espacio de velocidades (Dyy, = D).

Como se ha venido mostrando a lo largo de este trabajo, la expresién del propagador no es
tinica y pueden derivarse diferentes operadores intergrales equivalentes que representan el mismo
problema en el limite 7 — 0. En particular, si el término v8/8z - 6(v —v') de Lpé se interpreta
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como v’ 8/8z 6(v — '), 1a expresién alternativa del propagador originada por el nuevo operadar
auxiliar es la distribucién normal degenerada o impropia

1 I’
exp[~
VadrD'r 4D'r

que proporciona la ecuacién de evolucidn para f

16(z —2' —v'r) = Pr(v,0"|z")6(x — 2’ —v'r)

pUN

flozit+7)= fP,-(u,v’|z' =g —-v'r) f(z' =z ~v'r0;t) dv'. (A.9)

Un resultado andlogo se obtiene al proceder en (A.8) al limite #* — 0 manteniendo 7 fijo (ya que,
si T < 1 se tendrd que 7° & 7). En este caso z’ 4 v'r ha de cambiarse por 2'+ (v + v') 7/2,
lo que equivale a reemplazar el desplazamiento v'r, correspondiente & un movimiento determinista
uniforme, por el desplazamiento medio (v+v')r/2 de un movimiento con aceleracién A’ constante.
En ambos casos se aprecia claramente que en la ecuacidn de evolucién A.9 sélo se contienen los
efectos convectivos en el espacio de las posiciones. Tal esquema integral de evolucidn es vilido si
predominan los efectos de deriva en el espacio real sobre los dispersivos. Hitchon en [18, del cap.
1] ofrece un propagador andlogo que, por tanto, atiende tinicamnente a procesos convectivos en el
espacio fisico. Sin embarga, este propagador es equivalente &l obtenido al interpretar un esquema en
diferencias explicito como la integral sobre una probabilidad de transicién compuesta por funciones
§(zi — zig1). El alcance de la deriva desde = a ¢’ 4 7o' puede ser mayor que el de un espacindo
de red Az si la velocidad es grande. La transmisién de toda la infermacién en el instante ¢ puede
limitarse notablemente hasta el instante ¢ -, razén que fuerza a tomar valores del paso tempornl
excesivamente pequefics, como en los esquemas explicitos en diferencias, La ventaja del método
integral estriba esenclalmente en la posibilidad préctica de elegir pasos T relativamente grandes y
acortar asi el tiempo de computacién, a pesar de que crezca el niimero de elementos no nulos de la
matriz de evolucién. Dado que la resolucién del problema ha de ejecutarse de modo numeérico para
7 finito, los dos operadores anteriores pueden ocasionar un retardo en los tiempos de evolucién para
f en el espacio de posiciones, al ne contabilizarse en ellos los coeficientes de correlacién o2, y o2,
responsables fisicamente de ia difusién efectiva en dicho espacio, Este inconveniente s de nuevo
similar al argumentado en contra del uso de un esquema simple en diferencias, combinada con el
integral en v, para el tratamiento del término 28 /8v en la ecuacidn diferencial. Asi pues, para

cualquier valor finito de 7 y de 79, resulta conveniente la aplicacién del operador integral derivado
de (A.8).

A.2 Caso (2N)-dimensional. Generalizacién.

En la mayoria de los problemas fisicos de interés, en los que se ha aplicado el método numérico inte-
gral, se opera simultdneamente en el espacio de posiciones y momentos en més de una dimensién, Es
conveniente, por tanto, oftecer una generalizacién de] problema anterior a fin de inferir Ia expresién
del propagador Pr cuando en la ecuacién de Fokker-Planck en las componentes de v se cuenta
con el término v+ Vf. A pesar de que este método puede resultar inoperante, como consecuencia
del elevado nimero de integraciones a realizar si se eleva el mimero de variables, la forma analitica
de Pr puede simplificarse @ priori para geometrins simples como las tratadas en los capitulos 4 y
5. El objetivo de esta seccidn es, por consiguiente, extender las conclusiones anteriores al problema
(2N)-dimensional

ol _ _ 0f 8

Yol — e #:
a "8z; By

[D.,; # - E;D,-j] F(v,x51) (A.10)
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que corresponde a una ecuacién de Fokker-Planck en las variables {g1  +qanv} = {1 - on 21
zn}, en la que se ha supuesto 1a fuerzs exterior F independiente de v. Las componentes del veet
de deriva y del tensor de difusién son respectivamente: Doy = g, Dy = Dyi Fifm, Dy o = Dy
Dot vj = Diizj = 0. Biguiendo el método presentado en la seccién anterior, el operador auxil
L%y para la resolucién de (A.6) es ahora (en notacién vectorial)

Lip= -v:V — V,[A' - V,.D].

El aperador V, se refiere al operador gradiente en el espacio de velocidades, el vector A’ coinei
con I3, + F/m evaluado sobre las variables primadas; 7’ es el tensor N x ¥ de elementos D,; .
también particularizado en las variables fuente {g'}, Al igual que en (A.8) P, se expresa cor
una distribucion normal (2N) -dimensional no degenerada en la forma

1 [ 1, 2.4y ]
—_—reee g — =l ‘.. 5o A Do 2 A.]
T 2N e -]
donde gx = [qxPrd*™q y ofm = (¢ — @ )(am — @m). Tras integrar por partes en la ecuac
diferencial suxiliar ? (A.8), las variaciones de g y 0%, respecto de la nueva variable temporal
vienen dadas por

Pv, v, r't)=

. ' '3 _ !
by = Dl g;i vi = ZQDEJ'

Ty om— @ \ Ozi vj = ”‘gf vj 9

— —— . — — 2 s

Gifr=0)= q; ¢(r=0)= 0, Ozi zj = Oivj+ Ozj i

que, una vez integradas, conducen a

8 = v} + Dir
Zi = zi+vr+3Dir

ij T2

Oxi vj g N
E‘D“J' T,

2 . ?
[0‘;,“,_{— 2D;_,"J"

(1]

Ozi zj

Las conclusiones extraidas en la seccién anterior, en lo referente a la difusién efective en el espas
de posiciones, siguen siendo aplicables al problema general tratado aqui. El tensor D " dirige |
procesos difusivos en todo el espacio de fases ya que la dispersion efectiva sobre las variables {z
es proporcional a Dijr®. De forma simbélica, la matriz de covarianza (o°) y su inversa A
pueden expresar como

2 2rp’  rip! 2y—1 2r-ipt -t 3e?p
(@)= spr 2,p! A T
Las relaciones anteriores, junto con la expresién del determinante de (%)

1 N D3

el = “(0.2)-1”= v !

configuran la forma definitiva de P que, a su ves, puede contemplarse como producto de d
distribuciones N-dimensionales Py y Pr segin

P, = Py(v,¥'|r') Pr(x,x'|vi = %(v +v') (A

2en general, el valor medio de cualquier funcién h{q,!), se obtendrd como

d— . Ok 5h e
o)) = = 4 Dy R
dth(q )= 7+ Das By + Yy Baidg;
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donde ] 1 , ,
Py = ——m= exp[- D7 ViVils Ve= w—wme-Dir,
(4n7)" Dy

AN 3D1_IZ'Z']' Ly = wk—wi—kaT.
o (2 oo
Debe notarse gue Py depende de ' a través de F' y que ésta a su vez puede incluso depender de' la
velocidad. La factorizacién de P, como producto de probabilidades de transicién en los subespfmlos
de posiciones y momentos, ofrece Ia opcidn de atacar primeramente el problema en el espacio de
velocidades en situaciones de geometrfa prefijadas, cambiande Py por los propagadores dados en los
capitulos anteriores. Las variables {r} del espacio real pueden referirse a las componentes' c}el vector
de posicién r sobre las direcciones ortogonales del vector velocidad en coordenadas curvilineas.

A.3 Aplicacion al movimiento browniano.

Como aplicacién de la probabilidad de transicidn (A.12), mds concretamente de (A.8), a la solucién
numérica integral de la ecuacidn de Fokker-Planck en Ja forma (A.10) se ha estudiado la evolucién
de la distribucién f(v,z;t) de una poblacién de particulas en movimiento browniano unidimensional
sujeta a la fuerza exterior F(z} = —muw?z.

En este caso, la solucién estacionaria es la distribucién de Boltzmarn
falv,2) = N exp [ —fﬁ( v’ 4+ 2V(z)) ] , (v,2) € R,

donde A es el factor de normalizacién y V(z) = w® 2%/3 es el potencial del que se deriva F(z). El
procedimiento de integracién es similar al presentado en el quinto eapftulo pars la ecuacién integral
de Fokker-Planck en la Fisica de! Plasma, Los elementos Qi; vy = Qrp de la mairiz de evolucién
¢ se determinan a partir de la expresién (A.8) particularizada en los puntos (ziy9;) ¥ (mir,v50) de
la red espacial homogénea que se ha utilizado a lo largo de la exposicién. ® Si P, se factoriza
en la forma {A.12) cada una de las distribuciones formales P, ¥ P: pueden archivarse en memoria
como funciones de tres indices en la primera iteracién. El niimero de surnas en cada paso temporal
se reduce notablemente si se recurre a un calculo estimativo del alcance sobre sobre la red de los
procesos convectivo-difusivos, mediante el algoritmo habitual inspirade en el andlisis de Jag elipses
de equiprobabilidad, como se mostré en el capitulo final, Es interesante sefialar que la preferencia de
usar un paso temporal 7 relativamente grande es ahora m4s patente, ya que P, depende de A'r =
7" reemplazando a 7 en la probabilidad de transicién habitual (2.13) del espacio de velocidades, Los
criterios para la aplicacién de la integracién numérica simple por recidngulos, dados en el capitulo
segundo, se aplican igualmente sobre el espacio de posiciones para A'r y Az, 8i A'r es del orden

de (Az)? la ecuacidén de evolucién para f{*! en términos de Q; puede sustituirse por la expresién

if

mas simple (A.9) como buena aproximacién,
Las figuras de A.1 siguientes muestran la evolucién de la condicidn inicial fo tipo * histograma

" hasta la distribucidn numérica gaussiana fs esperada pata v = D =w = 1, con los parametros

caracteristicos de red anotados en los comentarios,

8e trata pues de una retfcula en el plano XV con celdilla unidad Az x Av similar a la utilizada en el
tltimo capitulo.
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Ty T ‘l T T — T T
- -1 - iter, 25 ]
i
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Figurn A.1: Movimiento browniano,

nto brownianc en el espacic X-V. Superficies de nivel ¥ superficies de la distribucidn,

Movimie
os pardmatros de la discetizacién son: 7 = 0,1,Az =4

solucidn estacionaria es una maxwelliana, L
0,125 sobre una red uniforme 40 x 80,
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