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INTRODUCCION

En esta memoria se estudian dos modelos diferentes de sistemas dinamicos en di-
mension infinita, representados por dos sistemas acoplados de ecuaciones en derivadas
parciales semilineales que modelizan distintos fenémenos fisicos.

El primer modelo, denominado “Modelo de campos de fase”, rige las transiciones
de fases en las que se considera una regién de interfase con grosor. El segundo es un
modelo de flujo de un fluido en un “Termosifén con efecto Soret”, que consiste en un
dispositivo formado por un circuito cerrado por el que circula un fluido en el que se ha
disuelto un soluto, a temperatura variable. |

En los dos siguientes capitulos de esta Introduccidn se expone el origen fisico de
estos problemas y se describen los principales resultados obtenidos sobre la existencia y
unicidad de soluciones de ambos sistemas, asi como del comportamiento asintético de las
mismas cuando el intervalo de tiempo en el que estan definidas tiende a infinito.

El resto de esta memoria ha sido estructurada en dos partes que constan a su vez
de varios capitulos y de un apéndice. Cada una de estas partes esta dedicada al estu-
dio matematico de uno de los modelos mencionados. En el apéndice se recogen algunas
definiciones y resultados, que son utilizados en el desarrollo de las partes anteriores. Fi-
nalmente, se describen las referencias bibliogrédficas a las que se han hecho mencién en
algin momento del desarrollo de esta memoria.

La primera parte esta dedicada a las ecuaciones de campo de fase y consta de
cinco capitulos. El primer capitulo recoge los resultados de existencia y unicidad de las
soluciones del sistema. En primer lugar se establece el marco funcional de trabajo, se
prueban resultados de existencia local y regularidad de las soluciones, y finalmente se
prueba que dichas soluciones estan definidas globalmente, es decir para todo instante de
tiempo positivo.

A continuacion, se prueba en el capitulo dos la existencia de un atractor global
compacto y conexo para dichas soluciones en un espacio funcional adecuado, lo que nos
permite tener informacién sobre la dinamica del sistema. En particular, se tiene que
las soluciocnes que parten de un conjunto acotado en dichos espacios son atraidas por
dicho conjunte con el transcurrir del tiempo. Como consecuencia, nos interesamos por el
estudio de este atractor, lo que nos lleva a su vez al estudio de los puntos de equilibrio y
su estabilidad, a lo que dedicamos el capitulo tres y el capitulo cuatro de esta memoria.

En el capitulo cuatro se estudian los puntos de equilibrio constantes respecto de la

variable espacial, v a continuacidn la existencia de soluciones o puntos de equilibrio no



4 Caprtulo 1. Introduccién

constantes.

IXn el capitulo tres, donde se estudia ia estabilidad de los puntos de equilibrio se
prueba, gracias a un resultado de Matano, [40], que bajo unas determinadas condiciones de
10s parametros fisicos del sistema, las Unicas soluciones estacionarias estables, en dominios
convexos son las constantes. No obstante, se prueba en el capitulo cinco, la existencia
de un tipo especial de soluciones no constantes, que sin llegar a ser estables, evolucionan

muy lentamente, denominadas soluciones metaestables.

La segunda parte esta dedicada a un modelo de termosifén cerrado con efecto Soret,
nombre con el que se conoce el fenémeno que consiste en el transporte de materia inducido
por flujo de calor, [27], v se ha dividido en dos capitulos.

En el primer capitulo, al igual que en la primera parte, se fija el marco funcional de
trabajo, en el cual se prueban en primer lugar resultados de existencia local de soluciones.
A continuacidn, se prueba que dichas soluciones estin definidas globalmente, basandonos
en estimaciones de la norma de la solucién en un intervalo de tiempo finito.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de la dindmica del sistema probando al
t1gual que en el primer problema, la existencia de un atractor maximal compacto y conexo
que atrae a las soluciones cuando el tiempo tiende a infinito, uniformemente cuando el
dato inicial se mueve en un conjunto acotado.

En esta ocasién ademds, hemos conseguido probar la existencia de una variedad
inercial para el sistema, ayudandonos del sistema equivalente para los modos de Fourier
complejos, de las funciones incégnitas del sistema inicial. En este sentido hemos visto cémo
construir una variedad de dimensién finita, dependiendo de la temperatura ambiente y de
la geometria del circuito, que son datos del problema, capaz de reproducir la dindmica del
sistema. De esta forma reducimos la dinamica de dimensién infinita del sistema inicial
al estudio de una dindmica en dimensidn finita, representada por las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a un nimero finito de modos de
Fourier que podemos determinar de forma exacta.

Ademas la temperatura ambiente y la geometria del circuito pueden disenarse facil-
mente de forma que se obtenga un sistema con 4r + 1 grados de libertad conn = 0, 1,2, ...

prefijado a voluntad.
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CAPITULO 1

CAMPOS DE FASE

1.1 Origen del modelo

Las ecuaciones de campo de fase surgen como un “refinamiento” del problema clésico
de Stefan [55], en un intento de explicar algunos fenémenos que aparccen experimen-
talmente préximos al equilibrio y que escapan a este modelo cldsico. Por esta razén

describiremos en primer lugar este modelo,

1.1.1 Modelo clasico de Stefan

Supongamos que tenemos una sustancia en una regién del espacio Q@ C RN N =2
4 3, que tiene la capacidad de adquirir dos fases diferentes, por ejemplo sélido y liquido.
Sea T'(t, z) la funcidn que representa la temperatura del punto z en el instante de tiempo
t. Supondremos que existe una temperatura critica representada por una constante 7},
que representa la temperatura de fusién en el equilibrio, es decir la temperatura en la
que el sélido y el liquido pueden coexistir. Podemos siempre suponer que la temperatura
critica es nula, considerando la funcién temperatura w(t, z) = T{t,z) - T..

En el problema clasico de Stefan se supone que la temperatura de la regién de
interfase es la temperatura critica T,, es decir u = 0. De esta forma se define la interfase
o region de transiciéon como la curva formada por aquellos puntos que se encuentran a

temperatura cero, es decir, la region de interfase es:
['(t) = {z € O tal que u(t, z) =0}
de forma que la fase liquida viene dada por:

£ (t) = {z € O tal que u(t,z) > 0}
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y la fase solida por:
a(t) = {z € Q tal que u(t,z} < 0}.

En este problema cldsico de Stefan, se estudia por una parte la evolucién de una inica
funcidn incégnita que es la temperatura, u(t, z), que verifica una ecuacién de difusién de

calor del tipo
up = kAu en 4 (t) U Qa(t) (I.1.1)

donde k£ > 0 representa la difusividad térmica {cociente entre la conductividad térmica y
la capacidad calorifica por unidad de volumen), que se supone constante e igual en ambas
fases. Por otra parte, se estudia también la evolucién del conjunto de puntos dado por la
interfase. Teniendo en cuenta que a través de la interfase I'(t), el calor latente de fusién

(por unidad de masa), !, debe quedar compensado con el flujo de calor, se tiene segun [9]:
lun = k(Vu, — Vu)n, z e (L) (1.1.2)

donde n el el vector normal y unitario a I'(¢) en la direccién sélido-liquido, v(t, z) es la
velocidad local de la interfase, Vu, es el limite del gradiente de u en un punto z € T
calculado desde la fase sélida Qg v Vu; calculado desde la fase liquida, ©,. De esta forma
llegamos al planteamiento matemdético del problema clasico de Stefan, que consiste en
encontrar u(t, z) y I'(¢) satisfaciendo (1. 1.1} v (I.1.2), junto con unas condiciones iniciales
v de frontera sobre el borde de ? dadas.

Un método para estudiar este problema clasico de Stefan es el de la entalpia o H-
método [45], {55], en el que se considera un balance de calor, dado por una \nica ecuacién
de difusion:

a

EH(U) = kAu (1.1.3)

que sustituye a la ecuacién de difusién de calor (I.1.1) y a la del calor latente (1.1.2). La
idea basica consiste en considerar una funcién H, denominada funcién de “entalpia”, que
depende, en principio, sélo de la temperatura y que representa la energia en un instante
de tiempo ¢ y en un punto z. La funcién H se obtiene como la suma de la energia calorifica
¥ la energia quimica debida a las propiedades microscépicas de los puntos del medio y
esta definida por H(u) = u + %,: En la expresion anterior [ es una constante positiva
que representa el calor latente de fusién v ¢ una funcién de la temperatura u, asociada

al cambio de fase, definida por:

_ +1, u>0
v = sig(u) =
~1, u <0
De esta forma cuando 2 = 1 la sustancia estd en fase sélida y cuando w = —1 esta

en fase lignida.
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figura 1.1: Funcién escalera de cambio de fase

1.1.2 Objeciones al modelo clasico de Stefan

El estudio de los fendmenos fisicos descritos por estas ecuaciones, presentan a
menudo comportamientos andémalos, de forma que aparece con [recuencia experimen-
talmente una regién de interfase plana de espesor £, en lugar de la curva de interfase (sin
espesor), que se supone en el problema de Stefan. Estos fendmenos que se presentan en
el equilibrio, se conocen con el nombre de supercongelacién (o supercalentamiento}, y son
los que dan lugar a inestabilidades de tipo dendritico, es decir aumento (o disminucién)
de la parte sélida en forma de ramificaciones {17], [23]. Estos fendmenos van asociados a
la aparicién de la tensién superficial ¢ que aumenta al aumentar el espesor £ de la inter-
fase y que actiia como una fuerza estabilizante, frenando el proceso de supercongelacion
(supercalentamiento).

Vamos a ver como el hecho de considerar una interfase de espesor £, en el H-método
nos va a llevar a las ecuaciones de campo de [ase. La idea bdsica es que una interfase
curva, sin espesor, tal y como aparcce en el problema cldsico de Stefan, corresponde a
una funcion de fase ¢ que es de tipo escalera tomando valores +1 y —1, mientras que una
interfase plana, con espesor, podria tener asociada una funcién regular ¢, que debe variar
suavemente entre las fases, es decir, entre los valores ¢ = 1y ¢ = —1. Esto significa que
el cambio de fase estd ocurriendo continuamente dentro de un rango finito.

Aparece asi una nueva funcion incégnita ¢(t, z) llamada campo de fase o parametro

de orden. El campo de fase, con esta interpretacion es basicamente una media local de la
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-+ -1
figura 1.2: Funcién campo de fase o pardmetro de orden

fase.

Necesitamos aliora una ccuacién que rige la evolucién de esta nueva incognita ¢,
que unida a (1.1.3). nos dard el sistema evolutivo que buscamos. Para ver la idea de la
formulacién de la ecuacién diferencial para el parametro de orden, vamos a comentar en

primer lugar, algunas ideas bdsicas de la teorfa de campo de fase en las transiciones de
fases.

1.1.3 Transiciones de fase. Funcional de Energia Libre de

Landau-Ginzburg

El parametro de orden o campo de fase ¢ es normalmente una funcién escalar del
tiempo v de la posicion del punto, es decir, »(t,z) : R* x Q — IR, la cual toma
diferentes valores en dos (o mds) fases distintas v es el concepto central en el estudio
de las transiciones de fases. Hay muchos ejemplos diferentes de transiciones de fases
descritos por un pardmetro de orden 7. pero en todos ellos se tiene una magnitud fisica
que adopta dos (o mds) {ases diferentes. de forma quc la funcién parametro de orden rige
la competicion entre ambas. asociando en cada instante la razén de ambas magnitudes en
un punto determinado. Vamos a considerar el caso de transiciones de sélido - liquido,
pero existen otros muchos ejemplos revidos por un parametro de orden que representaria
por ejemplo la densidad en las transicioues de liquido - vapor, la concentracion de uno
de los dos componentes de una aleaccién, o la magnetizacién (momento magnético
por unidad de volumen) en ferromagnetismo, entre otros, ver por ejemplo [47].

Aunque en cada caso la escala en la que se mide © varia, slenmpre se encuentra entre

dos valores gue corresponden a cada una de las fases v se puede reescalar para que su
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figura 1.3: Funcion densidad de doble pozo

rango esté, por ejemplo, entre —1 v 4 1. De esta forma la energia libre asociada al sistema
mirada como una funcién de ;7. tiene un minimo local en la fase completamente ordenada
(= +1 0 = —1) v alcanza el mdximo en algin valor intermedio, correspondiente a
una fina mezcla de dos [ases.

El proceso de separacién de fases se puede describir fenomenologicamente de la
siguiente manera:

Inicialmente la sustancia se encuentra a una temperatura elevada (supercritica) de
forma que toda ella esta en fase liquida de forma estable; un rapido descenso de la tem-
peratura (“quenching”) por debajo de la temperatura critica (u = 0) produce la pérdida
de la estabilidad de la mezcla vy se produce asi una separacion de fases y la aparicion de
la fase solida en algunas subregiones de §2.

Podemos dar una interpretacién del fendmeno fisico descrito en términos de una

cierta energia libre asociada al sistema. Consideramos la enegia libre total dada por
Flyg) = fQG(tp) — up

donde G representa una funcion densidad de “doble pozo”, siendo los “pozos”, los valores
distintos que minimizan e} funcional v que corresponden a las dos fases distintas. Asf el
sistema estara en equilibrio para aquellas funciones 2 que minimicen la energia libre F.
Observamos que si partimos de una temperatura supercritica constante, u > 0, el
sistema estaria en cquilibrio en una séla fase. la asociada al valor de ¢ donde G{p) — ue
alcanza el dnico minimo absoluto, como se puede ver en la figura 1.4 puesto que F se
minimiza cuando £ toma ese valor en todo . Si la temperatura u es subcritica, u < 0, el

sistema estara en equilibrio en la otra fase. asociada de nuevo al inico minimo absoluto

de G} — uy.
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u > g \./ u <0

figura 1.4: Funciona! de energia libre

Al descender la temperatura, se llega al valor critico u = 0 en el cual el funcional
de energia libre G, alcanza su valor minimo cuando ¢ toma los valores distintos asociados
a las distintas fases, que se corresponden cou los dos minimos de G(p). De esta forma se
tiene en el equilibrio la coexistencia de ambas fases v la aparicién en la mezcla de zonas
donde alguna de las fases es dominante.

Se observa eémo todas las configuraciones de la forma ¢ = +1 en Oy e = -1
en 7, donde U;(€2] U €)) es una particion de €0, son energéticamente equivalentes en
términos de F y son minimizadores absolutos, independientemente de la longitud de la
“Interfase”, de la forma y tamano de Q7 , Q" lo cual nos es razonable por consideraciones
de entropia, ya que a mayor numero de subdivisiones mayor es el grado de desorden del
sistema. [Esto es debido a que F no tiene en cuenta la configuracion ni la distribucién
espacial de las fases, lo que sugiere que hay que considerar por tanto las inhomogeneidades
espaciales, de forma que F ha de depender no sélo de ¢ sino también de sus derivadas
V.

Un refinamiento en la teoria de transiciones de fases consiste en considerar un poten-
cial generalizado, en el que aparece un nuevo sumando %EQ|V(,.9|Q. asociado a las variaciones
espaciales de ¢, que involucra el espesor ¢ de la interfase. De esta forma se obtiene la

expresién de la energia libre del sistema para una temperatura dada u (37|

b g 5
Filg) = f|—1£‘|\—; TG = ueldae(110)

donde {, como hemos comentado, representa una escala de longitud, asociada a una

anchura tipica de la interfasc.
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S1 recordamos la relacion termodinamica
AG =AH —-TAS

que nos dice que el incremento de energia libre es igual al incremento de entalpia menos
la temperatura por el incremento de entropia, se tiene por analogia que el primer término

del funcional de Landau-Ginzburg

[I7€1968 + Gloiz

representa la entalpia del sistema, mientras que el ultimo término u¢p, introduce el acopla-
miento entre u» y ¢, y puede ser entendido como la parte de energia libre que corfesponde
a la tempcratura por cambio de entropia. La teoria de Landau-Ginzburg, [37], sobre
transiciones de fase nos dice que la situacion de equilibrio, con una temperatura dada u,
se alcanza para aquellas funciones ¢, que minimizan la energia, en alguna clase adecuada
de funciones. Por tanto, el sistema estudiado esta en equilibrio, si se verifica la ecuacidon de
Euler-Lagrange, asociada al funcional de energia libre (1.1.4.), unida al halance de calor
(I1.1.3), independiente del tiempo. De esta forma el sistema estd en equilibrio si (u, @)
verifica:

0 = 380 +G'(e)+u

0 = Au (1.1.5)

unido claro esta con las condiciones de frontera en el borde de (1.

1.1.4 Ecuaciones de campos de fase

La idea basica que nos permite llegar ahora a la ecuacién que ha de verificar ¢
fuera del equilibrio, tiene su motivacién en la mecinica Newtoniana. De forma que en las
situaciones dependientes del tiempo ¢ no tiene por qué minimizar F(y), pero la velocidad
de variacién de ¢ se supone proporcional al “gradiente” de F(y) con respecto a ¢, llegando

asf a la ecuacién conociada como modelo A en la teoria de Landau-Ginzburg, dada por
Toy = A +2G"(p) + 2u (1.1.6)

donde T se denomina tiempo de relajacién y representa un escala de tiempo. Esta ecuacion

esta acoplada con la ecuacion de entalpia (1.1.3) dada por

!

u; + 5Pt = kAu (1.1.7)
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de forma que ambas ecuaciones (1.1.6) v (I.1.7}, unidas a las condiciones iniciales y de

frontera, nos dan el siguiente sistema de ecuaciones conocido como ecuaciones de campo

de fase
T, = Ap—g{p) +2u en QO x R*

uy + -é»cpt = kAu en 0 x R* (1.1.8)

donde 2 es un abierto acotado de IRY N > 1 con frontera regular, 2G'(¢) = g(p) es
tipicamente %(993 — ), aunque nosotros consideraremos una funcién mas general, sufi-
cientemente regular. Como hemos visto anteriormente, { y k son constantes positivas que
hacen referencia al calor latente vy a la difusividad, respectivamente, mientras que 7 y &
son parametros positivos que hacen referencia a escalas de tiempo y longitud.

Consideraremos junto a (1.1.1) alguna de las siguientes condiciones de frontera,
consideradas en la literatura existente:

Condiciones de Dirichlet
w=1 =0cn o x R (1.1.9)

consideradas en [6], [7],[4], [9] v [20} entre otros.

Condiciones de Neumann

N9 Genox R (1.1.10)
—_ e — = > L
an an et

donde n representa el vector normal exterior en 9}, como se pueden encontrar en [6], [7],

], [20] y [64].

N
Condiciones Periddicas sobre { = H(O, L), Li >0
i=1
Oy i . )
@lr,:ﬂ = (P[:ci:l,,w _|I":O = ._|1'|'=L|'3 t = la 4 N
dx; dx;
du du '
U’|I,‘=O = u‘l.m:.[,.w ﬁa_.ll‘,‘:O = %ll‘,‘:L,‘ y I = ]a tery N

bt 4 b
es decir u,¢ v sus derivadas coinciden en caras opucstas de 9f). Estas condiciones de
frontera son consideradas entre otros en [6], [7} ¥ [20].

IFinalmente, consideraremos la condicidn inicial en ¢ = 0, que viene dada por:
elr, 0) = wo(z), ul(z,0) =uglz), 2€0

Para ver un desarrollo mas detallado, de los resultados expuestos en esta seccién,
nos remitimos a (9], [10}, [12], [37], {47], [46] v [53].
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1.2 Descripcion de resultados

La primera parte de esta memoria esta dedicada al estudio de los “Modelos de
campos de fase” y se ha estructurado en cinco capitulos.

Existen numerosos autores que se han dedicado al estudio matematico de estas
ecuaciones, entre los que estan los trabajos de G. Caginalp [9], [10], [11], junto con P.C.
Fife [12]. Podemos sefialar también a C.M. Elliott junto con S. Zheng [20], S. Zheng de
nuevo (64|, O. Penrose junto con P.C. Fife [46], D.Brochet y D.Hilhorst [7], junto con X.
Chen [6].

En estas referencias las técnicas utilizadas para establecer el buen planteamiento del
problema de valor inicial de (I1.1.8) son, por una parte el método de Galerkin, utilizado
en (6] y en [7] entre otros, con el que se prueba la existencia de soluciones en el espacio
LQ(Q)Q con g un polinomio de grado » > 3 6 el método de las regiones invariantes, [58],
[19], utilizado por G.Caginalp en |9, donde se exponen resultados de existencia a los
que se remiten otros autores como C.M. Elliot, S. Zheng y P. W. Bates. El método
expuesto en {9], se basa en la prueba de la existencia de regiones invariantes para el
sistema (1.1.8), utilizando las técnicas de [58]. Estas regiones invariantes se utilizan para
encontrar estimaciones a priori de las soluciones con dato inicial en espacios de funciones
continuas. Ademas la prueba de su existencia en |9] es vélida sélo para condiciones de
frontera de tipo Dirichlet, y bajo las hipétesis adicionales sobre los parametros fisicos del
sistema §T3 > k, ademas de considerar el caso particular g(p) = 3(¢° — ¢).

Por contra, el primer objetivo de esta memoria es utilizar métodos diferentes que
nos permitan obtener resultados de existencia, unicidad v regularidad de soluciones para
(I.1.8), en las situaciones donde no son validos los métodos anteriores. En ese sentido,
consideraremos g una funcién regular mas general, condiciones de contorno de tipo Dirich-
let (B = D), Neumann (B = N) o bien periddicas (B = P) y datos iniciales en otros
espacios dependientes de la condicién de contorno, como L%(Q) x H5'(Q) y los de Sobolev
de la forma W5P x W5~ 'P para 1 < p < oo con n > 1 dependiendo de la regularidad de g.
La letra B en la notacion hace referencia a las condiciones de contorno que se consideran
en cada momento.

En primer lugar se estudia la existencia local de soluciones. Una de las claves en la
consecucion de estos resultados, consiste en escribir el sistema (1.1.8), como una ecuacién
de evolucion

Ui AU = G{U) donde U = (g, v)

donde A es un operador sectorial, actuando en un espacio funcional “adecuado™. Para

esto tomamos v = u + £ en la segunda ecuacidn, lo cual da lugar a una ecuacién para v
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que es:

ki
ve = kAv — EA(,O.

Para probar que A es un operador sectorial Y por tanto genera un semigrupo analitico,
hemos utilizado un resultado de perturbacién. La dificultad principal de la prueba se debe
al término %A(p en la segunda ecuacién que es del mismo orden que la parte diagonal de
A. Eso nos obliga a trabajar en un espacio ambiente ¥ = Wga’p X W;‘G’p con distintas
potencias a y 3, de forma que trabajando con distintas normas en cada componente se
puede compensar la dificultad.

Como consecuencia de este hecho, hemos podido utilizar técnicas abstractas de
semigrupos analiticos y la férmula de variacién de las constantes, para la obtencién de
los resultados de existencia y regularidad de soluciones para el sistema (1.1.8), expuestos
en este primer capitulo. Primeramente lugar se prueba la existencia de soluciones del
sistema ([.1.8) con g € C' y datos iniciales en el espacio WP x L% v con g € C? y datos
iniciales W‘é‘p x 1-[/';3"'J para todo p # 1 siempre que g verifique algunas restricciones sobre
su crecimiento, y si g € C™ en los espacios WP x Wi P paran > 3y N < (n—1)}p,p # 1
sin restricciones en el crecimiento de g.

A continuacidn se estudia el caso particular de soluciones con dato inicial en Hhx L%,
espacio en el cual existe un funcional de Lyapunov, (ya descrito en [4]), via el cual se

prueba que las drbitas del sistema estan globalmente definidas y acotadas en este espacio.

Posteriormente vamos a utilizar las “buenas® propiedades de las solucién en este
espacio, junto con los resultados “finos” de regularidad, para obtener resultados sobre el
comportamiento de estas soluciones, tal y como comentamos a continuacién. El sigulente
objetivo consiste en probar que las soluciones del sistema (I.1.8) con datos iniciales en
los espacios Wg” x W™ n > 1,p # 1 estan globalmente definidas. Para ello, segin
el Teorema 1.4.1, hemos de probar que la solucién permanece acotada en tiempo finito.
Puesto que no es ficil obtener estimaciones de esta norma directamente de las ecuaciones
(I.1.8) multiplicando por funciones test adecuadas e integrando por partes, elegimos un

camino indirecto, basado en ¢l efecto regularizante del sistema (1.1.8).
. o . .
Supondremos que las soluciones en Hg x Ly estén globalmente definidas, para lo
cual ciertas restricciones sobre ¢ son necesarias, como se ve en el Corolario 1.5.1. Para
S . -1, - .. .
datos iniciales en Wy® « W™ utilizaremos el hecho de que la solucién local estard en
1 2 . X - . .
Hg x L3 para todo instante de tiempo ¢t > 0 y como consecuencia estara globalmente
. L . .o . - s
definida en H}; x L% A coutinuacién el resultado de regularidad de la Proposicion 1.4.3,
. . - .. R € .. -
indica que para todo instante t > 0 la solucién con dato inicial en Hp x L% también estd

F1R, Fn—1, . . . .
en Wg? x W5~ " con lo cual ambas soluciones coinciden v estan por tanto, globalmente
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definidas.

También probaremos la existencia de regiones invariantes del tipo de las de [9],
signiendo las técnicas de (58], para condiciones de frontera de tipo Dirichlet, con 51_3 >k,
para soluciones que parten de datos iniciales en espacios de funciones no necesariamente
continuas.

En este sentido observamos que estas regiones invariantes no sélo son validas para el
semigrupo generado por las soluciones que parten de datos iniciales en el espacio WP x
WB"I”’, con n,p tal que WDFI”’ — C(Q), lo cual es equivalente, por las inclusiones de
Sobolev, a tener N < p(n — 1), sino que podemos considerar también las soluciones que
parten de datos iniciales en el espacio W5* x L%

En efecto dado (o, vo) € Wll)’p x LY, de nuevo por el efecto regularizante, para todo
to > 0lasolucién del sistema (1.1.8) que parte de ese dato inicial verifica ¢ (t), v(t) € C(Q),
para todo t > tg, de forma que es posible construir un regién ¥ del tipo [58] tal que
(¢(to),v{to)) € ¥ para todo z € Q, de donde se tendria por el Teorema 1.6.2, que
(e(t),v(t)) € > para todo t > tg, lo cual properciona estimaciones de la norma en L,
uniformes en t > {p para las soluciones del sistema ([.1.8). No obstante la Proposicion
2.2.1 nos proporciona estimaciones de este tipo, sin necesidad de utilizar las regiones
invariantes y por tanto valida para cualquier valor de §; y k.

Observamos por tanto que los resultados de regularidad sobre la solucidn del sistema
con datos iniciales débiles, recogidos en la Seccién 1.4.2, son la clave para probar la
existencia global de la solucién, y ademads nos van a permitir obtener informacidon sobre las
soluciones y su comportamiento asintético en los espacios W5 x W5~ que estudiamos
en el capitulo dos. '

En el segundo capitulo estudiamos la existencia de un atractor global, compacto y
conexo para las soluciones del sistema (I.1.8), en estos espacios W37 x W3™'P el cual
contiene la informacion sobre la dinamica asintética de las soluciones.

Para ello en primer lugar probamos en la Proposicién 2.1.1, la existencia de un
atractor maximal para el semigrupo generado por las soluciones de {1.1.1) en el espacio
H}g x L%, para lo cual utilizamos métodos de operadores disipativos. Para funciones g
polinémicas de grado impar y coeficiente principal positivo esto ha sido ya probado en {7].
Para el caso general introducimos una condicién de disipatividad méas o menos cldsica,
[28], sobre g¢:

liminf i_s) > 0.

|sl—oc T8

Posteriormente utilizamos esta informacién, junto con estimaciones uniformes sobre

. 1, . .
la norma de las soluciones en Wy” x L7, para p > 2, y en otros espacios mas regulares,
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basadas en la técnica de la Proposicidn 1.4.3 v en la formula de variacion de las constantes,
para demostrar que el atra