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INTRODUCCION

El análisis estadístico de datos discretos multinomiales ha

despenadoen las últimas dosdécadasun notableinteréscomo ponen de

manifiesto las numerosaspublicaciones relacionadascon este tema

aparecidas en la literatura estadística. El desarrollo de modelos

apropiados,como puedeverseen los libros de Cox (1970), Haberman

(1974, 1978, 1979), Bishop y otros (1975), Gokhaley Kullback (1978),

Upton (1978), Fienberg (1980), Plackett (1981), Agresti (1984),

Goodman(1984) y Freeman(1987), ha ocupadoun lugarprominenteen

este campo. En estos libros se lleva a cabo la verificación de los

modelos construidos tradicionalmentea través del estadístico5(2 de

Pearson o del estadístico del logaritmo del cociente de

verosimilitudes. No obstante,estos estadísticosclásicos no siempre

dan los mejoresresultadoscomo lo demuestrantrabajosposteriores.

Otros autorescomo puede verse en el libro de Read y Cressie

(1988) y en las referenciasque allí se citan, se han preocupadomas

que en construir modelosen describir y valorar estadísticosde bondad

de ajuste ya existentes por un lado, y por otro en defmir nuevos

estadísticosque mejoren en algún sentido a los ya existentes.Ambos

estudiosse encuadrandentro de lo que hoy se conocecomoTeoríade la
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Información Estadísticaya que hacenuso de medidasde divergencia

para sus fines. No se debe olvidar que prácticamente todos los

estadísticosconstruidospara abordarel problema de bondadde ajuste

sebasan en una medidade divergencia.

Ademásen el supuestode que la hipótesisnula dependade algún

parámetrodesconocidouna forma de estimarlodentrodel enfoquede la

Teoría de la Información Estadísticaseríaa travésde los estimadores

de mínima divergencia.La consideraciónde estos estimadoresno es

nueva ya que desde un punto de vista clásico la consideracióndel

estadístico 5(2 de Pearson lleva asociado la estimación de los

parámetrosa través del estimadorde máxima verosimilitud del modelo

discretizadoque no es otro que el estimadorde mínimadivergenciade

Kullback.

Estamemonaseencuadradentro de la línea de actuacióniniciada

por Read (1982) y que tiene como objetivo el de presentar

procedimientosalternativostanto en el problemade bondad de ajuste

como en el de estimaciónpreviamentede parámetrosenel modelocuando

sea necesario.Ambosproblemasseplanteany resuelvena travésde las

medidas de R divergencia introducidas en la literatura estadística
41

por Burbea y Rao (1982). La utilización de esta familia de

divergenciasen la resolución de otros problemasestadísticospuede

verse en Rao (1982a,1982b),Lau (1985), Rao y Nayak (1985), Nayak

(1986),etc. Un hechoimportanteque pusode manifiestoRead(1982)a

través de la divergenciaparamétricaque introdujo, divergenciaque es

un caso panicularde la familia de p-divergenciasde Csiszár(1967),

es que para X=2/3 el estadísticoresultantees un excelentecompetidor

del estadísticode la 5(2~ Hoy en día estees un hechoaceptadopor la

comunidad científica estadísticacomo así queda recogido en los

numerosostrabajosaparecidosen los últimos añosen los que siempre

que se abordala posibilidad, para un problemaconcreto,de encontrar

un test competitivo, en algún sentido, con el de la 5(2 aparecede

forma natural el estadísticointroducido por Readpara X=2/3.
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En la unificación de medidasde divergenciaque se lleva a cabo

en el capítulo 1, como luego se verá, aparecen tres familias de

divergencias:Divergenciasde Csiszár, Divergenciasde Burbea-Raoy

Divergencias de Bregman. Read encontró, como ya se señaló

antenonnente,un test de bondad de ajuste alternativo dentro de la

familia de Divergencias de Csiszár. En esta memoria se obtiene un

resultado importantecuando se consideraen bondad de ajuste para

hipótesisnula equiprobableuna función 4’=4)a’ ya que el estadístico~2

de Pearsoncoincide con el basadoen y en muchoscasosaparece
2

como competidorde ésteun estadísticoalternativo desconocidobasado
en R Encontradosestadísticos alternativos en las familias de

4>.
un

Csiszáry Rao, obviamente,el problemaque quedaabierto y que debe

ser objeto de estudiosposterioreses el de encontrar, si esto fuera

posible, un estadísticocompetitivo en la familia de divergenciasde

Bregman.

En el capitulo 1 se introduce, como ya se indicó anteriormente,

una familia generalde distanciasque contienecomocasospaniculares

a las tres familias de divergenciasmás importantesintroducidasen la

literatura estadística hasta la fecha: Divergencias de Csiszár,

DivergenciasdeBurbea-Raoy DivergenciasdeBregman.A la vezque se

hace referenciaa numerosostrabajosen los que se puedenencontrar

diversas propiedades analíticas de las mismas, se obtienen

caracterizacionesde alguna de ellas y se establecencondiciones

necesarias y suficientes para validar la condición de proceso de

datos: ‘data processing’. Es decir, se ha seguido el criterio de citar

trabajosdonde se puedenencontrarpropiedadesanalíticasy únicamente

desarrollar aquellos resultadosque son originales y se presentanen

esta memoria por pnmera vez. Este estudio analítico de la familia

general de distancias introducida se realiza para el caso discreto ya

que en los capítulos siguientes se considerael modelo discretizado

asociado a un espacio estadístico general para obtener estimadores

puntuales y constrwr contrastesa partir de las divergencias de
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Burbea-Rao.

En el capítuloII seproponeun métodode estimaciónbasadoen la

R -divergencia(divergenciasde Burbea-Rao)paradatosagrupados.Este4)
método consiste en estimar el parámetro desconocido de una

distribución por aquel valor que minimiza la distancia elegida entre

las frecuenciasrelativas y las probabilidadesesperadasde cada una

de las clases.Se analizanlas propiedadesy comportamientoasintótico

del estimadorpropuesto bajo las condicionesde regularidadde Birch

(1964). En concreto, se demuestra que el estimador de mínima

R -divergenciaes consistentey asintóticamentenormal. Además, se4,
prueba que el método es robusto en el sentido de que a pequeñas

desviacionesdel modelo le correspondenpequeñasdesviacionesde la

estimación del parámetro. Por último, se finaliza el capítulo

realizando un estudio computacionalde una importante familia de

R -divergencias. Este estudio se realiza en dos direcciones: (1)
4,

encontrar el valor del parámetro de dicha familia que nos de un

estimador óptimo y (2) comparar los estimadores de mínima

R -divergencia con otros estimadores conocidos, para poblaciones
4,

Normal y Weibull.

A partir de la R4)-divergenciaentre la probabilidadobservaday

esperadade la variable aleatoria multinomial que surgeal discretizar

los datos de una variable continua en M clases,en el capítulo III, se

propone un contraste de bondad de ajuste. La hipótesis nula a

contrastarpuede ser simple o compuesta.El caso de hipótesis nula

simple que se estudiacon detalle, debido a su importancia,es cuando

se consideran clases equiprobables. Además, en este caso, la

distribución del estadísticopropuestobasado en la R4)~divergenciaes

una ji-cuadradocon M- 1 gradosde libertad. En el caso de hipótesis

nula compuesta,la probabilidad esperadaes una función de parámetros

desconocidosque setendráque estimar.Dependiendodel métodoque se

utilice para estimarel vector de parámetrosy de la función 4, que se

considere, la distribución asintótica del estadístico del contraste es
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una combinaciónlineal de ji-cuadradoso una ji-cuadradocon M-M0-1

gradosde libertad, donde M0 es el número de parámetrosestimados.

Tanto para una hipótesiscomo parala otra la función de potenciadel

contrasteconvergea 1 cuando n -* oo para hipótesisalternativasfijas.

Todos estos resultadosse han obtenido para M fijo y n -* ~o, sm

embargo,obsérveseque parecerazonablehacerM ~ co cuandon 4 00 ya

que es claro que se estáperdiendoinformación sustancialal hacern 4

manteniendofijo el númerode clases.En estasituación se demuestra

que bajo determinadas condiciones el estadístico del contraste

propuestosigue unaNormal. Además,se calculaen estecaso la función

de potenciapara una familia de alternativasy se encuentrael miembro

óptimo de la familia de R4,-divergencias utilizada en el estudio

computacional realizado en el capitulo anterior en el sentido de

máxima potencia.

El último capítulo de estetrabajo estádedicadoal estudiode la

optimalidad para muestraspequeñasde los contrastesde bondad de

ajuste propuestosen el capítulo anterior. En capítulos anteriores, se

ha obtenido como aproximacionesa la distribución exacta de los

estadísticosbasadosen la R~-divergenciauna cuando n—*o y M

fijo y una Normal cuandon~~~oo y M—*o bajo la hipótesissimétrica.En

estecapítulo, en primer lugar, se proponendosnuevasaproximaciones

cuando n—~oo y M fijo. La primera de ellas modifica el estadísticode

forma que la esperanzay varianzaexactasde éstesean iguales a las

asintóticas (las de una ji-cuadrado) más un infmitésimo o(n5. La

otra se obtiene medianteel desarrolloasintótico de segundoorden de

la distribución de los estadísticos.En segundolugar, se comparanlas

cuatro aproximacionesde la distribución exacta de los estadísticos

mediante dos criterios diferentes para muestras pequeñas.

Afortunadamente, se observa que la aproximación obtenida vía

comparaciónde momentosestan precisacomo la obtenidautilizando los

desarrollosEdgeworthen la mayoría de los casosconsideradoslo que

implica un gran ahorro computacional. Finalmente, se calculan las

potenciasexactas basadasen regiones críticas exactas para muestras
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CAPITULO 1

PROPIEDADES ANALITICAS DE LAS MEDIDAS DE DIVERGENCIA

1.1.- Introducción.

1.2.- Divergenciasde Csiszár.

1.3.- Divergenciasde Burbea-Rau.

1.4.- Divergenciasde Bregman.



1.1.- Introducción

Consideremosun espaciomedible (3C ‘~x~ y las distanciasD(P,OJ

entremedidasde probabilidadP, Q defmidasen este espacio.Estamos

interesadosen distancias reflexivas, es decir, las que satisfacen la

condición

D(P,Q)=O,dándoseel = si y sólo si P=Q, (1.1.1)

pero no necesariamentesimétricas

D(P,Q) = D(Q,P) (1.1.2)

ni verificando la desigualdadtriangular

D(P,Q)=D(P,P) + D(P,Q). (1.1.3)

En otras palabras, las distancias que vamos a considerarno son

necesariamentemétricas en el espacio ..~‘ de todas las distribuciones

de probabilidaden QE P9.

Las distancias o discrepanciasconsideradasjuegan un papel

importanteen teoría de la probabilidad, teoría de la información y
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estadísticamatemática.Por ejemplo, las distanciasde Prohorov,Levy,

Kolmogorov, y variación total son métricasmuy importantesen teoría

de la probabilidad y estadísticamatemática (Billingsley (1968) y

Huber(1981)). La divergenciade Kullback y Leibler no es métricapero

esmuy importanteen teoríade la informacióny estadísticamatemática

(Blahut (1987), Cover y Thomas (1991), Kullback (1959), Tchentsov

(1972), Amari (1990)), y también tiene aplicaciones interesantesen

teoría de la probabilidad (Barron (1985)). Las extensionesde la

divergenciade Kullback dadaspor Rényi (1961), Csiszár(1963)y Mi y

Silvey (1966) contienenotras distancias importantesen teoría de la

información, estadística matemática y teoría de la probabilidad

(Blahut (1987), Csiszár(1995), Cressiey Read(1988),Clarke y Barron

(1990) y Liese y Vajda (1987)).

El teoremadenominado“data processing’ (Csiszár(1967)6 Covery

Thomas(1991)) esun resultadoimportantede teoríade la información

y estadísticamatemática.En primer lugar fue enunciadopor Kullback y

Leibler (1951). Csiszár (1963, 1967) extendió dicho resultadoa una

clase más amplia de distancias.Pero, probablemente,la versión más

generalde esteteoremaapareceen p.17 en Liese y Vajda (1987). Este

teoremaestableceque si se haceuna transformaciónT del espaciode

datos QE ~%<) en un espaciomedible QQ , .X) entoncesla distancia

D(Pr1,QT’) entre las distribuciones~‘ y QT’ definidasen (U , út)

no puedesuperarel valor original de D(P,Q), y debe mantenerseel

mismo valor si T preservala información estadísticade los datos, es

decir, si T es suficientepara (P,Q).

AlgunasdistanciasD(P,Q) satisfacenesteteoremay otrasno. Por

ejemplo, si consideramosun espaciofinito 9< de puntos lZ...xM y

una transformaciónbiyectiva T:9E—~ 9< que evidentementeessuficiente

para cualquierpar (P,QJ, entoncesla distanciade Kolmogorov

DK(P,Q) = max j ~(prq)I (1.1.4)
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con p. = P( (xi) y q. = QII(xi) no satisfaceel teorema.En efecto, es

claro que DK((l/3.2/3~O),(2/3.O~lI3)) = 1/3 mientras que si se

considera como transformación T la permutación (x
1,x2,x3) —*

(x2,x3 ,x1) se tiene que DK((
2/3~O~l/3),(O,l/3,2/3))= 2/3.

Sin embargo,si se considerala transformaciónanterior en las

discrepancias

M

D (P,Q) = ~ ¡p-q18 a>0, (1.1.5)
a

i=1

éstasno vanan.

Consideremos el espacio fmito 3< = (x,x
2 xM>~ las

distribuciones~ Q = ~ y las distancias

M

D(P,Q) = > S(p.,q.), (1.1.6)
i=t

donde 540,1] t~e (-oo,oo] es finita en (0,1]2, continua en

[0,1]
2-RO,0)I, y 5(0,0)=O. De esta forma las distancias(1.1.5) están

dentro de esta clase mientrasque la distancia de Kolmogorov (1.1.4)

no. El considerar distribuciones discretas no representaráninguna

restricción a lo largo de la presente memoria ya que la teoría que se

ha desarrollado en los capítulos siguientes se sustentará en el

correspondientemodelo discretizadode un modelo estadísticodado.

Obsérvese que para muchas distancias consideradas en la

literatura, la definición de S(p.g) para p.=0 6 %=0 da problemas.

Los valores 5(p.,q,) son normalmentefinitos y continuosen pg para

(p.,q)e(0,1)2, por lo que es natural extender 5(p,q) de forma

continua a [0,1]2• La única excepciónes el punto (O,O)e[O,1]2 donde

se puede suponer que 5(0,0)=0, ya que los puntos con p.=q.=O no

deberían contribuir a la distancia entre las distribuciones de

4



probabilidad. De esta fonna el ((0,0)> se excluye del dominio de la

extensióncontinua y se trata por separado.Además,debido a que los

valores de 6(p,q) no necesitanestar acotadosen (0,1]2, la extensión

continua debe ser considerada en la topología de la recta real

extendida R=[-oo,oo], y los valores 8(0,q) y S(p,O) del borde

f(0,q):0cq=l>u ((p,O):0cp=1>de [0,1]2~(t10,0)>puedenser infinitos.

Finalmente, para evitar en (1.1.6) expresiones del tipo Co-Co, se

excluyen los valores 8(p,q)=-oo en [0,1]2• Esto explica las

suposicioneshechasen (1.1.6) acercade B(p,q).

Muchos autores han consideradodistancias entre distribuciones

discretasdel tipo (1.1.6). Entre ellos se encuentranNeyman (1949),

Kullback y Leibler (1951), Rao (1961), Rényi (1961), Csiszár (1963),

Mi y Silvey (1966), Bregman(1967),Robertson(1972), Burbeay Rao

(1982), Cressie y Read(1984> y Coheny otros (1993).

La condición ‘data processing’ para las distancias (1.1.6) se

formula de la siguienteforma:

“Consideremosuna aplicación T del espacio3< = (xl,...,xM) en

y~> donde 1=s=My los conjuntosA = r’(y. 1, 1=j=s,son
j

distintos del vacio. La clase (A1 A ) es una partición de 3< y las
$distribucionesinducidasvienendadaspor

y

siendo

= p. y q, ~ j=1 s. (1.1.7)

j

Por el Teorema de Factorización,la aplicación T es suficiente para

(P,Q> si existenh=O~...~hM=Otalesque

5



p. = pu. y q. = ~h. Vital que xeA. y 1=j=s. (1.1.8)

Entonces, la distancia (1.1.6) satisface la condición ‘data

processing” si, para todas las distribuciones

y aplicacionesT consideradas,

D(P,Q) =D(P,Q) (1.1.9)

y se da la igualdadcuandoT es suficientepara (P,Q>

En el apartadosiguiente se encuentranlas condicionesque deben

verificar las funciones fru,v) para que las correspondientes

distancias (1.1.6) verifiquen la condición ‘data processing’ y como

consecuenciase obtiene una caracterizaciónde las divergenciasde

Csiszár. De acuerdo a esta caracterización,únicamente la variación

total D(P,Q) de entre las distancias consideradas en (1.1.5)

satisface la condición “data processing”.En los apartados1.3 y 1.4

se introducen a partir de la expresión (1.1.6) las distancias de

Burbea-Rao(Burbeay Rao (1982))y las distanciasde Bregman(Bregman

(1967)) utilizadas recientemente en el contexto estadístico por

Csiszár (1991,1994)y se establecencondiciones a través del teorema

de caracterizacióndado en 1.2 para que estasmedidasde divergencia

verifiquen la condición ‘data processing”.

1.2.- Divergenciasde Csiszár

En este apartadose caracterizalas divergenciasde Csiszáry se

demuestrauna condición necesariay suficiente para que se cumpla la

condición “data processing’.

Decimos que la distancia (1.1.6) es f-divergencia si existe una

función convexaf:(O,oo)—*R tal que
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5(p,q) = qf{-{—]

Entonces, por continuidad,

5(0,q) = q limf(t) = q f(O)
o

V O’cp,q=1.

S(p,O) = p hm KQ2
= p f(oo)/oo

Esta elección de 5 hace que la distancia

f-divergenciade Csiszár(1963)

M

Df(P,Q)=~q

(1.1.6) coincida con

con

f(j9

Of(4j

— q f(0)

— p f(oo)/oo

y

— o,

donde f(O) y f(oo)/oo se definen como antes.

Algunasde las propiedadesbásicasde las f-divergenciasprobadas

en Liese y Vajda (1987) o Vajda (1989) son:

(i) Se verifica que f(1) =f(0) + f(oo)/oo donde la igualdadse da

solo si f es din en (0,00).

(1.2.1)

y

V 0.cq=1.

y Otcp=1.

la

rPa
fI—!I

iLq4 (1.2.2)

V 0cq=í,

V O’zp=1,

7



(u) Se verifica que f(l) =Df(P.Q) =f(O) + f(Co)/oo, donde

f(1)=D1(P,Q) si P = Q y Df(P.Q) = f(O) + f(oo)/oo si P es singularcon
Q, P.i~Q.

(iii) Si f no es afín en (O,Co) entoncesf(1) = Df(P,Q) solo si

P = Q y D¿P,Q) = f(O) + f(oo)/Co <Co solo si P±Q.

(iv) Dos f-divergencias Df(P,Q) y D/P~Q) coinciden para
1 2

cualquierade las distribuciones P y Q consideradassi y sólo si

existeceR tal que f1(t)-f2(t) = c(t-1) para todo te (0,oo).

(y) Toda f-divergenciasatisfacela condición “data processing”.

Ejemplo 1.2.1

Las funcionesconvexasno negativascon f (1)=O,
a

f(t) = t
8-at+a-1

a a(a-1) para a!=0,a#1,

definen una conocida clase de f-divergenciasdonde sus extensiones

continuasvienen dadaspor

I’
0(t) = -lnt+t- 1 y f1(t) = tlnt-t+ 1

(Cressie y Read (1984); Battacharyya (1946) y Rényi (1961)

consideraronfunciones de estas f-divergencias para a=1/2 y a>0

respectivamente,y Kullback y Leibler (1951) consideraronel caso a=O

y a=1). Unicamentepara a=112 la distancia correspondientees una

métrica,ademássu raiz cuadradaes la distanciade Hellinger.

Otras f-divergenciasque también son métricasse puedenobtener

con

8



f(t) = t+l

o
consideradapor Vajda y Kus (1995), con

Oca=1

considerada por Matusita (1964) o con

f(t) = (t~+l)11~ -

2(l.a)Ia(t+l)

‘A

a>1

introducida por Osterreicher (1996).

Teorema 1.2.1

La distancia (1.1.6) es f-divergencia si y sólo si satisface la

condición “data processing’. La función convexa f para la que

únicamenteesto es cierto viene dadapor

f(t) = t tS(1 , 1/t)

para 0<t=1

para t>l
(1.2.3)

exceptopor la equivalenciadescritaen la propiedad(iv).

Demostración

Por una parte, si la distancia (1.1.6) es f-divergencia entonces

se verifica la condición “data processing” por (y) y la relación

(1.2.3) entre 8 y f. Además, la f-divergencia no puede ser una
*

f -divergencia para f #f exceptoen el caso descritoen (iv).

Por otra parte, supongamosque la distancia (1.1.6) satisfacela

condición ‘data processing’.SeaT una aplicación de E=lxl.x2,...,xM}

enlti={y1,y2 ~~1> tal que T(x1) = T(x2) = y1. Esta aplicación es

9



suficientepara las P,Q consideradassi y sólo si ó q1+%=O ó

~>Oy

p p1 _ 2 _
— — — — t=O.q1 q2

De (1.1.9) para cadap.,q=0con p1+p2=l,q1±%=1

S(p +p ,q «u) =8(p,q) + S(p,q)
121 ~z 11 22

(1.2.4)

y para cadat>O y q1,cy’.0 con q1~~=min(1,1/t}

= S(tq1,q1) +

Demostraremosque (1.2.5) implica la existencia de una

(1.2.5)

función

f:(0,oo)—4R satisfaciendo(1.2.1) y que (1.2.4) implica su convexidad.

Sea t>0 arbitrario fijo y consideramosla función continua

= 5(tq,q) de variable 0cq=min¡1,1/ti. Si Oc2ccminf1/2,1/2t>
entonces(1.2.5) implica paratodo E=q1,%=min¡1/2,1/2t>

= ~~¡(q1) + l4f(%).

Por Teorema 1 en pA.6 de Aczél (1966), esto implica la existencia

de f(t) e R tal que

8(tq,q) = f(t) q (1.2.6)

para todo e=q=min(1/2,1/2t}. De (1.2.5) tenemospara todo Ocqce

= S(te,e)+ 8(tq,q)

y, aplicando(1.2.6),

f(t)(e+q) = f(t)e + SQq,q).

10



Por tanto (1.2.6) esválido paratodo Ocq=min{1/2,1/2t>.Análogamente

se puedeextenderla validez de (1.2.6) a todo 0<q=min(l,1/t), lo que

implica (1.2.1) y la relación (1.2.3) entre 8 y f.

De estemodo únicamentequedaprobarque f es convexa.Es fácil

probar que para cada Ocacl y t1,t2>0 existe p,q~ pertenecientesal

dominio consideradoen (1.2.4) tal que

_____ pi
q1+q2 -a y = t. para i=l,2.

Reescribiendo(1.2.4) por medio de (1.2.6) en la forma

(q¡+%)f(ql~qfl =qf[i] + %f~~q2J

se compruebadespuésde algunasoperacionesalgebraicasque (1.2.4)

implica la desigualdadde Jensenpara f,

u

El Teorema 1.2.1 presenta un método directo paraverificar si una

distancia (1.1.6) es f-divergencia, que consiste en comprobarsi la

función (1.2.3) es convexa en (0,00). En algunos casos esta

comprobaciónno será fácil. El Teorema1.2.2, basadoen los dos lemas

siguientes,proporcionaun método alternativo.

Lema 1.2.1

Una aplicación &(0,1]
2—~R satisfacela condicióndehomogeneidad

8(tu,tv) = t 3(u,v) V t>0 y 0.cu,v=min¡1,1/t>(1.2.7)

si y sólo si existeuna función f:(0,Co)—*R verificando (1.2.1).
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Demostración

Es inmediato que (1.2.1) implica (1.2.7) por tanto demostraremos

que (1.2.7) implica (1.2.1). Para ello defmimos f por (1.2.3). De

(1.2.7) se sigue que si Ocu=v=1entonces para 0<t=u/vC1

8(u,v) = 8(tv,v) = y 8(t,1) = y f(t) = y f(ulv),

y si Ocv<u=1entoncesparat=u/v>1

8(u,v) = 5(u,ult) = u frl,1/t) = y t 3(1,1/t) = y f(t) = y f(u/v)

u

Lema 1.2.2

La aplicación8 en Lema 1.2.1 es continuao convexasi y sólo si

la función f consideradaen ésteescontinuao convexa.

Demostración

La continuidad es evidente de la relación entre 8 y f en la

demostración del Lema 1.2.1. Por tanto probemosla convexidad.

Si 8(u,v) es convexaentoncesf (t) = 8(vt,v) son convexas en los
1~

dominios 0’ct=1/vpara todo 0cv=1.Por (1.2.1), f(t) coincide con

f(t)/v en el dominio (0,1/vi por tanto f(t) es convexa en (0,oo). Si,

al contrario, f(t) es convexa entonces para cada 0cir<1 y
2

(u.,v.)e(0,1] , i=1,2, una mixtura convexa adecuadacon el parámetro

itv1 e(0,l)
irv+(l-it)v2

lleva a la desigualdadde Jensenparaf,

12



+ (1-t)—~] =‘r f~j.~j+ (1-’t)f%J].

Pero esto esequivalentea

3 =itvfl—A+12(3v iLvj 2Lv2J

lo cual espor (1.2.1) la desigualdadde Jensen

SÚtu1+(1-iúu2atv1+(l-10v2)=~8(u1,v1)+ (1-n)8(u2,v2)

para 5(u,v).

u

Teorema 1.2.2

La distancia (1.1.6) es f-divergencia si y sólo si 8 es convexa
2

en (0,1] y homogéneaen el sentido de (1.2.7).

Demostración

Evidente por los Lemas 1.2.1 y 1.2.2.

u

Ejemplo 1.2.2

Para las distancias (1.1.5) la función 8 (u,v) = Iu-v~~ es
aconvexaen el dominio u v>0 solo si a=1.De estaforma las distancias

D(P,Q) para Ocací no satisfacenla condición ‘data processing”. De

las funciones 5 (u,v), a=1,solo aquellas con a=1 satisfacen la
a

condición de homogeneidad

8 (tu,tv) = tS (u,v) para todo t,u,v>0.
a a
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De esta forma D1(P,Q) es la única distancia de la clase (1.1.5) queM

satisfacela condición “data processing”.AdemásD(P,Q) = ¡ p.-q.1
es la métricade la variación total, la f-divergenciapara f(t)= It-li.

u

1.3.- Divergenciasde Burbea-Rao

A lo largo de esta memoria consideramosuna función cóncava

continua4:(O,Co)—R, donde

4)(0) = hm 4,(t)e(-c.o,Co].
td, O

La función B4,:[O~1](] defmida por

%(u~v) = { :E u+v] (u)+4,(v)
si (u,v)!=(0,O)

si (u,v)=(O,0)

satisface todas las suposicioneshechas sobre 8(u,v) en (1.1.6). La

distanciacorrespondiente

M

R4,(P,Q) = ~
i=l

(1.3.2)

es la divergenciade Burbeay Rao (1982), denominadaR -divergencia.

4,

Por ser 4, continua, la condición

8 (u,v)=O
4,

V O=u,v=1

es equivalentea la desigualdadde Jensen

(1.3.1)
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ir4,(u)+(1-n)4,(v) =4,Qtu+(1-it)v) V O=7t=1y O=u,v=l. (1.3.3)

Sabemosque (Apéndice A en Liese y Vajda (1987)), (1.3.3) es

equivalentea la existenciade una aplicación 4,t(0,1)—~R tal que

4,(t) =4,(t0) + 4,(t0)(t-t0) V 0=t=1,0.ct0cl.(1.3.4)

La función (1.3.1) es idénticamentecero si y sólo si 4, es afín

en (0,1). En efecto, 4) es estrictamentecóncava en t0e(0,1) si la

desigualdaden (1.3.4) es estrictapara todo te(t0,1] o todo te [0,t0).

Como sepruebaenel ApéndiceA de Liesey Vajda (1987),estoseda si

y sólo si la desigualdaden (1.3.3) es estrictaparatodo Ocrc1 y todo

0=u,v=1 satisfaciendola condición

itu + (1-g)v = t0.

De este modo la identidad S4,(u,v) 0 implica que 4, no es

estrictamentecóncava en t e(0,1), es decir, para cada t0e(0,1)
O

existen puntos u e [0,t0) y v0e(t0,1) tales que los valores
O

4,(t0) y 4Kv0) pertenecena la recta

44t) = 4,(t0) + 4,(t0)(t-t).

Esto junto con (1.3.3) implica que 4) es din en [u0,v0]. Si se

considera un conjunto adecuado de valores t0, esta afinidad se

extiendea (0,1).

Esto nos permitirácaracterizarlas distanciasde Burbea-Rao.

Lema 1.3.1

La distancia (1.3.2) es simétrica para las funciones 4,

consideradasen el sentido de (1.1.2), no negativa e igual cero para

15



P=Q. Si 4) es estrictamentecóncavapara cadapunto del intervalo (0,1)

entoncesestadistanciaes reflexiva en el sentidode (1.1.1).

Demostración

Es evidente, por la concavidadde 4, que la distancia (1.3.2) es

no negativa.Además54,(u,v) es siempresimétricaen las variablesu y

y.

Por otra parte, de lo visto anteriormente,se tiene que si 4, es

estrictamentecóncavapara todo 0ct0.c1 entonces

V 0=u,v=1, u!=v.

u

El resultado siguiente es una modificación del Teorema 1 de

Burbeay Rao (1982).

Teorema 1.3.1

Sea 4) estrictamentecóncava y dos veces diferenciableen cada

punto del intervalo (0,1). Entonces 8 es convexa en [0,1]2

(estrictamente convexa para todo (u,v)c(0,1) con u!=v)si y sólo si

1¡4,”(t) es convexa (estrictamente convexa) en (0,1).

Demostración

La matriz Hessianade 8 (u,v) en (0,1)2 viene dadapor
4,

H4,(u,v) = ~-~--[jj 4,” [~~!:SY~]-4,”(u)
u+v

1 u+v
2~ -4,’’(v)

donde la concavidadestricta de 4, implica que todas las derivadas
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segundas son negativas. La matriz Hessiana es semidefinidapositiva si

y sólo si

24,”(u) > 4,”

y

La segunda condición es equivalente a

1 <í[ í + t

La matriz Hessiana es semidefmida positiva si y sólo si se tiene la

última desigualdad y es definida positiva si y sólo si esta

desigualdades estricta.

La demostracióndel teoremase completateniendo en cuentaque

(B.3.d en Chap. 16 de Marshal y Olldn (1979)) una función 5(u,v) es

convexa en el dominio O’zu,v<c1 si y sólo si su matriz Hessiana es

semidefinida positiva en este dominio, y estrictamente convexa en el

dominio 0.cucv y Ocvcu si y sólo si la matriz Hessiana es definida
2positiva en esterecinto. La convexidaden todo [0,1] se sigue de la

continuidadde %(u~v) en [O,1]2~¡(0,O))y del hechode que B4)(O.0)=O.

u

Obsérveseque desde un punto de vista intuitivo es interesante

que 54,(u,v) sea convexa en (u,v) ya que eso significa que la

divergencia media entre (u,v) y (z,w) no es menor que entre su

combinaciónlineal X(u,v) + gz,w), donde X,p=0 y X+g=1.

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y

17



u

suficientes para que las divergencias de Burbea-Raoverifiquen la

condición “data processing”.

Teorema1.3.2

Supongamosque 4, satisface las condicionesdel Teorema 1.3.1.

Entonces la distancia de Burbea-Rao (1.3.2) satisface la condición

“data processing” si y sólo si 1/4,”(t) es convexa en (0,1) y se

verifica que

1 MI u+vl - 4,(tu)+4)(tv) — 4, Iu+v•I - 4,(u)+ (y) (1.3.5)rlt fl W

para todo t>0 y 0.cu,v=min( 1,1/t>. Si estascondicionesse mantienen

R (P,Q) coincide con la f-divergencia de P y Q dada por (1.2.2) para
4,

la función convexa

f(t) = - (t)+4,(l)

Demostración

Evidente por el Teorema 1.2.2 y el Teorema1.3.1.
u

Ejemplo 1.3.1

Las funciones4,
1(t) = -tlnt y 4)0(t) = lnt cumplen las condiciones

del Teorema 1.3.1 con 4,”(t) = -t-l y 4,”(t) = -Í ~. Al ser lI4,”(t)
¡ 0

convexa y 1I4,”(t) cóncava, por el Teorema 1.3.2,
o

M p.+q.

R4,(P,Q) = In ¡/2

o ,=¡ 2(p.q.)

no satisface la condición data processing”. Para 4, 1(t) se verifica
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que

u+v ín(t ~xJuln(tu)+vln(tv) — u+v ~ Iu+vl ulnu+vlnv
2 —r [jVJ~

por lo que se tiene (1.3.5). Por tanto, por el Teorema 1.3.2,

R (P,Q) = 1kJ~ ln
4, WLw

1=11
p+q.

lii 2q.

p+q. 1
satisface la condición “data processing” y coincide

f-divergencia de P y Q para f(t) = 1/2 {tlnt-(t+1)Ini(t+1

viene dada por

con

)12]]

D¿P.Q) = .4—y [p. ln pi
2q. 1

+ (p.+qjln 1

J

La igualdad

R4,(P,Q) =
p.

lii’ + (p.+q.)ln
2q. 1

J
sepuedeobtenertambién directamente,sin utilizar el Teorema 1.3.2.

La primera componente de la expresión anterior es la divergencia

de Kullback

M

I(P,Q) = > pIn

pero no estáclaro a primera vista si la segundacomponente

M 2q.
D(RQ) = ~ (p.+q)ln

1=1 p.+q.

la

que
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es también f-divergencia. Observemosque esto se puede verificar

utilizando el Teorema1.2.2. De hecho, la función

5(u,v) = (u+v)ln [~j,

]

es convexaen el dominio 0cu,v=1y homogéneaen el sentidode (1.2.7).

Por tanto la respuesta es afirmativa y, por (1.2.3), la función

convexacorrespondienteesf(t)= (t+1)ln(21(t+l)).

u

1.4.- Divergencias de Bregman

A lo largo de este apartadose considerauna función convexa

diferenciable4,:(0,oo)—.R, con

4)(0) = hm 4,(t)e(-oo,Co].

4,0

La función 84,:[0~1É—*(-oo~oo] definida por la extensióncontinua

de

8 (u,v) = 4,(u)-4,(v)-4)’(v)(u-v)
4,

V 0cu,v=1 (1.4.1)

en [0,1]2~((0,0)) y por 84)(0~0) = 0, satisface las condiciones de

(1.1.6). La expresión

M

~=1
(1.4.2)

define la divergenciade Bregman(Bregman(1967) y Csiszár (1991,

1994)). Esta distancia puede no ser simétrica.

20



Lema 1.4.1

La distancia(1.4.2) es no negativae igual a ceropara P=Q. Si 4)
es estrictamenteconvexapara todo punto del intervalo (0,1) entonces

estadistanciaes reflexiva en el sentidode (1.1.1).

Demostración

Es evidente, por la convexidadde 4, que la distancia (1.4.2) es

no negativa,es decir, toma valoresen [0,00].

Si 4) esestrictamenteconvexapara 0.ct cl entonces
o

54,(u,v) >0 V 0cu,v=l,u!=v.
u

Teorema 1.4.1

Sea 4, estrictamenteconvexa y tres veces diferenciable en todo

punto del intervalo (0,1). Entonces 5 es convexa en [O,lf

(estrictamenteconvexaen (u,v)e(0,1) con u~év) si y sólo si 1I4,”(t)
es cóncava(estrictamentecóncava)en (0,1).

Demostración

La matriz Hessianade %(u~v) viene dadapor

H4,(u,v)=fj u)

donde ‘~¡ representaa 4)”. Es semidefinidapositiva si y sólo si

‘¡(u) [w(v)+w’(vnv-u)] =
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o, equivalentemente,

1 + I4J’(v) 1
141(v) V(v) (y-u)>

es decir

1 1

~iNv) 141(u) > ____

y-u

que es equivalente a la concavidad de lIw(t) en (0,1). Análogamente si

la matriz Hessiana es definida positiva se tiene que 1/w(t) es

estrictamente cóncava en (0,1).

u

Teorema 1.4.2

Supongamosque 4, satisface las condiciones del Teorema 1.4.1.

Entonces la divergenciade Bregman (1.4.2) satisface la condición

dataprocessing”si y sólo si lI4,”(t) escóncavaen (0,1) y

4)(tu)-4)(tv) - 4)’(tv)(u-v) = 4,(u)-4,(v)-4,’(v)(u-v) (1.4.4)
t

para todo t>0 y 0cu,v=min [1,1/ti. Si se verifican estas condiciones

entoncesB (P,Q) coincide con la f-divergenciade P y Q dada por
4,

(1.2.2) para la función convexa

Demostración

Evidentepor el Teorema1.2.2 y el Teorema1.4.1.

u
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Ejemplo 1.4.1

Las funciones 4,0(t) = -lnt y 4,1(t) = tlnt satisfacen las

condicionesdel Teorema1.4.1. Observemosque

1I4,”(t) = t
2 y 1I4,”(t) = t

0 1

son convexas.El lado izquierdo de (1.4.4) es para 4,
0(t) igual a

1 11v u 1 r,~
—r ~ + - lj =

por tanto (1.4.4) no se verifica. De esta forma por el Teorema 1.4.2

se tiene que que la divergenciade BregmanB4,(P,Q) no satisfacela
o

condición “data processing’. Para 4,1(t) el lado izquierdo de (1.4.4)

es igual a

uln u - (u-y) = 4)~(u)-4,~(v)-4)(v)(u-v)y

por tanto se tiene (1.4.4). De este modo el Teorema 1.4.2 implica que

la correspondientedivergenciade Bregman

M

B4,(P,Q) = ~ pln

satisfacela condición ‘data processing”. Este resultado fue obtenido

por Kullback y Leibler (1951).

u
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CAPITULO II

EL ESTIMADOR DE MINIMA R -DIVERGENCIA:
4,

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

2.1.- Introducción.

2.2.- El estimador de mínima R4,-divergencia.
2.3.-Propiedadesy comportamientoasintóticodel

estimador de mínima R~,-divergencia.
2.4.- Robustez de la función de mínima

R4,-divergencia.
2.5.- Resultadoscomputacionales.



2.1.- Introducción

En estecapitulo se considerauna amplia clasede estimadoresque

se pueden usar cuando los datos son discretos, bien porque la

distribución subyacentelo sea bien porque sea continua pero las

observacionesse clasifiquen en grupos. Esta clasificación se puede

llevar a cabo por razones experimentales o porque el problema de

estimaciónque se desearesolver con los datos no agrupadostiene

característicasno deseables.

Mgunos ejemplos sencillos y otros no tan sencillos en los que

falla el conocidométodode máximaverosimilitud son expuestospor Le

Cam (1990). Por ejemplo, supongamosque Y1,Y2 Y son variables
n

aleatorias independientesy distribuidas como una mixtura de dos

poblacionesnormalescon función de densidad

1 1 ____

f8(y) = w—exp [—~( OIJJ (2it)1/
2

0L 4[y$j1
(2n) U~ 2

donde ~ g~, a~, ~2’ w), p~, >x2cR, a~, 02>0 y wc(0,1).

La función de verosimilitud para estimar los cinco parámetrosde

estadistribución vienedadapor
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n
L(6;y1,...,y) =.fl f (y)

J=1e ~•

Si hacemosj.t~ =y. para algún i (i=1,...,n), entonces

f0(y.) >

y

f0(yj) > (1-w)~/23V’a2y’exp[- -4 [>‘i)] 2j paraj!=i.

De estaforma

O O expi- —p¡¡¡L(0;y1 y) > (2ity w(1-w) 12 ~ 3~,LSJJ

donde eligiendo o~ suficientementepequeño,podemoshacerL tan grande

como queramos.Por tanto no existenvalores w, a~, o~, g1yg2 que

maximizen L. Es decir, no siempre existe el estimador de máxima

verosimilitud basadoen los datosno agrupados.

El primero en dar solución a este problemafue Pearson(1894)

medianteel métodode los momentos.Noobstante,apesardesermuchos

los fenómenosaleatorios que siguen esta distribución pasó mucho

tiempo hastaque Hassenblad(1966)reabrióel tema.Desdeentoncesson

muchos los autores que han abordadoeste problema, Cohen (1967)

desarrolla un procedimiento iterativo que reduce el esfuerzo

computacional requerido para resolver la ecuación de grado nueve que

propusoPearson.Day (1969) y Behboodian(1970) obtienenmediante

métodos iterativos los máximos locales de la función de verosimilitud,

ya que como se ha visto, es no acotada. Posteriormente,Fryer y

Robertson(1972) compararonlas estimacionesde los momentosy los de

mínima 2máxima verosimilitud y x para datos agrupados de los
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parámetrosde varias mixturasde normales.Estosautoresconcluyenque

las estimacionespara datos agrupadosson másprecisasque las de los

momentospara la mayoría de las distribuciones consideradas. En los

últimos añosWoodwardy otros (1984)y Woodward y otros (1995)han

realizado interesantescomparacionesentre el estimador de máxima

verosimilitud y los estimadoresde mínima distancia basadosen la

distanciade Craniér-vonMises y en la de Hellinger, respectivamente.

En este capítulo se presentaun procedimientoque entre otros

resuelveel problemaplanteadoa través del modelo discretizado.Para

discretizar el modelo se divide el recorrido de la variable aleatoria

enestudioY con valoresen el espacioestadístico(3<433<,P8)06ecRMo

M subconjuntosdisjuntos ,.. .AM. Entonces,si se extrae una muestra

aleatoria simple de Y de tamaño n se tiene una variable aleatoria

(X,...,XM) multinomial, donde X. representael númerode vecesque

YeA., i=1,...,M, con parámetros (n;q[(
6)~...,q~(6)) y siendo q.(8) =

i=1,...,M, la probabilidad de la clase A.. Evidentemente,el

problemade estimar0, por máximaverosimilitud una vez agrupadoslos

datosconsisteen maximizar para (x
1 xM) fijo

XMxM) = nl x x

o equivalentemente

K
In P0(X=x,..., XM=xM) = -n D ULLBACK(~ Q(6)) + cte

A A A A
siendo P=(p p ) con p,=x./n, i=1,...,M, Q(O)=(q(0)

1 M
KULLBACX<y D la divergenciade Kullback, Kullback (1959). Por tanto

estimar (3 a través del modelo discretizado mediante máxima
Mverosimilitud es equivalentea minimizar en Oce c R o la divergencia

de Kullback.

Ahora bien la divergencia de Kullback, según se vio en el
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capitulo 1, no es la única medida de divergencia.De estaforma surge

el método de estimación basado en la mínima distancia, que consiste en

elegir como estimador de O el valor ~ tal que

1% D(P,
D(P, Q(~)) OeOcRTMo Q(6))

siendo D cualquiermedidade divergencia.

A lo largo de esta memoria se abordarán los problemas de

estimación y contraste basadosen las medidas de divergencia de

Burbea-Rao; las R -divergencias. En este capítulo se estudia el
4,

problemade estimaciónpuntual.

2.2.- El estimador de mínima R - divergencia

.

4,

Sea Y
1,...,Y una muestra aleatoria simple procedentede una

población dependientede un parámetrodesconocidoOce c RMo y

supongamosque existe la función Q(8) = (q1(6) q~(6))’ que aplica

M “ Mcadavalor de 6= (0 O)’ en A = = ¡ Eo i=I

p=0, i=1 M}. Cuando O varia sobre G, Q(O) varia sobre un

subconjuntoT de A . Si el modelo elegido es correcto existirá un
M

valor &c e de tal forma que Q(O%=it donde it es el verdaderovalor de

la probabilidadde la multinomial, es decir, It E T. En caso de que el

modelo no sea correcto, en general ir ~ T, es decir, no existe el valor
o60 en e tal que ir = Q(6 ).

Definición 2.2.1

Dada una m.a.s. de tamaño n procedentede una población con

espacio estadístico (3<,I~3<.P6)66ecRMo~ el estimador de mínima
A —

R -divergenciade O es cualquierO e e verificando
4, 4,
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R4,(P, Q(64,)) = i n f R(P, Q(6)).
Oc0 4,

En lo sucesivoel estimadorde mínimaR divergenciase expresa
A A 41

mediante6 = arg i n f R4,(P,Q(6)). Estemétodoeligeel puntodeT que
4, OcO A

estámás próximo al valor P en el sentidode la distanciaelegida.

En el Ejemplo 2.2.1 se utiliza este estimador para dar un

pronósticoacerca del parámetrode una población que se suponede

Poisson.

Ejemplo 2.2.1

Sea Y1,...,Y una muestraaleatoria simple de una poblaciónque

se sospechaes de Poisson de parámetro(3 desconocido.A la vista de

las observacionesse consideran3 clases: la clase del 0, la clase del

1 y la clase de los que son mayoreso iguales que 2. La variable

aleatoria (Xi, ~2’ 5(3) sigue una distribución triinomial de parámetros

(n; q1(6), q2(6),q3(6)), donde

-O
q1(6) = P0(X=0) = e

%(O) = P0(X=1) = 0e
6

y 6%(O) = P
6(X =2) = 1 - (1+6)&

A
Si se considera la R-divergencia (4,(x) = -xlnx), encontrar O

basadoen la R-divergencia se reduce a encontrar el valor de 6 que

minimiza la función

AA (3 lnp + OeAn6e
0

A p>lnp
1 + e lne

0 “2 2
R(P,Q(O)) = 2 + 2 +

A A .0.9
p

3lnp3 + (l-(1+6)e )ln(l-(l+O)e

)

+ 2
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A .9

.jLjLln

A .9
+ e

A

+ 6e
+ lnr

A
p + 6e6

2
+

A e
+ (1-(1+0)e )

2 ln

A

p
3

e
+ (l-(1+O)e~ )

2

A
Si suponemosque P = (0.2, 0.3, (3~5)t, se obtiene

por tanto,

A A
q1(91) = 0.19, %(9~) = 0.31, %(8) = 0.5

y

R(P, Q(6)) = 0.1734.

Es interesantehacer un análisis geométrico de este ejemplo.

Inicialmente A es la cara ABC del triedro
3

P2

que representaremosen el píano medianteel triángulo

+ 1-
A
e = 1.661 y

1’
3

C = (0,0,1)

B = (0,1,0)

A = (1,0.0)

P
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C = (0,0,1)

A = (1,0,0) B = (0,1,0)

Al variar 6 en = [0,00),Q(O) = ~ ~e, Oea, 1 - (1+6)e~)t es

una curva sobreA que se representamedianteel subconjuntoT. Por
A

otro lado el vector de frecuenciasobservadas,P, se podrá representar

en A3 mediante un punto. Pues bien, si el modelo que se ha elegido

para justificar los datos (en nuestro caso el modelo de Poisson) es

correcto, existirá un valor “verdadero’ del parámetro, ~0, tal que It =

Q(O%, donde It es el verdaderovalor de P, es decir it e T.

u

Como se ha puesto de manifiesto en el apartado anterior el

problema de estimar los parámetrosde una mixtura de normalesha

preocupadoa muchosautoresa lo largo de la historia. En el Ejemplo

2.2.2 no solo se estiman estos parámetros utilizando el estimadorde

mínima R -divergencia para diferentes mixturas sino que se calcula el
4,

error cometidopor dichas estimaciones.

Ejemplo 2.2.2

En la Tabla 2.2.1 aparecen las estimaciones de mínima
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2R -divergenciacon 4,(x) = x - x para diversas mixturas de normales
4,

estudiadaspor Woodward y otros (1984), así como los errores

cuadráticos medios cometidos. Las estimaciones se han obtenido

generando 500 muestrasde tamañon=100 de las mixturas consideradas

que se han clasificadoen 6 intervalos equiprobables.El procedimiento

seguido para el cálculo de los valores que aparecenen la tabla es

igual al explicado en el último apartado de este capítulo para

poblacionesNormales y Weibull.

Tabla 2.2.1

ji.
1

A
JI

1

1
1

1

A 0

02

W
W

W

ecm

.
.095116

.
.922335

2.32
2.474715

.
.901301

.25
.319910 .107400

.

.177123

1

1.084772

3.6

3.689710

.

.938717

.25

.292838 .086623

.

.071198

.

.916150

2.56

2.616902

.

.906696

.5

.49 1556 .072056

.

.042858

.

.955667

3.76

3.791897

.

.934395

.5
.491940 .059310

.
.136445 1.123112

2.32

2.831053

fI’

1.080655

.25
.408027 .27 1677

.
.137165 1.358219

3.6
3.761637 1.293059

.25
.300400 .178416

.
.220047

fI’
1.168330

2.56
2.769676

fI’
1.147163

.5
.495224 .199996

.
.089573

tI’
1.312635

3.76

3.835456

fI’

1.289461

.5

.492481 .143369

32



Evidentemente, el algoritmo utilizado para minimizar la

R -divergencia debe partir de unos estimadores iniciales. Los
4)

utilizados en este ejemplo son los propuestospor los autores citados

anteriormente. Es decir, se toman como valores posibles de w

únicamente0.1, 0.2,..., 0.9. Para cada uno de estos valores se divide

la muestraen dos submuestras,Y1,...,Y e Y> Y, donde ‘~‘ es
fi

el estadísticode orden y n se obtiene redondeandoal entero más
A

próximo nw. Entonces, w es aquel valor para el cual w(1-w)(m1-m2)
2 es

A A 2
máximo, JI = m

1, JI = m2, ¿ = ((m -r~~>)/.6745) y
1 2 1 II

donde m~ es la mediana muestral de la
J

subpoblaciónj-ésima y rt es el cuantil q-ésimo de la subpoblación
a

j-ésima.

u

2.3- Propiedadesy comportamiento asintótico del estimador de
mínima R - divergencia.

4,

A lo largo de este apartado se supondrá que el modelo es

conecto, it = Q(6
0), y que M

0 < M- 1. Además se admitirán las

siguientes condiciones de regularidad dadas por Birch (1964):

o1- El punto 6 es un punto interior de e.

2-It. = q.(8
0) >0 para i=l M y por tanto it = (It

1 ITM) es un
¡ 1

punto interior de T.

3- La aplicación Q:8 ~ es totalmentediferenciableen ~0• Por

tanto existen las derivadasparcialesde q~ con respectoa cada0, en
a90 y q.(O) se puedeexpresarde la forma:

o

q,(0) = q.(6
0) + ~ (9~O?)8q

1(6) + o(119 -
“ aO.

a
cuando O —*
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4- La matriz

J(90) = IBQ(O)] _______

j=1 M
o

tiene rango M
0.

5- La aplicación inversa Q’: T —* e es continua en Q(6
0) = it.

6- La aplicación Q: O —~ AM escontinua V Oc O.

En los siguientes teoremas se estudiarán las propiedades

asintóticas del estimador de mínima R
4)~divergencia. Antes se

establecerála siguientedefinición:

Definición 2.3.1

A 0
Se dice que un estimador, 5, de Q(6) = (q(Ov),...,q(69)É es

c -consistentesi verifica

A
cii 5 - Q(6

0) II =0 (1).
p

Dada la sucesiónde variablesaleatorias(Y ‘jiEN la relación

Y =0(1)
u p

significa que

Hm Hm mf P(~Y~c) = 1,

es decir, o bien Y = 0 (1) (la sucesión (Y 1 está acotadaen
u p unEN

probabilidad) o bien Y = o (1) (la sucesión (Y 1 convergeenu p unEN

probabilidad a cero).
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Si c~ Co~ la condición de c-consistenciade un estimadores más
A

fuerte que la consistencia. Además si un estimador S~ es

y un estimador es c2-consistenteentoncestanto A5
u A 2 jicomo son c -consistentes para cu = mm(c, ~1.

Dado el vector Pe AM~ a la aplicación defmidade AM en O me-

diante

6
4,(P) = arg mf R4)(P, 6)

GeO

sele denominaráfunción demínimaRA-divergencia.Obsérvesequedada
‘1’ A

una m.a.s. y la distribución de frecuencias,P, asociada a ella el

estimadorde 6 de mínima R -divergenciavienedado porel valor de la
4) A A A

función de mínima R4,-divergencia en P, es decir, O4)= O (P).
4)

Teorema 2.3.1

Sea4,: (0,00)—* R unafuncióncóncavacontinua.Supóngaseque se

verifican las condicionesde regularidad1-6 de Birch y ademásque:

i) e esun conjunto compacto.

u) arg i n f R4,(P, O) es único en un entornocerradode P.
OcO

Entonces,se tiene que

A
6 11494)

Demostración

En primer lugar probaremosque 64, es una función contmua,

~ ~

4v
P —*6~gP)=arg mf R~gP~O).

35



Sea IP > una sucesióntal que P —~ P y supóngaseque
u u u-4

00

i~.6
4)(P) = 1j~ arg mf R4,(P, O) !=64fP).

Como O es un conjuntocompactoexisteuna subsucesión

164,(PQ>ma (O4)(P~)1~

verificando

lirn%(P) = !=94,(P).

Sabemosque la función R esuna función continua,entonces
4,

R4,(P, 6?) = hm R (P, O4,(P)).
4,

Por otra parte, como

hm R4,(P, O) = R4,(P, 6) V6ea

y O es compacto, la convergencia puntual implica la convergencia

uniforme, con lo cual

1j~ sup IR11¡P~O)-R (P,
4)

= 0, (2.3.1)

y por tanto

hm in f R4,(P, O)- in f R4)(P, 6)¡ =0.
SeO 6eO

36



Entonces,tenemosque

hm ¡ R4,(P, O4,(P)) - R4,(P, O4,(P))¡ = 0,

que es lo mismo que

hm R4,(P , 64,(P)) = R4,(P, O4)(P)).

Por otro lado, de (2.3.1) también se sigue que

hm ¡ R4)(P, 4,(u» - R4)(P, 64)(P))¡ = o

por lo que se puede concluir que

hm R4,(P, ~ = R4)(P, 64,(P)).

Entonces, R4,(P, 62) = R4,(P, O4,(P)) lo cual estáen contradicción

con la hipótesisu) y por tanto O es una función continua.
4)

A s.s. O A
Sabemosque P —~-~ it = Q(O ) siendo P el estimador no

paramétrico. Entonces por continuidad de O se tiene que
4,

A = ~ (it)=6
0.

04, O~(~) 4,
u

Antes de establecerel siguiente teoremase introducirá notación

adicional. Considéreseel operadorlineal diferencial

d _

r
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y la matriz Jacobianade dimensiónMXM0, J(6) = (J. (6)) donde
jr

aq. (O)

jr aO

Se defme

8q.(6)

= = (J11(6)~.4JM(O))

y

A(O) = dia~[ -4,”(q1(6)) -4)”(q~(O)) ] J(O).

Teorema 2.3.2

Sea 4,: (0,oo) —* R una función cóncavacon derivada segunda

continua. Si se verifican las condicionesde regularidad 1-6 así como

las hipótesisi) e u) del Teorema2.3.1, entonces:

a) - 00) =

donde

B(6) = (A(O)tA(Off¡A(O)tdiag[ -4,”(q1(9)),...,

b) CW(64, - 90) N (0, E),

donde

E = B(6%EQ((3o)B(&)
t
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con

EQ((3o)=diag(Q(O5)~Q(&)Q(&)t

c) IT’ IIQ(OQ-Q(9%ii =0(1) y V5V’ (Q(64,)~Q(9O)) = N (O, E)

donde

= J(9
0 0t)EJ(9)

y

J(6) = ~8q.~
[ j=1

r=1 M
o

Demostración

a) Al ser

R (P,Q(9)) NI ~p.+q.(Ofl [4)(p)+4,(q.(9))~]

4) = ~ [nj -

la derivadaparcial de R
4,(P, Q(O)) respectode 9 viene dadapor

r

8R4)(P,Q(6)) M aqÁO) ,Ip(ql

________ = •~
Sq.(0)

86

= 1 Mf f p.i-q.(6)] óq.(0)
(2.3.2)

Si sederiva la expresiónanterior respectoa p. setiene que
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a
[aR4)(P,Q(0))] =

-t
-4-4,” [~q (0)]

Porotro lado el desarrollode Taylor de

aq.(O)

¿O

aR4,(P,Q(O

aO
Q(6%, viene dado por

aR4,(P,~
80

— 8R4,(Q(6
0tQ(6Q

)

¿0

+ t1—t1[aR4,(P;Q(64,))

]

P=P

donde

Q(9
0) - P~ II =u Q(60) - u.

Así pues

[aR
4)(P,Q(64,)

)

AaR4)(Q(0 ),Q(6

¿6

IP
4) “ ¡

Obsérveseque

A $ o
0 —‘-—-49

4, n-*oo
pffl±~.Q(o

0)
y

en tomo a

+

A
(p.-q.(00))

4)))]

A8q.(B
4)

)

89
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implican que

.ÁsL~ Q(00) yQ(g4,) ji400

o~ Q(9)
ji400

A 8q~(9
0

)

8q~(0
4,) 2=L~ ______

u4Co 1

Consecuentemente

1 aR4,(P,Q(O4,)) ________________

r ¿Or ]r=1
O

4,”(q1(6
0)) aq (O ) A 0))

~ (p~-q
1(6

=v—ii.-’
1 “ o

J r=l M o

(2.3.3)

4,”(Q(0)) = (4,”(q
1(0)),...,4,”(q~(9)))

Al ser ¿R4>(~’,Q(64,))= 0, se sigue de (2.3.2) que
86

r

8R4)(P,Q(64,)) aR4)(Q(O
0)~Q(%))j —

89

Por tanto

* A

4,” p.+q.(6

donde

41



ívriV’ I~-I4,’(q.(O )) -
1q(9O)~q(

6 )] aq. (g4,)]
~ Li=I1í¿* 1 J 80~

Desarrollandoh(64,) =

Taylor en tomo a 60, se obtiene

M

o
h(64,) = h(0

0) +

s=I

[qj(eCj+q(6
4,)

- J en seriede

ah(9
t) A

- 00)
80

E

donde

116~- 9~ II =11~0 -

Por otra parte,

ah(&)
_____ = 4,»(q (6~))

80

aq. (Ob 1

______ - z 4,

A $

y como 64, -;~- u

ah(0*)
c. $

—4
ji4Co (1 4,”(q

1(~
0» 8q~(00) -89

Como h(00) = O, de (2.3.4) se tiene

4,

0
BR (Q(9 )~Q(uQ) 1

— 1
89 J

r r1 M o

(2.3.4).

aq. (6*)

¿0

¿0
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=irir’ 4{! 1
M

o

s=1

aq (00) A

1 89

M

i~l

8

90) ¿q~( O0y~
sj ¿o fj

8q(90 o
4)”(q.(90) (O~¿8 89

r=I . M
o

r=l M

= ~ J(eO)tdiag(4,~~(Q(6O)))J(O0)(8
4, - 00)

Por tanto de (2.3.3) y (2.3.5) se tiene que

- 90) =

— rw[A(&! A(6%}’ A(6%ídiagfj -4,”(Q(6
0))

como quedamos demostrar.

b) Aplicando el Teorema Central del Limite, se tiene que

‘IW(PQ(9%) L ,,T/nr
ji400

y en consecuencia

—1
«—ji-’ A(6%tdiag[ -4,”(Q(00)) (P-Q(90))

donde

(2.3.5)

(PQ(90))3

L
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—1
- Q(OO)Q(eO)t] diag[ ~4,t~(Q(90))]

Por tanto el resultado enunciado

A(60) [A(eo)tA(eo)]

es inmediato

apartado a).

c) Si seconsiderael desarrollode Taylor de

q~(g
4,) = q3(6

0)
M

o

cd 64,)

aq.(9*)

¿6

donde

II 00 ~ II =11 ~O 8u

o lo que es lo mismo

Q(9 )Q(g4,) - o

A
Como 64)

c.8. o
—4 e

u4
00

=1
¿q. (&)

J

¿0
s=l,. . Nl

0

se tiene que

- Q(90)]
il~ N(O,E ),

~~4OO Q

con

E =J(&)EJ(05t.
Q

a partir del

en torno a
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Entonces

{iP u Q(g4,) - Q(0
0) 1= 0(1).

u

En el Teorema2.3.3 seobtieneun resultadoanálogoaunquemás

fuerte al del Teorema2.3.2 a) cambiandoalgunade las condicionesde
regularidad.Para obtenereste resultado se utiliza el Teorema de la

Función Implícita que previamentese enuncia.

M+M M

“Sea F=(F ,.. .,F): R o —4 R o una función continuamente
O

diferenciable en un conjunto abierto U c RM+Mo que contiene al punto
* * * o o

(x=(x~..,x )t, x=(x~..,x )) para el cual F(xt, x) = O y se
Nl 0 1 Nl O

o
suponeque la matriz

a E. 1
1 ¡

8x ji=’ ,...,Nlj o
j=M+l M+M o

*

es no singular en (x, x). Entonces existe un entorno M-dimensional

U
0 de x en RM y una única función continuamentediferenciable

Nlg:U —* R o de forma que g(x) = x0 y F(x,g(x)) = O VxcU
o o

Teorema 2.3.3

Sea 4,:(0,oo) —* R una función cóncavacon derivada segunda

continua. Si se verifican las condiciones de regularidad 1-6 de Birch

y suponiendo que la aplicación Q: O —~ AM tiene derivadasparciales

segundas continuas en un entorno de 90, se tiene que

A O oí o! Oí .1 0
1A

0 A o

9 =9 + (A(0 )A(O ))~ A(9 )diagi -4,”(Q(O))I(P-Q(0))+oÚIP-Q(9 )“)
4, 1. j

A
donde 8 es único en un entorno de ~O•

4)

45



Demostración

Sea
1M el interior del cubo uni~o Mdimensionaí con A ~ 1M y

Nl
sea U un entorno de 90 en el cual Q:8 —~ A tiene derivadas

Nlparcialessegundascontinuas.Considéresela función

Nl Nl
F=(FI,...,FM ):lxU—*Ro

o

de tal forma que

Fi (p1,~ ~
o

BR4,(P, Q(O)

)

¿6
Vj=1,..,M0.

Para ir.= q.(0%, i=l,...,M, se tiene que

Vj=1,..,M0,
o

ya que

¿R4,(P,Q(9)

)

¿e

1 M(Ifl+fl(9)~—~ - M’t I9flI 8q. (9) Vj=1,..,M0.J ~9\q~\JJJ 89.

1=111 a

Seguidamentese comprobaráque la matriz

¿E I~ ¿E. 1
____ —1 a ¡

189rJ j=1,...,M0
Nl

o

es no singular en 80. En efecto, al ser

aR4)(P,Q(0)

)

a[)
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_____ _____ +

= ~ aq(O) [P1%()] - 4)”(q$9))j ~

a

+ [@‘[~i~¡2)]- 4,’q¿o»] ~~n-ET
1 w
319 622 m
362 622 l
S
BT

r

se tiene que
o

8 ____ ____________

____ = 1 ] _ 41w 1 ¿R4,(It,Q(9)

)

80. JJiIM o
_ a M

¿q1(9
0

)

— [i ~{a~oe% [Ú~j~II~oo))}~ Mo
a Mo

r=I

— .4-. A(9%tA(0%.

Teniendo en cuenta que si B es una matriz pxq y C una matriz no

singular de orden q, entonces rango(BC)=rango(B), se tiene que

y A(O0) tienen rango M
0 considerando

o

I ~ 1 i=L..NlBq}9 ~‘ y C = día~[ ~4,fl(Q(9o))]
r

r=1 M
O

Por otra parte,

rango(A(&)tA(O%) = rango(A(8%A(9%t) = rango(A(9
0)) = M

0.
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En definitiva la matriz

¿ E. ~)II[¿e J 1=1j _ o

es no singular en 60.

Aplicando el Teorema de la Función Implícita existe un entorno
Nl

M-dimensional U0 de ir = (Itl~...arM) en R y una única función
diferenciablecon continuidad~: U0 ~ RMo de tal forma que

F(P, ~(P)) = O

y

~Qt) =

Aplicando la regla de la cadenase tiene

VPeU

¿F(P,~(P))
+ _______ ____ =0

8~(P) 8P

y paraP=It

8F aF ¿o~
___ + =0.
¿It 890 alt

Ahora bien,

¿E 1

860 ~ A(O
0)’ A(O0)

y

¿E — ~ J(9O)tdiag(4)~t(it))= - 1 A(e0)tdiagI~ ~4,AA(Q(90))l

¿It 1. J
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con lo cual

800 Ot 0 1 Ot

____ = (A(O) A(O )) A(O)diag

Desarrollando por Taylor ~(P) en un entorno de a, se tiene

1~(P) = ~Qr) + [BP J P=It(P-ir) + o(¡a P-ItiI)

y como UOt) = 60, se llega a

~(P) =00+ (A(00)tA(60)yIA(60)tdiag[ ~4,~~(Q(90))](P-it)

Ahora bien P ~ It, porlo tanto

es solución única de las ecuaciones

___________ = 0,

86.
a

+ o(IIP-nII).

A A
PcU

0 y como consecuencia ~(P)

luego ~(P)

R -divergencia,g4) 4,’ que como consecuenciade

A ot 01 ot.
1 ,,o1

O =00+(A(O )A(O ))~ A(6)díagi -4)(Q(O))¡
4, 1. J

es el estimador de mínima

lo anteriorverifica

A o A o

(P-Q(O ))+o(ii P-Q(0 )II).

u

3.

en un entorno de It,
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2.4.- Robustez de la función de mínima Re-divergencia

.

En los apartados anteriores se ha supuesto que la distribución

que rige el modelo discretizado es Q(O) = (q1(6),...,q~(O))
t. En este

apartadose considerandesviacionesdel modelo dadaspor la familia

Q (9) = (1-OQ(6) + el’E

con ez’0, 9e0 y P e A
Nl

ESea O (P) el vectorque minimiza la función
4,

fp.+q.(0,efl í [Nl 1
gjP,9) = ~ 4, L--2—---J - —w {E@(P»- ~

donde q
1(6,e),..., q~(O~e) son las componentes del vector

Para garantizar la robustez de 64)(P), lo que interesa comprobar

es que a pequeñasdesviacionesde Q(6) le correspondenpequeñas

desviaciones de 0~(P); o bien, analíticamente, que

~ii~ O~(P) = O4,(P).

En el siguiente teorema se dan condiciones que garantizan la

robustezde la función de mínimaR -divergencia.
4,

Teorema 2.4.1

Supóngase que se verifican las condiciones del Teorema 2.3.1,

entonces,se tiene que

~iig 6(P) = 94,(P).
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Demostración

Sea (e> una sucesión arbitraria de números positivos verificando

E —4 0. Por ser 4, continua y ct(O E) — q.(O), i=1,...,M, se
u n4

00 ‘n E40
1~

tiene que

VOe e.
ji u

Al serO compactola convergenciapuntual implica la convergencia

uniforme y en consecuencia

~ix¿i sup ¡g
6(P, 0) - g0(P, 0)¡ = O

u 9e0 u

lo que implica que

¿~ii~i mf g~(P. 6)- mf g0(P, 6)¡=0,
~ ReO ~

o lo que es lo mismo

E

1 gJ~~ 94,fi(p)) - g0(P, %(P))1 = 0.

fi u

En defintiva seha demostradoque

E
(2.4.1)¡kw ~ 04)

11(p)) = g
0(P, 64,(P)).u u

E
Sí ~ii~i 64)

11(P) # O
4,(P), resultaque por serO compactoexisteuna

ji

subsucesión
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8
c

verificando
8

hm 6 u(p)...9~g(p)
540 4,*4,

ji

De (2.4.1) se tiene que g0(P 6 ) = g (P O (P)) con 0~ #o’4,
lo cual contradicela unicidadde O4,(P).

Finalmente,de la arbitrariedadde la sucesión ¡ E>, se deduceel

teorema.
u

Otra forma más general de enfocar la robustez es suponer que la

verdaderadistribuciónque rige el modelodiscretizado,It e AM~ cumple

uIt - Q(0)ií < E para un OcO

y comprobar que si E es pequeño, el valor 64,0!) es próximo a

O (Q(6))=6.

4,

Teorema 2.4.2

Supóngaseque se verifican las condicionesdel teoremaanterior y

sea it e A . Entonces:

Nl

1 im 64,0!) = 64,(Q(9)) = 9.
uxt-Q(0 )u—*o

Demostración

Inmediatapor ser64, continua.

u
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2.5.-Resultadoscomputacionales

.

Una familia de R -divergenciasespecialmenteimportante,como
4,

pusieron de manifiesto Burbea y Rao (1982) es la que resulta al

considerarla función

1 a4,a(x) = .-
1—~--{x -x) a>0, a!=l

y 4,1(x) = hm S(x) = -xlnx.
«-41

En este caso es inmediato, a partir del Teorema2.3.3, que el
A

estimadorde mínima R divergencia,0 se puede expresarde la

forma

A o oí 01 ot - A0
64, =0 +(A(9 )A(9 ))~ A(9 ) diag[(Q(O0)§7 ~J(P-Q(&))+o(LI P-Q(6)ii)

donde

A(O) = diag[(Q(9)Y+- ‘j J(O).

Obsérveseque si se considerala R-divergencia,R el estimador
4,’

de mínima R-divergencia viene dado por

g = 0
0+(A(90)IA(9%YIA(6%ídiag [(Q(9o))- —4-j (P-Q(0%)+o@P-Q(0%n)

donde

A(O) = diag[(Q(9)). -A-—]

y
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- 90) 1 N(O,I(60y1),
4) n400

siendo 1(0) la matriz de Información de Fisher asociada al modelo

discretizado.

Recordemos que un estimador O tal que tiVXO -O%-.~L~~N(0,I(6%)
n u 11400

se denomina asintóticaniente eficiente o DAN (Best Asymptotically
A

Normal). Por tanto el estimador9 es un estimadorDAN.

En esteapanadose resuelvenlos dos siguientesproblemas:

(1) Calcular el valor de a, a., que mmimize el error

cuadráticomedio que seproduceal estimarcon la R divergencialos
4,a-

parámetros de una población Normal y de una Weibull.

(2) Calcular los estimadoresde mínima R -divergenciade los

parámetrosde una población Normal y de una Weibull para diferentes

valoresde acomparándoloscon los estimadoresde máximaverosimilitud

y de mínima distancia de Kolmogorov D

u

En primer lugar se aborda el problema (1), pero antes se define

lo que se entiende por estimador de mínima D y por función de

distribución Weibull.

Definición 2.5.1

Se define el estimador de mínima D para una familia de
A”

distribuciones (F
6(x), 9ee>, como el valor O e E) tal que

A
D (6) = min(D (6), 6e0>

11
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siendo

D(9) = sup! Fkx)-F9(x)~ > = max¡D’\O), D}6)>
xE R

donde

D:(6) = sup¡Fkx)-F0(x)
xC R

D}O) = sup¡F6(x)-1
9(x)

xE R

i

= max(0, max( n

= maxfO, max¡ FO(x<)) -

y FXx) es la función de distribución empírica de una muestra
u

de la población y

de orden.

x =x =...=x
(1) (2) (u)

son los estadísticos

Definición 2.5.2

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribución

Weibull de parámetros(b,c), b>0, c>0, si la función de distribución

de X es

F
9(x) = 1- x=0

donde 9 = (b,c).

El parámetrob es el parámetrode escalay c es el parámetrode

forma.

El esquemageneralque se seguirápara encontrarel a óptimo en

el sentido de (1) es el siguiente:

i—l—>n
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1

Paso 1: Se fija:

(a) tamañomuestral (n),

(b) número de clases en la partición (M),

(c) número de muestras simuladas (N).

Se calculanlos valores~ dados por

f0(x)dx = VM, i=1 Ma

de forma que A=(a. ~ a], i=l ,..,M, defina una partición

3<cR.

Paso2: Se minimiza la función

N

1;
ecm(a) =

(91 -6)~
ía

2N

E (6’ 2-6)za z
+ 2N

donde es el estimador de mínima R -divergenciade 6~ y

de 9~ para la muestrai. Estos valores se calculan en el

paso 3.

Paso 3: Dado a fijo, hacer para i=1 hasta N

(a) Generaruna muestraaleatoriasimple de tamañon

(b) Calcular la frecuencia relativa de las clases del paso

anterior

(c) Minimizar en O la función R4,(P, Q(9)).

Ir al paso 2.

En la Tabla 2.5.1 y 2.5.2 aparece el valor a, a., que nilaimiza

el error cuadráticomedio que secometecuando seutiliza el estimador
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de mínimaR -divergenciaparaestimarlos parámetrosde unaWeibull
4,a

de parámetrosb=1 y c=1, We(1,1), y b=1 y c=2, We(1,2) y los

parámetros de una Normal JI=O y a=l, N(0,1), y JI=O y o=2, N(0,2),para

diferentes tamaños muestrales.

Tabla 2.5.1

We(1,1) We(1,2)

n=20

n=40

n = 60

1.76875

1.1

1 .10158

1.197607

0.613597

1 .205

Tabla 2.5.2

N(O,1) N(0,2)

n = 20 0.298348 0.224309

n = 40 0.280321 0.290615

n = 60 0.325411 0.298412

Debido a que el algoritmo de minimización que se utiliza para

calcular cada uno de los valores de las tablas anteriores puede ser

sensible a los puntos iniciales, se ha evaluado cada a con diversos

puntos iniciales y comprobadoque en estecaso la diferenciaentre los

«mi partiendo de un punto inicial u otro es ínfima, por lo que se ha
tomado aquél que da el menor error cuadrático medio.

Por otra parte, el esquemageneral que se sigue para calcularel

estimadorde mínima R dive
rgencia,problema (2), es el siguiente:
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Paso 1: Se fija:

(a) tamañomuestral(n),

(b) número de clases en la partición (M),

(c) númerode muestrassimuladas(N).

Se calculanlos valores ~ dados por

j~ f9(x)dx = hM, i=l M

a

i. 1

de forma que A.=(a, a], i=1,..., M, defina una partición

de 3<cR.

Paso 2: Dado a fijo, hacer para i=l hasta N

(a) Generar una muestra aleatoria simple de tamaño n

(b) Calcular la frecuencia relativa de las clases del paso

anterior

(c) Minimizar en 6 la función R4)(P, Q(0))

A
Paso 3: Se considera 6 la mediade los valoresobtenidosal minimizar

4,
la función R en el Paso 2(c) en todas las muestras y ecm(a)

4,
el error cuadrático medio de los parámetrosestimadosdefmido

anteriormente.

Las Tablas 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 y 2.5.6 contienen los estimadores

de máxima verosimilitud (EMV), mínimo Du (EDu) y mínima

R -divergencia (FR4, ) para poblacionesWeibull de parámetrosb=1,
a

c=1; b=1, c=2; para poblacionesNormal de parámetrosirO, a=1; =0,
a=2, respectivamente. Estos valores se han calculado por simulación

para 1000 muestras,6 clasesy tamañosmuestralesn=20, 40 y 60. Se

varía el parámetrode forma manteniendofijo el de escalaporque las
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estimaciones de c y a son, en general, peoresque las de b y JI. De

esta forma, parecemás interesanteobservarel comportamientode las
A A

estimaciones c y a. De hecho, las estimaciones en la Tabla 2.5.4 y

2.5.6 son peoresque en la 2.5.3 y 2.5.5 para c y a, respectivamente.

También aparecenen estas tablas la suma de los errores cuadráticos

mediosde los dos parámetros.

Tabla 2.5.3

We(1,1) n=20 n=40 n=60

EMV ee
e

ecm

0.998783
1.063596

0.055893

0.994317
1.029655

0.025969

0.994150
1.019258

0.014047

ED eee
ecm

0.984651
1.565195

1.023289

1.006958
1.137134

0.121828

0.978376
1.185521

0.108134

ER4)
e
e
e

ecm

1.008978

1.386812

0.745879

1.015399

1.068477

0.112524

0.983971

1.117729

0.091662

ER4)
ee

ecm

1.002849
1.414069

0.742312

1.006966
1.077251

0.098914

0.979121
1.133801

0.096844

ER
e

e
ecm

1.009632

1.396201
0.734901

1.006264

1.051318
0.093519

0.978674

1.105390
0.083306

Los programas que calculan los E 1$, y los E D necesitan partir
a

de una estimación inicial. Para las poblaciones Weibull, esta

estimación se realiza por el método dado por Dannenbring (1977), es

decir:
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L

y

A = ln(1n2)
c

ln(x Ib)

donde x es la mediana muestral.

Tabla 2.5.4

We(1,2) n20 n=40 n=60

EMV eee
ecm

0.992503
2.127185

0.093951

0.993879
2.059309

0.039142

0.994862
2.038516

0.023382

ED ji eee
ecm

0.985581
3.030805

3.926376

0.997818
2.214321

0.385762

0.991716
2.229546

0.280197

ER4) e
e

ecm

0.992771

2.699849

2.675244

0.999766

2.066902

0.271025

0.991852

2.135167

0.208801

ER4)
eee

ecm

0.993954

2.783239

2.700610

0.997541

2.145965

0.326649

0.989239

2.215762

0.278683

4’a.

ee
e

ecm

0.993631

2.651145
2.560270

0.997473

2.019232
0.231978

0.988435

2.129087
0.187459

Enel casode poblacionesNormalessehantomadocomoestimadores

iniciales los de máxima verosimilitud.

u
1

u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u 60



Puesto que el EMVse basa en valores originales Weibull o Normal,

y no en valores discretizados, el error cuadrático medio (ecm)

cometidopor esteprocedimientoesmáspequeñoque el cometidoporel

estimador de mínima R -divergencia para n=40 y 60 y mayor que el

cometidoporel FR4, paran=20. Sin embargo,el ecmcometidoporel

mirl

estimadorde mínimo D es másgrandeque el ER en todos los casos
ji

aunque el primero se basa en valores originales y el segundo clasifica

los valores originales en clases.

Tabla 2.5.5

N(0,l) n=20 n=40 n=60

EMV eee
ecm

-0.01 1351
0.960474

0.038515

-0.004091
0.978162

0.018526

-0.002958
0.984269

0.012468

ED u

e

e
e
e

ecm

-0.014687
0.972221
0.043739

-0.004947
0.985606
0.021340

-0.003634
0.987717
0.014099

BR
~1

e

e

ecm

-0.010202
0.983168
0.041413

-0.005092
0.989895
0.022099

-0.001042
0.987750
0.014360

ER

‘k

e
e

ecm

-0.009914

0.978724

0.041710

-0.004122

0.985323

0.022388

-0.002576

0.986545

0.014605
j

ji

A

a

ecm

-0.007035

0.980223
0.037700

-0.004988

0.983745
0.020522

-0.003618

0.988468
0.013907

Entonces, el comportamiento de los FR es bueno cuando las
‘Y
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observaciones se clasifican en clases.

Tabla 2.5.6

N(0,2) n=20 n=40 n=60

EMV
e

e
e

e

ecm

-0.022703
1.920949

0.154061

-0.008183
1.956325

0.074107

-0.005917
1.968539

0.049874

ED u

e

e
e
e

ecm

-0.028261
1.947619

0.175630

-0.009410
1.970374

0.084122

-0.007361
1.975137

0.056079

ER 4, ee
e

ecm

-0.019088
1.972188

0.169617

-0.009761
1.975937

0.087569

-0.002724
1.977961

0.058077

ER 4, fiAo
ecm

-0.017345
1.955918

0.167734

-0.006358
1.967490

0.088731

-0.005403
1.971419

0.057644

ER

miu

t

ti

A

o

ecm

-0.018334

1.954678
0.149621

-0.007323

1.968161
0.080399

-0.006046

1.970706
0.054078

Obsérvese que en general todos los errores cuadráticos medios que

se cometenal utilizar los estimadoresconsideradosson bastantemás

pequeñospara las poblacionesNormalesque para las Weibull.
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CAPITULO III

CONTRASTES DE RONDAD DE AJUSTE BASADOS EN LA
R -DIVERGENCIA: COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

4)

3.1.- Introducción.
3.2.-Re-divergenciay bondad de ajuste: Hipótesisnula

simple. Eficiencia Pitman.
3.3.-RQ-divergenciay bondadde ajuste: Hipótesisnula

compuesta.

3.4.-El problema de bondad de ajuste cuandose

incrementa el número de clases.



3.1.- Introducción

Una buenaparte de los tests de bondad de ajuste se reducena

realizar contrastes sobre el parámetro it = (ItIí...arM) de una

distribución multinomial

nl x x

~It~5( = x) = x!...x¡ It
1 ~~

1tM

1

donde X toma valores en el conjunto

{x = (x
1,..., xNl)

t ¡ x=n x>~0 xeZ+ i=l~...
1M}

1=!

y ItEA
M

Esto es posible cuando se discretiza el modelo en estudio y se

denotapor It. la probabilidadde la clase A., i=l,...,M. En estecaso,
1 1

el problemade bondadde ajuste se reducea contrastaruna hipótesis

acerca del vector de probabilidad generalmentedesconocidoit =

(ir1 ItM) que podemosplantearcomo

(3.1.1)

donde TcA es el conjunto donde It puede tomarvaloresen la hipótesis
M
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nula. Esta hipótesispuedeespecificarit completamente en cuyo caso T

es únicamente un punto (es decir, hipótesis simple) o puede ser It una

función de parámetros desconocidos que deben ser estimados a partir de

la muestra(esdecir, hipótesiscompuesta).

La hipótesis (3.1.1) se valora comparando las frecuencias

esperadasen cadaclase, dadaspor nIt0, con las frecuenciasobservadas

x. Si hay mucha diferencia entre las frecuencias observadas y las

esperadasentoncesse rechazaestemodelo y se buscaotro modelo que

se ajustemás a los datos.

El estadístico de bondad de ajuste más utilizado para
2

contrastar (3.1.1) es el X de Pearson (introducido por Pearson,

1900);

A2

2 M (X. - nn.)x = A
~=x nit.

que se distribuye asintóticamente como una ji-cuadrado con M-1 grados
A

de libertad en el caso de hipótesis nula simple donde It = it
A

i=1 M. En el caso de hipótesis compuesta, donde It, se elige como

el elementode T más consistentecon los datosde la muestra,Pearson

(1900) recomendómantenerlos M- 1 gradosde libertaddel caso anterior

pero posteriormente Fisher (1924) obtuvo que los verdaderos grados de

libertad son M-M -1 donde M0 es el número de parámetros estimados. El
A

método más conocido para elegir it, cuando la hipótesis nula es

compuesta, es el de máxima verosimilitud, a partir de los datos

discretizados,que como se vio en el capítulo anterior es el caso

particular del método de mínima distanciacuando se utiliza la medida
A

de divergenciade Kullback. Es obvio, por tanto, que It se puede

obtenerutilizando el método de mínima R4)-divergenciaestudiadoen el

capítulo anterior. El estudio del contraste de bondad de ajuste cuando

se utiliza este método de estimaciónse llevará a cabo en el apartado

3.3.
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Cochran (1952) además de presentar una recopilación del
2

desarrollo histórico del estadístico 5( de Pearson y sus aplicaciones
estudió algunos estadísticos alternativos a éste. Entre ellos se

encuentra el estadístico del logaritmo del cociente de verosimilitud;

Nl X
2G = 2

i=t nIt

que es asmtóticamente equivalente al estadístico X~ de Pearson

(Neyman (1949)).

Muchos han sido los estudios realizadospor diferentes autores
2

sobre las diferencias existentesentre los estadísticosX de Pearson
2

y O , entreotros destacar:

(i) comparaciones para muestras finitas bajo la hipótesis

nula (Chapman(1976), Larntz (1978)),

(u) comparaciones de la potencia asintótica para muestras

finitas y varias hipótesis alternativas, incluyendo el efecto de

variar los intervalos de las clases (Hoeffding (1965); West y

Kempthorne (1972); Goldstein, Wolf y Dillon (1976)),

(iii) cálculo de la distribución asintótica bajo la hipótesis

nula y varias alternativas,para M creciendo con n (Holst (1972);

Monis (1975); Koehler y Larntz (1980)),

(iv) impacto en los estadísticosde los diferentes métodos de

estimación de parámetros (Moore y Spruill (1975)).

Otros estadísticos de bondad de ajuste han sido propuestos a lo

largo de los últimos 40 años.Entre estos se incluyen el estadístico

de Freeman-Tukey ( Freemany Tukey (1950); Bishop y otros (1975)), el
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cual, siguiendo Fienberg (1979) y Moore (1986), se defme como

?=4 -

el estadísticodel logaritmo del cociente de verosimilitud modificado

(Kullback (1959, 1985)) que viene dado por

A

2 MA ng
GM =2n

i=I X

y el estadísticoX2 modificadode Neyman(Neyman(1949))

A2
Nl (5(, - nl!.)

NIvÍ=~ 1

1=1 X.

Todos estos estadísticos comparten la característica común de ser
A

iguales a cero cuando Vn y it son iguales y la de incrementar su
A

tamaño cuando aumenta la diferencia entre Vn y it.

Ademásdiversosautoreshan demostradoque bajo la hipótesisnula

la distribución asintóticade estosestadísticoses la misma que la de
5(2 y G2. Así, sepueden encontrar propiedades y comparacionesde los

2llamados test ~ (es decir, aquellos test que, bajo ciertas

condiciones, siguen una distribución asintótica~2) en Watson (1959),

Lancaster (1969), Horn (1977), Fienberg (1979, 1984) y una excelente

recopilación en Moore (1986).

Cressie y Read (1984) introducen una familia de estadísticos de

bondad de ajuste que contiene a todos los estadísticos clásicos

citados anteriormente. Esta familia proporciona por una parte una vía

rápida de comparaciónde los estadísticosclásicosy por otra permite

descubrir nuevos estadísticos como alternativa a los clásicos.
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Dicha familia se define como

2nIX(X/n,~) = x~uy ~ ~-1]t -oo<x4coo (3.1.2)

A

y mide la divergencia entre Vn y It, donde X es el parámetro de la

familia.

La ecuación (3.1.2) no está definida para X=-1 ó X=0. Sin

embargo, si se defmen estos casos por los límites continuos de
X A(3.1.2) cuandoX —~ -1 y A —* 0, entonces2n1 (X/n,It) es continua en

h
t —1A. Además, utilizando el hecho de que ln(t) = Ii m seobtieneque

h4 O

2n1
0 A A Nl

(X/n,ir) = 1 im 2n1 (Vnar) = 2 ~
Ar*0 i’1

A A A
2nV 1(X/nar) = 1 im 2n1 (Vnat) = 2n

A4-í

Además es inmediato que

A 2

2n1’(Vn,r) =
2 A2nU’1 (X/n,it) =

y

2 A 22nV (Vn,n) = NM.

Por tanto, todos los estadísticos clásicos considerados

y

x.

MA

21t.

A
nit.

lii—’
x

2—CM.
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anteriormentese puedenexpresarcomo miembrosde la familia (3.1.2).

En el extenso estudio de la familia de estadísticos (3.1.2)

realizado por Cressie y Read (1984) se demuestraque bajo ciertas

condiciones de regularidad cada miembro de esta familia sigue la misma

distribución asintótica(una 4M ¡)• Además de las comparaciones de
o

los diferentes miembros de la misma aparece el estadístico

correspondientea X=2/3 como una excelente alternativa frente a los

dos estadísticos más conocidos de bondad de ajuste, 2n10 y 2n1’.

Obsérveseque la familia de estadísticosde Cressiey Ready como

consecuencialos estadísticosobtenidoscomo caso panicular de ella,

se basanen medidasde divergenciaentre la distribución teórica de la

hipótesis nula y la estimadaa partir de la muestra.Es más, no se

debeolvidar que las medidasde divergenciade Cressiey Readson un

caso panicular de la f-divergencia de Csiszár que viene dada, como ya

se indicó en el capítulo primero, por

Nl
D

1(P,Q) = ~ q1f(p/q%

para cualquier función convexaf:[0,co) —~ RU{ Co> donde Of(0/0)=O y
Of(p/0) f(u)m—.

= t~oo u

Morales y otros (1995) establecieronque el estadístico

A
D (ir,X/n)-f(1) L 2

(1) o

en el caso de que la hipótesisnula sea compuestay el parámetrose

estimepormínimaf-divergencia.Obsérveseque el estimadorde mínima

f-divergenciapara f(x) = xlnx coincide con el de máxima verosimilitud

para el modelo discretizado.
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Una vez vista la utilización de las medidas f-divergenciaen la

construcciónde contrastesde bondad de ajuste una preguntaparece

obvia ¿los resultados obtenidos en bondad de ajuste a partir de las

medidas de divergencia basadas en la f-divergencia de Csiszár se

podrán obtener a partir de las R -divergencias?. No se debe olvidar
4,

que en el capítulo anterior se dio una contestación afirmativa en el

caso de estimación puntual.

Así pues en este capítulo se estudia una familia de estadísticos

para contrastar bondad de ajuste basada en la divergencia de

Burbea-Rao

4) ‘o~= ~R(Vnr 5(In+1%.

3.2.-R4~,-d¡vergenciay bondad de ajuste: Hipótesis nula simple

.

Eficiencia Pitman

Pardo y otros (1993) demostraron que para una función 4,:(0,oo)—~

R cóncava con derivada segundacontinua y bajo la hipótesis nula

simple

4, ‘0 ji400 _ ji

2donde las son independientesy los 13. son los autovalores de

siendo
o

E =~ diag(n)-ir0n0
o

y

= diag(-4,”(It )).
o
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En consecuencia el correspondiente test de bondad de ajuste

rechazaría la hipótesis nula a nivel y si

8nR4,(Vnat0) > t
y

donde t7 es tal que P{ ~ I3.4>tj=~.

Uno de los problemas que se presentan al utilizar estos

contrastes es el de como elegir las clases cuando se discretiza el

modelo, es decir cuál debe ser el tamaño de cada clase. En esta

memoria se van a seleccionarclases con igual probabilidad para

realizar contrastesde bondad de ajuste, lo que nos permitirá reducir

estoscontrastesa considerarla hipótesisnula

H:It=n =1/M, V i=1 M. (3.2.1)
Oi

Son varias las razones que justifican esta elección. Por

una parte, Cohen y Sackrowitz (1975) demostraron que los

contrastes que llevan a rechazar la hipótesis (3.2.1) si

~ hÁlx.) > c
i=1

donde c es una constante positiva, h., i=1,...,M, son funciones

convexas y x=O, i=1 M, son insesgados. Si en nuestro caso se

elige 4, de forma que R sea convexa(Teorema 1.3.1), característica
4,

deseableque se señalóen el capitulo 1, los contrastespropuestosson

insesgados cuando las clases son equiprobables. Por otra parte,

Bednarski y Ledwina (1978) afirman que Vn, Vh:A xA —* con-
M Nl

tinua y reflexiva y V 0< c <sup( c/ P(h(p,x)=c)c 1, pe ANl> existe qe A
M

tal que el contraste de región crítica h(q,x».c es sesgadopara

contrastar H0: p=q. El estadístico en que se basa el contraste

propuestoesuna función continuaen A xA -((0,0)) y por ello cuando
M Nl
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las clasesno son equiprobablesno se puededecir que los contrastes

consideradosseaninsesgadosen general. Por último, como se ve en el

Teorema 3.2.1, independientementede la función 4) elegida la

distribución asintóticabajo la hipótesis(3.2.1) esuna ji-cuadrado.

Teorema3.2.1

Sea 4): (0,Co) ..... R una función cóncavacon derivada segunda

continua y 4,”(1/M).cO. Bajo la hipótesis(3.2.1)

M L 2S4,(X/nx0) = - 4,” 1i1 8nR4)(Vn,a0)~

Demostración

Si la hipótesis(3.2.1) es cierta, la matriz DOr0)E~ con
o

= diag%)-it It00

y

DQ%) = diag(-4,”(It ))
o

del resultadoenunciadoanteriormente,quedade la forma

(3.2.2)

donde

1

1

L 1

1

11

1

1

1

11-M
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Ahora bien, es inmediato que los autovalores de la matriz A son

el O con multiplicidad 1 y el 1 con multiplicidad M-1. Por tanto, los

autovalores de la matriz (3.2.2) son el O con multiplicidad 1 y el

con multiplicidad M-1.

Como consecuencia,

L M”I
1l 1 2

8nR
4,(Vn,a0) ~ -

TIMJ NI ~

y se tiene el resultadoenunciado.

u

Por el teorema anterior se tiene que

P(S
4,(Vn,It0) > x~.1,~L’%) —~—~ Y

donde4.>.~ es tal que P(41>417) = Y

Por tanto, para tamaño muestral n grande y número de clases fijo,

el correspondiente test de bondad de ajuste llevaría a rechazar la

hipótesisnula a nivel y si

S4,(X/na!0) > 2 1 .7

Obsevación 3.2.1

Tanto en este capítulo como en el siguiente la familia de

divergencias~=~« introducida en el capítulo anterior jugaráun papel

importante. Obsérvese que bajo la hipótesis nula (3.2.1) el
2

estadístico5 coincide con el de la X de Pearsonlo que permitirá
@~

comparar éste con otros estadísticosno conocidos. El resultado de
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estosestudiosllevará a la obtención de un excelentecompetidorde la
2x.

A continuaciónse ilustra estecontrastecon un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1

Supóngaseque se quiere encontrarun modelo para predecir la

probabilidad de ganar en una carrera de galgos en Australia (Read y

Cowan (1976)). Se tiene recogida información relativa a la posición
ganadora de los 8 galgos participantes en 595 carreras y se supone que

los galgos se numeran aleatoriamente al comienzo de cada carrera. El

modelo más simple que se puede considerar es aquel con los 81=40320

posibles resultados de la carrera igualmente probables, pero en

nuestro caso este modelo no es apropiado al tener únicamente 595

observaciones.Por ello, se clasifican las observacionessegún la

variable aleatoria X=(X ~ multinomial donde X. representa el

número de veces que ha ganado el galgo i y se considera el modelo que

asigna a todos los galgos la misma probabilidad de ganar. Para

comprobarcomo se adaptaeste modelo a los datos que tenemos,se

realiza el siguiente contraste

H :l!=1/8
01

donde It =P(galgonúmeroi gane).

En la Tabla 3.2.1 aparecenlas frecuenciasobservadasy esperadas

de que gane cada uno de los galgos.

Paracontrastar se calcula los valores de algunos estadísticos
lade la familia 5 con 4,a(x) =

1—~(x -x) que vienen dados en la Tabla
‘Y

3.2.2. La elección de los estadísticosconsideradosquedarátotalmente

justificadaen el capítulo IV dedicadoa optimalidad.
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Tabla 3.2.1

galgo i Observada Esperada

1 0.175 0.125

2 0.16 0.125

3 0.111 0.125

4 0.106 0.125

5 0.104 0.125

6 0.097 0.125

7 0.101 0.125

8 0.146 0.125

Tabla 3.2.2

a 1 13/7 2

4
4,

29.1768 30.5175 30.788

Utilizando el resultadoobtenido en el Teorema3.2.1, se rechaza

H a nivel 0.05 si el valor del estadístico considerado es mayor que
o

el punto crítico 400544.07. Ya que todos los valores de los

estadísticoscalculadosson bastante más grandes que este valor, se

concluye que es muy poco probableque todos los galgosparticipantes

tengan la misma probabilidad de ganar.

u

Hasta ahora se ha calculado la distribución asintótica de S bajo
4)

la hipótesis (3.2.1). A continuación se calcula la distribución

asintótica de 5 bajo diferentes hipótesis alternativas con el
4,

objetivo de estudiarla eficienciade estosestadísticos.
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La función de potencia de la familia de estadísticos S4)(Vn,It0)

que representala probabilidadde rechazarel modelo propuesto en la

hipótesis nula cuando el modelo alternativo es verdadero,es un

buen criterio para comparar los estadísticosde la familia, siendo el

mejor estadístico el que tiene mayor potencia.

En el caso que las hipótesis alternativas sean fijas la función

de potenciade 54) convergea 1 cuandon —* co. Sin embargo, es posible

que el vector de probabilidadde la alternativa,no sea fijo sino que

converja al vector de la hipótesis nula H cuando n —~ co de forma que
o

la potencialimite seamenor que 1 (y mayor que el tamañodel test y).

Este límite sedenominaeficienciaasintóticadel test.

En estesentido,Cochran (1952)proponeutilizar las alternativas

1/2 (3.2.3)

Nl
donde c = (cl,..,cM)’ satisface c. = 0, las cualesconvergena H~.

i=I

La función de potencia de la familia S4)(Vn,n0) cuando se

consideranestasalternativasvienedadapor

= P(S4,(Vn ,it .~ ~

En este contexto, la eficiencia relativa asintótica Pitman para

comparar dos estadísticos S4, y S4) se define como el cociente
1 2

e le donde
4,, @;

e4) = hm 13<”kir .i-n’~c). (3.2.4)4, o

Para calcular e4,, necesitamosconocer la distribución asintótica
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de 54, bajo H1.

Teorema 3.2.2

Sea 4,:(0,co) —~ R una función cóncava con derivada segunda

continua y 4,”(1/M).cO. Bajo las hipótesis (3.2.3)

54,(Vn,l!0)
M SnR(X/nIt)

4,” 4,’o

se distribuyeasintóticainentecomo unaji-cuadradono centradacon M- 1

gradosde libertad y parámetrode descentralización5=M ~
i.

Demostración

El desarrollo de Taylor

viene dado por

de R4,(X/nat0) en tomo al punto

R4,(X/nar0) &X/n-It)~D(l!)(5Qn-It) + R,=

DQQ=diag[- 4,”(1/M)].

- M 8

nR4,(X/nat0)

tienen la misma distribución

Ya que nR ~ 0, se
u ~ tiene que

asintótica con B=MI e 1 la matriz

identidadde dimensiónMxM. Ahora bien, bajo las hipótesis(3.2.3)

1/2 1.

donde

y n(Vn-it)
tB(XIn-it)
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donde

z=~ [í - (1)

Para completar la demostración de este teorema se tiene que

demostrarque n(Vn-It)tB(5(In-i%) se distribuye como un ji-cuadrado,

para ello basta con comprobar que se verifican las condiciones

necesariasy suficientesdel Teorema3.1 de Dik y Gunst (1985),

LBSBZ = LBS (3.2.5)

c tBSBc = c tBc (3.2.6)

LBEBc = LBc (3.2.7)

siendoen estecaso el númerode gradosde libertad la traza de BS y

el parámetrode descentralizaciónc’Bc. Obsérveseque

(SB)(SB) = [í - ~(‘Y.
1,] Ii’ - NI <‘tj=i r..,M] =

1 1
M

IJ=I Nl

= [í - ~~‘t~=~M] = SB,

(BS)B— fí 1 (1).lNl] MI= MI~(l)í~M

= B -

y

ctBEBc = c’Bc - ct (1).. c
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con

Nl M M

Por tanto queda probado que se verifican (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7) y

que traza(BS) = M- 1 comosequeríademostrar.

u

Este resultado indica que la familia 5 no solo es equivalente
4,

bajo la hipótesisnula sino también bajo las alternativasH . Por

tanto la ecuación(3.2.4) es independientede 4,. Es decir,

e4) = P(4(5) >

y la eficiencia relativa asintótica Pitman para dos miembros

cualesquiera de la familia 5 es 1. Esto implica que todos los
4,

miembros de la familia de estadísticos5 son equivalentesen el
4,

sentidoPitman cuandola hipótesisnula es simétrica.

Observación3.2.2

Una suposición básica en el desarrollo de los resultados de este

apartadoha sido la independenciade las observacionesde la muestra

aleatoria utilizada en el cálculo de los estadísticos R -divergencia
4,

para realizar los contrastes de bondad de ajuste (3.2.1). A

continuación se estudian, de forma breve estos estadísticos para

realizar contrastes acerca de la distribución estacionaria de cadenas

de Markov.

Se considerauna cadenade Markov aperiódicairreducible

con espacio de estados (1 ml. Sea P=(p.,~’. la matriz
‘a ‘J1

de transición de esta cadena y p=(p
1,..,p) la distribución
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estacionaria, e.d., solución de la ecuación p=pP.

Los estadísticos que se proponen para contrastar la hipótesis

H0:p.=It=1/m, i=l m, vienendadospor

S4)(pa%) = - M 8nR4,(kl%)

A

4f
t ( hm)

donde p, es la frecuencia relativa del estado i en n observaciones de

los estadosde la cadena(X ,... ,X).

Por una parte, si se desarrolla por Taylor R
4,(pat)

It0, se tiene que
en torno a

A -it (p -n )
R4,(par0)= - 4,”(l/m) A A

~ 0

o equivalentemente

A
m(p -hm)

2
S

4)(kir0) LI/m
= n +0(1).

Por otra parte, Tavaré y Ahham (1983) demostraron que si
-it

«—~—, ¡ nl 01

1v*~

A

Pjirn~Itorn] L
¡ —e N(O,V)

~1W-’
Orn

A 2
-hm)2

fl>rr
u

i=l

-~ 2pZ.

donde p. son los autovalores de la matriz y y Z. son N(O,1)

independientes.

Esto nos lleva a conocer la distribución asintóticade S4, bajo la

entonces
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hipótesis nula simétrica y por tanto, el correspondientecontrastede

bondad de ajuste rechazada la hipótesisnula a nivel y si

A
5 (p ,it ) > t4,no y

donde es tal que i [~pzt > t7] = y.

Además,en el caso de que la cadenasea reversible

1 + A.
p. = _____ V i=l m-l,

donde A A son los autovaloresno unitarios de P. En

se pueden obtener éstos porque la matriz P no es conocida

se tiene que utilizar las frecuenciasrelativas

11

yA k
p

generalno

y entonces

uij u

Y (i/k-1>

como estimadoresconsistentesde los elementosp.. de la matriz

(Billingsley (1961)) paraobtenerestimadoresconsistentesA. de A..
P

Parauna cadenade Markov binaria, m=2, la clasede matricesde

transiciónposiblesvienen dadaspor

[‘z~ ¿3J 0< 13, =1

y la subclase satisfaciendo la condición de estacionariedad es de la

forma

p =0m

13 + ~ <2
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En particular, bajo la hipótesisnula es

[LP 13k<~<’
y sus autovaloresson 1 y 1 - 2j3.

Al serel estimadorde I~ bajo la hipótesisnula

A A
p )A (~ — p1111) + (1 — n22

2

la regióncrítica del contrastequedade la forma

A A
A P +p

S(p It)> ji’’ u22 2XLI->?.4)u’o

A continuación,secomparanestoscontrastespara4) = 4, mediante

la función de potenciaque viene dadapor la probabilidadde la región

crítica bajo la hipótesis alternativa p = (0,1-9), 0 c 9 = l/(¡3-4-l),

para n=20 y 50, cc=.05 y ¡3 e (1/4,1/2,3/4).

A la vista de las Figuras 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4 no es clara

la elección del mejor estadísticoentre los considerados.No obstante,

el estadístico S~ parece ser una buena opción ya que en las figuras

en las que no se solapan las gráficas, éste mantiene un buen

equilibrio entreno alejarsedemasiado del a=.05 deseado y teneruna

potencia alta. Obsérveseque el comportamientode 54, (estadístico5(2

2
de Pearson) y 54, es parejo.

13/7
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Figura 3.2.1. Potenciadel estadístico 54, para !3=1/2 y n=5O.
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Figura 3.2.2. Potencia del estadísticoS~ para 3=1/2 y n=20.
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Figura 3.2.3. Potencia del estadístico 54, para ¡3=3/4 y n=20.
a

x

¼
¼

1

½,

e. i 0.2 0.3 0.6

alfa.3

-+- al7aI

.8 alfa2

-X alraS

0.6

paramatro theta

1

0.8

u
u
u
u
u
u
u
u

0.6

ID

u
E
ej

.4

o
o-

0.4

02

e

e

85



Figura 3.2.4. Potencia del estadístico 54, para ¡3=1/4 y n=50.
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3.3.- Re-divergencia y bondad de ajuste: Hipótesis nula

compuesta

Considéreseel caso de hipótesisnula compuesta

H :ir = ir0 (3.3.1)
o

donde ItjQ((3) = (q1(6) q~(6))
tcTcA~ y 9 = ~9l’”~’9M )t

6E) c RMO el
o

vector de parámetros desconocidos.

Para realizarestecontrastede bondadde ajustese debenestimar
A

los parámetrosdesconocidos,es decir, elegir un valor Q(9)e T que sea

lo más consistenteposible con las frecuenciasobservadasVn. El

método más conocido para elegir Q(B) consiste en estimar 6 por máxima

verosimilitud, pero parece también una opción razonable para estimar
A

con respecto a la medida R’P
it0 elegir el Q(O)eTmáspróximo a X/n
Q(6)). Es decir, considerar Q(%) donde O es el estimadorde mínima

4,
R -divergenciadado en la Definición 2.2.1 y estudiadoen el capítulo

4,
antenor.

En segundo lugar, se necesitará conocer la distribución
A A A A A

asintóticade R4,(P, Q(6)) cuando es verdadera,dondeP=(p,...,p)’

es el vector de frecuencias relativas y Q(g) = (q(6)
A M

siendoO el estimadorde máximaverosimilitud o el estimadorde mínima

R -divergencia.
4,

A A
Antes de calcular la distribución asintótica de R4,(P, Q(6)), se

estableceel siguienteresultadomásgeneral.

Lema 3.3.1

A A A A A A

Sean ~> = ~ y Q = (q1,... ~ estimadores
c11-consistentesde la distribución It = Q(6

0) para algún ct oo• Si
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Q(90) satisfacela condición (2) de Birch y 4) es cóncavay dos veces

continuamente diferenciable en (0,—)

A A 12Q) =
A

(P - Q)tD(eO)(~ -)

donde

D(&) = diag(-4,”(Q(6%)).

Demostración

Considérese el vector aleatorio

= (P, 03 donde P =

distribucionesde probabilidaden 3E

03

A A A A A
W=(w ,..~w

1 ZM
(p

1,. ~ y Q = (q1~...q~)’ son

y se defme

oy W =

Por el Teorema del Valor Medio

A o lAn

w(W) = «W) + (W-W
0ja(W0) + m{W~W9tK(WXW..W)

donde el vector a(W)=(a (W)). viene dado por
a a1 2Nl

a(W) = _____

8w.

la matriz K(W) = (k. (W)) viene dadapor
ar j,r~1 2M

28 ~g(W)
k (W) — _________

jr
8w 8w

a r

y W * es un vectorque verifica

¡1W* — XNTOII =II
(3.3.2)

88



Además, la continuidad de 4)” implica que todas las funciones

k. (W) son continuas en W. De esta forma la consistencia de 1’ y Q
y *

junto con (3.3.2) implica que la matriz K(W ) tiende elemento a

elemento a K(W0) en probabilidad.

Al ser,

K(W%- ‘K--4-

con

01’
LD(e) D(B)j

se tiene

(~W0)tK(•WW0) = (PQ(9O))tD(OO)(pQ(OO))2(PQ(9O))tD(6O)(QQ(6O))+AA

+ (QQ(9%)tD(&)(QQ(9%) — (PQ)tD(60)(PQ)

Por último teniendo en cuenta que

«W0) = O y a(W0) = ~0~i-1.M

se obtiene que para cualquier variabin aleatoria X y cuaIquier

sucesiónc

u
2 A 12c R

4,(P, O) - = —~C (W - W
0)’K(W¶(W - W0) - +

+ i—1--c (W - WY(K(Wt-K(W%)(W - w%j.

Al ser, el primer sumandoigual a
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12 ~p - Q)tD(9%(P - Q) - 5(~

bastará probar que el segundosumandoconvergeen probabilidad a 0.

Ahora bien, el segundosumandoestáacotadosuperiormentepor

A A
0

(c II P-Q(O%ii )2 + (c II Q-Q(O)ii
2 )2 rpax k (W

t) - k (W0)u a,r ar y

donde, por una parte, la c -consistencia de P y Q nos lleva a que

A - Q(90)II)2 + (cli - 0 2
Q(O )lí)

ji =0(1)
2 p

o
y por otra parte, como los elementos de K(Wt) convergen a los de K(W)

en probabilidad, el rpax j k.(W*) - k.(W0) tiende a O en

probabilidad.

De estaforma quedaprobadoel resultadoenunciado.
u

El siguiente teorema nos da la distribución asintótica de
R (P,Q(O)) bajo H cuandoel parámetro9 es estimadopor mínima

4) o
R -divergencia.

4,

Teorema 3.3.1

*

Sea 4, :(0,oc) —* R una función cóncava con derivada segunda
A A A

continua. Sea P el vector de frecuenciasrelativas y =

entonces bajo las condiciones de regularidad de Birch y las

condicionesi) e u) del Teorema2.3.1 se verifica que

8n R
4,*(P, QQ M
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donde las 4 son independientes y los ¡3. son los autovalores de lamatriz D(00>S, siendo

D(&) = diag(-4,t”(Q(O%))

y

= (1 - J(O%B(9%)E 0(1 - J(O%B(6%Y

con

B(00) = (A(6%tA(6%y IA(90)tdiag[ -4,”(Q(60))

J(90) = [8q~( 60)] _

r1 M
o

y

£Q(eO) = diag(Q(O%)~Q(&)Q(6%í.

Demostración

Por el Lema 3.3.1, al ser P y estimadores {iF-consistentes, se

tiene

Sn R
4,t&, 44, = n - %)íD(O0)(~ -

Por el Teorema 2.3.2 a) y c) se sabe que

- Q(eO)] {YJ(6%B(9%[P - Q(60)]
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por tanto

£iV (P - QQ = CW’ (P .. Q(9
0» + «5V(Q(6% - QQ =

V51-’(I - J(9%B(O%)(P- Q(6%).

Consecuentemente

N~0E’
4, u4oo

donde

E
1 = (1 - J(6%B(6

0))EQ(
90)(I-

por lo que Sn R4)t(P, Q<~) se distribuye asintóticamentecomo Nl~¡3~4
1=1

2
donde las son independientes y los ¡3. son los autovalores de la

matriz D(&)E.

u

De esta forma para n grande y nivel de significación y el

contraste que se proponellevaría a rechazarla hipótesisnula si

Sn R4)&,Q(g4,)) > t7 (3.3.3)

donde t,~ es tal que P[~P~4 > tj =

Para calcular la potencia asintótica del contraste (3.3.3) es

necesario conocer la distribución asintótica de R4,(P,%) cuando el

modeloparamétricopropuestono escorrecto.
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Teorema 3.3.2

Sea 4):(0,oo) —~ R una función cóncavacon derivada continua.

Supongamos que se verifican las condiciones de regularidad de Birch y
A

las condiciones i) e u) del Teorema 2.3.1. Sea P el vector de

frecuenciasrelativas ‘ Q4, = Q(eQ~ entonces si It#Q(9
0) se verifica

que

- .ll~ N(0,c?)
ta4,~.r~v4,) R

4,(n~Q1Qj u4oo

donde

&=T’ZTZ =(It.(&.-It.))
it it ‘a a ij1 M = (tí,...,tM)

y

+ M 14)’ ~7!ff-q~] - 4/(q)] ..il -[ J LI ~ Jal! ji.

Demostración

Consideremosel desarrollode Taylor de MI(P) en torno al punto a

donde w(It)=R4,(It, Q(64,%)),

A A
«P) = ‘ig(n) + (P -xÚt + R

donde T= (t,...,tNl)t con

= ‘ 4,’ ~ + ~41~k~<h ¿~k4,I() ~4)’(q~)—
4.

~ ICÉ’I ] ¿7! k=1 ¿It

Como «-~‘R —!---~ o, entonces
ji u400
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v—w[R,&~ QQ - R4,Qr, QQ] y CiP(P -ItftF

tienen asintóticamente la misma distribución.

Por el Teorema Central del Limite

v-ñ-’ [R4,&~ QQ - R4,Qt, Q41)] —L—--4 N(0,¿)

donde

&=TíETcon E (l!.(B.-lt))
It it , ,j j i,j=1,...,M

u

Por tanto, utilizando el Teorema3.3.2 la potencia asintóticadel

contraste (3.3.3) viene dada por

— P(Sn R,JP,QJ>tj = ~~L>’- 8nR4,(It,Q(94,eO))1— ‘ WYT 8on’ /2

donde & es la expresiónde la varianzadadaen el Teorema3.3.2 y F
N

es la función de distribución normal estándar.

Es inmediato comprobar que

lirnP~7>(It) = 1

es decir, el contraste (3.3.3) es consistenteen el sentido de Fraser

(1957).

Corolario 3.3.1

A A A A

Sea P el vector de frecuenciasrelativasy Q1 = Q(6), donde

es el estimadorde mínima R-divergencia(4,(x) = -x]nx), entonces bajo
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las condiciones de regularidad de Birch y las condiciones i) e u) del

Teorema 2.3.1 se verifica que

Sn R(P, ) 1. 2
—47

ji400 “M-Nl
0- 1

Demostración

Por el Teorema 3.3.1,

M

)-+~-* Y ¡3~4
1=1

donde los ¡3 son los autovaloresde la matriz

1/2] [zT = diag(Q(90y

+ J(9
0)B(90)E

oQ(O )
B(&)’ J(60)t] diag [Q(&x1

= diag[Q(eO).1/2] 1Q(90) diag [Q(eo).

-1 /2]J(oO)B(oO)E
oQ(O )

B(6%IJ(&)

diag{Q(6tV’/j -

Édiag[Q(Oth/j+

+ diag[Q(&)1/2] J(6%B(60)E oQ(O )
B(O%IJ(90)tdiag[Q(60).

1/2)

donde

J(&)B(00)
=~ ¿~<&)

]

(A(O%IA(9%YIA(&jdiag[Q(90y 1/2]

1 ,r

A A
8n R(P, Q

Q(&) +

‘11=
1/2]~

diag[Q(60)

- 1/2) ~lag¡j.<\ ) J Q(90)
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siendo

= diag[Q(eox1/2] J(90).

Ahora bien,

diag {Q(61 1/2] (Q(60Y1/2] = I-Q(95’ /2 [Q(6Y /2] = L(60)

y

diag [Q(eO)1/2}J(eO)B(eO)zQ(90) [Q(9o)-1/2] =

= diag [Q(6o).í /2]J(60)B(60) [dia~[Q(&)]- diag [Q(o%í/2] x

xQ(9%’12 [Q(9o)í /2] diag[Q(9o)í /2]] diag [Q(9o)- 1/2] =

donde

M(60) = diag[Q(eo).1/2]J(6%B(6%diag[Q(o%’ /2]

con lo cual se tiene

T = L(60) - L(00)M(&)t- M(&)L(00) + M(O%L(9%M(&)t.

Al ser,

M(&) = A(O%(A(6%tA(9%y’A(&)t y [Q(e%’/2]tA(e0»o

se sigue que,
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T = 1 - [Q(e0)h/2] [Q(&)í/2]’ - A(&)(A(6%LA(9%y¡A(6o)t

donde T es idempotente ya que,

=1- [Q(90g/=][Q(90)l/2]
t - A(&)(A(&)’A(O%y1A(9 O)t -

- [Q(eo)í/2] [Q(60)l/2]t+ (Qo%’~j [Q(&)í/2] [Q(&)’/i[Q(&)¶/2]+

+ [Q(6Y /2] [Q(9o)
/2] A(9%(A(9%’A(9%y1A(9%t -

- A(&)(A(9%IA(&)YlA(9%t +

+ A(O0)(A(6YA(6%y1A(9%t[Q(OO)í/2][xoY/j +

+ A(9o)(A(O%tA(6O)<A(6YA(9O)(A(OO)!A(&)YIA(O%É =

- A(&)(A(9%tA(9%yíA(O%í = T.

Al ser la matriz T idempotente tiene únicamente autovalores O y

1, siendo el númerode autovaloresunitarios

traza(T) = traza(I) - traza { [Q(9o)1 /2] [Q(Oo)1/2] tj -

traza [A(60)(A(Ot>tA(90)YíA(6Yj

- = M -1-

con lo cual se tiene el resultado enunciado.
u

—1-
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El resultadosiguiente junto con Teorema2.3.2 b) y Corolario

3.3.1 proporciona una familia de estadísticos para contrastar la

hipótesis de que la distribución de una muestra5(~ X pertenecea
u

IP6 ¡ OcO> y el parámetroes

Corolario 3.3.2

Bajo las condiciones de regularidad de Birch y las condiciones i)
e u) del Teorema 2.3.1, se tiene que

n R(P,Q(61))
y v.~~-.(o 60)

son asintóticamente independientes.

Demostración

Por el Lema 3.3.1, al ser y Q(~1) uF-consistentesse tiene

8nR4,(P, Q(O)) = n (P - Q(O »tdiag[Q(6OYj(P - Q(O))

luego bastará con demostrar que

o
y ~r-ji--(g -O)

sonasintóticamenteindependientes.

Sea Z= xrwdiag[Q(90y1/2] (~~Q(90)) = N(O~ I-/Q(&)/Q(&)]~

puestoque

- 00) = 1/5W(A(&)IA(6%y¶A(O%ídiag(jQ(OOyí/2](P-Q(9
0))

es suficientedemostrarque
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(A(OO)tA(9%YIA(O%tZ y Zt(I-A(60)(A(O5tA(&)y1A(60)~)Z

son asintóticamente independientes.

Aplicando el resultado 3b.4.viii, pag.188 dado por Rao (1973),

estoes equivalentea probarque

ZBZC = O

donde

= [í -

B = [í - A(6%(A(6%tA(6%yIA(60)t]

y

C = [A(&)(A(6%tA(6%Y¡A(6%j,

lo cual se obtienedespuésde algunasoperacionesalgebraicas.
u

En el caso de estimar 9 por máxima verosimilitud a partir del

modelo discretizado,la distribución asintóticade R
4,(P,Q(OENI)) bajo

H se estableceen el siguiente teorema.
o

Teorema 3.3.3

Sea 4,:(0,oo) —* R una función cóncava con derivada segunda
A A A

continua. Sea P el vector de frecuenciasrelativas y ~ = ~~
6BMV~

A
donde 9~<v es el estimador de máxima verosimilitud, entonces bajo las

condicionesde regularidad de Birch y las condiciones i) e u) del

Teorema2.3.1 se verifica que
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AA M
8nR4)(P,Q~iv)—L—.* Y¡314

i=1

donde las 4 son independientes y los ¡3 son los autovalores de la

matriz D(6%£, donde
2

D(6
0) = diag

y

£2 = II - J(&)I(&y ‘J(90)diag(Q(&)~

x[í - J(9%I(et‘J(&)diag(Q(6tV5]!

siendo, 1(60) la matriz de Información de Fisher del modelo

discretizadoy £Q(oo) = diag(Q(O%)~Q(9%Q(9%í.

Demostración

Por el Lema 3.3.1, al ser P y Q estimadores V5P-consistentes,
BNlV

se tiene que

A A A ~tA• IffihA(fl(flO~fl/fl Q
Sn R

4,(P, SM) n (P - ~~uiag ~ - EMv~

Además,a partir del Lema 2 de Morales y otros (1995) se tiene

que

LIF(P-Q )
11t*N(0,£),

ENlV u-*00 2

donde

£2 = [i - J(90)I(6t‘J(60)diag(Q(60Y1)]£Q(eo)X

x[í - J(00)I(90)- ‘J(&)diag(Q(&Y 1)]!
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A A M
Por tanto, 8n R4,(P, 03 se distribuye asintóticamente como Y ¡34

i=l
2donde las x son mdependientes y los ¡3. son los autovalores de la

1 1

matriz D(6”)£.
u

Corolario 3.3.3

Bajo las condicionesde regularidad de Birch y las condiciones i)

e fi) del Teorema2.3.1, se tiene que

AA L 2
SnR(P,QEMV)~~~~* ~M-M. 1

Demostración

Por el Teorema 3.3.3.

AA Nl
8nR(P,QEMV)—L—--* >

1=1

donde los ¡3. son los autovalores de la matriz T del Corolario 3.3.1.

u

En el apartado 3.2 se ilustra el contraste propuesto para

hipótesisnula equiprobablecon un ejemplo.A continuaciónse vuelve

sobre el mismo ejemplo, ya que el modelo equiprobable allí propuesto

no era adecuado, considerando ahora un modelo más complicado.

Ejemplo 3.3.1

El modelo que se planteaen este apanadopara el Ejemplo 3.2.1

tiene en cuentatanto la primera como la segundaposición ganadora.
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Sea ir. = P(galgo i consiga la primera posición y el galgo j la
‘a

segunda), entoncessi suponemosque el galgo i gana la primera

posición con probabilidad It se puede considerar la segunda posición

como la posición ganadora de una subcarrera de los 7 galgos restantes.

Es decir, se considerael modelo

H : it,. = P(galgo i gane)P(galgo j gane entre los galgos restantes) =
o

= ititI(1-it.)

para i=1,..,8; j=1,...,8;i#j. ObviamenteIt,=0 para i=1 8.
II

En este

0+...+0 < 1>
1 7

q..(9)= It..

ejemplo, 6 = (6~ 67)

y Q(O) = donde

0.9.
‘a

1W

1-6,

1 7

= (7!
1,...,it7) E (9e(0,1)

7/

i1~.. ,7; j=1 7;itj

i=1,... ,7; j=8

i=8;j=1 7.

La Tabla 3.3.1 contiene las frecuencias observadas y las

frecuenciasesperadasobtenidasestimando el parámetro9 tanto por

máxima verosimilitud como por mínima R-divergencia. El estimador de

maxima verosimilitud viene dado por

A
6~Mv~01787’0 136,0.1145,0.1117,0.1099,0.1029,0.1122)

y el de mínima R-divergenciapor

A
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Tabla 3.3.1

2~

1! Posición 1 2 3

Posición

4 5 6 7 8 Total

*

1

2

3

4

5

6

7

8

Total

14

17.6

17.9

22

16.7

17.0

13

13.7

13.9

10

13.4

13.5

12

13.1

13.3

10

12.2

12.0

8

13.4

13.5

27

16.5

16.2

102

99.0

99.4

10

10.5

10.6

10

10.2

10.4

7

10.0

10.2

8

9.3

9.2

6

10.2

10.4

9

12.5

12.4

64

80.3

81.1

11

14.8

14.9

12

10.7

10.9

5

8.6

8.7

8

8.4

8.5

10

7.8

7.7

12

8.6

8.7

14

10.6

10.4

72

69.5

698

*

En la primera fila de cada

en la seguuda y tercera las
A A
6 y O respectivamente.

EMv 1

11

14.5

14.6

14

10.5

10.7

9

8.6

8.7

9

8.2

8.3

5

7.6

7.5

8

8.4

8.5

16

10.3

10.1

72

68.1

68.4

17

14.2

14.4

15

10.3

10.5

9

8.5

8.5

13

8.2

8.3

7

7.5

7.4

6

8.3

8.3

4

10.1

10.0

71

67.1

67.4

par aparecen

frecuencias

17

13.3

13.1

6

9.6

9.6

12

7.9

7.8

12

7.7

7.6

7

7.6

7.5

9

7.7

7.6

4

9.5

9.1

67

63.4

62.3

15

14.5

14.6

14

10.5

10.7

8

8.6

8.7

8

8.4

8.5

9

8.2

8.3

9

7.7

7.5

13

10.3

10.1

76

68.2

68.4

19

17.4

17.1

12

12.6

12.5

5

10.3

10.2

5

10.0

9-9

10

9.9

9.7

9

9.1

8.8

11

10.1

9.9

71

79.4

78.1

104

106.3

106.6

95

80.9

81.9

66

68.1

68.4

63

66.5

66.9

62

65.4

65.8

58

61.2

60.1

60

66.8

66.9

87

79.8

78.3

595

595.0

595.0

las frecuencias observadas y

esperadas obtenidas utilizando

£
u
£
u
E

u
¡
u
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AA

En la Tabla 3.3.2 aparecenlos valores del estadístico8nR(P,Q)

para los estimadorescalculados. Utilizando los resultados de los

Corolarios 3.3.1 y 3.3.3 no se debería rechazar la hipótesis nula

propuestaa un nivel de significacióndel 5% puesto que el valor del

estadísticoestimandoel parámetrotanto pormáximaverosimilitud como

por mínima R-divergenciaes menorque ~5671 .0.05=

Tabla 3.3.2

8nR(P,Q(e~~)) 8nR(~,Q(8))

59.08 59.053

De esta forma, se deberíaaceptarel modelo propuestobajo la

hipótesisnula.

3.4.- El problema de bondad de ajuste cuandose incrementa

el número de clases

Hasta ahorauna suposiciónbásicaque se ha venido haciendoen

los resultados obtenidos ha sido que el número de clases, M,

permanecíafijo al incrementarseel tamaño muestral. Sin embargo,

parece obvio, que se pierde información sobre el problema original

manteniendofijo el númerode clases, y por tanto, es razonablehacer

M —.* co cuandon — oc• En esta situación no se puedenaplicar los

resultadosutilizados previamente puesto que el número de valores

observadosen cada celda no tiene por qué crecer con n. Además,

evidentemente,la estructura y dimensión del espaciode probabilidad

subyacentevarían con M.

En este sentido, Hoeffding (1965), Monis (1966,1975)y Holst
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(1972) estudiaron las distribuciones asintóticas de los estadísticos
9 dePearsony logaritmode la razónde verosimilitud cuandoM—-* oo de

forma que n/M estuvieraacotado.Koehler y Larntz (1980) realizanun

estudiode Monte Carlo de la precisión de estasdistribucionesbajo la

hipótesisnula.

En esteapartado,se supondráque M esuna variableindependiente

y que el taniaiío muestraln = nM crece con M de forma que

=
M ~ ~ y 0<voo. (3.4.1)

A partir de ahora, todas las convergencias y expresiones

asmtóticasse suponenparaM —* oo• Además,las frecuenciasobservadas

en las clasesse denotaránpor un vector aleatorioXM = (XMI X~)

que se distribuye como una multinomial de parámetrosnM y ~M =

(p ~..,p Y
Mt MM

Uno de los resultadosmás importantesque se obtienen en este

apartadose basaen un teoremalímite propuestopor Holst (1972) que

dice lo siguiente:

“SeaXM =(XMl~ ...,XMM) un vector aleatorio con distribución

multinomial de parámetros M y ~M = ~~MI ~MM> y el estadístico

M

~

donde h:(0,1,2,...140,1]—~R es una función medible que satisface,

parac1, c2eR no dependientesde M, la condición

1 hM(u~v) 1 =c1e%u. (3.4.2)

Entonces,si existec0eR independientede M tal que
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MpMi~0

2ci
Oclim mf =n

M

V1=i=M,

a2
M=hm sup —ji— <00~

M

se verifica que
5-ji

M M
a

M

L—e N(0,l)

donde

M

= ~ E[hM(YM..i/M)]
¡=1

y

VAR[hM(YM.iIM)] - n1 [ ~COV(Y
1=1

M~~h (Y i/M))]2M Mi

siendo ~ v.aa. de

YM.Posson(nMpMJ, il~.~MY

Poisson de parámetros

A lo largo de este apartado se obtendrán resultados

np’M Mi

bajo la

hipótesis simétrica (3.2.1). En primer lugar se obtiene la

distribución asintóticade S(gXM/na%) donde = hM, i=l,...,M.

Teorema3.4.1

Sea fr(0,oo) —~ R una función cóncavacontinuacon ~“(1¡MkO. Si

M —~ y nM —eoo de ~ forma que VM~~ nM —4 y (0<v.coo), y

-Sn M

M

40’ (1 /M)

y además,

(3.4.3)

(3.4.4)

=

donde

ct=ce 2
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= Qn

se tiene que,

S<t$XM/nM,1%) - ~M L
—e N(0,1)

siendo

S,(XM/nMxÓ) = -M SnR(XM/n aQ.
40’(l/M) M 4)

~8nMM2 E[5 (Y/n hM)]

~M,~~(í¡M) 4)

y

M ~— 64n2M~ VAR[ScgY/nM~lIM)] M co ys’y¡ lflvP” ~
M (4)’’(l /M))2 - n L 4)MJ .j

con Y=Poisson(VM).

Demostración

Tomando

III ____

hM(XM,i¡M)= hM(XM.) = - SnM ==!ÉM~L.... ~

se tiene que

M
S~I/XdnM4tO) = . > h(X).

1=1
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Por tanto para demostrarel resultadose debe comprobarque se

verifica (3.4.3) y (3.4.4).

La condición (3.4.3) se satisfacede forma automáticaya que

Ma =1 Vi=1,...,M. Para verificar la condición (3.4.4) se utiliza otro
ej

resultadode Holst (1972) que establecelo siguiente

“Si para algunafunción de densidadg(v) en [0,1] se tiene que

fk/Mg(v)

= dv
flc- 1)/M

(k=1,...,M)

y si hM(u,v) es continuaen y para todo u, entonces

2
aM

= W+o(1)

con

2

w = 1
{VAR[hM(Z~v)]dv - ..> [fCOV[Z~h(Z.v)]dvj

0 0

dondeZ esuna v.a. de Poissonde mediavg(v), ve [0,1] y
y

solo si hM(u,v) = a u + bM(v) casi seguro.”
M

En el caso que nos ocupabastaconsiderarg(v) = 1,
1que ~k= ~ Vk=1 M, entonces

w = o si y

ve[0,1] ya

2 2ci a
M MM W

n n y
M M

y por tanto la condición (3.4.4) se verifica. La demostracióndel

teoremase tiene sin mas que tener en cuenta el resultadode Holst

enunciadoantesdel Teorema3.4.1.
u
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Por tanto, el correspondientetest de bondadde ajuste rechazaría

la hipótesisnula a nivel y si

S4)(XM/nM,1%)

-

ci y
M

dondez~ es tal que P(N(0,1kz2= y.

En el siguiente corolario se estableceque para la familia •a(X)
la

— l~~~.a(x -x) se verifica la acotacióndel Teorema3.4.1 y ademásse

obtiene la forma explícita de la distribución asintótica del

estadístico2 de Pearsonque se correspondecon

S4, (X~,/n~at0) =

2

(XM. -n
M

n /M
M

Corolario 3.4.1

Si M —*oo y

entonces

n ~ de tal forma que M
M

-Sn M
M

~&‘~ hM)

S4)(XWnM,ltO)
2

=c ec2t
1

-M
L—e N(O,1)

Demostración

O Al ser

-Sn M

M

~ hM)
a[k<4u]

i)

—* y (O.cv<oo),

ji)
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aSn II(tM/n)+í]

a(1-a)M

a

+

i(tflaij <

1(~M)a 11
-2]’

setendránque acotarconvenientementecadauno de los sumandosde la

expresiónanteriorpara comprobarque se verifica la condición i).

Parael primer término se tiene

M

all-c<M rj

En /M
Mal1-a~

<C

Sn/M I(tM/n)+l1
_ [a+l]!exÑ

ah-al

II(tM/nM)+1 [a]

maxtL~~z—~] F~~—] 1 ~
(tM/nM)+ll

SnMIM 2j
[a+l

[a]

[a+1]!

M
b’t

eM

donde

= SnM/M [a+l]!e’~,

ajl-a

y por [a] sedenotala parteenterade a.

M
M n M

[a+i]

1
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Por tanto

SnM[(tM/nM)+Ij

* .1-

a = suptaj1 M y b=sup¡b~)

que sabemosque existen y son finitos porque

lima’ = ______

M 8v [a+lUe’~ajl-aj

y

hm b’= ~
M

* * *

Análogamente,es posible encontrara2, b2. a eR e independientes
3

de M talesque

4n a

all-a¡M[nMl

4n

=a; eb2t

M Ca.

a~l-aIM 3

Consecuentemente,

-8nM

~ hM)

donde

a

donde

y

* b*tei +
b*t*

a
2

*

=c ct
e2
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c1 =3maxla*,a*,a*1
1 23

y

= maxlb*, b*1,
1 2

como sequeríademostrar.

u) Paraa=2, se tiene

2

EL ((Y/n )+l/Mj~ ] +-izE[(XM)
2]+

2

2

— - E [(YM/n)+F1]
M2

-4 E[YlX¡]]~ ‘} =

1 1 JÍYMú1
— - flhIII+

~

1
+ 4E[(Yfl]~ ELCY~jL

1
- 4MW’

M

2VAR[% (Y/n,l/M)]
2

- ~[t]4V~Y2I + ~{Mk12v~Y¡- ~k[t]

3

3

COV[Y2
1Y] =

2

1

2M
2

:1
2Mn]

y
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COV[Y~%(Y/nM~l/M)] = E[Y[ -4-ti ~M

]

- íy+ iii
211

M 4Mjj

2
3E[Y]- E[Y]E[% (Y/nM~1/M)]

2
r«1—E[Y2]+

M

+ E[Y] - —½- 4MiU4M 4M M

entonces

.
tM =4nM2j$j~jj~]

y

M ThM= l6n2M3{í

2 M ríA
ii~ = 2Mn MC~1ÑJJ

con lo que se tiene el resultadoenunciado.

u

Es trivial comprobarque para 4)
1(x) = -xlnx se verifica la cota

del Teorema 3.4.1 y por tanto la obtención de la distribución

asmtótica del estadístico basado en esta función es inmediata a

partir de este teorema.

Corolario 3.4.2
n

Si M —*00 y nM —*oo de tal formaque —* y (0cvoo),setiene

que

S (X~/n, -g IM L
—.—-* N(0,1)

IM

siendo

ci
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S4)(X]na%) = SnR4)(XM/na%)~
1 1

>
11M = 4M{E[Y1n VMI - ELY+v ~ +

y

<>~M 16M{VAR [Yh4—] +v~~ii [(Y+v )ln [A—+ ~J]-

-2COV[Yín v~Mjj27Vjj zl]

..4..{COV[YYln VI -COV[Y.(Y+v)ln[A—+ 1]]]

Demostración

Es inmediatacon solo considerarque en estecaso

u

Hasta ahora seha visto que al contrarioque ocurríacuandoM era

fijo las distribuciones de los estadísticos5 bajo la hipótesis nula
4)

cuando el número de clases M crece no son asintóticaniente

equivalentes.A continuación se calcula la distribución asintótica de

5 cuando M—>o’o bajo las alternativas

4)
H :2t = 7%+E (3.4.5)

1.ii

con
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1
ir0, —

VM

E. = f c(x)/nl/mdx

ci— i> /M

para i=l .M

m=l,2,3, ...
i=1 .M

donde c(x) es una función continua conocida en [0,1] tal que

fc(x)dx=o. El objetivo es encontrarel estadístico asintóticamente

más eficiente, es decir, el estadísticocon mayor potenciapara estas

alternativas.

Teorema3.4.2

Bajo las hipótesis alternativas (3.4.5) y las condiciones del

Teorema3.4.1, se tiene que

S@(XM/nM~a)

-

o
M,m

L
—-* N(O,1)

UM,m = ~SnMM ~E[5MI:t¿E
4)’’( 1/NI) jjLT~.

y

2 2

02 —

64nMM M rí ~MiljJ]
M,m (4)’’(l /M))2 ,L i~i.

M Y2
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¡
u
¡
¡
1

u
¡
u
u
E
u
u
1
1

u
¡
1

donde



siendo

M~Poisson( ir) i=1,..,M.Mi’

v.a.i. de Poisson de parámetros nMlt..

Demostración

Este resultadose obtiene a partir del Teoremadado por Holst

(1972) de forma análogaal Teorema3.4.1, es decir, bastarácomprobar

las condiciones (3.4.3) y (3.4.4).

En relación a la condición (3.4.3),

Mit. = 1 + fi/M

(í- 1 )/M

pero c(x)=ksi xe [0,1], por tanto

Mit. =1 + =1 + k
J/mn

Vi=l NI

entoncesla condición se verifica tomandoc0 = 1 +k.

En cuantoa (3.4.4>, como

hM

~ fcx»n l/mdx =f [í + c(x)/n’Ijdx
+

U- 1)/M Ch — l)/M

si se define g(x) = 1 + 2=1se tiene la condición del resultadode
Ir”

Holst enunciadoen la demostracióndel Teorema3.4.1 ya que g(x) es

continua en [0,11.

Entonces

2a
M,m
n

M

a
2
M,mM W

n y
M
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y la condición (3.4.4) quedaverificada.

Por tanto, aplicando el Teorema de Holst se tiene el resultado

enunciado.
u

Teorema3.4.3

(3.4.5) es

La potencia asintóticade los estadísticosS4) bajo las hipótesis

FNLzY + e~”t?j (3.4.6)

donde

e~Í7t=lim ‘
1M,nÁtM

M,m

y

= wkl-y)
N

siendo FN la función de distribución de una Normal de media cero y

varianzauno.

Demostración

La función de potenciade la familia 5 cuandoseconsideranlas
4)

alternativas (3.4.5) viene dada por

= P [s@(XN¿nM~nO)>zYaM+¡.±M¡ H]

donde~ = F’(1-y).
N
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Operandosetiene

134)(it) =
M,m

- >~M,m ZyO+ ‘
1M~M,m

o
M,m ~‘nj

7+ ~=1- [S@(XM/n4%) - ~M,m _ .Ini 1.11

M,m

Como

ci
hm M -1,o

M,m
la potenciaasintóticade 5 viene dadapor

4)

1 - Ff4>, -

como se queríademostrar.
u

Corolario 3.4.3

En el caso m=2, Hola (1972) demostró que para estadísticos

simétricos, es decir, estadísticos para los cuales hM(XM. 1/NI)
Ji. -ji

M,m M ~ o.h (Xi), severifica que
Nl

M,m

Es inmediatoque los estadísticos5 son simétricosy por tanto
4)

= o Vv.

En el teoremasiguiente se estableceque el estadísticodeducido
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2a partir de la entropía cuadrática,es decir, el estadísticoX , es el

de máxima eficiencia relativa asintótica Pitman entre los contrastes

basadosen 1$, para las alternativas(3.4.5) cuandom=4.

a

Teorema3.4.4

n
MSi M —*oo y nM —*oo detal formaque—.~—— —* y (0<vccoo),entonces

paracontrastarla hipótesis

H :n =
01

frente a

1
+

in

VM

f c(x)/n’14dx,i=1,...,M,

(i— 1)/M

el contrastebasadoen la familia 5 co
n mayorpotenciaasintóticaes

2el correspondientea a=2 (estadísticoX de Pearson).

Además, la potenciaasintóticapara S viene dadapor
4) 2

F[-zy-fQñ f’cx»2dxjj. (3.4.7)
o

Demostración

Particularizandoel resultadode Ivchenkoy Medvedev (1978) para

se tiene

e <4) — f(c(x))2dx
o

com~[fa(Y>~bfY,Y2<2v+1)YI

donde

bf = vCOV

54)
a
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fa(Y) = ~+i}- [Y+7 - 1 a

e

Y~Poisson<’v).

Como maximizarla función de potenciaesequivalentea maximizar
(ni) 5 para m=4 quedaen valor absoluto, la eficiencia de ó
a’ a

determinadapor el coeficiente

CORRI(Y+\a a-i a 2~a= 1~v~ -2 Y ~baY~Y~(2X’+1)YJ1

donde

ha = ~í’COV{(Y+V)a~2ata~~].

Al ser

= v~lCoVII~2vY~v2+Y2Y] = y
4 L~”2~ v.s-2v2] =1

se tiene

p =12

por tanto el contrastebasadoen S tiene máxima potencia. Además,

(3.4.7) se obtiene de forma inmedita sustituyendoel valor de en

(3.4.6).
u

El teoremaanterior indica que el estadístico5 es óptimo para
4)

2
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contrastar las alternativasdadas en (3.4.5) con m=4. No obstante,a

continuaciónse evalua en general para cuantificar la pérdida de

potencia que se produceal utilizar valores de a!=2.El coeficiente,

paraa !=1, viene dado por

E [(Y2 (2V+l)Y+V2)((Y+V)a
2a-xYa)] <

{2V2E[((Y+V)a2a~iYa)2] -2v
2[E[(Y+V)a~

2a~Ya 2

-2v[E [(Y~v)((Y+v)a..2a~íYa)11 } (3.4.8)

y para a=1 por

E[(Y~-(2v+í)Y+vtf(Y)] {2vzE[(f(Y))=] -

-2v
2(E[f(Y)] 12 2v [E [(Y-v)f(Y)] 1 2}-1/2 (3.4.9)

donde

f(Y) = 4{ Y1n-4-- - (Y+v) ín[~— + 4j}.

Obsérveseque tanto para a=1 o a un valor no entero estas

expresionesno sepuedenevaluarde forma explícita. En estoscasosse

aproximanuméricamenteteniendoen cuentaque paraY=Poisson(v) se

tiene que

00

E[g(Y)J = ~ g(i)iy(v)
i =0

donde
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En la Tabla 3.4.1 se recogenlos valores de ~a’ para diferentes

valores de a y y. Estos valores se han obtenido utilizando los 100

primeros términos de la aproximaciónnumérica de (3.4.8) y (3.4.9)

descrita anteriormente. La Tabla 3.4.2 contiene los valores

ej )vfí(c(x))2dx. Si bien la función c(x) no afecta al cociente entre
“‘a’ o

y <4) si que cambiael tamañoabsolutode la potenciade los4) e4)a‘y
1 2

estadísticospuesto que c(x) mide la distancia entre la hipótesis

alternativay la nula.

Tabla 3.4.1
Valores aproximadosde

a 0.1

y

0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 10 20 50

1/3 .9776 .9143 .8439 .78 14 .7270 .6444 .8436 .9443 .9786

1/2 .9732 .9165 .8540 .8016 .7590 .7038 .8902 .9550 .9827

2/3 .9732 .9224 .8684 .8262 .7947 .7622 .9189 .9646 .9863

1 .9866 .9452 .9092 .8856 .8722 .8679 .9577 .9803 .9923

1.5 .9972 .9850 .9748 .9699 .9686 .9713 .9903 .9952 .9981

13fl .9997 .9988 .9980 .9978 .9977 .9980 .9992 .9996 .9998

2 .9999 1.000 1.000 1.000 .9999 1.000 .9999 1.000 .9999

2.5 .9968 .9876 .9825 .9811 .9813 .9832 .9922 .9957 .9981

3 .9856 .9561 .9449 .9428 .9438 .9486 .9727 .9841 .9930

4 .9275 .8573 .8480 .8505 .8555 .8665 .9167 .9463 .9741

5 .8145 .7330 .7362 .7473 .7586 .7783 .8532 .8986 .9468
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A partir de estas tablas se observacomo, por una parte, para y

fijo, el valor de a óptimo es 2 como se vio en el Teorema 3.4.3.

Además,en la Tabla 3.4.1, a medida que nos alejamosde a=2,

decrecepara valoresmoderadosde y y se mantienepróximo a 1 para

valores de y cercanosa O o valoresgrandes.Obsérveseque la opción

de considerar es muy buenapuesto que la diferencia con el
13/7

óptimo es de milésimas.

Por otra parte, para a fijo, de la Tabla 3.4.2 se desprendeque
<4)

e4) ,,, es creciente en y, es decir, cuanto mayor es y mayor es la
a

potencia del estadístico.También se observa que existe una clara

tendenciaa que e~f,~>y se mantengacerca de e~1:~ para valoresde a

2

próximos a 2.

Tabla 3.4.2

Valoresaproximadosde e~~:v /f(c(x))
2dx

a

y

50

4.8934

0.1 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 10 20

1/3 .2186 .4571 .5967 .6767 .7270 .7893 1.8865 2.9863

1/2 .2176 .4582 .6039 .6942 .7590 .8619 1.9905 3.0201 4.9136

2/3 .2176 .4612 .6141 .7155 .7947 .9335 2.0548 3.0504 4.9317

1 .2206 .4726 .6429 .7670 .8722 1.0630 2.1415 3.1002 4.9618

1.5 .2230 .4925 .6893 .8400 .9686 1.1896 2.2144 3.1472 4.9905

13fl .2235 .4994 .7057 .8641 .9977 1.2223 2.2344 3.1610 4.9992

2 .2236 .5000 .7071 .8660 .9999 1.2247 2.2360 3.1622 4.9999

2.5 .2229 .4938 .6947 .8496 .9813 1.2041 2.2187 3.1488 4.9909

3 .2204 .4780 .6681 .8164 .9438 1.1618 2.1752 3.1121 4.9650

4 .2073 .4286 .5996 .7365 .8555 1.0612 2.0499 2.9926 4.8705

5 .1821 .3665 .5205 .6472 .7586 .9533 1.9080 2.8418 4.7343
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Para ilustrar la precisión de estas aproximaciones,se calcula la

expresiónexactade PS, que viene dadapor

—(2y+3)

~ (4v2+lSy+9)”2

obteniéndose,para diferentesvaloresde y, la Tabla 3.4.3.

Tabla 3.4.3
Valores exactosde

y 0.1 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 10 20 50

.9856 .9561 .9449 .9428 .9438 .9486 .9727 .9841 .9930

En este apartado se ha estudiado la eficiencia de los

estadísticos5 en el caso de hipótesis nula simétrica y se ha

llegado al óptimo para contrastar esta hipótesis frente a diversas

alternativas.Sin embargo,como ilustraronIvchenkoy Medvedev(1978)

en algunos ejemplos, este tipo de conclusionesno es posible para

hipótesisnulas no simétricas.Aparte de tenerel problemaañadidode

que para este, tipo de hipótesis no es posible realizar un estudio

conjunto puesto que el número de parámetrospuede incrementarsm

límite cuando NI —-* ~.
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CAPITULO IV

OPTIMALIDAD EN LOS CONTRASTESDE BONDAD DE AJUSTE

BASADOS EN LA RQ-DIVERGENCIA PARA MUESTRAS

PEQUEÑAS

4.1.- Introducción.
4.2.- Desarrolloasintóticode segundoordende los

momentosde los estadísticosRe-divergencia.

4.3.- Desarrolloasintóticode segundoordende la
distribución de los estadísticosR4,-divergenc¡a.

4.4.-Comparacióndelasdiferentesaproximaciones
de la distribuciónexacta de los estadísticos
R0-d¡vergencia.

4.5.- Potenciaexactabasadaen regionescríticas
exactas.



4.1.- Introducción

Los resultadosobtenidoshastael momento de la familia 5 son
4)

asmtóticos y por tanto correctos para muestras grandes. En este

capítulo se aborda,en primer lugar, el problemade encontrarmejores

aproximacionesde la distribución exactade los estadísticos54) que la

aproximaciónji-cuadrado.

Varios autores han utilizado correcciones de momentos para

obtenermejoresaproximacionesde las distribucionesexactasde X2 y
2

de G . Lewis y otros (1984) obtuvieronexpresionesexplícitaspara los
2tres primeros momentos de X en tablas de contingenciamúltiple.

Lawley (1956)obtuvouna aproximaciónmejoradaparala distribuciónde
2

G a partir de un estadísticoobtenido al multiplicar G2 por un factor

de escala con momentos equivalentes a una ji-cuadrado hasta el término
2O(n). Smith y otros (1981) extiendenel trabajo anterior obteniendo

un estadísticocon momentosequivalentesal de la ji-cuadradohastael

término O(n%. Cressie y Read (1984) hacenlo propio para la familia

de estadísticos que lleva su nombre. Menéndez y otros (1996)

establecenque dentro de la familia de estadísticosde bondad de

ajuste basada an la f-divergencia los óptimos son aquellos que

verifican
4f¡1I(¶)~3fIV(¶)0• En este trabajo dicho estudio se realiza

en el apartado 4.2 para la familia 5 donde se propone una
4)’
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modificación de la familia 5 de forma que la nueva familia tenga4)
esperanzay varianza igual a la de una ji-cuadradomás o(n 1>•

Otra línea seguida por algunos autores para obtener una

aproximaciónmatemáticamentemás rigurosaes la que seexponeen el

apartado4.3 y que consisteen calcularel término de segundoorden

del desarrollo de la distribución de 5 consideradoen el capítulo
4)

anterior. En este sentido, Hoel (1938) calculó el término de segundo
2

orden para la distribución del estadísticoX de Pearsony de este
resultadoconcluyóque el error cometidoutilizando la aproximaciónde

primer orden es mejor de lo que se podía esperaren el caso de que la

distribución subyacente sea continua. Yarnold (1972) calculó el

término de segundoorden correcto para distribucionesmultiinomiales

discretas y lo comparó con otras 4 aproximaciones.Siguiendo los

resultadosde Yarnold (1972), Siotani y Fujikoshi (1984) calcularonel

término de segundoorden para las distribucionesde 02 y de F2 y

Cressie y Read (1984) generalizaron este resultado para la

distribución de la familia de estadísticosque lleva su nombre.

En segundo lugar, todas las aproximaciones de la distribución

exacta de S
4) conseguidasen este capítulo más la ji-cuadrado y la

normal obtenidasen el capítuloanteriorson comparadasen el apanado

4.4 para muestras pequeñas mediantedos criterios diferentes. De este

estudio, se tiene que la sencilla aproximaciónpropuestaen 4.2 es tan

precisacomo la complicadade 4.3 en muchoscasos.

Uno de los criterios más importantespara comparar tests para
muestras pequeñas es el cálculo de la potencia exacta de los

contrastes frente a diferentes alternativas sin hacer referencia a
resultados asintóticos. Wakimoto y otros (1987) calcularon las

potencias exactasde X
2, 02 y F2 y Cressie y Read (1984) de la

familia de estadísticos que lleva su nombre frente a vanas
alternativas. Bajo estas alternativas, en el apanado 4.5 se calada

la potenciaexactade la familia S
4).
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4.2.- Desarrollo asintótico de segundo orden de los momentos
de los estadísticosR~,-divergencia

En primer lugar, se comparanlos momentosasintóticosde 5 con
4)

los momentosexactos,con el objetivo de encontrarcondicionessobre

los estadísticos54) que permitanmayorproximidadentrelos momentos

asmtóticos y exactosbajo la hipótesis nula equiprobable. Además,

utilizando estos resultados, se define un estadístico“modificado” de

5 cuya distribución se esperase aproxime más a una
4) que la de

54).

Puesto que bajo la hipótesis nula simple (3.2.1), el estadístico

5 se distribuye como una y los momentosde estadistribución4)
límite son fmitos, se tiene que

E[S4)(X/naQ] —* NI-l,
2 2E[S4)(X/no%) ] —* NI -1,
3 3 2E[S4)(X/n,7t0) ] —* NI +3M -M-3,

es decir, los tres primerosmomentosde S4)(X/no%) son asintóticainente

equivalentesa los tresprimerosmomentosde una cuandon—*oo y NI

fijo.

Para estudiar la velocidad de convergencia de los momentos

exactos de S4)(X/nat0) a los asintóticos, se calcula el desarrollo

asmtótico de segundoorden de estos momentos lo que proporciona

información acerca del error que se cometeal utilizar la distribución

asmtótica en lugar de la exacta. Se supondrá que 4) es tantas veces

derivable como sea necesario en cada caso.

Para ello, se considera el desarrollo en sede de Taylor de

S4)(X/nx0) en tomo al punto ~‘ (l/’M,...,1i’M) = %‘ que viene dado

por
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R (X/n, it0)
4)

M I
8R (Pirfl

4) ‘01

8p J
w.

vii—j p=lt
o

J=

1
J

I83R
4)(P

8~ pJ

w3
j

nVW
p=it

0

1
v-w

+ -4Tt
1 [a

4R
4)(PIY]~~0

Ix.41

[aR (Piti] 14) ‘o~ =1 4)’I~I

J P=it
0

[~R (P ,it0» C (p+iV)
4) ¡ =1-4— .“ I~—,-~I -g~ J ~=~0 L U

J

[~1~~íP9)j

p=7t
0

p=lt
0

[1 ~j~+7t~j

4)Iv[J 01] 1 xv
- ~ (~~)

se tiene que

2w.
il +
n

p=lt
o

j=I

+ O (n~)
1’

donde

4w.
+

2n

Al ser

= o,
- -~—

0

o

74)Iv[l]

3
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S4)(X/n,it0) — - 8nNI R4)(X/na%) =

iv

48n4)”(l/NI) j—i

NI W
2 +

j=1

3,2+O(n ).
1’

Como

2 1 1E[W.] = - + —‘

NI NI

E[W~ ] = nI¡2(Z~i~ii

y

EEWt]=C~ 24~

el primer momentoviene dadopor

E[S
4)(X/nap] [1+ íjJ + (hM

)

2n4W(1/NI) .I;1(NI2 1+ +

74,iv(lfl4AN 1 -i~(3 6
+ ‘‘“‘ ¡ nIl— ——+ —I

484)”(1/M) ~ NI
2 NI~

71+1)]

+

+ 0(n312) =

=M~l+I[4)(í/N¶)I2 -3+M]+

7 4)IvQ/N¶

>

+

484)”(h/M) 2

6 +

NI 3)] +

0(n312)=

(4.2.1)

1~1
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it=NI-l+ — f +4)

donde

= 4)”’(l/M

)

4) 24)”(l/NI) LNI
3 + NI]

iv
+ ~ 4) (1/NI) [1

164)”’(l/NI) NI2

Elevando al cuadrado los dos miembrosde (4.2.1) se tiene

tiS
4)(X/n~it0)] 2

NI2 +
i=l

NI
2 + NI24)”’(l/M

)

VW4)”(1/M)

r23~ NI¡4) (1/ 6
+ >wwI + —I w. +

A’ ~ ~IIL.
i~j-’ 4n’9~1/M 1

+ __________ +~w2w4]

y como parai!=j

3 2 1 -tI”
_ ni-

4 3 2 ¡NI M NI

1 +

= nlílL -~-? + -~-2 -

NI NI NI NI2~

15~219~ =+n’1130
6 5 4 316NI NI NI NI’NI

18 1 ¡ +

3 2’NI NI’

y

=AÁ+=il.....+n’ 1130
NI6 M5 NI4 1

2 +

NI

ti,~1w>

M

w3wj +

+ O (n3%.
p

(4.2.2)

221ww J
‘1

E[w?w~]

E[w?wt]

6 4 11
- —1,

4 3 2’NI MM’

182

NI5 NI4

F 331
EIW.W ¡

1 ‘ JJ

156
NI5 NI4
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12 1 1
3 2’NI NI’

el segundomomentovendrádado por

E [s<gx¡n~itJ 1 = NI2
6 3 -iló

+fli-—+
2 1NI NI’

127+í)

NI3 NI2

NI NI2 NI n’[- 6(NI-l) 4(NI-l

)

~ (NI-1) - 2(NI-l) + NI- 1~ NI + NI

+
NI24) ‘“(1/NI

)

ViV’4)”(1/NI)
40

3 2NI NI NI

+ 20 ( NI-1

)

NI3

- 7(NI-1) +

NI2

15

NI4 NI3 NI2

- 15(NI-1) +

NI5

+ 18 (Mi) - 9(NI-1)]~
NI4 NI3

7NI24)Iv(1/NI) f
24n4)”(1/NI) [

+ 15 15(NI-1) + 21(NI-l) - 9(M-l) + 3(NI-1)1+
2 5 4 3 2NI NI NI NI NIJ

— NI2-1 + ‘ 13 + 2NI + NI2] 4)”’(1/M) +

18
NI

+ _______

+ 3+ 3NIfl +

+ 6)

= NI2-1

+

iv

7 4) (1/NI

)

244)” ( 1/NI)
19 15
INI2 NI

1 2 3/2
+ f +O(n )

ii4)

2
+ O(n ),

+

NI~l)]

20 ( M-1

)

4
NI

NI~1

]

1 NI2
+ x

4n

15 45 45

15
NI’

45 45

NI4 NI3
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donde

2 río z~4)’”(1/NI) 1CM‘“(1/NI)1 2f = -2NI + 2+¡— -13+ 2NI + NI¡ + 4v ix4) 1 NI -> 4)”(1/M) ~. 4)”(1/M)J

iv
1NI2 NI -‘ 84)’’(1/NI )NI NI

Finalmente,multiplicando (4.2.2) por (4.2.1) se tiene

Nl M
3 r. 3NI W6

1 J

1=1 i~J

+ ;vw~} 7NI3Mlv(1fltA~~Nl + 48n4)”(l/M)

NI3 4)”’(1/NI) IS’w~+
~Lí21W4)”(l/M) ‘.i=i

8 >w~wI
1

1~~IJJ
+

!=~2T~w:w~1
+

NI
34)’’’(1/NI

)

2VW4)”(1 /NI)

CM
xl 2 Y

~ 1 J

<[~w~w:+

+ l~jw~w~

2w:w:]

+ 7NI3
4)lv(l/NI

)

48n 40’O/NI)

+ NI
34)”’(l/NI

)

VW’4)”( 1/NI)

M

+ 23 21
i!=j!=ki j kj

Nl

+ 2~W~W?+

M

+ +

Nl

+ ~w~w~w~J
itj~k

+ (1~Mfl2(~w~
Nl

+

+ NI3[2;wtw2+ x

x

Nl

+

133



Nl

+ 2~W:W~ +

+ 7NI34)¡v(l/NI

)

L 24n4)”(1/NI)

Nl

+

M

wlwj+ 26 + ~w2w~w2]+O(n~~).

con lo cual, como para i!=j!=k

E[WtWtl
L’~J

105 180

NI8 NI”

ELwtwl =nlí2[21O~

E [w~w~]

315 +

NI6

+ 126
NI6

~345~ 2i+
5 4 31NI NI NI’

O(n 3/2),

9

+ — + O(n ),NI

385 + 230 ~ 1~91+ 0(n31¾,
6 5 4 3’NI NI NI NI-’

— 105 - 195
5NI8 NI” NI6 NI

+

240 + 180

NI” NI6

60 15
- — + — +

EF 2221
WWW 1=
L~ j kJ

15 ~93~1

NI6 NI5 NI4 NI3
_ 2 ++ nj130 - NI

+2131 +
4 3’NI NI’

r 2231
E¡WWW ¡
LiikJ

=n112[210 175 59 11 1~-3/2—¡+0(n),
6 5 4 3’NI M NI NI’

EF 2331w.ww ¡
[‘j kj

105 105 45 9
+

NI8 NI” M6 NI5

105

NI8
L2+M11+X. +

NI” NI6 NI5 NI4

se tiene que el tercer momentovendrádado por

Nl

ti,Ñw~ +

r621E¡W.W.¡
L’JJ

105

NI8

y

+

2241www
• • kj
la
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E[s4)(x¡n~it0)]3] -M3[ 15~4545~15 +uílIí30~39O+
NI

5 NI4 NI3 M2 1NI’M~

~415 180 +22
NI NI NI]3 2

- 45 ( NI-1) + 63(NI-l

)

NI5 NI4

27(M-1) +

NI3

+ 9(NI-1) + nj79O(Mí) - 546(NI;l) +

NI2 NI M

54(NI-1) + 3(NI- 1)1
NI2 NI3

3(NI - 1)(NI-2

)

NI3

78(NI-1)(NI-2) +

NI4

NI34)”’ (1/NI

)

2n4)”(l/NI)

630(NI-1

)

l5(NI-1)(NI-2

)

NI5

+ (NI-í ) (NI-2) +

NI2

21(NI- 1)(NI-2

)

NI3

63 ____

_____ +[02205 2835NI NI5 NI4

945 (NI-1

)

+
549 ( NI-1

)

NI4

+ 9(NI- l)(NI-2

)

NI4

3(NI- 1)(NI-2)1
2 ¡NI 1 +

- 1575 + 315 +
3 2NI NI

135(NI-1

)

+

+ 9(NI-1) + 1260 ( NI-1

)

NI2 NI6

390(NI-1) + 60(NI-1) +

NI3 NI2

2310 ( NI-1

)

NI5
2

630(NI -3NI+2) -

NI6

+ 1380(NI-l

)

NI4

525(NI2-3NI+2

)

NI5

177(NI2-3NI+2

)

NI4

~
7NIa4)iv(l¡NI) [315
48n4)”(l/NI) 7

33(NI
2-3NI+2) 3(NI2~3NI+2)1+

NI3 + NI2 j

- 1260 + 1890 - 1260 + 315 +

NI6 NI’ NI4 NI3

+ 315 ( M-l) 540 ( NI-1) + 378 ( NI-l) 108 ( NI-l) +

NI” NI’ NI4

135

249(NI-1

)

NI3

+

+

+

+



27(NI-1) + 630 ( NI-1

)

NI3 NI”

1440 ( NI-1

)

+ 1080(NI-l

)

NI6 NI5

+ 90(M-l) +
315(NI2-3NI+2

)

NI”

2

360(NI -3NI+2) +

NI6

2

144(NI -3NI+2) -

NI5

4n14)”(1/NI) > NI”

2 2

36(M -3NI+2) + 9(NI -3M+

NI4 3

l260~ 1890 1260k 315k

NI6 NI4

+ 630 ( NI-l

)

NI”

1170 ( NI-1

)

NI6
+

810 ( NI-1

)

NI5

270(M-1) +

- 720(M-l) + 540(NI-l) - 180(NI-l

)

_____ +
5 4NI6 NI NI

2

+ 45(NI-í) + 315(M -3NI+2

)

NI”

315(NI2-3NI+2

)

NI6

+

2

135(M -3NI+2

)

NI5

— -3-M+3NI2+

227(NI -3NI+2)
1

4 1NI
+

26-24NI-2M%- 4)”’(l/NI

)

24)”( 1/NI) [210 -

2-243+3NI+27NI + 3M~]
iv

+ _________ ___

2

+ 54M + 9NI2
1+ 1I4)”’(1 /NIfl

J 4U4)”(l/M ) J

+O(n312)=NI3+3M2-NI-3+ ~ f3 +n4)

[180 234+36+

M2 NI

0(W312)

198 +

NI

18M]+

+

360 ( NI-1

)

4NI

+

+
315 (NI-1

)

NI”

+
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donde

3 dV 1/NI) 210243+ 3NI + 27NI + +
f = 26-24NI-2NI2+ T “( ____ 2 3NIj4) 24)”(1/NI) NI

+ ~
4)¡v(1/NI) ~ 66 + 18NI + 3NI2] +

164)”(1/NI)
1NI2 NI

+ 1 I4)”’(1/NIfl21180 234
4 ~ JIM2 NI

Luego, las funciones 4) que hacen que se aproximen más los

momentosasintóticosa los exactos para NI fijo son aquellas para las

cuales se verifica que f
1j,= O, i=l,2,3 ya que los desarrollos de

segundoorden de los tres primerosmomentosde 5 son iguales a los
4)

momentosde una más el factor de correcciónde ordenO(n5, fi4),
i=d ,2,3, respectivamente.

En defmitiva sepuedeestablecerel siguienteresultado:

Teorema4.2.1

Sea 4):(O,oó) —* R cóncava con derivada cuarta continua y

4)”(1/NI)c0. El contrastede bondad de ajuste basadoen el estadístico

5 4)(X/n,it0) es óptimo de acuerdoal criterio de los momentossi y sólo

si f4= 0, i=l,2,3.

El Teorema 4.2.2 es muy interesanteya que los factores de

correcciónde orden 0(n’) de los tres primeros momentosse anulan
lapara las mismasraicescuandoseconsiderala familia 4)«(x)=r—~(x -x)

si sehaceNI —* 00 Una de las raicesesa = 2 que secorrespondecon

el estadístico X
2 de Pearson y la otra es a = 13fl que no se
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corresponde con ningún estadístico conocido lo que proporciona una

excelentealternativaal estadísticoclásico.

Teorema 4.2.2

El contraste de bondad de ajuste basado en el estadístico

54) (X/na%) es óptimo de acuerdoal criterio de los momentoscuando

NI —* 00 si y sólo si a = 2 ó a = 13fl.

Demostración

Si se resuelvela primeraecuacióndel Teorema4.2.1

2 2r81 2138 5 ‘.1~1OC’f —
7(36NI+3NI)a+¡-NI+ NI- a+4) 48 - ~4X48¿] [jNI2-.jNI+~J=Oa

y se hace NI —3 oc se tiene que

a = ~ síZ..6ss2

por tanto las solucionesde la ecuaciónson «=2 y a=13fl.

Por otra parte, si se resuelve la ecuación

= (45..7lNI±l9NI2+7NI5a2+[..27NI3..67NI2+215NI~121]a+

+ ti26NI3+ 58NI2-162M +78]

y se hace NI —* co se obtiene

2~28a =

esdecir, a=2 y a=13/7.
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Por último, para aproximar el tercer momento asintótico al exacto

debe ser

~;a= (1035..1398NI+144NI¾-198M3+2lNIta2+[81M4..702NI3..552M2+

+41 1ONI-2775] a + ti78~~~+ál2NI3+49áNI2..3ol2NI+18263=0

donde si se hace NI —* se obtiene de nuevo que

= 8k.. 812..6s52

con lo cual a=2 y a=13fl.

u

El resultadoanterior es para M grande,en el caso que NI sea

pequeño se debería utilizar la Tabla 4.2.1 que contiene las raices a

de las ecuacionesf’ =0, i=1,2,3 para valores de NI fijos que crecen

hacia oo. En estatabla se observaque para M>20 se puedeutilizar el

resultado anterior ya que los factores de primer orden de los tres

primerosmomentosson muy próximosa O paraa = 2 y a = 13/7. Para

NI=20,en particular para NI=4, 5 ó 10 sería razonable elegir un

estadístico S con «e [1.5,2].

Tabla 4.2.1
Valores de las raices (a~>«=)de =0, i=1,2,3

a

NI 2 3 4 5 10 20 40 50 100 200 500

{
:i .0 2.42 2.23 2.14 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

‘4) 2.0 2.0 2.0 2.0 1.98 1.91 1.88 1.88 1.86 1.86 1.85
a 2r :I ~ 2.52 2.31 2.21 2.07 2.02 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

1.65 1.68 1.7 1.71 1.76 1.8 1.83 1.83 1.84 1.85 1.85

r :I 3.69 2.62 2.37 2.27 2.10 2.04 2.01 2.01 2.0 2.0 2.0
1.30 1.41 1.47 1.51 1.62 1.72 1.78 1.79 1.82 1.84 1.85
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Por otra parte, utilizando estos resultadoses posible definir
un estadístico corregido S/X/n~it0) de tal forma que su distribución

esté más próxima a 2una y~. Es decir, si

= NI-l

y

& =

como se sabe que

E[S11,(X/naQ] = j.t + a4)/n

V[S4)(X/n,7t)]

a4)— ~;:~I~;ti713 + Ml + ~ 4)lv(1/Nf) 1
-‘ 164)”(l/NI) C~2

y

= -2NI + 2 +
4)”(1/NI) NI

6NI]+áti 1 ti62
iv

se puededefinir

*

S4)(X/n,7t0)=
54)( X/n ,it0)

= 2(NI-1),

y

+

donde

2
=0+ b /n4) + o(n’)

2

NI
+ í)

-~i+1]

Y4)
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¡
u
u

de tal forma que

E[s;(X/nx0)] = ji +

u y

V[S;(X/n~it0)] = ci
2+ o(n5.

Para ello es necesario considerar

¡ 7~ = ~~í..i’~] +

y

¡ 5 —1+b/nci2

4)— 4)
¡ esdecir,

~ + 1 ‘4)”’(l/NI) 2 6
U a — í 1 + 1 ¡ NI)16 14) n n(NI1) 1.4)”(1/NI) [~NI 3NI]+ 4 4)”(1/NI )JUNI2

¡ - ~!i+3] + ti M)]

¡ y -3+ M1+ 74)Iv(l/M) 1

¡ 74) = (NI..l)ti1~ 54) + ~~L4)”u/NI.t.NI J 84)”(l/NI) tiNI2

¡ -~~~~‘]]• (4.2.3)

E
A continuación,se calculan los valores de a que hacen que el

¡ estadísticomodificado 8 * sea igual a 5 cuando NI —+ oc• Estos4)a 4)a
estadísticos son iguales cuando 7~= O y 5 =1 o lo que es lo mismo

¡ -4)a
4) —b =0.a a
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Por una parte,a4) =0 si y sólo si a = 2 y a= 13/7, comoya seha
a

demostrado.

Por otra parte, b4) =0 si y sólo si
a

2 2 2 2(1ONI - 23NI +13)a + (-35NI +70NI.35)a+ 30NI - 52NI+ 22 = O

dondehaciendoNI—s.o se tiene

3~%Ñ200
~2W~

por tanto las solucionesde la ecuaciónson«=2 y a=1.5. De estaforma

cuandoNI....—+cc ambostérminosde correcciónseanulanparaa = 2, es
2decir, la distribución asintótica ji-cuadrado del estadístico X de

Pearson no se puedemejorarcon el criterio de los momentos.

Este resultadoes para NI grande,por ello se calculan las raices

de las ecuacionesa4) yb<1> paravaloresfijos de NI creciendoa oc que
a

aparecenen la Tabla 4.2.2. Como era de esperar, para NI=20.los

términosde correcciónseaproximana O para «=2. Además,para M=5 ó

10 los estadísticos S y estarían razonablemente próximos.~
2 2

Tabla 4.2.2
Valores de las raices (a~>a) de a4)=O y b4)=O

NI 2 3 4 5 10 20 40 50 100 200 500

~« 3.0 2.42 2.23 2.14 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
2.0 2.0 2.0 2.0 1.98 1.91 1.88 1.88 1.86 1.86 1.85

a 3.40 2.54 2.33 2.23 2.09 2.04 2.02 2.01 2.0 2.0 2.0
b4) j« 1.59 1.57 1.55 1.54 1.52 1.51 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
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Al igual que se ha estudiadola rapidezcon que los momentos

exactos de 5 se aproximan a los momentos asintóticos bajo la
4)

hipótesis (3.2.1), se puede estudiar la rapidez bajo las alternativas

(3.2.3) considerando el desarrollo asintótico de segundo orden de
estos momentos.

Sea

y = n112(X]n-it,)
i 1 1

donde X=(X¡,...,XM) es una variable aleatoria multinomial de
1 -¡/2

parámetros n y 1r=0r¡,...~itNl)~ con n.= + n c., entonces se
verifica que

W=V+c.
1 1 1

Además,de (4.2.1) se tiene que

E[S (X/nit )]=NIVE[W2]+ NI4)’”(1/NI) ~ E[V] + O(rf’).

4) 0L
1j 2ViV4)”(l /NI) .¡—i

(4.2.4)

Como

2 2 1 1 2E[W.] = E[(V±c.)] =—-—+c~ + nlc.-
NI NI

2

2c

¡vi1 + O(n~’)

y

3c. 3c,
3 =c3 + ~+O(n )E[W] =E[(V±c.)] 1/2

JI ~ NI NI2
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sustituyendoen (4.2.4) tenemos que el primer momento viene dado por

E[S (X/n ir)] = NI-1+4) ‘o

xtiyc3+

M

+ NI ~ c~ +

j—
1 1

Nl 1 <~ Nl Nl NI4)’”(l/NI

)

NI c2 + ~ ~NI > c-2 c± x
Vii’ L ~ ~ 24)”(l/I\4)

Nl ~

E c.- tEcL + 0(n’) = NI-l +

j=1 ~ NI ~

~; { $á~Z~ Z c~} + O(nh.

Por otra parte, de (4.2.2) setiene que

E [tis
4)~/n~itoI] 2j = NI

2 ZE[V]+NI2. + NI24)”’(l/NI

)

VW4)”(1/NI)

Nl
E[W?W?]j + O(n%.

LJJ NI4 NI NI

20c 30c.
+ n’~[ NI3 - NI2

221
J

II

+ti~-

6c 2

+

NI

6c2
+ c4 +

NI2

lOc 12c3
+ ]

4c c. + c?+f-1-..
4 3 2 2NI NI NI NI

6c. ác. 3c 3c
L]cZ+níP[Ñ+Ñ -~~~4- NI2 +

(4.2.5)

+ +

Al ser
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+~+~L+2¡~~.. —¡c+ c-—2c+c. c~ ~ .~ 2c ¡2 I”2NI NI t.Nf Nf2J’ NI3’ LNI3

- -ij] c~- 4E-I~. + Ii—] cc~+ [c: 2c.] cl

E[WI = ~C~-&r~N~íoti~í..&)c~+ 5 112c+OQÍ ),
1

Erw2w3 —- 3]c. +3
~~—6í¿

1 LM
4M3NI2JJ

2
rí 1~2 6c c rl

+ 3[— - ..—jjc.c: ‘~‘ + -

+ O(n 112)

se obtiene que el segundo momentovienedado por

Nl Nl Nl M Nl
- 2~c+ M2~c2c.- 2NI~c2c.+ — ~c.- 2~c.-

113 23—jjc.+ cc.+

E [s4)(x/n~it0)]2]

M j=í j=í j=í

+ n’/2ti6Iv? ~ c
3- 12MVc~l+ 3(NI..í) -2(M-l)+(M-1)NI-

j—í Nf

Nl •,2~22 cM c.
- 4Vcc.+ 2(NI-l)2 ¿ ct+ n112I6V NI

y

Nl c, Nl Nl Nl Nl A
- 6~—~~Á - 3~c.- 3c.+ NI~c+ NI~c+ ~

M

c.-
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Nl Nl Nl Nl

- 4NI~cc2 - 4NI~c?c. + NI2 cc~- 2M~cc?+

+ 4)’”(1/NI) tilo(NI..1)~c~+NI2

Nl Nl-
1

+ (NI-1)~c
3+ NI2~c2c3J + O(&’) = NI2-l +

+ 2NI(NI+1) Z c? + Nf21 ~ c212+ n~~[4iv? ~
j—t 3 1 _ •J

j=1 c~l]+O(nj.

(4.2.6)

Por tanto, los desarrollosde segundoorden de los dos primeros

momentosbajo (3.2.3), dadosen (4.2.5) y (4.2.6), son iguales a los

momentosde una 4(5) mas unostérminos de correcciónOóí’%. En

consecuenciaseelegirá4) de forma que estos términosse anulencon lo

que se conseguiráque sea mayor la velocidadde convergenciade la

distribución asintótica a la exacta.

Si se particulariza la expresión (4.2.5) del primer momento para

la familia 4)«(x) y se iguala a cero el término O(n 1/2) se tiene

4É(a..2) ~ ¿=0,
j=1

es decir, «=2.

En cuantoal segundomomento,se obtiene
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~~2Z
i= ¡NI(«-2) = Nl Nl Nl

2 r 32v’ 2v’ 3(NI +5NI) ~ c.+M¿ c.¿ c•
i=I 1=1 i=1

de donde

a=2-
Nl

NI+5+NI> ct
i= 1

por tanto ka =2 y cuandoNI —* oc, a —* 2.

De esta forma eligiendo a próximo a 2, es decir, seleccionado el

estadístico X2 de Pearson,se asegurala proximidad a cero de los

factoresde correcciónde los dos primerosmomentosbajo (3.2.3). Por

tanto, el estadístico2 de Pearson(«=2) dentro de los estadísticos

S es el único que no se puede corregir con el criterio de los

momentos para mejorar la distribución asintótica ji-cuadrado tanto

bajo la hipótesisnula simétricacomo las alternativasconsideradas.

4.3.- Desarrollo asintótico de segundoorden de la distribución
de los estadísticosR -divergencia4)

En el apartadoanteriorse utiliza que

P(S (X/n,n)cc) = 24) o P(xNlIc) + o(1) (4.3.1)

para comparar los desarrollosasintóticosde segundoorden de los tres

primerosmomentosdeS
4)(X/nat0)con los tresprimerosmomentosdeuna
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En esteapartadose va a extraerla componentede segundoorden

del término o(1) de la distribución (4.3.1) para obteneruna mejor

aproximaciónde la distribución exacta de S4)(X/nx0).

Sea W.=VW(X/n-it ) con it =1/NI, j=1 NI y considérese
3 j Oj’ Oj

donde r=M- 1. Entonces,W es un vector aleatorioque

toma valores en el conjunto

t ,—.—~*L=¡w=(w1,...,w> /w=vn(x/n-it0) y xeK), (4.3.2)

donde

itQt
0 01

y
r

=0entero,j=l r; > x. =n>.
j=t

La distribución de probabilidaddel vector W (Siotani y Fujikoshi

(1984)), se puede expresar en los siguientes términos

12 312P(W=w) = n.r/%p(w)I 1 + n
4 h

1(w) + n’h2(w) + O(n )) (4.3.3)

donde

es la función de densidad de la normal multivariante,y

j=l Oj Oj

(4.3.4)
2 4

h2(w)— ítihí(w)1+AtiíÁ4~+k~, $ ~
Oj ~ ~Oj
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con

wNl = - É w•, (2 = diag(it*)..n*it*t.j=1 0 00

Este resultado proporciona el desarrollo de Edgeworth de la

probabilidaddeW en un puntoweL. Si la función de distribucióndeW

escontinuase tiene que

P(WEB) = 1 9(w) + n’12h (w) + n’h (w)) dw +~.4 (1 1 2
B

Sin embargo,Yarnold (1972)demostróque estedesarrollono esválido

si la distribución de W es discreta. Rao (1961) calcula la expresión

de la P(WeB) en el casoqueW no seacontinuacuandoB esun conjunto

de Borel, como una integral de Stieltjes cuyo cálculo resulta

complicado. Yarnold obtuvo, en el caso de que B sea un conjunto

convexoextendido, es decir, si B se puederepresentarcomo

B=(w=(w,...,wr, t/Y(w*)<w <6 (w*), w*=(w ws-l ,w
1~~•~~Wr)tCB

1 89

(4.3.5)

rl
donde Ra Rr.í y y, O son funcionescontinuasen R - , s=1,...,r, el
siguientedesarrolloalternativo

P(WeB)=J+J+J+O(&
0)

1 2 3

donde

J = F ...F 9(w) (1 + n’12h(w) + n’h(w)> dw,
1 j J 1 2

B

j =-n~112 É~r.í)t2z 1 1
s=l w EL w’CL B

s+l s+1 r Y 8
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6 (&)
5 w)1~ti ({Ww+nit$p< -~ y (~¿)

dw1...dw,

8

J = 0(n’),
3

con h, y h2 como en (4.3.4),

L. = 1w] w~ = {Y’(x,In - it ,) y x, entero},
3 j Oj

15 (t) = t - [t] -

O(w) y y(w) como en (4.3.5)

y

o (w*)
h(w) $ *

y(w)
= h(w1...,w 1,6(w

t), w
1,...,w)

*
— h(w...,w1 ,y(w ), w,...,w).

La distribución de S4)(X/nar0) bajo la hipótesis

sepuedeexpresarcomo

nula simétrica,

P(S4)(X/n~irJcc)= P(WeB4)(c))

donde

B11,(c) = ¡ w=(w1 wf/ S4)((xIn~xN/n).itO) < cl

siendo

r
= -WNl L W.~ x = {Ww +

j=1
nit0 y xNl= LW’wNl+ ii/NI
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Es inmediato comprobarque, B4)(c) es un conjunto convexo
* * *

extendidodonde7(w) y 0(w) se eligen de forma que si w = y(w)
*

ów= 0(w), s=1,...,r, entonces ~4)((x/n~x2n),it0) = c. En

consecuencia,utilizando el resultadode Yarnold (1972) con B = B4)(c)

se obtieneel desarrollo de segundoorden para la distribución de

en el siguienteteorema.

Teorema4.3.1

Sea 4):(0,co) —* R una función cóncavacon derivada segunda

continua y 4)”(l/NI).c0. La distribución del estadístico54)(X/n,it0) se

puedeexpresarcomo

P(S4)(X/n,it0) < c) = 4+ 4+ 4+ O(&312)

4)4) 4)donde J1, J2 y J3 se obtienen a partir de J1, J2 y J respectivamentea
del resultadode Yamold (1972) haciendo B — B (c).

—4)

Además

= P(¿ c c) + (NI-1

)

1r 96n

x 4)IV(í,tk¶) (NI-1)+
4)” (1/NI)

2 2 (21{P(x cc)¡-8(NI+l)¡ + ¡‘Oc
Li r--2 NI

2(M..2) + 24NI]+

+ ~ c)I- 244)”’(1/NI

)

1 NI4)”(1/NI)
(NI-2) + 2 14) Iv(í/M) (NI-1).

2NI 4)”(l/NI)

- 24ti:;j~:~NI)] (NI-2) - 24(NI-1)] + ¡‘4+6< c)ti2(M..

~~2Jí24)(í INI) ~~2I 4)”’(í /NI)] 4111 +
‘1 21 III
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4)yJ se
2

puedeaproximarpor

= (N4)(c) - nY/2V

donde

N4)(c) = númerode puntos weL/ w c B4)(c)

y

V (c) =4) volumende B4)(c) =

— (nC)r/2 [1 J~’~{1 + c (NI~~~~(i/M)]2

32NI ( ‘)II4)

-2) - 74)IV( 1/NI) fi + O(n~~).

Demostración

En primer lugar, para obtenerla expresiónde

transformación
4’ se considera

zt =wtH=wí(I,..1)Dt/2A
Y

donde

1 es la matriz identidad de ordenr = M- 1,
r

1 = (1,~~•,1)t es un vector de dimensión lxr,

D = diag~t0),

At = (a aM) esuna matriz ~ (AIiQ esortogonaly

(4.3.6)

(6(M -

la

152



Por una parte, al ser la matriz (A,v5t) ortogonal se tiene que

AA = 1 y AVT’ = 0. Por tanto, como zt = wt(I, -1)Dt12A, se tiene
Y O r

Az=D’12(1, -1)tw = (w¡JM,...,wNlfM)í. En consecuencia w.~~/T/NIa
Y 3

Por otra parte,

HtQH=AIA..AI ~
o

y aplicando que la matriz (AJW’) esortogonalse llega a que H1L2H =
o

1. Con lo cual (4.3.3) se puedeexpresarcomo
Y

P(W = w) = n<12 (2 ~I12{f(z)+ O(n~%}

donde

1 1 + &‘12g (z) +f(z) = (2ity~12exp zízl( g
2(z))[2 .1

con

g1(z) = - T1/2 + T3/6~

g2(z) = 4(z)/2 + (1-NI
2)/12 + T/4 - T

4/12

y
Nl

=

Nl

= y(atzvrM,

T2= NI~(az)
2,

T= NIZ(aíz)4.

(4.3.7)
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A partir del resultado de Yarnold (1972) y de (4.3.7) se tiene

que

~t=f ...ff(z)dz
B;(c)

donde

B;(c) = (z/ zt=wtH y w e B
4)(c)¡.

Interpretando f(z) como una función de densidadcontinuade una

variable aleatoria Z, es posible interpretar como la función de

distribución de S4)((ztHd/tif)í4~ ir0a%) que se denotapor S4)(z
tff1) y

cuya función característicavienedadapor

c(t) = f •..fexptiitS
4)(ztH5] f(z)dz.

Rr

Utilizando el desarrollode Taylor de S4)(X/n,it0) dado en (4.2.1)

y la transformación(4.3.6) se tiene que

S (z’H’) = ztz + n~
12 <~> ‘“(1/NI) T-i- it’

4) 2NI4)”( 1/NI)

7 iv(
1/NI)

48NI
2 4) “(1/NI)

+ 0(W312).

Además,al ser

exp(a+ n’%+ it”>,) = e«(1 + ~t%+ nNy+132/2))+ 0(W312),

se tiene que

(4.3.8)

(4.3.9)
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exptiit%(zÉff¶)bz) — (2~YY%xp [ittz

+ n112 41 “‘(hM> Tít + ~ ~

+ O(n~)it](1 +

— (2itYY%xp((21t..I)zí 42) [í

+ nív(zj(1±

iv4) (1/NI)
2,48M 4) ‘(1(M)

+ n’g4z))

-112+n y (z) +

+ O(nt

y 1(z)
2M4)”(l/M> 3

“ftl/M) T
4 it

48M
24)’’(1 /M)

Por tanto,

c(t) (
270-tflJ . ..J exp(..ztz/2c7

2)b(z)dz + OÓÍ~~)

donde

& (-2iÑ-l~’

y

It

z +

14 it +

donde

-1/2 1n g
1(z) + W g2(z))

y

2
22Tt.
3

(4.3.10)
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b(z) =1+ n.l12[ - T/2 + T/6

+ nllit 4) ‘“(1/I’.4) (T2 -

8M2c::~:~~n T~t2+

+ it 4) ‘“(1/1v!) Ti +

2NI4)”( 1/NI) 33

iv
3TT)+ ~ 4) (hM) T it-

2 2(-T12 + T
3/6) /2 + (1-NI )/12 +

+ ‘~2’~ - T4/12].

Es decir, se tiene que

c(t) = dE[b(Z)] +

donde

Z N(O,ci
21>.

Al ser

AZ N(0,&AA’)

con

AA’ = [1

1

1
VM””

1

1—

la variable (akZt,a.Zt) es normal bidimensional con vector de medias

(QQ)t y matrizdevarianzas-covarianzas& [Li/M ~1/M]Por tanto

la v.a. a Zt condicionada a que a Zt tome el valor t es normal deXc
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2media-t/(NI-l) y varianza(1-1/NI)(1-(1/(NI-l) ). Teniendoen cuentaque

si X esnormal de media ji y desviacióntípica a, entonces

= { o
r!at

(r/2) !2r12

setiene que

E[(atz)] = E[(atZ)3] = O,
2

a

¿(1-

ya que,para k!=j

E[(atZ)(&Z)]=E rE[(atz)(az) 1 atZ=t]l =E Fla’ZIE[a’z 1 aíZ=t]] =Xc i LkJ kJ [‘Xc’j kJ

Xc Xc

2
t 2 0E[(a Z) ]/(NI-1) = - YA

Xc

y si k=j, es claro que la esperanza viene dada por

E[(a~Z)2J = a2(14¡).

Análogamente,

2~(l.. Á—t 3~4 (1

Xc j —t 3~4(1-

12

12

k!=j

k=j

k!=j

k=j

r impar

r par

k!=j

k=j
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jaá [9<1-

Xc j

Luego,

E[T1] = E[T3] = O,

E[T] = NI > E[(a
tZ)(atZ)] =

k=Xj=1 kj

E[T
2]

NI{.
2a

YA (M-1) + ¿NI(l-

= &NI(NI-1),

E[TXT] =0,

E[T] = 3a
4(M-1)2,

y
2 6 2E[T

3] = 3a (2M -6NI+4).

de donde,

c(t) = &E[b(Z)] + 0(2~) = d +

[306(2NI%Nf+44
7 4)IvQ/~)

+

48NI
24) ‘‘(1/NI)

12M4)”(l /NI)

C
2

1-a” 1 4 2

2 ~

+ ~~ti:jI:~Ifl]iI+a4-2aj 3o6(2NI2-6NI+4) + 4 ¿(NI2-

2 2 4 2~
-3NI+2) + (1-NI) + aNI(NI-1) - a(M-1) +

—4—— 0(W312) =

12
YA)

1
YA ÷4

ísa6(1

k!=j

k=j

= 0,

x
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+ 9 {8(l..NI~) + ¿1- ~ (NI-1)2 + (2NI2-6NI +

9 I4)”’(l/ NI)1 2

+4) 21 J
NI 4)”(1/NI)

+ 24NI(NI- 1)] + a4 124””(1/M) (2NI2-

NI 4)”(l/NI)

2
14,iv(1/Nf) 2 36<A”’I1 / NfVN 2-6NI+4) + 2, (NI-l)- ‘1

NI 4) ‘(1/NI) NI 4)”(lINI

24(NI..l)2] + a
6

[1 24)”’(1 1 NI)~

NI 4)”(l/NI)

(NI2-3NI÷2)

2

+

O(W~~).

Teniendoen cuentaque a~ es la función característicade una
4)y que c(t) es la función característica de la distribución

tiene que

2 ivz ~~tscc)8(l-NI
2) + POc < 214) (l/NI)~4 = ¡‘Oc, cc) r 95~ri ~\kr r+2 c)[- 2NI 4)”(1/M)

x(NI-1)2+ LI4)”’(í /NI)J (2NI2-6NI-¡-4)
M2L4)”(l/M)

+ 24NI(NI-l)]

2+P(x<c) -
244)”’(1 INI

)

NI 4”’(lINI)
(M2-3NI+2) +

2 l
4)ív(1/NI) (NI-19-

2 ,,NI 4) (1/NI)

- ~c:~;1:~r)24(NI-l)j+ P&6ccc)ti(2NI2~

-6NI+4) 124)”’(1/NI

)

ti NI4)”(1/NI)
+ (1/NI)]

2+
4])}

~[:~lINI

2x
Y

se

+

+ O(W312)
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como se quedademostrar.

Por último, se calculará

Por una parte se sabe que

s=1,...,r,entonces

si w = 7(w)
$ 5

= c y por otra parteque

S@((xhn,x~/n),it0) = w~ LX’w + o(1),

por tanto

9(w) = (2ityr
12 Q~’12exp(-c/2) + 0(1)

cuandow = y(w) ó = O(w*), s=1 r.

En consecuencia,

[S(flFw
O (w*)

+nit
0 )9(w)]~ *

7(w)
5

se puedeexpresarcomo

+ 0(1)(2ityra Qj ~X/
2exp(..c/2)[5 vw~ +nirpj ::~:*;

de dondea partir de la demostracióndel Teorema 4 de Yarnold (1972,

p.l572) se obtiene

4= (N (c)~nY/2V4)
ía

4)(c))e/[(2itnYj }
siendo N

4)(c) el númerode puntos de L que pertenecena B4)(c) y V4)(c)

el volumen de B4)(c). Es decir,

V4)(c) = •~~1’ dw=lQlí/2f. ••1
B4)(c)

dz

2

ó w =
8

+ o(1)
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dondez estádefinida en (4.3.6) y B17/c) en (4.3.8).

Considéreseahora la transformaciónque a cada valor z le hace

corresponderun valor u tal que

t tX
u u =

e.d., de forma que

uíu=ztz+WX/2
4)~1~~T

-X 74) Xv(ííM)

48NI24)”( 1/NI)

+ 0(W312)

4

(4.3.12)

sin masque considerar(4.3.9), donde si

z= d (u) + Wt12d (u)
X 2

(4.3.12) se puede escribir como

¿u =dt(u)d (u) +xf’/2ti2d~(u)d
2(u)+ 4)”’ (1/NI)

2M 124)n( 1/NI)

Nl

=1

(a~d(u))~]+

+W’ [QdÉ(u)d3(u)+d
t(u)d (u)+
2 2

34)’’’(l/NI )
X /2 ,,

2NI 4) (1/NI)
(a¶d

1(utx
j—X

iv
+ 74) (1/NI

)

48NI4)’ ‘(1/ NI)

donded1(u), d2(u) y d3(u) son talesque han de verificar

d (u)d1(u) = u u

2dt(u)d2(u) +
4)”’(1/NI) Nl> (a~d(u)V = O

j =X

—1
+ n d(u) + 0(W

312),

x(atd (u))
j2

Nl

>1 (aM
j =1

(u))] + 0(W312)

2M”24)”( 1 /M)
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2dt(u)d (u) + d~(u)d
2(u) +

34)’ ‘‘(1/NI)

2NI
1 /24)~~(1 INI)

Nl

Z(a~d(u»fta’du»+

iv

74) (1/NI)

48NI4)’’(l INI)

> (a~d
1(u))

4 = O,
j —t 1

obteniéndosetras diversoscálculosque

d(u) = u,

d(u) = -
X/2 “4NI 4) (1/NI)

12

£%u) a

y

d(u) =4M {c~Yg~c1~)2 7~1á{r NI(auva -

- 74) Iv( ~ (a~u)~a.}.

4)’’(1/N4) j=í

La matriz Jacobianade estatransformaciónviene dadapor

(az/au)= +
4> “‘( 1/NI)

2NI
1124)” (

2utu - uuíI]

1/NI)1

4)’’(1/NI) 23

0(W312)

Nl

y ¡‘2 = Z(a~uVa.at
33

+

(utu)u] -

95M 114)”

’

1 ________

donde

Nl

Pi =
j=1 ~
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Para calcular el determinanteJacobianose utilizará el siguiente

resultadogeneral:

X12

k+n B+WtC¡=1+n

+ .4É(b..b.. -

‘.1

r

-X12
2 b..

i= 1

b.II J’J

+ uíX~j,~c..

+ 0(W
312)

dondeB y C sonmatricescuadradasrxr.

De estemodo se obtieneque

8z/8u~ = 1 + n’~[ 2NI íS$’’I~) J nj(íSNIQ

-5(2+r)utu + 2 1 I4)”’( 1/M)1 24NIQ - 4NIQX
2)MI /M)J

+ 0(W
312)

donde

Nl
=

j=X ~ ~

M

rí 2t

= t(~”) aa.
j=l ~

y

= kQjkaki

Teniendoen cuentaque

+
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T

NI X/2

T~utu
2

y

T- 2utu
2

donde se ha reemplazadoz por u en las correspondientesexpresionesde

T y T
2, se obtiene que

jaz/au¡ = 1 + n-’~I- 4)’ ‘‘(1/NI) ]TX
‘- 2NI4)”(1 /NI)

+ niti(ísT2.. 5(5+r)utu+

2+4T -4T + Su
tu)—

1 2 NI C
4)”(l/M>J

2 4)Q,
tNI

)

4)”(l/NI)

Sustituyendou por z en V
4)(c) se tiene que

V61fc) = &>i’12f, ...f8z/8u~ du
u Itcc

es decir

V
4)(c) = lQIX12{NIr + n’~L ~ “(1/NI

NI4)”(1 INI)
+ n -

32NI
2 { ti..(15+5r)Nz+

+ l1N+4N 12 [4)”’(1/ NI>1 2
3 4JMU@~~(l/NI)J

XV74) (1/NI> (N

- u u)j+ O(W3~)

(4.3.13)

N
2)} + O(W

3~)
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donde

NIr = { ~ du = (,w)r12/f(1+r/2)
u

N= .!/KVtiÉaí)~
k=1 jk Xc

Y

N
2= >IIXcXc~

k= 1

~ tiXctfl7ikimXcmj

Nl r~
NI IJmaíXcaw~íXcmJ~

e

Ikf...fukdu?

km =1’ uudu.u t¡cc

Además, a partir de la demostración del Teorema 2.1.8 de

Read(1982), se sabeque

NIc
‘Xc =0,1 =Oparak#meI~— r.irk1,~~r.

Xcm

Es decir,

N = 0,

NIc
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NIc
N3=(NI-1)NIMft,

y

NIc
N N3-(NI-l)MwhO,

por tanto

+ c (NI 1) II4)(í INI)1 (6(NI-2))-
‘1’ LJ% 32NI 2 (NI+1)n LL4)”(1/NI) 3

- 74) (1/NI) 1)] + 0(W
312).

4)”(1/NI)

Este resultadoes el que se queríademostrary con él tennnia la

demostracióndel teorema.
u

La aproximaciónobtenida en este teorema se acerca más a la

distribución exacta de la familia S
4)(Xhnjr0) que la aproximación~2

Sin embargo, la diferencia en los cálculos que hay que realizarpara

obtener una u otra es significativa.

Observación4.3.1

De lo anterior se sabe que = 0(W
1). No obstante, debido a la

3 4)4)
equivalenciaasintóticade la familia 5 n(J

3 - J32) —~ O cuandon —*

oc por tanto cualquier término 4> será 0(n”
3%. De4)-dependienteen

estaforma como en el desarrollode la distribución 5 en el Teorema
4) 4)4.3.1 sólo aparecen términos mayores que O(W3%, J

3 se puede

considerarindependientede 4). Por estarazón,estetérmino únicamente

causaun ajusteconstanteindependientede 4) en la distribución.
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4.4.- Comparaciónde las diferentesaproximacionesde la
distribución exactade los estadísticosR -divergencia

4)
En este apartado se comparan los errores cometidosal utilizar

las aproximacionesde la distribución exacta de S4) para muestras

pequeñasmediante dos criterios diferentes. El estudio se realiza en

el casode hipótesisnula simétricaya que ademásde las razonesdadas

en los capítulosanteriores,el númerode particionesx que tienen que

ser consideradas para las comparaciones que se llevan a cabo se

reducende fonna notablecuandola probabilidadde todaslas claseses

la misma, debido a la invarianza del estadístico 5 frente a las4)
permutacionesen las frecuenciasobservadas.

A lo largo del estudio realizadose utiliza de forma sistemática

la distribución exactade S4)(X/nar0) que se denotarápor

T5(c) P(S4)(X/nar0).cc)

y cuyo procedimientode cálculo escomo sigue:

1) Elegir n y NI y calcular todaslas posiblesparticionesx de n en NI

clases.Para cadapartición x se calcula la probabilidad multinomial

asociada y el valor del estadístico S4)(x/n,79.

2) Ordenar las particiones de acuerdo al valor del estadístico de

menor a mayor.

3) Sumar las probabilidadesde las particionesordenadashasta llegar

a aquella cuyo valor del estadístico asociado es igual o supera a c.

Algunos autores (Tate y Hyer (1973); Kotze y Gokhale (1980))

propusieron un cálculo de la distribución exactadiferente a éste en

el paso 2). Estos autores proponíanque las particionesse ordenaran
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de acuerdo a sus probabilidades multinomiales. Este método es

consideradoincorrecto por Radlow y AIf (1975) puesto que no

necesariamente las particiones con probabilidades pequeñasson las que

más se alejan de H

o
Las aproximacionespara T consideradasa lo largo de este

E

trabajo y con las cuales se lleva a cabo diferentescomparacionesson

las siguientes:

a) En el apartado3.2 se obtuvo la primera aproximaciónpara TE

que ahorase denotapor

donde4 representaa una variable aleatoria x2 con NI-l gradosde

libertad.

b) A partir del estadístico corregido propuesto en el apartado

4.2 es posible definir una aproximaciónmejor dadapor

TM(c) ¡‘{41<,2]
4)

dondey
4) y vienendadosen (4.2.3).

c) En el apartado 4.3 se obtuvo la aproximación

T1jc) = +1 2

donde¿A’ y vienen dadosen el Teorema4.3.1.

d) Por último, en el apartado 3.4 se demuestraun resultado

asintóticoparael casoen queNI —~ oc cuando n —* oc de tal formaque

ii/NI —~ y, donde Ocy<oc, que se denotapor
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T(c) ¡‘ ~ ~ ji
con t1M’ ~ definidos en el Teorema3.4.1 y N(O,1) representandouna

Nl
variablealeatoriaNonnal estándar.

Para realizar una comparaciónde los errores de aproximación

cometidos al aplicar los resultadosasintóticos cuando los tamaños

muestralesson pequeñosse siguen dos procedimientosdiferentesa los

que hemosllamado Criterio 1 y Criterio 2. Evidentementeparallevar a

cabo este estudiohay que fijarse en una familia 4). Esta será4) =

que se ha utilizado en muchasocasionesya que tiene el atractivo de

contener al estadístico más conocido en bondad de ajuste, el

estadísticoX2 de Pearson.

Criterio 1

Se evalúael máximo error cometido al utilizar cadauna de las

cuatro aproximacionesconsideradasde la distribuciónexactaT en vez
E

de ésta.Es decir, secalcula

m~x ¡TE(S (x/n,it)) - T
•(S

4) (x/n,it0))a

para i=~, NI, D y N.

En las Figuras 4.5.1 a la 4.5.8 se representanestos errores

máximos de aproximación pero conservando el signo de la diferencia

para diferentes valores de n y NI y valores de a en (0,3]. Las

aproximacionesT TM~ TD y se denotanen las gráficaspor Aprí,
TN

Apr2, Apr3 y Apr4, respectivamente.

En todos los casosse observaque la aproximaciónT esla mejor
D
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puesto que es la que más se aproxima al eje de las x, es decir, el

error máximo de aproximación que se comete frente a la exacta es el

que más se aproximaa O. Las aproximacionesT y TM son similaresx
aunque siemprees algo mejor esta última como era de esperar.Por

último, con TN se comete un error similar al de T%y TM paran=10 pero

de diferente signo. Además,paraesta aproximacióncuandon crece el

error no disminuyecomoocurrepara las otrasaproximacionessino que

decrececuandoNI crece.

En cuantoa los miembrosde la familia 5 preferidossegúneste
4)a

cnterio para todas las aproximacionesson los correspondientesa

ae [1.5,2].

170



Figura 4.5.1: Máximos erroresde aproximación.n=10, M=3.
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Figura 4.5.2: Máximos erroresde aproximación.n=20, M=3.
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Figura 4.5.3: Máximos erroresde aproximación.n=10, M=4.
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Figura 4.5.4: Máximos errores de aproximación.n=20, M=4.
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Figura 4.5.5: Máximos errores de aproximación.n=1O, M=5.
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Figura 4.5.6: Máximos erroresde aproximación.n=20, M=5.
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Figura 4.5.7: Máximos erroresde aproximación.n=1O, M=6.
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Figura 4.5.8: Máximos erroresde aproximación.n=20, M=6.
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Criterio 2

Se valora la precisiónde las aproximacionesde T~ calculandoel

tamaño del contraste con cada una de ellas. Se utiliza la aproximación

T para obtener un contrasteaproximado de tamaño 7, es decir elx crítica u.2contrastecon región X ,~ co). Entoncesse calcula el nivel

de significación exacto de estecontrastey se comparacon los niveles

de significación obtenidos con el resto de las aproximaciones,es

decir, secalcula

1 - T
1(x.1.>,) para i=E, NI, 13, N.

Existendos razonespor las que hemostomado como contrastede

referenciael de la aproximaciónx2• Por una parte es la aproximación

de uso más frecuentey por otra la región crítica es independientede

a.

En las Figuras 4.5.9 a 4.5.16 se representanlos niveles de

significación exacto y de las cuatro aproximacionespara diferentes

valoresde n y NI y y=O.1. En las Figuras 4.5.17 a 4.5.24 se ilustran

los nivelesde significaciónpara y=O.0l.

En las gráficas correspondientesal nivel y=O.l, la aproximación

T no destacacomola mejor como ocurríacon el criterio anterior sino
O

que tiene un comportamientoen todos los casosparecidoa la T . Por
M

tanto es preferida la T por su sencillez de cálculo con respecto a la
Nl

complicadafórmulaque tenemosqueresolverparaobtenerTD. Tantouna

como otra aproximaciónson mejorespara n=20.

La aproximaciónTN espeorque estasdos y comoeradeesperarno

mejoracuandoaumentan sino cuandoaumentaNI. Además,la mejoríaes

bastanteacusada.
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El nivel de significación de la aproximaciónT no varíacon a,
2C

es para todos los casos 0.1. Para esta aproximaciónhay que tener

especial cuidadocon el miembrode la familia 54) que se elige ya que
a

si está fuera del intervalo [1.5,2.5] el error cometido puede ser

bastantegrande.

Para el nivel y=O.Ol, no solo el error cometido por la

aproximaciónT frentea la exactaTE~ cuandose eligen miembrosde lax
familia 5 fuera del intervalo [1.5,2], incrementaconsiderablemente

sino que también ocurre con el resto de las aproximaciones.Aunque

sigue siendo con la T con la que se cometeun mayor error al salirsex
de ese intervalo. Otra diferenciaes que la aproximación‘~N mejorade

forma clara aunque siguen siendo la TNl y la TD preferidasen la

mayoríade los casos.

Como conclusión de los dos criterios anteriores parece

conveniente en el caso que se utilize la aproximación T% eligir un

valor de a en [1.5,2] cuando NI=6.Por otra parte, cuandose estudia

que valoresde a hacíanque los tres primerosmomentosde la 5 se
4)a

aproximabanmása los de una se obtuvo los valores«=13/7 ó a=2,

por tanto también se recomiendautilizar un a e [1.5,2] para NI>6.

Además,por el Teorema 1.3.1 es fácil comprobarque las R son

convexaspara ae[1,2] que supone otra propiedaddeseablepara los

estadísticoscon parámetroa en este intervalo.

En el caso que se deseeutilizar un a fuera del intervalo [1.5,2]
la aproximaciónT aparececomo una buenaalternativafrentea la T

Nl D

al ser más sencillade calcular.
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Figura4.5.9: Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=U.L, n=1O, M=3.
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Figura 4.5.10:Niveles de significaciónexactoy aproximados.

y=O.l, n=20, M=3.
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Figura4.5.11:Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=O.l, n=1O, M=4.
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Figura 4.5.12:Niveles de significaciónexactoy aproximados.

y0.1, n=20, M=4.
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Figura4.5.13: Nivelesdesignificaciónexactoy aproximados.

y=Ol, n=1O, M=5.
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Figura4.5.14:Niveles de significaciónexactoy aproximados.

y=O.1, n=20, M=5.
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Figura4.5.15: Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=O.1, n=1O, M=6.
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Figura4.5.16: Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=O.1, n=20, M=6.
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Figura43.17:Nivelesde significaciónexactoy aproximados.
y=O.O1, n=1O, M=3.

¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡

Y

EJs
EJ* ew

40.-
y

* ‘A *y
A-

‘EJ

~¡

• ¡ rn: :~
* ¡.

A. — .,
A,

1 1.6 a 2. E

- - Exacta

Aprí

~ flpr2

-EX- flprS

• -Y- - Apr4

3

paramatro alpha

189

• es

0.86

8.84
E
o

“.4

(1
un
(1

-.4

II-
“.4c
o,

“.4

‘fi

ej
U

-4
fil

“.4

E

0.83

8.02

8.81

8

e



Figura4.5.18:Nivelesdesignificaciónexactoy aproximados.

y=O.O1, n=20, M=3.
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Figura4.5.19:Niveles de significaciónexactoy aproximados.
y0.01, n=10, M~4.
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Figura4.5.20:Nivelesde significaciónexactoy aproximados.
y=0.01, n=20, M=4.
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Figura 4.5.21: Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=O.O1, n=1O, M=5.
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Figura4.5.22: Nivelesde significaciónexactoy aproximados.
y=O.O1, n=20, M=5.
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Figura4.5.23: Niveles de significación exactoy aproximados.

y=O.O1, n=1O, M=6.
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Figura4.5.24:Nivelesde significaciónexactoy aproximados.

y=O.O1, n=20, M=6.
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4.5.- Potenciaexactabasadaen regionescríticas exactas

Existen diferentes formas de investigar la eficiencia de los

miembros de la familia 54) para muestras pequeñas. Una solución a este
a

problema consiste en encontrar condiciones bajo las cuales los

resultados asintóticos obtenidos sean correctos para muestras

pequeñas. Sin embargo esto no es fácil, Frosini (1976) demostróque

son muy restrictivaslas condicionespara que los resultadosobtenidos
2en 3.2 sean apropiadoscon el estadísticoX de Pearsonal considerar

muestraspequeñas.

Otra solución más directa consiste en calcular la potencia exacta

para cada estadístico 5 al considerar diferentes alternativas sin

utilizar ningún resultado asintótico. Este método es parecido al

utilizado porWest y Kempthorne(1972)paracompararlos contrastesde

la 5<2 de Pearsony del cociente del logaritmo de verosimilitud para

alternativas compuestas.

Por las razonesdadas anteriormentese restringe el estudio al

caso de hipótesis nula, H0, simétrica y se consideran alternativas

donde la probabilidad de una de las clases se perturba y el resto se

ajustande forma que sumen 1 para la familia de estadísticos5 En

particular,se trabajacon las alternativas:

1-8
51 1=1 ,...,N4—l

Mt. (4.5.1)si i=NI,

donde-1=8=NI-1es fijo.

Para calcular la potencia exacta de cada estadístico 5 es

necesario fijar un tamaño del test y y calcular la región crítica
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asociada.La forma más sencilla de calcular ésta sedautilizando una
de las aproximacionesestudiadas.Sin embargodebidoa que el error de

aproximacióndependeríade a, ésto influiría en las comparacionesde

las potenciasque también dependende a. Por tanto se calcula la

región crítica exactautilizando TE. Además,debido a que es bastante

improbable que un test de tamañoy exacto no aleatorizadoexista, se

utiliza un test aleatorizadobasadoen 5 de tamaño7 que se obtiene

de la siguienteforma:

Seaca(7) un valor posible de 54) (X/n,it0) tal que

pís (X/n,it»”c (7)1 Hl 7

L@a oa oj

y (4.5.2)

PIS (X/nnj>”c (y) Hl = y

L4)a ‘o« ej

siendo
7XJ 7 ~ Entoncesdado un vector x, el test aleatorizado

de tamañoy rechazaH
0 con probabilidad

1, si S~ (XInat0)>c«(y)

a

7- 71.a
72.a7X .«‘ 51 S@(X/na%)=caCr).

0, si 54) (XIn,it)cca(y)
a

De (4.5.2) se tiene que el tamañodel testes

~1 a
+ ~ « - ~ =

como se quena.
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Además, si se define

= ¡‘[s4) (X/nat0)>c«(y)¡ H1]

y

= ¡‘tis4) (XInx0)=c~Cy’)1 H1]

se tiene que la potenciadel test aleatorizadode tamaño y viene dada

por

Pa = Pi,a+ ~ TX,« [ -‘>‘2.«

7X,«

Las potenciasexactaspara el test aleatorizado(4.5.2) de tamaño

0.05 frente a las alternativas (4.5.1) aparecenen las Tablas de la

4.5.1 a la 4.5.8 para diferentesvaloresde 5 y de a. Los valores de n

y NI son los mismos que los utilizadosen el apartadoanterior.

Para las alternativas5<0 la potenciadecrececuandoa crece y

para 5>0, al contrario, la potenciacrece cuando a crece, para n=20.

Un comportaniientosimilar tienenlas potenciasparan=l0 pero con dos
salvedades:-una de ellas obvia, los valores de las potencias son

menores y la otra es que para «z2 y 5>0 la potenciadeja de crecer o

crece poco.

Por tanto las recomendacionesson que para las alternativasdel

tipo 5<0 se elija el a lo menor posible para obtener la mejor

potencia. NIientras que para las alternativas5>0 se debe eligir el a

tan grandecomo seaposible, no obstantesi n es pequeñocon respecto

a NI es aconsejable que a=2.
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Si se estuviera interesado en encontrar un test con potencia

razonable frente a este tipo de alternativas, 5 cualquier valor, se

observade forma casi generalque hay un decrecimientonotablede la

potenciacuandoa aumentade 2.5 a 5 y un crecimiento notable cuando a

disminuye de 1 a 13/7. Esto sugiereque en estecaso se deberíaelegir

un a e [13/7,2.5].

Tabla 4.5.1: Potencia exacta para el test aleatorizado(4.5.2) de

tamaño .05 frente a las alternativas(4.5.1). n=10, M=3.

a 5=-0.9 5=-0.5 8=0.5 5=1 8=1.5

0.3 0.7137 0.1701 0.1090 0.3037 0.6761

0.5 0.7137 0.1701 0.1090 0.3037 0.6761

0.7 0.7137 0.1701 0.1090 0.3037 0.6761

1. 0.6326 0.1518 0.1125 0.3056 0.6763

13/7 0.2917 0.1365 0.1141 0.4160 0.8445

2. 0.2917 0.1365 0.1141 0.4160 0.8445

2.5 0.2824 0.1168 0.1771 0.5596 0.9302

5 0.2082 0.1159 0.1481 0.4945 0.8915

Tabla 4.5.2: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de

tamaño .05 frente a las alternativas (451). n=20, M=3.

a 5=-0.9 5=-0.5 5=0.5 5=1 5=1.5

0.3 0.9514 0.2986 0.1902 0.6301 0.9774
0.5 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916

0.7 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916

1. 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916

13/7 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972

2. 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972

2.5 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972

5 0.7792 0.2205 0.2847 0.8274 0.9975
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Tabla 4.5.3: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de

tamaño .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=10, M=4.

a 8=-0.9 8=-0.5 8=0.5 8=1 8=1.5

0.3 0.2001 0.0909 0.0967 0.2469 0.4970

0.5 0.2039 0.0977 0.0884 0.2353 0.4890

0.7 0.2472 0.1027 0.0929 0.2418 0.4933

1. 0.2001 0.0909 0.0967 0.2469 0.4970

13/7 0.1825 0.0875 0.1039 0.2903 0.5829

2. 0.1825 0.0875 0.1039 0.2903 0.5829

2.5 0.1990 0.0931 0.0975 0.2751 0.5646

5 0.1471 0.0871 0.0852 0.2459 0.5305

Tabla 4.5.4: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de

tamaño .05 frente a las alternativas (4.5.1).n=20, M=4.

a 5=-O» 8=-0.5 8=0.5 5=1 8=1.5

0.3 0.7509 0.1825 0.1280 0.3810 0.7351

0.5 0.7382 0.1767 0.1332 0.3992 0.7512

0.7 0.7338 0.1749 0.1390 0.4300 0.7960

1. 0.7334 0.1786 0.1425 0.4401 0.8018

13/7 0.6367 0.1641 0.1572 0.5058 0.8646
2. 0.5766 0.1587 0.1617 0.5156 0.8697

2.5 0.3354 0.1280 0.1742 0.5595 0.8978

5 0.2172 0.1121 0.1762 0.5693 0.9045

201



Tabla 4.5.5: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamaño .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=1O, M=5.

a 5=-0.9 5=-0.5 5=0.5 5=1 5=1.5

0.3 0.1619 0.0797 0.0721 0.1414 0.2618

0.5 0.1521 0.0760 0.0733 0.1423 0.2622

0.7 0.1538 0.0765 0.0741 0.1440 0.2639

1. 0.1582 0.0791 0.0741 0.1552 0.3039

13/7 0.1305 0.0758 0.0846 0.2078 0.4186

2. 0.1305 0.0756 0.0872 0.2144 0.4276

2.5 0.1246 0.0735 0.0851 0.2076 0.4177

5 0.1199 0.0759 0.0816 0.2027 0.4131

Tabla 4.5.6: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de

tamaño .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=5.

a 5=-0.9 5.=-0.5 5=0.5 5=1 5=1.5

0.3 0.5952 0.1289 0.0783 0.1470 0.2573
0.5 0.5952 0.1289 0.0783 0.1470 0.2577

0.7 0.5689 0.1244 0.0797 0.1566 0.3063
1. 0.5627 0.1281 0.0886 0.2204 0.4705

13/7 0.2839 0.1081 0.1218 0.3677 0.6950

2. 0.2684 0.1063 0.1229 0.3725 0.7007

2.5 0.1958 0.0965 0.1255 0.3897 0.7236

5 0.1432 0.0860 0.1294 0.4091 0.7484
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Tabla 4.5.7: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamaño.05 frente a las alternativas(43.1). n=10, M=6.

a 5=-0.9 5=-O.5 5=0.5 5=1 5=1.5

0.3 - 0.1093 0.0690 0.0703 0.1396 0.2627

0.5 0.1113 0.0694 0.0705 0.1400 0.2631

0.7 0.1061 0.0675 0.0716 0.1418 0.2650

1. 0.1054 0.0670 0.0723 0.1430 0.2665

13/7 0.1067 0.0671 0.0743 0.1522 0.2890

2. 0.1036 0.0676 0.0726 0.1495 0.2864

2.5 0.1037 0.0683 0.0708 0.1497 0.2928

5 0.1031 0.0682 0.0700 0.1473 0.2889

Tabla 4.5.8: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamaño .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=6.

a 5=-0.9 5=-0.5 5=0.5 5=1 5=1.5

0.3 0.2680 0.0961 0.0792 0.1626 0.2967
0.5 0.2611 0.0945 0.0799 0.1642 0.2986

0.7 0.2672 0.0960 0.0805 0.1692 0.3125

1. 0.2595 0.0950 0.0845 0.1923 0.3780

13/7 0.1904 0.0889 0.1003 0.2789 0.5530

2. 0.1791 0.0872 0.1019 0.2847 0.5610

2.5 0.1651 0.0853 0.1006 0.2849 0.5637

5 0.1223 0.0773 0.1033 0.2985 0.5855
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