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Introduccion

1. Basicidad de semialgebraicos.

La geometria semialgebraica estudia, dicho de manera intuitiva, los conjuntos que apare-
cen como soluciones de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre los
nimeros reales; estos conjuntos se llaman semialgebraicos (ver [BCR}, {BR] y el capitulo
I de esta memoria). Un aspecto esencial dentro de este estudio es conocer propiedades
geométricas de los conjuntos semialgebraicos que se deriven de la naturaleza de los sis-
temas que los definen.

Atendiendo a aspectos cuantitativos de las posibles presentaciones de los semialge-
braicos se define una subfamilia de estos, los semialgebraicos basicos. En general, un
conjunto semialgebraico es basico si puede ser descrito por un inico sistema de desigual-
dades polinomiales estrictas (abiertos basicos) o laxas {cerrados basicos). Por tanto, el
primer problema que se plantea es decidir CUANDO un semialgebraico es bésico, y a ser
posible de modo ALGORITMICO. No es dificil hacer esto en dimensién 1: todo semialge-
braico 1-dimensional se puede describir con una tdnica desigualdad ([Rz], 1984).

En dimensién 2 aparecen los primeros conjuntos semialgebraicos no basicos (el primer
ejemplo fue dado por Lojasiewicz en 1965 [L]), con lo cual ésta es la menor dimensién
en que el problema tiene interés. Pero ademais, se sabe que en cualquier dimensién la
basicidad siempre se puede detectar via interseccién con ciertas superficies algebraicas
bien escogidas ([AR1], 1991). En consecuencia, la dimensién 2 no seria solo la primera
sino, esencialmente, la inica que se necesitaria tratar. Asi, este trabajo estd dedicado al
estudio de los conjuntos semialgebraicos bdsicos en superficies reales.

2. Precedentes.

El problema de saber cuindo un conjunto semialgebraico es basico ha sido abordado desde
dos vertientes contrapuestas:

~ algebraica (escuela alemana: Brocker, Scheiderer, Marshall, Becker), desde 1974 ;

~ geométrica (escuela italiana: Galbiati, Tognoli, Acquistapace, Broglia, Fortuna), desde
1988.

Desafortunadamente, la interrelacién entre ambas vertientes es escasa, excepto por algunos
trabajos recientes de Andradas y Ruiz (a partir de 1991).
En general, la teorfa algebraica es la que va por delante desde el punto de vista cuali-
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tativo. Sus técnicas, principalmente la teoria de abanicos en espacios de 6rdenes ([Br2]),
permiten obtener resultados muy completos, pero no constructivos, por lo que no generan
soluciones algoritmicas. Habitualmente, estas soluciones algoritmicas sélo han aparecido
después, recurriendo a métodos geométricos. Es por ello muy importante entender mejor
toda la geometria contenida en la teoria de abanicos. Esto explica la idea que trata de
expresar el titulo: LA GEOMETRIA DE LOS ABANICOS EN DIMENSION 2.

3. Resultados obtenidos.

Los resultados centrales de esta tesis son:

A. Un criterio geométrico de basicidad (I1.2.15). La basicidad de un conjunto semialge-
braico esta determinada por dos obstrucciones:

— una GLOBAL que controla el comportamiento de la frontera del semialgebraico
dado; y

- otra LOCAL que controla la basicidad en un entorno de cada punto (de hecho, una
vez controlada la obstruccion global, la local se reduce a controlar un nidmero
finito de puntos).

Ademas, la obstruccion local se hace global después de una cantidad finita de trans-
formaciones cuadraticas.

Como consecuencia de esto obtenemos, de un modo sencillo, un criterio para que un
semialgebraico sea principal (es decir, pueda ser descrito mediante una tinica desigualdad).
Dedicamos el capitulo II a las demostraciones y otras consecuencias de estos criterios,
stempre desde un punto de vista geométrico.

B. Una descripcion ezplicita de todos los abanicos de una superficie, mediante parame-
trizaciones de Puiseux generalizadas. Esto incluye el estudio exhaustivo de todas las
valoraciones reales del cuerpo de funciones racionales de la superficie.

A la vista de esta descripcion deducimos que para controlar la basicidad bastan aque-
llos abanicos que vienen descritos, salvo transformaciones cuadraticas, por auténticas
parametrizaciones de Puiseux. El estudio de las valoraciones y los abanicos de una super-
ficie constituyen el contenido del capitulo III.

En el capitulo IV convertimos estos resultados en aelgoritmos tedricamente viables.
Concretamente, comprobamos que es posible resolver algoritmicamente los siguientes
problemas:

— Verificacion de la obstruccion global,

— Verificacién de la obstruccién local.

En consecuencia, la basicidad es verificable algoritmicamente. Ademas, en caso de obtener
respuesta negativa a la basicidad, la lista de abanicos obtenida en el capitulo III propor-
ciona una solucién algoritmica a la siguiente cuestion:

— Construccién de abanicos que obstruyan la basicidad en el sentido de Brécker ([Br2]).
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4. Métodos.

Los métodos que utilizamos son mayoritariamente de naturaleza geométrica: desigualdad
de Lojasiewicz, homologia de semialgebraicos y aproximacidon de funciones C*, separacién
de semialgebraicos, etc. Incluso las técnicas del capitulo III, que en apariencia son estric-
tamente algebraicas, descansan en la busqueda de una curva que represente los érdenes (y
por consiguiente las valoraciones y los abanicos) por evaluacién. Por supuesto, el estudio
de valoraciones, un tema que siempreka interesado en geometria algebraica (ver [Z], [Ab];
[AGR], [Pu] para el caso de superficies reales), involucra argumentos especificos de teoria
de valoraciones, como extensiones de Galois, la desigualdad fundamental, etc.

Todo esto tiene dos consecuencias importantes:

(i) Se reinterpreta geométricamente toda de la teoria de valoraciones y abanicos que
subyace a la basicidad en dimensién 2. De hecho, no se usan los resultados generales
de esa teoria, si no que se obtienen a partir de nuestros criterios.

(i1) Se dan algoritmos que resuelven los problemas tratados.

Estos procedimientos algoritmicos se consiguen combinando nuestros resultados con di-
versos algoritmos de geometria algebraica real (alguno de ellos modificado). Destaque-
mos aqui los siguientes: computacién de las ramas analiticas locales y globales de una
curva algebraica real ([CPRRR]), computacién de la topologia de un semialgebraico plano
([AlRa]), computacién de factores irreducibles de polinomios ([Ka]), verificacién de la
propiedad de separacién local de semialgebraicos ([ABF1]).
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Capitulo I

Preliminares

En este capitulo recopilaremos algunos conceptos y notaciones que usaremos a lo largo de
la memoria. Comenzaremos recordando, en las secciones 1 y 2, algunas generalidades sobre
los conjuntos semialgebraicos y el espectro real. En la seccién 3 repasaremos cuestiones
concernientes a la compatibilidad de érdenes y valoraciones. Finalmente, en la seccién
' 4, haremos una breve introduccién al concepto de abanico. Todo lo relativo a conjuntos
semialgebraicos y dlgebra real que se usara puede encontrarse, principalmente, en [BCR].

1 Conjuntos semialgebraicos basicos

Sea X un conjunto algebraico irreducible de R”, es decir
X ={z=(z1,...,zn) ER™: fi(2) =0,..., fe(z) = 0}

con fi,...,f. € R[zy,...,2,] (=anillo de polinomios en n variables con coeficientes en R).
Podemos considerar X como el conjunto de ceros de un tnico polinomio A € Rz, ..., 2],
tomando h = fZ 4 .-+ f2.

Sea R(X) el anillo de funciones regulares de X, definido como sigue: h € R(X) si y
sélosi h= f/gen X con f,g € Riz,...,2,]/T(X) y g(z) # 0 para todo = € X.

Definicién 1.1 Un subconjunto S de X es semialgebraico si existen funciones requlares
. sobre X, fity-or, fisis9i € R(X) con 1 <1 <t tales que

S = Q{m € X : fa(z)>0,..., fi(z) > 0,g:(z) = 0}.

Escribiremos S = U{fa > 0,..., fis; > 0,9; = 0}.

Teorema 1.2 (Teorema de finitud) Sea § C X un conjunto semialgebraico abierto
(resp. cerrado) en la topologia usual de R™ restringida a X. Entonces S es unién finila
de conjuntos semialgebraicos del tipo:

{.fl >0:"'!fs>0}
(resp. {z: f 2 0,...,f. > 0})

con fi,..., fs € R(X).
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Demostracién: En [BCR, 2.7.1] estd demostrado el teorema de finitud para semialge-
braicos de R"”. Un semialgebraico cerrado en X se puede poner con $ = 5N X; con lo
cual, se deduce inmediatamente el teorema para cerrados. Por otra parte si S es abierto
semialgebraico, se aplica el caso cerrado, ya probado, al complementario X \ S. ]

A la vista del teorema de finitud se plantea de forma inmediata el definir los semial-
gebraicos abiertos bdsicos y cerrados basicos.

Definiciéon 1.3 Un subconjunto semialgebraico S de X es abierto basico (resp. cerrado
bésico) si ezisten fi,...,f, € R(X) tales que

- S={z:f>0,...,fs >0}
(resp. S={z: L >20,...,f > 0}).

Definicién 1.4 Un conjunto semialgebraico S de X es abierto principal (resp. cerrado
principal) si eziste f € R(X) tal que

§={f>0} (resp. 5 ={f 20})

Observacién 1.5 En X manejaremos dos topologias: la topologia usual heredada de R"
¥ la topologia de Zariski. Denotaremos con un subindice Z las operaciones en esta dltima
topologia.

Sea S un subconjunto de X. Entenderemos por frontera de Zariski de S, y la deno-
taremos 3,5, la adherencia en la topologia de Zariski de la frontera usual 45 de 5:

8.5 = Adh, (5\ Int(S)) = Adh, (SN X\5).

Observaciones 1.6 Sea § un conjunto semialgebraico en X.

1) 5i S es cerrado bdsico, entonces S es cerrado.

2) 5i S es abierto bdsico en X, entonces 3,5 NS = 0.
En efecto, supongamos S = {f; > 0,...,f, > 0} con fi,...,f, € R(X). Para cada
2 ¢ S existeic {1,...,s} tal que fi(z) < 0; si ademas = € S, sélo puede ser fi(z) = 0.
Consecuentemente, $\ § C {f,--- f, = 0}. Teniendo en cuenta que {f;--- f, =0} es un
cerrado de Zariski, Adhz(S\ S) C {fi--- f, = 0}. Por otra parte {f;--- f, =0} NS =0,
con lo cual § N Adhz(5\ S) = 0. O

Observacién 1.7 ([BCR, 2.8]) Se define la dimensién de un conjunto semialgebraico S
como la dimensién de su adherencia de Zariski, Adh,(S) (es decir, la dimension del anillo
Rizy,...,%n]/J(S)). Evidentemente, dim(S) < dim(X), y como es de esperar coincide
con la dimensién topolégica usual usual. En particular se tiene:

a) dim (5) = dim (5) = dim (Adh,(5)),
b) dim (§\ §) < dim(5),

c) 8i S es un abierto no vacio contenido en Reg(X), entonces dim (5) = dim (X).
Definicién 1.8 Dos conjuntos semialgebraicos S y T de X son genéricamente iguales si
dim ((S\ T) U (T \ 5)) < dim(X);

en otras palabras, eristen h € R(X), b # 0, tal que S\ {h =0} =T\ {h = 0}.
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Observacion 1.9 Evidentemente, ser genéricamente igual es una relacién de equivalen-
cia, cuyas clases son estables por isomorfismos birracionales de X. Ademas, genéricamente
no es posible distinguir entre abiertos y cerrados.

Dado un semialgebraico S de X, sea

§" = Int (Int(S) ArieetX)) ;

Llamaremos a este conjunto semialgebraico abierto, el semialgebraico regularmente abierto
asociado a S. Claramente, S y S~ son genéricamente iguales; ademas, se obtienen de modo
inmediato las siguientes propiedades:

a) S y T son genéricamente iguales si y sdlo si 5* = T,

b) (5°)° = §°;

c) § = T* para algin semialgebraico T si y solo s1 § = §7;

d) §i S = 57, entonces Int (?) =S.

Definicion 1.10 Un conjunto semialgebraico S de X es genéricamente basico st es ge-
néricamente igual a un abierto bdsico; y es genericamente principal st es genéricamente
igual a un abierto principal.

Observaciones 1.11 1) Un semialgebraico es genéricamente basico si y sélo si existe un
conjunto algebraico C estrictamente contenido en X tal que S\ C es abierto basico.

En efecto, si S\ {k = 0} = B\ {h = 0}, donde B es abierto basico, entonces
S\ {k =0} = Bn{h* > 0}.

2) Un semialgebraico § es genéricamente basico si y sélo si su asociado S* es genéri-
camente basico.

3) Ser genéricamente bdsico se conserva por isomorfismos birracionales. a

Para dim(X) < 1 todo semialgebraico abierto (resp. cerrado) es abierto (resp. cerra-
do) principal (ver [Rz]). Sin embargo, en dimensién 2 es sencillo encontrar ejemplos de
semialgebraicos no basicos.

Ejemplo 1.12 El primer ejemplo de un semialgebraico abierto §, no abierto bdsico fue
dado por Lojasiewicz (ver [L, n°15}}):

S ={z<0}u{y <0} CR?

..............
..............

..............

..............

..............

.......
.......
.......
.......
.......

.......

La frontera de Zarsiki de S es 8,5 = {zy = 0}. Por lo tanto §,5N S # 0. Entonces, como
hemos observado en 1.5, S no es abierto basico.

De hecho, podriamos decir que éste es el tnico ejemplo de no basico; ya que este
fenémeno (i.e., la adherencia de Zariski de un abierto de la frontera de § atraviese S)
resulta ser la tinica obstruccién “genérica® a la basicidad. Para detalles sobre estas afir-
maciones remitimos a [AR2] y al capitulo II de esta memoria.
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A continuacién daremos un ejemplo de semialgebraico S C R? que no interseca a
su frontera de Zariski, pero no es abierto basico. Con ello pretendemos aclarar en que
sentido el ejemplo de Lojasiewicz es el dnico y plantear una cuestién que se resolvera en
los capitulos II y IV.

Ejemplo 1.13 Sea § = {(y — z)(y — 22) < 0} U {(y + =)(y + 22) < 0,z > 0} C R%
Con un dibujo de § es ficil ver que 3,5 N S = 0. Por otra parte, haciendo una explosion
7 : R?x P(R) — R? en el origen obtenemos un semialgebraico T cuya imagen n(T) (que
es birregularmente isomorfa a T') es genéricamente igual a S. Obsérvese que T presenta
la misma obstruccién que el ejemplo de Lojasiewicz; luego, S no es genéricamente bésico.

S WY

...................

..........

..........

Una de las cuestiones que nos planteamos en esta tesis es encontrar condiciones
geométricas en X (esto es, sin necesidad de realizar transformaciones birracionales) que
expliquen situaciones de este tipo. En este ejemplo, es ficil dar un argumento que de-
muestre la no basicidad sin necesidad de explotar.

Supongamos que § = {fi > 0,...,f, > 0} con fi,..., f, € Rlz,y]. Para A € R
denotemos por Ly la recta a través de (0,0) de pendiente A, Ly = {(t, At) : £ € R} C R%

Por un lado, para todo A € (1,2) tenemos que Ly \ {(0,0)} C S. Entonces, para todo
z € L\ {(0,0)} y para todo j = 1,...,s se verifica que f;(x) > 0.

Por otro lado, para todo A € (—2,—1) tenemos que {(z,y) € Ly : 2 >0} C §
y que {{z,y) € Ly : € < 0} C X \ S; es decir, existe jo € {1,...,s} tal que fj
cambia de signo en un entorno de 0 cortado con Ly. Sea fj(z,y) = 3 agz'y*, con lo
cual f(t,At) = ¥ auA*t*t*. Tomemos ! = min{i + k : ai # 0}. Entonces, para todo
X € (—2,—1) excepto un nimero finito, se tiene

t' Tiik=t aixA* > 0 para ¢t > 0 suficientemente pequefio;
¢! Yivk=t a;xA* < 0 para t < 0 suficientemente pequeiio.

Por lo tanto, ! tiene que ser impar. _
Pero, también para todo A € (1,2) excepto un nimero finito, se tiene

t! S ket aixA* > 0 para t > 0 suficientemente pequeio;
'Skt aixA* > 0 para t < 0 suficientemente pequefio.

Por lo tanto ! tiene que ser par. Lo cual es una contradiccién con lo obtenido arriba.
En consecuencia, S no puede ser abierto basico.
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2 Espacios de 6rdenes

En esta seccion incluiremos algunas generalidades sobre el espectro real, los conjuntos

constructibles y el operador tilde ([BCR], [Lm] y [ABR2]).

Espectro real

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Recordemos que un cono primo a de A es un
subconjunto de A que verifica las siguientes propiedades:

(i) a + b,ab € «, para todo a,b € a;
(ii) a® € a, para todo a € A4;

(ii) =1 ¢ o
(iviebea=>acad-bc a.

Un cono primo es equivalente a un par (p, <) donde p = a N —a es un ideal primo de
Ay < es un orden en el cuerpo residual k(p) de p. El ideal p se llama soporte de a y se
denota Sop(a). Adoptaremos la notacién f(a) > 0 (resp. =0, < 0) 6 a(f) > 0 (resp.
= 0, < 0) para indicar que f + p es > 0 (resp. =0, < 0) para el orden < de k(p).

Definicién 2.1 Elespectro real de A, que denotaremos Spec,(4), es el espacio topoldgico
formado por todos los conos primos de A, con la topologia dada por la base de abiertos

U(fi,.. .o f) = {a € Spec,(4) : fi(a) > 0,..., fi(a) > 0}
con fi,...,fr € A,

Observacién 2.2 Un caso al que prestaremos especial atencién, es el de un cuerpo 4 =
K. Entonces, Spec,(K) es el espacio de érdenes de K.

Si A es un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones, el espectro real de K
resulta ser el subespacio topoldgico del espectro real de A formado por todos los conos
primos con soporte (0).

Definicién 2.3 Sean a,8 € Spec (A). El cono primo 8 es una especializacion de «, lo
que denotamos a — B3, si @ C B. En este caso decimos también que o es una generizacién

de 3.

Observacién 2.4 Un cono primo f es una especializacién de a si y sélo si § € Adh({a}).
Las especializaciones de un elemento a € Spec,(A) forman una cadena totalmente orde-
nada. '

Definicién 2.5 Un subconjunto C del especiro real de A es un conjunto constructible sz
ezisten fi;,9: € A, coni=1,...,t, 7 =1,...,3;, tales que

C= O{a € Spec,(A) : fa(a) > 0,..., fi,(a@) > 0,g9i() = 0}

i=1

Escribiremos C = U{a: fa > 0,..., fis; > 0,9: = 0}.
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Los constructibles de Spec, (A4) generan otra topologia en Spec (A), mas fina que la
de Harrison, que llamaremos topologia constructible. El espectro real con la topologia
constructible resulta ser un espacio topolégico compacto y totalmente desconectado, en
el cual los conjuntos a la vez abiertos y cerrados son precisamente los constructibles. Si A
es un cuerpo, ambas topologias coinciden. En lo que sigue, consideraremos la topologia
de Harrison, salvo mencion expresa de otra cosa.

Definicién 2.6 La dimensién de un cono primo a € Spec,(A) es la dimension del anillo
Alp.

La dimensién de un constructible C' de Spec,(A4) es el supremo de las dimensiones de
los conos primos de A contenidos en C.

Ejemplo 2.7 ([BCR, 1.1.2 y 7.1.4]) Sea A = Rjz] el anillo de polinomios en una variable
con coeficientes reales, el espectro real de A estd formado por los siguientes elementos:

— El soporte p de o es un ideal maximal, entonces k(p) = R y a se identifica de modo
natural con un punto a € R como sigue: dado f € Riz], f(a)} > 0 (resp. =0, < 0)siy
s6lo si f(a) > 0 (resp. =0, < 0).

— El soporte p de @ es (0), en este caso a es un elemento de Spec,(R(z)) y se identifica
de modo natural con uno de los siguientes conos primos: sea a € R,

at : f(a*) > 0siy sélo si existe € > 0 tal que f(y) > 0 para todo ¥ € (a,a +¢)
a~ : f(a”) > 0siy sélo siexiste € > 0 tal que f(y) > 0 para todo y € (a —¢,a)
+oo : f(+00) > 0siy sélo si existe m € R tal que f(y) > 0 para todoy > m
—o0 : f(~o0) > 0siy sélo st existe m € R tal que f(y) > 0 para todo y < m

En lo que respecta a la topologia, no es dificil comprobar que estd generada por los
intervalos [a*,b7], [~o0,b7] ¥ [a¥, + 00|, para a,b € R.

En consecuencia, Spec, (R(z)) = {a*,a”,+00,—00 : a € R}. Ademis, tenemos las
siguientes especializaciones en Spec,(R{z]): a* y a~ especializan al cono primo a, mientras
que 400 y —oo no tienen especializacién de dimension 0. o

Concluimos este repaso general del espectro real de un anillo, reseiiando el caracter
functorial de este. Concretamente, si ¥ : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces
tenemos una aplicacién ¥~ : Spec (B) — Spec,(A), donde ¥*(a)(f) = a(¥(f)) para
feA

Operador tilde

Sea X C R™ un conjunto algebraico real irreducible, denotemos por R(X) el anillo de
funciones regulares de X y por K(X) su cuerpo de fracciones, esto es, el cuerpo de
funciones racionales de X. El cuerpo K(X) es formalmente real.

El operador tilde nos da la relacién entre los semialgebraicos de X y los constructibles
de Spec,(R(X)) (o de Spec,(X(X))). Denotaremos por A el conjunto de semialgebraicos
de X, y por A el conjunto de constructibles de Spec (R(X)).
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Definicién 2.8 El operador tilde, entre A y Aesla siguiente correspondencia: a un
conjunto semialgebraico

,
S= U{a’ : fa > 0$"'1.fia" >0,9: = 0} cX
i=1
le hacemos corresponder el constructible

S = O{cr tfa > 0,..., fis; > 0,9 = 0} C Spec, (R(X)).

=1

Este operador es, de hecho, un isomorfismo entre A y A. En el siguiente teorema
aparece recogida esta afirmacién. Este resultado es una consecuencia del teorema del ho-
momorfismo de Artin-Lang ({BCR, 4.1.2]) y del teorema de finitud (1.2), su demostracién
completa opuede verse en [BCR, 7.2].

Teorema 2.9 El operador tilde estd bien definido y da una biyeccidn entre A y A que
conserva las operaciones conjustistas (uniones finilas, intersecciones finitas y complemen-
tarios) y las operaciones topoldgicas (adherencias e interiores).

Observacién 2.10 Tenemos una inmersién candnica de X en Spec.(A), de tal modo que
cada z € X puede ser visto como el cono primo de soporte el ideal maximal m; de 2 y con
el iinico orden de R en el cuerpo residual k(m;) = R. De hecho, estos son los inicos conos
primos de dimensién 0 de A. Asi, para todo constructible C de Spec, (R{X)), C N X es
un semialgebraico definido por la misma fé6rmula que C. La aplicacion C - CNX esla
inversa del operador tilde.

Observacién 2.11 En relacién con el caricter functorial del espectro real, cabe senalar
que el operador tilde se comporta bien con respecto a las funciones semialgebraicas (i.e.,
las funciones entre conjuntos semialgebraicos cuyo grafo es también un conjunto semial-
gebraico [BCR, 2.2.5]). En concreto, dada una funcién ﬂalgebraica f: S — T, existe
una tnica aplicacién f : § — T tal que f"(’f”)_‘: f~1(T"), para todo semialgebraico
T’ C T; ademas, si f es homeomorfismo entonces f es homeomorfismo (ver [BCR, 7.2.8]).

Definicién 2.12 El operador tilde genérico entre A y A N Spec,(K(X)) asigna a un
semialgebraico S el constructible S N Spec,(K(X)) de Spec, (K(X)).

El operador tilde genérico es obviamente suprayectivo. Sin embargo, no es inyectivo,
como podemos comprobar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13 Sea X = R y consideremos los semialgebraicos S = R\ {1} = {t # 1} y
T =R\ {0} = {t # 0}. Cualquier orden en K(X) hace ¢ # 1 y ¢t # 0, luego

5 N Spec, (K(X)) = T N Spec, (K(X)) = Spec,(K(X)).

Pero, S # T, con lo cual no se tiene la inyectividad.
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Explicitemos a continuacién hasta que punto no es inyectivo el operador tilde genérico.

Proposicién 2.14 Sean S y T dos conjuntos semialgebraicos contenidos en X. Entonces,
S N Spec, (K(X)) =T N Spec.(K(X)) si y sélo si S y T son genéricamente iguales.

Demostracién: Supongamos que S y T no son genéricamente iguales y sea, por ejemplo,
dim(X) = dim(S\T). Entonces existe z € Reg(X) y un entorno semialgebraico U C S\T
de z de dimensién igual a la dimensién de X. Como el anillo R(X ), es regular existe
un cono primo a en R(X) de soporte (0) tal que o — z ([BCR], cap.10). Puesto que
rclU,aclUcCS\T. Por lo tanto, S N Spec, (K(X)) # T N Spec, (K(X)}, ya que que
a € Spec, (K(X)).

Reciprocamente, supongamos que S y T son genéricamente iguales. Obsérvese que
S\{h =0} = SN{A? > 0} y como el operador tilde conserva las operaciones conjuntistas,
tenemos

S\ {h = 0} N Spec,(K(X)) = § N Spec, (K(X)).

De aqui obtenemos el resultado. _ O

Denotemos A* = {§* : § € A} C A, donde 5* es el semialgebraico regularmente
abierto asociado a S, definido en la observacion 1.9.

Proposicién 2.15 El operador tilde genérico restringido a A es biyectivo.

Demostracién: Dados dos semialgebraicos § y T en X, aplicando 2.14.y 1.9 se tiene:
SN Spec, (K(X)) = TN Spec,(K(X))si y sélosi Sy T son genéricamente iguales si y sélo
st §* = T=. Con lo cual el operador tilde genérico restringido a A" es inyectivo.

Por otra parte, todo semialgebraico S es genéricamente igual a S*. En consecuencia,
tenemos la sobreyectividad. )
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3 Valoraciones reales

En esta seccién pondremos de manifiesto las relaciones entre los elementos del espectro
real de un cuerpo y los anillos de valoracién de este. Para generalidades sobre anillos de
valoracién remitimos a [Bou] y [ZS].

Un anillo de valoracién V de un cuerpo K es un anillo de valoracién real si el cuerpo
residual ky de V es formalmente real.

Sea K un cuerpo real y V un anillo de valoracion de K

Definicién 3.1 Sea o € Spec,(K). Un anillo de valoracién V de K es compatible con
asiparatodoe € K,y €V talesque 0 <z <yesz €V (i.e. V es convero en K para
a). Diremos también que V y a son compatibles.

Notacién 3.2 Sea V un anillo de valoracién de K. Denotaremos por my su ideal
maximal, por ky su cuerpo residual y por p : V — ky = V/my el homomorfismo
p(z) = = + my = Z, que da el lugar canonico asociado a V.

En la siguiente proposicién recogeremos algunas propiedades de érdenes y valoraciones
compatibles; las demostraciones pueden verse en [BCR, 10.1].

Proposicién 3.3 Sea V un anillo de valoracién de K y a € Spec,(K). Se vertfica:
1) V y a son compatibles si y sdlo si 1 + my estd contenido en el cono positwvo de a.

2) 5i V es compatible con o, podemos dar un orden & en el cuerpo residual ky de V,
que llamaremos orden inducide por a, de la siguiente forma: dado T € ky, T > 0 si y
sélo si z es unidad en V y z > 0. Tenemos que a — @ en Spec, (V).

8) Sea W otro anillo de valoracién de K compatibles con a, entonces V. C W o
W C V; es decir, los anillos de valoracidn compatibles con un orden forman una cadena
totalmente ordenada por inclusion.

Definicién 3.4 Sean A un anillo conmutative con unidad y o un orden en un cuerpo
K D A. Se define el cierre convezo de A en K respecto de a como el conjunio siguiente:

Vo={z€ K :eziste a € A con —a <z < a}.

Proposicién 3.5 El cierre convezo de A en K respecto de o es el menor anillo de val-
oracién de K compatible con a que contiene a A. Ademds, todo anillo de valoracion W
de K tal que Vo C W es compatible con a.

Demostracién: Es sencillo comprobar que ¥, es un anillo de valoracién y que A C V. Sea
W anillo de valoracién de K compatible con a tal que A C W y sea z € V;,. Supongamos
que z > 0 (en caso contrario se reemplaza z por —z). Existea € AC Wtalqueld <z <ae
y por ser W convexo para a, ¢ € W. Luego, Vo CW y es compatible con a.

Sea W un anillo de valoracién de K tal que ¥y C W, entonces existe un ideal primo p
de V, tal que W = (V;), ({Bou, §4]). Sean z € K,y € W tales que 0 < z < y; pongamos
y=z/sconz€ Vy,s€Vo\pys>0. Entonces, 0 < sz < z € Vg, conlo cual sz € Wy ¥
zec W. a
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Ejemplo 3.6 Sean K un cuerpo y @ un orden en K. Denotemos por V; el cierre convezo
de @ en K respecto de a. Cualquier anillo de valoracién W de K compatible con a
contiene a @, con lo cual V; € W (3.7). En consecuencia, V; es el menor anillo de
valoracion de K compatible con a.

Proposicién 3.7 Sea p : K — ky U {oo} el lugar candnico asociado a un anillo de
valoracion V de K y sea @ € Spec,(ky). Entonces, se tiene:

1) Eziste o € Spec,(K) compatible con V y que induce @ en ky. En este caso decimos
que a es una elevacién a K de a.

2) Si Wy es un anillo de valoracién no trivial de ky compatible con @, entonces el
anillo de valoracion Vy = p~1(W,) es compatible con a. Ademds, Wy es el cierre convezo
de Q en ky respecto de @ st y sélo si V; es el cierre convezo de Q en K respecto de a.

Demostracion: Para la primera parte ver [BCR,10.1.8]. Para la segunda basta observar
que todos los anillos de valoracién contenidos en uno dado estin en biyeccion con los
anillos de valoracién de su cuerpo residual ({Bou, §4]), con lo cual los anillos de valoracion
de ky compatibles con @ se corresponden a través de p con los anillos de valoracion de K
compatibles con a y contenidos en V. a

Para finalizar este repaso general por las valoraciones reales, recordaremos el teorema
de Baer-Krull que determina el nimero de 6rdenes compatibles con V' que elevan un orden
dado en ky. La demostracién de este resultado puede verse en [BCR, 10.1.10].

Teorema 3.8 Sea V un anillo de valoracidn de K y sea 7 € Spec,(ky). FEziste una
biyeccidn entre el conjunto de elementos de Spec (K) compatibles con V que inducen
en ky y el conjunto de homomorfismos de grupos del grupo de valores 'y de V en Z,.

En el resto de la seccién sea K una extensién finitamente generada de R y & un orden
en K. A continuacién estudiaremos algunas propiedades de los de anillos de valoracién
compatibles con a. Tomemos un modelo compacto X C R” de K; es decir, X es un
conjunto algebraico real irreducible y compacto tal que su cuerpo de funciones racionales

K(X) es isomorfo a K. Tal modelo siempre existe: basta tomar la adherencia de Zariski
de X en P,(R).

Definicién 3.9 Un elemento o de Spec,.(K (X)) estd centrado en un punto a € X st para
todo f € R(X) tal que f(a) > 0 se verifica que f(a) > 0; en otras palabras a es una
generizacion del cono positivo de Spec, (R(X)) definido por a.

Obsérvese que, en este caso, V, es también el cierre convezo de R en K respecto de a.

Proposicién 3.10 Sea a € Spec, (K(X)). Entonces, el cierre convezo V; de R en K(X)
respecto de a verifica las siguientes propiedades:

1) El cuerpo residual ky, de V5 es R.

2) El anillo de funciones regulares R(X) de X estd contenido en V5.

8) a estd centrado en un punto a € X tal que V; domina al anillo local de a, R(X)w,;
es decir, el ideal mazimal m, de a en R(X) coincide con la contraccién my, N R(X).
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Demostracién: 1) Basta observar que (kv,, @) es una extensién ordenada arquimediana
de R, y R no posee extensiones arquimedianas propias.

2) Sea f € R(X). Por ser X compacto existe M € @ tal que para todo z € X,
—M < f(z) < M. Entonces paratodoz € X, (M — f)(z2) >0y (M + f)(z) > 0. Por el
homomorfismo de Artin-Lang ([BCR, 4.1]) se obtiene que M — f y M 4 f son positivos
en cualquier orden de K(X). Asi, f <, My —M <, f;con lo cual, f € V5.

3) Consideremos el ideal primo m = my, N R(X).

R — R(X) < V

N |

R(X}/m —> R
Tenemos R{X)/m ~ R y por lo tanto m es maximal. Sea p : R(X) —» R(X)/m =R el
homomorfismo canénico, ¥ a; = p(x;) (1 <1 < n), siendo x; la clase de la coordenada z;
en Rlz,...,2,])/J(X) C R(X). Tenemos x;,—a;, € my (x1—a1,...,X,—a,) C m, ya que
p(a;) = a;. Asi, m = (x; — a4,...,%, — @) es el ideal maximal de a = (a1,...,a2,). Sea
ahora f € R(X), f € m; entonces, f &€ my,, conlo cual 1/f € ¥, y con esto R(X)n C V.

Notese que p: R{X) — R; f — f(a), pues f — f(a) em

Finalmente, veamos que a estd centrado en a: sea f € R(X) tal que f(a) > 0. Sea
o : Vo = ky, = R el homomorfismo canénico y @ el orden inducido en ky,. Entonces
F = f(a) € ky, y es distinto de cero. Con lo cual f es unidad y f > 0, luego f(a) > 0. O

Observacién 3.11 Si X no es un modelo compacto de K, existen 6rdenes o de K(X)
tal que R(X) no estd contenido en el cierre convexo de R en K(X) respecto de o; en este
caso, diremos que el centro de un orden de K es un punto del infinito. De hecho, en una
compactificacién (X,i) de X, a estara centrado en un punto de X \ i(X).

Por ejemplo, el orden de R(:z:) que hemos denotado +co en 2.6, tiene por cierre convexo
el anillo R{l/z](1/z). Si consideramos la compactificacién de Alexandroff de R, que es la
circunferencia unidad en R? con la proyeccién estereografica desde el punto (0,1), tenemos
que +o00 esta centrado en (0,1).

Ejemplo 3.12 (IBCR, 10.3]) Usando los resultados anteriores podemos describir el es-
pectro real del cuerpo de funciones racionales de una curva.

Sea X € R" una curva algebraica real compacta. Un elemento a € Spec, (K(X)),
estd centrado en un punto a € X de tal modo que my, N R(X) = m,, donde V; es el
cierre convexo de R en X(X) respecto de a. Ademas, dado que K(X) es una extensién
finitamente generada de R de grado de trascendencia 1, tenemos que rg(¥;) = 1. Luego,
V, es el unico anillo de valoracién compatible con o.

Asi, o admite una especializacién de dimensién 0, a — a. Con lo cual, a € B, donde
B es una semirrama de X en a. Por lo tanto, tenemos un homeomorﬁswma.lgebrmco

¢ :[0,1) —» BU {a} ([BCR, 9.4.1]), que nos da un homeomorfismo & : (0,1} — B (2.11).
Teniendo en cuenta que 0* € [0,1) es el dnico punto de Spec,(R[z]) que admite a 0 por

especializacién, obtenemos que a es el inico elemento de B que especializa en a. Por lo
tanto, a estd caracterizado por una semirrama de X en a.
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4 Abanicos

Un orden en un cuerpo K puede interpretarse como una signatura; esto es, una aplicacién

a: K\ {0} —» {+1,—1} definida de la siguiente forma:

a(z) =41 siz>0
afc)=-1 siz <0

Reciprocamente, toda signatura o : K \ {0} — {+1, -1} tal que a(zy) = ofz)a(y),
a(—-1)= -1y oz +y) =15l afz) = a(y) = 1, induce un orden en K cuyos elementos
positivos son {z € K : a(z) = +1}.

En lo que sigue trabajaremos indistintamente con 6rdenes y signaturas. Considerare-
mos el producto de dos 6rdenes su producto como signaturas.

Definicién 4.1 Sea K un cuerpo real. Un subconjunio F de Spec.(K) es un abanico de
K si el producto de cualesquiera 3 elementos de F es un cuarto elemento de F.

Se deduce inmediatamente de la definicién que el cardinal de un abanico F de K es de
la forma 2%, con k € Z, k > 0. A los abanicos de 1 6 2 elementos los llamaremos friviales.

Observaciéon 4.2 Cuatro érdenes a;, ay, az y ay de K forman un abanico si y sélo st
- Qg - Az = Qy.

En efecto, basta comprobar que si a; - a; - a3 = a, entonces cualquiera de los cuatro
drdenes es igual al producto de los otros tres. Sea z,7,1 € {1,2,3},

a;-aj-a4=a;-aj-al-az-aazag.

(En otras palabras: niguno de estos érdenes puede ser separado de los otros tres mediante
un elemento de K.)

Ejemplo 4.3 Sea K = K(X), siendo X una curva algebraica real. Entonces todo abanico
de K es trivial.

Sea F' un abanico no trivial de K, entonces existen al menos 4 elementos o, a2, as,
a4 en F que forman un abanico. Tomemos f,g € K de tal modo que f separa a; de oz
(v por lo tanto separa o3 de ay) y g separa a; de a; (y por lo tanto separa oy de ay).
Luego, eligiendo convenientemente f y g, podemos suponer que f,g € R(X ) ¥ que

oa(f) <0 az(f) >0 a3(f) <0 ay(f) >0
ar(g) >0 ay(g) <0 az(g) <0 azfg)>0

Consideremos ahora el constructible § = {a: f > 0,9 > 0} de Spec,(R(X)); tenemos
que as € Sy ay, 0,03 ¢ S. Sea § = {f > 0,g > 0} el semialgebraico de X que
se corresponde con S. Entonces, existe b € R(X) tal que § = {h > 0}, ya que todo
semialgebraico en X es principal.

Por lo tanto, a4(h) > 0, mientras que a;(h) < 0 para i = 1,2,3. En consecuencia,
estos 4 elementos no forman un abanico, en contra de nuestra hipétesis. O
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(4.4) Construccién de abanicos sobre un anillo de valoracién discreta. Sea V un
anillo de valoracién discreta no trivial de un cuerpo arbitrario K, my su ideal maximal,
ky = V/m su cuerpo residual y p : V — ky; f — f = f + my. Sea £ un pardmetro
uniformizador de V.

Lema Sea T € Spec,(kv). Entonces, podemos definir dos ordenes totales distintos a y
B en V de la siguiente forma:

stendo f € V tal que f = u - 1".
Demostracion: Comprobaremos que (3 es orden total en V; para a la demostracion es
analoga. Sean f,g€ V tales que f=u-t"y g=v -{™ con n < m y u,v unidades.
(i) Supongamos que 3(f) = B(g) = +1; entonces f + g = (u + vi™ "} = wt".
Sin < m se tiene que W = ¥ y w es unidad. Asi,

B(f +9) = r(@)(-1)" = r(@)(~1)" = B(f) = +1.

Si 1(11 z nj;s’e tiene f +9 = (u+o}t" y 7(%) = 7(7), luego (U + %) = 7(@) y u + v es
o B(S +9) = r(@+o)(~1)" = B(F) = +1.

(i1) Supongamos que A(f) = B(g) = +1. Se tiene fg = wvt"™™ y uv es unidad,
entonces

B(fg) = r(@)(-1)"*" = r(@)(-1)"r(F)(-1)" = B(f)B(g) = +1.

(#41) B(f?) = r(¥*)(—1)*" = +1, para todo f € V.
Luego 3 es un orden en V. a

Recordemos que a (resp. 3) es una generizacién de t, cuando consideramos a (resp.
B) y 7 en Spec, (V). Asi mismo, esta condicién a — 7 (resp. § — 7) y el signo o(t) (resp.
B(t)) determinan completamente o (resp. ). En consecuencia, @ y B son las inicas
generizaciones con soporte {0) de 7 en Spec,(V'), que denominamos elevaciones de 7 a K
(8.7).

Sefialemos que el modo en que hemos construido a y 3 no es mas que un caso particular
del teorema de Baer-Krull (ver [BCR, 10.1.10]).

Si consideramos dos érdenes distintos 71 y 72 en ky, es sencillo comprobar que sus
cuatro elevaciones forman un abanico tal que todos sus elementos son compatibles con V.
Graficamente representaremos este abanico de la siguiente forma:

1% an Q3 Oy Oy
| NSNS
ky T F T2

Si todos los elementos de un abanicos F de K son compatibles con un anillo de
valoracién V, diremos que V' y F son compatibles.
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S$i un abanico F y una valoracidon V son compatibles, F induce un abanico en el cuerpo
residual kv de V. Asi, si ky posee un inico orden, todo abanico compatible con V es
trivial. En general, las elevaciones de un abanico de 2% elementos en ky forman un abanico
de 2%*! elementos en K.

Ejemplo 4.5 Construyamos un abanico en R(z,y) por el procedimiento anterior. Para
ello consideremos el anillo de valoracién discreta R{z,y|,) de R(z,y) cuyo cuerpo residual
es R(z). Y tomemos en R(z) los 6rdenes 7 = 07 que hace ¢ > 0 y estrictamente menor
que todo nimero real positivo, y 7, = 0~ que hace & < 0 y estrictamente mayor que
todo nimero real negativo. Sus generizaciones a Rfz,y](,) se obtienen haciendo y mayor
y menor que cero en ambos casos. Obtenenemos as{ un abanico F = {a,as,a3,a4}
compatible con R[z,yl). Geométricamente representaremos este abanico a través del
operador tilde del siguiente modo:

i

e 7} a3

T2 T1

Concretamente, todo abanico no trivial de R(z,y) compatible con Rz, y](,) esta for-
mado por las elevciones de dos érdenes distintos de R(2), ya que en R(z) no hay abanicos
de mas de 2 elementos.
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Conjuntos semialgebraicos basicos

En este capitulo incluimos uno de los principales resultados de la memoria: un criferio
de basicidad en superficies compactas y no singulares. Dicho criterio nos permitira re-
construir, para dimensién 2, toda la teoria de semialgebraicos basicos y abanicos de 4
elementos. De hecho, un aspecto fundamental de nuestro trabajo es que las demostra-
ciones se hacen con técnicas puramente geométricas, esto es, sin hacer uso del espectro
real, los espacios de érdenes, las formas cuadraticas, etc. Ademads, como veremos en el
capitulo IV, estos resultados proporcionan un procedimiento algoritmico para determinar
la basicidad.

Primero estableceremos las relaciones entre semialgebraicos bdsicos y genéricamente
bésicos (seccién 1). En la seccién 2 daremos los criterios de basicidad y principalidad (2.15
y 2.20). La seccién 3 estard dedicada a la obtencién de algunos resultados ya conocidos
sobre bésicos (como por ejemplo las cotas de Brocker-Scheiderer) usando lo expuesto en la
seccién 2. Finalmente, en la seccidn 4, comenzaremos a vislumbrar el asunto a que alude
el titulo de esta memoria, la geometria de los abanicos: hay una estrecha relacién entre las
propiedades que caracterizan la basicidad (2.15) y el comportamiento de ciertos abanicos,
lo cual nos lleva a una demostracién geometrica de la caracterizacién de la basicidad de
Brocker (4.9) mediante abanicos de 4 elementos.

1 Conjuntos basicos y genéricamente basicos

Sea X C R™ un conjunto algebraico real irreducible de dimensién d y sea S C X un
conjunto semialgebraico abierto (resp. cerrado); esto es,

(I1.1) S:_Ltj{f.-{>0,..., i > 0}

t
(resp. S = U{fa 20,..., fi; 2 0})
=1
para ciertos fir,..., fiss, € R(X),1=1,...,t.
En esta seccién estudiaremos algunas propiedades de los conjuntos abiertos (resp.
cerrados) basicos en superficies; es decir, aquellos semialgebraicos que pueden ser descritos
mediante una expresién II.1 con £ =1 (1.1.3).
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Observacion 1.1 Sea 5 C X un conjunto semialgebraico. Recordamos que
es el semialgebraico regularmente abierto asociado a S.
Obsérvese que en el paso de Int(S) a S* hemos eliminado los puntos de Int(S) de

dimensién menor que 2, mientras que hemos afiadido los puntos de dimension 2 interiores
a la adherencia de S que no estaban en Int(S). Con esto no es dificil comprobar que

8,8 C 8,5
En efecto, como §* C § y 5§ N Int(§) C S*, entonces §*\ §* C 5 \ Int(S). a

Recordemos del capitulo I que un conjunto semialgebraico S de X es genéricamente
bdsico si el complementario en S de algin cerrado de Zariski es abierto basico. En esta
seccién daremos primero una condicién suficiente para que un semialgebraico (en di-
mensién arbitraria) sea genéricamente basico, para pasar luego a resultados caracteristicos
de la dimension 2.

Proposicién 1.2 Sea S un conjunto semialgebraico en X. S5i S es genéricamente bdsico
entonces dim{S* N 8,5*) <d - 1.

Demostracion: Podemos suponer que S = S* ya que (S*)* = 5* y si S es genéricamente
basico entonces S* también lo es.

Supongamos primero que X es un conjunto algebraico normal y sea § C X un semi-
algebraico genéricamente basico tal que S = §*. Consideremos fi,...,f, € R(X) y un
conjunto algebraico C C X con dim(C) £ d — 1 tales que

S\C={fi >0,...,f, > 0}

Finalmente supongamos que dim(H N S) = d — 1 para alguna componente irreducible H
de 8,5.

Sea p el ideal de H en R(X). Como dim(Sing(X)) < d — 2, podemos tomar un punto
2o € Reg(X) N Reg(H), entonces el anillo local R(X)s,, localizacién de R(X) en el ideal
maximal m de zg, es factorial. Por lo tanto, dado que ht(pR(X )., ) = 1, existe A € p
tal que pR(X)z, = hR(X)z- Sean ahora gi,...,g- € R(X) tales que p = (g1,...,9r);
entonces existen A, s; € R(X) con s;(zp) # 0 (en particular s; & p) tales que s;9; = Aih,
parat=1,...,7.

Consideremos I/ = (X \ {s1---5, = 0}) N Reg(H), que es un abierto de Zariski en H
con la propiedad de que para todo z € U, pR(X), = hR(X),. Sea zo € U. Entonces,
para cada j = 1,...,s, f; = p;h® para algin o; > 0y p; € R(X),, tal que h no divide
a p; (en particular p; & pR(X),,). Luego p; = p;/¢;, 7 = 1,...,3, donde p;,4; € R(X)y
g;(z0) # 0. '

Tomemos ahora W = U\ {p; -+ p, = 0,q1-'-q, = 0} que es un abierto de Zariski
de H, en el cual g;f; = p;A%, para j = 1,...,s. Ademds, para todo z € W, p; y gj no
cambian de signo en un entorno de x, mientras que ik cambia de signo en un entorno de
z.
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Teniendo en cuenta todo esto, dado z € W, f; cambia de signo en un entorno de z si
y s6lo si a; es impar y no cambia de signo si y sélo si a; es par.

Por otra parte, usando que dim(SNH) = d—1, que dim(C) < d—1y que s;,p;,9; € v,
concluimos que existe un abierto { denso de Zariski en W tal que f; no cambia de signo a
través de {1, para todo j = 1,...,s; luego, a; es par para todo § = 1,...,5. Pero también,
dado que H es una componente de 8,5, tenemos que existe otro abierto ' denso de Zariski
en W tal que ¥ < S\ S; entonces, puesto que § = S, existe I € {1,...,s} tal que f;
cambia de signo a través de (', luego oy es impar. Lo cual nos lleva a una contradiccién.

Si X no es normal, tomemos su normalizacién real = : X — X (ver {To|} y denote-
mos T = n~!(5), donde S es un conjunto semialgebraico de X en las hipdtesis de la
proposicién. Entomnces se verifica lo siguiente:

1) Dado que 7 es un morfismo birracional, S es genéricamente basico si y sélo si T es
genéricamente basico.

2) 7(X) = {z € X : dim.(X) = d}.

3) Como X esnormal y § = §* = Int (TS'_), tenemos que

T* = Int (T) — Int (W-I(S)) — 1 (Int (?)) =T

4) 7(8T) == (T\ T) = oT.

Supongamos ahora que existe una componente H de 3,5 tal que dim(HNS)=d-1.
Sean H,,..., H; las componentes irreducibles de 7~'( H), entonces, para todo 7 = 1,...,1,
dim(x~!(H N S)N H;) = d — 1, ya que al menos un H; de dimensién d — 1 estd en §,T.
Con lo cual, dim(T N 8,T) = d — 1, lo que es imposible por la primera parte de esta
demostracion. : m;

En el estudio de la basicidad genérica, no de la basicidad propiamente dicha, el regu-
larmente abierto 5, asociado a un conjunto semialgebraico S, juega un papel importante,
como podemos ver en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 1.3 1) Sean X = R2y S = {z* + ¥’ < L,3* > 0}U {y=0,0 < z < 1} C R?,
el semialgebraico abierto de R? formado por el interior de la circunferencia unidad menos
un radio.

Tenemos que 8,5 = {z? + y* = 1} U {y = 0}, luego dim(8,5 N §) = 1. Sin embargo S es

genéricamente basico, ya que

S\{y =0} ={=*+3* < 1,9° > 0}
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De hecho § # §* ={z* +y* <1}y 8,5 NS =0.
Pero, en general el conjunto §* no es el candidato a basico dentro de los semialge-
braicos genéricamente iguales a .S, como comprobaremos en el siguiente ejemplo.

2) Sea S = {z% + y? — z*® > 0} C R? el semialgebraico determinado por la cibica con
un punto aislado.

El semialgebraico S es basico por definicién, sin embargo 5™ = § U {(0,0)} no es bésico
ya que 8,5* N §* = {(0,0)}. Luego en este caso 5™ no es basico, pero es genéricamente
basico.

Un hecho caracteristico de la dimensién 2 es la equivalencia entre semialgebraicos
basicos y genéricamente basicos; resultado, por otra parte, bien conocido (ver [Br2] y
[FG]). Daremos aqui una demostracién directa de esto, inspirada en los citados trabajos.
En el resto de esta seccién X serd una superficie real contenida en R".

Proposicién 1.4 Sea S un conjunto semialgebraico de X.

(1) Sea S tal que 8,5 N S = 0. Entonces, S es genéricamente bdsico si y sélo 51 S es
abierto bdsico; ademds, si S\ C = {fi > 0,...,f, > 0} para algin conjunto algebraico
C C X con dim({C) < 1, entonces § = {F, > {],...,F, > 0} para Fi,..., F, € R(X).

(2) Sea S cerrado. Entonces, S es genéricamente bdsico st y so’lo st S es cerrado
bdsico; ademds, si S\ C = {fi > 0,...,f, > 0} para algiin conjunto algebraico C C X
con diim(C) < 1, entonces S = {F1 2 0,...,F, 2 0, F;1y > 0} para F,..., F,41 € R(X).

Demostracidn: (1) Trivialmente si S es abierto basico, entonces S es genéricamente
basico. Reciprocamente supongamos que S es genéricamente basico y que a,5nSs =40
Entonces, § es abierto y existen fi,...,f, € R(X) y un conjunto algebraico C C X con
dim(C') < 1 tales que

S\C: {.fl > 0:"'a.fs > 0}

Podemos suponer que {f, --- f, =0} C C.
Como dim(C) < 1y C N S es un semialgebraico abierto en C, aplicando [Rz, 2.2},
existe g1 € R(C) tal que

CnNS={zeC:q(z) >0}, CNS={zeC:q(z)=0}

Podemos elegir g, de forma que sea la restriccién de una funcién regular ¢ € R(X).
Obsérvese que g no se anula sobre C.
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Consideremos ahora, para cada i = 1,...,s, el ablerto B; = { € X : fi(z) < 0} y el
cerrado T; = (SN {g < 0})U(B,; N {g > 0}). Aplicando la desigualdad de Lojasiewicz
como en [BCR, 7.7.10], al cerrado T; y las funciones regulares f;,g, podemos encontrar
2,9 € R(X), conp; >0y ¢ > 0en X tales que

(2) La funcién F; = p;fi + qig tiene el mismo signo que f; en 7.

(72) El conjunto de ceros Z(g;) de g; es el conjunto Adh,(Z(f;) N T3).

De esta forma observemos los siguientes hechos:

a) Para todoi=1,...,3, F;(S\C) > 0.

b) Para tedo i =1,...,s, F;(B;) < 0.

c) Z(q;) C 8,5.

En efecto, F; tiene el mismo signo que f; en T; N S (resp. en B; N T;) y fuera de este
subconjunto es la suma de una funcién estrictamente positiva (resp. negativa) y una
no negativa (resp. no positiva), entonces tenemos probado a) (resp. b)). Para probar
c), consideremos, para cada 1 = 1,...,s, los conjuntos Z} = Z(fi)Nn SN {g < 0} y
Zi = Z(f;)NnB;N{g > 0} que verifican Z(q;) = Adh,(Z] U Z}); comprobaremos que estos
conjuntos estan contenidos en la frontera usual §S de §. Como CNS={g>0}NCy
Zi ¢ €N {g <0}, tenemos Z} NS = B; pero Zi C 5, luego Z; C J(S). Por otra parte,
dado que S y B, son abiertos y B;NS = 0, tenemos que B;NS =@y B;NS = @; ademis,
CNS={g>0}nC. Porlo tanto Z; C {g >0} N C C SN B;NS).

Teniendo en cuenta estas observaciones, denotemos Z = {Ji_; Z(g;), entonces
S\Z={F >0,...,F, >0}

Por una parte, si z € S\ C entonces Fi(z) > 0 paraz =1,...,5. Siz € (CNS)\ Z
entonces fi(z) > 0, gi(z) > 0 y g(z) > 0, luego Fi(z) > 0 para i = 1,...,3; con lo cual
S\Zc{F >0,...,F, >0}

Por otra parte, si z € S\ Z, tenemos z € (X \ S)U (SN Z). Entoncessi z € X\ §
existe I € {1,...,s} tal que fi(z)} < 0 y podemos tener z ¢ C 6 ¢ € C. En el primer caso
fi(z) # 0 para todo i, luego z € By y Fi(z) < 0; en el segundo caso g(z) <0, gi(z) > 0,
luego Fi(z) < 0. Ahorasiz € SNZ exste ! € {1,...,7} tal que g(z) = 0, luego fi(z) =0
y Fi(z) = 0. En cualquier caso, si ¢ S\ Z existe [ tal que F}(X) <0.

En consecuencia, como Z C 8,5 y 8,S NS = () tenemos que

S={F>0,...,F, >0}

con lo cual S es abierto basico.

(2) Si S es cerrado basico, entonces S es genéricamente bdsico. Reciprocamente,
supongamos S cerrado y genéricamente basico, entonces

S\C={f1>0,...,f,>0}

con fi,...,fs € R(X)y dim(C) < 1. Podemos suponer {f,---f, =0} C C.
El conjunto C' N S es un semialgebraico cerrado en C, luego por [Rz, 2.2] existe
g1 € R(C) restriccién de una funcién g € R{X) tal que

CNS={zeC:gfz)>0}
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Consideremos f € R(X) una ecuacién positiva de C y el cerrado T = SN {g < 0}
Aplicando de nuevo [BCR, 7.7.10] a T, f y g, podemos encontrar p,q € R(X} con p >0
y ¢ > 0 en X tales que
(1) La funcién h = pf + gg tiene el mismo signo que f en T.
(22) El conjunto Z{q) es igual a Adh,(Z(f)NT).
Obsérvese que h(S) > 0y que Z(f)NT =CNSN{g <0} ={g=0}NC, ya que
CnS={g>0}NC. Por lo tanto Z(q) es un conjunto finito contenido en S.
Denotemos Fi = f- fi,...,Fy = f - f,, Fy41 = h, probaremos que

S={F120,---,F320,Fa+120}

En efecto, si # € §\ C entonces F;(z) > 0 para todo i; mientras quesiz € SNC
entonces Fi(z) > 0 para todo i =1,...,8+ 1. Luego S C {fi >0,...,f, > 0,h > 0}.

Por otra parte supongamos z € S O S \ C, entonces existe I € {1,...,s} tal que
filz) 0. Siz ¢ C,tenemos fi(z) # 0y f(z) # 0, luego F(z) <08iz € C\(CNS),
entonces f(z) = 0, g(z) # 0 y g(z) < 0, luego Fsy1(2) < 0. Con lo que concluimos que 5
es cerrado basico. a

Observaciones 1.5 (1) Sea S C X un semialgebraico cerrado, entonces S es cerrado
basico si y sélo si S\ 8,5 es abierto basico. Con lo cual a partir de ahora podemos
trabajar con semialgebraicos S que no intersequen a su frontera de Zariski.

(2) Sea § C X un semialgebraico. Entonces, S es abierto bdsico si y sélo si 5% es
genéricamente basico y 8,5N S5 = 0.

(3) Recordemos que un modelo birracional de un conjunto semialgebraico § C X
es otro conjunto semialgebraico T C X' birracionalmente isomorfo a S (i.e. hay un
isomorfismo birregular entre $\ C, y T \ C; donde dim(C;) < 1, para i = 1,2). Por lo
tanto, para que un semialgebraico S tal que 8,5 N S = () sea abierto basico es necesario
y suficiente que algin modelo birracional suyo sea genéricamente basico.
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2 Caracterizacion de basicos y principales

Sea X una superficie algebraica real compacta y no singular. El resultado central de esta
seccidn, uno de los mas importantes de la memoria, es un criterio de basicidad en X que
se obtendra con técnicas puramente geométricas.

Aproximacion y separacion

Con las palabras aprozimacion y separacion queremos resumir las técnicas mas impor-
tantes que usaremos en las secciones 2 y 3. Incluimos aqui sélo los enunciados de algunos
resultados que utilizaremos posteriormente, aludiendo siempre a una referencia precisa.
Los resultados clasicos sobre fibrados fuertemente algebraicos y aproximacion quedan
referidos al capitulo 12 de [BCR|]. Daremos a continuacién un resultado de aproximacién
de Broglia y Tognoli que puede encontrarse en [BT|. Este teorema es una versién mejorada
del teorema de aproximacién relativa de Stone-Weierstrass ([BCR, 12.5.5]); se trata de
aproximar funciones C* por funciones regulares en un abierto de R", relativamente a un
conjunto algebraico y a menos de una funcién de crecimiento controlado. El enunciado
que damos a continuacién estd restringido al caso en que lo usaremos, para evitar anadir
terminologia inutil, si bien en [BT, 4.3] puede verse un resultado mas general.

Sean I/ un abierto de R® ¢ Y C R" un conjunto algebraico. Una funcién continua
o :U — [0,00) es de crecimiento controlado a lo largo de Y si verifica:

1) Paratodo z € Y, o(z) = 0.

2) Existe un sistema de generadores fi,..., f, del ideal J(Y) de Y (de hecho, vale
cualquier sistema de generadores) y funciones continuas positivas €1,...,€, en U tales que

a(z) 2 zq:e, (2)|fi(z)] en U

=1

Teorema 2.1 ([BT, 4.3]) Sea U un abierto de R" e Y C R™ un conjunto finito de puntos
(i.e. un conjunto algebraico de dimensién 0). Sea ¢ : U — R una funcidon C*. Entonces,
para todo compacto K C U, todo € > 0 y toda funcidn continua o de crecimiento. contro-
lado a lo largo de Y tal que o(z) < ¢ en K, eziste una funcidn regular f € R(U) tal que
a) |f(z) — ¢(z)| € (), para todo = € K.
b)) f=¢denYNU.

Observacidn: Una aproximacién f € R(X) de ¢ como en 2.1 relativa a un punto p € X
se puede hacer de tal forma que los conjuntos de ceros de f y ¢, en un entorno de p, esten
contenidos en un cono de centro p y sean transversales, en p, a la frontera de este.
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Basta tomar coordenadas locales (x,y) en un entorno V C X de p tal que p = (0,0),
#(0,0) = 0 y 9¢/0x(0,0} = 8¢/8y(0,0) = 1. Sean oy,01,0, funciones de crecimiento
controlado a lo largo de {p} en un abierto U/ de R™ conteniendo a X tales que

ooy, (%, ¥) < min{|é(x,y) — x|, |¢(x,¥) — y|}

Entonces, por 2.1, para todo compacto K C U podemos aproximar ¢ relativamente a p
en la topologia C! por una funcién f € R(X) y a menos de g5. En particular, podemos
encontrar un compacto ¢ C KNV tal que f en las coordenadas (x, y) verifique f(0,0) =0,
|f(x,5) — ¢(x,¥)} < oo(x,y) para todo (x,y) € C, |0f/0x(x,y) — 0¢/8x(x,¥)| < o1(x,Y)
y |8F/8y(x,y) — 8¢/8y(x,¥}| < o2(x,y) para todo (x,y) € C. m

Pasemos ahora a las nociones y resultados sobre separacién, en concreto referimos
a [ABF]| donde se trata la separacion de semialgebraicos en superficies compactas y no
singulares. En esta memoria hemos cambiado un poco la terminologia de [ABF] a fin de
hacerla mds simple y conveniente a nuestros propositos.

Sean A, B dos conjuntos semialgebraicos en X tales que sus interiores no se cortan
(i.e. Int(A4) N Int(B) = @). Denotemos por Z el conjunto Adh, (Z N B).

Definiciones 2.2 1) Los semialgebraicos A y B se separan (por una funcion regular de
X ) si eziste una funcion regqular f € R(X) tal que f es positiva en A\ Z y negativa en
B\ Z (escribiremos f(A\ Z) >0y f(B\ Z) <0).

2) Los semialgebraicos A y B se separaran localmente en un punto p € X si eziste un
entorno abierto de p en X en el cual A y B se separan.

Notacién 2.3 Denotemos ¥ = 8,AU 8,B y M = Adh, (Tﬂ ‘B_“) C Y. Obsérvese que
las componentes de dimensién 1 de M son aquellas componentes de Y que podriamos ver
como muros entre A y B, es decir las componentes que en algin abierto de dimensién 1
tienen de un lado a A y del otro a B. De hecho, llamaremos 2 M (y por extensién a sus
componentes) el muro entre A y B. :

Teorema 2.4 ([ABF,1.4y 1.7]) Sean A y B dos semialgebraicos con Int(A)NInt(B) = 0.
Entonces, A y B se separan si y sdlo si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) dim{(M N A*) < 1, dim(M N B*) < L.

b) A y B se separan localmente en cada punto y € Sing(Y').

c) Eziste una curva algebraica H C X tal que HN((A\ Z)U(B\Z)) =0 y [H] = [M]
en Hq(X,Z,).

Ademds la condicidn b} se transforma en la condicidn a) tras las ezplosiones de la
resolucidn estandar de Y (ver [EC] y [BK]). Concretamente, supongamos que se verifica
a) ysean : X' — X la resolucidn estandar de Y con P = 7~ A) y @ = n~'(B), entonces
eziste un punto y € SingY tal que A y B no se separan localmente en y si y sélo si existe
una componente irreducible D de 77'(p) que es componente de L = Adh, (F n a;) y tal

que dim(D N(P~U Q")) =1.

Observacién 2.5 El resultado 2.4 juega un papel importante en las demostraciones los
resultados que expondremos en las préximas paginas. Por ello anotaremos brevemente



2. Caracterizacién de basicos y principales 23

los argumentos usados en su demostracién. Por otra parte, queremos evidenciar con esto
el uso de técnicas puramente geométricas en [ABF].

Para la demostracién de la primera parte de 2.4 los resultados claves son la desigualdad
de Lojasiewicz como en [BCR, 7.7.10} y un resultado de separacién en {F,3.2} que afirma
que si dos semialgebraicos compactos A y B de R” son tal que AN B es un conjunto finito
y se separan localmente en cada punto de AN B, entonces A y B se separan. Para la
segunda parte se usa la desingularizacién de curvas en superficies mediante explosiones
([EC]) y el teorema de inmersién minimal de una singularidad algebraica ([BCR, 8.6.15]).

Cabe afadir que la condicion c) resulta superflua; es decir, la separacion queda crac-
terizada con las condiciones a) y b). Este resultado ha sido obtenido con posterioridad
a la publicacién de [ABF] y aparece en la tesis de licenciatura de Ludovico Penazza de
la Universidad de Pisa. Sin embargo, este hecho no resulta significativo para nuestras
demostraciones.

Finalmente, queremos aclarar que por resolucién estandar de una curva Y en una
superficie lisa X entendemos una resolucién en el sentido de Enriques-Chisini ([EC])
trasladada al caso real; esto es, la resolucién de ¥ mediante un nimero finito de explosiones
en sus puntos singulares hasta obtener una curva con componentes lisas que se intersequen
normalmente. 0

Geométricamente hablando, la condicién dim(M N A*) == (resp. dim(M N B*) ==1)
significa que existe una componente irreducible de dimensiéon 1 del muro entre A y B
que cruza A (resp. cruza B); es decir, existen dos abiertos §,{; C Reg(Y) tal que
, C A*NB*yQ; C AU B*, como muestra la figura I1.2.

D D

ap, aD,
aD, ap,

Figura IL.2

Mientras que la no local separacién en un punto y € Sing(Y’) da lugar a una componenete
irreducible D del divisor excepcional E de la resolucién estandar de Y en y que se comporta
como en la figura I1.2 con respecto de las imagenes inversas de A y B por la resolucién.

Semialgebraicos basicos

Sea S C X un semialgebraico y sean A, ..., A; las componentes conexas de X \ (SU8,5).
En esta seccidén veremos que la basicidad de S puede ser determinada mediante ciertas
propiedades de separacién entre S y cada uno delos 4; (i =1,...,t).

Para cada i = 1,...,¢, denotemos por Z; y por M; los conjuntos Adh, (?ﬂz) y

Adh, (? N X’f), respectivamente. Luego, M; C 8,5* es el muro entre Sy A..
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Observacion 2.8 Obsérvese que 0,5 es la unidn de todos los muros M;, es decir .

O Adh, (ST N4A;) = 8,5

i=1

En efecto, teniendo en cuenta que por ser A, abierto se tiene,

X\S*zInt(X\(SUBZS))=CJ_?

deducimos inmediatamente que

?\s*:“s'-m(OA—;)zLj(FnA—;)

=1 i=1
Con lo que se tiene el resultado. o

Observacion 2.7 Siparacadai = 1,...,t, S y A; se separan, entonces S\ 8,5 es abierto
bdsico.

Para cada i = 1,...,¢ sea f; la funcién regular que separa S de A;. Entonces, fi(S5\
Z) > 0y fi(4:i\ Z.) < 0. Obsérvese que Z; C 3,5 para todo i. Comprobaremos que
S\8,S={fi>0,...,ft > 0,h > 0}, siendo h € R(X) una ecuacién positiva de §,5.

En efecto, si z € §\ 8,5 C S\ Z;, entonces fi(z) > 0 para todo ¢ y h(z) > 0. Si por
el contrario z € S \ 8,5, entonces bien existe iy tal que ¢ € A;, o bien z € 3,5. Como
A;N 8,5 =0,si ¢ € A;, entonces f;,(x) <0. Y en el caso z € 3,5, h(z) = 0. o

Como podemos ver en la siguiente proposicién, en algunos casos la separacion de cada
componente conexa del complementario de SUJ,5 es una condicién necesaria y suficiente
para la basicidad de §.

Proposicién 2.8 Sea S un conjunto semialgebraico en la esfera §? tal que 3,5N S =0
(resp. un semialgebraico cerrado en §?). Entonces, S es abierto (resp. cerrade) bdsico
si y solo si S y A; se separan, para todo i = 1,...,t, siendo Ai,..., A, las componentes

conezas de X \ (S U 4,5).

Demostracién: Es suficiente hacer la demostracién para S tal que 3,5NS = 0, ya que si
S es cerrado, trabajando andlogamente con S \ 8,5 y aplicando 1.4 se tiene el resultado.

En la observacién 2.7 anterior estd probado que si S se separa de los A; entonces S es
abierto bdsico. Supongamos entonces que S es abierto basico.

Como S y A; estin en las hipétesis de 2.4, comprobemos que para cada ¢ = 1,...,t
se verifican las condiciones a), b) y ¢} de 2.4. En este caso, de acuerdo con la notacion
establecida anteriormente, ¥; = 8,5 U 8,4 = 8,5 y M; = Adh, (5 &) (i = 1,...,1),
con lo cual tenemos:

a) Dado que S es abierto bdsico, en particular es genéricamente basico, luego por 1.2
tenemos que dim(8,5* N §*) < 1 y por 2.6 concluimos que dim(M; N §*) < 1.
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Comprobemos ahora que, dim(M; N 4}) < 1 para todo i. En efecto, dado que toda
curva de §° tiene entornos orientables, no existe una curva C en §? que divida §? en compo-
nentes conexas de tal modo que alguna de ellas permanezca a ambos lados de una compo-
nente irreducible de dimensién 1 de C. Por lo tanto, como toda componente irreducible
de dimensién 1 de M; es una componente irreducible de 4,5 y A; es una componente
conexa determinada por la traza de 8,5 en §?, tenemos que dim (BZS M Int (E,-SJ) <1,
luego dim(M; N A7) < 1.

b) Para todo y € Sing(Y'), § y A: se separan en un entorno de y. En efecto, supon-
gamos que no es asi y consideremos la resolucién estandar 7 : X' — §2 de ¥ = 4,5 en
y. Denotemos T = n~'(S), B; = 7' (A:) y L; = Adh, (ﬁﬂdB_:‘) C 8,T* el muro entre
T y B;. Notese que By,..., B; son las componentes conexas de X’ \ (T U 8,T), entonces
UL; = 8,7". Por 2.4 existe una curva algebraica £ C X’ que se contrae al punto
y € Sing(Y) tal que una componente irreducible D de E es una componente irreducible
de L; para algin i verificando que dim(D N T*) =1 o que diim(D N B}) = 1.

El proceso de resolucién m de Y en y consiste en un nimero finito de explosiones en
y, pongamos 7 = m,---m;. Paracada j = 1,...,r,sea A; = 7j---m : X; - X que
llamaremos la etapa j-ésima de la resolucién de ¥ en y. La curva D es la transformada
estricta en X’ = X, del divisor excepcional de una explosién, pongamos la j-ésima, en el
proceso de resolucién de Y en y; supongamos entonces que nos encontramos en la etapa
j-ésima A; de la resolucién de Y en y. Con abuso de notacién seguiremos denotando D,
T, B; y L; a las imagenes de estos en X, ya que se comportan de igual modo.

Dado que S es abierto bdsico y A; es un morfismo birracional, tenemos que T es
genéricamente basico y entonces dim(7™" N 3,T*) < 1 (Proposicién 1.2). Luego, tiene que
ser dim(DN7T") < 1. Con lo cual dim{ DN B;) = 1. En consecuencia, existen dos abiertos
1-dimensionales 2,9’ en D tal que B; permanece a ambos lados de (2, mientras que '
divide B; de T'. Entonces existe una componente irreducible Z’ de §,T que cruza D entre
Q0 y V'; ademas, Z’ debe cruzar B;, ya que B; es un abierto conexo (es la imagen inversa de
un conexo por un morfismo birracional) y D es un P;(R). Luego Z’ C L;, como podemos
ver en la siguiente figura ilustrativa:

----------

----------

.....

.....

.....

Ahora bien, Z’ puede ser la transformada estricta de alguna componente irreducible
Z de 8,5 por la resolucién u otra componente irreducible del divisor excepcional de la
resolucién. En el primer caso, como 7 es la contraccién de una curva E a y, tenemos que
Z verifica dim(Z N A}) = 1. Pero esto no es posible, segin hemos visto en el apartado a).
En el segundo caso, D y Z’ son componentes de 7~'(y), entonces Z’ es la transformada
estricta del divisor excepcional de la h-ésima explosién en y, siendo i < i. Por lo tanto,
en la etapa h-ésima nos encontramos la situacién anterior y trabajando recursivamente,
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dado que hay un nimero finito de explosiones sobre y, tenemos que llegar a un Z’ que sea
la transformada. estricta de alguna componente de 3,5; pero este caso hemos visto que no
se puede dar. Luego, para todo y € Sing(Y'), S y A, se separan localmente en y.

¢) La condicién c) de 2.4 se cumple trivialmente ya que H,(§?,Z,) = 0.

Luego aplicando 2.4 tenemos que S y A; se separan. O

Sin embargo, la condicién de separacién es mas fuerte que la basicidad, como podemos
ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9 Tomemos la clausura proyectiva, en el plano proyectivo real P>(R), de la
cibica Y con dos componentes conexas y sea S el interior de su ovalo orientable.

Obsérvese que $* = $,8,§ =Y y 3,5N S = 0. Denotemos A = P,(R)\ (S U 8.5) que
es un semialgebraico conexo tal que dim(8,S N A*) = 1. Por lo tanto, S no puede ser
separado de A.

Sin embargo, S es abierto bésico. Basta tomar una ecuacién f € R(P;(R)) de Y que
cambie de signo a través de Y y la ecuacién g € B(P;(R)) de una circunferencia en torno
a S que no interseque la componente no orientable de Y y que cambie de signo, entonces

S={f>0,9g>0}
Luego en este caso S y A no se separan, pero S es abierto basico.
A la vista del ejemplo anterior daremos las siguientes definiciones:

Definicién 2.10 Sea S C X un conjunto semialgebraico. Una componente irreducible H
de 8,5 C 8,8 da una obstruccién global a la basicidad de § si dim(H N S*) = L.

Observacién 2.11 Teniendo en cuenta 2.6 se concluye inmediatamente que una compo-
nente irreducible H de 8,5 C 8,5 da una obstruccién global a la basicidad de S si y sélo
si H es un muro entre S y A; tal que dim(H N §*) = 1, para algin ¢ = 1,...,1, siendo
A,,..., A, las componentes conexas de X \ (S U 8,5).

Como hemos visto en el ejemplo 2.9 el que H interseque A; en dimensién 1 no obstruye
la basicidad de S. Por lo tanto, una obstruccién global puede considerarse como la mitad
de la condicién a) de separacién entre S y los A;’s en la proposicién 2.4.

Definicién 2.12 Un conjunto semialgebraico S C X tal que 8,5N S = 0 (resp. 5 es
cerrado) es localmente abierto (resp. cerrado) bisico en un punto z € X si eziste un
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entorno abierto U de ¢ en X y funciones regulares f1,...,f, € R{(X) tal que

SNU={f{>0,...,f,>0}nU
(resp. SNU={fi20,...,f, >20}NT)

Fn caso de que S no sea localmente bdsico en algin punto ¢ € X diremos que tenemos
una obstruccidn local a la basicidad de S en z.

Aligual que en el caso de la separacién veremos que la obstruccion local a la basicidad
se transforma en la global tras las explosiones de la resolucién estandar de 3,5.

Proposicién 2.13 Sea § C X un semialgebraico tal que 8,5 NS = 0. Supongamos que
dim(8,5* N §*) < 1 y fijemos y € 8S. Entonces, S es localmente bdsico en y st y sélo st
para toda contraccion w : X' — X de una curva E a y ninguna componente irreducible
de E da una obstruccidn global a la basicidad de n~1(5).

Demostracion: Supongamos que S es localmente basico en y. Entonces existe un entorno
abierto U de y y funciones fi,...,f, € R(X) tales que

SNU={fi>0,....f, >0}nU

Sea ™ : X’ — X una contraccién de una curva £ € X’ a y y supongamos que existe
una componente irreducible D de E tal que D da una obstruccién global a la basicidad
de T = 77'(S). Podemos tomar U de tal modo que m), : V\ E — U\ {y} sea un
homeomorfismo, siendo V = = 1(U).

Sea B = #7'({fi > 0,...,fs > 0}), luego B es genéricamente basico y por 1.2
dim(8,B* N B*) < 1. Por otra parte, como D) da una obstruccion global a la basicidad
de T, entonces D tiene que ser una componente de 8,T* tal que dim{D N T*) = 1. Pero,
DCVyTnV=BnNYV,entonces D tiene que ser una componente irreducible de 8, B*
verificando

dim(DNB")=dm(PNVNB)=dm(DNVNT)=dm(DNT") =1

Lo cual no es posible.

Reciprocamente, supongamos que para toda contraccién 7 : X' — X de una curva
E a y ninguna componente irreducible de £ da una obstruccién global a la basicidad de
T =n"1(S5).

Tomemos un entorno semialgebraico U de y, homeomorfo a un disco en R* (X es no
singular), tal que U no contenga puntos singulares de 8,5 distintos de y y no corte ninguna
componente irreducible de 8,5 al menos que contenga a y. Sean entonces Bi,..., B las
componentes conexas de U \ (S U 8,5), comprobaremos que para todo j = 1,...,l es
posible separar U N § de B; localmente en y.

Sean 4,,..., A, las componentes conexas de X \ (SU§,5) yseaY = G,(SNU) C
8,SUB,U. Sea, paracadaj=1,...,1, M; = Adh, ((S nu) ﬂ-B_;‘) el muro entre SNU y
B;. Entonces M; C 0,5, ya que para todo 7 =1,... Jexste:i =1,...,t tal que B; C A;
vy como U es homeomorfo a un disco los semialgebraicos S N U y B; estdn contenidos en
el interior de U.
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Sea H una componente irreducible de dimensién 1 de (J M}, como dim(8,5* N 5§*).< 1
deducimos que dim(8,5*N(SNU)") < 1. Luego, dim(H N 5*) < 1. Por otra parte, como
U es homeomorfo a un disco, ninguna componente conexa determinada por una curva en
U puede permanecer a ambos lados de esta, por lo tanto dim(H N B}) < 1. Con lo cual,
se verifica la condicién a) de separacién entre SNU y B;.

Ahora bien, si 8,5 es lisa o presenta un cruzamiento normal en y la condicion a)
de separacién implica que hay sélo tres posibles situaciones en un entorno de y (ver
figura I1.2.13), en las cuales se tiene de inmediato, tomando coordenadas locales en y, la
separacién de SN U y B; en un entorno de y.

...............
...............
...............
...............
...............
...............

...............

Figura 11.2.13

Si y € Sing(8,5) y no es cruzamiento normal, consideremos 7 : X’ — X la resolucién
estandar de 8,5 en y, que es una contraccién de una curva E ay. Sea T = 7~ '(§ N U),
C; = n7Y(B;}y Lj = Adh, (Fnt‘f) con j = 1,...,I. Obsérvese que C,...,C| son
las componentes conexas de 7~ ' (U) \ (T N 8,T), ya que tal y como hemos elegido U la
contraccién 7 da un homeomorfismo de #~'(U}\ E en U \ {y}. Por hipdtesis ninguna
componente irreducible D de E da una obstruccién global a la basicidad de T, luego
dim(D N T*) < 1, para toda componente irreducible D) de E N 8,T". Por otra parte,
una tal componente D tampoco interseca C; en dimensién 1, ya que cada una deé estas
componentes tienen como entorno en #~'(U) una banda de Mobius y por un razonamiento
analogo al de la demostracién 2.8 (figura I1.2.8) tenemos que, para cada 7 = 1,...,[, toda
componente D de E N L; tiene que verificar dim(D N C;) < 1.

En consecuencia, tras resolver 8,5 no encontramos ningin muro entre T y C; que
interseque T* U C; en dimensién 1, ya que al explotar la transformada estricta de las
componentes de 8,5 se comportan igual con respecto a T y C; que las de 8,5 con respecto
a Sy Bj, y las componente nuevas, es decir las de £, hemos visto que no dan problema.
Por lo tanto, usando 2.4, SN U y B; se separan localmente en y. Entonces, para cada
j=1,...,1 existe U; C U entorno de y y f; € R(X) tal que f; separa SNU; de B;nU;.

Consideremos U = ﬂf,—zl U; entonces

SOU={H<0,...., i <0}NU
Con lo cual S es localmente basico en y. a
Antes de dar el criterio general de caracterizacién de la basicidad en superficies no
singulares necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.14 Sea X C R"™ una superficie algebraica real compacta y no singular. Sea
S C X un conjunto semialgebraico tal que S = §*, ,SN S = 0 y 6,5 es una curva
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con cruzamientos normales en X siendo sus componentes irreducibles no singulares. En-
tonces, para cada componente H de 8,5 eziste una curva algebraica no singular H' C X
verificando que [H} = [H'] en H,(X,Z?), que H y H' son transversales, y que H'NS = .

Demostracion: Cada componente irreducible H de 3,5 es una una curva algebraica
lisa y compacta, consistente en varios ovalos Hy,..., H,, ¥ que localmente desconecta su
entorno. Ademds, dado que S = S§* y que H NS = 0, al menos fuera de los puntos
singulares de 8,5 que estin en H (i.e. los puntos en que H cruza otra componente de
3,5) localmente S se encuentra sélo a un lado de H. En cada uno de estos puntos tenemos
solo dos posibles situaciones como muestra la figura I1.2.14 .

Tras estas observaciones estd claro como construir una curva diferenciable lisa Cy tal

que [Cy] = [H] en Hi(X,Z?%), Cy y H sean transversales y Cy N S = §:

Para cada ovalo H; formando una componente conexa de H tomemos un entorno
tubular U; que se retraiga a H; y que no contenga puntos de las otras componentes
de 3,5 a excepcién de aquellos en un pequeno entorno de los puntos singulares de
8,5 pertenecientes a H. Podemos tomar U; isomorfo a un entorno de la seccién nula
del fibrado normal a H;, lo cual nos permite definir una funcién distancia p; en U;.
Tomemos un punto p € U; tal que p & 3,5U S y sea p;(p) = ;. Comencemos a trazar,
partiendo de p, la linea de nivel p; = ¢; hasta que encontremos otra componente de
8,5. Ahora estamos en una de las dos situaciones de la figura 11.2.14.

D I [+ 5 il Cy

--------------------

.....................

..........
..........
..........
..........

..........

Figura I1.2.14

En la situacién primera continuamos sobre la linea de nivel p;, que ha podido ser
elegida transversal a la nueva componente.

En la situacién segunda cruzamos mediante una linea transversal a ambas compo-
nentes sin intersecar S, hasta encontrar la linea de nivel p; = ¢; del otro lado de H;,
por la cual continuamos.

Seguimos trazando esta curva hasta llegar de nuevo a la fibra de p (en el fibrado
normal). Si nos encontramos al mismo lado que p con respecto a H;, debemos lle-
gar exactamente al punto p. Si nos encontramos al otro lado, entonces S no puede
intersecar al fibra de p, con lo cual podemos atravesar H; signiendo la fibra hasta p.

De este modo hemos construido una curva C* a trozos, cuyos angulos estan bien
en la fibra de p, bien en un entorno de los puntos singulares de H; en la situacién 2
de la figura I11.2.13. En cualquier caso, los dngulos estin lejos de S, luego estd linea se
puede convertir en una curva C*, que denotaremos Cy, con las propiedades buscadas.

Ahora queremos aproximar Cy por una curva algebraica no singular H’ con las
propiedades requeridas. Para ello usamos el hecho de que la clase de homologia [H]
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da un fibrado vectorial de rango 1 fuertemente algebraico 7 : E — X sobre X (ver [BCR,
12.2.5]), para el cual H es el conjunto de ceros de una seccion algebraica que denotamos
h y Cy es el conjunto de ceros de una seccién C® que denotamos ¢. Por construccion el
conjunto H N Cy es finito, sea HNCy = {Q1,..., Pk} Ademds, parar cada j = 1,...,k,
la curva H interseca otra componente G’de 8,5 en el punto Q; .

Es posible elegir un recubrimiento finito {V3,...,V/} de X en R" con las siguientes
propiedades:

1) Paracada j=1,...,k, Q; eV, yQ; g Visii #j.

2) Los elementos V),..., Vi son dos a dos disjuntos.

3) Para cada j = 1,...,l, existe una seccién algebraica s; de E tal que s;(z) # 0 para
todo ¢ € V; N X, es decir s; genera E, para cadaz € V; N X.

Tomemos ahora una particién C* de la unidad {:pl, ...,y } asociada al recubrimiento
{Vi,...,Vi} con la propiedad de que para j = 1,...,k, K; = ¢;'(1) sea un entorno
cerrado de @; en V] :

Dado que, para cada 7 = 1,...,l, s; genera E, para todo z € Vj;, tenemos que la
restriccién de la seccidén ¢ a V;, que denotaremos <y, » se puede escribir como €y, = 33
para cierto a; € C®(V;). Podemos suponer también que o;(Q;) = 0 para j =1,...,k, ya
que §; genera la fibra. Luego, usando la particién de la unidad anterior, tenemos que

{ i
c= pic= ) (©;2;)s;
i=1

7=1

y que las funciones diferenciables 8; = p;a; € C*(X) se anulan en Q1,..., Gk

Por otra parte, para cada j = 1,..., k, podemos tomar coordenadas locales (x;,y;) en
V; N Xde tal modo que Q; = (0,0}, H este dada por x;s;, G’ este dada por y;3; y Cu
este dado por 'BJI s; con 0B;/0x%,(0,0) = 0B;/8y;(0,0) = 1.

Sea V = UV, que es un entorno abierto de X en R", y sea o un funciéon de crecimiento
controlado a lo largo de {Q1,...,Qx} tal que para todo 3 =1,...,k

o1y, (x5, ¥5) < min{|B;(x;,¥5) — xils1B5(xs> ¥} — wsl}

(una tal o existe ya que el ideal de {Q1,...,Qi} estd generado por x;,¥; localmente en
V;). Ahora nos encontramos en la situacién de la observacién a 2.1, luego para todo
compacto K C V podemos aproximar §; en la topologia C' por una funcién f; € R(X)
relativamente a {Q),...,Q«} y a menos de o (resp. a menos de una constante ¢;) para
j=1,...,k (resp. para j > k).

Entonces la seccién algebraica

{
f=2fis
i=

tiene conjunto de ceros H' a través de @Qy,...,Q@x. No es dificil comprobar, restringien-
donos a los compactos K;, que H' es transversal a 8,5 y que H'N S = @ (observacion
siguiente a 2.1). Por ultlmo como H' aproxima a Cj entonces [H'] = [H] en Hy(X,Z,). O
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Teorema 2.15 Sea X una superficie algebraica real compacta y no singular y sea S C X
un semialgebraico tal que 8,5NS =0 (resp. S un semialgebraico cerrado). Entonces S es
abierto bdsico (resp. cerrado bdsico) si y sélo si S verifica las dos propiedades siguientes:
a) Ninguna componente de 8,5 da una obstruccion global a la basicidad de S; es decir,
dim(8,5* N 5} < 1.
b) Para todo = € Sing(8,5), S es localmente abierto (resp. cerrado) bdsico en z.

Demostracidn: Basta probar el resuliado para semialgebraicos S tal que 3,5N S = @,
ya que por 1.4 se tiene inmediatamente el caso cerrado.

Si S es abierto bdsico entonces por 1.2 tenemos a) y trivialmente tenemos b). Reci-
procamente, supongamos que S verifica a) y b) y procedamos como sigue:

Consideremos la resolucién estandar # : X’ — X de 3,5. Denotemos por Y la
curva 771(8,5) y por T el semialgebraico #!(S). Cada componente irreducible de Y es
una curva no singular posiblemente constituida de varios ovalos los cuales se intersecan
normalmente en X’. Cada uno de estos ovalos puede tener un entorno orientable o un
entorno no orientable isomorfo a una banda de Mébius.

Cada componente irreducible de Y es la transformada estricta de una componente de
9,5 o es una componente del divisor excepcional. Entonces, suponiendo que se cumplen
las condiciones a) y b) y usando la proposiciéon 2.13, tenemos que ninguna componente
de 8,7 C Y da una obstruccién global a la basicidad de 7. Esto es, dim(8,7*NT*) < 1;
pero 8,T* C Y no tiene puntos aislados y T es abierto, con lo cual 3,7*NT* = 0.

Intentaremos separar T* de su complementario con unas cuantas funciones regulares.
En general, como hemos visto en el ejemplo 2.9, no es posible separar 5 de cada compeo-
nente conexa de X'\ (T* U §,T~). Para ello anadimos a 0,T* otra curva que subdivida el
complementario de forma adecuada, como explicamos a continuacién.

Aplicamos el lema 2.14 (T est4 en las hipétesis de 2.14) a cada componente irreducible
H de 8,T" tal que [H] # 0 en H,(X’,Z;). Entonces encontramos una curva lisa H’
transversal a H tal que H'NT* = 0 y [H'] = [H] en Hi(X',Z;). Podemos elegir estas
curvas H’ de modo que sean transversales dos a dos. Sea entonces Z la curva unién de
todas las H’ as{ construidas.

Sean Bi,..., B las componentes conexas de X'\ (T*U8,T*U Z). Afirmamos que para
cada j = 1,...,1 es posible separar T* de B;. De hecho comprobaremos que se verifican
las condiciones a), b) y c) de 2.4.

a) Por una parte tenemos 8,T* N T* = @ y por construccién Z N T~ = 0. Por otra
parte, sea H una componente irreducible de 8,7~ y supongamos que dim(H N Bj)=1
para algin j = 1...,! (no consideramos el caso H componente de Z, ya que nunca seria
frontera comiin de T* y B;). Observemos que un abierto 1-dimensional de H N B; tiene
que estar contenido en un ovalo de H cuyo entorno sea un banda de Mébius, porque en
otro caso los dos lados de H estarian en diferente componente conexa. Entonces [H] # 0,
con lo cual existe H' en Z transversal a H tal que estos dos generados, H y H’, de la
clase no nula dividen la banda de Mobius en al menos dos componentes conexas. Por lo
tanto, B; sélo puede estar 2 un lado del ovalo. Luego dim(H N B}) < 1.

b) Veamos que T* y B; se separan localmente en cada punto z € 8,T*U Z. En efecto,
si 8,T* U Z es liso o ptesenta un cruzamiento normal en z, por verificarse a) tenemos la
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separacién local por la misma razén que en 2.13 (ver figura I1.2.13).
Si z € Sing(8,T7* U Z) y no hay cruzamiento normal, por construccion tenemos dos
componentes irreducibles H y H; de 8,7 y a lo mas dos componentes H' y H] de Z con

(H] = [H') y [H1] = [H]), las cuales se intersecan dos a dos transversalmente en z (ver
figura 11.2.15)

H H
B.

T* o

B;
H[ Hl

BJ \

T T B; HJ
Hl

Figura IL2.15 ”'
Entonces, por construccién, ,T* U Z determinaria en un entorno de  dos componentes
conexas de T* compredidas entre H y H; (en otro caso ni A’ ni H| cruzarian H y H,
respectivamente) y a lo mas dos componentes conexas de cada B; (ver figura 11.2.15). En
cualquier caso, T* y B; se separan localmente en z.

c) Para cada componente H de 8,7 hemos construido, en el lema 2.13, una curva H’
tal que H'NT* =0 y H' N B} = 0 para todo j y {H] = [H'] en H,(X',Z,). Con lo cual
tenemos la condicién ¢} de 2.4.

Entonces, T* se separa de B; parar todo 7 = 1,...,l. Luego existen f,..., fi € R(X)
tal que f; separa T de Bj;, para cada j = 1,...,[. En consecuencia, :

T*z{fl >0,...,fi >0}

Por lo tanto T* es abierto bdsico y entonces S es genéricamente basico. Pero por hipotesis
8,5 N S = 0 luego, por 1.4, S es abierto basico |

Como consecuencia del teorema 2.15 anterior obtenemos una demostracion geométrica,
para superficies, de una caracterizacién general de la basicidad genérica en [AR3]. En este
trabajo, Andradas y Ruiz usan la teoria de abanicos de 4 elementos para obtener el citado
resultado.

Corolario 2.18 Sea X una superficie y S C X un semialgebraico. Entonces, S es abierto
bdsico si y sdlo si 3,S NS = @ y para todo modelo birracional T de S se verifica que
8,T* N T* es un conjunto finito.

Demostracidn: La condicién necesaria es inmediata por 1.2, ya que si S es abierto basico
entonces 8,5 N S = 0 y todo modelo birracional suyo 7' es genéricamente basico. Por lo
tanto, 8,7 N T* es un conjunto finito.

Reciprocamente, supongamos que 3,5 NS = @ y para todo modelo birracional T' de §
se verifica que 8,7~ N T* es un conjunto finito. Entonces S es abierto y comprobaremos
que es abierto bdsico.
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Consideremos una compactificacién de X (por ejemplo, su clausura de Zariski en un
espacio proyectivo) y entonces tomemos un modelo no singular X;, obtenido por una
secuencia de explosiones a lo largo de centros lisos. La transformada estricta S; de S en
X, es un modelo birracional de S. Hagamos ahora la resolucién estandar = : X; — X,
de 8,81 vy sea S, la transformada de S; por 7. Entonces 8,5; N 5; es un conjunto finito,
ya que 53 es un modelo birracional de S. Pero, 8,5; C 3,5, no tiene puntos aislados
(8,52 es la resolucién de 8,5} y S5 es abierto, con lo cual 3,55 N S; = 0. Luego, no
existe obstruccién global a la basicidad de S} y como 8,5; tiene componentes lisas con
cruzamientos normales, tampoco hay obstruccién local en nigin punto singular de 8,5;.
Aplicando 2.15 tenemos que S; es abierto basico. Por lo tanto S es genéricamente basico
y teniendo en cuenta que 8,5 N S = 0, por 1.4, resulta que S es abierto basico. g

Observacién 2.17 Sea S un semialgebraico en una superficie X tal que 3,5N S5 = .
Para determinar si S es abierto bdsico basta comprobar si existe una obstruccién global
a la basicidad del transformado T de S en un modelo birracional de X compacto y no
singular en el cual §,T tenga componentes lisas con cruzamientos normales.

Semialgebraicos principales

Usando los resultados precedentes sobre semialgebraicos basicos obtenemos una sencilla
caracterizacién de los semialgebraicos principales. Algunos de estos resultados pueden ser
extendidos a dimensién arbitraria.

Mientras no se indique otra cosa, X serd una superficie algebraica real irreducible,
compacta y no singular.

Definicién 2.18 Un conjunto semialgebraico S C X es abierto principal (resp. cerrado
principal) si existe f € R(X) tal que

S={ze X: f(z)>0}
(resp. S ={z € X : f(z) > 0})

Observacién 2.19 1) Un semialgebraico S C X es cerrado principal si y sélo si X\ S es
abierto principal. En efecto, si § = {f > 0} entonces X\ S ={—f >0}y 8,5 = {f =0},
para f € R(X).

Luego basta trabajar con abiertos principales.

2) Un semialgebraico S C X tal que 8,5 NS = 0 es abierto principal si y sblosi Sy
S¢ = X \ S se separan.

Teorema 2.20 Sea S C X un semialgebraico tal que ,SNS = 0. Entonces, S es abierto
principal si y sélo si S verifica las siguientes condiciones:
a) dim(S* N 8,5%) < 1 (i.e. ninguna componente de 8,5* da una obstruccién global a
la basicidad de S). ,
b) dim((5°)* N 8,5%) < 1 (i.e. ninguna componente de 9,5 da una obstruccidn global
a la basicidad de X \ 5).
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Demostracion: Supongamos que S es abierto principal entonces S* y (S€)* son genérica-
mente bdsicos y por 1.2 tenemos que dim(S* N §,5*) < 1y dim((5°)* N &(5°)) < L
Teniendo en cuenta que, siendo S abierto, X\ S* = (X \ S)*, tenemos que 8,5* = 4,(5°)",
con lo cual se tiene un sentido de la equivalencia.

Reciprocamente, supongamos que dim(S*N8,5%) < 1y que dim((5°)* N &,(5°)*) < L.
Denotemos por Y el conjunto de puntos de 4,5 de dimension 1. Entonces [Y] = [3,5*];
ademas [Y] = 0 en H,(X,Z;), ya que es el borde de los abiertos S* y (5°)* utilizando
la hipétesis. Entonces, aplicando [BCR, 12.4.6], el ideal 7(8,5*) de 8,5* en R(X) es
principal; sea entonces f un generador de J(8,5"). Por otra parte, aplicando también
[BCR, 12.4.6] a cada componente irreducible Hx de 8,5 que no sea componente de 8,.5"
podemos elegir un generador hy de J(Hx)?, el cual existe porque 2[Hi] = 0.

Sea F' = f-[] hx. Entonces F separa S de S, con lo cual S es abierto principal. O

Observaciones 2.21 1) Sea S C X un semialgebraico principal tal que § = §* y 8,5
tiene componentes lisas con cruzamientos normales. La condicién necesaria y suficiente
de 2.19 se transforma en este caso en 3,SN S =0y 3,SN(X \ S)* =9, ya que 8,5 no
tiene puntos aislados.

Lo cual nos sugiere X como una especie de tablero de ajedrez cuyas casillas estdn
limitadas por 8,5 y S es la unién de todas las casillas negras.

2) Obsérvese que 2.19 puede ser generalizado a un conjunto algebraico real compacto
y no singular X, ya que €l argumento y los resultados utilizados en su demostracion son
validos en dimensién arbitraria. En consecuencia obtenemos:

Un semialgebraico S en un conjunto algebraico real compacto y no singular X tal que
8,SMN S =0 es abierto principal si y solo si

dim(5*N 8,5°) <d —1 y dim((X \ §)*N8,5%) <d -1

siendo d = dim(X).
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3 Cotas de Brocker-Scheiderer y estructura de los
conjuntos semialgebraicos

Explotando los resultados obtenidos en la seccién 2 anterior obtendremos sencillas de-
mostraciones de hechos bien conocidos en Geometria Semialgebraica como son las cotas
de Brocker-Scheiderer para el ndmero de funciones regulares necesarias para describir un
abierto (o cerrado) bésico (ver [Br2] y [Sch}). Para concluir este estudio geométrico de la
basicidad en dimensién 2 hemos querido incluir también una prueba de un resultado sobre
la estructura de un semialgebraico en una superficie que puede encontrarse en [ABR)].

Sea X un conjunto algebraico de dimensién d en R". El minimo nimero de funciones
regulares necesario para describir cualquier abierto (resp. cerrado) bédsico en X depende
s6lo de la dimensién de X. Este niimero, que se denota s(d) (resp. 3(d)) coincide con d
(resp. d(d + 1)/2) (ver [Br2l], {Sch]}). En esta memoria daremos una demostracién directa
de estas cotas para d = 2.

Proposicién 3.1 s(2) =2, 5(2) = 3.

Demostracidn: Sea X C R"™ una superficie algebraica real y sea S un abierto basico en
X. Denotaremos por s(5) el nimero minimo de ecuaciones necesarias para describir §
en X.

Podemos suponer que X es compacta y no singular. En efecto, siempre es posible
tomar un modelo birracional S’ de S en una desingularizacién de una compactificacién
~de X tal que 8,5 N S = 0, entonces S’ es abierto basico y s(5) = 3(S’) (Proposicién
1.4). Supongamos que X es compacto y no singular y sea § = {f; > 0,...,f, > 0}
con f; € R(X),i=1,...,r. Entonces 8,5 C {fi---fr =0} y § es la union de algunas
componentes conexas del abierto principal P = {f;--- f, > 0}.

Tomemos la resolucién estandar de {f; --- f, = 0} dada por 7 : X’ — X y sean

T=(x"(5)" @=(=""(P))

El semialgebraico @ es genéricamente principal, por lo tanto 8, N ¢ es un conjunto
finito, pero 8,Q tiene todas sus componentes lisas, con lo cual 3,@NQ = @ y @ es abierto
principal por 2.18. Siguiendo un argumento similar tenemos que T abierto basico.

As{, podemos suponer también que S = §~, § C P, donde P = {f > 0} es un principal
tal que P = P*, {f = 0} = &, P tiene componentes lisas que se cruzan transversalmente
y 8,8 C 6,P.

El conjunto S es la union de algunas componentes conexas de P e intentaremos separar
estas del resto por una funcion regular.

Sean C,,...,Ci las componentes conexas de P\ 5. Entonces, para cadaz = 1,... W,
C: N P\ C; es un conjunto finito, denotemos p;, ..., pir(;) los puntos de este conjunto;

ademds, en cada p;; dos componentes de ,P se cortan transversalmente. Por el mismo
argumento que en la demostracién de 2.14 podemos construir una curva diferenciable lisa
H; en X \ P que aproxime el borde §C;, contenga a los puntos p;;, 7 = 1,..., k(i} y su
tangente en p;; sea transversal a las componentes de 8,P y no interseque a P\ C; en un
entorno de p;;. Tomemos un entorno tubular U; de H;, como [H;] = 0 en H (X, Z,), U;
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es difeomorfo a un fibrado vectorial trivial sobre H; ((BCR, 12.4.22]); entonces podemos
construir una ecuacién lisa 1; de H; que tenga rango maximal en cada punto de H; y sea
negativa en U; N C,.

Podemos extender 1; a una funcién lisa p; € C°(X) tal que ¢;(P\C;) > 0y %i(Ci) < 0.
Ahora aproximamos ; en compacto X, relativamente al conjunto {p;1,. .., pik¢)}, por una
funcién regular g; en la topologia C' de C>°(X). Si la aproximacion se hace como en 2.1
(més en concreto como en 2.14, controlando la aproximacién mediante una funcién de
crecimiento controlado que se comporte bien en un entorno de cada p;;), el conjunto de
ceros de g; estd contenido en un entorno tubular de ¢~!(0) = H, y la retraccién de este
entorno induce un difeomorfismo entre g7 '(0) y ;7 '(0). En particular, puesto que la recta
tangente a g7 ' (0) en el punto p;; (j = 1,...,k(4)) no interseca a P\ C; en un entorno de
pi;, tenemos que g;(P \ C;) > 0, ¢:(C:) < 0.

Sea g = g1 -+ i € R(X), entonces g(5)} > 0, g(C;) <0 parai=1,...,l. Luego

S=Pn{g>0}={f>0,g>0}

Por lo tanto s(2) < 2.

Por otra parte es facil encontrar abiertos basicos que no sean principales. Por ejemplo
sea S un cuadrante en R? § = {& > 0,y > 0} es abierto bdsico pero no es principal
(basta aplicar el criterio 2.17). Luego, s(2) = 2.

Consideremos ahora el caso en que S es cerrado basico. Entonces S\ 8,5 es abierto
basico, por lo tanto existen f,g € R(X) tales que S\ 8,5 = {f > 0,9 > 0}. Aplicando
1.4 existen F,G, H € R(X) tal que § = {F > 0,G > 0,H > 0}. Luego 3(2) < 3.

Por otra parte, tomemos como S la adherencia de un abierto bisico no principal, union
un semialgebraico cerrado de dimensién 1 no adherente al abierto bdsico y que no sea un
conjunto algebraico. Es facil comprobar que S no puede ser descrito con menos de 3
ecuaciones. Por ejemplo, el semialgebraico

S ={y*c>0,y>0,z+1>0} CR®

Obsérvese que si S = {f > 0,g > 0} entonces {f > 0,g > 0} es un abierto bdsico denso
en {z > 0,y > 0} y por lo tanto no es principal, con lo cual

S\{f>019>0}:{f>0:g=O}U{f=0ag>O}U{f:(]rg:{]}

estd constituido por los puntos adherentes a {f > 0,9 > 0} mds un conjunto algebraico
de dimensién 1. Luego habremos incluido toda la recta {y = 0} y no exactamente el
segmento [—1,00) de ésta, que es la parte contenida en S.

Por lo tanto, 3(2) = 3. 0

Incluimos el siguiente resultado con el fin de completar el estudio de semialgebraicos
en dimensién 2, si bien su interés dentro de esta memoria es hacer uso de los que hemos
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obtenido. La demostracién aqui incluida difiere sélo en ciertos argumentos de la que puede
verse en [ABR, VL.7.11].

Proposicién 3.2 Sea X C R™ una superficie irreducible y S C X un conjunto semialge-
braico. Entonces, existen f,g,h € R{(X) y un conjunto semialgebraico C de dimension 1
verificando que

S={f>0,g>0}u{h>0tuC

de tal modo que estas uniones son disjuntas.

Demostracion: Podemos suponer que S no es genéricamente bdsico y que dim(5) = 2,
ya que si S es genéricamente bdsico o dim(5) < 1 tenemos directamente el resultado.

Consideremos primero el caso en que X es compacto y no singular, S = §* y 3,5 tenga
componentes lisas con cruzamientos normales. Entonces, dim(8,5N S) =1 (2.13 y 2.15).
Luego 8,5 N S es un abierto semialgebraico de dimensién 1 y su frontera es un conjunto
finito de puntos contenidos en 89; estos puntos pueden ser de dos tipos dependiendo de
que pertenezcan a la frontera de una o dos componentes conexas de 8,5 N 5. Sea A el
conjunto formado por estos puntos frontera y los puntos singulares de 3,5 contenidos en
S.

Consideremos ahora, para cada p € A una bola abierta B, C R" suficientemente
pequena y transversal a X tal que D, = B, N X este contenido en S, como sigue:

(a) Si p pertenece a la frontera de una inica componente conexa de 8,5 N 5, tomamos
B, tal que 8B, sea tangente 45 en p (ver Figura I1.4.1). '

(b} Si p pertenece a la frontera de exactamente 2 componentes conexas de 8,5 N S,
tomamos B, tal que 8B, corte transversalmente en p ambas componentes de 3,5 (ver
Figura 11.4.1).

(c) Si p € S, tomamos B, centrada en p (ver Figura II.4.1).

(a) cirii
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Denotemos Y = (8,5 N §) \ ((Upes Dp) N 8.5); Y estd compuesto por la unién de un
nimero finito de variedades compactas de dimensién 1.

Podemos encontrar un ndmero finito de pequenias bolas euclideas abiertas disjuntas
{B;}.-, en R", transversales a X, tales que

1) DJ‘ =BjﬂX C S;

2) 8D; es transversal a Y

3) Y = (UD;)n4,5; B

4) si D; NDj, # 0, para j; # j2, entonces Dj N Dj, = {g}, con g € Y (con lo cual
dD;, y 8D;, son tangentes en g);
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5)si D;ND, # 0, para algin j = 1,...,1 y algin p € A, entonces D; ND, = {b}, con
b€ 3Y (con lo cual 3D; y 8D, son tangentes en b).

Por lo tanto, (U,c4 Dp) U(Ui2; D;) D (8,5NS)UA. Tomemos una ecuacién b € R(X)
para la unién de los bordes de esta familia de bolas tal que % sea positiva dentro de los
D's y los D}s y negativa fuera. Entonces el conjunto {z € X : k(z) > 0} es un abierto
principal contenido en S y que contiene (8,5 N 5) \ {h = 0}.

Consideremos ahora B = {z € § : h(z) < 0}. Comprobaremos que B es abierto
basico. Esto puede verse ficilmente usando 2.15. De hecho, ninguna componente ir-
reducible de 8,B da una obstruccién global a la basicidad de B, ya que B = B~ y
8,B ¢ 8,5 U {h = 0} no intereseca B. Es pricticamente inmediato verificar que B es
localmente basico en los puntos singulares de 8,B, ya que los puntos que no presentan
cruzamiento normal se pueden describir localmente por {h < 0}.

Asi B es abierto basico y § = BU {k > 0} U({h =0} N S). Aplicando 3.1 tenemos el

resultado.

Para el caso general, consideremos una desingularizacion m : Xy — X de una com-
pactificacién X de X, y entonces una resolucién r; : X; — X, de la frontera de Zariski
de 77'(S). Definamos T = ;"' (w;'(S5)). Entonces T verifica 4.1. Pero siempre existe
un conjunto semialgebraico S’ en X, genéricamente igual a T y birregularmente isomorfo
a 5. Por lo tanto, es suficiente probar lo siguiente:

Sean S y T conjuntos semialgebraicos genéricamente iguales en X (i.e. existen conjuntos
algebraicos Cy,Cq con dim(C;) < 1, i = 1,2, tales que S\ (C1 N 8) = T\ (C:NnT)).
Entonces, S verifica {.1 si y sélo si T verifica 4.1.

En efecto, supongamos que existe un abierto bdsico B = {f > 0,9 > 0}, un abierto
principal P = {h > 0} y un semialgebraico C' de dimensién menor que 2, disjuntos dos a
dos, tales que T = BU P U C. Entonces,

S\N(CinS) = T\(C.NnT)=(BUPUC)\(C.NT) =
= (B\(C:NB))U(P\(C:NP))u(C\(C2nC)) =
= B'UPUC
Pero B' = {f > 0,9 > 0}\(C.NB) y P' = {h > 0} \ (C2 N P). Consideremos una
ecuacion positiva p € R(X) de C,, entonces

B' = {pf > 0,pg > 0}, P’ ={ph >0}

y ademds dim(C’) < 1. Por lo tanto S = {pf > 0,pg > 0} U {ph > 0} U(C'U(Ci N S5,

donde estos tres conjuntos semialgebraicos son disjuntos dos a dos. 0O
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4 Revision geométrica de la teoria de abanicos

Dedicaremos esta seccidn al estudio de la teoria de abanicos en relacién con la basicidad.
Los resultados que trataremos son ya conocidos (ver {Br2]|, [ABR]) dentro de las teorias
de espacios de 6rdenes y de formas cuadrdticas. Sin embargo, para dimensién 2 daremos
sencillas demostraciones usando mecanismos puramente geometricos.

Todas las nociones y resultados de algebra real, espectro real, especializacién, valo-
raciones reales, etc., quedan referidas al capitulo I de esta memoria y a [BCRJ.

Sea K un cuerpo real, recordemos que un abanico F' de X es un subconjunto finito
de Spec,(K) tal que el producto de tres elementos cualquiera de F' es un cuarto elemento
de F (por producto entendemos el producto como signaturas). Entonces una abanico F
verifica #(F) = 2¥, donde k € N.

A partir de ahora K sera el cuerpo de funciones racionales X(X) de una superficie al-
gebraica real irreducible X C R", es decir K(X) = cf(R(X)}). En la siguiente proposicién
veremos que sélo hay abanicos de 4 elementos en X(X). Lo cual, junto con 3.1, prueba
la férmula global de estabilidad (ver [Sch], [ABR]) para superficies:

3(X) = Sup{s : existe un abanico F en K{X) con #(F) =2}
donde en este caso s(X) = s(2).

Proposicién 4.1 Si dim(X) = 2, entonces todo abanico no trivial de K(X) tiene 4
elementos.

Demostracidn: Supongamos que existe un abanico F' en K(X) tal que #(F) > 4,
entonces F tiene al menos 8 elementos y podemos suponer que tiene exactamente 8.
Teniendo en cuenta las relaciones entre los elementos de F', pongamos

F = {a;, a3, a3, o4, ey xza3, ayazag, o @y 0y, Ap 30y }
Como a4 # ajazas, podemos encontrar f; € K(X) tal que
a1 (fi) <0, aa(fi) >0, as(fi) >0, asa(fi) >0
Obsérvese que ajazas(fi) = ajazaqs(fi), entonces existe f, € K(X), f2 # fi tal que
a1 (f2) < 0, aa(f2) > 0, as(f) >0, ayazo(fa) >0

Obsérvese que oy aaos(fi) = ananay(fi) y que ayazay(f2) = oapau(f), entonces existe

3 €K(X), fs # fi, fr# [z tal que
a(f3) <0, az(fz) > 0, as(fs) >0, arazay(fz) >0

En resumen, los signos de fi, fz, fa en los elementos de F se distribuyen segin la siguiente
tabla:
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Q4 | a3 ) Qo ey

ay { as | O3 a3y (e PYs 510 7}
H| - |+ + ]+ - - - +
Ll-|+t|+]l-] - + + -
Bl =1 +]+] + — + —

Arreglando denominadores podemos considerar fi, fo, f3 € R(X), con la misma tabla
de signos. Consideremos el abierto basico S = {fi > 0,f, > 0, f3 > 0} C X, entonces

FNS={as}

Aplicando 3.1 a S, tenemos que existen g, h € R(X) tales que

S={fi>0,f2>0,f3>0}={g>0,h>0}

Luego, as(g) > 0, as(h) > 0 y para todo 8 € F, # # a3 es bien 8(g) < 0 o bien (A} < 0.

Como ayazas & S, entonces ay(g) # as(g) o ay(h) # az(h). Supongamos que o(g) #
a(g) (en otro caso intercambiamos los papeles de g y k). Ademais, como aj,a; € S,
pogamos a;(g) > 0, az(g) < 0 (en otro caso intercambiamos oy y o). Luego ay(h) < 0.

Caso 1: Supongamos a;(h) = az(h). Como ay,aazay & S, as(g) # ou(h). Ademais,

ajozay € S, entonces on(g) # as(g) o a;(h) # ay(h). Con lo cual, teniendo en cuenta
también las relaciones entre los elementos de F, tenemos la siguiente tabla de signos:

Qq | Qg | Oy | Oy | Gy | 0030 | Qa0 | Q3iy
gl + | -1+ - - - + +
Rl - |-+ |+ + — + -

Por lo tanto ayozay € S, lo que no es posible.

Caso 2: Supongamos entonces ai(h) # as(h). Luego ai(h) < 0y az(h) > 0. Como
aq, cpazey € S entonces aq(g) # as(h). Ademis, apazas € S luego az(g) # au(g) o
ay(h) # a4(k). Con todo lo cual tenemos la siguiente tabla de signos en este caso:

o) | g | a3 | ay | oo | 0qQady | 0Oy | Q0304
g+ -1+ + — + — -
-+ +]-1 - + + -

Por lo tanto, oy azay € §, lo cual no es posible.
Luego hemos llegado a una contradiccién al suponer que existe una abanico con 8
elementos distintos en X(X). a

En el resto de esta memoria entenderemos por abanicos sélo aquellos de 4 elementos.

A continuacién veremos que las propiedades a) y b) de 2.15 son equivalentes a ciertas
propiedades sobre abanicos de X(X). De este hecho deduciremos inmediatamente el
criterio de los abanicos de 4 elementos para la basicidad (ver {Br2]) en su version mas
geométrica (ver [AR1]), esto es para abanicos asociados a un divisor primo real.
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Definicion 4.2 Sea X un cuerpo real. Un abanico F' en K estd asociado a un divisor
primo real si eziste un anillo de valoracion discreta V de K verificando:

a) V es compatible con todos los elementos de F.

b) F induce a lo mds dos drdenes en el cuerpo residual ky de V.

¢) grir i : R] = gr.tr.[ky : R] + 1.

De hecho, un anillo de valoracién discreta V en las condiciones de la definicién es un
divisor primo real.

Observacion 4.3 En el caso K = K(X), si F es un abanico asociado a un divisor primo
real V entonces kv es el cuerpo de funciones racionales de una curva y Spec, (kv) tiene
infinitos elementos. Por lo tanto, siguiendo la construccién 1.4.4, F = {a, a3, a3, a4} esta
formado por las elevaciones a X de 2 6rdenes distintos 71,72 de kv, que representabamos
en el siguiente diagrama:

|4 ap 3 Qy Qy
! NSNS
kv 1 # T2

Podemos considerar 7,7, € Spec,(kv) como elementos de Spec, (V') con soporte el
ideal maximal my de V. Entonces tenemos que oy, a3 (tesp. as,ay) especializan a 7
(resp. 72} en Spec,.(V).

Continuamos denotando a — 7, cuando a especializa a 7. a

Hasta que no indiquemos otra cosa X serd una superficie algebraica real irreducible,
compacta y no singular.

Observacién 4.4 Sea F un abanico de K(X') asociado a un divisor primo real V. Como
X es compacto tenemos que R(X) C V. Consideremos el ideal primo p = R(X) N my,
entonces V domina al anillo local R(X),. Tenemos dos posibilidades:

1) Si p es de altura 1, entonces es el ideal de una curva algebraica H C X. Puesto que
X es no singular, el anillo R(X), es un anillo de valoracién discreta que estd dominado
por V; por lo tanto, V = R(X), y kv es el cuerpo de funciones racionales de la curva H.

Dado que todo elemento de Spec,(R(X),) es un cono primo de Spec (R(X)) cuyo
soporte estd contenido en p, tenemos que F puede ser representado en X como indica la
figura 11.4.4(a); esto es, fijando 2 érdenes distintos 71, 7; en la curva H (i.e. 2 semirramas
distintas centradas en dos puntos a,b € H [BCR, 10.3.3], posiblemente con a = b) y
tomando las dos generizaciones de cada uno de ellos.

Figura I1.4.4(a): Abanico centrado en una curva en X
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Entonces, los elementos de F' especializan en Spec,(R{X)} como sigue:

cxl\

hn — a

as -
ng\
as

donde a,b € Spec,(R(X)) representan los conos primos de soporte m, y m; respectiva-
mente.

T2 —  }

2) Si p es un ideal maximal, entonces es el ideal m, de un punto p € X, ya que X es
compacto. Pero, ky es el cuerpo de funciones racionales de una curva C en algin modelo
X' de X{X), con lo cual tenemos el siguiente diagrama:

R(X)w, = V= K(X)

K(p) — K(0)
Puesto que X y X’ tienen cuerpos de funciones isomorfos, tienen que existir un morfismo
birracional m : X’ — X. Por otra parte, la inclusién de cuerpos K(p) — X(C) indica

que 7 produce una contraccién de la curva C al punto p. Luego, podemos ver F' como la
contraccién a p de un abanico centrado en C (figura 11.4.4(b)).

X' ¢ X

(84 a
- 4X3

ay g

i
\\

i\
i

Figura I1.4.4(b): Abanico centrado en un punto en X

Por lo tanto la tnica especializaciéon de los elementos de F en R{X) es el cono primo de
soporte m,: oq, ay, ajz, a; — p. o

Definiciéon 4.5 Sea F un abanico en K(X) asociado a un divisor primo real V y sea
p = R(X) N my. Llamaremos centro de F en X al conjunto de ceros Z(p) de p.

Diremos gque F esta centrado en una curva H (resp. en un punto p) de X sip tiene
altura I (resp. p es mazimal).

En los siguientes lemas trabajaremos en Spec,(R(X)) con la topologia de Harrison. La
especializacién juega en esta topologia un papel importante; recordamos la caracterizacién
de puntos interiores y. adherentes a un constructible mediante especializacién, ya que se
utilizara en las demostraciones posteriores:

— Sea S un abierto constructible y 8 € S tal que @ — 3. Entonces a € 5.
— Sea § un constructible. Entonces, 3 € S si y sélo si existe a € C con a — §.
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Recordamos del Capitulo I que la operacién tilde da una biyeccion entre los semialge-
braicos abiertos de X y el conjunto de constructibles abiertos de Spec,(R(X)).

Lema 4.6 Sea S C X un semialgebraico abierto. Entonces los siguientes hechos son
equivalentes:
(i) Para todo abanico F' de K(X) centrado en una curva se verifica que #(F N S) # 3.
(ii) Ninguna componente irreducible de 0,5 da una obstruccion global a la basicidad
de S (i.e. 3,5 N S* es un conjunto finito).

Demostracidn: Supongamos que tenemos un abanico F = {a, a2, a3, a4} centrado en
una curva H C X tal que #(F N S) = 3. Entonces, por ejemplo, @, az, a3 € Sya, ¢85.
Por las observaciones 4.2 y 4.3 el abanico F' verifica:

a) El abanico F estd asociado a un divisor primo real V = R(X),, donde p es el ideal
de H en R(X).

b) Los elementos de F' especializan en Spec,(R(X)) como sigue: aj,c3 — 7y
@y, a4 — Tz, donde 7, 7; tienen soporte p.

Tenemos que 7 € S = S, ya que aj,az € S. Pero, por [BCR, 10.2.8] existen exac-
tamente dos conos primos diferentes de 7 en Spec,(R(X)) que especialicen en 7y, luego

estos tienen que ser o; y a3. Ademas, como todas las genenzacmnes de 7 estin en S,
tenemos que 7, es un punto interior de S , luego 71 € §*. Con lo cual 7 € HnS y
dim{(Hn 5*) =1

Comprobemos ahora que H es una componente de 8,5*. Como az € Sy az — T,
entonces 7, € 5. Aplicando de nuevo [BCR, 10.2.8] los conos primos que especializan en
7 y son diferentes de 7; son precisamente a;, ay. Puesto que a4 ¢ S y SN Spec, (IC(X)) =

SN Spec (K(X)), tenemos que ay & S, luego T; no es interior a 3 (i.e. 7 ¢ §*). Pero
§ = 5%, con lo cual

———

Tz EF\S*CB’;—S’*.

Esto implica que dim(H N &,5*) = 1 y entonces H es una componente irreducible de §,5".
Por lo tanto dim(S* N 8,5*) = 1 y queda probada una parte de la equivalencia.

Reciprocamente, sea H una componente irreducible de 8,5* que de una obstruccién
global a la basicidad de S. Entonces podemos encontrar dos abiertos {},{}; de H con-
tenidos en H N Reg(8,5) tal que

a) §; C SN A para algin A; (i.e. H es una componente l-dimensional del muro
M;), donde Aj,..., A, son las componentes conexas de X \ (S U 8,5).

b) Q, C §* (ie. dim(HNS*)=1).

Sea p el ideal de H en R(X) y V el anillo de valoracién discreta R(X),. Consideremos
dos érdenes 1,7 € Spec, (K(H)), con 1y € Q, » € Q; y sea F el abanico obtenido
elevando 1,7, a V. Con lo cual, a1,a3 — 71, o2,04 — 72 en Spec, (R(X)).

Tenemos, por una parte, que as,aq € 5*, ya que 7, € §* y §* es abierto. Por otra
parte, 7 € 5* N Af. Luego existen a € S*ypBe A* con a,8 — 7. Entonces aplicando
de nuevo [BCR, 10.2.81 tiene que ser a = a; y B = aa. :

Pero oy, azas, as € Spec (K(X)) y para todo semialgebraico T C X se verifica que
T N Spec, (K(X)) = T N Spec,(K(X)) (operador tilde genérico), entonces ay, oz, 4 € §
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y a; € A;. Por lo tanto, #(Fn 5) = 3. a

Lema 4.7 Sea S C X un semialgebraico abierto tal que 0,5 N S* es un conjunto finito.
Fijemos un punto p € 8S. Entonces los sigutentes hechos son equivalentes:

(i) Para cada abanico F centrado en p se verifica que #(F N §) # 3.

(i) El semialgebraico S es localmente bdsico en p.

Demostracion: Supongamos que S no es localmente basico en p. Entonces, aplicando
2.13, existe una contraccién 7 : X’ — X de una curva E C X' a p tal que alguna com-
ponente irreducible D de E da una obstruccién global a la basicidad de T = =~!(S).
Entonces, por 4.5, existe un abanico F' = {a1,a3,a3,a4} de K(X’) centrado en la curva
D tal que #(FNT)=3.

La contraccién 7 induce un isomorfismo de cuerpos . : K{X) — K(X') y un
monomorfismo de anillos Telg(x) R(X) — R(X'). Sea G el abanico de K(X') ima-
gen inversa de F' por 7., es decir

G = {n] (1), 77 az), 77 (aa), w7 ()} C Spec, (K(X))

Entonces, dado que S y T son birracionalmente equivalentes, #(G N S )=3.
Comprobemos ahora que G esta centrado en p. Sea V el divisor primo real asociado
a F, entonces 7] !(V) = W es el divisor primo real asociado a G. Con lo cual,

my NR(X) == (T (H))
donde J(H) denota el ideal de H enr'R,(X'). Por lo tanto,
O R(X) = T (x(H)) = m,

con m el ideal maximal de p.

Reciprocamente, supongamos que S es localmente bdsico en p. Enfonces existe un
entorno abierto U de p en X y un abierto basico Ben X tal que SNU =BNU.

Sea F = {a;,ap,a3,a4} un abanico de IC(X) centrado en p. Claramente F C U, ya
que a; especializa en Spec (R(X)) al conoc primo que tiene a m, como soporte. Supong-
amos que oq,ag, a3 € 5 ¥y as; ¢ S. Entonces, a1, a3, 03 € UnNnSya, g0UnN 5. Luego,
para todo j = 1,...,1; a;(f;) > 0 para i = 1,2,3 y existe jo tal que ay(f;,) < 0. Pero esto
es imposible ya que F es un abanico y a1a2a3(fj0) # as(fi)- a

Observacién 4.8 Sea S un semialgebraico abierto tal que 8,5*NS” es un conjunto finito.
Sea p € 8,5 tal que p ¢ 85 6 8,5 presenta un cruzamiento normal en p, entonces para
todo abanico centrado en p se tiene #(F N S) # 3.

De los dos lemas precedentes deduciremos inmediatamente el criterio de los abani-
cos de 4 elementos para la basicidad y la principalidad en el caso de superficies. Este
resultado, que fue originariamente probado por Bréocker (ver [Br2]) para cuerpos reales
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y usando formas cuadraticas, afirma que un semialgebraico S es genéricamente bésico
(resp. principal) si y sélo si no existe un abanico de 4 elementos con 3 (resp. 16 3) de sus
elementos contenidos en 5. Posteriormente ha sido mejorado por Andradas y Ruiz (ver
[AR1]) al demostrar el teorema de densidad para abanicos. El teorema de densidad afirma
que los abanicos asociados a un divisor primo real son densos dentro del conjunto de
abanicos de un cuerpo con la topologia producto de la Harrison en cada factor. Y de aqui
el enunciado de este teorema cambia abanico por abanico asociado a un divisor primo
real. En esta memoria obtendremos esta tdltima versién como consecuencia de nuestro
criterio 2.15. Lo cual nos proporciona, ademas, el teorema de densidad para extensiones
finito generadas de R de grado 2.

Teorema 4.9 Sea X una superficie algebraica real trreducible y sea S C X un semialge-
braico. Entonces,
1) S es abierto (resp. cerrado) bdsico si y sélo si 3,5 NS =0 (resp. S es cerrado) y
para cada abanico F' de K(X) asociado a un divisor primo real se tiene #(F N 5) # 3.
2) S es abierto (resp. cerrado) principal si y sélo 51 6,5 NS =@ (resp. 3,5 C 5) y
para cada abanico F de K(X) asociado a un divisor primo real se tiene #(F N 5) # 1,3.

Demostracién: 1) Supongamos que S abierto bidsico, luego S = {f; > 0,..., f, > 0},
con fi,...,fr € R(X)y 8,5NS = 0. Sea F = {ay,3,a3,4} un abanico en K(X) y
supongamos que a;,az, 3 € Sy ays € S. Entonces para todo ¢ = 1,...,7, fi(a;) > 0
(7 = 1,2,3) y existe iy € {1,...,r} tal que ay(f;,) > 0; lo cual es imposible ya que F' es
un abanico.

En el caso en que S sea cerrado bdsico (ie. S = {fi > 0,...,f. > 0}, con los
fi € R(X), basta trabajar con S\ {f,--- f. = 0} y tener en cuenta que se puede aplicar
el operador tilde genérico ya que F' C Spec, (K(X)). B

Reciprocamente, supongamos que 3,5NS =0 y #(F N S) # 3 parar todo abanico F
asociado a un divisor primo real. Si X es compacta y no singular, por 4.4 tenemos que
los abanicos asociados a un divisor primo real son de 2 tipos: centrados en una curva o
centrados en un punto. Entonces, 4.5 y 4.6 nos permiten afirmar que 3,5* N S* es un
conjunto finito y que S es localmente basico en todo punto de 35. Por lo tanto, por 2.15,
S es abierto basico.

Si X no es compacto o es singular tomamos un modelo birracional X; de X obtenido
compactificando y desingularizando X. Sea §) la transformada estricta de § en X,
entonces 8,(S:) N S; = 0 ya que S verifica esta propiedad. Ademds, #(F N S,) # 3 para
todo abanico asociado a un divisor primo real F de X(S;), puesto que K(X) y K(X;)
son isomorfos y S y 5 son genéricamente iguales. Entonces, S; es abierto basico. Con lo
cual, dado que 8,5N S = 0, S es abierto basico (Observacién 1.5).

Para el caso S cerrado, basta tomar S\ 8,5, aplicar lo anterior y por 1.4 se tiene el
resultado.

2) Supongamos S = {f > 0} un principal abierto entonces 8,5 NS = §. Sea un
abanico F = {ay,as,a3,a4} en K(X) y supongamos que a;,az,03 € Sy a3 € § o bien
supongamos que a; € S y ap,a3,4 € 5. Entonces,

a1azas(f) ?5 a4 O Oll(f) 7& 0!20130!4(f)
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Luego F no seria un abanico.

Reciprocamente, supongamos que 8,SNS = 0 y que #(Fn S) # 3 para todo abanico
centrado en una curva. Entonces como en el caso 1) y aplicando ahora 2.20, tenemos que
S es abierto principal. Obsérvese que al compactificar y desingularizar algin punto de X
puede convertirse en una curva de X;, con lo cual en X hay que tener en cuenta también
los abanicos centrados en puntos, mientras que en X, no es necesario (véase observacién
a continuacién).

El caso S cerrado es consecuencia del anterior trabajando con X \ S. a

Observacién 4.10 En el caso de superficies compactas y no singulares el apartado 2)
del teorema 4.8 se puede enunciar (vasta aplicar 2.20) como sigue:

S es abierto (resp. cerrado) principal si y sélo 51 3,505 = @ (resp. 6,5 C 5} y para
cada abanico F de K(X) centrado en una curva en X se tiene #(F N S)#1,3.

Este enunciado tiene un sentido mas geométrico ya que alude a un modelo X de K(X).
Por iltimo, anotése que esta versién del criterio de los abanicos de 4 elementos para la
principalidad puede ser extendido a un conjunto algebraico X compacto y no singular,
puesto que segin indicamos en 2.21 el criterio 2.20 puede ser extendido y, por otra parte,
la demostracién de 4.5 también.



Capitulo III

Descripcion de abanicos

Este capitulo contiene una descripcion completa del conjunto de abanicos de una superficie
algebraica real irreducible. Tomamos como punto de partida la construccién explicita del
espectro real de una superficie ([AGR)).

Como hemos notado en el Capitulo I, la cadena de anillos de valoracion compatibles
con un orden nos aporta informacién geometrica sobre este. En el estudio de los abanicos
el concepto de anillo de valoracién compatible adquiere gran importancia: todo abanico
trivializa segin un anillo de valoracién; es decir, existe un anillo de valoracién compatible
con todos sus érdenes y estos inducen en el cuerpo residual un abanico trivial. Este
resultado se conoce como Teorema de trivializacién de Brécker. En el caso de dimension
2 este hecho se simplifica notablemente, lo cual nos permite: pnmero, agrupar ordenes
segun sus valoraciones compatibles, para luego, elevando los ordenes del cuerpo residual
segin el Teorema de Baer-Krull, determinar completamente el congunto de abanicos.

En la seccién 1 daremos una descripcién completa del conjunto de érdenes totales de
una superficie: asociaremos a cada orden unos invariantes que lo caracterizan, los cuales
nos permiten definirlo mediante un homomorfismo en un cuerpo de series. Usando estos
homomorfismos, en la seccién 2, conseguiremos dar la cadena de valoraciones compatibles
con un orden segin sus invariantes. Finalmente en la seccién 3, daremos una demostracién
sencilla del Teorema de Trivializacién para dimensién 2 y determinaremos el conjunto de
abanicos utilizando las técnicas antes expuestas, concretamente estableceremos la relacién
entre los invariantes de los cuatro érdenes que constituyen un abanico.

1 Descripcion de 6rdenes

En esta seccién determinaremos completamente el espectro real del cuerpo de funciones
racionales de una superficie algebraica real irreducible. Con el propésito de describir todos
los 6rdenes, afiadiremos nuevos invariantes a los introducidos en [AGR] para determinar
el espectro real de los cuerpos de series y mediante henselizacién trasladaremos estos
resultados a un modelo liso de una superficie real.

A modo introductorio, damos las notaciones y principales resultados de [AGR], que
nos serviran como punto de partida.
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Primero se construye explicitamente cada orden de R{[z,y]] que hace y/z finito con
respecto de R y z > 0. Para ello se hace una especie de expansién de Puisex de cada
orden, comparando y con las potencias racionales de ¢, como sigue:

Sea a € Spec,(R((x,y))) tal que y/z es finito respecto de R y z > 0. El orden
estd determinado por su restriccidn a R{[z]][y] (basta aplicar el teorema de preparacién
de Wejerstrass) y ésta se extiende de modo inico a Ffy] (ver [Mal), donde F es el cuerpo
de series formales de Puiseux con coeficientes en R (i.e. la clausura real de (R((z)},07)).
Con lo cual, tenemos el lugar p : F(y) — R, dado por p(h) = Sup{r € R: r < h}, cuya
restricién a R((z))(y) determina el cierre convexo de R en R((z))(y) respecto de a.

Se define inductivamente una familia:

EO)MI,BHCI;EIP-'1Mn!8nscﬂ15n7"‘

donde ¢, € {-1,+1}, M, C Q*, 0, € Q, ¢, € R, de la siguiente forma:

Se toma €, igual a +1 6 a —1 seglin sea y > 0 6 y < 0. Supuestos dados todos los
términos hasta el indice » — 1, sea:

n—1 G
M,,:{GEQ+;P(?! i:_;lz“ )=+oo}

Si M, = 0 la construccién acaba en M,. En otro caso, sea n = inf(M,).

e Si 7 es irracional, la construccién acaba ta.mbién en M.

—_ El“‘] e
a=p ( sn_l:z:"

~ Si a =0, +0o, la construccién acaba también en M,.
~-Siag#0, +oo,setoma b, =7y c, =eqra.

s Si 7 es racional, sea

Finalmente sea ¢, ignal a +1 6 a —1 segin sea y — 30, ;2 > 06 y— T, cix® < 0.

Sea n € N U {oo} la dltima etapa de esta construccién. De aqui se obtiene una serie
de potencias formales {(z) = ¥, c;iz% con coeficientes reales y exponentes racionales
crecientes > 1; un nimero § € RU {oo} que es

gu{ o siM,=06n=0
~ | 8. en otro caso
ademds, se afiade un simbolo & € {—o00, —1,0, 1,00}, elegido del siguiente modo:
(i) ¢ = 0 51 &(z) no es de Puiseux.
(ii) o ignal a 1 6 a —1 segiin sea y — £(z) > 0 6 y — £(z) < 0, en el caso que {(z) sea
una serie de Puiseux y § = oo.
(i) c=e,s10=0€R\Q6sid=ncQya=0.
(ivio=¢€nasif=neQya=+oo.
Entonces, como a estd determinado conociendo el signo de elementos del tipo y + ¢ (=)
con ((z) € F se obtiene el resultado siguiente:
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Teorema 1.1 ([AGR]) Un orden a de R((z,y)) tal que = > 0 e y/z es finito respecto de

R, tiene asociada de forma univoca una 3-upla (£,0,0), donde {(z),8,0 son como arriba,

de uno de los siguientes tipos:

(1) (é(z),00,0), con § no Puiseuz.

(2) (é(z),00,a), con € una serie de Puiseuz y o € {1,—1}.

(3) (€(2),6,0), con & finita i =1,...,5), 0 ER\Q, 6, < 8 y o € {1,—1}.

(4) (é(x),0,0), con ¢ finita 1 =1,...,5),0 € Q yo € {—o0,—1,1,00} tales que 8, < 4
sioc€ {~1,1} yb8, <8 sioc € {—o0,}.

En concreto a queda determinado por un R-homomorfismo ordenado ¢ de R((z,y)) en

uno de los sigutentes cuerpos:

C, el cuerpo de series formales con ezponentes reales, en la variable z, con coefi-
ctentes en R (casos (1) y (3));

F((y)), el cuerpo de series formales, en la variable y, con coeficientes en F (cuerpo
de series formales de Puiseuz, en la variable z, con coeficientes en R) (caso (2));

L, cuerpo de series formales de Puiseuz, en la variable x, con coeficientes en

R{(y)) (caso(4))

(todos ellos con el orden que hace z > 0 ey > 0). Este ¢ es, en cada caso:

W ¥RE -0 {35,

(2) ¥ :R((z,3)) = F((y)) { E;)): é(z) + oy
(3) ¥ :R{(z,y))—> C: { i%;; : 2:(.1:) + oz?
4) ¥:R((z,9)) — L: { ﬂm; :?(z) + 2%’

~.II

Y
donde y' = oy si 0 € {-1,1}, ¥
g=—1giog=-~00)

Corolario 1.2 ([AGR]) (1) Cada orden de R{z,y} se ectiende de forma tinica a R[[z,y]]
si y sélo si £(z) no es de Puiseur o es convergente. En otro caso, posee dos extensiones
que se diferencian sélo en el simbolo o.

(2) Cada orden de R{[z,y]].x o R[z,y] (en este caso centrado en el origen) se extiende
de forma inica a R{[z,y]] si y sélo é(z) no es de Puiseuz o es de Nash. En otro caso,
posee dos extensiones que se diferencian sélo en el simbolo .

=¢/y sioc € {—o0,00} (cone =1 510 = o0,

Observacién 1.3 Se obtiene una descripcién anéloga a 1.1 para érdenes de R{z, y} (resp.
de R([z,¥]]ag v de Rz,y], centrados en el origen), sin mas que poner o = 0 en el caso
en que o no posea extension dnica. Con lo cual se tiene 1.1 para estos anillos con las .
siguientes modificaciones: en el caso (1) {(z) es una serie no convergente (resp. no de
Nash); y en el caso (2) () es una serie convergente (resp. de Nash).
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Ordenes centrados en el origen

En lo que sigue denotaremos por A (resp. A) uno de los anillos de series siguientes:
Rz, ] (resp. R[[e]]), R{z,} (resp. R{z}) 6 Rl[z,yllug (resp. Rllzlug)i ¥ por K (resp.
K) el cuerpo de fracciones de A (resp. A). El conjunto de 6rdenes totales de 4 coincide
con Spec, (K).

Definicién 1.4 Sea T(X) el conjunto de las uplas (1,8, N,£(t),m,w) donde T € {1,00},
§ € {—1,1}, N € Zy, &(t) = X.;»1 cit™ es una serie con coeficientes reales y exponentes
racionales crecientes mayores o iquales que N, m € ZU(R\ Q) tal que m > 0, y
we{-1,0,1}U{z+a,—2+a,—-1/2,1/z}scn, verificando las siguientes relaciones:

(1) Sim = 0 yw = 0, entonces N = 1 y {(t) es no algebraica sobre K ({(t) # 0).
Ademds, si T = oo entonces N < n,.

(2) Sim =0 yw#£0, entonces n; € Z; (t > 1), (N,n1,n2,...,ny,) = 1 para algin 1,
£(z'/N) es algebraica sobre K yw € {z,—z}. Ademds, si T = oo entonces £(t) = 0,
GE(t)#0y N <n,.

(3) Sim € R\ Q, entonces ¢(t) = L, cit™ € R[t] con (N,n1,...,m,) =1, n; <m y
w € {—1,1}. Ademds, si T = oo entonces {(t) =0, 6 {(t) #0 y N < n,.

(4) Sim € Z, m # 0, entonces £(t) = L, cit™ € R[t] con (N,n,...,n,,m) = 1,
ni<mywe€{z+a,—2z+a,1/z,~1/z}acn es tal que si w € {1/z,—1/z} se tiene
£(t) # 0 6 N < m. Ademds, si T = oo entonces £(t) = 0 y n < m, J bien {(t) =0,
N=m=1ywe€ {2z}, 8 biené(t) Z0 y N <n,.

Proposicién 1.5 El espectro real de K estd en biyeccion con el conjunte T(K).
Demostracién: Sea a € Spec,(K), asociaremos a & una upla (Ta, 8a; Nas Ealt) Ma; Wa)

que lo determinara univocamente.

Caso 1: o hace y/z finito con respecto de R.
Sea entonces T, = 1 y 8, = afz) € {1,—1}, donde a(z) indica el signo de z en el orden
a. Consideremos el R-automorfismo ordenado

p: (K,a) — (K,d)
T — .
y — ¥

es decir, @ es el orden inducido por o a través de . Entonces o’ hace y/z finito con
respecto de R y o@/(z) > 0, con lo cual estainos en las hipotesis de 2.1: o -tiene asociada
de forma univoca una 3-upla (£,8,0) como en 1.1 6 1.3 (segin X), la cual nos da un
R-homomorfismo érdenado 1’ que lo define.

Sean ahora, en cada caso de 1.1, N,£,m,w como sigue:

(1) N=1, &) = Zix eti, m=0yw=0.

(2) N es el minimo entero positivo tal que {(z) € R{[2'/N]], £(t) = Tis1 cit™ (n: = Ni),
m=0yw=ysiec=1,w=-~ysioc=—L
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(3) N es el minimo entero positivo tal que £(z) € R[z'], £(t) = X1, cit™ (n; = Nb,),
m=Nlyw=c¢.

(4) N es el minimo comun denominador de los exponentes de {(z) y 4,

E(t) =i, cit™, w=y sifd, <@
€)=z ct™, w=y +c, sif, =40

conn; = Nb; ym = N8 € Z.

Con este convenio consideremos el siguiente cambio de variable en Im(¢) definido por
z — t, y — z. Denotamos por E cualquiera de los cuerpos: C con el orden que hace
t > 0, para casos (1) y (3); R({(¢))((2)) con el orden que extiende 0% en R((¢)) haciendo
z > 0, para el caso (2); y R((z,t)) con el orden que hace t > 0,z > 0, para el caso (4).
Entonces tenemos a definido por un R-homomorfismo, composicién de los tres anteriores,

(111.1) Yo : K — E
z — 5.tV
y — () +t"w.

Con lo cual a « le hacemos corresponder la upla (T, = 1,84, N,é(t),m,w) € T(K)
segun los casos (1) a (4) discutidos anteriormente.

Reciprocamente, para cada upla diferente con T = 1 se tiene a través de un homo-
morfismo v como (III.1) un orden diferente en X.

Caso 2: a hace y/z infinito con respecto de R.
Sea T, = oo y consideremos el R-automorfismo ordenado

v: (Kya) — (K,o)
T —
y — T

es decir, o’ es el orden inducido por a a través de 4. Con lo cual o' estd en el caso 1, luego
podemos definirlo por un homomorfismo ¥’ como (IIL.1). Ahora bien, a queda definido

por ¥ = ¢’ - v como sigue:

v: K - FE
z — £(t)+t"w
y — 5tV

con 8, N,{(t),m,w como en el caso 1.
Asi, a estd univocamente determinado por 9 si y sélo si hace y/z infinito con respecto

de R (en otro caso ya estd descrito en 1). Supongamos y/z infinito con respecto de R,

es decir, para todo r € R se tiene r <| y/z |. Si utilizamos la descripcién de a por ¥ se

tiene,

§tN

" e+ rw

luego, 6 bien para todo r € R

StY — r(é(t) + trw)

(I11.2) 0 < 50 1 o
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0 bien para todor € R

6N — r(£(t) 4 t™w)

(I11.3) —

en el orden determinado port >0,z > 0 en E.
Comprobemos cuando se tiene una de las desigualdades (II1.2) o (IIL.3):

(1) En este caso E = C y £(t) # 0, con lo cual se verifica (II1.2) o (IIL.3) si y sélo si
N < ni.

(2) En este caso £ = R((¢))((2)), m» =0 y w = 2,—2z, con lo cual se verifica (II1.2) o
(I11.3) si y sdlo si é(t) #0y N < ny 6 £(t) = 0.

(3) En estecaso £ = C,m e R\ Qy w=1,-1, con lo cual se verifica (IIL.2) o (IIL.3)
siysolosié(t)Z0y N <n; 6&(t)=0.

(4) En este caso £ = R((z,t)),m € Zyw =2+ a,—z+a,1/2,—1/z, con lo cual se
verifica (I[1.2) o (I11.3) siy sélosi £(t) 0y N <ny 6 €(t) =0y N <m 6 £(t) =0,

N=m=1lyw=2,-z.

Notacién 1.6 Podemos descomponer Spec,(K) en cuatro subconjuntos disjuntos, segin
los casos de 1.4, que denotaremos S;{KX), S2(K), S3(K}, S4(K), respectivamente:

51(K) = {a€ Spec,(K):m=0,w =0}
S5,(K) = {a€ Spec(K):m=0,we€ {—z,z2}}
S3(K) = {a & Spec,(K):m e R\Q}

SyK) = {a€Spec(K):meZ,}

Observacién 1.7 1) Téngase en cuenta que la descomposicién de Spec,(K) dada por los
S; (1.6), vale para los tres cuerpos R({z,y)), R({2,y}) ¥y R((,y))as Entre los espectros
reales de estos cuerpos tenemos aplicaciones canénicas

Spec, (R((z,9))) — Spec,(R({z,y})) — Spec,(R{(=,¥))ase)

que respetan esas descomposiciones salvo por lo siguiente. Un elemento a de §,(R({z,y}))
(resp. de Si(R((x,¥))ag)) no es restrccién de un elemento de Si(R((z,y))) si y sélo si la
serie £(z) es de Puiseux no convergente (resp. no algebraica); en este caso, a posee dos
extensiones en Sy(R((z,y))) (ver 1.2).

2) Cada orden de R(z,y) centrado en el origen se extiende de forma tinica a R((,y))a
(1.2 6 [BCR, 8.8.11]). Luego 1.4 y 1.5 se enuncian de igual modo si cambiamos el espectro
real de R((z,y))a por el subconjunto del espextro real de R{z,y) formado por los ordenes
centrados en el origen.
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Ordenes en una superficie

Sea X C R" una superficie algebraica real irreducible y no singular. Denotemos R(X) el
anillo de funciones regulares de X. Para cada ¢ € X el anillo R{X) localizado en el ideal
maximal m; de z, que denotamos R{X),, es local regular de dimension 2 y su henselizado
hR(X). es isomorfo al anillo de series formales algebraicas R{[z,¥]l.; ([BCR, Cap.8] o
[ABR]).

Denotemos X una compactificacién no singular de X ([BCR, Cap.3] y desingular-
izacién de superficies).

Proposicién 1.8 FElegida una compactificacién no singular X de X, eziste una biyeccion
entre Spec, (K(X)) y el conjunto X x Spec (R({(z,¥))ai)

Demostracién: Podemos suponer X compacto, ya que una compactificacion es un mor-
fismo birracional, luego da un isomorfismo entre los respectivos cuerpos de funciones
racionales, con lo cual podemos identificar los espectros reales de estos.

Fijemos para cada a € X un isomorfismo *R(X), = R|[[z,y]]ag-

Sea a € Spec,(K(X)), entonces existe a € X tal que a estd centrado en a. Un orden
o centrado en a se extiende de forma inica a un orden total & de "R(X), ([ABR]), que
es isomorfo a R[[z,y]]ag. Consideremos entonces & € Spec, (R((x,¥))ag)- Asi asociamos
a o el par (a,a).

Reciprocamente, dado (a,8) € X x Spec,(R({z,y)}a) consideremos

R(X)a = "R(X)a = Rz, y]lug

Sea a la restriccién de B a R(X),, entonces a es un orden total de R(X) centrado en a.

Como todos los morfismos utilizados dan homeomotfismos sobre el espectro real de los
respectivos cuerpos de funciones tenemos que esta correspondencia es efectivamente una
biyecciomn. m

Notacién 1.9 Identificando Spec (K(X))) con X x Spec(R((z,y))ayg) a través de la
biyeccién de 1.8, denotaremos por S;(X(X)), parai = 1,2, 3,4, el subconjunto de Spec, (K(X))
definido como sigue:

S(K(X)) = {a = (0,&) : & € S(R((=,8))ag)} (i = 1,2,3,4).
Con lo cual, andlogamente a 1.6, tenemos:

Spec, (K(X)) = $i(K(X)) U S(K(X)) U S5(K(X)) U Si(C(X)).

(1.10) Caso particular: Sea X = R? y consideremos X = 8% C R? la esfera unitaria
que es una compactificacién no singular de R%.

Sean N = (0,0,1) € S? y sea m, : S?\ {N} — R? la proyeccién estereogrifica de 5% en
R? desde N, que es un isomorfismo. Luego S? es birregularmente isomorfo a R?, con lo

cual
o R(z,y) — K(8?)
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es isomorfismo de cuerpos.
Sea a € Spec,(K(S%)) y a € S? tal que a estd centrado en a. Es posible dar
explicitamente la biyeccién de 1.8 que asocia a o un elemento & de Spec (R((2,¥))ay):
1) Si @ # N consideremos el isomorfismo

Pa = Tf; . T:.b H ]R(:c,y) - ’C(Sz)

donde b = my(a) y 77, es el automorfismo de R(z,y) inducido por la traslacién de vector
—ben R

Figura I11.1.10

Entonces ¢;'(a) = & es un orden de R{z,y) centrado en el origen y el par (a,a)
(o equivalentemente el par (b,&)) caracteriza a. Ademds en 1.5 hemos obtenido una
descripcién expicita de Spec,(R{(z,¥))a,) mediante el morfismo (IIL.1), luego podemos
describir a con la notacién de 2.5, salvo intercambio entre z e ¥, como sigue: '

(I11.4) Yo : R(zyy) — E
r — b] -+ 5atN
¥y — by +E(t) +t"w.

con b = (b, b2).

2} Si @ = N consideremos el isomorfismo
va = : R(z,y) — K(5%)

donde w5 es la proyeccién estereogrifica de S’ en R? desde s = (0,0,—1). Entonces
¢7'(a) = &es un orden de R(z, y) centrado en el origen y el par (N, &) (0 equivalentemente
el par (oo, a}) caracteriza a.

En otras palabras, podemos ver el espectro real de R(z,y) como el espectro real de
R((z,¥))ag en cada punto de R?U {oo}, aunque se debe considerar con precaucién la
manera en que se comportan las topologias.
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2 Valoraciones compatibles

El conjunto de todos los anillos de valoracion de un cuerpo compatibles con un orden
forman una cadena totalmente ordenada por inclusién 1.3.3. En esta seccion determinare-
mos esta cadena y el cuerpo residual de cada una de sus valoraciones para cada orden
en una superficie.

Dado que cada orden en los cuerpos de series tiene una descripcién explicita, trabajare-
mos primero en estos cuerpos, que hemos denotado indistintamente por K en la seccién
1 anterior; luego, mediante henselizacién pasaremos estos resultados a una superficie lisa.

Comencemos viendo unos lemas técnicos que utilizaremos posteriormente.

Lema 2.1 Sea A un anillo de series de potencias formales con exponentes en un subgrupo
T del grupo aditivo R (1 € T'), y con coeficientes en un cuerpo k (es decir, un elemento
n € A es de la forman{t) = ¥ ;50a;t% cona; €k, 6, €T con b < 6, < ---). Entonces
eziste una valoracién v del cuerpo de fraccines K de A, con cuerpo residual k, dada por

v(m(t)/n2(t)) = orde(m(t)} — ord:(n2(2))
V(O) = o

Ademds, supuesto k real y fijado un orden en k, sea 8 el orden de K que lo extiende y
hace t > 0. Entonces, el anillo de valoracion asociado a v es el cierre convezro de k en K
respecto de f3.

Demaostracidn: Sin mas que aplicar la definicién se comprueba que v es una valoracion.
Sean entonces V = { € K : v() > 0} el anillo de valoracién asociado a v y m = {5 €
K : v(n) > 0} el ideal maximal de V. Entonces k, = V/m es el cuerpo residual de la
valoracion.

Sea p : V — k el homomorfismo dado por p(n(t)) = 7(0) € k. El homomorfismo p
estd bien definido, ya que v(7(t}) > 0, para todo n(t) € V. Ademas p es sobreyectivo,
ya que en particular p(a) = e para todo ¢ € k C K. Comprobemos que ker(p) = m y
entonces k, ~ k. En efecto, p{n(t)) = 7(0} = 0 si y sélo si »(n) > 0 si y sélo si 5{t) € m.

Supongamos ahora que k es real y fijemos un orden en k. Sea 3 el orden de K que
hace ¢ > 0, entonces

B = {n € K : existe a € k con —a < 7(t) < a}

es el cierre convexo de k en K respecto de 8. Comprobemos que V = B.

Sea 7j(t) € B, entonces existe a € k con —a < 7(t) < a. Supongamos 7 > 0, ya que
en otro caso se trabajaria con —7. Entonces, si (t) = = »0a;t%, con 8y < 8; < ---, se
tiene ag > 0. Teniendo en cuenta que a — 7(¢) > 0, se tiene:

- §i 6y < 0, entonces —ao > 0. Lo cual es imposible.

- Si 6y = 0, entonces a — ag > 0. Luego vale cualquier a con a > ao.

- Si 8, > 0, entonces vale cualquier a > 0.

Con lo cual 5(t) € V.
Reciprocamente, si 7(t} € V, basta tomar a > |ao| para que —a < 5(t) < a. o
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Lema 2.2 Sea k un cuerpo ordenado, y sean (L,a) y (K,B) cuerpos ordenados que ez-
tienden k. Denotemos por v : (L,a) — (K,B) un k-homomorfismo ordenado y por W
un anillo de valoracion de K/k compatible con 3. Entonces, la imagen inversa V de W
a través de i es un anillo de valoracién de L/k compatible con a, cuyo grupe de valores
T'y es un subgrupo ordenado del grupo de valores 'y de W, y cuyo cuerpo residual ky es
isomorfo a un subcuerpo del cuerpo residual kyw de W.

Ademds, st W es el cierre convezo de k en K respecto de 3, entonces V' es el cierre
convezo de k en L respecto de a.

Demostracion: Sea w una valoracion asociada a W, entonces basta tomar v = w -9, que
es una valoracion de L asociada a V, para obtener el resultado. O

Ejemplo 2.3 (a) Consideremos el cuerpo ordenado (C,0%), donde C es el cuerpo de
series formales en ¢ con exponentes en un subgrupo ordenado de R y coeficientes en R y
sea 0% el orden en C extension del de R que hace ¢ > 0.

Por el lema 2.1, la valoracion,

wp: C — RU{oo}
a(t) = ordi(n(t)

tiene como anillo asociado W, al cierre convexo de R en C con respecto a 07, y su cuerpo
residual es R.
Ademads, W, es de rango 1, con lo cual es el iinico anillo de valoracién de C' compatible
+
con 07.

(b) Consideremos ahora R({u)){({v)), el cuerpo de series formales en v con coeficientes
en R((u)), con el orden 8 que extiende 07 y hace v > 0.
Por el lema 2.1, tenemos la valoracion

wi @ R({w))((v)) — Z\U{co}
n(u,v) — ord,(n(u,v))

de rango 1 y compatible con 3, que nos da el cierre convexo de R((u)) en R({(u}))({v)) con
respecto de 8 y cuyo cuerpo residual es (R((u}),0%).

Por otra parte, existe un tnico anillo de valoracién W, de R{(u)) compatible con 0%
y cuyo cuerpo residual es R. Luego tenemos el siguiente diagrama,

Wo = Wi < R(()){(»))

b |»
W, — R((u))
donde p es el lugar canénico asociado a W, (es decir, p(n(u,v}) = n(u,0)). Entonces,
Wy = p~ (W) es el cierre convexo de R en R((u})({v)) respecto de 3.
Por lo tanto existen exactamente dos anillos de valoracién de R((u))({v)) compatibles
con B: W, = R((u))[[v]] de rango 1 y cuerpo residual R{(u)) y W, de rango 2 y cuerpo
residual R.
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(c) Consideremos el subcuerpo R{(u,v)) de R{(x))((v)) con el orden que hace u > 0,
v > 0. Este orden es restriccién del considerado en (b), luego aplicando 2.2 a la inclusién,
R((u,v)} < R((u))((v)), tenemos dos anillos de valoracion compatibles que denotaremos,
con abuso de notacién, W, y W,. Entonces, W, es el cierre convexo de R en R((u,v))y
tiene rango 2, Wi = R[[x,v]](,) tiene rango 1 y cuerpo residual R{(u}).

Cuerpos de series

En esta seccién conservaremos las notaciones establecidas en la primera parte de la seccidn
1 anterior. En concreto A (resp. A4) serd uno de los anillos de series en 2 variables (resp.
en 1 variable) y K (resp. K) su cuerpo de fracciones. Hemos obtenido una descripcion
explicita de cada orden de X mediante un homorfismo en uno de los cuerpos ordenados de
los ejemplos 2.3. A través de este homomorfismo trasladaremos las valoraciones de estos,
ya determinadas en 2.3, a nuestro cuerpo K.

Proposicién 2.4 Sea a € 51(K). Entonces, eziste un dnico anillo de valoracion V, de K
compatible con a. Ademds, V;, es el cierre convezo de R en K respecto de a, tiene rango
1, rango racional 1 y su cuerpo residual es R.

Demostracidn: Sea a = (Y,6,1,£(¢),0,0) € S;(K), con T € {1,00}, § € {1,-1}, &(t)
una serie, con coeficientes reales y exponentes racionales > 1, no algebraica sobre K
(i.e. no de Puiseux si K = R((z,y)), no convergente si X = R({z,y}), no de Nash si
K = R((2,¥))alg)- Salvo un cambio entre las coordenadas z e y, podemos suponer T =1
y a dado por el R-homomorfismo,

o {He)=st
v:k=0G {¢(y)=e(t)

donde £(t) = X, citfi,conl <8, <8, < --.

C es el cuerpo ordenado del ejemplo (a) de 2.3, luego existe un dnico anillo de valo-
racién W, de C compatible con el orden que hace ¢ > 0, que coincide con el cierre convexo
de R en C y tiene asociada la valoracién wy de 2.3. Ahora bien, puesto que 7 es un
homomorfismo en las hipétesis de 2.2, la aplicacién

vw=wy-¥: K- RU{oo}

es una valoracién de K compatible con a, cuyo anillo de valoracién asociado es el cierre

convexo de R en K respecto de c. Luego, el cuerpo residual ky, de V; es isomorfo a R.
Ademas, el grupo de valores I'y, de V; es el subgrupo de R generado por {1,6,,0,,...}.

Luego, es un subgrupo de @, con lo cual V; tiene rango 1 y rango racional 1. !

Observacidn: Puede existir a € $;(K) con K = R({z,¥}) 6 R((,¥))alg tal que su serie
asociada £(t) sea de Puiseux (en cuyo caso, £(t) no es algebraica sobre R({z}) ¢ R((z))atg)-
En este caso, V, es anillo de valoracién discreta de K, pero no es un divisor primo (real)
de K.
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Proposicion 2.5 Sea a € S3(K). Entonces, ezisten ezactamente 2 anillos de valoracion
Vo v Vi de K compatibles con a, los cuales verifican:

(a) Vo es el cierre convezo de R en K respecto de a y tiene rango 2.

(b) Vi es un amillo de valoracién discreta, cuyo mazimal my, se contrae a un ideal
primo p de altura 1 en A, y cuyo cuerpo residual ky, es el cuerpo de fracciones de A/p.

Demostracion: Sea a = (1,8, N,£(t),0,w) € S(K) con T € {l,00}, § € {1,-1}
N € Z,, &(t) € R[[t] tal que £&(z'/") es una serie algebraica sobre K (por lo tanto es
entera sobre A) y w € {z,—z}. Salvo un cambio entre z e y, podemos suponer T =1y
a dado por el R-homomorfismo,

BESREOE {320

donde £(t) = 5y cit™, con N <my < my < --- yexisteip > 1 tal que (N,n1,no, .. s Tiy) =
1.

Como hemos visto en el ejemplo (b) de 2.3, R((¢))((z)) posee dos anillos de valoracion
compatibles: uno, W;, de rango 1 y cuerpo residual R((t)); y el otro, Wy, de rango 2 y
cuerpo residual R, el cual es el cierre convexo de R en R((¢))((2)). Con lo cual, aplicando
2.2 a 1, tenemos el siguiente diagrama de anillos de valoracién y homomorfismos,

Ww = Vi <= K

| | e

Wo — Wi — R({¢))((2))

lp 1p

R — R((t))
Asi, Vy = ¥~ (W;) es un anillo de valoracién de rango 2, compatible con a y coincide con
el cierre convexo de R en X respecto de a. Por otra parte V; = ¢~'(W)) tiene asociada
la valoracion,

vy = wh gb:}c--*ZU{oo}
definida por v, (F(z,y)) = ord.(F(§tV,£(t) + w)), para F € K\ {0}. Luego el grupo de
valores ', de v, es isomorfo a Z, con lo cual V| es anillo de valoracién discreta.
Comprobemos ahora que el ideal maximal my, de V;, verifica,

my, N A = (P(éz,y))A

donde P(z,y) € Aly] es un polinomio distinguido e irreducible con {(z'/V) = > ciznilN
como raiz. En efecto,

my, = {F(z,y) € K : n(F(z,y)) > 0}.
Sea f(z,y) € my,, luego ord.{ f(5t",£(t) + w)) > 0. Escribamos,

£tV £(8) +w) = F(5¢, £(0)) + 2L (6™ )y +

1 &f .~ 2

2
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Entonces, ord,(f(8t",£(t) + w))} > 0si y sélo si f(z,y) € (P(dz,¥))A.
Denotemos por p el ideal (P(éz,y))A de A, entonces V; domina al anillo local A,.
Pero A, es un anillo local regular de dimensién 1, luego es anillo de valoracion discreta,

y Vi = A,. Por lo tanto, 7 = P(éz,y) es un pardmetro uniformizador de V) y su cuerpo
residual ky, es isomorfo a cf(.A/p). g

Corolario 2.6 En las hipdtesis de 2.5, ky, es una eztension algebraica finita de grado N
de K.

Demostracidn: Por 2.5, kv, = cf(A/p), donde p es un ideal principal de altura 1 generado
por un elemento P(8z,y) € Aly] distinguido e irreducible (salvo un cambio de z por y).
Como,

Alp ~

(ver [Z-S, Teor. 6, pag.149]), tenemos que,

ky, =~ cf (ﬁf}yﬁ)

que es una extension algebraica finita de K, de polinomio minimo P(éz,y) y por lo tanto
de grado N. a

Proposicién 2.7 Sea a € S3(K). Entonces, eziste un dnico anillo de valoracidn V;, de
K compatible con a. Ademds V; es el cierre convezo de R en X respecto de a, tiene rango
1, rango racional 2 y su cuerpo residual es R.

Demostracién: Sea a = (T,6, N,£(t),m,w) € 53(K) con T € {1,00}, § € {1,-1},
NeZy &t) e Rit,me R\ Qy w € {1,-1}. Salvo un cambio entre z e y, podemos
suponer T = 1 y a dado por el R-homomorfismo,

¥(z) = 6t"
B(y) = £(1) £ ¢

donde £(2) = T, cit™,con N <my < --- <n, <my (Nyny,...,n,) = 1.

Obsérvese que (K) C E((t,t™)) C C. Luego, si consideramos R{(¢,t™)) con el orden
definido por t > 0 (es decir, la restriccién del que teniamos en (), aplicando 2.2 y 2.3.(a),
tenemos un dnico anillo de valoracién W, de R((£,¢™)) compatible con este orden; el cual
es el cierre convexo de R en R((¢,t™)). Luego, por 2.2, Vo = 3%~ '(W)) es un anillo de
valoracién de X compatible con «, que coincide con el cierre convexo de R en K respecto
de a. .

Ademads, sabemos que una valoracién asociada a V es,

Y : K — C; {

vo: K = RU {0}
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definida por vo(f(z,y)) = ord (f(8t",&(t) £ t™)), con f € K\ {0}. Luego, el grupo de
valores I'y, de V; es el subgrupo de R generado por {1,N,n,,...,n,,m}; con lo cual,
I'v, ~Z + mZ y V, tiene rango 1 y rango racional 2. (m)

Proposicion 2.8 Sea a € 54(K). Entonces, existen exactamente 2 anillos de valoracién
Vo v Vi de K compatibles con o, los cuales verifican:
(a) Vo es el cierre convezo de R en K respecto de o y tiene rango 2.

(b) Vi es un anillo de valoracidn discreta cuyo ideal mazimal my, se contrae al ideal
mazimal en A.

Demostracién: Sea a = (Y,8, N,é(t),m,w) € S4(K) con T € {1,00}, § € {1,-1},
NeZ (W) eRt|,meZ,ywe {z+a,~2+a,1/2,—1/2},ex. Salvo un cambio entre
r e y, podemos suponer T =1 y a dado por el R-homomorfismo,

P(z) = 8t7
: K — R((z1)); m
v (OO B i
donde £(¢) = L0, cit™,con N <ny; < ---<n, <my(N,nyg,...,n,,m) =1
En el ejemplo (c) de 2.3 hemos visto que R((z,¢)) posee dos anillos de valoracion
compatibles, uno W, de rango 1y cuerpo residual R((z)), y el otro W, de rango 2, el cual
es el cierre convexo de R en R((z,t)). Aplicando 2.2 tenemos el siguiente diagrama,

Vo = WV <= K

s s s

W — W, = R((z,t)

|- I
R — R((2))
Entonces, V, = ¥ ~'(W;) tiene rango 2 y es el cierre convexo de R en K respecto de a,

luego ky, = R. Por otra parte, Vi = ™' (W;) es un anillo de valoracién de K de rango 1
compatible con a y tiene asociada la valoracion,

vy =w Y K — ZU{co}
definida por 1 (f(z,y)) = ord, (f(6tV,£(t) + t™w)), con f € K \ {0}. Luego el grupo de

valores 'y, de V| es isomorfo a Z, y V| es anillo de valoracion discreta.

Comprobemos ahora que my, N A = (z,y)A. En efecto, (z) = ord,(§8") =N >0y
vi(y) = ord,(£(t) + t™w) = n, > 0, luego (z,y)A C my,. Pero, my, N A es un ideal primo
en A, luego my, N A C (z,y)A4. a

En el caso de érdenes en S,(K) no resulta tan sencillo, como en los casos antenores,
encontrar el cuerpo residual de V;. El célculo de éste requiere una larga discusion que
incluimos a continuacién. Parte de esta demostracién nos ha sido sugerida por Mariemi
Alonso, a quien agradecemos, ademas, el gran interes con que ha revisado el contenido de
estas paginas.
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Proposicién 2.9 En las hipotesis de 2.8, kv, ~ R(w?), siendo d = (N,n,,...,n,).

Demostracién: La demostracion de 2.9 requiere de varios resultados previos, que iremos
incluyendo segin los vayamos necesitando. Comenzamos con un resultado general sobre
numeros enteros que nos sera de gran utilidad.

(2.9.1) Lema. Sean by, by,...,b, € Z, y denotemos
6(b0,.,.,b,) = {k € Z+:0 S k < bg,bo | kb1,...,b0 | kba}

(donde a | b, para a,b € Z, significa “a divide a b”). Entonces, k € §(bo,...,b,) st y sdlo
si k =a(by/d) con0 < a<d={(by,b,...,b,); con lo cual #(8(bo,...,b,)) =d.

Demostracion: Lo demostraremos por induccién sobre s.
Supongamos s = 1 y sean §{bo,b) = {k € Z, : 0 < k < bo,bo | kb1} y d = (bo,b1). Sea
k € 8(bg, b1), entonces by | kb; si y sdlo si (bo/d) divide a k(b,/d). Como (by/d, b, /d) = 1,
bo/d divide a k, luego k = a(bo/d), con 0 < a < d (ya que 0 < k < ).

Supongamos que dados by,...,b,_1 € Zy, k € 8(bo,...,b,1) si y s6lo si k = a(bo/d'),
para 0 < a < d, con d' = (bp,...,bs~1). Sean by,...,b, € Z, entonces

J(bg, “ee ,b,) = 5(b0, e ;bs—l) N 6(b0, b,)
Con lo cual k € §(bo,-..,b,) si y solo si

k=a(b/d),0<a<d
k= b(bo/e), e = (bo,b,), 0 < b < e.

Luego, a(bo/d’} = b(bo/e), b = ae/d’ . Porlo tanto d’ | ae; y como (d',e) =dy0<a < d,
tenemos por el caso s = 1 que a = ¢(d’/d) con 0 < ¢ < d. Asi,

k= d'by b
BT AR
con 0 < ¢ < d. Con lo cual se tiene el resultado. O

(2.9.2) Lema. Sea K un cuerpo y V; un anillo de valoracién de K((z,y)) asociado a la
valoracién dada por
v (f(z,v)) = ord, (F(8tN,&(2) + t™w))
donde § = 1,—1, £(t) € K|t] con (N,exp(€)) =d y (d,m) = 1. Entonces, se tiene
1) El cuerpo residual kv, de V; es una extension algebraica de K(w), vertficando que
[K(w) : ky,] > d. Ademds, en el caso £(t) = 0 tenemos que kv, es isomorfo a K (wd).
2) Sea V| = Vi N K(z,y), entonces kv, = kv;.

Demostracidon: Un anillo de valoraciéon V; en nuestras hipétesis esta dado por el siguiente
diagrama,

Vi =2 K(w,t

| # |»

ky, —2- K((w))
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donde p : Kf{[w,t]}() — R((w)) es el lugar canonico asociado a K{[w,t|](,, dado- por

p(f(t,w)) = f(0,w). Asi, ky, esisomotfo a un subcuerpo de K((w)) via ¢. Comprobemos

que realmente ky, es isomorfo a un subcuerpo de K(w) el cual seguiremos denotando ky, .
Sea H{z,y)/G(z,y) una unidad en V;, con H(z,y),G(z,y) € K[[z,y]]; entonces,

ord ( H(8tN,£(t) + t™w)) = ord,(G(tY, £(t) + t™w)) = v.

De esta forma,

H(8tN £(t) + t™w) _ t"(f(w)h(w) + tH,(t, w))

G(8tN £(t) +tmw)  t(f(w)g(w) + tGi(t, w))’

entonces, pi (H(t,0)/G(t, w)) = h(w)/g(w).
Supongamos que h{w)/g(w) € K((w)) \ K(w), entonces, por ejemplo, h(w) & K[w).
Luego, existen infinitos 2 € Z,1 > 0 tal que _

v=0N+Y Bin; +im

F=1
para §3,81,...,8, € Z, ya que

1 8*H

on Lo
2 Jy?

H(8tN €(t) + t™w) = H(6tV, () + %y

(867, €(8))t™w + 5N ()t w)? + - - -

Pero, entonces v = 0 y H(z,y}/G(z,y) = 0.

Con lo cual ky, C K(w); pero ademas ky, # K, porque, si P(z,y) es el polinomio
minimo de £(z'/V) en A[y] (P es irreducible y distinguido), entonces (P(§z,y))"/z", con
m = v;(P(6z,y)), es una unidad en V; cuyo residuo no pertenece a K. Basta considerar
el desarrollo de Taylor de P en (t",¢(T')), teniendo en cuenta que P(t",£(t)) = 0.

Por lo tanto, kv, es una extensién trascendente de K contenida en K(w). Por el
Teorema de Liroth ([GR, Cap.VI, 2]), ky, es una extensién simple trascendente de K, y

ademés o)
oo (32)

donde h(w)/g(w) € K(w) se toma entre los elementos de ky, que hacen minimo el nimero
e = max{gr(h(w)), gr(g(w))}. Ademais, h/g eslaimagen por p; de un elemento H/G € V.

Con esto hemos comprobado, ademads, que para obtener el cuerpo residual de V;, es
suficiente considerar los elementos de K(z,y). En efecto, el cociente h{w)/g(w) € K(w)
que genera ky, sobre R es residuo de todos los elementos H'/G' de K((z,y)} tales que
H' y G’ coinciden con H y G, respectivamente, hasta un cierto grado. En consecuencia,
kv, = ky,, siendo V{"= Vi N K(z,y).

Luego sélo queda probar que [K(w): ky,] > d.

Supongamos d > 1, ya que el caso d = 1 es trivial. Sea e = max(gr(k),gr(g)); esto es,
[K{w) : kv,] = e. Supongamos e < d.

Podemos suponer e = gr(g) y f = gr(h) < e; ya que si gr(h) > gr(g), tomamos g/h y
si gr(h) = gr(g) = e, basta tomar (h(w)/g(w)) — (a/b), siendo a,b € K los coeficientes de
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término de grado e en h y g respectivamente.
Puesto que h{w)/g(w) € kv, , existe una unidad H(z,y)/G(z,y) en V; tal que

P (M) — (H(z,y)) _ h{w)

G(z,y) G(z,y)) g(w)

con lo cual,

H(6tN £(t) + tmw)  qlw)h(w) + Hi(t,w)
G(5tN, () + tmw)  g(w)g(w) + Gi(¢,w)’
con Hy(0,w) =0y G1(0,w) = 0. Ademas, por ser H/G una unidad,
 w(H(z,y)) = n(G(z,y)) =

Veamos que r 5 0. En efecto, cada sumando del desarrollo de Taylor de H{6t", £(t)+t™w)
" en (6tV,€(t)) verifica que

1 9*H
ord, (-jc—' - 3—yk(6tN)£(t))(tmw)k) >km >0

Entonces, si + = 0 se tendria A(w) € K, y anilogamente g(w) € K. Con lo cual
h(w)/g(w) € K y kv, ~ K, lo que no es posible por hipétesis.

Denotemos [ = gr(g(w)), entonces g(w)h(w) (resp. ¢(w)g(w)) posee un monomio de
grado [ + f (resp. [ +e), y por lo tanto en H(8t", €(t) + t™w) (resp. G(8tY, E(t) + t™w))
tenemos un monomio de la forma ct’w!t/ con ¢ € K (resp. ¢t"w'™® con ¢’ € K). Este
monomio sélo puede proceder de un sumando de la forma '

1 &'t H -
Ty ayer G e@Eme)
1 8*G

(resp. Tro (8N, E(8)) (g™ w) ).

Entonces, existen a;,3; € Z con 0 < j < s tal que

r:(l—}—f)m-{-aoN—}-ZajnJ-:(l—f—e)m-l-ﬂgN-i-Zﬁjn,-;

i=1 J=1
luego,
(a0 = Bo)N + 3 (a; = Bj)n; = (e = fym #0
J=t
ya que € > f.
Como d = (N,nq,...,n,), d divide a la primera parte de la igualdad anterior, luego

también divide a la segunda, es decir, d divide a (e — f)m. Teniendo en cuenta que
0 < f <e<d,setiene 0 < e— f < d. Por otra parte usando (2.9.1) #{keZ,:0<k<
d,d | (e — fym} = (d,m) = 1; de lo que resulta e = f. Conlo cual, tiene que ser e > d. O
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Del lema (2.9.2) se sigue que podemos suponer X = R(z,y) para el cdlculo de ky;,.
Seguiremos denotando Vj su restriccén a R(z,y). A continuacién probaremos que [R{w) :
ky,] < d. Para ello necesitaremos extender V; a C(z,y); el siguiente lema nos asegura una
unica extension.

(2.9.3) Lema. Sea V un anillo de valoracidn real de R(zy,...,z.)} y kv su cuerpo
restdual. Entonces, V se extiende de modo tnico a C(z,,...,z,). Ademds, si denotamos
VT esta ertensidn y kS su cuerpo residual, se tiene que [kG : kyv] = 2 y el indice de
ramificacion de VC sobre V es 1.

Demostracién: La extensién de cuerpos R(zy,...,z,) C C(z1,...,2,) es algebraica de
grado 2, luego V se extiende a C(zy,...,z,) ([Bou, §8}). Sean V,...,V, las extensiones
de V a C(zy,...,z,), entonces tenemos la desigualdad siguiente (ver [Bou, §8, n°3})
22 efs
=1

donde ¢; es el indice de ramificacién de V; sobre V' y f; es el grado [ky, : kyv] de la extensién
de cuerpos residuales, parai=1,...,r.
Puesto que V es real, /-1 € ky y R C kyv. en suma, C C kv, y [ky, : kv] > 2. En

consecuencia, tenemos
T r
2>3 efi> ) 2
=1 =1

Y como e; > 1, tiene que ser r = 1, e; = 1 y f; = 2. Luego, hay una inica extension, que
denotamos V* de V. Ademas, [k§ : kv] = 2 y el indice de ramificacién e = 1. a

Sea V,° la extensién de V; a C(z,y). Este VL es el anillo de la valoracién de C(z,y)
dado por

v (f(z,)) = ord, (f(#(2), ()

donde ¥(z),¥(y) estd definido como en 2.8, pero de C(z,y) en C(t, z).

Podemos suponer § = 1 (es decir, ¥(z) = t"), ya que en otro caso basta aplicar el
isomorfismo de C(z,y) que envia £ a —z y deja fijo y.

Los anillos de valoracién V; y V¥ son isomorfos a través de ¢ a los anillos de valoracién

$(Vi) = R(w)[tly NR(EY, () +t™w) v $(V,°) = C(w)[t]ey N CEY,£(2) + t7w)

de R(tV,£(t) + t™w) y C(tV,£(t) + t™w), respectivamente. Evidentemente, ¥(V*) es la
extensién de ¥(V;) a C(tV,£(t) + t™w). Denotamos estos anillos V; y V€ en lugar de
¥(V1) y ¥(V;©), para descargar la escritura.

Dado que d = (N, exp(¢)), tenemos las siguientes extensiones algebraicas de cuerpos

CR(tN, £(t) + t™w) C R(t, tmw) C R(¢,w)
C(tV, €(t) + t™w) C C(t9,t™w) C C(t,w)

Sean Wy = R(t%, t™w) N R(w)ftly) y Wi = C(t4,t™w) N C(w)[t]). Obsérvese que, W, y
WL son casos particulares de nuestros anillos V; y Vi¢, para £(¢) = 0. Luego, por (2.9.2),
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tenemos que kw, = R(w?) y kfj, = C(w?). Trivialmente, V; y V¥ son las restricciones de
Wy WE a R(tV,£(¢) + t™w) y C(tV,£(t) + t™w), respectivamente.

A continuacién, veremos un par de lemas sobre C, que nos permitirdn probar que
k‘& o kﬁ,] y de aqui se obtendrd el resultado.
Denotemos L = C(t,w), Ly = C(t?,t™w) y Ly = C(tV,£(¢) + t™w). Tenemos el
siguiente diagrama de extensiones algebraicas de cuerpos y anillos de valoracién
Ly € Ls C L

VP & WP CC(w)tle

| | |

Y, Cluw?) © Clw)

N

(2.9.4) Lema. [L: Ly]=N y[L: L4 = d.

Demostracion: Basta probar que el grado de la extension Ly C L es N, ya que Ly es un
caso particular de Ly con £(t) =0y N = d, entonces [L: Ly] =d.-

Dado que ¢t es una raiz de TV —tV € Ly[T] y que L = In(t),es [L: Ly} < N. Si
encontramos N automorfismos distintos de L que dejen fijo Ly, se tendra la igualdad, ya
que el orden del grupo de Galois de una extensién algebraica es menor o igual el el grado
de esta (ver [GR, 1.4]).

Para cada raiz N-ésima de la unidad ¢, consideramos el automorfismo o, : L — L tal
que o.(t) = et. Entonces o, (t") = tV. Para que o, deje fijo Ly, tiene que ser

o (€(t) + t7w) = E(¢) + tTw

luego,
Elet) + emtMo (w) = £(t) +tTw

y entonces
f(t) — £(Et) —m
ve(w) = — +e w

Como las imagenes de t y w por o, son lineales en ¢ y w, respectivamente, resulta
que o. es un automorfismo de L que deja fijo Ly. Ademas, tenemos un automorfismo
distinto para cada raiz N-ésima de la unidad. Luego, hemos encontrado N automorfismos
distintos de L que dejan fijo Ly.

Por lo tanto, [L: Ly] = N. ' 0

(2.9.5) Lema. El nimero de extensiones de V;C a L es N/d. Por lo tanto, W tiene
una unica extension a L.

Demostracion: En la demostracién de (2.9.4) comprobabamos que

N<#(Gal(L:Ly))<[L:LN]<N
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Luego, la extensién Ly C L es de Galois y
Gal(L : Ly) = {o. : € es raiz N-ésima de la unidad}

Sean Bi,..., B, las extensiones de V;* a L y supongamos que B; = C(w)][t],y. Como
L : Ly es un extension de Galois, para cada j = 1,...,7 existe una raiz N-ésima de la
unidad ¢ tal que B; = o.(B)) ([Bou, §8, n°3]). Luego, el nimero de extensiones de V.* a
L coincide con el nmimero de elementos distintos del conjunto

{oc(B1) : € es una raiz N-ésima de la unidad}

Supongamos que o, (B)) = o.,(B1). Lo que es equivalente a ¢'o. (B,) = By, y como
B, tiene rango 1, esto es lo mismo que 0';‘0'5‘(31) C B,.
Pero o.,0., = 0.,., para todo par de raices N-ésimas de la unidad. En efecto,

00,00 (t) = so(ert) = €261t = 000, ()
o, 0., (W) = s, (% +51‘"‘w) =
(eat) ~ E(ereat) o (E(8) —E(eat) 0 \
(e1€2)mem TR
) o

Con lo cual, basta determinar para qué ¢’s se tiene o.(B;) C B;.

Comprobaremos que o.(B;) C B, si y s6lo si &€ = £¢** con { una raiz primitiva N-ésima
de la unidad y ks, = h(N/d), 0 <R <d-1.

En efecto, supongamos que o.(B;) C B para cierto € = (¥, con k=0,...,N—-1y¢
raiz primitiva N-ésima de la unidad. Se tiene

RO (s RPN

5( ) - Cr'cmtm

Esto es cierto si y sélo si £(t) = £(¢*t), lo que quiere decir que (¢*)* = 1, siendo
d = (ni,...,n,). Pero, { es una raiz N-ésima primitiva de la unidad, luego N | kd’
con k = 0,...,N — 1. Entonces, por {2.9.1), existen exactamente d = (N, d’') enteros
k=0,...,N—1tal que N | kd’. Estos enteros son son k4 = h(N/d) con h =0,...,d—1.
Reciprocamente, supongamos £ = (**, entonces a.(t) = £t genera el ideal maximal de B,
y o.(w) = (*™w € B;. Luego, o.(B,) C B.

Por lo tanto, o;'o,,(B1) C By st y sélo si g, = g2k (h=10,...,d — 1). Luego el
nimero de extensiones de V,C a L es N/d. O

Por el lema (2.9.5) tenemos que el nimero de extensiones de V;* a Ly es N/d. Aplique-
mos ahora la desigualdad para extensiones de valoraciones (ver [Bou, §8, n°3])
N N

i (La: Lyl > etfi+ - +enafng 2 q
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ya que ¢, f; > 1, siendo e; el indice de ramificacién y f; el grado de la extensién de cuerpos
residuales. Con lo cual ¢; = 1y f; = 1, para todo 1.
En particular, [k, : k%] = 1 y el indice de ramificacién de W sobre V,* es 1.
Entonces, por (2.9.2),
k= Clw?) ~ kf,.
Ademads, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de cuerpos residuales, donde todas
las flechas son extensiones algebraicas

ky,

1

| |

C C
kvi a— kwl

— kw,

deducimos que
[k('.?vl : kwl][kwl : le] = [kﬁﬁ : kfg’l][ka : le]
Entonces, [kw, : kv;} = 1 y por (2.9.2) kw, = R{w?) ~ ky,. O

Observacion 2.10 Manteniendo la notacion de 2.8, eziste un elemento v € V) tal que
v (1) = 1; es decir, T es un pardmetro uniformizador de Vi. De hecho, T € R(z,y).

En efecto, podemos restringirnos a R(z,y), ya que todo elemento de S4;(R(z,y)) cen-
trado en el origen se extiende de modo vnico a K y esta extensién pertenece a S4(K);
entonces, si 7 € R(z,y) es un pardmetro uniformizador para ¥; N R(z,y), lo es también
para V;. Adoptando la notacién establecida en 2.9, tenemos que el indice de ramificacién
de W sobre V¥ es 1. Por otra parte, de modo andlogo, se prueba que el indice de
ramificacién de R(w)[t};) sobre W es 1; entonces el grupo de valores de vC es Z. En
consecuencia, basta aplicar (2.9.3) para tener el resultado.

Cuerpos de funciones

Sea K una extensién finitamente generada de R de grado de trascendencia 2 y X una
superficie real irreducible compacta y no singular tal que X = X(X); en otras palabras X
es un modelo compacto y no singular de K. En la seccién 1 hemos descrito completamente
Spec,(X(X)) como el conjunto de pares (a,&), donde a € X y & € Spec {R((z,y))aig)-
De esta forma dado un par (a,a) el monomorfismo de anillos

R(X)a = "R(X)a — R{(z,ylag
nos da una extension algebraica de cuerpos

va : K(X) = R((2,¥))aie

y obtenemos un tinico a € Spec, (X(X)) como ¢;'(&) = a. Ademds la imagen inversa por
¢a de (Spec,(R{(z,¥))ax)) €s el conjunto de todos los elementos de Spec, (K(X)) centrados
en a; en otras palabras, Spec,(X(X)) es igual a Spec (R((=,¥))ag) en cada punto de X.

Dado que conocemos la cadena de valoraciones compatibles con un orden de R((z,y))a
y los cuerpos residuales de éstas intentaremos trasladar estos resultados a K (X) mediante
el homomorfismo ;.
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Proposicién 2.11 Sea a € 5;(K(X)). Entonces exziste un dnico anillo de valoracidn
Vo de K(X) compatible con a. Ademds, V; tiene rango 1, rango racional I y su cuerpo
residual es R.

Demostracién: Sea a = (a,a)) € X x S1{R((z,y))ag)- Por 2.4 existe un inico anillo de
valoracién W, de R((z,y))ay compatible con &, ademas W, tiene rango 1, rango racional
1 y es el cierre convexo de R en R((z,y))al, respecto de &. Entonces, Vo = @ '(Ws) es el
cierre convexo de R en K(X) respecto de o (2.2), luego su cuerpo residual es R. Ademas,
el rango y el rango racional de W;, y de V, coinciden ya que @, es una extension algebraica
de cuerpos.

Con lo cual, puesto que ¥} es el cierre convexo de R y tiene rango 1, es el inico anillo
de valoracién compatible con a. O

Proposicién 2.12 Sea a € S»(K(X)). Entonces ezisten eractamante dos anillos de
valoracidn Vy y Vi de K(X) compatibles con a, tales que:

(a) Vu es el cierre convezo de R en K(X) respecto de o y tiene rango 2.

(b) Vi = R(X),,, donde p es un ideal primo de altura I (i.e. V; es anillo de valoracién
discreta) , luego el cuerpo residual ky, de V; es el cuerpo de funciones algebraicas de una
curva wrreducible en X.

Demostracion: Sea a = (a,a) € X x S2(R((z,y))ag). Por 2.5 existen dos anillos de
valoracion Wy y W; de R((z,y))al; compatibles con &, verificando:

(a) Wy es el cierre convexo de R en R((,y))a1s respecto de & y tiene rango 2.

(b) W1 = (R[[z,¥]]aig)q, donde g es un ideal primo de altura 1.

Sean Vo = ¢ (Ws) vy Vi = ¢;'(W1). Entonces, aplicando 2.2 y por ser ¢, una
extensién algebraica de cuerpos, tenemos que V; es el cierre convexo de R en R(z,y)
respecto de & y tiene rango 2; V) es un anillo de valoracién de rango 1 compatible con
o y su-grupo de valores ['y, es un subgrupo ordenado de I'v, = Z, luego V; es anillo de
valoracién discreta. Con lo cual, estas son todas las valoraciones compatibles con a.

Consideremos el diagrama:

R(Xa = % = % = K(X)
|- T PR P
Rizsllac = Wo = Wi —R(@0)a

Sea my, el ideal maximal de V;, entonces

Pa = my ﬂR(X),, =
= ;' (mw,) N o7 (R[[z,y]lag) =
= g, (mw, NR{[z, yllag) =
= . '(q)

luego p, es un ideal primo de altura 1.
Sea p € R(X) el ideal primo contraccién de p, a R{X), entonces p esta estrictamente
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contenido en m,, luego tiene altura 1 y

my, N R(X) = (my, NR(X)a) NR(X) =
= p.NR(X)=p

Luego V; domina a R(X),, y como es anillo de valoracién discreta V; = R(X), y entonces

o =a(2)

Proposicién 2.13 Sea a € S3(K(X)). Entonces existe un tnico ansllo de valoracion Vj
de K(X) compatible con a. Ademds, V; es el cierre convezo de R en K(X) respecto de
«, ttene rango 1 y rango ractonal 2.

Demostracidn: Sea a = (a,a) € X x Sa(R((2,y))ag). Por 2.7 existe un tnico anillo de
valoracién Wy de R((z,y))a compatible con a tal que W; es el cierre convexo de R en
R{{z,y))al respecto de &, tiene range 1 y rango racional 2. Consideremos V5 = ¢, (Wo)
que es el cierre convexo de R en X(X) respecto de a y tiene rango 1 y rango racional 2,
por ser ¢, una extensién algebraica de cuerpos. Luego V; es el tinico anillo de valoracién
de X(X) compatible con a. a

Proposicién 2.14 Sea a € S4(K(X)). Entonces ezisten ezactamente 2 anillos de valo-
racion Vg y Vi de K(X) compatibles con a, los cuales verifican:

(a) Vp es el cierre convezo de R en K(X) respecto de a y tiene rango 2.

(b) Vi es un anillo de valoracién discreta tal que su ideal mazimal my, se contrae al
ideal mazimal de un punto a € X en R(X) y su cuerpo residual es isomorfo a R(w?) con
d un entero positivo.

Demostracién: Sea a = (a,&) € X X S4(R((2,y))ay). Por 2.8 existen exactamente dos
anillos de valoracion Wy y W, de R({z,y))a compatibles con a, tales que:

(a) W, es el cierre convexo de R en R((z,y))als respecto de & y tiene rango 2;

(b) W, es anillo de valoracién discreta que domina a R{[z,y]]a:

Sean Vp = 7 (Wo) y Vi = ¢, '(W1); puesto que p, es una extensién algebraica de
cuerpos y aplicando 2.2, obtenemos que V; es el cierre convexo de R en X(X) respecto de
o y tiene rango 2, V; es anillo de valoracién discreta compatible con a y su ideal maximal
verifica,

my,

My, NR(X) = (mvl QR(X)Q)HR(X) =
= ‘P:l((a” y)]R{[a:, y]]a!g) N R(X) =
= mR(X)a N R(X) = m,

Por otra parte, usando (2.9.2), es inmediato que ky, ~ R(w?). 0
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3 Abanicos

El Teorema de Trivializacién de Bréocker (ver [Brl], [ABR]) afirma que para todo abanico
de un cuerpo real existe un anillo de valoracion compatible con todos sus elementos y
tal que el abanico inducido en su cuerpo residual es trivial. En la primera parte de
estd seccion veremos que en el caso particular de los cuerpos que venimos tratando la
trivializacién se da segin un anillo de valoracién de rango 1. En la segunda y tercera parte
determinaremos completamente el conjunto de abanicos de 4 elementos de los cuerpos de
series en dos variables y del cuerpo de funciones de una superficie, usando el Teorema de
Trivializacién y los resultados obtenidos en la seccion 2 anterior.

Teorema de Trivializacion

Las cadenas de anillos de valoracién compatibles con los érdenes de un abanico presentan
ciertas coincidencias. El resultado mds importante en este sentido el Teorema de Trivia-

lizacién de Brocker (ver [Brl], [ABRY}).

Teorema de Trivializacién: Sea K un cuerpo real y F un abanico de K. Entonces
existe un anillo de valoracion V de K tal que:

a) El anillo de valoracidn V es compatible con todos los elementos de F.

b) El abanico inducido por F en el cuerpo residual ky de V es trivial (i.e. tiene a lo
mds 2 elementos).

Con el fin de hacer lo més autocontenida posible esta memoria en esta seccion daremos
una demostracién sencilla del Teorema de Trivializacién para los cuerpos de series en dos
variables y los cuerpos de funciones racionales de superficies de R, si bien observaremos
como obtener el resultado de un modo simple para extensiones finito generadas de R de
grado arbitrario.

Mientras no se indique otra cosa, denotaremos por K una extensién ordenada propia
de R. Recordamos aqui las definiciones de algunos conceptos ya aparecidos en capitulos
anteriores y que son de vital importancia en esta seccién.

Definicién 3.1 Un anillo de valoracién V de K es compatible con un abanico F de K s:
es compatible con todos los elementos de F'.

Definicién 3.2 Un abanico F de K trivializa segin un anillo de valoracién V si V ver-
ifica el Teorema de Trivializacién para F.

Ejemplo 3.3 Sea K = K(X) el cuerpo de funciones racionales de un conjunto algebraico
real irreducible. Los abanicos construidos en 1.4.4 sobre un divisor primo real V de K
trivializan segin V. Es mds, por el Teorema de Baer-Krull (1.3.8), todo abanico de K que
trivialice segin un divisor primo real V se construye como en 1.4 4., esto es mediante las
elevaciones a V de dos érdenes distintos 7,7, del cuerpo residual ky de V:

Vi ap a3z O Oy

} NSNS

kvl b -‘/—' T2
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Observacion 3.4 Si K es una eztensidn ordenada de R y a € Spec, (K), existe un anillo
de valoracién de rango 1 de K, no trivial, compatible con a.

En efecto, basta comprobar que el cierre convexo V; de R en K respecto de « es no
trivial ya que todos los anillos de valoracién no triviales que contienen a ¥, son compatibles
con a y el mayor de todos ellos es de rango 1. Por otra parte, es ficil ver que V; es no
trivial, ya que si V5 = K, para todo z € K existe ¢ € Q con |z| < g, entonces (K, a) es
una extensién arquimediana de R, pero R no posee extensiones arquimedianas propias.

Lema 3.5 Sean a;,qs, a3, a4 € Spec,(K) distintos tales que oy -z -az=ay. Si Vi y Vs
son los anillos de valoracion de rango 1 compatible con a; y o, respectivamente, entonces

W=V,

Demostracion: Por 3.4 los anillos de valoracién Vi y V; son no triviales. Supongamos
Vi # V,, entonces por ser ambos de rango 1 se tiene que V; Z V5, V2 € V4. Luego existen
a,bc K tales queac Vi \ Vo y b € V;\ V. Sean 1y y v, valoraciones asociadas a V; y V;
respectivamente; entonces, a; = a/b (resp. a; = b/a) verifica v1(a1) > 0,v2(a,) < 0 (resp.
n(az) < 0,v2(az) > 0).

Por otra parte sean f,g € K tales que

ar(f) <0 ax(f}) >0 az(f)>0
ai(g) >0 asg) <0 as(g)>0

Consideremos p € R tal que p > max{|ti(f}|, [v2(f), |»1(g)l,|v2(g)i}; existe dicho p
porque v, y v, son valoraciones de rango 1, luego su grupo de valores es un subgrupo
ordenado de R.

Asi, tenemos p > 0y vi{a)) > 0,—wz(a;) > 0 (resp. —ri(az) > 0,12(az) > 0).
Entonces existe un entero m tal que mu(a)) > p, —mie(a1) > p (resp. —muy{az) > p,
muy(ay) > p). Sea zy = a®™f (resp. z; = a3™g),

Cni(z) =2my(a) +n(f) > 20+ ni(f) >0
va(z1) = 2mu(a) + v2(f) < =2p + 1a(f) <D

Anilogamente se comprueba que v((z;) < 0,12(22) > 0.
Con lo cual hemos obtenido z,,2z, € K tales que z; e Vi \ Vo, 2 € o \ Vi ¥

Q‘.l(Z]) <0 02(21) >0 03(21) >0
al(ZQ) >0 012(22) <0 053(22) >0

Ademis, es 0 < a;(—21) < (22}, ya que si fuese al contrario, el hecho de que z; € Vi,
implica que z; € Vi, lo que no es cierto. Entonces, a;(z; + 22) > 0 y andlogamente se
prueba que ay{z;+23) > 0. Luego, as(21+22) > 0; y por otra parte ay(z1) < 0,a4(22) <0,
lo que es imposible.

Por lo tanto V| = V. 0

Observacién 3.6 Del Lema 3.5 anterior se deduce el Teorema de Trivializacion para
extensiones finito generadas K de R.
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En efecto, obsérvese que dados V y F compatibles tenemos un abanico F en ky.

Consideremos V el anillo de valoracién de rango 1 compatible con F' (3.5), y supon-
gamos que F estid formado por al menos cuatro Srdenes distintos @, s, @3, % ya que
en caso contrario F trivializaria segin V. En efecto, si por ejemplo & = @3 entonces
62 :El-l '53’54 254.

Por 3.5 dado un abanico F en ki existe un anillo de valoracién V, de kv compatible
con F y F induce un abanico F; sobre ky,. Si F; no esti formado por al menos cuatro
6rdenes distintos se tiene el resultado, basta tomar V' = n~'(V}), siendo p: V — kv la
proyeccion; en otro caso tomariamos V; anillo de valoracién compatible con Fy. Siguiendo
este proceso y teniendo en cuenta que los anillos de valoracién de X contenidos en un
anillo de valoracion dado estan en biyeccion con los anillos de valoracion de su cuerpo
residual ([Bou)], §4), tenemos una cadena descendente de anillos de valoracion de K:

- CopTi ') € p' (M) € Vo C K
! i l

G pr'(Ve) - Vi C ky
! l

-C V2 C kv,

Como gr.tr.(K : R) = d < oo se tiene que ningin anillo de la cadena puede tener rango
mayor que d ([Bou], §10), por lo tanto en un mimero finito de pasos tiene que aparecer
un anillo de valoracién que trivialice.

Antes que la version del Teorema de Trivializacién en el caso de dimensién 2 veremos
unos lemas sobre los cuerpos de series en dos variables que nos seran utiles posteriormente.

Lema 3.7 Sea P(z,y) € R[[z]][y] un polinomio irreducible y distinguido. Si
£(z) = 3 cz™N € Cll="M),

i>1

es una raiz de P(z,y), siendo N es el menor entero positivo tal que £(z) € Cl[='/N]);
entonces,
m(z) =Y (8¢ )z™/N 1<k <N
i>1
son las raices de P(—z,y), donde 8 es una raiz N-ésima de —1 y ( es una raiz primitiva
N-ésima de la unidad.

Demostracién: P(—w,y) es irreducible y distinguido por serlo P(z,y). Consideremos el
C-automorfismo,

¢: Cll=]]

T

Cll=]]

—
—r  —

que se extiende al C-automorfismo,

é: Cll=V/M)] — C[=z!7]]

zl/N N ng/N
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siendo # una raiz N-ésima de —1.

Podemos extender estos automorfismos, que seguiremos denotando ¢ y ¢, a los respec-
tivos anillos de polinomios en y, enviando y a ¥; con lo cual tenemos el siguiente diagrama
conmutativo,

Cllelfy] = Cll="V]][y]
| I3
Cll=lly] — Cll=""V]]]
Puesto que P(z,£(z)) = 0 y £(z) € Cf[z'/V]], entonces ¢(P(z,&(z))) = 0. Con lo cual,

0 = FP(,E) = $(P(z, ¥ ci(a/N))) =
= P(—2, Y al0sNY) = P(~z,70(2))

Luego, 79(z) es raiz de P(—z,y), y ademds N es minimo verificando que 70(z) € C[[z'/"]],
ya que tiene los mismos exponentes que £(z). Dado que P(—z,y) es irreducible y distin-
guido tiene grado N como polinomio de R{[z]][y], y el resto de sus raices son,

mle) = T et ()

i>1

para k=1,...,N — 1 y siendo { una raiz primitiva N-ésima de la unidad. 0

Corolario 3.8 Sea K uno de los cuerpos R((2)), R({z}) o R((2))a ¥ sea P(z,y) € K|y
irreducible y distinguido tal que posee una raiz £(z) € R[[z'/V]] (N minimo). Entonces:
1) Si N es par, P(—z,y) no tiene raices en R[[z'/V]].
2) Si N es impar, P(—z,y) posee ezactamenle una raiz en R[[z'/V]).

Demostracién: Si P(z,y) es irreducible y distinguido en K[y], entonces lo es en R{[z]][y].

Por lo tanto si
(=) =Y cz™/N e R[]

i>1

es raiz de P(z,y), entonces por 3.3 las raices de P(—=z,y) son

“'?k(‘”) = Zci(gck)nezm/h" k= 01 .. °3N -1
i>1
con @ raiz N-ésima de —1 y ( raiz primitiva N-ésima de la unidad.

Denotemos R = {0¢* : k = 0,..., N — 1}, que es el conjunto de las raices /V-ésimas
de —1.

1) Si N es par, R C C\R; ademds, puesto que hemos tomado N minimo, existe ip > 1
tal que NV no divide a n;,. Con lo cual, ¢;,(8¢*)™ ¢ R para todo k= 0,..., N — 1. Luego
ne(z) € R[[z/M}], para todo k=1,...,N — L.

2) Si N es impar, RNR = {—1}. Entonces, existe ko € {0,..., N — 1} con 8¢F = —1
y para todo k # ko, 6¢* ¢ R. Con lo cual, puesto que N es minimo, siguiento el mismo
razonamiento de 1), 7i(z) ¢ R([z'/"]} para todo k # ko ¥ M(2) € R[[='/M]). m|
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Lema 3.9 Sea L una eztension algebraica finita de K (donde K es uno de los cuerpos
R((z)), R({z}) o R((x))aig), con polinomio minimo distinguido P(z,y) € Kl[y|, tal que
P(z,y) posee al menos una raiz en R[[z'/V]], con N = gr,(P(z,y)). Entonces, Spec (L)
posee ezactamente 2 elementos.

Demostracion: Para comenzar senalemos lo siguiente:

1) Spec, (K) = {0%,07}, donde 0% denota el orden que hace z > 0, y 0~ denota el
orden que hace y < 0.

2) L~ cf(K[y]/(P(z,¥))).

Luego, dado un orden 7 de L, su restriccién a K tiene que ser 0t 6 0~. Por lo tanto el
numero de 6rdenes de L coincide con el nimero de extensiones de 0% a [ mas el nimero
de extensiones de 0~ a L.

En general, el numero de extensiones de un orden de un cuerpo a una extensién
algebraica finita, coincide con el nimero de raices del polinomio minimo de la extensién
en una clausura real de este ([BCR, 1.3.7]). Luego utilicemos este resultado en nuestro
caso.

Consideremos (K,0%). Su clausura real, que denotaremos R es:

- El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable z y con coeficientes en R, si
K = R((2)).

~ El cuerpo de series convergentes de Puiseux en la variable z y con coeficientes en
R,si K = R{{z}).

— El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable z y con coeficientes en R,

algebraicas sobre R(z), si K = R((z))a,.

Puesto que P(z,y) € Aly] y £(z) € R{[z'/"]] es una raiz de P(z,y), entonces é(z) € R.
Luego P(z,y) posee una raiz en R si N es impar, y posee dos raices en R si N es par. Por
lo tanto, 0* se extiende a un solo orden en L si N es impar, y se extiende a dos érdenes
si IV es par.

Consideremos ahora (K,07), y el R-isomorfismo ordenado,

$: (K,07) — (K,0%)

zr — —&

que se extiende a las clausuras reales, que denotaremos R’ y R respectivamente, ¢ : R’ —
R.

Con lo cual en los anillos de polinomios obtenemos, haciendo y — y, los siguientes
isomorfismos:

Kly — R

o |3
Kly] — Rly]

Entonces, £(z) € R’ es raiz de P(z,y) si y solo si ¢(£(z)) € R es raiz de P(—z,y).
Luego el nimero de raices de P(z,y) en R’ coincide con el ntimero de raices de P(—z,y)

en K.
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Por 3.4, P(—z,y) posee una unica raiz en R si N es impar y ninguna si N es par.
Luego, 0~ tiene una extensién a L si N es impar, y no se extiende si N es par.

En resumen, si N es impar, 0% y 0~ tienen exactamente una extensién a L; si N es
par 07 tiene dos extensiones a L y 0~ no se extiende a L. !

En el resto de esta seccién denotaremos por K uno de los cuerpos de series R((z,y)),
R{{z,y}) o R((z,¥))ay, o €l cuerpo de funciones regulares X(X) de una superficie X
irreducible. Para estos cuerpos obtenemos una versién particular de Teorema de Trivi-
alizacién que nos aporta toda la informacién sobre las cadenas de anillos de valoracion
compatibles.

Observacién 3.10 Denotemos X(K) el conjunto de abanicos de K. Segin las carac-
teristicas de los anillos de valoracién compatibles con los elementos de Spec (X) obtenidos
en la seccién 2 anterior y dado que todo abanico es compatible con una valoracién de rango
1, se tiene que un abanico F' de K estd completamente contenido en uno de los subespa-
cios Si(K), i = 1,2,3,4, que forman el espectro real de K. Luego, el conjunto I(K) se
descompone en 4 subconjuntos disjuntos, que denotaremos

¥:(K) = {F abanico : F C S5:(K)}, 1=1,2,3,4
o simplemente X; cuando no haya lugar a confusion.
Teorema 3.11 Todo abanico F' de K trivializa segiin un anillo de valoracién de rango 1.

Demostracidn: Sea F un abanico de K, estudiemos F segin el subespacio X;(K) a que
pertenece:

Caso 1: Si F € ¥, UZXs, entonces existe un anillo de valoracién V; de rango 1 y cuerpo
residual R compatible con F. Pero entonces F trivializa segin V; a un abanico formado
por un elemento, ya que R posee un tnico orden.

Caso 2: Si F € £,U %4, entonces existe un anillo de valoracién discreta V) compatible
con F'; luego F induce un abanico F en el cuerpo residual ky, de V;. El cuerpo ky, es de
uno de los siguientes tipos:

1) una extensién algebraica finita de R((2)), R(z) 6 R((z))als,

2) el cuerpo de funciones racionales de una curva algebraica contenida en R™.

En cualquier caso F tiene a lo mas 2 elementos, ya que si ki, es como en 1) su espectro
real tiene 2 elementos y si es como en 2) no existen abanicos no triviales en una curva
(I.4.3). Luego F trivializa segin V;. 0

Proposicién 3.12 Sea V un anillo de valomcwn de rango 1 de K. Entonces:

1) S5i V tiene rango racional 1 y cuerpo residual R, no ezisten abanicos no triviales
que trivialicen seqin V. Con lo cual, E; contiene sélo abanicos triviales.

2) Si V tiene rango racional 2 y cuerpo residual R, existe exactamente un abanico no
trivial que trivialize sequn V.

8) Si V es anillo de valoracidn discreta con cuerpo residual ky real, distinto de R,
cada par de érdenes distintos de ky determina un abanico no trivial de K que trivializa
segin V.



76 III. Descripcion de abanicos

Demostracion: Los elementos de los abanicos F que trivializan segin un anillo de
valoracién V en los casos 1) y 2), son elevaciones a V del orden de R; mientras que si V
estd en el caso 3) son elevaciones de a lo mas dos 6rdenes en ky # R. Pasemos a estudiar el
numero de elevaciones de un orden de kv a V mediante el Teorema de Baer-Krull (I.3.8),
esto es calculando el nimero de homomorfismos de grupos del grupo de valores 'y en Z,.

1) Todo orden de F proviene de la elevacién a V del dnico orden de ky = R. Com-

Por 2.4, el grupo de valores I'y de V es un subgrupo de } que contiene infini-
tos nimeros racionales. Supongamos que existen ¢i,¢2,¢3 € Homgz(T'v,Z,) distintos.
Entonces, existen a1,a2,23 € Ty con ¢i{a1) # ¢2(a1), ¢2(az) # ¢s(a2) ¥ ¢1(as) #
#3(a3). Consideremos G el subgrupo de I'v generado por {a,a3,a3}, entonces ¢; |¢€
HomE(G:Z2)1 coni=1,23,y ¢ JG’?’é é; |G si i 75 3

Por otra parte, G es un subgrupo de Q@ generado por 3 elementos. Supongamos
a; = a/dy, az = efds ¥y a3 = c3/ds (ci,di € Z), y sea d = (dy,d,,d3). Entonces
ay = c1by/d, a; = c3by/d y a3 = c3bz/d para ciertos by, by, b3 € Z. Sea ¢ = {c1by, c3by, c3b3),
entonces es facil comprobar que G ~ (¢/d}Z ~ Z.

2) En 2.7 hemos visto que el grupo de valores 'y o~ Z + mZ, con m € R\ Q. Cada
elemento de Homz(Z + mZ,Z,) esta univocamente determinado por sus valores en 1 y m.
Luego las tinicas posibilidades son:

wr: 1—0 wo: 1 =0 wz: 1—1 ps: 101
m— 0 m—1 m — 0 m — 1

Entonces existen exactamente 4 érdenes distintos de X compatibles con V, luego tienen
que coincidir con los elementos de F', si existe un abanico F' que trivialice segin V.

Construyamos entonces, siguiendo la demostracién del teorema de Baer-Krull (1.3.8),
los cuatro 4rdenes de X compatibles con V, que denotaremos ap,op,as,a4. El anillo
de valoracién V es real, ya que su cuerpo residual es R, entonces existe a € Spec,(K)
compatible con V. De esta forma, a;, s, a3, a4 tienen como cono positivo los conjuntos
P, ,P,,, P,,,P,,, respectivamente, definidos como sigue:

P, ={f e K:(f=0)6 (pi(vo(f)) = 0,a(f) = +1) 6 (pi(»(f)) = L,(f} = -1}

donde i = 1,2,3,4 y v es la valoracién asociada a V definida en 2.7,
Comprobemos que estos 4 6rdenes forman un abanico. Sea f € K\{0}, vo(f) = r+sm,
con s, € Z. Obsérvese lo siguiente:

— ¢1(vo(f)) = 0, con lo cual a;(f) = aff) (en general o, = a). .
— wa(vo(f)) = s(mod.2), con lo cual ay(f) = a(f) si s es par, y ax(f) = —a(f) si s

es impar.

- p3(vo(f)) = r(mod.2), con lo cual as(f) = af) si r es par, y aa(f) = —a(f) sir

es impar.

— 04(vo(f)) = s+ 7r(mod.2), con lo cual ay(f) = of f) si 7+ s es par, y ou(f) = —a(f)

si 7 + 8 es impar.

Estudiemos entonces la tabla de signos de f, segin la paridad de » y s.
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arl(f) | ea(f) | as(f) | aulf) | nazazaq(f)
| alf) | alf) | af) 1
f) | —alf) | —alf) |_al(f) +1
f) | —alf) | of) | —alf) +1
) | _alf) | —alf) | —alf) +1

T ¥ s pares
T ¥ s lmpares

g

g

T par y 8 impar

Q

7 impar y 8 par

Q

(
(
(
(

Luego queda demostrado que F' = {a;, a3, a3, a4} es el inico abanico compatible con V.

3) Por ser V anillo de valoracién discreta su grupo de valores I'v es isomorfo a Z,
luego #{(Homg(I'v,Z;)) = 2. Por lo tanto cada orden de ky se extiende a exactamente
2 6rdenes compatibles con V. Luego si F trivializa segin V y es no trivial, tiene que
inducir 2 érdenes en kyv; con lo cual F estd determinado por un par de ordenes distintos
de ky y posee 4 elementos, construidos como en [.4.4. c

Observacion 3.13 Dela demostracién de 3.12 podemos concluir que no ezisten abanicos
de mds de § elementos en K. Por otra parte el mismo hecho esta probado en I1.4.1 | con
técnicas puramente geométricas en el caso X = K(X).

En conclusién, las cadenas de anillos de valoracién compatibles con los elementos de
un abanico F = {0y, ay,a3,a4} de K son como sigue:

1. Si F € ¥; U ¥3, tenemos

Vo «— K

!
R

siendo Vj el cierre convexo de K en R respecto de a;, para todo 7 = 1,2,3,4. Ademads, si
F € ¥, entonces V, tiene rango 1 y rango racional 1; si F' € X3, entonces V; tiene rango
1 y rango racional 2.

2. Si F € ¥y U Yy, tenemos

siendo V! (resp. V) el cierre convexo de K en R respecto de a; y a3 (resp. az y a4) ¥
V; un anillo de valoracién discreta segiin el cual F trivializa.

Efectivamente, los cierres convexos respecto de los elementos de F coinciden al menos
dos a dos: Dado que los anillos de valoracién contenidos en Vi y compatibles con «; se
corresponden biyectivamente con los anillos de valoracién de kv, compatibles con el orden
inducido por o; en ky, (I. 3.7) y teniendo en cuenta que F induce 2 érdenes en ky;, no
puede haber més de dos cierres convexos distintos en las cadenas de anillos de valoracion
de los a;. Ademas, como cada orden de ky, se eleva a dos de V;, los cierres convexos
respecto de los a; coinciden dos a dos, o coinciden todos.
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Abanicos centrados en el origen

En esta seccién describiremos completamente el conjunto de abanicos de K (= R{(z,y)),
R(z,y) o R((2,y))ag) a través de los invariantes asociados a cada orden en la seccién
1. Conservaremos las notaciones establecidas en las secciones 1 y 2 para los cuerpos de
series.

Proposicion 3.14 Seaa = (1,46, N,£(t),0,w) € S2(K), entonces eziste un tinico abanico
de K gque contiene a a y estd formado por:

oy = (T,é,N,E(t),O,z)

@ = (Ta(-l)N6$ N,E(——t),(),z)
as = (T.6,N,E(t),0, ~2)

ay = (T,(—I)Nﬁ, N,E(——t),(],—z)

Demostracion: Aplicando 3.12 tenemos que un abanico F' que contenga a a estd deter-
minado por las elevaciones a V; (anillo de valoracién discreta compatible con a) de dos
ordenes distintos de su cuerpo residual ky,, uno de ellos trivialmente es el orden inducido
por a en ky,.
Ademas por 2.6 ky, es una extensién algebraica de k, luego aplicando 3.9 existen
exactamente 2 érdenes en ky,. Por lo tanto existe un unico abanico que contiene a a.
Supongamos T = 1, entonces por 1.5 sabemos que

BRI { U0,

define a y por 2.6 que
kv, = cf (___‘f}_[y]_\

(P6z7))7
donde P(z,y) es un polinomio distinguido e irreducible tal que P(z,£(z'/V)) = 0. Sean
@, los dos érdenes de ky, que estan definidos, respectivamente, por los siguientes R-

homomorfismos de ky, en el cierre real R de {K,o0") {ver 3.9 y [BCR, 1.3.7]),

__{x - dz ﬁ{x — §(—1)Na
1y = &= 1y = &—='M)

donde x e y denotan respectivamente la clase de = y la clase de y en ky, .
Un pardmetro uniformizador de V; es P(8z,y), con lo cual por 1.4.4, F esta formado
por o, ay,as, a4 definidos como sigue:

a; : extiende @ y hace P(6z,y) > 0,
ay : extiende 8 y hace P(z,y) > 0,
a; : extiende @ y hace P(éz,y) < 0,
@y : extiende B y hace P(éz,y) < 0.

Comprobemos que T,, = 1 para todo i = 1,2,3,4. Como p,(y/z) = y/x, entonces

existe r € R tal que

~T <a; y <a; T, pata i = 1,3 (resp. para i = 2,4)
z
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si y solo si
—r<az<5r (resp. —r <3 Y< r)
x 8 8
si y solo si
:BI/N _al/N
—r <+ T) Lot T (resp. —r <,+ %((__alz)j-v_x) <ot T)i

luego, basta tomar » € R como sigue:

r>0s1€(t)=00é(t)#0yn >N,
r>e /8| sié(t)#O0ymn, =N.

En lo que sigue podemos suponer T = 1, ya que si es T = 00, una vez hecho el cambio

de coordenadas r — y, y — z y razonando de forma, a.né.loga. obtenemos T,;, = o0, ; para

intercambiar z e y
Consideremos entonces el diagrama,

V1—¢*W1

|7 |»
ko 2 R((1))
donde 1 es el homomorfismo ordenado inducido por ¢ en los cuerpos residuales. Puesto
que t = '/, @ (resp. B) induce, a través de ¥, 0% (resp. 07) en R((£)).
Consideremos (R{(¢)),0"), por Baer-Krull o* se eleva a dos 6rdenes §;,8; de Wy =
R((¢)){[z]](z), como sigue:

B, : extiende o y hace z > 0,
B3 : extiende o* y hace z < 0.

Por 2.2, los érdenes, o} y o, inducidos por 3, y B3, a través de ¥, en Vi, son elevaciones de

@. Ademas o # af, ya que o (P(6z,y)) # ay(P(8z,y)) si y sélo si Bi(P(tV,£(t) +w)) #
B3(P(tN,¢(t) + w)). Comprobemos esto iltimo. Como

P 8(0) +w) = S @ + 5 S, €0

entonces,

BU(P(EY E(t) + ) = o (ap (tN,s(t))) Bi(w) #

ﬁ3(P(tN:£(t) + w))

H

£t (50070 o)

ya que, w = z 6 — z. Con lo cual {of,a}} = {1, 3}
Ahora bien, 3; estd dado por un R-isomorfismo

wi : (R(()((2)), 8:) — R((£))((2))
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parai = 1,3, con ¢1(t) = wa(t) =t y ¢i(z) = z, w3(z) = —2z; que es un endomorfismo de
W,. Entonces, a} y o) estin definidos respectivamente por los R-homomorfismos:

w=p bR { BEZE

Pa(z) = st
a=@3 P K - R{(¢ ;
3=¢3- Y — R{(£))((2)) { PY3(y) = E(t) —w
Luego, salvo reordenacién en ¢ = 1,3 e intercambiando z por y en el caso T = oo,
obtenemos:

a, = (T,S,N,f(t),O,Z)
Q3 = (Ta‘er:'f(t):Us_z)

Consideremos (R((2)),07). El orden o™ se eleva a dos 6rdenes B, y B4 de R((t))[[2]).):

3 : extiende o~ y hace z > 0,
B4 : extiende o~ y hace z < 0.

Anélogamente al caso anterior, si denotamos o} = 1 ~!(8;) con ¢ = 2,4, entonces o, # o
y estas son las dos elevaciones de 8 a V;, luego coinciden con ay y as.

Expresemos §; (i = 2,4) como un R-isomorfismo ¢; de R((t))((z)) que sea un endo-
morfismo de V;:

oi s (RUEN(2)), B — RUDN()), i = 2,4
con @a(t) = @a(t) = B(t) = —t, p2(2) = z ¥ pa(2) = —z. Entonces tenemos expresados
o), y o, con R-homomorfismos 1, y 94, respectivamente, de X en R((t))((2)),

2) = §(—£)V
b=pr vk RN { MO

2) = s(—t)V
bomprvi ko REOES { B0

Luego, salvo reordenacion,

a; = (T,(=1)V6 N,£(~1),0,2)
a; = (Y,(-1)V6 N,£&(-t),0,-2)
Y por construcciéon F = {a;,a;, a3, a4} es el dnico abanico que contiene a a. O

Proposicién 3.15 Sea a = (1,8, N, {(t),m,w) € S3(K), entonces eziste un tnico aban-
ico de K que conliene a a y estd formado por:

a; = (1,6, N,E(t),m,+1)
a = (T8 N,E(t),m,~1)
g = (T,(-I)Né_,N,E(—t),m,—{-l)
oy = (T,('-l)N5,st(—t)am,“1)
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Demostracién: Como a € S3(K) existe un anillo de valoracién V, de rango 1 y rango
racional 2, compatible con «; por 3.12 existe un dnico abanico compatible con V}, formado
por las cuatro elevaciones a;, as, a3, ay del unico orden de ky, a V; segin los homomor-
fismos de su grupo de valores en Z,. Luego a € F.

Supongamos T = +1, entonces y/z € V}, puesto que V; es el cierre de R en K respecto
de a. Pero V; es también el cierre convexo de R en K respecto de «a;, para todo ¢, con lo
cual T,, = +1. Anilogamente si T = co entonces T,; = oo, para todo 1 = 1,2,3,4. Por
lo tanto T,, = T.

Entonces, salvo un cambio de « por y, podemos suponer T = +1 y en este caso « esta
dado por un R-homomorfismo

B K - R(( ) {"’ﬁ )28+ i

con £(t) = YL, cit™ € R(t)tal que N < my < -+~ < ny, (N, nyq,. n,)—lywe{l -1}
Siguiendo la demostracwn de 2.7 tenemos el 51gmente dlagrama conmutatlvo

V—~W0

\/

donde W, = R[[¢,t™]](y ¥ p(G(t,t™)) = Fi(0 ) con Fy(t) = F(t,t™).

Ademas el grupo de valores de W es también Z + mZ. Con lo cual, anilogamente a
3.12, en R((¢,¢™)) tenemos exactamente 4 drdenes §; (i = 1,2,3,4) compatibles con Wy,
que se corresponden con las cuatro elevaciones del iinico orden de kw, = R, segin los
homomorfismos ¢; (1 =1,2,3,4) de Z + mZ en Z, y estan definidos como sigue:

By : hacet>0yt™ >0,
B2 : hacet>0yt™ <0,
B3 : hacet<0yt™ >0,
By : hacet<Oyt™ <0.

Por 2.2 sélo hay que comprobar que los érdenes {a/}]_; inducidos por {8i}}, en ¥
através de 1 son todos distintos; ya que entonces {ai}l, = {a;}%.,. Luego, salvo reor-
denacién podemos denotar estos ordenes por «;.

En efecto, sea P(z,y) € K|[y] distinguido e irreducible tal que P(t",£(t)) = 0. En-

tonces,

o= 1 (s~ Eetcrenr)

con ( raiz primitiva N-ésima de la unidad. Luego,

vo(P(62,y)) = ord, (Iﬁl (z’: cit™ + wt™ — i:Cf(Ck)"‘t"‘)) =

k=0 \i=1 =1

= Nf ord, (i(c,- - a(¢F)m e + wt'") =m+q

k=0 =1
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donde g € Z es una combinacion de N,n,,...,n,. Con lo cual,

o (P(bz,y)) # aP(bz,y))
ag(P(Sz,y)) # ou(P(éz,y))

" Ademas si N es impar,

a(z) # as(z) , ai(z) # au(e)
ar(z) # ox(z) , aalz) # ou(z).

Y si N es par, como (N,n,...,n,) =1, sea jo = min{j = 1,...,5: n; es impar}, luego si
denotamos ng = N se tiene que ng,...,nj_, son pares. Sea Q(8z,y) € K[y el polinomio
distinguido e irreducible tal que Q(¢", T2 ¢;t™) = 0, entonces si d = (N,ny,...,nj_1)
se tiene

k=0

Qz,y) = l_I (y _ J-D_Z_l c'.(-nk)n;.zn.-/:v)

donde N’ = N/d, n! = n;/d y # es una raiz primitiva N'-ésima de la unidad. Entonces,

a
=1 =1

k=0

N1 Jo—t1
r(Q(8z,y)) = Z ord, ( ct™ + wt™ — Z c;(ck)“ft"‘) =mn; +b

donde b € Z es una combinacién de N,n,,...,n;,_1, luego es par. Con lo cual se tiene
también

a1(Q(6z,y)) # a3(Q(8=,v)) , (Q(8z,9)) # au(Q(82,))
a(Q(6z,y)) # as(Q(éz,y)) , (Q(fz,y)) # as(Q(bz,y))-

Ahora bien, cada orden §; (i = 1,2, 3,4) de R((¢,t™)) esta definido por un homomor-
fismo en R((¢,4™)) con el orden B, como sigue:

pi : (R((£,£™)), B:) — (R((¢,£™}), 1)
{ p(t) =t { pa(t) = ¢ { pa(t) = —t { pa(t) = —t

plEm) =tm L palt™) = —tm | palt™) = ¢
Entonces, para 1 = 1,2,3,4 los homomorfismos
Yi=pi- P K — R((,t7))

definen «;. En concreto,

{ ¥i(z) = 6t { Po(z) = 6t"

~i(y) = &(¢) + wt™ Pa(y) = €(¢) — wt™

{ Pa(z) = 6(—t)" { Pa(z) = §(—t)"
Hi(y) = €(—t) + wt™ Pi(y) = é(—t) — wt™

Con lo cual se tiene el resultado. 0
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Observacién 3.16 Un orden a de S4(X) estd determinado por su restriccién a R(z,y),
que es un elemento de Sy;(R(z,y)) centrado en el origen. Ademds, ambos ordenes tienen
la misma descripcién explicita.

Sea a € 5,(K) y sigamos denotando « su restriccén a R(z,y). Entonces tenemos:

1. La cadena de valoraciones de R(z,y) compatibles con a es,
Vi = W < Ky

lvi lpi

R <« R(w?)
donde V/ = VN K(y),i.= 0,1. Ademds, V{ es un anillo de valoracién discreta cuyo ideal
maximal se contrae al ideal maximal del origen en R[z,y] y kv, = kv, (ver 2.9).

2. Existe 7 € R(z,¥) que es pardmetro uniformizador de V; y V/ (2.10).

3. Todo abanico F de R(z,y) tal que a € F se extiende a un tnico abanico F de
K tal que a € F. En efecto, ya que ky, = kv, y un abanico de K (resp. R(z,y))
esta determinado por 2 érdenes distintos en su cuerpo residual (3.12). Ademds, como
7 € R(z,¥) las 2 elevaciones de un orden 7 de ky; a V] se extienden a las dos elevaciones
de v a V.

En la demostracién de la siguiente proposicién trabajaremos sobre R(z,y). Ademads,
teniendo en cuenta lo anterior, utizaremos indistintamente las notaciones para K y para

R(z,y).

Proposicién 3.17 Sean a = (1,5, N,¢(t),m,w) € Si(K) y F = {o1, 0,03, 4} un
abanico. Entonces a € F st y sélo si F es de uno de los siguientes Lipos:
(1) Sié(t) =0 y N =m =1, entonces

;. = (T,&,I,O,l,w)
ay = (T',E,l,ﬂ,l,v)
az = (T,-5,1,0,1,~w)
ay = (T',—5,1,0,1,—-1))

conveE{z+a,—z+aleensiT =1, vE{z,~2}siT =c0oyv#wsiT =T.
(2) St E(t) #0 6 £(t) =0 con N < m, entonces
a) Sid={(N,n,,...,n,) es tmpar,

a; = (T,8 N,E(t),m,w)
a; = (1,8 N,E(t),m,v)
a3 = (T,(—l)Nﬁ, N!ﬁ(—t))m$(_1)mw)
a; = (T,(=1)V6 N, é(—t),m,(—1)"v)

conv € {z+a,—z+a,1/z,—1/2}een, v # w.
b) Sid = (N,n,,...,n,) es par,

a; = (Y,8 N,E(t),m,w)
a; = (T,8,N,¢(t),m,v)
a; = (T,8 N,E(t),m,—w)
(Ta 6': N, 8’(t)1mr _v)

QR
&
|
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coné =6 Et) =€) yv e {z+a,~2+a,2,1/2}aena>0 (v # W, v # —w); 0 bien
§ = (=1)Vdg, ¢'(t) = {((—l)lfdt) yve{z+a,—z+a,—2,—1/z}aen a0

Demostracién: Por 3.12, como a es compatible con un anillo de valoracién discreta V;
de cuerpo residual ky, real distinto de R, un abanico que contenga a a estad determinado
por las dos elevaciones del orden & que induce a en ky, (cuerpo residual del anillo de
valoracién V; de rango 1 compatible con a) y las dos elevaciones de otro orden B (distinto
de @) de ky,. Luego, para tener el resultado basta obtener todos los abanicos asi descritos.

Para ello determinaremos para cada 3 € Spec,(ky,) sus dos elevaciones a ¥}, a partir
de los invariantes de a.

(3.17.1) Sean B, 8; € Spec,(K) las dos elevaciones de B a V. Entonces Tg, = Yg,, que
denotaremos por T3, tiene los siguientes valores:

a) Sié(t) #06¢t)=0yN<m, Tz=T.

b) Sié(t) =0y N =m, entonces Tg=T st y sélo s T =1 y B # +o0o, —o0, o bien
T=oyfB=0% 0.
Demostracién: Salvo un cambio de z por ¥ podemos suponer T =1 y « definido por el
R-homomorfismo,

P(z) = st

Entonces, el anillo de valoracién discreta Vi compatible con o estd dado por el lugar

p1 : K = R(w?) U {00} definido por, pi(f(=,¥)) = p- ¥(f(=,¥))-
Sea B € Spec,(R(w")), entonces B, : R(w?) — RU {oc0} un lugar asociado al cierre

convexo Vs de R en R(w?) respecto de a, esta definido como sigue:

c si E =ct b6c”
Do(w?) ={ +oo i B = +too
—o00 siffi=-o00

Asi, po =B, - P1 : K — RU{oc} es un lugar asociado al cierre convexo V? de R en K con
respecto a 3, y a 3.

vZ = Vo= K

[” l Py
Vi —(R(uw?),B)
B

R
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Con lo cual las cadenas de valoraciones compatibles con 8; y B, coinciden: Luego
Tps, = Tg,, ya que solo depende de B. Calculemos T = Tg = Yg,, segiin el B escogido:

po(y/z) = Bo pi(y/z) =P p((£(t) + tw)/6t7) =

Po(bw) sié(t)=0yN=m=1
Po(c1/8) sil(t)#0y N =n,
ﬁo(o) Sif(t)i‘éoyN<n16£(t)=0yN<m

Luego, supuesto T = 1 tenemos que para todo B € Spec, (R(w?)), Tz = oo si y sélo
sié{t)=0, N=m =1y 8 = 400 6 —oco. Supuesto T = oo trabajando analogamente
y teniendo en cuenta que en este caso N < n,, obtenemos Tz = 1 si y sélo si £(t) = 0,
N=m=1yB8#£0"60". O

(3.17.2) Observacién. Consideremos la restriccién de a a R(z,y). Como hemos indi-
cado en la observacién 3.16 conservaremos las notaciones de K al restringirnos a R(z,y)
y sea Wy = R(z)[t] .

i 2 W

| 7 |7

R(wd) -2~ R(z)

Supongamos que 3 se extiende a través de ¥ a B en R{(w). Sean 81, 3} las dos elevaciones
de B’ a W, es decir,

B; : extiende B’ y hacet > 0

B35 : extiende F y hace t <0

Si ~1(B]) # %~'(8B,), entonces las dos elevaciones $;,3, de B a Vi coinciden con
»71(B!),¥ 1 (B,). Ademis, en este caso, la construccién no depende de la extensién g
elegida ya que 3 tiene exactamente dos elevaciones a V;. Veamos que !(f;) es distinto
de ¥ '(3,). En efecto, sea T un pardmetro uniformizador de V; (existe un tal = por 2.10).
Se tiene que ¥(7) € R(z)[t]) es es tal que ¥(7) = tu(t, z) donde u(t, z) es una unidad de

Wi. Luego, ¢~'(8))(7) # 47 (B:)(7). o
(3.17.3) En las hipdtesis de (3.17.2), daremos una descripcion de B1,3; supuesto T3 = T1:

Dado que en un cuerpo de funciones algebraicas de una variable todos los 6rdenes son
equivalentes mediante isomorfismos del cuerpo. Sea

é: (R(w),B) — (R(2),0%)
el isomorfismo ordenado que trasforma B en R(w) en 01 en R(z) que estd definido por

z+c siﬁ"zc+
duwyo | e SE=c
T 1/= siB = +oo

~1/z sl g =-c
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Consideremos para 7 = 1,2 los isomorfismos
¢i : R(t, z) = R(2,2)

definidos por ¢:(t) = t, $2(t) = —t, ¢1(w) = ¢s(w) = d(w).

Comprobaremos primero que ¢;{W;) = W;. Para ello basta ver que ord;(f(z,t)) =
ord(¢:(f(z,t))), para todo f € R(¢,2)\ {0}: Sea f(z,t) = fi/f2, con fi,f, € R[t,w],
ord,(f) = ord,(f1) — ord¢(f2). Luego supongamos f € R[t,w],

fltw) =3 awjttw’
gk

y sea | = ord,(f(¢,w)). Entonces,

para todo k < ! Z akjwj =
J

para kj =1{ Zak,-wj #0
3

Asi, a;; = 0 para todo k < ! y existe 3 con ai; # 0.
Denotemos €, = 1, £, = —1, entonces

¢:(f(t,w)) = Xk: axi(e ot (H(w))

y como €; = £1 y ¢ es un isomorfismo de R(w), tenemos

ar; = 0 para todo k <! = paracadak <! Zakj(e.-)k(g(w))j =0
i

a;; # 0 para algun j = para k=1 Z ari(e:) (S(w)) #0

7

Con lo cual ord,(#:( f(t,2))) =L

Obsérvese que B} y (3, inducen a través de ¢, y ¢;, respectivamente, el mismo orden
en R(t,z) C R{(¢,z)), éste es el orden que extiende z > 0 con t > 0.

Con lo cual si T3 = T podemos dar 3;,53; como en 1.5 por los R-homomorfismos

Y1,%2 1 K — R((2,1))
donde v¥; = ¢; - ¢ (1 = 1,2). Por lo tanto,
B = (T:‘S:N,{(t))m!g(w))
ﬁﬂ = (T,(—l)NE,N,f(—t),m,(—l)ma(w))

Trataremos a parte los casos en que Y5 # T (caracterizados en (2.17.1)). Dado que,
aunque podemos aplicarles todo el razonamiento anterior, los invariantes de los 8;’s que
se obtienen no guardan las relaciones establecidas en 1.4. g
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Pasemos.entonces a determinar los abanicos que contienen a . Para ello calcularemos
las elevaciones 3,,43; de un B € Spec,(R(w9)) 2 V1.

Caso 1: {(t) =0y N=m=1.
En este caso d = 1 y trivialmente todo orden de ky, se extiende a R{w).
- Supongamos Tz = T:
Por (3.17.1), T =1, B € {et,c }eem, 6 T = 00, B € {0%,07}; y por (3.17.3), ¥ = 1 - ¥
y 2 = ¢, - ¢ nos dan respectivamente 3, y 8;. Luego tenemos
(IIIS) ﬁl = (1,5,1,0,1,1})
BZ = (1$ _& 1,0, 1: _'U)

con v € {z + ¢,—z + c}een, 0 bien tenemos

(I11.5) B = (00,81,0,1,v)
ﬁ? = (007_6)1:0:1:_U)

con v € {z,—z}.

—Supongamos T3 # T:
por (3.17.1), Y =1, B € {4+00, —0},6 T = 00, B € {c*,c™ }cen- Sea entonces

w: K- K

el R-endomorfismo dado por ¢(z) =y, ¢(y) = z. Veamos que (Vi) = Vi:
Para ello basta comprobar que »(f(z,y)) = n(e(f(z,y))), para todo f € A\ {0}.
Podemos suponer Y = 1, salvo un cambio de z por y. Sea entonces f(z,y) = ¥, a;;z'y’ €
Ay sea

= (f(z,9)) = ordu( (8t tw)).

Como f(6t,tw) =3;; a;;(6t)(tw) = ¥ a;;8'w/t't?, tenemos que

Z a;jEiwj =0 para todo s <!
+y=49
z a;jéiwj 7& 0
i+3=t
Por lo tanto a;; = 0 para todo 1,5 tal que ¢ + 7 < I, y existe i,5 con 1 + j = | tal que
a;; # 0.

Por otra parte

n(p(f(z,y))) = ord,(f(tw,8t)) = ordt(z a.,-,-&jw"t‘-“)

i
Y como,
ai; =0paratodoi+3<!{ = > a;;6’w' =0 para todo s < {
t+j=9

ai; #0paraalgini+j=1 = Y a;&w' #0
4=l
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tenemos v (p( f(z,y))) =1

En consecuencia, ¢ transforma 3, 82 en otros dos 6rdenes v,,7; de K compatibles con
Vi y que dan el mismo orden ¥ en su cuerpo residual. Sea @ : ki, — ki, el automorfismo
inducido por ¢ en el cuerpo residual de tal forma que el diagrama

W — W
lﬂl B lp:
R(w) = R(w)

sea conmutativo.
Como p,(é(y/z)) = w, se tiene

Pw)=p -p (5%) =p (65) = (65—12) = %

0+ §T =1,
- sT=1,
(1/e)r siT=o00,f=0¢c
(1/e)” siT=o00,8=ct

Entonces 4,9, estan en las hipotesis del caso anterior, con lo cual estan definidos por @,

y ®; como sigue:
{ $,(z) = 6t { $,(z) = —6t

Luego,
+o00

-2
I
@l @l
Il

con v € {z,—z}; o bien por

RArRA bR

conv € {z+(1/c),—z+ (1/c)}cen.

Asi, ; = @, - y ¥o = ®, - ¢ determinan A, y 3, respectivamente. Por lo tanto
obtenemos los mismos pares 3, 0; de la expresion IIL.5.

Luego el par que induce el mismo orden en ky, y contiene a a es

B = (1,61,0,1,w) =«
B, = (Y,-6,1,0,1,—w)

Un abanico F' que contenga a a es de la forma:

a; = (7T1,61,0,1,w)
a = (1,6,1,0,1,v)
a; = (7,-46,1,0,1, —w)
a = (T',-6,1,0,1,—v)

conveE{z+ec,—z+c}siT=1ve{z,-2}siT =c0yvF#Fwsi T =T.
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Caso 2 a): £(t}) #006 £(t) =0y N <m, con d impar.
En este caso cada orden 8 en R(w?) se extiende a un tdnico orden B en R(w), de la
siguiente forma:

_ (42 siB=et
A o (o sif=c
A - +oo sif=+4x
—o0 sif=—-o0

donde /c es la tnica raiz d-ésima real de c.
Ademds, por (3.17.1), T3 = T, luego podemos aplicar (3.17.3) y tenemos

ﬂl = (Ta 6: Na E(t)smra(w))
B (T,(=1)"8, N, &(~t),m,(~1)"§(w))

donde,
z+ e sif=ct
- —z+ e siffi=c
Hw) = 1/2 . =t
—1/z sig = -0

Asi, el par que induce el mismo orden @ en ky, y contiene a a es

ﬂl = (T,E,N,f(t),m,w):a
B = (Y,(-1)"6 N,&(~t),m,(-1)"w)

y, como la aplicacién de R en R que transforma ¢ en c¢? es una biyeccién (d es impar),

cualquier abanico F' que contenga a a es de la forma:

a; = (7,8 N,E(t),m,w)

= (1,8 N,E(t),m,v)

az = (T,(-1)"6 N, €&(-t),m,(~1)"w)
= (T

,(=1)78, N, ¢(=t),m, (—1)"0)

Q)

ay

conv € {z4+a,—2+a,1/z,-1/z}aer, v # w.

Caso 2 b): £(t) #06 £(t) =0y N <m, con d par.
En este caso tenemos dos posibilidades:
(i) Supongamos B € Spec,(R(w )) tal que B(w?) = +1.
Entonces 8 € {c*,c™,0%,+00}c50 ¥ B se extiende a R(w) de dos modos diferentes como
sigue:
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_ (Vo) 6 (-6 sif=ct
A oL (e 6 (¢ sB=c
e i b= 0t 6 0~ si B =07
400 6 —oo0 siff=400

donde /c es la raiz d-ésima real positiva de c.
En este caso T = Tg, luego podemos aplicar (3.17.3). Dado que la construccién

(3.17.3) no depende de la extensién de 3 elegida, tomemos como B los elementos de la
primera columna.
Como d es par y (d,m) =1, N,n,,...,n, son pares y m es impar. Por lo tanto,

B = (T:‘SaN,f(t),maa(w))
ﬁ? = (TrésNﬂf(t)vma_a(w))

donde,
z+ e sif=ct
I _ —Z+\d/6 Sia:c“
Hw) = z si 8 =0t
1/z si B = +oo

Obsérvese que si hubiesemos elegido la segunda columna para F tendriamos 3,,5; cam-
biados de orden.

Teniendo en cuenta que para todo ¢ € R positive, existe un dnico a € R positivo tal
que a? = ¢, el par que induce el mismo orden @ en ky, y contiene a a es

B = (1,8 N,E(¢),mw)=a
B = (Y, N,E¢),m,—w)

y cualquier par de érdenes que induzcan el mismo 3 en kv, en nuestras hipétesis son:

JBI = (T,S,N,f(t),m,v)
,82 = (T,é,N,E(t),m,—v)

conv € {z+a,—z+a,z,1/z}..0.

(i1) Supongamos B € Spec, (R (w")) tal que Blw?) = —1.
Entonces 8 € {c*,c™,07, —00}.<n y B no se extiende a R{w).

Para poder aplicar (3.17.3) modificaremos convenientemente ¥ a fin de obtener un
lugar equivalente a p; que nos permitira trabajar como en los casos anteriores.

Podemos suponer T = 1, ya que como Tz = T, intercambiando el papel de z e y se
sigue el mismo proceso en el caso T = oo.

Restringiendonos a R(z,y), es ¥(R(z,y)) C R(t% ¢"w) como subcuerpo ordenado de

R(t,z). Sea, B, = Wi N R(t%, t™w), por (2.9.2) tenemos que kp, = R(w?).
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Consideremos ahora el siguiente automorfismo de R(t?,t™w):

B(td) = (—1)#ed

TR M w) — R(td,tmw); { F(tmw) = (—1)Mmw

donde Ad + pm = 1.
Comprobaremos que ¥(B;) = By, con lo cual podemos definir ¥ : R(w?) — R(uw?)

del tal forma que el diagrama
¥

By, — B
b
R(w') =~ R(w")

sea conmutativo. En efecto, basta ver que ord, (H(td tmw)) = ord,(¥(H(t%,t™w))) para
todo H € R4, t™w]. Sea :

td M Zakj td tm J _ Z ax; tdk+mjwj
k.j

y supongamos ord,{ H(t?,t™w)) = I. Entonces

Z akjwj =0

dk+mj<t.
Z akjwj ;\é 0

dk+mj=i
Luego, a; = 0 para todo k,j tal que dk + mj < l y existen (k,j) tal que dk +mj =1,
con ag; # 0.

Como,
T(H(t, t"w)) = E% 1 (- 1) ) =
- Zakj(_l)uk+a\1tdk+mjwj
k.3

tenemos

a,k,- = para tOdO dk -+ m] < I = Z a,kj(—]_)“k+'\jwj = 0
dk+mj<!

ay; # 0 para algun dk +mj =1 = 3 apj(—1)EFMw? £ 0
Con lo cual ord,(¥(H(t?, t™w))) =1
Como pg(tmw)d/(td)"‘) = wd, el isomorfismo ¥ : R(w?) — R(w’) que cierra el dia-

grama esta definido como sigue:

¥(w) = p-‘I’(%n;;—,,),d) =
Agm d
(e -

(_I)Ad-I-um d _ _wd



92 III. Descripcién de abanicos

Asi, tenemos en R(w?) el orden 7 dado por,

ot sif=0"

-, -} sif=et

=@ =4 (19, 1517
+o0 sif=-m

con ¢ < 0. Y el siguiente diagrama,
i = B - B S W,

|~ |7 | | |»
(R(w?), B) = (R(w*),B) -2~ (R(w),7) & R(2)
Consideremos el homomorfismo ¥’ : R(z,y) — R(t, 2) definido como ' =i - ¥ - 4:

V(o) = §(-1)MDuN

P@) = a1 g (1

i=1

y el lugar p! : Vi — R(w9), dado por p| =7-¥ -9 -p1, que es equivalente a p;. Entonces,
las dos elevaciones de ¥ a V; a través de p}| coinciden con f,5;; ademas, el diagrama

i 2w

es conmutativo y 7 se extiende a R(w). Luego estamos en el caso (z) anterior.
Como d es par, m impar y Ad + um = 1, entonces g es impar. Con lo cual, tenemos

Bi = (X, (1) N, &((—1)"/4t),m, (~1)$(w))
By = (X, (1M, N, e((—1)Y), m, —(—1)"$(w))

donde .
z si 8 =0"
<y | mz+Y=c sif=ct
o(w) = z4 /=c sif=c
1/z si8=—c0

Asi, el par de 6rdenes compatibles con V; que inducen B (en nuestras hipotesis) en ky,
son '

Bi = (X,(—1)M4, N,¢((-1)"/t),m,v)
B = (T,(-1)"/%6, N,£(—1)"t),m,—v)

donde tomaremos por convenio v € {z + a,—z + a,—z, —1/z}aco.
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En consecuencia, dado « en el caso 2 b), un abanico F' que contenga a a es de la
siguiente forma:

a; = (T:&Nag(th:w)
O3 (T,&’,N,E'(t),m,V)
Qs (TsJ:Naf(t)’m: _w)
oy = (T35’$N3£’(t)am, _U)

donde & = 8, () = ) yv e {z+a,—2+a,z 1/z}a>0, v # w, v # —w; o bien,
& :( )NM& £'(t) = &((— 1)]/dt) yve{z+a,~z+a,—z~1/z}eco. a

Una vez que hemos establecido, a partir de los invariantes de a, los invariantes de los
elementos de cualquier abanico F' que contenga a a, pasaremos a definir invariantes que
caractericen cada abanico de X.

Notacién 3.18 Sea V un anillo de valoracién real de X, denotaremos
Sy = {a € Spec,(K) : V es compatible con a}

Observacién 3.19 Sea V un anillo de valoracién real de X de rango 1 y sea a € Spec,(K)
compatible con V. Si #(Sv) > 4, entonces

Sv=UF
acF
con lo cual, segiin los resultados anteriores #(Sv) = 4 6 oo.

En efecto, sea F un abanico tal que a € F y sea B € F, entonces 3 es compatible
con V, luego B € Sv. Reciprocamente, sea 8 € Sy y sea 3 (resp. @) el orden inducido
por 3 (resp. a) en ky. Si kv = R entonces a = B y puesto que #(Sv) > 4, V tiene que
tener rango racional 2 (ver 2.1) y el unico orden de R se eleva exactamente a 4 ordenes
en V, que ademés forman un abanico F' (Proposicién 3.12.) tal que a,3 € F. Si kv # R,
entonces V es un anillo de valoracién discreta y B (resp. @) posee dos elevaciones S, 5,
(resp. al,az) a V, una de las cuales es 3 (resp. @). Si @ # B, F = {a1,81,a2,08:} es un
abanico; s1 @ = ﬂ, todo abanico que contenga a a contiene a 8 (Proposicién 3.12). En
cualquier caso B € F, donde F es un abanico que contiene a a.

Definicién 3.20 Una clase de parimetrizacién reducida en K es un elemento T del con-
junto cociente C = C/.., donde C es el conjunto de pares

c= b'tM,g(t Zc, t™)

121

donde § € {-1,+1}, 0 < M < m; < ma < ... con (M,m,...,m;,) = 1, para algin
io, ¥y D eg™M ¢ Riiz'/M]] es algebraico sobre K (es decir, c es una parametrizacién
irreducible de una rama de Puiseuz de una curva en K); y donde ~ es la relacion de
equivalencia siguiente:

(8, €(1)) ~ (8",€(1)) & M =M, 8 =(-1)"5 €(t) = &(-1)
Si £(t) € R[t] diremos que T es polinomial.
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Definicién 3.21 Definimos R como el conjunto de las f-uplas, p = (T,€,d,m), donde
T € {0,l,0},€€C,d€Zy, me Z,U{0}U(R\Q), con (d,m) =
verificando:

sim € Z+,

1) Sim € R\ Q entonces d =1 y T es polinomaal.
2) Stm = 0 entonces d = 1.
3) Sim € Z, entonces T es polinomial y dm; < m, para todo 2.

4) St T = oo entonces M <mq si§(t) #0 6 d < m si{(t) =0 (en particular, en este
caso m # 0).

(5) T=0siysdlosi M=d=m =1yt =[t,0]

— o —

Teorema 3.22 El conjunto V de anillos de valoracion real V de K, de rango 1, tal que
#(Sv) > 4 estd en biyeccion con el conjunto H.

Demostracion: Sea n:V — R la siguiente correspondencia:

dado V € V, tomemos & € Sy y sea o = (T,8, N,£(t) = 3. cit™, m,w) como en 1.5.
Tomemos
{ 0 sié(t)=0yN=m=1
Ty =
T en otro caso

P 1 sim=06meR\Q
N (Ny,ni,...,m,) simeZi\Q
T = {6tNMd gt/ )]

Entonces, (V) = (Ty,t,d, m).

Comprobemos que 7 esti bien definida: sea o # a otro orden compatible con V
y supongamos o« = (T%,6&,N',£'(t),m',w’). Denotemos por 7/(V) = (Y',T,d',m’) el
elemento de R asociado a V como arriba partiendo de a'. Por 3.19 existe un abanico F
tal que a,a’ € F', entonces:

1) Si V es un anillo de valoracién discreta cuyo cuerpo residual es una extension finita
de K, se tiene por 3.14 que

o =(T,8,N,£(t),0, —w)
o bien
o = (T,(—=1)"6,N,¢(—t),0,v) con v € {z,—z}
en cualquier caso Ty = T} = ¥, d =d =1, m =m = 0y T =T, ya que

(—)V8t™, £(—)) ~ (66, £(1)), ¥ por lo tanto 7(V) = 7/(V).
2) Si V tiene rango racional 2, por 3.15,

a = (T,8 N,E(t),m, —w)

o bien

o = (T, (_1)N5$ N:E(“t):m!'u) con v € {13 _1}
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analogamente al caso anterior Ty =T, =T,d=4d =1, m =m' y € =¢. Por lo tanto
W(V) = (V).

3) Si V es anillo de valoracién discreta con cuerpo residual el cuerpo de funciones
racionales de una curva algebraica, por 3.17 tenemos los siguientes casos:

a) Sié(t) =0y N =m =1, entonces

o =(71,61,0,1, —w)

o bien
o =(1',8,1,0,1,v) con & € {§,—6}
veE{z,~z} si T/ =400
ve{z+ta,—z+aleen si T =
Entonces Ty = T, =0,d =d', m = m/, y como (6t,0) ~ (§'t,0) tenemos ¢ = ¢, luego
n(V)=n'(V).

b) Si d es impar, y £(t) # 0 6 £(t) = 0 con N < m, entonces
o = (1,8 N,E(t),m,v)

o bien

o = (T,(=1)"§, N, &(~t), m,v)

con v € {z+a,—z+a,1/z,—1/z}aep. Luego Ty = YTy = T, d=d, m=m'y
(5tN/4 £(t1/9)) ~ ((—1)N6tN/4, ¢(—t'/)). Observar que al ser d impar N y N/d (resp. n;
y n;/d) tienen la misma paridad, con lo cual c =¢ y (V) =#'(V).

c) Si d es par, y £(t) # 0 6 £(t) = 0 con N < m, entonces

a = (1,6 N,¢(t),m,v)

o bien
o = (T,(-1)", N, ¢((-1)V/),m,v)

conv € {z+a,—z+a,1/z,—1/z};¢cz. Andlogamente a los casos anteriores se tiene
n(V) = (V).

En resumen, como se queria, 7 : V — R es una aplicacién. Comprobemos que es
inyectiva y sobreyectiva.

Sea (T,%€,d,m) € R, veamos que existe V € ¥ con n(V) = (T,T,d,m). Supongamos
T = [¢5tM,}:,- c;,t™] y consideremos

o= (7,8, dM,Ec;tdm‘,m,ﬁ) si T 5 0, con w elegido segun 1.4
— 1 (1,6,1,0,1,2) siT=0

Sea V el anillo de valoracién de rango 1 compatible con o; (V) = (T,¢,d, m).

Sean Vi,V € V tales que 5(V;) = n(V,) comprobaremos que V) = V,. Pongamos
n(Vi) = 9(Va) = (T,%,d,m) siendo © = [6t™,£(t) = Lcit]"]. Consideremos o =
(Ty,61, Ny, é1(t), my, wy) (resp. oz = (T2, 62, Nz, €2(t), m2, wa)) compatible con V; (resp.
V. }; entonces, segin la definicién de 7, tenemos:
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-T1=T,="TsiT#0.

- dy = (Ny,exp(&)) = d, dz = (Np,exp(€2)) =d y my = my = m.

- (5N g (89)) ~ (6tM, T cit™), entonces Ny = dM, & € {6, (-1)M6} y
E(tY) € {Tet™, T ci(—1)™t™}. Andlogamente tenemos estas igualdades para
a; sin mas que cambiar el subindice 1 por 2.

De lo cual concluimos que existe un abanico F tal que oy, a; € F, y entonces V; = V5.
Luego n es una biyeccién entre V y R. O

Observacién 3.23 Un elemento o € Spec,(K) puede ser representado también por uplas
del tipo
(1, (&N, £()), m,w)

que recogen los mismos invariantes de 1.4. Obsérvese que en 3.22 hemos caracterizado
s0lo los anillos de valoracion de rango 1 de K segun las cuales trivializa un abanico F
no trivial, esto es, todos los anillos de valoracién reales de rango 1 excepto las de rango
racional 1 con cuerpo residual R. Sin embargo, admitiendo en la definicién del conjunto
C (3.20) series con exponentes racionales podemos dar estos invariantes para todos los
anillos de valoracién de K de rango 1.

Ahora bien, identificando cada anillo de valoracién V con su upla (T,<,d, m) corres-
pondiente, tal y como hemos trabajado en la demostracién de 3.22 podemos dar todos los
ordenes compatibles con V. Para ello basta elegir los distintos representantes de la clase
de parametrizacién T y dar a w los valores permitidos por 1.4 segin los invariantes de V,
que trivialmente son un subconjunto de los invariantes de a.

Definicién 3.24 Sea © € C una clase de parametrizacién reducida en K, llamaremos
representante candnico de € al elemento ¢ = (5tM,E,-21 et™) € C de la clase T verif-
icando que ¢;, > 0, donde denotamos ¢, = §, my = M e 15 = min{i > 0 : sign{c;) #
sign((—1)™c)}.

En otras palabras, si c es el representante candnico de €, entonces c es, entre los dos

elementos de la clase €, aquél que tiene positivo el primer coeficiente distinto entre ambas
parametrizaciones.

Observacion 3.25 El representante canonico ¢ de una clase de parametrizacion € esta
bien definido: siempre existe i3 en las condiciones de la definiciéon 3.24. En efecto, para
toda parametrizacién ¢ = (§tM, ¥, c;it™ ) existe j > 1 tal que (M, m,,...,m;) = 1.

Notacién 3.26 Sea ¢ = (8tM 3,5, c;t™) el representante canénico de una clase de
parametrizacion ¢, denotaremos por —c el otro elemento de la clase, esto es

—c = (5(""1)MtM: E(“l)m"citm‘)

Dado un entero d > 0 denotaremos c?,

¢t = (6th,z c,'tdm‘)

>1

Andlogamente se tiene (—c).
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Teorema 3.27 1) Un abanico F' € Ey(K) estd univocamente determinado por un anillo
de valoracién discreta real V, cuyo ideal mazimal interseca ¢ A en un ideal primo de
altura 1.

2) Un abanico F € L3(K) estd univocamente determinado por un anillo de valoracion
real V de rango ! y rango racional 2.

8) Un abanico F € X4(K) estd univocamente determinado por (V,{u,u'}), donde V
es un anillo de valoracidon discreta real cuyo ideal mazimal se contrae al ideal mazimal de
Ay{uv,v}C{z+a,—z+a,1/z,—1/2}aen con u # v'.

Demostracién: 1) Por 3.12 un abanico F' compatible con un anillo de valoracién discreta
V tal que su ideal maximal se contrae a un ideal primo de altura 1 en A estd formado
por 2 érdenes distintos de ky; ademads ky tiene exactamente 2 6rdenes, luego F es unico.
Reciprocamente, un abanico F € E,(K) trivializa segin un anillo de valoracién discreta
en estas condiciones.

2) Es inmediato por 3.12.2)

3) Sea V un anillo de valoracién discreta cuyo maximal se contrae al ideal maximal de
A, entonces cada par de érdenes distintos 7,7, € Spec, (kv ), determina de forma univoca
un abanico compatible con V. Segin la demostracion de 3.17, es posible asignar a cada
elemento de Spec,(kv) un elemento del conjunto {z+a,—z+a,1/z,—1/z}.en, como sigue:

Caso I: £(t) = 0y N = m = 1. En este caso ky es un cuerpo isomorfo a R(z),
entonces asignamos

z+a a at € Spec(kv)
-z+a a a” € Spec, (ky)
1/z a +oo € Spec,(kv)
—1/z a —oo € Spec,(kv)

para todo a € R.
Caso 2 a): Cualquier caso distinto de 1, con d impar. Entonces R(z) es una extensién
algebraica de ky de grado d, entonces asignamos

z+ a2 a at € Spec,(ky)
-2+ ¢a a a” € Spec(kv)
1/z a oo € Spec,(ky)
—1/z a —oo € Spec,(kv)

para todo a € R, siendo /a la tnica raiz d-ésima real positiva de a.
Caso 2 b): Cualquier caso distinto de 1, con d par. Entonces R(z) es una extensién
algebraica de kv de grado d, entonces asignamos

z-I—(‘/E. '
—z+ Ya
z+{y—_a.
—z4+ /=a
1/z
—1/z

a* € Spec,(kv),a >0
a~ € Spec,(kv),a >0
at € Spec,(kv),a <0
a~ € Spec,(kv),a <0
+oo0 € Spec,(kv)
—oo € Spec,(ky)

IO T
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para todo a € R, siendo /e (resp. +/—a), para a > 0 (resp. a < 0), la raiz d-ésima
positiva (resp. negativa) de a (resp. —a). C

(3.28) Descripcidn del conjunto E(K):
Usando los resultados obtenidos en esta seccién, podemos dar una lista completa de
abanicos de K.

Sean T € {1, 00}, c = (6t™,£(t)) el representante canénico de una clase de parametrizacién
y m € R. Un abanico F = {a;,a;, 03,24} en K es de uno de los siguientes tipos:

1. | gy =(T,c,0,2) a; = (T, —c,0,2)
a3 =(T,c,0,—2) ay=(T,~¢c,0,-2)

Y su cadena de valoraciones compatibles es V; C V; C K, donde V; es el cierre convexo
de R en X respecto de a; {1 = 1,2,3,4) y Vi es anillo de valoracion discreta cuyo ideal
maximal se contrae a un ideal primo p de altura 1 de A y tal que F' trivializa segin V}
de la forma siguiente:

Vi ay a3 oy Qg

} NS e
cf(A/p) T #F T

2.0 o =(T,c,m,+1) a; =(Y,c,m,—1)
ay = (T,—c,m, +1) as; = (T,-c,m,-1)

con m € R\ Q y ¢ polinomial.

Y su cadena de valoraciones compatibles es ¥; C X, donde V; es el cierre convexo de R
en K respecto de a; (1 = 1,2,3,4), tiene rango 1, rango racional 2 y F trivializa segin Vo
de la siguiente forma:

| ap Q3 Q3 Oy
} T~ A
R T

3. En estos casos c es polinomial, m € Z,\ {0} yd € Z, \ {0}.

a)| o =(T,(¢0),1,u) az = (T,({t,0),1,u")
az = (T1,(—t¢,0),1, —u) a, = (T,(-t,0),1,—u')

conu, v €{z+a,~z+atsen, v FwsiT=16u=zu=-zsT=o00.
b) o = (11(ta0)s 1:'”') Qz = (oo,(t,a),l,u')
az = (1,{—t,0),1, —u)} a4 = (o0, (—t,0),1, —u')

conu € {z+ a, -2+ a}aer, ¢ € {2z, _‘2}-

c}i o = (Y, e, m,u) a; = (YT, e, m,u')
o = (T, (“cfhm, (—1)™0) ¢ = (T, (—c)f,m, (~1)")

con d impar y u,v' € {z+a,—z+a,1/z,—1/z}acn, ¥ # v
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d)| ay =(T,d,m,u) a; = (T,d,m,v’)
az = (T,d,m,—u) ay =(T,d,m,-v')

con ¢! =cl,dparyu, v’ € {z+a,—2+a,z,1/2}aenas0, u # ¥
6 bien
¢ =(-c)¥,dparyu,v' € {z+a,—z+a,—2,—1/2}aecnaco, v #

e)| oy = (T,cd,m,‘u) ap = (T:("C)d’m’"")

as = (T’ cd’m’ —u) @y = (T: (_c)d’m, _u')

condpar,u € {z+a,—z2+a,2,1/z}senas0 ¥y ¥ € {z+a,—-z+a,—2,—1/z}acn a<o0

En todos estos casos la cadena de valoraciones compatibles es
WwcVicKsiu=z+a,v' =—-2z+adu=1/z,v' = -1/z,
donde V; es el cierre convexo de R en K respecto de los cuatro elementos de F'; 6 bien
A

™~ Vi C K en otro caso,
Vi
donde V! (resp. Vi) es el cierre convexo de R en K respecto de a; y a3 (resp. a3 y ay).
En ambos casos V] es anillo de valoracién discreta cuyo ideal maximal se contrae al ideal
maximal de A y tal que F trivializa segin V] de la siguiente forma:

Vi oy a3 oy oy

} NSO\
kv] 1 75 T2

Abanicos en superficies no singulares

En la proposicién 3.12 hemos dado la estructura de los abanicos del cuerpo de funciones
racionales X de una superficie real irreducible contenida en R™. Sea X un modelo com-
pacto y no singular de K, luego X = K{X). Dado que en las secciones 1.2 y 2.1 hemos
caracterizado los érdenes de K y las valoraciones compatibles con estos, mediante invari-
antes en X, en esta seccién estableceremos la relacién entre los invariantes en X de los
érdenes que constituyen un abanico de K.

Teorema 3.29 1) Un abanico F € T:(K(X)) estd univocamente determinado por dos
semirramas distintas ¢; y ¢; de una curva algebraica real irreducible C contenida en X
centradas en puntos a,b € C (posiblemente a = b).

2) Un abanico F € E5(K(X)) (resp. F € %4(K(X))) estd univocamente determinado
por un par (a, fi‘) donde a € X y F € 33(R((z,¥))ate) (resp. F € Z4(R((2,¥))ag)) En
concreto, F' y F se obtienen el uno del otro a través del isomorfismo de anillos locales

Pa : R(X)a - R[[ﬂ:, y]]alS'

Demostracion: 1) Un abanico F € E,(K(X)) trivializa segiin un anillo de valoracién

discreta V; cuyo cuerpo residual es el cuerpo de funciones de una curva C, ky; = K(C). -

Luego F esta determinado por las elevaciones de dos érdenes distintos 7,7 de K(C).
Ahora bien, por 1.3.12 un orden en el cuerpo de funciones racionales de una curva C
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estd univocamente determinado por una semirrama c en un punto a € C. Con lo cual se
tiene el resultado.

2) Un abanico F € %3(K (X)) U E4(K(X)) trivializa segin un anillo de valoracién de
rango 1 cuyo ideal maximal se contrae al ideal maximal de un punto a € X en R(X).
Luego F' C Spec,(R(X)a), y el isomorfismo g, : R(X)a — R[[2,¥}]a; induce un dnico
abanico F en R({z,y))ay- Luego el par (a, F) determina F. O

Observaciéon 3.30 El conjunto £, U X, contiene todos los abanicos de X asociados a
un divisor primo real V de K. Si bien la diferencia entre ¥, y ¥, depende del modelo
compacto y no singular de X de K que elijamos y no de K (ver I1.4). Esta diferencia es
la siguiente:

1) Si V es el divisor primo real asociado a un abanico en ¥, entonces su ideal maximal
my se contrae a un ideal primo de altura 1 en R(X); es decir, el centro de V en X es una
curva. Estos son los abanicos centrados en una curva de [1.4.5.

2) Si V es el divisor primo real asociado a un abanico en L4, entonces su ideal maximal
my se contrae a un ideal maximal en R{X); es decir, el centro de V en X es un puntoa.
Estos son los abanicos centrados en un punto de I1.4.5.

De hecho, mediante explosiones podemos convertir un abanico F € I, en uno Fy € ¥,
(ver I1.4). En el capitulo IV trataremos mas en profundidad esta cuestion.

Finalmente, observar que en el caso de superficies todo abanico no trivial que no esta
asociado a un divisor primo real pertenece a X3 y esta propiedad es independiente del

modelo de X elegido.

(3.30) Caso particular: Demos una interpretacién en términos de ramas de Puiseux
en R? del conjunto de abanicos de R(z,y). Tal y como hemos indicado en 1.10 tomamos
como modelo compacto y no singular S?, entonces en cada caso habra que escoger la
proyeccién estereogrifica a fin de obtener centros finitos en R? para los elementos del
abanico. Recordemos que a € Spec, (R{z,y)) esta caracterizado por un par (a, &) donde
a € S? es el centro de @ en S y & € Spec, (R({z,¥))a,) s obtiene mediante la proyeccién
de @ a R? seguida de una traslacion al origen.

Sea F = {&,a3,a3,a4} un abanico no trivial de R(z,y), supongamos escogida una
proyeccién estereogriafica de modo que todos los elementos de F' tengan centro en RZ.
Entonces F puede definirse en R* como sigue:

1) Si F € Z3(R(z,y)),

ay = (a,(T,¢,0,z)) a, = (b,(1',¢,0,2))
az = (a,(T,c,0,-2z)) a, = (b, (Y, ,0,-2))
donde se tiene que (a; + 6™, a, + £(t)) si T = 1 (resp. (a1 +£(t), a2+ 6tY)si T =o00) y
(by + &tV by + €'(t)) si X' = 1 (resp. (b1 + €'(t), b + §tV') si T = 00), para 0 < ¢ < &,
son dos semiramas de Puiseux de la misma curva algebraica irreducible C C X, siendo
¢ = (an,02), b= (br,ba), ¢ = (5V,€(6) y ¢ = (5", €(2)).
2) Si F € Z3(R(z,y)) (resp. F € Z4(R(=,y))), entonces F es la traslacién de un

H
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abanico de Z3(R((z,¥))ay) (resp. de Z4(R((z,¥))ag)) 2 un punto a € R% Luego son
todos los abanicos de los apartados 2 y 3 de 3.28 en cada punto de R2

Ejemplo 3.31 Comeo ilustracién dela observacién 3.30, tomemos un abanico F € Z4(R(z,y))
y busquemos coordenadas (z,,y;) de tal modo que f € E;(R(z1,31)). Sea F el abanico

ar = ((0,0),(1,(¢,t),2,2z + 1)) az = ((0,0),(1,(¢,t),2, —z))
az = ((0:0)’(11 (_t’ -~t),2,z + 1)) g = ((0,0),(1,(—t,—t),2,——z))

Consideremos el isomorfismo de R(z,y) dado por

— _ 2
o=z, % =(y—z)z
que, geométricamente hablando, consiste en una explosién en (0,0), seguida de una
traslacién al origen y de dos explosiones mas en (0,0). En la siguiente figura podemos
ver que el efecto de esta transformacién es como una especie de desingularizacién de F,
ademas V) se convierte en un anillo de valoracién centrado en la curva {z; = 0}.
0 oy

aj =

/
)
b

I T
ERE= S z=z
! : y=y1r¥1+'—": a;?
z; =1 z-1=t r=1t r =t
L+ 2T [ 5 [« 31 o9
Ny=14+z " Jy-1=-2 Ny=t+t}(142z) T ly=t-t2z

Jz=-t =t Jz=-t Lz —1
Non=t+z " p=-2 Ny=-t+82(1+2) | y=—-t—-t%

Il
|



Capitulo IV

Aspectos algoritmicos

El teorema I1.2.15 nos proporciona una caracterizacién de la basicidad a través de dos
obstrucciones (una global y otra local) que pueden ser verificadas algoritmicamente. La
justificacién de esta afirmacién constituira el contenido de este Wltimo capitulo. Intentar
desarrollar estas cuestiones de modo algoritmico nos obligard a restringirnos a semialge-
braicos del plano, definidos sobre un cuerpo computable contenido en R.

En la seccién 1 propondremos un algoritmo (G) para verificar la obstruccion global a
la basicidad; el cual resulta de la combinacién de varios algoritmos ya conocidos ([CR],
[AlRal, [CPRRR] y [Ka]). La seccién 2 contiene un andlisis detallado de la obstruccién
local, con el cual pretendemos justificar el algoritmo (L) de verificacién de la obstruccion
local supuesta verificada la global; dicho algoritmo esta inspirade en un algoritmo de sep-
aracién local ({ABF]). La aplicacién sucesiva de (G) y (L) da un procedimiento que decide
sobre la basicidad de un semialgebraico. Ademds, estos algoritmos, en caso de detectar
algiin tipo de obstruccién, nos proporcionan también un abanico (segin la descripcion
I11.3.30) que obstruye la basicidad; este punto serd desarrollado en la seccion 3.

1 Obstruccion global

Sea § C R? un conjunto semialgebraico,
t
(IV1) S=U{fk1>0$'°'rfksg >0: k=0}
k=1

con fu,gx € R[z,y]. En esta seccién, pondremos de manifiesto como determinar las
condiciones preliminares (i.e., ,SNS = @ 6 S cerrado) y la obstruccién global (i.e.,
dim(8,5™ N §*) < 1) para que S sea abierto o cerrado bésico de un modo algoritmico.
Un conjunto semialgebraico S, siempre que esté definido sobre un cuerpo computable
K (i-e., fu,gx € K[z,y]), puede ser descrito algoritmicamente por métodos como la des-
composicidn algebraica cilindrica (C.A.D.) de Collins ([Co], 1975), o la descomposicién de
Coste y Roy ([CR], 1988), basada en el lema de Thom para codificar los nimeros alge-
braicos reales. Por estos procesos se consigue una descripcién topolégica de S. Siguiendo
la idea de Coste-Roy se han desarrollado algoritmos para curvas y superficies. Estos
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algoritmos nos seran utiles para la determinacién de la obstruccién global; en concreto
usaremos los siguientes:

~ Computacién de la topologia de un semialgebraico plano (ver [AlRa]); y

— Computacién de las ramas analiticas globales de una curva real (ver [CPRRR]).
Combinando ambos obtenemos la descripcién topolégica de S y la descripcién analitica
de §,5. Pero, debido a que la condicién global involucra a §,5*, encontramos un dato
algebraico que hace necesario otro algoritmo:

— Factorizacién de polinomios en R(z,y] (ver [Ka]).

Veamos un ejemplo en el cual se refleja este dato algebraico de la obstruccién global.

Ejemplo 1.1 Consideremos los siguientes semialgebraicos de R?

Si={+z—-2*>0U{g+z-2*>0,z <0}
So={z—y*-1<0,(z+1) +y*—1+#0}

Los semialgebraicos S, y S; son topolégicamente iguales. Pero, 8,5, = {y*+z—z* = 0}
posee una tnica componente irreducible (que coincide con §,5;), mientras que 8,5; =
{((z +1)* + y* — 1)(= — y* — 1) = 0} posee dos componentes irreducibles {(de las cuales
una coincide con §,5;).

Es evidente que S; presenta una obstruccion global y 5 no. a

Observacion 1.2 Las principales herramientas que usaremos son:

(A1) Los desarrollos racionales de Puiseuz introducidos por Duval (ver [Du}) que permiten
computar las ramas complejas de una curva plana (en un punto) en una extensién
algebraica minimal del cuerpo base.

Sea F(z,y) € K|z,y! (K cuerpo ordenado) un polinomio libre de cuadrados y tal que '
f(0,0) =0,

n mj o n . _
F= ZZ a".jmjyi = Eaf(m)y‘v con a;; € K, ap=0.
=0 3=0 =0

El primer paso es construir el diagrama de Newton E de F y su cierre convexo H. Para
cada lado A de H con pendiente z negativa, se escribe p = p/q con (p,q) = 1. Se define
la ecuacion caracteristica de A como

$(z)= Y a;;207%M9 ¢ K|2],
(1.1)ea
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donde j, es el menor j tal que (i,7) € A = {(i,5) : ¢t + pj = l}. Para cada solucién 7 de
la ecuacién caracteristica, el algoritmo determina el primer coeficiente de un desarrollo de
Puiseux racional de F{z,y) en K[n]. La sustitucién racional es:

{ z = n %z}
y =20(n" + )

con (u,v) tal que up+vg =1y (u,v) = (1,0) si p = 1. Ahora hacemos la misma operacién
con Fy(zy,4) = =7 F(z,y) € K[g)[z,v]-

Continuando de este modo, codificaremos un s-desarrollo de Puiseux de F' como una
lista # = (m1,...,7,), donde ; = (pi,q:, L, wi,vi,7:) son los datos obtenidos en la etapa
i-ésima. Obsérvese que bastaria computar la parte singular del desarrollo de Puiseux (i.e.,
un s-desarrollo a partir del cual q tiene valor constante 1 en todas las etapas) para poder
distinguir todas las ramas de F en (0,0). A priori una cota para la suma de todos los s
seria el indice de ramificacién de F en (0,0).

Este argumento se adapta también a las singularidades de F en infinito.

Como consecuencia del caracter racional de estos desarrollos de Puiseux, si K C R,
las ramas reales de F en (0,0) se corresponden con los s-desarrollos para los cuales 7; € R
para todo 1. a

(A2) La codificacion de ndmeros algebraicos reales usando el lema de Thom, propuesta
por Coste y Roy en [CR).

Un cédigo de Thom para un nimero algebraico 7 consiste en una upla (P, ¢), donde P
es un polinomio que se anula en 7 y € = (€1,...,€n,) es una lista de condiciones de signo
para las derivadas de P con respecto a y en 7; por el lema de Thom existe un unico 7
raiz de P, en el cual las condiciones de signo para las derivadas de P serian las dadas.
Ademas, esta codificacién nos permite ordenar de menor a mayor las raices de P: sean
n=(Pe)yn =(Pe)yk=min{j:en_; # €,_;}; entonces, si em_r41 = g4y > 0
tenemos 7 < %' si y sélo si PImF)(n) < Pm=kNy/); vy si em_ks1 = €h,_spq < 0 tenemos
n <7 siysélosi P"R)(q) > Pm-kl(yh,

Trabajaremos también con numeros algebraicos % obtenidos por sucesivas extensiones
del cuerpo base; estos nimeros vendran codificados por

n= (Els'"s‘fr;P(zh-":mr:y)yel,---:en-—l)

donde P(£1,...,&,1) =0y (€1,...,€q_1) son las condiciones de signo sobre las derivadas
de P con respecto de y. Basta razonar inductivamente comenzando por r = 0 que es el
caso anterior (ver [CR]).

Para cualquiera de estos cédigos es necesario computar el nimero de raices de un

polinomio P en las cuales los polinamios @1,...,Qy tienen signos prefijados. Esto se hace
mediante sucesiones de Sturm generalizadas como se propone en [CR}, o0 mediante indices
de Cauchy como se propone en [CPRRR]. 0

(A3) Computacidn del polinomio minimo de un desarrollo de Puiseuz de un polinomio F
dado. Para este cdlculo utilizamos una modificacién de un algoritmo de factorizacion
de polinomios propuesto por Kaltofen para obtener polinomios minimos de ramas

lisas (ver [Ka]).



105 IV. Aspectos algoritmicos

Sea F' € K|[z,y] un polinomio libre de cuadrados y ménico en la y. Sean n = gr F,

d =gr,F y 1> (n® - n)d. Tras una posible traslacién al origen, calculamos un desa.rro]lo
de Puiseux de F,

z ——ntN
y=ct™ 4+ -+, t™(l+ h(t))

de manera que £(t) = ¢;t™ +- - -+ ¢,™ contenga al menos el desarrollo de la parte singular
de la rama y [ < n,. Parai=0,...,n — 1, calculemos los monomios de grado a lo més !

de (£()), esto es £0(2) = (£(t)) (mod.(£1)). Sea,

1) = 3 oflr

k=iﬂ1

Asi, para cada ¢ = N,...,n — 1 {comenzando por : = N) planteamos la siguiente
ecuacion -
€9(8) + 3 u(nt")EV () = 0(mod.(¢))
=0
con u;(z) = ujo + w1z + - - + ujer? € Rlz] tal que gr(x;) < d. Esta ecuacién da lugar a
un sistema de ecuaciones lineales con i(d + 1) incognitas.
Llamaremos ecuacién k-ésima del sistema (para k <) a

i-1 d

( ) + E E aE—)pNu‘JP

1=0p=0

Obsérvese que la incégnita uj, aparece en la ecuacién k-ésima con coeficiente distinto de
cero si y sélo si kK > pN + jn;. Por lo tanto, si el sistema anterior tiene solucion, ésta es
inica. Ademis, el polinomio

g9(z,y) =y’ +Zu, z)y;,
3=0
obtenido a partir de esta solucién, divide a F' y es irreducible si j es minimo. Por otra
parte, si para ningin ¢t = N,...,n — 1 tiene solucién el sistema, concluimos que F(z,y)
es irreducible. a

Verificacion de la obstrucciéon global

A continuacién describimos el modo (G) de verificar algoritmicamente la obstruccién
global y las hipétesis preliminares a la basicidad. Fijemos un cuerpo computable K C K. .

(G) Dada una familia de polinomios polinomios fx,gx € K[z,y], este algoritmo deter-
mina st el semialgebraico S C R? descrito por polinomios fur, gx € K[,y como en
la expresién IV.1 es
— Cerrado, en cuyo caso vertfica si hay obstruccién global;

- Abierto y no ezisten puntos aislados de 8,5 contenidos en S, en cuyo caso verifica
st hay obstruccion global.
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(G1) Computacion de la topologia de S y de las componentes analiticas globales de 0,5
(ver {AlRa] y [CPRRR]).

Sea F = (Hk.l fkl) (Ik gx) € K|z,y], salvo una reduccién de factores cuadrados (cal-
culamos el mdximo comin divisor de F y 8/8y(F), mediante el algoritmo de Euclides o
mediante las subresultantes generalizadas) y un cambio de coordenadas, podemos suponer
F libre de cuadrados y ménico en la y. Consideremos la curva C = {F = 0}, que eviden-
temente contiene a 4,5.

(G1.1) Construccion de un grafo homeomorfo a C, el cual nos da una descomposicién
celular de R2.

(G1.1.1) Sea D(z) el discriminante de F respecto de y, y sean a,,...,a, € R sus raices
reales (a; viene codificada como en (A2)), con a; < -+ < a,.

(G1.1.2) Para cada ¢ = 1,...,r, sean b;,...,bim, las raices reales de F(a;,y). Sean
A;; = (ai,bij), parat = 1,...,7, j = 1,...,m;, los puntos de C {codificadas como en
(A2)), que se corresponderan con los vértices del grafo.

(G1.1.3) Descripcién algebraica local de C en A;;:
Trasladamos A;; al origen (z — 2’ 4+ a;, ¥y — ¥’ + b;;} y calculamos los desarrollos de
Puiseux de ramas analiticas reales de C en A;; (usando el algoritmo (Al)). De este
modo obtenemos dos familias ordenadas de semirramas {v;;1, : 2 = 1,-..,Pi;} ¥ {7ij2q
g = 1,...,4;;} de C en A;;, las cuales contienen las semirramas a la izquierda y a la
derecha, respectivamente, de A, ;. Ademds, damos una biyeccién del conjunto de indices

{(1,1),...,(1,pi),(2,1),...,(2,4;)} que relaciona las dos semirramas de la misma rama
analitica (ver [AlRa, 2] y [CPRRR, 4}).

(G1.1.4) Sean ag = —00 ¥ @,4; = +00. Consideremos el intervalo [y = (air,air41), para
0 < ¢ < r. El niimero de componentes analiticas de C sobre cada I;: es igual a la suma de
las semirramas a la derecha de a; (o a la izquierda de a;/y1), por el teorema de Ia funcién
implicita. Denotemos B4 el segmento h-ésimo de C sobre Iis, donde A = 1,...,qa +
.+« + im; (escribamos h; = gi1 + - + gim;)- Estos segmentos se corresponderan con las
aristas del grafo. Codificamos el segmento B;; (2 > 0) como la semirrama que ocupa el
lugar h a la derecha de a; (ésta es ij2,, donde para algin j, b =gn + -+ gij-1 + qn);
y codificaremos By como la semirrama correspondiente a la izquierda de a;.

En esta etapa tenemos construido un grafo homeomorfo a C, cuyos vértices son los
puntos A;; ¥ cuyas aristas son los segmentos By s.

(G1.1.5) Para cada i = 1,...,7,sea T} 3 (0 < 5/ < m;) el intervalo (b; 1, b; ji41) de la
recta ¢ = a; (siendo bjo = —0 ¥ bim;,, = +00). Anadimos los T; ;s a nuestro grafo; con
lo cual aumenta e} niimero de aristas pero no el de vértices.

Cada componente conexa de

R\ (UBwn) U (UTir) U (U4ss))

es un abierto de dimensién 2 de R? que se proyecta sobre algin Ii;. Denotemos Cir
(k' = 0,...,h;s) estas celdas de dimensién 2. Codificamos Cys (R > 0) como la celda
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superior de la arista Bj, (esto es, (ij2q,,+)); ¥ codificaremos Cj:, como la celda inferior
de la arista B;.
Por lo tanto, hemos obtenido una descomposicién celular de R?,

"= ((H) Ai'j) v ((H) Bir'h) U (H} T"j') J ((H') CW) |

en la cual tenemos diferenciada la curva C como la unién de la celdas 1-dimensionales
etiquetadas By, y las O-dimensionales A, ;.

(G1.2) Computacion de la topologia de S y las componentes analiticas globales de 8,5.

(G1.2.1) Por construccién, los polinomios fy, gx tienen signo constante en cada celda
de la descomposicién; ademds, no pueden cambiar de signo en los T que han sido
introducidos por razones técnicas. Computamos estos signos como hemos indicado en
(A2) para las celdas 0-dimensionales, y usando los desarrollos de Puiseux para celdas
1-dimensionales y 2-dimensionales (ver [AlRa, 2.4]).

(G1.2.2) Senalamos el conjunto de celdas correspondientes a S y a $*; asi mismo, el
conjunto de vértices y aristas correspondientes a 85 = S \ Int(S) y a 85~ = 5*\ §*
([AlRa)).

(G1.2.3) Computamos las componentes analiticas globales de dimensién 1 de C, y de
éstas aquellas que contienen un abierto de 85 y de 35~ (a las que nos referiremos como
componentes analiticas globales de 85 o de 85™). Para ello basta comenzar en un punto
de un By, convenientemente elegido, y seguir la trayectoria del By, de modo que al llegar
a un vértice se continua por la semirrama correspondiente a la semirrama de entrada (ver

[CPRRR, 4] para detalles técnicos).

(G1.2.4) Contamos el niimero de ramas analiticas de 3,5 en cada vértice 4;; € 85 y
en infinito, y guardamos el desarrollo de Puiseux de estas.

(G1.2.5) Comprobamos si existe alguna celda comiin 2 § y a 8S. En caso afirmativo
el algoritmo responde S NO ES ABIERTO y pasamos a (G1.2.6). En otro caso, el algoritmo
responde S ES ABIERTO y pasamos a (G2.1).

(G1.2.6) Comprobamos si todas las celdas de 85 estan contenidas en S. En caso
afirmativo, el algoritmo responde S ES CERRADO y pasamos a (G2.1). En otro caso,
responde S NO ES CERRADO y acaba.

(G2) Verificacién de la obstruccion global |

(G2.1) Comprobamos si existe alguna componente analitica global I' de 85" que in-
terseque a S*. En particular T formari parte de una componente irreducible de 8,5, con
lo cual podemos concluir que dim(8,5" N .S*) = 1. En este caso el algoritmo responde NO
HAY OBSTRUCCION GLOBAL y da dos semirramas v; y 72 de 8,5 tales que v, C 85" y
T2 C 5.

En otro caso, pasamos a (G2.2) si S es abierto y a (G2.3) si S es cerrado.
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(G2.2) Determinemos el conjunto D C { fir, g} de polinomios que se anulan en alguna
de las componentes analiticas globales de 35 y calculamos

H=T][h

heD

Si ningin vértice A; ; pertenece a §, pasamos a (G2.3). En otro caso, para cada rama
analitica global I' de J5 tal que 4;; ¢ T, elegimos un desarrollo de Puiseux en un punto
y caculamos el polinomio minimo fr de este como divisor de H (obsérvese que al usar
H baja el grado y con ello el nimero de test a realizar), usando (A3). Comprobamos si
fr(ai,bi) = 0.

Si existe alguna componente T tal que fr(a;,b;;) = 0, el algoritmo responde 5 NO ES
ABIERTO BASICO y acaba. En otro caso pasamos a (G2.3).

(G2.3) Para cada rama analitica global I' de C' que interseque a 5™ (en particular ' no
es una componente de 5~ ya que en ese caso habriamos terminado en {G2.1)), elegimos
una rama de Puiseux en un punto y calculamos su polinomio minimo fr como divisor de
F. Comprobameos si fr se anula en alguna componente analitica global de 85". Si existe
algiin T tal que fr se anula en una componente analitica de 8S*, el algoritmo responde 5
NO ES BASICO y da dos desarrollos de Puiseux v; y 72 de fr tal que ¥, pertenece a 85~
¥ v, pertenece a I' N S™.

En caso contrario, el algoritmo responde VERIFICADA LA OBSTRUCCION GLOBAL.
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2 Obstruccion local

Sea S un semialgebraico tal que dim{(8,5 N §*) < 1. Recordamos que S es localmente
basico en p si existen funciones f,..., f, € R(X) tales que

S’F]lf = {jH >’0,»- -,f; >‘0} nu

para algin entorno abierto U de p en X.

En I1.2.13 probabamos que, en estas condiciones, una obstruccién local en p se con-
vierte en global tras las explosiones de la resolucion de 3,5 en p. Lo cual relaciona la
obstruccién local con una propiedad de separacidén entre S y las componentes conexas de
X\ (S U 8,5}, que puede ser comprobada algoritmicamente (ver [ABF]).

Para comenzar, pondremos de manifiesto, mediante ejemplos, las dificultades que se
pueden presentar al estudiar la basicidad local de un semialgebraico una vez verificada la
obstruccién global.

Ejemplos 2.1 Los siguientes ejemplos en R? resumen todas las posibles situaciones en
torno a un divisor excepcional de la desingularizacién de 8,5 en un punto.

1) El semialgebraico S de la figura IV.2.(1) es localmente abierto principal. De hecho,
se verifica I1.2.20; ademas, tras explotar el origen, 8,7 subdivide la superficie transfor-
mada en bandas horizontales las cuales estin ocupadas por T* de modo alterno (la idea
de tablero de ajedrez que apuntabamos en II.2.21).
¥4

...................

...................

....................
--------------------

Figura IV.2.1(1)
2) El semialgebraico S de la figura IV.2.1(2) es localmente basico, pero no principal;
puesto que S = §* y dim(8,5 N (R?\ S)*) = 1. Obsérvese que al explotar el origen 3,5

queda desingularizada y el divisor excepcional no da obstruccién global.
’ WU 5 WY

A
u m z
B ——_—
r=u
y=uv

..........

..........

..........

Figura IV.2.1(2)
3) El semialgebraico S de la figura IV.2.1(3) no es abierto bésico (ver I.1.13).
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Por otra parte, dada la simplicidad del ejemplo no es dificil encontrar explicitamente
un abanico F = {a, @z, a3, a4}, segin la descripcién I11.3.30, centrado en el origen de tal
forma que #({F N S) = 3; es decir, F no verifica el criterio de los abanicos de Brocker.

...................

..........

Figura IV.2.1(3)

o - U= o | u=_t ) =t ) =1
VY o=142 2 Y y=—1—12z ar - y:f(l-}-z) az y:t(—l—z)

o - u©=—t o u=—t o r=—t Jz=-L
Plov=142z *Tluv=-1-2z ) y= =1+ 2) @ y=—t(—-1-2z)

A la vista de los ejemplos anteriores, parece que el hecho de que concurran un nimero
par o un nimero impar de sectores de S en un punto p € 45 tiene algo que ver con la
basicidad local. Sin embargo, no es asi, como vemos a continuacién.

Ejemplos 2.2 Consideremos los ejemplos a) y b) de la figura IV.2.2, en un entorno del
origen de R% En ningin casos hay obstruccién global.

52!

Figura IV.2.2(a): Figura IV.2.2(b}):
Hay obstruccion local No hay obstruccion local

a) El semialgebraico S) estd dado, en un entorno del origen, por los 3 sectores sefialados
en la figura IV.2.2(a) delimitados por 4 curvas del tipo

{y = 32}’ {y = 23:2}! {y = 322}: {y = 4‘”2}'

Tras la primera explosién del origen obtenemos un inico punto singular en el divisor
excepcional, en el cual se presenta la situacién del ejemplo 2.1(3). Luego, tras una segunda
explosién, la frontera de Zariski de S) en el origen queda desingularizada y el divisor
excepcional da una obstruccién global. Por lo tanto, S; no es localmente bisico en el

origen.
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b) El semialgebraico S, esta dado, en un entorno del origen, por los 3 sectores sefialados
en la figura IV.2.2(b) delimitados por 4 curvas del tipo

{y = 32}1 {y = 34}’ {y = 36}: {y = $8}°

Como no hay obstruccién global, pasemos a estudiar los divisores excepcionales de las
sucesivas explosiones sobre el origen, hasta desingularizar este. Obsérvese que, siguiendo
la. desingularizacion de 8,5, en el origen, las cuatro componentes de 4,5, se separan cada
una en una explosién diferente (por ejemplo, la curva de grado 2 se separa de las otras tres
tras la segunda explosidn, mientras que estas tres se intersecan en un punto del divisor
excepcional en esta etapa de la resolucion). Con lo cual, no es dificil comprobar que
ningun divisor excepcional da una obstruccion global. Por lo tanto, §; es localmente
basico en el origen.

A continuacén haremos un andlisis de la obstruccién local inspirada en {ABF]. Pre-
tendemos con esto justificar el algoritmo (L) que daremos después.

Observacion 2.3 Sea S un semialgebraico tal que 3,5N S = @ y dim(8,5° N S*) < 1.
Supongamos que tenemos una obstruccién local a la basicidad de S en un punto p € 85;
evidentemente, p € Sing(8,5) y 8,5 no es cruzamiento normal en p. Entonces, aplicando

I1.2.13, existe una componente irreducible D del divisor excepcional E de la resoluciéon
7: X' — X de 8,5 en p, tal que D da una obstruccién global a la basicidad de =~!(S5).

La resolucién 7 : X' — X de 8,5 en p consiste en una cadena finita de explosiones sobre
p, pongamos 7w = 7, -7 donde m; : X; — X;_; es la 1-ésima explosién de la resolucion.

Sean, para cadat = 1,...,7, A; = m; -- -7 la etapa i-ésima de la resolucion, p;; € Xi
el punto explotado en la i-ésima explosién siendo A; (pi—1) = p ¥y Di = w7 '(pi=1) el
divisor excepcional. Luego, existe p € {1,...,7} tal que D es la transformada estricta del

divisor excepcional D, de la p-ésima explosién. Ademads, D, da una obstruccién global
a la basicidad de S, = A;(S), ya que las siguientes transformaciones, hasta X', son
explosiones en puntos que no alteran esta propiedad.

D, Doy

Tott e
T

e

Figura IV.2.3

En esta situacién (figura 1V.2.3), es posible encontrar dos familias abiertas de arcos
analiticos lisos G1,G, C X, transversales a D, y tales que los elementos de G, unen dos
regiones contenidas en S,, mientras que los elementos de G; unen una regién contenida
en S, con otra fuera de S,. Luego, proyectando en X tenemos:
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1. al menos 4 ramas analiticas de 8,5 en p;
2. dos familias abiertas de arcos analiticos lisos, F; = A (G} y F2 = A,(G2), a través
del punto p
de tal forma que que su imagen inversa por A, se comporta como en la figura IV.2.3.

Obsérvese la analogia de este argumento con el utilizado en el ejemplo 1.1.13. En este
ejemplo servian como F; y F; dos familias de rectas por el origen. a

A continuacién incluimos un estudio sobre las relaciones entre los arcos contenidos en

las familias F;.

Arcos con orden de contacto p

La principal herramienta con que contamos para verificar la obstruccién local son las
familias de arcos con orden de contacto p, introducidas en [ABF] para determinacion de
la separacién local de dos semialgebraicos. Hemos introducido la terminologia arcos con
orden de contacto p, que no aparece en [ABF], ya que describe perfectamente la situacién
geométrica.

Sea (C,p) un germen de curva analitica en (X, p). Denotemos por
Xrir’ r—l_’"'-’Xl“W-l')X

la resolucion estandar de la curva C en p extendida por explosiones en los puntos C;N D;,
donde j es mayor 6 igual que el nimero de explosiones necesarias para desingularizar
C, siendo D; el divisor excepcional que aparece en la explosién #; y C; la transformada
estrictade Cen X; (i=1,...,7).

Definicién 2.4 Sea v un arco analitico a través de p. El arco  tiene orden de contacto
p con el arco C, para algin entero p < r si verifica:

(a) La transformada estricta 7,y de v en X, admite una parametrizacion del tipo

z=1
y:at.’r...

(6) Cot N Ypo1 = Pp-1 € Dpy;

(¢) Las curvas Cp_y y 7,1 tienen tangentes distintas en p,_;.

Observacién 2.5 Si la curva analitica v tiene contacto p con la curva C, entonces C, y
~, son transversales a D, y D, N C, # D, N7,. Es decir, tras la explosién p-ésima los
arcos C' y v se separan por primera vez.

En lo que sigue trabajaremos con gérmenes analiticas en (R?,(0,0)}, ya que el teorema
de inmersién minimal de una singularidad algebraica (ver [BCR, 8.16.15]) nos permite ver
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una singularidad de curva contenida en X, localmente, como una singularidad algebraica-
mente igual en R% A continuacién damos el enunciado del teorema que caracteriza los
arcos con orden de contacto p mediante sus desarrollos de Puiseux.

Sea C una rama de una curva analitica real en (R? 0) con desarrollo de Puiseux en
un sistema de coordenadas adecuado,

z = et™
y = f(t) = R(t™) + t" P (th) + - + th Py (t%)

donde € € {1,—1}, Fy,..., P,_; son polinomios, P, es una serie de potencias convergente
de orden 0 y m < ord,(Po(t™)). Entonces (m; ki,..., k,) son los exponentes caracteristicos
de C y la cadena de algoritmos de Euclides que calcula la sucesién de maximos comunes
divisores

d] = (m,kl), d,‘ = (d,’_],k,‘) = (d,‘_],k,’ —_ k.'_l), 1= 2,...,3

reconstruye el proceso de resolucién de C en (0,0) (ver [EC] o [BK]):

ki —kici = piadiog + 700
dic1 = MiaTia+Ti3

Pigli)=2 = Hig(i)—1Tig(i)—=1 T Tig(i)
Figi)=1 = Hiq(i)Tiq(i)

donde ky = 0 y dy = m. Claramente, Pigl) = di-
En nuestro caso extendemos este proceso a curvas C no singulares, para las cuales una
upla (1; k) juega el papel de exponentes caracteristicos.

El proceso de resolucién se reconstruye, obteniendo los desarrollos de Puiseux de las
transformadas estrictas de C, como sigue:

— dividimos g, veces por la variable z,

- dividimos g,y veces por la variable y,

— dividimos g, 3 veces por la variable z, etc.

y asi siguiendo todas las filas de los s algoritmos de Euclides y haciendo una traslacién
al origen cada vez que sea necesario.

En consecuencia, el ndmero de explosiones que se corresponden con el i-ésimo algoritmo
es M; = ng i:; y €l numero total de explosiones es M = M, +--- + M,.

Ademds, previamente a cada explosién, es posible reparametrizar de modo que la
variable por la que hay que dividir sea del tipo t* (ver [ABF, 2.4]). Teniendo en cuenta
todo ello se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6 ([ABF, 2.19]) Sea C como antes y v un arco analitico que tiene orden de
contacto p con C. Entonces v admite una parametrizacién de Puiseuz irreducible

z = 6"
{ y=g(t) = Qo(t") + th Qi (th) + - -
tal que
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(1) Los exponentes caracteristicos (n;h1,...,h) de v estdn dados por:

(a) Sip> M, entoncesl=s,n=m yh; =k; parai=1,...,s.

(b) Sip < M, entonces m =rn, k; =rh; parai =1,...,0 — 1 conr = di_,/d}_,.
(2) & y g(t) verifican una de las siguientes condiciones:

(a) § = € y el truncamiento de orden hy_;+p’ de g(t) coincide con el correspondiente
truncamiento de f(t).

(8) 6§ = 5(__1)"/d$-; y el truncamiento de orden hy_, + p’ de g(t) se obtiene de f(t)
como sigue: Qi(x) = Pi(x) sidi/d]_| es par
Qi(—x) = Pi(x) sidi/d|_, es impar.
Donde,
pr=min(p,p—(Mi+ -+ M1 +1)si M+ -+ M <p< M +- + M
pPr=p—(My+---+M,+1)sip>M

Ademds, los primeros coeficientes no determinados arriba son distintos.

Observacion 2.7 Nétese la coincidencia entre el resultado 2.3 y la relacién entre expo-
nentes y coeficientes en la descripcién explicita de abanicos de E4(R(=,y)) (i.e. abanicos
centrados en un punto de R?) en I11.3.23. De hecho, estos abanicos, tras un nimero finito
de explosiones se presentan centrados en el divisor excepcional.

Observacién 2.8 Anotamos aqui los algoritmos auxiliares que usaremos en (L):

(A4) Caracterizacién en X (esto es, sin realizar las explosiones) de los arcos con orden de
contacto p con respecto a uno dado, para g previamente fijado (2.3).

(A5) Dado un arco analitico v a través de 0 € R? y una regién acotada por dos arcos
analiticos y; y 7., decidir a partir de las respectivas parametrizaciones de Puiseux
st v cruza la region o no. Para ello basta comparar los exponentes y coeficientes de
los respectivos desarrollos de Puiseux (ver [ABF, Solution to problem 2]).

Verificacién de la obstruccion local

A continuacién daremos el algoritmo (L) de verificacion de la obstruccién local. Este
algoritmo requiere la realizacién previa del algoritmo (G) (o al menos de alguna de sus
partes), ya que los datos iniciales se obtienen de (G).

El algoritmo (L), tal y como lo proponemos, consiste en una secuencia de test de
basicidad local en cada punto singular de 35. Dado que el criterio de basicidad II.2.15
exige una superficie compacta, consideramos la compactificacion de R2 por un punto
([BCR, 3.5.3]), que denotamos co. Es posible realizar el mismo test en oo, ya que (G)
proporciona también una descripcién anlitica de 8,5 en oo.

(L) Dado N = {p € 85U {co} : 8,5 tiene al menos 4 ramas en p} = {p1,...,Pm}
(G1.2.4 6 (G1)), verifica si S es localmente bdsico en cadap; € N.

(L1) Fijemos pg, 1 < k < m (comenzando por p;) y hagamos una traslacion al origen.
Calculemos los desarrollos de Puiseux racionales de las ramas Y',...,Y?de Y = 8,5 en

0 ((G1.2.4) 6 (A1)).
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(L2) Sea X, 55 X,_; — - - X1 B X, = X la resolucién estandar de ¥ en O. Para

cadaz=1,...,7, sea D; C X; el divisor excepcional que aparece en la i-ésima explosion
y sea Y* la transformada estricta de Y en X; (1 < a < ¢). Consideremos, para cada
i=1,...,r, la relacién de equivalencia R; en el conjunto {1,...,q} definida por:

a R; 8 < Y*y Y” cortan a D; en el mismo punto.

(Esto quiere decir que Y* e Y? tienen orden de contacto p > 1, luego con (A4) podemos
computar los elementos de cada clase de equivalencia.)

Sean P;; (j = 1,...,1(?)) estas clases de equivalencia. Para cadai =1,...,r tenemos
una particién P; del conjunto {1,...,¢}. Obsérvese que estas particiones se refinan segun
crece el indice 1.

(L2.1) Fijamos p, 1 < p < r (comenzando por p = 1) y elegimos un indice a en P,_, ;,
para cada j, tal que P,_; ; contenga al menos 4 elementos.

(L2.2) Determinamos la familia A de arcos v que tienen orden de contacto p con Y= (A4).

(L2.3) Comprobamos si A contiene dos subfamilias abiertas F;,F; uniendo, respectiva-
mente, dos regiones en S o una en S con otra fuera de 5 (A5).
Si existen tales familias de arcos, el algoritmo responde NO ES ABIERTO BASICO y
da las familias Fi, F;.

En otro caso comenzamos en (L2.1) con p + 1 (si p = r vamos a (L3)).

(L3) El algoritmo responde S ES LOCALMENTE BASICO EN pi y volvemos a (L1) fijando
Pes (51 k =m ir a (L4)).

(L4) S es LOCALMENTE BASICO EN TODO PUNTO.
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3 Basicidad y abanicos

Sea S un semialgebraico descrito por polinomios fi;, gx € K|z, y| como en la expresién IV.1.
Los algoritmos (G) y (L) aplicados sucesivamente dan lugar a un algoritmo (B) de verifi-
cacién de la basicidad de un semialgebraico. Por otra parte, la aplicacién de (G} a Sy a
su complementario da lugar a un algoritmo (P) que decide si un semialgebraico es abierto
o cerrado principal. Describimos a continuacion estos algoritmos.

(B) Dada una familia de polinomios fi,gx € K([z,y], este algoritmo verifica st el sem:-
algebraico S definido por estos polinomios es abierto o cerrado bdsico. Ademas, en
el caso de no ser basico, responde si es debido a uno de los siguientes hechos:

— 5 no es ni abierto, ni cerrado.
— S es abierto, pero algin punto aislado de 8,5 estd contenido en S.

— Hay obstruccién global, en cuyo caso da dos semirramas -, y 2 de 8,5 tal que
1 C oS yy C S

— Hay obstruccién local en algin punto p, en cuyo caso da dos familias abiertas
F, v F; de arcos analiticos en p con orden de contacto p (fijo) tales que F; une
dos regiones en S y F; une una regién en S con otra fuera de §.

(G) Verificamos las condiciones preliminares y la obstrucciéon global.
(L) Verificamos la obstruccion local. O
(P) Este algoritmo tiene los mismos datos iniciales que (B) y verifica si el semialgebraico

S es abierto o cerrado principal. Ademds, en el caso de no ser principal, responde
si es debido a uno de los siguientes hechos:

~ S no es ni abierto, ni cerrado.
— § es abierto, pero algin punto aislado de 8,5 estd contenido en §.
— Hay obstruccién global en S, en cuyo caso da dos semirramas -, y 7, de 3,5 tal
quey CO8"y 1. CS".
— Hay obstruccién global en X \ §, en cuyo caso da dos semirramas v, y 2 de
9,5 tal que y; C 85"y 12 C (X \ 5)".
(P1) Realizamos (G1).
(P2) Aplicamos (G2) a S.
(P3) Aplicamos {(G2) 2 X \ S (realmente a las celdas correspondientes a X \ 5). o

En consecuencia, tenemos los siguienfes resultado para semialgebraicos de R? definidos
por polinomios en K|z,y|, siendo K un cuerpo computable contenido en R

Teorema 3.1 Es posible determinar algoritmicamente si un semialgebraico S C R? es
a) Abierto o cerrado bdsico.
b) Abierto o cerrado principal.

Proposicién 3.2 Sea § C R? un semmlgebmzco tal que dim(8,5* N S*) = 1. Enionces
es posible dar algoritmicamente un abanico F € Ly(R(z,y)) tal que #(F N §)=3.
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Demostracién: En algoritmo (G) detecta la propopiedad dim(8,5°N5*} =1en (G2:1) 0
en (G2.3) y en ambos casos da dos semirramas -y, y 42 de la misma componente irreducible
de 8,5 tales que y; C 85  y v. C S™.

Segin la descripcién I11.3.30 de abanicos de R(z,y), las semirramas ; y y; determinan
de forma univoca un abanico F € X3(R(z,y)). Este F esta formado por las dos elevaciones
de ambas semirramas. Con lo cual, si a1, a3 son las elevaciones de v, 2 R(z,y), dado que
41 € 5\ 5™ tenemos a través del operador tilde

e

o €8, azeX\S

o viceversa.
Por otra parte, si @; y a4 son las elevaciones de v, a R(z,y), como vy, C S™ que es
abierto, tenemos aplicando el operador tilde que

Qo, 0y € 5=

En conclusién, dado que S y S* son genéricamente iguales, tenemos #(F N S)=3.0

Observacion 3.3 La descripcién I11.3.28 de los abanicos F' € £4(