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Introduccién

INTRODUCCION

Contextualizacion del problema de investigacion

La investigacion sobre la cuestion a la que hacemos frente en este trabajo
la inici6 el matematico de origen hingaro Georg Pélya (1945) y se refiere a la
dificultad generalizada de los alumnos frente a la resolucién de problemas

matematicos.

Con anterioridad a Pélya, pueden destacarse las reflexiones del filésofo griego
Socrates (469aC-399aC), que es plasmada en un Diadlogo con Platéon en que
dirigié a un esclavo por medio de preguntas para la solucion de un problema: la
construccion de un cuadrado de area doble a la de un cuadrado dado,
mostrando un conjunto de estrategias, técnicas y contenido matematico aplicado

al proceso de resolucion.

Otro momento importante estuvo protagonizado por el fil6sofo René Descartes
(1596-1650), quien, en su propodsito por encontrar un método universal para la
resoluciéon de problemas destacé lo que se ha denominado “modelos de

pensamiento productivo” o “consejos para resolver problemas con facilidad”.
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Introducciéon

En la época en que publico el libro How to solve it (Pdlya, 1945) los conductistas,
cuyo movimiento habia sido generado en América y Europa en la segunda
década del siglo XX como respuesta al subjetivismo y al abuso del método
introspectivo, no consideran la resolucién de problemas sino como una serie de
intentos provocados por un estimulo para lograr una respuesta. Asi, los trabajos
que desarrollan estdn dirigidos a la bisqueda de pasos o etapas que permitan el

entrenamiento.

Una de las primeras propuestas para secuenciar el proceso de resoluciéon de
problemas es la de Dewey (1910). Este autor, filésofo preocupado por lo que
tradicionalmente se ha denominado “epistemologia” o “teoria del
conocimiento” -aunque él rechazé expresamente dicha denominacion,
prefiriendo las expresiones “teoria de la pregunta” o “l6gica experimental” para
diferenciarse de los modos de acercamiento al pensamiento precedentes-,
fuertemente influenciado por la teoria de la seleccién natural de Darwin, plante6é
que un acercamiento productivo a la teoria del conocimiento debe comenzar con
una consideracion del desarrollo del mismo como una respuesta humana a las
condiciones ambientales dirigida a la reestructuracién de dichas condiciones;
considerando el pensamiento como el producto de una interacciéon entre
organismo y ambiente y el conocimiento como un instrumento para la guia y
control de esa interaccién. Debido a su caracter funcional, se adopta el término

“instrumentalismo” para su planteamiento.

En Studies of Logic Theory (1903) Dewey articulé para la légica un
instrumentalismo funcional similar al que William James habia desarrollado
para la psicologia y distingui6 tres fases del proceso de “pregunta”, insistiendo
en que es el dnico modo adecuado de entender cémo adquirimos el
conocimiento: (i) Comienza con una situaciéon problemética, donde las
respuestas instintivas o habituales del organismo humano son inadecuadas para
la continuacién de la actividad en busca del cumplimiento de necesidades y

deseos; (ii) La segunda fase implica el aislamiento de los datos o la materia que

-12 -



Introduccién

define los parametros dentro de los que debe dirigirse la reconstruccién de la
situacion inicial; (iii) La fase tercera, basada en la reflexiéon sobre el proceso, las
suposiciones, teoria, ideas... del sujeto son tomadas como soluciones hipotéticas
a la situaciéon. La acciéon permite poner a prueba la caracter adecuado de las
soluciones planteadas, modificAndose su caracter hipotético en funcién del tipo

de resultados que se obtiene.

Posteriormente Dewey (1910, 1933) compar6 la actitud natural de los nifios,
marcada por una curiosidad ardiente, una imaginacién fértil y un amor hacia la
investigacion experimental con la actitud de la mente del cientifico. El autor
argumenta que pensar es un proceso activo que implica experimentaciéon y
resolucion de problemas, afirmando que el proceso de pensamiento estd
realmente en marcha cuando existe un problema a resolver, una cuestion a
responder o una ambigiiedad a aclarar. Propone que nuestro pensamiento sigue
un proceso de cinco pasos: existencia de un problema (identificacion); analisis
del problema (definicion); formulaciéon de hipotesis de solucién; desarrollo de

las mismas y deduccion de sus propiedades; y comprobacion de hipétesis.

En la linea conductista han sido desarrollados diversos programas de
instrucciéon en resoluciéon de problemas como “Patrones de Resoluciéon de
problemas” (Rubinstein, 1980), que fue implementeado desde 1975 hasta el afio

en que se publicaron sus resultados.

La reaccion frente a los estudios analiticos de la conciencia mediante
introspeccién provocé en Alemania un efecto diferente al de América y Europa.
En vez de profundizar en las ideas asociacionistas dando lugar al conductismo,
en Alemania se desarrolla la escuela de la Gestalt, que rechaza el atomismo
conductista y modifica la unidad de andlisis en consecuencia dado que el objeto

de estudio es el significado y este no es divisible en elementos méas simples.
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Introducciéon

Algunos autores consideran a esta escuela la pionera en los trabajos sobre
resoluciéon de problemas porque destacan la relaciéon de dicha actividad con
aspectos creativos que llegado el momento permite una “comprensién stbita” o
“insight” al sujeto. Este insight supone encontrar la solucién antes de ponerla en
prética, destacando su caracter novedoso. Siguiendo a Mayer (1983), podemos
decir que el proceso de resoluciéon de un problema, desde esta perspectiva, es un
intento de relacionar un aspecto de una situacién problematica con otro,
obteniendo como respuesta una comprensiéon de la estructura, que implica
reorganizar los elementos de la situacion problemética de forma tal que resuelva

el problema.

Kohler y Wertheimer realizaron diversos experimentos sobre la resolucién de
problemas con chimpancés (ver Kohler, 1917). En ellas nos explican un
experimento en que, estando “Sultdn” encerrado en una jaula, se situé una
banana colgada del techo fuera de la jaula y, dentro de ella se dej6 un palo y una
caja. El chimpancé intent6 alternativamente utilizando el palo y subiéndose a la
caja por separado lograr alcanzar la banana sin éxito, hasta que, de pronto, se
dirigi6é con precision al palo, subi6 a la caja y encontré la solucion. Segtin Kohler,
este acontecimiento se puede explicar por el hecho de que el chimpancé
experimenté una reorganizacion constructiva de los elementos que le condujo a

la solucién.

Desde la Gestalt se plante6 que las tareas de resoluciéon de problemas que
implicaban reorganizacién y agrupamiento no eran estudiadas por la légica, a
pesar de ser procesos esenciales del pensamiento humano. Se diferencié en
consecuencia entre lo que se denomind “pensamiento reproductivo”, que
consiste en la aplicaciéon de destrezas adquiridas con anterioridad, en tareas por
tanto similares a aquellas en que el conocimiento se origind, y el “pensamiento
productivo”, que tiene lugar cuando es necesario llevar a cabo una

reorganizacion estructural que da lugar a la creaciéon de la solucién a un
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problema nuevo. De este modo una gran ventaja de la resolucién productiva,

frente al aprendizaje memoristico, radica en la potencialidad de transferencia.

“There are several objects. (The way in which they are segregated, and why
just so, how an object constitutes itself in separation from other objects, is a
question neglected in traditional logic, is taken for granted without real
investigation.) I compare them. In their qualities of their parts I find
similarities and differences. Abstracting from the differences, and
concentrating on common qualities or parts in the objects, I get a general
concept. The content is given by these common parts. This is the
'intension.' The 'extension' is the manifold of objects embraced by the class

concept. “ (Wertheimer, 1945, p. 207).

Otra propuesta de etapas en la resolucién de problemas de destacado interés en
la época es la realizada por el socidlogo y cientifico politico de origen britanico,
Graham Wallas, conocido defensor de la necesidad de un acercamiento
psicolégico al estudio de la politica. El modelo estd basado en la introspeccion y

lo presenta en su obra The art of Thought (Wallas, 1926):

1. Preparaciéon -en forma de conocimiento en el campo de estudio y estar

bien preparado-, necesaria para elaborar “insights”

2. Incubaciéon -producida cuando estamos alejados del problema,
normalmente después de haber estado trabajando activamente sobre élI-.
Cita, por ejemplo, la experiencia de Arquimedes cuando tuvo su idea en

los bafios publicos.

3. Iuminacién. El “clic” de una nueva idea. Es una fase misteriosa. Wallas

sOlo ofrece como sugerencia descansar la mente con otras actividades.

4. Verificacién. Es la fase final, donde se verifica si la “idea” realmente

resuelve el problema.

Como hemos podido observar, estos trabajos parten de una concepciéon de la

resoluciéon de problemas como actividad por antonomasia del pensamiento.
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Mayer (Op. Cit,, p. 21) utiliza indistintamente, a lo largo de su estudio, los
términos pensamiento, cognicién y resoluciéon de problemas y lo hace sobre la

base de la siguiente caracterizacion:

1. El pensamiento es cognitivo, pero se infiere de la conducta. Ocurre

internamente y debe ser inferido indirectamente.

2. El pensamiento es un proceso que implica manipulaciéon de, o

establece un conjunto de operaciones sobre, el conocimiento.

3. El pensamiento es dirigido y tiene como resultado la “resolucion” de

problemas o se dirige hacia la solucion.

Asi, el pensamiento, segin Mayer, es lo que sucede cuando una persona
resuelve un problema, es decir, produce un comportamiento que mueve al
individuo desde un estado inicial a un estado final, o al menos trata de lograr
ese cambio, llegando a definir directamente el pensamiento como resolucion de

problemas (Mayer, 1994).

Mientras, Pdlya, tomando como base su experiencia y las observaciones
realizadas como profesor, ofrece un diccionario de heuristica y pone de relieve
lo que luego seria la base de su Mathematics and plausible reasoning (1954), el uso
de la intuicién en matematicas, los razonamientos por induccién y analogia y el
empleo de heuristica, defendiendo que la estructura matemaética da indicaciones

atiles para la instruccion.

Si bien, como hemos indicado, la consideracién de fases en la resolucién de
problemas en general, no exclusivamente matemaéticos, puede verse ya en otros
autores, lo original de Podlya para la instrucciéon es la consideraciéon de la
importancia del area en que se desarrolla el proceso de resolucion asi como la
propuesta de una serie de heuristicos que plantea en cada fase, de las cuatro que
postula deben seguirse: comprender el problema, planificar la resolucién, llevar

a cabo el plan y revisar el proceso (Pé6lya, 1957).
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La resoluciéon de problemas matematicos ha mantenido un doble lugar en la
ensefianza: como dmbito privilegiado para el desarrollo del pensamiento - con el
objetivo de que los alumnos sean buenos “resolutores de problemas”, esto es,
buenos pensadores-, y como objetivo més concreto, dirigido a que los alumnos
sean capaces de resolver problemas matematicos. Aunque, como veremos, cada
uno de estos objetivos cuenta con diferentes interpretaciones; en general, ambos
se refieren a la transferencia de los aprendizajes, aplicindolos a situaciones

nuevas.

La idea de desarrollar expertos en resoluciéon de problemas “en general” esta
basada en la idea de que, con independencia de su complejidad y naturaleza, los
problemas tienen una anatomia similar, aunque a simple vista no parezca asi. Lo
mismo si son de fisica, de matematica, de bioquimica, etc., en todos se pueden
detectar un estado inicial ~-que comprende lo dado en la situacién problematica
de partida y los recursos disponibles para enfrentarla-; un estado final -que
representa la solucion-; una serie de operaciones, fisicas o mentales, que van a
permitir pasar de un estado a otro; y limitaciones para realizar ciertas acciones
(Newell y Simon, 1972). En el caso de los problemas que surgen en escenarios
naturales y sin la intencién de crearlos artificialmente, un componente que se

suma a los anteriores es la causa de problema.

Como ocurre con las diferentes estrategias de aprendizaje, incluso los intentos
por desarrollar estrategias aplicables en diferentes areas de conocimiento,
defienden hoy dia la importancia fundamental de trabajar dentro de areas de
conocimiento concretas incluso para favorecer la transferencia. Beltran (1998,
2003), explicando las ventajas de una ensefianza de las estrategias de aprendizaje
mixta, que combine la ensefianza dentro de un &rea de contenido con la
ensefianza fuera de él -persiguiendo esta ultima la generalizacion y la

transferencia mas alla del ambito donde ha sido inicialmente estudiada-, sefiala:
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“Las ventajas que se obtienen al incorporar las estrategias al curriculo
parecen hoy mucho mayores que las que se logran mediante el
entrenamiento fuera de él, ya que la transferencia resulta, en este caso,

menos probable.” (Beltrdn, 2003, p. 69).

De este modo, las propuestas actuales estdn fundamentalmente dirigidas a
formar alumnos competentes en la resoluciéon de problemas en general y
matematicos en particular. Especialmente la sociedad se muestra preocupada, en
el ambito de las matematicas, al finalizar la ensefianza obligatoria, por la
capacidad de los alumnos para hacer frente a los desafios que les surgirdan como
ciudadanos. En el dltimo estudio realizado dentro del Programa para la
Evaluacién Internacional de los Alumnos -auspiciado por la Organizacion para
la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OECD, 2004b)- se observa claramente
este la importancia dada a este objetivo, asi como la asuncién de que esto no se

logra desde los sistemas educativos actuales:

“The assessment is forward-looking, focusing on young people’s ability to
use their knowledge and skills to meet real-life challenges, rather than just
examining the extent to which they have mastered a specific school
curriculum. This orientation reflects a change in the goals and objectives of
curricula themselves, which are increasingly concerned with how students
use what they learn at school, and not merely whether they can reproduce

what they have learned” (p. 12).

Recio y Rico (2003), a partir de un andlisis de los resultados obtenidos en el

estudio anteriormente mencionado, afirman que:

“Necesitamos imperiosamente mejorar la calidad de la ensefianza de las
matematicas en la educacién obligatoria. La sociedad y los educadores

demandan esta formacién con caracter urgente.”

Este trabajo est4 dirigido al objetivo de estudiar como mejorar la instruccién en
matematicas de modo que facilite la capacidad de resolucién de problemas de

los alumnos y se centra especialmente en la educacién secundaria.
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Estructura del trabajo

Se ha considerado que la opcién mas conveniente para presentar este trabajo es
mostrar una estructura lineal que, aunque no es reflejo fiel del proceso seguido,
si facilita la comprensién del recorrido de investigacion llevado a cabo, donde se
sucedieron -a partir del planteamiento inicial de estudiar “Cémo mejorar la
instrucciéon en matemaéticas de modo que facilite la capacidad de resolucién de
” . o . Lo .
problemas de los alumnos”- estudios tedricos, investigaciones empiricas,

conclusiones, reflexiones y replanteamientos del trabajo.

En primer lugar, se llevé a cabo un andlisis de la bibliografia mas relevante
relativa a las dificultades que se presentan en el desarrollo de la capacidad de
resolucion de problemas y al modo de mejorar la instruccién con el objetivo de
lograr este aprendizaje en los alumnos. Con esta revision se pudo constatar el
papel fundamental que se asigna a la metacognicion en la resolucién de
problemas en general y matematicos en particular, asi como la gran cantidad de
cuestiones que se mantienen abiertas en torno a qué es la metacognicion, qué
otros componentes estan implicados en la resolucién de problemas, qué papel
concreto juega cada uno de ellos en la resolucién de problemas y cémo se
relacionan todos ellos. También se observé en esta revision una gran
ambigitiedad terminolégica relativa a gran nimero de cuestiones como por
ejemplo: ;qué es un problema?, qué es un problema en matematicas?, jtodos los
problemas en matemdticas implican modelizacién?, ;es lo mismo metacogniciéon
que calibraciéon?, ;qué relacion existe entre la reflexiéon y la metacognicion?,
(existen procedimientos algoritmicos o heuristicos por naturaleza?, por citar

algunas.

Se razond la necesidad, en consecuencia, de elaborar un modelo sobre la
resolucién de tareas matematicas que intentara reducir de la ambigtiedad en la
terminologfa, a la vez que diera luz en el intento de clarificacién sobre los

aspectos anteriormente descritos. La reinterpretacion de los estudios
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precedentes bajo el modelo planteado permiti6 ir describiendo y analizando la

informacién de ambos de modo organizado.

Para poner a prueba la calidad del modelo, profundizando en algunas de las
ambigiiedades y problemas de investigacion analizados en el Capitulo I, se llevo
cabo un trabajo empirico, presentado en el Capitulo II, donde se constataron las
hipétesis de partida, que se concretan en la importancia de los conocimientos
previos en el caracter problemético que “una” tarea puede suponer para “un”
alumno; el hecho de que la definicién del caracter problemético de una tarea no
se puede centrar exclusivamente en si ésta implica o no modelizaciéon o esta
contextualizada; y la adecuidad de interpretar el conocimiento fundamental
para la transferencia del aprendizaje en matematicas- esto es, la resoluciéon de
problemas de matematicas-, denominado tradicionalmente metacognitivo, como
el conocimiento condicional relativo a la eleccién y aplicacion de los

conocimientos.

Si bien el planteamiento inicial del trabajo estaba centrado en la bisqueda de un
modo de mejorar la instruccién en matematicas -para favorecer la competencia
en resolucién de problemas de los alumnos- a partir de las dificultades que estos
presentan frente a tareas problematicas asi como de las caracteristicas de los
resolutores exitosos, las deficiencias observadas en el proceso de ensefianza-
aprendizaje vivido en las aulas objeto de anélisis en el primer trabajo empirico,
junto con la lectura de bibliografia relativa a la instruccién dirigida a la
resolucién de problemas en matemaéticas, nos hizo plantearnos la necesidad de
ampliar el objeto de estudio profundizando en las razones que llevan a la gran
dificultad que se observa en los intentos por llevar a la practica en las aulas un
sistema de instruccién dirigido ensefiar a resolver problemas a pesar de las
décadas de investigacion y de considerarse el objetivo fundamental de la

ensefianza de las matematicas.
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Asi, en el Capitulo Il se profundiza en las propuestas de instruccién en
matemadticas que han sido planteadas para favorecer una formacién de los
alumnos en resolucién de problemas, destacindose aquellos aspectos que se
consideran madas importantes. También en este capitulo se describen las
numerosas dificultades que han sido encontradas para la puesta en practica de

las mismas.

En esta situacion, el enfoque antropolégico en didactica de las matematicas,
iniciado por Yves Chevallard se torn6 sumamente dutil para continuar

desarrollando nuestro trabajo.

En el Capitulo IV se describe cémo la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD) permite, gracias al modelo de la actividad matematica que plantea,
integrar la resolucion de problemas y los aspectos metacognitivos dentro del
proceso de ensefhanza-aprendizaje. Desde este enfoque, la resolucion de
problemas se concibe como el origen y razén de ser de toda actividad
matematica y por tanto es inseparable de la misma; de ahi que se utilice el
término praxeologia para referirse a teoria y practica, como aspectos

inseparables.

Este enfoque permite ademas describir los aspectos metacognitivos a través de la
completitud creciente de la praxeologias que se construyen en el proceso de
ensefianza-aprendizaje. Esto hace posible explicitar dicho conocimiento, de
modo que podemos llegar a hablar incluso de diferentes niveles de conocimiento
metacognitivo, segun si se refiere a la conexioén entre temas, areas o sectores de

las matematicas.

La transposiciéon que, segun la TAD, necesariamente debe sufrir un saber desde
su construccion en un dmbito ajeno a la escuela hasta llegar a ser aprendido por
un alumno, asi como las restricciones que unos niveles ejercen sobre otros,
resulté ser fundamental para profundizar en las causas que dificultan la

incorporaciéon de la resoluciéon de problemas en el aula de matemaéticas. Para ello
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analizamos, en el Capitulo V -utilizando como material empirico los
documentos curriculares-, cual es el papel que se asigna a la resoluciéon de
problemas en la propuesta educativa y, especialmente, si se produce
adecuadamente el necesario proceso de transposicién o, por el contrario es
posible que estos niveles superiores, del “saber a ensefiar”, estén provocando
restricciones que dificulten la incorporacion de la resoluciéon de problemas como
eje integrador de las matematicas, tal y como se proponen las instituciones

educativas.

Finalmente, en el Capitulo VI, mostramos la puesta en practica de una modelo
instruccional dirigido a incorporar la resoluciéon de problemas en la ensefianza
de las matemaéticas. Esta propuesta estd basada en el desarrollo de un proceso de
estudio en torno a un problema -o cuestion problematica- cuya resolucion es

tomada en serio por la comunidad de estudio (profesores y alumno).

La experiencia se lleva a cabo con un Recorrido de Estudio e Investigacion en
torno a la comparacioén de tarifas de telefonia moévil, que permite hacer vivir en
el aula la razén de ser de los conocimientos metacognitivos a través de la
necesidad de construir, para la resoluciéon de la cuestion, praxeologias mas alla

de puntuales.

Otras cuestiones relativas a los aspectos metacognitivos, tales como la
planificacién, regulacién y evaluaciéon del proceso y los resultados afloran a
través de los REI en la actividad de los estudiantes. Esto se debe a una asuncién
de responsabilidad por parte de los alumnos en el proceso de estudio, que lleva
a que aspectos considerados tradicionalmente como didacticos -en el sentido de
que su gestion corresponde exclusivamente al profesor- pasen a ser
responsabilidad de toda la comunidad de estudio, incluyendo esta a los

alumnos.
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CAPITULO 1. UN MARCO COHERENTE Y COMPRENSIVO PARA LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS: RELACION ENTRE

COGNICION, METACOGNICION Y ACTUACION METACOGNITIVA
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La dificultad de ensefiar a resolver problemas en general y matematicos
en particular, presente atin hoy dia en nuestras aulas a pesar de los intentos de
mejora de las reformas curriculares, ha sido analizada desde diferentes
perspectivas; proponiendo diferentes componentes, procesos e interrelaciones
entre ellos. En la actualidad, es comtinmente admitido el destacado papel que
juega la metacognicion, si bien numerosas cuestiones permanecen abiertas. Son
detectadas ademds otras muchas ambigiiedades y discusiones en relacién con
los factores que permiten el éxito en la resoluciéon de problemas, lo cual dificulta
realizar conclusiones fundamentadas para la caracterizacion de resolutores

exitosos asi como sobre el modo de ensefianza mas adecuado.

Un andlisis inicial de la bibliografia precedente concluyé con la necesidad de
plantear un modelo coherente y comprensivo de los componentes y procesos
implicados en la resolucién de problemas matematicos que permitiera analizar
las aportaciones de los diferentes autores y poder asi definir el estado actual de
la investigacién en torno a cémo mejorar la instrucciéon con el objetivo de

desarrollar en los alumnos la capacidad de resolver problemas.
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1.1. EL ESTADO DE LA CUESTION

1.1.1. Qué es la metacognicion y qué papel juega en la resolucién de

problemas matematicos

El concepto metacognicion, bastante complejo y de muy reciente data en
el campo de la educacion, se inicié6 como objeto de estudio en psicologia en la
década de los setenta con las investigaciones de John Flavell sobre algunos
procesos cognitivos, particularmente aquellos involucrados en la memoria.

Flavell define la metacognicién como:

“One’s knowledge concerning one’s own cognitive processes and products
or anything related to them (...) Metacognition refers furthermore to the
active monitoring of these processes in relation to the cognitive objects or
data on which the bear, usually in service of some concrete goal or

objective” (Flavell, 1976, p. 32).

Desde los documentos curriculares se promueve la importancia de la
metacognicién para que los estudiantes aprendan (p.e., Cockroft, 1982; National
Council of Teachers of Mathematics, 1989; Treffers, De Moor, y Feys, 1989,
citado por De Corte, Verschaffel, y Op’t Eynde, 2000), pero existe mucha
confusién en este campo sobre lo que el término metacognicion significa en la
practica (Wilson, 1999; Osborne, 2002) y ha sido utilizado a menudo por los
investigadores y educadores de formas vagas, confusas e incluso contradictorias
(Brown, 1987; Weinert, 1987). Tras décadas de discusion, incluso Flavell (1987)
admite que “none of us has yet come up with deeply insightful, detailed proposals about
what metacognition is” (p. 28), existiendo atn un debate referido a su alcance y la
naturaleza de las interrelaciones entre los diversos tipos de conocimiento y los

procesos metacognoscitivos (Schraw y Moshman, 1995).
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La metacognicion es descrita por gran nimero de investigadores como multi-
dimensional y ha sido utilizada como un término general con referencia a un
rango de dispares habilidades cognitivas de nivel superior (Wilson, 1999).
Perkins, Simmons y Tishman (1990) sugieren que el término metacognicién es

dificil y lo definen como:

“Something you want to do more o less continuously, and the actions you
need to take to maintain monitoring and to shift yourself back on task when

you were off task” (p. 286).

Existen definiciones variadas de metacognicion en la literatura, pero la gran
mayoria de ellas incluyen una serie de componentes que estan interrelacionados
(Shcraw y Dennison, 1994). Generalmente hay un acuerdo en que la
metacogniciéon implica dos componentes principales: conocimiento sobre la
cognicién y regulacion de la cognicion (Brown, 1987; Brown, Brandsford, Ferrara
y Campione, 1983; Garofalo y Lester, 1985; Schoenfeld, 1990; y Schraw y
Dennison, 1994), pero la naturaleza de la relaciéon entre esos componentes no

esta claramente definida.

El hecho de postular una naturaleza dual de la metacognicién proporciona sélo
un modelo superficial de ese constructo (Wilson, 1999). Ademas de la
problematica relacionada con la dificil tarea de definir y separar estos dos
aspectos, también ha sido causa de frustraciéon en los investigadores las
dificultades encontradas al intentar distinguir entre cognicién y metacognicién

(Brown et al., 1983).

Estas dificultades se ven reflejadas claramente en las instrumentos disefiados
con el objetivo de evaluar la metacognicion. Por ejemplo, Osborne (2002), en un
trabajo que lleva a cabo con el fin de analizar las propiedades psicométricas de

una serie de pruebas disponibles actualmente que afirman evaluar la
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metacognicién!, tras definirla de la siguiente manera, para diferenciarla de la

metamemoria 0 metacomprension:

“Higher-order cognitive functioning, such as monitoring, predicting,
reliaty checking, and/or coordination of cognitive functioning, or awareness
of one’s own knowledge and the abiblity to understand, control, and

manipulate individual cognitive processes” (p. 5).

Concluye que no se dispone de ninguna medida que cumpla las condiciones
psicométricas minimas para poder ser aceptada, ya que, explica, las que no
tienen graves problemas psicométricos, miden s6lo una faceta de la

metacognicion.

La investigacion sobre relaciones entre el rendimiento en matematicas y
metacogniciéon gand popularidad en la década de los 80 (Adibnia y Putt, 1998;
Lester, 1994; Silver y Marshall, 1990). Un gran ntimero de investigaciones ha
afirmado la importancia de la metacogniciéon para el pensamiento matematico
efectivo y la resoluciéon de problemas (p.e., Clarke, Stephens y Waywood, 1992;
Garofalo y Lester, 1985; Goos, 1995; Lester y Garofalo, 1982; Schoenfeld, 1985a,
1985b, 1985¢, 1987a, 1992b; Silver y Marshall, 1990). Y es que, a pesar de tener los
conceptos y estrategias necesarias, los estudiantes no son siempre capaces de
completar con éxito la resolucién de los problemas (Kilpatrick, 1985). Algunos
autores consideran que esta fuente primaria de dificultades en la resolucién de
problemas consiste en una falta de habilidad de los estudiantes para monitorizar
y regular activamente sus procesos cognitivos (Garofalo y Lester, 1985; Lester y
Garofalo, 1982; Schoenfeld, 1987a), mientras que otros la concretan en la
dificultad para utilizar el conocimiento necesario de modo correcto y/o en el

momento apropiado (McAfee y Leong, 1994). Apoyando esta segunda

1 Los cuestionarios de evaluacién de la metacognicién que analiza son: Metacognitive
Questionnaire (MQ); Metacognition in Multiple Contexts Inventory (MMCI); Dynamic
assessment of metacognition; y Grade/ performance e prediction.
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explicacion, Sternberg (1998) afirma que es la metacogniciéon sobre las

estrategias, mds que las estrategias en si mismas, lo que parece ser esencial.

En el drea de matematicas, un gran ntimero de cuestiones permanecen sin
respuesta sobre qué acciones cognitivas y metacognitivas realizan los
estudiantes mientras hacen frente a problemas (Davidson y Sternberg, 1998;
Dunlosky, 1998). La mayoria de los estudios apoyan la idea de que los
componentes de la metacognicion estdn estrechamente relacionados e
interactian, pero cada componente principal requiere mayor -clarificacion
(Wilson, 1999). Concretamente en relaciéon con el tipo de problema, Dunlonsky
(1998) afirma que el conocimiento de la interaccion entre procesos
metacognitivos y tipos de problemas en un drea necesita exploracién adicional si
quiere ser mejorado el rol de la metacognicion dentro de la resolucion de

problemas.

Estos limites imprecisos y poco claros hacen la investigacion dificil (Brown et al,
1983), de modo que se tornan necesarios una definicion y un modelo mas
detallados y menos ambiguos de la metacogniciéon para responder a cuestiones
sobre el éxito en la resolucion de problemas de matematicas y proporcionar los
pardmetros adecuados para investigar y analizar los resultados de la

investigacion.

La consideraciéon explicita de un modelo a partir del cual analizar la literatura
existente es un requisito imprescindible dadas las condiciones que acabamos de
describir. Por eso, el modelo de resolucién de problemas del que partimos, asi
como el papel que juega la metacognicion en el mismo, sera lo primero que
concretemos tras analizar otro aspecto de fundamental importancia que es la
relacion existente entre el conocimiento general y el conocimiento especifico de

area.
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1.1.2. Conocimiento general vs. conocimiento especifico de area

Existe un gran debate sobre qué estrategias son mas importantes durante
la resolucion de problemas, si las estrategias generales o las del area especifica,
pero, si revisamos la literatura, podemos observar que no hay un acuerdo

generalizado respecto a cudles son de un tipo y de otro.

Entre los defensores de la importancia del conocimiento de dominio especifico
sobre las estrategias de resolucion de problemas en matematicas destacan los
psicologos australianos Owen y Sweller (1989), que, aludiendo a las
investigaciones desarrolladas en Psicologia cognitiva, insisten en que “el dominio
en un drea especifica, como las matemdticas, estd caracterizado por la posesion de un
gran cuerpo de conocimiento especifico del dominio” (p. 326)2?, y que la diferencia
entre expertos y noveles esta en la posesion de esquemas de dominio especifico,
entendidos estos como “a cognitive structure that specifies both the category to which
a problem belongs and the most appropiate moves for problems of that category” (Ibid.).
Consideran inapropiada la conclusién de que las dificultades en la resolucién de
problemas sean debidas a una carencia de adecuadas estrategias generales de
resolucioén, sugiriendo, por el contrario, que dichas habilidades de resoluciéon
podrian ser adquiridas solamente a través un conocimiento muy detallado del

area de conocimiento correspondiente.

“Most available evidence suggest that the superior problem-solving skills
does not derive from superior heuristics but rather from domain specific
skills” (...) “evidence that the teaching of heuristics is effective in sparse”

(Owen y Sweller, 1989, p. 327).

2 En ocasiones nos tomamos la licencia de citar entre comillas fragmentos traducidos al
castellano por nosotros mismos de documentos elaborados en otros idiomas -en cuyo caso se
entrecomillan pero no se utiliza cursiva-. Esto se hace para intentar favorecer la lectura y
comprension del texto pero intentando mantener a la vez el sentido textual de la cita.
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Por su parte, el matemético también australiano Lawson (1990) se sitta contra
Owen y Sweller (1989) insistiendo en el impacto positivo resultante del

entrenamiento en estrategias generales de resolucion de problemas:

“There is encouraging evidence that training in the use of the different
types of general problem-solving strategies has positive impact on

performance in both mathematics and other curriculum areas (...)

The instruction in the use of these strategies is not quite as slender as Owen

and Sweller imply” (Lawson, 1990, p. 406).

También critica la reduccion del proceso de transferencia de conocimientos a
una generalizacion -entendida como una transferencia limitada a un campo
muy semejante de problemas- que considera constituye una sobre-
simplificaciéon. Asi, postula que la mejora en la competencia en resoluciéon de
problemas provocada por la adquisicion de esquemas de dominio especifico
seria bastante escasa, defendiendo que las estrategias generales de resoluciéon de
problemas juegan un importante rol en la activaciéon y uso de los esquemas
existentes, en estrecha relacion con el proceso de transferencia de los

conocimientos:

“The development of a more detailed model of transfer provides good reason
for the continued study of the role of general problem-solving strategies in
mathematics problem-solving and for attention to these strategies in
mathematics teaching” (...) “efficient operation of general problem solving
strategies can be expected to lead to successful transfer provided the

students have a well-organized knowledge base” (pp. 408-409).

Sweller (1990) responde a las afirmaciones de Lawson centrandose basicamente
en la necesidad de que la instrucciéon fomente que las estrategias funcionen en
situaciones de transferencia o contextos nuevos de resolucién de problemas,
afirmando que, “aunque las pruebas de evaluacién de la transferencia son un
ingrediente esencial de cualquier estudio disefiado para proporcionar evidencia

sobre la eficacia del entrenamiento en resoluciéon de problemas” (p. 413), no se
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han utilizado problemas suficientemente diferentes a los utilizados durante la
instruccion en el campo de la investigacion sobre intervencién para la
adquisicion de estrategias, tales como la de Charles y Lester (1982). Por tanto,
concluye que “there is very little evidence of successfully teaching general problem-

solving techniques in mathematics education” (p. 414).

Nunokawa (1991), matematico japonés, estd de acuerdo con la tendencia
sefialada por Sweller (1990). Nunokawa analiz6 dos programas de instruccién
en estrategias y encontré que sélo se observaban efectos de dichos programas
cuando los problemas utilizados durante el proceso de ensefianza y los del post-
test coincidian en la estructura, de manera que podian ser resueltos de modo
similar. En uno de los programas, en que se concluian beneficios significativos
de la instruccién sobre la resolucién de problemas, se ensefiaron estrategias de
trabajo “hacia atrds”, y resulté que los problemas del post-test coincidian con los
utilizados durante la instruccion en que seguian la estructura a = fi (fa1 (...f1(x)),
donde a es una constante dada, x es un valor desconocido a ser buscado y las f;
son operaciones aritméticas. Por tanto, podemos afirmar que estos alumnos
aprendieron una serie de pasos a realizar (adquirieron un conocimiento
procedimental algoritmico), pero no podriamos decir lo mismo respecto a si
sabrian reconocer un problema cuya resolucién seria adecuada a través de este
procedimiento o si sabrian aplicarlo con algunas variaciones. En el otro
programa se enseflaron, ademas de las estrategias de trabajo “hacia atras”, otras
estrategias de pensamiento mas simples pero, a pesar de ello, no se detectd
ningtn efecto de la instruccién de esta estrategia en la resolucién de los
problemas que se plantearon en la evaluacién post-test. En este segundo
programa, los problemas del post-test, explica Nunokawa, no eran “similares” a

los utilizados durante la ensefianza de esta estrategia.

Chinnappan y Lawson (1996) sefialan, como causa de la controversia anterior
entre Lawson y Sweller, la ambigtiedad con que son examinados estos estudios,

y entonces plantean la necesidad de clarificacion sobre los tipos de estrategias.
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En ese mismo trabajo, estos autores hacen una propuesta de clasificacion de
tipos de estrategias, pero, tras analizarla, hemos detectado deficiencias debidas a
que no es exhaustiva y ademds produce de nuevo ambigiiedad, ya que no
utilizan criterios claros de diferenciaciéon. Asi, por ejemplo citan dibujar un
diagrama e intentar casos mds simples como estrategias relacionadas con el
dominio, siendo que estas estrategias son ttiles para muchos otros tipos de

problemas.

En la misma linea, Mayer y Wittrock (1996) categorizan estrategias heuristicas
tales como “elaborar un diagrama donde se representen las afirmaciones del
problema”, “dividir el problema en partes” o “encontrar un problema
relacionado” también como herramientas de pensamiento especificas del area de

conocimiento (p. 58).

Ya los matematicos Stanic y Kilpatrick (1988), reflexionando sobre la historia de
intervenciones para la mejora de la resoluciéon de problemas en educacién
matemadtica, sefialaron que la naturaleza de las estrategias heuristicas ha sido

distorsionada:

“There are those today who on the surface affiliate themselves with the work
of Polya, but who reduce the rule-of-thumb heuristics to procedural skills,
almost taking an algorithmic view of heuristics (i.e., specific heuristics fit in
specific situation). A heuristics becomes a skill, a technique, even,

paradoxically, an algorithm.” (p. 17).

De igual forma, se detecta una necesidad generalizada de “clarificar la
interacciéon que tienen lugar entre el conocimiento especifico de &rea y el
conocimiento mas general relativo a la metacogniciéon” (Alexander y Judy, 1988,

p. 397).

En relacién con los obstaculos para el dominio de estrategias heuristicas, autores

como Alan Schoenfeld (1985a) defienden que el éxito en cualquier dominio esta
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basado en una fundamentacion de las fuentes en ese dominio e incluso que un
buen manejo de los heuristicos no puede esperarse que reemplace un débil
dominio de la materia. Por eso afirma que “one cannot expect too much of heuristic
strategies” (p. 96) respecto a su posibilidad para guiar a los resolutores hacia las

soluciones adecuadas.

Todo lo anterior nos lleva a la necesidad elaborar un modelo de la resolucién de
problemas matemaéticos que dé luz a todas las cuestiones que hemos mostrado

que permanecen abiertas y nos ayude a avanzar en la investigacion.

1.2. PROPUESTA DE UN MODELO DE RESOLUCION DE TAREAS

MATEMATICAS

El modelo de resolucién de tareas matemadticas que presentamos
pretende dar respuesta a las necesidades detectadas en la revision de los trabajos

precedentes.

Se utiliza intencionadamente el término “tareas matemaéticas” en vez de
" Jor Y72 . ,

problemas de matematicas” para denominar al modelo aqui propuesto porque,
como mostraremos mas adelante, se parte de una diferenciacién inicial, de gran
importancia para la interpretacion del mismo, entre tareas de practica y tareas

problematicas y por tanto el modelo hace referencia a ambos tipos.

Postulamos que estan implicados dos componentes en la resolucién de tareas
matematicas: el conocimiento y las creenciazs. Ambos componentes estan
caracterizados por dos variables: posibilidad potencial de aplicacion y tipo de
conocimiento. De la primera surge la caracteristica generalidad-especificidad del
componente (como polos de una misma linea); en funcién de la segunda se
consideran tres tipos de conocimiento: conceptual, procedimental y condicional.

Profundizaremos en cada uno de los componentes seguidamente.
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1.2.1. Conocimiento: relacién entre cognicién y metacognicion

Uno de los componentes de la resolucion de tareas matematicas es el
conocimiento, que puede ser de tres tipos: conceptual, procedimental y
condicional. Los conocimiento conceptuales y procedimentales (en cuanto
conocimientos estaticos) tienen caracter cognitivo, mientras que el conocimiento
condicional se corresponderia con el conocimiento metacognitivo. Estos dos
niveles de conocimiento -cognitivo y metacognitivo- se caracterizan por su

interactividad e interdependencia.

Poseer conocimiento metacognitivo de un concepto o procedimiento implica,
como condiciébn necesaria pero no suficiente, disponer de conocimiento
conceptual y/o procedimental del mismo. El conocimiento condicional
(metacognitivo) serd el que permita tanto la puesta en juego (seleccion) del
concepto y/o procedimiento cuando sea necesario, como que sea aplicado de
manera flexible (adaptacion) en funcién de las caracteristicas de la tarea. Asi
podemos definir el conocimiento metacognitivo como el conocimiento condicional,
tanto de los conceptos como de los procedimientos, necesario para su selecciéon y

aplicaciéon adaptada a las condiciones de la tarea.

En la Tabla 1.1 se distingue entre conceptos y procedimientos. Los primeros se
diferencian de los segundos en que no implican un conocimiento procedimental.
Ambos se pueden dar en dos modalidades: algoritmicos y no algoritmicos. Las
formas algoritmicas tienen lugar cuando para su selecciéon y/o aplicacion es
suficiente una “transferencia directa” de los conocimientos (analitica) y las no-
algoritmicas cuando es necesaria una transferencia indirecta (exploratoria)?. Esta

caracteristica no diferencia entre tipos de conceptos, ni entre procedimientos,

3 Los términos “transferencia analitica” y “transferencia exploratoria” estdn basados en la
terminologia de Schoenfeld, que denomina “exploracion” al proceso que es necesario que un
sujeto ponga en juego cuando se enfrenta a una tarea cuyo modo de resolucién no deduce de
manera directa, esto es, a través del “analisis”.
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sino que son modalidades en que cada concepto y cada procedimiento pueden

darse.
CONOCIMIENTO CONOCIMIENTO
COGNITIVO METACOGNITIVO
(CONDICIONAL)
CONOCIMIENTO | CONOCIMIENTO p .
CONCEPTUAL | PROCEDIMENTAL SELECCION APLICACION
0 . . Transferencia | Transferencia
O|ALGORITMICOS
£ ol analitica analitica
3
Z
8 NO- si . Transferencia | Transferencia
IALGORITMICOS exploratoria | exploratoria
0
8 . . . Transferencia | Transferencia
7, |ALGORITMICOS SI SI .. e
] analitica analitica
p
=) . .
8 NO- si si Transferencia | Transferencia
8 IALGORITMICOS exploratoria | exploratoria
&

Tabla 1.1 Tipos-niveles de conocimiento que implican diferentes objetos de aprendizaje.

Pensemos en un procedimiento algoritmico tipico, como el de la suma, para
entender este hecho. El procedimiento de la suma se denomina algoritmico
porque la realizacién de una serie de pasos prefijados lleva a la solucién, pero
una persona no sabe sumar con simplemente conocer cudles son los pasos
algoritmicos a seguir para realizar la operacién, sino que conlleva: que se
produzca la seleccién de la suma como mejor solucion a la tarea a resolver; que
se seleccione, si se conocen varios algoritmos de la suma, el més adecuado; y que
se aplique el algoritmo de forma adecuada (por ejemplo, situar en el numerador
y en el denominador los datos correctos). Del mismo modo, hay procedimientos
que, aun no siendo considerados algoritmicos, por ejemplo los heuristicos,

pueden ser rutinizados, como afirman Stanic y Kilpatrick (1988).

Profundizaremos en la comprension de esta tabla seguidamente, al describir la

clasificaciéon que proponemos de tareas matematicas.
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1.2.1.1. Generalidad-especificidad del conocimiento: caracteristicas de la tarea

Esta caracteristica permite dar luz a dos de las cuestiones sin resolver que
se detectan en la literatura: necesidad de una clasificacion de estrategias en
funcién de su cardcter general o especifico y dar luz a la relaciéon entre el
conocimiento general y el de dominio especifico. Dos cuestiones que en
definitiva se reducen a una, ya que el conocimiento se refiere tanto a conceptos
como a procedimientos, incluyendo estos dltimos tanto las técnicas como las

estrategias.

La propuesta que hacemos aqui es considerar la generalidad-especificidad del
conocimiento como un continuo donde es necesario situarse en un marco
concreto, al que llamaremos contexto, a partir del cual determinar el cardcter

genérico-especifico de los componentes, en este caso el conocimiento.

El contexto en el caso que nos ocupa es la resolucion de tareas matematicas. Este
abarca siempre conocimiento matemaético (microcontexto) y en algunos casos
conocimientos mds generales (macrocontexto) (ver Figura I1.1). Los
procedimientos relativos al microcontexto, es decir, los propios del contenido
matematico se denominaran técnicas, mientras que los procedimientos tomados
del macrocontexto (aplicables a otras tareas no matematicas) se etiquetardn

como estrategias.

La diferencia fundamental entre las técnicas y las estrategias es que las primeras
son relativas al dominio de conocimiento especifico (microcontexto), mientras

que las otras son aplicables a otras tareas (macrocontexto).

Las caracteristicas de cada tarea matematica determinardn si es necesario
aplicar para su resolucién solamente conocimiento matemético o también
conocimiento del macrocontexto, asi como qué conocimientos concretos de

ambos tipos.
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MACROCONTEXTO: CONOCIMIENTO

CONTEXTO: CONOCIMIENTO NECESARIO
PARA RESOLVER LAS TAREAS MATEMATICAS

MICROCONTEXTO:
CONOCIMIENTO
ESPECIFICAMENTE
MATEMATICO

Figura 1.1 Cardcter inclusivo de los niveles de contexto.

Este cardcter general de las estrategias heuristicas se ve reflejado en numerosos
estudios. Asi, Annie y John Selden (Selden y Selden, 1997), en un trabajo en el
que analizan, partiendo de gran ntimero de investigaciones, cudles son las
caracteristicas de los resolutores de problemas con éxito llegan a la siguiente

conclusion:

“General heuristics like means-ends analysis or backward chaining, while
good for solving general logic problems such as the missionaries-and-
cannibals problem, are almost useless for problems in content rich domains

like mathematics.”

Por ejemplo, DeFranco (1996), realiz6 un estudio con ocho doctores en
matematicas donde concluyé que no eran buenos resolutores de problemas.
Posteriormente Schoenfeld le aconsej6 estudiar también las caracteristicas de
ocho matemaéticos de reconocido prestigio y resulté que, mientras que los

doctores eran expertos en un ambito mas especifico de problemas, las
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eminencias si eran expertos en resoluciéon de problemas mas alejados de la

materia especifica.

Las propuestas de instrucciéon que se centran en formar a los alumnos en el
dominio de heuristicos generales para la resoluciéon de problemas novedosos,
tipo “Olimpiadas matemaéticas”, se ven en la necesidad, durante la instruccién,
de ejemplificar tipos de problemas que son resolubles a través de ellos (p.e.,
Callejo, 1991; Guzman, 1991; Puig, 2004). De este modo, estrategias tales como
empezar por lo facil, hacer un esquema, una figura o un diagrama, buscar un
problema semejante o suponer que estd resuelto no constituyen estrategias
aplicables a cualquier tipo de problema, sino que su eficacia y las variaciones
necesarias en su modo de aplicaciéon dependeran de las caracteristicas propias

de cada uno.

Para explicar qué conocimientos son potencialmente aplicables para la
resoluciéon de una tarea matemadtica, serd necesario previamente definir qué es
una tarea de matematicas, para lo cual partiremos del concepto de problema,
explicando posteriormente las razones que hacen que utilicemos la
denominacién general “tareas” y el término “problemas” para un tipo de tareas

con unas caracteristicas especificas.

1.2.1.2. El concepto de problema matematico

Pélya no definié lo que entendia por problema cuando escribié su primer
libro How to solve it (1945), con el cual inauguré la heuristica moderna, sino que
esperd a una publicacién posterior, que tenia por titulo Mathematical discovery
(1962-65), y nada menos que al capitulo quinto, después de haber realizado un
andlisis de los procesos que intervienen en la resoluciéon de problemas, para
afirmar que resolver un problema significa buscar de forma consciente una
accion apropiada para lograr un objetivo claramente concebido pero no

alcanzable de forma inmediata.
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A pesar de los numerosos trabajos que se han realizado en torno a la resoluciéon
de problemas, atin queda mucho por sistematizar en este campo y un ejemplo de
ello es que no existe atin una caracterizaciéon universalmente aceptada de los

términos problema y resolucion de problemas.

Carr (1989) anade un matiz interesante al afirmar que resolver un problema es
“el proceso de aplicar el conocimiento previamente adquirido a las situaciones nuevas y
no familiares” (p. 471); es decir, el resolutor debe disponer de los medios
necesarios para resolver el problema, pero no puede tratarse de problemas que
comprueben simplemente que se posee un conocimiento inerte, sino que deben
implicar una transferencia del mismo. Profundizaremos sobre esta cuestiéon
seguidamente, planteando una clasificacion de tipos de tareas matemadticas.
Consideraremos para ello la distincion planteada por Perkins (Perkins y
Salomon, 1988) entre dos tipos de transferencia, “low-road” y “high-road”. La
primera se refiere a rutinas que han sido practicadas y son “automaticamente”
puestas en juego en situaciones que tienen una gran similitud con el contexto en
que fueron aprendidas. El segundo tipo requiere pensamiento reflexivo y un
intento directo de hacer conexiones; implica extraer los principios y aplicarlos en
otra parte (btisqueda hacia delante) o buscar en la memoria (btisqueda hacia
atras). Se asemejan estos dos tipos a los aqui planteados, pero en el campo de la
resolucion de problemas consideramos mdés adecuada la denominacion
“transferencia directa o analitica” 'y “transferencia indirecta o exploratoria”,
caracterizandose la primera porque se seleccionan y/o aplican los conocimientos
(adaptados a las caracteristicas de la tarea) de forma analitica, rutinaria;
mientras que en la segunda es necesaria una exploracién previa, ya que se
produce un bloqueo debido a que no se trata de una tarea rutinaria, sino de una
tarea problemadtica y es necesario por tanto la puesta en juego de heuristicos

dirigidos a la busqueda de solucién.
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1.2.1.3. Tipos de tareas matematicas

Encontramos en la literatura dos clasificaciones de tipos de problemas de
marcada importancia, las cuales describiremos a continuacién para permitir
posteriormente su comparacién con la clasificacion que proponemos en este

trabajo.

Charles y Lester (1982) clasifican los problemas en: (a) problemas estandar (de
palabras o historia), los cuales requieren que el sujeto transforme las
afirmaciones verbales en un modelo matematico; (b) problemas no estandar (de
btisqueda abierta), que fomentan el uso de métodos flexibles, ya que el resolutor
no posee procedimientos rutinarios para encontrar una respuesta; (c) problemas
de la vida real, que implican situaciones donde los estudiantes necesitan
seleccionar y aplicar las herramientas matematicas a su discrecion; y (d) puzzles,
cuya resolucién depende de la suerte, la adivinacion o el uso de estrategias

inusuales.

Por otra parte, Borasi (1986) ofrece una clasificaciéon de los problemas utilizando,
como elementos estructurales (a) el contexto del problema (la situacién en que se
enmarca el problema, que puede ser inexistente, explicita en el texto, o explicita
sOlo de forma parcial); (b) la formulacion del problema (definiciéon de la tarea a
realizar, que puede ser tnica y explicita, parcialmente dada, implicita o
inexistente); (c) el conjunto de soluciones que pueden considerarse aceptables
(que puede ser tnica y exacta; generalmente tnica, muchas posibles o
formulacion del problema); y (d) el método de aproximacién que podria
utilizarse para alcanzar la soluciéon (combinacién de algoritmos conocidos,
elaboracién de un algoritmo nuevo, exploracién del contexto con reformulacién
y elaboracién de nuevos algoritmos, exploracion del contexto con reformulaciéon
y planteamiento del problema, o simplemente formulacion del problema). En
funcién de las cuales concluye que se pueden clasificar en: ejercicios; problemas

con texto; puzzles; pruebas de una conjetura; problema de la vida real; situaciéon
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problemadtica; y situacién, con un caracter mas amplio donde no esta definido un

problema.

La clasificacién que proponemos en este trabajo considera como variable de
caracterizacion fundamental de una tarea problemdtica el que implique un bloqueo,
es decir, que no pueda ser resuelta de manera inmediata, en consonancia con las
definicién de problema propuesta por Pélya (1961). Sin embargo, la variable que
se ha considerado tradicionalmente, de manera implicita, para caracterizar una
tarea matematica como problema ha sido que implique la modelizacién de una
situacion (ver, p.e., Charles y Léster, 1982; Borasi, 1986). Esto puede haber sido
debido a no considerar, por un lado, que las tareas que no implican
modelizacién pueden provocar también bloqueo, y no ser por tanto rutinarias; y,
por otro lado, que no todas las tareas que implican una modelizacion requieren
un procedimiento de resolucién no-algoritmico y que por tanto su resoluciéon

puede ser rutinaria, inmediata, sin conllevar bloqueo.

El mismo Schoenfeld (1992a) admite que se necesita mucha maés claridad sobre
el significado del término resolucién de problemas, que ha funcionado como un
paraguas bajo el cual han sido conducidos tipos radicalmente distintos de
investigaciéon. También afirma este autor que, con relaciéon a los recursos, resta
elaborar una interaccién dindmica entre dichos recursos y otros aspectos del
comportamiento al resolver problemas, para lo cual, postulamos en este trabajo,
se torna necesario considerar explicitamente el tipo de tarea matematica que se

realiza.

Inicialmente nos planteamos la posibilidad de, para evitar que la asiduidad del
posible lector con la terminologia tradicional le provocara dificultades de
comprensién, denominar ejercicios a aquellas tareas que no implican una
modelizacién y problemas a las que si -atn siendo conscientes de que ambos
pueden conllevar o no el bloqueo del resolutor al que hace referencia la propia

definicién de problema-; pero nuestra pretension de maxima claridad y minima
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ambigiiedad para hacer frente a los problemas detectados en la literatura
precedente nos hizo abandonar esta idea y optar por la opcién conceptualmente
mas correcta, que es considerar dos tipos de tareas matemdticas: las tareas
problemiticas (no algoritmicas, no rutinarias, que implican una transferencia
exploratoria) y las tareas de prictica (algoritmicas, rutinarias; la transferencia que

implican es analitica).

Cuando decimos que la resolucién de una tarea matematica tiene caracter
algoritmico- es decir, es una tarea de préctica-, nos referimos a que el sujeto que
va a llevar a cabo su resolucién conoce, con cardcter rutinario, estético, los pasos
a seguir para llegar a la solucién, los cuales son practicados al resolver la tarea.
Podriamos decir, por tanto, que implican tan sélo un conocimiento conceptual
y/ o procedimental rigido, no flexible, que se practica durante la resolucién, pero
no un conocimiento condicional -metacognitivo-, el cual permite la transferencia
del conocimiento a una tarea problemdtica, ya sea para su selecciéon -
recuperaciéon de la MLP- cuando es conveniente o/y para su aplicaciéon
adaptada en funcioén de las condiciones concretas de la tarea. Es decir, como
concluimos al definir una tarea problematica, su resoluciéon conlleva la
transferencia de conocimiento a una situaciéon de caracteristicas diferentes a
aquéllas en las que se ha aprendido. Nos estamos refiriendo por tanto a que la
resolucion de tareas problematicas implica que el conocimiento que se aplica no
sea inerte, adjetivo que se utiliza para referirse a un conocimiento
potencialmente aplicable en una variedad de contextos pero que sélo es
accesible en un pequefio conjunto de circunstancias (Whitehead, 1929, citado por

Van Haneghan , Barron, Young, Williams, Vye y Bransford, 1992).

Una vez caracterizada una tarea problematica y diferenciada de una tarea de
préctica, describiremos los tipos de tareas matematicas en funcién, no sélo de la
clasificacion anterior, sino también de si implican o no modelizacién, teniendo
en cuenta: (a) las tareas que no implican modelizacién, es decir, su resolucién

no implica elaborar un modelo de la situacién planteada -este tipo de tareas
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pueden hacer referencia a la situacion modelizada, pero no forma parte del
trabajo del alumno valorar su validez-, son denominadas “tareas de ejecucion”;
y (b) mientras que las tareas de ejecucion no incluyen, por definicion,
modelizacién, las tareas de modelizacion si pueden y suelen implicar,
posteriormente, la tarea de ejecucion, basada en el modelo que previamente ha
sido elaborado, tratdndose entonces de lo que hemos denominado “tareas
mixtas”. La propuesta de clasificacion de tareas matematicas es expuesta en la

siguiente tabla:

1) Tareas problemdticas:

1.1) De modelizacion: tanto la modelizacién como la ejecucién (si es necesaria) son no

rutinarias, es decir, implican bloqueo, son no-algoritmicas.
1.2) De ejecucion: s6lo implican ejecucién y ésta es de cardcter no-rutinario.
1.2.1) Contextualizadas: se hace referencia en la tarea a la situacién que modeliza.
1.2.2) Descontextualizadas: la tarea no hace referencia a ningtin contexto.
2) Tareas de prictica:

2.1) De modelizacion: tanto la modelizacién como la ejecucién (si es necesaria) son

rutinarias.
2.2) De ejecucion: s6lo implican ejecucién y ésta es de caracter rutinario.
2.2.1) Contextualizadas: se hace referencia en la tarea a la situaciéon que modeliza.

2.2.2) Descontextualizadas: no se hace referencia en la tarea a la situacién que

modeliza.

3) Tareas mixtas (implican tanto modelizacién como ejecucién, teniendo uno de los
procesos cardcter rutinario y el otro no rutinario). En estos casos sera imprescindible

especificar:
3.1) De modelizacién algoritmica y ejecuciéon no-rutinaria.

3.2) De modelizacién no-algoritmica y ejecucién rutinaria

Tabla 1.2 Tipos de tareas matemdticas
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Una tarea, o una parte de ella, es rutinaria si su ejecucion (tanto la eleccién de los
procedimientos y/o conceptos adecuados para su resoluciéon como su aplicacion
adaptada a las caracteristicas concretas) ha sido rutinizada por los sujetos que la
quieren resolver y por tanto es resoluble mediante “transferencia analitica”.
Mientras que una tarea, o parte de ella, no rutinaria lo es porque implica un

bloqueo y es necesaria una “transferencia exploratoria” para resolverla.

En la Figura 1.2 se describen los procesos implicados en la resolucién de una
tarea matematica* en funcién de si ésta implica modelizacién y/o ejecucion y de

si se trata de una tarea problematica o una tarea de practica.

En las tareas de modelizaciéon se parte de una situacién que requiere ser
modelizada, mientras que en las de ejecuciéon se parte en la tarea de una
situaciéon ya modelizada matematicamente (pudiéndose hacer referencia o no a
la situaciéon que modeliza), en la que sera necesario seleccionar y ejecutar la
técnica de resolucion. La existencia de un contexto en que aparece enmarcada la
tarea conllevard normalmente la necesidad de interpretar los resultados dentro

del dicho contexto.

En las tareas de practica, se llega al objetivo (modelizacion y/o ejecucién) a
través de realizar simples andlisis (lineas discontinuas en el grafico), no teniendo
lugar bloqueos y no siendo necesarias por tanto acciones de exploracién, que si
son necesarias en las tareas problemadticas. Tras obtener un resultado, sera
necesario, en el caso de tratarse de una tarea de modelizacién o bien de una
tarea de ejecucion contextualizada, llevar a cabo una interpretacién del mismo,
para concluir una solucién, es decir, de qué forma el resultado obtenido

soluciona la situacién planteada.

4 Aunque investigaciones actuales defienden la idea de que cualquier actividad matematica
puede considerarse como una actividad de modelizacién, de modo que la modelizacién
intramatematica se revela como fundamental (Garcia, 2005), en este caso nos referimos a la
modelizacién a partir de situaciones extramatematicas.
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Figura 1.2 Implicaciones del tipo de tarea matemdtica en su proceso de resolucion.
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Por ejemplo, si la tarea solicita repartir siete globos entre 5 nifios, la solucién no
serd 1’4, sino 1 para cada nifio y sobran dos (o quiza dos nifios tienen dos globos
y los demds uno); sin embargo, si lo que se pidiera es repartir 3 chocolatinas
entre dos nifios si se podria responder que a cada nifio le corresponden una

chocolatina y media, que coincide con el resultado de la division.

Recordemos que el cardcter no rutinario puede ser: (a) en la seleccion del
conocimiento; o/y (b) en la utilizacién del mismo (flexible, adaptada a las
nuevas circunstancias). Es importante destacar que, aunque hay procedimientos
definidos por naturaleza, en el campo de las matematicas, como algoritmicos,
debido a que si se siguen una serie de pasos adecuadamente se llega con
seguridad a la solucién, nosotros consideramos que ningdn procedimiento es
algoritmico por naturaleza, ya que depende del grado del conocimiento de un
sujeto respecto al mismo. Ademas, defendemos que dominar un procedimiento
implica, ademds de su aplicaciéon adaptada a las caracteristicas de la tarea, la
seleccion como el mas adecuado en una determinada situacion, aspecto que no
ha sido considerado en el concepto de algoritmico utilizado tradicionalmente en

matematicas.

Por otro lado, tanto la seleccion como la implementacion de los procedimientos
pueden ser “rutinizadas”- tal como afirmaban Stanic y Kilpatrick (1988)- pero no

s6lo aplicado a las estrategias heuristicas, sino a cualquier procedimiento.

Por tanto, nosotros definiremos el caracter algoritmico/no-algoritmico de un
conocimiento en funcién de la relacién entre el tipo de uso que es necesario
hacer de él para resolver una tarea y el conocimiento de que dispone el sujeto, es
decir, del grado de rutinizacién que tiene un sujeto sobre el modo de resolucién
de una tarea. Asi, el conocimiento algoritmico serd aquel que un sujeto debe
aplicar para resolver una tarea de practica, mientras que se tratara de una tarea
problematica cuando el sujeto dispone de un conocimiento no algoritmico para

su resolucion.
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A continuacién ejemplificaremos los diferentes tipos de tareas en funcion de si
implican o no modelizacién, pero no podemos ejemplificar si se trata de tareas
problematicas o de practica debido a que esta caracteristica, como hemos

indicado anteriormente, depende del conocimiento previo de los sujetos:

Ejemplo de tarea de modelizacion sin ejecticion:

“En un aparcamiento tienen los siguientes precios:

- Primera hora o fraccion de hora: 200 pesetas
- Mas de 1 hora: cada hora o fraccion 100 pesetas
- Mds de 10 horas, cada hora o fraccion: 50 pesetas

¢ Cémo podemos saber el precio a pagar por el aparcamiento en funcion del tiempo?”

Ejemplo de tarea de modelizacion que implica ejecucion:

“En un aparcamiento tienen los siguientes precios:

- Primera hora o fraccion de hora: 1 euro
- A partir de la primera hora: cada hora 0’5 euros
- A partir de 10 horas: cada hora o fraccién 0°2 euros
¢ Cudnto dinero deberd pagar una persona que haya dejado el coche en este aparcamiento durante

3 horas y 27 minutos?”

Ejemplo de tarea de ejecucion contextualizada:

“_r

“En un aparcamiento la funcion que representa el precio (en euros, “e”) a pagar en funcion del
tiempo (en horas, “h”) que se ha dejado el coche en €l es la siguiente: t=2h+2. ; Cudnto dinero
tendrd que pagar una persona que haya dejado el coche en el aparcamiento 4 horas y 22

minutos?”

Ejemplo de tarea de ejecucion descontextualizada:

“Calcula “t” sabiendo que “t = 2x + 2"y “x = 4",
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Respecto a la generalidad-especificidad del conocimiento, en la ejecucion (halla
sido precedida o no de modelizacién) el conocimiento puesto en juego es

especificamente matematico, perteneciente por tanto al microcontexto (ver

Figura I.3).

Para llevar a cabo la modelizacién, asi como la interpretacién del resultado -
existente esta ultima en los casos de tareas mixtas o tareas de ejecucion
contextualizadas- sera necesario, por norma general, el uso de conocimientos
tanto del microcontexto, esto es, conocimiento especificamente matematico,
como del macrocontexto -es decir, conocimiento no especificamente
matematico. Sin embargo, la ejecucion implica Gnicamente la utilizacion de

conocimientos propiamente matematicos.

MACROCONTEXTO

MICROCONTEXTO

Fiqura 1.3 Generalidad-especificidad del conocimiento implicado en la resolucion de una tarea
matemitica.

Los tres grandes procesos que hemos considerado en la resoluciéon de tareas

matematicas son la modelizacion, la ejecucion y la interpretaciéon. Pasaremos a

continuacion a describir, sin la intencién de ser exhaustivos, sino con el objetivo
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de aclarar conceptos, cuédles son las fases que, de modo interconectado, engloba

cada uno de ellos®.

En el proceso de modelizacion el paso inicial esta constituido por la comprension
de la situacién y de qué pide la tarea. Aqui pueden surgir dificultades como: una
falta de conocimiento de la acepciéon adecuada de determinados términos o
expresiones del enunciado; o bien, que si conozca el sujeto la acepciéon adecuada

para el problema pero no se produzca la recuperacion.

En el primer caso podriamos decir que la tarea esta mal planteada, a no ser que
se facilite a los sujetos medios para averiguar el significado de dichos términos

desconocidos.

En esta fase tendrdn mucha utilidad estrategias heuristicas como dibujar un

diagrama, por ejemplo, o hacer una tabla, dependiendo del tipo de cuestién.

El sujeto necesita comprender qué es necesario solucionar y determinar qué
datos son importantes para la resolucion y cudles son las relaciones importantes
entre ellos. Esta elaboraciéon, asuncién, de un modelo matematico que permita

dar respuesta a la cuestion, consiste propiamente el proceso de modelizacion.

El proceso de ejecucion conlleva la eleccion y aplicacién de una técnica. La
ejecucion exitosa exige ademads que la técnica seleccionada sea la mas apropiada
en funcién de lo que pide el problema (eficacia) y su minimo coste (eficiencia);
para ello, normalmente serd necesario considerar diferentes técnicas de
resolucién. Tras la aplicacion de la técnica y la obtencion del consecuente
resultado, en los casos de tareas mixtas o contextualizadas, tiene lugar el proceso

de interpretacion.

5 Siempre existird ademds una fase previa necesaria en la que el sujeto asume la
responsabilidad de realizar la tarea. Esa motivacién sera ademas fundamental durante todo
el proceso, especialmente en tareas problemaéticas, donde el resolutor debe enfrentarse a
obstaculos e intentar superarlos.
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Respecto a esta ultima fase, es fundamental en primer lugar plantearse la
necesidad de analizar el resultado en el contexto de la situacién marco de la
tarea. Es necesario asi diferenciar el resultado —fruto de la ejecuciéon-, de la
solucion, que se refiere a la respuesta final que se da a la situacién problemaética
como resultado del trabajo llevado a cabo para su resolucién y que implica la

interpretacion del resultado.

En todos los procesos hay dos formas de resolucion, a través de anélisis o de
exploracién, dependiendo de si la forma de consecucion del objetivo de la fase
en cuestion es algoritmica (analisis) o produce bloqueos que hacen necesario el

uso de heuristicos para profundizar en la tarea.

Los heuristicos son los protagonistas en las actividades de exploracion, ayudando
a profundizar sobre la tarea. Se postula aqui que estos no son generales
implicitamente, sino que también tienen un cardcter genérico-especifico; es decir,
hay heuristicos implicados en la fase de modelizaciéon, que tienen una aplicaciéon
a otros dominios (son tomados del macrocontexto) y que denominaremos en
este modelo “estrategias heuristicas”, pero también hay heuristicos utilizados para
hacer frente a los bloqueos que tienen lugar durante ejecucién y que son maés
especificos de la materia de conocimiento (pertenecen al microcontexto), y que

denominaremos “técnicas heuristicas” .

El andlisis se centra en las caracteristicas superficiales de la tarea, en vez de en la
estructura profunda. Para resolver con éxito una tarea problemadtica seran
siempre necesarias tareas de exploraciéon, ya que se produce un obstaculo,
mientras que en las tareas de practica serd suficiente realizar una “transferencia

directa” de los conocimientos.

-50 -



Un marco coherente y comprensivo para la resoluciéon de problemas matematicos:
relacién entre cognicién, metacognicién y actuacién metacognitiva

1.2.2. Creencias: relacién entre conocimiento metacognitivo y actuacion

metacognitiva

Actuar metacognitivamente se refiere a la utilizacién del conocimiento
metacognitivo (condicional). Pero para actuar metacognitivamente no es
suficiente con disponer del conocimiento condicional necesario, sino que aqui
serdn determinantes las variables motivacionales, las cuales permiten
inicialmente asumir el reto, la responsabilidad, de resolver el problema, vy,
durante la resolucién, afrontar el/los bloqueo/s, haciendo uso del conocimiento

metacognitivo.

Estas variables motivacionales constituyen el segundo de los componentes del
modelo de resolucién de problemas, las creencias; las cuales podemos decir que
incluyen tres tipos de conocimiento: conceptual, procedimental y condicional;
pero en un sentido diferente al del primer componente; y es que “los trabajos
referidos a las creencias han abandonado el campo metacognitivo para ocupar un espacio
entre lo cognitivo y lo afectivo” (Bermejo, Lago y Rodriguez [en prensa], citado por
Lago y Rodriguez, 1996, p. 91). La defensa de las creencias metacognitivas como
un componente separado de la metacognicion estd apoyada por gran namero de
autores (p.e., Garcia y Pintrich, 1994; Lucangeli y Cornoldi, 1997; Lucangeli,
Cornoldi, y Tellarini, 1998; Masui y De Corte, 1999; Vermut, 1996).

El campo de las creencias es complejo, y los diferentes constructos que lo
conforman tienen limites poco precisos, pero podemos decir que estaria formado
por las actitudes y las creencias afectivas, atribucionales y de autoeficacia
(Schoenfeld, 1985a, 1985b, 1985c; Garofalo y Léster, 1985; si bien estos las

consideran como componentes de la metacognicion).

El conocimiento conceptual son creencias propiamente, es decir, lo que la
persona cree; el procedimental se refiere a las formas que se conocen para hacer

frente a las creencias; y el condicional a la seleccién y aplicaciéon de las formas
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que se conocen para hacer frente a las creencias en funcién de las circunstancias.
Pero no se consideran dos niveles: cognicién y metacognicién, ya que, para

empezar, no existe un conocimiento como tal, sino una creencia.

Las creencias tienen, al igual que los conocimientos, un caracter genérico-
especifico, y también siempre en referencia a un contexto, que se concretard en
funcién de las caracteristicas de la tarea. Asi, las creencias que conformaran el
contexto de una tarea matemaética concreta formaran parte del macrocontexto de
creencias del sujeto, y, de entre estas, algunas se referirdn al conocimiento

especificamente matematico (microcontexto).

En el caso de las tareas de ejecucion influirdn mayormente las creencias respecto
a las matemaéticas y al contenido propiamente matematico. En las tareas que
implican modelizacién se amplia el contexto de las creencias potencialmente
influyentes en la resolucién, ya que entran en juego no sélo conocimientos
matematicos, sino los relativos a la situacién que contextualiza la tarea, por
ejemplo, los relacionados con el texto, que implica la influencia de creencias
sobre la lectura o la escritura; o hacia los campos a los que se refieran los

términos no matematicos de la situacion que es necesario modelizar.

El ambiente (p.e., expectativas sobre las posibilidades del sujeto o valoraciéon del
contenido de aprendizaje de los profesores, padres, amigos...) interacttia con su
sistema de creencias, de forma que sus experiencias modelan sus creencias, si
bien a su vez sus creencias influyen en la forma de percibir las experiencias. La
cuestion de la formacién y modificaciéon de las creencias no va a ser tratada aqui
en profundidad, sino que nos centramos en destacar como las creencias son
referenciadas a contextos, con diferente grado de generalidad-especificidad. Por
ejemplo el alumno puede tener una creencia sobre su autoeficacia en relacién al
aprendizaje en general, que influird y se vera influida por su creencia de
autoeficacia hacia las matemaéticas pero no tienen por qué coincidir; de igual

modo ambas interactuaran con sus creencias de autoeficacia hacia las tareas de
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geometria, pero no teniendo por qué ser coincidentes. Por otro lado, sus
experiencias percibidas en la resolucién de tareas de geometria influiran
fundamentalmente en sus creencias de autoeficacia sobre la resolucién de tareas
de geometria, si bien ésta es probable que influya a su vez, aunque en menor
medida, en sus creencias de autoeficacia en matematicas y en el aprendizaje en

general.

1.2.3. Conceptos y constructos relacionados con la metacognicion: un intento

de clarificacion y diferenciacién

Para completar el modelo, consideramos necesario abordar la relaciéon
entre la metacognicion y otros conceptos estrechamente relacionados, que
incluso en ocasiones se hacen equivalentes, pero que se refieren a aspectos
diferentes de la metacogniciéon a la vez que ddiferenciados entre ellos. Nos

estamos refiriendo concretamente a la calibracion y la reflexion.

La calibracion se refiere al grado de correspondencia entre las creencias del sujeto
y la realidad -como hecho social, convencional-, y se suele concretar en la
relacion entre las tareas que un sujeto cree que va a hacer o ha hecho bien y las

que realmente logra completar con éxito.

Lo que aqui se postula es que la calibraciéon -campo en el que se han situado
numerosos estudios bajo el titulo de “metacognicion”-, se refiere al componente
de creencias, pero de alto grado de especificidad. La diferencia entre “;Crees
que vas a resolver bien este ejercicio?” y “;Crees que eres bueno en
matematicas?” estd en el grado de generalidad de la pregunta y no el caracter
metacognitivo. Las preguntas realizadas con posterioridad a la ejecucion por
parte del sujeto, como por ejemplo, “;Crees que has hecho bien este ejercicio?”
no dejan de estar situadas en el ambito de las creencias. Como afirma Sternberg
(1998): “The problem is that when there is a positive manifold, almost everything

correlates with everything else, and it is easy to slip into causal inferences from these
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correlations, despite admonitions to the contrary from elementary statistics teachers” (p.
131). No solo lleva este hecho a inferencias causales erréneas, sino también a la

confusién entre constructos.

Un alumno con el conocimiento necesario para solucionar una tarea
problematica, si las creencias son apropiadas, resolvera adecuadamente el
mismo, lo cual conllevara una gran seguridad en su acierto; pero también sera
un buen calibrador aquel alumno que acierte sobre el error en su ejecuciéon. Pero
la importancia desde el punto de vista la resolucién de problemas no esta en la
calibraciéon, sino en la fundamentacién de la calibracién, que se correspondera
con los aspectos metacognitivos. Las causas de una mala calibracién pueden ser
tanto la ausencia del conocimiento necesario como las creencias que entran en
juego. Un alumno que al resolver una tarea justifique en sus conocimientos la
causa del acierto o error mostrara una actuacién metacognitiva, pero no si esa

fundamentacién se apoya simplemente en creencias.

El andlisis de las relaciones entre calibracion y metacognicién nos lleva
ineludiblemente a plantearnos otra de las discusiones que se mantienen
actualmente en este campo y que se refiere al caracter consciente de la resoluciéon

de problema.

Estamos de acuerdo con numerosos autores (p.e., Borkowski y Muthukrishna,
1992; Bracewell, 1983; Carr, Alexander y Folds-Bennett, 1994; Davidson, Deuser
y Sternberg, 1994; Hacker, 1998; Paris y Winograd, 1990) en que la actuacién
metacognitiva implica un comportamiento consciente y deliberado, es mas,
creemos que la base de la metacogniciéon no es sélo la realizacion de elecciones
conscientes adecuadas, sino que conlleva una justificacién fundamentada de las
mismas. Esta es la clave que permite dar luz a la discusion sobre si las elecciones
aparentemente automadticas y no conscientes que toma un sujeto pueden
considerarse metacognitivas. En el caso de tareas problemaéticas la

exteriorizacion de sus reflexiones sera mas probable, pero si se trata de tareas de
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préctica el sujeto puede actuar adecuadamente pero de manera rutinizada,
resultando mas dificil la exteriorizacion de las causas de sus actos debido a ese
cardcter rutinario que han adquirido. Pero si un sujeto ha actuado
metacognitivamente sabra fundamentar las razones de sus elecciones, aunque en
los casos en que se haya rutinizado implicard un mayor esfuerzo por parte del

sujeto.

Sternberg (1985) afirma que cuando el funcionamiento es automatico, la
actividad metacognitiva, concebida como reflexion durante la accién, puede
realmente obstaculizar el funcionamiento. Es una realidad que es necesario ir
automatizando una serie de conocimientos para que se puedan alcanzar niveles
superiores en que esos conocimientos estén involucrados. Puede haber
conocimientos, por tanto, necesarios para la resolucion de una tarea, que hayan
sido automatizados por el resolutor que se enfrenta a ella, pero de nuevo la clave
estd en su justificacion: si se dispone de conocimiento metacognitivo se tomaran
elecciones adecuadas, pero ademas se sabran justificar; esta justificacion, en el
caso de acciones mecanizadas no se hard durante su realizacién, pero se sabra

realizar posteriormente.

La habilidad para pensar sobre las propias actividades de resoluciéon de
problemas es considerada por algunos autores (p.e., Gardner, 1991) la diferencia
entre ser un buen y un mal resolutor de problemas. La reflexion es una forma de
hacer explicito, consciente, el conocimiento condicional -metacognitivo-,
facilitando el dominio de los procesos seguidos, concretado en el conocimiento
de las razones para la seleccion de los conocimientos conceptuales y
procedimentales asi como del modo cémo se deben adaptar los procedimientos
a las circunstancias concretas de la tarea. Pero no se debe confundir el producto -
conocimiento metacognitivo- con un modo, aunque fundamental, para

profundizar sobre él como es la reflexion.
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Beltran (2003), respecto al modo mas adecuado de ensefiar las estrategias, afirma

que:

“Algunos optimistas piensan que la mejor forma de ensefiar estrategias es
estimular a los estudiantes por medio de preguntas inquietantes y
provocadoras que les inciten a poner en marcha las actividades
caracteristicas y esenciales del pensamiento, o facilitar la activacion de esas
mismas actividades poniendo a los alumnos en condiciones de realizarlas
(...).Pero esto es una utopia, ya que esti comprobado que los alumnos —al
menos, los de mediano y bajo rendimiento- no ponen en marcha estas

actividades por si mismos si no reciben una ensefianza expresa (...)" (p. 68).

Esa reflexion si serd fructifera, postulamos, si se utiliza en el marco de una
ensefianza a través de la resolucioén de tareas problemaéticas, donde los alumnos
vayan construyendo su conocimiento como respuesta a la resoluciéon de tareas
para las cuales disponen de un conocimiento bésico pero que necesita ser
reconstruido para hacer frente al bloqueo que les presenta, explicitindose en el
proceso de ensefianza-aprendizaje, como objetivo, el conocimiento especifico
necesario para llevar a cabo esa reconstruccion. Pero, si se siguen planteando en
las aulas simplemente tareas de préctica donde aplicar los conocimientos
adquiridos previamente, de forma casi-algoritmica, donde la importancia esta
simplemente en seguir adecuadamente los pasos que se han aprendido
previamente, entonces la probabilidad de que la reflexiéon aumente la capacidad

de resolver problemas de los alumnos, consideramos que es muy reducida.

La formacién de alumnos metacognitivos conllevaria por tanto una selecciéon y
secuenciacion adecuada de tareas que permita la construccion de los
conocimientos por parte de los alumnos como forma de resolucién a los mismos.
Ademas, seria necesaria una ensefianza explicita de los aspectos metacognitivos,
en torno a la justificacién de la utilidad y validez de las resoluciones planteadas
-profundizacién en el conocimiento condicional-. Finalmente, sera necesario

prestar la atencién adecuada a las dificultades que puede provocar las creencias.
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1.3. REINTERPRETACION DE INVESTIGACIONES PRECEDENTES

El modelo planteado de componentes y procesos implicados en la
resolucion de problemas matemadticos, es a la vez fruto y origen del anélisis del

papel que juega la metacognicién en dicha actividad.

Pretendemos en este momento reinterpretar los estudios anteriores a la luz de
dicho modelo, pretendiendo con ello dos objetivos fundamentales: por un lado,
mostrar la bondad del modelo para analizar la informacién sobre este campo de
investigaciéon de modo coherente y comprensivo; y, por otro, obtener nuevas

conclusiones que nos permitan redirigir el proceso de investigacion.

Inicialmente analizaremos una seleccién de estudios de notada importancia
realizados sobre metacogniciéon concebida como calibraciéon y como reflexion,
para apoyar la afirmacion de que se trata de cuestiones diferentes al
conocimiento metacognitivo (condicional). Estudiaremos ademds cémo se
relacionan estos dos aspectos, asi como los estudios sobre “solucién a través de

la estructura profunda vs. superficial” con la metacognicién.

En cuarto lugar revisaremos el modelo de Schoenfeld, debido a que se trata de
un autor pionero en cuanto a destacar la importancia de la metacognicién en
resolucion de problemas matemaéticos y en el cual se basan la mayoria de los
trabajos en este campo de investigacion. Mostraremos las diferencias y
semejanzas, asi como las ambigiiedades y solapamientos del primero a las que

hace frente el aqui propuesto.

Finalmente, con el propoésito de reinterpretar las conclusiones de la literatura
referidas a como mejorar el proceso de resolucion de problemas en general, y al
papel que en ello juega la metacognicion en particular, describiremos las sintesis
de investigacion existente sobre intervenciones para la mejora de la capacidad

de resolucién de problemas matematicos en los alumnos. Aqui mostraremos que
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la ambigtiedad hace poner en tela de juicio la validez de algunas de estas
conclusiones debido a la falta de una consideracién comun sobre qué es un
problema, tipos de problemas, generalidad-especificidad del conocimiento...;
esto es, las ambigiiedades que hemos ido mostrando y que pretende solventar el

modelo que proponemos.

1.3.1. Metacognicién como calibracién

Nos referimos a aquellas investigaciones que conciben la metacogniciéon
como el grado en el que los juicios de confianza sobre el éxito en la resolucion de
una tarea matematica se acerca al rendimiento real en esa tarea. La calibracion se
postula en este trabajo que es una forma de creencia con alto grado de

especificidad (en relacion a la tarea concreta).

Los autores més representativos de esta tendencia son Nietfeld y Schraw, que en
2002 concluyen que el conocimiento previo estd relacionado positivamente con
la calibraciéon -que denominan “monitoring accuracy” y definen como “the
extent to which confidence judgments of test performance on an item-by-item basis
matched actual test performance” (p. 131)-, mientras que el entrenamiento en
estrategias incrementa el rendimiento y la calibracién inmediatamente, pero no
tanscurrida una semana. Ademas, concluyen que medidas de habilidad general

y autoeficacia en matemaéticas no estan relacionadas con la calibracion.

El modelo que presentan para interpretar el proceso de resolucion de problemas
se sitia en el contexto de resoluciéon de tareas matematicas sobre probabilidad;
no se sabe si las tareas propuestas son problematicas o de préctica, ya que no se
analiza especificamente el conocimiento previo de los alumnos, sino que éste se
operativiza en tres niveles en funcién de si no han recibido ninguna formacién
previa en probabilidad, han realizado un curso introductorio de estadistica o
han desarrollado cursos de profundizacién en probabilidad. Las tareas son

mixtas, es decir, implican modelizacion y ejecucion, aunque lo concibe como un
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todo, sin diferenciar entre los dos procesos, sino que s6lo se muestran
interesados por si la respuesta es correcta o no. Se debe elegir en cada tarea entre
cuatro opciones de respuesta. El autor se centra en el estudio de la correlacion
entre la calibracion realizada por el resolutor sobre la confianza en la el caracter

adecuado de su respuesta y el cardcter adecuado real de la misma.

El entrenamiento en estrategias que se lleva a cabo consiste en una técnica

procedimental en parte algoritmica concretada en (p. 137):

1. Hacer una grafica

2. Mirar las palabras clave: “or” significa suma; y “and” significa

multiplicacion.

3. Preguntarse a si mismo si los hechos son independientes o

dependientes.
4. Preguntarse si hay re-emplazamiento o no.

5. Calcular la probabilidad construyendo una razén de comparacién entre
el espacio de la muestra y el espacio del resultado total. Identificar el
ndimero total de posibles hechos y utilizarlo como denominador. Entonces

identificar el nimero de hechos observados y utilizarlo como numerador.

Es una técnica porque es especifica del contenido matematico puesto en juego.
Los alumnos deben aprender -rutinizar- los pasos y aplicarlos ante los
problemas de probabilidad que se les presentan. La ejecucién de los pasos, y en
el orden adecuado, es facilmente rutinizable, como también lo es la aplicaciéon de
algunos de los pasos (2 y 5) . Sin embargo, el resto de los pasos (el 1, el 3 y el 4)
conllevan dominar un conocimiento més alla, relativo a como aplicar esos pasos
a las caracteristicas concretas de la tarea y por tanto son mas dificilmente

rutinizables.
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Respecto a la falta de relaciéon de la calibracién con la auto-eficacia puede ser
explicada por el hecho de que el cuestionario de auto-eficacia es referido a las
matematicas en general, mientras que la calibracion es frente a una tarea
concreta de resoluciéon de tareas de probabilidad (importancia del grado de

especificidad-generalidad de las creencias).

1.3.2. Metacognicion como reflexion

La reflexion sobre el proceso de resolucién (actitud metacognitiva), si se
realiza sobre tareas de prdctica, s6lo ayuda a fortalecer la ejecucion rutinaria de
los conocimientos aprendidos y facilitar la “transferencia directa”. Es decir, una
actitud reflexiva, si bien favorece la metacognicién, no lo es en si misma. Un
alumno metacognitivo sera reflexivo, pero un alumno puede ser reflexivo sin ser
metacognitivo. Por ejemplo, un alumno que se pregunta: ;qué me pide el
problema?, ;qué datos tengo?, ;qué relaciones hay entre ellos?,.., sdlo se
considerara metacognitivo si responde a esas preguntas de forma fundamentada
correctamente, para lo cual es necesario que disponga del conocimiento

necesario o sea capaz de desarrollarlo.

Por ejemplo, Wilson (1999), se plantea como objetivo investigar sobre la
naturaleza de la metacognicién, que es operativizada analizando la secuencia de
comportamiento cognitivo-metacognitivo. Como trabajo con nifios de 6 afios,
utiliza cartulinas con acciones para que los alumnos las elijan y las ordenen
mientras resuelven el problema. Las acciones metacognitivas las clasifica en:

U

conciencia (p.e., “Pienso en lo que ya sé”, “Pienso si conozco este tipo de
problemas”); evaluacion (p.e., “Pienso si esto es correcto”, “Pienso que no puedo
hacerlo”, “Pienso en cémo lo estoy haciendo”, “Estoy comprobando mi
respuesta segun estoy trabajando”); y regulacion (p.e., “He hecho un plan para
llevarlo a cabo”, “Pienso en lo que haré después”, “Cambio la forma segtn estoy
trabajando”). Las acciones cognitivas que considera son “Pido ayuda”, “Dibujo

un diagrama”, “Leo la pregunta de nuevo”, “Sumo”, “Resto”, “Multiplico”,
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“Divido” y “Cuento”. Lo que evaltia como acciones metacognitivas es una
actitud reflexiva, la cual no serd suficiente para afirmar que se lleva a cabo una
acciéon metacognitiva, ya que ésta implica un conocimiento metacognitivo y una
actitud adecuada. Esa debe ser la razén por la que este autor concluye que la
secuencia de los estudiantes durante la resolucién de problemas mostré algunas
diferencias pero extremadamente raras, siendo que todos los estudiantes
comunican un uso frecuente de metacogniciéon en todas las tareas de todos los
colegios y todas las clases y por tanto concluye que no existe relaciéon entre
metacognicién y éxito. Afirma que el tnico factor que parece estar relacionado
con el éxito fue la clase, y la tnica diferencia entre clases era el profesor, lo cual
parece apoyar que la metodologia de ensefianza es fundamental en el éxito en la
resolucion de tareas. Concluye Wilson que es necesaria una linea de
investigaciéon que examine en profundidad las variables que determinan el éxito
en la resolucion de problemas. Podemos postular que la razén para que este
estudio apoye que la metacognicion no es importante para el éxito en la
resolucion de problemas es que ha considerado operativamente la
metacogniciéon como la reflexiéon sobre el proceso, sin analizar el contenido de
dicha reflexion, que es verdaderamente lo metacognitivo. Y es que, el valor de
la reflexién, cobra sentido, para el aumento del conocimiento metacognitivo, en
la realizacion de tareas problematicas; es decir, donde el alumno, a partir de
conocimientos que posee, deba construir nuevos conocimientos para hacer

frente al bloqueo cognitivo al que se enfrenta.

1.3.3. Resolucidn a través de la estructura profunda vs. superficial

La conclusién general de estos estudios es que los resolutores con éxito en
la resolucién de “problemas” se basan en su estructura profunda, mientras que
los que fracasan se debe a que utilizan para ello la estructura superficial del
mismo (p.e., Chi, Feltovich y Glaser, 1981; Chi, Glaser y Rees, 1982; Lakin,
McDermott, Simon y Simon, 1980).
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Un grupo de trabajos de este tipo se dedica a investigar las caracteristicas de la
tarea que determinan la eleccién de la técnica de resolucién. Para ello utilizan
tareas problemadticas, presumiblemente, de modelizacién, situandose el
problema en la terminologia utilizada. Es decir, en las tareas que plantean se
utilizan términos que habitualmente en la ensefianza se corresponden con
determinadas técnicas de resolucién, pero que en esas tareas no. Por ejemplo
Hegarty y sus colegas (Hegarty, Mayer y Monk, 1995) describen la estrategia de
palabra clave en el contexto de tareas aritméticas de texto como un enfoque que
selecciona los nameros del problema y las palabras clave (tales como “mas” o
“menos”) y desarrolla un plan de resolucién que incluya una combinacién de
ambas (utilizando la adicién si la palabra clave es “mas” y la sustraccion si la
palabra es “menos”). Este enfoque es utilizado por los alumnos sin éxito,
mientras que los alumnos con éxito basan su plan de resolucién en modelos de
la situaciéon de la tarea. Lo que ocurre es que realizan una modelizaciéon

incorrecta de la situaciéon que plantea el problema.

Lithner (2000), al analizar las principales caracteristicas y el trasfondo de las
dificultades de los estudiantes universitarios cuando intentan resolver una tarea
matematica, concluye que se centran en lo que es familiar y recordado en un
nivel superficial, en vez de en el razonamiento basado en propiedades
matematicas de los componentes involucrados. Un trabajo similar es el de

Vinner (1997), que diferencia entre comportamiento analitico y seudo-analitico.

Entre los estudios que focalizan su investigacion en la fase de ejecucion de las
tareas destaca el realizado por Schoenfeld (1985a y 1985c), centrado en la
resolucién de problemas geométricos, donde muestra que los estudiantes que se
centran en métodos que denomina “empirismo ingenuo” (probar ideas por
figuras construidas y entonces determinar la correccion de las ideas por la forma
de las figuras) cometen diferentes tipos de errores; mientras que lo mas ttil seria
utilizar las propiedades matemaéticas de los objetos para construir algan tipo de

razonamiento deductivo.
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Stacey y Scott (2000) platean la tarea “staircase number”, de Stacey y Grovers
(1985), cuya técnica heuristica més apropiada para obtener informacién ttil para
la resolucién de la tarea es “probar con ejemplos” y analizan los diferentes usos
que se pueden hacer de este heuristico, para descubrir rasgos superficiales que
ayuden a averiguar cudl debe ser el proceso de resolucién -esto es, las verdades
evidentes sobre una situacion matematica-, o la estructura profunda del
problema -es decir, las razones por las que son verdad las caracteristicas
superficiales-. Concluyen que no todas las soluciones de estructura profunda
son exitosas y que no todas se corresponden con episodios graficos de tipo

experto (para lo cual utilizan el analisis de episodios graficos de Schoenfeld,

1985c).

Lo que se esconde detras de estos hallazgos es que los alumnos no disponen de
una fundamentaciéon sobre cuando y cémo (conocimiento condicional,
metacognitivo) utilizar determinadas técnicas. Se olvida asi que “uno de los
objetivos mds importantes de los cursos de matemdticas es enseriar a los estudiantes
razonamiento logico (...) (que es) la fundamentacion de las matemdticas. Mientras la
ciencia se verifica a través de la observacion, la matemitica se verifica a través del
razonamiento l6gico”, y si la habilidad del razonamiento no es desarrollada en los
estudiantes, entonces las matematicas se convierten en una cuestion de
simplemente seguir una serie de procedimientos por imitacién sin pensar en el
sentido que tienen (Ross, 1998). Esta necesidad de demostraciéon del caracter
adecuado de las elecciones no tiene lugar en las escuelas, fundamentalmente
debido a que en el contrato didactico escolar® (Brousseau, 1984) el alumno no
asume la responsabilidad de que el resultado sea correcto, siendo esa labor del

profesor, lo cual reduce considerablemente el rigor 16gico requerido.

6 El contrato didactico “es la el resultado de la negociacion de las relaciones establecidas
explicita y/o implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio y un
sistema educativo con el fin de hacer apropiar a los alumnos un saber construido o en vias
de construccién (..) Este contrato define el papel de unos y de otros y la parte de
responsabilidad de cada uno en la gestion de los saberes” (Briand y Chevallierd, 1995, pp.
69-70).
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Por tanto, cuando frente a los estudios que muestran que los alumnos tienen
dificultad para reconocer la estructura abstracta subyacente de los problemas (p.
e., Reed, 1987; Reed, Dempster y Ettinger, 1985; Anderson, 1984), Blais (1988)
concluye que “they resist learning anything that is not part of the algorithms they
depend on for success” (p. 627), deberiamos reflexionar sobre la dependencia entre
el tipo de ensefianza que llevan a cabo los alumnos y el aprendizaje que resulta;
es decir, sobre el peligro de considerar la dificultad como propia del alumno -en
modo de resistencia a aprenderlo- si no se ha llevado a cabo una adecuada

enseflanza que favorezca dicho aprendizaje.

1.3.4. El modelo de Schéenfeld

Un gran namero de propuestas para la ensefianza de estrategias generales o
heuristicos han sido disefiadas tomando como base el modelo de Pélya. Entre
ellas, podemos citar el modelo “IDEAL” de Bransford y Stein (1986, 1993) y el de
Krulik y Rudnik (1980, 1988, 1989) -que han seguido de manera fiel el modelo
propuesto por Pdlya-; y los de Schoenfeld (1985a, 1992b) y Léster (1985) -que
incorporan al modelo inicial la importancia de factores cognitivos para una

adecuada ensefianza-aprendizaje dirigida a formar resolutores de problemas.

Los entornos de instruccién centrados en un proceso “ideal” de resolucion de
problemas destacan la importancia del aprendizaje cooperativo y la instrucciéon
guiada para mejorar la capacidad de resoluciéon de problemas de los alumnos,
afirmaciones acorde con importantes sintesis de investigacion (p.e., Hembree,
19924, Jitendra y Ping, 1997). Estos entornos, con gran influencia de las ideas de
Vigotsky, estan basadas en la instruccién guiada -concretada en el uso del
modelado y la auto-interrogacion- y en el aprendizaje cooperativo, dado que el
intercambio de informacién en torno al proceso de resolucién favorece tanto al

sujeto que da la informacién como al que la recibe.
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Schoenfeld, ademdas de ser el primero en considerar la metacogniciéon en la
resoluciéon de problemas matematicos, es una referencia basica en los trabajos
que se realizan en la actualidad. Analizaremos por ello su modelo en relacién
con el que aqui presentamos, centrdndonos especificamente en el papel que se

asigna a los aspectos metacognitivos.

Schoenfeld (1985a, 1992b), basandose en los trabajos realizados por Poélya,
plantea un marco para el andlisis del comportamiento durante la resolucion de
problemas complejos. Para ello, describe cuatro aspectos que considera
cualitativamente diferentes de la actividad intelectual compleja: (a) recursos
cognitivos (conjunto de hechos y procedimientos de que el sujeto dispone); (b)
heuristicos (reglas para la exploraciéon para progresar en situaciones dificiles); (c)
control (que tiene que ver con la eficiencia con la que los individuos utilizan el
conocimiento de que disponen); y (d) sistema de creencias (las perspectivas del

sujeto hacia la naturaleza de la disciplina y sobre su trabajo en ella).

En nuestro modelo de andlisis de tareas matematicas los componentes que se
consideran son dos: conocimiento y creencias. Los componentes que estan
implicados en la resoluciéon de problemas (no utilizamos el término “tareas”
para facilitar la comprensiéon de su modelo), bajo la concepciéon de Schoenfeld,
son cuatro, situando en un lugar separado un tipo de procedimientos, los
heuristicos, y una accién, el “control”. Bajo la denominacién “conocimiento”

considera tnicamente lo que nosotros denominamos “conocimiento cognitivo”.

Si analizamos los estudios que hace Schoenfeld sobre el “control” podemos
deducir que se refieren, implicitamente, a una de las facetas de la metacognicién
que plantea nuestro modelo: la seleccién, centrada en la elecciéon de técnicas. Los
trabajos sobre “recursos cognitivos” analizan la otra faceta de la metacognicion:
la implementacién adaptada a las circunstancias de la tarea. No considera este
autor explicitamente la selecciéon y adaptaciéon de los conceptos, excepto en el

caracter procedimental que la mayoria de ellos conllevan en matematicas.
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1.3.4.1. Realizar elecciones adecuadas: seleccion de técnicas

Afirma Schoenfeld (1985a) que “when the instruction focuses almost exclusively on
mastery of facts and procedures, students are not likely to develop some of the higher-
order skills necessary for using mathematics” (p. xiii). Para ello es necesario
centrarse en el control, que concibe como la seleccién, en cada momento, de los
pasos adecuados; y que concreta en dos decisiones metacognitivas
fundamentales: la eleccién de las técnicas y de los heuristicos mds apropiados a
cada problema. Como vemos, lo que Schoenfeld concibe como control, en el
modelo de metacognicién aqui presentado se corresponde con el conocimiento
metacognitivo (condicional) relativo a la seleccion de los procedimientos

adecuados a cada tarea.

Ejemplifica la importancia de las elecciones situdndose en un capitulo sobre
integracion, planteando una tarea de ejecuciéon. Muestra cémo, ante una integral
que se resolveria en un minuto utilizando la sustitucién de uno de sus factores,
sOlo 44 de 178 alumnos lo hacen asi, mientras que el resto utiliza la técnica de
fracciones parciales o una sustitucion trigonométrica. Es cierto que en todos los
casos el problema es resuelto adecuadamente, pero “they violate a cardinal rule of
control in problem solving: Never implement difficult or time-consuming procedures
unless you have checked to see whether other, far simpler procedures will work”
(Schoenfeld, 1985a, p. 101), pasando de tardar 1 minuto los primeros, a 5-10 los
segundos, y 10-15 los terceros. La solucion que plantea Schoenfeld es buscar los
patrones de elecciéon de la técnica que son consistentes en los resolutores de
problemas expertos en el dominio y construir una estrategia que produzca
patrones de resoluciéon similares. En este caso, el patréon adecuado, que
denomina “estrategia de integracion” estaria formado por tres fases: simplificar
la integral (a través de manipulaciones algrebrdicas simples o sustituciones
obvias), clasificar la integral (determinar la técnica de integracién adecuada por
la forma de la integral) y modificar la integral (en el caso de que el paso 2 no sea

suficiente para resolver el problema, se utiliza la forma de la integral para llevar
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a cabo “intentos desesperados” (bis, p. 105) que podrian ayudar a progresar). Es en
esta tltima fase en la que sitta la utilizaciéon de heuristicos, que en este caso
concreta en probar con problemas similares, manipulaciones especiales y
analisis de necesidades; y una vez que se progresa en esta fase se inicia el
proceso de resoluciéon propiamente dicho. Aqui se observa claramente las
diferencias entre las fases de andlisis y de exploracion: el sujeto dispondria en
este caso de una técnica heuristica (que Schoenfeld denomina “estrategia de
integracion”), que facilita la busqueda de la técnica més adecuada para resolver
una integral. Schoenfeld considera que sélo se utilizan heuristicos en la dltima
fase de la “estrategia de integracion”, pero ;qué es la “estrategia de integracion”
sino un heuristico que facilita la bisqueda de la técnica més adecuada? Y lo que
se encuentra tras esa técnica heuristica es el conocimiento condicional de las
técnicas de integracion referido a cuando son la mejor forma de resolver una

tarea propuesta.

También podemos observar la importancia del contexto. Schoenfeld para
analizar el control se situd en el contexto de “tareas de ejecucién de integracion”,
de modo que no considera el conocimiento condicional de las técnicas referido a
cuando la integracién es la mejor solucién a la tarea propuesta. Asi, la primera
eleccion que deberian hacer los resolutores, consistente en determinar que deben
utilizar la integracion y no otro tipo de técnicas, no se considera; como tampoco
se analiza el conocimiento condicional relativo a la aplicacién adaptada de la
técnica en funcién de la tarea concreta, para lo cual habria sido necesario
analizar los conocimientos previos de los alumnos referidos a las técnicas y, en
funcién de ellos, plantear una tarea cuya resolucion conllevara una modificaciéon

de la técnica conocida, o una combinacion de esa con otras.

Para valorar la efectividad de una instruccion basada en estos hallazgos, en una
clase de calculo, cuatro dias antes de realizar el examen de integracién, a la
mitad de la clase les distribuy6 los materiales instruccionales que habian

disefiado al efecto, y que consistian en patrones de eleccion de la técnica
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adecuada de resolucién de las integrales utilizados por los expertos, con los que
practicaron, mientras la otra mitad simplemente realizaba los ejercicios
propuestos por el libro. Es decir, les entrenaba en la utilizaciéon de una técnica
heuristica que permitia la elecciéon de la forma mas adecuada para resolver una
integral. Los alumnos que recibieron instruccién afirmaron haber dedicado
menos tiempo a estudiar para el examen y obtuvieron mejor puntuacion (9,9
sobre 100, con p <.15) que la otra mitad de la clase en las preguntas del examen
que consistian en tareas de ejecuciéon de integrales (para mas informacién, ver

Schoenfeld, 1978).

Podemos concluir que los alumnos que practicaron la “estrategia de integracion”
resuelven con mayor grado de éxito las tareas de ejecucion de integrales
propuestas en el examen, pero para hacer otras afirmaciones seria necesario
profundizar en la instruccién seguida asi como en las tareas trabajadas y las
propuestas en el examen. Si la resolucion de las tareas de integracion del examen
requerfa un conocimiento procedimental de las técnicas de resolucién de
integrales y un conocimiento condicional referido a cudndo seleccionar qué
técnica de integraciéon es mas adecuada, es 16gico que los que explicitamente
trabajaron en la segunda cuestion resolvieran mejor las tareas que los que no.
Pero fijémonos en que la diferencia es que para los alumnos que fueron
entrenados en como elegir la técnica de resolucion de integrales mas adecuada
los ejercicios del examen eran tareas de préactica, mientras que para los que no
habian recibido instruccién explicita las tareas eran probleméticas en cuanto a la
eleccion de la técnica mas adecuada. En definitiva, lo que mostré Schoenfeld en
este tipo de trabajos es que se puede ensenar a los alumnos a elegir la técnica
mas adecuada en vez de dejar bajo la responsabilidad de estos la deduccién del

conocimiento condicional relativo a cudndo cada técnica es mas apropiada.
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1.3.4.2. Realizar elecciones adecuadas: seleccion de heuristicos

Schoenfeld afirma que el control sobre las estrategias es méds complejo
que el que se debe realizar sobre las técnicas. Para ello se basa en dos razones

que analizaremos a continuacion.

Es necesario aclarar previamente que Schoenfeld utiliza el término “técnicas”
para referirse a los procedimientos matematicos en cuanto a su caracter estatico,
no considerando que éstas incluyan un conocimiento condicional, relativo a la
seleccion de la técnica adecuada y la aplicacion adaptada de ésta en situaciones
diferentes. A pesar de que, como vimos en el apartado anterior, muchos de sus
trabajos se centran en el estudio de dicho conocimiento condicional, lo considera
como algo diferenciado de las técnicas, que denomina “control”. El término

“estrategias” o “heuristicos” lo asume en el sentido tradicional de Pélya.

Una de las razones que da es que las técnicas son algoritmicas, de modo que,
aplicadas correctamente, garantizan producir el resultado adecuado, mientras
que los heuristicos, aunque sean aplicados correctamente, no garantizan el
resultado. Con esta afirmacion se estd refiriendo al conocimiento condicional de
aplicacion adaptada a la tarea de las técnicas y heuristicos, y no al conocimiento
condicional de seleccién, el cual no se ve facilitado por el caracter algoritmico
(en el sentido tradicional, que se refiere a que los pasos en su implementacién no

son variables, sino fijos) que ademas no poseen todas las técnicas.

La segunda razén en que basa su afirmacién es que los resolutores deben
seleccionar las técnicas adecuadas para resolver el problema de entre una
cantidad menor que los heuristicos. Esta afirmacién es correcta en el ejemplo en
que se sitda Schoenfeld, que es ante una tarea de integraciéon (para cuya
resolucién existen s6lo una docena de técnicas), pero, si se sitia ante un
problema mas complejo, en el que por ejemplo la primera duda fuera si se deben

utilizan técnicas de integracion para resolverlo, el circulo se amplia, de modo

- 69 -



Un marco coherente y comprensivo para la resoluciéon de problemas matematicos:
relacién entre cognicién, metacognicién y actuacién metacognitiva

que la cantidad de técnicas entre las que hay que elegir aumenta. Ademas, en
contraste, cuando hace referencia a la gran cantidad de heuristicos entre los que
hay que realizar la seleccién, lo afirma en general, en vez de situarse, como para
explicar el caso de las técnicas, en un ejemplo concreto, como el de la
integracion. En caso de que lo hubiera hecho de esta forma observaria que, en su
propia descripcion de la “estrategia de integracion”, describe sélo tres tipos de
heuristicos adecuados: analizar problemas similares, realizar manipulaciones
especiales y analizar las necesidades, concretandose en tres o cuatro acciones
concretas cada una de ellas. Esta explicaciéon quiere mostrar como la cantidad
tanto de técnicas como de heuristicos entre los que hay que elegir dependen del
grado de especificidad en que nos situemos, siendo que en este caso ha elegido
Schoenfeld un dominio tan general como la resolucion de problemas
matematicos en sentido amplio para explicar los heuristicos, mientras que, para
explicar las técnicas, ha elegido un tipo de tareas concreto en relacién con el

conocimiento matematico utilizado.

Asi, para analizar los heuristicos, ya considera los principales estados que
considera Pélya en la resolucion de problemas: andlisis, disefio, exploracion,
implementacién y verificacién, en forma de un diagrama de flujo. Considera

heuristicos para cada fase, excepto para el disefio y la implementacion.

El disefio lo describe como un “control maestro”, que permanece durante todo el
proceso de resolucién y cuya funcién es asegurar que se estan realizando las
actividades mas adecuadas. Seria la fase de planificaciéon, donde se da una
estructura global a lo que se esta haciendo, antes de llevar a cabo la ejecucion,
considerando subobjetivos de forma jerarquica. Durante esta fase seria en la que
se valoraria la viabilidad, justificacion, efectividad y eficiencia de la/s opcién/es
que se consideraran a priori adecuadas. Se referiria a la plausibilidad de la

solucion.
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La implementacion del disefio, segtin Schoenfeld (1985a, 1992b), es normalmente
la altima fase de la resoluciéon del problema. Esto serd asi siempre que se haya
desarrollado previamente una planificacién adecuada, que ésta se siga, y que no
se cometan otros tipos de errores no previsibles por el disefio, como errores de
calculo. En la fase de verificacion, segtun este autor, pueden detectarse, ademas
de errores, soluciones alternativas e incluso tomar conciencia de los aspectos que
se han utilizado para resolver el problema y cudl ha sido su utilidad. Estan por
tanto estrechamente relacionadas estas tres fases —planificaciéon, implementaciéon
y verificacion- siendo la diferencia real entre ellas el momento en que se realiza
(planificacién primero, y verificacion tras la implementacion) y no el contenido

de ellas.

Ademas, se reducen sus ejemplificaciones y explicaciones a tareas de ejecucion,
no considerando las de modelizaciéon. Esto explica que al describir los
heuristicos mas frecuentemente utilizados s6lo considere “técnicas heuristicas”,
es decir, referidas propiamente a la ejecuciéon (ver p. 109 de Schoenfeld, 1985a):
“examinar casos especiales” o “intentar simplificar el problema” para el andlisis;
y tres estados para la exploracion, con nivel creciente de diferenciacién respecto
a las condiciones iniciales de la tarea, que son “considerar problemas
esencialmente equivalentes”, “considerar problemas ligeramente modificados” y
“considerar problemas ampliamente modificados”. Cita para el analisis un
heuristico de origen macrocontextual, que es “dibujar un diagrama si es
posible”, el cual tiene gran utilidad también para la modelizacién, pero él lo

describe en su uso para la seleccion de la técnica y no para la comprensién de la

situacion a modelizar, por la cual no se preocupa.

Podemos decir que el planteamiento de Schoenfeld (1985a, 1992b) para
diferenciar los heuristicos de la fase de analisis de los correspondientes a la de
exploracion es que los primeros sélo utilizan informaciéon textual de la tarea
(simplificarlo, reformularlo, representarlo,..), mientras que los segundos

introducen variaciones del problema para ayudar a su compresién cuando no ha
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sido posible plantear un disefio adecuado a partir de la fase de anélisis. En
nuestro modelo hemos tomado los conceptos de analisis y exploraciéon en un
sentido similar pero con matices de diferenciacién importantes: el anédlisis se
refiere a la consecucion del objetivo (sea modelizacién, ejecucién o
interpretacion) sin bloqueo, es decir, de forma rutinaria (no constituye la tarea
un problema para el alumno, sino que se trata de una tarea de practica),
mientras que la existencia de un bloqueo hace necesaria la utilizaciéon de
heuristicos para profundizar en la comprensién de la tarea y superar el bloqueo.
Por tanto, en nuestro modelo, todos los heuristicos a que hace referencia
Schoenfeld entrarian en juego s6lo en la fase de exploracién, ya que el analisis no

precisa de ellos.

1.3.4.3. Utilizacion de los recursos de que se dispone

Se refiere a “How do a problem solver’s decisions at the control level affect the
ways that person’s knowledge- resources, heuristics, or anything else that might be

brought to bear on a problem —is used.” (Schoenfeld, 1985a, p. 115).

Los rangos de efecto que el control, segtin describe este autor, puede tener en la

resolucién de un problema son:

- Tipo A: Malas decisiones que garantizan fallar: basqueda inttil
que persigue recursos indtiles y donde direcciones potencialmente

utiles son ignoradas.

Tipo B: El comportamiento ejecutivo es neutral: busquedas inttiles
que son frenadas antes de que causen desastres, pero los recursos no

son explotados como deberian.

- Tipo C: Las decisiones de control son una fuerza positiva para la
resolucion: los recursos son elegidos cuidadosamente y explotados o
abandonados apropiadamente como resultado de una cuidadosa

monitorizacion.
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- Tipo D: No hay (virtualmente) necesidad de control: los hechos y
procedimientos adecuados para resolver el problema estan accesibles

en la memoria a largo plazo.

Su anélisis permite concluir que estos efectos se refieren al uso del conocimiento
condicional que realizan los resolutores de problemas, el cual permite tomar
decisiones respecto a la selecciéon y aplicaciéon de diferentes procedimientos.
Estos rangos de efecto no son un componente de la resolucién de problemas,
sino una consecuencia, durante la ejecuciéon, de los dos componentes que
planteamos en nuestro modelo: los conocimientos y las creencias. Es decir, si el
sujeto dispone del conocimiento condicional necesario para seleccionar y
adaptar las técnicas necesarias para resolver una tarea de ejecucion y las
creencias permiten, ante los bloqueos que se presentan, intentar superarlos, el
control estara asegurado. Estos dos componentes nos permitirdn desarrollar la
explicacion sobre los diferentes grados de control a que hace referencia este

autor.

(A qué se debe que se produzca un control del tipo A y B que plantea
Schoenfeld? La explicaciéon en forma de “control” es poco fructifera para dar
respuesta a jqué deberia mejorarse en esos alumnos para que evolucionaran al
tipo C? Lo que sera necesario es que dispongan del conocimiento condicional
necesario referente a las técnicas y estrategias que es necesario poner en juego y
que sean capaces de enfrentarse a los bloqueos en vez de frenar su trabajo. El
tipo D es un caso especial, y se corresponderia con las tareas de practica, donde
al resolutor no se le presentan bloqueos, sino que ha rutinizado la forma de

resolucién y lo que hace es aplicarla.

Analizar lo que Schoenfeld (1985a, 1992b) considera que forma parte del sistema
de “recursos” nos ayudara a detectar la carencia que presenta. Segun este autor,
los aspectos del conocimiento relevantes para el rendimiento en resoluciéon de

problemas incluyen: el conocimiento intuitivo e informal sobre el dominio del
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problema, los hechos, las definiciones y los procedimientos algoritmicos, los
procedimientos rutinarios, las competencias relevantes y el conocimiento acerca
de las reglas del lenguaje en ese dominio. No explicita la importancia del
conocimiento condicional que permite seleccionar los conocimientos y aplicarlos
de forma adaptada a la tarea; esta dejando a parte por tanto el conocimiento

metacognitivo, que es la base para la resoluciéon de problemas.

1.3.5. Investigaciones comparativas sobre la ensefianza dirigida a la resolucién

de problemas matematicos

Si bien existen sintesis de investigacion relativas a la eficacia de la
instruccién en resoluciéon de problemas matematicos que hemos analizado
previamente, el primer y tnico estudio que se ha realizado con la pretension de
realizar un andlisis conjunto y comparativo de los trabajos realizados sobre
resolucion de problemas en alumnos sin dificultades especificas de aprendizaje
utilizando la técnica del meta-analisis es el de Hembree (1992a), y por tanto

merece una especial atencion.

Las revisiones de investigacién sobre resolucion de problemas matemaéticos que
consideran el papel de factores denominados metacognitivos se han centrado en
los alumnos con dificultades de aprendizaje, donde destacan dos sintesis de
investigacion (Jitendra y Xin, 1997; Montague y Marjorie, 1997) y un meta-
analisis (Xin y Jitendra, 1999). En otro lugar (Rodriguez, 2001) presentamos un
analisis de las conclusiones de estos trabajos -donde fueron consideradas
ademas investigaciones realizadas desde 1997 hasta el 2001, ya que el altimo afio
considerado en los trabajos anteriores era 1996- concluyendo que gran parte de
los informes de investigaciéon de este campo no cumplen algunas condiciones
minimas necesarias para analizar los efectos diferenciales de la instruccién,
desde el punto de vista que aqui nos ocupa, referidas en su mayoria a la
ausencia de una concreciéon operativa de lo que se consideran “alumnos con

dificultades de aprendizaje” asi como a una falta de explicitacion de la linea base
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de los sujetos a los que va dirigida la instruccion. Estos trabajos presentan por
tanto dificultades afiadidas a la obtencion de conclusiones validas y por esa

razén no van a ser aqui objeto de estudio.

En trabajo de Hembree (1992a) son analizados los resultados de 487 estudios
(publicados entre 1920 y 1990). Estos estudios son previamente clasificados, en
funcién del objetivo que persiguen, en: (a) caracteristicas de los resolutores de
problemas; (b) condiciones para “problemas” mas faciles y mas dificiles; (c)
efectos de diferentes métodos instruccionales sobre el rendimiento en resoluciéon
de problemas, y; (d) efectos de las condiciones relacionadas con la clase sobre el

rendimiento en resolucién de problemas.

1.3.5.1. Consideraciones previas

Hembre (1992a) no describe un marco desde el cual analizar los
resultados obtenidos, ni respecto a los componentes y procesos implicados en la
resolucién de problemas ni en relacion con el papel que juega la metacognicion.
Unicamente hace una afirmacién explicita respecto a la metacognicién y es que
s6lo ha encontrado un estudio sobre metacognicion en la resolucion de
problemas, el de Garofalo y Léster (1985), el cual excluye debido a que no
concluye datos estadisticos. Sin embargo, se analizan aspectos relacionados con
la metacogniciéon al estudiar tanto las “caracteristicas de los resolutores de
problemas” como “efectos de diferentes métodos instruccionales”, y por tanto

estas serdn las cuestiones objeto de nuestro analisis.

Las caracteristicas propias del meta-analisis hacen que se excluyan aquellos
estudios que no cumplen unas determinadas caracteristicas, tales como tamafio
suficiente de la muestra, conclusiéon de datos estadisticos (media, desviacion
estdndar, correlaciones, diferencias entre grupos,...), etc.. Estas investigaciones,
que si han sido consideradas en el trabajo que aqui exponemos anteriormente,

aportan datos muy interesantes, pero no se consideraran en el meta-analisis.
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Ademas del trabajo de Garofalo y Léster (1985), se excluyen gran parte de las
investigaciones de naturaleza observacional, donde los grupos son formados con
el propésito de analizar los comportamientos mientras los sujetos resuelven
problemas, debido a que informan en términos de porcentajes o medidas
similares, las cuales, si bien son numéricas, no son adecuadas para la realizacién
del meta-andlisis. Ademas, indica que hay estudios tan particulares en el temay
contenido que no se habian desarrollado atin cuerpos de evidencia sobre ellos,
por ejemplo, desarrollo de esquemas en resolucién de problemas (p.e., Alsina,
1990; Woods, 1985), transferencia de informacién en resolucién de problemas (p.
e., Kulm y Days, 1979), tranfer analégico en resolutores expertos y noveles (p. e.,
Novick, 1988), efectos de tutorizacion de estrategias sobre errores en algebra (p.
e., Rosnick y Clement, 1980), relaciones entre memoria visual a corto plazo y
resoluciéon de problemas (p. e, Talsma, 1986), o cuestionamiento sobre
heuristicos en ayudantes de profesores de matematicas universitarios (p. e.,
Tubb, 1975). Un cuerpo de trabajo observacional se centraba en el tema comun
de como los ninos enfocan la resolucion de problemas. Los temas
representativos incluyen las estrategias de las que parten los nifios al comienzo
de la instruccion (Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; Ibarra y Lindvall, 1980;
Rosenthal y Resnick, 1974), representaciones que realizan los nifios de los
problemas (p.e., Bebout, 1990; De Corte y Verschaffel, 1985) y estados
importantes en el desarrollo de conceptos y habilidades para la resolucién de

problemas (p.e. Carpenter y Moser, 1984; Fuson, 1982; Kouba, 1989).

Las muestras implicadas en los estudios considerados para este meta-analisis
abarcan desde “kindergarden” -jardin de infancia- hasta post-secundaria.
Consideraremos diferencias en funciéon de esta variable cuando éstas tengan

lugar.

Cuando se hace referencia, en el anéalisis de los resultados, a correlaciones

significativas, siempre son referidas a un nivel de significatividad del 1%.
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1.3.5.2. Caracteristicas de los resolutores de problemas

Respecto a la primera categoria de resultados, referida a las caracteristicas
de los resolutores de problemas, se analizan investigaciones que estudian la
correlacién entre rendimiento en resolucién de problemas y (a) medidas bésicas
de rendimiento; (b) medidas de habilidades mentales; (c) medidas de estilo
afectivo y cognitivo; (d) medidas relacionadas con las condiciones del grupo
(curso, estado piagetiano, género, etnia y estatus sociométrico); y (e) medida de
“subskills” de resolucion de problemas y comportamientos. Se analizardn en

este trabajo las referidas a los bloques (a), (b), (c) y (e).

En el primer bloque se encuentran correlaciones positivas y significativas para
todas las variables, si bien no son estables (los datos son inicialmente
heterogéneos como resultado de las interacciones con el curso escolar), siendo la
tendencia encontrada en todos los casos “small results in the earlier grades,
increases to peaks near middle school, small declines in high school, and a trend toward
stabilization thereafter” (Hembree, 1992a, p. 253). Pero, a todas las edades, las
mayores correlaciones son con las habilidades basicas en matematicas, que
incluyen calculo, conceptos, razonamiento y vocabulario, donde la medida de
“r” alcanza 0.70, 0.73, 0.75 y 0.70, respectivamente; frente a las encontradas con
el cociente intelectual (con las correlaciones mas bajas de este bloque, media
méxima de r = 0.63), el rendimiento verbal en lectura (media maxima de r = 0.62)

y el vocabulario general (media maxima de r = 0.51).

Estos hallazgos apoyan la idea de una mayor influencia de las caracteristicas
mas especificamente relacionadas con el tema en cuestiéon -en este caso las
matematicas-, si bien no se excluye la influencia de otras caracteristicas mas
generales del sujeto. Asi, por ejemplo, el cociente intelectual limitard las
posibilidades de aprendizaje y el rendimiento lector y el vocabulario general
influirdn en la resolucién de problemas, pero especifica y basicamente en la

comprension general del problema.
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Respecto a la correlaciéon detectada entre el rendimiento en resolucién de
problemas y medidas de habilidades mentales, tales como pensamiento creativo,
pensamiento critico, memoria, percepcion, razonamiento, habilidad para realizar
analogias, habilidad para realizar inferencias y habilidad espacial, todas las
correlaciones resultan positivas y significativas. La mayor correlaciéon es la que
se encuentra con la habilidad para realizar analogias (media de r = 0.57),
mostrando el razonamiento general un nivel casi equivalente (media de r = 0.56)
y situdndose el resto de habilidad mentales con correlaciones menores, aunque

todas ellas con caracter significativo.

Al analizar la relacién entre estilo cognitivo y afectivo, concretado en actitudes
hacia las matematicas y/o la resolucion de problemas, la autoconfianza en
matematicas, la autoestima, las actitudes hacia las matematicas mostrada por los
padres, madres y profesores y la independencia de campo, con el rendimiento
en resoluciéon de problemas, todas las correlaciones resultan significativas pero
modestas. Las mas altas son las correlaciones que se detectan entre la auto-
confianza en matemaéticas y altos niveles de independencia de campo (media de

r =0.35, para ambas).

Al igual que ocurria con otras medidas bésicas de rendimiento, tanto las
habilidades mentales como las relacionadas con el estilo cognitivo y afectivo
correlacionan en menor medida con el rendimiento en resolucién de problemas
que las habilidades bésicas matematicas, lo que contintia apoyando una
supuesta mayor influencia de las variables mas especificas del dominio de

conocimiento.

El bloque referido a la correlaciéon entre lo que denomina “subskills” de
resoluciéon de problemas y comportamientos resulta de gran interés para el
objetivo que nos ocupa. No define “subskills”, pero las concreta en
“comprender el problema”, “seleccionar las operaciones correctas”, “reconocer

problemas similares” y “traducir desde inglés a simbolos matematicos
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correctamente”. Con comportamientos se refiere aquellos detectados durante el
pensamiento en voz alta que realiza el sujeto mientras resuelve el problema (se
refiere a si ha realizado o no el comportamiento, sin considerar si se ha hecho
correctamente), e incluye “releer el problema”, “aplicar un heuristico (dibujar un
diagrama, utilizar un correcto diagrama, utilizar ecuaciones, conjetura y
comprobacion y utilizacién del ensayo y error)”, “aplicar varios heuristicos”,

“comprobar la correccion de lo que se ha hecho” y el “tiempo empleado en la

resolucién”.

Entre las subskills incluye: (a) superacién adecuada de diferentes fases de la
resoluciéon de problemas, como “comprender el problema”, “traducirlo al
lenguaje matematico” y “seleccionar las operaciones correctas” (adecuada
planificacién); y (b) estrategias de un grado mucho mayor de espeficidad del
dominio, referidas a la utilizacion de un conocimiento condicional mads
especifico, relativo a técnicas matemaéticas tales como “reconocer problemas
similares” -es decir, resolubles por la misma técnica- en funcién de la estructura

interna y no por los detalles superficiales.

El término “comportamientos” se refiere a la utilizacion o no por parte del
sujeto, durante la resoluciéon del problema, de: (a) estrategias especificas de
comprension lectora, “releer el problema”; (b) lo que correctamente denomina
“heuristicos”, excepto “guess and test” (ver (c)); (c) realizacién de dos de las
fases de la resolucién de problemas: “comprobar la correccion del trabajo
realizado”, y “conjeturar antes de actuar”, que se refiere a llevar a cabo la fase de

planificacién; y (d) el tiempo utilizado para la resolucion.

Podemos reagrupar por tanto los componentes considerados en este bloque en
cuatro tipos en funcién de la especificidad-generalidad de las variables

implicadas:

-79 -



Un marco coherente y comprensivo para la resoluciéon de problemas matematicos:
relacién entre cognicién, metacognicién y actuacién metacognitiva

1. Realizaciéon de diferentes fases de la resolucién del problema (que
implicaran la utilizaciéon de diferentes estrategias pero las cuales no se
explicitan). Se incluirian aqui los componentes del bloque (a) de “subskills” y

del bloque (c) de “comportamientos”.

2. Utilizacién de heuristicos (estrategias especificas de resolucion de
problemas, implicadas en cada una de las fases). Se corresponde con el bloque

(b) de “comportamientos”.

3. Utilizacién de estrategias de comprension lectora: “releer el problema”

(especifica para la resoluciéon de problemas escritos).

4. Conocimiento de las técnicas (estrategias especificamente matematicas)

implicadas en la resolucién del problema: bloque (b) de subskills.

En funcion de esta reagrupacion de los componentes, analizaremos los
resultados obtenidos, lo que apoyard la opcién tomada de reorganizarlos y

permitira a su vez interpretar los hallazgos.

Respecto a la superacion de diferentes fases, todas ellas, como es logico,
obtienen una correlacion positiva y significativa con la resolucién correcta del
problema, siendo mayor la correlacion cuanto més avanzada sea la fase que se
supera. Asi, la comprensién del problema correlaciona con una media de r =
0.54, mientras que seleccionar las operaciones correctas, lo cual implica haber
comprendido previamente el problema, correlaciona con una media de r = 0.72.
Traducir el problema correctamente al lenguaje matemaético correlaciona en un
nivel similar, aunque levemente superior, a comprender el problema -media de r
= 0.58- lo que parece l6gico dado que implica haber comprendido el problema,
pero de una forma mads correcta desde el punto de vista matematico. Sin
embargo, revisar el proceso realizado y conjeturar antes de actuar correlacionan
en menor medida con la resolucion correcta del problema (media de r = 0.25 y

0.42 respectivamente). Una explicacion posible es que estas dos variables se
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refieren a si se el sujeto realiza ese comportamiento, pero no a si se hace

correctamente.

En cuanto al segundo tipo de variables, la aplicacion de heuristicos, todos ellos
incluidos en “comportamientos”, no se hace referencia a si se realizan de un
modo correcto o no, sino simplemente a su utilizacién, excepto en un caso, el
cual, como es légico, obtiene una mayor correlacién que los demas -éste es la
“utilizacion de un diagrama correcto”, cuya media de r es 0.54- y cuya
correlacién coincide, l6gicamente, con la de comprender el problema, siendo que
realizar un diagrama correcto implica haber comprendido el problema. Dos de
los heuristicos que se plantean -dibujar un diagrama y utilizar ecuaciones que
relacionen los datos del problema- se utilizan en la fase de comprensién del
problema, pareciendo maés til la primera estrategia (media de r = 0.31) que la
segunda (media de r = 0.20). El tercer heuristico -consistente en la “btsqueda y
eliminacién de datos extrafios”- obtiene la correlacion mas baja (r = -0.04). Dado
que esta estrategia ha sido considerada por otros autores como muy util (p.e.,
Schoenfeld, 1985a) consideramos que la explicacion de esta baja corelacion con el
éxito en la resolucién de problemas puede encontrarse en el hecho fundamental
de que en este trabajo no se considera especificamente si se utilizo
adecuadamente la estrategia o no, sino simplemente si el resolutor hizo uso de

ella.

Finalmente, la tnica estrategia considerada dirigida especificamente a la
comprension lectora -la relectura del problema- presenta una correlacion muy
baja con la solucién correcta del problema (media de r = 0.06). Esto quiza es
provocado, o al menos explicado en parte, por que un sujeto que haya
comprendido el problema en la primera lectura y no necesite repetir el proceso
serd considerado entre aquellos que deben obtener un fracaso en la resoluciéon
de problema para que se pudiera concluir que la relectura correlaciona con el
éxito. Quiza los resultados serian diferentes si se hubiera considerado la

influencia de la relectura en la resolucién exitosa del problema solamente una
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vez que no se hubiera comprendido éste tras la primera lectura, momento en el
cual puede esta estrategia comenzar a tener utilidad para resolverlo

adecuadamente.

Respecto a la otra variable que es analizada en este bloque por Hembree, el
tiempo utilizado en la resoluciéon, cuya indole es diferente a la del resto, no
parece estar relacionada con el rendimiento en resolucién de problemas, ya que

obtiene una correlacion media de r = -0.10.

Otros estudios, que se han centrado en caracteristicas mas especificas y que
complementan los resultados del meta-analisis, como en el de Owen y Sweller

(1989), afirman que la literatura sobre experto-novel sugiere que los expertos:

(1) tienen una mejor memoria de detalles relevantes de los problemas;

(2) clasifican los tipos de problemas de acuerdo con sus principios

subyacentes, mas que por su estructura superficial;
(3) trabajan hacia delante hacia un objetivo, mas que hacia atras;

(4) utilizan procedimientos bien establecidos o reglas automatizadas.

1.3.5.3. Efectos de diferentes métodos instruccionales

La tercera categoria de resultados se refiere a los efectos de diferentes
métodos de instruccion sobre el rendimiento en resolucién de problemas. La
informacion serd estudiada analizando la claridad en la clasificacion y definiciéon
de los diferentes métodos de instruccion, asi como los efectos diferenciales
segiin su generalidad-especificidad de las estrategias sobre las que se realiza

instruccion.

Clasifica los tipos de instruccién en: (a) instrucciéon en un método de resolucion

de problemas; (b) instruccion en subskills de resolucién de problemas (p.e. hacer
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figuras o escribir ecuaciones); y (c) instrucciéon en campos relacionados (p.e.
sistemas computerizados). Compara, a través del tamafio del efecto -ya que en
todos los casos se realizan tratamientos- los efectos de los diferentes métodos
instruccionales analizados en medidas de rendimiento en resolucién de

problemas.

Nos centraremos, en funcién de los objetivos que hemos planteado al inicio de
este capitulo, en los dos primeros tipos de instrucciéon. Ambos se refieren, a
simple vista, a dos tipos de instruccién diferente por el grado de especificidad de
las estrategias entrenadas respecto a la resolucién de problemas matemaéticos, de
modo que el primero estd centrado en el seguimiento de una serie de fases,
mientras que el segundo entrena estrategias especificas para superar con éxito
cada fase. El tercer bloque, sin embargo, analiza una cuestién de naturaleza
diferente, que es el efecto de la utilizaciéon de instrumentos instruccionales
especificos, especialmente de programas computerizados. En este altimo bloque
se centra la atencion en la utilizacién o no de esos medios sin analizar el tipo de

instruccién que se lleva a cabo utilizandolos.

Al referirse a la instruccién dirigida a la adquisicién de métodos de resoluciéon
de problemas como fases a seguir (bloque “a”) lo subdivide en dos tipos: la
practica informal y los métodos formales. Dentro de estos tltimos sefiala los
grupos de procedimientos “algoritmicos” y los “heuristicos” siguiendo el estilo

de Poélya (1945):

“Algorithms. The set of procedures most commonly found was the method
of wanted-givens, where the solver responds to four questions: What is
asked for in the problem? What facts are given? How should these facts be
used to get the answer? What is the answer?” (Hembree, 1992a, p. 261).
“Approaches called formal analysis have enlarged these basic guidelines
though such added steps as estimating a reasonable answer.” (Kinney,

1959, citado por Hembree, 1992a, p. 261).
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“Heuristics. Algorithms treat problem solving as unitary, deductive in
nature, and systematic. Heuristics treat the process like mathematics in the
making, experimental, y governed less by rigorous guidelines than by
techniques of discovery and invention. Pélya’s four phases were used as the
basic heuristical method: (a) understanding the problem; (b) obtain a plan of
the solution; (c) carry out the plan; (d) examine the solution obtained.”

(Hembree, 1992a, p. 261-262).

Se puede percibir cierta confusién en la diferenciacion entre ambos tipos de
instruccién: con ambas se refiere al método heuristico propuesto por Pélya.
Concretamente, “;Qué se pide en el problema?, ;qué se da?”, se corresponde con
la fase de comprension del problema; “;cémo se pueden utilizar lo que tenemos
para llegar a la respuesta?” se identifica con la obtencién de un plan de

resolucién; y llevar a cabo el plan con “;cuél es la respuesta?”.

Esta cuestiéon no influye en los andlisis de comparacién que se realizan sobre
i /4 “" : 4 :

instrucciéon” vs. “ausencia de contacto con problemas” ni tampoco en las
comparativas entre “instrucciéon” y “soélo practica” -donde se muestra el
beneficio de la instruccién en ambos casos-. Sin embargo, si tiene influencia al
analizar la comparaciéon del “method of wanted-givens” vs. “heuristics”,
tratandose, en ambos casos, segtin hemos mostrado anteriormente, de un mismo

contenido instruccional.

Por otro lado, cuando analiza, posteriormente, los efectos diferenciales del
método “formal analysis” vs. “method of wanted-givens” sucede que esta
comparando dos métodos que, segin su propia definicién son “algoritmicos”
ambos. Esto podria explicar los bajos tamafios del efecto que encuentra en
“method of wanted-givens” vs. “formal analysis” (tamafio medio del efecto = -
0.09%). También se podria considerar esta cuestién, relativa a la concepcion
algoritmica de las estrategias, al interpretar el hecho de que la ganancia obtenida

por la ensefianza de heuristicos es ninguna en primaria (cursos 4 y 5) (tamafio

7 En todos los tamafios del efecto se ha considerado un nivel de significatividad del 1%.
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medio del efecto = 0.17) y pequefia en el nivel universitario (tamafio medio del
efecto = 0.40), ya que se refiere a la comparacién con el “method of wanted-
givens”; pero, sin embargo, se obtiene un tamafo del efecto alto con alumnos de
los cursos ensefianza secundaria (cursos 6 a 8), con un tamafio medio del efecto

de 0.72.

Para el segundo tipo de instrucciéon que considera utiliza la misma
denominacién que al analizar las caracteristicas de los resolutores, “subskills”.
Dentro de este bloque, respecto a la generalidad-especificidad, en un extremo se
sittan las “subskills” propiamente dichas, y que se refieren a estrategias
especificamente dirigidas a la superacion de alguna de las diferentes fases de
resolucion del problema, aplicables a cualquier tipo de problema. Algunas de
ellas se aplican en el proceso de modelizacion: realizacién de diagramas o
graficos que representan el problema, transformar las afirmaciones del problema
en ecuaciones matematicas, y bisqueda y eliminacién de datos innecesarios.
Mientras que otras inciden en la fase de ejecuciéon, como la de conjetura y
comprobacion. En el otro extremo, dentro de este mismo espacio -subskills-
considera los efectos de la instrucciéon sobre conceptos matematicos, a través de
“expresar ideas matematicas en palabras” y el “aumento del vocabulario

matematico8”.

En el andlisis, destaca el tamano del efecto del entrenamiento en la
representacion del problema con un diagrama o dibujo (con un valor de 1.16) y
en la traducciéon del problema a ecuaciones matematicas (1.06). Situandose

bastante por debajo, aunque también con tamafios del efecto significativos, se

8 Otros métodos, en cuya descripcion no se hace referencia a aspectos relacionados con su
caracter general-especifico son la “estimacién”, la “lectura matematica” y “componer
problemas originales”.
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encuentra la instruccién en la basqueda y eliminacién de datos extrafios (0.80)°

junto con las propuestas centradas en conjeturar y comprobar (0.45).

La verbalizacion de conceptos matematicos tienen un tamafio del efecto bajo,
aunque significativo (0.35), que coincide con el detectado en relacién con el

aumento del vocabulario matematico.

Otra cuestion a considerar, que tendra una importancia fundamental en la
interpretacion tanto en los resultados de esta dltima categoria como en los
referentes a las caracteristicas de los buenos resolutores de problemas, es que no
se explicitan los conocimientos previos de los alumnos ni la relaciéon entre esos
conocimientos y las tareas de evaluacion propuestas, es decir, no se analiza cudl
es el caracter problematico de las tareas de evaluacion de la eficacia de la
instruccion. Esta es una variable de gran importancia, ya que en el caso de
evaluar con tareas de practica s6lo se estan comprobando la existencia de un
conocimiento conceptual y procedimental de cardcter estatico, mientras que para
comprobar que el alumno ha construido un conocimiento metacognitivo es
necesario utilizar tareas problematicas. Esto guarda intima relacién con la critica
realizada por diversos autores (p.e., Sweller, 1990; Nunokawa, 1991, 2000)
respecto al hecho de que las tareas del post-test, en la evaluacion de la eficacia
de programas dirigidos a la ensefianza de resolucion de problemas, suelen ser

excesivamente similares a las utilizadas durante la instruccién.

Ademas, Schoenfeld (1985a), a partir de un exhaustivo estudio sobre las
caracteristicas de diferentes programas de instruccion de estrategias de
resoluciéon de problemas, sefiala que no se tiene en cuenta la ensefianza de
estrategias mds especificas y vinculadas al contenido del problema. Esta
variable, que no se considera en el meta-andlisis analizado, excepto en los

métodos que se dedican especificamente a su desarrollo, podria ser también

 En este caso se trata de un tamafio de efecto, aunque significativo, heterogéneo, sin haber
podido detectar cudles son los factores que provocan esa heterogeneidad. Por tanto, este
dato debe ser tratado con cautela.
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determinante en el andlisis de los efectos diferenciales de los métodos de
instruccién para la mejora de la capacidad de resolucion de problemas, ya que
muchos autores afirman, como Pifarré y Sanuy (2002), que “EI conocimiento sobre
como ajustar la estrategia general a las caracteristicas del campo conceptual especifico
sobre el que versa el problema es un factor decisivo en la resolucion de los expertos” (p.

229).

1.4. CONCLUSIONES

El modelo de resolucion de tareas matematicas propuesto en este capitulo
ha permitido reinterpretar algunas de las ambigtiedades presentes actualmente
en el campo de investigacion de la metacognicion en la resoluciéon de problemas
matematicos. Sin embargo, el hecho de que los estudios precedentes objeto de
analisis no hayan sido descritos considerando dicho modelo, ha dificultado la

obtencién de conclusiones en los términos inicialmente pretendidos.

A pesar del acuerdo generalizado dentro del campo de investigacion de que las
tareas son problematicas para un sujeto en la medida en que difieren de aquellas
tareas que éste si sabe realizar, los estudios relacionados con la instruccién en
resolucion de problemas matematicos no detallan este aspecto, que
consideramos de crucial interés y que conlleva un andlisis de los conocimientos

previos de los alumnos.

La consideracién, ademads, de diferentes tipos de aspectos problematicos en una
tarea permitiria determinar diferentes tipos de influencia segtun el tipo de
instruccién. Esto cobra especial importancia en la situacién actual, donde la
mayoria de los trabajos sobre resolucién de problemas matemaéticos, a pesar de
no exponerlo de manera explicita, como hemos mostrado anteriormente,
reducen el cardcter problematico de una tarea al hecho de que conlleve

modelizacién.
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Por todo esto, se concluyé necesario llevar a cabo un trabajo empirico que,
utilizando el modelo descrito, mostrara de manera préactica, en el analisis de la
realidad de las aulas, la necesidad de concretar las caracteristicas de las tareas -
de modelizacion, ejecucion o mixta; tarea de practica o tarea problematica- para
el analisis de las dificultades de los alumnos al intentar resolverlas, asi como
para profundizar en los factores implicados en su resolucién. También se
pretende con dicho estudio destacar la ineludible responsabilidad del
investigador de definir con adecuada precision el cardcter problematico de las
tareas -dependiente del conocimiento previo de los sujetos- para permitir un
adecuado analisis de los componentes y procesos implicados en la resoluciéon de

problemas.

El trabajo al que nos estamos refiriendo también nos permitié obtener otras

conclusiones, que son presentadas con detalle en el siguiente capitulo.
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CAPITULO II. DE LA EXPLORACION DEL MODELO A UN

REPLANTEAMIENTO DEL TRABAJO
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2.1. OBJETIVOS E HIPOTESIS

El objetivo inicial de este estudio exploratorio es analizar la bondad del
modelo propuesto en el primer capitulo para el andlisis de la resolucién de
tareas matematicas. Concretamente, utilizando dicho modelo, nos planteamos

los siguientes objetivos:

OB;.- Mostrar la necesidad de concretar las caracteristicas de la tarea
(modelizacion/ ejecuciéon/ mixta; tarea de practica/ tarea problematica) para
el analisis de las dificultades de los alumnos en la resolucién de tareas

matematicas.

OB2.- Ejemplificar cémo definir el cardcter problematico de una tarea

matematica a partir del conocimiento previo de los alumnos.
Se concretan, a partir de lo anterior, las siguientes hipétesis:

Hi.- El conocimiento fundamental para el éxito en la resolucién de tareas
problematicas es el conocimiento condicional (que se refiere a cudndo y cémo
poner en juego un determinado concepto o procedimiento y se fundamenta

en el por qué de dicha accion).

Hb.- El caracter problemético de una tarea depende del conocimiento previo

de los alumnos.

Hs.- El cardcter problematico de las tareas matematicas no sélo debe situarse

en la fase de modelizacién, sino también en la de ejecucion.

Creemos que, en las tareas mixtas, se puede dar que un problema matematico
sea muy complejo en la fase de modelizacién y simple en la de ejecucién. De

igual modo, un problema puede ser complejo en la fase de ejecucion pero
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simple en la de modelizacion. También puede ocurrir que el problema sea de

ejecucion o que esté contextualizado pero no implique modelizacién.

Incluso, en muchas ocasiones, la dificultad al nivel de la ejecucién, debida por
ejemplo a la necesidad de articular distintas técnicas, de variarlas
fuertemente, etc., comporta un aumento de la complejidad en la comprension
del enunciado. Esta dificultad, en cierto sentido “secundaria”, se confunde
entonces con la fuente primaria de problematicidad de la tarea. Estas
dificultades de la tarea dependen, ademas, del conocimiento previo de los
alumnos: mientras que para una tarea de practica -resoluble mediante
“transferencia directa”-, el conocimiento condicional no rutinizado necesario
serd muy reducido; para resolver una tarea problemética sera necesario
disponer de un conocimiento condicional mucho més profundo vy
fundamentado, ya que serd necesario aplicarlo en modos que no han sido

previamente rutinizados, adaptandolo a la nueva situacion.
Para empezar a someter a contraste estas hipétesis, necesitamos:

(1) Conocer las tareas de ejecucion que los alumnos han rutinizado, es decir,
las técnicas cuya aplicacion se puede llevar a cabo a través del analisis, sin
conllevar bloqueos fuertes que impliquen una exploracién, para poder
proponerles una tarea problematica en la que tengan que articularlas o

variarlas.

(2) Que en el problema que se administre a los alumnos, la fase de
modelizacién forme parte de las tareas rutinarias que los alumnos saben
realizar, es decir que no sea un factor de la problematicidad de la tarea,
para poder centrarnos en el cardcter problematico de la ejecucion. Se
tratard por tanto de tareas problematicas de ejecuciéon, que pueden estar
contextualizados o tareas problematicas mixtas de modelizacién rutinaria

y ejecucion no rutinaria.
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2.2. DESARROLLO

2.2.1. Eleccion del tema

El tema elegido fue “Funciones” porque, ademds de ser un tema de
marcado interés en las matematica actual, tiene importantes aplicaciones en la
modelizaciéon (economia, fisica, etc.). Esta cuestion es importante porque
nuestro objetivo es analizar, a la luz del modelo planteado, las dificultades de
los alumnos en la resolucion de tareas y tenemos interés en utilizar para ello
una tarea que implique tanto modelizacién como ejecucién, si bien la
modelizaciéon debe tener un cardcter rutinario para poder centrarnos en la

problematicidad de la ejecucion.

2.2.2. Participantes

Se seleccioné como curso académico primero de Bachillerato debido a
que “Funciones y gréaficas” es un tema que se plantea en 1° y 2° de
Bachillerato y tenia que ser por tanto uno de estos dos cursos. Segundo de
Bachillerato fue descartado porque la realizacién de la prueba de Selectividad

lleva a los profesores al entrenamiento en un tipo de tareas muy rigido.

Los participantes en la investigacion fueron dos cursos de 1° de Bachillerato de
un Instituto publico de Ensefianza Secundaria de la Comunidad Auténoma
de Madrid; y dos profesores, los que impartian las clases de matematicas en
cada uno de esos cursos. Un grupo desarrollaba la asignatura de
“Matemaéticas aplicadas a las ciencias sociales I” -1° D-, mientras que en el

otro -1° E- la asignatura era “Matematicas I”.
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2.2.3. Procedimiento

Se explico al profesorado de matematicas del centro que el objetivo del
estudio era analizar las dificultades de los alumnos en la resolucién de
problemas, asi como aquellos aspectos en que ibamos a requerir tanto su

colaboracién como la de los alumnos.

Inicialmente se llevé a cabo una recogida de documentacion para deducir el
tipo de tareas que los alumnos habian practicado y en qué medida (cantidad),
de modo que se pudiera suponer qué tipo de resoluciones habian sido
rutinizadas. Para ello se tomaron los apuntes de dos alumnos de cada clase -
que fueron elegidos por los profesores por su calidad-. Para concluir esta
cuestion era necesario ademads analizar las tareas planteadas en los exdmenes
y los resultados de los alumnos, para lo cual los profesores nos facilitaron
fotocopia de los exdmenes de todos los alumnos; que fueron analizados.
Estos exdmenes fueron “recorregidos” por el grupo investigador y en funcion

de los resultados se recalificaron en los casos en que considerd necesario.

A la luz de los resultados de los anélisis anteriores, se plante6 la elaboraciéon
de la tarea problematica de prueba, donde se pretendian poner a prueba los
objetivos inicialmente planteados. Esta tarea problematica fue administrada a
los alumnos para su resolucion el dia después de que los profesores dieran las
notas y corrigieran en clase los exdmenes de la evaluacién de “Funciones y
graficas”. El tiempo de que dispusieron para la realizacion de la prueba fue

de 50 minutos.

Con anterioridad a la administracion de la prueba, se pregunté a los
profesores sobre la dificultad que consideraban que conllevaria la prueba y
tras su realizacion se llev6 a cabo una entrevista con cada uno en relacién con

los resultados obtenidos y las posibles causas.
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2.3. RESULTADOS INICIALES

2.3.1. Papel que juegan en clase las tareas problematicas y la

fundamentacion

Del andlisis de los apuntes de clase de los alumnos llegamos a la
conclusién de que el proceso de enserianza en los dos grupos era basicamente el

siguiente:

1.- Presentacion, por parte del profesor, del concepto a ensefar, en ocasiones

contextualizando alguno de sus posibles usos.

2.- Presentaciéon, por parte del profesor, del procedimiento asociado al

concepto presentado.

3.- Realizacién por parte del profesor de tareas donde muestra la ejecuciéon

del procedimiento a ensefar;

4.- Practica de los alumnos en la aplicaciéon del procedimiento aprendido

(rutinizacién a través de tareas de practica).

Detectamos cuatro aspectos o dimensiones de la disciplina matemaética que

cita Gascon (1999) como bastante ausentes en la matematica escolar:

(1) Se olvidan las cuestiones probleméticas a las que los conocimientos
matematicos responden y que, por tanto, constituyen las “razones de ser”
de dichos conocimientos. Asi, la actividad de resolucidon de tareas de
modelizacion, por ejemplo, no se presenta como un medio para responder
a cuestiones relativas a cierta problematica que se pretende estudiar, sino
como un fin en si misma. Los alumnos no adquieren por tanto el sentido
de la matematica, no son conscientes de la forma en que la matematica se

construye, reduciéndose ésta a un recetario de procedimientos a aplicar en
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“tareas tipo” de problemas, que son reconocidos por su estructura

superficial.

Se ignora el razonamiento matemdtico plausible o conjetural, los
“patrones” que rigen dicho razonamiento (Pélya, 1954) y, por tanto, su
funcién complementaria del razonamiento deductivo. Por esta razoén, las
fases exploratorias de la actividad matematica (formulaciéon de hipétesis,
bisqueda de contraejemplos, elaboraciéon de estrategias, tanteo de
técnicas, etc.) quedan muy debilitadas, puesto que se dejan bajo la
responsabilidad casi exclusiva del alumno, sin ningan tipo de

institucionalizacion.

No se respetan suficientemente las leyes que rigen el desarrollo interno de
las técnicas matematicas. Esto provoca una clasificacion “tematica” de los
problemas, muy pormenorizada e independiente del desarrollo de las
técnicas y de sus interconexiones, lo que provoca la aparicién escolar de
microuniversos matematicos aparentemente aislados (Bosch y Gascoén,
1994). Asi, los alumnos saben resolver tipos de problemas, que reconocen
por la estructura superficial, causando gran dificultad la combinacién o

variacion de técnica.

El discurso “tecnolégico-tedrico”, esto es, el discurso matematico que
justifica y permite interpretar el trabajo técnico -es decir, la
fundamentacién, que es la base sobre la que se cimienta el conocimiento
metacognitivo-, no se integra en la practica matematica para hacerla mas
comprensible y eficaz. Se echa en falta un cuestionamiento de la préctica
matematica que se realiza; en la cual no se cuestiona ni la justificaciéon de
las técnicas matematicas que se utilizan, ni la interpretaciéon de los
resultados que proporciona, ni su alcance o ambito de aplicabilidad, ni su
pertinencia para llevar a cabo una tarea determinada, ni su eficacia, ni su

economia.
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La ausencia de todo tipo de cuestionamiento tecnolégico determina que los
conocimientos matematicos que se estudian sean puntuales y muy rigidos y,
en consecuencia, provoca que dichas conocimientos aparezcan muy
atomizados e independientes entre si. De este modo, no resulta extrafio que
los alumnos no dispongan del conocimiento condicional necesario para
seleccionar y aplicar de forma adaptada los conocimientos frente a tareas

problematicas.

2.3.2. Conocimiento previo de los alumnos

Para realizar una prueba que consistiera en una tarea problemaética
para los alumnos -recordamos que la problematicidad depende de los
conocimientos previos- y poner asi a prueba las hipétesis planteadas, era
necesario analizar qué tipos de tareas habian practicado en mayor medida en
clase y realizado ademas correctamente en el examen, para lo cual realizamos

una clasificacion previa de posibles tareas de cada tipo:

A) Tareas de modelizacién

TMi: Dada una situacion, hallar la expresién algebraica de la funcion

que mejor la modeliza.

TM2: Dada una situacién, hacer un esbozo de la gréfica de la funcion

que mejor la modeliza.

TMs;: Establecer una correspondencia entre un conjunto de situaciones

y un conjunto de gréficas.

TML,: Establecer una correspondencia entre un conjunto de situaciones

y un conjunto de expresiones algebraicas.
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B) Tareas de ejecucion

TE:: Hallar algunas caracteristicas de una funcién a partir de su

expresion algebraica (valor en un punto, dominio, recorrido,

limites, asintotas, signo). Especialmente calculo de limites.

TE:: Hallar algunas caracteristicas de una funcién a partir de su

TE1”Z

TElul:

TE 1v:

TE,:

TE3:

TE4:

TE4/ .

expresion algebraica (valor en un punto, dominio, recorrido,

limites, asintotas, signo) y representarlas graficamente.

Hallar algunas caracteristicas de una funcién a partir de su
expresion algebraica y de su grafica (dominio, recorrido,
limites, asintotas, signo, méximos y minimos, crecimiento y

decrecimiento, concavidad y convexidad).

Hallar algunas caracteristicas de la funcién a partir de su
grafica.
Dibujar la grafica de una funcién a partir de su expresion

algebraica dando valores o partir de la tabla de valores dada.

Hallar la expresion algebraica de una funcién a partir de su

grafica.

Establecer una correspondencia entre un conjunto de graficas y

un conjunto de expresiones algebraicas.

Dibujar la grafica de la inversa de una funcién dada por su

expresion algebraica.

Dibujar la gréfica de la inversa de una funciéon dada por su

grafica.
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TE4" .

TE4”,:

TEs:

TE5’:

TEe:

TE:

TEgi

TEo:

TEo:

Dibujar la grafica de la inversa de una funcién dada por su

grafica y su expresion algebraica.

Hallar la expresioén algebraica de la inversa de una funcion dada

por su expresion algebraica.

Hallar la expresion algebraica de la funciéon compuesta a partir

de las expresiones algebraicas de dos funciones.

Hallar el valor de un parametro para que la composiciéon de

funciones cumpla una caracteristica (conmutatividad).

Hallar el valor de un pardmetro para que una funcién'® cumpla

determinadas caracteristicas (continuidad, etc.).

Dada la expresion algebraica de una funcién y un valor k, hallar

el valor de la variable x para el cual se tiene f(x) = k.

Dada la gréfica de una funcién y un valor k, hallar el valor

aproximado de la variable x para el cual se tiene f(x) = k.

Determinar, a partir de la representacion gréfica de una funcion,

el intervalo en el que se cumple una desigualdad de tipo

fx) >k

Determinar, a partir de la representacion grafica de dos

funciones, el intervalo en el que se cumple una desigualdad del

tipo f(x) > g(x).

Todas estas tareas podrian aparecer en su “version contextualizada”, donde

la funcién que se estudia viene dada como modelo de una situacién y las

cuestiones planteadas hacen referencia a la situacioén inicial.

10 En este tipo de tareas s6lo se acostumbran a plantear funciones lineales a trozos.
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C) Tareas mixtas

TMIXi1: Dada una situacién, hallar la expresion algebraica de una
funcién que la modeliza y utilizarla para determinar alguna
caracteristica de la funcién (valor de la funcién en algunos
puntos, el valor en el que la funciéon toma determinados

valores, etc.).

TMIX,: Dadas dos situaciones, hallar dos funciones con una variable
comun que las modelizan y utilizarlas para compararlas (para
qué valores de la variable una funcién es mayor que la otra,

etc.).

TMIX;: Dadas dos situaciones, hallar las funciones que mejor las
modelizan y, a partir de sus expresiones algebraicas, hallar el

punto de corte entre ellas.

2.3.2.1. Tareas realizadas en clase

Las tareas realizadas en clase fueron concluidas a partir del analisis de

los apuntes de dos alumnos de cada grupo (2 de 1°D y 2 de 1°E).

Los apuntes de clase, ademas de proporcionarnos informacién sobre el
proceso de estudio llevado a cabo (uso de tareas problematicas vs. de
practica, fundamentacion dada a los conocimientos conceptuales y
procedimentales,...), y que hemos analizado anteriormente; también fueron de
gran utilidad para determinar los tipos de tareas que los alumnos saben
presumiblemente realizar, con qué grado de variacion..., lo que nos permitio
elaborar la tarea problematica y determinar explicitamente el tipo y nivel de
problematicidad; si bien esta tltima cuestion necesit6 ser confirmada a través

de las actuaciones de los alumnos en los exdmenes realizados en clase.

-99._



Primer trabajo empirico: de la exploracién del modelo al replanteamiento del trabajo

El analisis de las tareas practicas en clase (ver Tabla II.1) nos conduce a las

siguientes conclusiones:

- En cualquier tarea, ya sea de ejecucion o mixta, en la que haya que
representar la gréfica de una funcion, se utiliza casi siempre una expresion
algebraica de la misma, ya sea porque viene dada, ya sea porque se debe
establecer en una etapa anterior de la resolucién. Incluso aunque se
plantee realizar un analisis gréfico per se, se facilita ademas la expresion

algebraica de la funcion que se presenta representada.

- No aparecen nunca situaciones, ni de ejecucién ni de modelizacion, en las
que intervengan dos funciones distintas, por ejemplo para compararlas.
Este rasgo hace que, en muchas ocasiones, la utilizacién de una funcién
para resolver un problema de modelizacién sea relativamente superflua,
dado que bastaria con un simple célculo o, a lo sumo, una ecuacién, para

realizar la tarea.

- Las tareas que se plantea a los alumnos no se pueden considerar como
verdaderos problemas, dado que el alumno siempre sabe qué tipo de
técnica debe utilizar y qué tipo de resultado debe obtener; ademés no
debe realizar variaciones importantes de las técnicas que utilizan. En
particular, raramente (excepto tal vez en los examenes) se plantea a los
alumnos tareas que requieran estrategias, es decir combinaciones de

distintas técnicas.

- Raramente las tareas solicitan proponer una justificacién, validacién o

interpretacion de los resultados obtenidos, ni del proceso utilizado.

- No se realiza ninguna tarea de modelizacion. Si bien si es realizada la
modelizacién, evidentemente, en las tareas mixtas propuestas, no se ha

detectado ninguna tarea de modelizacién exclusivamente.
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NUMERO DE TAREAS REALIZADAS

TIPO DE TAREA 1°D 1°E
Dominio 22 25
Dominio y Recorrido - 11
Recorrido . 6
Limites 66 79
Continuidad 18 21
TE: Asintotas 17 21
PCE, Asintotas y Mym 1 -
Simetria - 1
Asintotas y simetria - 3
Puntos de corte con los ejes 2 4
Todo™ 4 -
TEy Asintotas 2 -
Representarla graficamente 3 2
Domino 4 3
g |Simetria 3 9
Puntos de inflexién 2 2
Todo* 1 2
Dominio y Recorrido 4 4
Dominio 2 -
B Mym y PCE 1 -
CyD, Mym, PCE 1 1
Mym = -
Todo!2 3 3
TE v 16 18
TE> 3 2
TE, 1 1
TE,”’ 9 8
TE4,” 9 8
TEs 6 7

11 Hallar “Todo” se refiere a: dominio, recorrido, en un punto (el punto es indicado por la

tarea explicitamente), asintotas, puntos de corte con los ejes y signo.

12“Todo” en este caso incluye: dominio, recorrido, asintotas, signo, maximos y minimos y
crecimiento y decrecimiento.
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TEs 2 3
TEs | Continuidad de funciones definidas a trozos |3 -
TE; 4 5
TEyg 3* -
TEao 3* -
TMIX; 213 / /1 210
TMIX, 1 -
TMIX;3 2 2

Tabla I1.1 Tipos de tareas realizadas en clase.

NOTAS

: 1) Las tareas que no se incluyen en la tabla es porque no se ha realizado ninguna de ese

tipo.

2) El profesor realizé en todos los casos al menos un ejemplo, y habitualmente dos, de
cada tipo de tarea antes de plantedrsela a los alumnos. Estos ejemplos no son

contabilizados como tareas realizadas por los alumnos.

3) Abreviaturas utilizadas: CyD (crecimiento y decrecimiento); Mym (mdximos y

minimos); PCE (Puntos de corte con los ejes).

4) El asterisco (¥) simboliza que la tarea es contextualizada.

Las tareas de los eximenes proporcionardn informacién adicional para poder

determinar concluir las caracteristicas que debera tener la tarea problematica

que constituira la prueba.

13 Si bien por su formato se trata de tareas mixtas, en realidad se trata simplemente de
aplicacién de férmulas, ya que se explica previamente a los alumnos que va a realizar
analisis de situaciones que responden a un tipo de funcién (P(t)=Ps.a!), de forma que se
convierte simplemente en una tarea de aplicacién de férmulas.
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2.3.2.2. Tareas planteadas en los exaimenes

Dispusimos de todos los exdmenes que habian realizado los alumnos
en la evaluacion correspondiente a “Funciones y graficas”. Cada grupo habia
realizado un examen parcial y el examen final (ver Anexo A.1). Su andlisis
consistio en re-corregir los resultados de los alumnos en los exdmenes (ver
Anexo A.2), necesario para poder concretar qué aspectos concretos habia
realizado cada alumno con éxito. Ademads, esto nos permitié también ser
conscientes de qué aspectos los profesores valoraban més -por cémo los
puntuaban- e incluso qué errores no consideraban como tales y por tanto
formaban parte del aprendizaje “correcto” de los alumnos. Para ello fue
necesario analizar las ejecuciones y las puntuaciones de cada alumno en cada
examen. En el Anexo A.2, como muestra, se adjuntan los comentarios relativos
a los andlisis llevados a cabo en relacion con dos de los examenes y que nos

permitieron profundizar en las técnicas que los alumnos sabian aplicar.

El andlisis de esta informacién nos permitié concluir qué tareas sabian, con
seguridad, resolver la mayoria de los alumnos -se mostraba que habian
rutinizado el proceso de resolucién correspondiente- las cuales fueron
tomadas como base para la elaboracién de la prueba -tarea problemaética-, y

que son:

- Determinar las caracteristicas de una funcién a partir de la grafica de

la misma.

- Realizar la grafica de la funcién inversa de una funcion a partir de su

grafica.

- Determinar para qué valores f(x) es mayor o igual (o menor o igual)

que el valor k
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No fue posible incluir en la prueba una tarea problematica que exigiera
modelizacién debido a que no se habia detectado que los alumnos hubieran
rutinizado ningtn proceso de resolucién de tareas de este tipo. Durante el
desarrollo de las clases, como ya hemos indicado: no se habia desarrollado
ninguna tarea de modelizaciéon exclusivamente; solo dos tipos de tareas de
ejecucion habian tenido un caracter contextualizado en 1° D, mientras que en
1° E ninguna; un grupo (1° D) habia realizado cuatro tareas mixtas, mientras

que el otro (1° E), s6lo dos.

Ademas, recordamos, la modelizacién realizada en dos de las tres tareas
realizadas en clase de tipo TMIX; pueden no ser consideradas como parte de
la tarea, ya que consistian en situaciones tipo cuya modelizacién responde a
un tipo de funcion, y los profesores (en ambos grupos) primero indicaron el
tipo de funcién de la cual iban a estudiar su aplicacion practica (P(t)=Ps.at),
realizaron un ejemplo, y después realizaron tareas de practica en las que los
alumnos sabian que debian aplicar esa “férmula”. Y en las TMIXj5, si bien es
necesaria la modelizacién, la utilizacién que se hace de ella es tan sélo para

hallar los puntos de corte.

En ninguno de los exdmenes de ambos grupos se plante6 tarea alguna de
modelizacién. Si se proponian dos tareas mixtas en el examen parcial de 1° E.
Precisamente, estas tareas nos resultan de especial interés, ya que apoyan el
necesario andlisis del proceso de estudio seguido por los alumnos para
ayudarnos a interpretar sus dificultades, asi como los problemas de ejecuciéon
que pueden estar enmascarados tras una aparente complejidad debida a la

modelizacion.

Respecto al ejercicio 4 del examen parcial de 1°E (ver Anexo A.2), podriamos
pensar inicialmente que es la necesidad de modelizaciéon lo que dificulta la

tarea, pero un analisis mds minucioso nos permite determinar que donde se
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sitia el caracter problematico es en que las tareas de este tipo que habian
realizado previamente los alumnos consistian en restar (o sumar) siempre la
misma cantidad para hallar los valores en diferentes momentos, mientras que
en este caso, al tratarse de tantos por ciento, debian tener en cuenta que el
tanto por ciento cada vez es diferente, ya que se calcula en relacién con el
precio anterior. Asi una gran cantidad de alumnos calcula correctamente el
precio pasado un afio e incluso plantean adecuadamente la funcién que
modeliza la situaciéon que se presenta en la tarea, pero no calculan
adecuadamente el precio pasados mds afios, ya que restan siempre la misma

cantidad.

En ejercicio 6 de ese mismo examen (primer parcial de 1° E), el error
fundamental esta en intentar calcular algebraicamente el precio pasadas 2
horas y 45 minutos de tener el coche en el aparcamiento; error que cometen
algunos alumnos a pesar de haber dibujado correctamente la gréfica que
representa el precio en funcion del tiempo. En el recorrido de estudio llevado
a cabo en las clases analizadas, la grafica se ha utilizado para hallar muchas
caracteristicas, pero siempre ha ido acompafiada de la expresion algebraica,
que ha sido la utilizada para hallar puntos de la gréfica. Eso explicaria que
muchos alumnos intenten utilizar el procedimiento habitual para hallar este

dato.

Otro ejercicio de los exdimenes que llamé nuestra atencion, por el gran fracaso
obtenido, es la tarea contextualizada planteada en el examen parcial de 1°D -
ejercicio 2 (ver Anexo A.2)- que solamente llevé a cabo correctamente un
alumno. Esta tarea consistia en hallar las caracteristicas de la funcioén a partir
de su expresion algebraica y posteriormente interpretarlas graficamente para
poder representar la funciéon. En todos los casos, durante las clases, donde se
habia pedido hallar alguna caracteristica y representar la funcién (TE:"), el

ejercicio habia indicado qué caracteristica hallar, sin formar parte del proceso
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que el alumno determinara qué caracteristicas eran importantes segin la

funcién.

Durante el proceso de estudio, siempre que el profesor no habia indicado qué
caracteristicas debian hallarse, la gréfica se realizaba a partir de hallar puntos
(utilizando una tabla de valores). En este caso, todos los alumnos, menos uno,
intentaron representar la funcién hallando puntos, como era previsible, y
todos ellos operaron erréneamente, fundamentalmente debido al hecho de
considerar “-t2” como “-(t)*” en vez de como “(-t)*”. Lo que llev6 a la gran
mayoria a representarla erréoneamente. Otra cuestion es qué habria ocurrido si
hubieran dispuesto de las caracteristicas de la gréafica y hubieran tenido que
representarla. Precisamente en esa cuestion se centra la primera parte de la
tarea problematica planteada (el primer apartado), dado que los alumnos
dominan la determinacion de las caracteristicas de una funcién a partir de su
grafica y los profesores suponen que, por esa razdén, también sabran
representar la grafica de una funcién una vez conocidas las caracteristicas de

la misma.

El anélisis de las ejecuciones de los alumnos también nos llevé a concluir que
la prueba que plantedramos debia evitar la realizaciéon de calculos, ya que, no
formando parte de lo que queriamos investigar, era muy probable que
provocara dificultades en la interpretaciéon de la utilizaciéon de las técnicas

objeto de nuestro andlisis.

Ya disponiamos por tanto de la informacién necesaria para poder elaborar
una tarea problemaética para estos alumnos y poder asi afrontar los objetivos

que nos habiamos planteado.
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2.4. DISENO DE LA PRUEBA

2.4.1. Eleccion de la tarea problematica
Las hipotesis, en este momento del proceso de investigacion, se concretan en:

(1) La necesidad de realizar pequefias combinaciones de las técnicas
anteriormente mencionadas o integrar dos o tres técnicas, para
elaborar una técnica mas compleja, en la resoluciéon de la tarea, que
serd por tanto problemdtica, provocaran un aumento significativo

(catastrofico) de la dificultad.

(2) Siintroducimos variaciones en las tareas planteadas que sean nuevas
en relacién con proceso de estudio vivido por los alumnos, entonces
la explicacion de las dificultades puede hallarse, en primera
instancia, analizando las caracteristicas de la actividad matematica

realizada durante el proceso de estudio.

Para ello, se eligi6 plantear a los alumnos una tarea problematica de
ejecucion, que se muestra en el Anexo A.3 con las dos variaciones siguientes
entre lo que se pide y las tareas que los alumnos habian aprendido
previamente: (1) En lugar de pedir las caracteristicas de una funcién a partir
de su expresion algebraica, para que luego la representen, se pide que
representen una funcién a partir de ciertas caracteristicas dadas; (2) se
plantean tres tareas articuladas con el objetivo tltimo de determinar en qué
intervalo una funcién es mayor que su inversa utilizando la grafica de cada
una. Es necesario realizar por tanto una comparacion entre las graficas de dos

funciones.

-107 -



Primer trabajo empirico: de la exploracién del modelo al replanteamiento del trabajo

2.4.2. Analisis a priori

Presentamos a continuacion, para cada subtarea incluida en la prueba
elaborada, el desglose de la posible técnica'# de resolucién; el tipo de tarea (de
practica, de ejecucion; tarea problemética o de préctica), asi como la
explicitaciéon de su problematicidad (tipo y grado de variacion respecto a las
tareas que los alumnos saben realizar); y, en funcién del tipo de tarea y de la
problematicidad, las dificultades que se prevé pueden aparecer.

Las caracteristicas comunes a todas las subtareas que incluye la prueba son:

- Se trata de tareas de ejecucion.

- No es necesario realizar calculos. Se evitan por tanto este tipo de errores.
Apartado (a)

Técnica de resolucién:

(al) Dibujar los ejes coordenados en papel cuadriculado.

(a2) Trazar la recta vertical x =1 que marca los puntos del plano por los que

seguro no pasa la grafica.
(a3) Marcar los puntos por los que seguro pasa la gréfica: (0;0) y (3;3).

(a4) La informaciéon proporcionada en términos de limites, traducirla en

asintotas verticales y horizontales y trazar la recta horizontal y = 2.
(ab) Sabiendo que la funcién es decreciente, trazar un esbozo de curva.

(a6) Comprobar la coherencia entre el dibujo realizado y la informacién sobre

el signo de la funcién.

14 Se trata en la mayoria de los casos de técnicas complejas (que implican una
combinacion de varias técnicas conocidas y/o una variacién de las mismas). La literatura
tradicional denomina a este tipo de técnicas complejas, estrategia de resolucion, pero
nosotros, como indicamos en la explicitaciéon del modelo en que nos enmarcamos,
consideramos mas correcto denominar técnicas (ya sean simples o complejas) a las
utilizadas durante el proceso de ejecucion .
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Tipo de tarea:

Se trata de una tarea problematica.

Problematicidad:

177

Los alumnos saben resolver tareas de tipo TE:", TE:”" y TE;"”. Esta tarea
varia respecto a TE:” y TE1” en que no se dispone de la expresion algebraica,
pero en ambos casos es utilizada la técnica de representacion de la grafica a

177

partir de caracteristicas conocidas. La variacion respecto a TE;””" consiste en
que se trata de la técnica inversa (deducciéon de las caracteristicas de la

funcién a partir de su gréfica).

Dificultades previstas:

» La principal dificultad sera el no disponer de la expresién algebraica de la
funcién, aunque en realidad se trata de una dificultad “aparente” puesto
que, cuando los alumnos disponen de la expresion algebraica, sélo la
utilizan para determinar las caracteristicas de la funcién, que en esta tarea
les vienen ya dadas; evitamos asi errores de célculo pero aparece esa
nueva dificultad para los alumnos, provocada presumiblemente porque,
en ambos grupos, siempre que se ha representado graficamente una
funciéon a partir de sus caracteristicas estas han sido deducidas

previamente a partir de su expresién algebraica.

* La segunda dificultad, ligada a la anterior, es la imposibilidad de calcular
valores de la funcién en tantos puntos como se desee. Aqui el alumno sélo
dispone de informacién acerca de dos puntos: (0;0) y (3;3). Debera saber
interpretar que si f(x) = y, entonces la grafica pasa por el punto (xy).
Hubiéramos podido dar una tabla de valores como informacion

alternativa, lo que hubiera simplificado este aspecto de la tarea.
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* La dltima informacién proporcionada, sobre el signo de la funcién, es
redundante, pero puede servir para comprobar la correccion de la grafica.
Esta redundancia suele comportar una dificultad debida al tipo de cultura
didéactica imperante, por la cual los alumnos se prevé que consideren que
debe dar nueva informacién, y no tratarse de una informacion de

comprobacion.

Apartado (b)

Técnica de resolucién:

(b1) Dibujar la recta y = x (pasa por los puntos (0;0) y (3;3)).

(b2) Dibujar la curva simétrica de la curva anterior respecto de esta recta.
Tipo de tarea:
Tarea- problema.

Problematicidad:

Esta tarea que podria suponerse inicialmente de practica, ya que los
alumnos saben realizar la gréfica de la funcién inversa a partir la
representacion gréfica de una funcién, se prevé que puede ser problemética
debido a que en la gran mayoria de las tareas realizadas por los alumnos de
este tipo se indicaba ademas la expresién algebraica de la funcién (TE4”), a
pesar de que no era utilizada para la representacion grafica de la funcién
inversa; mientras que en muy pocas sin embargo se omitia la expresion

algebraica de funcién original (TE4).

Dificultades previstas:

» Las dificultades pueden ser debidas a una falta de memorizaciéon de la

estrategia de ejecucion. La principal causa se prevé que sea recordar el eje
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respecto al cual realizar la simetria de la grafica para representar la
inversa (utilizar, en vez del eje x=y, por ejemplo el eje de ordenadas o el

de abscisas).

» Para aquellos alumnos que no hallan sabido realizar el primer apartado
no serd posible realizar adecuadamente éste. Si seria posible que lo
hicieran correctamente si dispusieran en la expresiéon algebraica de la
funcién original y realizaran la tarea hallando primero la expresion
algebraica de la funcién inversa, para después hallar las caracteristicas de
la misma y finalmente representarla, pero en este caso no disponen de

ella.

La decision que se tomo, dado que lo que nos interesaba era el tipo de
tarea, para no perder este tipo de informacién, fue considerar la correccion
de las respuestas en funcién de la grafica realizada por el alumno en el
apartado (1), aunque no fuera correcta, si bien es necesario indicar
explicitamente en qué grado se diferencia de la grafica de la funcién
propuesta, y debe tratarse en todos los casos de curvas (para que sea

posible estudiar las caracteristicas propuestas).

» Oftra dificultad debida el hecho de que este apartado dependa de la
correcta resolucion del apartado anterior es la posible desconfianza de los
alumnos en la correcciéon de la tarea anterior, lo que puede desmotivar a

los alumnos.

Respecto a esta dltima cuestion sefialar que se previdé que, si indicaban los
alumnos que no realizaban la inversa debido a que no sabian si era correcta la
representacion del apartado anterior, se les indicaria que ésta no era una
causa real de imposibilidad para realizar este apartado y que debian

continuar.
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* Puede ser que los alumnos tengan de nuevo esa necesidad “aparente” de
la expresion algebraica de la funcién, si bien en este caso es menos
probable que en el apartado (a), ya que el procedimiento utilizado en clase
de representacion de la funcién inversa no utiliza la expresion algebraica
aunque la incluyan como informacién, mientras que el procedimiento de
representacion gréfica de una funcién siempre ha utilizado como paso

intermedio hallar las caracteristicas a partir de su expresion algebraica.

Apartado (c)

Técnica de resolucién:

Indicar las caracteristicas de la curva a partir de la grafica:
Dominio: R - {2}
Recorrido: R
Signo: x > 0 = (-infinito, 0) U (2, infinito)
x<0->(0,2)

No hay méaximos ni minimos (la inversa de una funcién decreciente es

creciente).
Intervalos de crecimiento: siempre crece.

Asintotas: y = 1 e y = 2. ( que son las simétricas de las curvas

anteriores)
Tipo de tarea:
Es una tarea problematica.

Problematicidad:

Este apartado guarda relaciéon con las tareas TE:”” y TMIX; (se utiliza
la misma técnica que es necesaria para resolver esta tarea, pero para algunas

caracteristicas solo se ha estudiado de forma contextualizada, de forma que se
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considera presumiblemente problematico que sea necesaria la aplicacion

descontextualizada del conocimiento).

También se relaciona con las tareas que implican representar la gréfica
a partir de una serie de caracteristicas conocidas (TE1’, TE:”), siendo necesario

utilizar técnicas inversas.

Dificultades previstas:

* Los alumnos han realizado tareas en las que debian determinar
caracteristicas de la funcion a partir de la grafica (TE:”)
fundamentalmente referidas al recorrido y al dominio, caracteristicas en
las que se prevé por tanto que las dificultades para la resolucién por parte
de esos alumnos sean minimas. Sin embargo, en relaciéon con la
determinacién de maximos y minimos y crecimiento y decrecimiento la
préctica en tareas de ejecucion ha sido realizada en todos los casos dentro
de tareas contextualizadas o mixtas (TMIX1), lo que puede dificultar su

uso descontextualizado.

* Puede aparecer de nuevo la necesidad “ficticia” de disponer de la

expresion algebraica de la funcion.

» También en este caso la grafica de partida no viene dada sino que es el
resultado de la tarea anterior, de forma que se pueden producir
igualmente dificultades debidas a la falta de confianza por parte del

alumno en su nivel de correccion.

» También puede ocurrir, como en el caso anterior, que el alumno desarrolle
adecuadamente las tareas planteadas en este apartado pero que el
resultado sea incorrecto porque lo haga respecto a una grafica que no es

correcta porque no fue desarrollada de modo correcto previamente.
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La decision tomada, como en el caso anterior, es analizar la correccién de los
resultados tomando como base el cardcter correcto o erréneo de la resolucién
a partir de la funcién representada graficamente por el alumno como inversa,
si bien se indicara el grado de incorreccién de la misma. Se analizaran del

mismo modo los resultados del apartado (d).

Apartado (d)

Técnica de resolucién:

(d1) Hallar en la grafica en qué puntos la curva de la funcién corta la curva de

su funcidn inversa.

(d2) Determinar los intervalos en los que la primera estd por encima de la

segunda.

Solucién: x E (-infinito, 0) U (3, infinito)

Tipo de tarea:

En este caso, se tratard de una tarea problemaética para un grupo (1°E)

y presumiblemente de una tarea de practica para el otro (1°D).

Problematicidad:

Se relaciona con las tareas TEoy TEjo.

El primer tipo (TE9) es semejante a la tarea aqui propuesta, pero siendo el
segundo miembro de la desigualdad un valor k; el segundo tipo (TEio)
implica la misma técnica de resolucion aqui propuesta, si bien todas las tareas
realizadas de ambos tipos (en 1°D, que ha sido el tnico grupo que ha
realizado estos dos tipos de tareas) han sido de caracter contextualizado, lo

cual puede ser causa de problematicidad.

La problematicidad hemos deducido que es probable que se produzca debido

a que no se ha realizado la institucionalizacién de la relaciéon entre las
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preguntas a las que se respondia (contextualizadas) y la caracteristica de la

funcién a la que correspondian.

Describiremos una de las tareas de tipo TE9 para explicar esta cuestion: se
presenta a los alumnos una representacion grafica indicando que la funcién
representada relaciona el tiempo (en afios) con las ganancias (en pesetas) de
una empresa; se pregunta entonces “;durante qué afios el beneficio fue
superior a dos millones?”, pero no se institucionaliza que se esta realizando

una desigualdad del tipo f(x) > k.

Un ejemplo de TEj es el siguiente: se presentan las graficas de dos funciones;
se explica que las gréficas representan la relaciéon entre las ganancias (en
pesetas) y el tiempo (en afios) de dos empresas; se pide determinar “Durante
qué afios el beneficio de la empresa A es superior al de la empresa B?”, pero
no se explicita a los alumnos en ningin momento que se esta utilizando una

desigualdad del tipo f(x) > g(x).

Dificultades previstas:

* La primera dificultad consiste en transformar en informacién gréfica la

informacién simbolizada.

* En el caso de los alumnos de 1°D que saben resolver las tareas del tipo TEg
y TE1o, deben establecen la relacion entre ellas y la aqui planteada. Para
los alumnos de 1°E, asi como para los alumnos de 1°D que no hayan
llegado a dominar la resolucién de las tareas del tipo en cuestion, la tarea

aqui propuesta revestira mayor dificultad.

* En cualquier caso, atin conocida la técnica de comparacién, la respuesta
implica una dificultad debida a tener que analizar la correspondencia

entre la “altura” de la curva y el valor de la ordenada y, entre la ordenada
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y la abscisa. Asi como el hecho de que la solucién es en forma de

intervalo.

Se presentan de nuevo dificultades debidas al hecho de tener que tratar

con informacién previamente obtenida por ellos mismos.

Como ya hemos indicado para los apartados anteriores (b) y (c), la
justificaciéon de no realizar la tarea por la desconfianza de los resultados
anteriores no serd aceptada y seran valoradas las respuestas a las
preguntas en funcién de los resultados anteriores. En este caso, serd
evaluado basandonos en la correcciéon de la respuesta respecto a las
representaciones graficas realizadas por el alumno, aunque estas no hayan

sido correctas.

Durante la administracién de la prueba los profesores de cada grupo no

estaban presentes. Se indicaba a los alumnos que:

Disponian de una hoja cuadriculaba, que debian utilizar para realizar las

representaciones gréficas correspondientes.

Cuando se confundieran, no debian borrar, sino tacharlo con una x,
indicando que “no valia” y explicando por qué. Ademas, debian entregar

todas las hojas en sucio que utilizaran.

Cuando tuvieran que desarrollar un apartado, aunque su desarrollo
dependiera del resultado del apartado anterior, debian llevarlo a cabo
aunque no tuvieran la seguridad de si el apartado previo era correcto
debido a que los apartados, aunque relacionados, eran evaluables de

modo independiente.

Es importante también que los profesores no conocieron la prueba hasta

después de haber sido administrada, de modo que no pudieron entrenar

explicitamente a los alumnos para realizarla.
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2.5. DIFICULTADES DETECTADAS EN LA RESOLUCION DE LA TAREA

PROBLEMATICA

2.5.1. Tipos de conocimientos implicados en la resolucién

La evaluacion se lleva a cabo a partir de los resultados escritos de
resolucion de la tarea problematica planteada donde se les solicitaba que no
borraran nada, aunque fuera erréneo y que entregaran el papel “en sucio”.
Ademas, se les pedia que indicaran, cuando no supieran como realizar alguna
de las tareas, por qué no sabian hacerlo y si sabrian hacerlo con alguna

variacion.

La consideracion de la estrategia de resoluciéon planteada en el andlisis a
priori es de gran ayuda para profundizar en la comprension de los errores

durante el proceso.

Lo que se evalaa sobre las respuestas de los alumnos en la tarea problemaética
es: en el apartado (1), si consideran la caracteristica en la realizaciéon de la
grafica; en (b), si realizan la gréfica inversa de una funcién de la que disponen
de su gréfica pero no de su expresion algebraica; en (c), si determinan las
caracteristicas de una funcion a partir de su grafica; y en (d), si determinan
graficamente los intervalos en que la funcion toma valores mayores que su
inversa. Ademads, se tienen en cuenta sus explicaciones en relacion con las
dificultades que han encontrado y con qué variaciones creen que si podrian

resolverlo correctamente.

Aunque todos los alumnos de ambos grupos realizaron la prueba, nos
centraremos en el andlisis de los resultados obtenidos en cada sub-tarea por
aquellos alumnos que si mostraron en el examen que dominaban las técnicas

basicas que se necesitan para resolver los problemas planteados.
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La ejecucion (éxito-fracaso) de los alumnos en cada apartado de la tarea

problematica incluye los siguientes conocimientos:

a) Conceptuales

a.1) Posesion. Posesion del conocimiento adecuado para resolver la tarea. Por
ejemplo, deben saber qué es el dominio de una funcién, pero es necesario que

posean el conocimiento ttil.

Por ejemplo, pueden conocer qué es el recorrido de una funcién en términos
de “los valores de f(x) que corresponde a x que pertenecen al dominio de la
funcién”, o en términos de calculo a partir de la expresion algebraica, “los
valores de f(x) que tienen solucién dentro de los niimeros reales”, pero para
esta tarea deben utilizar un conocimiento grafico del dominio, por ejemplo
“proyecciéon sobre el eje y de la gréfica de la funcion”. Aqui podemos
observar la estrecha relaciéon entre conceptos y procedimientos que tiene

lugar dentro de las matematicas en la mayoria de los casos.

a.2) Seleccion. Por ejemplo, deben determinar, a partir de las caracteristicas de
la funcién, cudl es la version del conocimiento relativo a las caracteristicas de
las funciones que serd mas ttil en este tarea concreta. Asi, en el recorrido,
ademads de poseer el conocimiento apropiado, deben determinar que sera el

que utilicen aqui.

Es necesaria una “transferencia analitica” de los conceptos, ya que en el
enunciado de la tarea se indica que debe representar graficamente o traducir
informacién a partir de la gréfica, es decir, se deduce por la estructura
superficial de la tarea que el tipo de conocimiento relativo a las caracteristicas
de las funciones es gréfico; por esta razén podemos deducir, si los alumnos
no seleccionan el conocimiento conceptual apropiado que es porque no lo

poseen.
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b) Procedimentales

b.1) Posesion. Deben conocer las técnicas basicas de resolucion de la tarea. Por
ejemplo, en el caso del recorrido, la técnica basica que los alumnos dominan
es qué pasos seguir para llevar a cabo la proyeccion de la grafica sobre el eje
Y, y posteriormente, a partir de esta proyeccion, determinar los valores de y

que estan incluidos en la proyeccion.

b.2) Seleccion. En la mayoria de las propuestas de la tarea, el tipo de seleccién
que deben realizar no es analitica sino exploratoria, ya que no saben con qué
técnicas se resuelven este tipo de tareas concreto, sino que deben deducir

cuales son las técnicas basicas de las que deben partir para su resolucion.

a.3) Aplicacion adaptada. Finalmente, deben utilizar ese conocimiento de forma
adaptada a la tarea. Esta adaptacion serd analitica (transferencia analitica) en
el caso de tareas de practica y exploratoria (transferencia exploratoria) para

las tareas problematicas.

En nuestro caso, los alumnos que saben realizar la tarea de determinar el
recorrido de una funcién a partir de su grafica deben invertir la técnica para

lograr determinar las caracteristicas de la grafica sabiendo cuél es el dominio.

También se podria tratar de otro tipo de problema si, por ejemplo, los
alumnos supieran determinar el recorrido de una funcién a partir de su
representacion grafica pero sélo con funciones de un determinado tipo (por
ejemplo cuadréticas), y tuvieran que aplicarlos con funciones de grado

superior.

Las variaciones necesarias para llevar a cabo la tarea propuesta en relaciéon
con los conocimientos previos de los alumnos han sido detalladas

anteriormente en el “ Anélisis a priori”.
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2.5.2. Resultados

A continuacién presentamos una sintesis de los resultados de los alumnos en
la realizacion de la tarea problematica que les fue administrada, donde se
confirman las dificultades previstas a partir de sus conocimientos previos, asi
“ ~ ” : . . . .
como que las “pequefias” variaciones que deben realizar sobre las técnicas
que conocen- para resolver las diferentes tareas propuestas- conllevan gran

dificultad:

Apartado (a)

(al) Todos los alumnos dibujan los ejes de coordenadas en el papel
cuadriculado.  Practicamente todos (90%) numeran los ejes
adecuadamente, si bien el 20% no tiene en cuenta una diferencia

constante entre los fragmentos que dividen cada eje.

(a2) El 70% marca la recta vertical x = 1. El 20% marca la recta y = 1
erroneamente. De entre los alumnos que marcan los valores que no
formaran parte del dominio, 25% tienen en cuenta este dato al

representar la grafica.

(a3) El 70% marca correctamente los puntos (0;0) y (3;3), pero el 50% de
ellos no lo tienen en cuenta al dibujar la grafica. Es decir, a pesar de
disponer de la informacién, la gréfica que dibujan no pasa por esos

puntos.

(a4) El 60% marca la recta y = 2, pero solo el 10% traduce los datos
facilitados en términos de limites a informaciéon en términos de
asintotas, es decir, tienen en cuenta esa recta como una asintota al

representar la gréfica.

(ab) Solo 2 alumnos (uno de 1°D y otro de 1°E) dibujaron un esbozo

adecuado de la gréfica. Ambos confiaban en que el esbozo de la gréfica
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era correcto. Del resto, gran parte afirmaba que no sabian cémo seguir, o
que creian que estaba mal, porque no disponian de la expresion
algebraica (60%) o especificando que necesitaban la expresion algebraica
para hallar puntos de la funcién (20%). El 10%, a pesar de haber hecho
un esbozo erréneo de la gréfica, no mostraron desconfianza en su

actuacion.

(a6) La informacién sobre el signo de la funcién se percibe de modo
confuso. S6lo los dos alumnos que realizaron la gréfica correctamente
utilizaron adecuadamente esta informacion. Pero también ambos
plantearon a la profesora la duda sobre que este dato no aportara nada

nuevo.

Los alumnos para los que esta informacidon era incoherente con la
representacion grafica que habian realizado con la informacién anterior,

no lo tuvieron en cuenta.

Apartado (b)

Los dos alumnos que realizaron bien el primer apartado realizaron

también adecuadamente el segundo.

Del resto, el 80% dibujé al menos curvas y por tanto son considerados en
el andlisis de los resultados de este segundo apartado. Entre ellos, el 20%
realiz6 adecuadamente la representacion grafica de la funcién inversa a
la que hubieran dibujado. Entre los errores mds comunes, encontramos:
considerar como linea de simetria el eje x (20%), o incluso el eje y (15%);
otros (25%), a pesar de trazar adecuadamente el eje de simetria, no
continuaron, indicando que no saben cémo representar la inversa o lo
hicieron erréneamente. Sin embargo, todos los alumnos que erraron en
la ejecucion de este apartado, si indicaron como se obtiene la inversa de

una funcién algebraicamente.
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Apartado (c)

Todos los alumnos que han realizado adecuadamente el apartado b)

determinan adecuadamente el dominio y el recorrido de la funcién

representada.

La predominancia de la determinacion de caracteristicas graficas a partir

la representacién se observa en que incluso alumnos que no desarrollan

adecuadamente el apartado b) y cuyos resultados en este apartado son

por tanto contradictorios con los que se pueden deducir de las

caracteristicas dadas de la funcién originaria en el apartado a), no

muestran ningtn signo de alarma por la falta de coherencia.

Respecto a determinar el “dominio” y el “recorrido”, los alumnos que

realizaron bien los dos apartados anteriores no presentan dificultades en

este.

De los alumnos que han llevado a cabo adecuadamente Ia

representacion grafica de la inversa, siendo esta una curva, pero

partiendo de una representacion gréfica de la original errénea, el 70%

deduce correctamente el dominio y el recorrido. El 30% restante, debido

a su desconfianza en la gréfica realizada en el apartado anterior, y a

pesar de las indicaciones contrarias del profesor, obviaron la grafica que

habian dibujado y se centraron en deducir las caracteristicas a partir de

las caracteristicas conocidas de la funcién original y que se dan en el

apartado (a). Todos los alumnos de este 30% mencionado en ultimo

lugar concluyen, erréneamente, que el recorrido de la funcién original,

dado como datos en el primer apartado, se convierte en el dominio de la

funcién inversa, y, a la vez, el dominio de la primera en el recorrido de

la segunda.
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En relaciéon con el dominio, sélo la mitad de los alumnos que habian
realizado correctamente los apartados anteriores lo desarrolla
adecuadamente. De los alumnos que no habian realizado bien el primer
apartado pero si el segundo, ninguno responde adecuadamente a este

apartado.

De las gréficas que se dibujaron erréneamente, ninguna de ellas contenia
méaximos ni minimos (al igual que la correcta), pero sélo un alumno
supo contestar adecuadamente a la cuestiéon de maximos y minimos y de

crecimiento.

Las asintotas fueron encontradas adecuadamente por los dos alumnos

que habian realizado adecuadamente los apartados anteriores.

Parte de los alumnos que fracasaron en este apartado (el 40%), si
explicaron cémo se podrian hallar estos datos a partir de la expresion
algebraica de la funcién, si se dispusiera de ella, es decir, expusieron
cudl serfa la “férmula” que aplicarfan a la expresion algebraica para
hallarlo. Otros (20%), aunque afirmaban que si podrian hacerlo si
dispusieran de la expresion algebraica, no indicaron correctamente

como lo harian.

Apartado (d)

S6lo 3 alumnos, dos de 1° D y uno de 1°E (dos de ellos son los que
realizaron adecuadamente el resto de apartados), llevaron a cabo
adecuadamente este apartado. La gran mayoria de los alumnos
plantearon que hay que dar valores a las funciones para responder a
esta cuestion (40%). Y el resto afirma simplemente que no sabe cémo

hacerlo.
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A pesar de estos resultados, coherentes con los previstos a partir del analisis
de los conocimientos previos de los alumnos, cuando se llevé a cabo una
entrevista con cada uno de los profesores, que tuvieron lugar inmediatamente
antes de la realizacién de la prueba por parte de los alumnos -el mismo djia,
una hora antes de su realizacién-, donde se les preguntd acerca de la
complejidad que implicaria la realizacién de los problemas planteados,
ambos afirmaron que la dificultad seria minima para los alumnos que si
sabian resolver los tipos de tareas que debian tomarse como base para su
resolucioén en cada caso, es decir, que dominaban la técnica basica que debian

adaptar.

Se pudo constatar que ambos profesores suponian que, por el hecho de
dominar una técnica, el alumno dominaria la técnica inversa —por ejemplo, si
los alumnos sabifan determinar las caracteristicas de una funcién a partir de
su grafica, suponia que también sabrian llevar a cabo el proceso contrario,
consistente en representar graficamente una funcién conocidas sus

caracteristicas.

Tampoco se mostraron conscientes de la falta de conocimiento grafico de los
alumnos ni de la relaciéon de ello con el hecho de que siempre, durante las
clases y en los exdmenes, se planteaban a los alumnos tareas de
representacion grafica donde se les facilitaba la expresion algebraica de la
funcién y que ésta se habia transformado en la herramienta bésica para

determinar las caracteristicas gréficas.

En general, no tenfan conciencia de las grandes dificultades que pueden
implicar tareas que conllevan para su resolucién una variacion de una técnica
conocida y de ello se deduce que se deja bajo la responsabilidad del alumno

este importante y dificil aspecto del aprendizaje por considerarlo de reducida

dificultad.
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2.6. CONCLUSIONES

Se ha mostrado en este capitulo que el andlisis del caracter
problematico de una tarea, partiendo de los conocimientos previos de los
alumnos -fruto del proceso de estudio que han vivenciado-, es de importancia
fundamental para interpretar el origen de las dificultades que aparecen en su

resolucion.

Se ha constatado ademés coémo la necesidad de realizar pequefias variaciones
en las técnicas que se conocen para resolver una tarea de ejecucién, cuyo
grado de problematicidad, en principio, es muy reducido, conlleva gran
dificultad, y que, en ocasiones, dificultades aparentemente provocadas por la
necesidad de modelizacién enmascaran, como se observa en un anélisis més
minucioso, el caracter problematico de las técnicas que es necesario utilizar

durante la ejecucion.

Estas cuestiones resultan de marcado interés, como adelantdbamos en el
primer capitulo, para analizar, para el andlisis tanto de los factores implicados
en el éxito-fracaso en la resolucién de problemas, como de la eficacia de los
modelos de instruccion dirigidos a la mejora de la capacidad de resolucién de

problemas.

Pero este estudio nos llevé ademdas a un replanteamiento del trabajo. El
analisis de las dificultades de un grupo de alumnos frente a la resolucién de
una tarea problemaética nos da luz sobre los problemas fundamentales de los
que adolecen los alumnos, especialmente al comparar los resultados
obtenidos con la informacién resultante de estudios semejantes. Pero la
consideracion del proceso de ensefianza-aprendizaje vivido por esos alumnos
para analizar sus dificultades, y el determinar que éstas eran facilmente
previsibles en funcién de dicho proceso, nos hizo plantearnos la necesidad de

ampliar el objeto de estudio, profundizando en los objetivos que se persiguen
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en las propuestas de ensefianza dirigidas a la mejora de la capacidad de
resolucién de problemas de los alumnos asi como en cémo se han cristalizado
esas propuestas en la practica y las dificultades que se han detectado para su

implementacion.
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CAPITULO III. LA INSTRUCCION EN TORNO A LA

RESOLUCION DE PROBLEMAS EN MATEMATICAS
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En este capitulo se abarcan las diferentes concepciones que han sido
planteadas sobre el papel de la resolucion de problemas en la ensehanza-
aprendizaje de las matematicas, asi como las propuestas de instruccién que
han derivado de cada una de ellas. Nos centraremos posteriormente en el
marco més prometedor segtn las investigaciones actuales en relacién con la
ensefianza de la resolucién de problemas y que esta basado en el aprendizaje

situado y la ensefianza anclada.

Finalmente mostraremos cdmo, a pesar de que el objetivo fundamental de la
ensefianza de las matematicas es que los alumnos sean competentes en la
resoluciéon de problemas, y de los esfuerzos de décadas, hoy dia sigue

existiendo una gran dificultad para lograr este objetivo.
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3.1. PROPUESTAS DE INSTRUCCION EN MATEMATICAS PARA LA

ENSENANZA EN TORNO A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.1.1. Papel de la resolucién de problemas matematicos en la ensefianza

A lo largo del tiempo han aparecido diferentes modos de concebir el
papel que debe o puede cumplir la resoluciéon de problemas en la ensefanza,
muchas de las cuales han coexistido y coexisten actualmente. Es necesario
concretar el ambito en que sittan las diferentes propuestas de instruccion, asi
como los objetivos que se plantean, para poder llevar a cabo un anélisis de los

modelos instructivos que plantean.

Stanic y Kilpatrick (1988) afirman que el término resolucién de problemas se
ha convertido en un eslogan que ha acompafiado a diferentes concepciones
sobre qué es la educacién, qué es la escuela, qué es la matematica y por qué
debemos ensefiar matemética en general y resolucién de problemas en
particular. Estos autores detectaron diferentes modos de concebir la

importancia de la resolucién de problemas y las clasificaron en tres tipos.

El primer significado que citan estos autores es resolver problemas como
contexto, donde los problemas son utilizados como vehiculos al servicio de
otros objetivos curriculares. Asi, los roles principales son: como justificacion
para enseflar matematicas, que consiste en mostrar su valor en la vida
cotidiana; para proveer de especial motivaciéon a ciertos temas, utilizando
problemas como introduccién de los diferentes contenidos; y como actividad
creativa, utilizdndolos para mostrar que la matematica puede ser divertida y

que hay usos entretenidos de los conocimientos matematicos.

En segundo lugar se refieren al significado que estd relacionado con la

concepcion de la resolucion de problemas como habilidad, convirtiéndose asi en
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un “conocimiento” que debe ser objeto de ensefianza explicita en el

curriculum.

En relacion con estas dos primeras formas de concebir el papel de la
resolucion de problemas en matematicas, Villanova, Rocerau, Valdez, Oliver,

Vecino, Medina, Astiz y Alvarez (2003) postulan que

“Atin cuando en esta sequnda interpretacion del término los problemas son
vistos como una habilidad en si misma, las concepciones pedagdgicas y
epistemoldgicas que subyacen son precisamente las mismas que las
sefialadas en la interpretacion anterior: las técnicas de resolucion de
problemas son ensefiadas como un contenido, con problemas de pricticos

relacionados, para que las técnicas puedan ser dominadas” (p. 2).

El tercer significado que enumeran Stanic y Kilpatrick (1988) se refiere a
aquellos planteamientos que consideran que el trabajo de los matematicos es
la resoluciéon de problemas y que la matematica realmente consiste en tratar
con problemas. Es éste el planteamiento mas aceptado actualmente y desde
ya hace algunos afios, en que la resolucién de problemas ha sido sefialada
como el foco primario de la ensefianza de las matematicas en todos los niveles

educativos.

Otro importante anélisis y clasificaciéon de los diferentes modos de concebir el
papel que debe jugar la resolucién de problemas en la ensefianza de las
matematicas es la realizada por Schroeder y Lester (1989), en la cual
profundizaremos a continuacién, ya que serd utilizada como base para la
realizacién de una sintesis de las principales propuestas de instruccién en este

campo.
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3.1.2. Propuestas de instruccion en funcion del papel que se asigna a la

resolucion de problemas

En este &mbito resulta de marcado interés el trabajo que llevé a cabo
Nunokawa (2004) y que intenta responder, entre otras, a las siguientes

cuestiones:

“(a) What sort of learning do we expect students to obtain from problem

solving experiences?

(b) In order to maximize this learning, what kind of experiences should the

students be exposed to, and with what pedagogical support?” (p. 1)

Para desarrollar este trabajo, parte del concepto de resolucion de problemas

matematicos propuesto por Lester y Kehle (2003):

“Mathematical Problem Solving is a thinking process in which a solver tries
to make sense of a problem situation using mathematical knowledge he/she has
and attempts to obtain new information about that situation and/or to
“resolve the tension or ambiguity” (Lester & Kehle, 2003) about that.”
(Nunokawa, 2004, p.3)

A partir de dicha concepcion, se describe la resolucién de un problema como
un proceso en que se parte del conocimiento matemético que los alumnos
poseen para, a través de una situaciéon problematica, adquirir o bien nueva
informacién no matematica sobre la situaciéon o bien nuevo conocimiento
matematico. Utilizando esta descripcién, se muestra una sintesis de los
aspectos implicados en el proceso de resolucion de un problema para
clasificar las investigaciones en funcién de en cual de ellos han puesto en

énfasis.

En relacién con las preguntas que se plantea- esto es, en primer lugar, qué
tipo de aprendizaje esperamos que obtengan los estudiantes a partir de la

resoluciéon de problemas; y, en segundo lugar, a qué tipo de experiencias
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deberian ser expuestos los estudiantes y con qué apoyo pedagodgico para
maximizar dichos aprendizajes- Nunokawa considera cuatro tipos de
respuestas a la primera cuestién segtin el aspecto del proceso de resolucion en

que se sitte el énfasis y en funcién de ello responde a la segunda.

A continuacién mostraremos las diferentes propuestas de instruccién en
funciéon de los ambitos de la resolucién de problemas en que pretende
centrarse la enseflanza, asi como los autores fundamentales que han

desarrollados sus trabajos en cada una de ellas:
(a) Enfasis en el proceso de resolucion'>

Los aprendizaje fundamentales en que se pueden centrar los trabajos que
ponen el énfasis en el proceso resolucién son: como llevar a cabo procesos de
resolucién de problemas o utilizacién del pensamiento; adquirir modelos de
actuacion matematica o competencia critica (p.e., Blum y Niss, 1991), o en

mostrar modos de hacer matematicas (p. e., Schoenfeld, 1994).
En estos casos, las propuestas de instruccién han sido:

- Desarrollar repertorios de formas de probar situaciones
problematicas (Nunokawa, 2000, Stylianou, 2002) o el uso de

estrategias heuristicas (Lawson y Chinnappan, 1994).

- Proporcionar herramientas para probar situaciones (Nunokawa y

Fukuzawa, 2002).

- Desarrollar sus competencias metacognitivas (Schoenfeld, 1992b) a
través, por ejemplo, del andamiaje (Holton y Thomas, 2001) o el

aprendizaje cooperativo (Artz, 1996).

- Incrementar sus creencias adecuadas (Schoenfeld, 1992b).

15 Se corresponde con la “ensefianza sobre resolucién de problemas” de Schroeder y Lester
(1989).
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- Hacerles preguntas que esperamos que utilicen en futuros problemas

(PSlya, 1945).

- Invitarles a participar en practicas de hacer matematicas (Schoenfeld,
1994), aprendizaje cognitivo (Brown y Palincsar, 1989) sobre

resolucién de problemas matematicos o sobre hacer matematicas.

b) Enfasis en la aplicacion del conocimiento matemdtico'®, es decir, la utilizacién
fundamental de la resoluciéon de problemas estd dirigida a como y cuando

aplicar el conocimiento matematico previo.

Las propuestas de instruccién en este bloque se pueden sintetizar en:

Enriquecer los esquemas de los estudiantes de situaciones tipicas

(Greeno, 1987; Verschaffel y De Corte, 1997).
- Enriquecer esquemas especificos del d&rea (Owen y Sweller, 1985).

- Utilizar situaciones que pueden ser asociadas facilmente con el
conocimiento objetivo (Hudson, 1983) y utilizar situaciones
familiares o significativas para los alumnos (Bottge, Heinrichs,

Chan y Serlin, 2001; Woolnough, 2000).

- Dirigir la atencién de los estudiantes hacia interpretaciones

adecuadas de la solucion (Silver y Shapiro, 1992).

- Reducir la ansiedad provocada por las matemaéticas

(Archambeault, 1993).

c) Enfasis en la nueva informacion que se adquiere, a través del proceso de

resoluciéon del problema, sobre la situacion analizada.

En este caso, los modelos de instruccién se han centrado en:

16 Se corresponderia con la “ensefianza para resolver problemas” de Schroeder y Lester
(1989).
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Seleccionar situaciones que provoquen el interés de los estudiantes y

sobre las cuales quieren obtener nueva informacion.

Proporcionar situaciones donde se pueda observar el poder de las
matematicas; por ejemplo, adelantar resultados a través del analisis

matematico (Nunokawa, 2001).

Proporcionar herramientas que ayuden a los estudiantes a investigar
las situaciones (p.e. calculadoras graficas o computadoras, Osawa,

1996).

d) Enfasis en el nuevo conocimiento matemdtico que se adquiere a través de la

resolucion del problema. Es decir, el énfasis estd en la creacion de nuevo

conocimiento, especificamente matematico (Brown y Palincsar, 1989).
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Proporcionar objetos o herramientas pedagodgicas que ayuden a
vincular el conocimiento de los estudiantes con el nuevo
conocimiento que se quiere construir a través del problema (Fuson y

Burghardt, 2003).

Explicitar el conocimiento matematico de los estudiantes a través de
la reflexiéon sobre sus propias actividades (De Corte, Verschaffel y

Greer, 1996).

Ayudar a los estudiantes a que sus ideas lleguen a ser mads
matematicas. Por ejemplo, a través de la trascripcion de situaciones a
notacién matemaética (Fuson y Burghardt, 2003), o haciendo uso de la

técnica del modelado (Gravemeijer, 1997).

Crear normas de clase donde la construccién de conocimiento sea
central (Carpenter, Fennema, Fuson, Hiebert, Human, Murray,
Oliver y Wearne, 1999), desarrollando normas socio-matematicas
(Cobb y Yackel, 1998) sobre los tipos de conocimientos que son

respetados en matematicas y cudndo el conocimiento esté validado.
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Este tltimo enfoque parece corresponderse con el “enfoque de investigacion”

propuesto por Baroody (2003), que esta caracterizado por:

“(a) Like conceptual approach, un aim of mathematics instruction is to help
students learn needed facts, formulas, and procedures in a meaningful
fashion; (b) Like the problem-solving approach, students are regularly
engaged in mathematical inquiry; (c) Like the problem solving approach, a
teacher indirectly incites doubt, curiosity, or cognitive conflict by posing
worthwhile tasks and by creating a social environment that encourage
questioning, inquiry, and reflection; (d) Unlike the proble-solving approach,
children’s active construction of understanding is mediated, guided, and

prompted by the teacher.” (Baroody, 2003, p. 22)

Nunokawa (Op. Cit.), concluye en su andlisis que la perspectiva de la
resoluciéon de problemas en la ensefianza de las matemaéticas esta apoyada

por las siguientes razones:

(i) Hace posible la creaciéon de nuevo conocimiento que los estudiantes
necesitan aprender de modo conectado con el conocimiento previo, ya sea

matematico o no matematico.

(ii) Hace posible que el aprendizaje esté dirigido a la creaciéon de nuevo
conocimiento matemético de modo compatible con la reciente vision de que
el conocimiento es situado (Brown y Palincsar, 1989; De Corte et al., 1996).
Este tipo de aprendizaje permite aprender ademas sobre el rol que pueden
jugar las matematicas en las situaciones, como evaluarlo y por qué es

necesario.

(iii) Apoya la imagen de las mateméticas como actividad humana (De Corte
et al., 1996) y favorece que los estudiantes lleguen a ser aprendices

auténomos.

Pero también se presentan limitaciones y dificultades en tal enfoque de

ensefianza aprendizaje, como por ejemplo las siguientes:
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- El pensamiento de los estudiantes necesita ser guiado por un profesor de
modo que dirija el conocimiento matemético que puede ser formulado

(Fuson y Burghardt, 2003).

- Cuando se presentan varios soluciones a los estudiantes, no siempre es
facil integrarlas y hacer que converjan en ideas matematicas. Necesitamos
un contexto donde las ideas canénicas matematicas sean seleccionadas
naturalmente por los aprendices (Nunokawa y Kuwayama, en prensa,

citado por Nunokawa, 2004).

Sintetiza estas dificultades Nunokawa afirmando que:

“There may be some parts of a mathematical theory which students need a
great deal of teachers’ intervention to learn. In such cases, we need to
examine whether students can gain the above-mentioned benefits through
that problem solving even when we provide such intervention or guide

students’ thinking processes”. (Op. Cit., p. 7).

Esta afirmacién muestra una paradoja: si nuestro objetivo es que los alumnos
aprendan a resolver problemas -esto es, sean capaces de transferir el
conocimiento de que disponen-, jcémo podemos lograrlo? Una posibilidad es
ensefiar a resolver problemas resolviendo problemas pero, entonces, si debe
tratarse de problemas, se plantea la necesidad de guia del profesor como un
impedimento, ya que reduce la autonomia del alumno, coartando su ambito
de creacién en relacién con la trasferencia de ese aprendizaje. Se muestra asi
la dificultad que conlleva la puesta en practica de la ensefianza
“constructivista” dialéctica (Vigotsky, 1978), que se basa en suministrar al
alumno la ayuda estrictamente necesaria, pero no mds, para que, en funciéon

de su zona de desarrollo préximo pueda construir sus conocimientos.

-136 -



La instruccién en torno a la resolucién de problemas en matematicas

3.2. EL APRENDIZAJE SITUADO Y LA ENSENANZA ANCLADA: “THE

ADVENTURES OF JASPER WOODBURY"”

Los estudios en torno a una ensefianza dirigida a la resolucién de
problemas apoyan la eficacia de que los alumnos adquieran habilidades
metacognitivas (p.e.,, Costa, 1991; Perkins, 1992, 1995; Fogarty, Perkins y
Barell, 1992, 1994; Kendall y Marzano, 1997; Tishman, Perkins, and Jay, 1995),
pero lograr este objetivo -ensefiar a los alumnos a resolver problemas-, se ha
mostrado claramente dificil cuando se intenta implementar en las aulas.
Numerosos autores han destacado esta dificultad a pesar de los esfuerzos
tanto de los investigadores como de las instituciones educativas (p.e., Cooney,

1985; Silver, 1985; Thompson, 1989).

Los modelos instruccionales mdas importantes actualmente dirigidos a la
ensefianza de la resolucién de problemas en el campo de las matemaéticas se
han desarrollando en el marco de los ambientes de aprendizaje
constructivistas (Jonassen, Mayes y McAleese, 1993; Jonassen, 1999; Jonassen,
Peck y Wilson, 1999); destacando las propuestas dentro de la ensefianza
basada en problemas (PBL), y especialmente la instruccién anclada basada en
ambientes computerizados (Bransford y Vye, 1989; Bransford, Sherwood,
Hasselbring, Kinzer y Williams, 1990; CTGV, 1989, 1990, 1992, 1993;
Goldman, Zech, Biswas, Noser y CTGV, 1999).

Estos modelos de ensefianza-aprendizaje tienen importantes similitudes:

“Using authentic problems as the learning focus; using technology support
the learning process; using stories, cases or scenarios to provide the contextual

information.” (Hung, Tan, Cheung y Hu, 2004, p. 120).

Todas estas propuestas estan basadas en los planteamientos de Dewey (1933),
que defiende que encontrar un problema es el comienzo del verdadero

aprendizaje y se muestran contrarios a las practicas que consisten en utilizar
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los problemas como aplicacién una vez que cierto conocimiento matematico
ha sido introducido, con el objetivo de utilizarlos para resolver situaciones

“reales”.

De acuerdo con Laughbaum (1999), la denominada “teaching in context”
también utiliza situaciones, pero “they are used at the beginning of a math topic
for the purpose of helping students understand the mathematics to be taught, or to
create a motivating experience of the mathematics to follow” (p. 1). Por eso, el
denominado Cognition and Technology Group at Vanderbilt (CTGV) realiza

las siguientes criticas a los problemas de aplicacién:

“1. Instead of bringing real world standards to the work, students seem to
treat word problems mechanically and often fail to think about constraints

imposed by real-world experiences.

2. Single correct answers to application problems lead to misconceptions
about the nature of problems solving and inadvertently teaches students for

a single answer rather than seek multiple answers.

3. The goal of one’s search for a solution is to retrieve previously presented
information rather than rely one’s own intuition. This may limit the

development of people’s abilities to think for themselves.

4. They explicitly define the problems to be solved rather than help students
to learn to generate and pose their own problems. Mathematical thinkers

tend to generate their own problems.

5. The use of application problems lead to inert knowledge. Inert knowledge
is that which is accessed only in a restricted set of contexts even though it is

applicable to a wide variety of domain.” (CTGV, 1997, p. 40).

Shea y Bishop (1999), afirman que “research has shown the importance of the idea
situated cognition which describes the fact that when you learn anything you learn it

in a certain situation” (p. 41).
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El aprendizaje situado, siguiendo a Brown, Collins y Duguid (1988) es
propuesto como un método dirigido a un aprendizaje “anclado” dentro del
contexto del drea de estudio. En vez de abstraer trozos de conocimiento
aislados defiende que los estudiantes deberian aprender sobre una materia
por inmersién en la cultura, de modo que un contexto rico en situaciones
problematicas que deben ser resueltas se convierte en un aspecto

fundamental.

Segun la Encyclopedia of Educational Technology, el modelo de instruccién
anclada fue desarrollado entre 1980 y 1990 por el Cognition and Tecnology
Group at Vanderbilt (en adelante CTGV). Esta propuesta, dirigida por John
Bransford, se inserta dentro del paradigma del constructivismo social,
consistiendo en una combinacién entre los modelos de escenarios basados en
objetivos y el aprendizaje basado en problemas (PBL), y sus principios de
ensefianza-aprendizaje estdn estrechamente relacionado con el aprendizaje
situado y la teoria de la flexibilidad cognitiva (Oliver, 1999a y 1999b;
Kearsley, 1994-2004).

El CTGV, en 1991, muestra un ejemplo de cémo puede fomentarse un
aprendizaje situado “auténtico” en relacién con las matematicas utilizando
como apoyo un formato de video. Ese grupo ha elaborado “The Adventures
of Jasper Woodbury”, que consiste en 12 videos cada uno de los cuales narra
una aventura en torno a la cual girara el proceso de aprendizaje. En concreto,
han elaborado tres videos, que describen historias basadas en la vida real,
para cada uno de los siguientes bloques: algebra, geometria, probabilidad y
distancia/tiempo/razén'’, si bien se plantean conexiones con otras areas,
como por ejemplo ciencia, estudios sociales, literatura o historia. En concreto

los titulos de los videos propuestos son los que exponemos a continuacion:

7 visitar http:/ /peabody.vanderbilt.edu/projects/funded /jasper/preview/
Adv]W.html).
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e Complex Trip Planning: Journey to Cedar Creek, Rescue at Boone's
Meadow, Get Out the Vote.

e Statistics and Business Plans: The Big Splash, Bridging the Gap, A Capital
Idea.

o Geometry: Blueprint for Success, The Right Angle, The Great Circle Race.

o Algebra: Working Smart, Kim's Komet, The General is Missing.

La empresa que se encarga de la distribucion de estos videos, que es Erlbaum,
explica respecto a ellos que se trata de “a multimedia videodisc series to improve

both basic and higher-order mathematics learning in grades 5 and up”.

Cada aventura presentada en los videos persigue el objetivo de que los
alumnos, motivados por la identificacion entre ellos mismos y los
protagonistas, en la situacion descrita en el video, se enfrenten a la resolucién
de la situacién problematica planteada al final del mismo. Estdn basados en
una instruccion anclada, como deciamos, segtin la cual “instruction is situated
in engaging, problem rich environments that allow sustained exploration by students

and teachers.” (Cognition and Technology Group at Vanderbilt, 1992, p. 65).

El paradigma de la instruccién anclada esta basado en un modelo general de
la resoluciéon de problemas (Bransford y Stein, 1993; Lincoln, 1998), en el
marco del constructivismo social, donde adquiere una importancia
fundamental la zona de desarrollo préximo descrita por Vigotsky. Este marco
tedrico asume, segin Osman y Jouchoux (1998), los siguientes principios de

ensefianza-aprendizaje:

- Los objetivos son ayudar a los estudiantes a ser pensadores

independientes.

- En un ambiente de aprendizaje generativo, los aprendices

relacionan, interpretan, explicar y reflexionan sobre la informacion.
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- El aprendizaje generativo es fomentado por la instruccion anclada
y el aprendizaje situado en contextos significativos de resoluciéon

de problemas.

- Diferentes tipos de materiales instruccionales permiten diferentes

tipos de actividades de aprendizaje.

Crews y sus colegas resumen los objetivos de la instruccién anclada en los
siguientes: “to invite the kinds of thinking and reasoning necessary for students to
develop (i) the general skills and attitudes necessary for effective problem solving, and
(ii) the specific concepts and principles that allow them to think effectively about
particular domains” (Crews, Biswas, Goldman y Bransford, 1997, p. 143).

Esas propuestas estan caracterizadas por contener informacién no relevante,
que los alumnos deben desechar y por el énfasis en la existencia de mas de un
modo de enfocar la resoluciéon de los problemas. Otra caracteristica
importante de este proyecto es que intenta presentar diferentes conceptos de
modos diferentes en diferentes videos o incluso dentro de cada video (CTGYV,

1993), intentando con ello favorecer la transferencia de los conocimientos.

Se propone que los alumnos trabajen en un ambiente colaborativo en
pequenos grupos y presenten sus soluciones a los demdas compafieros, que
deben ser defendidas y discutidas. La colaboracion en el conocimiento es una
necesidad debido a que los problemas son complejos y es por tanto
improbable que los estudiantes puedan resolverlos de modo individual

(CTGV, 1993).

El papel del profesor es fundamentalmente guiar las interacciones entre
estudiantes mientras se trabaja de modo cooperativo para resolver los
problemas (Young, Nastasi y Braunhardt, 1996), y estos “must be flexible; they
cannot follow a fully-scripted lesson plan. In addition, teachers cannot be experts in

each topic (...) so they must often become learners along with their students” (CTGV,
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1993, p. 54). Este enfoque favorece la “negociacion de perspectivas”, ya que
los estudiantes deben “pose and resolve discrepant viewpoints” (Young, Nastasi
& Braunhardt, 1996, p. 183); y también hace posible el andamiaje a través del

apoyo experto-novel que se produce durante el trabajo colaborativo.

El andamiaje también est4 favorecido por la “structure within the environment
that constrained the types of interactions students could have with the problem, the
local expert (teacher) and with one another” (Young, Nastasi y Braunhardt, 1996,
p- 127) y las sesiones de “embedded teaching” que se incluyen en los videos -
que s6lo pueden ser visionadas una vez que se los alumnos han detectado la
necesidad de su uso en el contexto de la aventura cuyo problema tienen que
resolver-, que se refieren a aspectos como, por ejemplo, como utilizar un
compds, como estimar tamafios o como leer mapas topograficos (CTGV,

1993).

En los videos se proporcionan propuestas adicionales de resolucion de
problemas dirigidos a facilitar la transferencia de lo aprendido a situaciones
analogas. Ademas, algunos videos exigen a los estudiantes que utilicen
diarios para fomentar su reflexion sobre las experiencias vividas en la
resolucién del problemas (Young, Nastasi y Braunhardt, 1996) o que evaltan
si necesitan comprender mejor un concepto para resolver un problema

concreto (CTGV, 1993).

Se plantea también la posibilidad de que los alumnos lleven a cabo un trabajo
mas independiente a través de proyectos que ellos mismo planteen
relacionados con las aventuras trabajadas. A este respecto, los autores afiaden
que “We have suggested to teachers that they allow students to guide the
course of their learning to the extent that students are able” (CTGV, 1993, p.
54).
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En resumen, podemos decir que las series Jasper utilizan un principio de
aprendizaje cognitivo que es la instrucciéon anclada, convirtiéndose los
materiales videogréaficos en las “anclas” (macro-contextos) para todo el
proceso de aprendizaje e instruccion y estdn basadas también en los

principios del aprendizaje colaborativo (Lincoln, 1998).

Sobre las diferencias que presentan estas series en relacion con otras
propuestas de instruccion anclada, el CTGV (1993) y Lincoln (1998) sefialan
que, a diferencia de otras propuestas de video, las series Jasper tienen como
objetivo crear contextos interesantes, basados en la realidad, que fomenten la
construccion activa del conocimiento por parte de los aprendices, siendo las
anclas las historias en vez de lecturas, que permiten a los alumnos, guiados
por los profesores, embarcarse en aventuras en que los conocimientos

matematicos son utilizados para resolver problemas.

En CTGV (1997) se indica que esta propuesta esta dirigida por los siguientes

principios instruccionales:

1. Un formato de aprendizaje generativo, que mejora la motivacién
permitiendo a los aprendices crear o “generar” la continuacién de la
historia resolviendo los problemas que se plantean al final de cada

aventura.

2. Una presentacion en video, que mejora el aprendizaje comparandolo
con el basado en el llevado a cabo a partir de libros de texto porque el
video permite afiadir informacién relacionada con el contexto,

animaciones, graficos, audio, simulaciones, ricos colores y realismo.

3. Un formato narrativo, que favorece la contextualizaciéon de la historia,
el conocimiento de los protagonistas, las situaciones inicial y final,

enriqueciendo el realismo y la autenticidad de la historia.
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4. La complejidad del problema motiva al alumno, captando su interés y
requiere un gran compromiso para continuar los pasos

interrelacionados hasta llegar a resolver el problema.

5. El disefio incluye, durante las historias, datos tanto necesarios como
innecesarios y por tanto exigen la exploracién en un proceso de
descubrimiento para identificar el problema y buscar qué datos son los

pertinentes.

6. Se proponen oportunidades para que los alumnos lleven a cabo la
transferencia de los conocimientos, que estin basadas
fundamentalmente en el hecho de que se presenta un mismo tema
dentro de diferentes “aventuras”. Por ejemplo, geometria aparece
dentro de tres ambientes realistas diferentes, caracteristica que permite
a los estudiantes ver otras oportunidades donde pueden utilizar lo

aprendido.

7. Se favorecen relaciones entre diferentes areas curriculares dentro de
una misma historia con contenidos que se aplican a otras areas de

estudio.

Respecto a su efectividad, Hickey, Moore y Pellegrino (2001) evaluaron la
implementaciéon de The Adventures of Jasper Woodbury en el contexto de un
programa de reforma educativa de las matematicas al nivel de distrito,
basado en los estandares curriculares del National Council of Teachers of
Mathematics de 1989. Participaron en el estudio 19 grupos de alumnos de
quinto curso de cuatro colegios diferentes, que fueron clasificados en funcién
de si en las aulas se empleaba el software de las series Jasper y el grado en
que los profesores incorporaban reformas constructivistas en su curriculum
(considerando dos grupos en funciéon de este aspecto: clases menos

consistente vs. mas consistentes).
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En este estudio se utilizaron, para la evaluacién de la eficacia del uso de las
Series Jasper, las siguientes pruebas: “Motivational Experience and
Motivational Belief surveys” y subsecciones de “Test Basic Skills” (ITBS) de
Iowa. Se encontraron los siguientes resultados en relacion con el uso de las

series Jasper como complemento a la ensefianza tradicional:
- Los estudiantes que utilizaron las series Jasper:

- Mejoran su rendimiento en resolucién de problemas y en el bloque

de Interpretacion del ITBS;

- Muestran un menor rendimiento en el bloque de Calculo

Matematico del ITBS.

- Los alumnos de més alto rendimiento mejoran sus resultados en

los bloques de Conceptos y Estimacion del ITBS.

- Es menos probable que estén motivados por el ego o por el deseo

de hacerlo bien que los estudiantes que no lo utilizaron.

Entre los estudios sobre la eficacia de la utilizacion de las Series Jasper,
también destacan los resultados del realizado en 1990. En él participaron
diecisiete colegios de nueve estados con poblacién muy diversa, incluyendo
alumnos con necesidades educativas especiales. Las clases que participaron
utilizaron tres o cuatro aventuras de la Serie Jasper durante un afio académico
y se compararon los resultados de esos alumnos con los de un grupo control,
correspondiente a aulas donde no habia sido utilizado este apoyo. Se
comprob6 que ambos grupos eran equivalentes en sus puntuaciones en las
pruebas pre-test y utilizaron para evaluar la eficacia un conjunto de tests

estandarizados.

Se detectan como resultados una mejora de los alumnos que han utilizado las

Series Jasper en problemas escritos de un paso, de dos y que implican
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multiples pasos, asi como en la planificacion de sub-objetivos y la
comprensiéon de problemas. Ademads, en encuestas sobre actitudes, los
estudiantes que han utilizado las Series Jasper muestran menos ansiedad
hacia las matematicas y una mayor probabilidad tanto de detectar la
relevancia de las matematicas en la vida diaria como de apreciar desafios

complejos.

Los resultados obtenidos en este estudio apoyan los beneficios de la
instruccién anclada en situaciones basadas en la realidad para favorecer una
mejor actitud hacia las matematicas, asi como unos mejores resultados en
determinados aspectos de diferentes cuestionarios estandarizados, y en el uso
de la planificacién, que redunda en un mayor rendimiento al comprender y

resolver problemas complejos ~que implican varios pasos-.

Si bien creemos que son necesarios estudios més profundos, donde se analice,
por ejemplo, de modo mas profundo, el tipo de transferencia que se produce,
en qué medida los alumnos aprender a resolver problemas o en qué grado
estas se asemejan a las trabajadas durante el estudio, parece que las
caracteristicas basicas de este modelo, tales como ensefianza anclada y

aprendizaje cooperativo son las que resultan més prometedoras.

Ademas es un hecho la dificultad de implementar en los sistemas de
ensefianza, de modo organizado y explicito, un aprendizaje dirigido a
fomentar la capacidad de resolucién de problemas en los alumnos, como han
mostrado numerosas investigaciones, asi como los resultados que se obtienen
en las diferentes evaluaciones internacionales sobre los aprendizajes de los

alumnos.

Pasaremos a continuacién a analizar cuales son las causas fundamentales que
se han detectado como origen de la gran dificultad de lograr dicho objetivo

en las aulas.
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3.3. LA DIFICULTAD DE ENSENAR EN TORNO A LA RESOLUCION DE

PROBLEMAS

En PISA (OECD, 2003b), donde han participado estudiantes de 15 afios
de 41 paises, incluido Espafia, se evalaa el nivel de conocimientos en relacién
con las matematicas, la lectura, la ciencia y la resolucién de problemas. La
competencia matemaética se define como “An individual’s capacity to identify
and understand the role that mathematics plays in the world, to make Web-founded
judgements and to use the engage with mathematics in ways that meet the needs of
that individual’s life as a constructive, concerned and reflective citizen” (p. 15);
mientras que la competencia en resolucién de problemas es descrita como
“An individual’s capacity to use cognitive processes to confront and solve real, cross-
disciplinary situations where the solution path is not immediately obvious and where
the literacy domains or curricular areas that might be applicate are not within a

single domain of mathematics, science or reading” (p. 15).

Aqui podemos observar la tendencia que ya destacamos en el primer capitulo
y que se refiere a la concepcion del término problema. En efecto, en la
definicién de la competencia en resolucion de problemas, se anade, al hecho
de que el proceso de resoluciéon no debe ser obvio para el resolutor, que dicha
btisqueda implique varios dominios; es decir, que se trate de situaciones de la

vida real.

Amplian el concepto de competencia matematica afirmando que “[it] is
concerned with the ability of students to analyse, reason, and communicate ideas
effectively as they pose, formulate, solve and interpret solutions to mathematical

problems in a variety of situations” (OECD, 2003b, p. 15).

El “Danish KOM Project” (KOM: Competencias y el aprendizaje de las

matematicas), iniciado por el Ministerio de Educacién danés, dirigido por el
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matemadtico, nacido en Copenhague, Mogens Niss!® y cuyo objetivo
fundamental es: “to base the description of mathematics curricula primarily on the
notion of ‘mathematical competency’, rather than on syllabi in the traditional sense of
lists of topics, concepts, and results” (Niss, 2003, p.1), ha tenido un gran impacto
de caracter internacional en relacién con su descripciéon de la competencia
matemadtica, compuesta a su vez por una serie de competencias (ver Niss,
1999), en la cual, por ejemplo, estan basados los criterios de evaluacién de la

OECD/PISA de 2003:

1. Pensar  matemdticamente (dominar modelos matematicos de
pensamiento), que implica el planteamiento de preguntas y los tipos

posibles de respuestas que las matematicas ofrecen.

2. Plantear y resolver problemas, identificAndolos y especificando el tipo

(puros o aplicados, generales o cerrados).

3. Modelizar matemdticamente, es decir, analizar y construir modelos

matematicos para describir situaciones.

4. Razonar matemdticamente, siguiendo y evaluando cadenas de
argumentos, sabiendo qué es una prueba matematica y en que se
diferencia de otros tipos de razonamientos, como por ejemplo, la

heuristica o reconociendo las ideas bésicas de un argumento.

5. Representar objetos y situaciones matematicos, comprendiendo y
utilizando diferentes tipos de representaciones asi como las relaciones
entre las mismas, siendo capaces de elegir la mas adecuada e

intercambiarlas.

6. Comunicar en, con y sobre las mateméticas tanto con otros como con
uno mismo con precisién teérica y técnica y en los diferentes formatos

oral, visual y escrito.

18 Mogens Niss es el responsable matematico de las evaluaciones del Informe PISA sobre
rendimiento educativo en la OECD.
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7. Utilizar ayudas y herramientas, conociendo sus propiedades y sus

posibilidades y limitaciones de uso.

Aqui, como vemos, “plantear y resolver problemas” se incluye como un
aspecto mas de la competencia matematica, si bien no deja de ser a su vez el

eje central de la competencia matematica.

Llinares (2003), tras describir en profundidad los diferentes aspectos o
dimensiones que engloba el desarrollo integral de una competencia
matematica, sefiala que “Todas las capacidades anteriores se manifiestan en la
habilidad de los estudiantes para plantearse, representarse y resolver problemas.” (p.

9)

Este autor (Llinares, 2003), reduce las dimensiones de la competencia
matematica en cinco. Las cuatro primeras son: comprension conceptual de las
nociones, propiedades y relaciones matematicas; el desarrollo de destrezas
procedimentales; el pensamiento estratégico, concretado en formular,
representar y resolver problemas; y la capacidad de comunicar y explicar
matematicamente. A estas afiade, ademadas, entre las dimensiones de ser
matematicamente competente, la formacion de unas actitudes positivas en el
alumno en relaciéon con sus propias capacidades matematicas, basada en una
admisién de diferentes niveles de sofisticaciéon en la respuesta que permita
que alumnos con diferentes capacidades puedan general, en sus grupos,

resoluciones a la tarea planteada.

El estudio de OCDE/PISA deja patente la conciencia por parte de la
comunidad investigadora de la distancia entre lo que se evaltia en dicho
estudio -“la habilidad para utilizar su conocimiento para enfrentarse a los desafios
dela vida real” - y lo que se ensefia en las aulas -“el grado en que dominan un

curriculum escolar especifico”.
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“PISA seeks to measure how well young adults, at age 15 — and therefore
approaching the end of compulsory schooling — are prepared to meet the
challenges of today’s knowledge societies. The assessment is forward-
looking, focusing on young people’s ability to use their knowledge and skills
to meet real-life challenges, rather than just examining the extent to which
they have mastered a specific school curriculum. This orientation reflects a
change in the goals and objectives of curricula themselves, which are
increasingly concerned with how students use what they learn at school,
and not merely whether they can reproduce what they have learned”

(OECD, 2004b, p. 12).

Estamos de acuerdo con Hersh (1986) cuando afirma que la concepcién sobre
la matematica afecta fuertemente a la concepcién sobre cémo debe ser
ensefiada, pero otra cuestion son las dificultades que se encuentran cuando se
intenta llevar a la practica. ;Qué ocurre entonces?, ;por qué, a pesar de gran
acuerdo que existe sobre el hecho de que la resoluciéon de problemas deberia
ser el eje central del proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, es

tan dificil llevarlo a la practica?

Blais (1988), analizando las dificultades para incorporar la resolucién de
problemas en las aulas, se lamenta de que la instruccién convencional en
matematicas “permits, allows, and sometimes blatantly encourages algorithmic

activity that is separate and isolated from the perception of essence” (p. 627).

Osborne y Kasten (1980), en un trabajo donde exponen las conclusiones sobre
encuestas realizadas investigadores y educadores sobre el papel de la
resoluciéon de problemas en las matematicas, tras explicar que una de las
conclusiones fundamentales es que los participantes indican que usar
problemas como el vehiculo para desarrollar o introducir tépicos
matematicos es la metodologia que ven mds adecuada para ensefiar
matematicas, lanzan la siguiente pregunta: “;Qué variables situaciones en la
escuela o en clase de matemiticas restringen el uso de los problemas para el desarrollo

e introduccion de conceptos matemadticos?” (p. 57).
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Arrieta (1989), tras analizar diferentes propuestas para el uso de la
resolucion de problemas como eje integrador de las matematicas escolares,

realiza la siguiente reflexion:

“Tanto en la investigacion y descubrimiento de los conceptos, como en el
desarrollo y en la construccion de estructuras asi como en la ejercitacion y
prdctica de las mismas, tiene sentido utilizar un enfoque centrado en la
resolucion de problemas. Si los conceptos matemdticos se han ido
construyendo a lo largo de la historia como instrumentos para resolver
determinados problemas, ;por qué en el dmbito educativo no podemos
efectuar la transposicion diddctica para que los estudiantes sientan su

misma necesidad?.” (p. 64).

Numerosas investigaciones se han preocupado por buscar las dificultades
para lograr este objetivo en el papel del profesor. En un estudio reciente se
concluyen las siguientes como las razones fundamentales por las que ensefiar
matematicas a partir de la resolucién de problemas se hace dificil para los

docentes:

“1. Matemdticamente, porque los docentes deben poder percibir las
implicaciones de las diferentes aproximaciones que realizan los alumnos,
darse cuenta de si pueden ser fructiferas o no, y qué podrian hacer en lugar

de eso.

2. Pedagégicamente, porque el docente debe decidir cudando intervenir, qué
sugerencias ayudardn a los estudiantes, sin impedir que la resolucion siga
quedando en sus manos, y realizar esto para cada alumno o grupo de

alumnos de la clase.

3. Personalmente, porque el docente estard a menudo en la posicion (inusual
e incémoda para muchos profesores) de no saber. Trabajar bien sin saber
todas las respuestas requiere experiencia, confianza y autoestima.”

(Villanova et al., 2003, p. 9).

Villanova et al. (2003) también sefialan que existe una necesidad urgente de

formar a los profesores sobre como ensefiar a través de la resolucion de
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problemas y destacan tres aspectos principales en los que la investigacion

debe profundizar:

“1. El rol del docente en una clase centrada en la resolucion de problemas:
poca literatura relacionada con la investigacion en la ensefianza a través de

la resolucion de problemas discute la especificidad del rol del profesor.

2. Lo que realmente ocurre en las clases centradas en la resolucion de
problemas: no hay una descripcion adecuada de lo que realmente ocurre en
estas clases, a pesar de existir largas listas sobre los comportamientos de los
docentes, sobre los comportamientos de los alumnos, sobre sus interacciones

y la clase de atmdsfera que existe.

3. La investigacion debe centrarse en los grupos y las clases como un todo, y
no en los individuos aislados: gran parte de lo investigado en resolucion de
problemas se ha centrados en los procesos de pensamiento usados por los
individuos mientras resuelven problemas. Sin embargo, queda pendiente
profundizar la investigacion centrandose en los grupos y en los ambientes
de clase, indagando los procesos desde la perspectiva del aprendizaje

situado.”

3.4. CONCLUSIONES

Realmente ;qué papel puede o debe jugar la resolucién de problemas en el
aprendizaje de las matemadticas? Y una vez contestada esta pregunta
deberemos plantearnos ;como puede lograrse la implementacion de un

sistema de ensefianza dirigido a la resolucién de problemas?

Las dificultades encontradas para lograr el objetivo de ensefiar a resolver
problemas matematicos a pesar de los numerosos intentos y grandes
esfuerzos dedicados a ello nos hizo plantearnos la necesidad de una
modificaciéon en el enfoque con que se trataba la cuestion, tal y como

presentamos en el capitulo siguiente.
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CAPITULO IV. UNA PROPUESTA DE INTEGRACION DESDE LA

TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO
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4.1. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO ASPECTO INSEPARABLE

DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

4.1.1. La importancia del modelo de la actividad matematica

La Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (en adelante TAD), que fue
iniciada por el matematico especialista en ensefianza de las matematicas Yves
Chevallard, plantea un modelo que describe el saber matematico en general,
y el escolar en particular, como una actividad humana mas, en términos de
praxeologias (Chevallard, 1998b, 1999) que se desarrollan como respuestas a
una cuestion o a un conjunto de cuestiones. Se puede afirmar por tanto que el
saber matematico se construye en torno a la busqueda de la respuesta a

cuestiones.

En este proceso de respuesta a las cuestiones, como elementos constituyentes
de las praxeologias, se distinguen dos aspectos inseparables: la “praxis” o
“saber hacer”, que engloba un cierto tipo de problemas que se estudian asi
como las técnicas para resolverlos; y el “logos” o “saber”, que se refiere a
tecnologin necesaria para la descripcion, explicaciéon y justificacion de las
técnicas, asi como a la teoria, o el argumento formal, que permite justificar

dicha tecnologia.

Una cuestion fundamental de esta teoria es que explicita cudl es el modelo de
actividad matemaética que toma como base de su planteamiento, aspecto que
gran parte de los trabajos en torno a la resolucién de problemas matematicos
no hacen. Si quisiéramos describir el modelo de la actividad matematica
implicito comtnmente asumido por los planteamientos actuales -o que
podemos denominar transparente por el hecho de que es asumido sin ningtn
planteamiento previo y/o sin explicitarlo-, podriamos decir que en él se

consideran como aspectos “separados” la construccion del conocimiento y la
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resolucién de problemas, considerando que por un lado se adquieren los
conocimientos -a través de diferentes vias, entre ellas la resolucion de
problemas- y después se “aplican” dichos conocimientos para resolver
problemas. Sin embargo, el modelo epistemolégico de la TAD no separa estos
dos aspectos de la actividad matematica, sino que postula que frente a una
tarea problemética, una persona, a la vez, usa y construye matematicas. De
hecho, el término praxeologia, como proceso y producto del aprendizaje, hace
referencia explicita al hecho de que el saber y el saber hacer son ambos
elementos constituyentes tanto de la actividad matematica desarrollada como
del producto logrado como resultado, siendo ademés proceso y producto

aspectos dificilmente distinguibles.

Resulta de especial interés para comprender este modelo de la actividad
matematica su descripciéon en forma de “momentos del proceso de estudio”, a
través de los cuales se construyen las praxeologias, siendo proceso y

producto dos caras de la misma moneda.

Se utiliza el término “estudio” para destacar, mas alld de una intencién de
ensefianza y un resultado de aprendizaje, una asuncién de responsabilidad
por parte de la comunidad que lleve a cabo el estudio!® en la construccién del
conocimiento o, lo que es lo mismo, en la construccién de la respuesta a la

cuestion en juego.

“Los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas son aspectos
particulares del proceso de estudio de las matemidticas, entendiendo la
palabra “estudio” en un sentido amplio que engloba tanto el trabajo
matemdtico del alumno, como el del matemadtico profesional que también
“estudia” problemas de matemdticas.”(Chevallard, Bosch y Gascon, 1997,

p. 47).

19 Se utiliza el término “comunidad de estudio” en sentido amplio. Puede ser desde un
alumno o una clase, hasta un grupo matematicos profesionales o la sociedad en su
conjunto.
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Los “momentos” son concebidos como dimensiones que tienen lugar en el
proceso de desarrollo de la actividad matematica. No son descritos con una
intencién de descripcién cronolédgica, dado que la estructura no es lineal, sino
que cada momento puede ser vivido en distintos tiempos, con diferentes
intensidades y tantas veces como se necesite. Ademads, algunos momentos

pueden aparecer simultaneamente.

La importancia fundamental de los “momentos” estd que cada uno
desempenia una funcién necesaria para un adecuado proceso de estudio, que
lleve a la elaboracién relativamente completa de las respuestas a las

cuestiones planteadas como origen de su construccion.

Chevallard (1999, pp. 249-255) describe los momentos del proceso de estudio

del siguiente modo:

- El primer momento es el del “primer encuentro” con la praxeologia que va
a ser construida. Este puede tener lugar de diferentes modos, pero un
modo de encuentro (o reencuentro) inevitable, a menos que uno se quede
en la superficie de la praxeologia, es el que consiste en encontrarla a

través de al menos uno de los tipos de tareas que la constituyen.

- El sequndo momento es el de la “exploraciéon de un tipo de tareas”, de las
constitutivas de la praxeologia, y de una técnica relativa a ese tipo de
tareas. Este segundo momento siempre debe existir emparejado al
primero, dado que un tipo de problema se comienza a considerar tal
cuando tiene lugar un intento de resolucién del mismo, aunque sea a

través de un embrion de técnica, que podré ir evolucionando.

- El tercer momento de estudio se refiere a la “constitucion del entorno
tecnolégico-tedrico” relativo al tipo de problemas y la técnica
correspondiente que se han desarrollado previamente. Este momento

suele ir emparejado a cada uno del resto de momentos, ya que desde el
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primer encuentro se suele establecer una relacion con el entorno
tecnolégico-tedrico anteriormente elaborado o con gérmenes de un

entorno Ppor crear.

- El cuarto momento es el del “trabajo de la técnica”, que debe a la vez
mejorar la técnica, volviéndola madas eficaz y fiable, lo que exige
generalmente retocar la tecnologia elaborada hasta entonces, y acrecentar
la maestria que se tiene de ella. Este momento de puesta a prueba de la
técnica supone en particular unos cuerpos de tareas adecuados tanto

cualitativa como cuantitativamente.

- El quinto momento es de la “institucionalizacién”, cuyo objetivo es precisar
lo que es exactamente la praxeologia elaborada, distinguiendo claramente,
por una parte, los elementos que, habiendo concurrido a su construccion,
no hayan sido integrados en ella; y, por otra parte, los elementos que
entrardn de manera definitiva en la praxeologia considerada y que por

tanto deben ser “aprendidos”.

- El sexto momento consiste en la “evaluacion”. Es el momento de evaluar lo
aprendido, porque este momento de reflexiéon participa de hecho en la

respiracion misma de toda actividad humana.

Una actividad matemadtica completa partira de problemas pertinentes, cuya
resolucion serd tomada en serio y abordara todos los momentos del proceso
de estudio. Este es el modelo de ensefianza-aprendizaje natural que defiende
esta teoria. Asi, no tiene sentido considerar el trabajo en torno a la resolucién
de problemas de modo complementario a “aprender matematicas”, porque la
actividad matematica consiste en estudiar problemas, que incluye resolverlos
y, ademads, otros muchos aspectos, como plantearlos, valorar la calidad de la

respuesta, etc. -profundizaremos en esta cuestion en el Capitulo VI-.
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4.1.2. Papel asignado a la resolucion de problemas y “momentos del proceso

de estudio”

Histéricamente se han sucedido diferentes reformas de los sistemas de
ensefianza de las matematicas en funcion de los objetivos que planteaba la
sociedad a la escuela. El modelo desarrollado por la TAD nos permite
analizar las relaciones entre la concepcion de la actividad matemaética de la
que se parte, el papel que se asigna a la resolucién de problemas en el proceso
de ensefianza-aprendizaje y los momentos del proceso de estudio que se

consideran fundamentales o se ignoran en funcién de los aspectos anteriores.

Bajo la premisa de que un adecuado sistema de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas, desde la TAD, debe abarcar todos los momentos del proceso de
estudio, vamos a describir e interpretar, siguiendo un trabajo realizado por
Gascon (1994), las principales formas “ideales”?° de entender la resolucién de
problemas y su funcién en la ensefianza de las matemadticas para ir
mostrando su relacién con el énfasis o infravaloracién de cada uno de esos

momentos.

4.1.2.1. Paradigma “teoricista”

Se enmarcan en el paradigma teoricista las tendencias que, poniendo
el acento en los conocimientos acabos y cristalizados en “teorias”, consideran
la resolucién de problemas como un aspecto secundario dentro del proceso
de ensefianza-aprendizaje, ignordndose las tareas dirigidas a la elaboracion

de estrategias de resolucién de problemas.

En este paradigma los problemas tienden a ser trivializados y descompuestos

en ejercicios rutinarios, es decir, en una cadena de simples ejercicios, lo que

20 En el trabajo realizado por Gascoén se insiste en que los diferentes paradigmas descritos
no se corresponden necesariamente con formas que hayan existido o existan actualmente
en estado puro sino formas ideales que aparecen frecuentemente entremezcladas en la
préctica docente real.
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conlleva no sélo la eliminacién de la dificultad principal del problema sino,

incluso, la desparicién del propio problema (cf. Gascén, 1989, p. 3 y ss.).

Bajo este paradigma, donde se parte del supuesto implicito de que los
problemas son algo ajeno a las teorias matematicas o, en todo caso, no juegan
ningtn papel importante en su constitucion, los problemas pueden utilizarse
para aplicar o ejemplificar los conceptos teéricos, e incluso para motivarlos,
introducirlos o justificarlos, pero con la tnica finalidad de que el alumno
adquiera un cuerpo de conocimientos que conforman una teoria determinada
de antemano. El proceso de construccién de la teoria no sélo no se cuestiona,

sino que tiende a ignorarse por completo.

Por tanto, la caracteristica esencial de este paradigma es que ignora
absolutamente los procesos de la actividad matematica como tal y, en
consecuencia, no concede ninguna importancia a la génesis y el desarrollo de
los conocimientos matematicos. Esto explica la preeminencia que se concede
al momento del primer encuentro de los alumnos con los objetos
matematicos, considerados como algo estéatico que el profesor “muestra” a los
alumnos en su estado definitivo, y que los alumnos deben aprender a

reproducir.

La falta de interés por parte del paradigma teoricista en la construccién de
técnicas y estrategias por parte de los alumnos y la ausencia de un
cuestionamiento relativo a dichos conocimientos no sélo hace dificil el
dominio de las técnicas y estrategias para ser aplicadas en la resolucién de
problemas, sino que también provoca dificultades en su simple

memorizacion.

4.1.2.2. Paradigma “tecnicista”

Este paradigma, que podria situarse en el extremo opuesto del “teoricista”,

enfatiza los aspectos mas rudimentarios del momento de “exploracién de un
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tipo de tareas”. Si pone énfasis por tanto en la construcciéon de la técnica
relativa a la resoluciéon de un tipo de tareas, pero sin avanzar a la
“constitucion de wun entorno tecnolégico tedrico” que permitiria
posteriormente relacionar unas técnicas con otras permitiendo un dominio
real de estas. Se trata por tanto de un dominio ficticio, que puede llevar a caer
en una apologia de las técnicas -especialmente de las algoritmicas-, como el
objetivo ultimo de la ensefianza-aprendizaje, lo que conduce a un

“operacionismo” estéril.

Paraddjicamente, el paradigma tecnicista comparte con el teoricista la
trivializaciéon de los problemas; en efecto, el énfatis exclusivo en las técnicas
algoritmicas que lleva a considerarlas como principio y fin de la actividad
matematica, hace olvidar los “auténticos” problemas, alejandose incluso del
dominio de la aplicacién de técnicas, cuya dificultad principal consiste en

escoger las pertinentes y reconstruir la estrategia adecuada de resolucion.

En el paradigma “tecnicista” la trivializacion de las técnicas no es producto,
como en el teoricista, de una descomposicién abusiva de las estrategias
necesarias para resolver un problema, sino de una concentracién en el
dominio de técnicas y estrategias algoritmicas que impide la preocupacion
por problemas matematicos no rutinarios, donde los alumnos deben

reconstruir el proceso de resolucion.

Ambos paradigmas -teoricista y tecnicista- comparten ademdas una
concepcion del proceso de ensehanza-aprendizaje que tiene en el
conductismo su referencia més clara y que considera al alumno como una
caja vacia que debe llenarse a lo largo de un proceso gradual que parte de los
conceptos légicamente mas simples hasta llegar, paso a paso, a los sistemas
conceptuales mas complejos, o bien como un autémata que mejora el dominio

de las técnicas mediante la simple repeticion. Debido a ello, Gascéon
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denomina a estos paradigmas “clasicos”, en contraposicion al paradigma

modernista, que sera descrito a continuacion.

Una tltima cuestion relativa a la deficiencia de estos paradigmas en relaciéon
con el papel que asignan a la resolucién de problemas es que consideran los
problemas como si existieses aislados y descontextualizados. Esto implica,
por una parte, que los problemas se tratan individualmente y no como
representantes de ciertas clases de problemas -incluso en el caso “tecnicista”,
dado que no se relacionan unos tipos de problemas con otros, estos no
adquieren la categoria de “tipos”-; y, por otra parte, que se tiende a presentar
los problemas separados de contexto, sin conexién alguna con el sistema
(matematico o extramatematico) a partir del cual surgen de manera natural
en el seno de una actividad matematica desarrollada en torno a esos
problemas, en vez de lo cual se utilizan en todo caso, dentro del paradigma

tecnicista, para introducir un concepto o practicar su aplicacion.

4.1.2.3. Paradigma “modernista”

Frente a las claras limitaciones de los paradigmas descritos anteriormente, el

modernista pretende rescatar la actividad de resolucién de problemas.

En concreto, este paradigma lucha contra una situacién en la que los
problemas se utilizan, engafiosamente, como motivacion o justificacion de los
nuevos conceptos o procedimientos para posteriormente pasar a ser
ignorados dentro del proceso de ensefhanza-aprendizaje. Esto hace que el
paradigma modernista, en un afan por dar el protagonismo que se merece a
la resolucién de problemas, tienda a identificar la actividad matemaética con la
exploraciéon de problemas no triviales, obviando otros aspectos también
importantes. En concreto, se caracteriza por conceder una predominancia
absoluta al momento exploratorio -o de trabajo de la técnica-, lo que lleva a

una identificacion de ensefiar y aprender matematicas con esta actividad
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exploratoria frente a tareas problematicas, obviando, por ejemplo, aspectos
relativos al estudio de las relaciones entre tipos de problemas ya que, en
defensa de una actividad realmente creativa, se olvida que el fundamento de
la creatividad estdn en el dominio robusto de los conocimientos a aplicar. Se
produce por tanto una situacion paraddjica en la que se pretende que los
alumnos aprendan a resolver problemas pero no se les puede ensefiar a
resolver problemas porque se coartaria la actividad creativa del alumno.
Parece estar por tanto en una interpretaciéon superficial de la psicologia
genética que, frente a la directividad extrema de los paradigmas anteriores, se
sitta en el polo opuesto, defendiendo una construccién libre por parte del

alumno.

En resumen, tanto los paradigmas clasicos como el modernista constituyen
perspectivas reduccionistas extremas como consecuencia de situar el énfasis
del proceso de ensefianza-aprendizaje en uno de los momentos de la

actividad matematica, ignorando los demads.

A continuacién se describirdn otros paradigmas que son menos
reduccionistas porque implicitamente relacionan -aunque sea parcialmente-
al menos dos momentos distintos de la actividad matematica. Se trata de
tendencias que, ademas, dan gran importancia a la gestion del grupo-clase
dentro de su forma de entender y utilizar la actividad de resoluciéon de

problemas.

4.1.2.4. Paradigma procedimental

Este paradigma se preocupa explicitamente por guiar al alumno en la eleccion
de la técnica adecuada para resolver un problema, como crear las condiciones
que le permitan construir una estrategia de resolucién mediante una

combinacién adecuada de técnicas. Se plantea asi como objetivo principal del
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proceso de ensefianza-aprendizaje el dominio de sistemas estructurados de

procedimientos.

Desde este paradigma no se pretende analizar el papel del momento tedrico
(que se pone entre paréntesis) en el aprendizaje de las matematicas ni, en
particular, su relacién con la actividad de resolucién de problemas. Se parte
de un alumno que, se supone, ha adquirido los conocimientos necesarios y
domina las técnicas bésicas para abordar los problemas de una cierta clase. En
estas condiciones iniciales, el paradigma procedimental se centra en una
enseflanza dirigida a posibilitar el disefio, la utilizacion y el dominio de
métodos de resolucién de problemas elaborados a partir de las técnicas

bésicas citadas.

Se trata por tanto de un paradigma que conecta funcionalmente el momento
exploratorio con algunos aspectos del momento de trabajo de la técnica. Sus
limitaciones més importantes provienen del olvido del momento tedrico y se
ponen de manifiesto en que Unicamente trata con clases prefijadas de
problemas; no puede tomar en consideracién el desarrollo de las técnicas en
manos del alumno maés alld de aquellas prefijadas ni la correspondiente

ampliacion de las clases de problemas explorados.

Dentro de este paradigma, la resoluciéon de problemas se utiliza como una
estrategia de ensefianza-aprendizaje encaminada a que el alumno llegue a
dominar sistemas estructurados de procedimientos (o técnicas) matematicas
que pueden cristalizar, o no, en un método de resolucién. Este punto de vista
comporta necesariamente trabajar con “clases de problemas” y pone de
relieve una cuestion central: ;como determinar la amplitud més adecuada en
cada caso de la clase de problemas que se tomard como base para ensefiar un

método de resolucion?
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Si se quieren ensefiar, por ejemplo, métodos de resolucion de “problemas de
contar”, ;qué clase de problemas es la mds adecuada?”, ;la de problemas de
variaciones?, ;la de problemas de contar “simples” (que la incluye) o,
incluso, la de todos los problemas7 de contar “descomponibles”? ; Como se
relacionan entre si los correspondientes métodos de resolucion? (cf. Gascon,

1989, pp. 59-65).

El paradigma procedimental también se puede interpretar como una
complementaciéon del paradigma tecnicista que sélo toma en consideracién
clases algoritmicas de problemas, excesivamente pequefias, y como una
reaccion al paradigma modernista que parece no querer poner ningan limite
al universo de problemas potencialmente utilizables, en una exploracién
descontrolada que -en la practica- equivale a considerar cada problema

absolutamente aislado de los otros.

4.1.2.5. Paradigma “constructivista”

Se sittan en este paradigma todas aquellas tendencias que utilizan la
resolucién de problemas con el objetivo de que los alumnos puedan construir

nuevos conocimientos.

Se trata de un paradigma muy complejo donde se pueden enmarcar muchas
maneras de entender la resolucién de problemas. Este paradigma se
fundamenta en una teoria del aprendizaje, mds o menos explicita,
dependiendo de los casos, pero que hunden sus raices en la psicologia
genética y la psicologia social (cf. p.e.,, Arsac, 1988, pp. 94-95), que le
proporcionan una base mucho mas sélida que la que poseen los paradigmas

anteriormente descritos.

Para simplificar, tomaremos la caracterizacién que hace Douady (1986) de
este tipo de tareas, utilizando dicho autor la denominacién “situacién
problema” -no sin antes recordar que eso no significa que se enmarque a este

autor en este paradigma exacta y exclusivamente, sino que se estan
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describiendo situaciones ideales que aparecen relacionadas en la practica

real-:

(i) El alumno ha de poder introducirse en la resolucién del problema y

ha de poder considerar lo que es una solucién posible.

(ii) Los conocimientos del alumno han de ser, en principio, insuficientes

para resolver el problema.

(iii) La “situaciéon problema” ha de permitir al alumno decidir si una

solucion determinada es correcta o no.

(iv) El conocimiento que se desea que el alumno adquiera (“construya”)
ha de ser la herramienta més adecuada para resolver el problema al

nivel de conocimientos del alumno.

(v) El problema se ha de poder formular en diferentes “cuadros” (por
ejemplo, cuadro fisico, geométrico, algebraico) entre los que han de

poderse establecer correspondencias.

Un ejemplo de situaciéon problema (citado por Gascon, 1994, tomado de Arsac
et al., 1988, p. 106) -que es propuesto a los alumnos antes de estudiar la
simetria octogonal pero después de manipular objetos geométricos, trazar
rectas perpendiculares, rectas paralelas, etc.- mediante la cual se pretende que
el alumno se construya una imagen mental de la mediatriz como recta que

divide el plano en dos semiplanos; es el siguiente:

Una curva XY es la trayectoria de una nave espacial que puede comunicar
con las estaciones de radio situadas en los puntos A y B. La nave sélo recibe

la sefial de la estacion mds proxima.

¢ Sobre qué parte de la trayectoria se comunicard con A? ;Y con B? Se lanza
una segunda nave espacial cuya trayectoria se puede trazar de manera
arbitraria. Contestar a las mismas preguntas anteriores. Volver a empezar
con una tercera nave espacial. Si ahora tenemos tres estaciones a la vez A, B
y C (y la nave sélo se comunica con la mds proxima), determinar la porcion

de la trayectoria sobre la cual se comunicard A, con B y con C.
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El avance fundamental de este paradigma consiste es que relaciona
funcionalmente el momento exploratorio con el momento teérico, dando gran
importancia al papel de la actividad de resolucién de problemas en la génesis
de los conocimientos. Estd basado en una base psicolégica sélida y, ademas,
en un modelo epistemolégico -de la génesis del conocimiento matemaético-
mucho més elaborado. Sin embargo, no se explicita la importancia del trabajo
de la técnica en la resoluciéon de problemas en particular y en el aprendizaje
de las matemaéticas en general. A pesar de que los problemas se presentan
contextualizados, haciendo a menudo referencia a otros contextos
matematicos o extramatematicos, se sigue produciendo un aislamiento de los
problemas; es decir, se sigue sin trabajar explicitamente el conocimiento
condicional relativo a tipos de problemas, que constituiria la base de la
metacognicién, permitiendo determinar cuando es conveniente aplicar un
conocimiento concreto para resolver un problema, asi como llevar a cabo su

aplicacion adaptada a las caracteristicas especificas de la tarea.

Un avance en este sentido lo constituye en planteamientos como los del
Grupo Vanderbilt una intencioén explicita de reflexionar sobre cuéles son las
relaciones entre los modos de resoluciéon de los diferentes tipos de tareas;
pero estos intentos se encuentran con numerosas dificultades debido a que
ese conocimiento no es objeto de ensefianza explicita y estructurada, sino que

se deja en manos de la reflexién por parte de los alumnos.

4.1.2.6. Paradigma de la modelizacién

Podriamos trazar una linea relativa a la importancia que se da a la
contextualizacién en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas
que, de modo creciente, empezaria en el paradigma teoricista, pasando por el
constructivista y desembocando en el paradigma de la modelizacién. La
separacion entre los problemas de matematicas y el sistema (matematico o

extramatematico) a partir del cual los problemas se generan de una manera
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natural- a lo largo de una determinada actividad matematica- decrece hasta el
punto de llegar a identificarse- en el paradigma de la modelizacion- el
conocimiento del sistema modelizado con el objetivo de la resolucién de los

problemas resultantes en el modelo.

Se denomina paradigma de la modelizacion a aquel para el cual los
problemas s6lo adquieren pleno sentido en el contexto de un sistema y, segin
el cual, la resolucién de un problema pasa siempre por la construcciéon
explicita de un modelo del sistema subyacente. En este paradigma el objetivo
de la actividad matematica -y por tanto, en gran parte, de la ensefianza de las
matematicas- es la obtenciéon de conocimientos relativos a los sistemas
modelizados que, en principio, pueden ser tanto extramatematicos como

matematicos.

La actividad de resolucién de problemas se engloba, por tanto, en una
actividad més amplia que podemos llamar actividad de “modelizacion
matematica” y que se puede esquematizar en cuatro estadios que, sin entrar
en detalles, intentando tan s6lo mostrar la sucesion temporal que tiene lugar,

pueden ser (Gascon, 1994, pp. 10-12):

(1) El punto de partida o primer estadio lo constituye una situacién
problematica en la que pueden formularse preguntas y conjeturas,
normalmente con poca precisién, y en la que se pueden llegar a

detectar y formular provisionalmente algunos problemas matematicos.

(2) El segundo estadio lo engloba la definicién o delimitacién del sistema
subyacente a la situacion problemética y la elaboracion del modelo
matematico correspondiente. El disponer del lenguaje y de las técnicas
propias del modelo matemético permite reformular matematicamente
los problemas que han sido enunciados provisionalmente en el estadio

anterior.
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(3) El tercer estadio incluye, ademds del trabajo técnico dentro del
modelo, la interpretacién de este trabajo y de sus resultados dentro del

sistema modelizado.

(4) En el ultimo estadio de la actividad de modelizacién matematica se
pueden enunciar problemas nuevos, cuya resoluciéon permitira
responder a cuestiones-relativas al sistema- cuya formulacién era,
cuanto menos, poco probable antes de la elaboracién del modelo

matematico.

El paradigma de la modelizacion engloba, en cierta forma, al constructivista,
ya que, como éste, utiliza la actividad de resoluciéon de problemas para que el
alumno “construya” conocimientos nuevos. Pero el paradigma de la
modelizacién profundiza en el significado de construir conocimientos nuevos
al referirlos a sistemas concretos y operativizar esta construccién mediante la
elaboracién de un modelo matematico. Ademas, esta forma de entender la
resolucion de problemas, lleva hasta sus ultimas consecuencias la
contextualizaciéon que era un factor incipiente en el paradigma

constructivista.

4.1.2.7. Hacia un paradigma integrador

Se destacan aqui aquellas aportaciones que, desde la TAD, constribuyen
directamente a conformar un nuevo modo de interpretar la resolucién de
problemas y su papel en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las

matematicas.

En primer lugar, se considera que todo problema de mateméticas es el punto
de partida de un (virtual) campo de problemas. Los problemas se pueden
agrupar en funcién de las técnicas y estrategias matematicas que se pueden
utilizar para estudiarlos. Esta consideraciéon de tipos de problemas implica

caracterizarlos y diferenciarlos de otros tipos. De este modo, explicitando las
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caracteristicas de cada tipo de problemas y sus relaciones con otros tipos, y
englobando incluso los tipos en clases mas amplias, es posible explicitar en
gran medida y planificar explicitamente la ensefianza del conocimiento
condicional, el cual llevara al alumno a saber, por ejemplo, elegir la técnica
mas adecuada para resolver la tarea en cuestion, asi como llegar a reconstruir
una técnica para adaptarla en funcién de las circunstancias o combinarlas

para elaborar técnicas mas complejas.

En segundo lugar, se postula que el proceso de estudio de campos o tipos de
problemas conlleva un trabajo explicito de evolucion interna de las técnicas
en manos del alumno que provoca nuevas necesidades tedricas, es decir, la
necesidad de ir ampliando el marco teérico que explica y justifica las
elecciones y variaciones que realiza a medida que los campos de problemas se

van ampliando a su vez.

Lo anterior pone de manifiesto que un campo de problemas no es nunca
(salvo en los casos triviales) un conjunto completamente definido; se va
constituyendo a medida que se desarrollan las técnicas y estrategias. Si a lo
largo de este proceso cristalizan métodos de resolucién (algoritmicos o no),
entonces pueden estudiarse clases de problemas definidos con mas precision

dentro del campo.

La actividad de resolucion de clases de problemas se enmarca, por tanto, en la
actividad, mas general, de estudio de campos de problemas. Asi, este nuevo
paradigma contiene el cierta forma al paradigma procedimental y lleva hasta
sus ultimas consecuencias el andlisis de las funciones del momento de la

técnica dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En tercer lugar, se considera que toda actividad matematica puede ser
interpretada como un proceso de estudio de campos de problemas en el
sentido explicado anteriormente. En particular, la actividad de produccién de

teorias -en el sentido de modelos mateméticos amplios en los que se
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interpretan e interrelacionan diversos campos de problemas y las
correspondientes técnicas de estudio- se puede analizar como un proceso de
construccion de campos de problemas “tedricos” que, de nuevo, requiere
técnicas especificas para su estudio y, consiguientemente, de teorias que den
razén de estas técnicas. La actividad matemadtica se muestra asi como
esencialmente recursiva y en la que no es posible hacer una distincion
absoluta entre practica matemaética y teoria matematica; sé6lo puede hacerse
una distincion relativa y hablar de la teoria asociada a una cierta practica

matematica.

En resumen, este paradigma pone de manifiesto una interaccién dialéctica
entre el desarrollo de las técnicas matematicas, la evolucién de los campos de
problemas y la construccion recursiva de las teorias matematicas asociadas.
En particular, el hecho de que este paradigma considere las teorias
matematicas como modelos (matematicos) del sistema subyacente a ciertos
campos de problemas permite afirmar que, potencialmente, también engloba
el paradigma de la modelizacion. Desde esta perspectiva, ensefiar
matematicas consistird en hacer que el alumno sea capaz de estudiar ciertos
campos de problemas de manera auténoma. Esto es, posibilitar que el alumno
llegue a dominar e incluso a producir -en funcién de su zona de desarrollo
proéximo, técnicas de estudio de ciertos campos de problemas. Eso no significa
que se propugne una concentracion de los esfuerzos del sistema de ensefianza
de las matematicas en un aspecto parcial de la actividad matematica. Al
contrario, el “estudio de campos de problemas” en el sentido que se ha
explicado, contiene estrictamente e integra todas las actividades matematicas

que se han destacado unilateralmente en los diversos paradigmas descritos.
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4.2. LA INTEGRACION DE LO METACOGNITIVO EN LA ACTIVIDAD

MATEMATICA

A partir de la consideraciéon de la actividad matematica como actividad
humana -donde el conocimiento, como saber, y los problemas, como origen
“natural” de la construcciéon de ese saber, son indisolubles- los aspectos
metacognitivos pueden ser definidos como integrantes también inseparables
de la actividad matematica. En una primera aproximacién, podriamos
plantear que el conocimiento metacognitivo hace referencia a un
conocimiento en proceso de creacién y que podria decirse, en términos de
otros modelos, que todavia no ha alcanzado en consecuencia el estatus de
cognitivo. En términos de la TAD, estos conocimientos pueden ser
explicitados en términos de praxeologias de complejidad -creciente,
correspondiendo al &mbito metacognitivo aquellos aspectos que, a modo de

andamieaje, corresponden a una praxeologias todavia en construccion.

No debemos olvidar que, dado que proceso y producto -esto es, estudio y
praxeologia construida- se codeterminan -hasta el punto de que incluso en
ocasiones es dificil, como veremos, determinar qué aspectos de la actividad
matematica forman parten de cada uno-, es fundamental tomar en
consideracion que el tipo de praxeologias a construir mantienen una estrecha
relaciéon con la existencia en el proceso de los diferentes momentos del
proceso de estudio y del énfasis puesto en alguno de los momentos sobre los

otros.

Para entender en mayor medida en qué consiste dicho conocimiento, como
parte integrante de la propia actividad matematica, mostraremos a
continuacion los tipos de praxeologias que describe Chevallard (1995, 1998b)
a través de sus componentes. Pero serd importante tener en cuenta también

que esa descripciéon debe completarse con los rasgos principales de las
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relaciones que se establecen necesariamente entre dichos componentes, lo que

podria denominarse la dindmica interna de las praxeologias.

Es necesario profundizar previamente en algunas nociones primitivas que
fueron presentadas durante la presentacién inicial de la TAD y que seran
utilizadas en la descripcion de los tipos de praxeologias, para lo cual

utilizaremos el trabajo llevado a cabo por Fonseca (2004) en su tesis doctoral.

La nocién “tipos de tareas” es muy general e incluye cualquier tipo de tareas,
en este caso matematicas, consideradas en la institucion de referencia, la

escolar en el caso que nos ocupa.

Se postula que la realizaciéon de cualquier tipo de tareas requiere poner en
funcionamiento una técnica, esto es, una “manera de hacer sistematica y
compartida”, que depende obviamente del tipo de tareas y de la instituciéon
en que nos situemos. Esto no significa que dado un tipo de tareas y una
institucion de referencia exista una tinica técnica que viva en dicha institucién
y que permita realizar (alguna de) las tareas de ese tipo, sino que lo que
quiere destacar esta afirmacion es que, para una misma tarea, las técnicas que
se consideran adecuadas para su resoluciéon dependen de la institucién. Por
ejemplo, existen tareas matematicas que, seglin sean planteadas en el ambito
de la ensefianza secundaria o el Ambito universitario, se consideran
adecuadas diferentes técnicas para su resolucion. Se constituye asi el bloque
préctico-técnico, que esta formado por un tipo de tareas y una técnica que la
institucién considera pertinente para llevar a cabo tareas de ese tipo. Es
importante subrayar que cada técnica concreta s6lo permite realizar un
pequefio subconjunto de tareas de un determinado tipo, fracasando en la

realizacion de las restantes tareas de ese tipo.

Estas técnicas matematicas estdn claramente limitadas. Por ejemplo, las
técnicas para descomponer un polinomio en factores primos tienen un ambito

de validez muy restringido y las técnicas que permiten buscar una base en el
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caso de espacios vectoriales de dimension finita, no siempre son aplicables en
el caso de espacios vectoriales de dimensioén infinita. Estos mismo ejemplos
muestran que una técnica matematica no es, excepto rarisimas excepciones, ni

algoritmica ni casi-algoritmica.

Las descripciones anteriores no pretenden tener el rango de definiciones. De
hecho, la nocién de “tarea” y “técnica” son primitivas, esto es, no definibles
mediante nociones mas elementales, en el estado actual de desarrollo de la
TAD. Lo mismo hay que decir de las nociones de “tecnologia” y “teoria”, que

serdn descritas a continuacion.

El bloque practico-técnico no puede vivir aisladamente en una institucion.
Requiere la existencia de un “discurso racional” (logos) que justifique la
técnica y que muestre su pertinencia para llevar a cabo el tipo de tareas. Se
denomina tecnologia de una técnica a ese discurso. Asi, por ejemplo, el
teorema de Bolzano puede hacer el papel de elemento tecnolégico (esto es,
componente de la tecnologia) de una de las técnicas que se utilizan

inicialmente para aproximar las soluciones de una ecuacion.

Otras funciones de la tecnologia son: explicar y hacer inteligible el
funcionamiento de la técnica -por ejemplo, cudndo y por qué es adecuada
para resolver un tipo de tareas y cudl es su grado de eficacia-, relacionarla con
otras técnicas y producir nuevas técnicas. Aunque profundizaremos en ello
mas adelante, podemos adelantar que en este nivel se encuentra un tipo de
conocimiento que se define, en términos de otras teorfas, como

metacognitivo.

En este punto ocurre un fenémeno importante: la sub-explotaciéon de las
tecnologias matematicas disponibles en las instituciones docentes, tanto
desde el punto de vista de la justificacion como de la explicacién y, sobre

todo, de la produccién de nuevas técnicas. Es muy habitual que cada
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institucién reconozca tinicamente un pequefio namero de técnicas y excluya

otras alternativas que pueden existir en otras instituciones (Chevallard, 1999).

El discurso tecnolégico contiene siempre afirmaciones més o menos explicitas
que, a su vez, pueden requerir una justificacion. Se pasa entonces del nivel de
justificacion-explicacion-producciéon de la técnica (que es el nivel de la
tecnologia) al nivel de justificacion-explicacién-produccién de la tecnologia,
que se refiere al componente teérico de la praxeologia. Este crecimiento de la
praxeologia implica un aumento del tamafio y constitucién de los tipos de
problemas que se estudian. Aqui podemos hablar, como desarrollaremos mas
adelante, de un nivel de conocimiento metacognitivo superior a los
anteriores, que hace posible las relaciones entre campos de problemas, asi

como la elaboracion de estrategias complejas de resolucién.

La teoria juega, respecto a la tecnologia, el mismo papel que ésta jugaba
respecto a la técnica. Asi, por ejemplo, el teorema de Bolzano, considerado
como un elemento tecnolégico, puede ser justificado, a su vez, en una teoria

axiomatica de los niimeros reales que contenga el axioma del supremo.

Las nociones de “tarea”, “técnica”, “tecnologia” y “teoria” son doblemente
relativas. En primer lugar, son relativas a la instituciéon de referencia. Esto
significa, como ya adelantdbamos, que lo que es considerado como una tarea
(o técnica, o tecnologia o teoria) en una institucién no tiene por que serlo en
otra institucion. De hecho, en una institucion dada tnicamente pueden
considerarse como “tipos de tareas” aquellas para las que se dispone de
algin tipo de técnica con su entorno tecnolégico teérico mds o menos
explicito. Asi, por ejemplo, en Secundaria la descomposicién en factores
primos de ndmeros “pequefios” es un tarea, pero la de nimeros “grandes”
no lo es. Por simetria, podria decirse que las técnicas siempre responden a
algtin tipo de tareas planteables en dicha institucién (Chevallard, Bosch y

Gascon, 1997).
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En segundo lugar, las nociones citadas son relativas a la funciéon que
desempefia cada objeto matemdtico en una actividad matematica
determinada. Asi, en una institucién un mismo objeto matematico puede
desempeniar diversas funciones. Por ejemplo, en la Universidad, el teorema
de Bolzano, puede cumplir la funcién de técnica, como elemento tecnolégico

tedrico o incluso como parte de una tarea.

4.2.1. Complejidad creciente de las praxeologias: explicitacion del ambito

metacognitivo dentro de la actividad matematica

Mostraremos aqui cémo desde el modelo de la actividad matematica que
plantea la TAD se puede describir el conocimiento metacognitivo en funcién
de la “complejidad creciente” de las praxeologias que se construyen durante
el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Esto nos permitira
explicitar en qué consiste ese conocimiento y en consecuencia hara posible su

ensefianza explicita.

Pasaremos a describir las praxeologias en funciéon de su “complejidad
creciente” (Chevallard, 1999), para ir mostrando la relacion entre estas y lo

que hemos considerado diferentes niveles de conocimiento metacognitivo.

(a) Una praxeologia es puntual en una institucion si esta generada por lo que
se considera en una instituciéon como un dnico tipo de tareas. Resulta por
tanto que la praxeologia es relativa a la institucién considerada y esta
definida, en principio, a partir del bloque practico-técnico, es decir, por el tipo

de tareas y las técnicas correspondientes para su resolucién.

Podemos citar muchos ejemplos de praxeologia concretas que viven dentro
del nivel de la ensefianza Secundaria, tantos tipos como tareas. Por ejemplo,
resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas o determinar
la ecuaciéon de una recta dada por un punto y un vector director. Pero para

describir adecuadamente cada una de las praxeologias puntuales seria
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necesario detallar con cierta precision el tipo exacto de tareas que se estan
considerando y las pequefias variaciones de la técnica que se consideran en la
instituciéon de referencia como una “misma técnica” y, en consecuencia, en
qué punto una determinada variaciéon de una técnica concreta ya no puede
ser considera como la “misma técnica”. Esto nos permitiria determinar las
praxeologias puntuales que aparecen y cual es su relacion con la praxeologia

puntual inicial.

En el momento en que emergen de modo incipiente los tipos de tareas y sus
relaciones con otros tipos podemos hablar, en términos que no utiliza la
TAD, de un primer nivel de planteamiento metacognitivo que surge de la
necesidad de determinar qué tipo de tareas son resolubles por qué tipo de
técnicas -nivel que podemos denominar intra-puntual-, asi como las relaciones
que pueden establecerse entre las técnicas correspondientes a diferentes tipos
de tareas -nivel inter-puntual-. El conocimiento del nivel inter-puntual, que en
este momento estd s6lo emergiendo, se consolidara en las praxeologias de

nivel superior, esto es, las praxeologias locales.

(b) Una praxeologia es local en una institucion si se obtiene como resultado de
la integraciéon de diversas praxeologias puntuales. Cada praxeologia local
estd caracterizada por una tecnologia que sirve para justificar, explicar,
relacionar entre si y producir las técnicas de todas las praxeologias puntuales
que la integran. En general, las praxeologias puntuales se integran en
praxeologias locales para poder dar respuesta satisfactoria a un conjunto de
cuestiones probleméticas que no se podian resolver completamente en
ninguna de las praxeologias puntuales de partida. A lo largo del proceso de
estudio, se va desarrollando un discurso tecnolégico comtun que permite
describir, interpretar, justificar, explicar y relacionar entre si a las antiguas
técnicas matemaéticas, asi como producir técnicas nuevas. De este modo, en el
momento en que organizan las praxeologias puntuales en locales, a través de

la tecnologia que les es comun, se vuelve explicito en conocimiento
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metacognitivo inter-puntual, pasando a ser intra-local. Esto tendrd una
importancia fundamental para determinar las relaciones entre las técnicas de
resolucién de cada tipo de tareas que lo constituyen y, en consecuencia, para
relacionar las técnicas necesarias para resolver una tarea que implique una

combinacion de las mismas constituyendo técnicas nuevas.

Una cuestion importante en relacién con las praxeologias locales es que, dado
que su funcionalidad viene dada por la respuesta a un tipo de cuestiones que
no podian ser resueltas en las praxeologias puntuales anteriores, estas
cuestiones problematicas se postula que deberian constituir la “razén de ser”
que diera sentido a su construccion. Pero, paraddjicamente, en determinadas
instituciones se produce el siguiente fenémeno: a medida que las
praxeologias puntuales se integran para construir praxeologias mas
complejas, la relacién entre la cuestion que les da sentido y la respuesta
tiende a invertirse hasta el punto de que las razones de ser (o conjunto de
cuestiones problematicas que le dan sentido porque son cuestiones a las que
ésta responde) tienen tendencia a desaparecer (Chevallard, 1999). Entre los
multiples ejemplos de este fendmeno se puede citar el caso de la geometria en
la ensefianza secundaria espafiola. En efecto, aunque la problematica de la
geometria sintética que se estudia en la ensefianza secundaria obligatoria en
Espafia (12-16 afios) podria dar sentido a la geometria analitica que se estudia
en Bachillerato (16-18 afios) -puesto que las técnicas analiticas permiten
resolver muchas de las cuestiones geométricas que no podian abordarse con
las técnicas sintéticas, lo que permitiria englobarlas en una praxeologia local-
lo cierto es que la geometria analitica se presenta de una forma
completamente desconectada de la problematica de la geometria sintética que

en Bachillerato ya ha desparecido completamente (Gascén, 2002a).

Una caracteristica muy marcada del discurso tecnolégico asociado a una
praxeologia local es la preponderancia de la funcion justificativa (que asegura

que cada técnica sirve para lo que ha de servir y da el resultado que debe dar)
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por encima de la funcién explicativa (que deberia aclarar por qué la técnica es
correcta, pertienente y eficaz) que se corresponde con el conocimiento
condicional, esto es, metacognitivo. Este fendmeno tiene relacién con el hecho
de que en cada institucion, para cada tipo de tareas, se tiende a privilegiar
una dnica técnica que es considerada en dicha institucién como “la manera
evidente e incuestionable de resolver las tareas del tipo en cuestiéon”. Esta
técnica privilegiada por la institucion, al ser incuestionable y carecer de
técnica rival, puede llegar a asumir un cardcter autotecnolégico?,
dificultando asi su desarrollo (porque se ignoran sus limitaciones) y su

integracion en praxeologias mas amplias.

(c) Una praxeologia es regional en una instituciéon si se obtiene mediante la
coordinacién, articulacién y posterior integracion, alrededor de una teoria
matematica comun, de diversas praxeologias locales. La reconstruccion
institucional de una teoria matematica requiere elaborar un lenguaje coman
que permita describir, interpretar, relacionar, justificar y producir las

diferentes praxeologias locales que integran la praxeologia regional.

También podemos citar etiquetas que aluden a praxeologias regionales, como
hicimos con respecto a las puntuales. Por ejemplo, la teoria de las ecuaciones
dierenciales, el algebra lineal, la teoria de la medida o la teoria de funciones
analiticas. Pero el hecho de que existan como “etiquetas” no implica que
estén construidas en toda su amplitud. Es decir, para que una organizacién
regional exista en una institucion sera necesario que se expliciten, ademas de
la teoria unificadora, las praxeologias locales que la integran, las relaciones
que se establecen entre ellas y las nuevas cuestiones probleméticas que
pueden abordarse con su construccién siendo que no podia hacerse con la

existencia independiente de las praxeologias puntuales que la integran. Si

2l Son técnicas que “se justifican a si mismas” o, en otros términos, técnicas tan
naturalizadas 'y transparentes para la institucién que no parecen “necesitar” ninguna
justificacion externa a ellas mismas.
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esto se hace, con ello se amplian las relaciones entre tipos de tecnologias,
convirtiéndose el conocimiento que podriamos denominar metacognitivo de

nivel inter-local en conocimiento explicito al nivel intra-regional.

La considerancion de diferentes niveles de conocimiento metacognitivo -en
funcién de la complejidad de las praxeologias que se van construyendo y que
se va convirtiendo en explicito a medida que nos situamos en una
praxeologia de mayor nivel- permite que dicho conocimiento sea objeto de
ensefianza explicita y por tanto aumentara las probabilidades de aprendizaje

por parte de los alumnos.

Es importante destacar la nocion de “completitud relativa” de las
praxeologias. Considerandose la praxeologia local como la unidad minima
necesaria para la resoluciéon de problemas, describiremos la caracterizaciéon
que de este tipo de praxeologias, respecto a su completitud relativa, hacen
Bosch, Fonseca y Gascon (2004) y que esta basada en que existen praxeologias
locales méds o menos “completas” que otras en funcién del grado en que sus
componentes cumplen las condiciones descritas por los siguientes
indicadores siguientes: (1) Integraciéon de los diferentes tipos de tareas; (2)
Existencia de diferentes técnicas para realizar un mismo tipo de tareas; (3)
Independencia (relativa) entre las técnicas matemaéticas y los ostensivos que
se utilizan para describirlas y aplicarlas; (4) Posibilidad de invertir las
técnicas para realizar las tareas “inversas”; (5) Existencia de las tareas
consistentes en interpretar el resultado de aplicar las técnicas; (6) Existencias
de tareas matemadticas “abiertas” y (7) Incidencia de los elementos

tecnoldgicos sobre la practica matematica.

En resumen, se puede explicitar el conocimiento metacognitivo como
aquellos aspectos que, inicialmente, pretende relacionar diferentes
variaciones de una misma técnica (relaciones internas de las praxeologias

puntuales), tipos de técnicas (relaciones entre praxeologias puntuales),
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diferentes tipos de tecnologias (relaciones entre praxeologias locales), o
diferentes tipos de teorias (relaciones entre praxeologias globales). Podriamos
entonces hablar de diferentes niveles de metacognicién dentro del campo de
las matematicas y, lo mas importante, ese conocimiento puede ser explicitado

y, en consecuencia, puede constituirse en objeto de ensefianza.

4.2.2. La necesidad de conectar niveles para la integracién de lo

metacognitivo en la actividad matematica

A partir de la concepcién de la ensefianza-aprendizaje como un proceso de
reconstruccién de praxeologias cada vez mas amplias y completas y por tanto
fuertemente integrado y articulado, la dificultad de ensefiar a resolver
problemas puede interpretarse como un aspecto y hasta como un efecto del
fenémeno de la desarticulacion o atomizacion escolar del curriculum de
matemdticas descrito por Chevallard, Bosch y Gascon (1997, pp. 119-136). La
defensa que hacen de esta afirmacién puede resumirse del siguiente modo

(Bosch y Gascon, 2004, pp. 10-12):

(a) En la ensefianza de las matematicas en el nivel de Primaria y Secundaria,
pero también de manera reciente en la Universidad, existe una tendencia a
“atomizar” los contenidos matematicos en una serie de cuestiones puntuales
relativamente independientes entre si. La desconexién entre diferentes
cuestiones es tal que se corre el peligro de convertir la ensefianza de las
matemdticas en un conjunto de anécdotas o “adivinanzas” aisladas.
Correlativamente, las técnicas matematicas que se utilizan aparecen también
aisladas y presentan una gran rigidez que se manifiesta especialmente en el
paso de Secundaria a la Universidad y, tltimamente, en el paso de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (12-16 afios) al Bachillerato (16-18 afios).
Existen pruebas empiricas de los diferentes aspectos de esta rigidez extraidas
tanto de la actividad matematica de los alumnos como de los libros de texto y

demas documentos curriculares (Bosch, Fonseca y Gascon, 2004). Podriamos
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resumir esta tendencia diciendo que en la practica matemaética escolar se
observa una influencia creciente del tecnicismo que identifica implicitamente
“ensefar y aprender matemaéticas” con “ensefiar y aprender técnicas simples”
(principalmente algoritmicas) olvidando los “auténticos” problemas que son
aquellos cuya dificultad principal consiste en escoger las técnicas adecuadas
y adaptar a la situacién para construir una estrategia de resolucion. Estas
tendencias tecnicistas chocan frontalmente con la ideologia modernista
imperante en las instituciones docentes y que es, en definitiva, la ideologia
que sustenta el movimiento que identifica “ensefiar y aprender matematicas”
con “enseflar y aprender una actividad exploratoria libre y creativa de

problemas no triviales” (Gascén 2001a).

(b) También se observa una fuerte desconexién entre los sectores de una
misma 4rea de la matematica escolar -como, por ejemplo, entre la geometria
sintética y la geometria analitica- y entre las diferentes areas de la matemaética
escolar -como, por ejemplo, entre las dreas de “Geometria” y “Funciones y
graficas” en la Ensefianza Secundaria Obligatoria espafiola (12-16 afios). En el
caso de las geometrias analitica y sintética, y a pesar de la continuidad y hasta
complementariedad que existe entre ambas, el hecho es que contintian
estudidndose completamente separadas a lo largo de la Ensefianza
Secundaria (sintética en la ESO y analitica en el Bachillerato). La “tozudez” de
este hecho, que se mantiene inalterable a lo largo de las tltimas reformas
educativas, parece dar a entender que no se trata de una separacion
accidental, sino que responde a un fenémeno mas profundo y que, por tanto,
merece ser indagado (Gascén, 2001b). Parece razonable suponer que la
desarticulacion de estos niveles “superiores” dificultara enormemente la
construccion y utilizacion de estrategias complejas de resolucion de
problemas, teniendo en cuenta que dicha construccién requiere combinar
técnicas provenientes de diferentes sectores y hasta diferentes areas del

curriculum de matematicas.
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Esta ausencia de articulacién entre los conocimientos ha sido destacada por
autores como Schoenfeld, que denuncia la practica escolar tradicional que
descompone el saber matemético en pequefias porciones y asigna a los

estudiantes un papel pasivo en la construccién y utilizaciéon de los métodos

de resolucién de problemas:

También Guy Brousseau, en relacién con esta cuestion, afirma que en los

“[Instruction has traditionally focused on the content aspect of knowledge.
Traditionally one defines what students ought to know in terms of chunks
of subject matter, and characterizes what a student knows in terms of the
amount of content that has been “mastered’. As natural as innocuous as this
view of “knowledge as substance’ may seem, it has serious entailments.
From this perspective, “learning mathematics’ is defined as mastering, in
some coherent order, the set of facts and procedures that comprise the body
of mathematics. The route to learning consists of delineating the desired
subject matter content as clearly as possible, carving it into bite-sized
pieces, and providing explicit instruction and practice on each of those
pieces so that students master them. From the content perspective, the
whole of a student’s mathematical understanding is precisely the sum of
these parts. [...] One consequence of experiencing the curriculum in bite-
size pieces is that students learn that answers and methods to problems will
be provided to them; the students are not expected to figure out the methods
themselves. Over time most students come to accept their passive role, and
to think of mathematics as “handed down’ by experts for them to memorize”

(Schéenfeld, 1992, p. ??)

sistemas actuales de ensefianza de las matematicas:

-182 -

El alumno [...] debe, no solo aprender nuevos conocimientos, sino también
re-aprender y re-organizar los antiguos y olvidar- o mds bien des-
aprender- un parte. [...] Actualmente la integracion de los conocimientos
nuevos a los antiguos se deja completamente a cargo del alummno

(Brousseau, 1989, p. 6).



Una propuesta de integracién desde la TAD

Bosch y Gascon (2004) plantean una reformulacién del problema de Pélya

que se concreta en:

“sComo disefiar organizaciones diddcticas que permitan articular las
cuestiones puntuales dentro de cada tema (como, por ejemplo, las
diferentes cuestiones que se estudiante dentro del tema “Teorema de
Pitdgoras”), los diferentes temas que conforman cada uno de los sectores
(como, por ejemplo, los diferentes temas del sector “Trigonometria”), los
sectores de una misma drea (como, por ejemplo, los diferentes sectores de
la “"Geometria”) y las diferentes dreas (“Geometria”, “Aritmética”,
“Funciones y grificas”, etc.) de la disciplina Matemiticas? ;Como
organizar un proceso de estudio que provoque la articulacion de las
diferentes dimensiones de la actividad matemdtica escolar, desde el trabajo
mds rutinario hasta la resolucion de problemas “abiertos” y “creativos”

que se situardn en la “frontera” de las organizaciones matemdticas

elaboradas?” (p. 12).

Esta reformulacion sitta el problema mas alla del curriculum de un curso
escolar, pudiendo abarcar toda una etapa educativa (como, por ejemplo, la
Ensefianza Secundaria Obligatoria) e incluso la articulacién entre las
diferentes etapas educativas. Por esta razén, proponen la posibilidad de una

nueva reformulacién de la cuestion en términos atin més genéricos:

“: Cudl deberia ser la estructura y las funciones de los dispositivos de una
organizacion diddctica escolar que permitiera retomar los contenidos
antiguos, incluso los estudidos en etapas educativas anteriores, para
cuestionarlos, desarrollarlos y articularlos en praxeologias cada vez mds

amplias y complejas” (Ibid.).

Estas reformulaciones del problema de Pélya tienen la virtud de poner de
manifiesto que si se formula el problema relativo a que los alumnos sean
capaces de construir y utilizar adecuadamente estrategias complejas para
resolver “verdaderos” problemas matematicos sin modificar la actual

estructura global de la propuesta de ensefianza -en particular, sin conectar y

-183 -



Una propuesta de integracién desde la TAD

articular adecuadamente los temas de cada sector y los sectores de cada area
del curriculum- entonces el problema de Pdlya se convierte en irresoluble. En
efecto, la ideologia modernista que sustenta el citado enfoque puntual del
problema es la misma que sitia la resoluciéon de problemas matematicos
“abiertos” como nucleo y objetivo principal del proceso de ensefianza-
aprendizaje y, en consecuencia, extrema el aislamiento y descontextualizacion
de los problemas matematicos con la intencion de provocar que la
exploracion que realizan los alumnos sea “libre” y “creativa”. Como
consecuencia, se refuerza la atomizacion y desarticulaciéon del curriculum que
acaba impidiendo la soluciéon del problema de Polya. Este hecho es
considerado como un aspecto de la paradoja de la creatividad que puede

describirse como sigue:

Al identificar la actividad matemidtica “creativa” con una actividad
puntual desligada (“libre”) de las técnicas rutinarias y no sometida a las
restricciones de un proceso de estudio estructurado, la organizacion
escolar dificulta objetivamente el desarrollo normal de la verdadera
creatividad matemdtica. Dado que, sin embargo, la escuela otorga un gran
valor a la creatividad, se produce un desfase entre los medios o
dispositivos escolares que pone en juego y los fines que pretende alcanza

(Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, p. 290).

Cabe entonces una nueva reformulaciéon del problema de Pélya en los

términos siguientes:

“:Como disefiar un proceso de ensefianza-aprendizaje que comprenda
todas las dimensiones de la actividad matemdtica y que, por tanto,
permita que los alumnos resuelvan de una forma integrada, y a lo largo de
un mismo proceso de estudio, todo tipo de problemas matemiticos desde

los mds rutinarios hasta los mds abiertos y creativos?

Esta propuesta de ensefianza-aprendizaje -que nos recuerda al curriculum en
espiral propuesto por el neoyorquino Jerome Seymour Bruner, en defensa del

aprendizaje por descubrimiento, implica, como veremos a continuacion, la
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consideracion de los diferentes niveles de transposicion didéactica que estan
implicados en la organizaciéon del conocimiento hasta cristalizar en el
conocimiento que finalmente construye cada alumno como resultado del

proceso.

4.3. LA TRANSPOSICION DE SABERES: NECESIDAD DE AMPLIAR LA

UNIDAD DE ANALISIS

4.3.1. La transposicion de los saberes

En la TAD se concibe al profesor y al alumno como parte de una comunidad
de estudio con un proyecto comin y en el marco de una institucién concreta
que condiciona el tipo de actividad que es posible desarrollar dentro de ella.
Se postula, ademads, que en el estudio de un fenémeno es indispensable
analizar las restricciones impuestas por la instituciéon en que se desarrolla

(Chevallard, 1992b, 1999).

En las primeras formulaciones de la TAD, se pone en evidencia la distancia
entre las matematicas producidas y valoradas en diferentes instituciones. Asi,
se detecta un “saber sabio”, en el &mbito de la matematica sabia, més alla del
ambito escolar; un “saber a ensefhar”, que es el que se pretende ensefiar y se
concreta en los documentos curriculares, un “saber ensefiado”, que es el
producido en el aula y que se corresponde con la actividad matematica
desarrollada en él, y un “saber aprendido”, que es el que construye cada
alumno a partir de la vivencia de ese proceso de ensefiaza-aprendizaje. Esta
descripcion se concreta en la denominada teoria de la transposicion diddctica
(Chevallard, 1985). Antibi y Brousseau (2002) elaboran un esquema de dicha

transposicion, que ha sido adaptado en la Figura IV.1.
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Saber Saber a Saber Saber
sabio [* P ensefiar [€®| ensefiado [ aprendido
Insti'tu.ci(’)n Noosfera Comunidad Alumno
sabia de estudio
Escuela
Sociedad

Figura IV.1. Esquema de la transposicion diddctica (adaptado de Antibi y Brousseau, 2002).

Entendiendo por saber -que en la TAD se utiliza como sinénimo de
praxeologia- un conjunto de saber y saber hacer -de teoria y de praxis-, en la
teoria de la transposicién se quiere destacar el proceso que todo saber debe
sufrir para poder vivir “lejos” de sus lugares de produccién para adaptarse a
las ecologias particulares correspondientes; asi, el saber, que vive en una
institucioén, se transpone en otra institucion. Se trata de una transposicion y
no de una simple transferencia porque conlleva una recreaciéon del saber en
cada institucion. Se habla de transposicion didactica en los casos particulares
en que un saber se transpone en una institucién para ser estudiada, haciendo

referencia por tanto el adjetivo didactica al sustantivo estudio.

Se describe en la grafica la transposiciéon que una obra debe sufrir desde su
elaboracion fuera del ambito escolar hasta llegar a convertirse en la
construccion personal de cada uno de los alumnos que forman parte de un

proceso de ensefianza-aprendizaje dentro de un aula.
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Una obra es cualquiera de los saberes que, en plural, constituyen el saber
global de una institucion. El término institucién es utilizado en sentido muy
amplio, que puede abarcar desde la sociedad en su conjunto hasta un alumno
individual. Cada institucion esta constituida a su vez por instituciones hasta

llegar a desembocar en cada alumno, como protagonista del proceso.

Para comenzar, la Escuela debe transformar unos saberes que han sido
construidos fuera de ella. Las obras de las matemaéticas o de la gramatica, por
ejemplo, no han sido construidas con el objetivo de ser ensefiadas, sino como
respuesta a cuestiones planteadas en el &mbito mas amplio de la problematica
de la sociedad que constituyen las “razones de ser” de esas obras. Dado que
estos saberes no fueron construidos dentro del 4mbito escolar, sino fuera de
él, necesitaran ser transpuestos para adaptarse a las condiciones especiales de

la escuela.

Incluso la Escuela es una obra de la sociedad, que responde a la necesidad de
formar a las nuevas generaciones y por tanto ésta es su “razén de ser”. Del
mismo modo, la organizaciéon de las comunidades de estudio dentro de la
Escuela, formadas por alumno/s y profesor/es, son caracteristicas

particulares que la Escuela y la Sociedad deben decidir.

Los seres humanos que forman parte de una escuela como estudiantes -que
se sitdan al final de esta cadena de transposicion- llevardn a cabo una
reconstruccion de las obras que son objeto de estudio, de manera semejante a
la reconstruccién que necesariamente se produjo en el resto de instituciones,
para adaptarse a las ecologias particulares; pero una diferencia fundamental
es que sus caracteristicas no son determinadas por la Sociedad sino que,
precisamente, las caracteristicas de los seres humanos son determinantes
respecto a como deben constituirse la Escuela para permitir el objetivo tltimo

de ésta, que es su formacién como ciudadanos.
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Asi, las diferentes obras se pretenden transmitir en la Escuela con el objetivo
altimo de ayudar a vivir, o a vivir mejor, a los seres humanos. Por ejemplo,
constituye un saber el desarrollo de una actitud positiva o un equilibrado
autoconcepto, que queremos transmitir a los alumnos porque les permitira

Vivir mejor.

La primera decisién que debe tomarse por tanto en relacién con la Escuela
afecta a la eleccion de las obras que deben incluirse como objeto del proceso
de ensefianza-aprendizaje. Porque los tiempos cambian, también cambian las
razones de ser de la escuela -la formacion que se pide que la escuela ofrezca a
los jovenes- y con ello los saberes que se considera que deben formar parte
del “pacto nacional de instruccién” (Chevallard, 1992b). Este aspecto esta
teniendo un papel relevante actualmente en el marco de la convergencia
europea a nivel universitario. Quiza por tanto dentro de poco podamos

hablar, en este nivel, de un “pacto europeo de instrucciéon”.

Como indica Chevallard, es necesario este planteamiento de las razones que
dan sentido a los saberes que forman parte de la Escuela. Por ejemplo, incluso
una obra fundamental como la lecto-escritura, que es esencial para el acceso a
muchas obras (aunque no a todas) no posee intrinsecamente ese caracter
fundamental ni su pertinencia como saber escolar. Asi, por ejemplo, el paso
de la escritura manual al tratamiento de texto aumenta actualmente la

pertinencia del saber tipografico, que en otras épocas era mas reducida.

Ademas de este ejemplo, que es histéricamente inédito a esta escala, existen
otras numerosas cuestiones que deben ser retomadas regularmente para que
la escuela mantenga su “razén de ser” a riesgo, si no lo hace, de perder su
sentido o al menos perder en parte el sentido de su funcién. También se
podria plantear la pertinencia, en el momento actual, quiza, de incluir, en la

ensefianza no universitaria, dentro de esta formacién necesaria de todo
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ciudadano, el derecho, la medicina o las ciencias “antropolégicas”. ;Por qué

no?, aunque también ; por qué si?

Es necesario ademaés hablar de las razones de ser de cada una de las obras, y
no so6lo de la obra a nivel general. Es decir, no sélo serd importante
determinar si es conveniente ensefiar matematicas o no en la escuela, sino que
cada obra debera estar asociada a su razén de ser si no queremos que se
convierta en lo que Chevallard (2001) denomina cuestiones “muertas” y que
se refiere a obras cuya razén de ser se ha olvidado y con ello su caracter
funcional. Fonseca (2004) cita como ejemplos de cuestiones muertas o
encerradas en si mismas en las matematicas de Educaciéon Secundaria las

siguientes:

- Resolucion de problemas con regla y compés. ;Coémo se puede

dibujar el ortocentro de un tridngulo?

- Poliedros regulares. ;Cuanto vale, para todos los poliedros

regulares, C+ V - A?

- Factorizacién de polinomios. ;Como descomponer un polinomio de
grado 2 con raices enteras en producto de dos polinomios de primer

grado?

Deberemos por tanto plantearnos si tiene sentido el estudio de estos saberes
en la Ensefianza Secundaria. Si la respuesta es afirmativa, deberian
explicitarse sus razones de ser si no queremos correr el riesgo de que
desaparezcan, sino del sistema educativo, si de las mentes de los alumnos al

poco tiempo de haberlas aprendido.

Lo importante es ser conscientes de la importancia de esta necesaria elecciéon
para que no se considere “transparente” y con ello fuera de todo
cuestionamiento. También sera fundamental darnos cuenta de que los saberes

no son transpasados a la escuela desde la sociedad, sino transpuestos,

-189 -



Una propuesta de integracién desde la TAD

transformandose de modo que puedan ser ensefiados y aprendido, lo que

conlleva una reconstruccion de esos saberes.

Una vez que los saberes elegidos son transpuestos a la Escuela -de modo maés
o menos adecuado- constituyen el saber a ensefiar, que se concreta
basicamente en los documentos curriculares y, en segundo término, los libros
de texto. Posteriormente, cada comunidad de estudio, constituida en las
escuelas por alumnos y profesores, reconstruird los saberes en el aula.
Finalmente, cada alumno reconstruira el saber ensefiado, en funcién de sus

caracteristicas propias, resultando con ello el saber aprendido de cada uno.

Lo que plantea la TAD es que para el estudio de cualquier fenémeno que se
dé en los niveles posteriores, mds concretos, de la transposicion de los
saberes, deberan ser también tenidos en cuenta los niveles anteriores. De este
modo, la unidad de andlisis a estudiar como investigadores deberd abarcar

los diferentes niveles de la transposicion.

Por ejemplo, ante el problema detectado de la falta de motivacion de los
estudiantes hacia las matemaéticas, nos serd de gran utilidad analizar los
problemas particulares de motivacién de cada alumno pero, si se observa la
aparicion del fendmeno a gran escala serd necesario quiza plantearse que
algunas razones de este problema se sitten a niveles superiores como, por
ejemplo, la no pertinencia de los saberes matematicos que se estudian en la
escuela o si se olvidan en el aula sus razones de ser, aspectos que podrian ser
causa de la falta de motivacion de los estudiantes y que también pueden ser
objeto de cuestionamiento. Es evidente que las particularidades de cada
alumno serdn determinantes en su motivaciéon pero también lo es que existen
caracteristicas del contexto, determinado por los niveles anteriores de la

transposicion, que estan influyendo en la motivacion.

Sera necesario ademas determinar el nivel exacto en que sittaa el problema si

se quiere llevar a cabo una intervencién oportuna. Por ejemplo, es evidente
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que en las clases de matematicas, como el caso del aula que analizamos en el
Capitulo II, se olvidan las razones de ser de los saberes que quieren ser
ensefiados en la escuela pero, ;de quién es la responsabilidad? Si tenemos en
cuenta que las razones de ser de las obras a estudiar por lo general no son
explicitadas en el nivel del saber a ensefiar, ;es el profesor en su aula el que
debe analizar cudles son las razones de ser de las obras para incluirlas en el
saber ensefiado o seria necesario que estas razones de ser fueran explicitadas
en el nivel de saber a ensefar y por tanto corresponde la responsabilidad a la
noosfera, es decir, a los profesionales preocupados por la institucion escolar,
que incluye a los maestros pero también a psicélogos, politicos, pedagogos,

didéacticos, etc.?

Estas restricciones no acttian solamente en una direccién sino que, a su vez, se
producen una influencia inversa que hace que los saberes que se estudian en
la escuela estén necesariamente adaptados a las caracteristicas de los seres
humanos protragonistas tltimos del proceso de ensefianza-aprendizaje. Estas
caracteristicas seran importantes tanto a nivel general, como seres humanos,
como en la particularidad de las diferentes etapas evolutivas e incluso la
individualidad de cada uno. Se deben tener en cuenta, por ejemplo, aspectos
sobre limitaciones de almacenamiento en la memoria en la determinaciéon de
la estructura del saber a ensefiar y por tanto estas caracteristicas propias de
los alumnos se constituyen en restricciones que condicionaran el proceso de
ensefianza-aprendizaje. También podemos tomar como claro ejemplo de estas
restricciones “inversas” el citado anteriormente para representar las
restricciones “directas”: la motivaciéon. No se pueden elaborar propuestas de
ensefianza que no tengan en cuenta la importancia fundamental que la
motivacion tiene para el aprendizaje de los alumnos y, atn mas alla,
deberemos tener en cuenta que las caracteristicas particulares de cada
alumno pueden hacer que, a pesar de haberle situado en un ambiente de

aprendizaje bien elaborado y organizado, se presenten dificultades en el
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proceso de ensefianza-aprendizaje que no seran resolubles si no se lleva a
cabo un analisis individual de su circunstancia y se adapta la propuesta a

dichas condiciones particulares.

Las restricciones “inversas” se observan con mayor claridad en situaciones de
cambio, donde el mantenimiento de una situaciéon durante largo tiempo
provoca reticencias a que se produzcan modificaciones. Por ejemplo, si un
grupo de alumnos ha trabajado en clase de matemaéticas siempre sobre tareas
puntuales, cuyo procedimiento de resolucién ha sido explicado previamente
por el profesor y cuya aplicaciéon por su parte implica tan sélo la repeticion
con variaciones ligeras, se puede producir una “exigencia” por parte de esos
alumnos hacia el profesor de que las tareas sean de ese tipo, lo cual

dificultara el cambio.

Estas descripciones previas vienen a introducir la conclusiéon fundamental de
la teoria de la transposiciéon didactica, que se concreta en necesidad de
considerar todas las etapas de la transposicién debido a las restricciones que
unos niveles ejercen sobre otros, siendo necesario por tanto ampliar la unidad
de andlisis, en el ambito del estudio de los procesos de ensefianza-

aprendizaje, a toda la institucion escolar.

4.3.2. Ampliacion de la unidad de analisis: los niveles de codeterminacién

didactica

Para describir las restricciones que suponen unos niveles sobre otros, dentro
del proceso de transposicion didactica, se elabor6 una herramienta
denominada niveles de codeterminacion (Chevallard, 2001, 2002a, 2002b), que
consiste en una jerarquia que se estructura mediante una sucesion de niveles
en los que se va transponiendo un saber y que parte del nivel mas genérico -

la Sociedad-, para llegar hasta el mas concreto -el de las Cuestiones-. Cada uno
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de estos niveles afectan, al mismo tiempo que posibilitan, tanto el tipo de

“contenidos” que se pueden estudiar como la forma de estudiarlos.

En la Figura 1V.2, partiendo del esquema de la teoria de la transposicion
didactica de Chevallard, se muestra el papel que puede cumplir la resoluciéon

de problemas segun el nivel en que nos situemos.

R

. . E

Nivel -2 | Sociedad SURGEN Y SE RESUELVEN S

(0]

Nivel -1 | Escuela SE PLANTEAN Y SE ESTUDIAN L

v

Nivel 0_| Pedagogia SE MOVILIZAN DISTINTAS DISCIPLINAS E

. . R
Nivel 1_| Disciplina

. . . P

Nivel 2_ [ Area SE MOVILIZA MAS DE UNA PRAXEOLOGIA LOCAL R

. (0]

Nivel 3_{Sector B

Nivel 4_{Tema SE TRABAJA EN UNA PRAXEOLOGIA LOCAL Ié

Nivel 5_{Cuestién UN PROBLEMA PUNTUAL Y AISLADO IZI

S

Fiqura 1V.2 Relacion entre niveles de codeterminacion diddctica (Chevallard, 2001) y papel de la
resolucion de problemas

En el nivel de la Sociedad existen problemas, que puede ocurrir que pasen a
ser ignorados o que algunas personas decidan enfrentarse a su resolucion.
Estos problemas, en cualquier caso, surgen de manera natural y fruto de su

resolucién se van creando los saberes que forman parte de una Sociedad.

No podemos olvidar que los niveles son incluyentes y, asi, en la Escuela
surgen problemas que se “deben” resolver igual que a un alumno le puede

surgir un problema como ciudadano que puede decidir resolver. En estos
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casos, los problemas cumplen el mismo papel que se describe de modo

genérico en el nivel de la Sociedad.

La Sociedad debe decidir qué saberes deben pasar a ser objeto de aprendizaje
en la ensefianza formal y por tanto deben ser transpuestos por la Noosfera
para llegar a formar parte del “saber a ensefiar” que propone la Escuela. Una
vez transpuestos en este nivel, los problemas comienzan a tener una carga
didactica -es decir, de transformacién para su estudio- que implica

plantearlos y resolverlos.

Esta transposiciéon de los problemas en la Escuela podria tratarse a nivel
pedagodgico. Aunque los saberes en la Escuela estdn organizados por
disciplinas, en el nivel pedagégico los problemas no se plantearian
enmarcados en una sola disciplina, sino que, acercAndose en mayor medida a
como los problemas se resuelven en la sociedad, serian planteados para
resolverse utilizando lo que se considerara necesario, como resolutor, de cada

disciplina.

El siguiente nivel lo constituye el ambito de cada disciplina -la matematica en
el caso que nos ocupa-. Los problemas son asi planteados para ser resueltos
dentro del area de Matematicas. Ain mads, los problemas pueden ser
planteados dentro de un drea o de un sector de las matematicas. En estos
niveles -disciplina, &rea y sector- es necesario, para la resoluciéon del
problema, la puesta en juego de una praxeologia mas alla de local, ya que la
local se refiere —~como explicamos al describir la completitud creciente de las

praxeologias- al nivel de tema.

Finalmente, cuando un problema es planteado a nivel de cuestion se
caracterizard por ser puntual y aislado, siendo solamente necesario para su

resolucion el trabajo en el &mbito de una praxeologia puntual.
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Asi, por ejemplo, podemos considerar un problema practico de construcciéon
de un depésito de agua (nivel de la Sociedad), designarlo como digno de ser
estudiado en la escuela (nivel Escolar), mediante la modelizacién por un
conjunto de disciplinas (nivel Pedagoégico). La elecciéon de un modelo dentro
de una disciplina nos sitta en un nivel mayor de especificidad y, si la
disciplina elegida es la matematica, podremos considerar el problema dentro
de una u otra drea (geometria, algebra, estadistica o calculo, por ejemplo),
dentro un sector concreto del 4rea (calculo de volimenes o integraciéon de
funciones), en un tema maés especifico (calculo del volumen de un cilindro)
hasta llegar al nivel en que sélo nos preocuparia la cuestiéon como problema a
resolver pero no el tipo de conocimientos que hay que aplicar. Este altimo
nivel se corresponderia con los procedimientos de ensefianza que otorgan
libertad completa al alumno en la construccién del conocimiento, con una
ausencia de directividad por parte del profesor en la actuacion de los

estudiantes frente a la resolucién de los problemas.

Del mismo modo que en la Escuela se plantean problemas a resolver, también
los investigadores nos planteamos problemas. De igual manera que la
Escuela debe decidir el nivel en que situard el planteamiento de un problema
para su resolucion, los investigadores deben tomar una decision sobre el nivel
en que plantearan el problema que estan investigando para intentar
resolverlo. Pero también ocurre que, del mismo modo que en la Escuela
puede resultar transparente esta eleccién, también para los investigadores
puede parecer que el nivel en que sittia la cuestién a investigar esta fuera de

todo cuestionamiento.

Esto cobra gran importancia porque, del mismo modo que se observa el

fenémeno que Chevallard ha denominado “autismo tematico del profesor”?2?

22 Este fendmeno consiste en un “abandono” por parte del profesor de los niveles
superiores al tema y se concreta en un retraimiento de la accién del profesor al nivel de
temas.
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(Chevallard, 2001 y 2002b, Gascén, 2003) podriamos hablar de un “autismo
temético de las investigaciones sobre resolucién de problemas matematicos”,
siendo el nivel de cuestiones y, a lo sumo, de temas en el que se sitdan la

mayoria de las investigaciones en este campo.

Si encontramos planteamientos a niveles superiores desarrollados en el
campo de la psicologia dirigidos al estudio de la resolucién de problemas en
un nivel maés alld del disciplinar, como hemos descrito en capitulos
anteriores. Precisamente es en el dmbito de la psicologia -en el cual la
resoluciéon de problemas se plantea mas alla del nivel puntual, mas alla
incluso del nivel disciplinar- donde se ha podido concluir la importancia de
los aspectos metacognitivos. Pero los intentos por llevar a cabo las propuestas
de resoluciéon de problemas al &rea de la matematica han fracasado,
postulamos, en parte, porque se han pretendido aplicar estas propuestas
“trasladandolas”, como objetos, sin considerar la necesidad de coordinar los

diferentes niveles implicados en su transposicion.

Dedicaremos el siguiente capitulo a analizar si, dentro del ambito de las
matematicas, existe o no la articulacion necesaria entre niveles que permita
operativizar el objetivo de formar alumnos competentes en la resoluciéon de
problemas. De no ser asi, nos preocuparemos por intentar determinar cuéles
son las restricciones que provocan esa dificultad de articulacién entre niveles
frente al objetivo de formar alumnos competentes en la resoluciéon de

problemas.
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CAPITULO V. LA TRANSPOSICION DE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS:

SALTOS EN LOS NIVELES DE CODETERMINACION

-197 -



La transposicién de la resolucion de problemas en la ensefianza de las matematicas:
saltos en los niveles de codeterminacién

5.1. OBJETIVOS E HIPOTESIS

Ensefiar a resolver problemas se plantea en la actualidad como uno de
los objetivos fundamentales de la ensefianza de las matemaéticas. Este encargo
planteado a la Escuela se ha mostrado dificil de lograr, como lo muestra el
hecho de que, a pesar de las décadas de investigaciéon, tanto los
investigadores como las instituciones educativas y las evaluaciones -como se
ha mostrado con anterioridad- asuman la distancia entre este objetivo

educativo y lo que realmente aprenden los alumnos.

Mientras que la mayoria de los planteamientos de investigaciéon en torno a la
resoluciéon de problemas de matematicas se han situado en el nivel de
Cuestion y, a lo sumo, de Tema, en este capitulo nos planteamos estudiar qué
ocurre en los niveles intermedios, superiores al tema, y especialmente nos
centraremos en analizar si se produce una adecuada transposiciéon en los
diferentes niveles para que la resoluciéon de problemas pueda vivir en el aula
de matematicas o si, por el contrario, la ausencia de esta transposiciéon o su
caracter inadecuado puede estar provocando restricciones que dificulten

lograrlo?.

Dado el autismo temaético sufrido por el profesor -que ha sido descrito en el
capitulo anterior-, para analizar cuestiones mas alla de los temas es necesario
situarse en el “saber a ensefiar”, determinado por los documentos
curriculares. Por esta razén, y dados los objetivos de este estudio, los
documentos oficiales sobre educacién constituirdn los elementos empiricos

bésicos.

La hipétesis es que los textos oficiales sitian la resolucién de problemas en

niveles de generalidad muy distintos, desde el mdas concreto relativo a un

2 Una version anterior del estudio presentado en este capitulo ha sido publicada en
Bosch, Gascon y Rodriguez (2004).
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tema o subtema de matemaéticas hasta el mas general relativo a cualquier
actividad social, pero se producen “saltos” entre estos niveles sin que
aparezca una solucién de continuidad que permita hacer vivir en el aula la
resoluciéon de problemas. Esto conllevaria una restriccion fuerte para
profesores y alumnos, que no podrian sino reproducir esos saltos en el
proceso de ensehanza-aprendizaje llevado a cabo en el aula debido a su
incapacidad para recomponer por si mismos los niveles intermedios
necesarios. De mostrarse este hecho, podriamos llegar a hablar de un autismo
temitico de la institucion escolar en relacion con la inclusion de la resolucién de

problemas en la ensefianza de las matematicas.

5.2. EVOLUCION DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO

OBJETIVO DE ENSENANZA

5.2.1. Antecedentes: los trabajos de Pdlya

Para entender el papel que juega en la actualidad la resolucién de
problemas en el curriculo de matematicas, sera necesario hacer un recorrido
sobre cudl ha sido el papel que se le ha asignado en el pasado y que ha
confluido en la consideracién que tiene lugar en estos momentos. Este andlisis
longitudinal comienza con las propuestas de Pdlya e implica el estudio del
proceso seguido en Estados Unidos, donde se originé el movimiento por la
defensa de la inclusiéon de la resolucién de problemas en los curriculos de

matematicas.

El mismo Pélya sitta el origen de sus trabajos mas de trescientos afios atras,
en las propuestas que hace Descartes en sus “Reglas para la direcciéon del
espiritu” (1701), con sus “consejos para resolver problemas con facilidad” o

sus “modelos de pensamiento productivo”.
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Antes que Polya, otros autores también se ocuparon de analizar la actividad
de resolucion de problemas no exclusivamente matemaéticos, incorporando la
consideracion de fases de la actividad (Dewey 1910, 1929 y Wallas 1926). Pero
lo original del trabajo de Pélya es la sugerencia de heuristicos dentro de cada
fase de la resoluciéon de problemas. Esta idea es bastante anterior a “How to
solve it” (1945), puesto que ya en 1931 Pdlya pronuncié una conferencia en
Zurich bajo el titulo “Cémo buscar la solucién de problemas matematicos”, en
la que enuncia cuatro fases y algunas sugerencias para avanzar en cada fase.
La pretension inicial de Pdlya era ensefiar a resolver problemas mas alla de

los resueltos en clase:

“There are two aims which the teacher may have in view when addressing
to his students a question or a suggestion (...): First, to help the student
to solve the problem at hand. Second, to develop the student’s ability so
that he may solve future problems by himself.” (Pélya, 1957, pp. 3-4).

Para ello considera que es fundamental que el profesor realice preguntas y
sugerencias generales y de sentido comun, para centrar la atencién de los
alumnos sobre los aspectos que considera més importantes en la resolucion
de cualquier problema de matematicas, situando la cuestiéon de la resolucion

de problemas de este modo a nivel general de la disciplina:

“[Appropriate  questions and suggestions] have two common
characteristics, common sense and generality. As they proceed from plain
common sense they very often come naturally; they could have occurred
to the student himself. As they are general, they help unobtrusively; they
just indicate a general direction and leave plenty for the student to do.”

(Ibid.)

Analizando lo inadecuado de preguntas especificas tales como “;Podrias
utilizar el teorema de Pitdgoras?” -que seria una pregunta posible cuando se
intenta encontrar la longitud de la diagonal de un paralelepipedo

rectangular- Pélya (1957) indica:
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“The intention may be the best, but the question is about the worst. [...]

[Tlhere is a long sequence of objections against that sort of help:

1. If the student is near to the solution, he may understand the suggestion
implied by the question; but if he is not, he quite possibly will not see at
all the point at which the question is driving. Thus the question fails to

help where help is most needed.

2. If the suggestion is understood, it gives the whole secret away, very

little remains for the student to do.

3. The suggestion is of too special a nature. Even if the student can make
use of it in solving the present problem, nothing is learned for future

problems. The question is not instructive.

4. Even if he understands the suggestion, the student can scarcely
understand how the teacher came to he idea of putting such a question.
And how could... the student... find such a question by himself? It
appears as an unnatural surprise, as a rabbit pulled out of a hat; it is

really not instructive.” (Polya, 1957, p. 22).

Es decir, Pélya defiende la autonomia del estudiante en la basqueda de la
respuesta, en lugar de la imposicion externa, para favorecer su posterior

aplicacion en situaciones semejantes.

“Begin with a general question or suggestion... and, if necessary, come
down gradually to more specific and concrete questions or suggestions till

you reach one which elicits a response in the student’s mind.” (Op. Cit.,

p. 20).

Este autor considera que el logro del objetivo de resolver problemas mas all&
de los desarrollados en clase implica explicitar tanto las relaciones entre los
diferentes problemas matematicos, como entre lo matematico y lo no

matematico.

“One of the first and foremost duties of the teacher is not to give his
students the impression that mathematical problems have little

connection with each other; and no connection at all with anything else...
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The teacher should encourage the students to imagine cases in which they
could utilise again the procedure used, or apply the result obtained”

(Pélya, 1957, pp. 15-16).

El planteamiento de Pdlya se basa inicialmente en la solucién de problemas
referidos a situaciones reales en que sea adecuado utilizar estrategias
previamente aprendidas, que puede ser necesario adaptar o modificar, pero
cuya diferencia fundamental con lo practicado anteriormente radica en que
estdin inmersas en una problematica real. Asi, por ejemplo, a partir del
problema inicial de encontrar la medida de la diagonal de un paralelepipedo,
sefiala el problema de la vida real de determinar la longitud de varias cuerdas

necesarias para asegurar un mastil erguido.

A medida que avanzaba en sus estudios, Pélya fue evolucionando hacia
planteamientos en torno a especificaciones mayores de los tipos de problemas
considerados. Asi, en sus ultimos trabajos (Pdlya, 1962-1965), presenta los
patrones de solucion de problemas en torno a grandes dreas o sectores de las
matemadticas que llama modelos, como “el modelo de los dos lugares

£“”

(geométricos)”; “el modelo cartesiano”; “la recurrencia”; y “la

superposicion”. Lo que queremos destacar de estos modelos son dos aspectos;

por un lado el hecho de que sitdan la resolucién de problemas a un nivel de

mayor especificidad dentro de las matemdticas; y, por otro, que no se

corresponden dichas especificaciones con los sectores o areas clasicos de las

matematicas porque no responden a la logica organizativa estandar -
t t d la 1 t tand

conceptual o axiomatica-, sino a una estructuracién centrada en los tipos de

problemas abordados y en grandes lineas o estrategias de resolucion.

Podremos observar en lo que sigue que los planteamientos actuales de la
resolucién de problemas, tanto en Espafia como en Estados Unidos, distan
bastante de las ultimas propuestas de Podlya, situdndose mas cerca de sus
planteamientos iniciales en torno a la solucién de problemas generales -mas

alld incluso de los problemas matematicos. Poco quedara en los curriculos de
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matematicas de esta nueva estructuracion del contenido matemaético en torno
a grandes tipos de “modelos” de resoluciéon. Todo seguira organizado segin
la compartimentacién curricular cldsica que no parece aceptar facilmente la
incorporacion de la resolucion de problemas como nueva necesidad

formativa.

5.2.2. Matematica clasica, matematica moderna y “vuelta a lo basico”

Cuando el 4 de octubre de 1957, la Unién Soviética lanz6 al espacio el
primer satélite artificial, el Sputnik, la repercusién en Estados Unidos, y
posteriormente en Europa, fue inmediata y de gran alcance. Se plante6 la
necesidad inminente de renovar la ensefianza de las matematicas mediante
una modernizacién de los contenidos que habian quedado obsoletos respecto
a la matematica universitaria utilizada en la investigacion. La “reforma de las
matematicas modernas” proponia unos contenidos nuevos basados en la
introduccion de la teoria de conjuntos, las estructuras algebraicas y la
construccién axiomatica de los sistemas numéricos, la erradicacion de la

geometria euclidiana, etc.

En el sistema de ensefianza anterior a la reforma de las matemaéticas
modernas, los contenidos de ensefianza se repartian en tres grandes
continentes: la aritmética, la geometria y el algebra. Asi, de manera bastante
universal, se dedicaban los primeros cursos de la ensefianza Primaria a la
aritmética; los cursos posteriores a aprender un poco de algebra y algunos
elementos de geometria, como las férmulas para calcular dreas y volimenes
de las figuras més frecuentes. El inicio de la ensefianza Secundaria venia
claramente marcado por el estudio del &lgebra elemental junto con la
geometria, evolucionando hacia el algebra intermedia, la superior y la

trigonometria.
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Las criticas al sistema de ensefianza clasico giran en torno a una critica basica
que el matematico Morris Kline expresé muy claramente en su libro “Why

Johnny can’t add” (Kline 1973, pp. 9y ss.):

“Impone un proceso mecdnico y por tanto fuerza al alumno a confiar
sobre todo en la memoria antes que en la comprension. Un buen maestro
no dudaria en hacer todo lo posible para ayudar a comprender la
fundamentacion ..., pero, por lo general, el plan tradicional no presta
mucha atencion a la comprension. Confia en la prictica para lograr que
los alumnos hagan el proceso rdpidamente. Se ensefian multitud de
procedimientos (...) [en que se] pide [a los alumnos] que imiten lo que el

maestro y el libro hacen.” (Ibid.)

De este modo, los alumnos tienen que aprender de memoria gran variedad de

procedimientos que, ademads, se presentan desconectados entre si:

“Raramente estin relacionados. Aunque todos estos procedimientos
contribuyen al objetivo de lograr que los alumnos realicen operaciones
algebraicas, en matemdticas superiores, por lo que los alumnos alcanzan a
ver los temas inconexos. Son como paginas arrancadas de un centenar de
libros diferentes, ninguno de los cuales expresa la vida, el significado y el

espiritu de la matematica.” (Ibid.)

Otra critica que se achac6 a la ensefianza clasica de las matematicas fue la
falta de motivacién que provocaba en los alumnos, debido a que no se

mostraba la utilidad de lo que se ensefiaba. Siguiendo siempre a Kline:

“No se puede defender el dlgebra, la geometria y la trigonometria diciendo
que se utilizarin después en la vida prictica [...]. Los futuros
matemadticos, cientificos e ingenieros encontrardn las matemdticas titiles
en sus carreras. Pero si las matemdticas que se ofrecen no indican en qué
serdn titiles carecen totalmente de atractivo, decir a los estudiantes que
son necesarias para la ciencia y la ingenieria solo les animard a buscar

otra carrera.” (Ibid.)
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Ante los defensores que aludian a la importancia de los problemas,
especialmente en aritmética, se antepuso el hecho que estos problemas
clasicos (de hombres cavando fosos, llenado de depdsitos, mezclas, moviles,
edades, etc.) eran “desesperadamente artificiales” (Kline 1973) y por esa
razén no lograban su objetivo de mostrar a los alumnos la utilidad de las

matematicas.

El mensaje principal del movimiento a favor de la matematica moderna era
que la matematica cldsica habia fracasado porque el plan tradicional ensefiaba
unas matematicas anticuadas, entendiendo por ello las matematicas creadas
antes de 1700. Asi, su propuesta basica fue la renovaciéon radical del
contenido a tratar, proponiendo abandonar los temas cldsicos a favor de
campos como el dlgebra abstracta, la topologia, la 16gica simbélica, la teoria

de conjuntos y el dlgebra de Boole.

La excesiva mecanizaciéon de procedimientos de la matemética clasica es
afrontada por la matematica moderna con la explicitacion del razonamiento
en que se apoya cada paso, para que los alumnos lleguen asi a comprender
las matemaéticas. La interpretacion logica o deductiva, ya utilizada en el plan
tradicional en la geometria de la ensefianza secundaria, se amplia a los demas
contenidos matematicos partiendo del principio que la construccion
axiomatica de los conceptos matematicos era también la mejor construccion
didactica. No desarrollaremos aqui las causas y efectos de la reforma de las
matematicas modernas, ni tampoco las restricciones que el sistema de
ensefianza impuso a este movimiento renovador y que, en cierto sentido, se
sitian en el origen de la elaboracién de una ciencia de la didactica de las
matematicas (Brousseau 1998). SoOlo sefialaremos rapidamente tres
caracteristicas que consideramos interesantes para el tema que nos ocupa. En
primer lugar, que la reforma se basaba en una particular epistemologia de las

matematicas que postulaba un modelo concreto de la construcciéon del
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conocimiento matematico basado en los principios Bourbakistas®* de
axiomatizacion y formalizacién global de las matematicas, modelo que se
apoyaba en una supuesta analogia entre la construccion axiomdtica de la
matemadtica y el desarrollo de las estructuras cognitivas de los nifios puesto en
evidencia por la psicologia genética de Piaget. En segundo lugar, que el
modelo epistemolégico adoptado, dado que propugnaba, al igual que el
proyecto de Bourbaki, una construccion global de las matematicas, se
concretaba, al menos en parte, a todos los niveles de determinacién didactica,
relacionando las distintas areas de las matematicas y los distintos sectores de
las areas. La propuesta de la construcciéon axiomatica de los sistemas de
nameros (naturales, enteros, racionales) o de la introduccién de la geometria
analitica y vectorial son buenos ejemplos de esta articulacion tedrica de los
contenidos. En dltimo lugar, debemos mencionar lo que se convirtié en la
critica principal contra la reforma y que, en cierto sentido, era principalmente
una critica al modelo epistemoldgico que la fundamentaba: la problemaética
“teoricista” que guiaba la construcciéon del conocimiento matematico sin
asociarlo a sus razones de ser en detrimento de una problematica mas
“funcionalista” que pusiera en evidencia el caracter instrumental de las
matematicas en la problematizacién del mundo y en la resolucién de los

problemas planteados.

Kline, por ejemplo, formula esta critica en los términos siguientes (Op. Cit. pp.

88-89):

24 Nicolads Bourbaki es el nombre colectivo de un grupo de matemaéticos franceses que en
los afios 30 propusieron revisar los fundamentos de las matematicas. El grupo, fundado
en 1935, intenté mantener la ficcion de que Nicolds Bourbaki era un matematico
“poldavo”. Por eso el nombre de sus miembros, que cambian a lo largo del tiempo, es
uno de los secretos mejor guardados (al igual que su forma de organizarse), aunque se
sabe que en su mayoria son franceses. En la pagina Web de la “ Asociacién Bourbaki” ya
se reconoce que fue fundado inicialmente por Henri Cartan, Claude Chevallev, Jean
Coulomb, Jean Delsarte, Jean Dieudonné, Charles Ehresmann, René de Possel, Szolem
Manderbroit y Andre Weil.
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“Los conceptos, operaciones, teoremas, e incluso métodos de demostracion
mds importantes fueron sugeridos por situaciones y fendmenos reales. La
matemdtica nacié de nuestras experiencias en el mundo fisico [...] [Asi]
las matemdticas han quedado aisladas de todos los otros cuerpos de
conocimiento [...]. Entonces parece como si las estructuras deductivas asi
construidas se ajustaran casualmente a algunos fenémenos fisicos y las
matemdticas pudieran ser aplicadas a fenomenos reales. Sin embargo, este
valor aparentemente fortuito no se utiliza. Las matemdticas, en los textos

de matemdtica moderna, no se aplican a problemas reales.”

Fijémonos en que un aspecto de la critica es, precisamente, el nuevo
aislamiento curricular que provocaba la reforma al separar la matematica de
las demas disciplinas que la utilizan como herramienta fundamental. Pero la
critica principal no era ésta. Alan Schoenfeld, el discipulo de Pélya que mas
ha impulsado la investigacién y ensefianza de la resolucion de problemas,

llega a afirmar que (Schoenfeld 1985d):

“La impresion general es que las matemdticas modernas han sido, con
mucho, peor que la ensefianza de las matemdticas que venian a
reemplazar. Los alumnos no solamente no consequian dominar las
matemdticas abstractas del nuevo plan de estudios, sino que tampoco

conseguian dominar las operaciones bdsicas.” (p. 26)

En este contexto surgid, en los mismos paises que habian realizado la reforma
de las matematicas modernas, un movimiento anti-reformista de “vuelta a lo
basico”, que se desarroll6 a partir de mediados de los 70, y que puso énfasis
en los ejercicios y en la repeticion, centrandose en el dominio de operaciones

y algoritmos basicos.

Pero tampoco este nuevo sistema de plantear la ensefianza de las matematicas
-de “vuelta a lo basico”- producia los resultados deseados. Por ejemplo, en
las pruebas estadounidenses de ingreso a la Universidad (“College Board’s
Mathematics Examination”), se constaté que la media alcanzada en las

pruebas relativas al conocimiento matematico, en todo el pais, habia bajado
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continuamente desde 1964 hasta 1980. Se concluy6 que estos alumnos sabian
resolver los ejercicios basicos para los que habian sido “entrenados”, pero que
tenian un éxito muy limitado cuando se les proponian problemas de mayor

complejidad:

“Los estudiantes no entendian qué operacion debian aplicar a los distintos
tipos de problemas. Dicho sin rodeos, no se les habia ensefiado a pensar.
De bien poco sirve saber lo fundamental si no se sabe cémo y cudndo

usarlo” (Schéenfeld, 1985d, p. 27).

5.2.3. Mas alla de lo basico: ensefiar a resolver problemas

El movimiento a favor de la ensefianza de la “resoluciéon de
problemas” naci6 en este periodo post-reformista, guidndose
fundamentalmente por los trabajos de Poélya y las investigaciones de
Schoenfeld sobre las estrategias elaboradas por los matematicos cuando se
enfrentan a problemas no triviales. Es necesario destacar que este movimiento
introdujo la “resoluciéon de problemas” como un nuevo objetivo de la
ensefianza de las matematicas. Ni la matematica cldsica, ni mucho menos la
reforma de las matematicas modernas, pero tampoco la “vuelta a lo bésico”,
incluian un tipo de actividad curricular que se pudiera designar con esta
expresion general. Surge asi el germen de un nuevo modelo epistemoldgico,
menos desarrollado que la epistemologia Bourbakista, pero que nace
especificamente del problema de la ensefianza de las matemaéticas y que, tal
vez por su simplicidad y por la fuerza de sus proponentes, no tuvo

dificultades para introducirse en el sistema de ensehanza.

Por ejemplo Luis Rico (1988) relata esta incorporacion del modo siguiente:

“No es hasta mediados de la década de los 70 cuando, coincidiendo con la
biisqueda de una nueva visién global para el curriculo de matematicas en
la ensefianza obligatoria, se plantea la resolucion de problemas como un

campo auténomo sobre el que trabajar e investigar sistemdticamente. [...]

- 208 -



La transposicién de la resolucion de problemas en la ensefianza de las matematicas:
saltos en los niveles de codeterminacién

Por supuesto que, hasta ese momento [..] se han venido haciendo
problemas en las aulas escolares, por muy rutinarios y mecanicos que
éstos hayan sido, desde el comienzo del sistema escolar tal y como hoy lo
conocemos. La diferencia estriba en que, hasta ese momento, la resolucion
de problemas no se contemplaba como algo especifico, cuyo desarrollo
necesitase de consideraciones especiales. Los problemas, eran,
simplemente, la forma mds adecuada para mostrar la utilidad y
conveniencia de las reglas y conceptos, estrictamente matemdticos, que se

habian estudiado.” (pp. 5-6)

El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) de los EEUU -es el
ejemplo més conocido, aunque no el tnico-, en su “Agenda for Action”,
publicada en 1980, present6 un plan para actuar en educacién matematica con
recomendaciones para la matematica escolar de los afios 80. La primera de
esas recomendaciones fue: la resoluciéon de problemas debe ser el objetivo
principal de la ensefianza matemadtica. Esta Organizacion llevé a cabo dos
anuarios, en 1980 y en 1983, con recopilaciones de problemas con aplicaciones

atiles y resimenes de trabajos de investigacion respecto al tema.

Como también se observa en el Informe Cockroft (1985), la resolucién de
problemas se ha alejado del enfoque propuesto por Pdélya -resolucion de
problemas como resoluciéon de tareas novedosas- centrandose en la
aplicacion a tareas de la vida cotidiana. En el punto 243, considera, como
recomendacion general para la ensefianza de las matematicas en todos los
niveles que ésta debe “incluir resolucién de problemas, con aplicacién de las
matematicas a situaciones de la vida cotidiana”. En el punto 249 sintetiza las
consideraciones generales a tener en cuenta en la resolucion de problemas vy,
de nuevo, en los puntos 321 y 324, vuelve a enfatizar su importancia en la
Escuela Primaria.

“La resolucién de problemas es consustancial a las matemadticas. Las

matemiticas sélo son titiles en la medida en que pueden aplicarse a una

situacion concreta; precisamente la aplicacion a diversas situaciones

posibles es lo que se denomina resolucion de problemas.”
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En este contexto, “la resolucion de problemas abarca desde una forma general de
pensamiento y aprendizaje hasta tareas muy especificas dentro de un campo mds

limitado de conocimientos” (Rico, 1988, p. 7).

Posteriormente, en 1989, aparecieron los Standards del NCTM. En ellos se
seflalan como objetivos a lograr desde la educacion infantil hasta la

secundaria obligatoria:
1° Las matematicas como resoluciéon de problemas
2° Las matematicas como comunicacion.

3° Las matematicas como razonamiento

Segun el NCTM (1989), saber matematicas significa:

“Ser capaz de wusarla con propésitos definidos. Para aprender
matemadticas, los estudiantes tienen que involucrarse en la exploracion,
conjeturacion y razonamiento mds que en el aprendizaje memoristico de
reglas y procedimientos... (Para) dar sentido a las matematicas
(necesitan) verlas y emplearlas como herramientas de razonamiento y de

resolucion de problemas.” (p. 5)

La resoluciéon de problemas contintia asi enfatizandose como el modo
fundamental de dar sentido a las matematicas, a través de la aplicacién de lo
aprendido a situaciones reales y evitando asi la mecanizacién no comprensiva

de la misma.

Uno de los miembros de la NCTM, expresando la posiciéon de la asociacion,
nombra doce componentes esenciales en las matematicas para el siglo XXI (en
los que los alumnos deben ser competentes para facilitar posteriores estudios
y una vida adulta responsable): comunicaciéon de ideas matematicas,
razonamiento matematico, aplicacion de las mateméticas a situaciones
cotidianas, comprobacién de la racionabilidad de los resultados, estimacién,

destrezas apropiadas de cémputo, pensamiento algebraico, medida,
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geometria, estadistica, probabilidad y, la primera de ellas, resoluciéon de

problemas (relacionada con todas las demas). De ella sefiala:

“Aprender a resolver problemas es el principal objetivo para estudiar
matemdticas. La resolucion de problemas es el proceso de aplicar el
conocimiento previamente adquirido a situaciones nuevas y no familiares.
Resolver problemas verbales en textos es una forma de resolucion de
problemas, pero los estudiantes también deberian ser capaces de
enfrentarse a problemas sin texto. Las estrategias de resolucion de
problemas implican proponer cuestiones, analizar situaciones, traducir
resultados, ilustrar resultados, dibujar diagramas, y usar ensayo y errot.
Los estudiantes deberian ver soluciones alternativas a problemas;
deberian tener experiencia de problemas con mds de una solucion.” (Carl

1989, p. 471).

El proceso a través del cual la resolucion de problemas se va convirtiendo en
un objetivo en si mismo, independientemente del contenido matematico que
utilice, hace que tome un valor fundamental, como objetivo basico de las
matematicas, el fomento de una actitud favorable hacia la creacién de
conocimiento. Veremos mas adelante que la conciliacién entre ambas formas
de pensar los objetivos de la ensefianza de las matematicas -como un
conjunto de contenidos nocionales y como una actividad de resoluciéon de
problemas- sigue sin estar claramente resuelta en los documentos

curriculares ni, mas generalmente, en los actuales sistemas de ensefianza.

5.2.4. La evolucion en Espafia

En las Orientaciones Pedagogicas de los afios 70, a pesar de que se indica que
“la ensenanza de la matematica en todos los niveles debe centrarse en el
proceso de matematizaciéon de problemas, creaciéon de sistemas formales,
utilizacion de las leyes de estos sistemas para obtener resultados e

interpretacion de los mismos”, ocurre que esta idea se articula en torno a uno
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de los objetivos especificos de area: “Capacidad de plantear simbdlicamente

situaciones problematicas”. Siguiendo siempre a Rico (1988, p. 11):

“Sélo van a tener interés para estos Programas aquellos problemas en los
que se ejemplifican determinadas relaciones entre conceptos abstractos
(...). En las sugerencias de posibles actividades en las que se dan
indicaciones sobre Observacion y Manipulacion, Intuicion Espacial,
Traduccion del pensamiento cuantitativo en frases matemdticas,
Mecanismos y Automatismos, Vocabulario, Relacion, Anadlisis, Sintesis,
Abstraccion, Razonamiento Logico y Creatividad, solo hay dos referencias
explicitas a la resolucion de problemas, que se concretan en los
enunciados genéricos: “Formular problemas tomados de la vida real” e
“Identificar problemas y establecer gradualmente los pasos para su
solucién” (...) En el desarrollo posterior de los contenidos los problemas
aparecen citados expresamente en solo dos ocasiones, 1° y 7° niveles, y
siempre como aplicacion de unos contenidos especificamente matemdticos

previamente estudiados.”

En su andlisis sobre los Programas Oficiales, respecto a los Programas

Renovados de 1981, continta afirmando:

“La resolucidn de problemas no aparece considerada tampoco con cardcter
especifico ni en la estructura de los Programas, ni en el nivel de
Profundizacion que debe lograrse; es decir, la resolucion de problemas no
es un contenido ni tampoco un proceso. La tinica opcién que aparece es la
de ejercicios de ampliacion, en concreto al estudiar los Conjuntos

numéricos y la Proporcionalidad. (...)

Al finalizar el listado de destrezas aritméticas a adquirir sobre algiin
topico concreto aparece un tinico objetivo cuyo enunciado dice “resolver
situaciones problemdticas relacionadas con...” y termina indicando el

topico correspondiente.” (Ibid.)

A partir de 1982 tuvieron lugar sucesivas fases del proyecto de reforma que
intentaban incorporar la resoluciéon de problemas como una de sus

referencias basicas. Sin embargo, como comenta Rico:
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“Estos intentos han sido insuficientes, ya que no han seguido
sistematizacion alguna ni han logrado elaborar pautas minimas para
incorporar la resolucion de problemas al curriculo de la EGB con una

vision mds amplia que la ya cldsica de los ejercicios de aplicacion. (Ibid.)

[En] este curso 86-87 podemos decir que el Curriculo de Matemdticas
para la EGB, FP, BUP, tanto en sus versiones oficiales como en las
oficiosas, no incorporan la resolucion de problemas de manera precisa.
Solo en algunos casos aparecen algunos enunciados genéricos que hablan
de los problemas que pueden resolverse con los contenidos y técnicas
estudiados previamente. Los problemas siguen siendo ejercicios mds o
menos complicados que hay que solucionar después de haber estudiado
unos contenidos. La resolucion de problemas como método de trabajo no
estd incorporada a nuestro curriculo, hechas todas las excepciones- muy

minoritarias- que quieran hacerse.” (Ibid.)

Centrando su critica en la falta de consideracion de la resoluciéon de
problemas en los curriculos como metodologia de aprendizaje -en el sentido
de aprender a partir de situaciones de la vida cotidiana-, este mismo autor
seflala una serie de deficiencias que presenta el aprendizaje de los Ciclos

Inicial y Medio:

“1. La resolucién de cada tipo de problemas se ha realizado excesivamente

ligada a cada operacion particular.

2. Aunque pueda resultar extrario, no se utiliza material concreto en la
resolucion de problemas, todo lo mds que se hace es justificar alguin

ejemplo mediante representaciones grdficas.

3. El problema se plantea siempre como un enunciado verbal conciso, con
la informacion muy sintetizada, ajustandola a patrones establecidos y en
los que no falta ni sobra nada. El enunciado de un problema es una
entidad cerrada, que florece en las pdginas de los libros de texto, y cuya

relacion con el mundo real en que vive el nifio es muy tenue o inexistente.

4. La solucién es un valor numérico que se obtiene al combinar los datos
del enunciado mediante una secuencia de operaciones. No se consideran

soluciones cualitativas o relacionales, no se plantean problemas con varias
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posibles soluciones distintas, no existen soluciones aproximadas, ni

tanteo, ni evaluacion de la solucion obtenida.” (Op. Cit., pp. 20-21)

Y encuentra la razén de estos hechos en que “Los problemas de la EGB no tienen,
por el momento, entidad propia; se trata exclusivamente de ejercicios de aplicacion del

contenido matemdtico (conceptos y propiedades) estudiado” (p. 21).

Frente a esta situacion, el autor propone una ensefianza de las matematicas

regida por los siguientes principios:

“1. La resolucién de problemas es un método de trabajo con entidad
propia en el aula, que precede y justifica la aparicién de los contenidos

matemiditicos.

2. Los problemas surgen de situaciones reales, no cerradas. La

informacion hay que elaborarla, no estd previamente seleccionada.

3. La pregunta de un problema debe tener sentido para quien a debe
responder tanto como para el que la plantea. El alumno puede plantear

cuestiones significativas dentro de un contexto.

4. La respuesta a una cuestion no tiene por qué ser tinica; hay cuestiones
de solucion muiltiple, dependiendo del contexto y de la mayor o menor

precision que se busque.

5. El debate y discusion entre los alumnos sobre la forma mds adecuada de
localizar y manejar una informacion mejora la capacidad de expresion, de
plantear cuestiones y buscar la(s) respuesta(s), obliga a los alumnos a
justificar sus actuaciones y permite conocer cudles son los procedimientos
puestos en juego; también permite enfrentar a los alumnos con las

consecuencias de sus elecciones y mejorar sus actuaciones.

6. El profesor puede favorecer el pensamiento creativo y conseguir que los
alumnos se sientan satisfechos por el trabajo matemdtico mediante la

resolucion de problemas.” (Op. Cit., p. 21).

Es pues manifiesta la presion, desde el nivel de la Sociedad, para que la
resolucion de problemas se incorpore como uno de los objetivos

fundamentales de la ensefianza de las matemaéticas, y es de sobras conocida
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su consideracion explicita por parte de los profesores y demdas miembros del
sistema educativo. Ya nadie discute la méxima de que ensefiar matematicas es
ensefar a resolver problemas, siendo ésta tal vez, paradéjicamente, la mayor
herencia que nos haya dejado la reforma de la matematica moderna. Nuestro
proposito ahora es analizar de qué manera, y en qué niveles de determinacién
didactica, el sistema educativo espafiol incorpora esta actividad, y qué
estatuto le asigna en el cuerpo de conocimientos que propone para la

escolaridad obligatoria.

5.3. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN EL SISTEMA EDUCATIVO
ACTUAL: EJE FUNDAMENTAL E INTEGRADOR DE LA ENSENANZA DE

LAS MATEMATICAS

5.3.1. La resolucion de problemas en el curriculo espaiiol

5.3.1.1. El nivel escolar

Entre los fines que persigue el sistema educativo espafiol, segin la Ley
Orgéanica de Ordenaciéon General del Sistema Educativo® de 1990, la
resoluciéon de problemas no esta contemplada. Si se hace referencia, por
ejemplo, a la adquisicién de conocimientos cientificos y técnicos, entre otros, y
a la adquisicién de hdbitos intelectuales y de técnicas de trabajo, pero no al
estudio o consideraciéon de los temas problematicos o “sensibles” para la

sociedad.

Nuestro sistema educativo, a partir de los planteamientos generales de la ley

que incluyen capacidades a desarrollar en cada etapa, especifica las

% Aunque en 2002 ha sido publicada la Ley Orgénica de Calidad de la Educacién (LOCE),
todavia no ha sido totalmente implantada, estando actualmente vigentes algunos
aspectos de la Ley Orgéanica de Organizacion General del Sistema Educativo (LOGSE).

-215-



La transposicién de la resolucion de problemas en la ensefianza de las matematicas:
saltos en los niveles de codeterminacién

“ensefianzas minimas”?® y el curriculo (objetivos, contenidos, métodos
pedagogicos y criterios de evaluacién) para cada una de las etapas, ciclos,
grados y modalidades que lo componen. Nosotros nos centraremos aqui en la

etapa de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO).

En esta etapa, las ensefianzas minimas son planteadas directamente a un nivel
disciplinar (es decir especificadas para cada una de las asignaturas o areas de
conocimiento)?” y, en algunos casos, al nivel pedagégico como objetivos
comunes a las distintas disciplinas o “campos de conocimiento”. Entre los
“objetivos a largo plazo” que fueron propuestos en los Reales Decretos
1007/1991 (ensefianzas minimas) y 1345/199128 (curriculo) para la Educacion
Secundaria Obligatoria, si bien no se hace referencia en los preambulos al

papel de la resolucion de problemas, se enuncia en cuarto lugar:

“Elaborar estrategias de identificacion y resolucion de problemas en los
diversos campos de conocimiento y la experiencia, mediante
procedimientos intuitivos y de razonamiento logico, contrastandolas y

reflexionando sobre el proceso seguido.”

El planteamiento que se realiza es por tanto a nivel pedagdgico, ya que se
refiere a los diversos campos de conocimiento. Esto esta estrechamente
relacionado con el hecho de que la ensefianza estd estructurada en areas de
conocimiento y los desarrollos posteriores estardn organizados en funcion de

estos.

En el Real Decreto 3473/2000 para las ensefianzas minimas de la ESO
desaparece el objetivo de etapa planteado anteriormente y es sustituido por el

siguiente:

2 Son los contenidos comunes a todas las Comunidades Auténomas. En la Ley Organica
de Calidad en la LOCE han pasado a denominarse “ensefianzas comunes”.

27 En la LOCE se utiliza la denominaciéon “asignaturas” en lugar de dareas de
conocimiento.

28 Modificado y ampliado por el Real Decreto 1345/1995.

-216 -



La transposicién de la resolucion de problemas en la ensefianza de las matematicas:
saltos en los niveles de codeterminacién

“Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado que se
estructura en distintas disciplinas, matemdticas y cientificas, y conocer y
aplicar los métodos para identificar los problemas en los diversos campos
de conocimiento y de la experiencia, para su resolucion y toma de

decisiones.”

Se destaca aqui la integracion de conocimientos que debe llevarse a cabo,
situando el planteamiento a un nivel intermedio entre el pedagogico y el
disciplinar (el de las “disciplinas matematicas y cientificas”). Sin embargo, el
objetivo mantiene las mismas caracteristicas que el anterior, con el matiz de
que destaca ain mads, en contradicciéon con la concepcién integrada del saber
que propugna, el caracter disciplinar del planteamiento que se realiza sobre la

resolucioén de problemas.

5.3.1.2. El nivel disciplinar

El curriculum espafnol actual desarrolla, para cada etapa educativa, una
concrecion de los objetivos generales y se presentan, para cada &drea de
conocimiento, la filosofia, objetivos, contenidos, métodos pedagodgicos y
criterios de evaluacién correspondientes. Con esto queremos destacar que la
ley no especifica objetivos para cada una de las disciplinas o areas de
conocimiento, por ejemplo las matematicas, que sean comunes para todo el
sistema educativo, independientemente del nivel. También conviene aclarar
que las Comunidades Auténomas con competencias en educacién elaboran
su propio desarrollo del curriculo. En nuestro caso, nos centraremos en los
desarrollos propuestos por el denominado “territorio MEC” que engloba las
comunidades sin competencias en educacion, entre ellas la Comunidad de
Madrid. Las ensefianzas minimas no precisan de aclaracién, ya que son

comunes para todo el territorio espafiol.
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El objetivo principal de las matematicas para la Ensefianza Secundaria
Obligatoria es planteado a un nivel de desarrollo de capacidades cognitivas

superiores:

“La finalidad fundamental de la enseiianza de las Matemiticas es el

desarrollo de la facultad de razonamiento y abstraccion.”

La resolucién de problemas surge muy pronto, presentdindose como el eje

integrador del proceso de ensefianza-aprendizaje:

“La resolucion de problemas debe contemplarse como una prdctica
habitual, que no puede tratarse de forma aislada, sino integrada en todas
y cada una de las facetas que conforman el proceso de ensefianza y

aprendizaje.”

La resoluciéon de problemas, presentada aqui a nivel disciplinar, se vera ahora
concretada en el nivel de las dreas o “bloques de contenido” propuestos para
las matemaéticas. De todos modos, el cardcter genérico atribuido a la
resolucién de problemas dificulta esta especificacion. En la cita presentada a
continuacién se manifiesta esta dificultad al tiempo que se empieza a
vislumbrar que la resolucién de problemas pueda ser concebida como un érea

mas:

“Se deberd procurar la adquisicion de destrezas numeéricas bdsicas y el
desarrollo de competencias geométricas de cardcter elemental, asi como de
estrategias personales que permitan al alumno enfrentarse ante varias

situaciones problemdticas relacionadas con la vida cotidiana.”

Ademas, la resoluciéon de problemas se centra aqui en el afrontamiento de
situaciones problematicas relacionadas con la vida cotidiana, alejdndose en
cierto sentido de la resolucién de problemas como medio de construccién de
conocimientos, para dirigirse hacia la solucién de problemas como actividad

auténoma de utilizacién de conocimientos previamente aprendidos.
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Entre los objetivos especificos de las matematicas en la ESO, en las

ensefianzas minimas (2000), encontramos uno primero muy general:

“Utilizar las formas de pensamiento logico en los distintos ambitos de la

actividad humana.”

De lo que se deduce, en coincidencia con la introduccién de las matematicas
en la etapa, que el primer objetivo del estudio de las matematicas es el
desarrollo genérico del pensamiento l6gico. Este objetivo se sittia mas alla de

la disciplina, al nivel de la Sociedad.

De los demas objetivos, tres se refieren a la aplicacién de conocimientos a
problemas de la vida diaria. Dos de ellos se sittan al nivel del drea: aplicacion a
la vida diaria de los conocimientos geométricos y de los métodos y
procedimientos estadisticos y probabilisticos. El tercero, mas general, se

mantiene al nivel disciplinar:

“Aplicar con soltura y adecuadamente las herramientas matemdticas adquiridas a

situaciones de la vida diaria.”

Parece detectarse por tanto una redundancia, a no ser que se considere que
los conocimientos geométricos y los procedimientos estadisticos vy
probabilisticos no son herramientas matematicas. Pero lo interesante es notar
que el tnico objetivo relativo explicitamente a la resolucién de problemas se

mantiene en el nivel disciplinar:

“Resolver problemas matemadticos utilizando diferentes estrategias, procedimientos

y recursos, desde la intuicion hasta los algoritmos.”

El curriculo desarrollado posteriormente (Real Decreto 937/2001) afiade otro

objetivo a los anteriores:

“Desarrollar técnicas y métodos relacionados con los hdbitos de trabajo, la

curiosidad y el interés para investigar y resolver problemas, la responsabilidad y
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colaboracion en el trabajo en equipo y la flexibilidad suficiente para cambiar de

punto de vista en la biisqueda de soluciones.”

Esta evolucién posterior separa todavia maés la resoluciéon de problemas del
resto de conocimientos matematicos. Veremos que, curiosamente, en los
altimos estdndares americanos que analizaremos posteriormente, se percibe
una tendencia andloga a concentrar todo el bloque relativo a la resolucion de
problemas en un ambito aparte, aunque asigndndole un estatuto distinto al de

las demés &reas o bloques de contenido.

5.3.1.3. El nivel de las areas y sectores

Seguiremos profundizando en el papel que se asigna a la resoluciéon de
problemas en el curriculo analizando cudles son los contenidos y los criterios
de evaluacién que son propuestos por la legislaciéon educativa. Segun la
terminologia curricular, lo que nosotros designamos como disciplina
(matematicas, lengua, ciencias, etc.) aparecen como “&reas de conocimiento”,
mientras que las areas y sectores que constituye el nivel inmediatamente
inferior al de las disciplinas vienen recogidas en el curriculum mediante la

expresion de “bloques de contenido”.

En las ensefianzas minimas, los contenidos especificados para cada uno de los
cuatro cursos que componen la ESO son divididos en cuatro bloques:
Aritmética y dlgebra, Geometria, Funciones y grificas?® y Estadistica y
probabilidad®. En el caso del bloque de Funciones y grificas, se presenta, como
contenido ultimo, la “Interpretaciéon y lectura de gréaficas en problemas
relacionados con la vida cotidiana”. En el resto de los bloques no aparecen

ningun contenido que explicitamente refiera a la resolucién de problemas.

2 En el primer curso de ESO se denomina “Tablas y graficas”.

30 En primer curso este bloque no esta incluido.
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En el curriculum los contenidos estdin madas especificados que en las
ensefianzas minimas. Pero, antes de introducirnos en el estudio de los
contenidos propuestos para cada curso, queremos destacar otra cuestion
llamativa: en el curriculo de matematicas de la ESO, en el que se diferencian
dos itinerarios (Matematicas A y Matematicas B), se indica explicitamente en
los diferentes desarrollos curriculares que “Los contenidos de las
Matematicas de tercer y cuarto curso, opciéon A, se orientan hacia un
desarrollo mas practico y operacional de los conocimientos bésicos de la
asignatura. De esta manera, se ofrece a los alumnos que cursen esta opcion, la
posibilidad de resolver problemas relativos, tanto a la actividad cotidiana
como a otros dmbitos del conocimiento”. En primer lugar llama la atencion
que, siendo la resolucién de problemas el eje propuesto como parte
indisoluble de la actividad matematica y su aprendizaje, se destaque
especificamente en la opciéon A, como diferencia con la opcién B, el hecho de
se trabajen problemas. En segundo lugar, un analisis de los contenidos nos
muestra que no tienen lugar diferencias en su desarrollo, entre las opciones A
y B, en relaciéon con la consideraciéon de la resoluciéon de problemas. Este
segundo aspecto hace posible un analisis conjunto de los contenidos para el

tercer y cuarto curso aunque existan dos itinerarios diferentes.

Situdndonos ya en el nivel de las &reas, constatamos que la resoluciéon de
problemas es considerada como un contenido especifico general para algunos
de los bloques (por ejemplo, para Geometria en algunos cursos), mientras que
para otros sélo se especifica la “aplicacion a la vida cotidiana” en algunos de
los sectores propuestos dentro del area. En el bloque de Probabilidad no se
hace ninguna referencia en los contenidos ni a la resolucién de problemas ni a
la aplicacion a la vida cotidiana. Para entender mejor la situacion,
explicitaremos a continuacién de qué modo, para cada curso y bloque,
aparecen referencias a la “aplicacién a la vida diaria” o a la “resolucién de

problemas”.
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En el primer curso, dentro del bloque de Aritmética y dlgebra, se explicita como
contenido “Numeros naturales. El sistema de numeracién decimal.
Interpretaciéon de coédigos numéricos presentes en la vida cotidiana” vy,
“Magnitudes directamente proporcionales. Porcentajes. Aplicaciones a la
resolucién de problemas”; en el bloque de Geometria (dedicado a las figuras
planas), como contenido final se indica “Resolucién de problemas
geométricos que precisen de la representacion, el reconocimiento y el calculo
de las medidas de las figuras planas”; y en el de Tablas y grificas,
“Interpretaciéon y lectura de gréficas relacionadas con los fenémenos

naturales, la vida cotidiana y el mundo de la informacion”.

En el segundo curso, para el bloque de Aritmética y dlgebra: “Porcentajes:
célculo de aumentos y disminuciones porcentuales. Aplicacién a la resolucion
de problemas” y “Ecuaciones de primer grado. Resolucién de la ecuacién de
primer grado con una incégnita y coeficientes enteros. Utilizaciéon de las
ecuaciones de primer grado en la resolucion de problemas”; en el de
Geometria: “Resoluciéon de problemas geométricos que precisen de la
representacion, el reconocimiento y el calculo de las medidas de los cuerpos
elementales o de configuraciones geométricas formadas por tridngulos,
paralelogramos u ortoedros”; Funciones y grificas: “Interpretacién y lectura de
graficas relacionadas con los fenémenos naturales, la vida cotidiana y el
mundo de la informacién”; Estadistica: “ Aplicaciones de la estadistica en la

vida cotidiana. Aplicaciones de la estadistica en la ciencia”.

En el tercer curso, para Aritmética y dlgebra: “Interés simple. Aplicacién a la
resolucién de problemas précticos de la vida cotidiana” y “utilizacion de las
ecuaciones de primer grado y de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas en la resolucion de problemas relacionados con los fenémenos
naturales, la vida cotidiana y el mundo de la informacion”; Geometria: no
aparece ninguna referencia a la solucién de problemas; Funciones y grificas:

“Interpretacion y lectura de gréficas de problemas relacionados con los
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fenémenos naturales, de la vida cotidiana y el mundo de la informacién”;

Estadistica y probabilidad: no se hace referencia a la resolucién de problemas.

En el cuarto curso, tanto para la opcién A como para la B, en Aritmética y

dalgebra:

“Revision de la proporcionalidad numérica y aplicacion a la resoluciéon de
problemas practicos de la vida cotidiana” y “Utilizacién de las ecuaciones y
de los sistemas de ecuaciones en la resolucién de problemas”; Geometria: no
aparece resolucion de problemas; Funciones y grificas: “Interpretacion y
lectura de graficas relacionadas con los fendémenos naturales, la vida
cotidiana y el mundo de la informacién”; Estadistica y probabilidad: no se hace

referencia a resolucion de problemas.

Respecto a los criterios de evaluacion, curiosamente, se observan las tres
tendencias que se vislumbraron en los contenidos: los criterios relativos al
bloque de Aritmética y Funciones y grdficas indican que se deben aplicar en
actividades relacionadas con la vida diaria; mientras que en los bloques de Algebra
y Geometria lo que se especifica es su uso en la resolucion de problemas o, en
todo caso, en problemas de contexto real; y en el bloque de Estadistica y

probabilidad no se especifica nada en estos sentidos.

Podemos afirmar en conclusién que es en los criterios de evaluacion, que son
comunes a los distintos bloques, donde vuelve a tomar un papel fundamental
la resoluciéon de problemas, reforzando asi el cardcter ya mencionado de
actividad auténoma de utilizaciéon de contenidos previamente aprendidos.
Ademas, parece detectarse una distribucién no uniforme de los criterios,
dando la sensacién de que, para algunos de los bloques ~Geometria y Algebra-,
lo adecuado es que sepan resolver problemas, mientras que, para otros -
Aritmética y Funciones y grificas-, lo importante es saber aplicarlos a la vida

diaria. El caso de la Probabilidad queda nuevamente sin especificaciéon alguna.
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Lo que podemos considerar pues como un “fracaso” de la consideracién de la
resoluciéon de problemas como eje integrador del curriculo de matematicas,
queda patente en el andlisis de algunos curriculos, donde la resoluciéon de
problemas acaba apareciendo como uno de los bloques de contenidos de las
matematicas, junto con los cuatro tradicionales que se estipulaban en las
ensefianzas minimas. El siguiente parrafo, tomado del curriculo actual de
matemadticas en la Comunidad de Madrid (2002), muestra claramente la
contradiccién a la que conduce la pretension de que la resoluciéon de
problemas cumpla un papel integrador en la ensefianza de las matematicas
cuando no se permite que dicho criterio modifique los niveles inferiores de

determinacién:

“La resolucion de problemas debe contemplarse como una prictica
habitual, que no puede tratarse de forma aislada, sino integrada en
todas y cada una de las facetas que conforman el proceso de ensefianza y
aprendizaje. También debe considerarse como un recurso metodoldogico,
transversal a todos los contenidos, consistente en ejemplificar mediante

una actividad concreta algiin contenido especifico.”

Este es el objetivo general, que parece debiera incorporar la resolucién de
problemas en todas las cuestiones, temas, sectores y areas de la disciplina
matematica. Pero, y ahi surge la contradiccion, ésta es la manera concreta

como el curriculum sugiere llevarla a cabo:

“Por ello, parece aconsejable la inclusion en cada curso de un bloque
especifico de resolucion de problemas como contenido de ensefianza, donde
el profesor deberd iniciar a los alumnos en técnicas de resolucion de
problemas, asi como estrategias de pensamiento asociadas a esta

resolucion.”

Lo que debiera constituir un cambio disciplinar, se ve asi confinado al papel
de un area mas de la matematica a ensefar. Se pueden vislumbrar entonces

dos posibles evoluciones: o bien dicha area se “rellena” de los ingredientes
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necesarios para poder aparecer en igualdad de condiciones respecto a los
demas bloques de contenidos (aritmética, algebra, geometria, funciones,
probabilidad), o bien acaba siendo tratada, en lo que se refiere a dedicacién
temporal e importancia evaluativa, al mismo nivel que los demads temas
matematicos del curso. En ambos casos, la consideracion de un bloque
especifico para la resoluciéon de problemas no hace mdas que agravar la
dificultad objetiva (pero que se acabard seguramente atribuyendo a los
alumnos, cuando no al profesor) de la problematizaciéon de las cuestiones
matematicas o extramatematicas que se van a estudiar, es decir la
contextualizaciéon de una cuestiéon inicial dentro de un tipo posible de
problemas relativo a un tema matematico, en un sector y area particular.
Separar la resoluciéon de problemas de los “contenidos” (areas, sectores o
temas) que se deben estudiar equivale practicamente a asumir la
imposibilidad de integrar en la ensefianza el trabajo de problematizacion
como motor, razén de ser y motivacion de la construccion del conocimiento

matematico.

5.3.2. La resolucion de problemas en los estandares americanos

La situacién que acabamos de describir respecto al tratamiento de la actividad
de resoluciéon de problemas en los actuales curriculos de la ensefanza
secundaria no es mas que el reflejo en nuestro pais de un movimiento mas
amplio cuyo maximo estandarte se sittia en los Estados Unidos de América.
En sus Principles and Standards for School Mathematics de 2000 se plantean diez
aspectos en los que la escuela debe capacitar a los alumnos, estando
agrupados cinco de ellos como “contenidos” y los otros cinco como
“procesos”. Los contenidos planteados son: niimeros y operaciones, dlgebra,
geometria, medida y andlisis de datos y probabilidad. La resolucion de problemas es
uno de los estdndares de procesos, junto con razonamiento y prueba,

comunicacion, conexiones y representaciones.
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Mientras que para los estindares de contenidos se explicitan objetivos
concretos para cada etapa educativa, en los estandares de procesos se
persiguen unos objetivos generales a lo largo de todos los cursos. El papel

asignado a la resolucién de problemas es fundamental:

“Solving problems is not only a goal of learning mathematics but also a
major means of doing so (...). Problem solving is an integral part of all
mathematics learning, and so it should not be an isolated part of the
mathematics program. Problem solving in mathematics should involve all
the five content areas described in these Standards.” (NCTM, 2000, p.
51)

Este planteamiento de la resolucion de problemas como eje integrador del
curriculo de matematicas se concreta, como se deduce de los objetivos en

torno a la resolucién de problemas, en la capacitacion de los estudiantes para:

¢ construir conocimiento matematico nuevo a través de la resoluciéon de

problemas,
* resolver problemas que surgen en matematicas y en otros contextos,
* aplicar y adaptar una variedad de estrategias apropiadas para resolver

problemas,

* guiar y reflexionar sobre el proceso de resolucién de problemas

matematicos.

Estos objetivos estan interrelacionados de una forma muy especifica, donde la
reflexion sobre los procesos de resolucion de los problemas cobra un papel

fundamental.

“In order to find a solution, students must draw on their knowledge, and
through this process, they will often develop new mathematical

understanding (...).
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Students should have frequent opportunities to formulate, grapple with,
and solve complex problems that require a significant amount of effort
and should then be encouraged to reflect on their thinking” (NCTM,
2000, p. 51).

“Through gquided reflection, students can focus on the mathematics
involved in solving a problem, thus solidifying their understanding of the
concepts involved. They can learn how to generalize and extent problems,
leading to an understanding of some of the structure underlying

mathematics” (Op. Cit., p. 260).

Y donde los habitos positivos para el afrontamiento de problemas novedosos

es una consecuencia del modo de trabajo habitual:

“By learning problem solving in mathematics, students should acquire
ways of thinking, habits of persistence and curiosity and confidence in
unfamiliar situations that will serve then well outside the mathematics

classroom.” (Op. Cit., p. 51).

“These experiences should engender in students important problem-
solving disposition and orientation towards problem finding and problem
posing; and interest in, and capacity for, explaining and generalizing;
and a propensity for reflecting on their work and monitoring their

solutions” (Op. Cit., p. 258)

El primer objetivo mencionado -construir conocimiento matematico nuevo a
través de la resoluciéon de problemas- se refiere a la necesidad de partir de
situaciones de la vida cotidiana como motor de los aprendizajes y como

contexto para la practica de habilidades.

“Problem solving is central to inquiry and application and should be
interwoven throughout the mathematics curriculum to provide a context

for learning and applying mathematical ideas.” (Op. Cit., p. 256)
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En este tipo de problemas deben aparecer datos implicitos que deben deducir
de su vida cotidiana, informacién innecesaria o insuficiente, y se plantea

como objetivo genérico el desarrollo de habilidades de orden superior.

“Teachers can help build student’s problem analysis skills by including
tasks that have extraneous information or insufficient information. And
they can challenge students with problems that have more than one

answer.” (Ibid., p. 258)

Para explicar este hecho, se toman dos ejemplos que deberian ilustrar la
concrecion de este objetivo general a las distintas 4reas o “contenidos”
considerados, cuya concreciéon en “temas” o “cuestiones” se designa en este
apartado en términos de “ideas” matemaéticas que deben surgir en el aula.

Uno de los ejemplos es el siguiente:

“I have pennies, dimes and nickels in my pocket. If I take three coins out
of my pocket, how much money I have taken?” (NCTM 1989, p. 24 y
NCMT 2000, p. 51).

Y se explica que:

“Working of this problem offers good practice in additional skills. But the
important mathematical goal of this problem- helping students to think
systematically about possibilities and to organize and record their
thinking- need not wait until students can add fluency.” (NCTM 2000,
p. 52).

El otro ejemplo propuesto es:

“On centimetre graph paper outline all the shapes that have an area of 14
square cm and a perimeter of 24 cm. For each shape you draw, at least one
side of each square must share a side with another square” (Op. Cit., p.

260).

Con él se pretende que los alumnos asuman inicialmente que las figuras a las

que se refiere son rectangulos y entonces pueden descubrir que el problema
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no tiene solucién. Una vez que comprenden que son posibles otras formas
que no son rectdngulos, podran enfocar el problema experimentando con

unas cuantas formas, utilizando papel gréfico o 14 cuadrados recortables.

“In this problem, students draw on their knowledge of various geometric
ideas, such as area, perimeter and congruence and transformations that
preserve area and perimeter. Moreover, they engage in a process that is
applicable to a wide variety of problems: gradually understanding a
problem more deeply and then working systematically to determine all

possible solutions” (Op. Cit., p. 260).

El papel fundamental del profesor estd provocado por el hecho de que
muchos problemas pueden ser interesantes y divertidos pero no llevar al
desarrollo de las ideas matematicas importantes para el aula en un momento

concreto:

“The teacher’s role in choosing worthwhile problems and mathematical
task is crucial. By analysing and adapting a problem, anticipating the
mathematical ideas that can be brought out by working on the problem,
and anticipating student’s questions, teachers can decide if particular
problems will help to further their mathematical goals for the class” (Op.
Cit, p. 51).

El segundo objetivo -resolver problemas que surgen en matematicas y en
otros contextos- se centra en la importancia de fomentar habitos positivos de
exploracion sistematica y cuidadosa, persistencia, asuncién de riesgos y

fracasos y trabajo colaborativo.

El fomento de la aplicacion y adaptaciéon de una variedad de estrategias
apropiadas para resolver problemas se refiere a los heuristicos, basados en
Polya (1945), destacando entre ellas el uso de diagramas, buscar patrones,
enumerar todas las posibilidades, probar con valores o casos especiales,
trabajar hacia atras, ensayo y error, crear un problema equivalente, y crear un

problema mas simple.
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“As with any other component of the mathematical tool kit, strategies
must receive instructional attention if students are expected to learn

them.” (Op. Cit., p. 53).

“Learning about problem-solving help students become familiar with a
number of problem-solving heuristics, such as looking for patterns,
solving a simpler problem, making a table, and working backward. These
general strategies are useful when no know approach to a problem readily

apparent.” (Op. Cit., p. 260).

Lo interesante de este caso es que se plantea una secuencia temporal que
implica una progresion en el dominio de estas estrategias y que proporciona a

la resolucion de problemas mayor entidad como conocimiento a ensefiar:

“In the lower grades, teachers can help children express, categorise, and
compare their strategies (...) By the time students reach the middle
grades, should be skilled at recognising when wvarious strategies are
appropriate to use and should be capable of deciding when and how to use
them. By high school, students should have access to a wide range of
strategies, be able to decide which one to use, and be able to adapt and

invent strategies” (Op. Cit., p. 53).

La forma en que se propone lograr este dominio es la reflexiéon, concretdndose
en que el profesor sintetice, después de que los alumnos hayan compartido

coémo han resuelto un problema, qué estrategias han utilizado.

“Such discussion also suggest that no strategy is learned once and for all;
strategies are learned over time, are applied in particular contexts, and
become more refined, and flexible as they are used in increasingly

complex problem situations.” (Op. Cit., p. 53).

“Teachers should also give students frequent opportunities to explain
their problem-solving strategies and solutions and to seek general

methods that apply to problem settings.” (Op. Cit., p. 258)

“Teachers can help students become reflective problems solvers frequently

and openly discussing with them the critical aspects of the problem-
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solving process, such as understanding the problem and “looking back” to

reflect on the solution and the process.” (Op. Cit., p. 259)

El objetivo de guiar y reflexionar sobre el propio proceso de resolucién de
problemas matematicos es implantado a partir de los estudios de
caracterizacion de los buenos resolutores de problemas, donde se ha
detectado que estos se aseguran de comprender el problema, planifican
frecuentemente, periédicamente hacen balance de su progreso, si deciden que
no estan progresando paran y consideran alternativas y no vacilan en tomar
un enfoque completamente diferente, llegan a ser conscientes de lo que estan
haciendo y frecuentemente monitorizan su progreso, ajustando sus
estrategias a medida que encuentran y resuelven problemas (Bransford,

Brown y Rodney, 1999).

Se parte, en este planteamiento, de que, como afirman Garofalo y Lester
(1985) y Schoenfeld (1987a), los fracasos de los estudiantes son debidos a
menudo no a la carencia de conocimiento matematico, sino a lo inefectivo de
lo que saben. Se concreta también este propésito en el desarrollo de “hébitos

de reflexiéon” adecuados en los alumnos.

“Teachers play an important role in helping to enable the development of
these reflective habits of mind by asking questions such as “Before we go
on, are we sure we understanding this?”, “What are out options?”, “Do
we have a plan?”, “Are we making progress or should we reconsider what
we are doing?”, “Why do we think this is true?” (..) As teachers
maintain an environment in which the development of understanding is
consistently monitored through reflection, students are more likely to
learn to take responsibility for reflecting on their work and make the
adjustments necessary when solving problems.” (NCTM 2000, pp. 53-
54).

Pretendiendo, como objetivo final de la resolucién de problemas, que los

alumnos transfieran lo que aprenden:
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“To meet challenges in work, school, and life, students will have to adapt
and extend whatever mathematics they know. Doing so effectively lies at

the heart of problem solving.” (Ibid., p. 334).

Tenemos aqui el desarrollo explicativo detallado de la posiciéon que se asigna
a la resolucién de problemas en la ensefianza general de las matematicas. Un
objetivo que se formula a nivel disciplinar, cuyos aspectos deberian
impregnar las distintas dreas de conocimiento consideradas (aunque no
aparezca de manera detallada la articulaciéon entre ambos tipos de
“contenidos”) y que sélo se ilustra a un nivel muy puntual mediante la
consideracién de resolucion de cuestiones o problemas aislados. La tnica
referencia a los niveles intermedios de la matemética a ensefiar es la
preocupaciéon mencionada por que no se desvincule la resolucion de
problemas de las “ideas” matematicas consideradas como importantes en el

proceso de ensefianza.

La aparente incompatibilidad, que ya aparecia en el curriculum espafiol, entre
los bloques de contenido y la resolucién de problemas surge nuevamente
aqui. En efecto, se ve necesario completar la dindmica de la actividad de
resoluciéon de problemas con otro tipo de “proceso” designado mediante el
término “conexiones” que devolvera a los conceptos o “ideas” matematicas
su papel protagonista en la organizacion curricular y, por consiguiente, en la
construccion del conocimiento matematico en el proceso de ensefianza-

aprendizaje.

Este estindar de “Conexiones” se plantea, concretamente, capacitar a los
alumnos para:
* reconocer y utilizar conexiones entre ideas matematicas,

* comprender como estan interconectadas las ideas matematicas y relacionar

unas con otras para producir un todo coherente,
* reconocer y aplicar matematicas en contextos fuera de las matematicas
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Se pretende que los alumnos alcancen una comprensiéon més profunda y

duradera que favorezca la utilidad de las matemaéticas.

“When students can connect mathematical ideas, their understanding is
deeper and more lasting. [...] Through instruction that emphasizes the
interrelatedness of mathematical ideas, students not only learn
mathematics, they also learn about the utility of mathematics” (NCTM
2000, p. 63).

Esta pretension hace necesaria una mayor conexion entre las matemaéticas,

tanto dentro de un mismo curso como entre los diferentes cursos.

“Seeing mathematics as a whole highlights the need for studying and
thinking about the connections within the discipline as reflected both
within the curriculum of a particular grade and between grade levels.”

(Ibid.)

Destacandose la responsabilidad del alumno en el desarrollo de estas

conexiones:

“This approach requires students to be responsible for what they have
learned and for using that knowledge to understand and make sense of

new ideas” (Ibid.)

Y en el profesor la del fomento de una disposicion de basqueda de

conexiones en los alumnos:

“This disposition [disposition to use connections in solving mathematical
problems] can be fostered through the quiding questions that teachers ask,
for instance, “How is our work today with similar triangles related to the

discussion we had last week about scale drawings? (...).

By emphasizing mathematical connections, teachers can help students
build a disposition to use connections in solving mathematical problems,

rather as a set of disconnected, isolated concepts and skills.” (Ibid.)
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“By prompting from their teacher, students routinely ask themselves,
"How is this problem like what I have done before? How is it different?’.”
(Op. Cit., p. 275).

Se considera que hay “ideas” especialmente buenas para hacer conexiones
matematicas y pone como ejemplo la tarea de medir el didmetro y la longitud
de la circunferencia, que puede ser estudiada tomando una gran variedad de
objetos circulares y midiendo sus circunferencias y didmetros, trabajo que
involucra varios contenidos curriculares, como son la medida, el analisis de
datos, la geometria, el dlgebra y el namero. Curiosamente, esta actividad no
se plantea aqui en términos de resolucion de problemas, sino de

consideraciéon de “ideas” con gran poder de conexion.

Siguiendo el mismo principio, se defiende que el curriculo debe ser coherente
y estar bien articulado entre diferentes cursos, centrandose en torno a “ideas

fundamentales” formando un todo integrado:

“The interconnections [between standards, such as algebra and geometry]
should be displayed prominently in the curriculum and in instructional
material and lessons. A coherent curriculum effectively organises and
integrates important mathematical ideas so that students can see how the
ideas build on, or connect with, other ideas, thus enabling them to develop

new understandings and skills (...)

Curricular coherence is also important at the classroom level (...) In
planning individual lessons, teachers should strive to organize the
mathematics so that fundamental ideas form an integrated whole.” (Op.

Cit.,, p. 14).

“Learning mathematics involves accumulating ideas and building
successively deeper and more refined understanding. A  school
mathematics curriculum should provide a road map that helps teachers
guide students to increasing levels of sophistication and depths of

knowledge” (Op. Cit., p. 15).
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Todo este desarrollo esta dirigido a “aprender matematicas con
comprension”, que se refiere a lograr una comprension conceptual (ademas
de conocimiento factual y facilidad procedimental) y que implica adquirir un
conocimiento que pueda adaptarse a las diferentes condiciones en que puede

aplicarse; frente a la memorizacioén sin comprension:

“Being proficient in a complex domain such as mathematics entails the
ability to use knowledge flexibly, applying what is learned in one setting
appropriately in another (...). The alliance of factual knowledge,
procedural proficiency, and conceptual understanding makes all three
components usable in powerful ways. Students who memorise facts of
procedures without understanding often are not sure when or how to use

what they know, and such learning is often quite fragile (...)

Well-connected, conceptually grounded ideas are more readily accessed

for use in new situations (Skemp 1976).” (NCTM, 2000, p. 19).

La razén fundamental para este objetivo es la exigencia social de una

flexibilidad en el razonamiento:

“The requirements for the workplace and for civic participation in the
contemporary world include flexibility in reasoning about and using
quantitative information. Conceptual understanding is an essential
component of the knowledge needed to deal with novel problems and
settings. Moreover, as judgments change about the facts or procedures
that are essential in an increasingly technological world, conceptual
understanding becomes even more important (...). Change is a
ubiquitous feature of contemporary life, so learning with understanding
is essential to enable students to use what they learn to solve the new
kinds of problems they will inevitably face in the future.” (NCTM, 2000,
pp. 19-20).

En conclusién, lo primero que, a nuestro parecer, ilustran los estandares
americanos es el salto que se produce entre los propoésitos curriculares a nivel

de la disciplina hacia los niveles puntuales de contenido. Los problemas
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aparecen siempre como cuestiones aisladas por resolver, pero no como el hilo
conductor y constructor del conocimiento matematico. Entre este nivel
puntual y el nivel de las 4reas o “contenidos”, sélo quedan las “ideas” a las
que se atribuye un poder articulador. Para acabar de abundar en esta
separacion, se introduce un nuevo estandar, denominado conexiones como
un complemento indispensable a la solucién de problemas -como ilustra esta

ultima cita:

“With the experience proposed here in making connections and solving
problems from a wide range of contexts, students will learn to adapt

flexibly to the changing need of the workplace.” (NCTM, 2000, p. 288).

La segunda gran caracteristica de la propuesta curricular que acabamos de
examinar es, sin duda, que se fundamenta en un modelo epistemolégico-
didactico de la actividad matemaético poco desarrollado, con unas directrices
“fuertes” que se concretan en principios generales incuestionables (papel
central de la resolucién de problemas, importancia de la conexién entre
contenidos, de la “racionalizacién” y justificacion de la actividad, etc.) pero
que no acaban de materializarse en propuestas constructivas que permitan ir

mas alld de la presentacion de casos ejemplares y relativamente aislados.

Hemos visto, con el ejemplo de la reforma de las mateméaticas modernas, que
un modelo epistemolégico méas elaborado -aunque de origen externo a la
problematica didé4ctica- no es garantia de eficacia, sobre todo cuando se
ignoran las restricciones matematicas y didacticas que impone el sistema de
enseflanza en todos los niveles de determinacién. Pero su sustituciéon por
principios demasiados generales y con poco poder organizador puede acabar
provocando un efecto perverso en el sistema, al encomendar a los profesores
y alumnos unos objetivos tan imposibles de cuestionar como dificiles de
concretar en los niveles intermedios de determinacion. Y no creemos que este
problema se resuelva mediante la opcion de convertir estos principios

generales en bloques de contenidos, dando lugar a “temas” o “sectores”
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enteros dedicados a la “resoluciéon de problemas” (como hemos visto en el
caso de la Comunidad de Madrid) o, siguiendo la misma légica, a la

“conexion de contenidos” o a la “demostracion”.

5.4. CONCLUSIONES

Hemos analizado en este estudio cémo se considera la resolucién de
problemas en el actual sistema de ensefianza de las matematicas, qué papel se
le otorga en cuanto a objetivo educativo y en qué niveles de especificacion

aparece formulado.

Los resultados apoyan las hipotesis de partida. Paradéjicamente, la atribucion
asignada a la resolucién de problemas como actividad estructuradora del
curriculum se convierte, debido a la ausencia de un cuestionamiento de los
niveles superiores al tema, en un tema mas, por la imposibilidad de
transponerlo, sin salir del nivel tematico, en el contenido comun y

dinamizador de todo el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Los mismos saltos que se detectan en los documentos curriculares se
observan también en la investigacién relativa a la resolucion de problemas.
Encontramos, por un lado, investigaciones preocupadas por ensefar a
resolver problemas en cuanto a proceso basico e independiente del contenido
y, por otro, planteamientos situados en el puntual o a lo sumo temaético

dentro del &rea disciplinar.

Del mismo modo que la restriccién del &mbito de actuacién de los profesores
de matematicas al nivel temético impide el desarrollo en el aula de las
necesarias conexiones para incorporar los aspectos metacognitivos -
necesarios para lograr una transferencia del aprendizaje, esto es, resolver

problemas- en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas; la
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restriccion del ambito de investigacion al nivel también de los temas hace

dificil plantear una propuesta adecuada.

La formulacion de la resolucion de problemas como objetivo general (a nivel
de la sociedad, la escuela o las matematicas), como promueven las propuestas
curriculares, no puede concretarse en los niveles inferiores de determinacion
(areas, sectores o temas concretos) sin pasar por tratarse de problemas mas
especificos en detrimento de su cardcter mas genérico. La ausencia de
transposicion de la resoluciéon de problemas de matematicas a los niveles
intermedios lleva a que su “transposicion” directa al nivel puntual sea

deficiente.

Encontramos que la ausencia de un modelo de la actividad matematica que
incorpore la resolucién de problemas y con ello los aspectos metacognitivos,
de manera integrada en el proceso de ensehanza-aprendizaje, hace dificil el
desarrollo transpositivo necesario para llevar a la practica este objetivo
educativo. De este modo, la imposibilidad de incorporar la resolucién de
problemas en los niveles superiores de la disciplina hace que tampoco se
logre en los niveles més concretos y ello deriva en el aislamiento de la

resolucién de problemas como un aspecto separado de los demas.

Esto explicaria el hecho de que el mandato curricular de “ensenar a resolver
problemas” como objetivo fundamental y eje integrador de las matematicas,
se concrete, en tltimo extremo, en la aparicion de un “bloque alternativo”, ya
sea al lado de las demas areas (ejemplo de la Comunidad de Madrid), ya sea
como un nuevo tipo de bloque, “bloque de proceso” en oposicién a “bloque
de contenido” (ejemplo de los estdndares estadounidenses). En este tltimo
caso, la necesidad de incorporar una dinamica perdida debido a la ausencia
de un desarrollo explicito de la completitud creciente de las praxeologias a
desarrollar requiere la incorporacién de un nuevo proceso, las “conexiones”,

como instrumento de articulacién curricular.
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En estas circunstancias, no es extrafio que las propuestas de instruccion se
concreten basicamente en el entrenamiento en la aplicacion genérica de las
fases y heuristicos planteados por Pélya, que, en la préctica del aula de
matemdticas no pueden dejar de concretarse en las caracteristicas del
problema con que se trabaja y, por la imposibilidad de desarrollar la
resolucién de problemas a niveles disciplinares superiores, el papel real de la
resolucién de problemas se ve reducido a dedicar en el aula un espacio cada
cierto tiempo a “resolver problemas”, puntuales y aislados, reproduciéndose

asi el fendmeno observado en el curriculum.

Parece por tanto que la ausencia de las necesarias transposiciones
“descendentes” de los saberes para incorporar la resoluciéon de problemas
como objetivo curricular estd provocando restricciones para su puesta en

préctica en el aula.

En el siguiente capitulo presentaremos una experiencia de aplicaciéon de una
propuesta de instruccion que pretende huir de estas restricciones curriculares.
Veremos, ademas, que la verdadera actividad de resolucion de problemas
que se plantea promueve una razén de ser a los aspectos metacognitivos que
se convierten asi en un aspecto inseparable del proceso de ensehanza-

aprendizaje.
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CAPITULO VI. Los RECORRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACION

COMO PROPUESTA DE INSTRUCCION
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La transposicién de la resolucion de problemas, y con ello la metacognicién,
en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas implica, como ya
hemos adelantado, un modelo de la actividad matematica que lo integre de
manera coherente en todos los niveles. La TAD, como hemos expuesto en el
Capitulo IV, permite llevar a cabo esta integraciéon con la construccién en el
aula de procesos de ensefianza-aprendizaje que implican la construccién de
praxeologias mas alld de puntuales. Pero ;cémo podemos lograr desarrollar

este tipo de procesos de ensefianza-aprendizaje?

La propuesta se concreta en los denominados Recorridos de Estudio e
Investigacion (REI), que caracterizaremos en breve, pero de los que ahora
destacaremos que parten de una concepcion de la actividad matematica como
actividad humana y con ello permiten que afloren en la actividad del aula
aspectos metacognitivos que en las practicas instruccionales habituales
quedan ocultos a los ojos de los alumnos y por tanto excluidos del proceso de

ensefianza-aprendizaje que éstos vivencian.

En este capitulo mostraremos la puesta en practica de un REI y analizaremos
los dispositivos implicados en su funcionamiento como proceso de
ensefianza-aprendizaje, asi como los resultados que se han obtenido respecto

a su eficacia.
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6.1. CARACTERIZACION DE UN RECORRIDO DE ESTUDIO E

INVESTIGACION

Los REI surgen a partir del estudio de cuestiones problematicas cuya
resoluciéon requiere la construccion de una sucesién de praxeologias -
conjunto de conocimientos tedricos y practicos asociados- articuladas entre
si. De este modo, en los REI, la cuestion generatriz aparecerd como una
posible manera de hacer vivir la actividad de resolucién de problemas en el
aula y con ello lograr la integracion del conocimiento metacognitivo en el

proceso de ensefianza-aprendizaje.

La referencia a las razones de ser, que ya hemos citado anteriormente en este
trabajo, tiene lugar en un intento por luchar contra una vision
“monumentalista” de las obras, de los conocimientos, que son “mostrados” al
alumno, como si se tratara de una exposicion de cosas “que estan ahi”. Se
defiende, por el contrario, la necesidad de mostrar a los alumnos en el
proceso de ensefianza-aprendizaje las causas que llevan a que sea importante
estudiar algo, aprenderlo, dominarlo. De lo contrario, como ya explicamos

anteriormente, esos aprendizajes estdn condenados a “morir”.

“Las cuestiones (Q deben ser tomadas “en serio”, no como meras
oportunidades, pronto olvidadas, para hacer que aparezca el estudio de
algunos monumentos matemdticos predeterminados, como un ilusionista hace

aparecer un conejo de una chistera” (Chevallard, 2005, p. 7).

Precisamente, a pesar de que “estudio” es utilizado como un término
comprensivo, incluyendo investigacion, se utiliza la denominacion “de
estudio e investigacion” para diferenciarlo de la practica escolar habitual,
donde estudio consiste en “hallar cosas (...) que se convierten en monumentos

que uno visitara sin intentar siquiera descubrir por qué estan ahi” (Ibid.).
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“Hablamos de los REI para transmitir la idea de que tal recorrido es
disefiado para permitir a los estudiantes investigar, esto es, descubrir cosas”

(Ibid.)

Los REI surgen a partir del concepto de Actividades de Estudio e
Investigacion (AEI), que se caracterizan porque parten de una cuestion
generatriz que permite hacer emergen un tipo de problemas y una técnica de
resoluciéon de dichos problemas, asi como una tecnologia apropiada para
justificar y comprender mejor la actividad matematica que se ha llevado a
cabo (Chevallard, 1999). Asi, esta cuestion generatriz se convierte en la razén

de ser de las praxeologias que son construidas en su proceso de estudio.

Pero los REI van maés all4, superando el nivel local de las AEI y llegando
incluso a niveles superiores al disciplinar. Podemos observar las tltimas

descripciones de los REI en Chevallard (2004 y 2005).

Un REI esta determinado esencialmente por la voluntad de dar respuesta a
alguna cuestion generatriz, y también por las limitaciones de las personas que
se enfrenan a su resolucién y los medios con que lo hacen. Encontramos que
un REI no estd predeterminado, siendo mdas bien un plan guiado por el

contexto en la necesidad de responder a la cuestiéon, de modo que:

“La carencia relativa de determinacion inherente a la nocién de REI hace
girar el proceso de estudio e investigacion que la cuestion Q genera -y no
solo su puesta en marcha- hacia lo que el proceso de estudio e investigacion
deberia ser: una aventura intelectual, humana e institucional que puede ser

desarrollada a lo largo de diferentes rutas” (Chevallard, 2005, p. 7)

Para continuar explicando la caracterizacion de los REI debemos pararnos un
momento para explicar algo que Chevallard define como “la dialéctica de los
media y de los medios” y que se refiere a la necesidad, en un régimen
epistemologico democrético —frente a un antiguo régimen donde el “maestro”

era considerado una fuente autoritaria por imposicion- de que los alumnos no
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tengan que asumir las afirmaciones del profesor sin ningtn cuestionamiento.
Con “media” se refiere a cualquier sistema social que pretende comunicar
algo a algun segmento de la poblacion o a un grupo de gente sobre el mundo
natural o social (tales como un libro, una conferencia, un texto...). Por
ejemplo, la leccion del profesor es el principal media para los alumnos. El
“medio” no es concebido en su acepcién sociolégica, sino con el sentido de
“medio-adidactico” dado por la Teoria de Situaciones Didéctica de Guy
Brousseau®!, es decir, cualquier sistema que carece de intenciones hacia la
cuestion que se plantea -es decir, desprovisto de intencién de ensefianza- y,
por tanto, se comporta como un fragmento de la naturaleza -un sistema que
no complace ni frustra tus esperanzas. Esta dialéctica deriva en otra, que esté
relacionada con la necesidad de lograr evitar, por parte de la escuela, una
copia sin fin de una respuesta inscrita en un texto (que recibimos o que otros
reciben) debido a las lecturas superficiales; para ello, a través de la “dialéctica
de la inscripcién y extraccion” se defiende la reconstruccion de la respuesta
inscrita, volviendo a dar vida a esa respuesta que el texto habra mas o menos
desvirtualizado. Esta formacién en la lectura “extractora” de los media es
fundamental si la Escuela no quiere condenarse a fabricar bandadas de

pequefios copistas.
En este contexto, Chevallard afirma:

“Para que un REI sea efectivo como un medio para conseguir que las
nuevas generaciones aborden una serie de cuestiones para ellos y
para la sociedad, una cuestién generatriz debe ser no sélo “crucial”
(y por tanto legitima), debe tener también suficiente “poder
generador” para engendrar muchas cuestiones abiertas para el

estudio y la investigacion”. (Ibid.)

Elegir las cuestiones generatrices y los principales recorridos de estudio,

explica este autor, es por lo tanto un paso crucial donde la politica entra en

31 Ver Brousseau (1986, 1997, 1998).
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juego porque es una cuestion politica a la vez que curricular que no pertenece

sOlo a investigadores y educadores, sino a también al resto de ciudadanos.

No es por tanto en este trabajo nuestro objetivo pretender responder a esta

cuestion, sino simplemente mostrar las posibilidades de aplicacién de esta

propuesta de instruccién y su eficacia en relacién con la incoporacién de la

resoluciéon de problemas y la metacognicion en el proceso de ensehanza-

aprendizaje.

6.2. OBJETIVOS DEL ESTUDIO

Los objetivos se pueden concretar en:

(a) Diseriar y llevar a cabo un Recorrido de Estudio e Investigacion en el que:
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Se propone al grupo de alumnos una cuestion problemaética inicial
“viva” para ellos y pertinente en algunos de sus ambitos de actuacion

(familiar, social, escolar, disciplinar, etc.).

No se fijan de antemano las cuestiones y etapas intermedias que
permitirdan dar una respuesta satisfactoria a la cuestion inicial.
También habra que ir precisando, durante el estudio, en qué consiste

esta respuesta y qué significa que sea satisfactoria.

Los alumnos tienen suficientes recursos para comenzar el estudio y

apropiarse de la cuestion inicial.

Las posibles respuestas a la cuestion inicial requieren la movilizacién
de conocimientos que, en el curriculum de secundaria, aparecen poco

articulados o conectados entre si.

La situaciéon debe permitir que los alumnos “se puedan proporcionar”

“buenos medios”, es decir, elementos que permitan una auto-
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evaluacion de las soluciones o respuestas intermedias propuestas y

que proporcionen materiales apropiados para su desarrollo.

- Se intenta dirigir el estudio del grupo de alumnos de tal modo que la
mayoria de decisiones del proceso recaigan sobre los alumnos y el

resto se pueda consensuar con ellos.

- El profesor o director del proceso vela por la aparicion de los
diferentes momentos del estudio y procura que se les atribuya

(especialmente en duracion y atencién) la importancia apropiada.
(b) Observar y evaluar el proceso realizado con especial atencion en:

(b.1) Incorporacion de la resolucion de problemas como eje generador de la

actividad matemdtica

- Estudiar las posibilidades de aplicacion de un REI, con especial
atencion a las restricciones de las que pretende huir, y las dificultades

que se detectan en dicho intento.

- La capacidad del REI propuesto para generar todo un proceso de
ensefianza-aprendizaje dirigido al estudio de su respuesta que exija la
combinaciéon de conocimientos que en Educacién Secundaria son
puntuales y que muestre la razén de ser de un conocimiento cuya
funcionalidad en los sistemas habituales es muy reducida, esto es, la

representacion grafica de funciones.
(b.2) Aspectos metacognitivos

(b.2.1) En relacion con la construccion de praxeologias mds alld del nivel puntual:

conocimiento metacognitivo

- Explorar la explicitacion de los diferentes niveles de conocimiento
metacognitivo en el ambito de la resolucion de problemas de

matemadticas, cuya razén de ser vendra provocada por la necesidad de:
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- desarrollar técnicas matemadticas para estudiar problemas
cercanos y relacionar y combinar técnicas conocidas para

elaborar técnicas mas complejas y potentes;

- delimitar distintos tipos de problemas como paso previo para
su conexion, distincién o articulacion, mediante la puesta en

evidencia de elementos tecnolégicos o técnicos comunes;

- reorganizar ingredientes tecnolégicos antiguos y elaborar
discursos nuevos para adaptarlos a los nuevos tipos de

problemas estudiados y a los nuevos desarrollos técnicos.

(b.2.2) En relacion con el nuevo reparto de responsabilidades: regulacion

metacognitiva

- En este caso nos centraremos en las restricciones provocadas por el
contrato didactico (Brousseau, 1984, 1990, 1998, 2000) que regula el
proceso de ensefianza-aprendizaje, que se materializaradn en el anélisis
de qué aspectos de los procesos de estudio que habitualmente se
sitdan bajo la responsabilidad del profesor pasan a ser asumidos como
responsabilidad también de los alumnos en los REI. Sera necesario

considerar dos tipos de restricciones:

o Las que dificultan al profesor compartir esa responsabilidad

con el alumno.

o Las que dificultan al alumno asumir la responsabilidad que

le viene asignada en la resolucién de la cuestion.

La superacion de algunas de estas las restricciones se prevé que permita
que afloren aspectos relativos a la regulacion metacognitiva tales como la
planificacién, regulaciéon y evaluacion del aprendizaje, que pasaran a
formar parte del proceso de estudio de la cuestiéon que llevan a cabo

profesor y alumnos.
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(b.3) Transferencia de los aprendizajes para resolver nuevos problemas

Analizar la eficacia de la propuesta de instrucciéon en la capacidad de

resoluciéon de problemas por parte de los alumnos participantes.

Dadas las limitaciones de la prueba final escrita se intenté ademas
estudiar qué aprendizajes consideraban que habfan desarrollado a través
del RE], ademas de los evaluados en la prueba escrita, que era dificil
aprender en el aula habitual de matematicas, asi como su opinién sobre

las causas que provocan la dificultad.
(b.4) Creencias y actitudes

Evaluaremos la influencia provocada por el tipo de ensefianza-
aprendizaje seguido en las actitudes de creencias de los alumnos en

relacién con las matemaéticas y la resoluciéon de problemas.

6.3. PROCEDIMIENTO

6.3.1. Disefio del REI: eleccion de la cuestion generatriz y directrices para la

guia en el estudio por parte del profesor

Si siguiéramos la terminologia propia de la Teoria de Situaciones
Didacticas (Brousseau, 1986, 1998 y 2000), diriamos que la cuestion generatriz
de un REI debe poder formularse inicialmente sin recurrir al “conocimiento”
(o a la praxeologia) que se quiere construir. En el caso de los REI, no hay
ninguna praxeologia dada de antemano hacia la que se debe dirigir el
estudio, es decir, que un REI se proponga construir. El objetivo de un REI es
estudiar una cuestion problematica, no utilizar la cuestién como excusa para
construir un conocimiento previamente determinado. Obviamente, la
respuesta a una cuestiéon problematica sera una respuesta en forma de una

praxeologia, pero ésta, sus componentes, “tamafio”, ecologia, etc., se irdn
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precisando a lo largo del proceso de estudio, sin antecederle. De ahi que
hablemos de la “apertura” del proceso de estudio en contraste con los
procesos didacticos habituales, mas cercanos a la aproximacion

“monumentalista” de las obras.

Volviendo otra vez a la terminologia de la TSD, también es necesario que
cuestion inicial sea suficientemente productiva en el sentido de que
proporcione un gran ntimero de “variables did4cticas”3? que contribuyan a la
generacion del proceso. Pero, en este caso, a diferencia de en la Teoria de
Situaciones Didacticas, no es necesariamente el profesor, sino la clase como
“comunidad de estudio” la que debe llevar a cabo la manipulacién (previa
deteccién) de estas variables did4cticas. Profundizaremos en este aspecto mas
adelante, ya que esta estrechamente relacionado con el objetivo (b), esto es, el
nuevo reparto de responsabilidades que promueven los REI en el proceso de

ensefianza-aprendizaje.

La cuestion elegida ha sido la comparacion de tarifas de teléfonos moviles. El
origen de esta cuestion se sitda en el curso de matemaéticas de 1° de Ciencias
Empresariales de la Facultad de Economia IQS impartido por Eduard
Barrabés y Marianna Bosch. Desde el curso 98/99 se viene trabajando la
cuestion de la comparacion de tarifas, aunque desde un punto de vista mas
tradicional: presentaciéon de un enunciado, datos realistas pero no reales,

secuenciacion predeterminada del proceso de resolucion, etc.

Se decidi6 utilizar esta cuestion pero dandole un caracter mas real y cercano a
los alumnos, enfocdndola al caso de las tarifas de moéviles y dejando a los

alumnos responsabilizarse durante todo el proceso de la respuesta a la

32 En la Teoria de las Situaciones Didacticas “Una variable didactica es un elemento de la
situacién que puede ser modificado por el maestro y que afecta a la jerarquia de las
estrategias de solucién (por su coste, su validez, su complejidad)” (Briand, y Chevallierd,
1995, p. 68).
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cuestion, siendo necesario ir precisando durante el estudio incluso en qué

consiste dar una respuesta y qué significa que sea satisfactoria.

Los conocimientos necesarios para comenzar el estudio y apropiarse de la
cuestion inicial son dominados por todos los alumnos que participan en las

experiencias.

La investigadora, que seréd la que llevara a cabo las experiencias como director
del estudio se plantea como objetivos especificos hacer que la responsabilidad
en la toma de decisiones durante todo el proceso sea asumida en la mayor
medida posible por todo el grupo clase como comunidad de estudio. También
velara por la aparicion de los diferentes momentos del estudio, procurando

que se les dedique la duracién y atencién apropiadas.

Analizaremos el cumplimiento de estos objetivos, asi como la capacidad de la
situacion para permitir que los alumnos “se puedan proporcionar” los medios
adecuados para permitir la auto-evaluaciéon del proceso y las respuestas

intermedias y posibiliten la continuacioén de su desarrollo.

6.3.2. Sobre la capacidad de los REI para incorporar la resolucién de

problemas como eje de la actividad matematica

6.3.2.1. Posibilidades de aplicacion de un REI

La aplicaciéon de un REI exige la ruptura con algunas de las “normas”
que son impuestas por niveles superiores al disciplinar y que precisamente

por esa razon se convierten en restricciones para su puesta en practica.

Una restricciéon fundamental, que ha sido mostrada en el Capitulo V, se
refiere a la organizacion de los aprendizajes escolares en disciplinas. A su vez, las

matematicas, estan organizadas en &reas, sectores y temas.
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Los REI, que no se muestran centrados en un tema, sector, area, ni siquiera
disciplina, encuentran dificultades para ser desarrollados dentro de un aula

normal de matemaéticas.

Otra restriccion importante deriva de que en esta propuesta de instruccién los
saberes s6lo son objeto de estudio en la medida en que responden a la

cuestion a la que se pretende dar respuesta. Se considera asi que:

“(...) un saber debe sacrificarse, incluyendo sus posibles usos posteriores, a
partir del momento en que ya no aparece como algo que permite responder a

ciertas cuestiones, a resolver ciertos problemas” (Chevallard, 2004, p. 7).

Las posibles implicaciones de este sistema de instruccion a lo largo de un
curso, una etapa o toda la escolaridad no son objeto de nuestro andlisis en
este trabajo, pero citaremos algunas ideas que proporciona Chevallard a este

respecto:

“Un REI viene generado por una cuestion con fuerte poder generador,
susceptible de imponer numerosas cuestiones derivdas y de conducir asi al
encuentro con gran niimero de saberes a ensefiar- y algunos otros, que

marcaran el limite provisional del terreno.

El conjunto de REI de un curso escolar deberia permitir idealmente “cubrir’
el programa sin lagunas, pero no sin cierto niimero de redundancias titiles a

los aprendizajes”. (Chevallard, 2004, pp. 7-8).

“Debido a su cardcter abierto, el cuestionamiento que genera un REI
“disciplinar” (en matemadticas, fisica, biologia, historia, etc.) sobrepasa en

general el marco estricto de la disciplina que se considera.

(...) Un REI en “matemdticas” es asi necesariamente, por su ausencia de
normalizacion epistemologica a priori, un asunto de matemdticas mixtas,
donde objetos mayoritariamente matemdticos se mezclan con objetos que

provienen de otros universos de la actividad humana” (Chevallard, 2004,

pp. 7-8).
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La propuesta que hace este autor va mas alla incluso del area disciplinar,
defendiendo la co-disciplinariedad natural en el abordaje de las cuestiones
frente a lo que considera, al hablar de los REI limitados a un area de

conocimiento concreta, un “monumentalismo enmascarado”.

Sin embargo, consciente de la situacién escolar actual, admite que los REI en
el marco de los estudios escolares debe situarse en relacion a cierto

“programa” que solo deberia desbordar excepcionalmente

En nuestro caso particular, donde sé6lo nos preocupamos por un REI y no por
el conjunto de ellos que podrian permitir organizar un curso escolar, una
etapa o toda la escolaridad, nos limitaremos a afirmar que en el sistema de
ensefianza-aprendizaje actual, debido a las restricciones curriculares, no tiene
cabida dirigir un proceso de estudio de este tipo en un aula de matematicas
en su discurrir habitual sin encontrar fuertes restricciones. Por estas razones,
debido a que la evaluacién de la posible eficacia de un REI implica que se
cumplan sus requisitos bésicos y en el sistema escolar habitual hemos
mostrado que existen restricciones que lo dificultan, las experiencias se

llevaron a cabo con caracter extraescolar.

Una dultima restriccion que pudimos prever, y por tanto evitar con
anticipacién, la constituyen la brevedad de las “clases” en Educacion
Secundaria, teniendo una duracién de 50-55 minutos. Por ejemplo Garcia
(2005), en su intento por implantar un REI pero en la dindmica normal de un
aula de matematicas, encontré que este aspecto constituia fuertes limitaciones
a su correcto desarrollo. Por esta razon, la duracion prevista inicialmente de

las sesiones fue de dos horas.
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6.3.2.2. Capacidad del REI para provocar la conexién entre conocimientos

Las posibles respuestas a la cuestion inicial requieren la movilizacion
de conocimientos que, en el curriculum de secundaria, aparecen poco
articulados o conectados entre si. Se prevé que un REI provoque, a través de
la incorporacion de la resolucién de problemas como eje generador de la
actividad matematica, la necesidad de relacionar conocimientos aislados

inicialmente unos de otros en la busqueda de una respuesta a la cuestion.

En el caso del REI planteado en este trabajo -la comparacion de tarifas de
telefonia moévil- analizaremos su capacidad para hacer vivir en el aula el
papel instrumental, el cardcter funcional, de las representaciones graficas que,
como mostramos en el estudio empirico del Capitulo II, es un conocimiento
“muerto” en los alumnos de Bachillerato. Esto serd derivado de la necesidad
de, para dar respuesta a la cuestion planteada, movilizar los siguientes

conocimientos matematicos:

(a) “Construccion” de la expresiéon algebraica de cada funcién-

tarifa (funciones lineales y lineales a trozos).

(b) Utilizacion de las graficas para realizar la comparacién de
tarifas dado que el “coste” de la comparaciéon algebraica
(sistema de inecuaciones) es muy alto cuando hay mas de dos

funciones o mas de dos casos (“trozos”) a considerar.

(c) Uso de las gréficas como “medio” para comprobar la validez de

las soluciones y presentar los resultados de forma sintética.

(d) Posibilidad de ampliar la cuestién inicial con la introduccién de

la funcién parte entera para el caso de tarifas “por pasos”.
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Para este objetivo el analisis consistira en mostrar si realmente el REI provoca
en los alumnos la vivencia de la utilidad funcional de las representaciones

gréficas y la necesidad de su aprendizaje.

Se podra mostrar también cémo la necesidad de responder a la cuestion
generatriz implicara la conexién no sélo entre conocimientos de diferentes
ténicas, temas o dreas de la matemaética, sino también la conexién de las

matematicas con otras disciplinas, como, por ejemplo, la informaética.

6.3.3. Sobre la explicitacion del conocimiento metacognitivo en el REI

Estudiaremos cémo, en los REI, la necesidad de conectar
conocimientos para la resoluciéon de la cuestion, exige la explicitacion del

conocimiento metacognitivo.

Analizaremos someramente qué tipo de conocimiento metacognitivo aparece
por la necesidad de elegir las técnicas més adecuadas, desarrollar técnicas
elaborando otras mas complejas, delimitar distintos tipos de problemas, y
reelaborar los ingredientes tecnolégicos antiguos para adaptarlos a los nuevos

tipos de problemas.

6.3.4. La incidencia del REI sobre la regulacién metacognitiva

Estudiaremos cudl es el nuevo reparto de responsabilidades en el
proceso de estudio que promueven los REI y qué restricciones se encuentran

en relacion con el contrato didactico habitual.

Nos interesa observar qué decisiones hay que tomar cuando se libera el
proceso de estudio de un gran ntmero de restricciones que impone la
instituciéon escolar y que, por naturalizacién, son transparentes para los

sujetos de la institucién -incluyendo al investigador, victima también de la
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“ilusion de transparencia” descrita por Bourdieu (Bourdieau y Passeron,

2003).

Queremos analizar hasta qué punto estas decisiones, a pesar de ser
decisiones “didécticas” (en el sentido clasico de que afectan a la gestion del
proceso de ensefianza-aprendizaje) forman parte integrante del trabajo
matematico de estudio de cuestiones probleméticas en los REI y se
corresponden con aspectos metacognitivos relacionados con la planificacién,

regulacion y evaluacién del aprendizaje.

Nos centraremos entonces en que decisiones si deben tomarse en los REI que
en los procesos de ensefianza-aprendizaje habituales no corresponden al
proceso de estudio, tales como planificar el estudio, decidir su cronologia y su
topologia (reparto de tareas), evaluar los resultados, elegir cuestiones mas
sencillas o casos particulares para lanzar el estudio, buscar informacién,

analizarla y desarrollarla, etc.

También analizaremos cudles son las restricciones que se encuentran en la
ruptura de ese contrato didactico y la sustituciéon por las nuevas normas
relativas al reparto de responsabilidades. Estan seran analizadas tanto desde
el punto de vista del profesor -en la necesidad de compartir las
responsabilidades de gestion del proceso de estudio con los alumnos,
asumiendo en consecuencia nuevas responsabilidades a la vez que comparte
otras-, como desde el punto de vista de los alumnos -que deberdn asumir
responsabilidades que no forma parte de sus “obligaciones” en los procesos

de ensefianza-aprendizaje habituales-.

6.3.5. Sobre la transferencia del aprendizaje

Se prevé que durante el desarrollo del REI los alumnos lleven a cabo
procesos de transferencia en relacién con lo que van aprendiendo debido a

que la variedad de situaciones que van apareciendo les obligaran a decidir

- 256 -



Los Recorridos de Estudio e Investigacién como propuesta de instruccién

qué técnica aplicar, si las técnicas son adecuadas o es necesario modificarlas y
de qué modo. Se llevara a cabo de este modo una evaluacion procesual que

serd validada por la propia cuestién que se esta estudiando.

Pero, ademas, fue llevada a cabo una evaluacion final, que incluia dos tipos

de pruebas:

a) Una prueba final escrita individual consistente en un “problema”. Este
problema es relativo también a la comparacién de tarifas pero en este caso de
telefonia fija, mientras que el REI fue en torno a la comparacion de tarifas de
telefonia movil. Se ofrece ademas a los alumnos la informacién sobre las
tarifas directamente impresa de Internet, sin organizar ni unificar (por
ejemplo, una compafiia muestra el precio en euros, la otra en céntimos de
euro; cada compafiia describe la informacién relativa a precios en diferentes
franjas horarias de modo diferente...; dificultades semejantes a las que habian
encontrado con las tarifas de telefonia moévil). Una nueva variable que
aparece es la posibilidad de “bonos” de llamadas, asi como que en la telefonia
fija, a diferencia de en la telefonia movil, el primer minuto se cobra por

segundos. La prueba final se muestra en el Anexo B.2 (Material 6).

En el segundo REI se afiadié una quinta cuestion a esta prueba individual
escrita:

5) Cita otros “problemas” donde se podria aplicar un proceso semejante al

seguido con la comparacion de tarifas de telefonia movil en este taller.

Con esta cuestion se pretende complementar la informacioén relativa a la
transferencia percibida por los alumnos en relacién con lo aprendido en el

taller.

b) Dos preguntas que fueron planteada a los alumnos para que las
respondieran individualmente y posteriormente fueron objeto de una puesta

en comun:
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- ¢(Qué cosas hemos aprendido en este taller?
- ¢Qué cosas aprendidas en este taller es dificil aprender en clase y por qué?

Con la primera pregunta se pretende estudiar el grado de generalizaciéon que
han desarrollado de sus aprendizajes en cuanto a las posibilidades de
aplicacion. La segunda pretende profundizar en las opiniones de los alumnos
respecto a las diferencias en el proceso de instruccién seguido en la clase
habitual de matematicas y en los REI y si perciben que esas diferencias son

causa del tipo de aprendizaje que es posible lograr con ellos.

6.3.6. Sobre el efecto del REI en las creencias y actitudes

Para analizar el efecto de la propuesta de instruccién desarrollada
sobre las creencias y actitudes de los alumnos en relaciéon con las matematicas
y la resolucion de problemas se utilizard el “CAETI- Trait Thinking
Questionnaire”, desarrollado por O’Neil y Schacter (1997), que se puede

consultar en el Anexo B.2 (Material 7).

Diversos estudios (p. e., Herl, O'Neil, Chung y Dennis, 1997; Martinez, 1993;
Schacter, Herl, Chung, O’Neil, Dennis y Lee, 1997) han mostrado una alta
tiabilidad y validez del cuestionario, que est4 centrado especificamente en la
evaluaciéon de las creencias y actitudes relacionadas con la resolucién de

problemas.

En la Tabla VI.1 se muestran las escalas que evalia y los items que constituyen

cada uno de ellas.

Las escalas de “planificacion” y la “auto-evaluacion” se corresponden con
aspectos de la regulacion metacognitiva, incluyendo la dltima tanto la

evaluacioén del progreso como del resultado final.
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ESCALAS ITEMS
N° | Contenido

Planificacion |1 |Determino cémo voy a resolver la tarea antes de empezar a
resolverla.

8 | Planifico cuidadosamente qué pasos voy a dar.

11 | Intento comprender las tareas antes de intentar resolverlas.

19 |Intento comprender el objetivo de una tarea antes de intentar
responderla.

25 | Me planteo mis objetivos y lo que necesito hacer para llevar a cabo
una tarea.

28 | Me imagino las partes de la tarea que tengo que analizar.

33 | Estoy seguro de que comprendo lo que ha sido hecho y cémo
hacerlo.

36 | Intento determinar lo que la tarea requiere.

Estrategias 2 | Para comprender una tarea, dibujo un gréfico si es posible.
cognitivas 7 | Mientras resuelvo una tarea, voy siguiendo en mi mente los pasos
de un plan.

12 | Mientras resuelvo una tarea, intento hacerlo de més de una manera.
17 | Pienso cuidadosamente en qué quiere decir la tarea antes de
empezar a responderla.

21 | Selecciono y organizo la informacién relevante para resolver una
tarea.

29 | Empleo mads tiempo tratando de comprender tareas dificiles.

34 | Intento descubrir la idea principal en una tarea.

38 | Me pregunto a mi mismo cémo se relaciona la tarea con lo que ya sé.

Auto- 3 | Mientras resuelvo una tarea, compruebo cémo lo estoy haciendo.
evaluacion 6 | Me hago preguntas para saber cémo estoy haciendo la tarea.

13 | Compruebo mi trabajo mientras lo estoy haciendo.

16 | Cuando doy por finalizada la tarea, sé cuédnto de ella he completado.
22 | Analizo el 