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Introducciéon

os sistemas fisicos de interés comun en mecanica clasica y teoria de campos, in-

cluyendo los sistemas cuanticos relativistas, se caracterizan por tener ecuaciones de
movimiento de segundo orden en la derivada temporal'. Generalmente estas ecua-
ciones se deducen mediante métodos variacionales a partir de una accién que es de
segundo orden diferencial, o bien cuadratica en las velocidades generalizadas si se ig-

noran derivadas totales en la Lagrangiana.

Las teorias Lagrangianas dependientes de las derivadas de orden superior en las varia-
bles de configuracién (en adelante teorias alto-derivativas®) tienen una vieja tradicién
en Fisica. Sus aplicaciones incluyen la electrodindmica generalizada de F. Bopp [1]
y B. Podolsky [2], considerada también en [3] y [4] como un banco de pruebas muy
util para estudiar las teorias gravitatorias, las regularizaciones del modelo de Higgs [5],
las teorias no locales [6], la dindmica de las particulas relativistas moviéndose bajo la

accién de un campo [7], la gravitacién efectiva [8] y los taquiones [9]. El interés por los

ly también espaciales si se consideran teorias de campo relativistas. Son una excepcién los sistemas

fermidnicos espinoriales que no seran tratados en esta memoria.

2Usaremos el término alto-derivativo para referirnos a teorias Lagrangianas en la que la funcién
Lagrangiana depende de derivadas de las variables superiores a la primera. Por el contrario, el término
bajo-derivativo se referird a teorias en las que la dependencia es inicamente hasta la primera derivada,

como ocurre en los modelos usuales.
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sistemas dindmicos de alto orden diferencial sigue atin vivo en nuestros dias [10], [11],

aunque se concentra principalmente en el ambito de las teorias de gravitacion.

Las teorias gravitatorias con potencias de las curvaturas aparecen, por ejemplo, en el
contexto de las teorias efectivas a baja energia que vienen de la teorfa de cuerdas [12] y
en el estudio de campos cuanticos dinamicos en un espacio-tiempo curvo no dinamico
[13]. Las teorias de segundo orden en curvaturas (teorfas 4-derivativas en adelante) han
sido estudiadas en mds detalle que el resto debido a que son renormalizables [14] en
cuatro dimensiones. Esta propiedad estimuld el estudio del grupo de renormalizacion en
teorfas de gravitacion [15]-[19], incluyendo los intentos de eliminacion de los estados de
norma negativa (estados no fisicos conocidos como fantasmas de Weyl o poltergeists)
tan comunes en las teorias alto-derivativas. Los poltergeists son estados no fisicos,
debido a su norma negativa porque destruyen la unitariedad, como puede verse en [14],

[15] y las referencias alli contenidas.

A nivel practico, la gravitacion alto-derivativa tiene efectos considerables sobre los po-
tenciales efectivos y las transiciones de fase de los campos escalares en espacio-tiempos
curvos, dando lugar a una gran riqueza de consecuencias astrofisicas y cosmoldgicas
[20]. Estas aplicaciones fenomenoldgicas han contribuido a mantener vivo el interés
tedrico, tal como viene recogido en [21] (una de las obras introductorias mas com-
pletas sobre el tema), pese al citado problema de la unitariedad en su tratamiento

perturbativo.

Inicialmente, fuera de las propiedades relacionadas con la renormalizabilidad [14] poco
se conocia mas alld del contenido de particulas, leido a partir de la descomposicién lineal
del propagador alto-derivativo en términos con polos de segundo orden (particulas),

junto con algunos aspectos relacionados con las ecuaciones de movimiento [22]. Los



Introduccién 9

progresos teodricos definitivos surgieron con el desarrollo de un procedimiento, basado
en la transformada de Legendre, ideado para convertir la teoria 4-derivativa en una
teorfa equivalente de segundo orden [23]. Posteriormente [24] se encontré una dia-
gonalizacion de la teoria resultante en términos de campos que ponen de manifiesto
explicitamente los grados de libertad involucrados (en particular el fantasma de Weyl
masivo), completando de este modo el proceso de reduccién de orden diferencial. Debe
hacerse notar que las teorias con potencias cubicas o superiores en las curvaturas pro-
pagan el mismo niimero de grados de libertad que las teorias cuadraticas debido a que

dichas potencias no contribuyen a la teoria linealizada.

En el caso de la gravitacion existe un método alternativo de reduccién de orden diferen-
cial, propuesto en [25], que se apoya en la introduccién de un campo auxiliar acoplado
al tensor de Einstein G, (o a la curvatura escalar R) con un término cuadratico. Sin
embargo, puede demostrarse que dicho método es equivalente a la realizaciéon de una
transformada de Legendre respecto de G, (o bien R), en la que el campo auxiliar se

corresponde con el momento asociado a la transformacion.

Para modelos de campos escalares los procedimientos de reduccion de orden diferencial
se han aplicado también a ejemplos académicos con el propdsito de entender mejor su
funcionamiento. En [26] puede encontrarse un ejemplo simplificado del procedimiento
de reduccion de orden en el caso de un campo escalar que propaga tanto grados de li-
bertad masivos como de masa nula. Previamente, en un apéndice, N. H. Barth y S. M.
Christensen [17] proporcionaron la descomposicién de los propagadores escalares alto-
derivativos en trozos cuadraticos para las teorias escalares de cuarto, sexto y octavo
orden diferencial. Los resultados obtenidos en [26] dan significado a estas descomposi-
ciones. Ademads, se ha utilizado también una teoria alto-derivativa escalar de sexto

orden diferencial como una regula-rizacién del modelo de Higgs para producir una
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teorfa finita [5].

Los tratados clésicos [27] estudiaron las teorias Lagrangianas y Hamiltonianas de sis-
temas con un numero finito de grados de libertad y derivadas temporales superiores
de la coordenada generalizada. Posteriormente el trabajo se ha concentrado en los
problemas variacionales con la ayuda de la forma de Cartan, los k-jets, la geometria
simpléctica y las aplicaciones de Legendre [28], [29], [30], [31]. Sin embargo, el caso par-
ticular de las teorias de campo covariantes relativistas tiene sus propias complicaciones

que no han quedado cubiertas por dichos tratamientos generales.

El propdsito de esta tesis es dar respuesta a los siguientes puntos:

1. En el caso de teorias de campos libres relativistas existen propuestas de reduccion
de orden diferencial basadas en el uso de la transformada de Legendre covariante
y una posterior diagonalizacion en la variables [32], [33]. Dichas propuestas se
apoyan en técnicas que no han permitido su generalizaciéon directa ni a orden
diferencial arbitrario ni a los casos en los que hay presentes simetrias de gauge.

. Es posible entonces un tratamiento general de estas situaciones?

2. ;En qué medida los métodos de reduccién de orden diferencial covariantes basados
en el uso de multiplicadores de Lagrange [34], [35] son mds o menos efectivos que
aquellos basados en la transformada de Legendre? ;Cémo pueden extenderse a

situaciones que presentan simetrias locales?

3. ;Cémo se aplican las técnicas simplécticas covariantes [36], [37], [38] en el caso

de las teorias alto-derivativas y cuales son las ventajas de su utilizacion?

4. ;Cémo interaccionan las técnicas BRST con los métodos de reduccion de orden

diferencial? En particular, en el contexto de la gravitacion alto-derivativa [39]
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;cudl es el contenido de particulas (fisicas o no) de la teorfa fijada de gauge y

cual el su papel en el mecanismo BRST?

Los dos primeros capitulos de esta tesis dan la solucién a las dos primeras cuestiones.
Ademas ilustran las enormes ventajas que se derivan de la utilizacion de las técnicas
simplécticas covariantes en la resolucién de problemas muy generales en teorias de
campos, ya sean alto-derivativas o no [40]. En estos capitulos resaltaremos los aspectos
relacionados con la covariancia Lorentz y con la interpretaciéon en términos de particulas
de las teorias, haciendo énfasis en la estructura de los propagadores y el acoplo con

otros campos de materia.

En particular, en el primer capitulo abordaremos el problema utilizando técnicas
basadas en la transformada de Legendre covariante [23] mientras que en el segundo
capitulo haremos uso de multiplicadores de Lagrange, a nivel covariante, para reducir
el orden diferencial. La utilizacion de multiplicadores de Lagrange como método de
reduccién de orden diferencial en formulaciones no covariantes es bien conocida. Por
ejemplo, M. Kaku hace uso de este tipo de técnicas en [41] para reducir el orden dife-
rencial de la Lagrangiana gravitatoria puramente 4-derivativa con invariancia conforme
escrita en forma no covariante 3+1. Existen también ejemplos de utilizaciéon a nivel
covariante [25] en casos particulares. Los métodos que propondremos [35] se aplican,
por el contrario, con toda generalidad en el caso de teorias cuadraticas respetando,

ademas, la covariancia.

En estos dos primeros capitulos nos concentraremos en el estudio de las teorias escalares
[17], [26] y de formas diferenciales, que permiten incorporar la presencia de simetrias
de gauge a la discusién. Debido a que los tratamientos perturbativos habituales de las

teorias de gauge requieren de una fijacion del gauge junto a los términos de compen-
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sacién de Faddeev-Popov estudiaremos también los aspectos que emergen al conjugar
los procedimientos de reduccién de orden diferencial y las técnicas BRST. El analisis
que presentaremos se centrara principalmente en la parte libre de las Lagrangianas
(aunque consideraremos sucintamente el comportamiento de las versiones no abelianas
de los modelos de gauge frente a las técnicas de reduccién de orden). Las autointe-
racciones y las interacciones con otros campos vendran recogidas en un término de

fuente.

Los resultados desarrollados en estos dos capitulos solucionan las deficiencias existentes
en los intentos previos [33], que adolecen de limitaciones en cuanto a su aplicacibilidad a
problemas de orden diferencial arbitrario. Las herramientas que demuestran ser de gran
utilidad para llevar a cabo este tipo de tareas son las técnicas simplécticas covariantes
desarrolladas por E. Witten y C. Crnkovi¢ [36], G. J. Zuckerman [37] y posteriormente
extendidas al caso de teorias alto-derivativas (e incluso no locales) por V. Aldaya, M.

Navarro y J. Navarro-Salas [38].

Reservaremos el tercer capitulo para el tratamiento especifico de las teorias gravita-
torias que revisten especial interés debido a su relevancia fisica y a su inherente com-
plejidad. Concretamente nos centraremos en el estudio de las teorias cuadraticas en
curvaturas. Como siempre, el énfasis se centrard en la identificacion de los grados de
libertad que se propagan. En primer lugar realizaremos un estudio exhaustivo del es-
pacio de fases covariante (a nivel lineal) para luego comparar con las técnicas estandar
en Teoria Cuéantica de Campos que hacen uso del formalismo de proyectores de espin
[42]. Por ultimo revisaremos el funcionamiento de las técnicas de reduccién de orden

diferencial en el caso de la teoria completa no polinémica.

En el capitulo cuarto trataremos las teorias cuadréticas en curvaturas con términos
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de fijacién de gauge [39]. En este capitulo pondremos de manifiesto la fecundidad del
cruce entre los métodos de reduccion de orden diferencial basados en la transformada
de Legendre y el mecanismo de compensacién BRST, ahora ya en el marco de la
gravitacion. Ademads realizaremos una identificacion completa de las particulas fisicas
y no fisicas®. Los resultados obtenidos clarifican el papel de los “terceros fantasmas”,

caracteristicos de las teorias alto-derivativas.

La tesis termina con las conclusiones y la discusion de los resultados descritos a lo largo

de la memoria y varios apéndices.

En el apéndice A se recogen las definiciones y las propiedades referentes a los proyectores
de espin junto con una parametrizacién de los distintos subespacios de espin. Ademas
se incluyen algunos comentarios referentes a cédlculos auxiliares del capitulo cuarto asi
como una base de los operadores diferenciales locales de orden cero, dos y cuatro sobre

el espacio de tensores simétricos de orden dos.

En el apéndice B se discuten los posibles términos de masa para el campo h,,, haciendo

uso de las técnicas simplécticas covariantes.

El apéndice C incluye otros calculos secundarios del capitulo cuarto. En particular se
determinan las condiciones sobre los parametros de gauge que garantizan la localidad
de la teoria bajo-derivativa equivalente y el método de reduccién de orden diferencial

para los campos anticonmutantes de Faddeev-Popov.

Con objeto de hacer una presentacién autocontenida de esta memoria, recogemos a

3ya sea por su dependencia en los pardmetros de gauge (fantasmas de gauge) o por su norma

negativa (fantasmas de Weyl).
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continuacion los convenios y notaciones geométrico-diferenciales utilizados.



Notacion y convenios

e La métrica de Minkowski que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo sera aquella

que en coordenadas inerciales tenga la forma
wvy — dlag(_7 +7 EIR) +) )

donde el signo negativo esté asociado con la componente temporal. Por n** denotare-

mos a la inversa de 7, .

e Como buena parte de los resultados que presentaremos estan escritos en términos
de formas diferenciales es conveniente tener un diccionario que permita pasar de la

notacion sin indices a la notacién tensorial.

Escribiremos las s-formas w definidas sobre una variedad diferenciable M de dimension

m (dotada de coordendas z%) como
w(x) = Way--as (x)dxal Ao Adx®

donde

Waqas — wal ab]

1
*' Z w7r (a1)--7(as)
€Ss

siendo m € §; una permutacién de orden s.

15
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El producto exterior de una s-forma w y una r-forma & viene definido a través de
WA E = Wiayoau ooy dz™ Ao Adx® Ada™ Ao Ada”
y satisface

whE = (=1)TENw

EANAw = EA(NAW)

Definiremos la derivada exterior como aquel operador diferencial que convierte s-formas

w en (s + 1)-formas segin
dw = Olg,Way-ay,1dT™ A== Ndz™T
y satisface

& = 0

dwAN€§) dw A€+ (—1)°w A dE

En presencia de una estructura métrica en M es posible definir el dual de Hodge de

una s-forma w como la (m — s)-forma que viene dada por

1 1 -
k) = wbl-nbsnbl bsciCm—s

(m —s)! | det ¢

g(llcl T gamfscmfsdajal ARERNA dxam—s ?

donde 7*1*m es la densidad tensorial de Levi-Civita en M que vale, en cualquier
sistema de coordenadas, 4+1 para las permutaciones pares de los indices y —1 para las

permutaciones impares. Si g, tiene signatura Riemaniana se cumple
sk w = (—1)*m=)y
mientras que para signatura Lorentziana se tiene

- (_1)s(m—s)+lw
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Es posible definir también el adjunto de la derivada exterior 9 mediante

6§ = (=)™t v % signatura Riemanniana

6 = (=)™ s d signatura Lorentziana
Esta convierte s-formas en (s — 1)-formas de acuerdo con
ow=—sV'Waa.ay_, dx™ N--- ANd% |
donde V es la derivada covariante compatible con la métrica g,;,. El operador ¢ satisface
5 =0
Finalmente definiremos el D’Alembertiano como el operador
O=—-dé—dd ,
que transforma s-formas en s-formas segin
Ow = VoV%qg, g dz™ N - N\ 2%

y conmuta tanto con d como con 9.

e Supondremos en todos los casos que los espacios S de soluciones de las ecuaciones de
campo de los principios variacionales que consideraremos (espacios de fases covariantes
[36], [45]) tienen estructura de variedad diferenciable (genéricamente de dimensién in-
finita). De esta forma tenemos garantizada la existencia de una derivada y un producto

exterior, dl y A respectivamente, definidos sobre el espacio cotangente de S.



Capitulo 1

Métodos de reduccion de orden diferencial basados

en la transformada de Legendre

ras una breve introduccién sobre el método de Ostrogradski [43], creado en 1850

para extender el formalismo Hamiltoniano a las teorias de orden diferencial mayor
que dos, estudiaremos generalizaciones disenadas para poner de manifiesto los gra-
dos de libertad fisicos. Este tipo de técnicas nos permitirdn poner en correspon-
dencia teorias Lagrangianas alto-derivativas con sumas de teorias Lagrangianas bajo-
derivativas estandar. El procedimiento requiere como paso final ciertas redefiniciones
en las variables con el fin de diagonalizar los grados de libertad. Al contrario que
los intentos previos [36], [32], el formalismo que a continuacién presentamos resuelve
con completa generalidad el problema de reduccion de orden diferencial en teorias de

campos alto-derivativas lineales dotadas de un pseudo-producto escalar.

Partiendo de los sistemas mecénicos (dimensionalidad finita), a lo largo del capitulo
consideraremos teorias de campos (covariantes relativistas) escalares, vectoriales y sus

generalizaciones antisimétricas tanto abelianas como no abelianas.

En el caso de teorfas de campos con simetrias locales o de gauge, el procedimiento

18
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tradicional de cuantizacion perturbativa requiere una fijacion del “gauge” y la “com-

"1 de la misma mediante términos de Faddeev-Popov. Por ello considera-

pensacién
remos sucintamente cémo el formalismo BRST se conjuga con nuestras técnicas de

reduccién de orden diferencial.

1.1 El formalismo de Ostrogradski

Consideremos una teoria Lagrangiana alto-derivativa descrita a través de variables de

configuracion ¢(t) mediante

L(q?q.7q.7"‘? q )?

donde m es el orden de la derivada mas alta que aparece en L. La ecuacién de Euler-
Lagrange asociada a la Lagrangiana anterior,

oL d 0L 9L
_ = 1y = = 1.1
og “aoq T g g =Y (11)

es una ecuacién diferencial ordinaria de, a lo sumo, orden 2m. EIl formalismo de
Ostrogradski [43] permite construir una versiéon Hamiltoniana para la teoria en un

espacio de fases cuyas coordenadas son los m momentos generalizados

OL

Pm = Ty (1.2)
04
oL

pi = —= =P ; l1<i<m, (1.3)
(@)
04

'Es comin referirse al sector de Faddeev-Popov como términos de compensacién. Su misién es

garantizar que los resultados fisicos obtenidos mediante integracién funcional no dependan de la fijacién

del gauge que se utilice.
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junto con las m variables independientes

@ = g
(i—1) _
¢ = 49 ; 1<i<m.
De esta forma, la Lagrangiana L(qi,...,Gm,Gn) se puede considerar funcién de las

m)
coordenadas ¢; y de las derivadas ¢,, := ¢ . Para definir el Hamiltoniano en el espacio
de fases (g;, p;) es necesario —bajo ciertas hipétesis de regularidad [23]— expresar ¢, de

la ecuacién (1.2) en funcién de qq,...,¢m ¥ Pm:

dm = Um(Q1s - s i Dm) -

De esta forma se define el Hamiltoniano de Ostrogradski como

H(Qmpz) = PmUm + Pm—1Gm + -+ + D1G@2 — L(q1> <oy Qm; vm) .

Las variables (g;, p;) son canénicas respecto de la forma simpléctica® definida en S

Qt) = i dlg; () Adip;(t) .

Es facil comprobar que €2 es independiente del tiempo haciendo uso de las ecuaciones

de movimiento, que en su version Hamiltoniana son

OH OH
= = 1.4
QZ apl ) pl 8q1 ( )

Estas ecuaciones de primer orden son, desde luego, equivalentes a las ecuaciones de

Euler alto-derivativas (1.1).

2Una forma simpléctica es una 2-forma cerrada y no degenerada [53]. La existencia de una estruc-
tura con estas caracteristicas es esencial para la identificacién de los grados de libertad. Volveremos

sobre ello en el capitulo 3.
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Como es bien conocido en la mecanica usual, una vez se ha reducido el orden
diferencial por medio del formalismo Hamiltoniano, es posible obtener las ecuaciones
canénicas mediante un principio variacional. Asi, las ecuaciones (1.4) se pueden ver

como ecuaciones de Euler-Lagrange para la llamada Lagrangiana de Helmholtz

L Qzaqzapz . sz(b Qmpi) )

la cual depende de las 2m coordenadas ¢; y p;, y unicamente de las velocidades ¢; .
Es importante destacar que el principio de accién generado por Ly, que se conoce
como principio de Hamilton modificado [44], da lugar a ecuaciones bajo-derivativas (de

primer orden diferencial en este caso).

Cuando abandonamos los sistemas mecanicos finitodimensionales —en los que el es-
pacio de fases es de dimensién finita— para considerar teorias de campo con coordenadas
¢(Z,t) —donde ¢ puede tener indices internos y/o espaciotemporales—, los principios de

accion locales vienen definidos por densidades Lagrangianas del tipo

L(D, Dus -5 Ppreopim)

donde ¢,,.., =0, ---0,,¢. La ecuacién de campo en este caso,

oL oL oL

— —0y=—+--+(-D)m9,,---9, — =0,

8¢ Magbu ( ) H1 Hm aqu.-.um
es una ecuacién diferencial en derivadas parciales de a los sumo orden 2m. La ex-
tension del método de Ostrogradski a estas situaciones es directa. Basta construir una

transformacion de Legendre mediante la definicién de los momentos p(z) en la forma

prt = oL ,
0Dyt
oL
pﬂl"'#i = _ aui+1pll1"'#iﬂi+1 : 1 S i <m.

Oy
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Cuando la teoria es regular —el caso de las teorias de gauge sera tratado mas adelante—

la ecuacién para p*1#m puede ser invertida para dar

gbﬂl"‘ﬂm = Vul“'um (Qb, ¢,ua T 7¢M1...Mm_1;pmmu’") .

Las variables (¢, p) son canonicas respecto de la forma simpléctica

m
Q= / BT Y Ay (@) AP E ),
R i=1
cuya independencia del tiempo vuelve a ser consecuencia del uso de las ecuaciones de

campo.

Del mismo modo, las ecuaciones de campo pueden ser deducidas o bien a partir de

la densidad “Hamiltoniana”

H(qb, ¢u’ o 7¢Mmum_17pu’ o 7pu1~~~um) — pu% 4o +pu1--~um_1¢mmum_1 +

Y — L(¢, Dus - s Ppyopin 15 VHl"'Hm) )

en la forma

OH OH OH
up = o Oy Oy = Gpm Opps Ppis-ppm. = D
o = g g O

_aigb 8¢N1 7 o ’ 6¢N1"'Nm—l 7

o bien variacionalmente mediante la Lagrangiana de Helmholtz
Ly :=p"0u0+ " 0,00 + ...+ 000, pps — H-
1.2 Un ejemplo de la Mecanica Clasica

Empezaremos tratando un modelo alto-derivativo en mecanica clasica que nos servira

posteriormente de guia para la teoria de campos relativista. El modelo que considera-
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remos en esta seccién viene descrito a través de la Lagrangiana alto-derivativa

HD 1 d2 2 d2 2
L i §q @_’_ml [N @—i_mN q, (15)

donde supondremos que las masas m? (a = 1,..., N) son distintas® entre si y han sido

ordenadas de modo que m? > m? para a > b. La ecuacién de movimiento

d? ) 2 ,
tiene solucion general de la forma
q(t) = Z C]a(t) con qa(t) = aae_imat + @aei’mat’
a=1

siendo «, las constantes arbitrarias de integracion complejas, que distinguen entre las
soluciones particulares de la ecuacion de movimiento, y &, sus complejos conjugados.
Por tanto, el espacio de soluciones es suma directa de espacios de soluciones de las
ecuaciones de segundo orden (d?/dt* + m2)q, = 0. Otra manera de llegar a esta
conclusion la encontramos en la descomposicion del “propagador” (funcién de Green)

alto-derivativo en suma de propagadores de segundo orden

1 N A 1
HD _ _ a A,i=———. (16
[, (@/de wm?) 2= T —mg) " 2lie tma 0
Debido a que
N
signo([ [ (mi — m2)) = (=1)**',
b#a

la descomposiciéon anterior nos hace suponer que, de manera alternada, los grados de
libertad contenidos en las variables ¢, son o bien fisicos o bien de Weyl en cuanto a
su contribucién a la energia. Esto quedard de manifiesto mas adelante al calcular el

Hamiltoniano de Ostrogradski.

3Los problemas asociados a la multiplicidad en las masas y/o existencia de “masas complejas”

seran comentados en el siguiente capitulo.
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1.2.1 El formalismo de Ostrogradski

Médulo derivadas totales, podemos escribir L#P en la forma

HD_} ol _1)\¢ ) (4)2
L =SS (—1en 4, (L7)
=0

donde, por comodidad, hemos introducido las constantes c¢;, definidas a partir de las

m,; en la forma

- 2 2 . S
c = Z Mg, ~-my. 5 1=1,...,N.

Chy ‘= 1.

Notese que ¢; es producto de i masas al cuadrado. Esta escritura es especialmente
apropiada como punto de partida para el formalismo de Ostrogradski presentado en la
seccién anterior. Las variables y momentos candnicos asociados a (1.7) son

(i—1)
q; ‘= q .

N—1 L

) (27+1)
pi = (—1)1 E CN—i—j ]q o1 < 1 < N.
=0

En términos de estas variables, la forma simpléctica de Ostrograski es candnica

N

i=1
Introduciendo la definicién de ¢; y p; en €2 podemos escribir

(2544)

7 (t)/\]iic]v_i_jdl ¢ (). (1.8)

Q) = (=1)'d

i=1
La independencia de ) del tiempo, al restringirla sobre el espacio S de soluciones de
las ecuaciones de movimiento, puede deducirse de la siguiente forma. En primer lugar

la derivada de 2 es

N-1 .
) (2j+2)
0= —qu A Z CN_j_ldI q

J=0
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Ahora, usando el hecho de que sobre soluciones de las ecuaciones de movimiento

= (2+2)
Z CN_j_ldI q = —CNqu,
7=0

podemos poner
Qs = endlg Adlg = 0.

Explicitamente, si

n

a(t) = 3 Jage™ ™+ @™ = 3" g, (1) + qF (1)] .

a=1 a=1
se tiene
(25) s - 2s( — + (2s1) s o 2s—1( — +
q = (_1) Zma (qa +qa> ) q9 = (_1) sza (qa _qa)7
a=1 a=1

por lo que la restriccién s de €2 sobre S se obtiene haciendo uso de las dos férmulas
anteriores e invirtiendo el orden de sumacién en (1.8) para poder utilizar la identidad*
N N-1
[L(m —mi) = > ()N "N = k)epmyg ™.
b#a k=0

Siguiendo estos pasos se llega finalmente a la expresion
Qs = Z H(mz - mi) Q, con €, :=2im,da, Ada,, (1.9)

en la que la independencia temporal es evidente.

Tal como se comenta en [36], una vez conocemos la forma simpléctica sobre el
espacio de fases covariante es posible generar, bajo ciertas condiciones, las cantidades

conservadas de la teoria, escritas en funcién de los modos fisicos, haciendo uso de (s .

4Definiendo el polinomio P(z) := Hfl\;l(z +m?2) = ZkN:O cxzN7F es inmediata la siguiente secuen-

- ke 2(N—k—1
2): kN:ol(_l)N k 1ckma( )_

cia de igualdades: P'(—m?2) = Hé\;a (mi —m2



1. Métodos de reduccion de orden diferencial basados en la transformada de Legendre 26

En particular, el Hamiltoniano se obtiene identificando H en la ecuacién iVTQS =
—7dlHg, donde V7 es un vector tangente en S a la érbita generada por la traslacion
en t de parametro 7, e vy indica la contraccién de (2g con Vp. En concreto iVTdIaa =

—1TM,0, POr tanto

N
Hs => 2m2 [[(m; — m2)aac, . (1.10)
a=1 b#a

En Hgs se dan dos tipos de contribuciones: la de los modos «, con a impar que es
fisicamente aceptable ya que contribuyen a la energia de forma positiva y la de los
modos a, con a par que destruye la acotacién inferior de Hg (fantasmas de Weyl) ya

que su contribucion es siempre negativa.

1.2.2 La transformacion de Legendre generalizada y la diagonalizacién de

los grados de libertad

Tanto la descomposicién del propagador en polos simples (1.6), como la forma simpléctica
y el Hamiltoniano de Ostrogradski (1.9) y (1.10) parecen indicar que cada uno de los
N grados de libertad contenidos en el modelo puede ser descrito a partir de una La-

grangiana bajo-derivativa del tipo

N 1 d2
H(mg - mg) La ; con La - §qa (dt2 + mi) Aq - (111)
b#a

Surge entonces la pregunta jes posible relacionar L#P con una suma de Lagrangianas
de la forma (1.11)?7 En este apartado demostraremos que existe una correspondencia
entre L0y =1 TTj%, (mg —m2) L, que tiene lugar a través de una transformacion de
Legendre —que generaliza a la de Ostrogradski— seguida de una diagonalizacion en las

variables.
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El indicador més claro de que el método de Ostrogradski tal y como ha sido presen-
tado no es el apropiado para la tarea que nos acabamos de proponer se encuentra en el
nimero de variables. Mientras que el nimero de variables de Ostrogradski es 2N (las
N variables ¢; junto a las N variables p;) el nimero de variables en una formulacién
Lagrangiana del tipo 3% | L, es solamente N. Una manera de resolver este problema
es partir de un espacio similar al de Ostrogradski pero con la mitad de variables. El
camino que seguiremos pasa por expresar L7P en funcién de ¢, ¢, §, ... por lo que es

conveniente definir el operador diferencial de segundo orden
d2
Codt?
Notese que D es un operador simétrico bajo integracién, suponiendo que las funciones

se anulan con suficientemente rapidez en el infinito,
[ dta®)(Da)®) = [ dt (Da) B

Aunque al final del proceso quedara claro que el resultado es independiente de IV, las
manipulaciones algebraicas entre los casos N par y N impar son ligeramente diferentes.
Trataremos en detalle en primer lugar el caso N par y posteriormente senalaremos las

peculiaridades del caso impar.

Caso N = 2n.

En este caso, despreciando derivadas totales, podemos poner

1
L == [(D"q)* + e (D"q) (D" 'q) + ca(D"'q)* + -+ + can1(Dg)g + cang’] -

La manera obvia de generalizar el formalismo de Ostrogradski consiste en definir las

N variables

v, = q ; w:=Dq ; ... ; m,:=D"q. (1.12)
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T, = Dxn—k?xn ;m

C1 6LHD

Es importante destacar los siguientes puntos:

e El signo positivo en la definicién de m; —comparar (1.3) con (1.13)— de debe a que

el operador D, al contrario de 2, no produce cambios de signo en la integracién

por partes.

dt’

e La definicién de 7, puede ser invertida en la forma

1

Dx, = m, — E;En

e Al igual que en el formalismo canénico, podemos definir un Hamiltoniano

H(zyym) = m, <7Tn — 02190“) + 1Ty + -+ + T T2 —
— L"(zy,... 2n, T — C12,/2)
1( = )2+ ot
= —(m——=a, 1Ty + -+ + T1Ty —
5 5 1 122
1

2 2 2
— {czxn + C3XpTp—1 + C4T,_ + -0+ Cop_1T2%1 + canl} .

2

Este Hamiltoniano lo es en el sentido de la transformacién de Legendre (1.12)-

(1.13) y no debe confundirse con la energfa (cantidad conservada asociada a la

invariancia bajo traslaciones en el tiempo).

e Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir de H en la forma

OH

_OH

Dz; = )
. 87r,»

Dﬂ'i

El habitual signo negativo en la ecuacién de los “momentos” no estda presente

debido a que D es simétrico bajo integracion.

e El principio de accion de Helmholtz viene definido a través de la Lagrangiana

Ly :=n,Dxy, + -+ mDxy — H(z;,m;).
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En las variables (z;,m;) la Lagrangiana Ly no es combinacién lineal de La-
grangianas tipo L.
Aunque la Lagrangiana de Helmholtz, tal como la hemos deducido, no nos muestra de
forma evidente el tipo de grados de libertad de la teoria, es posible diagonalizar Ly

mediante el siguiente cambio de variables {(z;; 7))}, — {q.}*",

2n
zo= (D)7 Y mit e, ; 1<i<n, (1.14)

2n | 2n—i

. ) 2(i—1)
o= Y[ X [0 e ] (cy e <<,

a=1 | j=i
Es importante resaltar que la particularizacién de (1.14) para N = 2,4 coincide con las
correspondientes fémulas encontradas en [33] aunque, al contrario que alli, el método
que hemos seguido nos permite resolver el problema general para N arbitrario (el caso
impar estd resuelto en la siguiente seccién). En términos de las variables ¢, la pregunta
que nos hicimos al comienzo del apartado queda respondida de manera afirmativa ya

que
1 2n 2n

52 1lm m2) [¢uDga + m2g?

a=1 b#a

Por ultimo, es necesario aclarar el razonamiento que nos ha permitido averiguar el
cambio de variables que diagonaliza los grados de libertad en Ly. La justificacién es la
siguiente: Si evaluamos la definicién de z; y m; (1.12)-(1.13) en funcién de la variable

de configuracién inicial ¢ se tiene

xr; = Di_lq )
2n—1 1
m o= Zc] D* g ("2z)+ D7l : 1<i<n.
Es evidente que la ecuacién anterior nos permite despejar g, Dq, . . ., D**~'q en términos

de xz;, m;. Esto garantiza que la transformacion de Legendre es no-singular y, en particu-

lar, que las soluciones de las ecuaciones de movimiento que se derivan de la Lagrangiana
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LHD

inicial y las que se derivan de Ly estédn en correspondencia biunivoca [23]. En

concreto, si dotamos de coordenadas a S por medio de la variable inicial ¢ tenemos que
N
q= Z Ga »
a=1
donde (D + m?2)q, = 0. En las variables (x;,7;), S viene descrita como

2n
T, = (_1)1'71 Z mz(ifl)qa 7
a=1

2n [2n—i i—1)

) . . < 2(
T = Z Z {(_1)%3'717712(2”7])] + (—1)%162(%”37’1@ go ; 1<i<n.

a=1 | j=i
Si pensamos ahora en ¢, como variables genéricas (no sujetas a (D + m?)q, = 0), la
ecuacién anterior nos da justamente la transformacion que diagonaliza Ly. La razéon
es evidente, ésta es la transformacién que, sobre S, captura los grados de libertad de la
teoria. Nétese que el razonamiento que ha permitido la diagonalizacién funciona gracias
a que la relacién entre los grados de libertad ¢, y las variables (z;,m;) es algebraica.

Esto es consecuencia de que la transformacion de Legendre usa variables conjugadas a

¢y no aq.

Caso N =2n — 1.

Aun cuando en la transformacion de Legendre los momentos se definan respecto del
operador D, a cada variable x; se le asocia un momento conjugado 7;. Esto hace que
el nimero total de variables que deben ser empleadas en un proceso de reduccién de
orden diferencial que haga uso de la transformada de Legendre sea, en principio, par.
Puesto que el nimero de grados de libertad coincide con N, si N es impar dicho nimero
también lo serd. De aqui que el proceso de reduccion de orden diferencial para N impar

estd obligado a presentar diferencias frente al caso par. En particular, deben existir
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ligaduras que se encarguen de eliminar un nimero impar de variables en el espacio
(xh 7Ti) .
Si N =2n — 1, y como siempre mddulo derivadas totales, podemos escribir
1
L = S [(D")(D" ) + (D )P+

+ Cz(anlq)(DnJQ) + -+ con—a(Dq)q + 62n71q2} .

Analogamente al caso par, definimos

r = D7l¢ ;. i=1,...,n. (1.15)
Tn oLHP )
T = o = oD'g —Dmiy ;3 1=2,...,n. (1.16)

Al contrario que entonces, en este caso la ecuacion que define 7, no permite despejar
Dz, sino que genera la ligadura m,, = x,/2. Es la ecuacién para m,_; la que debe ser
usada para despejar Dz, en funcion de x; y ;:

Dx, Co
Tp—1 = T + 1z, + gxn—l .

El resto del proceso es obvio. Nuestro punto de llegada serd el principio variacional
definido a través de la Lagrangiana de Helmholtz y inicamente merece la pena recordar
que en un principio variacional siempre es licito resolver en la accion las ecuaciones
algebraicas. Por tanto, al final del proceso podemos eliminar la variable 7, mediante

el uso de m, = x,/2. De esta forma
Ly :=x,Dx, +7m,_1Dx, 1+ - -+mDx;y — H,
donde

H = m, 2,4+ - +mze —

1
2 2
— 3 [clxn + C2XpTp—1+ -+ Cop—2X2x1 + czn_lxl} .
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La transformaciéon que diagonaliza Ly, razonando exactamente igual que en el caso

N = 2n, es ahora

N
T = ’IZm oi=1,...,n. (1.17)

N |N-2: CN_2it1
T = )y Z 1)7¢;m2N=1=9) +721+ ma Vg, ; 1<i<n.
=11 7=0

=)
—_

=)

Esta férmula, para N = 3, coincide con la correspondiente de [33] aunque en este caso

hemos sido capaces de encontrar la transformacién general para N = 2n — 1.

1.3 Generalizaciones para teoria de campos

El resultado que acabamos de presentar en el marco de la mecénica no es particular
de ésta sino que se apoya en principios muy generales presentes también en teoria de
campos. Antes de plantear la situacién general, veremos como funciona el proceso
de reduccién para teorias de campos escalares. Estos modelos han sido considerados
n [26], [33], [32] como un primer banco de pruebas para teorfas de gravitacion y
aparecen, a nivel lineal, en teorfas de multi-inflacién [46]. Las técnicas desarrolladas en
[33] no son las apropiadas para extraer comportamietos generales ya que se vuelven de
engorrosa aplicacion a la hora de encontrar la diagonalizaciéon de grados de libertad.
En esta seccion pondremos remedio a dicha limitaciéon. Posteriormente, ilustraremos
su funcionamiento en el caso de teorias con simetrias de gauge de tipo U(1). Las teorias
gravitatorias en términos de tensores simétricos, debido a que poseen una casuistica

mucho maés rica, deberan esperar a las siguientes secciones.
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1.3.1 Escalares alto-derivativos

El ejemplo elemental en teoria de campos es siempre el campo escalar. Denotando por

¢(,t) un campo escalar genérico sobre el espacio de Minkowski la Lagrangiana tipo

(1.5) que debemos considerar en el caso escalar es®

1
L = §¢(—D +m?2) - (=0 +m)o, (1.18)
donde O := 9,0" = —92 + 0. La ecuacién de campo

(~04md) - (<0 4 m)$(E. 1) = 0.

tiene como solucion general

donde, en transformada de Fourier espacial,

= . 1 37, N\ —iwgt — T\ iwat . 7
Go(Z,1) = R /R3 d’k {aa(k:)e + aq(k)e } con  w, = +\kZ+m2.
El paso del modelo mecanico al modelo de campos escalares, en transformada de

2

2 w? y la introduccién de integrales en k

Fourier, es claro: basta el cambio m
alld donde hagan falta. Por ejemplo, la forma simpléctica y el Hamiltoniano de Ostro-

gradski asociados al principio de accién (1.18) son respectivamente

N N
Os = ; /R 3 d3k2iwab1;[(m§ — m?) da, (k) Adag (k).

N N
Hs = ZI/R &k 20 E[(mg —m2) Ga(B)aa(R) .
a= b#a

5La Lagrangiana escalar que se considera en esta seccién no es la mas general. El caso general con

sus peculiaridades sera considerado en el segundo capitulo.
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Debido a que las diferencias wi — w? = mi — m? son independientes de k volvemos

a poder escribir Qs = 3, [Tza(my — m2) QU y Hs = X, [lpra(mi — m?2) H,, donde
Q. v H, son la forma simpléctica y el Hamiltoniano asociados a la Lagrangiana £, =

%gba(_lj + m?z)gba'

Basta definir el operador diferencial de segundo orden
D:=-0= 33 — 52

para que todo el proceso de reduccién de orden diferencial sea idéntico al caso ya

tratado en mecéanica clasica. Al igual que entonces, D es simétrico bajo integracién

/d4a:¢ (D) (x /d4 (Do) (z)p(z),

supuesto que los campos se anulan en el infinito con suficiente rapidez. Repitiendo

todos los pasos de la seccion 1.2, £(0) se puede poner en relacién con

l\D\»—t

Z: 1;[ (_D +mi)¢a

mediante una transformacion de Legendre, ya sea (1.12)-(1.13) 6 (1.15)-(1.16) segin
N par o impar, seguida de la diagonalizaciéon (1.14) 6 (1.17). En dichas férmulas
unicamente es necesario cambiar ¢ por ¢ y recordar que ahora las variables x; y m;

pasan a ser campos escalares z;(Z, t), m;(Z, ).

1.3.2 Vectores y tensores antisimétricos

Un ejemplo aparentemente mas complicado que los hasta ahora tratados, en el que el
procedimiento de reducciéon de orden diferencial presentado en la seccion 1.2 se aplica de

forma directa, lo encontramos en las teorias escritas en funcion de formas diferenciales.
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La aparente complejidad de estos modelos radica en que permiten incorporar simetrias

de gauge, por ejemplo del tipo U(1), a nivel lineal.

Los modelos alto-derivativos para vectores fueron considerados en primer lugar por
F. Bopp [1] y B. Podolsky [2] y han servido ya en nuestros dias como banco de pruebas
para modelos de gravitacién [4], [47]. El modelo de Podolsky, tal como se presenta en

2] puede deducirse a partir de la Lagrangiana

1 a®
EPodolsky(Aow Aa,ﬁ) = _ZFMVF“V - 5FH,V,0'F'U‘V’U 3 (119>

donde F),, := A, ,, — A, y los indices han sido subidos con la métrica de Minkowski.

Sus ecuaciones de campo
O(e’0 - 1)A, + (1 —a*0)4” ,, =0,

presentan la invariancia de gauge U(1) tipica de la electrodindmica 0,4, = d,A. El
modelo describe la propagacién de un fotén (espin uno sin masa) junto a un espin uno

masivo con m? = 1/a® y norma no fisica.

Tanto el modelo de Podolsky como los modelos escalares de la seccion anterior

pueden englobarse bajo el mismo tipo de acciones
1
SHD = /Mm LI con L = SAN+(@0d+md)- (3d+mi)A,  (1.20)

donde A es una s-forma en el espacio de Minkowski m-dimensional M™, d, d y A son,

respectivamente, la derivada, la coderivada y el producto exterior y * el dual de Hodge.
Definiendo el operador diferencial de segundo orden
D :=dd,
trivialmente simétrico bajo integracién

Al A *DA2 = / DAl N *AQ, (121)
R™ R™
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y la transformacién de Legendre (para fijar ideas supondremos N = 2n)

v = (0d)T'A ; i=1,...,n.

OL ) OL _p
X, = Dk = . D1 =2,...,n,
0D"A 0D'*A
volvemos a poder poner en relacion Eg)D con
N N
L = 5 Z [1(m; —m2) Aq A #(6d +m2) A,
a=1 b

siguiendo los mismos pasos que en el caso escalar.

Es necesario hacer hincapié en que el proceso es insensible a la existencia o no de

simetrias de gauge. En el caso de que m; = 0 la teoria alto-derivativa es invariante

bajo la transformacién 6y A = dA. En este caso la soluciéon general de la ecuacién de

campo alto-derivativa es

N
A=Y A, +dA,

a=1

donde A(z) es una (s—1)-forma arbitraria y las s-formas A, satisfacen (dd+m?)A, = 0.

Si efectuamos una transformada de Fourier espacial y representamos las componentes

de A(k,t) en la forma [40]

con los indices 7 espaciales, es posible parametrizar las soluciones A, como

. L E —zwt_|_ z(l)z Eeiwt
Al(k,t) — ﬂl s( ) /81 s( ) 7

0

. — ik, B (K1) 4+ B, (F
Au(k 1) = i (1) + B (.0 ; a#l,

ple)
it (K1)
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siendo tanto b;,..;, , como [3;,..;, transversales y

Biule (Bt) = B (e 4+ B (—h)e!
B (k) = b, (R)em et b (- E)eiwat.

11ls—1

Qs = > [[(mi —md)Q,
a=1 b#a
con
O, — sl / @;”, (k) AdB, (F)

Q= 2is! [ @R dB (F) adBl () +

+ 2im 33'/ d3k A5, (R AL, (), a#l,

Q11

donde w = +/ k2, w, = +y/w? + m2. Como debe ocurrir, la forma simpléctica no
depende de las (s —1)-formas arbitrarias A(x), que en consecuencia describen simetrias
de gauge. El resto de parametros 3 y b describen modos fisicos. De hecho, el niimero

de grados de libertad del modelo (en m-dimensiones espacio-temporales) es
(") = [(" )+ (P () e (M),
S s s—1 s s
Por su parte, la version bajo-derivativa concentra toda la simetria de gauge en A;
0AA; =dA 5 pA.=0 , a#1,

quedando el resto de campos sin simetria de gauge. Por tanto, no sélo hemos reducido
el orden diferencial sino que también hemos aislado la parte responsable de la simetria

de gauge.
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1.3.3 La situacion general

Todos los modelos estudiados hasta el momento tienen en comin que derivan de un

principio de accion, sobre un espacio vectorial, de la forma

Supl] = ([ (D +mi) - (D +my)o), (1.22)

donde (:|-) es un pseudo-producto escalar y D es un operador diferencial simétrico

respecto de (-|-), es decir

(01| Dopa) = (D1 | 62) -

Bajo estas hipdtesis Spyp[¢] se puede poner en correspondencia con el principio de
accion
N N
> [1(m§ —m?)Saléal, (1.23)
a=1b#a

donde

Sal¢a] = (9| (D +m7)da) .

La manera de conectar la teorfa alto-derivativa (1.22) con la suma de teorias bajo-
derivativas (1.23) consiste en una transformacion de Legendre seguida de una diago-

nalizacién lineal.

1.3.4 Modelos no abelianos

Cuando en la definicién del operador D aparecen campos dindmicos®, ya sean métricas o

conexiones, es necesario variar ligeramente el método de reduccion de orden diferencial.

6Por campos dindmicos entendemos aquellos campos respecto de los cuales hay que tomar varia-

ciones en la accién para generar las ecuaciones de movimiento.



1.3. Generalizaciones para teoria de campos 39

Para ilustrar el modo de proceder usaremos la generalizacién no abeliana del modelo

de Podolsky en el espacio de Minkowski cuadridimensional
Lot o t m®

donde A’ es una conexién a valores en el dlgebra de un grupo semisimple. Con el
fin de que la accién sea un escalar en el algebra es necesario saturar los indices I por
medio de una métrica invariante que, bajo la hipotesis de semisimplicidad, puede ser
la métrica de Cartan-Killing. Por e/, denotamos las constantes de estructura. FJ es
la curvatura asociada a A y d4 la derivada covariante respecto de la conexion, ambas

definidas segin

1
Fi o= dAT + §€5KAJ A AK

d 0" = dO' + L AT ANOK o dl = wdy k.

Este modelo fue propuesto como modelo efectivo para explicar los fenémenos de confi-
namiento en QCD [50] y reconsiderado en varias ocasiones [48], [49]. Aunque haciendo
uso de integraciéon por partes, la parte cuadrética de (1.24) es del tipo (1.20), los
términos de autointeraccion hacen que el proceso de diagonalizaciéon, aun siendo co-
rrecto, sea bastante pesado. Una pequena argucia resuelve el problema. Debido a la
estructura en derivadas de C(dgF "1, F1) es mas acertado definir la transformada de

Legendre

oL

= = *dLFAI .
od\F1

X7y -

Notese que 7 es una 1-forma que se transforma como un vector respecto del indice

interno. Siguiendo los pasos usuales, llegamos al principio de accién de Helmholtz

2
1
ﬁH:dA7T]/\*F£+m7F£/\*FAI—577']/\*71'[.



1. Métodos de reduccion de orden diferencial basados en la transformada de Legendre 40

La pista para “diagonalizar” L la volvemos a encontrar razonado sobre el espacio de

soluciones. A nivel abeliano, la ecuacién (1.14) nos lleva a que
Al=Al+ AL 7l = -—m?A] (1.25)

es la transformacion que selecciona los grados de libertad. Es importante darse cuenta
de que, aun a nivel no abeliano, Al se transforma como un vector interno mientras que

AT 1o hace como una conexién. La redefinicién (1.25) permite escribir

2 2 4
EH = %FII VAN *F[l — m?dlAé A *dlAIQ — %Ag N *A[Q —
m? 3m?
— 7(F11 + 2d1A£) VAN *[AQ, AQ]I — ?[AQ, AQ]I VAN *[AQ, AQ][ .
donde [Ay, Ao]! = el A N AF vy FI dy se refieren a la conexion Al. Como era

de esperar, la diagonalizaciéon unicamente tiene lugar a nivel lineal. La Lagrangiana
completa, por el contrario, exhibe términos de interaccion que respetan la simetria de

gauge en Al

1.3.5 Tensores simétricos

Aunque en el caso de teorias lineales escritas en funcién de tensores simétricos h,,
puede llevarse a cabo un programa similar al de las teorias de formas diferenciales,
en la préactica se presentan ciertos problemas. El caso de formas diferenciales es es-
pecialmente simple ya que los tnicos proyectores de espin (ver apéndice A) a nuestra

disposicién son

0::—6—d ; u)::—cgS con O:=—(dd+ df).



1.4. Fijaciones de gauge para la teoria de Podolsky 41

Haciendo solamente uso del proyector # podemos construir la mayoria de los términos
cinéticos para los principios de accién locales de interés’, al estilo de (1.21). Para teorfas
escritas en funciéon de hy, la situacién se complica por el hecho de que los términos
cinéticos habituales no son “multiplos” de proyectores, por ejemplo®

1 v 1 (2) (9) ap
»CFierzPauli = ihu §P;u/ afB P/,w af DA™

Este hecho dificulta considerablemente la eleccién general del operador D. En el
capitulo siguiente depués de presentar una nueva técnica de reduccion de orden di-
ferencial, basada en el 1so de multiplicadores de Lagrange, compararemos ambos for-
malismos en el caso particular de teorias lineales que vienen de acciones cuadraticas en

curvaturas.

1.4 Fijaciones de gauge para la teoria de Podolsky

En este punto aplicaremos las técnicas BRST a la teorfa de Podolsky siguiendo el
método covariante de anticampos [45] para dos elecciones de fermién de fijacién de
gauge: uno alto-derivativo y otro bajo-derivativo, poniendo de manifiento en cada caso

la relacién con la cuantizacién candnica en el espacio de fases de Ostrogradski.

Las transformaciones BRST (con términos no minimos) [45] para la teoria de Podol-

sky (1.19) son

sA=dC ; sC=0 ; sC=b ; sb = 0 |,

"Las teorfas tratadas en [40] son un ejemplo mas general de esta afirmacién en el sentido de que
permiten la aparicion del proyector w.

8Consultar el apéndice A para la definicién de los proyectores P(?) y P(9),
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donde el nimero de fantasma de los campos es el habitual
gn(C) = —gn(C) =1 ; gn(A)=gn(b)=0.
La Lagrangiana cuantica tiene entonces la forma
Ly = Lpodolsky + sY

donde ¥ es un fermion de fijacion de gauge, que nos permite dar sentido a la integral

funcional.

Veremos a continuacién que la eleccion natural en una teoria alto-derivativa para
el fermién de gauge-fixing es una elecciéon alto-derivativa:
\I/HD:C_’/\*<1—D>5A—1@/\*<1—D>b.
M? 2(? M?
Con esta eleccion

O _ O 1 O
s\pHD:bA*Q—W)aA—d(JA*@—MQ)dc_QGbA*Q_MZ)b

La expresion de sWUyp puede diagonalizarse mediante la definicién del campo B =

b— (%6 A en la forma

O 2 O _ O

La ventaja de la fijacion alto-derivativa radica en que, aparte de mejorar la forma
de los propagadores, la cuenta de grados de libertad se vuelve inmediata ya que la

Lagrangiana
‘C\I!HD = EPodolsky + S\IJHD

tiene una versiéon Hamiltoniana no singular: es necesario fijar 18 condiciones ini-

ciales bosénicas (A, A, A, A, B,B) frente a 8 condiciones iniciales fermidnicas (C_’,é',
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5’, 5,0,0,@, C’), de manera que el numero efectivo de datos iniciales es 10, que se
corresponden con los 5 grados de libertad de la teoria (los dos del fotén junto a los tres

del vector masivo).

Por el contrario, la fijacion de gauge bajo-derivativa tipica de la simetria U(1)
v C N*6A L C A *b
= % _ k
LD 2€2 )
conduce a
- 1

que puede diagonalizarse de nuevo con la eleccién B = b + (26 A:
1 2 _
sUrp = —Q—CQB A *B + 5(514/\ *0A — dC A *+dC' .

En este caso
Ly, = Lpodoisky + 5V LD

no permite contar el niumero de grados de libertad de manera directa ya que su formu-
lacién Hamiltoniana posee dos ligaduras de segunda clase”. Debido a esto, la diferencia
entre el nimero de datos iniciales bosénicos (A, A A, A) y el nimero de datos iniciales
fermidnicos (C, C’,C,C’), 16 — 4 = 12, debe ser corregida con las dos ligaduras de

segunda clase para obtener los 5 grados de libertad.

9Dichas ligaduras son
o) (1 ) (2) (1)
im0 frt —dird 4 (PF(AL —dP A) =0
donde 74 es el momento asociado al campo A, A y A son, respectivamente, las partes temporales
(1
y espaciales de los campos, los superindices 1 y 2 se refieren a los campos de Ostrogradski A= A,

(2) .
A= Ay por ultimo f{ es el dual de Hodge espacial.
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1.5 Tratamiento a la Julve-Bartoli para la teoria de Podolsky

Mostraremos a continuacién el funcionamiento del método propuesto por J. Julve y A.
Bartoli en [4] para interpretar, en términos de particulas, los procesos de compensacién
BRST en teorias alto-derivativas vectoriales'?. Seguiremos un enfoque més general que
el desarrallado en [4] que nos permitird, en el capitulo cuarto, encontrar la extensién

del método al caso gravitatorio.

La Lagrangiana de partida sera la Lagrangiana de Podolsky con fijacién de gauge

alto-derivativa considerada en [4]

EHD = CPodolsky + £GF + EFP

siendo
1 O
EPodolsky = _2dA/\*<1_7nQ> dA
1 - O 9
Lop+ Lpp = —s CQC/\*(l—MQ)(B—C(SA)
2 O 1 O
_ O
+ C’/\*(l—MQ)DC’,

donde s es el operador BRST definido a través de
sA=dC ; sC=0 ; sC=B+(*A ; sB=¢0C.

Haciendo uso de la integraciéon por partes e introduciendo los proyectores de espin

10F] caso de las s-formas, con s > 1, es mds engorroso debido a la reducibilidad de las transfor-
maciones de gauge y no presenta fendmenos esencialmente nuevos en cuanto a la reduccién de orden

diferencial.
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0 =—0d/0y w=1-0 podemos escribir

Lup = ;(DA)/\*<—+€;[2) (DA)+;A/\*(0—§%) (0A4) —

1 1~
O O O - oc —
M2< C) A*(0C) + 2( C)/\*C+20/\* C

O

Notese que al proceder de esta manera estamos considerando a la Lagrangiana como
un funcional debido a que hemos hecho explicitos los proyectores 6 y w, que son objetos
no locales. Es importante también darse cuenta de que el mecanismo de compensacién
no es trivial: el campo A propaga 8 grados de libertad (al tratarse de una teoria alto-
derivativa fijada completamente de gauge), entre los campos C' y C' se propagan 4
gados de libertad y el campo B propaga uno. De esta manera, restando a los grados
de libertad conmutantes los anticonmutantes, se recuperan los 8 —4 + 1 = 5 grados
de libertad que propaga la teoria de Podolsky. Obsérvese que sin la propagacion del

campo B (el tercer fantasma) los campos anticonmutantes compensarian en exceso.
Definiendo los operadores no singulares (gracias a los términos de fijacién de gauge)

1 2 1

N = H—Cw o N =1.

podemos definir una transformada de Legendre en la forma

OLwup N
= g I:‘ —_
KT (0A) *[M( A) + 2A} :
O Lup N
*P = amé_*{MDCjLQC],

_ 8L£HD ~ N -
= = — O — .
<P i *[M ot 20}
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Invirtiendo las expresiones anteriores

0A = —M! <1;A - 7r> =: F[A, 7]
oc = -M™! (gc — 7?) = F[C,P]
oo = —m (Fovr)=Fiem)

es directo calcular el “Hamiltoniano” y la Lagrangiana de Helmholtz asociadas con la

transformacién de Legendre:

H = F[A 7| A*m+ F[C,P]A*P + F[C,P] A*P — Lup
1 . N N
= S (rga)rat (s 34) - (* C) nem (P=50) +
1 O
Ly = OAANst+0CA*P+0CA«P —H

La Lagrangiana de Helmholtz se diagonaliza mediante la transformacion lineal
A=A+ ; C=FE+F . C=FE+F;
W—%(A—T[‘) : P:%/(E—F) ; 75:%/<F—E).

llegando finalmente a la teoria bajo-derivativa diagonalizada que buscabamos

Lip = ;[1 A *ONA — ;fr A (ON + NM'N) 7 +
- E/\*DNE—FA*(DNJFNM*lN)F—

O

La Lagrangiana L;p no es local en general debido al “término de masa” NM !N para
el campo 7. Sin embargo la eleccién de pardmetros de gauge ¢ = m?/M? hace que s

lo sea.
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Escribiendo L1p = L7 + L9757 donde
inv R rt 1 ~ - m2 - 1 ~
7D = —§dA/\>de+§d7r/\>|<d7r—7d7r/\>|<ad7r,
LIp* = Lip—LTp

son, respectivamente, las partes independientes y dependientes de los pardmetros de

gauge podemos pensar en L£;p como la suma de una teorfa invariante £ a la cual se

ha fijado el gauge U(1) x U(1),
SA=dN ; olF=dN,

por medio de un término de fijacién y compensacién de gauge L£55%¢.

Si esto fuese cierto la simetria de gauge vendria rota y compensada por la eleccién

de un fermion de fijacién de gauge

U= —222E A * (B’ - CQ(SA) + 21§2F A * (1 - Af) (B" - C2(57~r) .

De este modo deberiamos tener una Lagrangiana cuantica
. inv __ pinv
Ly -—ELD+£GF+£FP— LD—i-S\If,
siendo s = s’ @ s”, donde

SA=dE ; §sE=0 ; sSE=B+4(%A ; sB =(0FE.

s't=dF ; §'F=0 ; §'F=B"+% ; 'B"=(0F.
De esta manera
inasi O M2 _ _
sU = 25A/\*5A—257~T/\*<1—D> 5%+ EAN+OE — F A +(0 — M?)F —

1 !/ / 1 " M2 1
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Los términos dependientes de B’ y B” en Ly hacen que L;p # Ly. Esto es debido a
que la simetria original de la teoria alto-derivativa la hereda la teoria bajo-derivativa

en la forma

- M? - 0O
N B O

Es decir inicamente este subgrupo G; C U(1) x U(1), isomorfo a U(1), es relevante.

Definiendo los operadores

/ . M2 —0 . " O
o = p v Qo = qp
M?—0O m?2—0 O a
/ o . noo__
(1) = M2 9 + m2 w N O(l) = MZQ ‘I— W(ﬂ s

donde el subindice se refiere a su dominio de actuacion (es decir, al orden de las formas

diferenciales sobre las que actuan) y utilizamos las propiedades

Y . / o / .
000) =00 5 Ond=d0y ;
"o . 1" _ " .
000 =00 ; Ond=d0y ;
/ /2
(@0 T O =l
podemos restringirnos a G; sin mas que definir el campo B en la forma
I __ / . " "
B'=0nwB ; B"=0qB,

junto con las definiciones que derivan de la transformada de Legendre:
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Es sencillo entonces comprobar que el sector dependiente de B’ y B” se recombina
para dar el término en B de la teoria alto-derivativa de partida.

1 / ! 1 " M2 "o 1 < D)
2C2B A *xB —|—2<2B Ax*(1 5 B’ = 2<2B/\>l< 1 e B.

Un fenémeno similar nos aparecerda en el capitulo cuarto al tratar el caso de la
gravitacion 4-derivativa fijada de gauge. En ese caso la existencia de unos operadores
O’y O, que generalizan a los que hemos definido anteriormente, volverd a ser esencial

para interpretar la Lagrangiana bajo-derivativa en el sector de Faddeev-Popov.



Capitulo 2

Métodos de reduccion de orden diferencial basados

en multiplicadores de Lagrange

1 uso de multiplicadores de Lagrange, como variante del método de Ostrograd-

ski, en el caso de sistemas mecénicos discretos fue propuesto por T. Nakamura y S.
Hamamoto [51] y ha permitido, en esos casos, demostrar la equivalencia cudntica (a
través de integracién funcional) entre el principio de Hamilton modificado (Lagrangiana
de Helmholtz de primer orden) y la teorfa alto-derivativa inicial. En este capitulo, con
técnicas completamente diferentes, demostraremos que un mecanismo similar funciona
para el caso de teorias de campos relativistas en donde los multiplicadores nos permi-
tirdn escribir la teoria alto-derivativa como una de segundo orden (con ligaduras) que

facilita la interpretacién en términos de particulas después de ser diagonalizada [35].

Desarrollaremos este nuevo método en el marco de las teorias de formas diferenciales
(de las que tanto escalares como vectores son casos particulares) y en los modelos de

gravitacion lineal que derivan de acciones cuadraticas en curvaturas.

Desde el punto de vista metodoldgico, este nuevo método, propuesto en el marco

20



51

de las teorias bosénicas!, presenta una marcada diferencia frente al método de Ostro-
gradski y, ademds de ser aplicable a teorias de gauge como las de tipo Yang-Mills o
Gravitatorias, evita los pesados calculos de las primeras propuestas en esta direccion

[34].

Nuestro propdsito se centra en el estudio de los grados de libertad propagados por las
teorias que hemos senalado. En consecuencia nos interesaremos primordialmente por la
parte libre de los modelos (tanto usuales como alto-derivativos). Las autointeracciones
(derivativas o no) y las interacciones con otro tipo de campos externos las englobaremos
genéricamente en una corriente j acoplada linealmente al campo fundamental. Desde
el punto de vista perturbativo son las teorias cuadraticas cuyos términos de interaccion
se obtienen como deformacion consistente de su parte libre las que podemos aspirar a

tratar perturbativamente [52].

Como paso previo realizaremos en el primer apartado un estudio detallado de las
Lagrangianas alto-derivativas generales para el campo escalar. Especificamente, pon-
dremos de manifiesto que la degeneracién en las masas y/o la aparicién de “masas”
complejas llevan consigo la propagacion de estados de norma negativa. Ademas indi-
caremos los problemas asociados con estas situaciones desde el punto de vista de los

métodos de reduccién de orden diferencial.

LEl caso fermiénico sera tratado en el capitulo cuarto (y en el apéndice C) al introducir el sector
anticonmutante de Faddeev-Popov. Las teorias alto-derivativas de campos biespinoriales no seran

tratadas en esta memoria como se ha anunciado en la introduccién,



2. Métodos de reduccién de orden diferencial basados en multiplicadores de Lagrange 52

2.1 Teorias alto-derivativas para el campo escalar

Las teorias de orden diferencial arbitrario, pero finito, poseen un espectro caracteristico
que las distingue de las teorias fisicas usuales de segundo orden. Estas incluyen
genéricamente estados de tipo “fantasma” (ghosts) junto a soluciones que no son de tipo
particula. Aunque estas caracteristicas no son exclusivas de las teorias alto-derivativas,
ya que es posible disenar teorias de segundo orden con estas complicaciones, son casi
inherentes a ellas. La excepcion corresponde a casos muy especiales como son las teorias
de gravitacién construidas mediante potencias de la curvatura escalar. Sin embargo,

en situaciones sencillas no hay salida a estos problemas.

Las teorfas de campos mas simples son las teorias escalares
c .
£ = -9 Qn (D)6 — jo (2.1)

donde ¢(z) es un campo escalar, cy es una constante de dimensiones apropiadas y
Qn(0) es un polinomio ménico real de orden N en O. En el primer capitulo hemos
realizado un estudio exhaustivo de las teorias (2.1) en las que el polinomio Qy pre-
senta unicamente raices reales no degeneradas. En esos casos la Lagrangiana (2.1) es
equivalente a una de segundo orden, construida como combinacién alternada en signo
de N campos de Klein-Gordon que acoplan su suma a la corriente? j. Esto demuestra
que todos los grados de libertad son de tipo particula e interaccionan del mismo modo

con la fuente, que permanece como espectador en el proceso de reduccién de orden.

Sin embargo esta situacién es un caso excepcional de (2.1) debido a que Qy puede

2Durante todo el primer capitulo hemos supuesto j = 0 para evitarnos tener que arrastrar soluciones
particulares en las soluciones generales de las ecuaciones de campo. Si la corriente no es nula, las

diagonalizaciones ocurren en la parte “libre” mientras que j queda acoplada a la suma ¢ = ¢14---+odn.
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tener raices degeneradas y/o complejas

On(D) = (@—m})™ (O —m)" (@O +M)" - (O +M)"
(B —e)(@—2a)]” - [(@ = o) (3~ 20)]°,
donde las m; corresponden a las masas fisicas, M; son taquionicas, o; son complejas y
R;, T; y C; son sus respectivas degeneraciones.

Cuando las raices son no degeneradas el tratamiento es idéntico al presentado en el
capitulo anterior. En este caso solo merecen comentario las raices complejas. Siguiendo

lo tratado en el primer capitulo se puede ver que
C4 _ .
L= -0 - 0)(0—0)¢ - jo

es equivalente a

Cq _ _ = . —
£ =Z(e—0lp@ -0 —pO—0)¢] —jlp+9), (22)
donde ¢ = @1 + ips es un campo escalar complejo. Sin embargo esta no es una

diagonalizacién real debido a que (2.2) no puede ser diagonalizada en términos de
campos reales (ni complejos) independientes construidos de forma lineal a través de ¢

y 9, con masas al cuadrado reales.

En el caso degenerado es también imposible interpretar las raices como masas al
cuadrado de estados tipo particula libre (ni siquiera taquiénicas). De hecho, ni el
ejemplo méas simple ¢(0 — m?)2¢/2 puede ser reducido a una teorfa de campos libres?
22

debido a que el propagador alto-derivativo 1/(0 — m?#)? no es combinacién lineal de

propagadores libres de segundo orden 1/(0 £ m?). En términos del espacio de fases

3La reduccién de orden diferencial es siempre posible, no asf la obtencién de ciertas propiedades

de la teoria bajo-derivativa equivalente.
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covariante, existen soluciones de (O — m?)%¢ = 0 que no lo son de (O —m?)¢ = 0, es

decir, que no pueden expresarse como superposicion de ondas planas.

En resumen, tinicamente en el caso de masas al cuadrado reales y no-degeneradas es
posible la descomposicién algebraica del propagador como suma o resta —dependiendo
de que la norma de los estados sea o no fisica— de propagadores tipo particula, esto
es, en términos de propagadores que muestran masas fisicas o taquionicas. Como es
costumbre en la literatura, en lo sucesivo nos restringiremos unicamente al estudio de

estos casos.

2.2 El método de los multiplicadores de Lagrange

Plantearemos a continuacion, en el marco de las teorias escritas en funcién de formas
diferenciales*, un método de reduccién de orden diferencial basado en el uso de multi-
plicadores de Lagrange. Desde el punto de vista metodoldgico, al contrario que ocurria
con las técnicas de transformada de Legendre, no sera necesario distinguir entre N par

y N impar.

La Lagrangiana general que consideraremos es
on _ 1 2 2 »
L :590/\*(5d—|—m1)~~(6d—|—mN)g0—]/\*gp,

donde tanto ¢ como la corriente j son s-formas sobre el espacio-tiempo M™. El resto
de la notacion ha sido presentada ya en la seccién 1.3.2. Para evitarnos complicaciones
innecesarias relacionadas con la estructura de espacio afin que presenta el espacio de
fases covariante en el caso de que j # 0 supondremos a partir de ahora que j = 0

aunque al final del proceso volveremos a considerar el acoplo a j.

4Los campos escalares quedan como caso particular, en el que 6d = —0O.
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Asociada a £?" tenemos la Lagrangiana de segundo orden
1 1 N-1
Loy = =58 Ax(0d +mi)er + 5 ]21 oy Ax 100 — (0d+m2)eim)
donde p es una constante (no nula) con dimensiones de masa, introducida simplemente
para que todos los campos tengan la misma dimensién. Los campos ¢;, con N + 1 <
1 < 2N, juegan el papel de multiplicadores de Lagrange y el resto son necesarios para

la reduccién de orden diferencial. Las Lagrangianas £V y L7% conducen al mismo

espacio de fases covariante. La razon es la siguiente: las ecuaciones de campo para

L3 son
i = (0d +miyy)pin ; 1<i<N. (2.3)
wWrongi = (6d+mionria 3 1<i<N. (2.4)
(6d +m3)er + (3d + miy)pan—1 =0, (2.5)

Las ecuaciones (2.3) y (2.4) permiten expresar ¢;, con 1 < i < 2N, en funcién de

derivadas sucesivas de ¢y. En concreto, manipulando las ecuaciones (2.3) se tiene
Ny = (6d +m3) - - (6d + m%)on - (2.6)
De igual manera (2.4) implica
PN Doy g = (8d+mF_1) - (6d +m})pw . (2.7)
Asi, introduciendo (2.6) y (2.7) en (2.5) llegamos a
(5d +m3)(6d +m2) -+ (5d +m%)on = 0. (2.8)

La ecuacién (2.8) es la ecuacién de campo para £2V sin mds que tomar ¢ = @y.

Una vez estamos seguros de que L2 y E%@f describen el mismo espacio de soluciones

surge, de manera natural, la pregunta de cémo identificar los modos fisicos cuando
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nos decidamos a trabajar en la representacion E%];[ . La forma de proceder consta de
dos etapas. En la primera se eliminan los N — 1 campos (multiplicadores) ¢;, con
N < i < 2N, en funcién de los N campos ¢; con 1 < i < N. En la segunda se realiza

una diagonalizacion que hace explicitos los grados de libertad.

La manera mas limpia de eliminar los multiplicadores de Lagrange es hacer uso
de las ecuaciones de campo. Veremos a continuacion que es posible expresar este
tipo de campos algebraicamente en funcion del resto. En estas condiciones, nos esta
permitido sustituir en E%];f dichas relaciones algebraicas para obtener una Lagrangiana

independiente de multiplicadores. Explicitamente, de (2.3) podemos despejar
odpit1 = pi’p; —mi i 3 1<i<N. (2.9)

Ahora, haciendo uso secuencial de las ecuaciones (2.4), en las que en cada paso es
necesario utilizar tanto el paso anterior como la correspondiente ecuacién (2.9), es

posible suprimir los campos ¢; con N < i < 2N. Por ejemplo, de (2.4) y (2.9) se tiene
1 m?2 m? — m3
ON+1 = Eddw + /721 ON = oN-1+ 1TN ON - (2.10)

Si ahora volvemos a usar (2.4), junto con (2.9) y (2.10) podemos poner

m2 1
ONy2 = 722()01\7+1+725d§0N+1
2 2
2 2 2 2 2
m ms —m 1 ms—m
= 722 PYN-1t+ ITN PN |+ E(gd@N—l + %(M@N
2 2 2 2 2 2 2 2
ms —My_1+MmM;7—m m; —m m5—m
— oNa+ 2 N Lz 1 NSON—1+( 1 Nii 2 %)

Procediendo de esta forma, y usando el principio de induccién, es tan facil como pesado

demostrar que

i
PN+ = ZCJZ»SON—J‘M, (2'11>
k=0
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donde las constantes C’,z vienen definidas para 0 < k£ < j en la forma

.
cl o= 1,
2k 2 2 e (m? —m?
pRCE = >0 (my — i) (M, — M)
JiJk€R;
con

j+l—k j+2—k—ji J=j1——Jp—1

SIS S SRR >

J1j2Jk€ER; J1=1 J2=1 Jrk=1
Es posible demostrar [34] que las relaciones (2.11) para los multiplicadores son liga-
duras de segunda clase (en el sentido de Dirac) cuando uno se plantea el formalismo
Hamiltoniano estandar, a la Ostrogradski-Dirac, para la teoria E%g . El problema aso-
ciado a la utilizacién del método de Dirac para la deduccién de la férmula (2.11) es
doble. Por un lado estd el hecho de que las ligaduras para los multiplicadores van
acompanadas de ligaduras analogas en términos de momentos, doblando asi el niimero
de pasos en el célculo. Por otro lado si permitimos simetrias de gauge (tal como hemos
hecho) aparecen en el proceso las ligaduras de primera clase aumentando ain mas el

numero de céalculos.

Podemos prescindir de los multiplicadores en E%];f haciendo uso de la ecuacion
(2.11). Llegamos asi a la Lagrangiana de segundo orden diferencial

1
L£* = PN A *(8d 4+ m3)pr +
N-1j
YD Clon—jre A x[pPp; — (6d +m5 1) @i -
k=0

=1

+

N | —

Aunque los campos ; que aparecen en £ no muestran el contenido en grados de
libertad de la teoria, un sencillo razonamiento sobre el espacio de fases covariante S da

cuenta del problema. Sobre S, las ecuaciones de campo (2.3-2.5) permiten despejar

PN Do = (§d+m2) - (6d+mE)ew (2.12)
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PNy = (6d4+m2) - (6d +m%) N
,U290N71 = ((Sd + m?\/’)gpN ’
donde, en S
N
pn =) ¢a con (dd+mg)p.=0. (2.13)
a=1

Introduciendo (2.13) en (2.12), junto con la propia ecuacién (2.13), llegamos finalmente

a
PN Voy = (mj—mi)--- (mk —mi)ér,
NPy = (mi—mi) - (my —m])dy + (m3 —m3) - (my —m3)gs,
(2.14)
oy = (my—mi)gr+--+ (my —my_)on1,
ox = it ton.

Si en las ecuaciones (2.14) pensamos en los campos ¢, como arbitrarios (no sujetos a
(6d + m2)p, = 0) obtenemos la transformacién que diagonaliza £? en la forma
N

H a m2 - mC2L . al
£r=>% #2182(5\/—1) ) Pa A *(0d+m2)pa —F A% D b
a=1 a=1

La razén por la que transformacion (2.14) lleva al resultado deseado vuelve a encon-
trarse en el ultimo parrafo de la seccion 1.2. Notese que, al final del proceso, hemos

vuelto a conectar la corriente j acoplada al campo oy = ¢1 + -+ + dn -

Una ventaja obvia frente al procedimiento basado en la transformada de Legendre
radica en que, manteniendo en dos el nimero de pasos a realizar —eliminaciéon de

multiplicadores frente a transformada de Legendre y diagonalizacién de las variables—
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no es necesario distinguir entre los N pares e impares. Por otra parte, es sencillo
encontrar la manera de aplicar el método a otros tipos de teorias de campo. Aunque
la generalizacion no es unica (existen multitud de variantes que adaptan el método a
cada caso particular) la estructura concreta en cada situacién da pistas claras de cémo

actuar.

2.3 Teorias escritas en términos de un tensor simétrico 7,

En el tercer capitulo realizaremos un estudio detallado de las teorias de gravitacién
cuadraticas en curvaturas, tanto linealizadas como completas. En este punto vamos
simplemente a comparar el funcionamiento de las dos técnicas desarrolladas hasta el

momento sobre el modelo resultante de linealizar la accién
Si = / 'z /g [aR + bR + cR"R,,]
M
en torno a la métrica de Minkowski®. El principio de accién que debemos considerar es
4 4. pd 4. | @
SGraU Lin — /]R4 d $£ = /]R4 d T |:2hMVG;Waﬁra5 + TullQuyaﬁ(ba C)Ta,@ )
con a, by c constantes reales, siendo r,,, la combinacién de derivadas de h,, que vienen
de linealizar el tensor de Ricci R, ,
1
T = R aﬁhaﬁ ) (A pva + 1% w0 = Ol — W o]
donde hemos aprovechado para definir el operador diferencial de segundo orden R, o3

GHrv By Qv eP son las matrices numéricas

Vo 1 vV, o, UV ro
GHvaB . i[nunﬁ_nunﬁ_nuﬁn },

Vo vV, o c o, UV rvo
QUebie) = bt n 4 o 0 ]

®Una justificacién, mayores detalles y la linearizacién de esta accién se dan en la seccién 3.1 del

préximo capitulo.
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Las propiedades de estos objetos que necesitaremos utilizar son las siguientes®:

Aunque R, g 10 es simétrico respecto del pseudo-producto escalar

(ha, hy) = /R A W (@) h ()

la combinacién G*#"R,, “® si 1o es. Formalmente R* # R pero (GR)* = R*G =
GR, donde t denota la trasposicién respecto de (-,-). La matriz G coincide con su
inversa (G~1)#ef = GMaB (es decir GG = ) mientras que @Q sélo es invertible

cuando” ¢ £ 0y 4b+c#0

oV 1 246 b vV _
[ n¥? + o] — ————nnh.

(@) P (bye) = 21 (4b + c)c

c
Supondremos, para fijar ideas, que nos encontramos en la situacién favorable en la que

@ es invertible.

Haciendo uso de estas propiedades la ecuacién de campo para hy,
(0GR + 2R*QR| h =0
se puede expresar de la forma
[GR GOG + ;] GRh = GR {GQG GR + g} h=0, (2.15)

en donde, a partir de ahora, omitiremos aquellos indices que no presenten problemas

de interpretacién. La solucion general de (2.15) es

h:h1+h27

%En la notacién del apéndice A podemos poner G = 17 — 7, Q(b,c) = bij + cj y GR =
O (%P(z) — P(S)). Estas identidades, junto con el hecho de que 7:]2 = 47, son suficientes para de-

mostrar todas las propiedades de interés.
"El caso ¢ = 0 representa un salto en los grados de libertad de la teorfa. Por el contrario, 4b + ¢ =

0 no indica ninguna discontinuidad en el ntimero de grados de libertad sino simplemente que la

Lagrangiana es singular en R, .
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donde h; y hy satisfacen, respectivamente (recuérdese que estamos considerando )

invertible)

GRh =0 GRhy:—gGQ*GhW (2.16)

2.3.1 Multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange comienza asociando a £* la Lagrangiana
a
ﬁ@:@PﬁQG+JhVH@ﬁM—GRM.

en la que hs juega el papel de multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de campo

para L7,
[R%X%+ﬂh¢—GR@—iL (2.17)
M%y+B+GQRpm:o, (2.18)
p?hy — GRhy =0 (2.19)

nos permiten despejar GRhy = p2hy. Asi, usando (2.18) es posible expresar de forma

algebraica —en la que el operador diferencial R no esta presente— hz en funcién de hy

y hQ:
a
hg - —72}1,2 - GQGhl .
2
Eliminando hs en L7, llegamos a

2 — ;L/ﬂthRhQ + 20t GQR I — 12hEGQGH, | (2.20)

La diagonalizacién de (2.20) se consigue a través de la redefinicién
h = —-5GQ'Gh

hy = h;+hy,
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que viene sugerida por las ecuaciones (2.16). En estas variables

&2

442

£2=-% h GRh, — ;ﬂhg GR by —

=50 hy GQ'Ghy .

De aqui que h; describa, tal como se indicara en el siguiente capitulo, un espin dos sin
masa (gravitén) y hy un espin dos masivo con m3 = —a/c y norma negativa junto a un

escalar de masa m3 = a/2(c + 3b).

2.3.2 Transformaciéon de Legendre

El operador diferencial, simétrico bajo (-, -), a nuestra disposicion es
D =GR.

Definiendo entonces la transformada de Legendre

_ort
~ ODh

™

— 9GQG Dh + %h

e invirtiendo Dh(h, ) llegamos, a través del procedimiento habitual, a la Lagrangiana

de Helmholtz

R
EH—WDh47T2h GQ G|« 2h.

La diagonalizacion de Ly tiene lugar mediante el cambio, motivado una vez més por

la estructura del espacio de fases covariante,

a
p*h=h; +hy ; p’r= 5[111 —hy],

en donde la constante p? ha sido introducida para facilitar la comparacién con el
método anterior. En estas variables £y coincide exactamente con la Lagrangiana £?

del método de los multiplicadores de Lagrange.



Capitulo 3

Modelos de gravitacién R?. Teoria invariante

E n este capitulo estudiaremos los efectos que las correcciones cuadraticas en curvatu-

ras producen sobre la gravitacion de Einstein. Las primeras secciones estan dedicadas
a caracterizar los grados de libertad que propaga una teoria con potencias de la cur-
vatura. Para esta tarea seguiremos dos caminos. El primero se basa en la utilizacion de
técnicas simplécticas covariantes [36]. El segundo nos permitird reobtener los mismos
resultados, de una forma mas rapida, a través del formalismo de proyectores de espin
[42]. La ultima seccién se ocupa de la teorfa no polindmica. Haciendo uso de de la
transformada de Legendre covariante, presentada en el primer capitulo, pondremos en
correspondencia la accién alto-derivativa con una suma de acciones bajo-derivativas.
Debido a que la reduccion de orden diferencial se puede realizar de multiples maneras
hay en la literatura gran variedad de propuestas al respecto [23], [24], [25] que conducen
a teorias bajo-derivativas distintas al menos en apariencia. Discutiremos algunas de
ellas indicando los valores de las constantes de acoplo en las que se vuelven singulares
y finalmente propondremos la solucién mas apropiada desde el punto de vista de los

grados de libertad.

63
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3.1 La Lagrangiana linealizada y la forma simpléctica inducida

Nuestro pundo de partida sera la accion

Stralgw] = [ V=9 [aR+bE* + Ry R™] | (3.1

donde R, es el tensor de Ricci para la métrica g,,, R = ¢g" R, es la curvatura
escalar, a es una constante con dimensiones de masa al cuadrado y b y ¢ son cons-
tantes adimensionales. Este es el principio variacional més general sobre el conjunto
de métricas pseudoriemanianas g,,,, definidas en un espacio-tiempo (“topoldégicamente
trivial”) de cuatro dimensiones M, cuando obligamos a la accién a ser invariante bajo
difeomorfismos y a no depender de potencias cibicas o superiores de las curvaturas!.
Supondremos que el espacio tiempo es topoldgicamente trivial de manera que se satis-
face la identidad de Gauss-Bonnet. Esta identidad nos permite escribir los términos

de la forma R® 5, R, Brv en funcién de R2, R, R" y derivadas totales.

Aunque las constantes reales a, b y ¢ son en principio arbitrarias, en lo que sigue
consideraremos siempre que a > 0 ya que estamos interesados en las correcciones sobre

la gravitacién usual que producen los términos del tipo? R2.

Recientemente M. Henneaux y G. Barnich [52] han conseguido formalizar el con-
cepto de teoria perturbativamente tratable. Estas teorias son aquellas que se obtienen
como deformacién consistente (manteniendo el niimero de grados de libertad y simetrias
de gauge) de su parte cuadratica. Asi, el estudio perturbativo comienza por el estu-

dio de la parte libre de la accién (3.1). Escribiendo g,, como suma de la métrica de

ILas potencias ciibicas o superiores no tiene efectos sobre el nimero de grados de libertad debido

a que no afectan a los propagadores.
2Es habitual referirse a todas las potencias cuadréticas en curvaturas (no solo a las de la curvatura

escalar) contenidas en la accién (3.1) como “términos del tipo R%”.
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Minkowski 7, = diag(—,+,+,+) y una perturbacién h,, , el desarrollo de (3.1) en

potencias de h,, conduce a la siguiente Lagrangiana cuadratica en h,,

£4 - %h# u,ahy v = %hw,ahw«a + %hﬂy ,tha = %hw ’”ha QG + (3‘2)
cC Vo C v o c+ 4b v o
—|—1h# ’ ﬁhuu,cxﬂ - Ehu 71/5]1#04’ - 2 h* ’Vﬂh a’“ﬁ +
c+2b, . c+4b y
+ 5 (h* ,uu)2 + 4 (h* V)Q'

Los grados de libertad fisicos se definen como pares de variables reales, canénicamente
conjugadas médulo transformaciones de gauge. Para dar sentido al término variables
canonicamente conjugadas, y en consecuencia al concepto de grado de libertad, es nece-
sario contar con una estructura simpléctica —una dos-forma, cerrada y no degenerada
[53]— sobre el espacio de modos efectivos. Un método que ha demostrado adaptarse
de manera especial a las teorias cuadraticas [40], debido a que proporciona toda la
informacién fisica relevante, es el método covariante desarrollado por E. Witten y C.
Crnkovi¢ [36] y generalizado posteriormente por V. Aldaya, M. Navarro y J. Navarro-
Salas [38] al caso de teorias de campo de orden diferencial superior a dos. Este tipo de
técnicas permiten construir, a partir de la accion, una forma simpléctica sobre el es-
pacio de soluciones de las ecuaciones de campo (espacio de fases covariante). Ademés,
es facil demostrar [36] que la forma simpléctica es capaz de generar, mediante mani-
pulaciones sencillas, las cantidades conservadas de la teoria: Hamiltoniano, momento

angular,. . . indispensables para la caracterizacién de los grados de libertad efectivos.

Aplicando el procedimiento general de [38], la Lagrangiana (3.2) define una estruc-
tura presimpléctica (en principio puede ser degenerada) sobre el espacio de tensores

simétricos h,,, mediante la expresion

Q:/daawa,
b
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siendo ¥ una seccién espacial del espacio-tiempo (hipersuperficie ¢ constante), d*o la

medida de integracién sobre X y

oLt oLt oLt
«a = dI —_— a Ad:[h v dI Ad:[h’ V. )
N <8huvya ’ 9 hum&ﬁ) e ahuv,aﬁ s

donde por d y A denotaremos, respectivamente, la derivada exterior y el producto
exterior en el espacio de los campos h,,,(z). Debido a que d,w* = 0 sobre el subespacio
de soluciones de las ecuaciones de campo, tenemos garantizada la independencia en el
tiempo de 2. Esto quedara de manifiesto cuando escribamos €2 en términos de los

modos que se propagan.

Explicitamente, w® viene dada por la expresion

W = %dlh’o‘ Adlh — gdlh‘“”a Adlhy, + adlh,, * AR — (3.3)

—gdlh,u AdIR — gdlh"‘p L, Adlh — gmdlhw Adh,, +

+4b
50y, AR + SAR , Adihy, + = Odh,, AdR +

4b 4b 4b
CEB A Ay, + CZDdIhO‘“ o Adh + Cz

4b
R R T
c+4b

+

U, ™ AdLh —

—(c+ 2b)dR ,, AP —

—%d{hw e AdRP , — go’IIhW v AR, — A, AR —

4b 4 4b
S adihy, S Adh — S by, v adh

c+4b

+(c+ 20)dR* ,, AR , + Odih AdR®

donde O = 9,0*, h = n*”h,, y todos los indices han sido subidos con la métrica de
Minkowski®. Para encontrar los grados de libertad efectivos es necesario particularizar

(3.3) sobre el espacio de soluciones de las ecuaciones de campo. Por ello, como primer

3No debe confundirse h*¥ = npron*? hap con la inversa de hy,, .
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paso, dedicaremos la siguiente seccion a la resolucién de las ecuaciones. Como veremos,
segun los diferentes valores de los parametros a, b y ¢ y las posibles relaciones entre

ellos, la restriccion de €2 al espacio de soluciones tendra distintas interpretaciones.

3.2 Solucién de las ecuaciones de campo linealizadas

Las ecuaciones de campo que se derivan de la Lagrangiana (3.2) son

(a4 cO0)0Oh,, — (a+ cO)hye®, — (@ + cD)hye @+ [a— (c+4b)OhY 1 +  (3.4)

+2(c 4+ 2b)hap P L + Nula — (¢ +40)0)(has*® — DA ,) = 0.

Para resolver estas ecuaciones elegiremos coordenadas inerciales (Z,t) y tomaremos la

transformada de Fourier espacial en los campos:

1 L
f(@ 1) = (27r)3/2/R &k f(k, )e™ .

Usaremos la misma letra para denotar un campo y su transformada, y el convenio de
distingirlos por su argumento. Al tomar la transformada de Fourier las ecuaciones en
derivadas parciales se convierten en ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya solucién

general seremos capaces de escribir exactamente.

En el espacio de momentos, la parametrizacion del campo hu,,(lg, t) que facilita la

resolucion de las ecuaciones de campo es

hoo(k, )

hoi(k, t) = ikip(k, ) + Bi(Fk, 1) (3.5)
1 klk 7 T (7,

+= <5ij — wj> T(k,t) + hy (k1)

2
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De aqui en adelante w := +/ k- k. Los campos [3;, a; son transversales y el campo
h;j" es simétrico, transversal y de traza nula. Nétese que, de este modo, estamos con-
siderando las diez componentes independientes del tensor simétrico h,, en dimensién
cuatro: una componente en hgyy, una en ¢, dos en f3;, una en ¢, dos en «;, una en T
y las dos restantes en h;;". En esta parametrizacion, es directo resolver las diferentes

componentes de la ecuacién de campo.
e Componente 00. La componente 00 de la ecuacién (3.4) en la parametrizacién

(3.5) es

2w? (¢ + 20)hgo = 4w?(c + 2b)d + 2w?(c + 20)¢ + (3.6)

+(c+ 4b)7 + [a + (c + 4b)w?]T .

Por tanto:

o Sib=c=0 se tiene
T=0.

o Si ¢+ 2b # 0 obtenemos una ligadura sobre hgg:

c+4b iy a+ (c+ 4b)w?
2w?(c + 2b) 2w?(c + 2b)

hoo = 20 + ¢ +
o Sic+2b=0, con ¢ # 0, 7 satisface la ecuacién diferencial
P+ (w?—ale)r =0,

cuya solucién general es de la forma

—

T(k,t) = x(F)e™ ™2t + y(—=k)e™ | conwy := +\/w? — a/c.
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e Componentes 0i. La componente 0i de (3.4) nos dice
cBi—c&i+(cw2—a)(ﬂi—di) =0. (3.7)

Debemos distinguir dos casos:

o Si ¢ =0 tenemos la ligadura

o Si ¢ # 0 debe ser

Bk, t) — (k. t) = yi(k)e ™" + 3;(—k)e™"

e Componentes ¢j. Estas ecuaciones vienen separadas en varios sectores. El
primer sector corresponde a que los dos indices 7 apunten en la direccién de k.
El segundo sector tiene un indice en la direccién de k y el otro transverso. El
tercer sector, con ambos indices transversos, se divide a su vez como suma de la
parte de traza nula mas la parte de traza.

Las ecuaciones para los dos primeros sectores se satisfacen indénticamente como
consecuencia de las ecuaciones (3.6) y (3.7). EIl que esto ocurra es por tanto
independiente de las posibles relaciones entre los pardametros a, by c.

La ecuacién para el sector transverso y de traza nula es
2 2 2 2
(28 + cu? — a) (@3 + w?)hE =0,

lo que obliga a considerar dos casos a la hora de escribir su solucién general:

o Sic=0es

hz“jT(];,” t) _ h;T(E)efiwt + }‘liTjT(_];)eiwt )
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o Si ¢ # 0 tenemos que

T (7. L TT(\ . —iwt | TTT( 1.\ dwt
TT (1) ,—twat | 77T (_ 0\ iwat
+h2ij<k)e +h2ij(_k)e .
Por ultimo, para resolver la ecuacién en la componente de traza, es necesario usar
la ecuacién que se deriva de (3.6). Existe por tanto la siguiente casuistica:
o Sib=c=0, laecuacién se satisface idénticamente.

o Sib#0,c=0 se tiene

} y  Q
el =0
P (0t ) =0,

de donde

—

7(k,t) = ro(k)e™ ™" + Fo(—k)e™*  con  wy = +y/w? + a/(6b).
o Sic+2b=0, c#0, la ecuacion de traza es
9 [hoo — & — 20| + (w* — a/c) [hoo — $ — 26| ,
de aqui que se tenga
hoo(F, £) — G(F,£) — 20(R, 1) = &(F)e 2" + E(~ Ry

o Sic—+2b# 0, existen dos subcasos:

- Cuando ¢+ 3b = 0 tenemos la ecuacion de segundo orden
P+ (w* —aje)r =0

y en consecuencia
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- Cuando ¢+ 3b # 0 la ecuacion es de cuarto orden

2 2 @ 2 2 a _
<8O+ c) <80+w +2(c—|—3b)>T 0.

por lo que, en este caso, se tiene

—

7(k,t) = TO(E)G—iwot + %0(_E)eiwot + TZ(E)e—iwzt + %2(_];’)61'19215’
con wo 1= +\/m, siendo m2 := a/2(c + 3b).

En la siguiente pagina se encuentran resumidas, en forma de tabla, las parametriza-
ciones que hemos obtenido durante el proceso de resolucién de las ecuaciones lineales.
Maés adelante, al introducir el formalismo de proyectores de espin, volveremos sobre
estas parametrizaciones para reinterpretarlas como suma de subespacios de espin ca-

racterizados por masas bien definidas.

Aunque hemos introducido ya, segtin nos ha ido haciendo falta al resolver las ecuaciones
de campo, la expresién de los pardmetros de masa m?, ¢ = 0,2, en funcién de las
constantes a, b y ¢, recogemos a continuacion estas definiciones para hacer mas facil la

interpretacion de la tabla de parametrizaciones:

m2 = 7&
O " 2(c+3b)’
mi = 8
2 C’

y como viene siendo habitual w; := 4/w? + m?2. Ademds, las funciones ¢(k, t), p(k, 1)

y «;(k,t) son arbitrarias en todos los casos.
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Caso Parametrizacién

b=c=0 hoi (K, t) = ik;p(k, t) + du(k, t)

HhIT (ke + B{f(-%)ewt
hoo(k, ) = 26(K, 1) + G(E, ) + 35 [ry(R)e "0t + 7 (~EF)et!]
b#£0,c=0| ho(k t) = ikip(k ) + &;(E, 1) .
ko t) = kikjo(k,t) + ikso (K, t) + ikjou (K, £)+
5 (8 = 5t) [ro(R)e ot 4 7y (—R)eot] +

-

+h.TT(E)e—iwt + RET(—k)et

c+3b=0 hm(’g )—zszb( t)+az(k t)ﬂm(l?) Wﬂm( k)etost
his (K, t) = kikjo(k,t) + ik (K, t) + ik;eu (k, t)+

+3 (0 — B2 [ra(k)e 2t 4 7y (—k)ete=t] +

+hT~T(E)€7iwt—‘r—l_l-TT( E) Zwt‘f'hzTZ;(k?) 7zw2t+h2TZ1;( E)eiu&t
hoo(k,t) = 20(k, ) + G(k,t) — 2% [ra(R)e 2! + (=)t
+2n:022 [T0<k)€—zwot + 7—_ (_E)ezwot}
t) = ikio(k, t) + ik, ) +%z(kr) et +%Z( k)etet.
+5 (0 — 55 [ra(k)e 2t + 7y(—k)et2t + 7y (K)e=to0t + 7, (—k)eiot] +
hTT(E)e—iwt + BZ;T( k?) zwt h;T](kZ) —jwat + hg“z;( k)eiwgt

c+3b#0 hoi(k,

hoo(k, 1) = 26(k, t) + B(k,t) + E(k)e2 + E(R)e™
c+20=0 | hoi(k,t) = ikid(k, t) + qi(k,t) + 7o, (k)e 2 4 5, (—k) et
hij(k,t) = kikjgp(k, t) + i/{:iozj(k, t) + ikjoci(k:, t)+
5 (8 — ) (B2 + (k)] +
HRTT (K)e ™t 4+ IT(—k)et + hIT(k)e ™2t + RIT(—k)el2t

k,t
k,t
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3.3 Los grados de libertad, las transformaciones de gauge y

la energia

Una vez que tenemos parametrizado el espacio de fases covariante S(a, b, ¢) mediante
las féormulas que se recogen en la tabla de la pagina anterior, es una tarea sencilla,
aunque ciertamente pesada, calcular la restriccion de €2 sobre S(a, b, ¢). La diferencia
funcional entre las soluciones para distintas elecciones de los parametros a, b y ¢ se
traduce en la necesidad de considerar por separado cada uno de los casos que aparecen

en dicha tabla.

Con el fin de presentar los resultados de manera ordenada, empezaremos fijando los
convenios de notacién para las distintas piezas que compondran la forma simpléctica
sobre el espacio de soluciones. Los paréntesis (s, m) hacen referencia al espin y la masa,

aunque su justificacion debera esperar a la siguiente seccion.

Convenios para las Formas Simplécticas

Q20 Jus K aiw dIRTT(R) ADAZT (F)
Q2m2) Jos Bk {aszdIhm](k) /\d[hgfj(/;) 2”%;”2(1[’721(%) Adiys;(k)+

+%aiw2dl7"2(k:) /\d[TQ(k) .

Q0:mo) Jus @k Saiwg dimy (k) Adirg (k)

QO foa d® k{azwzdlh (F) A3, (R) + @iz dezl( ) Adlyss(F)+

219

k
Feiw?wy [dy(R) AdE(R) + dE(R) Ady(F }
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Debido a que la Lagrangiana £, y en consecuencia la forma simpléctica €2, son in-

variantes bajo traslaciones, es posible obtener directamente de la forma simpléctica

el Hamiltoniano del sistema. Como siempre, basta identificar H en la expresion

iy = —7dlH, donde Vr es un vector tangente a la orbita, en el espacio de fases

covariante, generada por una traslacion de pardmetro 7, e iy;.{) indica la contraccion

de 2 con Vr. Por tanto, asociada a la tabla de convenios para formas simplécticas

tenemos la correspondiente tabla de Hamiltonianos.

Convenios para los Hamiltonianos
H®0) S @F aw?R T (k)R (k)
F2m2) Jrs @ [aw3hET (R)RET(F) + 25850, ()2.4(k) + Jawd(R)m(F)]
H(0.mo) S Pk 2awd 7 (K)o (k)
- fuo @R {awBRET (ROREE () + “otd 5 (B o)+
reutud [W(RER) + EEP) |

Con estas definiciones, la discusion de los distintos casos que surgen al restringir {2

sobre las parametrizaciones de las soluciones de las ecuaciones de campo linealizadas,

es como sigue:

e Caso b =c¢=0: Gravitacion usual R

La forma simpléctica y la energia son respectivamente

QS = Q(2’0) ; HS = H(2,0) .
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Estas son justamente la forma simpléctica y la energia asociadas a la teoria de
Fierz-Pauli que propaga, como veremos en la siguiente seccion, un espin dos de

masa nula (gravitén) de energfa positiva (recuérdese que a > 0).
e Caso b # 0, ¢c = 0: Gravitacién aR + bR?
En este caso, la forma simpléctica y la energia tienen una contribucion extra

frente al caso de la gravitacién usual:
QS — 9(270) + Q(O,mo) : HS — H(Q,O) + H(O,mo) X

El nuevo modo que ahora se propaga corresponde a un escalar (espin cero) que

contribuye positivamente a la energia, o sea de forma fisica.
e Caso ¢ # 0. Gravitacién aR + bR? + cR,, R"

Este caso estd a su vez dividido en varios subcasos:

o Cuandoc+3b=0

QS — Q(Z’O) _ Q(2vm2) ’ HS — H(270) _ H(27m2)

de modo que se propaga un gravitéon junto a un espin dos masivo cuya

contribucion a la energia es siempre negativa.

o Cuando c+3b# 0y c+20#0

QS _ Q(Q,O) . Q(Z,mg) + Q(O,mo) 7 HS _ H(Q,O) _ H(Q,mg) + H(O’mO)

de manera que hay presentes un gravitén y un escalar fisicos junto a un
espin dos masivo, fantasma de Weyl.

o Cuando ¢ + 2b = 0 podemos escribir

Qs = QY _ O Hs = H®Y — [~

Y
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Si nos fijamos con un poco de cuidado, la relacion ¢ + 2b = 0 es equivalente
a imponer que las masas del escalar y el espin dos sean iguales. Esta coinci-
dencia ha hecho que por un lado ciertas manipulaciones del caso m2 # m2 en
la resolucién de las ecuaciones no estén ahora permitidas y por otro que se

—twat v e~iwot - Pege g ello, este caso describe

confundan las exponenciales e
el mismo numero de grados de libertad y simetrias de gauge que el caso
c+3b # 0 con ¢+ 2b # 0. Aunque 2* no estd escrita en funcién de variables

canoénicas, basta la redefinicién

1 3a 1 |/ 3a
X:% _?(704‘72) ) f:% _?(70_72)

para que tanto la forma simpléctica como la energia tengan la misma ex-

presién que en el caso anterior.

Aunque la parametrizacion del espacio de fases covariante S depende de cuatro fun-
ciones arbitrarias del tiempo, gb(/;:, 1), go(lZ, t)y ai(E, t), la independencia de t de la
forma simpléctica sobre el espacio de soluciones hace que estas funciones arbitrarias no
puedan aparecer en €)s. Por tanto, las direcciones de S asociadas con gb(lZ, t), go(E, t)y
ai(l;, t) describen simetrias de gauge. Atendiendo al modo en que estas cuatro funciones
contribuyen a h,,, es muy ficil ponerlas en correspondencia con las cuatro componentes
de un campo vectorial A, (z):

. I ; ik - .

En esta escritura, la simetria de gauge para h,, (en cualquiera de los casos que hemos
discutido) se debe a la posibilidad de poder sumar a cualquier solucién de las ecua-
ciones de campo la combinacién A, , +A,,, , con A, (z) arbitraria, y obtener una nueva
solucion. Esta simetria de gauge es el reflejo lineal de la invariancia bajo difeomorfismos

de la teoria completa.
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3.4 Proyectores de espin

Los resultados que hemos obtenido hasta el momento se apoyan en teoremas elementales
de geometria simpléctica. Como es habitual en cualquier disciplina, uno puede estar
dispuesto a perder parte del rigor en favor de calculos formales, que a cambio acorten
considerablemente los razonamientos. Este es el caso de los métodos basados en proyec-
tores de espin, de uso comun en gravitacion alto-derivativa. Estos proyectores son ope-
radores pseudodiferenciales —involucran potencias negativas del D’Alembertiano— que
debido a sus propiedades algebraicas (apéndice A), en particular a que definen sectores
ortogonales, agilizan el calculo de los propagadores en teorias escritas en términos de
h,. . Para los argumentos que siguen tinicamente necesitamos dos de ellos, el proyector

de espin dos P® y el proyector escalar P

2 1 1
P,Lsu)ocﬁ = 5 (Quaeuﬁ + e,uﬁeua> - gg,uyeaﬁ .
1
S
P/EV)Oéﬂ = §9MV9a5 )

definidos a través del operador

0,0,
0, = Ny — “?

Con estas definiciones, P y P®) son formalmente proyectores ortogonales ya que

satisfacen

P2 p2)po B = pY

uv po prapo

s Sypo  _ p(S)
P}SV)pUP( % af = L uvafo

PR pwe o= P pler =0,

Qv po uv po
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Haciendo uso conveniente de la integracién por partes, podemos reescribir (3.2) en la

forma

_ !

£=5

Py Q" P (@, b, ¢)hag
con
Q(a,b,¢) = aO [;P(” - P<S>} + 6002 P 4 02 BP(Z) + 2P(S)] :
donde, a partir de ahora, omitiremos los indices en aquellos sitios donde no quepa

confusién.

En esta escritura, el propagador del campo h,, se obtendria de la inversién de
Q(a, b, c), pero debido a que estamos tratando una teoria de gauge? el operador Q no
es invertible®. Ahora bien, si nos restringimos al subespacio sobre el que proyectan
P® y PY) al que llamaremos 2 @ S, la inversién formal del nticleo diferencial Q s es

posible. Denotando por
A(a,b,c) := Q (a,b,c)

a la inversa en dicho subespacio, tenemos las siguientes expresiones para A en funcion

de los valores de a, by c:

1
A(a,0,0) = A, = — {QP(Q) _ p(S)} ‘

al
1
A(a,b,0) = A, + WP“) ,(b#£0).
2 2
Ala,—c/3,¢) = A, — mf’( ) (c#0).
2 1

=  p®
a(O0+ a/c)P * a(0 — a/(2¢c + 6b))

4Es directo comprobar que P?) ,, % (A, 5+ Ago) =0y P, %% (Ay s+ Aga) = 0.
5La suma de P y P(9) no es la identidad.

A(a,b,c) = A, P (c+3b#0).
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En esta formulacién, al contrario que nos ocurria en la resolucién de las ecuaciones de
campo linealizadas, no ha sido necesario tratar por separado el caso c+2b = 0. Este se
obtiene sin problemas particularizando los pardmetros en A(a, b, ¢), cuando ¢+ 3b # 0,

2 1
C+2b:0:>A(a,—C/2,C>:Ag—mpm)‘i‘mp(s)

Ahora, apoyandonos en que la gravitacién usual describe dos grados de libertad fisicos
(energia positiva) —el gravitéon de propagador A, podemos reobtener los resultados de
la seccién anterior sin més que leer los distintos propagadores. Asi, A(a,b,0) es suma
de un gravitén y un escalar de masa m2 = a/6b. El escalar contribuye de forma positiva
a la energia debido a que ambos propagadores se suman. Por su parte A(a, —c/3,¢)
es el propagador del gravitén menos el de un espin dos con m3 = —a/c. El espin dos
masivo es un fantasma de Weyl debido a que ambos propagadores aparecen restados.
Por tltimo A(a,b,c) es suma de un gravitén, un escalar de masa mg = a/2(c + 3b)
menos un espin dos de masa m3 = —a/c. El gravitén y el escalar son fisicos mientras

que el espin dos masivo es de Weyl (no fisico).

Autoestados de espin

Para justificar completamente que las parametrizaciones obtenidas en la seccién 3.2
describen los distintos sectores de espin a los que nos hemos referido en la seccién 3.3
es necesario calcular los autoestados de los proyectores P y P®). Daremos sentido
a las inversas del D’Alembertiano trabajando sobre autoestados de O con autovalor
m? # 0. En el resto de la seccién, todos los campos satisfaran la ecuacién de Klein-

Gordon
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de modo que en el espacio de momentos pueden parametrizarse de la forma
(k1) = fR)e™mt + F(=k)e",

donde w,, = +vw?+ m?2. Sobre este conjunto de autoestados, el operador §,, se

convierte en el operador diferencial

0,0,

HV:T]V_
M 22 mQ’

evitando asf la ambigiiedad en la definicién de P? y P®) . Aunque en este punto sélo
nos preocupan P y P los autoestados del resto de proyectores de espin vienen

recogidos en el apéndice A.

Autoestados de P,

Caracterizaremos en primer lugar el subespacio invariante bajo P®). Definiendo h(?™

como aquellos estados tales que

P2 a8 _ (2

nuv

es posible parametrizar este conjunto de vectores mediante

(2,m) _ w L
he™ (k1) = — (k1)
hE™M (k1) = L’%(E t)+7w2 (K, t)
m2 3 w2+m2 7 ) 9
- kik;
hi™ (k,t) et (k1) + ikiay(k, t) + ikjo(k, t) +
1

<5ij kj) T(kyt) + BT (R, 1) .

Identificando las componentes ¢ y ¢ de la parametrizacion (3.5) en hfﬁ;m) podemos

poner

2
h00:2¢+30——27.
w
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Por tanto, los campos h% , Y2i Y T2 que nos aparecieron en la seccién 3.2 se combinan
para propagar un espin dos masivo, tal como indicamos en la seccién 3.3. Por su parte,
cuando la masa del espin dos es nula (gravitén) unicamente las dos polarizaciones

contenidas en h;fFjT son necesarias.

Autoestados de P9,

Denotaremos por hfﬁ;m) a los estados invariantes bajo P\, definidos a través de la

ecuacion

S aBp (S;m) S,m
P, Phgs™ = hism) .

Esta ecuacién tiene como solucién general el conjunto de campos de la forma

2

Sm) 7’ w o

he k) = (kD).

sSm) 7’ Zkz VK

het M (k1) = =g (k).

Sm) /7’ kzk 7 1 k‘lk -
hy ™ (k) = —2m2;27<k,t>+2(5ij— w;>f(k,t)-

Identificando las componentes ¢ y ¢ de la parametrizacion (3.5) en la ecuacién anterior
es directo comprobar que

2

..m
hoo =20+ ¢+ 55T,
2w

de donde se concluye que el campo 7y, cuando estd presente en las soluciones de las

ecuaciones de campo, propaga un grado de libertad escalar.
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3.5 Transformaciones de Legendre para la gravitaciéon alto-

derivativa

Cuando nos concentramos en la teoria completa
ACHD = aR + bR2 + CRMVRIW

la primera tentacion es reducir el orden diferencial por medio de una transformada de
Legendre definida a partir de R, [24]. El problema al proceder de esta manera radica
en que dicha transformacion se vuelve singular para la combinacién de parametros 4b+
¢ = 0 que, como hemos visto en las secciones anteriores, no se corresponde con ningin
salto en el nimero de grados de libertad. Con el fin de no introducir singularidades
superfluas debidas a la transformacién de Legendre covariante es conveniente hacer
explicitas las combinaciones de los parametros que producen saltos en los grados de

libertad. Esto se consigue sin mas que escribir

Lup = aR+bR>+cR,R"™ + §R2 - ng
3b 1
= R+ TR (RWRW - 3R2> .

De esta manera es claro que la propagaciéon de estados de espin 0 esta asociada con los
términos R + R? mientras que el espin 2 se debe a la combinacién R, R* — $R?, que
se corresponde (mddulo divergencias) con el cuadrado del tensor de Weyl que se puede

escribir en funcién del tensor de Einstein G, = R, — % g R en la forma

3b+c

3
3b+c

Lup = aR+ R2+0[GWG“”—;G2]

1 1
= oRk+ R* 4Gy [Q(Q“pg”" +9"9"7") = 399" | Go

donde el operador

vV po 1 vo o U 1 12 lo}
QU= S(g"g" +4"g") — 399"
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es no singular.

Tratando a R y a G, como objetos independientes (en el sentido de que contiene
informacién independiente sobre las derivadas de g,,,) podemos definir dos transforma-

ciones de Legendre independientes

2
T o= agg[) =a+ g(Sb—kc)R
OLwp [ 1 }
NG —9 py T _uv -9 uv po o
G c|G 59 G cQ"G,

ambas invertibles, siempre y cuando ¢ # 0 y 3b+ ¢ # 0, en la forma

3
R=-—""(n-
2(3b+c¢) (m —a)
171 oo
G;u/ = ?C §(gupgua+guagup)_gw/gpa 11

La Lagrangiana de Helmholtz asociada a la transformacién de Legendre es

3 2 1 2
—Rr— " (n — G I — (1L, I — T12).
bu = Br =y m -4 + Gy 1o )

Definiendo el campo escalar ® := 7w — a podemos escribir

1
Ly =aR+®R— —— 0%+ G, 1" — — (I, 11" — I1%) .
= 1@Bb+o) o 1c e )
El proceso de diagonalizacion de los grados de libertad para la Lagrangiana de Helmholtz

puede seguirse en [25] o bien en [24].



Capitulo 4

Modelos de gravitacién R?. Teoria fijada de gauge

os resultados del capitulo anterior, al igual que los trabajos [23], [24], [25] alli citados,

se refieren a las teorias de gravitacién altoderivativas invariantes bajo difeomorfismos
(aun no preparadas para la cuantizacién). Una primera exploracién de los métodos
de reduccion de orden diferencial en presencia de términos de fijacién de gauge fue
realizada en [4] para el caso de vectores alto-derivativos. En este capitulo extenderemos
el procedimiento, con ayuda de los resultados obtenidos en la seccion 1.5 en el caso

vectorial, al caso de la gravitacion de cuarto orden diferencial.

Entre una multitud de estados de norma positiva y negativa, fantasmas dependien-
tes e independientes del gauge, estados de masa nula y masivos, surgen los famosos
“terceros fantasmas” (third ghosts). Estos fantasmas, olvidados en [15] y tenidos en
cuenta de manera correcta desde [16], aparecieron por primera vez como determinantes
funcionales en el contexto de la cuantizacién mediante integral de camino. Ahora, me-
diante los procedimientos de reduccion de orden, nos apareceran como los parientes

tipo “poltergeist” de los habituales fantasmas de gauge.

En la seccion 4.1 presentaremos nuestra teoria Lagrangiana de partida invariante

84
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bajo difeomorfismos e introduciremos un término de fijacion de gauge muy general, que
incluye a los mas usados como casos particulares. Debido a que nuestro interés se centra
en el célculo de propagadores y en la tarea de identificar los grados de libertad, nos
restringiremos principalmente al estudio de la parte cuadratica de la Lagrangiana. Las
autointeracciones y las interacciones con otros campos de materia vendran englobadas
en un término de fuente que puede ser tratado perturbativamente. A continuacion
obtendremos la teoria linealizada completamente fijada de gauge. En la seccién 4.2
presentaremos el procedimiento de reduccion de orden diferencial que conduce a una
teoria equivalente de segundo orden diagonalizada. La estructura de los propagadores y
la identificacion de los grados de libertad se realizara en la secciéon 4.3. La Lagrangiana
de compensacion de Faddeev-Popov sera estudiada en la seccién 4.4, en donde se llevara
a cabo también una reduccién del orden en el sector fermiénico. Prestaremos alli una
particular atencion a la identificacién de los polos y al sorprendente mecanismo de

cancelacién de las contribuciones de los loops de fantasmas!

. En relacion con esto,
realizaremos una discusién sobre las simetrias BRST involucradas. Los resultados

obtenidos vienen resumidos y discutidos en las conclusiones.

Las definiciones de los proyectores de espin, las formulas relacionadas con éstos, una
base de los operadores diferenciales locales junto con la notacién y convenios utlizados
vienen recogidos en el apéndice A, con el fin hacer el capitulo autocontenido. Ciertos
calculos secundarios que se refieren a condiciones de localidad sobre los parametros de
fijacién de gauge y la reduccién de orden diferencial del sector fermidnico alto-derivativo

de Faddeev-Popov han sido incluidos en el apéndice C.

LAunque no vamos a estudiar correcciones debidas a los loops de las distintas particulas que se
propagan en la teoria, usaremos la nomenclatura usual de Teoria Cudntica de Campos para referirnos

a los procesos de cancelacion de grados de libertad de gauge a través del sector de Faddeev-Popov.
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4.1 La Lagrangiana linealizada

Consideraremos la teoria genérica de gravitacion
LT = Lpit + Lo + Litateria
donde L jsqteria €S €l acoplo con la materia,
Lpir =+v/—gaR+bR* + cR,, R*],

es la Lagragiana gravitatoria mas general, invariante bajo difeomorfismos y de segundo
orden en curvaturas (el cuadrado del tensor de Riemann no ha sido considerado ya
que asumiremos que el epacio-tiempo 4D es topoldgicamente trivial y se satisface la

identidad de Gauss-Bonnet), y

Lar = V=g G A]. (4.1
donde
XA = B, = ADMRY
Gur = 6D Dy~ 3 DDy + Exty + EsRy + R

es un término general de fijacién de gauge que depende de seis parametros A, &, &, &3,
&4, &5 v contiene, genéricamente, tanto términos alto-derivativos como bajo-derivativos.
Los términos de fijacion de gauge utilizados en [15], [16], [17], [18], [19] pueden obtenerse

particularizando los valores de dichos parametros.

Con el fin de estudiar los grados de libertad que propaga la teoria extraeremos los

términos cuadraticos en h,, de £7P. Eliminando derivadas totales, estos son

1 )
EHD = E(gl)f + E(G%;’ + LFuente = §hﬂy[Q5Uz7J;U + QEEPU]hPU + £Fuente . (42)
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El término de fuente L gy ente incluye tanto a los términos de interaccion con los campos

de materia como a las autointeracciones de h,,,, todas ellas afectadas de la constante de

iz

Newton G . De aqui en adelante, los indices seran subidos y bajados con la métrica de
Minkowski 7,,, y los omitiremos por simplicidad siempre y cuando no quepa ninguna

ambigiiedad.

El ntcleo del operador diferencial correspondiente a la parte invariante bajo difeo-

morfismos es
QPif — 40 BP‘Q) - Pﬂﬂ +6b02PS) 4 o2 BP(Q) + 2P<S>} . (4.3)
La contribucién del término de fijacién de gauge
L8 = S o MR ) (6D — 60,00+ Eamu) (07 5~ MK ) (44)
proporciona un nicleo diferencial
QY = —ON[(& —&)D+ & (3P )+ PW) 4 P{SW})
+6OPPY) — 0[60 + &) (3P0 + PO
+ A0 [(& — &2)0 + &) (QP(W) + P{SW}) :
Es posible reconocer en (4.4) la parte linealizada de x*[h] y la parte independiente de
h de G, , a la que nos referiremos como G (") en lo que sigue.
Asi, el nucleo del operador diferencial alto-derivativo completo es
Q = QP+ Qir
— ;D (cO+a) PP — ;D (&0 + &) PY
+0[=a+2(3b+ )0 =3\ ((& — &)0 + &)| PO
— (A =1’0((& — &)T+ &) P
—AA =13 ((& — &)O + &) P
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Descomponiendo Q en sus partes alto y bajo-derivativas, es decir
Q=MDO?+ NO,
donde

M o= Sp@ L po
2 2
+(26b+ ) = 3N(& — &) P9 — (A= 1)*(& — &) PW)
—AA = 1)(& — &) PV
1 1

N = —qP® _ Z¢,pM
2(1 253

— (a+3X2¢) PO — (A = 1)%P") — A\ = 1)& PO
la ecuacién (4.2) puede ser escrita como
1
LHP = 5hD(MD + N)h + Lruente - (4.5)
Eliminado derivadas totales, podemos dar una forma mas conveniente
HD 1 1
£ (b, Th) = 5 (OW)M(Oh) + ShN(Oh) + Lruense - (4.6)
La ecuacién de Euler alto-derivativa toma la forma
O(MO + N)*P7h,, =T, (4.7)

donde T" := =L puente/ 0P -

4.2 La teoria de segundo orden equivalente

Con la intencién de realizar una transformaciéon de Legendre [24], [33] en nuestra La-
grangiana alto-derivativa, la forma de (4.6) sugiere trivialmente definir la variable con-

jugada
aEHD

T = m : (4.8)
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Encontramos asi que

W:M(Dh)—l-;Nh—i-O(GN), (4.9)
donde las contribuciones que vienen de las interacciones gravitatorias pueden tratarse
perturbativamente en G , o bien pueden simplemente ignorarse para el estudio de los

grados de libertad que se propagan.
Como debia ocurrir, (4.9) puede invertirse para dar
1
Oh = M~ {w - 2Nh] —: Flh,]. (4.10)

Notese que los operadores M y N son invertibles siempre y cuando los términos de
fijacién de gauge hayan sido introducidos. De otro modo proyectan sobre el subespacio

2 @ S siendo, en consecuencia, singulares.
La funcién “Hamiltoniana” covariante-Lorentz, asociada al método de Legendre es

H[h, 7] = nF[h,7] — Luplh, Flh,]]
171

1
— . — - -1 — J— J—
= 3 [QNh W} M [QNh W} Lruente -

Las ecuaciones de movimiento se vuelven, con esta definicién, ecuaciones de tipo

candnico
Oh = or (4.11)
o
oH
O = — 4.12
™ 5 (4.12)

El familiar signo negativo que cabria esperar en (4.12) estd ausente debido a que la
definicién (4.8) involucra derivadas de segundo orden del campo h en lugar de las
velocidades usuales [4]. Las ecuaciones de campo pueden también ser deducidas por
medio de un principio variacional, a través de la Lagrangiana (ahora 2-derivativa) de
Helmholtz

Lylh, 7] = 70h — H[h,7]. (4.13)
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De hecho, de (4.13) vemos que (4.11) es la ecuacién de Euler para 7y (4.12) es la de h.
A partir de (4.11) —que no es otra cosa mas que la ecuacién (4.10)— es posible eliminar
7 tal como viene definido en (4.9). Sustituyéndolo de vuelta en (4.12) se recupera (4.7),

es decir las ecuaciones alto-derivativas originales.

La Lagrangiana (4.13) presenta una mezcla 7-h. La diagonalizacién se realiza por

medio de la definicién de los nuevos campos h y 7

h = h+7
N -~

T =
o reciprocamente
. !
. 1 [1
™ = N |=Nh—m| .
2
En consecuencia Ly se transforma finalmente en la teoria bajo-derivativa deseada
1- =1 e
Lip = GhNOh— S7(NO+NM'N)7 + Liuente (4.14)
donde

-1 a’ (2) & (1)
NM—N = —pP¥—->2P
2c 2&1

a*(§ — &) — 3N*€52(3b + ¢)
2(3b+¢)(&1 — &)
(A =1)% pov)

+ P

& —&
A =DE iswy
f-6 ¢

La Lagrangiana (4.14) puede escribirse atendiendo a la dependencia de sus términos en

los parametros de gauge. Este escritura arroja mucha mas luz sobre lo que discutiremos
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en el futuro

11
Lin = Sh|5P® - P! }Dm SX[RIG X[ (4.15)
1 <1p(2) _ps )) 04 Cpe ;pw) 7~T
2 2 2¢ 2(3b+ ¢)
1
5 [ ]g(ﬂ') [ ]+£Fuente

donde

gc(yﬁﬁ) = €39aﬁ + &%waﬁ = 5377045
& . &0+& (&1 — &)+ &3
gaﬁ - €3€1T9a,8 + 53 (51 _ 52)|:| Wap

y la forma de x ha sido presentada en (4.4).

El significado fisico es ahora evidente: Los campos h y 7 describen, respectivamente,
los grados de libertad de masa nula y masivos de la teoria. Notese que la componente

invariante de gauge de 7 reproduce la de la teorfa de Fierz-Pauli [54].

La Lagrangiana (4.15) obtenida en el proceso es no-local para una eleccién arbitraria
de los parametros de gauge. Sin embargo, es posible obtener localidad para ciertas
elecciones de los pardmetros (apéndice C). Atn para estas elecciones, una caracteristica
molesta de (4.15) es que los subespacios escalares S y W aparecen mezclados siempre

que el operador de trasferencia P1"} este presente en N y NM~'N.

4.3 Teoria lineal y propagadores

Para ahorrarnos complicaciones no esenciales debidas a la mezcla S-W, que oscurecen
la identificacién de grados de libertad que se propagan en la teoria, redefiniremos el

campo h,,, en la forma

il;w = (Q_l)ﬁi e
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donde
2 2(A—1)
\) = PO p®)  ZpW) 237 7 p{swW}
es invertible y se convierte en una matriz numérica para A = —2, en concreto Q(—2) =

7 —1/3. Esta eleccion es obligada si no queremos contaminar el término de fuente con

no-localidades. Por medio de @), el operador Q se transforma en

Q=QQQ =MD+ NO |

donde
~ c 1
M = -pP®__¢gpW
5 5%
4 (AN=1)? 4 (A—1)
— 2 )9 pWwW) _ =% ) (e e \PWY)
7 e 2Bhe) 7 e L&) ’
. 1 4 (A=1)2 1 4 (A—1)
N = —qP® _ =, 7 pW) _ Zepl) - =2 7 ¢ p(S)
2" 27" N 2% 7

ya no involucran al operador P{W}  Por tanto, la ecuacién (4.5) puede ser escrita

como
1- ~ A
EHD - ihD(MD + N)h + EFuente 5 (416)
o bien, eliminando derivadas totales,
S 1 . . . 1. o . .
£ 1h, 0k = 5 (OW)M(Oh) + ShN(Oh) + Th. (4.17)

La interpretacién de (4.17) en términos de particulas es ahora nuestra principal
tarea. Por un lado, hemos partido de una teorfa alto-derivativa (4.16) y, después de

invertir las componentes de los proyectores, obtenemos el propagador cuértico

A 27 A2
A#Pp] = ———p® 4 pPW)
2] (cO+a)O * 4 (A—=1)%2(3b+ ¢)0 — a|O
2
_ 2 pw_ 27 A ()

(&0 +&)0 Z(A—1)4[(§1—§2)D+53]DP
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Por otro lado, los propagadores cuadraticos que surgen de la teoria bajo-derivativa

(andloga a (4.14)) para los nuevos campos con circumflejo son

3 2 27 A2
AMPlR) = =—p@ _Z___ 2 pW)
2] aO 4 (A—1)%a0
2 27 N2
- —pO_—___ = ____p®) 4.18
2
APE = 2 pey 2T A 2Bb+c) )
a(cO + a) 4 (AN=1)2al2(3b+ )0 — d
2_ & pm, 20X (& -&) i)

* & (&0 + &) 4 (A=1)48[(& — &2)0 + &3

Como era de esperar, los propagadores cuadraticos bajo-derivativos se suman para

reconstruir el propagador cuartico alto-derivativo, es decir

~

ATP[p] = APP[R] + ALP (7] (4.19)

Nétese que si no hubiésemos realizado la transformaciéon @, los propagadores hubiesen

sido

AR = QAMPIR)Q
AP = QAM[HQ (4.20)
AMP[R] = QAMP[R]Q

con la mezcla P¥SW} presente en todos ellos.

La cuenta de grados de libertad puede realizarse en (4.18). Debido a que estamos
tratando con una teorfa 4-derivativa (correctamente) fijada de gauge, todos los campos
en HW se propagan y tenemos por tanto 20 grados de libertad (10 sin masa y 10
masivos). De acuerdo con la dimensionalidad de los distintos subespacios de espin,

estos vienen distribuidos en grupos de 5, 3, 1 y 1 grados de libertad para los sectores
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de espin 2, 1, Og y Oy respectivamente, sumando 10 grados del libertad para los
campos sin masa y el mismo nimero para los masivos. Dentro del sector sin masa
h, el subespacio de espin 2 contiene a los dos grados de libertad del graviton junto a
tres grados de libertad de gauge; los restantes cinco grados de libertad son también de
gauge. El sector 7 describe los cinco grados de libertad de un “poltergeist” de espin
2 y masa (cuadrado) —a/c (seccion anterior y [24], [54]), un escalar fisico de masa
a/2(3b + ¢), tres terceros fantasmas de masas —&3/&; dependientes de la elecciéon de

gauge y un tercer fantasma de masa £3/(& — &) .

En ausencia de fijacién de gauge, Q% en (4.3) involucra solamente a los proyectores
P®@ v PY) por lo que su inversion es tinicamente posible en el subespacio de espin 2 S.
En principio, este caso nos deja con sélo ocho grados de libertad en la teoria bajo-
derivativa: un gravitén sin masa, un poltergeist masivo de espin 2 y el escalar fisico.
Esto es asi en tanto en cuanto se eviten las relaciones criticas entre los parametros a,
by ¢, ya comentadas en el capitulo anterior, que obligan a repetir ciertos pasos en el
proceso de inversion de propagadores. En dichos casos algunos grados de libertad de
la teoria colapsan dejandonos con menos de ocho grados de libertad. En [55] pueden
encontrarse recetas para la cuenta rapida de grados de libertad en teorias de gauge. En
la gravitacion ordinaria de segundo orden, cada uno de los cuatro parametros locales
del grupo de gauge de la invariancia bajo difeomorfismos da cuenta de la eliminacion
de dos grados de libertad, dejandonos con los dos grados de libertad del graviton de
entre los diez contenidos en h,, . En gravitaciéon 4-derivativa, por el contrario, cada
parametro del grupo de gauge da cuenta de tres grados de libertad de manera que
de los veinte iniciales nos vemos reducidos a los ocho ya citados anteriormente. El
mecanismos sirve para ilustrar también el caso de la electrodindmica 4-derivativa [2],

en donde se parte de ocho grados de libertad y la invariancia de gauge suprime tres de
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ellos, dejandonos con un fotén y un espin uno masivo.

Como se detalla en el apéndice A, la parte libre de la teoria bajo-derivativa trans-
formada por ) puede considerarse local para elecciones particulares de los parametros
de gauge. Sin embargo , utilizando Q(A), para A = b/(4b + ¢), trasladamos la no-
localidad al término de fuente, es decir a las interacciones. Esto podria haber sido
evitado requiriendo que A = —2, en cuyo caso () se convierte en una matriz numérica,
pero esto da lugar a una condicién sobre los pardmetros b y ¢ de la teoria. Dejando
aparte la interpretacion de esta restriccion, la identificacion de grados de libertad que
hemos realizado a partir de la Lagrangiana bajo-derivativa (4.7) no significa, de ningin
modo, que hayamos obtenido una suma de teorias Lagrangianas independientes para
cada una de las particulas masivas y de masa nula, de espin 2, 1, Og y Oy, a pesar
de que los subespacios de espin aparezcan bien separados. Esto no es posible, como
ilustra por ejemplo el hecho [56] de que no existan teorias tensoriales (para h,, ) locales

de segundo orden para campos de espin uno.

4.4 Términos de compensacion de Faddeev-Popov

Como es habitual, el término de fijacién de gauge (4.1) junto con la Lagrangiana (alto-
derivativa) de Faddeev-Popov, que compensa al primero, pueden ser expresados como

un coborde en la cohomologia BRST generada por s, es decir
_ 1_
Lor+ Lpp = —5 [C*GapX’[h] + §Caga53ﬁ , (4.21)

donde C' son fantasmas anticonmutantes de Faddeev-Popov y B es un campo auxiliar

conmutante.
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Para el estudio de los propagadores de los campos C' y B, es suficiente considerar

los objetos linealizados

XIh] = X hy = (0" — X )by,
Qg};) = &1Napl — £20005 + E3Map

= (GO +E&)0as + [(&1 — &)0 + &3l wag,

junto con la simetria BRST dada a través de las transformaciones (linealizadas) de

Slavnov
shyy = Dy o C°
sC*=0
sC* = B~
sB*=0
donde

Dy = g0y + MOy
es el generador de la simetria de gauge. Mediante la diagonalizacion
B = B — y[h)
la parte lineal de (4.21) se transforma en

1 _ 1
LEp+ LEP = SX G h] + CGar X" Dy sC” = S B°GUIB

2

y tenemos
shyy = Do C°
sC*=10

sC* = B* — x*[h]
sB* = XO‘“”DWﬂCﬂ.

(4.22)
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Desde luego, las transformaciones (4.22) reflejan la simetria del grupo de gauge G,
trivialmente abeliano, al que se reducen los difeomorfismos al considerar la teoria linea-
lizada. En la teoria no-polinémica completa la existencia de acoplos entre los campos
hyw , C, C' v B,y el hecho de que la simetria sea no-abeliana conducen a un conjunto
de transformaciones s mas complicadas en las que, por ejemplo, sC* # 0. Debe ha-
cerse notar también que el uso de la transformacién @), introducida en la seccién 4.3,
no afecta de ningtin modo a la forma de Lpp, como puede comprobarse mediante el

calculo de los correspondientes operadores D= Q7 'D y o = (xQ)* .

El sector fermionico de la Lagrangiana de Faddeev-Popov introducida al principio de

la seccion, es decir
LIPICO) = O [(&10 + &) 0bag +2(1 = A)((&1 — €) O + &) Owap] C7 (4.23)

es alto-derivativo, mientras que, en contraste con las teorias ordinarias de segundo

orden, ahora el campo bosénico auxiliar B se propaga de acuerdo con la Lagrangiana
1
L[B] = —iBa [(&10 4 &)0as + [(&1 — &)0 + &l wag) B” (4.24)

que es ya bajo-derivativa y siempre local. Es posible aplicar también una reduccion de

orden a LAP[CC] (apéndice C), que nos lleva a

LYP[EEFF] = E* (&304 +2(1 — M)é3was) OE° (4.25)
- P (Ean st + T (6 - @)+ e ) P
1 & —&

donde E*+ F® = (C® y E*+ F* = (O®. La Lagrangiana (4.25) es local para la misma
eleccién de pardmetros (ver ecuaciones (C.1) y (C.2) del apéndice C) de gauge que hace

que Lrp en (4.14) sea local.
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En (4.24) leemos directamente

0 w

AlBI = §10+ &3 " (& —&)0+ &

(4.26)

mientras que el propagador (orientado) alto-derivativo

0 w 1

AT = EEr el TN (@ —GoF6)E

) e<1_ & >+ w C" §-6 )
&\O &HO0+& 20 =0 \0 (6 —&)0+&
que se obtiene de (4.23) se descompone en la suma de propagadores bajo-derivativos

(también orientados)

_ 0 w

AEE] = ea T ai—nao

AFF] = —— S 4 (& = &) W, (4.28)

&40+ &) 2(1 = N)&3((61 — &)D +&3)

(4.27)

que pueden ser también calculados mediante (4.25).

En (4.27) contamos cuatro fantasmas fermionicos de Faddeev-Popov E,, y cuatro
Eﬂ, todos ellos con polos de masa nula, que nos dan las ocho contribuciones negativas
de loop que sirven para compensar las de los ocho fantasmas de gauge de masa nula
citados en la seccion 4.3. La compensacién del tercer fantasma contiene peculiaridades
no triviales, que son caracteristicas de las teorfas de gauge alto-derivativas. De (4.28)
se tiene que los fantasmas fermidnicos F'y F proporcionan seis contribuciones de loop
negativas , con polos de propagador en —&3/&; y dos en &3/(&, — &1). Esto compensa en
exceso a los (tres més uno) terceros fantasmas. La salvacién viene del nuevo fantasma
bosénico de Faddeev-Popov B, que se propaga segin (4.26),: nos da tres contribuciones
positivas con polos en —&3/&; y una en &3/(& — &), cuadrando asi completamente el

proceso de cancelacién de fantasmas de gauge.
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Este ajuste entre las masa de los fantasmas es consecuencia de las interrelaciones
existentes entre el procedimiento de reduccion de orden diferencial y los procedimientos

BRST. La relacién maestra es
g (4.29)

donde los polos masivos de los terceros fantasmas estan contenidos en G (=t y G (ﬁ)fl,
incluyendo este ultimo también modos con masas cero. Para ver esto es 1til definir el

operador diferencial
Z§ = X" Dyup = 0 [0 + 2(1 = Nwj| .
junto con los nucleos diferenciales

K =697] (i = h, h,7) (4.30)

«

que aparecen en las Lagrangianas de Faddeev-Popov anteriores y pueden leerse en

(4.23) y (4.25). Los polos de los fantasmas de gauge de masa nula se hallan en Z~!
-

mientras que el operador G no tiene polos. De (4.29) y (4.30) se sigue que

2 -1

KW g )~

_ K@

que puede leerse como AYP[CC] = A[EE]+A[FF]. Asflos campos E y los campos F
heredan tanto los polos de masa nula como los masivos. Por otro lado A[B] = —G (= )

de manera que también el campo bosénico B posee los mismos polos masivos.

Las simetrias de L5 + LE2 son también no triviales. La simetria de la parte

invariante de la teorfa alto-derivativa bajo el grupo de variaciones de gauge G

o
Ohyy = Dyyae®
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la hereda la teoria bajo-derivativa (4.6) por medio de las variaciones

0h, = [ﬁzz + D(NflM)Pﬂ Doy €°

_ 5155:53 (! +(51—§§i +§3 /w 1ng,a€a’ (4.31)
5 = —[D(N*M)W] Dy €°
_ &E (fl 52) «a

ambas dependientes del mismo conjunto de pardmetros de gauge £*(z). Es posible
comprobar que cﬁLW + 07, = 0hy,. Sin embargo, la parte invariante libre de la teoria
bajo-derivativa (4.7) exhibe un grupo de gauge mayor, es decir los campos h y 7 pueden

variarse de manera independiente

Ry = Duac®, (4.32)

07 = D™, (4.33)

duplicando de esta forma el nimero de pardmetros de gauge, con el grupo de simetria
original como un subgrupo de tipo diagonal G; C G' x G, isomorfo a G [4]. Podemos

considerar ahora las Lagrangianas

Lgpl7) :—*X[ G x[7,

que aparecen en (4.15), como fijaciones de gauge separadas para las simetrias (4.32) y

(4.33) respectivamente, y preguntarnos qué ocurre con el esquema BRST.
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Las transformaciones BRST separadas serian

$hy = Dya B 7 = Dya F®
sE*=0 sF*=0
_ - _ (4.34)
SEa — B/a _ Xa[h] SFQ — B//a _ Xa[ﬁ_]
SB/a — Xa,uuDuVﬂEﬁ sB//a — Xa'LWD;w,ﬁFﬁ ,
lo que nos lleva a escribir
_ 7 ~ 1_ 7
Lop+ Lhp = —s [Eagg’gxﬁ ]+ Eag(’”B'ﬂ] (4.35)
+ s |FoG\ T ] SFGB”]
1 ~
= X N TRIGEN ] — X TFRIGEN 7]
Eag () D, 5E5 — PG X" Dy g F” (4.36)

B/ag B/ﬁ + B//ag W)B//ﬂ
2 2

Asi (4.25) coincide con el sector fermidnico de (4.36).

Las ecuaciones (4.34) definen dos cohomologias {V; s} y {V: s}, sobre espacios coho-
molégicos que denotaremos formalmente como V := {h, E, E, B'} y V= {#,F,F,B"}
respectivamente, siendo ambos copia del espacio original V := {h,C,C, B} donde el
operador de coborde s viene definido en (4.22). El polinomio (4.35) es por tanto una

co-cadena exacta en la cohomologia {V:s} @& {V;s} :={V @ Vs s}

La cohomologia caracteristica de la teoria alto-derivativa aparece como una subco-
homologfa {V}; s, } de la suma directa anterior. El subespacio V; C V @ V estd definido

a través de

By = OF o Fouw = Ol hpy
= 0gCP Fo = 0P
) 3 (4.37)
= 0 CP Fe = opech

Blo — O/BaBB Ble — OgaBﬁ ’
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donde, al igual que ocurria en los modelos vectoriales tratados en 1.5, los operadores

o .__  =pO —1 T
ors = qhy + 0N M)b7 (4.38)
o . -1 o
Ogﬁ = O M) (4.39)
([l — (I
Of = a0+ & 05 + & —&)0 5%5 (4.40)
&3 &3
&0 (&1 — &)0
o = — 05 + ws 4.41
’ & €3 7 (4.41)
son operadores lineales invertibles que satisfacen O’ + O” = 1, y s; es la restriccion a

Vi de s @ s. Por tanto esta cohomologia no es més que la original {V; s} de la teoria

altoderivativa, debido a que (4.37) define un isomorfismo V' % V; por el que s; se

transforma en s, esto es

Silm, + 5T = Sshu
sEY + sl = sC¢
SEY+ sF* = sC°

sB'* +sB"™ = sB* |,

como consecuencia de (4.37) y (4.38)-(4.41). En otras palabras 2;' 0 s @ s 01,

Ademads, hemos recuperado la Lagrangiana (4.24) para B, es decir

L [B/BH] _ —;B’O‘Qgg B8 + ;B”O‘gg;) B8
1 P 1 .
= —§Baogg$;> OrB° + §Baog'vg§;;>0ngﬂ
1
—5BG.y B’ = L[B]

= S.

El subgrupo G; C G x G, asociado a {Vi;s;} e isomorfo a G, se obtiene tomando los

g’ y &” como funciones de los cuatro parametros € por medio de las ecuaciones

fo _ /1po a
Dyae® = O/fu Dysa €

o _ !l po a
Dyac = OM’; Dyyac
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Estas se deducen imponiendo las relaciones que surgen de (4.31) sobre las variaciones,

de otro modo independientes, (4.32) y (4.33), dando

oo la B
g = (955

g — Ogafﬁ ’

de donde € = &' + &”. El grupo G; es, por definicién, una simetria de la Lagrangiana
no fijada de gauge (y también por separado de los términos de interaccién) debido a
que se tiene 571#,, + gﬁw, = 0hy, , mientras que G x G estd roto por los términos de

interaccion.



Conclusiones

La aplicacién conjunta de la transformada de Legendre y de las técnicas simplécticas
covariantes nos ha permitido tratar, con toda generalidad, los procedimientos de re-
duccion de orden diferencial en teorias Lagrangianas covariantes alto-derivativas libres
escritas en términos de formas diferenciales y la posterior identificacién de los modos
que se propagan en la teoria bajo-derivativa equivalente. En particular, los razona-
mientos sobre el espacio de fases covariante de dichas teorias son la pieza clave a la
hora de diagonalizar los grados de libertad en el caso genérico N-derivativo, venciendo

asi las limitaciones existentes en los intentos previos [33], [32] v [34].

Como procedimiento de reduccion de orden diferencial alternativo, las técnicas basadas
en multiplicadores de Lagrange, combinadas también con razonamientos sobre el es-
pacio de fases covariante, presentan ventajas tedricas en cuanto a que no es necesario

tratar por separado las teorias /N-derivativas pares e impares.

Los modelos alto-derivativos escalares que hemos considerado aparecen, entre otros
ejemplos, en teorfas (linealizadas) de multi-inflacién [46] y en regularizaciones del mo-
delo de Higgs [5]. Los modelos para 1-formas contienen, como caso particular, al
modelo de la electrodindmica generalizada de Podolsky [1], [2], asi como a la parte
lineal de los modelos propuestos como teorias efectivas para explicar el confinamiento

en QCD [50]. Hemos visto ademds como en las versiones no abelianas el procedimiento

104
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de reduccién de orden diferencial conduce a teorias bajo-derivativas cuyas partes libres

quedan diagonalizadas aunque presentan interacciones cubicas y cuarticas.

El tercer capitulo ha sido reservado a la gravitacion alto-derivativa invariante bajo
difeomorfismos. En concreto, utilizando técnicas covariantes, hemos identificado tanto
los grados de libertad de dichas teorias como sus contribuciones a la energia quedando
asi evidente el caracter fisico (contribuciones positivas) o de fantasma de Weyl (con-
tribuciones negativas) de los modos que se propagan. Por su parte, las técnicas basadas
en el uso de proyectores de espin permiten reobtener las mismas conclusiones mediante

calculos ciertamente mas sencillos.

El cruce entre las teorias de gauge y las teorias de campo de alto orden diferencial
da lugar a una considerable diversidad de estados de tipo particula, los cuales estan
escondidos en las variables de campo originales. En el caso de la gravitacion tensorial 4-
derivativa estudiada en el capitulo cuarto, la duplicacion de las condiciones de Cauchy
para las ecuaciones de movimiento (de cuarto orden) se traduce en una duplicacién
del nimero de grados de libertad efectivos de tipo particula que obedecen ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Estas describen estados fisicos (norma positiva en el
espacio de Fock) junto a una proliferacién de estados fantasmagéricos tanto de masa
nula como masivos, los cuales son no fisicos debido a su norma negativa (poltergeist
o fantasmas de Weyl) y/o dependencia de gauge (fantasmas de gauge). Mas alld del
interés metodoldgico, este andlisis proporciona una ampliacién del contexto para las
teorias de gauge tradicionales y la simetria BRST de relevancia fisica, que a la vez
ilumina la naturaleza de ciertos estados encontrados en algunos trabajos previos sobre

gravitacion alto-derivativa.

Es particularmente interesante el estudio de la gravitacion 4-derivativa debido a que

tradicionalmente el énfasis se ha concedido a sus aplicaciones, pasando por alto ciertos
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detalles de su estructura. Entre los estados de tipo particula en la teoria fijada de
gauge, existen estados fisicos (un gravitén de masa nula y un escalar reminiscente del
campo de Brans-Dicke), un fantasma de Weyl masivo y de espin dos, independiente de
gauge, v dos familias de campos dependientes de gauge: los habituales fantasmas de
gauge de masa nula y el “novedoso” tercer fantasma. Este escurridizo tercer fantasma
aparecio por primera vez en la exponenciacién del determinante funcional del operador

diferencial G® en las integrales de camino.

En presencia de términos de fijacién de gauge (generalmente alto-derivativos) y la
correspondiente Lagrangiana de compensacion de Faddeev-Popov, el procedimiento de
reduccién de orden revela caracteristicas notables de la simetria BRST subyacente aso-
ciada al grupo de gauge G, de cuatro parametros, correspondiente a los difeomorfismos
infinitesimales. En paralelo con la duplicaciéon de campos, existe una duplicacion en la
simetria de gauge de la parte libre de la teoria equivalente bajo-derivativa (de segundo
orden). Dentro de esta simetria mayor G x G, tanto los términos de interaccién como la
consistencia del algebra BRST seleccionan un subgrupo de tipo diagonal GG, isomorfo
a (G, como la tnica simetria de la teoria completa bajo-derivativa, en concordancia con
el hecho de que los difeomorfismos son la tinica simetria de la teoria alto-derivativa. Sin
embargo, restringiéndonos a la parte libre de la teoria bajo-derivativa y considerando
la simetria G x G, su parte dependiente de gauge puede ser considerada como suma
de fijaciones de gauge independientes para ambos factores del grupo. Los campos no
fisicos (en cuanto a su dependencia de gauge) introducidos de esta forma se interpretan
como fantasmas de gauge, de masa nula para el primer factor del grupo y masivos para
el segundo, proporcionandonos una mejor compresion del tercer fantasma. Ademaés,
la simetria por separado de las partes independientes de gauge del sector fisico y de

poltergeist de la teoria bajo-derivativa ilustra también cémo los términos cinéticos re-



Conclusiones 107

producen la estructura de Fierz-Pauli tanto en el caso sin masa como en el masivo,

describiendo asi campos de espin dos.

En correspondencia con la aparicién de una nueva clase de fantasmas de gauge masivos,
la Lagrangiana de Faddeev-Popov contiene también un mayor nimero de campos que
se propagan. Estos vienen de la duplicacion alto-derivativa de los campos fermiénicos
anticonmutantes de Faddeev-Popov y de los campos bosoénicos, los cuales son pura-
mente artificios auxiliares que se desacoplan en las teorias 2-derivativas y que ahora
se propagan y se acoplan a los campos dependientes de gauge. Las contribuciones
negativas de los fermiones masivos de Faddeev-Popov producen una contribucién que
es el doble de la necesaria y vienen compensadas por las de los terceros fantasmas, y
es justamente esta contribucion positiva de los campos bosonicos de Faddeev-Popov
la que produce el balance exacto. Este sorprendente mecanismo de compensacion, pe-
culiar de las teorias de gauge alto-derivativas y facilmente extrapolable a teorias de
orden superior a 4-derivativo, ilustra muy bien la potencia y riqueza de las técnicas
BRST. Desde luego, comprobar la cancelacion exacta de las contribuciones de los loops
de gauge requiere la consideracion de los residuos concretos de los propagadores y de
las constantes de acoplo de los vértices que surgen de la teoria completa no-polinémica,

una tarea mas alla de los propédsitos de este trabajo.

En cualquier caso es necesario hacer hincapié en que los fantasmas de Weyl de espin
dos masivos, heredados de la teoria alto-derivativa invariante bajo difeomorfismos, son
espectadores durante todo el mecanismo de cancelacién BRST y desafortunadamente
sobreviven a él al menos en la teorfa 4-derivativa. Potencias R? en curvaturas y su-
periores vienen de la teoria de cuerdas [12], pero no contribuyen a los propagadores
(teorfa linealizada) como ha sido apuntado en la introduccién. Sin embargo, términos

de la forma R O"R se generan en Teoria Cudntica de Campos en espacios curvos [57] y
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deben por tanto estar presentes en cualquier teoria efectiva de gravitacion con materia.
Uno puede especular entonces sobre si las generaciones de poltergeists, que debieran
surgir en una teoria completa de este tipo, se cancelan entre si de algin modo (aunque

ciertamente no en teoria de perturbaciones truncada a orden derivativo finito).

Es necesario un iltimo comentario sobre la localidad. Partiendo de una teoria local
alto-derivativa, el procedimiento de reduccién de orden diferencial nos conduce a una
teoria 2-derivativa equivalente. Para teorias escalares, la equivalente bajo-derivativa es
directamente local (primer capitulo). En teorias vectoriales de gauge existe siempre una
eleccién de los pardametros para la cual la teorfa es local (seccién 1.5y [4]). Para campos
tensoriales, el ejemplo que hemos estudiado en el capitulo 4 (seccién 4.3), nos dice que la
obtencion de una teoria bajo-derivativa equivalente que sea suma de Lagrangianas libres
para los diferentes estados de espin, no es compatible con la localidad, aunque es posible
acercarse a este proposito a través de una eleccién apropiada de los parametros. Esta
obstruccién esta relacionada con la superior complejidad de la estructura de ligaduras
de las teorias de campos tensoriales, tal como la responsable de la imposibilidad de
tener una teoria tensorial local y de segundo orden diferencial para campos de espin

uno [56].

Los resultados originales de la investigacion que se describe en la presente memoria se

hallan recogidos en gran parte en las publicaciones referenciadas en [35], [39] y [40].
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En los afos sesenta, R. J. Rivers y K. J. Barnes [42] desarrollaron el formalismo de
proyectores de espin en el marco de las teorias de campos tensoriales de dos indices.
Este formalismo es de especial utilidad a la hora de calcular propagadores. En par-
ticular, nosotros necesitaremos hacer uso de la formulaciéon de Rivers sobre tensores
simétricos h,, . En esta situacién, es bien conocido que h,,(x) se puede descomponer
como suma de representaciones irreducibles de espin en la forma 2616 .5 & W, donde
2 indica la representacién irreducible de espin dos, 1 la de espin uno y tanto S como
W son escalares (espin cero). Cada una de las componentes irreducibles puede se-
leccionarse a través del correspondiente proyector de espin. En cuatro dimensiones

espaciotemporales estos proyectores tienen la forma

P (12/)a,8 = ; (008 + bpusbua) — ;Qweam

Py s = ; (Bpawvs + 0uswWra + Oraus + 0u5Wua)
wap — WYwWap

y estdn construidos a partir del proyector vectorial de espin uno 6, y el de espin cero

Wy, definidos como

0,0, 0,0,

Qlw =N — y o W =
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Los proyectores P®), s = 2,1, S, W, son simétricos bajo cada uno de los siguientes

intercambios de indices:

peov s ae o e al.

Un poco de algebra elemental sirve para comprobar que realmente son proyectores
ortogonales (es decir, son idempotentes y ortogonales) y suman la identidad 7, sobre

el espacio de tensores simétricos de orden dos

_ 1 2 1 s w
N = 5 (Wcmuﬁ + nVOlnNB) = P;Eu)aﬁ + P;EV)Ocﬂ + P;SuLﬁ + P,L(LVOBB :

Si trabajamos con representaciones de masa m # 0, es decir sobre campos h,, en

; 1
los que Ohy, = m?h,,, es posible caracterizar los subespacios invariantes bajo cada
uno de los distintos proyectores, que etiquetaremos mediante h/(f,;m) y vienen definidos

a través de la ecuacién

P& eSpEm = plem s =215 W.

Tomando transformada de Fourier espacial, es posible parametrizar estos subespacios

en la forma que viene indicada en la siguiente tabla:
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Subespacio de espin Parametrizacién
hig™ (k1) = =7 (, 1)
2 hE™ (K t) = %%(k,t)Jr bk, )
he™ (ke t) = Jik 27<k t) 4 iksa; (k, ) + ikjou (K, t)+
+5 (0 — B5) r(k, ) + hEF (K, )

kot) = 5.2 (k. 1)
1 W™ (B, t) = ik (K, 1) + da(F, 1)
k 2hiki bk, t) + ik (K, t) + ikjo (K, t)

7t> - 2w2+m2

hig™ (k,t) = 227 (k, )
S hee™ (k1) = — k7 (K, 1)
hig ™ (R, ) = =gt (R t) + 5 (6 — St) (R, )

donde, en todos los casos

hzro(k’t) — hz‘jT(k)e—zwmt hTT( k‘) zwmt7
ozi(lg, t) = ai(E)e_iwmt + o_zi(—k)e’wmt ,
r(k,t) = 7(k)e ™t 4+ F(k)elmt
o(k,t) = d(k)e "+ o(=k)e ",
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-

aik,t) = ai(k)e ™ 4+ ai(=k)en

oF.t) = pBe ™ +o@e  w,=+VE+m?.

Los proyectores de espin no son suficientes para generar todos los operadores dife-
renciales sobre el conjunto de tensores h,,. Esto es as{ porque tenemos dos sectores de
espin cero y es posible disenar operadores que pasen de uno a otro. Necesitaremos por

tanto hacer uso de los operadores de transferencia

(sw)  _

P}U/Oéﬁ — euywaﬁ .
ws

P;EV&B) = wwﬁag .

que pasan de W a S y de S a W respectivamente. A partir de los operadores de

transferencia definiremos el operador

piswW}h . piWsy . p(5W) | p(WS)’

que satisface la siguente tabla de productos (en la que se han omitido los indices)

pew) pWws)  _ 3 p(S)
pWws)psw)  _  gpW)

pO pEW)  _ pSW) p(W) _ p(SW)
pW)pWs) _  pWs)p(S) — p(Ws)

piswi p{swi 3(_p(5) + p(W))
pW piswr  _ p{SW} pW) _ p(SW)

pW)plswy _  p{Sw}p(s) — p(Ws)

El célculo de propagadores necesitara de la inversion de ciertas combinaciones que

involucran a todos los operadores anteriormente citados. En particular, es de gran
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ayuda la siguiente féormula

Q = MNP L N PY £ AgPS £ Ny PW) 4 N gy PEWH
1 1 A A
-1 _ = p®@ 4 = pO) W P S pPW)
¢ M TN T how =3 T o —3ad,
MW piswy
AsAw — A%y,

Otra férmula 1til es aquella que nos permite calcular productos simétricos en el sub-
espacio S @ W. Genéricamente, los operadores sobre el subespacio S & W tienen la

forma
Q7s, 7w, Tsw) = 7sP®) + 7y P 4 74y, PESWI
y satisfacen la siguiente ley de producto

Q7s, 7w, Tsw )L As, Aw, Asw ) Q(Ts, 7w, Tsw) =
Q(12\s + 3o A\w + 6TsTsw Asw
o w + 372w As + 6T TswAsw

TsTwAsw + TsTswAs + TswTw Aw + 3Taw Asw ) -

Tanto los proyectores de espin como los operadores de transferencia contienen en
su definicién inversas del operador D’Alambertiano y son en consecuencia no locales.
Pese a ello, existen dos combinaciones lineales, con coeficientes constantes, en las que
la dependencia en el inverso de dicho operador se cancela. Una de ellas es el operador

identidad 77 definido anteriormente. La otra es el operador 7 definido como

= . (S W SwW
npu,aﬁ = Nuwap = SPMVZXﬁ + P;Suogﬁ + P/;{Vaﬁ} :
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Para los operadores locales de segundo-orden diferencial una base 1til viene dada

por
c,0 = (;P@) — P(S)> o,
CO = <;P(1) + 3P<S>> =
CO = (PEWI46P®)) D
o = (P —3P9)O.

De este modo, cualquier operador diferencial local de segundo orden que actie sobre
h,. puede escribirse en la forma
4
QP = > GO+ aij + asf) .
i=1
La teoria lineal de Einstein (Fierz-Pauli) utiliza el operador C;. La teoria de espin
dos masivo posee el mismo término cinético que la de Einstein y un término de masas

construido a través de 7—1n. Al realizar el cambio de base a través de la transformacion

Q(A) en la seccién 4.3, este término cinético se transforma en

1 4 (A—1)?
0 —(zp® _ 22 7 pW)|o
Para A = —2 se vuelve local otra vez, es decir (%P(Q) — %P(W)> o=_C040-— %CgD, el

cual describe gravitacién linealizada del mismo modo que lo hacia C;0.
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Los procesos de reduccién de orden diferencial en teorias alto-derivativas conducen a
una suma de teorias bajo-derivativas que, genéricamente, necesitan de una diagona-
lizacién para hacer explicitos los grados de libertad que propagan. Este es el caso de
las teorfas escritas en términos de h,, en las que, como subproductos del proceso de
reduccién de orden diferencial, es normal obtener Lagrangianas cuyos términos cinéticos
tipo Fierz-Pauli van acompanados de términos de masa construidos a partir de 77 y 7

(apéndice A).

Aunque la clasificacién de los términos de masa para la Lagrangiana de Einstein
fue realizada en los anos 70 por H. van Dam y M. Veltman [58], es interesante mirar el
problema desde nuevos puntos de vista. En particular, trataremos la clasificacién de
términos de masa haciendo uso del formalismo de espacio de fases covariante y poste-
riormente contrastaremos los resultados con los razonamientos que surgen al utilizar

proyectores de espin.

Con este punto de vista, la existencia de un tnico término de masas consistente,
proporcional a A" (7, o3 — um aﬂ)haﬁ , radica en que el resto de términos posibles o
bien reducen la simetria del término cinético sin producir consecuencias apreciables
(ni sobre el espacio de soluciones ni sobre la forma simpléctica alli definida), o bien

esconden ecuaciones de cuarto orden diferencial con la correspondiente propagacion de

115
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fantasmas de Weyl (estados de norma negativa).

La Lagrangiana masiva mds general para h,,, cuyo término cinético es el de Ein-

stein, tiene la forma

a a v,a v ,Q v
§h7“h’“ — §h“ Ry + aht LRy —aht b, +

&1 C2 .9
—h,, h" + —=h*.
+ 5 It + 5

LMasiva

donde h = n""h,, y ¢1, ¢z son constantes (que supondremos no simultdneamente nulas)
con dimensiones de masa a la cuarta. Las ecuaciones de campo que se derivan de

EMasiva s0on
(@D + c1)hyy — ahpe ™™y — ahye ™ 4 ah  + N |ahags @B 4 (g — aD)h} =0.

Ademas, L1450 €quipa al espacio de tensores h,, con una forma (pre)simpléctica que

en la parametrizacién (3.5), introducida en el tercer capitulo, se escribe

—

Q = /R &k {2aw2d1h;f(k, t) AR (=K, t) + d [6; — 3] (k,t) Adl(—F,t) —

—

—%dlr'(/%’, t) Adir(—k, t) — awdp(k, t) Adr(—k,t) —
—aw?d(k, t) Adip(—k, t) + 2aw?dr(k, t) Adi(—F, t)} .

Los grados de libertad propagados por Ljsqsive v Su clasificacion fisica se obtienen al
evaluar {2 sobre las soluciones de las ecuaciones de campo. En funcién de las compo-

nentes de Fourier, estas ecuaciones son las siguientes:

e Componente 00. Es siempre una ligadura algebraica
(c1 4 e2)hoo = cow?p + (aw® + ¢o)7 .

e Componentes 0i. Impone dos ecuaciones: una en la direccién de k y otra

transversa

2

ﬁiziwg c/adi ;1= —ar.
—C
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e Componentes ij. Se descomponen en cuatro ecuaciones.

Para la parte transversa y sin traza
hZTjT + (w?* — ey /a)hf] = 0.
Para la componente transversa de traza

at + (aw® 4 c; + 2¢y)T + 20w P + (B.1)

+ 205w + daw?d — 2(aw?® + ¢3)hgy = 0.
Para la componete con un indice transverso y otro paralelo a k
1 [az + (w? — cl/a)ozi] =0.
Por 1ltimo, cuando ambos indices apuntan en la direccién de k
(c1 4 c2)w?p + aF + caT — cahgo = 0.

La solucion general de las ecuaciones de campo depende de la eleccién de los pardmetros
€1y ca. Sicy = co = 0 tenemos gravitacion linealinealizada ordinaria, tratada en
el capitulo 3. Suponiendo ¢; y ¢ no nulos simultdneamente debemos distinguir los

siguientes casos:

Cuando ¢; = 0.

En este caso, la solucién general de las ecuaciones de campo viene dada a través de

ol

at) = 2@5(%,25)—%@(%,”,
) = ikio(k,t) + a(k,t)

hOO(
hoi(
hij( ,t) = klkfj@(];, t) + iki@j(lg, t) + ikjozi(lg, t) +

ol

!

+hij(k)e_i“’t + BZ}T(—k)eiwt ,
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donde las funciones «;, ¢ y ¢ son cualesquiera que cumplan
P —wp+20=0.

Si construimos un cuadrivector con los campos «;, ¢ y ¢, al igual que hicimos en la
seccién 3.3, la interpretacién es clara. En este caso el “término de masa” es proporcional
a (h*,)?, por lo que unicamente se ha reducido la simetrfa del término cinético de ser

onhuw =Ny + Ay aser 6phy,, =A,, +A,, con A* , =0.

La forma simpléctica sobre el espacio de soluciones y la energia son las mismas que

para gravitacion lineal

2,0) _ 37,0, 7 . . 2,0) _ 37 27 7 7
Q20 = /R Pk 2aiwdh] (k) AR (k) 5 H V= | dk2aw’h]] (k)R] (k).

R3
Cuando ¢; + ¢, = 0.

En este caso las ecuaciones de campo se corresponden con el subespacio de espin dos

(apéndice A)
hyu (k) = hE™ (k1)

donde m3 = c/a, con ¢ := ¢y = —c;. La restriccién de la forma simpléctica y el

hamiltoniano son por tanto
Q@m) /R &R {2aiw2d1hff(k) AQRIT(R) + =22 g (B Adion (F) +

W2

v 3aiwsd i (F) MT(E)} ,

HZm2) — / AR [2awEhET (R)RET(K) + daw?m3a: (F) o (F) + 3awdr(F)r ()|
R

de manera que todos los modos contribuyen con energia positiva. El resultado puede

reobtenerse sin mas que observar el propagador

L poy_Lpm 200 =2¢pm)  Lpswy

ad—c c 3c 3

A —
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en el que queda claro que la tinica propagacion tiene lugar en el sector de espin 2.

Cuando ¢; + ¢ #0 y ¢ + 2c # 0.

Es esta situacion es posible despejar ¢, hgy v ¢ en funcién de 7 en la forma

(b = _37-7

C1

2 2
Cow aw” + co
hoy = + T, B.2
o c+ CQSD C1+ Co (B:2)
_alate) . el o)

14 crw?(eq + 2¢3) crw?(e + 2¢9)

de manera que la ecuacion de traza (B.1) se convierte en una ecuaciéon de cuarto orden

para T:
(05 +w* +md) (95 +w” +m3)T =0,
donde
2+ 4cyc c
mp= Atdae o, a
2a(c1 + c2) a
Esto hace que el espacio de soluciones de las ecuaciones de campo sea de la forma
w? 2w? + 2mi + m3
hoo = ——5T2 — 20 2707
ms 2ms3
Z]CZ U)2
hi = —F T +T +7Oéi,
0 m3 (724 o w? 4+ m?
w? + m? m3 — 2w? , ,
hij = klkj [—MTQ WT{) + Zk?iOéj + Zk?jOéZ',

1 kik; 7
+§ <5ij - w?]> (72 + 0] + hyj"

con 7, solucién de la ecuacién (97 + w?)1, = 0, a = 0,2. Nétese que los puntos del

espacio de fases covariante son del tipo (apéndice A)

huw = 3™ + h{Smo) 4 plimo)



Términos de masa para hy, 120

donde los campos ¢ y 79 que parametriza (W, mg) y (S, mg) satisfacen

2 2
2mg +ms;

Y = — 70 -

2m3m3
Es decir, el escalar 19 no es ni de tipo S ni de tipo W. Este hecho era de esperar ya

que el propagador en este caso es

_ 1 poylpo @ e P 4
al + ¢ e 2a(cy + )0 — 2 — 4cyco
2a0 — C1 — 302 P(W) 4 (6)) P{SW}
2@(01 + CQ)D — C% — 4C102 2a(C1 + CQ)D — C% — 40102 ’

en donde se intuye la propagacién tanto en S como en W. Aun asi, la forma simpléctica

y el Hamiltoniano son respectivamente

Qg = Q@m2) _ Omo) . p— fm2) _ fOmo) (B.3)

3

donde Q™ y H(™) han sido introducidas en el la seccién 3.3 del capitulo 3.

Cuando ¢; = —2¢y =: —2c.

Aqui no es posible despejar todos los campos en términos de 7, como se hizo en (B.2),

por lo que las soluciones se parametrizan segin

- - 2w? +m? -
hoo(k,t) = —w2g0(k, t) — TT(/@, t).
~ ik; . - w?

1 kik;\ - .
+= (5, - ]> 7(k,t) + hl " (k,t)

9 2
donde
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Al particularizar €2 sobre (B.4) obtenemos

Q0 - / &R {mmmdlhjf(k) ADRET (F) + 2 A () Adias(F) +
R W
. o 4 2 2 . R N N - -
_ aium(dw” £ m )dIf(k) AT (k) — 2aiw*w,, [dI7(k) Adip(k) + dg(k) Adir(k)] }

m2

Es evidente que 7(k) y ¢(k) no aparecen de manera canénica en la forma simpléctica,

pero bajo la redefinicién

T = T2+ T
w? + m? m? — 2uw?
Y = — T2 To
w2m? 2w?2m?

volvemos a obtener la forma simpléctica (B.3). Por tanto, este caso no tiene de par-
ticular mas que la igualdad de masas. Al igual que nos pasé en la seccion 3.3, las
igualdades entre las masas de sectores distintos de espin hacen que los calculos de los
espacios de soluciones presenten peculiaridades frente a los casos en los que las masas
son distintas. Sin embargo, los razonamientos basados en el calculo del propagador no

distinguen entre estas situaciones.



Apéndice C

Sobre la localidad de la teoria bajo-derivativa

Los términos cinéticos para h y 7 en (4.14) contienen el operador NO que es local para
una eleccion arbitraria de los parametros de gauge. De hecho se tiene, en la notacién

del apéndice A, que
N = aCl — 6302 — )\()\ — 1)6303 — 53()\ — 1)264 .

Sin embargo, el “término de masa” —%ﬁN M~'N7 es solamente local para la eleccién
de parametros que obedecen las condiciones

& a6 3t b
a2 ' 2 &  4b+c C4b+c’

&=

(C.1)

que se obtienen al pedir que NM !N sea combinacién lineal de 77 y 7. Esto nos deja
uno de los parametros £ ain arbitrario. Esta misma eleccion hace que la Lagrangiana

fermidnica (4.24) sea también local.

A la vista de las anteriores condiciones, una teoria en la que 4b+ ¢ = 0 no tiene un
equivalente bajo-derivativo local. Sin embargo este caso es critico en la teoria invariante
bajo difeomorfismos ya que ésta no es regular en R, y la transformaciéon de Legendre

covariante (ver los comentarios de la seccién 3.5 o bien la ecuacién (8) en [13]) no puede

122
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realizarse en esas variables. Cuando se introducen términos de fijacién de gauge y se
considera la teoria de campos linealizada, la transformacion de Legendre covariante-
Lorentz que hemos propuesto en (4.9) puede llevarse a cabo siempre (la ecuacién (4.9)
es siempre no-singular, aun para 4b+c¢ = 0). Sin embargo el reflejo de la no regularidad

en R, se traduce en la no-localidad de la teoria bajo-derivativa.

Cuando se considera la teoria transformada a través de @), el operador potencial-

mente no local es

MR a® 4 (A=1)? a’
NM™'N = —p@® 4 — pw)
2 TN @iy
_ G 40D &
261 2T X &4 -&
Como explicamos anteriormente, debe tomarse A = —2 a fin de mantener la localidad

del término de fuente. En ese caso NO sigue siendo local. La condicion de localidad

para NM N nos lleva a

_ 1 ) 2_a2 : _ 9
61 - _552 ) 53 - %SQ ) c= _2b (02)

Estas condiciones son las mismas que encontramos antes, pero ahora (C.1) genera una
condicién, la dltima de las ecuaciones (C'.2), sobre los parametros de la teorfa invariante

de gauge original.

Transformacién de Legendre para los fermiones de Faddeev-

Popov

Desarrollaremos brevemente la reduccion de orden diferencial de la Lagrangiana alto-

derivativa de Faddeev-Popov para campos anticonmutantes

LD =C, (O(a10+ by) 0" + O(apd + by) W) C,, + (*C,, + CuC™,
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donde ¢ y ¢ son corrientes externas, también anticonmutantes. Eliminando derivadas
totales espaciotemporales, los momentos conjugados pueden ser definidos como las

derivadas por la izquierda

O*Lyp 1
H g = = MVD — [

P 90C, M (L+2N'Ow
_ O'Lup _ 1 _
H = = — ’U'VD _ — HY
P 950, MOC, 2N’C@

donde
M=a0+aw ; N :i=0b0+bw,
que implica
m%::M;P%éNwﬂ
0cC, = nM;P?+;NW@}
Por tanto el “Hamiltoniano” es
H = (OC)P+ (OC)P — L
- —(ﬁ+;NC>M”(P—;NC)—@qf41@.
Con la redefiniciéon de los campos
C=E+F ; C +
P=iN(E-F) i P=}N(F-E)
la Lagrangiana de Helmholtz
Ly:=(0OC)P+(OC)P-H
se convierte en
Lip = ENDE-F(NO+NM'N)F

+(E+F)+(E+ F).
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