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PROLOGO

La regularizacion dimensional es el método mas utilizado en la actualidad para obtener
resultados finitos en las teorias cudnticas de campos renormalizables. Desde sus origenes
([1-4], ha resultado ser el método mds conveniente por dos razones principales:

i) Es una regularizacién que respeta un amplio nimero de simetrias tanto discretas como
continuas, lo que convierte en rigurosas la mayoria de las manipulaciones usuales que
se realizan con las integrales asociadas a cada diagrama de Feynman.

i1) Existen férmulas analiticas para la mayoria de las integrales que aparecen en los célculos
perturbativos de orden bajo en nimero de “loops”.

Estas dos caracteristicas han posibilitado la aparicion de diversas técnicas
computacionales que han permitido realizar, muchas veces de forma automatizada gracias
al calculo simbolico programado en ordenador, los cédlculos tedricos més precisos en teorias
cudnticas de campos con contrapartida experimental [5-11].

Pese a que el nimero de referencias que la han utilizado de una forma u otra es inmenso,
la regularizacién dimensional, todavia hoy en dia presenta varias cuestiones de interés, entre
las que se encuentran las siguientes que abordaremos en esta tesis:

i) la sistematizacién de su aplicabilidad a teorias “gauge” quirales con fermiones de Dirac,
es decir, con presencia de la matriz 75 en las transformaciones “gauge” de los fermiones,
utilizando una matriz 75 consistente con la regularizacion dimensional e intentando
mantener la compatibilidad de la teoria renormalizada obtenida con la simetria “gauge”
a nivel cuantico

it) la realizacién de cdlculos perturbativos en nuevos tipos de modelos de teorias de campos
no locales, como es el caso de los proporcionados por las teorias de campos sobre el
espacio no conmutativo

Estas dos cuestiones se abordaran en sendas partes de esta tesis.

En la primera parte presentamos calculos explicitos a un “loop” y el método
generalizado en un orden mas alto de la aproximacién perturbativa para el caso de teorias
“gauge” quirales sobre el espacio-tiempo de Minkowski ordinario tales que su contenido de
materia permita demostrar que la simetria “gauge” no es anémala a nivel cudntico. Nétese
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que la dificultad aqui estriba en que la regularizacion dimensional rigurosa no preserva
la simetria “gauge” en la teoria regularizada, por lo que la substracciéon minima de la
accion de partida no conduce a una teoria renormalizada simétrica, aunque sea conocido
el hecho de que en este caso existen dichas renormalizaciones simétricas. En la actualidad,
para la mayoria de los calculos del Modelo estindar de particulas, se utiliza un esquema
de regularizacién dimensional que no es riguroso y que es posible que no sea adecuado
para los célculos de alta precisién exigidos por los futuros colisionadores de altas energias
para discriminar la aparicion de nueva fisica. Aqui en cambio, adoptaremos el esquema
de regularizacién dimensional sistematizado por Breitenlohner y Maison [12-14] que, en
especial, utiliza de una matriz v5 no anticonmutante en la teoria regularizada.

Para la consecucion de los objetivos de esta parte, ademas, se hara uso de técnicas bien
fundamentadas, y que son rigurosas en el marco de este tipo de modelos “gauge” locales,
como son los principios de accion cudntica y la renormalizacion algebraica.

En la segunda parte, por contra, estudiaremos las divergencias presentes a un “loop”
en las teorias “gauge” vectoriales sobre el espacio plano no conmutativo. Al tratarse de
modelos de teorias de campos no locales, no queda claro que sigan siendo rigurosos muchos
de los resultados generales de la teoria de la renormalizacion, por lo que los calculos
explicitos directos con métodos de renormalizacion que respetan el mayor numero de
simetrias, como la regularizacién dimensional, pueden aportar valiosa informacion sobre el
problema de determinar si dichas teorias son renormalizables.

Las teorias de campos sobre espacios no conmutativos proporcionan uno de los
escenarios sobre los que se han puesto esperanzas de que sirvan para estudiar el problema
de la estructura del espacio-tiempo a muy pequenas escalas. Por tanto, dilucidar
la consistencia de la aproximacién perturbativa resulta importante para mantener las
mencionadas esperanzas, si bien los ultimos andlisis [15,16] sobre la contrapartida no
conmutativa de teorias de interés fisico como la electrodindmica cudntica reducen bastante
la esperanza de que de estas teorias sobre espacios no conmutativos sean viables desde el
punto de vista fenomenolégico.

A continuacién, hacemos un resumen de lo tratado en cada capitulo de la presente
memoria de tesis doctoral.

En el primer capitulo de la primera parte, se realiza un breve descripciéon a modo
de recordatorio de la teoria de la renormalizacién algebraica (y de establecimiento de la
notacién), ya que en el resto de esta tesis se hard mencién a muchos de los conceptos
expuestos en este capitulo. Puede verse una exposicién més detallada en [17,18].

En el segundo capitulo se realiza una presentacién de la regularizacion dimensional
desde el punto de vista riguroso y de la teoria de la renormalizacién algebraica asi como
de importantes resultados dentro de este marco, como los principios de accién cuantica
regularizada y las identidades de Bonneau, necesarios para el adecuado tratamiento de
teorias en las que la regularizaciéon dimensional no preserva la simetria en cuestion. De
este capitulo sélo las secciones 2.5 y 2.7 constituyen una contribucién original de los autores
de esta tesis.
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En el tercer capitulo se presenta el primer cdlculo que se realizé de forma sistematica y
completa de los contratérminos finitos necesarios para recuperar la simetria BRS a un
“loop” en una teoria “gauge” quiral en renormalizacion dimensional, en concreto, un
modelo Yang-Mills quiral no abeliano. Para ello se hace uso de las técnicas comentadas en
el anterior capitulo. Debido a que el uso de estas técnicas es novedoso se realiza un estudio
detallado de ciertos aspectos relacionados con la regularizacién dimensional con objetos
covariantes “andémalos”. Todo lo contenido en este capitulo constituye una contribucién
original que fue presentada en nuestra segunda publicacién [19].

En el cuarto capitulo se presenta otro calculo sistematico de los contratérminos finitos
necesarios para recuperar la simetria BRS que hemos realizado. Esta vez, se trata del
modelo abeliano con ruptura espontanea de simetria, que implica por tanto, términos de
la accion también de dimensién menor que 4. Dentro de la clase de los modelos con ruptura
espontanea de simetria, el modelo elegido presenta la ventaja de que es muy sencillo escribir
las listas completas de monomios para todos los érdenes y de que todos los campos tienen
masa, lo que lo convierte en un candidato ideal ideal para los primeros calculos préacticos
a orden h2. Todo lo contenido en este capitulo se encuentra en nuestra cuarta publicacién
[20].

En el quinto capitulo y dltimo de la primera parte se resume el método de
renormalizacién algebraica para obtener la ecuacién del grupo de renormalizacién (RGE)
en teorias con simetrias “gauge” y su concreciéon en regularizacion dimensional mediante
las técnicas desarrolladas por Bonneau, que son de la mayor importancia para el caso de
teorias quirales. Se presentan los resultados originales de nuestra segunda publicacién [19],
en la que se calculaba por primera vez los coeficientes a un “loop” de la ecuacion del grupo
de renormalizacion en una teoria “gauge” quiral haciendo uso de dichas técnicas.

En el primer capitulo de la sequnda parte se realiza una breve introduccion de la teoria
cuantica de campos sobre el espacio plano no conmutativo, haciendo especial hincapié en
las divergencias que aparecen en la teoria perturbativa.

En el sequndo y ultimo capitulo de esta sequnda parte se presentan, como resultados
originales de esta tesis, siempre a un “loop” y mediante célculos explicitos, la divergencia
en el ultravioleta de la teoria “gauge” U(NN) pura sobre el espacio plano no conmutativo
(incluida en nuestra tercera publicacién [21], que constitufa una generalizacién de los
resultados de nuestra primera publicacion [22]), asi como la divergencia dominante
para ciertos momentos externos pequenos (o limite “infrarrojo no conmutativo”),
determindndose que ambas divergencias son compatibles con la simetria “gauge” del
modelo.

En el apéndice A se presenta la deduccién detallada de las ecuaciones centrales para
nuestro método sistematico de determinacién del término de ruptura de las identidades
que representan la simetria BRS en teorias “gauge” quirales.

En el apéndice B se representan los diagramas que a un “loop” contribuyen al
mencionado término de ruptura en el caso de uno de los modelos quirales estudiados
en esta tesis, en concreto el modelo de Yang-Mills quiral. Se presenta ademds el resultado
explicito de la contribucién diagrama a diagrama.
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Lo expuesto en estos dos primeros apéndices se encuentra, basicamente, dentro de
nuestra segunda publicacién [19].

En el apéndice C se explicita la actuacién del operador lineal de BRS sobre los campos
del modelo abeliano “gauge” quiral con ruptura espontdnea de la simetria estudiado en el
cuarto capitulo de la primera parte.

En el apéndice D se representan los diagramas que a un “loop” contribuyen a la
divergencia ultravioleta de las funciones 1PI en el caso concreto de un modelo de Yang-Mills
sobre el espacio-tiempo plano no conmutativo y se presentan los resultados explicitos de
dichas contribuciones diagrama a diagrama. Estos resultados, recogidos de nuestra tercera
publicacién [21] son utilizados en el segundo capitulo de la segunda parte.

En el apéndice E se presentan los valores de las integrales necesarias para el calculo
de la divergencia infrarroja no conmutativa de la teoria de Yang-Mills no conmutativa
expuesta en el segundo capitulo de la segunda parte.

Por ultimo, se recopilan los articulos con participacion del doctorando, que contienen
resultados incluidos en esta memoria de tesis, y que han sido objeto de publicacién en
revistas especializadas, asi como las referencias citadas en esta memoria de tesis por orden
de aparicién.

NOTA 1: Las ecuaciones que resumen nuestros principales resultados se resaltan entre
lineas a lo largo de todo el texto.

NOTA 2: Se ha adoptado el convenio en todos los diagramas representados de considerar
siempre todos los momentos salientes.



PARTE I:

Regularizacion dimensional
en teorias gauge
quirales ordinarias.
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Capitulo 1.

Renormalizacion algebraica.

1.1. Teoria de perturbaciones renormalizada

Dada una accién cléasica de partida S.; dependiente de forma local de campos cudnticos
¢! (z) y externos K j(z) sobre el espacio-tiempo de 4 dimensiones, se descompone dicha
accién en una parte libre cuadratica en los campos Sipre ¥ Otra de interaccidon Siyg.

El inverso del nicleo de la parte libre cuadratica da el propagador libre, que junto
con el término de interaccion permite construir formalmente la teoria perturbativa para
las funciones de Green de campos elementales ¢t (z1)...¢" (x,) y/o los operadores
compuestos Oy, ...Oy  gracias a la férmula de Gell-Mann y Low:

0|T¢™ (21)...¢" (£,)0y, ...0s |0k

_ <¢I1 (:[;1) S QSI" (.’L'n)OJI ... OJm eXp{%Sint[d)I, KJ]}>O | (1.1)

<exp{ %Sint [ér1, KJ]}>0

donde (---}g = ¢(0|T - - -|0)o denota el valor esperado en el vacio perturbativo del producto
cronolégico de Wick de los campos elementales y operadores compuestos que se calcula
mediante el teorema de Wick uniendo mediante el propagador libre, por pares y de todas las
formas posibles, todos los campos (elementales o contenidos en los operadores compuestos)
dentro del producto cronolégico T', que se sobreentiende siempre actuando antes que la
integracién temporal de la accién

Definiendo Sint[¢, Jg, K] = Sing[, K] + [ Jyr ¢!, se puede recolectar la serie infinita
de funciones de Green de los campos mediante el funcional generador

Z[Jy K] = <exp{%SINT[¢, J¢,K]}>O. (1.2)

Si el campo externo K7 (z) se acopla de forma lineal a un operador O (z), este funcional
generador también recolecta todas las funciones de Green con una o varias inserciones del
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operador O(z):

(01T (1) .. ™ (2a) O, (1) - .. O, (ym)|0) =

- (%) o e (13)
1 (SJél (.’El) s (Sjén (-/En)(SKJl (yl) 0K Im (ym) J=K=0

La definicién (1.2) es idéntica a la realizada mediante la integral perturbativa de
caminos:

Z[Jy, K] = / D¢ exp{%(subre[cb] + Sint[o, J, K])} . (1.4)

A partir de este generador se define el generador de las funciones de Green conexas
Z. por la férmula Z = exp(i/h Z.). Realizando una transformacién de Legendre sobre
Z. se llega al funcional generador I' de las funciones de Green amputadas 1PI (es
decir, correspondientes a diagramas conexos aunque se elimine una linea) para las que
adoptaremos esta notacioén en esta tesis:

phledy _ or
)
®1P;5...0, 6@{1 5@52 o 5@£n $=K ;=0
LI d, I _ LI, I
F¢1¢2~-~¢n§8¢ - F¢1¢2-~~¢n;K¢ -
5T 5spl T

, (L9)

51" 005" .. .0 0K) |y—k,—0 061005 ... 0¢m" | =K,
donde ® representa cualquier campo, cuantico o externo, ¢ es cualquier campo cuantico,
K4 el campo externo que entra en la accién inicamente por su acoplamiento lineal con la
variacién s¢ y s¢!-I" representa el funcional generador de las funciones de Green amputadas
1PI con una insercién del operador o campo compuesto s¢! en todos sus diagramas. Nétese
que en el caso de que haya campos anticonmutantes, el orden en la ec. (1.5) es importante.

Si no hay un coeficiente dependiente de h en la accién, los diagramas 1PI generados
por la ec. (1.1) con m “loops” serédn de orden A™, por lo que el funcional generador serd a
la vez una serie formal tanto en los campos como en .

En general, la féormula de Gell-Mann y Low dara lugar a diagramas de Feynman cuyas
integrales serdn divergentes. En teorias con propagadores con masa, sin divergencias
en el infrarrojo, estas divergencias, en el ultravioleta, tienen como origen matematico
el problema de definir la multiplicacién de distribuciones singulares (los propagadores)
coincidentes. Imponiendo las hipotesis de causalidad y localidad, este problema se
resuelve de forma recursiva médulo ambigiiedades locales [17,23], es decir, productos de
distribuciones delta de Dirac no coincidentes y sus derivadas en el espacio de configuracion,
o polinomios en el espacio de momentos. Cada eleccién de estas ambigiiedades constituye
una de las posibles renormalizaciones de la teoria en el sentido de Hepp [24]. Estas
ambigiiedades locales permitidas se fijan con la imposicién de condiciones de normalizacién.
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Eligiendo alguna regularizacion previa consistente, las divergencias en el ultravioleta
seran locales y acotadas en su dimensionalidad de masa por el teorema del contaje de
potencias (“power counting”) [25-28], que ademds establece que la integral asociada a un
diagrama de Feynman es absolutamente convergente si el “grado superficial de divergencia”
(basicamente, la dimensionalidad de masas) de cada uno de sus subdiagramas es negativo.

En las teorias cuya accién sea un polinomio en campos y derivadas cuyos términos
tengan todos un factor en campos y derivadas con una dimensionalidad de masas menor
o igual que 4, entonces s6lo un conjunto finito de funciones de Green tendra grado
superficial de divergencia no negativo y estaremos en el marco de las denominadas
“teorias renormalizables por contaje de potencias”. Este conjunto de funciones de Green
corresponderd con la ambigiiedad en la eleccion del producto de distribuciones o, lo que
es lo mismo, del esquema de renormalizacién. En las teorias renormalizables por contaje
de potencias, por tanto, el nimero de condiciones de normalizacién que fijan de forma
definitiva el esquema de renormalizacion sera finito para todo orden en /. Por supuesto, la
imposicién de una cierta condicion de simetria entre las funciones de Green renormalizadas
de la teoria implica que el nimero de condiciones de normalizacidon que fijan la ambigiiedad
remanente es menor.

Hay que resaltar que toda teoria local, es decir polinémica de grado finito en campos
y derivadas, no renormalizable por contaje de potencias serd renormalizable, si bien la
ambigiiedad serd en principio de grado infinito (j aunque de grado finito orden a orden en
Rh!). En este caso se suele decir que se trata de “teorias efectivas”.

Es un resultado general independiente del esquema de renormalizacién elegido para
substraer las divergencias el hecho de que una vez obtenido un resultado renormalizado
puede obtenerse el resto de los resultados posibles (compatibles con las ambigiiedades
mencionadas) anadiendo de forma adecuada términos de orden 2™ con m > 0 a la
accion clasica de partida. Denominaremos a estos términos “contratérminos finitos” en
contraposicién a los “contratérminos infinitos o singulares” inherentes a algunos esquemas
de renormalizacién definidos a partir de una cierta regularizacién previa de las divergencias.

1.2. Principios de accién cuantica

Las manipulaciones formales habituales que se realizan con la integral de camino (1.4)
conducen a identidades formales entre las funciones de Green. Dichas manipulaciones e
identidades estardn justificadas s6lo dentro de ciertos esquemas de regularizacién, como es
el caso de la regularizacion dimensional, y de renormalizacién.

Pero, en general, una renormalizacién arbitraria de la teoria no satisfard identidades
obtenidas de esa forma. Lo que puede demostrarse y con todo rigor para cualquier
esquema de renormalizaciéon valido son los denominados principios de accion cudntica
(cuyo acrénimo suele ser QAP, del inglés, “quantum action principle”), cuya prueba
se dio en primer lugar [29-32] empleando el esquema de renormalizacién denominado
por los acrénimos BPHZ o BPHZL [33-38] (desde el que se pueden alcanzar todas las
renormalizaciones validas mediantes la adicién de términos locales finitos).
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QAP1) las variaciones de cualquier pardmetro A, situado en la parte libre y/o de
interaccién de la accién implican

aFRen
oA

= A1 -T'ren, (1.6)

donde A7 - I'ren €s la insercion de un operador local de dimension acotada por contaje
de potencias y con las propiedades de simetria correspondientes, tal que, en el orden
més bajo en i coincide con 0S¢ /0.

QAP2) las variaciones de campos externos E(x), 6 E(z) implican

= Ay(@) TRen (1.7)

donde Ay () -T'ren €s la insercién de un operador local de dimensién acotada por contaje
de potencias y con las propiedades de simetria correspondientes, tal que, en el orden
més bajo en & coincide con §S¢ /0 E(x).

QAP3) Variaciones polinédmicas arbitrarias de los campos cudnticos 6¢!, implican la

siguiente identidad
5FRen (5FRen

0K1(z) 6! (x)

= A3() - TRen , (1.8)

donde K1(x) es un campo externo acoplado en la accién a la variacién 6¢! y Az(z)-Tren
es la insercion de un operador local de dimension acotada por contaje de potencias y
con las propiedades de simetria correspondientes. Por supuesto, por tratarse de una
insercion, en el orden més bajo en el desarrollo en i es un operador local polinémico
en los campos y sus derivadas.

Noétese que el resultado central y relevante para el programa de la renormalizacién

algebraica es el cardcter local del orden més bajo en & de la parte derecha de las ecs. (1.6)-
(1.8).

1.3. Renormalizacién de las simetrias

Si la teoria cldsica y la teoria cudntica de campos a nivel drbol (“tree level”) de la
teoria de perturbaciones (es decir, sin “loops”) tiene una simetria que se considera esencial
mantenerla a todo orden en 7%, entonces, resulta de vital importancia el marco de la
renormalizacion algebraica.

Asi por ejemplo, para poder realizar la teoria de perturbaciones covariante Lorentz en
el caso de las teorias “gauge”, es necesario aumentar el espacio de Fock con grados de
libertad “no fisicos”. La nueva accién tiene una nueva simetria asociada a la simetria
“gauge” original: la simetria BRS [39-40]. La teoria serd renormalizable en el sentido de
la seccién 1.1, pero queda la importante cuestion de si la matriz de colisién restringida al
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espacio de Fock “fisico” sera unitaria. Este caracter unitario queda garantizado si la teoria
cuantica renormalizada satisface las identidades asociadas a la simetria BRS, o identidades
de Slavnov-Taylor [41-43], que tienen la forma:

érren 51—‘1‘611 61—‘1‘611

S(Tam) = [ d' (s) 52 4+ Gem e —o, (19)

donde ¢ y ® representan campos que tienen transformaciones BRS, s, lineales o no lineales,
respectivamente. Kg representa el campo externo acoplado a la transformacién BRS no
lineal s® en la accién clésica

Por tanto, cuando se dice que una teoria “gauge” es renormalizable se quiere decir
ademas que es posible encontrar una renormalizacion de la teoria compatible con las
identidades de Slavnov-Taylor. Puede ocurrir que se disponga de algin teorema que nos
asegure que el esquema de renormalizacién que estemos empleando respeta la simetria
BRS, como es el caso del esquema de substraccién minima (MS) basado en la regularizacién
dimensional en teorias “gauge” vectoriales; pero en general, el funcional 1PI renormalizado
no satisfard las identidades de Slavnov-Taylor, sino que habra un término de ruptura A:

S(Tren) = A. (1.10)

A es un funcional no local, pero que gracias a los principios de accién cudntica (1.7)-
(1.8), tiene que ser la insercién de un operador local integrado de dimensién acotada por
contaje de potencias, con nimero de fantasmas igual a 1 y con la simetrias discretas
correspondientes.

Supongamos de forma recursiva que m es el primer orden en el desarrollo en i de A.
Entonces, por los principios de accidon cuéantica, las identidades de Slavnov-Taylor a orden
h™ son:

S(Tren)™ = A(™), (1.11)

donde A(™) es un polinomio en los campos y sus derivadas de dimensién acotada, con
nimero de fantasmas igual a uno y con la simetrias discretas correspondientes. Mas atin,
A(™) gatisface una condicién de consistencia [44]

Ss,A™ =0, (1.12)
donde Sg_, es el operador lineal de Slavnov-Taylor:

J 0Sa 0  0Sa o

= = 4 [ R
b= Ssa —/d T ()5 + K. 38 T 00 0Kg

(1.13)

que abreviaremos frecuentemente por b para evitar confusiones con la accién y simplificar
la notacion.

Como b es un operador diferencial funcional nilpotente, la ec. (1.12) define un problema
de cohomologia en el espacio de funcionales locales acotados por contaje de potencias, con
nimero de fantasmas igual a uno y con las simetrias discretas correspondientes. Utilizando
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los potentes resultados de las teoria cohomolégica general expuesta en las refs. [18,45-50]
se puede encontrar la forma més general de A(™) en cada teorfa de forma completa.

Por supuesto que en cada modelo pueden calcularse los diagramas de la teoria y de ahi
el lado izquierdo de la ec. (1.11), para obtener la expresién concreta del término de ruptura
™ A(™) | pero gracias a la ec. (1.12) se podr realizar un estudio algebraico que dara la
respuesta a la pregunta de si la simetria del modelo es renormalizable o no sin tener que
realizar ni un sélo calculo diagramatico.

La solucién méas general de la ec. (1.12) viene dada por

A =37l 4y 4 b x ™) (1.14)

JjeET
donde la suma sobre el conjunto J lo es sobre todos los representantes de las clases de
cohomologia no trivial en el sector con nimero de fantasmas igual a 1 y las restricciones

dadas por el contaje de potencias y las simetrias discretas. X (™) es un funcional local
integrado con ntimero de fantasmas igual a 0 de idénticas restricciones.

Si resulta que o bien el conjunto J es un conjunto vacio o bien todos los coeficientes

ag-m) resultan ser nulos entonces el modelo de teorias “gauge” en cuestién se dice que estd

libre de anomalias y las identidades de Slavnov-Taylor pueden recuperarse al orden R™)
sin mas que modificar la accion de partida mediante la adicion del contratérmino finito
—B™ X (™) Entonces se dice que los términos de ruptura ™ bX (™) son anomalias espurias
[61], en contraposicién a los términos proporcionales a A;, que constituyen la denominada
anomalia esencial [52-54].

Nétese que la solucién general del problema cohomolégico (1.14) s6lo depende de
las restricciones planteadas por el contaje de potencias y por las simetrias discretas del
problema y del operador lineal b concreto del modelo. Es decir, es independiente del orden
de la teoria de perturbaciones y permite demostrar si la simetria de una teoria “gauge”
es renormalizable sin realizar cdlculos explicitos. Basta con estudiar si la cohomologia
correspondiente es trivial o si no es trivial, si puede demostrarse que sus coeficientes son
nulos. En el caso del modelo estdndar, J no es un conjunto vacio, pero por la elecciéon
de los nimeros cuanticos los coeficientes de la cohomologia no trivial son nulos gracias al
fendmenos de “cancelacién de la anomalia (esencial)”. Pero en una teorfa fisica como el
Modelo esténdar serd necesario conocer con todo detalle los contratérminos —A™ X (™),
pues su presencia en la accién influye en los elementos de la matriz de colisién.

Ademés, dado un A(™) concreto no existe una solucién tnica para X ™) ya que siempre
podemos anadir términos L; simétricos, es decir, en el nicleo de b, a la parte de los
contratérminos finitos de la accién: si X ™) es una solucién también lo serd, X ™) + b > L
por la nilpotencia de b. A L; los denominaremos los “invariantes bajo b” y representan la
ambigiiedad remanente en la teoria renormalizada incluso tras haber impuesto la simetria
BRS. Dicha ambigiiedad puede fijarse mediante condiciones de normalizacion.

Es evidente que hacen falta métodos practicos para calcular de forma explicita A(™)
en teorias como el Modelo estindar, para poder obtener asi resultados renormalizados
rigurosos de las funciones de Green, por si difieren (en algo mas que renormalizaciones
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finitas) de los obtenidos con la prescripcién “ingenua” habitual que comentaremos en el
capitulo siguiente.

Recientemente [55-60] se han producido avances en la bisqueda de técnicas précticas
e independientes del esquema de renormalizacion que implementa el programa de
renormalizacién algebraica, y que en especial asistan en el cdlculo de los contratérminos
finitos. En esta tesis no se seguiran las técnicas de estas referencias, sino que se harad uso
de técnicas especificas del método de la regularizacién dimensional y que nos permitiran
dar expresiones cerradas en términos de diagramas de Feynman para el cdlculo del término
de ruptura de la simetria BRS.
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Capitulo 2.

Regularizaciéon dimensional.

2.1. Introduccion

La regularizacién dimensional en teorias de campos fue introducida, parece ser que de
forma independiente, en las referencias [1-4] como un método de regularizacién similar
a la regularizacién analitica [61]. La idea bdésica consiste en utilizar la dimensién d del
espacio como parametro regulador de las integrales de Feynman, que las convierten en
distribuciones meromorfas en d.

En [2] ya se dio la primera construccién rigurosa de la integral en “d dimensiones” como
continuacion analitica de las expresiones obtenidas a partir de integrales de dimensién
entera mayor que 4 suficientemente alta, y se demostré a uno y dos “loops” cémo de esa
continuacion al realizar un desarrollo en d — 4 se obtiene una parte singular con polos en
d — 4 cuyos coeficientes son polinomios en los momentos externos. La renormalizacién
se obtendria con la substraccién de esta parte singular o divergente y con la reduccién
a 4 dimensiones de los objetos tensoriales. En esta construccién, por tanto, las cuatro
primeras componentes de los indices tensoriales en la teoria regularizada corresponderian
con las dimensiones fisicas de la teoria renormalizada.

En esa misma referencia también se hizo notar por vez primera como no era posible
generalizar a dimensiones distintas de 4 la matriz v5 y el pseudotensor completamente
antisimétrico €y, y,uspu, respetando sus propiedades cuatridimensionales. En lugar de esto,
los autores de [2] prescribian definir la matriz s como el producto de vy17v27v3v4, €s decir

) 7
mantener su definicién cuatridimensional en d dimensiones. De esta forma obtenian
correctamente la anomalia del diagrama tridngulo mediante un calculo explicito.

En [62-64] se trataba el mismo problema y se introdujo como generalizacién
dimensional de la matriz s, dentro tanto de las variaciones gauge axiales como de la
corriente pseudoescalar, el producto completamente antisimetrizado, Yju, YusVpsVua)r ¥
como generalizaciéon de la divergencia del vector axial, O, VVu,VYusYul¥- Con estas
generalizaciones obtuvieron que la accién de la electrodindmica no es invariante bajo las
variaciones gauge axiales sino que aparece un término de ruptura cuya inserciéon en los



16 Capitulo 2. Regularizacién dimensional PARTE 1

diagramas da cuenta de la anomalia quiral. En [64] ademds los autores plantean por vez
primera como estos términos de ruptura en regularizacion dimensional no sélo generan la
auténtica anomalia, denominada anomalia esencial, sino otras contribuciones denominadas
espurias que deben cancelarse mediante substracciones finitas en la accién de partida para
reducir la anomalia obtenida a la deseada anomalia esencial. Ademads, las contribuciones
espurias son debidas a la aparicién de términos denominados evanescentes. En general,
se dird que un término regularizado es evanescente si la expresién correspondiente en 4
dimensiones es nula.

Breitenlohner y Maison (BM) [12-14] sistematizaron estas prescripciones mediante la
introduccién axiomatica de su conjunto de covariantes y que como ya se comentd en el
prélogo, serd la formulacién de la renormalizacién dimensional que utilizaremos en esta
tesis, ya que es un procedimiento consistente y valido en el sentido de [24] en todos los
ordenes en teoria de perturbaciones, incluso con la presencia de s, en el que herramientas
como las ecuaciones de campo, los principios de accién y las identidades asociadas a las
simetrias pueden establecerse de forma rigurosa.

Debido a que la sistematizacion de los objetos covariantes de BM coincide basicamente
con la prescripcién de 't Hooft y Veltman de [2], se denomina habitualmente este método
de regularizacién dimensional con el acréonimo de BMHV, en contraposicion al método
habitual de seguir suponiendo [65-68] la anticonmutatividad de 75 en regularizacién
dimensional, lo que se suele denominar prescripcién “naive” (o “ingenua” en castellano).

Hasta el momento, el esquema BMHV se ha utilizado sobre todo en céalculos con
corrientes axiales o quirales [69-85], es decir, en los que los vértices quirales s6lo son
externos, por ejemplo, para el calculo, de relevancia experimental, de correcciones
radiativas en QCD [75-79], donde siempre hay que tener cuidado de anadir una
renormalizacién finita, si es necesario, a las corrientes axiales para que satisfagan las
identidades de Ward correspondientes ; o para la obtencion de las anomalias de corrientes
[72,74,80,83-85].

En general, en este tipo de cdlculos el esquema “naive” puede proporcionar resultados
ambiguos si se anticonmuta la matriz =5, ambigiiedad que hay que fijar mediante alguna
imposicién adicional [66,67] o tratar de justificar que no influye de forma incorrecta en
el cdlculo realizado [68]. Notese que para el caso simple del estudio a un “loop” de la
anomalia del diagrama tridngulo con dos corrientes vectoriales y una axial puede obtenerse
la conservacidén de la corriente vectorial y la anomalia de la corriente axial de forma correcta
sin conmutar en ningin momento la tnica matriz 5 presente [71,81]. A dos “loops’, en
cambio, ya hay que elegir una prescripcién para la conmutacién de s [72].

También se han realizado célculos explicitos en modelos con lagrangianos que incluyen
de forma explicita la matriz 5 pero donde no es necesario mantener ninguna simetria quiral
“gauge” [86-95]. Especialmente resultan interesantes por su relevancia experimental y por
la necesidad de tener en cuenta a los operadores evanescentes para llegar a resultados
correctos, los cdlculos realizados con lagrangianos efectivos de QCD que implican la
insercién de un operador quiral de cuatro fermiones [87-94].

En cambio para el Modelo estindar manteniendo su simetria quiral “gauge” y los
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propagadores virtuales de todos sus bosones asociados en las correcciones radiativas, sélo
se ha utilizado el esquema BMHV un pequeno nimero de veces y de forma parcial [96-
100]. Para la gran mayoria de los calculos de regularizacion dimensional en el Modelo
estandar completo, se sigue utilizando el esquema “naive”. La dificultad estriba en que
hay que mantener las identidades asociadas a la simetria en una teoria que puede tener s
en cualquier vértice, lo que hace inevitable el cdlculo de contratérminos finitos adecuados.

Nétese que en la ref. [97] los autores comprueban de forma explicita a un “loop” cémo
dos funciones 1PI calculadas por substraccién minima en el esquema BMHYV no satisfacen
una identidad de Slavnov-Taylor a menos que se anada un contratérmino finito no presente
en el lagrangiano original. Ademas expresan sus dudas de que exista una forma practica de
calcular esos contratérminos finitos para cualquier grupo de diagramas y orden de la teoria
de perturbaciones. Encontrar una de estas formas préacticas serd uno de los objetivos de
esta tesis.

2.2. Algebra dimensional BMHYV

En su articulo [12], Breitenlohner y Maison definen los objetos “covariantes Lorentz”
habituales (g, Py, Vu, €tc.) en d dimensiones, siendo d un niimero complejo, como objetos
o simbolos algebraicos que obedecen las identidades algebraicas usuales que se satisfacen
en espacios de dimension entera.

Como existen objetos en 4 dimensiones cuyas propiedades son intrinsecamente
cuatridimensionales, ademds de la métrica “en d dimensiones” g, , introducen una nueva,
Guvs que puede considerarse como un objeto “covariante de (d — 4) dimensiones”. La
diferencia g,, — g, puede considerarse como un objeto “covariante de 4 dimensiones”,
si bien aparecerd en expresiones simbdlicas correspondientes a una regularizaciéon en “d
dimensiones”. Asi, el pseudotensor €,, ,, se considera como un objeto “covariante de 4
dimensiones” (por el axioma de la ec. (2.2) de mds abajo).

Se requiere que los simbolos obedezcan (aparte de reglas obvias sobre contracciones de
indices, adicién, multiplicacién por nimeros, conmutacién de algunos simbolos, etc.) el
siguiente algebra (BMHV):

9oy =p", o =9" ¢ =9 v =5,
99" p = Yup: Guv9” p = 99" p = Gup; (2.1)
g'u‘[ll = d7 T‘I']I == 47 {’Y”’”}/V} = 29"“/ ]I’

4

611'1--#461/1---1/4 = - E : Slgn’”H (gﬂi’/n—(i) - gﬂi’/w(i))7 (2'2)
TE Sy =1

donde S4 denota el grupo de permutaciones de 4 objetos, y II es la unidad del dlgebra
simbélica de las matrices de Dirac.
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Con las definiciones
gt =g — g"", a"'p, =p", "y =",

1
Vs = qruena¥ M (2:3)

y la hipotesis de la ciclicidad del simbolo Tr, pueden probarse las siguientes propiedades
algebraicas [12]

guugyp =0, p-q=0, guugyp = Gup> guu =d—4, g“u =4,
33 =2 L (A =2

€pyoipg = SIENT €4 gyiipin(ays

611‘1.““49#2'”1' = 07 ep,l...u4g“iyi = 6[1,1...u4guiyi;

Try* = Trvys = 0, 'ygle,

Tr [y#y"vs] = Tr [¥*7" 5] = Tr [¥#4"vs] = Tr [*4 5] = 0, (2.4)
Trfyr - oq#ing] = Tt 3#495] = T 6

{75, 7"} = {75, 4"} = 29" = 29",
[v5, Y] = [75, 7] = 259" = —29Hs, (2.5)
{755;)”1/} = [751’3”1’] = 0.

Ademsds introducimos los proyectores Pg = 1/2(1+v5) y P, = 1/2 (1 — 7s).

gH” puede verse como el proyector sobre el “espacio de 4 dimensiones” y g*¥ como el
proyector sobre el “espacio de (d — 4) dimensiones”. Nos tomaremos la libertad de decir
que los objetos contraidos con una métrica g*¥ son objetos “con barra” y los contraidos con
gt objetos “con gorro”. Los objetos y expresiones en d dimensiones del tipo de gh”, v*,
Py, es decir aquellos en los que no aparece un objeto “con barra” o “con gorro”, diremos a
veces que son “normales” (si bien puede ocurrir que un objeto con una expresién “normal”,
como /6 €y, pops Y Y2 YH2, pueda transformarse utilizando las reglas del dlgebra BMHV
en un objeto con una expresiéon “con barras® y “con gorro“, como ¥ P, en el ejemplo).

Se dird que un término u objeto en el dlgebra BMHV del espacio de regularizacién
dimensional es evanescente si al establecer d = 4 y substituir los objetos covariantes “con
gorro” por 0, y quizds teniendo en cuenta el dlgebra en 4 dimensiones (las ecuaciones
correspondientes a (2.1)-(2.5) en 4 dimensiones), la expresién del término pueda hacerse
nula. Es decir que serdn evanescentes las expresiones cuyas correspondientes en 4
dimensiones son nulas. Notese que un operador o monomio de campos que incluya algin
objeto con gorro o una dependencia explicita en d — 4 serd evanescente.

Por otro lado, la generalizaciéon al espacio de regularizaciéon dimensional de una
expresion en 4 dimensiones (o0 lo que es lo mismo, una expresién “regularizada



PARTE 1 Sec. 2.2. Algebra dimensional BMHV 19

dimensionalmente”) podra incluir objetos covariantes “con barra” e incluso “con gorro”.
En cualquier caso, denominaremos ”estandares” o “no evanescentes” a términos o
expresiones regularizadas que, vistas como un todo, sean generalizaciones de expresiones en
4 dimensiones, y que, por tanto, no sean nulas cuando se traduzcan a sus correspondientes
en 4 dimensiones. La adiciéon de un término evanescente a uno no evanescente dard
lugar a una expresién regularizada no evanescente. Nétese que puede haber expresiones
evanescentes formadas a partir de combinaciones lineas de monomios no evanescentes,
como por ejemplo, /24 €, YV YEYHEYEY 4 0/6 €4y i s w Y YH2YH2 (que es igual a
'3’//75)-

Todas las férmulas habituales (que no involucren ~s) utilizadas para calcular trazas
de secuencias de matrices de Dirac en términos de combinaciones de la métrica siguen
siendo validas, incluso cuando las matrices de Dirac llevan “gorro” o “barra”: en estos
casos, solamente se tiene que poner los “gorros” o las “barras” sobre las correspondientes
métricas. También la traza de un nimero impar de matrices de Dirac (tanto “normal”
como con “gorro” o con “barra”) sigue valiendo cero.

Las secuencias de matrices de Dirac con indices contraidos deben simplificarse con la
ayuda de férmulas como ésta, derivables por métodos exclusivamente algebraicos a partir
de los axiomas:

M'?Vﬁ/p, =—4 ’?Va
P59 = 6 - A, AR = (- DT (26)

=2l
i
Il
I
[\
2
2

Notese cémo sélo las férmulas con contracciones de objetos “normales” o “con gorro”
introducen una dependencia en el regulador d. En cambio las férmulas con una contraccién
de objetos “con barra” no introducen dependencia explicita en d.

Por supuesto, cuando s o el pseudotensor ¢, . ,, estdn presentes en la teoria,
la situacién cobra interés. En la prescripciéon “naive” o “ingenua”, se asume la
anticonmutatividad de -5 incluso en el “espacio de d dimensiones”: {v,,v} = 0, y la
ciclicidad de la traza. A partir de las hipo6tesis de la prescripcién ingenua, y por métodos
exclusivamente algebraicos, se obtiene [12,101,51,102]

2d T‘I‘[’}/5] = 0,
2~ 2) Trl prs) =0 sid£0, (2.7
2(d —4) Tr[v,y - Va5 =0 sid#0,2;

que tiene como consecuencia que Tr[vy,, ...7,,7s] debe valer, por consistencia y de forma
idéntica, 0 en la teoria regularizada dimensionalmente (pues d # 4 es un nimero complejo
arbitrario, si se quiere, préximo a 4.). Por tanto, también debe anularse en la teoria
renormalizada, lo que es incompatible con la propiedad Tr[y#! ---y*4y5] = iTr €y, .. p,;
cierta en 4 dimensiones (“reales”). Se podria introducir el sfimbolo € con el requisito de
que satisfaga la ec. (2.4), pero entonces el simbolo €, ,, seria idénticamente 0. Aunque
este problema es conocido, se sigue utilizando la prescripcién “naive” en la mayoria de
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los calculos actuales en teorias quirales, por ejemplo en el Modelo estandar, sin tomar
€u1...us CcOmMo si valiera 0: de hecho, al final de los célculos se supone que el simbolo
€u1...uq S1 tiene su significado habitual no nulo de pseudotensor de Levi-Civita. Esto es una
inconsistencia clara matemaética (los axiomas no son compatibles) y cuando estan presentes
inconsistencias matematicas, los resultados obtenidos a partir de los axiomas son ambiguos
y no son fiables.

La ec. (2.7) se obtiene calculando Tr [y, ... Y4, Y*Ya7vs] de dos formas diferentes: la
primera forma consiste en contraer el indice « sin cruzar la matriz ~s5 y, la segunda, en
anticonmutar la matriz v, que estd mas préxima a 5 con esta misma matriz v5 y se pasa
a la izquierda gracias a la ciclicidad de la traza; entonces, se anticonmuta hacia la derecha
cruzando el resto de matrices v hasta que se llegue a la otra v“, realizdndose ahora la
contraccion del indice «. Por tanto, para obtener esta inconsistencia, se necesita al menos
la traza de seis matrices 7, con dos indices contraidos, y una matriz s.

La ambigiiedad de los resultados en la prescripcién “naive” es una consecuencia de la
eleccién en la posicion de la 5. Por ejemplo, si no se mueve la matriz 5 en ninguna de
las dos lineas siguientes,

Tr[y" Ay yays] = d Tr[y"t .y,
7 —Tr[yay . "y %] = (8 = d) Tr[y" ... y* 7], (2.8)

a menos que la traza de cuatro matrices y y una matriz s (o el pseudotensor totalmente
antisimétrico €,, . ,,) valga idénticamente 0.

Nétese que la ambigiiedad es siempre proporcional a (d — 4) o a un objeto en “(d — 4)
dimensiones” como 9, pero como los diagramas divergentes tendran polos en (d —4), esta
ambigiiedad podra hacerse finita en la teoria renormalizada dimensionalmente, incluso ya
en los célculos a un “loop”.

Entonces, ; por qué se continia utilizando la prescripcién “naive” en los cdlculos de
teorias quirales como el Modelo estandar 7 El punto clave es que se supone que en las
teorias quirales “gauge” las ambigiliedades son siempre proporcionales al coeficiente de la
anomalia quiral. Por tanto, si esto fuera cierto, podria utilizarse libremente la prescripcién
“naive” en teorias quirales “gauge” con cancelacién de anomalias, como es el caso del
Modelo estandar. Los calculos a 6rdenes bajos en teoria de perturbaciones apoyan esta
idea pero no existe por el momento una prueba rigurosa de esta suposicion vélida a todos
los 6rdenes. (En cualquier caso, parece dificil construir una teoria consistente con elementos
inconsistentes).

Noétese que Breitenlohner y Maison introducen los simbolos del espacio de regularizacién
dimensional de forma axiomdtica. Se ha visto en (2.8) que si al conjunto de axiomas se
anade ademds la anticonmutatividad de la matriz s, {75, v*} = 0 (prescripcién “naive”),
entonces se obtienen inconsistencias. En (2.3) la matriz 75 se define, y sus propiedades
de conmutatividad se calculan a partir de los axiomas (2.1)-(2.2), con lo que se evitan de
raiz las posibles inconsistencias causadas por estas propiedades; pero, ; pueden todavia los
axiomas (2.1)-(2.2) tener otras inconsistencias entre si ?

Una forma de ver que no es asi consiste en construir un modelo del dlgebra de simbolos
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a partir de objetos matemadticos bien conocidos previamente en el que los axiomas (2.1)-
(2.2) sean proposiciones derivadas. Un modelo completo de este tipo es el proporcionado
por la construccién de Wilson y Collins [103,102] donde el espacio de “d dimensiones” es
un espacio vectorial de dimension infinita y las matrices de Dirac se se representan por
matrices de dimension infinita. Las métricas g"” y g** estan definidas de forma explicita
como proyectores sobre subespacios del espacio base de dimensién infinita. La matriz s
se define por la ec. (2.3), siendo entonces posible derivar las ecs (2.1)-(2.2).

A pesar del valor indudable de esta construccién explicita, aqui no haremos uso de
ella, ya que para los calculos que hemos realizado sélo es necesaria el algebra abstracta de
simbolos BMHV.

Si que vamos a resaltar que no es necesario aplicar (2.2) para llegar a un resultado final
correcto. Si no se utiliza, se llega a una expresion dimensionalmente regularizada para el
diagrama en cuestién con una dependencia tensorial méas compleja, pero que es valida para
tomar como base sobre la que realizar la substraccién minima (ver seccién siguiente). Més
alun, si no se utiliza y si en cambio se realizan todas las trazas de matrices y contracciones
de indices repetidos de una forma completa, se llega a una expresion regularizada de
forma tnica [12]. En cualquier caso, si se han realizado todas las trazas de matrices y
contracciones de indices repetidos, excepto quizds la de los tensores €, ..., , entonces
todas las expresiones regularizadas equivalentes entre si por manipulaciones algebraicas
del resultado del diagrama son igualmente validas para realizar la substracciéon minima.
Esto es debido a que la propiedad (2.2) no introduce dependencia adicional en d.

De hecho, en los calculos préicticos tampoco es necesaria [78-80] la introduccién de los
simbolos g*” ni g*”: basta con elegir vértices para la accién con objetos regularizados
“normales”, substituir -5 por su definicién (2.3) y no utilizar la ec. (2.2) para reducir el
producto de dos pseudotensores €,, . ,,. Si se realiza todo el resto de contracciones de
indices repetidos se llega a una expresién cuyo desarrollo en d — 4 y su renormalizacién
por substraccion minima no puede verse afectada por la posterior reducciéon con los
pseudotensores ahora ya cuatridimensionales.

Como veremos mas adelante, en la prescripcion BMHV y para que la expresién
regularizada respete simetrias discretas como la simetria CP, suelen elegirse como
regularizacion del vértice axial y#7v5 y como regularizacidon del vértice quiral “levégiro”
¥* P, es decir, objetos covariantes “con barra”. Por las propiedades de los covariantes
introducidos arriba, estos vértices son iguales a /6 €, yops Y Y2 Y#® (el vértice axial
de la referencia [62]) y a Pry"PL respectivamente, es decir expresiones que también
pueden escribirse mediante expresiones regularizadas que sélo implican objetos covariantes
“normales”.

Esta forma de proceder, por tanto, tiene la ventaja de no introducir simbolos adicionales
en el célculo, lo que permite utilizar los programas de cédlculo simbdlico ya desarrollados
siempre y cuando la matriz 75 se substituya por su definicién (2.3) y no se realice ninguna
contraccién entre pares de pseudotensores €, .. ,, mds que en las expresiones finales ya
renormalizadas.

Pero tiene el inconveniente de que las expresiones adquieren una mayor complejidad
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tensorial. Si se introducen los objetos “con barra” y “con gorro” los resultados finales son
idénticos para los mismos vértices regularizados de partida, y aunque hay que introducir
nuevas reglas en el calculo simbdlico de los programas automatizados, merece la pena,
pues las expresiones son mds simples ya que involucran a tensores de menor grado y
es mas sencillo reconocer términos que seran nulos en la expresion renormalizada, como
aquellos que impliquen un indice tensorial externo “con gorro” (sus equivalentes en la
forma de proceder anterior serian complejas combinaciones de términos con factores €,, .. .,
involucrados).

En esta tesis, cuando se necesiten vértices quirales, haremos uso siempre de la
prescripcion BMHV en su forma que implica el uso de los objetos tipo ", g¥, etc.

2.3. Renormalizacion dimensional minima

La renormalizacion dimensional por substraccién minima o renormalizacién dimensional
minima o esquema MS puede llevarse a cabo de dos formas rigurosamente equivalentes
[12,102-105]:

a) En la accién regularizada dimensionalmente no se introduce ningin “contratérmino
singular” y se aplica el algoritmo de substracciéon minima mediante una férmula
de bosques (“forests” en inglés) directamente a cada diagrama 1PI regularizado
dimensionalmente. Dicha férmula aplicada a cada diagrama puede dividirse en dos
partes: una substraccién de las subdivergencias de todos sus subdiagramas 1PI, que
deja una divergencia superficial local con polos en d — 4, y una substraccién posterior
de esa parte polar remanente.

b) Se va anadiendo de forma recursiva en potencias de h contratérminos singulares o
“infinitos” a la accién, elegidos adecuadamente para cancelar la parte divergente del
desarrollo en d — 4 de las expresiones regularizadas. Para obtener todos los diagramas
que contribuyen a una funcién 1PI de un cierto orden 2™, se han de tener en cuenta
todos los contratérminos singulares o “infinitos” calculados previamente en el orden A",
con r < m. La suma de todos esos diagramas serd una expresion regularizada cuyos
polos en d — 4 son locales. Se anade ahora a la accién regularizada dimensionalmente
los contratérminos singulares de orden A™ necesarios para cancelar esas divergencias,
y asi sucesivamente.

Es decir la renormalizacién definida por a) puede implementarse diagraméticamente
mediante la adicién de contratérminos singulares a la accién de partida.

En general, procederemos de esta forma:

i) Escribir una accién clésica de orden cero en % regularizada dimensionalmente, es decir
en en el espacio de “d dimensiones”, que denotaremos por Sy = Splibre + So,int,
utilizando como elementos los covariantes de la primera seccidn, tal que tenga como
limite formal d — 4 la accién en 4 dimensiones de la teoria fisica de partida. El limite
formal, que denotaremos por LIM; .4, consiste en estos pasos: substituir los objetos
covariantes “con barra” por objetos “normales”, los objetos covariantes “con gorro”
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i)
iii)

i)

vi)

por 0, interpretar todos los objetos covariantes “normales” como objetos en el espacio
de 4 dimensiones y tender la posible dependencia explicita en d a 4. El término libre
y cuadratico en los campos cuanticos, f dz %ngq’), de Sy debe ser tal que ihD™ !, el
propagador libre, tenga la misma expresion algebraica que en 4 dimensiones, aunque
expresada en términos de los covariantes “normales” en “d dimensiones”. ¢ denota una
colecciéon arbitraria de campos bosonicos o fermidnicos.

Obtener las reglas de de Feynman en “d dimensiones” a partir de la accion clasica
regularizada dimensionalmente, Sy, siguiendo las técnicas formales habituales.

Con estas reglas de Feynman, construir los diagramas de Feynman correspondientes.
Sus integrales asociadas ahora estan perfectamente definidas y constituyen la teoria
regularizada.

Introducir el generador funcional regularizado dimensionalmente ZPR8[J; K; A]:
DRe i d I
2% KN = [ Do exp{3(Solds KA + [ o Ji(@)o! (o))

= <eXp{%So,INT[¢, Jg, K; /\]}>0- (2.9)
donde el lado derecho de la ec. (2.9) es una serie formal de potencias en h, K y
J que genera los diagramas de Feynman del apartado anterior y SpiNnT = So,int
+ [diz Ji(z)¢!. Es decir, es un desarrollo en funciones de Green y en “loops”
(va que en Sy no hay contratérminos dependientes de %) cuyos términos dependen
exclusivamente de la accién de partida Sp. Si la accion de partida, dentro de Sing,
incluyera términos explicitos dependientes de potencias de h, es decir, contratérminos,
entonces la potencias en A de un diagrama 1PI que contenga un contratérmino como
vértice ya no coincidird con su nimero de “loops”. Los simbolos K y A designan,
respectivamente, cualquier campo externo, como los que se acoplan de forma lineal a
operadores compuestos, y cualquier pardmetro que haya en la accion.

Las manipulaciones formales habituales dentro del marco de la integral de camino
en teoria de perturbaciones, como las variaciones de los campos y la derivacién con
respecto a los parametros, que en 4 dimensiones conducirian a las ecuaciones formales
de movimiento, identidades de simetrias y demas, pueden realizarse dentro de la integral
de camino de la ec. (2.9), conduciendo entonces a ecuaciones funcionales formales
que involucran ZPRe8, Estas manipulaciones formales estin mateméticamente bien
definidas si se expresan en términos de los diagramas regularizados dimensionalmente,
y las ecuaciones funcionales formales a las que conducen son matematicamente rigurosas
si se consideran como simbolos que denotan de una forma abreviada la colecciéon infinita
de ecuaciones que verifican los correspondientes diagramas de Feynman regularizados
dimensionalmente.

Introducir el funcional 1PI regularizado dimensionalmente, I'preg[¢; K; A], que puede
obtenerse a partir de la ec. (2.9) mediante una transformacién formal de Legendre,
un procedimiento perfectamente definido en términos de diagramas de Feynman
regularizados. De nuevo, el principio de accién cudntica regularizado garantiza
que las ecuaciones funcionales formales verificadas por I'preg[¢h; K; A] tienen sentido
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matematicamente cuando se expresan en términos de diagramas de Feynman
regularizados. Nos referiremos por tanto a estas ecuaciones con el calificativo de
“regularizadas dimensionalmente”.

vii) Si la accion de la teorfa clasica de partida en 4 dimensiones tiene simetrias que
deben mantenerse en la teoria cudntica, entonces también deben generalizarse las
correspondientes transformaciones de simetria al “espacio-tiempo de d dimensiones”
de la regularizacion dimensional. Los objetos de este espacio deben estar definidos de
acuerdo al algebra de covariantes de “d dimensiones” dada en la secciéon previa. Las
transformaciones de campo en “d dimensiones” deben tender en el limite LIM;_,4 hacia
las transformaciones clasicas de 4 dimensiones. En general, las transformaciones en “d
dimensiones” no dejaran invariante la accidn clasica regularizada dimensionalmente de
partida Sy. Esta falta de invariancia hara que los funcionales generadores de la teoria
regularizada, Zpreg ¥ I'DReg, satisfagan identidades asociadas a la simetria andmalas,
que pueden derivarse de forma rigurosa (véase la seccién 2.6 y el apéndice A) con las
manipulaciones formales habituales de la integral de caminos de la ec. (2.9) gracias a
los principios de accién regularizada descritos en la seccién siguiente.

viii) En acuerdo con la ref. [106] y para que los desarrollos de Laurent en d — 4 de las
expresiones regularizadas sean homogéneas en dimensiones de masas, se introduce la
escala de regularizaciéon dimensional, p, reemplazando en la medida del momento de
cada integral asociada a un “loop” (‘ziTz)’d por u4_d% antes de aplicar el algoritmo de
substraccion minima. Si se sigue el procedimiento de los contratérminos singulares,
este reemplazo debe hacerse independientemente de si el diagrama tiene vértices

correspondientes a contratérminos singulares o no.

iz) El algoritmo de substraccién minima de las referencias [12,106], en cualquiera de sus
dos formas mencionadas al principio de esta seccién, se aplica luego a cada diagrama de
Feynman regularizado dimensionalmente. El funcional 1PI minimamente renormalizado
CRren[¢; K; A; ] se obtiene tomando el limite LIM4_,4 sobre cada diagrama 1PI
substraido.

Una cuestion que surge de forma natural es la de la dependencia de los valores
renormalizados de la eleccion de la generalizacion al espacio de “d dimensiones” de la
accién, contratérminos finitos y transformaciones de simetria cuatridimensionales. Si la
acciéon de la teoria contiene objetos cuyas propiedades dependen de la dimension del
espacio-tiempo, como por ejemplo la matriz vs5, el pseudotensor de Levi-Civita, etc.,
entonces no existe una accion clasica regularizada dimensionalmente canénica.

En principio, cualquier funcional local que tienda a la accién cléasica cuatridimensional
en el limite LIMy_,4 valdria, siempre y cuando los términos libres de la accién regularizada
tengan el mismo propagador. Asi, por ejemplo, si se quisiera, podria reemplazarse la
métrica y las matrices de Dirac de la parte de interaccién por cualquier combinacién
Iuv +E1Guw Y Yu+ K2y, respectivamente, para tener una familia biparamétrica de acciones
regularizadas dimensionalmente perfectamente validas.

En general, y a cada orden en el desarrollo en 7, la diferencia entre dos acciones
regularizadas validas serd un operador “evanescente”, es decir un operador cuya expresion
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en el nivel arbol tiende a 0 en el limite LIMy_,4. Lo mismo pasa para la generalizacion en
el espacio de “d dimensiones” de los contratérminos finitos o de las transformaciones de
simetria.

La ambigiiedad en la teoria regularizada en forma de operadores evanescentes de un
cierto orden A" sin embargo sélo tiene consecuencias en la teoria renormalizada al orden
A"t en la forma de una diferencia local correspondiente a una renormalizacién finita, como
queda implicito en las identidades que demostré Bonneau [107] y de las que se hablara en
la seccion 2.7.

En teorias quirales, la eleccion de las expresiones regularizadas puede influir bastante
en la complejidad de los célculos, pero en teorias vectoriales como QCD, por supuesto, la
eleccion mas conveniente serd la candnica.

2.4. Principios de accién cuantica regularizada

Los principios de accién cuéntica, descritos en la seccion 1.2, son validos para una
teoria renormalizada dimensionalmente, pues de hecho, son ciertos independientemente
del esquema de renormalizaciéon. Breitenlohner y Maison ademas establecieron que los
siguientes principios de accion cudntica regqularizada, correlativos a los generales pero
con mas informacion, son ciertos ademas para la teoria reqularizada dimensionalmente
siempre y cuando el término libre regularizado Sipre coincida en su forma con su
correspondiente cuatridimensional [12], Sint = Sing + [ dz Jr(z)¢! con Siy; un polinomio
en los campos y derivadas integrado en el espacio de regularizacién dimensional, es
decir, términos de interaccién de una accién local dimensionalmente regularizada, quizas
incluyendo contratérminos, es decir, términos de orden no nulo en %, y Zpreg[J, K;A] =

(exp{£SinT[d, J, K5 A }o
1) las variaciones de cualquier pardmetro A, situado en la parte libre y/o de interaccién
de la accidn regularizada conducen a

<8(51ibre + SinT) exp{ 1

8ZDReg[J, K; )\]
oA h ’

SINT[‘ba J7K7)‘]}>0: —ih O\

(2.10)

2) las variaciones de campos externos FE(z) = J(z) 6 cualquier otro campo externo
K (z) presente en Siy; conducen a

5ZDReg[J; K; )\]
dE(x)

5 ;
(S2INT exp{islNTw, J.K; ,\]}>0 — _ih

SE(0) . (2.11)

3) las variaciones polinémicas arbitrarias de los campos cudnticos ¢, dp(z) =
00(x) P(¢(x)) dejan al funcional generador de las funciones de Green regularizado
dimensionalmente, Zpreg, invariante y se cumple a todo orden en % que

6ZpReg|J, K; A = (6(Skibre + SiNT) eXp{%SINT[Qba J, K; )\]}>0 =0, (2.12)
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donde las variaciones son las partes lineales en §6.

Precisemos el significado matemadtico de las ecuaciones funcionales (2.10), (2.11) y
(2.12). En primer lugar, deben entenderse sélo como conjuntos de relaciones entre las
expresiones regularizadas de los diagramas. El desarrollo formal en serie de potencias de
h, K y J de ambos lados de la ecuacién conduce a un conjunto infinito de ecuaciones que
involucran diagramas de Feynman en “d dimensiones”. Es decir, cada ecuacién funcional
llevara un conjunto muy rico de informacion.

En [106] se demostr6 ademds que estos principios de accidn cudntica reqularizada
también son validos si en cada diagrama regularizado se introduce la “escala” u tal como
se explicé en 2.3.viii).

Notese que es mucho mas facil manipular la expresion funcional que no las
ecuaciones diagramdticas asociadas. Ademads, estas ecuaciones pueden deducirse con
las manipulaciones formales usuales en la integral de caminos, que estdn justificadas
por tanto si se entienden como manipulaciones en relaciones de diagramas regularizados
dimensionalmente.

Las ecuaciones funcionales son vélidas con cualquier accién regularizada de partida, y
en concreto con la accién regularizada a la que se han anadido los contratérminos singulares
apropiados hasta el orden n, que denotaremos Spreg,n-

Asi, el limite d — 4 en la derecha de las ecuaciones (2.10) y (2.11) existird en cada orden
del desarrollo en % hasta el orden n incluido si Zp,eg se calcula con Spreg,n, 1o que ya sirve
para calcular las variaciones con J(z), K(z) y A del funcional renormalizado Z;en[J; K; A]
hasta el orden A" incluido.

Por supuesto, de los principios de accion regularizada de las ecs. (2.10), (2.11) y (2.12)
se siguen los principios de accion cudntica generales comentado en la seccién 1.2. Pero
ademads, si no hay dependencia explicita en d en la accion o en las variaciones involucradas
pueden establecerse [12] los siguientes principios de accidn cudntica, mas precisos que los
correspondientes generales de la seccion 1.2, para las ecuaciones funcionales en la teoria
renormalizada por substraccién minima:

QAP1)

8Fren . 8(SO + Sfct ,n)
QAP?2)

6Fren o 6(50 + Sfct ,n)

QAP3) Si 6¢l(z) = Q[¢](x) es una transformacién polinémica del conjunto de
campos ¢ en el espacio-tiempo de 4 dimensiones y [ Kyr(2)Q'[¢](z), siendo Ky(z)
el correspondiente conjunto de campos externos, es la unica dependencia en Ky(z) de
So + Stct,n, entonces

6Fren 5]:11'61'1

0K 41 (x) 6¢! ()

= N[O()] - Tsen, (2.15)
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donde N[O(z)] es una insercién local de un operador de dimensién ultravioleta igual
a 4 — dim(¢) + dim(d¢), que coincidird con N[Q! [(ﬁ](x)%ﬁc)”)] si en la teorfa
regularizada, no hay dependencia explicita en d.

QAP3’) Sea ¢'(z) = QI(¢(z)) en el caso particular de una transformacién lineal
de los campos ¢(z) cuyos coeficientes no dependen explicitamente en d en la teoria
regularizada, entonces

5Fren
¢! (x)

(S0 + Stct,n)

= N0 = s

)

] Tren. (2.16)

En todas estas ecuaciones, Sy representa la accién clasica regularizada de partida
de orden 1’y Set . = Som_ A" Sf((:? ) es la suma de todos los contratérminos finitos
anadidos, por ejemplo, para alcanzar unas ciertas condiciones de normalizacién, o para
intentar simplificar el lado derecho de unas identidades anémalas. En especial, no incluyen
los contratérminos singulares SS(Z'Z ), Iien es el funcional generador de las funciones 1PI

renormalizadas por substraccién minima obtenido con Sy + Sgct . como accién de partida.

El simbolo N[O(z)], donde O(z) representa cualquier operador compuesto, es decir,
producto y derivadas de campos elementales, se denomina a veces producto normal [106-
107,102]. Este simbolo sélo tiene sentido entendiéndolo como insercién renormalizada
dimensionalmente por substraccién minima del operador compuesto O(x) correspondiente
en un funcional generador, en este caso, de funciones 1PI.

Gracias a todos estos principios de accion cuantica particulares del método de
regularizacién y renormalizacién dimensional, se pueden dar expresiones directas a los lados
derechos de las identidades (1.6)-(1.8) de la seccién 1.2, identidades que eran vélidas en
cualquier método de renormalizacion. Este hecho resultara, como veremos en la secciones
siguientes, ser de la mayor importancia para la renormalizacién algebraica prdctica de las
simetrias BRS en teorias “gauge” quirales.

2.5. Término de ruptura de la simetria BRS

Por los principios de accidon cuantica particulares del método de renormalizacion
dimensional por substraccion minima, sabemos que los términos de ruptura en las
identidades de Slavnov-Taylor, que expresan la simetria “gauge” a nivel de funciones de
Green, vienen dados por la insercién en el funcional 1PI renormalizado, I';e,, , de un cierto
producto normal integrado N[Opyptura] = [ d*z N[Oruptura ()], donde Opypura () serd un
operador local de dimensién ultravioleta 4 — dim(®) 4+ dim(s®) y nimero de “fantasmas”
igual a 1:

6Fren 5Fren 5Fren

S(Tren) = / ' (s) 2 + S 2 = N[Orupiura] - T (2.17)

donde ¢ y @ representan campos que tienen transformaciones BRS, s, lineales o no
lineales, respectivamente, y Kg representa el campo externo acoplado en la accién a la
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transformacion BRS no lineal s®. Esta insercién renormalizada por substracciéon minima
de un operador local, N[Oruptura] - I'Ren €s €l término de ruptura A de la ec. (1.10), ecuacion
que fue obtenida a partir de los principios de accién cudntica generales e independientes
del esquema de renormalizacién.

Nuestro problema va a ser cémo calcular de forma practica N[Oruptura] - ['Ren al menos
en el orden més bajo 2™ en el que tenga un valor no nulo, en la forma més adecuada para
poder obtener los contratérminos finitos de orden ™ dentro del procedimiento recursivo
en potencias de h.

Por supuesto, siempre puede calcularse, orden a orden, el funcional 1PI renormalizado
IRen(¢, ®, K| € insertarlo en el lado izquierdo de la (2.17), donde aparece de forma no
lineal, por lo que para calcular la contribucién a un cierto orden A™ hace falta conocer
las contribuciones de 6rdenes inferiores. De hecho, no haria falta insertar el funcional
completo, sino sélo [60] los érdenes méas bajos en la aproximacién local, ya que el lado
derecho de (2.17) es local en su término de orden mds bajo en el desarrollo en . Como
hay que calcular partes finitas, el método serd muy complejo desde el punto de vista
practico.

En regularizacién dimensional y gracias a sus principios de accion reqularizada de las
ecs. (2.12) y (2.11) disponemos de un método més eficiente para calcular directamente el
término derecho o de ruptura de la simetria.

Asi en el apéndice A exponemos la prueba de la siguiente identidad regularizada [19]

5FDReg 6FDReg (SFDReg o
op(z)  OKg(x) 60®(x)

A 55(: n JSC n
= A - I'pRreg + [0dSct,n] - TDReg + /ddiﬂ { [ B - ] ‘FDReg}-

Sa(TDReg) = /ddﬂ? (549)

0Kg(x) 0¢(x)
= [Sd(SO + Sct,n)] : FDReg 3 (2.18)

donde I'preg puede ser tanto el funcional 1PI regularizado calculado a partir de la accion
con contratérminos singulares y finitos arbitrarios anadidos, Spreg,n, como el calculado a
partir de la accion con sélo contratérminos finitos arbitrarios anadidos y Scs,n, representa la
suma de los correspondientes contratérminos. sq y by denotan la generalizacién al espacio
de “d dimensiones” de las transformaciones BRS y del operador lineal de Slavnov-Taylor
dado por la ec. (1.13), respectivamente:

5 55 & 6Sy 6
ba = / 4 (300) 5y & R (a) 50@) T 50(a) 5Kala)

El operador compuesto A viene dado por A= 53S0, con Sy = Sotibre +Soint- Ko se acopla
en la accién regularizada justo a sz®.

(2.19)

Si no hay dependencia explicita en d en las variaciones s ni en la accién, entonces
también se cumple

5FRen 5FRen (srRen

S(Cnan) = [t (o) T 0% + s S5t =
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N 0Stct.n 0Stct.m
:NMYH“+M”&WVHM+/&x%Wmﬁ@a&%}Tm&'

= N[8a(So + Stet,n)] - I'Ren s (2.20)
donde T'gen ¥ N[- - -] - T'Ren son funcionales 1PI renormalizados por substracciéon minima y
Aget, = 54Skct,n-

Haciendo el desarrollo Stct r, = Y v thf(ct) en la ec. (2.20) se llega a

S(TRen) =N[5450] - Tren + h N[bgS)] - TRen

e 050 051

B2 N[bgS P - TRy + B2N
+ [dsfct] Re + 6K<I> (5@

Ren

m—1

4o+ BT NDBgST™M] - Tren + 2™ ZN

[osgasn] o

5K 0O
+ O(RmY)y (2.21)

Nétese que en (2.21) sélo el primer sumando es la insercién de un operador evanescente,
y que cada uno de los sumandos es una serie infinita de potencias en h. Los sumandos
que no son evanescentes sélo contribuyen a partir del orden de potencias del factor en h
explicito en (2.21).

Si en (2.18) I'preg representa el funcional 1PI obtenido a partir de la accién con los
contratérminos singulares anadidos de tal forma que el funcional deja de ser singular en
d — 4, entonces del estudio orden a orden de (2.18) puede leerse (2.21), ya que teniendo
en cuenta que I'preg ahora contiene los contratérminos singulares hasta el orden necesario
1™, denotados por S n, entonces se tiene que

LIMg_4 I'DReg[, D; Ka; p] = Tren[, ®; Ka; 4] (2.22)

y los dos lados de la ec. (2.18) entonces son finitos hasta el orden k™ en el que se hayan
anadido los contratérminos singulares. Denotaremos ahora por S¢; a la suma de los
contratérminos singulares Sgc¢ v los contratérminos finitos Sgct.

Por tanto, y a hasta ese orden A", tan alto como se quiera, el lado derecho de la
ec. (2.18) es

N[Oruptura] : FRen = (223)

" 0Sct.n 0Sct
=LIM A -Tpree + [baSct.n] - TDRe d? e T DReg ¢
d—>4{ DReg + [0dSct,n] DRg+/ T [5K¢($)5¢($)] DRg}

donde N[Opyptura) €s el producto normal del lado derecho de la ec. (2.17).

Nétese que siempre que tengamos un simbolo con el superindice (™) se querrd decir
que ese objeto aparece justo en el orden 2™ en un desarrollo en potencias de %, es decir
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. , 1 2 . . .
es el coeficiente de orden m. Asi, con N[def(ct)] . F&gn querremos decir, “la insercién

renormalizada del operador de( ) ( donde S( ) es el coeficiente en k' del desarrollo
de Stct,n) en el funcional 1PI hasta el orden h es decir, considerando exclusivamente
diagramas de un “loop”, que aportarian el factor hl restante”.

Estudio de (2.18) a un “loop”

El coeficiente en h' de (2.18) es
(1)
S(Toreg) V) = [54S0 - Tores|  +ba S5 (2.24)

La parte divergente del lado izquierdo de (2.24) es nula término a término, por lo que
la parte divergente de su lado derecho debe cumplir:

(1)
[SdSO . FDReg] = —bd Ss((}t) . (2.25)

singular

Es decir, by S(t) es exactamente el contratérmino en el esquema MS que cancela la
divergencia de [sto] I'Dreg @ un “loop”. Por tanto, [bd Ss(ct)] I'DReg @ un “loop” dard
los diagramas que cancelan todas las subdivergencias no locales de [stO] - I'DRreg a dos
“loops”.

Para calcular la contribucién finita a la teorfa renormalizada hay que tener en cuenta
que A = $4So es un operador evanescente que no contribuye a orden A° en el limite
LIMd_,4A I'preg- Por tanto, por la propia definicién de insercién renormalizada por
substraccion minima se tiene

1

[A : FDReg] W [A : FDReg}( )

singular

~ (1)
+ [N[A] . I‘ren] + contrib. irrelevantes,  (2.26)

donde por “contrib. irrelevantes” queremos decir contribuciones que se anulan cuando
LIMg_4.

En conclusién, la identidad renormalizada a orden A es:
S(Tren)® = N[s4So] - TH0 + b S (2.27)

siempre y cuando ni en by ni en la accién haya dependencia explicita en d.

Estudio de (2.18) a dos “loops”

El coeficiente en /? de (2.18) es
S(FDReg)(z) = [3d50i| F](DIZLeg [b S(l)] ](321){eg

55(1) 55(1)
+ba 8P + /dd S e (2.28)
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Nétese que los diagramas que contribuyen al segundo sumando de (2.28) a orden 72 son
diagramas de un “loop”, debido a que contienen una inserciéon que es de orden h. Como
siempre S((j) = 5% 4 Sf(ft).

sct

La parte singular de (2.28) es

0 =|54S0] - TEheq

1 2
+ [bd Ss(ct)] ) I‘I()l){eg

singular

singular

+ba S8

sct

)] T,

singular

+ [as (555&2 5Sui , Sk 050, 054 6583) |

0Ky 0O 0Ks 6O 0Ky 6@ (2:29)

El primer sumando de esta ecuacién requiere diagramas a dos “loops”, el segundo son
diagramas a un “loop” que cancelan completamente la subdivergencia no local del primer
sumando y parte de su divergencia superficial, el tercero son diagramas a un “loop” sélo
con divergencias locales y el resto de sumandos son términos locales singulares puros.

. 1 . -
Teniendo en cuenta lo comentado acerca de by Ss(ct) en el apartado anterior, es facil ver
que las siguientes ecuaciones son ciertas

NsaSol - T, = [Sdso] T e - [de(l)} NS,

sct DReg

parte finita parte finita

N[bdsf(clt)] 'Fgezn = [def(clt)} 'F]()2I){eg (2.30)
parte finita
Como la parte finita de (2.28) es
2 1 2
[SdSO] ) F](DF){eg + [bdss(ct)] ’ F]()F){eg
parte finita parte finita
1 2 2
+ [def(ct)i| ) F](Df)leg + def(ct)
parte finita
55(1) (55(1)
d fct fct
+/d T e (2.31)

queda demostrado que, para cualquier Sf(clt) y Sf(ft) independientes explicitamente de d y
anadidos a la accién regularizada,

S(FRen)(2) :N[SdSO] ) Fge)n + N[bdsf(clt)] : F%lze)n
(1) (1)
(2) 0Sfer 05k,
+ baSgur +/ Ky 50 (2.32)
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que serd la identidad renormalizada basica para el calculo practico de los contratérminos
finitos a dos “loops” y que coincide con (2.21).

Nuevamente, en (2.32), s6lo el primer sumando de la derecha representa una insercién

de un operador evanescente.

Comentarios

)

Si by tuviera dependencia explicita en d, entonces des(ét) adquiriria una parte finita que

tener en cuenta y (2.25) no serfa en general cierta, ya que el limite

(1)
LMy { [stO : FDReg] + by Ss(clt)} (2.33)

singular

ya no tendria por que ser nulo (para un ejemplo explicito véase el Apéndice B de la
ref [19]).

Puede decirse que hay dos fuentes que contribuyen al término de ruptura de la identidad
de Slavnov-Taylor. Una es la propia regularizacién, ya que la accién regularizada deja

de ser invariante, como se refleja en la la contribucién de [stO . FDReg] (1). Y otro es
(1)

el método de substraccion, por ejemplo, las contribuciones finitas de by Sq; -

Si la teoria no es andmala para la simetria en cuestién, entonces tiene que poderse elegir

contratérminos finitos Sf(clt), Sf(clt) de tal forma que N[Oryptura) - I'Ren = 0 orden a orden

en h, dentro de la estrategia general de la seccion 1.3.

Como el operador A = 545 es evanescente, puede resultar conveniente utilizar las
técnicas introducidas por Bonneau en las refs. [106-108] para expresar inserciones de
operadores evanescentes, también denominados andmalos, en términos de inserciones
de operadores no evanescentes. En la siguiente seccién abordaremos esta cuestion.

Por 1ltimo, recordaremos que las ecuaciones de movimiento son validas en la teoria
renormalizada [12,106,102]:

6Fren
¢()

(SO + Sfct ,n)

0 0SDReg ,n
— N g,
56

o¢(z)

| Tren = LM Toreg (2.34)

donde St ., incluye todos los contratérminos finitos y Spreg ,n tanto los contratérminos
finitos como los singulares. Estas ecuaciones pueden obtenerse a partir del principio
de accién cudntica (2.16) eligiendo ¢'(z) = 1. O de otra forma, la ec. (2.12), para
P(¢(z)) = 1, también conduce a la ec. (2.34). EI hecho de que se preserven en la
teoria renormalizada las ecuaciones de movimiento del campo “fantasma” y del campo
auxiliar B que se acopla a la condicién de fijacion del “gauge”, en general, simplifica
enormemente el proceso de renormalizacién de las teorias con simetria BRS ([18]).
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2.6. Términos andomalos e identidades de Bonneau

La teoria de las inserciones renormalizadas de operadores evanescentes, también
denominadas productos normales andmalos (“producto normal” en lugar de “insercién
renormalizada” y “anémalo” en lugar de “evanescente”), es de importancia fundamental
en renormalizacién dimensional para el cdlculo de los términos de ruptura de la simetria
de las identidades de Ward o de Slavnov-Taylor [106-108,102]. Por el momento, toda la
potencia de esta teoria no ha sido aprovechada en el caso de identidades de Slavnov-Taylor.
Aunque para el caso de un “loop” no es realmente necesaria, por su posible extensién al
caso de varios “loops”, donde deberia ser patente dicha potencia, en esta tesis se dedicara
algunos comentarios y calculos a esta teoria de los productos normales de los operadores
evanescentes (recordemos que se dice que un operador Oy es evanescente si su expresion
correspondiente en 4 dimensiones es nula, o més precisamente, si LIMy_,4 O4 = 0).

Gracias a esta teoria, esa posible desarrollar el producto normal de un operador
evanescente (o también llamado anémalo) en una combinacién lineal de productos
normales de operadores no evanescentes (que también llamamos estdndares) de una forma
sistemdtica y en todo orden del desarrollo perturbativo. Veremos en los modelos concretos

, . , . 1 )
de los capitulos siguientes cémo gracias a ese desarrollo [N[stO] . I‘ren]( ) (véase la
ec. (2.27)) generard tanto la anomalia esencial como anomalias espurias.

En una teoria perturbativa renormalizada, cualquier conjunto de inserciones de
operadores cuanticos tal que su aproximacion clasica sea una base del espacio lineal
de operadores clasicos de dimension acotada por 4 es también una base del espacio
lineal de las inserciones de operadores cuanticos, con dimension acotada también por
4 [18]. Por tanto, en renormalizacién dimensional, si {O?} forma una de estas bases
en el espacio clasico de operadores sobre el espacio-tiempo de 4 dimensiones, entonces
{N[O?] - T'ren}, donde O es cualquier de las generalizaciones posibles al “espacio de d
dimensiones” del correspondiente operador clasico cuatridimensional, es una base del
espacio de inserciones cudnticas. Recordemos que denominamos “estandares” o “no
evanescentes” a los operadores en el espacio-tiempo de “d dimensiones” de la regularizacion
dimensional que son generalizaciones de los operadores clasicos de cuatro dimensiones.

Por tanto, los productos normales anémalos, es decir las inserciones renormalizadas por
substraccion minima de operadores evanescentes, deben poder desarrollarse en términos
de una base de productos normales estandares. Este hecho fue establecido de forma
rigurosa por Bonneau en la ref. [107] quien demostré la existencia de un sistema lineal
de identidades con una estructura similar a las de Zimmermann [109] y que sirven para
expresar la descomposicién de cualquier producto normal anémalo en términos de todos
los posibles productos normales de operadores, incluyendo tanto los estdndares (o no
evanescentes) como los anémalos (o evanescentes). Resolviendo este sistema se llega al
desarrollo deseado.
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Si s6lo hay un campo escalar, las identidades de Bonneau tienen la siguiente forma

N[§upO*](z) - TRen = — Z Z Z

r {ig-.-ir}
1<z <n

)7 o’ = -
{r.s.p. ( 7"!) opF - Pl < ¢ p1) - - $(Pn) N[GupyOH*] >1PI

pizgzo}

x N[1/n!ﬁ{( I1 8a)¢H(x)-I‘Ren, (2.35)

k=1 {a/i.=k}

donde la tilde indica campos transformados de Fourier, la barra que solo se ha llevado a
cabo la substraccién minima de la subdivergencias, r.s.p. significa “residuo del polo simple
ene =4 —d” (esta es la razén por la que hay un signo global —1: g#, = —¢) y el simbolo
X quiere decir que la estructura tensorial {...} aparece realmente dentro del producto
normal. Por supuesto, cualquier factor en forma de nimero puro o de color puede sacarse
fuera del producto normal, pero nétese que g, N[O*’] = N[g,, O*"] # N|g,.., O*"], siendo
la diferencia el producto normal anémalo N[g,, O*”], que en general no serd nulo. La suma
en n es una suma en el nimero de campos del monomio y la suma en r, una suma en el
nimero de derivadas del monomio.

El tensor § es un objeto covariante nuevo, que se ha introducido para simplificar la
notacion de los calculos. Sus propiedades son:

gp,u = g/J,l/’ g,uu =1,
gupgpu = gupgpu = guy
Gup* =0, N[g,w(’)’“’] = g,wN[O’““] . (2.36)

La ec. (2.35) se generaliza ficilmente cuando la teoria involucra varios campos no
necesariamente escalares. En ese caso habrid ademdas una suma sobre todos los tipos
de campos y habra que tener especial cuidado con los factores de simetria y los signos
fermi6nicos. En el capitulo siguiente, daremos la generalizacién de la ec. (2.35) relevante
para los calculos del modelo en cuestion.

Debido al hecho de que todas sus subdivergencias se han substraido previamente, la
funcién 1PI de la ec. (2.35) tiene una parte singular polinémica. Sélo es necesario calcular
el coeficiente del polo simple de esta parte singular, que serd en general una combinacién
de productos de métrica, constantes y factores de color. En teorias “gauge” vectoriales
con la regularizacién “candnica’”, esta estructura tensorial no implicard méas que la métrica
habitual, lo que combinado con los indices tensoriales del producto normal da un desarrollo
del producto normal anémalo en términos exclusivamente de una base de productos
normales de operadores no evanescentes. Sin embargo, si en la teoria regularizada o si en
los célculos aparecen objetos “con gorro”, entonces las identidades de Bonneau (ec. (2.35))
expresarian cualquier producto normal anémalo en términos de una coleccién de productos
normales de operadores no evanescentes (M’) y evanescentes (M7). Es decir

N[§,pO*?)() - TRen = Z a; NIM(2) - Tren + Y _ 6 NJM|(2) - TRen - (2.37)
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De igual forma, el resto de operadores evanescentes independientes también podrian
desarrollarse mediante una férmula similar, obteniéndose asi un sistema lineal de
identidades.

Un operador evanescente no contribuye a la teoria renormalizada en el nivel arbol, por
lo que el lado izquierdo de las identidades de Bonneau es de orden %', como minimo.
Ademsds cualquier coeficiente «;, &;, ya que viene dados por residuos de polos simples, es
una serie formal en A también de orden A' como minimo. Por tanto las identidades de
Bonneau no sélo no forman un sistema trivial sino que ademaés su solucién es tnica y da
el desarrollo deseado exclusivamente en términos de una base de inserciones de operadores
no evanescentes:

N[gupoup](m) : I‘Ren = ZQZ' N[MZ](CU) : FRen ’ (2'38)

. . 1
donde los coeficientes ¢; son series formales en h empezando en /.

En el orden mas bajo, el sistema estd desacoplado y tiene una interpretacién muy
sencilla: los “loops” con la insercion andémala se reemplazan por sumas de los diagramas
del nivel arbol correspondientes a la insercion de los operadores no evanescentes, pero con
coeficientes de orden h'. Esto serd relevante para los calculos de més adelante. En general,
para el célculo de g; a orden &A™, se necesitaran los coeficientes a; hasta el orden 2™ y los
coeficientes &; hasta el orden pm=1)

2.7. Renormalizacién algebraica de la simetria BRS

En principio, es de esperar que un método arbitrario de renormalizacion elegido
conduzca a unas funciones de Green renormalizadas que no satisfacen las identidades que
representan la simetria BRS de la accién de partida o identidades de Slavnov-Taylor.

Si la teoria tiene una anomalia, es decir, si ninguno de entre todos los esquemas de
renormalizacion posibles satisface las identidades de Slavnov-Taylor, entonces, obviamente,
la renormalizacién dimensional minima siempre conducird a un término de ruptura en
dichas identidades. Si, incidentalmente, los niimeros cuanticos de los campos son de tal
forma que se produce el mecanismo de cancelacién de las anomalias (esenciales), entonces
sabemos por la seccion 1.3, que orden a orden en potencias de h, es posible preservar la
simetria mediante la simple adicion de contratérminos finitos.

Este resultado es de hecho independiente del método de renormalizacion utilizado. En
concreto, la renormalizacién de las simetrias mediante regularizacion dimensional puede
realizarse en la siguiente forma

i) Supéngase que m es el orden mas bajo del desarrollo en 7 en el que la simetria BRS
tiene un término de ruptura.

it) Utilizando los principios de accién cuédntica regularizada de la seccién 2.4, dése una
expresion directa en términos de inserciones de operadores para el término de ruptura
de las identidades de Slavnov-Taylor en el orden 2" considerado. La contribucién real
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de esta expresion en el orden 2™ serd local e incluird tanto la insercién de operadores
regularizados estdndares como evanescentes.

i17) Exprésese el término de ruptura en términos de inserciones de operadores regularizados
no evanescentes utilizando las identidades de Bonneau de la seccion 2.5 para
descomponer las inserciones de operadores evanescentes. Para ello serd necesario
calcular explicitamente el polo simple de la parte divergente por contaje de potencias
de ciertos diagramas de Feynman.

iv) Extrdiganse de esta tltima expresién del término de ruptura los contratérminos finitos
de orden A™ necesarios para recuperar la simetria, eligiendo cualquier generalizacién
en el espacio de “d dimensiones” del contratérmino. Denotaremos esta elecciéon por

m ~ ., . .« s
™ Sf(ct), y afiddanse a la accién de partida para obtener una nueva accién Spreg,m =

SDReg ,m—1 + h™ Sf(CT)

v) Con esta nueva accién, rehdgase de nuevo la teoria de perturbaciones con
renormalizacion dimensional minima, lo que de hecho sélo supondra una modificacién
local trivial a orden 2™, y modificaciones no locales complejas a érdenes siguientes.El
nuevo funcional 1PI renormalizado, T'yen[¢; K; A; ], satisfard hasta el orden A™ las
identidades de Slavnov-Taylor.

. , . . 1 . . . ,
vi) Ahora, procédase al orden siguiente ™! de la misma forma a partir de i) y asi
sucesivamente.

Extraccion sistemdtica de los contratérminos finitos en todo orden

Recordemos que un operador polinémico en campos y derivadas no evanescente o
estandar en el espacio de regularizacién dimensional, se caracteriza porque no es nulo
cuando se establece d = 4 y todos los objetos “d—4 dimensionales” a 0, teniendo en cuenta
las reglas del dlgebra en 4 dimensiones. Y que cuando se anade un operador evanescente
a uno no evanescente, el resultado sigue siendo no evanescente. En cambio la suma o
diferencia de dos operadores no evanescentes puede ser evanescente.

~ Veamos un ejemplo explicito.  Sean vy = z'@Bemn_wfyu'y“l'y“?'y“&y“‘ld) y vy =
Y€ pops Y YH2y#21) dos monomios no evanescentes. De hecho son expresiones
“normales” en el sentido de que no llevan ningin objeto “con barra” o “con gorro” y en el
de que las expresiones correspondientes en el dlgebra de Dirac habitual de 4 dimensiones
tienen la misma forma.

Utilizando el dlgebra BMHV en “d dimensiones” se obtiene que 1/24v; + 1/6vs =
15%751#, es decir, un operador evanescente, que no tiene correspondiente en el espacio de
4 dimensiones. Por supuesto 1/24 v, y 1/6 va corresponden ambos con el mismo elemento
del dlgebra en 4 dimensiones (9y,75%)

Por tanto, si dentro del algebra BMHV decimos que dos polinomios no evanescentes
que se diferencian en un término evanescente son equivalentes y asociamos la clase 0 a
todos los polinomios evanescentes, entonces el conjunto de polinomios en campos y sus
derivadas queda dividido en clases de equivalencia, clases que forman un espacio vectorial.
Asi los v1 y vg del ejemplo estarian en la misma clase de equivalencia.
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Sea el conjunto de posible contratérminos finitos, es decir de polinomios en campos
y sus derivadas, invariantes Lorentz, con nimero de fantasmas igual a 0, de dimensién
de masas igual o menor que 4 (en el supuesto de una teoria renormalizable por contaje
de potencias) e integrados en el espacio de regularizacién dimensional. Sea una base
del espacio vectorial de clases de equivalencia asociado a este conjunto segin el parrafo
anterior. Y sea {X J }jzl,--., J una coleccién de contratérminos finitos formada eligiendo un
representante de cada clase de equivalencia miembro de la base de dicho espacio vectorial.
Es decir, cada X7 es un contratérmino finito no evanescente. Diremos entonces que { X7}
es una base del espacio regularizado de los contratérminos finitos no evanescentes.

Sea {M"} una base del espacio similar pero con nimero de fantasmas igual a 1, es
decir, del espacio de los términos de ruptura.

Introducimos las constantes dependientes del modelo b7; y agk asi,

baXP =01, M,

5XI §XFk .

d = % M
/d T ke 50 = M. (2.39)

Si en by no hay dependencia explicita en d, siempre podemos elegir {X7} y {M*} de tal
forma que los coeficientes b7; y agk sean constantes independientes de d.

Supongamos que se han anadido a la accién los contratérminos finitos >, _; thf(CT )
con Sf(CT ) = xg-m) X7. Queremos que los coeficientes xg-m), independientes de d, sean
elegidos de tal forma que se recuperen las identidades que expresan la simetria. Fste
es nuestro problema que resolvemos de forma sistematica y recursiva en el orden m en

h. Por tanto, si m es el orden en el que estamos resolviendo el problema, 2™ son las

J
incégnitas y a:g.l) ceey 2™V son constantes ya conocidas de la resolucion del problema a

J
ordenes inferiores.

Consideremos cada término del lado derecho de la ec. (2.21), que expresa la ruptura de
la simetria en dichas identidades:

i) El primer término puede desarrollarse de forma sistemédtica calculando residuos del
polo simple de determinados diagramas 1PI gracias a las identidades de Bonneau de la
seccion anterior:

N[A] Tpen = Y K™ ™ N[M] - T'ren (2.40)
m=1
donde cada ql-(m), si m > 1, depende de los coeficientes 2tV ...,x(-m_l) calculados

J J

previamente en el orden anterior.

it) Utilizando la ec. (2.39), puede ponerse el segundo término en la forma

S R N[baSP] Then = Y h™ b i2™ NIM] - ey, - (2.41)
m=1 m=1

i17) De igual forma, el tercer término es
5Sie, 0550y "
0Kg 0O

m—1

PP
m=1 r=1

] : FRen =
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m—1
= Z ™ Z x,(:)a:,gm_r) a*N[M| - Tren - (2.42)
m=1 r=1

Teniendo en cuenta los resultados (2.40)-(2.42), queda establecido que el problema
queda resuelto encontrando de forma recursiva en m las soluciones de los siguientes sistemas
lineales:

bjz m_gl) = _ql(l) ’

m—1
v, azg-m) + Z :E,(Cr)x,gm_r) afk = —q§m) (atg-l) ceey a:(.m_l)) . (2.43)
r=1

Para el primer orden se empezaria obteniendo, mediante cdlculo de diagramas a un

“loop”, los coeficientes qi(l) del desarrollo (2.40), y se resolveria el sistema lineal dado

por la primera linea de (2.43). El sistema deberia ser compatible e indeterminado, pues

5_1) igual a la dimension
del espacio de monomios invariantes bajo b. Una vez conocidas las incégnitas :cg-l), ya se
pueden obtener los coeficientes qi@) calculando diagramas de Feynman segun las férmulas

de Bonneau, lo que nos daria el lado derecho de la siguiente linea del sistema, asi como
escribir directamente el segundo término del lado de la izquierda, lo que permite resolver
el sistema a orden h%. Y asf se procederfa, recursivamente en m hasta el orden deseado.

siempre debe quedar una libertad en la eleccién de las constantes x

Es decir, el tnico célculo con diagramas segin este método es el de los coeficientes
del desarrollo (2.40). Nétese que este método se aplicaria de igual forma en teorfas que

tienen una anomalia esencial. Simplemente, los coeficientes qim) de los términos del lado
derecho de (2.40) correspondientes a la auténtica anomalia esencial no se considerarian en
el sistema lineal (2.43).

Calculo directo de los contratérminos finitos en drdenes bajos

En 6rdenes bajos de la teoria de perturbaciones, no es dificil obtener los sistemas
de ecuaciones lineales correspondientes de una forma més directa a partir de (2.21), sin
necesidad de utilizar las férmulas de Bonneau (2.35), en teorias en las que sea posible, y
asi lo impongamos, que el lado derecho de (2.21) sea nulo, es decir en modelos sin anomalia
esencial.

* Caso de un “loop”

Nuestro objetivo es obtener primero una expresién para bS. (1) y dado que sabemos

fet 0
la expresién del operador lineal b, luego resolver el sistema en Sf(clt). Para obtener dicha
expresion imponemos que el lado derecho de (2.21) sea nulo en orden #.
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Como la parte finita de los diagramas de un “loop” con la inserciéon del operador

’ . 1 .
evanescente s3S5p no es evanescente y ademaés es local, obtenemos directamente —be(Ct) sin
mas que hacer d — 4 y establecer a cero todos los objetos “en d — 4 dimensiones” de dicha

parte finita.

Noétese que be(clt) juega el papel del contratérmino finito de la insercién en orden de un

“loop” de s45p necesario en una renormalizacién no minima de s4S5¢ definida de tal forma
que su valor, local, a un “loop” sea nulo.

* Caso de dos “loops”

. . . 2
Ahora nuestro objetivo es obtener primero una expresion para be(ct)

sistema lineal en Sf(ft).

y luego resolver el

La combinacién N[s4So] - Tren+7 N[bgS{2] - Then de (2.21) en orden /2 implica calcular
al menos los diagramas de dos “loops” con la insercién de s45p y los diagramas de un
“loop” con algin contratérmino singular de un “loop” o con la insercién de def(clt). Como
este ultimo operador es la regularizacién del contratérmino finito de la renormalizacién en
orden de un “loop” del operador evanescente s4Sy, el resultado de la parte finita de la
suma de esos dos tipos de diagramas sera local. Denotemos el limite “cuatridimensional”
de dicho resultado por ng).

También serd local el resultado de la parte finita de cada diagrama de un “loop” con
la insercion del operador evanescente s4Sp tales que un vértice del diagrama es uno de
los contratérminos finitos Sf(clt) de la accién de orden i'. Estos diagramas aparecen en el
calculo de N[s4S50]|-T'Ren €n el orden de dos “loops”. Denotemos el limite cuatridimensional

de la suma de sus resultados por Lg2).

Asi, tras imponer que el lado derecho de (2.21) sea nulo, obtenemos directamente

fet —

1 1
ps® _ _1® _ 1@ _ / 0Siat 55ty
! ? §Ko 0

Por supuesto, los dos métodos descritos deben conducir a los mismos resultados,
sirviendo los resultados de uno de comprobacion de los del otro.
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Capitulo 3.
Modelo Yang-Mills quiral no abeliano.

3.1. La accion clasica

La accidn cléasica en 4 dimensiones invariante bajo las transformaciones BRS es

Sct = Sinv + ng + Sext; (31)
con
Siny = [ d* o Y L P
inv — x _4—92 rr,y +§¢DL¢+§¢ ])Z)Rwa
Set = / d*z Tr % B? + Tr B(0,A") — Tr& 0"V ,w,
Sext = /d4x Tr p*sA,, + Tr(sw + Lsyp + Lsyp + Rsyp' + Rsy, (3.2)

donde A, = A}7% w,w, B, py ¢ toman valores sobre un dlgebra de Lie de un grupo de
Lie simple y compacto G. 7® son los generadores de G' en una representacién finita dada,
normalizada de tal manera que Tr [797%] = §?°. Asi se tiene [7%, 7°] = ic?° 1¢, siendo c?*°
completamente antisimétrico, lo que define la representacién adjunta (T'3);; = —¢ ¢ con
una cierta normalizacién Tr[TRTR] = Ta 6%, (T TS)ij = Ca 6ij, Ta = Ca. En adelante
se utilizaran las siguientes definiciones

Fl = Fo 7% = 0,4, — 0,4, — i[A,, A,
V¢ = 0,0 + cbe AZQSC, donde ¢ es cualquier objeto con valores en el dlgebra de Lie
Drytp = (0, — AT PL)Y,
DRMPI = (au - iAZTI%PR)¢I- (3-3)

Aj, son los campos bosénicos de “gauge” no abelianos. w® y @, son los campos
“fantasma” (“ghosts” en inglés) y “antifantasma”, respectivamente, que en este modelo
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denotamos asf para distinguirlos mejor en la notacién de las constantes de estructura c2,
mientras que en el resto de modelos de esta memoria de tesis se denotard a los campos
“fantasma” y “antifantasma” por los simbolos ¢ y ¢. B es el campo auxiliar de Lautrup-
Nakanishi, utilizado para la fijacion del “gauge” en un “gauge” de Lorentz con parametro «.
p?, Cay L, L, Ry R son campos externos acoplados a las variaciones no lineales BRS de Al‘j,
w®, 1, P, ' y 1’ respectivamente. 1) representa una coleccién de multipletes fermiénicos de
Dirac “levégiros” (o “left-handed” en inglés), mientras que ¢’ son multipletes fermiénicos
de Dirac “dextrégiros” (“right-handed”) que transportan representaciones finitas, 77 y T§,
respectivamente, de los generadores del grupo, que cumplen las siguientes ecuaciones:

[Tf7 TLb] = ic™* TLC’ [Tﬁ’ Tlg] = ic™* Tl%’
Tr [TETY] = To%,  Tr[TETE] = Tro%,
TETE = CL, TETE = Cr. (3.4)

También introducimos la notacién abreviada:

Tr [Tl‘fl .. Tﬁtn] = T]gfl-“an’ Ty [Tﬁl .. .Tﬁn] = T}«{L..an,

Tf.l...an + Tﬁlma" = Tfj}}_ﬁana T[(fl'"a" _ Tf{l"'a" = T]_(Tl_.l.{.ana
Try [¢1 - n] = “1. g Tr[T{ - --Tym ],
Trg [¢1 - ¢n] = oo o Tr [T“1 -Tfi"]. (3.5)

De ahora en adelante los indices correspondientes que etiquetan a cada multiplete
fermiénico quedaran sobreentendidos en cada ecuacién que escribamos: por ejemplo, cada
multiplete levégiro 1! podria llevar diferente T1,7,CL!, etc.

Para la accién escogida, el propagador libre bosénico es (en el espacio de momentos):

a k“k”] , =i

ab _ - — ab uv
g’ k2+ze(5 o = (1= 3) 2T [ 2Ty

kHr kY a kPEY
g2 T2 a2

. ] (3.6)

Ya que en los célculos perturbativos la combinacién «/g? aparecerd con frecuencia, la
denotamos por o/ . Por tanto, el gauge de Feynman se define por a = g2 0 o/ =1 1.

Sq queda invariante en 4 dimensiones bajo las siguientes transformaciones BRS:

sy = w*TT P, st = i TP Prw®,

st = iw TEPRY', s¢' =iy’ TS PLw®,

sA, =V,w, sw= iw?, sw=DB, sB=0,

spt =0, s(=0, sL=sL=sR=sR=0. (3.7)

1 Si se reescalan los campos con g: A — gA', w — gw', @ — ¢~ '@"; y o — g%a/, entonces
la accion adopta la otra forma usual, con g interpretado entonces como la constante de
“acoplamiento” de una forma mas directa.
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con 1.2 pt
con 1.2 pt s A, P, Y’ w w B Pu ¢ LR
con 1.2 pt

con 1.2 pt
N fant. con 1.2 pt 1 0 0 1 -1 0 -1 -2 -1
con 1.2 pt

con 1.2 pt
Dimensién con 1.2 pt 0 1 3/2 0 2 2 3 4 5/2
con 1.2 pt

con 1.2 pt
Conmutat. con 1.2 pt -1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1
con 1.2 pt

Tabla 1: Nitmero de fantasmas y dimensiones de los campos. En la tltima fila, +1 (-1)
significa que el simbolo conmuta (anticonmuta)

Para tener esa invariancia es fundamental la anticonmutatividad de s, lo que es cierto
en 4 dimensiones, permitiéndonos escribir Sj,, en la forma explicitamente invariante gauge

4 1 % Lo Z'_/<—> / Lo 7:_/(_)/
Sinv = d*z — 4—g2F;wF + §¢LDL¢L + 5%1}%% + inawR + §¢L éWL (3-8)

La accion preserva el nimero de fantasmas. Este valor junto con las dimensiones de
masas de los campos y el tipo de conmutatividad se muestra en la tabla 1.

El operador lineal de Slavnov-Taylor en 4 dimensiones b es:

6Sa 6 §Sa 6
= e {Tr =5 — 4+ Tr—=—
b s+/dx{ 6Au(5p“+ 5w6§+

0Sa 60  0Sa 0  08Sa 6  O0Sq O }

(3.9)

5 0L ' 0y SR ' &9 OL ' o9 OR

que satisface b2 = 0 porque es la linearizacién del operador de Slavnov-Taylor y la accién
clasica satisface las identidades de Slavnov-Taylor [18].

Las combinaciones cldsicas invariantes bajo b son:

08a 1
Ly=g—7% = 277 d*z Tr F,, F*,

dg
Ly=05b -/d4x py, A, L,=-b -/d4x ¢*w?, (3.10)

— _ _ _
Ly=~b- / d*z LPLy + ¢ PrL =2 / d'z = g P + Py PLTEY A,

_ — ) _ —
Ly =—b - / d*z RPry’ + ¢/ PLR = 2 / d*z % ¢ P Pry)’ + 'y PRTRYASL,
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B ~ RS
L«%:_ -/d4$LPR1/)+1/)PLL:2/d4$ Y J Pry,

N | =

_ _ ) _ &
Ly =-b -/d4ac RPY + ¢'PrR =2 /d4a: %Wapmp';

donde p* = p* + 0*w. Veremos mas adelante que no necesitaremos hacer uso de Lg ni de
Lfl;, debido a nuestra eleccién del vértice quiral regularizado.

Se puede demostrar [18] que el término no trivial de la cohomologia, L,, estd
asociado con la renormalizacion finita de la constante de acoplamiento g, mientras que
los términos exactos bajo b, Ly, Ly, La y L, dan lugar a renormalizaciones finitas de
las correspondientes funciones de onda en el espacio de funcionales de campo del espacio-
tiempo de 4 dimensiones.

3.2. La accién regularizada dimensionalmente

Nuestro propoésito ahora es es elegir una expresion en el espacio de “d dimensiones” de la
accion clasica Sp (diremos que es la accién “regularizada dimensionalmente” de orden 7°).
Si queremos utilizar los principios de accién cudntica de la seccién 2.4, no hay ambigiiedad
en la eleccion de los términos cinéticos ya que deben tener la forma candénica. No es asi
para los términos de interaccién. Noétese, por ejemplo, que la parte de matriz de Dirac
del vértice de interacciéon de un fermion “levégiro” con el bosén de gauge tiene varias
formas equivalentes en 4 dimensiones: v# P, = Pry* = Pry*P.. Todas estas formas son
diferentes en el espacio de “d dimensiones” de la regularizacién dimensional, debido a que
~5 ya no es un objeto anticonmutante. Por supuesto, la generalizacién de la interaccién al
espacio de regularizacién dimensional no solo no es tnica, sino que cualquier eleccion es
tqual de correcta, aunque algunas elecciones seran méas convenientes que otras, por ejemplo,
porque respeten algunas simetrias como las discretas.

Elegimos la siguiente accién regularizada dimensionalmente
d 1 uv L i 7IH / I a I =k a, I\ AQ
So = [ d%% — @’ITFWF ++§W¢+ §¢ PV + (VY PLTL A + '3 PRTRY) Ap+
/dda: Tr g B? + Tr B(0,A") - Trw 0"V, ,w +

/dda: Tr ptsq4A, + Trsqw + Lsgp + Lsgyp + Rsqp’ + Rsqy)’, (3.11)

donde el vértice quiral ¥ P, (7*Pr) puede escribirse en la forma equivalente Pry* Py, por
la anticonmutatividad de 5 con .

Generalizamos ademads, en la forma candnica, las variaciones BRS (que denotaremos
por sq y que denominaremos como las variaciones BRS regularizadas dimensionalmente).
Asi, no aparecen operadores evanescentes que dependen de forma explicita en d, lo que
simplifica el cdlculo del término de ruptura andémalo de las identidades asociadas a la



PARTE 1 Sec. 8.2. La accidn reqularizada dimensionalmente 45

simetria BRS para la teoria renormalizada dimensionalmente. En el apéndice B de la
ref. [19] se analiza un ejemplo de dependencia explicita en d — 4 en estas transformaciones

BRS.

La parte fermidnica del lagrangiano clasico regularizado dimensionalmente tiene la
siguiente forma no invariante bajo las transformaciones “gauge”:

%@L@LQPL + %1/_){;{]?)31/){1 + %%WR + %@iéfﬁi
+ SR PR + SULPUL + SULIUL + VR PR (3.12)

Por tanto, Sy no es invariante bajo las transformaciones BRS, proviniendo el término de
ruptura, s4S50, de los cuatro ltimos términos de la ec. (3.12):

d 1 o <~ 7 - Au(—) 1 i o 1 - AHH
5480 = 84 /d x 5¢’Y Prouy + §¢PR’Y O + 510 Y PRrOLY" + Efﬁ PLA* 0,9

1 1A aH 1A a NS a,H S a
- /dﬂlﬂlj §wa{¢7“’}’5TL 8;ﬂ/) + 8u (d”YMTL ¢) - W’Y“’YE)TR 8u¢l + 8u (WV“TRQ/JI)}

A= /dd:c A(z). (3.13)

La regla de Feynman de la insercién de este término de ruptura anémalo se da en la
figura 1. De aqui en adelante, se denotard en las figuras al fermion que interacciona de
forma “levégira” (“dextrégira”) con el subindice L(R).

PO Ba,a
PP w;A ji

(p1,p2:q) =

= < [Tlis [+(=) Gk = h)vs + Gh + )|

Figura 1. Regla de Feynman de la insercién del término de ruptura no integrado de la ec. (3.13)

Nétese que si la(s) representacién(es) fueran compatibles con una invariancia discreta
CP de la accién clasica, entonces la accidn regularizada dimensionalmente mediante esta
eleccion del vértice quiral también seria formalmente invariante bajo CP, y el término de
ruptura o ec. (3.13) tendria un valor definido de la simetria CP (+1 si se elige (wrr))’ =
—(wrm))t, —1 si se elige (wnm)) = (wLmr))’, donde wrry = w*TyrR) v * denotan la
transposicién de las matrices de color). Es decir, que la regularizacién elegida tiene la
propiedad importante de preservar la simetria discreta CP.

El término de ruptura es un objeto en “(d — 4) dimensiones” (de forma implicita),
es decir un operador evanescente, lo que seria cierto para cualquier otra eleccién de la
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accion clasica regularizada. Por ejemplo, si se hubiera elegido como regularizacion de la
interaccion el siguiente vértice

Py PLTEAS + 0y PRTGY AL, (3.14)

entonces el término de ruptura seria

1 A aH B a B a,H B a
[t jur {53 TE 8,0 + 0,56 TED) — P TR 0 — Ou(F TR
— " WP (PFFPLT Y + /A" PRTRY) AS,

+ i (P PLTETYY + ' 4* PRTGTEY) AS, (3.15)

que parece mas complicado. Ademads con este vértice, no se preservaria la posible
invariancia bajo la simetria discreta CP.

Recuérdese que en la prescripcion de Breitenlohner y Maison 4# anticonmuta con s,
mientras que 4* conmuta. por lo que, en general, las manipulaciones algebraicas de las
cadenas de matrices de Dirac serian un poco mds tediosas con el segundo tipo de vértice
que con el primero (y* = * + 4*).

Nétese que como los dos vértices son diferentes, los resultados obtenidos por
substracciéon minima también pueden ser diferentes, es decir conducir a dos esquema de
renormalizacion diferentes que se diferenciarian, orden a orden en potencias de %, por
la adicién de contratérminos finitos. Mas atin, en general, seria de esperar que ambos
resultados fueran diferentes de los obtenidos con la habitual prescripcion “naive” que
utiliza una matriz 5 anticonmutante en cada diagrama que contenga un “loop” fermioénico.
El vértice “hermitico” de la ref. [96] no sélo no es el dnico correcto como en la citada
referencia se asegura, sino que también lo es cualquier otro que difiera de él en un operador
evanescente de dimension de masas igual o menor que 4 como se recalca correctamente en

[98]. Ademds ninguno de estos vértices serd invariante bajo las transformaciones quirales
BRS.

El hecho de que el vértice no sea invariante bajo las transformaciones BRS tiene como
consecuencia directa que el funcional 1PI regularizado dimensionalmente y calculado con
los diagramas generados por la accidon de partida Sy, y que denotaremos por I'g, no satisface
las identidades de Slavnov-Taylor, que representan la simetria BRS a nivel cuantico, sino
que se reduce a la identidad con un término de ruptura dado por el lado derecho de la
ec. (2.18), si bien simplificado a la insercién en I'y del operador A de la ec. (3.13) por no
haberse anadido ningin contratérmino finito.
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3.3. Los contratérminos singulares a un “loop”

Sea I‘(()ls)ing la parte singular o divergente de un “loop” en 4 — d de I'y, el funcional 1PI
regularizado dimensionalmente y obtenido a partir de las reglas de Feynman de la accién
Sp de la ec. (3.11). Entonces, por definicién de los contratérminos singulares o “infinitos”
necesarios para cancelar la divergencia,

s _ _p

sct T 0 sing”

(3.16)

En la ref. [19] se calcul6 riY

0 sing CON el resultado, sie =4 —d:

o1 10 8Tiig .
rid == 2d —Cu|=+1-0a)| S LR g
Osing — . (471_)2 g Ca 3 + ( %4 ) 0AA T 37 9 0AA

4 3 8 Tiir -
— 4+ 2(1=-4d =
Ca [3 + 2( Oz)] Soaaa + 35 Soaaa

Soaaaa

2 8T
—Cy [—34—2(1—0/)] Soasan + 3 L2+R

+ CL2 Otl SO ’L/_)’(l) + CR2 Ofl 510,(;!1/)/

1—do 5
+[(2—( 2a)>CA+2&ICL] SO’(Z)’([)A

_ / _
+ [(2— (1 Ol)) CA+20[/CR:| 801/3'1/)’14

2
1_ /
_<1+( 2a)>CASOQw+O~’ICASO<DwA
+ o' Cy [SOEsw + So sy’ T SorLsg T SOde;’]

1_ /
— <1 + %) Ca SOpw "‘GICA SOpr

+ o C1A SOwa }

h ]_ TL+R 4 / d ]_ - A =
n = [ads - A,HAm 3.17
T amE 2 3 /TR (3:.17)

donde los términos Spx son los términos correspondientes términos de la parte
independiente de o de la accién clésica regularizada dimensionalmente Sy. La barra de
algunos términos denota que todos sus indices estdn “barrados”, es decir, contraidos con
la métrica gh”.

Definamos el operador lineal b; de BRS en regularizaciéon dimensional como sigue

0Sy 6 05y 0
= d 0 0_
bd_sd+/d.’L’{TI‘dA“dpu-i-TI‘(sw(SC-i-
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5So & 8So &  6Se 6  6Sy 0
el _ 0 1
5% oL T 04/ 6R T 0¢ oL © oy i) (3.18)

Noétese que bﬁ # 0 ya que 54509 # 0. La accién de sq sobre los campos es la misma que
la que se introdujo en la ec. (3.7). Si se define en el espacio de “d dimensiones” de la
regularizacién dimensional los siguientes polinomios en campos integrados

o _
=95 L
2g gag 0, g 2g

Ly = —bg - / A% {L(R) Py + 9 Py L(R)} = (NG = Nugry ) So =

L, = dx Tr F,, F* = dx TrFWF’“’
SRS _
=2 /ddx {2 P G Py + lb(')’VMPL(R)TIf(R)w(I)AZ}’
i G ~ (= a a
LLg})—Lwo _/ddx“ﬁ( )f?’PL(R)¢( )= /ddaj{i P9 Py O+ 9Py Ty VA

0
La=bq '/ddx p A = <Tr [Ngo— N, — Np — Ng|+ 2018—) So,

L, = —bg -/dda: ("w* = Tr[N, — N¢] So, (3-19)
donde
) _
N¢E/dd$ ¢(.17) 6¢($), ¢:AuapuaBawaw}’Ca
L(R) _ d 0 R(L) _ d / 0
Nl/’ = /d T (PL(R))lp),B %, Nwt /d x (PR(L))"p )ﬁ m’
_ 5 - )
; = (WPhay)s 57 b z (V' Prmy)p 5 (3.20)
entonces, el funcional I‘g S)mg de la ec. (3.17) puede ponerse en la forma:
. 1 L h[11 o
1-‘(() s)lng = (47T)2g2 g [?CA Lg + (2 - )CA LA + O/CA Lw:|
1 ,h [ 4Tir ,
i L, L Ly
T a2 ¢ [ 3 2 +o/Culy +oCrly
1 hTimr 4

| R
= d,. — B,
+ GnZ: 2 3 /d 5 A OA%; (3.21)

es decir, by T = O(9uv)-

0 sing
La segunda y tercera lineas de la ecuacion anterior muestran de forma explicita que la
renormalizacion “infinita” multiplicativa habitual de la constante de acoplamiento g y de
los campos de Sy se ha perdido ya incluso en la aproximacién de un “loop”.
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Por supuesto, para resolver el problema del calculo de los contratérminos finitos que
restauran la simetria BRS si la teoria tiene cancelacion de anomalias no es necesario calcular
esta contribucién singular (como se vio en los pasos enumerados en la seccién 2.7). Se ha
realizado este calculo para ver de forma directa como la parte singular no es compatible
con la simetria BRS, lo que implicaria una renormalizacion multiplicativa.

3.4. Términos de ruptura de la simetria BRS

Los principios de accion cudntica reqularizada, comentados en la seccion 2.3. conducen
sin ninguin tipo de ambigiiedades (véase el apéndice A) a la siguiente identidad anémala
de BRS

oL; or oL or oL
Si(Tbreg) = / dz {Tr DReg 0" DReg |y 91DReg 91 DReg | . 0" DReg

dopr A, 0C ow 0w
0IDReg 0IDReg ;| OIDReg OIDReg ;| 0IDReg I DReg | OIDReg O DReg } _
5L o0 SR oy 5L o9 SR oy

A 0Sct .n 0Sct n
=A. FDReg + [dect ,n] . FDReg + /ddac Z{ |:5K;(’$) (5@(;) ] . FDReg} , (3.22)
[

si se aplica al funcional generador 1PI regularizado dimensionalmente, I'preg, obtenido
a partir de la accién regularizada dimensionalmente Spreg,n = So + Sct,n, cON Sep . =

S h’”s(ﬁ;" ) y donde consideramos que Sg" ) incluye tanto contratérminos finitos como
singulares. Los simbolos ® y Kg de la ecuacion anterior representan, respectivamente
cualquier campo que tenga una transformacién BRS no lineal, es decir, A4, w, ¥, ¢/, ¢ y
Y y el campo externo al que se acopla la respectiva variacién de BRS, es decir, Pus Cs L,

R, L,y R. El operador A viene dado por la ec. (3.13).

La ec. (3.22) es un caso particular de la ec. (2.18), y se obtiene considerando una
realizacién concreta de las transformaciones BRS en regularizacién dimensional dadas por
la ec. (3.7). Esta ecuacién es rigurosa y valida en todos los 6rdenes del desarrollo en
potencias de h y campos.

Notese que I'preg no conserva la simetria BRS ya que Sd(FDReg) no se anula. Por
supuesto, el lado derecho de la ec. (3.22) no vale cero. Este término es el término de
ruptura de la simetria en la teoria regularizada dimensionalmente definida por la accién

SDReg, n-.
Particularizando las ecs. (2.17)—(2.22) para el caso de la teoria de campos en estudio, se

concluye que la siguiente ecuacién, que es la contrapartida renormalizada de la ec. (3.22),
es valida hasta orden A"™:

5T on 0T 5T o 6T 5T
— 4 ren ren ren ren ren
S(Fren)—/d o {m S A4, T Tee sw T BT
6]‘—‘ren 5Fren 6Fren 6Fren 6Fren 5Frel’1 6Frel’1 6Frel’1
5L o0 | O0R oy | oL op | OR o0

+

} = Arupt;uraa (323)
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donde I'yep, es el funcional 1PI renormalizado dimensionalmente. El término de ruptura de

la simetria BRS, Aryptura, viene dado hasta el orden A" por el “limite” LIM4_,4 del lado
derecho de la ec. (3.22).

Las ecs. (2.24)-(2.26) generales, obtenidas en el capitulo anterior, nos permiten concluir

A :LIMd_A{ [A . rDReg} D, Ss(jt)} + [N[A] . rren} W psw

singular

. 1)
_ [N[A] : rren] + bS8, (3.24)

donde A, by y b se definen en las ecs. (3.13), (3.18) y (3.9), respectivamente, y donde,
como siempre, seguimos denominando Sf(clt) al LIMd_>4Sf(Clt), ya que no hay peligro de
confusion entre las expresiones renormalizadas en 4 dimensiones y las regularizadas en “d
dimensiones”. Se presentard mas adelante el cdlculo explicito de la insercién regularizada
del término de ruptura que demuestra que

N (1) 1 Tiyr 4 h
A Tpreg| = - LR =2
[ DReg singular (47[')2 2 3 €
/ iz Wt {018,400+ ¢ ((A2) A0} = —by S8 . (3.25)
e A (1) )
La contribucién singular (polo) de orden h, [A . FDReg] o a A - T'preg proviene
singular

unicamente de los diagramas dibujados en las figs. 1 y 2 del apéndice B, si se reemplaza
A con A en las figuras. Estas contribuciones son

~ pbay (1) l 21
A-T ] ] = TR0 = pp
[[ DReg Aw Jsingular P (471')2 L+R 3¢ PP
“ pv beaq (1) 1 41
A-T ] } ,D2) = e~ = (pf — By) g 3.26
[[ DReg AAw singula,r(p1 pz) (471')2/&6 3 e ( )g ( )

Ahora bien, by Ly = bgLa = bgL, = de_/g = bdf/d,(,) = 0, y por tanto la tnica

F(l)

Osing dU€ 1O se anula procede de la tercera linea de la ec. (3.21), que

variacion bajo by de

resulta coincidir con la ec. (3.26). Como se elige Ss(ét) = —F(()ls)ing queda comprobado de

1
forma explicita en este modelo que la ec. (2.25), [stO . FDReg] (_ : = —bq Ss(gt), es clerta.
singular

La siguiente tarea que afrontar es el calculo a orden A de la contribucion de la insercion
anémala N[A] - Tyen. Se realizara dicho calculo en la siguiente seccién. El cilculo se ve
simplificado si se tiene en cuenta que el campo B, que sirve para imponer la condicién
de fijacién del “gauge”, no tiene dindmica ni tiene vértices de interaccién a menos que se
introduzca a mano en una eleccién de los contratérminos finitos 2™ Sf(gb ) Por tanto, resulta
muy conveniente imponer que los contratérminos finitos sean independientes de B, de tal
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forma que la contribucién a I'preg dependiente de B sea la de partida de orden 7 dada
por la accién Sy de la ec. (3.11). Asf la ecuacién denominada de fijacién del “gauge”

5Fren
6B

B(Tren) = -0, A" —aB =0, (3.27)

se satisface en la teoria renormalizada. Nétese que la ec. (3.27) facilita la restauracién de
la simetria BRS ya que Apyptura ni los vértices de la accién dimensionalmente regularizada
(con los contratérminos finitos incluidos) dependen de B. Por supuesto. la ec. (3.27) es la
ecuacion de movimiento de B.

Por dltimo, la ecuacion de los fantasmas es otra ecuacion interesante. Es justo la
ecuacion de movimiento de w:

) 1)
Fren =13 - - Fren =Yy, 2
g {&u + 0, 5pp,} 0 (3.28)

y es una consecuencia de la ec. (3.23) y la ecuacién de fijacién del “gauge”. Mediante
diferenciacion funcional y el hecho de que el término de ruptura de la identidad STI Apyptura
no depende de B lleva a la ec. (3.28), ecuacién que por los principios de accién cuéntica
sabemos que se cumple directamente en la teoria renormalizada si la accién regularizada
(con contratérminos) depende de p, y @ solamente a través de la combinacién p, =
pu+0,w. Por tanto, esta simplificacién se aplica a cada término de Sg;,,, ¥ de la ec. (3.22).

3.5. Desarrollo de la insercién del operador anémalo

A~

La inserci6én del operador anémalo, N[A]-T'yep, tiene el nimero de fantasmas igual a +1
y es la insercién de un operador evanescente polinémico integrado de dimensién ultravioleta
igual a 4 sin indices de Lorentz libres ni del grupo gauge en el funcional generador 1PI
renormalizado, I'wen. Esta insercién es un funcional de v, ¥, A,, @ (s6lo a través de p,,),
w, pero no de B, y también es un funcional de los campos externos L, L, R, R, pp (s6lo a
través de p,,) y ¢. Por tanto, resulta necesario generalizar primero la ec. (2.35) de tal forma
que incluya también los diagramas de Feynman con los campos externos como vértices.

Debido al contaje de potencias explicito de este modelo, s6lo los diagramas sin campos
externos o con sélo uno de ellos pueden ser divergentes. Considérese un diagrama con el
vértice Ks® (® denota cualquier campo que tenga una transformacién BRS no lineal).
La regla de Feynman en el espacio de momentos de este vértice es una integracién sobre
un momento ¢’, que se absorbe en la definicién de la transformacién de Fourier de la
funcion con la insercion de un operador, mas los factores %K’@ (¢') multiplicando la regla
de Feynman de la insercién del operador s® a momento ¢’. La parte singular también
es polinémica en ¢', por tanto, puede ser desarrollada, junto con el resto de momentos,
en una serie de Taylor finita en ¢’. Un factor de ¢’#* - --¢'#s junto con K (¢') conducira a
(—%)® Oy, + -+ 0y, Ka(x) que multiplica la insercién del operador monomio obtenido con el
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resto de momentos. Por tanto, las identidades de Bonneau (ec. (2.35)) se generalizan a:

5(J)

NAI@) T = -3 3 [z 3

n=0 r=0 {i ir}
{1 gn} 1%1‘]52

(G gy (it s (sl o) NIBJa =)y

<N TI{( TT 9)én )@ T+

k=n  {a/ia=k}
s+t 85-}—:‘,

+ Z Z Z {(s—i-t ! 6p“1 0Pt 0Pty - Opptia

{i1 .- is}
0<S+t<5(J P) 1<z <n

r.s.p. <QZ~5j1 (p1) - d)_;n (Pn); N[s®](pr+1) N[A]( >1:IO

pi=0, gEO}

X (B, .0y, Ko)(@) N [ H{( I1 8a>¢3k}] 2) - Tren } (3.29)

=n {a/ia=k}

donde J = {j1,---,jn} y los indices jr, k& = 1,---,n etiquetan los diferentes tipos
de campos cudnticos, donde ha de tenerse en cuenta que los campos que tengan
diferentes valores de los indices del grupo de “gauge” se toman como diferentes.

Los simbolos 46(J), d(J;®) denotan, respectivamente, los grados superficiales de

divergencia ultravioleta de las funciones 1PI <<;~331 (p1) .. ngn (pn) N[A](g =) }fl oY

<(1§j1 (p1) .. ¢Jn (pn); N[s®](prs1) N[A](q =-> pi) 11;10 Noétese que dado que todos los

propagadores corresponden a campos sin masa, la Unica contribucién no nula al lado
izquierdo de la ec. (3.29) proviene de r = §(J) y s+t = o(J; ). H,lc:n significa que
los campos en el producto se ordenan de izquierda a derecha segiin los valores decrecientes
de k.

La férmula anterior da lugar a un desarrollo de N[A](z) - Ten en términos tanto de
monomios integrados “normales” como de monomios integrados evanescentes [106,107]
(véase la seccién 2.6.). Si designamos los monomios genéricamente por la letra M, el
desarrollo tendré la siguiente forma

N[A] Tyon = / d4z N[A](z) - Tren

_ Zﬁabc N[Mabc ] Fren + Zﬁabc Ma,bc ] ren

— Zﬂgbc... N[M?bc] . Fren + Zﬂ;abc... N[M?bc] . Fren; (330)

J
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siendo cada coeficiente una serie formal en i (que empieza en el orden hl). Las letras latinas
abc representan los indices del grupo de “gauge”. Se asumird que hay una suma sobre los
indices repetidos del grupo. Los monomios de la ec. (3.30) no tiene indices de Lorentz
libres. Los objetos {./\;l?bc"‘}, que denominados monomios “barrados”, son monomios
donde todas las contracciones de Lorentz se han llevado a cabo con g"”. Nétese que existe
una correspondencia uno a uno entre {M2<-} y {M%%-}, Los objetos { M2}, que se
denominardn monomios “con gorro”, son operadores evanescentes. Por supuesto, segin se
exprese el resultado de los diagramas en términos de g*” y de g** o de g*” y de g*¥ se
llegara a la primera linea o la segunda, respectivamente, de la ec. (3.30).

Notese que en nuestro caso los monomios son funcionales locales integrados de los
campos y sus derivadas con nimero de fantasmas igual a 1 y dimensién ultravioleta igual
a 4.

Si se desarrolla de la misma forma todas las inserciones normales de los monomios
evanescentes Mgb6-~- en el lado derecho de la ec. (3.30) y se resuelve el sistema de
identidades de Bonneau, se consigue finalmente el auténtico desarrollo de las inserciones
anémalas en términos de una base de operadores no evanescentes (“normales” o “barrados”,
segin se desee) linealmente independientes en el espacio de inserciones renormalizadas:

N[A] . Fren — Z kgbc... N[Mgbc] . Fren

— Z ];;;zbc... N[Mgbc...] Tren- (331)

Se abreviara [ d%z por J. La lista de monomios integrados con nimero de fantasmas
igual a 1, dimensién ultravioleta igual a 4 y sin indices de Lorentz libres que pueden ser
generados a un “loop” mediante la férmula de Bonneau (3.29) es la siguiente:

*x a) Monomioscon 1wy 1A
M = [diz wrD0, A

* b) Monomios con 1 w y 2 A y sin el tensor €,,q3

Mg = [ur @A) A, M = [ (9,A%) (07 A°) = Mg,
M = [u (0,0, A7) A M = [ (0,47)(0,4) = Mg
Mgbe = [we (0, AD) (0" A*H) = Mg

% ¢) Monomios con 1 w y 3 A y sin el tensor €,,,4p
Mgbcd = fwa (8NAbp,)Azchdu — .A/lt’%bdc7 M(Szbcd = fwa (8“143)146“14(1”.

* d) Monomios con 1 w y 4 A y sin el tensor €,,q3
Mcgzbcde = fwa AzAcuAgAeu — Mgcbde — Mgbced — Mgdebc_

Como las férmulas con los fermiones v y %’ son muy parecidas, las agrupamos en
una forma sencilla de interpretar. En general, se denotard con la letra L o R las lineas
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0 “loops” fermidnicas en los diagramas de Feynman, sus monomios, sus coeficientes, etc.,
correspondientes a los fermiones v, cuya interaccion sea de forma “levégira”, o los fermiones
1, cuya interaccion sea de forma “dextrégira”.

* e) Monomios con 1 w y 1, (', 9')
My = [ 97 Pry 0y, M3 gy = [0 (0, )7 Prry 0t}

1, 7 denotan los indices del grupo de los campos fermiénicos correspondlentes.

* f) Monomios con 1w, 1 A y b, (¢',4')
bii — [ .a.(D=
M5ty = [ 03" Py AL

* g) Monomios con fermiones y campos externos

M3l = Jow® Li(Re) Py, M = [wiw ) PryLi(R;)

No se han considerado operadores como w®;¥*Pr0,1%; como monomios admisibles
ya que no seran generados por las identidades de Bonneau debido a la forma elegida del
vértice fermi6nico regularizado a orden A°.

Se adoptard la notacién de que cuando {---} agrupe indices se representa una
simetrizacién y [---], una antisimetrizacion.

* h) Monomios con €,,43
Mggc = fg,ul/aﬁ w? (8aAb,u) (8,8Acu) — Mggb7Mabcd—f6MVpa wa(aaAbu)AcuAdp:_Mgll)dc’
MELE = [€,p0 w® APEAY Ade pX = pq2lPode],

* 1) Monomios con p y ¢

Notese que es posible construir otros monomios con niimero de fantasmas igual a +1 y
dimension 4; pj wlwe A ﬁZ(a“wb)wc, Cwbwew?. Las férmulas para sus coeficientes en
el desarrollo de Bonneau se obtienen facilmente, pero no se escriben porque en el calculo
a un “loop” todos estos coeficientes resultan ser cero. Esto estd claro ya que todas las
funciones 1PI que habria que calcular tienen al menos dos “loops”.

* Monomios anémalos, es decir con algin §

Toémese todos los monomios escritos hasta ahora y reescribanse anadiendo “gorros”
a los indices de Lorentz de todas las maneras posibles sin que aparezca un
indice con “gorro” contraido con el tensor &,,4g, porque esta contraccion daria
0. Notese que por haber elegido los vértices fermiodnicos w(’)'_y“PL(R) L(R)Q/)()A =
Qﬁ(’)PR(L)fy“PL(R) L(R)¢ )A en la accién clasica regularizada dimensionalmente Sy, ni

w? 1/;Z-PL'Ay“PL8M1/)j ni w v,bi( )PR'y”PRﬁuv,bJ() acontecen en el desarrollo de Bonneau que se
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est4 considerando; sin embargo, si se hubiera elegido el vértice 1 )fy“PL(R)TI‘j(R)z/)(’ )AZ =
A2 (P9 Py ¥ Puey) Ty ¥ + 99 Py d* Ty Puey$ ), sf que lo harfan.

~ En el apéndice B se da la férmula, vélida para todos los érdenes en i de cada coeficiente
Babe- de la ec. (3.30) en términos de residuos del polo simple de diagramas 1PI concretos.

Resulta muy sencillo dar las férmulas correspondientes para los coeficientes bec"'. Ademas
en el mismo apéndice se da el resultado para todos los coeficientes a 1 “loop”.

Del calculo explicito de estos coeficientes se obtiene como anomalia quiral gauge esencial
y no abeliana:

/ A2 { B0 Ne g w* (9 A°) (9P A°)] + B2 N[e g ™ (97 APY) A7° AP 1

+ ﬂggcde N[gp,ua,B waAubAucApdAAe]} . FRen —

]_ ]. ve 1 abc a 07 vc
B ‘Wg{ € uvap AR " (O AM) (O A) + e ppa DYV (97 AM) AV A7 |
+0(h?) =
1 1 1
= e 00 {5 0747 A% + DR A A ant 0 =
— ﬁgé‘uupa Tr.—r {w@”’ (OV AP A% — %AUA'OAU)} +O(n?), (3.32)

donde se ha hecho uso de las definiciones

dgbe = Te [Tp{T?, T} | = dl**,

ngcd — ;3 'I\I‘[Tf T]EbTIf I:i] ] — (dibececd 4+ dicecedb + d(ﬁdecebc )7 (333)

1
2
y lo mismo para d“Rbc y ’Dﬁbc‘i, y di,_r =di, — dr, Dr,_r = D1 — Dr.

Por supuesto, se escribe O(h2) porque es un resultado de un cdlculo a orden A! sin
ninguna hipétesis, aunque sepamos que debido al teorema de Adler-Bardeen para las teorias
gauge no abelianas [18], los coeficientes ,8;{80, g{?c y ,3;30 deberian ser cero a Ordenes
superiores si ya no hay anomalia a primer orden por el mecanismo de la cancelacién de
anomalias. Recuérdese que en las férmulas para los coeficientes, se supone una suma sobre
las representaciones “levogira 7 y “dextrégira”. Por tanto, siempre puede elegirse una
representacion de la materia de tal forma que estos coeficientes de la anomalia esencial se
anulen entre si.

Por 1ltimo, y como se explicé al final de la seccién 2.6., los coeficientes k; del auténtico
desarrollo en términos de una base de inserciones cudnticas “normales” son iguales a los
. . . (o 7(1 1
coeficientes (; en la aproximacién a un “loop”. Ademas kz( ) = k‘f ),
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* La expresion del término de ruptura a orden h

Reuniendo todos los resultados obtenidos, se obtiene de forma completa el término de

X 1)
ruptura renormalizado, [N[A] -Fren} , a orden h (entiéndase este resultado como una

formula en el espacio-tiempo de 4 dimensiones):

h! [N[A] -rren] (1) =

B (4711')2 Ty, 'i?:TR cabe pabe Bl (47r)2(TL +TR)§ cabe ppabe ply

i ﬁ% [Tpchd 1 Todbe — (Ty, + Tr) (0 4 cebideeeay | paved bl
+ ﬁ% [TgEhed 1+ Tl 4 (Ty, + Tr) (o 4 cebacede) ] paved bl
- (471r)292 [CL — % + (o — 1)(% - %)] (MloL + MllL) At

— (4711_)2g2 [CR — % + (o — 1)(% - %)} (MloR + M11R> n!

— (4;)292 1+ (il —1 Ca (Mi2r, — Mya + Miag — Myzr) bt

b g g e (il - Ml + Mt - M)
+ ﬁ g/d% Epvpo TrL—R [w O# (0" AP A® — %A"ApA“)] R, (3.34)

donde se ha definido

MIOL(R) = (Tﬁl(R))ij Mclz(,)ily;(R) — /d4x w° QZ(I)'?“PL(R)TI?(R)(?M#(I)

M — (Ta )ij a,ij — d4.’13 w? (8 @B(l))ﬂLP Te w(/)
11L(R) L(R) 11L(R) p T FLR)LL(R)

Miarwy = (T ry T (r))"” MT%{R) = /d4$ w* J}(I)i’HPL(R)Tg(R)TLb(R)lp(I)AZ

MusLr) = (T r) T w))” M(fg}ng) = / d*z w® POF* Pr) T} ) Ty 0 A},
abc c g ab,ij . a /D c
it ) = (Tw)” Miir) = / d'z W w® L(R) P Ty ¥,

18 Ry = (TEwy)” Migitn) = / d*z w® w? PO Pry TE gy L(R) (3.35)
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y se ha utilizado la ecuacién siguiente:

2T — 2T YR+ TN + TETR + TESR + TRV = (Tu+Tr) (¢¥° ¥ 4% ¢*%°). (3.36)

Notese que la combinacion de monomios que se ha obtenido preserva la posible simetria
discreta CP de la accién de partida, si bien este hecho no se ha supuesto en ningiin momento
del célculo.

Se puede obtener también el resultado de la ec. (3.34) calculando el lado izquierdo de
la ec. (3.34) a un “loop”, es decir, calculando la parte renormalizada de todos los posibles
diagramas 1PI de un “loop” con la insercién A; su parte finita debe ser un término local,
porque cuando se hace el limite al espacio de 4 dimensiones, todos los objetos de “(d — 4)
dimensiones” se fijan a 0, por lo que la tUnica parte que queda finita de un diagrama de
este tipo procede de la parte singular polinémica formada por el objeto de 4 dimensiones y
un objeto de “(d —4)” contraido que cancela la singularidad en d — 4. Por tanto, como las
funciones 1PI renormalizadas son funciones locales, existen operadores (en el espacio de 4
dimensiones) cuyas reglas de Feynman con un factor explicito ' dan el mismo resultado.
La suma de estos operadores es precisamente el lado derecho de la ec. (3.34).

De hecho, el calculo a un “loop” de los coeficientes de las identidades de Bonneau
utilizando el residuo del polo simple de los diagramas con una insercién de A son
exactamente los mismos que la parte finita de los diagramas con la insercion de A,
exceptuando algunos factores de los coeficientes de Bonneau que dan directamente los

operadores cuyas reglas de Feynman conduce al mismo resultado.

Pero las identidades de Bonneau resuelven el problema de expresar la insercién anémala
renormalizada en términos de inserciones estandares renormalizadas en cédlculos de érdenes
superiores de la teoria de perturbaciones y las féormulas de los coeficientes dadas en el
apéndice B serian exactamente las mismas (teniendo en cuenta a la hora de calcular las
funciones 1PI, eso si, las nuevas reglas de Feynman procedentes de los contratérminos
finitos anadidos en el paso previo del proceso recursivo). Es por esta razén por la que se
ha escrito de forma explicita las féormulas de las identidades de Bonneau.

3.6. Recuperacion de la simetria BRS

Es sabido gracias a la teoria de renormalizacién algebraica y de la cohomologia de la
simetria BRS [18] que existe un funcional local integrado de los campos y sus derivadas, que
. (1)
denominamos X )| tal que la contribucién anémala [N[A] -Fren] , dada por la ec. (3.34),
puede reescribirse en la forma
W 1 2

NA ] = (4m)2 3~

/ d*z € p0 Trr_R [w O (0V AP A — %A”A"A") | +ox®, (3.37)
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El funcional local integrado, X1, tiene nimero de fantasmas igual a cero y dimensién
ultravioleta igual a 4. Por tanto, si se eligen los contratérminos finitos Sf(clt) de tal forma

que se verifique
Sty =X, (3.38)

y se suponen incluidos en la accién regularizada de la ec. (3.24) se concluye que la identidad
de BRS queda ahora “rota” a orden 7 solamente por la anomalia “gauge” no abeliana
esencial:

1 2

4 v o U v o 1 2

La ecuacion anterior es el objetivo que buscabamos: si las representaciones fermiénicas
satisfacen el criterio de cancelacién de las anomalias, entonces la simetria BRS puede
recuperarse (hasta el orden /) mediante una adecuada eleccién de contratérminos finitos

La tarea pendiente, por tanto, consiste en calcular Sf(clt) = —XM. Se exigird que Sf(clt)

no dependa de B ni de p. Recuérdese que estos campos no aparecen en la ec. (3.34).
La estrategia mas general para esta cédlculo, como ya se hizo en el estudio del desarrollo
A (1)
de [N[A] . Fren] , es:

i) Escribase la lista completa de los posibles monomios de dimensién ultravioleta igual a
4, nimero de fantasmas igual a 0 y sin indices de Lorentz libres, pero con indices del
grupo de “gauge”. t

i1) Escribase la expresiéon més general de los contratérminos finitos como una combinacién
lineal de esos monomios.

i17) Hagase su variacién bajo el operador lineal b.

iv) Por iltimo, imp6ngase que esta variacién cancele el desarrollo del término de ruptura
. 1
[N[A] . I‘ren] , exceptuando la anomalia esencial no abeliana.

Este algoritmo sistemdatico debe conducir a un sistema lineal compatible e
indeterminado, cuyas incégnitas son los coeficientes del paso i) y con un grado de
indeterminaciéon exactamente igual a del nimero de operadores invariantes bajo b en la
teoria clasica.

Como escribir tal lista y tomar tales variaciones bajo b es una tarea tediosa ya que
aparecerian montones de indices, y como para la resolucién correcta del sistema final es
esencial escribir una base de operadores linealmente independientes, lo que no es simple

1 Esta lista es una lista en el espacio-tiempo de 4 dimensiones. Por supuesto, debe elegirse
alguna generalizacién en el espacio de “d dimensiones” cuando se escriban los monomios
en la accién regularizada, pero las diferencias, siendo objetos en “(d — 4) dimensiones”,
s6lo producirdn efectos al orden siguiente en h (porque requieren que haya “loops” para
(1))

que den una contribucién no nula, y ya hay un factor explicito i en Sg
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en el caso de campos en una representacion arbitraria el grupo SU(N), haremos una
suposicion para simplificar el calculo a un “loop”. Esta claro que la estructura de grupo
de los contratérminos finitos que son necesarios en el cdlculo a un “loop” para recuperar la
simetria BRS no es arbitraria. Un “ansatz” natural consiste en tomar las estructuras de
grupo que pueden aparecer en el cdlculo de diagramas de Feynman a 1 “loop”. Por tanto,
escribimos

S =a /(8NA“)2 +a / AOAF 4 ¢ / ic™°(9,A%) AP A
(A dn i) [(0,42) AP A 4+ (LT ) [aon a4 ad
abc ade bu Acv pd pe i*u 9 i*lp S
+ ec*Cc APHA AL AL + ny iwfy PO, +nr §¢7 Pr 0O,
oL [P RTEOAL +pe [ P Ay
+ /[ulL Lstp + uir Rsyp' + uor, Lstp + usg Rst)' | (3.40)

Notese que debido a las razones apuntadas antes, no se han escrito términos dependientes
de p o w.

Ms4s atin, conocemos las combinaciones de términos, dados por la ec. (3.10), que son
invariantes bajo b. Resulta obvio que estas combinaciones no son relevantes para este
calculo. Por tanto, podemos reducir la base de los posibles contratérminos finitos a un
ntimero minimo. L4 y L, contienen p*, que acabamos de suponer que no aparecerian en
los contratérminos finitos, es decir no pueden ser utilizados otra vez para reducir el niimero
de contratérminos finitos. Pero, utilizando Ly puede imponerse e = 0 y por L, podemos
imponer prr) = 0, sin pérdida de ninguna generalidad. En ese caso, deberia haber una
solucién 4nica al problema de cancelar las anomalias espurias en términos del resto de
variables ai, as, C, dL(R)a .fL(R)a NL(R)s UI1L(R) Y U2L(R)-

Reescribimos, por tanto, la ec. (3.40) en la forma siguiente:

Sf(clt) =a; X1 +as Xy + ¢ X3+ dp, Xap, + dr Xur + fr. Xs1. + fr Xsr
+ nt, Xer, + nr Xer + v1r, Xo1, + u1r X7r + tor, Xsr, + tor Xsr- (3.41)

Necesitamos las variaciones bajo b de los monomios integrados X desarrolladas en
términos de los monomios integrados que denominamos M en la seccién anterior. Ademas,
los coeficientes de estos desarrollos deben estar simetrizados si los indices del grupo
de “gauge” de los monomios correspondientes tiene propiedades de simetria. Esto es
necesario porque, por ejemplo, M2 = M%< y entonces no todos los M%%¢ son linealmente
independientes. El resultado es:

le — 26ab M%b —9 Cabc Mibc, bXQ - _9 5ab Mcllb + 2Cabc Mczzbc,
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b X5 = —ic™® MG + ic™ M5
i

2[cebcceda + Cebdceca] M(;bcd 4 i[cebcceda + cebacedc] Mgbcd’

b Kaqmy = — iy M5 — dify MS™ + diley) S + dily Mg

_ (dib((}:{) Ceda + dilg{) ceca) Mgbcd + dIe‘b((%{) ceca Mgde,

bXsr) = — [TEGRS + TEGE + TERS + Tege) ) Ma™
— 2 [Tk + e+ TS + ks ) M
- LT T+ T T
+ (TR + THES + Thws™ + Timy )™
+ (TIRY + TIwS + T, + Ty )™
+ (TIEY + Tos™ + TEES + Tra )™ | Mghede,
_ [2Tg(c}bg + 2ng§§ — (T + Tx) ( cebeeda  ebd ceca)] Mgbcd
—9 [2Tfj€’§‘§ + 2Tffifctl)) + (T, + Tr) ( cebepeda | eba cedc):| Mgbcd
+0 MSdee,

b Xo1(r) =MioLR) + M11L(R);

b Xor) =Munw) + i MisLr) + 5 ¢ M Ry

N =N .

b Xer.r) =Muor(r) — i Miarw) — - MSE Ry

(3.42)

i El coeficiente en b - X sL(r) de Mgbede resulta ser cero !, pero sélo puede llegarse a este
valor del coeficiente si se expresan las constantes de estructura c®®¢ como conmutadores
de las matrices correspondientes y se utiliza la ciclicidad de la traza del grupo. Si este
coeficiente no fuera cero el sistema de ecuacion de mas adelante seria incompatible. Se
ha utilizado también la relacién dada por la ec. (3.36). Es decir, que para llegar a un
sistema compatible hay que tener en cuenta propiedades no triviales de las constantes de

estructura.

Ahora imponemos que la variacién segin ec. (3.42) de la suma de los términos del
lado derecho de la ec. (3.41)concuerde, en un factor global —1, con el lado derecho de la
ec. (3.34), por supuesto, sin considerar los términos de la anomalia esencial no abeliana.

Se llega asi al siguiente sistema lineal de ecuaciones:

1 Ty +Tr
@z 3

, 1 Ty + T,
s« de M3Pe —2a2—zc:—(47r)2 L3 R y dyw) =0,

x de M‘{'b: 2a1 — 2a9 =
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. 1 2
* de MZbC P20 tic= (47)2 (T + TR)E y duwr) =0,
x de M‘gbc : dyr) =0, y ya no escribimos esta incégnita mas, al ser nula
) 1 T+ TR 1 1
d abcd . _1 T T, — -9 — _ _
* de M7 ¢t TuftTrfr arZ 6 y fur) @n? 6
1 Ty+Tr 1

*deMgde: iC—QTLfL—QTLfR:—

1
—4 S -
m?2 3 7 Juw) =~ (g2 3

« de MG . @xozo

* de Maorr) :  Mr(r) T UYoL(R) = (4;)2 9° [Crr) — % + (o — 1)(CL6(R) _ %)}

¥ de MyLwy : num) + UiLr) = (4;)2 9% [Crw) — % + (o — 1)(CL6(R) B %)}

* de Muoyry s —iusn(r) = (4i)2 g* 1+ (o' = 1)] %

* de Mgy @  GUILR) = — (4;)2 2+ (o —1)] %

e M =g e = g0 4 @ DI

# de Migi (g : %U1L<R) = 4;)2 g1+ (e — 1) % (3.43)

Noétese que hay mas ecuaciones que incégnitas. De hecho varias ecuaciones estan
repetidas y el sistema tiene entonces 14 ecuaciones diferentes para 13 incégnitas, pero
el sistema resulta ser compatible y con la solucion unica:

1 5 1 1
11
= W 6 (TL + TR), dL(R) =0,
11 1 CLery
Jur) = e 12° NLR) = W92 [Crm) + (o — DT]
1 C
U’].L(R,) = U2L(R) = - (47_(_)2 g2 TA al' (344)

En resumen, la siguiente eleccién de Sf((}t) cancela hasta el orden & los términos anémalos
espurios de la identidad de Slavnov-Taylor (ec. (3.23))

1
) _ [qapd I 5 9,Am2 1+ Laoan
S _/d 2 (a2 (T + Tr) | 15/(0uA")? + 4,04
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hl T, +Tgr Cabc

_ A Ab/JAcu
(47’(’)2 6 (8u 1/)

hl Tabcd +Tabcd 0 b re Ady
+ (4n)? L T B A% AP ACA

h! 2 ' 1 - e

9”0 + (o — L/ YY Lo,

+ Gy (CL+ (& = 1CL/6] 5 7" PL Oy

hl 9 7 - >
+ (47T)29 [CR + (0‘/ - 1)CR/6] 5 IWMPRalﬂvbl

o ,C _ L _
e I (O 1] (B L+ R+ R }

M) Lo+ 8115 Ly + 51050 Ly + 8P La+ 8810 Ly, (3.45)

donde l!(,l), libl), qubl,), lg) y lc(‘,l) son coeficientes arbitrarios que se determinaran con las
condiciones de normalizacion a un “loop” y Lg, Ly, Ly, La, L, son cualquiera de las
generalizaciones al espacio de “d dimensiones” de la regularizaciéon dimensional de los
correspondientes operadores cuatridimensionales invariantes bajo b.

Noétese que no se han anadido términos en w o p, a excepcién de la combinaciéon p que
aparece en los contratérminos invariantes; por tanto la ecuacién de los fantasmas (3.28)
sigue siendo valida hasta el orden h.

Noétese también que, debido a que se han anadido contratérminos finitos que dependen
de los campos externos L, L, R y R ahora se tiene para el caso, por ejemplo, de lc(‘,l) =0,

(SFRen

5fz($) L=0 # N[Slp] (:L.) ‘T'Ren

0T Ren

Ty = Nv)(@) T+ ) ) + O(17) =

= N[s¢p + h' ull) s9p)(2) - Tren + O (1), (3.46)

lo que puede interpretarse como una renormalizacién “no minima” de la insercion del
operador sy (x). Por supuesto, siempre utilizamos el algoritmo de substraccién minima
sobre los diagramas regularizados, pero ahora la accién tiene contratérminos finitos
explicitos de orden B'. M4s atin, eligiendo lill) #0o0 lc(‘,l) # 0, la insercién de las variaciones
de BRS no lineales de los campos pueden renormalizarse de diferentes formas, todas ellas
compatibles con las identidades de Slavnov-Taylor, es decir, hay varias condiciones de
normalizacién paras las inserciones compatibles con las identidades.

No hay que olvidar que los contratérminos finitos dados en la ec. (3.45), dependen
de la eleccién de la accién de orden %%, Sy (la accién regularizada dimensionalmente de
partida ). Si se hubiera elegido el otro vértice fermiénico mencionado, los contratérminos
necesarios habrian sido diferentes (y seguramente mas complicados), pero en cualquier caso
el procedimiento habria sido igual de correcto.
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Por 1ltimo, notese que los contratérminos finitos obtenidos son invariantes bajo CP si
la teoria clasica original también lo era.



64
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Capitulo 4.
Modelo Higgs-Kibble abeliano quiral.

4.1. Accion clasica

La accién clésica, invariante bajo la simetria discreta CP, es la siguiente

Siw = [t { = 15 PP & (Du)(DP9) + 1616 — X610’

+ Z (&k[za + A(eLx P + 6RkPR)]¢k)

keluJ
=S (V2fis biPrsss + V2fis" biPLis)
i€l

B Z(\@fj‘ls biPrj + V2[i¢t %BjPRlﬁj) } : (4.1)

JjEJ

Aqui A, es un campo de ‘gauge’ abeliano, ¢ es un campo escalar complejo, 1; y 1; son
colecciones de campos fermiénicos de Dirac, F,, = 0,4, — 0, A,y Dy¢ = (0, —1A,)d.
Esta accién es invariante también bajo las transformaciones “gauge” abelianas 04, = J,w,
3¢ = iwe, dy, = iw(eLk Pr+erk Pr)Yk siempre y cuando las cargas fermidnicas satisfagan*®

er; = er;+1, sitel
€Lj = €Rj — 1, sijed (4.2)

*  Si se redefinen los campos Ay — > 2gAy,, w — > 2gw entonces el modelo coincide con el de la

seccién IV.A de [110], siendo 1 (¢') nuestros fermiones de tipo 7 = +1 (r = —1) y su carga f nuestro
(2er +1)g9/2 ((2er —1)g9/2).
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o Ty ¢1(2) AN Y c ¢ B K¢1(2) Kl/’
Gh. n. 1 0 0 0 0 1 -1 0 -1 -1
Dimen. 0 -1 1 1 3/2 0 2 2 3 5/2
Comm. -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1
CP s | at | i) | -A* | DYt ¢ <€ | -B | () Kp, e .K:%D—1

Tabla 2: Nimero de fantasmas, dimensién conmutatividad y transformaciones bajo CP
de los campos, coordenadas y el operador de BRS. En la tercera fila, +1 (-1) significa que
el simbolo conmuta (anticonmutes) y en la tltima fila, D = '}IOC, donde C' es la matriz
de conjugacién habitual. Nétese que las propiedades bajo CP elegiadas para los fantasmas
hacen que el operador de BRS sea invariante bajo CP

Consideraremos una ruptura espontanea de la simetria debida a un valor esperado en
el vacio no nulo de la componente real de ¢. Por tanto escribimos la accién clasica BRS
invariante asi:

Scl = Sinv + ng + Sext; (43)

donde

1
Sinv - /'(14-73 { — 4—92 FNVFNV + [(Du¢+)(DN¢) + :u2¢+¢ - )‘(¢+¢)2} ¢:%(¢1+v+i¢2)
[+ A0+ )Py + OPR)] Y — £ [0+ 60) ¥ + i 7 o 9] |
S = /d4:c s [%gaBJr ez |-

[t 5B+ B, + pda) ~ c10°0, + pln +v)]c

Sext = / Az Ky, s+ Kopy sy + Koy 590 + 59 K, (4.4)

En esta accion, v es un parametro con dimensiones de masa, ¢; y ¢2 son campos escalares
reales, ¢ es el campo “fantasma”, ¢ el campo “antifantasma”, B es el campo de Lautrup-
Nakanishi, K¢ son los campos externos acoplados a las correspondientes variaciones BRS
y X = 0,A" + p ¢ es el funcional fijador del “gauge” més general que es lineal, preserva
la simetria CP, tiene el nimero de “fantasmas” adecuado y es consistente con el contaje
de potencias (véase la Tabla 2). & y p son los pardmetros de “gauge”. Se han omitido
los indices que etiquetan las colecciones de fermiones, una notaciéon que se mantendra.

1 Podrian también haberse introducido los “anticampos” o fuentes de las variaciones BRS triviales de
Ay y ¢, lo que harfa més claro el estudio y la interpretacién de la cohomologia de b a orden 0, pero no son

relevantes ni necesarios para los propdsitos practicos de este trabajo.
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Se define ery = O y ey = O + rx. Entonces, {7x}rerus no deben entenderse como
parametros libres sino como abreviaturas de +1sik € Iy de —1si k € J.

La transformacién BRS es:

sp1=—¢ac, sp2= (v + ¢1)c,
st =1ic[(0+r)PL+ 0PR]Y, st =1i9Y[(0 +7)Pr +0P]c,
sA, =0uc, sc=0, sc=B, sB=sKy =sKy,=sK;=0, (4.5)

que deja invariante a S por la anticonmutatividad de 75 en 4 dimensiones.

Si u? = Xv? entonces no hay términos lineales en la accién clésica (4.3). Esto es
equivalente a una condicion de normalizacién que establece a cero el valor esperado en
el vacio del campo ¢;. Los términos cuadraticos de (4.3) dan los propagadores (cuya
expresiéon que se muestra para u? = Av? en la ref. [20]). Nétese que no que no se elige
ningin valor concreto del parametro p, es decir que habra una mezcla A¢, en el nivel arbol
y més alld en el desarrollo perturbativo. Nétese también que aunque la teoria es abeliana,
los campos fantasmas no son libres: interaccionan con ¢, a través del término de fijacion
del “gauge” de la accién. Esto hace que convenga utilizar el formalismo de BRS.

4.2. Renormalizacién algebraica

La accién cldsica (4.3) es una solucién, sobre el espacio de polinomios con invariantes
bajo la simetria discreta CP, con nimero de fantasmas igual a 0 y dimensién de masas
igual a 4, de la identidad de de Slavnov-Taylor (STI)

(SScl 5Scl 6Scl 6Sc1 5Scl 6Sc1
d* B
/ v {(‘9“05,4“ 5c 0Ky, 04y | 0Ky, O
5Scl 5Sc1 (SScl 5Scl}
6Ky 69 0Ky 01

=0, (4.6)

que gobierna la invariancia BRS de la teoria a nivel cuantico, y la ecuacion de fijacion del
“gauge”

5Sc1
0B

— EB+0, A"+ p. (4.7)

que es la ecuaciéon de movimiento del campo multiplicador de Lagrange, B.
Cualquier funcional F que satisfaga ambas ecuaciones también satisface la ecuacion de
los “fantasmas”:
0F

E+Dc+ =
PoK,,

oc

0. (4.8)

Se exige que el funcional 1PI renormalizado I'rey, sea, en el sentido de una serie formal
de funcionales en %, una deformacién de S restringida por las mismas ecuaciones. Si el
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proceso de renormalizacién preserva tanto la ecuacion de fijacion del “gauge” como la de
los “fantasmas”, I'Ren tendra la forma:

FRen[¢17 ¢2a A;Mb; &7 ¢, C, B’ K¢17 K¢2 ’ K’L/M K&] =
/d4:c 232 + B(0,A" + p¢2) — cOc
+ I~‘\Ren[¢17 d’Za Aua wa Q;Za c, K¢1ak¢2 = K¢2 - péa K’l,b7 Kfz/j] ’ (49)

de tal forma que el lado izquierdo de la identidad de Slavnov-Taylor sera

~ ~ 5f‘Ren 6fRen 6fR,en (SfRen 6fRen
S(T'Ren) = / d* 0 + + —
(TRen) v {( b SA, T oK, 060 5Ky, 002

6fRen 6fRen 5fRen 5fRen }
0Ky o) | 6Ky o9

(4.10)

De aquf en adelante y en este capitulo, la tilde indicard dependencia en los mismos campos
de los que I'gren depende.

Como siempre, introducimos el operador lineal de Slavnov-Taylor:

~~:/d4x{(80)5+5]}6 +5f- 5+5f—5 +<sjf 5 .
F= §A,  0¢10Ky, 6Ky 0¢1 626K, 0Ky, 662
6F & 6F & O6F ¢ 6F 6
——t =+ —— — 4.11
+5¢5K¢+5K¢5¢+5¢5K¢+5K¢5¢}’ (4.11)
que tiene las propiedades de nilpotencia
Sz S(F)=0, VF
SzSz=0, si S(F)=0. (4.12)
Para F = S, entonces se define el operador lineal
b=S; (4.13)

cuya actuacion sobre todos los campos se da en el apéndice C.

La parte local de dimensién méaxima igual a 4 de T'ren €n un orden determinado del
desarrollo perturbativo y antes de la imposicién de las identidades de Slavnov-Taylor es
una combinacion lineal de la siguiente base del espacio Vo de polinomios integrados en los
campos y sus derivadas, escalares Lorentz e invariantes bajo CP con dimensién candénica
de masas igual o inferior a 4 y niimero de fantasmas igual a 0:

é1 = [¢, és = [¢1° és = [¢2°,
& = [¢1° s = [Pr027, & = [t
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er = f¢24, és = [¢1°¢27, ég = [(0u01)(0% 1),

€0 = f(8u¢2)(6“d>2), el = fﬁbz(auA“), €1z = fAu¢1(3“¢>2),

é13 = [Auda(0%1), é1a = [A,AH éi5 = [A,AFP,

éie = [A ArG, érr = [A ARG, é1s = [(0,A")2,

G0 = (0,4, —0,A,)2,  é = [(A,4P)°

éa1 = [Ky, ¢2c, €99 = ff(%c, €93 = ff(qugblc,

s = [Y1h,

a5 = [YidPryp, 26 = [YidPry,

éar = [VAPLY, éos = [VAPRY,

€0 = [d19y = $19Prep + P19 PLyp, €30 = [2vy5¢ = Potp Prtp — 20 PL),
€31 = f(Kpr';b — @ZPRKJ)) c, €39 = f(K¢PR7,b - &PLKJ,)C (4.14)

No se debe olvidar que siempre se dispone de la hbertad de anadir a la accion de partida
cualquier término de ese espacio de la forma X = Z 1 Z'é¢;, donde cada Z° es una serie
formal en % de orden O(%) como minimo.

En un esquema de renormalizacion no invariante, como no queda otro remedio en teorias
quirales, la identidad de Slavnov-Taylor renormalizada tiene un término de ruptura:

S(TRen) = A . T'Ren (4.15)

que en renormalizacion dimensional sabemos por los capitulos anteriores debe ser la
inserciéon renormalizada minima de un operador local integrado, invariante bajo CP y
de dimensiéon maxima igual a 4 y de ntimero de “fantasmas” igual a 1, que al orden mas
bajo en el que no sea nulo tendrs la forma de A.Tgen = A"A® + O(R™™!) que a su
vez puede expresarse como una combinacion lineal de la siguiente base del espacio V1 de
polinomios integrados de dimensién méaxima 4, nimero de fantasmas igual a 1 e invariantes

bajo CP:

i = [¢ac, s = [dr1ac, uz = f¢230,

iy = [¢1’hac, is = [(Op2) c, s = [¢1’pac,

i7 = [¢1¢2°c, g = [¢2(0¢1)c, g = [¢1(0¢2)c,

a0 = f( uqﬁl)(@“qbg) 11 = [(0,4%)c, 12 = [Au(0"¢1)c,
iz = [(0,A")é1c, e = [(0,4")$1°% c, s = [Audr(0¢1)c,
U1 = [(0,AR)do e, U7 = [Aud2(0¥p2)c, t1g = [O(0,A4%)c,
U9 = [ALA,(O*AY)c, oo = [A,APoc, Uo1 = [A AP,
Ugg = fAuA” oV AY) c,

Uz = f@%l/) c, Ugg = fau(lﬁ’)’”PLﬂ/)) & Ugs = fau(&’)’“PRlp) ¢,
iss = [Povtc, oy = [or19ys9pc,

U8 = [€pipopaps (0" AF?) (OH2 AF4) ¢, (4.16)
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. X 28 e ~ ’ . .
es decir, A = ijl A (")uj. Noétese que, incidentalmente, los campos externos no
aparecen en esta base por razones de contaje de potencias y por el caracter abeliano de
los “fantasmas”, cc = 0.

La proyeccion del término de ruptura sobre la direccién del dltimo elemento de esta
base constituye la anomalia esencial del modelo, ya que puede demostrarse que el sistema
lineal bX(™ = A(™) tiene una solucién (sobredeterminada) si y sélo si el coeficiente
A28(") ge anula. Esta demostracién puede hacerse utilizando técnicas cohomolégicas: la
primera ecuacién de (4.12) conduce a bA = 0, que no es mas que la famosa condicién de
consistencia, y la segunda ecuacién de (4.12) implica b2 = 0; por tanto, A = anomalia +
bX, perteneciendo la anomalia esencial al espacio de cohomologia no trivial de nimero de
fantasmas igual a 1 del operador b. En el apéndice B de la ref. [20] se da una demostracién
alternativa mediante un calculo explicito del sistema lineal.

_ Definamos los elementos de matriz del operador b restringidos a su acciéon desde Vo a
Vi de la siguiente manera: bé; = bo?;u; (en el apéndice A de la ref. [20] se dan los valores
explicitos de estos elementos de matriz). Entonces, el sistema lineal

27
S by # M = A, =132 (417)

j=1

siempre tiene solucién, médulo una combinacién lineal arbitraria de orden O(h™) de
términos invariantes bajo l;, que pueden ser cualquier base del nicleo Ko del operador
lineal restringido by = b : Vo — Wy (véase la ref. [20] para una eleccién de una base
concreta).

Noétese que el rango de 50 es la dimension de l}o menos la dimension de l@o, es
decir, 21, lo que es menor que la dimensién de Vi, por lo que, en general, para valores
arbitrarios del término de ruptura, el sistema lineal (4.17) seria incompatible. Por tanto,
su compatibilidad cuando se introduzcan en él los valores reales calculados del término de
ruptura constituird una comprobacién importante de la correccién del calculo.

Por dltimo, por lo expuesto en la teoria general de la renormalizacién algebraica del
capitulo 1, si no existe anomalia esencial a orden A", el término de ruptura a orden n
consiste s6lo de términos triviales en cuanto a la cohomologia, y, anadiendo h"gf(c? =
—h"X (™ 3 la accién previa, entonces se cancela el término de ruptura a orden n.
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4.3. Regularizacion dimensional de la accion

Como siempre, elegimos los términos cinéticos con la misma forma que la acciéon de 4
dimensiones y los de interaccion respetando al menos todas las simetrias discretas de la
accion cuatridimensional.

En concreto elegimos la generalizaciéon mds simple y obvia para todos los vértices de
la accién y de las variaciones de BRS de los campos excepto en el caso del vértice boson-
fermidén, para el que se adopta la forma regularizada “barrada”:

b [i@+ A, (et¥' P + erV'Pr) | ¢ (4.18)

es decir la forma regularizada invariante bajo CP o “hermitica”, que puede reescribirse
en la siguiente forma que muestra la pérdida de la invariancia bajo las transformaciones
“gauge” (regularizadas) de una manera mas explicita:

i PIY + i . (4.19)
Por tanto, la accién regularizada de partida Sy no es invariante bajo BRS:
d_ - Ta a1 o o “—
saS0 = sa [ A" i3 o = [ S {(r+20) 0,03 %) + 7 (V975 0,u8) |
=A= / d?z A(x). (4.20)

La regla de Feynman de la insercién de esta operador evanescente viene dada por la figura
2

ffz?z)[;c;A ap(P1,p2;0=0) =

5 r+20) Gh + k) — rGh —h)s]|

Figura 2. Regla de Feynman de la insercién del término de ruptura ec. (4.20)

Ademis, para que el propagador tenga una forma simple, se fija exactamente p? = \v?
en la accién regularizada. Asi la accién cldsica de partida puede interpretarse como la
accién habitual con ruptura espontidnea de simetria.
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4.4. Término de ruptura de la simetria BRS

Sabemos que la ecuacion de fijacién del “gauge” (4.7) y la ecuacién de los fantasmas
(4.8) son vélidas tanto para el funcional generador 1PI regularizado como renormalizado
por substraccién minima si se utiliza la accién regularizada de la seccién anterior o si se
modifica por la adiccién de términos independientes de B y tal que su tnica dependencia
de ¢ y de Ky, sea a través de la combinacion K¢2 = Ky, — pc. Por tanto, restringiremos
el espacio de los posibles contratérminos finitos al espacio ]}0, cuya base fue dada en
(4.14). Por supuesto, como siempre, tenemos varias posibles generalizaciones al espacio
de regularizacién dimensional de los contratérminos finitos. Dos generalizaciones distintas
diferiran en un operador evanescente de orden h lo que modifica el valor de las cantidades
cuatridimensionales sélo al orden siguiente. Elegiremos la forma regularizada de la base
(4.14) idéntica a la cuatridimensional.

A un loop tenemos que evaluar

~ “ (1) -
AW — [N[A] : PR} +b350 (4.21)

fct

lo que sabemos que es equivalente al calculo directo de la parte finita a un loop de N[A] TR
siguiendo estos pasos:

i) calcilese la parte finita de todos los diagramas 1PI divergentes por contaje de
potencias con la insercion de A y de cualquier campo cudntico o externo BRS como
patas externas.

i1) establézcase gh¥ a gM” y MY a cero.

i11) encuéntrense operadores cuatridimensionales cuyas reglas de Feynman en el nivel
arbol se ajusten a los resultados de i)

Se realizéd el cédlculo segin estos pasos de una forma completamente automdtica
utilizando programas de cdlculo simbdlico. En la ref. [20] pueden encontrarse los resultados
para cada diagrama y para cada funcion 1PI asi como las férmulas que expresan a todo
orden los coeficientes Ag-l) del término de ruptura en la base (4.16) de operadores integrados
en términos de funciones 1PI. Asi se llega a los siguientes resultados:

~ ~ ~ 4
(4m)2A) = —8 f443, (4m?2AQ) = —24 f402,  (4m?AP = BS

~ ~ 2 ~
(4m)2AP) = —24 fhy,  (4m)PAP) = ALY (4m)2AY = —g f1,

~ _ 4 ~ ~ — 2
(4m2A = =8 L (4n)?AD = —4 52, (4m2A{Y = =41
(4m)2Aly) = —4 p2, (4m)2Al) = —2 f20?, (4m)2Aly) = o,
(4m)?AL) = —4 f2v, (4m)?AY) = 2 /2, (4m)?AY) = o,
(4m)2AfY) = —2 2, (4m)?A) = -8 2, (4m)?Af) =
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(4m)?Afy = %, (4m)2Aly) = 4 v, (4m)2A%y) = 4 f2,
(4m)?A% = 3,

@m)?AY) = ZLf (3pr+4g20 1+07) v (5+¢),

(4m)2A0) — —((=6f*r+g? (206+r+02r) (5+5’))),

(rAD — T (—6f2+g6202 (5+¢))

(arpAl) = LT OFN O (grA® = 2i rg20 (1+07) (5+¢),
(4r)?A) = 2 (39+r3+3927')' (4.22)

Nétese que si s6lo hay un fermién de un tipo. por ejemplo » = +1, entonces el coeficiente
de la anomalia no es cero para ningin valor de 6 y que incluso anadiendo fermiones del
mismo tipo, el coeficiente de la anomalia no puede cancelarse. Hay cancelacién de anomalia,
por ejemplo, con dos fermiones con #; =03 =0y ry = +1, r5, = —1 o en el caso de dos
fermiones con #; = 1, 6 = =1 y r; = +1, r5 = —1. Con las definiciones egry = 0
y eLk = O + 1 con 1, = £1, el coeficiente de la anomalia puede ponerse en la forma
familiar:

< 1 2
AgeV) = - 3, — el 4.23
28 (47r)23kezlgj (eLk eRk) ( )

pero entonces no deben olvidarse nunca las restricciones (4.2).

4.4. Recuperacion de la simetria BRS

Sabemos por la teoria algebraica de la renormalizacion que se presentd en el primer
capitulo que el sistema lineal (4.17) tiene que ser compatible, aunque su solucién no serd

. - . ~ (1 .,
tnica. Utilizando los valores de los coeficientes Ag ), que se presentaron en la seccion
anterior, el sistema resultar ser compatible siendo una de sus soluciones:

(4m)2E§ (1) = 8 f4o3, (4m)2&§ (1) = 12 f4e2, (4m)2& (1) = 0,
(47)2% <1> = 8 [, (47)2% <1> =0, (47)2% <1) =2 /4,
4
(%mﬁz‘%f7 (M>”=o, om%&:m
2
(4m2), = 2L, (4m)2), = o, (4m)2), = o,
(4m)?E0); = 4 f2, (4m)2El), = f20, (4m)?E{)5 = 2 f2o,
(4m)?El)s = f2 (4m)%E8), = 3 f2, (4m)%550s =
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~(1 _(1 — (1
(470 = O, (4m)%E6%0 = T3 (4m)%E10, = O,
- ~(1
(4m)%E( 3 = O, (4m)2EG135 = O,
-1 f (Bpr+4¢260 1+60r)v (5+¢
(aryagl), = L (A+6r)vG+8))
~(1 (1
(47r)2$§),%5 0, (47r)2x((),%6 =0,
(1 —6f2r+g% (204+7+60%r) (5+¢)
(47T)2$§),%7 ( ( 6 ) )
e —(r (=6 f2+¢%0* 5+¢)
amyafly = ~ 00 4
~(1 2 fg20 (0+71) (5+¢€
(47r)2x87%9 fg70( g ) ( 5)’
(4m)2E5%, = 0, (4m)2E5%, = 0, (4m)2E5, = 0. (4.24)

Por tanto, la solucién general para los contratérminos finitos en el orden de 1 “loop” es

32 11
RS = - ale + vy P, (4.25)
=1 =1

donde la base ¢€; viene dada por (4.14) y los términos simétricos por cualquier base Z; de
términos invariantes bajo b. Por tanto, la familia parametrizada de acciones regularizadas
S1=50+h S'f(clt), con K¢2 = Ky, — pc, da, por substraccién minima en el esquema BMHV,
todas las posibles teorias renormalizadas invariantes bajos la transformacién discreta CP,
compatibles en el nivel arbol con la accién (4.3) y con la renormalizabilidad por contaje de
potencias, y que satisfacen hasta el orden de un “loop” tanto las identidades de Slavnov-
Taylor (4.6) como la ecuacién de fijacién del “gauge” (4.7).
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Capitulo 5.

La ec. del grupo de renormalizacion.

5.1. Renormalizacién algebraica y RGE

Las técnicas habituales utilizadas para deducir la ecuacién del grupo de renormalizacién
en teorias vectoriales como la electrodindmica cudntica (Q.E.D.) o la cromodindmica
cuantica (Q.C.D.) no son vélidas para el caso de las teorias quirales que nos ocupa. El
formalismo de campos y constantes de acoplamiento “desnudas” no funciona de forma
tan directa al no tenerse una renormalizacién “infinita” multiplicativa, como demuestra
la ec. (3.17). La generalizacién de este formalismo para incluir operadores evanescentes y
contratérminos finitos y sus correspondientes constantes de acoplamiento resulta bastante
compleja y sutil (véanse por ejemplo las refs. [111,86,112,113]).

Pero gracias a los principios de accion cudntica en renormalizacion dimensional,
las identidades de Bonneau y el formalismo de la renormalizacién algebraica, no es
necesario introducir en ningtin momento los campos y constantes de acoplamiento desnudas
para deducir la auténtica ecuacién del grupo de renormalizacién (RGE) de la teoria
renormalizada. Por supuesto, esto es asi tanto en teorias vectoriales (véase la seccién 5.3
de este capitulo para una deduccién rigurosa de la RGE sin utilizar los campos desnudos)
como en teorias quirales.

Sea Tyen[p, ®, Ko; g, ¢, u] el funcional generador 1PI renormalizado dimensionalmente
hasta el orden A" de la teoria “gauge” en cuestién, que se supondra libre de anomalias.
I'yen depende de forma explicita de los campos cudnticos ¢ y @, los campos externos Kg, la
constante de acoplamiento g, el pardmetro de fijacién del “gauge” o/ = a/g? y la escala de
regularizacién dimensional p, que se introduce de acuerdo a lo dicho en wviii) de la seccién
2.3. Se asume que se han elegido los contratérminos finitos, Sk, si asi era necesario,
para que la ecuacién de la simetria BRS S(I'ren) = 0, la condicién de fijacién del “gauge”
B(Tren) = 0 (por ejemplo, la ec. (3.27)), y la ecuacién de los fantasmas GI'ren = 0
(ec. (3.28)) se satisfagan hasta el orden A".

La ecuacion del grupo de renormalizacion desde el punto de vista de renormalizacién

algebraica es un desarrollo del funcional u% en términos de una cierta base de
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inserciones cuanticas de operadores de dimension ultravioleta igual o menor que 4 y nimero
de fantasmas igual a 0 [106,18]. Los coeficientes de este desarrollo, que son serie formales
de potencias en A, son conocidos como las funciones beta y dimensiones anémalas de la
teorfa. Como I'ye, satisface, hasta el orden A", las ecuaciones mencionadas en el anterior
parrafo, los elementos de la base de inserciones sobre las que realizar el desarrollo estan
restringidos por las siguientes tres ecuaciones, ciertas hasta el orden A":

8FRen
S =0
FRen :u’ au Y
i aI‘\Ren -0
SB" op
ar\Ren
= 0. 5.1
G p o (5.1)
Notese que el operador ,u% conmuta con los operadores funcionales 5%, g y que
0 Ol'Ren
—(S(I'Ren)) =S . 5.2
1 (5(Chen)) = Sty 175" (52)

donde Sty es el operador lineal de BRS correspondiente a S(I'ren)-

Los funcionales perturbativos renormalizados £ con dimensién igual a 4 y nimero de
fantasmas igual a 0 que satisfacen, hasta el orden A" incluido, el conjunto de ecuaciones
0

5—B(£) =0, G(L)=0. (5.3)

forman un espacio lineal. Construyamos una base de este espacio. En la aproximaciéon

clasica, es decir a orden 1°, una base de este espacio viene dada [18] por los términos

invariantes bajo b = Sg,,, que en el caso del modelo quiral del capitulo 3 serian L, Lg,

SF (E) = 07

L{Z,, Lfb, Lﬁ,, Ly y L, definidos asi:
oS
Ly =g 8;1 = —2(Saaa+ Saaaa+ Saaaa),
R _ArR _ R L _ L _ L
L,Lp —N,(/} 561_2501’11;1/)’ L ] —N‘wl SCI_2SC1’(/;"(/}”
Li :NQII; Scl = 255,&1/} + 2Sc11[_)1/)A7 LR, = N;/}} Sc] == 25&1/;,1#, + 2501,(,5/,4)/‘4, (54)

La=NaSa=2Sa4a+3S1aa4a+48a4aa4a+ Sagya~+ Segrpa— Scpw — Sclaw,

L, :Nw Se1 = S pw + Sctaww + Sa pwA + S Cww + Schsqp + Scl Rs! + SclLszE + Scl Rsy'»
Los términos Sg;... son los términos correspondientes de la accion clasica S de partida
independientes de B. Los operadores diferenciales simétricos [18] N}, NE| N’,f,, J\/',’I;,, Na
y M, de la ec. (5.4) se definen como:

Ny =Ny +Nj—NL—Np, Nj=Nj+N},
L _ AL L _ nR R _
Nwt:Nwl‘i‘N*,, N¢IZN¢I+N1/;,—NR—NR
0
NAET‘I‘(NA—NP—NB—NQ)-i-?OAa—a,
N, = Tr(N,, — N¢). (5.5)
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Los operadores NJZ(R), Nf/:,(R), Np, Np, Nr, Ng, Na, Ny, Ng y N¢ simplemente cuentan
el nimero de los campos respectivos y son los operadores de la ec. (3.20) para d = 4.

En el caso de una teoria Yang-Mills vectorial no abeliana, como la cromodindmica
cuantica (QCD), la accién es invariante bajo paridad, y la base se reduce a:

08,
Ly, =g 8;1 = —2(Scaaa+ Saaaa+ Scaaaa),

Lw :Nw Sc] - 2SC11;¢, + 2SC11;I¢IA,
La=NaSa=2Sa4a+3Sa4aa+4Saaaa4+ Sqgya— Secpw — Sclaw,
Ly, =Ny Sat = Sl pw + Sclaow + Scl pwa + Sel ¢ww + Savsy + Savsg (5.4)'

con Ny = Ny + Ny — Ny — Ny, siendo Y y Y los campos externos acoplados a las
variaciones BRS de los campos fermiénicos.

Hasta el orden A", una extensiéon cudntica, es decir con funcionales renormalizados
correspondientes a desarrollos perturbativos de funciones de Green, de la base clasica de la
ec. (5.4) viene dada [18] por la accién sobre I'rey, de los operadores diferenciales simétricos
definidos més arriba y el también operador diferencial simétrico gd,. Asi por ejemplo

OI'Ren
g—alze—, Ni,{FRen; NJ}‘/ FRen, NJ}'FRen, Ni’{' FRen; NAFRen; Neren; (56)

que deben entenderse como series formales en h, concuerdan con los funcionales
correspondientes de la ec. (5.4) a orden %°.

Por tanto, y hasta el orden A", cualquier solucién conjunta de las ecs. (5.1) debe ser una

combinacidn lineal, con coeficientes entendidos como series formales en A, de los funcionales
de la ec. (5.6). En particular, u% debe tener un desarrollo en la base cuantica de arriba:

0 0
[u on T P95~ VNG = VNG = YN — Vg N — yaNa — %Nw} I'Ren = 0,

op
(5.7)
para el caso del modelo quiral , y para el caso méas simple del modelo vectorial:
i‘f—ﬂg—fv— Na— YNy | TRen =0 (5.7)
u a,u g 89 YNy — YANA — Yw/NVw Ren — U. .

Esta ecuacién es cierta hasta el mismo orden %™ en que el funcional 1PI renormalizado
satisface (5.1) y constituye la ecuacién del grupo de renormalizacién de la teoria. En
especial, el desarrollo de ual(;w en términos de la base de la ec. (5.6) s6lo es posible si el
funcional renormalizado satisf%ce orden a orden la identidad de la simetria BRS o identidad
de Slavnov-Taylor. Si no fuera asi, la base necesaria contendria tantos elementos como
haya compatibles con las simetrias discretas del funcional 1PI. En general, un funcional
1PI regularizado dimensionalmente arbitrario no satisface la ecuacién (5.7) debido a la
presencia de operadores evanescentes y objetos covariantes “con gorro” como en el caso de
las teorias quirales.



78 Capitulo 5. La ec. del grupo de renormalizacion PARTE 1

Los coeficientes del desarrollo de la ec. (5.6) son la funcién beta y las dimensiones
andémalas de la teoria y son series formales en A. La primera contribucion no nula a estas
series es siempre de orden h, ya que la contribucion de orden mas bajo a I'ren €s la accion
clasica, Sq, y p 6“ = 0.

Esta forma algebraica de obtener el grupo de renormalizacién tiene el inconveniente de
que no tiene una relacién directa con el método de interpretacién mas “fisica” del grupo de
renormalizacién “a la” Wilson [114] pero a cambio proporciona un marco general, potente
y valido para cualquier esquema de renormalizacion.

5.2. Dependencia de la escala en ren. dimensional

Noétese que no se pueden utilizar los principios de accién cuantica regularizada para
obtener una identidad para la dependencia de la escala p ( p ‘9%%) en renormalizaciéon
dimensional minima, ya que en este método de renormalizacién p no es un parametro de
la accién regularizada (Sop + Stet,n ), Sino que es un pardmetro que se introduce “a mano”
en cada integracién de momentos internos en la forma de factor u*~? en la expresién
regularizada del diagrama.

El problema de expresar u % como una insercién en I'ge, de una combinacién
lineal de operadores también fue resuelto por Bonneau [106] dentro del marco riguroso de
renormalizacion dimensional minima. Bonneau dio de forma explicita una férmula similar
a sus ecs. (2.35), es decir una identidad similar a las de Zimmermann, para el caso escalar
y sin contratérminos finitos anadidos a la accién. Aqui necesitamos la generalizacion al
caso de varios tipos de campos cuanticos y externos, con posibles objetos con “gorro” y
con posibles contratérminos finitos anadidos hasta el orden 2™ a la accion, es decir, cuando
la accién generalizada al “espacio de d dimensiones” es Sy + Skt n:

R S Mo

n= O{Jla : 7Jn}Nl>O

w(J) 1PL(IN;)

> ¥ {ren S e i) =T s

r=0 {i1...ir}
1<ij<n—1

PiIO}

< 5 faten[on T TT 0n)os} )0 s
k=n—1 {a/i,=k}
w(J;®)

(=9)" 0"
Z > 2 {r's'p' (! api -

r=0 {i1 - ir}
1<z <n

6pi:

G 0) 87, o) N30 s = pr))

PiZO}
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x o [ <o N[IT{( 1T ) )] ) T . (58)

k=n {a/ia=k}

donde J = {j1,--,Jn}, ¥, w(J) v w(J;®) significan, respectivamente, el grado
de divergencia superficial ultravioleta de las funciones 1PI (¢;, (p1) -+ ¢;, (pn) >;{PIO y

<qgj1 (p1) - ¢j., (pn)N[sq)](pn+1)>§=IO. La barra sobre las funciones de Green 1PI quiere

decir que se han substraido todas las subdivergencias. El superindice N; sobre la funcién
de Green 1PI indica que sélo los diagramas de Feynman con N; “loops” tienen que ser
considerados. Notese que hay una suma sobre el niimero de “loops” y que cada sumando
lleva un factor igual al niimero de “loops” N;.

El polo del residuo simple ( que se abrevia por el acrénimo inglés usual “r.s.p.”) de los
diagramas de Feynman 1PI con las subdivergencias substraidas es un polinomio local en
los momentos externos en el espacio de “d dimensiones” de la regularizacién dimensional.
Por tanto, en general, y especialmente en teorias quirales, contendra objetos “normales”
y “con gorro” (métricas, momentos, matrices vy, etc.) si se toma a g"” y gH” como las
métricas independientes, u objetos “barrados” y “con gorro” si se toma a g*” y g*”. Por
tanto, esta formula podra generar de forma automatica también inserciones evanescentes
(también denominadas anémalas). El significado de X en la férmula es el mismo que en el
de la ec. (2.35). Por tanto, el desarrollo de la ec. (5.8) tiene la forma

8FRen Zrl N[W,] - Tren + er W] TRen

= Zn N[W,] - TRen + Z ' N[W;] - Tren (5.9)

donde W; y Wj denotan, respectivamente, los elementos “estdndares” (no evanescentes)
y “anémalos” (evanescentes) de una base de monomios integrados en el espacio de
regularizacion dimensional con nimero de fantasmas igual a 0 y dimensién ultravioleta
menor o igual que 4 si estamos con el caso de teorias renormalizables por contaje de
potencias. Los coeficientes r;=7; y 7; o #; de la ec. (5.9) son series formales en i (empezando
en i, ya que su calculo involucra el residuo simple de la parte divergente de funciones 1PI).
Otra base alternativa es la formada por W, y Wj, aunque es menos conveniente para teorias
vectoriales, donde en la accién no hay objetos “con gorro” si se regulariza la accién y las
variaciones de BRS utilizando los monomios “normales”, por lo que en la primera linea de
(5.9) se tendria en ese caso 7; = 0.

Por supuesto, si 7; # 0, como en el caso de las teorfas quirales de los capitulos anteriores,
podemos ademas expresar siempre N[Wj] - I'Ren €n términos de inserciones de operadores
no evanescentes N[W;] - I'ren utilizando las identidades de Bonneau para las inserciones de
operadores evanescentes.

Podemos describir de forma verbal la férmula (5.8) de la siguiente manera, si lo que se
desea es calcular los coeficientes a orden 2™, 0 < m < n:
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i) Elijase cada posible funcién 1PI que sea divergente por contaje de potencias (es decir,
que tenga un nimero definido de campos cudnticos y externos)

i1) Calcilese el residuo del polo simple, una vez substraidas las subdivergencias, de cada
diagrama de orden O(h™) que pueda construirse con las reglas de Feynman derivadas
de la accién So + Stct,n ¥ que contribuya a esa funcién 1PI

i11) Multipliquese esta cantidad por el nimero de “loops” del diagrama (que serd igual o
inferior a m, ya que el diagrama podria involucrar contratérminos de 6rdenes inferiores)

iv) Stimese sobre todos los diagramas que contribuyen a la funcién 1PI

v) Siendo la suma una expresién local, sus diferentes sumandos pueden interpretarse como
las reglas de Feynman de una insercién, en el nivel drbol, de operadores compuestos
(normales o evanescentes) invariantes Lorentz e integrados, formados por los campos

de la funcién 1PI de partida y alguna combinacién de métricas, derivadas y matrices
de Dirac.

Haciendo estos pasos para cada posible funcién 1PI divergente, se obtendra el desarrollo
de la ec. (5.9) con los coeficientes de orden O(h™).

Pueden darse expresiones mas concretas y validas para todo orden de cada coeficiente
r; y 7. Por ejemplo, si

W?:/D%A% Wﬁ:/m@A%

W%z/ﬁ%A% W%z/ﬁ%AW (5.10)
entonces

ab _(_i)2 . a b — 1PI 2 _uv
=y N; x coef. del r.s.p. (—ih) <Au(p1)AV(p2:—p1)> de p1° g

~ab _(_2)2 . a b — 1P 2 Apv
=y N; x coef. del r.s.p. (—ih) <Ap(p1)Au(p2:—p1)> de p1” g"",
~ab _(_i)2 . a b — 1PI A2 pu
T2 = — Ny x coef. del r.s.p. (—ih) <Au(p1)Ay(p2:—p1)> de p1° g,

~ab _(_i)2 . b — 1PI ~ 2 AV
=y N x coef. del r.s.p. (—ih) (A%(p1)AS(p2=—p1)) de pr° §*, (5.11)

si se expresan todos los objetos covariantes en términos de g"” y g*”. Lo mismo puede
hacerse con el resto de posibles monomios.

Conviene tener presentes los siguientes puntos sobre la ec. (5.8):

x Esta ecuacién sdlo es correcta si los contratérminos finitos Sget,, = Z:mﬂ R Sf(é? ) son
independientes explicitamente de p. Esto no supone ninguna restriccion real, porque los
contratérminos finitos que necesitamos anadir a la accién para recuperar las identidades
de BRS nunca pueden depender de p, gracias a que para calcularlos sélo es necesario
realizar residuos de polos simples de funciones 1PI con sus subdivergencia substraidas y

esos residuos son siempre independientes de p y de las masas [12,106].
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* La ecuacién original de la ref. [106], correspondiente a la ec. (5.8), reemplaza el
factor Nj, que cuenta el nimero de “loops”, por el operador h a_ah' Esto es asi porque
st mo hay términos de orden h™, m > 0 en la accidn, entonces la potencia en h de un
diagrama cuenta su nimero de “loops”. Pero como hemos anadido a la accién términos
de orden alto en h ya no podemos utilizar # como un contador del nimero de “loops”.
Para solventar esto proponemos la introducciéon de un nuevo parametro I, que divide a
toda la accién, incluso a los contratérminos finitos. Entonces (™~ apareceria como factor
de un diagrama de Feynman de N; “loops”. Nétese que solamente en el limite [ — 1,
los contratérminos finitos servirian para recuperar las identidades de BRS. Por tanto el
factor N; de la ec. (5.8) puede reemplazarse en general por lim;_,; {1 + l% } Gracias a los
principios de accién cudntica, la accién del operador lim;_,, {1 + l% sobre una funcion
de Green 1PI calculada para [ arbitrario puede reemplazarse por la insercién del operador
integrado 1 — N[i(So + Stct,»)] en la misma funcién 1PT a ] = 1.

5.3. RGE en la teoria “gauge” vectorial no abeliana

En esta seccion se presentard una deduccién rigurosa de la ecuacion del grupo de
renormalizacion en teorias “gauge” no abelianas vectoriales y sin ruptura espontanea de
la simetria.

Las deducciones de la ec. del grupo de renormalizacién en regularizaciéon dimensional
que aparecen en los libros de texto sobre teoria cuantica de campos suelen utilizar la
dependencia implicita en g de los campos y constantes “desnudas”. Estas deducciones
presentan el inconveniente de que presuponen la posibilidad de absorber los infinitos
mediante renormalizacién multiplicativa y el caracter algo obscuro de la hipétesis inicial
de la independencia total de p de los campos y constantes “desnudas”.

Aunque para el caso de teorias vectoriales como QCD este tipo de deduccion es correcta
y permite obtener férmulas para los polos de las funciones de Green singulares [115],
aqui presentaremos la deduccién rigurosa basada en la identidad de Bonneau con el doble
proposito de:

x facilitar el paso al estudio del caso de teorias quirales, donde la renormalizaciéon
dimensional “infinita” deja de ser multiplicativa y fallan las deducciones habituales
directas;

* y presentar por primera vez de forma explicita el argumento en teorias no abelianas (en
[106] se hace explicitamente para una teoria ¢4, quedando implicito para teorias “gauge”
una vez que se conoce la teoria general de la renormalizacién algebraica [18]).

La accién de partida es la conocida accién clasica de Yang-Mills en 4 dimensiones:
Scl = Sinv + ng + Sext; (512)

con

Sy = /d% — irﬁF I g f&ﬁw
492 H 2 ’
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St = /d4x Tr % B? + Tr B(9,A*) — Tr& 0"V ,w,

Soxt = / d*z Trp"sA, + Tr(sw + Vs + Vs, (5.13)

donde A, = A7, w,w, B, py ¢ toman valores sobre un dlgebra de Lie de un grupo de Lie
simple y compacto G (7% son los generadores de G en una representaciéon de dimensién
finita dada, normalizada de tal manera que Tr[r%7%] = §%), F,, = F2, 7% = 9,A, —
0vA, —i[A,, A)], Vu¢® = 0,¢0% — i[A,, ¢]%, siendo ¢ cualquier objeto con valores en el
dlgebra de Lie, D, = (0, — 1A, T)v, y 1 representa un conjunto de fermiones sobre los
que estd definida una representacién (posiblemente, reducible) T.

Sc es invariante en cuatro dimensiones bajo las siguientes transformaciones BRS:

s = 1w TP, s = wpTw, sA,=V,w,
sw=1iw? sw=DB, sB=0, spt=s(=sY=sY=0. (5.14)
Ahora escogemos como accion regularizada dimensionalmente la generalizacion
canénica Sy en el “espacio de d dimensiones” de S, es decir, la que tiene la misma
forma, y como transformaciones BRS regularizadas las canénicas, igualmente. Entonces,
la accién regularizada es invariante bajo estas transformaciones BRS en “d dimensiones”
y por el principio de accién cuantica en regularizacion dimensional las identidades de
Slavnov-Taylor regularizadas son ciertas de forma rigurosa (en el sentido perturbativo):

T 6T ST 6T ST 6T 6T 6T 6T
= d —_— —_ - _— _—
S(I) _/dx{T TRy T R s 2 R (w}. (5.15)

Por el teorema 2 de la ref. [13] el principio de accién es vdlido para el funcional
renormalizado st mo hay involucrada una dependencia explicita en d, es decir que la
ec. anterior también es rigurosamente cierta para I'ren, el funcional generador 1PI
renormalizado por substracciéon minima. De igual forma, y por los principios de accién

cudntica son ciertas para los funcionales regularizado y renormalizado, la condicién de

fijacién del “gauge” % = aB+0d,A* y la ecuacién de los fantasmas GI' = { %4—8“ % }F =

0. Como siempre, denotaremos el operador lineal de Slavnov-Taylor con Sr y definiremos
b= SS bd = 850,

Mas aun, los mismos principios de accién cuédntica sirven para establecer de forma
sencilla que los contratérminos singulares son invariantes bajo by y que la renormalizacion
dimensional minima de las teorias vectoriales de Yang-Mills es multiplicativa en el sentido
de que los monomios que puede hacer falta como contratérminos singulares son los
mismos que los de la accién de partida (hablariamos entonces de una renormalizacién
multiplicativa de los monomios de la accién), y en el sentido més restrictivo, de que una
cierta renormalizacién multiplicativa de los campos y constantes de la acciéon genera la
accion de partida mas los contratérminos singulares.

cl?

Por tanto, I'gen cumple las ecs. (5.1). Ya se obtuvo en (5.4)’ una base en la aproximacién
clasica del espacio de funcionales que son inserciones cuanticas de dimension ultravioleta
igual a 4 y nimero de fantasmas igual a 0 y que satisfacen (5.1).
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Por tanto, la ec. (5.7)” es cierta orden a orden. Sélo falta calcular los coeficientes, lo
que se hara siguiendo los siguientes pasos:

* Paso 1: Uso de los principios de accion cudntica en la RGE

Utilizamos los principios de acciéon cuantica en renormalizacion dimensional para
expresar la accion de los operadores de contaje Nx y de las derivadas en términos de
inserciones renormalizadas. Damos el detalle del caso méas complicado.

Considérese la variacién 6A = A, 0w = —w, 6B = —B. Por el principio de accién
cuantica en renormalizacion dimensional QAP3’ de la seccion 2.4 tenemos (Ng — Ng —
NpB)I'Ren = N[0Sp] - 'Ren- Ahora consideremos p y adZ aa Por el principio QAP2 de la
misma seccion, NyI'gen = N[N,S0] - TRen ¥ aaaFRen = N[« ‘950] I'Ren por el principio
QAP1. Por tanto hemos obtenido:

0
NAFRen—(NA—N — N; — N + 20—

da )FRen - N[NASO] 11Ren - N[LA] 1-‘Ren (516)

Los casos mas simples restantes resultan evidentes ahoras:

NoTRen = N[N S0] *ThRen = N[Ly] TRen  NyI'Ren = N[NySo] - CRen = N[Ly] - T'en
0
8 1_‘Ren - N[g SO] 1_‘Ren - N[ g] FRen (517)

Ly, Ly, Ly y Ly vienen dados por (5.4)" con la accién cldsica de 4 dimensiones, S,
reemplazada por la accién regularizada Sy:

a5
=ga—go = —2(Soaa+Soaaa+ Soaaa),

La=NaSo=2Sy4a+3S0aaa+4S0aaa4+ Sogypa—Sopw — Soaw
Lw :Nw SO = SOpw + SO(Dw + SOpr + SOLDwASO§ww + So Ysiy + SOYSQZ) .

Gracias a esto podemos escribir (5.7)” en la forma

. a% + AN[Lg] - =yaN[La]- =¥ N[La] - =7y N[Ly]- | TRen =0.  (5.19)
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* Paso 2: Uso de la identidad de Bonneau (5.8)

Sea Sy + Sset la accidén clasica regularizada de partida mas los contratérminos
singulares necesarios para alcanzar una renormalizaciéon dimensional minima de la teoria.
Introduciendo las “constantes de renormalizacion” Zx tenemos:

So+ Sset = > Zx Sox, (5.20)
X

donde Sy x representa cualquier posible monomio integrado de dimensién igual a 4 con
los mismos coeficientes con los que aparecen en la accidn regularizada de partida. Nétese
que al tener la accién de partida solo objetos covariantes “normales”, es decir, no tener
ningln objeto covariante “con gorro”, todos los contratérminos singulares también estaran
formados por objetos “normales” y serdn de la misma forma que los monomios de la
accion de partida, pues gracias a los principios de accién cuantica, hay una renormalizacién
multiplicativa de los monomios originales de la accién.

Cada constante de renormalizacion es una serie formal de potencias en h:

Zx =1+ hZx(1)+h2ZP + - (5.21)
Si definimos
Zx = Z m I.8.p. Zg(m) ™, (5.22)
m

donde r. s. p. significa “el residuo del polo simple de 7, entonces la ecuacién (5.8) dice
simplemente:

81—‘Ren
op

==Y ZxN[So x] TRen
X

= [ ~Z4aN[So 4] — Za4aN[So a44] — Z4444N[So a444]
- ZWN[SOdesi] - ZWAN[SO FpsiAl — Z5,N[S0 puw] = Z 50 AN[So pa]
- ZwaN[SO CWW] - Zf’wwN[SO Y‘t,bw] - ZY’L/:U.}NI:SO Y@Ew] ’ (523)
donde se ha tenido en cuenta las simetrias discretas y de covariancia Lorentz y que, por

los mismos principios de acciéon cudntica, la accién regularizada con los contratérminos
singulares anadidos satisface tanto la ecuacién de los fantasmas como de fijacién del

“gauge” (py = pu + 0, w).
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* Paso 3: Planteamiento del sistema lineal

Igualando la ecuacién (5.19) (desarrollada utilizando la expresién de los monomios
simétricos (5.18)), obtenida por los principios generales de la teoria de la renormalizacién
algebraica junto con los particulares de la teoria de la regularizacién dimensional, y la
ecuacion (5.23), obtenida a partir de la identidad de Bonneau, que es particular al método
de renormalizacién dimensional, e identificando los coeficientes en Sy x, se llega al siguiente
sistema:

—en Spaa ~Zaa=2B+27a

—en Spa4a —Zaaa=2B+37a

—en Soaaaa  —Zaaaa =28+ 474

— en SO,J,,L/, —21[,1/, = 2y

—en Sygya —Zz/’;qu =54+ 2V

— en Sojw —Zﬁw = —YA T Yo

—en Sppua ~Z50A = Yo

—en Spcww ~Zeww = Yo

— en Sy oy, —qu/,w = Vw

— en Spy g, _Zyl/;w = Yo, (5.24)

sistema que no tiene solucion si las constantes Z son arbitrarias y se toman la funcién beta
y las dimensiones anémalas como sus incégnitas.

* Paso 4: Relaciones entre las constantes del sistema

La renormalizacion multiplicativa de los monomios tiene las siguientes restricciones
(consecuencia directa de que la teoria regularizada preserva la simetria BRS en todos los
6rdenes ) entre las constantes de renormalizacién “infinitas”

Zaaa _ Zaraa _ Zipa  Zpwa

Zaa ZaAaA Zpy Z;

ZCW‘U = Z?’L[)w = ZY'L/_)w = LjpwA (525)

que implican las siguientes relaciones sobre las constantes (5.22):

ZaAn — Zan=Zanan — Zaan = Zyys — Zigy = Zgwr — Zpu
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* Paso 5: Resolucidn del sistema

Teniendo en cuenta estas relaciones, el sistema (5.24) ahora tiene solucién tnica,
rigurosa y valida a todos los 6rdenes en términos de los polos simples de diagramas 1PI de

Feynman:
~ 3 .
B=Zaaa— 924,

YA = ZAA - ZAAAa
1 -~
= ——7-
Y o b
Yw = _ZﬁwA, (527)

que gracias a las relaciones (5.26) también pueden escribirse en la forma, mas adecuada

para la transicion a QED,
VA= Ly = Ly

’)/¢ = —1/221/*}11),
’yw = —Zy—,‘/}w . (5.28)

* Paso 6 (opcional): Transformacion a las variables de campo habituales
N Imente, 1 tant | 1 i fi de factor g—2
ormalmente, la constante g no suele aparecer en la accién en forma de factor g

delante del término bosénico puro, sino en forma de constante de acoplamiento inica en
los vértices y en las variaciones de BRS de los campos.
Para obtener esta forma mas habitual se realiza el cambio de variables

A=gA w=gu',0=9""', B=g'B, p=g7'p, (=g7'(, a=g%. (5.29)

con lo que la accién y las transformaciones BRS adquieren la forma

r _al
cl_S'

mnv

+ Sgt + Sexts
(_)/

1 ),
Silnv = /d4'7’. - ZT‘I.FMV,F,“V + %¢D ldja

/
e = / d*z Tr % B> + Tr B'(9,A™") — Tr&' 0"V ',

S = /d4x Trp'*sA), + Tr('sw' + Ysp + Y s1p,

ext —

F,,=F;m"=0,A,-0,A, —ig[Au, A,
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VW' = 0w —ig[A,, w]?,

Dy = (0, —ig ALT)Y,

s =i gw T, st =i gy TW, sA, =V,
sw =igw? sw' =B, sB'=0, spt=s(=5sY=sY=0, (5.30)

mientras que la ecuacién (5.7)’ cambia a

0 0
[“ on TP, YNy — (va + B)Nar = (Yo + B)Nur | Tren' =0, (5.31)
donde las constantes 3, va, vy ¥ Yw son las calculadas en el paso anterior.

Por tanto, si se escribe la ecuacién del grupo de renormalizacion en la forma habitual

8u+,35045 Das + 0o v 9o

—'YA’NA’ —’)/,(,wa _’Y’(Z)N’L/; —’leNwl _’Y(I}’N(I}’

0 0 0
1

— ’YBINBI — 'Yp’Np’ — ’YCINCI - VyNy - ’YY'N}_’ FRen, == 0, (532)

con ag = g2/(4m), entonces queda demostrado a todo orden en la teoria de perturbaciones
que la funcién beta y las dimensiones anémalas pueden expresarse en términos de polos
simples de diagramas de Feynman de la siguiente manera:

> . . 2 - .
6S: ¢¢A1_2Z¢¢_ZA’AI:EZA’A’A’_?)ZA’A’

QN

_ 1.
Yar = V@ = —yp = =Yy = g Zaar

501’ = —2’yA/ = ZA’A’

1. _ 1. .
Vor = = = §Z¢¢AI —Lgy — ghaa = Lyyy = 5 = Lyyy

1 -~
Y =V ==V = VY = _EZW’

que estan en pleno acuerdo con los resultados de la referencia [116].

Nétese que utilizando las relaciones entre las constantes de renormalizaciéon de los
campos y parametros de la accién y las constantes de renormalizacién de cada monomio
de la accién, la funcién beta y las dimensiones anémalas pueden expresarse en términos
del primer tipo de constantes de renormalizacién.
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5.4. RGE en la teoria “gauge” quiral no abeliana

El formalismo de renormalizacién algebraica, principios de accidon cudntica en
regularizacién dimensional e identidades de Bonneau utilizado en el caso anterior de una
teoria vectorial tiene la ventaja de que también es sistemdtico y riguroso para teorias
quirales en las que haya cancelaciéon de anomalias.

En esta secciéon y a modo de ejemplo detallaremos el método a un “loop” en la teoria
“gauge” quiral no abeliana del capitulo 3. Basicamente, aqui presentamos resultados que
estan contenidos dentro de nuestra publicacién [19].

Recordemos que por la teoria general de la renormalizacion algebraica sabemos que se
cumple la ecuacién (5.7) siempre y cuando hayamos elegido la representacién de la materia
para que no haya anomalia esencial y los contratérminos finitos de la accién para que se
satisfagan las identidades de Slavnov-Taylor renormalizadas dimensionalmente.

La técnica seguird, por tanto, por los mismos cauces que en el caso de la teoria vectorial,
es decir, expresar los operadores p aFRe“ , g 6%;“ y Ny'Ren de la ec. (5.5) como inserciones
en I'gen de productos normales de operadores locales linealmente independientes y resolver
el sistema de ecuaciones lineal para las incognitas [, ’yf/j, 'yfb{,, 'yg, 'y{;,, Y4 Y Yw, que seran

la funcién beta y las dimensiones anémalas de la teoria.

* Paso 1: Uso de los principios de accidn cudntica en la RGE

Por los mismos argumentos dados en el paso 1 de la seccién anterior, llegamos a

8FRen a(SO + Sfct n)
=N : - I'Ren, 5.33
y
N¢, I'Ren = N[N¢ (So + Sfct7 n)] - I'Ren, (5.34)
respectivamente, donde Sg., = Z Sf(ct) representa la suma de todos los

contratérminos finitos anadidos. En partlcular no incluye los contratérminos singulares.
Tanto Sy como Sf(ct) son objetos en el espacio de “d dimensiones”, por lo que la eleccion
en el proceso perturbativo recursivo de su expresion regularizada tiene una ambigiedad
en un objeto evanescente, ambigiiedad que s6lo puede contribuir al orden siguiente en la
teoria renormalizada.

Conocida la accién regularizada y los contratérminos finitos, resulta directo dar el
desarrollo de los operadores regularizados dentro de los productos normales de (5.33) y
(5.34) en la forma:

9(So + Sfct n) Z wgz - Z ﬁ)gjwj ’
J

N¢ (So + Sfct,n) = Z ﬂ)mWi + Z ﬁ)¢jo . (5.35)
{ J
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Por supuesto, utilizando las identidades de Bonneau de la seccién 2.6 se puede expresar
los productos normales de operadores evanescentes en términos de productos normales
de operadores no evanescentes, por lo que junto con los resultados (5.33)-(5.35) siempre
podremos expresar el lado derecho de (5.7) en la forma

aFRen

op Z (= Buwgi + Z V¢ Wei) N[Wi] - Tren, (5.36)
i ¢
donde
Wi = Wi+ Y Wgjcji Y Wi = Wi+ Y Wy i (5.37)
J i

si el desarrollo de las inserciones andmalas es

N[Wj] "T'Ren = Z ¢ji N[Wil - Tren- (5.38)

Necesitamos por tanto, para cualquier orden, una base adecuada de monomios
regularizados integrados {W;} y {W;} de dimensién ultravioleta 4 y nimero de fantasmas
igual a 0. Pero para el célculo en el primer orden &' como los coeficientes de la ec. del
grupo de renormalizacién ya empiezan en el orden A' no se necesita utilizar monomios
evanescentes ni los contratérminos finitos de orden ' afiadidos a la accién para recuperar
las identidades de Slavnov-Taylor, por lo que en nuestro modelo y a orden h', el lado
derecho de la ec. (5.7) es:

OT Ren a8,
aiR =- ,6(1) g (9—1 + Z ’Yél)./\/:]gsc] + O(h2) =
7 g
=BV L,+ Y 4P Ly + O, (5.39)
0

donde L, y cada Ly viene dados por la ec. (5.4) como una combinacién lineal de los
monomios S ... correspondientes de la accién clasica S¢ de partida.

* Paso 2: Uso de la identidad de Bonneau

En el caso del modelo quiral que nos ocupa ya no hay renormalizaciéon multiplicativa y
en los cédlculos de los diagramas apareceran objetos “con gorro” por lo que el argumento
general expuesto en el paso 2 del modelo vectorial de la seccién anterior ya no funciona. No
queda més remedio que utilizar la férmula de Bonneau dada por la ec. (5.8) que expresa a
cualquier orden en % la accién de ai sobre el funcional 1PI renormalizado por substraccion
minima en términos de inserciones de operadores evanescentes y no evanescentes.

La lista de operadores evanescentes que pueden ser generados por dicha férmula es:

* a) Monomios con sélo campos A
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= (90, A97) A7 Wb = [(QA2) AV,
Wa,bc — 8 Aa, AbﬂAcﬂ Wabc = [(9- AP Alecz_/’
4 ©n U
Wabc — fguvpa aaAbu)AauAcp
Warazases = fA%l Aa2P A% faa? — Wéa1a2}{a3a4}7
Wa1a2a3a4 f‘sp,upts AalltA(MVAaSPACM(S.

* b) Monomios que implican fermiones pero no campos externos

WY = [ S0 PLO sy, Wy = [$i " Pri; A
Wi = [L¢;7 PRB)W}, W = [4; 7 Prip; AL,

Wi = [46:7 PO, Wi® = [ 3 Pr; A
Wi = [ 5 74 PLO b, WL = [4;7 PL¢jAg.

* c) Monomios que implican fantasmas pero no campos externos
W = [—020w® = [(0,0%) (07w?),
abc_fw ap, CA%)’ abc_j‘w 8uAbu
Wiged = [ue wacﬁAf_i, Wgbed = [wrwbwew.

* d) Monomios que implican campos externos

WH* = [w* L PLy;, Wi = fqziPRwaLj,
WL = [w® R Pryp;, WiL* = [¢; PLw®R
WiL® = [w® L Pr;, WiL® = [ PLw® Lj,
W”"’ = [w® R;PLipj, WiL® = [; Prw®Rj,
29 = fﬂu OFuwb, ??(I))c = IPZ b Ak,

abc — f(aw wC

La ec. (5.8) conduce entonces a un desarrollo en la forma de la ec. (5.9), que en el orden
Al es
BF n
Re Z S A WA 1 om?), (5.40)
i=1 A,

donde A; denota el conjunto de indices del grupo de “gauge”, W;Ai denota el

correspondiente monomio en 4 dimensiones y los coeficientes r( )4i Gienen dados por las
formulas siguientes, validas a todos los 6rdenes pero que hemos evaluado calculando los
correspondientes diagramas (véase la ref. [19]) en el orden A':

—i)? 1PI
28 ot atrar. (<) G e 475 -
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1 e cnC+ 129 Lom
~ (4m)? L“‘3 Ayt 3 ’
—4)2 1PI
7ab = ( 22) coef. del r.s.p. (—1) <AZ p1)AL(p2=—p1)) de P12 g =
_ 1 ab g . § 1-—o 2
=l ) [TL+R3 CA(3 + )} + O(h%),

Fabe (—_Z) ) a b c — 1P SV =P
75’ === coef. del r.s.p. (—i) (Afi(p1)A}(p2) AG(ps=—p1—p2)) de Py 7"+

(_7’) b 1P SHV_
+ Tcoef. del r.s.p. (—1) <A“(p1)Ac(p2)A (p3=—p1—p2 > de p1'g

w
1 2 be |2 2 3(1—-da)] 9
c®C | =T; —Ca(=+ ——= O(h
( )7 3 Fhias A(3 e +O(R7),
—abc ( ) £ 1 Aa Ab Ac — 1P M =vp
7 coef. del r.s.p. (—i) (A% (p1)AL(p2)AS(ps=—p1—p2)) de pY' g
1 2 e [2 2 3(1-a)] .
-z ST —Ca(c+ 22—
(@r)? 3 c 3 L+R CA(3 + 1 | + O(h%),
Fabe — —( ) coef. del r.s. <A“ )Ab Ac(p3=—p;— lpé
5 3 P pl (p2) (p3_ P1—P2 > € p1 Epvpa =
=0+ 01,

{aiasHasas}  {azasHaias}
T'g =Tg =

1 . a1 203 403 gaa\ i1 ZW1pe Zp3 4
=3 coef. del r.s.p. (—i) (AL A2 AGS ALY de gt g =

~a s [T 20 (- 00

(cealagcea4a2 o Cea1a4cea2a3)+ O(hZ) , (541)

f'?lagagaz; :riala2@3a4} —

1 1PI 2
T} COGf del I.8.p. ( ) <A21A7/§AZ§AICE> de 6#1#2#2#4 = O + O(h )’

0
o _ 1PI - i
FSJ =1 coef. del r.s.p. <¢Bj(—p)1/)ai(p)> de (PPL)ap = W 2¢°a/Cr, + O(R?),
ré’a =i coef. del r.s.p. (—i <¢ﬂg¢azz4“> Y PL)ap =

I

20°C [(1 LA a'cL] (T2)i; + O(R?),

1
" (4r)?

4
_ij . 7 = 1PT v _ ! 2 1 2
710 =1t coef. del r.s.p. <¢ﬁj(—p)7,bai(p)> de (PPr)ap = (an)? Cr + O(Rh7),
——_1PI
7% =i coef. del r.s.p. (—i i) (Y00 A"> de (" Pr)ap =
1 9 1-a o 2
=z Y Cr [(1 - )0+t O/CR] (Tr)i; + O(R7)
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— 1PI —
71} =i coef. del r.5.p. (1gj(—p)%Pai(p)) de (¢PR)Q3 =0+ 0(h?),

7% =i coef. del r.s.p. (—i <wm¢a1A“> F* PR)ag = 0+ O(R?),
1P
79 =i coef. del r.s.p. <7,b’ﬂj(—p)7,bé”.( ) de (]éPL)ag =04+ 0(r?),

—ija

7%* =i coef. del r.s.p. (—i) (v, A“> "de (7 Pr)ag = 0+ O(R?),
1PI 1 —ao

e
46 =i coef. del r.s.p. (—i) (wb(—p)w*(—p)) de p* = ~ e Cag®(1+ 5 )+ O(h?),
abe - - P,
717¢ =(—1) coef. del r.s.p. <wc —p1 — p2)wa(p1)Au(p2)> de pf =

1 a C
=iy O 0(h2)
—abc — b 1PI =4 2
g =(—i) coef. del r.s.p. (—i) (we(—p1 — p2)wa(P1)Au(P2)> de py =0+ O(R7),
1 - 0@
Fabed — =5 coef. del r.s.p. <wbw‘1Ab Ad> de g" =0+ O0(h?),

1 ——— 1P
Fabed — = ISP (—1) (wdwcwbwa> =040,

r?l = coef. del r.s.p. <¢ng sz/)m> e (PL)ag = (427)2 9%/ Ca (Tf)ij + O(R?),
75h® =coef. del r.s.p. (wo ¢m,s¢3ﬂ> e (PR)ap = ( 42)2 9%/ Ca (TR)i; + O(R?),
7% = coef. del r.s.p. (¥ pw?; s¢§a>1pl de g = (4:;_)2 9%/ Ca (TR)i; + O(R?),
739 = coef. del r.s.p. (woehl,; s¢;ﬂ> (PL)ap = (427)2 9%/ Ca (TR)i; + O(R?),
7% = coef. del r.s.p. (jpw; sq/Jia> ' de Pr)ap =0+ O(R?

—ij a

Pl

Tsg = coef. del r.s.p. <w“'¢ia; 37/’jﬁ> de
Z 1PI

7% = coef. del r.s.p. <1P W sY; fa) de

r;]s“ = coef. del r.s.p. <wa¢za’ S¢;ﬂ> de

b _ 3 P
759 =(—i) coef. del r.s.p. (W¥(p1); sA%(pa=—p1)) de pr* =
1 —ao
— C 2 O hZ
a0 On )+ 0,
1
73b¢ —(—4) coef. del r.s.p. <wac sAa> de Gy = ~ ) abe Cag? + O(R?)

1 —1PI 1
rabe — 5 ISP <wcwb; swa> =3

Utilizando las siguientes identidades
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Scaa = (W - W3b), Saaaa = —C;Zc gbe,
Sc1aaa = —ﬁ (CaceCbde + CheeCade) W{ab}{Cd}
Si“lw, 8ig We, Sagya = (T1)ij W,
Sﬁw ! = 04 WIO’ Scw?'zp' A= (T8)ij Wﬁ,
Sclow = 0 W, Sclowa = —c*PCWe,
Sat sy = i ()i Wi, Sarsp = i (T8)i Wi°,
Sat sy = 1 (T8)is Wih", Setrspr = 1 (Te(gy)is Waa "
Set pu = 6% WL, St pua = —cbe Wabe,
Sel canw = — heobe Wabe |

aPRen

resultando que la contribucion de primer orden en /i a p<£e2 puede escribirse asi:

Open 1 5 [8Tiin 10 ,
on @med |32 94 <3+(1 o) )| Saaa

1 (8 T14Rr 4 3
+(47r)292 3 2+ —Cy <§+§(1—a')>] Sc1444

1 [8 T; 2
+W QP22 oy <_§ +2(1— CM'))] Sc1AAAA

372
L2020/ st L 2cp2q’ SR

Tz 9 OL29 Sagy + a9 OR2A Setyrys
1 1—

rTy [(2_(270‘0 CA+2o/CL} S gun (5.42)

1 1—-ao
s (27157 cavaacn) Supu
1 1—do 1
_W g’ (1 + %) Ca Saaw + (an)? 9>’ Ca Sapwa

_I_

1
()’ g’/ Cy [Sa Lsy T Sc1 sy’ T SalLsp T Sal Rsﬁl]
I (1-a)
- 14 =)
et (1057 ) o

1
+—292 OZICA Sclg'ww + O(hQ)

(4m)

2 7
g « CVA Sclpr

1
(4m)2

donde, Ti4r implica una suma sobre todas las representaciones “levégiras” y
“dextrégiras”, es decir sobre todos los “sabores” del modelo.
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* Paso3: Planteamiento del sistema

Comparando las ecs. (5.36)y (5.9), orden a orden, se llega a un sistema
sobredeterminado de ecuaciones lineales cuyas incégnitas son los coeficientes 8 y v4:

—Bwg; + Z Yo Wepi = Ti + Z T‘A; Cji (5.43)
¢ J

donde el indice 7 recorre todos los elementos de la base de operadores no evanescentes
{W;} v los coeficientes c;j; son los dados por el desarrollo de los monomios anémalos de la
ec. (5.38).

En nuestro modelo de ejemplo y a un “loop”, este sistema lineal, con alguna redundancia
ya eliminada, serd el mismo que el dado por la igualacién de los lados izquierdos de las
ecs. (5.42) y (5.39):

* De Sclpr (1) = (4 )2 g « CA)

* De SclAA - 2,8(1) + 27A(1) = (471r)2 92 _%TL;R —Cy (% + (1 - Oz/))i|,
*De  Saaan  — 200 +374W = 715 97 _%TL“" Ca(3+32(1- a’))},
#De  Saaa = 280 +4940 = 1y g® |37~ Ca (-5 +201 - a'))},
* De Sgld_n/f — 2’}’1];(1) = ﬁ g*Cr2«/,
* De S&J,Iw/ — 27R/(1) = (471‘.)2 g2CR2 Otl,
L L _ 1 (l—a')

* De SC“/;,L/}A — 27w(1)+rYA(1)_ Ty’ g2 [(2_ )CA+2a/CL],
* De 831/;'10'1\ — 27¢,(1)+7A(1)— =y g2 [( (1- a)>CA+2C¥’CR],
£De Sagw = 14O +50 = -l e? (14 550 O, (5.44)
* De SclwwA — (1) = (41)2 92 o CA,
* De Sclﬂsw - (1) = (4 )2 g « CAa
* De SC]RS’L/)’ — (1) = (4 )2 g « CA,
* De SclLszE - (1) = (4 )2 g « CAa
* De SCIRS’L/;’ — (1) = (4 )2 g (0% CA,
xDe  Sapn  — —7,4(1) + 7™ = - o (1+ 9522) €,

_)

_)

1) _
* De  Sel¢ww YoM = (4 E g? o Cy.
Notese que en el sistema no intervienen los contratérminos finitos anadidos de orden
1 . . . . . ’
h” ni ha sido necesario considerar los monomios evanescentes en las férmulas de Bonneau.
Ambas cosas serian imprescindibles a la hora de plantear correctamente el sistema (5.43)
2
a orden h”.
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* Paso 4: Relaciones entre las constantes del sistema

Para llegar a (5.44) se han calculado de forma explicita los coeficientes de la férmula
de Bonneau (5.8), por lo que no hay que tener en cuenta ninguna relacién entre constantes
adicional como hicimos en el caso del modelo vectorial de la seccién anterior.

* Paso 5: Resolucidn del sistema

El sistema lineal sobredeterminado (5.44) resulta ser compatible (lo que supone una
comprobacién de la correccién del cdlculo) y su solucién tdnica es:

(47)? 3 2 3
va) = (4;)2 9 (2— 1_20/> Ca,
o) = (4;)2 g% o/ Ca, (5.45)
1 = (41)2 g Cr, = (4%)292 o/ Cr..

Por supuesto, para calcular de forma practica la funciéon beta y las dimensiones
anémalas del modelo no es necesario evaluar los 31 coeficientes de la ec. (5.40), sino que
es suficiente con calcular unos pocos de ellos, ya que hay una gran sobredeterminacion en

el sistema lineal final. Por ejemplo, con fgl)ab, fél) ¥ , fﬂ,) K , 7’"%) ab y Fg},) ¢ hastaria.

Noétese que, a un “loop”, se obtiene el mismo resultado que en las correspondientes
teorias vectoriales [116].

* Paso 6 (opcional): Transformacion a las variables de campo habituales

Naturalmente, como en el caso vectorial, puede elegirse la parametrizacién de los
campos en el nivel arbol tal que los vértices fermionico y de tres bosones lleve el factor
de acoplamiento g y el vértice de cuatro bosones sea proporcional a g?. La misma
transformacion que se dio de forma explicita en el caso vectorial puede hacerse aqui para
llegar a las expresiones de las nuevas dimensiones anémalas (véanse dichas expresiones en

[19]).
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Capitulo 1.

Teorias de campos sobre espacios no
conmutativos.

1.1. Introduccién a la geometria no conmutativa

La concepcién habitual de espacio geométrico se basa en la nocién matematica de
variedad diferenciable, es decir de puntos etiquetados por coordenadas reales, y los campos
sobre este tipo de espacios son entonces meras funciones de los puntos. Se espera que
esta concepcion no sea valida a distancias muy cortas, quizas del orden de la longitud
de Planck, o a energias muy altas. Entre las diferentes alternativas planteadas esta la
de utilizar espacios no conmutativos, a modo de “cuantizacion” del propio espacio o del
espacio-tiempo.

Ya desde los primeros dias de la teoria cudntica de campos algunos, como Heisenberg,
sugirieron [117], que el uso de una estructura no conmutativa en las propias coordenadas
espaciales, ademés de las usuales del espacio de fases, podria proporcionar un regulador
natural para las divergencias en el ultravioleta [118-120]. El éxito de la teoria de la
renormalizacién influyé en que esta via de investigaciéon se abandonara. De hecho,
mucho mas tarde se acabaron construyendo modelos sobre esferas no conmutativas en
los que la deformacién no conmutativa regularizaba la divergencia ultravioleta de la teoria
conmutativa correspondiente [121,122].

En [123,124] la conjuncién de la teoria de la relatividad general y de los principios de
incertidumbre conduce también a la idea de considerar el espacio-tiempo de Minkowski con
una incertidumbre inherente en la localizacién espacio-temporal: para “medir” puntos del
espacio-tiempo con precision arbitrariamente pequena, se necesitaria una cantidad muy
grande de energia, tan grande, que al final por la relatividad general se llegarian a formar
miniagujeros negros que impedirian la localizaciéon més alld de su horizonte. De la teoria
de campos en el espacio-tiempo plano no conmutativo, con alguna hipotesis, de hecho,
se deducen principios de incertidumbre para todas las coordenadas (los razonamientos
siguientes son heuristicos, véanse [123-129] para discusiones mds rigurosas).
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Si un espacio de fases cudntico se define reemplazando las variables cldsicas x?, p; por
operadores hermiticos &, D; que obedecen las relaciones de conmutacién de Heisenberg
(21, Pl = (Sij, lo que tiene como consecuencia las famosas relaciones de incertidumbre, en
un espacio (quizds espacio-tiempo) cudntico puede parecer natural imponer

[£#, 3] = i " (1.1)

donde al igual que el dlgebra de operadores generada por la posiciéon y el momento no
es conmutativa, la generada por (1.1) tampoco lo serd, y se tendrd una relacién entre las
incertidumbres de coordenadas espaciales o incluso las espacio-temporales:

1
Azt Az” > 5 |6+ | (1.2)

0 es una matriz real antisimétrica de nimeros constantes en el caso méas simple.

Puede decirse que los puntos del espacio-tiempo se reemplazan por “celdas” del area del
orden de 0. Esta “difuminacion” del espacio era la base las esperanzas de que mejoraran las
divergencias de las teorias de campos. De hecho, luego acabaria viéndose, que, en general,
esto no es asi.

Connes dio rigor matemadtico al concepto de geometria no conmutativa en espacios
generales [125], introduciendo ademds un célculo diferencial [126-129]. Se construyeron
modelos con campos Yang-Mills sobre el toro no conmutativo [130,131] asi como el
famoso modelo [132,133] en el que el modelo estdndar, con alguna restriccién, resulta
ser la interpretacién de un espacio especial no conmutativo proporcionando una posible
explicacién del campo de Higgs como bosén de “gauge”.

La geometria no conmutativa también aparecié de forma independiente en el contexto
de la teoria de cuerdas abiertas [134] y D-branas [135]. Dentro del mismo contexto, en
[136] se argument6 en favor de una relacién de incertidumbre en la determinacién de las
distancias espacio-temporales. Nuevamente Connes junto con Douglas y Schwarz [137],
en su estudio de las compactificaciones toroidales del modelo de matrices en teoria de
cuerdas, llegaron de forma explicita a una teoria gauge super Yang-Mills sobre un toro no
conmutativo, interpretdndose como el efecto de un campo de fondo tensorial de Neveu-
Schwartz B no nulo. Por otro lado, se encontré que cierto limite de baja energia de una
teoria de cuerdas abiertas que acaban en una pila ("stack”) de N Dp-branas sobre los
que hay un campo magnético constante es una teoria de campos “gauge” sobre el espacio-
tiempo no conmutativo Ry X IR con grupo “gauge” (no conmutativo) U(N) [138].

Esta conexién de la geometria no conmutativa basada en (1.1) y la teoria de cuerdas
ha disparado el interés y el nimero de publicaciones en los ultimos anos por las teorias
cuanticas de campos sobre espacios planos no conmutativos. Otro escenario donde aparece
este tipo de geometria no conmutativa es la descripcion efectiva del movimiento de
electrones en el primer nivel de Landau ante un campo magnético intenso [139,140].
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1.2. Espacio-tiempo plano no conmutativo

Este caso especifico de espacio no conmutativo, tanto en su forma euclidea como de
Minkowski, es una generalizaciéon del procedimiento de cuantizacién usual de mecédnica
cuéntica ordinaria. En esta presentaciéon no se hard ningin esfuerzo de rigor matematico;
para desarrollos més rigurosos véanse [125-129] y sus referencias. Tomando a £* como los
generadores del dlgebra no conmutativa de operadores que satisfacen (1.1), se elige como
correspondencia univoca entre el dlgebra de campos sobre RP y el dlgebra de operadores
la prescripcién simétrica de Weyl [141], que “respeta” la descomposicién de Fourier y que
en este caso se leeria asi:

W[¢]E/(2i_k):D(Z)(k)eikuﬁ“ (1.3)

Asi tenemos asociado a cada campo cldsico o funcién del espacio-tiempo un operador
que actuard sobre un espacio de Hilbert construible con los operadores de creacion y
destruccion relacionados con las coordenadas no conmutantes [142]. Teniendo en cuenta
la formula de Baker-Campbell-Hausdorff estd claro que si 6#¥ # 0, la cuantizacién de cada
funcién no serd nada trivial. Asi, si #¥ # 0 es una constante, lo que asumiremos a partir
de ahora, entonces se tiene

Al Ll Ap _ipgpv r A
ezkum eZkuw e 30 k”kuez(k—i—k Jud , (14)

con lo que puede demostrarse la relacién (véanse [143, 144] para una prueba didéctica)

W(h1IW[h2] = W1 * ba] (1.5)

donde * es el producto “estrella” o de “Groenewold-Moyal” [145,146], frecuentemente
abreviado como de “Moyal”:

oireoie= [

=¢1(x) 696‘17(5 a,ﬁl“’ 6,,) p2()
=¢1(z)pa(x)

> (5) O (D0, 61(2)) (O~ Du (7)) (1L6)

e e E AL Gy (k) (k)

Debido a que de ahora en adelante esta combinacién aparecera con frecuencia, introducimos
la notacién w(p, q) = ——0‘“’qu,,

Una forma equivalente de reescribir (1.6) es

$1(z) ds dk ek (- )¢2(33 +35), k=k,0m, (1.7)
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que hace mas patente la no localidad del producto.

Es decir, gracias a (1.5), existe una realizacién del dlgebra no conmutativa de los
operadores en términos de funciones usuales sobre el espacio conmutativo pero con un
producto deformado [147] especial: el producto de Moyal. Nétese cémo para § = 0 se
recupera el producto ordinario de funciones.

De (1.6) se ve inmediatamente que el producto de Moyal es asociativo. Aplicando
sucesivamente (1.6), se obtiene para el producto de Moyal de varios campos:

a1k 9 v
ox; 8xj

n .
i
. - My 122
d1(x) * - *x Py (x) = Hea:p29
7‘<.7 T1="""=Tn=—=T
Si se define el operador “derivada” como el operador derivacion lineal antihermitico que
satisface

A

05,47 = 67, [0;,05] =0 (1.9)
entonces se cumple [51,)7\/[ f]] = WI[8; f].

Por 1ltimo, si se asume que los términos de superficie se anulan, la integral del producto
de Moyal de dos campos satisface:

45 610) + 62(0) = [P 41 (0)a(a)

lo que permite introducir la traza ciclica

T (WA W) = [ 4% fu(o) oo fula). (1.10)

que coincide con la traza con respecto una base del espacio de Hilbert mencionado antes.
Asi, resulta natural elegir como accion para el caso ejemplar del campo escalar la siguiente:

st = (3 [0 WI61)” + W0 + 001 (111

Noétese que aunque no esté claro como definir la teoria cuantica de campos directamente
con los operadores W[(b], podemos tomar como definiciéon de una teoria cuantica de campos
sobre el espacio-tiempo no conmutativo a la definida de la forma habitual por la accion de
la ec. (1.11), una vez tenidas en cuenta (1.9) y (1.10), es decir

2

Sl¢] = /dda: [%(@L(/)(x))? L

9 A
5 9(2)" + 0(2) x §(2) * $(2) * $(2) (1.12)

Noétese que aunque en el término libre de la accion el producto de los campos es el
ordinario conmutativo, en el término de interaccién el producto es el de Moyal, siendo
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todo el término de interaccién invariante bajo permutaciones ciclicas de los campos. Por
tanto, la teoria libre serd la misma que en el caso conmutativo.

Por ultimo tratemos la covariancia Lorentz de la teoria no conmutativa. La relacién
(1.1) y la accién (1.12) son invariantes bajo transformaciones de Lorentz del observador,
si bien la dependencia explicita en un tensor constante prefijado puede verse como una
violacién de la “invariancia de Lorentz de particulas”, es decir bajo “boosts” y rotaciones
de las particulas. También queda preservada la invariancia ante translaciones en todos los
sentidos, dado que #*" es independiente de las coordenadas espacio-temporales.

Para fijar la nomenclatura, llamaremos componentes “eléctricas” a las componentes §%
de la matriz antisimétrica 9" y componentes “magnéticas” a sus componentes #*, donde 3,
j recorren las coordenadas espaciales del espacio-tiempo de Minkowski. De forma analoga
al tensor antisimétrico del electromagnetismo, se define el vector “eléctrico” 05 o el vector
“magnético” fp a partir de las componentes “eléctricas” o “magnéticas”, respectivamente,
de 0*¥. De esta forma las matrices 6,,,, posibles pueden clasificarse [148] de forma invariante

Lorentz por los valores de los invariantes I, = = 02 B — 62 pely= HB 9E

Diremos que la matriz 0¥ es de “tipo magnético” o “espacial” cuando I; > 0 e I = 0;
de “tipo eléctrico” o “temporal” si Iy < 0e Iy =0y de “tipoluz” si Iy =0e I3 =0
(existen otras posibilidades). Sies de “tipo magnética”, entonces existe una transformacién
de Lorentz que puede anular todas sus componentes “eléctricas”; si es de “tipo eléctrica”,
entonces existe una transformacion de Lorentz que puede anular todas sus componentes
“magnéticas”.

1.3. Teoria perturbativa

Una vez que disponemos de una accién sobre el espacio-tiempo no conmutativo como
(1.12), caracterizada por ser la integral espacio-temporal usual de un polinomio formado
con productos de Moyal de campos y sus derivadas (lo que denominaremos “términos
no-conmutativos locales” atin siendo no locales en el sentido habitual), podemos realizar
una teoria de perturbaciones cuantica sin mas que introducir la accién en una integral de
camino que interpretamos de forma perturbativa, es decir, como la suma formal de los
correspondientes diagramas de Feynman.

Obtendremos unas reglas de Feynman covariantes y una serie de diagramas de Feynman,
a los que, en general, habrd que asignar una expresién regularizada, por si tienen algin
tipo de divergencia. En esta tesis, utilizamos siempre regularizacién dimensional.

Se ha encontrado que las teorias perturbativas no conmutativas asi definidas no son
unitarias si la matriz ,, no es “magnética” [149,148,150-152] o de “tipo luz” [148,153]
y ademds presentan violaciones explicitas de la causalidad [154-156,157] para casos con
fo; # 0. Para evitar estos problemas, supondremos siempre en nuestros calculos del
capitulo siguiente que 6,, es magnética, si bien nunca daremos ningin valor explicito
a los componentes ni indices de la matriz 0,,,, utilizando siempre expresiones formalmente
covariantes Lorentz.
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Reglas de Feynman

A partir de ahora y para abreviar las expresiones, cuando digamos “ordinario”
querremos decir “sobre el espacio-tiempo conmutativo, y cuando digamos “no
conmutativo” querremos decir “sobre el espacio-tiempo no conmutativo”. Noétese que las
teorias “gauge” U(N) ordinarias ya incorporan un grupo no abeliano, por lo que para no

incitar a la confusién, las denominaremos “ordinarias” en vez de “conmutativas”.

Las reglas de Feynman que se leen “directamente” de un término de interaccién no
conmutativo si todos sus productos son productos de Moyal, como por ejemplo el de la
accién (1.12):

/dx d(x) * p(z) * Pp(z) * p(x) =

4

=] [/ (;:;D &(ki)] (2m)2 6(3" ki) Tya (ku ko, kg k), (1.13)

=1

son basicamente las mismas que para la accién ordinaria correspondiente a excepcion de
un factor de fase. Asf para (1.13) se tiene:

F¢4 (kb k27 k3a k4) = H e%w(kl,kz) ' (114)
1<J

Ademas los propagadores son los mismos que los de la teoria ordinaria, por lo que los
integrandos de los diagramas de Feynman seran como los de la teoria ordinaria pero con
factores de fase dependientes de los momentos externos e internos.

Si los propagadores de los diagramas de Feynman se representan mediante una linea,
entonces hay que escribir en los vértices la expresién totalmente simétrica correspondiente
a (1.14). Asi procederemos en nuestros cdlculos explicitos del capitulo siguiente.

Pero para el andlisis tedérico de las divergencias resulta de gran utilidad introducir
la notaciéon de doble linea habitual en los desarrollos en gran N de las teorias “gauge”
ordinarias [158,159] y separar (1.14) en sumandos invariantes bajo permutaciones ciclicas
de los momentos k; pero no totalmente simétricos que corresponden a vértices de lineas
dobles con sus lineas entrantes o salientes fijadas segiin un orden ciclico.

Las diferentes contracciones de las lineas de los vértices mediante los propagadores
de doble linea dan lugar a diferentes diagramas en notaciéon de doble linea que tendran
asociadas cada uno de ellos un factor de fase no conmutativo diferente.

Los diagramas de Feynman de la representacion de los propagadores de una linea,
por tanto, pueden separarse en sumandos “planares” y “no planares” que corresponden a
diagramas, en la representacion grafica con dobles lineas, con la propiedad topoldgica del
mismo nombre. La parte planar resulta estar compuesta por sumandos cuyo posible factor
de fase depende sélo de los momentos externos, mientras que la parte no planar siempre
tiene un factor de fase dependiente de los momentos internos [160,122].
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Divergencias de los diagramas

En el caso de un sumando planar, al menos a un “loop”, las divergencias en el
ultravioleta aparecen en regularizacion dimensional como polos simples en D = 4 cuyo
residuo es una suma de monomios locales, siendo cada monomio el producto de un
monomio en los momentos externos (que serdn “normales”, es decir, sin ninguna métrica
“con gorro” §,,, si en la accién de partida no hay objetos quirales y la regularizacién
dimensional elegida de los objetos covariantes es “normal”) y una exponencial compleja
cuyo argumento es una combinacién lineal de términos del tipo w(pi,p;) (p; y p; denotan
momentos externos arbitrarios). Es decir, que corresponderdn con lo que denominamos
operadores “no conmutativos locales”: operadores polinémicos integrados con productos
de Moyal de los campos y sus derivadas.

En el caso de un término no planar, siempre aparece un factor de fase que depende de
algin momento interno de un “loop”. Entonces esta claro que a un “loop”, y exceptuando
los valores concretos de los momentos externos que hacen que se anule el exponente del
factor de fase de un sumando, su expresién regularizada dimensionalmente es finita en
el limite D — 4 ya que el factor exponencial oscilante hace las veces de un regulador
ultravioleta.

Si se realiza el limite formal 6, — 0 dentro de la integral regularizada, la parte planar
y la no planar tienden a términos que una vez sumados tienen la misma expresion de la
teoria ordinaria. En general, los sumandos correspondientes en la expresién ordinaria seran
divergentes en el ultravioleta si el diagrama es divergente por contaje de potencias. Pero
ya a un “loop” en el caso no conmutativo una de las dos partes, la parte no planar, es
finita para casi todo momento externo. Por tanto, la deformacién de la parte divergente
ultravioleta del integrando no es continua, en general, cuando se pasa de la teoria ordinaria
a la teoria no conmutativa. Es decir, el limite 6, — 0 no es suave, en general, para las
teorias cuanticas de campos correspondientes. Este cambio brusco de comportamiento
convierte en interesante y nada trivial las siguientes cuestiones:

i) {Las divergencias de todos los diagramas, con sumandos planares y no planares, al
menos en teorias con propagadores masivos, se cancelan mediante la adicién a la accién
de partida de un nimero finito de contratérminos para las teorias no conmutativas
cuyas contrapartidas ordinarias sean renormalizables por contaje de potencias?.

it) (La invariancia BRS de la teorfa renormalizada ordinaria en cuestién se mantiene
con la deformaciéon no conmutativa?. ;Se mantiene la renormalizacién multiplicativa
correspondiente que ya exhiben las teorias Yang-Mills ordinarias?. Si asi fuera, se
dispondria de una deformacién no local de las teorias de Yang-Mills nada trivial que
respeta la simetria “gauge” a nivel cudntico, es decir, que es “renormalizable” en todos
los sentidos.

Los calculos realizados a dos “loops” [161] muestran que diagramas exclusivamente
planares de ciertas teorias no conmutativas con masa presentan las mismas divergencias
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que los correspondientes planares ordinarios pero acompanados de un factor de fase de
Moyal. Esto indica que estos diagramas son “renormalizables” en el sentido minimo de
que se pueden substraer sus divergencias en el ultravioleta anadiendo un operador “no
conmutativo local”, es decir, polinémico en el producto de Moyal, a la accién regularizada.

Pero, aunque se cumpliera esta renormalizabilidad minima, en principio, podria ocurrir
que estos operadores locales no conmutativos generados radiativamente no estuvieran todos
en la accion de partida, lo que haria imposible una “renormalizacién multiplicativa”, es
decir, basada en la renormalizacién de los campos y pardametros presentes en la accién de
partida. Por ejemplo, en las teoria de Yang-Mills no conmutativa con grupo U(N), hay
varias posibilidades para formar el término con 4 campos bosénicos utilizando polinomios
con el producto de Moyal. Nuestro cdlculo explicito, que presentamos en el siguiente
capitulo, demuestra que a un “loop” la divergencia en el ultravioleta de cada diagrama
de Feynman que contribuye a la funcién de 4 puntos no presenta la misma forma que el
término de la accion de partida, pero si que lo hace la contribucién total dada por la suma
de todos los diagramas. Ciertos autores encontraron en un principio [162] que la suma
total no presenta la misma forma que el término de la accién de partida, si bien luego
corrigieron sus resultados [163], lo que muestra que el resultado que hemos obtenido no es
trivial.

Ademads, como veremos en la seccion 1.4, la presencia de diagramas no planares, ya
incluso al nivel de “un loop”, genera una divergencia infrarroja en los momentos externos
incluso en las teorias con masa. Denominaremos este nuevo tipo de divergencia en el
infrarrojo, “divergencias infrarrojas no conmutativas” en contraposicion a las habituales
divergencias infrarrojas que presentan las teorias de campos locales sin masa. Estas nuevas
divergencias pueden ser, para modelos generales de teorias de campos no conmutativos,
de tipo cuadréatico o lineal y por tanto, conducir a que subdiagramas en 6rdenes mas
altos de la teoria de perturbaciones presenten divergencias no integrables que impidan la
renormalizabilidad en el sentido minimo usual, es decir a que no sea suficiente con anadir
un nimero finito de contratérminos “no conmutativos locales” [164,165,166,167].

Ya en [164] se sugeria la posibilidad de que en teorias supersimétricas, donde en la teoria
ordinaria no aparecen divergencias cuadraticas, mejorase la situacion y por tanto pudieran
ser teorias renormalizables mediante un nimero finito de contratérminos con productos
de Moyal a todo orden en el nimero de “loops”. Volveremos sobre esto en el siguiente
apartado de este capitulo.

Renormalizabilidad de las simetrias “gauge”

En cuanto a la segunda cuestion, se dio una primera respuesta positiva para el caso
de la teoria de Yang-Mills no conmutativa sobre el grupo de “gauge” U(1) y al orden
de un “loop” en nuestra publicacién [22], que constituia el primer cédlculo publicado de
las divergencias a un “loop” de una teoria de campos no conmutativa con invariancia
“gauge”, asi como el primer ejemplo que aparecia en la literatura de calculo perturbativo
cuantico de una teoria “gauge” no conmutativa (es decir, teniendo en cuenta la parte
de fijacién del “gauge” y los campos “fantasma” asi como las correspondientes variaciones



PARTE I1 Sec. 1.4. El fenédmeno de la mezcla UV/IR 107

BRS de los campos cudnticos). Notese que esta teoria, contrariamente a su correspondiente
ordinaria, contiene autointeracciones de los bosones de “gauge”, por lo que, en principio,
podria ocurrir que no fuera renormalizable multiplicativamente. Mds adelante en [168] se
calculé para la teorfa no conmutativa sobre el grupo de “gauge” U(N) la divergencia a un
“loop” de las funciones 1PI con dos y tres bosones externos y en [163] la de la funcién con
cuatro bosones externos, en ambos casos en el “gauge” de Feynman, mostrandose que los
resultados eran compatibles con la simetria “gauge”. En nuestro trabajo [21], realizado de
forma independiente, se calculé la divergencia de todos los diagramas que contribuyen a
un “loop”, incluyendo los que tienen campos “fantasmas” y externos en las lineas externas,
y en un gauge de Lorentz general, estableciendo de forma completa la renormalizabilidad
de la simetria BRS de la teoria U (V) sobre el espacio no conmutativo plano a un “loop”.

Noétese que la renormalizacion multiplicativa implica que no todos los monomios que
se pueden formar con los campos, sus derivadas y el producto de Moyal apareceran en
las divergencias, y que los coeficientes de los que aparecen deben seguir unas relaciones
precisas. Es decir, implica unas cancelaciones importantes entre los diversos diagramas
para que la suma de todos los diagramas de Feynman divergentes generen contribuciones
con la misma forma que los términos correspondientes de la accién de partida (recuérdese el
caso mencionado de la funcién de 4 puntos) y tal que, ademads, los coeficientes divergentes
de estas estructuras no sean, en principio, valores arbitrarios.

Por supuesto, en estas teorias la renormalizaciéon multiplicativa estard muy relacionada
con la conservacién de la simetria “gauge” o BRS de la teoria cudntica no conmutativa
perturbativa por parte del regulador y del esquema de renormalizaciéon empleados.

Por tanto, ademas del problema de la existencia de la teoria renormalizada a un
determinado orden en el nimero de “loops”, hay que responder a la pregunta de si es
posible fijar la renormalizacién de tal forma que satisfaga las identidades de BRS que
expresan dicha simetria. A falta de principios de accién cudntica vélidos para teorias
renormalizadas con acciones no locales que contienen términos de interaccién del tipo
(1.13), lo mejor que podemos hacer es utilizar métodos de regularizacién que preserven
la simetria correspondiente, y estudiar si la teoria renormalizada asi calculada se obtiene
por renormalizacion multiplicativa “infinita” de la accién “desnuda” de partida. Este sera
el método que se utilizara en el capitulo siguiente, donde emplearemos la regularizacion
dimensional, herramienta béasica de esta tesis, y que preserva la simetria “gauge” en la
teoria regularizada, llegando a la conclusién mediante cdlculos explicitos de que a “un
loop” se mantiene la simetria BRS completa de la teoria no conmutativa renormalizada
por substracciéon minima.

El nimero de trabajos dedicados al andlisis de las divergencias ultravioletas y el
problema, de la renormalizacion perturbativa en teorias de campos sobre el espacio plano
no conmutativo y al de su influencia en aspectos ya clasicos de la teoria cuantica de campos
como la ruptura espontanea de la simetria, las anomalias quirales, las acciones efectivas,
etc. es bastante grande, véanse, por ejemplo, [160-197,139,83-85].
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1.4. El fenémeno de la mezcla UV /IR

En la ref. [165] se descubrid, en relacién con el problema de la imposibilidad de cancelar
todas las subdivergencias, que existe una conexién caracteristica de las teorias de campos
sobre el espacio no conmutativo entre las escalas ultravioleta (UV) e infrarroja (IR), la
famosa mezcla UV/IR o “UV/IR mixing” [165,175,176,198-200,196,182,184,187,201-207]:
los modos virtuales con grandes momentos que contribuyen a una funcion de Green por
un “loop” planar lo hacen con una divergencia UV de la integral, mientras que cuando se
trata de un “loop” no planar lo hacen contribuyendo con un resultado finito a la integral,
pero este resultado finito es divergente en el limite IR de alguna combinacién lineal de
momentos externos. Estas combinaciones aparecen siempre contraidas con 0,,.

Es decir, los sumandos no planares que habiamos visto que eran finitos, por ejemplo a
un “loop”, y para los que el pardmetro no conmutativo actia de regulador efectivo UV,
conducen a resultados que son divergentes en el limite IR de momentos externos o de la
matriz de no conmutatividad 6, hacia 0. Nétese que estas singularidades para momentos
pequenos de la accién efectiva proviene de la integracion de los momentos arbitrariamente
grandes de los “loops”.

En general, puede verse por andlisis dimensional que el grado de divergencia en el IR
de la parte no planar de un diagrama serd el mismo que el grado de divergencia superficial
de divergencia UV de la expresién conmutativa asociada (es decir, con 6 = ( antes
de integrar), salvo cancelaciones que puedan reducir alguno o ambos de los grados de
divergencias.

En especial, los diagramas no planares que por contaje de potencias tienen divergencias
UV cuadraticas o lineales en la teoria ordinaria asociada, podran tener divergencias de
grado cuadraticas o lineales en el limite IR de los momentos externos.

Las divergencias cuadraticas y lineales no son integrables en general, por lo que la
inclusiéon de estos diagramas como subdiagramas podra causar que alguna integral de un
diagrama no sea convergente, pudiendo estropear la renormalizabilidad de la teoria, incluso
alin cuando los propagadores de la teoria tenga masa. Para diferenciar este nuevo tipo
de divergencia infrarroja del ya conocido en teorias locales sin masa, la denominaremos
divergencia infrarroja no conmutativa.

Ejemplo de mezcla UV/IR en la teoria escalar

Veamos un ejemplo explicito de cémo ocurre este fendmeno de la mezcla UV/IR.
En la teoria escalar ¢7 en d dimensiones, los sumandos no planares a un “loop” con
N propagadores contienen, ademés de factores constantes o fases dependientes de los
momentos externos, integrales de Feynman de la siguiente estructura

N .
T(p:) = [ d%k eiP* ¢ 1.1
(pi) / € Z1;[1 (k+ k)2 —m2+i0’ (1.15)
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donde P y cada k; son combinaciones lineales de los N momentos externos p;.

Introduciendo N pardmetros de Feynman z; de la forma habitual se tiene [150]:
N 4 ciPk

I(py)) =" (N-=1)! [ [d d%k

(pz) ? ( ) /[ 53] / [Zz(mz(k ‘l‘kz)Q — mg) —{—iO]N

R iP-k
—iN(N 1)1 / PRI ik / a__ "
i ( ) [dz] e d k(k2—M£)N

—o(—i)™ (2m)4/? / da] =P S ke (pg2)dz-N

Kd/z—N[\/ MZ(P o P)]
V(P o PN

/[da:] - /01 (f[ dmi> 5 (ix - 1) , (1.17)

]\4$2 =m?2—-i0— Zmz(kz)2 -+ (Z 371’%) (1.18)

y PoP = —P2 Se ha tomado el convenio de que todos los cortes de ramificacién se
realizan sobre el eje real negativo y K, representan las funciones de Bessel de segunda
especie y orden a. (1.16) es correcta siempre y cuando m >0y Po P > 0.

(1.16)

donde

Es ficil ver que para el caso de una matriz 6,, de “tipo magnético” o de “tipo luz”
P o P > 0, mientras que para el resto de casos P o P es negativo para ciertas formas de
tender P a 0 (con P real). Por ejemplo, si 89 = —01° = 0, 23 = —032 = 0 y el resto
de componentes son nulas,

PoP=0%(P;—P?) + 0% (P?+ Pj). (1.19)

Ya hemos comentado previamente que el caso “magnético” no presenta problemas de
pérdida de la unitariedad, al menos a “un loop”. En este caso, por tanto, en (1.16) aparece
s6lo una singularidad en el infrarrojo cuando P o P — 0.

Asi (1.15) para la autoenergia a un “loop” en la teoria escalar ¢4 y d = 4 es (siempre
en el caso de pop > 0):
A Atm?
— In
AUr2pop  4Al4r? m2pop

> + parte finita

Si se regulariza mediante un corte en el ultravioleta (“cutoff”) Ayy, tenemos que la
contribucién de los diagramas planares y no planares puede escribirse como [165]:
A Am? . ( 1
— n
QMr2(pop+1/A%y) 4l4n? m2(pop+ 1/A%y)

) + parte finita ,
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En esta expresion, si se hace el limite § — 0 antes que el del regulador Ayvy tienda hacia
infinito, se recuperan las divergencias ultravioletas de la teoria ordinaria correspondiente.
Pero para la matriz 6 fija y finita las expresiones son finitas cuando el regulador Ayy tiende
a infinito, quedando patente el caracter de regulador ultravioleta de la no conmutatividad
de este diagrama no planar.

No localidad e interpretacion dipolar

Puede entenderse el origen fisico de esta correspondencia UV/IR en términos de la no
localidad del producto de Moyal: si un campo ¢ es distinto de cero sélo en una regién
muy pequena de tamano A, entonces ¢ % ¢ sdlo es distinta de cero en una regiéon mucho
méas grande de tamaiio £, donde 6 es el orden de la matriz 9#V [165]. Por tanto, los
modos de altas energias (es decir, pequenias distancias) de las integrales de los “loops”
tienen interacciones de muy largo alcance, y un “cutoff” Ayy sobre esos modos impone
un “cutoft” efectivo en el infrarrojo de orden GLA sobre los modos de bajas energias de la
accion efectiva.

En esta linea, puede interpretarse que una particula moviéndose con momento P a
lo largo de un plano espacial no conmutativo asemeja tener una extensién espacial de
tamano del orden de |#P| en la direccién perpendicular dentro de aquel plano [199]. Nétese
que a mayor momento, mayor tamano efectivo. La integracion, por tanto, de momentos
arbitrariamente altos en un “loop” conduce por tanto a fenémenos de larga distancia como
las divergencias IR. Esta interpretacion “fisica” de la no conmutatividad se se denomina
interpretacién dipolar [208-212,199,157].

Teorias no conmutativas sin divergencias infrarrojas daninas

Teniendo en cuenta todo lo mencionado hasta ahora, resulta muy interesante encontrar
teorias no conmutativas renormalizables en el UV que por lo menos no contengan
divergencias cuadraticas o lineales en el limite IR no conmutativo, porque entonces podrian
ser teorias perturbativas bien definidas. Nétese ademéds que las divergencias infrarrojas no
conmutativas cuadraticas de la autoenergia modifican la relacion de dispersion de tal forma
que pueden dar lugar a inestabilidades taquiénicas [213,214,203,16].

Si las teorias en cuestion unicamente contuvieran divergencias infrarrojas no
conmutativas de tipo logaritmico, podrian estar bien definidas pero, en general, no dejarian
de poseer esa relacién tan peculiar entre las escalas UV/IR que no tiene parangén en las
teorias locales ordinarias.

En un principio [165] se conjeturé que habria una correspondencia perfecta entre las
divergencias UV e IR (entendiendo siempre esta dltima en el limite IR no conmutativo).
Ademads, en las teorfas “gauge” ordinarias, gracias a la simetria “gauge” las peores
divergencias UV que aparecen de forma efectiva son logaritmicas, y como ya se habia
encontrado que algunas teorias “gauge” no conmutativas seguian respetando la simetria
“gauge” a un “loop” [22], puede resultar natural esperar [165] que en las teorias “gauge” no
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conmutativas correspondientes las peores divergencias IR no conmutativas también fueran
logaritmicas, dando esperanzas, por tanto, a que fueran teorias bien definidas a todo orden.

Pero ya en la teoria “gauge” no conmutativa sobre U(1) se estropea la correspondencia
perfecta entre las divergencias UV e IR [174-176,187,199,203] ya que los diagramas planares
tienen el mismo comportamiento UV que la teoria “gauge” ordinaria, es decir logaritmico,
pero aparecen nuevos términos no logaritmicos en la accién efectiva a un “loop” en el
limite IR no conmutativo. Ademas si se anaden fermiones, su contribuciéon a un “loop”
a la autoenergia del fotén es planar y divergente, por tanto, sin divergencia IR asociada.
Lo tnico que sigue manteniéndose es el hecho de que los coeficientes de los logaritmos de
las divergencias UV e IR coinciden en las teorfas “gauge” puras [187]. Se ha intentado
justificar esta relacién desde el punto de vista de teorfas de cuerdas (véanse [215] y sus
referencias).

En el capitulo tercero de esta parte de la tesis, mostraremos nuestros calculos explicitos
completos que concluyen que la contribucién divergente IR en el caso de las teorias “gauge”
no conmutativas sobre U(N), con N arbitrario, no es logaritmica, sino de comportamiento
cuadratico y lineal, aunque respetando siempre la simetria BRS de la teoria.

Los modelos més prometedores en los que se espera que no aparezcan divergencias
IR no conmutativas peores que las logaritmicas son los proporcionados por las teorias
supersimétricas en cuyas teorias ordinarias correspondientes se cancelan las divergencias
UV no logaritmicas. Calculos explicitos han mostrado como tampoco aparecen las
correspondientes divergencias IR no logaritmicas en la teoria de campos no conmutativa
correspondiente a un “loop” [199,200,182,184,202,193,203,204-207|, extendiéndose este
hecho mediante argumentos rigurosos a todo orden en ciertos modelos [166].

Ma3s atin, en aquellas teorias supersimétricas con funcion 8 nula, como la teoria super
Yang-Mills N' = 4, resulta plausible que ademds también se cancelen las divergencias
logaritmicas, dando lugar por tanto a teorias bien definidas y sin la mezcla anémala entre
escalas UV e IR (ver sugerencias y célculos explicitos en [199,201,193,207]).

Pero, estudios recientes [16] muestran que aunque este tipo de teorias estuvieran bien
definidas, presentan problemas de viabilidad desde el punto de vista fenomenolégico. Por
ejemplo, en QED no conmutativa con N' = 4 y ruptura explicita suave (“soft”) de la
supersimetria, las relaciones de dispersion incluyen una polarizacién del fotéon con masa,
y parece necesario un increible mecanismo de ajuste entre las masas de los términos de
ruptura explicita de la supersimetria para generar un masa suficiente pequena del fotén
compatible con la realidad observada.
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Capitulo 2.

Teoria de Yang-Mills sobre el espacio
plano no conmutativo.

2.1. Accién y reglas de Feynman

Como ya se menciono en el capitulo anterior, construiremos la teoria cuantica de campos
perturbativa utilizando la accién en términos de campos usuales pero con el producto
deformado de Moyal y eligiendo como reglas de Feynman las que se leen directamente de
la accion. Los calculos de esta seccién seran covariantes, es decir manteniendo en todo
momento 6,,, como un objeto algebraico sin valor explicito para sus indices, si bien no
hay que olvidar que cuando 6, sea “eléctrica” la teoria perturbativa asi tratada pierde su
caracter unitario.

La teoria de campos U (V) sobre el espacio-tiempo de Minkowski no conmutativo viene
dada por la acciéon de Yang-Mills

1 v
SYM:_M/T‘I.(FMV*FN )(.CL'), (21)
donde F),, (z) es
Fu (@) = 044, — 00 A, — i{ Ay, A bi(), (2.2)

donde {A,, A} () = (A, x Ay)(z) — (A, x A,) () el el conmutador de Moyal.

El campo de “gauge”, A, es una matriz hermitica N x N, (4,)% = Zi\zgl A% (T,)Y.
Elegiremos como generadores hermiticos de U(N) a T°, normalizados de tal forma que
Tr T, Ty = TROab, 8i a,b> 1, Ty = tr Iyxn con (tr)%> N = Tr. Aj, es una funcién vectorial
real sobre IR*.

Esta accidn es invariante bajo las transformaciones “gauge” que tienen la siguiente
forma infinitesimal: A, (x) = O A + i{A,, A}« (2).

Nétese que se considera el grupo U(N) y no el grupo SU(N), ya que este tltimo
grupo no puede realizarse incluso ni para N = 2, al menos con este conmutador de
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Moyal y campos elegidos, sobre un espacio no conmutativo plano [216]. Ademads, si se
introdujeran fermiones siempre habria “cuantizaciéon de la carga” debida a los términos
de autointeraccion de la accién. Asi para la electrodindmica cuantica no conmutativa las
cargas “eléctricas” sélo podrian valer 1, 0 6 —1 [174,175].

El generador funcional de las funciones de Green que da lugar a las reglas de Feynman
aludidas en el primer parrafo es

Z[J] =N / D(w)er 15+ ] el @)} (2.3)

donde ¢ denota de forma genérica los campos “cuanticos” de la teoria y la integral de
camino se define perturbativamente como un desarrollo forma en términos de diagramas
de Feynman como siempre.

Como la accién de Yang-Mills elegida es invariante bajo transformaciones “gauge”,
su término cinético no tiene inversa y es necesario un proceso de fijacién del “gauge”.
Lo haremos, como siempre en esta tesis, utilizando el formalismo de BRS. Por tanto,
introducimos los campos de “fantasmas” ¢ y ¢, el campo de fijacion de “gauge” B y
definimos las transformaciones BRS asi

sA,(xz) = Dyc(z) = 0yc(x) + i{AL, c}(x), sc(x) = b, sb(x) =0, sc(z) = —(c*c)(z).

Para facilitar la renormalizacién de los operadores compuestos sA,,(z) y sc(z) que aparecen
en estas transformaciones, también introducimos como es habitual en el marco de la
renormalizacién algebraica los campos externos p,(z) y {(x) que se acoplan a ellos [18].

La accién clasica invariante bajo BRS con una condicion de fijacion del “gauge” de tipo
Lorentz arbitraria es:
Sa = Sym + Sgt + Sext: (2.4)

donde Sy s es la accién de la ec. (2.1) y
1 4 _ A
Set = — | d°z Tr s[cx (5B + 0,4%)](x),
Tr 2
Sext = /d4m Tr (p“ *xsA, +(* sc) (x), (2.5)

donde A\ es el pardmetro de fijacion del “gauge”.

Teniendo en cuenta que

N2_1 . . - .
> (TR (T = Trdl o], (2.6)

a=0

se obtiene como propagador para la teoria de perturbaciones

4 ' . ) ) H1mi2
/ (;lwz))ze"”‘”“_“) —(pzz) Trg? 62 61 |ghhe + (N - 1)P—| (2.7)
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donde X' = )/g?. El resto de propagadores y vértices covariantes que se obtienen
directamente de la ec. (2.4) por las técnicas habituales se han representando en las figuras
3y 4.

Notese que se dan las reglas de Feynman en la notacion de doble indice de 't Hooft
[158], que serd muy Ttil para separar la parte planar de los diagramas de la no planar.
No se expresan las exponenciales en términos de funciones trigonométricas, ya que todo el
calculo se hara mediante computacion simbdlica por ordenador, donde resulta mas sencillo
utilizar propiedades de la exponencial que de las funciones trigonométricas.

Para el caso U(1l) (N = 1, Tr = 1), es decir, la teorfa gauge “abeliana” sobre el
espacio no conmutativo, las reglas de Feynman correspondientes se obtienen a partir de
las de una teoria de Yang-Mills SU(N) no abeliana en un espacio conmutativo si se hace
la substitucién ¢y, 45405 — 2sinw(pe,ps), donde pa y ps representan respectivamente el
momento transportado por las lineas cuyo indice de color son as y a3 y Cq a,a5 SOD las
constantes de estructura de la teoria SU(N). Es decir, la teoria U(1) sobre el espacio
no conmutativo parece corresponder con una teoria SU(N) sobre el espacio conmutativo
al menos en el nivel arbol, si bien, no tiene constantes de estructura correspondientes
a un grupo de Lie. Mads atn, los diagramas de Feynman de nuestra teoria U(1) cuyos
correspondientes en la teoria SU (V) conmutativa son finitos, resultaran ser también finitos.

Para una expresién de las reglas de Feynman de la teorfa U(NN) en espacio no
conmutativo en notacién trigonométrica véanse las referencias [168,163].

Las manipulaciones formales habituales de la integral de camino conducirian a la
identidad de Slavnov-Taylor para el funcional 1PIT'[A,, B, ¢, ¢; p,, C]:

o' or or ér or
— 4 - - __ | =
S(F)_/der [5p“5AM+5C5C+B5c 0. (2.8)

identidad que se satisface trivialmente en el nivel arbol.

Esta identidad gobierna la simetria BRS de la teoria a nivel cudntico en las teorias
“gauge” habituales.

Como los diagramas de Feynman formales que contribuyen a I'[A,, B, c,¢; py,(]
tiene divergencias ultravioleta no estd claro que el funcional 1PI renormalizado, si se
puede construir, satisfaga las identidades de Slavnov-Taylor: es decir, podrian aparecer
anomalias. Uno de los resultados centrales de nuestro trabajo es que a 1 loop y tanto para
U(N) como U(1) el funcional 1PI renormalizado por substraccién minima en regularizacién
dimensional existe y satisface directamente las identidades de Slavnov-Taylor.

Este resultado no es evidente a priori. De hecho, es de interés porque proporciona
un ejemplo de teoria con término cldsico de interaccién no polinémico en los campos y
sus derivadas que es preservado por la deformacién cuantica. O visto de otra forma, se
ha encontrado una deformacion de la teoria Yang-Mills usual que mantiene la invariancia
“gauge” al menos a 1 “loop”.

Para el caso de 1 “loop” (2.8) se reduce a

BT, = 0, (2.9)
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0) plp2 11 b
G( )N © .211.172(]{; — TRQ2 6.72531 ( Z) [9“1“’2 +()\I l)k k 2]

0TI o b= ks ) =

zw(k1 ko) _ 5j2 5?3 52'1

i [593531532 72 gl g

g?TR 21 %2 1

[ghiP2 (K — ko)B3 + gH2k3 (ko — k)M 4 gH3l1 (k3 — kp)H2]

e—iw(kl,kg)]

0§ JRS B TSI (o) oy, kg, ey = k1 — o — ks) =

1 5]4 6]1 6,72 5_73
g2TR i1 12 13 a4
(2gH1Hs gh2ba — gHiba ghalts — gH1i2 g3 lha)

+(1243)+ (1324) + (1342) + (1423) +(1432)

etlw(k,k2)+w(k3,k4)]

(0)]192(79)— Tr 5]2531 %

CC 2112 11 12 k_

zSccAle TP kg, k1, k) =

ik} e—iw(k1,k2) 51263 531 _

Wy eiw(kl,kg) 5j 5j15j2
TR 1 12 ’111 ’L'z 7

Reglas de Feynman para la teoria de Yang-Mills U(N) sobre el espacio no
conmutativo: Propagadores y vértices sin campos externos.

§5Sa 6
SA® 6,

5501 i
0¢ dc

5S4 6 5
T s
sc oc T Use

Spk A,

es el operador lineal de Slavnov-Taylor.

PARTE II

(i7 k1) denota una permutacién de
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Figura 4: Reglas de Feynman para la teorfa de Yang-Mills U(N) sobre el espacio no

conmutativo: Vértices con inserciones de las variaciones BRS.

2.2. La divergencia ultravioleta a un “loop”

Como se explicé en el capitulo anterior, si se dividen las reglas de Feynman en cada uno
de sus sumandos ciclicos, entonces s6lo los diagramas planares pueden tener divergencias
en el ultravioleta, y las tnicas funciones 1PI divergentes serdn I'ga, I'aa4a, Taa44, Tz,
Tzae; Tyes Tyac y THee

Como siempre en esta tesis, se ha empleado regularizaciéon dimensional para regularizar
las integrales de Feynman. La regularizacién dimensional de un diagrama se define asi: en
primer lugar, expresamos todos los factores trigonométricos, de haberlos, en términos de
funciones exponenciales; en segundo lugar la medida cuatridimensional pasa a ser (ng’)’ll y
cualquier expresion algebraica habitual tiene su objeto correspondiente en “d” dimensiones
segun las reglas de la ref. [12]; en tercer lugar, la integracién gaussiana sobre los momentos
en d dimensiones se realiza en la forma usual mediante la introducciéon de parametros
de Schwinger, lo que acaba conduciendo a integrales sobre el espacio de parametros de

Schwinger:

! ! /ood m—1 o —aip] (2.11)

= ;o e Py .
@)™ T(m) S "

y en esta expresion final d pasa a ser una variable compleja con los objetos formales
satisfaciendo las reglas algebraicas de la ref. [12]. Lo tinico nuevo es la matriz antisimétrica
O*v es decir, O = —O*  que aparece dentro de las combinaciones w(p, q) = —%O“Vpuq,,,
que puede suponerse de rango cuatro y con la propiedad —p,p* = p,0"?g,,0°"p, > 0
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si p # 0. Estas propiedades son s6lo compatibles con espacios de dimensién par, por
tanto , y para evitar posibles inconsistencias, introducimos el objeto algebraico 8*" en
“d dimensiones” como si fuera “intrinsecamente de 4 dimensiones” es decir, teniendo las
siguientes propiedades:

elwgup =0, o* = _9”#, eupgpoemjpupu > 0si ﬁu 7é 0, ﬁu = gp,upu- (2'12)

Como veremos en los calculos a un loop, las divergencias no se van a mezclar con
la posible diferencia entre distintas regularizaciones de 6*¥, por lo que, a los efectos,
esta ultima apreciacion serd irrelevante, en contraposicién al caso de 5 estudiado en los
primeros capitulos.

En [22] presentamos el primer célculo realizado de la contribucién divergente en el
ultravioleta completa a un “loop” de todas las funciones de Green 1PI divergentes de una
teorfa “gauge” sobre el espacio no conmutativo, en concreto para la teoria U(1). Y en [21]
generalizamos el cdlculo, también por vez primera de forma completa para el caso genérico
de U(N), si bien en [168] se habia presentado previamente la divergencia de las funciones
1PI de 2 y 3 bosones y en [163] la de 4 bosones de forma independiente. Los resultados
comunes coinciden.

El célculo es directo utilizando las reglas de Feynman de las figuras 3 y 4 asi como los
resultados conocidos para las integrales divergentes habituales que aparecen en cédlculos de
teorfas a un “loop” sin masa. Nétese que a diferencia de [168] no distinguimos entre bosones
de la parte U(1) y de la parte SU(N). Asi las reglas de Feynman son mucho més sencillas
y el cdlculo simbélico puede realizarse de forma automaéatica mediante un programa mas
sencillo. Ademads siempre trabajamos con las reglas de Feynman totalmente simetrizadas
y su representacion en forma de vértices y propagadores de lineas simples (es decir, no
dobles). Se distingue facilmente las partes planares de las no planares por la dependencia
en el momento interno del factor de fase o por los factores de color de cada sumando.

En el limite 0¥ — 0, la accién clésica tiende a una teoria ordinaria con simetria
“gauge” U(N). Pero dadas las caracteristicas novedosas, no resulta trivial deducir el
comportamiento de la teoria no conmutativa a nivel cudntico a partir de su contrapartida
ordinaria, en especial, si se sigue conservando la unicidad de la constante de acoplamiento
0, lo que es lo mismo, la invariancia bajo las transformaciones BRS no conmutativas dadas
por (2.3). Por tanto, resultan necesarios célculos explicitos como los que presentamos aqui.

En el apéndice D damos el resultado diagrama por diagrama de la parte divergente,
obteniéndose en total y siempre a un “loop”:

F(AA) (polo)]1]2 (

H1p2 1112 ) (_ - ()‘/ - 1))N5512 5521 <p2 gu1u2 _pulpp,2>
olo) 132 3
Effﬁzﬁ)?, (pol )‘31521‘,7; p17p27p3 ( ) ( - 5()« - 1))

N [ —zw(pl ,p2)632 533631 _ zw(pl,pz)(sjs 5]15J2]

2 713 12 13
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((p1 - p2)usgu1u2 + (p2 — p3)mgu2u3 + (ps — pl)uzgmus)
olo e .. 2 2
1(1?32?1?1111(1) : )5111]221]:1{14 (pl,p2,p3,p4) :(W) (g -+ 2()\/ — 1))

N 6]4 (591 5]2 (593 ilw(p1,p2)+w(ps,pa)]

12 713 "4

(2gu1usgu2ﬂ4 gu1u4guzus gu1p2gp3u4) +
(1243) 4 (1324) 4 (1342) + (1423) + (1432)

(e, (polo)zjgll (p1) = — (L) g2 (1 _ XZ— 1) N(SJ25J1

(4m)2%e e
2
A lo)J271 J _ 2 I
r(ccA), (po 0)1;11 z:u(p27p1’p3) _(7(47r)2€) g (1 + (N = 1))

N [e‘iw(f’l’m)&ff 522 671 — etwprp2) 68 51 5{;} Py

2 A —
(cp), (polo)J1 j2 — 2 _ J2 i1
. b (P1) "((47r)2e)g Tr (1 )‘5 % PLis
['(cAp), (polo) jij2  Js

o2
frtapsts s (P12 P20 P3) = _7’((47)2 ) 9’ Tr (1+ (X = 1))

N [ —zw(pl,pg)(sh 533 5]1 _ eiw(pl,p2)6j3 5]1 6]2}
11 12 13

9#2#3

!
1 (eed); (po O)le f;f; (P1,p2,p3) = (

) 9T (1+ (X - 1)

N [ —'Lw(m ,p2)6_72 (533 5]1 _ zw(Pl,Pz)égf 5321 55;} , (2.13)

donde d =4 — ¢ y (ijkl) representa la correspondiente permutacién de los indices

Este resultado para U(N), que es el de nuestra publicacién [21], coincide con el de
nuestra publicacién [22] sin mds que particularizando al caso de U(1), es decir, N = Tp = 1:

P20 =~ () (5 ) (s =77 g00c)
(AAA)

Fm,@% (p1,p2,p3) i<(47r2)2s> (%7 —3A ) Siﬂ[w(p2,p3)]

((pl - pS)uagmu:a + (p2 - pl)u3gl£1u2 + (p3 - p2)u1gl£2llls>
(AAAA)

2 4
]-—‘;1,1“2#311'4(pl’p2’p3’p4) ((47'(' 25)(5—2)\’)

\_/

4[Sln[w(p 2)] sinw(p3, Pa)| (91 ps Gpapa — GpsppaGpaps )+
sin[w(p1, pa)] Sm[w(pSap2)](guzu4gmus - gu4usgu1u2)+
Sln[w(p4,p2)] in[w(p3, P1)](Gpuaps Jpops — gH1M4gM2H3)]

=~ () (o 1)e's
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T (5, . ) = - ( S5z ) (V) (1) 2 sinf(p, o)

(Cp) :( )2 (3 )g Dy

Fffwi) D1, P2, P3) ( 2£> (AIQQ Gy > 2 sinfw(pr, p2)]

1) (py, pa, p3) =( E %) sin[w(p1,p2)]; (2.14)

[0

Nétese que la estructura en momentos de la contribuciéon singular calculada tiene
la misma forma que los términos de S¢, de tal forma que parece plausible que estas
contribuciones puedan ser substraidas minimamente por renormalizacion multiplicativa de
los campos y parametros de la accion invariante bajo las transformaciones BRS. Para ello
las contribuciones divergentes a las diferentes funciones 1PI han de tener los coeficientes
relativos adecuados. Y asi resulta ser con:

gonZEZS]g, )\O: ZA)\u AOu: ZAA;M BO: ZBB7

Pop = ZpPus CO = Z§ Ca co= Z.cC y Co= Zééa (2-15)
y
1 11 1 1
7, =1— ON — ¢*Tr., Z 1— 2N [1 — 1] ¢*Tr. (2.16
g (47() 6 g 1R, £4A = (47r) [ +4( )]g R ( )
1 3=X 1
2.2, =1+ -— = " ®>Ta N, Z:Z47.=1— —— N¢g>’Ts N
C C + (477)28 2 g R 9 C A C (477)26 g R b]
1 _
ZeZ:=1- () NgG*ToN, Zp=2"2\=2% v Z,=Z. (2.17)

Noétese que, a priori, esto es sorprendente, porque aunque las divergencias presenten la
misma forma que la teoria en el caso del espacio conmutativo y el factor de fase se respete
por el andlisis de Filk [160], algunos sumandos de los integrandos, los no planares, pasan
a ser de forma discontinua convergentes, alterdndose por tanto el coeficiente numérico
global de la divergencia de cada diagrama al pasar del caso del espacio conmutativo al no
conmutativo.

Por supuesto, el hecho de que se mantenga la renormalizacién multiplicativa en el
caso no conmutativo, es consecuencia de que la teoria regularizada dimensionalmente es
invariante bajo BRS. Es decir, como en el caso de las teorias vectoriales de Yang-Mills
en el espacio conmutativo, el hecho de que las constantes de renormalizacién “infinitas”
o singulares Z conviertan en funciones finitas en el ultravioleta a las funciones 1Pl cuya
contribucién singular viene dada por la ec. (2.13), es consecuencia de que la contribucién
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singular de T'®°1°) 4] funcional 1PI dimensionalmente regularizado puede reescribirse en
la forma

P00 — o [ e T (B s F)(@) + b X (2.18)
R

donde a un “loop” hemos obtenido

X = /ddx Tr <a1(pu + 0,¢) x A, — a2§*c) (z),

1 22 1 3+ N 1
= — NT 2, = NT 2’ = )\INT 2’
¢ lmyze 3 TR TG0 g R G2 =F e, A VIR

y bg es el correspondiente operador lineal de Slavnov-Taylor en “d dimensiones”.

La ec. (2.18) tiene una forma explicitamente invariante bajo BRS y como en el caso
conmutativo tiene dos partes, el término de Yang-Mills es cerrado bajo bg mientras que el
segundo término es exacto bajo by (b3 = 0). Mds ain, se tiene las mismas relaciones que
en la teoria Yang-Mills sobre el espacio tiempo conmutativo:

Zg:1—g, Za=1+a1, ZeZoe=1—a1+as, ZeZaZc =1+ as,

ZeZ2=1+4ay, Zp=23" Zx=23 vy Z,=Z (2.19)

y los valores de las constantes multiplicativas son las mismas que las del caso conmutativo
pese a que ahora s6lo una parte de la integral es divergente.

Definiremos el funcional 1PI renormalizado por substraccién minima (MS) a orden h,

(1), MS .
I'ten’” ~, como siempre:

ren

PMS = LIM. | TH),, — D@0, (2.20)

donde I‘gr){eg denota el funcional 1PI dimensionalmente regularizado a orden & y I'(®el)
viene dado por la ec. (2.13). El limite ¢ — 0 se toma tras haber substraido el polo. Se
sobreentiende que ademas todos los objetos covariantes algebraicos de “d dimensiones” se
reemplazan por sus equivalentes en 4 dimensiones [12]; esta operacién es la que hemos

denominado por LIM. Como Fg}){eg es invariante bajo las transformaciones BRS, es decir,
satisface la identidad de Slavnov-Taylor a orden A

bal Seg = 0, (2.21)
el funcional 1PI renormalizado rﬁig’ MS también es invariante bajo las transformaciones

BRS:
Br),Ms g, (2.22)

ren
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Por tanto se concluye que la identidad de Slavnov-Taylor (ec. (2.8)) es valida al orden h.
Esta afirmacion no es rigurosa a todo orden pues no existe ninguna prueba de un principio
de accién cuantica para la teoria regularizada dimensionalmente, que incluya el tipo de
interacciones como el de aqui. La estructura de la regularizacion dimensional hace pensar
que la teoria regularizada dimensionalmente es invariante bajo BRS.

Como se ha obtenido una renormalizacion multiplicativa, podemos utilizar las técnicas
habituales de los libros de texto para obtener la ecuacién del grupo de renormalizacion
para ['MS:

0 0 5 MST L ,
Hon ~Pag 0 Z% /d z $(2) 5 59(@) INnld:g,0", 0] =0, (2.23)

donde los campos se han denotado por ¢. Noétese que tenemos un pardmetro dimensional,
0*¥, que es una variable del grupo de renormalizacién a través del funcional generador de
las funciones 1PI. Con la expresién calculada de la divergencia a un “loop”, se obtiene
como funcién beta a un “loop” de la teoria

dg> 1 22
2 4
—NT . 2.24
y
I 3+ X 9 1, 5
’)’A—+8?( 5 )NTRg, ’)/c——l—8?)\NTRg,
Yo =Ve=9B= Y4, OrA=—27aA Y= —"e (2.25)

Hay que resaltar que incluso para el caso U(1) la teoria es asintéticamente libre, al igual
que las teorias Yang-Mills puras no abelianas sobre el espacio-tiempo usual conmutativo.

De igual forma, debido a que

ST (polo) 0 ST (polo) e ST (polo) _
B oc ’ 0pu B

se establece que a 1 “loop” se satisfacen las ecuaciones de fijacion del “gauge” y la de los
fantasmas:

(2.26)

T Ol ren = AB + 0A + O(h?)
R—©(p 5B - ’
5FMS 5FMS
(;ce“ + 0, 5““ =0 + O(R?). (2.27)

Nétese por 1ltimo y como esperabamos que no es necesaria ninguna renormalizacién de
la matriz 6, al mantenerse siempre dentro del 4&mbito de argumentos de exponenciales
actuando sobre momentos externos en integrales divergentes o internos en integrales finitas.
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2.3. La divergencia infrarroja no conmutativa

En la ref. [165], utilizando la correspondencia UV /IR descubierta en ese mismo articulo,
se conjeturaba que el nuevo tipo de comportamiento divergente que aparece cuando ciertas
combinaciones de momentos externos de los diagramas o, equivalentemente, la matriz de
no-conmutatividad 6,,, tienden a 0 en la teoria “gauge” U(INN) no conmutativa sélo fuera
de tipo logaritmico ya que las correspondientes divergencias en el ultravioleta de la teoria
lo son por la invariancia “gauge”.

Pero en las refs. [175,198,199,187,203] se demostré mediante cdlculos explicitos cémo
en el caso de teorfas “gauge ” no conmutativas sobre el grupo U (1) aparecen divergencias
IR no conmutativas peores que las logaritmicas. Diremos divergencias IR no conmutativas
para diferenciar de las divergencias infrarrojas habituales que aparecen en las teorias de
campos locales sin masa (por ejemplo, cuando los momentos externos de una funcién de
Green con propagadores sin masa se restringen a la capa de masas en su contribucién a la
matriz de colisién).

Dentro de ese contexto, calculamos las contribuciones divergentes IR en el caso mas
general de una teorfa “gauge” U(N) pura no conmutativa en el orden mas importante
cuando los momentos externos o la matriz 6, tienden a 0 en el “gauge” de Feynman,
suponiendo siempre una matriz 6,, de tipo “magnético” (Asi, siempre p op = —p2 >
0 para p real). Contribuyen todos los diagramas del apéndice D y el diagrama de tipo
“renacuajo” (“tadpole” en inglés) de la figura 5. Las integrales bédsicas necesarias para el
calculo en el orden realizado aqui se exponen en el apéndice E. Notese que la substraccion
minima de la regularizacién dimensional de estos diagramas, necesaria para cancelar las
divergencias UV de las integrales, no afecta a la divergencia IR no conmutativa.

Wi AN Hzt

-—

Y

Figura 5: Diagrama “renacuajo” con 2 bosones de “gauge” externos.

En la teoria “gauge” U(N) ordinaria, si la regularizacién preserva la simetria “gauge”,
las divergencias ultravioletas de la suma de los diagramas de la autoenergia son de tipo
logaritmico, ya que la expresién cuadrética invariante “gauge” gh¥ — pHpY/p* factoriza
fuera de la integral .

Pero en la teoria no conmutativa, en general, los diagramas de autoenergia implicaran
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integrales con divergencias cuadraticas en el momento externo p, siendo la integral basica

ipk A2
/ Atk — Ly (2.28)

k2 +10 - pop

La integral correspondiente al diagrama de tipo “renacuajo” no es divergente en
regularizacién dimensional en el caso de la teoria “gauge” ordinaria sino que incluso es nula,
ya que estamos en el caso de una teoria sin masa. En cambio en el caso no conmutativo
tiene una contribuciéon no planar que es finita y ademéds divergente cuando los momentos

externos tienden a cero:
i L gk
671572 6
(471.)2 71 12 ﬁ2

(2.29)

Noétese que, efectivamente la divergencia es cuadritica cuando p tiende a 0. Esta
contribucién, que no es invariante “gauge”, se ve cancelada de forma completa por la
parte no invariante “gauge” de la divergencia cuadratica de los diagramas denominados en
el apéndice D “con 2 bosones de gauge”. Los resultados de cada uno de los diagramas se
da en el apéndice D, y su suma es:

L sisi (—6

aeon o (2.30)

Por tanto, la contribucién total para la autoenergia de los bosones, teniendo en cuenta
el diagrama “renacuajo” es:

7 g1 54 Sﬁulpm
(471')2 21 12 154

(2.31)

Para la correccion al vértice de tres bosones, nuevamente, en el caso de la teoria “gauge”
ordinaria, la simetria rotacional implica que las integrales del tipo

k# b2 LE3
/ d4kT (2.32),

no conducen a las divergencias lineales esperadas por anélisis dimensional. Pero en el caso
de la teoria no conmutativa, las fases oscilantes de las partes no planares no respetan la
mencionada simetria rotacional y las integrales correspondientes seran finitas pero con una
posible divergencia IR en los momentos externos del tipo

ﬁlﬂﬁl@ﬁﬂs
P (2.33)

Analizando los resultados de los diagramas de las figuras “ con 3 bosones” del apéndice

D se observan dos tipos de estructuras. Realizando las sumas sobre esos diagramas y todas
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sus permutaciones una de esas estructuras, la que no es invariante “gauge” nuevamente se
cancela, obteniéndose en total:

(47(')2 71 %2 13 p14 11 12 13 p24 21 12 13 p34

—16 {(5j1 5j36j2 ﬁ1u1ﬁ1u2ﬁlus + 6]3632 6]1 ﬁgﬂlﬁ2ﬂ2ﬁ2ﬂ3 + 532 5]1533 25’3#1153///2]531& } (234)

Por analisis dimensional, en el caso de las correcciones al vértice de cuatro bosones
y de los diagramas con campos fantasma y externos, sélo pueden aparecer divergencias
logaritmicas, y no contribuyen al orden calculado aqui.

Por tanto, la suma total de la contribucién no logaritmica de todos los diagramas que
hemos obtenido a la accion efectiva es:

m __8 N T SV Sy SN 5H15/*2 5% 7 B2 AMs3
| —(471_)2 /d a:{ 2Tr(@,,,A ) = Tr(9,A”) — Tr = A Tr (A*2 AF3)
(4W)2/dx2{’I‘r<ﬁA)Tr(A,,A)-l—2Tr(ﬁA Tr (A* A,)
+ O(log0) (2.35)

Es decir, no es nula, pero si es la suma de dos términos (los correspondientes a cada
integral) tales que su variacién “gauge” no conmutativa en el limite de # — 0 es nula. Es
decir, es una contribucién invariante bajo la simetria BRS, como era de esperar, ya que la
regularizacién dimensional preserva esta simetria incluso en el caso no conmutativo.

Por dltimo, ndtese que las contribuciones no planares (2.35) necesitan siempre la
presencia de la parte U(1) en los cdlculos de los diagramas, ya que TrA* = 0 si A*
no tiene componente sobre U(1).
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RESULTADOS Y CONCLUSIONES

RESULTADOS

i)

Empleando resultados tedricos previos poco utilizados en la literatura cientifica,
hemos desarrollado de forma explicita una técnica sistemética para obtener resultados
renormalizados compatibles con la simetria BRS en regularizacion dimensional de
modelos quirales con cancelacion de anomalias, empleando siempre de forma consistente
una matriz de Dirac 5 no anticonmutante.

Se han realizado cédlculos mediante dicha técnica de forma explicita y a un “loop” en
dos modelos de teorias “gauge” quirales. Siempre se ha tenido en cuenta la generalidad
adecuada para su extension a calculos de 6rdenes superiores.

Se han obtenido las ecuaciones del grupo de renormalizacién en un modelo quiral donde
las técnicas habituales basadas en la renormalizacion multiplicativa no son suficientes
por utilizar un regulador que no preserva la invariancia “gauge” quiral del modelo.

Se ha comprobado mediante un calculo explicito en el orden de un “loop” que el hecho de
que la regularizacién dimensional preserve la simetria “gauge” en las teorias vectoriales
regularizadas es esencial para mantener la renormalizabilidad de las divergencias
ultravioletas en el espacio no conmutativo de la teorfa “gauge” pura con grupos U(1)

y UN).

De igual forma, se ha comprobado, nuevamente mediante cdlculos en el orden de un
“loop”, que dichas teorias presentan divergencias infrarrojas cuadrdticas y lineales en
los momentos, lo que corrobora lo conocido previamente para U(1). Este hecho pone
en entredicho la renormalizabilidad en orden arbitrario de “loops” de estas teorias.

CONCLUSIONES

a)
b)

c)

La renormalizacién dimensional rigurosa en teorias quirales “gauge”, utilizando una
matriz 75 no anticonmutante, es posible desde el punto de vista practico.

Al menos a un “loop”, la deformacién no conmutativa del producto en una teoria de
Yang-Mills es consistente con la idea habitual de renormalizabilidad en el ultravioleta
y con la invariancia BRS.

Es de esperar problemas en 6rdenes mayores de la teoria de perturbaciones de los
modelos de Yang-Mills no conmutativos por la presencia de las divergencias infrarrojas
no conmutativas.
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CUESTIONES PENDIENTES

* Los resultados ¢) y i1) constituyen una motivacién suficiente para emprender los mismos
calculos a dos “loops” en un modelo sencillo, como el abeliano quiral de Higgs-Kibble,
a modo de paso previo del cédlculo de la accién regularizada modificada del Modelo
estdndar necesaria para que su substraccion minima en regularizacién dimensional
proporcione resultados renormalizados invariantes bajo la simetria BRS en el orden
de dos “loops” del desarrollo perturbativo. Dicha accién modificada podria ser de vital
importancia para discriminar casos de nueva fisica de cdlculos tedricos incorrectos.

En esta tesis se ha presentado de forma sistematica los pasos necesarios que habria que
realizar para realizar dichos calculos en el orden de dos “loops”. Los resultados de estos
calculos seran el objetivo de nuestras publicaciones siguientes.

También queda pendiente el estudio de como controlar la influencia de la eleccién de
los contratérminos finitos invariantes en los resultados numéricos finales, orden a orden,
con vistas a predicciones fenomenolégicas.

Hemos calculado la divergencia ultravioleta de la teoria Yang-Mills no conmutativa
U(N) en un “gauge” de Lorentz arbitrario, mientras que su divergencia infrarroja
no conmutativa sélo la hemos calculado en el “gauge” de Feynman. Ademds hemos
despreciado las contribuciones logaritmica en este tltimo caso. Una extensién obvia e
interesante de nuestro trabajo seria, calcular la divergencia infrarroja no conmutativa
en el caso mas general de “gauge” de Lorentz arbitrario incluyendo las contribuciones
logaritmicas.

Durante esta tesis, hemos mencionado que el problema planteado por wv) parece
resolverse con la correspondiente teoria supersimétrica, pero entonces la regularizacién
dimensional es un método de regularizacién que no preserva la supersimetria, al igual
que tampoco preserva la simetria BRS en las teorias quirales, si bien la teoria cuantica
ha de satisfacer una serie de identidades relacionadas con la supersimetria. Una
posibilidad interesante de investigacién consistiria en estudiar si es posible extender
algunas de las técnicas utilizadas para las teorias quirales de la primera parte de la
tesis al caso de las teorias supersimétricas sobre el espacio no conmutativo.
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Apéndice A.

STI con término de ruptura en reg. dimensional

En este apéndice se deduce la ec. (2.18) haciendo uso exclusivo de los principios de
accion reqularizada, enunciados en las ecs. (2.11), (2.12), y y que son rigurosos dentro del
marco de la regularizacion dimensional.

Sea SpReg,n Una accion regularizada dimensionalmente dada por
S0, tibre [ @] + Sint, n [, P; K, (A.1)

con Sint,n[307(I);K<I>] = SO,int[Q@ (I)] + fddfl? K<1>(.’17)Sd®(.’17) + Sct,n[(p: (I); K{)]a donde SO,libre
es la parte libre, por tanto de orden %°, de la accién y S0,int, €l término de interaccién

de la accién de partida, también de orden h°, y Sct,n = Z"mzl n™ Sé:n ) representa la
suma de todos los contratérminos regularizados anadidos a la accién de partida. Estos
contratérminos podran ser singulares, es decir divergentes cuando d — 4 tienda a 0 o no.
Para la deduccién siguiente serd indiferente.

Los simbolos ¢ y & representan conjuntos de campos que cambian bajo
transformaciones BRS arbitrarias de forma lineal y no lineal, respectivamente.
Denotaremos por sgop(x) v sq®(z) las generalizaciones en “d dimensiones” de dichas
transformaciones. Por supuesto, sqKg(z) =0

Definimos
SiNT[@, 3 b, Jo, Ko| = Sint nle, P; K] + /ddiU(Jga(x)QO(x) + Jo (z)®(z)) (A.2)

Introducimos el generador funcional Zpreg de las funciones de Green regularizadas

i

ZDpReglJp, Jo, Ko = <eXP{ 5

Sint[e, @5 Iy, J<1>,K<b]}>0; (A.3)

donde el simbolo (- - -)¢ se define como en la ec. (2.9).

Definimos también A y A como

A = st(b Act = SdSCt,na (A4)
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donde Sy = S0, 1ibre[®; P] + So,int[9; P] + fddx Kg(x)sq®(x), es decir la accién completa a
orden ° en regularizacién dimensional.

. . . . . T
Por motivos que estaran claros mas adelante, introducimos SI(Nr)F:

Sl(g% = SINT[QO’ Q’ J(pa Jfba K@] + Sa.uxa (A5)

donde
(SS ct,n

(SK@(.’B))’

Saux = /ddm(Tl(ac)A(x) + To(z) Ay (z) + T2 () (A.6)

vy A= [dA(z) y Aey = [d Acy(z). Ty, i = 1,2y 3 son campos externos. Definimos
$4Y;(x)=0.

Entonces, introducimos el generador funcional ZgReg de esta forma:

1
ZgReg[J(P7 J@; K‘P; Tl; T27 T.'_;{:] = <exp{ ﬁSI‘Il‘\IT[S07 q)v Jdpa J<I>7 K‘P; TZ]}>07 (A7)

donde (---)o se define como en Zpreg, por lo que la siguiente ecuacién es cierta en
regularizacién dimensional

ZDReg[Jgo; J‘I?7K‘1>] - ZgReg[JQOa JCI>7K<I’7 Tl = 07T2 = 07 Tg = 0] (A8)

Los principios de accion regularizada (véase la ec. (2.12)) implican que la siguiente
ecuacion es cierta en regularizaciéon dimensional:

4 Zneg = [ ( (A(e) + Act(o) + ()P T l@)sp(a) + (<1)*Ta(a)s0(z)

+ términos proporcionales a Ti) exp{ -

SI‘II‘\IT[San)a Jcpa J<I>;K<I>,Ti} >O =0. (A9)

Utilizando la ec. (2.11), se llega ficilmente a

<J (x)sp(z) exp{iST }> :EJ (m)[a (szgﬂ—i-a @%] (A.10)
4 REINTS fo ™ 4 7% 0 50,(x) T 0ds(x)

(st {58 }) = s 27 S S

h 5Z]§Re h 6Z]§Re
<I>( ) g g

Z Ja(z Kaolz) i Ja( 572 () + términos proporcionales a Y;. (A.11)

Las transformaciones lineales s4¢ tendran la forma mas general de sq¢ = a,,9+a,6P.
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Por tanto, substituyendo las ecs. (A.10) y (A.11) en la ec. (A.9), se llega a
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[

5ZT (SZT 6ZT 6ZT
/ddw [(—D“"EJ () (a0 TR g PR (1) () (DR DTDRex )

Do §J, () ¥ 6Jp(x)

+ E 6Z]§Reg h 5ZgReg
) 5T1( ) ) (STQ(.T

1 ]

+ términos proporcionales a T;| = 0.

Ko(z)) 675 (x)

(A.12)

Introduzcamos, como es habitual, los generadores funcionales ZgDReg[Jw, Jo; Ko, Y]y

F%Reg[(tp7 ¢’ K<1>7 T’L]

ZDReg[JQO’ Jo; Ko, Vi) = exp( % cDReg[Jt,m Jo; Ko, T ])

T Bresl s @3 Ko, Ti] = ZeReg[Jor Jo; Ko, Ti] - /ddm(Jcp(fC)@(fv) + Jo(2)®()). (A.13)

donde estos funcionales deben entenderse como series formales en & y en los campos, tanto
externos como cudnticos. Por la ec. (A.13), la ec. (A.12) se transforma en la siguiente

ecuacion para el funcional 1PI I‘DReg[go, ®; Kg, T

oTY oTE oTY oTE
d DReg DReg DReg DReg
- +a,e®(z)) — -
/d v [ do(x) (app¢(7) + aped(x)) 00 (x) (5Kq>(x) 6YS (:c)>

5F%Reg 5F%Reg

5Y1(z) oY% () =0

+ + term prop. to T;

Fijando ahora Y;(xz) = 0, Vi, en esta ecuacién y teniendo en cuenta que
IReg[0, @3 Ka] = hpegly, @5 Ko, Ts = 0](()A.15
obtenemos

' DRe OI'DReg 0I'DRe

d g g g _

/ 4"z (sap) So(z) ' 0Ke(z) 00(z)
/ d%z

Notese que

) 5Sct (SFDReg
A(z) - Tpreg + Act(2) - I'Dreg + <m 'FDReg) 6®(z)

5FDReg 6FDReg OI'DReg 0Sct,n

0Ko(z)  0Y3(w) |~ 0Ke(x) oKa(z) ~F
[T S e | .
=  A(2) Tpre
_(ST].(:I;)_ T.=0 (x) Dites Y
_51—\%Reg_
5T2 (33) = A(:t (:C) : 11DReg7

lr,=o0

(A.14)

. (A.16)

(A.17)
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El tltimo término del lado derecho de la ec. (A.16) presenta una forma complicada y
no lineal en I'preg. De hecho, es el tnico término que no tiene la forma de la insercién
de un operador en el funcional generador 1PI regularizado. Nuestro propoésito ahora es
encontrar una expresion equivalente que tenga la forma de una insercién sobre I'preg-

Para ello, utilizaremos la siguiente identidad general, que es una consecuencia directa
de los principios de accién regularizada (2.12)y (2.11) si se considera la variacién d¢ =
P[¢]6(z) de una cierta accién S siendo 6(z) una funcién arbitraria y ¢ cualquier campo
de la accién:

0S
Pl¢](z) == | - ZpReg + Jg [P[¢](7)] - ZDReg = 0 (A.18)
6o ()
Redefiniendo la accién S para incluir acoplamientos de campos externos a los operadores
que aparecen como inserciones en la ec. (A.18), realizando la transformada de Legendre
como siempre, teniendo cuidado con los signos en el caso de campos anticomutantes y

fijando los campos externos a 0 se llega a:

{P[(lﬁ] (m)%} ‘I'DReg = (P[¢] (7) -FDReg) (5;;:(1;? . (A.19)

Si ahora aplicamos esta identidad a la ec. (A.16) con P[¢] = 6‘;?2(*;), entonces su término

derecho ya tiene la forma deseada de una insercién:
6Sct,n . (SFDReg — (SSct,n 6(SO+Sct,n) T
§Ko(z) ~PR%) 50(z)  |0Ke(z) 6%(x) DReg >
con lo que hemos obtenido la ecuacién fundamental, vélida tanto si Se, incluye
contratérminos singulares como si no,

(5FDRe 5FDRe 5FDRe
_ d g g & —
S(FDReg) = /d z (SdQO) 5(p(:c) * (5Kq>($) (5<I)(£L‘)

(A.20)

~ 550 R0 6(50 + Sct,n)
= & - ToReg + [5aSetn] - Toreg + / d'a { [5Kq>t(a:) 53(z) | DRes[

= [S(SO + Sct,n)] - I‘\DReg ) (A.21)

que nos serd de gran utilidad para analizar a todo orden en 7 de forma directa el término de
ruptura de las identidades asociadas a simetrias como la simetria BRS, es decir identidades
como la de Slavnov-Taylor.

La ec. (A.21) es vdalida en concreto si en Sc, no se han incluido contratérminos
singulares, y, en ese caso, es por tanto una identidad entre expresiones divergentes
cuando LIMy 4. Entonces, por un teorema de la ref. [12], las expresiones renormalizadas
correspondientes por substraccion minima satisfacen la misma identidad, siempre y cuando
no haya dependencia explicita en d en las variaciones sq4, es decir

5FRen (SFRen (SFRen

S(T'Ren) = /d4a: (sp) 5o () + 5Kg(z) 60 () -

0Ke(z)  d¢(z)
= N[S(So + Stet.n)] - TRen » (A.22)

A 0Stct.n 0(So + Stet,n
:N[A] 'FRGH+N[5dect,n] 'I‘Ren+/d4$ {N[ fet, ( 0t fet, )} 'FRen}.
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donde I'ren es el funcional 1PI renormalizado por susbtraccién minima, N[O] - I'ren la
insercion renormalizada por substracciéon minima de un operador O en los diagramas 1PI
Y Stct,n son los contratérminos finitos arbitrarios de orden h(m), con 1 < m < n, anadidos
a la accion de partida, por ejemplo, para satisfacer ciertas condiciones de normalizacion o
para simplificar el lado derecho de la misma ec. (A.22).
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Apéndice B.

Diagramas con término de ruptura en Yang Mills
quiral

« a) De las funciones 1PI con un campo w y un campo A (fig. 6)

ab -\ 3 — b A _ 1Pl = 2 =
P = —(—14)’ x coef. del r.s.p. <wa(p2 = —p1)Au(p1) N[A](g = 0)>K=O de p1° p1,
1 (—1)%0? ; 1PT
= V9 sp (we(—p1) AL (1) N[A](g = 0
48 0py 0p1,0p1, rap (e A4 (e) NAG )>K=0

| T +T
_ LR sab 1 | o(n2), (B.1)

pi=0

(4m)2 3

+ lo mismo con los fermiones de tipo R

Figura 6: 1PI Diagramas de Feynman necesarios para calcular la ec. (B.1)

* b) De las funciones 1PI con un campo w y dos campos A, y sin el tensor €,,q5 (fig. 7)

(B, 3y =
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_ 1PI
= —(—i)2 x coef. del r.s.p. <wa(p3 =—p1 — pz)AZ(p1)Ag(p2) N[A](g = 0)>K=0 de
{1712 Guv, D1y P1v}  Tespectivamente

1 1 2
= S(Ty + Tr) < {—=, 2} h' + O(R?), (B.2)
(4) 3°3
{ﬂgbc — g,cb’ gbc — gcb’ gbc — Bgcb} —
(—1)? 1P1

=5 x coef. del r.s.p. <wa(p3 = —p1 — p2) AL (P1) AS (p2) N[Al(g = 0)>K:O de

{ﬁl ) ﬁZ guw plp, ﬁZw plu ﬁZu} resp.
=0h' +0(h?), (B.3)

permutaciones

+ de + idem para fermiones R
patas bosénicas

Figura 7: 1PI Diagramas de Feynman necesarios para calcular las ecs. (B.2), (B.3) y (B.12)

* ¢) De las funciones 1PI con un campo w y tres campos A, y sin el tensor €,,q5 (fig. 8)

abed — ﬁgbdc _

7 —_—
(—1) 3 ; p . 1PI
=5 x coef. del r.s.p. <wa(— > pi)Au(p1)Ag(p2)Ap(p3) N[A](g = 0)>K:0 de
plu gup
1 1
= Ty | TENR + TESR + TENE + TEAR — TESR — TE4) '+ O(h?), (B.4)
abcd 1PI

a (—i) x coef. del r.s.p. {w®(— 37 pi) AL (p1) A (p2) Ad(ps) N[A](g = 0)) . _, de
(ﬁlu gpp +ﬁ1p g,u,V)

]. abac acl ac adbe abc adc
~ (4n)? §[ A%+ TR + TESR + Todk — TEss — TEAR 10 + O(1°), (B.5)
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permutaciones
+ de 4+ idem para fermiones R
patas bosénicas

Figura 8: Diagramas 1PI de Feynman necesarios para calcular las ecs. (B.4), (B.5) y (B.13)

permutaciones
+ de + idem para fermiones R
patas bosénicas

Figura 9: 1PI Diagramas de Feynman necesarios para calcular las ecs. (B.6) y (B.14)
* d) De funciones 1PI con un campo w y cuatro campos A y sin el tensor €,,q4 (fig. 9)

/ngcde — Bg{bc}{de} — ,Bg{de}{bc} —

1 V 1PI ~
=-gX coef. del r.s.p. (weAb AcALAS N[A](q = 0)>K:0 de gu

=0h' + O(R?), (B.6)

En principio, debido a la presencia de 5, deberian incluirse también productos normales

~

evanescentes en el desarrollo de la insercién anémala N[A]-I'ren. Por ejemplo, el coeficiente
de [N[w®(9,A%] es

s —— - < 1PI g
(—4)® x coef. del r.s.p. (w(pa = —p1) A% (p1) N[A](g = 0)) ._, de p1° P,

— 1 (—1)*0° " - 1P
=~ S = 1) 95007, r.s.p. (w(—p1) A% (p1) N[A](¢g = 0)>K:0

pi=0
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1 To+Tr .,
== Gy L3 Rseb pt 1 O(h?),

y el de [N[w?0d, A% ] es

_ (N3 a — _ Ab A _ 1P — 2 A
(—1)® x coef. del r.s.p. {w?(p2 = —p1) b (p1) N[A](g = 0)>K=0 de p1° P1p
1 (—1)303 1PI

= S0 oo, P (TP AL e NAN = 0,

=0h' + O(R?),

‘piEO

y asi con todos los demdas. Debido a que se realiza el desarrollo en términos de objetos
“barrados” y “con gorro” en vez de en términos de objetos “normales” y “con gorro”,
y debido a la forma de la interaccidon regularizada elegida resulta que el resto de los
coeficientes anomalos son 0 en la aproximacion de un “loop”. En cualquier caso, como
ya se comentd en la seccién 2.6., estos coeficientes andémalos s6lo importan en el siguiente
orden perturbativo, por lo que la anulacién de estos coeficientes es s6lo una simplificacién
relevante en calculos de 6rdenes superiores.

L [c bl . _ b cl oy
(TE(R)TI?(R)TE(R))ZJ = quc(TL(R)TL(R))ZJ = cba(;(TL(R)TL(R))ZJ =
= (CL(R) - CTA) (TE(R))ij = %cqcbccbe(Tf(R))ij = = _%Cqbccbce(Tf(R))ij =
= 5 Ca(T{(g))ij = —35 CA(T{(r))ij

Figura 10: Diagramas 1PI de Feynman necesarios para calcular las ecs. (B.7) y (B.8). (Nétese
que la estructura del grupo gauge se muestra explicitamente bajo estos diagramas y todos los

siguientes )

% e) De funciones 1PI con un w y un par 1, (¢',1') (fig. 10)

3 — . 1PI
ﬂ‘ll(’)zﬂ(R) = —(—i) x coef. del r.s.p. (w(p3 = —p1 —p2)1/)g]). (pz)v,bgz (p1) N[A](g = 0)>K:O de
(B2 Pr(r))ap
1 (—9)0 1P

= rs.p. (Wt (=p1 = p2)0) (200 00) NAg = 0)) | - (PLiy 7)o

=

4-2 Opy
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R o QPRS0 —on -
Tr [8 —; T.8.D. <w —p1 — pz)lﬂ (p2)¢ (p1) N[A](q 0)>K 0‘ PL(RW ]
1 CA\ima 165 L (o ¢ C i
= —Wgz{(CL(R) — N Ty 1Y + (o — U(% D TEm) 19} 7!
+ O(R?). (B.7)
. 1PI
Bty = —(—4) x coef. del rs.p. (w(ps = —p1 — p2)¥ ) (02)9 ) (01) N[A](q = 0)),_, de
(hPL(r))as
, 9 / — - 1PI B
= ﬁ [a—plf r.s.p. (w(—p1 — pz)%(-  (p2){" (1) N[A](q = 0)>K:0‘ EOPL(R)'YH]
1 C a i , C C i
= = Gay? {Cuamy = N Ty 19 + (o = D (4 = ) [Ty 19} 17
+ O(K?). (B.8)

b b .
(Tf(R)TL(R)Tf(R)Tf(R))ij (TE(R)TE(R)TL(R)TE(R))U cedb (T L(R) L(R) L(R))U

CbedCGGQ( L(R) L(R))zj CbedCGGg( L(R) L(R))zj cﬁaccbcg( L(R) L(R))'LJ Ceaccbcg( L(R) L(R))zg

Figura 11: Diagramas 1PI de Feynman necesarios para calcular la ec. (B.9)
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* ) De funciones 1PI con un campo w, un campo A y un par 1, (¢',4') (fig. 11)

1PI

Binidy = =1 x coef. del r.5.p. {wrAbyg %) N[A](g=0)), _ de

(Y Pur))ap
1PI

1 — ~ —
=——Tr [r.s.p. <w“AZ¢J(-,)1/)i(I) N[Al(g = 0)>K=0‘ OPL(R)'Vu]

42 Pi=

L @1 e
= _(471')2g2 1 CA Z[TL(R),T[I?(R) ]” h —+ O(h )

(B.9)

Noétese que la estructura del grupo de “gauge” de los primeros cinco diagramas de la
figura 11 implican tres o més matrices generadoras del grupo de “gauge”. La estructura del
grupo en cada diagrama es bastante complicada, pero resulta que el r.s.p. de cada uno de los
tres primeros diagramas se anulan, y que el r.s.p. del cuarto cancela exactamente el quinto
y, gracias a la identidad de Jacobi, el resultado de los cuatro iltimos diagramas combinan
en pares para dar la ec. (B.9), donde la estructura del grupo es un simple conmutador.

[
[
gh -

— a<+—b !
|
|
chagchbe(Tg(R)Tf(R))ij chag(Tg(R)TI?(R)TIfL(R))ij
Figura 12: Diagramas 1PI de Feynman necesarias para calcular la ec. (B.10)
* g) De funciones 1PI con fermiones y campos externos (figs. 12-13)
ab,ij i 0 O 1Pl
,314}4&) = o5 % coef. del r.s.p. <wawbt/)ﬂjN[s1pai] N[A](g = 0)>K=O de
(PL(r))as
1 2 CA a b 1 2
= Wg 1+ (o —1)] = [TL(R),TL(R)]Z.J. Rt + O(R?).

a<—b

(B.10)
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chagchbe( L(R) L(R))zg chag( L(R) L(R) L(R))zg

Figura 13: Diagramas 1PI de Feynman necesarios para calcular la ec. (B.11)

1PI
IBTSL%{) = h x coef. del r.s.p. <wawblp( )N[sw(')] N[A](g = 0)>K:O de

(Pr(L))ap

= _ﬁgﬁl + (o —1)] CE; [TL(R)aTL(R)] B+ O(h?). (B.11)

Como en el caso f), parece imposible que la estructura del grupo de “gauge” de los
diagramas se ajusta a la estructura de grupo de un contratérmino finito simple a un
“loop”. Pero el ultimo par de diagramas de cada funcion 1PI se anula, y el otro par de
diagramas antisimétricos conspiran con la ayuda de la identidad de Jacobi para dar un
conmutador simple como resultado.

* h) De funciones 1PI con €,,48 (figs. 7-9)

Estos coeficientes son muy importantes, porque si no valen cero, dan monomios en el
desarrollo del término de ruptura que no pueden cancelarse con contratérminos finitos; es
decir dan la anomalia quiral esencial no abeliana.

abc acb

50 — M50 =
(=1)? _ 1P1
=—"5 x coef. del r.s.p. <wa(p3 =—p; — pz)Az(pl)Ag(pz) N[A](g = 0)>K:0 de

B

Epvap P17 D2
= _ (41) —d®es B+ O(R?), (B.12)

abcd ﬁabdc .
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(_,L) 3 b d A 1P

= ——~ x coef. del r.s.p. <wa(p4 =-> pi)AM(pl)AgAp N[A](qg = 0)>K=O de
é:y,ypoz ﬁla

1 1

=——_>-ped pl L O(K?), B.13

(47'(')2 6 L-R + ( ) ( )
1 = 1PI
abede ggmde] =1 coef. del r.s.p. (weAb A ALAS N[A](q = 0)>K:O de

Epvp (B.14)

= 0(h?),

con las definiciones

die =T [TE{1¢, 75} | = di™

(dibeCCCd 4 dicecedb + didecebc )’

(NN

Debed = _j 31 Ty [ T TL[beTg]] =

y lo mismo para d“Rbc y Dﬁde, y di,_r =di, — dr, D,_r = DL — Dr.
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Operador lineal de BRS para el modelo abeliano quiral

Utilizando la definicién (4.13), las variaciones de los campos bajo b son

bA, =sA, =0d,c,

b1 =sp1 = —¢ac,

by =spy = (v+¢1)c,
bep =sihp = ic[(0 + r)PL + OPR] ¥,
by =sp = ith [(0 +r)Pr +0P] ¢,

be =0,

- STO 65,

bK)y, =—— = — = e.o.m. de =
" Sh T 06 b

=—0O¢1 — (0,4 ) — 24%(Opp2) + ApA* (v + d1) + p* (v + ¢1)
= A+ 1) + $2?J(v + ¢1) + Ky, = [,
o =0
bKy, :%:%:e.o.m. de ¢ — pB =
= —DO¢z + (0,4") (v + ¢1) + 2A4%(9u¢1) + A A  da + p o
— (v + ¢1)* + ¢2%]p2 — Ky c — i fpysyp,
BKw :% =ec.om. de 1) =
=1 ZE— A(O+7)PL+0Pr)| + f [(v+ ¢1)¥ + ir d2tpys]

— iCKw [(9 + T‘)PL —+ QPR] ,

. 0
bK,; :5L_ = e.o.m. de 9 =
0y
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-
=i+ A0 +r)PL+0Pr)| ¢ — f(v+ d1)Y +ir davs5¢]

+1ic [(9+7‘)PR+0PL] Kl/j' (Cl)

Por tanto, haciendo actuar estas variaciones sobre la base (4.14) de Vo y desarrollando

los resultado en términos de la base (4.16) de )}1, se calculan ficilmente los elementos de
matriz de esta restriccién de b, definida como bé; = by’ ;u;. Véase la referencia [20].
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Apéndice D.
Diagramas a 1 “loop” divergentes en NCYM U(N)

Con 2 bosones de “gauge”

Los diagramas que son divergentes en el ultravioleta en regularizacién dimensional son
los de la figura 14. Noétese que los diagramas de tipo “tadpole” o “renacuajo” no son
singulares en regularizaciéon dimensional, sino que son nulos.

it Ly TNV .
p P
(4) ()

Figura 14: Diagramas de Feynman 1PI divergentes ultravioleta con 2 bosones de “gauge”.

La parte divergente ultravioleta de cada diagrama en un “gauge® de Lorentz general
con X' como pardametro de “gauge” es

2 Lol (=1 11 (XN =1)
_ J2 §1 _ 2 (= -/
(@) _2"((47r)2e) N 03, 03 (12 2 )p Juap < 6 2 )p’“p“? ’
9 |1 1
N Y 72 J1 2 -
(7’7’) _22((47T)2€) N(Sh (Siz 12}9 Gpips + 6pM1pH2] ’ (D'l)

mientras que la parte divergente no logaritmica cuando el momento externo tiende a 0 es
en el “gauge” de Feynman (A =1):

. —1 i cin gH1H2 ]5’“])”2
(1) :(47r)2551 5172 (7 o 10 5 ,

N Z _7 J g“l“? ﬁﬂlplm
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Con 3 bosones de “gauge”

Los diagramas que son divergentes ultravioleta en regularizacién dimensional son los
de la figura 15.

ok o
P M;
pf/ \p3 / oo < : \
P P,
: : JfrH LLL k
uziz l"l3l3 l,lzlz Lgla
(Pazs (123 (i) 123

Figura 15: Diagramas de Feynman 1PI divergentes ultravioleta con 3 bosones de “gauge”.

La parte divergente ultravioleta de estos diagramas es

( )123 ((4:) ) (g + w> N [ —Zw(P1,p2)532 522353; _ “U(Plypz)(jjs 5321535}

<p1uggu1p,2 - plu2 gulug) 9

i — 2 13 9()‘, — 1) —iw(p1,p2) §J2 5§73 §J1 zw(p1 p2) §J3 §I1 572
(”)123 _Z((47'r)26) (Z + T) N [ 5 512 513 - (5 512 513}

<( pl)usguwz (p1 + 2p2)u1gu2u3 + (p2 + 2p1)u29u1u3),

(744)123 =Z< ) % N [6—w(p1,p2)592 53;’»55; _ zw(pupz)(gjs 55215332}
<( —P1 = 2P2) s Gurpr T (201 + P2) s Guops + (P2 — pl)mgmu?’) ) (D.3)

Sumando sobre todas las permutaciones obtenemos

() = z)123 + (4)231 + (4)312 =
) < M) N [ —W(p1,p2)5J2 §ds gir _ ezw(pl,pz)(;B 5]1&2}

4 12 713 12 713

1

(4m
((pl p2)Mng1N2 (2]91 +p2)u2gulﬁb3 + (pl + 2p2)ulgl~b2u3)’
(II) =(ii)123 =

. 2 13 9()‘I — 1) —iw(p1,p2) §J2 £33 5J1 zw(m Dp2) £33 §J1 572
Z((477)2&‘) <Z+ 4 )N [ O 01y 03y — & 6"25’3}
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((p2 - pl)usguwa - (pl + 2p2)u19u2u3 + (p2 + 2p1)u29u1us)v
(III) :(217,)123 + (221)213 =

2y 1 i o dasin (ot < <ir i
’((4W—)25) o N [t e g gl gl — et e gl 57602 |

((pl — D2) s Gpaps + (01 + 202) iy Gpops + (—201 — pz)u29u1u3)- (D.4)

La suma de (I), (II) y (I1I) da la contribucién divergente ultravioleta a la funcién de
1PI de 3 puntos del bosén de “gauge”. Noétese que cada uno de (I), (II) y (III) son
proporcionales al vértice de 3 puntos del bosén de “gauge”.

La contribucién divergente dominante en el infrarrojo de cada diagrama es, en el caso
del “gauge” de Feynman:

(i)123 = (4;1)2 {533 512602 (8ghatapi it 4 2ghiks ke - 2ghibe s ) %
+ 012672501 (8ghHH gt + 27y 291 ) péz
+ SLSLEE (B 4 2 2 ) =
(#1123 =ﬁ{az} o0 |18 PEPEIE g g gpvegin) 5|
+ 87257267 18 p~—2miflfp~ 2 (g 4 grsegyn g guiin ) pl?;
L 2 2 |
n 53125321535 -18 ﬁg“lii’fﬁg"?’ — (gH2Hs i 4 ghbs iy gl ) p}?; _
L 3 3

} (D.5)

Con 4 bosones de “gauge”

La contribucién divergente ultravioleta a la funciéon de 4 puntos del bosén de “gauge”
se calcula usumando sobe las partes ultravioletas de los diagramas de la figura 16 y sobre
las permutaciones adecuadas de estos diagramas.

La parte divergente ultavioleta de los diagramas de la figura 16 es

(1230 = i (ﬁ) N x

{ (ez’[—wm,p» ~w(P1p)+w (P2p2)l 58 534 532 571 Gilw(Prp2)+w (PLps)—w (P2pa)] 534 58 51 32 )

11 "%2 "3 "4 11 "2 "3 T4
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I 0 s M
“1i1 4i4 o) \
SN
PSP 0, /-
jz 8 j
T s s
(1) 1234 (91)1234 (i%) 1234 (iv)1234

Figura 16: Diagramas 1PI de Feynman divergentes ultravioleta con 4 bosones de “gauge”.

13(N —1)2
[ (2 + ()\l - 1) + %) Guipa 9u2u3+

5(M —=1) (N —=1)2
(5 + 5 + 21 pips Jpapa ™

)\l -1 2
<_4 - 2()\1 - 1) + %) Guips Juspa :| +

(ei[—w(pl,m) —w(p1,p3) —w(P2,p3)] §32 578 §ia 51 4 pilw(pr,pa)+w(pips) +w(P2,p3)] §ia g1 572 5j3>
21 12 13 14 71 %2 13 "4

13(\ —1)2
[ <2 + ()‘l o 1) + %) Jpipa glmlts+

)\l -1 2
<_4 - 2()\1 - 1) + %) Guips gM2M4+

5(N —=1) (N —1)2
(5 + 2 + 24 gulﬂa 9#3#4 ’

. ) 2
(23)1234 =1 (m) N x
{ <ei[w(p1,pz)—w(p1,p3)—w(p2,p3)] 5513 5321 524'; 514'42 + ei[—w(p1,pz)+w(phps)—i-w(pz,ps)]514'12 (522';1 53; 524';;)
17N —1) (N —1)2
[ (2 + ) - o4 Gy pa Jpops T

5 19()\' — 1) ()\' — 1)2

_5 - 8 - 24 gPllPB gH2M4+
13 13()\’ — 1) 13()\’ — 1)2

_Z - ] - 24 guum glleM +

(ez’[—wm,p»—w(pl,ps)—w(pz,ps)] 572693 574571 4 il (Prpa) o (prpa)+o(paipa) 574 g1 572 5gf>
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5 19N —1) (N —1)2
|: (__ - - Gp1pa gM2M3+

2 8 24
TN -1 (N -1)?
(2 + 3 - o4 Gprps Guapa T
13 13\ —=1) 13V —-1)2
_Z - ] - 24 Guips Jpspa ’

(#41) 1234 = i (ﬁ) N x

11 "2 "3 T4 11 "2 713 "4

{ (ei[—w(m,pz)—w(p1,p3)—w(pz,p3)]5j2 598 §da 591 o pilw(Prp2)+w(p1.p3)+w(p2,ps)] §ia 571 532 54’3)

) Ipipa Gpapst

45X —1) T —1)?
12 2 12

7 N=1) (V—1)?

E - 2 + 12 glllllll3 g,U'ZIJJ4+

47 5N =1) TN —1)?

E + 2 + 12 gﬂl“? gNSIJML ’

(ei[—w(phpz) —w(p1,p3) —w(p2,p3)] 5312 53; 522: 514'41 + ei[w (P1,p2)+w(p1,p3)+w(P2,03)] (522';1 5321 5332 524':)

(g,u1u4 Guops T Guaps Guops T Gpapo Guspa ) . (D'G)

Sumando sobre todas las permutaciones obtenemos

(I) = (4)1234 + (©)3214 + (1)2134 =

:i(ﬁ>Nx

{ (ez’[—w(pl,pz)—w(pl,p3)+w(p2,p3)] §92 574 532 571 1 ilw(prp2) +w(Prpe) —w(p2ps)] 54 5 51 532 )
14 11 "2 713 "4

21 T2 T3

TN -1 7N —1)2
|:<7+ ( 2 )+ ( 12 )>gH1N4gH2M3+

TN —=1) 7N —1)2
<7 + + 12 Ipips Jpopa T

2
Al -1 2
(_8 - 4()‘1 - 1) + %) Gpipe Juspa :| +

(ei[—w(pl,m)—w(pl,pg)—wm,ps)] §72 533 51 571 1 oilw(pLp2)+w(prpe)+w (paps)] §ia 51 572 54'3)
11 12 %3 "4

11 12 13 "4

TN -1 7T\ —1)2
[(7+ ( 2 )+ ( 12 )>gy,1,u,4gp,2,u,3+
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()\/ _ 1)2
<—8 — 4()\I - 1) + EETEE Ipaps Jpaps+

TN —1) 7N —1)2
(7+ ( 2 )-I- ( 12 ))gmwgusm]"‘

(ei[‘” (P1.p2) —w (P1,p3) ~w (P2p3)] §93 591 54 572 | oil—w(pr,p)+w(pLps)+w(p2ps)] 572 574 501 503 )

iy 03, 05 ia 21 12 13 14
3

AI -1 2
[ (‘8 —4N -1)+ %) Ipipa Gpopst

TN =1) 7N —1)2
(7+ ( )+ ( 12 )>gu1usgu2u4+

2

T -1 TV 1)
(7 + 5 + 12 Guipe Juspa )
(II) = (44)1234 + (49)1324 + (90) 1423 + (44)2314 + (i7)2413 + (9%)3412 =

:i(ﬁ)Nx

i1 03y 034 97 21 %2 13 "4
3

{ (ez’[w (P1.p2) —w(p1,p3) —w(P2,p3)] §7s §71 574 572 + eil-w(P1p2)+w(pL,ps)+w(p2ps)] 872574571 538 )

17(N =1) (X —1)2
[ <8 + 5 — 6 pipa Gpopst
23 (N —1)?
(_7 — 8()\' — 1) — T Ipips Jpopa T
23 TN - 1)°
(_E — 8()\' — 1) - %) Gpipe Guspa :| +
(ei[_w(p17p2)_w(p17p3)—w(p27p3)]6gf 5223 53: 522 + etlw(Prpa)tw (Pl,Ps)-I-w(PmPs)](Sgl‘l 5221 5532 (552’)

23 TV —1)?
[ <_E — 8()\' — 1) - T Guapa Gpops+

17N —1) (N =1)?
(8+ ( 9 ) - ( 6 ) >gu1u3 Gpapat

23 TN —1)?

Y 8()\’ -1y -— pipz Jusps | T
2 6

(ei[—w(p1,p2)—W(P17p3)+w(1727173)]5?3 594 592 571 + el (Pp2)+w(prpe) —w(p2,ps)] 54 575 51 5j2)
is Oiy 035 03, 21 %2 713 "4
23 TV - 1)?
[ <_7 — 8()\' -1) - %) pipa Guapst

23 TV —1)?
(_E — 8()\' — 1) — T Ipips Jpopa T
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17\ -1 N —1)2
(8+ ( 2 )_( 6 ) >gu1u29u3u4] }7

(II]) = (iii)1234 —+ (iii)1324 + (iii)1243 =
. 2
=1 (W> N x

{ (ei[—w(pl,pz)—w(phps)—w(pmps)] §72 §93 §9a g1 4 pilw(prp2)+w(pr,ps)+w(p2ps)] §i4 51 592 578 )

11 12 13 "4 71 12 13 "4

47 5N —=1) 7N —1)2
E + 2 + 12 pipa Guapst
17 N=1) (N-=1)2
E - 2 + 12 Guips gu2u4+
47 5N —1) TN —1)?
12 + 9 + 12 pipe Juspa | T
(ei[—w(pl,pz)—W(pl,ps)+w(p2,p3)] 553 52324 55; 52141 + eilw®up2)tw(pips)—w(p2ps)] 5314 5523 529; 55: )

[<47 5N — 1)

TV = 1)2
ﬁ + 9 + 12 pipa Guapst

47 5N —=1) TN - 1)2

12 + 9 + 12 Ipips Gpapat

17 V-1 \N- 1)2

E - 92 + 192 Guipz Gpapa +

(ei[w (P1,p2) —w(p1,p3) —w(p2,P3)] 533 55; 524'; 524'; + eil=w(P1p2)+w(p1,ps)+w (p2pa)] 5512 522';1 55; 53;)

17 N=1) (N- 1)2
ﬁ - 2 + 12 Juipa gu2u3+

47 5N —=1) TN — 1)2

E + 2 + 12 g.UflllJS gM2N4+

47 5N —=1) TN — 1)2

E + 2 + 12 gﬂlNQ gMSIM ’

(IV) = (iv)1234 + (iv)1324 + (10)1243 + (0)1432 + (0)1342 + (10) 1423 =
) 2
12 ((47)2s> N x

(ei[—w(mmz)—w(Pl,Ps)—w(P%Ps)] 532 578 594 591 + ¢flwPLp)+w(pLps)+w(p2ps)] 54 591 592 533 +

21 %2 i3 1 1 12 13 "4
1 %2 713 T4

etil=w(P1,p2) —w(p1,ps)+w(p2;ps)] 533 55; 55; 5{ 14 ¢tlw(P1,p2)+w(p1,ps)—w(p2:ps)] 52;1 553 51931 512‘;4_

7 (3 7 (2 71 12 713 14
1 2 3 4

ilw (P1,p2) —w (p1,ps) —w(p2,pa)] §73 571 574 532 4 pil—w(P1,p2) +w(P1,ps)+w(p2,ps)] §I2 574 551 543)



154 Apéndice D

(9u1u4 Gpaps + Guips Juopa T Juips Jpapa ) - (D.7)

La suma (I) + (II) + (I1I) + (IV) es la parte divergente ultravioleta de la funcién de 4
puntos del bosén de “gauge” en el esquema MS. Nétese que cada uno de (I), (II), (III) y
(IV) no son proporcionales al vértice de 4 puntos del nivel drbol.

Con campos “fantasmas”

Los diagramas necesarios para calcular la autoenergia de los campos “fantasmas” y su
vértice con el bosén de “gauge” se muestra en la figura 17.

M3
P §
A s
P P
(4) (i4) (441)

Figura 17: Diagramas 1PI de Feynman divergentes ultravioleta para las funciones con campos
“fantasmas”.

Se han obtenido los siguientes resultados

() =—i( o) o* (1= X2 vatial 2,

2
(4m)2e

S _af( 2\ /
(i) 34((47r)26) o (L =1)
N [e—iw(Pl 7p2)5zjl2 573 55; — eiw(Plym)’ 5,{13 (5521 (5532} P1ps;

i2
2

(i) = ((4@26) @ 1+ -1)




e %- k=
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(4) (44)

Figura 18: Diagramas 1PI de Feynman divergentes ultravioleta con campos externos.

Con campos externos

Los diagramas que contribuyen al nivel de 1 “loop” se muestran en la figura 18.

Los resultados son:

() =i ayez) ° T

N -1 .
(1= 55— ) o2 622

(i1) = — %<(4j)28) 9°Tr (1+ (XN —1)) x

—iw(p1,p2) §J2 §J3 §J1 _ iw(p1,p2) §I3 §I1 §J2
N [6 6i1 (siQ 5i3 € 5'i1 67:2 67:3 gN2N37

(idi) = — %((473)26) P Tr (1+ (N — 1)) x

—iw(p1,p2) 572 573 571 iw(p1,p2) £I3 £I1 572
N [e ' 6i1 5i2 57:3 € ’ 6i1 6i2 6i3 gll'2lll37

(iv) =i —
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Apéndice E.
Integrales de la divergencia IR en NCYM U(N)

Para obtener los resultados de las siguientes integrales, se han introducido los
parametros de Schwinger en la forma habitual, se ha rotado al espacio euclideo, se han
calculado las integrales gaussianas correspondientes y se ha realizado la aproximacion de
considerar sélo los términos divergentes cuadréticos y lineales en 6 — 0.

/(d4k e'Pk —i (E1)

o)t k2 7 4nZpop’

d*k ok —i  2pH
/ ¢ ~ 2P (E.2)
(2m)* k2(k +p)2 1672 pop
/ d*k ek [r kv —i [ 29" 4pHp¥ pHp¥ + p¥pH (F.3)
~Y —1 :
(2m)* k2(k+p)2 1672 |pop (pop)? pop
/ d*% py ks kg € FP ~ -1 (F.A)
(2m)* k2 (k+4)? (g +£2)*  32n% p? '
. _ _ Dps PusD,
X [guwz Dus + Jpops Ppy T Guyps Pus + 2 %} )
donde pop = —p? y ~ quiere decir en el limite cuando § — 0 despreciando las divergencias

logaritmicas.
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