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RESUMEN

El objetivo de esta memoria es andlizar las técnicas para la demostracion de la
indecidibilidad de las teorias mateméticas que aparecen habitualmente en Mateméticas :
teoria de grupos, teoria de anillos, teoria de grafos, etc.

Los teoremas fundamentales de indecidibilidad se obtuvieron en la década de 1930 por
Church, Turing, G6del y Rosser. Posteriormente se obtuvieron nuevos resultados de
indecidibilidad utilizando la idea de Tarski de interpretar unas teorias en otras.
Revisamos los conceptos fundamentales y presentamos formas refinadas de los
principales resultados. Pero e método de Tarski no es adecuado para teorias con
modelos finitos.

Una dternativa es considerar la cuestion utilizando la nocién de insgparabilidad, més
general que lade no recursividad.

El punto de partida es la inseparabilidad finita del cdlculo de predicados de primer orden.
Simplificamos la demostracion de Blichi a utilizar méguinas de registrosy un teorema
de Minsky.

Damos una forma fuerte de un teorema, utilizado por Rabin y Ershov, que nos permite
demostrar lainseparabilidad finita de diversas teorias.
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ABSTRACT

In this dissertation, techniques for proving undecidability of a number of important
classical theories arising in Mathematics (the theory of groups, the theory of rings, the
theory of graphs, etc) are considered and discussed.

The fundamental theorems on undecidability were obtained in the 1930's by Church,
Turing , G6del and Rosser. Subsequently the first general method for establishing the
undecidability of elementary theories was proposed by Tarski. The main idea is the
procedure of interpretation of one theory into another. We present a survey of the
fundamental concepts and main results in a refined way. But the method is unable to
manage theories with finite models.

An dternative approach is developed. We present the results in a more general setting
using the notion of inseparability.

Starting point is the finite inseparability of the first-order predicate calculus. We simplify
the proof of Blichi, making use of register machines, and taking advantage of atheorem
of Minsky.

A stronger form of a theorem used by Rabin and Ershov is established allowing to proof
the finite inseparability of several theories.



[1] Introduccion

1. INTRODUCCION

El objeto de este trabgjo es analizar métodos para la demostracion de la indecidibilidad
de las teorias formales que aparecen en Matematicas. Los fundamentos | 6gicos de dichos
métodos son en gran parte independientes de | as caracteristicas concretas de las teorias a
considerar, por lo que es pertinente un estudio de los mismos desde un punto de vista
l6gico. Aqui se abordardn las bases l6gicas de los métodos y se mostrardn desde una
perspectiva unificada sus posibilidades y limitaciones. Se reelaborardn y fortaleceran
algunos resultados anteriores y se aplicaran ala demostracion de la indecidibilidad de las
teorias mateméticas habituales. Algunos refinamientos de los teoremas bésicos permiten
smplificar claramente algunas demostraciones. El &mbito de estudio se limita a las
teorias formuladas en |6gica clasica de primer orden (con lengugjes finitos). El concepto
de decidibilidad es € clasico (en € marco de la tesis de Church) correspondiendo al
concepto formal de recursividad.

En los textos de teoria de la computabilidad suelen presentarse gjemplos de conjuntos no
recursivos, pero son habitualmente conjuntos de indices en una enumeracion de las
funciones recursivas ( de las funciones totales, funciones de rango infinito, teorema de
Rice, ...) u otros sin importancia real para e matemético. Los conjuntos no recursivos
presentados en este trabajo corresponderan a teorias que aparecen naturalmente en el
ambito de las mateméticas habituales: teoria de grupos, teoria de anillos, teoria de grafos,
etc. Nétese que en larevisiéon sobre Unsolvable Problems de Martin Davis en 1977 en €
Handbook of Mathematical Logic [12] se tratan problemas relacionados con la teoria de
grupos o0 semigrupos (problemas de palabras en semigrupos, ...) pero no se abordan los
problemas de decision globales de las teorias de grupos, anillos, etc.

Decidibilidad y computabilidad

Estaremos interesados en un tipo particular de problemas de decision: € problema de
decision correspondiente a una teoria formal. Las teorias son ciertos conjuntos de
sentencias en un lenguaje dado cerrados bajo la relacion de consecuencia.

Histéricamente este es € tipo de problemas que se plantearon en el programa formalista
de Hilbert : establecer para las teorias matematicas procedimientos de tipo finitista para
decidir s una férmula dada es o no un teorema de la teoria. Este es € problema de
decision de la teoria 0 Entschel dungsproblem.

Plantear este problema congtituia la expresion de una creencia muy generalizada en la
posibilidad de resolver las cuestiones matematicas por procedimientos mecanicos de
célculo. Tradicionamente se hace remontar esta idea a suefio de Leibniz de tener un
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calculus ratiocinator que decidiera sobre las verdades 16gicas mediante la reduccion del
razonamiento a célculo aritmético.

Diremos que un conjunto de sentencias F es decidible s existe un procedimiento
efectivo de determinar, dada una sentenciaj del lenguaje, sij1 F osij 1 F.

Obsérvese que la existencia de conjuntos de sentencias no decidibles se deduce
fécilmente por un argumento de cardinaidad : la cantidad de procedimientos efectivos es
a lo sumo numerable, pues un procedimiento efectivo es una cantidad finita de
instrucciones en un lenguaje; sin embargo € cardina de la familia de conjuntos de
sentencias es no numerable. Un razonamiento similar vale también para teorias.

El problema de encontrar un procedimiento que decida s una sentencia es 0 no un
teorema de la |6gica estd muy relacionado con otro problema planteado en la escuela de
Hilbert: & problema de satisfactibilidad, a saber, dada una sentencia, determinar s es
satisfactible 0 no en algin dominio.

Estos dos problemas estan relacionados, pues en virtud del teorema de completitud de la
|6gica de primer orden una sentencia a es un teorema l6gico S y sOlo s a es verdadera
en todas las estructuras, y por o tanto a es satisfactible s y sdlo s su negacién @a, no
€s un teorema | 6gico.

Puesto que las teorias consideradas tienen una sintaxis basada en un lengugje de tipo
finito (o numerable) es posible, por las conocidas técnicas debidas a Godel, codificar las
expresiones del lengugje mediante nimeros naturales; tanto la codificacion como la
decodificacion se redizan de una forma efectiva. Mediante la codificacion, a cada
formulaa sele asigna un nimero natural a” y por tanto a unateoria T le corresponde un
conjunto de nimeros naturales T*. De esta forma e problema de determinar s al T se
traduce en un problema de decision numérica, a saber, s a”l T”.

Asi pues, bastara considerar problemas de decision numéricos, esto es, € problema de
decisién asociado a un conjunto Al w. Pero € problema de decidir s un nimero natural
nl wverificao no que nl A consiste exactamente en calcular su funcion caracteristica

Ca: W® W

il snl A
c,.(n) =7 .
() 10 sni A

Asi e problema de determinar s A es decidible se reduce a problema de determinar s la
funcion ca es computable. Esto indica que la nocion de decidibilidad se reduce a la
nocion de computabilidad.

Es claro que para mostrar que cierta funcion f es computable basta con exhibir €
algoritmo que calculaf. La situacion es distinta para ver que un conjunto no es decidible
0 gque unafuncién no es computable. Se trata ahora de una afirmacién sobre €l total de la
clase de agoritmos. Esto nos obliga a determinar claramente el concepto intuitivo de
algoritmo o0 sea a precisar la nocion intuitiva de funcién computable.

Capturar la nocion intuitiva de funcion computable en una definicidn parece una cuestion
destinada a fracaso. La mayor parte de los conceptos mateméticos intuitivos no
constituyen conceptos categéricos, sino que dependen del formalismo considerado: la

2
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nocion de “constructible” es claramente dependiente del sistema formal considerado: 1o
gue no es constructible con regla y compas lo es con otros medios; € concepto de
“medible” depende del sistema considerado: integral de Cauchy, integral de Riemann,
integral de Lebesgue, ...; € concepto de “definible” no es absoluto sino relativo al
lengugje considerado : 1o que no es definible en un lenguaje de primer orden bien puede
serlo en un lenguaje de segundo orden. Parece que lo extraordinario seria que se pudiera
dar una nocion precisa de “computable’ - o de “algoritmo’- independiente del
formalismo considerado. Mas alin si consideramos € siguiente argumento diagonal.
Puesto que los algoritmos estdn expresados por una sucesion finita de instrucciones,
podremos considerar una enumeracion de los mismos: Ay, A, Ag, ... . Llamaremosj , a
la funcién computable calculada por € agoritmo A,. Podremos definir entonces la
funcion f(n) =j 4(n) + 1. Ta funcién deberia ser obviamente computable. Pero en ta
caso seriaunaciertaj 4con lo que tendriamos la siguiente contradiccion :

ja(d)=ja(d) +1
Por lo tanto f no podria ser computable.

El hecho sorprendente es que los distintos intentos de formalizar e concepto de
algoritmo o de funcion computable: méaguinas de Turing, | -clculo, funciones
recursivas, maquinas de registros, sistemas de produccion de Post, agoritmos de
Markov, ... dan lugar a conjuntos extensionalmente coincidentes. Esto hace que tales
nociones sean equivalentes, por lo que parece que cuaquiera de ellas es una adecuada
formalizacion del concepto intuitivo de “funcion computable”. Esta afirmacion suele ser
denominada Tesis de Church o Tesis de Turing-Church.

Las consideraciones que nosotros haremos daran por buena esta tesis por lo que
identificaremos la nocion intuitiva de “computable’ con cuaquiera de las nociones
anteriores, por giemplo, con “calculable por una méquina de registros’ o bien con
“calculable por una funcion recursiva parcial”.

Indecidibilidad e inseparabilidad

Los estudios sobre € problema de decisidén deben enmarcarse en €l dmbito del programa
de Hilbert y los teoremas de Godel. Los primeros resultados sobre indecidibilidad de
teorias mateméticas son los relativos a la indecidibilidad de la aritmética. Estos
resultados se basan en problemas indecidibles relativos a maguinas de Turing (cf. [62]) y
en la posibilidad de representar las funciones efectivamente calculables en la aritmética
(cf. Church [6]).

Basandose en la indecidibilidad de un fragmento de la aritmética Church demostré en
1936 (cf. [6]) laindecidibilidad del calculo de predicados .

En 1953 se publicd € libro Undecidable theories de A. Tarski, A. Mostowski y R. M.
Robinson [60] que es lareferencia clasica en este tema. Tarski y su escuela emplearon la
idea de interpretar unas teorias en otras y estudiaron la transmision de la indecidibilidad
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por este método'. La idea bésica subyacente en la nocion de “interpretacion” de Tarski
consiste en reemplazar |os simbolos de una cierta teoria por expresiones en otra teoria de
forma que los axiomas de la primera se traduzcan en teoremas de la otra. En 1949 Julia
Robinson demostrd, en su tesis doctoral bgjo la direccion de Tarski, siguiendo este
procedimiento, la indecidibilidad de la teoria de cuerpos [48]. En € libro de Tarski,
Mostowski y Robinson se aplica la técnica a demostrar la indecidibilidad de la teoria de
grupos. Las ideas y terminologia del libro son fundamentales pero insuficientes” : d final
de mismo se plantea como problema abierto la indecidibilidad de la teoria de grupos
finitos, que no puede ser abordada con las técnicas propuestas.

Hay que sefidar que en la técnica de Tarski se parte de una teoria aritmética Q, cuya
indecidibilidad se va transmitiendo a otras teorias. Como Q no tiene modelos finitos las
formulas finitamente refutables coinciden con las refutables por 1o que no tiene interés en
el contexto del trabagjo de Tarski € concepto de formula finitamente refutable. Sin
embargo a estudiar la teoria de los grupos finitos estamos considerando una clase de
estructuras finitasy las férmulas que se verifican o no en dicha clase.

El problema es abordable utilizando € concepto de inseparabilidad, introducido por
Trakhenbrot y Kleene hacia 1950 [25]. La presentacion de la teoria de larecursion y el
estudio de la incompletitud en la tesis de Smullyan, publicada, en forma revisada, en
1961 con € nombre Theory of Formal Systems [56], utiliza la nocién aplicada a sistemas
formales que denomina “sistemas de Rosser”. El concepto de inseparabilidad se utiliza
por laescuela de Novosibirsk en € estudio de teorias agebraicas. Un resumen de dicha
linea de investigacion es € articulo Elementary Theories de Ershov et al. de 1965 [15].

Concretamos a continuacion € trabajo realizado en esta memoria:

Se han revisado los trabgjos originales de los autores que han creado las técnicas y se
han formulado dichas técnicas de una forma en genera mas sencilla que las
exposiciones originales y con una homenclatura unificada. En e caso de la nocién
basica de interpretacion de Tarski se ha usado una formulacién mas comoda.

Se han sefialado las limitaciones y potencia de las técnicas.

Se ha estudiado sisteméticamente la caracteristica de inseparabilidad de las teorias
(més fuerte que la de indecidibilidad).

Se han formulado los teoremas fundamentales en términos de clases de estructuras, 1o
gue permite en algunos casos una presentacion mas clara e intuitiva.

Se ha smplificado la demostracion de Buichi de la indecidibilidad del célculo de
predicados, obteniendo €l resultado mas fuerte de inseparabilidad finita.

Se ha dado una versién mas fuerte del importante teorema de Rabin-Ershov necesaria
en algun caso.

Se ha obtenido algin resultado nuevo : inseparabilidad de la teoria de reticulos
atémicos distributivos (que aparece erréneamente en Ershov [15] como gemplo de

! Esta nocién quizéa fuese sugerida por 1os estudios dedicados a la consistencia relativa de teorias, en
donde la consistencia de una teoria se prueba “interpretando” la teoria en otro modelo ; por eiemplo las
pruebas de consistencia relativa de las geometrias o del dgebra de los nimeros complejos.(cf. [27])

2 Por otra parte e libro de Tarski adolece de ciertos defectos, fundamentalmente |a falta de formulacion
precisa de muchos conceptos o cierta notacion hoy mejorada.

4
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teoria con teoria finita decidible), codificacién de una relacion binaria en la teoria de
grafos sin igualdad, (sugerenciade J. F. Prida) ...

Se ha dado una version rapida del teorema de inseparabilidad de la aritmética de
Robinson.

Descripcion de los capitulos

En e segundo capitulo se han revisado algunos temas bésicos de la teoria de la
recursion : productividad, creatividad y completitud. Se da una demostracion del
importante teorema de Myhill relativo alarelacion entre creatividad y equivalencia.

En el tercer capitulo, se desarrolla €l concepto de inseparabilidad y se establece la teoria
basica de los pares de conjuntos inseparables. Un teorema de Smullyan permite
caracterizar 1os pares de conjuntos efectivamente inseparables en términos de creatividad
y de completitud. Desde la perspectiva del programa de Klein, éste teorema permite
considerar como iguales, desde € punto de vista de la teoria de la recursion, los pares de
conjuntos efectivamente inseparabl es.

En el cuarto capitulo se presenta rapidamente la terminologia bésica acerca de las teorias
de primer orden: teorias axiomatizables, teorias completas, teorias decidibles e
indecidibles,... Se establece la terminologia adecuada para clases de estructuras y se
sefialan las propiedades bésicas.

En e capitulo quinto se da una definicién de la nocién bésica de interpretacion. La
definicion dada aqui no es la original de Tarski, pero permite obtener mas comodamente
los resultados de transmision de la indecidibilidad e inseparabilidad por medio de
interpretaciones de unas teorias en otras y de unas clases de estructuras en otras. En este
capitulo se demuestra una version més fuerte del teorema de Rabin-Scott-Ershov sobre
la transmision de la inseparabilidad. Este teorema serd la base para la técnica de
inmersion semantica utilizada sisteméaticamente en € décimo capitulo.

El capitulo sexto presenta las ideas basicas de la técnica basada en el teorema del punto
fijo o lema de diagonalizacion, que es la forma en que suele aparecer en los manuales la
demostracion de la indecidibilidad de la aritmética. Las ideas de esta demostracion
tienen su origen en la demostracion de Godel del teorema de incompl etitud.

El capitulo séptimo expone la técnica usada por Tarski en la demostracion de la
indecidibilidad de la teoria de grupos. Se parte de la indecidibilidad de la aritmética de
Robinson y se obtiene laindecidibilidad de diversas teorias : célculo de predicados, teoria
de anillos, teoria de grupos.

El capitulo octavo se dedica a demostrar la inseparabilidad de las teorias mateméticas
fundamentales sin modelos finitos : la aritméticay la teoria de conjuntos.

El capitulo noveno establece la inseparabilidad finita del calculo de predicados siguiendo
las ideas de Blichi, pero simplificando la demostracion a utilizar méquinas de registros y
sacar partido a un teorema de Minski relativo a la posibilidad de simular una maquina de
registros por una maquina de dos registros.

Partiendo de la inseparabilidad del calculo de predicados en € capitulo décimo se
demuestra la inseparabilidad de diversas teorias importantes desde € punto de vista
matemético : teoria de grafos, teoria de reticul os, teoria de anillos, teoria de grupos. Para
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ello se redlizan sucesivas aplicaciones del método de inmersion semantica de Rabin-
Ershov.
El capitulo undécimo expone algunas conclusiones del trabgjo.
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Nota Previa : Glosario de notaciones utilizadas

Précticamente la totalidad de las notaciones usadas son absolutamente estandar. Algunas
de estas nociones elemental es de teoria de la recursién, teoria de modelos, [6gica o teoria
de conjuntos se utilizan sin dar definiciones o explicaciones de las mismas. No obstante
se incluye agui una referencia rapida de las notaciones utilizadas en € texto, parafacilitar
posibles consultas o resolver ambigliedades.

Teoriadelarecursion

w : Conjunto de los nimeros naturales {0, 1, 2, ...}
Z : Conjunto de los nimeros enteros{...,-2,-1,0, 1,2, ..}
J x : Funcion recursiva parcial de indice x

« . Dominiodej 4

W,s : Conjunto delosal wtalesque el programade nimero x produce un output en
S pasos cuando comienza con input a

j ) :Lafuncionj estadefinidaenx

j ¥)- :Lafuncionj divergeenx

Escribiremosj (x) =y (X) paraindicar que, o bien ambas funciones estan indefinidas en
X, 0 bien ambas estan definidas en x y su valor en x coincide. (Lo que Kleene [24] llama
“igualdad completa’, que en muchos textos suele indicarse por j (X) ~y (X))

Teoria de modelos

c*, 4, P* : Constante, funcion y predicado designados en la estructura A con universo
A por los simbolos de constante, funciony predicadoc, f, y P

I =(A; V) : Interpretacion sobre la estructura A con valoracién de variables v

VA : Vaoracion que coincide con v salvo en lavariable z, siendo v(z) = a

IEa :Laformulaa esverdaderaen lainterpretacion |

IRa :Laformulaa esfasaenlainterpretacion |

A Ea : Laestructura A esun modelo delaférmulaa (Paratodainterpretacion I en A

severifical Fa)

A ka : Laestructura A no esun modelo delaférmulaa

AEF :Laestructura A esmodelo del conjunto de formulas F

FEra :TodomodelodeF esmodelodea, ee., a esconsecuenciade F

Fa :Abreviaturade £Fa, esto es, a esvéidaen toda estructura

A ka[a] : Laférmulaa(x) esvaidaen A en unaasignacion de variables con v(x)=a

F I sa: a sederivasintacticamentede F en e sissemaformal S

A° B : Ay B son dos estrucuturas elementalmente equivalentes (A Ea U B Ea)
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= : El signo de igualdad en un lengugje formal. pero también lo usamos en €
metalenguaje s no da lugar a confusion.

° . La identidad entre dos elementos de una estructura cuando queremos
distinguirlo del simbolo de iguadad en € lengugje

» : Isomorfia de dos estructuras

L égica

Se utilizan x, y, z , v, ... como metavariables recorriendo & conjunto de variables. El
conjunto de variables del lenguaje es Xo, X1, Xz, ..

var(a) : Variables que aparecen en laférmulaa

lib(a) : Variableslibresde laférmulaa

Escribiremos a(x) para indicar que la formula a tiene la variable libre X, esto es,
xI lib(@). Ental caso a(t) indicalasustitucion en a delavariable x por & término t.

Los simbolos Idgicos usudes U, U, ®, « , @, ", $ se usardn en expresiones del
lengugje formal, pero alguna vez los utilizaremos en el metalenguaje, como ocurre en
mateméticas no formales, cuando e contexto no induzca a confusion. Para“y” usaremos
también en & metalenguagje &. Se usara en € metalengugje e signo deimplicacion by
de equivalencia U .

° :seusaparaindicar que dos cadenas de simbolos son sintacticamente la misma
férmula (ver a continuacion un gemplo).
$! es una abreviatura de “existe un Unico”. Formamente
$za(z) ° $z"w (@@« w= 2

Teoria de conjuntos

P(A) : Conjunto de partes del conjunto A

: Conjunto vacio

: Simbolo de pertenencia de un elemento a un conjunto

: No pertenencia

- Inclusion de conjuntos (No necesariamente estricta; otros textos escriben | )
E : Union de conjuntos

C : Interseccién de conjuntos

T(A) : Interseccién de los conjuntos T(A) cuando A recorre la familia de conjuntos F
A F

{a}  : Conjunto unitario cuyo Unico elemento es a

A : Complementario del conjunto A
A-B :ACB

A~ B : producto cartesiano

(a, b) : par ordenado

<a, b> : otra notacion para un par ordenado
(20, &, ..., &) : n-upla ordenada

<ay, &, ..., &> . N-upla ordenada

— =y
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domf : dominio delafuncion f

rgf :rangodef

geof :composicion defy g.También se denota por gf . Esto es, (gof)(x)=gf (x)=g(f(x))
fl g :gesunaextensondef

f*  :funcioninversadef:f ™o f = Identidad

En e enunciado de un teorema o en la demostracion se han usado los simbolos b para
indicar “si...entonces’, y U o bien syss para indicar “s y sdlo s”. El fin de una
demostracién (o laausenciadetal, por facil o conocida) se ha sefialado por ¢.

Las referencias a la bibliografia se realizan sefidando el nimero de orden en la lista, por
giemplo, [60].

Las definiciones y proposiciones tienen una numeracion segun un sistema del tipo [i-j]
en que i indica € nimero de capitulo y j un nimero de orden dentro del capitulo. Una
referencia a un enunciado se hace mencionando €l par correspondiente a capitulo y al
enunciado. Cada capitulo esta dividido en apartados. Una referencia a apartado m del
capitulo n se hace mediante § m.n.
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2. TEORIA DE LA RECURSION.

El marco adecuado para tratar la nocién de indecidibilidad es |a teoria de la recursion.
Presentamos en este capitulo algunos de los conceptos basicos de la teoria de la
recursion o teoria de la computabilidad. Los conceptos y resultados presentados aqui
son una revision répida de contenidos béasicos bien conocidos. En € siguiente capitulo se
presentaran, de una forma andloga, las nociones de inseparabilidad y los teoremas
correspondientes.

2.1 Conceptosy teoremas basicos

El concepto basico de lateoria de larecursién es € de funcidn recursiva parcial. La clase
de las funciones recursivas parciaes es la menor clase de funciones que contiene la
funcion cero, la funcién sucesor y las proyecciones y es cerrada por sustitucion,
recursion primitiva y minimizacién. Es bien sabido que la clase de funciones recursivas
parciaes coincide con la clase de funciones computadas en diversas formalizaciones del
concepto intuitivo de algoritmo : méquinas de Turing, maquinas de registros, algoritmos
de Markov, sistemas de produccién de Post, | -clculo, etc. Alonzo Church propuso
identificar el concepto intuitivo de funcién computable con el concepto formal de funcion
definible en @ | -calculo. Esta tesis, conocida habitualmente por € nombre de Tesis de
Church es usuamente admitida en e campo de la teoria de la computabilidad. La
equivalencia del | -cllculo con los demés formalismos introducidos para expresar la
nocion de computabilidad es, en palabras de Godel, “una especie de milagro” pues se ha
capturado formamente de modo absoluto una nocion intuitiva epistemol 6gicamente
interesante.

Utilizando una codificacion adecuada se puede asociar a cada programa un nimero
natural. Se denotara por |  la funcién definida por € programa de nimero m. Con la
notacion j m indicamos que la funcién de nimero m tiene n argumentos. EI dominio de
j m Se denotard por Wy, Denotaremos por W, € subconjunto de W, que consta de los
al wtal que e programa de niimero m produce un output tras s pasos cuando comienza
con input a.

Las funciones recursivas parciales que son totales se denominan funciones recursivas.

Un conjunto es recursivo s su funcion caracteristica es recursiva. Un conjunto es
recursivamente enumerable (r.e) si esel dominio de una funcion recursiva parcial. Por
lo tanto los conjuntos r.e. son los W, Un conjunto es recursivo s € y su
complementario son r.e. Se denotan por S, la familia de conjuntos recursivosy por S; la
familia de conjuntos recursivamente enumerables.

11
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El concepto de conjunto recursivo formalizala nocién intuitiva de conjunto decidible.

Es muy utilizada en teoria de la recursion una biyeccion recursiva J: w* ® w, que
permite codificar pares, y las funciones recursivas asociadasL : w® w YR: w® w
tales que JL(2), R(2)) = z, L(J(X, y)) = X, R(J(x, y) =y paratodo x, y, zI w.

Usaremos los siguientes teoremas basicos y bien conocidos de la teoria de funciones
recursivas :

Teorema s-m-n o teorema deiteracion

Para cadan, m 3 1 hay unafuncion recursivainyectiva htal que
j nh(x,al,... ,am)(yl, ey yn) :J r‘H—mX (ala ety ama yl! ey yn)

Teoremaderecursion

Para toda una funcion recursiva f :w™'® w existe una funcion recursiva e inyectivar :w'
® wtal que paratodo my todo X = (X, ..., Xn) Se verifica

j :n(y) =] rfn(y,r(i))
¢
Teoremadel puntofijo
Si f esrecursivaexiste el wtal quej e=j 1
¢

Utilizaremos una generalizacion del teorema de recursion debida a Smullyan [53] :

Teorema de doble recursion
Paratodo par de funciones recursivas m, n: W*® w existen dos funciones recursivas p,
q:W® wtaesque

J 000 =] mx, px. q09)

J a0 =1 nx 0, )
Demostracion

Consideremos b, a, p, g, funciones que verifiquen las igualdades siguientes.
Por €l teorema de recursion existe b verificando

J bty = nxy. by B
Por € teorema s-m-n existe a verificando

Jacy =] mey.boey) B
Por el teorema de recursion existe p verificando

J 000 =1 ax, p)

Sea q(x) = b(x, p(x))

Setiene
J p) = 1 atx pd) = mx, pe), bix, p0d) = I m (x, pix), a(x)
J a0 =1 bix, px) =) n(x px), bx, px) = J 1 (x, p(x), a(x))

12
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Corolario
Para todo par de funciones recursivas f, g : W® w existe una funcion recursiva h : w® w
tal que

J theo =1 16x, )

J R0 =] gx, heo)

Demostracion

Por el teorema s-m-n existiran funciones recursivas u y v tales que
J uy. = 1x 39.2)
Jvxy. =) ox dv.2) o

Por el teorema de doble recursion existiran p, g :.w® wtales que
J P09 =1 utx, 9, a0

T aw = v e, aw)
Definiendo h mediante

() = Xp(x),q(x)
setiene
J theo =1 p0d =1 ux, p9, a0)) = 1106 X009, a0)) =1, 1)
R0 =1 a0 = ) vix 9, a60)) = 1 atx X9, a0) =1 gtx, he)

2.2 Conjuntos productivos

La nocion de conjunto productivo tiene cierta similitud con la de conjunto no numerable.
Para ver que un conjunto P no es numerable basta ver que para cada conjunto numerable
N tal que NI P podemos encontrar un elemento xI P-N. De forma parecida un conjunto
P no esr.e. s para cuaquier R r.e. tal que RI P existe xI P-R. La nocién de conjunto
productivo impone que este elemento pueda encontrarse efectivamente.

[ 2-1] Definicion

SeaAl w. Diremos que A es productivo si existe una funcion recursivaf tal que
"X (Wil AP fX)T A-W,)
Lafuncion f se llama funcion productiva de A.

Observacion

13
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Lafuncién f solo necesita estar definida cuando W,] A

[ 2-2] Proposicion

A productivobP Anoesr.e
¢

Por tanto la menor clase en la jerarquia aritmética donde buscar conjuntos productivos es
enP;

[ 2-3] Ejemplo

K ={x:xl W} no esproductivo por ser r.e.
K ={x:xi W,} esproductivo . Laidentidad es unafuncién de produccion de K

[ 2-4] Proposicion

Todo conjunto productivo posee una funcion de produccién total

Demostracién

Sea f una funcion de produccion de A. Consideremos la funcidn recursiva parcial
}J' (2 St

- e.o.c.

Por el teorema s-m-n existe h recursivainyectivatotal tal que g(X, ¥, 2) =] nxy) (2
Por €l teorema de recursion existe r recursivatotal tal que

1 19D =] neyyp(2

g%y, 2=

con lo que
. _iy@  sf(r(y)
(@ i - eoc
Asi pues

fr(y) - P Wiy= A1 AP f(r(y))
De forma que fr es una funcion total
Ademasj =] yluego

W, AP Wyl AP fryl A-W,,y b friy)i A-W,
luego fr es una funcién productiva de A

[ 2-5] Proposicién

Si A es productivo existe una funcion productivatotal e inyectiva

Demostracion

Sea f una funcién productiva total de A. Construiremos una sucesion infinita de
funciones productivas de A distintas, a partir de la cua construiremos una funcién
productiva estrictamente creciente, y por tanto inyectiva

Laideaesques W, Ay f eslafuncion productiva de A, W, E {f(xX)} es un conjunto
r.e. contenido en Ay por tanto un cierto Wpe I A, conlo que fh(x)T A - Wi

14
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Por el teorema s-m-n existe h recursivatotal inyectivatal que

i vo(y)= : 1 dj,(y)" Uy=f(x
T L e.o.c.

Esféacil ver que Wxi Wh(x)i Whh(x)i i A, pues
Wh(x) = WXE {f(X)} i A,
Whh(x) = Wh(x) E {fh(X)} | A,

Denotaremos por W alafuncion h ... h (j veces).
Obsérvese que s Wy 1 A todos los elementos del conjunto S = {f(x), fh(x) , fh*(x), ...}
son distintos por ser f funcién productiva de A. Debido aesto, st Wy 1 A, dado cualquier
nimero kI w, recorriendo la lista de S encontraremos con seguridad entre los k+1
primeros algun elemento mayor que k.
Noétese que todas las fif son funciones productivas de A

W, AP Wil AP fHX)T A-Wihnb X1 A-W,

Definamos la funcién g mediante

g(0)=0
(n+1) = 1 fh"(n+1) siendo r=nj £g(n) (fh'(n+1)>g(n)) s existe
’ % g(n+1 e.o.C.

Lafuncion g es recursivatotal y estrictamente creciente y por tanto inyectiva.Ademas es
funcion productiva de A ; pues s W, 1 A a ser los elementos de S todos distintos,
existiraj tal que g(x) = fii(x) y por tanto g(x) = fH(X) 1 A-W,

¢
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[ 2-6] Proposicién

a) A C B productivo & Br.e. b A productivo

b) AE B productivo & Br.e. b A productivo

Demostracién

a) Sea f la funcién productiva de A C B y consideremos W, 1 A. Como B es r.e,

aplicando el teorema s-m-n existe h recursivatal que Wy = WxC B. Entonces
Wyl AP Wyl ACB
b ()1 (A G B) - Wiy = (AG B) - (W,G B)
P fh(x)l A- W
Luego fh es una funcion productiva de A.
b) Andoga

2.3 Conjuntos creativos

Un conjunto productivo es un conjunto para €l que la prueba de ser no r.e. se rediza
recursivamente. Un conjunto creativo es un conjunto r.e. para €l que la prueba de ser no
recursivo se redliza recursivamente por medio de una funcién productiva de su
complementario.

[ 2-7] Definicion
Aescreativos esr.e.y A es productivo

[ 2-8] Proposicién
A creativo P A esr.e. pero no recursivo

[ 2-9] Ejemplo
K es creativo pues esr.e. y su complementario es productivo

16
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2.4 Reducibilidad

[ 2-10] Definicién
Se dice que A es mrreducible a B viaf , lo que denotamos por A£B, s f es una funcion

recursivatal que
xl AU f(x)1 B

[ 2-11] Definicién
Se dice que A es 1-reducible a B viaf , lo que denotamos por Aé B, s f esunafuncion

recursivainyectivatal que
xIl AU f(x)1 B

[ 2-12] Proposicion
AEB,Bl Sob Al S,

Demostracion
S A esm-reducible aB viaf entonces lafuncion caracteristicade A es ca=cg f

[ 2-13] Proposicion
A£B, Al Sob BI S

[ 2-14] Proposicion

A£B, Aproductivo P B productivo

Demostracién

Sea A reducible a B viaf y sea g una funcidn de produccion de A. Supongamos que
W, B. Sea h la funcion recursiva tal que f (W,) = Wi . Entonces Wy I Ay por
tanto gh(x)I A - Wiy y fgh(X)T B - W,. Luego fgh es funcion productiva de B.

¢
[ 2-15] Proposicion
AE£B, Acreativo, Br.e. b B creativo
Demostracion
Lareduccion de A aB esunareducciénde A a B
¢

17
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[ 2-16] Proposicion
Ar.e., P productivo b Aé P

Demostracién

Sea f una funcién productiva de A total estrictamente creciente
Wil P b (X1 P-W,

Por €l teorema de recursion existe g recursivay creciente tal que

il s y="fgx)&xl A

J oY) = iy o
0sea
ifg(x) s xI A
Wow = i e
i e.0.c

fg es recursivay monétona ; veamos que reduce A a P
el AP Wye={fg(e)} b fg(e)| P-Wye P WyE PP fge)l P
el AP Wyg=/41 Pb fge)l P-Wyy P fg(e)l P

[ 2-17] Proposicion
Ar.e, Ccreativo b A%C

2.5 Equivalencia

[ 2-18] Definicién
A esmequivalente aB , lo que denotamospor A° B, AEB y BEA
A es 1-equivalente aB , lo que denotamos porA°1 B, s A%B y B%A

Esinmediato ver que ambas son relaciones de equivalencia entre conjuntos de naturales

[ 2-19] Proposicion

Sea C creativo. Son equivalentes
1. B escreativo
2. C°1 B

3.C°B

Demostracion

18



[ 2] Teoriadelarecursion

1P 2 por laproposicion [2-17]
2b 3trivialmente
3P 1S C° B entonces C£B. Como C es creativo y por tanto r.e. debe ser B r.e.. Como

C esreducible aB, por laproposicion [2-15] , B escreativo

2.6 Conjuntos completos

La m-reducibilidad es un preorden. Si consideramos la familia de conjuntos r.e. los
elementos maximales se denominan completos. Los problemas correspondientes a
conjuntos completos son “los més dificiles’ entrelos S;.

[ 2-20] Definicién
A es S;-completo en la m-reducibilidad S Aesr.e.y paratodo B r.e. esB £ A

A es S;-completo en la 1-reducibilidad S Aesr.e.y paratodo B r.e. esB 01 A
Diremos sencillamente que A es m-completo o 1-completo .

[ 2-21] Ejemplo
K es completo, pues esr.e. y paracada Bl S; podemos considerar
: 10 sxI B
Vo () "1 eoc
con lo que
iw sxi B
Yoo =g i B
i
gue proporciona la reduccion
xi B U gXi K

[ 2-22] Proposicion
a) Am-completo & A° B P B m-completo
b) Am-completo U A° K

[ 2-23] Proposicion
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A m-completo b A creativo
Demostracién

S Aesmcompletoesrey K £ Aluego K £ A ycomo K esproductivo Aes

m

productivo, por [2-14]. Por tanto A es creativo

El reciproco de este teorema también se verifica:

[ 2-24] Teorema

Todo conjunto creativo es 1-completo

Demostracion

Sea A creativo y h una funcion recursiva total inyectiva productiva de A y sea B un
conjunto r.e.

Definamos la funcion recursiva parcia

i0 s yl B&h(x)=z

}- e.0.c.

Por el teorema s-m-n existe una funcion recursivatota f tal que

J ey D=0y, 2) _ o
Por el teorema de recursién existe una funcion recursivatotal inyectivar tal que

1 v (@7 (w2

gy, 2 =

con lo que
J )@= %O 3! Bei.r;r(y) ‘
En consecuencia

yiB P We={hr(y)} P hr()i A
puesto que

hr(y)l A b Wyl A P hr(y)l Wy,
Por otra parte

yiBb Wy,=/&DbP hriy)l A
Con lo cual obtenemos

yiBU hr(y)l A

Por tanto B es 1-reduciblea Ay A es 1-completo
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2.7 Conjuntosrecursivamente isomorfos

[ 2-25] Definicién

Una permutacion recursiva es unaaplicacion f :w® w biyectivay recursiva

[ 2-26] Proposicion
L as permutaciones recursivas con la operacion de composicion forman un grupo

[ 2-27] Definicién

Sea Ay B dos conjuntos de naturales. Se dice que son recursivamente isomorfos, 1o que
denotaremos por A° B, s existe una permutacion recursivaf tal quexi AU f(x)i B

Notese que si f es como indicaladefinicion, lafuncion g(y) = nx(f(x) =y) verifica
yi BU gyl A
lo que muestrala simetria de la definicién

[ 2-28] Proposicion
A°B b A°1 B
Demostracién
trivia

¢
El reciproco de la anterior proposicion también se verifica. Es decir, s dos conjuntos son
1-equivalentes son recursivamente isomorfos. Es un importante resultado, debido a

Myhill [40] . Puede observarse que es un andogo en teoria de la recursion a teorema de
Cantor -Schroder-Bernstein en lateoria de cardinales.

2.8 Teorema de Myhill

[ 2-29] Teorema
A°1 BpP A°B

Demostracion
Supongamos que Aé B viaf yque B % Aviag

Construiremos una permutacion recursivah tal quexi AU h(x)i B
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La construccion se efectuara construyendo una sucesion de funciones recursivas (no
totales) hol hyl hyl ...y haciendoh = Uhn

La construccién se haré por pasos. Definiremos hy = Ay en cada paso afiadiremos a lo
sumo un par mas. En el paso hys; NOS aseguraremos que s pertenezca a dominio de la
funcion .En @ paso hysi» NOS aseguraremos que s pertenezca al rango de la funcién.
Definiremos pues

— I th S th a

ith E (sr) eoc.

sendoj=mi (Fhas ) (1 rghe) v = (fhos Y ()

I ohe, s sl org(hy)

th. E(.9 e.0.c.

siendoj = mi (g hasa ™)' g1 dom(hzsis) Y 1 = (9 hasa ™) 9(9)

h25+2 =

Seah = [ Jh, Severifica:

dom h = w, por construccion

rg h = w, por construccién

h esinyectiva, por construccién

h es recursiva. Nétese que h(s) = hysa(S)
xil AU h(x)I B

ar®ODdDE

Demostraremos por induccion que
a. h, esfinita
b. h, esinyectiva
c. ¥~ b [xi AU h,X1 B]
Paran =0 estrivia
Supongamos que a. b. y c. se verifican para 0, 1, ..., 2s. Veamos que se verifica para
2s+1 (el caso 2s+2 es andlogo)
a. hpsiy eshysy alo sumo un par més
b. hys.1 €S inyectiva por construccion. Si se afiade e par (S,r) es porque r no aparecia en
el rango
c. SeaZ rg(hys.1). Veamosque zZl BU hy (21 A
(0] Seah25+1(X)_ b [XT A 0 h25+1(X)T B]

Si hys1(X)— hay dos posibilidades : o bien sucede que estuviera definido hyy(x) con lo que
se verificapor lahipétesisdeinducciéon ; obienx=s y hysa(S) =1 y entonces :

sA U f(9B
has f(S)T A por hipétesis de induccion

(f hos '1)j f(s)l B
riB
hzs+1(S)T B

ocoocooC
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[ 2] Teoriadelarecursion

Observacion
La construccion de h no depende de A ni de B sino Unicamentedefy g.

[ 2-30] Corolario
Si Ay B son creativosA° B

Comentario

Si T:y T, son dos teorias y los conjuntos de codigos A y B correspondientes son dos
conjuntos creativos, estos dos conjuntos pueden obtenerse uno de otro mediante una
permutacion recursiva ; por tanto pueden considerarse iguales desde € punto de vista de
lateoriade larecursion.
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[ 3] Inseparabilidad

3. INSEPARABILIDAD

Un conjunto A es recursivo si tanto A, como su complementario A , son recursivamente
enumerables. Esto sugiere la posibilidad de extender la teoria de conjuntosr.e. a pares de
conjuntos r.e. diguntos. A continuacién introducimos la nocion de inseparabilidad que
generaizalade “no recursividad” con importantes ventgjas técnicas y tedricas.

3.1 Conjuntos recursivamente insepar ables

[ 3-1] Definicién

Sean Al w y BI w dos conjuntos disjuntos de niimeros naturales. Se dice que Ay B
son recursivamente separablessi existe algiin conjunto recursivo C1 wta que Al Cy
Bl C.Ental casosedicequeC separaAy B.

S Ay B son dos conjuntos diguntos que no son recursivamente separables se dice que
son recursivamente insepar ables

@)
Ol

[ 3-2] Proposicién

Aesrecursvo syssAy A son recursivamente separables

25



[ 3] Inseparabilidad

[ 3-3] Proposicién
Si Ay B son recursivamente inseparables entonces A 'y B no son recursivos
¢

La existencia de un par de conjuntos r.e. recursivamente inseparables es un hecho mas
fuerte que la existencia de un conjunto r.e. no recursivo. La siguiente proposicion
presenta el giemplo basico de par de conjuntos recursivamente inseparables

[ 3-4] Proposicién
Existen dos conjuntos r.e. recursivamente inseparables
Demostracion
Sean Ao={X:]x(X)=0} y A ={x:]«(X) =1}. Esclaro que Ag y A; son diguntosy
son r.e. Ademés son recursivamente inseparables. En efecto: supongamos que existiera
una conjunto C recursivo que los separase, esto es, tal que Ayl Ci A . Al ser C
recursivo su funcion caracteristica es una funcion recursivaj ., y se verificaria

MmCpb j()=1p riAaP rfICb riC

MmCpb j()=0b riA P riC
Esta contradiccion muestra que Ao y A; son recursivamente inseparables,

3.2 Transmision de la inseparabilidad recursiva

[ 3-5] Proposicién

Sean Ay B recursivamente inseparablesAT A, Bl By A'C B’ = /& Entonces A’ y
B’ son recursivamente inseparables

Demostracion

S Csepara A’ y B’ entonces separatambién Ay B.

Nota

La indecidibilidad de una teoria no se transmite a sus extensiones. La razén es que un
conjunto no recursivo es subconjunto de conjuntos recursivos. Sin embargo la nocion de
inseparabilidad se transmite comodamente a los superconjuntos. Y la demostracion es
trivial, como acabamos de ver.

[ 3-6] Proposicién

Sean Ay B recursivamente inseparables y f una funcion recursivatal quef(A) I A’ (B)
I By ACB =/E EntoncesA’ y B’ son recursivamente inseparables.
Demostracién
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[ 3] Inseparabilidad

Supongamos que hay un conjunto recursivo C que separa A’ y B’ . Entonces f *(C) seria
un conjunto recursivo que separaria Ay B

¢

Este teorema permitira transmitir facilmente resultados de inseparabilidad utilizando
transformaciones efectivas

3.3 Conjuntos efectivamente insepar ables

Dos conjuntos A y B diguntos son recursivamente inseparables s no hay un conjunto
recursivo que los separe. Por lo tanto si consideramos un conjunto M tal que € y su
complementario N sean r.e. y suponemos que M separaAyBoseaAl My BI N,
en redidad M y N no podran Ilenar w, sino que existiraun elemento ki M E N testigo
de lainseparabilidad. S podemos construir tal elemento de forma efectiva a partir deM y
N tenemos la nocidn de inseparabilidad efectiva.

[ 3-7] Definicién
Sean Ay B dos conjuntos disjuntos de nimeros naturales.

Se dice que A 'y B son efectivamente inseparables s existe una funcion recursiva parcial
de dos argumentos f(x, y) tal que

"x "y (Al Wi & Bl W& WGCW, =& P f(x,y)T W, CW,)
Lafuncion f sellamafuncion de separacion de Ay B

fx,y)

[ 3-8] Proposicién

Si Ay B son efectivamente inseparables son recursivamente inseparables
Demostracion

Son equivaentes

1. Ay B son recursivamente inseparables
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2. DEx$y (A1 Wy & AT W, & W,C W, =& & W,E W,=w)
3" X"Y((AT We & AT W, & W,GW=/&) b $24 W,CW,)
4" x"y$z((AT Wy & AT W, & WWGCW,=/&) b 4 W,CW,)
5. Existe unafuncion f de dos argumentos tal que
"Xy (AT W& AT W, & WaGW,=/E) P fixy)T W,CW,)
El hecho de ser Ay B efectivamente inseparables es 5. con la condicion suplementaria de

ser f recursiva

¢
Nota

Hay conjuntos recusivamente inseparables no efectivamente inseparables.(cf. [39], pag.
318)

El par de conjuntos Ag = {X: ] «(X) =0} y Ay = {X: ] «(X) = 1} vistos en [3-4] es €
gemplo basico de conjuntos efectivamente inseparables.

[ 3-9] Proposicién

Ao Yy A; son efectivamente inseparables
Demostracion
Por el teorema s-m-n existe h(x, y) funcién recursivatotal tal que

il s $szl W, -W,
j h(x, Y)(Z): % 0 s $S ZT Wy,s - Wx,s
1. eoc

Entonces Aol W, & Al W, & W,CW,=Z& P h(x,y)T W, C
En efecto :
hx, WT We P j ey y) =1 b hix,y) T AT W1

hx T W P jayh(x ) =0 P h(x, y) T Aol Wil

~<E|

Z| Z|

3.4 Transmision de la inseparabilidad efectiva

[ 3-10] Proposicion

Sean Ay B efectivamente inseparables A1 A, BI B', A C B = /E EntoncesA’ y B’
son efectivamente inseparables

Demostracién

Para separar A’ y B’ vale lamisma funcion de separacion de Ay B
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[ 3-11] Proposicion

Sean Ay B efectivamente inseparables y f una funcion recursivatal quef(A) I A',  f(B)
I By ACB =/E Entonces A’ y B’ son efectivamente inseparables.
Demostracién
Existe una funcion recursiva h tal que Whpy = T (W).
Supongamos que A" I W, , BT W,, W, C W, = /£ Entonces
AT FYA)T W) =Why
BI fH(B)1 (W) =Wy
Wow G Wy = A
con lo que a suponer Ay B efectivamente inseparables con la funcién de separacion g

g(h(x), ) T Wy C Wy,
y por tanto -
f(a(h(x), hy) T W, C W,
Asi, f(g(h(x), h(y))) es unafuncion de separacion de Ay B.

3.5 Inseparabilidad y creatividad

[ 3-12] Proposicion

S Ay B son dos conjuntos r.e. y efectivamente inseparables entonces A y B son
creativos
Demostracién
Por la simetria de la nocion basta demostrar que A es creativo y para ello hay que ver
que A es productivo. Seaf lafuncion de separacion de los conjuntosr.e. A = W, y B.
Consideremos la funcion recursiva h tal que Wi = B E Wi Entonces:

Wil A P AT Wy, & Bl Wiy & Wa G Whyy = A&

P fa h()T W, CWy I AGCW, = A-W,

Luego g(x) = f(a, h(X)) es unafuncion de produccion de A . Por tanto A es creativo.

3.6 Paresproductivos
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Las nociones de par productivo y par creativo se deben a Smullyan [53], que utiliza las
denominaciones *“pares doblemente productivos’ y “pares doblemente creativos’. La
motivacion y e interés de estos conceptos se observan en los teoremas [3-18] y [3-22],
en donde se relacionan con la nocion de pares de conjuntos efectivamente inseparables

[ 3-13] Definicion

Sean Ay B dos conjuntos de naturales. El par (A, B) es un par productivo s existe una
funcion recursivaf : w ® wtal que

W, AEB & W1 BEA & W,CW=E) b f(x,y)i ACBC W, CW,
En tal caso se dice quef es unafuncién de productividad del par (A, B).

o

Observacion.
S (A, B) es un par productivo A y B no pueden ser diguntos. En efecto, s
consideramos W, = /&, seria f(u,u)T AC B.

[ 3-14] Proposicion

Sean Ay B dos conjuntos de naturales. El par (A, B) es productivo syss
W,C(A-B)=E£&WCB-A=E&WCW=ZEDb fixy) AC B C

W CW,

Demostracion.

Bastaobservar que Mi NU MCN=/AZyqueM-N=MCN

[ 3-15] Proposicion

30



[ 3] Inseparabilidad

Sean A y B dos conjuntos disjuntos de nimeros naturales. Entonces el par (A,B) es
productivo syss
Wl A& Wi B& WCW=AEP fixy)i ACBCWCW,

[ 3-16] Proposicion

El par (A, B) es productivo syssexisteh: w® wtal que
(WLl AEB& Wyl BE A& WG Wew=A&) P h(x)T AC BGC W, CWy,,
Demostracion
[P ] Seaf(x,y) funcién de produccion de (A, B). Sea h(x) = J(Lx,Rx)
S Wil AEB& Wyl BE A&E A& W C Wk =/
entonces h(x) = f(L(x),RO))T AC B C W,y C Wy,
[U] Sea h como en & enunciado. Veamos que f(x, y) = h(J(X, y)) es una funcién de
produccion del par (A, B). Sea Wi AEB , W,1 BE Ay W,C W,=/E
Comox=L(JxYy) ¥ y=R(IX Y)) severifica
Wiy | AEB & Weany | BE A & Wiy C Wy =/
luego h(J(x, y))T ACBC W, GW,

Diremos que h es una funcion de produccién del par (A, B).

[ 3-17] Proposicion
Si (A, B) esun par productivo entonces A 'y B son productivos
Demostracién
Seaf lafuncién de productividad del par (A, B). SeaW, I Ay seaW, = & . Entonces
W AEB,W, I BE Ay WG W,=/; luegof(x, Wi ACBC W, CW,
Si consideramos la funcion recursiva g(x) = f(x, v) esg(x)l AC W, y g es unafuncién
productiva para A, c.g.d. Andlogo para B.
¢

[ 3-18] Proposicion

Sea A C B = /£ Entonces son equivalentes :
1. Ay B son efectivamente inseparables
2. (A,B)esunpar productivo
Demostracién
[1P 2]
SeaWy=B E Wy y Whyy=AE W,
Sea f lafuncion recursiva de separacion de Ay B
SeverificaWhyl A, Wy 1 B. Luego f(h(y), g0))I W, E W,

g(x)

Asi lafuncion recursivat(x, y) = f(h(y), g(¥)) verificat(x, y)i A C B C W, CW,
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[2P 1]
Seaf funcién productivade (A, B). Supongamos que Al W, Bl W, y W,C W, = A&
Entonces se verificaWl W1 Ay Wl W,1 B;luegof(y, ) A C B C W CW,
Por tanto g(x, y) = f(y, X) es funcion productiva del par (A, B)

¢

[ 3-19] Proposicion

Todo par productivo tiene una funcién de produccion inyectiva

Demostracién

Seaf :w® w funcion de produccion del par (A, B)

Existe unafuncion recursiva q: w® wtal que Wy = WiE {f (X)}

Sea h(x) = J(Lx, q(x)). Entonces Lh(x) = Lx y Rh(x) = q(X)

Si consideramos € conjunto S= {f (X), f h(x), f h* (), f h*(X), ... } todos los elementos
son distintos. Podemos definir g mediante

g0 =0

i fh"(n+1) sendo r=m £g(n)fth’(n+1)>g(n) § exise
gn+1)= | (n+1 m £ g(n) fh’ (n+1) > g(n)

7 g(n)+1 e.o.c.

Entonces g es estrictamente creciente y por tanto inyectiva. Y es una funcién productiva
del par (A, B)
¢

3.7 Parescreativos

Recordemos que un conjunto A escreativo Sl esr.e. y A es productivo

[ 3-20] Definicion

(A, B) esun par creativost AyBsonr.e.y (A, B) esun par productivo

[ 3-21] Proposicion

Si (A, B) esun par creativo, Ay B son creativos
Demostracion
Copnsecuenciade [3-16]

[ 3-22] Proposicion
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Sean Ay B dos conjuntos r.e. diguntos. Entonces son equivalentes
1. Ay B son efectivamente inseparables
2. (A, B) esun par creativo

Demostracién

Es una reformulacién del teorema [3-17]

3.8 Reducibilidad

[ 3-23] Definicion

Se dice que € par (A, B) esreducible a par (M, N) viaf, s f es una funcion recursiva
verificando

xi AU fx)I M

xiB U f(xIN
Esta condicion equivale a que A = f (M) y B = f *(N). Obsérvese que esta condicion
sgnificaquef aplicaAenM,BenMy AEB en ME N

Obsérvese también que s (A, B) es reducible al par (M, N) via f, entonces también
(A,B)esreduciblea(M,N) via f

Ot
16

[ 3-24] Proposicion

Si (A, B) esreducible a(M, N) y (A, B) es productivo entonces (M, N) es productivo
Demostracién

Seaf lafuncién de reduccion, g la funcién de productividad de (A, B), y h la funcion
recursivatal que Why = f (W)
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Entonces de
Wil MEN,W,I NEM,W,CW=4A&
se deduce
Wh(x)i A E E , Wh(y)i B E KyWh(X)g Wh(y) = /[E,
luego
g(h(x), h(Y))T ACBC W0 CWy)
y por tanto

f(a(h(), hyH MCNCW CW, .
Luego f(g(h(x), h(y))) es unafuncion de produccién del par (M, N)

3.9 Parescompletos

[ 3-25] Definicion

El par (A, B) es S;-completo S Ay B son r.e. y todo par de conjuntos r.e. es reducible a
(A B)

[ 3-26] Proposicion
Todo par S;-completo es un par creativo.
Demostracion
Sea (M, N) un par S;-completo. Sea (As, A;) € par de conjuntos diguntos r.e. y
efectivamente inseparables de [3-9]. Sera (Ao, Ar) reducible a (M, N)
Por el teorema [3-18] (A,,A) €s un par productivo, por ser (Ao, A;) efectivamente
inseparables, y ademéas es reduciblea (M, N). Por [3-24] (M, N) es productivo y por
tanto (M, N) es creativo.

¢

El reciproco también es cierto. La prueba es similar ala del teorema[2-22] pero requiere
el teorema de doble recursion

[ 3-27] Teorema

Un par creativo es S;-completo
Demostracion
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Sea (A, B) un par creativo y f:w ® w una funcién inyectiva de produccién del par
(A, B). Dado un par de conjuntosr.e. disjuntos (M, N) sean my n funciones recursivas
e inyectivas verificando

. 0§ xIMUfy)=z
(@ =

J mix (2 L eoc

ji0 s xI NUf(y)=z

(@ =)
J n (2 L coc

Como consecuencia del teorema de doble recursion existe una funcion inyectiva h tal que
i0 s xI M U f(h(x)) =z

]

i )( ) ’:‘- €.0.C.

. 10 s xI NUf(h®)=z
2(2) =]

J Rnc )( ) ’:‘- €.0.C.

En consecuencia

_ H{f(h(x)

Lhe) = |

xT M

= xI M

_H{f(he) & xT N

T E  § xiN
Entonces (M, N) es reducible a (A, B) viafh. En efecto, supongamos que x1 M y

fh(x) T A.Entonces:
WLh(x) = {fh(X)} i K i K E B

0w 0 0.

WRh(x) = /[Ei E E A

WLh(x) C WRh(x) =/

con lo que
fh(X)}l WLh(x),

contradiccion.

Supongamos ahoraque xI M yfh(x)T A. Entonces:
WLh(x) :/[Ei K E B
Wenyl Al B EA
WLh(x) C WRh(x) =/

con lo que
th()T A,

contradiccion.

Asi pues,

xI MO thx)T A
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y and ogamente
xI NU th(x)T B

3.10 Paresrecursivamente isomor fos

Recordemos que dos conjuntos A y B de naturales son recursivamente isomorfos s hay
una permutacion recursivaf tal quexi AU f(x)I B. Lageneraizacion natural es:

[ 3-28] Definicion

Dos pares de conjuntos de numeros naturales diguntos (A, B) y (M, N) son
recursivamente isomorfos, 1o que se denotara por (A, B) © (M, N), s existe una
biyeccion recursiva f: w® wtal que f(A) =M y f(B) =N

3.11 Teoremade Smullyan

La demostracion de Myhill de que dos conjuntos 1-equivalentes son recursivamente
isomorfos [2-27] puede adaptarse sin dificultad para probar € siguiente teorema and ogo
para pares de conjuntos

[ 3-29] Teorema

Dos pares de conjuntos S;-compl etos son recursivamente isomorfos
Demostracién
Si fy g son las funciones de reducibilidad entre los pares (A, B) y (M, N) la construccién
de Myhill (que Unicamente depende de f y g) produce una biyeccion recursiva h tal que
xil AU h(x)I M
xi B U h(x)IT N

Como consecuencia de los resultados anteriores se obtiene e ilustrador teorema
siguiente acerca de los pares de conjuntos efectivamente inseparables: todos los pares de
conjuntos diguntos efectivamente inseparables son esencialmente iguales desde € punto
de vista de la teoria de la recursion; en particular, s consideramos teorias axiomatizables
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en que e conjunto de teoremas y de formulas refutables (o finitamente refutables) sean
inseparables , e teorema nos permite considerarlas, desde este punto de vista, como
equivalentes.

[ 3-30] Teorema

Sea (A, B) un par de conjuntos dis untos recursivamente enumerables. Son equivalentes
i. (A, B) esefectivamente inseparable

ii. (A, B)escreativo

iii. (A, B) es S;-completo

iv. (A B)° (A, A)
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4. TEORIAS

En este capitulo se revisa la terminologia relativa a las teorias de primer orden y se
presentan algunos resultados béasicos. En particular, se consideran |os conceptos relativos
ala decidibilidad e indecidibilidad de teorias y sus propiedades fundamentales. Se tratan
también los conceptos de inseparabilidad e inseparabilidad finita de teorias y sus
propiedades. La idea de inseparabilidad es especialmente util en las demostraciones de
indecidibilidad de teorias.

4.1 Lenguajes. Estructuras. M odelos

Consideraremos lengugjes de primer orden. Un lenguge de primer orden esta
determinado por una signatura. Una signatura es una cuadrupla

s = (CONST, FUNC, PRED, m
donde los tres conjuntos diguntos CONST, FUNC y PRED son respectivamente los
simbolos de constante, de funcion y de predicado de la signatura. La funcion

m: FUNC E PRED ® w- {0}
determina € nimero de argumentos de un simbolo de funcion o de predicado.
Denotaremos por FUNC™ e conjunto de simbolos de funcién n-aria'y por PRED™ d
conjunto de simbolos de predicado n-ario.
Las signaturas consideradas seréan finitas, por 1o que frecuentemente nos referiremos a
ellas sencillamente listando los simbolos que la integran. Por gemplo una signatura
adecuada para un lenguagje en € que expresar la teoria de grupos es Scruros = { €, °}
donde e es un simbolo de constante (que designa el elemento neutro del grupo) y ° una
funcion binaria (que designa la operacion del grupo). Si bien muchos de los desarrollos
pueden redlizarse para signaturas infinitas € hecho de ser finitas seré esencia en algunas
demostraciones, 1o que se sefidara en su momento. Puesto que las teorias mateméticas
habituales se expresan en lenguajes de signatura finita no se trata de una restriccién para
los objetivos del trabajo.
Fijada unasignaturas, y utilizando los simbolos 16gicos usuaesy las variables se definen
las férmulas de la signatura. El conjunto de variables es VAR = {x; : il w}, aunque
utilizaremos también x, y, z, ... como nombres de variables. Denotaremos por Ls €
lenguaje o conjunto de férmulas de la signatura s. El conjunto de férmulas cerradas o
sentencias de la signatura se denota por SENT(Ls), o bien SENT,, o también, s la
signatura queda clara por € contexto, sencillamente SENT.
En ocasiones sera significativo € hecho de tratar de un lengugje con igualdad o sin ella.
Denotaremos en tales casos por L, 0 bien Ls , @ lengugje con igualdad, y por L d
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lenguagje sin iguadad. El signo de igualdad en € lengugje serd “=". Como es habitual
escribiremost® senlugar de dt=s.
Si no induce a confusion nos referiremos en genera a un lenguaie L sin explicitar la
signaturas.
Dada una signatura s, una s-estructura A consta de un universo no vacio A, una
realizacion ¢ para cada simbolo de constante cI CONST, una realizacion f* para cada
simbolo de funcién fl FUNC, y una redizacion P* para cada simbolo de predicado
Pl PRED. (En ocasiones utilizaremos la misma notacion para € simbolo del lengugje y
su redlizacion en la estructura, si esto no induce a confusién). En e caso de lenguajes
con igualdad consideraremos sdlo modelos normales, esto es, modelos en los que €
simbolo de igualdad designa la identidad en la estructura. Denotaremos por Es la clase
detodas |as s-estructuras.
Unavaoracion en A es una asignacion a cada variable de un elemento del universo de la
estructurav :VAR ® A. Unainterpretacion sobre la estructura A es un par formado por
una estructura y una vaoracion I = (A; v). (Nota: En este trabgo € término
“interpretacion” se usara fundamentalmente en otro sentido. Cf. capitulo 5.)
Se define de forma habitual que unaformulaj T L seavélidaen unainterpretacion, lo que
se denota | Ej o también AEj [v]. Se denota por AEj € hecho de ser j vdida en
todas | as interpretaciones sobre A. Diremos en tal caso que A esun modelodej . S F es
un conjunto de férmulas escribiremos también AE F paraindicar que A es modelo de
todas las formulas de F. Una férmula légicamente vdida es una sentencia de la que
cualquier s-estructura es modelo. Lo denotamos por Ej .
El conjunto de variables libres de unaformulaa se denota por lib(a). Si xI lib(a), lo que
indicaremos escribiendo a(x), y a esvdlida en unainterpretacion con la valoracion v(x)
=al A, escribiremos A Fa [a]. Andoga notacion usaremos para formulas con varias
variables libres.
Larelacion de consecuencia semantica seindica como es usual por € simbolo E. Sij es
una formulay F un conjunto de formulas, F Ej , significa que todo modelo de F es
modelo dej .
El teorema de completitud aseguraque si + denota la relacion de derivabilidad sintactica
en un sistema axiomético como € de Hilbert, se verifica
FEj syss FFj,

S F esun conjunto de sentencias, e conjunto de consecuencias de F se denota por

Con(F)={jTSENT:F Fj}={j 1 SENT:FFj}
Naturamente la relacion de consecuencia depende del lengugje que estemos
considerando. Generamente quedara claro por € contexto, pero s queremos hacer
mencion del mismo escribiremos Cons para sefidar que estamos en e sistema de
signaturas.
Claramente, s F y Y son dos conjuntos de sentencias

FI YP Con(F)I Con(Y)
S F es un conjunto de sentencias, la clase de s-estructuras que son modelo de F se
denomina Mods(F ), o sencillamente Mod(F ).

Mods(F) ={ AT Es:AEF }
S F congta de una Unica formulaj escribiremos también Mods(j ) o bien Mod(j ) en
lugar de Mods({j })
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[ 4-1] Proposicion
1. Mods(F) = Mod( )
iTF
2. Mods (/) = Es
3.Fra U Mods(F)I Mods(a)

4.2 Teorias

Una teoria es un conjunto de sentencias cerrado bajo la relacién de consecuencia, o o
gue es lo mismo, cerrado bajo derivabilidad.

[ 4-2] Definicion

Sea T un conjunto de sentencias de un lengugje de primer orden de signaturas. T esuna
teoria sobre s s paracada sentenciaa de SENT; se verifica

Fa U alT
Diremos que T es unateoria (de primer orden) s paraciertas, T esunateoriasobres.

Dada unateoria T nos referiremos a lenguaje de la misma mediante L(T) y ala signatura
del lenguaje mediante s . Indicaremos por T° que la teoria se considera en un lenguaje
sin igualdad.

Ejemplos

1. Teoria engendrada por un conjunto de sentencias
Sea F un conjunto de sentencias. Es inmediato ver que
Con(F)={a: Fla}
es unateoria, denominada teoria engendrada por F .
Claramente se tiene
T esunateoria U Con(T)=T

2. El conjunto de todas las formulas |6gicamente validas LVALs = {al SENT; : Fa} es
una teoria contenida en toda otra teoria. Es la minima teoria de un lengugje dado. El
conjunto de todas las sentencias del lengugje es claramente una teoria. Y es la maxima
teoria formulable sobre € lenguge. Es la Unica teoria insatisfactible. Una teoria es
consistente s no es SENTS e inconsistente en caso contrario.
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[ 4-3] Proposicion.
Son equivalentes
1. T esinconsistente

2. Existeal SENT talqueal Ty @al T
3. T no tiene model os

¢
3. Si {T;:il I} esunafamilia arbitraria de teorias sobre s entonces su interseccion es
también unateoria, pues
(T rap "ill Tirap "il1 al TP al (T,

En genera la union de dos teorias no es un conjunto cerrado bajo derivabilidad. Pero
podemos considerar la familia de todas las teorias en € lenguaje que contienen a ambas.
Su interseccién es una teoria; y es la minima teoria que contiene a ambas. La
denotaremos por T, + To.

Si tenemos una cadena de teorias Tol Ti1 T,1 .. entonces | JT, esunateoriapues

iTw

UTFa b exdisenjq,..j«T UT {ju..j}Fa

iTw iTw
P exiseml wy existen j 1,...,j k1 Tm tdlesque{j 1, ...,j «} Fa
bal Tl T,

iTw

4. Teoria de una estructura.

Sea A unas-estructura. El conjunto Th(A) = {al SENT : AFa} esunateoria, pues
Th(A)Fa b Aka b al Th(A)

Un giemplo importante consiste en la teoria de la estructura de los nimeros naturales con

las operaciones aritméticas elementales N = (w; 0", s, +% ). La teoria Th(N) se

denominala aritmética elemental (de primer orden)

5. Teoria de una clase de estructuras
Sea K unaclase de s-estructuras. Lateoriadelaclase K es e conjunto de sentencias
Th(K) ={al SENT; : paratodo Al K Aka}
Notese que
al Th(K) U KI Mod(a)
Es unateoria: € apartado 1 de la siguiente proposicion indica que Th(K) es interseccion
de unafamilia de teorias y por tanto unateoria.

[ 4-4] Proposicion
1. Th(K) = (Th(A)
AT K

2. Th(A = Ls
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3. ALK b Th(K)1 Th(A)

Notese que laimplicacion contraria de 3. no es cierta.
S K esunaclase de estructuras sobre el mismo lenguaje nos referiremos mediante L (K)
adicho lenguge

Nota

En este trabajo haremos referencia continuamente a clases de estructuras. En todo
momento todas las estructuras pertenecientes a una clase seran estructuras sobre una
misma signatura, no mezclando nunca en una misma clase estructuras sobre diversas
signaturas. En adelante no nos preocuparemos de sefidar esta estipulacion. De forma

gue expresiones como “sea K un clase de estructuras’ significaran “sea K una clase de
S-estructuras’ paraciertasignaturas.

La conexion de Galois (M od,Th)

Es particularmente interesante considerar conjuntamente |las dos correspondencias
Mod : P(Ls) ® P(Es)
F ® Mod(F)
Th: P(Es) ® P(Ls)
K ® Th(K)

[ 4-5] Proposicién

Sea K unaclase de s-estructurasy F un conjunto de sentencias de Ls. Se verifica:
K1 Mod(F) U F 1 Th(K)
Demostracion
P] i i i
SeaK1 Mod(F)y j1F.Entonces, Al K b AEF b AFj b 1 Th(A)
Por tantoj I [ Th(A) = Th(K)
AT K
U1 i i i
SeaF1 Th(K). Entonces, Al K b AETh(K) b Al Mod(Th(K)) b Al Mod(F)

La anterior proposicion expresa que el par (Mod, Th) es una conexion de Galois entre
los conjuntos de féormulas y las clases de estructuras. Sean (A, £4) y (B, £°) dos
conjuntos parcialmente ordenados y p,: A ® B y p*: B ® A dos aplicaciones

verificando, paratodo al A y todo bl B
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af p*(b) U p.(a£%b
Se dice entonces que € par (p., p*) es unaconexién de Galois entre ambas estructuras.

L as propiedades bésicas de una conexion de Galois son :

[ 4-6] Proposicién

SeanF ., F21 Ls YK, K2l Es;entonces:
Gal. Fil F, b Mod(F2) 1 Mod(F,)
Ga2. Kil Ky b Th(Ky) 1 Th(K,)

Ga3. F 1 Th(Mod(F))

Gad. K1 Mod(Th(K))

Demostracion

1.F, F2b Mod(F,) = [Mod( )i [|Mod( )i Mod(F.)
iTF, jTF,

2.K4 Kpb Th(K;) = ((Th(A)I (Th(A)=Th(K )
Al K, Al K,

3.al F b Mod(F)I Mod(a) P al Th(Mod(F))
4. ATK b AETh(K) b AT Mod(Th(K))

Como en toda conexion de Galois se verifica que Mod y Th son cuasiinversas, esto es:

[ 4-7] Proposicién

1. Mod(F) = Mod(Th(Mod(F)))

2. Th(K) = Th(Mod(Th(K))

Demostracion

1. Aplicando Ga4 aMod(F ) setiene Mod(F) I Mod(Th(Mod(F))). Y aplicando Gal a
Ga3 Mod(Th(Mod(F)) 1 Mod(F)

2. Aplicando Ga3 a Th(K): Th(K) I Th(Mod(Th(K)). Y aplicando Ga2 a Ga4
Th(Mod(Th(K))) I Th(K)

Como en toda conexion de Galois |os operadores

Th-Mod : P(Ls) ® P(Ls)
F ® Th(Mod(F))

Mod-Th: P(Es) ® P(Es)
K ® Mod(Th(K))
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son operadores de clausura sobre Ls y Es respectivamente. Un operador de clausura
sobre un conjunto M es una aplicacion C: P(M)® P(M) verificando

1. X1 C(X)

2. X1 YbP CX)T C(Y)

3. C(C(X)) = C(X)

[ 4-8] Proposicién
S F esun conjunto de férmulas y consideramos la clase de todos los modelos de F

Mod(F) ={A: AEF}
Se verifica

Th(Mod(F)) = Con(F)
Demostracion
al Th(Mod(F)) U "A (AFF b Ara)U Fra U al Con(F)

¢
[ 4-9] Proposicién
SeaF | Ls. Son equivaentes
1. F esunateoria
2. F =Th(Mod(F))
3. existeunaclase K1 E° ta queF = Th(K)
¢

En particular paraunateoria T se tiene siempre que

Th(Mod(T) =T
gue es una propiedad més fuerte que Ga3. Y esto es |o que caracteriza a las teorias. En
términos del operador clausura ThMod, las teorias son conjuntos de férmulas cerrados,
esto es coinciden con su clausura.

Obsérvese que, en general, € contenido de Ga3 y Ga4 no puede completarse a igualdad.
Por gemplo, si consideramos una clase K con una Unica estructura infinita A. Entonces
Th(A) tiene modelos de cardinalidad infinita arbitraria que no pueden ser A. Esto
muestra un gemplo en € que e contenido de Ga4 es estricto. Y hemos sefialado
anteriormente que Th(Mod(F)) es siempre una teoria, con lo que si F no es una teoria
tenemos que el contenido en Ga3 es estricto.

L a clase de modelos finitos de una teoria

Sea T una teoria y Mod(T) la clase de modelos de T. Tienen interés considerar €
subconjunto de Mod(T) formado por las s-estructuras finitas que son modelosde T
Modfin(T) ={A: A ET & A finito}
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Esta clase determina una teoria
Tiin = Th(Modfin(T))
gue contiene alas sentencias vaidas en todos |os model os finitos de la teoria.
Obsérvese que siempre
TI Thn
pues
Modfin(T) I Mod(T) b Th(Mod(T)I Th(Modfin(T) b TI T, .

Ademés:
Til T, P Modfin(Ty) 1 Modfin(T,)
b Th(Modfin(T,) I Th(Modfin(T>)
P Tlfin‘I Tzﬂn

Obsérvese que s T no tiene modelos finitos Ty, = SENTS.

En general Ty, puede tener modelos infinitos. En efecto, supongamos que T tiene
modelos de cardinalidad arbitrariamente grande (esto es lo que ocurre en la teoria de
grupos, por emplo). Consideremos para cada n natural la férmula ks, que expresa que
la estructura tiene mas de n elementos. Cada subconjunto finito de
S= Tfin E {kal, k32, k33, }

tiene modelo. Por e teorema de compacidad, S tiene un modelo que debera ser modelo
de Tsin Yy alavez una estructurainfinita.

Esta observacion muestra de nuevo que s K es una clase de estructuras, un modelo de

Th(K) no pertenece necesariamente a K

Anéogamente podriamos considerar la clase de los modelos infinitos de T. La teoria que
determinan es Ty

Sea K una clase de estructuras. Podemos considerar la subclase de K formada por las
estructuras finitas, K™ = {A: A TK & A finita}. Esta clase determina una teoria
Th(K™). Esta teoria coincide con la teoria finita de K., segin indicala siguiente

[ 4-10] Proposicion

Sea K unaclase de estructruras
Th(K™ = Th(K )sin

Demostracion

[|§]

al Th(K)in P " A (AETh(K)& Afinita P A Ea)
b " AT K (Afinita P A Fa)
b " ATK™ AEa
b al Th(K™

[]
Supongamos que para cierta formula a se verifica al Th(K )qn. Existira una cierta
estructura A verificando
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1. Al K

2. A esfinita

3. Ara
Por ser A finita existe una formular1 L(K) tal que para toda estructura M de la misma
signatura que A se verifica

4, Mer U A»M

Por tanto
S.AET (por 4.)
6. 2r1 Th(K) (por 5.y 1.)
7. existe Bl Ktal queBr (por 6.)
8. exiseBl Ktalque B»Ay Bra  (por7.y3)
9.al Th(K"™ (por 8.y 2.)

[ 4-11] Definicién

Denotaremos por Fr(K) el conjunto de férmulas{a : exise Al K™ tal que A FJa}

4.3 Subteorias

Sean T, y T, dos teorias en dos lenguajes con signaturas s; y S, respectivamente. Sera
Gtil 1a siguiente terminologia.

[ 4-12] Definicién

Sediceque T, esunaextension de T; o que T; esunasubteoriade T, S

1. Sli S»

2. Til T,
Sediceque T, esunaextenson simplede T, S

1. s:1=5s

2. Til T,
Se dice que T, es una extension conservativade T; s

1. Sli S»

2. paratodaal SENT,, al T, b al T,
Si T, es una extension de T, se dice que T, es una extension no esencial de T, s los
unicos simbolos de s, que no estan en s; son simbolos de constante y T, es € cierre por
derivacién en € lengugjes, de T,
Se dice que T, es una extension finita de T; S s; = S, Y existe un conjunto finito de
sentenciasF | T, tal que T, = Con(T,E F)
Sediceque T,y T, son compatiblessi s;=s, y TiE T, esconsistente
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Ejemplos

1. Esinmediato que
AET U TiI Th(A),
por lo que Th(A) esunaextension smplede Ts A esmodelode T.

2. Sea F laaritmética con larelacién del orden. F es una extension de la teoria del orden
ORD pero no es una extension simple pues los lenguajes no coinciden.
Tampoco es una extension conservativa pues
FESX'Yyd(y<x)
pero
ORD K $X" y @(y < X)
pues hay 6rdenes lineales sin minimo

4.4 Teoriasaxiomatizables

Una de las formas més utilizadas para determinar una teoria es considerar el conjunto de
sentencias que se derivan de una serie de axiomas efectivamente dados. Dada una teoria
T cudquiera sempre existe un conjunto de formulas de que se derivan todas las
sentencias de T, pues T = Con(T). Pero s T = Con(F) y queremos que la teoria sea
decidible, al menos e conjunto F debe ser decidible (e.e. € conjunto de codigos F * debe
Ser recursivo )

[ 4-13] Definicién

Unateoria T es axiomatizable s existe un conjunto recursivo (decidible) de sentencias
F, ta que T = Con(F). Este conjunto F es e conjunto de axiomas de la teoria. Si F es
finito lateoria se llama finitamente axiomatizable.

Una teoria axiomatizable (no finitamente axiomatizable) suele darse por medio de
esquemas de axiomas. Por gemplo, € esgquema de axiomas de induccién de la aritmética
de Peano de primer orden tiene laforma

IND : JOUX({)® () ® "X (x)
siendo j (X) una férmula con una variable libre. La aritmética de Peano de primer orden
es axiomatizable, pero no es finitamente axiomatizable.

48



[ 4] Teorias

Observacion

Si T es unateoria axiomatizabley {ey, ... ,&,} es d conjunto de los axiomas podemos
considerar la conjuncion de los mismose® e U...Ueg, y sera T = Con({€}), es decir,
una teoria finitamente axiomatizable puede considerarse como axiomatizada con un
unico axioma. Esta observacion facilita algunas demostraciones.

[ 4-14] Proposicion

SeaT = Con(F). Si T es una teoria finitamente axiomatizable existe Fol F, Ffinito,
tal que T = Con(F o).

Demostracion

Seaj laconjuncion de los axiomasde T . Entonces T = Con({j }). Engeneral j | F
pero siempre F Fj . Por compacidad existe una cantidad finita de formulas de F de las
que se derivaj . Sea Fo I F dicho conjunto. Se verifica Fo Fj . Por consiguiente
Con({j })T Con(Fo) I Con(F)=T =Con({j }), de donde se deduce T = Con(F ).

¢

El siguiente teorema, demostrado por Craig en 1953, muestra que €l concepto l6gico de
teoria axiomatizable coincide con & concepto de conjunto recursivamente enumerable en
teoria de la recursién. En particular tiene interés en e estudio de la decidibilidad e
indecidibilidad: |as teorias decidibles deben buscarse entre |as teorias axiomatizabl es.

[ 4-15] Teorema

Sea T unateoriay T" = {nl w: a, T} € conjunto de los codigos de sus férmulas.
Entonces T esaxiomatizable syss T" es recursivamente enumerable
Demostracion
[P ]
S T=Con(F)y F esun conjunto recursivo, en virtud del teorema de completitud de la
|6gica de primer orden, setieneque T ={al L(T): F F a}. En consecuenciaal T syss
existe una demostracion de a a partir de F . De donde se sigue que T es la proyeccion
de un conjunto recursivo, y por tanto es recursivamente enumerable.
[U]
Sea T S; . Como T” no es vacio es e rango de una funcion recursiva T = rg f y
entonces T = {j «x: Nl w}. Definamos g(n) por j ¢ =]t U ... Uj 1. Lafuncion g es
recursivay creciente.
Sea Ty =gW) y Fo={jn:nl To'}. To" es recursivo por ser g creciente (con lo que
g(n)>n)

nl To" U $m<ng(m)=n
EntoncesT ={a : Fola} puesF, I a a sederivade unacantidad finita, luego F I a
Por tanto F es axiomatizable.

¢
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Ejemplos
1. Aritmética de Robinson y aritmética de Peano
Especialmente importantes son las teorias que axiomatizan la aritmética. Consideraremos
la signatura sa = {0, s, +, -} donde O es un simbolo de constante, s un simbolo de
funcion de un argumento y los simbolos + y - representan funciones de dos argumentos.
Como es habitual escribiremos x+y y X -y enlugar de +xy y -xy.Laaritmética de
Robinson Q es lateoria finitamente axiomatizable de Ls, de axiomas

QL d$xsx=0

Q2 "x(x!0®%ysy=x)

Q3  "X"y(X=sy® x=y)

Q4 "x(x+0=0)

Q5 "X'y sx+ty)=x+tsy

Q6 "xx-0=0

Q7 "X"y X-sy=X-y+X
La aritmética de Peano de primer orden es la teoria axiomatizada por |os siete axiomas
anteriores y los infinitos axiomas descritos en e esquema

IND ((OU"x( X)®] (x))® " xj (x)
cuandoj esunasa-férmulacon unavariable libre

2. Teoria de grupos

Con lasignatura s.= { e, o} siendo e un simbolo de constante y o un simbolo de funcion
de dos argumentos (como es habitual escribiremos x o y en lugar de oxy) consideremos
las siguientes sentencias de Ls_

Asociativa  GR1 "Xx"y"z Xo(yez)=(Xoy)oz

Neutro GR2 "x (xoe=xUeox=x)

Simérico  GR3 "x$y (xoy=eUyox=¢g)

Conmutativa GR4 " X"y Xoy=YyoX

Lateoria de grupos es GRUPOS = Cor{ GR1, GR2, GR3}

Lateoria de grupos conmutativos es ABEL = Con{ GR1, GR2, GR3, GR4}

Lateoria de gruposinfinitos es Con{ GR1, GR2, GR3, ka1, kap,kz3 , ... }

Un conjunto D con una operacion asociativa o tiene estructura de grupo si y solo si las
ecuacionesac X = by y e a= b tienen solucion paratodo a, bl D. Asi pues, es posible
axiomatizar de forma equivalente la teoria de grupos en un lenguaje con signatura
Se={°}, silendo o un simbolo de operacion binaria, considerando las sentencias de Ls
Simétrico por laizquierda GR5 "x"y$z x=zoy

Simétrico por laderecha GR6 "X"'y$z x=yoz

Lateoria de grupos es Con{ GR1, GR5, GR6}
La teoria de semigrupos es Cor{ GR1}
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3. Teoriade anillos 'y teoria de cuerpos

Consideramos la signaturasc = {0, 1, +, "} siendo 0y 1 simbolos de constantey +y ~
simbolos de funciones de dos argumentos, que escribiremos en notacién infija, como es
habitual; sean las sentencias de sc

Al 0t1

A2  "x"y"z xX+(y+t2)=(x+ty)+z

A3  "x(X+0=xU0+x=x)

A4 "x$y(x+y=0Uy+x=0)

A5 "X"y x+y=y+X

A6 "x (x 1=xUl" x=x)

A7  "x"y"z x " (y 2=(xx"vy) z

A8 "x"y"z X" (y+t2)=x"y+x  z

A9  "x"y x y=y X

A0 "x"y(x y=0® x=0Uy=0)

All "x (x10® $y x  y=1)

Teoria de anillos con elemento unidad ANU = Con{ A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8}
Teoria de anillos conmutativos con elemento unidad

ANC = Con{ A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9}

Teoria de los dominios de integridad

ANCDI = Con({A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A10}

Teoria de cuerpos CUERPOS = Con{ A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, All}
Redlizando consideraciones andlogas a las realizadas con la teoria de grupos se pueden
reformular sin dificultad los axiomas en un lengugje de signatura {+, " }. Es usual
también considerar una teoria de anillos sin exigir la existencia del elemento neutro de la
multiplicacion.

4. Teoriade reticulos
Una de las formalizaciones del concepto de reticulo utiliza la signatura sg = {E, C}
sendo E e C simbolos de funcion con dos argumentos, que escribiremos como es
costumbre en notacion infija.
L os axiomas de la teoria son
Conmutativa R1  "x"y XEy=yE x
R2  "x"yxCy=yCx
Asociaiva R3  "x"y" z xE(yEz)=(XEy)Ez
R4 "x"y"z xC(yCz)=(xCy)Cz
Absorcion  R5 "x"y XxE XCy)=X
R6 "x"y xC((XEy)=x
LaTeoria dereticulos es RET = Cor{ R1, R2, R3, R4, R5, R6}

Puede axiomatizarse la teoria de reticulos en un lengugje de signatura {£} siendo £ un
simbolo de relacién binario. Un reticulo es un orden parcia en € que cada par de
elementos tiene una cota inferior maximay una cota superior minima. Los axiomas de la
teoria son pues :

Reflexiva RR "X XEX

Antisimérica RA  "X'yXEYUYyEX® x=y)

Transitiva RT ""y'z(X£yUy£z® x£2)
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ci.m Ri "X'y$z (ZEXUzZEYU"t(tEXUtEY® t£2)
c.sm Rs "X'y$z(x£zUy£zU"t(x£tUy£t® z£1))
Lateoria dereticulos en el lenguaje del orden es Con{ RR, RA, RT, Ri, Rs}

5. Teoriade grafos

Un grafo puede considerarse como un conjunto con una relacion binaria smétrica y
antirreflexiva. Es decir, consideramos la signatura s = { R} donde R es un simbolo de
predicado binario y las sentencias

Simetria F1 "x"y(Rxy ® Ryx)

Antirreflexiva F2 " X ORxy

LaTeoria de grafos es GRAFOS = Con{ F1, F2}

45 Teoriascompletas

Una teoria completa da respuesta a todas las preguntas que pueden formularse en un
lenguaje. Exigiremos que la teoria sea consistente para evitar € caso trivia. Entre las
teorias consistentes las compl etas son maximales respecto de lainclusion.

[ 4-16] Definicién

Una teoria consistente T es completa s para cada sentenciaj del lengugje se verifica
jTTobiengj1T

[ 4-17] Proposicion
Lateoria de una estructura es completa
Demostracion.
Th(A) es consistente y
al Th(A) P Ara b Ar@a b @al A

[ 4-18] Proposicion

Toda teoria consistente y completa es la teoria de una estructura

Demostracién

S T es unateoria consistente completa tendré algtin modelo A= T. Por tanto T 1 Th(A).
Al ser T completadebe ser T = Th(A); esdecir, T es lateoria de una estructura.

¢

[ 4-19] Proposicion
Si T; es unateoria compatible con lateoriaT, y T, escompletaentonces T,1 T,
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Demostracion
jiTop @j1T, b jIT,,porser T, compatible con T,

4.6 Clases elementales

[ 4-20] Definicién

Sea K una clase de estructuras. Se dice que K es una clase D-elemental s existe un
conjunto de sentencias F tal que K = Mod(F)

Sedice que K es unaclase elemental s existe una sentenciaj tal que K = Mod(j )

(Se usan también las terminologias “ elemental” y “estrictamente elementa”, o “elemental
en sentido amplio” y “elemental”. Y a veces - més inadecuadamente, S no se exige que
F searecursivo -, clase “axiomatizable” y “finitamente axiomatizable” )

Ejemplo

1. La clase de los grupos Kg es una clase elementa. S ] es la conjuncion de los
axiomas de grupo Kg = Mod(j )
2. Laclase delos cuerpos de caracteristica p eselemental. Se dice que un cuerpo
C=(C;0% 1% +% ) esdecaracteristica p S
1°+ ... +1°= 0°

%/_J
p veces

Seat, laformula 1+..+1=0
Un cuerpo es de caracteristica cero si no hay ningun primo p tal que sea de caracteristica
p.
Laclase de cuerpos de caracteristica p es D-elemental pues es Mod(CUERPOSE {t})
La clase de los cuerpos de caracteristica cero es D-elemental  pues se trata de la clase
Mod(CUERPOS E {@t,: p primo}). Pero no es elementa. En efecto, sea j una
sentencia valida en todos |os cuerpos de caracteristica cero, o sea

CUERPOSE {@t,: p primo}) F |
Por compacidad, la derivacion dej utiliza slo una cantidad finita de dichas férmulas, o
sea, paracierto nl w

CUERPOSE {@t,: pprimo, p£n}) F |
Por tanto j seravdlida en todos los cuerpos de caracteristica mayor que n
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4.7 Equivalencia elemental

[ 4-21] Definicién

Sea A y B dos s-estructuras. A y B se dicen elementalmente equivalentes s para toda
sentenciaa se verifica
Ara U BEa

Notacion. A° B

Observacion

Basta pedir lamitad de laequivalencia: S suponemos
Arka P B Ea
se obtiene yalaimplicacion contraria, pues
Ar a b AE@a P BEQa P Bra
Claramente la relacion de equivalencia elemental es una relacion de equivalencia en la
clase de estructuras sobre una signatura dada.

[ 4-22] Proposicion

Son equivaentes
1. A° B
2. Th(A) = Th(B)

[ 4-23] Proposicion

Son equivaentes
1. T escompleta
2. Dos modelos de T son elemental mente equivalentes

En particular , s AF Th(B) entonces A° B. Utilizando esta propiedad comprobamos
por g emplo que lateoria de cuerpos no es completa: la sentencia 1 + 1 = 0 es verdadera
€N unos CUerpos pero no en otros.

Es obvio que st A y B son isomorfas también son elementalmente equivaentes. ES un
corolario del siguiente teorema de isomorfia, algo més genera e igualmente obvio (puede
demostrarse por induccién estructural)
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[ 4-24] Proposicion

Sea h un isomorfismo entre las estructuras A y B. Paratoda formulaj (xy, ..., Xn) y todo
a=(ay,..,a)l A" s b=(h(a), ..., h(a)) 1 B" setiene
Arj [a U BEj [b]

El reciproco no es cierto : en generd e isomorfismo es més fuerte que la equivalencia

elemental. Por gemplo, las estructras del orden de los racionales y los redes son

elementalmente equivalentes pero no isomorfos, pues tienen distinta cardinalidad.

Sin embargo en € caso finito ambos conceptos coinciden. Basta considerar las formulas
Ken © $X:$% ... $X," Xo X1t X2 U ... UXpa? Xa U (Xo=X1U ... UXo=Xy)

Obviamente AFk-, syss|A|=n, por lo que setiene

[ 4-25] Proposicion
A°B & |A|]=n b |B|=n

[ 4-26] Proposicion

|. S Aesinfinitalaclase{B : A » B} no es D-dlementa
Il. Laclase{B : A° B} esD-dlementd

Demostracion

|. Supongamos que {B : A » B} = Mod(F)

F tienen un modelo infinito y por tanto tendra modelos de cualquier cardinalidad infinita,
y por tanto no isomorfos a A

I1.{B:A° B} = Mod(Th(A))

|. quiere decir que ninguna estructura infinita puede caracterizarse en primer orden salvo
isomorfismos, para cada estructura infinita A existen modelos elementalmente
equivalentes a A pero no isomorfosa A
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4.8 Teoriasindecidibles

El objetivo fundamental de este trabajo es estudiar e problema de decision de teorias de
primer orden. Este tipo de problemas fue planteado por primera vez en por Skolem en
1919 (cf. [54]) y estudiado fundamentalmente por Tarski y sus colaboradores.

Una teoria T es decidible s hay un procedimiento de decision para T, esto es un
algoritmo que tomando como entrada un sentencia cualquiera j del lenguaje de T,
determine en un nimero finito depasossi j 1 To s j T T. Puesto que laformalizacion de
este concepto intuitivo corresponde a concepto formal de conjunto recursivo, daremos
la siguiente definicion. Recordemos que suponemos establecida una correspondencia
efectiva entre las sentencias del lenguge y los nimeros naturales. En esta
correspondencia a un conjunto de sentencias le corresponde un determinado conjunto de
naturales. En particular a una teoria T le corresponde de forma biyectiva y efectiva €
conjunto de naturales T*.

[ 4-27] Definicién

SeaT unateoriay T* el conjunto de codigos de sus férmulas,
T esdecidibles T* esrecursivo
T esindecidible s T no es recursivo

Nota

La palabra “indecidible’ se utiliza a veces en légica, aplicada a una férmula concreta,
para indicar que dicha férmula no pertenece a un determinado sistema formal y que su
negacion tampoco pertenece a mismo. Esta nocion esta pues relacionada con la
incompletitud del sistema. Un caso de sentencia “indecidible” en este sentido es la
sentencia de Godel del teorema de incompletitud de la aritmética. Nuestro uso de
“indecidible’” se aplica a un conjunto de férmulas considerado como un todo. Es por
tanto un enunciado acerca de todo € sistema formal. Obsérvese que la nocién de
“indecidibilidad de una teoria’ es una nocion de teoria de la recursion, pues hace
referencia al concepto de algoritmo ; en cambio la nocion de “férmula indecidible en una
teoria’ en e sentido sefidlado en esta nota es una nocion de légica que no necesita en
principio de lateoria de larecursion.

Observacion. El cardinal del conjunto de teorias

La existencia de teorias indecidibles puede mostrarse facilmente por un argumento de
cardinalidad.

El conjunto de algoritmos es un conjunto numerable pues puede verse como un
subconjunto del conjunto de sucesiones finitas de un afabeto finito (no es problema
considerar e afabeto incluso numerable). El conjunto de sucesiones finitas de elementos
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de un conjunto numerable es numerable, pues es la union numerable de los conjuntos
numerables formados por las sucesiones de un elemento, de dos elementos, etc. Por 1o
tanto & conjunto de teorias decidibles es numerable, ya que a cada una le corresponde un
algoritmo de decision.

Veamos ahora que € conjunto de teorias no es numerable ; en consecuencia debera
haber teorias no decidibles.
Consideraremos un lenguaje sin simbol os especificos (savo € de igualdad)
En este lengugje podemos expresar que un modelo tiene n elementos mediante una
sentencia k=, . Por ggemplo, k-, es
$xPy (X1 y)UDSx Sy $z (xt yUyt zUz? x)

Entonces dos estructuras son isomorfas syss tienen la misma cardinalidad. (Nétese que s
dos estructuras tienen distinta cardinalidad hay una formula que se verifica en una pero
no en otra) Se verifica, pues, en este caso

Al=B] U A»B U A°B
es decir la verdad o falsedad de una formula en una estructura depende Unicamente de la
cardinalidad de la misma.
LIamemos espectro de una férmula a ( de un conjunto de férmulas F) a conjunto sp(a)
(sp(F)) de cardinalidades finitas de los modelos de a ( de F).
Identificando e cardinal n con & conjunto {0, 1, ..., n- 1} setiene

nl spa) U nEka
y por tanto

$(F) = [ Jsp(a)
pues

nMsp(F) 0 neEF O "alTF nfa 0 "alF nispa) O ni [sp(a)
alF

Es inmediato observar que

sp(DKk=n) =w- {0, n}
Dado un conjunto AT w (que podremos suponer, sin pérdida de generalidad que incluye
el 0) formemose conjunto deformulas  Fa = {@k,: nl A} y lateoria
Ta={al SENTz:FAF a}
Entonces se verifica

P(FA) =sp(Ta) = A

pues

ﬂ(w- {0 = {0, B=AE{G = A

nl A niA

P(F o) = [ |(2k-,)
nl A
Deformaque
ATB b At Bb 5p(Ta)? sp(Te) b Tal Ts
y asi a cada subconjunto A de w le corresponde una teoria Ta (de forma inyectiva).
Puesto que e nimero de subconjuntos de w no es numerable tenemos asi una cantidad

no numerable de teorias.
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Observacion

Si e problema de decisién generd de lalégica de primer orden tuvierasoluciény T fuera
una teoria finitamente axiomatizable con axiomas ey, ... , €, se tendria para toda sentencia
J
TFj U {e,...ea}Fj U F(@U..Ug)® j

De ahi que € problema de decisién para T se reduce a problema de decision de la l6gica
de primer orden. Esto no ofrece mucha ayuda pues la légica de primer orden es
indecidible. Sin embargo e argumento muestra la importancia del caracter finitamente
axiomatizable de una teoria para efectuar la reduccion. De hecho éste es el argumento
para demostrar la indecidibilidad de la logica de primer orden a partir de la
indecidibilidad de un fragmento de la aritmética finitamente axiomatizable (Teorema de
Church)

Que una teoria sea indecidible no quiere decir que lo sean sus extensiones 0 sus
subteorias: Lateoria de grupos es indecidible , como veremos en § 6.5, pero la teoria de
grupos conmutativos que es una extension consistente finita de la teoria de grupos, es
decidible.(Ver también la observacion tras el teorema [4-34] )

Més atin. Consideremos una teoria arbitrariaT. Si AT Mod(T) entonces T 1 Th(A). En
el caso particular en que AT Modfin(T) se tiene que Th(A) es una extension de T (en &
mismo lenguaje) y, a ser A finito, Th(A) es una teoria decidible. Por tanto, toda teoria
con modelos finitos tiene extensiones decidibles (aunque la teoria de partida sea
indecidible).

Son por tanto Utiles |os siguientes conceptos en relacion a subteoriasy extensiones.

[ 4-28] Definicién

T es esencialmente indecidible s es indecidible y toda extension consistente de T (en €l
mismo lenguaje) esindecidible

T es hereditariamente indecidible s es indecidible y toda subteoriade T (con € mismo
lenguaje) esindecidible

T es fuertemente indecidible s es indecidible y toda teoria compatible con T es
indecidible

La observacion anterior a la definicion muestra que una teoria con modelos finitos no
puede ser esencia mente indecidible.

[ 4-29] Proposicion

T decidible P T axiomatizable

Demostracion

S T esdecidible entonces € conjunto de teoremas de T es recursivo y vale como sistema
deaxiomasdeT.

¢

Una teoria axiomatizable puede no ser decidible. Veremos muchos gemplos. El més
sencillo es laldgica de primer orden que es finitamente axiomatizable.
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[ 4-30] Proposicion

S T esaxiomatizable y completa es decidible

Demostracion

S T es axiomatizable hemos visto que es recursivamente enumerable, es decir existe un
algoritmo que da respuesta afirmativa en € caso en que una sentencia pertenezca a T.
Apliguemos € agoritmo dternativay simultaneamenteaj y adj . Puesto que la teoria
es completa aguna de las dos formulas esta en T ; & agoritmo lo detectara en su
momento y por tanto daré siempre la respuesta adecuada si/no a la cuestion j T T. La
teoria es por tanto decidible.

¢

Por lo tanto un método para probar que una teoria axiomatizable es decidible es ver que
es completa

Observacion

La aritmética de primer orden, Th(N), por ser la teoria de una estructura es una teoria
completa. Al demostrar que no es decidible se deduce como corolario que no puede ser
axiomatizable.

[ 4-31] Proposicion

Sea T unateoria completa. Son equivalentes

1. T esindecidible

2. T esesencidmente indecidible

3. T no es axiomatizable

Demostracion

1U 2 Si T es completa no tiene ninguna extension estricta consistente
10U 3 Son las dos proposiciones anteriores [ 4-29] y [ 4-30]

¢
[ 4-32] Proposicion
Sea T, extension consistente de T,
T1 esencidmente indecidible b T, esencidmente indecidible

¢

Recordemos que si T; y T, son dos teorias en € mismo lengugje se dice que T, es una
extensién finita de Ty s hay un conjunto finito de sentencias F 1 T, tal que toda
sentenciaj 1 T, esderivablede T E F
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[ 4-33] Proposicion

Si T, esunaextension finitade T, y T, esindecidible entonces T, esindecidible
Demostracién
Sea T, unaextensionfinitade Ty yj 1, ..., j nl T2 fOormulastales que

al T, syss TiE{j 1, ...} Fa
Por el teorema de deduccién

aT T, SySss Tll‘j 10 Uj n® a
Si hubiera un procedimiento de decision para T, la anterior reduccion proporcionaria un
procedimiento de decision para T,

¢

Como aplicacion de esta proposicion podremos deducir, por gemplo, la indecidibilidad
de lateoria de semigrupos a partir de laindecidibilidad de la teoria de grupos, que es una
extension finita de aquella(Ver 8 6.5)

Nota

Este es e argumento fundamental para demostrar el teorema de Church de la
indecidibilidad del célculo de predicados basandose en la indecidibilidad de la aritmética
de Robinson. Obsérvese la importancia que tiene en e argumento € hecho de ser la
aritmética de Robinson finitamente axiomatizable, o que convierte a dicha teoria en una
extension finitadel calculo de predicados de primer orden en € lengugje de la aritmética.

[ 4-34] Proposicion

S T es esencidmente indecidible y finitamente axiomatizable entonces T es fuertemente
indecidible

Demostracion

Sea T' una teoria compatiblecon T. Sea T’ = T+ T'. T’ es indecidible por ser
extensién simple de T que es esencialmente indecidible. Pero T'’ es una extension finita
de T por ser T finitamente axiomatizable. Por tanto T’ esindecidible.

¢

Observacion

En las proposiciones anteriores no se puede cambiar la hipétesis de ser “esenciamente
indecidible” por lade ser “indecidible’.
Consideremos s ={P}, siendo P un predicado binario, y la sentencia

kg ©" X"y X=y
Esta sentencia expresa que e universo tiene un Unico el emento.
Sean T; = Cons(A) y T, = Cons({k=1}). Claramente T, es una extensién consistente de
T, y por tanto ambas teorias son compatibles. La teoria T, es finitamente axiomatizable.
Veremosen 8 9.1 que T,, lateoria de unarelacion binaria, esindecidible. Sin embargo la
teoria T, es claramente decidible.
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Nota

El hecho de ser la aritmética de Robinson finitamente axiomatizable es lo que permite
concluir, a demostrar que Q es esencialmente indecidible, que es una teoria fuertemente
indecidible. No podriamos dar este paso s hubiéramos considerado otra formalizacion de
la aritmética no finitamente axiomatizable, por giemplo la aritmética recursiva primitiva.

Estructurasindecidiblesy clases indecidibles de estructuras

Un caso interesante de teorias son las teorias de una estructura o de una clase de
estructuras.

[ 4-35] Definicién

Sea A unaestructuray K una clase de estructuras.

Se dice que A esindecidible s Th(A) esindecidible

Se dice que A es fuertemente indecidible si toda teoria que tiene A como modelo es
indecidible

Se dice que K esindecidible s Th(K) esindecidible

Se dice que K es hereditariamente indecidible s Th(K) es hereditariamente indecidible

Obsérvese que no es lo mismo decir que unaclase K esindecidible y decir que todas las
estructuras de la clase son indecidibles.

[ 4-36]Proposicion

Son equivalentes :
1. A esfuertemente indecidible
2. Th(A) es hereditariamente indecidible
3. Th(A) esfuertemente indecidible

Demostracion.

[1P 2] Supongamos que A es fuertemente indecidible . Entonces
TI Th(A) P A ET b Tindecidible

[2P 1] Supongamos Th(A) hereditariamente indecidible. Entonces
AET b TI1 Th(A) b Tindecidible

[2U 3] Es consecuencia de ser lateoria Th(A) completa (ver [ 4-19] )

[ 4-37] Proposicion
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Sea T unateoria consistente. Son equivalentes

1. T esesenciadmente indecidible

2. Todo modelo de T esindecidible
Demostracion
[1P 2] AETP T1 Th(A) b Th(A) indecidible P A indecidible
[2P 1] Supongamosque T’ es una extension simple consistente de T decidible. Existiria
una extension simple T'’ completa consistente y decidible (Técnica de Lindenbaum). Un
modelo de T'’ seriaun modelo de T decidible.

¢

[ 4-38] Proposicion

Sea T unateoria consistente. Son equivalentes

1. T esfuertemente indecidible

2. Todo modelo de T es fuertemente indecidible
Demostracion
[1P 2] SeaT fuertemente indecidibley AE T. Entonces

AET P TyT soncompatiblesp T esindecidible
[2P 1] Supongamos que todo modelo de T es fuertemente indecidible. Sea T
compatible con T. Entonces existe A tal que AET y AET'. Por ser AFET A es
fuertemente indecidible; y a ser AET' esT’ indecidible.

¢

[ 4-39] Proposicion

S T tiene un modelo fuertemente indecidible entonces T es hereditariamente indecidible
Demostracion
Si T’ essubteoriade T y A es un modelo fuertemente indecidible de T a ser modelo de
T debe ser T’ indecidible

¢

Ejemplo

Demostraremos que la estructura de los enteros es fuertemente indecidible. S
consideramos la teoria de anillos tendrd un modelo fuertemente indecidible: |os enteros.
Por tanto es hereditariamente indecidible. Pero podemos ver que no es esencialmente
indecidible, pues tiene un modelo decidible: € cuerpo de los nimeros reales. Otra razon:
tiene extensiones decidibles, a saber, la teoria de cuerpos a gebraicamente cerrados. Otra
més : cualquier anillo finito es modelo de la teoria.

[ 4-40] Proposicion

Sea K una clase de s-estructuras. Son equivalentes
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1. K es hereditariamente indecidible
2.Si K’ esotraclase de s-estructurastal que K 1 K’ entonces K’ es indecidible
Demostracion
[1P 2] K1 K P Th(K’)I Th(K) P Th(K’) indecidible
[2P 1] Sea T I Th(K). Entonces K I ModTh(K) I Mod(T); luego Mod(T) es
indecidible. Por tanto T = ThMod(T) esindecidible

¢

Un teor ema sobr e las extensiones no esenciales

Lateoria T, es una extension de lateoria T; s To 1 T, . Pensando en las signaturas de
los lenguajes de las teorias, esto puede ocurrir siendo iguales L(T;) = L(T,) o siendo
L(Ty) T L(T,) pero distintos.

Recordemos que T, es una extensién no esencia de T, S existe una cantidad finita de
simbolos de constante ¢y, ... , C, tales que Sy, = Siry) E {cy,..,C} yT.esd cere

por derivacion de T, en L(T>)

Ejemplo

Sea sg = {€, o } la signatura del lenguaje de la teoria de grupos, y s’ = {e, o, a la
signatura con un nuevo simbolo de constante a.

SetieneGRUPOS F"x"y"z (x+(y+2) =(X+y)+2).Ens’ podremos considerar
la teorfa generada por GRUPOS ee. GR={a 1 Ls : GRUPOS | a}. Se verifica que
GRE"y" z(a+(y+2) = (a+y) + z). Pero estaférmulano es del lenguaje de se.

Sin nuevos axiomas podemos derivar nuevas férmulas utilizando las nuevas constantes
del lenguagje

Por facilidad en la escritura, consideraremos, sin pérdida de generdidad, € caso de
afiadir un nuevo simbolo de constante, e.e,, s’ = s E {c}. Notese que cada s-estructura
A determina diversas s’-estructuras a elegir el elemento del universo de A que designa
la nueva constante. Designaremos por (A, m) la estructura obtenida a hacer que la
constante ¢ designe € elemento m del universo A de A respetando las demas
designaciones de A.

[ 4-41] Teorema

Sea T, extension no esencia de T;. Entonces::
i. T,indecidible b T, indecidible
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ii. T, fuertementeindecidible P T, fuertemente indecidible
iii. T, esenciadmenteindecidible P T, esencialmente indecidible
iv. T, hereditariamente indecidible P T, hereditariamente indecidible
Demostracion.
i. SealL(Ty) = L(Ty) E {c}.Paracadaférmulaj (c) T L(To) seaj *° "xj (x) 1 L(Ty)
la férmula obtenida al cambiar en j cada apariciéon de la constante ¢ por la variable x
(suponiendo que x sea la primera variable que no aparece en j ) y cuantificando
universalmente. Veamos que

jTT,0 1T,
y en consecuencia un procedimiento de decison para T, proporcionaria un
procedimiento de decision para T, (nétese que la transformacion es efectiva).
En efecto :

U] j*T T, b "xj ) T» por ser T, extension de T,
Pj@ITT, por leyes de lalogica, particularizacion
[P] j*I T, P existe AET; y AR "X (X)

P existe AF T,y undementoml A tal que ARj [m]

P (AmMET, v (A m) Ej

P jlT:
Un procedimiento de decisién para T, proporcionaria un procedimiento de decision para
T2
ii. Sea T, fuertemente indecidible, Probaremos que toda teoria compatible con T, es
indecidible. Sea T;’ unateoriaen e mismo lenguaje que T, compatible con T,y sea T’
={al L(T,): Ty Ea} . Entonces T, esunateoria compatible con T,. En efecto, Si A es
unmodelode T.E T, esinmediato que (A, m) esun modelo de T,E T, con lo que
T,y T, son compatibles
Por un razonamiento analogo a del apartado i. setiene

jTT,0 j*T Ty

de donde se deduce laindecidibilidad de T, apartir deladeT;,'.
iii. y iv. se prueban de manera and oga.

4.9 Teoriasinseparables

Una generalizacion del concepto de indecidibilidad que serd Gtil, especialmente en € caso
de teorias con modelos finitos, utiliza la nocién de inseparabilidad.
Dada una teoria T consideraremos los conjuntos de naturales (suponiendo una
codificacion {a,: nl w} de las sentencias del lenguaje de T)

Dr = {nTw:a, T}

Rr = {nl w: @a,l T}
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Fr = {nl w: existe AE T, A finitotal que A F@a.}
Estos conjuntos son, respectivamente, los cédigos de las férmulas demostrables en la
teoria, los codigos de las férmulas refutables en la teoria 'y los cédigos de las formulas
finitamente refutables de la teoria.
Si T esunateoriaconsistente DrC Rr=A& Yy D:C Fr= A&
Obviamente si lateoria T no tiene modelos finitos Fr = A&
Si suponemos una codificacién de las formulas mediante una biyeccion con los nimeros
naturales, Fr es el complementario del conjunto de los codigos de las formulas de Ty, .
Obsérvese que

i Td T, P Rrl Ry,

i. T T.Pp Fl Ry

[ 4-42] Definicién

T esinseparable s Dt y Ry son efectivamente inseparables
T esfinitamente inseparable s Dt y Fr son efectivamente inseparables

[ 4-43] Definicién

Sea K una clase de estructuras . Se dice que K es una clase inseparable s Th(K) es

inseparable. Se dice que K es una clase finitamente inseparable s Th(K) es finitamente
inseparable.

[ 4-44] Proposicion

Si T; es una teoria inseparable y T, es una extensién simple de T, entonces T, es
inseparable

Demostracion

En estas hipétesis, Dr,l Dr, y Rr,l Ry, . El resultado es consecuencia de [3-10]

En virtud de larelacion entre recursividad e inseparabilidad, [3-3]

[ 4-45] Proposicion

a) S unateoria T esinseparable entonces es esencialmente indecidible
b) S unateoria T es finitamente inseparable, tanto la teoria T como lateoriafinita Ty
= Th(Modfin(T)) son indecidibles

Demostracion
a) Consecuencia de la proposicion anterior
b) Basta observar que
Thin' = Th(Modfin(T))* es e complementario de Fr

(Si no suponemos la codificacion biyectiva hay que observar que F" = ﬁ C SENT, )
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Se puede obtener un teorema anaogo a [4-33] parateorias finitamente inseparables

[ 4-46] Teorema

Sean T,y T, dos teorias consistentes. y supongamos que T, es una extension finitade T;.

S T, esfinitamente inseparable entonces T, es finitamente inseparable.

Demostracion

Sea T, unaextensionfinitade Ty yj 1, ... ,j ol T2 fOrmulastales que

al T, syss TiE{j 1 ..,jn}Fa

Entonces

aT T, P j 100] ® a TTl

al FRr, b $BFT,, B finita B FJa
P $BET,, Bfinita B Fj
P $BET,, Bfinita B #j
P jiU..Uj.® al FRy,

El teorema [3-11] permite asegurar que T, es finitamente inseparable

, B E@a

U..Uj,
U..Uj.® a

Aplicaremos este resultado en el caso de considerar una clase K; y una subclase formada
por los modelos de una sentencia (posiblemente la conjuncion de un conjunto finito de
sentencias) K, = {Al Ky : A Eb}. En tal caso Th(K>) es una extension finita de K;. En
términos de clases podemos enunciar € resultado :

[ 4-47] Teorema

Sea K, y K dos clases tales que Th(K5) es una extension finita de Th(K,). Si K, es una
clase finitamente inseparabl e entonces K es también una clase finitamente inseparable

Si sabemos que cierta teoria axiomética T, es finitamente inseparable este teorema
permite asegurar directamente la inseparabilidad finita de otra teoria T, que obtengamos
eliminando alglin axioma de la primera. Por gemplo, a partir de la inseparabilidad finita
de la teoria de grupos obtenemos inmediatamente la inseparabilidad finita de la teoria de
semigrupos. De la inseparabilidad finita de la teoria de reticulos obtenemos directamente
lainseparabilidad finita de la teoria de semirreticulos o la teoria del orden parcia.

Nota
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Para que una teoria T sea finitamente inseparable debe tener algin modelo finito AET.
La teoria de dicha estructura Th(A) sera claramente decidible. Y es una extension de T.
Luego T no puede ser esencialmente indecidible. Por |a proposicién [4-45], T no puede
ser inseparable. Una teoria no puede, pues, ser inseparable y finitamente inseparable.
Ejemplos de teorias inseparables no finitamente inseparables se tienen en muchas teorias
aritméticas sin modelos finitos como la aritmética de Robinson Q, o la aritmética
completa Th(N). Hay g emplos menostriviales en [22]
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5. INTERPRETACIONES

5.1 Representacion de estructurasy traduccion de lenguajes

Es habitual en mateméticas interpretar una estructura como subestructura de otra. Un
giemplo tipico lo congtituye la interpretacion del plano proyectivo en e espacio afin
tridimensional : los puntos del plano proyectivo se interpretan como rectas que pasan por
el origen en € espacio afin tridimensional, las rectas del plano proyectivo se interpretan
como planos que pasan por el origen del espacio, la pertenencia de un punto del plano
proyectivo a una recta proyectiva se interpreta como la inclusion de una recta del plano
afin en el correspondiente plano del espacio afin,... Esto quiere decir que la estructura del
espacio afin tridimensional es suficiente para definir el plano proyectivo.
Un gemplo més sencillo: los nimeros naturales pueden definirse como una cierta
subestructura de los nimeros enteros.
Una interpretacion o definicion de una estructura A en otra estructura B debe
determinar los elementos de B que representen los elementos de A. Por gemplo, en €
caso de la representacion de los naturales en los enteros, € subconjunto de los enteros
gue representa a conjunto de los naturales es e conjunto de los enteros positivos. En €
caso del plano proyectivo, los puntos del plano proyectivo se representan por las rectas
del espacio afin tridimensional que pasan por € origen.
La interpretacion debe determinar una traduccion de las férmulas en € lenguaje de la
estructura A en formulas de la estructura B. Por gemplo, s la estructura A es la
estructura del orden en los naturales (w, £"), y la estructura B = (w, +", ") tiene un
lenguaje algebraico sobre los naturaes, la férmula en € lengugje del orden x £y se
puede traducir por laférmulaen el lengugjedelasuma $z z+x =Y.
Latraduccién de una férmula funciona de dos argumentos, por gemplo
z = med(X,y)
gue expresa que z es e méximo comun divisor de x ey , se rediza con una férmula con
tres variables
Amd (XY,2)° "t(Bux=t-uU$vy=t-v« $wz=t-w)
gue afirma que, paratodo t, se verifica
t|x &t|y U t|z
Notese que la estructura de los naturales N verifica
N E" X" y$!Z ame (X,Y,2)
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lo que asegura € caracter funcional del med.

Se estudian a continuacién los fundamentos |6gico-formales de estas interpretaciones de
unas estructuras (o teorias) en otras. La idea de interpretar unas teorias en otras fue
utilizada por Tarski [57] como técnica bésica para redizar demostraciones de
indecidibilidad. Aqui seguiremos esa idea pero utilizaremos una definicion de
interpretacion algo més comoda que la utilizada por Tarski y que esta basada en
consideraciones de Feferman [15].

5.2 Traduccion de lenguajes

[ 5-1] Definicién

SeanL;yL,doslenguges. Seas;=(CONS,;, FUNC,, PRED;, n) lasignaturadel, .
Unatraduccion de L; en L, es un par G= (g, g) donde g es una formula de L; con una
variable librey g es una aplicacion g :s:® FORM_, tal que

1. Si cl CONST; entonces g(c) = a. es unaformulade L, con unavariable libre

2. S fl FUNC," es un simbolo de funcién de n argumentos g(f) = a; es una formula de
L, conn + 1 variableslibres

3. Si Pl PRED," es un simbolo de predicado n-ario g(P) = ap es unaférmulade L, con
n variables libres

Para que la formula as represente adecuadamente a la funcion f tenemos que imponer
que se conserve e carécter funciona de la relacion que designa. De igual manera, la
formula a. debe ser satisfecha por un Unico individuo del dominio para ser una
representacion adecuada de una constante. Interesa pues realizar las consideraciones
siguientes. Dada latraduccion G= (g, g) de L, en L, seaF €l conjunto de formulas de
L, que constade
[ 1F g Laférmula $x g(x).
[ 2F 4 Paracadasimbolo de funcion fl FUNC," laférmula

jr 0" X" %o (0x) U... Uglxy) ® $z2" w ((gw) Uag(Xy, ... , Xn, W) « W =2)

0" x1.." Xn(0X1) U... Uglxy) ® $!z ((2) Uag(X, ... , Xn, 2)))
[* 3 F ¢ Paracadasimbolo de constante cI CONS; laférmula
jc ° $x" w((gw) Uacw)) « w=Xx)
° $Ix (gx) Uac(x))

En las formulas anteriores se supone que la variable libre de la formula g es la que
aparece en e cuantificador en [* 1F ¢ , esto es, la variable X, que las variables libres de
ar son Xy, ..., Xn, Z , que son las que aparecen en los cuantificadoresde[" 2 F g Yy que
la variable libre de a. es x, que es la variable que aparece en € cuantificador de la
formula [ 3F )

La formula [* 1F g expresa que e universo de la interpretacion no sera vecio. La
formula[* 2 F g permite asegurar que € predicado designado por la férmula as es de
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hecho € grafo de una funcién. La formula[” 3 F ] asegura que hay un Unico e emento
del dominio que verifica la condicion expresada por la férmula a., con lo que a. es una
adecuada representacion de una constante. Por lo tanto, la condicién [ 1F g es
consecuenciade [* 3 F¢] . Denominaremos a este conjunto de férmulas las condiciones
de adecuacién de la interpretacion. Sera importante notar que, s € lenguaje es finito,
como hemos supuesto, € conjunto F ¢ consta de un conjunto finito de férmulas, y por
tanto las condiciones de adecuacion pueden expresarse por una Unica férmula, a saber, la
conjuncion de las formulas de F ..

Obsérvese también que s € lenguge L, tiene simbolos de funcién o de constante €
lenguagje L, debe ser un lenguaje con igualdad para expresar las condiciones. Pero si L; es
un lenguaje sin simbolos de funcién o de constante la Unica condicidn es que € universo
no sea vacio.

Traduccion de formulas

Sea G unatraduccién del lengugje L, en € lengugje L,. G determina de forma natural una
transformacion de las formulas del lenguaje L, en férmulas del lenguagje L, . Denotaremos
esta transformacion también por G:
G: FORM; ® FORM,

a ® a°
Definiremos la transformacion por induccién estructural. Para que la transformacion sea
efectiva consideraremos v, Vz, Vs, ... Una enumeracion de las variables que no aparecen
en la formula. Cuando en € proceso de construccién tomemos una nueva variable nos
referiremos a la primera variable de la lista que no aparece en los términos o férmulas
considerados. L os casos a considerar son :

1. Férmulas sin simbolos de la signatura :
— G —
(Xi =%)7° Xi =X

2. Férmulas con un Unico simbolo
(PXil... Xin)Go ap(Xil, vy Xin)
(xi =€)°° ac(x;)
(c=x)%° adx)
(XiOZ inl...Xin)Go af(XiO, Xil, ey Xin)
(inl...Xin: Xio)Go af(XiOXil, ey Xin)

3. Férmulas atémicas con mas de un simbolo
Se definira por induccion estructural. Consideremos en primer lugar € caso de una
férmula Pt;...t, y supongamos definida la transformacion para formulas de menor
tamano. Sean wy, ... W, nuevas variables ; entonces
(Ptltn)co $W1 $W2 $Wn ((W1: tl)G U U (Wn = tn)G U ap(Wl, ,Wn))

De forma andloga para férmulas funcionales

(toz ftl...tn)G ° $W0 $W1 $Wn ((W0: to)GU(W;L: tl)G U U(Wn: tn)GU af(Wo, Wl,...,Wn))
y paraigualdades
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(t2= t2)°° $wa( (W1=1)°U (W1 =1)°)
4. Formulas moleculares

(Pa)® ° @a°

(a® b)®° a®® b°®

($x a)® ° $w (gw) Ua(w)® siendo w una nueva variable que no aparece en g
ni en a®y a(w) es e resultado de cambiar cada aparicion de x por w ( La razon de
introducir la nueva variable w es que la variable x puede aparecer en Q)

Obsérvese larelativizacion del cuantificador a universo de lainterpretacion
Con esto setiene

(a Ub)®=a®uUb®

(a Ub)®° a®Ub°®

(" xa)%° " w(gw) ® a(w)°)
Es fundamental observar que, con las consideraciones hechas previamente, la
transformacion asi descrita es una transformacion efectiva (siempre que apliguemos de
forma ordenada, por eemplo, de izquierda a derecha, los pasos recursivos de la
transformacion)

Ejemplo

Supongamos una signatura s = {c, f, P) en que c es un simbolo de constante, f una
funcion unitaria'y P un predicado binario. Sea G una interpretacion del lenguagje Ls en
unateoria con signatura{o, e, h} siendo oy e constantesy h unafuncion binaria:

X)) ° D(xo=¢)

aC(Xo) 0 Xo= hee

af(Xo, Xl) ° hexO = X1

ap (Xo, Xl) ° hXoXl = hXoe

En este caso, latraduccion de laférmula $xo Pfxoc es
$X1 (g(Xl = e) U $X2$X3 (heXl =Xz U X3= hee U hX2X3 = the))

5.3 Estructurainducida

Sea G = (g, g) unatraduccion del lenguaje L, en € lenguaje L,. Dado un modelo BEF ¢
la traduccion Ginduce de forma natural una L -estructura que denotaremos B,
El universo de laestructura B® serael subconjunto del universo B de B :

A={bl B/ Bk g[b]}
Notese que por lacondicion [* 1F g € conjunto A no es vacio.
Cada simbolo de predicado Pl PRED," de la signatura s; denota larelacion P* definida
en A por
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(by, ..., b)T PP U BEap[by, ..., b
Cada simbolo de funcién fl FUNC," designa la funcién f* cuyo grafo es
{(bl,...bn,bn+1)/ Btap[bl, vy bn, bn+1]}
Tal conjunto es el grafo de una funcion debido alas condiciones[” 2 F g
Cada simbolo de constante ¢l CONST; designa € Unico (por la condicion[” 3F g )
elemento bl A ta que
B FgUac[b]

Observacion
S B esfinita B® esfinita

El siguiente teorema relativo a la transformacion construida de laclase Mod(Fg) 1 E,
en laclase E; de L;-estructuras es el teorema bésico de |as interpretaciones.

[ 5-2] Teorema
Sea G unatraduccion del lenguaje L; en € lenguaje L,

Dado un modelo BE F ¢, paratoda sentenciaal L, se verifica
B°fa U BEFa®

Demostracion
Bastard comprobar que s v es una vaoracién cualquiera en A (y por tanto,

autométicamente, unavaloracion en B) se verifica, paratodaférmulaa del,

B°ka[v] U BEa®[v]
Puesental caso, S a esunasentenciaarbitrariadeL; setiene
[P] S BSFa entonces existe v, valoracion en A, tal que B #a [v]. Por lo tanto
Bra®[v] . Por tratarse de una sentencia: Bra®
[U] S B®Fa entonces B°#@a . Por e mismo razonamiento que antes Br@a® y
entonces BEa®

La comprobacion de la anterior afirmacion es asunto de rutina por induccion estructural.
* Paraférmulas con un Unico simbolo :

B°EPX, .xi [V U (v(xi), .. v(x))TP"

U BFap(Xi, ... xi ) [V]
U BFE (P ..x)°[V]
B°E x = c[V] U v(x) och
U BFacx)[V]
U BF(xi=0°[V]
B x=fx,.x [V U A (v(x) ... (x))° v(x,)
U BEadXiy Xy, . Xi,) [V]
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B _ G
U BE (Xi=fx..x ) [V]
* Férmulas atdmicas con mas de un simbolo

- Consideremos el casoa © Pt; ... t,
Seam; €l lemento de A designado por e término t; en lavaloraciéon v

y seaw lavaloracion v, ™ ..., ™

Por hipétesis de induccion para cadail {1, ..., n}
Bk zi=t[v," 0 BF (zi=t)°[v,"]

Por tanto

B°E Pti...t,[v] U (my..,my)I P* yparatodoil {1,...,n} B°F z;=t[v,™]
B kap[my,...m] y paratodoil {1, ..., n}BF (z; =t)°[v,"]
BE(z:=t)°U...U@z,=t)%Uap (21, ... ) [W]
BF $2..%$2,((z:=t)°U...U(z,=t)®Uap (24, ... z1)) [V]
B°E (Pt; ... t)°[V]

([ax)

oo

- Consideremos ahorael casoa ® t=c
Seam el elemento de A designado por t en lavaloracion v
Por hipétesis de induccion

BF zo=t[v,] U BE (zo=1)°[v,"]

luego
B°Ft=c[v] U m=c"y B°F Zo:t[Vzom]
U BFac [V YBFE (zo=1)°[v,"]
U BEZo=1t)°U ac (20) [Vl
U BE$2((20=1)°U ac (2)) [V]
U B®F (t=0)°[V]

- Consideremos ahora le caso de unaférmulafunciona a © to= ft; ... t,
Seam; €l emento de A designado por e término t; en lavaloraciéon v

y seaw lavaoracion v, ™ ..., ™

BEF to=fty...t, [v] U

f*(my, ..., my) =moy paratodo il {1, ..., n} Bk z; =t [v,™]

B Eas [mo, My, ..., my y paratodoil {1, ..., n} B E(z;=1t)°[v,™]

BF (zo=t)°U(z:=1)%U...U(@z,=t)°Uas (20, z1, ... , Zo) [W]

BE $20%2 ..%2, (2o =1)®U(z: =t)®U.. U(z,=t)°Uap (24, ... z) [V]
BCE(to =Tty ... t,)®[V]

oo

oo 0Oo

* Formulas molecul ares

BF @a[v] U B°#a[v]U Bk a®[v]U BF (@a)®[v]

B°F $xa [v] U exisead A BSF a[v]

74



[5] Interpretaciones

U exised A BF a®[v,d] por hipotesis de induccion

U exisea B BE gw)Ua®[v2.]

U BE $w (gw) Ua®)[v]

U BF ($xa)®[v]
(Recuerdese que w es una variable nueva que no aparece en a, por 1o que es irrelevante
el valor asignado en principio alavariable w por lavaloracion v)

¢

5.4 Interpretacion deunateoriaen otra

L as traducciones entre lenguajes son interesantes cuando consideramos teorias en dichos
lengugjes.

[ 5-3] Definicién

Sean L, y L, dos lengugjes de signaturas disuntas. Sea G = (g, g) una traduccion del
lengugie L; en & lenguge L, , T; una teoria en € lengugje L; y T, una teoria en
lenguagje L,. Se dice que Ges unainterpretacion de lateoria T, en lateoriaT,

1. To EFg

2.al T;p a% T, , paracadasentenciaa del,

Notacién
Escribiremos T; & T, paraindicar que G es una interpretacionde T en T, y TioT,
paraindicar que existe unainterpretacién de T, en To.

La siguiente proposicion es obvia, e indica, entre otras cosas, que la interpretabilidad es
un preorden.

[ 5-4] Proposicién

Sean Ty, T,y T3 teorias

1 T T,

2. Tl ‘—>T2 & T2 ‘—>T3 b Tl ‘—>T3

3. SiT,esextenson de T, entonces T, < T,

4. SiTzesextensondeT, y Ty — T entoncesT; < Ts
5. S T,esextensondeT; y T, — Toentonces Ts — T,
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Para comprobar que una traduccién G es una interpretacion de una teoria T, en otra
teoria T, modelo de F, hay que comprobar que toda sentencia a de la teoria T; se
transforma en una sentencia a® de la teoria T.. El siguiente teorema permite facilitar esta
tarea en € caso de teorias axiomatizables : en este caso basta redlizar la comprobacion
paralos axiomas de T.

Obsérvese que hay un pequeia dificultad técnica debido a que la traduccion de una
férmula I6gicamente vélida no es necesariamente una férmula l6gicamente valida. Por
gemplo laformula$x x = x es una sentencia |6gicamente verdaderay su transformada es
$x (g(x) Ux = x) que no es una férmula | 6gicamente verdadera (aunque sea verdadera en
T, como consecuenciadeser T, FFg)

[ 5-5] Proposicién

Sea G= (g, g) unatraduccion del lenguagje de lateoria T, en € lengugje de lateoria T, y
T, EF & Supongamos que T, es axiomatizable y que para cada axiomae de T, se verifica
que €¥ T.. Entonces Ges unainterpretacion de T, en T
Demostracién
Supongamos que existieraal T, tal quea T,. Ental caso existiriaBET, y B #a®
Como T, FFges BEF ¢y por tanto la estructura inducida BC verifica B® #a 'y por
tanto B® T, . Como T, es axiomatizable existe alguin axioma e de T, del que B® no es
modelo . Si B® ke entonces B #e®y como B es modelo de T, concluimos que €9 T,
contra la hipétesis. Luego siempre que al T, se verificaquea® T,y por tanto G es una
interpretacionde T, en T,

¢

Observacion
S T, T, severifica
alT. P a9 T,
luego
Tli {aT L1/ aGT Tg}
En general no se dalaigualdad.

Si T, esunateoriacompletay T, es unateoria consistente se verifica
al T.p @al T.p (@a)d T.b @@% T, P a9 T,
pues (Pa)®° @(a®). Por lo tanto en este caso
T,= {aT L1/ aGT Tg}

[ 5-6] Proposicién

ST:%T, y BET, entonces B°F T;
Demostracion

al T.p a9 T, b BE a®p B®ka
Nota
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Esta proposicion indica la utilidad de las interpretaciones en pruebas de consistencia
relativa. Si lateoria T, es consistente tendrd un modelo B. Si lateoria T, es interpretable
en T, via G la estructura inducida B® ser4 modelo de T, por lo que T; es también
consistente.

5.5 Codificacion de estructuras. Codificacion de clases

Hemos sefidlado que si T; es una teoria completay T, < T, entonces podemos recuperar
T, apartir de T,, pues T, ={al Ly/ a®l TJ}. Dada una estructura A, la teoria Th(A) es
completa . Esto sugiere la siguiente definicién:

[ 5-7] Definicién
Sea A una sj-estructura y B una sp-Estructura. Se dice que A es sumergible o
codificable en B s existe unainterpretacion Gde Th(A) en Th(B).

Notacién
Escribiremos A <+ B paraindicar que Ges unainterpretacion de Th(A) en Th(B) y
A < B paraindicar que existe agunainterpretacion de Th(A) en Th(B).

[ 5-8] Proposicién

Sean Ay B estructuras de lengugjesL; y L, respectivamente. Sea G unainterpretacion
de lengugeL; enlL, y B EFs. Son equivaentes
1. ALB
2. Ao B°®
Demostracion
[1P 2]
Sea Th(A) £Th(B). Por ser Th(A) completa, segin hemos observado
Th(A) ={al L,/a®l Th(B)}
0 sea
al Th(A) U a9 Th(B)
Por lo tanto
Ata U Bra®U B®ka
esdecir, A y B®son elementalmente equivalentes
[2P 1]
al Th(A) P Ata b B°ka b BEa®b a9 Th(B)
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Si en vez de equivaencia elemental consideramos isomorfia tenemos un concepto algo
mas fuerte:

[ 5-9] Definicién

Sea A una s;-estructuray B unas-Estructura. Se dice que A es definible en B s existe
unainterpretacion Gde Th(A) en Th(B) tal que A » B.

[ 5-10] Definicion

Sean K; y K, dos clases de estructuras en lenguajes L; y L, respectivamente. Se dice
gue K; es sumergible o codificable en K, viaGs Ges unainterpretacion de Th(K ;) en
Th(K ) ta que paracada Al K; existe Bl K, tal que A% B

Notacion : K;%&K,

Para transmitir la inseparabilidad finita necesitaremos alguna condicion adiciona.

[ 5-11] Definicién

Sean K; y K; dos clases de estructuras (no necesariamente sobre la misma signatura). Se
dice que K ; es fuertemente codificableen K , viaG s G es una interpretacion de
Th(K 1) en Th(K ) tal que

|. paracadaAl K, existe Bl K, talque A<+ B

Il. paracada Al K, existe Bl K," taque A< B

Notacion : K, % K,

Observacion

En los casos précticos es més comodo tratar las interpretaciones desde un punto de vista
semantico que desde un punto de vista sintactico. Para ver que A es codificable en B
bastard comprobar que hay una formula de primer orden que define € universo de la
interpretacion, es decir, que determina los elementos del universo de B una
correspondencia h entre los elementos del universo de A y los del universo de B®, y, por
giemplo, para cada predicado P (andlogo para funciones o constantes) la existencia de
unaférmulaap tal que

AEP[ad U B Faph(a)]
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5.6 Transferenciadelaindecidibilidad.

Si tenemos una interpretacion G que permita sumergir la estructura A en la estructura B
se transmite e carécter de indecidibilidad de la estructura A ala estructura B.

Teorema

A< B, Aindecidible P B indecidible
Demostracion
S A essumergibleen B viaGsetiene que A © B®y paratoda sentencia a del lengugje
de A severifica
al ThA) U Ara U B°Fa U Bta®U0 a9 Th(B)
Como a® se obtiene a partir de a por un procedimiento efectivo, esta reduccion asegura
qgue B esindecidible s 1o es A, pues s tuviéramos un procedimiento de decision para
Th(B) lo tendriamos para Th(A).
¢

El anterior teorema permite demostrar que la teoria de ciertas estructuras es indecidible.
Pero no es Util s queremos demostrar la indecidibilidad de teorias no necesariamente
completas.

Observacion

La indecidibilidad de teorias no se transmite por interpretaciones. Si T; es una teoria
indecidibley T+ T, , no se deduce, en general, que T, seaindecidible.

Podemos observarlo en el caso de que T; tenga una modelo finito A. Entonces
obviamente TI Th(A) y por tanto T —Th(A). Pero a ser A finito su teoria Th(A) es
decidible.

Se necesita pues adgo mas que la smple indecidibilidad para poder utilizar las
interpretaciones en demostraciones de indecididbilidad.

A continuacion formulamos un teorema que recoge e aspecto fundamenta de la técnica
de Tarski en demostraciones de indecidibilidad.

[ 5-12] Teorema

Sea T, fuertemente indecidibley T, — T,. Entonces T, es fuertemente indecidible.
Demostracién

Supongamos T;%+T,. Sea T; compatible con T,. Se trata de demostrar que T3 €s
indecidible. Sean s, y s, las signaturas de los lenguajes de T, y T, respectivamente

Sea d la conjuncién de las condiciones de adecuacion de lainterpretacion G, es decir, del
conjunto de formulas que hemos [lamado F 6.

SeaT,={j1 SENTs, :d® j 9 Ts}. Veamos que T, es unateoria compatible con Tj.
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Lemal.

Ej b Ed® j°©
Demostracion
Supongamos que j es una formula l6gicamente vdida. S B es una s,-estructura
arbitrariay suponemos B F d, estaré definida la s ;-estructura B® que, por hipétesis, seré
modelo dej . Por el teorema[ 5-2] , BFj ©
Asi pues, d ® | © eslogicamente vélida

Lema 2

T, esunateoria

Demostracion

Sea T, Fj . Entonces para ciertas sentencias ay, ... ,a, de T, se verifica
{ai, ... ,an} Fj

y por tanto
Fa;U..Ua,® j

Por e lema 1l
FAd® (a;U..Ua,® j)°

0 sea

Fd® (a;°U...Ua°® j ©)

Por 16gica proposiciona

E((® a;,°)U...U(d® a,°))® d® j )
luego

{(d® a:°),..,(d® a,°)} F (d® j ©)
Puesto que{ay, ..., an}l T4, por definicion (d® a;®), ..., (d® a,’) son sentencias
delateoriaTs. Luego (d® jE) Tz y j1 T,
Por tanto T, es cerrada respecto alarelacion de consecuencia.

Lema3

T, escompatible con T,

Demostracion

Puesto que hemos supuesto que T, y T; son compatibles, seaB k T, + Ts. Como B T,
y T:% T, esB % Ty Como Tk d es Bk d. Veamos que B % T,. En efecto, sea
al T, yportanto d® a9 Ts, tal que B ®# a . Entonces B ®# a® y B & d. Por tanto
seriaB rd® a® contralahipotesisde ser B £ Ts. Setieneasi que B ®r T, + T4, con lo
gue se havisto que T, y T4 son compatibles.

Como T, es una teoria compatible con T; que es fuertemente indecidible debe ser T,
indecidible. Pero lareduccion

jTT,0 d® j9 T,
asegura gue T3 debe ser indecidible y en consecuencia T, es fuertemente indecidible.

Consecuenciainmediataes :
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[ 5-13] Teorema
Sea A fuertemente indecidibley A — B. Entonces B es fuertemente indecidible

El teorema [5-12] permite demostrar que una teoria es fuertemente indecidible
interpretando en ella una teoria fuertemente indecidible. Para aplicar el méodo debemos
partir de una primera teoria fuertemente indecidible. La aritmética de Robinson Q es una
teoria esencialmente indecidible y finitamente axiomatizable. Por tanto (teorema [4-34])
es fuertemente indecidible. Este sera nuestro punto de partida para exponer la técnica de
Tarski.

Segun hemos comentado ya, en la préctica es més comodo trabgjar “semanticamente”
concentrando la atencién en modelos méas que en lenguajes. El teorema [5-13] permite
transmitir, por medio de una interpretacion, e carécter fuertemente indecidible de una
estructura a otra en la que se pueda codificar. Obtendremos asi una estructura con una
teoria hereditariamente indecidible. Viendo esta estructura como modelo de una teoria T
obtenemos, en consecuencia, que lateoria T es hereditariamente indecidible.

5.7 Transferencia delainseparabilidad. Teorema de Rabin-Ershov

[ 5-14] Proposicion

Sea T, una teoria inseparable y supongamos que T; es interpretable en T,. Entonces T,
es inseparable.
Demostracion
Es una consecuencia inmediata del teorema [3-11]. Consideraremos una enumeracion
{an: nl w} delas sentencias de primer orden. Sean
D;={nl w:a,l T.}
Ry={nl w:@a,l Ty}
Dy={nl w:a,l Tz}
Ry={nl w: @a,l T}
Como T, T,, lainterpretacion G determina una transformacion efectiva de sentencias
de L(T,) en sentencias de L(T,) tal que
al T, b a% T,
y por tanto
@al T, P @aq9 T,
pues (Pa)®° @(a®
Como la transformacion es efectiva se tiene una funcién recursivaf :w ® w verificando
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f(D) 1 D,
f(R) 1 Ry
En consecuencia, por e teorema sefialado, al ser D; y R; efectivamente inseparablesy ser
el par (D1, Ry) sumergible en e par (D,, Ry), son también efectivamente inseparables D,
Yy R».
¢

[ 5-15] Teorema

Sea K; unaclase de s ;- estructuras y K, una clase de s,-estructuras y supongamos que
K ; esfuertemente codificableen K ,
S K; es finitamente axiomatizable y finitamente inseparable entonces K, es finitamente
inseparable.
Demostracién
Supongamos K ; %+ K , y sea e la conjuncion de los axiomas de Th(K ;). La
interpretacion G define una transformacion efectiva de formulas de L(K ;) en formulas de
L(K ;) . Consideremos la siguiente transformacion efectiva

h:L(K) ® LKy

a ® (e® a)°

Veamos que h sumerge el par efectivamente inseparable (ver § 4.9) (D), Frnk,) en €

par (DTh(KZ); FTh(KZ))
(e®a)¥ Th(K ») $Bl K, B E(eUga)®

$BI K, B°FelUga

$BI K, B°FTh(K.) & B®F@a
al Th(K 1)

$ATK, ™ AE@a
$ATK,™ AceU@a
$B1K," B°reU@a
$BT K," BE(eU@a)°®
$B1 K.," BEg(e® a)°
e® al Fr(Ky)

al Fr(K,)
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6. LA TECNICA DE GODEL

6.1 El predicado Bew de Godel

El resultado fundamental de indecidibilidad es € relativo a la indecidibilidad de la
aritmética. La demostracion de forma directa de la indecidibilidad de la aritmética es
posible por tratarse de una teoria en la que se representan de forma natural las
funciones computables. Las ideas bésicas proceden de la demostracion de Godel del
teorema de incompletitud. La presentacion actual suele basarse en una generalizacion
del método de Gddel conocida como lema diagonal o teorema del punto fijo.

En e famoso articulo de Godel [19] se introduce un procedimiento para codificar
numéricamente las férmulas del lengugje. También se asocia a cada sucesion de
formulas un nimero que dependera de las formulas de la sucesion. En particular,
puesto que una demostracion es una sucesion de férmulas verificando ciertas
condiciones, se tiene asociada a cada demostracion un nimero. Esta codificacion
permite expresar numéricamente la metateoria de un sistema formal, es decir,
enunciados como “tal formula es demostrable’, “el sistema es consistente”, “e
sistema es incompleto”, etc. En particular Godel construye un predicado B(x, y) que
expresa que Yy es e nuimero de una demostracion de la férmula de cédigo x.
Entonces € predicado Bew(x) © $y B(X, y) expresa que hay una demostracion de la
férmula de nimero x. Godel demostrd con la construccién detallada del predicado
B(X, y) que dicho predicado es recursivo primitivo. Por tanto Bew(x) es un predicado
recursivamente enumerable.

Laidea basica de latécnica de Godel consiste en considerar una férmula g de nimero
n verificando

F g« @Bew(n)
donde hemos denotado por n el numera de n, esto es € término que designan en €
sistema formal
Puesto que la interpretacion natural de Bew(n) es que la sentencia de nUmero n es
derivable, la formula g afirma de si misma que no es demostrable. Observese que la
autorreferenciajuega un papel fundamental en la sentencia de Godel. (cf. [57])

Godel demostré que s la aritmética es consistente g no puede ser un teorema
aritmético y s es w-consistente tampoco puede serlo su negacion. De donde se
deduce laincompletitud de la aritmética.
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La demostraciéon de Godel hace uso de la hip6tesis de la w-consistencia de la teoria.
En 1936 Rosser [52] demostré que esta hipétesis se puede reemplazar por la de
simple consistencia. Laidea subyacente en su demostracién es considerar, en lugar de
Bew, un predicado de demostrabilidad modificado, a saber :

Br(x) © $yB(x,y)U"z(z<y® @Bew(n(x), z))
donde n(x) es &l codigo de la negacién de la férmula de nimero Xx.

6.2 Representacion defuncionesen la aritmética

Una de las partes fundamentales de la técnica de Godel consiste en considerar la
capacidad de una teoria en € lenguge de la aritméica para expresar funciones y
relaciones.

[ 6-1] Definicién

Una funcion f: w" ® w es representable en una teoria aritmética T s existe una
formulaa(xy, ... , Xn, Y) tal que
f@=bpP TH"y(a(ay) « y=h)

[ 6-2] Definicién

Se dice que larelacion Rl w" es representable en una teoria aritmética T si existe una
formular (x4, Xa, ..., Xp) ta que

(a, &, ..., a)l R P TF r(a,ay, .., a)

(a, @, ..., a) | R P TF @r(ay, ay, ..., a)

El resultado fundamental es

[ 6-3] Teorema

Las funciones recursivas coinciden con las representables en la aritmética de
Robinson.

¢

El teorema es consecuencia de los siguientes lemas:
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[ 6-4] Lema
Las funcionesiniciaes (cero, sucesor, proyecciones) son representables en Q

[ 6-5] Lema

S laférmula a representa f y b; representa g (para cadai = 1, ... k) entonces la
formula $z; ... $z(ba(x, z1) U ... Ub(x, z) Ua(zy, ... , z y)) representalafuncion
composicion f(gy, ..., Ok)

¢
[ 6-6] Lema
Si g estarepresentadapor a y f(x) =y (g(x, y) = 0) entonces laformula
b(x,y)=a(x,y,0) U" z(z<y® @a(x, z, 0)
sendo
zZ<y ° $w(sw+z=Yy)
representa f
¢
[ 6-7] Lema

S f esta definida por recursién a partir de h 'y g y las funciones h y g son
representables en Q entoncesf es representable en Q.

¢

La demostracion de estos lemas aparece en muchos manuales. (Cf. p.g. [4], [14], [35]

)

En consecuencia:

[ 6-8] Proposicién

Si R esunareacion decidible entonces es representable en la aritmética

Demostracion

Si R esdecidible su funcién caracteristica cr es recursivay por tanto representable por
unaférmulaa(x, y). Entonces a(x,1) representa R.

¢
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6.3 El lema de diagonalizacion

Dada una férmula con una variable libre x le correspondera un nimero de Godel n.
Podemos considerar la férmula obtenida a sustituir x por e numeral n que designa a
ndmero n, o sea, a(n). Esta férmula tendra un nimero de Godel m. La funcion d que
transforma n en m se suele llamar funcion diagonal y es claramente computable, y por
tanto recursiva. Por tanto es representable en la aritmética.

S gesunaférmula de nimero de n & numeral de n se escribiratambiénn ="g..

[ 6-9] Teorema

Sea T una teoria del lenguagje de la aritmética en que la funcién diagona sea
representable. Sea a(x) unaférmula del lengugje con la tnica variable libre x. En estas

condiciones existe una sentencia gtal que
Thg« a('g)
Demostracion

Sea d(x, y) laférmula que representa lafuncion diagona en T, e.e.

dn=m P TF"y(dn,y)« y=m)
Construyamos la formula

b(x) ° " y(d(x,y) ® a(y))
Sea p € nimero de Godel de estaférmula
Al sudtituir en b lavariable x por p setiene la sentencia

g ° " y(dp,y) ® a(y))

Sea g € nimero de Godel de estaférmula. Claramente d(p) = q
Veamos que laformula g verificala afirmacidn del teorema.

Comod(p) =q y drepresentad
[ TE"ydpy) « y=0q)
y por lo tanto

[2]  Tkd(p,q)

Laformula g® (d(p, q) ® a(p)) es logicamente vdida. Obsérvese que a( 'g') es

a(q). Por lo tanto

[8] TFrFg® (d(p,q)® a('g’)

gue con [2] proporciona

[4] TFg® a('g)

con lo cual tenemos la mitad de lo que pretendiamos
Consideremos ahora la férmula | 6gicamente valida

[5] Tra(@® (y=9q® a(y))

Por [1] y [9]

[6] Tk a()® (dp,y)® a(y))

Como y no aparece en laférmulaa(p) que es cerrada

[71  a(P)® " y(d(p,y) ® a(y))
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Es decir, por definicién de g,

8 a(g)®g
Conlocua obtenemos la equivalencia buscada

6.4 Laindecidibilidad dela aritmética

Como aplicacion del teorema del punto fijo se puede demostrar de una manera
sencillalaindecidibilidad de la aritmética de Robinson.

[ 6-10] Teorema

Toda extension consistente de Q esindecidible
Demostracion
Sea T una extension consistente de Q y D ={ "a™: al T} € conjunto de nimeros de
Godel de las sentencias de T. Si D fuese decidible existiria una férmulat tal que para
todo nl w

niDb TFt(n)

niDP TF @t(n)
Apliquemos € lema de diagonalizacion a la formula @t (x) : existira una formula g
cont="g d que

TF g« @t('g)
De donde se sigue la contradiccion :

tiDb TFt(t) P TF@g b Tkgb g

t

D
tiDb TH@t(t) P TFg b dD P tID

P tiD

6.5 Inseparabilidad dela aritmética

En realidad con el mismo esfuerzo podemos obtener que la aritmética de Robinson (y
por tanto también sus extensiones consistentes) es recursivamente inseparable

[ 6-11] Proposicion

Q esrecursivamente inseparable
Demostracién
SeaD ={"aal Q} yR={ a" @al Q}
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Supongamos que existiera un conjunto recursivo C tal que DI ClI R Seaa laformula
que representa C y apliquemos € lema de diagondizacion a @a(x). Existe una
sentenciag cont="g" tal que

QFg« a('g)
Entonces se tiene la contradiccion

tiCP QF@a(t) P QFgbh giD P ‘giCh tiC

6.6 El teoremade Tar ski

A partir del lema de diagonalizacion puede darse también una prueba muy sencilla del
teorema de Tarski relativo a la imposibilidad de expresar dentro de la teoria €
concepto de verdad, si consideramos una teoria, como Q, que verifique € lema de
diagonalizacion.

[ 6-12] Definicién

El conjunto Bl w es definible en N s existe una férmula b(x) con una variable libre
tal que B ={nl w: NE b(n)}

[ 6-13] Teorema

El conjunto V ={"'a": N Fa} noesdefinibleen N.
Demostracién
Si b(x) defineV en N, aplicando € lema diagonal a @b(x) existirag con p= g ta
que
QF g« @b('g)

N Fg« @b('g")
puesto que N EQ
Pero de ahi se sigue la contradiccion
pi VU NEgU NE@b(g)U Neb('g)U plV

y por tanto
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6.7 El teoremade Church

Consideremos e conjunto de sentencias l6gicamente validas en € lenguae de la
aritmética

L ={al SENT,, : Fa}
La aritmética de Robinson es una extension finita de esta teoria, pues Q es finitamente
axiomatizable. La reduccion

alQ U e®all
siendo e la conjuncién de los axiomas de Q, muestra que L esindecidible.

[ 6-14] Teorema

El conjunto de sentencias légicamente védlidas en € lengugje de la aritmética es
indecidible.

¢
Una reduccion inmediata proporciona
[ 6-15] Teorema
El calculo de predicados total esindecidible

¢
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7. LA TECNICA DE TARSKI

Exponemos en este capitulo las ideas esenciales de la técnica de Tarski [60] para
demostrar la indecidibilidad de la teoria de anillos y la teoria de grupos, asi como €l
resultado de J. Robinson [49] acerca de la indecidibilidad de la teoria de cuerpos. El
método de demostracion se basa en construir, partiendo de la aritmética de Robinson,
interpretaciones de unas teorias en otras. Los teoremas [5-12] y [5-13] de
transferencia de indecidibilidad mediante interpretaciones permiten obtener los
resultados deseados a partir del resultado basico de la indecidibilidad esencia de la
aritmética de Robinson. En nuestra presentacion se simplificara algo la exposicion de
Tarski a elegir una notacion méas cdmoda, junto con un camino que permite ciertas
mejoras de indole técnica. Por otra parte, el hecho de poner e énfasis en € aspecto
seméntico de la definibilidad de unas estructuras en otras, en lugar de la interpretacion
sintactica de las teorias, permite, en nuestra opinion, un tratamiento con ventgjas
considerables.

7.1 Indecidibilidad dela aritmética

El punto de partida de la técnica de Tarski es la indecidibilidad esencial de la
aritmética. (Cf. [6-10])

[ 7-1] Teorema
Q es esencidmente indecidible

¢
Como Q es unateoriafinitamente axiomatizable, el teorema [4-34] asegura que
[ 7-2] Teorema
Q esfuertemente indecidible

¢
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Puesto que toda teoria compatible con la aritmética completa, Th(N), es compatible
con Q setiene

[ 7-3] Teorema
N esfuertemente indecidible

7.2 Indecidibilidad delateoria de anillos

Para demostrar la indecidibilidad de la teoria de anillos (unitarios) bastara encontrar
un anillo en e que podamos interpretar la aritmética. Dicho anillo tendra, en
consecuencia, una teoria hereditariamente indecidible, de donde se deducira que la
teoria de anillos es hereditariamente indecidible. El candidato natural es €l anillo de los
nimeros enteros, esto es, la estructura Z = (Z, +°, *, 19 . (Por sencillez de la
escritura omitiremos los superindices de dominio, que queda claro por e contexto)
Para determinar lainterpretacion Gde N en Z la Unica dificultad es definir € universo
de la interpretacion, es decir, caracterizar los nimeros naturales dentro del conjunto
de los enteros por una formula de primer orden del lenguaje considerado. Para €llo
podemos utilizar un conocido teorema de teoria de nimeros debido a Lagrange que
asegura que todo numero natural es suma de cuatro cuadrados. Obviamente la
condicion es necesariay suficiente.
Sea pues laformula del lengugje de signatura {+, -, 1}
AX)° Sy1 By ByzBya X=y1ry1+Y2 Y2 +Y3-Yz+Ya-Ya
Entonces
Z Eg[n] syss  nlw

L as restantes formulas de la interpretacion son , naturalmente,

a+(xy,z) ° x+y=z

a.(xyz ° x-y=z

aoX) ©° x+x=Xx

agxy) ° x+l=y
Es trivia observar que Z E Fg, siendo F las condiciones de adecuacion de la
interpretacion, y que Z% N. En consecuencia G es unainterpretacion de N en Z.
Tenemos pues

[ 7-4] Teorema
Laestructurade los enteros Z es fuertemente indecidible
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Como la estructura de los enteros es un anillo unitario conmutativo infinito que es
dominio de integridad, tenemos como corolario :

[ 7-5] Teorema

Lateoriade anillos (unitarios) es hereditariamente indecidible.
Lateoria de anillos conmutativos es hereditariamente indecidible.
Lateoria de anillos infinitos es hereditariamente indecidible.

Lateoria de los dominios de integridad es hereditariamente indecidible.

Observacion

Por el teorema acerca de las extensiones no esenciales [ 4-41] €l teorema anterior vale
también s consideramos € lengugie { +, -} , sin la constante 1.

La teoria de anillos no es esencialmente indecidible. Es conocido que la teoria de la
estructura de los reales es decidible. También lo es la teoria de cuaquier anillo finito.
Ambas son extensiones de la teoria de anillos.

7.3 Indecidibilidad de lateoria de cuerpos

De forma andloga a apartado anterior, para demostrar la indecidibilidad de la teoria
de cuerpos un método natural es interpretar la estructura de los nimeros enteros en la
estructura del cuerpo de los nimerosracionadles Q ={Q, +%, %, 1%}. En este caso, la
férmula adecuada depende de la ecuacion diofantica
2+ pqa2+ p22:x2+y2
Consideremos e esquema de formulas
ruv,w)° $xsysz(l+1+u-v-w-w+v-z-Z=x-X+U-y-Yy)
Laformula que nos interesa es
gX%0) © " u" v (r(uv,0)U" w(r(u,v,w)® r(u,v,sw))® r(u,V, X))
(Obsérvese la analogia con € principio de induccién)
Severifica
Qrgll U 4dz
Es inmediato , por induccion, que todo nimero natural verifica la formula. Ademas,
puesto que la variable xo sblo aparece a cuadrado, sucede que
Qrglal U  QFgl[-4
luego la formula la verifican también los enteros negativos. Para demostrar que si un
nimero raciona verifica dicha férmula es necesariamente un entero se necesitan
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herramientas avanzadas de teoria de nimeros gjenas a proposito de este trabgjo. Esta
interpretacion la obtuvo Julia Robinson bajo la direccién de Tarski en [34 ]

[ 7-6] Teorema
La estructura de los nimeros racionales Q es fuertemente indecidible

¢
Y como antes
[ 7-7] Teorema
Lateoria de cuerpos es hereditariamente indecidible
Lateoria de cuerpos infinitos es hereditariamente indecidible
Lateoria de espacios vectoriales es hereditariamente indecidible
¢

7.4 Indecidibilidad de lateoria de grupos

Para demostrar la indecidibilidad de la teoria de grupos interpretaremos la
estructuraN = (w ; 0, s, +, - ) en una determinada estructura de grupo. La teoria de
tal grupo sera hereditariamente indecidible y obtendremos en consecuencia que la
teoria de grupos es indecidible. Tarski consideré para €ello € grupo de las
permutaciones del conjunto de los enteros (e.e. € grupo simétrico G = S(Z), conjunto
de biyecciones de Z en si mismo con la composicion de aplicaciones, o, como
operacion del grupo). Por razones técnicas se considera ademés un eemento
distinguido, con lo que la estructura a considerar serd G = (G; %, e°), que
escribiremos, sencillamente, (G; », e). Obsérvese que Th(G) es una extensiéon
inesencial de la teoria de grupos formulada en la signatura s = {°}, por lo que es
aplicable el teorema[4-41] sobre indecidibilidad de extensiones inesenciales.

La interpretacion de N = (w; O, s, +, - ) en ta grupo se hara construyendo unas
interpretaciones intermedias.

En primer lugar observemos que podemos definir e 0 y la aplicacion sucesor,
mediante la suma, a partir de las equivaencias

x=0 U x+x=x

y=x U y=x+1
Por lo tanto
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[ 7-8] Lema

W; 0,5,+,:) = (w; 1, +,+)
Demostracién
El universo de la interpretacion viene dado, obviamente, por
ox)° x=x
Las formulas que interpretan 0y s son, segin hemos sefial ado,
ao(X) © X+x=X
agx,y)°y=x+1

A continuacion observemos que podemos definir € producto en los naturales
mediante la operacion de un argumento “cuadrado”, k(x) = x°. La idea se basa en la
formulaelemental (x + y)*= X*+ 2xy + y*

[ 7-9] Lema

w; 1, +,:) - (w; 1, + k)
Demostracién
El universo de lainterpretacion viene dado por

ox)° x=x
Las férmulas para interpretar os demés elementos del lenguaje son :

a«(x,y,2° x+y=z

a(xy,z) ° kix+y)=k(x)+z+z+k(y)

aix) °x=1
¢

Veamos ahora que podemos definir el cuadrado a partir del minimo comin muiltiplo.

Obsérvese que dos niimeros naturales consecutivos son primos entre si, de forma que,

denotando por M la funcion “minimo coman mdiltiplo”
Min,n+1)=n(n+1)=n*+n

[ 7-10] Lema

(w; 1, +,k) - (w; 1, + M)
Demostracion
Basta considerar

ak(x,y) © Mx(x+1) =y+x

La interpretacion del “minimo comin multiplo” a partir de la relacion de divisibilidad
estrivia
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[ 7-11] Lema
W, L+M) < (w1+])
Demostracion
au(x,y,2) ° "w(x|wUy|w)« z|w)

Esta estructura sobre los natural es puede interpretarse sobre una estructura del mismo
tipo sobre los enteros de la misma forma que se ha hecho en § 6.3

[ 7-12] Lema
W, 1+, [) = (21, +1)

Nos proponemos ahora definir la estructura (Z; 1, +, | ) en & grupo de permutaciones
de los enteros. Para ello es (til considerar un lengugje con un simbolo de constante e
gue designara la permutacion e(x) = x + 1. Veamos que podemos construir una
interpretacion de (Z; 1, +,|) en (G; o, €)

El universo de la interpretacién estara formado por € subconjunto de G formado por
las traslaciones, esto es, las permutaciones de los enteros de laforma t4(x) = x + a
sendo al Z. El conjunto de trasaciones forma un subgrupo del grupo de
permutacionesy se verifica facilmente que

tae th = tawp

tao ty™ = tap
y

ta' =t

Por otra parte es inmediato observar que las traslaciones son las potencias de e. En
concreto t,= e°.

En particular es claro que a| b sysst, es una iteracion de t,. Veamos que en este
universo podemos representar las operaciones de los enteros.

[ 7-13] Lema
Sea pl G una permutacion arbitraria de los enteros. Entonces p es unatraslacion sy
solo s severifica pee=eeop
Demostracion
[P]
Las traslaciones son potencias de e. Por tanto es inmediato que conmutan con e. En
efecto, s t = e ® entonces
toe=e%oe =g =e"=goe?=got
[U]
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Sea p una permutacion que conmutacone y sea p(0) =a. Veamosquep(c) =c+a.
Esfécil por induccion. Parac = 0 es claro. Supuesto p(c) = ¢ + a entonces
pctl)=pece(c)=ec-p(c)=e(cta)=c+a+l=(c+l)+a
Con lo cual laférmulavale paralos ¢ positivos. Para los negativos es and ogo.
¢

Esto permite caracterizar €l universo de la interpretacion mediante la formula de
primer orden
oX)° Xee=eoX

[ 7-14] Lema
Laaplicacion h: (Z;+) ® (G; o)

a ® ft,
es un homomorfismo de grupos

Este lema asegura que laférmula
a+«X,y,2) © Xoy=2z
es adecuada para representar la operacion de suma de los enteros, puest,e tp = tasp -

[ 7-15] Lema

Sean a, bl Z. Entonces son equivalentes
1. alb
2. Paratodapermutacion pl G, Sit,c p= p o ta, entonces se verificat,e p=p oty
Demostracion
[1P 2]
Supongamosqueb=ad yque t,ep=pet,
Demostraremos por induccion sobre d entero que tygge p=peo ty
Parad =0 latradaciéont, est, , 0 sealaidentidad y estrivid.
Supongamos que la afirmacion es correctaparad , esto €Sty p = pe ta Y Veamos los
casosd+1lyd-1
tag+1° P=tag+a® P=Tlago tao P=togo Pota=pPo tage ta= Po tag+ 1
La propiedad queda vista paralos multiplos positivos. Andlogo paralos negativos.

[2P 1]

Supongamos ahora que para toda permutacion pl G se verifica
tao p:potab thop=peotp

y veamosquea|b

Consideraremos primero el casoa® 0

Sea la permutacion (jno es unatraslacion !)
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ix+a dalx

X) =
P(X) %X en otro caso

Claramente p es una permutacion de Z (p transforma cada multiplo de aen € mudiltiplo
siguiente dgjando inalterados |os deméas nimeros)
Ademas p conmuta con t,. En efecto, i x no divide a a entonces x+a tampoco y
tae p(X)=t(X) =X +a
Petx) =p(x+a) =x +a
Y s x divide aaentonces x + atambiény
tae p(X) =t(x+a =x+a+a
petyX)=p(x+a=x+a+a
La hip6tesis asegura que p conmuta con ty,
Por tanto

the P (0) = pe t,(0)

p(0) + b = p(b)
Y como a | 0 sucede que a+ b = p(b)
Al ser &t 0y por ladefiniciéon de p, debe ser adivisor de b (en otro caso seria p(b)=b)

Consideremos ahora el caso a= 0. Tenemos que ver que b = 0.
Como a=0, t, eslaidentidad y por tanto conmuta con cualquier permutacion, luego
t, debe conmutar también con cuaquier permutacion. Si se considera la permutacion
p(x) =- X (jnoestradacion!) setiene

tho p(x) = p(x) +b =-x+b

pety(x) = p(x +b) =-x-b
Luegob=0

Este lema asegura que laférmula
a(X,¥)°"z(Xez=2oX® yoz=2z0Y)
es adecuada para representar larelacion divisibilidad en los enteros pues
alb syss (G;o,e) Ea [ty ty

Por lo tanto la interpretacién G determinada por
ax) 0 Xoe=eoX
a«(x,y,2) °© Xoy=z
ax,y) 0 "Z(X0Z=ZoX® yoz=2z0Y)
ai(x) °© x=e
verifica
(Z;1,+1)° (Gioe)°
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Notese que la construccion realizada permite asegurar que
(Z;1,+,1) »(T; 8,0, ) =(G; o, &)°
siendo T el conjunto de tradaciones,  lacomposiciony \ lareacion

ta\t, U existet.ta quet, =ty
siendo € homomorfismoa ® t,

[ 7-16] Proposicion
Lateoriade laestructura (G; o, e) esfuertemente indecidible

Esta teoria es una extension no esencia de lateoria del grupo de permutaciones de los
enteros con € lenguge { <} . Por el teorema [4-41]

[ 7-17] Proposicion
Lateoriadel grupo de permutaciones de |os enteros (G; °) es fuertemente indecidible

¢
[ 7-18] Proposicion
Lateoria de grupos es hereditariamente indecidible
Lateoria de semigrupos es hereditariamente indecidible
Lateoria de grupos infinitos es hereditariamente indecidible
¢

Observacion

Al tener modelos finitos la teoria de grupos no es esenciamente indecidible. Por otra
parte, Wanda Szmielew demostré en su tesis de 1950 que la teoria de grupos
conmutativos, que es extension de la teoria de grupos, es decidible. Notese que en la
demostracion de la indecidibilidad de la teoria de grupos se ha hecho uso esencia de
que e grupo de las permutaciones no es conmutativo: € universo de la interpretacion
viene caracterizado por la formula x - e = e o x, y a representar la relacion de

divishilidad hemos utilizado laformula " z(Xez=2ZoX® yoz=2z0Y).
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7.5 Limitacionesdelatécnica de Tar ski

La técnica usada por Tarski en la demostracién de la indecidibilidad de la teoria de
grupos no es adecuada para otras teorias. En [44, pag. 85] ya se sefiaa, por gjemplo,
gue dicha técnica no vale para la teoria de grupos finitos. Obsérvese que la técnica
consiste en obtener una interpretacion en una estructura con una teoria fuertemente
indecidible. Pero s tratamos de la clase de los grupos finitos, cada grupo finito que
consideremos tendrd una teoria decidible.

Utilizar la nocién de inseparabilidad finita permite superar esta dificultad. Aplicaremos
dicha nocidn a diversas clases de estructuras en €l capitulo 9 obteniendo |os deseados
resultados de indecidibilidad como corolario inmediato de teoremas més fuertes de
inseparabilidad finita. Para ello necesitaremos partir de un primer resultado de
inseparabilidad finita 'y aplicar e método de inmersiones semanticas del § 5.7. En €
capitulo 8 se obtiene & primer resultado de partida para la aplicacion del método.
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[ 8] Teorias inseparables

8. TEORIASINSEPARABLES

La técnica de las interpretaciones permite obtener resultados de inseparabilidad para
teorias sin modelos finitos. Ejemplos especiamente importantes de teorias sin
modelos finitos son la aritmética y la teoria de conjuntos. Para aplicar el método de
las interpretaciones necesitamos partir de una  primera teoria inseparable.
Demostraremos de forma rapida la inseparabilidad de la aritmética de Robinson
siguiendo la idea de J. F. Prida [45] de utilizar un teorema de extension de las
funciones recursivas parciales en la aritmética. A partir de este resultado obtendremos
lainseparabilidad de la teoria de conjuntos interpretando la arimética en dicha teoria.

8.1 Inseparabilidad dela aritmética

La técnica de Godel para demostrar la indecidibilidad de la aritmética se basa en un
teorema de representacion de las funciones recursivas.(Cf. § 6.2) La demostracion del
teorema de representacion se apoya en unos lemas, la mayor parte de los cuales son
sencillos. Pero la demostracion del lema [6-7], paratratar € caso de definiciones por
recursion, es notablemente més complicado. Esta dificultad puede obviarse
considerando un teorema similar referido a la clase més amplia de funciones recursivas
parciales. La clase de las funciones recursivas parciales es |la menor clase que contiene
a la suma, € producto, las funciones proyeccion, la funciéon caracteristica de la
igualdad y es cerrada bajo composicion y minimizacién de una funcion total. (Cf. [4]).

[ 8-1] Definicién

Diremos que la formula aritmética a(X1, Xz, ... , Xn, Xo) extiende la funcion parcia
j W'® w enQ s paracadaay, &, ... ,a, bl W

A ] (g, &, ...,a)=b P QF" X (a(ay, @, ..., &, Xo) « Xo=Dh)
(S nl w denotamos por n €l término ss...s0, CoN N VECes S)

Se verifica @ teorema de extension siguiente, cuya demostracion es notablemente mas
sencilla que la demostracién del teorema de representacion de funciones recursivas:

[ 8-2] Teorema

Toda funcion recursiva parcial es extensibleen Q .
Demostracion
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La prueba es andloga a la bien conocida del teorema de representacion de las
funciones recursivas.(Cf. p. §. [4])

¢

[ 8-3] Teorema

Q esinseparable
Demostracion
SeaDo={n:jJ Q} yRo={n:@j | Q}. El enunciado del teorema afirma que Dg y
Rq son efectivamente inseparabl es.
Supongamos una enumeracion j , de las funciones recursivas parcidles. Sea f la
funcién recursivaparcia f (n) =j o(n) y seaa(x, y) laférmulaque extiende f en Q, es
decir :
f@=bbP QF"y(a(ay)« y=b)

Sea f la funcion recursiva definida por f(a) = a(a, 0)*, o sea, f(a) es el codigo de la
sentencia obtenida al sustituir x por a ey por 0 en laférmulaa.
Por el teorema de recursion existe una funcion recursiva h tal que

i0 s $sfh(ab)i W, - W,

P hanM=11 s $sth(@b)T W, - W,
1. e.0.C.

Entonces fh es una funcidn de separacion de Dq Y Ro.
En efecto, supongamos que Dol W, Rl Wy, Yy Wa C W, = 4 Entonces
fh(a b)l Wa b j han(h(@ b)) =1
P f(h(a b)=1
P QF"y(@(h(ab)y) « y=1)
P QF @a(h(a b),0)
b fh(a b)l Ry
b fh(ab)T W,
b fh(a b)i W,
fh(ab)T W, P jhan(h(a b)) =0
P f(h(a b)) =0
P QF"y(a(h(a,b),y) « y=0)
P QF a(h(ab),0)
P fh(a b)l Do
P fh(a b)T W,
b fh(a b)i W
Estas contradicciones indican que f h(a, b)i W, CW,
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Es interesante observar que como consecuencia inmediata de la inseparabilidad de Q
se obtiene el teorema de incompletitud de Godel-Rosser [19], [52]

[ 8-4]Teorema

Toda extensién consistente y axiomatizable de Q esincompleta
Demostracion
Sea T una extension axiomatizable consistente de Q y consideremos los conjuntos
numéricos
Dr={nl w:a, T}
Rr={nT w:@a,l T}
Por ser T axiomatizable ambos son conjuntosr.e.
Sea L € conjunto de todas las sentencias aritméticas y consideremos € conjunto
numérico
S={nl w:a, La}

Sean

DT = Wd

RrE S =W,
Por ser T extension de Q setiene

Dol Wy y Rol W,
Por ser T consistente

Wy C W, =
Si f eslafuncion deinseparabilidad de Dg y Rq setiene

f(d, T W,CW,=D,CD;CS
Esto quiere decir que la sentencia de codigo f(d, r) no es demostrable en T ni
tampoco su negacion. Asi pues T es incompl eta.

¢

8.2 Inseparabilidad de la teoria de conjuntos

Laindecidibilidad de la aritmética es un resultado fundamental para el matemético - la
teoria de nimeros es la “Reina de la Matematica’, en frase célebre de Gauss-, pero
maés significativa aln es la indecidibilidad de la teoria de conjuntos - “€l Paraiso que
Cantor ha creado para nosotros’, en palabras de Hilbert-, pues es idea generalizada
gue la teoria de conjuntos es capaz de expresar todos los contenidos mateméticos -

“sin la teoria de conjuntos y funciones no se puede hacer nada en Matematicas; con
ellas, por e contrario, se puede hacer todo”, dice Godement en su Algebra- .

Para demostrar la indecidibilidad de la teoria de conjuntos bastara mostrar que dicha
teoria es suficientemente potente para expresar la aritmética, 0 mas concretamente,
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que la aritmética de Robinson Q es interpretable en la teoria de conjuntos. En 1950,
Wanda Szmidlew y Alfred Tarski (cf. [60] pag. 34) anunciaron, sin demostracion,
gue Q es interpretable en un pequefio fragmento finitamente axiomatizable de una
teoria de conjuntos con € lengugje {E, T }, donde E es un simbolo de predicado
monario que expresa la propiedad de ser un conjunto y 1 denota la relacion de
pertenencia. Los axiomas utilizados son € axioma de extensionalidad, € axioma del
vacio y un axioma que permite formar la unién binaria  x E {y}. Con la idea de
mantener el sistema finitamente axiomatizable no se usa el axioma de separacion. Esta
teoria es a su vez féacilmente interpretable en cualquiera de las formalizaciones usuales
de la teoria de conjuntos. En 1970, G. E. Collinsy J. D. Halpern [8] publicaron una
demostracion del resultado en e NDJFL. Posteriormente se ha demostrado que esta
interpretacion se puede hacer en una teoria alin mas débil (cf. [1], [38]), consistente
Unicamente en |os axiomas:

N "x xl /E

W "x"y"z(X Wyz « xl yUx=2)
donde W es un simbolo de funcién binaria cuyo significado pretendido corresponde a
laoperacion x E {y} como indica el axioma W. Esta teoria carece incluso del axioma
de extensionalidad que si aparecia en laaxiométicade [8].
Al ser lateoria considerada tan restringida la prueba es algo artificiosa. Puesto que ZF
(omgor ZFC) es el estandar de facto de teoria de conjuntos como fundamento de las
mateméticas, agui nos conformaremos con interpretar Q en un fragmento de la teoria
de conjuntos ZF lo suficientemente fuerte para seguir un camino mas natural y usual.
Puesto que las bases de la construccién son bien conocidas (cf. p.g. [21], [39], [59])
no seremos excesivamente rigidos en las demostraciones, mezclando argumentos
informales con notacion légica de forma que se favorezca la legibilidad. De la
consistencia de ZF se deduciria asi que ZF es fuertemente indecidible e inseparable.

La idea basica corresponde a la propuesta de von Neumann de representar cada
ndmero natural como el conjunto de los naturales menores :

0~ £

1~ {0 ={A&

2~ {01 ={A£{A}

3~1{012 ={£{A, {£{A}}

con lo que el concepto de sucesor correspondera a

x E {x}
Esta construccién hace que

ol 11 21 31 ..
y que

ol 11 21 31

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel es una teoria de primer orden con
igualdad con un lenguaje de signatura {1 }, siendo 1 un simbolo de relacion binario,
gue escribiremos, como es costumbre, en notacién infija. Como es también habitual
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se escribira x |y en lugar de @(x T y). Otra notacion usual es x I 'y como
abreviaturadelaformula” z (zT x® z1 vy).
L os axiomas de la teoria que utilizaremos son los siguientes :

ZF1. Vacio:
$x"y yl x
ZF2. Extensionalidad :
"Xy ("z(@zl x « z1 y)® x=y)

ZF3. Par :

"x"y$u"z (z1 u« (z=xUz=Yy))
ZF4. Union :

"x$u"z (zT u« $y(zl yUyT u)
ZF5. Partes::

"x$y"z (z1 x « zl X)
ZF6. Esquema de axiomas de separacion :
"x$y"z (z1 y « zT xUj (2)
paracadaférmulaj tal quezi libj ), y1 var(j)
ZF7. Infinito :
$x (£l x U"z(z x® zE {Z}1 X))

En la anterior formulacion de los axiomas de la teoria hemos utilizado abreviaturas
usuales cuya legitimidad justificaremos a continuacion.

[ 8-5] Proposicién
ZFES$Ix" z z1 x
Demostracion
El axioma del vacio afirma la existencia de x ta que " z zl x. Por & axioma de
extensionalidad
"X'y("z@zl x « zI y)® x=Y)
de donde se deduce la unicidad

Esto permite definir e conjunto vacio

[ 8-6] Definicidn
x=/E ©°"yyl x
De forma andloga € axioma de extensionalidad permite asegurar la unicidad de los

conjuntos cuya existencia aseguran € axioma de par, € axioma de unién y € axioma
de partes. Por tanto podemos utilizar |as siguientes notaciones
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[ 8-7] Definicién
u={xy} ° "z (zl u« z=xUz=y)

1
2. {x} ° {x,x}
3.u=PXx) ° "z(zl u« zl x)
4

5

u=Ux  ° "z @zl u« $y@zl yUyl u)
.u=xEy ° u=U{x y}

[ 8-8] Proposicién
ZF F"x"y' z(z1 xEy « zl xUzl vy)
Demostracion
zI xEy U swzl wUwl {xy})
U $w(zl wUWwT xUw=y))
U zIl xUzly
0

Por e axioma de extensionalidad € conjunto y cuya existencia se afirma en € axioma
de separacion es Unico. Lo que permite utilizar la notacién

[ 8-9] Definicién
y={zI xj(X)} © "z@zl y« zI xUjXx)

Como aplicacién inmediata se deduce la existencia de la interseccion binaria
[ 8-10] Definicion
xCy° {zl x:x1 vy}

Dado un conjunto x €l axioma de par permite formar {x} = {X, x}. Nuevamente €
axioma de par permite formar € conjunto {x, {x}}. Y & axioma de la unién aplicado

a este conjunto asegura la existencia de U{x, {x}} = x E {x}. La extensionalidad
asegura en todo caso la unicidad. Setiene por tanto :

[ 8-11] Proposicion
ZF F" x$ly y=xE {x}

Esto permite la definicion deseada para el sucesor

[ 8-12] Definicién

x"° xE {x}
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Esinmediato observar que, puesto quex T x*, setiene:

[ 8-13] Proposicion
ZFF"x X't E

A continuacién usaremos las siguientes abreviaturas de conjunto inductivo y conjunto
transitivo :

[ 8-14] Definicién

1. Indx)° T x U"z(z1 x ® Z'T x)
2. Tran(x)° " z(z1 x ® zl x)

El axiomade infinito afirma la existencia de un conjunto inductivo.

Para construir lainterpretacion de Q en ZF o primero es determinar € universo de la
interpretacion, esto es determinar el conjunto que represente |os nimeros natural es

[ 8-15] Definicion
Nat(x) © "y (Indly) ® x1 vy)

[ 8-16] Proposicion

1. ZF F Nat(&
2. ZF F $x Nat(x)
3. ZF " x (Nat(x) ® Nat(x"))
Demostracion
1. Ind(x) implicaque &1 x
2. Consecuenciainmediatade 1
3. DeNat(x) y Ind(y) sededucex 1 v,y por sery inductivo x'T y

[ 8-17] Definicion
0° &£
1° A&
201"
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[ 8-18] Proposicion

Paratodo n seveifica
ZF F Nat(n)

0

El axioma de infinito permite asegurar la existencia del conjunto de todos los

naturales.

[ 8-19] Proposicion

ZF F $lu" x (xT u « Nat(x))
Demostracién
Por e axioma de infinito existe un conjunto inductivo

ZF F$y Ind(y)
Por el axioma de separacion

ZFESW" x(xT w « x1T yU"z(Ind@2) ® x1 2)
Por tanto

ZFESW" x (xT w« "z(Ind2) ® x1 2))
Launicidad se concluye por € axioma de extensionalidad.

[ 8-20] Definicion

Denotaremos w € conjunto de todos los naturales. Asi
xI w° Nat(x)° "y (Indy) ® x1 vy)

[ 8-21] Proposicion

1. ZF F Ind(w)

2. ZF F"z(Ind(2) ® wi 2)

3. ZF F" z(z1 wUInd(2) « z=w)
Demostracion

1. Consecuencia de ser Nat(4) y Nat(x) ® Nat(x").

2.Dex1 w e Ind(z) sededucex1 z.

3. Consecuencia de lo anterior.

0

La parte 3. es e principio de induccion para w: Todo subconjunto inductivo de w

coincide con w.

[ 8-22] Proposicion

ZF F" x (Nat(x) Ux* A ® $y (Nat(y) Uy =x))
Demostracién
Seav={ xI w:x=/AUSy (yl wUx=y"}
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Entonces £1 v yx1 vb xT v luego v es un subconjunto inductivo de w y por &
principio de induccion v = w
0

[ 8-23] Proposicion

ZF F"y (Nat(y) ® Tran(y))
Demostracién
Seaa={yl w:"x (xT y® xI y)}. Veamos que aes inductivo. Es trivial que Z£1
a,pues ZF F" x (xT /E® x1 A yaque por el axiomade vacio & antecedente es
falso. Sea ahoray 1 a Hay quever quey'l a En efecto, severifica

xT y'=yE{y} b x1 y Ux=yb xI y.
Luego a=w.

[ 8-24] Proposicion

ZF F" x (Nat(x) ® x1 X)

Demostracion

Seaa={x1 w:x1 x}.Veamosqueaesinductivo. Claramente £1 /E Veamos que

syl aentoncesy'l a Seayl ay supongamosquey’| a Entonces debe ser y'i

y,estoesy E {y}l yE{y}.LuegoyE {y} T yobienyE {y} =y. Comoy es

transitivo por ser natural, en € primer casoy E {y} 1 vy, luegoy T y. En & segundo

caso también y T y pues y 1 {y}. En cuaquiera de los dos llegamos a una

contradiccion. Por tanto debe ser y*1 y* y entonces a es inductivo y coincide con w.
O

[ 8-25] Proposicion

ZF " x (Nat(x) UNat(y) Ux'=y" ® x=Y)
Demostracion
De xE {x} = YE {y} sededuce (xT yUx=y)U(yT xUy=x)
S fuerax ! y seriax 1 y ytambiény T x.Como x es transitivo se tendriax T x ,
contrala proposicién anterior.
0

A continuacion nos proponemos mostrar una formula que represente adecuadamente
lasuma. Laidea es la siguiente: decir 3 + 4 = 7 significa que hay una funcién como la
del esquemasiguiente :

N
@
~No oA w
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Expresaremos estaidea intuitivaen el lengugje de la teoria de conjuntios.

El axioma de las partes permite construir la nocién de par ordenado, de producto
cartesiano y de funcién. La definicion de par ordenado (histéricamente importante por
reducir la teoria de relaciones alateoria de conjuntos) se debe a Kuratowski.

[ 8-26] Definicion
<X, y>° {{x}, {x y}}

La siguiente proposicion muestra que esta definicion es adecuada para obtener €
comportamiento deseado de |os pares ordenados.

[ 8-27] Proposicion

ZEEF"X"y'U'v (X, y>=<u,v>® x=uUy=Vv)
Demostracién
Basta considerar en un razonamiento por casos las diferentes alternativas posibles
consecuenciade laigualdad {{x}, {x, y}}={{u}, {u, v}}.
U

Aplicando € axioma de separacion y € axioma de las partes se asegura la existencia
del producto cartesiano.

[ 8-28 Definicion
u ve{zZl PPUEV):$x$y (Xl uUyl vUz=<x,y>)}
La siguiente definicion expresa que w es una funcion deu en v

[ 8-29] Definicion
Fun(w,u,v)°wl u” vU x(xT u® $ly (yl vU<x,y>1 w))

Con esto estamos en disposicion de considerar laférmula que expresala suma:

[ 8-30] Definicion

Sum(x, y, z) © Nat(x) U Nat(y) UNat(z) U$w (Fun(w, y*, z") U
U<0,x>1 wU
U"u" v (<u,v>1T wUul y ® <u’,vi>T w)U
U<y, z>T w

[ 8-31] Proposicion
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ZFE" x(Nat(x) ® Sum(x, 0, x))
Demostracién
Basta observar que w={<0, x>} cumple trivialmente todas |as condiciones

[ 8-32] Proposicion

ZFE" X" y" 2" Z (Sum(x,y,2) USum(x,y,z ) ® z=2)
Demostracién
De Sum(x, y, 2) U Sum(x, y, z ) se deduce la existencia de funcionesw y w'. Es
inmediato ver quew’’=w C W’ es una funcion que verifica las condiciones necesarias
en ambos casos. De<y, z>1 w’ y<y,zZ>1 w" sededucez =z por lacondicion de
funcion.
|

[ 8-33] Proposicion

ZFEF" x"y" z (Nat(x) U Nat(y) UNat(z) USum(x, y, 2) ® Sum(x,y", "))

Demostracién
Sea w la funcion que existe por Sum(x, y, z). Entonces w'=w E {<y’, 2>} esla
funcion adecuada para Sum(x, y*, z*)
Obsérvese que
1. De Nat(y) y Nat(z) se deduce Nat(y*) y Nat(z") por [8-16]
2.De<0,x>1 wsededuce<0, x>1 w
3.Si<u,v>1 w Uul y" entonces se verifica una de las dos situaciones siguientes:
o bien, <u,v>T wUul yencuyo caso <u’, v’>1 wy por tanto <u’, v'> w’ ,0
bien, u=y" v=27"

0

[ 8-34] Proposicion

ZFF" x" y (Nat(x) UNat(y) ® $! z (Nat(z) USum(x, y, 2)) )
Demostracion
Por induccion sobrej (y) = $z Nat(z) U Sum(x, y, z). Puesj (&) es consecuenciade
Sum(x, 0, X). Y dej (y) sededucej (y*) viendo que Sum(x, y, z) ® Sum(x, y*, z*)
Launicidad es consecuenciade [8-32]

Un tratamiento andlogo permite interpretar € producto

[ 8-35] Definicion
Prod(x, y, ) © Nat(x) UNat(y) UNat(z) U $w (Fun(w, y*, z") U
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U<0,0>T wU
U u' v'v (<u,v>l wUul yUSum(v, x,v') ® <u’v>l w) U
U<y, z>T w

[ 8-36] Proposicion

ZF F " x (Nat(x) ® Prod(x, 0, 0))
Demostracion
Tomar w = {<x, 0, 0>}.

|
[ 8-37] Proposicion
ZF F" x"y" 2" 7 (Prod(x,y ,z2) UProd(x,y,z )® z=2)
Demostracién
|dénticaa[8-32]
|

[ 8-38] Proposicion

ZF F " x"y" 2" z (Nat(x) U Nat(y) U Nat(z) U Prod(x, y , z) U Sum(z, x , Z')
®
® Prod(x,y", 7))
Demostracion
Idénticaa[8-33].

[ 8-39] Proposicion

ZF F " x"y (Nat(x) UNat(y) ® $!z (Nat(z) UProd(x, y, 2))
Demostracién
Idénticaa[8-34].

Nuestro propdsito es construir una interpretacion G = (g, g) de la aritmética de
Robinson Q en lateoria de conjuntos ZF .
Laformula g que define @ universo de lainterpretacion es

g(x) © Nat(x) © "y (Ind(y) ® x1 y)
Para cada simbolo del lenguaje de Q necesitamos una formula adecuada del lengugje
de ZF quelo represente.
Obviamente las formul as adecuadas son

aoX) © "zzl x° x=£&
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adxy) © y=x"°"zzl y « zI xUz=x)
a+(xy,z) ° sum(x,vy, 2)
a.(x,y,z) ° Prod(x, Y, 2)

Las condiciones de adecuacion de lainterpretacion son

do © $x Nat(x)

dp © $Ix"zzl x

d ° " x(Nat(x) ® $!y (Nat(y) Uy =x")

ds ° "x"y(Nat(x) UNat(y) ® $!z (Nat(z) USum(x , y, 2))
d; ° "x"y(Nat(x) UNat(y) ® $!z (Nat(z) UProd(x, y, )

Todas se verifican en ZF : d, por la proposicién [8-16], d; por la proposicion [8-5], d,
es consecuenciade [8-25], d; por [8-34] y ds por [8-39]

Tenemos ahora que ver que los axiomas de Q se transforman en teoremas de ZF .
Latraduccion de laformulasx = 0 por Ges (Véase § 5.2)
$W0 $W1 ( ao(Wo) U (Wl = X) U as(Wl, Wo)
gue es l6gicamente equivalenteen ZF a
x'=/E
Por tanto la traduccién del axioma Q1 : " x sxt 0 esequivaente a
" x (Nat(x) ® x'1 /)
que es un teoremade ZF por verificarseZF +" x x"1 A (Prop. [8-13])
DeformaandogalatraducciondeQ2:" x (x 0® 3y sy = x) esequivaente a
" x (Nat(x) Uxt E® $y (Nat(y) Uy =x)
que esun teoremade ZF (Prop. [8-22])
Latraduccion deQ3: " X" y (X =sy ® X =Yy) esequivaente a
" x"y (Nat(x) UNat(y) UX' =y ® x=Yy)
gue es un teoremade ZF como hemos demostrado en [8-25]
Latraduccion de Q4 : " x (x + 0 = x) esequivalente a
" X (Nat(x) ® Sum(x, 0, X))
gue es un teorema de ZF como hemos sefialado en [8-31]
Latraduccion de Q5: " x" y (X + sy) = §(x +y) esequivadente a
" x"y" z (Nat(x) UNat(y) UNat(z) USum(x,y,z2) ® Sum(x,y", z")
gue es un teorema de ZF como hemos sefialado en [8-33]
Latraduccionde Q4 : " x x -0=0esequivaente a
" X( Nat(x) ® Prod(x, 0, 0))
gue es un teorema de ZF como hemos visto en [8-36]
Latraduccionde Q5: " x" y X -sy =x -y + X esequivaentea
" x"y" z (Nat(x) U Nat(y) U Nat(z) U Prod(x, y, z) U Sum(z, x, Z) ® Prod(x, y",
zZ)

gue es un teorema de ZF como hemos sefialado en [8-38]

Hemos construido asi una interpretacion de Q en ZF . (O més precisamente, en una
extension por definiciones de una subteoria de ZF ). Lo que asegura, S aceptamos
gue ZF es consistente, e siguiente
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[ 8-40] Teorema
ZF esinseparable

Observacion

La axiomatizacion empleada no es una axiomatizacion finita ; €l esquema de axiomas
de separacion consta de infinitas instancias. La utilizacion de un fragmento de lateoria
de conjuntos finitamente axiomatizable (por g emplo NW) tiene la ventgja afadida de
ser una extension finita de la teoria de una relacion binaria, esto es, la teoria Cons (4
sendo s = {R} con R un simbolo de predicado binario. Por e teorema de las
extensiones finitas [4-33], de la indecidibilidad de la teoria de conjuntos se deduciria
como corolario inmediato que la teoria de una relacion binaria es indecidible. (Véase
un resultado mas fuerte en § 10.1)

Nota
LateoriaZF no tiene modelos finitos. Si n y m son las representaciones conjuntistas
de dos naturades distintos n 'y m, no es complicado demostrar por induccién
metamatematicaquen * m.
Sin embargo s consideramos la formulak-; © " X" y (X = y), cuyos modelos constan
de un Unico elemento, y formamos la teoria Con({N, k-;}), obtenemos una teoria
consistente y completa, pues sus modelos, A = (A; E), constan de un dominio con un
unico elemento A = {p} y donde E es la relacion vacia, pues, como consecuencia del
axiomaN, severificaquep | p (més precisamente: (p, p) no esta en larelacion E). Es
decir, la teoria tiene, salvo isomorfismos, un Unico modelo. Esta teoria es, por tanto,
decidible.
También lateoria Con({W, k=; }) es consistente y completa. Sus modelos constan de
un Unico elemento p tal que pl p. Es por tanto también decidible.
Incluso s debilitamos & axioma W y consideramos

W1 "x"y"z(x1 Wyz® x| yUx=2)

W2 "x"y"z(xlyUx=z ® xI Wyz)
lasituacion essimilar.
L os modelos de la teoria Con({ N, W1, k;}) tienen un tnico elemento p tal que pl p.
Lateoria es consistente y completay por tanto decidible.
Si consideramos

bo"x'y(xt Uyt £® x=Y)
entonces la teoria Con({N, W2, b}) es consistente y completa y por tanto decidible.
Sus model os constan de dos elementos {p, o} talesque pi p, gl p, pl g, gi g y

pE{q} =qE{p} =q.
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En consecuencia, Q no es interpretable en estas teorias més débiles (pues en tal caso
serian esencialmente indecidibles). Por tanto la teoria NW es minima en este sentido.
Obsérvese que s afiadimos a NW e axioma k-; obtenemos una teoria inconsistente,
pues el axioma N asegura la existencia de un conjunto sin elementos, y e axioma W
aseguralaexistenciade £ E {4 que verifica£1 AE {/&. Por consiguiente, seria
/L /EE {/A, en contradiccion con K- .
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9. INSEPARABILIDAD FINITA DEL CALCULO DE
PREDICADOS DE PRIMER ORDEN

9.1 Indecidibilidad einseparabilidad finita del calculo de predicados

La indecidibilidad del cdculo de predicados de primer orden fue demostrada en
primer lugar por Church en 1936 [6] como consecuencia de la indecidibilidad de una
teoria aritmética finitamente axiomatizable. Poco después Turing [62] obtuvo €
resultado reduciendo un problema indecidible sobre maquinas “de Turing” a
problema de decision del célculo de predicados. La demostracion de Turing utilizaba
una representacion de la seméantica del programa de una maquina mediante una
formula del clculo de predicados. Estaidea fue utilizada por Buichi [3] para obtener
de forma mas sencilla una prueba de la indecidibilidad del clculo de predicados de
primer orden. En este apartado simplificamos algo mas la prueba, segun sugerencia de
J. F. Prida, utilizando maquinas de registros y aprovechando un teorema de Minsky
[36] que asegura la existencia de una maquina de dos registros que smula €
comportamiento de méquinas con cuaquier nUmero de registros. Al tratarse de una
maquina con Unicamente dos registros la codificacion del comportamiento de la
maquina mediante formulas del clculo de predicados se simplifica notablemente. La
técnica permite obtener no sdlo un resultado de indecidibilidad sino € mas fuerte de
inseparabilidad finita.
Consideraremos la clase de maquinas que, comenzando con los registros vacios,
paran, y la clase de méguinas que finalmente tienen un comportamiento ciclico, y que
por lo tanto no pararan nunca. Mediante una codificacion usua estos dos conjuntos
de méaguinas se corresponden con dos conjuntos de ndmeros naturales.
Denominaremos a estos dos conjuntos de indices PARA y CICLA. El resultado
basico es que los conjuntos PARA y CICLA son efectivamente inseparables
A continuacion asociaremos a cada maquina de dos registros M de codigo n una
férmulaay del lenguaje de predicados de primer orden sin identidad, verificando

nl PARA P ayinsatisfactible

nl CICLA b ay finitamente satisfactible
Esta asociacion serd efectiva lo que permite asegurar la existencia de una funcion
computable que represente dicha transformacién. La proposicion [3-11] nos permite
concluir que e conjunto de formulas insatisfactibles y e conjunto de formulas
finitamente satisfactibles son efectivamente inseparables. En consecuencia, las
férmulas insatisfactibles, las |6gicamente vdidas, las satisfactibles y las finitamente
satisfactibles forman conjuntos indecidibles.
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9.2 Maguinas deregistros

La formalizacion del concepto intuitivo de algoritmo o procedimiento efectivo es
condicion previa a cualquier resultado negativo a problema de decision. Una de las
definiciones formaes utiliza la nocion de maquina de registros, establecida por
Sheperdson y Sturgis en 1963.

A continuacion se establece rgpidamente una version de estas méaguinas. Un estudio
mas detallado puede encontrarse en el manua de Cutland [9] o en el de Ebbinghaus et
al. [13] . En Minsky [36] se demuestra la equivalencia de este formalismo con €l de
las méguinas de Turing. Aceptaremos (Tesis de Church) que toda funcion computable
puede ser calculada por una maquina de registros.

Las méquinas de registros presentan la ventgja de ser un modelo més parecido a de
los computadores reales por [0 que quiza su programacion es mas intuitiva que en las
méguinas de Turing. Por otra parte, la codificacion de lainformacion de la méguina es
algo més sencilla.

Instruccionesy programas

Una méaguina de registros consta de una cantidad finita de posiciones de memoria R,
.., R, llamadas registros. En cada momento, € registro R, contiene un nimero
natural que denotamos r;.
El comportamiento de la méquina viene determinado por un programa. Un programa
es una secuenciafinita numerada de instrucciones: 1y ; ... ; k.
Cada instruccién pertenece a alguna de las clases siguientes :

l. R- R+ 1

. IFR> THENR - R - 1 ELSE GOTO I

IIl. GOTO I

V. STOP
dondeil {1, ... n} yji {1, ..., k}.

El significado de |as anteriores instrucciones es, respectivamente.

I. Aumentar una unidad € contenido del registro R; y pasar € control a la
instruccion siguiente del programa

I1. Si e contenido del registro R no es nulo disminuirlo en una unidad y pasar
a la siguiente instruccion. S el contenido del registro R; es nulo dgarlo
inalterado y pasar €l control alainstruccion etiquetada ;.

I11. Sdltar alainstruccion I;.

IV. Parar la g ecucion del programa.

Convendremos (sin pérdida de generalidad) que € programa empieza gecutando la
instruccion 1y, y que tiene una Unica instruccién STOP que es precisamente la Ultima,
esto es, Iy.
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En cada momento e comportamiento de la maquina viene determinado por e estado
de losregistros y lainstruccion a g ecutar, es decir por la configuracion

R1 Rz e Rn |

Formamente una configuracion es unatuplade n + 1 elementos <i, ry, 1o, ..., >

Mé&quinas que paran y maguinas que ciclan

Si partimos de una configuracion E; = <1, ry, 1, ..., > € programa determina una
evolucion de las configuraciones
E.® E;® E3® ...

Indicaremos por M : E® E’ la evolucién de la méguina de la configuracion E a la
configuracion E’ en un Unico paso, y por M : E= E’ & cambio de la configuracion E
alaE’ a cabo de un nimero indeterminado de pasos.
Puede ocurrir que e programa M al partir de una configuracion E; pare a acanzar
cierta configuracion E; , (esto ocurre si se ha alcanzado lainstruccion I : STOP), lo
gue indicamos por

M : E; = E; para
0 bien

M : E = para
S no se necesita especificar la configuracion final .

Puede ocurrir que e programa no pare nunca, o que indicamos por

M:E =¥
Un caso particular de esta situacion se da cuando tras alcanzar cierta configuracion e
programa vuelve a alcanzarla, con lo que hay un nimero finito de configuraciones que
se repiten ciclicamente. Indicamos esta situacion por

M : E; = cicla
Para una maguina M de dos registros que parte de la configuracion inicial <1, 0, 0>
utilizaremos las notaciones

M:<1,0,0> = para

M:<1,0,0> = ¥

M:<1,0,0> = cicla

Diremos que una méguina de registros M calculalafuncionf: w® w s partiendo de

laconfiguracién <1, x, 0,...> paraen laconfiguracion <k, x, f(x), ... >, estoes s
M:<1,x,0,..> = <k, Xx,f(x),..> paa

Cadificacion de maquinas deregistros
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Por un procedimiento estandar de gddelizacion podemos asociar a una maquina de
registros un Unico nimero natural. Para ello podemos asociar a cada instruccion del
programa un nimero segun latabla

Instruccién Caodigo
R- R +1 2

|F R>0 THEN R~ R-1 ELSE GOTO I 2' -3
GOoro |j 5
STOP 7

y a programa M de instrucciones
[ .. I

podemos asociarle e nimero
&
Or"
i=1
siendo p; € i-ésimo nimero primo, 0 sea, p1= 2, P2 = 3, .... , y #l; & cddigo de la
instruccion ;.
Por eiemplo, el codigo del programa
l;: IFRR >0 THEN R - R - 1 ELSE GOTO |4
I, : R- R+ 1
I3 GOTO I,
l4 : STOP

esd nimero 223 .37 .5%. 77

La obtencién del programa a partir de su codigo es posible en virtud del teorema
fundamental de la aritmética que afirma la descomposicién de un nimero entero
mayor que 1 en sus factores primos de forma Unica.

Es fécil observar que la aplicacién es inyectiva (nétese que la primerainstruccion es la
numerada como |;) y que tanto la codificacion como la decodificacion se redizan
efectivamente.

Podemos considerar asi efectivamente enumeradas las maquinas de registros y
referirnos ala maquina de codigo n como M.

9.3 Teorema de Minsky

L as méquinas consideradas tienen un nimero indeterminado de registros. Veamos que
la potencia de célculo de la maguina no se reduce si reducimos € nimero de registros
a dos. Concretamente veremos que e comportamiento de una maguina de registros
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arbitraria puede simularse mediante una maguina con solo dos registros, en € sentido
que se indica a continuacion (cf. [36]).

En primer lugar nétese que un programa para una maguina de registros es un objeto
finito : Unicamente hace referencia a una cantidad finita de registros. El contenido de
un cierto estado de tales registros

puede codificarse por € nimero

I3

£=0p"

i=1
donde p; es € i-éssimo nimero primo. Obsérvese que tanto la codificacion como la
decodificacion pueden redlizarse de forma efectiva.
Consideremos ahora un programa M de una maquina de n registros. A partir de M
construiremos, de forma efectiva, un programa P para una maguina de dos registros

verificando :

1°) Si e programa M parte del estado

E: ln [l | n |

&
decodigos== O p", y a cabo de uno o més pasos llega a un estado

i=1

= o | ] r ]

X
decodigo s== QO p"
i=1

entonces el programa P partiendo del estado

| = [ 0 |

al cabo de cierto nimero de pasos alcanza el estado

2°) Si lamaguina de partida M no para, cuando parte de un estado

E: |l n | o] | n |
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de codigo s, entonces la méquina de dos registros construida P, cuando parte del
estado

| = [ 0 |

tampoco para.

39 S € programa M parte de un estado

E: |l | | n |

&
decadigose= O p" , vy al cabo de cierto nimero de pasos para en € estado

i=1

E: Lo [ o] | ri |

X
decodigo s== QO p"
i=1

entonces el programa P partiendo de

| = [ 0 |

al cabo de cierto nimero de pasos paraen € estado

|« [ 0 |

Intuitivamente se utiliza e primer registro para guardar la codificacién del estado de
lamaquinaM y e segundo registro se utiliza como registro de trabajo.

Para construir la méaguina de dos registros P que smula M basta determinar
segmentos de programa de P que simulen las operaciones elementales de M. La
“compilacion” del programa de M consistira en la “compilacién” de cada instruccién
de M. Es decir se realiza una simulacion “paso a paso”.

Basta estudiar, por lo tanto, como simular las instrucciones elementales de tipo | y 11.

) Lainstruccion R - R; + 1 tiene como efecto pasar del estado

| | [ | | I |

al estado
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La méquina de dos registros que simula esta instruccién pasara del estado

Pl pii... 0

al estado

pt.pitt..| O

El efecto obtenido es por tanto multiplicar € primer registro por pi.
El programa deseado realizara las siguientes acciones :

trasladar el contenido deR; aR;

devolver aR; p; unidades por cada una de las que hay en R,

El segmento de programa deseado es :

l;: IFRR >0 THENR - R - 1 ELSE GOTO |4
I, : R - R+1

I3 : GOoro | 4

ls0 IFR>0THEN R~ R - 1 ELSE GOTO | 64

|5 . R - R+ 1
|5 . R - R +1
pivecesR, - R + 1

-O-: —:\<\—:—: c:

|4+pi: R - R+ 1

La ingtruccion le., transfiere @ control a inicio del segmento que traduce la

instruccion siguiente del programa original.
Es inmediato comprobar que € anterior segmento de programa efecta la
transformacion deseada.

I1) A continuacion debemos simular lainstruccion
IFR >0 THENR - R - 1 ELSE GOTO I
cuyo efecto sobre una configuracion

| |ri+1| | I |

es pasar ala configuracion

| | [ | | I |
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mientras que s € contenido de R es nulo la configuracion queda inaterada
pasandose a lainstruccion |
La méquina de dos registros debera pasar, en €l primer caso, del estado

pt.pitt..| O

al estado

Pl pii... 0

Paraello basta dividir € primer registro entre p;.
En e caso de ser R; vacio € contenido del primer registro de P no serd mltiplo de p;
y debera quedar inaterado.
El segmento de programa que codifique este comportamiento debera identificar s e
contenido del primer registro es multiplo de p;, dividiendo, en su caso, entre p..
Por legibilidad consideraremos el caso p; = 3. (En otros casos no hay diferencias
significativas). Para desarrollar €l programa basta tener en cuenta que todos los
nUmeros pertenecen a una de las categorias 3m, 3m+1 , 3m+2
El programa acttia de la siguiente forma:
- Quitar una unidad del primer registro. Si se ha acabado no es multiplo de 3
Quitar otraunidad del primer registro. Si se ha acabado no es multiplo de 3
Quitar otraunidad del primer registro. Si se ha acabado era multiplo de 3
Al acabar € ciclo de tres aumentar una unidad en el segundo registro.
Rehacer el contenido del primer registro copiando e segundo en e caso de ser
multiplo de 3, con lo que habremos dividido entre 3, o rehaciendo € contenido
original en los otros dos casos

4

l,:1F R>0 THEN R,
l,:1F R>0 THEN R,
l;:1F R>0 THEN R,
., R- R+ 1
|5:q)TO [ 1

|5:R1_l R+ 1
l-:1F R>0 THEN R,
Ig:Rl_l R+ 1
|9:R1_l R+ 1
Ilo:Rl_l R+ 1
|11:q)TO |7
'R~ R+ 1
|13:q)TO | 6

l4:1F RR>0 THEN R, - R, - 1 ELSE GOTO | 47
|15:R1_l R+ 1

l16: GOTO | 14

Ri- 1 ELSE GOTO | 14
R, - 1 ELSE GOTO 15
Ri- 1 ELSE GOTO I 1,

4

4

R, - 1 ELSE GOTO | 3

4
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Lainstruccion |17 transfiere e control alainstruccion del programa P donde empieza
el cddigo que traduce la instruccion siguiente. Lainstruccion |15 transfiere el control
alainstruccion del programa P donde empieza el codigo que traduce lainstruccion | .

Es fundamental observar que la construccién realizada es totalmente efectiva de forma
que existe una funcion computable

h:w® w
tal que dada una méaguina My la maquina My €s una maguina de dos registros que
simula el comportamiento de My en e sentido descrito
Tenemos por tanto :

[ 9-1] Teorema

A toda maquina de registros M se le puede asociar de forma efectiva una maquina de
dos registros P que ssimula las computaciones de M en e sentido siguiente :

M.:E®F P P:(50) = (5,0
M:EsFEpaa P P:(S0 = (S,0) paa
M:E=¥ P P: (S0 =¥

9.4 PARA y CICLA son efectivamente insepar ables

Supondremos una enumeracion de las funciones recursivas parcides con un
argumento, esto es una biyeccion por la cual hacemos corresponder acadanl w , una
funcion recursivaparcial de un argumentoj .

L os dos conjuntos efectivamente inseparables més sencillos son (ver [3-9]) :
Ao ={x:] x(X) =0}
A ={x:j«x)=1}

Veremos a continuacion que otros dos conjuntos, que denominaremos PARA 'y
CICLA son efectivamente inseparables.

Para ello consideraremos una enumeracion de los programas de méquinas de dos
registros. Denotaremos por M,, e programa de nimero n.

Los conjuntos PARA y CICLA son conjuntos de indices de méaguinas de dos registros
que partiendo de la configuracion inicia vacia, paran o bien repiten una configuracién
de forma ciclica, respectivamente, esto es,

PARA ={x:M:<1,0,0> = para}
CICLA ={x: M, :<1,0,0> = cicla}
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Por geemplo e indice del programa

1 : R- R+ 1
I, : STOP

que es 222-37, pertenece a conjunto PARA, mientras que € indice del programa

1 : R- R+ 1

Py IF R>0 THEN R, = R, - 1 ELSE GOTO |4
s GOTO I,
l4 : STOP

que es 22°.3°3"55.77 pertenece a CICLA

Consideremos la funcion y (X) = j «(x), que es claramente computable. Sera por tanto
una cierta j ,. Esta funcién estara computada por un programa de una maguina de
registros M

M

[ x JoT o . ] > L x [yx] 0 |

Por e teorema de Minsky hay una méguina de dos registros P que smula M, y se ha
obtenido efectivamente a partir de M

| 2 | o | > >3O 0

A partir de P construiremos de forma efectiva una maquina de dos registros Q
verificando :

xlAy P Q:<1,0,0> = paa

xIA; P Q:<1,0,0> = cica

Debido a que la construccién realizada es efectiva e indice de esta maquina se obtiene
apartir de x mediante una funcién computable.
Tendremos por tanto una funcién computable f : w® w tal que

xI Aogb f(x)T PARA
xI A;p f(x)T CICLA

La construccion de Q es sencilla.
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-Sixl Agseray (x) =j «(x) = 0luego

M
| x | o] o] .| > | x | o] o] .|
y por tanto
=
[ 2 [ o] » [ 27 ] o]
-Sixl Apseray (x) =j «(X) =1 luego
M
| x | o] o] .| > | x [ 1] o] .. |
y por tanto
=
L 2 | 0 | > [ 23] 0 |

El comportamiento deseado de Q es que cicle cuando xI A;. Esto se conseguira
comprobando si € primer registro es multiplo de 3 tras la gjecucion de P partiendo de
la configuracion sefidlada.

El programa para Q realizara esencialmente las siguientes acciones :
Introducir 2* en e primer registro
Ejecutar el programade P (salvo lainstruccion STOP)
Si el contenido del primer registro es multiplo de 3 ciclar, en caso contrario parar.

Esfécil comprobar que el programa adecuado es

l1: R = R, +
m = 2* veces
lm: R~ R, +

o pia oun o

|m+l :
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e

Imie1: |F R>0 THEN Ry = Ry - 1 ELSE GOTO | mirs+s
Imi2 : IF RI>0 THEN Ry = Ry - 1 ELSE GOTO | myr+6
Imies i | F RI>0 THEN Ry = Ry - 1 ELSE GOTO | mr+6
Im+r+4 : (X)TO I m+r +1

Im+r+5 : GOTO | mtr +5

|m+r+6 : STOP

De la construccion efectuada se deduce, por los teoremas [3-9] vy [3-11] que

[ 9-2] Proposicién
PARA y CICLA son efectivamente inseparables.

9.5 Inseparabilidad finita del calculo de predicados

Sea M € programa de una maguina de dos registros. Asociaremos a M de forma
constructiva una férmula cerrada ay del lenguaje de primer orden sin identidad de
signaturas = <0, s, K>, donde 0 es una constante, s un simbolo de funcién unitariay
K es un simbolo de predicado ternario.
Laformula construida verificara :

M:<1,00> = ¥ P awmtienemodelo

M: <1,0,0> = cicla P aytienemodeofinito

M: <1,0,0> = pasa P a) notienemodelo

La idea es describir la seméntica del programa mostrando la evolucion de las
configuraciones de la maguina. La configuracion de una maguina de dos registros en
un momento determinado de la gjecucion del programa puede describirse como una
terna de naturales <i, ry, r;> siendo i € nimero de instruccion a gjecutar, y ry y r,
contenido de los dos registros de la méaquina.

Paracadail w designaremos por i & término s...sO (i veces s), con lo que si designara
Ss...s0 (i+1 veces s)
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Asignaremos a cada instruccion del programa una formula con dos variables libres x e

y seguin latabla siguiente :

instruccion formula

'R~ R+ 1 Kixy ® Ksisxy

i'R- R+ 1 Kixy ® Ksixsy

i:lF R>0 THEN R - R - 1 (Kioy ® Kjoy) U (Kisxy ® Ksixy)
ELSE GOTO |

i:lFR>0 THEN R - R - 1 (Kix0® Kjx0) U(Kixsy ® Ksixy)
ELSE GOTO |

li : STOP DKixy

Asi, por gemplo, laférmulaasociada alainstruccion

|3: R- R+1

Ksss0xy ® Kssss0xsy

Es facil observar que cada formula expresa satisfactoriamente la evolucion de la
configuracion determinada por la correspondiente instruccion. En el caso de la
instruccion STOP, la formula asociada indica que no se acanza dicha configuracion.

(Recuérdese que se ha convenido que lainstruccion STOP aparece una Unicavez en €

programa como I)

Si e programa M consta de las instrucciones

|

mediante la tabla anterior se le asocian las formulas

ai, ..., dg

En particular, laférmulaay serd @Kkxy
Al programa M le asociaremos laférmula cerrada
am ° "x"y@Ua;Ua,U...Uay)

siendo ag laférmula K100

Veamos que la férmula construida es adecuada a nuestros intereses.

[ 9-3] Lema

Si e programa M no para cuando parte de la configuracion <1, 0, 0> entonces la

formulaay tiene un modelo
Demostracion
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Supongamos que € programa M no para tras partir de la configuraciéon <1, 0, 0>.
Veamos que la férmula asociada tiene un modelo.
Sea A = (w; 0", s", K") la estructura de universo los nimeros naturales, con la
constante cero, la funcién sucesor y la relacion constituida por €l conjunto de ternas
de naturales

K" ={(i,a b)l w’: M :<1,0,0>= <i, a b>}

Esfécil probar que A F ay:
Claramente A F a,, esdecir, A F K100, pues (1, 0, O)l K".
También podemos probar, por distincién de casos que, paratodo i<k, A " X" y a;.

Lo veremos en € caso de que lainstruccion seal; : R; = R; + 1 (siendo andlogo en
los demés casos). En este caso laformula asociadaes a; © Kixy ® Ksisxy.
Basta ver que s para una interpretacion de las variables x e y como los nimerosay b

severificaA E Kixy [ab] entonces A E Ksisxy [a,b].

S A E Kixy [ab] esque (i, a b)i K", osea laméquina acanzala configuracion <i,
a, b>, conlo cud, a ser lainstruccion | : Ry = Ry + 1, lasiguiente configuracion es
<i+1,a+1, b>yportanto A F Ksasxy [ab].

FinAmente A E " X" y ax , es decir, A F " X" y @Kkxy. En efecto, puesto que por

hipétesis M no para cuando parte de la configuracion <1, 0, 0>, no existen abl w
talesque M : <1, 0, 0> = <k, a, b>, esto es, no existen a,bl w tales que (k, a, b)l K".

Por lo tanto, A F " X" y @Kkxy

Ejemplo

El siguiente programa no para (y no cicla).

SeaM € programa
L'R- R+ 1
l,:IF R>0 THEN R, = R, - 1 ELSE GOTO I,
I3 STOP

Laformulaasociada a programa es
am® " X"y (K100 U (K1xy® K2xsy) U (K20y® K10y) U (K2sxy® K3xy) U BK3xy)

Es inmediato observar que partiendo de la configuracion <1, 0, 0> este programa
determina |as siguientes configuraciones :

paso || R, R,
1 1 0 0
2 2 0 1
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o|lo|~|o|u|s|w
RN (NP (N| -
O|0O(0|10|O0|0|O
DI WIWININ|E

Puede comprobarse facilmente que la formula asociada al programa, ay, es vaida en
laestructura A = (w; 0%, ", K") siendo
K"={(1,0,j)/jl w} E{(2,0,j)/jl w{0}}

[ 9-4] Lema

Si e programa M cicla cuando parte de la configuracion <1, 0, 0> entonces la
férmulaay tiene un modelo finito
Demostracion
Supongamos que e programa cicla tras partir de un estado. La méaguina habra
evolucionado con |as configuraciones

<1,0, 0>

<t, a, b>

<t, a, b>
Hay una cantidad finita de configuraciones y luego se repiten periddicamente algunas
dedlas SeaS={E,, ..., Eq} € conjunto finito da tales configuraciones. Esto es (i, a,
b)i S syss M: <1, 0, 0> = <i, a b> Noétese que a recorrerse Gnicamente d
configuraciones e contenido de los registros es menor que d. Sea m & maximo entre

k (nimero de lainstruccion final) y d.

Podemos construir un modelo de a como la estructura

A=(A ;0" S KY
donde A = {0, 1, 2, ..., m} es un conjunto de naturales, 0* &l nimero cero, s* es la
funcion $* = {(0, 1), (1, 2), (2, 3) , ..., (m, 0)} y K* es & conjunto S de ternas de

naturales.
Para ver que A es modelo de a basta ver que para cuaquier asignacion de variables
v(x) =a v(y) = b, lainterpretacion (A ; v ) satisface cada una de las formulas a;
En efecto, supongamos que lainstruccion i es
Li'RR- R+ 1
y laférmula asociada
a; ° Kixy ® Ksisxy
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S (A; v) E Kixy quiere decir que <i, a, b>1 K?*, con lo cual tras gecutarse la
instruccion |; se obtiene la configuracion <i + 1, a + 1, b>, lo que significa que se
verifica(A ; v ) E Kgsxy
Andogo s fuera cuaquiera de las demas instrucciones. Nos detendremos un
momento en & caso de lainstruccion STOP. Supongamos que se tiene lainstruccion
Ik: STOP
Es claro que ta instruccion no se acanza en ningln momento, pues estamos
suponiendo que e programacicla, y en tal caso pararia
Por lo tanto, cualesquiera que sean a, b 1w, la terna <k, a, b> no pertenece a S.
Luego
(A V) FOKkxy

Ejemplo
El siguiente programacicla
SeaM € programa
L'RR- R+ 1
L'R- R+ 1
l;3:IF R>0 THEN R, = R, - 1 ELSE GOTO |4
|4: Rg - Rg + 1
Is: GOr10 | 3
IB:STOD

Al partir de la configuracion <1, 0, 0> € programa evoluciona como indica la tabla
siguiente :

8

AlWOA|R[WIN|FL]|—

1 2

~Nlo|ala|w[nv o
N =)
olk|r|lolr|olo

Al alcanzar en € paso 6 una configuracion igua a la alcanzada en e paso 3 €
programacicla. Enestecasod=5y m=6.

Es facil ver que e modelo deseado tiene como universo A ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, la
constante O designa € cero la funcion s el sucesor restringida a A y modificada en el
valor 6 (con un valor irrelevante), y € predicado ternario K el conjunto
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K={(1,00),(210),(311),(410),(51,1)}
Notese que como €l programa cicla en € paso 6, 1os Unicos nlmeros que intervienen
en las configuraciones son los indices de las instrucciones y nimeros menores que 6.

[ 9-5] Lema

Si e programa M para cuando parte de la configuracion <1, 0, 0> entonces la
férmulaay no tiene modelo
Demostracién
Supongamos que, tras partir de la configuracion <1, 0, 0> e programa para. La
méguina habréa evolucionado con las configuraciones

<1,0, 0>

<k, a, b>
[legando tras un nimero finito de pasos a la instruccion I, : STOP. Veamos que la
férmula ay no tiene modelo.
En efecto, supongamos que una estructura A = (A ; 0%, s*, K”) es un modelo de ay.
Denotemos, para cadail w, por i € demento s*...5'0" (i veces §%). Asi, por gjemplo,
0° 0*y1° 0" . Nétese que el término i viene designado por i.
La demostracion consistird en probar por induccion sobre n que s M acanza la
configuracion E, = <i, a, b> entonces (i, a, b)l K”. De aqui se concluye fécilmente
gue A no puede ser modelo de ay pues, s M para, quiere decir que a cabo de cierto
niimero de pasos se al canza la configuracion <k, a, b> para ciertos a, bl w con lo cual
(k, a, b)I K*, luego seria A EKkxy [a, b] en contradiccion con que si A fuera
modelo deay sededuciria AE" X" y @Kkxy
Sean pues E;, ... , Eq las configuraciones que alcanza M cuando parte de la
configuracion E; =<1, 0, 0>.
Paran=1esobviopues AFay b AFagbP A FK100 b (1,0,0) K
Supongamos que para n<d s E, = <i, a, b> entonces (i, a, b)l K* (hipétesis de
induccion).
Demostraremos que |o mismo sucede paran + 1 por distincién de casos.
Consideremos € caso en que laingtruccion |; es Ry = R; + 1. La siguiente
configuracion esEn. =<i+1,a+ 1, b>.
Como AF " X" y(Kixy® Ksisxy ) y por hipétesis de induccién (i, a, b)l K*, se sigue
que(i +1,a+ 1, b)l K* queesloque se queriademostrar.
Los demés casos son analogos (Obsérvese que si n<d lainstruccion |, no puede ser la
instruccion STOP).

¢

Hemos obtenido e siguiente resultado :

[ 9-6] Proposicién
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Existe un procedimiento efectivo que asocia a cada maguina de dos registros M una
férmulaay del lengugje del célculo de predicados de primer orden sin identidad de
formaque:

a) M: <1,0,0> ® para P auy notienemodeo

b) M: <1,0,0> ® cicla P ay tienemodeo finito

C) M: <1,0,0> ® nopara b ay tienemodelo

Si consideramos |os conjuntos de nimeros naturales
SAT ={n: a, tiene model o}
FINSAT = {n: a, tiene modelo finito}
INSAT ={n: an no tiene model o}
setiene:

[ 9-7] Teorema

INSAT y FINSAT son efectivamente inseparables
Demostracion
La construccion redizada, a ser efectiva asegura la existencia de una funcion
computable
fiw® w

tal que

f(PARA) I INSAT

f(CICL) I FINSAT
Como PARA y CICLA son efectivamente inseparables y f es computable entonces
INSAT y FINSAT son efectivamente inseparables (Por [3-11])

¢

[ 9-8] Corolario
INSAT no esrecursivo

[ 9-9] Corolario

El conjunto de férmulas satisfactibles del lenguaje de primer orden sin identidad es
indecidible

¢
[ 9-10] Corolario
El conjunto de sentencias |6gicamente validas de lalégica de primer orden es
indecidible
Demostracion
a eslogicamente valida syss @a esinsatisfactible

¢
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Obsérvese que las férmulas asociadas a las méaguinas de registros por la construccién
realizada son férmulas del lenguaje sobre lasignaturas, = {0, s, K}. Consideremos la
clase Ko de todas las se-estructuras y sea Th(Ky) la teoria de dicha clase. Hemos
demostrado que el conjunto de las sentencias insatisfactibles y e conjunto de las
formulas finitamente satisfactibles son inseparables. Como para cada sentencia del
lengugje sobre s setiene

a insatisfactiBle U @a 1 Th(Ko)

a finitamente satisfactible U @a finitamente refutable

tenemos como consecuencia que los conjuntos D Y FRrk, Son inseparables, o
sea:

[ 9-11] Teorema

Laclase K, es finitamente inseparable

Este resultado sera e punto de partida para obtener la inseparabilidad finita de las
teorias mateméti cas usuales que se estudiaran en el siguiente capitulo
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[ 10] Inseparabilidad finita de diversas teorias

10. INSEPARABILIDAD FINITA DE DIVERSASTEORIAS

10.1 Inseparabilidad finita de la teoria de unarelacion binaria

Consideremos un lengugje con un Unico simbolo de predicado binario P. Nos
proponemos ver que la teoria formada por las sentencias 16gicamente validas en dicho
lenguaje es finitamente inseparable. Esta teoria es la teoria de la clase de todas las
estructuras de signatura{ P} .

Sea K la clase de todas las estructuras de lasignatura s = {0, s, K} siendo 0 un simbolo
de constante, s una funcién monariay K un simbolo de predicado ternario. La técnica de
Biichi ha permitido demostrar que la teoria de la clase Ko en un lenguagje sin igualdad es
finitamente inseparable. No es dificil ahora codificar esta clase en una clase relaciona de
estructuras, esto es en una clase sobre una signatura en que Unicamente aparezcan
simbolos de predicado.
Sea s; = {C, S, K} una signatura formada por un simbolo de relacion unitario
Cl PRED™, un simbolo de relacion binario Si PRED® y un simbolo de relacion ternario
KI PRED®. Sea K ; laclase de todas las s ;-estructuras.
A cada sq-estructura A = (A; 0%, §*, K" K, podemos hacer corresponder de forma
totalmente natural una s.-estructuraB = (B ; C?, S°, K®) K, siendo

B=A

C® ={0%

S’={@a bl A" A: (a) =b}

K®=KA"

Asi, podemos considerar lainterpretacion G= (g, g) con
9(Xo) °  C(xo) UD C(xo)
do (Xo) ° C(Xo)
ds (Xo, Xl) o SXO X1
ak (Xo, X1, X2) © RXo X1X2
Es absolutamente trivial observar que B®» A .
Tenemos pues una codificacion fuerte de la clase K ¢ en la clase K 4, El teorema [5-15]

aseguraque
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[ 10-1] Teorema

Lateoriadelaclase K1 conigualdad es finitamente inseparable

Observacion
Para expresar las condiciones de adecuacién de la interpretacién en este caso
necesitamos que e lengugje incluya laigualdad.

Habiendo visto que la clase K ; de todas las s;-estructuras es finitamente inseparable

codificaremos esta clase en la clase K , de todas las s ,-estructuras, siendo s, = {P}, con
P un simbolo de predicado binario. Para €llo, siguiendo la técnica del teorema [5-15],
bastara asociar a cada s;-estructura A una s,-estructura B, de la cua podamos
recuperar, mediante férmulas de primer orden adecuadas, la estructura A, y de forma que
s A esfinita entonces B también seafinita

El universo de la estructura B constara de una copia de los elementos del universo de A
y unos nuevos elementos que describimos a continuacion. A la vez determinaremos los
pares de elementos relacionados en larelacion PP .

- Para cada elemento a del universo de A tal que {a}1 C* afiadiremos dos nuevos
elementosdy d' a universo de B y afadiremos los pares (a, d), (d, d') y (d', d) ala
relacion PP,

- Para cada par de elementos (a, b)l S* affadiremos cuatro nuevos eementos b, d, d’ y
d”’ a universo de B y afadiremos los pares (a, d), (b, b’), (b’, d), (d, d"), (d', d’) y (d"’,
d) alarelacion PP

- Para cada terna (a, b, )i K* affadiremos siete nuevos elementos b’, ¢, ¢, d, d’, d”’,
d’’ a universo de B y los pares (a, d), (b, b’), (b, d), (c,c’), (¢, c’), (c’, d), (d, d),
(d,d’),(d’,d”) y (0, d) alareacion PP

(Se entiende que en cada momento los elementos introducidos son e ementos nuevos
distintos)

El significado de la construccién se pone de manifiesto claramente a ilustrarse con un
gréfico.
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{a b} R® /
a

e
\
{a b, c}1 K*
/b C”\c’
/N

Para caracterizar los elementos que son copia de elementos de A basta considerar la
formula

ox) © @ $z Pzx
Severifica
Brg[a U d A
A continuacion caracterizaremos |os elementos que verifican las relaciones C*, R* y K*.
Para €llo obsérvese, por gemplo, que si (a b)i R*, hay un circuito de tres elementos &
que accede a directamente y b por medio de un elemento interpuesto. Andogas
consideraciones en los otros casos. Las férmulas adecuadas son, pues
ac(X) ° $V1 $V2 (PXVl U Pvivs U P\/2V1)
aR(X, y) ° $V1$V2$V3$W (PXVl U Pvivs U Pv,vs U Pvav, U PYW U P\NVl)
ak(x,y,2° $vi v, Svz v, Sw Su; Su, (Pxvy U Pvivs U Pvavs U Pvavy U Pvavy U
U P)/W U Pwv, U Pzu, U Pu,u, U PU2V1)
Se verificaque B®» A
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Tenemos pues que

[ 10-2] Teorema
Lateoria de unarelacion binaria con igualdad es finitamente inseparable

Eliminacién delaigualdad

En un momento ulterior serd interesante considerar teorias sin e simbolo de igualdad.
Veamos que podemos eliminar e signo de igualdad sin aterar significativamente para
nuestras intenciones el poder expresivo del lengugje. La idea basica es considerar un
simbolo de predicado diadico E y reemplazar cada expresion del tipo x =y por la
expresion Exy. De esta forma a cada formula a del lengugje de la signatura s, = {P}
con igualdad le asociamos una formula a* del lengugje de signatura s; = {P, E} sin
igualdad. Naturalmente tendremos que imponer condiciones para que el comportamiento
de la relacion designada por E sea adecuado para referirse a la igualdad : esenciamente
que E se comporte como una relacion de equivalencia y que sea compatible con los
predicados de la signatura. Interesarg, pues, considerar laférmula

ro"xExx U"x"y(Exy® Eyx) U" x" y" z(Exy UEyz® Eyz) U
U" x"y" u" v (ExuUEyv UPxy ® Puv)

Consideraremos la clase K3 de ss-estructuras B = (B ; PP, E®) que son modelos der , es
decir, E® es unarelacion de equivalencia congruente con PP. Nos proponemos demostrar
que lateoria de esta clase en un lenguaje sin igualdad, Th(K3)° es finitamente inseparable.
Para ello basta observar €l siguiente

[ 10-3] Lema
Paratoda sentenciaa de Ls, se verifica

a es satisfactible syssa* es satisfactible.
Demostracion
Claramente s (A ; P*) es un modelo de a, entonces la estructura (A ; P*, E*) siendo E*
={(a a):a A} esmodelodea*.
Reciprocamente, s B = (B ; P ; E®) es un modelo de a*, a ser E® una relacion de
equivalencia congruente con P?, podemos considerar el conjunto cociente A = B/E.
Denotaremos por [b] la clase de un elemento bl B. Podemos definir la s,-estructura A =
(A, PY) dada por

([b], [T P* syss (b, o)l PP
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Esta definicion es independiente de |os representantes, por ser BE r.
Esinmediato ver que BFa* P A kFa

En consecuencia

[ 10-4] Lema
Paratoda sentenciaal Ls, setiene
al Th(K;) b a*T Th(Ks)°
al Fr(K,) b a*l Fr(Ky)°
Demostracion
Sia* 1 Th(Ks)° existe Bl Kstal que BE@a*. (Obsérvese que (@a)* = @(a*) )
Por tanto existe Al K, tad que AE@a , y asi, al Th(K,). La otra implicacion es
analoga.

Esta reduccion permite afirmar, por € teorema [3-11]

[ 10-5] Proposicion

La teoria de la clase de estructuras con una relacion binaria y una relacion de
equivalencia congruente con ellaen un lenguaje sin igualdad es finitamente inseparabl e.

¢

Esta teoria es una extension finita (con € axioma r) de la teoria de la clase de
estructuras con dos relaciones binarias. Por € teorema [4-46] setiene

[ 10-6] Proposicion

Lateoria de la clase de estructuras con dos relaciones binarias sin igualdad es finitamente
inseparable
¢

Con una técnica idéntica a la utilizada anteriormente podemos codificar cada estructura
de la clase de estructuras con dos relaciones binarias en una estructura de la clase K, de
estructuras con una Unicarelacion binaria. Setiene asi :

[ 10-7] Teorema
Lateoria de unarelacion binaria sin igualdad es finitamente inseparable
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Lainseparabilidad finita de la teoria de unarelacién binariasin igualdad sera el punto de
partida basico para las demostraciones posteriores. Notese que la técnica de eliminar la
igualdad permite un tratamiento mucho mas sencillo que e uso de Ershov de las
funciones espectralmente representables (cf [13], [35])

10.2 Inseparabilidad finita delateoria de grafos

Consideremos € lenguaje con un Unico simbolo de predicado binario s, = {R} y los
axiomas que expresan que R es una relacion simétrica y antirreflexiva (ver 8 4.4). La
teoria resultante es la teoria de grafos. Consideraremos K 4 la clase de los modelos de
dicha teoria. Veamos que lateoria sin igualdad de la clase K 4 es finitamente inseparable.
Para ello bastara codificar cada s,-estructuraen un grafo.

La interpretacion se hard en la teoria de grafos sin igualdad, siguiendo una sugerencia de
J. F. Prida. La utilidad de la construccién se observara en una posterior codificacion.
(Ver §9.4)

[ 10-8] Teorema

Lateoriade grafos sin igualdad es finitamente inseparable

Demostracion

Aplicaremos € teorema de Rabin-Ershov construyendo una codificacion de la clase de
las estructuras con unarelacion binaria en la clase de los grafos. Haremos corresponder a
cada estructura A = (A ; P*) una estructura B = (B ; R®) de la siguiente manera. El
universo B constara de una copia de los elementos de A y otros nuevos elementos. A la
vez que describimos estos nuevos elementos determinaremos |os pares en la relacion R,
Para cada par (a, b) T P* afifadiremos seis nuevos elementos distintos %4, ... , t%% ,
verificandose larelacion PP para los pares (g, t™1) , (t%4, t%5), (t%1, %), (%1, %), (™,
tabg),(tabz, tab4), (tabz, tab5), (tabz, tabe), (tabg, tabe), (tab4, tab5), (b, tabg) Yy los pares inversos
(paraque larelacion sea simétrica)

El significado de esta construccion se ilustra en la representacion grafica siguiente
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Sea S € conjunto de todos los nuevos elementos asi introducidos. El universo B sera
B=AE S, ylardacion R® & conjunto de todos |os pares introducidos.
Obsérvese que s la estructura de partida es finita también lo es el grafo construido.

En e grafo construido los elementos de A se caracterizan por no estar en un “triangulo”.
Los pares (a, b)l P* pueden caracterizarse observando que el elemento a esta conectado
con € vértice de un “tetraedro”
Consideremos pues las férmulas
t3(x)° $u$v (Rxu URuv URvX)
“X es € vértice de un triangulo”
t4(X)° $u$v $w ( Rxu URxv U Rxw U Ruv U Ruw U Rvw)
“X es el vértice de un tetraedro”

Lainterpretacion G= (g, g) deseada viene dada por las férmulas :
a(Xo) © Bt3 (X) ‘ ‘ ‘ ‘
ap(X1, X2) © $x By $z (Rx1x U Rxy U Ryz U Rzx,U t 4(X))

Esclaro que
BEg[m U mi A
BE g(Xl) quZ)Ua(Xl,Xg) [m, n] 0 (m, n)T PA

Por lo tanto B®» A , lo que completala prueba
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10.3 Inseparabilidad finita de la teoria de reticulos

Sea K 4, la clase de todos los reticulos. Demostraremos la inseparabilidad finita de la
teoria de reticulos, Th(K,), construyendo una interpretacion de la clase K; de las
estructuras con una relacion binaria simétrica antirreflexiva (e.e. la clase de los grafos) en
laclase K ..
Sea A = (A, R) un grafo. Asociaremos a grafo A un reticulo B = (B, £°) y
determinaremos una interpretaciéon G = (g, g) de A en B de forma que la estructura
inducida B® seaisomorfaa grafo A. Para cada par de elementos (a, b) T R* sea ts un
nuevo elemento. (Consideramos ty, © thy). Sea S = {tx: (a, b)l R*}. El universo de
reticulo B serd el conjunto B =M E SE {0,1}, siendo 0 y 1 nuevos elementos. En B
definimos un orden parcial mediante :

i. af T

i. bEty

iii. 0£ x, paratodo x| B

iv. x£ 1, paratodoxl B

Claramente este orden parcial determina una estructura de reticulo. Los atomos de este
reticulo son los elementos de M. Estos elementos pueden caracterizarse por la férmula
de primer orden :
gx)° xt 0U"y(YEXx ® (y=0Uy=x))
Por otra parte laformula
ar(X,y)° $usv(xt yUx£uUyEuUuEvUuUL V)
verifica claramente
Bragr[abl U (a bl R
Asi lainterpretacion G determinada por las formulas gy ag verificaque A » BS. De esto
sesigue que:

[ 10-9] Teorema
Lateoria de reticul os es finitamente inseparable

Nota

En la tabla final del articulo de Ershov et al. [15] se sefiala que la teoria de reticulos
distributivos atomicos finitos es decidible, resultado atribuido a Skolem (cf. [54] ).
Modificando algo la demostracion anterior podemos conseguir que € reticulo asociado
al grafo de partida sea un reticulo distributivo atdmico, de donde se deducira que la clase
de los reticulos distributivos atomicos es finitamente inseparable, siendo por tanto la
teoria finita de dicha clase una teoria indecidible, en contra de laindicacion de Ershov .

[ 10-10] Teorema
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La clase de los reticul os distributivos atémicos es finitamente inseparable
Demostracion
Sea K3 la clase de todos los grafos. Asociaremos acada Al Kz con més de un elemento,
un reticulo distributivo atémico. Para cada (a, b) T R” sea ty © tp, Un Nuevo elemento.
Sea sy = {a b, ty}. Al ser R una relacion antirreflexiva 'y smétrica, @ conjunto Sy
siempre tiene tres elementos distintos. Sea S = {s4/ (3, b)l R*} y B d cierre bgjo
uniones e intersecciones de P(A) E S, donde P(A) es lafamilia de subconjuntos de A.
Claramente B = (B, £°), donde la relacion de orden es la inclusion, es un reticulo
distributivo atébmico, siendo € cero A, y los &omos los conjuntos unitarios {a con
al A. Notese que no tenemos que procuparnos de demostrar la propiedad distributiva,
por ser cierta para todo subconjunto de un reticulo de conjuntos cerrado bajo union e
interseccion.
L os &tomos quedan caracterizados por laformula
gx) °x*0U"y(YEX ® (y=0Uy=x))
Por tanto
Brg[m U m={a}, cona A
Consideremos ahora las formulas
lrr(x) © @$u$v (Ut vVUUE v=2)
Cub(x,y,2) © XEy£z UZSw(XEyEwUwEzUwW? 2)
donde hemos usado E con € significado usual en teoria de reticulos, para expresar la
cota superior minima. La formula Irr(x) expresa que e elemento es E-irreducible. La
formula Cub(x, y, z) expresa que z cubre directamente ax E .
Sea
ar(x,y) © $z (Irr(2) UCub(x, y, 2))
Los Unicos eementos irreducibles de B son los conjuntos unitarios, A&, y los elementos
deS. Asi
Bragr[m,n U m={a,n={b} @bl R
Se sigue que la correspondenciaa® {a} esun isomorfismo de A en B®. g.ed.

Nota

La clase de los reticulos relativamente pseudocomplementarios es decidible (cf. [15]).
Por tanto la clase de los reticulos relativamente pseudocomplementarios atémicos
también es decidible. Es bien conocido que un reticulo distributivo finito es relativamente
pseudocomplementario y que cada reticulo relativamente pseudocomplementario es
distributivo. Asi pues la clase de los reticulos relativamente pseudocomplementarios
atébmicos es decidible pero la clase finita, que coincide con la clase de los reticulos
distributivos atémicos finitos, esindecidible.

Tenemos asi un giemplo de teoria decidible cuyateoria finita es indecidible.
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10.4 Inseparabilidad finita de la teoria de anillos

Demostraremos a continuacion la inseparabilidad finita de la teoria de anillos. Para ello
aplicaremos e teorema de Rabin-Ershov partiendo de la clase de los grafos con més de
un elemento y redizando una inmersion en cierta clase de anillos. Esta inmersion
verificara las condiciones del teorema por 1o que podremos concluir la inseparabilidad
finita de la clase considerada. Se hard uso esencia del hecho de que la teoria de grafos
sin identidad es finitamente inseparable. Los resultados presentados aqui fueron
obtenidos por Mal’ cev, Taitdiny Ershov (cfr. [15], [29], [31])

Recordemos alguna terminologia y resultados relativos a la teoria de anillos.
Consideremos un anillo unitario A con universo A y sea 1* la unidad del anillo.
Si aesun elemento del anillo y n un entero se define na como
na= a+a+..+a s nespostivo (nvecesa)
0a=0
na=-(a+a+...+a) s nesnegativo (|n| veces a)
Claramente (mn)a= (ma)(na) y na= (n1*)a
Si laaplicacion f: Z ® A definida por f(n) = n1* es inyectiva, hay un Unico entero
verificando n1* =0y esn = 0. En tal caso f(Z) es un anillo isomorfo aZ
Si laaplicacion f :Z® A definida por f(n) = n1* no esinyectiva, existe un menor
entero p tal que p1* = 0. En tal caso f(Z) es un anillo isomorfo a Z/pZ
Si existe un entero positivo p tal que p1* = 0 entonces € menor entero verificando tal
condicién se llamalacaracteristica del anillo
En tal caso paratodo elemento al A del anillo pa=0
Si no existe tal entero se dice que € anillo es de caracteristica cero.
S € anillo no tiene divisores de cero (por gemplo, S se trata de un cuerpo) la
caracteristica del anillo es cero o un nimero primo.
Un subconjunto no vacio Il A de un anillo conmutativo esun ideal s se verifica:
1L"a | "xI A axi|
2."abl |l a-bl 1
Claramente lainterseccion de toda familia de ideales de un anillo es un ideal del anillo.
Por 1o que, dado un subconjunto cuaquiera de elementos del anillo Mi A, podemos
considerar la familia de ideales que contienen a M. La interseccién de dicha familia es
el minimo ideal que contiene a M. Se denomina € ideal generado por M. El ideal
generado por un conjunto Mi A estd formado por e conjunto de combinaciones
lineales de elementos de M con coeficientes en A, es decir, expresiones de la forma
XM+ ... +xame conxi 1 A,m 1T M, ki w
Unided | de un anillo determina unarelacion de equivalenciaen € anillo
a° b0 a-bl |
Esta relacion de equivalencia determina por tanto un conjunto cociente A/°, que
escribimos también A/l, al que se dota de estructura de anillo definiendo de forma
natural la sumay producto de clases. El anillo cociente se denota por A/l
Se llamaanulador de un anillo A a conjunto K ={ki A :" a A ka= 0}. El anulador
de un anillo esun ideal del anillo.
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Consideraremos en primer lugar la clase de anillos de caracteristicap = 2.

Sea G = (G, R®) un grafo con més de un eemento. Consideremos para cada elemento

al G un nuevo simbolom,y llamemosM ={m,:al G} yT=GE M

Sea P & conjunto de expresiones polindmicas finitas con coeficientes sobre el cuerpo {0,

1} engendrado por |los elementos de T. Sus elementos son expresiones finitas de laforma
Sde, ... 1 &% ... &T M. ms

dondede, .. ¢ s,...i.1 {0, 1} ,al G, mi M,y g, f; naturales no todos nulos

Sea P la estructura de anillo sobre dicho conjunto definida de forma natural.
Consideremos los siguientes subconjuntos de P :

Ar={uvw:uv,wl T}

A, ={uv-vu:u, vl T}

As={U":ul G}

As={uv: (u,v)I R%

As={um,:ul G}
Sea | @ ideal generado por AL E A, E As E A, E As . Este ideal genera un conjunto
cociente B = P/l con una estructura de anillo inducida que denotamos G* = P/l .
Denotaremos por u la clase correspondiente al elemento ul P, estoes, u= u+ 1 P/I.
Obsérvese que la construccion realizada asegura entre otras cosas que € anillo G* es
unitario y conmutativo, que es de caracteristica 2 y que € producto de tres elementos es
cero. Ademas s e grafo G de partida esfinito e anillo asociado G* también esfinito.
Serd (il considerar el conjunto de anuladores del anilloK ={ki B:" yl B k:y =0}
Es claro que los elementos de B son de laforma g + m + k donde g es una suma de
clases de elementos de G, m una suma de clases de elementosde M y ki K .
El universo de lainterpretacion lo congtituirén los elementos del conjunto

D={a+k:a G,kl K}
Tenemos por tanto que caracterizar entre |os elementos de B dichos elementos de D por
una férmula de primer orden. Para ello observemos que los elementos de laforma g + k
con g suma de clases de elementos de G vienen caracterizados por la condicion

[Ul] X-x=0
La construccién redlizada asegura que los elementos de As pertenecen a idea 1. Por
tanto, dado al G se verificaquea-m, =0y m,>t 0; luego los eementos de D verifican
lacondicion

[U $y(x-y=0Uy-y?0)
Ahora bien, esta condicion la verifican también los elementos de K . Para excluirlos basta
imponer también la condicion

[Ug] $y x-y* 0

Asi pues, considerando laformula
gx)° x-x=0U$y(x-y=0Uy -yt 0)U(Py x-y? 0)
setiene
ul D U G Eglu]
A continuacion caracterizaremos los pares (a + k, b + k’)T D? que representen el ementos
relacionados en el grafo, es decir e conjunto
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H={(a+k,b+k )i D*: (a b)i R%}

Para €llo observemos que dados a, bl G, k, k’T K s (a b)l R®, como A, 1 |, se
verificaque a - b =0y por tanto (a + k)(b + k') = 0. Taes pares verifican, pues, la
condicion

[Rd x-y=0
Ahora bien los pares del tipo (a + k , a + k’) también verifican [Ry]. Para diminarlos
observemosque a+k+a+k' 1 K pero a+k +b+k'T K. Por lo tanto solo los
elementos de H verifican

[R)] $z(x+y)z1 O
Definiremos por tanto

ar(X,y)°x-y=0U$z(x+y)z: 0
y se verificara

(uwiHU G Fag[u,w]

Hemos determinado lainterpretacion G= (j , ag) verificando G* © = (D, H)

Ademés K define en D unarelacion de equivalenciau ~v U u-v 1 K y determina un
conjunto cociente D/K ={a: al G}. Andogamente en H tendremos H/K ={(a ,b) : (a
,b)T R®. Porloque (D/K, H/IK)» G

Larelacion de equivalencia definida por K en D es una congruencia respecto H.
En efecto supongamos a~a , b~b’ y (a b)l R. Entonces

ab=0
a-a =kl K
b-b=ITK

Portantoa' b’ =(a-k)(b-1)=ab=0.Luego(a,b)T R
Unaférmula sin identidad es vdlidaen (D, H) s y solo s es vdlida en € cociente (D/K,
H/K) por lo que paratoda formulad se verifica
G*®kd U G Fd
esdecir, G y G* © son elementalmente equivalentes

Nota
Obsérvese aqui la importancia de la formulacion fuerte del teorema de Rabin-Ershov
utilizando la equivalencia elementa en vez de laisomorfia.

Tenemos por tanto :

[ 10-11] Teorema

La clase de los anillos conmutativos de caracteristica 2 en los que € producto de tres
elementos cualesquiera es cero es finitamente inseparable

¢

Consideraremos ahora el caso de |os anillos de caracteristica p primo mayor que 2
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Todo sigue un camino andlogo. Asociaremos a cada grafo con mas de un elemento un
anillo conmutativo de caracteristica p. Sea G = (G, R®) un grafo con més de un
elemento. Consideraremos para cada elemento al G un nuevo simbolo m, y llamaremos
M={m,:al GGyT=GEM
Sea P & conjunto de expresiones polinémicas finitas con coeficientes sobre el cuerpo {0,
1, ..., p-1} engendrado por los elementos de T. Sus elementos son expresiones finitas de
laforma
Sde,.. ey .1 &% . AT MY m{s

donde de,, . ¢ f,....1.] {0,1,...,p-1} ,al G, mi M,y e, f; naturales no todos nulos
Sea P la estructura de anillo sobre dicho conjunto definida de forma natural.
Consideremos |os siguientes subconjuntos de P :

Ar={uvw:uv,wl T}

A, ={uv-vu:u, vl T}

As={U":ul G}

Az ={mym,: (u, VI R%}

As={um,:ul G}
Seal € ideal generado por A; E A, E AsE A4 E As.y G* =P/l € anillo cociente con
la relacion de equivalencia determinada por e ideal y B su universo. Sea € conjunto de
anuladores del anilloK ={ki B:"yl B ky=0}.
Los elementos de B son de la forma g + m + k con g combinacion de clases de
elementos de G con coeficientesen {0,1,... , p-1}, m combinacion de clases de elementos
de M con coeficientesen {0,1,... , p-1}, y k un elemento de K.
S w esun elemento de B delaformada + k conal G verificara

[U1] w”=(dg+k)*=0

[U2] w-m,t0sab
Ademas es fécil observar que estas dos condiciones caracterizan a los elementos de la
formada+k conal G, ul K, dl {0,1,..., p-1},
Consideremos, pues, laférmula

gx)° x-x=0U$z x-z=0
De esta forma, los elementos del conjunto D = {da + k : a G, di {1, ..., p-1}, kI K}
verifican

ul DU G* Eg[u]

Caracterizaremos ahoralos pares delaforma(da+k, d'b +Kk’) con (a b) T R®. Sea
H={(da+k,db+Kk) B/(abi R%, d,d 1 {1, ..p1}
Setendrd:

mst 0

mb21 0

M, - mp =0

(da+u) -my=0

(db+k’) - my,=0
Tomemos pues

ar(X, y)°$usv(u-ut OUv-vi QUuv=0Ux-u=0Uy-v=0)
Severifica

(ab)T Rp G Eagr[a b]
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Reciprocamente, supongamos que a, b T D, siendo a=d; ¢; + Ky, b = d, G, + ks, con
dy, do T {1, ..., p1},c, 1 G, kg, ko1 K,y verifican G* Fag [a, b] . Entonces
exigtiranu, vi B, talesque

[1] u*=0
[2] V=0
[Blu-v=0

[4] (d1C1+k1)'U:0
[5] (dng"‘kz)'V:O

De[4] y [5] sesigue queu y v son de laforma
U:d301+d4mcl+d5k3
V:d602+d7m02+d8k4

Por [1] y [2] se deduce que
d:* 0
dst O

De [3] se deduce que
d3 de mcl . mcz =0

luego debe ser
Me, - Me, = 0

y por lotanto (¢, ¢) T R®, (a, b) T Hy (a b)l R®.

Asi pues hemos construido una interpretacion

g={dx) , ar(x,y)})
de forma que

(G)°=(D, H)
Sea ~ larelacion de equivalencia definida en D mediante

w~w syssexistendl {1,..., p-1} kil K talesquew’ =dw +k

Esta relacion es una congruencia respecto a H. En efecto, supongamos (a, b) T H.
Entonces existen u, v tales que

u’t 0

a=da+ks ki K,diT{1,..,p1}
b’ =d, b+k; ko K,doT{1,...,p-1}
y por tanto
a-u=0
b’-v=0
luego (a’, b’)I H
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En consecuencia la estructura cociente (D/~, H/~) esisomorfaaG.
Igual que antes G°y G serén elementalmente equivalentes y tenemos

[ 10-12] Teorema

La teoria de la clase de anillos de caracteristica p primo en que e producto de tres
elementos es nulo es finitamente indecidible.

¢

Demostraremos ahora un resultado andlogo para la clase de los anillos conmutativos
unitarios.

[ 10-13] Teorema

La clase Kacup de los anillos conmutativos unitarios de caracteristica p (p primo) es
finitamente inseparable

Demostracion

Asociaremos a cada anillo A = (A ; +, -) conmutativo de caracteristica p en € que €l
producto de tres elementos es cero un anillo conmutativo unitario A* . Para €llo
consideraremos un nuevo elemento el A y haremose-m=m-e =mpaami AE {¢e}.
El universo del anillo A sera e conjunto de expresiones | ymy + ... + | ;my, mi A E {€},

11 {0, 1, ..., p-1}.
Esinmediato que hemos construido un anillo unitario conmutativo en € que
ul AU u*=0

luego en este anillo los elementos de A estan caracterizados por laférmula
ox)° x-x-x=0
verificandose
A'Eg[ul U ul A
De aqui se deduce inmediatamente el teorema.

¢
Como corolario inmediato tenemos
[ 10-14] Teorema
Lateoria de anillos es finitamente inseparable

¢
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10.5 Inseparabilidad finita delateoria de grupos

Para demostrar la inseparabilidad finita de la teoria de grupos construiremos una
inmersion de la clase de los anillos unitarios en la clase de los grupos. Para €elo
seguiremos una construccion, debida a Mal’cev (cf. [30], [31] y [32] ), que permite
construir, a partir de un anillo A, un grupo A*, que llamaremos grupo de Mal’cev
asociado a A. Veremos que a partir de un grupo con ciertas caracteristicas podremos
recuperar la estructura de anillo.

El grupo deMal’ cev asociado a un anillo

SeaA=(A; +", 0", 1% un anillo unitario (abreviadamente (A; +, -, 0, 1)).
Construiremos un grupo con la operacion o, (suprimida a veces en la escritura, como es
costumbre en la notacion multiplicativa) y dos elementos distinguidos us, U, . Un grupo
con tales elementos distinguidos puede llamarse grupo enriquecido. Denotaremos tal
estructura A* = (M; M, u™, u") (abreviadamente (M; o, uy, Uy)). Obsérvese que a
considerar diferentes pares de elementos distinguidos en un grupo dado podemos tener
grupos enriquecidos no isomorfos, con la definicién natural de isomorfia.
El conjunto base seran las ternas de elementos de A, esto es, M = A®. La operacion del
grupo es

(& bc)e(i,j,k)=(a+i,b+j,b-i+c+k)
Los elementos distinguidos son u; = (1, 0, 0) y u,= (0, 1, 0)

[ 10-15] Lema
(M, °) tiene estructura de grupo
Demostracién
Confirmar la propiedad asociativa consiste en una mera comprobaciéon . El elemento
neutro es (0, 0, 0). El inversodem = (a, b, ) esm™=(-a,-b, b - a- ).
¢

Utilizaremos también A* para designar dicha estructura de grupo. Notese que los
inversos de los dos elementos distinguidos son u;' = (-1, 0, 0) y W' = (0, -1, 0). Es
claro que el grupo obtenido no es abeliano. Obsérveseques m=(a, b, c)yn=(, j, k)
son dos e ementos de M se verifica

mon=nom U b-i=j-a
(Es interesante recordar que la teoria de grupos abelianos es decidible)
Se llama centro de un grupo a conjunto de elementos del mismo que conmutan con
cualquier elemento del grupo
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[ 10-16] Lema

El centro del grupo A* esZ ={(0, 0, k)/ ki A}
Demostracion
Es inmediato ver que los elementos de la forma (0, O, k) conmutan con cuaquier
elemento de M. Por otra parte, s (i, j, k) es un elemento central debe verificarse, para
cualquier (ab,c)l M, que(a+i,b+j,b-i+c+k)=(i+aj+b,j-a+k+c),dedonde
sededuceque b-i=j-a Consderandoa=1y b=0sededucej =0. Haciendoa=0y
b =1 sededucei =0.

¢

Observacion

El producto de elementos del centro reproduce la suma del anillo, pues
(0,0,k)°(0,0,k’)=(0,0,k +Kk’)

El demento g =, u; U, uy™ = (0, 0, 1) reproduce la unidad del anillo. Su inverso es &

elemento q_l = Ui U Ul_l Uz_l = (O, O, -1)

En un grupo, los elementos de laforma u v u™ v' se denominan conmutadores. Si
consideramos un conmutador u v u*v*, & elemento inverso, U™ v u v, es también un
conmutador. El producto de dos conmutadores no es necesariamente un conmutador. El
conjunto de todos los conmutadores de un grupo genera un subgrupo del mismo,
[lamado subgrupo conmutador o grupo derivado. Obsérvese que si @ grupo es abeliano
el Unico conmutador es e elemento neutro, por 1o que e grupo derivado estrivial.

[ 10-17] Lema

i.Sim=(a b, c)yn=(i,j, k) son dos elementos de M se verifica
monemton=(0,0,b-i-j-a)

ii. Todo conmutador de A* es central

Demostracion

Es una mera comprobacion:
(@b,c)e(i,j k) o(@b,c)o(,j k=
=@bc)e(i,j,K) e (-a-bb-a-c)e(-i,,j-i-k =
=(@+i,b+j,b-i+c+Kk)e(-(a+i),-(b+j),b-i+b-a-c+j-i-k)=
=(0,0,b-i-j-a)

Nota

En la literatura algebraica rusa de los afios sesenta un grupo en e que su subgrupo
derivado es centra se denominaba metabeliano. En la actualidad e término “grupo
metabeliano” suele designar a un grupo resoluble de longitud dos, esto es un grupo cuyo
subgrupo conmutador es abeliano. (Para detalles sobre teoria de grupos puede
consultarse, por giemplo, [2] 0[49])
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[ 10-18] Lema
Sean G;={ml M/m e, =t om} y Go={ml M/ m o uy = u; » m}. Se verifica
i UlT Gz yUQT Gl
ii. G ={(0,b,c)/b,cl A} y G,={(a,0,¢)/a,cl A}
iii.  Gpy G, sonsubgrupos abelianos de A*
iv. G.CG,=Z
Demostracion
i. trivid
i. @b,dl GU (ab,¢c) (0,10 =010 (ab,c) U
U (@ab+1c)=(a1l+b a+c
(a b, o)l G,U (a b,c)(1,0,0)=(1,0,0) (ab,c)
U (@a+1,bb+c)=(1+ab,0) =0
iii. (3 b,c)(0,b,c)™*=(0,b,¢c)(0,-b,-c)=(0,b-b,c-c)
(abc) (@, 0,c)'=(0,c)(a,0-c)=(a-a,0,c-c)l
iv.(a b o ZU a=0&b=00 (ab,c)1 G.C G,

0

a

oo

b
-c)1 G
Gz

[ 10-19] Lema

Para cada elemento central mi Z existen g1l G,y g.l G tales que
m=u0; Ul_l gl_l =U0 UZ_1 92_1
Demostracion.
Seam = (0, 0, k). Basta tomar elementos g,=(0, -k, ¢) y g.=(k, 0, ¢) con cl A, por
gemplo,c=06c=1.
¢

Observacion
Dados dos elementos centrales, m; = (0,0, k) y m, =(0, O, k') por &l lema existe
0= (O, -k, O)T G, tal que mp=Uu; 0 Ul_l gl_l
y existe
%=(',0,00 G, tdque mp=u,gu ‘g™
Entonces
%018 = (K, 0,0) (0, -k, 0) (-k', 0,0) (0,k, 0) = (0,0, k - K').
Observamos que se reproduce aqui la multiplicacion del anillo.

Anillo asociado a un grupo de Malcev

La construccion realizada proporciona un grupo enriquecido (M; o, u;, Up) verificando
M1. Todo conmutador es central

M2. Los conjuntos G; y G, de elementos que conmutan con U, Y U; respectivamente son
subgrupos abelianos de M

M3. Lainterseccion G, C G, coincide con €l centro del grupo

M4. Paracadaelemento central m1 Z existen elementosgu1 G; y g1 G talesque
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m=u;0: u™ gl'l =U20 u* 92_1
Llamaremos grupo de Malcev a un grupo enriqucido verificando las condiciones M1,
M2, M3y M4,

Obsérvese que todas estas condiciones pueden expresarse por formulas de primer orden
del lenguaje de lateoria de grupos. En efecto, observando que

z=xoy*U zoy=x
y considerando los siguientes esquemas de formulas

t(uv,w) © uewov=vow (“u es @ conmutador de v y
W)
g(u,v) © veu=uov (“u y v conmutan”)
d(u ° "vquyv) (“u es central”)
r(u) © $vsw t(uyv,w) (“u es un conmutador”)

el enunciado de M1 es
me " x (r(x) ® d(x))
Llamando
p1(v) ° q(uz, v) ("UI G")
P2(V) ° q(uy, V) (“ul G")
el enunciado de M2 es ‘ ‘ ‘
m° " X"y ((pu(X) Upi(y) ® $z (py(z) Uz y=x) U
U (p2(x) Up2A(y) ® $z (p2(2) Uz y =x) Ud(X, Y))
Para expresar que G, C G, = Z podemos utilizar laférmula
m° " x (d(x) « pa(x) Up(x))
La propiedad M4 se expresa por
m O " X (d(X) ® $y$z (t(X, uy, y) Ut(X, Uz, 2))

VVeamos que, dado un grupo de Malcev, esto es, un grupo G de la variedad determinada
por mUm UmUm, podemos recuperar |a estructura del anillo de partida.
Paraello apartir del grupo G ={G; o, us, U) obtendremos un anillo*G = (B ; +, -, 0, 1)
de forma que s partimos de un anillo A y componemos las dos transformaciones
obtenemos laisomorfia A » *(A*)
El universo de anillo estard4 congtituido por € conjunto de elementos centrales del
grupo

B={xl GI"yl G xoy=yox}
Segun la observacion realizada al principio definiremos la suma naturalmente como

m+MmM=mpe°nNp
Para definir e producto hacemos uso de la observacion tras el lema[10.19] y definimos
por lo tanto el producto mediante

My -Mx =02 01 92_1 91_1
sendo

My =U; 01 Ul_1 91_1

My =U; 01 Uz_1 92_1

ng Gl

ggT Gz
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Naturamente, hay que comprobar que e producto esta bien definido. En efecto,
supongamos que paraciertos g, hy 1 Gy y ciertos g, hol G, se verifica
My =U; 01 Ul_1 91_1 =u hy Ul_1 hl_l
M =U; 02 Uz_1 92_1 =u hp Uz_1 hz_l
Entoncesde u; O1 Ul_l gl_l =u Ul_l hl_l
se deduce U g1 =u hl Ul_l hl_l 01 Ug
0 sea 0= hl Ul_l hl_l 01 Ug
luego uh?g=hgu
Por tanto h;™* gil G, por conmutar con u;. Puesto que tanto hy, como g; estén en G;
también hy* g, T G, y por tanto hy™* g; esta en el centro Z. Andlogamente se veria que g,
Yh, T Z. En consecuencia, podemos escribir
0o O 92_1 h= g, 92_1 hhgi=h,gi=hy hy hl_l O1
y por tanto
0o O 92_1 =hh hl_l O1 hz_l =h, hz_l hl_l O1
de donde obtenemos, al fin :
Q0100 =hhih " hyt

Estas operaciones dotan a conjunto de estructura de anillo unitario.
La adicion es la operacion del grupo restringida a centro; por tanto hereda las
propiedades necesarias para dotar a centro de la estructura de grupo conmutativo.
Comprobemos la propiedad distributiva. Tomemos
m=uguw g con gl G
n=u; hl Ul_l hl_l con th G
p=u ko Uy k' con ki G,
Por hipdtesis todo conmutador es central. Luego
91_1 uhy Ul_1 hl_l =uhy Ul_1 hl_l 91_1
91_1 ko hy kz_l hl_l =k, kz_l hl_l 91_1
Por tanto se tiene
m+n =u0; Ul_l gl_l Uy hl Ul_1 hl_1
=U 0 Ul_1 u hy Ul_1 hl_1 gl_1
=u g1 hy Ul_1 hl'lgl'l
= Uy (01 hy) ut (01 hl)_l
m-p= kzglkz_lgz_l
n-p= kghlkg_lhg_l
m-p+n-p = k2 O1 kg_lgl_l k2 hl kg_l hl_l =
=k, n kz_l ko hy kz_lhl_l 91_1
=k, hy kz_l hl_l 91_1
=k (91h) kz_l( 01 hl)_l
=(m+n)-p

(No comprobaremos aqui que e producto es asociativo; de la asociatividad del anillo de
partida se deduce la asociatividad en esta estructura como consecuencia de la isomorfia
que veremos més adelante. También se deducira que g = U; Uy Uy U™ es la unidad del
anillo. Obsérveseque, S M=u; gy U g1, Setiene trivialmente que m - g = m)
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Lainterpretacion

L as consideraciones anteriores, por las que asociamos a cada anillo unitario su grupo de
Mal’cev, permiten definir unainterpretacion G= (g, g) de la clase de los anillos unitarios
K anu en la clase K gre de grupos de Malcev (grupos enriquecidos verificando las
condiciones M1, M2, M3, M4). Lainterpretacion viene determinada por las formulas :
ox)°dx)° "y (xey=yex)
a+«X,y,2)° xey=z
a. (x,y, 2) ° $wiSw, (pa(wi) U pa(wo) U t(x, ty, wi) Ut(y, Up, Wo) Ut (z, Wo,
W1))
ao(X)° "y (yex=y)
ai1(X)° XoUpoUy=Uyo Uy
Notese que se verifican las condiciones de adecuacion de la interpretacion: €l universo es
no vacio; esta claro que a. tiene caracter funcional y hemos comentado ya que a. es una
buena definicion del producto; la férmula ao esté satisfecha por un Unico elemento, €
elemento neutro del grupo v, findmente, la férmula a; esta satisfecha por un Unico
elemento, a saber, X = Uy U Uy Uy
Mediante esta interpretacion asociados a cada anillo Al K any un grupo enriquecido
AT K cre.
Veamos ahora que la estructura inducida por esta interpretacion a partir de A*, o sea, la
estructura (A*)®= (B ; +°, 0%, 1°) esisomorfaa anillo de partida A.
El lema [10.16] permite construir de forma natural una biyeccion entre los universos de
dichas estructuras
f:A® B
k — (0,0, k)
pues
KiA U A'eg[f(k)] O f(k)i B
Esta biyeccion es ademés un isomorfismo entre ambas estructuras de anillo. En efecto :
L@, KT +20 A* EaL[f@), (), f(K)] O (i) +° f() = f(k)
Ver laobservacion que sigue a lema[8.2].
i. (i,j, T 20 A* Fa.[f(i), f(), f(K] U f@) - f(k) = f(K)
Hemos comprobado quesi i -*j = k entonces f(i) -® f(j) = f(k)
Para la implicacion inversa basta observar que s A* Ea. [f(i), f(j), f(k)] entonces se
verifican las ecuaciones
(al, bl, Cl) (O, 1, O) = (O, 1, 0) (al, bl, Cl)
(ag, bz, Cz) (1, O, O) = (1, 0, 0) (az, bz, Cz)
(O, 0, k) (al, bl, Cl) (ag,bz,Cz) = (ag, bz, Cz) (al, bl, Cl)
(0, 0, |) (al, bl, Cl) (1, O, O) = (1, 0, 0) (al, bl, Cl)
(0,0,]) (8, by, c2) (0,1,0) =(0, 1, 0) (8, by, C2)
de las que se deduce
a=0
=0
bl A ag+A k=0
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bl +A i=0

j=a
y en consecuenciai - j = k
Deigual forma,
ii.m=0> U A*rag[m] U m=(0,0,0)=70"
iv. m=1° U A*ra;[m] U m=wuwuu’=(0,0, 1) =f1"
Esto muestraque A 'y (A*)® son isomorfas.
Estamos, pues, en las hipétesis del teorema de Rabin-Ershov, pues la clase de los anillos
unitarios es finitamente axiomatizable y hemos mostrado que es fuertemente codificable
en la clase Kgre. De la inseparabilidad finita de la clase de los anillos concluimos por
tanto que

[ 10-20] Teorema
La clase Kgre es finitamente inseparable.
¢

Como Th(Kgre) €s una extension finita de la teoria de grupos enriquecidos con dos
constantes concluimos

[ 10-21] Teorema
La clase de los grupos enriquecidos con dos constantes es finitamente inseparable

Por € teorema de las extensiones inesenciales llegamos a

[ 10-22] Teorema
La clase de los grupos es finitamente inseparable

Y en consecuencia

[ 10-23] Teorema

Lateoria de grupos es indecidible.
Lateoria de grupos finitos es indecidible

¢

Como la teoria de grupos es una extension finita de la teoria de semigrupos tenemos
también

[ 10-24] Teorema
Lateoria de semigrupos es finitamente inseparable
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11. CONCLUSIONES

En este trabgjo se han refinado algunos teoremas necesarios para la demostracion de
indecidibilidad de teorias matematicas, o que ha permitido simplificar agunas
demostraciones. Ademés se han expuesto diversas técnicas y se han analizado sus
posibilidades de aplicacion y sus dificultades.

Tras obtener resultados de indecidibilidad e inseparabilidad para diversas teorias
podemos reflexionar sobre los estilos de demostracion empleados. Se observa que hay
tres tipos de situaciones y pruebas distintas, a saber :

a) Teorias inseparables

En & caso de teorias sin model os finitos se obtienen resultados de inseparabilidad. Tal es
el caso de la aritmética y de la teoria de conjuntos. En € caso de la aritmética la
demostracién es directa por representacion y diagonalizacion. Obtenido € resultado de
inseparabilidad se transmite por interpretacion a la teoria de conjuntos.

b) Estructuras fuertemente indecidibles

Partiendo de la estructura fuertemente indecidible de los nimeros naturales sucesivas
inmersiones semanticas nos permiten obtener diversas estructuras fuertemente
indecidibles : 1a estructura de los enteros, el grupo de permutaciones de los enteros, la
estructura de los racionales. Todas estas estructuras, a ser fuertemente indecidibles,
tienen teorias hereditariamente indecidibles. Como estas estructuras son gemplos de,
respectivamente, anillos, grupos y cuerpos, se obtiene en consecuencia que las teorias de
anillos, grupos 'y cuerpos son indecidibles, incluso hereditariamente indecidibles.

c)Teorias finitamente inseparables

En e caso de teorias con modelos finitos los resultados interesantes son los de
inseparabilidad finita. El punto de partida es la inseparabilidad de las méaquinas que paran
y las méaquinas que ciclan. Sucesivas inmersiones semanticas permiten codificar la clase
de dichas maguinas en la teoria de una relacién binaria, la teoria de grafos, la teoria de
anillos y la teoria de grupos. En algunos casos la codificacion no es complicada, pero en
otros como en € caso de la codificacion en anillos, la técnica es ciertamente sofisticada.
¢Habra aguna forma mas sencilla de codificar, por giemplo, la clase de los grafos en la
clase delos anillos que permita un tratamiento mas asequible?

Las teorias indecidibles encontradas son 0 bhien esencidmente indecidibles o bien
hereditariamente indecidibles. Larazén de no encontrar teorias escuetamente indecidibles
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se ve clara por los méodos de prueba empleados. Las teorias inseparables son
esenciamente indecidibles. En e caso de la técnica de Tarski se obtienen estructuras
fuertemente indecidibles y por tanto teorias hereditariamente indecidibles. Los resultados
de inseparabilidad finita proporcionados por la técnica de Rabin-Ershov proporcionan
teorias hereditariamente indecidibles.
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